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Asymptotische Losung fiir die Nachlaufstrémung eines beheizten Zylinders

Ausgehend von der Niherungslosung fiir den laminaren, isothermen Zylindernachlauf wird der
laminare Nachlauf hinter einem schwach beheizten Zylinder modelliert. Der Zylinder wird
entgegen der Richtung des Schwerevektors angestrémt. Das Problem wird zweidimensional
und stationdr betrachtet. Unter Verwendung der Boussinesq-Approximation bilden die
skalierten Grenzschichtgleichungen die Basis zur Beschreibung dieser Stréomung. Die
gesuchten asymptotischen Losungen werden nach dem Parameter £ = I/YRe entwickelt. Die
ersten beiden Ordnungen dieser Entwicklung werden betrachtet.

Die Losung der ersten Ordnung liefert das bekannte Stromfeld des linearisierten
Zylindernachlaufs. Dariiber hinaus ist das Temperaturprofil durch die eingebrachte Wirme
gekennzeichnet. Die Temperaturunterschiede erzeugen jedoch in dieser Niherung keine
Auftriebskrifie in der Impulsgleichung. Die zweite Ordnung der asymptotischen Losung
enthdlt die Nichtlinearititen und beriicksichtigt zudem Aufiriebseffekte. Die typischen
Merkmale des beheizten Nachlaufs, wie die Dicke von kinematischer und thermischer
Grenzschicht sowie die Amplituden von Geschwindigkeit und Temperatur auf der
Symmetrieachse, kénnen so als Funktion der Parameter diskutiert werden. Dies sind neben den
Geometrieparametern die Reynolds-Zahl, die Prandtl-Zahl und die Grashof-Zahl.

Asymptotic solution for the far wake of a heated cylinder

Based on the approximate solution for the laminar far wake of an isothermal cylinder, we
derive a model for the far wake of a weakly-heated cylinder. Forced flow is upward against
gravity, while the problem is considered to be two-dimensional and steady. A scaled version of
boundary layer equations in conjunction with Boussinesq's approximation are the basis for an
asymptotic expansion using the small parameter & = I/YRe. Two leading orders of this
expansion are discussed.

In a first order we find the well-know flow field associated with the linearized far wake of a
cylinder in conjunction with a gaussian temperature profile resulting from heat input. There
are, however, no buoyancy forces present in the momentum equation of this approximation.
The second order accounts for nonlinearities of momentum and heat transport and includes
buoyant effects. The typical properties of this heated far wake, as e.g. kinematic or thermal
boundary layer thickness and velocity or temperature amplitudes are discussed in their
functional dependancy on the parameters, The parameters considered are the Reynolds-
number, the Prandtl-number, the Grashof-number, as well as geometry.
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Kapitel 1

Zusammenfassung

Ausgehend von der ahnlichen N3herungslosung fiir den laminaren, isothermen Zy-
lindernachlauf wird der laminare Nachlauf hinter einem schwach beheizten Zylinder
modelliert. Der Zylinder wird entgegen der Richtung des Schwerevektors angestromt.
Das Problem wird zweidimensional und stationir betrachtet. Unter Verwendung der
BoUSSINESQ-Approximation bilden die skalierten Grenzschichtgleichungen die Basis
zur Beschreibung dieser Strémung. Die gesuchten asymptotischen Losungen werden
nach dem kleinen Parameter ¢ = 1/v/Re entwickelt. Die ersten beiden Ordnungen
dieser Entwicklung werden betrachtet.

Die Losung der ersten Ordnung liefert das bekannte Stromfeld des linearisierten Nach-
laufs. Dariiber hinaus ist das Temperaturprofil durch die eingebrachte Warme gekenn-
zeichnet. Die Temperaturunterschiede erzeugen jedoch in dieser Naherung keine Auf-
triebskrafte in der Impulsgleichung. Die zweite Ordnung der asymptotischen Losung
enthalt die Nichtlinearititen und beriicksichtigt zudem die Auftriebseffekte. Die ty-
pischen Merkmale des beheizten Nachlaufs, wie die Dicke der kinematischen und der
thermischen Grenzschicht und die Amplituden von Geschwindigkeit und Temperatur
auf der Symmetrieachse, kénnen so als Funktion der Parameter diskutiert werden.
Dies sind neben Geometrieparametern die REYNOLDS-Zahl, die PRANDTL-Zahl und
die GRASHOF-Zahl.







Kapitel 2

Problemstellung

Wir behandeln den laminaren Nachlauf eines beheizten, unendlich langen Zylinders, der
senkrecht zu seiner Achse von einem zéhen, warmeleitenden Fluid angestrémt wird. Wir
beschrinken uns dabei auf den ausgebildeten Nachlauf in einer gewissen Entfernung
vom Zylinder.

Abbildung 2.1 zeigt eine Ansicht in Richtung der Achse des Zylinders. Mit U,, bezeich-
nen wir die Geschwindigkeit der gleichférmigen Anstréomung, mit T, ihre Tempera-
tur und mit p,, ihren Druck. Die z—Achse hat die Richtung dieser Anstrémung, die
y—Achse steht senkrecht auf ihr und der Ursprung O liegt im Zentrum des Zylinders.
Der Zylinder hat den Durchmesser d. Entgegen der Hauptstromungsrichtung wirkt die
Erdbeschleunigung g. Der Zylinder wird mit einer konstanten Heizleistung () beheizt.
Wir wollen das Problem zweidimensional und stationér betrachten.

Wir {iberlagern also Zwangskonvektion aufgrund der Anstrémung und Naturkonvek-
tion aufgrund der Beheizung zur Mischkonvektion. Das Geschwindigkeitsprofil u(z,y)
in Abbildung 2.1 resultiert aus dieser Uberlagerung. Die Nachlaufdelle (gepunktetes
Profil) hat ihre Ursache allein in der Verdrangungswirkung des Zylinders. Durch den
Widerstand des Zylinders in der Strémung wird die Strémung verzdgert. Zusétzlich
fiihrt die Beheizung des Zylinders zu Temperaturunterschieden im Fluid. Diese sind
im Temperaturprofil T'(z,y) — Tw, aufgetragen. Bei temperaturabhingiger Dichte stellt
sich dann, unter dem EinfluB der Erdbeschleunigung, eine Naturkonvektion {iber dem
Zylinder ein. Die daraus resultierende Beschleunigung der Stromung fithrt schlieBlich
zum dargestellten Geschwindigkeitsprofil u(z,y).

Der Widerstand W des Zylinders und die eingebrachte Warme Q gehen nicht in die Dif-
ferentialgleichungen ein. Um ihren EinfluB zu erfassen, miissen wir einen Kontrollraum
(A-B-C-D) festlegen und fiir diesen eine Impuls- und Wirmebilanz aufstellen.




2. Problemstellung

Kentrollraum
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Abbildung 2.1: Nachlauf hinter dem beheizten Zylinder




Kapitel 3

Mathematische Formulierung

3.1 Grundgleichungen

Fiir inkompressible Strémungen einer NEWTONschen Fliissigkeit lauten die NAVIER-
STOKES-Gleichungen fiir den Geschwindigkeitsvektor @ = (u,v,w) und den Druck p
in Vektorform, siehe [5] S. 143,
Cil—l;):f-—égradp-l—VAw',

mit der Dichte o und der kinematischen Viskositat v. Hierbei ist der LAPLACE-Operator
durch A = §2/92® + 5%/9y* + 6?/02* gegeben. Wir wollen ausschlieBlich die laminare
Nachlaufstromung behandeln. Die Reibungsterme auf der rechten Seite der NAVIER-
STOKES-Gleichungen beschreiben somit die Schub- und Normalspannungen nach NEW-
TON. Die Massenkrifte f sind durch einen Auftriebsterm in der z-Richtung verursacht.
Wenn wir im folgenden mit p den dynamischen Druck bezeichnen und uns auf den sta-
tiondren Fall beschrinken erhalten wir

1 "
(Wgrad) W = —(0 — 000) g €x —Egradp—l—z/Aw.

Zur weiteren Vereinfachung der Impulshilanzgleichungen verwenden wir die sogenannte
BOUSSINESQ-Approximation (siehe [1], S. 8), die folgendes festlegt:

1. Z&hes, warmeleitendes Medium mit

e 1 = const. (dynamische Viskositit),

e )\ = const. (Warmeleitfahigkeit),

¢, = const. (spezifische Wirme),

® U = i/ 0o = const. (kinematische Viskositit),

K = A/ 0ooCp = const. (Temperaturleitfahigkeit).
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2. Die Dichte wird als konstant angesehen mit Ausnahme im Auftriebsterm der Im-
pulsbilanzgleichung. Dort wird eine lineare Dichte-Temperatur-Beziehung gema8
0= 000 (1 — (T = Tos))

verwendet, wobei o den Volumenausdehnungskoeffizienten bezeichnet.

Mit diesen Voraussetzungen erhalten wir die Impulshilanzgleichungen fiir die zweidi-
mensionale Strémung zu

du  Ou dp O Ou
o) = 22 ge 2 T —T.)g, 3.1
oo (15 +051) e R STNCES
v Ov dp Pv v
a2 = £ . 3.2
foo (“aw * v8y> Oy T # (8w2 * Ay (3:2)
Hinzu tritt die Massenbilanzgleichung (Kontinuititsgleichung)
du Ov
— 4+ — =0 3.3
e T oy T (3:3)
und die Energiebilanzgleichung (W&rmeproduktion durch Dissipation wird ver-
nachléssigt)
or  oT T 0T
o — =AM —=+—=]. 3.4
¢ 6p<u3$+05y) <0w2+3y2> 34
Die unser Problem beschreibenden Randbedingungen lauten (vgl. Abbildung 2.1)
Ou or
P 4 b — = = — =10
y=0, >0 By 0, v=20, By ,
+ a'l)
y—Iloo, >0 : U:Uooaé‘y'zoaT:Tooap:poo- (35)

Dieses Gleichungssystem, GI. (3.1) bis Gl. (3.5), hat die triviale Losung
U=Us, v=0, T=Ty, p=po,

die der ungestérten Anstrdmung entspricht. Wir wollen im folgenden zusétzliche Be-
dingungen angeben, die die Existenz einer nichttrivialen Losung erzwingen. Zu die-
sem Zweck legen wir um den Zylinder einen Kontrollraum, der in y-Richtung den
Nachlauf vollstdndig einschliefit, siehe A-B-C-D in Abbildung 2.1. Auf diesen Kontroll-
raum werden wir zunédchst den Impulssatz in z-Richtung anwenden und anschlieend
die Warmebilanz aufstellen. Die integralen Bilanzen werden pro Lingeneinheit formu-
liert. Formal wird der Kontrollraum zunéchst mit endlichen Grenzen angenommen und

anschlieBend der Grenziibergang fiir unendlich groBe Grenzen gemacht (im folgenden
ist der Grenziibergang schon ausgefiihrt).

Der Impulssatz lautet nach (5], S. 103,

F’j-}—zﬁazo,
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mit der resultierenden Impulskraft F ; und der Summe der adufleren Krafte SF,.
An der unteren Kontrollraumgrenze A-B wirkt in z-Richtung eine Impulskraft aufgrund
der Anstrémung und eine Druckkraft:

+co +o0
0o / Ugody+/poody'

Uber die seitlichen Kontrollraumgrenzen B-C und A-D strémt Fluid mit der Geschwin-
digkeit tv,, = v(z,y =t 00) in y-Richtung und U,, in z-Richtung. Daraus resultiert
eine Impulskraft in z-Richtung von insgesamt

—2 000 / Uw Voo dz .

An der oberen Kontrollraumgrenze C-D wirkt in z-Richtung eine Impulskraft aufgrund
der Abstrémung und eine Druckkraft:

+o0

;aoo / U dy—/pdy

—00

Im Innern des Kontrollraumes wirkt durch die Beheizung des Zylinders eine Auftriebs-
kraft pro Volumeneinheit:

FA(w’y) =0 C¥g (T_TOO) .

Die Resultierende dieser Auftriebskrifte erhalten wir durch Integration iiber die ge-
samte Kontrollraumflache:

[ Fa(z,y)da

4

Schlieflich miissen wir noch die Haltekraft Fz des Zylinders berticksichtigen, die wir
mit dem Widerstand W = — F; des Zylinders in der Strémung, (siehe [5], S. 158)

W = %ﬁ U2 dcy(Re),

ausdriicken kénnen. Der Widerstandsbeiwert c,, ist hier eine Funktion der REYNOLDS-
Zahl. Der Impulssatz lautet mit diesen Anteilen

0 = oo +/°°(U020 )dy—2goo/U Voo T +

Joo  x
+/ p)dy + 0o 0 g // (T — Tw) dedy — (3.6)

——é‘ Uo2<> dcw(Re) .
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Die Massenbilanz lautet fiir den gleichen Kontrollraum

+oo z
oo / (Uso — 1) dy — 2 0o / Voo dz =0 . (3.7)

Mit dieser Beziehung 148t sich der Impulssatz vereinfachen zu

+00 +00
0 = oo / (Voo u =) dy+/ (Poo — p) dy +
+oo =«
+gooozg~/ _/ (T — To) dardy——é;ﬁUfodcw(Re). (3.8)

In die integrale Warmebilanz gehen Anteile aufgrund von Warmeleitung, konvektivem
Wirmetransport und Beheizung ein. Im einzelnen sind dies konvektiver Warmetrans-
port iliber die untere Kontrollraumgrenze A-B:

+00
Oco Cp / Uso Too dy
konvektiver Warmetransport iiber die seitlichen Kontrollraumgrenzen B-C und A-D:
—2 000 Cp / Teo Voo d

und schlieBlich konvektiver Warmetransport und Warmeleitung {iber die obere Kon-

trollraumgrenze C-D:
+ o0

400
ar
— 0o Cp / quy+//\—8;dy.

—0oQ

Wir bilanzieren diese Anteile mit der konstanten Heizleistung (), vereinfachen die Aus-
driicke mit der Massenbilanz Gl. (3.7) und erhalten

+o0 +o00 oT .
0 = 000 & / u(Too—T)dy+//\%dy+Q. (3.9)

—00

3.2 Grenzschichtapproximation

Wir nehmen an, die REYNOLDS-Zahl

(3.10)

ist grof}, und die Strémung hat Grenzschichtcharakter. Damit 148t sich das Stréomungs-
gebiet in zwei Bereiche einteilen:
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1. Einen Bereich von sehr kleiner Abmessung, die sogenannte Grenzschicht, in der
der Einfluf} der Reibungskrifte ebenso wirksam ist wie der Einfluf} aller anderen
Krifte.

2. Den Bereich der dufleren Stromung, in dem der Einfluf} der Reibung vernachléssig-
bar ist. Hier kénnen wir die Stromung als reibungslos ansehen.

In der Grenzschicht lassen sich die Bilanzgleichungen vereinfachen und leichter 16sen
als die allgemeinen NAVIER-STOKES-Gleichungen. Dies ist durch die verhéltnisméafig
kleine Dicke der Grenzschicht bedingt.

Zum Zweck einer Abschitzung der GréBenordnung der einzelnen Terme in den Glei-
chungen (3.1) bis (3.4) tiberfithren wir diese in eine dimensionslose Form. Dazu wahlen
wir bestimmte, fiir die Strémung charakteristische Groflen und skalieren hiermit un-
sere Stromungsvariablen. In der dimensionslosen Form sind deshalb alle Strémungs-
variablen von O(1) grof. Dabei beachten wir die Anisotropie der Grenzschicht, dafl
nédmlich die Querabmessungen dieses Bereiches der Strémung im Vergleich zu den
Léngsabmessungen klein sind. Entsprechendes gilt fiir die Quer- und Langsgeschwin-
digkeiten. Dies beriicksichtigen wir, indem wir y und v zusétzlich mit v/Re skalieren.
Nach SCHLICHTING, siehe [2], S. 179, skaliert die Grenzschichtdicke fiir den isothermen
Zylindernachlauf mit v/ Re. Wir verwenden also folgende Skalierung;:

Po e
- d I y - d y’
VR
’LL, = %o— , v = Uooe v, (311)
T-T. P t
@I = = == 9 tl =5
AT ’ P Po t*
mit [
d : Zylinderdurchmesser,
Uy, : Anstromgeschwindigkeit,
AT = @ . charakteristische Temperaturdifferenz,

Po = Q—;i U2 : Staudruck der Anstrémung,

t* = — : charakteristische Zeit.

Aus der Skalierung ergeben sich zwei weitere Kennzahlen, die die Physik des Problems
beschreiben, siehe [1], S. 6,

3
GRASHOF-Zahl : Gr = %—2—11,
14

PRANDTL-Zahl : Pr = K.
K
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Mit der GRASHOF-Zahl beschreiben wir die Intensitiat der thermischen Auftriebs-
stréomung relativ zur viskosen Reibung. Die PRANDTL-Zahl ist das Verhéltnis der

Transportkoeffizienten von Impuls und Warme.

Die dimensionslose Form der Grundgleichungen lautet (Striche wieder weggelassen)

Impulsbilanzgleichungen:

u?}_&_{_v@ B @+_1_82U+82u+Gr®
Ox dy ~ Oz  Redx® 9y R
1 8v+lvé9v 8p+ 1 82v+1820
e T <A B T
Re "9z ' Re Jdy Oy = Re* 9z ' Redy®’
Energiebilanzgleichung:
1586"’”?’9_&‘ _1-82_@+92§
Ox Oy  Pr \Reda® 09y*)’
Massenbilanzgleichung;:
o,
oz Oy ’
Randbedingungen:
Ju 00
= e t—] = — =0
y=0, >0 By 0, v=0, By ,
y“’i_OO,CL'>O : U——‘l,-a—lizo,@.:o’p:p-ﬁ’
dy Po
integrale Bilanzen:
1 +co GT’ +oo T
—cuy(Re)VRe = / w(l —u)dy + — / / O dx dy +
2 Re? K
V Re e
to U2 / (P — p) dy

1 = VRe -I]oou@d — 1 /?Qd
YT VR ) 9

Das obige Gleichungssystem enthilt den kleinen Parameter

1
VRe'’

£ =

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

welchen wir schon bei der Skalierung benutzt haben. Fiir groBe REYNOLDS-Zahlen

diirfen wir somit Terme der Ordnung
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vernachldssigen. Im Falle hinreichend groffer GRASHOF-Zahlen, was wir hier annehmen
wollen, bleibt der Auftriebsterm in Gl. (3.12) und GI. (3.17)

Gr
Re?

aber erhalten. Fiir kleine GRASHOF-Zahlen miissten wir diesen Auftriebsterm konsi-
stenterweise vernachlassigen und damit auch den EinfluB der Beheizung auf den Nach-
lauf. Dessen Untersuchung ist aber gerade Gegenstand der Arbeit. -

Die Impulsbilanzgleichung in y-Richtung, Gl. (3.13), vereinfacht sich zu der Beziehung

Dies bedeutet, daf in erster Naherung der Druck quer zur Strémungsrichtung konstant
ist. Der Grenzschicht ist der konstante Druck p., der Anstrémung aufgeprigt. Fiir den
Druckterm in der Impulsbilanzgleichung in z—Richtung, Gl. (3.12), gilt deshalb ebenso

Op

2 [

O(e”) = 5

Damit kénnen wir auch den Druckterm in der integralen Impulsbilanz Gl. (3.17)

vernachlissigen. Den Anteil durch die Warmeleitung in der integralen Warmebilanz,
Gl. (3.18), werden wir im folgenden fiir PRANDTL-Zahlen

1
PT>>E€

gleichfalls vernachlissigen.

Es verbleiben die Grenzschichtgleichungen (fiir grofe REYNOLDS-Zahlen)

Ou ou 0 Gr

Yo by e == ey 2 3.20
ua:c+05‘y 6y2+Re2®+0(6)’ (3:20)
b0 00 1 00
— — e 3.21
u8w+08y Pr 6y2+0(6)’ (8:21)
Ju Ov
— 4 = = . 3.22
o+ 5 0 (3.22)

Die Randbedingungen reduzieren sich entsprechend zu

du 00
y=0, >0 : —a—yzo,vZO,a—y=0,

y—too, 2>0 : u=1, 6 =0. (3.23)
Weil der Druck in den Gleichungen nicht mehr vorkommt, entfllt auch die zugehérige

Randbedingung. Die Quergeschwindigkeit v kommt nur noch mit der ersten Ableitung
vor. Daher kann auch nur noch eine Randbedingung fiir v erfiillt werden.
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Wie bei der Behandlung von Nachlaufstrémungen iiblich, fithren wir die Nachlaufge-
schwindigkeiten

w(z,y) = l—u(z,y),
v (ma y) = v (‘T?y)a
ein und erhalten die modifizierten Grenzschichtgleichungen

ou Ot 0*n  Gr

—tl) — 4T = — — — ‘ 24
(1-9) (%_H)ay oy* ReZG’ (3:24)
00 00 1 9°0
) e = e —— 3.25
(1-) Oz o Jy Pr oy*’ (3:25)
__gZJF__gZ = 0, (3.26)

mit den Randbedingungen

y=0, >0 : —=0,5=0, — =
=0, ©=0. (327)

y =% oo, >0

Die zugehorigen integralen Bedingungen lauten

400 +oo
1 _ _ Gr
> cul(Re) VRe = /u(l—u)dy+§g§/ [ edudy, (3.28)

-0 -0 —O00

+o0
1 = @/(1—@@@. (3.29)

Wir suchen eine asymptotische Lésung des Problems und entwickeln deshalb formal
nach Potenzen des kleinen Parameters €, gemafl der Darstellung

I—LZEU0+62U1+... N

v=cvo+elvi+...,
O=c0y+e?0,+....

Spater werden wir nachweisen, unter welchen Voraussetzungen diese Losungen konver-
gieren.

Wir setzen diese Entwicklungen in die Gleichungen (3.24) bis (3.29) ein und verglei-
chen jeweils Terme von der gleichen Gréfenordnung im Entwicklungsparameter €. Die
Gleichungen der Ordnung &' lauten

Oug  0%ug
‘% — Eyth,— = 0, (330)
00, 1 9%0,
e Py - (3:31)
_Ouo O (3.32)

Bz dy




3.2 Grenzschichtapproximation

mit den zugehorigen Randbedingungen:

00
y=0, >0 : %%9=0, v = 0, —%'0'=0,

y—Too, a>0 : up=0, Op=0,

und den zugehdrigen integralen Bedingungen flir Impuls:

+00 1
/uody = Ecw(Re)Re,
und Wéirme:
400
/ Qody = 1.

Die Gleichungen der Ordnung €? ergeben sich zu

) 2 .
Ouy 0%y Oug Oug .

E’-—W = uogw—-vogy——Gr @o,
00, 1 0°0, 00, 00
B P o - e oy
ow m
oz ' Oy ’

mit den zugehérigen Randbedingungen:

Qu_l 00,

y:O,w>0 H ay:o, ’vl=0,—6—y—=0,
y—otoo, >0 : u =0, 0,=0,
und den zugehdrigen integralen Bedingungen fiir Impuls:
+00 +00 +oo @
/ wdy = / ug dy — Gr* / / Qo dzdy ,
- -0 -00 =00
und Wirme:
+00 400
/ O1dy = / uo Op dy .
o e

Hierbei haben wir fiir den Auftriebsterm die Skalierung

Gr

G = Ron

= 0(1)

13

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

eingefiihrt, Damit ist der Auftriebseinflu ein Effekt der Ordnung ¢?. Dies entspricht

physikalisch einer schwachen Beheizung des Zylinders,
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3.3 Ahnlichkeitstransformation in der ersten Ord-
nung |

Wir nehmen eine Transformation des Koordinatensystems z, y vor, mit dem Ziel,
Loésungen der Gleichungen (3.30) bis (3.35) zu erhalten, die nur noch von einer
Veranderlichen = n(z, y) abhdngen. Solche Losungen heiflen dhnliche Losungen. Wir
machen folgenden Ansatz:

n = ygo(z),
uo(z, y) = Fo(n)ho(z),
vo(e, y) = Go(n)me(), (3.42)

()
(n)ko()-

Die partiellen Ableitungen transformieren sich geméafi der Kettenregel wie folgt:

Go
@0([1,‘, y) = \HO

0 . 0
5{; = yg()a—na
o 0

ay ~ Pon

Fiir die partielle Ableitung nach n wollen wir die Kurzschreibweise

90) _ v
verwenden. Die Funktionen go(z), ho(z), mo(x) und ko(z) werden so festgelegt, dafl die

partiellen Differentialgleichungen, Gl. (3.30) bis Gl. (3.32), in gewdhnliche Differential-
gleichungen {iberfithrt werden. Nach einer kurzen Zwischenrechnung erhalten wir

N _1_ o _ cw(Re) Re
go(m) - \/{ ) ho((l‘) = 2\/5 )
ko(z) = L , mo(z) = culfie) Re . (3.43)

VT 2

Die Konstanten in diesen Funktionen sind so gewahlt, dafl sich méglichst eine einfache
Darstellung der Differentialgleichungen ergibt. Wir finden die Beziehungen

1 1

1 1
H(I)I+§PT7]H6+§P7’HO = O, (345)
1 1. :
Gyt snFy+5F = 0. (3.46)

Die Randbedingungen lauten in der neuen Variablen 7

n=0 : F}=0, Go=0, H\=0,
n—too 1 Fy=0, Hy=0. - (3.47)
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Die integralen Bilanzen vereinfachen sich fiir den Impuls zu
+oo
/ Fodp=1, (3.48)

und fiir die Wiarme zu

400
/ Hodp=1. (3.49)

Die Differentialgleichung (3.44) konnen wir ausgehend von der Form

1
Fy'+ 5 (Fon)' =0

zweimal analytisch integrieren. Die beiden Integrationskonstanten bestimmen wir mit
Hilfe der Randbedingung Gl. (3.47) bei 7 = 0 und der integralen Impulsbilanz
Gl. (3.48). Die zweite Randbedingung Gl. (3.47) bei n —7F oo ist dann ebenfalls erfiillt.
Die Losung lautet schliefSlich

Fi(n) = 5—} exp (~37) - (3.50)

Entsprechend behandeln wir die Differentialgleichung (3.45) und erhalten

vV 1
HO("]) = Pr exp <_Z Pr 7]2) . (351)
Wir subtrahieren nun Gl. (3.44) von Gl. (3.46). Es ergibt sich

1
O*FO)

und nach einmaliger Integration

Go=Fy.
Die Integrationskonstante verschwindet gemaB der Randbedingung Gl. (3.47) bein = 0.
Somit kénnen wir das Ergebnis fiir Go(n) sofort angeben:

Golo) = —qo=n exo (~3 ) - (3.52)

Mit den Ergebnissen gemaf den Gleichungen (3.43), (3.50) bis (3.52) kénnen wir nun die
dimensionslosen Nachlaufgeschwindigkeiten und die dimensionslose Temperatur nach
Gl. (3.42) angeben:

cw(Re)Re 1 1 y?
uo(z,y) = —(L‘l‘\/—z—r‘— ﬁ €Xp (”‘Z y—) ) (3.53)
cw(Re) Re ‘ y?
vo(z,y) = — (8\/’)71'— :Iig/z exXp{ — _CL‘—) ) (354)

Oo(z,y) (3.55)

Die hier gefundene Lésung fiir die Lingsgeschwindigkeit ug ist in Einklang mit dem
Ergebnis von SCHLICHTING, siehe (2], bzw. LOITSIANSKI, siehe [3], fiir den Nachlauf
hinter einer unbeheizten Platte. Bis auf die unterschiedlichen Widerstinde von Platte
und Zylinder sind die Ergebnisse identisch.
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3.4 Ahnlichkeitstransformation in der zweiten
Ordnung
Mit den nun bekannten Losungen der ersten Ordnung, Gl. (3.53) bis GL. (3.55), kénnen

wir die rechten Seiten der Gleichungen der zweiten Ordnung, Gl. (3.36) bis GL. (3.41),
berechnen. Wir erhalten folgende inhomogene Differentialgleichungen:

Ouy #u;  cL(Re)Re® 1 o 1 y_2 3
or Oy 227 22 P\T27%
Gr*vPr 1 1y
—_—— —= Pr= 3.56
2 ﬁ T eXp ( 4 PT' T ) il ( )
004 1 0%0, cw(Re) Rev/Pr 1 1y?
- — = - — —=—=(14+P 3.57
dz  Pr Oy* 167 2 TP\T1 g (1+Pr)],  (357)
Ju,  Ovy
2y .58
oz Oy 0, (3:58)
mit den zugehorigen Randbedingungen:
Oul 8@1
= p P —— = e O
y=0, >0 By 0, v1=0, 5y ,
y—Too, >0 @ u =0, © =0, (3.59)
und den zugehdrigen integralen Bilanzen:
+oo
V22 (Re) Re? 1
ly = L — — Gr* 3.60
_[o uy dy 6V s Gr*z, (3.60)

+o00
‘ _ Pr  cy(Re)Re 1
/@1dy S VivpPr ayr Voo (3.61)

Zur Losung dieses Systems nehmen wir wieder eine Ahnlichkeitstransformation vor.
Wir verwenden folgende Ansétze in der Ahnlichkeitsvariablen 7

y

n = \/5’
ui(z,y) = Fi(n) k(z) + Ki(n) fi(2),
vi{z,y) = Gi(n)mi(e) + Lin) ai(z), (3.62)
O1(z,y) = Hi(n) k().

Fiir die Geschwindigkeiten u; und vy wéhlen wir einen erweiterten Ansatz mit zwei
Ahnlichkeitsfunktionen. Dadurch kann die rechte Seite von Gl. (3.56) separiert werden.
Die partiellen Ableitungen werden gemiff den Beziehungen

0 1n d

Oz 2z 0n’

9
x Oy’

5l
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transformiert. Die Funktionen hy(z), fi(z), mi(z), ¢i(z) und ki(z) werden wieder so
festgelegt, dafi die partiellen Differentialgleichungen zu gewdhnlichen Differentialglei-
chungen vereinfacht werden. Dies leisten die Funktionen

V2 2 (Re) Re?
ha(e) = 16(\/F)fn

V2 c2 (Re) Re?
mile) = g Jr o

_ Pr  c,(Re) Re
B =\ E v

Die Gl. (3.56) zerfallt durch die Transformation in zwei gewohnliche, inhomogene Dif-
ferentialgleichungen fiir die Ahnlichkeitsfunktionen Fi(n) und Ki(n):

) fl(m) = GT'*\/E,

, qi(z) =Gr", (3.63)

1 1 1
n - ! — T m2 3.64
Fl+277F1+F1 zmexp< 277)3 ( )
a1 , 1 vV Pr ( 1 2)
ol — - = - 3.65
I(1+277K1 2Ix1 2\/7Fexp 4Prn , (3.65)
mit den Randbedingungen:
n=0: F/=0, K[ =0, (3.66)
n —-)t [ SN F1 - 0, I{l =0. (3.67)
Die integrale Impulsbilanz Gl. (3.60) zerfallt ebenfalls in zwei Anteile:
+oco
[ mmydn = 1, (3.68)
400
/ Ki(n)dy = —1. (3.69)

Die Kontinuitétsgleichung (3.58) liefert zwei Differentialgleichungen fiir die beiden Ahn-
lichkeitsfunktionen Gy(n) und I;(n). Diese lauten

1

Gy = ~Fi-gnF, (3.70)
1.1
mit den Randbedingungen:
n=0: Gy=0, I =0. (3~72)

Schliefllich erhalten wir aus der Energiebilanzgleichung (3.57) die gewéhnliche, inho-
mogene Differentialgleichung fiir die Ahnlichkeitsfunktion Hy(n)

1 Pry1%Pr 1
HY' + 2 n Pr Hj + Pr Hy = ——T»Wf—;—r exp ('Z n”(1+ Pr)) ) (3.73)
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mit den Randbedingungen:

n=0 : H =0, (3.74)
00 i Hy =0, (3.75)

und der transformierten integralen Warmebilanz Gl. (3.61):
400
/ Hi(n)dn=1. | (3.76)

Bei den Gleichungen (3.64), (3.65), (3.70), (3.71) und (3.73) handelt es sich um ge-
koppelte, inhomogene Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten. Mit
Hilfe eines Shooting-Verfahrens (sieche Anhang) werden die Differentialgleichungen nu-
merisch integriert.




Kapitel 4

Ergebnisse

Die gesuchten dimensionslosen Geschwindigkeiten u und v, sowie die dimensionslose
Temperatur © kénnen wir nun als Naherungslésung angeben:

v = l—ecup—eiu;—...,
= 1—eFo(n) ho(z) — € (Fi(n) ha(z) + Ki(n) f(z)) — ...,
v = evg+elvyF...,

e Go(n) mo(e) +€* (Gi(n) ma(z) + hi(n) ar(z)) + ...,
@ = 6@0+62®1+
= & Ho(n) ko(z )+5 Hl( ) ki(z) +

Wir setzen alle bekannten Funktionen, Gl. (3.53), Gl. (3.54), Gl. (3.55) und Gl. (3.63),

ein und erhalten

_ ,__1 cu(Re)Re 1 (_lg_)
T T VR A B
1 [v2c%(Re) Re? 1 _ _
—Ez( lovr o T eV )> e Y

1 cw(Re)Re y ( 1y2)+

Vo= - R_e 8ﬁ YD exp _ZTI)—

V22 (Re) Re* 1 - ) _
+172€( N ) R (42)
1 VPr 1 1,y
0 = \/_*2\/_\/_exp( ~ Pr )-I-

1 Pr  c¢,(Re)Re 1
— 2 - H cee 4.3)
+Re 1+ Pr 47 = 1(m) + (

Die Funktionen Fy(n) und Gi(n) sind nur noch von der Ahnlichkeitsvariablen 7
abhéngig. Die Funktionen Ki(5), I;(n) und Hy(n) hingen zusitzlich noch von der
PRANDTL-Zahl ab.

19
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. 1.0-
>
b
o 0.9-
i
™ 0.8
0.7_ -
] 56 x = 40.0
0.6 ‘ ' G x = 20,0
. T T I T I T ' T T l
0.0 10 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

y/\/Re |

Abbildung 4.1: Profile der Lingsgeschwindigkeit u in der ersten Ordnung bei verdnder-
tem z

4.1 Geschwindigkeits- und Temperaturprofile im
Nachlauf

4.1.1 Losung der ersten Ordnung

Diese Naherung beschreibt den Nachlauf ohne Schwerkrafteinflu hinter einem beheiz-
ten Zylinder. Die freigesetzte Warme wird dann von der Stromung transportiert, be-
einfluflt ihrerseits aber die Strémung nicht.

Abbildung 4.1 zeigt Profile der Langsgeschwindigkeit « in der ersten Ordnung fiir un-
terschiedliche Absténde hinter dem Zylinder. Die Geschwindigkeitsverteilung ist {iber
der Querkoordinate, bezogen auf den Zylinderdurchmesser, aufgetragen. In unserer
Nomenklatur ist dies gerade y/+/Re, siche Gl. (3.11). Auf der Symmetrieachse finden
wir eine verminderte Langsgeschwindigkeit aufgrund des Impulsverlustes durch den
Stromungswiderstand des Zylinders. Im Auflenfeld bleibt die Langsgeschwindigkeit un-
gestort. Die sich bildende Nachlaufdelle wird mit zunehmender Lauflinge aufgefiillt,
die Geschwindigkeitswerte auf der Symmetrieachse steigen. Dazu muf} Fluid von auflen
in den Kernbereich der Strémung zufliefen. Die Profile der Quergeschwindigkeit in Ab-
bildung 4.2 liegen daher alle im negativen Bereich. Zu dem ausgeprigten Profil der
Léngsgeschwindigkeit bei z = 20 gehdéren hohe Werte fiir die Quergeschwindigkeit.
Mit zunehmender Laufldnge beruhigt sich die Stromung. Die Profile beider Geschwin-
digkeitskomponenten flachen ab. Gleichzeitig breitet sich die Geschwindigkeitsstérung
durch diffusiven Impulstransport im Nachlauf weiter aus.
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Abbildung 4.2: Profile der Quergeschwindigkeit v in der ersten Ordnung bei verinder-

tem zx
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Abbildung 4.3: Profile der Temperatur © in der ersten Ordnung bei verindertem z
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In der ersten Ordnung wird die Warme durch die ungestérte Anstrémung transportiert.
Die Nachlaufdelle nach Abbildung 4.1 beeinflufit die Temperatur erst in der zweiten
Ordnung. Somit findet ein konstanter konvektiver Warmetransport statt. Das Zer-
flieBen der Temperaturprofile mit zunehmender Lauflinge in Abbildung 4.3 geht dann
allein auf diffusiven Warmetransport zuriick.

Die Dicke der kinematischen und der thermischen Grenzschicht nimmt mit wachsen-
dem Abstand vom Zylinder zu. Die Ausbreitung der kinematischen und der thermischen
Grenzschicht als Funktion der Lauflinge z und der Parameter berechnen wir aus den
analytischen Losungen der ersten Ordnung, Gl. (3.53) und GL (3.55). Als Rand der
kinematischen Grenzschicht definieren wir den Ort, an dem die Geschwindigkeit nur
noch um 1/1000 von der Anstrémgeschwindigkeit abweicht. Als Rand der thermischen
Grenzschicht definieren wir den Ort, an dem die Temperatur noch 1/100 vom Maxi-
malwert betrdgt. Wir finden die Proportionalititen

NG
b~ e (4.4)

Die Grenzschichtdicken é und &y, sind bezogen auf den Zylinderdurchmesser d.

4.1.2 Losung der zweiten Ordnung

Die noch unbekannten Funktionen Fi(n), Ki(n), Gi(n), I1(n) und Hi(n) berechnen
wir numerisch. Die analytischen Lésungen der ersten Ordnung, ug, vo und @, werden
innerhalb des Programms gleichfalls berechnet, und eine anschlieflende Superposition
der Ergebnisse liefert uns schlieBlich die gesuchten Niherungslésungen.

In Abb. 4.4 ist die Superposition fiir die Lingsgeschwindigkeit u dargestellt. Die Losung
der ersten Ordnung liefert eine reine Nachlaufdelle (vgl. Symbole O). Die Losung der
zweiten Ordnung enthidlt den Auftriebseinflu und die in der ersten Ordnung ver-
nachléssigten Nichtlinearitdten (vgl. Symbole A). Das zugehérige Profil dhnelt dem
Geschwindigkeitsprofil eines Auftriebsstrahles. Beide Profile werden zur Gesamtldsung
iiberlagert (vgl. dicke Linie).

Abbildung 4.5 zeigt Profile der Lingsgeschwindigkeit u in unterschiedlicher Entfernung
hinter dem Zylinder. Bei einem Vergleich der Profile bei = 20 in Abbildung 4.1 und
Abbildung 4.5 erkennen wir ein geindertes Verhalten der Lingsgeschwindigkeit « im
Bereich der -Achse. In Abbildung 4.5 ist die Geschwindigkeit in der Umgebung der z-
Achse nahezu konstant. Dies ist untypisch fiir eine reine Nachlaufdelle, vgl. Abbildung
4.1. Hier macht sich also schon der Auftriebseinfluf bemerkbar. Mit zunehmender Ent-
fernung flacht das Profil ab und wird gleichzeitig breiter. Im Kern der Strémung wird
das Anwachsen der Geschwindigkeit durch die Auftriebskrafte verstirkt. Schlieflich
werden die Geschwindigkeitswerte auf der z-Achse grofier als die Anstromgeschwin-
digkeit U,,. Wir haben bei Pr = 7 eine deutlich diinnere thermische Grenzschicht im
Vergleich zur kinematischen Grenzschicht. Dies finden wir in Abbildung 4.5 bestitigt.
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Abbildung 4.4: Superposition der Losungen von erster und zweiter Ordnung
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Abbildung 4.5: Profile der Lingsgeschwindigkeit u bei verindertem =
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Abbildung 4.6: Profile der Quergeschwindigkeit v bei verindertem =z
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Abbildung 4.7: Profile der Temperatur © bei verindertem
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Wir sehen, dafl das Beschleunigen der Strémung durch die Beheizung auf den Kern der
Stréomung begrenzt ist. Im Bereich der Symmetrieachse wird das Geschwindigkeitsprofil
eines Auftriebsstrahles zunehmend deutlicher. -

Der Gradient der Langsgeschwindigkeit u in az-Richtung ist im Kern der Strémung
positiv. Die Kontinuitatsgleichung fordert dann einen negativen Gradienten fiir die
Quergeschwindigkeit in y-Richtung. Die zugehdrigen Profile der Quergeschwindigkeit
v, siehe Abbildung 4.6, liegen daher alle im negativen Bereich. Die Geschwindigkeits-
werte werden mit zunehmender Laufldnge kleiner. Dies resultiert aus dem Abflachen
der Profile fiir die Langsgeschwindigkeit, sieche Abbildung 4.5. Die grofle Nachlaufdelle
bei = 20 wird durch einen starken Zustrom in Querrichtung aufgefiillt. Die flacheren
Profile in groflerer Entfernung vom Zylinder bedingen dann einen schwéicheren Zu-
strom in Querrichtung. Im Auflenfeld strebt die Quergeschwindigkeit fiir zunehmende
Lauflédnge gegen einen festen Wert. Es stromt also kontinuierlich Fluid von auflen in
den Kern der Strémung zu. Im Gegensatz zur Nachlaufdelle verschwindet die Auf-
triebsstrémung nicht in grofler Entfernung vom Zylinder sondern wéchst stindig an.
Dies macht den konstanten Zustrom in Querrichtung notwendig. Dies ist ein Effekt
der zweiten Ordnung. In Abbildung 4.2 sehen wir, dafi die Quergeschwindigkeit des
linearisierten Stromfeldes im Aufenfeld verschwindet.

Die Profile der Temperatur, siche Abbildung 4.7, haben die Form einer Glockenkurve.
Das Anfangsprofil zerfliet mit zunehmender Lauflange durch Diffussion. Die beschleu-
nigte Strémung in der Ndhe der Symmetrieachse hat keinen EinfluBl auf die Tempera-
turprofile. In unserer Naherung wird die Warme nur durch das Stromfeld in der ersten
Ordnung transportiert, siehe Gl (3.37). Im Vergleich mit den Temperaturprofilen in
der ersten Ordnung, siche Abbildung 4.3, finden wir in Abbildung 4.7 erhéhte Tempera-
turwerte bei gleichbleibender Grenzschichtdicke. Die verminderten Geschwindigkeiten
in der Nachlaufdelle bewirken einen schwicheren konvektiven Wirmetransport (im
Vergleich zur ersten Ordnung) und somit héhere Temperaturen im Nachlauf.

Die Dicke der kinematischen Grenzschicht aus Abbildung 4.5 und fiir weitere Rechnun-
gen ist in Abbildung 4.8 iiber der Lauflinge = aufgetragen. Wir erkennen fiir Gr = 1000
die Abhéangigkeit

6(z) ~ 2¥/®

der Grenzschichtdicke von der Lauflinge. Ohne Beheizung, d. h. fiir Gr = 0 andert sich
diese Abhangigkeit hin zu einem gréferen Exponenten. Dieser liegt zwischen 1/2 und
2/5. Zum Vergleich ist in Abbildung 4.8 die Abhangigkeit der Dicke der kinematischen
Grenzschicht in der ersten Ordnung von der Lauflénge = eingezeichnet. Das gednderte
Ausbreitungsverhalten geht also zum einen auf die hhere Ordnung in der Niherung
(Gr = 0) und zum anderen auf die Beheizung (Gr = 1000) zuriick.

Fiir die Dicke der thermischen Grenzschicht kénnen wir aus Abbildung 4.9 die
Abhéingigkeit

6th($) ~ .'1)1/2
ablesen. Die thermische Grenzschicht breitet sich also beziiglich der Lauflange schneller
aus als die kinematische Grenzschicht.
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Abbildung 4.10 zeigt das Anwachsen der Langsgeschwindigkeit « auf der Symmetrie-
achse. Fiir Gr = 0 ist der Auftriebseffekt ausgeschalten. Die Nachlaufdelle wird mit
zunehmender Lauflange aufgefiillt, die Langsgeschwindigkeit u strebt gegen eins. Fiir
Gr = 1000 wichst die Langsgeschwindigkeit auf der Achse, angetrieben durch den
Auftriebseffekt, iber den Wert der Anstrémung (normiert auf eins) an. Wir erkennen
in Abbildung 4.10 fiir die Langsgeschwindigkeit auf der z-Achse die Proportionalitit

u(z,0) ~ /5.

Wie wir schon in Abbildung 4.7 gesehen haben, flachen die Temperaturprofile mit
zunehmender Lauflange ab. Dies wird auch in Abbildung 4.11 deutlich. Das Maximum
der Temperatur auf der z-Achse nimmt geméaf

0(z,0) ~ z7%/°

kontinuierlich ab.

4.2 Parametervariation

4.2.1 Variation der REYNOLDS-Zahl

Die REYNOLDS-Zahl wird — bei gleicher Geometrie und gleichem Fluid — iber die
Anstrémgeschwindigkeit U, veréndert.

Wie aus Abbildung 4.12 ersichtlich, gewinnt bei Vergréferung der REYNOLDS-Zahl die
Zwangsstromung gegeniiber der Auftriebsstrémung an Einflufl. Der Auftriebseffekt wird
bei starkerer Anstréomung erst weiter stromab sichtbar. Die Dicke der kinematischen
Grenzschicht nimmt mit zunehmender REYNOLDS-Zahl ab.

Bei konstanter PRANDTL-Zahl bleibt das Verhéltnis der Dicken von kinematischer und
thermischer Grenzschicht konstant. Die Dicke der thermischen Grenzschicht nimmt also
ebenfalls mit der REYNOLDS-Zahl ab. Auflerdem liegt bei gréfierer REYNOLDS-Zahl
auch eine stirkere Zwangsstrémung vor und damit eine effektivere Warmeabfuhr. Bei
konstanter Beheizung muf also die Temperatur auf der Symmetrieachse zuriickgehen.
Die Temperaturverteilungen in Abbildung 4.13 zeigen genau dieses Verhalten.

Die Dicken der kinematischen und der thermischen Grenzschicht fiir obige Profile und
weitere Rechnungen sind in Abbildung 4.14 dargestellt. Beide Grenzschichten gehor-
chen derselben Abhéngigkeit:

§(Re) ~ Re™1/?

6in(Re) ~ Re™'/?
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Abbildung 4.12: Profile der Lingsgeschwindigkeit u bei Variation der REYNOLDS-Zahl
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Abbildung 4.13: Profile der Temperatur © bei Variation der REYNOLDS-Zahl
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Abbildung 4.14: Dicke der kinematischen und der thermischen Grenzschicht, § und é;,
als Funktion der REYNOLDS-Zahl

4.2.2 Variation der GRASHOF-Zahl

Die Variation der GRASHOF-Zahl erfolgt — bei gleicher Geometrie und gleichem Fluid
— am einfachsten durch Verdnderung der Beheizung ().

Bei Variation der GRASHOF-Zahl dndert sich die Zwangsstrémung nicht. Eine Ver-
groflerung der GRASHOF-Zahl hat nach Abbildung 4.15, bei konstanter REYNOLDS-
Zahl, keinen Einfluf} auf die Breite der kinematischen Grenzschicht. Da bei Pr = 7 die
thermische Grenzschicht sehr viel diinner ist als die kinematische Grenzschicht kann
die starkere Beheizung die kinematische Grenzschicht nicht beeinfluen. Der Auftriebs-
effekt dagegen nimmt deutlich zu, indem im Kernbereich der gesteigerte Auftrieb zu
einer deutlich beschleunigten Strémung fithrt. Mit steigender GRASHOF-Zahl dndert
sich also das Verhéltnis von Zwangskonvektion und Naturkonvektion. Die Abhingig-
keit (siehe Abbildung 4.16)
w(z,0) ~ Gr?/®

der Langsgeschwindigkeit auf der z-Achse von der GRASHOF-Zahl finden wir nur fiir
grofle GRASHOF-Zahlen und fiir Geschwindigkeitswerte die grofer sind als eins. Dort
hat die Naturkonvektion aufgrund der Beheizung die Nachlaufdelle aufgefiillt und do-
miniert somit die Strémung. Die oben angegebene Proportionalitit hat ihre Ursache
demnach in der Naturkonvektion.

Die Temperatur © bleibt hingegen fiir steigende GRASHOF-Zahlen konstant, siehe
Abbildung 4.17. Der stirkere Auftriebseffekt in den Geschwindigkeitsprofilen in Ab-
bildung 4.15 kann sich nicht in den Temperaturprofilen bemerkbar machen, da nur
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Abbildung 4.15: Profile der Langsgeschwindigkeit u bei Variation der GRASHOF-Zahl
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Abbildung 4.16: Lingsgeschwindigkeit u auf der z-Achse als Funktion der GRASHOF-
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Abbildung 4.17: Profile der Temperatur © bei Variation der GRASHOF-Zahl

die Geschwindigkeitsverteilung in der ersten Ordnung die Temperatur beeinflufit. Die
stirkere Beheizung zeigt sich auch nicht in den Temperaturprofilen in Abbildung 4.17.
Dies ist auf die Skalierung der Temperatur mit AT zuriickzufiihren, welches gleichfalls
in der GRASHOF-Zahl auftaucht. Auf diese Weise wird die dimensionslose Temperatur
generell unabhéngig von der GRASHOF-Zahl, wihrend bei der Berechnung der dimen-
sionsbehafteten Temperatur T nach Gl. (3.11) die Abhéngigkeit von der GRASHOF-Zahl
wieder erscheint.

4.2.3 Variation der PRANDTL-Zahl

Die Variation der PRANDTL-Zahl ist nur iiber einen Austausch des Fluids méglich.

Eine Erh6hung der PRANDTL-Zahl bedeutet eine stirkere Gewichtung des diffusiven
Impulstransports gegeniiber dem diffusiven Warmetransport. Bei gleicher REYNOLDS-
Zahl erwarten wir daher fiir grélere PRANDTL-Zahlen eine Verkleinerung der thermi-
schen Grenzschicht im Vergleich zur kinematischen Grenzschicht.

Dies erkennen wir bei einem Vergleich der Abbildungen 4.18 und 4.19. Die kinematische
Grenzschicht dndert sich bei Variation der PRANDTL-Zahl nicht, siehe Abbildung 4.18.
Eine Verinderung der PRANDTL-Zahl, ohne gleichzeitige Anderung der REYNOLDs-
Zahl, ist bei unserer Skalierung nur {iber x moglich. Die wachsende PRANDTL-Zahl
bewirkt deshalb wegen der kleineren Temperaturleitfahigkeit & eine diinnere thermische
Grenzschicht, sieche Abbildung 4.19 und Abbildung 4.20. Die Wirme bleibt dann auf

kleinerem Raum in der Nihe der Symmetrieachse konzentriert.
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Abbildung 4.18: Profile der Langsgeschwindigkeit u bei Variation der PRANDTL-Zahl
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Abbildung 4.19: Profile der Temperatur © bei Variation der PRANDTL-Zahl
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Abbildung 4.20: Dicke der thermischen Grenzschicht &;, als Funktion der PRANDTL-

Zahl

In den Geschwindigkeitsprofilen in Abbildung 4.18 sehen wir deshalb auch eine zu-
nehmende Beschrankung des Auftriebseffektes auf den Kernbereich der Strémung mit

wachsender PRANDTL-Zahl.

Aus Abbildung 4.20 kénnen wir die Abhéngigkeit der Dicke der thermischen Grenz-
schicht von der PRANDTL-Zahl entnehmen. Wir erhalten die Proportionalitit

§um(Pr) ~ Pr~1/2%




Kapitel 5

Konvergenzbereich

Wir miissen nun nachweisen, dafi die asymptotischen Losungen konvergieren. Dafiir
miissen zwei Bedingungen erfiillt sein. Erstens mufl der Entwicklungsparameter stets
kleiner eins sein. Zweitens darf kein Reihenglied beliebig grofi werden. Aus diesen Bedin-
gungen ergeben sich Einschrdnkungen fiir den Giltigkeitsbereich der asymptotischen
Loésungen. Diesen wollen wir im folgenden herleiten. Vorab miissen wir die Grenz-
schichtdicke und die Amplituden der Ahnlichkeitsfunktionen abschitzen, weil wir diese
fiir die Bestimmung des Konvergenzbereiches brauchen.

5.1 Abschitzung der Grenzschichtdicke

Wir wollen die Zunahme der Grenzschicht in Strémungsrichtung abschétzen. Dazu ver-
wenden wir die bekannten Losungen ug, ©g der ersten Ordnung. Als erste Glieder der
Reihe dominieren sie die asymptotischen Lésungen. Die héheren Anteile der Entwick-
lung werden die Grenzschichtdicke nicht mehr mafigebend dndern.

Wir miissen unterscheiden zwischen der kinematischen und der thermischen Grenz-
schicht. Die Ausbreitung der kinematischen Grenzschicht schitzen wir aus ug, die der
thermischen Grenzschicht aus ©g ab. Wir definieren in beiden Fillen als Rand der
Grenzschicht §*(x) bzw. 6},(z) den Ort, an dem die Losung auf 1/100 vom Maximal-
wert abgefallen ist. Wir definieren

uo(a’75*(w)) = 0'01u0maw )
Bo(x, 6;,(z)) = 0.01 00,0, -
Die Maximalwerte berechnen wir aus Gl. (3.53) und Gl. (3.55) und erhalten schlielich

fiir die dimensionslosen Grenzschichtdicken die Abschitzungen

§(x) ~ 8,6V,
. 8,6
b () = e V. (5.1)

35
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Die Grenzschichtdicken 6* und 6}, sind Querabmessungen und skalieren folglich mit
d/v/ Re (siehe Gl. (3.11)). Sie sind damit anders skaliert als die Grenzschichtdicken é
und &y, in Gl (4.4), welche mit d skalieren.

5.2 Abschiitzung der Amplituden der Ahnlich-
keitsfunktionen

Die Ahnlichkeitsfunktionen Fy(n), Ki(n) und Hi(n) erweisen sich aus unseren numeri-
schen Lésungen der Gl. (3.64), Gl. (3.65) und GI. (3.73) als Glockenkurven. Ihr maxi-
maler Wert liegt also in jedem Fall auf der Symmetrieachse. Diesen kénnen wir mittels
der integralen Beziehungen Gl. (3.68), Gl. (3.69) und Gl. (3.76) abschétzen.

Die integrale Beziehung Gl. (3.68) geht auf Gl. (3.60) zuriick. Der Integrand in Gl. (3.60)
ist in erster Naherung nur innerhalb der kinematischen Grenzschicht 6* definiert. Dies
gilt dann auch fiir den Integrand in Gl. (3.68), wenn wir die Grenzschichtdicke in der
Variablen 7 ausdriicken. Wir finden

_&(=)
5 — »\/E .
Damit kénnen wir die Fliche unter der Kurve Fy() durch ein Rechteck mit den Sei-
tenldngen §*(z)/2+/z und Fy(0) approximieren. Wir schreiben also:

+o0
*(z
[ Fyin =155

-0

Mit der Abschatzung fiir die Grenzschichtdicke §*(z), Gl. (5.1), erhalten wir

Fi(0).

Fi(0) ~ —. (5.2)

Mit der gleichen Vorgehensweise schiatzen wir, unter Verwendung des Ausbreitungs-
verhaltens der thermischen Grenzschicht, Gl. (5.1), die beiden Ahnlichkeitsfunktionen
Ki(n) und Hi(n) ab. Das Ergebnis lautet

.[(1(0) ~ —% N
P
H,(0) ~ TT . (5.3)

Fiir die Abschétzung der Ahnlichkeitsfunktion I;(5) haben wir die Dicke der ther-
mischen Grenzschicht verwendet. K;(n) erfaft den Auftriebseinflu auf die Lingsge-
schwindigkeit und dieser ist mit der thermischen Grenzschicht korreliert.

Uber die Ahnlichkeitsfunktionen G1(n) und I1(n) kénnen wir keine derartige quantita-
tive Aussage machen. Wir kénnen aber aus den Differentialgleichungen und den Rand-
bedingungen, Gl. (3.70) bis Gl. (3.72), ersehen, daB die beiden Funktionen punktsym-
metrisch beziiglich n = 0 sind und fiir  —* oo konstante, endliche Werte annehmen.
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5.3 Konvergenzbereich der asymptotischen
Loésungen

Aus GI. (4.1) erkennen wir, daB ¢ = 1/v/Re nicht der maBgebende Entwicklungspara-
meter fiir die Langsgeschwindigkeit u ist. Vielmehr zeigt das Ergebnis eine Abhéngig-
keit von der Parameterkombination

o cw(Re)VRe
=~1m

Wir definieren ¢* als neuen Entwicklungsparameter und erhalten

1 1 y?
v = 1—g"—exp (____3_’_)_

NZ3 4 z
2 (V2 16 Gr* .
—& 2 (:/_E Fl(ﬂ) + Wmsﬂ 1&1(77) = e e (5.4)

Wir leiten nun zwei Bedingungen fiir die Konvergenz dieser Losung ab. Zum einen muf
der Entwicklungsparameter stets kleiner eins sein, d. h.

o cw(Re)VRe
=

<1,

bzw. ! (Re) R
c. (Re) Re
. 5.5
T > 16 ( )
Dies ist also bei gegebener REYNOLDS-Zahl eine untere Grenze fiir die Lauflange z.
Zum anderen diirfen die Funktionen, die mit Potenzen von &* multipliziert werden,

nicht beliebig grofi werden. Die Exponentialfunktion ist fiir negative Argumente

1 2
exp <_Zy?) <1

immer kleiner eins. Die Funktion Fj(n) bleibt ebenfalls beschrankt, wie wir im voran-
gegangenen Kapitel gezeigt haben, siehe Gl. (5.2). Die zweite Funktion in der Ordnung
0(e*2),

16 Gr*

2 2
c2(Re) Re
miissen wir noch genauer untersuchen. Wir fordern, daf§ diese Funktion maximal von
der gleichen Gréfienordnung ist wie die beiden anderen Funktionen,

—\—/1-—_7;exp (—21—2) und %Fl(n).

Diese sind von der Grofenordnung O(1), d. h. wir schreiben:

:173/2 I(l(n)a

16 Gr*

c2 (Re) Re? 232 Ky (n)

<o(1).
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Abbildung 5.1: Widerstandsbeiwert von Kreiszylindern in Abhingigkeit von der
REYNOLDs-Zahl

Mit der Abschétzung fiir K7(0), Gl. (5.3), erhalten wir hieraus eine obere Schranke fiir
die dimensionslose Lauflinge:

c2 (Re) Re? 23
WA ) 5.6
¢S ( 4Gr* Pr ) (5.6)

Dies beschrinkt die Giiltigkeit der Lésung auf das Gebiet

2 2 2\ 2/3
c,(Re) Re << (cw(Re) Re ) . (5.7)

16 4 Gr* Pr

Die Quergeschwindigkeit v, Gl. (4.2), lautet (mit demselben Entwicklungsparameter

e*)

e by (1Y
vEE 2ﬁmeXp( 4.1:)+
o (V2 1 16 Gr*
+52<_\/_7?EG1(7])+W$11(7]) ... (58)

In Kapitel 5.2 konnten wir die Beschrénktheit der Funktionen Gi(7) und I;(n) nach-
weisen. Mit der oberen Schranke fiir die Lauflinge @, Gl. (5.7), erkennen wir, da$§ die
Losung fir die Quergeschwindigkeit v ebenfalls beschriankt bleibt.
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Abbildung 5.2: Modell fiir den Widerstandsbeiwert von laminar umstromten Kreiszy-
lindern in Abhéngigkeit von der REYNOLDS-Zahl
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Abbildung 5.3: Stabilititsbereich fiir Wendepunktprofile in Abhéangigkeit von der
REYNOLDS-Zahl Res
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SchlieBlich bleibt noch die Temperatur ©, Gl. (4.3), zu untersuchen. Wir erhalten
(wieder mit dem gemeinsamen Entwicklungsparameter £*)

. 2VPr 1 y?
O =c cw(Re)ReﬁeXp <——4Pr a:) +

9 Pr 4
* cee s 5.9
e V 1+ Pr cy(Re) Re+/m Hi(m) + (5.9)

Da auch Hi(n) beschrinkt bleibt, siche Gl. (5.3), kann kein Anteil der Tempera-
turlésung beliebig grofl werden.

Die Konvergenzbedingung Gl. (5.7) enthélt den Widerstandsbeiwert ¢, (Re), fiir wel-
chen nur experimentelle Werte existieren (siehe [2], S. 17). Wir wollen den tatsachlichen
Verlauf der Funktion ¢, (Re) in Abbildung 5.1 mit einem Modell approximieren und
dieses in die Konvergenzbedingung einsetzen.

Bei Re = 3 x 10° fallt der Widerstandsbeiwert des Zylinders stark ab, siche Abbildung
5.1 aus [2]. Hier findet der Umschlag der laminaren Grenzschicht an der Zylinderober-
fliche in eine turbulente statt, (vgl. [2], S. 173). Wir diirfen aber nicht von einer lami-
naren Grenzschicht auf der Zylinderoberfliche auf einen laminaren Nachlauf schlieflen.
Vielmehr ist der Nachlauf hinter einem Kérper in den meisten Féllen turbulent. Da
die Geschwindigkeitsprofile des Nachlaufs, welche simtlich einen Wendepunkt aufwei-
sen, inh&rent instabil sind, schligt der Nachlauf schon bei verhdltnisméaBig kleinen
REYNOLDS-Zahlen in den turbulenten Strémungszustand um (vgl. [2], S.179-180). De-
noch wollen wir uns in dieser Arbeit auf den laminaren Zylindernachlauf beschranken.
Die Ergebnisse fiir den laminaren Fall dienen als Grundlage fiir eine zukiinftige Model-
lierung des turbulenten Nachlaufs.

Abbildung 5.3 aus [6] zeigt den Stabilitatsbereich fiir Wendepunktprofile in Abhingig-
keit von der REYNOLDS-Zahl. Oberhalb einer kritischen REYNOLDS-Zahl kann die
Grenzschicht, abhangig von der Wellenzahl «, laminar oder turbulent sein. Wir interes-
sieren uns nur fiir den Bereich unterhalb der kritischen REYNOLDS-Zahl Res e = 200
und gehen daher nicht niher auf die Wellenzahl « ein. Die REYNOLDS-Zahl

Res = A bin
2v

wird mit der Geschwindigkeitsdifferenz Au auf der 2-Achse, mit der halben Dicke der
kinematischen Grenzschicht 6, und mit der kinematischen Viskositit v gebildet. Alle
Groflen werden dimensionshehaftet eingesetzt. Wir verwenden zur Abschéitzung dieser
REYNOLDs-Zahl die Geschwindigkeitsverteilung uo der ersten Ordnung, Gl. (3.53), und

die Abschéitzung der Dicke der kinematischen Grenzschicht 6%, Gl. (5.1). Wir erhalten
fiir die dimensionsbehaftete Geschwindigkeitsdifferenz auf der z-Achse

cu(Re)VRe 1
tym o Ve

(5.10)

Au=eUyxuy=Usy

Dies und die halbe Grenzschichtdicke
Okin d &

d
- _43/i
2 vV Re 2 ﬁ\/Re
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setzen wir in Gl. (5.10) ein. Wir finden den Zusammenhang

Res = ) Re

4,3
m cw(Re
zwischen den unterschiedlich gebildeten REYNOLDS-Zahlen. Den Widerstandsbeiwert

cw(Re) nehmen wir fiir REYNOLDS-Zahlen Re > 100 als konstant c,, = 1 an, siehe
Abbildung 5.2. Damit kénnen wir die kritische REYNOLDS-Zahl

Rekm = 330

berechnen. Bis zu dieser REYNOLDS-Zahl bleibt die Grenzschicht im Nachlauf laminar.
Wir unterscheiden im laminaren Fall der Zylinderumstromung zwei Bereiche, siehe
Abbildung 5.2:
1.
10
" VERe

Fiir diesen Bereich lautet das Konvergenzkriterium Gl. (5.7)

1 < Re <100 :

25 Re )2/3

6.25 < & < (GT* 5

100 < Re<330: ¢, =1

Fiir diesen Bereich lautet das Konvergenzkriterium Gl. (5.7)

Re Rez \*°
< = .
16 =7 <4G7~* Pr>







Kapitel 6
Diskussion, Zusammenfassung

Ziel der Arbeit ist die Modellierung des laminaren Nachlaufs in einigem Abstand hinter
einem schwach beheizten Zylinder. Der Zylinder wird entgegen dem Schwerevektor
angestromt. Wir gehen aus von der dhnlichen Naherungslésung fiir das Strémungsfeld
im isothermen, laminaren Nachlauf,

SCHLICHTING, siehe [2], und LOITSIANSKI, siehe [3], geben eine analytische Néahe-
rungslosung fiir die Nachlaufgeschwindigkeit hinter der langsangestrémten, ebenen
Platte an. Die spezielle Gestalt des umstrémten Kérpers geht dabei nicht in die Losung
fiir den Nachlauf ein. Allein die integrale Wirkung des Koérpers, d. h. sein Widerstand,
bestimmt die Stromung. Somit gilt diese Lésung auch fiir den laminaren Nachlauf
hinter einem Zylinder, wenn sie mit dem Zylinderwiderstand formuliert wird.

Fuit, siehe [4], behandelt den laminaren Freistrahl {iber der linienférmigen Warme-
quelle. Er findet &hnliche Losungen fiir das Strom- und Temperaturfeld. Die
Geschwindigkeits- und Temperaturverteilungen lassen sich nicht analytisch angeben,
vielmehr wird eine numerische Integration der gewdhnlichen Differentialgleichungen
ausgefithrt.

Zur Beschreibung des vorliegenden Problems stehen uns die NAVIER-STOKES-
Gleichungen, die Kontinuititsgleichung und die Wéarmetransportgleichung zur
Verfiigung. Der Widerstand des Zylinders geht in die integrale Impulsbilanz ein, die
Heizleistung in die integrale Warmebilanz. Wir vereinfachen die Gleichungen indem
wir uns auf den zweidimensionalen, stationiren Fall beschranken und die BOUSSINESQ-
Approximation verwenden. Mit einer geeigneten Skalierung gehen wir zur dimensions-
losen Form dieser Gleichungen iiber. Fiir grofe REYNOLDS-Zahlen, welche wir hier an-
nehmen wollen, kénnen wir die Gleichungen weiter vereinfachen und erhalten schlieBlich
die Grenzschichtgleichungen. Bis auf die Randbedingung fiir die Lingsgeschwindigkeit
im AuBenfeld sind dies dieselben Ausgangsgleichungen wie FuUJII sie verwendet.

Analog zu SCHLICHTING bzw. LOITSIANSKI schreiben wir die Gleichungen um fiir
kleine Nachlaufgeschwindigkeiten @, 5. Wir suchen eine asymptotische Lésung und ent-
wickeln die Nachlaufgeschwindigkeiten und die Temperatur nach Potenzen des kleinen
Parameters ¢ = 1/v/Re. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir zwei gekoppelte
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44 6. Diskussion, Zusammenfassung

Gleichungssysteme fiir die ersten zwei Ordnungen der Entwicklung. Fiir schwache Be-
heizung erscheint der Auftriebsterm in den Gleichungen der zweiten Ordnung.

Mit einer Ahnlichkeitstransformation reduzieren wir die partiellen Differentialglei-
chungen der ersten Ordnung auf gewdhnliche und finden analytische Losungen fiir
die Geschwindigkeiten und die Temperatur. Die Losung fiir die Geschwindigkeiten
ist identisch mit der Losung die SCHLICHTING und LOITSIANSKI angeben, siehe [2],
Gl. (9.35), und [3], G1. (1.115). Wir finden also auch die gleiche Abhéngigkeit der Dicke
der kinematischen Grenzschicht § von der dimensionslosen Lauflinge z und von der
REYNOLDS-Zahl wie SCHLICHTING/LOITSIANSKI (in Klammern):

oo (o)
VRe’ VRe/)
Die Dicke der thermischen Grenzschicht hat die Abhingigkeit:
Ve
VRe/Pr

Die Temperatur wird in dieser Ordnung passiv transportiert, d. h. Riickwirkungen des
Temperaturfeldes auf die Strémung sind nicht moglich.

Osh ~

Die Gleichungen der zweiten Ordnung beriicksichtigen den EinfluB der Nichtlinearitaten
und des Auftriebs. Wir fithren wiederum eine Ahnlichkeitstransformation aus und in-
tegrieren die gewohnlichen Differentialgleichungen numerisch. Dies geschieht mit Hilfe
eines Shooting-Verfahrens. Die analytischen Losungen der ersten Ordnung werden in-
nerhalb des gleichen Programms berechnet und die anschlieflende Superposition liefert
uns die gesuchte Niherungslosung, sieche Abbildung 4.4.

Wir rechnen mit der PRANDTL-Zah! fiir Wasser, Pr = 7. Es liegt dann immer eine, im
Vergleich zur kinematischen Grenzschicht, diinne thermische Grenzschicht vor. Wir er-
warten daher einen starken Einflufl der Auftriebseffekte auf den Kern des Nachlaufs und
im Aufenfeld eine weitgehend ungestérte Nachlaufdelle. Bei kleinen PRANDTL-Zahlen
sind die Verhéltnisse véllig verschieden. Die thermische Grenzschicht wird dann dicker
sein als die kinematische. Der Einfluf der PRANDTL-Zahl auf die charakteristischen
GroBen wird in Kapitel 4.2.3 diskutiert. Fiir die weitere Diskussion wollen wir uns auf
den Fall Pr = 7 beschranken.

Wir vergleichen nun die charakteristischen Abhéngigkeiten mit denen die FuIr fiir
den laminaren Freistrahl iiber der Linienquelle angibt (in Klammern). Die Dicken der
kinematischen und der thermischen Grenzschicht haben die Abhingigkeiten, siche Ab-
bildungen 4.8, 4.9, 4.14 und 4.20:

22/5 22/5
6 ~ b~ =
VRe’ ( Q1/5> ’
b =Y (e
th \/E\/]J_’r 3 th \/P? .
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Die Dicke der kinematischen Grenzschicht ist durch den Nachlauf bestimmt. Die
leicht verdnderte Abhéngigkeit von der Lauflinge z, im Vergleich zum linearisier-
ten Nachlauf, geht wesentlich auf die Hinzunahme der Nichtlinearitdten zuriick. Diese
Nichtlinearitaten sind bei Fuill gleichfalls vorhanden, weshalb die gleiche Abhangig-
keit resultiert. Die unterschiedlichen Ursachen fiir die Strémung (Zwangskonvektion—
Naturkonvektion) bedingen die angegebenen Abhangigkeiten von Re und ). Die Dicke
der thermischen Grenzschicht bleibt auch in der zweiten Ordnung rein durch den Nach-
lauf bestimmt. Dies wird aus einem Vergleich der Abhéngigkeiten in der ersten und
zweiten Ordnung deutlich.

Die dimensionslose Langsgeschwindigkeit u und die dimensionslose Temperatur © auf
der z-Achse haben die gleiche Abhéngigkeit von der dimensionslosen Lauflinge z wie
FUIII sie angibt, siehe Abbildungen 4.10, 4.11 und 4.16:

w(z,0) ~ 25 Q¥*, (u(z,0) ~ 2!/° Q*)

1 1
O(z,0) ~ peYER (8(:0,0) ~ 5 O Ql/s) .

Der Kernbereich der Strdmung ist damit wesentlich durch die Auftriebseffekte gepragt.
Wir schlieflen daraus, dal der laminare Nachlauf hinter dem beheizten Zylinder auf
der Symmetrieachse weitgehend die Eigenschaften des laminaren Freistrahls iiber der
Linienquelle hat. Eine Ursache fiir das gednderte Verhalten beziiglich der Heizleistung
Q) ist die unterschiedliche Wirmeabfuhr in beiden Fallen. Wahrend beim laminaren
Freistrahl iiber der Linienquelle die Warme durch Diffusion und Konvektion durch die
Auftriebsstrémung transportiert wird, kommt beim Zylindernachlauf der Warmetrans-
port durch die Zwangsstrémung hinzu.

Die asymptotische Losung hat fiir den Parametersatz
Re =50, Gr =500, Pr=1T

den Konvergenzbereich
6.25 <z <252.

Somit sind unsere Lésungen nur in diesem Bereich giiltig. Des weiteren gilt zu beachten,
daf} der laminar/turbulente Umschlag des Nachlaufs fiir die hier vorhandenen Wende-
punktprofile recht friih erfolgen kann. Wir schitzen die kritische REYNOLDS-Zahl mit
den Ergebnissen der ersten Ordnung ab und finden

Re;m't = 330.

Unterhalb dieser kritischen REYNOLDS-Zahl bleibt die Grenzschicht in erster Ordnung
laminar,







Anhang A

Numerische Integration

Die Differentialgleichungen Gl. (3.64), Gl. (3.65), Gl. (3.70), GL. (3.71) und GI. (3.73)
kénnen nicht allgemein analytisch integriert werden. Je nach den Faktoren in diesen
Differentialgleichungen sind gegebenenfalls analytische Darstellungen in Form unend-
licher Reihen jedoch méglich. Es ist deshalb zweckmaBig, die Gleichungen numerisch
zu integrieren.

Die gesuchte Funktion muf} jeweils eine Randbedingung am linken und eine am rech-
ten Rand erfiillen. Somit kénnen wir keine reine Vorwértsintegration verwenden, da
ein solches Verfahren die rechte Randbedingung nicht zuverléassig erfiillen kann. Wir
verwenden daher ein sogenanntes Shooting-Verfahren. Dabei wird ein Parameter, z. B.
eine Randbedingung, variabel gehalten und so oft verdndert bis die gesuchte Funktion
alle Randbedingungen erfiillt. In der Programmbibliothek HARWELL fiir den IBM 3090
steht mit dem Unterprogramm DDO03AD ein solches Verfahren zur Verfligung.

Wir wollen die Integration dieser Differentialgleichungen exemplarisch anhand der Dif-
ferentialgleichungen (3.64) und (3.70) erliutern. Die gesuchte Funktion muf aufier
den Randbedingungen auch eine integrale Bedingung erfiillen. Die Differentialglei-
chung (3.70) wird mit der zu integrierenden Differentialgleichung (3.64) zusammen-
gefaflt. Wir konnen so mit geringem Aufwand die Funktion Gy(n) mitberechnen. Zu
der Differentialgleichung zweiter Ordnung Gl. (3.64) kommt also noch jeweils eine Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung aus der integralen Bedingung Gl. (3.68) und eine
aus Gl (3.70) hinzu. Aus dem System zweiter Ordnung wird somit ein System vierter
Ordnung.

Wir fithren folgende Schreibweise fiir die Funktionen F} und Gy ein:

[ Bmdy = v,
R = Y(2),
Fin) = Y(3),
Gi(n) = Y(4).

Des weiteren werden die Werte der Funktionen an den Grenzen des Integrationsgebietes
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wie folgt bezeichnet:

(;") = Fy(0) , YB(2)= Fi(o0),
A(3)=F1’(0) ) YB( )=F1/(oo),
YA(4) = Gy(0) , YB(4)=Gi(co).

Integriert wird von 7 = A bis = B. In unserem Fall ist A = 0 und B = 10.
Die Ergebnisse zeigen, daff die rechte Grenze ausreichend grofi gewihlt ist. Mit der
Konvention

FGG)=Y'(d)
koénnen die Gleichungen (3.64), (3.68) und (3.70) unter Verwendung der obigen Schreib-

weise in ein System mit vier Gleichungen erster Ordnung umformuliert werden. Wir
erhalten:

FG() = Y(2),
FG2) = Y(3),
1 1, 1
FG(3) = mﬁexp(—gn)-é-w(s)—lf@),
FG4) = —Y(2)—%nY(3).
Die Randbedingungen lauten
YA(l) = 0,
YAB) = 0,
YA4) = 0,
YB(2) = 0.

Fiir ein System mit vier Gleichungen und einem Shooting-Parameter verlangt das Ver-
fahren fiinf Randbedingungen. Als Shooting-Parameter SP verwenden wir den Wert
von Y (2) auf der Achse, d. h. die Randbedingung

YA(2)-SP=0.

Die Amplitude der Funktion Fi(n) wird also am linken Rand solange verandert, bis die
Randbedingungen am rechten Rand erfiillt sind.
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