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Berechnung von turbulenten Auftriebsstrémungen
mit dem k — & — T'” -Turbulenzmodell

Zusammenfassung

Das k-e-Turbulenzmodell beschreibt die meisten turbulenten Stromungsphdnomene zufrieden-
stellend, solange keine richtungsabhangigen Einfliisse wie Auftrieb vorhanden sind. Zur
Berechnung von turbulenten Auftriebsstromungen wird das in dem Finite-Differenzen-Programm
GENMIX implementierte k-g-Turbulenzmodell durch Einfihrung einer zusitzlichen
Transportgleichung fiir die turbulenten Temperaturschwankungen ergdnzt. Man erhilt das
k-e-T"2 -Modell, mit dem die turbulenten Warmestrome genauer wiedergegeben werden konnen.
Die Nachrechnung eines Luft-Experiments zeigt die mit diesem Modell erreichbaren
Verbesserungen. Durch einen Vergleich mit den in der Teststrecke TEFLU durchgefuhrten
Natrium-Experimenten wird der EinfluB der in dem Modell auftretenden empirischen Konstanten

bei der Simulation von Stromungen in Fluiden mit niedriger Prandtl-Zahl untersucht.

Calculation of turbulent buoyant flows
with the k — € — T" turbulence model

Abstract

The k-¢ turbulence model describes most turbulent flow phenomena satisfactorily as far as there
are no direction-dependencies present like buoyancy effects. For calculating turbulent buoyant
flows an additional transport equation for the turbulent temperature fluctuations will be added to
the k-¢ turbulence model implemeted in the finite difference scheme GENMIX. We get the
k-e-T'> model which describes the turbulent transport of heat more accurately. The numerical
simulation of an air experiment shows the attainable improvements. For the simulation of flows in
low Prandtl number fluids, the influence of the empirical constants in the model is discussed by
comparing calculated and measured results from the TEFLU sodium experiments.
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1 FEinleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Ziel dieser Arbeit ist es, das am Institut fir Angewandte Thermo- und Fluiddynamik (IATF) im
Kernforschungszentrum Karlsruhe (KfK) bereits erfolgreich eingesetzte Computerprogramm
GENMIX so zu erweitern, daf3 die physikalischen Effekte turbulenter Stromungen moglichst
real wiedergegeben werden.

Um dies zu erreichen, wurde das vorhandene Programm bereits mehrfach erweitert. Zum einen
wurde die allgemeine Auftriebserweiterung zur Berechnung auftriebsbehafieter Stromungen in
das Standard-k-¢-Turbulenzmodell eingefiihrt [Kneb-89], zum anderen wurde das Programm
durch Einfiihren algebraischer Beziehungen fiir die turbulenten Korrelationen [Hoel-93]
verbessert. In dieser Arbeit wird auf die Merkmale der jeweils implementierten Erweiterung
eingegangen und versucht, durch Einfiihrung einer Transportgleichung fir die
Temperaturschwankungen T7 eine weitere Verbesserung zu erzielen. Durch einen Vergleich
mit MeBwerten von George et al. [GeAT-77] und Knebel [Kneb-93] wird gezeigt, daB durch
die zusatzliche Transportgleichung die physikalischen Effekte besser reproduziert werden als
durch die urspriinglich vorhandenen algebraischen Beziehungen.

Zudem wird auf die Problematik bei der Berechnung von Fluiden mit sehr niedrigen Prandtl-
Zahlen eingegangen. Besonders die Schwierigkeiten bei der Berechnung von Strémungen in
flissigem Natrium werden untersucht und entsprechende Verbesserungsvorschliage erarbeitet.

1.2 Kennzeichen turbulenter Stromungen

Laminare Stromungsprobleme konnen oft so vereinfacht werden, daB sich analytische
Losungen finden lassen. Wesentlich schwieriger ist dies bei turbulenten Strémungen. Wegen
der Komplexitét turbulenter Probleme lassen sich nur in den wenigsten Fillen analytische
Losungen angeben.

Um zu verstehen, warum Turbulenz so schwer mathematisch zu erfassen ist, soll zuerst der
Unterschied zwischen laminaren und turbulenten Strémungen erldutert werden.

Turbulente Stromungen sind sehr unregelméfBig. Die GroBen turbulenter Stromungen, zum
Beispiel Geschwindigkeit oder Temperatur, unterliegen starken Variationen nach Ort und Zeit.
Laminare Strémungen hingegen verlaufen geordnet. Turbulente Strémungen sind immer
dreidimensional und instationar. Abbildung (1.1) zeigt eine laminare, stationdre und

eindimensionale Poiseuille-Stromung zwischen zwei ebenen Platten.



Abbildung (1.1): Poiseuille-Strémung zwischen zwer ebenen Platten

Die auftretenden Gleichungen vereinfachen sich wesentlich, so da ohne Weiteres eine
analytische Losung fiir die Geschwindigkeit angegeben werden kann.

Eine turbulente Stromung zwischen zwei ebenen Platten ist dagegen dreidimensional und
instationdr, auch wenn eine konstante mittlere Geschwindigkeit vorliegt.

Abbildung (1.2): Turbulente Stromung zwischen zweri ebenen Platten

Ein weiterer wichtiger Unterschied liegt in der Struktur der Turbulenz. Turbulente Strémungen
sind Wirbelstromungen. Die Bewegung teilt sich auf verschieden groBe Elemente, sogenannte
Turbulenzballen auf. Die groBen Turbulenzballen entziehen der Hauptstémung Energie. Ihre
GroBe wird durch die Geometrie des Problems begrenzt. In den kleinsten turbulenten
Elementen wird diese Energie dissipiert, d.h. durch viskose Krifte in innere Energie des Fluids
umgewandelt. Ohne Energiezufuhr zerfillt deshalb eine turbulente Bewegung sehr schnell.
Zunichst soll der Mechanismus der Dissipation niher untersucht und zwei Begriffe diskutiert
werden , die fur die Dissipation eine wichtige Rolle spielen:

- Wirbelfadenstreckung: Turbulente Stromungen setzen sich aus verschieden groBen
Wirbelfdden zusammen. Ein einzelner Wirbelfaden ist in Abbildung (1.3) dargestellt. Er dreht

sich um die x,-Achse. Seine Wirbelstirke ist definiert als o _ QE‘—»
ox, Ox

Abbildung (1.3): Wirbelfaden in einer turbulenten Strémung



Andert sich nun o, in x,-Richtung, o"u3 / 5,\'3 > 0, so wird der Wirbelfaden in x;,-Richtung

gestreckt und sein Querschnitt verringert sich.

Abbildung (1.4): Verdnderung eines Wirbelfadens durch Wirbelfadenstreckung

Wegen der Drehimpulserhaltung muBl bei kleineren Radien die Rotationsgeschwindigkeit
zunehmen. Aus einem groflen Wirbelfaden mit geringer Rotationsgeschwindigkeit entwickelt
sich ein kleiner Wirbelfaden mit sehr hoher Rotationsgeschwindigkeit.

au, au3 611‘ 6u2 5uz aU3 5111 alh

Oxi 0%, 0x) Ox; Oxa 0% 0x Ox
Abbildung (1.5). Energiekaskade - Einfluli der Geschwindigkeitsdnderungen

- Energiekaskade: Die oben beschriebene Streckung in x,-Richtung erhoht die Geschwin-
digkeitskomponenten in u,- und u,-Richtung. Daraus resultiert wieder eine Wirbelfaden-
streckung anderer Elemente. Es entstehen noch kleinere Elemente mit noch hoherer Rotations-
geschwindigkeit. Dieser Mechanismus wiederholt sich solange, bis die Geschwindigkeits-
gradienten so groB3 werden, daB viskose Krifte den Mechanismus didmpfen. Die kinetische
Energie der kleinsten Elemente wird dann in innere Energie des Stromungsmediums dissipiert.
Abbildung (1.5) fafit den Vorgang zusammen. Geschwindigkeitsinderungen in einer Richtung
erzeugen jeweils Geschwindigkeitsanderungen in den beiden anderen Richtungen.



In Stromungen mit einer ausgezeichneten Hauptstromungsrichtung sind die gréfiten
Wirbelelemente richtungsabhédngig, denn sie werden durch Geschwindigkeitsschwankungen der
Hauptstromung gestreckt. Die Wirbelfadenstreckung erfolgt so, daf nach einigen Schritten die
Wirbelfiden in allen 3 Raumrichtungen gleichmifig gestreckt sind und keine Vorzugsrichtung
mehr besitzen. Dies wird als "lokale Isotropie" bezeichnet.

1.3 Luftfreistrahl von George et al.

Ein Beispiel fur turbulente Stromungen ist der Luftfreistrahl von George et al. [GeAT-77].
George, Alpert & Tamanini fiihren Experimente an einem vertikalen, achsensymmetrischen
Auftriebsstrahl durch. Die Einzelheiten sind in Abbildung (1.6) dargestellt.

Umschlagpunkt
laminar-turbulent

PARSERAEROA NP PN P IR I AR L N A EN FTIP VWP S IR SN W P NP O N I EP O TR I TR S U P EI S UP T EP O NP S TP S B D O AW O H O W B OB

Abbildung (1.6): Lufifreistrahl von George et al.

Es handelt sich um einen heiflen Luftfreistrahl in eine homogene, kalte Umgebung. Die anfangs
laminare Stromung schldgt in eine turbulente Stréomung um. Ab diesem Punkt werden die
Berechnungen starten.



2 Grundgleichungen

Aus der Bilanz an einem Kontrollvolumen erhdlt man die zur Beschreibung der Stromung
notwendigen Gleichungen.

Sie sind im folgenden in Tensornotation geschrieben. Es gilt die Einsteinsche Summen-
konvention: Kommt in einem Term ein Index doppelt vor, so wird iiber diesen Index summiert.

Die Kontinuitétsgleichung 148t sich somit verkiirzen auf

o, 0, 00 _ 04 _y @.1)
ox, Ox, OJOx, Ox

Die Impulsgleichung
ou, - Fu op
- P pUT S e + P& 2.2
Por TP ox; 'ba”xjé’xj Ox. PE 22)
Anderungsrate  Konvektion m Dt?k_r;mz Aufiriebsterm
und die Wiarmetransportgleichung (ohne Quellen und Senken)
or O _, &T 23)
ot ' 0x; Ox0x;

.= N——— N—
Anderungsrate gopvektion Diffusion

bilden zusammen mit der Kontinuititsgleichung ein geschlossenes System von fiinf
Differentialgleichungen. Nach Festlegung geeigneter Anfangs- und Randbedingungen lassen
sich somit laminare Stromungsprobleme numerisch, zum Teil auch analytisch losen.

Fur turbulente Stromungen treten neue Probleme auf, die nicht ohne weiteres gelost werden
konnen. Die GroBe der turbulenten Elemente einer Wirbelkaskade liegt in einem Intervall,
welches drei Zehnerpotenzen umfasst. Um die Wirbelkaskade bis zu den kleinsten turbulenten
Elementen in allen drei Raumrichtungen aufzulosen, sind mindestens 10° Gitterpunkte
notwendig. Zusétzlich erfordert die hohe Rotationsgeschwindigkeit der gestreckten
Wirbelfdden eine sehr feine zeitliche Diskretisierung. Die Losung der zeitabhingigen
Gleichungen stellt extreme Anforderungen an die GroBe des Arbeitsspeichers und die
Rechengeschwindigkeit des Computers. Zur Zeit gibt es keinen Computer, der technisch in der
Lage ist, akzeptable Rechenzeiten zur Losung der zeitabhingigen Gleichungen zu liefern.



Zudem sind die Kosten so hoch, dafl auch wirtschaftliche Aspekte Grenzen bei der Losung der
exakten Gleichungen setzen.

Abhilfe schafft die Einfiihrung von statistischen Turbulenzmodellen, auf die in den folgenden
Kapiteln néher eingegangen wird.

2.1 Zeitlich gemittelte Grundgleichungen

In der Praxis sind oft nur die zeitlich gemittelten GroBen fur Temperatur und Geschwindigkeit
von Interesse, deshalb wird die turbulente Stromung statistisch betrachtet. In der
Reynoldsschen Beschreibung turbulenter Stromungen werden die instationdren turbulenten
GroBen in einen zeitunabhingigen Mittelwert und einen zeitabhingigen Schwankungswert

zerlegt.

@ (1)

t, L,
Abbildung (2.1): Mittelwertbildung einer turbulenten Grolle @d(t)

Den Mittelwert dieser Gréf3e erhilt man nach der Vorschrift

— . 1 %
@ = lig @_—7,5! ('t )dt. (2.4)

Im folgenden werden die gemittelten Werte mit einem Mittelungsstrich, die Schwankungswerte
mit einem Apostroph gekennzeichnet.

u; -—-Z(x,y,z)-*—uﬁ(x,y,z,t); T=f(x,y,z)+T'(X,_y,z,t)
2.5)

p=;(X,y,Z)+p’(X,y,Z,t); P=p(X,y,z2)+p(Xx,y,2,t)



Unter Beriicksichtigung der obigen Beziehungen und anschlieBender zeitlicher Mittelung der
Gleichungen fur die Geschwindigkeiten u, und fir die Temperatur 7 ergibt sich ein neuer Satz

zeitlich gemittelter Grundgleichungen. Dieses neue System aus

Kontinuitatsgleichung
o _ g ou _yq. 2.6)
Ox Ox,
Impulsgleichung
A (v % | - 192, 4 2.7)
1 Ox; §X1L Ox; # pOx,
und Wérmetransportgleichung
;j&T Nz (I_é’T _ T 2.9)
Ox; 5X,.L Ox Had

ist zeitunabhingig, wodurch es leichter wird, zu einer Losung zu kommen. In dem
Gleichungssystem erscheinen bisher unbekannte Korrelationen u/u;’ und u'T’. Sie werden

Reynoldssche Spannungen bzw. Reynoldssche Wairmestrome genannt, da sie einen
zusétzlichen Impuls- bzw. Warmeaustausch durch die turbulente Bewegung des Fluids
darstellen.

Um zu einem geschlossenen Gleichungssystem zu kommen, werden zusatzliche
Transportgleichungen fiir die unbekannten Korrelationen formuliert.

2.2 Transportgleichungen fiir Reynoldssche Spannungen
und Wirmestréme

Hoelle [Hoel-93] beschreibt, wie sich aus den zeitabhingigen und den zeitlich gemittelten
Gleichungen die exakten Transportgleichungen herleiten lassen.



Fir die Reynoldsschen Spannungen erhilt man

—ou'u,’ —_— p ou;'u’
ox, ox, fo, ox

Diﬁ;zrsiou

du, éu, —
—[ui’uk’d; +uj'uk'§x’} - a[g,.uj.’T’+gju,. T]
k k

Produktiondurch Schubspannungen Produktiondurch Aufirieb

W T RN Rl 2.9)
p|ox; Ox; ox, Ox,

1

Druck-Scher - Korrelation Dissipation £;;
" pressure—strain”

o, ist das Kronecker-Symbol und ist definiert als
! fir i=j

S. = , 2.10
Y { 0 fir izj (2.10)

In der Transportgleichung fiir die Reynoldsschen Spannungen treten wie in den vorherigen
Gleichungen konvektive und diffusive Glieder auf. Bei den Quell- und Senkengliedern tritt ein
neues Glied auf, welches in den bisherigen Gleichungen nicht aufiritt. Das "pressure-strain"-
Glied, auch Umverteilungsglied genannt, gleicht die Geschwindigkeitskomponenten u,, u, und
u, untereinander an. Fir die Schubspannungen (7% j) stellt es einen Senkenterm dar, sodaf
letztendlich nur noch Normalspannungen bestehen bleiben. Als Folge wird die Anisotropie der
Turbulenz abgebaut, wie bereits bei der Beschreibung der Energiekaskade erldutert wurde.

Die Transportgleichung fiir die Reynoldsschen Wirmestrome lautet:

—Ou.'T ou,'T'
u—— = —— u'u'T + =6,p'T" - I'—
Ox,; Ix; | X ;
J
R —— — - —
Konvektion Diffusion
ar A,
_ Ui,uj, +aer/ i - ag, T/Z
X, Ox,
J J
— - - v
Produktion durch Hauptstromungsfeld Produktiondurch Aufirieh
1 0T ou' 6T’
Ly (rey)| 24
p - Ox; Ox; Ox;
Druck—Temperatur— viskose ;;nicbmng
gradient— Korrelation
" pressure—scrambling”

(2.11)



Wie bei der Gleichung fiir die Reynoldsschen Spannungen tritt auch bei den Reynoldsschen
Wirmestromen ein Glied auf, welches eine Korrelation zwischen Druckschwankungen und
Schwankungen des Temperaturgradienten enthalt. Das "pressure-scrambling"-Glied ist deshalb
das Gegenstiick zum "pressure-strain"-Glied. Es reduziert die turbulenten Wiarmefliisse und
stellt das Hauptsenkenglied in dieser Gleichung dar.

Es ist offensichtlich, dafl sich durch Herleitung weiterer Differentialgleichungen keine
SchlieBungsbedingung fiir das Gleichungssystem ergibt, denn sowohl in den Diffusions- und
Dissipationstermen als auch in den "pressure-strain"- und "pressure-scrambling"-Gliedern
treten hohere Korrelationen auf. Rodi [Rodi-85] dufiert sich zu dem Problem wie folgt:

"Es ist nicht moglich, auf diese Weise zu einem 19sbaren Gleichungssystem zu kommen, und
zwar deshalb nicht, weil man die Information, die man durch die Mittelung verloren hat, nicht

durch mathematische Manipulationen wiedergewinnen kann."

2.3 k-¢&~Turbulenzmodell

Um zu einem geschlossenen Gleichungssystem zu kommen, werden Modellannahmen fur die
unbekannten Korrelationen gemacht und ein sogenanntes Turbulenzmodell eingefiihrt.

Die kinetische Energie der Turbulenz k& ist definiert als die Summe der turbulenten
Normalspannungen ;1:_';1,—’

1 —_— o —_
k=~ug = P+ W), 2.12)
2 2
Durch  Summation der entsprechenden Transportgleichungen erhdlt man die
Transportgleichung fiir k:
— Ok o ,(u,.'a,.' p') ok
u—— = - Ul =t +=~| - v
ox, . Ox; 2 P ox;
Konvektion Dj.hﬁm’ozz ( 2 1 3)
— Ou, — ou' du,’
-l — - agu'T' - v—-
Ox; Jx; Ox,
D P ——
Spannungsproduktion ~ Auftriebsproduktion Dissipationsrate ¢

Zusitzlich zu k bildet die Dissipationsrate der kinetischen Energie der Turbulenz & die
Grundlage fiir das k-e-Turbulenzmodell. Wahrend vk den Geschwindigkeitsmalistab des
Turbulenzmodells darstellt, bildet kﬁ% den Langenmalfstab. % kann somit zu einem

Zeitmalistab kombiniert werden. Fiir die Dissipationsrate ¢ soll auch eine Transportgleichung
gelost werden. Zur Herleitung dieser Gleichung siehe Rodi [Rodi-85]
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oo ___o”_{ o 08708, vOp O
" Ox,; Po”xk ox; Ox, p 6x, Ox, |
Konvektion i 2.14).
5,040y 0w, A*u' Fu
& Ox, O0x; Ox; o Ox;0x, Ox,0x,
Pr oduktion durch Wirbelfadenstrecken viskose Vernichtung

Hier wurden bereits fiir hohe Reynolds-Zahlen Vereinfachungen getroffen. Der
Produktionsterm vereinfacht sich bei lokaler Isotropie zur Produktion durch gegenseitiges
Strecken der Wirbelfaden.

2.3.1  Prinzip der Wirbelviskositiit und Wirbeldiffusivitit

Mit den oben eingefiihrten Gleichungen lassen sich Beziehungen fiir die unbekannten
Korrelationen modellieren. Fiir die Reynoldsschen Spannungen wird ein Gradientenansatz
eingefiihrt. Analog zum Newtonschen Schubspannungsansatz fiir laminare Strémungen werden
die Reynoldsspannungen ;:’sz' dem Gradienten der mittleren Geschwindigkeit proportional

gesetzt. Aufgrund der Summenkonvention mufBl fir die Normalspannungen (i=j) ein

Korrekturterm hinzugefligt werden.

u, Ou,
u'u' = -v, ~a-—l£’—+——£i + ZI(S,]. (2.15)
Ox; 0x; 3

v, wird als Wirbelviskositdt bezeichnet. Sie ist keine StoffgroBe, sondern hangt von der

Turbulenzstruktur ab. Nach Harlow & Nakajama [HaNa-67] wird sie modelliert als
v, = C, L (2.16)
£

Fur die Wérmestrome u,'7T” gilt analog dem Fourierschen Gesetz der Wérmeleitung

u'T = -2~ (2.17)

I, wird als Wirbeldiffusivitét bezeichnet und ist ebenso wie v, keine StoffgroBe, sondern hiangt

von der Struktur der Turbulenz ab.
Im Standard k-e-Turbulenzmodell werden v, und I, einander proportional gesetzt, da der

Wirmeaustausch mallgeblich von der Dynamik der Strémung beeinluBt wird. Als
Proportionalitdtskonstante dient die turbulente Prandtl-Zahl o,

(2.18)
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2.4 Grenzschichtapproximation fiir vertikale Auftriebs-
strahlen

Im weiteren sollen nur vertikale Auftriebsstrahlen betrachtet werden. Um die Gleichungen zu
vereinfachen, wird die Grenzschichtapproximation eingefiihrt.

Die Stromung sei zweidimensional, d.h.
Ableitungen in z- bzw. @- Richtung fallen
heraus

2 _Sl.y (2.19)

o oz -

Die Hauptstromungsrichtung sei die x-
Richtung. Die Stromung breitet sich
weitaus stdrker in dieser Richtung aus als
quer dazu.  Daraus folgt, dafl die
Querausdehnung wesentlich kieiner ist als
die Ausdehnung in Haupstromungs-
richtung. Dies bedeutet, daB die Grenz-
schichtdicke & klein gegeniiber der
Ausdehnung L in Hauptstromungs-
richtung ist

1
L]
]
-
]
o
]
.
?
-
4
L]
]
.
8
-
8
-
3
-
8
L
8
L]
2
-
L]
e
]
-
s
-
]
-
]
L]
2
L3
8
o
]
.
§
°
]
.
]
.
[ ]
-
]
-
8
-

o << L . (2.20)

Eine GroBenordnungsabschiatzung der
Kontinuitétsgleichung liefert

= v<<u . (221

S
I

Abbildung (2.2): Grenzschichtstromung

Eine weitere Uberlegung 1Bt den SchiuB zu, daB die Anderungen in Querrichtung sehr viel
groBer sind als diejenigen in Hauptstrémungsrichtung.
74 1 7 1 7 o

?sz,gxg = EY<<—§-; . (2.22)

Molekulare und turbulente Diffusion sind nur in Querrichtung zugelassen.
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Aufgrund der Grenzschichtapproximation wird die laterale Druckvariation vernachlissigt und
fur den Druckgradienten in der Bewegungsgleichung der hydrostatische Druckgradient der
ruhenden Umgebung gesetzt:

p dp,
P _ 4P, 2.23
ax x - P8 (2.23)

1

Mit Hilfe dieser Annahmen erhélt man eine stark vereinfachte Impulsgleichung. Es sei noch
betont, dal es sich hier nicht um eine Boussinesq-Appriximation handelt, bei welcher die

AT, p)-

Temperaturabhidngigkeit der Dichte nur durch das Auftriebsglied ] & beriicksichtigt
Lo

wird

(2.24)

o _ o, a4 -—u,"uj') +p(71p)—pa&_
ox, oOx ox A(T.p)

Die Dichte p(7,p) wird aus der Zustandsgleichung fiir perfekte Gase ermittelt.

2.5 DModellierte Gleichungen fiir zweidimensionale
Grenzschichtstromungen

Mit den oben erlduterten Vereinfachungen ergibt sich ein neues Gleichungssystem, welches

wiederum nicht geschlossen ist. Die Modellansitze des &~e-Modells liefern die noch fehlenden

Beziehungen, und man erhélt ein geschlossenes Gleichungssystem zur Losung zweidimen-

sionaler Grenzschichtstromungen. Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich ab hier auf

achsensymmetrische, vertikale Probleme. Die Gleichungen in Polarkoordinaten lauten dann:

Kontinuitatsgleichung
= 0, (2.25)

Impulsgleichung

. (2.26)
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Wirmetransportgleichung

2L 0T 190 poT_ rl (2.27)
ox or rér\ or

Transportgleichung fur die kinetische Energie der Turbulenz &

uok 3ok 12 HWL)@_‘J R TIE (2.28)
r

u— + —
Ox or ror o, )or

Transportgleichung fur die Dissipationsrate ¢

;}?ﬁ+:/ﬁ€=]§( V4Vt)_€£)+_g.i(c

’ rﬁrk ‘o, )or K

P+G
e — . 2.29
Ox or & 52) (229)

P ist das Produktionsglied, welches kinetische Energie der Hauptstromung in kinetische
Energie der Turbulenz tiberfiihrt. G wird als Auftriebsglied bezeichnet. Es iiberflihrt potentielle
Energie des Systems in kinetische Energie der Turbulenz.

Die hierbei auftretenden unbekannten Korrelationen W, u'T und VT werden mit dem
beschriebenen Prinzip den Wirbelviskositat/-diffusivitit modelliert.

— du K’

-u'v' = y,— v, = C,—
"or ‘ " g

T = %or (2.30)
o, Ox

o7 = ner
o, or

Das Modell enthilt mehrere empirische Konstanten. Diese wurden im Vergleich mit
Messungen und einer Computeroptimierung ermittelt. Rodi [Rodi-85] gibt fiir die Konstanten
die Standard-Werte nach Tabelle (2.1) an.

C

u

Oy

o)

€

C

&l

0.09

1.0

1.3

1.43

1.92

0.6

Tabelle (2.1): Standard-Konstanten nach Rodi [Rodi-85]
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Fiir achsensymmetrische Freistrahlen ist an zwei Konstanten eine Korrektur erforderlich. Rodi
[Rodi-85] gibt fiir die Konstanten C, und C,, folgende empirischen Korrekturfunktionen an

P

£
C, = (0.09-0.04G)——=
0.09

(2.31)

C,= 192-0.067G

Hierbei ist Ay die Querausdehnung des Strahls, u, die Geschwindigkeit auf der

Symmetrieachse und Au die Differenz zwischen Geschwindigkeit auf der Symmetrieachse und
AuBengeschwindigkeit u —u, .
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3 Das Programm GENMIX

Die Diffusion in x-Richtung wird aufgrund der Grenzschichtapproximation vernachlissigt,
erste und zweite Ableitungen in x-Richtung verschwinden. Dies bedeutet, daB Stérungen in
dieser Richtung ausschliellich auf konvektivem Wege transportiert werden und sich nur
stromab auswirken konnen. Das stromaufwirts herrschende Stromungfeld wird dadurch nicht
beeinfluBBt. Aus den anfangs elliptischen werden parabolische Differentialgleichungen.

Zur Losung des Gleichungssystems wird eine erweiterte Version des am Imperial College in
London entwickelten Computerprogramms GENMIX auf einer Rechenanlage vom Typ IBM
3090 verwendet.

3.1 Differenzenverfahren von Patankar und Spalding

Das Programm GENMIX basiert auf einem von Patankar und Spalding [PaSp-70] entwickelten
impliziten Differenzenverfahren, das mit der Methode der fortschreitenden Integration arbeitet.
Die Besonderheit des Verfahrens liegt darin, dal sich das Koordinatensystem selbstindig an
die Strémung anpal3t. Somit ist es moglich, das Problem sehr effizient zu 16sen.

Alle auftretenden Differentalgleichungen haben die gleiche Form,

—00 00 _ 1 a(rrd)aqb ;s G.1)
ox or ro”rk or
\ , S et
Konvektion Diffusion Quellen/ Senken

Zur Losung der Gleichungen kann deshalb ein einheitliches Verfahren verwendet werden.

3.2 xw-Koordinatensystem

Zunichst ist es erforderlich, die Geometrie des Stromungsgebietes zu diskretisieren.
Das von Patankar und Spalding [PaSp-70] verwendete Koordinatensystem definiert als
Querkoordinate eine dimensionslose Stromfunktion

Ve~ V¥,
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@=const.

[-Rand
E-Rand

Abbildung (3.1): Dimensionslose Stromfunktion @

@ ist dabei das Verhiltnis der zwischen einem Punkt P und der inneren Grenze flieBenden
Masse zu der gesamten zwischen innerer und duflerer Grenze flieBenden Masse.
Unter Beriicksichtigung der Beziehung

0
- = — 33
rpuaw (3.3)

fiir die Stromfunktion v und bei Vernachldssigung des konvektiven Terms in radialer Richtung

lassen sich die vorkommenden Differentialgleichungen auf eine einheitliche Form bringen

o% _ i[ﬁerMQ?i) + i_sq,, (3.4
v T ov)  pu

wobei @ jeweils fiir eine der Groflen 1_1, 7" k, € oder T stehen kann.

Fur die Transformation in das neue x—m-Koordinatensystem missen die partiellen
Ableitungen (J 5x) —cons; dUrch Ableitungen der Form (9 8x) ooons ETSELZ Werden,

Nach Patankar und Spalding [PaSp-70] gilt folgende Rechenregel :

"Die Anderung eine Variable von A nach C muB gleich der Anderung von A nach B plus der
Anderung von B nach C sein."

W =const

c }

™~ x=const

.
.
—""

el A
.
.
.
.

A\ 4

0
-
-
-
- B
‘ A

® =const

Abbildung (3.2): Transformation der partiellen Ableitungen
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9 (o) (L) (%
ox) ox) 0o ox)
y=const @=coast x=const y=const

Y-vr erhélt man die Beziehung

Y=V,

Aus w=

0 1 0 0
= = v o vv)|,
o0x e const V-V, Ox ox

oder eingesetzt in Gleichung (3.5)

A :i |9 1 a\V1+mi(w_W)
ox y=const 0x w=coust 00 rconst VE~Vr Ox ox ° !

Fiir die partielle Ableitung (@’ o ‘/’)mom erhélt man unter Beriicksichtigung von

[é‘_@} __ 1
0‘)!// x=const V/E _VII |

einen neuen Zusammenhang

(_5_.) __ 1 _é__)
5!// x=const Ve~V aw x:const'

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Eingesetzt in Gleichung (3.4) ergibt sich die neue Transportgleichung in x—® -Koordinaten

mit

(3.10)
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I oy, _ _nm”

a = - El
V=W, OX  Wp—y,
1 V24 r.m."-r.m"
b= —L Oy -y,) - I
y’E'—y/[é?X Ve~ V¥,
12?55115
c=s —,
(ylE_—ny)
dfif.
pu
3.11)

Zur Berechnung der Grenzen des Rechengebiets dienen die Massenfliisse r,73" und r.mz."
uber die innere bzw. dullere Grenze.

Fur achsensymmetrische Probleme ist die innere Grenze die Symmetrieachse. Dort ist der
MassenfluB3 r,rz" = 0.

Hieraus ergeben sich fiir die Koeffizienten in der Transportgleichung neue Beziehungen

Ve
(3.12)
rpurl’
C = [?usz d’E:EEQ
Ye pu

Zudem verschwinden auf3erhalb der Grenzschicht die konvektiven und diffusiven Terme, da die
Ableitung d@/Sw zu Null wird

o)
]

=d (3.12)

D
>

Hieraus folgt die Gleichung zur Bestimmung der duB3eren Grenze

_ o oo\ od)
(a+bo) = amkcam)(am) . (3.13)
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3.3 Fortschreitende Integration

Aufgrund der Grenzschichtapproximation und der daraus resultierenden parabolischen
Gleichungen wird zur Losung des Gleichungssystems das Prinzip der fortschreitenden
Integration verwendet. Da sich Stérungen nur stromab auswirken konnen, werden neben den
Werten an den seitlichen Réndern nur die Anfangsprofile fiir die entsprechenden GréBen am
Einlauf vorgegeben. Daraus werden Schritt fiir Schritt die restlichen Werte des Feldes
berechnet. An der stromab liegenden Grenze des Rechengebiets diirfen keine Werte
vorgegeben werden, denn diese werden ebenfalls errechnet.

untere Grenze
des Rechengebiets

Integrationsrichtung

O Werte sind bekannt

‘ Werte sind unbekannt
Anfangslinie der
Integration

Abbildung (3.3): Fortschreitende Integration

Mit diesem Verfahren mufl nur die zuletzt berechnete und die momentan zu berechnende Linie
des Stromfeldes im Arbeitsspeicher gehalten werden. Das System von Differentialgleichungen
kann so mit relativ geringem Aufwand gelost werden.

Es wird ein implizites Verfahren benutzt, welches hinsichtlich des Vorwirtsschrittes A x keinen

Stabilitdtsbeschriankungen unterliegt.
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3.4 Tri-Diagonal-Matrix-Algorithmus (TDMA)

Durch Integration der Differentialgleichungen fir @ iiber ein Kontrollvolumen entstehen
Gleichungen in der Form

DD, = AD, ;, + B® ;, + C (3.14)

Die Koeffizienten 4, B, C. und D, sind nur noch abhingig von den schon bekannten Werten
auf der vorhergehenden, stromaufwirts liegenden Linie.

Man erhilt ein Gleichungssystem mit einer tridiagonalen Koeffizientenmatrix. Dies vereinfacht
die Losung erheblich, da keine aufwendige Matrixinversion notwendig ist. Gleichung (3.14)
kann noch weiter umgeformt werden und man erhélt die im Programm implementierte Form

® = PO, +Q (3.15)

I

Da die Werte an den Réndern vorgegeben sind, ist die Gleichung fur alle @, rekursiv losbar.
Mit dem gewihlten Verfahren steigt die Rechenzeit linear mit der Anzahl der Gitterpunkte an.
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4 Luftfreistrahl nach George et al.

Um die Leistungsfihigkeit des hergeleiteten Turbulenzmodells zu testen, soll das schon in
Kapitel 1 beschriebene Experiment von George et al.[GeAT-77] nachgerechnet werden. Dieses
Experiment wurde bereits von Tamanini [Tama-77] nachgerechnet.

4.1 Daten des Experiments / Anfangs- und Rand-
bedingungen fiir die Simulation

Fir die numerische Simulation werden am Diisenaustritt konstante Werte fir 7, und ;0
angenommen.

Die Temperatur der heiflen Luft ist

T = 573K,

die Geschwindigkeit am Strahlaustritt ist

0 = 06742
s

Der Diisendurchmesser betragt
D = 0.0635m.

Die Umgebung sei in Ruhe und somit frei von Turbulenz. Deshalb giit

T =302K , u =k=¢=0.

Da es sich um ein achsensymmetrisches Problem handelt, werden die Ableitungen auf der

Symmetrieachse zu Null

or

r=0
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Die Reynolds-Zahl am Disenaustritt betragt

Re, = %2 _ o
14

d.h. es liegt dort eine laminare Strémung vor. Mit wachsender Lauflinge findet ein Umschlag
von laminarer zu turbulenter Strémung statt. Dieser Umschlag kann mit dem k&
Turbulenzmodell aufgrund der Grenzschichtvereinfachung nicht simuliert werden. Tamanini
[Tama-77] benutzt eine Vorgehensweise, die auch hier benutzt werden soll. Die Rechnung bis
zum Umschlagpunkt, den Tamanini mit x,=x/D=/.57 angibt, erfolgt laminar. Erst ab hier
kommt das k-&-Turbulenzmodell zum Einsatz. Durch die laminare Rechnung am Anfang
werden die Eingabeprofile fiir Geschwindigkeit und Temperatur, die fiir die anschlieBende
turbulente Simulation vorgegeben werden miissen. Fiir die Anfangsprofile der turbulenten
GroBen k£ und & werden folgende Beziehungen eingesetzt:

k = 10°u (x,r) (4.1)

€ = —— 4.2)

Fir die spéteren Rechnungen mit den erweiterten Turbulenzmodellen wird eine
Anfangsbedingung fiir die turbulenten Temperaturschwankungen benotigt:

7 = 104%-T0x,r N Tt x.r)-T)) ~ (4.3)

x, ist die Stelle des laminar-turbulenten Umschlags. Auf die Temperaturschwankungen 77

wird spater noch eingegangen. Sie seien hier nur der Vollstindigkeit halber dargestellt.
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4.2 Ergebnisse fiir das Standard-k-s-Turbulenzmodell

Wie schon erwihnt, handelt es sich um ein achsensymmetrisches Problem. Die Darstellung der
Ergebnisse beschrankt sich deshalb auf eine Hilfte der Profile. Zudem ist zu beachten, daf fiir
die Abszisse die dimensionslose Koordinate 77D verwendet wird. Fir den Abstand von der
Diise wird der dimensionslose Abstand x/D benutzt.

Die Diskussion der Rechenergebnisse wird hier auf den Abstand x/D=/6 beschrinkt.

Die Diagramme (4.1) und (4.2) zeigen die berechneten Geschwindigkeits- und Temperatur-
profile im Vergleich zu einem Glockenkurvenfit durch die Mewerte von George et al.

Es ist zu erkennen, daB die Rechnung sowohl! fiir die Geschwindigkeit als auch fiir die
Temperatur eine starke Uberhohung der Profile auf der Symmetrieachse ergibt. Am Strahlrand
hingegen ergeben sich zu geringe Werte im Vergleich zur Messung. Die durch den Aufirieb
zusitzlich erzeugte Turbulenz und die daraus resultierende erhohte turbulente Diffusion von
Geschwindigkeit und Temperatur in radialer Richtung werden unzureichend modelliert.

Aus der Gleichung fur die kinetische Energie der Turbulenz 4 ist zu ersehen, da3 durch den
Term agu'T die durch den Aufirieb zusitzlich produzierte Turbulenz beschrieben wird. Der
physikalische Charakter der Grenzschichtstromung 14Bt erwarten, daBl wegen (g dx<<d/&y)

das modellierte Glied u'T = —‘—/’——ZI nur von geringer GrofBe ist. In Wirklichkeit liegen weit
o, 0x

groBere axiale Reynoldssche Wéarmestréme vor als die Rechnung ergibt.

Um die radiale Diffusion zu erh6hen, konnen die empirischen Konstanten des Modells an das
vorliegende Problem angepasst werden. Dies bedeutet aber, daB fiir jedes Problem ein
spezieller Satz von Konstanten benotigt wird, was dem Wunsch nach einem moglichst
universellen Turbulenzmodell widerspricht.

Die Diagramme (4.3) und (4.4) zeigen den Einflu der in dem Transportkoeffizienten v,
enthaltenen Konstanten C, auf die Profile fiir Geschwindigkeit und Temperatur.

Es ist offensichtlich, daf} sich fir jedes Strémungsproblem ein spezieller Satz Konstanten
finden 1aBt. Im weiteren soll mit den Standardkonstanten nach Tabelle (2.1) gerechnet und
versucht werden, das Turbulenzmodell auf andere Art und Weise zu verbessern.
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1.0

0.9

1 [m/s]

0.8
07 @
0.6 —
0.5
0.4
0.3
0.2+

0.1

O O

Standard-Modell
Messung George (FIT)

x/D=16

-~ .0

- -~ Q_O (]

0.0

00(D25 050 0'75 100 125 150 175 200 2.25 250 2'75 300 325 350 375 400 4.25

/D

Diagramm (4.1): Geschwindigkeitsprofil Lufifreistrahl von George et al.

T[K]

318.0

316.0 +

314.0

312.0 -

310.0 —

308.0

306.0 —

304.0 -

320.0 -

O O

Standard-Modell
Messung George (FIT)

x/D=16

OQD o
\.i_/

302.0

I I

I

I

T ]

]

00(1)25 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 225 250 275 3003.25350 3'75400425450

/D

Diagramm (4.2): Temperaturprofil Lufifreistrahl von George et al.
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% 0 O Messung George
I= x/D=16
04 B
' AR
~N TN
0.3 R
S N
0.2 ) \.©‘$\\‘ ~
0.1 R S \\%\\
~ o~ T \\ Do
e :‘;“;@»?ﬁ
0.0 L N O s e S S SR e R =
0.000.25 050 0.7 1.00 125 1560 175 2.00 225 250 275 3.00 3.25 3.50 3.’75 4.00
/D
Diagramm (4.3). Geschwindigkeitsprofil - Variation von C,
3220
32004 - _ O O Messung George
= 318.0 R
= 07 x/D=16
316.0 —@‘\ -~ \
_ \@ N
314.0 ~a
SINRAN
312.0 - ¥
\®§ N
3100 - ) RNy
Vergroferung von C, B\
308.0 ®\§\
306.0 - TS
~ T T
9‘\\\\\_\\‘ -—
304.0 - SO
© \“{3-@\;
302.0 : : - \@ @f—f D

000025 050 075 100 125 1.50 1'75 2.00 226 250 275 300 325 350 375 4.00

/D

Diagramm (4.4): Temperaturprofil - Variation von C,
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S Algebraisches Spannungs-/Flufi-Modell

Wie gezeigt, eignet sich das bisherige Modell nicht, um aufiriebsbehaftete Stromungen
numerisch zu simulieren. Der Schwachpunkt liegt in der Modellierung der turbulenten Glieder
:1:’_1;.’ und 2.'T.

Eine einheitliche Modellierung der turbulenten Austauschglieder iiber die Wirbelviskositat/-
diffusivitdt stellt eine zu grobe Vereinfachung dar. Der Auftriebseinflul wird beim Prinzip der
Wirbelviskositit/-diffusivitdt weder durch v, noch durch o, beriicksichtigt. Es soll deshalb
versucht werden, aus den Transportgleichungen fir u'u;,’ und ﬁ neue algebraische

Beziehungen fiir diese GroBen abzuleiten.

S.1 Modellierung der Reynoldsschen Spannungen und
Wirmestréome

Um aus den Transportgleichungen der turbulenten Spannungen und Wirmestréme algebraische
Beziehungen zu formulieren, miissen die differentialen Konvektions- und Diffusionsterme
durch geeignete nicht-differentiale Ausdriicke approximiert werden.

Rodi [Rodi-86] geht von der Annahme aus, dafl die zeitliche und raumliche Anderung von
u,.’—uj’/k klein gegeniiber der Anderung von ul’—uj’ selbst ist. Es verhalten sich demnach die
Differenzen von Konvektions- und Diffusionsgliedern in beiden Gleichungen wie die Grofen
selbst.

(Konvektion- Diffusion)—. u.
i A
( Konvektion- Diffusion) ‘

IU‘,
. 5.1
Z .1

Unter Berticksichtigung der &~Gleichung (2.13) ergibt sich daraus den Ausdruck

¥ ' f ¥

u, u; . . . u u.
—L( Konvektion— Diffusion), = —

( Konvektion—- Difﬁzsmn)m = (P+G+ 8) (5.2)

J

Wird diese Beziehung fiir Konvektion und Diffusion in die Transportgleichung fiir u'u’
eingesetzt und die Annahmen beriicksichtigt, die Hossain [Hoss-80] fiir die Dissipation und das
"pressure strain"-Glied macht, so erhilt man eine algebraische Beziehung fiir die turbulenten

Schubspannungen.

Sie lautet
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P, 2P G, 2. G
(-c) E-2o.2 -0 %-25,)

3

' = M50, P70, (5.3)
F, ist die Spannungsproduktion in der Zi'_zy-Transportgleichung
P = —lilg’uk’ji + uj’uk'jz} ) (5.4
P die Spannungsproduktion in der &~Transportgleichung
P = _ll’,uj'jz , (5.5)
G, die Auftriebsproduktion in der W-Transportgleichung
G, = —algu/T+gu'T| | (5.6)
und G die Auftriebsproduktion in der &~Transportgleichung
G=-agu'l . 5.7

Das in GENMIX implementierte Modell enthilt keine Wandkorrektur. Sie fihrt zu
komplizierteren Ausdriicken, die fiir die hier durchgefiihrten Berechnungen nicht benétigt
werden, da nur freie Schreschichtstromungen untersucht werden sollen. Die Anpassung an
Probleme mit WandeinfluB ist aber prinzipiell moglich. Hossain [Hoss-80] beschreibt eine

entsprechende Erweiterung des Modells.
Fir die Reynoldsschen Wirmestrome u' 7" existiert ein dhnlicher Ansatz, der von Hossain

niher beschrieben wird.
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Fiir die turbulenten Wirmestréme erhilt man

(P+G+e) (5.8)

(Konvektion—szﬁzsion)ﬁ = é”ikT

und daraus die algebraischen Beziehungen fur ' 7'

[—— T
-y O +(1=Cyr )Bp+(1-Cyy iT]
o= Sl 1 5.9
U" 1[P+G } ' :
Cir 5 -
2l ¢

P, ist die Produktion von u' T durch mittlere Geschwindigkeitsgradienten

B = -u/T—— , (5.10)
o x,

G, die Produktion von u'T' durch Aufiriebseffekte
G, = —ag,? . (5.11)

In dem Ausdruck fiir G, tritt das Quadrat der Temperaturschwankungen T* auf. Zunachst

wird eine algebraische Beziehung nach Hossain [Hoss-80] verwendet

- k——=0T
T° = C~u'T—, (5.12)
& ox,

spater wird fir 77 eine Transportgleichung gel6st werden.

Die neu ermittelten algebraischen Beziehungen enthalten keine neuen Unbekannten. Die beim
Standard-k-e-Modell uber den isotropen Ansatz der Wirbelviskositat/-diffusivitit modellierten
Reynoldsschen GrofBen ?z;;’ und EI'—? werden jetzt durch nichtisotrope algebraische
Beziehungen approximiert. Richtungsabhingige Einfliissse wie z.B. der Auftrieb lassen sich weit

besser simulieren.
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5.2 Vereinfachung fiir Scherschichten im lokalen
Gleichgewicht

Bei vielen Stromungen, wie z.B. diinnen Scherschichten, gilt die Annahme eines lokalen

Gleichgewichts zwischen Produktion und Dissipation von kinetischer Energie der Turbulenz k.
In den algebraischen Beziehungen wird

P+G=¢ (5.13)

gesetzt und somit nach Gleichung (5.2) und (5.8) Konvektion und Diffusion in den
Transportgleichungen fiir ¢'u;’ und u'T' vernachléssigt.

Rodi [Rodi-86] schligt diese Vorgehensweise fur Stromungen vor, bei denen sich die
Turbulenz so langsam entwickelt, dafl die Vernachlassigung samtlicher differentialer Glieder
keinen grof3en Fehler mit sich bringt.

Diese Arbeit beschrinkt sich deshalb auf die von Hossain [Hoss-80] als Modell 11
beschriebenen  vereinfachten - algebraischen  Beziehungen - fiir ~die —bisher —unbekannten

Turbulenzkorrelationen.

5.3 Algebraische Beziehungen fiir vertikale
Auftriebsstromungen

Zur Berechnung achsensymmetrischer Aufiriebsstromungen steht nun ein System nacheinander
losbarer Gleichungen zu Verfugung. Unter Bericksichtigung der bereits beschriebenen
Grenzschichtapproximation und Einfihrung von Zylinderkoordinaten erhédlt man folgende
Gleichungen:

v = v28 (5.14)
or

VT = .YL.QI (5.15)
o, 0r

T - —L-’f[wa—ﬂa—cn)ﬁ%-u—q»ag'z‘?)

Gre or (5.16)



7=, 2vTL (5.17)

k——0T
€ or
VP
vV, =0, T < (5.18)
G, = quT (519)
0
I“Cl(l 1= Q L&, / (5.20)

‘}—2 = Z(l——l—:—g—) = const. (>21)

Die Modellierung von u'v' und v'T" erfolgt auf den ersten Blick wie beim Standard-Modell.
Die Wirbelviskositét wird jedoch nicht mehr mit der Konstanten C,, gebildet, sondern mit Hilfe
einer Funktion C, =C (Aufirieb) = o, ;’—2—/_1;

Fiur vertikale Stromungen ist ;’2/—1( konstant. @, enthdlt die Temperatur- und
Geschwindigkeitsgradienten und somit den Aufiriebseinflu. Analog zu v, wird auch bei der
turbulenten Prandti-Zahl o, der Auftriebseinfluf iiber die Variable w, beriicksichtigt. Fiir v T,
den turbulenten Warmestrom in radialer Richtung, entfillt @ wieder. v' 7" verlauft senkrecht
zum Schwerkraftvektor und ist deshalb nicht von Aufiriebseinfliissen abhingig.

Die Diffusionskoeffizienten in den Gleichungen fir & und & werden analog zur
Wairmetransportgleichung modelliert. Aus Wirbelviskositdt und einer Prandtl-Zahl fir die
entsprechende GroBe wird der Quotient gebildet.

Fur die einzelnen GroBen ergeben sich daraus folgende Beziehungen:

Die Prandtl-Zahlen fiir kund ¢ erhélt man aus:

o, = —*& ; o, = —* (5.22); (5.23)
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5.4 Ergebnisse fiir das Algebraische Spannungs-/Fluf}-
Modell

In den Diagrammen (5.1) und (5.2) sind die Rechenergebnisse flir das Standard-Modell und
das Algebraische Spannungs-/FluB-Modell im Vergleich zu den MeBBwerten von George et al.
dargestellt.

Die Uberhohung auf der Symmetrieachse, die sich mit dem Standard-Modell ergibt, wird durch
die Einfuhrung der neuen algebraischen Beziehungen fur die turbulenten GroBen korrigiert.
Am Strahlrand liegen die Werte des Algebraische Spannungs-/FluB-Modells etwas oberhalb
des von George verwendeten Fits. Die nicht dargestellten Meflwerte von George liegen am
Rand ebenfalls oberhalb des von ihm gewahiten Glockenkurvenfits.

— 10
w M~ -
E P N Algebraisches Modell
1= . ----  Standard-Modell

087 el N o] o Messung George (FIT)

07y O o

O D x/D=16
0.6 N
O
05 o
04 |
SO
03+ SO
0.2+ \\C\)
e _
0.1 ~.0
e
00 BES
. T T I T [ T T T T T I T T T T 1
000025 050 0.75 1.00 125 150 L7565 200 2256 250 275 3.00 3.25 350 375 4.00 4.25
1/D

Diagramm (35.1): Geschwindigkeitsprofile Luftfreistrahl von George et al.

3200
[y = ~ ~ .
¥ ap0- C Algebraisches Modell
[ N ----  Standard-Modell

316.0 p AN o O  Messung George (FIT)

b Q N
314.0 e N D=16
o
312.0 | o
S
310.0 - S
[eN
308.0 O
306.0 - o
O
304.0 Q \@
- OG- T
302.0 T T T T T T T T T T IO Q S
0.00.25 050 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00 225 250 275 3.00 3.25 350 3.75 4.00 4.25 450
/D

Diagramm (3.2): Temperaturprofile Lufifreistrahl von George et al.
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6 Transportgleichung fiir die turbulenten
Temperaturschwankungen

Diagramm (6.1) zeigt den mit dem Algebraischen Spannungs-/FluB-Modell berechneten
Verlauf der Temperaturschwankungen 7~ im Vergleich zu den MeBBwerten von George et al.

35.0

algebraische Beziehung
O O  Messung George

30.0

T° [K]

-

250 i X/D=1 6
20.0 —
15.0

10.0

5.0

0.0 I ! ] ] T 1 | i ‘ T i
0.0 05 L0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 45 50 55 6.0

/D
Diagramm (6.1): Profil der Temperaturschwankungen - Luftfreistrahl von George et al.

Die errechnete Kurve stimmt mit den Mef3werten weder qualitativ noch quantitativ tiberein.
Keines der charakteristischen Merkmale fiir die Temperaturschwankungen 148t sich mit dem
Modellansatz (5.12) ermitteln. Weder die Lage das Maximums noch die Form der Kurven
stimmen flir Messung und Rechnung iiberein. Um die Temperaturschwankungen physikalisch
richtig zu simulieren, soll nun der algebraische Ansatz fiir die Temperaturschwankungen durch
eine Transportgleichung ersetzt werden.
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6.1 Herleitung der Transportgleichung fiir die

Temperaturschwankungen

Zur Herleitung der Transportgleichung sind drei Schritte notwendig. Vorher werden einige

Rechenregeln fiir die zeitlich gemittelten GroBen beschrieben.
Hinze [Hinz-75] gibt folgende Regeln an:

a:2+a’, b = b + b
;:2+a’:z+;:§,da a'
ab= ab= ab
ab' = ab = ab = 0

ab = (§+a')(5+b’) = ab+ab'+ba +a' b

Es gelten folgende Satze:

Zeitmittelung und Differentiation sind vertauschbar

Produktregel

Kontinuitatsgleichungen fur die gemittelten und die Schwankungsgeschwindigkeiten

fu;,  du' 0
ox,  oJx,

1 1

ab+a'b’

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
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1.Schritt: Der Reynoldssche Ansatz zur Beschreibung turbulenter Strémungen wird in die
exakte Warmetransportgleichung (2.3) eingesetzt und davon die =zeitlich gemittelte
Wirmetransportgleichung (2.8) subtrahiert:

exakt:
2 — —
5T+uj ar =TI oT « Ir=T+T" , u=u+u'
ot Jx; Ox;0x;
zeitabhingig :
éT 01" - 6T - 8T , 6T 8T 8T 2T
+ +u; +u; +u. +u. = + I
at ot Ox; ox, 7 ox; 7 2x; Ox,0x; Ox,0x,
gemittelt : -
__ AT 2 7
2, o”T:r og°T 0 0 T
ox; Ox,0x; é’xj_
’ — ’ [ 2 '
= or +u; or +uj'aT +uj’aT =T or + d u,'T’ (6.9)
ot Ix, Ox, Ox; ox6x, Jx, "’

2.Schritt: Multiplikation dieser Gleichung mit der Temperaturschwankung 7"

’ _ ' T ’ 2 '
or +u;T' or +u;'T' or +u-'T’é,T =IT' or +T’ g u,'T" (6.10)
ot ox. x. 7 Ox. Ox,;0x; ox. 7

J J J J

TI

3.Schritt: zeitliche Mittelung dieser Gleichung

oTr' — T = A T - 5
= T'—+ujT'—é’——+uj'T'£+uj'T'aT =JT' 7 +7' g u'T’ (6.11)
ot Ox; Ox Ox, Ox ,0x; ox; ’
—_— o — - — —_ — —_

1 ¥/ I Vals v VI
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Als nichstes werden die einzelnen Glieder etwas genauer betrachtet und einige Umformungen
durchgefiihrt:

- Glied I:

2 T A
orT _ ZT,é’T
ot ot

T 13T°  10T”
= T = =

(6.12)
ot 20t 2 6t
- Glied IT:
_ ’ _ ; _ oamaz
lle'aT = leT'ﬁT '{'Uj or (6.13)
o”xj o"xj 2 0”Xj
- Glied IIT:
LIJ.'T—?—Z = uj'Tg—]; (6.14)
axj X;
- Glied I'V:
' 12 ou.'T”? ou.'
UJIT, oT - ’!‘UjlﬁT =_]_ J mTIZ J
ﬁxj 2 ﬂxj 2 a”xj o”xj
L ———
=0
ou,T? 6.15
- Uj,TaTzl ! (6.15)
5Xj 2 éxj
- Glied V:
2 12 ’ “Aqt AT 2 '
T a[zr'ﬂ] _ 2{0”T0"T+ Co'T
5Xjﬁxj Ox; &’Xj ﬁxj o”Xj o”xjﬁxj
o 0T 10°T” T’ 3T’
o”xjo”xj 2 6on”xj

ﬁxj &’Xj
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- — -
rr FT :lré’zT _FﬁT’o”T (6.16)
5Xjﬁxj 2 é’xjﬁxj o"xj é’xj

- Glied VI
—Ou.'T'

2 o 72N (6.17)
Ox, d Ox;

Setzt man die neu gefundenen Zusammenhinge in Gleichung (6.11) ein, so erhdlt man die
Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungen:

2 . 2 2 2
oT7 | L OT7 0 (), O
ot 29 ox, "’ Ox,;0x,
Ny i Ny prirrrd ~ ~—
Anderungsrate Konvektion Diffusion (6 1 8)
——— 3T T 8T’ '
R Py A My L
Ox; Ox,; Ox,
LPma'ulrtz'mz durch T-FcI; ;Dissipst;nﬁsmte Er

Diese Gleichung hat eine Form wie die Transportgleichung von k, ein Druckkorrelationsterm
tritt nicht auf. Mit der neu eingefiihrten Transportgleichung fiir T? entstehen neue unbekannte
Korrelationen zwischen den SchwankungsgroBen. Fir diese Glieder werden Modellannahmen
formuliert, die auf bekannten GroBen aufbauen, wodurch wieder ein geschlossenes

Gleichungssystem erzeugt wird.

Fiir den DiffusionsfluB3 uj'T2 wird das Gradientenmodell von Spalding [Spal-73] verwendet,

bei dem der Diffusionsflufl proportional dem Gradienten von Ia gesetzt wird:

c KT _ v, oT"

uj,'TZ = Cpp (619)

€ 0x, o, Ix
Als Proportionalitatskonstante dient v,/o_,. ¢, wird analog zu den Transportgleichungen

fiir kund ¢ als Prandtl-Zahl fur die Temperaturschwankungen bezeichnet,

,—. (6.20)



37

Den Dissipationsterm wird durch einen Modellansatz von Launder [Laun-75] ersetzt. Unter
der Annahme, daB die Dissipationsterme von 4 und 77 innerhalb der
Transportdifferentialgleichungen etwa die gleiche Gewichtung haben, gilt
2
x o -7—: (6.21)
& &

Mit der Proportionalitdtskonstanten J/C, entsteht daraus folgenden Ausdruck fiir den zu

modellierenden Dissipationsterm

_OToT _ Isms

- - 622
‘T ok ox, T Gk ©22)

Durch die Beschrankung auf zweidimensionale Grenzschichtstromungen vereinfacht sich die
Gleichung noch weiter. In Zylinderkoordinaten erhilt man fur die Transportgleichung der

Temperaturschwankungen

_PT?  -9T? 18
u + W =

I - wTsE L5577 (623
Ox or ro”rLr[ O ) or ( )

or C k

Produktion durch das T-Feld Dzlvsyal;orasrate Er

L, \5'7—"7] — 2 ¢

;7 2
mit O =—0,~—

Cr k
Fir die empirischen Konstanten Cp und €, schldgt Launder die Werte 0.13 und 1.6 vor.

Diagramm (6.2) zeigt den Verlauf der mit den Konstanten nach Launder errechneten Kurve im
Vergleich zu MeBBwerten von George et al.
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100.0
— 90.0 4 ————  Transportgleichung mit Konstanten
3 ’ nach Launder
't 80.0 O Messung George
70.0 -]
x/D=16
60.0 -
50.0 |
40.0
30.0
o o
20.0 O
@]
10.0 - o
0.0 g T T T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
/D

Diagramm (6.2): Profil der Temperaturschwankungen - Luftfreistrahl von George et al.

Die errechnete Kurve zeigt eine deutliche Uberhohung tiber die gesamte Strahlbreite. Dies 148t
den SchluB} zu, das die Konstante C, = 16 fiir das vorliegende Problem nicht geeignet ist.

Zur Erzielung besserer Rechenergebnisse schldgt Tamanini [Tama-77] eine Unterscheidung
zwischen Impulsstrahlen und Auftriebsstrahlen vor. Ein universelles k—&—T"-Turbulenz-
modell 14t sich seiner Meinung nach nicht realisieren, da der Unterschied zwischen
Impulsstrahl und Auftriebsstrahl so wesentlich sei, da3 beide Probleme nicht mit den selben

Konstanten behandelt werden konnen. Tamanini schldgt bei Auftriebsstrahlen fiir die Konstante
C; den Wert 0.8 vor. Somit wird der Dissipationsterm um etwa den Faktor 2 vergroBert und

das Niveau der 77 -Kurve gesenkt.

100.0
Y% 900 _L\ -—-- Transportgle}chung mTt G =08
- Transportgleichung mit G, = 1.6
& 800 \ O O Messung George
70.0 -
x/D=16
80.0 -
50.0
40.0
30.0 -
Q.o ----
200 O~
G
10.0 - o
0.0 T T I | T T T |
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
/D

Diagramm (6.3): Profil der Temperaturschwankungen - Lufifreistrahl von George et al.
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Diagramm (6.3) zeigt einen Vergleich der neuen Kurve mit der Konstanten nach Tamanini im
Vergleich zu den Mef3werten von George. Rechnung und Messung stimmen sehr gut tberein.
Die Uberlegung von Tamanini, fiir Aufiriebsstrahlen eine Korrektur von C, vorzunehmen,
kann bestatigt werden.

Die Konstanten fiir das k—&— 7" -Turbulenzmodell sind in Tabelle (6.1) zusammengefaBt.

GIlG|G|G |GG |GGG |G| G |G G

0.2410.15|2.2 10.5510.55/3.0 105 | 95 |1.44|1.92] 0.8 |0.13| 1.6 | Impuls-
strahl

0.8 | Auftriebs-

strahl

Tabelle (6.1): Empirische Konstanten des k—e— T -Turbulenzmodells

In den Diagrammen (6.4) und (6.5) sind die Profile fiir die mittlere Geschwindigkeit u und
Temperatur 7 dargestellt. Die Kurven wurden zum einen mit der algebraischen Beziehung
(5.12) fur 77 und zum anderen mit der Transportgleichung (6.23) berechnet.

Da die Kopplung zwischen 7% und u oder T sehr gering ist, sind keine wesentlichen
Unterschiede in den Geschwindigkeits- und Temperaturprofilen zu erwarten. Die Profile
verbessern sich jedoch qualitativ. Die turbulente Diffusion ist nicht mehr so stark ausgepragt.

0.9
Téy S algebraische Beziehung
= 1;_\\‘\\‘ } -~~~ Transportgleichung
o7 P O o O O Messung George (FIT)
O\\*\
0.6 - - =
S x/D=16
05 - N
\\
04 O
O,
0.3 O«
0.2+ O \\\Q‘s\
O T
0. o s
O TS
O \-;\;“;*;u.‘
0.0 1 . T T 1 ! ! C’) o5
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
/D

Diagramm (6.4):  Geschwindigkeitsprofil -
Vergleich zwischen algebraischem Modell und k-¢-T"*Modell
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316.0
g‘ Cg_): ------------ algebraische Beziehung
I= 81404 O ----  Transportgleichung
o O O Messung George (FIT)
312.0 ~
. x/D=16
©
310.0 o
é‘\\
308.0 O
306.0 | O
304.0 O
O
302.0 I T T x T T ‘O O - o ;‘5&611 ~5
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
1/D
Diagramm (6.5):  Temperaturprofil -

Vergleich zwischen algebraischem Modell und k-g-T"*-Modell
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7 Natrium-Experimente von Knebel

7.1 Daten des Experiments / Anfangs- und
Randbedingungen fiir die Simulation

Um weitere Erfahrungen mit dem k-&- T? -Turbulenzmodell zu sammeln, werden die Natrium-
Experimente von Knebel [Kneb-93] nachgerechnet.
Die Teststrecke TEFLU (Temperatur Fluktuationen) hat folgenden Aufbau:

Abbiidung (7.1): Aufbau der Natrium-Teststrecke TEFLU

Die Teststrecke besteht aus einem Rohr, das vertikal durchstromt wird. Die Geschwindigkeit
und die Temperatur der Anstromung werden mit u, und T bezeichnet. Im Rohr ist ein
Disenblock angebracht, in dessen Zentralbohrung, Innendurchmesser D=0.0072m, flissiges
Natrium mit erhohter Geschwindigkeit A4 ;1_0— und Temperatur 4 70 eingespritzt wird. Fur
verschiedene x/D, d.h. Abstinde vom Diisenblock, wurden von Knebel die Profile fir
Geschwindigkeit, Temperatur und Temperaturschwankungen gemessen. Die Messungen
dienen als Grundlage, um die Leistungsfihigkeit des beschriebenen Turbulenzmodells zu
testen. Es werden nur die Mefireihen C2, F und H verwendet.



42

Messung C2: Impulsstrahl

u, T A u, AT
0.05 m/s 573 K 0.50 m/s 30K
Messung F: Strahl im Ubergangsbereich
u, A A b, A7
0.1 m/s 573K 0.33 m/s 25K
Messung H: Aufiriebsstrahl
u, T Ay, AT
0.1 m/s 573K 0.17 m/s 75K

Tabelle (7.1): Randbedingungen der Messungen von Knebel

Wie bei der Berechnung des Luftfreistrahls miissen Anfangsprofile fiir die Geschwindigkeit, die
Temperatur und fur die turbulenten Groflen &, £ und 77 vorgegeben werden. Die Rechnungen
starten bei einem dimensionslosen Abstand vom Diisenblock x/D=6, da erst ab dieser Stelle fiir
alle drei MeBreihen Me3werte vorliegen. Als Eingabeprofile fiir Geschwindigkeit, Temperatur
und Temperaturschwankungen werden die bei x/D=6 gemessenen Werte benutzt. Fiir die nicht
gemessenen turbulenten Grofen k und £ werden die Eingabeprofile aus einem Luft-Experiment
von Corrsin [Corr-43] abgeleitet. Die Dissipationsrate ¢ wird nach folgender Beziehung aus
der Wirbelviskositét v, errechnet,

e = C

2
k
“y
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Class et al.[CISK-89] leiten fiir hohe Reynolds-Zahlen einen Zusammenhang zwischen Lufi-

und Natrium-Experimenten her:

- 2
X r X I Y\ UcnN
k| —=6—|= k| —=6— —-J_’ 72
N(D D) L(D D) Uc,L2 L ( )
D

X 1)\ _ X _r (;10—_1.1;) Tosun
"w(ﬁ—%) - VLL(B-@B) ([

(7.3)

X6
D

Fur die Wirbelviskositdt des Corrsin-Experiments wurde von Class et al. ein querschnitts-
gemittelter Wert von v, = 11-107 nf'/s ermittelt. In Tabelle (7.2) sind die umgerechneten

Werte zusammengefafit.

Experiment C2 F H
" [__”f_} 48.10° 26107 19.10°
S

Tabelle (7.2): Querschnitigemittelte Werte fiir v, nach Gleichung (7.3)

Zu beachten ist, da3 der Wert fur v, mit Hilfe einer Variationsrechnung ermittelt wurde und
somit sehr stark von dem zur Bestimmung benutzten Turbulenzmodells abhingig ist. Die Simu-
lationsrechnungen mit GENMIX ergeben mit den obigen Werten keine zufriedenstellenden
Ergebnisse fur die Profile von Temperatur und Geschwindigkeit. Deshalb werden als
Anfangswerte fur die Wirbelviskositét die korrigierten Werte nach Tabelle (7.3) verwendet.

Experiment C2 F H
v {ﬁ} 35.10° 1810°¢ 12.10°°
S

Tabelle (7.3): Korrigierte Werte fiir v,

Diese Vorgehensweise erscheint gerechtfertigt, da spater der Einflu der Konstanten in der
Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungen untersucht werden soll. Als Grundlage
hierflir wird eine gute Ubereinstimmung der Geschwindigkeitsprofile von Rechnung und
Messung benoétigt, denn sonst wird der Konvektionsterm der Transportgleichung fiir T2 nicht
richtig wiedergegeben und eine Untersuchung der Konstanten erscheint nicht sinnvoll.

Das Diagramm (7.1) zeigt die verwendeten Anfangsprofile fur die kinetische Energie der
Turbulenz & und deren Dissipationsrate & fur die drei Rechnungen.
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T
= 400 ——
| / / \ N
(2] 3 Y |
= |« 5.0 / \
-
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20.0 —
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Diagramm (7.1): Anfangsprofile fiir k: Messung C2, F und H

0.040 /

N

B N

0.035 / .

W /
0.030 — / )
/ N T

0.025 / .7 \\\

0.020

0.015

0.010 -

0.005 -

0.000

0.0 22

Diagramm (7.1): Anfangsprofile fiir e: Messung C2, F und H
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7.2 Fluide mit niedrigen Prandtl-Zahlen

Die in der Literatur vorgeschlagenen Konstanten fiir das &-&-Turbulenzmodell, z.B. von Rodi
[Rodi-86], beziehen sich auf Fluide mit Prandtl-Zahlen Pr>0.3. Bei der Herleitung des &-¢-
Turbulenzmodells wird davon ausgegangen, da3 die turbulente Diffusion einer GrofBe
wesentlich mehr Gewichtung hat als die molekulare Diffusion. Bei Fluiden wie zum Beispiel
Natrium mit einer Prandtl-Zahl Pr=~0.006 ist auch bei turbulenter Stromung die molekulare
Wirmeleitung gegeniiber der turbulenten Wirmeleitung von dominierender Bedeutung.
Deshalb darf der molekulare Anteil der Warmeleitung nicht vernachlassigt werden. Es zeigt
sich, dal3 die bisher benutzten Konstanten nicht zu realistischen Rechenergebnissen fiihren.
Insbesonders die Modellierung des radialen Warmestroms 7" und des Dissipationsterms grin
der F-Transportgleichung miissen durch eine Anpassung der Konstanten verbessert werden.

7.2.1 Variation der turbulenten Prandti-Zahl

Grundlage der Vorgehensweise zur Verbesserung der Modellierung des radialen Warmestroms
sind Uberlegungen aus der Literatur. Aus Messungen in Rohrstromungen ist bekannt, daB die
turbulente Prandtl-Zahl o, von der molekularen Prandtl-Zahl, der Reynolds-Zahl und dem
Wandabstand abhidngt. Da in dieser Arbeit Freistrahlen untersucht werden, spielt der
Wandabstand jedoch keine Rolle. Auch der EinfluB der Reynolds-Zahl soll vernachldssigt
werden, es bleibt die Abhéngigkeit von der molekularen Prandtl-Zahl.

Der Zusammenhang von molekularer Prandtl-Zahl und turbulenter Prandtl-Zahl 148t sich
anschaulich begriinden. Fir Fliissigmetalle ist die molekulare Temperaturleitfihigkeit weit
groBer als die molekulare kinematische Viskositit. Daher konnen Turbulenzballen wesentlich
leichter Warme mit dem umgebenden Fluid austauschen als Impuls, d. h. es wird weniger
Wirme durch den turbulenten Diffusionsanteil transportiert. Mit sinkender molekularer
Prandtl-Zahl Pr steigt somit die turbulente Prandtl-Zahl o,.

Knebel et al. [KnSK-88] haben den Einfluf} der turbulenten Prandtl-Zahl bereits untersucht und
geben fiir Natrium in einer Rohrstromung ein Intervall von 30 < o, < 5.0 fur die turbulente
Prandtl-Zahl an.

Class et al. [CISK-89] untersuchen fiir einen Natrium-Freistrahl die turbulente Prandtl-Zah! in
einem Intervall 0.6 < o, <40 und erreichen fiir o, = 1.6 die beste Ubereinstimmung
zwischen Messung und Rechnung.

Wie bei den Rechnungen in Luft gezeigt wurde, wird beim Standard-k-e-Turbulenzmodell der
radiale Warmestrom unterbewertet. Die Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile weisen eine
deutliche Uberhohung auf der Strahlachse auf Beim algebraischen Spannungs-/Flu3-Modell
wurde durch Einflihrung algebraischer Beziehungen dieser Schwachpunkt korrigiert. Es ist zu
erwarten, daB unter Verwendung der algebraischen Beziehungen bei den Rechnungen in
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Natrium der EinfluB der turbulenten Prandtl-Zahl noch deutlicher wird, denn die turbulente
Diffusion wird gegeniiber dem Standard-k-e-Turbulenzmodell hoher bewertet.

Die turbulente Prandtl-Zahl wird beim algebraischen Modell modelliert als o, = @ ,C;;. Fir
die Konstante C,, gibt Hossain [Hoss-80] den Wert 3.0 an. Diese Konstante wird im Intervall
30 < C,, < 100 variiert und die berechneten Temperaturwerte mit den MeBwerten

verglichen. Die Diskussion der Ergebnisse erfolgt in Kapitel 7.3.

7.2.2  Variation des Dissipationsterms &r

Das Senkenglied in der Transportgleichung fiur die Temperaturschwankungen ?5

& = or or wird als Dissipationrate der Temperaturschwankungen bezeichnet. Da dieses

é’xj o”Xj

Produkt aus partiellen Ableitungen eine unbekannte Korrelation ist, wird der Dissipationsterm

nach Gleichung (6.22) modelliert als €, = J—-? .
C. k

Fiir Fluide mit einer molekularen Prandtl-Zahl Pr>0.3 gilt nach Launder [Laun-75] fur die
Konstante C,, der Wert 1.6. Da sich die molekulare Temperaturleitfahigkeit 7~ fir Natrium um
etwa zwei GroBenordnungen von - der - Temperaturleitfihigkeit von - Luft bzw. drei
GroBenordnungen von Wasser unterscheidet, ist anzunehmen, daf die Konstante C, = 1.6 fiir
Natrium ihre Giltigkeit verliert.

Bei der Bestimmung einer neuen Konstanten fiir Natrium tritt das Problem auf, dafl der
Dissipationsterm nur in Abhéngigkeit von dem Produktionsterm — 277’&‘?’/ Jr modelliert
werden kann. Dieser ist eine Funktion der turbulenten Prandti-Zahl o, fir die ebenfalls ein
neuer Wert bestimmt werden soll. Somit héngt die Wahl einer neuen Konstanten C,
entscheidend von der GréBe der turbulenten Prandtl-Zahl ab. Zunichst ist festzustellen, da3
kleinere turbulente Prandtl-Zahlen den Reynoldsschen Wiarmestrom VT stirker erhohen als
der Gradient 0”7"/ Or abnimmt. Deshalb resultieren aus kleinen turbulenten Prandtl-Zahlen
grofle Produktionsterme in der Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungen. Dies

erfordert somit auch groBere Dissipationsterme.
Die Wahl von o, und C, ist von entscheidendem Einflu auf die berechneten Werte von 777 .

7.2.3 Variation der turbulenten Prandti-Zahl fiir die
Temperaturschwankungen

Eine weitere EinfluBgrofle ist die turbulente Diffusion der Temperaturschwankungen 77
Wenn die turbulente Diffusion der mittleren Temperatur T von der molekularen Prandtl-Zahl
des Fluids abhéngig ist, ist auch der turbulente Diffusionsterm in der F—Gleichung von der
molekularen Prandtl-Zahl abhéngig. Es wird deshalb kurz auf den Einflu3 von 7- ==V / (o
eingegangen.
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7.2.4 Variation der Parameter

Um die Kombinationsméglichkeiten der Parameter I- = I und &, einzuschrinken, wird

folgende Vorgehensweise eingehalten:

Zuniichst wird das mittlere Temperaturprofil 7" durch Variation der turbulenten Prandtl-Zahl
an die MeBwerte angepalit. Dadurch wird auch die Gréfe des Produktionsterms in der 7.
Gleichung (6.23) festgelegt.

Zum SchluB3 wird versucht, durch eine VergroBerung des Dissipationsterms die Rechnung an
die MeBBwerte anzupassen.

7.3 Ergebnisse der Simulationsrechnungen

7.3.1 Turbulente Prandti-Zahl

Wie erwartet, lassen sich die Temperaturprofile fiir die Natrium-Experimente weder mit dem
Standard-Modell und eine turbulenten Prandtl-Zahl von o,=0.6 noch mit dem k—e—T7-
Modell und der Standardkonstanten C,,.=3.0 nachvollziehen.

Rechnungen mit einer auf o,=1.6 abgehobenen turbulenten Prandtl-Zahl bestitigen die
Ergebnisse von Class et al. [CISK-89].

Das Diagramm (7.2) zeigt die berechneten Profile fir o, =0.6 und o, =16 im Vergleich zu den
MeBwerten bei x/D=20. Der Verlauf der Temperaturprofile ist fir o, =16 zufriedenstellend,
wihrend mit dem Standardwert von o, =0.6 die turbulente Diffusion VT zu groB modelliert
wird.

Fiir das k—&—T”-Modell werden mit der Konstanten C,r=9.0 zufriedenstellende Ergebnisse
fur die Temperaturprofile erzielt. Das Diagramm (7.3) zeigt die Ergebnisse fiir das k—e-T7-
Modell.

Die turbulente Diffusion, die mit der Standardkonstanten C,,=3.0 zu grofl modelliert wird,
wird ebenfalls korrigiert.

Auch die Uberlegung, daB fiir das Standard-Modell eine geringere Korrektur der turbulenten
Prandtl-Zahl notwendig ist, wird bestitigt.

Standard-Modell k—e—T7-Modell
Standardwert o,=0.6 Cr=30
neuer Wert o,=16 C,=90
Korrektur G _ 2667 Otun _ 3
Latt G‘-lr

Tabelle (7.4): Korrektur der turbulenten Prandtl-Zahlen
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Diagramm (7.2): Temperaturprofile - Standard-Modell
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Diagramm (7.3): Temperaturprofile - k—e~T"-Modell
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7.3.2  Dissipationsterm in der Transportgleichung fiir die
Temperaturschwankungen

Bei der Modellierung des Dissipationsterms &, wird davon ausgegangen, daB die
Dissipationsterme von &k und ¢ in den Transportgleichungen etwa die gleiche Gewichtung
haben. Daraus resultiert der verwendete Modellansatz

orét gl - Ll (6.22)

Um den Dissipationsterm &, tiber die Dissipationsrate der kinetischen Energie der Turbulenz ¢
modellieren zu kénnen, miissen die thermische und die kinematische Grenzschicht in etwa die
gleiche Ausdehnung haben. Ist dies nicht der Fall, so stellt sich die Frage, ob es gerechtfertigt
ist, den Dissipationsterm der Temperaturschwankungen an die Kinematik des Fluids zu

koppeln.
Fur Luft mit einer molekularen Prandtl-Zahl Pr, ,=07 wurde gezeigt, dafl sich mit Hilfe

dieses Modellansatzes der Dissipationsterm ¢, ausreichend genau modellieren 146t. Allerdings
muB die Konstante C,, fur einen Aufiriebsstrahl angepalit werden.

Die Rechnungen in Natrium zeigen, daB3 sich der Modellansatz von Launder nicht fur Fluide
mit sehr kleinen Prandtl-Zahlen eignet, da bei diesen die thermische und die kinematische
Grenzschicht sehr unterschiedliche Ausdehnung haben.

Die Diagramme (7.4), (7.5) und (7.6) zeigen die berechneten T2 Profile fiir verschiedene
Konstanten C,. bei x/D=20und x/D=40im Vergleich zu den MeBwerten von Knebel.

Die Profile am Strahirand weichen stark von den MefBwerten ab. Die Abweichungen werden
mit zunehmendem Abstand vom Diisenblock groBer. Wahrend fiir die Messung C2 bei x/D=20
die Konstante C,=0.3 die beste Ubereinstimmung liefert, wird bei x/D=40 mit dem Wert
C,=0.2 das beste Ergebnis erzielt. Dies bestdtigt die unzureichende Modellierung des
Dissipationsterms.

Desweiteren zeigen die Rechnungen, dafl je nach Charakter der Stromung die Konstante €},
angepalt werden muf3. Damit bestitigt sich die Uberlegung von Tamanini [Tama-77], daf
Auftriebs- und Impulsstrahlen nicht mit denselben Konstanten modelliert werden kénnen.

Wie auch bei dem Exeriment von George festgestellt wurde, muB3 fiir Aufiriebsstrahlen der
Dissipationsterm vergrofert werden. Tabelle (7.5) faft die Ergebnisse zusammen.
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Transportgleichung mit C.=0.35
Transportgleichung mit C.=0.3
Transportgleichung mit (.=0.25
Transportgleichung mit (,.=0.2
Messung C2

220
20.0 -
18.0
16.0 —
14.0
12.0 +
10.0 —
8.0+
6.0 -
4.0

2.0~

O
O

0.0

1
0.0

x/D=20

1 I A | 1 T | ‘ T 7 T
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

/D

60.0
55.0
50.0
45.0 -
40.0 —
350
30.0
25.0 -
20.0
15.0
10.0
5.0+

0.0

x/D=40

Diagramm (7.4): Temperaturschwankungen Messung C2 fiir x/D=20 und x/D=40
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Diagramm (7.5): Temperaturschwankungen Messung F fiir x/D=20 und x/D=40
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Diagramm (7.6). Temperaturschwankungen Messung H fiir x/D=20 und x/D=40
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Messung C2 F H
Art des Problems Impulsstrahl Strahl im Auftriebsstrahl
Ubergangsbereich
beste
Ubereinstimmung bei Cr.=03 Cr,=02 C,=01
x/d=20
beste
Ubereinstimmung bei C.=02 Cr=0.1 C, =005
x/d=40

Tabelle (7.5): Optimale Konstanten C,. zur Modellierung des Dissipationsterms &,

Lumley und Khajeh-Nouri [LuKh-74] schlagen zur Bestimmung des Dissipationsterms &, die
Losung einer Transportgleichung vor. Angesichts der Probleme bei der Berechnung der
Temperaturschwankungen erscheint dieser Vorschlag sinnvoll.

Andererseits ist die Kopplung zwischen den wesentlichen StrémungsgréBen, Geschwindigkeit
und Temperatur, und den Temperaturschwankungen sehr gering. Das Diagramm (7.7) zeigt die
berechneten Geschwindigkeits- und Temperaturprofile, die sich aus den in Diagramm (7.6)
dargestellten T2 -Profilen ergeben.

Fir die Profile der mittleren Geschwindigkeit und der mittleren Temperatur sind bei
Flussigmetallstromung keine Unterschiede zu erkennen, so dal im Einzelfall Nutzen und
Aufwand einer physikalisch richtigen Modellierung der Temperaturschwankungen abgewigt
werden sollte.

Spéter wird gezeigt, daB auch der algebraische Modellansatz (5.12) zu ausreichend genauen
Ergebnissen fiihrt, so dal die Losung einer Transportgleichung fiir die Temperatur-
schwankungen in den untersuchten Natriumstromungen tiberfliissig erscheint.
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Diagramm (7.7): Geschwindigkeits- und Temperaturprofile zu Diagramm (7.6)
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7.3.3  Turbulente Diffusion der Temperaturschwankungen

Die turbulente Diffusion der Temperaturschwankungen spielt in Natrium keine wesentliche
Rolle. Diagramm (7.8) zeigt den radialen Verlauf der Temperaturschwankungen mit tubulenter
Diffusion (Standardwert C,.=0.13) und ohne turbulente Diffusion mit C,.=0.

@
I

=)
= 400 —
* O - - — - ohne turbulente Diffusion
v 50 - QO mit turbulenter Diffusion
w3 o Messung F
30.0 o Ubergangsbereich
O
25.0 - AT T Ty, X/D=20
,/‘/ ‘\\
20.0 © - N
’ . 4 g O ™ ~
O y S
15.0 . e
® ;7 O T
D ”;’/ h ~ ~
10.0 - L O
T O
5.0 ~ O
o O
0.0 I 1 I I I I T I T i ] T T
00 02 04 06 08B 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
r/D

Diagramm(7.8): Profile der Temperaturschwankungen mit und ohne turbulente Diffiision

Es zeigt sich, daB der Einfluf} sehr gering ist. Der molekulare Transport ist wesentlich groBer
als der turbulente Anteil

Vv
> —,
o'_

]}
77

Da die Modellierung des turbulenten Diffusionsterms keine entscheidende Rolle spielt, wird er
fiir die abschlieBenden Rechnungen vernachlassigt.
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7.4 Vergleich der einzelnen Modelle

Zum SchluB werden die verwendeten Modelle miteinander verglichen. Da die
Temperaturprofile fir Natrium durch eine Korrektur der turbulenten Prandtl-Zahl entstanden
sind, wird nicht die Leistungsfahigkeit der Modelle, sondern lediglich ihre charakteristischen
Eigenschaften untersucht. Die Darstellung ist beschrankt auf den dimensionslosen Abstand
x/D=20vom Diisenblock.

7.5.1 Geschwindigkeitsprofile

Bei der Simulation des Experiments von George wurde festgestellt, da3 beim Standard-Modell
die Profile auf der Symmetricachse eine deutliche Uberhohung aufweisen, da der
AuftriebseinfluB in den turbulenten Diffusionsgliedern nicht beriicksichtigt wird. Bei den
Natrium-Experimenten wird ein #hnliches Verhalten beobachtet, wobei die Uberhohungen
nicht so ausgeprigt sind wie bei dem Experiment von George. Im Vergleich zum
Algebraischen Spannungs-/FluB-Modell wird das turbulente Diffusionsglied o'V kleiner
modelliert. Dadurch sind die Geschwindigkeitsprofile fir das Standard-Modell auf der
Symmetrieachse etwas hoher und am Strahlrand etwas niedriger als beim Algebraischen
Spannungs-/Flu3-Modell, bei dem der AuftriebseinfluBl in den turbulenten Diffusionsgliedern
beriicksichtigt wird. Zwischen Algebraischem Spannungs-/Flu-Modell und dem k—e~T7-
Modell ist bei den Profilen fiir die mittlere Geschwindigkeit kein Unterschied zu erkennen.
Beide Modelle fithren zu identischen Kurven. Das Diagramm (7.9) zeigt die Ergebnisse fiir die
drei Experimente.

In Diagramm (7.10) sind die axialen Profile der Geschwindigkeiten auf der Symmetrieachse
dargestellt. Fir alle drei Experimente liegen die berechneten Kurven von Algebraischem
Spannungs-/FluB-Modell und k—&-T7 -Modell niher an den MeBwerten als die mit dem
Standard-Modell berechneten Kurven. Die Mef3werte werden mit allen drei Modellen gut
wiedergegeben. Bei der Messung H schwanken die MeBwerte stark, so daf iiber die Qualitit
der Rechnung kein Urteil getroffen werden kann.
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Diagramm(7.9): Geschwindigkeitsprofile Messung C2, F und H
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Diagramm (7.10): axiale Geschwindigkeitsprofile Messung C2, F und H fiir r/D=0
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7.4.2  Profile fiir die Temperaturschwankungen

Das Diagramm (7.11) zeigt einen Vergleich zwischen dem Modellansatz (5.12), der Transport-
gleichung (6.23) und den Mef3werten von Knebel.

Fur die Konstante C,, im Modellansatz (5.12) wurden abweichend vom Standardwert C, =16
die Werte nach Tabelle (7.6) verwendet.

Messung C2 F H
Art des Problems Impulsstrahl Strahl im Aufiriebsstrahl
Ubergangsbereich
verwendeter Wert Cr,=03 C,=02 C.=0.1

Tabelle (7.6): Optimale Konstanten C,. zur Modellierung des Dissipationsterms

Diese Korrektur ist notig, um den Charakter der Stromung zu beriicksichtigen, denn mit
zunehmendem Auftriebseinflul nehmen die Werte der Temperaturschwankungen ab.
Transportgleichung (6.23) und Modellansatz (5.12) stimmen abgesehen vom Verlauf in der
Néhe der Symmetrieachse annahernd iiberein. Deshalb erscheint der Aufwand, fiir 77 eine
Transportgleichung zu 16sen, hier nicht gerechtfertigt.
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Diagramm (7.11): Profile der Temperaturschwankungen Messung C2, F und H
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7.4.3 Profile der mittleren Temperatur

Bei den Temperaturprofilen werden die turbulenten Diffusionsglieder durch eine Erh6hung der
turbulenten Prandtl-Zahl angepalit. Eine Diskussion des Auftriebseinflusses in diesen Gliedern
ist deshalb nicht sinnvoll. Es ist lediglich festzustellen, daB beim Algebraischen Spannungs-
/FluB-Modell die turbulenten Diffusionsglieder eine Funktion des Auftriebs sind und deshalb
groBer modelliert werden als beim Standard-Modell. Deshalb muB3 die turbulente Prandtl-Zahl
stiarker korrigiert werden. Beim Standard-Modell erhélt man fiir o, =16, beim Algebraischen
Spannungs-/FluB-Modell fiir C,,=9.0 eine zufriedenstellende Ubereinstimmung zwischen
Messung und Rechnung.

Bei den Temperaturprofilen wird deutlich, dal die Losung einer Transportgleichung flir die
Temperaturschwankungen nicht notwendig ist. Bei allen drei Messungen ergeben sich mit dem
Algebraischen Spannungs-/Flu3-Modell und dem k—e—T?-Modell identische Temperatur-
profile. Das Diagramm (7.12) zeigt die Ergebnisse fiir die Temperaturprofile.

In Diagramm (7.13) sind die axialen Profile der Temperatur auf der Symmetrieachse
dargestellt. Die berechneten Kurven von Standard-Modell, Algebraischem Spannungs-/Fluf3-
Modell und k—&— T -Modell stimmen gut mit den MefBwerten tberein. Die Wahl der neuen
turbulenten Prandtl-Zahlen wird bestitigt.
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8 Zusammenfassung

Aufiriebsbehaftete Stromungen konnen mit dem Standard-k-e-Modell nicht zufriedenstellend
simuliert werden. Auftriebseffekte, besonders die durch Aufirieb zusitzlich produzierte
kinetische Energie der Turbulenz &, werden unzureichend modelliert.

Durch die Einflihrung von algebraischen Beziehungen flir die Reynoldsschen Spannungen und
die Reynoldsschen Warmestrome entstehen Ansétze, die den Auftriebseinflufl berticksichtigen.
Mit dem Algebraischen Spannungs-/Flu-Modell werden ausreichend genaue Ergebnisse fiir
die Profile der mittleren Geschwindigkeit u und der mittleren Temperatur T erzielt. Fur die
Temperaturschwankungen 77 liefert der algebraische Ansatz physikalisch falsche Profile.
Durch Verwendung einer Transportgleichung flir die Temperaturschwankungen lassen sich die
von George et al. gemessenen Profile fur einen Auftriebsstrahl in Luft gut reproduzieren.

Die Uberlegung von Tamanini [Tama-77], den Dissipationsterm der Temperaturschwankungen
fur Auftriebsstrahlen zu vergroBern, kann bestatigt werden.

Bei der Berechnung hat sich gezeigt, dal die Kopplung zwischen der mittleren
Geschwindigkeit u, der mittleren Temperatur T und den Temperaturschwankungen 77 sehr
gering ist, so daB der Aufwand, fiir 7 eine Transportgleichung zu l6sen, abgewigt werden

sollte.
Fiur Natrium mit einer Prandtl-Zahl von Pr, =~ 0.006 konnten mit den Standard-

Konstanten keine zufriedenstellenden Ergebnisse erzielt werden. Fir Fluide mit sehr kieinen
Prandtl-Zahlen kann der molekulare Transport der Temperatur nicht gegeniiber dem
turbulenten Transport der Temperatur vernachlassigt werden. Die urspringliche Modellierung,
die darauf basiert, dall der turbulente Austausch wesentlich groBer ist als der molekulare, 1af3t
sich deshalb nicht verwenden.

Um befriedigende Ergebnisse flr die Profile der mittleren Temperatur T zu erzielen, werden
fiir die turbulente Prandti-Zahl foigende Werte benutzt:

Standard-Modell k—e—T” -Modell
Standardwert o,=0.6 C,=30
neuer Wert o,=16 C;=90
o, o,
Korrektur -t =2667 e 3
Lait Ly

Die Dissipationsrate der Temperaturschwankungen, die eine Funktion der Temperaturleit-
fahigkeit ist, muf} ebenfalls korrigiert werden. Mit dem Ansatz von Launder [aBt sich keine
Konstante finden, mit der sich das Problem fir den gesamten Lauflingenbereich ausreichend
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genau simulieren 14Bt. Lediglich die Uberlegung von Tamanini, mit steigendem Auftriebs-
einflull den Dissipationsterm zu vergroBBern, konnte auch fur Natrium bestatigt werden.

Um diesen Schwachpunkt bei der Modellierung des Dissipationsterms &, zu beheben, kann
nach Lumley und Khajeh-Nouri [LuKh-74] fur die Dissipationsrate der Temperatur-
schwankungen eine Transportgleichung gelost werden. Bei der Modellierung der neuen
Unbekannten, die innerhalb der Transportgleichung auftreten, entstehen neue Konstanten, die
empirisch bestimmt werden miissen. Da diese Gleichung wenig ausgetestet ist, ist fraglich, ob
sich die erwartete Verbesserung bei der Modellierung des Dissipationsterms ¢ . realisieren 1aBt.
Fur Natrium gilt wie fir Luft, dafl die Kopplung zwischen der mittleren Geschwindigkeit u,
der mittleren Temperatur 7 und den Temperaturschwankungen 77 fur die untersuchten
Stromungen sehr gering ist. Mit der algebraischen Beziehung fiir die Temperatur-
schwankungen 77 lassen sich ausreichend genaue Ergebnisse fir die mittleren GrofBlen
erzielen. Der Aufwand, eine Transportgleichung fur 77 losen, erscheint fiir den
untersuchten Typ von Stromungen und nicht zu grofle Temperaturunterschiede nicht

gerechtfertigt.
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