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Zusammenfassung

Im Zusammenhang mit der Weiterentwicklung hochauflésender spektroskopischer Methoden
unter Verwendung einer Paulschen Ionenfalle wurde ein Farbstoff-Ringlaser umgebaut. Durch
eine verbesserte Spiegelkonfiguration konnte der Laserbetrieb stabilisiert werden.

Die Paulsche Tonenfalle wurde mit einer Kiihleinrichtung versehen, mit deren Hilfe die thermi-
sche Bewegung der Tonen reduziert werden konnte. Durch die Kithlung der Fallenelektroden
auf ca. 100 K wurde die Dopplerbreite der Spektren um den Faktor 1,4 verringert.

Wihrend der MeBphase fiel jedoch auf, daB3 die mittlere Geschwindigkeit vor allem von der
Zahl der gespeicherten Tonen abhingt. Je nach GréBe des Ionenensembles schwankte die
Halbwertsbreite der Absorbtionsspektren um den Faktor 2,5. Die Ursache fiir dieses unerwar-
tete Verhalten wird in der gegenseitigen CoulombabstoBung der Ionen gesehen. Deshalb
wurde die Mathieusche Differentialgleichung mit einem nichtlinearen Storterm versehen, der
aus dem Potential des Ensembles abgeleitet wurde. Das System der gekoppelten Gleichungen
wurde numerisch untersucht.

Mit Hilfe der Poincaré-Abbildung konnte eine kritische” Grenze der Ionendichte gefunden
werden, ab der chaotisches Verhalten von Losungen des Systems einsetzt.

Anhand verschiedener Messungen zur Dynamik der Ionenbewegung konnten wesentliche
Eigenschaften des kollektiven Verhaltens aufgezeigt werden. Insbesondere wurde festgestellt,
dafB3 die Zahl der gespeicherten Tonen in hohem MaB die mittlere Geschwindigkeit der Tonen
und damit die Dopplerbreite der Absorbtionsspektren bestimmit.

Non-linear dynamics in Pauls ion trap

Abstract

In context of the development of high-resolution laser spectroscopy using Pauls ion trap a dye
laser has been modified. The laser operation has been stabilized with the help of an improved
mirror configuration,

In order to reduce the thermal ion movement, a cooling system has been mounted to the ion
trap. The temperature of the trap electrodes has been lowered to 100 K. In this way the
Doppler width of the absorption line is reduced by factor 1.4.

The measurement shows that the average velocity of the ions depends primarily on the number
of trapped ions. The FWHM of the absorption spectral distributions varied by factor 2.5 with
the size of the stored ion ensemble. The origin of this feature is the Coulomb repulsion. This
effect is described by an additional non-linear perturbation term, derived from the Coulomb
interaction of the ion, and added to the Mathieu differential equation. The solutions of the
coupled equations are given numerically.

With the help of the Poincaré-transformation a critical density value has been discovered for
the start of the chaotic behaviour.




On the basis of various measuring procedures of the dynamics of the ion movement the cha-
racteristic properties of the collective behaviour are described. It has been observed that the
number of trapped ions affects decisively the velocity of the ions, and thus the Doppler width
of the absorption spectra.
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1 Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht das Ziel, hochauflosende spektroskopische Methoden unter
Verwendung einer Paulschen Ionenfalle weiterzuentwickeln. Mit ihr ist es moglich, die Isome-
rieverschiebung der Isotope gegeniiber ihrem Kerngrundzustand zu messen, wodurch die An-
derung des mittleren Kernradius bestimmt werden kann. Die so gewonnenen Mefidaten spielen
eine wichtige Rolle zur Beurteilung von Kernmodellen.

Ein groBer Vorteil der Paulschen Ionenfalle ist die Speicherung von Isotopen, die in sehr ge-
ringen Mengen vorliegen. Typischerweise fiihren Mengen von nur wenigen Nanogramm zur
vollstandigen Fiillung der Falle. Dies geschieht, indem das zu speichernde Isotop ionisiert und
gleichzeitig einem durch die Fallenelektroden geformten elektrischen Hochfrequenzwechselfeld
unterworfen wird. Die gespeicherten Ionen werden dann mit Hilfe eines frequenzstabilisierten
Farbstofflasers zur Resonanzfluoreszenz angeregt. Das Emissionspektrum der Ionen wird auf-
gezeichnet und aus der Lage des Emissionsmaximums die Isomerieverschiebung bestimmt.

Die schnelle Bewegung der Ionen im Hochfrequenzwechselfeld fiihrt jedoch zu einer uner-
wilnscht hohen Dopplerverbreiterung der Emissionsspektren, so daB3 spezielle spektroskopi-
sche Methoden angewendet werden miissen, um die Auflésung der Spektren zu verbessern.
Eine bereits entwickelte Methode zur Reduzierung der Dopplerbreite ist die Anregung der
Ionen im Takt der von auBen angelegten Wechselspannung [Rink92].

Eine weitere Moglichkeit, die auch im Rahmen dieser Arbeit verfolgt wurde, ist die Reduzie-
rung der thermischen Bewegung der Ionen. Die Ionenfalle befindet sich in einem Ultrahochva-
kuumrezipienten. Wihrend einer Messung dient ein Quenchgas dazu, die Verfiigbarkeit eines
Ions fiir eine weitere Anregung zu erhohen. Durch die Kihlung des Quenchgases sollte iiber
gaskinetische StoBe auch die thermische Bewegung der Ionen vermindert werden. Deshalb
wurde in den Rezipienten eine Kiihlvorrichtung integriert. Die theoretisch zu erwartende Ver-
minderung der Geschwindigkeit durch die Kiihlung wurde nicht erreicht.

Ein Grund hierfir konnte die bislang unterschitzte gegenseitige CoulombabstoBung der Ionen
sein. In dieser Arbeit wird die Ionenbewegung unter Beriicksichtigung dieser Abstofung unter-
sucht. Die der Ionenbewegung zugrundeliegenden Mathieuschen Differentialgleichungen
werden mit einem Storterm erweitert und numerisch gelost. Verschiedene Methoden werden
angewandt, um die Topologie der Losungen in Abhingigkeit von der Stérung zu untersuchen.
Es zeigt sich, daB das System unter bestimmten Bedingungen deterministisch-chaotische Ei-
genschafien besitzt.

Es werden Messungen vorgestellt, die Einblick in die Dynamik des Ionenensembles geben.




2  Aufbau des Experiments

2.1 Gesamtiiberblick

Im Mittelpunkt des Experiments steht eine Paulsche Ionenfalle, in der Hafniumionen mit Hilfe
eines elektrischen Wechselfeldes gespeichert sind (Bild 1). Die Ionenfalle befindet sich mit ei-
ner Kiihlvorrichtung in einem ausheizbaren Ultrahochvakuumrezipienten. Die Ionen werden
dort von eingestrahltem UV-Licht der Wellenlinge 301,3 nm zur Resonanzfluoreszenz ange-
regt, welches in einem Ringlaser mit Hilfe eines Frequenzverdopplerkristalls erzeugt wird. Ein
Argonionenlaser pumpt den Ringlaser mit Licht der Wellenlinge 514 nm. Die Messung der
Laserfrequenz im Ringresonator erfolgt durch ein Wellenlangenmefigerit, das durch einen fre-
quenzstabilisierten Helium-Neon-Laser geeicht wird. Mit Hilfe einer Iodzelle erhélt man ein
Iodabsorbtionsspektrum und mit ihm die absolute Frequenz des Ringlasers. Eine Computer-
steuerung iibernimmt die Frequenzdurchstimmung des Ringlasers. Gleichzeitig wird die Si-
gnalzihlrate mit einem Photomultiplier (PM) und einer Zéhlelektronik aufgenommen, so daB3
man ein Absorbtionsspektrum erhalt. Mit Hilfe des elektrooptischen Modulators wird das UV-
Licht gepulst erzeugt. Die Pulse haben eine Pulsbreite von ca. 80 ns und eine Frequenz, die
gleich der von auBlen angelegten Wechselspannung ist. Dieses Verfahren erméoglicht eine Anre-
gung der Ionen in Abhingigkeit von der Phase der Wechselspannung, so daf3 eine stroboskopi-
sche Momentaufnahme von Bewegungszustinden der gespeicherten Ionen entsteht. Zur Un-
terdriickung des Untergrundes wird die Zahlelektronik ebenfalls gepulst aktiviert.
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Bild 1:  Schematischer Aufbau des Experiments.



2.2 Die Paulsche Ionenfalle mit Kiihlvorrichtung

Bild 2 zeigt einen Schnitt durch die Ionenfalle und ihrer Kiihlvorrichtung. Die Falle hingt an
einem Edelstahlgefil3, das zur Aufnahme von fliissigem Stickstoff dient. Uber Wiarmeleitlitzen
aus Kupfer, die mit dem Kiihlgefilboden verbunden sind, wird die Ionenfalle gekiihlt. Ein
Schirm aus Kupfer, der den gesamten Fallenkomplex umschlieBt, hilt die Warmestrahlung ab,
die vom Rezipienten ausgeht. Er ist mit Kupferwinkeln am KiihlgefiBboden befestigt.
Aussparungen dienen zum DurchlaB des Laserstrahls und der Fluoreszenzphotonen. Die
Temperatur wird an verschiedenen Mefstellen mit Hilfe von Thermoelementen aus Chromel-
Alumel gemessen.

An der Probenkalotte sind zwei Aussparungen fiir die Probendrihte angebracht. Die Drihte
ragen leicht ins Falleninnere hinein. Auf einem Probendraht werden einige Nanogramm Hafni-
umchlorid aus einer Hafniumlgsung eingetrocknet. Diese Probe wird verdampfi, indem der
Draht ca. 1-2 Sekunden mit einem Strom von 5-6 A durchflossen wird. Die Temperatur des
Tantaldrahtes wihrend des Glithvorgangs betrigt ca. 2500°C. Die Ionisation der verdampfien
Hafniumatome erfolgt durch Stof8 mit Elektronen eines Glithemmissionsstroms von ca. 5 mA,
der zwischen Probendraht und Fallenelektrode durch Anlegen einer Gleichspannung von 10 V
flieft.

Die Speicherdauer hingt in groem MaB von der Menge unerwiinschter Restgase ab, die sich
im Rezipienten befinden. Chemische Reaktion und StoéBe mit schweren Molekiilen fithren zum
Verlust von Ionen. Nach jedem Offnen des UHV-Rezipienten lagern sich Gasmolekiile an, die
vor einer Messung abgepumpt werden miissen. Um Restgase aus den Metallteilen der Ionen-
falle auszuheizen, ist eine Tantalgliihvorrichtung eingerichtet, mit der die Ionenfalle auf ca.
600°C erhitzt werden kann. Wihrend der Ausheizphase wird der Rezipient zuséitzlich von au-
Ben auf ca. 400°C erwirmit.

Ein Pumpsystem, das aus fiinf hintereinandergeschalteten Vakuumpumpen besteht, vermindert
den Enddruck im Rezipienten auf 2 *10™'° mbar bei Raumtemperatur.

Wihrend der Messung wird ein leichtes Puffergas (,,Quenchgas®) aus Wasserstoff in den Re-
zipienten eingeleitet. Mit ihm stehen die Ionen fiir eine erneute Anregung hiufiger zur Verfii-
gung, weil sie ihre innere Energie iiber Stofe abgeben kénnen. Der Druck des Puffergases wird
tiber eine Druckregler-Elektronik und einem Reglerventil auf ca. 1* 107> mbar gehalten. Eine
detaillierte Darstellung des Pumpstandes und des Ausheizvorganges ist in [Schre94] zu finden.
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3 Der Farbstofflaser

3.1 Aligemeine Eigenschaften von Farbstofflasern

Farbstofflaser zeichnen sich durch ihre weite Durchstimmbarkeit iiber einige zehn Nanometer
aus. Durch die Verwendung verschiedener Farbstoffe ldBt sich jeder gewiinschte Frequenzbe-
reich im optischen Spektralbereich iiberdecken. Frequenzen im Ultravioletten lassen sich durch
die Verwendung von Frequenzverdopplerkristallen gewinnen. Die Frequenzverdopplung kann
im Resonator oder auBerhalb erfolgen. Bei der internen Frequenzverdopplung ist die ausge-
koppelte UV-Leistung grofBer, weil im Resonator die Primirleistung sehr hoch ist im Vergleich
zur Leistung des ausgekoppelten Primirlichtes. Ein Nachteil der internen Frequenzverdopplung
ist die schwierigere Justierbarkeit des Farbstofflasers. Durch das zusitzliche Element im Reso-
nator wird der Laserbetrieb viel empfindlicher.

AuBere Storungen akustischer oder thermischer Art, sowie die Brechungsindexfluktuation in-
nerhalb des Fliissigkeitsstrahls fithren zu Verdnderungen des rdumlichen Inversionsprofils im
aktiven Medium, so daB im zeitlichen Mittel ein ganzes Modenspektrum anschwingt. Um einen
einzigen Mode zu selektieren, sind optische Elemente nétig, die Verluste der unerwiinschten
Moden erhéhen, so daBl diese die Oszillationsschwelle im Resonator nicht erreichen kdnnen.
Dieses Ziel erreicht man mit Hilfe von wellenlingen-selektierenden Elementen wie z.B. dem
Fabry-Perot-Etalon, der optischen Diode und dem Drei-Element-Lyotfilter [Kow91].

3.2 Aufbau des Farbstofflasers

Bild 3 zeigt schematisch die einzelnen Komponenten eines modifizierten Farbstoff-Ringlasers
der Firma Coherent (Modell 699-21), der in unseren Experimenten bei 602 nm betrieben wird.
Der Pumpstrahl eines Argon-Ionenlasers (Wellenlinge 514 nm) wird iiber den sphérischen
Pumpspiegel auf den Farbstoffstrahl (,,Jet*) gelenkt. Die Ausgangsleistung des Argonionenla-
sers wurde auf 5 W eingestellt. Der Farbstoff Rhodamin-6G ist in Ethylenglykol mit einer Kon-
zentration von ca. 1g/1 gelost. Die Flissigkeit wird mit einem Druck von 2 bar durch eine Diise
gepumpt, wobei sich an der Stelle des Pumpstrahles ein annihernd planparalleles Profil im
Flissigkeitsstrahl ausbildet. Durch eine optische Diode mit einem Faraday-Dreher wird nach
dem Einsatz der Laseroszillation ein Umlaufsinn der fortschreitenden gauB3schen Wellenfronten
bevorzugt. Die Vielstrahlinterferenz an zwei unbeschichteten Fabry-Perot-Etalons mit freien
Spektralbereichen (FSR) von 200 GHz und 50 GHz fithrt zusammen mit der doppelbrechen-
den Wirkung des Drei-Element-Lyotfilters zum Schwingen eines einzigen Mode. Die zwei ge-
gensinnig zueinander drehenden Brewsterplatten variieren die Lange des Resonators ohne den
Strahl zu versetzen, womit eine Frequenzdurchstimmung bewirkt wird. Mit ihnen werden auch
Differenzen zwischen Soll- und Istwert der Laserfrequenz, die aus Stérungen resultieren, iiber
einen Regelkreis ausgeglichen. Ein Astigmatismuskompensator dient zur optischen Stabilitét
des Resonators.

Die Frequenzverdopplung des durch die optische Diode mit einem Umlaufsinn ausgezeichneten
Lichtes geschieht in einem Lithiumjodatkristall (LilOs) der Linge 5,5 mm, der sich im oberen
Resonatorarm zwischen den Spiegeln M3 und M4 befindet. Das UV-Licht wird anschlieBend
am dichroitischen Spiegel M3 (Kriimmungsradius 150 mm) aus dem Resonator ausgekoppelt.
Die Transmission des Spiegels in der Nihe der Primarwellenlinge A=600 nm betrégt 0,5%. Fiir
das UV-Licht der Wellenldnge A=300 nm betréigt sie hingegen ca. 90%. Die Spiegel M1




(,Jower fold“) und M2 (, tweeter*) haben Kriimmungsradien von 100 mm, der Krimmungs-
radius von M3 (,,upper fold) betrégt 150 mm, M4 ist eben.
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Bild 3:  Die Komponenten des Farbstofflasers

Der Resonator hat insgesamt einen Umfang von ca. 1,6 m. Bereits geringfugige mechanische
Storungen an den Spiegelhalterungen beeinflussen den Laser empfindlich. Aus diesem Grund
wurden die von der Firma Coherent mitgelieferten Halterungen von ,tweeter, Pumpspiegel
und , Jower fold“-Spiegel durch stabilere mechanische Konstruktionen ersetzt und mit Diffe-
renzgewindeschrauben der Firma Microcontrole versehen. An den neuen Halterungen wurden
auBerdem noch MeBuhren angebracht, um die Grundjustierung des Lasers reproduzieren zu
konnen. Der Austausch des Originaltweeterspiegels aus dem Spiegelsatz von Coherent durch
einen mit einem gréferen Durchmesser von 1/2 Zoll und einem groBeren Krimmungsradius
(100mm) vergroBert den Spielraum der Feinjustierung. Der im Nebenfokus des Resonators
angebrachte Astigmatismuskompensator wurde zwecks Verringerung thermischer Effekte in
Richtung des Spiegels M3 versetzt.

Befindet sich der LilO; -Kristall im Resonator, wird die Primérleistung halbiert. Die ausgekop-
pelte UV-Leistung betrigt dann bis zu 4mW. Fiir die spektroskopischen Untersuchungen an
Hafnium reicht eine UV-Leistung von ca. 0,7 mW aus. Wihrend der Justierung des Lasers tritt
somit das Ziel der Optimierung der Laserleistung hinter den Wunsch eines stabilen Laser-
betriebs, der eine wichtige Voraussetzung fiir einen Vergleich und die Reproduzierbarkeit von
Messungen ist.

3.3 Optische Stabilitit
3.3.1 Die Stabilitiitsbedingung

Da sich mit dem Austausch des Tweeterspiegels simtliche Resonatorkenngroflen gedndert
haben, wurde eine Neuberechnung der wichtigsten Parameter, die fiir die Justierung von Be-
deutung sind, angestellt. Die Laserleistung ist groB, wenn der Ort des kleinsten Strahldurch-
messers (Primirfokus oder Primédr“waist*), der sich zwischen den Spiegeln M1 und M2
befindet (Hauptarm), im Farbstoffstrahl (,Jet“) liegt. Daher ist die Kenntnis des Ortes des
Primérfokus im Hauptarm von Bedeutung. Der Ort wandert mit einer Veridnderung der
Spiegelabstinde, so daf diese Abhingigkeit nachfolgend untersucht wird.



Befindet sich der Nebenfokus auBerhalb des Astigmatismuskompensators, ist der Laserbetrieb
unempfindlicher. Deshalb wurde auch die Lage des Nebenfokus in Abhingigkeit von den
Spiegelabstinden bestimmit.

Dazu geht man von den gauflschen Strahlparametern w(z) und R(z) aus. w(z) bezeichnet den
Radius, innerhalb dessen die elektrische Feldstirke u(x,y) auf das 1/e-fache gesunken ist

(Bild 5). R(z) ist der Kriimmungsradius der kugelférmigen Phasenflichen auf der z-Achse (Bild
4).
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Diese zwei Parameter lassen sich folgendermaBen in einer Grofle ¢(z) (, .komplexer Kriim-
mungsradius®) zusammenfassen:

1 _ 1 _ A
@(z)  R(2) 7ra>2(z)

A=c’y ist die Wellenldnge des Laserlichtes. Hat der Strahl an einer Stelle z, des optischen Sy-
stems den Wert g(zy) =¢, so dndert sich dieser nach dem Durchqueren eines optischen Systems
auf folgende Weise:

A(]o +B
G = 5
Cqy +D
Die Zahlen A4, B, C und D dieser gebrochen linearen Transformation kennzeichnen das opti-
sche System und lassen sich in einer Matrix darstellen. Durchliduft der Strahl mehrere optische
Elemente nacheinander, ergibt sich die Kenngrofe M., des gesamten durchlaufenen Systems
durch Matrizenmultiplikation der Matrizen der Einzelelemente, wobei das Element M, zuerst
passiert wird.

o A B
Mges =Mn*Mn—I*"'*Ml = C D

So wird z.B. ein Konkavspiegel der positiven Brennweite /=R/2 (R=Kriimmungsradius) durch
die Matrix




beschrieben.
Kehrt der GauB-Strah! nach einem Umlauf an seinen Ausgangsort z, zuriick, so fordert man
[Sieg71], daB sich fiir eine Eigen-Feldverteilung die Strahlparameter nicht geéndert haben:

! Ag, +B
¢ =qo oder: Qo =~ n
’ * Cgq,+D
Die Berechnung der Eigenwerte ergeben sich aus den Elementen der Matrix Mg, fur einen
Umlauf wie folgt:
1 D—-A4 4—A4+D)y
9o 2B 2B

Fiir die Strahlparameter w und R gilt dann:

) 2N B B |
vi(z,) =+ — Zy) = .33.1.1
w(z,) ir r—m4—(A+D)2 und R(zy) D4 (Gl.33.1.1)

Fur reelle und begrenzte w muf dann als Stabilititsbedingung gelten:

-2 < A+D < +2

Bild 6 zeigt die Grundkonfiguration des Lasers.

M3 (upper fold)
R3 = 150 mm

M4 (out
Sekundérwaist R4(22Ut)
M2 (tweeter)
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M1 (lower fold)
R1 =100 mm

Prim&rwaist

Bild 6:  Bezeichnung der Kritmmungsradien der Spiegel und der Spiegelabstinde.
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Die Matrix fiir einen vollen Umlauf, die eine GauBlsche Wellenfront auf sich selbst abbildet
(Bild 7)

Start beia = 0
M3
b a
MU M1
d
Bild 7:  Die Matrizen werden in der Reihenfolge des Durchlaufs jeweils von links heran-
multipliziert.
hat folgende Elemente:
b+d b bd
A=l————+
ho o Sh
a\b+d b(a+d bd
Bmasprg_lotd) blatd) a
A vz N

C={i+-l—+—1—]+d ! + 1]+b[1 + ! ]— bd
LA S L AT ARG A
AP £ U U ) Y I ) ) L, !
D=1 ab+fz+f3] d[?ﬁ] f3+abf1f3+fzf3]+

[1 1

0d N ]+ bd abd
A, Ah) A AAA

Zur Beantwortung der Frage, bei welchen Spiegelabstdnden die Stabilititsbedingung erfiillt ist,
geniigt die Berechnung der Spur A+D der Matrix M,,,. Sie ist eine Invariante, so daB3 es fiir
ihre Berechnung keine Rolle spielt, an welchem Ort der Durchlauf begonnen wird. Auch der
Umlaufsinn ist beliebig.

In Bild 8 ist der stabile Bereich fiir die Resonatorkenngréflen a und d (wobei b als fest ange-
nommen wird) dargestellt.
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a [mm]

400
350

300

250

120

140 160 180 200 d[mm]

200

Bild 8:  Stabilitdtsbereich des Resonators.

3.3.2 Der Astigmatismus

Fallt ein Lichtkegel, ausgehend von einem Objektpunkt, schrig auf ein axiales optisches Sy-
stem, so gibt es eine Differenz in den Brennweiten der Strahlen, die sich in der Ebene befinden
die durch die optische Achse und den Hauptstrahl geht (Meridionalebene) und den Strahlen,
die sich in der Ebene befinden, die senkrecht zur Meridionalebene steht und Sagittalebene ge-
nannt wird (Bild 9).

Bild9:  Festlegung der Meridionalebene und der Sagittalebene eines optischen Elementes

Ein paralleles Lichtbundel 14uft in beiden Ebenen in verschiedenen Entfernungen hinter der
Linse zusammen (Bild 10).
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i Bildabstand fir f =,

optische
Achse

Meridionalstrahlen fjy <[y

H M

optische

Sagittalstrahlen
Achse 8 /: s >/t 0

Bild 10:  Meridionalstrahlen werden vor der Bildebene [ = f, gebiindelt, Sagittalstrahlen
dahinter.

Diese astigmatische Differenz hingt von der Brechkraft des optischen Elementes und dem
Einfallswinkel der Strahlen ab [Hech89]. Die gleiche Aussage gilt fiir Hohlspiegel mit der
Brennweite /=R/2. Wenn 0 der Einfallswinkel und f;, die nominelle Brennweite ist, dann gilt
fir die Brennweiten in Meridional- und Sagittalebene:

S =fc0s® <fy  ud fo=ts >,

Die Meridionalebene des Resonators ist die Ringebene. Die Sagittalebene steht zu ihr senk-
recht. Es gibt also zwei verschiedene zueinander versetzte Stabilitdtsbereiche (Bild 11). Der
Buchstabe M kennzeichnet den meridionalen, S den sagittalen Bereich.

a
m; M
4001 Mg

350 4
300 1

250 9

L

Bild 11:  Der Uberlapp des meridionalen und sagittalen Stabilitdtsbereiches ist klein.

S T v
120 140 160 180 200 d[mm]
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Der Uberlapp beider Stabilititsbereiche ist so klein, daB die Justierung des Lasers sehr unkom-
fortabel sein wiirde. Der Uberlapp kann durch einen Astigmatismuskompensator vergrofert
werden.

Dieser besteht aus einer Glasplatte der Dicke t und dem Brechungsindex n und steht im
Brewsterwinkel zu den einfallenden Strahlen, um Intensitéitsverluste zu minimieren.

Die Glasplatte hat zwei verschiedene effektive Wege fiir Meridional- und Sagittalstrahlen, die
bei der Berechnung der Stabilitéitsbereiche in beiden Ebenen berticksichtigt werden miissen. Sie
werden durch folgende Formeln beschrieben:

o Nn* +l o Nn* +1
IM =t 4 und lS =t n2
n

Durch die VergroBlerung der Dicke t werden beide Bereiche zueinander verschoben, bis die
astigmatische Differenz kompensiert ist.
Stellt man einen Vergleich der effektiven Weglange in Sagittal- und Meridionalebene mit dem
geometrischen Weg
n’ +

n

15 =

geom

an, so gilt :

glas glas las
Iy < Ig5 < I&5.

Es ist moglich, den Astimatismuskompensator zwischen M2 und M1 oder zwischen M1 und
M3 zu positionieren. Aus Platzgriinden wurde er zwischen M1 und M3 angebracht. Der Weg,
den die gauBschen Lichtstrahlen dann zwischen den Spiegeln zuriicklegen, setzt sich aus dem
Weg zusammen, den sie durch die Luft zuriicklegen und aus dem effektiven Weg in der Meri-
dional- und Sagittalebene der Brewsterplatte (Bild 12). Der Luftweg ist fiir alle Strahlen gleich.

Meridionalebene

o

Bild 12:  Die Summe aus Lufiweg und geometrischem Weg ist grofer als der experimentell
gemessene Weg.

Ziel ist es nun, die Justierparameter a und d so zu wihlen, wie es dem gewiinschten Spielraum
entspricht. In Bild 13 ist eine gewidhlte Kombination der Spiegelabstinde dargestellt (a=240mm
und d=127 mm). Andere Kombinationen haben einen groBeren Spielraum in der Wahl des
Abstandes a zu Lasten der Freiheit in der Wahl des Abstandes b oder umgekehrt zur Folge.
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a® a? a?
M S exp
[mm} | [mm] [mm]
200 —
1270 —1 280
260 270
270 —
2850 ] 260
260 ~
240 ] 250
250 —
230 240
-240...—f
az0 230
230
210 220 T
220
200 210 A
210
190 200
z00 |

T ST AN

! ! I I | !
120 125 130 135 140 145 150 d[mm]

Bild 13:  Die Lage des Arbeitspunkies im Stabilitctsbereich vor und nach der
Feinjustierung.

Die Abstinde a=240 mm und d=127mm wurden als Ausgangspunkt der Grundjustierung be-
nutzt. Die sich anschlieBende Feinjustierung mit dem Ziel, die interne Laserleistung unter Dau-
erbetrieb zu optimieren, ergab a=223mm und d=130mm. Der Arbeitspunkt liegt relativ nahe an
der gerechneten Stabilititsgrenze.

3.3.3 Lage und Grifie des Primir- und Sekundirwaistes

Die Auswirkung einer Abweichung vom gewiinschten Arbeitspunkt im Stabilitdtsdiagramm auf
den Strahlparameter w wird nachfolgend fiir den meridionalen Stabilitiitsbereich untersucht.

Der Strahlparameter w(z) wurde fiir verschiedene Spiegelabstinde a und d sowohl im a-Arm
als auch im d-Arm berechnet. Die jeweils benétigte Abbildungsmatrix entsteht durch einen
vollen Umlauf, der im a- bzw. d-Arm begonnen wird:

M3

a-a
M3 \
. Start zw. b
b \/ M3 u. M1 a

o .

a
MU 1

p .

Start zw. M1 u.M2

Bild 14:  Sekunddrwaistberechnung Bild 15:  Primdrwaistberechnung
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Die Orte des kleinsten Strahldurchmessers zo, die sich zwischen M2 und M1 (Primirwaist),

sowie zwischen M1 und M3 (Sekundirwaist) befinden, liegen dort, wo R = o ist (siehe Glei-
chung 3.3.1.1):

"R = oo TR A =D ,
Durch diese Bedingung kann der Ort a” bzw. d” in Abhangigkeit von a und d bestimmt werden.
Bezeichnet man den Abstand zwischen dem Primérwaist und dem Spiegeln M2 mit d, , bzw.

zwischen Sekundédrwaist und dem Spiegel M1 mit a; , so geben die Abbildungen 16 und 17 die
bestehenden Abhingigkeiten wieder.

240 a [ mm]
235
~ 230
220
170 t
) 160 +
a [ mm]
150 b
140
: : 120
130 125
135 d [ mm]
Bild 16:  Anderung der Lage des Sekunddrwaistes mit den Spiegelabstinden a und d. Die
Punkte markieren stabile Resonatorkombinationen.
240
a [mm]
58
i} 225
A3 b 4
Ez 220
55 $ %
13
- 't
d [mm] 525
50
475 N X
135 130 125 120
d [mm]
Bild 17:

Anderung der Lage des Primdrwaistes mit den Spiegelabstinden a und d.
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Der Primarwaist liegt rechnerisch mit den experimentellen Werten a = 223 mm und d=130 mm
bei @, = 52,2 mm. Am Ende der Feinjustierung wurde der Abstand des Jets vom Spiegel M2
(,tweeter) mit d1*=51,5 mm gemessen, was keiner nennenswerten Defokussierung des La-

serstrahls im Jet entspricht, weil der Abstand zg(w), in dem der Waist um das /2 -fache grofer
geworden ist zg(w)= 1,33 mm betrigt.

Die WaistgroBe variiert ebenfalls mit den Spiegelabstinden a und d. Sie wurde mit der Glei-

chung
w(z,) =\/@ B

T 4«4 +D)’

in Abhingigkeit von a und d berechnet.

Die beiden folgenden Bilder (Bild 18 und Bild 19) zeigen jeweils Schnitte durch den Stabili-
tatsbereich fur konstantes d (d=130 mm).

w
N W

(mm] Jom}

o.0d

0.0% e

o.o1 e

R . .
208 210 215 220 225 230 2s 4 [mm] 205 210 218 230 228 230 235 g [

Bild 18 und 19: Abnahme der Waistgrdfie an den Stabilititsgrenzen (d=130 mm).

An den Grenzen des Stabilititsbereiches schniiren sich beide Waists immer mehr zusammen,
bis der Laser schlieBlich ausgeht. Gleiches gilt fiir Schnitte bei konstantem a unter Variation
von d. In Bild 20 und Bild 21 ist der Maximalwert von w* und w* in Abhéingigkeit von d aufge-
fiihrt. Der maximale Waistradius variiert in den Foki nicht sehr mit a und d. Kritisch wird das
Laserverhalten nur am Rand des Stabilitdtsbereiches (Bild 18 und 19).

Wg [mm]

Wp {mm)
0,025

0.05 [

"
0.00 } e v & %0 0.03 ®a

LIRS
an® ®
aga po o2 8"
0.03 Ga wé @ 0.015 r

N . . s °
260
220 230 210 50 w0 4 [mm] 210 220 230 240 250 a [mm]

Bild 20 und 21: Maximaler Primdrwaist und Sekunddrwaist in Abhédngigkeit von a.
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Bei den experimentell bestimmten Spiegelabstinden hat der Sekundirwaist die GroBe
w’=31um. Der Primirwaist ist =16 um groB. Der Waist des Argonionenlasers hat im Jet die
GroBie Wargon= 8 um [Kow91]. Er ist wie vorgesehen kleiner als der Waist des Farbstofflasers.

Die Mitte des Astigmatismuskompensators wurde bei a; = 168 mm angebracht, was einer Ver-

schiebung aus dem Sekundirwaist um 27 mm entspricht, der sich bei 612* = 141 mm befindet.
Der negative EinfluB der thermischen Effekte auf einen stabilen Laserbetrieb wurde auf diese
Weise gering gehalten.

3.4 Der UV-Strahl

Nach der Frequenzverdopplung des Primirlichtes im LilO; -Kristall nimmt das UV-Licht den
in Bild 22 skizzierten Verlauf.

Fallenmitte

k

L2
he—— 3l
\ 525 N \
\ Analysator Mogulator Polarisator % ;
Kristall

Bild 22:  UV-Strahlengang vom Verdopplerkristall bis zur Fallenmitte. g=646 mm;
h=4460 mm; k=570 mm

Es verldfit den Resonator am dichroitischen Auskoppelspiegel M, wird anschlieBend an einem
ebenen Spiegel reflektiert und durch eine Quarzglaslinse L, mit einer Brennweite von 500 mm
fokussiert. Anschliefend sorgen zwei gekreuzte Polarisatoren zusammen mit einem Modulator,
der die Polarisation des Lichtes im Takt der Fallenspannung um 90 Grad dreht, fiir gepulstes
Laserlicht. Ein ebener Umlenkspiegel richtet es anschlieBend auf die Ionenfalle. Bevor der
Strahl die Fallenmitte erreicht, wird er durch eine weitere Linse L, (Brennweite: 500 mm) ge-
biindelt.

Von besonderem Interesse ist die Kenntnis des Strahldurchmessers am Ort der Ionenwolke.
Zur Bestimmung geht man von den Strahlparametern in der Mitte des Frequenzverdopplerkris-
talls aus. Da die UV-Leistung (B,,,) quadratisch mit der Primérleistung wéchst:

RZ

Werim
7

B, oce

Wo. :
gilt fur die WaistgroBe des UV-Strahls in der Mitte des Kristalls:  wy;, = 5‘5"" .
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Kennt man die Matrix der Abbildung bis zur Fallenmitte, 148t sich dort der Strahldurchmesser
bestimmen. (Bei der Berechnung wurde der Strahlweg zwischen den beiden Polarisatoren und
im Modulator mit einem Strahlweg durch Luft gleichgesetzt). Der Waist des Primérstrahls hat
im Kristall eine GroBe von w=0,33 mm. Die GauBlschen Wellenfronten weisen hier einen
Kriimmungsradius von R=461,5 mm auf. Die in Bild 6 skizzierte Grundkonfiguration wurde
hierbei vorausgesetzt, wobei die experimentell gefundenen Spiegelabstinde a= 223 mm und
d= 130 mm in die Rechnung eingesetzt wurden. Die Elemente der Abbildungsmatrix bis zur
Fallenmitte haben die Form:

h+k k  hk gh+gk gk+hk _ghk

Ay =1— 2 -2 4 B, =g +h+k —

v L L Ll w8 L L, | LL
1 1 h g g+h gh

Cop = ————+ Dy, =1—-= —S— + 2—

v L L, LiL, - L L, LI,

Setzt man diese Matrixelemente in die Formel zur Berechnung der WaistgroBle und dem

Kriimmungsradius ein, so findet man w%"*= 0,055 mm, wobei die durchschreitenden Wellen-

fronten negative Kriimmungsradien von R=16,2 mm besitzen.
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4  Dynamik der Ionenbewegung

Das Verstindnis der Ionenbewegung in der Paulschen Falle ist von Bedeutung, weil die expe-
rimentell gewonnenen Spektren eine unerwiinschte Dopplerverbreiterung aufweisen. Gelingt
es, die Ionen nur dann optisch anzuregen, wenn sie kleine Geschwindigkeiten besitzen, wird die
Dopplerbreite reduziert. Die Linienspektren konnen dann besser aufgeldst werden. Die
zeitliche Abfolge der Bewegung wird durch die Bewegungsgleichungen festgelegt. Deren
Losungen geben AufschluBl, wann und wo ein Ion in Ruhe ist. Deshalb ist es wichtig, eine
Bewegungsgleichung aufzustellen, die der physikalischen Realitit nahe kommt.

Die tbliche Beschreibung der Ionenbewegung mit den ungestérten Mathieuschen Differen-
tialgleichungen geht davon aus, daB das Ion ausschlieflich den von auBlen angelegten
Fallenfeldern unterworfen ist. Die Theorie dieses Ansatzes ist in der Literatur bereits weit
entwickelt [Pau58,Iff77 Daw76].

Die Bewegung eines Ions wird jedoch durch die CoulombabstoBung der iibrigen Ionen
beeinfluBt. Es wird an dieser Stelle die Verinderung der Losungen der Bewegungsgleichungen
aufgezeigt, wenn zusitzlich eine Stérung in den Mathieuschen Differentialgleichungen beriick-
sichtigt wird. Wie sich zeigen wird, beschreiben diese realistischeren Betrachtungen die experi-
mentellen Ergebnisse besser.

4.1 Mathieusche Differentialgleichungen ohne Stérung

Ein Schnitt durch die Paulsche Ionenfalle ist in Bild 23 dargestellt.

r4

\ /-"" Endkappe
\\_ ﬁRingelektrode
Zo

X,y
fo
1L—°U0’Vo COSQt//\
/ . \x—-a\dkoppe

Bild 23:  Zwischen Ringelektrode und Kalotten liegt zur Zeit t=0 eine positive Spannung an.

Legt man zwischen der Ringelektrode und den Endkappen eine Spannung U(t) an, so bildet
sich im Falleninnern folgendes Potential aus:

uw
2r)

¢(1) =

(x +x; —2x3)
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r, ist der Radius der Ringelektrode mit r, = V2 z,. Hat U(t) die Form
Uiy =U, +V,cos (1)

so bekommen die Bewegungsgleichungen eines Ions:

d'x, )
m_dth —e, grad ¢ 1=1,2,3 (x,=x;, x,=y, x,=z)
die Gestalt Mathieuscher Differentialgleichungen
d’x.(£) 01t
dgz +[a, +2q;cos(2§) |x,(§) =0, ¢ ==

mit folgenden Substitutionen:

8e U a
a3:_mS;2r:2 ’ a,=a2=——;—
_ eV, _ _ q;

q3 szrOZ > ql q2 2

Es gibt zwei linear unabhingige Losungen dieser Differentialgleichungen (,,Floquetsche
Losungen®):

8 ) ~ i) &
xi(£)=e"75y (&) und xG(E)=e PIF yy ()
wobel n, = Ec,,,jez""E und Y2, ZC*n,Je 2ing ist.
n= — @ n = -— oo

Die Bewegungsgleichungen und folglich auch die Losungen sind entkoppelt. Je zwei Losungen

sind zueinander komplex konjugiert.
¢,; und f; hingen nur von a,und g, ab. In ihnen sind die Betriebsparameter U,, V; und Q
enthalten. Aus a;, #a, =a,und ¢, # ¢, = ¢, folgtc,, #c,, =c,, und B, =B, = 8,.

Die Losungen in x- und y-Richtung sind gleich. Die Lésungen in z-Richtung sind von denen in
x- und y-Richtung verschieden.

Eine Néherungslosung zur Berechnung von 3, aus a,und g, hat die Form [Fow57]:

(Gl 4.1.1)

_ (@, -0 g; (5a; +1) ¢ (9a® +58a, +29) ¢°

8,

(aj _1)2 —qj

20

3a, — 1P(a, —4)  64(a, —1)’(a, —4)(a, —9)

F




Die allgemeine Losung x(f) =Ax j +Bx:- ergibt sich als Linearkombination der beiden

zueinander komplex konjugierten Losungen. Sie besitzt in Abhéngigkeit vom Parameter
p; =iB;, der auch als ,Floquet-Exponent“ bezeichnet wird, verschiedene Stabilitéits-

eigenschaften [Daw76]:

1. p, =if3; ist reell und ungleich Null. Alle Losungen sind instabil. Die Instabilitét folgt

i€ *‘iﬂjE

aus dem unbeschrinkten Wachstum einer der beiden Faktoren ¢" /* oder e

2. p, =if3; ist rein imaginar und (3, keine ganze Zahl. Alle Losungen sind begrenzte
Oszillationen.

3. p; =i ist rein imaginar und 3, ist eine ganze Zahl. Es gibt flir eine Anfangs-
bedingung eine periodische Losung, alle anderen sind instabil. Die Grenzen der
Stabilitit werden durch 8 j =2mund B; =2m+1 (m=0,1,2,...) markiert. Die
Periodizitdt der oszillierenden Losung auf einer Stabilitatsgrenze 8 ; =2m ist , auf
einer Stabilititsgrenze S j =2 m +1 hingegen 2.

Der Verlauf der Stabilitit in Abhéngigkeit von a, und g, kann in einer Stabilitatskarte ( Bild 24

und 25) dargestellt werden. Bild 25 ist ein Ausschnitt der ersten Stabilititsbereiche fir die x-
und z-Komponente (0 <8, <1).

xz =

(a=2 ay)

%
2
2
%
%)
Q

0 1 2 3 4 5 6 & (972 90
Ox
Bild 24: Stabilitditsbereiche fiir die x- Bild 25: Auschnitt fiir die x- und z-Kompo-
Komponente. nente. Der schwarze Punkt mar-

kiert den Standardarbeitspunkt
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Die allgemeine Losung kann durch die Bedingung, daB fir beschrankte Losungen alle
Parameter 3, reell sein miissen, umgeformt werden zu:

x;(1) =4 ;o iOz,::ﬂ,,... ¢, j c0s ((n + %—’i)(n )+ BJ-” ) Eﬂ’ nj sin ((n + —62—")(9 )

A, und B, sind Integrationskonstanten und werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt.
Berticksichtigt man nur die ersten drei Koeffizienten ¢_, ,, ¢, ;, ¢, (n = -1, 0, 1), gewinnt man

nach weiteren Umformungen den Ausdruck:

J

x(t) = d, cos(%ﬂt) + —Bz—jcos(ﬂt) cos(%ﬂ 1)

Makro Milro

Der erste Bewegungsanteil wird Makro-, der zweite Mikrobewegung genannt. Die Diffe-
rentialgleichung hat stabile Losungen, wenn @, zwischen Null und Eins liegt. Die Amplitude

der Mikrobewegung ist dann um % cos ( %’— ) Kkleiner als die der Makrobewegung. Die

Makrofrequenz ist um den Faktor 2/, kleiner gegeniiber der Mikrofrequenz, was eine
Amplitudenmodulation der Makrobewegung mit der Antriebsfrequenz @ zur Folge hat.

Falls die Bahn sich schlieBt (N Taixre™ NoTmakeo) gilt 8 ;/=2No/N;und 3, ist eine rationale Zahl.
Ist B, eine irrationale Zahl, schlieBen sich die Bahnen nie. In Bild 26 ist der eindimensionale
Bewegungsverlauf fur 8, =8 _=2/10 tiber etwas mehr als eine Makroperiode aufgetragen.

x(t) \

H—

Bild 26:  x(1) iiber einige Mikroperioden. Die Makrobewegung wird mit der Frequenz der
Mikrobewegung moduliert. Die Bahn schlieft sich, wenn (3 rational ist
(hier 8_~=2/10).
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4.2  Storung der Ionenbewegung
Die Bahn des Ions kann auf verschiedene Weise gestort werden:
- StoBe mit den Puffergasmolekiilen

- zeitliche oder raumliche Unvollkommenheiten des duBeren Wechselspannungs-
feldes

- Wechselwirkung mit den tibrigen Ionen.

Hier wird der letzte Punkt, die Wechselwirkung mit den iibrigen Ionen, naher untersucht. Dies
geschieht, indem die Gesamtheit aller restlichen Ionen zunichst als statisches Ionenensemble
aufgefalBt wird, das ein zusitzliches nach auBen weisendes elektrisches Feld verursacht
(defokussierend). Es wird angenommen, daB3 die Dichte des Ensembles in allen drei Raumrich-
tungen eine gauBformige Verteilung besitzt. Zunichst soll die Dichte in allen Raumrichtungen
kugelsymmetrisch sein. Das Raumladungsfeld weist auer im Ursprung, wo sich durch die
Symmetrie der Verteilung alle Feldvektoren gegenseitig aufheben, stets nach auBen.

Die wichtigste Frage in diesem Zusammenhang ist die des Langzeitverhaltens der Bahn des
Ions. Ist es moglich, daBB das Ion permanent Energie aus dem Potential des Ensembles auf-
nimmt, bis es an eine Fallenbegrenzung stoBt, oder gibt es die aufgenommene Energie wieder
vollstindig wber das speichernde Wechselfeld oder iiber StéBe mit dem Puffergas ab?

Um die Wirkung der AbstoBung rechnerisch zu untersuchen, wird die nach auBen weisende
Kraft aus der Ionenverteilung berechnet und der Mathieuschen Differentialgleichung
hinzugefiigt. St6Be mit dem Puffergas bleiben unberiicksichtigt. Die Differentialgleichungen,
die nun nicht mehr wie in Kap.4.1 entkoppelt sind, werden numerisch untersucht.

Wie sich zeigen wird, dndert sich bei einer bestimmten Stirke der AbstoBung, also bei einer
bestimmten Ionenzahl im Ensemble, die Topologie der Losungen abrupt. Dieser Effekt kénnte

die Ursache fiir einander widersprechende Messungen sein, die unter vermeintlich gleichen
Betriebsbedingungen durchgefiihrt wurden.

4.2.1 Storpotential eines statischen Ionenensembles

Um den zusitzlichen Stérterm zu erhalten, muB zuerst das Potential @ einer bestimmten An-
zahl von gauf3verteilten Ionen berechnet werden. Dazu wird die Poissongleichung

P . 2 eQ
AP = — — mit p =ppe %0 ;P = F——T
€o J@2r 3¢3

gelost. r kennzeichnet hierbei den radialen Abstand vom Mittelpunkt, ¢ entspricht einem Ra-

1
dius » = ¢ bei dem die Dichte p(r) auf das e 2 -fache gesunken ist. Q ist die Gesamtladung
der Ionenwolke. Unter der Annahme der Kugelsymmetrie 1dBt sich die Poissongleichung mit
Kugelkoordinaten folgendermaBen schreiben:
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2
e +2r®0) = - 5t 70 o= )
g 0

Die Striche kennzeichnen die erste, bzw. zweite Ableitung nach r. Durch die Substitution
r =e’ wird eine neue Variable q eingefiihrt, so daB3 die letzte Gleichung folgendes Aussehen
bekommt:
2q — ! e24
. . o 20 2
®(q) + ¥(q) = - 2 ,

wobei jetzt der Punkt die Differentiation nach q bezeichnet. Eine einmalige Integration tber q
liefert

24 1

®(g) + B(g) = a e * + ¢ > M=

mit der Integrationskonstanten c,. Integriert man die Gleichung von ¢ =0 bis ¢ = oo, so hat
die Losung folgende Form:

¢, | 2awe +at iy [Jue’]
e’ 2.Jp et

¢, ist eine weitere Integrationskonstante. Jetzt erfolgt die Riicksubstitution r = e, so daf} in
der Variablen r gilt:

o(r) =

c, 2c,\/;r+a\/;Erf[\/;r]
2 4 .
r 2ur

Die erste Integrationskonstante ¢, wird durch die Bedingung, dafl im Unendlichen das Poten-
tial gleich Null sein soll, bestimmt. Aus ®(r) = 0 fir ¥ = © folgt ¢, = 0, so dal} das Poten-
tial die Gestalt

a(r) = frl ;2 ‘/ij%f[r‘/;r]

besitzt.

Die Integrationskonstante ¢, findet man durch die Bedingung, daf3 sich im Nullpunkt keine
isolierte Punktladung befindet ('(r) = 0 fiir r = 0). Es folgt ¢, = 0 und

a\/;Erf[\/;r]
2.pr '

Dieses Potential ist nicht die Losung der Poissongleichung mit der Randbedingung
U ,=konstant auf den Elektrodenflichen. Die Stérung des Elektrodenpotentials durch die La-

&(r) =

(Gl 4.2.1.1)
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dung der Wolke kann jedoch vernachléssigt werden, weil die Elektroden hinreichend weit ent-
fernt sind.

In Bild 27 ist der Verlauf des Potentials &z, eines Ionenenensembles im Vergleich zum Poten-
tial ®p, einer Punktladung, die die gleiche Ladung wie die Ionenwolke besitzt, aufgetragen.

¢ [V]

21

1.75
1.5 q’Punkl
1.2 |

1 F\\ (I)Ens

0.7
0.5 |
0.2 E \

0 20 2 4 6 8 10 r [mm]

Bild 27:  Der Potentialverlauf eines Ionenensembles (5*10° Ionen). Es geht fiir v > 20
in das Potential der Punktladung itber. Es wurden folgende Werte in (GI.
4.2.1.1) eingesetzi: p = 2-10° m™ (entspricht o = 0,5 mm ) und

a =1,14934 V (entspricht 5%10° Ionen).

4.3 Mathieusche Differentialgleichungen mit Storung in drei
Raumrichtungen

Das Gesamtpotential ®c,, das sich im Falleninnern ausbildet, setzt sich aus dem Fallenpotential
®rai. und dem Potential des Ionenenensembles (®g,;) zusammen. $p,y. weist einen der Geome-
trie der Elektrodenform entsprechenden Verlauf auf, wihrend &z, kugelsymmetrisch ist:

q)Ges = q)FaIIe +‘I)Ens

_UO + Vo COS(Q t)
2r02

o 1/'errf[\/; x12+x§+x32].
2\/; x12+x§+x§

(x12+x§— 2x32) +

Mit den Bewegungsgleichungen

d*x

J

dr’

m = —e, grad ¢ i=1,2,3

und den partiellen Ableitungen
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2
9 Bpy o x, avwx B [ex + o + 4]

I N R ) 2Jr 43+ Ay

konnen die Differentialgleichungen fiir die drei Raumrichtungen folgendermafB3en geschrieben
werden:

ax, ) (Gl 4.3.1)
dt’

pa i

() +1E) ()  COHOEO)
poT Ef [Jux2(E) +x2(E) +x2(E) ]
2 0 (Y2 E) +x2(E) +x2(§))

a, +2q,cos(2§) —

x;(§) =0

mit
4e, , 1 P,
= - =1,2,3 ; o =
p mQZ > J 3 B > ”
Y

& _\/(27r 3¢3

8e,U, _ a,
mQ*r} ’

a, = —

de, V. q
q; = mﬂozlj;z > = 4=~ —21

Die drei gekoppelten Differentialgleichungen sind unabhéngig von der Geschwindigkeit.

Zur Abktirzung wird

-

p o
((6) +E) +(6) Jer CTOHI)
pavr Erf [ uyxi(E) +x2(E) +x1(8) ]
2 p(xE) +x2(E) +x2(E))’

F;Sto‘r — xj(g )

»

im Text kurz als Storterm oder Stérung bezeichnet.
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4.3.1 Losungen der gekoppelten Gleichungen

Man kann eine Differentialgleichung hoherer Ordnung in ein System von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung transformieren:

dx
—&}L =E(X1>X2,--~>Xn>t)
dx
dtz = F,(X1> X2, X o)
dx,
—37 =E,(X1:X2,-~,X,,>t)-

Die Systemvariablen x,, x, ..., x, legen zu einer Zeit #, den Zustand des Systems vollstandig

fest. Die zeitliche Entwicklung der Systemvariablen wird durch die n gekoppelten Gleichungen
beschrieben.
Mit x,,, =t und F,,, =1, sowie den Spaltenvektoren

X = {X1>X2> X Xons und F = FuFoe s L EL )

kann man vereinfacht schreiben

dx .
- F .

X (t,) reprisentiere den Zustand des Systems zu einer Zeit #,. Eine Losung X (¢) (haufig auch
Trajektorie genannt) ist eine zeitliche Abfolge von Zustéinden des Systems.

Im Phasenraum, der durch die Systemvariablen x,,x, ..., x, aufgespannt wird, beschreibt
X (1) eine Bahnkurve. In jedem Punkt x () gibt es einen Feldvektor £, der die Tangente der
Bahnkurve in diesem Punkt ist (die Ableitung der Bahnkurve nach der Zeit (ihre Tangente) in
jedem Punkt der Bahnkurve x(¢) ist gleich F'). Durch F wird somit die Geschwindigkeit in
Richtung und Betrag festgelegt, mit dem sich ein Zustand des System veréindert.

Die drei gekoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Gl. 4.3.1) koénnen mit den
Transformationen

Xl =x1 > XZ =xl
X3 =Xy 5 X4 =%,
Xs TX; , X¢ =X,

in ein System von 6 gewohnlichen gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung ver-
wandelt werden:
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d

dx
dt

— (a, +2¢, 008 (28 ) ) x5 = E™ (X1 Xs» Xs)

Il

Die Geschwindigkeiten x, =X, =x, x, =X, =y, x, =%, =z fur die drei Raumrich-
tungen treten hier als zusitzliche Systemvariablen x,, x,, x, auf. Der Zustand des Systems
wird vollstindig durch die Orte und Geschwindigkeiten in den drei Raumrichtungen zu einer
bestimmten Zeit festgelegt.

Dieses System hat zwei wichtige Eigenschaften, von denen an spiterer Stelle Gebrauch ge-
macht wird:

1. Es ist ein Hamiltonsches System.

2. Die rechte Seite des Systems ist invariant gegeniiber Verschiebungen in der normierten
Zeit £ um A = x ( dies entspricht At =27/Q ).

Die sechs gekoppelten Gleichungen wurden mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens numerisch
integriert. '

Es gibt mehrere Moglichkeiten den Zeitverlauf einer Losung zu untersuchen:

- der Ort des Ions wird im Raum zeitlich verfolgt: ,,Bahn®,

- die Gesamtenergie wird iiber der Zeit aufgetragen,

- die Gesamtenergie wird fortlaufend gemuittelt,

- die Geschwindigkeit wird iiber dem Ort aufgetragen: ,,Phasenportrait®,

- die Geschwindigkeit wird zu bestimmten Zeiten stroboskopisch tiber dem Ort
aufgetragen: , Poincaré-Karte®,
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Die géngigste Methode zur Beurteilung des Systems ist das Zeichnen der Ortskurven der betei-
ligten Objekte (Bilder 28 und 29).

Anfangsbedingungen: x(0) =y(0) =z(0) =0,05 mm ;x(0) =y(0) =z(0) =0 mm /s

Bild 28: X =X(& ), ungestort Bild 29: %X =X(§), gestort

Sie wurden fir den Standardarbeitspunkt (a=0,015 und ¢=0,29) bei gleichen Anfangs-
bedingungen berechnet. Ohne Stérung oszilliert das Ion mit einer kleinen Auslenkung. Mit
Storung wird es zundchst nach auBlen gedriickt und oszilliert dann unregelméaBig mit grofen
Auslenkungen um die Fallenmitte. Auffillig ist, daB sich das Ion durch das Storpotential
meistens auf einer Seite aufhilt.

Eine andere Anfangsbedingung fiihrt zu folgenden Bahnen:

Anfangsbedingungen:  x(0) =y(0) =z(0) =0,4 mm; x(0) =y(0) =2(0) =0mm/ s

Z{mm]

Bild 30 : X =X(§), ungestort Bild 31: X =X(£), gestort
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Die Anfangsbedingungen sind ebenfalls fir beide Bahnen gleich. Ohne Storung liegt wieder
eine regelméBigere Oszillation in allen drei Raumrichtungen um den Ursprung herum vor. Die
‘Maximalauslenkung skaliert mit der gewéhlten Anfangsbedingung.

Die abstoBende Kraft bewirkt dagegen, daB das Ion jetzt stets positive Werte fiir x und y
annimmt, wihrend es in z-Richtung um den Ursprung herum oszilliert (Bild 31). Bei dieser
gewihlten Anfangsbedingung kommt es nicht mehr in den gegeniiberliegenden Halbraum. Die
Maximalauslenkungen entsprechen ungefihr denen in Bild 29.

Ist das Ion weit vom Ursprung weg, ist die nach auBen gerichtete Kraft sehr klein, so daf3 dort
vor Allem das dufere Wechselfeld die Bewegung des Ions bestimmt. Die speichernde Wirkung
der von auB3en angelegten Spannungen ist dort grofler als die AbstoBung, die das Ion durch das
Ensemble erfihrt, so daB es zum Ursprung zuriickgetrieben wird. Der Umkehrpunkt der Be-
wegung liegt im Vergleich zur ungestorten Bahn weiter auBen. Bewegt sich das Ion vom Um-
kehrpunkt in Richtung der Fallenmitte, spiirt es zunehmend den abstoenden Potentialwall des
Ionenensembles. Ob die zuvor aufgenommene kinetische Energie ausreicht, um tber den Wall
zu kommen, héngt offenbar von der gewihlten Anfangsbedingung ab.

Eine weitere Moglichkeit, einen Unterschied in der zeitlichen Entwicklung zwischen dem ge-
storten und dem ungestorten System festzustellen, ist der Vergleich der Phasenportraits. Die
zeichnerische Darstellung ist in diesem Fall jedoch auf zwei Dimensionen beschrankt (Ort und
Geschwindigkeit in einer der drei Raumrichtungen). In den Bildern 32 bis 37 wurden die Orte
und Geschwindigkeiten der gestorten und ungestorten Losung, fir jede Raumrichtung getrennt
aufgetragen. "

Anfangsbedingungen: x(0) =y(0) =z(0) =0,4 mm; x(0) =p(0) =2(0) =0 mm/ s

x[Cmm/s] )'([Cmm/s]
0.4 04
,. %ﬂ,,"
0.2 0.2 N ‘ A
i *“’I\
X[mm] . .
-1 0. 0.5 1 -1 0.5 ' K‘ i
02 0 A AR
2 «\\‘
0.4 0.4
Bild 32 :  x =x(x,y,z) ungestort Bild 33:  x =x(x,y,z) gestort,
¥ [C mm/s] ¥[C mm/s]
0.4 o4
0.2
-1 Yimen] Y
02
0.4 -0.4
Bild 34:  y =y(x,y,z) ungestort Bild 35:  y =j(x,y,z) gestort
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z [C mm/ 5]

0.5 1 z[mm]

Bild 36: z =z(x,y,z) ungestort Bild 37: 7 =z(x,y,z) gestort

Die Phasenportraits des ungestorten Ions erscheinen sehr viel regelmiBiger als die des gestor-
ten. Unter dem EinfluB der Storung werden nur noch positive Orte in x- und y-Richtung
durchwandert, wobei die Maximalgeschwindigkeit groBer ist als im ungestorten Fall. Die ab-
weisende Kraft verindert die Maximalauslenkung und Maximalgeschwindigkeit im Vergleich
zum ungestorten Fall in x-y-Richtung stirker, als in z-Richtung.

Wiirde eine Anfangsbedingung gewihlt, die vom Betrag gleich und nur im Vorzeichen ver-
schieden ist ( x(0) =y(0) =z(0) =—0,4 mm; x(0) =j(0) =2(0) =0 mm/ s), wiirde das Ion
stets negative Orte in x- und y-Richtung durchwandern. Diese Eigenschaft ist auch aus dem
System der sechs gekoppelten Differentialgleichungen entnehmbar. Die rechte Seite des
Systems ist eine ungerade Funktion in ¥ : F(—x)= —F(x), so daB das Phasenportrait
einer Bahnkurve mit einer am Ursprung gespiegelten Anfangsbedingung ebenfalls am Ursprung
punktgespiegelt ist.

Trégt man die Summe der Quadrate der drei Geschwindigkeiten iiber der Zeit auf (dies ent-
spricht der kinetischen Energie des Ions), wird deutlich, dal das Ion auf seiner Bahn durch die
Stérung viel mehr kinetische Energie aufnimmt als im ungestorten Fall. Ein kontinuierlicher
Anstieg der kinetischen Energie ist jedoch nicht zu erkennen, aber auch nicht definitiv auszu-
schlieBen (Bild 38 und 39).

v? [C?* mm?/s* vt IC? mm? /s
0.2
04

i

01 1 4 i 02
3 H I 11 4 i

AR |
AT hh
Jhumu { Jmﬂ“l.au
8 16 24 32 40
t[%r’] tig]
Bild 38: v* =x* +y* +z* ungestort, Bild 39: v* =x* +y* +z’gestort

01§

8 16 M 2 40 A8
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Der Versuch, uber die kinetische Energie des Ions tiber eine grof3e Anzahl von Perioden zu
mitteln, scheitert an der oft sehr groBen Periodendauer der Bewegung. Das Verfahren ist schon
im ungestorten Fall problematisch, wenn das Frequenzverhiltnis von Makro- und Mikrobewe-
gung irrational ist. Die Bahn schlief3t sich nie, so da3 eine Mittelung tiber sehr gro3e Intervalle
notig ist. Die Rechenkapazitit wird erreicht, bevor zuverlissig interpretiert werden kann, ob
die jeweils gefundenen Mittelwerte groBer werden, oder ob sie gleich bleiben.

Eine fortlaufende Mittelung {iber die kinetische Energie des Ions konnte zuverldssige Aussagen
tiber die Langzeitentwicklung der Bahnkurve bei einer gewihlten Anfangsbedingung liefern.
Um eine allgemeine Aussage iiber das System zu bekommen, die unabhingig von der speziell
gewidhlten Anfangsbedingung ist, erscheint die Methode sehr schwerfillig, da sie fiir sehr viele
Losungen durchgeflihrt werden muf8. Wird ein Systemparameter veréndert, mu3 dieses Ver-
fahren erneut durchgefiihrt werden. Diese Moglichkeit der Untersuchung wurde deshalb ver-
worfen.

Hingegen kann durch das Anbringen eines , Poincaré-Schnittes™ durch Bahnkurven im Phasen-
raum, das Langzeitverhalten vieler Lésungen des Systems unter Variation von Systemparame-
tern qualitativ untersucht werden. Ein Poincaré-Schnitt besteht darin, die zeitabhéngigen Zu-
stinde des Systems nur zu Zeiten t,=to+n At zu betrachten. Es ist eine stroboskopische Auf-
nahme von Zustinden des Systems.

In unserem gekoppelten System hat diese Betrachtungsweise eine besondere Bedeutung, weil
sich die Entwicklung einer Bahnkurve aus einer Anfangsbedingung zur Zeit £ = n 7 auf die
gleiche Weise vollzieht, wie bei der Wahl der gleichen Anfangsbedingung zur Zeit £ = 0.

Untersucht man die Verdnderung der Zustinde des Systems zwischen £ = 0 und £ = 7 mit
Hilfe von Poincaré-Schnitten, erhélt man die Entwicklung des Systems fiir alle Zeiten.

Die Abbildung, die den Ubergang des Zustandes zur Zeit £ = 0 zu einem Zustand zur Zeit £ =m
vermittelt, wird Poincaré-Abbildung genannt.

Die zeichnerische Darstellung eines Poincaré-Schnittes ist jedoch auf zwei Dimensionen be-
schrankt. Deshalb wird das System der sechs gekoppelten Differentialgleichungen zunichst
vereinfacht, indem die Kopplung der drei Raumrichtungen durch die Stérung aufgehoben wird.
Es wird ein gestortes System von drei entkoppelten Differentialgleichungen zweiter Ordnung
konstruiert. Eine der drei Gleichungen wird dann in ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung verwandelt und mit Hilfe von Poincaré-Schnitten unter der Zunahme der
Storung untersucht.

Die Poincaré-Abbildung kann sowohl im vereinfachten System der zwei als auch im physika-
lisch relevanten System der sechs gekoppelten Gleichungen numerisch berechnet werden. Mit
Hilfe der numerisch ermittelten Poincaré-Abbildung kann das Stabilititsverhalten des Systems
unter dem EinfluB} einer Stérung untersucht werden.

Sowohl! die zeichnerische Methode der Erstellung von Poincaré-Karten als auch die numerische
Berechnung der Poincaré-Abbildung wurden im vereinfachten zweidimensionalen System
durchgefiihrt.
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Dadurch konnten folgende Fragen im Hinblick auf die Wirkung der Storung auf den Verlauf
von Bahnkurven im Phasenraum beantwortet werden:

- Bleiben die Bahnkurven bei einer festen Storung im Lauf der Zeit innerhalb eines
begrenzten Volumens des Phasenraumes, oder nimmt das Ion laufend Energie auf ?

- Wie verandert sich die Topologie der Losungen im gesamten Phasenraum, wenn die
Starke der Stérung verdandert wird ?

- Gibt es chaotische Losungen?

- Wie ist aus den Schnitten qualitativ zu erkennen, wie sich die Dopplergeschwindigkeit
durch irreguldre Lésungen verbreitert?

- Inwieweit ist die Topologie der Losungen im Phasenraum trotz Stérung strukturstabil?

- Wie stark muB die Storung sein, damit die Stabilitat gebrochen wird?

- Gibt es allgemeine Kriterien fiir das Stabilitétsverhalten des gestorten Systems?

- Wie hingen solche Kriterien mit der klassischen Stabilitdtsbedingung des ungestorten
Systems zusammen ?

Es wird sich zeigen, daB8 die gefundenen Kiriterien zur Stabilitit des vereinfachten zweidimen-
sionalen Systems auf das sechsdimensionalen gestérten System iibertragen werden kénnen.
Deshalb wird die Poincaré-Abbildung in sechs Dimensionen mit Kopplung berechnet.

Dadurch konnten zusétzlich folgende Fragen beantwortet werden:

- Wie gro3 muB} die Storung sein, um die Strukturstabilitét des Systems zu brechen?

- Wie hingt die Ionenzahl, die zum Verlust der Strukturstabilitdt notig ist, von der
Dichte im Ensemble ab ?

- Gibt es eine prinzipielle Anderung in den Systemeigenschaften, wenn die Dichte der
Ionenwolke nicht zeitlich konstant gehalten wird, sondern von der Phase der d&uf3eren
Wechselspannung abhingt, wenn die Ionenwolke also pulsiert ?

4.3.1 Mathieusche Differentialgleichung mit Stérung in einer Raumrichtung

Die Vereinfachung der sechs gekoppelten Differentialgleichungen auf zwei dient dazu,
Poincaré-Karten zeichnerisch zu erstellen. Mit ihnen ist es méglich, die Struktur der Losungen
eines zeitabhdngigen Systems tiberschaubar darzustellen. Insbesondere ist es moglich, auf ein-
fache Weise chaotische Bahnkurven zu entdecken.

Die Reduktion der sechs gekoppelten Differentialgleichungen auf zwei geschieht, indem die y-
und z-Komponente, also x, =x, =y x, =X, =z des Storterms (Gl. 4.3.1) jeweils Null
gesetzt werden. Die Differentialgleichung fiir die x-Richtung hat dann die Form:

IHE) v peosag) — P8y POVT BAWBET |y
dgz x(E)ZeP-V(E)2 2\/71:( ,x(£)2)3

Der eindimensionale Storterm
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=_p0_0_ % 0, = ___L___“ Q___5*105*eo’

Qo’7)
o =0,5mm, m=178u (u:atomare Masseneinheit), Q=2 7 6*10° Hz
hat den folgenden Verlauf: :

mit

ki

&, p mQ*’

F:Ykir [mm]

0.025

.01 -5 /T 10 x[mm]

-0.025

-0.05

-0.075 T

Bild 40:  Die nach auflen gerichiete Kraft hat in der Nihe des Ursprungs einen
anndhernd linearen Verlauf. Weiter auffen dominieren nichtlineare Anteile.
Ganz aufen ist die Storung klein.
Die eindimensionale Differentialgleichung kann wieder durch eine Transformation

X; =X , X, =X,

in ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung verwandelt
werden:

el (a, +2¢,c0s (28 ) ) x, — F*(x,),
Mit x, =&, sowie den Spaltenvektoren

X ={X1,X2x3} und F= {F,F, B3}
kann man vereinfacht schreiben
dx

a7
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mit £, =1 (d§ /df =1),

Das Vektorfeld F ist so beschaffen, daB die dritte Komponente F, in jedem Punkt des Pha-
senraums stets eins ist. Da der Feldvektor F in jedem Punkt die Tangente der Trajektorie ist,
verandert sich der Zustand des Systems in Richtung der Zeit £ mit der konstanten Geschwin-
digkeit df / df =I.

Dieses System hat genauso wie das System der sechs gekoppelten Differentialgleichungen zwei
wichtige Eigenschaften, die wegen ihrer groBen Bedeutung noch einmal erwihnt werden:

1. Es ist ein Hamiltonsches System.

2. Die rechte Seite ist invariant gegeniiber Zeitverschiebungen um eine Periode A = =
(entspricht At=27/Q).

4.3.2 Die Poincaré-Abbildung in zwei Dimensionen

Durch die Poincaré-Abbildung kann ein System periodischer Differentialgleichungen auf ele-
gante Weise qualitativ untersucht werden. Die Eigenschaften einer Losung, z. B. ihre
Periodizitdt, werden auf einer Poincaré-Karte sofort deutlich.

4.3.2.1 Erstellung einer Poincaré-Karte

Der Phasenraum wird durch die Komponenten x;,x, x3 =¢ (entspricht x, %,#) aufgespannt.
Zur Erstellung einer Poincaré-Karte wird zuerst eine Trajektorie im Phasenraum berechnet.
AnschlieBend werden ebene Schnitte durch die Trajektorie im Abstand Af== angebracht und
auf eine Ebene projiziert, die senkrecht zur £-Achse steht (Bild 41).

2, -
)y EE“ tx EEO +2x (4 (XO)

aperiodisch

S~ ' Pt
- £

- \ 2 w-periodisch
N s ((E %t +2m)
X m-periodisch

bo ' £o +2%

Bild 41:  Schnittflichen werden in einem festen Abstand AE=n voneinander durch die
Bahnkurven des Systems gelegt.
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Losungen (Trajektorien) des zweidimensionalen Systems werden mit x (£ ) bezeichnet. Die mit
Y gekennzeichneten Flidchen sind Ebenen die durch die Variablen Ort und Geschwindigkeit
aufgespannt und jeweils im Abstand Af=7 voneinander aufgestellt werden:
Ego . ={X1’X2lfo tmr } .

Die Bahnkuzven schneiden die Flachen stets transversal, weil eine Komponente des Tangen-
tenvektors /(') an die Bahnkurve eins ist (dx; /d§ = 1).

Dadurch erzeugt eine Bahnkurve auf jeder aufgestellten Fliche genau einen Schnittpunkt. Die
Losungen des Systems haben dann folgende Eigenschaften:

a) Eine Bahnkurve, deren Anfangsbedingungen zur Zeit £, gewihlt werden, hat den
gleichen Verlauf wie eine Bahnkurve, die die gleichen Anfangsbedingungen zur Zeit
£o+mm besitzt. Wenn x (£ ) eine Losung ist, dann ist auch x (¢ +mw) eine Losung.

b) Ist die Bahnkurve m#-periodisch, so ist der Schnittpunkt { x, =x, x, =x} auf der
Fliche X ... mit dem Schnittpunkt { x, =x, x, =X} auf einer der Flachen

Yiwme (n=+12, ) identisch. Zwischen ¥, ... und ¥, ..., werden (m-1)

Flachen in voneinander verschiedenen Punkten { x, =x, x, =%} geschnitten. Eine
ma- periodische Bahnkurve erzeugt somit insgesamt m voneinander unterscheidbare
Schnittpunkte { x, =x, x, =%}.

c) Da der Verlauf jeder einzelnen Bahnkurve eindeutig bestimmt ist (verschiedene
Bahnkurven schneiden oder tangieren sich nie), ist eine Abbildung definiert, die alle
Schnittpunkte von ¥, 1:1 auf Schnittpunkte von ¥, ., abbildet. Die gleiche

Abbildung fithrt alle Punkte von Ze + = in die Schnittpunkte von X, ., ber. Sie wird
inBild 41 mit ¢ gekennzeichnet.

d) Wird die Abbildung ¢ m-mal hintereinander ausgefiihrt, wird ein Schnittpunkt einer
mr-periodischen Losung der Fliche X, ... auf den gleichen Schnittpunkt auf der

Flache ZE +m+ym. abgebildet.

Weil die Abbildung ¢ periodisch ist, konnen die Bahnkurven in einem Zylinder dargestellt
werden. Thr Verlauf ist dann besonders gut zu tiberblicken. Die Zeit £ wird als (periodische)
Winkelkoordinate © eines zylindrischen Koordinatensystems aufgefafit. Das Zeitintervall zwi-
schen £=0 und £é=7 wird auf die Winkelkoordinate © transformiert. Zur Zeit == beginnt die
Bahnkurve ihren zweiten Umlauf, der bei £=27 endet und in den dritten iibergeht. Die Zeit
zwischen £=m und £=(m+1)7 entspricht dem m-ten Umlauf (Bild 42).
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aperiodisch

7— X (£)=0
Periode - 4 Pi

Periode - 2 Pi

5 =F (%) =<

5=6 (X

F(6 )
20 Poincaré-Schnitt: 6 = konst.

Bild 42:  Eine Poincaré-Abbildung wird mit ]39 bezeichnet. Fixpunkte der Poincaré-
Abbildung sind mit einem Stern gekennzeichnel.

Die zylindrische Darstellungsweise filhrt zu folgenden Vereinfachungen:

1. Alle Bahnen, die durch eine Zeitverschiebung Af=m~ auseinander hervorgehen, liegen
dann auf einer einzigen Bahnkurve.

2. Von allen Schnittpunkten einer mr-periodischen Losung erscheinen nur die m
voneinander unterscheidbaren auf der Fliche )

3. Die in Eigenschaft c) formulierte Abbildung ¢ ist eine Abbildung 139 der Punktmenge
Y,, in sich selbst.

4. In dieser Darstellung wird die Topologie des Systems von einem zeitlich unendlich
ausgedehnten Raum in einen in der Zeit endlichen Raum eineindeutig abgebildet.

Eine Abbildung ¢ der Punktmenge Y, auf eine Punktmenge L,,,»oderin der zylindri-

schen Darstellung die Abbildung 130 von Y. auf sich selbst wird Poincaré-Abbildung ge-

nannt. Die m Schnittpunkte einer ma- periodischen Losung werden Fixpunkte der Poincaré-
Abbildung genannt, weil jeder einzelne von ihnen auf sich selbst abgebildet wird, falls die
Poincaré-Abbildung m mal hintereinander ausgefiihrt wird.

p , soll die Abbildung sein, die aufeinanderfolgende Schnittpunkte x' einer Bahnkurve ¥ (¥)
ineinander uberfiihrt. Dann gilt:
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X =B (x")

Fixpunkte werden durch die m-fache Hintereinanderausfiihrung der Poincaré-Abbildung P, auf
sich selbst abgebildet:

)—{i =ﬁ0m ()ZI) '
Das Anbringen eines Poincaré-Schnitts hat unter anderem folgende Vorteile:

- Die Menge der dargestellten Information iiber den Verlauf der Bahnkurve ist klein.
Dadurch ist eine zeichnerische Langzeituntersuchung méoglich.

- Wichtige Eigenschaften der Losung, z.B. ihre Periodizitit sind deutlich sichtbar.
Tauchen nur m Schnittpunkte in der Zeichnung auf, kann sofort auf die m=-
Periodizitdt der Losung geschlossen werden. Eine nichtperiodische Losung
erzeugt auf der Poincaré-Karte eine unbegrenzte Zahl von Schnittpunkten.

- Falls sich die Bahnkurven auf translationsinvarianten Integralflichen befinden (eine
Integralfldche wird z. B. durch die Gesamtenergie des Hamiltonschen Systems definiert:
I(X) =konst.), dann liegen ihre Schnittpunkte auf einer glatten Kurve. Folglich ist die
Feststellung, daf} die Schnittpunkte nicht auf einer glatten Kurve liegen, ein Beweis
dafiir, daf} die Losung nicht auf einer Integralfliche verlduft. Aus der zylindersymmetri
schen Darstellung (Bild 42) ist ersichtlich, daf} eine Integralfliche die Topologie eines
Torus besitzt, der sich um die z-Achse windet. Deshalb werden die Integralflichen im
folgenden Tori genannt.

4.3.2.2 Numerische Berechnung einer Poincaré-Abbildung

Eine Methode zur Untersuchung des Langzeitverhaltens einer bestimmten Bahnkurve und
deren Stabilitit ist die numerische Berechnung der Poincaré-Abbildung sowie der Eigenwerte
der zugehorigen Jakobi-Matrix in der Nihe eines Fixpunktes. Zundchst wird die Theorie zur
Bestimmung der Abbildung dargestellt. Dazu wird vorzugsweise die Poincaré-Abbildung der
Umgebung eines Fixpunktes betrachtet. Diese Betrachtungen gelten jedoch ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit, konnen also auf die Umgebung eines jeden Punktes der Poincaré-
Flache angewandt werden,

Der Vektor der vom Ursprung zum Fixpunkt weist, bekommt die Bezeichnung X °, der Vek-
tor der zu einem benachbarten Punkt die Bezeichnung x ' . Dann gilt:

-i =S —i

X' =x°+ 7 und 57 {(( 1.
Das Poincaré-Bild P von x ' ist x'*' mit

>—(~i+l =)Z~S +ﬁ~l+l i
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Gesucht ist der Vektor von x ¥ zu ¥, also 7" und die Poincaré-Abbildung P, die 4 in 7"
X 1

uberfiihrt. Es gilt:

i+l

X S +-4+1

=x" +9
—D =S o f
=P (x° +71")

0 X' =P (x")

Bild 43:  Vektorbild zur Herleitung der Jakobi-Matrix.

Entwickelt man P in der Umgebung des Fixpunktes ¥ ® in eine Taylorreihe, dann gilt unter
Vernachlissigung der héheren Glieder:

X° T =P (x5 )
o5, 0P i
=P(X")+_——5 1
Jd X 25

Es gibt eine lineare Abbildungsvorschrift von 57 zu 77

—i+1 _ 9 i =
n = —j n
d X | _s
d P ¢t xS T
it - ) (xa X ) _ 36 X folgt:
d X | s X X
( axli+1 X1i+l
] ]
,,,*'“ =D "' mit der Jakobi-Matrix D = ax,-1+1 ax,-%d
aXZ 3X2
axq aXi
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Die Jakobi-Matrix ist die lineare Naherung der Poincaré-Abbildung der Umgebung des Fix-
punktes x°. Sie ist dariiberhinaus die lineare Niherung der Poincaré-Abbildung der Umge-
bung eines beliebigen Punktes auf der Poincaré-Fliche.

Fiir die weiteren Betrachtungen geniigtes, 8 x' ' kurzmitd x und d x' mitd x° zu be-
zeichnen (7=0). Dann hat die Jakobi-Matrix folgendes Aussehen:

Ix;  Ix
D= i 3
Xy 9x7
axlo aXZO

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Jakobi-Matrix der Poincaré-Abbildung in der Nihe eines
Fixpunktes zu berechnen. Man kann einen Punkt in der Umgebung des Fixpunktes zur Zeit £=0
auswihlen und die Bahnkurve numerisch bis zur Zeit £=r integrieren. Der Schnittpunkt zur
Zeit £=7 wird sich in guter linearer Niherung in der Umgebung des Fixpunktes befinden, wenn
die Anfangsbedingung zur Zeit £=0 nahe genug am Fixpunkt gewihlt wurde. Die Quotienten
der Komponenten des Vektors 5 " mit den Komponenten des Vektors 4 sind dann die Ele-
mente der Jakobi-Matrix D.

Eine weitere Moglichkeit ist die numerische Integration der zeitabhingigen Komponenten der
Jakobi-Matrix von £=0 bis {=n. Zur Zeit £= ist sie dann immer eine gute Niherung der
Poincaré-Abbildung, unabhingig von der Wahl der Anfangsbedingungen zur Zeit £=0. Diese
Methode ist in der Berechnung der Poincaré-Abbildung in Riumen héherer Dimension vorteil-
hafter gegeniiber der ersten, weil nicht darauf geachtet werden muf}, ob die Wahl des Aus-
gangspunktes zu einer guten linearen Niherung fiihrt. Deshalb wird das Verfahren der Integra-
tion der Jakobi-Matrix von £=0 bis £== im folgenden ausfihrlich dargestellt, weil es auch zur
Berechnung der Poincaré-Abbildung in sechs Dimensionen an spéterer Stelle benutzt wird.

Alle Elemente der Jakobi-Matrix sind zeitabhingig. Sie vermittelt zu einer bestimmten Zeit £
niherungsweise die Poincaré-Abbildung der unmittelbaren Umgebung des Punktes ¥, auf die
Umgebung des Punktes x .

Zur Bestimmumg der Komponenten zur Zeit £ = «, wird das System der gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen (x, =x, x, =x)

nach x, abgeleitet und die Reihenfolge der Differentiationen vertauscht:

d 0 _ 0,
ds aX10 aX10

d
oder -C—I,ED” =Dy,
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Stor
it) ———= = — (a +2q cos(2¢ - >
dt 3X10 ( 1 il ( ) ) 3X10 %, 3X10
‘ . . aFSti)'r ( Xl )
wobei fiir die partielle Ableitung nach der zweiten Komponente gilt: o 0,
X2
weil F51 (x1) nur eine Funktion von x; ist.
d 9 FStér (Xl )
Bsfolgt: oDy = - (a +2q cos (28 ) ) Dy 5 Du
8F Stor aFSlér o
Durch ——~(0->Q = () oy wird der Storterm F>' (x7) durch seine erstes

3, x, Oy
Taylorglied an jedem Ort x; der Bahnkurve x¥ angenshert.

Der in Zeile i) und Zeile ii) dargestellte Zusammenhang zwischen den Komponenten der
ersten Spalte von D besteht aus einem System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen
erster Ordnung. Die Anfangsbedingung zur Zeit £ = 0, die zur Integration dieses Systems
benotigt wird ist:

9 3 ax° .
XL o d X2 =0 da X 01 =1 und X 2 =0 ist.
X4 ax, x4 dx

Wird das System mit dieser Anfangsbedingung von £=0 bis £ = 7 integriert, ergibt sich die
erste Spalte von D zur Zeit £ = «. Zu beachten ist, daB F*(x,) vom Ort x, abhingt, so daf
die numerische Integration der Ortskurve parallel erfolgen muB. Die so berechneten Punkte der
Ortskurve x (£ ) miissen zum Zeitpunkt £ der Integration des Systems in 3 FS"’r(xl) /9 x4

eingesetzt werden.

Schreibt man die Zeile i) und ii) mit Differenzenquotienten, wird deutlich, daf3 die Kompo-
nenten der erste Spalte der Jakobi-Matrix Funktionen der normierten Zeit £ sind:

) d xi(E,x0 L x3) e, xD, x3) =X2(£,X1° +n ,x2) —x2(E, X1 X2)
d 7 1

d X 1 ,x3) =X, x5 x2) _

dt n
0 0 0 0

‘. > + b - > b
ii) — (ay +2 g cos ( 2¢ ))Xl(«f X1 t1 X;) x1(€,x1,x2)

Sto Sto

F™ (0 +n) =F7(x1) x1(&, x5 +n ,xg)—xl(f,xf),xf)
0 0
X1, xt +1 ,x3) —x1(E, x5 x3) n

Die zweite Spalte der Jakobimatrix gewinnt man auf dhnliche Weise wie die erste, wobei jetzt
die Ableitung nach x, erfolgt:

41



ii.aXl X,
s ox, X,

d dx, | ox, F™ (x,) ax, )
———% = — (a, +2q,cos(2 - , mit
d§ ax, (4 424, cos(2¢ ) ) X, x, X,
aFSta“r(Xl) _ aFStdr(Xl) aXl
X, I, Ox,
d
Jetzt gilt zur Zeit £ =0 : ax}, =0 und Xf, =1,
aXz X,

Stor

Auch in dieses System muf3 die parallel berechnete Ortskurve in die Kraft ¥
werden.,

(x,) eingesetzt

Fir die gesamte Umgebung eines Schnittpunktes zur Zeit £=0 gibt es 4 Bewegungsgleichun-
gen, von denen je zwei gekoppelt sind. Der Zustand der Umgebung des Punktes nach der Inte-
gration zur Zeit £=x entspricht dem Poincaré-Bild des Zustandes seiner Umgebung zur Zeit
£=0. Da der Schnittpunkt auf der Poincaré-Fliche beliebig gewihlt werden kann, wird durch
die Integration der Bewegungsgleichungen die gesamte Poincaré-Fliche durch die Poincaré-
Abbildung auf sich selbst abgebildet.

Das Programm, das die Poincaré-Abbildung berechnet, ist in Anhang A abgedruckt. Es wurde

im Zusammenhang mit dem Programm Mathematica 2.2 geschrieben. Zur Benennung im Text
bekommt es den Namen ,,Zweidim®.

4.3.2.3 Eigenwerte der Jakobi-Matrix als Stabilititskriterium

Von groBBer Bedeutung ist das Verhalten einer Bahnkurve, die die Poincaré-Fliche in der Nihe
eines Fixpunktes schneidet. Falls ihre Schnittpunkte fiir alle Zeiten in der Nihe des Fixpunktes
bleiben, ist er stabil. Wenn sie nicht fiir alle Zeiten in seiner Umgebung bleiben, ist er instabil.
Mit Hilfe der Eigenwerte der am Fixpunkt berechneten Jakobi-Matrix kann die Stabilitat des
Fixpunktes untersucht werden. Die Stabilititeigenschaft eines Fixpunktes hat eine nicht nur auf
seine Umgebung beschrinkte Bedeutung. Sie hat eine entscheidende Bedeutung fiir den
makroskopischen Verlauf von Bahnkurven. Deshalb wird im folgenden der Zusammenhang
zwischen den Eigenwerten der Jakobimatrix und der Stabilitéit eines Fixpunktes erlautert.

Die Poincaré-Abbildung Hamiltonscher Systeme ist flichentreu (Satz von Liouville,[ Argy94]).
Aus ihm folgt:

detD =1

Die Eigenwertgleichung der Jakobi-Matrix hat reelle Koeffizienten, so daf ihre Eigenwerte
entweder komplex konjugiert oder reell sind.
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Die zwei Eigenwerte der zweidimensionalen Poincaré-Abbildung bekommen die Bezeichnung
Ayund A,

Es gilt: A A, =1 [Arn91]

Fir die zweidimensionale Poincaré-Abbildung kommen nur zwei Kombinationen der Eigen-
werte in Betracht:

1. Fall: Es gibt zwei konjugiert komplexe Eigenwerte, deren Betrag dann gleich eins sein muf:
IXfee n] =
2. Fall: Es gibt zwei reelle Eigenwerte:

A und% , N A oder A =\, =1

Durch den Schnitt der Integralfliche einer Bahnkurve mit der Poincaré-Flache entsteht im
ersten Fall eine Ellipse, im zweiten Fall sind es Hyperbeln. Im Mittelpunkt der Ellipse befindet
sich ein sogenannter elliptischer Fixpunkt. Die Bahnkurven in seiner Umgebung sind begrenzt
(Bild 44 und 45).

Im(A) o

/ -

1. Fall
Bild 44 und 45. Komplex konjugierte Eigenwerte entsprechen ellipsenformigen
Schnittkurven.

Treten reelle Eigenwerte in der Jakobi-Matrix auf, liegen die Schnittpunkte auf Hyperbelésten.
Es gibt einen hyperbolischen Fixpunkt. Er ist instabil, weil sich die Bahnkurven in seiner
Umgebung von ihm entfernen (Bild 46 und 47).
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Im (\) ,F

1
EY A

1
K Re( ) x*

2. Fall
Bild 46 und 47: Reelle Eigenwerte entsprechen hyperbolischen Schnitthkurven.

Beim Ubergang eines Fixpunktes von stabil zu instabil durch Variation eines Systemparameters
wandern die komplex konjugierten Eigenwerte in der komplexen Zahlenebene entlang des
Einheitskreises zum doppelten Eigenwert A\, =\, =+1 oder zum doppelten Eigenwert

A =N, =—1. AnschlieBend wandert ein Eigenwert entlang der reellen Achse innerhalb des

Einheitskreises zum Ursprung hin, wihrend der andere sich auflerhalb des Einheitskreises ent-
lang der reellen Achse vom Ursprung entfernt.

Im Programm ,Zweidim“ werden die Eigenwerte im Anschluf an die Berechnung der
Poincaré-Abbildung bestimmt.

4.3.2 4 Chaotische Systeme

Fir ein integrables Hamiltonsches System mit n Freiheitsgraden kann man ein System von n
Flachen (Tori) angeben, auf denen die Bahnkurven verlaufen (Satz von Liouville). Eine Frage
aus der Theorie der nichtlinearen Dynamik ist die Entwicklung dieser Flichen, wenn eine kleine
Storung aufiritt. Es zeigt sich, da3 die Flichen unter bestimmten Bedingungen aufhoéren zu
existieren. Dies ist im Poincaré-Schnitt in zwei Dimensionen in einer stochastischen Verteilung
der Schnittpunkte sichtbar. Man spricht vom Zerfall des Torus. Die KAM-Theorie
(KAM=Kolmogorov, Arnol'd, Moser) gibt eine Reihe von Bedingungen an, unter denen die
Flichen auch unter dem Einflu} einer Stérung erhalten bleiben {Lich92].

Diejenigen Tori zerfallen am ehesten, deren zugehérige Bahnkurve eine Frequenz besitzt, die in
einem rationalen Frequenzverhiltnis zur antreibenden Kraft steht. Beim Zerfall von Tori, die
von mT-periodischen Bahnkurven geformt werden, bleiben nach dem Zerfall 2m
subharmonische Losungen der Periode m iibrig. Sie erzeugen auf der Poincaré-Fliche m
elliptische und m hyperbolische Fixpunkte. Die hyperbolischen Fixpunkte sind von chaotischen
Bahnkurven umgeben. In der Umgebung der elliptischen Fixpunkte gibt es stabile Bahnkurven,
die auf geschlossenen Tori verlaufen.

Ein Programm, das die Verteilung der Schnittpunkte auf einer Poincaré-Schnittfliche be-
stimmt, ist in Anhang B abgedruckt und wird mit ,Map“ bezeichnet. Die Orte und Geschwin-
digkeiten wurden schrittweise mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens von £ = 0 bis £=800 «
mit einer Schrittweite von Af==%/50 berechnet. Es wurden stets Orte und Geschwindigkeiten
zur Zeit des Wechselspannungsmaximums £=m = (m=0,1,...800) herausgegriffen. Die 801
Schnittpunkte wurden in ein x, —x,-Diagramm eingetragen. Diese Methode wurde fiir
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mehrere Anfangsbedingungen, die zu verschiedenen Bahnkurven gehéren, durchgefiihrt. Die
verschiedenen Diagramme wurden dann zu einem einzigen zusammengefaBit.

4.3.3 Poincaré-Abbildung im ungestirten System

4.3.3.1 Stabile Losungen

Um die Programme ,,Zweidim“ und , Map“ zu testen, wurden sie zunichst auf das ungestorte
zweidimensionale System (ungestérte Mathieusche Differentialgleichungen Kap. 4.1)

X1 =X, X, =X
dx, _

de —Xz(f)
dx,

g = — (q +2¢, cos ( 2§ )) x,(&)

angewandt.

Wenn eine gewihlte Kombination der Parameter a, und g, einen Arbeitspunkt markiert, der
innerhalb der Stabilititsgrenzen auf der Stabilitétskarte liegt, ist zu erwarten, daB} in der Umge-
bung der (trivialen) Fixpunktlgsung (x, =x, =0) alle DurchstoBpunkte der Bahnkurven
durch die Poincaré-Fliche auf Ellipsen liegen. Der Ursprung ist dann ein elliptischer Fixpunkt.

Ein Poincaré-Schnitt (Bild 48) wurde mit ,, Map“ fiir a = 0,015 und q = 0,29 erstellt.

V[Cmmis]
ootsf Tt
001 |
0.605
3 \
i i
i . i BN . L qmm)
&) -0.05 L/ 0.05 [14]
A /
Y 0.005 - !
201 |
_____ 0015 A

Bild 48:  Poincaré-Bild einer stabilen Losung am Standardarbeitspunkt (a = 0,015 und
q=0,29) Die Schnittpunkte einer Bahnkurve liegen auf einer ellipsenformigen
Kurve. Nach jedem Umlauf wird von einer Bahnkurve ein neuer Schnittpunkt er-
zeugt. Die Bahnkurven gehoren zu Losungen mit irrationalem 3 (Kap. 4.1), weil
die Kurve in unendlicher Zeit beliebig dicht mit Schnittpunkten gefiillt wird. Zu
beachten ist, daf die in der zylindersymmetrischen Darstellung (Bild 42) nicht mit
der Geschwindigkeitsachse der Poincare -Bilder identisch ist.
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Wihlt man den Arbeitspunkt {a= -0,09231, g=0,5} (5=1/2), sind alle Losungen periodisch,
weil B ,=2No/Ni (NiTmiwo= NoTwmakeo) ist. Die gerechnete Bahnkurve (Bild 49) ist 47-

periodisch (4*N). Es sind 4 Fixpunkte zu sehen, weil die Schnitte stets im Abstand Af=n
(nach einer Mikroperiode) angebracht werden.

v [C mm/s}

1

04 |-

02t

&— . —— +——@~ x[mm]
02 |

04

-0.6 ’

Bild 49:  Poincaré-Schnitt einer 4w- periodischen Losung. Die Schnittpunkte sind fett
gezeichnet, um sie von den Koordinatenachsen abzuheben.

4.3.3.2 Instabile Losungen

Auflerhalb des Stabilititsbereiches sind alle Losungen instabil. Die triviale Losung
{X 1, Xx,} ={0,0} ist dann ein hyperbolischer Fixpunkt. Die Schnittpunkte um den Ursprung

herum miissen auf Hyperbelésten liegen.
Es wurde der instabile Arbeitspunkt a=0,7 und q=0,29 gewéhlt (Bild 50).

v [C mm/c]
2,107 |
1107 |

y 1107 2,107

210" =110 \ x [mm]
A\

1107 |
—2.107° }

Bild 50:  Poincaré-Bild einer instabilen Losung. Die Schnittpunkte liegen auf Hyperbel-
dsten.
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4.3.3.3 Die Eigenwerte der Jakobi-Matrix im ungestorten Fall

Die Eigenwerte der Jakobi-Matrix der Poincaré-Abbildung in der Nihe des trivialen Fixpunktes
miissen im Fall stabiler Losungen komplex konjugiert sein. Fiir die Wahl eines instabilen Ar-
beitspunktes miissen ‘sie reell sein. Der Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu
reell kann jedoch auf zwei verschiedene Weisen geschehen (Kap. 4.3.2.3). Der Realteil beider
komplex konjugierten Eigenwerte ist entweder positiv oder negativ. Im ersten Fall gilt fir den
Realteil beim Ubergang vom stabilen in den instabilen Bereich der Stabilitatskarte:

Re()\ 1>2) =] und M()\ 1,2) =0.

Ist der Realteil der komplex konjugierten Eigenwerte negativ, gilt fiir beide Realteile beim
Ubergang von einem stabilen in einen instabilen Bereich:

Re(A ;,)=—1  und Im(\ ,,)=0.

In Tab. 1 wird das Uberschreiten der Stabilititsgrenze § =0 anhand der mit ,,Zweidim* be-
rechneten Eigenwerte in Abhéngigkeit der Parameter a und q des Stabilititsdiagramms auf-
gezeigt. q wurde fest gewéhlt (q=0,29) und a variiert.

Tab. 1: Der Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Stabilitétsgrenze
8=0. Auf der Grenze ist X\ |, =1

Stabilitit stabil stabil stabil instabil instabil
q=0,2%2; a |-0,04 -0,041 -0,0415 0,042 -0,0425
M 0,991 + 0,130*% 0,996 +0,082* 10,999 +0,041% |1,059 1,096
Ny 0,991 -0,130% | 0,996 - 0,082%i |0,999 -0,041%i | 0,943 0,911

Der Arbeitspunkt (q = 0,29 und a = 0,042) fiir den die Eigenwerte reell werden, liegt sehr dicht
an der Stabilititsgrenze 3 = 0.

Die Stabilititsgrenze 3 = 1 wird nach den Angaben der Stabilititskarte in der Nihe des Ar-
beitspunktes q=0,29 und a=0,7 tiberschritten. Die mit , Zweidim* berechneten Eigenwerte wer-
den zwischen a=0,699 und a=0,7 reell (Tab. 2).

Tab. 2: Der Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Stabilititsgrenze
B=1. Auf der Grenze ist X |, =—1.

Stabilitit stabil stabil stabil instabil instabil
q=0,29; a 0,696 0,698 0,699 0,7 0,701
M 0,996 + 0,080 |-0,998 +0,055%i |-0,999 +0,037*i |-1,015 -1,044
A -0,996 - 0,080% | -0,998 - 0,055% |-0,999 - 0,037*i |-0,985 0,957

Der Zusammenhang zwischen einem Eigenwert der Poincaré-Abbildung und 8 ist aus der
Floquet-Theorie bekannt [Argy94]. Es ist : \ = e* T it T=At=mnund p=if.
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Durch Einsetzen von 8= 0 und 8 =1 in diese Formel ergeben sich iibereinstimmend die mit
»Zweidim® bestimmten Eigenwerte an den jeweiligen Stabilitéitsgrenzen:

B=0: A=1

B=1: A= -1

4.3.4 Poincaré-Abbildung mit abstofiender Storung

Die nachfolgenden Bilder sind Poincaré-Schnitte durch Bahnkurven des gestorten Systems:

—ddx?z_: o (al +2¢g,cos(2¢ ) ) X:i(§) -« Fy, . (Gl 43.41)

wobei der Systemparameter « eingefithrt wird, mit dem die Stirke der nach auBen wirkenden
Kraft variiert wird. Die Parameter a und q bleiben stets fest (a = 0,015 und q = 0,29). Es wird

die topologische Veranderung der Losungen im Phasenraum in Abhangigkeit von x anhand
der Poincaré-Schnitte untersucht.

v [C mm/s]
Tomp T

e 0.005 |

Y

4

-+ : (+ - a
-0\ -0.05 - 0.05 9.1

N

-0.005 f S

......
.....
~.

S (7)) S

Bild51: k= 1/7; Die Anfangsbedingungen beider Bahnkurven sind die gleichen wie in
Bild 48 (x(0)=0,1 mm wund x(0)=0,01 mm). Die Bahnkurven tendieren hier zu
etwas kleineren Geschwindigkeiten, weil das Ion in der Umgebung des
Ursprungs stirker abgebremst wird.
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Bild 52:

v {C mm/s]
0.01 {

C e 0005 |

B

-----
=~
~a.

. " N "
-0, -0.075 -0.05 -0.025 R 0.025
-0.0025 |

"
e
——

08875 pm e e

. . ﬁ
0.05 0.075 ofl

k= 1/5 ; Die Bahnkurven weisen im Vergleich zum vorigen Bild noch kleinere

Geschwindigkeiten auf.

Wird die AbstoBung grofier, werden die Ionen in der Umgebung des Ursprungs stéirker abge-

bremst. Bei einer bestimmten Stirke der AbstoBung gelangen einige nicht mehr iiber den Po-
tentialwall (Bild 53)

Bild 53:

viC mm/s]

0.004

IR

el
e
pat *

e L

BRI 0004 |

r,

x[mm]

e mes e ngede s oo premet P
e g

r .

k= 1/4; Der bei k=1/5 im Ursprung vorhandene elliptische Fixpunkt ist hyper-
bolisch geworden. Es entstehen zusdtzlich zwei neue elliptische Fixpunkte auf
der rechten und linken Seite. IThre Trajektorien haben die Periode Af=.

Die Struktur der Losungen des Phasenraum verdndert sich plotzlich. Die Schnittpunkte einer
Bahnkurve in der Nahe des Ursprungs bleiben nicht mehr nur in der Umgebung des Ursprungs,
sondern liegen auch weit von ihm entfernt. Der Fixpunkt im Ursprung ist nicht mehr elliptisch,
sondern hyperbolisch. Die makroskopische Entwicklung der Bahnkurve verdndert sich dras-
tisch. Dieser Ubergang wird an spiterer Stelle noch genauer untersucht.
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Die Zunahme der AbstoBung bewirkt, daB sich die Bahnkurven vom Ursprung aus noch weiter
entfernen (Bild 54).

Bild 54
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k= 1/3; Die zwei elliptischen Fixpunkte wandern nach aufen. Die Umkehrpunkte
der Makrobewegung liegen weiter vom Ursprung entfernt im Vergleich zu Bild 53.

Bei einer weiteren Verstirkung der Stérung ist eine stochastische Verteilung der Schnittpunkte
um den Ursprung zu sehen (Bild 55).

Bild 55
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k= 1/2; Die Schnitipunkte von Bahnkurven, die in der Nihe des Ursprungs vor-
beilaufen, verteilen sich nicht mehr auf geschlossenen Kurven. Sie verteilen sich
stochastisch um den Ursprung herum. Dies ist ein deutliches Merkmal von chao-

tischem Verhalten dieser Bahnkurven.
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Durch eine weitere Verstarkung der Storung erscheinen Inselketten. Ein weiteres Merkmal
deterministisch-chaotischer Eigenschafien des Systems (Bild 56 bis 60).

Bild 56:

Bild 57

v [C mmy/s]

.......

;;;;;

w‘-"“‘#‘.h‘-‘.“‘\“-—»\
‘

- '—-"b

o*® AR

il

. g g AN

’

or="
aoe YR, N

RS X vl K
ol
- -
(. Semennome=” 2o
3 =L o

k= 1; Die chaotische Region wird grdper. Der elliptische Fixpunkt wandert weiter
nach auflen. Eine zehnfach-periodische Inselkette ist zu erkennen. Im Zentrum ei-
ner Insel ist jeweils ein elliptischer Fixpunkt. Diese Fixpunktlosung hat die Peri-
odizitit AE=10 w. Weit aufen sind Schnittkurven von Tori nichtperiodischer Lo-
sungen zu sehen. Sie werden im Lauf der Zeit beliebig dicht mit Schnittpunkien

gefillt.
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k= 1,5; Ausweitung des Chaos. Es sind weitere Inselketten mit voneinander ver-

dener Periodizitdt entstanden.
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Bild 58: k= 2; Sehr deutlich sind hyperbolische Fixpunkte zwischen den zehn Inseln zu

sehen. In der Umgebung des elliptischen Fixpunktes ist eine Inselkette mit fiinf
Fixpunkten entstanden.
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Bild 59:

k= 3; Die zehnfach periodische Inselkette versinkt im Chaos. Zwischen den fiinf
Inseln bewirken hyperbolische Fixpunkte das chaotische Verhalten von Bahnkur-
kurven. Tori regulirer Bahnkurven umschlieflen ganz aufen den Bereich des
Phasenraums, in dem die Entwicklung der Losungen stochastisch ist.
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Bild 60: k= 4; Auch die Inselkette mit den fiinf Fixpunkten zerfcillt nach und nach unter
der Zunahme der Storung.

Nach dem Fixpunktwechsel zwischen Bild 52 und 53 findet ein kontinuierlicher Zerfall von
Tori unter der Zunahme der Storung statt. Die zunehmend stochastische Entwicklung der
Losungen des Phasenraums nach dem Ubergang sind ein eindeutiges Indiz fir den
deterministisch-chaotischen Charakter des Systems. Vor dem Ubergang scheinen alle
Bahnkurven auch unter dem EinfluB} der Stérung regulér zu sein.

4.3.4.1 Verlust der Strukturstabilitit des Systems

Zwischen x=1/5 (Bild 52) und x=1/4 (Bild 53) gibt es einen qualitativen ,,Sprung® der
Topologie der Losungen. Um die Stirke der Stérung zu bestimmen, ab der die Losungen in
der Umgebung des Ursprungs einen vollig anderen Verlauf nehmen, wurden Poincaré-Schnitte
einer  einzigen Bahnkurve die zur  Anfangsbedingung (x; =x =0,5 mm,
X =X =0 mm/ s) gehort, in Abhingigkeit von k untersucht (Bild 61).

Wenn die nach auflen gerichtete Kraft die Starke « F*™ =1/4,125 F™ hat, bleiben samtli-
che Schnittpunkte der mit der Anfangsbedingung x, =x =0,5mm, x, =% =0 mm/s ver-
kniipften Bahn im positiven Halbraum. Physikalisch reicht die Energie, die das Teilchen bei
dieser Anfangsbedingung aus dem antreibenden Wechselfeld bekommt, nicht mehr aus, um
iber den Potentialberg zu kommen, der durch K sukzessive vergrofert wurde. Diese Eigen-
schaft ist bereits aus den Bildern der Bahn des Ions im Ortsraum (Kap. 4.3.1) bekannt. Aus der
so sehr genau bestimmten Grenze der Kraft (k=1/4,125) kann sofort die Zahl der Ionen des
Ensembles bestimmt werden, die notig ist, um dieses Verhalten zu bewirken. Es gilt
NCreme — 5%10°% so daB die Bahn bei einer Ionenzahl, die groBer als N =121 *10°
ist, im positiven Halbraum bleibt.
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Bild 61:  Die Topologie der Losungen cindert sich sehr schnell bei k=1/4,125. Die
abgeschnittenen Kurven schliefien sich weiter aufen.

Der Wechsel des Fixpunktcharakters im Ursprung muf3 mit einem Ubergang der Eigenwerte
von komplex-konjugiert zu reell einhergehen.

In Tab. 3 sind die Eigenwerte der Poincaré-Abbildung in der Nihe des Ursprunges in
Abhingigkeit von K aufgefiihrt.

Tab.3: Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Grenze 8,=0 durch
die Storung fiir den Standardarbeitspunkt (¢,,,, = 0,29 und a,,,, =0,015).

Stabilitit¢ stabil stabil stabil instabil instabil
K 1 1 1 1 e
418 4,16 414 4,125 410
A1 0,996 + 0,086*i 10,997 + 0,068*% {0,999 +0,439% (1,030 1,063
A2 0,996 - 0,086% (0,997 - 0,068% [ 0,999 - 0,439% {0,970 0,940

Die komplex konjugierten Eigenwerte werden zwischenk =1/4,14 und x =1/4,125 reell.
Fir xk =1/4,125 hat a,, in der Nihe des Ursprungs (x, =x =10"*mm, x, =% =0 mm/s)
den Wert: a,, =—0,0567. Dieser Wert fiihrt zu einem effektiven Arbeitspunkt { a.y,q} mit:

Ay= Aoy @, (@, =-0,0417, 5, = 0,29 und a,,,,,, =0,015),

der lokal (in der Nihe des Ursprungs) zum Uberschreiten der Stabilititsgrenze fiihrt (siehe
Tab. 1).

Man kann sagen, daB der Arbeitspunkt fiir Losungen in der Umgebung des Ursprungs durch
den zusitzlichen Beitrag a,, in die Instabilitdt verschoben wird. Eine Ionenzahl von

N g;i,',,'ze =1,21*10 reicht aus, um die Instabilitit von Trajektorien zu bewirken.
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Durch den raschen Wechsel des Fixpunktcharakters mit der VergréBerung der Ionenzahl, ver-
dndern Bahnkurven in der Umgebung des Ursprungs ihr prinzipielles Verhalten. Das gestorte
System ist vor dem Fixpunktwechsel strukturstabil. Diese Stabilitdt verliert es mit der lokalen
Verschiebung des Arbeitspunktes in die Instabilitit.

Der Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Stabilititsgrenze 8 , = 0
fur die x-Richtung wurde fiir einen anderen Arbeitspunkt a,,, = -1,3 und q,,.,= 1,838, der
sehr dicht an der Stabilitdtsgrenze B,=0 liegt, durch eine sehr geringe lonenzahl (k klein)
bewirkt. Der kleine, aus der Storung berechnete Beitrag 4, , reicht aus, um den Wechsel des
zuerst elliptischen Fixpunktes im Ursprung zu hyperbolisch zu bewirken (Tab. 4). Die

Ionenzahl, die den Fixpunktwechsel auslost, betragt hier N 37/ =4 065 * 104,

Tab. 4: Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Grenze 3,=0 durch
eine schwache Storung fiir einen Arbeitspunkt kurz vor der Stabilitdtsgrenze (a,,,, = -1,3 und

Qarveir= 1,838).

Stabilitiit stabil stabil stabil instabil instabil
K 1 1 1 1 1

13 12,5 12,4 12,3 12,2
A 0,986 + 0,166* {0,997 + 0,076%* {0,999 +0,035% {1,060 1,094
A2 0,986 - 0,166*i 10,997 - 0,076%i 0,999 - 0,035% 10,943 0,913
a, 0,01798 0,0187 0,01885 0,01901 0,01916
aeﬂ -1,28202 -1,2813 -1,2812 -1,28099 -1,2808

Mit dem zusitzlichen linearen Storanteil von a,, = 0,019, der bei k =1/12,4 beriicksichtigt
werden muB, hat ist a,, = -1,281. Der Arbeitspunkt {a.5;q} liegt wieder im instabilen Bereich

jenseits der Grenze (3x = 0.

4.3.5 Linearisierung der Stérung im Ursprung
Der Storterm wurde in der Néhe des Nullpunktes in eine Taylor-Reihe entwickelt. Dort hat die
storende Kraft einen annshernd linearen Verlauf (Bild 40). Er kann hier durch sein erstes
Taylor-Glied in guter Niherung ersetzt werden:

Fgsp =F5,(0) x

Dazu muB die erste Ableitung von Fj,,, berechnet werden. Sie hat die Form:

Fé-: Zalup+ 3a p _3ap\/;xErf[\}yx2]
o e"xzx e“”‘2 x> 24p x>

Es gilt dann in der Umgebung des Ursprungs in guter Niherung;
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Fyr =—023357 x (0=0,5 mm ; N = 5%10°)

Die Parameter g, und ¢, in Gl. 4.3.4.1 markieren im Stabilititsdiagramm den Arbeitspunkt
(A rpeir =As> Gurper =9, fur die x-Richtung. Durch die Linearisierung in der Umgebung des
Ursprungs kann Fy,, als zusitzlicher Beitrag zum linearen Teil a, x, der Differentialgleichung
aufgefaBt werden. Er wird deshalb mit a,= xF}, = -0,2335 « berechnet, so daf} die

Gleichungen, die das System in guter Niherung in der Umgebung des Ursprungs beschreiben,
folgendes Aussehen bekommen:

dx
—El = = | (@4ppeir * 02335) +2 q 440y cO8 (2£ ) x1(£)

alin

Die Losungen dieses Systems in der Umgebung des Ursprungs sind Losungen einer
ungestorten Mathieuschen Differentialgleichung. Befindet sich der Arbeitspunkt {a.;q}
innerhalb eines Stabilittitsbereiches, dann sind die Loésungen in der Umgebung des Ursprungs
stabil. Befindet sich der Arbeitspunkt hingegen lokal in einem instabilen Bereich, sind die
Losungen lokal instabil (Kap. 4.3.3). Wichtig ist die Feststellung, daf3 die lokale Stabilitdt des
Fixpunktes im Ursprung die makroskopische Entwicklung von Losungen in entscheidender
Weise prigt (Bild 61).

4.3.6 Chaotische Eigenschaften im Fall eines starken anziehenden Storpotentials

Die folgenden Betrachtungen sind unrealistisch und dienen einem grundsitzlichen Verstindnis
der topologischen Eigenschaften der Mathieuschen Differentialgleichung mit Stérung. Um
prinzipielle Eigenschaften zu finden, wurde das Vorzeichen der Stérung umgedreht. a,, wird
dann positiv und verschiebt den Arbeitspunkt lokal in Richtung der Stabilitatsgrenze 8, = 1.
Denn falls die Topologie der Losungen durch eine abweisende Storung mit dem Uberschreiten
der Stabilititsgrenze fx = O eine rasche Anderung erfihrt, sollte dies auch fiir das
Uberschreiten einer anderen Grenze, insbesondere der Stabilititsgrenze Bx = 1 durch eine
anziehende Storung geschehen.

Es wurden wieder Poincaré-Schnitte des gestorten Systems (Gl.4.3.4.1) mit negativ gewéhltem
K erstellt,

Als Ausgangspunkt wurde der Standardarbeitspunkt (g,,., =0,29 und a,,, = 0,015) gewihlt.
Bild 62 ist ein Poincaré-Schnitt fiir eine starke anziehende Storung (¢ =—2.,9).
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Bild 62: k= -2,9 (lokal stabil) ; Gesamtbild und Ausschnitt der Umgebung des Ur-
sprungs. In der Umgebung gibt es ausschlieflich stabile Losungen.

Die Steigung der Kraft fihrt zu a,, = 0,678 (siche Tab. 1), so daB zusammen mit

@45, =0,015 der effektive Arbeitspunkt die Werte {a,, = 0,693, q=0,29} hat. Dieser Punkt

liegt auf der stabilen Seite an der Grenze 8 =1 der Stabilititskarte.

Die Kurven in Bild 62 um den Ursprung herum sind nahezu ellipsenformig, genauso wie es bei

schwacher Storung der Fall ist. Weiter auBen befinden sich chaotische Bahnkurven. Sie sind

bereits durch die anziehende Stérung entstanden, obwohl der Fixpunkt im Ursprung nicht
. instabil ist. Fiir eine etwas stirkere Anziehung wird der Fixpunkt instabil (Bild 63).
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Bild 63 k= -3 (lokal instabil); Im Gegensaiz zu Bild 62 gibt es in der Umgebung des Ur-
sprungs instabile Losungen. Die Bahnkurven weit aufen verhalten sich dhnlich wie
in Bild 62.

Fir ¥k =-3 ergibt sich aus dem linearen Term der Taylorreihe des Stérterms a,, = 0,7013,
was zu a,, = 0,7163 fihrt. @,, wird in der untersten Zeile der Tabelle 5 angegeben. Die

Grenze wird bereits zwischen « = -2,925 und ¥k = -2,93 iberschritten. Die lokale
Eigenschaft der quasi ungestdrten Mathieuschen Differentialgleichung scheint die Struktur der
Losungen in der Umgebung des Ursprungs festzulegen. Die Lage des effektiven
Arbeitspunktes {a.5q} legt fest, ob der Fixpunkt im Ursprung elliptisch oder hyperbolisch ist.
Im stabilen Bereich ist der Fixpunkt stets elliptisch, im instabilen Bereich dagegen
hyperbolisch.
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Tab. 5: Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Grenze B,=1.

Stabilitit stabil stabil stabil instabil instabil
K -2,9 -2,.92 2,925 -2,93 -2,94
A -0,994 + 0,106%i | -0,998 + 0,058%; | -0,999 + 0,038% {-1,022 -1,068
A -0,994 - 0,106%i |-0,998 - 0,058*% |-0,999 -0,038% |-0,978 -0,936
a,, 0,678 0,682 0,683 0,685 0,687
a, " 0,693 0,697 0,698 0,7 0,702

Ein Poincaré-Schnitt fir k =—4 und { a,,,, = 0,015; q,,,, = 0,29} zeigt die weitere Entwick-
lung der Bahnkurven bei zunehmend anziehender Stérung (Bild 64).

O aa 3+ x {mm]

Bild 64: k= -4 (lokal instabil); Die fett gedruckten Schnittpunkte werden von einer ein-
zigen Bahnkurve erzeugt. Bemerkenswert ist, daf im Gegensatz zum Ubergang an
der Grenze [3,=0, wo zwei elliptische Fixpunkte der Periode = entstehen, nun
zwei elliptische Fixpunkte der Periode 2w zu sehen sind. Die zwei elliptischen

Fixpunktlosungen winden sich hier zweimal um die Zylinderachse, wahrend sie
sich nach dem Ubergang an der Grenze 3, =0 nur einmal um die Achse windel.

Man kann das Storpotential so weit vergroBern, bis a,, in den ndchsten Stabilitdtsbereich

oberhalb der Grenze 8,=2 (Bild 24, S. 21) eintritt. Dann ist zu erwarten, dal der hyperbolische
Fixpunkt im Ursprung wieder elliptisch wird. In seiner Umgebung miissen die Bahnkurven
stabil sein.

Zwischen k = -54 und k = -545 findet der Ubergang an der Grenze (3,=2 statt. In den

Poincaré-Schnitten fir k = -5.4 (Bild 65) und k = -5,5 (Bild 66) ist dieser Ubergang deutlich
zu sehen:
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Bild 65: k= -5,4 (lokal instabil); Die Bahnkurve in der Umgebung des Ursprungs weist
einen instabilen Veerlauf auf. Es sieht so aus, als wiirden alle Schnittpunkte auf
Hyperbeln liegen, so wie es im ungestort instabilen Beispiel (Bild 50, S. 46) der
Fall ist.

Die Schnittpunkte der instabilen Bahnkurve (Bild 65) in der Umgebung des Ursprungs
scheinen auf hyperbeldhnlichen Kurven zu liegen. Dies wiirde bedeuten, daf3 die Bahnkurve auf
einer Integralfliche verldufi, die noch nicht zerfallen ist (Kap. 4.3.2.4, S. 44). Moglicherweise
gibt es auch im instabilen Bereich eine Koexistenz von noch nicht zerfallenen Integralflichen
und bereits zerstorten. Diese Koexistenz ist im Allgemeinen sehr schwer zu sehen, weil beide
Strukturen im chaotischen Bereich vollig durchmischt sind.

Wird die Anziehung noch ein biBchen vergréfBert, sind die Losungen in der Umgebung des
Ursprungs wie erwartet wieder lokal begrenzt (Bild 66).
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Bild 66: k= -5,5(lokal stabil); Die Bahnkurven in der Umgebung des Ursprungs sind
wieder begrenzt.

Der chaotische Bereiche des Phasenraums, der den stabilen Bereich in der Umgebung des

elliptischen Fixpunktes umschlieBt, ist seinerseits wieder von reguliren Bahnkurven umgeben.

Die grobe Struktur der Lésungen verdndert sich weiter auBen nicht mehr drastisch.

Die Eigenwerte der Jakobi-Matrix (Tab. 6) werden nach dem lokalen Ubergang an der Grenze
2 komplex konjugiert. Es liegt im Ursprung wieder ein elliptischer Fixpunkt vor.

Tab. 6: Der Ubergang der Eigenwerte von reell zu komplex konjugiert an der Stabilititsgrenze

B=2.
Stabilitiit instabil instabil stabil stabil stabil
K -5,3 -5,4 -5,45 -5,5 -6
N -1,188 -1,042 -0,993 + 0,113% |-0,985 +0,167* {-0,900 +0,435%;
A -0,841 0,959 -0,993 - 0,113*% [-0,985-0,167% |-0,900-0435%;
a,, 1,239 1,262 1,274 1,286 1,403
aeﬁr 1,254 1,277 1,289 1,301 1,418
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Um zu sehen, ob an der Grenze §,=3 wieder ein hyperbolischer Fixpunkt entsteht, wurde die
Anzihung noch einmal verstirkt. Die berechneten Eigenwerte (Tab. 7) prognostizieren den
Wechsel des Fixpunktcharakters von elliptisch zu hyperbolisch zwischen k¥ = - 17,0 und
k=-17,02 (a,, = 3,992).

Tab. 7: Der Ubergang der Eigenwerte von komplex konjugiert zu reell an der Stabilititsgrenze

B=3.
Stabilitiit stabil stabil stabil instabil instabil
K -16,95 -17 -17,01 -17,02 -17,05
Al 0,999 +0,0224*; | 0,999 + 0,0086% | 0,999+ 0,0031%; }1,0069 1,0136
A 0,999 - 0,0224*% 10,999 - 0,0086*i {0,999-0,0031% ]0,9930 0,9865
in 3,963 3,975 3,977 3,979 3,986
a, - 3,978 3,99 3,992 3,994 4,001

Bild 67 und Bild 68 sind Poincaré-Karten fiir K = - 17,0 und K = - 17,1
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Bild 67 : k= -17,0 (lokal stabil); Gesamtbild und Auschnitt der Umgebung des Ursprungs
fiir eine sehr starke Anziehung. Der Fixpunkt im Ursprung ist noch elliptisch.
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Bild 68: k= -17,1 (lokal instabil); Gesamtbild und Ausschnitt: Das systematische Ver-
halten der Bahnkurven in der Umgebung des Ursprungs an einer Stabilitdtsgrenze
setzt sich fort. Es ist sind wieder zwei elliptische Fixpunkte der Periode w entstan-
den. Die Bahnkurven entfernen sich wie erwartet vom Ursprung. Bemerkenswert
ist, dap die elliptischen Fixpunktlosungen hier die Geschwindigkeitsachse schnei-
den, wdhrend sie bisher stets die Ortsachse geschnitten haben.

Offenbar alterniert die Periodizitit der zwei in den instabilen Bereichen entstehenden
elliptischen Fixpunktlésungen zwischen 7 und 27 (Bild 69).
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5 | | Bild 69:Periodizitit der zwei elliptischen Fix-
B=4| periode punktlosungen, wenn der Arbeitspunkt {a.zq}
im instabilen Bereich liegt.
4 B=3
3
sz
2
a, Periode 27
1
0 B=1
Bx:
-1
2 \Periode w \
L1 N
-3
0 1 2 3 4 5 6
g

Die Existenz von zwei m-periodischen Losungen im instabilen Bereich unterhalb der Grenze
B.=0 mit Storung (Bild 53) entspricht der Tatsache, da3 es ohne Stérung auf der Grenze (,=0
eine einzige w-periodische Losung gibt (Kap.4.1, S.21).

Analog entspricht die Existenz einer 2#-periodischen Losung im ungestorten Fall auf der
Grenze (3, =1 der Existenz zweier zueinander gespiegelten Losungen der Periode 2 fiir einen
Arbeitspunkt { a.g, q} oberhalb der Grenze (3, =1 (Bild 64).

Die zwei Fiille sind analog zu bekannten Bifurkationen bei der Untersuchung von Abbildungen
[Argy94]. Der Ubergang an der Grenze @, =1 ahnelt einer Flip-Bifurkation und der an der
Grenze S, =0 einer Sattelknotenverzweigung. Die Analogie ist jedoch begrenzt, weil die beiden
genannten Bifurkationen mit einem isolierten Duchgang eines Eigenwertes A; oder A, der
Jakobi-Matrix durch 1 (8,(x =0, k )=0) oder -1 (B8,(x =0, ¢ )=1) verbunden sind. Bei uns
sind dagegen beide Eigenwerte entweder 1 oder -1 (Tab. 5, S. 59 und Tab. 3, S. 54) .

4.3.6.1 Einflu} der Wahl des Arbeitspunktes auf das Ausmal des Chaos

Es ist anzunehmen, daf3 die Entstehung der chaotischen Bahnkurven, die in Bild 62 (x=-2,9)
bereits vor dem Fixpunktwechsel an der Stabilitéitsgrenze Bs=1 zu sehen sind, mit der Wahl des
Arbeitspunktes (a,,,,= 0,015 q,,... = 0,29) zusammenhéngt. Deshalb wurde der Arbeitspunkt
kurz vor die Grenze B, = 1 verlagert (a,,,, = 0,69; q,,,,. = 0,29). Dadurch wird wie erwartet
ein qualitativer Sprung der Struktur der Losungen ausschlieBlich durch den Wechsel des

Fixpunktcharakters im Ursprung bewirkt (Bild 70 und 71).
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Schnitt durch ungestorte Losungen (x = 0). Der Arbeitspunkt befindet sich

Bild 70:
kurz vor der Stabilititsgrenze 3:=1 (a ,,, = 0,69 und q = 0,29).
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Bild 71:  Schnitt durch leicht gestorte Bahnkurven (K = 1/15) bei der Wahl des gleichen
Arbeitspunkt (a,,,, =0,69undq,,,, = 0,29) Losungen um den Ursprung

herum dndern unter dem Einfluf der sehr kleinen Storung ihre Struktur. Die
zwei elliptischen Fixpunktlosungen im Zentrum der Inseln auf der rechten und
linken Seite des Bildes haben wie erwartet die Periodizitdt AE=2.

Eine sehr kieine anziehende Storung (K = 1/15) bewirkt eine rasche Anderung im qualitativen
Verhalten der Losungen. Sie werden beim Ubergang in diesen instabilen Bereich auf #hnliche
Weise instabil, wie beim Ubergang an der Grenze (8,= 0. Ein Unterschied ist die Periodizitit
der entstehenden elliptischen Fixpunkte nach dem Ubergang. An der Grenze = 0 sind sie -

periodisch und an der Grenze (3,=1 wie erwartet 27- periodisch .
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4.3.6.2 EinfluB einer kleinen anziehenden Stérung auf die Lésungen

Es wurden weitere Untersuchungen angestellt, die feststellen sollten, bei welcher Stirke der
anziehenden Storung und auf welche Weise die ersten chaotischen Bahnkurven zwischen « =0
und « =-2,9 am Standardarbeitspunkt entstehen. Bild 72 ist eine Poincaré-Karte einer Bahn-
kurve unter dem Einfluf} einer kleinen Stérung anziehenden Storung (x =-0,6 ). Die Anfangs-
bedingung dieser Bahnkurve ist { x, =x=1,4mmund x, = X =0 mm/s}.

v[C mny/s]
P-4 0.3 F S
0.2 t
ot |
O : ©— ximm]
1 0.5 0.5 1
0.1 [
02 |
< 03 | &

Bild 72: k= -0,6; Die Fixpunktkette existiert bereits bei schwacher Storung.

Es gibt 67 periodische Losungen, die die Poincaré-Fliche in allen Fixpunkten im Zentrum der
Inseln schneiden. Die Fixpunkte liegen auf einer ellipsenformigen Kurve. Die Losungen schei-
nen die Reste eines zerfallenen Torus darzustellen, auf dem vor dem Zerfall 67-periodische
Losungen verliefen.

Um diesen urspriinglichen Torus zu finden, wurde der Betrag der Storung sukzessive verklei-
nert mit dem Ziel, die Fixpunktkette bis zu ihrer Entstehung zu verfolgen. Es wird jedoch zu-
nehmend schwieriger, die Inselkette zu finden, je kleiner die Storung ist.

Um ein , Herumstochern™ im Phasenraum zu vermeiden, wurde in das Programm ,,Zweidim®
ein Verfahren zur Fixpunktbestimmung nach der Methode von Newton-Kantorovitch [Kant82]
eingerichtet, mit dem die Lage eines Fixpunktes auf der Poincaré-Fliche iterativ bestimmt
werden kann, wenn die Periodizitit des Fixpunktes bekannt ist und der Startwert in der Néhe
dieses Fixpunktes liegt. Es ist moglich, mit diesem Verfahren sowoh! elliptische als auch hy-
perbolische Fixpunkte sehr genau auf der Schnittfliche zu bestimmen.

In Tab. 8 sind die Startwerte und die nach jedem Schritt iterierten Werte x, =x und x,= X
aufgefiihrt. Die Werte verbessern sich bereits nach zwei Iterationen nicht mehr wesentlich. Die
Periodizitat der Fixpunkte und der Startwert wurden den Poincaré-Bildern entnommen.
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Tab. 8 : Beispiele zur Fixpunktbestimmung nach der Methode von Newton-Kantorovitch.

K

0  (ohne Stérung)

Fixpunktcharakter

elliptisch

Startwerte {x[mm],v{C mm/s]}

1

0

1. Iteration {x[mm],v[C mm/s]}

-9,324 * 10 ~ -15

-2,937 * 10 A -16

2. Iteration {x[mm],v[C mm/s}}

8,782 *¥10 ~ -29

3,755 * 107-30

3, Iteration {xfmm],v{C mm/s]}

-8,867 * 10 743

-4,652 * 10 ~ 44

K

1 .
Z (kleine Stérung)

Fixpunktcharakter elliptisch

Periode mT w

Startwerte {x[mm],v{C mm/s]} 0,2 0

1. Iteration {x{mm],v{C mm/s]} 0, 1827 -1,035* 10~ -6
2. Iteration {x{[mm},v[C mm/s}} 0, 1803 -1,091 * 10~ -7
3. Iteration {x{mm],v]C mm/s]} 0, 1802 -1,590 * 10~ -9
K 3 (starke Stérung)

Fixpunkicharakter hyperbolisch

Periode mT 5«

Startwerte {x[mm],v[C mm/s]} 3,8 0

1. Iteration {x[mm],v[C mm/s]} 3,7004 -1,953 ¥ 10~ -3
2. Tteration {x[mm],v{C mm/s]} 3,6870 -8,594 * 10 ~ -5
3. Iteration {x[mm],v{C mm/s}} 3,6870 5,006 * 10 ~ -7

Die Grenze der Genauigkeit wird in den Berechnungen mit Stérung bei Fixpunkten im Ur-
sprung wegen der schnellen Konvergenz der Methode bereits nach zwei Iterationen erreicht.

Mit , Zweidim“ wurde der Fixpunkt auf der positiven x-Achse in Bild 72 (x =14 mm, X = 0
mm/s) sehr genau bestimmt. AnschlieBend wurde der Betrag der Stérung ausgehend von
k =—0,6 schrittweise reduziert. Nach jedem Schritt wurde der wandernde Fixpunkt erneut
genau bestimmt. Nach jedem wurde Schritt @, am Ort des Fixpunktes bestimmt.

Anschliefend wurde 8 ¥; mit a,, und gum.: mit Hilfe der Naherungsformel 4.1.1 (S. 20)

berechnet. 7, (x,x ) wurde dann iiber dem Ort des Fixpunktes aufgetragen. Der Verlauf ist
in Bild 73 kurz vor dem Verschwinden der Fixpunktkette dargestellt.

BI (x,x )

-0.220
T

-02130 -0.2144 -0.2166
T I T

0334 PN—2

0.332 F ¢
033 |
0.328

0.326
0324

0322 f
{

0. 025 0.075

0. 125 0.175
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X [mm]

Bild 73: B (x,x ) am Ort des
Fixpunktes. Der Fixpunkt wan-
dert zum Ursprung und
nihert  sich dem  Wert
B, (O,k Y=Pey =1/3. Fir .=
1/3  haben im ungestorten
Fall alle Losungen des Phasen-
raumes die Periodizitit At =67
(Kap. 4.1, S. 22).




Es scheinen dann Fixpunktketten zu entstehen, wenn die anziehende Storung eine Stirke be-
sitzt fur die 8%, rational ist. Daraus kann gefolgert werden, daf3 bereits bei einer sehr kleinen
anziehenden Stérung Fixpunktketten existieren, falls 8°% rationale Werte annimmt. Sie sind in
den Poincaré-Schnitten nur noch nicht zu sehen. Erst unter der Zunahme der Anziehung
tauchen sie auf.

4.3.7 Chaotische Eigenschaften des Systems im Fall eines abstoflenden Stérpotentials

Es liegt nun nahe, eine Inselkettenbildung auch bei kleinen abstoenden Storungen zu vermu-
ten. In den ersten Poincaré-Bildern die mit einer abstoBenden Kraft am Standardarbeitspunkt
erstellt wurden (Bild 51 und 52), sind keine Inselketten zu sehen.

Moglicherweise gibt es Inselketten, die nur noch nicht aufgetaucht sind. Deshalb wurde der
Arbeitspunkt ganz nahe an die Grenze B=1 verschoben ( a,,,,, = 0,69 und g ., = 0,29 ). Die
Stoérung wurde so stark gemacht (x=3,1), daB a.,p kurz vor der Stabilititsgrenze 3,=0 liegt
(Bild 74). Es sind uiberraschenderweise auch jetzt keine Inselketten zu sehen.

v[C mmids]

0.02 +

— : . o (FS=mN . : ' xpom]
04 63 02 = =T 02 a3 04 f

Bild 74:  Poincaré-Schnitt fiir eine starke abstoflende Kraft (k=3,1). Der Arbeitspunkt
{aeff,q} liegt noch im stabilen Bereich kurz vor der Grenze 3x=0. Die abstofende
Storung fiihrt jedoch nicht zur Inselkettenbildung.

Wichtig ist die Feststellung, daB sich hier trotz der starken Storung («=3,1; a,,,=0,69 und
G 150:¢=0,29) die Trajektorien im Phasenraum hinsichtlich ihrer maximalen Geschwindigkeit
dhnlich entwickeln, wie im Poincaré-Bild 52, das am Standardarbeitspunkt fiir «=1/5
entstanden ist ( {a.4, q} liegt auch dort dicht vor der Stabilititsgrenze 8,=0).

Wird die Storung etwas starker (k=3.5), reagiert das System stark chaotisch (Bild 75).
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v {C mm/s]

0.15¢

X [mm]

' Bild 75: Poincaré-Schnitt fiir eine im Vergleich zu Bild 74 etwas stirkere abstofende Kraft
(k=3,5). Der Arbeitspunkt {a.pq} liegt im instabilen Bereich jenseits der Grenze
Bx=0. Das Chaos ,,bricht“ explosionsartig aus.

Offenbar gibt es auch durch eine starke AbstoBung keine Inselketten, solange der effektive
Arbeitspunkt {a.5q} im stabilen Bereich liegt.

4.3.8 Gegeniiberstellung der Eigenschaften der Losungen im System anziehender und
’ abstoflender Storung

Die Eigenschaften des Systems wurden mit der Wirkung der ersten Glieder der Taylor-Reihe
des Storterms in Beziehung gesetzt. Weil F¥” eine ungerade Funktion ist, verschwinden die
geraden Glieder der Taylor-Reihe. Es gilt naherungsweise:

i 5
Fsor® 5, Far®) s,

Foor = Fése(0) x  + 30 51

Fir eine starke anziehende Kraft (x =—17,0) hat das erste Glied «F¢;, (0) x folgenden Ver-
lauf.

Kk Fg, (0)x

©

-1 -0. % [ 1 x[mm]

-4

Bild 76:  Das erste Glied der Taylor-Reihe von F*" mit F}, (0) = -3.9707 (xk =—17,0).
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Das erste nichtlineare Glied trigt wie erwartet nichts zu einer Frequenzverschiebung von L6~
sungen im Ursprung bei (Bild 77)

x Fio(0) 5

6 [rram]

0. 15E

L

0. 5 1 x[mm])

Bild 77:  Der erste nichtlineare Term hat im Ursprung einen Wendepunkt. Die Steigung

'

dort ist gleich Null F,, (0) =-4.01*10" (x = -17).

Auch der zweite hohere Term der ungeraden Storfunktion hat ebenfalls im Ursprung einen
Wendepunkt (Bild 78).

k Fyo'(0) s
S| x° [mm}

0. 03

4
-1 -0. 5 0. 5 1 x [rmm)

Bild 78:  Auch das dritte Glied trcigt nichts zur Frequenzverschiebung bei
(Fo(0)=8.63*%10"21, k = -17).

Wie erwartet spielt in der Umgebung des Ursprungs nur der lineare Teil der Storung eine
Rolle. Alle nichtlinearen Anteile verschwinden hier. Die Steigung der Storfunktion ist im Ur-
sprung am groften. Dies gilt fiir abstofSende und anziehende Storungen, weil der Verlauf der
Kurven an der x-Achse gespiegelt ist, wenn das Vorzeichen der Storung gewechselt wird.
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Es gibt zwei Effekte, die gleichzeitig ablaufen, wenn die anziehende oder abstoende Stérung
vergroflert wird:

1.

In einer Umgebung des Ursprungs, in der die Stérung durch den linearen Teil der
Taylor-Reihe gut angendhert werden kann, verhalten sich die Bahnkurven wie
ungestorte Losungen. Der lineare Term bewirkt im Vergleich zum Fall ohne Storung
nur eine Frequenzverschiebung der Trajektorien. Das Frequenzverhéltnis von Mikro- zu
Makrobewegung ist dann 28,5 (Kap. 4.1, S. 22).

Durch die nichtlinearen Storanteile werden die Frequenzen aller Losungen im
Gegensatz zur ungestorten Mathieuschen Differentialgleichung amplitudenabhingig.

Im folgenden werden die in der Umgebung des Ursprungs gefundenen topologischen
Losungsstrukturen (kleine Amplituden) in vier verschiedene Klassen unterteilt:

I

1I

III

IV

Topologische Struktur mit einer anziehenden Storung, wenn der Arbeitspunkt { a.z q}
innerhalb eines Stabilititsbereiches liegt (unrealistisch).

Es gibt bereits bei kleinsten Stérungen Inselketten, die chaotisches Verhalten von
Bahnkurven implizieren, Der lineare Anteil im Storterm fithrt zu einer
Frequenzverschiebung aller Lésungen. Die nichtlinearen Anteile fithren zum Zerfall von
Integralflachen periodischer Losungen mit rationalem (.4 und damit zum Chaos.

Topologische Struktur mit einer anziehenden Stérung, wenn der Arbeitspunkt { a.4, q}
auflerhalb eines Stabilititsbereiches liegt (wiederum unrealistisch).

Die lokale Instabilitdt der Losungen in der Umgebung des Ursprungs wird durch den
linearen Teil bewirkt. Der Einfluf} der nichtlinearen Terme wurde nicht naher
untersucht.

Topologische Struktur mit einer abstoBenden Stérung, wenn der Arbeitspunkt {a.pq}
innerhalb eines Stabilititsbereiches liegt (realistisch).

Es gibt keine chaotischen Bahnkurven. Die Frequenzen der Lsungen sind jedoch
amplitudenabhingig. Die nichtlinearen Terme der Taylor-Reihe bewirken nicht
chaotisches Verhalten von Bahnkurven. Eine Inselkettenbildung bleibt aus. Alle
Trajektorien weisen einen reguliren Verlauf auf. Die Integralflichen benachbarter
Trajektorien sind stets benachbart. Am Standardarbeitspunkt trift dieser Fall fur kleine

Raumladungen zu.

Topologische Struktur mit einer abstoBenden Storung, wenn der Arbeitspunkt { a.4,q}
auBlerhalb eines Stabilititsbereiches liegt (ebenfalls realistisch).

Die lokale Instabilitat fithrt gegeniiber dem dritten Fall zu einem qualitativen Sprung in
der Topologie der Losungen. Benachbarte Losungen konnen sich weit voneinander
entfernen. Trajektorien sind jedoch nicht mehr an Integralflichen gebunden. Der Anteil
chaotischer Bahnkurven wird mit der Zunahme der Stérung grofler. Die nichtlinearen
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Anteile im Storterm konnen zur Inselkettenbildung fithren. Die Stérung wirkt sich am
stirksten auf Losungen mit mittlerer Amplitude aus.

Die Nichtlinearitit ist offenbar eine notwendige, jedoch wegen des dritten Falles noch keine
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Chaos.

Fir groe Amplituden ist die Wirkung der Stérung stets verschwindend klein, so daB3 die
Bahnkurven wie im ungestorten Fall reguldr sind. Ihre Integralflichen umschliefien in den
Fallen I, IT und IV die instabilen und chaotischen Bereiche des Phasenraums. Alle Bahnkurven
bleiben begrenzt. Deshalb gibt es durch die gegenseitige Abstofung der lonen keine
permanente Aufheizung (siehe auch Kap. 4.2 und Fragen S. 33).

4.4 Chaotische Eigenschaften des gekoppelten Systems in drei
Raumrichtungen

Die bisherigen Untersuchungen beschrinkten sich auf ein von den anderen Raumrichtungen
entkoppeltes gestortes System. Im folgenden wird die Kopplung wiederhergestellt und das in
allen drei Richtungen gekoppelte gestorte System (Kap. 4.3.1, S.26) in seinem
Stabilitatsverhalten unter der Zunahme der Stérung untersucht. Von physikalischem Interesse
ist hierbei die Frage, ob durch eine bestimmte Stirke der abstoBenden Kraft ein Verlust der
Strukturstabilitit des System eintritt. Aus diesem Grund wurde die numerische Berechnung der
Poincaré-Abbildung auf das sechsdimensionale gestérte System erweitert. Es wird das Ziel
vefolgt, mit Hilfe der Eigenwerte der in sechs Dimensionen berechneten Jakobi-Matrix, eine
Stiarke der Storung zu finden, mit der ein Sprung in der Topologie der Losungen in den
physikalisch relevanten drei Raumrichtungen einsetzt.

4.4.1 Poincaré-Abbildung in sechs Dimensionen

Die Eigenwerte der Poincaré-Abbildung in sechs Dimensionen kénnen ebenfalls nur komplex-
konjugiert oder reell sein, da das System hamiltonsch, und die Poincaré-Abbildung auch hier
flachentreu ist. Die sechs Eigenwerte kénnen stets zu Paaren geordnet werden, deren Produkt
1 ist [Argy94].

AN, =N =N =1

Die mit der Existenz eines reellen Eigenwertes verbundene Instabilitdt des Fixpunktes kann
auch fiir eine sechsdimensionale Poincaré-Abbildung in einem Hamiltonschen System gefolgert
werden. Da der Ursprung stets Fixpunktlosung ist, kann die Poincaré-Abbildung eines
Schnittpunktes berechnet werden, der sich in seiner Umgebung befindet (Kap. 4.3.2.2). Dazu
miissen die Elemente der 6 X 6-Jakobi-Matrix nach dem gleichen Verfahren berechnet werden,
wie es in in zwei Dimensionen durchgefiihrt wurde. Das Verfahren wird an der Berechnung der
ersten Spalte vorgefiihrt:
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Um die erste Komponente zur Zeit A{= « numerisch zu berechnen, wird das System der 6
gewdhnlichen gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung: (x, =X,,X, =%; X5 =X,,

X4 X35 X5 =X3, Xg =X;)

dx dx Stor
gg—l = X5, dsz = - (al +2 q, COS( ZE ) ) X: — EW (x17 X3» X5)7
dx dx v

ggi = X4 d£4 = - (a2 +2¢q,cos (2§ ) ) X3 — Fzsm (X1> X3> X5)s
dX dX r

dgs = Xe> dE6 = - (as +2¢,cos (2§ ) ) Xs — Fss’d (X1> X35 X5)

nach x,” abgeleitet und die Reihenfolge der Differentiationen vertauscht:

_d_aX1 _ X,
dt ox; ax;
d dx, ax, aEsmr(XnXst) ax, .
el = — +2 2 —~ , wobei
dg aXIO (al ql COS( E ) ) aXl() axl axlo
OF ™ (X1 X35 Xs) 3R (X1, Xao Xs) %1 . OF™ (X1, Xa» X5) 9Xa
ax° B 0 PV d ox.
X1 X1 X1 , X3 1 ist, mit
BE or(Xl: X3, Xs) aXs
X s 6x‘°

aFStdr str 0
i (gc;;m,xs) ;9;:% 2o ung OB (g;xs,xs)a;c; >0 fiur x, - 0.
1 S !

Die ersten zwei Elemente ¥,, x, sind nur untereinander gekoppelt:

_‘_L‘%(z — X4

dg aXlo aX10

d ax, I,  OF ™ (X1 X3 Xs) X,
ds aXIO - (al +2ql COS( ZE ) ) aXIO ax3 axlo

Aus dem gleichen Grund wie bei den ersten beiden Elementen sind x,, x, nur untereinander

gekoppelt,
iaX5 _ X
dt ox; ax,
d dx, Ixs  OF (X1 X30 Xs5) OXs
=X = _ (a, +2 2 -
dt dx, (@ +24 cos(2¢ ) ) X, X X,y

X s, X ¢ Sind hier nur untereinander gekoppelt.

Es ergeben sich 3 Systeme von zwei miteinander gekoppelten Differentialgleichungen erster
Ordnung. Die Anfangsbedingungen zur Zeit £ = 0 gilt firr die erste Spalte:
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aXs
0

aXI

ax,
ax 10

X2
dx ,°

— _‘2&3_ — aX4 — aXs
3x,° aXlo aXlo

=] und =0

Werden die drei Systeme mit diesen Anfangsbedingungen von £=0 bis £ = 7 integriert, ergibt
sich die erste Spalte von D zur Zeit £ = «. Auch diesmal muB3 die von allen drei
Raumrichtungen abhéngige Ortskurve 5™ (x,, X3, X 5) parallel erfolgen und zeitrichtig in die
Differentialgleichungen eingesetzt werden. Die anderen fiinf Spalten werden auf die gleiche
Weise berechnet, wobei jeweils nach x., x5, X4>X,» X abgeleitet wird. Das Programm ist
im Anhang C abgedruckt und heiit ,,Sechsdim“, Mit den Eigenwerten wurden auch die Eigen-
vektoren bestimmt, um die Richtung auszumachen, in der das System zuerst instabil wird. Es
wurde der Standardarbeitspunkt gewahlt und die Stirke der abstoflenden St6érung in gewohn-
ter Weise sukzessive vergroBert. In Tab. 9 sind die 6 Eigenwerte und die dazugehorigen Ei-
genvektoren der Jakobi-Matrix in Abhangigkeit von K aufgefiihrt.

Tab. 9: Eigenwerte und Eigenvektoren der 6 X6- Jakobimatrix. Zwischen a,y =0,0414 und
a,r =0,0416 werden die Eigenvektoren in x- und y-Richtung reell. Die Bahnkurven nahe am

Ursprung bleiben in diesen Raumrichtungen nicht mehr fir alle Zeiten in seiner Umgebung.
Hingegen ist der Verlauf der Trajektorie in z-Richtung noch auf die Umgebung des Ursprungs

beschrinkt.

fas, q} stabil stabil stabil instabil instabil
K 1 N 1 " 1 N 1 N 1 N
418 4,16 4,14 4,125 4,10
Ay =0,0408 Aoy =0,0411 Ay =0,0414 Ay =0,0416 A =0,042
A 0,9962+0,0864*i |0,9976+0,0686*i |0,9990+0,0439%; § 1,0302 1,0630
A2 0,9962- 0,0864*; |0,9976- 0,0686*i { 0,9990-0,0439%; §1,0302 1,0630
A3 0,9962- 0,0864*i {0,9976-0,0686*i |0,9990-0,0439*; § 0,5879+0,8088*i | 0,5893-+0,8078*;
W 0,9962+0,0864%; | 0,9976+0,0686* { 0,9990+0,0439%; 0,5879- 0,8088*i | 0,5893- 0,8078%*;
As 0,5837+0,8118* {0,5851+0,8109*i | 0,5865+0,8099%*; §0,9706 0,9406
s 0,5837-0,8118% {0,5851-0,8109* [ 0,5865-0,8099* §0,9706 0,9406
Eigenvektor 1 | {0; 0; 0,99970; | {0; 0; 0,9998; {0; 0, 0,99994; }{0; 0; 0,9999;}1{0; 0O; 0,9998;
0,0203%i; 0; 0} 0,0161%i;0; 0} | 0,0103%i; 0; 0} §0,0070; 0; 0} 0,0143; 0; 0}
Eigenvektor 2 | {0; 0; 0,9997, {0; 0; 0,9998, {0; 0; 0,9999; {0,9999; 0,0070;{ {0,9998; 0,0143;
-0,02031%;; 0; 0} {-0,0161%i; 0; 0} |-0,0103%;0;0} 20;0;0; 0} 0,0, 0; 0}
Eigenvektor 3 | {0; 0; 0; {0; 0; 0; {0; 0; 0; 0, 0, 0; 0;]{00;0;0
-0,0106%i; -0,0084%j; -0,0054%j; § 0,8862; 0,8866;
0,9999; 0} 0,9999; 0} 0,9999 ; 0} J0,4631%i} 0,4624%;}
Eigenvektor 4 | {0; 0; 0; {0;0; 0; {0; 0; 0; {0; 0; 0; O; {0; 0; 0; 0;
0,0106%i; 0,0084*i; 0,0054%j; 0,8862; 0,8866;
0,9999; 0} 0,9999; 0} 0,9999; 0} -0,4631%i} - 0,4624%i}
Eigenvektor 5 | {0, 0, 0; {0, 0; 0; {0, 0, 0, {0, 0; -0,9999;){0; 0; -0,9998,;
0,0106%; 0; 0,0084%*i; 0; 0,0054%;; 0, 0,0070; 0; 0} 0,0143; 0; 0}
0,9999} 0,9999} 0,9999 }
Eigenvektor 6 | {0; 0;0; {0, 0; 0; {0; 0,0, {-0,9999; {-0,9998,
- 0,01067%i, -0,0084%;; -0,0054%i; 0,0070; 0; 0; 0;(0,0143; 0; 0; 0;
0 ;0,99994} 0 ;0,9999} 0 ;0,9999} 0} 0}
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Zwischen k = 1/4,14 und k = 1/4,125 wird die Stabilitdtsgrenze gleichzeitig fur die x- und y-
Komponente iiberschritten, wihrend in z-Richtung noch regulires Verhalten vorherrscht.

Die verschiedenen Raumrichtungen sind in ihrem Stabilititsverhalten in der Umgebung des
Ursprungs voneinander entkoppelt. Deshalb kann man jede Raumrichtung hinsichtllich des
Stabilitdtsverhaltens des Systems getrennt behandeln. Der Ubergang zur Instabilitat findet in x-
und y-Richtung zugleich statt, weil die Lage des Arbeitspunktes fiir beide Richtungen gleich
weit von der Stabilitétsgrenze Bx,=0 entfernt ist.

Zur Instabilitat in z-Richtung muB die Stérung groBer als «=1/1,78 sein, weil der Arbeitspunkt
{a" aweit, @°} hier von der Stabilititsgrenze 8, =0 weiter weg liegt als der Arbeitspunkt in x-und
y-Richtung von der Grenze S;,=0 (Bild 79 und 80).

Bild 79: In x-y-Richtung wandert der Ar-

beitspunkt in Richtung der Grenze (3,=0. Dies
entspricht einer defokussierenden Wirkung
der Raumladung.
L 1 {
A 01 02 03 04 05 06
oL G
i ' Bild 80: In z-Richtung wandert der Ar-
beitspunkt in Richtung der Grenze 3,=0. Auch
01 F A in dieser Raumrichtung wirkt die Raumladung
01 02 03 04 05 06 defokussierend.
0 S N N S S T S I S T N |
i
L N
0.1 8,0 \
. Defokussierung \

Die defokussierende Wirkung einer Raumladung in den drei Raumrichtungen wurde in
[Fisch59] als eine Verschiebung der Stabilititsgrenzen interpretiert (Bild 81)
ay

' Bild 81: Verschiebung der Stabilitdtsgrenzen
%, shobd durch eine Raumladung [Fisch59].

All-’m QD \
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Im Raum ist ¥k ein MaB fiir die Dichte der gaufB3verteilten Tonen, Wenn man voraussetzt, daf3
o =0,5mm ist, kann die Zahl der Ionen fir ¥ = 1/4,12 nach dem Ubergang in der x-und y-

Richtung berechnet werden (NKQ =k 5%*10°). Die entspricht N A~ 1,21%10° Ionen. In z-

Richtung werden Bahnkurven in der Umgebung des Ursprungs fiir Storungen instabil, die gro-
Ber als « =1/1,78 sind. Dies entspricht N, ,;=2.81*10 Ionen.

4.5 Anpassung der Ionendichte an die duBere Feldverteilung

Die bisherigen Annahme einer statischen Ionenwolke, die starr im Zentrum der Ionenfalle ist,
stellt eine Vereinfachung der physikalischen Realitdt dar. Die Ionenwolke ist tatsachlich nicht
statisch, sie paft sich in ihrer Ausdehnung der &dufleren Feldverteilung an.

Die Dichte der Ionen im Ensemble hingt von der Gesamtionenzahl und der Verteilung o ab.
Bei fester Ionenzahl Q ist ¢ eine Funktion der drei Raumrichtungen und der Zeit, weil das &du-

Bere Wechselfeld zeitlich variiert. Die Zahl der Ionen (N " ), die zu chaotischem Verhalten
des Systems fiihrt, hingt von o(x,y,z,t) ab.

4.5.1 Abhiingigkeit der ,kritischen Ionenzahl von der statischen Dichteverteilung

Zunichst bleibt o zeitlich konstant. Das Modell der starren Ionenwolke wird noch beibehalten.
Die Zahl der Ionen N;%*"in einem statischen Ensemble, die zur Instabilitat in x-und y-Richtung

2

notig ist, hangt fir eine kugelsymmetrische Verteilung der Ionen von p =p,e 2¢

(py =eQ/\(Cr > *) ab. Man kann nun die Ortsverteilung der Ionen in x-y-Richtung und z-
Richtung voneinander verschieden wéhlen. Dann hat die Ionenwolke die Form eines Ellipsoids.
Die Dichte, die zum Uberschreiten der Stabilititsgrenze ausreicht, wird , kritische* Ionendichte
genannt. Bei einer bestimmten Verteilung o gibt es dann eine ,kritische” Ionenzahl, ab der
Trajektorien in der Umgebung des Ursprungs instabil sind. Weil alle Raumrichtungen in ihrem
Stabilitatsverhalten voneinander entkoppelt sind, hangt die kritische Ionenzahl in x-y-Richtung
bei einer festen Gesamtionenzahl Q dann nur von der Ortsverteilung oy, die kritische Ionen-
zahl in z-Richtung dagegen von g, ab. Diese Abhingigkeit in Richtung x und y ist in Bild 82
dargestellt.

Die Zahl der Ionen Ni%*" ist proportional zu ¢ > . Auf der Grenzkurve gilt: Q/¢*=konstant.
Das bedeutet o~ konstant. Das Mal3 der Verschiebung des Arbeitspunktes im Stabilitédtsdia-
gramm durch die Raumladung wird durch py (po ist die Dichte des Ensembles im Ursprung
p(x=0)) festgelegt. Die fett gedruckten Quadrate in Bild 82 sind das Ergebnis einer Monte-
Carlo-Simulation [Schre94], die die Verteilung der Ionen in der Paulschen Falle in
Abhingigkeit von der Temperatur, vom Druck des Puffergases und der Ionenzahl berechnet.
Demnach scheint es so zu sein, daf3 sich bei gegebener Ionenzahl die Ladungsverteilung o so
einstellt, daf3 das System eine Dichte besitzt, die knapp unterhalb der kritischen Ionendichte
liegt.
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Bild 82:  Die kritische Ionenzahl N °*"in Abhdngigkeit von a,. Sie ist proportional zu o’
Die ausgefillten Quadrate wurden mit Hilfe einer Monte-Carlo-Rechnung unter
Beriicksichtigung der Raumladung und gaskinetischen Stoflen mit den Puffer-

gasmolekiilen gewonnen [Schre94].

Der Zustand des System steht quasi stets auf der , Kippe*“ der Strukturstabilitat (Kap. 4.3.5,
S. 55). Eine kleine Verinderung zusitzlicher Systemparameter, wie z.B. dem Druck des
Puffergases, konnte zu einem topologischen Sprung der Losungen und damit zu einer
plotzlichen Verinderung der Orts- und Geschwindigkeitsverteilung der Ionen in der Falle
fithren. Moglicherweise ist dies die Ursache, warum das System in [Schre94] anscheinend
keinen selbstkonsistenten Zustand annimmt.

Diese Eigenschaft des Systems wiirde auch die oft einander widersprechenden Messungen un-
ter vermeintlich gleichen Betriebsbedingungen erkliren.

Méglicherweise ist das Bestreben des Systems, einen Zustand an der Grenze der Stabilitat an-
zunehmen auch der Grund fir das endliche Fassungsvermogen der Ionenfalle. Hat das Ensem-
ble eine Dichte, die oberhalb der  kritischen* Dichte liegt, ist die Ionenwolke durch instabile
Bahnen stark aufgebldht. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ion an eine Fallenbegrenzung zu sto-
Ben ist groB und es kommt zu einem raschen Verlust von Ionen. Dieser Prozel wird experi-
mentell sehr deutlich kurz nach dem Gliihvorgang beobachtet. Zunichst ist die Signalzihlrate
grof} mit sehr breiten Absorbtionsspektren, dann wird die Signalzihirate kleiner mit schmaleren
Absorbtionsspektren. Sobald die Dichte der Ionen im Ensemble unter der kritischen Grenze
liegt, hat sich das Ensemble offenbar stabilisiert. Die Zahl der Ionen und ihre mittlere Ge-
schwindigkeit ist dann konstant. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Verlust von Ionen ist kleiner.

In Bild 83 ist die Grenze der kritischen Ionendichte in z-Richtung im Vergleich zur Grenze in

x-y-Richtung aufgetragen. Die fett gedruckten Schnittpunkte sind die Ergebnisse der Simula-
tion in [Schre94] fiir die z-Richtung.
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Bild 83:  Kritische lonenzahlgrenze fir die x-y-Richtung und fiir die z-Richtung. Auf den
beiden Grenzen sind bei einer festen Gesamtionenzahl die Ortsverteilungen oy,
und o, voneinander verschiedenen (gestrichelte Linien). Die fett gedruckten

Punite sind die aus der Ionenzahl simulierten Ortsverteilungen o, [Schre94].

Den Simulationsdaten zufolge scheint sich die Ionenwolke in Richtung z eher so einzurichten,
daB sie eine Dichte besitzt, die zu einem reguldren Verhalten der Trajektorien in Richtung z
fuhrt.

4.5.2 Zeitabhiingige Ionendichte

Es ist bekannt, daB die Ionenwolke im Takt der von aulen angelegten Wechselspannung pul-
siert [Rink92]. Mit ,,Pulsieren ist gemeint, da3 sowohl die Dichte, als auch die Ionenzahl in
einer Raumrichtung von der Phase der duBeren Wechselspannung abhingt. Die Ionen streben
in der einen Halbphase aus der Ringebene zu den Kalotten, in der anderen Halbphase bewegen
sie sich ausgehend von den Kalotten zur Ringelektrode. Deshalb wurde in einem weiteren
Computerexperiment sowohl die Ionenzahl, als auch die Dichteverteilung der Ionen in x-
Richtung an die Phase der #uBeren Wechselspannung gekoppelt. Die resultierenden
Differentialgleichungen haben nun zeitabhéngige Dichten und Ionenzahlen im Storterm. Es
wurden Losungen verschiedener Kombinationen der Dichteverteilung und der Ionenzahl
gewihlt. AnschlieBend wurden Poincaré-Schnitte erstellt (Bild 84).

Die Bilder zeigen auf, daB eine pulsierende abstofende Stérung wie bei einer starren Ionen-
wolke lokal zu chaotischen Bahnkurven fithren kann, wenn die Dichte des Ensembles einen
kritischen Wert iibertrifit. Die in den Beispielen gewihlten zeitabhéngigen Dichten, liegen in
der Nahe der kritischen Grenze. Das System scheint deshalb auch unter Beriicksichtigung einer
zeitabhingigen Dichteverteilung in x-Richtung in einem ,,metastabilen” Zustand zu sein.
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Bild 84:  Verschiedene Kombinationen von zeitabhdngiger Ortsverteilung und zeitabhdngi-
ger Ionenzahl in x-Richtung. Die zeitabhdngigen Dichten sind so gewdhlt worden,
dap sie in der Ndhe der kritischen Grenze liegen.
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S  Messungen zur Dynamik des Ionenensembles

Alle spektroskopischen Untersuchungen zur Ionenbewegung in der Paulschen Falle wurden an

1 o, R . .
78Hf N vorgenommen. Ein moglicher Ubergang des Hafniums vom Grundzustand in einen
angeregten Zustand zeigt Bild 85.
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Bild 85:  Vereinfachtes Termschema von lme :

Um vom Grundzustand (5d6s*(a,’D,,)) in den energetisch hoheren Zustand
(5d6s6p(z,’D,,,)) zu gelangen wird Licht der Wellenldnge A= 301,3 nm eingestrahlt. Im Re-
sonanzfall geben die Ionen durch spontane Emission Fluoreszenzlicht ab. Der optische Nach-
weis der emittierten Photonen erfolgt mit einem Photomuitiplier und einem Interferenzfilter,
dessen Transmissionsmaximum bei A=353 nm liegt. Mit ihm werden Lichtanteile unterdriickt,
die nicht von der Fluoreszenz herriihren (Bild 86).
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Bild 86:  Aufbau des Nachweissystems
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Die Lebensdauer im angeregten Zustand betrigt 7 < 35 ns [Rink92]. Die Haufigkeit der
Verfugbarkeit eines Ions fiir eine ereute Anregung wird insbesondere durch die Lebensdauer
im metastabilen Zustand limitiert. Mit Hilfe des Quenchgases kann diese auf einige
Millisekunden verkiirzt werden, da die Ionen ihre innere Energie iiber Stéfe mit den leichten
Wasserstoffmolekiilen abgeben und schneller in den Grundzustand zuriickkehren kénnen.
Durch das speichernde Wechselfeld (600 kHz) bewegen sich die Ionen sehr schnell. Die Ge-
schwindigkeitsanteile in Richtung des Lasers filhren zu einer Dopplerverbreiterung der opti-
schen Uberginge.

Das UV-Licht des Lasers wird iiber einige Gigaherz in 100 MHz-Schritten durchgestimmt. Die
Breite des Absorbtionsspektrums ist ein MaB fiir die Geschwindigkeitsverteilung der Ionen in
Richtung des Laserstrahls. Durch die Frequenzverdopplung ist die Schrittweite und der
Durchstimmbereich der UV-Laserfrequenz doppelt so groB im Vergleich zur Frequenz des
Farbstofflasers.

5.1 Die kontinuierliche Einstrahlung des UV-Lichtes

Falls das UV-Licht ununterbrochen eingestrahlt wird, werden die Tonen auch dann angeregt,
wenn sie hohe Geschwindigkeiten besitzen. Das Spektrum ist stark dopplerverbreitert.

Bild 87 ist ein Spektrum von ' Hf am Standardarbeitspunkt, das mit der Methode der konti-
nuierlichen Einstrahlung aufgenommen wurde. Die Halbwertsbreite (FWHM,) betrigt 1530
MHz.
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Bild 87:  Ungepulstes Spektrum von "Hf . Die Halbwertsbreite des Spektrums betrdgt
1530 MH:z.
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5.2 Die gepulste Anregung von Hf

Strahlt man das Laserlicht in Pulsen von ca. 80 ns Dauer im Takt der Wechselspannung in die
Falle ein, erhilt man eine stroboskopische Aufnahme eines Bewegungszustandes der Ionen-
wolke. '

Diese Vorgehensweise entspricht dem Anbringen eines Poincaré-Schnittes zu einer bestimmten
Phasenlage.

Untersucht man die Veranderung der Zustinde des Systems zwischen £ = 0 und £ = 7 mit
Hilfe von Poincaré-Schnitten, erhilt man die Entwicklung des Systems fiir alle Zeiten. Zu jeder
Zeit zwischen £=0 und &= reprisentiert der zugehorige Poincaré-Schnitt den Zustand des
Systems. Falls alle Bahnkurven regulir sind, bestehen die Schnitte aus ellipsendhnlichen
Kurven im Phasenraum. Verfolgt man die Veridnderung der Schnittkurven zwischen £=0 und
&=, erhilt man die Zustinde des Systems zu allen Zeiten (Bild 89, S. 83).

Gelingt es, die Ionen nur dann anzuregen, wenn der Zustand des Systems innerhalb dieser Zeit
ein Minimum der mittleren Geschwindigkeit besitzt, sollte auch die Halbwertsbreite der
Absorbtionsspektren kleiner werden.

In Bild 89 erkennt man, daB3 zur Zeit £=0 und ¢é=x/2 die mittlere Geschwindigkeit des Systems
klein ist. Im Minimum der Wechselspannung (§=m/2 ) ist sie etwas grofBer als im Maximum
(=0 und &=m). Die Schnittkurven tendieren im Nulldurchgang der duBeren Wechselspannung
(§=/4 und £ = 3 7/4) zu hohen Geschwindigkeiten.

Bild 88 ist ein Spektrum am Standardarbeitspunkt, das mit der gepulsten MeBmethode im
Maximum der Wechselspannung aufgenommen wurde.
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Bild 88:  Gepulstes Spektrum von ""Hf . Die Halbwertsbreite betrdigt nur noch 660 MHz.
Sie ist ca. 2,3 mal kleiner im Vergleich zum ungepulsten Spektrum (1530 MH?z).
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Bild 89:  Die Zustinde des Systems im Fall reguldrer Bahnkurven zwischen £=0und {=.
Auf der rechten Seite sind Ausschnitte ausgezeichneten Phasenlagen (£=0, 3n/4,
/2, 7, /4, 7).
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5.3 Abhiingigkeit der mittleren Geschwindigkeit von der Ionenzahl

In einer MefBreihe wurde an einer sehr langlebigen Ionenwolke (Speicherdauer 7 Stunden) eine
Abhingigkeit der mittleren Geschwindigkeit im Ensemble von der Signalzdhlrate beobachtet.
Da die Zykluszeit (die Zeit bis zu einer weiteren Anregung eines lons) unabhingig von der
Tonenzahl ist, kann die Signalzihlrate als relatives MaB3 fiir die Zahl der Ionen im Ensemble
gewertet werden (Bild 90).
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Bild 90:  Die Halbwertsbreite der ungepulsten Spekiren in Abhdngigkeit von der Signal-
zdhlrate. Die Halbwertsbreite der Geschwindigkeitsverteilung ist proportional zu

3] N]onen .

Dieser experimentelle Befund stimmt sehr gut mit den in [Schre94] simulierten Daten tiberein.
Nimmt das System bei einer gegebenen Ionenzahl einen Zustand ein, der knapp unterhalb der
,kritischen Tonendichte angesiedelt ist, folgt aus:

3 3
N]onen N]onen

o, o und Oy , so dall o, o gy ist.

Die mittlere Geschwindigkeit im Ensemble wichst demnach proportional mit der Ausdehnung
der Ionenwolke. Die CoulombabstoBung bewirkt einen Anstieg der mittleren Geschwindigkeit
mit der Zahl der gespeicherten Ionen. Bleibt die Zahl der Ionen konstant, ist auch die mittlere

Geschwindigkeit konstant. Es gibt keine permanente Aufheizung durch die AbstoBung.

5.4 Kiihlung der Ionen iiber das Puffergas
Eine andere Methode zur Reduzierung der Halbwertsbreite ist die Kiihlung des Puffergases.

Uber StoBe gleicht sich die thermische Bewegung der Ionen an die des Puffergases an und
wird geringer, je starker die Kiihlung ist.
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Wihrend die Ionenfalle iiber ein Kiltereservoir im Zeitraum von ca. 2 Stunden auf ca. 100K
heruntergekiihlt wurde, wurden mehrere Spektren am Standardarbeitspunkt aufgenommen.
Bild 91 zeigt die Abnahme der Halbwertsbreite in Abhéngigkeit von der Fallentemperatur.
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Bild 91:  Abnahme der Halbwertsbreite der im Maximum der Fallenspannung gepulsten
Spektren. '

Die Abnahme entspricht jedoch nicht den theoretischen Erwartungen. Ein Grund dafiir kénnte
die mit der Kiihlung verbundene Zunahme der Ionendichte sein. Wenn die Dichte der Ionen
zunimmt, wird die Ortsverteilung o in allen drei Raumrichtungen kleiner. Die Dichte nahert
sich zunehmend der kritischen Grenze (Bild 82). Der Anteil chaotischer Bahnkurven nimmt zu,
je dichter das Ensemble ist. Diese elektrodynamische Aufheizung wirkt somit der

Verminderung der thermischen Bewegung durch die StéBe mit dem kalten Quenchgas
entgegen.

5.5 Ostzillation der Ionenwolke im Takt der Wechselspannung

In friheren Untersuchungen [Rink92] wurde eine von der Phase der duBleren Wechselspannung
abhingige Ausdehnung der Ionenwolke beobachtet. Dieses Verhalten der Ionenwolke kann
durch den Vergleich der Poincaré-Schnitte ausgezeichneter Phasenlagen (Bild 89) verstanden
werden. Jedem Zustand des Systems zwischen £=0 und £==, entspricht ein Poincaré-Schnitt
zwischen £=0 und £=.

Im Minimum der Wechselspannung liegen die von der Bahnkurve eingenommenen Orte im
Mittel ndher am Ursprung, als im Maximum. Dagegen ist im Minimum die Geschwindigkeit im
Mittel groBer als im Maximum. Zwischen diesen beiden Zustinden nimmt das Ion hohe Ge-
schwindigkeiten auf. Im Nulldurchgang nach dem Maximum besitzt es in positiver x-y-Rich-
tung im Mittel eine hohe negative Geschwindigkeit, wihrend sie in negativer x-y-Richtung
positiv ist. Die Ionenwolke zieht sich in der x-y-Ebene zusammen.

Im Nulldurchgang nach dem Minimum geschieht das Umgekehrte. Wenn es sich in positiver x-
y-Richtung befindet, weist es im Mittel eine hohe positive Geschwindigkeit auf, wihrend es auf
der negativen Seite eine hohe negative Geschwindigkeit hat. Die lonenwolke dehnt sich aus. In
z-Richtung geschieht dieser ProzeB3 um 180° phasenverschoben. Wihrend sich die Ionenwolke
in x-y-Richtung zusammenzieht, dehnt sie sich in z-Richtung aus und umgekehrt.
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5.6  Unterschied der mittleren Geschwindigkeit im Minimum und
Maximum der Wechselspannung

In den beiden Poincaré-Schnitten fiir das Minimum (Bild 89, £=#/2) und das Maximum der
Wechselspannung (Bild 89, £=0 und £=) sind die Ellipsen einmal grof8 und einmal klein. Es ist
stets eine hohere mittlere Geschwindigkeit im Minimum gegeniiber dem Maximum in x-y-
Richtung, also in Richtung des Laserstrahls auszumachen. Dieser Unterschied ist auch experi-
mentell in einer MeBreihe mit der auBerordentlich langlebigen Ionenwolke beobachtet worden.
Ausgehend vom Standardarbeitspunkt wurde die Gleichspannung U, schrittweise vergrofert.
Nach drei Schritten wurde der Standardarbeitspunkt wieder aufgesucht, um
Referenzmessungen hinsichtlich der Ionenzahl zu bekommen.

In den Bildern 92 und 93 ist die Halbwertsbreite in Abhéngigkeit von der Gleichspannung U,
die von U,=10 V bis U/,=50 V (V,= 400V ) verindert wurde, jeweils im Minimum und im
Maximum dargestellt. Durch die Erhéhung der Gleichspannung wurde der Arbeitspunkt im
Stabilitdtsdiagramm (Bild 25, S. 21) in Richtung der Grenze (,=0 verschoben. Die
Halbwertsbreite ist im Minimum stets um ca. 210 MHz grofBer, als im Maximum.,
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800 -
700

600 |
500 |
~400 |
300 |
200 |
100 |

[MHZz]

FWHM

0 10 20 30 40 50 60
ulvi

Bild 92:  Halbwertsbreite in Abhdngigkeit von der Gleichspannung. Die Halbwertsbreite
betragt ca. 690 MHz.
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Bild 93:  Halbwertsbreite in Abhdngigkeit von der Gleichspannung. Die Halbwertsbreite
betrdgt stets 900 MHz. Sie ist um ca. 200 MHz grifer im Vergleich zum Maximum.

86




Auch bei negativen Spannungen U,=0 V bis U,=-20 V (V,= 400V ) (der Arbeitspunkt wird in
Richtung der Stabilititsgrenze 8,=0 verschoben (Bild 25, S. 21)) ist ein Unterschied der
Geschwindigkeitsverteilungen im Minimum und Maximum der Wechselspannung beobachtet
worden (Bild 94 und 95). Alle Halbwertsbreiten sind grofer als in den Messungen in Bild 92
und 93. Dies liegt an der groBeren eingefangenen Ionenwolke, an der diese Messungen
durchgefuhrt wurde.
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Bild 94 und 95:  Halbwerisbreite in Abhdngigkeit von der negativen Gleichspannung im
Minimum und Maximum der Wechselspannung Die mittlere Geschwindig-
keit bleibt unter der Zunahme der negativen Spannung jeweils konstant.
Die Halbwertsbreite der Laserfrequenz im Minimum ist wie in den Bildern
92 und 93 ca. 200 MHz grofer als im Maximum.

Die Feststellung, daB3 die mittlere Geschwindigkeit {iber einen weiten Bereich der angelegten
Gleichspannung konstant ist, stimmt mit den Simulationsergebnissen in [Schre94] iiberein. Die
Differenz der Halbwertsbreiten in den Extrema der Wechselspannung um 20-30% wird eben-
falls in [Schre94] simuliert.

Eigentlich wiirde man eine Verminderung der Geschwindigkeitsverteilung erwarten, wenn die
positive Spannung erhoht wird. Denn durch eine gréBere Spannung zwischen Ring und Kalot-
ten wird die Maximalauslenkung der Ionen in der x-y-Ebene kleiner. Eine kleinere
Maximalauslenkung (Makrobewegung) sollte mit einer Verringerung der Geschwindigkeit der
gepulsten Spektren verbunden sein (Im Fall regulirer Bahnkurven sind die Ellipsen in den
Poincare’-Schnitten kleiner, so daB die Ionen auch kleinere Geschwindigkeiten besitzen). Eine
Verminderung der Maximalauslenkung entspricht jedoch einer Verdichtung der Ionen in der x-
y-Ebene. Moglicherweise nimmt der Anteil chaotischer Bahnkurven zu, je stiarker die angelegte
Gleichspannung ist. Eine Verringerung der Makrogeschwindigkeit durch die angelegte Gleich-
spannung wird durch eine gleichzeitige Verstirkung der chaotischen Bewegung kompensiert.

5.7 Abhingigkeit der Signalzihlrate von der angelegten Gleichspannung

Wihrend die Gleichspannung von U,=10 V bis U,=50 V verandert wurde (V,= 400V) fiel auf,
daB die Signalzihlraten im Maximum der Wechselspannung zunichst klein, dann aber zuneh-
mend grofer wurden, obwohl die Gesamtzahl der Ionen zwischen U,=10 V bis U =40 V kon-
stant blieb, was durch die Signalzihlrate der Referenzmessungen Standardarbeitspunkt kon-
trolliert wurde. Bild 96 zeigt die Zunahme der Signalzihlrate mit der Variation der Gleich-
spannung. Darunter ist die Signalzihlrate der Spektren im Minimum aufgefuihrt (Bild 97).
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Bild 96:  Signalzdhirate in Abhdngigkeit von der Gleichspannung im Maximum der
Wechselspannung. Mit der Gleichspannung steigt die Signalzdhlrate an. Am
Rand des Stabilitdtsbereiches kommt es zum Verlust von lonen.
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Bild 97:  Signalzahlrate in Abhdngigkeit von der Gleichspannung im Minimum der
Wechselspannung. Die Signalzihlrate bleibt iiber einen weiten Bereich der
angelegten Spannung ungefdhr konstant. Am Rand des Stabilitdtsbereiches
kommt es zum Verlust von lonen.

Die Signalzéhlrate ist im Maximum bei U,=40V ungefihr so grof3 wie die Signalzihlrate im
Minimum,

Eine Erklarung dieser Beobachtung kénnte darin bestehen, daB sich im Gegensatz zum Maxi-
mum der Wechselspannung zur Zeit des Minimums sehr viele Ionen in der Fallenmitte befin-
den. Die Signalzihlrate ist grofl. Im Maximum dagegen befinden sich die Ionen vor Allem von
der Fallenmitte entfernt am Ring in der x-y-Ebene. Durch eine Erhohung der Gleichspannung
wird die maximale Ausdehnung der Ionenwolke in der Ringebene kleiner. Die Ausdiinnung der
Ionen im Laserstrahl ist dann zur Zeit des Maximums im Vergleich zum Minimum kleiner, so
daB die Signalzihlrate steigt. Bei U,=40V sind gleich viele Ionen sowohl im Minimum als auch
im Maximum im Laserstrahl. Dies spricht dafiir, daB die Ionenwolke die Form einer Kugel hat.
Unverstindlich bleibt die sehr groBe Differenz (5:1) in den Zahlraten im Minimum und Maxi-
mum bei kleinen angelegten Spannungen.
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5.8 Ergebnis und Ausblick

Der Zustand der Ionenwolke (Orts- und Geschwindigkeitsverteilung) hangt neben den duBeren
Fallenparametern in entscheidender Weise von der Gesamtzahl der gespeicherten Ionen ab. Die
Dichte der Ionenwolke richtet sich durch die CoulombabstoBung moglicherweise bevorzugt an
der Grenze der Strukturstabilitit ein. Dies konnte die Ursache fiir einander widersprechende
Messungen sein, da nur wenig voneinander abweichende Systemparameter zu ganz verschie-
denen Zustinden des Systems fithren konnen.

Durch die Kiihlung wird die Dichte der Ionen groBer, wodurch der Anteil der chaotischen
Bewegung im System zunimmt. Dieser elektrodynamische Effekt wirkt der Verminderung der
thermischen Bewegung durch die StoBe mit dem kalten Quenchgas entgegen.

Um Experimente miteinander vergleichen zu konnen, wird vorgeschlagen, nach jeder Messung
die Ionenzahl exakt zu bestimmen. Dies kann z. B. dadurch geschehen, daf} die Ionenwolke auf
ein Blech gelenkt und die Ladung des Bleches bestimmt wird. Nur Messungen mit gleicher
Ionenzahl sind hinsichtlich ihrer Geschwindigkeitsverteilung miteinander vergleichbar. Es ist
zusitzlich von groBer Bedeutung, daB die Stelle, an der der Laserstrahl die Ionenwolke durch-
strahlt, reproduziert werden kann, weil eine kleine Abweichung der Position ebenfalls zu vonei-
nander abweichenden Messungen fiihrt.

Die vorliegende Arbeit wurde in der Gruppe Laserspektroskopie am Institut fiir Kern-
physik der Kernforschungszentrum Karlsruhe GmbH durchgefiihrt. Herm Prof. Dr. G.
Schatz danke ich fiir die Ermdglichung dieser Arbeit.

Ich danke Herrn Prof. Dr. H. Rebel fiir seine wertvollen Hinweise und Herrn Priv. Doz.
Dr. G. Melisel fiir seine Unterstiitzung.

Im besonderen danke ich Herrn Priv. Doz, Dr. S. Stefanescu fiir seine Hilfe und stindige
Diskussionsbereitschaft.

Die meisten Experimente wurden zusammen mit Herrn cand, phys B. Schrempp
durchgefiihrt.
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Anhang A : Programm ,,Zweidim*

<<Programm'Rungekut’ | Laden des Mathematika-Package Rungekutta

¢=1.52592*10/-7 ‘ | Konstanten
-7
1.52592 10
f=1.14934
1.14934
g=2%10/6
2000000
w=e*f
-7
1.7538 10
q=w*Sqrt[Pi]/(2*Sqrt{g])
-11 Pi
8769 10 Sqrt[ -]
2

$1=0.000001 | Anfangsbedingungen
-5
1. 10
§2=0
0

kop=1/4.146 | Festlegung der Stirke der Kopplung «
0.241196

int=1 | Intervall, iiber das integriert wird in Vielfachen
1 | von Pi

sw=50 | Zahl der Schritte zwischen 0 und Pi
50

aaa=10.015 | Festlegung des Arbeitspunktes im Stabilitéits-
-0.015 diagramm
qqq=-0.58

-0.58
48 o o ot o s oo o oo sk e sk o ok o o ok ok ook o S o s oo ok o Hauptprogramm #*#kkkkkikihkkitkbrbhkikibk o kdkk

RungeKutta[{x2[t],(aaa+qqq*Cos[2*t] | schrittweise Berechnung von Ort und
-kop w/( (x1[t]*2)*(Exp[(x1[t]*2)])"(2*10°6)) | Geschwindigkeit und Einfiigen in Tabelle
+kop q *Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]

H((x1[t]*2)*(3/2)))*x1[t}},

{x1[t],x2[t]}
»{s1,82},{t,0,int Pi,Pi/sw}]; .
kl=%; | Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
j=int*sw+1 | Berechnung der Schrittzahl (Zahl der’
51 | Perioden mal Schrittweite +1)
Dofa[k-1]=Part[kl,k,1],{k,1,j}] | schrittweises Auslesen und indizieren
Do[b{k-1]=Part[kl k,2],{k,1,j}] | aller Orte und Geschwindigkeiten
D[ ( | Differentiation der Storung nach x

-kop w/( (a[k]*2)*(Exp[(afk]*2)])*(2*10"6))
+kop q *Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[a[k] 2]}
/((a[k]*2)*(3/2))) *a[k],a[k]];
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dec=%;

k=,

c=1 | Anfangsbedingungen der ersten Spalte der
1 | Poincaré-Abbildung

d=0
0

fr{0]={{0,0},{c,d}}
{0, 0}, {1, 03}

Do[{c=Part{fr[k],2,1],d=Part[fr{k],2,2],fr[k+1]=RungeKutta[{x4[t], | Berechnung der ersten Spalte,

(aaa+qqq*Cos[2*t]+dec)*x3][t] }, | wobei der in jedem Schritt
{x3[t],x4[t]} | ausgerechnete Ort eingesetzt wird
»{¢,d}, {t,()Pi/sw,(k+1) Pi/sw, Pi/sw}]},{k,0,int*sw}]
ge=Part[fr[int*sw],2,1] | Werte der ersten Spalte bei
0.998615 | t=int * Pi
hh=Part[fr[int*sw],2,2]
-0.000649986
g=0 | Anfangsbedingungen der zweiten
0 | Spalte
h=1

1
fr{0]={{0,0},{g.h}}
{10, 0}, {0, 1}3

Do[{g=Part[fr[k],2,1],h=Part[fr[k},2,2]fr{k+1]=RungeKutta[{x6[t], | Berechnung der zweiten Spalte

(aaa+qqq*Cos[2*t]+dec)*xS{t] }, | der Poincaré-Abbildung
{x5[t],x6[t]}
J{g.h}{t,(K)Pi/sw,(k+1) Pi/sw, Pi/sw}]},{k,0,int*sw}]

g=Part[fr[int*sw],2,1] | Werte der zweiten Spalte bei

4.25712 | t=int * Pi
h=Part[fr[int*sw],2,2]

0.998616
dp={{gg.g},{hh,h}} | Jakobi-Matrix der Poincaré-

£{0.998615, 4.25712}, {-0.000649986, 0.998616}} | Abbildung
{s11,521}=dp . {s1,52}; | Berechnung des Bildvektors
Det[dp] | Determinante der Jakobi-

1. | Matrix
Eigenvalues[dp] | Eigenwerte der Jakobi-Matrix

{0.998615 +0.0526029 I, 0.998615 - 0.0526029 1}

{xeins,ypseins}={s1,52}-Inverse[{{1,0},{0,1}}-dp] . {s1-a[int*sw],s2-blint*sw]} | erste Iteration nach der

-10 -15 | Methode von
{4.01721 10 ,-1.51497 10 } | Newton-Kantorowitsch
N[Limit[dec,a[k]->0.0000001]] | Berechnung der Steigung der Stérung
0.0564014 | in der Niihe des Ursprungs
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sl=xeins
s2=ypseins
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| Anfangswerte der zweiten
| Heration. Das Haupt-

| programm wird mit

| den iibergebenen Werten
| erneut gestartet.




Anhang B: Programm ,,Map*“

<<Programm ' Rungekut’

| Laden des Mathematika-Package 'Rungekut’

e=1.52592%10~-7
-7
1.52592 10
=1.14934
1.14934
£=2%1076
2000000
w=e*f
-7
1.7538 10
q=w*Sqrt[Pil/(2*Sqrt[g])
-11 Pi
8769 10  Sqrt[--]
2
kop=-2.9
2.9

| Konstanten

| Systemparameter K

RungeKutta[{x2[t},(-0.015-0.58*Cos[2*t]

-kop*w/((x1[t]*2)*(Exp[(x1[t] *2)])"(2*10"6))
+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]

H((x1[t]*2)*(3/2)))*x1[t]},
{x1[t],x2[t]}
,{0.000001,03,{t,0,100Pi,Pi/50}];

| Berechnung der Orte und
| Geschwindigkeiten

| Anfangsbedingungen zur Zeit t=0; Intervall; Schrittweite

=% | Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
KI>>kop291.txt; | Abspeichern unter Filename kop291.txt
j=5001 | Schrittzahl
5001

a=Part[kl,j,1]
-7
-3.35806 10

b=Part[klj, 2]
-8
-8.7058 10

| Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a

| Ubergabe der zuletzt berechneten Geschwindigkeit an b

RungeKutta[{x2[t],(-0.015-0.58*Cos[2*t]

-kop*w/((x1[t]*2)*(Exp[(x1[t] *2)])*(2*106))
+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]"2]]

((x1[]*2)*@/2))*x1{t]},
{x1]t],x2[t]}
»{a,b},{t,0,100P},Pi/50}];

| Berechnung der Orte und
| Geschwindigkeiten

| Anfangsbedingungen zur Zeit =100 Pi

=% | Ubergabe der Tabelle an die Variable ki

kl>>kop292.txt;
a=Part[kl,j,1] '
-7
-7.74457 10

| Abspeichern unter Filename kop292.txt

| Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a




b=Part[ld,j, 2] | Ubergabe der zuletzt berechneten Geschwindigkeit an b

-8
5.84709 10
RungeKutta[{x2[t],(-0.015-0.58*Cos[2*t] | Berechnung der Orte und
-kop*w/((x1[t]*2)*(Exp[(x1[t]*2)])"(2*10"6)) | Geschwindigkeiten

+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]
((x1[£]~2)~(3/2))) *x1[t]},

{x1[t],x2{t]}

»{a,b},{t,0,100Pi,Pi/50}}; | Anfangsbedingungen zur Zeit =200 Pi
K=%; | Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
kl>>kop293.txt; | Abspeichern unter Filename kop293.txt
a=Part[kl,j,1] | Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a

-7
8.55948 10
b=Part[kl,j, 2] | Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an b
-8 '
477892 10
RungeKutta[{x2[t],(-0.015-0.58* Cos[2*{] | Berechnung der Orte und
-kop*w/((x1[t]*2)*(Exp[(x1[t] *2)])*(2*10/6)) | Geschwindigkeiten

+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]
H(x1[t]*2)*(3/2)))*x1[t]},

{x1[¢},x2[¢]}

,{a,b},{t,0,100Pi,Pi/50}]; | Anfangsbedingungen zur Zeit =309 Pi
Kl=%; | Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
kI>>kop294.txt; | Abspeichern unter Filename kop293.txt
a=Part[kl,j,1] | Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a

-7
1.99582 10
b=Part[kl,j, 2] | Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an b
-8
-9.05649 10
RungeKuntta[{x2[t],(-0.015-0.58*Ceos[2*t] | Berechnung der Orte und
-kop*w/((x1[t]*2)* (Exp[(x1[t]*2)])*(2%10/6)) | Geschwindigkeiten

+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]
I(x1[t} 2)*(3/2)))*x1[t]},

{x1[t],x2[t]}
»{a,b},{t,0,100Pi,Pi/50}]; | Anfangsbedingungen zur Zeit =400 Pi
=%; | Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
ki>>kop295.txt; | Abspeichern unter Filename kop295.txt
a=Part[kl,j,1) | Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a
-7
-9.89991 10
b=Part[kl,j, 2] | Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an b
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-8
1.30376 10

RungeKutta[{x2[t],(-0.015-0.58*Cos[2*{]
-kop*w/((x1[t]2)*Exp[(x1[{] D))" (2¥10"6)
+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]
A1)~ 2)*@/2)))*x1[t]},
{x1[t],x2[t]}
»{a,b},{t,0,100Pi,Pi/50}];
kl=%:;
kl>>kop296.txt;

a=Part[kl,j,1]
-7
4.65309 10

b=Part[klj, 2]
-8
8.18089 10

| Berechnung der Orte und
| Geschwindigkeiten

| Anfangsbedingungen zur Zeit =500 Pi
| Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
| Abspeichern unter Filename kop296.txt

| Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a

| Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an b

RungeKutta[{x2[t],(-0.015-0.58*Cos[2*t]
-kop*w/((x1[t]*2)*(Exp[(x1[t]*2))"*(2*10"6))
+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]
A(x1[t]*2)"(3/2)))*x1[t]},
{x1{t],x2[t]}
»{a,b},{t,0,100Pi,Pi/S0}];
=%;

kI>>kop297.txt;

a=Part[kl,j,1]
7
6.77469 10

b=Part[kl,j, 2]
-8
-6.79822 10

| Berechnung der Orte und
| Geschwindigkeiten

| Anfangsbedingungen zur Zeit =600 Pi
| Ubergabe der Tabelle an die Variable kl
| Abspeichern unter Filename kop297.txt

| Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an a

| Ubergabe des zuletzt berechneten Ortes an b

RungeKutta[{x2[t],(-0.015-0.58*Cos[2*{]
-kop*w/((x1[t}*2)*(Exp[(x1[t]*2)])"(2*10"6))
+kop*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[x1[t]*2]]
M(x1[E]*2)*(3/2)))*x1]t]},
{x1[t],x2[t]}
{a,b},{£,0,100Pi,Pi/50}];
ki=%:;
KI>>kop298.txt;

| Berechnung der Orte und
| Geschwindigkeiten

| Anfangsbedingungen zur Zeit t=700 Pi
| Ubergabe der Tabelle an die Variable ki
| Abspeichern unter Filename kop297.txt

=100
100

kl=<<kop291.txt;
Do[ollil[i]=Part[kl,50*i+1,1],{i,0,i}];
Dolillo1[i]=Part[kl,50*i+1,2],{i,0,j}];

kl=<<kop292.ixt;

Do[olli2[i]=Part[kl,50*i+1,1],{i,0,j}];
Dolillo2[i]=Part[kl,50*i+1,2],{i,0,j}];
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| Anzahl der Schnittpunkte pro File

| Ubergabe der ersten Tabelle an ki
| Herauslesen der Orte i*Pi/2 von i=0 bis i=j
| Herauslesen der Geschwindigkeiten i*Pi/2 von i=0 bis i=j

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelle 2




=<<kop293.txt;
Do[olli3[i]=Part[kl,50*i+1,1],{i,0,j}];
Do[illo3[i]=Part[kl,50*i+1,2],{i,0,j}];

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelle 3

kl=<<kop294.txt; :
Dolollid[i]=Part[kl,50*i+1,1],{i,0,j}];
Dolillo4[il=Part[Kkl,50%i+1,2],{i,0,j}];

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelle 4

ki=<<kop295.ixt;
DofolliS[i]=Part{kl,50*i+1,1],{i,0,j}];
Dolillo5[i]=Part[kl,50*i+1,2],{i,0,j}];

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelle 5

kl=<<kop296.txt;
Dololli6[ij=Part[kl,50*i+1,1],{i,0,j}];
Dolillo6[ij=Part[k1,50*i+1,2],{i,0,j}];

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelie 6

kl=<<kop297.txt;
Do[olli7[i]=Part[kl,50*i+1,1,i,0,j}1;
Dolillo7[i]=Part[kl,50*i+1,2],{i,0,j}1;

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelle 7

Kki=<<kop298.txt;
Dol[oli8[i]=Part[kl,50*i+1,1],{i,0,j}1;
Dolillo8[i]=Part[kl,50*i+1,2],{i,0,j}1;

| wie Tabelle 1, jetzt Tabelle 8

ort=Table[{olli1[i],olli2[i],olli3[i],olli4[i],
olliS[i],oMi6{i},olli7{i},olli8[i]},{i,0,j}1;

Flatten[ort];

Ol't_-'o/o;

| Erstellen einer Tabelle aller berechneten Orten

geschw=Table[{illo1[i],illo2[i],illo3[i],ille4[i],
illoS[i},illo6i],illo7[i],ilo8[i]},{i,0,j}1;

Flatten[geschw];

geschw=%;

| Erstellen einer Tabelle aller berechneten
| Geschwindigkeiten

Dololli[i]=Pari[ort,i],{i,1,808}];
Dolillofi]=Part[geschw,i],{i,1,808}];

| Erstellen einer Tabelle aller berechneten Schnitt-
| punkte

punkte=Table[Point[Table[{olli[i},illo[i]}]1],{i,1,808}];

punkte>> kop129.txt;

| Abspeichern der Tabelle unter kop129.¢xt

Show[Graphics[{ CMYKColor[0,0.5,0,0],PointSize [0.003]

;punkte},Axes->True]]

| Darstellung aller Schuittpunkte einer
| Trajektorie in einer Poincaré-Karte

-Graphics-
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Anhang C: Programm ,,“Sechsdim*

<<Programm’Rungekut’

| Laden des Mahtematika- Package Rungekutta

e=1.52592*10/-7
-7
1.52592 10
=1.14934
1.14934
g=2%*10"6
2000000
w=e*f
-7
1.7538 10
q=w*Sqrt[Pi)/(2*Sqrt[g])
-11 Pi
8.769 10 Sqrt[ -- ]
2

| Konstantendeklaration

kop1=1/4.12 ;
kop2=1/4.12

kop3=1/4.12 ;

| Festlegung der Stirke der Stérung in den drei Raum-

| richtungen

kI={{1*10"-6,1%¥107-6,1*10"-6,1*10/-6,1*10-6,1*10"-6}}

j=51

Do[al[k-1]=Part[kl,1,1],{k,1,j}]
Do[b1[k-1}=Part[kl,1,2],{k,1,j}]
Do[a2[k-1]=Part[kl,1,3],{k,1,j}]
Do[b2[k-1}=Part[kl,1,4],{k,1,j}]
Do[a3[k-1]=Part[kl,1,5],{k,1,j}]
Do[b3[k-1]=Part[kl,1,6],{k,1,j}]

| Die Losung ist in jedem

| Schritt Null; Da die

| Berechnung der Stor-

| funktion fiir Orte < 10 ™"°
| problematisch ist, warden
| s,sichere® Werte gewiihlt,

l

| alle Orte und Geschwindigkeiten
| bekommen in jedem Schritt zwischen

|0 undx den Wert 1*10"-6

D[(-kop1*w/((al[k]*2+a2[k]*2+a3[k]*2)

*(Exp[(al[k]~2+a2[k]*2+a3[k]*2)])*(2*1076))
+kop1*q*Erf{1000*Sqrt[2]*Sqrt[al[k] *2+a2[K]*2+a3[k]*2]]
f((a1[k]*2+a2[k]*2+a3[k]~2)~(3/2))) *al[Kk],al[K]];

decl=%;

D[(-kop2*w/((al[k]*2+a2[k]*2+a3[k]*2)

*(Exp[(al[k]*2+a2[k]*2+a3[k]*2)])*(2*106))
+kop2*q*Erf{1000*Sqrt[2]*Sqrt[al [k]*2+a2[k]*2+a3[k]*2]]

A(al[k]"2+a2[k]"2+a3[k] *2)"(3/2)))*a2[K],a2[k]];

dec2=%;
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| Differentiation der
x-Komponente der
Storung nach x

| Differentiation der
y-Komponente der
Storung nach y




Dl(-kop3*w/((al[k]*2+a2[k}*2+a3[Kk]*2) | Differentiation der

*(Expl(al[k] 2+a2[k]*2+a3[k] 2)D(2*10/6)) z-Komponente der
+kop3*q*Erf[1000*Sqrt[2]*Sqrt[a1{k]*2+a2[k]*2+a3[k]"*2}] Storung nach z
/((al[k]*2+a2[k]*2+a3[k]~2)7(3/2)))*a3[Kk],a3[k]];
dec3=%;

k=,

Die gemischten Ableitungen der Storung, z.B die Ableitung der x-Komponente nach y, sind um die
Lésung x=y=z=X =y =% =0 gleich Null und werden deshalb nicht beriicksichtigt.

cli=1 | Anfangsbedingungen der
1 ersten Spalte der 6 X 6 -
c12=0 Jakobimatrix (t =0)
0
¢13=0
0
¢14=0
0
c15=0
0
c¢16=0
0
fr[0]={{0,0},{c11,c12,c13,c14,c15,c16}}
{{0, 0}, {1,0,0,0,0,0}}
k=,

Do[{c11=Part[fr[k],2,1],c13=Partjfr[k],2,3},c15=Part[frik],2,5],c12=Part[fr[k],2,2] | Berechnung der

,c14=Part|frik],2,4],c16=Part|frk],2,6], ersten Spalie, wobei
fr[k+1}]=RungeKutta[{x12[t] der zu jeder Zeit
»(-0.015-0.58*Cos[2*t])*x11[t]+decl *x11{t]+dec2*x13[t]+dec3*x15(t], giiltige Oxt
x14[t} eingesetzt wird
+(-0.015-0.58*Cos[2*t])*x13[t]+dec1*x11[t]+dec2*x13[t]+dec3*x15[t],
x16[t]

4(0.03+1.16*Cos[2*t]) *x15[t]+decl *x11{t]+dec2*x13[t]+dec3*x15][{]

{xll[t],x12[t],x13[t],x14[t],x15[,t],x16[t]}
»{c11,¢12,¢13,¢14,¢15,c16},{t,(K)Pi/50,(k+1) Pi/50, Pi/50}]},{k,0,50}]

gegl1=Part[fr[50],2,1]; | Wert der ersten
Spalte bei t = Pi

gg12=Part[fr[50],2,2];

gg13=Part[fr[50},2,3];

ggl4=Part[fr[50},2,4];

gg15=Part{fr[50],2,5];

gg16=Part[fr[50},2,6];

c21=0 | Anfangsbedingungen der
0 zweiten Spalte (1=0)
c22~=1
1
€23=0
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0
c24=0
0
¢€25=0
0
¢26=0
0
fr{0]={{0,0},{c21,c22,c23,c24,c25,c26}}
{{0, 03, {0, 1,0,0,0,0}}
k=,

Dof{c21=Part[fr{k}],2,1],c23=Part[fr[k],2,3],c25=Part[fr[k}],2,5],c22=Part{fr[k},2,2]
,c24=Part[fr[k],2,4]},c26=Part[fr[k},2,6],
frik+1]=RungeKutta[{x22]t]
+(-0.015-0.58*Cos[2*t])*x21[t]+decl*x21[t]+dec2*x23[t]+dec3*x25[t],
x24[t]
»(-0,015-0.58*Cos[2*t])*x23[t]+decl*x21[t]+dec2*x23[t]+decI *x25[t],
x26(t]
»(0.03+1.16*Cos[2*t))*x25[t]+dec1*x21[t]+dec2*x23[t]+dec3*x25[t]
b

{x21[t],x22[t],x23[t],x24[t],x25[¢] ,x26[¢t]}
+{€21,22,¢23,024,625,¢26},{t,(K)Pi/50,(k+1) Pi/50, Pi/50}1},{k,0,50}]

} Berechnung der
zweiten Spalte

gg21=Part|ir[50],2,1]; | Wert der zweiten Spalte
bei t =Pi

ge22=Part[fr[50],2,2];
gg23=Part[fr{50}],2,3];
gg24=Part[fr[50],2,4];
£g25=Part[fr{50],2,5];

826=Part[fr{50],2,6];

€31=0 | Anfangsbedingungen der
0 dritten Spalte (t = 0)

c32=0
0
c33=1
1
¢34=0
0
¢35=0
0
c36=0
0
fr[0]={{0,0},{c31,c32,c33,c34,c35,c36}}
{{0, 0}, {0,0,1,0,0, 0}}
k=,

Do[{c31=Part[fr[k],2,1],c33=Part[fr[k],2,3],c35=Part[fr[k],2,5],c32=Part[fr[Kk],2,2]
, <34=Part[fr{k],2,4],c36=Part[fr{k}],2,6],
frik+1]=RungeKutta[{x32]t]
»(-0,015-0.58*Cos[2*t])*x31]t]+decl1*x31[t]+dec2*x33[t}Hdec3*x35][t],
x34[t]
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| Berechnung der
dritten Spalte




#(-0.015-0,58*Cos[2*t]) *x33[t]+dec1*x31[t]+dec2*x33[t]+dec3*x35[t],
x36{t]
4(0.03+1.16*Cos[2*]) *x35[t]+dec1*x31[t]+dec2*x33[t]+dec3*x35[t]
}
{x31[t],x32[t],x33[t],x34[t],x35[t],x36[t]}
»{€31,e32,e33,c34,635,c36},{t,(K)Pi/50,(k+1) Pi/50, Pi/S0}]},{k,0,50}]

ge31=Part{fr[50},2,1]; | Wert der dritten Spalte
bei t =Pi

gg32=Part[fr[50],2,2];

£233=Part[fr[50],2,3];

gg34=Part[fr[50],2,4];

gg35=Part[fr[50],2,5];

2e36=Part[fr[50],2,6];

cd41=0 | Anfangsbedingungen der
0 vierten Spalte (t=0)
cd2=0
0
c43=0
0
cdd=1
1
c45=0
0
c46=0
0
fr{0]={{0,0},{c41,c42,c43,c44,c45,c46}}
{{0,0}, {0,0,0, 1, 0,0}}

k=.
Dol[{c41=Partifr[k],2,1},c43=Part{fr[k]},2,3},c45=Part[fr[k],2,5] | Berechnung der
,«c42=Part[fr[k],2,2],c44=Part{frik],2,4],c46=Part|frik],2,6], vierten Spalte
frik+1]=RungeKutta[{x42[t]
»5(-0.015-0.58*Cos[2*t])*xd1{t]+decl1*x41[t]+dec2*x43[t]+dec3 *x45[t],
x44[t]
+(-0.015-0.58*Cos[2*t])*x43[t]+dec1 *x41[t]+dec2*x43[t]+dec3*x45[t],
x46(t]
#(0.03+1.16*Cos[2*t]) *x45[t]+decl *x41[t] +dec2*x43{t]+dec3*x45]t]
b
{x41[t],x42[t],x43[t],x44[t],x45][t],x46[t]}
,{cd1,c42,c43,c44,c45,c46},{t,(k)Pi/50,(k+1) Pi/50, Pi/50}}},{k,0,50}]
ge41=Part{fr[50},2,1]; | Wert der vierten

Spalte bei t = Pi
ggd2=Part[fr[50},2,2];

gg43=Part[fr[50],2,3];
2g44=Part[fr[50],2,4];

gg45=Part|[fr[50],2,5];
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ggd6=Part[fr[50],2,6];

c51=0 | Anfangsbedingungen der
0 flinften Spalte (t=0)
c52=0
0
c53=0
0
c54=0
0
c55=1
1
¢56=0
0
fr{0)={{0,0},{c51,c52,c53,c54,c55,c56}}
{{0, 0}, {0,0,0,0, 1,0}}

k=

Do[{cS1=Part[fr[k],2,1],cS3=Part[fr[k],2,3] | Berechnung der
,c55=Part[fr{k],2,5],c52=Part[fr[k],2,2] fiinften Spalte von
,o54=Partffr[k],2,4],c56=Part[fr[k],2,6], t=0bist="Pi

fr[k+1}=RungeKutta[{x52[t]

+(-0.015-0.58* Cos[2*t) *x51[t]+decl *x51[t]+dec2*x53[t]+dec3*x55]t],
x54[t]

»(-0.015-0,58*Cos[2*t])*x53[t]+dec1*x51[t|Hdec2*x53[t]+dec3*x55(t],
x56{t]

+(0.03+1,16*Cos[2*t]) *xS5[t]+dec1*x51[t]+dec2*x53[t] +dec3 *xS55[t]
3

{x51[t],x52[t],x53[t],x54[t],x55[t],x56]t]}
,{€51,052,¢53,c54,c55,¢56},{t,(K)Pi/50,(k+1) Pi/50, Pi/50}]},{k,0,50}]

ggS1=Part[fr[50],2,1]; | Wert der fiinften
Spalte bei t = Pi

ge32=Part[fr[50],2,2];

gg53=Part[fr[50],2,3];

ggS54=Part[fr[50],2,4];

ggSS5=Part[fr[50],2,5];

2g56=Part[fr[50],2,6];

c61=0 | Anfangsbedingungen der
0 sechsten Spalte (¢t=0)
c62=0
0
€63=0
0
c64=0
0
¢65=0
0
¢66=1
1
fr[0]={{0,0},{c61,c62,c63,c64,c65,c66}}
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{{0, 0}, {0,0,0,0,0, 1}}
k=

Do[{c61=Part[fr[k},2,1],c63=Partjfr[k],2,3],c65=Partfr[k],2,5],c62=Part[fr[k],2,2]
,c64=Part{fr(k],2,4],c66=Part[fr(k],2,6,
fr{k+1]=RungeKutta[{x62[t]

4(-0.015-0.58*Cos[2*t])*x61[t]+decl1 *x61[t]+dec2*x63[t]+dec3*x65(t],
x64]t]

+(-0.015-0.58*Cos[2*t])*x63[t]+dec1*x61[t]+dec2*x63]t]+dec3 *x65[t],
x66][t] : ’

+(0.03+1,16*Cos[2*t])*x65[t]+decl *x61[t]+dec2*x63[t]+dec3*x65(t]
3

{x61[t],x62[t],x63[t},x64[t],x65[t],x66[t]}}
,§€61,662,063,c64,c65,c66},{t,(K)Pi/50,(k+1) Pi/50, Pi/50}]},{k,0,50}]

| Berechnung der
sechsten Spalte
von t = 0 bis
t=Pi

gg61=Part[fr{50],2,1]; | Wert der sechsten

gg62=Part[fr[50],2,2];
£g63=Part[fr[50],2,3];
gg64=Part|fr[50],2,4];
£g65=Part[fr{50],2,5];

£g66=Part[fr[{50},2,6];

Spalte bei t = Pi

dp={{ggl1,gg21,g031,g841,8851,2261}, { Jakobi-Matrix der Poincare’-Abbildung

{egl2,gg22,2932,0942,8952,8962},
{2213,2¢23,2233,8243,2853,8263},
{gg14,gg24,8934,2844,8954,8964},
{2g15,2g25,8235,2245,8255,8265},
{gg16,2226,2236,2846,2256,2266} }

{{1.00045, 4.25923, 0, 0, 0, 0}, {0.000209024, 1.00045, 0, 0, 0, 0},
{0, 0, 1.00045, 4.25923, 0, 0}, {0, 0, 0.000209024, 1.00045, 0, 0},

{0, 0, 0, 0, 0.58796, 1.54775}, {0, 0, 0, 0, -0.422746, 0.58796}}

Det{dp] | Die Determinante der Jakkobi-Matrix
L hat in jedem Schritt den Wert eins.

MatrixForm[Eigenvalues[dp]] | Berechnung der Eigenwerte der 6 X 6 -

Jakobi-Matrix

1.03028 | Erster Eigenwert

1.03028 | Zweiter Eigenwert

9.58796 +0.80889 I | Pritter Eigenwert

0.58796 - 0.80889 1 | Vierter Eigenwert

0.970607 | Fiinfter Eigenwert
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0.970607

MatrixForm[Eigenvectors[dp]]

0. 0. 0.999975
0.999975 0.00700521 0.

0 0. 0

0 0. 0

0. 0. -0.999975
-0.999975 0.00700521 0.

{wert,veki}=Eigensystem[N[dp,100]];

dp . vekt{[1]]=wert[[1]] veki[{i]]
True

| Sechster Eigenwert

| Berechnung der Eigenvektoren

| Jede Zeile ist der zu den

| obigen Eigenwerten gehirige

| Eigenvektor. Der erste Eigenvektor
| gehiirt zum ersten Eigenwert usw,

0.00700521 0. 0.

0 0. 0

0. 0.886263 0.463183 1
0. 0.886263 -0.463183 1
0.00700521 0. 0.

0 0. 0

| Die Eigenwerte werden den Eigenvektoren zugeordnet

| Test, ob die Eigenwertgieichung erfiillt ist.
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