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Kurzfassung

Im vorliegenden Bericht wurden mit Hilfe des Konzeptes der dualen Variablen einfache
Materialgleichungen fiir hyperelastisches sowie firr plastisches Materialverhalten von
kleinen auf grof3e Deformationen erweitert. Dabei wurden zwei Familien von zueinander
dualen Spannungs- und Verzerrungstensoren betrachtet. Demzufolge existierten zwei
Moglichkeiten zur Formulierung von plastischem Materialverhalten relativ zur aktuellen

Konfiguration.

Fir diese Materialmodelle wurden, unter der Voraussetzung von inkompressiblem
Materialverhalten, die Spannungen mit numerischen Verfahren bestimmt, die bei
einfacher Torsion und bei Torsion mit freiem Ende aufireten. Es zeigte sich, daB3 bei
Hyperelastizitdt die Axialspannung in  Abhéngigkeit der Materialparameter
unterschiedlich verldufi, wihrend sich bei plastischem Materialverhalten durch die zwei
Moglichkeiten der Formulierung des Materialverhaltens verschiedene Verldufe dieser

Spannung ergeben.

Abstract

Torsion of a circular bar in the case of finite deformations and incompressible
material behaviour

Constitutive relations concerning hyperelastic and plastic material behaviour are
generalised from small to finite deformations using the concept of dual variables. Two
families of dual strain and stress tensors are considered. Consequently, there exist two
possibilities for formulating plastic constitutive models with respect to the actual

configuration.

Using these constitutive models, the stress distribution is calculated for the case of simple
torsion as well as for the case of torsion with free ends. It turns out that for
hyperelasticity the investigated second-order effects depend decisively on the material
parameters, and not on the chosen variables. For plasticity laws, on the other hand, the
second-order effects investigated depend decisively on the chosen dual variables, and less

on the material parameters.




Yorwort

Es ist wohl bekannt, daB die Verallgemeinerung von Materialgleichungen von kleinen auf
grof3e Deformationen nicht eindeutig ist. Auch die Zuordnung von Spannungen zu Ver-
zerrungen sowie die Bestimmung von zugehorigen Zeitableitungen, unabhingig von
speziellen Stoffeigenschaften, ist nicht eindeutig.

Eine Moglichkeit dieser Zuordnung besteht in der Methode der konjugierten Variablen,
eine andere im Konzept der dualen Variablen, das in dieser Arbeit zugrunde gelegt wird.

Insbesondere wird auf die Frage eingegangen, wie bestimmte Materialgleichungen in
moglichst einfacher Form mittels dualer Variablen von kleinen auf grofie Deformationen
verallgemeinert werden konnen, und wie sich die so verallgemeinerten Material-
gleichungen in speziellen Deformationsprozessen verhalten. Dabei konzentrieren sich die
Berechnungsbeispiele auf die einfache Torsion sowie die Torsion mit freiem Ende.

Waihrend der gesamten Arbeit wird inkompressibles Materialverhalten vorausgesetzt.

Die Verfasser dieses Berichts hoffen, daB diese Arbeit einen Beitrag dazu leisten kann,

Effekte hoherer Ordnung in der nichtlinearen Kontinuumsmechanik besser zu verstehen.

Karlsruhe, April 1995 O. Hausler, Ch. Tsakmakis
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Kapitel 1

Einleitung

Werden in einem Festkorper Spannungen berechnet, wurde bislang zumeist von kleinen
Deformationen ausgegangen. Hierbei werden Ausdriicke mit hoheren Potenzen der
Deformation vernachldssigt. Dies ist bei groBeren Deformationen nicht mehr erlaubt, da
durch diese Vereinfachung teilweise Effekte zweiter Ordnung, das sind Spannungen, die
nicht in Belastungsrichtung wirken, nicht bestimmt werden kénnen. Zum Beispiel
ergeben sich fiir einfache Scherung bei Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung
nur Schubspannungen in Belastungsrichtung, wiahrend ohne diese Vereinfachung auch

eine Normalspannung senkrecht dazu auftritt [1].

Um diese Spannungen bei grolen Verformungen zu bestimmen, werden die Material-
modelle fur kleine Deformationen mit Hilfe des von HAUPT und TSAKMAKIS
entwickelten Konzeptes der dualen Variablen [16] auf groBe Deformationen erweitert.
Da zwei Familien von zueinander dualen Spannungs- und Verfestigungstensoren sowie
zugeordneten Geschwindigkeiten existieren, bestehen zwei Moglichkeiten zur Formu-
lierung von Materialgleichungen, die Stoffverhalten bei groBen Deformationen

beschreiben.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen die Spannungen fiir hyperelastisches Materialverhalten
und fur beide Familien bei starrplastischem Materialverhalten mit rein kinematischer
Verfestigung am Beispiel der Torsion eines Kreiszylinders qualitativ bestimmt und in
Abhingigkeit der Materialparameter dargestellt werden. Insbesondere werden moglichst
einfache Stoffgleichungen betrachtet, die als erste Néherung zur Beschreibung von
Materialverhalten angesehen werden konnen. Die hierbei auftretenden Integrale und
Differentialgleichungssysteme werden mit Hilfe numerischer Verfahren auf Grundlage

des Extrapolationsverfahrens bestimmt.




Da es bei der Couette-Stromung aus der Stromungslehre analog zur Plastizitit ebenfalls
zwei Moglichkeiten zur Beschreibung der Spannungsverteilung im Fluid gibt [17],
werden diese hier ebenfalls kurz vorgestellt.




- Kapitel 2
Materialtheorie

Zur Bestimmung der Spannungen bei groBBen Deformationen, werden in diesem Kapitel
zundchst Materialgleichungen fiir hyperelastisches und starrplastisches Materialverhalten
bei kleinen Deformationen kurz vorgestellt. Diese werden anschlieBend auf grofe

Verformungen erweitert.

2.1. Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Ist R, der Raumbereich den der materielle Korper in der Bezugskonfiguration einnimmt,

wird ein materieller Punkt durch einen Ortsvektor
T
X =(X,, X,, X;) 2.1)
beziiglich eines raumfesten, kartesischen Koordinatensystems beschrieben. Analog dazu

wird im Raumbereich R, der Momentankonfiguration, die der materielle Korper zu

einem Zeitpunkt 7 einnimmt, derselbe materielle Punkt durch den Ortsvektor

X :(xl,x2>x3)T (2.2)

bestimmt.




Die Bewegung des materiellen Kérpers kann durch die Bewegungsgleichung

x =%(X,7) (2.3)

dargestellt werden. Daraus wird der Verschiebungsvektor
u=a(X,7)=%(X,1)-X (2.4)

gewonnen,

Abbildung 2.1: Materieller Korper in Momentan- und Bezugskonfiguration mit
den Ortsvektoren x, X zu einem Punkt des Korpers und dem

dazugehorigen Verschiebungsvektor u.

Ein materielles Linienelement dx der Momentankonfiguration kann durch die lineare

Abbildung

ox(X,1)

dx = dX = FdX (2.5)




aus einem Linienelement dX der Bezugskonfiguration bestimmt werden. Der Tensor

zweiter Stufe F mit der Eigenschaft
detF >0, (2.6)

heilt Deformationsgradient. Die positive Determinante bedeutet physikalisch, daB3 sich
der materielle Kérper mit endlichem Volumen nicht selbst durchdringen kann und er

nicht zu einem Punkt mit Volumen 0 komprimiert werden kann [2, S.3].

Genauso kann aus dem Verschiebungsvektor u ein Verschiebungsgradient H

He oa(X,7) @7
0X
definiert werden.
Mit (2.4) folgt daraus
F=H+1. (2.8)

1 bedeutet hierbei der Einheitstensor.

Da der Deformationsgradient F niemals singuldr wird (2.6), existiert nach [2, S.11] die

eindeutige Zerlegung in
F=RU= VR, (2.9)

wobei U und V positiv-definite, symmetrische Tensoren und R ein orthogonaler Tensor

sind:
RT - R—l
=0’ (2.10)
v=v"

Weiterhin wird der rechte Cauchy-Green Verzerrungstensor durch

C=F'F=0" (2.11)




und der linke Cauchy-Green Verzerrungstensor durch

B=FF =V? (2.12)
definiert.
Mit
A= %(dx dx—dX dX) (2.13)
1(or
- dX-[E(F F—l)]dx (2.14)
= dx-[—;:(l—FT‘lF‘l)]dx (2.15)

als einem MaB fur die Verformung, 148t sich der Green’sche Verzerrungstensor

Lprp—1) = L(c-
E:E(F F—1)_2(c 1) (2.16)

bzw. der Almansi Verzerrungstensor

A A
A:E(I-FT 'R l)_2(1 B™) 2.17)

angeben. Wird der Green'sche Verzerrungstensor umgeformt, so ergibt sich die

Beziehung

Ezl(H+HT)+%HTH

N

= E+%HTH, (2.18)

mit dem linearisierten Green’schen Verzerrungstensor E.

Zur vollstandigen Beschreibung der Kinematik des materiellen Korpers fehlen noch
GroBen, die die zeitliche Anderung der Verformung beschreiben. Dies geschieht tiber die

Geschwindigkeit

v=x=V(x,1). (2.19)




an jedem Punkt des Korpers. Daraus liBt sich ein Geschwindigkeitsgradient L

bestimmen:

=FF". (2.20)

Dieser Geschwindigkeitsgradient kann in einen symmetrischen Anteil D, die

Deformationsgeschwindigkeit

D:%@+U) 2.21)
und einen unsymmetrischen Anteil W, den Wirbeltensor

\V:%ﬁﬁLﬂ, (2.22)

zerlegt werden [2, S.45].

Wirkt auf den materiellen Kérper wihrend der Bewegung ein Kraftsystem ein, existiert
nach CAUCHY ein tensorielles Feld T, der Cauchy’sche Spannungstensor, mit den Eigen-
schaften [1]:

t=Tn, |n|=1

(2.23)
T=T1".

Hierbei ist t der Kraftvektor, der auf eine Schnittfliche wirkt.

Durch Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen bei vernachldssigbaren Volumen-
kréften, ergibt sich damit folgende Bedingung, der der Spannungstensor T genligen

mul:

divT=0. (2.24)
Daneben existiert noch der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor S, der tiber

S =(detF)T (2.25)

aus dem Cauchy’'schen Spannungstensor und dem Deformationsgradienten bestimmt

wird.




2.2. Materialmodelle bei kleinen Deformationen

Im folgenden wird flir kleine Deformationen ein Materialmodell zur Beschreibung von
hyperelastischem Materialverhalten, und eines zur Beschreibung von starrplastischem
Materialverhalten mit Verfestigung nach ARMSTRONG-FREDERICK kurz beschrieben [1].
Dabei wird von inkompressiblem, isotropem Material ausgegangen.

Aufgrund der Inkompressibilitidt wird

detF =1 (2.26)
und

SpE~SpD =0. (2.27)

Der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor und der Cauchy’sche Spannungstensor

sind somit identisch.

2.2.1. Hyperelastizitiit
Fur kleine Deformationen wird durch das Skalarprodukt

w(z) = T(r) - E(¢) (2.28)
eine Spannungsleistung definiert, Durch Integrieren der Spannungsleistung Gber die Zeit
kann die Verzerrungsenergie h(7), die zu einem Zeitpunkt ¢ im materiellen Korper
gespeichert ist, bestimmt werden:

h(z) = L{W(r)dt.

Ist diese Funktion fiir die Verzerrungsenergie bekannt, kann daraus durch

>

oh
o

T= (2.29)

=

der Cauchy’sche Spannungstensor T abgeleitet werden. Im Fall der Inkompressibilitét
gilt (p:hydrostatischer Druck)

T=-pl+Z (2.30)




2.2.2. Plastizitit mit kinematischer Verfestigung

Fur einen starrplastischen Korper ist die gesamte Dehnung gleich der plastischen

Dehnung;

E=E, . (2.31)

E=E", (2.32)

P E—%(Spfﬂ)l. (2.33)

Nach [4, S.17] kann durch die FlieBfunktion

F(r) = F(T(t),£(t), k(1)) = E(T,€) ~ &, (2.34)
f)= 2 (1-8)" (1-8)", @39

eine Bedingung fiir plastische Belastung angegeben werden:

<0 Entlastung
F=0 & B{=0} < 4 neutrale Belastung . (2.36)
>0 Belastung

B steht hierbei fir Belastungskriterium und ist durch

oF . 3 D
B=(—- ) =(——(T—&> —T) , (237
oT p=konst 2k p=konst

mit & als Tensor der kinematischen Verfestigung und % als Variable der isotropen
Verfestigung, definiert. Da in dieser Arbeit von rein kinematischer Verfestigung aus-

gegangen wird, ist die Fliegrenze & eine Materialkonstante.




Wird eine plastische Bogenlidnge

t
s= s(t)=‘w ZEEd :j i
0
2 -
= 3= [FEE, (2.38)
mit der deviatorischen Norm | |, eingefiihrt, so erhélt man die FlieBregel
- [sR, fir Belastun
£ :{ P SHng (2.39)
0 sonst
mit
F 3
SLEENC YN (2.40)

P AT 2k

als Richtung der plastischen Verformungsinderung. Wegen & = £ folgt daraus fur den

Cauchy’schen Spannungstensor

T:—pl+§+%E (2.41)
S

wobei p eine unbekannter Skalar ist, der aus einer zusitzlichen Bedingung gewonnen

werden muf.

Die plastische innere Variable & kann bei kinematischer Verfestigung nach ARMSTRONG-
FREDERICK aus der Evolutionsgleichung

E=cl-bsk (2.42)

bestimmt werden. ¢ und bsind dabei Materialkonstanten, wobei »=0 den Fall der

linearen kinematische Verfestigung ergibt.
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2.3. Verallgemeinerung auf grofle
Deformationen

Bei groBBen Deformationen konnen die im vorigen Abschnitt vorgestellten Gleichungen
nicht verwendet werden. Es ist insbesondere nicht mehr erlaubt, den linearisierten
Green’schen Verzerrungstensor zu benutzen, der nur fiir kleine Deformationen ein
zuldssiges Maf3 fiir die Verzerrung ist. Da der Cauchy’sche Spannungstensor in der
Momentankonfiguration definiert ist, wird statt dessen die zeitliche Ableitung des
linearisierten Green’schen Verzerrungstensor E durch eine Ableitung des Almansi-
Verzerrungstensors, der ebenfalls in der Momentankonfiguration definiert ist, ersetzt.

Aufgrund der zeitlichen Anderung der Momentankonfiguration, muB bei GroBen, die in
der Momentankonfiguration definiert sind, eine neue Zeitableitung eingefiihrt werden.
Diese zeitliche Ableitung des Spannungstensors, die objektive Spannungs-
geschwindigkeit, kann mit Hilfe des von HAUPT und TSAKMAKIS entwickelten Konzeptes

der dualen Variablen gewonnen werden.

2.3.1. Duale Variablen

Auf Grundlage von materiellen Linienelementen (Familie 1)

Nach (2.5) wird ein materielles Linienelement der Bezugskonfiguration durch

dx = FdX (2.43)

in ein materielles Linienelement der Momentankonfiguration transformiert. Somit kann
nach (2.16) und (2.17) der Verzerrungstensor der Momentankonfiguration (Almansi-

Verzerrungstensor A) durch die lineare Transformation
A=F'gF"! (2.44)
aus dem Green'schen Verzerrungstensor gewonnen werden. Auflerdem existiert in der

Bezugskonfiguration ein zum Green’'schen Verzerrungstensor dualer Spannungstensor,

der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor T

11




Das Konzept der dualen Variablen verlangt nun die Invarianz des inneren Produktes der

zueinander dualen Verzerrungs- und Spannungstensoren, d.h,

TE=X-A, (2.45)

mit dem zum Almansi-Verzerrungstensor dualen Spannungstensor X . Daraus folgt sofort

der gewichtete Cauchy sche Spannungstensor [5, S.183]

2=S=FTF =(detF)T. (2.46)

Die duale zeitliche Ableitung des Verzerrungstensors ergibt sich aus der Invarianz der

Spannungsleistung

- . 4
W=TE=S-A, (2.47)

A
mit A als dualer zeitlicher Ableitung des Almansi-Verzerrungstensors. Hieraus folgt

A .
A=FEF" (2.48)
Man erkennt, dafl der Verzerrungstensor der Momentankonfiguration und dessen

Ableitung durch die gleiche Transformation aus dem Verzerrungstensor der Bezugs-

konfiguration und dessen Ableitung gewonnen wird.

Umrechnen von (2.48) ergibt

A

A=A+L'A+AL=D. (2.49)
Analog laBt sich aus der Invarianz der komplementédren Spannungsleistung

_ A v

W =T E-S$A (2.50)

die ebenfalls forminvariante duale zeitliche Ableitung des gewichteten Cauchy’schen

Spannungstensors herleiten:

V » .
S=FTF =S-LS-SL. (2.51)

12




Auf Grundlage von Normalen an materiellen Flichen (Familie 2)

Eine in der Bezugskonfiguration durch
(2.52)

<D(X) =c

definierte materielle Oberfliche besitzt in der Momentankonfiguration die zeitabhéingige

Darstellung
olx, )=c. (2.53)

% und grad @ = o0 werden zwei Normalenvektoren zu diesen Flachen

Durch grad ¢ =
in der Bezugs- und Momentankonfiguration definiert. Zwischen beiden besteht folgende

Beziehung:
% _ pr-102 (2.54)
Ox oX

Mit dieser Beziehung 148t sich, analog zu (2.13), ein MaB fiir die Verzerrung definieren:

521(@.99_99.2‘1_’) (2.55)
2\0x ox O0X X '
ob 1 oD
=——.—(F'F"! — 2.56
=~ 2( )a (2.56)
op 1 r\ 09
= . _(1-FF")=, 2.57
- ) 2.57)

Aus (2.56) folgt der in der Bezugskonfiguration definierte Piola’sche Verzerrungstensor

e :%(F"IFT'I —1):%(0‘ ~1), (2.58)

und aus (2.57) der in der Momentankonfiguration definierte Finger'sche Verzerrungs-

tensor
az—;—(1~FFT>:%(1—B). (2.59)

13




AuBerdem ergibt sich, da3 der Finger'sche Verzerrungstensor durch die lineare Trans-

formation
a=FeF’ (2.60)

aus dem Piola’schen Verzerrungstensor gewonnen werden kann, und somit das Konzept

der dualen Variablen auf diese Verzerrungstensoren anwendbar ist.

Ist T der duale Spannungstensor zum Piola’schen Verzerrungstensor €, folgt aus der
Invarianz des inneren Produktes von Spannungs- und Verzerrungstensor flir den zum

Finger’schen Verzerrungstensor dualen Spannungstensor
o=F""eF " 2.61)

Damit ergeben sich die forminvarianten dualen zeitlichen Ableitungen

a=FéF" =d-La-al’ =-D (2.62)

und
o=F1F'=6+L/c+oL. (2.63)
Zusitzlich ergibt sich aus der Invarianz der Spannungsleistung
A
W=SD=c-a, (2.64)
mit (2.62) fur den zum Finger’'schen Verzerrungstensor dualen Spannungstensor

o=-8. (2.65)

14




2.3.2. Hyperelastizitit

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt, kann die Spannungsleistung bei groflen

Deformationen durch
W=8D (2.66)

bestimmt werden. Da die Theorie der Hyperelastizitit nur von der Spannungsleistung
ausgeht, spielt es aufgrund der Invarianz der Spannungsleistung (2.66) keine Rolle, ob

sie aus GréBen der Familie 1 oder der Familie 2 bestimmt wird.

Ist h bekannt, 146t sich nach [2, S.71] bei inkompressiblem Materialverhalten (detF =1)

die Spannung

T=S=-pl+2 Ohlg_of Oh gt (2.67)
al, ol

bestimmen. Die Grofle p mufl dabei aus einer zusitzlichen Randbedingung gewonnen

werden,

Von MOONEY wurde fur h die Funktion
h=C(1,-3)+C,(I,-3) (2.68)

vorgeschlagen. Diese Funktion stellt den einfachsten Ansatz dar, der beide Variablen /,

und 7, beriicksichtigt. Dies ergibt zur Bestimmung des Spannungstensors die Gleichung
T=-pl+2CB-2C,B"" (2.69)

fur das sogenannte MOONEY-RIVLIN Material. Dabei sind C, und C, Materialparameter.

15




2.3.3. Plastizitiit mit kinematischer Verfestigung

Im Gegensatz zur Hyperelastizitit spielt es bei der Plastizit4t mit kinematischer Verfesti-
gung eine Rolle, ob GroBen der ersten oder zweiten Familie verwendet werden, da dieses
Modell inkrementell formulierte Materialgleichungen enthalt. Die einfachste Form einer
Materialgleichung fur die kinematische Verfestigung ist der lineare Ansatz. Dies ist als
Sonderfall (b = 0) im ARMSTRONG-FREDERICK-Ansatz enthalten. Aus Griinden der prak-
tischen Bedeutung werden wir spéter bei den numerischen Untersuchungen neben diesem
Sonderfall auch Fille mit 4 > 0 diskutieren.

Familie 1

In den Gleichungen (2.41), (2.38) und (2.42) wird die zeitliche Ableitung des linearisier-

ten Green'schen Verzerrungstensors E durch die Deformationsgeschwindigkeit D und
. v

die zeitliche Ableitung des Spannungstensors & durch die duale zeitliche Ableitung & aus

(2.51) ersetzt.

Somit ergeben sich bei Inkompressibilitéit die drei Gleichungen

T= —p1+§+g£—]_1, (2.70)
3 s

é:‘/—i—D-D , (2.71)

gzé—L&—&,LT:cD—béE_, (2.72)

zur Bestimmung der Spannungen, wobei hier erneut die Grofe p aus einer zusétzlichen

Randbedingung gewonnen werden muf.

Familie 2

Hierbei wird in den Gleichungen (2.41), (2.38) und (2.42) die zeitliche Ableitung des
linearisierten Green’schen Verzerrungstensors E durch die duale Zeitableitung des
Finger'schen Verzerrungstensors é und die zeitliche Ableitung des Spannungstensors &

. . e . v
durch die zugehorige duale zeitliche Ableitung ¢ ersetzt.
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Dies ergibt bei Inkompressibilitit

A
2k
o=—plic+—2 (2.73)
3 s
§= %&-&, (2.74)
v .o A,
¢=¢+L ¢+gL=ca-bsg . (2.75)

Werden die Gleichungen (2.63) und (2.65) beriicksichtigt, erhélt man schlieBlich fiir die
zweite Familie zur Bestimmung der Spannung;

T:_[;1+§+E££, (2.76)
3 s

_ (2

§= ED.D, (2.77)

E+LTE+EL=cD-b3E , (2.78)

mit der zusitzlichen unbekannten GrofBle p.
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Kapitel 3

Numerische Verfahren

Bei Verwendung der in Kapitel 2 vorgestellten Materialmodelle ergeben sich
Gleichungen, die nicht immer analytisch gelost und geschlossen dargestellt werden

konnen. Diese Losungen miissen numerisch bestimmt werden.

Fur die in Kapitel 4 auftretenden Gleichungssysteme werden Verfahren zur numerischen
Integration und zur Losung eines gewohnlichen Differentialgleichungssystems erster

Ordnung benétigt, die in diesem Kapitel vorgestellt werden.

3.1. Numerische Integration mit der Trapezregel

Gesucht ist eine Nidherungslésung des Integrals

be(x)dx, a,b = konst . 3.1)
a

Hierzu wird das Integrationsintervall [a,b] in N gleich groBe Bereiche unterteilt und die
Funktion f(x) stiickweise durch Geraden ersetzt. Dabei geniigt es, wenn die Funktions-

werte an den Bereichsgrenzen bekannt sind.
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f(x)

X

Abbildung 3.1: Prinzip der Trapezregel (durchgezogen: Funktion f(x),
gestrichelt: Naherung durch Trapeze)

Somit gelten folgende Zusammenhinge:

(3.2)

x, =a+ih, i=0-- N . (3.3)

Der Wert des Integrals entspricht dem Flacheninhalt unter der Kurve f(x) im Intervall

[a,b]. Diesen kann man durch die Flicheninhalte /; der Trapeze anndhern, woraus die

Niaherungslosung
N-)
[(t)de~ T =31, , (3.4)
“ =0
mit [, = g[f(x,.)wL f(x)], (3.5)
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und daraus

N-1

DI LEIRRIEM)
f(a) f(b) G0
:h[ 5 +f(a+h)+f(a+2h)+...+f(b-h)+—= 5 }

T(h)=

N |

folgt. Nach [6, S.220ff] existiert fiir die Niaherungslésung folgende Entwicklung nach

dem Diskretisierungsparameter (Euler-Maclaurinsche Summationsformel):
b
T(h) = [ £(x)de + e, +c,h* +..+c, ¥ +O(H*?) . (3.7)

Es handelt sich somit um ein Verfahren der Ordnung zwei, d.h. der Fehler geht bei
Intervallverkleinerung mit h? gegen Null, und fiir h=0 ergibt sich die exakte Losung.

3.2. Modifizierte Mittelpunktregel zur Losung
von Anfangswertproblemen

Gegeben sei ein Anfangswertproblem der Form
d
Y®="T=f00), %)= (3.8)

Besteht das Problem aus einem System von S Differentialgleichungen sind y und f als

Vektoren zu verstehen:

y'() =%=f<x,y), y(%) = Yo , (3.7b)

) (s>) ,

mit y = (
f= (fa) f<2) f(s>)

Die folgenden Uberlegungen werden nur fiir den Fall einer Differentialgleichung durch-
gefuihrt; sie gelten analog fiir den Fall eines Differentialgleichungssystems.
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Ersetzt man die Ableitung vony durch den symmetrischen Differenzenquotienten

. y(x=h)y-y(x+h)
' 8
y gg >h , (3.8

so ergibt sich die Rekursionsformel

nn+1 = nn—l +2h f(xm 77n) (39)

fur die Mittelpunktregel, mit der Schrittweite h, der Naherungslosung #7(x,/) und

N, = Mx,,h) ,

X, =X +ih, i=0,1,....

Hierzu ist ein zweiter Anfangswerte y, erforderlich. Wird dieser mit dem Euler'schen

Polygonzugverfahren ermittelt, ergibt sich zur Bestimmung einer Niherungslosung
S, (x) an der Stelle x =x,+2nh der Algorithmus der modifizierten Mittelpunktregel

(siehe Abb. 3.2)

Mo = Vo
N =", +h-£(xy,1m,)
Nt =Nim +2h-1(x;,m;), i=12,...,2n (3.10)

1
S, (x)= Z(nZn—] +21,, + Myt )-

Durch den Glittungsschritt S,(x) wird die schwache Instabilitdt der Mittelpunktregel
beseitigt [6, S.250].
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Abbildung 3.2: Grafische Darstellung der Mittelpunktregel

Die dadurch erhaltene Losung S, (x) besitzt eine Entwicklung nach der Schrittweite /

der Form

S, (x) = y(x) + 5, (X)h* +5,(x)h* +... .

(3.11)

Zum Nachweis dieser Entwicklung wird das Zwei-Schritt-Verfahren in ein Ein-Schritt-
Verfahren umgewandelt, fiir das nach [7] die Entwicklung der Losung bekannt ist. Dazu
wird der Algorithmus der modifizierten Mittelpunktregel (3.10) in Terme mit Geraden

und Ungeraden Indizes umgeschriecben. Werden folgende neuen Groflen eingefiihrt

[8, S.228]

h=2h,
X, = x, +kh = x,+2kh ,

Uy =Ny
1
_5'(712/(—1 +n2k+l) >

v,

mit uy, =v, =Y, ,
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kann das Verfahren der modifizierten Mittelpunktregel (3.10) auch durch

Uy = Uy +}7-f(fk +g,vk +g-f(5c“k,uk))

h _ _
Vit =V +‘2—' (f(xk+1,uk+1) + f(xk ,uk))

dargestellt werden (siehe Abb. 3.3) [8, S.271].

Naks2 = Visl,~
i -

-
-
-
Ve

P
kg
M=y """

-

Tk~

Ty X =X Xy Xop T % Xy x

u

=y,
T iz

-~
-
-

Thks2 = “I/t}

-
—

(3.17)

(3.18)

—>

A2k-1

Yok =%

Xkt Xakez = Xp X

+3 X

Abbildung 3.3: Darstellung der modifizierten Mittelpunktregel getrennt nach Geraden

und Ungeraden Indizes.

Fur 4 — 0 ergeben sich daraus zwei Differentialgleichungen

u' =f(x,v),
v =1f(x,u),
u(0)=v(0) = y, ,

mit der exakten Losung

u(x)=v(x)=y(x) .
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Werden die zwei Losungen ¥ und v zu einem Vektor

u
z:[ ) (3.21)
v

zusammengefaf3t, konnen (3.17) und (3.18) durch ein Ein-Schritt-Verfahren

2,72, +}7‘g(fk+1 >fk’zk+lazk,h) (3.22)

dargestellt werden, wobei auch die Funktion g als Vektor zu verstehen ist.

Da die Funktion g der Bedingung
g(fkﬂ ’fk’ Zyy 2y ’}7) = g(fk afkﬂ s Ly sy, —}7) (323)

geniigt, ist das Verfahren symmetrisch [7], und die Funktionen # und v besitzen eine
Entwicklung nach der Schrittweite # der Form

up (x) = y(x)+a,(x)-h* +a,(x)-h*+...+a,, (x)-h*" +O(h*™*)  (3.24)
vo(x) = y(x)+b,(x)-h* +b,(x)-h* +...+b,,(x)-h*" +O(h*"™*)  (3.25)
Aus (3.14), (3.24) und (3.25) ergibt sich somit, unter der Voraussetzung einer geraden
Schrittanzahl (d.h. x = x, +2nh), eine Entwicklung von n(x,/) nach geraden Potenzen

der Schrittweite h.

Fir §,(x) aus (3.10) kann ebenfalls gezeigt werden, daf3 eine Entwicklung nur nach

geraden Potenzen von h existiert:

Nach Gleichung (3.15) gilt
Vi = %'(n2k+l + 772k—1) , (3.26)
und es ergibt sich

Sh(x): '(un+vn) > (327)

(ST
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womit auch die Entwicklung nach A? sofort angegeben werden kann:

Sy(x) = y(0) +3(a, (%) + b, ())- 1 +3(a, () +8,(x)) - h*+-..

_ _ (3.28)
= y(x)+ 8, (%) - B +5,(x) B +.. 45, (X)- B + O(h*™?)

3.3. Extrapolationsverfahren

Das Extrapolationsverfahren ermoglicht es, die Genauigkeit einer Néaherungslosung zu
verbessern, falls fiir diese Naherung eine Entwicklung nach dem Diskretisierungs-

parameter h existiert und das exakte Ergebnis fiir # — 0 erhalten wird.

Die beiden zuvor vorgestellten Verfahren zur numerischen Integration und Losung eines

Anfangswertproblems besitzen, wie gezeigt, eine Entwicklung der Form
Ahy=a,+a, W +a,-h*+...+a, -h*" +O(W*"?) (3.29)

mit der exakten Losung a,, und erfiillen damit die Voraussetzungen des Extrapolations-

verfahrens.

Wird fur K verschiedene Schrittweiten iy, h,, b, ..., h, mit

h>hy,>.>h >0,
jeweils eine Niherungslosung A(h,) bestimmt, ldBt sich aus den Wertepaaren

(h,f,A(hk)) ein Polynom vom Grad (K —1) approximieren und daraus ein A(/4 = 0) als
neue Naherung extrapolieren (Abb. 3.4).
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A(h)
A(h)

Alhy) A(hy)

Ay A —]
Ath=0)=a, /m

0 Wi I W hi B2

Abbildung 3.4: Darstellung des Extrapolationsverfahrens fiir K =5 und 4, = —l;—c’—

Die Bestimmung dieser Polynome gelingt durch das iterative Verfahren nach AITKEN und
NEVILLE [9, S. 1871f].

Fir jede Schrittweite /4, wird eine Naherungslosung A(h,) bestimmt und A4, zuge-

ordnet
A, =Ah). (3.30)

Danach werden die Punkte (hlz,A(h, )) und (hzz,A(hQ)) in der h* — A(h)-Ebene durch

ein Polynom /,,(h*) ersten Grades in 4* interpoliert:

A, hf—h2
AZ,I hzz_hz

1

. . 3.31
R (33D

[12(172):

Fiir 7 =0 ergibt sich daraus eine neue Néherung

Al,l hzz - Az,1 'hlz

Ay, =1,(0)= W _h2
2 T
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Analog kann fiir die Punkte (h,/zz,A(h2 )) und (h32,A(h3)) ein interpolierendes Polynom
In(h*)

A2,1 hzz_h2
A3,1 hsz“hz

1
H —h;

I, (H*)= (332)

angegeben werden. Durch die drei Wertepaare (hlz, A(hl)), (hzf",A(h2 )) und (hf,A(h3))

14Bt sich aber auch ein Polynom 1,,,(4*)

I,(h*) hi-h
123(h2) hsz“hz

Ly (W) = — (3.33)

_h32—h12.

zweiten Grades in 4* eindeutig angeben, woraus eine Niherung Ay = 1,,,(0) bestimmt

werden kann.

Das Verfahren 146t sich nach diesem Schema fiir hohere Ordnungen fortsetzen. Es kann

durch folgendes Tableau zusammengefafit werden:

Al,l
Ay Ay
A3 1 A3,2 A3 3

wobei die einzelnen Niherungen durch

A=A k=12,....K

j=12,.. k-1 (3.342)

1

kel =
R

2
Ao, W,

% 2
A, h
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bestimmt werden. Ergeben sich die Schrittweiten /4, durch Division einer Grund-
schrittweite H durch positive, ganzzahlige n, mit n, <n, <...<ny (d.h. A, :%), kann

(3.34a) in eine leichter zu programmierende Form gebracht werden:

Ak,l :A(hk)
k=12,.. K
A ‘_A_ . y&ynens 3
A = A +‘(Lﬁﬁ j=12,. . k-1 (3.34b)
My -

Zur Wahl der n, existieren verschiedene Vorschlige. Es werden jedoch hauptsichlich

drei davon verwendet:

Romberg-Reihe: {1,2,4,8,16,32,...} (3.35a)
Bulirsch-Reihe {1,2,3,4,6,8,12,16,...} (3.35b)
Harmonische Reihe {1,2,3,4,5,6. . } (3.35¢)

Fiir eine Naherung 4, , aus (3.34b) existiert eine Entwicklung der Form (siehe

Anhang A)

HY ,
A, =a,+b —"—— +O(HY?), (3.36)
k
p=k—j+1
Durch
e, = A, —a, (3.37)

wird einem Néherungswert 4, ; ein Diskretisierungsfehler zugeordnet. Fiir eine skalare

Norm

&y = v, (3.38)
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dieses Fehlers existiert somit nach (3.36) die Abschitzung

8k,j = Yk,;‘Tksz s (339)
« -2
mit v, :( anJ . (3.40)
p=k—j+1
Aus (3.39) folgt der Zusammenhang
" 2
k- j+1
gk-}-l,j :( L ) ’ 8k,j’ (341)
M1

und es wird deutlich, dafl der Diskretisierungsfehler in einer Spalte (j = const) des

Extrapolationsschemas mit zunehmender Zeilenzahl £ abnimmt.

In einer Zeile (k = const) des Extrapolationsschemas nimmt der Diskretisierungsfehler

wegen (3.36) mit zunehmender Spaltenzahl ebenfalls ab

8k,j+1 <gk,j' (342)

In Zeile k besitzt somit 7, , den kleinsten Diskretisierungsfehler,

Da die exakte Losung im allgemeinen nicht bekannt ist, kann auch der
Diskretisierungsfehler nur abgeschitzt werden. Dazu wird in (3.37) die exakte Losung
a, durch die Naherung mit dem kleinsten Fehler (d.h. 4,, bei k berechneten Zeilen)

ersetzt. Der Diskretisierungsfehler einer Naherung 4, ; wird somit durch

=4, — 4] - (3.43)

€r;

abgeschitzt.
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3.3.1. Anwendung des Extrapolationsverfahrens auf die

Trapezregel

Fur die Trapezregel existiert nach (3.7) eine Entwicklung nach geraden Potenzen von /4.

Somit ist das Extrapolationsverfahren anwendbar. Diese Integrationsmethode ist auch als

,Romberg-Integration” bekannt.

Bezeichne a die untere und b die obere Grenze des Integrals, ergibt sich eine mogliche

Grundschrittweite zu

H=b-a,
und daraus
H _
hj _H_ b-a
n; n;

(3.44)

(3.45)

Fur die n, verwendet man gewohnlich die Romberg-Reihe (3.35a) {1,2,4,8,16,...}.

Diese Reihe liefert zwei Vorteile bei der Berechnung der Niherungslésung des Integrals:

1. Zur Berechnung der Néherungslosung 7'(h;) kann auf 7'(h;_,) zurickgegriffen

werden, Wegen

gilt

T(h,)= T(%) = % T(h, ) +hy[fla+h)+tla+3m v +£(b-n))] . (3.46)

2. Liegen die Funktionswerte f(x) nur an N Stellen vor, und gilt N = max(n,), muB} die

Reihe n; zusitzlich die Bedingung

(3.47)
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erfullen, da andernfalls zur Berechnung einer Niherungslosung auf einen Funktions-
wert zugegriffen wird, der nicht vorliegt. Diese Eigenschaft wird durch die Romberg-
Reihe erfiillt.

Das Extrapolationsverfahren wird beendet, wenn entweder zwei aufeinanderfolgende
Fehler &, , , und ¢,,,, kleiner einer vorgegebenen Fehlergrenze eps sind, oder die
Schrittweite nicht mehr weiter verkleinert werden kann, weil keine weiteren Funktions-

werte vorliegen. Die groBte Ordnung k,,,. des Extrapolationsschemas wird somit durch

k. = log, N +1 (3.48)

max

festgelegt.

Beispiel:

Gesucht ist die Ndherungslosung des Integrals

J:sin(%x) .cos(Z x)dx = L 0318300886
T

mit A =1 und der Romberg-Reihe fiir 7, .

Das Rombergverfahren liefert die folgenden Naherungsergebnisse:

I T, Tis Ti4
0.000000000
0.250000000 0.333333333
0.301776695 0.319035594 0.318082411
0.314208718 0.318352726 0.318307201 0.318310769

SW RN = =

Obwohl der Fehler fir 7, noch 1.29% betragt, sinkt er durch das Extrapolations-

verfahren auf 0.0003%, ohne dal3 zusitzliche Funktionswerte benotigt werden.
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3.3.2. Anwendung des Extrapolationsverfahrens auf die
modifizierte Mittelpunktregel

Wie fur die Trapezregel existiert nach (3.28) auch fur die Néherungslosung der
modifizierten Mittelpunktregel eine Entwicklung nach geraden Potenzen von 4. Somit
kann eine genauere Niherungslosung eines Anfangswertproblems der Form (3.7) mit
dem Algorithmus des Extrapolationsverfahrens (3.34) erhalten werden (GBS-
Algorithmus von GRAGG, BULIRSCH und STOER).

Das Vorgehen unterscheidet sich hierbei jedoch von dem Vorgehen bei der Romberg-
Integration. Im Gegensatz zur Berechnung eines Integrals, bei der eine Losung gesucht
ist, werden bei einem Anfangswertproblem Funktionen gesucht, deren Funktionswerte,
ausgehend von der Anfangsbedingung, schrittweise bestimmt werden.

Aus der Anfangsbedingung y, laBt sich mit Hilfe der modifizierten Mittelpunktregel eine
Naherung y,(x) an der Stelle x = x, +n.h, fur ganzzahlige n bestimmen. Sei H, die
Grundschrittweite in x-Richtung, ergeben sich die Schrittweiten A, zu

-
n,
und daraus
A4, = Sh,, (x,+H,) . (3.49)

Hierbei sind fur n; nur gerade Zahlen zugelassen.

Als giinstigste Reihe erwies sich die harmonische Reihe (nur mit geraden Zahlen)
{2,4,6,8,10,...}, da bei Verwendung der Romberg- oder Bulirsch-Reihe der Rechen-

aufwand fur hohere Ordnungen stark ansteigt.

Die grofite Ordnung £, .. des Extrapolationsverfahrens ist hierbei nicht durch die Anzahl

max
von Funktionswerten beschriankt, sondern wird durch den verfligbaren Speicherplatz

begrenzt, der insbesondere bei Differentialgleichungssystemen sehr schnell erschopft ist.

Ist somit an der Stelle x) = Xo + chl) eine Niherung bekannt, kann auf die gleiche Weise

@ _ ) +ch2) berechnet werden, indem y(x(l)) als neuer

die Losung an der Stelle x
Startwert des GBS-Verfahrens verwendet wird. Hierbei ist die neue Grundschrittweite

H® im allgemeinen nicht gleich der vorigen Schrittweite H".
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3.3.3. Schrittweitensteuerung und Anpassung der Ordnung

Bei der Wahl der Grundschrittweite H, treten Schwierigkeiten auf. Ist sie zu klein, wird
viel Rechenzeit benotigt, um Ergebnisse fiir x> H, zu bestimmen. Andererseits ist bei
groBer Schrittweite H, die Genauigkeit des Ergebnisses wegen (3.38) hiufig nicht
ausreichend.

Eine optimale Schrittweite H, sollte somit moglichst groB sein, aber klein genug, um
den Fehler kleiner einer Grenze eps zu halten. Diese optimale Schrittweite hingt vom
Differentialgleichungssystem ab und kann wihrend der Losung des Anfangswert-
problems fiir jeden Losungsschritt neu bestimmt werden.

Wurden K Zeilen des Extrapolationsschemas berechnet, ergibt sich nach (3.39) der

Diskretisierungsfehler zu

ern = ”AK.K—I - AK,KH'

Soll bei einem Differentialgleichungssystem jeder Fehler unterhalb einer Schranke eps

liegen, wird die Maximumnorm verwendet:

A(S) _ A(S),
| A gy = Ag ]| = max | LK (3.50)
> ’ s=1,...8 eps s
Somit wird erry <1 falls &¢ x| <eps.
Die Fehlerschranke eps wird dabei wie folgt definiert:
eps = Atol +‘77§f) -Riol . (3.51)

Dadurch wird vermieden, da3 einerseits bei sehr groflen Zahlen die Genauigkeit des
Ergebnisses zu grofl wird (Rfol ), und andererseits bei kleinen Zahlen die Fehlerschranke

die Rechengenauigkeit unterschreitet (Aol ).
Aus (3.39) folgt fiir den Fehler err, zusitzlich die Abschéitzung

e _ )
Exxa =€y epS=Yyyp T H ) (3.52)
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mit der aktuellen Schrittweite /. Gesucht ist die optimale Schrittweite H,, fir die, bei
gleicher Ordnung X, der Diskretisierungsfehler gleich der Fehlergrenze eps ist:

ePps =Yg k1" Ty 'H12<K—2- (3.53)

Aus (3.52) und (3.53) folgt damit fiir die Grundschrittweite in Abhingigkeit von der
Ordnung K

Exko erry

HK:H.[ eps ] :H-(L) _ (3.54)

Neben der Grundschrittweite kann beim GBS-Verfahren auch die Ordnung, d.h. die
Spalten- und Zeilenzahl des Extrapolationsschemas, von Schritt zu Schritt variiert
werden. Es ist damit moglich, die Ordnung K so zu wihlen, daf3 die zur Bestimmung der
Naherungslosung notwendige Arbeit pro Berechnungsschritt minimal wird.

Dazu wird ein MaB fir die Arbeit eingefiihrt. Um A, , zu bestimmen, sind F,

Funktionsaufrufe notig, wobei F,, rekursiv berechnet wird:

F=n+1,
(3.55)

Fy=F+n,+1
Die Arbeit pro Basisschritt W, kann dann bestimmt werden, indem F, durch die

optimale Grundschrittweite H, geteilt wird:
W, =~k (3.56)

Die Ordnung K soll nun so gewihlt werden, dal3 die Arbeit pro Schrittweite moglichst
gering wird.

Zusammengefalit ergibt sich somit folgender Ablaufplan fir die Schrittweitensteuerung
und Anpassung der Ordnung [8, S.234f]:

Gegeben ist eine Grundschrittweite H und eine Ordnung & mit %, —12k >3, so dal}

alle Punkte der Schrittweitensteuerung durchlaufen werden konnen. Zunichst werden
k —1 Zeilen des Extrapolationsschemas und dazu die Werte von H,_,, W,_,, err,_,,
H,_, und W,_, bestimmt.
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1. Fir err,_, <1 wird die Losung 4, ,,_, akzeptiert und das Verfahren fortgesetzt. Dabei
wird die Ordnung k beibehalten, falls W, kleiner als 0.9%,_,, ansonsten wird die
Ordnung um eins verringert. Durch den Faktor 0.9 wird verhindert, daf3 schon bei
minimalen Differenzen zwischen W,_; und W,_, eine Reduktion der Ordnung statt-
findet. Als neue Schrittweite wird die zur neuen Ordnung gehdrende optimale
Schrittweite verwendet. Da err, und somit auch H, nicht berechnet wurden, erfolgt

eine Abschitzung fir H, unter der Voraussetzung von W,_, ~ W, mit (3.56)

Joo e (3.57)
H, H_,
und somit folgende Schrittweite und Ordnung fiir den nachsten Rechenschritt:
ko fur W, <0.9W,
ko= k-1 = 3.58
e {k —1 sonst (3:58)
B ap
H,, = i F_, RUr £, = (3.59)

Hk—l ﬁjr kneu - k - 1
2. Als nichstes erfolgt eine Abschédtzung des Fehlers err,,, um zu tberpriifen, ob iber-

haupt ein Ergebnis zu erwarten ist, welches den Genauigkeitsanforderungen geniigt.
Mit (3.41) und der Annahme

2
n
ern = “Ak,k~1 — A “ ~ [;1_) '”Ak‘kfz —Ai l , (3.60)
2
folgt fir err,,; die Abschitzung
ert z( il ) “err,_ . (3.61)
P11y

Ist err,,, groBer 1, wird dieser Rechenschritt abgebrochen und mit neuen Werten fiir

H und k neu gestartet:

Koew =k =1, (3.62)

H,=H,_ . (3.63)

neu

Fiir err,,; <1 wird das Verfahren fortgesetzt und 4, ,, err,, H, und W, berechnet.
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3. A4,, wird als Losung akzeptiert falls err, <1. Der nichste Rechenschritt wird dann

mit
k-1 fur W, , <0.9%,
k,=3k+1 furW, <0.9%,, ,
k sonst
H, furk,, <k
B =g, Lo g, =k+1
£y
durchgefuhrt.

4. Falls err, > eps wird wie in Schritt 2 der Fehler in Zeile £ +1 abgeschatzt:

2
n
ert,,, = err, - .
L

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Fir err,, <1 wird das Verfahren fortgesetzt, ansonsten wird dieser Rechenschritt

abgebrochen und mit

neu gestartet.

(3.67)
(3.68)

5. Als letzter Schritt wird A4,,,,.,, ern.,,, H,,, und W,,, berechnet. 4,,,,,, wird als

Losung akzeptiert, falls err,,; <1. Der nichste Schritt wird mit

Koot =k
k,, =k—1fur W,_, <0.9%,

neu

by =k +1 fr W, <O.%,

nen

H, new = H ke

begonnen.
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Ist der Fehler err,,; > 1, wird der gesamte Rechenschritt mit

k, =k, (3.71)
H, =H, (3.72)

wiederholt,

Durch die Schrittweitensteuerung wird auch ein schlechter Startwert fur die Grund-
schrittweite korrigiert. Trotzdem kann dadurch einige Rechenzeit vergeudet werden.
Dies 1aBt sich durch einen Algorithmus zur Bestimmung der Anfangsschrittweite

vermeiden [8, S.169], der hier nur kurz skizziert wird:

Der Algorithmus beruht auf einer Hypothese von GLADWELL, SHAMPINE und BRANKIN:

lokaler Fehler ~ C-A**'. y®*+D(x ), (3.73)

Die (k+1). Ableitung von y ist nicht bekannt und wird deshalb durch Naherungen der

ersten und zweiten Ableitung ersetzt. Somit ergibt sich folgender Algorithmus:

1. Bestimmung von

dy =], (3.74)
d, = |f(xg, 00| (3.75)

mit

X|= L 3 —-—X(S) 2 3.76
” ” S.g[eps(s)) (.76)
und eps®® aus (3.51).

2. Daraus folgt ein erster Vorschlag fir die Anfangsschrittweite:

ho :0.0132 . (3.77)

1

3. Bestimmung von f(x, +hy,y,) mit y, =y, +h, £(xg,¥,).
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4. Die zweite Ableitung der Losung wird nidherungsweise aus

d. = “f(xo +h0,y1)—f(x0,y0)"
2 h
o

bestimmt.

5. Daraus ist eine zweite Schrittweite berechenbar:

1
K+l
T
max(d,,d,)

6. SchlieBlich ergibt sich als Anfangsschrittweite

H = min(1004,,A,).
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Kapitel 4

Torsion eines Kreiszylinders

Mit Hilfe der in Kapitel 2 vorgestellten Materialmodelle werden hier am Beispiel der
Torsion eines Kreiszylinders die Spannungen bei groflen Deformationen bestimmt. Dabei

werden zwei verschiedene Arten der Torsion unterschieden:

o Torsion, bei der der Kreiszylinder an seinem oberen und unteren Ende fest einge-
spannt ist, und seine Lange somit konstant bleibt. Es wird vorausgesetzt, dafl Radien

gerade bleiben. Dieser Fall wird im folgenden einfache Torsion genannt.

o Torsion, bei der der Zylinder nicht eingespannt ist und er sich in axialer Richtung frei
ausdehnen kann. Es wird allerdings vorausgesetzt, da} ebene Querschnitte eben und
Radien gerade bleiben. Im folgenden wird dieser Fall mit Torsion bei freiem Ende

bezeichnet.

Fir jedes Beispiel werden in diesem Kapitel die Axialspannungen 7<%” dargestellt. Die
anderen Spannungen, sowie bei Torsion mit freiem Ende die Verldngerungsfunktion v,
sind im Anhang B beigefiigt.
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4.1. Grundlegende Beziehungen

Die im folgenden gemachten Uberlegungen gelten unabhiingig von Materialmodellen. Sie
dienen nur zur Beschreibung der konkreten Geometrie.

4.1.1. Koordinatensysteme

Zur einfacheren Beschreibung des Problems der Torsion eines Kreiszylinders wird ein
Zylinderkoordinatensystem eingefithrt. Zwischen den Zylinderkoordinaten (7, ¢,z) und
den kartesischen Koordinaten (x,,x,,¥;) besteht der Zusammenhang

X, =rcosQ,
X, =rsingQ, 4.1
X, =2

Ableitungen nach einer kartesischen Koordinate werden durch folgende Ableitungen
nach Zylinderkoordinaten ersetzt;

—a—:—a—comp-—j—sin(p,

ox, or

2 = —a—sin(p +icosq> , 4.2)
ox, O 0p

0._9

o, oz

W

Vektoren in kartesischen Koordinaten konnen durch Multiplikation mit der Transfor-
mationsmatrix

cosp —sing 0

A=|sing cosp O (4.3)
0 0 1
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in Vektoren in Zylinderkoordinaten transformiert werden. Analog wird ein Tensor T
durch

T =A'TA (4.4)

auf Zylinderkoordinaten transformiert.

4.1.2. Geometrische Grofien

A X3

Abbildung 4.1:  Kreiszylinder im unverformten (gepunktet) und verformten
(durchgezogen) Zustand. Der Zylinder wurde an seinem oberen Ende
um den Winkel y tordiert.

Im Ausgangszustand besitzt ein materieller Punkt die Koordinaten

P=(R®,72), (4.5)
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wahrend er im verformten Zustand die Koordinaten
p=(r,0,z) (4.6)

besitzt.

Zwischen den Koordinaten der Bezugs- und Momentankonfiguration bestehen die

Beziehungen
r=k(t)-R, (4.7)
¢=(D+§-y/(t), (4.8)
z=v(1)-Z (4.9)

mit den zeitabhingigen Funktionen k fiir die Anderung des Radius und v fiir die
Anderung der Linge. Aus (4.9) folgt der Zusammenhang

I=v-L (4.10)

zwischen Ausgangsliange L und momentaner Linge /. Aufgrund der Inkompressibilitét

bleibt das Volumen konstant

R Z=nmrtz=n(kR)(v2). (4.11)
Wird die Drillung & als Drehwinkel pro Léngeneinheit

K1) = X(Ztl (4.12)

eingefuhrt, ergibt sich aus den Gleichungen (4.7), (4.8) und (4.9)

R
_ 4.13
TR (“.13)
p=0+27-9(1), (4.14)
z=v(t)-Z . (4.15)
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Damit 148t sich der Deformationsgradient F, der in Zylinderkoordinaten allgemein

folgende Form besitzt

o 1o o
0R R od o7
p=|,.00 . %0 09| (4.16)
O0R R 0® 0Z
& 1 &
OR R 0® 07
und der Geschwindigkeitsgradient L angeben:
1
— 0 0
Jv
1
F={ 0 — r-9 4.17
N (4.17)
0 0 \%
Ly 8,
2v v
L=l %, _1v 3 1 (4.18)
\% 2v v
0 0 —

Hieraus folgt sofort der linke Cauchy-Green Verzerrungstensor

—1— 0 0
v
B=|0 l+(r$))2 r§v (4.19)
\%
0 v v?

und der Deformationsgeschwindigkeitstensor

v

[
b |

o =
<l | <

(4.20)

~

N | —
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Die bisher gemachten grundsitzlichen geometrischen Uberlegungen gelten sowohl fur
den Fall der einfachen Torsion, als auch fiir den Fall der Torsion mit freien Enden. Bei

Torsion mit konstanter Linge muf} lediglich

v(t)=1 = v(t)=0 (4.21)

gesetzt werden.

4.1.3. Spannungstensor

Der Cauchy’sche Spannungstensor, der im Fall von Inkompressibilitat identisch mit dem
gewichteten Cauchy’schen Spannungstensor ist, besitzt in Zylinderkoordinaten allgemein
die folgende Darstellung:

T (r,0,2,1) T (r,¢,2,1) T97(r,0,2,1)
T=S=|T(r,0,z,1) T (r,p,z,1) T (r,pz1)|. (4.22)
T%(r,0,2,1) T (r,¢,2,t) T (r,p,2,1)

Bei den in Kapitel 3 vorgestellten Materialmodellen 148t sich der Spannungstensor in

einen Kugelanteil und eine Extraspannung zerlegen:

T=-pl+T, . (4.23)

Bei Hyperelastizitit gilt nach (2.69) fiir die Extraspannung
T, =2C,B-2C,B™", (4.24)

und da der linke Cauchy-Green Verzerrungstensor B nach (4.19) nur von der Koordi-
nate 7 und der Zeit ¢ abhingt, ist auch die Extraspannung nur eine Funktion des Radius
und der Zeit.

Bei Plastizitat gilt fiir die Extraspannung nach (2.70) bzw. (2.76)

T, =g+ 22 (4.25)
S
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mit (2.71) und (2.72) bzw. (2.77) und (2.78)

§= J%D-D , (4.26)

E-LE—ELT =cD-bsE (4.27a)
bzw. E+LTE+EL=cD-b3E . (4.27b)

Auch hier ist die Extraspannung folglich nur eine Funktion des Radius und der Zeit, da

die Deformationsgeschwindigkeit D und der Geschwindigkeitsgradient L nur von » und

¢t abhingen.
Wegen

TV =T izj (4.28)
und der Eigenschaft

9% (r)=1"(r)=0, (4.29)

die aus den Matrixdarstellungen der kinematischen Groflen sowie den Stoffgesetzen

folgt, reduziert sich der Cauchy’sche Spannungstensor zu

57 (r,t) 0 0
T=-p(r,¢,z,1)1+ 0 T;‘”‘”(r,t) T;‘”(r,t) . (4.30)
0 T35 (r, 1) 157 (r 1)

Dieser Spannungstensor muf3 zu jedem Zeitpunkt ¢ die Gleichgewichtsbedingung

divT=0, (431)

45




bzw. in Zylinderkoordinaten

oT=<" 1 aT<np> oT<> T _T<q><p>
—. + +

+ =0,
o r 09

or~® 1 oT% oT*% 2.TY%

+— + + =0,
or roop 0z

aT(rz> 1 6T<(PZ> aT<ZZ> T<TZ>

+—- + + =0,
o r 0p Oz ¥

erfiillen.

Dies fiihrt auf die folgenden drei Gleichungen:

aT<rr> T<rr> _ T<(p(p>
+

or
»_,
o9
P _y.
Oz

%

=0

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Daraus folgt auBerdem, daB die Unbekannte p, und somit der Cauchy’sche Spannungs-
tensor T, nur Funktionen des Radius # und der Zeit ¢ sind: T = T(r,t).

Wird ein Spannungstensor dieser Form nach der Zeit abgeleitet, muf3 bertcksichtigt

werden, daB sich das Zylinderkoordinatensystem in dem der Spannungstensor definiert-

ist ebenfalls mit der Zeit dndert. Somit ergibt sich die folgende zeitliche Ableitung [11]

T<rr>
T — EZ( T<rr> _ T<q7rp>)
v .
—_ EZT<Z¢>
\'

ﬁiﬁm_rw)

Vv
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T<(aw>

T<z:p>

. _‘9_ZT<qu>
v

T<zqz>

T<zz>

(4.36)




4.2. Hyperelastizitit

Im Fall der Hyperelastizitat werden nach (2.69) die Spannungen aus der Gleichung
T=-pl+2CB-2C,B™ (4.37)

bestimmt,

4.2.1. Einfache Torsion

Fur den Fall der einfachen Torsion ergibt sich der linke Cauchy-Green Verzerrungstensor
mit (4.21) zu

10 0
B={0 1+(r9)* rg|. (4.38)
0 r‘9. 1

Damit ergeben sich die folgenden vier Gleichungen

T<rr> — —p‘l‘ZCl _,2C2 , (439)
709> —p+2(1+(l‘3)2)Cl -2C, , (4.40)
T =—p+2C, —2(1+(7'S)2>C2 , (4.41)
Tz _ ZI‘S(CI +C2) ~ (4.42)

Die zum Bestimmen der funf Unbekannten noch benotigte Gleichung folgt aus der

Gleichgewichtsbedingung (4.33)

aT<rI‘>

o

~2r9*C, =0 | (4.43)

Somit ergeben sich, mit der Randbedingung an der freien Oberflache

e (I' = ra) =0 (444)
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und mit Einfihrung der Groflen
'=9.R (4.45)

a

als Scherung am Aussenradius und des auf den Auflenradius bezogenen Radius

¢==- (4.46)

die Spannungen als Funktion des Scherwinkels I" und des dimensionslosen Radius ¢ zu

T<rr>
. =(-1).12, (4.47)
1
<PP>
= 3;2_1).1*2 , (4.48)
G
T<ZZ> ) C2 2
& 1222 -1} 12, 4.49
S ) s
<z2@>
TC =2 1+%-).z;.r. (4.50)
] 1
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T<ZZ> C _ 1

Abbildung 4.2 a: Axialspannung tber dimensionslosen Radius bei Hyperelastizitdt und
einfacher Torsion in Abhingigkeit des Verhiltnisses der Material-
parameter % fur den Scherwinkel I' =1.0.

T(ZZ)

Abbildung 4.2 b: Axialspannung iiber dimensionslosen Radius bei Hyperelastizitdt und
einfacher Torsion in Abhéngigkeit des duBeren Scherwinkels fur das
Verhiltnis der Materialparameter von %’ =0.3.
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Der Verlauf der Axialspannung hingt vom Verhiltnis der Materialparameter % ab. Ist

dieses Verhiltnis kleiner 1, ergibt sich ein konkaver Verlauf der Spannung iiber den
dimensionslosen Radius, fiir Werte groBer 1 ist der Verlauf konvex. Bei Variation des
Scherwinkels I" dndert sich dagegen am Verlauf der Spannung nichts, er hat nur Einflufl

auf die GroBe der Spannung.

4.2.2. Torsion bei freiem Ende

Bei Torsion mit freiem Ende findet eine Verlingerung des Kreiszylinders statt. Aus
(2.69) folgen somit die vier Gleichungen

T<ﬂ>:_p+2%_zczvj (4.51)
<PP> CI 2
T = —p+2-L42C,(r8)" -2C, v , (4.52)
v
9 2
T<”>:—p+2C| vz_zgg__zgiﬁl, (453)
v v
77 =2CrS +2C8 . (4.54)

Damit kann wie zuvor aus der Gleichgewichtsbedingung (4.33) die Radialspannung
bestimmt werden. Zur Bestimmung der sechs Unbekannten fehlt noch eine weitere
Gleichung. Diese folgt aus der zu jedem Zeitpunkt 1 verschwindenden Axialkraft bei

freier Torsion

F, =2n[ F-T%"(F,1)dF =0, (4.55)

woraus sich eine Beziehung zwischen der Verlingerungsfunktion v und der auBeren

Scherung I'

v“+§-v3—(1+lr2)-v—(1+1r2)—c1:o (4.56)
C 4 2" )¢,
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herleiten 14Bt. Die Verlingerungsfunktion ist hierbei ein Funktion des &ufleren Scher-
winkels, der wie in (4.45) definiert ist. Durch Ableiten von v nach dem Scherwinkel,

kann (4.56) in eine gewohnliche Differentialgleichung

a(r) GW%)T

- , 57)
dr 443G 1
G 4
mit der Anfangsbedingung
V(F:O):l , (458)

umgeformt und mit dem in Kapitel 3 vorgestellten Verfahren numerisch gelost werden.

Ist die Verldngerungsfunktion bekannt, lassen sich aus den Gleichungen

T</‘r> ) r2

=(2-1)— 4.59
R (4.59)
T<w;p> I—<2
- (3¢ —1)T : (4.60)

1

<22 > 2 3
r—_1h-2% -1 R LS TR A 1, 4.61)
G v C A% v C \%
T<Z(p> C

=2Jv| 142 |.¢T 4.62
@ V( Cl) : e

die Spannungen bestimmen. Hierbei ist ¢ der dimensionslose Radius

1 _ R
¢= () R (4.63)

der nicht von der Zeit abhéngt.
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Abbildung 4.3 a: Axialspannung tiber dimensionslosen Radius bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten in Abhéngigkeit des
Verhiltnisses der Materialkonstanten %f— bei einer Scherung

von[ =10
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T<zz>

A
N ~

ooy
~

Abbildung 4.3 b,c: Axialspannung iiber dimensionslosem Radius bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten fir zwei verschiedene
Verhéltnisse der Materialkonstanten —g—f in Abhéangigkeit der duBeren
Scherung I'. In Abb. ¢) nehmen die Spannungen bei zunehmender
Scherung zunichst zu (durchgezogener Verlauf), und ab einem

bestimmten Materialparameterverhiltnis ab (gestrichelter Verlauf).
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Bei Torsion mit freiem Ende stellt sich, ebenso wie bei der einfachen Torsion, fiir
Parameterverhéltnisse % grofler einer bestimmten Grenze ein konkaver und fiir
Verhiltnisse kleiner dieser Grenze ein konvexer Spannungsverlauf ein (Abb. 4.3 a).
Dieser Grenzwert fiir das Materialparameterverhiltnis hdngt nun jedoch vom Scher-

winkel I" ab. Er ist erreicht, wenn in Gleichung (4.61) der Faktor bei {* verschwindet:

C.

™

V(F)’

- (4.64)

Ebenso laBt sich der Spannungsverlauf in Abb. 4.3 ¢) erkldren. Ab einem bestimmten
Wert der Verlangerungsfunktion v nimmt die Axialspannung im Inneren des Zylinders,
z.B. fur g—f = 0.7, nicht mehr zu, sondern sie fillt bis in den negativen Bereich ab (siehe

Abb. 4.3 d).

T<zz>(c — O)r\)
¢,

Abbildung 4.3 d : Verlauf der Axialspannung in der Mitte des Kreiszylinders ({ = 0) bei
Torsion mit freiem Ende und hyperelastischem Materialverhalten tiber
dem duBeren Scherwinkel I" fiir zwei verschiedene Verhiltnisse der

Materialparameter.
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4.3. Plastizitit mit kinematischer Verfestigung

Bei der Herleitung der Gleichungen zur Spannungsbestimmung wird von starr-
plastischem Materialverhalten ausgegangen. Da dariiber hinaus Radien gerade bleiben, ist

der gesamte Querschnitt plastisch verformt.

CA

Abbildung 4.4: Starrplastisches Materialverhalten mit kinematischer Verfestigung im
Fall einer eindimensionalen Belastung., Die gesamte Dehnung ist gleich
der plastischen Dehnung. Aufgetragen ist die Spannung o und die innere
Variable der kinematischen Verfestigung &.

Plastizitat mit kinematischer Verfestigung (siehe Abb. 4.4) wird im dreidimensionalen
durch die Gleichungen (2.70)-(2.72) bzw. (2.76)-(2.78) beschrieben:

2k D

T=-pl+&+——, (4.65)
3 s
5= ‘/%D-D , (4.66)
£-LE-EL =cD—bSE | (4.672)
bzw. é+LTY‘§+§L:cD—bé§ . (4.67b)
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Bei den spiter durchgefiihrten Berechnungen wurden die Konstanten mit

c=3-10* MPa
k =200 MPa

angenommen. Der Parameter & wurde im Bereich von 5=0 (dies entspricht linearer
kinematischer Verfestigung) bis b =100 variiert.

4.3.1. Einfache Torsion

Im Falle der Torsion bei konstanter Linge ergibt sich die Deformations-

geschwindigkeit D, unter Beriicksichtigung von (4.21), aus (4.20) zu

0 0 0
D=0 0 %r@ . (4.68)
1 .
0 —r8& 0
2

Damit folgt aus (4.66) fur die akkumulierte plastische Bogenlange

i(r.1) = 1/%sp(nn) - r‘?/(;) | (4.69)

Da zur Bestimmung des Verfestigungstensors § die duale Ableitung nach der Zeit

benotigt wird, mufl zwischen den zwei Familien unterschieden werden.

Familie 1

Bei der ersten Familie ist die duale Ableitung durch
E-LE-EL (4.70)

gegeben.
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Mit dem Geschwindigkeitsgradient

0 —23 0 .
L=|z% 0 r& 4.71)
0 0 0

aus (4.18) ergeben sich daraus mit (4.36) vier Gleichungen zur Bestimmung der vier

Komponenten des Verfestigungstensors:

- r9

w78 e 472
ET = bl (*.72)
<> ”1.9 op> ¢ 2>
R T L 4.73)
- r8

G Ay 4.74
) T
g0 = —b—% £ 4§ £ +%cr§ : (4.75)

Aufgrund der trivialen Anfangsbedingungen

E9>(rt=0)=0 (4.76)

lassen sich die Komponenten des Verfestigungstensors aus

£ =0, (4.77)
o3¢ (3¢ A3 ~Gers
5\"’?’>:z§—(-b§+———\/;cr.9)~e 5 (4.78)
&* =0, (4.79)
b
gere = x/2§b c (1 _ e"ﬁ’s) (4.80)

bestimmen.
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Diese Ergebnisse eingesetzt in (4.65) liefern

T =—p, (4.81)
T = “P+§§—[Z—f+%r‘9)-eh%m , (4.82)
T = _p (4.83)
e :-Jzib‘i[l_e‘%’3)+% . (4.84)

Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingung (4.33) 14Bt sich fur die Spannung 7<">(T",() eine
gewohnliche Differentialgleichung 1.0rdnung angeben

i(T<”>):i-[_3-+[i-r).e‘%“ , (4.85)
dc\ ¢ B \bC b

die mit der Randbedingung 7" (I',{ =1)=0 numerisch gelost werden kann. Der
dimensionslose Radius { und die duBere Scherung I' sind hierbei wie in (4.46) bzw.
(4.45) definiert. Mit der nunmehr bekannten Radialspannung 7<"(I",£) lassen sich auch

die anderen Spannungen angeben:

7<% 7 3¢ (3¢ 3¢ ~ber

— + =T - V3 , 4.86
c ¢ ¥ (bz b Je (3:56)
r—_r—. (4.87)
4 C
<z¢p> _b
T W3Rk (4.88)
c 2b x/-?;c
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T<ZZ>

Abbildung 4.5 a: Axialspannung iiber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in  Abhéangigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fiir die erste Familie bei

einem dufleren Scherwinkel von I' = 1.0 (Einfache Torsion).
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- ¢
T<zz> C — 1

c g

Abbildung 4.5 b,c: Axialspannung iiber dimensionslosen Radius{ bei linearer
kinematischer Verfestigung (b =0) und kinematischer Verfestigung
nach Armstrong-Frederick (b#0) in Abhangigkeit des &ufleren
Scherwinkels I" fiir die erste Familie (Einfache Torsion).
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Familie 2

Mit der dualen zeitlichen Ableitung der zweiten Familie

E+LTE+EL

lassen sich, analog zur ersten Familie, aus

die Komponenten des

bestimmen:

. %
<rr> - ___b <rr> ,
£ = bt

&'«pq» - _b%&ww ’
s
V3

: r$ 3 1
<> _ _b <2p> __rS <> +—cr8
¢ g ¢ A

é<zz> =_p &<zz> _ 2rgé<ch> )

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

Verfestigungstensors mit trivialen Anfangsbedingungen

§<N‘> E0 ,
=0 ,
-—=r3
<i<zz> — 3_5_ \/50"9 NG __3_5_ )
b b b
E-'<ch> \/55[1_ _Tgr‘g)
b
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(4.95)

(4.96)

(4.97)




Hieraus, und aus der Gleichgewichtsbedingung (4.33) mit dem Anfangswert
T<(I',¢ = 1) = 0, ergeben sich die Spannungskomponenten zu

<rr>
T =0, (4.98)
c
<PPp>
™ o, (4.99)
c
T(ZZ) 3 ﬁ _LCF 3
=| S+-(T e ¥ -, 4.100
c (b2 b ‘ ) b’ ( )
<zp> b
T B ek (4.101)
c 2b NEY:
Die Schubspannung 7<*% ist also bei einfacher Torsion unabhingig von der gewahlten
Familie,
<zz >
4 b
c

Abbildung 4.6 a: Axialspannung (iber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhangigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur die zweite Familie
bei einem duBeren Scherwinkel von I" = 1.0 (Einfache Torsion).
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Abbildung 4.6 b,c; Axialspannung iiber dimensionslosen Radius{ bei linearer
kinematischer Verfestigung (b =0) und kinematischer Verfestigung
nach Armstrong-Frederick (b#0) in Abhingigkeit des &dufleren
Scherwinkels I" fur die zweite Familie (Einfache Torsion).
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Bei einfacher Torsion wird festgestellt, daB} sich die Axialspannung, unabhédngig von der
Familie, immer im Druckbereich befindet.

Der Verlauf unterscheidet sich jedoch vollig voneinander. Bei der ersten Familie nimmt
die Axialspannung von innen nach auB3en monoton zu und besitzt am Auflenradius eine
Nullstelle, wohingegen sich bei der zweiten Familie die Nullstelle der Axialspannung im
Mittelpunkt des Kreiszylinders befindet, und die Spannung von innen nach auflen mono-
ton abnimmt.

Eine Zunahme der duBeren Scherung hat fur beide Familien eine Zunahme des Betrags
der Axialspannung zur Folge, wihrend eine Zunahme des Parameters b eine Abnahme
des Betrags und eine Anderung der Kriimmung des Axialspannungsverlaufs tiber dem
dimensionslosen Radius bewirkt,

4.3.2. Torsion bei freiem Ende

Mit der Deformationsgeschwindigkeit D aus (4.20)

_l.X 0 0
2 v .
D: 0 _ll _l_.r._‘?.
2v 2 v

0 l.r.ﬁ X

2 v A

ergibt sich fiir die plastische Bogenlinge bei Torsion mit freiem Ende die Differential-
gleichung

i(r(2),1) = [X—E—Q)Z +§(——————r(t)g(r(t)’t)j : (4.102)

v(1)
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Familie 1

Aus (4.67a) entstehen mit dem Geschwindigkeitsgradienten L aus (4.18)

1y _ﬁ.z 0
2 v v
L: ﬁ.z ___l_.l E.r
A 2 v v
0 0 Y
\

vier Differentialgleichungen erster Ordnung

£ (r(1),1) ( )“”—1 v (4.103)
2 v
e i) ={ L+ )“"wwzf& w1V G
v v
é<zz>(r( (2—‘“b5) <”> (4105)
£ (r(1),1) = (H‘b )E» +r§&<”> bror Y (4.106)
2v \% 2 v

zur Bestimmung der Komponenten des Verfestigungstensors. Zum Losen dieses
Differentialgleichungssystems fehlt noch eine Gleichung. Diese folgt aus der Kriftebilanz

in axialer Richtung
_ J-:(I)ZTCF(I)T<”>(f(t)’t)df(,) — O , (4 107)

die zu jedem Zeitpunkt 7 erfullt sein muf3. Wird die Axialspannung durch

2k(

3 D<z D<rr>) + T<rr> ‘ (4 108)
S

T<zz> _ E_,<”> _&<rr>

ersetzt, (4.107) partiell integriert und die Komponenten der Deformations-

geschwindigkeit D eingesetzt, ergibt sich

'2 ] <rr>
jaf(&“;‘;) g k) dF +| —T | - —r——aT_ di =0,  (4.109)
0 v § 2 , 02 o
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wobei der mittlere Term verschwindet. Diese Gleichung lat sich umformen zu

! <zz> 1 <rr>_l <@e> _V_\./ .2 _li‘i_.
fOC(i ——2-& 2& )dC+3kI.12[‘/v+3v v]. (4.1}0)

Hierbei ist die duBere Scherung I wie in (4.45) und der dimensionslose Radius  wie in
(4.46) definiert. Wird nun die Ableitung nach der Zeit durch die Ableitung nach der

dufleren Scherung, die eine monoton steigende Funktion der Zeit ist, ersetzt, konnen die
Komponenten des Verfestigungstensors € aus dem Differentialgleichungssystem

o A(r)’
V(F)—\/ 3kv(k+2A(r)) @11
mit A(T) = jo‘ z;(g% —%(&;w +§<”>))d(; , (4.112)
qer)=L i & @.113)
v 3v
é<rr>(c 1—1) [S/__*_ng&«» __l_c_\o/ , (4114)
2 v
£ (0.T) = [_+bSJ <q>cp>+2 4 ;:zq»_lci, (4.115)
2 v
_ 2-—st&<”+(:— (4.116)
eoe( vy Sper 106 @.117)
v? 2 vt
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bestimmt werden, wobei ( )-—-fc—fr—), Da der dimensionslose Radius { keine Funktion der

Zeit t bzw. des dufleren Scherwinkels I ist, handelt es sich fiir beliebige, aber festgehal-
tene Werte von {, um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen 1.Ordnung und

kann mit dem in Kapitel 3 vorgestellten Verfahren mit den Anfangsbedingungen

¢ r=0)=0,
s(¢,r=0)=0, (4.118)
v(=0)=1

numerisch gelost werden.

Mit den Komponenten des Verfestigungstensors kann aus der Gleichgewichtsbedingung
(4.33)

aT(ff) 1
— £<rr>_g<(p(p> ) (4.119)
und der Randbedingung
7 (=1T)=0 (4.120)

an der freien Oberfliche, die Radialspannung numerisch bestimmt werden. Die anderen

Spannungen lassen sich dann tiber die Gleichungen

T<q>(p> - T<rr> ~_}:;<rr> +&<<P<P> , (4121)
<7z <rr <rr> <2z> k :/
T = T _E9™ 4 +__~_2, (4.122)
v2+-Cf
3v
pov g b G (4.123)
3 o) CZ .
VV 42—

berechnen.
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In (4.122) und (4.123) muB beachtet werden, daf3 die Nenner nicht Null werden. Da bei
Torsion immer Verlingerung stattfindet, d.h. v>0 und somit v 1, kann dies nur fir
den Fall v=0A{ =0 eintreten. Fiir diesen Fall ergibt sich aus (4.121) - (4.123) mit den
Anfangsbedingungen (4.118)

lim T**(C=0T)=k, (4.124)
bzw.
lim 7 (=0,T)=0. (4.125)

Zu Beginn der Verformung besitzt also die Axialspannung im Mittelpunkt des Kreiszy-
linders eine Unstetigkeitsstelle.

T<ZZ>

Abbildung 4.7 a: Axialspannung iiber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in  Abhéngigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur die erste Familie bei

einem duBeren Scherwinkel von I' = 1.0 (Torsion bei freiem Ende).
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Abbildung 4.7 b,c: Axialspannung {ber dimensionslosen Radius{ bei linearer
kinematischer Verfestigung (b =0) und kinematischer Verfestigung
nach Armstrong-Frederick (b#0) in Abhingigkeit des dufleren
Scherwinkels I' fur die erste Familie (Torsion bei freiem Ende).
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Familie 2

Fur die zweite Familie entstehen, bei Verwendung der zugehorigen dualen zeitlichen

Ableitung (4.67b), die Differentialgleichungen
. \ 1 v
<rr>rt’t = Z—ps <r1>____c____,
e (r(0.0)=(L-psfem - e
£ (r(1),1) = (X-bé)&“"“” Ly,
\ 2 v

é<zz> (r(t),t) - —(2Y—+bs)&<”> _ 2r§_&<zw> —|—CX
v v

v

v 1

é<ch>(r(t)’t> - _(5;+bé)&<z¢> _r%&«lﬂb +§_cr___

2

9
v

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

zur Bestimmung der Komponenten des Verfestigungstensors. Analog zur ersten Familie

ergibt dies ein Differentialgleichungssystem der Form

. A(T)
W)= \/ 3kv{k+2A()

mit A Jc( <zz>__ <tpq>>+§<rr>))dc ,

(‘

<rr> __+b <rr> _ CX ,
v

1 v
*‘”“’)CF [—+bs A —c—,
\

é””(f;,r):— 2X+b§ &<lptp>_2_c_3&<zq>> +C‘Y‘ ,
% v? v

o (e 1) = | LY 4 pg e - Cpeow 1o G

3
2v v? 2 vy
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(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)




mit den Anfangsbedingungen

¢ Tr=0=0,
s(¢,T=0)=0, (4.137)
V(F = 0) =1,

woraus die Komponenten des Cauchy’schen Spannungstensors T bestimmt werden

kénnen.

Zusitzlich lassen sich bei der zweiten Familie die Radial- und Tangentialspannung

angeben:

Aus den Gleichungen (4.133) und (4.134) folgt aufgrund identischer Anfangs-

bedingungen

E"<N‘> — &((p(p) , (4.138)

womit nach (4.119) und (4.121) die Radial- und Tangentialspannungen bestimmt werden

konnen:

T =0 (4.139)

bl

T<> =0 (4.140)

Analog zur ersten Familie ergeben sich im Mittelpunkt des Kreiszylinders die Grenzwerte

lrin})T“”(C;:O,l"):k, (4.141)
bzw.
lim 7 (¢ =0,)=0 . (4.142)
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Abbildung 4.8a: Axialspannung iber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhéngigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur die zweite Familie
bei einem duBeren Scherwinkel von I' = 1.0 (Torsion bei freiem Ende).
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Abbildung 4.8 b,c: Axialspannung {iber dimensionslosen Radius{ bei linearer
kinematischer Verfestigung (b =0) und kinematischer Verfestigung
nach Armstrong-Frederick (b#0) in Abhingigkeit des &ulleren
Scherwinkels T fiir die zweite Familie (Torsion bei freiem Ende).
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Bei Torsion mit freiem Ende ergeben sich fur beide Familien aufgrund der verschwin-
denden Axialkraft, im Gegensatz zur einfachen Torsion, Bereiche, in denen Zug-, und

Bereiche, in denen Druckspannungen in Axialrichtung aufireten.

Der Verlauf unterscheidet sich jedoch vollig voneinander. Bei der ersten Familie nimmt
die Axialspannung bei linearer kinematischer Verfestigung von innen nach auB3en mono-
ton zu, wihrend sie bei der zweiten Familie monoton abnimmt. Bei beiden Familien

besitzt die Spannung die von der dufleren Scherung I' unabhéngige identische Nullstelle.

Es sei noch erwihnt, daf} die Axialspannung im Inneren des Zylinders fir beide Familien
bei kinematischer Verfestigung nach ARMSTRONG-FREDERICK mit steigender duBerer
Scherung zunimmt. Dies fithrt dazu, daB3 bei der ersten Familie kein monoton
zunehmender Spannungsverlauf mehr aufiritt, wihrend bei der zweiten Familie weiterhin
ein monoton abnehmender Verlauf existiert. AuBerdem tritt keine gemeinsame Nullstelle

der Axialspannungen mehr auf.

Eine Zunahme des Parameters » hat bei beiden Familien eine Abnahme des Betrags der
Spannung und eine Anderung der Kriimmung des Axialspannungsverlaufs iiber dem
Radius zur Folge.
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Kapitel 5

Couette-Stromung

In der Stromungslehre gibt es einen der Torsion vergleichbaren Fall: Die stationére,
ebene Couette-Stromung, die sich in einem Spalt zwischen zwei rotierenden Zylindern
einstellt, wenn kein FlieBen in axialer Richtung erlaubt wird (Abb. 5.1). Dieser Fall
wurde von OLDROYD in [12] berechnet und soll hier kurz fiir die zwei von ihm einge-

fuhrten Fluide A und B vorgestellt werden.

Abbildung 5.1: Couette-Stromung zwischen zwei Zylindern mit den Radien 7, und r, die

mit den Winkelgeschwindigkeiten o, und o, rotieren.
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In Zylinderkoordinaten 148t sich fiir Couette-Stromungen ein Geschwindigkeitsvektor

der Form

v= r-m(r) ¢.D
0

mit der Winkelgeschwindigkeit o () angeben. Daraus folgt nach [11] der Geschwindig-

keitsgradient
0 -0 0
L=|o+ f—igr 0 0 (5.2)
dr
0 0 0

und die Deformationsgeschwindigkeit

r do
2dr
p=|ld0 o | (5.3)
2 dr
0 o o0

Fld A

Fur eine von Oldroyd mit Fluid A bezeichnete viskoelastische Flussigkeit konnen die

Spannungen aus

T=-pl+T, (5.4)
und

T, +MT, +I'T, + T,L) =2uD +2pi(D+L'D+DL) (5.5

mit den Materialkonstanten p, A, u und T bestimmt werden. Wird in (5.18) die Extra-

spannung T, durch —o ersetzt, kann die Gleichung zu

o+, =2u&+2m(a@+4&&) (5.6)
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umgeformt werden. Somit ist Fluid A eine innerhalb Familie 2 formulierte rheologische

Gleichung.

Aus der Rotationssymmetrie und Gleichung (5.18) folgt, daf8 die Extraspannung T, nur
eine Funktion des Radius 7 ist. Mit den Randbedingungen an der Oberfliache des Fluids

ergibt sich die Extraspannung somit zu

L) L) o
T,(r)=| () () o | (5.7)
0 0 ]1E<zz>(r)

Die Impulsbilanz

ap - 871E<rr> +l

o PreTE— rT;’” (5.8)
<rp>

o—a%r +3;:7;;"P> (5.9)

0 _

=08 (5.10)

liefert drei weitere Gleichungen zur Bestimmung der Spannungen. Durch Auswerten

dieser Beziehungen ergeben sich fiir die Spannungen die Gleichungen

a’ r\ b1 ) 1
T =—p| —r’ -2abln| — |-——+gz |-2pb (7»—1:)—4+K (5.11)
2 r, 2r ¥

2 2
T = —p(—az r —2abln(i)—b——g+§zJ+6ub2(x—r)i4+K (5.12)
¥

v, 2r
2 2
7<= = ol L 32 _oapin| L —é—iz+§z +6ub2(x—x)i4+1< (5.13)
2 r, 2 ¥ I3
e _ 2P;b (5.14)
,
mit der Konstanten K und
b b
a:(ol+—7:c02+—2 (515)
h £
r2r2
b=—12(0,-0,). (5.16)
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In Abbildung 5.2 ist die Axialspannung 7%~ an der Oberfliche (z = 0) des Fluids uber
den Radius # fur verschieden Winkelgeschwindigkeiten @, des duBeren Zylinders bei
festem inneren Zylinder (0, =0 s") dargestellt. Dabei wurden fir die Konstanten die

Zahlenwerte
k
p=1000 —&
m
1 =1000 Pa-s
A—-T=1s
r=0.1m
r,=05m
verwendet.
<zzZ>
T K ‘
!
: Ct)l =0
\
\
v
i
VA
\ Al
N
‘\ Y
\ \\\‘
. \\ \\\.
_
St R At S
ry=n ‘_\i“‘“ﬁ::;‘_“::.-:—-:.:
O, -

Abbildung 5.2: Axialspannung 7°*> - K iiber Radius fiir ein Oldroyd-Fluid A bei fest-
gehaltenem Innenzylinder in Abhéngigkeit von verschiedenen Winkel-
geschwindigkeiten ®, des AuBenzylinders.
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Dabei ist erwartungsgemél am inneren Bereich eine axiale Zug- und am duBeren Bereich
eine Druckspannung zu erkennen. Dies ldBt sich durch die Fliehkraft, die auf das Fluid
wirkt und am duBBeren Bereich hohere Krifte als im Inneren bewirkt, erkliren. Da nach
Voraussetzung die Couette-Stromung eben bleiben soll, stellt sich die beobachtete

Spannungsverteilung, der Negative Weissenberg-Effekt, ein.

Fluid B
Fur ein Oldroyd-Fluid B werden die Spannungen aus

T=-pl+T, (5.17)
und

T, +MT, -LT, -T,L7)=2uD+2pt(D-LD-DL’) (5.18)
bzw.

v A AA A A
T, +T; =2nA+ Zm(A+4AA) (5.19)

gewonnen. (5.19) verdeutlicht, daB3 die rheologische Gleichung dieses Fluids innerhalb
der ersten Familie definiert wurde. Mit den Gleichungen der Impulsbilanz (5.8) bis (5.10)
ergibt sich damit fur die Spannungen

a b’ 1 2 1
T =-p —i—r —20bln(r)——2——2+§2 —2ub (K_T)T*'K (5.20)
F r

2 2

7% = —p(%r'z —2abln(r) —%—iz+§z)+6ub2(7»— T)%‘*’K (5.21)
r F

a2 b2 l 2 1
T =—p ?1'2—Zabln(l')—7—~§—+g‘z —2ub ()\,—1)7+K (5.22)
¥ r
2ub

2 3

T = (5.23)

4

wobet g und b wie fiir das Fluid A definiert sind.
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Fir den Fall des festen inneren Zylinders (0, =0s") sind in Abbildung 5.3 die
Axialspannungen fur verschiedene Rotationsgeschwindigkeiten ., des dulleren Zylinders
uber den Radius aufgetragen. Fiir die Konstanten wurden die gleichen Zahlenwerte wie
bei Fluid A verwendet.

T<zz> _ K

Abbildung 5.3: Axialspannung 7°*” — K {iber Radius fiir ein Oldroyd-Fluid B bei fest-
gehaltenem Innenzylinder in Abhéngigkeit von verschiedenen Winkel-
geschwindigkeiten o, des AuBBenzylinders.

Fiir das Oldroyd-Fluid B ist ein interessantes Ergebnis zu erkennen. Obwohl aufgrund
der Fliehkraft das Fluid Kriafte nach auBlen erfihrt und somit wegen der Voraussetzung
einer ebenen Couette-Stromung am dufleren Bereich des Fluids eine Druckspannung in
Axialrichtung zu erwarten wire, tritt diese Druckspannung am inneren Bereich auf.
Dieses Phidnomen ist als Positiver Weissenberg-Effekt bekannt. Diirfte das Fluid in

axialer Richtung flieBen, wiirde es am inneren Zylinder starker ansteigen als am dufBeren.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, die Spannungen bei groBen Deformationen fiir méglichst
einfache Formen hyperelastischen und starrplastischen Materialverhaltens in Abhingig-
keit der Materialparameter darzustellen. Fiir das starrplastische Materialmodell mit rein
kinematischer Verfestigung wurden zusitzlich zwei Familien unterschieden, die sich aus
den verschiedenen objektiven Ableitungen nach der Zeit ergeben. Im folgenden werden
die Ergebnisse fiir die Axialspannung bei der Torsion eines Kreiszylinders mit konstanter

Léinge und bei Torsion mit freiem Ende zusammengefaft,

Bei hyperelastischem Mooney-Rivlin-Material stellten sich in Abhéngigkeit des Verhlt-

nisses der Materialparameter g—f verschiedene Axialspannungsverlaufe dar:

Bei einfacher Torsion steigt die Axialspannung fur eine konstante &duBere
Scherung T fiir 2 <1 von innen nach auBen stetig an und fillt fiir 2> > 1 stetig ab.
1 1

Fur g—f =1 stellt sich ein vom Radius { unabhéngiger Spannungsverlauf ein.

Bei der Torsion mit freiem Ende gibt es ein von der duBleren Scherung abhingendes
Verhiltnis der Materialparameter %, ab dem die Axialspannung von innen nach au-

flen von monoton zunehmend zu monoton abnehmend wechselt.

Bei festem Verhiltnis % > 1 steigt die Axialspannung in der Mitte des Zylinders zu-
néchst an und nimmt erst ab einer bestimmten Scherung monoton ab. Fur %— <4+ fallt
die Spannung sofort ab. Dabei sind die Spannungsverldufe iiber dem Radius fiir
7<*>({ =0,I") > 0 monoton abnehmend und fir 7<*”({ = 0,") <0 monoton zuneh-

mend.
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Bei starrplastischem Materialverhalten stellen sich aufgrund der zwei Familien unter-
schiedliche Spannungsverldufe in Abhingigkeit des Materialparameters b ein;

o Bei einfacher Torsion nimmt die Axialspannung bei der ersten Familie von innen nach
auBen zu und ist am AuBlenradius Null, wihrend sie bei der zweiten Familie in der
Mitte des Zylinders verschwindet und nach auBen hin abnimmt. Fiir beide Familien
befindet sich die Spannung iiber dem gesamten Radius im Druckbereich. Im Falle
einer kinematischen Verfestigung vom Armstrong-Frederick-Typ hat der
Parameter 6 in beiden Fillen nur Einfluf auf die Kriimmung des Spannungsverlaufs.

o Fur Torsion bei freiem Ende hat die Axialspannung bei linearer kinematischer Ver-
festigung den Verlauf einer nach oben geoffneten Parabel fiir Familie 1 und den einer
nach unten gedffneten Parabel fiir Familie 2. Bei Verfestigung nach Armstrong-
Frederick steigen in beiden Fillen die Axialspannungen im Inneren des Zylinders mit
wachsender Scherung an, wihrend im 4uBBeren Bereich die Spannung bei der ersten
Familie ebenfalls ansteigt, bei der zweiten aber abnimmt. Folglich nimmt die Span-
nung iber den Radius fiir die zweite Familie monoton ab, wihrend fiir die erste

Familie kein monotoner Spannungsverlauf erhalten wird.

Bei allen in dieser Arbeit behandelten Fillen besitzt der Spannungsverlauf iiber dem
Radius in der Mitte des Zylinders eine waagerechte Tangente.

Es mufl nun durch Experimente tberprift werden, welches Material durch welche
Familie des plastischen Materialmodells beschrieben werden kann. Dabei ist es durchaus
vorstellbar, dafl ein Material durch die erste und ein anderes durch die zweite Familie

beschrieben wird.

In der Stromungslehre fanden diese Versuche schon statt. Dabei wurde der positive
Weissenberg-Effekt, d.h. das Steigen des Fluids am inneren Zylinder entgegen der
Fliehkraft, nachgewiesen. Der negative Weissenberg-Effekt dagegen tiberlagert sich mit

den Fliehkraften und konnte noch nicht nachgewiesen werden.
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Anhang A

In diesem Abschnitt soll die Entwicklung der Naherungslosung nach (3.36) bewiesen

werden. Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.

Als Voraussetzung wird die Entwicklung einer Naherungslosung nach (3.29)
AWy =a,+a, - +a, -h*+...+a,, - h"+... (A1)
angenommen. Durch die Substitution
g=h (A2)
folgt daraus
AM)=b,+b,-g+b,- g +...+b,-g"+... . (A.3)
Behauptet wird, daf eine Naherungslosung 4, , die aus dem Algorithmus (3.34a)

Ak,l = A(g,)
-
gk _gk—j

k=12,...,K

A4
j=12,.. k-1 A4

Ak—],] 8-
Ak,j gk

4, :

g+ =
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gewonnen wird, eine Entwicklung der Form

k k
_ J 1 J l
Ak.J b ng j+! ng' Zgn+
p—k J+1 p=k—j+1  n=k—j+1

(A.5)

s k k n
_I)J 1bj+2 ng Z Zg"lg"z+'

p=k—j+1  m=k—j+1 ny=k—j+1

besitzt. Fiir j =1 kann leicht iiberprift werden, daB diese Behauptung stimmt. Es muf3
nun gezeigt werden kann, daB aus (A.4) fiir 4, ,, eine Entwicklung folgt, die der Form
(A.5) entspricht.

Aus (A .4) folgt fur A

k,j+1

k-1
L 28 Zgn
‘"—I(—]

A =b+ (=105, [1e, e,
p=k—j n]gk J k nl no
-1)"'s,,, ﬁ g, Zk,zk: jg"'g"z n §+|nzzgj.§"'g"z .
- &~ &,

Diese Gleichung kann umgeformt werden, und es ergibt sich, wie gefordert, die Entwick-

lung

A/(,j+l ——b + b_1+l ng l:l ;gn
p=k-j =

Pk d (A.7)

m

J+3 ng Z nggnz

p=k—j m=k~J ny=k-j

Da die Behauptung fiir j =1 stimmt und aus 4, , die Entwicklung fiir 4, ,,, erhalten
wird, stimmt die Behauptung fiir alle % .
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Anhang B

B.1 Hyperelastizitit und einfache Torsion

T<Yr>

Abbildung B.1.1: Radialspannung tiber dimensionslosen Radius bei Hyperelastizitat und
einfacher Torsion in Abhingigkeit des dufleren Scherwinkels. Der
Spannungsverlauf ist unabhingig vom Materialparameterverhaltnis %—

87




T(‘p(p)

Abbildung B.1.2: Tangentialspannung tber dimensionslosen Radius bei Hyperelastizitit
und einfacher Torsion in Abhéngigkeit des duBeren Scherwinkels. Der
Spannungsverlauf ist unabhiangig vom Materialparameterverhaltnis %T

¥
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Abbildung B.1.3 a: Schubspannung tiber dimensionslosen Radius bei Hyperelastizitat und

einfacher Torsion in Abhingigkeit des Verhiltnisses der Material-
parameter %— fur den Scherwinkel I' =1.0.
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Abbildung B.1.3 b: Schubspannung tiber dimensionslosen Radius bei Hyperelastizitat und

einfacher Torsion in Abhidngigkeit des duBeren Scherwinkels fir das
Verhéltnis der Materialparameter von %2\ =0.3.
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B.2 Hyperelastizitit und Torsion mit freiem Ende

T<rr> Q — 1

Abbildung B.2.1 a: Radialspannung iiber dimensionslosen Radius bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten in Abhédngigkeit des

Verhéltnisses der Materialkonstanten —gj— bei einer Scherung

vonl =10
T<fr> CZ]
s
et
//'
e S0
.—"’--" Cl

Abbildung B.2.1 b:Radialspannung tiber dimensionslosem Radius bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten fiir zwei verschiedene
Verhiltnisse der Materialkonstanten g—f in Abhéngigkeit der dufleren

Scherung T,
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Abbildung B.2.2 a: Tangentialspannung tber dimensionslosen Radius bei Torsion mit
freiem Ende und hyperelastischem Materialverhalten in Abhingigkeit
des Verhiltnisses der Materialkonstanten% bei einer Scherung

vonI'=1.0

T<(|)(P>

AR
\

Abbildung B.2.2 b: Tangentialspannung iiber dimensionslosem Radius bei Torsion mit
freiem Ende und hyperelastischem Materialverhalten fiir zwei
verschiedene Verhiltnisse der Materialkonstanten -gj— in Abhéingigkeit

der duBeren Scherung I'.
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Abbildung B.2.3 a: Schubspannung iiber dimensionslosen Radius bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten in Abhingigkeit des

Verhiltnisses der Materialkonstanten % bei einer Scherung

vonI =10

T <2e>

Abbildung B.2.3 b: Schubspannung iiber dimensionslosem Radius bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten flir zwei verschiedene

Verhiltnisse der Materialkonstanten %— in Abhingigkeit der dufleren

Scherung I,
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Abbildung B.2.4: Verlingerungsfunktion iiber duflerer Scherung bei Torsion mit freiem
Ende und hyperelastischem Materialverhalten in Abhéngigkeit des

Verhéltnisses der Materialkonstanten —gf—
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B.3 Plastizitit und einfache Torsion

T<Yr>

Abbildung B.3.1 a: Radialspannung iiber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhingigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fiir die erste Familie
bei einem duBeren Scherwinkel von I' = 1.0 (Einfache Torsion).
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Abbildung B.3.1 b,c. Radialspannung iiber bezogenen Radius{ bei linearer

kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und  kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b #0) in Abhéngigkeit
des duBeren Scherwinkels I' fiir die erste Familie (Einfache

Torsion).
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T<09>

Abbildung B.3.2 a: Tangentialspannung  iiber  dimensionslosen ~ Radius bei
kinematischer ~ Verfestigung nach  Armstrong-Frederick  in
Abhangigkeit der Konstanten der kinematischen Verfestigung & fur
die erste Familie bei einem #uBeren Scherwinkel von I'=1.0
(Einfache Torsion).
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Abbildung B.3.2 b,c: Tangentialspannung iiber bezogenen Radius bei linearer
kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b #0) in Abhingigkeit
des duBeren Scherwinkels I' fiir die erste Familie (Einfache

Torsion).
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Abbildung B.3.3 a: Schubspannung iiber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhéngigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur die erste und
zweite Familie bei einem dufleren Scherwinkel von I' =1.0 (Einfache

Torsion).
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Abbildung B.3.3 b,c: Schubspannung iiber bezogenen Radius{ bei linearer
kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und  kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b #0) in Abhangigkeit
des dufleren Scherwinkels I' fir die erste und zweite Familie

(Einfache Torsion).
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B.4 Plastizitit und Torsion mit freiem Ende

T('T)

Abbildung B 4.1 a: Radialspannung ber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhingigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fiir die erste Familie
bei einem duBeren Scherwinkel von I'=1.0 (Torsion mit freiem

Ende).
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Abbildung B.4.1 b,c: Radialspannung iiber bezogenen Radius{ bei linearer
kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und  kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b #0) in Abhéngigkeit
des duBeren Scherwinkels I' fiir die erste Familie (Torsion bei

freiem Ende).
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Abbildung B.4.2 a: Tangentialspannung  iiber  dimensionslosen  Radius bei
kinematischer ~ Verfestigung  nach  Armstrong-Frederick in
Abhingigkeit der Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur
die erste Familie bei einem duBeren Scherwinkel von I' = 1.0 (Torsion
bei freiem Ende).
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Abbildung B.4.2 b,c: Tangentialspannung tber bezogenen Radius{ bei linearer
kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und  kinematischer

Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b #0) in Abhingigkeit

des auBleren Scherwinkels I' fur die erste Familie (Torsion bei

freiem Ende).
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Abbildung B.4.3 a: Schubspannung tiber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhédngigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur die erste Familie
bei einem #uBeren Scherwinkel von I'=1.0 (Torsion bei freiem
Ende).
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Abbildung B.4.3 b,c:

Schubspannung  tiber bezogenen Radius{ bei linearer
kinematischer ~ Verfestigung (6=0) und  kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b #0) in Abhéngigkeit
des duBeren Scherwinkels I' fiir die erste Familie (Torsion bei

freiem Ende).
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Abbildung B.4.4 a: Schubspannung iber dimensionslosen Radius { bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhéangigkeit der
Konstanten der kinematischen Verfestigung b fiir die zweite Familie
bei einem duBeren Scherwinkel von I'=10 (Torsion bei freiem
Ende).
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Abbildung B.4.4 b,c: Schubspannung iiber bezogenen Radius{ bei linearer
kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und  kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b 0) in Abhéngigkeit
des duBeren Scherwinkels I' fiir die zweite Familie (Torsion bei

freiem Ende).
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Abbildung B.4.5 a: Verldngerungsfunktion iiber duBerer Scherung I' bei kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhéngigkeit der

Konstanten der kinematischen Verfestigung & fur die erste Familie.

1 r
N b

Abbildung B.4.5 b: Verldngerungsfunktion tiber duBerer Scherung I' bei kinematischer

Verfestigung nach Armstrong-Frederick in Abhingigkeit der

Konstanten der kinematischen Verfestigung b fur die zweite Familie.
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Abbildung B.4.5 c,d: Verlingerungsfunktion iiber #duBerer Scherung I bei linearer

kinematischer ~ Verfestigung (b=0) und  kinematischer
Verfestigung nach Armstrong-Frederick (b = 0) fiir beide Familien,
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