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Theoretische Untersuchung zum fernen Nachlauf tiber einem
rotationssymmetrischen beheizten Korper

Ein rotationssymmetrischer beheizter Korper wird entgegen dem Schwerevektor von
einem inkompressiblen wirmeleitenden Fluid angestrémt. Unter Verwendung der
Boussinesq-Approximation werden die dimensionslosen Grundgleichungen fir den
Impuls- und Wirmetransport mit dem kleinen Parameter e=//VRe entwickelt. Eine
weitere Entwicklung dieser Grenzschichtgleichungen nach dem Parameter e=1/x liefert
schlieflich die asymptotische Losung im laminaren fernen Nachlauf.

Die Losung der ersten Ordnung liefert das bekannte Stromfeld des linearisierten fernen
Nachlaufs. Das Temperaturfeld resultiert aus der Uberlagerung von Wirmeleitung und
konvektivem Transport der eingebrachten Wirme durch die ungestorte Anstromung.
Die zweite Ordnung korrigiert die Nichtlinearititen der konvektiven Terme. Das
Temperaturfeld beriicksichtigt somit den konvektiven Wirmetransport infolge des
linearisierten Nachlaufprofils. Zusitzlich bedingt das Temperaturfeld in der
Impulsgleichung schwache Auftriebskrifie.

Typische Merkmale des beheizten Nachlaufs, wie die Amplituden der Geschwindigkeit
und der Temperatur, sowie die kinematische und die thermische Grenzschichtdicke,
konnen so als Funktion der dimensionslosen Parameter diskutiert werden. Dies sind
neben den Koordinaten die Reynolds-Zahl, die Prandil-Zahl und die Grashof-Zahl.

Asymptotic model for the far wake above a heated axisymmetric body

A heated axisymmetric body is placed in a uniform flow field, directed against
gravitational acceleration. The liquid is incompressible and has constant heat
conductivity. We apply the Boussinesq-approximation and expand the dimensionless
equations of momentum and heat transport using the small parameter e=//NRe. A
secondary expansion in terms of the small parameter e=//x within the resulting
boundary layer equations finally allows for an asymptotic solution, valid in the far
laminar wake.

This solution to leading order agrees with the well-known flow field in the linearized
far wake. The thermal field is determined by a conductive and convective transport of
the introduced heat, due to the undisturbed outer flow field. In a second order the
convective nonlinearities of both momentum and heat transport are corrected. The
thermal field, thus, accounts for the convective transport of heat due to the linearized
wake profile. Moreover, weak buoyancy forces are present in the momentum equation,
resulting from the non-isothermal field.

We analyze the properties of the heated far wake, namely amplitudes of temperature
and velocity, as well as thermal and kinematic boundary layer thickness, as function of
dimensionless parameters. These are the spatial coordinates, the Reynolds-number, the
Prandtl-number and the Grashof-number.
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Bild 1.1: Nachlauf der beheizten Kugel
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1 Problemstellung

Wir behandeln den laminaren Nachlauf eines beheizten Rotationskorpers. Die hier abgeleitete
Theorie erweif}t sich als giiltig fir beliebige Koérperform, sofern der integrale Impuls- und
Wirmeeintrag durch den Korper bekannt ist. Wir werden im folgenden deshalb stets den
Spezialfall der Kugel betrachten. Die Kugel befindet sich in einem unendlich ausgedehnten
Raum und wird von einem zdhen, wirmeleitenden Medium angestromt. Bild 1.1 zeigt die
parallel zur Zeichenebene angestromte Kugel. Mit U, T, und p, bezeichnen wir die
Geschwindigkeit, die Temperatur und den Druck der ungestorten Anstrémung. Der
Schwerevektor g  wirkt  entgegen der Richtung der  Anstrémung. Das
Zylinderkoordinatensystem hat seinen Ursprung im Mittelpunkt der Kugel. Die radiale Achse
steht senkrecht zur Stromungsrichtung, Die Kugel hat den Durchmesser d. Die Kugel beheizt
das Medium mit einem konstanten Wirmestrom Q. Wir befinden uns im ausgebildeten
Nachlauf in einiger Entfernung von der Kugel. Wir betrachten ein stationires und wegen der

Rotationssymmetrie zweidimensionales Problem.

Wir uberlagern Zwangskonvektion durch die Anstromung und Naturkonvektion aufgrund der
Beheizung zu Mischkonvektion. Wir haben eine allein durch den Widerstand der Kugel
herriihrende Nachlaufdelle. Der Auftriebsterm verursacht durch einen temperaturabhingigen
Dichteunterschied ein lokales Geschwindigkeitsmaximum bei r = 0. Der Widerstand und die
Beheizung der Kugel gehen in die integralen Bilanzen ein. Wir legen um die Kugel einen
Kontrollraum, tber dessen Grenzen (in Bild 1.1 A, B, C) wir die integralen Impuls- und

Wirmefliisse bilanzieren.
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2 Grundgleichungen

Wir gehen aus von der NAVIER-STOKES-Gleichung

(W-V)v"v+£ Vp = f+vAw, (2.1)

mit der Kontinuitatsgleichung
V.w = 0, (2.2)
und der Energiegleichung fir inkompressible Stromungen
pc,(W-VT) = AAT. (2.3)

Somit liegen vier Differentialgleichungen fiir den Vektor der Stromungsgeschwindigkeit
w= (u,v,w) und den Druck p vor. Dabei bedeutet p die Dichte, v die kinematische Zahigkeit, A
die Warmeleitfihigkeit und c, die spezifische Warme. Die Massenkrifte f, die Dichte p und
die kinematische Viskositit v werden als gegeben angesehen. Als eingeprigte Massenkraft
wird bei Strémungen, bei denen Dichteunterschiede durch Temperaturdifferenzen
hervorgerufen werden, die Gewichtskraft des stromenden Mediums eingesetzt. Die Dichte
héngt dabei von der Temperatur ab. Die gegeniiber der EULER-Gleichung hohere Ordnung
ermoglicht es, die Haftbedingungen zu erfiillen. Dabei sind sowohl die NAVIER-STOKES-
Gleichung als auch die EULERschen Gleichungen wegen der konvektiven Gliedern nichtlinear.

Zur Vereinfachung wihlen wir fur den Druck das Bezugssystem

p(x,r) = p,(x)+p(x1),

mit

Pwa
o Pl (2.4)

Dabei bezeichnet p* den dynamischen Druckanteil. Fiir die Dichte, die spezifische Wirme, die
Wirmeleitfahigkeit und die Viskositdt fihren wir die BOUSSINESQ-Approximation ein. Diese
impliziert

1. ein zdhes, wirmeleitendes Medium mit

— spezifischer Warme ¢, = konst,,

- Wairmeleitfahigkeit A = konst.,
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— kinematischer Viskositit v= konst. .

2. Mit Ausnahme des Aufiriebsterms in den Bewegungsgleichungen wird die Dichte als
konstant angesehen. Dort wird eine lineare Dichte-Temperaur Beziehung, d.h.

p = p.ll-a(T-T,)), 2.5)
verwendet, wobei oo den Volumenausdehnungskoeffizienten bezeichnet! .

Werten wir die NAVIER-STOKES-Gleichung (2.1) sowie die Kontinuititsgleichung (2.2) in
Zylinderkoordinaten fiir ein achsensymmetrisches Problem aus, so erhalten wir fur den
stationéren Fall

» 2
SCCAATICAAR B M 82—\;+£§—Y—l2 6\2’ , (2.6)
o Vo oo e Ta 7
1op (Pu 1éu
Var Uax on ax V[arz ror axz) (1( oo)g ( )

Hierbei bezeichnet r die radiale und z die axiale Koordinate und v bzw. u die
Geschwindigkeitskomponenten in Richtung dieser Koordinaten.

Die Kontinuitatsgleichung ergibt sich zu

AN Y (2.8)
o r ox

Die zeitliche Anderung der Enthalpie wird bei inkompressiblem Medium durch die
Wirmeleitung und den konvektiven Wirmestrom bestimmt. Die durch innere Reibung
entstehende Dissipationswdrme und Wérmeibertragung durch  Strahlung  werden
vernachldssigt. Wir erhalten bei stationdrer Stromung die Energiebilanzgleichung

or _ K(afT 10T 6’T)‘ 2.9)

—tu— T
Vo Yox a roa ok

Hierbei stellt x =A/p,c die Temperaturleitfahigkeit dar. Entsprechend der Ordnung der

Differentialgleichungen konnen wir die folgenden Randbedingungen angeben

x>0, r=0 : —=0,v=0, —=0
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F—»00; ?—g—rv—)—:o,u:Um,p':pw,Tsz. (2.10)

-t

+

"

]
oo,

u,v=0, %zconst.(T— TKug).

3 Integrale Impuls- und Wirmebilanz

Fir den Fall der angestromten beheizten Kugel betrachten wir den Nachlauf und kénnen daher
wegen Rotationssymmetrie nur fur die Ableitung der axialen Geschwindigkeit in radialer
Richtung ou(x, r = 0)/0r =0 eine Aussage machen. Der Wert u(x, r = 0) hingegen ist bisher
nicht festgelegt. Das Gleichungssystem hétte daher als triviale Losung:

u=U_,v=0,T=T, ,p =p..

Daher geben wir als zusétzliche Bedingung die integrale Impuls— und Wérmebilanz an, da darin
sowohl der Widerstand der umstromten Kugel als auch die von ihr zugefiihrte Wirme
auftreten. Hierzu benutzen wir einen Kontrollraum A, B, C ( vgl Bild 1.1 ) um die Kugel und
die Grenzschichten und integrieren die einstrémenden Impuls- und Warmestrome iiber seine
Fldchen.

Wir betrachten den Impulssatz?

3

2EA+2E =0, (3.1

i=1
nur fir die x-Komponenten der Krifte, da die resultierende Impulskraft und die Summe aus
den duBeren Kriften in radialer Richtung verschwinden. An der Kontrollraumgrenzflaiche A
wirkt aufgrund der Einstromung eine Impulskraft und eine Druckkraft, resultierend aus dem
Druck in der Anstromung, d.h.

o«

2n perUi dr, 3.2)

0

gsl}
i

@

I:“D), anr p.dr. (3.3)
0

An der oberen Kontrollraumgrenzfliche B wirkt wegen der Ausstromung eine Impulskraft
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F, = —2npwjru2dr,
0

und eine Druckkraft aufgrund der dort herrschenden Druckverteilung

o0

E, = —2nfr p*dr.

0

Uber die Mantelfliche C fliet ein Massenstrom

m = 27 p‘,,,j(U(,0 —u) rdr.
0

(3.4)

(3.5)

Mit der axialen Geschwindigkeit U_ resultiert hieraus die x-Komponente der Impulskraft zu

F, = -2n prUw(Uw —u)rdr.
0

(3.6)

Im Inneren des Kontrollraumes wirkt durch die Beheizung der Kugel eine Aufiriebskraft

aufgrund der Dichtedifferenz, welche wir tiber den Kontrollraum integrieren, d.h.

o X

F, = 2ngjj(pw—p)rdx dr.

00
SchlieBlich berticksichtigen wir mit der Widerstandkraft der Kugel
2
T pw 2 d
E = —=U.nl—]{c,(Re),
= 2u( R
deren Form und Einfluf3 auf die Strémung,

Bei der Kugel ist der Widerstandskoeffizient c,, abhéngig von der REYNOLDS-Zahl

Mit den angegebenen Krifteanteilen (G1.(3.2)-Gl.(3.8)) lautet der Impulssatz G1.(3.1)

(3.7

(3.8)

(3.9)
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w

0=2n pru (U, -u) dr+21rJ'r(p°c —p‘)dr+
0

0

H2nap, g

© Sy 8
& Cmm—— X

f(T-T,) dx dr—%’"—van d%, (Re). (3.10)

In der integralen Wirmebilanz werden konvektive und konduktive Anteile sowie der
zugeflihrte Wirmestrom berticksichtigt. Der konvektive Warmestrom iiber die Eintrittsgrenze
A, die Austrittsgrenze B und die Mantelfliche C berechnet sich zu

Lod

QK,A = 2nc, pwJ.erder, (3.11)
0

QK_B = —2ncppwJ'rqur, (3.12)
0

Qe = -2mc,p.[T.(U,-u)rdr. (3.13)
0

Nach FOURIER ist der konduktive Wirmestrom durch eine Fliche proportional dem
Temperaturgradienten normal zur Fliche. Wir erhalten somit die konduktiven Wérmestrome
tiber A, B und C zu:

Qp = —ZRK]‘:r%dr, (3.14)
Qa = 0, (.15)
Qe = 0 (3.16)

Mit der konstanten Heizleistung Q der Kugel ergibt sich die Warmebilanz aus der Summe von
GL.(3.11)-GlL.(3.16):

Q = 21ccppmfru(T—Tm)dr+2nXJr~gxr—dr. (3.17)
0 (]




Kapitel 4.1 7

4 Asymptotische Entwicklungen

4.1 Grenzschichtapproximation

Als Grenzfall betrachten wir grole REYNOLDS-Zahlen, Dabei vollzieht sich der Anstieg der
Geschwindigkeit auf Anstromgeschwindigkeit innerhalb einer sehr diinnen Schicht, der
Grenzschicht. Wir konnen somit die Nachlaufstromung in zwei Gebiete unterteilen?

1.Eine diinne Grenzschicht, in der der Geschwindigkeitsgradient grof ist und damit die
Reibungskrifte von gleicher Grofenordnung sind wie die Tragheitskrifte. Fir diese
Losung setzen wir eine 'innere Entwicklung' an.

2.Die AuBlenstromung, in der der Geschwindigkeitsgradient und die Reibung
vernachléssigt werden konnen, so dafl die EULERschen Gleichungen fiir reibungsfreie
Stromung angewandt werden konnen. Fir dieses Gebiet konnen wir eine "&uflere

Entwicklung" ansetzen.

Mit geeigneten BezugsgroBen lassen sich die NAVIER-STOKES-Gleichung, die Energieglei-
chung und die zugehorigen Randbedingungen sowie die integralen Bilanzen skalieren. Fir die
Temperatur wihlen wir mit der Temperatur im AuBenfeld T, zusitzlich einen neuen

Bezugspunkt
® = T-T,.

Wir verwenden folgende Skalierungen:

, X _ T

X'==,T=—,

d d
wet v Y @-lTa
U, U, AT
p’ t
! - , t' =—, 41
P - (4.1
mit
U, Anstromgeschwindigkeit,

d : Durchmesser der Kugel,
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. d : .
t =—— . charakteristische Zeit,
UCO
AT = _Q . charakteristische Temperaturdifferenz
v p.c,d

Am Beispiel der dimensionslosen Version von Gleichung (2.7)

v

' ' ] 2.1 ' 2.1
L _@_+1(6u+16u 6u) “2)

+u’ — ——+
E TP o' Rel or T or @ ox

fiihren wir wir eine GroéfBenabschitzung fiir groe REYNOLDS-Zahlen durch. Das Ergebnis der
Abschitzung zeigt, daB die Reibungskrifie nur in der Nihe der x-Achse von gleicher
GroBenordnung sind wie die Tragheitskrifte. Wir strecken die radiale Linge derart, dal3 die
neue Koordinate (innere Koordinate) in der Grenzschicht nicht mehr klein ist, d.h.

r' = T+vRe.

Wir sehen in den dimensionslosen Impulsgeichungen den Einflufl der REYNOLDS-Zahl auf die
viskosen Anteile. Die Streckung der Koordinate wird daher von Re abhingen® .

Fur die Wirmetransportgleichung kann die gleiche Annahme gemacht werden, d.h. wir miissen
die Querkoordinate wieder mit einer von Re abhingigen Funktion dehnen® , wobei die
Ordnung O(Re) der Streckung der Querkoordinate in der Impulsgleichung von gleicher
Ordnung ist wie die Streckung der Querkoordinate in der Warmetransportgleichung.

Mit der seperaten Skalierung fiir x und r folgt aus der Kontinuititsgleichung, daB3 v eine
GroBenordnung kleiner als u sein muf3. Fiir die Lésung der abhéngigen Variablen werden daher
mit € = 1/v/Re als Storparameter, folgende asymptotischen Entwicklungen angesetzt

uw(x,r'e) = uo(x’,r')+eul(x’,r')+0(82), 4.3)
vix're) = evo(x’,r’)+82v](x’,r')+0(e3), (4.4)
O'(x,r'e) = ©,(x,r")+e®,(x,r)+0(e?), (4.5)
p'(x',re) = po(x',r')+ep(x',r)+0(e?). (4.6)

Die Entwicklungen werden in die skalierten Impulsgleichungen, die Warmetransportgleichung
und die integralen Bilanzen eingesetzt. Geordnet nach Potenzen von ¢ lauten die Gleichungen:
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Grenzschicht der Ordnung O(e?):

0
r: 0 = ——/—, 4.7
P @7)
ou o*u 1 du
04 [ 0 420 4.8
X Vo) tUy—, r Yoo (4.8)

mit der Kontinuitétsgleichung von O(g?)

0 0
0 = gx—,(f' Uo)+§(f'\’o), (4.9)
und der integralen Impulsbilanz
1 o
igcw(Re)Re = _([r'( u, —u?) dr’, (4.10)

Die Energiebilanzgleichung der Ordnung O(g?) lautet

2
v 0,90 - 1(00, 130,} 4.11)
arf i ax’ Pr ar' r’ ar’

mit der integralen Wirmebilanz

0

Pk
I

2n |r'u, @, dr’. (4.12)

O Gy

Die Randbedingungen transformieren sich zu

x>0, r'=0 —2=0,v,=0, —2=0,
o' '
, 6(r’v0)
r'—o u,=1,0,=0, =0. (4.13)

Das enspricht der PRANDTLschen Grenzschichtgleichung, in der die Bewegungsgleichung
erster Ordnung in radialer Richtung entfillt und der Druckterm eine von der Auf3enstromung
aufgeprigte Grofe ist® .
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In der Ordnung O(g!) lassen sich die Gleichungen wie folgt schreiben:

Die Bewegungsgleichung in Langsrichtung fiir O(g):

v, o, du, _ w1y  Gr
+u,—-+u, = L=+ —
& ox! ot o' Re

0,,

und die Kontinuitétsgleichung

I
@

0 0
—é—x—,(r’ ul) +5r—’(r’ Vl)

Die Energiegleichung formuliert sich zu

009, . o 00, 100, 100,
v, —F+V, +u,—+uy, = — =,
or or' Ox ox’ Pr{i o ' or

mit den Randbedingungen
X'>0, 1'=0 Ao,y =0, Pioy,
arl !

6(r’v,)

r'—>o u=0,0=0, po

=0,

und integralen Bilanzen

fur den Impuls fr'(2u0u, ~u,)dr = iﬂ”(ao r' dr’ dx’,
0 Re 00

und die Wérme 0 = 21tjr’(u0®, +u,0,)dr.
0

4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Fur grofBe REYNOLDS-Zahlen vernachldssigen wir, mit dem oben eingefuhrten Parameter €, die
Terme der Ordnung O(e?). Aus Gl.(4.8) und Gl.(4.14) folgt, daB der dritte Reibungsterm aus
Gl1.(2.7) gegeniiber dem ersten und zweiten Term um die Ordnung O(g?) tiefer ist. Aus den

Gleichungen der Ordnung O(1) und O(g) folgt zusatzlich, daB der Druckgradient quer zur

Grenzschicht ebenfalls von O(g?) ist. Der Druck bleibt also in Querrichtung praktisch konstant.
Da im Auflenfeld du(x, r)/dx =0, folgt p*(r — ) = konst.. Damit ist der Druck von der
AuBenstromung auf die Grenzschicht aufgeprigt. Fir die Druckterme in Gl.(2.6) und G1.(2.7)

gelten daher:
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oft) = -,
o(e?) = ——gi:—.‘ (4.20)

In den Grenzschichtgleichungen treten zusétzlich zwei Kennzahlen auf. Die GRASHOF-Zahl

agATd?

v

Gr = (4.21)

beschreibt das Verhiltnis der Leistung der Auftriebskrifie zur Leistung der Reibungskrifie. Sie
quantifiziert damit die Stirke der Auftriebsstrémungs.

Die PRANDTL-Zahl

pr= Y (4.22)
K

stellt das Verhaltnis von kinematischer Viskositit v zu Temperaturleitfdhigkeit x dar. Sie
charakterisiert die Transporteigenschafien der Fliissigkeit in Bezug auf Impuls und Temperatur
und erlaubt somit Aussagen zur relativen Dicke der Grenzschichten von Impuls und

Temperatur!.

Der Auftriebsterm in der Impulsgleichung hat den Vorfaktor$:

Gr _  Auftriebskrifte

Re’ Trigheitskrifte

Fur ausreichend kleine Temperaturdifferenzen oder bei kleinem Warmestrom von der Kugel
zur Flissigkeit sind die Auftriebskrifte klein gegeniiber den Trégheitskraften. Um den
Auftriebsterm erst in hoherer Ordnung zu beriicksichtigen, beschranken wir uns auf eine
sogenannte schwache Beheizung, d.h. wir setzen

Gr

— = 0G) (4.23)

Wir formulieren also die GRASHOF-Zahl, und damit die Beheizung, als Funktion der
REYNOLDS-Zahl. Eine dhnliche Abschitzung wollen wir auch fiir die integrale Warmebilanz
machen, in der das Konduktionsglied

1 15%% ,00,
——[[rZedr = O 4.24
PrRe-Mr i (82, (4.24)
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aufiritt. Die PRANDTL-Zahl ist fiir Gase von der Grofenordnung O(1) und fiir Fliissigkeiten
von O(10)-O(1000)’ ; der Term wird hierfiir fiir groe REYNOLDs-Zahlen sehr klein. Fiir sehr
kleine PRANDTL-Zahlen (Pr — 0), fiir die das Konduktionsglied Gl.(4.24) groB3 wird, miiiten
wir zusétzlich nach der PRANDTL-Zahl entwickeln. Die Rechnungen werden daher auf 'grofie'
PRANDTL-Zahlen beschrénkt.

In den nachfolgenden Rechnungen lassen wir die Striche zur Kennzeichnung der
dimensionslosen Grofen wieder weg.

4.2 Asymptotische Entwicklung im Nachlauf

Wir fiihren eine dimensionslose Nachlaufgeschwindigkeit ein
ﬁ(x,r) = l-u(x,r), (4.25)
mit ﬁ(x,r) = Eo(x,r)+ﬁ, (x,r)+ﬁz(x,r)+ (4.26)
Aus der Kontinuitétsgleichung folgt
v o= v (4.27)

Die einzelnen Summanden ergeben sich aus der Potenzreihenentwicklung nach € zu

ﬁo(x, r) = l—uo(x,r),
ﬁ,(x, r) = - ul(x, r),
0,(x,r) = —eu,(x,1), usw. (4.28)

Vergleichbar der Wahl der neuen Bezugssysteme fiir den Druck und die Temperatur, kann man
die Anstromgeschwindigkeit als neuen Bezugspunkt fir die Geschwindigkeit betrachten und
die Nachlaufgeschwindigkeit als abhingige Variable auffassen. Hiermit erhalten wir die
modifizierten Grenzschichtgleichungen fiir den Impuls in O(e?)

2—
g, Bo, By _5 By _ 2T, 1T, (4.29)
o 0x ox o’ ror
die Kontinuitétsgleichung
0/ — 0/
——&(ruo)+§(rvo) = 0, (430)

und die Warmetransportgleichung
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_ 09, 00, _ 00, 1(0°0, 16@
+ - = — 431
“a Tk o ot o (43D
Die integralen Bilanzen lauten
1 o =
—c c,(Re)Re = “[ruo(l—uo) dr, (4.32)
1= 2n[r(1-1,) @, dr. (4.33)
0
In zweiter Ordnung O(g) formulieren sich die obigen Gleichungen wie folgt:
Impuls- und Wirmetransportgleichung
D e
v Bo g B O 5 Oy 0, _ 0N 1A, Cr g (4.34)
or o ox ox ox o r or Re
2
v, a®°+vo %, +a®‘—ﬁo %, -1, 0, _ L 5@}+1@ , (4.35)
or o  0x ox Ox o r o
mit der Kontinuititsgleichung
0/ .y O/ _
_&(rul)+§(rvl) =0
und den integralen Bilanzen
fr(ﬁl -24,u,) dr = ff@or dx dr, (4.36)
0 00
0 = 2x[r(0,-T,0,-1,0,)dr. (4.37)

Die Randbedingungen fiir Geschwindigkeiten und Temperatur transformieren sich fiir die erste
und zweite Ordnung (i=0,1)

v, =0, —L=0, (4.38)
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r—>ow u,=0,0,=0, ——=0. (4.39)

Fir groBe Entfernungen x>>1 soll eine asymptotische Enwicklung der
Nachlaufgeschwindigkeiten und der Temperatur durchgefihrt werden. Wir machen folgende
Ansitze

u, = tu®+&2u4 und U = ul+8ul+.., (4.40)-(4.41)

v, = ev94+6O% und v, = VP 4Ev04 (4.42)-(4.43)

O, = 609+8%09+ und ©,= 6V +s0V+. .. (4.44)-(4.45)

Die Nachlaufgeschwindigkeit U, in G1.(4.28) definiert als Ordnung O(e!) entwickeln wir in
G1.(4.41) beziiglich € eine Ordnung tiefer als U,. Fiir asymptotische Entwicklungen gilt die
Voraussetzung, daB die Nachlaufgeschwindigkeiten und Temperaturen fur kleine
Entwicklungsparameter (€ — 0 und € — 0 ) ebenfalls klein werden miissen. Dies ist fur alle
Geschwindigkeit U,,V;, und Temperaturen ©, erfullt, da U, und ®, von der Ordnung O(e!)
sind. Wir betrachten mit diesen Ansétzen nachfolgend keine gemischten Ordnungen. Einsetzen
in das Gleichungssystem ( G1.(4.29) bis G1.(4.39) ) und Ordnen nach Potenzen von € fiihrt auf
folgende Gleichungssysteme flir die Impuls- und Wirmetransportgleichung in der Ordnung
O(e’¢€")

(0) 2, (0) (0)
CIMCA L (4.46)
ox ot r or
(0) 26(0) (0)
®, _ 1 6®2° 199 ) (4.47)
Ox Pri or r or
mit der Kontinuitdtsgleichung
0 0
—&(ufj’) r)+5(v§)°) f) = 0, (4.48)
und den integralen Bilanzen
LcW(Re)Re = éj‘rugo) dr, (4.49)
16 J
1 2T @0
— = g|r ©, dr. 4.50
> j ; (4.50)
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Fiir die Ordnung O(e' €°) ergeben sich die Impulsgleichung

o] _ Qug) 1) Gr g @51)
Ox oa* r o Re? O’
die Kontinuitatsgleichung
0 0
~—( ug>)+_§(rvg>) = 0, (4.52)
und die integrale Impulsbilanz
Tru(‘)dr - U TT@Wrd dr (4.53)
o RS o rdxdr. .
Q 00

Die Wirmetransportgleichung und die integrale Wirmebilanz treten ab den Ordnungen O(g)
nur noch als gemischte Ordnungen auf und existieren daher in Ordnung O(e' £°) nicht. Die
Gleichungen fiir die Ordnung O(g° €%) lauten fiir die Impuls- und Wirmetransportgleichung

wdy a?  gaf _ Fu® 1o

v &+ -u = +- , 4.54
o ox & o’ r o (459
V(O) a(9(()0) + a®§0) _ u(0) a®£)0) = i 82650) +l a®$0) (4.55)
0 V] 2 > .
or ox ox Prl or r or
mit der Kontinuititsgleichung
0 0
—g( u®) +g(f W) = o (4.56)
und den integralen Bilanzen fur
Impuls j ndr = j ruf,(’)zdr, (4.57)
0 0

und Wirme Jr@fo)dr = J.rugo)@f,o)dr. (4.58)
0 0
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Die Randbedingungen fiir die Ordnungen O(e°&'), O(e' £°) und O(e° £2) lauten (i = 0,1 und
i1=0,1)

() .
x>0, r=0 : A =O,vf’):0, —L =0,
or or

0
a(rVi ) (4.59)

r—o: u(ij)=0,®(ij):0,
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5 Ahnlichkeitstransformation

5.1 Ahnlichkeitstransformation in Ordnung O(¢')

Wir wollen die partiellen, nichtlinearen Differentialgleichungen auf lineare, gewohnliche
reduzieren’. Wir nehmen daher an, daB in groem Abstand von der Kugel, d.h fur x >,
dhnliche Losungen existieren. Wir verstehen darunter Geschwindigkeiten und Temperaturen,
die sich an verschiedenen Stellen nur durch MaBstabsfaktoren unterscheiden. Es muf3 also
folgende Gleichung erfiillt sein?;

ulx,[re(x)]} ufx,[r g(xz)]}.

h(xl) B h(xz)

Der MaBstabsfaktor fur u ist hier h(x) und der MafBstabsfaktor fiir r die dimensionslose Linge
g(x). Wir setzen fiir die Ahnlichkeitstransformation an:

n = rgx), .1
u(x,r) = Fy(n) hy(x), (5.2)
v(x,r) = Gon) my(x), (5.3)
O (x,r) = Hy(n) k,(x). (5.4)

Unter der Bedingung, daf} sich bei dhnlichen Losungen die partiellen Differentialgleichungen in
gewohnliche Differentialgleichungen transformieren lassen, werden die Malstabsfaktoren
festgelegt. Wir erhalten folgende, ausschlieflich von x abhingige Funktionen:

g(x) =%, h o(x) :°—1(6R%Re— (5.5)-(5.6)
1 cw(Re)Re

k. = _ S A el Ahay 5.7)-(5.8
o= rans Mol¥)=TE = (57)-(5.8)
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Dabei ist, wie wir spiter zeigen werden, g(x) eine zur Grenzschichtdicke proportionale
Funktion. Wir bezeichnen die Ableitungen 0/ 0n mit einem Strich. In dieser Notation lauten
die Differentialgleichungen

Fr'+ (l + E)Fo' +E = 0, (5.9)
n 2
1 P
H;,'+(—+-‘1—’)H;,+Prﬂo = 0. (5.10)
n 2
und die Kontinuitit
1 2 '
SWE+0F, = -nG;-G,. (5.11)
Die transformierten Randbedingungen fiir die neue Variable n ergeben sich zu
1’]:0 : F()’:O,G():O;Hszoa
n-sw | F,=0,H,=0. (5.12)
Die integrale Impuls- und die integrale Wirmebilanz vereinfachen sich zu
InFodn = 1, (5.13)
0
jnHodn = 1 (5.14)
o]

Die linearen, homogenen Differentialgleichungen G1.(5.9) und G1.(5.10) kénnen wir analytisch
integrieren. Bei der ersten Integration beriicksichtigen wir die Randbedingung bei n =0, bei
der zweiten Integration die integralen Bilanzen. Da die Randbedingung fiir 1 — oo stets erfiillt
wird, reduzieren sich die fiir die Integration relevanten Bedingungen um eine Bedingung. Wir
erhalten damit die Formfunktionen der Geschwindigkeit ug’) und der Temperatur @)E,O) zu

F, =—eXP(—-—n2), (5.15)

Pr 1 2
H, =—exp| ——Pr : 5.16
=2 p( ; n) (5.16)
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und tber die Kontinuitétsgleichung G1.(5.11) die Formfunktion der Radialgeschwindigkeit vg’):
G, = -F,, (5.17)

1 1,
G,=— -——n*|. 5.18
0 4nexr>( 411) (5.18)

Dabei sind auch die Randbedingungen fiir G, automatisch erfuillt.

Mit den MaBstabskaktoren aus Gl.(5.5) bis GI.(5.8) ergeben sich die Losungen fur die
Geschwindigkeiten und die Temperatur zu:

c,(Re)Re 1r°
wber) == ex‘)[‘?{; ) G
c,\Re)Rer 1r°
)= S o L1 ) (5.20
2
OV (x,r) = Pr Aexp(—lPr—E ) (5.21)
4nxe 4 x

5.2 Ahnlichkeitstransformation in Ordnung O(£2)

Wir wollen die Differentialgleichungen zweiter Ordnung O(e® &%), wie in Kapitel 5.1
beschrieben, in inhomogene, gewohnliche Differentialgleichungen tberfiihren. Hierfiir setzen
wir die Losungen aus G1.(5.19) bis G1.(5.21) zunichst in die Differentialgleichung (4.54) ein.
Hieraus resultiert die Inhomogenitit. Wir erhalten die Impulsgleichung

au® @ 1l c2(Re)Re? 1r? )
T T v el Bl & (5.22)
Ox or r or 1024 x" ¢ 2x
und die Warmetransportgleichung
00, 180, 1080, c, (Re)RePr 1r?
o o) = 2T exp| ———(1+Pr) |, 5.23
ox Pr({}r2 r or 128 & o F 4x( ) (5.23)
Die Kontinuititsgleichung lautet
——(Z(ufo) r) + E(vﬁ‘” r) = 0, (5.24)
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mit den zugehorigen Randbedingungen

(0) (0
x>0,r=0: '@EI—:O,V?):O,%—:O;
or or
(0)
v
I — oo WW=0,09=0, jS(T’)—:O, (5.25)
und den integralen Bilanzen
® 2 (Re)Re’
Jr uldr = ———-—c"’( e)2 ,i , (5.26)
) 1024 x* &
Tr @$°) dr = M_ (5.27)
) 64m x(Pr+1) €

Wir setzen nun fur die Korrekturen der Geschwindigkeit und der Temperatur wiederum eine
Ahnlichkeitstransformation der Form

n = ——j—i (5.28)
u(x,1) = F(n)h(x), (5.29)
Wikr) = G(n)m(x), (5.30)
0%(x,1) = H(n)k(x), (5.31)

an. Fiur den Maf3stabsfaktor der radialen Linge r wird damit die gleiche Funktion wie in der
Ordnung O(€ ) verwendet. Die MaBstabsfaktoren berechnen sich gemaB

c2 (Re)Re? c2 (Re)Re’
h(x) = 2 AZS/BE = W\ T 5.32)-(5.33
Ty A T (5.32)-(3.33)

- ¢, (Re)RePr
k,(x - w(2 ) =

647 x (Pr+1) €

(5.34)

Damit ergeben sich die inhomogenen, linearen, gewohnlichen Differentialgleichungen fur die
Formfunktionen F, der Axialgeschwindigkeit u§°)( Gl.(5.22) ), G, der Radialgeschwindigeit VEO)
und H, der Temperatur ©° ( G1.(5.23) ):
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Fre|~+D |+ 2F, = exp(—lnz), (5.35)
n 2 2
Pr{Pr+1
HY+| L+ prd |y +2rH, = —r-(-r—)—exp(—lnz(l-f—Pr)), (5.36)
n 2 2 4
TI2
S E+2E = -G,-nG;, (5.37)
mit den Randbedingungen
"n:O : F]’:'O,GIZO)H;:O’
n—> o F,=0,H =0, (5.38)
der integralen Impulsbilanz
[nFdn=1, (5.39)
0
und der integralen Warmebilanz
jnH]dn =1. (5.40)
0

5.3 Ahnlichkeitstransformation in Ordnung O(e)

In der Ordnung O(e'€®) berechnen wir fiir geringe Erwirmung des stromenden Fluids die
Geschwindigkeit der Aufiriebsstromung. Hierzu setzten wir zunichst die Losung der
Temperatur G1.(5.21) in die Differentialgleichung (4.51) ein und erhalten

) 2 (1) ) 2
Quy Oy 1, _ _GrPr f lpr7) (5.41)
Oox or r or 4Re‘ mwxe
Mit dem Ahnlichkeitsansatz
ug)(xa r) = K](n) fl(x)a (542)

vO(x,r) =1,(n) q,(x), (5.43)
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und geeigneter Wahl der Mal3stabsfaktoren

GrPr GrPr
f£(x)=—"1 =T
(x) Re?4n  ’ \(x) 4rRe*Vx '’

transformieren wir G1.(5.41) in eine gewohnliche Differentialgleichung

(5.44)-(5.45)

k| LiDkr = exp(—lprnz). (5.46)
n 2 4

Die Kontinuitétsgleichung transformiert sich in

~LK! = L+nI. (5.47)

mit den zugehorigen Randbedingungen
n=0 Ki=0,1=0,
n —> «© K, =0, (5.48)
und der integralen Impulsbilanz
2

j nKidn = - (5.49)
0
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6 Ergebnisse

6.1 Superposition der Lisungen

Die analytisch gewonnenen Geschwindigkeiten u£,°) und vf,o) und die numerisch berechneten
Geschwindigkeiten ug), vg),u$°) und vfo) lassen sich nun in die Potenzreihen

u(x,r,e,8) =1-8ul? + 20 + ug) + 0(82) + 0(63) +0(et), (6.1)

v(x,1,6,8) =8 v + 82 + v + 0(e?) + O(8*) + O(es), (6.2)

einsetzten. Wir erhalten dann die Lingsgeschwindigkeit im Nachlauf der Kugel (vgl. Bild 6.1)

éu&&r)
2
u(x’ r) _ 1 _ Mlexp(_lr_.)
32 X 4 x
c2(Re)Re? 1 GrPr
_Cw e —-————XK 6.3
1024 x2 '(11) 4Re’* (), 63)
& us'»(x,r) € ug)(x,r)
und die Quergeschwindigkeit
evgo)(x,r)
: c,(Re)Re r 1 )
v(x,r) = _TFCXP[_Z¥)
2 2
+cw(Re)Re LG (m)+ 8P Ly, 6.4)

g P 1y
1024 x” "V Relanx "

82 vgo)(x,r) £ v(ol)()gr)

Die Anteile aus der Ordnung O(e® £') und O(e° €*) in die Potenzreihe

O(x,r,6,8) =& 09 +520 +0(e?) + O(8*) + O(e8)
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eingesetzt, ergibt die Temperatur

Pr 1 1. 1) c,(Re)RePr 1
O(x,r) = ——exp| ——Pr— |+ """ _"_H (n). 6.5
bor) =22 xexP( 4 rx)+ 64n(Pr+1) X2 () ©5)

lEe(oo)(x-l’) & @Eo)(x,r)

im Nachlauf. Mit den Indizes ) und ¥ bezeichnen wir die linearen und nichtlinearen Anteile
und mit Q’ die vom Auftrieb erzeugten Glieder.

1.00 S
0.96 1
o i
2 092
x ]
] g x/d =20
0.88 Re =50
] Gr=1000
i Pr=7
q
0.84
T [ T ! T | T I T I
0 1 2 3 4 5

/JRe

Bild 6.1: Superposition der Lingsgeschwindigkeiten flir ug) der
Ordnung O(e%"), ul® von O(e%?) und ul von O(e'&®) bei
gleichem Kugelabstand x/d beziiglich der
Anstrémgeschwindigkeit U, (A= -8ul? g2, O= —&ul?;
D= -8l - 82 —uY aus G1.(6.3)).
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6.2 Abhiingigkeiten der Grenzschichtdicke

Die Nachlaufgeschwindigkeit in der Ordnung O(e° ') und O(e° €*) bilden eine Nachlaufdelle
mit einem Maximum bei r=0. Im Falle schwacher Beheizung iberlagert sich dieser
Nachlaufdelle ein in x konstanter Auftriebsterm in der Ordnung O(e'€°). Der Wert auf der
Symmetrieachse ist

_c,(Re)Re c%(Re)Re’ 0.3 GrPr
32 x 2048 x* 4Re’m ’
—_— N o M

uf,")(x,o) u§°)()go) uf)l)(x,o)

u(x,O) = 1 (6.6)

(vgl. Bild 6.2 ). Fir grof3e Entfernungen von der Kugel x >> 1 geht der Wert fur Gr = 0 gegen
1, d.h. die dimensionslose Anstromgeschwindigkeit. Fiir Gr> 0 strebt die Geschwindigkeit
dagegen gegen den Grenzwert

0.3 GrPr

ux— oo, r=0)=1+
( ) 4Re’

b

der die Geschwindigkeit des Freistrahls iiber einer punktformigen Wirmequelle beschreibt
(vgl. Bild6.4). Hierzu mufl Fliissigkeit aus der AuBenstromung zufliefen, die
Quergeschwindigkeit ist daher stets

v(x,r) <0 firx>0undr>0,

(vgl. Bild 6.5). Als Mittengeschwindigkeit bezeichnen wir die Glieder der Nach-
laufgeschwindigkeit fiir r =0, d.h.

ﬁ(x,O) =1- u(x,O)

In Bild 6.2 sind die x-abhingigen Glieder der Mittengeschwindigkeit aufgetragen. Man erkennt
hier den asymptotischen Verlauf gegen die Grenzwerte fiir Gr =0 und Gr > 0. Firr grofle x-
Werte dominiert der Geschwindigkeitsterm aus 1.0rdnung O(g) den Abfall der
Mittengeschwindigkeit. Definieren wir die Grenzschichtdicke fiir die analytische Losung der
Ordnung O(g ) Gl. (5.19) an der Stelle, an der die Nachlaufgeschwindigkeit O(€ ) 1% von der
maximalen Mittengeschwindigkeit Gl.(6.6) hat,

Sy (Re)Re
32 x

=u{%(x,0)

ul(x,8(x))=1% , 6.7)
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10 —
I 1. und 2.0rdnung
-4
| 1.0rdnung
=) 1
Q‘«f 10 —
3 ]
-2
10 T ; T LA B B B ' l

10

Bild 6.2: Nachlaufgeschwindigkeit
ugo)(x,r =0)+ uso)(x,r = () bei Re = 50 vgl. Gl. (6.6)

so sehen wir direkt aus dem Ansatz der Ahnlichkeitstransformation Gl. (5.1), bei der die
Variable

1
=T =,
T
eingefiihrt wurde, daB auch die Grenzschichtdicke der Geschwindigkeit in der Ordnung O(& )
8(x) oc Vx, (6.8)

sich mit dem MaBstabsfaktor g(x) der Variablen m ausbreitet. Dies bedeutet, daB3 sich die
Grenzschicht gemaf3 Gl. (6.8) ins AuBenfeld ausbreitet, wihrend gleichzeitig die Amplitude der
Geschwindigkeitsstérung nach Gl. (6.6) abnimmt. Mit der Streckung der Querkoordinate fur
grofBe REYNOLDS-Zahlen erreichen wir, daB die Differentialgleichungen unabhingig von der
REYNOLDS-Zahl werden. Daraus folgt, da8 auch die Losungen dieses Systems unabhingig von
der REYNOLDS-Zahl sind. Die Grenzschicht erfihrt daher bei einer Anderung der REYNOLDS-
Zahl eine affine Verzerrung der radialen Koordinate von der Abhéngigkeit

5(x,Re) oc\/% . (6.9)
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Fur die thermische Grenzschicht verwenden wir die gleiche Streckung der radialen Achse wie
fur die kinematische Grenzschicht. Die thermische Grenzschicht hat daher in Ordnung O(€)
die gleiche Abhingigkeit von der REYNOLDS-Zahl und der Lingsvariablen x. Durch eine
weitere Skalierung der Radialachse 1aBt sich Gl (4.11) so umformen, daB auch die
Abhingigkeit von der PRANDTL-Zahl herausfillt. Wir schreiben

r'= r-«/ﬁ,
und uberfiihren Gl. (4.11) in

ot r oo

b (26 128)
o |

Wir definieren die thermische Grenzschicht mit der Mittentemperatur

Pr . c, (Re)RePr
47X 256 n x?
R S il S

e%(x,0) e{%(x,0)

0(x,0) =

(6.10)

09 (x,5, (x)) =10% 69 (x,0),

und finden somit folgenden Zusammenhang fiir die thermische Grenzschichtdicke 1.0rdnung

X
PrRe

59(x,Pr,Re) (6.11)
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10" =
7  Re=50
] Gr=1000
Pr=0.7
1
- 10 4
3_3 7
[7e) ]
¥ cw -t
o 0 BT
10 = /,/‘/ ””” =
B
: O 8,
. O 8x)
10- T T T T 7 1 T ' T T T T T T T T ‘
10' 10° 10’

X

Bild 6.3: Thermische Grenzschichtdicke §,,(x) und kinematische
Grenzschichtdicke §(x) (--- ~ Vx)

Wir wollen nun die Grenzschichtdicken 8" und 681) nichst tieferer Ordnung betrachten. Da wir
die unbekannten Funktionen F,(n) und K,(n) fur die Langsgeschwindigkeit und H,(n) fur die
Temperatur numerisch losen, konnen wir die Formfunktionen aus den verschiedenen
Ordnungen nicht analytisch miteinander vergleichen. Uber den Mafstabsfaktor g(x) erreichen
wir, daB sich die Geschwindigkeiten und die Temperatur in allen Ordnungen in eine von x
unabhingige Formfunktion und einen von x abhingigen Mafstabsfaktor zerlegen lassen (siehe
Kap. Ahnlichkeitstransformationen). Wir erhalten daher eine Abhingigkeit fiir die Ausbreitung

der kinematischen und thermischen Stérung von
5"(x,Re) = A 6, (6.12)
5¥(x,Re,Pr) =B 5.

Dabei sind A und B beziiglich x unbekannte Konstanten und nur von der Definition der
Grenzschichtdicke Gl. (6.7) abhingig, d.h. definiert man die Grenzschichtdicke an
verschiedenen Stellen der Lingsgeschwindigkeit relativ zur Mittengeschwindigkeit dndern sich
auch A und B. Der Beweis soll fiir die kinematische Grenzschichtdicke indirekt durchgefiihrt
werden : Aus den Losungen fiir die Lingsgeschwindigkeiten Ordnung O(g) und O(g?)
Gl. (6.3) ist zundchst ersichtlich, dal A von x unabhingig sein muf3, Wére nun
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mit LoAundA= konst.,

L
so hitte man mit der Geschwindigkeit aus der Ordnung O(¢) auch die Geschwindigkeit der
Ordnung O(g?) gefunden

uE)O)(xnrl) = ug())(x],A'rl)-

Diese Annahme auf die Formfunktion F, der Geschwindigkeit u$°) G1.(5.15) angewandt

A
F = exp(—;nz)

und anschlieBend in Differentialgleichung (5.35) eingesetzt 16st die Differentialgleichung
jedoch nicht. Es kann so gezeigt werden, daB die Definition der Grenzschichtdicke Gl1.(6.7) auf
die x-Abhidngigkeit der Grenzschichtdicke des vollen Systems eine Rolle spielt. Fiir x >> wird
F, , fir x << hingegen F; den Verlauf der Grenzschicht bestimmen. In Bild 6.3 sind zusitzlich
die Asymptoten fiir groBe und kleine x-Werte der Impulsgrenzschichtdicke eingezeichnet. Hat
die Langsgeschwindigkeit die Geschwindigkeit der AuBlenstromung erreicht, fillt die
Quergeschwindigkeit asymptotisch ab
A(x)

v(x,r) = — (6.13)
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1.00 LA o A
4
_\ Pr="1
] A Gr = 1000
~ 096 Re=150
%) _
=] §
I —5A— x/d=40
0.92
X —HB— x/d=30
- —O— x/d=20
0.88 L i e s B A B
0 1 2 3 4 5
r/ VRe
Bild 6.4: Lingsgeschwindigkeit in Abhingigkeit von der
Lauflange x (G1.(6.3)).
0.00-& : -
-0.01
™
o i
b4
-0.02
Pr=7
i Gr=1000
Re =50
_0.03 T l T l T ] T ] T [ 1
0 2 4 6 8 10

/VRe

Bild 6.5: Quergeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der
Lauflinge x (Gl. (6.4)).
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0 (x1)

0.03 4 ; Jdedo

| —8—  x/d=30
0.021 —O— x/d=20

iy
0.01 - pr_7

i Gr = 1000

Re=50
0.00 =0g—
T l T l 1
0 1 2
t/vRe

Bild 6.6 Temperatur ®(x,r) in Abhingigkeit von der
Lauflange x (Gl. (6.5)).

1

10 —
] Re = 50
Gr = 1000
P x/d = 20
0 \"\\ )
10 'E \‘\ ~
] \@“\@ )
] -
] —~
| .
i O
-1
10 T T T T T T T T ‘ T T T T T T T T I
10° 10" 10°
Pr

Bild 6.7: Abhingigkeit der thermischen Grenzschichtdicke
von der PRANDTL-Zah!l (--- ~ Pr1/2)
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d,(Re), 8 (Re)

10
] Re =50
B Gr= 1ooo
B o
100—: 8\\@\@\@ \ﬂ
) 3,(Re) \
7 ~
1 O  §(Re) ©
10. T T T T T T T 7T l T T 1 T T T T 1 I
10' 10° 10°
Re

Bild 6.8; Thermische und kinematische Grenzschichtdicke als
Funktion der REYNOLDS-Zahl ( --- ~ Re'12)
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7 Kennzahlvariation

7.1 Variation der REYNOLDS-Zahl

Die REYNOLDS-Zahl, wie in Gl. (3.9) definiert, 1aBt sich iiber die Anstromgeschwindigkeit, die
Viskositit oder den Kugeldurchmesser variieren. Da die Anstromgeschwindigkeit nur in der
REYNOLDS-Zahl auftritt, miissen wir bei einer Anderung der Anstromung die anderen
Kennzahlen nicht anpassen. Bei erhohter Anstromgeschwindigkeit verlieren die Auftriebskrifte
an EinfluB. Der reine Nachlauf wird durch den Widerstand der Kugel induziert. Mit
wachsender Lauflinge x verbreitert er sich und seine Amplitude nimmt ab. Der Aufiriebseffekt
macht sich daher verstirkt bei groBeren Entfernungen bemerkbar. Fiir grofle REYNOLDS-
Zahlen wird die Amplitude der Lingsgeschwindigkeit groBer (vgl. Bild 7.1). Aus der
Kontinuitét folgt, daf} sich auch der ZufluB3 von Flissigkeit aus der Auflenstrémung vergrof3ern
muB. In Bild 7.2 ist der EinfluB der REYNOLDS-Zahl auf das Profil der Quergeschwindigkeit zu
sehen, damit zeigt auch Bild 7.2 eine schlankere Grenzschicht fiir groSen REYNOLDS-Zahlen.
Eine verdnderte REYNOLDS-Zahl hat keinen EinfluB auf die Amplitude der Temperatur von der
Ordnung O(e’€'). Erst in der Ordnung O(e°€”) wichst die Temperatur durch den
konvektiven Warmetransport schwach an. Wir koénnen diesen Zusammenhang in Bild 7.3 im
schwachen Anstieg der Mittentemperatur sehen. Im Temperaturverlauf zeigt sich die Wirkung
der Verjiingung der kinematischen Grenzschicht bei anwachsender REYNOLDS-Zahl auf den
konvektiven Warmetransport.

Fir gro3e REYNOLDS-Zahlen riickt das AuBlenfeld niher zusammen, der Einflul der viskosen
Krifte beschrinkt sich auf eine diinnere Grenzschicht, die Stérung des AuBenfeldes nimmt
nach Gl.(6.9) ab. Die thermische Grenzschicht hingt wegen der konvektiven Anteile in der
Energiegleichung wie die Impulsgrenzschicht von der REYNOLDS-Zahl ab. Verringern der
kinematischen Viskositit vergroBert die REYNOLDS- und verkleinert gleichzeitig die PRANDTL-
Zahl, so daB3 die thermische Grenzschichtdicke konstant bleibt.
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v(x,1)

u(x,r)

1.0 S — &
. / Pr=7
Gr = 1000
O.9d x/d =20
0.8
0.7
| —&— Re=300
0.6 —H— Re=100
] —O— Re=50
0.5 T T T T T T
0 1 2 3 4 5
r/«JRe
Bild 7.1: EinfluB der REYNOLDS-Zahl auf die

Léngsgeschwindigkeit u(x,r).

Gr=1000

-0.01 Pr=17
x/d =20
-0.02
-0.03 -
-0.04 - —&A— Re=300
—H=— =100
-0.05 Re
—— Re=50
'0.06 T l T l T l T I T " T l
0 2 4 6 8 10 12
r/«/Re

Bild 7.2: Quergeschwindigkeit v(x,r) bei Variation der
REYNOLDS-Zahl.
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Bild 7.3: Temperatur ®(x,r) bei Variation der REYNOLDS-Zahl

7.2 Variation der GRASHOF-Zahl

Die GRASHOF-Zahl Gl. (4.21) 1aBt sich durch einen verinderten Ausdehnungskoeffizienten
oder durch verdnderte Warmezufuhr von der Kugel zur Flissigkeit regeln.

Eine verdnderte GRASHOF-Zahl wirkt sich im Aufiriebsterm der Léngsgeschwindigkeit aus
(vgl. Bild7.4). Bs wird hier eine schwache Beheizung unterstellt, d.h. Gr/Re’ im
Aufiriebsterm ist klein. Der Lings- und Quergeschwindigkeit iiberlagert sich resultierend aus
dem Auftriebsterm nur eine Geschwindigkeit der Ordnung O(g) ( vgl. Gl. (6.3) und Gl. (6.4) ).
Der Auftriebsterm der Geschwindigkeit aus Ordnung O(g) héngt nicht von der Lauflinge x ab.
Die Temperatur der Ordnung O(¢), die die Auftriebsstromung bestimmt, fillt bei der Kugel
mit der Lauflinge x schneller ab ( ~ 1/x ) als beim Zylinder (~ 1/vx ), da die Wirme beim
Zylinder nur in zwei y-Richtungen transportiert werden kann, Die Temperatur ® bleibt in der
hier verwendeten Niherung ebenfalls unabhingig von der GRASHOF-Zahl. Erst die Temperatur
der Ordnung O(e’€’) wiirde sich durch die nichtlinearen Terme, die den korrigierten
konvektiven Warmetransport beriicksichtigen, mit der GRASHOF-Zahl éndern.
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u(x,r)
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Bild 7.4. Liangsgeschwindigkeit u(x,r) bei Variation der

GRASHOF-Zahl.
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Bild 7.5: Quergeschwindigkeit v(x,r) bei Variation der

GRASHOF-Zahl
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Bild 7.6: Mittengeschwindigkeit u(20,0) in Abhingigkeit von
der GRASHOF-Zahl (Pr = 0.7, Re = 50).

Die Mittengeschwindigkeit dndert sich, wegen des Auftriebtermes, linear mit der GRASHOF-
Zahl ( vgl. Bild 7.6 ). Wir definieren die Grenzschichtdicke als 'Verdrangungsdicke'

0

& =27tjrﬁdr, (7.1)

0

die uns die Strecke angibt, um die die éiuBere Potentialstromung nach auflen gedriangt wird. Da
die Nachlaufgeschwindigkeiten u’® ) und ul ) keine Funktion von der GRASHOF-Zahl sind, finden
wir folgende Abhéngigkeit:

27 ru{dr + 27 [ ru{%dr = konst (Gr) = 8" = f(uf),
o 0

P w
5 = GrPr J'Kl
4Re’m

0

Mit Gl. (5.49) folgt: &*~ Gr. (7.2)
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7.3 Variation der PRANDTL-Zahl

Die PRANDTL-Zahl, definiert nach Gl. (4.22), 148t sich nur iber das Stromungsfluid
beieinflussen. Dabei mufl sich das Verhidltnis von kinematischer Viskositdt zur
Temperaturleitfahigkeit dndern. Eine Erhohung der PRANDTL-Zahl bei konstanter
kinematischer Viskositit hat eine Abnahme der Temperaturleitféhigkeit zur Folge. Damit folgt
eine Verschlechterung des diffusiven Wairmetransport gegeniiber dem diffusiven
Impulstransport. Wiirden wir mit dem Austausch des Fluids die dynamische Viskositit
variieren, wiirde nicht nur die kinematische sondern auch die thermische Grenzschicht mit der
Beziehung aus Gl. (6.12) und Gl. (6.11) verindert. Das Verhiltnis der Grenzschichtdicken ist
demnach nur von der PRANDTL-Zahl abhingig

L (1.3)

Ein Verdndern der PRANDTL-Zahl fithrt aufgrund Gl. (7.3) zunichst zu einer Veridnderung der
thermischen Grenzschichtdicke. Das bedeutet, daB die Wirme im Falle groBer PRANDTL-
Zahlen in einer diinnen thermischen Grenzschicht eine grofe Temperaturerhohung bewirkt.
Umgekehrt fiihren kleine PRANDTL-Zahlen zu breiten thermischen Grenzschichten bei geringer
Temperaturerhohung. Dies kann aus den Temperaturprofilen in Bild 7.7 ersehen werden. Die
Folgen fiir das Geschwindigkeitsfeld werden anhand Bild 7.7 deutlich. Je nach PRANDTL-Zahl
sind die Aufiriebseffekte auf eine dinne Schicht begrenzt (vgl. Pr=70), oder aber sie
erstrecken sich ber die ganze kinematische Grenzschicht (vgl. Pr=0,7). Die
Mittentemperatur @(x,0) 4ndert sich linear mit der PRANDTL-Zahl (vgl. Bild 7.7 und
Gl. (6.10)).
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Bild 7.7: Langsgeschwindigkeit in Abhingigkeit von der
PRANDTL-Zahl.
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Bild 7.8: Temperatur ®(x,r) bei Variation der PRANDTL-Zahl
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8 Numerische Integration

Fur die Differentialgleichungen aus Ordnung O(e’€?) und O(e'€®) ist es nicht moglich
einfache analytische Losung fur die Funktionen F,(n), K,(m), I;(n), G;(n) und H;(n)
anzugeben. Wir integrieren die Gleichungen daher numerisch. Dafiir beniitzen wir aus der
Programmbibliothek HARWELL das Programm DAO2AD, welches ein Integrationsverfahren
5 ter Ordnung nach dem RUNGE-KUTTA Verfahren beinhaltet. Die Differentialgleichungen aus
Ordnung O(e® €*) und O(e' €°) konnen wir in 2 verschiedene Typen unterscheiden:

L.Typ:  F/(n)=f(nE(n),E(n) und H(n) = f(n,H,(n),H(n));

Differentialgleichungen von Ordnung O(e° €?) (G1.(5.35) und G1.(5.36)).

2Typ:  Ky'(n)=f(nKi(n));
Differentialgleichung von Ordnung O(g' £°) (G1.(5.46)).

Wir wollen exemplarisch das numerische Integrationsverfahren fiir den 1.Typ an Hand von
G1.(5.35) darstellen.

Die integrale Impulsbilanz erfilllen wir bereits in Ordnung O(e’ €'). Hiermit ist der Widerstand
der Kugel bereits in das Gleichungssystem einbezogen. Die vom Auftrieb erzeugte Impulskraft
ziehen wir, nur 'kleine' Wirmezufuhren zulassend, in Gleichungen der Ordnung O(e' €°) hinein
(Gl.(4.53)). Wir folgern daraus, dafl die integrale Impulsbilanz Gl.(4.57) stets erfullt ist.
Gleiches gilt fiir die integrale Warmebilanz Ordnung O(e’ €°) in G1.(4.59).

Die Randbedingungen sind fiir n=0 und m — o definiert. Die Losung der Differentialglei-
chung GL.(5.15) strebt fiir m — stets gegen Null. Bereits fiir die Integration der
Differentialgleichung G1.(5.9) aus der Ordnung O(e’g') ist m — o keine einschrinkende
Bedingung. Als zusitzliche Bedingung erflillt die Loésung die integrale Impulsbilanz. Fir
Gl.(5.35) reduzieren sich damit die Randbedingungen auf eine Randbedingung.

Wegen der Symmetrie des Problems konnen wir jedoch die zusitzlichen Bedingungen

F(n)=F"(n)=E""(n)=0. (8.1)

ableiten. Differenzieren wir GI.(5.35) nach n, so erhalten wir

11 N L 1
Fl (n)+[5——2+2)F1+[;+—2—)F1:—T\exp(——z—Tf), (82)

n
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und gewinnen mit Gl.(8.1) eine zusitzliche Randbedingung
E'(n) =0. (8.3)

In G1.(5.35) eingesetzt, gewinnen wir die Amplitude der Ahnlichkeitsfunktion fiir n =0

(8.4)

Die Differentialgleichungen werden zur Losung zunichst in ein System von gekoppelten
Differentialgleichungen 1.0rdnung umgewandelt. Wir substituieren:

Y(1) = [nRdn = v(1) = ny(2),
O N O
Y(3) = nF > Y3 = nexp(—%nz)—gY(3)—2nY(2).
Mit den Randbedingungen fiir n =10
Y,(0)) (0
Y(0)=| Y,(0) |=| 1/2 (8.5)
Y,(0) 0

integrieren wir Gleichung (5.35) fiir wachsende 1. Das Programm verfligt hierbei iiber eine
automatische Schrittweitenkorrektur, welche in Abhingigkeit vom vorgegebenen maximalen
Integrationsfehler die Schrittweite anpaf3t.

Das numerische Integrationsverfahren fiir die Differentialgleichung vom 2.Typ G1.(5.46) lost
sich wie fiir Typ 1 bereits beschrieben. Wir substituieren:

—~—
ey
S—
i

an,dn,

Y(2) = K,
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Y(3) = nK.

Als Anfangsvektor erhalten wir

Y,(0)) (0
Y(0)=| Y,(0) [=| A |, (8.6)
Y,(0)) \0

mit dem unbekannten Anfangswert fiir Y,(0). Da die Differentialgleichung Gl1.(5.46) nur von
den Abbleitungen der Funktion K, abhingt, ist die Losung der Integration bei verschiedenen
Anfangswerten fir K,(0) eine Parallelverschiebung der Funktion. Wir integrieren die
Differentialgleichung Gl.(5.46) zunéchst mit dem Anfangswert A und erhalten

Yz(’q—)oo):B.

Somit ist die homogene Randbedingung Y,(m — 0) nicht erfiillt. Verschieben des
Anfangsvektor G1.(8.6) um B

0
Y(0)=| A-B 8.7)
0

erfiillt dann die Randbedingung im AufBenfeld.
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9 Diskussion

Wir untersuchen den laminaren Nachlauf tiber einer beheizten Kugel. Die Anstromung erfolgt
entgegen dem Schwerevektor. Wir entwickeln Niherungslosungen fiir kleine Werte der
Storparameter € = 1/+/Re und € = 1/x sowie fur stationire Verhaltnisse und erwarten folglich,
daBB der Gultigkeitsbereich fur 'kleine’ REYNOLDS-Zahlen und 'kleine' Lingsentfernungen x
eingeschriankt ist. Desweiteren werden von der Annahme 'schwache' Beheizung gebraucht
gemacht, d.h. Gr/Re® = O(e). Der Giiltigkeitsbereich ist somit auf 'schwache' Auftriebskrifte
beschrinkt. Als letzte Einschriankung wollen wir den Bereich 'kleiner' PRANDTL-Zahlen
ausschlieBen, um die Bedingung 1/PrRe = O(ez) zu erfillen.

Wir haben in der Arbeit Resultate fiir das Geschwindigkeits- und Temperaturfeld abgeleitet
und deren typische Abhingigkeiten von den Parametern Re, Gr, Pr diskutiert. Die fur den
rotationssymmetrischen Fall ( =Kugel ) gefundenen Ergebnisse wollen wir mit den analogen
‘Resultaten des ebenen Nachlaufs ( £Zylinder, vgl. [7]) und Ergebnissen aus der Literatur
vergleichen. Hierzu betrachten wir den rotationssymetrischen, fernen Korpernachlauf
(vgl. [5]) sowie den Auftriebsstrahl iiber einer Punktwirmequelle ( vgl. [8] ). Ergebnisse zur
Mischkonvektion im Nachlauf beheizter Korper sind unseres Wissens in der Literatur nicht
vorhanden. Bei geeigneter Betrachtung bieten die in der Literatur bekannten Arbeiten jedoch
die Moglichkeit, Teilaspekte und Grenzfille unserer Ergebnisse fiir Mischkonvektionen im
beheizten Korpernachlauf zu tiberpriifen. So miissen die Losungen fur den Grenzfall Gr — 0
mit den Ergebnissen des reinen Korpernachlaufs ibereinstimmen. Weiterhin resultiert aus
groflen PRANDTL-Zahlen (zusammen mit groBen Re) eine diinne thermische Grenzschicht. Als
Konsequenz finden wir die Aufiriebseffekte konzentriert auf einen diinnen Bereich in der Mitte
des Nachlaufs, wihrend der AuBenbereich ginzlich unbeeinflult von Auftriebseffekten bleibt.
Solche und dhnliche Uberlegungen erlauben somit eine Bewertung der vorliegenden Resultate.

Zunichst wollen wir auf die reinen Nachlaufeffekte eingehen. Aus SCHLICHTING, siehe [5],
konnen wir entnehmen, dafl fur diesen Fall die GesetzmaBigkeiten fiir die kinematischen
Grenzschichtdicken & und Amplituden der Geschwindigkeit u(x,0) vollig mit den fiihrenden
Gliedern unserer Losung Gl (6.3) iibereinstimmen und finden die deckungsgleichen
Abhingigkeiten der Nachlaufamplitude gemaf

u(x,0) ~ x7'c,(Re)Re'.

Dieses Ergebnis signalisiert beziiglich der Koordinate x ein schnelleres Abfallen im
rotationssymmetrischen Nachlauf im Vergleich zum ebenen Problem (vgl. Tabelle 1,
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GRIESBAUM, SCHLICHTING ). Physikalisch 148t sich dies wie folgt interpretieren. Das Auffiillen
der Nachlaufdelle geschieht im rotationssymmetrischen Fall aus allen Raumrichtungen deutlich
effektiver, als im ebenen Fall. Das Anwachsen der kinematischen Grenzschichtdicken gemaf

6 ~ xl/2 Re--—]/Z

findet sich hingegen sowohl fiir den ebenen als auch fiir den rotationssymmetrischen Nachlauf
ibereinstimmend bei allen Autoren ( vgl. Tabelle 1).

Fur die Amplitude der Temperatur finden wir die Abhéingigkeit
0(x,0) ~ x'Pr'Re’,

die, wenn wir die Temperaturskalierung Gl. (4.2) beriicksichtigen, vollstindig mit den
Ergebnissen von Fulll, siehe [8], zur Deckung kommt. Das Abklingen der
Temperaturamplitude in Strémungrichtung ist im Vergleich zum ebenen Fall wiederum
schneller ( vgl. Tabelle 1, GRIESBAUM ). Dies ist wie beim Impuls auf einen effektiveren
Wirmetransport tiber den ganzen Umfang des rotationsymmetrischen Profils zuriickzuftihren.
Gleichfalls findet sich im ebenen Fall eine andere Abhingigkeit von der PRANDTL-Zahl, welche
iibereinstimmend bei GRIESBAUM und FuJII als Pr™/? berechnet wird. Somit ist auch dieser
Wechsel in der Abhéngigkeit von der PRANDTL-Zahl durch die analogen Ergebnisse von Fuil
fir beide Fille abgesichert. Als letzter Unterschied bleibt eine Abhingigkeit der
Temperaturamplitude von Re12 im ebenen Fall ( vgl. [7]), die beim rotationssymmetrieschen
Problem nicht auftritt.

Betrachten wir die Abhéngigkeiten der thermischen Grenzschichtdicke
8, ~ x7PrRe

so stimmen die Ergebnisse aller Autoren miteinander iiberein. Fiir den ebenen Fall erhalten wir
die gleichen Abhingigkeiten ( vgl. [7] ).

Die Auswirkungen der Temperaturerh6hung im Nachlauf finden wir in Form einer
Beschleunigung des Fluids hauptsichlich innerhalb der thermischen Grenzschicht. Somit
unterscheiden wir zwei Grenzfille: Fiir Pr << 1, wird die thermische Grenzschicht breiter als
die kinematische Grenzschicht. Somit wird der gesamte Nachlauf durch Aufiriebskrifte
beschleunigt. Ist hingegen Pr >> 1, so findet sich eine diinne thermische Grenzschicht gemessen
an der Ausdehnung der kinematischen Grenzschicht. Die Folge ist eine Beschleunigung der
Stromung lediglich im Zentrum des Nachlaufs. Fiir die oben angegebenen Zusammenhinge gilt
die Relation

_S_th_ _ 1
) JPr
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Wir diskutieren nun die Geschwindigkeitsanteile, welche durch die Aufiriebseffekte verursacht
werden. Diese sind als T, (x,0) aus den asymptotischen Modellen fiir den ebenen und fiir den
rotationssymmetrischen Fall in Tabelle 1 eingetragen. Im rotationssymmetrischen Fall ergibt
sich
U, ~ x°Pr'Gr'Re”

Naturgemifl miissen sich die Abhingigkeiten aus der Temperaturamplitude ©(x,0) in die
Geschwindigkeitsamplitude ﬁA(x,O) fortpflanzen. So ist das Aufireten der Abhingigkeit
u, (x,0)~Pr konsistent mit der gefundenen  Abhingigkeit ©(x,0)~Pr der
Temperaturamplitude. Analog finden wir fiir den ebenen Fall die gleiche Abhingigkeit der
Temperatur- und Geschwindigkeitsamplitude von der Prandtl-Zahl (vgl. [7]). Der
Unterschied im Verhalten der Geschwindigkeitsamplitude @, (x,0) zwischen dem ebenen und
dem rotationssymmetrischen Fall riihrt vom unterschiedlichen Abklingverhalten der
Temperaturamplitude her. So klingt im rotationssymmetrischen Fall die Temperaturamplitude
O(x,0) mit ~x™' und im ebenen Fall mit ~ x* ab. Zusammen mit der Formfunktion der
Temperatur ( vgl. Gl. 5.16 ) ergibt sich deshalb im ebenen Fall

GA (X,O) ~ ;(% = xl/Z’

und fur den rotationssymmetrischen Fall

GA(x,O) ~ oy
X

Die Abhingigkeit U A(x,0)~ Gr - Re? resultiert aus dem Vorfaktor in den Auftriebskraften
(vgl. Gl 4.14). Eine Abhiangigkeit der Temperaturamplitude von der REYNOLDS-Zahl fehlt,
und somit skaliert die Amplitude der Auftriebsgeschwindigkeit mit diesem Faktor. Die
unterschiedliche Abhéngigkeit in Bezug auf die REYNOLDS-Zahl im Vergleich zum ebenen Fall
(vgl. Tabelle ], GRIESBAUM ) rithrt von der Tatsache her, daB dort auch die
Temperaturamplitude eine Abhéngigkeit von der REYNOLDS-Zahl aufweist, die multiplikativ zu
uberlagern ist. Sdmtliche Abhéangigkeiten in ’ﬁA(x,O), sowohl im ebenen als auch im
rotationssymmetrischen Fall, sind somit vollig konsistent mit den zugehorigen
Temperaturfeldern.




Ebenes Problem ( Zylinder )

Rotationssymmetrisches Problem ( Kugel )

ferner Korpernachlauf| _ _ - — -
vgl. SCHLICHTING [5] i(x,0) ~ x ¢, (Re)- Re" §~x"Rel? u(x,0) ~ x7'-c, (Re) Re' 5~ xV2.ReV?
reiner Auftriebsstrahl u(x,0)~x"* - Q¥ §~x.Q" u(x,0) ~ x°-Q"? 5~ x".QM
vgl. Fuil [8] (T__ Tco) (X,O)~X_3/5 .Q“/S . pr? Sy ~ pr? (T-— Tw) (x,0) ~ %1 ,Ql . Py Otn ~ Prv?
vgl. GRIESBAUM [7] vgl. GRIESBAUM [7]
schwach beheizter 1(x,0) ~ x-c! (Re)- Re' 5~ x".Re™V? T(x,0) ~ x'- ¢! (Re) Re! 5~ x'2.Re™?

Nachlauf iiber einem
Korper

1, (x,0)~x"- Pr¥*.Gr'. Re™*
®(x,0) ~x 2. prV?. Re7V?

Sth~ x"*-Re™ V2. pr V2

1, (x,0) ~ x°- Pr'-Gr'-Re™
0(x,0) ~ x™'- Pr'- Re®

S~ xV*-Pr-V*.Re™V?

Tabelle 1: Zusammenstellung der Ergebnisse fir die laminare, freie Konvektionsstromung ( vgl. FUIll [8] ) und die
laminare Mischkonvektion ( vgl. GRIESBAUM [7] ) uber linien- und punktformigen Warmequellen sowie fiir den fernen
Nachlauf des ebenen und rotationssymmetrischen Korpers ( vgl. SCHLICHTING [5] )
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