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Zusammenfassung:
Helmholtzspulen zur Kalibrierung von Magnetfeldsensoren

Die Erzeugung, Ubertragung, Verteilung und Nutzung elektrischer Energie ist unver-
meidlich mit nierderfrequenten (netzfrequenten) elektrischen und magnetischen Feldern
verbunden. An Arbeitsplitzen und in hauslichen Bereichen auftretende Streufeldstarken
werden in der 6ffentlichen Meinung zunehmend als ”bedeutende Umweltfaktoren” empfun-
den. Forschungsarbeiten konzentrieren sich heute u. a. auf die Frage nach potentiellen
biologischen Wirkungsmechanismen niederfrequenter elektromagnetischer Felder, epide-
miologische Untersuchungen (Leukamie ?), aber auch therapeutisch nutzbare Wirkungen.
Von grofier Bedeutung ist in allen genannten Fallen die genaue Kenntnis der vorliegenden
Feldstarken, die in vielen Fallen nur mefitechnisch zu erreichen ist. Bei der Entwicklung
geeigneter magnetischer Feldsensoren bzw. Mefverfahren eignen sich Helmholtzspulen
wegen ihres grofen Homogenitatsbereiches ganz besonders gut zur Erzeugung von magne-
tischen Test- und Kalibrierfeldern. Im vorliegenden Bericht werden ausgehend vom Biot-
Savart’schen Gesetz in Helmholtzspulen erzeugte stationare und langsam verdnderliche
Magnetfelder im Raum analytisch beschrieben, Homogenitatsbetrachtungen angestellt
und Spulenparameter wie Induktivitat, Resonanzfrequenz bestimmt und dargestellt. Auf
dieser Basis wurde eine dreidimensionale Helmholtzanordnung konzipiert, aufgebaut und
getestet. Die Anordnung dient zur Erzeugung niederfrequenter Magnetfelder im Rahmen
von mefitechnischen Entwicklungsarbeiten.

Abstract:
Helmholtz coils for the calibration of magnetic field sensors

Generation, distribution and use of electrical energy is necessarily combined with low fre-
quency electromagnetical radiation. At workplaces and in domestic environments electro-
magnetic fields are regarded as ”important environmental polutants”. Research is focusing
on dose-response relationships, epidemiological investigations and potential therapeutical
use of low frequency electromagnetic fields. In all of these investigations the knowledge
of the magnetic field strength is necessary, in many cases derived from measurements.
When developing suitable field sensors and /or measurement instrumentation well known
magnetic test and calibration flelds are necessary. In many cases Helmholtz coils can pro-
vide these magnetic fields with sufficient homogenity. Based on the Biot-Savart-law three
dimensional magnetic fields of Helmholtz coils have been analytically described and coil
parameters as inductivity and resonant frequency have been calculated. As a calibration
device for low frequency magnetic sensors a three dimensional set of Helmholtz coils has
been set up and tested.
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Kapitel 1

Die Entwicklung von
Helmholtzspulensystemen

In der Mitte des 19. Jahrhunderts erfuhr die Elektrotechnik bedingt durch die rasante
Zunahme an Erkenntnis beim Verstindnis des Elektromagnetismus ein bemerkenswertes
Aufbliihen:

Der Experimentalphysiker Michael Faraday (1791-1867) entdeckte 1831 den elektromag-
netischen Induktionsvorgang. Seine Vorstellungen iiber die Wirkungsweise elektromag-
netischer Phanomene beruhte auf 'Kraftlinien’. Dies fithrte zu dem in unserer Anschau-
ung heute schon fast selbstverstandlich gewordenen Feldkonzept. Der Mathematiker Carl
Friedrich Gauf} (1777-1855) schuf ein absolutes magnetisches Mafisystem und befafite sich
mit terrestrischem Magnetismus. Aufilerdem baute er zusammen mit Wilhelm E. Weber
(1804-1891) nur zwei Jahre nach der Entdeckung des Induktionsvorganges durch Faraday
den ersten funktionstiichtigen elektrischen Telegraphen. Der englische Physiker James
Clerk Maxwell (1831-1879) faite alle damals vorhandenen Kenntnisse liber elektrody-
namische Phanomene in seinem 1873 erschienen Buch ” A Treatise on Electricity and Mag-
netism” zusammen. Seine Arbeit basierte auf Abhandlungen von Laplace, Poisson, Green,
Gaufl, Weber, Riemann, des Potentialtheoretikers J. C. Neumann, dem Schopfer der klas-
sischen Elektronentheorie Lorentz und Hinweisen von Sir William Thomson (Lord Kelvin).
Maxwells Leistung bestand im wesentlichen darin, dafi es ihm gelang, die Feldanschauung
Faradays mathematisch mit nur wenigen Differentialgleichungen, den Maxwellschen Glei-
chungen, zu fassen. Mit diesen Gleichungen lassen sich alle elektromagnetischen Erschei-
nungen der klassischen Elektrodynamik - einschlieflich den erst 1888 durch Heinrich Hertz
(1857 - 1894) experimentell nachgewiesenen elektromagnetischen Wellen - beschreiben.
Dafl die damalige Zeit so reich mit Entdeckungen und Erfindungen gesegnet war, kann
auf den starken universellen und interdisziplinaren Charakter der damaligen Forschung
zurlickgefihrt werden. Exzellente Beispiele hierfiir sind die Arbeiten des Physiologen
Carl Ludwig (1816-1894), des Elektrophysiologen Emil du Bois-Reyond (1818-1896) und
dessen Freund, Hermann von Helmholtz (1821 - 1894) , welcher ebenfalls Physiologe war,
sich jedoch in spateren Jahren stark zur Physik hingezogen fiihlte. Sie betrieben in Threr
"Firma fiir organische Physik” Medizin auf naturwissenschaftlicher Basis.

Hermann von Helmholtz machte mit seinen Kollegen so viele bahnbrechende Entdeckun-
gen, daf seine im Zusammenhang mit dieser Arbeit so wichtige Ableitung der Helmholtzbe-
dingung fiir Spulenpaare von vielen zeitgendssischen Wissenschaftshistorikern (z. B. [31],
[10], [16]) mit keinem Wort erwéhnt wird, obgleich diese Anordnungen, welche diese Be-




dingung erfiillen, seither seinen Namen tragen. Helmholtz trug diese Bedingung, daf3
der Abstand von zwei parallelen kreisrunden Spulen gleich dem Radius sein
muf}, in einer Sitzung der Berliner Physikalischen Gesellschaft am 16.3.1849 vor [35].
Der folgende kurze Uberblick iiber die wichtigsten Entwicklungen im Zusammenhang
mit Helmholtzspulen soll einen Eindruck tiber die Komplexitat und Vielfaltigkeit von
Helmholtzspulensystemen geben:

1849 : Hermann von Helmholtz leitet die geometrische Bedingung ab, dafi der Abstand
von zwei parallelen kreisrunden Spulen gleich dem Radius sein muf sein. Hierdurch erhalt
man im Zentrum der Spulenanordnung ein Magnetfeld mit duerst hoher Homogenitat.
Anscheinend unabhingig von Helmholtz wurde von Gaugain diese Beziehung auf em-
pirischem Wege gefunden [35].

1873 : Maxwell schlagt im Zusammenhang mit einer Galvanometerentwicklung in ’A
Treatise on Electricity and Magnetism’ Konfigurationen bestehend aus drei oder vier
Kreisstromen vor, welche ein noch homogeneres Feld liefern. Abbildung 1.2 zeigt eine
solche Anordnung aus seiner Arbeit [27].

1905 : Auerbach beriicksichtigt einen endlichen Querschnitt der Spulen [35].

1929 : Bock fiihrt Feldberechnungen der Helmholz-Spulenanordnung mit zonalen Kugel-
funktionen durch [4].

1929 : Fanselau berechnet N auf einer Achse gekoppelte Doppelkreisanordnungen (Helm-
holtz-Spulensysteme) [11].

1944 : Sauter und Sauter verwenden Homogenitatskriterien, die auf dem Verschwinden

von Ableitungstermen in Reihenentwicklungen um den Mittelpunkt der Anordnung be-
ruhen [35].

1966 : Firester berechnet numerisch fiir parallel angeordnete Rechteckspulen ein "Helmholtz-
Abstand’ von 0,5445; wobei der entsprechende Radius einer Rechteckspule als die halbe
Seitenlange (Innenkreis) definiert wurde [13].

1968 : Rudd u. Craig berechnen die axialen Felder von einer Rechteckspulenanordnung
als Funktion des Abstandes [5].

1969 : Cacak u. Craig optimieren Spulenanordnungen beztiglich des maximal nutzbaren
Volumens in Abhangigkeit vom Spulenabstand [5].

1985/86 : Lugansky optimiert die Strome, um eine geforderte axiale Feldverteilung zu

erhalten und berechnet Spulenanordnungen, die beziiglich der Homogenitat eines gegebe-
nen Volumens die besten Ergebnisse erzielen [25],[26].
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Abb. 1.1: Hermann von Helmholtz (1821-1894) im Alter von 26 Jahren; ein Jahr
nachdem er der Berliner Physikalischen Gesellschaft die "Helmholtzbe-
dingung’ fiir Spulen vortrug [10].




Abb. 1.2: Von Maxwell 1873 in ’A Treatise on Electricity and Magnetism’
vorgestelltes Galvanometer. Er erzielte mit seinen Anordnungen, beste-
hend aus drei oder vier Spulen noch homogenere Felder, als mit einem
einfachen Helmholtzspulenpaar erzeugbar sind [28].




Heutzutage spielen Helmholtzspulen iiberall dort eine grofie Rolle, wo duflerst homogene
Felder benotigt werden. Typische Anwendungen sind:

¢ Expositionssysteme fiir biologische Experimente ([19], [17], [33])

e Mittel zur Kompensation des Erdmagnetfeldes und Schaffung von feldfreien Volu-
mina fiir Versuche in der Geophysik und der Materialforschung ([20], [40], [44])

e Anordnungen zur Uberpriifung der elektromagnetischen Vertraglichkeit (EMV) von
Geréten (7]

e Kalibrieranordnungen fiir magnetische Feldsonden, Sensoren und Feldstarkemefge-

rate [47).

Die letzte der aufgefiihrten Applikationen war ausschlaggebend fiir die in den néchsten
Kapiteln dargestellten Berechnungen und Uberlegungen fiir die Realisierung eines dreiach-
sigen Helmholtzspulensystems.




Kapitel 2

Das stationare magnetische Feld
(Gleichstrom)

In diesem Kapitel werden alle fiir die Berechnung der Feldverteilung und Homogenitat
innerhalb eines Helmholtzspulenpaares wichtigen Gleichungen hergeleitet. Die Berech-
nungen im vorliegenden Kapitel beruhen auf der Annahme eines idealen Modells der
Spulenpaare, welche mit, Gleichstrom gespeist werden. Der Gleichstrom verlauft hierbei
'fadenférmig’ entlang einer Kreislinie. Es wird hier also implizit die Vereinbarung getrof-
fen, daB8 der Drahtdurchmesser d beziiglich des Spulendurchmessers D vernachléssigbar
klein ist. Auflerdem sei der Durchmesser D der Spulen sehr viel grofler als der Spulen-
querschnitt. Erst in den darauffolgenden Kapiteln wird von dieser Néherung abgegangen
und genauere Betrachtungen angestellt.

2.1 Das Vektorpotential und das Biot-Savartsche
Gesetz

Grundsétzlich lassen sich Feldprobleme der klassischen Elektrodynamik mit Hilfe der
Maxwellschen Gleichungen, den geometrischen Randbedingungen und den Materialglei-
chungen 16sen. Die Maxwellschen Gleichungen lauten in differentieller Form:

8 . 9

tH = —D 2.1
rot H J+ v (2.1)
rotE = —-gt-é (2.2)
divD = g (2.3)
divB = 0 (2.4)

Manchmal ist es jedoch glinstiger, die Maxwellschen Gleichungen nicht direkt anzuwenden,
sondern diesen durch die Einfithrung von neuen Unbekannten eine mathematisch besser
zu behandelnde Form zu geben. So lassen sich wirbelhafte magnetische Felder {div B = 0)
fir stationare Vorgange, d. h. 3% = 0, als Vektorpotential A darstellen:

—

B=rotA (2.5)




Gehen wir mit Gl. 2.5 in die fiir stationare Verhéltnisse vereinfachte erste Maxwellsche

Gleichung rot H = J und verwenden die fur homogene und isotrope Materie giltige
Materialgleichung B = pH, so erhalten wir:

B

rot —

1 —,
rot(—rot A
(5ot 4)
= VX (lV x A)
@
-, 1 -,
= V~1—><(V><A)-|——V><(V><A)
1 #
= gradl x rot A+ Lot (rot A) (2.6)
@

7

Wegen der zu fordernden Eindeutigkeit des Vektorpotentials mufl div A = 0 sein. Zusam-
men mit der vektoranalytischen Beziehung

rot (rot A) = grad (div A) — AA (2.7)
1aBt sich hieraus die Differentialgleichung fiir das Vektorpotential ableiten:
AA=—pulJ (2.8)

Diese Differentialgleichung fiir das Vektorpotential ist die Ausgangsgleichung des Biot-
Savartschen Gesetzes, dessen Herleitung im folgenden lediglich kurz skizziert wird. De-
tails sind in der Literatur zu finden (z. B. [41], [37], [42]). Das Biot-Savartsche Gesetz
erlaubt aus einer gegebenen, raumlich verteilten Stromdichte iiber das magnetische Vek-
torpotential die magnetische Flufidichte zu berechnen.

In kartesischen Koordinaten 148t sich Gl. 2.8 vereinfachen zu:

VA= —pJ (2.9)
Ausfihrlich 128t sich dieses System von drei Poissonschen Differentialgleichungen wie
folgt darstellen:
82 A, N A, N A _
Ox? oy? 8,2 M

o2 0? 0? Lo . - o
8:1""’ + 8:;42?4 + 8;42y = -—#Jy mit A = Amem + Ayey —+ Azez (210)

0% A, L %A, L 92A,
ox? oy? 022

Da dieses Differentialgleichungssystem aus entkoppelten Gleichungen besteht, kann die
Losung dieses Systems aus den Losungen der einzelnen Gleichungen gewonnen werden.
Die Losung einer solchen Poissonschen Differentialgleichung verlauft analog zur Losung
der Poissonschen Differentialgleichung V¢ = —™ eines elektrischen Skalarpotentiales ¢.
Hierdurch lassen sich fiir die einzelnen Komponenten die entsprechenden Losungsintegrale
anschreiben:

= _/LJz

— M ng
Ao=421T |th|dvq

J, T J
&:ﬁw@w%¢¢A=ﬁmﬁ@q (2.11)
Az = ﬁ;ﬂfﬁﬁdvq




Hierbei ist 7 der Vektor zwischen dem durchstromten differentiellen Volumenelement dv,
und dem Testpunkt P(x,y,z). Die Stromdichtekomponente J;, liefert als felderzeugende
Quelle einen Beitrag zum magnetischen Feld im Punkt P(x,y,z).

Setzt man die Losung des Vektorpotentials wieder in die Definitionsgleichung B=rotA

ein, so ergibt sich:
T (ol /
/// rot—- dvq // V x Ll %) dvg (2.12)
|7'qt| dm Tqt

Nach einigen vektoranalytischen Umformungen und der Beachtung, dafl die Koordinaten
(x",y’,2') des durchstrémten Quellenvolumens fiir den Nablaoperator wie Fixpunkte be-
trachtet werden konnen, d. h. der Nablaoperator nur auf die Koordinaten des Testpunktes
P(x,y,z) angewandt wird, 1aBt sich das 'Erweiterte Biot-Savartsche Gesetz’ ableiten:

i - M//JW
- 47r/// = _2}/'3—"") d’ (2.13)

Die stromfiihrenden infinitesimalen Volumenelemente dv, = f2d5, sind Bestandteil von
fadenférmigen Drahten mit dem Querschnitt f, und der Lange dS,. Fiir einen solchen
fadenformigen Stromflul erhélt man aus Gl. 2.13 das Biot-Savartsche Gesetz zu:

l

—

-, 1 1ds, %73 - Tt
H=— }{ =29 mit TOqt = als Einheitsvektor

471' 'I‘gt t [

oder in einer etwas anderen Darstellung:

L4 dsgx(Fp=1") :‘(_’T,l“; (2.14)

Ziel dieser Herleitung des Biot-Savartschen Gesetzes war es, die wichtigsten Schritte der
analytischen Feldberechnung von Anordnungen mit gegebener raumlicher Stromdichte-
verteilung zu rekapitulieren und die Herkunft dieses Gesetzes darzustellen. Im folgen-
den wird nun dieses wichtige Gesetz der Feldtheorie zur Berechnung der Feld- und Ho-
mogenitatsverlaufe eines Helmholtzspulenpaares angewendet.

2.2 Magnetfelder eines Helmholtzspulenpaares in Zy-
linderkoordinaten

Kreisrunde Helmholtzspulen legen es nahe, zur Beschreibung der Feldverhaltnisse von
kartesischen Koordinaten zu Zylinderkoordinaten tiberzugehen:

T Cos (2.15)
y = 7 sing (2.16)




Mit Hilfe des Biot-Savartschen Gesetzes 1a8t sich sofort das Feld im Mittelpunkt der Spu-
lenanordnung, das sogenannte Zentralfeld berechnen. Das Feld auf der Mittelachse kann
in der Umgebung des Mittelpunktes in eine Taylorreihe entwickelt werden. Auflerhalb der
Mittelachse erhalt man liber das magnetische Vektorpotential geschlossene Ausdriicke mit
elliptischen Integralen. Diese Integrale lassen sich nicht mehr analytisch weiter behandeln
und muissen numerisch geldst werden.

2.2.1 Zentralfeld und axialer Feldverlauf

Aufgabe dieses Abschnittes ist es, mit Hilfe des Biot-Savartschen Gesetzes Gl. 2.14 das
Zentralfeld und das Achsenfeld zu berechnen.

Achsenfeld (r = 0) P(xy.2)

)
v
ty

/a o N TN Y
N ¥
dv * \d'-

A% g Q.y'.2)

Abb. 2.1: Geometrische Verhéltnisse zur Berechnung des axialen Feldes einer kreis-
f6rmigen Spule im Mefipunkt P

Zunéachst wollen wir - wie in Abb. 2.1 dargestellt - nur eine Spulenhélfte betrachten.
Diese Spule soll der Einfachheit halber in der xy-Ebene liegen und N-Windungen be-
sitzen. Die geometrischen Gegebenheiten fiir Mefipunkte auf der Achse lassen sich dann
folgendermaflen ausdriicken:

di;, = a (—sing & +cosp &) dp (2.18)
Tp—T = —acospeé,—asinpeé,+ z¢, (2.19)

7 -7 = VT2 (2.20)

Werden diese in das Biot-Savartsche Gesetz Gl. 2.14 eingesetzt, so ergibt sich fir die
magnetische Induktion B(z):

- ds
B(z) = # f qr—r’|3 (2.21)
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—asin @ —a cos
acos @ X | —asing
I 0 z
—,uN}{ d (2.22)
4 (VaZ+22)
2 20 cos €y + 2a sinpe, +a’ ¢,

= '“ / (22 + a2)3/2

Durch die Ausfithrung der Integration von 0 bis 2 7 entfallen die ersten Terme und es
vereinfacht sich der vorige Ausduck zu:

dep (2.23)

-

Be)= Bz Bulr) = M= &

> Dt )P €, (2.24)

Nun bertiicksichtigen wir das Feld der zweiten Spulenhalfte mit ebenfalls N Windungen,
welche parallel im Abstand 2b angeordnet ist. Eine Superpositon der Felder ergibt:

- pINa? 1 1 .
- . 2.25
Balz) == { @+ " (@b— 2yt a2]3/2} ’ (2%)

Aus Symmetriegriinden ist es vorteilhafter, wenn der Nullpunkt des Koordinatensystems
im Zentrum liegt. FEine Nullpunktverschiebung um die Strecke b durch eine einfache
lineare Koordinatensystemtransformation gibt der Gl. 2.25 die Form:

= pINa? 1 1 2
o) =3 {[(z—b)2+a2]3/2+[(z+b)2+a2]3/2} i (220

Um diejenige Anordnung mit den kleinsten Felddnderungen, also mit der besten Ho-
mogenitat zu finden, bilden wir vom Betrag der axialen FluBidichte B,(z) die ersten zwei
Ableitungen (Extremalaufgabe):

dB, _ pNIa® | 3 2(2-b) 3 2(2+b) -
dz 2 { 2 [(Z _ b)Z + a2]5/2 2 [(Z + b)2 + a2]5/2} ( )
(z=b) (z+b)
= ——uNla 2.28
o’ {[(z—b)2+a2]5/2 [(z+b)2+a2]5/2} (2:28)
d?B, 2 1 5  2(z—b)?
= —3uNIa _9
dz? ® [(z - b)2 4 az] 5/2 9 [(Z _ b)2 4 a2]7/2+
1 _§ 2 (2 +b)2
+[(z+b)2 +a2]5/2 2[(z+b)2+a2]7/2} (2.29)

Die erste Ableitung wird zu Null, wenn die Bedingung z = 0 (Mittelpunkt) erfiillt ist.
Setzen wir diese Bedingung in die zweite Ableitung ein, so ergibt sich nach einiger Rech-
nung, daB auch die zweite Ableitung verschwindet, wenn die Bedingung a?> —4 2 = 0
erfillt ist. Diese Bedingung ergibt gerade fiir die von H. v. Helmholtz abgeleitete Anord-
nungsvorschrift, dafl der gegenseitige Abstand 2b gerade dem Radius a entsprechen mufl
(vgl. Abb. 2.6).
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Abb. 2.2: Geometrie zur Berechnung des Achsenfeldes im Punkt P einer
Helmholtzspule

Verwenden wir die Helmholtzsche Bedingung 2b = a, so erhalten wir aus Gl. 2.26 das Zen-
tralfeld, d. h. die magnetische Induktion im Mittelpunkt (z = z, = 0) des Helmholtzspu-
lenpaares:

Bq (2 = 0)=B,=-2=te (2.30)

Um diesen Mittelpunkt (z = 0) 1afit sich entlang der z-Achse die axiale Feldkomponente
B, als Taylorreihe entwickeln:

n lc’)(")Ba(zo =0)

W(2) = g Za\% =) 2.
Bue) = L o+ Fal2) (2.31)
OB, 1 ,0™B,

Werden alle Beitrage ab dem 6. Gliede vernachlassigt, so erhalt man eine gute Naher-
ungsformel fiir den axialen Feldverlauf:

Bu(2) = B,(0) {1 - %‘—: <f)4} (2.32)

a

Dieser naherungsweise Feldverlauf entlang der Mittelachse (r=0) ist in Abb. 2.3 zusam-
men mit der exakten Losung Gl. 2.26 dargestellt. Deutlich sichtbar ist das ebene Plateau
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mit konstant bleibender FluBdichte. Weiter vom Mittelpunkt entfernt besitzt das Feld
einen fiir Potenzfunktionen 4. Ordnung typischen starken Abfall. Rechnerisch ergibt sich
eine 1 %-ige Abweichung vom Zentralfeld, wenn auf der Mittelachse mit einem Abstand
von 0.3138 mal dem Helmholtzabstand a gemessen wird.

X =-8,3333, Y= 0.9859 B

0.945+

0.9351+

093+

" ; . 4
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Z
a

Abb. 2.3: Vergleich der Naherungsformel (Taylorentwicklung bis zum 6. Gliede)
mit der exakten Formel fiir den axialen Feldverlauf auf der Mittelachse
(r=0)

Der Fehler, welcher durch den Abbruch der Taylorreihe ab dem 6. Glied entsteht nimmt
mit zunehmendem Abstand z vom Zentrum zu. Ein Vergleich mit der exakten Formel
fir die Achse (Gl. 2.26) ergibt beispielsweise innerhalb des Intervalls von z<‘§—’l einen
maximalen Fehler von 0.18 %. Die maximalen Fehler bei anderen Abstanden koénnen der
Kennlinie in Abb. 2.4 entnommen werden. Der Abstand vom Zentrum z ist hier normiert
als Bruchteil s vom Helmholtzabstand a ausgedriickt.

2.2.2 Feldverlaufe auflerhalb der Achse

Um die Feldverlaufe aulerhalb der Mittelachse zu berechenen, gehen wir zunachst wiederum
von einer einzelnen in xy-Ebene liegenden Spule aus.
Das magnetische Vektorpotential A fiir einen stromdurchflossenen Draht 148t sich mit

Tt = 7 — 7 und dem Volumenelement dv, = dry dz d§, direkt aus Gl. 2.11 oder aus dem
N o’

-

dA
Biot-Savartschen-Gesetz wie folgt angeben:

—

A= —“—/—@—S%— (2.33)
4T I’I"p — T/I
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Fehler
in %

0.8+
0.6+
0.4;

8.21

}

0 X 0.2 0.3 0.4 0.5
S

Homogenititsbereich (Interval) z<|s-a|

Abb. 2.4: Maximaler Fehler der Naherungsformel gegentiber dem exakten Feldver-
lauf auf der Mittelachse (r=0)

Aus Abbildung 2.5 lassen sich die geometrischen Beziehungen

ds; = a (—sing' € +cosy’ &) dy’

Fp = rpsinf € +rpcosb &, (2.34)
e —

z
r = acos@& +asing g, (2.35)
7p—71| = \/a2+7‘f,+z2—2rpasin9cos @' (2.36)

und
reo= 42’
sinf = r

Vr?+ 22

ablesen. Als einzige Komponente des Vektorpotentials A an einem beliebigen Punkt
P(r,0,z) bleibt die A,-Komponente eines Feldes einer rotationssymmetrischen Strom-
schleife iibrig:

pal | cos ¢’ /
4 _ d 2.37
o (1, 2) 27 0 Va2 +r24+ 22 —2ar cosy’ i (230

Fir das Integral in Gl. 2.37 148t sich keine Stammfunktion finden. Es lafit sich allerdings
nach einer Transformation (Verschiebung der Integrationsgrenzen) mit ¢’ = 7 + 2¢ und




14

Abb. 2.5: Geometrische Verhaltnisse zur Berechnung von Feldverlaufen aufierhalb
der Achse

durch die Umformung mit der trigonometrischen Beziehung cos ¢' = 2sin® ¢ — 1 mit Hilfe
der tabellierten elliptischen Integrale ausdriicken:

2sm -1
A, (r,2) “’aI/ ) dip (2.38)
\/ (a47)° 422 —4arsin®p

wl [a k?
- & \/; [(1 - 3> K (k) - E(k)] (2.39)

Hierbei bedeutet 4

2 20T

b= (a+7)° + 22 (2.40)

und es werden die elliptische Integrale in der Legendreschen Normalform verwendet [3]:
F(k,p) = / dp : Elliptisches Integral 1. Ordnung  (2.41)
1—k?sin®¢
E (ko) = / /1= k?sin® pdy : Elliptisches Integral 2. Ordnung  (2.42)
0

(2.43)

K = p(eg) = [ =
Ek) = <k,g>=/0 V1~ k2sin® o dop (2.44)

vl




15

Auflerhalb der Achse ergeben sich fiir die Feldverldufe diese nicht weiter analytisch re-
duzierbaren Ausdriicke mit allgemeinen elliptischen Integralen erster und zweiter Ord-
nung. Aus dem Vektorpotential lassen sich B = rot A die entsprechenden Flufdichtekom-
ponenten fir einen beliebigen Punkt P ableiten. Hierbei werden folgende vektoranalyti-
schen Beziehungen angewendet [38], [7], [42]:

10 10 0A,
_ __94, 9.4
B, 7‘375( o)+ rdp (4.) 0z (2.45)
0 0
B, = Z(a)-2a)=0 (2.46)
10 10 1 0
- _- = — 2.4
BZ r 6(,0 (A'I') + - r 6 (TA ) r 87‘ (TA<P) ( 7)
Fiir die Ableitungen von K(k) und E(k) sind die Beziehungen
OK (k) E(k) K(k)
= — 24
Ok FO-F) & (2.48)
OE(k) _ E(k) K(k) (2.49)
Ok k k
und
Ok zk?
= = X 2.50
0z dar (2:50)
3 13
Ok _ & _K _F (2.51)

5; 2r  4r 4a

hilfreich. Nach entsprechender Rechnung ergeben sich Radial- und z-Komponente der
FluBidichte einer Spule mit N Windungen fiir einen beliebigen Mefpunkt P:

IN z . a?+r2422

Bt e [—K (k) + (2545 B (k)| (2.52)
IN a‘~r—z

B, =4I “—W[K(k)+——f—( LB (k)] (2.53)

Die dritte Komponente By ist aus Symmetriegriinden im zylindrischen Koordinatensystem
gleich Null.
Fir die axiale Komponente erhalt man entlang der Mittelachse (r = 0) einen geschlossenen
Ausdruck der Form:
B % pa’N I

B.l,_o= m
Bisher wurde nur eine einzige Spule in xy-Ebene betrachet. Die Felder fiir eine Helm-
holtzanordung wie in Abb. 2.6 ergeben sich schliefilich durch Superpositon:

(2.54)

B.(r,2)=B, (r,z + b)+B, (r,z — b) (2.55)
B,(r,2)=B, (r,z + b)+B, (r,z — b) (2.56)
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b=
af2

r ¢+ P(x,y,2)
) r | Y
a P " -

Abb. 2.6: Geometrie zur Berechnung der Felder einer Helmholtzspule

Die Anwendung der Superposition auf Gl. 2.52/2.53 fithrt daher zu den Gleichungen fiir
ein Helmholtzspulenpaar mit jeweils N Windungen. Sie lauten:

_ pNIL (z +b) 3 a + 7%+ (2 +b)’
B, o T{\/(a+r)2+(z+b)2 [ K (k (a—r)2+(z+b)2E(k)}

2t @ (2 =)
\/(a %—i)2 + Zz —b)? [_K (k) * (a j—r)z +((z _ b))?E (k)} } (2.57)

= _/i]_\f_j 1 a2—7”2—(z+b)2 n
T {\/(a+r)2+(z+b)2 [K(k)+(a—r)2+(z+b)2E(A)}+
1 ~ a2_7n2_(z_b)2 .
Vie+r)2+ (z-1b)’ [K () + (a—7)"+ (2 — b)zE O“)} } (2.58)

Dabei bedeuten

+

4dar
o o (2.59)
ko= dar (2.60)

(a+7)"+ (2= b)*

"
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und K(k), E(k) sind - wie zuvor schon erlautert - die elliptischen Integrale 1. und 2.
Ordnung.

Um einen Eindruck tiber die Feldverlaufe zu erhalten wurden in den Abbildungen 2.7 und
2.8 die zwei Feldkomponenten eines Helmholtzspulenpaares mit jeweils 45 Windungen und
einem Radius a von 0.276 m bei einem vorhandenen Stromflufl von 1 Ampere dargestellt.

Abb. 2.7: B,-Komponente eines Helmholtzspulenpaares mit N=45, a=276 mm
und einem Strom von I=1 A

In Abb.2.7 steigt die B,-Komponente von der Zentralflufidichte By von 146,6 pT auf
150,73 T in den Ecken einer Schnittebene mit der Fliche 200x200 mm?, welche die Spu-
lenachse enthalt, an. Dies entspricht hier einer Abweichung von 2.8%. Eine einprozentige
Abweichung erhalt man in den Ecken einer Flache von 152x152mm?. Aufgrund der Rota-
tionssymmetrie kann diese 1%-ige Abweichung auf ein Volumen eines Zylinders mit dem
Radius r=76 mm bezogen werden. Interessiert man sich hingegen fiir die Kantenlange
eines Wiirfels, indem die Abweichungen geringer als 1% sind, so miissen die entsprechen-
den 152 mm noch durch /2 dividiert werden, so dafl man in diesem Falle 107.4 mm
erhalt.
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Abb. 2.8: Radialkomponente B, der Flufidichte im kleinen Helmholtzfeld einer
Anordnung mit a=0.276 mm, N=45 und I[=1 A

2.3 Beschreibung der Magnetfelder mit zonalen Kugel-
funktionen

Da. die Beschreibung von Feldverlaufen aulerhalb der Achse (vgl. G1.2.38) im Zylinderko-
ordinatensystem nur mit elliptischen Integralen moglich ist, kann die Beschreibung im
Kugelkoordinatensystem (rp,6, ) mit sogenannten zonalen Kugelfuktionen (Funktionen
mit Legendre’schen Polynomen als Faktor) schneller zum Ziel fiihren. Die Darstellung im
Kugelkoordinatensystem hat ihre Vorteile bei Berechnungen, welche Abweichungen der
Spulenwindungen vom Spulenpaketzentrum beriicksichtigen. Spulensysteme lassen sich
ebenfalls mit Hilfe des Kugelkoordinatensystems oft giinstiger behandeln [35].
Kugelkoordinaten (siehe hierzu Abb.2.9) rechnen sich wie folgt in das kartesische System
um:

= rpsin § cosp
Yy = 7rpsinf cosp (2.61)

z = rpcosf
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Abb. 2.9: MeSSpunkt P im Kugelkoordinatensystem

Man beachte, dafl rp hier als der Betrag des Radiusvektors 7p definiert wird und nicht mit
dem im Zylinderkoordinatensystem festgelegten Abstand r von der Mittelachse verwech-
selt werden darf. Das axiale Feld ist durch die Taylorreihenentwicklung um z, bekannt
(vgl. Gl 2.31).

In Polarkoordinaten 1a8t sich nach Sauter [35] das Feld H, auf der Achse einer Anordnung
von n Stromkreisen mit der Beziehung

! _ 1 (i> P; (cos9) (2.62)
\/r,% —2rpzcosf+ 22 TkiTo

und dessen Differentiation

! __¢ [l ) (ﬁ> P; (cos 9)} (2.63)
[r2 — 27y zcos 0 + 222 dcos |ry S5\ 7

als Potenzreihe mit geraden Potenzen fiir Stromkreise mit dem Radius ry entwickeln. Diese

Beziehung ist nur giltig, wenn z<ry, ist, d. h. sie gilt nur fiir das Feld in der Umgebung

des Zentrums der Anordnung. Im Falle einer Helmholtzspulenanordnung spricht man hier

auch vom sogenannten 'kleinen Helmholtzfeld’.

\o—o\ 2 \ﬁx Isin2 9 dPZi—H (COS 0)
Hy=35 2% :
Lz L ,,,2z+1 d (COS 9)

=0 k=1 "k

(2.64)

J

~

C2i

Analog zu der Losung der Extremwertaufgabe in. Gl. 2.27/2.28 kann hier durch Nullset-
zen aller geradzahligen Koeffizienten cy; eine Anordnung mit hoher Homogenitét gefunden
werden.
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cn L0 (2.65)

Wie die folgenden zwei Gleichungen deutlich machen werden, reicht zur Beurteilung der
Homogenitat der Gesamtanordnung die Kenntnis des Achsenfeldes allein schon aus. Da-
her kann auf eine giinstige Geometrie einer moglichen Anordnung der Stromkreise {iber
die Betrage der Spulenradienvektoren 1y alleine aus der Optimierung des axialen Feldes
hinsichtlich der Homogenitat geschlossen werden.

Nattirlich ist auch trotz der Kenntnis des axialen Feldes auch hier wieder von Interesse,
die Feldverlaufe aulerhalb der Achse zu beschreiben. Daher werden nun die dafiir notigen
Gleichungen aufgestellt:

Neben der Taylorreihenentwicklung existiert fiir axialsymmetrische Probleme die allge-
meine Losung der Laplaceschen Gleichung AH, = 0 in der Form von folgender Gleichung:

H, =3 c¢;r}p P;(cos 6) (2.66)

=0

Sie enthélt die Legendreschen Polynome F;(cos #). Durch Vergleich der Koeflizienten c;
der allgemeinen axialsymmetrischen Losung mit der Reihenentwicklung - unter Spezial-
isierung auf das axiale Feld (cos § = 0 bzw. 7) - lassen sich die Koeffizenten bestimmen

6 = - (M> (2.67)

T dz

2=0

Fir ein Helmholtzspulenpaar mit jeweils N Windungen (n=N, r; = v/a? + b?) kann aus
den angegebenen Formeln die z-Komponente als Reihe mit den zonalen Kugelfunktionen
ausgedriickt werden (vgl. [30]):

N Ia?
H, = YRR [2+ A3 Py (cos0) 7% + Aq Pa(cosf) r + ... (2.68)

Die Koeflizenten A; sind lediglich vom Helmholtzabstand a abhangig und lauten:

_ 1507 — 3 (a® +b%)

A
SCEaO%

15 (a2 + b%)> — 21062 (a® + b2) + 315b*

A =
‘ 4 (a2 +2)?
Fir die Radialkomponente H, eines quellenfreien Feldes gilt:
1y 2
H, = __/ (af rdr) (2.69)
rJe \ 0z z=const

Bei konstantem z und der Verwendung von G1.2.66 sowie Beziehungen zwischen Kugel-
funktionen, ergibt sich nach einigen Zwischenschritten [35]:

. ¢, dP; (cos 8)
H’_i:ZOHlTP do
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Um eine Homogenisierung des Feldes zu erreichen, miissen moglichst viele der Koeffizien-
ten c; klein werden oder verschwinden. Da sowohl die axiale Feldstarkekomponente H,, als
auch Radialkomponente H, von den gleichen Koeffizienten ¢; der Reihenglieder abhangen,
kann folgende wichtige Aussage getroffen werden: Homogenisiert man H,, so wird au-
tomatisch auch H, homogenisiert.

Aus vorigen Reihenentwicklungen lassen sich nach Umrechnung in Zylinderkoordinaten

die z- und r-Komponente die bei praktischen Rechnungen wichtige Naherungsformel berech-
nen [35],[22]:

144, 432,, 54 4] }

- et ) B 2.70

H: H"{l at [125z 1257 " s | T (270)
17288 , 216,

= HAS |20 o 220 271

By Ho{a4 [125” 125" Z]Jr } (21

Hier ist r der Abstand von der Mittelachse und H, = \/%% die Zentralfeldstarke (vgl.

Gl1.2.30). Es soll an dieser Stelle nochmals in Erinnerung gerufen werden, dafl diese
Naherungsformeln lediglich fiir das kleine Helmholtzfeld gelten. Auf die Genauigkeit dieser
Naherungen wird im Abschnitt 'Homogenitat’ durch ein Vergleich mit der numerischen
Loésung der Feldgleichungen mit ellptischen Integralen (Gl. 2.57/2.58) eingegangen.

I 3

e

Abb. 2.10: Anordnung von paarweise symmetrischen Stromschleifen

Das magnetische Vektorpotential von k paarweise symmetrisch zu einer Bezugsebene an-
geordneten kreisrunden Drahtschleifenpaare (vgl. Abb. 2.10) 148t sich unter Verwendung
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von sog. zonalen Kugelfunktionen folgendermafien darstellen [11], [47]:

X1 /r n ' '
A(r,p) = —g S I {2 -y = (—P) P, (uw) (1 — ui) [Pn (ug) + B, (— Uk)}}(2.72)
k=1 n=1" \Tk
u =1 n :
=y L{1- % = (Q’-) By () (1 - u}) F, (ue) (2.73)
k=1 n=1,3,. 7% \Tk
z
¥ = cos =— (2.74)
Tp
u = cos b = 2 (2.75)
1
2.76)
U, = cos Oy = ? 2.77)
k
Py(u) =1 Pé(u)-—-O
P (u)=u P (u)=1
Py(u)=103u?-1) P, (u) = 3u
P (u) = 1 (5u® — 3u) Py (u) =3 (5u? - 1)
Py (u) = £ (35u* — 30u? + 3) P, (u) = 2 (7u® — 3u)
P (u) = £ (63u® — 70u? + 15u) Py (u) = £ (21ut — 140? + 1)
Ps (u) = & (231uf — 315u® + 105u? —5) Py (u) = 2 (33u® — 30u® + 5u)
Py (u) = L (42947 — 693u® + 315u® — 35u) P, (u) = & (3003u® — 3465u* + 945u? — 35)
n n i n+1) n
Fo(u) = s (@2 - 1)") Py (w) = 4 = gl e (0 = 1)7)

Durch partielle Ableitung des magnetischen Vektorpotentials in r- bzw. 6-Richtung lassen

sich die FluBdichtekomponenten gewinnen:

’ x 1-— U2 ’ '
B,, = g =K Sy T P(u) é—n—k) [Pn (ug) + B, (— uk)} (2.78)
Tp k=1 n=L3, Tk
1 04 oo ol d 1—ud) ¢ :
By = — G5 =H kz:jl ng; RO b [P} (ux) + P, (— w)](2.79)

Wie oben dargestellt konnen mit den Legendre’schen Polynomen Spulensysteme mit ko-

axial angeordneten Stromkreisen beschrieben werden.

Soche Rechnungen sind jedoch

nicht nur fiir Spulensysteme interessant, sondern sie eignen sich ebenfalls zur Berechnung

eines ’exakteren’ Spulenmodells von einem einzelnen

Helmholtzspulenpaar. In einem

solchen Modell wird jede einzelne Windung in seiner Lage moglichst genau erfafit und

dessen Beitrag auf das innere Feld berechnet.
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2.4 Homogenitat

Die erreichbare Homogenitat der Felder ist fiir Helmholtzspulen das wichtigste Dimensio-
nierungskriterium. Kleine Abweichungen vom Zentralfeld sind wichtig bei der Kalibrie-
rung von Feldsensoren, da deren Lage im Magnetfeld meist nur unzureichend bekannt ist.
Da Sensoren meist eine gewisse Querempfindlichkeit gegeniiber einer Feldkomponente,
welche orthogonal zu dem zu detektierenden Feld steht, besitzen, darf auch die radiale
Inhomogenitat nicht vernachlassigt werden. Auflerdem iiberlagert sich bei mehrachsigen
Helmholtzanordnungen die Radialkomponente des einen Spulenpaares zur z-Komponente
der anderen Achse.

Da nun die Feldverlaufe bekannt sind, 148t sich die daraus abgeleitete relative Grofle der
Inhomogenitat berechnen. Die Inhomogenitat ist folgendermaBen definiert:

B,—-B
. = -z 7o 80
h B, (28)
B
. o= = 2.81
e = 2 281

Die Homogenitét des Achsenfeldes ist ein Hinweis auf die Giite einer Spulenanordnung.
Mit G1.2.32 kann die Inhomogenitat des Achsenfeldes um den Mittelpunkt berechnet
werden. Setzt man beispielsweise die Eckpunkte des Bereiches |z] < £ ein, so ergibt sich,
dafl innerhalb des Bereiches von § um den Mittelpunkt die Inhomogenitét h, besser als
1,5 % ist. Wie in Abb. 2.11 zu sehen ist, wird das nutzbare Intervall um den Zentralpunkt
immer kleiner, je hoher die Anforderungen an die Homogenitat gestellt werden.

0.01
0.001
.000 4
1e-054

1e-06:

1e-07+

Abb. 2.11: Verlauf der Inhomogenitidt h, entlang der Zylinderachse normiert auf
den Helmholtzabstand a

Zur Ermittlung der Inhomogenitaten h; auflerhalb der Achse im kleinen Helmholtzfeld
(z<a) kénnen die aus den Gleichungen Gl. 2.70 u. 2.71 abgeleiteten Naherungsformeln
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herangezogen werden:

1 144 , 432 ,, 544}
= |2 2000 0% 9.82
= a4[ 1257 T 125 © T 125" (2:82)
1 1288 216
hy = — | — 3——3] 2.83
2 [125” 125" ° (2:83)

Die Genauigkeit dieser Naherungsformeln gegeniiber der alternativen Methode, die ellip-
tischen Integrale zu 16sen, hangt stark vom betrachteten Volumen ab. Zum Vergleich wur-
den auf beiden Wegen Berechnungen tiber einer Flache von 100x100 mm durchgefiihrt.
Als Beispiel sind in den folgenden Abbildungen die meftechnischen und numerischen
Ergebnisse der Inhomogenitatsverlaufe eines Spulenpaar mit 45 Windungen und einem
Radius von 276 mm zu sehen. Das Spulenpaar an welchem die Messungen durchgefiithrt
wurden, ist als innerstes Spulenpaar Bestandteil einer dreiachsigen Helmholtzanordnung.

Zur besseren Unterscheidung besitzen die Spulen der einzelnen Achsen schwarze, rote und
blaue AnschluBbuchsen.

Inhomogenitaet des axialen Feldes vom schwarzen Spulenpaar (N=45)

Inhomogenitaet in %

Abb. 2.12: Inhomogenitatsverlauf des in z-Richtung verlaufenden Feldes mit An-
wendung der Naherungsformel Gl. 2.82 berechnet
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2.5 Spulenkonstante

Einer der wichtigsten Parameter einer Spule ist die Spulenkonstante k, welche angibt,
was fir eine FluBidichte B im Zentrum zu erwarten ist, wenn die Spule mit einem Strom
der Intensitat I gespeist wird. Die Spulenkonstante wird sinnvollerweise bei Gleich-
strom bestimmt und angegeben. Die Spulenkonstante 1a8t sich ebenfalls bei Wechsel-
strom fiir eine Umrechnung von einem Strom in eine FluBdichte verwenden, jedoch ist bei
hoheren Frequenzen (>1 kHz), kleinen (z. B. <10 mA) oder zu grofien Spulenstrémen
(Warmeverlustel) Vorsicht geboten, da dort ein linearer Zusammenhang zwischen Strom
und Feld nicht automatisch vorausgesetzt werden kann.

Aus der Gleichung fiir das Zentralfeld Gl. 2.30 ergibt sich unter Vernachlassigung der
raumlichen Ausdehnung des Spulenpaketes die Spulenkonstante k zu

k:é—“(lz—ozzﬁlﬂ’gfi Einheit: %. (2.84)

K. Weyand [47] berticksichtigt die raumliche Ausdehnung des Spulenpaketes und errech-
nete die Spulenkonstante fiir ein Helmholtzspulenpaar bestehend aus zwei gleichmafig
gewickelten toroidalen Wicklungspaketen mit rechteckformigem Querschnitt:

(c+t) [1+\/:;@ﬂ

= S+ c[1+\/1+—§(“—jT)2} +
RPN i 1 R |

(c+1) {1+,/1+ 1 (%)2}

Die geometrischen Gréfien wie Paketlange 1, Innenradius ¢, Spulentiefe t und Helmholtz-
abstand a sind in Abb.3.3 dargestellt.

Die Verwendung der letzten Formel ist nur bei relativ dicken Spulen oder bei Prazisions-
berechnungen sinnvoll, da ein Vergleich der beiden Gleichungen G1.2.84 mit 2.85 fiir ein
Spulenpaar bestehend aus zwei Spulenpaketen mit N=45, 1=26 mm, t=13 mm, a=276
mm, c¢=270 mm eine relative Abweichung von nur 7.3-107% ergab.
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Kapitel 3

Erzeugung langsam veranderlicher
Magnetfelder (Wechselstrom)

Die Berechnungen im vorhergehenden Kapitel gelten streng nur fiir stationdre Verhaltnisse
(Gleichstrom). Wie eigene Messungen zeigten, behalten die Berechnungen flir die Feld-
und Inhomogenitatsverlaufe solange ihre Giiltigkeit, bis sich vom Wechselfeld generierte
Wirbelstrome in der Spule bemerkbar machen. Als Faustregel gilt dies fiir Frequenzen
bis ungefahr einem zehntel der Resonanzfrequenz. Wahrend beim Betrieb mit Gleich-
strom der ohmsche Spulenwiderstand Rpc der begrenzende Faktor bei der Erzeugung
von Magnetfeldern ist, kommt beim Wechselstrombetrieb die Induktivitat als mit der
Frequenz zunehmende induktive Last mit ins Spiel. Wie die Induktivitaten, Kapazitaten
und Resonanzfrequenz einer Helmholtzspulenanordnung abgeschatzt und berechnet wer-
den kdnnen, soll Thema des folgenden Kaptitels sein. Hierzu wird zunéichst von dem
Ersatzschaltbild eines einfachen Helmholtzspulenpaares ausgegangen.

3.1 Ersatzschaltbild einer Helmholtzspulenanordnung

Ein Helmholtzspulenpaar 1ait sich wie in Abb.3.1 mit zwei in Serie geschalteten Induk-
tivitdten darstellen und die magnetische Kopplung zwischen den beiden Spulen wird durch
die Gegeninduktivitdt M modelliert. Reale Spulen besitzen neben der Induktivitat L
ebenfalls ohmsche Leitfahigkeit. Die Leitungs- und Zuleitungswiderstdnde lassen sich in
einem von der Frequenz nahezu unabhangigen Gleichstromwiderstand Rpc zusammen-
fassen. Durch den Skin- und Proximityeffekt (Wirbelstréme werden durch das Magnetfeld
der einen Windung in den anderen Windungen erzeugt), sowie Verluste in Schirmungen
und Leiter in der Umgebung der Spule steigt der Widerstand mit zunehmender Frequenz
an. Dieses Verhalten 148t sich mit Hilfe eines zusatzlichen Wechselstromwiderstandes R ¢
modellieren. Da die einzelnen Windungen parallel nebeneinanderliegen, bildet sich eine
parasitare Eigenkapazitat C aus. Solange die Frequenz jedoch noch unter einem zehntel
der Resonanzfrequenz liegt, hat diese noch keinen spiirbaren Einflul auf das Verhalten der
Spule [29]. Bei £ erhohen die Wirbelstréme den Wechselstromwiderstand Rac gerade
um ca. 1 %. Die Streukapazitaten Cg; hangen stark von der Geometrie der Spule und
dem Abstand zur Erde oder Gegenstanden in der Umgebung ab.
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Abb. 3.1: Ersatzschaltbild einer einachsigen Helmholtzspulenanordnung

3.2 Induktivitat

Die im magnetischen Feld gespeicherte Energie W,, ist proportional zum Quadrat des das
Feld erzeugenden Stroms I und zur Induktivitat L einer Spule:

W, = %Ll(t)z (3.1)

Die Induktivitat ist hier Bindeglied zwischen der magnetischen Energie und dem Strom
und beherbergt alle Gréflen wie Geometrie, Windungszahlen und Materialeigenschaften
(pr) der Spulen. Andererseits hingt die Induktivitit mit dem von allen N Windungen

umfafiten magnetischen FluB ¢ = [ Bdd@ zusammen:

N¢
L=

Bei zeitlich veranderlichen Stromen ist der magnetische Flufl dieser zeitlichen Anderung
unterworfen. Nach dem Induktionsgesetz induziert ein zeitlich veranderlicher Fluf %
wiederum eine dem Flufl entgegengerichtete Spannung in einer Leiterschleife. Die Induk-
tivitat 188t sich nur in einfachen Fallen (unendlich ausgedehnte oder ringférmig geschlossene
Anordnungen wie eine Ring- oder sehr lange Zylinderspule) analytisch exakt berech-
nen. Fir die Induktivitatsbestimmung von kurzen Zylinderspulen gibt es empirische
Naherungslosungen, bei denen jeweils sehr sorgsam auf die gemachten Voraussetzungen
geachtet werden mufl. Zur Induktivitatsberechnung von Helmholtzspulen werden hier nun
drei Verfahren vorgestellt.
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3.2.1 Berechnung der Selbstinduktivitat mittels Nagoaka-Faktor

Die Selbst- oder Eigeninduktivitat L einer unendlich langen Zylinderspule berechnet sich
vAVR N
l
In sehr guter Naherung kann obige Formel noch fiir Spulen angewandt werden, deren

Lange | sehr viel grofler, d. h. (I > 100a), als der Radius a ist.

Bei einer einlagigen kiirzeren Zylinderspule hangt die Selbstinduktivitat L zusatzlich
von der Lange | und dem Radius a ab. Daher mufi G1.3.2 mit einen Korrekturfaktor K,,
dem sogenannten Nagoaka-Faktor nach Wesby [46] multipliziert werden:

L= (3.2)

1 umalN?
140,45 (2_;>_5.10-s.(27a)2 !

-~
Nagoaka-Faktor K

L=

(3.3)

Diese empirische Formel fiir den Nagoaka-Faktor besitzt im Bereich von (O < 27“ < 10)
eine relative Genauigkeit von mindestens 6-107%. Fiir Helmholtzspulen 1afit sie sich in
dieser Form jedoch nur bedingt anwenden, da die Zylinderspulen mit nur wenigen Win-
dungen und groflem Radius a als extrem kurz eingestuft werden miissen. Ein Vergleich
der mit Gleichung 3.3 berechneten Induktivitat mit dem MeBwert fir ein Spulenpaar
mit %‘1 = 38 fithrte zu einem relativen Fehler von ca. 20%. Die Anwendung in obiger
Form fithrt daher in der Praxis meist zu unakzeptablen Abweichungen gegeniiber den
tatsdchlichen Induktivititen. Daher soll hier eine von Lorentz schon 1879 gefundene
Beziehung fiir einlagige Spulen, die laut [18] keinen Beschrankungen fiir das Verhéltnis 27“
unterworfen ist, angegeben werden:

8 r[2k%—1 1—k?
K, = —- 3
37l k3 E (k) + k3
2a
4a2 4 12

Die Funktionen E(k) und F(k) sind wieder die bereits bekannten vollstdndigen elliptischen
Integrale 1. und 2. Ordnung.

Eine Weiterentwicklung des obigen Ausdruckes ist ein Teil eines schnelleren Algorithmus,
welcher auf einer Bartky-Transformation basiert und eine Modifikation eines Algorithmus
von Bulirsch zur Losung von vollstandigen elliptischen Integralen verwendet. Er gibt den
Nagoaka-Faktor K, in einem weiten Giiltigkeitsbereich (0.01 < 2l—“ < 100) prazise wieder
[12]. Die Genauigkeit hangt nur von der jeweiligen numerischen Implementierung der
Ci(a,a, z)-Funktion ab. Vorteil des folgenden Algorithmus ist seine prinzipell beliebige
(jedoch durch die Rechenzeit beschrankte) und genau spezifizierbare Genauigkeit.

F (k) -1 (3.4)

Kn=49 _2_/%/2 A’sin2g0+B’cos2<pd<p_i
LmJo \/k2c0s2w+sin2go 3w

Ci(a,a,2)

(3.5)
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1 1
A = =

3V1-—k2
p o= ¥

3VI—k?

12

k=

4a? 4 |2

Die Ergebnisse (siehe Anhang) der drei Verfahren sind in Abbildung 3.2 dargestellt.
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0.044

Naherungsformel nach Wesby
(fir p>20 ungenau)

Formel nach Lorentz
und Fawzi

/ (Unterschied zwischen Lorentz

und Fawzi hier nicht erkennbar)

40 ‘ 60 ' 80

p=2all

Abb. 3.2: Nagoaka-Faktor fiir einlagige Spulen

Bei mehrlagigen kurzen Zylinderspulen muf neben der Linge 1 und dem Radius a
auch die Wicklungstiefe t mitberiicksichtigt werden. Der Korrekturfaktor K, (Nagaoka-
Faktor) erhalt nach [46] folgende Form:

1

K, = (36)

140,90 (%)+0,32(§)+0,84(§)
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Beziiglich der Genauigkeit unterliegt Gl. 3.6 ahnlichen Beschrankungen wie Gl. 3.3. Fiir
eine mehrlagige Spulen mit rechteckigem Wicklungsquerschnitt gilt [18]:

. 3m?\ . 8a m?
— 20 It B B 3.
L = paN {(1 + 16 o2 In - + 607 (3.7)

Diese Formel ist fiir Rechteckquerschnitte im Bereich von (1 < f < 20) eine gute Naherung,
wobei fiir

m = 0.2235 (t + )

und fiir a der mittlere Radius zu setzen ist. Die Anwendung auflerhalb des spezifizierten
Bereiches ist jedoch auch hier nicht ratsam. So brachte beispielsweise die Anwendung bei
einem Breiten zu Langen-Verhaltnis von % = 0.5 bei unseren Helmholtzspulen einen rela-
tiven Fehler von 20 %. Hier brachte die im nachsten Abschnitt folgende empirische Formel
mit ca. 5 % bessere und in der Praxis meist ausreichende Ergebnisse. Fiir noch exak-
tere Berechnungen kdnnte beispielsweise der vollstandige Algorithmus von Fawzi [12] auf
einem Rechner implementiert werden. Hierauf wurde jedoch in diesern Rahmen verzichtet.
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Abb. 3.3: Geometrische Parameter zur Bestimmung der Induktivitdt und Spu-
lenkonstante

3.2.2 Bestimmung der Selbstinduktivitat mit Hilfe von empiri-
schen Beziehungen
Die Selbstinduktivitat 188t sich oft sehr einfach mit empirisch gewonnenen Formeln bes-

timmen. So berechnet sich beispielsweise nach [29] die Induktivitat einer dichtbewickelten
mehrlagigen kurzen Zylinderspule zu:

78 N2 (D/cm)? .
L/nH:IS(D/cm)+9(l(/c1<‘b)+)10(t/cm)’ I<D (38)
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3.2.3 Bestimmung der Induktivitat mittels hintereinanderge-
schalteter Leiterschleifen

Alternativ zu G1.3.3 148t sich die Induktivitat, ausgehend von der Selbstinduktivitat einer
einzelnen Drahtschleife, auch folgendermafien errechnen:

Die Induktivitat einer kreisformigen Leiterschleife mit dem Duchmesser D = 2a und dem
Drahtdurchmesser d ist nach [8], [18]:

D d? 8D 7 d?
DlnE2-T]
Fo ™4 "1

Werden N Windungen zu einer kreisformigen Spule gebiindelt, so ergibt sich, dafi die
Induktivitat quadratisch mit der Zahl der Windungen ansteigt:
DN? [ 8D 7}
In— — -
2 d, 4
Fir eine Spule mit rechteckférmigem Querschnitt mit der Diagonalen d, erhalt man somit
fir eine einzelne Spule nach [14] den Ausdruck:

L=y

L=paN? [1n fa _ yl] (3.10)

Anstatt des Durchmessers d des einzelnen Drahtes tritt hier einfach naherungsweise der
Durchmesser einer kreisformigen Querschnittsflache bzw. die Diagonale d, der Spulen-
querschnittsflache A. Der Parameter y; hangt vom Verhaltnis der Breite b zur Wick-

lungstiefe t der Spule ab:
w
Y1~ N (3.11)

Die Werte fiir y; sind in Tabelle 3.1 zu finden [43].

w

J1 7 Y1

0.5000 || 0.50 | 0.7960
0.025 | 0.5253 || 0.55 | 0.8081
0.05 | 0.5490 || 0.60 | 0.8182
0.10 | 0.5924 || 0.65 | 0.8265
0.15 | 0.6310 || 0.70 | 0.8331
0.20 | 0.6652 || 0.75 | 0.8383
0.25 | 0.6953 || 0.80 | 0.8422
0.30 | 0.7217 {{ 0.85 | 0.8451
0.35 | 0.7447 {{ 0.90 { 0.8470
0.40 | 0.7645 || 0.95 | 0.8480
0.45 | 0.7816 || 1.00 | 0.8483

O

Tab. 3.1: Werte fiir y; fiir die Induktivitatsberechnung (43]

Wird die berechnete Induktivitat L in Gl. 3.18 eingesetzt, so 1aBt sich auch hiermit die
Induktivitat einer Helmholtzspulenordnung mit einer fiir die Praxis meist ausreichenden
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Genauigkeit einfach ermitteln. Die zuletzt aufgefithrte Formel ist gegeniiber den vorheri-
gen Beziehungen fiir mehrlagige Spulen vor allem dann vorteilhaft anzuwenden, wenn die
Spulen nur wenige Windungen besitzen.

3.2.4 Gegeninduktivitat

Insbesondere bei Helmholtzspulen mit relativ vielen Windungen mufl die Gegeninduk-
tivitat M der jeweils gegentiberliegenden Drahtschleifen mitberiicksichtigt werden. Die
Bestimmungsgleichung der Gegeninduktivitat Mis zweier koaxialer Kreisringe mit paral-
lelen Ebenen lautet nach Simony [37]:

M dgldgg
My, = f j{ 3.12
12 A JerJe2 Ty ( )
2w /d /
- _ﬁb_?{ dglf[ IRt s 4 (3.13)
dmJear_Jo \/z2 + 72+ 72 — 2ryry cos ¢f
2rm
5 k? s 7
= w2t ()| (12 F <~A) _B (—k) (3.14)
2 2 2
K(k) EB(k)

Dabei ist der k sogenannte Modul:

k= dnra (3.15)
22 + (7“1 + 7’2)

Stellt man sich nun naherungsweise vor, daf§ fiir jede der N Drahtwindungen (Radius
71 = 19 = a) einer Helmholtzspule exakt die Helmholtzbedingung (d. h. hier z=a) gilt,
so erhalt man fir den Modulus

k= %JB (3.16)

und Gl. 3.14 vereinfacht sich zu:
2 2 2
s (1-3) 5 (35) -5 ()
Die Werte fiir die vollstandigen elliptischen Integrale kénnen Tabellen (z. B. [3]) entnom-
men werden oder ein Mathematikprogramm kann adhnlich wie bei den Feldverlaufsberech-

nungen diese Aufgabe tibernehmen. Man erhalt somit fiir My, folgende in der Praxis meist
ausreichend (nach unseren Messungen <5% gegeniiber den Mefiwerten) genaue Formel:

M12=M21=4.94078=10‘7I\12a (317)

Auf der Basis der Gleichung Gl.3.14 konnte prinzipell ein noch feineres Modell unter
Berucksichtigung der Ablage der einzelnen Windungen von der Helmholtzbedingung er-
stellt und numerisch durchgerechnet werden. Hierauf soll jedoch hier verzichtet werden.

Weitergehende Berechnungen und Rechneralgorithmen mit hoherer Genauigkeit sind in
[12] zu finden.
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Mit Einbeziehung dieser Gegeninduktivitat erhalt man schlieBllich fiir die gesuchte Gesamtin-
duktivitat eines Helmholtzspulenpaares Lyoime.

Lueimn.=2- (L + My2) (3.18)

3.3 Kapazitaten

3.3.1 Eigenkapazitit (Spulenkapazitat)

Die Spulenkapazitit einer dicht gewickelten mehrlagigen Spule ist proportional zu deren
Lange 1 und dem Verhéltnis (Df—:,j)des inneren Radius r; und &ufleren Radius ry [46]:

1
C~l (“ +T2> (3.19)
T1— T2

Zwischen benachbarten Windungen und Lagen bilden sich aufgrund der dort herrschen-
den Spannungsunterschiede elektrische Felder, in denen Energie gespeichert wird. Diese
Erscheinung zwischen den Windungen kann mit Parallelkapazitaten C;; modelliert wer-
den. Diese Einzelkapazitaten lassen sich unter der Voraussetzung einer gleichmaBigen
Stromverteilung zu der Spulenkapazitit C zusammenfassen (Abb.3.4).

Eine solche Teilkapazitét zwischen zwei im Abstand s angeordneten Drahtschleifen mit
dem Radius r 1a8t sich aus der Kapazitatsformel fiir zwei parallele Zylinder ableiten [21],
[14]:

2

Cz‘kz 2m2ae (320)
In <$+ (%)2—1>

Die Grofie h ist hierbei der Abstand von Mittelpunkt zu Mittelpunkt der gegentiberliegenden
Wicklungen zwischen denen die Kapazitat ermittelt werden soll.

h=2(r+s) (3.21)

Der Abstand s ist der Raum zwischen den Windungen. Bei einer ideal dicht gewik-
kelten Spule ist s=0. Je nach Wicklungskonfiguration entsteht ein mehr oder weniger
komplexes Netzwerk von parallel und seriell geschalteten Teilkapazitaten. Diese ungefahr
gleichgrofien Teilkapazitaten tragen im *Kapazitats-Netzwerk’ eines Wicklungspaketes zur
Gesamtkapazitdt immer dann stark bei, wenn hohe Spannungsunterschiede (dh. ein
groes elektrisches Feld) zwischen den Leitern herrschen. Uber je mehr Windungen n
hinweg sich die partiellen Teilkapazitaten C, erstrecken, um so starker muf} seine Gewich-
tung sein:

C, = Cu (%)2 (3.22)

Die Kapazitat einer einlagigen Spule mit nur wenigen Windungen berechnet sich somit
zu:

C=3C=3Cy (%)2 (3.23)

Die Gewichtung der Teilkapazitaten bei einer mehrlagigen Spule wird von der Lagenka-
pazitdt dominiert. So wirken sich die Teilkapazitaten der Wicklungen 1 und 8, 5 und 12
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in Abb.3.5a) wesentlich starker aus, wie die unmittelbar benachbarten Wicklungen 1 und
2. Vereinfachend kann daher gesagt werden, dafl die Beitrage der Kapazitaten zwischen
den Lagen (sog. Lagenkapazitat) bedeutend grofer sind, als die der Nachbarkapazitéten.
Daher berechnet sich naherungsweise die Kapazitat einer n-lagigen Spule zu:

C=Ci (%2)N= (h w?(eh)z )(nn_;l)ND; (n>1) (3.24)

Durch aufwendigere Wickeltechniken kdénnen noch kapazitdtsdrmere Spulen hergestellt
werden. Hierzu kann beispielsweise die Spule in verschiedene Kammern aufgesplittet
(Abb.3.5Db)), eine Stufenwicklung (Abb.3.5¢)) oder eine Pyramidenwicklung realisiert wer-
den. Naheres hierzu ist in [29] zu finden.

Cp G Gy Cix ¢

Abb. 3.4: Parasitire Einzelkapazititen zwischen den Windungen und Lagen der
Spule ergeben die Spulenkapazitat

Abb. 3.5: Verschiedene Wickeltechniken: a) Lagenwicklung; b) Kammerwicklung;
¢) Stufenwicklung; d) Pyramidenwicklung

3.3.2 Streukapazitaten der Anordnung

Nach [21] ist der Kapazitatsbelag eines sehr langen Zylinders iiber einer leitenden Ebene
bekannt. Hieraus 188t sich die Streukapazitat einer Drahtschleife, welche sich in der Hohe
h iber Erdpotential befindet, zu
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Cstr= el (3.25)

)

berechnen. Die Streukapazitat gegen Erde wird auch Erdkapazitdt genannt und wirkt
sich vor allem bei horizontal angeordneten Helmholtzspulenpaaren spiirbar aus (Abb.
3.6). Zur Abschiatzung der Streukapazitat fiir eine Helmholtzspule mit N-Windungen
erhalt man ungefédhr den N-fachen Wert. Der Einflufl von Streukapazitaten gegen nahe
leitende Gegenstdnde kann analog hierzu berechnet werden.

\

Abb. 3.6: Streukapazititen gegen Erdpotential (Erdkapazitaten) bei horizontaler
Anordnung der Spulen

3.4 Resonanzfrequenz

Meffrequenzen, bei denen Magnetfeldsensoren in der Helmholtzspulenanordnung kalibri-
ert werden konnen, miissen deutlich (f< *1%) unter der Resonanzfrequenz der Helmholtzspule
liegen, da ansonsten Wirbel- und kapazitive KurzschluBistrome die erzeugten Magnetfelder
beeinflussen. Die Helmholtzspulenanordnung 148t sich in erster Naherung als Ersatzschalt-
bild durch eine Induktivitat und ihre Eigenkapazititen von den nebeneinander liegenden
Wicklungen durch eine parallele Kapazitat nachbilden. Die Resonanzfrequenz einer Spule
laBt sich sich daher - vorausgesetzt man kennt die parasitaren Eigenkapazitaten - nach
der Thomson-Formel bestimmen:

frm—A— (3.26)

274/L Cyes

Wichtig ist zu bemerken, dafl aufgrund der Gegeninduktivitat die Resonanzfrequenz eines
Helmholtzspulenpaares niedriger liegt wie die der Einzelspule (vgl. Daten auf Seite 50).

Mefltechnisch 158t sich die Resonanzfrequenz mit einem Funktionsgenerator und einem
Oszilloskop messen. Hierzu greift man mit dem Oszilloskop tiber einem in Serie geschal-
teten hohen Vorwiderstand (z. B. 1 MQ2) die Spannung ab. Der Vorwiderstand entkoppelt
den Schwingkreis vom Innenwiderstand des Funktionsgenerators und verhindert hierdurch
eine Dampfung des Signals. Durch Variation der Frequenz am Funktionsgenerator kann
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das Maximim der Spannung bei Resonanzfrequenz gefunden werden. Bei Resonanzfre-
quenz wird der Strom nur durch die ohmschen Zuleitungswiderstande und den eingebauten
Vorwiderstand begrenzt.

Spule
+
Ri 1ﬁDC RAC
Generator %
L
1 MOhm

—{ "}

Oszilloskop

Abb. 3.7: Mefischaltung zur Bestimmung der Resonanzfrequenz

3.5 Signalform

Im Magnetfeld der Spule wird Energie gespeichert. Dieser Energieinhalt kann nicht
beliebig schnell gedndert werden, da ein Auf- bzw. Abbau eines Magnetfeldes - ver-
gleichbar eines Lade- bzw. Entladevorganges eines Kondensators - Zeit bendtigt. Die
Induktivitdt der Anordnung begrenzt die Anstiegszeit die das Feld fir seinen Aufbau
bzw. Abbau benétigt, um einer steilen Stromflanke ohne starken Intensitétsverlust zu
folgen. Dieses Limit macht sich vor allem dann bemerkbar, wenn man mit gepulsten oder
rechteckformigen Magnetfeldern arbeiten mochte.

Die Anstiegszeit eines Helmholtzspulenpaares kann in der Praxis als diejenige Zeit definiert
werden, die von der Sprungantwort der Flufidichte auf eine Sprungfunktion (Einschaltvor-
gang) benotigt wird, um von 10% bis 90% der vollen Intensitdt anzusteigen:

B = Bpear {1 —~ exp (-—2 : RDCt)] (3.27)
LHelm.
0 Lyeim
At(10%...90%) = 2, 2 —Zemh. (3.28)
2- Rgyp

Rer @ Gleichstromwiderstand:

Rep=4=2£11 (3.29)




B I ' —TXp(- (R1/L1)'x) —
1-exp(-2*{R2L2)*%) —
1-exp(-2*(R3/L3)*x) —

0.9

0.8

07

0.6
Sprungantwort der Helmholtzspulenpaare mit:

05 blauen Anschliissen: N=6, L=130.29 uH, R=0.0440hm 1
roten Anschliissen: N=36,1.=4.3591 mH, R=0.359 Ohm
schwarzen Anschliisse: N=45, L=5.6015 mH, R=0.279 Ohm

0.4 . . ]

0.3

0.2

0.1

Zeit t
° 0 C.C}OSl 0.01l 0.015I 002‘ 0.()25l 0.03. 0,035: 0.04‘ 0.045| 0.05
Colau T At rot
Atgchwarz

Abb. 3.8: Sprungantwort dreier mit verschiedenen Windungszahlen (N=6,36,45)
dimensionierten Helmholtzspulenpaare
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Kapitel 4

Hinweise zur technischen
Realisierung

In den vorherigen Kapiteln wurden die wichtigsten theoretischen Grundlagen zur Berech-
nung der Magnetfelder von ein- und mehrachsigen Helmholtzsystemen dargelegt. Nun
soll das Augenmerk auf Probleme der technischen Realisierung eines solchen Systems ge-
lenkt werden. Ziel dieses Kapitels ist es durch praktische Hinweise eine Hilfe bei der
Konstruktion dhnlicher Systemen zu geben. Hierzu durften die detaillierten technischen
Daten unserer Helmholtzspule ebenfalls niitzliche Anhaltspunkte sein.

4.1 Umgebung der Anordnung

Damit das Magnetfeld nicht verzerrt wird, diirfen in der Umgebung der Helmholtzspule
keine magnetischen Materialien vorkommen. Bendtigte Spannungs- oder Stromquellen
(Leistungsverstarker) etc. sollten in einen Abstand von ca. 2 m von der Spulenanordnung
aufgestellt werden. Die Umgebungsfelder miissen auflerdem deutlich niedriger sein als der
empfindlichste noch zu kalibrierende MeBbereich. Ist dies nicht gegeben, so mufi entweder
der Mefiraum abgeschirmt werden (z. B. durch Mumetall), was insbesondere bei niedrigen
Frequenzen schwierig und teuer ist, oder man kann das externe Feld erfassen und es
durch einen entsprechenden zusatzlichen Strom durch die Helmholtzspulen kompensieren
(Servo controlled systems). Oft schafft auch schon eine reine Orientierungsénderung der
Spule Abhilfe. Meist ist es jedoch am Okonomischsten, wenn man von vornherein durch
Standortauswahl des Mefiraumes versucht, niedrige Umgebungsfelder zu erhalten. Hierzu
sollte das Labor oder der Mefiraum zuvor vermessen werden, um einen geeigneten Platz
fir das Kalibriersystem zu finden. Das Ergebnis einer solchen Messung ist in Abb.4.1 zu
sehen.

4.2 Kompensation und Schirmung

Um den inneren Bereich gegen auflere Storfelder zu schiitzen, besteht grundséitzlich die
Moglichkeit die Helmholtzspule in einem ferromagnetischen Schirm zu betreiben. Aller-
dings wird hierdurch die Homogenitat im Inneren des Feldes gestort. Dieser Einflul kann
theoretisch durch Abanderungen der geometrischen Verhaltnisse von der Helmholtzbedin-
gung ausgeglichen werden. In der Praxis ergeben sich jedoch wegen der Variabilitdt der
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Magnetfeld des Kalibrierlabors

Magnetischer Flug in uT
0.15

01

0.05

y-Richtung in m

Abb. 4.1: Standortwahl der Helmholtzanordnung: Hintergrundflufdichte im
Kalibrierlabor gemessen mit EMDEX II in einer Hohe von lm iiber
dem Fufiboden

ferromagnetischen Materialeigenschaften Schwierigkeiten. Eine analytische Abhandlung
solcher geschirmter Systeme sind in der Arbeit von Hosoya M. et al. [15] zu finden. Eine
anderere Moglichkeit besteht darin, aktiv Kompensationsfelder zu erzeugen. Das nahezu
statische Erdmagnetfeld kann in den Helmholtzspulen mittels einer dem Spulenstrom
iiberlagerten Gleichstromkomponente kompensiert werden.

4.3 Die Genauigkeit des Strommessers

In der Praxis wird man das Magnetfeld mit Hilfe des Stromes einstellen oder kontrollieren.
Soll die Feldstarke {iber den gesamten Frequenzbereich unter einem Prozent genau bekannt
sein, so mufl diese Forderung ebenfalls an die Erfassung des Stromes gestellt werden.
Die meisten Multimeter und Labormefigerate liefern bei einer Wechselstrommessung im
kHz-Bereich relativ schlechte Ergebnisse. Die Auflosung von kommerziell erhaltlichen
6%~—stelligen Strommessern liegen bei etwa 1uA. Der maximale Strombereich fir eine
solche Auflésung ist auf ein Ampere begrenzt. Die GrundmeBgenauigkeit liegt dann bei ca.
+ 0,15 % vom Meflwert fiir Frequenzen von typischerweise bis zu 5 kHz. Breitbandigere
Strommesser besitzen wiederum eine schlechtere Grundgenauigkeit. Wesentlich glinstiger
fallen hingegen die Genauigkeitswerte im Wechselspannungsbereich aus, indem zudem
noch viel breitbandiger (typisch: 100 kHz) mit einer Genauigkeit unter 0,12% (bis 50
kHz) und unter 0,6% (bis 100 kHz) gemessen werden kénnen. Daher ist es sinnvoll, den
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Spannungsabfall fiber einem temperaturstabilen Prazisionsmefwiderstand (& 0,01 %; TK
< 1 ppm/K) zu messen. Beachtet werden muB, da§ sowohl im Wechselstrom- alsauch im
Wechselspannungsbereich die MeBgenauigkeit fiir Frequenzen unter 5 Hz rapide auf Werte
um 1 % abfallen. Magnetfeldmessungen mit Gleichstrom kdnnen im Gleichstrom- oder
Spannungsbereich duflerst prazise durchgefiihrt werden. Der Betrieb mit Gleichstrom
eignet sich daher besonders fiir die Kalibrierung der Spulenanordnung selbst und die Be-
stimmung der Spulenkonstante des Systems. Eine solche Kalibrierung kann beispielsweise
in Deutschland an der Physikalisch Technischen Bundesanstalt (PTB) in Braunschweig
durchgefiihrt werden.

4.4 Spannungsquelle oder Stromquelle?

Prinzipell kdnnen Spulen mit einer Spannungs- oder Stromquelle gespeist werden. Entschei-
dend fir deren Leistungsauslegung ist die gewiischte Intensitat der Felder und deren Fre-
quenzbereich. Denkbar sind je nach Aufgabenstellung und Anforderungen der Betrieb
mit DC und AC-Labornetzgerate, Funktionsgeneratoren mit Leistungsendstufen, reine
Wechselspannungsquellen, Hifi-Endstufen (interessante Bastlerlosung fiir reinen Wechsel-
strombetrieb) oder fiir hdhere Anspriiche Prazisionsleistungsverstarker (Bipolare Span-
nungsverstarker und/oder Vierquadrantenverstarker). Die Speisequelle muBl eine ausrei-
chende Auflésung besitzen und fiir grofie induktive Lasten ausgelegt sein. In der Praxis
sind giinstige Stromquellen mit der Forderung einer hohen Genauigkeit schwierig zu er-
halten. Auflerdem ergab ein Vergleich von Strom- und entsprechenden Spannungsquellen,
dafl Stromquellen (der gleichen Preisklasse) ein schlechteres Frequenzspektrum des Feldes
aufweisen. Stromquellen haben die Tendenz aufgrund interner Regelungsprozesse mehr
Oberwellen (Mafl: Klirrfaktor der Quelle) zu erzeugen und erzielen daher schlechtere
Ergebnisse. Es mufl darauf geachtet werden, dafl die Spannung einen gewissen Wert nicht
liberschreitet (typischer Grenzwert: 120 V). Sonst konnen aufgrund der hohen Feldstarken
Knistern durch Koronaentladungen oder gar Durchschlage auftreten.

Industrieverstarker unterscheiden sich hinsichtlich einer Reihe von Merkmalen. Typische
Unterscheidungsmerkmale hinsichtlich der elektrischen Eigenschaften solcher Verstarker
sind: Leistung (AC- und/oder DC-Leistung, Verlustleistung), Nennspannung und Nenn-
strom, Eingangsparameter (Eingangswiderstand, Ansteuerungsmoglichkeiten, Eingangs-
schutz), Verstarkung, Frequenzbereich (Bandbreite, Frequenzcharakteristik), Strom- und/
oder Spannungsbegrenzung, Potentialverhaltnisse (erdfrei, galvanische Trennung), Null-
punktfehler, Temperaturtrift, Linearitatsfehler, Klirrfaktor, Amplituden- und Phasensta-
bilitat, Lastriickwirkung, Offsetspannung, Anzeigeinstrumente (Monitorausgange, Zeiger-
instrumente, Digitalanzeige) und Schnittstellen (z.B. IEEE). Es werden neben Standard-
verstarkern oft auch kundenspezifische Leistungsverstarker von der Industrie angeboten.

4.5 Wahl des Drahtdurchmessers

Wichtig fir die Herstellung einer Spule ist die Auswahl des Drahtdurchmessers. Ist er
iberdimensioniert, so wird die Spule zu schwer. Die Kupfermasse M 148t sich mit Hilfe
der spezifische Dichte von Kupfer p,,, = 8900—7%% berechnen:

M=p,lA=p,17& (4.1)
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Wird der Durchmesser zu klein gewahlt, so ist die Stromtragefahigkeit der Spule zu gering,
da der Drahtdurchmesser dem maximal zulassigen Strom proportional ist. Als Folge hier-
von wirde sich die Spule zu stark erwarmen oder im Extremfall gar durchgliihen. Grofle
Stréme treiben zu konnen ist Voraussetzung fiir die Erzeugung von hohen Feldstarken,
wenn man um eine hohe Resonanzfrequenzen zu erhalten, Spulen mit nur wenigen Win-
dungen dimensioniert hat. Daher ist es auflerst wichtig die zulassigen Stromdichten J zu
kennen.

I I
—_— max — max 4 .
T = = 47 (4.2)

4.5.1 Belastbarkeit

Die folgende Uberschlagsrechnung soll die physikalischen Zusammenhéange des Stromes
mit dessen Warmeentwicklung aufzeigen. Am Schlufl dieser Rechnung werden zuléssige
Stromdichten angegeben, deren Kenntnis alleine fiir eine Auswahl des Drahtduchmessers
in der Praxis schon ausreicht. Diese Betrachtungen wurden unter der Voraussetzung, dafl
keine aktive Kithlung stattfindet, angestellt:

spez. elektrischer Widerstand: pey,, = 0,0175 * 1075Qm

Temperaturkoeflizient von Kupfer bei 20°C : ag_gge = 3,9 * 10'3%

Warmeleitfahigkeit: Ac, = 3720

Raumtemperatur: 9, =25°

max. zugelassene Leitertemperatur: 9. = 60°
(Achtung! Die Oberflachentemperatur stimmt nicht immer mit der Kerntemperatur
innerhalb der Spule iiberein. Bei groflen Strémen herrschen oft erhebliche Temper-
aturgradienten zwischen innen und aufien.)

spez. Warmekapazitit : ¢ = 385 EgJ—K

Warmeiibergangskoeffizient o:
9 1
- = 4.3

“TAA TR (43)
® :Wiarmestrom in W
AY : Temperaturunterschied zwischen einer Fliache A
R: Warmetibergangswiderstand
(Aluminium)-Leiter blank: a = 10,7237
(Aluminium)-Leiter isoliert: a = 12.7-%=
(Aluminium)-Leiter in GieSharz: o = 16,1-%~

1 71+ Sisolier 1
Resz isolier R R = 1
ges = Hisotier + Rs||Rxc = o~ In —=—— 27l (r148) o5 + ax
———t

(07

Ry : Warmeibergangswiderstand der Konvektion
Rs 1 Warmelibergangswiderstand durch Warmestrahlung

I Drahtdurchmesser
s :  Dicke der Isolierschicht (Lackdicke und/oder GiefSlharzdicke)

Maximaler Belastungsstrom ., im Dauerbetrieb:
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2
o A9 _ N w5)
R Peugo (1 + ar Az?) Rges Peugo ! (1 + ar Aﬂ)
ges . r )
Ror+Rs

A Temperaturunterschled A =92, — 3, = Py Ryes :

A9 : Temperaturunterschied A9 = V2. — 20° fir die temperaturabhangige elektrische
Widerstandsédnderung

R : Gleichstromwiderstand bei 20°C :

RGL—& L4 (4.8)

Tre

Ry : zusatzlicher Gleichstromwiderstand durch die Erwarmung des Drahtes:

R»19 QIQTA'ﬁ (47)

e

Beispiel:

Eine einlagige Helmholtzspule mit N=5 Windungen; Radius a==30 cm; Radius des Kupfer-
drahtes ry = 1,33 mm; Drahtlange 1 = 2 7 a N= 9,42 m besitzt einen mit GieSharz be-
strichenen Leiter. Der Warmetibergangswiderstand des Leiters und der maximal zuléssige
Strom berechnen sich mit obigen Formeln ndherungsweise zu:

1 1 K
R, = =0,78—
9 malr 27 16,15~ 9,42m 1,33 mm w

Adw 7'1
Ryes Peugg ! (1 + ar A@)

_ 35K 7 (1,33 mm)? 3614
B \| 0,785 0,0175 % 10-Qm 9,42m (1 +3,9- 1073 - 40K) ’

-[max

—

Tatsachlich liegen die maximal zuléssigen Stréme fiir Spulen und Transformatoren be-
deutend niedriger. Dies rithrt daher, daff die Drahte einer Spule nicht wie eine isolierte
Energietibertragungsleitung rundum von Luft umgebenen ist, sondern sich in einem dicht-
gepackten Spulenpaket befinden. Der Spulentrager 1a8t nur bedingt eine Warmeabfuhr
zu. Bei einer einlagigen Spule mufi daher naherungsweise der obige Wert durch zwei
geteilt werden, da die Windungen nur nach auflen einen Warmeaustausch mit der Luft
iiber freie Konvektion vornehmen kénnen. Wir erhalten somit in diesem Beispiel einen
zulassigen Strom von 18 A, was einer Stromdichte von 3, 2 = 2 entspricht.
Zum Vergleich: Typische kommerziell erhaltliche Spulen mit glelchen geometrischen Abmes-
sungen geben einen maximalen Dauerstrom von 19,6 A an, was einer Stromdichte von 3,5
A - entspricht. Fir kleinere Helmholtzspulenanordnungen sind ohne zusatzliche Kiihlung
nach [17] voriibergehende Stromdichten bis zu 5 fn > zulassig. Um thermische Insta-
bilitaten zu vermeiden, sollte bei Langzeitbetrieb die Stromdichte 3 2 2 nicht tibersteigen.
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4.5.2 Stromverdrangung durch den Skineffekt:

Werden Wechselfelder erzeugt, so ist es wichtig im Bezug auf die vorhergehende Strom-
tragefahigkeit zu berticksichtigen, dafl bei hoheren Frequenzen die Stromdichte {iber den
Leiterquerschnitt nicht mehr als homogen betrachtet werden kann. Der Strom wird mit
zunehmender Frequenz nur noch von einer bestimmten Schichtdicke getragen, was zu einer
Erhéhung des ohmschen Widerstandes (Wechselstromwiderstand R 4¢) fithrt.

Nach Simony [37] und Strassacker [41] erhalt man die Stromdichte eines zylindrischen
Leiters mit Hilfe der Besselfunktionen 0. und 1. Ordnung:

K S, (kr)

J, == 7 4.8
=5 27, Sy (kry) ! (48)
k= —jwrp
J .+ komplexe Stromdichteamplitude in z-Richtung
Besselfunktion:
o0 )m U 2m+tv
m!T ( m+l/+1) <2> (4.9)
m=0
Besselfunktion 0. Ordnung: S, (u) = “2‘—2 + (713—)7 (7*—4*—657 +—
Besselfunktion 1. Ordnung: S (u) = —% [1 % + 2’::2 — SaseE T — }

Ein Ma8 fiir die Abnahme der inneren Stromdichte ist die sog. Aqulvalente Leitschicht-
dicke (auch Eindringtiefe) &

b= =4 — (4.10)

k :Leitfahigkeit (x = 58 x 109:2-)

L 116250 [10° | 2*10° | 3%10° | 2,5%10° | 5*10° | 15%10° | 10° | 10°
2176 [9320 147 |12 [132 0934|054 |0,21]0,066

NI

Tab. 4.1: Aquivalente Leitschichtdiche (Eindringtiefe)

In der Praxis bedeuted dies, dafl mit einem deutlichen Skineffekt (%ﬁ% =2%) abca. 2,5
kHz bei Drahtstarken d = 2,6 mm zu rechnen ist (vgl. [6] S.217 f).

4.6 Temperaturabhangigkeit

Die Temperaturabhangigkeit der Spule und der eventuell verwendeten Vorwiderstande
zur Strombegrenzung miissen beachtet werden. Zum einen sollte der Mefiraum selbst
eine konstante Temperatur aufweisen, zum anderen mufl darauf geachtet werden, dafl
die Warme, welche aufgrund der Durchstromung der Spule entsteht, abgefiihrt wird. Bei
Betrieb der Spule mit hohen Stromdichten (z. B. 4 m’fn 5 ) besteht ein hoher Temperaturgra-
dient zwischen der Temperatur auf der Spulenoberflache und der Temperatur im Spulen-
und Drahtinneren. Reicht die Abkihlung durch die normale Konvektion nicht aus, so
muf ein aktives Kithlsystem installiert werden (z. B. eine Wasserkiihlung). Vor Messun-
gen sollte die Spule einige Minuten mit dem gewiinschten Spulenstrom gespeist werden




48

(Aufwarmphase), da sich zuerst ein Gleichgewicht zwischen der konvektiven Kiihlung
und der Warmeerzeugung einstellen mufl. Solche Warmeprozesse sind relativ langsame
Vorgange.

4.7 Frequenzabhiangige Komponenten

Die Frequenzabhangigkeit der Selbstinduktivitat des verwendeten Meflwiderstandes fiir
die Strommessung muf fir Frequenzen iiber 50 Hz mitberiicksichtigt werden.

4.8 Spulensysteme und Kopplungen

Die Schwierigkeit bei der Realisierung von Spulensystemen auf einer Achse, d. h. die
Hintereinanderschaltung von Windungen, besteht darin, daff im Falle eines 'Leerlaufes’, in
diesen Spulen Spannungen induziert werden, deren Stréme wiederum ein Stérmagnetfeld
erzeugen. Daher sei vor der Realisierung solcher Systeme gewarnt. Bei orthogonalen
Spulensystemen, d. h. zweiachsigen oder dreiachsigen Spulenanordnungen kann hinge-
gen der oben genannte Effekt bei niedrigen Frequenzen oft vernachldssigt werden, da
lediglich die Radialkomponenten (bei runden Spulen immer sehr viel kleiner als die axi-
alen Felder) fiir einen storenden Einflufl zu beriicksichtigen sind. Bei héheren Frequenzen
(ca. ab 1 kHz) treten jedoch auch bei orthogonalen Spulensystemen Kopplungen in Er-
scheinung. MeBtechnisch konnen solche Kopplungen iiber eine Vergleichsmessung der
Induktivitat einer Spulenachse mit und ohne kurzgeschlossene Spuleneingange des jeweils
anderen Spulenpaares ermittelt werden. Hierdurch kann bei verschiedenen Frequenzen
eine Kopplungsmatrix erstellt werden.

4.9 Wicklung

Bei der Wicklung der Spule ist darauf zu achten, dafi die Kapazitat der Spule moglichst
gering wird. Die gesamte Kapazitat hangt in erster Linie von der Lagenkapazitat ab. Die
Kapazitaten zweier benachbarter Windungen sind im Vergleich zu den Lagekapazitaten
vernachlassigbar. Weiterhin sollte die Spule nach Moglichkeit aus einem Runddraht beste-
hen und Zusammenfiigungen vermieden werden. FEine kapazitatsarme Wicklung wird
dadurch erzielt, dafl die einzelnen Lagen exakt aufeinander zu liegen kommen, d. h. die
einzelen Windungen ihre Nachbarwicklung jeweils nur in einem Punkt bertihren. Lait sich
durch eine normale Lagenwicklung keine ausreichend gering verteilte Spulenkapazitét er-
reichen, so konnen spezielle Wickeltechniken wie z. B. Kammer-, Stufen- oder Pyramiden-
wicklung angewendet werden [29]. Die Wicklung kann zur Verhinderung von Verschiebun-
gen der Drahte durch dufiere Einwirkungen oder magnetische Feldkrafte mit Klebemittel
und Giefharz nach dem Wickeln auf dem Spulentrager fixiert oder vergossen werden.
Bei einem vollstandigen VergieBen ist jedoch zu beachten, dafi die Warmeleitfahigkeit
verschlechtert und somit eine Kiihlung der Spule durch Konvention der Luft erschwert
wird.
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4.10 Fertigungstechnische Hinweise

Fiir die Fertigung sind folgende Tips hilfreich:

e Abriebe von spanabhebenden Metallwerkzeugen sind bei der Herstellung des Spu-
lentragers zu verhindern

e Die Spulenkérper kénnen aus PVC oder Hartgewebe mit spezifizierten elektrischen
Isolationseigenschaften gedreht oder gefrast werden

e Wickeln des Drahtes kann sehr gut auf einer groflen Drehbank durchgefithrt werden:
Dazu Drehmaschine in Leerlauf schalten, Drehfutter manuell mit grofem Schrauben-
schliissel oder Rohr (grofier Hebel) drehen, der Support auf dem Kreuzschlitten kann
als Drahtzufiihreinrichtung umgebaut werden

e Wickeln des Drahtes sollte unter standigem, aber leichtem Zug erfolgen; die Win-
dungen sténdig zusammendriicken, um ein dichtes Spulenpaket zu erhalten

o Spulentragerringe beim Bohren der Abstandshalter (Passungen) aufeinanderlegen

e Werkstattzeichnungen von Spulentrager anfertigen (Beispiel siche Abb.4.2)

23 23
Helmholtzspulenanordnung -l "ﬁ —
] *
300 [280 " ! *d=16
300
[ { =
I
] 500
— 1
LT
Draufsicht
der 300
Bodenplatte 1 — 500
| S
900

Abb. 4.2: Werkstattzeichung einer einachsigen Helmholtzspulenanordnung
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4.11 Daten eines dreiachsigen Helmholtzspulesystems

Hier werden die technischen Daten des realisierten dreiachsigen Helmholtzspulensystems
vorgestellt. Die elektrische Berechnung, Dimensionierung und Test der Anordnung er-
folgte am Forschungszentrum Kalsruhe. Die mechanische Konstruktion und Fertigung
wurden von der Firma PhysicalSystemLabs in Braunschweig durchgefiihrt. Die einzelnen
Spulenpaare wurden mit unterschiedlichen Windungszahlen (N=6,36,45) versehen, um im
eindimensionalen Betrieb eine grofe Variabilitat der Feldintensitdt und des Frequenzbe-
reiches der erzeugten Felder zum Kalibrieren von magnetischen Feldsensoren zu erhal-
ten. Der gleichzeitige Betrieb aller drei Achsen (Dreiachsenbetrieb) ermdoglicht eine be-
liebige Einstellung des Feldstarkevektors. Uber welchen Intensitats- und Frequenzbereich
ein dreiachsiger Betrieb moglich ist, hangt neben einer entsprechenden Dimensionierung
ebenfalls von der Ansteuerung und des verwendeten Leistungsverstarkers ab. Durch Anle-
gen von Gleistromkomponenten kann zusatzlich das Erdmagnetfeld im Inneren der Spule
kompensiert werden.

Abb. 4.3: Dreidimensionale Helmholtzspule mit Spulenpaaren verschiedener Win-
dungszahlen (N=45,36,6) {32]
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Messung der Spulendaten einer dreidimensionalen
Helmholtzspulenanordnung

Im Rahmen des vorliegenden kleinen MeBprogramms wurden folgende Spulenparameter
meftechnisch bestimmt und berechnet:

Geometrische Grofien
Gleich- und Wechselstromwiderstand

. Induktivitit und Spulengiite bei fiinf verschiedenen Frequenzen
. Spulenkonstante

. Axiale und radiale Inhomogenitét

. Dauerstrombelastung

. Resonanzfrequenz

. Intensitétsbereich erzeugbarer Flu3dichten

. Kopplungen zwischen den Spulenpaaren

Allgemeines:

Folgende Mefigerite und Zubeh6r wurden verwendet:

RLC-Mefbriicke PM 6303 (Fa. Philips): MeBfrequenz bei 1 kHz; Genauigkeit: + 0,25 %
Digitale RLC-MefBbriicke GR1692 Digibridge (Fa. GenRad): 100 Hz, 120 Hz, 1 kHz, 10
kHz, 100 KHz; Genauigkeit <+ 0,2 %; bei 1 kHz: 0,05 %

6% -stelliges Digitalmultimeter HP 34401 (Fa. Hewlett Packard)

Elektromagnetische Feldsonde EMPF 2000 (Fa. SonTec): 5 Hz - 30 kHz; 8 nT - 1,2 mT, *
2 % Genauigkeit auf Bereichsendwert; eindimensional

EMDEX-II (Electric and Magnetic Field Digital Exposure System) (Fa. Enertech
Consultants): 40 - 800 Hz; 10 nT - 300 uT; + 5 % Genauigkeit auf Bereichsendwert; 3-
dimensional

Bipolarer Spannungsverstirker DCU 600-4 HF (Fa. Heiden):

DC-Leistung: 600 W; 200 W im 4-Quadrantenbetrieb, = 15 A, = 40 V, Bandbreite: DC ...
800 kHz

Funktionsgenerator PM5138 (Philips, Fluke) 0,1 mHz ... 10 MHz

10 m Q Kalibrierwiderstand (Fa. Burstner): Toleranz: + 0,03%, induktivititsarm
MeBschieber: 1000 mm + 0.05 mm

Mefschieber: 150 mm =+ 0.05 mm

Oszilloskop PM3234. 10 MHz Bandbreite; Eingangsimpedanz: 1 MQ und 20 pF ;
Tektronix Tastkopf: 10 MQ; 14 pF bei 10x

Effektive Hintergrundfeldstirken (mit EMDEX IT und EMFP2000 gemessen):

L

ohne Betrieb des Leistungsverstarkers: 10 nT
mit Leistungsverstirkers (Abstand 2 m von 3D-Helmholtzspulenanordnung) und
angeschalteter MefBelektronik: max. 50 nT
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Bemerkungen zu den berechneten und gemessenen Parametern:
¢ Wechselstromwiderstand Rac

Der Skineffekt tritt bei Drahtdurchmessern d = 2,6 mm ab 2,5 kHz deutlich in Erscheinung
(Rac/Roc = 2 %); bei 1 kHz ergibt ein berechneter Wert fiir Rac/Rpc von ca. 0,65 %.

o ‘C; C;-Methode’

Um die verteilte Kapazitit (Selbstkapazitit) der Spule direkt zu messen, ohne auf die
Thomsonsche Resonanzformel zuriickgreifen zu missen, wurde folgende MeBschaltung (‘C,
C,-Methode’) verwendet:

Spule

R R 4R,

i DC Aq o
| Td cl’cz

Generatoiﬂ ~~~~~ EL

1 MOhm Ll
_J
Oszilloskop

Abb. 4.4: MeBschaltung zur Bestimmung der Eigenkapazitit (‘C, C,-Methode’)

Die Genauigkeit dieser Methode ist jedoch nicht sonderlich hoch, da zwei
Resoananzfrequenzen (jeweils ca. 1 % Ungenauigkeit) ermittelt werden miissen, und die
Vergleichskapazititen ebenfalls frequenzabhéngig sind (siehe Tabelle) . Der 1 MQ Widerstand
dient zur Entkopplung des Resonanzkreises vom Innenwiderstand des Generators. An ihm

kann gleichzeitig mit dem Oszilloskop (1 MQ-Eingangswiderstand) das Resonanzverhalten
bestimmt werden.

Nennwert RLC-MeBbriicke | GR1692 |GR1692 |GR1692 |GR1692 | GR1692
PM6303

f= 1 kHz 100Hz |120Hz |1000Hz |10kHz |100kHz
C,=10nF |10,01 0,01 nF |9632,1pF |9632 pF |9575 pF |6933 pF | 1,750 nF
C,=1nF  |9997+0,03 pF |961,8 pF |961,7 pF | 956,06 pF | 688,1 pF | 2465 pF

Tab. 4.2: Eigenkapazitit der Spule bei verschiedenen Frequenzen. Der verwendete Widerstand wurde zu
R = 1,004 M bestimmt (gemessen mit HP34401A)

¢ Inhomogenitit:
1. Berechnung der Inhomogenitit:

Inhomogenitat A, des axialen Feldes und die Inhomogeniat /, des radialen Feldes definieren
sich wie folgt:
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Die Berechnung der Inhomogenitit ist mit der Naherungsformel (G1.2.82/2.83)
ath, =144 D32 00 54

: 125 125 125

rz
! 125 125
vorgenommen worden:

2. Messung der Inhomogenitiit:

Die Messung der Inhomogenitit wurde jeweils mit der x-Spule des EMDEX II durchgefiihrt.
Die Lage der x-Spule wurde markiert und die xy0-Ebene von -100 bis +100 mm im 20 mm-
Raster vermessen. Die Genauigkeit der Positionierung war kleiner als * 5 mm. Alle
Messungen fanden bei einer zentralen FluBdichte von 9,00 + 0,08 pT statt. Da die Auflosung
des EMDEX II 10 nT betrigt, ergibt sich eine MeBunsicherheit von 0,11 % + 1 digit. Die
Messung selbst wurde relativ durchgefiihrt, d. h. nach jedem MeBpunkt auf der xyO-Ebene
wurde die Differenz zum Zentralfeld gemessen. Sprang gerade das letzte Digit um, so wurden
nochmals 2 Wiederholungsmessungen durchgefiihrt. Hierdurch konnten langsame zeitliche
Schwankungen des  Spulenfeldes aufgrund von  Temperaturdriften  (ohmscher
Spulenwiderstand, Vorwiderstand, langsame Regelungsvorgéinge des Leistungsverstirkers, ...)
weitgehend kompensiert werden. Da das EMDEX in seiner Frequenzcharakteristik bei ca. 200
Hz sein Maximun besitzt, wurde diese Frequenz als MeBfrequenz gewihlt. Die effektive
Hintergrundfeldstirke lag an der Auflosungsgrenze des EMDEX (10 nT) und der Abstand zum
Leistungsverstirker betrug ca. 2m.

¢ Kopplungen:

Die Stiarke der Kopplungen zwischen den einzelnen Spulen wurden iber eine
Induktivitdtsmessung mit Hilfe der RLC-MeBbriicke Digibridge 1692 (Gen Rad) bei vier
verschiedenen Frequenzen gemessen. Hierzu wurde die Induktivitit jeweils mit und ohne
kurzgeschlossenen Klemmen der jeweils anderen Helmholtzspulenpaare bestimmt und die
folgende Kopplungsmatrix aufgestellt. Der Induktivitdtswert in der Diagonalen ist die absolute
Induktivitdt unter der Bedingung, daB sich alle anderen Spulenpaare im Leerlauf befinden. Die
anderen Werte geben die Induktivititsinderungen bei kurzgeschlossenen Spulenpaare
(horizontale Zeile) an. Die Testspannung bei dieser Messung betrug 1 V.

rot blau schwarz
rot 43728 mH 0,0000mH | 0,0000 mH
blau 0,2 uH (0,15%) |132,30 uH | 0,0000
schwarz | 0,0000 mH 0,0000 5,6292 mH

Tab. 4.3: ‘Kopplungsmatrix’ bei 100 Hz
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rot blau schwarz
rot 43370 mH 0,0000mH | 0,0000 mH
blau 0,2pH (0,15%) |132,15pH 0,003 uH
(0,02 %)
schwarz |0,0000 mH 0,0000 5,6122 mH

Tab. 4.4: ‘Kopplungsmatrix’ bei 1 kHz

rot blau schwarz
rot 42170 mH 0,016 mH 0,0000 mH
(0,038 %)
blau 0,22 pH (0,17 %) {130,16 uH 0,02 uT (0,02
%)
schwarz 0,0002 mH 0,0001 mH 5,4682 mH
(3,6%10° %) (1,8*10° %)

Tab. 4.5: ‘Kopplungsmatrix’ bei 10 kHz

rot blau schwarz
rot 9,428 mH kap. Kopplung kap. Kopplung
blau 0,57 uH (0,44 %) 127,97 uH 0,06 pH (0,046
%)
schwarz | 0,001 mH (7%10° %) |0,004 mH (0,028 | 14,150 mH
%)

Tab. 4.6: ‘Kopplungsmatrix’ bei 100 kHz

¢ Intensitiitsbereich erzeugbarer Fluidichten

Welche FluBdichten mit dem jeweiligen Spulenpaar erzeugbar sind, hangt zum einen von der
Spule selbst ab (Windungszahl, geometrische Abmessungen), zum anderen von der
verfugbaren DC- und AC-Leistung des Leistungsverstarkers.

Die maximal erzeugbare Feldstirke ist neben der Leistungsfihigkeit des Verstarkers durch die
Stromtrageféhigkeit des verwendeten Kupferdrahtes (d=2,6 mm) begrenzt. Bei diesen
Abmessungen kann die Spule noch bis zu einer Stromdichte von 3 A/mm® im Dauerbetrieb
stabil betrieben werden. Alle Spulenpaare wurden mit einem Strom von 15 A daraufhin
getestet.

Die minimal erzeugbare Feldstirke hangt vom Auflosungsvermogen des Leistungsverstirkers
und dem verwendeten Vorwiderstand ab. Mit einem 10 Ohm Vorwiderstand konnte mit dem
bipolaren Spannungsverstirker DCU 600 - 4 HF (Fa. Heiden) eine Stromauflésung von 0,1
mA erreicht werden. Durch relative Messungen (relativ zur Hintergrundflu3dichte) wurden
unter Verwendung des blauen Spulenpaars (N=6) noch 1 bis 2 nT aufgelost.




Technische Daten

1. Achse (schwarze AnschluBbuchsen):

auBere Abmessungen: 70 x 70 x85 cm®
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564 mm 564 mm 564 mm Mefischieber 1000 mm
innerer Durchmesser | 540 mm 540 mm 540 mm Mefschieber 1000 mm
mittlerer 552 mm 552 mm 552 mm Mefschieber 1000 mm
Durchmesser D
Helmbholtzabstand a 276 mm 279,0 mm Aa =3 mm (1,07 %)
Windungszahl N 45 45 45 9 Wdgen x 5 Lagen
Drahtdurchmesser d 2,6 mm 2,6 mm 2,6 mm MeBschieber 150 mm
Drahtliange | 78,04 m
Wickelbreite w 26,0 mm 26,2 +0,1 mm | 26,2 0,1 mm |MeBschieber 150 mm
Wickeltiefe t 13,0 mm 12,0 mm 12,0 mm Mefschieber 150 mm
Gleichstrom- 0,250 Q 0,279 Q 0,278 Q HP 34401
widerstand Rpc
Widerstand bei 0,250 Q 0,424 Q 0,423 Q - RLC-Mefibriicke PM
Wechselstrom + 0,002 Q 6303 bei 1 kHz
(Roct Rac) 0,4169 Q 0,4144 Q - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Selbstinduktivitit L | 2,39 mH 2,522mH 2,526 mH - RLC-MeBbricke PM
6303 bei 1 kHz
25179 mH |2,5241 mH - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Gegeninduktivitit M (552,34 yH 559,5 uH GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Induktivitdt der 5,885 mH 5,6015 mH GR1692 Digibridge
Helmbholtzzelle bei 1 kHz
2H(L+M)
Spulengiite O = oL 160,07 37,4 37,5 - RLC-MeBbrijcke PM
pulengtt R 6303 bei 1 kHz
37,96 38,25 - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Impedanzbetrag Z 15,02 © 15,85 15,87 RLC-MeBbricke PM
6303 bei 1 kHz
Spulenkonstante k 146.60 AT 145.74 AT EMFP 2009 bei 100 Hz,
SN SRR 0,03 ...3 A,
n=32; c,=0,897
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Inhomogenitit des <0,42 % <0,67 % EMDEX II bei 200 Hz;
axialen Feldes iiber B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)
120x120x120 mm

Inhomogenitét des <0,26 % <0,44 % EMDEX II bei 200 Hz;
axialen Feldes tiber B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)
eine Kugel mit

d=120 mm

Inhomogenitit des <3,22% <3,11 % EMDEX II bei 200 Hz;

axialen Feldes tiber
200x200x200 mm

Bo= 9,00 uT (xy0-Ebene)

max. Dauerstrom-

15,9 A (stabil)

mit 15 A (40 Hz)

A i
5 — kurzzeitig;
min

belastung I.x getestet
3 2 stabil
mm
Veranderung der -1,35% EMEFP 2000 bei 100 Hz,
Spulenkonstante 0,03..3A
von0.03 A .3 A
Veranderung der Yo
Spulenkonstante
bzgl. der Frequenz
(10Hz ... 10 kHz)
Eigenkapazitit C 457,32 pF 680,4 pF 719,0 pF - direkt aus Selbst-
resonanzfrequenz
610 pF 737 pF - mit ‘C, C,-Methode’
max. nutzbare s 10,8 kHz
Frequenz fi.x Foxe = 10 ‘
Selbstresonanz- 152,24 kHz 121,5+0,1 152,1+0,1 Berechnung wegen
frequenz f; kHz kHz ungenau bestimmter
Kapazitét, ungenau
Resonanzfrequenz des 107,73 kHz + 0,1 kHz
Systems f; o
Material HGW?2083 HGW2083 HGW2083 Hartgewebe
Kupfermasse M 3,68 kg
pro Spule

Tab. 4.7: Technische Daten des Spulenpaares mit den schwarzen Anschliissen (N=45)




2. Achse (blaue AnschluBbuchsen):
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axialen Feldes tiber
200x200x200 mm

duflerer Durchmesser |[6052mm |605,2 mm 605,2 mm MeBschieber 1000 mm
innerer Durchmesser [600,1 mm |600,1 mm 600,1 mm MeBschieber 1000 mm
mittlerer 602,65 mm |602,7 mm 602,7 mm Melschieber 1000 mm
Durchmesser D
Helmholtzabstand a 301,33 mm 301,6 mm Aa=0,3 mm (0,1 %)
Windungszahl N 6 6 6
Drahtdurchmesser d  {2,6 mm 2,6 mm 2,6 mm Mel3schieber 150 mm
Drahtlinge | 11,36 m
Wickelbreite w 18,2 mm 15,6 £0,1 mm [15,6 40,1 mm |MeBschieber 150 mm
Wickeltiefe t 2,6 mm 2,6 mm 2,6 mm MeBschieber 150 mm
Gleichstrom- 0,036 Q 0,044 O 0,0445 Q HP 34401
widerstand Rpc
Widerstand bei 0,036 Q 0,045 Q 0,045 Q - RLC-Mefbriicke PM 6303
Wechselstrom +0,0002 Q bei 1 kHz
(Rpct Rac) 0,0436 Q 0,0437 Q - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Selbstinduktivitat L 68,05 uH 60,3 pH 60,3 pH - RLC-MeBbriicke PM 6303
bei 1 kHz
58,92 yH 59,1 uH - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Gegeninduktivitit M 10,72 uH 12,27 uH GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Induktivitat der 157,3 uH 130,29 uH GR1692 Digibridge
Helmbholtzzelle bei 1 kHz
2*(L+M)
Spulengiite( = oL 11,88 8,387 8,376 - RLC—Mean’icke PM 6303
puiengy R bei 1 kHz
8,51 8,53 - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Impedanzbetrag Z 0,429Q 0,382 Q 0,381 Q RLC-MefBbriicke PM 6303
bei 1 kHz
Spulenkonstante k 17,903 iy 17,802 + 0,16 AT ]SI;)/I;P 2000 bei 100 Hz,
A A 5 . 3A
- 0,045 L
A
Inhomogenitit des <0,29 % < 0,33% EMDEX II bei 200 Hz
axialen Feldes tiber B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)
120x120x120 mm
Inhomogenitét des <0,29 % <0,22 % EMDEX 1I bei 200 Hz;
axialen Feldes iiber B,=9,00 uT (xy0-Ebene)
eine Kugel mit
d =120 mm
Inhomogenitit des <2,27% <222% EMDEX II bei 200 Hz;

B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)
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max. Dauerstrom-
belastung I«

150 A
(stabil)

mit 15 A getestet

A .
5 — kurzzeitig,
min

A .
33— stabil

Verianderung der
Spulenkonstante
von0,03A .. 3 A

0,25 %

mimn
EMFP 2000 bei 100 Hz,
0,03..3A

Verinderung der
Spulenkonstante
bzgl. der Frequenz
(10 Hz ... 10 kHz)

%

Eigenkapazitit C

100,2 pF

1227 pF

180 pF

125,8 pF

170 pF

- direkt aus Selbstresonanz-
frequenz
- mit ‘C; C,-Methode’

max. nutzbare
Frequenz .

T_SyS

fo.=
10

118,7 kHz

Selbstresonanz-
frequenz f;

1,92 MHz

1,85 MHz

1,827 MHz

Resonanzfrequenz des
Systems

1,187 MHz

Material

HGW2083

HGW2083

HGW2083

Hartgewebe

Kupfermasse M

0,45 kg pro
Spule

Tab. 4.8 : Technische Daten des Spulenpaares mit den blauen Anschliissen (N=6)




3. Achse (rote AnschluBBbuchsen):
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duBerer Durchmesser |649,0 mm 649,0 mm 649,0 mm Mefschieber 1000 mm
innerer Durchmesser | 6288 mm 628,8 mm 628,8 mm MeBschieber 1000 mm
mittlerer 638,9 mm 638,9 mm 638,9 mm MefBschieber 1000 mm
Durchmesser D
Helmbholtzabstand a 319,45 mm 322,05 mm Aa =26 mm (0,8 %)
Windungszahl N 36 36 36 9 Windungen x 4 Lagen
Drahtdurchmesserd  |2,6 mm 2,6 mm 2,6 mm Mefschieber 150 mm
Drahtlinge | 71,26 m
Spulenbreite w 26,0 mm 26,5 +0,1 mm | 26,5 £0,1 mm | MeBschieber 150 mm
Spulentiefe t 10,4 mm 10,1 40,5 mm | 10,0 +0,5 mm | MeBschieber 150 mm
Gleichstrom- 0,231 Q2 0,262 Q2 0,262 Q HP 34401
widerstand Rp¢
Widerstand bei 0,231 Q 0,359 Q 0,425 Q - RLC-Mefbriicke PM
Wechselstrom +0,0015 Q 6303 bei 1 kHz
(Rpct Rac) - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Selbstinduktivitit L 1,83 mH 1,980 mH 1,973 mH - RLC-MeBbriicke PM
6303 bei 1 kHz
1,9757mH [1,974mH |- GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Gegeninduktivitit M [409,15 uH 409,4 yH GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Induktivitdt der 4,478 mH 43591 mH GR1692 Digibridge
Helmbholtzzelle bei 1 kHz
2*@LAM)
Spulengiite 0 = wL (27,20 347 29,9 - RLC-MeBbriicke PM
puiengu R 6303 bei 1 kHz
35,18 30,75 - GR1692 Digibridge
bei 1 kHz
Impedanzbetrag Z 11,50 Q 12,45 Q 12,40 RLC-MeBbriicke PM 6303
bei 1 kHz
Spulenkonstante k uT uT EMFP 2000 bei 100 Hz,
101,33 N 101,37 == 0,03 ...3 A; 0, = 0,643
1042;:_T EMDEZX II bei 200 Hz
A 0,1..1A;0,=031
Inhomogenitit des #<0,23 % <0,33 % EMDEX 11 bei 200 Hz;

axialen Feldes iiber
120x120x120 mm

B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)
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Inhomogenitit des #<0,14 % <0,22 % EMDEX 1I bei 200 Hz;
axialen Feldes uber B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)
eine Kugel mit

d=120 mm

Inhomogenitit des #< 1,80 % <2,22% EMDEX II bei 200 Hz;

axialen Feldes liber
200x200x200 mm

B,= 9,00 uT (xy0-Ebene)

max. Dauerstrom-
belastung Imax

15,9 A (stabil)

mit 15 A getestet

A ..
5 — kurzzeitig;
mm

3 2 stabil
mm
Veranderung der 1,78 % EMEFP 2000 bei =100 Hz
Spulenkonstante
von03A ... .3 A
Veranderung der %
Spulenkonstante
bzgl. der Frequenz
(10 Hz ... 10 kHz)
Eigenkapazitat C 508 pF 783,3 pF 786,0 pF - direkt aus der Selbst-
resonanzfrequenz
772 pF 787 pF - mit ‘C; C,-Methode’
maximal nutzbare s 11,5 kHz
Frequenz fiux Frae = ?
Selbstresonanz- 165 kHz 127,8 kHz 127,8 kHz Aufgrund der ungenau
frequenz f; berechneten Kapazitat,
auch ungenaue
Resonanzfrequenz
Resonanzfrequenz des 115,0 kHz + 0,1 kHz
Systems
Material HGW2083 HGW2083 HGW2083 Hartgewebe
Kupfermasse M 3,37 kg je Spule

Tab. 4.9: Technische Daten des Spulenpaares mit den roten Anschliissen (N=36)
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Kapitel 5
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung und Berechnung
der Feldverhaltnisse einer Helmholtzspule dargestellt. Hierbei sind alle fiir die Praxis
wichtigen Formeln und Gleichungen eingerahmt worden, so dafl ein schnelles Auffinden
der wesentlichsten Zusammenhange ermoglicht wird. Anhand eines realisierten Spulensy-
stems wurden die analytisch und numerisch berechneten Feld- und Homogenitatsverlaufe
miteinander verglichen und mefitechnisch iberpriift. Zur Realisierung von solchen Spu-
lensystemen sind in diesem Bericht die nétigen Formeln fiir die elektrischen Spulengrofien
wie Selbst- und Gegeninduktivitat, Eigen- und Streukapazitaten, Resonanzfrequenz zu
finden. Auflerdem wurden wichtige Hinweise fir die Dimensionierung und Realisierung
von Helmholtzspulen gegeben. Auftretende Effekte wie der Skin- und Proximityeffekt,
sowie die Temperaturabhangigkeiten der Komponenten wurden bei der Dimensionierung
mitberticksichtigt. Die umfangreichen technischen Daten eines dreiachsigen Helmholtzspu-
lensystems fiir die Kalibrierung von Magnetfeldsensoren bilden, zusammengestellt in einer
tabellarischen Ubersicht, den Abschluff dieses Berichtes.
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Anhang A

A.1 MapleV-Programme

Fir die Auswertung der analytischen Ausdriicke wurden kleine Programme des Mathe-
matikprogrammpaketes MapleV-Release2 (Waterloo Maple Software) geschrieben. Sie
dienen der Berechnung von Feldverlaufen mit den elliptischen Integralen, der Gegenin-
duktivitat und des Nagoaka-Faktors fiir die Induktivitat von Spulen.

Berechnung der Gegeninduktivitit M eines Helmholtzspulenpaares
(Formel aus Simony S.364 abgeleitet)

> a:=1; #Helmholtzabstand a in m
> N:=46; #Windungszahl
> z:=a; #Abstand der Spulen (hier unter Helmholtzbedingung z=a)

> rl:=a; #Radius der 1. Drahtwindung
> r2:;=a; #Radius der 2. Drahtwindung
> muo:=4*Pi*1e-7; #Permeabilitit der Luft
a=1
N =46
z=1
rl =1
r2:=1
muo = .4 1()'6 .

> ki=sqrt((4*r1*r2)/(z~2+(r1+1r2)~2)); #Modulus
k= %,[5—
> El:=LegendreEc(k); #Elliptisches Integral 2, Ordnung
El= LegendreEc(%\/—S— )
> Kl1:=LegendreKc(k);  #Legendre Integral
K1 = LegendreK %—J’S_ )

> fi=((1-k"2/2)*K1-E1); .
f= % LegendreK %ﬁ j - LegendreEc(%\/—S_ )
> M:=muo*sqrt(z"2+(r1+r2)*2)*f;

M=410%/5 (% LegendreKc(% J5 ) - LegendreEc(%ﬁD

> evalf (M);

4940784640 10”0
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Maple V Programm zur Berechnung des Magnetfeldes eines

Helmbholtzspulenpaares

with(plots); #Zusatzgrafikpaket einladen

[animate, animate3d, conformal, contourplot, cylinderplot, densityplot, display, display3d,

Jieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, implicitplot, implicitplot3d, loglogplot,
logplot, matrixplot, odeplot, pointplot, polarplot, polygonplot, polygonplot3d,
polyhedraplot, replot, setoptions, setoptions3d, spacecurve, sparsematrixplot, sphereplot,
surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot |

Vorgaben:

N:=45; #Windungszahl der Spulen

J:=1.000; #Strom Iin A

a:=276; #Helmholtzabstand a in mm

z_max:=100; r_max:=100; #Bereich, in welchem das Feld berechnet werden soll (in
mm)

t1:="B_z-Komponente (in pT) eines Helmholtzspulenpaares mit =276 mm, N=45 und
I=1 A'; #Titel des 3D-Plots

t2:="B_r-Komponente (in pT) eines Helmholtzspulenpaares mit a=276 mm, N=45 und
I=1 A'; #Titel des 3D-Plots

t3:="Konturplot der Inhomogenitit eines Helmholtzspulenpaares mit a=276 mm, N=45
und I=1 A*; #Titel des 3D-Plots

t4:="Konturplot der radialen Inhomogenitit eines Helmholtzspulenpaares mit a=276
mm, N=45 und I=1 A*; #Titel des 3D-Plots

t5:="B_z-Komponente (in pT) mit Niherungsformel eines Spulenpaares mit a=276 mm,
N=45und I=1 A"; #Titel des 3D-Plots

t6:="Vergleich zwischen der Niherungs- und 'exakten' Losung der B_z-Komponente
(in pT) eines Spulenpaares mit =276 mm, N=45 und I=1 A"; #Titel des 3D-Plots
b:=a/2; #Abstand der Spulen vom Nullpunkt (in z-Richtung)
muo:=1.256637061e-6; #p o

k1:=sqrt((4*a*r)/((a+r)"2+(z-b)"2));

kln:=sqrt((4*a*abs(r))/((a+abs(r))"2+(z-b)"2));

K2:=sqrt((4*a*r)/((a+r)"2+(z+b)"2));

K2n:=sqrt((4*a*abs(r))/((a+abs(r))"2+(z+b)"2));

K1:=LegendreKc(k1); #Elliptisches Integral 1. Ordnung fiir z=b
Kin:=LegendreKc(kln); #Elliptisches Integral 1. Ordnung fiir z=-b; fiir negatives r
K2:=LegendreKc(k2); #Elliptisches Integral 1. Ordnung fiir z=+b
K2n:=LegendreKc(k2n); #Elliptisches Integral 1. Ordnung fiir z=+b; fiir negatives r
El:=LegendreEc(kl); #Elliptisches Integral 2. Ordnung fiir z=-b
Eln:=LegendreEc(kln); #Elliptisches Integral 2. Ordnung fiir z=-b; fiir negatives r
E2:=LegendreEc(k2); #Elliptisches Integral 2. Ordnung fiir z=+b
E2n:=LegendreEc(k2n); #Elliptisches Integral 2. Ordnung fiir z=+b, fiir negatives r
Brl:=((z-b)/(r*sqrt((a+r)"2+(z-b)"2)))*((((a"2+r"2+(z-b)*2)/((a-r)" 2+(z-b)"2)))*E1-K
1);

Brin:=((z-b)/(abs(r)*sqrt((a+abs(r))"2+(z-b)"2)))*((((a" 2+r"2+(z-b)*2)/((a-abs(r)) " 2+(
z-b)"2)))*E1n-K1n);
Br2:=((z+b)/(r*sqrt((a+r)"2+(z+b)"2)))*((((a"2+r"2+(z+b)"2)/((a-r)"2+(z+b)"2))) *E2-
K2);
Br2n:=((z+b)/(abs(r)*sqrt((a+abs(r))*2+(z+b)"2)))*((((a"2+r"2+(z+b)"2)/((a-abs(r)) "2
+(z+b)"2)))*E2n-K2n);

Bzl:=(1/sqrt((a+r)"2+(z-b)*2))* ( ( (a"2-r"2-(z-b)"2) /( (a-r)"2+(z-b)"2) ) *E1 + K1);
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Bzln:=(1/sqrt((a-r)"2+(z-b)"2))* ( ( (a"2-r"2-(z-b)"2) /( (a+r)"2+(z-b)"2) ) *Eln +
Kl1n);

Bz2:=(1/sqrt((a+r)"2+(z+b)"2))*(((a*2-r"2-(z+b)"*2)/((a-r)* 2+(z+b)"2))*E2+K2);
Bz2n:=(1/sqrt((a-r)"2+(z+b)*2))*(((a"2-r*2-(z+b)"2)/((a+r)" 2+(z+b)"2))*E2n+K2n);
Bell:=0.5*N*muo*J*(Bz1+Bz2)/Pi;

Belln:=0.5*N*muo*J*(Bz1n+Bz2n)/Pi;

Bellr:=0.5*N*muo*J*(Br1+Br2)/Pi;

Bellrn:=0.5*N*muo*J*(Brin+Br2n)/Pi;
Bm(z):=0.5*N*muo*J*1e9*a”2*(1/(sqrt(a”2+(z-b)"2))"3+1/(sqrt(a”2+(z+b)"2)"3));
Bo:=8*muo*N*J*1e9/(a*sqrt(125)); #Zentralfeld in uT

Bapprox(z):= Bo*(1-144/125*(z/a)"4); #Niherung fiir das axiale Feld
plot({Bm(z),Bapprox(z)},z=z_max..z_max); #Vergleich zwischen exakter Formel und
Niherung

Niherungsformel auBerhalb der Achse:

Babseits:=Bo*(1+1/a"4*(-144/125*z" 4+ 432/125*r"2*2"2-54/125*r"4));
3D-Plot von Niherungsformel:

plot3d(Babseits, z=100..100, r=-100..100, axes=boxed, orientation=[135,45],
grid=[51,26],tickmarks=[6,6,7],title=t5);

Ausgabe des Feldes, welches mit elliptischen Integralen berechnet wurde
(Halbe Seite):

plot3d(1e9*Bell, z=z_max..z_max, r=0..r_mazx, orientation=[30,45],
grid=[51,26],axes=boxed);

Vergleich zwischen Niherung und mit elliptischen Integralen berechneten
3D-Feldverldufen (Halbe Seite):

plot3d({1e9*Bell, Babseits}, z=z_max..z_max, r=0..r_max, orientation=[30,45],
grid=[51,26],axes=boxed,tickmarks=[6,6,7],title=t6);
Bellpos:=plot3d(1e9*Bell,z=z_max..z_max,r=0..r_mag, grid=[51,26], tickmarks=[6,6,7],
title=t1, axes=boxed,labels=['2','r",'B _z']);

Bellneg:=plot3d(1e9*Belln, z=-z_max..z_max,r=-r_max..0, grid=[51,26]);
display3d({Bellpos,Bellneg});

Ausdruck fiir das Radialfeld:

Bellrpos:=plot3d(1e9*Bellr, z=z_max..z_max, r=0.001..r max, grid=[51,26],
tickmarks=[6,6,7],title=t2, axes=boxed);

Bellrneg:=plot3d(-1e9*Bellrn, z=-z_max..z_max, r=-r_max..0.001, grid=[51,26],
tickmarks=[6,6,7]);

display({Bellrpos,Bellrneg});

Vergleich der Ndherungsformel und der Gleichungen mit elliptischen
Integralen: :

Brapprox:=1e9*Bo*(288/125*r*z"3-216/125*r"3*z)/a"4; #Niherungsformel fiir das
Radialfeld

Brapp:=plot3d(Brapprox,z=-100..100,r=-100..100,axes=boxed);
display({Bellrpos,Bellrneg,Brapp});
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>

Homogenititsberechnung h z=(B_z-B_o/B_0)*100
hz:=plot3d((-1+Bell/(1e-9*Bo0))*100, z=100..100,r=0..100,axes=boxed, grid=[51,26],
tickmarks=[6,6,6],title=t3);

hzn:=plot3d((-1+Belln/(1e-9*B0))*100, z=100..100,r=-100..0.001,axes=boxed,
grid=[51,26]);

display({hz,hzn});

Radiale Homogenitit h r=Bz/Bo

hr:=plot3d((Bellr/(1e-9*B0))*100, z=100..100,r=0.00001..100,axes=boxed,
grid=[51,26],tickmarks=[6,6,6],title=t4);

hrn:=plot3d((-Bellrn/(1e-9*Bo))*100, z=100..100,r=-100..0.00001,axes=boxed,
grid=[51,26]);

display({hr,hrn});

Berechnung von Nagoaka-Faktoren filir einlagige kurze
Helmholtzspulen mit verschiedenen Verfahren

1. Mit Ndherungsformel aus Wesby

2. Mit der Formel von Lorentz (1879)

3. Mit dem Algortithmus von Franwzi (1978)

p=2%a/w #Durchmesser 2*a durch Linge w der Spule

with(plots); #Zusiitzliches Grafikpaket

[animate, animate3d, conformal, contourplot, cylinderplot, densityplot, display, display3d,

fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, implicitplot, implicitplot3d, loglogplot,
logplot, matrixplot, odeplot, pointplot, polarplot, polygonplot, polygonplot3d,

polyhedraplot, replot, setoptions, setoptions3d, spacecurve, sparsematrixplot, sphereplot,

surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot|

1. Mit Ndherungsformel aus Wesby:

>
>
>

for p from O by 0.05 to 0.5 do; #Ausgabe iiber ein Intervall
p:=p:nagoa:=1/(1+0.45*p-5e-3*p~2);
od;

>
>
>

p:=38; #Einzelausgabe
nagoa:=1/(1+0.45*p-5e-3*p"2);
nagoa_w:=evalf{nagoa);

2. Mit der Formel von Lorentz:

>

w:=1;

>

p:=2*a/w;

>

\'

>

k:=2%a /sqrt(4*ar2+wA2);

nagoa:=(8/ (3*Pi))*(a/w)*((2*k2-1)/k*3*LegendreEc(k)+((1-kA2)/ kA 3)*LegendreKc(k)-1);

nagoa_l:=evalf{nagoa);

VVVVVYVVYVY

VVVYV

3. Mit den Beziehungen von Fawzi:

ti:="Nagoaka-Faktor fiir einlagige Spulen’;

w:=1;

as=w*p [2;

Z:=w;

k:=sqrt(z"2/(4%ar2+2z/2));

A:=1/(3*sqrt(1-kA2));

B:=2*k”2/({3*sqrt(1-k*2));
ci:=(2/Pi*Int({A*sin(x)*2+B*cos(x)"2)/ sqrt(kA2*cos(x)* 2+sin(x)*2),x=0..Pi/ 2));

nagoa:=(4*{a/w)*(ci-2/ (3*Pi))):
#fawzi:=(evalf(nagoa,12)); #Numerische Integration mit einer 12-stelliger
GlieRkommaarithmetik
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> logplot(nagoa,p=1..100, numpoints=100,title=ti,xtickmarks=20,ytickmarks=20,

> axes=boxed, style=patch);
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A.2 Numerische Feldberechnung

Von der in Kapitel 4 vorgestellten dreiachsigen Spule wurde mit dem auf der Finite
Elemente-Methode basierenden Feldberechnungsprogramm Maxwell (Fa. Ansoft) ein
mafstabsgetreues Modell erstellt (Abb. Al) und die Feldverhaltnisse fiir einige Strome
durchgerechnet. FEin Vorteil der numerischen Feldberechnung gegeniber analytischen
Rechnungen besteht darin, dal die Dicke des Wicklungspaketes leicht mitberiicksichtigt
werden kann. Auflerdem koénnen damit die komplexeren Feldverhaltnisse des Dreiachsen-
betriebes und Feldverzerrungen, die durch das Einbringen von metallischen Sensoren in
das homogene Helmholtzfeld simuliert werden.

Sputenpaar mit
blaven Anschliissen (N=6)

Raum
(Auere "Boundary—Box"
mit Neumannbedingung)

Spulenpaar mit
roten Anschliissen .
(N=36) Spulenpaar mit

schwarzen Anschliissen (N=45)

Abb. A.1: Numerisches Modell einer dreiachsigen Helmholtzspulenanordnung
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A.3 Maxwellspulen zur Erzeugung gleichformiger Flufl-
dichtegradienten

Mit einem sogenannten Maxwellspulenpaar (Bezeichnung nach [24]) lassen sich sehr gleich-
formige FluBidichtegradienten erzeugen. Ein Maxwellspulenpaar unterscheidet sich von
einem Helmholtzspulenpaar dadurch, dafl die Spulen im doppelten Abstand (2a) angeord-
net sein miissen. Die zwei Spulen der Maxwellanordnung werden aulerdem mit Strémen
jeweils entgegengesetzter Richtung betrieben. Das dazugehorige Achsenfeld eines solchen
Maxwellpaares errechnet sich unter Verwendung von Gl. 2.24:

Nla? —
Bz — I 2Ia 1 7 _ 1 - 3/2} (Al)
L(a2+(z—a)> (a2+(z+a))
_ pNIa? | 1 1 ]
2 [(22-2za+2a2)*% (22 + 2az + 202)*2
dB, ( §> puN Ia? [ 2z — 2a 22+ 2a ] (A2)
dz 2/ 2 |(22-22a+2a2)°% (224202 +2a2)°"° ‘
3 z+a z—a
= —uNId® -
2! [(z2 + 2z +2a2)%? (22— 2za+ 2a2)5/2]

Mit der analogen Vorgehensweise wie bei den Helmholtzspulen (Abschnitt 2.2.2) lassen
sich auch fir die Maxwellspulen die Feldverlaufe auflerhalb der Zentralachse berechnen.
Es muB lediglich der Abstand b = a und die Umkehrung des Feldes einer Spule (wegen der
umgekehrten Stromrichtung) beriicksichtigt werden. Unter Verwendung der Gleichungen
von Abschnitt 2.2.2 1a8t sich sofort eine entsprechende Modifizierung der Gleichungen
vornehmen. Bei Maxwellspulen ergibt die Superposition der Felder der zwei Spulen fol-
gende Feldkomponenten:

B,=B, (r,z + b) =B, (r,z — b) (A.3)
B,=B, (r,z+b)—B, (r,z — b) (A4)

Die dritte Komponente By im zylindrischen Koordinatensystem ist hier aus Symme-

triegriinden wieder gleich Null.
Ausfiihrlich lauten die Gleichungen A.3 und A.4:

_ BNIL (z+0) _ a? + 12+ (z+b)
B, = o r {\/(a—i—r)?—i—(z—}-b)? [ K (k) + (a—'r‘)2+(z+b)2E(k)} (A.5)
(z—b) - a2+7‘2+(z—b)2 ;
—\/(a+r)2+(z—b)2 [—K(k)+(a—-r)2+(z——b)2E(k)]}

pNT 1 a? — 1 — (z+b)°
o {\v/(a+r)2+(z+b)2 {K(k)_*- (a—r)2+(z+b)2E(k)}

_ 1 . (12—7‘2—(z—b)2 _
\ﬂa-l-T)? + (Z _ b)2 [K (k;) + (a _ 7‘)2 + (Z _ b)2E (k)}} (A6)
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Dabei bedeuten

(A7)

dar
(@+7)*+ (2 +b)°

(A.8)

4dar
(a+7)"+(z—b)"

und 2,

hon erlautert - die elliptischen Integrale 1.

.

- Wie Zuvor sc

und K(k), E(k) sind

Ordnung.

Mit den Gleichungen A.5 u. A.6 wurden die Feldverlaufe am Beispiel eines Maxwellspu-
lenpaares mit einem Radius a=0.276 m, N=45 Windungen und einem Strom von 1 A
mit einem Mathematikprogramm berechnet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen A
und A.4 zu sehen. Aus den dazugehdrigen Konturplots in den Abbildungen A

3
5und A.6

= 0 und der radiale

.

mm

ale Feldgradient grad B, von 0.4 £L an der Stelle r

axi

Gradient grad B, von 0.2 £L bei z=0 fiir einen Strom von 1 A entnehmen.

128t sich der

B,
inuT

100+

z in mm

Abb. A.3: Feldverlauf der B,-Komponente eines Maxwellspulenpaares mit einem

Radius a=276 mm, N=45, I=1 A
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Abb. A.4: Feldverlauf fir die radiale Feldkomponente B, eines Maxwellspulen-

paares mit dem Radius a=276 mm, N=45, I=1 A
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Abb. A.5: Konturplot der B,-Komponente eines Maxwellspulenpaares mit einem
Radius a=276 mm, N=45, =1 A
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Abb. A.6: Konturplot fir die radiale Feldkomponente B, eines Maxwellspulen-
paares mit dem Radius a=276 mm, N=45, I=1 A

83




84

Dieser iiber weite Bereiche lineare Feldgradient 188t sich mit Hilfe des Stromes steuern.

0B 3 Z+a Z—a
rad B,| _, = —=| = —uNId? - A9
s o 9z | ._o 2" [(22 + 20z + 2a2)*? (2% — 2za + 202)%? (4.9)
m= 25 Uy (A.10)
0z | gm0 4v/20?

Fiir das betrachtete Beispiel (Radius a=0.276 m, N=45) sind die verschiedenen Steigungen
m des axialen Feldvelaufs fiir einige Strome in Abbildung A.7 dargestellt.

B, awot - 5A
inuT 30T
e 4

ol )
250+ 3A
200+

2 A
150+

1A

05A

025 A

02A

z

" 400

Abb. A.T: Steuerungsmoglichkeit des Feldgradienten mit dem Strom

Der axiale Linearitatsfehler F berechnet sich als relativer Fehler des axialen Gradienten
zur Steigung m des Feldgradienten im Punkt r=0 und z=0:

SuNIa? [(22“;4_:;&2)5/2 - (22_.2;1;3&2)5/2}
F = 3uN -1
—\7—— I
4v/2a2
+a -4 |
o i B } 1 A1l
{(zz 4 20z + 20,2)5/2 (zz — 920+ 2a2)5/2 ( )

Der Verlauf dieses Linearitatsfehler ist fiir Spulen mit dem Radius a=0.276 m im Intervall
von z=-0.2 m bis + 0.2 m in Abbildung A.8 dargestellt. Es ist zu erkennen, daf§ der
Linearitatsfehler hier iiber eine Strecke von 30 cm kleiner als 5 % bleibt.
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Abb. A.8: Relativer Linearitatsfehler in %

a=0.276 m

fir eine Maxwellspulenanordnung mit




