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Zusammenfassung

In diesem Bericht wird der Einflul von Magnetfeldern auf dreidimensionale
Naturkonvektion untersucht. Hierzu werden die dimensionslosen Grundglei-
chungen in kartesischen Koordinaten hergeleitet und numerisch mit Hilfe
eines Finiten-Differenzen-Verfahrens in Rechteckgeometrien ausgewertet.

Zuerst wird das Modellsystem eines elektrisch isolierten Quaders untersucht,
der seitlich beheizt und gekiihlt wird. Es konnen systematische Untersuchun-
gen fir Variationen der Richtung des Magnetfeldes und der thermischen
Randbedingungen durchgefiihrt werden. Die wichtigsten Ergebnisse hierzu
sind:

e Je grofier die Komponente des Magnetfeldvektors senkrecht zur beheiz-
ten Wand wird, desto stiarker wird die Stromung unterdrickt.

e Magnetfelder mit groffen Komponenten parallel zur Gravitation oder
senkrecht zur beheizten Wand fiihren zu starken Uberhohungen der
Geschwindigkeit in den Eckbereichen. Die elektrischen Strome schlieflen
sich im Fluid.

e Dominiert die horizontale Magnetfeldkomponente parallel zur beheiz-
ten Wand, verschwinden die Geschwindigkeitsiiberhohungen. Die elek-
trischen Strome schlieflen sich iiber die Hartmannschichten.

e Sind alle Winde, die weder beheizt noch gekiihlt sind, perfekt warme-
leitend, verschlechtert sich der Warmeiibergang gegeniiber dem Fall,
wenn diese Wande alle adiabat sind.

Zusitzlich werden Rechnungen zu einem Experiment von Fumizawa durch-
gefihrt. Dieser hatte in einer Anordnung mit den Seitenverhdltnissen
12:6:1 bei einem horizontalen Temperaturgradienten fiir ein horizontales
Magnetfeld senkrecht zum Gradienten Untersuchungen zum Verhalten des
Warmeibergangs durchgefiithrt. Fir eine bestimmte Parameterkonstellation
wird ein besonderes Verhalten der Temperatur und damit verbunden eine
Forderung des Warmeiibergangs registriert. Diese Aussage wird durch di
eigenen Rechnungen bestétigt und erstmals erklért.

Schliefilich wird die Magnetokonvektion in einem 6:3:1-Behélter untersucht,
der von unten beheizt und von oben gekiihlt wird. Die wichtigsten Ergebnisse
fiir ein vertikales Magnetfeld lauten:

e Die Breite der einzelnen Konvektionsrollen hidngt von Rayleigh- und
Hartmann-Zahl ab. Steigende Rayleigh-Zahlen fiihren zu breiteren und
steigende Hartmann-Zahlen zu schmaleren Rollen.

e Sowohl fiir horizontale als auch fiir vertikale Geschwindigkeiten kénnen
Uberh6hungen in den Eckbereichen gefunden werden. Der elektrische
Strom schliefit sich auflerhalb der Hartmannschichten in zwei verschie-
denen Ebenen.




Three-dimensional numerical simulation of
natural convection under the influence of magnetic fields

Abstract

This report deals with the influence of strong magnetic fields on three-dimensional
natural convection. First the dimensionless basic equations are derived in cartesian
coordinates. This equations are solved numerically in rectangular domains with a
Finite-Difference-Method.

The following calculations investigate the flow in an electrically insulated cube which
is heated and cooled at side walls. It is possible to perform systematic computati-
ons for the variation of the direction of the magnetic field and thermal boundary
conditions. The most important results are:

e The more the component of the magnetic field vector perpendicular to the
heated wall is increased the stronger the natural convection is damped.

e For significant components of the magnetic field parallel to gravity or perpen-
dicular to the heated wall velocity profiles with strong jets near the corners
appear. Electric currents close within the fluid.
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the heated wall the velocity anish. Electri currents close through the
Hartmann layers.

With a dominating horizontal component of the magnetic field parallel to
y jets v

e In a case where all walls which are neither heated nor cooled are assumed to
be perfectly heat conducting the heat transport is less effective compared to
the case where this walls are all adiabatic.

Furthermore calculations are carried out to simulate an experiment of Moto Fumi-
zawa. This scientist investigated the heat transport in a rectangular enclosure of the
aspect ratios 12:6:1. The flow was driven by a horizontal temperature gradient and
influenced by a horizontal magnetic field perpendicular to the gradient. For certain
combinations of parameters he found a fluiddynamically strange temperature profile
and an improvement of heat transport. The computations confirme his findings and
explain this phenomenon.

Finally magnetoconvection in a 6:3:1 aspect ratio container heated from below is
investigated. The most important results for a vertical magnetic field are:

e The width of the convective rolls depends on Rayleigh- and Hartmann number.
Increasing Rayleigh numbers lead to wider rolls increasing Hartmann numbers
reduce the width of the rolls.

e Both horizontal and vertical velocities show jets near the corners. Electric
currents close outside the Hartmann layers in two different planes.
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1 Einleitung

Der Fusionsreaktor erscheint als eine der Mdglichkeiten, in Zukunft die wach-
sende Erdbevolkerung mit ausreichender Energie zu versorgen. Diese Proble-
matik wird zusehends verschirft, da fossile Brennstoffe nicht unbegrenzt zur
Verfligung stehen und auch ihre Verwendung unter dem Aspekt der Umwelt-
vertraglichkeit immer fragwiirdiger wird. Da regenerative Energien nur einen
begrenzten Beitrag zur kiinftigen Energieversorgung leisten konnen und die
konventionelle Kernenergie politisch zumindest in einigen L&dndern immer
schwerer durchsetzbar wird, ist es dringend erforderlich, neue Alternativen
der Energiegewinnung zu erforschen.

Fiir einen zukiinftigen Fusionsreaktor erscheint die Verschmelzung von Deu-
terium und Tritium,

D+T =“*He+n+17.6MeV, (1.1)

zur technischen Nutzung am aussichtsreichsten. Um diese Verschmelzung
iberhaupt zu ermoglichen, ist es erforderlich, die Abstoflungskraft der Kern-
ladungen zu iiberwinden. Hierzu wird den Teilchen die notwendige Energie
mittels einer Plasmaheizung in Form von kinetischer Energie zugefiihrt. Bei
den damit verbundenen Temperaturen liegen Deuterium und Tritium als io-
nisiertes Plasma, vor. Deshalb ist ihr kontrollierter Einschluf3 mit Hilfe starker
Magnetfelder moglich. Im sogenannten TOKAMAK-Konzept, das bereits um
1950 von russischen Wissenschaftlern vorgeschlagen wurde, sollen hierzu to-
roidale Magnetfelder verwendet werden.

Da die Brennstoftkomponente Tritium in der Natur so gut wie nicht vor-
kommt, muf} es iiber die Brutreaktion

Li + Nschnet —> T + *He + Migngsam — 2.5MeV, (1.2)
SLi + Niangsem — T+ ‘He+ 4.8MeV (1.3)
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Abbildung 1.1: Ansicht eines Fusionsreaktors (aus Toschi et al. [88]).



standig erzeugt werden. Hierbei ist vorausgesetzt, dafi Lithium als Ausgangs-
stoff eingesetzt wird. In Abbildung 1.1 ist der prinzipielle Aufbau eines Fu-
sionsreaktors dargestellt. Das Plasma befindet sich in einem torusférmigen
Behilter, dessen Wande vom sogenannten Blanket gebildet werden. Dieses
zwischen Plasma und supraleitenden Magnetfeldspulen angeordnete Blanket
hat folgende wichtige Aufgaben zu erfiillen:

e Erbriiten des fiir die Fusion erforderlichen Tritiums,

e Umwandlung der kinetischen Energie der Neutronen in thermische
Energie sowie Abfuhr dieser Energie und des erbriiteten Tritiums aus
dem Reaktorbereich, ‘

e Abschirmung der Magnetfeldspulen vor Strahlungsverlusten des
Plasmas,

e thermischer Schutz der ersten Wand des Reaktors.

Schon seit Mitte des 20. Jahrhunderts versuchen Wissenschaftler, tragfahige
Konzepte fiir ein Blanket zu entwickeln. Zur Zeit werden Anstrengungen un-
ternommen, aus einer Vielzahl verschiedener Konzepte das fiir einen zukinf-
tigen Fusionsreaktor erfolgversprechendste auszuwihlen. Eine Klasse dieser
zur Auswahl stehenden Konzepte stellen Fliissigmetall-Blankets dar. Hierbei
kann zwischen wasser- und selbstgekiihlten Blankets unterschieden werden.
Bei letzteren tibernimmt der als Fliissigmetall vorliegende Brutstoff, z.B. Li-
thium, zugleich die Funktion des Kihlmediums. Das hat den Vorteil einer
vergleichbar einfachen Konstruktion des Blankets. Nachteilig wirken sich die
groflen MHD-Druckverluste aus, die aus den hohen Stromungsgeschwindig-
keiten resultieren. Diese hohen Geschwindigkeiten sind erforderlich, um die
erste Wand des Reaktors effektiv zu kiihlen. Detailliertere Informationen zum
Thema Fusionsreaktor kénnen bei Badger [4], Strandbridge [83] und Toschi
et al. [88] gefunden werden.

In dieser Arbeit wird der Aspekt der Warmeabfuhr durch Naturkonvektion
aus dem Inneren eines selbstgekiihlten Reaktors untersucht. Dieser Aspekt
ist von grofler Bedeutung, da die Struktur des Fusionsreaktors nicht un-
zuldssig groflen thermischen Belastungen ausgesetzt werden darf. Hierzu
werden Grundlagenuntersuchungen zur Beeinfluung von Naturkonvektions-
stromungen durch starke Magnetfelder gemacht. In einem ersten Schritt
werden fiir diesen Fall die Grundgleichungen hergeleitet und dahingehend
vereinfacht, dafl den Bedingungen im Fusionsreaktor entsprochen wird. Da
das entstehende System von nichtlinearen, partiellen Differentialgleichungen
nicht geschlossen losbar ist, werden die Gleichungen numerisch gel6st. Da-
bei werden Tragheit und Reibung im gesamten Losungsgebiet berticksich-
tigt. Nach einer Validierung des numerischen Simulationsprogrammes werden
Rechnungen zu einigen ausgewéhlten Problemstellungen in Rechteckgeome-
trien durchgefihrt.




2 Grundgleichungen und
Randbedingungen

Naturkonvektionsstromungen unter Magnetfeldeinfluf kénnen durch die be-
kannten Grundgleichungen der Hydromechanik sowie der Elektrodynamik
beschrieben werden. Dies sind im einzelnen die Erhaltungsgleichungen fiir
Masse, Impuls und Energie aus der Hydromechanik und die Maxwell-
Gleichungen der Elektrodynamik. Da die Rechnungen in Rechteckgeometrien
erfolgen, werden die Gleichungen in kartesischen Koordinaten formuliert. Das
in Abbildung 2.1 eingefiilhrte Koordinatensystem wird im weiteren Verlauf
der Arbeit fiir alle Rechnungen verwendet. Wenn wir uns auf die Bedingun-
gen eines Fusionsreaktors beschrinken, konnen zahlreiche Vereinfachungen
eingefiihrt werden.

2.1 Vereinfachungen

2.1.1 Das Magnetfeld

Es ist bekannt, daf} folgende Beziehung zwischen einem Magnetfeld B und
der elektrischen Stromdichte j existiert:

V x B=Repj. (2.1)

Hierbei wird Re,, als magnetische Reynolds-Zahl bezeichnet. Sie ist definiert
als
Re,, = powvga. (2.2)

In dieser Kennzahl treten neben der magnetischen Permeabilitdt p die elek-
trische Leitfahigkeit o, die mittlere Geschwindigkeit vy des Fluids sowie eine

4
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Abbildung 2.1: Geometrie und Koordinatensystem.

charakteristische Lange a der Aufgabenstellung auf. Physikalisch kann sie als
Quotient aus dem durch die Stromdichte induzierten Magnetfeld und dem an-
gelegten Magnetfeld interpretiert werden. Typische Werte der magnetischen
Reynolds-Zahl liegen bei Fusionsanlagen in der Gréfenordnung von 1072 .
Deshalb ist es vertrethar, das induzierte Magnetfeld nicht zu beriicksichti-
gen (Hunt und Holroyd [38]). Dies hat bei den Berechnungen zur Folge, daf
das Magnetfeld zeitlich konstant ist und von einem vorgegebenen Wert nicht
mehr abweicht. Es mufl keine Gleichung zur Bestimmung des Magnetfelds

ausgewertet werden.

2.1.2 Das elektrische Feld

Da nach dem Induktionsgesetz von Maxwell das elektrische Feld mit der
magnetischen Induktion nach der Beziehung

-~ 0B
VXE=—-—— 2.3
8 ot (2:3)
verkniipft ist, verschwindet die Rotation des elektrischen Feldes aufgrund des
zeitlich konstanten Magnetfeldes. Deshalb darf an dieser Stelle rein formal

ein skalares elektrisches Potential ® nach
E=-Vd (2.4)

eingefiihrt werden.
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2.1.3 Elektrostatische Ladungen

Elektrostatische Ladungen koénnen sich aufgrund der hohen Leitfdhigkeiten
der im Fusionsblanket verwendeten Fliissigmetalle praktisch nicht bilden
(Chang und Lundgren [11]). Deshalb bleibt der Term pgE in den Impuls-
gleichungen unberiicksichtigt. Hierbei steht p, fiir die elektrostatische La-
dungsdichte. Der Fehler, der durch Weglassen dieses Termes entsteht, ist von
der Groflenordnung

|92

=
wobei |7] fiir den Betrag der Stromungsgeschwindigkeit und ¢ fiir die Licht-
geschwindigkeit steht (Chandrasekhar [10]). Dies ist bei nichtrelativistischer
Stromung vertretbar.

2.1.4 Stoffeigenschaften

Alle Stoffdaten werden im Verlauf einer Rechnung als zeitlich und 6rtlich
konstant angenommen. Eine Ausnahme macht hierbei nur die Dichte p im
Auftriebsterm der Impulsgleichungen. Man nimmt an, daf sie von der Tem-
peratur linear abhingt. Diese Annahme ist als Boussinesq-Approximation
bekannt.

2.1.5 Ohmsches Gesetz

Bei der Herleitung des Ohmschen Gesetztes werden folgende Ausdriicke nicht
beriicksichtigt:

e Der Strombeschleunigungsterm,
er beschreibt den Einflul der Trigheit freier Ladungen,

e der Hall-Term, .
er beschreibt den Stromflufl freier Ladungstrager aufgrund j x B,

e der Druck-Term,
er beschreibt die Elektronendiffusion aufgrund eines Druckgradienten,

e und der Seebeck-Effekt,
er beschreibt die Elektronendiffusion aufgrund eines Temperaturgradi-
enten.

All diese Effekte spielen in einem Fusionsreaktor keine Rolle. Fiir eine detail-
lierte Betrachtung kann eine Arbeit von Sterl [82] herangezogen werden.
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2.1.6 Dissipation

In der Energiegleichung werden keinerlei Dissipationseffekte beriicksichtigt,
da diese normalerweise bei Naturkonvektionsstromungen keine bedeutende
Rolle spielen (Gershuni und Zhukhovitskii [27]). Dies hat zur Folge, daf§ der
Term

D=n [rotzz')'— 2 div(7 X rotd) + Aﬁz] ) (2.5)
der fiir den inkompressiblen Fall die Dissipation ausdriickt, in der Energie-
gleichung vernachléssigt wird. Dabei ist 7 die dynamische Viskositat und o/
der Geschwindigkeitsvektor.

2.2 Dimensionslose Gleichungen

Unter Einbeziehung obiger Vereinfachungen kann aus den Erhaltungsglei-
chungen der Hydrodynamik und den Maxwell-Gleichungen ein dimensions-
loses Gleichungssystem zur Beschreibung von Naturkonvektionsstromungen
unter Magnetfeldeinflufl hergeleitet werden. Dieses Gleichungssystem besteht
aus neun skalaren, partiellen, nichtlinearen Differentialgleichungen:

Der Kontinuitatsgleichung,

Vi=0, (2.6)
den Impulsgleichungen,
617 — 2 PT 2 PT - — PT - —
— = [— — m— 2.
8t+(z’1’V)v M ”Ra Vp+M o (,]><B)—H/R(JL AT+Tk, (2.7)

dem Ohmschen Gesetz,

j=-Ve+7xB, (2.8)
der Ladungserhaltung,
vVi=0, (2.9)
und der Energiegleichung,
T
o VT = — AT + Rajy, Ra™% Pro%, (2.10)

ot v RaPr

wobei der Term Ray, Ra™% Pr7 die Wirmequelldichte und Rajy, die mit in-
neren Warmequellen gebildete Rayleigh-Zahl darstellt. Die Geschwindigkeit
7, der Druck p, die elektrische Stromdichte j’, das Magnetfeld E, das elektri-
sche Potential ® und die Temperatur T sind bereits dimensionslos gemacht.
Ihre Normierung kann dem Anhang entnommen werden. Der Normalenein-
heitsvektor in Richtung der Gravitation wird durch & gekennzeichnet.
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Zur Beschreibung des physikalischen Problems sind vier nichtgeometrische,
dimensionslose Kennzahlen ausreichend. Dies ist zuerst die Hartmann-Zahl
M. Sie ist wie folgt definiert:

M= aB, \/% \/elektrodynamlsche Kraft | (2.11)

Reibungskraft

Dabei ist a eine charakteristische Lange, By das von auflen angelegte Magnet-
feld, o die elektrische Leitfahigkeit und 7 die dynamische Viskositdt. Phy-
sikalisch steht die Hartmann-Zahl fiir die Wurzel aus dem Quotienten aus
elektrodynamischer Kraft und Reibungskraft. Sie kann als Ma$ fiir die Stérke
des Magnetfeldes interpretiert werden.

Ein Ma8 fiir die Starke der Naturkonvektion ist die Rayleigh-Zahl. Sie wird
nach

AT ga® Leistung der Auftriebskraft
Ra — B ga eis ung er‘ u ‘rle skra (2.12)
VK Dissipationsleistung

gebildet. In diesem Zusammbhang steht 3 fir den thermischen Volumenaus-
dehnungskoeflizienten, AT fiir eine charakteristische Temperaturdifferenz, g
fir die Erdbeschleunigung, a fiir eine charakteristische Lange, v fiir die kine-
matische Viskositit und & fiir die Temperaturleitfihigkeit. Wird die Konvek-
tionsstromung nicht durch einen dufleren Temperaturgradienten angetrieben,
sondern durch innere Warmequellen, ergibt sich die Definition einer weiteren
Rayleigh-Zahl

Bqga® Leistung der Auftriebskraft

2.13
v2 dw Dissipationsleistung ( )

Rajy, =

Gegeniiber der ersten Definition der Kennzahl tauchen nun mit g eine
Wirmequelldichte und mit Ay, die Warmeleitfahigkeit auf. Beide Kennzah-
len représentieren physikalisch den Quotienten aus den Leistungen der Auf-
triebskraft und der Dissipation. Als vierter Ahnlichkeitsparameter beschreibt
die Prandtl-Zahl

Impulses e 1 4o

(2.14)

P v diffusive Transportgeschw. des
r= - : :
K diffusive Transportgeschw. der Temperatur

die Eigenschaften des verwendeten Fluids. Genauer gesagt beschreibt sie das
Verhéltnis der diffusiven Transportgeschwindigkeiten von Impuls und Tem-
peratur.

Anstelle Gleichung (2.9) kann auch die Gleichung

A® = V(7 x B) (2.15)
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verwendet werden. Man erhilt sie, indem man auf das Ohmsche Gesetz die
Divergenz anwendet und Gleichung (2.9) beriicksichtigt. Im Losungsalgorith-
mus des Simulationsprogramms wird mit Gleichung (2.15) gearbeitet, da
Gleichung (2.9) ebenso wie Gleichung (2.6) eine unangenehme Bedingung
darstellt.

Obiges Gleichungssystem enthélt zahlreiche Kopplungen. Eine bedeutsame
Kopplung besteht zwischen den Impulsgleichungen und der Energiegleichung.
Die in der Energiegleichung bestimmten Temperaturen gehen in den Im-
pulsgleichungen iiber den Auftriebsterm Tk bei der Berechnung der Ge-
schwindigkeiten ein. Andererseits werden diese Geschwindigkeiten im kon-
vektiven Term der Energiegleichung bendtigt, um die Temperatur bestimmen
zu konnen.

Ebenso sind die Impulsgleichungen mit dem Ohmschen Gesetz iiber den Term
7 x B verkniipft. Zusatzlich gehen im Ohmschen Gesetz die in den Impulsglei-
chungen bestimmten Geschwindigkeiten ein. Gleichzeitig wird im Ohmschen
Gesetz das elektrische Potential aus Gleichung (2.15) benétigt, das seinerseits
wiederum mit Hilfe der in den Impulsgleichungen bestimmten Geschwindig-
keiten berechnet wird.

Gegeniiber der Hydrodynamik verliert in der Magnetohydrodynamik die Rei-
bung an Bedeutung. Dies kann anhand der Gewichtung der einzelnen Terme
in den Impulsgleichungen aufgezeigt werden. Der Betrag der Multiplikato-
ren vor dem Druck- bzw. elektrodynamischen Term und dem Reibungsterm
unterscheidet sich um den Faktor A2, Dies bedeutet, daf schon bei einer
Hartmann-Zahl von M = 100 der Reibungsterm um vier Groéfienordnungen
niedriger gewichtet wird. Auch der Auftriebsterm ist gegeniiber dem Rei-
bungsterm wesentlich bedeutsamer, seine Gréflenordnung liegt unabhangig
von den dimensionslosen Kennzahlen bei Eins. Bei fiir diese Arbeit typischen
Parameterkonstellationen (Pr = 1072, Ra ~ 10°), ergibt sich fiir den Multi-
plikator vor dem Reibungsterm ein Wert in der Gréfenordnung 1074

Fiir die Energiegleichung kénnen dhnliche Betrachtungen angestellt werden.
Der Multiplikator vor dem diffusiven Term nimmt fiir typische Parame-
terwerte die Groflenordnung 1072 an. Die GroBenordnung des konvektiven
Terms ist stets Eins. Damit ist der diffusive gegeniiber dem konvektiven Term
deutlich schwicher gewichtet. Allerdings spielt der diffusive Term trotzdem
eine Rolle bei den numerischen Rechnungen.

2.3 Randbedingungen

Um das physikalische Problem l6sen zu konnen, ist neben dem Aufstellen ei-
nes Gleichungssystems die Vorgabe von Randbedingungen notwendig. Nach-
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stehend werden die moglichen Randbedingungen fiir die einzelnen physikali-
schen GréBen angegeben. Hierbei ist 7 der Einheitsvektor normal zur Wand,
der Einheitsvektor tangential zur Wand und 7; die Schubspannung tangential
zur Wand.

Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit:

e Als Randbedingung fiir die Geschwindigkeit kann die bekannte Haft-

bedingung .
6‘Vand = 0 (2. 16)

vorgegeben werden.

e Als zweite Moglichkeit konnen schubspannungsfreie Oberflichen gemésf
67} 3’Ut

5;1,- Grenz fliche =0 = Un = 0 ! “ég

realisiert werden. Hierbei steht v, fiir die Geschwindigkeitskomponente

normal zur Grenzfliche und v, fiir die Geschwindigkeitskomponente
tangential zur Grenzflache.

=0 (2.17)

Randbedingungen fiir die Temperatur:

e Im Falle einer beheizten oder gekiihlten aber auch einer perfekt wirme-
leitenden Wand bleibt die Wandtemperatur an einem festen Ort zeitlich
konstant. Die Randbedingung ergibt sich in diesen Féallen einfach zu

Twanda = const. (2.18)

e Wenn ein konstanter Warmestrom die Wand durchdringt, resultiert die
Neumann-Randbedingung

oT
Bn Wand

Als Sonderfall sind hierbei adiabate Winde enthalten. Fiir sie ergibt
sich die entsprechende homogene Neumann-Randbedingung %?: = 0.

= const. (2.19)

Randbedingung fiir den Druck:

e Aufgrund des Fractional-Step-Verfahrens ergibt sich eine Neumann-

Randbedingung
dp

_a_n Wand
Erlduterungen zur Herleitung dieser Randbedingung kénnen bei Peyret
und Taylor [74] entnommen werden.

0. (2.20)
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Randbedingungen fiir das elektrische Potential:

e Im Falle elektrisch isolierender Wénde ergibt sich fiir das Potential die
homogene Neumann-Randbedingung

0o

5 lvens = O (2.21)
da in diesem Fall kein elektrischer Strom in die Wand eintreten darf.

e Im Falle elektrisch perfekt leitender Wénde gleichen sich alle Poten-
tialunterschiede unverziiglich aus, und es stellt sich in der Wand ein
konstanter Wert fiir das Potential ein. Dieser Wert kann ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit auf

Pwanda = 0 (2.22)

gesetzt werden, da Potentiale in den Bestimmungsgleichungen
ausschliellich als Gradient auftreten.

Randbedingungen fiir die Stromdichte:

e Bei Vorliegen von elektrisch isolierenden Winden tritt kein Strom in
die Wand ein. Die Normalkomponente der Stromdichte verschwindet.
Dies ist gleichbedeutend mit

Jo7tlwena = 0. (2.23)

e Bei Vorliegen von elektrisch perfekt leitenden Wanden fliefit der ge-
samte Strom in die Wand. Die Tangentialkomponente der Stromdichte
verschwindet. Dies ist gleichbedeutend mit

Jtlwama = O. (2.24)




3 Numerische Grundlagen

3.1 Allgemeines

Die grundlegende Vorgehensweise, auf die viele numerische Naherungsverfah-
ren bei der Losung von Differentialgleichungssystemen zuriickgreifen, besteht
darin, dafl diese Gleichungen nicht kontinuierlich im gesamten Gebiet gelost
werden, sondern ausschliefilich an diskreten Stiitzstellen. Das gebrauchlich-
ste Verfahren dieser Art ist die Finite-Differenzen-Methode (FDM). Es gibt
jedoch auch Verfahren, bei denen dies nicht der Fall ist. In diesem Zu-
sammenhang wiren Finite-Element-Methoden (FEM) und Spektralverfah-
ren zu nennen. Die Vorteile der FEM sind sicherlich die guten lokalen
Auflosungsmoglichkeiten und die Flexibilitat bei unregelméafiigen Geome-
trien. Auf der anderen Seite sind FEM sehr aufwendig und es sind noch keine
schnellen Losungsverfahren verfiigbar. FDM sind dagegen recht einfach ein-
setzbar und verfiigen iiber schnelle Gleichungsloser. Dafiir sind sie zumeist
auf rechteckige Losungsgebiete angewiesen. Die Spektralverfahren besitzen
gute Konvergenzeigenschaften und erzeugen keine numerische Diffusion, sind
jedoch nur bei kohdrenten Problemen und einfachen Geometrien verwendbar.

Fiir diese Arbeit wird ein numerisches Simulationsprogramm von Lenhart
[54], das isotherme, magnetohydrodynamische Strémungen in Rechteck-
kandlen behandelt, um die Energiegleichung erweitert. Zusitzlich muf} in
den Impulsgleichungen und damit auch in der Druckgleichung der Auftrieb
beriicksichtigt werden. Um transiente Rechnungen zu erméglichen, wird ein
numerisches Verfahren eingefiihrt, das die Zeit mit héherer Genauigkeit als
das zuvor verwendete Euler-Vorwirts-Verfahren auflést. Hierzu wird das
Adams-Bashfort-Verfahren ausgesucht. Da in der Literatur keine ausreichen-
den Angaben zu den Eigenschaften des Verfahrens verfiigbar sind, wird eine
Neumannsche Stabilitdtsanalyse dieses Verfahrens durchgefiihrt.

12
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Das vorliegende Programm mit dem Namen MAKON benutzt eine FDM als
Naherungsverfahren. Hierbei werden die kontinuierlichen, nichtlinearen, ge-
koppelten Differentialgleichungen durch Differenzengleichungen angenihert,
die an dquidistanten, diskreten Stiitzstellen ausgewertet werden. In den je-
weiligen Differentialgleichungen werden die Ableitungen durch Differenzen-
quotienten ersetzt, welche als abgebrochene Taylor-Reihen angesehen werden
konnen. Derjenige vernachldssigte Term, der die Gitterweite in der kleinsten
Potenz enthélt, gibt die Fehlerordnung des Verfahrens an. So kann der Term
92 an einer festen Stiitzstelle i eines Rechengitters auf folgende Weise an-

8z
gendhert werden:

O P T Pi 2
7 Py wea + O(Az?).

Dabei steht ¢ fiir eine beliebige physikalische Grofle, und ¢; 1, bzw. @,
bezeichnen den Wert der Grofle ¢ an einer diskreten Stutzstelle, die um die
Ortsschrittweite Az von der Stiitzstelle i entfernt ist. Dies entspricht einer
Néaherung mit dem Zentralen-Differenzen-Verfahren 2. Ordnung.

Das verwendete Maschennetz ist geradlinig, orthogonal und dquidistant. Ins-
besondere wird ein versetztes Maschengitter benutzt, bei dem die Skalare
wie Druck, Temperatur und elektrisches Potential im Zentrum des Kon-
trollvolumens positioniert sind. Die Vektorkomponenten dagegen, wie sie bei
Geschwindigkeit, elektrischer Stromdichte und Magnetfeld auftreten, stehen
senkrecht auf den Berandungen des Kontrollvolumens (sieche Abbildung 3.1).
Skalare und Vektorkomponenten befinden sich also nicht wie beim reguldren
Gitter an gleicher Stelle. Diese Vorgehensweise ist mit einem stark erhéhten
Aufwand verbunden und bringt bei der Formulierung der Randbedingungen
Probleme, da einige Grofien dort nicht definiert sind. Bei der Diskretisierung
der Impulsgleichungen miissen zum Teil Geschwindigkeiten aus vier benach-
barten Werten gemittelt werden, eine Eigenschaft, die die diskretisierten Glei-
chungen schnell uniibersichtlich machen. Selbstverstdndlich sprechen auch
gute Griinde dafiir, ein versetztes Maschennetz zu verwenden. Bei der Diskre-
tisierung auf einem reguliren Gitter tritt bei inkompressiblen Problemen das
Phanomen auf, daf} fiir das Druckfeld eine Lisung generiert werden kann, die
unphysikalische Oszillationen aufweist und trotzdem die Impulsgleichungen
erfiillt. Dies kann deshalb geschehen, da in den Impulsgleichungen stets nur
der Gradient des Druckes und nicht der Wert des Druckes selbst auftaucht.
Bei Verwendung eines versetzten Maschengitters konnen diese Oszillationen
nicht auftreten (Patankar [72]). Ein weiterer entscheidender Vorteil folgt aus
der Tatsache, daf die Flufigrofien direkt an den Grenzen der Kontrollflichen
vorliegen. Dadurch werden die diskretisierten Erhaltungssétze fiir elektrische
Stromdichte und Masse exakt erfillt, da die Vektorkomponenten genau da
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Abbildung 3.1: Das versetzte Maschengitter.

verfigbar sind, wo sie fiir die Bilanzierung benétigt werden. Fehler durch
Mittelungen sind daher ausgeschlossen. Vor ailem die strikte Einhaltung der
Kontinuitatsgleichung ist fiir gute numerische Ergebnisse unerldfilich, so rea-
giert z.B. gerade die Energiegleichung sehr empfindlich auf eine Verletzung
dieser Bedingung mit kiinstlichen inneren Warmequellen und -senken.

Bei der Diskretisierung der konvektiven Terme wie z.B. u%’j wird die soge-
nannte Erhaltungsform verwendet. Sie liefert gegentiber der Konvektionsform
Ergebnisse mit hoherer Genauigkeit (Giinther [28]). Dariiber hinaus wird si-
chergestellt, dafi keine zusdtzlichen Quell- oder Senkenterme fiir die Masse
generiert werden. Dies ist bei Anwendung der Konvektionsform méglich und
zwar auch dann, wenn numerische Schemata eingesetzt werden, die eigentlich
die diskrete Kontinuitédtsgleichung erfiillen. Betrachten wir den Term
9¢p  dp Iy
U—+ V7 + W
Oz dy Oz’
wie er in Impuls- und Energiegleichung vorkommt, wobei ¢ wiederum eine
beliebige skalare Gréfie oder Vektorkomponente ist. Die Erhaltungsform die-
ses Ausdrucks lautet:
O(up)  O(vy) | O(wy)
+ + .
oz dy 0z
Diese Ausdriicke sind im allgemeinen nicht identisch, lassen sich jedoch in-
einander iiberfiihren, wenn die inkompressible Kontinuitédtsgleichung
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u v, 0w _
or 0Oy Oz
erfiillt ist. Dies ist durch Umformen der Erhaltungsform mittels der Pro-
duktregel der Differentiation sofort einsichtig. Wahrend die kontinuierlichen

Terme identisch sind, trifft dies bei den diskreten Termen nicht zu. Hier ist
es unmoglich, durch Umformen eines Ausdruckes den anderen zu erhalten.

0

3.2 Zeitliche Diskretisierung

Sowohl in den Impulsgleichungen als auch in der Energiegleichung ist die
Zeitdiskretisierung explizit durchgefiihrt. Dabei kann zwischen zwei verschie-
denen Verfahren ausgewéhlt werden. Dies ist zum einen die Euler-Vorwérts-
Methode und zum anderen das Adams-Bashfort-Verfahren. Fiir Produktions-
rechnungen wird das Adams-Bashfort-Verfahren verwendet, wenn transiente
Vorgange aufgelost werden miissen. Ist man nur an stationdren Endlésungen
interessiert, wird die schnellere Euler-Vorwirts-Methode eingesetzt. Expli-
zite Verfahren haben die Eigenschaft, dafl zur Berechnung aller Werte zu
einem neuen Zeitpunkt ausschlieSlich Werte zu schon bekannten alten Zeit-
punkten herangezogen werden. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dafl nicht
wie bei impliziten Verfahren grofie, nur teilweise vektorisierbare Gleichungs-
systeme gelost werden miissen. Dariiber hinaus ist die Programmierung ex-
pliziter Verfahren aufgrund ihrer Ubersichtlichkeit wesentlich einfacher und
damit schneller vollziehbar. Nachteilig sind dagegen die bei diesen Verfah-
ren vorhandenen Beschriankungen des Zeitschritts. Teilimplizite Verfahren
wie z.B. das ADI-Verfahren erscheinen unvorteilhaft, da sie nur ein Zeitli-
mit, meist das diffusive, beseitigen konnen. Hilfreich wiren nur vollimplizite
Verfahren wie z.B. das Crank-Nicholsen-Verfahren, die unbedingt stabil sind.
Dieses Verfahren miifite dann aber bei allen Zeitdiskretisierungen eingesetzt,
werden. Da aber Lenhart die Impulsgleichungen explizit behandelt, ist es
nicht sinnvoll, beim Einbau der Energiegleichung ein aufwendiges vollimplizi-

tes Verfahren anzustreben, da die Zeitlimits der Impulsgleichungen bestehen

bleiben.

3.2.1 Euler-Vorwarts-Methode

Betrachten wir die allgemeine Differentialgleichung

g—f—H(go,m,y,z,t)zO , (3.1)
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so wird bei der Euler-Vorwarts-Methode die zeitliche Diskretisierung wie folgt
vorgenommen :

O ntl _ on.

b, = TEGTEro0) = HL . ()
Dies ist eine Naherung 1. Ordnung. Hierbei bezeichnen i, j und k diskrete
Stiitzstellen in x,y und z-Richtung in einem Rechengitter. Das hochgestellte n
bzw. n+1 steht fiir einen festen, diskreten Zeitpunkt. Fiir diese Methode exi-
stieren mehrere Beschrankungen im maximal einsetzbaren Zeitschritt. Zum
ersten mufl das nach Courant, Friedrichs und Levy benannte CFL-Kriterium
erfiillt werden. Es bringt nachstehende Restriktion fiir At :

jul Jv]  w]]”
Atgony < . 3.3
b A$+Ay+Az (3:3)

Physikalisch bedeutet diese Restriktion, daf} die Entfernung, die eine Storung
wahrend eines Zeitintervalls At durch Konvektion zurticklegen kann, geringer
sein muf als der kleinste Abstand zweier Gitterpunkte (Hirsch [36]). Dies be-
deutet, dafl der physikalische Einflulbereich in demjenigen der diskretisierten
Gleichungen enthalten sein musf.

Auch fiir eine diffusiv transportierte Stérung muf} ein dquivalentes Zeitlimit
gelten, wobei die Geschwindigkeiten u,v und w durch eine Diffusionsgeschwin-
digkeit Z2 ersetzt werden miissen. Dabei ist xp eine allgemeine Diffusivitit.
Nun ist kp fiir Energie- und Impulsgleichungen verschieden. Es gilt:

1 v Pr
ED energie = —/——— s KD, impuls = .
v RaPr ' v Ra

Daraus ergibt sich sofort das diffusive Kriterium

Az? + Ay? + Az2] (3.4)

J

Atyiry <

[1 1 117!

Diese beiden Beschrankungen miissen einzeln erfiillt sein, um numerisch sta-
bile Verfahren zu erhalten . Zu diesen Beschrankungen tritt noch zusétzlich
ein kombiniertes Kriterium

< 2d, (3.5)

wobel
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_ lul | [v], |w] B 1 1 1
c= At (Am+Ay+Az . d=kpAt A352+Ay2+Az2

gilt (Roache [76]). Dieses Kriterium ist allerdings sehr schwach und spielt
bei tatséchlichen Rechnungen eine geringe Rolle. Die beiden erstgenannten
Kriterien konnen dagegen eine betridchtliche Einschrankung des Zeitschritts
bedeuten. Der maximale Zeitschritt Afg,n, ist vor Beginn einer Rechnung
schwer abschédtzbar, da die lokalen Maximalgeschwindigkeiten vorher nicht
bekannt sind. Das Limit At4ss kann vor einer Rechnung genau bestimmt
werden, da es nur von Diskretisierungsgréfien und dimensionslosen Kennzah-
len abhéngt. Wie man unmittelbar erkennt, ist bei Fliissigmetallstromun-
gen wegen Pr < 1 das Limit infolge der Diffusion bei der Energiegleichung
scharfer als bei den Impulsgleichungen. Fiir anwendungsorientierte Rechnun-
gen ist allerdings die Rayleigh-Zahl geniigend grof}, um eine nicht allzu strikte
Beschrankung zu erhalten.

Abschliefend mufl ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daf eine Analyse
numerischer Verfahren niemals auf die zeitliche Diskretisierung beschrankt
werden kann, sondern immer auch gleichzeitig die ortliche Diskretisierung
betrachten mufl. Obige Aussagen iiber die numerische Stabilitdt gelten streng
genommen nur dann, wenn im Ort das Zentrale-Differenzen-Verfahren ver-
wendet wird. Sie sind jedoch leicht auf andere Verfahren iibertragbar, bei
denen auch nur Nachbarpunkte den Wert einer bestimmten Stiitzstelle be-
stimmen. Bei den im vorliegenden Programm beniitzten Verfahren treffen
die obigen Stabilitdtsaussagen weitgehend zu. Fiir die Kombination Euler-
Vorwirts und LECUSSO gelten modifizierte Stabilitdtslimits. Das diffusive
Limit bleibt unverdndert, aber das konvektive Limit ergibt sich dann zu:

< L.
= n

In dieser Beziehung taucht der LECUSSO-Faktor A auf. Seine Definition wird
in Kapitel 3.3.2 nachgeholt.

(3.6)

Ce

3.2.2 Adams-Bashfort-Verfahren

Wieder ausgehend von der Differentialgleichung (3.1), wird bei der Methode
von Adams und Bashfort die zeitliche Diskretisierung wie folgt bewerkstelligt:

+1
Op nt+3 _ MM+0(A¢2) = Zup, - 2mp)

at i)j!k At - 2 i’j’k o 5 ierc '
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Hierbei handelt es sich um ein dreistufiges Verfahren 2. Ordnung. Fiir die In-
dizes i,j,k,n gilt das in Kapitel 3.2.1 gesagte. Mit n + % ist ein Zeitpunkt
bezeichnet, der %—t nach dem Zeitpunkt n folgt. Die Idee fiir die Herlei-
tung des Verfahrens ist, daf§ die Funktion H zur Zeit n 4+ % betrachtet wird,
um mit dem Differenzenquotienten aus Beziehung (3.2) eine Néherung 2.’
Ordnung zu erreichen. Diese Funktion H™3% wird dann, um ein explizites
Verfahren zu erhalten, aus den alten Werten H™ und H™! linear extrapo-
liert. Dieses Verfahren ist seit geraumer Zeit bekannt und wird oft ange-
wendet. Trotzdem ist in der gingigen Literatur keine vollstindige Analyse
dieses Verfahrens zu finden. Nur Lilly [56] und Roache [76] machen 1965
bzw. 1972 einige Angaben zur Stabilitit des Verfahrens. Doch auch diese
Angaben sind auf die Advektionsgleichung beschriankt. Andere Autoren ver-
zichten ganz auf Angaben zur numerischen Stabilitit. Trotzdem wird hier
der Versuch unternommen, die Stabilitdtsgrenzen dieses Verfahrens fiir die
transiente Konvektions-Diffusionsgleichung anzugeben. Alle Aussagen wer-
den unter der Bedingung hergeleitet, daf§ fiir die 6rtliche Diskretiserung ein
Zentrales-Differenzen-Verfahren 2.0rdnung verwendet wird.

Wie schon aus der Literatur bekannt, ist das Adams-Bashfort-Verfahren fir

die Advektionsgleichung schwach instabil (siehe Abbildung 3.2). Fir diese
Gleichung ergibt sich der Anfachungsfaktor der Neumannschen Stabilitats-

HAvY DAL PP PR 9293

analyse zu | G |= 1 + O(At?) (vergleiche Roache [76]). Wendet man auf die
diskretisierte Konvektions-Diffusionsgleichung

3 ¢l —why 1o = el
n4+l _ n_ 2 141 1—1 il i+1 1—1
Vi TP g oty
3 o 1 n— 7L — 7y—
+ Ed:c(%‘ﬂ + = 2¢7) — §dm(90i+11 + o = 2077 (3.7)

die Neumannsche Stabilitdtsanalyse an und wertet den Anfachungsfaktor
G = —’L;;i mit dem Ansatz ¢ = A™e!® fiir kleine Werte von © aus, bestitigt
sich die Aussage, dafl das Adams-Bashfort-Verfahren ohne Diffusion instabil
ist. Hierzu wird untersucht, ob G fir kleine © innerhalb des Einheitskreises
der komplexen G-Ebene liegt. Ist dies der Fall, ist numerische Stabilitit ge-
geben. G gentigt einer quadratischen Gleichung, welche zwei Wurzeln hat. Es
steht zu erwarten, daf§ weniger Diffusion nétig ist als bei der Euler-Vorwirts-
Methode, um Stabilitdt zu erreichen, da fiir die Advektionsgleichung der Ver-
lauf von G schwécher instabil ist als derjenige der expliziten Euler-Vorwarts-
Methode (siehe Abbildung 3.2). Fiir allgemeine Werte von © ergibt sich fiir
die Anfachungsfaktoren mit K =1 — cos© :
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Abbildung 3.2: Polardiagramm des Anfachungsfaktors G fiir die Advek-
tionsgleichung bei ¢, = 0.70 . Hierbei wird der Absolutbetrag von G iiber
© aufgetragen. Links: Euler-Vorwirts-Methode. Rechts: Adams-Bashfort-

Methode. Die ortliche Diskretisierung geschieht mit zentralen Differenzen.

1 3 . 3
Gl,z = '5 - ZICISZTL@ - §Kdm +
/ 1 3 ; 1 -’2 ! 1 ; I \
Fiir kleine Werte von O gilt:
2

sin@ ~0 |, cos@=1- %— . (3.9)

Verwendet man die Beziehung

2

Vits ~ 1+-323—38— (3.10)

und setzt die Beziehungen (3.9) in die Gleichung (3.8) ein, folgt nach elemen-
taren Umformungen:

1, @2, 9 e 1,
(1= (dat72) ~ 150+ 5c;0%). (3.11)

— 1 3 2
Gro= 5~ (e:O+d:0%) -
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Weitere Zusammenfassungen von Termen und eine Beschrinkung auf das
werteméBig wesentlich grofiere Gy (kleine d; vorausgesetzt) bringen:

clO?
2

Diesen Anfachungsfaktor kann man in der komplexen G-Ebene in Abhéngig-
keit von ¢, und d, darstellen. Damit fiir eine Wertekombination von ¢, und d,
das Verfahren numerisch stabil ist, muff G; im Einheitskreis liegen. Der Ein-
heitskreis geniigt der Gleichung | G, |= 1. Nach Einfiihrung der Koordinaten
{ = Realteil von G und % = Imaginérteil von G; lautet die Gleichung:

Gy=1-1Ic,0—d,0%— (3.12)

Crif=1

Auf andere Weise formuliert und fiir kleine © entwickelt, gilt fiir den Ein-
heitskreis auch:

2

- ©
CEx = cos@:l—7+... ,

ﬁEK = sin@ =0+ ..

Fir das Adams-Bashfort-Verfahren ist sofort einsichtig, dafl

lap = 1—(dm+5) e?,
ﬁAB = —c0

und mit einer Transformation

) 2 2
CAB = 1—(da:+9£> "9—

nap = O

gilt. Die Bedingung éAB < éEK muf} erfillt sein, um numerische Stabilitat
zu garantieren. Dann liegt GG; immer innerhalb des Einheitskreises. Obige

Bedingung ausgewertet ergibt:

2 2 2
1—<dz+5“”-> ° <1-g,

2) 2 = 2
=d, >0. (3.13)

Als Ergebnis resultiert der einfache Zusammenhang, daffi das Adams-
Bashfort-Verfahren nur mit Diffusion stabil ist. Dies ist ein notwendige, aber
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keine hinreichende Bedingung fiir numerische Stabilitdt, wie spéter noch ge-
zeigt wird. In Abbildung 3.3 ist dieser Sachverhalt veranschaulicht. Fiir rein
konvektive Vorgénge ist das Verfahren instabil, erhoht man jedoch schritt-
weise die Diffusion, so gelangt man in den stabilen Bereich. Es muf} aber fiir
jedes ¢, ein bestimmtes dj ki iberschritten werden, um ein stabiles Verhal-
ten zu gewahrleisten.

Um eine obere Schranke fiir d, zu erhalten, wendet man die Neumannsche
Stabilitdtsanalyse fiir die 6rtlich zentral und in der Zeit nach Adams-Bashfort
diskretisierte eindimensionale Diffusionsgleichung

it = o} + Edm((p?-{-l + @i — 207) — Edm((pi+11 + P —2077Y) (3.14)

an und erhilt fiir den Anfachungsfaktor G mit dem Ansatz ¢ = Amel®
folgende Bestimmungsgleichung:

G? + (1 - 3d,(cos® — 1))G + dy(cos® —1) = 0.

Wie bei allen dreistufigen Verfahren enthilt diese Gleichung zwei Losungen
fiir den Anfachungsfaktor G, wobel die zweite Losung unphysikalisch ist und
moglichst kleine Werte annehmen sollte. Als Bedingung fiir die Stabilitat des
Verfahrens mufl wieder | Gy | < 1 gelten. Elementare Umformungen fiihren
auf:

1

Gra =5 |1~ 3ds(l - cos®) V9d2(1 — c0s©)? — 2dy (1 — cosO) + 1 .
Wie man unmittelbar sieht, verhalt sich G; unproblematisch. Die Bedingung
| Go | < 1 wird jedoch nicht immer erfillt sein. Da G < 1 immer eintreten
wird, mufl untersucht werden, wann G, > —1 gegeben ist. Im ungiinstigsten

Fall kann cos®© = —1 eintreten, damit mufl
1
G, =3 [1 —6d, — /362 —4d, +1| > -1 (3.15)

fir alle d, immer erfiillt sein. Kurze Umformungen fiihren auf das endgiiltige
Stabilitatslimit:

Erfahrungen mit dem Programm zeigen, dafi dieses Kriterium auf drei Di-
mensionen erweitert werden kann. Daraus folgt eine dem diffusiven Kriterium
beim Euler-Vorwirts Verfahren dquivalente Beschrankung:

1 1 1 117!

trp B2 Tap T AR

Atyizy < (3.17)
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Abbildung 3.3: Polardiagramm des Anfachungsfaktors G fir konvektiv-
diffusive Ereignisse, wobei fiir alle Kurven ¢, = 0.7 gilt. Die ortliche Dis-
kretisierung geschieht mit zentralen Differenzen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daf fiir numerisch stabile Lésun-
gen 0 < d, <  sichergestellt sein muf.

Um vollstindige Aussagen zur numerischen Stabilitdt machen zu konnen,
ist es erforderlich, die konvektiven Limits zu kennen. Wendet man wie-
der die Neumannsche Stabilitdtsanalyse auf die diskretisierte Konvektions-
Diffusionsgleichung an und wertet sie fiir allgemeine Werte von © aus, erhilt
man eine Bedingung fiir ¢, und eine kombinierte Bedingung fiir ¢, und d,. Da
die allgemeine Bestimmungsgleichung fir den Anfachungsfaktor G komplex
ist, wird sie nicht analytisch, sondern empirisch ausgewertet. Man kann aus
Tabelle 3.1 eine Bedingung fiir ¢, herleiten, die fiir alle erlaubten d, giltig
ist:
3
g < = (3.18)
4
Tests mit dem dreidimensionalen Rechenprogramm zeigen, daf auch dieses
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dx Cx kerit
0 0

0.00001 { 0.09
0.0001 | 0.16
0.001 0.28
0.0025 | 0.35
0.005 0.41
0.0075 | 0.46
0.01 0.49
0.025 0.60
0.05 0.69
0.1 0.75
0.2 0.75
0.25 0.75

Tabelle 3.1: Das kritische c;, ab dem das Adams-Bashfort-Verfahren im
Bereich 0 < d; < 0.25 instabil wird.

Kriterium auf drei Dimensionen erweitert werden kann. Es bringt folgende
Beschrankung des Zeitschrittes:
3(lul  |v]

[wl]™
Atyon < - .
konv - 4 Aa:+Ay+Az

(3.19)

Genau wie bei der Euler-Vorwiarts-Methode kann ein kombiniertes Kriterium
gefunden werden. Dies geschieht, indem man die Werte aus Tabelle 3.1 aus-
wertet und den Exponenten e des Ansatzes cf, ;. ~ d, sowie den zugehdrigen
Proportionalitatsfaktor bestimmt. Eine entsprechende Analyse fithrt auf fol-
gende Beziehung:

< 6d,. (3.20)

T

Auch dieses Kriterium ist auf drei Dimensionen erweiterbar, stellt aber in
praktischen Rechnungen keine nennenswerte Einschrankung dar.

Durch die obigen Bedingungen ist numerische Stabilitdt gesichert. Wie schon
erwahnt, gibt es beim Adams-Bashfort-Verfahren zwei Anfachungsfaktoren,
von denen der eine, (57, unphysikalisch ist. Jetzt ist aber gerade dieser An-
fachungsfaktor fiir diejenigen Instabilitdten verantwortlich, die durch Uber-
schreiten des diffusiven Limits zustande kommen. Um physikalisch relevante
Ergebnisse berechnen zu koénnen, sollte fiir alle © | G1 | > | G2 | gelten.
Diese Forderung kann in der Nahe der Stabilitdtsgrenzen nicht fiir alle ©
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|G|

Abbildung 3.4: Das Verhalten von G, und G5 nahe der diffusiven Stabilitits-
grenze bei d; = 0.24, ¢, = 0.00 .
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Abbildung 3.5: Das Verhalten von G, und G, wenn Abstand zur diffusiven
Stabilitdtsgrenze eingehalten wird bei d, = 0.16, ¢, = 0.00 .
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|G|

Abbildung 3.6: Das Verhalten von G; und G5 nahe der konvektiven Stabi-
litdtsgrenze bei d, = 0.14, ¢, = 0.72 .
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Abbildung 3.7: Das Verhalten von G, und G, wenn zu beiden Stabilitdts-
grenzen Abstand eingehalten wird bei d, = 0.14, ¢ = 0.50 .
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erfiillt werden (vergleiche die Abbildungen 3.4 und 3.6). Deshalb scheint es
angebracht zu sein, tatsidchliche Rechnungen deutlich unterhalb dieser Stabi-
lititsgrenzen durchzufiihren. Fiir reine Diffusion darf d, den Wert 0.14 nicht
liberschreiten. Andernfalls nimmt im Bereich grofier © der unphysikalische
Anfachungsfaktor betragsmafig zu grofe Werte an. Rechnungen mit wenig
Diffusion und verhéltnisméfig viel Konvektion sind beziiglich des Grofien-
verhaltnisses von G und G, unproblematisch, da in diesem Fall G} immer der
dominierende Anfachungsfaktor ist. Wird die Diffusion jedoch auf d, > 0.14
erhoht, ist bei zunehmendem c, ein kritisches Verhalten feststellbar. Um ein
akzeptables Verhalten zu erzielen, sollte deshalb auch c, nicht bis an die
Stabilitdtsgrenze erhoht werden. Allgemein kann man mit einiger Sicherheit
feststellen, dafl im Bereich

1 1
0<dm<§,0<cm<—2— (3.21)

numerisch stabile und physikalisch sinnvolle Ergebnisse erzielt werden (ver-
gleiche Abbildungen 3.5 und 3.7). Werden die Beschrankungen verletzt, ist
die Dadmpfung im Bereich grofler © unzureichend.

Der Phasenwinkel ®p des Anfachungsfaktors G eines numerischen Verfahrens
kann durch die Beziehung

(3.22)

S
$p — arctan {Imagmar Gll(G)jl

Realteil(G)

bestimmt werden. Flihrt man dies fiir die reine Advektionsgleichung in einer
Dimension mit konstanter Geschwindigkeit durch, kann man diesen Winkel

mit dem Phasenwinkel der exakten Losung ®, = —c,© vergleichen. Der
Quotient

$p

@,

stellt den relativen Phasenfehler dar, Fiir ein optimales Verfahren sollte dieser
Quotient fiir alle © den Wert Eins annehmen. Ist der Wert des Quotienten
kleiner als Eins, spricht man von einem nacheilenden Fehler, ist er grofier
als Eins, spricht man von einem vorauseilenden Fehler. Untersucht man den
relativen Phasenfehler des physikalischen Anfachungsfaktors G; des Adams-
Bashfort-Verfahrens, so erkennt man, daf§ sich das Verfahren fiir kleine O
sehr zufriedenstellend verhalt. Wird © jedoch grofler, nimmt der Wert des
relativen Phasenfehlers immer mehr ab (siehe Abbildung 3.8). Dies bedeutet,
daf} das Adams-Bashfort-Verfahren fiir grofe © an einem nacheilenden Fehler
leidet. In diesem Bereich werden Wellenpakete mit hoher Frequenz viel zu
langsam transportiert. Dieses Verhalten ergibt sich gleichermaflen fiir alle
Werte von c,, die numerische Stabilitdt garantieren.
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15

Abbildung 3.8: Der relative Phasenfehler von G fiir ¢; = 0.5 liber ©
aufgetragen.

3.3 Ortliche Diskretisierung

3.3.1 Zentrale Differenzen

Ein geldufiges Verfahren fiir die értliche Diskretisierung von Differentialglei-
chungen ist das Zentrale-Differenzen-Verfahren (CDS). Hier werden die Ab-
leitungen folgendermaflen behandelt:

Op | Qiy1— Pi1 9

ol Ay +0(Az?) (3.23)
% a1t i1 — 29 2
5155 .= A2 +O(A£B ) . (3.24)

Dieses Verfahren ist von 2. Ordnung und sehr einfach einsetzbar. Leider
besitzt es eine gravierende Einschrankung. Wenn die sogenannte Maschen-
Reynolds-Zahl Rea, = Fig u Az die Bedingung

verletzt, werden unphysikalische Ergebnisse berechnet, die durch starke lokale
Oszillationen gekennzeichnet sind. Dabei steht F;y fir das Inverse des Fak-
tors, der in der diskretisierten Gleichung vor dem diffusiven Term steht. Dies
ist in dimensionslosen Gleichungen oftmals die Reynolds-Zahl Re, deshalb
hat sich der Sprachgebrauch Maschen-Reynolds-Zahl durchgesetzt. Manch-
mal ergeben sich jedoch davon abweichende Konstellationen. Vor allem in
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dimensionslosen Energiegleichungen steht zuweilen die inverse Peclet-Zahl
vor dem diffusiven Term. Daher ist auch der Begriff Maschen-Peclet-Zahl

geldufig.
Wird sogar die Bedingung

| ReA:r ' _<_ —
C.’.E
nicht eingehalten, wachsen die Amplituden der Oszillationen unbegrenzt an,
und die berechnete Losung ist numerisch instabil. Hierbei steht ¢, wie-
derum fir die eindimensionale Courant-Zahl. Physikalisch bedeutet Bezie-
hung (3.24), daf§ nur soviel Information konvektiv in den Kontrollraum ein-
gebracht werden darf, wie darin diffusiv verarbeitet werden kann. Eine exakte
Herleitung von Beziehung (3.24) kann Roache {76] entnommen werden.

Im vorliegenden Gleichungssystem ist Fj4 in der Energiegleichung der Term
v RaPr und in den Impulsgleichungen der Term %. Die Maschen-Reynolds-
Zahlen der beiden diskretisierten Gleichungen unterscheiden sich daher um
den Faktor Pr . Da fiir Prandtl-Zahlen bei Flissigmetall Pr < 1 gilt, sind
die Maschen-Reynolds-Zahlen der Impulsgleichungen deutlich hoher als die-
jenigen der Energiegleichung. Die Maschen-Reynolds-Zahl kann in den Im-
pulsgleichungen bei den in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen mit
einer vertretbaren Diskretisierung Werte bis zu Rea, = 300 erreichen. Dies
zeigt deutlich, dal das Zentrale-Differenzen-Verfahren fiir die vorliegende
Aufgabenstellung nicht global einsetzbar ist. Die Moglichkeiten, die Maschen-
Reynolds-Zahl zu verringern, bestehen darin, entweder die Gitterweiten sehr
klein zu wéhlen oder die Rayleigh-Zahl klein zu halten. Die erste Vorgehens-
weise scheitert an Speicherproblemen und der bei vergrofierter Punktezahl
verringerter Rechengeschwindigkeit. Zusédtzlich reduziert sich aufgrund der
Beziehungen (3.3) und (3.4) der maximal zuléssige Zeitschritt ganz empfind-
lich, wenn die Gitterweiten stark verringert werden. Auch die zweite Methode
ist nur bedingt einsetzbar, da die Rayleigh-Zahl nicht beliebig klein gehalten
werden kann. Vor allem bei hohen Hartmann-Zahlen ist die elektromagne-
tische Dampfung so stark, dafl erst bei hohen Rayleigh-Zahlen konvektive
Vorgange beobachtet werden kénnen.

3.3.2 Upwind-Verfahren

Einen Ausweg aus dem Dilemma des Zentralen-Differenzen-Verfahrens bie-
ten die sogenannten Upwind-Verfahren. Als Upwind-Verfahren werden sol-
che Verfahren bezeichnet, die fiir die jeweiligen konvektiven Terme einseitige
Naherungen mit Punkten vorwiegend von stromauf benutzen. Dies macht
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physikalisch Sinn, da Konvektion sicherlich ein unsymmetrischer Vorgang ist,
bei dem mehr Information aus der Stromungsrichtung als von der gegeniiber
liegenden Seite ins Kontrollvolumen transportiert wird. Diese Verfahren ha-
ben entweder keine oder geringere Restriktionen bezliglich der Maschen-
Reynolds-Zahl. Das einfache Upwind Verfahren 1. Ordnung (UDS), auch ge-
legentlich als Donor-Cell-Methode bekannt, nédhert die Ableitungen wie folgt
an:

o | _ $i— Pia ’

el Ao + O(Az) fiurRea, > 0,

Oy _ Pyl T P .

o N O(Az) firRea, < 0. (3.26)

Diese Naherung ist nur von 1. Ordnung, besitzt aber keine Beschriankung
in der Maschen-Reynolds-Zahl (Roache [76]). Die Donor-Cell-Methode ist
leicht programmierbar und es besteht die Moglichkeit, sie auch in Wandnéihe
einzusetzten, da sie immer nur einen Punkt stromauf benétigt. Schon hier
allerdings sieht man, dafl die Upwind Methoden einen bestimmten Mehrauf-
wand gegeniiber dem Zentralen-Differenzen-Verfahren erfordern. Dies liegt
darin begriindet, daff je nach Vorzeichen der Maschen-Reynolds-Zahl oder,
physikalisch ausgedriickt, je nach Richtung der Stromung, unterschiedliche
Ansétze zu verwenden sind. Die Donor-Cell-Methode leidet zusitzlich un-
ter einer weiteren Einschriankung, sie produziert viel numerische Diffusion,
die, besonders wenn die Stromung schrig zu Koordinatenachsen verlauft, das
Verhalten der Losung stark verfilschen kann. Vor allem starke Gradienten
werden zu sehr abgeflacht, die Losung kann véllig 'verschmieren’ (Giinther
[28]). Diskretisiert man in der stationiren Konvektions-Diffusions-Gleichung
die konvektiven Terme einmal mit zentralen Differenzen und einmal mit der
Donor-Cell Methode jeweils in der Konvektionsform

e S et W 2 YO U ol I Wi s 2 P T
T 2Ax - Ax? Vs
Yi — Pi-1 Vir1 + Pi-1 — 2¢;
LA SO il S UDS 3.27
YAz "D Az? ( ) (327

und formt den Ausdruck, der mit UDS gebildet wird, in

Pi+1 — Pi-1
Uy ———

Yit1 + @i1 — 25
2Azx : (3.28)

Az?

1
=xp(l+ §R€AI)
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um, so ist deutlich zu erkennen, daf UDS gegeniiber dem Zentralen-
Differenzen-Verfahren eine Diffusion einbringt, die proportional zu Az ist.
Zusammenfassend muf festgestellt werden, daf§ UDS ein Verfahren ist, daf3
keine zufriedenstellenden Eigenschaften hat. Deshalb ist ein globaler Einsatz
dieser Methode im Rechenprogramm nicht verwirklicht. Nur in Randgebie-
ten, wo Upwind-Verfahren hoherer Ordnung nicht einsetzbar sind, oder als
Teil hybrider Verfahren, wird UDS verwendet.

Das in weiten Bereichen von Impuls- und Energiegleichung angewendete
Upwind-Verfahren ist das von Giinther entwickelte sogenannte LECUSSO-
Upwinding. Der Name LECUSSO erklart sich aus Locally Exact Consistent
Upwind Scheme of Second Order. Da im Programm die Erhaltungsform und
das versetzte Maschengitter verwendet wird, empfiehlt es sich hier die Nahe-
rung einer Ableitung an einer Zwischenstelle 7 + ; anzugeben:

O(up)

oz
Dabei wird ¢ an den Zwischenstellen wie folgt gebildet:

UipdPipl — U 1P 1

g = o (3.29)

Pirp = %(@Hl + i) = A ;-%(\901‘4-1 + i1 — 2¢3) furRepg 01 > 0,
Pyl = %((pi—H + ;) — )‘i+%(90i+2 + ¢i = 2¢i41) fﬁTReAz,H% <0,
Pl = %(‘Pi +pi1) — )\i_%(% + iz — 2(pi1) fuTReAz,i~% >0,
Yi-l = %(% + 901'-1) - /\i_%(ﬁﬂiﬂ + Pi-1 — 2%‘) fﬁTReAm,i~% <.

Der LECUSSO-Faktor A wird aus

Meps = Titl 05| Reppoxt | (rixy +1) = (rizs — 1) (3.30)
r Repg,isy I (ri:t% — 1)
und
ries = exp(| Reag ez |) (3.31)
berechnet.

Das LECUSSO Verfahren ist von 2. Ordnung genau und unterliegt kei-
ner Beschrankung durch die Maschen-Reynolds-Zahl. Es kann als Zentrales-
Differenzen-Verfahren interpretiert werden, dem eine Diffusion héherer Ord-
nung zugeflihrt wird. Da in den herkémmlichen Gleichungen stets Diffusions-
terme 2. Ordnung auftauchen, erscheint diese Tatsache vertretbar. Zusitzlich
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ist es lokal exakt, d.h. es integriert die Funktion ¢ = ezp(Re(z;)) im Inter-
vall [z;_1,z;41] exakt, wenn Re(x) in diesem Intervall konstant ist und die
Werte von ¢;_1, ¢; und ;41 bekannt sind. Wire Re(x) im ganzen Intervall
konstant, wiirde LECUSSO die exakte Losung berechnen. Die Philosophie
des Verfahrens besteht darin, an jedem Ort nur soviel numerische Diffusion
zu erzeugen, um gerade noch oszillationsfreie Losungen zu erhalten. Deshalb
muf} an jeder Stiitzstelle der LECUSSO-Faktor A berechnet werden. Dieser
Faktor hat nachstehende Eigenschaften:

1
— < < - .
TR MReaz) < 5 (3.32)

MReaz) = M —Reas). (3.33)

Fiir einige feste A erhdlt man aus der Literatur bekannten Upwind-Verfahren.
Fir A = % erhdlt man zum Beispiel das bekannte QUICK-Verfahren. Inter-
essant ist auch, daff die Wahl von A = das Verfahren mit 3.Ordnung kon-
vergieren ldfit. Leider ist dieser Wert fiir A bei starken Stromungen zu klein.
Fiir eine Herleitung diese Sachverhalts siehe Giinther [29] .

3.3.3 Hybride Verfahren

Um nicht die schlechten Eigenschaften einiger Upwind-Verfahren wie unzu-
reichende Fehlerordnung und numerische Diffusion im gesamten Rechenge-
biet wirksam werden zu lassen, werden haufig hybride Verfahren eingesetzt.
Das standardméBig verwendete Hybridverfahren (HDS) ist eine Mischung aus
Zentralem-Differenzen-Verfahren und Donor-Cell-Methode. CDS wird iiber-
all dort eingesetzt, wo dies die Maschen-Reynolds-Zahl erlaubt. Ist dies nicht
der Fall, wird UDS verwendet. HDS kann sinnvoll dann benutzt werden,
wenn nur vereinzelt héhere Maschen-Reynolds-Zahlen auftreten oder Rand-
gebiete betrachtet werden. Der Ubergang zwischen beiden Verfahren ist sehr
abrupt, was zu Schwierigkeiten fiihren kann. Man kann das in HDS verwen-
dete UDS als Sicherungsmafinahme ansehen, daf} bei lokaler Erhéhung der
Maschen-Reynolds-Zahl die Losung nicht zerstért wird. Aus diesem Grunde
ist HDS als mogliche Variante in der Energiegleichung verwirklicht, da hier
die Maschen-Reynolds-Zahl moderate Werte annimmt. Zusétzlich verbraucht
HDS weniger Rechenzeit als aufwendige Upwind-Verfahren 2. Ordnung. Ein
Problem aller hybriden Verfahren besteht darin, daf fiir jeden einzelnen Ma-
schenpunkt mehrere Abfragen noétig sind, um entscheiden zu kénnen, welche
Differenzennaherung verwendet werden soll. So mufi auch bei HDS sowohl
das Vorzeichen als auch der Betrag der Maschen-Reynolds-Zahl abgefragt
werden. Diese Abfragen stellen programmiertechnisch ein Problem dar, da
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sie nur schlecht vektorisierbar sind. Es gibt zwar Ansatze, die ein sogenann-
tes 'straight-forward’ Rechnen ermoglichen, aber diese Ansétze tragen nicht
zur Ubersichtlichkeit des Programms bei und verwenden langsame Standard-
funktionen.

Ein zweites, in MAKON angewendetes, hybrides Verfahren schaltet mit der
gleichen Bedingung wie bei HDS zwischen CDS und LECUSSO hin und her.
Die Vorteile dieses Vorgehens liegen auf der Hand. Das Gesamtverfahren ist
von 2. Ordnung und bringt nur da numerische Diffusion ein, wo nétig, und
auch dort nur soviel, um Oszillationen zu verhindern. Hinzu kommt, dafl
im dreidimensionalen Fall die Rechenzeit bei Verwendung von LECUSSO
deutlich grofier ist als bei Verwendung von zentralen Differenzen. Das bedeu-
tet, dafl das hybride Verfahren weniger Rechenzeit bendtigt. Der Ubergang
von LECUSSO auf CDS ist weniger abrupt als bei HDS. Setzt man beim
LECUSSO-Verfahren A = 0, erhalt man das Zentrale-Differenzen-Verfahren.
Bei Rea, = 2 ergibt sich ein A\ von A = 0.18 und bei Rea, = 0 ergibt sich
A = 0.08 . Schaltet man also im Bereich 0 < A < 2 von CDS auf LECUSSO
um, ist der Ubergang nicht allzu problematisch.

3.4 Fractional-Step-Verfahren

In der numerischen Fluiddynamik werden oftmals die diskretisierten Glei-
chungssysteme nicht geschlossen gelost. Statt dessen werden die Gleichun-
gen in der Regel entkoppelt, so dafi fiir jede zu berechnende physikalische
Grofie eine Bestimmungsgleichung existiert. Bei inkompressiblen Problemen
tritt die Schwierigkeit auf, dafl apriori keine Bestimmungsgleichung fiir den
Druck zur Verfligung steht. Normalerweise leitet man sich eine Druckglei-
chung durch Anwendung des Divergenzoperators auf die Impulsgleichungen
her. Diese Gleichung berticksichtigt die Kontinuitdtsgleichung nicht und ist
recht unhandlich (Giinther [29]). Das Fractional-Step-Verfahren, auch Time-
Splitting Verfahren genannt, ist eine elegantere Methode zur Bestimmung von
Druck und Geschwindigkeit aus den Impulsgleichungen. Es geht auf Chorin
und Teman zuriick, die unabhéngig voneinander 1968 bzw. 1969 diese Vor-
gehensweise vorschlugen. Es herrscht grofie Konfusion und ein regelrechter
Expertenkrieg {iber die Eigenschaften des Verfahrens. So sind die Ordnung
des Verfahrens und die zu wihlenden Randbedingungen der Zwischengrofie
temporére Geschwindigkeit sowie die Beriicksichtigung des alten Druckfeldes
strittig. Darauf wird spdter noch eingegangen. Folgende zweidimensionale
Herleitung des Verfahrens kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit ange-
geben werden. Betrachtet man die diskretisierten Impulsgleichungen, kann
man nachstehende Ausdriicke herleiten:
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Py — Pif
n+l  __ no__ i+1,7 1,J
up; T = up;— At <—_Am +Rest> ,
P — Pl
L i+2, i+,
u?jl,j = Upyp;— AL (——J—A—;———l-l-Rest),
(pil ot
vift = o - At <———I”“Ay “_ | Rest),
p'f"!'l —.p”.l“.i'l ’
vifh = Ui — At <Mz‘y—wﬂ+368t)- (3.34)

Setzt man die Gleichungen (3.34) in die diskretisierte Kontinuitatsgleichung

Uit1,j — Uiy | Vig41 — Uiy

Ao + Ay =0 (3.35)
ein, erhalt man eine Gleichung, in der p zum Zeitpunkt n+1 steht so-
wie bekannte Groflen zum Zeitpunkt n. Diese Gleichung kann als Bestim-
mungsgleichung fiir den Druck interpretiert werden, die automatisch auch
die Kontinuitiatsgleichung erfiillt. Dies ist eine sehr angenehme Eigenschaft
des Fractional-Step-Verfahrens, da die Kontinuitétsgleichung numerisch eine
sehr unangenehme Gleichung darstellt. Zum Schlufl wird dann die Geschwin-
digkeit aus dem nun bekannten Druck p™*! berechnet.

Formal wird im Rechenprogramm zuerst eine sogenannte temporire Ge-
schwindigkeit

Temp = U1 + Fp, At Vp™t! 3.36
P

aus den Impulsgleichungen berechnet. Hierbei ist F'p, der Faktor, der in den
Impulsgleichungen vor dem Druckterm steht. Geschwindigkeit und Druck
werden quasi zusammen integriert. Als Randbedingung gilt die Haftbedin-
gung.

Wendet man den Divergenzoperator auf Gleichung (3.36) an, ergibt sich mit
der Kontinuitatsgleichung eine Poissongleichung fiir den Druck:

1
Fp,At

Die Randbedingung fiir den Druck resultiert zu

Ap™! = Viiemp - (3.37)

Op |n+1

3 IWand (3.38)
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Diese Randbedingung ist unphysikalisch. Trotzdem sind die Werte des
Druckes im Innenbereich korrekt, da sie ohne Einfluf§ des Randes berechnet
werden. Eine Herleitung dieses Sachverhaltes kann bei Lenhart [54], Perot [73]
sowie Peyret und Taylor [74] studiert werden. In einem letzten Schritt wird
nun die endgiiltige Geschwindigkeit aus der umgestellten Gleichung (3.36)
gewonnen, wobei als Randbedingung die Haftbedingung gewahlt wird:

T = Tiemp — Fpr ALVP" . (3.39)

Die Ordnung des Verfahrens hingt unter anderem davon ab, welche Zeitdis-
kretisierung bei der Bestimmung von ¥, gewahlt wird. Nach Kim und Moin
[46] ist das Verfahren von 1. Ordnung, wenn die Euler-Vorwarts-Methode
verwendet wird und von 2. Ordnung, wenn das Adams-Bashfort- oder das
Crank-Nicholsen-Verfahren zur Anwendung kommt. In jlingster Zeit tauchen
vermehrt Zweifel an der Genauigkeit des Verfahrens auf. So wird behaup-
tet, das Fractional-Step-Verfahren sei im giinstigsten Fall von 1. Ordnung.
Perot [73] zeigt auf, daf8 der Druck immer nur mit 1. Ordnung konvergieren
kann. Damit ist auch das Gesamtverfahren grundsétzlich nicht von héherer
Ordnung. Glicklicherweise ist jedoch die Berechnung der Geschwindigkeit
von der Druckberechnung entkoppelt. Dadurch ist es moglich, die Geschwin-
digkeiten mit 2. Ordnung genau zu berechnen, obwohl das Gesamtverfahren
nicht diese Genauigkeit besitzt. Die Angaben zur Ordnung des Gesamtver-
fahrens von Kim und Moin besitzen demnach nur fiir die Geschwindigkeiten
Giiltigkeit.

Eine schon seit geraumer Zeit diskutierte Streitfrage ist, ob bei der Berech-
nung von Um, das alte Druckfeld beriicksichtigt werden soll oder nicht.
Einige Autoren wie z.B. Maday et al. [59] behaupten, es wire giinstiger,
eine Schatzgeschwindigkeit mit dem alten Druckfeld zu berechnen, um dann
spater eine Poissongleichung fiir die Druckdnderung zu erhalten. Dieses Ver-
fahren soll unbedingt stabil sein und mit héherer Ordnung konvergieren.
Diese Behauptungen sind unbewiesen.

Auch die glinstigste Wahl der Randbedingungen der temporaren Geschwin-
digkeit und des Druckes ist umstritten. Kim und Moin [46] sowie Maday et
al. [59] weisen darauf hin, daff die Ordnung des Gesamtverfahrens von der
Wahl dieser Randbedingungen abhingt. Perot [73] wiederlegt diese These
zum grofiten Teil. Erfolgversprechend erscheinen fiir die Zukunft Ansitze,
bei denen das Fractional-Step-Verfahrens ganz ohne diese Randbedingungen
auskommt.
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3.5 Losung der Poissongleichungen

Um die numerische Simulation von Naturkonvektionsstromungen unter Mag-
netfeldeinflufl durchfiihren zu kénnen, miissen pro Zeitschritt zwei Poisson-
gleichungen gelost werden. Dies ist zum einen eine Poissongleichung fiir den
Druck und zum anderen eine Poissongleichung fiir das elektrische Potential.
Diskretisiert man die allgemeine Poissongleichung

¢ 9% Oy

022 | Oy | 0z2 ik (3.40)
auf einem Rechteckgebiet mit zentralen Differenzen
Pirtik = 2igk, £ itk Piglk = 2Pigk, g1k
Az? Ay?
e — 20, s s
+ (pz’]’k_!_l 801‘)]!/9) + sz]»k 1 = Ai,jyk 3 (3'41)

Az?

so erfordert dies die gleichzeitige Losung von N = {I — 2} % (J — 2) « (K — 2)
algebraischen Gleichungen. Dabei sind I,J,K die Anzahl der Punkte in der
jeweiligen Koordinatenrichtung. Die klassischen Lésungsmethoden wie z.B.
die Cramersche Regel oder die Gaufische Elimination versagen hier, da sie
eine Unzahl von Rechenoperationen verlangen. Die Cramersche Regel fithrt
auf eine zu (N+1)! proportionale Anzahl benétigter Operationen und bei der
Gaufischen Methode ist die Anzahl der notwendigen Multiplikationen zu N3
proportional. Dies ist in vertretbarer Rechenzeit nicht durchfithrbar. Einen
Ausweg konnen hier iterative Verfahren wie z.B. das SOR-Verfahren (*Suc-
cessive Over-Relaxation’) oder sogenannte schnelle Poisson-Loser bieten. In
der vorliegenden Arbeit wird die zweite Methode gewéahlt, es wird der schnelle
Helmholtz-Gleichungsléser SHAFT3 verwendet (vergleiche Flassak [19]). Die-
ser Gleichungsloser wurde von Flassak am Institut fiir Thermodynamik der
Universitdt Karlsruhe 1989 entwickelt. Er basiert auf periodischen Fourier-
Transformationen und fiihrt eine zu N proportionale Anzahl von Operationen
zur Losung dieses Gleichungssystems durch. Als Randbedingungen sind alle
Kombinationen von Dirichlet-, Neumann- und periodischen Randbedingun-
gen zuléssig.
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3.6 Losungsalgorithmus des Programms

Um die Wirkungsweise des Programms deutlich zu machen, wird nachste-
hend erldutert, wie und in welcher Reihenfolge die einzelnen Rechengrofien
ermittelt werden. Dabei wird auf die Angabe der diskretisierten Gleichungen
verzichtet, um die Ubersichtlichkeit zu wahren.

A. Vorbereitung der eigentlichen Rechnung

1. Einlesen der Anfangs- und Randbedingungen und der Parameter

2. Erzeugung des Rechengitters

B. Ausrechnen der Stromungsgréfien zum Zeitpunkt n+41
(n— n+1)

1. Losen der Poissongleichung fiir das Potential
AP™! = V(7" x B)
2. Bestimmen der neuen Stromdichte
j’n-{-l = Vot 4 g x B‘
3. Losen der Energiegleichung, um die Temperatur zu bestimmen

Variante I (Euler-Vorwirts-Methode):

T = T + At{—"VT" + AT" + Rajy Ra™? Pr7)

1
v RaPr

Variante II (Adams-Bashfort-Verfahren):

AT™ + Raj,, Ra~3 Pr 3}

3
™ = T+ EAt{—U"VT" +

1

v RaPr
1

vV RaPr

1
—pAHTTIVIT AT™ + RajyyRa™3Pr
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4. Berechnen des Druckes und der Geschwindigkeit aus den Impulsglei-
chungen (Fractional-Step-Verfahren mit LECUSSO-Upwinding)

e Errechnen der Hilfsgréle temporare Geschwindigkeit

Variante I (Euler-Vorwirts-Methode):

— - -n - Pr . — Pr ,
fownd po— —_ 2 'TL+1 —n n
Utemp v At{ (U U)’U +M —(J XB)eH/—— AT+T k;}

Variante II (Adams-Bashfort-Verfahren):

= _ mm 3 R wART) 2 Pr “n+1 3 Pr ~71 ni,
Tremp = U+ 2At{(v V)i* — M ”Ra(j X B) ”Ra AT — Tk}

AUV = M TG B) = [ AT TR

a

e Losen einer Poissongleichung

1
n+1 __ ~
A= %Atvwem”

e Bestimmen der Endgeschwindigkeit 7"}

. . Pr "
7" = Gyemp — ]Mz\/EAth +1

1. Konvergenztest anhand des Temperaturfeldes

C. Auswertung

2. Konvergenztest anhand des Geschwindigkeitsfeldes
3. Uberpriifung, ob die maximale Anzahl der Zeitschritte erreicht ist
4. Uberpriifung, ob geniigend CPU-Zeit zum Weiterrechnen vorhanden ist

5. Entweder Riicksprung nach B oder Programmende mit Abspeichern
der Daten fiir die graphische Auswertung und Fortsetzungsrechnungen




4 Physikalische Phanomene

4.1 Konvektion

Konvektion ist der umfassende Begriff fiir den Energietransport durch eine
makroskopische Bewegung von Fluidpartikeln (Kirchartz [47]). Diese Fluid-
stromungen konnen durch von auflen aufgeprigte Druckgradienten entstehen,
man spricht dann von erzwungener Konvektion. Von Naturkonvektion oder
auch freien Konvektion ist die Rede, wenn Dichteunterschiede im Schwere-
feld der Erde die Ursache fiir die Bewegung der Fluidpartikel sind. Treten
beide Effekte gemeinsam in vergleichbarer Grofenordnung auf, ist der Begriff
gemischte Konvektion gelaufig. In dieser Arbeit werden ausschliefilich Me-
chanismen untersucht, die auf Naturkonvektion zuriickzufiihren sind. Diese
Vorgdnge werden schon seit der Jahrhundertwende wissenschaftlich unter-
sucht (z.B. durch Boussinesq, Benard und Lord Rayleigh) und spielen in
vielen Disziplinen wie z.B. Meterologie, Klimaforschung und Wéarme- und
Stoffiibertragung eine bedeutende Rolle.

Wie bereits bekannt, sind Dichteunterschiede im Gravitationsfeld fir die
Entstehung von Auftriebskriften verantwortlich, die eine Naturkonvek-
tionsstromung antreiben. Diese Dichteunterschiede wiederum werden durch
Konzentrations- oder Temperaturgradienten hervorgerufen. Hierbei kénnen
zwei Spezialfille unterschieden werden, der Fall eines horizontalen Gradien-
ten und der Fall eines vertikalen Gradienten. Beide Konstellationen konnen
als Spezialfdlle eines ganzen Problemspektrums angesehen werden.

Konzentrieren wir uns zunichst auf den Fall eines horizontalen Gradienten
und betrachten das in Abbildung 4.1 skizzierte Modellsystem. Die zweidi-
mensionale Kavitdt wird seitlich beheizt und gekiihlt, die restlichen Wande
sind adiabat. Folglich wird diesem System ein horizontaler Temperaturgra-
dient von auflen aufgeprigt. Schon bei sehr kleinen Temperaturdifferenzen

38
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adiabat

beheizt 4/;2 gekiihlt

"

N

S

=

7

S
SNV

R

T, —

T
2N

T >T adiabat

Abbildung 4.1: Modellsystem fiir einen horizontalen Temperaturgradienten.

wird das Fluid an der beheizten Wand auf- und an der gekiihlten Wand ab-
steigen. Dies ist unabhdngig von der thermischen Randbedingung der Boden-
und Deckwand, selbst bei offenen Systemen ist dieses Verhalten zu beobach-
ten. Ursache dafiir sind die Auftriebskréifte, die das System in einen neuen
mechanischen Gleichgewichtszustand iiberfithren.

Betrachtet man dagegen Modellsysteme mit vertikalen Temperaturgradien-
ten, wie z.B. die in Abbildung 4.2 skizzierte, in horizontaler Richtung unend-
lich ausgedehnte Fluidschicht, ist ein anderes Verhalten festzustellen. Erst
wenn die Temperaturdifferenz einen bestimmten Wert Gberschreitet, set
die Konvektionsstromung ein. Es liegt ein Stabilitdtsproblem vor.
Unterhalb dieser kritischen Temperaturdifferenz wird Warme ausschliefilich
durch reine Warmeleitung von unten nach oben transportiert. Das Tempe-
raturprofil ist linear und im Fluid herrscht Gleichgewicht zwischen Druck-
und Gravitationskraft. Bewegt sich ein Fluidteilchen aus seiner Ruhelage in-
folge einer Storung heraus, wirkt an ihm aufgrund seiner von der Umgebung
verschiedenen Dichte eine Auftriebskraft. Diese Kraftwirkung wird jedoch
durch den Wirmeaustausch des Fluidteilchens mit der Umgebung reduziert.
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T, >T2

beheizt ~ T

Axr = Wellenldnge

Abbildung 4.2: Die unendlich ausgedehnte, horizontale Fluidschicht als Mo-
dellsystem fiir einen vertikalen Temperaturgradienten.

Die Leistung der am Fluidteilchen wirkenden Reibungskraft ist grofier als
diejenige der resultierenden Auftriebskraft. Deshalb klingen von auflen ein-
gebrachte Storungen mit der Zeit wieder ab. Dieses Verhalten wird als stabil

bezeichnet.

Wird die Temperaturdifferenz vergroflert, so wird irgendwann ein Punkt
erreicht, an dem die Wirkung der Auftriebskraft nicht mehr durch Rei-
bungskrafte kompensiert werden kann. In diesem Fall werden die Stérungen
weiter angefacht und die Konvektionsstromung setzt ein.

Anstelle einer dimensionshehafteten Betrachtung werden in der Strémungs-
lehre oftmals dimensionslose Kennzahlen eingefiihrt, um die Strémung ein-
facher beschreiben zu kénnen. Die bereits aus Kapitel 2.2 bekannte dimen-
sionslose Rayleigh-Zahl beinhaltet die Effekte des Auftriebs und der Reibung.
Deshalb eignet sie sich ausgezeichnet, um das Finsetzen der Konvektion zu
beschreiben. Dieses Einsetzen geschieht dann abhéngig von der Art der Be-
randungen ab einer sogenannten kritischen Rayleigh-Zahl. Fiir die unendlich
ausgedehnte Fluidschicht setzt die Konvektion ab einer Rayleigh-Zahl von
Rayris = 1708 ein, wenn beide Berandungen fest sind. Ist eine der beiden
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Berandungen frei, reduziert sich diese Grenze auf Ray,; = 1101. Sind beide
Berandungen frei, fallt diese weiter auf Ray,.;; = 658.

Der Warmeiibergang kann durch das Einsetzen der Konvektion spiirbar ver-
bessert werden. Ein Ma$ fiir diesen Warmeitibergang stellt die dimensionslose
Nusselt-Zahl Nu dar, die wie folgt definiert ist:

N insgesamt libertragene Warme (4.1)
u = ~ . .
durch Warmeleitung iibertragene Warme

Oberhalb der kritischen Temperaturdifferenz bzw. der kritischen Rayleigh-
Zahl bilden sich zunidchst wohlgeordnete Stréomungsmuster aus. Im als
Rayleigh-Bénard-Problem bekannten Falle einer unendlich ausgedehnten, ho-
rizontalen Fluidschicht (vergleiche Abbildung 4.2) bilden sich nach Uber-
schreiten der kritischen Rayleigh-Zahl stationére, gegenldufige, zweidimen-
sionale Walzen aus, die Konvektionsrollen genannt werden. Die Grofle der
Rollen beim Einsetzen der Konvektion hingt wiederum von der Art der Be-
randung ab. Bei festen Berandungen gilt fir die Wellenldnge Ax, der Kon-
vektionsrollen Ak, = 2.02 h. Hierbei sei h der Abstand der Berandungen. Die
Wellenldnge Ak, stellt die Erstreckung zweier benachbarter Konvektionsrol-
len dar (vergleiche Abbildung 4.2). Zur Charakterisierung dieser Linge wird
eine sogenannte Wellenzahl o eingefiihrt. Sie ist folgendermafien definiert:

__27h

= . 4.2
AKr (42)

«Q

Ist eine Berandung frei, werden die Konvektionsrollen etwas breiter und es
gilt: Ay, = 2.34 h . Verstarkt wird dieser Effekt bei zwei freien Berandungen,
folglich wird Mg, in diesem Fall auf Mg, = 2.83 h vergrofiert.

Bei weiterer Erhohung der Rayleigh-Zahl wird die Strémung zuneh-
mend dreidimensional, aber sie bleibt zunéchst noch stationdr. Fir noch
groflere Temperaturdifferenzen und damit Rayleigh-Zahlen ergeben sie zeit-
abhéngige, quasiperiodische Stromungsformen und schliefilich werden turbu-
lente Stromungen beobachtet. Das genaue Erscheinungsbild der Stromung
und die Dauer der jeweiligen Ubergangsphasen zur Turbulenz hingen neben
der Rayleigh-Zahi auch von der ebenfalls bereits aus Kapitel 2.2 bekann-
ten Prandtl-Zahl ab (Krishnamurti [52]). Detailliertere Betrachtungen zum
Thema dieses Abschnitts konnen Chandrasekhar [10], Gershuni und Zhuk-
hovitskii [27], Miiller [63] sowie Zierep und Oertel [98] entnommen werden.
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4.2 Magnetohydrodynamische Stromungen

4.2.1 Geschichte der Magnetohydrodynamik

Die Magnetohydrodynamik (MHD) beschreibt Vorgénge in einem elektrisch
leitenden Fluid, bei denen die Geschwindigkeit mit einem Magnetfeld ge-
koppelt ist (Moreau [62]). Im ,,klassischen” Fall handelt es sich dabei um
eine Zwangskonvektionsstromung, deshalb erfolgt in diesem Abschnitt eine
Beschrinkung auf diese Problemstellungen. Schon im vorigen Jahrhundert
haben sich Forscher mit diesen Phinomenen befafit. So soll z.B. Faraday
bereits 1836 versucht haben, elektrische Potentialdifferenzen bei Stromun-
gen im Erdmagnetfeld nachzuweisen. Trotzdem datieren die ersten theoreti-
schen Losungsansitze der magnetohydrodynamischen Grundgleichungen auf
das Jahr 1937. Zu dieser Zeit verdffentlichte Hartmann, der Begriinder der
Magnetohydrodynamik in Fliissigmetallen, seine beriihmte Arbeit mit dem
Titel: ” Hg-Dynamics I. Theory of the laminar flow of an electrically conduc-
tive liquid in a homogenous magnetic field ” [34] . Darin beschreibt er die voll
eingelaufene, laminare, eindimensionale Stromung von Quecksilber im elek-
trisch isolierten Plattenkanal unter dem Einfluf} eines Magnetfelds. Noch im
selben Jahr kann Hartmann seine theoretischen Losungsansitze zusammen
mit Lazarus [35] experimentell bestitigen. Chang und Lundgren [11] erwei-
tern diese theoretische Ldosung 1961 auf eine eingelaufene MHD-Stromung
in einem Kanal aus diinnen, elektrisch leitenden, parallelen Platten. Diese
beiden Ergebnisse stellen die einzigen geschlossenen, analytischen Losungen
der Grundgleichungen der MHD dar.

Im Jahre 1953 erscheint eine Arbeit von Shercliff [81], die sich erstmals
mit der zweidimensionalen Rohrstromung im isolierten Kana! beschiftigt.
Roberts [77] bestdtigt 1967 dieses Ergebnis mit Hilfe einer Laplace-
Transformation und Branover und Gelfgat [24] weisen die Giiltigkeit der Aus-
sagen von Shercliff experimentell fiir grofie Hartmann-Zahlen nach. Kleine
Hartmann-Zahlen werden 1971 von Kit et al. [49] experimentell untersucht.

Fiir die zweidimensionale Rohrstromung im ideal leitenden Kanal leiten
Chang und Lundgren [11] sowie Uflyand [89] im Jahre 1961 eine analytische
Naherungslésung mit Hilfe von Reihenentwicklungen her.

Der zweidimensionale endlich leitende Rechteckkanal wird 1981 von Walker

[92] und etwas erweitert 1990 von Tillack [87] behandelt. Beide Autoren be-
stimmen asymptotische Ndherungslésungen.

Auch bei Vorliegen einer Kombination von elektrisch isolierten und elektrisch
leitenden Kanalwinden sind in der Literatur Losungen bekannt. Im Jahre
1965 erscheint erstmals eine Arbeit von Hunt [37] zu diesem Themenkomplex.
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Temperley und Todd [86] fassen 1971 in ihrer Arbeit den Kenntnisstand iber
zweidimensionale Kanalstrémungen mit unterschiedlichen Leitfdhigkeiten der

Kanalwande zusammen.

Dreidimensionale MHD-Effekte, die durch Variation des Kanalquerschnitts,
des Magnetfelds oder der Wandleitfdhigkeit entstehen, werden seit 1967 un-
tersucht.

Fiir den Fall des veridnderlichen Rohrquerschnitts liefern Hunt und Leibovich
[39] in diesem Jahre erste Ergebnisse. Walker, Ludford und Hunt [93] sowie
Walker [92] untersuchen 1971 bzw. 1981 diese Thematik fiir elektrisch lei-
tende und elektrisch isolierende Wande. Gleichzeitig fiilhren Kit und Gelfgat
[24] 1971 experimentelle Untersuchungen durch und erhalten Ergebnisse, die
mit den analytischen Betrachtungen in Einklang stehen.

Eine erste Naherungslosung fiir den Fall des variablen Magnetfelds wird 1977
von Hunt und Holroyd [40] angeboten. Wiederum ist es Walker [94], der sich
1984 weitergehend mit dieser Problemstellung auseinandersetzt.

Da sich allgemeine Vorginge bei mehrdimensionalen MHD-Stromungen exak-
ten, analytischen Losungen vollends entziehen, wird ab Mitte der achtziger
Jahre zunehmend versucht, das Gleichungssystem der MHD numerisch zu
l6sen. Einige Autoren (Madarame und Hagiwari [58], Mc Carthy [60], Len-
hart und Mc Carthy [55], Biihler [9]) entschlielen sich hierbei fiir halbnume-
rische Verfahren. Dabei wird zundchst in Magnetfeldrichtung integriert, um
in einem ndchsten Schritt nur das entstehende einfachere, zweidimensionale
Problem numerisch zu l6sen. Diese Verfahren leiden jedoch unter den glei-
chen Beschriankungen wie die analytischen Niherungsverfahren. Losungen
konnen mit dieser Methode nur fiir hohe Hartmann-Zahlen erzielt werden.
Meist wird zusédtzlich von kleinen magnetischen Reynolds-Zahlen und Wand-
leitparametern ausgegangen.

Um diesen Restriktionen zu entgehen, wird in jlingster Zeit vermehrt ver-
sucht, die allgemeinen, dreidimensionalen, nichtlinearen Differentialgleichun-
gen vollnumerisch zu 18sen. Da der Programmier- und Rechenaufwand hierzu
jedoch in hohem Mafle ansteigt, kénnen oftmals noch nicht alle Beschrankun-
gen mit dieser Vorgehensweise aufgeweicht werden. Vor allem kann zumeist
die Hartmann-Zahl nur im Bereich 0 < M < 200 variiert werden. Aitov
[1] erzielt 1983 mit der vollen numerischen Simulation Ergebnisse bis M =
30. Ein paar Jahre spéter, 1989, konnen Kim [45] und Ster] [82] den Para-
meterbereich auf 0 < M < 100 erhéhen, und Lenhart [54] berechnet 1994
numerische Losungen bis zu einer Hartmann-Zahl von M = 200.

Auch der Interaktionsparameter N, ein Maf} fiir den Quotienten aus elektro-
dynamischer Kraft und Tragheitskraft, kann bei der vollnumerischen Losung
oftmals nicht beliebig verdndert werden. In der Regel werden ausschlielich
fiir grofle Interaktionsparameter, oder physikalisch ausgedriickt, fiir Strémun-
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gen ohne Triigheitseinfliifie, physikalisch relevante Ergenisse berechnet. Erst
Lenhart [54] kann 1994 mit Hilfe eines Upwind-Verfahrens 2.Ordnung (LE-
CUSSO) diese numerischen Beschrinkungen beseitigen und den Interaktions-
parameter derart verkleinern, daf erstmals Rechnungen mit signifikantem
Tragheitseinflufl durchgefiihrt werden koénnen.

SchlieBlich sind die Simulationsprogramme, die vollnumerische Ansétze ver-
folgen, bis heute auf einfache Geometrien, d.h. rechteckige Kanalquerschnitte,
beschrankt.

4.2.2 Charakteristische Grenzschichten

Ein wesentliches Charakteristikum magnetohydrodynamischer Strémungen
ist das Auftreten dufflerst dinner Grenzschichten. Diese Schichtstrukturen
bilden sich dann aus, wenn das Magnetfeld so stark ist, daf8 die elektrodyna-
mische Kraftwirkung iiber den Einflu von Reibungs- und Tragheitskraften
dominiert. Nur nahe an den Winden kann die Wirkung von Reibungskraften
nicht vernachléssigt werden. Dariiber hinaus mufl vorausgesetzt werden, dafl
das induzierte Magnetfeld gegeniiber dem von auflen angelegten verschwin-
dend klein ist. Diese Annahme wird in dieser Arbeit getroffen (vergleiche
Kapitel 2.1). Da hier nur Strémungen in Rechteckgeometrien betrachtet wer-
den, wird ein Uberblick iiber die in unendlich langen, rechteckigen Kanilen
auftretenden Grenzschichten gegeben (siehe Abbildung 4.3). Im Innern eines
solchen Kanals findet sich ein Kernbereich, in dem die Einflisse der Wande
keine bedeutende Rolle spielen (Bereich 1 in Abbildung 4.3). Hier stehen
vornehmlich elektromagnetische und Druckkrifte im Gleichgewicht. Die Ge-
schwindigkeit ist in diesem Bereich konstant, es bildet sich das fiir magne-
tohydrodynamische Strémungen typische abgeflachte Geschwindigkeitsprofil
aus.

An Winden, auf denen eine Komponente des Magnetfeldvektors senkrecht
steht, man spricht dann von Hartmannwénden, bilden sich sehr diinne Grenz-
schichten, die sogenannten Hartmannschichten aus (Bereich 2 in Abbildung
4.3). Fiir die Dicke &y dieser Grenzschichten gilt:

6 = O(M ™). (4.3)
Diese Schichten kénnen bereits mit der analytischen Losung fiir die eindi-
mensionale Plattenkanalstrémung nachgewiesen werden (Hartmann [34]). In
ihnen fallt die Geschwindigkeit aufgrund der Haftbedingung an den Winden
auf Null ab. Reibungskréfte spielen hier selbstverstiandlich neben den elektro-
magnetischen Kréften ein Rolle. Von Bedeutung sind die Hartmannschichten

auflerdem, weil sich in ihnen vor allem bei Zwangsstrémungen die elektrischen
Strome zu schliefien pflegen.
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Seitenschichten bilden sich an Winden parallel zum Magnetfeldvektor (Be-
reich 3 in Abbildung 4.3). Diese Grenzschichten sind dicker als die Hart-
mannschichten. Der Zusammenhang

s = O(M™7) (4.4)

fiir die Schichtdicke és veranschaulicht dies. Diese Schichten sind fiir magne-
tohyrodynamische Stromungen sehr bedeutend, da es hier zu deutlichen Ge-
schwindigkeitsiiberh6hungen gegeniiber der Geschwindigkeit im Kern kom-
men kann. Unter Umstdnden flieit das Fluid sogar fast vollstdndig in den
Seitenschichten. Dieses Phanomen héngt stark von der Leitfahigkeit der Sei-
tenwéande ab. Sind diese Wénde elektrisch isolierend, muf} der im Kernbereich
induzierte elektrische Strom in der Seitenschicht parallel zum Magnetfeld-
vektor flielen, um sich schliefien zu kénnen. Dadurch verschwindet hier die
hemmende Lorentz-Kraft j x Bim Gegensatz zum Kern. Nur Reibungskrafte
konnen die Stromung behindern. Deshalb kann es zu gegeniiber dem Kern
erh6hten Geschwindigkeiten kommen. Nimmt die elektrische Leitfahigkeit der
Seitenwinde zu, schliefit sich ein immer gréfler werdender Teil des elektri-
schen Stromes tiber die Winde. Demzufolge vergrofiert sich die Komponente
des elektrischen Stromes senkrecht zum Magnetfeldvektor. Deshalb existie-
ren immer starkere Lorentz-Krifte in den Seitenschichten und die Geschwin-
digkeitsiiberh6hungen nehmen ab. Bei erzwungenen Kanalstromungen hingt
dieses Phinomen zusitzlich von der Leitfahigkeit der restlichen Wande ab
(siehe Kapitel 4.2.5).

Bereich 4 in Abbildung 4.3 kennzeichnet ein kleines Gebiet, in dem sich die
Hartmann- und Seitenschichten iiberdecken, und Bereich 5 stellt ein Gebiet
nahe der Ecke dar, in dem die Anpassung an die singuldre Ecke erfolgt.

Andert sich entlang der Strémungsrichtung der Kanalquerschnitt, die Stérke
des Magnetfelds oder die Wandleitfdhigkeit abrupt, entsteht ein weiterer Typ
diinner Grenzschichten, die Scherschichten. Diese Schichten bilden sich im-
mer paralle] zum Magnetfeld aus. Hunt und Leibovich [39] zeigen, daf die
Ausdehnung dieser Scherschichten im Fall einer Stromung in einem Kanal
mit verdnderlichem Querschnitt vom Interaktionsparameter abhingen. Fiir
ein intensives Studium dieses Effekts konnen die Arbeiten von Lenhart [54]
und Sterl [82] herangezogen werden. Da diese Stromungen fiir diese Arbeit
keine Relevanz besitzen, wird nicht detailiert darauf eingegangen.




46

Kapitel 4 Physikalische Phanomene

1 = Kernbereich
2 = Hartmannschicht
3 = Seitenschicht
4 = Uberlappung
Hartmann-/ Seitenschicht
5 = Eckbereich

oy = Dicke der Hartmannschicht
Os = Dicke der Seitenschicht

Abbildung 4.3: Grenzschichten in einem Kanalquerschnitt.
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4.2.3 Der ideal leitende Kanal

Um die grundlegenden Eigenschaften von magnetohydrodynamischen
Strémungen besser verstehen zu kénnen, wird zuerst der Fall einer Zwangs-
stromung in einem geraden rechteckigen Kanal mit elektrisch ideal leitenden
Winden diskutiert (vergleiche Abbildung 4.4). Diese Stromung steht unter
dem Einfluf eines zeitlich und 6rtlich konstanten Magnetfelds, das senkrecht
auf der Stromungsrichtung steht. Aufgrund der Strémung des elektrisch lei-

Abbildung 4.4: Der ideal leitende Kanal.

tenden I'luids im Magnetfeld werden elektrische Strome induziert, die sowohl
auf dem Geschwindigkeits- als auch auf dem Magnetfeldvektor senkrecht ste-
hen (siehe Ohmsches Gesetz). Die Richtung dieses Stromes kann mit der
Drei-IFinger-Regel der rechten Hand ermittelt werden.

Die Stromlinien missen sich wegen der Quellfreiheit der elektrischen Strom-
dichte schlieflen. Im vorliegenden IFall geschieht das tiber die ideal leiten-
den Winde, da hier der elektrische Widerstand am geringsten ist (vergleiche
auch Abbildung 4.4). In Wechselwirkung mit dem Magnetfeld verursachen
diese elektrischen Strome Lorentz-Krifte Iy, gemifl Fy, = ix B (Drei-Finger-
Regel). Fiir M > 1 dominieren diese elektrodynamischen Kraftwirkungen die
aus der Hydrodynamik bekannten Krafte vollkommen. Da die Lorentz-Krafte
entgegen der Stromungsrichtung des Fluids wirken, kénnen sie Druckverluste
hervorrufen, die erheblich iiber den aus der Hydrodynamik gewohnten liegen
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Geschwindigkeit in x-Richtung
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Abbildung 4.5: Das abgeflachte Geschwindigkeitsprofil (aus Sterl [82]).

konnen. Das Geschwindigkeitsprofil flacht sich mit zunehmender Hartmann-
Zahl M immer mehr ab, fiir hohe Hartmann-Zahlen treten Anderungen der
Geschwindigkeit nur noch in den diinnen Grenzschichten auf. Dies kann an-
hand Abbildung 4.5 verdeutlicht werden.

4.2.4 Deyr endlich leitende Kanal

Wird gegeniiber dem vorangehenden Abschnitt von endlich leitenden Ka-
nalwinden ausgegangen (vergleiche Abbildung 4.6), sind weitere, fiir ma-
gnetohydrodynamische Strémungen typische Phianomene beobachtbar. Mit
den gleichen Uberlegungen wie zuvor kann man erkliren, wie elektrische
Strome induziert werden. Allerdings schliefen sich diese Strome nicht mehr
ausschliellich iber die Kanalwinde, sondern auch tiber die Hartmann- und
Seitenschichten. Da sich der elektrische Widerstand gegeniiber dem Fall ideal
leitender Wande erhéht, reduzieren sich die Stromstérke und und damit auch
die Lorentz-Krifte. Folglich ergibt sich auch ein nicht so betrichtlicher Druck-
abfall.

Durch die verdnderte Lage der Stromlinien ergibt sich ein vollig verander-

tes Verhalten der Fluidstromung. Da nicht alle elektrischen Stréme in die
Wand eintreten, sondern auch vor der Wand in den Seitenschichten umge-




4.2 Magnetohydrodynamische Stromungen 49

N\ AN
I R R e R

%%

N

il

ik iadiadded

‘Wm’”

Abbildung 4.6: Der endlich leitende Kanal.

lenkt werden, fliefit ein nicht unerheblicher Teil des elektrischen Stromes dort
nicht mehr senkrecht zum Magnetfeldvektor. Dadurch verschwindet in den
Seitenschichten die hemmende Lorentz-Kraft entgegen der Hauptstromungs-
richtung des I'luids. Deshalb weicht das Fluid in die Seitenschichten aus, wo-
durch es zu deutlichen Geschwindigkeitsiiberhéhungen in diesen Grenzschich-
ten kommen kann. Es kommt zur Bildung des sogenannten M-Profils der
Geschwindigkeit (vergleiche Abbildung 4.7). Erstaunlich ist auf den ersten
Blick, daf} es in den Hartmannschichten nicht ebenso zu solchen Uberhohun-
gen der Geschwindigkeit kommt, zeigt hier doch die Lorentz-Kraft sogar
in Stromungsrichtung. Ursache hierfir sind die Reibungskrifte, die in den
extrem diinnen Hartmannschichten (vergleiche Kapitel 4.2.2) stets domi-
nieren. Im Kernbereich ist das Geschwindigkeitsprofil nahezu konstant. Die
Erklarung findet sich wieder in den im Kern konstant entgegen der Stromung
wirkenden Lorentz-Kraften.
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Geschwindigkeit in x-Richtung

Abbildung 4.7: Das M-Profil der Geschwindigkeit (aus Sterl [82]).

4.2.5 Der isolierte Kanal

Geht man zu elektrisch isolierten Kanalwanden iiber (siche Abbildung 4.8),
kénnte man erwarten, noch stirkere Geschwindigkeitsiiberhéhungen in den
Seitenschichten zu erhalten, als im Fall endlich leitender Wande, da jetzt
uberhaupt kein elektrischer Strom mehr durch die Wand flieflen kann und so-
mit alle Stromlinien vor der Kanalwand umgelenkt werden. Somit verringert
sich die Hemmung der Stromung in den Seitenschichten durch Lorentz-Krafte
noch mehr. Dies ist jedoch nicht der Fall. Es stellt sich ein abgeflachtes Ge-
schwindigkeitsprofil nach Abbildung 4.5 und ein geringer Druckverlust ein.
Eine Begriindung kann in der Tatsache gefunden werden, daf} in dieser Si-
tuation auch kein elektrischer Strom durch die Hartmannwand flielen kann.
Dadurch wird der Strom gezwungen, vollstindig durch die dimnen Hart-
mannschichten zu flieflen. Diese Grenzschicht kann aber als hoher elektrischer
Widerstand interpretiert werden, der die Stérke des induzierten elektrischen
Stromes begrenzt. Folglich sind auch die Lorentz-Krifte im Kernbereich nicht
so stark und es besteht kein Grund, in die Seitenschichten auszuweichen.

Behilt man die Isolation der Seitenwidnde bei und 148t elektrisch leitende
Hartmannwénde zu, bildet sich folgerichtig das charakteristische M-Profil
sofort aus, da dadurch der elektrische Widerstand stark abnimmt. Die ma-
ximalen Geschwindigkeitsiiberhdhungen treten bei Kanalstromungen immer
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Abbildung 4.8: Der elektrisch isolierte Kanal.

dann auf, wenn die Seitenwinde elektrisch isoliert und die Hartmannwande
perfekt leitend sind.

4.2.6 Zusammenfassende Bemerkungen

Magnetohydrodynamische Strémungen werden durch elektrodynamische
Kraftwirkungen dominiert. Infolgedessen bilden sich Stromungsprofile aus,
die starke Abweichungen von den aus der Hydrodynamik bekannten aufwei-
sen konnen. Vor allem Geschwindigkeitsiiberh6hungen an \WWianden parallel
zum Magnetfeldvektor sind typisch fiir diese Stromungen. Im Kernbereich
ist die Geschwindigkeit zumeist konstant. Druckverluste liegen gewdhnlich
deutlich iber denjenigen der Hydrodynamik. Will man MHD-Strémungen
verstehen, mufl man zuerst Kenntnisse iiber die Strompfade erlangen. Die
induzierten elektrischen Stréome erhdlt man aus dem Geschwindigkeitsvek-
tor und dem Magnetfeldvektor geméfl dem Ohmschen Gesetz. Aufgrund der
Quellfreiheit des elektrischen Stromes werden sich die Stromlinien schlieflen.
Die Art des Stromschlusses ist nicht immer sofort aus der Anschauung zu er-
kennen, hier kann die numerische Simulation ein wertvolles Hilfsmittel sein.
Sind die Strompfade bekannt, kann man mit Hilfe der Drei-Finger-Regel
(Fp = 7 x B) die Wirkungsweise der Lorentz-Krifte erkennen.
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4.3 Naturkonvektion unter Magnetfeld-
einfluf

4.3.1 Bisheriger Kenntnisstand

Zum Thema Naturkonvektionsstréomungen unter Magnetfeldeinfluf§ wird zum
ersten Mal im Jahre 1962 eine experimentelle Arbeit veréffentlicht (Lykoudis
[57]). In den darauf folgenden Jahrzehnten wird diese Thematik mit wach-
sender Intensitdt untersucht. Dabei werden sowohl analytische Studien als
auch experimentelle Untersuchungen sowie zwei- und dreidimensionale nume-
rische Simulationsrechnungen vorgestellt. Die dlteren Arbeiten im Zeitraum
bis 1976 umfassen zumeist Ergebnisse aus Experimenten (Lykoudis [57], Pa-
pailiou und Lykoudis [71]) sowie analytischen Untersuchungen (Emery [94],
Wilks [96]), wogegen ab 1979 erstmals zweidimensionale numerische Rech-
nungen durchgefiihrt werden (Seki, Kawamura und Sanokawa [80]). Neun
Jahre spéater, 1988, erscheint die erste Arbeit, die dreidimensionale nume-
rische Ergebnisse prasentiert (Gelfgat {25]). Aufgrund der spezifischen Be-
sonderheiten von experimentellen Untersuchungen und numerischen Studien
werden bis heute in der Regel stark voneinander abweichende Parameterbe-
reiche abgedeckt. Vergleiche der Ergebnisse gestalten sich nach wie vor sehr
schwierig (siehe Abbildung 4.9). Diese Problematik wird zusdtzlich dadurch
verscharft, dafl analytische Studien wiederum meist andere Aufgabenstel-
lungen betrachten als Experimente und Simulationsrechnungen. Analytische
Studien untersuchen meist vertikale Temperaturgradienten, wahrend in Ex-
perimenten und numerischen Rechnungen horizontale Temperaturgradienten
bevorzugt werden.

Die analytischen Studien befassen sich zumeist mit der vertikalen halbun-
endlichen Platte (z.B. Antimirov et al. [3]) und dem rechteckigen Behélter
(Garandet, Alboussiere und Moreau [23]). Oftmals erfolgt aus Griinden der
Vereinfachung eine Beschrénkung auf zweidimensionale Problemstellungen,
wobei nur leicht uberkritische Parameterbereiche untersucht werden. Stan-
dardméfig wird mit Hilfe einer linearen Stabilitdtsanalyse eine Anordnung
mit einem vertikalen Temperaturgradienten und einem Magnetfeld parallel
zum Schwerkraftvektor untersucht, um Werte fiir die kritischen Parameter zu
erhalten. Vereinzelt werden jedoch schon Mittel nichtlinearer Stabilitdtsana-
lysen eingesetzt (Weiss [95]). Ausfiihrliche Grundlageninformationen bieten
die Werke von Chandrasekhar [10] sowie Gershuni und Zhukhovitskii {27] .
Weitergehende allgemeine Informationen liefern Proctor und Weiss in ihrer
Arbeit mit dem Titel 'Magnetoconvection’ [75] .

Experimentelle Untersuchungen beschiftigen sich nahezu allesamt mit
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Abbildung 4.9: Die durch Experimente und numerische Rechnungen
abgedeckten Parameterbereiche.

Stromungen in Kavititen, bei denen die Konvektion durch einen horizontalen
Temperaturgradienten hervorgerufen wird. Die Seitenwinde sind meist adia-
bat und elektrisch isolierend. Hierbei interessiert in der Regel die Steuerung
der Stromung in einer Metallschmelze mit Hilfe eines Magnetfeldes ( Gorbu-
nov und Boyarevich [31]). Vor allem Oszillationen der Geschwindigkeiten im
Stromungsfeld sollen durch ein horizontales oder vertikales Magnetfeld wir-
kungsvoll unterdriickt werden. Die fiir diese Experimente bevorzugt verwen-
deten Flissigmetalle sind Natrium-Kalium, Lithium und Gallium. Einfliisse
eines beliebig im Raum orientierten Magnetfeldvektors werden nicht unter-
sucht. Die Hartmann-Zahlen, bei denen die Experimente durchgefiihrt wer-
den, liegen in der Gréfenordnung M=7000 und die dazugehorigen Rayleigh-
Zahlen erstrecken sich in Bereiche bis Ra = 5 x 107, Die Prandtl-Zahl Pr =
0.01 ist die fiir die meisten Experimente charakteristische Kennzahl.

Auch die numerischen Simulationsrechnungen behandeln nahezu ausschlief3-
lich diejenigen Problemstellungen, bei denen die Konvektionsstromung durch
einen horizontalen Temperaturgradienten generiert wird. Die Randbedingun-
gen und die untersuchten Richtungen des Magnetfeldes stimmen mit de-
nen der Experimente tiberein. Zweidimensionale Untersuchungen haben fiir
ein vertikales Magnetfeld Seki, Kawamura und Sanokawa [80] , Gorbunov
und Boyarevich [32] , Gorbunov und Lyumkis [30] sowie Garandet und Al-
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boussiere [22] durchgefiihrt. Mit horizontalen Magnetfeldern beschéftigt sich
Scherbinin {79], wobei sogar induzierte Magnetfelder beriicksichtigt werden.
Sowohl vertikale als auch horizontale Magnetfelder lassen Ozoe und Maruo
[68] sowie Oreper und Szekely [67] zu.

Dreidimensionale Rechnungen sind fir Magnetfeldrichtungen parallel und
senkrecht der Gravitation durch Gelfgat [25], [26] in den Jahren 1988 und
1990 sowie Ozoe und Okada [69] im Jahre 1989 gewagt worden. Durch ver-
tikale Temperaturgradienten angetriebene Konvektionsstromungen untersu-
chen Clever und Busse [12], [13] fiir horizontale und vertikale Magnetfelder
bei duflerst niedrigen Rayleigh- und Hartmann-Zahlen.

Das am héaufigsten verwendete numerische Verfahren ist das Finite-
Differenzen-Verfahren. Es wird aber auch das Finite-Element-Verfahren sowie
die Methode von Galerkin beniitzt. Vereinzelt wird schon auf nichtiquidi-
stante Gitter zuriickgegriffen. Der untersuchte Parameterbereich weicht ent-
scheidend von demjenigen der Experimente ab. Die Prandtl-Zahl liegt meist
im Bereich 0.02 < Pr < 1 und ist damit etwas hoher als die Prandt-Zahl
der Experimente. In manchen Arbeiten gilt aber durchaus Pr =~ 1 (Ven-
katalachappa und Subbaraya [90]). Aufgrund der Tatsache, daff die duflerst
diinnen Hartmannschichten einigermaflen gut aufgelost werden miissen, er-
geben sich bei dquidistanten Gittern Probleme mit der daraus resultierenden
hohen Anzahl von Gitterpunkten. Deshalb kénnen in der Regel Rechnungen
nur bis zu einer Hartmann-Zahl von M=400 durchgefiihrt werden. Meistens
wird sogar nur bis zu einer Hartmann-Zahl von M=100 gerechnet. Die maxi-
mal erreichbare Rayleigh-Zahl liegt bei Ra = 107 und damit in durchaus mit
Experimenten vergleichbaren Dimensionen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daf} bei Vorliegen eines horizon-
talen Temperaturgradienten fiir adiabate und elektrisch isolierende Wande
einige zumindest qualitativ brauchbare experimentelle und numerische Er-
gebnisse existieren, wenn das Magnetfeld entweder parallel oder senkrecht zur
Gravitation steht. Diese Ergebnisse sind zumeist fiir einen Kubus oder zwei-
dimensional fiir ein quadratisches Rechengebiet erzielt worden. Noch nicht
durchgefithrt worden sind Untersuchungen bei horizontalen Temperaturgra-
dienten mit Variationen der thermischen und elektrischen Randbedingungen
sowie der Magnetfeldrichtung. Fur vertikale Temperaturgradienten sind we-
der experimentelle noch numerische Ergebnisse bei geschlossenen Behaltern
verfiigbar. Der Einflul von inneren Warmequellen oder einer Schiefstellung
des Behélters ist generell noch nicht beriicksichtigt worden.



4.3 Naturkonvektion unter Magnetfeldeinfluf3 55

4.3.2 Die Rayleigh-Bénard Instabilitat mit
Magnetfeldeinfluf3

Im allgemeinen stabilisiert die Einwirkung eines starken Magnetfeldes die
Konvektionsstromung eines elektrisch leitenden Fluids. Dadurch werden in
der Regel die Umschlagsgrenzen zu instationdren und spéter zu turbulenten
Strémungen verschoben. Dies beruht darauf, daf§ jede Storung elektrische
Stréme induziert, deren Energie durch Joulsche Wérme dissipiert wird. Nicht
in jedem Fall jedoch wirkt ein Magnetfeld stabilisierend, es kann auch die ge-
genteilige Wirkung beobachtet werden. Dies wird in dieser Arbeit in Kapitel

6.2 noch gezeigt werden.

Um die stabilisierende Wirkung eines Magnetfeldes auf eine Naturkonvek-
tionsstromung zu verdeutlichen, wird in diesem Abschnitt der Einfluf} eines
Magnetfeldes parallel zur Gravitation auf die von Rayleigh und Bénard unter-
suchte Anordnung einer unendlich ausgedehnten, horizontalen Fluidschicht,
die von unten beheizt wird, untersucht (vergleiche Abbildung 4.2 in Kapitel
4.1). Dabei wird zusétzlich vorausgesetzt, dafi diese Fluidschicht elektrisch
leitend ist. Diese Analyse kann detailliert bei Gershuni und Zhukhovitskii
[27] und Moreau [62] studiert werden.

Interessiert man sich ausschlieflich fiir die Stabilititsgrenze, ab der die
Konvektionsstromung einsetzt, erhilt man ein Problem, das durch zwei
dimensionslose Ahnlichkeitsparameter beschrieben werden kann. Diese di-
mensionslosen Kennzahlen sind die Rayleigh- und die Hartmann-Zahl. Fir
eine Hartmann-Zahl von M=0 erhalt man das klassische Rayleigh-Bénard-

Problem.

Eine lineare Stabilititsanalyse des Problems mit Magnetfeldeinfluf§ filhrt auf

die Gleichung

72+ o?
o2

Raj , = [(7r2 + a?)? + 7r2Mz] (4.5)
fir die kritische Rayleigh-Zahl Raj,,, in Abhingigkeit von Wellen-Zahl o
(Definition siehe Kapitel 4.1) und Hartmann-Zahl M (Gershuni und Zhuk-
hovitskii [27]). Fiir ein bestimmtes cy,;; ergibt sich aus Gleichung ( 4.5) eine

minimale kritische Rayleigh-Zahl Ray,.s . Unter der Voraussetzung M — oo
lassen sich die Beziehungen

P

4\ &
Ragie = i M? s  Olkrit — <%‘> M% (4~6)

herleiten. Der stabilisierende Einfluf§ eines Magnetfelds geht aus den Bezie-
hungen (4.6) deutlich hervor, steigt doch die kritische Rayleigh-Zahl mit dem
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Abbildung 4.10: Die kritische Rayleigh-Zahl in Abhdngigkeit der Hartmann-
Zahl fiir verschiedene Randbedingungen.

Quadrat der Hartmann-Zahl an. Fir M = 100 liegt die kritische Rayleigh-
Zahl demnach bereits bei Rax.; ~ 105 . Dieser Wert liegt bereits zwei Grofien-
ordnungen iiber dem Wert ohne Einflul eines Magnetfelds. In Abbildung
4.10 ist die kritische Rayleigh-Zahl fiir verschiedene Arten der Berandung als
Funktion der Hartmann-Zahl dargestellt. Dabei zeigt sich, daf§ die kritische
Rayleigh-Zahl nur fiir kleine Hartmann-Zahlen von der Art der Berandun-
gen abhdngt. Fiir hohe Hartmann-Zahlen fallen alle Kurven zusammen. Dies
kann dadurch erklart werden, dafl bei starken Magnetfeldern jede Fluidbewe-
gung quer zu den magnetischen Feldlinien unterdriickt wird. Deshalb werden
zunehmend zellulare Stérungen mit kleinen horizontalen Abmessungen an-
gefacht. Diese Storungen werden von der Art der horizontalen Berandungen
nur schwach beeinflufit.

Da die Beziehungen (4.6) unter der Vorraussetzung M — oo hergeleitet
werden, konnen sie unterhalb einer bestimmten Hartmann-Zahl nicht mehr
angewendet werden. Diese Grenze liegt ungefihr bei M=80. Erreicht man
Hartmann-Zahlen unterhalb dieser Grenze, wird die kritische Rayleigh-Zahl
durch die Beziehungen (4.6) zu stark unterschatzt. Zuverldssige Werte fiir die
kritischen Rayleigh-Zahlen im Bereich M < 80 kénnen Chandrasekhar [10]
entnommen werden.

Gestalt und Breite der Konvektionsrollen sind eine Funktion der Hartmann-
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Abbildung 4.11: Die kritische Wellen-Zahl « in Abhéngigkeit der Hartmann-
Zahl fiir verschiedene Randbedingungen.

Zahl. Die kritische Wellen-Zahl o,;; verdndert sich proportional zu M 3 (ver-
gleiche Abbildung 4.11). Dies bedeutet, daf} die Konvektionsrollen mit zuneh-
mender Hartmann-Zahl immer schmaler werden, da die Wellenldnge g, bei
steigender Wellenzahl abnimmt. Gleichzeitig wird ihre Form bei grofieren
Hartmann-Zahlen immer eckiger. Die Art der Berandung hat wie schon bei
der kritischen Rayleigh-Zahl nur fiir kleine Hartmann-Zahlen einen Einflufl
auf die Wellenzahl und damit auf die Breite der Konvektionsrollen.

"Experimentelle Untersuchungen von Nakagawa [64], [65], aus den Jahren 1957

bis 1959, bestétigen die Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse sowohl in
Hinblick auf die kritische Rayleigh-Zahl als auch in Bezug auf Grofle und
Form der Konvektionsrollen. Chandrasekhar [10] liefert eine zusammenfas-
sende Darstellung dieses Sachverhalts.




5 Validierung des Programms

5.1 Testrechnungen ohne Magnetfeldeinfluf}

5.1.1 Zweidimensionale Testrechnungen

In einem ersten Schritt zur Validierung des Programmes wird eine von J.
P. Jones und G. de Vahl Davis [17] vorgeschlagene Vergleichsrechenauf-
gabe (Benchmark-Problem) herangezogen. Hierbei wird eine zweidimensio-
nale Konvektionsstromung in einem quadratischen Rechengebiet betrachtet,
wobei die Beheizung und die Kihlung seitlich erfolgt. Die restlichen Wéande
sind adiabat (siehe Abbildung 5.1).

A
2 - .
adiabat
1
beheizt gekiihlt
N,
X7
adiabat 1

Abbildung 5.1: Skizze zur untersuchten Problemstellung.

Fir eine Prandtl-Zahl von Pr = 0.71 und die Rayleigh-Zahlen Ra =
103,104, 10% und 10° sollen folgende Gréflen bestimmt werden:

58
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Ra 103 104 10° 108

BMS | Méfiner | BMS | Méfiner | BMS | Mofiner [ BMS | Mofiner
%’M& 0.987 | 0.988 |0.824 | 0.826 |0.506| 0.502 | 0.295 [ 0.295
Zumaz | 0.813 | 0.810 [0.823 | 0.820 | 0.855| 0.860 | 0.850 { 0.850
ZTwmes | 0.178 1 0.180 |0.119 | 0.120 |[0.066 | 0.070 | 0.038 | 0.040

Nupe, | 1.505 | 1.508 | 3.528 | 3.516 | 7.717 | 7.890 |17.925| 18.620

ZNumaz | 0.092 | 0.090 |0.143 | 0.140 |[0.081 | 0.080 0.038 | 0.040

My [ 0.692 ] 0.692 |[0.586 | 0.591 {0.729 | 0.744 0.989 1.004

ZNumin | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 1.000 1.000

Ny 1.118 | 1.119 |[2.243 | 2.240 |4.519| 4.601 8.800 | 9.060

Tabelle 5.1: Vergleich eigener Rechnungen mit der Referenzlésung. Hierbei
steht BMS fiir benchmark solution.

¢ Die minimale, maximale und durchschnittliche Nusselt-Zahl an der war-
men Wand sowie deren Ort, wobei die durchschnittliche Nusselt-Zahl

1
wie folgt definiert ist: Nu= [ g—: dz,
0

e die maximale Vertikalgeschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene
und deren Ort,

e die maximale Horizontalgeschwindigkeit in der vertikalen Mittelebene
und deren Ort.

Fir die eigenen Rechnungen wird ein dquidistantes Rechengitter mit einer
Schrittweite Az = Az = 0.01 in beiden Koordinatenrichtungen verwendet.
Dies fiihrt zu jeweils 100 Punkten in Koordinatenrichtung. Die dimensions-
lose Zeitschrittweite wird auf At = 5 % 1074 festgesetzt. Da nur die konver-
genten Endergebnisse von Interesse sind, wird als Verfahren zur Diskreti-
sierung der Zeit die Euler-Vorwarts-Methode eingesetzt. Im Ort findet das
Zentrale-Differenzen-Verfahren Anwendung. Lassen die numerischen Stabi-
litatskriterien dies nicht mehr zu, wird in einer Art hybridem Verfahren auf
das LECUSSO-Verfahren umgeschaltet. Stellt man die mit MAKON ermit-
telten Ergebnisse der Vergleichslosung gegeniiber (siche Tabelle 5.1), so ist
eine sehr gute Ubereinstimmung festzustellen. Die relativen Abweichungen
zwischen den einzelnen Losungen liegen selbst bei hohen Rayleigh-Zahlen
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Abbildung 5.2: Die relative Abweichung der berechneten Nusselt-Zahlen von

der Vergleichslosung.

noch unterhalb drei Prozent. Bei kleineren Rayleigh-Zahlen reduzieren sich
diese Abweichungen auf Bereiche um 0.1 Prozent (Abbildung 5.1.1). Die
absoluten Abweichungen, die sich bei der Ortsangabe der jeweiligen Nusselt-
Zahlen ergeben, sind kleiner als der halbe Abstand zwischen zwei Gitterpunk-
ten. Dies beweist, daff die Ortsangaben fiir das verwendete Maschengitter
korrekt sind.




5.1 Testrechnungen ohne Magnetfeldeinflufl 61

5.1.2 Dreidimensionale Testrechnungen

Um die Testrechnungen auf dreidimensionale Stréomungen auszudehnen, bie-
tet sich das von Kirchartz [47] in seiner Habilitationsschrift untersuchte Mo-
dellsystem an. Bei dieser Problemstellung wird ein Kubus von unten beheizt
und von oben gekiihlt. Die Seitenwidnde sind wahlweise entweder perfekt
warmeleitend oder adiabat. Kirchartz gibt fiir perfekt leitende Seitenwinde
fiinf stationdre Losungstypen an, die sich in Abhéngigkeit von Rayleigh-
Zahl und Aufheizgeschwindigkeit einstellen (siche Abbildung 5.3). Bei einer
Prandtl-Zahl von Pr = 0.71 gibt Kirchartz die Umbildung der Losungstypen
fiir perfekt leitende Seitenwinde an, wenn die Rayleigh-Zahl von Ra = 2104
bis auf Ra = 4 * 105 erhdht wird (siche Tabelle 4.1.1). Voraussetzung fiir
das Einstellen dieser Strémungsformen ist, dafl die Rayleigh-Zahlen quasi-
stationdr verdndert werden. Ist dies nicht der Fall, wird immer Losungstyp

V erreicht.

— Ra | Losungstyp
- | 2 % 101 I
1 B 1B 4+ 10° 11
7% 107 1B
— AT 10° 11
+ X+ - 2% 10° IV
— — |+ | [+ 4% 10° v

111 v Vv

Tabelle 4.1.1: Angabe des
Lésungstyps, der sich bei der
jeweiligen Rayleigh-Zahl nach
quasistationdrer Aufheizung
ergibt.

Abbildung 5.3: Klassifizierung
der Ldsungen zur Konvektion
in quaderférmigen Volumina. Die
Heizung erfolgt von unten. Ein
+ steht fiir Auftriebsstromungen,
ein - fir Abtriebsbewegungen.

Die eigenen Rechnungen zu diesem Modellsystem zeigen vollkommene Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen von Kirchartz. Wird die Rayleigh-Zahl
instationar erhoht, so wird auch schon fiir niedrige Rayleigh-Zahlen der
Losungstyp V berechnet. Um sicherzustellen, daf} eine instationdre Erhéhung
vorliegt, wird bei diesen Testrechnungen innerhalb des ersten Zeitschrittes
die Rayleigh-Zahl von Null auf die endgiiltige Rayleigh-Zahl gesetzt. Bei den
Rechnungen, bei denen die endgiiltige Rayleigh-Zahl quasistationér erreicht
werden muf}, tritt selbstverstdndlich das Problem auf, daff man vorher nicht
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Abbildung 5.4: Das Modellsy-
stem mit vertikaler Mittelebene.
Alle folgenden Darstellungen zei-
gen bei Pr = 0.71 die vertikale Ge-
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Abbildung 5.6:
Losungstyp II bei Ra = 4 % 10* .
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Abbildung 5.5:
Losungstyp I bei Ra = 2% 104 .
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Abbildung 5.9:
Losungstyp V bei Ra = 4 % 10° .
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weif}, wie langsam die Rayleigh-Zahl zu erhéhen ist, um immer eine qua-
sistationdre Stromung zu beobachten. Auch Kirchartz macht hierzu wenig
Angaben. Hinzu kommt, dafl das diffusive Zeitschrittlimit bei den hier ver-
wendeten expliziten Verfahren direkt vom Wert der Rayleigh-Zahl abhéngt.
Fiir sehr kleine Rayleigh-Zahlen ist die Beschrankung des maximal wahlba-
ren Zeitschritts so gravierend, da§ Rechnungen unméglich sind. Um dieses
Problem zu umgehen, wird bei den Testrechnungen die Rayleigh-Zahl insta-
tiondr erhoht und eine thermische Anfangsbedingung derart vorgegeben, daf§
der gewiinschte Losungstyp begiinstigt wird. Im weiteren Verlauf der Rech-
nung wird dann uberpriift, ob sich bei dieser Rayleigh-Zahl eine stationéare
Losung mit dem gewiinschten Losungstyp einstellt. Ist dies der Fall, so ist
gezeigt, dafl der jeweilige Losungstyp eine zeitlich stabile Stromungsform bei
der getesteten Rayleigh-Zahl ist. Wie in den Abbildungen 5.5 bis 5.9 zu se-
hen ist, kdnnen mit der zuvor beschriebenen Methode die von Kirchartz fiir
eine quasistationdre Erhohung der Rayleigh-Zahl vorhergesagten Losungsty-
pen I, II, IIB und III numerisch bestdtigt werden.

Alle Rechnungen werden zuerst mit einer 4quidistanten Gitterweite von Az =
Ay = Az = 0.04 durchgefiihrt. Da die Seitenldngen des Behélters auf Eins
normiert sind, hat dies 25 x 25 x 25 Gitterpunkte zur Folge. Um sicherzustel-
len, dafl der Losungstyp unabhéngig vom verwendeten Maschengitter ist, wer-
den die Rechnungen auf einem feineren Gitter mit Az = Ay = Az = 0.025
wiederholt. Dadurch erhoht sich die Anzahl der Gitterpunkte auf 40 x 40
x 40 Punkte. Alle berechneten Loésungen erweisen sich jedoch als gitter-
unabhangig.

Es fallt auf, daf8 es im Bereich 2%10! < Ra < 2*10° mit steigender Rayleigh-
Zahl immer linger dauert, bis eine konvergente Losung erreicht werden kann.
Deshalb wird darauf verzichtet, Losungstyp IV bei Ra = 2x10° zu bestatigen.
Anders verhélt sich der Losungstyp V, der sich trotz noch héherer Rayleigh-
Zahl als sehr stabil erweist. Dies mag erkldren, warum sich dieser Losungstyp
bei instationdrer Erhéhung der Rayleigh-Zahl in allen untersuchten Parame-
terbereichen durchsetzt.

5.2 Testrechnungen mit Magnetfeldeinfluf

5.2.1 Berechnung kritischer Rayleigh-Zahlen

Um einen weiteren Test des Programmes durchzufiihren, werden zuerst kri-
tische Rayleigh-Zahlen beim Rayleigh-Bénard Problem mit Magnetfeldein-
flufl berechnet. Es wird eine unendlich ausgedehnte, horizontale Fluidschicht
nach Abbildung 4.2 in Kapitel 4.1 betrachtet, die von unten beheizt und von
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M 31 100
At 5107 | 2%107% | 5x107° | 2x107°
Az 0.04 0.02 0.04 0.02
Ay 0.025 0.02 0.025 0.02
Az 0.10 0.10 0.10 0.10
Ray i 3.00 % 10* | 1.85 % 10* | 1.50 % 10° | 1.25 x 10°
Ray 44 aus Gersh.-Zhuk. | 1.70 % 10* | 1.70 % 10* | 1.24 % 10° | 1.24 % 10°

Tabelle 5.2: Vergleich der aus eigenen Rechnungen ermittelten kritischen
Rayleigh-Zahlen bei Bénard-Konvektion unter Einflufl eines Magnetfeldes
parallel zur Schwerkraft mit dem Ergebnis von Gershuni und Zhukhovits-
kii. Beide Berandungen sind fest.

von oben gekiihlt wird. Die Rénder sind elektrisch perfekt leitend. Das Mag-
netfeld steht parallel zur Richtung der Schwerkraft. Bei dieser Konstella-
tion hingt die kritische Rayleigh-Zahl nur von der Hartmann-Zahl ab, die
Prandtl-Zahl spielt keine Rolle (sieche Kapitel 4.3.2). Genau fiir diesen Fall
geben Gershuni und Zhukhovitskii die kritische Rayleigh-Zahl in Abhéngig-
keit der Hartmann-Zahl an. Fiir zwei spezielle Hartmann-Zahlen, M = 31
und M = 100, wird die kritische Rayleigh-Zahl numerisch bestimmt. Dies
geschieht nach einer Art Intervallschachtelung. Zuerst sucht man eine unter-
kritische und dann eine tiberkritische Rayleigh-Zahl. Als néchstes tiberpriift
man die Rayleigh-Zahl in der Intervallmitte und erhalt so ein neues Inter-
vall, in dem die kritische Rayleigh-Zahl liegen muf}. Dieses Verfahren fiihrt
man solange durch, bis die gewlinschte Genauigkeit erreicht ist. Als kritischer
Parameter wird immer die Intervallmitte angenommen.

Die Entscheidung, ob eine Rayleigh-Zahl iiber- oder unterkritisch ist, wird
wie folgt getroffen. Es wird eine Rechnung durchgefiihrt, bei der man aus dem
Ruhezustand startet und als Anfangsbedingung des Temperaturfeldes ein li-
neares Profil vorgibt. Diese Rechnung wird iiber eine langere Zeit fortgefiihrt,
wobei der Betrag der Maximalgeschwindigkeit beobachtet wird. Bleibt dieser
Betrag bei sehr kleinen Werten (Gréfienordnung 107% und kleiner), so liegt
eine unterkritische Rayleigh-Zahl vor, wichst er aber immer mehr an, so ist
die Rayleigh-Zahl iberkritisch.

Fiihrt man diese Testrechnungen mit dem Programm durch, so zeigt sich,
dafl die von Gershuni und Zhukhovitskii vorhergesagten kritischen Rayleigh-
Zahlen recht gut bestdtigt werden. Die numerisch ermittelten Werte liegen
durchweg etwas zu hoch, werden aber bei besserer Diskretisierung wesentlich
genauer. Dies zeigt die Konsistenz des numerischen Verfahrens. Weiterhin ist
zu beobachten, daf§ die Werte bei hoheren Hartmann-Zahlen grundsétzlich
genauer sind. Legt man die in zwei Koordinatenrichtungen feinere Diskreti-
sierung zugrunde, so liegt die Abweichung bei einer Hartmann-Zahl von M
= 100 nur bei einem Prozent, wihrend sie bei einer Hartmann-Zahl von M
= 31 immerhin noch etwas iiber acht Prozent liegt (vergleiche Tabelle 5.2).



5.2 Testrechnungen mit Magnetfeldeinfluf3 65

5.2.2 Vergleiche zu den Rechnungen von
Ozoe und Okada

Will man Vergleiche zu numerischen Untersuchungen am Themenkreis Natur-
konvektion mit Magnetfeldeinflul ziehen, kommen in erster Linie die Rech-
nungen von Ozoe und Okada [69] in Frage, da nur wenige andere dreidi-
mensionale numerische Untersuchungen zu dieser Aufgabenstellung aus der

Literatur bekannt sind.

Ozoe und Okada untersuchen den Einflul der Magnetfeldrichtung auf die
Warmeiibertragung bei einem Kubus, der seitlich beheizt und gekiihlt wird
und dessen restliche Winde adiabat sind (siehe Abbildung 5.10). Alle Wande

g
\L gekiihlt

0.5 /
\(/

\

- Wand nicht beheizt oder gekiihlt

y ==> Wand adiabat
> elektrisch isolierte Winde
-0.5 B || x-, y-, oder z-Richtung
1
z X
beheizt 05 0

Abbildung 5.10:
Schematische Zeichnung des von Ozoe und Okada untersuchten Systems.

sind elektrisch isolierend. Als Prandtl-Zahl wird diejenige von geschmolze-
nem Silikon, Pr = 0.054, angenommen. Die Autoren berechnen bei einer
Rayleigh-Zahl von Ra = 10% im Bereich 0 < A < 300 ausnahmslos sta-
tiondre Losungen und geben fiir ein Magnetfeld in x-Richtung die durch-
schnittliche Nusselt-Zahl Nu an der beheizten Wand an. Zur numerischen
Losung dieser Aufgabenstellung wird ein Finites-Differenzen-Verfahren auf
einem nichtédquidistanten Gitter verwendet.

Vergleicht man die Ergebnisse aus eigenen Rechnungen mit den von Ozoe
und Okada vorhergesagten, stellt man fest, dafi beide qualitativ und quanti-
tativ gut ubereinstimmen, wenn ein Magnetfeld wirksam ist. Die Strémung
wird am stérksten von einem Magnetfeld in x-Richtung unterdriickt und wird
von einem Magnetfeld in z-Richtung am wenigsten beeinflufit. Eine Erh6hung
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der Hartmann-Zahl fiihrt in jeder Magnetfeldrichtung zu einer stirkeren Un-
terdriickung der Strémung und damit auch zu einer kleineren durchschnitt-
lichen Nusselt-Zahl an der warmen Wand. Die sich ausbildenden Stromungs-
formen, die teilweise Geschwindigkeitsiiberhdohungen in den Ecken aufweisen,
sind physikalisch erkldrbar und sollen nachfolgend erldutert werden, obwohl
in diesem Abschnitt in erster Linie der Nachweis einer Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen anderer Autoren gefithrt werden soll.

Bei einem Magnetfeld in x-Richtung werden elektrische Strome derart indu-
ziert, daf} die Aufwértsstromung an der beheizten Wand behindert wird. Da
der Strom aufgrund der elektrischen Isolation der Wénde nicht in diese ein-
treten kann und deshalb vor der Wand umgelenkt wird, verschwindet dort die
Komponente der Lorentz-Kraft, die entgegen der Aufwéirtsstromung wirkt.
Deshalb treten hier in den Ecken Geschwindigkeitsitberhéhungen auf. Ent-
scheidend ist hierbei auch, daf sich der Strom nicht iiber die diinnen Hart-
mannschichten schliefit, sondern im Fluid (vergleiche Abbildungen 5.11 und
5.12).

Strom Lorentz-Xraft

Abbildung 5.11: Die vertikale Ge- Abbildung 5.12: Der elektrische
schwindigkeit in der vertikalen Strom und die daraus resultie-
Mittelebene bei einem Magnet- rende Kraftwirkung bei einem
feld in x-Richtung. Magnetfeld in x-Richtung.

Bei einem Magnetfeld in y-Richtung sind diese Uberhdhungen bei der ho-
rizontalen Geschwindigkeit in x-Richtung zu finden (Abbildung 5.13). Der
Grund ist auch hier in der Art zu finden, wie sich der elektrische Strom
verhdlt. An der Wand bei y = +0.5 werden elektrische Strome in positive
z-Richtung induziert und an der Wand bei y = -0.5 in negative z-Richtung.
Diese Strome schlieflen sich in y,z-Ebenen und rufen Lorentz-Kréfte hervor,
die in negative bzw. positive x-Richtung zeigen (siche Abbildung 5.14).
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Auch diese Lorentz-Krifte verschwinden wegen der Umlenkung des elektri-
schen Stromes vor der Wand in den Eckbereichen.

Strom Lorentz-Kraft

B
Abbildung 5.13: Die horizontale Abbildung 5.14: Der elektrische
Geschwindigkeit in der horizonta- Strom und die daraus resultie-
len Mittelebene bei einem Mag- rende Kraftwirkung bei einem
netfeld in y-Richtung. Magnetfeld in y-Richtung.

Bei einem Magnetfeld in z-Richtung ergibt sich eine ungleich kompliziertere
Konstellation in Bezug auf das Verhalten des elektrischen Stromes. An der
beheizten bzw. gekiihlten Wand wird prinzipiell ein elektrischer Strom in
positive bzw. negative x-Richtung induziert. An den Wanden senkrecht zum
Gravitationsvektor wird prinzipiell ein elektrischer Strom in positive bzw. ne-
gative y-Richtung induziert. Diese Strome koénnen sich in x-y-Ebenen nicht
schlielen, deshalb mufl hierzu in z-Richtung ausgewichen werden. In einem
Bereich, der ungefdhr durch die Bedingung 0.2 < x < 0.8 abgegrenzt wer-
den kann, spielen in erster Linie die Stréme in y-Richtung eine Rolle. Diese
Strome weichen einander in z-Richtung aus und schlieflen sich zweidimensio-
nal iber die diinnen Hartmannschichten. Dies geschieht in einem Muster mit
acht Zellen (siehe Abbildung 5.15). In der Nahe der beheizten bzw. gekiihl-
ten Wand liegen die Verhéaltnisse anders. In diesem Fall kénnen sich die elek-
trischen Strome nur noch dreidimensional schliefen. Im folgenden wird nur
auf das Verhalten nahe der beheizten Wand eingegangen, da es demjenigen
der gekiihlten Wand entspricht. Grundséitzlich werden hier Stréme in positive
x-Richtung induziert. Diese Stréme miissen sich in z-Richtung iiber die Hart-
mannschichten schlieffen. Dies kénnen sie aber nicht iiberall, da diese Strome
in x-Richtung auf die achtzellige Struktur treffen. Innerhalb dieser Struktur
flieflen aber starke Strome in z-Richtung teilweise ins Innere des Quaders.
Deshalb fliefit nur dort konzentriert Strom in x-Richtung, wo ein Strompfad
in z-Richtung hin zu den Hartmann-Wénden ermoglicht wird. Hierdurch
kommt es zu starken Stromen nahe der beheizten Wand parallel zur Gravita-
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tion hin zu der Stelle, an der ein Stromfluf} in x-Richtung moglich ist (siehe
Abbildung 5.16).
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Abbildung 5.15: Der elektrische Strom bei einem Magnetfeld in z-Richtung.
Es ist das Verhalten im Bereich 0.2 < x < 0.8 dargestelit.

Abbildung 5.16: Ein elektrischer Strompfad bei einem Magnetfeld in z-
Richtung fir x < 0.2, y < 0,z > 0.

Dieses Verhalten des elektrischen Stromes fithrt dazu, daf sich im Innern des
Kubus ein Wirbel bildet, der entgegen der durch die Konvektion hervorgeru-
fenen Stromung dreht ( sieche Abbildungen 5.17 und 5.18).
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Ozoe/Okada Moéfiner
Nu bei Bx | Nu bei Bx | Nu bei By | Nu bei Bz
M=20 5.737 7.2 7.2 7.2
M = 100 4.458 4.766 6.002 7.135
M = 200 2.917 2.989 4.553 7.050
M = 300 2.251 2.245 3.475 6.923

Tabelle 5.3: Vergleich der mittleren Nusselt-Zahlen der warmen Wand aus
eigenen Rechnungen mit den Werten von Ozoe und Okada.
Hierbei gilt: Pr = 0.054, Ra = 10°.

Zusatzlich ist zu beachten, daf bei einem Magnetfeld in z-Richtung keine Ge-
schwindigkeitsiiberh6hungen in den Ecken auftreten. Da sich der Strom tiber
die extrem diinnen Hartmannschichten schliefit und nicht im Fluid, wirken
die Lorentz-Kréfte praktisch bis in die Eckbereiche hinein. Gleichzeitig wir-
ken die Hartmannschichten als grofier elektrischer Widerstand. Dies begrenzt
den Stromfluf} spiirbar.

Wie in Tabelle 5.3 unschwer zu erkennen ist, stimmen die Ergebnisse ohne
Magnetfeldeinflufl nicht mit denen der Autoren iiberein. Die eigenen Rech-
nungen weisen einen hoheren Wert von ca. Nu = 7.2 gegeniiber der Angabe
von Nu = 5.7 von Ozoe und Okada aus. Dieser Wert der Vergleichslésung
erscheint fragwiirdig, wenn man sich z.B. die Nusselt-Zahl bei einem Mag-
netfeld in y-Richtung fiir M=100 betrachtet. Dieser Wert ist bereits etwas
grofler als der Wert beider Autoren ohne Magnetfeldeinflufl. Der Wert Nu =
7.2 erscheint in diesem Kontext als glaubwiirdiger. Aufféllig ist auch, daf die
Vergleichslosung stationér ist, wahrend die eigenen Rechnungen eine leicht
instationare Losung zeigen. Dies dndert sich auch nicht, wenn der Zeitschritt
verkleinert und die Anzahl der Gitterpunkte erhéht wird. Die Abweichung ist
demzufolge nicht auf eine ungentigende Diskretisierung des Rechengebietes
zuriickzufiihren.

Eine Erkldrung fiir die unterschiedlichen Ergebnisse kénnte darin liegen, daf§
mit LECUSSO ein Upwind-Verfahren verwendet wird, das weniger numeri-
sche Diffusion erzeugt als die meisten anderen Upwind-Verfahren. Ozoe und
Okada setzen bei der ortlichen Diskretisierung das Upwind-Verfahren 1.0rd-
nung ein, welches bekanntermaflen viel numerische Diffusion produziert und
damit stationédre Losungen begiinstigt. Die in MAKON verwendeten explizi-
ten Verfahren erzeugen zudem weniger Diffusion als das bei Ozoe und Okada
benutzte, teilimplizite ADI-Verfahren.
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Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl die eigenen Rechnungen in
sich konsistente Ergebnisse zeigen, die qualitativ und quantitativ mit denen
der Vergleichslésung tibereinstimmen, solange ein Magnetfeld wirkt. Ohne
Magnetfeldeinfluf} stimmen die Nusselt-Zahlen an der beheizten Wand nicht
iberein. Fiir den Fall der reinen Konvektionsstromung liegt der eigene Wert
etwas hoher als der beider Autoren. Die von mir erarbeiteten physikalischen
Erklarungen fiir die sich ausbildenden Stromungsformen sowie die Darstel-
lung des Verhaltens des elektrischen Stromes sowie der Geschwindigkeit sind
bei Ozoe und Okada nicht zu finden. Insofern stellen Teile dieses Abschnittes
nicht nur Validierungsrechnungen, sondern schon neue Ergebnisse dar.
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Abbildung 5.17: Die entgegengesetzten dufieren und inneren Wirbel der
Fluidstromung fiir 0.2 < x < 0.8.
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Abbildung 5.18: Die Stromlinien in der vertikalen Mittelebene bei einem Mag-
netfeld in z-Richtung. Die Stromungsrichtung ist eingezeichnet.




6 Numerische Ergebnisse

6.1 Magnetokonvektion im Kubus

In diesem Abschnitt wird systematisch der Einflufl der Richtung eines Ma-
gnetfeldes und der thermischen Randbedingungen auf Naturkonvektions-
stromungen im Kubus untersucht. Dies geschieht, um an diesem einfachen
Modellsystem die grundlegenden Effekte, die bei der Magnetokonvektion auf-
treten, herauszuarbeiten. Hierzu wird wieder die bereits im vorigen Abschnitt
behandelte Problemstellung mit einem horizontalen Temperaturgradienten
herangezogen (siehe Abbildung 5.10). Es wird wieder auf das bereits in Ab-
bildung 2.1 eingefiihrte Koordinatensystem zuriickgegriffen.

6.1.1 Variation der Magnetfeldrichtung

Die Richtung des Magnetfeldes ist ein Parameter, der den Warmetibergang
und die Stromungsprofile entscheidend beeinflufit. Wie bereits in Kapitel
5.2.2 gezeigt, konnen die Nusselt-Zahlen bei unterschiedlicher Magnetfeld-
richtung bei einer festen Hartmann-Zah!l um bis zu 300 Prozent voneinander
abweichen. Dabei stellen sich auch jeweils v6llig unterschiedliche Stromungs-
muster ein. Der Betrag des Magnetfeldvektors ist wie bekannt auf Eins nor-
miert.

Zuerst wird die Richtung des Magnetfeldes nur so variiert, daf§ die Kompo-
nente des Magnetfeldes in z-Richtung, B,, verschwindet. Fiir ein Magnetfeld
in x-Richtung ist die Ddmpfung der Strémung am grofiten und damit die
durchschnittliche Nusselt-Zahl an der beheizten Wand am geringsten. Im
Gegensatz dazu wird die Konvektionsstrémung von einem Magnetfeld in y-
Richtung am schwéchsten unterdriickt. Die auftretenden Stromungsmuster

72
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konnen durch die Wirkung von Lorentz-Kriften erkldrt werden, die ihrer-
seits durch die induzierten elektrischen Strome hervorgerufen werden. Dieser
Mechanismus ist bereits in Kapitel 5.2.2 beschrieben worden.

Verindert man die Magnetfeldrichtung derart, dafi sowohl eine Komponente
in x-Richtung, Bj, als auch eine Komponente in y-Richtung, By, vorhanden
ist, verandert sich das Verhalten des elektrischen Stromes und damit auch das
Verhalten der Konvektionsstrémung. Sowohl an der beheizten bzw. gekiihlten
Wand als auch an den Wanden senkrecht zur Gravitation werden elektrische
Stréme induziert. Diese Strome schlielen sich in diagonalen Ebenen. Ist B,
positiv, schlieflen sich die an der beheizten Wand induzierten elektrischen
Stréme mit den an der Wand bei y = +0.5 induzierten Stromen (siehe Ab-
bildung 6.3). Ist B, dagegen negativ, erfolgt der Stromschlufl mit den bei
y = -0.5 induzierten Stromen (sieche Abbildung 6.4). Dies hat in beiden
Féllen zur Folge, dafl Lorentz-Krafte sowohl die Auf- bzw. Abtriebsstromung
als auch die Strémungen in x-Richtung behindern. Da der elektrische Strom
abermals vor der isolierten Wand umgelenkt wird, verschwindet auch hier
die hemmende Lorentz-Kraft in den jeweiligen Eckbereichen. Deshalb ist in
beiden Hauptstromungsrichtungen eine Geschwindigkeitsiiberhéhung in den
Eckbereichen zu beobachten und es ergibt sich fiir die Geschwindigkeit in
x- bzw. y-Richtung qualitativ das bereits in Abbildung 5.11 bzw. Abbildung
5.13 gezeigte Profil.

Obwohl im untersuchten Fall sowohl alle Stréomungen in y- als auch in x-
Richtung behindert werden, ist der Warmeiibergang immer besser als im
Fall eines Magnetfeldes in x-Richtung und immer schlechter als im Fall ei-
nes Magnetfelds in y-Richtung. Dies liegt daran, daf§ die Unterdriickung der
Stromung durch das Magnetfeld jeweils nur durch eine Vektorkomponente
B, <1 bzw. B, < 1 hervorgerufen wird, da | B | = 1 immer gelten mufl. Je
grofier die Komponente B, wird, desto schlechter wird der Warmeiibergang.
Steht das Magnetfeld in negative y-Richtung, sind die berechneten Nusselt-
Zahlen immer etwas niedriger als die entsprechenden Nusselt-Zahlen bei be-
tragsgleicher positiver y-Komponente des Magnetfelds. Die Abweichungen
sind jedoch kleiner als vier Prozent, deshalb kann durchaus von einer Sym-
metrieeigenschaft gesprochen werden (vergleiche Tabelle 6.1.1).

LaBt man eine Komponente B, # 0 zu, wird die Situation komplizierter.
Steht das Magnetfeld in Richtung einer Raumdiagonalen, sind alle Kompo-
nenten des Magnetfelds dem Betrag nach gleich grofl. Definiert man gemaf
den Abbildungen 6.1 und 6.2 einen Winkel vy als Winkel zwischen dem Mag-
netfeld und einer horizontalen x,z-Ebene und einen Winkel § als Winkel zwi-
schen dem Magnetfeld und einer x,y-Ebene, so gilt fiir eine Raumdiagonale:
|v| = 35°, |d| = 45°. Unter der Voraussetzung eines positiven B, bedeutet
ein positiver Wert fiir v eine positive y-Komponente des Magnetfelds. Ein
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positiver Wert fiir § bedeutet eine positive z-Komponente des Magnetfeldes.
Untersucht man den Fall v = 35° § = 457, stellt man fest, daf§ sich der
elektrische Strom wieder vorwiegend in diagonalen Strukturen schlief3t. Eine
entscheidende Ausnahme existiert aber an der beheizten und an der gekiihl-
ten Wand. An diesen Wanden flielen nicht mehr alle Stréme wie gewohnt in
z-Richtung, sondern in einem Randbereich auch konzentriert in y-Richtung.
An der beheizten Wand ist dieses Verhalten im Bereich y > 0,z > 0.25 zu
beobachten, an der gekiihlten Wand bei y < 0,z < —0.25 . Dies fiihrt dazu,
daB teilweise die diagonalen Strukturen einseitig aufgelost werden (siehe Ab-
bildung 6.5).

Fir das Verhalten der Auf- und Abtriebsstromung hat das signifikante Aus-
wirkungen. Iin Bereich, in dem die elektrischen Strome in y-Richtung flicBen,
verschwindet die Komponente der Lorentz-Kraft, die entgegen der Stromung
des Fluids wirkt, deshall organisiert sich die Stromung so um, dafi der Mas-
sentransport vorwiegend in diesem Bereich geschieht (siche Abbildung 6.9).

Wird die Richtung des Magnetfelds so verdndert, daf es nun in Richtung einer
anderen Raumdiagonalen wirkt, bleibt das prinzipielle Verhalten des elek-
trischen Stromes und damit auch das Verhalten der Konvektionsstromung
bestehen. Es dndert sich nur die Lage des Bereichs, in dem die elektromagne-
tische Dampfung verschwindet. Wichtig ist hierbei, daf sich die elektrischen
Strome immer noch symmetrisch verhalten, es kann in jedem dieser Falle
eine Punktsymmetrie zu einer diagonalen Mittelebene beobachtet werden
(vergleiche Abbildungen 6.6 bis 6.8).

Steht  das  Magnetfeld in Richtung einer Raumdiagonalen, ist der
Warmeiibergang schlechter als im Falle eines Magnetfelds in y-Richtung,
aber besser als in vergleichbaren Fallen ohne z-IKKomponente des Magnetfelds.
Letzteres ist wenig erstaunlich, da ein Magnetfeld in z-Richtung gewohnlich
weniger dimpfend auf die Konvektionsstromung wirkt. Insgesamt sind die




6.1 Magnetokonvektion im Kubus 75

M = 200, Pr = 0.054, Ra = 10° M = 200, Pr = 0.054, Ra = 10°
— >0—= Nuy ;vy<0— Nu_
v, 5 Nu Y + 5 7
Nu Nu_
Y= {35%,6 = +45° | 4.3 7 +
7= +35%6 = —45° 4.29 +0° 2.989 2.989
v = —35% 6 = +45° 4.44 +30° 3.346 3.214
v = —35%6 = —45° 4.47 +45° 3.667 3.482
v=-37°%4 = +22° 3.31 +60° 4.012 3.927
+90° 4.553 4.548
Tabelle 6.1: Die mittlere Nusselt-
Zahl an der beheizten Wand. vy ist Tabelle 6.2: Die mittlere Nusselt-
der Winkel zwischen B und einer Zahl an der beheizten Wand. vy ist
x,z-Ebene und ¢ ist der Winkel zwi- der Winkel zwischen B und einer
schen B und einer x,y-Ebene. x,z-Ebene. Es gilt: B, = 0.

Nusselt-Zahlen fiir alle Raumdiagonalenrichtungen ziemlich konstant, sie va-
riieren nur mit relativen Abweichungen von maximal vier Prozent. Dabei fallt
auf, dafl die Werte bei gleichem « jeweils sehr nahe beisammen liegen.

Wird eine beliebige Richtung des Magnetfeldes zugelassen, wird eine ex-
akte Vorhersage des Verhaltens des elektrischen Stromes schwierig, es ist
jedoch moglich, dieses Verhalten durch Kenntnis der hier bespochenen Spe-
zialfalle abzuschédtzen. Grundséitzlich bestétigen alle Testrechnungen, dafl die
Dampfung der Stromung mit wachsender x-Komponente und verringerter z-
Komponente zunimmt. Je grofiler die Komponente einer bestimmten Mag-
netfeldrichtung wird, desto mehr verhéilt sich der elektrische Strom auch wie
im néchstliegenden Spezialfall. Im Fall v = —37°,§ = 22° verhilt sich die
Stromung z.B. fast wie im besprochenen Fall ohne z-Komponente. Dies ist
nicht erstaunlich, da die x- bzw. y-Komponenten des Magnetfelds um mehr
als 200 Prozent grofier sind als die z-Komponente. Es ist jedoch auch die
filr eine positive z-Komponente typische ["Jberhéhung der Geschwindigkeit in
y-Richtung nahe der Wand bei z=0.5 deutlich sichtbar. Sicher ist jedoch, da
bei einem beliebig orientierten Magnetfeld keine Symmetrieeigenschaften zu
erwarten sind (siehe Abbildung 6.10).
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—> = Lorentz-Kraft

Abbildung 6.3: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-
kung. Es gilt: B, = B, = 0.707, B, =0, v = 45° .

Abbildung 6.4: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-
kung. BEs gilt: B, =0.707, B, = -0.707, B, =0, v = —45° .

—7\ = Lorentz-Kra

Abbildung 6.5: Der elektrische Strom und die daraus resulticrende Kraftwir-
kung. Es gilt: B, = By, = B, = 0.577.
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—> = Lorentz-Kraft

Abbildung 6.6: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-
kung. Bs gilt: B, = B, = 0.577, B, = —0.577.

—-} = Lorentz-Kraft

Abbildung 6.7: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-

n

kung. Es gilt: B, = B, = 0.577, B, = —0.577.

\ ] ] [Py 7
—5> = Lorentz-Kraft

Abbildung 6.8: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-
kung. Es gilt: B, = 0.577, By = B, = —0.577.
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Abbildung 6.9: Die Geschwindigkeit in y-Richtung fir v = 35% und § = 457 .
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Abbildung 6.10: Die Geschwindigkeit in y-Richtung fiir y = —37° und 6 = 22°
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6.1.2 Variation der thermischen Randbedingungen

Untersucht man das Modellsystem gemaf8 Abbildung 6.11, erkennt man, dafl
der Warmeiibergang merklich von der Wahl der thermischen Randbedingun-
gen der Seitenwiinde abhingt. Als Seitenwinde werden in diesem Abschnitt
alle Winde bezeichnet, die weder beheizt noch gekiihlt sind. Hierbei konnen
alle Seitenwénde wahlweise entweder adiabat oder perfekt wirmeleitend sein.

‘l‘ g gekiihlt

0.5 VH 7

7L~ XH / Seitenwinde adiabat oder
y g perfekt wirmeleitend
XL J ZH elektrisch isolierte Winde
-0.5 YL B || x-, y-, oder z-Richtung
1 .
Z / X
beheizt 05 0

Abbildung 6.11: Das untersuchte Modellsystem mit Bezeichnung der
einzelnen Wande.

Steht das Magnetfeld in y-Richtung und wéhlt man fiir die dimensionslo-
sen Kennzahlen die Werte M=200, Ra = 10° und Pr=0.054, dndert sich die
durchschnittliche Nusselt-Zahl an der warmen Wand je nach Art der jewei-
ligen thermischen Randbedingungen um bis zu 220 Prozent. In den meisten
Fillen fiihrt die Verwendung perfekt wirmeleitender Seitenwinde ! zu einer
Verschlechterung des Warmeiiberganges. Vergleicht man die Félle, bei denen
entweder alle Seitenwénde adiabat oder perfekt warmeleitend sind, ist die-
ser Sachverhalt fiir alle Richtungen des Magnetfeldes sichtbar ( siche Tabelle
6.3). Steht das Magnetfeld in x- oder y-Richtung, ist die Nusselt-Zahl bei
Verwendung von adiabaten Seitenwénden ungefdhr doppelt so grofi wie bei
perfekt wirmeleitenden Seitenwénden. Liegt ein Magnetfeld in z-Richtung
vor, ist dieser Effekt nicht so stark.

Physikalisch ist der Effekt der Verschlechterung des Warmeiibergangs bei
Verwendung von perfekt wirmeleitenden Seitenwénden plausibel. Aufgrund
der lokalen Temperaturgradienten zwischen perfekt wiarmeleitenden Wénden

1Obwohl perfekt wirmeleitende Winde im allgemeinen mit elektrisch perfekt leitenden
Wiénden einhergehen, werden weiterhin elektrisch isolierte Wénde betrachtet.
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M = 200, Pr = 0.054, Ra = 10°
thermische Randbedingung | Nu, | Nuy, | Nu,
adiabat 2.989 | 4.553 | 7.135
perfekt warmeleitend 1.646 | 2.224 | 6.545

Tabelle 6.3: Die mittlere Nusselt-Zahl an der beheizten Wand in Abhéngigkeit
der thermischen Randbedingung aller Seitenwénde. Der Index der Nusselt-
Zahl gibt die Richtung des Magnetfeldes an.

und dem Fluid kommt es zu Wéarmestrémen senkrecht zu diesen Wénden.
Dadurch wird der horizontale Warmetransport von der warmen zur kalten
Wand verringert.

Sind bei einem Magnetfeld in y-Richtung die Seitenwdnde YL und YH
(Bezeichnungen siehe Abbildung 6.11) perfekt wirmeleitend und die Sei-
tenwidnde ZL sowie ZH adiabat, ist die Nusselt-Zahl etwa um den Faktor
1.5 geringer als im Falle ausschliellich adiabater Seitenwéinde. Das gleiche
gilt fiir den umgekehrten Fall, wenn YL und YH adiabat sind und ZL und
ZH perfekt warmeleitend. Dieses Verhalten kann als symmetrisch bezeichnet
werden.

Nach diesen Aussagen wiirde man eigentlich erwarten, dafl bei Vorliegen von
nur einer perfekt wirmeleitenden Seitenwand die Nusselt-Zahlen ungefdhr um
einen Faktor 1.25 kleiner werden gegeniiber dem Fall ausschliellich adiabater
Seitenwénde. Dies trifft auch dann zu, wenn entweder ZL oder ZH perfekt
wirmeleitend sind. In beiden Fillen reduziert sich die Nusselt-Zahl um einen
Faktor von 1.2 . Wihlt man aber YL oder YH zur perfekt wirmeleitenden
Seitenwand, wird diese Erwartung nicht erfillt. Ist z.B. YH perfekt wirme-
leitend, wird die Nusselt-Zahl sogar leicht erhoht, fallt die Wahl auf YL,
wird die Nusselt-Zahl dagegen um einen Faktor 1.7 verringert. Offensichtlich
wirkt sich vor allem eine perfekt warmeleitende Wand YL sehr ungiinstig auf
den Wéarmeiibergang aus. Dies wird auch dann deutlich, wenn eine Wand
senkrecht zur z-Richtung zusdtzlich zu YL oder YH perfekt wérmeleitend
ist. Sind z.B. ZL und YH perfekt wirmeleitend, wird die Nusselt-Zahl nur
unwesentlich verringert, sind aber ZL und YL perfekt wirmeleitend, wird sie
fast halbiert (siehe Tabelle 6.4).

Da Magnetokonvektionsstromungen in erster Linie durch elektromagnetische
Kraftwirkungen dominiert werden, bleiben die grundlegenden physikalischen
Mechanismen von der Wahl der thermischen Randbedingungen unberiihrt.
Deshalb haben diese thermischen Randbedingungen auch keinen Einfluff auf
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Gemischte Randbedingungen
M=200, Ra=108, Pr = 0.054

adiabate Winde | perfekt warmeleitende Winde | Nu
YL, YH ZL , ZH 2.936
ZL ,ZH YL, YH 3.110
YH, ZL,ZH YL 2.721
YL, ZL ,ZH YH 4,901
YL ,YH,ZH ZL 3.775
YL ,YH, ZL ZH 3.864
YH , ZH YL, ZL 2.450
YL , ZH YH , ZL 4.031

Tabelle 6.4: Die mittlere Nusselt-Zahl an der beheizten Wand XL. Die Wand
XH ist gekiihlt. Das Magnetfeld steht in y-Richtung.

das qualitative Verhalten des elektrischen Stromes und der Geschwindigkei-
ten (vergleiche Abbildungen 6.12 und 6.13). Alle Aussagen der vorangehen-
den Abschnitte bleiben unberiihrt. Allerdings verdndern sie quantitativ das
Geschwindigkeitsfeld und damit auch die Starke des elektrischen Stromes.
Zusatzlich beeinflufilen sie iber die Temperaturverteilung (siehe Abbildun-
gen 6.14 und 6.15) auch den Wirmeiibergang. Eine Veranderung dieses
Warmetbergangs um wesentlich mehr als 200 Prozent aufgrund von Varia-
tionen der thermischen Randbedingungen der Seitenwénde erscheint nach als
unrealistisch, wenn man die Nusselt-Zahlen in Tabelle 6.4 vergleicht.
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Abbildung 6.12: Die vertikale Ge-
schwindigkeit in der horizonta-
len Mittelebene bei adiabaten Sei-
tenwanden. Es gilt: M=200, Ra =
10%, Pr=0.054, B, = 1.
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Abbildung 6.18: Die Temperatur
in der horizontalen Mittelebene.
Alle Seitenwinde sind adiabat.
Es gilt: M=200, Ra = 108,
Pr=0.054, By = 1.
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Abbildung 6.13: Die vertikale Ge-
schwindigkeit in der horizontalen
Mittelebene bei perfekt warme-
leitenden Seitenwanden. Es gilt:
M=200, Ra = 105 Pr=0.054,
B, =1.
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Abbildung 6.19: Die Temperatur
in der horizontalen Mittelebene.
Alle Seitenwidnde sind perfekt
wirmeleitend. Es gilt: M=200,
Ra = 10°%, Pr=0.054, B, = 1.
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6.2 Rechnungen zu einem Experiment
von Fumizawa

Im Jahr 1980 ver6ffentlichte Fumizawa [21] experimentelle Ergebnisse zum
Themenkreis Naturkonvektionsstromungen unter dem Einflufl starker Mag-
netfelder, die teilweise liberraschend waren. Fumizawa befafite sich mit einer
durch einen horizontalen Temperaturgradienten angetriebenen Konvektions-
stromung von Natrium-Kalium in einer Rechtecksgeometrie (vergleiche Ab-
bildung 6.16). Hierbei sind alle Wénde elektrisch isolierend und soweit sie
nicht beheizt oder gekiihlt sind, auch adiabat. Das Magnetfeld steht senk-
recht zur nichtbeheizten, vertikalen Wand in positiver z-Richtung.

b

\B |
y | __—gekiihlt
beheizt—"|

Wand nicht beheizt oder gekiihlt

3 | ==> Wand adiabat
-0.5 3 Wiinde elektrisch isoliert
X

0

=
U

Abbildung 6.16:
Das zum Experiment von Fumizawa numerisch untersuchte Modellsystem.

Fiir diese Aufgabenstellung fand Fumizawa einen Parameterbereich von
Rayleigh- und Hartmann-Zahlen, in dem der Wéarmetibergang gegeniiber dem
Fall ohne Einwirkung eines Magnetfeldes sogar verbessert ist. Dieser Bereich
ist in Abbildung 6.17 skizziert und mit Region I bezeichnet. Als Region II
wird der Bereich bezeichnet, in dem der Warmeiibergang gegeniiber dem
Fall ohne Magnetfeldeinwirkung verschlechtert wird. Innerhalb der Region I
ist der Temperaturverlauf in Richtung des Temperaturgradienten 7-férmig,
man spricht hierbei von einem n-Profil der Temperatur (vergleiche Abbil-
dung 6.18). Dieses Profil ist in Region II nicht zu finden (vergleiche Abbil-
dung 6.19). Beim 7n-Profil existiert nahe der beheizten Wand ein lokales Mi-
nimum der Temperatur, welches von einem lokalen Maximum in x-Richtung
abgelost wird. Ab einer bestimmten Rayleigh-Zahl Ra* kann demnach fiir alle

Rayleigh-Zahlen Ra > Ra* folgendes Verhalten festgestellt werden. Bei klei-
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Abbildung 6.17: Fumizawas Darstellung der Regionen 1 und I1.
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nen Hartmann-Zahlen wird die Konvektionsstrémung wie erwartet gedampft
und damit der Warmeiibergang verschlechtert. Wird die Hartmann-Zahl zu-
nehmend vergroflert, erreicht man die zuvor beschriebene Region I mit ihrem
verbesserten Warmeiibergang. Erhoht man den Wert fiir die Hartmann-Zahl
weiter, verlafit man Region I und der Warmeiibergang verschlechtert sich wie-
der. Ist die Hartmann-Zahl sehr groff, wird die Konvektionsstrémung vollig
unterdriickt und es liegt der Fall reiner Warmeleitung vor.

Fiir die Existenz der Region I konnte Fumizawa keine physikalische Erkldrung
angeben. Ziel der eigenen Untersuchungen ist es, festzustellen, ob dieses Er-
gebnis numerisch bestétigt werden kann. Im Falle einer Bestatigung soll eine
physikalische Interpretation vorgenommen werden.

Aufgrund des nur begrenzt verfiigbaren Speicherplatzes und numerischer Sta-
bilitdtsgrenzen kann bei der numerischen Analyse nicht die identische Pro-
blemstellung der experimentellen Arbeit betrachtet werden. Fumizawa ver-
wendete bei seinen experimentellen Untersuchungen eine Rechteckgeometrie
mit den Seitenverhéltnissen 12.5: 5.3 : 1. In Abweichung dazu, begniigt sich
die numerische Untersuchung mit einer Geometrie mit den Seitenverhélt-
nissen 6 : 3 : 1 . Der Prandtl-Zahl wird der Wert Pr = 0.05 zugewiesen.
Dieser Wert ist, verglichen mit dem von Natrium-Kalium, etwas zu hoch.
Alle restlichen Parameter sind mit denen des Experimentes in Ubereinstim-
mung, sodafl im ganzen durchaus ein vergleichbares System vorliegt. Der
maximal auswertbaren Hartmann-Zahl sind jedoch Grenzen gesetzt, des-
halb ist es zwar moglich, einen Bereich zu entdecken, der einen verbesser-
ten Warmeiibergang aufweist, es erscheint jedoch unmoglich, die Hartmann-
Zahl so weit zu erhohen, dafl das Verschwinden dieses Verhaltens bei hohen
Hartmann-Zahlen nachgewiesen werden kann.

Um numerische Vergleichslosungen zu erhalten, werden zuerst fiir mehrere
Rayleigh-Zahlen Rechnungen ohne Magnetfeldeinflufl durchgefiihrt und als
Mafl fiir den Warmeiibergang die mittlere Nusselt-Zahl an der beheizten
Wand bestimmt. Im Anschluff daran werden fiir die jeweiligen Rayleigh-
Zahlen in kleinen Schritten die Hartmann-Zahlen erhéht und die erhalte-
nen Nusselt-Zahlen mit derjenigen der Konvektionsstromung ohne Magnet-
feldeinflufl verglichen. Fiithrt man diese Prozedur fiir eine Rayleigh-Zahl von
Ra = 10° durch, so ist erkennbar, da§ bis zur maximal getesteten Hartmann-
Zahl von M = 300 der Wiarmeiibergang mit steigender Hartmann-Zahl stetig
schlechter wird ( siehe Tabelle 6.5). Diese Rayleigh-Zahl ist offensichtlich zu
klein, um den von Fumizawa entdeckten Effekt aufzuzeigen. Wiederholt man
diese Vorgehensweise fiir eine Rayleigh-Zahl von Ra = 5%10°, ist der gesuchte
Effekt dagegen sichtbar (vergleiche Tabelle 6.6). Bei einer Hartmann-Zahl
von M = 100 ist die Nusselt-Zahl gegeniiber derjenigen bei M = 0 schon
deutlich reduziert. Erh6ht man aber die Hartmann-Zahl weiter auf M = 150,
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_ Nu

Nu M=0 5.03
M=0 |295 M = 100 | 3.15
M =150 | 2.71 M =15016.05
M =300 | 2.35 M = 300 | 6.72

Tabelle 6.5: Die mittlere Nusselt-
Zahl an der beheizten Wand. Das
Magnetfeld steht in z-Richtung.
Es gilt: Pr = 0.05, Ra = 105,

Tabelle 6.6: Die mittlere Nusselt-
Zahl an der beheizten Wand. Das
Magnetfeld steht in z-Richtung.
Es gilt: Pr = 0.05, Ra = 5 x 10° .

ist die Nusselt-Zahl gegeniiber derjenigen bei M = 0 erhoht. Das gleiche trifft
fir M = 300 zu. Damit ist bestitigt, daf es fiir bestimmte Kombinationen
von Rayleigh- und Hartmann-Zahlen durchaus zu einer Verbesserung des
Warmetbergangs kommen kann.

Betrachtet man die Temperaturprofile, bestatigt sich die Vorhersage des 7 -
Profils ebenfalls. Fiir M = 100 und Ra = 5 % 10° sowie fiir alle anderen Fille,
in denen der Warmeiibergang verschlechtert wird, ist dieses Profil noch nicht
sichtbar (siehe Abbildung 6.20). Im Fall M = 150 , Ra = 5% 10° dagegen ist
das vorhergesagte Profil sichtbar (siehe Abbildung 6.21). Somit kann auch
dieser Teil der Ergebnisse Fumizawas bestédtigt werden.

Um die Mechanismen verstehen zu konnen, die fiir das oben beschriebene
Verhalten verantwortlich sind, ist es wichtig, das Verhalten des elektrischen
Stromes zu kennen. Grundsétzlich kénnen sowohl in den Fallen mit verbes-
sertem als auch in Féallen mit ungiinstigerem Wéirmeiibergang zwei Bereiche
der Rechteckgeometrie angegeben werden, in denen sich der elektrische Strom
unterschiedlich verhélt. Dies ist zum einen ein Teilbereich, der durch die Be-
dingung 0.5 < x < 2.5 definiert werden kann. In diesem Bereich bewegt sich
das Fluid vorwiegend in positiver bzw. negativer x-Richtung. Deshalb wer-
den hier bei einem Magnetfeld in z-Richtung grundsétzlich elektrische Stréme
in positiver bzw. negativer y-Richtung induziert (Drei-Finger-Regel). Diese
Strome schliefflen sich bevorzugt in y,z-Ebenen, da dies der einfachste und
kiirzeste Weg darstellt. In den Randbereichen x < 0.5 und x > 2.5 bewegt
sich das Fluid in positiver bzw. negativer y-Richtung. Daraus folgt bei einem
Magnetfeld in z-Richtung wieder mit der Drei-Finger-Regel, dafl in diesem
Fall elektrische Strome in x-Richtung induziert werden, die sich wiederum in
z-Richtung schlieffen miissen. Diese verschiedenen Bereiche miissen sinnvoll
gekoppelt werden, was in manchen Féllen zu einem unerwarteten Verhalten
des elektrischen Stromes fiihrt.
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Abbildung 6.20: Der Temperatur- Abbildung 6.21: Der Temperatur-
verlauf in der horizontalen Mittel- verlauf in der horizontalen Mittel-
ebene bei Pr = 0.05, M = 100, ebene bei Pr = 0.05, M = 300,
Ra =5 % 105, Ra =5 % 10°.

Untersucht man zuerst einen Fall, bei dem der Warmeiibergang gegeniiber
der Situation ohne Magnetfeldeinflufl verschlechtert wird, erkennt man im
Bereich 0 < x < 2.5 dhnlich dem Verhalten im Kubus bei dieser Magnetfeld-
richtung das in Abbildung 6.26 verdeutlichte achtzellige Muster des elektri-
schen Stromes. Wie erwartet werden an der Oberseite des Behalters Strome
in negative y-Richtung und an der Unterseite Strome in positive y-Richtung
induziert, die sich in z-Richtung iber die Hartmannschicht schlieen (Abbil-
dung 6.26). Die Grofle der beiden mittleren Zellsysteme (Zellen 3,4,5 und 6
bei Abbildung 6.26) variiert mit der x-Koordinate entsprechend der im Ge-
schwindigkeitsfeld erkennbaren diagonalen Teilung (Abbildung 6.22). Dabei
wandert der mittlere Knoten des Achtzellenmusters bei kleineren Werten der
x-Koordinate nach unten. Dadurch werden die Zellen 3 und 4 vergrofiert und
die Zellen 5 und 6 verkleinert. Die Grofle der Zellen 1,2,7 und 8 der Abbildung
6.26 bleibt dagegen nahezu unverindert. Durch diese Art des Stromschlufles
werden in diesem gesamten Bereich Lorentz-Krifte erzeugt, die entgegen der
Konvektionsstromung wirken.

Im Bereich nahe der beheizten Wand werden grundsétzlich Strome in positive
x-Richtung induziert. Da diese Strome aber in x-Richtung auf das achtzel-
lige Muster treffen, werden sie fast unverziiglich in y-Richtung abgelenkt. Es
fliefit nur dort konzentriert Strom in x-Richtung, wo sich ein Stromschluf in
z-Richtung ermoglicht. Dies ist an der Oberseite des Behélters und im mitt-
leren Knoten des achtzelligen Musters moglich. Es ist zu beachten, dafi dieser
mittlere Knoten nahe der beheizten Wand deutlich in negative y-Richtung
verschoben ist.
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Dieses Verhalten fiihrt nahe der beheizten Wand an zwei Stellen zu einer
elektromagnetischen Kraftwirkung in negative y-Richtung entgegen der Auf-
triebsstromung. Dadurch entstehen nahe der Wand die in den Abbildungen
6.22 und 6.24 verdeutlichten Sekundarwirbel. Die Situation an der gekiihlten
Wand entspricht derjenigen der beheizten Wand.

In den Féllen, in denen der Warmelibergang verbessert wird, verhélt sich
der elektrische Strom nach einem vom obigen Fall abweichenden Schema.
Im Bereich 0.5 < x < 2.5 schliefit sich der Strom in einem vierzelligen Mu-
ster (vergleiche Abbildung 6.27). Die Grofie der einzelnen Zellen variiert
in x-Richtung wenig. Dies ist auch am Geschwindigkeitsfeld sichtbar, hier ist
keine diagonale, sondern eine seitliche Teilung zu erkennen (Abbildung 6.23).
Wie schon im ersten Fall fiihrt auch dieses Muster des elektrischen Stromes
zu Lorentz-Kraften, die im gesamten Bereich der Konvektionsstrémung ent-
gegen wirken. Nahe der beheizten Wand werden nun wieder Stréme in x-
Richtung induziert, die abermals in y-Richtung bis an eine Stelle umgelenkt
werden, an der ein Stromflufl in x-Richtung moéglich ist. Diese Stelle ist in
diesem Fall die Mitte der beheizten Wand. Hier fliefit konzentriert elektri-
scher Strom in positive x-Richtung und erzeugt dadurch eine Lorentz-Kraft
entgegen der Auftriebsstromung. Da diese Lorentz-Kraft nicht wie im ersten
Fall nur in den Eckbereichen wirkt, sondern direkt in der Mitte der beheizten
Wand, wird eine Fluidstromung erzwungen, die direkt an der Wand entge-
gen der Auftriebsstromung fliefit (sieche Abbildungen 6.23 und 6.25). Diese
Gegenstromung ist die Ursache des 77 - Profils in der Temperatur und dem da-
mit verbundenen steileren Temperaturgradienten und der Bulk-Konvektion
an der beheizten Wand. Dadurch wird der Warmeiibergang an dieser Wand
verbessert.

Mit Hilfe dieser Strompfade kann zusétzlich erklart werden, warum mit
weiter zunehmender Hartmann-Zahl irgendwann der Effekt des erhohten
Wirmeiibergangs verschwindet. Nimmt die Hartmann-Zahl weiter zu,
verstarken sich die auftretenden Lorentz-Krafte immer mehr. Irgendwann ist
ein Punkt erreicht, an dem diese so stark sind, daff im Bereich 0.5 < x < 2.5
die Konvektionsstrémung véllig unterdriickt wird; deshalb wird dann die Si-
tuation der reinen Wiarmeleitung erreicht.
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Abbildung 6.24: Die Stromlinien in der vertikalen Ebene bet z=0 .
Es gilt: Ra = 5 * 10°, Pr=0.05, M=100.
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Abbildung 6.25: Die Stromlinien in der vertikalen Ebene bei z=0 .
Es gilt: Ra = 5 % 10°, Pr=0.05, M=300.
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Abbildung 6.26: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-
kung bei Ra = 5% 10°, Pr=0.05, M=100. Links ist der Strompfad im Bereich

x < 0.2 und rechts im Bereich 0.2 < x < 0.8 dargestellt.
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Abbildung 6.27: Der elektrische Strom und die daraus resultierende Kraftwir-
kung bei Ra = 5 * 10%, Pr=0.05, M=300. Links ist der Strompfad im Bereich
x < 0.2 und rechts im Bereich 0.2 < x < 0.8 dargestellt.
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6.3 Magnetokonvektion bei vertikalen
Temperaturgradienten

Stromungen, die durch vertikale Temperaturgradienten angetrieben werden,
stellen gegeniiber den bisher betrachteten Problemstellungen mit horizon-
talen Gradienten eine besondere numerische Herausforderung dar. Die Ein-
schwingvorgénge zu den Endlésungen sind sehr langsam und oftmals sind
diese Losungen ohnehin zeitabhingig. Dies kann dazu fiihren, daff Realzeiten
von mehreren Minuten und mehr untersucht werden miissen. Fiir die nu-
merischen Rechnungen sind deshalb viele Zeitintegrationen notwendig. Um
die Anzahl der Gitterpunkte und damit auch die Rechenzeit nicht zu sehr
anwachsen zu lassen, kann das Seitenverhdltnis zwischen der langsten und
kiirzesten Seitenkante nicht allzu grof gewahlt werden. Zusatzlich ist zu for-
dern, dafl das Magnetfeld eine grofie Komponente parallel zur kiirzesten Sei-
tenldnge hat, da in Magnetfeldrichtung die Diskretisierung fein sein sollte.

In diesem Abschnitt wird der Einfluf} eines Magnetfelds parallel zur Gravi-
tation auf die Naturkonvektionsstromung in einem geschlossenen, elektrisch
isolierten Behélter mit den Seitenverhéltnissen 6:3:1 untersucht (siehe Ab-
bildung 6.28). Die Seitenwéinde dieses Behélters sind adiabat. Der Wert der
Prandtl-Zahl wird auf Pr = 0.05 festgelegt.

B,g adiabate Seitenwinde
gek@lt elektrisch isolierte Winde

0.5
Y
-0.5

"1.5 y 6

beheizt
15 0

Abbildung 6.28: Die Problemstellung.
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Die numerischen Rechnungen werden mit 80x40x80 Gitterpunkten durch-
gefithrt. Daraus folgt fiir die dimensionslosen Gitterweiten: A x = 0.075,
Ay = 0.025, A z = 0.0375. Als Verfahren fiir die zeitliche Diskretisierung
wird das Adams-Bashfort-Verfahren ausgewahlt.

Um den Einfluf§ eines Magnetfelds auf die Naturkonvektionsstromung zu
studieren, ist es sinnvoll, zuerst die Stromung ohne Magnetfeldeinflufl zu
beschreiben. Diese Ergebnisse sind in Tabelle 6.7 zusammengefafit. Die kri-
tische Rayleigh-Zahl fiir das Einsetzen der Naturkonvektionsstréomung ohne
den Einfluf eines Magnetfelds kann mit Hilfe von Kirchartz [47] fiir obige
Konfiguration auf Rag.; =~ 1950 abgeschitzt werden. Figene Rechnungen
fir eine Rayleigh-Zahl von Ra = 3000 zeigen eine stationdre Losung mit
sechs Konvektionsrollen im Innern des Behélters (siehe Abbildung 6.29).
Die durchschnittliche Nusselt-Zahl an der beheizten Wand Nu ergibt sich
dabei zu Nu = 1.27 . Dieser Wert der Nusselt-Zahl bestétigt die GréSenord-
nung der bereits zuvor abgeschétzten kritischen Rayleigh-Zahl. Eine exakte
numerische Bestimmung dieser Stabilitatsgrenze unterbleibt aus Griinden der
Rechenzeit, da sich gerade in der Nihe der kritischen Rayleigh-Zahl Ande-
rungen der Stromungszustiande sehr langsam vollziehen. Um die Losung bei
Ra = 3000 zu errechnen, ergeben sich bereits Rechenzeiten von mehreren
CPU-Tagen.

Wird die Rayleigh-Zahl in Bereiche 10 < Ra < 5 * 10 erhoht, zeigen sich
instationére Stromungen, die sich als 4-Rollenmuster ausbilden (vergleiche
Abbildung 6.30). Diese Konvektionsrollen sind gekennzeichnet durch starke
lokale Geschwindigkeitsdifferenzen, die sich mit der Zeit &ndern.

2.

: N
Abbildung 6.29: Die vertikale Ge- Abbildung 6.30: Die vertikale
schwindigkeit in der horizontalen Momentangeschwindigkeit in der
Mittelebene. Pr = 0.05, M = 0, horizontalen Mittelebene. Pr =

Ra = 3000. 0.05, M = 0, Ra = 3 % 104,
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Naturkonvektion im 6:3:1 Behalter

Vertikaler Temperaturgradient, M =0, Pr = 0.05, B Il g

Rayleigh-Zahl Nu Stromungsform
Ra =~ 1950 1 Einsetzen stationirer Konvektion
Ra = 3000 1.27 stationares 6-Rollenmuster

instationares 6-Rollenmuster

Ra = 6000 1831 Zick-Zack-Instabilitit

instationares 4-Rollenmuster
10 < Ra < 5%10%{1.94-295

unregelméifige Deformationen der Rollen

Tabelle 6.7: Die durchschnittliche Nusselt-Zahl Nu an der beheizten Wand
und die sich einstellende Stromungsform.

Die Tatsache, dafl sich gegeniiber der niedrigeren Rayleigh-Zahl die Anzahl
der Rollen verringert, steht in Einklang mit Beobachtungen anderer Autoren
(Kirchartz [47]).

Wahlt man fiir die Rayleigh-Zahl den Wert Ra. = 6000, ergibt sich ein neues
Szenario. Es bilden sich 6 Konvektionsrollen aus, die aber anders als im Fall
Ra = 3000 Instabilitaten zeigen. Diese werden zuerst durch eine regelmafige
Groflendnderung der Rollen sichtbar. Die Rollen pulsieren und &ndern ih-
ren Durchmesser mit der Zeit. Diese Anderungen sind zundchst konstant
entlang der Rollenachse. Nachdem dieses Ubergangsstadium durchlaufen ist,
kommt es zu einem Ausknicken des Rollenmusters und man beobachtet eine
Zick-Zack-Instabilitat (sieche Abbildung 6.31). Ob diese Strémung letztend-
lich stationdr wird oder zeitabhédngig bleibt, kann mit Hilfe der numerischen
Simulation nicht geklirt werden. Allein um bis an den Punkt zu rechnen,
an dem sich das Ausknicken der Rollen das erste Mal zeigt, mufl von einer
Rechenzeit von einer CPU-Woche ausgegangen werden.

Das Auftauchen von Instabilititen schon bei schwach {iberkritischen
Rayleigh-Zahlen ist typisch fiir Stromungen bei niedrigen Prandtl-Zahlen.
Dieses Phinomen beschreibt bereits Krishnamurti [52]. Die Pulsation der
Rollen in einem Ubergangsstadium wurde bis jetzt von anderen Autoren noch
nicht beobachtet. Die sich jedoch schliellich ergebende Zick-Zack-Instabilitat
finden bereits Clever und Busse [12], [13].
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Abbildung 6.31:

Das zeitliche Verhalten der Strémung bei M = 0, Pr = 0.05 und Ra = 6000.
Es ist das Ausbilden des 6-Rollenmusters gezeigt, das zuerst transiente In-
stabilitdten in Form von Gréflendnderungen der Rollen aufweist. SchlieSlich
geht diese Form der Instabilitdt in eine Zick-Zack-Instabilitit iiber.
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Setzt man die Naturkonvektionsstromungen dem Einfluff eines Magnetfelds
parallel zur Gravitation aus, konnen gegeniiber den Stromungen bei M =
0 signifikante Anderungen beobachtet werden. Die numerischen Rechnungen
werden im Parameterbereich 1.5 x10* < Ra < 5 10* ausgefiihrt, da hier die
Einschwingvorginge zu den Endlosungen weniger Zeit bendtigen als in Be-
reichen schwach iiberkritischer Rayleigh-Zahlen. Dadurch soll die numerische
Rechenzeit in ertraglichen Grenzen gehalten werden. Eine zusammenfassende
Darstellung dieser Ergebnisse wird in Tabelle 6.8 gegeben.

Die augenfilligste Eigenschaft dieser Magnetokonvektionsstromungen ist
die steigende Anzahl der Konvektionsrollen im Behalter mit steigender
Hartmann-Zahl. Die Rollen werden in x-Richtung immer schmaler und
benotigen deshalb weniger Platz. Als direkte Folge dessen wird die Anzahl
der Rollen stetig erhoht. Bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 5 * 10? z.B. sind
bei einer Hartmann-Zahl von M = 60 schon 12 Rollen ausgebildet, wogegen
die Strémung fiir M = 0 nur vier Rollen aufweist (siehe Tabelle 6.8). Dieses
Verhalten wird bereits in der Theorie fiir unendlich ausgedehnte, horizontale
Fluidschichten vorhergesagt (vergleiche Kapitel 4.3.2). Demzufolge variiert
die Breite einer Konvektionsrolle mit M~3. Auch der bekannte Effekt, daf} die
Anzahl der Konvektionsrollen mit steigender Rayleigh-Zahl abnimmt, kann
nachgewiesen werden. Bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 1.5 x 104 bilden sich
bei einer Hartmann-Zahl von M = 28 bereits acht Rollen aus, wihrend bei
einer hoheren Rayleigh-Zahl von Ra = 3 % 10* fiir eine Hartmann-Zahl von
M = 30 nur sechs Rollen beobachtet werden (Tabelle 6.8). Es kann folglich
eine Art Konkurrenz zweier gegenldufiger Effekte beobachtet werden. Stei-
gende Rayleigh-Zahlen fiilhren zu breiteren und steigende Hartmann-Zahlen
zu schmaleren Konvektionsrollen,

Vergleicht man die kritischen Parameterkonstellationen, ab denen die Kon-
vektion vollstindig unterdriickt wird, mit denen bei der unendlich ausge-
dehnten, horizontalen Fluidschicht, findet man eine gute Ubereinstimmung.
Die durchschnittliche Nusselt-Zahl an der beheizten Wand wird sicherlich
den Wert Nu = 1 annehmen, wenn die Konvektion vollstdndig unterdriickt
ist. Bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 1.5 % 10* nimmt diese Nusselt-Zahl fiir
M = 28 den Wert Nu = 1.12 an (Tabelle 6.8). Es kann davon ausgegangen
werden, daf} die Hartmann-Zahl, ab der Nu = 1 gilt, nur wenig héher liegt.

Bei dem Beispiel der unendlich ausgedehnten, horizontalen Fluidschicht liegt
diese Hartmann-Zahl bei M = 32. Dies zeigt die gute Ubereinstimmung. Viel-
leicht liegt der numerisch ermittelte Wert dieser Hartmann-Zahl etwas zu
hoch, da davon ausgegangen werden kann, daf§ die Seitenwénde des geschlos-
senen Behélters zu einer zusétzlichen Ddmpfung der Konvektion fiihren. Eine
mogliche Erklarung hierfiir wire, dafl die errechneten Losungen nicht weit ge-
nug auskonvergiert sind, um die Nusselt-Zahl exakt genug zu treffen. Fiir die
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Magnetokonvektion im 6:3:1 Behalter

Vertikaler Temperaturgradient, Pr=0.05, B §
Ra = 1.5 % 10*
Nu Stromungsform
M=0 |1.98 4 Rollen, instationar
M=20]1.32 6 Rollen, stationér
M=25]1.23 6 Rollen, stationar
M=28]1.12 8 Rollen, stationar

M>32 = Nu=1

Theorie fiir unendlich ausgedehnte, horizontale Fluidschicht:

Ra = 3 * 10*
Nu, Stromungsform
M=0 | 249 4 Rollen, instationar
M=20]219 6 Rollen, stationir
M = 30| 1.57 6 Rollen, stationir
M=35]131 8 Rollen, stationar

M>45 = Nu=1

Theorie fiir unendlich ausgedehnte, horizontale Fluidschicht:

Ra = 5 % 104
Nu Stromungsform
M=0 |292 4 Rollen, instationar
M = 30| 2.25 6 Rollen, stationar
M = 50| 1.33 10 Rollen, stationéar
M=60]1.16 12 Rollen, stationar

M>65= Nu=1

Theorie fiir unendlich ausgedehnte, horizontale Fluidschicht:

99

Tabelle 6.8: Die durchschnittliche Nusselt-Zahl Nu an der beheizten Wand
und die sich einstellende Stromungsform.
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eigene Rechnung

7
R-10% | \/
15 \ A

M =~ 22
Knot-Stabilitatsgrenze

Eckhaus-Stabilitatsgrenze

10

lineare Stabilititsgrenze Bereich stabiler Rollenlésungen

Abbildung 6.32: Einordnung eines mit MAKON ermittelten Ergebnisses in
ein Stabilitdtsdiagramm von Clever und Busse.

anderen verwendeten Rayleigh-Zahlen kdnnen analoge Betrachtungen ange-
stellt werden.

Auffillig ist, dafl bei Einflufl eines Magnetfelds ausschliellich stationdre
Losungen bestimmt werden. Die Instabilitiaten, die von Clever und Busse
[14] beobachtet werden, kénnen nicht gefunden werden. Ein Grund hierfir
kénnte sicherlich sein, dafl die Hartmann-Zahlen zu groff waren, um insta-
tiondre Losungen zuzulassen. Ein Indiz dafiir kann ein Stabilitdtsdiagramm
aus der Arbeit von Clever und Busse [14] liefern. In dieses Diagramm, das
fiir eine Hartmann-Zahl von M = 22 und eine Prandtl-Zahl von Pr = 0.01
ermittelt wurde, kann man ein Ergebnis fiir M = 20 und Ra = 1.5 x 10? ein-
tragen, das mit MAKON erzielt wurde (vergleiche Abbildung 6.32). Es wird
deutlich, dafl das eigene Ergebnis in einen Bereich eingetragen werden kann,
in dem stationire Losungen beobachtet werden kénnen. Selbstverstindlich
mufl dabei beachtet werden, daff fiir die eigenen Rechnungen eine etwas
grofere Prandtl-Zahl von Pr = 0.05 verwendet und keine unendlich ausge-
dehnte Fluidschicht untersucht wurde. Deshalb konnen beide Ergebnisse nur
bedingt verglichen werden. Desweiteren ware es moglich, dafi die Rechen-
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Abbildung 6.33: Die Geschwindigkeit in y-Richtung. Es gilt: Pr = 0.05,
Ra = 5% 104, M = 60.

zeiten zu kurz waren, um eventuelle Instabilitdten beobachten zu konnen.
Schon die Erfahrungen bei den Strémungen ohne Einflul eines Magnetfelds
weisen auf extrem lange Rechenzeiten hin, um Instabilitdten nachzuweisen.
Jedenfalls ist es nicht moglich, in vertretbarer Rechenzeit diese instationdren
Vorgéange aufzulosen oder gar Stabilitdtskarten zu erstellen.

Untersucht man die Geschwindigkeitsprofile der berechneten Losungen, fin-
det man erneut die typischen Uberhdhungen in den Eckbereichen des
Behslters. Allerdings existieren diese Uberhdhungen nicht nur fiir die ho-
rizontale Geschwindigkeit in x-Richtung (sieche Abbildung 6.34), wie sie bei
identischer Magnetfeldrichtung bei einem horizontalen Temperaturgradien-
ten bereits auftauchen (vergleiche Kapitel 5.2.2), sondern auch fiir die ver-
tikale Geschwindigkeit (siche Abbildung 6.33).

Der elektrische Strom und die daraus resultierenden Lorentz-Kréfte konnen
auch in diesem Fall eine Erklarung fiir dieses Verhalten liefern. Durch die
- Fluidbewegung in x-Richtung werden elektrische Strome in z-Richtung indu-
ziert (Drei-Finger-Regel). Diese Strome schliefien sich teilweise wie im Fall des
horizontalen Temperaturgradienten in y-z-Ebenen. Da aber bedingt durch
die Rollenmuster mit ihren abwechselnden Geschwindigkeitsrichtungen in x-
Richtung jeweils abwechselnd Strome in positive bzw. negative y-Richtung in-
duziert werden, kann sich der elektrische Strom auch in x-z-Ebenen schlieflen
(sieche Abbildung 6.35). Der elektrische Strom hat also zwei Moglichkeiten
sich zu schlieflen. Der Kurzschlufl wird immer auf die Art erfolgen, die mit
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Abbildung 6.34: Die Geschwindigkeit in x-Richtung.
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Abbildung 6.35: Das Verhalten des elektrischen Stroms.

dem kiirzesten Strompfad verbunden ist. In Bereichen nahe der Deck- und
Bodenwand wird sich der Strom vorwiegend in x-z-Ebenen schlieflen, in der
Mitte des Behélters wird ein Stromschluf§ iiber y-z-Ebenen bevorzugt. Da
mit zunehmender Hartmann-Zahl die Erstreckung der Rollen in x-Richtung
immer mehr abnimmt, wird in diesem Fall der Stromschluf} iber x-z-Ebenen
immer attraktiver.

Die Uberhchungen der Geschwindigkeit in den Eckbereichen fiir die Ge-
schwindigkeit in x-Richtung konnen erneut damit erkldrt werden, dafl die
Komponente der Lorentz-Kraft, die im Kernbereich der Strémung dieser ent-
gegenwirkt, in den Eckbereichen verschwindet. Dieses Phinomen wird aus-
geldst, da die elektrischen Strome nahe der elektrisch isolierten Wand umge-
lenkt werden. Fiir die Tatsache, daf} diese Geschwindigkeitsiiberh6hungen fiir
die Stromung in y-Richtung nicht wie bei horizontalen Temperaturgradien-
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ten zuriickgebildet werden, sind diejenigen elektrischen Stréme verantwort-
lich, die sich in x-z-Ebenen schliefen. Der Stromflu§ in x-Richtung nahe den
Seitenwénden fiihrt zu Lorentz Kriften in z-Richtung. Diese Krifte weisen
jeweils iiber die halbe Behélterhdhe zu den Wanden hin. Folglich wird in die-
sen Bereichen das Fluid in die Seitenschicht gedringt und die Uberh6hungen
bleiben dort bestehen. Um die Uberh6hungen dann in den Bereichen véllig
zuriickzubilden, in denen die Lorentz-Kréfte von der Wand wegweisen, ist
offensichtlich die Lauflinge zu gering.

6.4 Schluflbemerkungen

Im Rahmen dieser Arbeit werden dreidimensionale Naturkonvektions-
stromungen unter dem Einflufl starker Magnetfelder untersucht. Hierzu
werden die Grundgleichungen numerisch mittels der Finiten-Differenzen-
Methode auf einem versetzten Maschengitter gelost.

Nach der Validierung des Simulationsprogramms werden fiir den Kubus sy-
stematische Untersuchungen mit Variation der Magnetfeldrichtung und der
thermischen Randbedingungen fiir horizontale Temperaturgradienten durch-
gefihrt. Die grundlegenden Phinomene von Magnetokonvektionsstréomungen
bei seitlicher Beheizung konnen herausgearbeitet werden.

Die experimentellen Ergebnisse von Fumizawa kénnen ohne Einschrankung
bestatigt und erstmals physikalisch erklart werden. Dieser hatte in einer An-
ordnung mit den Seitenverhiltnissen 12:6:1 bei einem horizontalen Tempe-
raturgradienten Parameterbereiche entdeckt, in denen das Magnetfeld den
Warmeiibergang fordert. Anhand dieses Beispiels konnen Mechanismen auf-
gezeigt werden, die in bestimmten Parameterbereichen die dimpfende Wir-
kung eines Magnetfelds kompensieren.

Als Beispiel eines vertikalen Temperaturgradienten wird die Stromung in
einem elektrisch isolierten 6:3:1 Behélter untersucht, der von unten beheizt
wird. Das Magnetfeld steht parallel zur Gravitation. Die aus der Theorie flir
unendliche ausgedehnte, horizontale Fluidschichten bekannten Phénomene
konnen auch fiir den geschlossenen Behélter bestitigt werden. Zusitzlich
konnen von dieser Theorie abweichende Strémungsmuster entdeckt werden,
die auf den Einflu8 der vertikalen Wande zuriickzuftihren sind.

Der Parameterbereich und die zu untersuchenden Geometrien werden in er-
ster Linie durch die Rechnerleistung und den zu Verfiigung stehenden Spei-
cherplatz begrenzt. Die Rechnungen in dieser Arbeit wurden auf den Vektor-
rechnern VP400/EX und SNI600 durchgefiithrt. Die Rechenzeiten betrugen
fiir bestimmte Kennzahlen bis zu einer CPU-Woche. Es konnten in den Para-
meterbereichen 103 < Ra < 108, 0.05 < Pr < 0.71, 0 < M < 300 Ergebnisse
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erzielt werden. Es zeigte sich, dafi maximal Geometrien untersucht werden
kénnen, bei denen die langste Seite des Behélters um einen Faktor sechs
langer ist als die kiirzeste Seite. Mit Hilfe einer eventuellen Parallelisierung
des Programmes kénnte man den Bereich der lésbaren Probleme auf der
inzwischen schon zur Verfiigung stehenden CRAY J916/16 sicherlich etwas

vergroflern.

Vergleicht man MAKON mit anderen bekannten Programmen zur Berech-
nung fluiddynamischer Probleme, wie z.B. FLUTAN oder TURBIT, so kann
festgestellt werden, dafl all diese Programme Finite-Differenzen-Verfahren
mit expliziter Zeitdiskretisierung verwenden. Auch die Methoden fiir die ort-
liche Diskretisierung von Differentialgleichungen sind &dhnlich. Damit liegen
die Rechengeschwindigkeiten in vergleichbaren Grofienordnungen. TURBIT
und MAKON sind auf einfache Rechteckgeometrien angewiesen, wobei TUR-
BIT nichtidquidistante Gitter einsetzen kann. FLUTAN verwendet ebenfalls
nichtdquidistante Gitter und kann zusétzlich kompliziertere Geometrien un-
tersuchen. FLUTAN und TURBIT haben Turbulenzmodelle implementiert
und sind fiir den Einsatz bei hohen Rayleigh-Zahlen konzipiert. MAKON ist
speziell fiir Magnetokonvektion bei niedrigen Prandtl-Zahlen ausgelegt. Das
Verhalten des Programmes bei sehr hohen Rayleigh-Zahlen (Ra > 10%) wurde
nicht ausgetestet.

Weitere denkbare Schritte der Programmentwicklung in MAKON sind die Er-
weiterung auf nichtaquidistante Gitter und eine teilweise analytische Behand-
lung der Hartmannschichten. Dies wiirde die Gesamtanzahl der zur Zeit noch
benétigten Gitterpunkte verringern und die Flexibilitit beziiglich der Aus-
wahl der Problemstellungen weiter erhéhen. Auflerdem wére es wiinschens-
wert, allgemeinere Geometrien, auch mit runden Berandungen und inneren
Einbauten, untersuchen zu kénnen. Hierzu wiren allerdings Umstrukturie-
rungen in groflerem Umfang notig, da in diesem Falle der schnelle Pois-
songleichungsloser SHAFT3, ein Kernstiick des Losungsalgorithmus, nicht
ohne weiteres verwendet werden kann. Abhilfe konnte hier die sogenannte
Einflufmatrix-Technik schaffen. Wenig sinnvoll erscheint die Erweiterung auf
elektrisch endlich leitende Winde, da die elektrische Leitfihigkeit der Wande
bei Magnetokonvektionsstromungen keine bedeutende Rolle spielt. Dies ist
der Fall, da sich die elektrischen Strome leicht im Fluid kurzschlieflen kénnen
und elektrisch endlich leitende Wénde nicht benétigen, um die elektrischen
Strompfade effektiv zu schlieflen.
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Mafistabsfaktoren

Die in dieser Arbeit verwendeten dimensionslosen Grofien gehen durch die
nachstehend angegebene Normierung aus den dimensionsbehafteten hervor.
So erhilt man eine dimensionslose Grofie ¢* aus der Relation

. P
YT M,

Hierbei stellt ¢ die dimensionsbehaftete Grofie und M, einen sogenannten
Maf}stabsfaktor dar. Diese Faktoren werden im folgenden angegeben:

M, = v = V9BATa, Mp_ g = AT,

M, = a, M, = ﬁ% 3

M, = v% , Mg = avy By,

M, = o, M; = o vy By,
Mp = By, M, = aowvy BE,
M, = e, M, = %3‘21 ,

M, = avy, M, = ocp, AT Bg,
M, = avg .
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