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Stromungen mit freien Grenzflichen

Stémungen in technischen Anlagen sind hiufig durch freie Fliissigkeits/Gas-Grenz-
flichen oder durch freie Fliissigkeits/Festkorper-Grenzflichen berandet. Diese freien
Grenzflachen sind zunéchst in ihrer Lage nicht bekannt - sie stellen sich infolge der
Druck- oder Temperaturfelder ein.

Im Rahmen der Arbeit werden zunéchst die Bedingungen an freien Grenzflichen ein-
gefiihrt. Thre Anwendung auf einfache hydrostatische Probleme mit freien Fliissig-
keits/Gas-Grenzflichen schliefft sich an. Die Behandlung von Beispielen aus der
Hydrodynamik mit freien Fliissigkeits/Gas-Grenzflichen nimmt dann einen grofien
Raum ein. Schliefilich wird ein Problem mit Erstarrung behandelt, bei welchem eine

freie Flissigkeits/Fest-korper-Grenzfliche auftritt.

Flows in Presence of Free Interfaces

Flows in technical systems are frequently bounded by free liquid/gas interfaces or
free liquid /solid interfaces. The position of such free interfaces is not known a priori
- they adjust depending on pressure- or temperaturefields.

In the frame of this work, firstly, conditions at free interfaces are inferred. The
applications of these conditions to hydrostatic problems is the second focus. Quite
a number of hydrodynamic problems featuring free liquid/gas interfaces is treated in
the third part. Finally a problem with solidification is treated, demonstrating the

occurance of a free liquid/solid interface.
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1 Einfiihrung

1.1 Beispiele zu freien Grenzflichenstromungen aus Natur

und Technik

1.1.1 Vertikaler Austritt eines Fliissigkeitsstrahls (mit Zerfall) aus einem
Rohr

Betrachten wir den Austritt eines Fliissigkeitsstrahls, senkrecht nach unten im Schwe-
refeld, wie dies beispielsweise an einem Wasserhahn auftritt, so beobachtet man im
wesentlichen eine Einschniirung nach dem Rohrende. Dies ist eine Folge der Beschleu-
nigung der Stromung unmittelbar nach Verlassen des Rohres. Diese Beschleunigung
tritt auf, weil eine Anderung der Randbedingungen erfolgt: die Haftbedingung im
Rohr entfallt beim Austritt und an ihre Stelle tritt der ndherungsweise schubspan-
nungsfreie Rand der 1/g-Grenzfliche. Die Beschleunigung der Stromung fiihrt zu einer
Absenkung des Druckes (vgl. Bernoulli-Gleichung), die freie 1/g-Grenzflache reagiert

auf das Druckfeld - sie schniirt sich ein.

Hier erkennen wir bereits einige wichtige Eigenschaften einer freien 1/g-Grenzfiéiche:

e Die Stréomung verlduft immer tangential zur freien 1/g-Grenzflache, ein Durch-
treten von Fliissigkeit durch die freie Grenzfliche wiirde bedeuten, dafl dort

keine Grenzfliche vorliegt.

e Die freie 1/g-Grenzfliche stellt sich als Folge des Druckfeldes ein und iiber
die freie 1/g-Grenzfliche kommt es infolge der Oberflichenspannung zu einem
Drucksprung, sofern die Grenzfliche gekriimmt ist. Dies werden wir noch néher

kennenlernen.

An der freien 1/g-Grenzfliche kann keine Haftbedingung gestellt werden. Viel-
mehr wird in der Regel eine Bedingung fiir die Schubspannung auftreten. Im
einfachsten Fall, wie auch fiir den gewéhlten senkrechten Freistrahl, ist die freie
1/g-Grenzflache schubspannungsfrei. Es wird somit die Kraftwirkung des um-

gebenden Gases auf die freie 1/g-Grenzfliche vernachléssigt.

Im weiteren Fall des zylindrischen Freistrahls kénnen noch andere Phénomene be-
obachtet werden. In Achsrichtung kénnen gegebenenfalls periodische Stérungen des

Strahlquerschnitts auftreten, die je nach Parameter in ihrer Amplitude anwachsen
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Abbildung 1: Verschiedene Phanomene innerhalb eines fallenden Fliissigkeits- Frei-

strahls



konnen. Dies fiithrt schliefllich zum Zerfall des Strahls in einzelne Tropfen. Ver-
nachléssigen wir wiederum die Wirkung des umgebenden Gases auf die Tropfen, so
fallen diese wie Festkorper. Somit besitzt jedes Fluidpartikel im Tropfen den gleichen,
nach unten gerichteten Geschwindigkeitsvektor. Der Druck im Innern ist hierbei auf-
grund der Kriimmung der Oberfliche und aufgrund der Oberflichenspannung stets

hoher als im umgebenden Gas.

1.1.2 Strémung in einem Spaltbeschichter

Bei der Herstellung von hochintegrierten Bausteinen der Elektronik oder bei der Her-
stellung von LCD-Bildschirmen miissen eine Unzahl von unterschiedlichen Schich-
ten aufgebracht werden. Dies sind zum einen elektrisch leitende Raster oder Schal-
tungen und zum anderen optisch aktive Schichten wie Filter oder Polarisatoren.
Dies geschieht u.a. durch photochemische Prozesse, Atzschritte, Bedampfungspro-
zesse oder Fliissigbeschichtung mit nachfolgendem Aushérten oder Verdampfen der

Tragerfliissigkeit. In vielen Féllen ist deshalb das Aufbringen von Fliissigkeit auf

ebene Flichen ein wesentlicher Verfahrensschritt.

Wir wollen uns die Stromung in einem Spaltbeschichter vor Augen fiihren. In einem
Vorratsbehalter befindet sich eine Fliissigkeit, welche zwischen den beiden Klingen
infolge der Benetzungseffekte hochsteigt. Der Abstand der Klingen ist hierzu entspre-
chend klein gewéhlt. Wird am oberen Austritt der Klingen eine Glasplatte aufgelegt,
so benetzt die Fliissigkeit auch die Glasplatte und diese kann anschlieflend um eine
kleine Distanz angehoben werden. Nun setzt man die Platte in Bewegung und die skiz-
zierte Stromung stellt sich ein. Im Problem sind zwei freie 1/g-Grenzflichen erkennbar,
der riickwértige Meniskus h (2, t) und der stromab gelegene Meniskus hy(z, t), welcher
im stationdren Fall die Dicke der erzeugten Fliissigkeitsschicht bestimmt. Wird die
Position der freien 1/g-Grenzfliche zeitabhéingig, so kommt es zu einer unerwiinsch-
ten periodischen Anderung der Schichtdicke. Zu den beiden 1/g-Grenzflichen ist die
Stromung naturgemif tangential und an den Grenzflichen gilt in guter N&herung
die Schubspannungsfreiheit. Aus der Kriimmung der freien Grenzflichen folgt zwin-
gend, dafl der Druck innerhalb der Fliissigkeit im Bereich der Stromungsumlenkung
geringer als im umgebenden Gas ist. Dagegen signalisiert die ebene 1/g-Grenzfliche
in einigem Abstand stromab ausgeglichenen Druck, d.h. in der Fliissigkeit herrscht

Umgebungsdruck.
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Abbildung 2: Strémung in einem Spaltbeschichter
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Abbildung 3: Wellenbildung infolge von Windbewegungen

1.1.3 Wasserwellen (reibungsfreie Betrachtung)

Ein weiteres Beispiel zu Stromungen mit freien Oberflichen erhalten wir bei Be-
trachtung der Wellenbildung infolge von Windbewegungen in der Natur. Analoge
Ergebnisse erhdlt man im i{ibrigen auch bei der Schichtung von zwei nicht mischbaren
Flissigkeiten. Wir wollen zunéchst viskose Effekte vernachlissigen.

Streicht eine Luftstromung iiber einen freien Wasserspiegel, so wird im allgemeinen
ein Geschwindigkeitsunterschied (u; — ug) vorliegen. Naturgemif folgt weiterhin fiir
die Dichten p; < gg, d.h. die Schwerkraft hat die Tendenz die Schichtung zu erhalten.
Lenken wir gedanklich die 1/g-Grenzfliche etwa sinusférmig aus, so macht man sich
leicht anhand der Bernoulli-Gleichung klar, daf die in Kreisen angegebenen Verédnde-
rungen des Druckes auftreten. Wo sich die 1/g-Grenzfliche anhebt, wird im Bereich
von Fluid 2 aus Kontinuitdtsgriinden lokal eine gréfiere Stromungsgeschwindigkeit
auftreten. Dies hat dort eine Absenkung des Druckes zur Folge. Diese Anderung des
Druckes in Verbindung mit der Druckénderung unterhalb der Grenzfliche fiihrt zu
einer Verstiarkung der Auslenkung. Das Geschwindigkeitsfeld wirkt demnach destabi-
lisierend auf die freie 1/g-Grenzfliche. Demhingegen versucht sowohl die Schwerkraft
als auch die Oberflachenspannung die Grenzfliche in die ebene Lage zuriickzufiihren,

Diese Krifte sind demnach stabilisierend.

Die Analyse dieser sogenannten Kelvin-Helmholz Instabilitit fiihrt zu folgendem Er-
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Abbildung 4: Stabilitidtsdiagramm fiir das Kelvin-Helmholz Problem

gebnis. Die mafigebliche Kennzahl ist die Froude-Zahl
_ 0100(u1 — ug)?
(00 — 01)y/(00 + 01)g0
Wird die Froude-Zahl gro8, so dominiert der destabilisierende Trigheitseffekt. Wird

die Froude-Zahl klein, so dominieren die stabilisierenden Effekte der Schwerkraft und
Kapillarkraft. Das Stabilitdtsdiagramm zeigt demnach eine Grenzkurve, unterhalb
welcher die Grenzfliche stabil ist, d.h. eben bleibt. Oberhalb, fiir Werte Fr > 2,
werden Stoérungen angefacht und Wellen entstehen.

Die Ordinate im Stabilitdtsdiagramm ist die Wellenzahl, welche ein Maf fiir die

Wellenlédnge darstellt, es gilt Wellenzahl ~ Das Stabilitdtsdiagramm

1
Wellenlénge'
zeigt, daf fiir mittlere Wellenldngen eine Anfachung fiir Fr > 2 auftritt. Lange Wel-
lenldngen (kleine Wellenzahlen) sind offenbar deutlich stabilisiert. Dies ist eine Folge
der Schwerkraft. Der Bereich kurzer Wellen (groBe Wellenzahlen) wird demhingegen

durch die Kapillarkrifte stabilisiert.

1.1.4 Ausbreitungsstromung

Wir betrachten nun eine Ausbreitungsstrémung. Bringen wir eine Fliissigkeit auf

eine horizontale Platte auf, so erwarten wir eine Ausbreitung angetrieben durch die
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Abbildung 5: Verhéltnisse bei einer Ausbreitungsstrémung (a) ohne Erstarrung und

(b) mit Erstarrung.

Schwerkraft. Solche Stromungen treten bei Beschichtungsprozessen in der Technik
oder bei Lava-Strémungen in der Natur auf. Zunéchst erwarten wir eine Stromung,
abhéngig von der Zufuhr der Fliissigkeit, welche das angeh&ufte Fluid in die unbedeck-
ten Auflenbereiche beférdert. Auf der Platte, an der 1/s-Grenzfliche, ist sicherlich die
Haftbedingung erfiillt, wihrend an der freien 1/g-Grenzfliche hy(z,t) ndherungsweise
Schubspannungsfreiheit herrscht. Die Position der freien 1/g-Grenzfliche wird sich
als Funktion der Ortskoordinate x darstellen, zusitzlich erwarten wir eine Verinde-
rung in der Zeit. Bei z = a(t) endet die freie 1/g-Grenzfliche auf der Platte. An
der Fliissigkeitsfront liegt also eine sogenannte Kontaktlinie vor, welche ihre Position
a(t) in der Zeit dndert. Die Bezeichnung Kontaktlinie kennzeichnet zum einen den
Kontakt von drei Phasen s,l,g. Zum anderen handelt es sich stets um eine Linie,

welche im gewéhlten Beispiel normal auf der Zeichenebene steht.

Wir wollen nun eine weitere Form von freien Grenzflichen kennenlernen, indem wir
uns vorstellen, die Platte sei unterhalb die Erstarrungstemperatur der Flissigkeit
gekiihlt. In diesem Fall wird sicherlich die Fliissigkeit in unmittelbarer Plattennihe
ausfrieren und eine erstarrte Zone wird sich entwickeln. Dies ist eine Folge der Warme-
abfuhr in die Platte. Somit entsteht eine weitere freie 1/s-Grenzfliche deren Position

mit ho(z,t) bezeichnet werden kann. Diese 1/s-Grenzfliche stellt eine freie Grenzflache




dar, weil ihre Lage im Gegensatz zur Plattenoberfliche nicht vorweg bekannt ist.
Sie stellt sich vielmehr abhingig vom Temperaturfeld ein. Kinematisch ist diese
Grenzfliche dhnlich zu behandeln wie die Plattenoberfliche: die Haftbedingung ist
in der Regel erfiillt. Thermisch befindet sich diese 1/s-Grenzfliche ndherungsweise
auf Erstarrungstemperatur, wobei wir die Freisetzung der Latentwérme an dieser

Grenzflache zunichst nicht beriicksichtigen wollen.

1.1.5 Zusammenfassung der charakteristischen Merkmale freier Grenz-

flichen

Wir haben in den Abschnitten 1.1.1 bis 1.1.4 eine ganze Reihe freier Grenzflichen ken-
nengelernt und wollen die wesentlichen Aussagen zusammenfassen. Freie Grenzflichen
sind Berandungen des Strémungsgebiets, welche in ihrer Lage vorab nicht bekannt
sind. Sie stellen sich vielmehr als Folge des Druckfeldes (1/g- oder 1/1-Grenzfliche)
oder als Folge des Temperaturfeldes (1/s- oder g/s-Grenzfliche) ein. An freien Grenz-
flachen ist die Stromung in der Regel tangential. Die Randbedingungen, welche wir
an den freien 1/g- oder 1/1-Grenzflichen stellen kénnen legen die tangentiale und nor-
male Komponente des Spannungstensors fest, d.h. Druck und Schubspannung. An

1/s- oder g/s-Grenzflichen ist in der Regel die Haftbedingung erfiillt.

1.2 Eigenschaften freier 1/g- und 1/1-Grenzflichen

Wir wollen uns nun im Detail mit den Gegebenheiten an freien Grenzfiichen beschéfti-
gen. Zuné#chst herrscht an jeder 1/g- bzw. 1/l-Grenzfliche (1/1-Grenzflichen existie-
ren fiir nichtmischbare Fliissigkeiten) eine Oberflichenspannung. Diese kann auch als
Grenzflachenspannung oder spezifische Oberflichenenergie bezeichnet werden. Die
Grenzflachenspannung o ist die Folge eines Ungleichgewichts molekularer Krifte an
der Grenzfliche (vgl. Zierep (1993)): Im Innern einer Fliissigkeit heben sich die
intermolekularen Krifte im Mittel auf. An der Grenzfliche sind die intermolekula-
ren Kréfte aufgrund der anderen Molekiilart und -dichte des benachbarten Fluids
verschieden und somit verbleibt eine resultierende Kraft auf die Molekiile direkt an
der Grenzfliche (in einem Bereich von einigen Molekiildurchmessern, d.h. typisch
107%m). Ist das benachbarte Fluid ein Gas, so verschwinden die intermolekularen
Kréfte nahezu ganz. In allen Fallen mufi deshalb Arbeit geleistet werden, um die

Molekiile an die Grenzfliche zu transportieren. Die Folge sind Minimalflichen, d.h.

10



Abbildung 6: Intermolekulare Krifte im Innern einer Fliissigkeit und an der 1/g-

Grenzflache nach Zierep (1993).

die Natur minimiert die aufzuwendende Arbeit durch Einstellen der kleinstmoglichen

Grenzfliche. Die Oberflichenspannung ¢ kann somit auf zwei Arten definiert werden:

Kraft an der Berandung  Energiezunahme
Lénge der Berandung  Oberflichenzunahme

Aus diesen Definitionen lassen sich unmittelbar verschiedene Mefimethoden ablei-
ten, welche im allgemeinen auf einer Kraftmessung beruhen. Im Fall a) wird ein
Drahtbiigel in die Fliissigkeit eingetaucht und die Kraft F', welche den Fliissigkeits-
film aufspannt, wird gemessen. Aufgrund der Tatsache, daf} der Flﬁs‘sigkeitsﬁlm auf
beiden Seiten eine 1/g-Grenzfliche besitzt, erhalten wir o = |F|/(2L). Im Fall b)
und ¢) werden eine Platte bzw. ein Ring in die Fliissigkeit eingetaucht und da-
nach herausgezogen bis der sie benetzende Fliissigkeitsfilm abreifit. Dies geschieht
sobald der Fliissigkeitsfilm etwa senkrecht steht und die gemessene Kraft F' deshalb
ein Maximum aufweist. Somit erhalten wir ¢ = |F00|/(2 + Lyen + k), wobei k ~ 1
einen Eichfaktor darstellt, welcher die Gewichtskraft und die nicht perfekte Geometrie

beriicksichtigt.

Die bisher vorgestellten Mefiverfahren eigen sich vorzugsweise zur Bestimmung der
Oberflichenenspannung ¢ an einer 1/g-Grenzfliche. Die eingetauchten Koérper (vgl.
b) und c)) kénnen bei giinstigen Dichteverhéltnissen auch zur Messung einer 1/1-
Grenzflichenspannung eingesetzt werden. Aus den oben dargestellten molekularen
Uberlegungen geht unmittelbar hervor, daf sich die maximale Grenzflichenspannung
einer Fliissigkeit stets gegen Vakuum ergibt - hier fehlen jegliche intermolekularen

Krifte nach einer Seite. Dieser Wert wird durch Anwesenheit eines (diinnen) Gases

11
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Abbildung 7: Einige Mefimethoden zur Bestimmung der Oberflichenspannung o

nur unwesentlich gedndert. Sind folglich die Grenzflichenspannungen zweier Fliissig-
keiten gegen ein Gas (oder Luft) bekannt, so kann aus der Differenz bereits eine erste

Abschitzung der Grenzflichenspannung an der 1/1-Grenzfliche gewonnen werden.

Wollen wir die Grenzflichenspannung an einer 1/1-Grenzfliche direkt messen, so kon-
nen wir hierzu den Drucksprung iiber eine gekriimmte Grenzfliche benutzen. Bevor
wir also ein weiteres Mefiverfahren zur Messung von o diskutieren, miissen wir uns
zunidchst die Krafteverhiltnisse an einer allgemein gekriimmten Grenzfliche ableiten.
Die normale Kréftebilanz an einer Grenzflache ist von zentraler Bedeutung - sie stellt
die Position der Grenzfliche ein. Bild 8 zeigt ein infinitesimales Flachenelement
der Kantenldnge r1dy; und rodp,. Die Schnittrichtung ist orthogonal gewdhlt, die

Kriimmungsradien in beiden Schnitten sind mit r; und 7, bezeichnet.

Aufgrund des Freischnitts mufl die Wirkung der Grenzflichenspannung an den Schnitt-
kanten beriicksichtigt werden. Weiterhin sind Druckkrifte aufgrund der Driicke p,,
p; auf beiden Seiten der Grenzfliche wirksam. Wir erhalten in der Normalenrichtung

dpy

ngQ .
5 0

ldeal - ldﬁ’m] + 2ldFk2| + 2ldﬁ‘k1|—2—- =

und mit

|dF,| = paridiradips

|dFyi| = pir1dirradeps

12




Abbildung 8: Krifteverhdltnisse an einer allgemein gekrimmten Grenzfliche (vgl.

Zierep (1993)).
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ldﬁk2l = 07‘2dg02

|dFi1| = orides

kommt
(ps — pa)T1d172dip2 = 0 (dip1radps + diparider),
bzw.
(b= p0) = Ap = o= + )
pi=pa) = Bp=o0( -+

Somit berechnet sich der Drucksprung iiber eine gekriimmte Grenzfliche aus einem

mittleren Kriimmungsradius R oder einer mittleren Kriitmmung H wobei

pol 1
2

1L
R

L T2

gilt. Wir wollen an dieser Stelle zwei Spezialfélle diskutieren. Haben wir eine zylin-
drische Grenzfliche mit dem Radius r vorliegen, so wird 7, = r und 72 — co. Somit
wird

g
ApZylz"n,de’r = ';

Fiir eine kugelférmige Grenzfliche (z.B. einen Tropfen) wird 74 = 7 und r, = 7.
Daraus erhalten wir

20
ApKugel = ‘7"—

An dieser Stelle sollte noch darauf hingewiesen sein, daff die Krimmungsradien 7,75
vorzeichenbehaftet sind. Im Falle unterschiedlicher Vorzeichen befinden sich die
Kriimmungszentren auf verschiedenen Seiten der Grenzflache.

Unsere Betrachtungen zum Drucksprung iiber eine gekriimmte Grenzflache wollen wir
nun gleich an dem folgenden Mefigerat anwenden. Eine Kapillare ist in ein Gefdfi mit
der Fliissigkeit [; eingetaucht und mit der Fliissigkeit /o gefiillt. Infolge der Fiillhohe h
in der Kapillare bildet sich ein Tropfen der Fliissigkeit {, wie in Abbildung 9 gezeigt.
Der Tropfendurchmesser d, sowie die Kriimmungsradien r; und r, sind aus einer

vergroferten Photographie mefibar.

Infolge der Hydrostatik erhélt man am Punkt 1:

DPia = 01y ) p1 = 02(h+ h1)g

Mit dem kapillaren Drucksprung
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Abbildung 9: Messung der Oberflichenspannung iiber den Drucksprung einer

gekriimmten Oberfliche - Versuchsaufbau

ergibt sich somit
g
o= % {o2(h + h1) — o1}
Am Punkt 1 ist die Fliache aufgrund der Rotationssymmetrie in beiden Richtungen

mit dem Radius r gekriimmt. Die redundante Auswertung der Punktes 2 liefert

Poa = 01h2g ) p2i = 02(h + he)g

1 1
Ap:a(-T'—z+(_d/-2_)) ’

und somit

_ g _
o= /s +2/d {o2(h + h2) — 01ha}

Im Punkt 2 ist zu beachten, dafl nur ein Kriimmungsradius r, aus der Projektion er-
mittelt werden kann. Der zweite Kriimmungsradius ergibt sich aus dem gemessenen
Durchmesser d des Tropfens an dieser Stelle. Es empfiehlt sich im iibrigen das be-
schriebene Mefiverfahren stets an mehreren Punkten auszuwerten um dann mit Hilfe
der Statistik auch Aussagen zur Genauigkeit des Mefiverfahrens zu gewinnen.

Wir wollen nun einen weiteren Begriff einfiihren - die Benetzung. Endet eine freie
1/g- oder 1/1-Grenzfliche an einer festen Berandung, so kénnen die beteiligten Fluide

dort unterschiedliches Verhalten zeigen:
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Abbildung 10: Partielles und vollstindiges Benetzen

1. Fiir lange Zeiten stellt sich ein stationdres Gleichgewicht mit stationirer Grenz-
fliche und einem Kontaktwinkel O, ein. Dies wird als partielles Benetzen be-

zeichnet. Nach Young gilt dort die Gleichgewichtsbeziehung

Osg — O1s = 09 COS O

2. Fiir lange Zeiten schreitet die Benetzung der Fliissigkeit auf dem Festkorper
immer weiter voran und wir finden einen weit ausgedehnten Fliissigkeitsfilm auf

dem Festkorper. Dies wird als vollstdndiges Benetzen bezeichnet.

Das Phénomen der Benetzung ist wiederum eng mit intermolekularen Kriften ver-
kniipft. Die intermolekularen Krifte zwischen Festkorper und Fliissigkeit sind es,
welche die Benetzung antreiben. Demhingegen miissen die Gasmolekiile durch die
Fliissigkeit vom Festkérper verdriangt werden - die intermolekularen Kréfte zwischen
Gas- und Festkorpermolekiilen hemmen den Fortschritt der Benetzungsfront. Wei-
terhin bestehen zwischen den Fliissigkeitsmolekiilen untereinander anziehende Krifte,
welche die Benetzung des Festkorpers hemmen. Ein Gleichgewicht dieser intermole-
kularen Krifte filhrt demgeméf zur partiellen Benetzung. Sind die anziehenden in-
termolekularen Kréfte zwischen Fliissigkeits- und Festkorpermolekiilen hingegen sehr
stark, so fiihrt dies zu vollstdndiger Benetzung. Obige Diskussion zur Benetzung kann

analog auf ein s/1/1-System iibertragen werden.

Bei partieller Benetzung tritt eine sogenannte stationdre Kontaktlinie (K.L.) auf. Im
Falle der vollstédndigen Benetzung ist keine stationdre Kontaktlinie erkennbar. Viel-
mehr bewegt sich die Kontaktlinie kontinuierlich, bis der gezeigte Fliissigkeitsfilm fiir
t — oo entsteht. Im allgemeinen besteht zwischen der Geschwindigkeit der Kontaktli-

nie uy und dem Kontaktwinkel © ein funktioneller Zusammenhang. Diesen kann man
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Abbildung 11: Abhéngigkeit zwischen Kontaktwinkel o und der Geschwindigkeit
der Kontaktlinie.

ermitteln, indem man beispielsweise eine Platte in eine Fliissigkeit eintaucht oder,
umgekehrt, herauszieht. Mifit man hierbei den Kontaktwinkel, so ergibt sich der in
Abbildung 11 gezeigte Verlauf. Fiir eine voranschreitende (benetzende) Kontaktlinie
(ua > 0) zeigt sich ein grofierer Kontaktwinkel. Fiir eine zuriickweichende (entnet-
zende) Kontaktlinie (uy < 0) findet man deutlich kleinere Kontaktwinkel. Ermittelt
man den stationdren Kontaktwinkel (u, = 0) von beiden Seiten her (uy > 0, uy < 0),
so findet man zwei verschiedene Werte © 4 # Og. Dieser Effekt wird als 'Hysterese’
der Kontaktlinie bezeichnet. Fiir stationdre Kontaktwinkel O35 ist demnach der ganze

Bereich ©4 > Og > Og moglich.

Die Grenzflichenspannung héngt im allgemeinen von der Temperatur ab - sie fillt
bei steigender Temperatur infolge der schwécheren intermolekularen Kréfte (stdrkere
Brown’sche Molekularbewegung). Dieses Phiinomen wird als Thermokapillaritit oder
Marangoni-Effekt bezeichnet. Stellen wir uns ein Experiment vor, bei welchem die
Flissigkeit und das dariiberliegende Gas an einer Seite erwirmt und auf der ande-
ren Seite gekiihlt werden. Wir wollen gedanklich die Schwerkraft zu Null setzen,
d.h. Auftriebseffekte nicht beriicksichtigen. Der Boden und Deckel des Geféfies seien
adiabat. Entlang der 1/g-Grenzfliche finden wir dann einen Temperaturgradienten

aufgrund dessen auch die Grenzflichenspannung variiert. Sie ist grofier auf der kal-
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Abbildung 12: Konvektionsstromung aufgrund temperaturabhéngiger Grenzflichen-

spannung.

ten Seite und demzufolge finden wir eine Schubspannung 7, welche die Strémung in
der gezeigten Weise antreibt. Eine Anderung der Grenzflichenspannung kann auch
als Folge der Konzentration einer zweiten Fliissigkeitskomponente (z.B. Spiilmittel in
Wasser) auftreten.

Offensichtlich ist es die rdumliche Abhéngigkeit o(sy,ss), welche die Schubspannun-
gen an der freien Oberfliche bedingt. s; und s, sind hierbei zwei beliebige, orthogo-
nale Koordinaten in der Grenzfliche h(z,y). Wir wollen nun, analog zu dem norma-
len Kriftegleichgewicht, ein tangentiales Kréftegleichgewicht an einem infinitesimalen
Fléchenelement mit den Kantenldngen ds; und ds; betrachten. In der Tangential-
ebene wirken die Krifte dFy;, welche die Wirkung der freigeschnittenen Grenzfliche
reprasentieren. Weiterhin ist eine allgemeine Schubspannung 7 moglich. Wir wol-
len nun aber die Grenzflichenspannung o als rdumlich verdnderlich auffassen. Das

Kréftegleichgewicht in den Richtungen s; und s; ergibt,
_'dﬁkl(sl)l + ldﬁkl(sl + d51)| + 7'1d$1d82 =0

—ldﬁk2(82)| -+ |dFk2(82 + dSz)l + Tods1dse = 0.

Die Schnittkrafte dﬁki ergeben sich hierbei zu
|d13‘k1(31)| = g(s;)dss,

ldﬁk2(82)| = O’(Sz)dsl,

~ 0
|dFk1(51 + dSl)I = 0'(81 + dSl)d52 = {O’(Sl) + b?gdsl +.. .}dSZ,
1

- 0
ldsz(Sz + d82)| = 0'(82 + dSz)dSl = {0‘(82) + —asid52 + .. .}dSl.
2
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Abbildung 13: Tangentiales Kraftegleichgewicht am Grenzflichenelement.

Hierbei wird fiir die Berechnung von o(s; + ds;) eine Taylor-Reihenentwicklung an-
gewandt. Wir erhalten bei Zusammenfassung der obigen Gleichungen eine Gleichung

fiir den Schubspannungsvektor 7 = (71, 72) zu
oo do

651 882

Somit ist deutlich, daf jegliche Abhéngigkeit o(s1, s2), welche entweder infolge der

1 =

Temperatur oder einer Konzentration zustande kommen kann, unmittelbar eine Schub-
spannung an der freien Grenzfliche zur Folge hat.

Wir haben schon bei den Beispielen diskutiert, dafl an einer freien Grenzfliche (1/g
oder 1/1) die Stromung (auf beiden Seiten) tangential sein mufl. Wir wollen dies
nun mathematisch formulieren. Die freie Grenzfliche sei gegeben im Raum durch
die Darstellung h(z,y,t), d.h eine zeitliche Verinderung ihrer Lage wird zugelassen.
Betrachten wir hierzu die Verhéltnisse am Punkt 1: Einerseits kann die momentane
Steigung der Ebene h, benutzt werden um den Steigungswinkel «, auszudriicken,
d.h.

tan a; = hy

Andererseits existiert in dieser Schnittebene ein Geschwindigkeitsfeld mit den Kom-

ponenten v und w. Da auch die Grenzfliche die Geschwindigkeit h; besitzt, kann der
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Abbildung 14: Geschwindigkeiten in einer £ — z-Schnittebene mit freier Grenzfiiche.

momentane Steigungswinkel der Grenzfliche bei tangentialer Stromung ausgedriickt

werden als
(’LU — ht)
U

tan a, =
Aus den obigen Gleichungen eliminieren wir o, und erhalten
hm'll, =W — ht y

eine Beziehung fiir tangentiale Stromung in der x-z-Ebene. Die analoge Betrachtung
in der y-z-Ebene liefert

hyv = w — hy

Mit den letzten beiden Gleichungen ist die kinematische Bedingung einer tangentialen

Stréomung nunmehr mathematisch formuliert.
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Abbildung 15: Kontakt zweier Blasen nach Zierep (1993).

2 Hydrostatische Probleme

Bevor wir uns nun verschiedenen Strémungsproblemen widmen, ist es sinnvoll ei-
nige hydrostatische Probleme zu behandeln bzw. einige Phinomene zu erldutern.
Dies erlaubt uns, die Druck- und Schubspannungsbedingungen an freien Grenzflichen
zundchst pur anzuwenden, ohne hierbei gleichzeitig noch die Strémung mit den ki-
nematischen Randbedingungen beachten zu miissen. Wir werden hierbei, bei wach-
sendem Schwierigkeitsgrad, zunéchst einige Phénomene bei verbundenen Blasen, die
Flissigkeitssdule in einem Kapillarrohr und schliefllich einen Tropfen auf der Platte

diskutieren.

2.1 Blasen in Verbindung

Bringen wir zwei unterschiedlich grofie Blasen in Beriihrung (vgl. Zierep 1993), so

wird sich an der Beriihrungsstelle eine gemeinsame freie Grenzfliche einstellen. Aus
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Abbildung 16: Druckausgleich zweier Blasen nach Zierep (1993)

den Radien beider Blasen 7, und ry kénnen wir auf die Driicke

20 20

(pl—poo)=r—1 , (pz—poo)=;;

schliefen. Somit folgt wegen r; < 7o unmittelbar p; > ps, ein erwartetes Ergebnis.
Der Druck in der kleinen Blase ist stets grofier als in der grofien Blase. An der durch

Beriihrung neu entstehenden Grenzfliche wird gelten

20

(Pl —pz) = T—a

und wegen p; > py > P Wird r3 > r1. Damit mufl die Beriihrungsgrenzfliche das
in Abbildung 15 gezeigte Aussehen haben. Die konkave Seite ist auf der Seite des
hoheren Druckes und zudem ist diese Grenzfliche schwécher gekriimmt als die Blase
1.

Ein &hnliches Phédnomen erhalten wir nach Erzeugung zweier unterschiedlich grofier
Blasen, welche beispielsweise am Ende von Kapillarrohren fixiert und verbunden sind.
Der Druck in der kleinen Blase wird zunédchst grofier sein als der Druck in der grofien
Blase, p; > p,. Offnen wir das Ventil am Verbindungsrohr, so wird sich der Druck
ausgleichen, mit der Konsequenz, dafi der Inhalt der kleinen Blase in die grofie Blase

stromt. Die grofle Blase wichst also an und die kleine Blase verschwindet génzlich.
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Abbildung 17: Steighthe in einem Kapillarrohr nach Zierep (1993).

Fir £ — oo wird sicherlich Druckausgleich hergestellt sein, sodafl an beiden Kapilla-
renden der identische Kriimmungsradius vorliegen mufl. Dies ist in der Tat zu beob-
achten, der Kriimmungsradius der grofien Blase tritt auch an der freien Grenzfliche

im Kapillarrohr auf.

2.2 Steighohe in einem Kapillarrohr

Bringen wir ein Kapillarrohr senkrecht in einen Behélter mit Fliissigkeit und ei-
ner freien 1/g-Grenzfliche, so wird die Fliissigkeit bei guter Benetzung im Kapil-
larrohr eine bestimmte Strecke hochsteigen (vgl. Zierep 1993). Die Krifte infolge
der Benetzung sind offensichtlich groff genug, um die Anhebung der Fliissigkeit ge-
gen die Schwerkraft zu bewirken. Wir wollen uns dieses Problem ndher betrachten.
Hierzu schneiden wir den angehobenen Teil der Fliissigkeitssiule (schattiert) frei und
stellen ein Kréftegléichgewicht in vertikaler Richtung auf. Zu beriicksichtigen sind
Druckkrifte, Gewichtskraft und Kapillarkraft. Wir erhalten in der vertikalen Rich-
tung z: e 2

Poo~g~ ~ ohg + owdcos © — pooT =0
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und 16sen auf nach der gesuchten Steighthe

b 40 cos © < 4o
ogd  ~ pgd

Fiir gegebene Durchmesser d erhalten wir demnach eine Steighthe h, welche fiir den
Kontaktwinkel © — 0 maximal wird. Dies ist gerade der Fall der vollstdndigen
Benetzung. Wir erkennen weiterhin, daff fiir © > 90, d.h. fiir schlechte Benetzung,
keine positive Steighche mehr erhalten wird, sondern eine Senkung (h < 0) auftritt.
Es sei hier noch darauf hingewiesen, dafl man im Falle von zwei ebenen Platten im
Abstand d die (zylindrische) Kapillarhebung

_ 20cos©

h
o0gd

vollig analog ableiten kann.

Aus obigen Gleichungen kann desweiteren entnommen werden, dafl die Proportiona-
litdt A ~ % gilt. Somit kann die Kapillarhebung durch immer diinner gewéhlte Kapil-
larrohre fast beliebig gesteigert werden. Theoretisch wird eine maximale Steighthe
h — oo fiir d — 0 erreicht. Hier ist allerdings eine natiirliche Grenze durch Verdamp-
fung gegeben. Dies kénnen wir verstehen, indem wir den Druck an der Postition 2

explizit berechnen. Dies kann auf zwei verschiedene Arten geschehen:

P2 = Poo — 09h
_ 20
pZ - poo R

Hier wird der Druck, ausgehend von p..,, zum ersten iiber die Hydrostatik in der
Fliissigkeit und zum zweiten iiber den Drucksprung an der freien 1/g-Grenzflache be-
rechnet. Setzten wir die obigen Ausdriicke fiir p, gleich, so erhalten wir unmittelbar
unseren Ausdruck fiir die Steigh6he h den wir oben diskutiert haben. Hier tritt er in
leicht gednderter Form auf, indem statt 5‘2—39 nun %, mit dem mittleren Kriimmungs-
radius R, auftaucht. Man vergewissere sich aber leicht, dafl beide Ausdriicke aufgrund
der Geometrie identisch sind. Insbesondere werden im Falle vollstindiger Benetzung
© = 0 die Kriimmungsradien r; = ry = % = R. Gleichzeitig erkennen wir, daf§
der Druck p; nicht beliebig fallen kann, denn sobald p; kleiner als der Dampfdruck
der Fliissigkeit wird, tritt Verdampfung ein. Aus p; > ppemps kann deshalb sofort
eine maximal mogliche Steighohe h ermittelt werden. Wir wollen schliefilich noch ei-

nige typische Zahlenwerte fiir das System Wasser/Luft angeben. Mit den Stoffwerten
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Abbildung 18: Tropfen auf der Platte (eben x,z)

0 ="71-10"2N/m, ps = 10°N/m? und ¢ = 103kg/m?® erhilt man fiir ein Kapillarrohr
mit d = 1mm eine Steighthe h = 28.8mm. Die maximal erreichbare SteighShe erhélt

man in einem Kapillarrohr von d =~ 3 - 10™3mm mit h ~ 9.6m.

2.3 Tropfen auf einer Platte (ebenes Problem)

Wir wollen nun eine stationidre Konfiguration behandeln, welche sich ergibt, wenn
wir eine partiell benetzende Fliissigkeit auf eine Platte aufbringen. Nach einiger Zeit
wird sich der Tropfen in einer symmetrischen Form mit dem beidseitig stationiren
Kontaktwinkel ©, befinden. Diese Form bleibt erhalten fiir alle Zeiten. Wir wollen
uns diese stationdre Tropfenkontur h(z) berechnen, wobei wir das ebene Problem
betrachten, d.h. in y-Richtung bleibt die Kontur h(z) unverdndert. Der achsensym-
metrische Tropfen kann im iibrigen bei identischer Vorgehensweise und Verwendung
eines zylindrischen Koordinatensystems berechnet werden.

Zunéchst kénnen wir feststellen, daf die Fliissigkeit im Tropfeninnern in Ruhe sein
mufl. Die Fliissigkeitsrdnder sind stationdr und auf der Platte wird die Haftbedingung
erfilllt. Weder durch Auftrieb noch durch Schubspannungen (o = konst.) ist eine
Strémung moglich. Mit v = w = 0 wird die Aussage der Kontinuitétsgleichung
trivial. Aus den stationédren Navier-Stokes-Gleichungen entfallen die konvektiven und

viskosen Terme und es verbleibt lediglich

z: 0=-p; ,
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z: 0=-p,— 09

Hieraus kénnen wir uns unmittelbar die Druckverteilung in der Fliissigkeit berechnen.

Durch einfache Integration erhalten wir
P=Do— 09z ,

worin po eine zunichst unbekannte Integrationskonstante bezeichnet. Als néchstes
konnen wir die Stetigkeit des Druckes iiber die 1/g-Grenzfliche auswerten. Es muf

gelten
p(z = h) = po — 0gh = pe — 2Ho

Der Druck in der Flissigkeit unmittelbar unter der Grenzfliche kann somit einerseits
aus unserem hydrostatischen Druckfeld berechnet werden, andererseits kann ausge-
hend vom Umgebungsdruck p., der Drucksprung iiber die gekriimmte Grenzfliche
subtrahiert werden. Die Kriimmung der Funktion h(z) 148t sich dabei ausdriicken als

hag

2H =
(1+ h2)3/2

Setzten wir die Kriimmung in obige Gleichung ein, so erhalten wir eine Differential-

gleichung fiir h(z)
hmz (pO - Qgh> — P

C+1P2 = o

Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung 2.Ordnung . Zur Vereinfachung wollen

wir hier annehmen, dafl die hydrostatische Druckvariation klein ist, d.h. es gilt

(Po — Poo) >> [ogh|
Dies ist sicherlich eine gute Ndherung fiir diinne Tropfen, bei denen h sehr klein ist.
Somit ergibt sich eine gendherte Differentialgleichung

heo  Po — Po
(TR

Bei ndherer Betrachtung erkennen wir auf der linken Seite die mittlerer Kriimmung
2H der Funktion und auf der rechten Seite eine Konstante. Wir suchen demnach eine
Funktion h(z) mit konstanter Kriimmung, eine Eigenschaft, die der Kreis besitzt.

Wir wihlen deshalb die allgemeine Kreisgleichung
($—$0)2+(h—h0)2 =7'2
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als Ausgangspunkt und kénnen aufgrund der Symmetrie von h(z), d.h.

sofort zo = 0 festlegen. Somit kommt fiir h(z) der Ansatz
h(@) = ho + (r* = a®)*2
mit den Ableitungen
hy = —z(r? — z?) "2
Poe = —(r? — 22)"V21 4+ 2%(r? — 2?71}
Setzen wir diese Ausdriicke in die gendherte Differentialgleichung ein, so kommt

7 a4 )
{1+ (Tza:_zzz)}B/z

Do — P
g

1 [
r

Somit ist der Radius des Kreises r im Ansatz fiir h(z) festgelegt. Wir haben jedoch
noch zwei weitere freie Konstaﬁten po und hg, mit welchen wir noch zwei Randbedin-
gungen fir h(z) erfilllen kénnen. Mdgliche Randbedingungen sind die Vorgabe der
Tropfenhohe in der Tropfenmitte, die Vorgabe der Position der Kontaktlinie oder die
Vorgabe eines Kontaktwinkels, d.h.

he(z = a) = — tan ©;
Alternativ kénnte man hier noch das Volumen vorgeben, d.h die Integralbedingung
2 / * @)z = Vy
0

stellen. Durch 2 dieser 4 Bedingungen sind die freien Konstanten festzulegen und
damit ist die Losung h(z) bekannt. In allen Fillen stellt h(z) ein Kreissegment dar.
Wir wollen den weiteren Gang der Rechnung hier unterdriicken, weil keine neuen

Einsichten zu erwarten sind.
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Abbildung 19: Problemskizze zur Ausbreitungsstrémung

3 Hydrodynamische Probleme

3.1 Die ebene Ausbreitungsstréomung
3.1.1 I"Jberlegungen zur Skalierung

Wir wollen als erstes hydrodynamisches Problem die bei den Beispielen bereits disku-
tierte Ausbreitungsstrémung aufgreifen. Bevor wir jedoch hierzu Lésungen entwickeln
ist es sinnvoll, zunéchst die Differentialgleichungen dem Problem entsprechend zu ska-
lieren. Dies wird uns helfen zu erkennen, welche Terme in den Gleichungen wichtig
und welche Terme gegebenenfalls klein sind und deswegen nur kleine Anderungen
der Lésung bewirken wiirden. Fir das in Abbildung 19 dargestellte, zeitabhingige
Problem kénnen wir im Fliissigkeitsbereich die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und
Impuls angeben, d.h.

Uy +w, =0
Q(Ut + uuy + wuz) = —Pg + /L(ua:a: + uzz) y
Q(wt + uwg + ’U)’LUZ) = —p, t /-ll(wm:c + wzz) - 09

Aus der Geometrie des Problems, vgl. Abbildung 19, kénnen wir folgern, daf die

Fliissigkeitsschicht sicherlich nach einiger Zeit sehr flach werden wird, wihrend die
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horizontale Ausdehnung immer weiter anwéchst. Bezeichnen wir die beiden Ausdeh-
nungen in z- und z-Richtung mit Hy und Ly, so gilt sicherlich ¢ = -%0 < 1. Wir
haben also einen kleinen Parameter ¢ im Problem, welcher uns im weiteren Fortgang
der Rechnung helfen kann, Vereinfachungen in den Gleichungen einzufiihren. Wenn
nun die Ausdehnungen in den beiden Raumrichtungen so unterschiedlich sind, ist es
sicherlich sinnvoll, formal separate Langenskalen in z und z einzufithren. Wir fithren

deshalb die dimensionslosen Koordinaten

Z z
= 7 = —
Ly '’ Hy

X
ein. Mit der horizontalen Geschwindigkeit ug im Problem erhalten wir sofort die
Geschwindigkeitsskalen

w

U
U=— , W=— |,
Uo Wo

wobei wy zundchst noch nicht festgelegt ist. Mit der Langenskala und der Geschwin-

digkeit in horizontaler Richtung erhalten wir die Zeitskala

t

T = ————

(Lo /o)
Schliellich wéhlen wir eine noch nicht festgelegte Druckskalierung
PP
Po
Im néchsten Schritt entdimensionieren wir die Differentialgleichungen indem wir die
gewéhlten Skalierungen einbringen. Hierbei ist zu beachten, dafi unsere dimensions-
losen Koordinaten und Zustandsgrofien aufgrund der oben gewéhlten Skalen alle von
den GroBenordnung O(1) sind. Wir kénnen folglich die Grofie der einzelnen Terme in
den Differentialgleichungen anhand der dimensionslosen Vorfaktoren beurteilen. Wir

erhalten formal fiir die Kontinuititsgleichung

EQUX-FEWZ:O ,

Ly H,
bzw.
’woLg
U Wz =0
x + A z

Aufgrund der gewishlten Skalen muf§ gelten, Ux = O(1), Wz = O(1). Wollen wir
die Gleichung erfiillen, so mufl zwangslaufig der Vorfaktor %’% = 2. 1 = 0(1) sein.

Die einfachste Wahl ist hier den Vorfaktor willkiirlich identisch 'Eins’ zu setzen, was

gleichzeitig unsere Geschwindigkeitsskala zu wy = € - ug festlegt. Prinzipiell hitte
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hier jede andere Zahl anstatt der 'Eins’ gewahlt werden kénnen. Es muf lediglich die
GroBenordnung beachtet werden. Die dimensionslose Kontinuitétsgleichung verein-

facht sich damit zu

Uy + Wy =

Die gleiche Prozedur wenden wir nun auf die horizontale Navier-Stokes-Gleichung an

und erhalten

u2 ug HE
g U, +UUX+WUZ}_—L—PX+’;I§ 7

Uxx +Uzz}
bzw. vereinfacht nach Einfilhrung der Reynolds-Zahl Re = %f

H?
Re - e{U, + UUx + WUz} = - 2220
UugLg

Py + {6 Uxx +Uzz}

Betrachten wir den Fall kleiner Reynolds-Zahlen, d.h. schwache Einstromung (uoHp),
so kann der konvektive Term auf der linken Seite sicherlich vernachléssigt werden. In
diesem Falle erwartet man, rein anschaulich, daf die Ausbreitung des Fluids durch das
hydrostatische Druckfeld angetrieben wird. Hemmend werden sicherlich die viskosen
Krifte sein. Wegen Uzz = O(1) und Px = O(1) mufl deshalb der Vorfaktor des
Druckterms ebenfalls von der Grofienordnung O(1) sein. Nur so kann in der Gleichung
ein Gleichgewicht zwischen Druck- und Reibungskréften auftreten. Wir wihlen den
Vorfaktor des Druckterms identisch 'Eins’ und legen damit unsere Druckskala fest,

d.h.
_ HYo Ly

P E
Bei Vernachlissigung von Termen der Grofle O(e?) reduziert sich somit die horizontale

Impulsgleichung auf
Re - e{U, +UUx + WUz} = —Px + Uzgz + O(€?)

Uns bleibt nun noch, die Skalierung in der vertikalen Impulsgleichung anzuwenden.

Wir erhalten zunéchst

Ko LO HUg {

2
H
FEL W, + UWx + W} =~ 1
0 0

W Wzz} —
To Lo xx +Wzz} — 0g
bzw. nach Einfithrung der Reynolds-Zahl und einer Froude-Zahl F'r = -g—lflg—

Re ¢
Fr

Re - GB{WT +UWx + WWZ} =—-Py; + EZ{EZWXX + sz} —
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Die Froude-Zahl erscheint invers im Schwerkraft-Term, sie stellt allgemein ein Verhilt-
nis von Trégheits- und Schwerkraft dar. In der obigen Gleichung ist nun zu erkennen,
dal sowohl die konvektiven Terme auf der linken Seite der Gleichung als auch die
viskosen Terme auf der rechten Seite offensichtlich sehr klein werden. Dies ist un-

2 zu erkennen. Bei Vernachlassigung von

mittelbar an den Vorfaktoren Re - €3 bzw. ¢

Termen der Gréfenordnung O(e?) wird deshalb ein Gleichgewicht aus Druckterm und

Schwerkraftterm in der fiilhrenden Ordnung bleiben, d.h.

Re - €
Fr

OZ‘PZ_ +O(€2)

Aus den obigen dimensionslosen Grundgleichungen kénnen nun die folgenden Grenzfille

betrachtet werden:

1. Ist Re-€e > 1, so wird die horizontale Impulsgleichung durch die konvektiven
Terme dominiert. Dies ist der Fall, fiir welchen die Tragheitskréifte das Gesche-

hen bestimmen. Viskose Kréfte spielen keine Rolle mehr.

2. Wird Re - e < 1, so kbnnen die Tragheitskrifte vernachléssigt werden und das
Zusammenspiel aus hydrostatischem Druckfeld und den viskosen Effekten ist

entscheidend.

3.1.2 Das durch Tragheits- und Schwerkraft kontrollierte Problem

Wie oben erwéhnt verschwinden wegen Re-¢>> 1 in den Grundgleichungen die visko-
sen Terme in der filhrenden Ordnung. Dies hat zur Folge, dafl wir die Haftbedingung
auf der Platte zunéchst nicht erfiillen kénnen. Das Problem miifite daher, bei Ver-
wendung einer kinematischen Grenzschichtdicke § als vertikale Langenskala, reskaliert
werden. Als Ergebnis zeigt sich, dafi die viskosen Krifte innerhalb der kinematischen
Grenzschicht in die gleiche GréBlenordnung wie die Tragheitskrifte kommen. Wei-
terhin wére der Druck in diesem Falle auf Basis der Trégheitskrifte, d.h. mit dem
Staudruck zu skalieren. Die Losung wire somit eine Grenzschichtlésung unmittel-
bar an der Platte, welche an eine trigheitsbestimmte Auflenlésung angepafit werden
miifite. Wir wollen den Stromungstyp in Abbildung 20 skizzieren und die typische Ab-
messung der Grenzschicht nach Schlichting (1982) mit ¢ ~ —\/?———; angeben. Ansonsten

R
wollen wir den Schwerpunkt auf den zweiten Grenzfall legen.
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Abbildung 20: Geschwindigkeitsprofil bei der trigheitsdominierten Ausbreitungs-

stromung.

3.1.3 Das durch Viskositits- und Schwerkraft kontrollierte Problem

Wie oben erwdhnt verschwinden wegen Re - ¢ < 1 nun die konvektiven Terme in der

Impulsgleichung, sodafl wir das Problem mit den Differentialgleichungen

Ux +Wz;=0 ,

0=—-Px+Uzz |,
Re - ¢

=_P, -

0 Z Fr

zu l6sen haben. Weiterhin miissen wir fiir eine konkrete Losung geeignete Randbe-
dingungen formulieren. Wir stellen hierzu die Haftbedingung an der Wand (Z = 0)
und fordern an der freien 1/g-Grenzfliche eine tangentiale Stréomung und Schubspan-
nungsfreiheit. Weiterhin formulieren wir den Drucksprung iiber die freie Grenzfliche.
Dieses Problem wurde erstmals von Huppert (1982) behandelt. Fiir die Randbedin-

gungen erhalten wir zundchst in dimensionsbehafteter Darstellung

z=0: u=w=0 |,

o19|

:h: —_— =

? o 0
hou=w—h; ,

(1 +h2ys2’
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Schliefllich wollen wir noch das Volumen der Fliissigkeit vorgeben. Dies geschieht

iiber die Integralbedingung
a(t)
/ hz,t)de = V(t) =q -t
0

welche ein zeitabhingiges Volumen liber ein Potenzgesetz erlaubt, gleichzeitig aber
fiir « = 0 das konstante Volumen beinhaltet.
Wir miissen nun wiederum die Rand- und Integralbedingungen in eine dimensionslose

Form iiberfiihren. Dies ermoglicht die Anwendung weiterer Naherungen. Es wird

Z=0: U=W=0 |,

—h,
Z=H: [i|=@+u?)¥ | ﬁ=(1+hg)1/2( ) ,
1

I _ w0y 2z {-e(U? + EW) P Hy + (U2 + W}

0n  Hy
— O=Uz+0(€) ;
=H: HyU+H, =W ,
3 _
—H: aP=Zfy {1+2H1)
Ko

— AP = Ca 'e¢Hxx + O(e)
Die Kennzahl Ca ist die sogenannte Kapillaritétszahl, welche das Verhéltnis von vis-
kosen und kapillaren Kriften charakterisiert. Es gilt Ca = puo/o. Schliefilich entdi-
mensionieren wir die Integralbedingung und erhalten
qLg
u§ LoHy

Zur Loésung des Problems integrieren wir zunéchst die vertikale Navier-Stokes-Gleichung

«

Ar)
/0 H(X,7)dX =

und berechnen hieraus das Druckfeld. Wir erhalten

Re-¢
/PZdZ:—/ —tdz

T

Re ¢
Fr
Wir wéahlen willkiirlich unser Druckniveau mit Py, = 0 und kommen mit unserer

P=-

Z + Py

Gleichung fiir den Drucksprung unmittelbar zum Druck innerhalb der Grenzflache,

d.h.
P(Z=H) = Py +AP =0+ 0(%

Hiermit kann direkt die Integrationskonstante Py festgelegt werden und das Druckfeld

ist bekannt,
Re - ¢

P = Fr

(H - 2)
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Die Anwendung der vertikalen Impulsgleichung erlaubt somit sofort die Geschwindig-
keit U durch Integration zu ermitteln. Wir erhalten zunéchst

Re - ¢

r Hx7Z + Cy

W=/&M=

Die Auswertung der Schubspannungsfreiheit, Uz(Z = H) = 0, legt die Integrations-
konstante Cy fest. Es wird

__Re-¢

Uz = Hx(Z—-H
? Fr x( )
bzw.

Re - ¢ Z?

U= T HX(_Q_ —HZ)+C
Die Auswertung der Haftbedingung bei Z = 0 liefert C; = 0, womit das Endergebnis
Re - ¢ Z?
U= Hy(——-HZ
7 Hx (5 )

folgt. Hiermit haben wir sowohl das Druckfeld als auch das Geschwindigkeitsfeld U
berechnet. Die entsprechenden Randbedingungen sind bereits erfiillt. Bei niherer
Betrachtung der Ausdriicke fiir P und U ist allerdings festzustellen, daf sie die Funk-
tion H(X,7) bzw. deren Ableitungen beinhalten. Die Funktion H(X,7) stellt die
dimensionslose Lage der Grenzfliche dar - sie ist zum jetzigen Zeitpunkt noch unbe-
kannt!

Im néchsten Schritt werten wir die Kontinuititsgleichung aus, indem wir sie einmal

tiber die Schichthshe H (X, 7) integrieren, d.h.
H H
| Uxdz + [ Wedz =0
0
Wir erhalten hieraus
H
/0 UxdZ +W(Z=H)—W(Z=0)=0 |,

bzw. nach Verwertung der tangentialen Strémungsbedingung bei Z = H und der

Haftbedingung bei Z =0
H
/ UxdZ + HxyU(Z = H) + H, = 0
0
Die beiden ersten Glieder konnen geméf Bronstein (S. 327) zusammengefafit werden,

da gilt
H(X)

()
</ UdZ) = HyU(Z = H) +/ UxdZ
0 X 0

34




Somit erhalten wir
H(X)
( / UdZ) +H, =0
0 X
und koénnen das Integral aus dem bekannten Geschwindigkeitsfeld berechnen. Wir

erhalten letztendlich

1Re-€
HT_g Fr

Dies stellt eine partielle Differentialgleichung fiir die Position der freien 1/g-Grenzfliche

(H*Hx)x =0

H(X, ) dar, welche erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung im Ort X ist.
Weiterhin ist diese Gleichung hochgradig nichtlinear. Es gilt nun diese Gleichung zu

16sen und damit die Kontur der Grenzfliche H(X,7) zu berechnen.

Wir wollen hierzu den Versuch unternehmen, eine sogenannte &dhnliche Losung des
Problems abzuleiten. Der Grundgedanke ist der folgende: Unsere freie Grenzfliche
H(X, ) wird sicherlich stets bei X = 0 ihr Maximum haben und bei X = A(7) wird
sie auf die Platte treffen. Die Form ist folglich immer dhnlich, mit der Komplikation,
dafl die Kontaktlinie A(7) in der Zeit wandert. Wir kénnen aber sicherlich eine neue

Variable
X

"= A
einfithren, mit der Eigenschaft 0 <7 < 1. Unter Verwendung dieser Variable hat die
freie Grenzflache bei 7 = 0 ihren grofiten Wert. Bei 1 = 1 trifft sie unabhéngig von
der Zeit 7 auf die Platte. Verwenden wir fiir die Position der Kontaktlinie den Ansatz
A(7) = Cpr™ fiir die Zeitabhéngigkeit, so erhalten wir

‘X -m
n= EOT
Durch diese Variable 1 sollte eine Darstellung der freien Grenzfliche geméfi dem

Ansatz

H(X,r)=H(n) F(7)

méglich sein. Hierin gibt H(n) die shnliche Form der freien Grenzfliche an, sie ist
in Abbildung 21 dargestellt. Die Funktion F(7) erlaubt, die Amplitude als Funktion
der Zeit zu verdndern. In gleicher Weise wie oben bietet sich fiir diese Zeitfunktion

der Ansatz F'(1) = C17" an, sodafl wir die Darstellung
H(X,r)= ﬁ(ﬂ) -Cr7"

erhalten. Durch diese Zerlegung der Funktion H (X, ) in eine Formfunktion H () und

eine Amplitudenfunktion F'(7) = C17" sollte die Abhingigkeit von X zu eliminieren
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Ll A

Abbildung 21: Formfunktion H(n) der freien Oberflache

sein. Wir wollen dies im folgenden durchrechnen. Wir stellen uns zunéchst die Glieder
zusammen, welche in der partiellen Differentialgleichung fiir H (X, 7) auftauchen und
erhalten

H.=C{Hnt"D —ms0-DnHY |

G
H i [,
X C 1

0

04

(H3HX)X — C’_% 7_(4n—2m) (1{']3[:17])"

Bringen wir diese Ausdriicke in die partielle Differentialgleichung fiir H (X, 7) ein, so

erhalten wir

Ist unsere Annahme richtig, daf die Formfunktion H nur von der Ahnlichkeitsvaria-
blen n abhingt, so mufl diese Differentialgleichung gewo6hnlich werden, d.h. es diirfen

keine Abhangigkeiten von den Variablen X und 7 erhalten bleiben. In der Tat finden
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wir keine Abhéngigkeit von X in dieser Gleichung und die Zeitabhéngigkeit kann
-durch die Wahl

An=1) — (4n—2m)

eliminiert werden. In diesem Fall hat jeder Summand die gleiche Zeitabhéngigkeit
und der Ausdruck kann herausdividiert werden. Somit haben wir eine erste Bestim-

mungsgleichung fiir die Exponenten m und n, d.h.

n—1=4n-—2m

Eine weitere Bestimmungsgleichung erhalten wir, wenn wir unsere Ansétze in die

Integralbedingung fiir das Volumen einsetzen. Wir erhalten

1. Le
CoC (m+”)/Hd =9«
ot 0 K USLL()HO 7

Auch hier mufl zwangslaufig die Zeitabhingigkeit entfallen, wenn unsere Ansitze

schliissig sind. Es muf also gelten
m+n=auo- .

Aus den zwei Bestimmungsgleichungen kann sofort m und n berechnet werden, es

wird )
_ (2a-1
n = : ,
_ (Ba+1)
=T
Die Differentialgleichung und die Integralbedingung fiir das Volumen haben somit das
Aussehen
- 5~ 3CZFr {(2a—1)- (Ba+1l) -
3 _ 0 H -~ 2 =
(H Hn)n Cvi’, Re - ¢ { 5 5 nH’l] 0 ’

L gLy
Hdn =
/o 7 u§ Lo Hy Cy Cy

Aufgrund der gewéhlten Skalierung miissen die Vorfaktoren in beiden Gleichungen
von der Groflenordnung O(1) sein. Wir konnen an dieser Stelle wiederum unsere
Konstanten Cy, C; willkiirlich so wihlen, daf§ die Briiche identisch zu eins werden.
Jede andere Wahl fiihrt im iibrigen zum gleichen Ergebnis, weil zum einen in den

Gleichungen beispielsweise die Zahl zwei erscheint, parallel hierzu hétten aber auch
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Co und C andere Werte, sodafl die physikalische Gréfie am Ende erhalten bleibt. Wir
verwenden folglich die Beziehungen

3CEFr —1 qL§

— 0" =1
Cf’ Re-¢ ’ ’U;g‘Lo HO C() Cl

um unsere Konstanten festzulegen. Wir erhalten

o 3/5
Co = (Re.e-)l/f’ 4Ls / ;
3Fr U8LOH0

1/5 o 2/5
O, = ( 3Fr ) q L§
Re ¢ u§ Lo Hy

Unsere Differentialgleichung und Volumenbedingung werden schliefilich zu

. 1 - 201
(Han)n+§g§_an_ =0,

1
/ Hdn =1
0
Im allgemeinen muf} diese Differentialgleichung numerisch integriert werden um die

Lésung fiir die Formfunktion H (n) zu bestimmen. Da es sich um eine gewéhnliche Dif-

jom

ferentialgleichung handelt, finden sich in jeder mathematischen Programmbibliothek
eine Unmenge solcher Integrationsverfahren, wie z.B. das Runge-Kutta-Verfahren.
Zudem ist zu beachten, daf lediglich noch eine Abhsngigkeit der Losung H(n) vom
Parameter a: besteht, d.h. vom Zeitgesetz des Volumens. Alle anderen Abhéngig-
keiten sind bereits explizit bekannt. Die numerische Losung muf folglich nur einmal
erfolgen, wihrend Abhingigkeiten von Re, Fr, etc. analytisch diskutiert werden
kénnen.

Wir wollen uns nun die Ausbreitungsstromung, welche oben berechnet wurde, fiir
zweil Félle o = 0 und @ = 1 graphisch veranschaulichen. Der Fall & = 0 entspricht
dem Fall eines konstanten Volumens der Fliissigkeit, der Fall & = 1 entspricht einer
konstanten Einstromung, d.h. einem Volumen V ~ 7!. Hierzu sind in Abbildung 22
die 1/g-Grenzfliche und die entsprechenden Stromlinien gezeigt. Gegeben ist jeweils

eine Anfangskontur bei 7 = 1, welche bei beiden Féllen identisches Volumen aufweist.
Die folgende Kontur mit den Stromlinien ist dann berechnet fiir 7 = 3.

Wir erkennen im Falle & = 0, dafl das Volumen konstant bleibt. Die freie Grenzfliche
senkt sich fiir kleine X ab, die Fliissigkeit stromt demzufolge von links nach rechts
und schiebt die Kontaktlinie vorwérts. Fiir das Zeitgesetz der Kontaktlinie gilt in

diesem Fall A(7) ~ 7!/5, die Hohe der Fliissigkeitsschicht bei X = 0 sinkt gemif
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Abbildung 22: Kontur der freien Grenzfliche und Stromlinien fiir a) o = 0 und b)

a=1.
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H(0,7) ~ 771/5, Fiir stationire Rinder sind Stromlinien generell parallel zu diesen
Réndern, weil tangentiale Stromung gefordert ist. Bei unserem Problem konnen die
Stromlinien den zeitabhingigen Rand der 1/g-Grenzflache jedoch unter jedem Winkel
durchstofilen. Die Stromung ist in diesem Fall trotzdem tangential zur freien 1/g-
Grenzfliche. Schlielich erkennen wir anhand des herausgezogenen Profils der Hori-
zontalkomponente U der Geschwindigkeit, dafi in diesem Fall kein Grenzschichtprofil
vorliegt. Vielmehr erstreckt sich die Scherschicht iiber die gesamte Hohe H (X, 7) der
Fliissigkeitsschicht.

Der Fall @ = 1 kennzeichnet nun einen konstanten Zufluff von Fliissigkeit {iber den
Rand bei X = 0, sodaf§ gilt V ~ 7!. Demzufolge dndert sich das Zeitgesetz der
Kontaktlinie zu A(7) ~ 745 Die Fliissigkeitshohe bei X = 0 steigt nun gemif
H(0,7) ~ 7V/%. Alle diese Effekte wie Anwachsen des Volumens, schnelleres Voran-
schreiten der Kontaktlinie und Anwachsen der Fliissigkeitshohe bei X = 0 kdnnen

wir deutlich bei der numerischen Lésung erkennen.

Fine weitere wichtig Eigenschaft dieser Lésung kénnen wir den Bildern entnehmen.
Der Kontaktwinkel an der Front ist stets @ = 90°. Dies steht in einem gewissen
Widerspruch zu den Ausfilhrungen in Abschnitt 1.2. Dort hatten wir erkannt, daf
der dynamische Kontaktwinkel von der Geschwindigkeit der Kontaktlinie abhéngt,
d.h. ©® = f(A;)! Die Freiheit eine solche Abhingigkeit einzufithren, haben wir bei
der Losung dieses Problems nicht gehabt. Dies ist eine Folge der Vernachlissigung
der Kapillarkréfte. Der Drucksprung

3

AP = Ca

Hxx + 0(64) <1

wurde bisher vernachléssigt. Wir kénnen jedoch hier bereits erkennen, daf} bei geeig-
neter Wahl fiir Ca = O(¢?) diese Vernachléssigung nicht zuléssig ist, denn in diesem
Fall sind die Kapillarkréfte zu beriicksichtigen. Wir wollen dies im néchsten Abschnitt

tun.

3.1.4 Das durch Viskositats- , Schwer- und Kapillarkrifte kontrollierte
Problem

Wir gehen aus von den identischen Differentialgleichungen und Randbedingungen
wie in Abschnitt 3.1.3. Bei geeigneter Wahl der Kapillaritdtszahl wollen wir nun

jedoch den Drucksprung iiber die freie 1/g-Grenzflache nicht vernachléssigen. Die
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Differentialgleichungen sind demnach (vgl. Ehrhard & Davis 1991)

UX+WZ:0 3
0=—-Px+Uzz |,
Re-¢
0=-Py - Fr ’

mit den Randbedingungen

Z=0: U=W=0 ;

und der Integralbedingung
A(7)
/ H(X,7)dX = V(7)
0

Der Rechengang, der sich nun anschliefit ist identisch wie in Abschnitt 3.1.3. Wir
integrieren die Impulsgleichung in Z und erhalten nach Verwendung der Randbedin-
gungen fiir das Druckfeld

Re ¢ 3

€
P=——(H~2)~ z—Hxx

Durch Einbringen der Losung fiir den Druck in die Impulsgleichung in X erhalten wir
nach zweimaliger Integration {iber Z und Verwendung der Randbedingungen fiir die
Geschwindigkeit U die Losung

Re € 3 VA
o lBet 2 (2 )

fiir das Geschwindigkeitsfeld. Schliellich verwenden wir die Kontinuitétsgleichung
und integrieren sie bestimmt in Z iiber die Fliissigkeitsschicht. Hierdurch kénnen wir

die Entwicklungsgleichung fiir die Tropfenkontur H (X, ) ableiten. Wir erhalten

1€
(HBH)()X + E’;EE(HP;HXXX)X =0

1Re-e¢
HT*Z’; Fr

Diese Gleichung wollen wir noch weiter vereinfachen, indem wir sie mit C'a durch-

multiplizieren und in dem Ausdruck

Re-Ca ogH{ 1 1
eFr o EZ_BO €2
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die Bond-Zahl Bo einfiihren. Wie man sich unmittelbar aus der Interpretation fiir
Re, Ca und F'r als Kréfteverhdltnisse herleiten kann, stellt Bo ein Verhéltnis aus

Schwerkraft und Kapillarkraft dar. Nach dieser identischen Umformung erhalten wir
2 B
CaH, +< {H3(HXX - —OH)X} =0
3 €2 X

fiir die Entwicklungsgleichung. Dies ist eine partielle nichtlineare Differentialgleichung

fiir H(X, 1), welche erster Ordnung in der Zeit und vierter Ordnung in X ist.

Wir hatten bereits oben erkannt, dafl Ca klein zu wéhlen ist um den Drucksprung
tiber die freie 1/g-Grenzfliche nicht in dem Problem zu verlieren, die Gréfle des Druck-
sprunges ist O(e®/Ca). Kleines Ca bedeutet konsistenterweise, dafl die Kapillarkrifte
grof3 gegeniibervder Schwerkraft sind. Wihlen wir nun weitergehend Ca < €*, so wird
der Term der Zeitableitung in der Entwicklungsgleichung sehr klein und wir diirfen
ihn vernachlédssigen. Man spricht dann von einer quasistationédren Losung, weil in der
Differentialgleichung zwar keine Zeitableitung mehr prisent ist, aber trotzdem eine

zeitabhéngige Losung H(X, 7) auftreten wird.

Wir wollen uns alsc auf den Fall Ca < € beschrinken und kénnen deshalb die

gewohnliche Differentialgleichung l6sen, welche nach einfacher Integration
H3 (HXX—B—;H> :C()
€ X

lautet. Fir unsere Funktion H(X,7) miissen wir nun sinnvolle Randbedingungen

formulieren. Dies sind

HX=A4,7) = 0 ,
Hx(X=A7) = —tanO=~ -0
He(X=0,7) = 0 ,
Hyxx(X=0,7) = 0 ,
/OAHdX =V

Wir fordern somit die Existenz einer Kontaktlinie bei X = A und geben den Kon-
taktwinkel © dort in Form der Steigung der Funktion H vor. Weiterhin fordern wir
einen symmetrischen und glatten Funktionsverlauf an der Stelle X = 0, was sich ma-
thematisch in Form des Verschwindens der ersten und dritten Ableitung ausdriickt.

Schliellich finden wir unser Volumen durch Integration iiber die Funktion H. Durch
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Einbringen der Symmetrie- und Glattheitsbedingung bei X = 0 in die Differential-

gleichung erhalten wir
3 Bo
H (X = 0,7‘) (HXXX(X = 0,7’) - 6—2HX(X = O,T)> = Oo
und koénnen sofort Cy = 0 festlegen. Somit verbleibt die Differentialgleichung
Bo

Hyxx — 6_2HX =0 ,

welche nun eine homogene Differentialgleichung 3.Ordnung mit konstanten Koeffizi-

enten darstellt. Aus dem charakteristischen Polynom
B
M=o,
€

folgen sofort die Nullstellen

und deshalb die allgemeine Losung
Bo . /Be
H(X,7)=C) + eV EY 4 gy VB

Aufgrund der Symmetriebedingung Hx (X = 0,7) = 0 folgt sofort C;, = C3 und wir

kénnen deshalb die Lésung auch schreiben als

Be _  [Be
H(X,7)=C1+ Cy {e\/—;x +e \/‘;X} )

Bo
H(X,7)=0C +C’§cosh1/—;2—X

Wir erfiillen die Bedingung H(X = A, 7) = 0 und bestimmen hieraus C; zu

Bo
Cy = —Cj coshy/ 6—2A

Schliefllich erfiillen wir die Integralbedingung und bestimmen hieraus die Konstante

Cj. Das Ergebnis lautet

bzw.

Cl V —f—ZQ
2" sinh i32—"141—A,/—f’fy"cosh %QA ’
V /22 {cosh \/BeX — cosh /B2 A}
H(X,7)=

sinh %"-A~A\/%§cosh %"A
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Von den oben angegebenen Bedingungen fiir H(X,7) haben wir nun alle erfiillt mit
Ausnahme der Bedingung fiir den Kontaktwinkel ©. Unsere Funktion H besitzt folg-
lich eine Kontaktlinie bei X = A, ist glatt und symmetrisch bei X = 0 und erfiillt
die Integralbedingung. In der Gleichung fiir H verbleibt jedoch die Position der Kon-
taktlinie A(7) als unbekannt. Wir kénnen folglich A(7) so festlegen, daff auch unsere
Kontaktwinkelbedingung erfiillt wird. Hierzu miissen wir uns zundchst nochmals
die Eigenschaften bewegter Kontaktlinien in Erinnerung rufen (vgl. Abbildung 11).
Dort hatten wir erkannt, dafi der Kontaktwinkel eine Funktion der Geschwindigkeit
der Kontaktlinie darstellt. In unserem Fall ist die Geschwindigkeit der Kontaktlinie

durch A, gegeben. Wir verwenden also den allgemeinen Ansatz
A, = k™0 — 04"

fiir die erwdhnte Abhingigkeit. Driicken wir den Kontaktwinkel © aus der Steigung

unserer Funktion H aus, so erhalten wir
Bo

1— Ay/B2coth /BeA

Hy (A7) = —@::—<%AyM—cu)

Dies stellt eine Differentialgleichung fiir die Position der Kontaktlinie dar, welche
im allgemeinen Fall nur numerisch gelost werden kann. Dies geschieht iiblicherweise
durch Anwendung eines Standardprogramms zur Integration gewohnlicher Differen-
tialgleichungen, wie es sich in jeder mathematischen Programmbibliothek befindet.
Hierbei muf} natiirlich noch eine Anfangsbedingung fiir A(7 = 0) gestellt und die

Zeitabhingigkeit des Volumens V(1) angegeben werden.

Wir wollen trotzdem aus der obigen Gleichung zwei analytische Grenzfille herleiten.

Dies wollen wir tun fiir eine vollstindig benetzende Fliissigkeit, fiir welche gilt © 4 = 0.

e Fall 1: Bo— 0

Dieser Fall entspricht dem Verhalten der Strémung ohne Schwerkrafteinfluf.
Der Grenzfall Bo — 0 im obigen Ausdruck erweist sich bei ndherem Hinsehen
als nicht trivial, weil der Ausdruck coth(X) fir X — 0 singuldr wird. Wir

verwenden deshalb fiir coth(X) eine Reihenentwicklung um X = 0 und erhalten

Bo
14 if;(ﬁﬁ% Bogo...
%2
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Diese Gleichung hat somit die Form
V(r) ~ A" A

Unterstellen wir nun ein Potenzgesetz fiir die Zeitabhéngigkeit A(7), d.h. 4 ~
7™ und verwenden fiir das Volumen wiederum die Abhéngigkeit V ~ 7% so

erhalten wir

7%~ 7.(n—l)/m . TZn
bzw.
om + 1
'n, =
2m+1

Bei konstantem Volumen (o = 0) und linearer Abhéngigkeit ©(A,) (m = 1)

wird somit n = 1/3 bzw. das Zeitverhalten

A(T) ~ /3

e Fall 2: Bo#0,A— o0

Uberlassen wir die Ausbreitungsstrémung dem Schwerefeld, so wird die Kon-
taktlinie immer weiter voranschreiten. Das bedeutet, dafi A(7) immer mehr
anwichst. In diesem Fall kénnen wir die Differentialgleichung fiir A(7) wie-

derum angeben, wegen lim,_,., coth(z) = 1. Wir erhalten
Bo
YWE 1
(—A+...) kT
mit der Form
V(r) ~ Al/ ™A
Unsere Ansétze liefern fiir diesen Fall

am + 1
m+ 1

Wir setzen wiederum konstantes Volumen (o = 0) und eine lineare Abhéngigkeit

fir ©(A,) ein (m = 1) und erhalten fiir das Zeitverhalten

A(T) ~ r1/2

In Abbildung 23 haben wir nun die numerischen Ergebnisse fiir A(7) bei allgemeiner
Wahl des Parameters Bo/e? dargestellt. Die Rechnungen sind ausgefiihrt fiir konstan-

tes Volumen (a = 0) und vollstindig benetzende Fliissigkeiten (©4 = 0). Weiterhin
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Abbildung 23: Position der Front als Funktion der Zeit fiir ein vollstindig benetzendes
System nach Ehrhard & Davis (1991)
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ist mit m = 1 eine lineare Abhéngigkeit ©(A,) modelliert. Wir erkennen zunéchst fiir
Bo/e? = 0 die bereits abgeleitete Abhéngigkeit A ~ 77/3. Fiir Bo/e® # 0 ist dieselbe
Abhéngigkeit fiir kleine Zeiten vorhanden. Fiir grofie Zeiten dndert sich dann jedoch

die Abhéngigkeit und wir finden wie erwartet A ~ 7Y/2,

Physikalisch kann dies wie folgt interpretiert werden: Die Abhéngigkeit A ~ 71/3
ist rein durch Kapillarkrifte bestimmt, sie existiert immer fiir kleine Zeiten, wo das
Geschehen offensichtlich durch die Kapillarkrafte bestimmt ist. Fiir grofie Zeiten
iibernehmen dann fiir Bo/e? # 0 die Schwerkrifte die Kontrolle iiber das Geschehen.

Die Abhéingigkeit A ~ 7%/2 ist folglich von der Schwerkraft bestimmt.

Fiir vollstandig benetzende Stoffsysteme (04 = 0) zeigt Abbildung 23 eine unbe-
grenzte Ausbreitung indem A(7) immer weiter anwiichst. Im Fall partiell benet-
zender Stoffsysteme (©4 > 0) existiert hingegen ein stationdrer Gleichgewichts-
Kontaktwinkel. Wir erwarten also eine Ausbreitung solange, bis dieser stationére

Kontaktwinkel © 4 eingestellt ist.

Abbildung 24 zeigt das Ergebnis einer solchen Rechnung. Die Parameter sind Bo/e =
0.05, ©, = 0.25, m = 1 und o = 0. Der Anfangswert ist als A(7 = 0) = 1 gewihlt.
Wir erkennen ein Voranschreiten der Front, bis bei 7 = 42 in etwa der stationére
Kontaktwinkel eingestellt ist. Bis zu diesem Zeitpunkt wird Fliissigkeit aus dem
inneren Bereich an die Kontaktlinie transportiert, was die Stromlinien verdeutlichen.
Fir 7 = 42 ist dann die stationdre Kontur nahezu erreicht und die Strémung im

Inneren verschwindet.

3.2 Der kapillare Freistrahl

Wir wollen uns in diesem Kapitel nun mit einem Problem beschéftigen, welches wir
qualitativ bereits in Abschnitt 1.1.1 diskutiert haben. Wir haben dort bereits ver-
schiedene Einzeleffekte am Freistrahl identifiziert, die wir jetzt néher betrachten wol-

len.

3.2.1 Ableitung einer Niherungslosung fiir die Strahlkontur des fallenden
Freistrahls

Verldfit ein Fliissigkeitsstrahl, von oben nach unten strémend, ein Rohr, so formt

sich das am Austritt vorherrschende parabolische Geschwindigkeitsprofil stromab um.
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Abbildung 24: Entwicklung des Geschwindigkeitsfeldes fiir ein partiell benetzendes
System nach Ehrhard & Davis (1991)
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Abbildung 25: Strahlkontur des fallenden Freistrahls, Problemskizze.

Dies ist eine Folge der sich am Rohraustritt &ndernden kinematischen Randbedingun-
gen von der Haftbedingung hin zum in etwa schubspannungsfreien Rand. Die hier
folgenden Betrachtungen beruhen wesentlich auf der Arbeit von Mitrovic (1995). Die
zweidimensionale Behandlung des fallenden kapillaren Freistrahls bei parabolischem
Einstromprofil erweist sich als duflerst schwierig und ist in der Regel nur mit nume-
rischen Methoden zugénglich. Wir wollen deshalb hier eine vereinfachte, ndherungs-

weise Beschreibung durchfiihren.

Fine Skizze des Problems findet sich in Abbildung 25. Wir unterstellen eine konstante
parallele Einstromgeschwindigkeit wq in einem kreisférmigen Querschnitt mit dem
Radius 1. Die Schwerkraft wirkt nach unten, das Problem sei stationir und in allen

Groflen achsensymmetrisch. Die Kontur des Freistrahls findet sich bei h(z). Wir
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kénnen somit die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls in einem zylindrischen

Koordinatensystem formulieren und erhalten:

(ru)r + (rw), = 0
U, U
Q(Uur + ’U.qu) = —pr+ ,u'(urr =+ T - ﬁ + uzz) s

W
oluw, +ww,) = —p, + p(w,r + s + w,,) — 09

Diese Gleichungen sind zu l6sen unter Einhaltung der Randbedingungen:

z=0: u=0 , w=-wy, ,
r=20 U= , w,=0 |,
r=h hw=1u

Somit wird eine konstante parallele Einstromung und eine zu r = 0 symmetrische
Strémung vorgegeben. Weiterhin wird auf der Kontur h(z) die Schubspannungsfrei-
heit, eine tangentiale Stromung und der kapillare Drucksprung formuliert, mit 2H als
mittlere Kriimmung.

Wir wollen diese Gleichungen vor der weiteren Behandlung zunéchst skalieren. Hierzu

bieten sich folgende Skalen an:

T?
RZ = 22 |
To
u, W
uw = — |
Wo
p = L
oWy

Wir erhalten nach kurzer Rechnung die dimensionslose Form der Erhaltungsgleichun-

gen

(RU)r+ (RW)z = 0
Ur U

UUg+WU; = _PR+R6—1(URR+E'_:@+UZZ) s
%%
UWg+WW,; = —Pz;+ Re™? (Wrr + ?R +Wzz) — Frl
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Die Randbedingungen werden

N
Il I
[am} [an}
o <
I i
o o
3

[
L
S

R=H HW=U |,
WR_O ;
p="2o L wetomr,
oW

Wir finden hierbei die dimensionslosen Parameter Reynolds-Zahl Re, Froude-Zahl F'r
und Weber-Zahl We, welche alle Krifteverhiltnisse darstellen. Mit den beteiligten
Kriften Trigheitskraft (Fr), Reibungskraft (Fg), Gewichtskraft (Fg) und Kapillar-

kraft (F) ergeben sich die Definitionen bzw. Verhéltnisse zu

WoTo Fr
Re: ~ —_ y

124 FR

2

P T s
r=—r ~ —=

gro Fa

2

WET F

We = X0 1T

. I n

g 'K

Aufgrund der gewéhlten konstanten Einstrémung, der Symmetriebedingung bei R =
0 sowie der Schubspannungsfreiheit bei R = H ist nun zu erwarten, dafl W nur wenig
iber den Strahlradius variiert. Es ist deshalb sicherlich in guter Approximation W #
f(R) zu erwarten. Dies bedeutet faktisch, dafl wir quasi zu einer eindimensionalen
Beschreibung iibergehen. Fordern wir nun einen konstanten Volumenstrom durch den

Strahl, so mufl weiterhin gelten
V = —werir = whn |

bzw. dimensionslos

—~1=WH?
Wir integrieren nun die Kontinuitdtsgleichung bestimmt iiber R und erhalten hieraus
R R
| (RU)RdR+ ["(RW)zdR=0

bzw.

RU + %(RZW)Z =0
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Wenden wir diese Gleichung fir R = H an, so erhalten wir unmittelbar
1
HUR=H)+ E(HZW)Z =0 ,

was wegen (H?*W) = —1 sofort U(R = H) = 0 liefert. Somit verschwindet die Ge-
schwindigkeit in Radialrichtung U aufgrund der Randbedingungen am Eintritt und
auf der Symmetrielinie, sowie zusétzlich auf der Kontur bei R = H. Wiederum kann
angenommen werden, daf§ in guter Ndherung U im gesamten Stromfeld verschwindet.
Anders betrachtet ist dies die Folge aus der quasi eindimensionalen Beschreibung.
Dadurch verlieren wir die Abhéngigkeit der Geschwindigkeiten U, W von der Radial-

koordinate R. Zusammenfassend beinhaltet diese ’eindimensionale’ Naherung folglich

Ur=Urr = 0 — U=0 ,
WRZWRR = 0

Die Differentialgleichungen und Randbedingungen kénnen im Rahmen dieser Néhe-

rung drastisch vereinfacht werden. Wir erhalten fiir die Erhaltungsgleichungen

-1 = WH?* ,
0 = —Pr ,
WWz; = —Pz—Frt+Re Wy, ,

und die verbleibenden Randbedingungen

Wir wollen uns zunichst den Druck auf der Kontur berechnen. Hierzu unterstellen

wir im umgebenden Gas zunédchst den Druckverlauf

Pg = Pgo — 0992

Weiterhin miissen wir die mittlere Kriimmung 2H berechnen. Die Situation hierzu ist
in Abbildung 26 skizziert. In zwei orthogonalen Ebenen finden wir die Kriitmmungs-
radien r, und 7, auf entgegengesetzten Seiten der gekriimmten Strahlkontur. Wir
miissen deshalb die Vorzeichen beachten. Der Krimmungsradius r; ergibt sich un-
mittelbar aus dem Funktionsverlauf A(z) in bekannter Weise

1 has

n = W R
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Abbildung 26: Kriimmungsradien an der Kontur des Freistrahls.

Der Kriimmungsradius r, ist gegeniiber dem Strahlradius » um den Winkel o verdreht
- er steht normal auf der Kontur. Es ist deshalb

1 CcoOS &

o h

Andererseits kann der Winkel o aus der Ableitung der Funktion h(z) bestimmt werden

mit dem Ergebnis (fiir kleine Winkel )
tano = —h, ~ o

Driicken wir den Kosinus in der oberen Gleichung mit Hilfe des bekannten Tangens

aus, so erhalten wir
1 1
re  h{(l+ h2)1/2
Der mittlere Kriimmungsradius berechnet sich dann, bei Beachtung der Vorzeichen,

Zua

_ 1 1— fhay
2H = (___ -+ l) — _._1.'&_5._
i o) h(l+4 h2)V?

Durch Einfiihrung und Entdimensionieren dieses Ausdrucks in die Druckrandbedin-

gung erhalten wir nach kurzer Rechnung

_ HH
1+HZ,

. _ AN -1
R=H: P=Py QFT’ Z+We _———H(l-l—Hf)l/z
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Die weitere Rechnung gestaltet sich nun zielstrebig. Wir integrieren die vertikale

Impulsgleichung unbestimmt, d.h.
[WWdz = — [ Praz — Fr [az+ Re™ [ WyzdZ + Co
und erhalten hieraus
%Wz =—P—Fr'Z4+ R Wz +Cy ,

bzw. nach Einbringen der Druckrandbedingung

HH

L2 -1 -1 1+H 18 0
“W? — Wy+We lem—1772 _ _ 98y (Cy—P
- R Wy 4 We™ gty = 822 4 (Go — Py

Verwenden wir weiterhin die Abkiirzungen Ap = (0 — g,) und C; = 2(Cy — Py) und
nutzen die Kontinuititsgleichung W H? = —1 aus, so erhalten wir

1

=

2H,

H3

SchlieBlich erhalten wir die Differentialgleichung fiir die Strahlkontur H(Z) als

W2

Wz =

1 — H A
L oWeleWHE  yp1fZ_ op 120
g Ve gy R = T 2+ G

Diese gewthnliche Differentialgleichung ist von 2.0Ordnung und hochgradig nichtlinear.
Eine analytische Integration erscheint deshalb unmoglich. Diese Gleichung ist folglich
mit Hilfe numerischer Standard-Integrationsverfahren zu behandeln, wobei sinnvolle
Randbedingungen fiir H(Z) an der Einstrémung bei Z = 0 oder fir Z — oo zu

formulieren sind:

Z=0: H=1 ,

=00 : H—0

Um wenigstens einige Aussagen analytisch ableiten zu kénnen wollen wir die Glei-
chung nochmals vereinfachen, indem wir schwache Abweichungen vom parallelen
Strahl annehmen. Dadurch wird H; — 0 und Hz; — 0. Wir erhalten die alge-

braische Gleichung
1 2We!

Ap
T

= ——2F7”—1‘—Q—Z + Cl

54




Die Konstante C); wird aus der Randbedingung bei Z = 0 bestimmt zu

Cl =1+ 2W€—1
Wir erhalten schlufiendlich
1 2We? 1 YAV
T —(1+2We ") = —2Fr ?Z

Die Ergebnisse fiir die Strahlkontur H(Z), berechnet aus dieser stark vereinfach-
ten algebraischen Gleichung, sind in Abbildung 27 dargestellt. Wir erkennen im
Grenzfall We — oo, d.h. fiir verschwindende Kapillarkréfte, eine Kontraktion des
Strahles schon nach einer kurzen Distanz. Fiir klein werdende Weber-Zahlen, d.h fiir
wachsende Kapillarkrifte, erkennen wir, dafl die Kontraktion viel langsamer erfolgt.
Dies ist eine Folge der nun relativ grofien Oberflichenspannung, welche eine starke
Kriimmung der Strahlkontur nicht mehr zuldft. Somit kommt es zu einer allméhli-
chen Strahlverjiingung, welche erst fiir deutlich gréﬁere Z abflacht. Alle Kurven im

gezeigten Diagramm haben dennoch den Grenzwert Z —co: H — 0.

3.2.2 Der Zerfall des kapillaren Freistrahls

Wir wollen nun der Frage nachgehen, unter welchen Bedingungen ein kapillarer Frei-
strahl zerfallt. Abbildung 28 zeigt eindrucksvoll den Zerfall eines Wasserfreistrahls in
Experimenten von Goedde & Yuen (1976). Dies ist ein typisches Stabilitédtsproblem,
welches wir mit der Methode kleiner Stérungen behandeln kénnen. Wir miissen hierzu
zunéchst eine Grundlésung haben. Im néchsten Schritt stéren wir diese Grundlésung
und fragen, ob die Stérungen in Ort oder Zeit anwachsen (— instabil) oder aber weg-
geddmpft (— stabil) werden. Als Grundldsung wollen wir den zylindrischen Strahl
mit konstanter vertikaler Geschwindigkeit und verschwindender Radialgeschwindig-
keit betrachten. Wir hatten im vorigen Kapitel gesehen, dafl im Schwerefeld kein
zylindrischer Strahl auftritt. Vielmehr wird durch die Schwerkraft der Strahl immer
weiter beschleunigt und deshalb verjiingt. Es ist hier deshalb sinnvoll, den schwe-
relosen Fall zu betrachten. Wir wollen weiterhin vereinfachend annehmen, dafl die
gestorte Strahlkontur achsensymmetrisch bleibt und weiterhin die viskose Reibung in
der Fliissigkeit keinen wesentlichen Anteil am Geschehen hat. Dies sind alles Verein-
fachungen, welche in verniinftiger Naherung erfiillt sind. Die hier folgende Ableitung

wurde erstmals von Rayleigh (1879) in leicht vereinfachter Form angegeben.
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Abbildung 27: Strahlkontur in Abhingigkeit von Z, nach Mitrovic(1995).
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Abbildung 28: Zerfall eines Wasserfreistrahls nach Experimenten von Goedde & Yuen
(1976).
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Abbildung 29: Grundl6sung des zylindrischen Freistrahls und St6rung (gestrichelt)
der Kontur H(Z, 7).
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Die Grundlésung und Grundgleichungen wollen wir, ausgehend von den dimensions-
losen Gleichungen im vorangegangenen Kapitel bei identischer Skalierung angeben.

Wir gehen aus von der stationdren Grundlésung

U:() 5 W:—WO ’
H:HO s P:PO y

wobei aufgrund der gewidhlten Skalierung unmittelbar Wy = 1 und Hy = 1 folgt.
Bringen wir nun eine Stdrung ein, so miissen wir davon ausgehen, dafi das Problem
zeitabhéngig wird, wobei wir zunichst unterstellt haben, dafl die Achsensymmetrie

erhalten bleibt. Die Grundgleichungen des gestorten Systems sind demnach

(RU)R+(RW)Z =0 ’
Ur+UUr+WUz; = —Pp ,
W, +UWr+WW;z; = —Py

Hier haben wir zusétzlich die Zeitskalierung 7 = — benutzt. Die hier angegebenen
To

Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls sind unter den Randbedingungen

R=20: U=0 ,
Wr=0 |,

R=H: HW=U-H, ,
Wp=0 |,

P =P, +We 2l

zu l6sen. Auch diese Randbedingungen hatten wir im vorangegangenen Kapitel be-
reits kennengelernt. Sie stellen bei R = 0 Symmetrie sicher und geben schliefilich die
tangentialen und normalen Spannungen auf die freie Grenzfliche wieder. Weiterhin

stellen sie auf der freien Grenzfliche die tangentiale Stromung sicher.

Die Stérungen der Grundlosung sollen nun bei kleiner Amplitude ¢ erfolgen. Unter
dieser Annahme kann man davon ausgehen, dafl alle Zustandsgrofien gleichfalls nur
um eine kleine Amplitude aus der Grundlosung ausgelenkt werden. Wir verwenden

deshalb die Anséatze

U= 0 +eU(RZ71)+... ,
W= -W, +e¢ Wi(R,Z,T) +... ,
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P= P +e¢ P(RZ,7T)+... ,
H= Hy, +e¢ H(RZ71)+... ,

wobei generell ¢ < 1 gelten soll. Bringen wir diese Ansdtze zunéchst in die Grund-
gleichungen ein, so diirfen wir davon ausgehen, daff Terme mit den Multiplikatoren
€2,¢%, etc. sehr klein werden. Wir konnen diese Ausdriicke folglich in einem Ab-
bruchfehler der Gréfie O(€?) zusammenfassen und erhalten somit stark vereinfachte

Grundgleichungen in der Gréfienordnung €:

(RUl)R+ (RW1)2+O(€) = s
Uir = WolUiz +O(e) = —Ppr
er — WoWlZ + 0(6) = "PIZ

Dies sind die Differentialgleichungen fiir die Storgrofien Uy, Wi und P, welche nun
im Gegensatz zu den Originalgleichungen linear sind. Dies wird deutlich, wenn wir
beispielsweise in der letzten Original-Impulsgleichung den konvektiven Term (WWj)
betrachten. Dieser Term war offensichtlich nichtlinear. Er wird nach Einfiihrung der
Storansitze zu (—WyWiz). Hier ist dieser Term linear, da die Geschwindigkeit W,
aus der Grundlésung bekannt ist.

Wir fiihren nun die Stoéransétze auch in die Randbedingungen ein und kénnen gleich-

falls gewisse Vereinfachungen erhalten. Es wird

R=0: Uy +0(e) =0
Wir+0()=0

R=H: —WoHiz=U, — Hi, +O(e) ,
Wir+0O(e) =0

Die Randbedingungen fiir den Druck wollen wir etwas ausfiihrlicher angeben. Wir

hatten im vorangegangenen Kapitel abgeleitet

_ HH
1+H

P=P,+Wele—
vt We g my

Wegen

HHz; = ¢HyHizz +0(é&%)
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(1+H2) 1+0(4)
H(1+ HZ)Y? = Hy+eH +0(e?)

erhalten wir

1—eHoHizz

P =F P =P +Wel——"22°
0¥ € g e Ho(l-l—e%)

O(e?)
Den Nenner kénnen wir geméfl Bronstein entwickeln als

.Hl>—1 H1 9
1 + == =1 —e—+
< “H, L =q (<)

Wir erhalten demnach

41
Py+ePy=P,+We™? {-I_TO — €(Hizz + ﬁg)} +O0(e%)

und aus der Grundlésung

1
PO‘:PQ‘FWE 12{—0

Die Subtraktion der letzten Gleichung von der vorangegangenen erlaubt uns schlief-

lich die Randbedingung fiir die Druckstérung anzugeben. Wir erhalten
R=H: P = —We—l(H1zz+-—2)+O(6)

Somit haben wir den vollsténdigen Satz der Differentialgleichungen und Randbedin-
gungen fiir die Storgréflen abgeleitet. Wir wollen die Gleichungen hier nochmals
zusammengefafit angeben, wobei wir den Abbruchfehler nicht mehr explizit angeben.

Es gilt demnach fiir die Storgrofien:

(RUNDR+ (RWy)z =~ 0
UlT - WOU12 =~ _PlR )
er - W()le ~ _Plz )

mit den Randbedingungen

R=0: Up~0 ,
Wir=0

R=H -WoH 7z =~ Uy — Hi;
Wir>~0 ,

P~ —We_l(lez—i--g—;z-)




An dieser Stelle miissen wir nun Ansétze fiir die Art der Stérungen einfiihren. Wir
wollen hierzu die Kontur mit einer kleine Stérung beaufschlagen, welche periodisch

in der vertikalen Richtung Z ist. Wir wéhlen fiir die Stérung H; den Ansatz
H, = He* sink(Z + ar)

Hierin stellt H die Amplitude und k eine freie Konstante dar, welche die Wellenldnge
der Storungen in Z festlegt. k wird als Wellenzahl bezeichnet. Stéren wir die Kontur
in Z, so wissen wir zunéchst nicht, wie sich diese Stérung in der Zeit verhalt. Wir
fiihren zunéchst die allgemeine Zeitabhéngigkeit e*™ ein. Die reelle Konstante o er-
laubt uns dann zu bewerten, ob eine Stérung zeitlich anwichst (o > 0), oder aber
- zeitlich geddmpft wird (o < 0). Das Anwachsen der kleinen Stérung bedeutet dann,
daB die Grundlésung instabil wird, entsprechend deuten geddmpfte Storungen auf
eine stabile Grundlésung hin. Die periodische Stérung der Kontur wird natiirlich als
Folge auch periodische Storungen der anderen Groflen hervorrufen. Die periodische
Storung in Z kann zudem aufgrund des gew#hlten Wellenansatzes mit der Phasenge-
schwindigkeit a in der Zeit laufen.

Wir wollen nun mit der Lésung des Problems fortfahren. Wir betrachten ein zwei-
dimensionales, reibungsfreies Problem - eine sogenannte Potentialstromung. Es ist

deshalb sinnvoll eine Potentialfunktion ®(R, Z, 7) einzufiihren, welche gemif
r=U, , @z=W; ,

mit dem Geschwindigkeitsfeld verkniipft ist. Es handelt sich folglich um ein Stérpo-

tential. Bringen wir ® zunéchst in die Kontinuitétsgleichung ein, so erhalten wir

)
@RR-F-EIE-F@szACI):O ,

eine sogenannte Laplace-Gleichung, wobei A den Laplace-Operator in zylindrischen
Koordinaten darstellt. Die Losung dieser partiellen Differentialgleichung findet sich
in jedem mathematischen Handbuch, z.B. Bronstein. Die allgemeine Losung, welche

die Symmetriebedingungen bei R = 0 erfiillt und zudem periodisch in Z ist lautet
®(R, Z) = AJo(ikR) sink(Z + a7)

Wir erwarten neben der Ortsabhingigkeit naturgemif auch eine Zeitabhingigkeit,
analog zu unserem Ansatz fir H;. Wir fassen deshalb die freie Konstante A als

zeitabhéngig auf. Wir erhalten

(R, Z,7) = $e* Jo(ikR) sin k(Z + a7)
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Abbildung 30: Die Bessel-Funktionen 0. und 1. Ordnung.

mit jetzt fester Amplitude ®. Die auftretende Funktion Jo(z) ist die sogenannte
Bessel-Funktion 0.Ordnung, welche hdufig in achsensymmetrischen Problemen auf-
tritt. Sie beschreibt bei komplexem Argument die Verteilung des Potentials in Radi-
alrichtung R. Fiir die Ableitung dieser Bessel-Funktion gilt (nach Bronstein)

d
%Jo(@ ==Ji(z) ,

wobei Ji(z) die Bessel-Funktion 1.0rdnung bezeichnet. Die beiden Funktionen sind
in Abbildung 30 skizziert.
Aus der Losung fiir & konnen wir unmittelbar die Geschwindigkeitsstorungen U; und

W angeben. Wir erhalten
Uy = ®p = —ik®J,(ikR)e* sink(Z + ar)

Wy = &5 = k®Jo(ikR)e® cos k(Z + aT)

Hieraus erkennen wir unmittelbar U;(R = 0) = 0 sowie nach kurzer Rechnung
Wir(R = 0) = 0. Somit sind bereits beide Symmetriebedingungen bei R = 0 erfiillt.
Wir wollen als néchstes die tangentiale Strémungsbedingung bei R = H betrachten.
Wir haben dort

~WoH 7z =~ Uy — Hyy
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und somit bei Verwendung des Ansatzes H;(Z,7) und der Lésung ®(R, Z, 7)

~WoHke* cosk(Z + ar) ~ —ik®Jy(ikH)e* sin k(Z + ar) —
Hoe® sink(Z + ar) —
Hake* cos k(Z + ar)

Da die beiden Winkelfunktionen Sinus und Kosinus orthogonal sind, miissen wir die
Koeffizienten vor beiden Funktionen separat behandeln. Weiterhin kénnen wir direkt

den Term e herausdividieren. Es verbleiben also die beiden Gleichungen

sink(Z +ar) : 0~ —ik®J(ckH) — o
cosk(Z +ar) : —WokH = —akH

welche wir direkt auflésen kénnen, d.h.

§ (04
B ikJi(ikH)
a = WO

Als néchstes wollen wir die Druckrandbedingung bei R = H verarbeiten. Dort gilt

|25
P(R=H)~-We ‘(Hizz + 7{-—;)
0

Zu einer Losung fiir das Druckfeld gelangen wir, wenn wir die vertikale Impulsglei-

chung iiber Z integrieren,
[ WiedZ =Wy [ WigdZ = - [ Pigdz
Bei Verwendung des Potentials & erhalten wir
&, — Wbz =~ —-P +Cy

Wir l6sen nach P; auf und bestimmen die Konstante aus der obigen Druckrandbe-

dingung bei R = H. Es muf also gelten
P(R=H)=Cy+Wy®z(R=H)-®.(R=H) ,
bzw. bei Verwendung von ®(R, Z,7) und der obigen Randbedingung bei R = H
—We H{—k2He* sin k(Z + Wyr)+
Hﬁgem sink(Z 4+ Wor)} = Cy — $e®™ Jy(ikH)kW, cos k(Z + Wyr) —
dae®™ Jo(ikH) sin k(Z + Wor) +
Wok®e®™ Jo(ikH) cos k(Z + W)
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Wir dividieren wiederum durch die Zeitfunktion e und notieren separat die Koeffi-

zienten vor den Winkelfunktionen. Wir erhalten

1 : 00 =0 5
sink(Z + Wyr) : We tH(k?* - -I;-g) = —daJy(ikH)
0
cosk(Z 4+ Wor) @ 0= —dkWoJo(ikH) + @WykJy(ikH)

Die erste und dritte Gleichung sind offensichtlich sofort zu erfiillen. Aus der zweiten

Gleichung erhalten wir
. ~1(12 _ 1

Fiir dieses Amplitudenverhéltnis hatten wir bereits aus der tangentialen Strémungs-

bedingung eine Gleichung abgeleitet. Durch Elimination der Amplituden $ und A

ergibt sich nun
o We (k% — g2)

—_ HO
- 3

ikJ1(ikH) aJo(ikH)
bzw. fiir die Anfachungsrate in der Zeitfunktion « unter Verwendung von Hy =1

o We l(1— k2)ikJi(kH) _ We™ (1 — k)kI,(kH)
“ =" Jo(ikH) - Io(kH)

Verwenden wir unseren Stérungsansatz H = Hy+€eH;+. ..~ 1, so kénnen wir fiir £ <
1 den obigen Ausdruck durch Verwendung einer Reihenentwicklung der modifizierten

Bessel-Funktion I, weiter vereinfachen. Wir erhalten die Néherung

o, A—KHkL(K) 1. 59
We- o ~ T 08) _2(1 k*)k

Die Funktion aWe'/? ist im Bereich 0 < k < 2 in Abbildung 31 dargestellt. Die exakte
Funktion (durchgezogene Linie) besitzt ihr Maximum bei k* =~ 0.679 mit o*Wel/2 ~
0.34. Die gendherte Funktion ist zum Vergleich gestrichelt dargestellt, sie weicht
nur im Mittenbereich geringfiigig von der Originalfunktion ab. Die obige Funktion
besitzt im Bereich 0 < k& < 1 zwei reelle Losungen, welche spiegelsymmetrisch zur k-
Achse sind. Fiir k& > 1 existieren keine reellen Losungen, vielmehr wird dort oV e!/?
imagindr.

Fiir die Stabilitét unseres Freistrahls hat dieses Ergebnis die folgende Bedeutung. Im
Bereich 0 < k£ < 1 werden Stérungen der betrachteten Form wegen o > 0 angefacht
- die zylindrische Grundlésung wird folglich instabil. Dies bedeutet, daff achsensym-

metrische wellenférmige Stérungen (Phasengeschwindigkeit wg) anwachsen und bei
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Abbildung 31: Anfachungsrate als Funktion der Wellenzahl fiir den nichtviskosen Fall.

weiterem Anwachsen der Amplitude vermutlich zum Zertropfen des Strahls fiihren.
Die letzte Aussage kann jedoch nicht mit Hilfe der hier durchgefiihrten Methode
der kleinen Stérungen erhalten werden. Hingegen erweisen sich solche Stérungen im
Bereich k > 1 als stabil. Demzufolge werden langwellige Stérungen (kleine k) in-
stabil, wahrend kurzwellige Stérungen (grofie k) stabil bleiben. Die Wellenzahl mit
der grofiten Anfachung ist £* = 0.679. Die dazugehorige Wellenlinge wird in gu-
ter Ndherung auch in Experimenten beim Zertropfen beobachtet, sofern keine dufiere
Anregung vorhanden ist. Die Stabilitétsgrenze bei k = 1 entspricht wegen A = 27 /k
gerade einer dimensionslosen Wellenldnge von 2w, bzw. dimensionsbehaftet 27r,

dem Umfang des Flissigkeitszylinders.

Das hier vorgestellte Ergebnis wurde erstmalig von Rayleigh (1878) fiir einen ruhen-
den zylindrischen Freistrahl abgeleitet. Wir haben dariiber hinaus gesehen, daf§ der
zylindrische Strahl mit der konstanten Stromungsgeschwindigkeit wy das gleiche Re-
sultat beziiglich der Stabilitét liefert. Wir finden hier lediglich, dafi die periodischen
Stérungen der Strahlkontur mit der Phasengeschwindigkeit wq laufen. Ahnliche Sta-
bilitdtsuntersuchungen kénnen auch fiir nicht achsensymmetrische Stérungen durch-

gefiilhrt werden, welche beispielsweise zum Zerwellen des Strahls fiihren (vgl. Weber
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(1931)). Dies wollen wir hier nicht niher diskutieren.

Es soll hier noch auf die Besonderheit unserer Skalierung hingewiesen werden. Wir
haben die Geschwindigkeitsskala mit wy, der Strémungsgeschwindigkeit im Zylinder
aufgebaut. Folglich fithrt der Grenzfall wy — 0 bei der Skalierung und bei den
Kennzahlen zu undefinierten Ausdriicken. In diesem Fall miissen wir eine andere Ge-

schwindigkeitsskala benutzen. Dies kann beispielsweise mit der kapillaren Geschwin-

< o )1/2
W =\ —
@To

geschehen. Formal miissen wir dann lediglich in allen Skalierungen und Kennzahlen

digkeitsskala

wo = wy, einfithren. Das diskutierte Ergebnis ist natiirlich, von dieser Skalierung

unabhingig, nach wie vor giiltig.

3.2.3 Der Einflul der Zihigkeit auf den Strahlzerfall

Wie bereits oben erwdhnt, hat Weber (1931) eine recht umfassende Arbeit zum Zer-

fall von Flissigkeitsstrahlen vorgelegt. Hierin sind eine ganze Reihe von moglichen

1 3 ninrhtodhan Theatatrahl 7 avtremfan da
Mechanismen aufgezeigt, z.B. Zertropfen des nichtz&hen Freistrahls, Zertropfen des

zdhen Freistrahls, Einflufl der umgebenden Luft auf das Zertropfen und Zerwellen des
Freistrahls. Wir wollen seine Ergebnisse zum Einflul der Z&higkeit auf den Strahl-

zerfall hier angeben, ohne eine vollstindige Herleitung auszufiihren.

Er findet bei Beriicksichtigung der viskosen Terme in den Impulsgleichungen die Glei-

chung
1—k?

2

fiir die zeitlich Anfachungsrate . Diese Gleichung geht, wie leicht nachzupriifen ist,

o + 3Re tak? = We™? k?
im Grenzfall Re~! — 0 in unserer oben diskutierte Gleichung iiber. Hierin ist bereits
die Naherung fiir die Bessel-Funktion verwendet. Der Fall Re~! — 0 ist gegeben fiir

v — 0, d.h. fiir verschwindende Viskositat. Wir wollen diese Gleichung in analoger

Weise nach o auflésen und erhalten hieraus

k2

2 _ 3k
Wea 2 Re 2

k2 Wel/? 3k Wel2\* 1+ 2
2 Re

Das Ergebnis ist in Abbildung 32 dargestellt.
Wir erkennen zunéchst, dal (We'/2/Re) als Parameter eingeht. Fiir (We'/?/Re) =

0 erhalten wir die gestrichelte Kurve, welche wir bereits in Abbildung 31 fiir den
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Abbildung 32: Anfachungsrate als Funktion der Wellenzah! fiir den viskosen Fall.

nichtviskosen Fall diskutiert haben. Fiir wachsende Werte (We'/2/Re) = 0.15,0.3
nimmt nun die Viskositdt zu und fiihrt zu einer Stabilisierung. Dies erkennen wir
daran, dafl die Betrdge der Anfachungsrate o: abnehmen, Stérungen in der Zeit folglich
langsamer anwachsen. Weiterhin wandert die am stirksten angefachte Stérung zu
kleineren Wellenzahlen, d.h. zu léngeren Wellen. Nach wie vor bleibt aber der Bereich
0 < k < 1 instabil, wihrend der Bereich & > 1 stabil ist. Die Verédnderungen der
Kurven fiir negative o haben hier keine Bedeutung. Das hier gefundene Ergebnis, daf
im Falle des viskosen Strahlzerfalls lingere Wellen stirker angefacht werden, kann im

ibrigen im Experiment gleichfalls beobachtet werden.

3.3 Wellen auf freien Fliissigkeitsspiegeln

3.3.1 Stabilitat einer freien Grenzfliche zwischen geschichteten Fliissig-

keiten ohne Beriicksichtigung der Viskositat

Wir haben in der Einfilhrung bereits das Problem der Wasserwellen als ein weite-

res Stabilitdtsproblem angesprochen. Diese sogenannte Kelvin-Helmholz Instabilitét
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Abbildung 33: Problemskizze zur Stabilitdt einer Grenzfliche zwischen geschichteten
Fluiden.

fiilhrt zu Wellen auf der freien Grenzfliche zwischen geschichteten Fliissigkeiten, so-

bald eine geniigend grofie Geschwindigkeitsdifferenz beider Fliissigkeiten vorliegt.

Wir wollen nun dieses Problem im Detail behandeln. Hierzu gehen wir, wie ge-
wohnt, von einem vereinfachten Problem aus und fiigen dann in der Folge weitere
Effekte hinzu. Wir gehen dementsprechend von einem zweidimensionalen Problem
in z, z-Koordinaten aus. Auf der Linie z = 0 liegt die in z beidseitig unendlich aus-
gedehnte [/[-Grenzfliche, welche im Grundzustand eben ist. Die Fluide oberhalb
und unterhalb erstrecken sich jeweils in z nach oo, ihre Dichte ist 0 > o Die
Geschwindigkeit in beiden Fluiden wu, % ist parallel zur z-Achse und konstant. Wir
vernachlissigen zunéchst viskose Effekte, wodurch ein Sprung der Geschwindigkeiten

an der Grenzfliche moglich ist. Das Problem ist in Abbildung 33 skizziert.

Wir wollen wiederum mit der Methode der kleinen Stérungen nach der Stabilitat der
Grundl6sung fragen. Hierzu stéren wir die oben beschriebene Grundlésung in ihren

Zustandsgroflen und betrachten dann das Verhalten der Storungen in Ort und Zeit.
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Wir miissen folglich zunéchst wieder die Differentialgleichungen fiir die Storgréfien

ableiten. In beiden Fluiden gilt zundchst die Kontinuitétsgleichung, d.h.

l: U+ W, =0 |,

l: w,+w,=0

Bei reibungsfreier Betrachtung sind ferner die Euler-Gleichungen in beiden Fluidbe-

reichen anzuwenden mit

l: o(u+ Twu, + UG,) =—-0, ,

Lo oolw+ uus + wu,)=-p,_
U o(w, + 3w, + TW,) =~7,- 09 ,
L o(w+ vww, + ww,) =—p — o9

Auf der Grenzfliche, welche im gestorten Fall bei h(z,?) liegt, haben wir nun die
entsprechenden Rand- bzw. ﬂbergangsbedingungen zu formulieren. Dies ist zunéchst
die kinematische Forderung nach einer tangentialen Strémung auf beiden Seiten der
Grenzfliche. Weiterhin miissen die normalen und tangentialen Spannungen stetig
sein. Im Fall der reibungsfreien Strémung verbleibt hier nur der Drucksprung iber

die freie Grenzfliche. Die Schubspannungsfreiheit ist a priori erfiillt. Es gilt demnach

z=h: hu=w—h;y ,
heu=w—"hy
p— p=2Ho

Hierbei ist 2H die mittlere Kriimmung, welche aus h(z,t) gemaf

hag

Of = — 22 __
(1+ h2)Pr?

berechnet werden kann.

Wir behandeln das Problem selbstredend in dimensionsloser Form und miissen des-
halb zunéchst eine Skalierung festlegen. Diese Skalierung soll fiir beide Fluide gelten,
weshalb es sinnvoll ist, die Differenzen Au = (@~ w) und Ag( ¢ — 7) heranzuziehen.
In Abwesenheit einer ausgezeichneten Lénge bietet sich deshalb folgende Skalierung

an:

oz =22
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Hierbei ist [y eine zunichst unbekannte Linge. Zudem haben wir auf die doppelte
Notierung U, W, P und U, W, P verzichtet. Dies wollen wir auch in den folgenden
Gleichungen vereinfachend beibehalten, wobei stets klar sein muf, dafl alle Gleichun-
gen jeweils in beiden Fluiden anzuwenden sind. Die Einfiihrung der obigen Skalie-

rungen liefert nach kurzer Rechnung die dimensionslose Fassung der Erhaltungsglei-

chungen, d.h.
Ux+Wz;=0 |,
U, + UUyx + WU, = —%—QPX ,
W, + UWy + WWy = —28p, _ pyp1

o
Die dimensionslosen Rand- bzw. Ubergangsbedingungen werden

Z=H: HU=W-H, ,
D _ — -1__H
(P—P)=We (T 0L )7

Die auftretenden Kennzahlen sind

2

Fr = éu_ ,
glo

We = A’U/ZAQZD
o

Das alleinige Auftreten der Differenzen Au und Ap ist eine Folge der fiir beide Fluide
gewahlten, gemeinsamen Skalierung. Es gibt folglich fiir beide Kennzahlen nur einen
Wert, der in den Gleichungen fiir beide Teilgebiete giiltig ist.

Im néchsten Schritt wollen wir Stéransétze um die Grundlésung festlegen. Mit kleiner

Amplitude € < 1 sind dies
U= Uy +e¢- U +... ,
W= 0 +6'W1+... s
P = Po +€P1+ 5
H= 0 +6'H1+-,. y
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Wir fithren diese Stéransitze wiederum in die Erhaltungsgleichungen und in die Rand-
bzw. Ubergangsbedingungen ein. In der Ordnung O(1) erscheint das Gleichungssy-

stem der Grundlésung

o]

_POX =0 )

In der Ordnung O(e) erhalten wir schliefllich fiir die Stérgréfien die Erhaltungsglei-

chungen

[ le-i—WlZ:O-i-v.. ,
LZ __U_,lX—{-l/[LlZ:O—i- 3

{ Uy + UgUpx = —— P1x + )
A
Lt U+ Uiy =—-—2Pix+... ,
S —_— A
l: Wi+ U0W1X:—‘E_QPIZ“+‘ )
A
Lo Wi, +UW,x :__£P1Z+

Die Rand- bzw. Ubergangsbedingungen liefern
Z =H: Hlxﬁ():Wl—Hlf*}*...

HixUy= W, - Hi; +...
(Py— Py)=WeHixx +...

?

b

Dies ist nun der fiir die Storgrofien giiltige Satz von Gleichungen. Aufgrund der
Vernachléssigung von Termen hoherer Ordnung in € sind alle Gleichungen linear, d.h.
es tauchen keine Produkte der Storgrofien mehr auf. Alle auftretenden Produkte sind

vielmehr mit der bekannten Grundlésung

U U
Yot he 0 BT
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gebildet. Somit sind diese Gleichungen durchweg partielle Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Diese gilt es nun zu l6sen, um das Verhalten der Storgrofien

zu bewerten.

Wir haben, wie im vorangegangenen Problem des Strahl Zerfalls, wiederum unser Sta-
bilitatsproblem zunéchst reibungsfrei betrachtet. Somit haben wir auch hier eine so-
genannte Potentialstromung vorliegen, welche iiblicherweise mit Hilfe eines Geschwin-
digkeitspotentials ® vereinfacht werden kann. Wir filhren demnach die Stérpotentiale

® und @ ein mit

LS

>

I
SRS
&

N

1l

I
E S

1

Unsere Grundgleichungen und Rand- bzw. Ubergangsbedingungen werden hiermit

Zu

[: 5){)(‘1*522:0-!-... ,
L: @xx+ @z2=0+... ,

Z =H: HlXU():?I)—Z'—Hlfr-f—... ,
HlXQOZQZ—Hh--i—... ,
(_P—l— _Bl)ZWe—lHlxx-f-...

Somit erhalten wir jeweils eine Laplace-Gleichung aus den Kontinuitétsgleichungen.
Die Impulsgleichungen in der X- und Z-Richtung sind identisch, wenn sie jeweils
unbestimmt integriert werden. Dies ist eine typische, in Potentialstrémungen auftre-
tende Vereinfachung.

Im n#chsten Schritt gilt es nun Ansétze fiir die Storgroflen zu formulieren. Wir
wollen zunichst die Stérung der ebenen Grenzfliche H;(X,7) betrachten. Hier er-
warten wir ein periodisches Verhalten in X, wobei wir zusitzlich ein Fortschreiten
der periodischen Storung in der X-Richtung zulassen wollen. Wir wihlen somit den

Wellenansatz
Hy(X,7) = He*X=en)
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k(X =c) stellt eine Verallgemeinerung des

Die hier auftretende periodische Funktion e
beim Strahlzerfall verwendeten Ansatzes der Form sin(Z + ar) dar. Diese Exponen-
tialfunktion kann im iibrigen in eine Summe aus Sinus- und Kosinusfunktion zerlegt
werden (vgl. Bronstein). Bei niherer Betrachtung erlaubt der obige Ansatz auch die
Dampfung bzw. Anfachung der Stérung zu bewerten. Fassen wir ¢ als komplexe Zahl

auf, d.h. ¢ = ¢y + icy, so kann die Exponentialfunktion gemif
ez’k(X—cq') — eik(X—cR'r) ‘ek,c,’r
zerlegt werden. Damit wird klar, dafl cg der Phasengeschwindigkeit der Welle und

(k- cr) der Anfachungsrate entspricht. Véllig analog zu unseren Betrachtungen beim

Strahlzerfall folgt wegen k& > O:

cr >0 : die Stérung wird angefacht (instabil)

ey <0 : die Storung wird weggeddmpft (stabil)

Nach dieser Diskussion der Eigenschaften unseres Ansatzes wollen wir die in den

Gleichungen bendtigten Ableitungen von H;(X,7) bereitstellen. Wir erhalten

Hl — I:IEHC(X_CT) ,
Hix = 1k He*X—en)
Hixx = —k2 f{eik(X—CT) 7

Hy, = —ikc He*X—en

Als néchstes miissen wir fiir die Potentiale in beiden Fluidgebieten ®, & analoge

Ansétze einfithren. Wir wihlen hierzu
®(X,Z,7) = Ae~ 2 gih(X—cr)

Q(X, Z, 7,) — Ae+gzeik(X—c7-)

Somit ist fiir beide Potentiale die gleiche periodische Abhéingigkeit in X und die glei-
che Zeitabhingigkeit gewéhlt wie fiir die Storung der Grenzfliche H;. Dieser Ansatz
ist naheliegend, da sich die Stérung der Grenzfliche zwangsldufig in den Potentia-
len abbilden muf. Fiir den Ansatz in der Z-Richtung lassen wir uns von folgendem
Gedanken leiten: Die Stérung der horizontalen Grenzflache fithrt sicherlich in der Um-

gebung der Grenzfliche zu einer Stérung der Stromung und somit zu Storpotentialen
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® und ®. In groBer Entfernung von der Grenzfliche, d.h. fiir Z — Foo, ist selbst-
redend keine Stoérung der Stromung zu erwarten. Damit mufl dort das Stérpotential

verschwinden. Die benutzte Exponentialfunktion in Z stellt somit sicher, daf

Z—=400: ®—0 ,

Z—=—0: 20 ,

gilt. Wir wollen uns auch hier die benttigten Ableitungen der Potentiale zusammen-

stellen und erhalten

P = AeFoZ gik(X—er)
Oy = ik AeFeZh(X—er) ,
Byy = —k? AeFleh(X—er)
dy;= Fa AethekX-er)
Byp= a2 AeFolekX—er)
$,. = —ike AeToZeih(X—ecr)

Nun miissen wir die gewdhlten Ansétze in die Grundgleichungen und Rand- bzw.
Ubergangsbedingungen einfiihren. Wir beginnen zunéchst mit der Laplace-Gleichung,

welche aus der Kontinuitétsgleichung folgt. Es wird aus
Sxx +Pzz=0

{__sze:FaZ + aer:FaZ} gik(X—et) —

Diese Gleichung kann nur fiir

k=a

erfiillt werden. Dies ist ein Ergebnis, welches wir auch sofort hétten erhalten kénnen,
wenn wir fiir das Potential die allgemeine Lésung der Laplace-Gleichung im Ansatz
benutzt hétten. Diese Losung der Laplace-Gleichung findet sich in jedem mathema-

tischen Handbuch (vgl. z.B. Bronstein).

Als ndchstes wollen wir die tangentiale Stromungsbedingung bei Z = H erfiillen.

Dort muf} gelten
H1XUO = @Z(Z = H) - H17-+
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bzw.
ik He*X—enU = Tk AeFH gih(X=cT) 4 jpofetk(X—cr) 4

Wegen H = 0+¢H;+. .. kénnen wir die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln

mit dem Ergebnis

eTFH g o0 ket oy | ek H, + . ..
Damit wird die tangentiale Strémungsbedingung zu
HUy—c)=FA+...
bzw. wenn wir die Gleichung in beiden Fluidgebieten separat notieren

ZZ—Z'I:I(T]—O—C) y

A

A=1H(U, - c)

Die tangentialen Stromungsbedingungen erlauben uns demnach die Amplituden der
Storpotentiale A, A als Funktion der Amplitude der Grenzfliche H auszudriicken.
Im né&chsten Schritt benutzen wir die integrierten Impulsgleichungen in beiden Teil-

gebieten und subtrahieren sie voneinander. Wir erhalten zunéchst

(57-*- Up®x)+ C1= P,

_@e
Ag
_2

(2, +Up2x)+C =P
Ap
Nach der Subtraktion erhalten wir fiir die Differenz der Driicke

4

P,— P, = _A—Q(@Jr ToTx) + -2(8, + Uy @y) + (Ts — C,)

Ap -
Wir filhren nun unsere Ansitze fiir die Potentiale ® und @ ein und werten die

Gleichung fiir Z = 0 aus. Somit erhalten wir
P(Z=0)- P(Z=0) = —zﬁ{-ikc?{+ Tyik A}eikX—e)
e
g ; . 1 —cT
—l—A——Q{——zkcA + Uyik A}etX=en)

+(Cr1— &)

Wir benutzen unsere Ausdriicke aus den tangentialen Stréomungsbedingungen um die

Amplituden A und A zu eliminieren. Die Gleichung wird dann zu

Pi(Z=0)—PB(Z2=0) = - {fékﬂ(ﬁo —c)+ —AQ—QkI:I(QO —_ c)z} gih(X—er)
+(-51 - -Q-l)'
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Als letzte Bedingung miissen wir nun den Drucksprung tiber die freie Grenzfliche

verarbeiten. Bei Z = H gilt hiernach
P(Z=H)- P,(Z=H)=We *Hixx

Im Gegensatz zur obigen Gleichung tritt nun hier die Differenz der Stérdriicke bei
Z = H auf. Hier miissen wir nun sorgfiltig vorgehen! Wir kénnen ganz formal den
Druck in der Umgebung von Z = 0 in eine Taylor-Reihe entwickeln und damit den

Druck bei Z = H berechnen. Wir erhalten
P(Z=H)=P(Z=0)+HPz(Z=0)+...

Weiterhin kénnen wir unsere Entwicklungen fiir P und H einsetzen, mit dem Ergebnis

Py(H)+eP (H)+...= Py(0)+eP,(0)+ ...+ (0+eHy +...)(Poz(0) + Py z(0) +...)

bzw.

Wir vergleichen die Koeflizienten vor 1, ¢, . . . und erhalten speziell fiir die Druckstérung
P, (H) = P;(0) + H,Pyz(0)

Das hydrostatische Druckfeld der Grundlésung war hierbei durch

2

1
AQFT

Pz = —

gegeben. Wir notieren die beiden Fluidbereiche separat und erhalten hieraus die

Gleichungen

P,(H) = P.(0) - HlA—QQFr—l ,

g -
Py(H) = Py(0) - Hl'A-—QF?" '
Somit wird es moglich die Gleichungen fiir den Drucksprung iiber die freie Grenzflache

umzuschreiben und wir erhalten

£

AQFT_l = We_lHlXX

P,(0) - HIZ%FT* ~ Py(0) + H,

bzw.

Pl(O) — PI(O) = W6_1H1XX — FT_IHl
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Wir bringen schliefilich unsere Ansitze fiir die Stérung der Grenzfliche H; ein und
erhalten
P1(0) — P,(0) = —(K*We™! + Fr—Y)Hek(X-e7)
Wir haben somit die Druckdifferenz ( P1(0) — P;(0)) zweimal ausgedriickt, zum einen
durch die Lésung des Druckfeldes mit Hilfe der Impulsgleichungen und zum anderen
mit Hilfe des Drucksprunges iiber die gekriimmte Grenzfliche. Das Gleichsetzen
beider Ausdriicke eliminiert den Druck vollstindig und wir erhalten
| LT + £ (s - o2l
Ao Ao
+(Ch— C)) =—(K*We L + Fr1)He*(X-en)

Ein Koefhizientenvergleich vor den Funktionen liefert demnach
1 61 - .Ql =0 )
k(X —ecr) —( 7 2 2 L1y, Pt
e D (Ug—c)* + o(Up—c) = We 'k + Ap

k

Somit haben wir alle Amplituden und Funktionen in unseren Ansétzen eliminiert und
die letzte Gleichung stellt einen Zusammenhang zwischen der Wellenzahl k£ und der
komplexen Phasengeschwindigkeit ¢ her. Wir erwarten demnach eine Abhingigkeit
c = f(k), was vollig analog ist zu unseren Ergebnissen beim Strahlzerfall. Die obige
Gleichung stellt eine quadratische Gleichung fiir ¢ dar, welche das Aussehen
2 g, l200+ o) (@U_§+ 2eUf) Lo {W6_1k+ Fr"l} 0
(2+ 0 (2+ o (2+ 0 k

hat. Die Losungen fiir ¢ sind demnach

S ol TTn — 2 -1
Qo)iJ_QQ(Uo Up) | Ag {we—1k+F7” }

(0

Cij2 = E+ g - + =
(2+ o) (2+ 2 (2+ 0 k
Diese Gleichung besitzt zwei reelle Losungen solange der Ausdruck unter der Wurzel
positiv bleibt. Wird der Ausdruck unter der Wurzel negativ, so wird ¢ = cg + icy
komplex und deshalb c¢; # 0. Das Vorzeichen von c; ist es aber, welches die Stabilitit
unserer Grundlésung charakterisiert. Instabilitét ist folglich moglich fiir
02((%:"5]-0)2 > Ap {We‘lk + F;_l}

Wir haben bisher bei unserer Skalierung die zunéchst nicht festgelegte Lange [, be-

nutzt. An dieser Stelle nun wird deutlich, dafi wir die beiden Effekte Oberflichen-

spannung und Schwereschichtung, welche wir auf der rechten Seite der Gleichung
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erkennen, nur im Problem halten konnen, wenn wir fordern, dafl beide Kennzahlen
in der gleichen Grofienordnung sind. Wir haben somit wiederum die Wahl {y so fest-
zulegen, dafl die Gleichungen eine méglichst einfache Form erhalten. Wir formen die

Stabilitétsgleichung geringfiigig um und erhalten zunéchst

20(Uy— Up)? Fr 1
ey ______k .
(& -7 Fr> e +lc
Den Quotienten F'r/We kénnen wir aus den Definitionen der Kennzahlen angeben
als
Fr o
We gApl?
Wir wihlen willkiirlich, jede andere Wahl fiir [y ist zuléssig bei Einhaltung der Gréfien-
ordnung,
I = o
0 ” QAQ 3
womit

—gf—% =1, Fr= —A%A—Q
wird. Die hier auftretende charakteristische Lange /; im Problem ist die sogenannte
Laplace-Lange, welche bei Problemen mit kombiniertem Einflufl von Kapillaritit und
Dichteschichtung die typische Wellenlidnge der Stérung der Grenzfliche angibt. Un-

sere Stabilitédtsgleichung vereinfacht sich somit zu

00(Uo — Uy)? 1
F'r*: = — F’f'>k+_'
(-7 k

Das Ergebnis ist in Abbildung 34 graphisch dargestellt. Die Kurve der Neutralstabi-
litét ist als durchgezogenen Linie im Diagramm eingetragen. Fiir Werte Fr* > k+1/k
erwarten wir gemaf unseren obigen Uberlegungen c; > 0, d.h. die Stérungen wachsen
mit der Zeit an - unsere Grundldsung ist instabil. Komplementér finden wir unterhalb
der Grenzkurve fiir Werte F'r* < k+ 1/k, daf8 die Stérungen in der Zeit weggeddmpft
werden und deshalb die Grundldsung stabil bleibt. Die Kurve der Neutralstabilitét
(durchgezogene Linie) besitzt zwei Asymptoten fiir £ — 0 und k¥ — oo, welche unmit-
telbar als 1/k bzw. k identifiziert werden konnen. Beide Funktionen sind gestrichelt
in Abbildung 34 eingetragen. Das Minimum der Kurve der Neutralstabilitét liegt bei
Fr* =2,k = 1. Dies bedeutet physikalisch, dafl die Wellenzahl & = 1 zuerst instabil
wird bzw. die grofite Anfachungsrate aufweist. Somit wird die dazugehoérige dimensi-

onslose Wellenldnge A = 27 bevorzugt auftreten. Dimensionsbehaftet entspricht dies
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Abbildung 34: Stabilitdtsdiagramm zur Kelvin-Helmholz Instabilitat.

gerade einer Wellenlidnge von 27T\/—U/TA—Q. Wenden wir das gefundene Ergebnis auf
das System Wasser/Luft an, so ergibt sich , mit den Stoffwerten o = 103 kg/m? ,
0=12kg/m3, g =9.81m/s? 0 =7.4-10"2 N/m, die Laplace-Linge zu ly = 1.7 cm.
Die Instabilitédt der Wasser/Luft-Grenzflache ist zu erwarten fiir Geschwindigkeitsdif-

ferenzen u— u > 6.5m/s.
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4 Hydrodynamische Probleme mit Phasenwechsel

In dem vorangegangenen Kapitel haben wir mit der Ausbreitungsstrémung, dem
Freistrahl und dem ebenen Fliissigkeitsspiegel einige rein hydrodynamische Probleme
mit freien Grenzflichen kennengelernt. In diesen Fiéllen sind stets die Massen- und
Impulserhaltung im Fliissigkeitsgebiet aufgetreten. Uber die freie Grenzfliche sind
demnach eine kinematische Bedingung und die Spannungsbedingungen zu beachten.
Wir wollen nun den Begriff der freien Grenzfliche verallgemeinern, indem wir auch
Phaseniibergénge und die hieraus resultierenden Grenzflichen zweier Phasen mit ein-
beziehen. Im Regelfall sind Phaseniiberginge bestimmt durch das Temperaturfeld,
sodafl wir im folgenden stets eine zusétzliche Erhaltungsgleichung zu 16sen haben - die
Wérmetransportgleichung. Desweiteren kommen an der freien Grenzfliche zusétzli-
che Bedingungen aufgrund des Phasenwechsels hinzu. Wir wollen uns die Eigenschaf-
ten solcher freien Grenzflichen mit Phasenwechsel im folgenden an zwei Beispielen

verdeutlichen.

4.1 Das Filmsieden an der vertikalen Wand

Betrachten wir einen beheizten Behélter mit Fliissigkeit, so kann es bei entsprechend
groflen Wiarmestromen an der beheizten Wand zur Ausbildung von Filmsieden kom-
men. Dieses ist dadurch charakterisiert, dafl an der beheizten Wand ein geschlossener
Dampffilm besteht, welcher aufgrund seiner geringeren Dichte nach oben abstrémt.
Die Fliissigkeit kommt hingegen mit der Wand nicht in Kontakt. Vielmehr wird an der
Dampf- / Fliissigkeitsgrenzfliche ein Phasenwechsel auftreten, welcher die Strémung
im Dampffilm speist. Wir wollen uns die Situation anhand von Temperatur- und

Geschwindigkeitsprofilen in Abbildung 35 verdeutlichen.

Wir wollen zunéchst annehmen, dafi das Problem stationér und eben ist. Weiterhin
unterstellen wir jeweils konstante Stoffeigenschaften in beiden Phasen. Zur Verein-
fachung nehmen wir zusétzlich an, daf die Fliissigkeit sich im Sattigungszustand
befindet, d.h. T'=Ts. Unter dieser Annahme fiihrt jede weitere Zufuhr von Wirme
nicht zu einer Temperaturzunahme sondern vielmehr zu Verdampfung. Diese An-
nahme ist im Regelfall in Wandnéhe recht gut erfiillt. Der Temperaturanstieg voll-
zieht sich somit ausschliellich im Dampflilm, wo die Temperatur an der Wand bis

T = Ty ansteigt. Der Knick des Temperaturprofils an der Grenzfliche h(z) rihrt
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Abbildung 35: Skizze zum Problem des Filmsiedens an der vertikalen Wand.
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von einer Warmesenke her. Hier wird der Warmestrom vollstindig in Verdampfungs-
enthalpie umgesetzt. Beziiglich der Kinematik erwarten wir im Dampf starke Auf-
triebskréfte aufgrund des Dichteunterschieds g, < g;. Somit wird hier eine aufwérts
gerichtete Stromung die Folge sein, welche an der Wand die Haftbedingung erfiillt.
Die Kopplung der Geschwindigkeitsfelder im Dampf und in der Fliissigkeit an der

freien Grenzflache ist dann wiederum eine Folge der Schubspannungen.

4.1.1 Grundgleichungen, Skalierung, Grenzschichtapproximation

Fiir dieses Problem haben wir somit die zweidimensionalen, kartesischen Erhaltungs-

gleichungen in beiden Teilgebieten (l,g) anzuwenden. Im Dampfgebiet sind dies

g: Uz +w; = 0
Q(U’U/m + ’lU’le) = Pz + /J'(’U'a:m + uzz) 3
o(uw, + ww,) = —p, + p(Wey + W) — 09

ocp(uTy + wT,) = ANTpw +T32)

In der Fliissigkeit konnen wir aufgrund unserer Annahme 7' = Ts auf die Losung der

Wairmetransportgleichung verzichten. Es gilt dort somit

[: U +w, = 0

o(uug +wuy) = —pg+ w(Ugg +Usz)
Q(’U/U)z ~+ ’LU’LUz) = —p;+ ,U/(wza: + wzz) — 09

Die Rand- bzw. Ubergangsbedingungen lauten

z=0: u=90 |,
w=0 |,

T=1Tw ,

z = h(z) 9, = [a1]

h,wg —uy = h,wy —w

017yl _ Ola]
s Yon
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U R
Pg —P1= (1 + h2)32°

T:TS )

oT 0 h(z)
)\ga_ﬁ = gng {/0 wd:c} ,

T — +00: u—0

w— 0

Somit wird an der Wand die Haftbedinung und eine Temperaturbedingung formu-
liert. An der Grenzfliche wird zun#chst die Geschwindigkeit selbst stetig sein und
die Stromung auf beiden Seiten ist tangential zur Grenzfliche. Weiterhin erwar-
ten wir, dafi die Spannungen. stetig sind. Dies bedeutet in tangentialer Richtung,
daff die Schubspannungen im Dampf und in der Flﬁssigkeit gleich sein miissen. In
normaler Richtung ergibt sich, wie gewohnt, ein Drueksprung iiber die gekriimmte
Grenzfliche. Die Grenzfliche ist zudem auf Séttigungstemperatur. Schlufiendlich
miissen wir eine Bedingung an den Wérmestrom stellen: der Wérmestrom, welcher
normal zur Grenzfliche ankommt wird vollstindig in Verdampfung umgesetzt (L be-
zeichnet die Verdampfungsenthalpie). Er bestimmt deshalb die Anderung des Mas-
senstroms im Dampflilm. In der Fliissigkeit fordern wir lediglich, daf die Geschwin-

digkeiten in einiger Entfernung von der Grenzflache abklingen.

Der oben gegebene Satz von Gleichungen ist in dieser Allgemeinheit nur schwer einer
Losung zugénglich. Wir wollen deshalb wiederum unsere Kenntnis iiber das Problem
einbringen um Vereinfachungen der Gleichungen zu erreichen. Das formale Werkzeug
hierzu stellt eine Skalierung dar. Betrachten wir einen Dampffilm auf einer Wand,
so wird er einerseits die komplette Wand in z-Richtung bedecken. Andererseits wird
seine Dicke, d.h. die Ausdehnung in der z-Richtung, relativ klein sein. Diese stark
unterschiedlichen Lingenskalen wollen wir in die folgenden Skalierungen einbringen.

Wir wahlen mit ¢ <« 1
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v=2 , w=2
Up Wo
p (T —Ts)
p=2 | o=t =5
Po (Tw — Ts)

Die Anwendung der obigen Skalierung auf die Kontinuitdtsgleichung in der Dampf-

phase liefert unmittelbar
U
g: —EOUx+w0[/Pz =0 ,

eine Gleichung welche wir nur mit uo/e ~ wy erfiillen kénnen. Wir wihlen deshalb
willkiirlich ug = ewg um der Gleichung die einfachste Form zu geben. Mit dieser
Festlegung ist nur noch eine Geschwindigkeitsskala vorhanden und wir kénnen die
Druckskala mit dem Staudruck der Dampfphase aufbauen, d.h. wir wihlen py =
o,wg. Als néchstes wollen wir die horizontale Impulsgleichung entdimensionieren.

Wir erhalten

kosen Effekte als auch die Trigheitseffekte im Problem belassen, so miissen beide
Vorfaktoren in der gleichen Gréfienordnung sein. Es muf also gelten €2 ~ Re™!. Jede
andere Groflenordnung fiir Re wiirde zwangslaufig dazu fiithren, daf§ wir in Abwesen-
heit eines Druckgradienten die obige Gleichung nicht mehr erfiillen kénnen.

Mit der speziellen Wahl €2 = Re™!, jede andere Wahl bei Einhaltung der Gréfienord-

nung ist zuléssig, erhalten wir schliellich
g: GZ(UUx-f-WUz) Z—Px+62(Uxx+€2Uzz) ,

bzw.
g: Py = 0(?)

Dies ist eine wichtige Aussage: Der Druck variiert normal zur Grenzschicht praktisch
nicht. Anders ausgedriickt wird der Druck dem Dampffilm von auflen aufgeprégt.
Im néchsten Schritt wollen wir die vertikale Impulsgleichung behandeln. Hierzu ist es
dienlich zunéchst die hydrostatische Druckverteilung in der Fliissigkeit zu eliminieren.

In der Flissigkeit gilt statisch
L 0=—po. — &g
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Weiterhin gilt in beiden Phasen dynamisch

g 0g(vwy +ww,) = —p, + pg(Wee + Wys) — 049 5
[: Ql(uwm + ’LU?.UZ) =—-p, + ,U/l(wma: + wzz) — 09

‘Wir subtrahieren von beiden Gleichungen die hydrostatische Druckgleichung in der
Flissigkeit und erhalten nach Zerlegung des Druckes gemil p = py + p' in einen

hydrostatischen Anteil py in der Fliissigkeit und einen strémungsbedingten Anteil

g: Qg(uwm + ’LU’LUZ) = —-plz + .u'g(wa:z + wzz) + (Ql - Qg)g 3
[: Ql(uww + 'UJ'U)Z) = _plz + ,U'l(wza: + wzz)

Nun fithren wir wiederum die Skalierung ein und bearbeiten zunéchst die vertikale

Impulsgleichung im Dampfgebiet. Wir erhalten hiernach

A
g: UWX+WWZ=—P§+Wxx+62WZz+?Q—FT"1 ,
9

mit Ag = (g — g,) und Fr = w?/gly. Wir haben den Druck um den hydrostatischen
Druckanteil bereinigt. Somit gilt fiir X — oo : P’ = konstant in der Fliissigkeit.
Wegen Py = O(€?) kann der Druck im Dampffilm lediglich um O(e?) vom konstanten
Auflendruck abweichen. Es muf folglich gelten

Wir fassen die obige Gleichung zusammen, indem wir kleine Terme im Abbruchfehler

summieren. Wir erhalten somit

g: UWx + WWz =Wxx + %QFr—l + O(€?)
g

Im néchsten Schritt miissen wir die Wirmetransportgleichung in der Dampfphase

entdimensionieren. Wir erhalten nach Einfiihrung der Skalen unmittelbar
g: UBx + WOz = P'r“l(@XX + ez@zz) )
mit Pr = v,/k,, bzw.

g: Ubx +W0Ojz =PT_1@XX‘i-O(€2)
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Die oben angegebenen Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Wérme stellen
die sogenannten Grenzschichtgleichungen dar (vgl. Schlichting 1982). Dies sind pa-
rabolische Transportgleichungen fiir Impuls und Wérme, welche in schlanken Fluid-
gebieten Giiltigkeit haben. In unserem Fall stellt zunéchst der Dampffilm ein sol-
ches schlankes Gebiet dar. Bei ndherer Betrachtung konnen wir jedoch gleichfalls
in der Fliissigkeit eine kinematische Grenzschicht identifizieren. Wahrend im Au-
Benfeld keine Strémung stattfindet, wird die Fliissigkeit in einer diinnen Schicht vom
Dampffilm nach oben gezogen. Skalieren wir folglich die Erhaltungsgleichungen in der
Flissigkeit, so erhalten wir bei identischer Skalierung und gleicher Argumentation die

Grenzschichtgleichungen

[: U)(-(-WZ = 0 s
PX = 0(62) s

UWx + WWz = %WXX +0(e?)
g

Die Rand- bzw. Ubergangsbedingungen wollen wir im néchsten Schritt entdimensio-

nieren und gegebenenfalls anndhern. Hier erhalten wir an der Wand

X=0: v =0 ,
W = 0 ,
© =1
An der Grenzflache wird:
X=H(Z): W, = Wi+0() |,

HW,-U, = H;W,-U, ,
Wex = ﬂsz +0(e)
(Pp—P) = Eéfe_lﬂzz +0(¢%)
© =0 ,

L 8 (rH
Ox = Pr-mé—z—{/o WdX}+O(e)

Somit kommen als dimensionslose Parameter zusétzlich ins Problem (1/p,), bzw.
(vi/vy), das Verhéltnis der Viskosititen, Pr = v,/k,, die Prandtl-Zahl der Dampf-

phase und eine dimensionslose Verdampfungsenthalpie L/(cp,(Tw —Ts)). Der Druck-
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sprung iber die Fliissigkeits- / Dampfgrenzflache ist offensichtlich klein, eine Beriick-
sichtigung im Rahmen der Grenzschichtapproximation ist zudem nicht moglich. Die
Weber-Zahl der Dampfphase ist gemi We = wiloo,/o definiert. Wir haben schlief-
lich noch die Bedingung im Auflenfeld der Fliissigkeit, d.h.

X —o00: U—-0 ,

W—0

Diese Formulierung des Problems ist erstmals von Koh (1962) angegeben.

4.1.2 Losung mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation

Ausgehend von der oben gegebenen, dimensionslosen Formulierung unseres Problems
wollen wir nun eine Ahnlichkeitstransformation anwenden, um die partiellen Differen-
tialgleichungen auf gewohnliche Differentialgleichungen zu reduzieren. Der Grundge-
danke hierbei ist die Einfiihrung einer neuen Variable 7, welche im Gegensatz zu X

mit der Dicke des Dampffilms gestreckt wird. Sicherlich ist mit dem Ansatz
n= C’lXZ—n s

erreichbar, dafl iiber den Dampffilm gilt, 0 < n < ny. Fiir H(Z) wird damit ein all-
gemeiner Potenzansatz gemifi H(Z) ~ Z™ gewihlt. Die g/l-Phasengrenzfliche liegt
somit bei n = ng. Wir wollen weiterhin die beiden Komponenten des Geschwindig-
keitsfeldes X, W in einer Stromfunktion zusammenfassen. Dies geschieht mit dem

Ansatz
g: U = ¥z
W = —\I’ X
Wie man leicht durch Einsetzen iiberpriifen kann, erfillt diese Stromfunktion stets die
Kontinuitatsgleichungen. Die Form des Geschwindigkeitsprofils oder des Temperatur-
profils iiber den Dampffilm wird nun, betrachtet in der Variablen 7, stets ’shnlich’
sein. Es sollte also mdoglich sein, mit den Ansétzen
g: U(X,Z) = f(n) -Cz2™

das Strom- und Temperaturfeld im Dampffilm auszudriicken. Anschaulich verwen-

den wir fir beide Gréfien eine Formfunktion, welche nur von n abhéngt. Zuséitzlich
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ist moglich, dafl die Amplitude sich in Z verdndert. Dies kdnnen wir mit einem
allgemeinen Potenzansatz im Falle der Stromfunktion beriicksichtigen. Im allge-
meinen ist dies auch fiir das Temperaturfeld zu beachten. In unserem konkreten
Problem haben wir aus den Temperaturrandbedingungen an der Wand (© = 1)
und an der Dampf/Fliissigkeitsgrenzfliche (© = 0) jedoch sofort die Moglichkeit
9(Z) = konstant zu erkennen. Dies kommt, weil die Amplitude der Temperatur,
unabhédngig von Z, durch die Randbedingungen festgehalten wird.
Wir wollen nun die Ansétze in unsere Differentialgleichungen und Randbedingun-
gen einbringen. Hierzu bendtigen wir eine ganze Reihe von Ableitungen, welche wir
zunéchst bereitstellen wollen. Es gilt "
g: nx = Gz,
nz = —nCYXZ7"
Uy = CiCZ™f,
Uxy = CICZ™*fu,
Vxxx = Cfczzm_gnfnnn )
Uz = GiCZ™" M (m—n)f, - nnfu}

Uz = CZ™ {mf —nnfy}

Bringen wir die Stromfunktion ¥ in unsere Impulsgleichung ein, so erhalten wir
g: Uxxx — Vz¥xx +UxVUxz — —AQ:QFr‘l =0

Als niichstes gilt es, die Ahnlichkeitsansitze fiir die Stromfunktion ¥ einzubringen.

Nach kurzer Rechnung erhalten wir

C, 1 Ag

. L min—1yp_ _ 2y _ 3n—m
g: fnnn"'ClZ { mf fon + (m n)fn} C%C2Z %

Wenn unsere Grundvorstellung f = f(n) richtig ist, so diirfen an dieser Stelle keine

Frt=0

Abhéngigkeiten von Z verbleiben. Die obige Differentialgleichung muf folglich in eine

gewOhnliche Differentialgleichung iibergehen. Dies aber ist nur moglich fiir
g: m+n—-1 = 0 |,
3n—m = 0
Wir miissen deshalb die Exponenten in unseren Ansétzen gemésf
g: n = 1/4
m = 3/4
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wihlen. Somit erhalten wir

Cy 5 1 Ao, 4
: 2 1of2_3 - 8prl=p
g fom + 36,02 = 3f Fm} — G 0
Wir haben in unseren Ansitzen weiterhin die Konstanten C; und C; frei. Diese

wéahlen wir so, daf§ unsere Differentialgleichung ein moglichst einfaches Aussehen

erhélt. Mit der Wahl

Cy
=2 _ 1
4C, ’
1 Ap
—Frt =1
05)02 Og
erhalten wir letztendlich fiir die Impulsgleichung
g: fn7,7,+2f3—3ffm7——1=0

Die Konstanten ergeben sich zu

—14y1/4
c, = {égFr } 7
o, 4

c, = 4{__QFT }
o, 4

Wir wiederholen den identischen Rechengang im folgenden fiir die Warmetransport-

gleichung. Die Einfiihrung der Stromfunktion liefert zunéchst
g: \Ifz@X—‘Ifx@Z—‘:PT_l@XX
Wir bringen die Ansétze ein und erhalten nach kurzer Vereinfachung

g: Oy — 3 Pr fi, =0

Nachdem wir nun die Differentialgleichungen im Dampfgebiet auf gewthnliche Diffe-
rentialgleichungen reduziert haben, wollen wir uns dem Fliissigkeitsgebiet zuwenden.
Dort miissen wir lediglich die Impulsgleichung beachten. Wir benutzen die gleichen

Ansétze, ndmlich
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und erhalten hiermit die Impulsgleichung zu
v
I V—‘\IfXXX —UUyx +UxUxy =0
9
Weiterhin ist es sicherlich sinnvoll, die gleiche Ahnlichkeitsvariable 7 anzuwenden,
da der Rand des Fliissigkeitsgebiets ja gerade auf der Dampf/Fliissigkeitsgrenzflache

liegt. Wir wihlen zudem fiir die Stromfunktion einen analogen Ansatz, d.h.
l: U(X,Z) = F(n) C3Z™

Die Wahl des identischen Exponenten m treffen wir hier, weil wir an der [/g-Grenz-
fliche die beiden Geschwindigkeiten direkt koppeln. Folglich miissen beide Strom-
funktionen eine gleiche Abhéngigkeit in Z aufweisen. Wir bringen den Ansatz in die
Impulsgleichung ein und erhalten

C3ﬁ

l: F,
nn + 401 Y

{ZF,}2 - 3FF,,,,} =0
Mit der Wahl

Cy = 4—C

erhalten wir letztendlich
l: Fogn + 2F2 —3F Fpy =0

In Fortfiihrung des Ahnlichkeitsansatzes miissen wir nun die Rand- bzw. Ubergangs-
bedingungen ebenfalls durch Einbringen unserer Ansitze neu formulieren. An der
Wand, d.h. bei X = 0 wird die Haftbedinung und die Temperatur vorgegeben. Wir

erhalten hieraus

n=20: f =20,
fn:()v
9 = 1

An der freien Grenzfliche, d.h. bei X = H(Z), lauten die umformulierten Ubergangs-
bedingungen
Y

g = F
Z/[fn n ?

n=ng:
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¢ = F |

Y
V20
g&9 = F
ulzglf"" o

9 = 0 ,

3L
9y = —P f

r
Cpy (Tw — Ts)

Fiir X — oo, d.h. im Auflenfeld, erwarten wir das Abklingen beider Komponenten
der Geschwindigkeit. Diese Bedingung kann gleichfalls in den Ahnlichkeitsfunktionen

formuliert werden, sodafl wir erhalten

7N — 00 F - 0 ,

F, = 0

4.1.3 Ergebnisse

Wir haben somit das Problem vollstdndig in den Formfunktionen der Stromfunk-
tionen f(n) und F(n), sowie der Temperatur ¥(n) formuliert. Im Dampfgebiet und
i iet gelten die abgeleiteten gewShnlichen Differentialgleichungen fiir
den Impuls- und Warmetransport. An den Réndern bzw. an der Dampf/Fliissigkeits-
Grenzflache sind die Bedingungen gegeben. Dieser Satz von gewohnliche Differenti-
algleichungen und Rand- bzw. Ubergangsbedingungen kann nur numerisch, mit Hilfe
von Standard-Routinen aus mathematischen Bibliotheken gelost werden. Wir haben
im Anhang konkret die numerische Integration dieses Problems erldutert und geben
dariiberhinaus ein Beispielprogramm, welches die Integration in der Programmier-

sprache FORTRAN ausfiihrt.

Das Ergebnis fiir die Vertikalgeschwindigkeit W, sowie die Temperatur 4 ist in Ab-
bildung 36 graphisch dargestellt. Wir stellen zunéchst fest, dafi die Dicke des Dampf-
films 7y mit dem Parameter L/(c,e(Tw — Ts)) zusammenhéngt. Fiir grofe Werte
dieser dimensionslosen Latentwédrme ergibt sich ein diinner Dampfhilm (vgl. n = 1),
fiir kleine Werte der dimensionslosen Latentwérme finden wir dicke Dampffilme (vgl.
n = 3). Dies ist physikalisch plausibel, indem man fiir grofle Latentwéirme eine
geringe Dampferzeugung erwartet, was letztendlich zu diinnen Dampffilmen fiihren
mufl. Wir finden fiir die Strémung im wesentlichen ein Abstromen des Dampflilms
nach oben mit etwa parabolischem Geschwindigkeitsprofil. Die Amplitude der Ge-

schwindigkeit wéchst mit der Dicke des Dampffilms. In der Fliissigkeit erkennen wir in

91




1.0 | |
| |
1\ Dampf I I
| |
084\ ————+—————— H—
| |
R
0.6-——— —— S m—
| |
e - N\ |
N\ |
\ |
0.4—F———+— T
\ I
] |
N
LV N A
b N I
7 I \\ I
2774  0.111\JJ~ _0.0028
OO T T T I =
0.0 1.0 2.0 3.0
6.0 T | | |
| Dampf /| ~ | | FlissigReit
;o \ I I I
- C ‘ | l |
RN | |
L/ h : :
TN O
< | A | !
Sy 011I \@ylcnﬂ?—Tg):OOO%B
= AN |
_%___;r__% ______ ]
| |
| |
| |
| |
. | |
..................... |
A T TP N
e i
l T l T f

3.0

5.0

Abbildung 36: Profile der Temperatur ¥ und der Vertikalgeschwindigkeiten Wy, W,

fiir drei Dicken des Dampfilms 7y = 1,2, 3. Die Parameter sind Pr = 1, v,/v; = 0.5,

0,/01 = 0.1, Fr = 0.25.
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allen Féllen eine Zone, welche infolge der Dampfbewegung gleichfalls nach oben mit-
gezogen wird. Diese Aufwértsstromung im Fliissigkeitsgebiet klingt fiir grofie Werte
von 77 (im Auflenfeld) ab. An der Dampf/Fliissigkeits-Grenzfliche sind Dampf- und
Fliissigkeitsgeschwindigkeiten gleich und ein pragnanter Knick der Kurven tritt auf als
Folge unterschiedlicher Viskositidten in beiden Gebieten. Die Temperatur fillt stets
von ¥ = 1 an der Wand auf ¥ = 0 an der Dampf/Flissigkeits-Grenzflache ab. Bei
diinnem Dampfhilm geschieht dies ndherungsweise linear, d.h. der Warmetransport ist
durch Wérmeleitung bestimmt. Fiir groe Werte von ng zeigt das 9-Profil hingegen
deutlich nichtlineares Verhalten. Somit ist in diesem Fall der konvektive Wéarme-
transport mafigeblich. Die eingetragenen Ziffern an den einzelnen Kurven stellen im
iibrigen stets den Wert der dimensionslosen Latentwirme, d.h. L/(c,o(Tw — Ts)),

dar.

Haben wir nun die numerischen Resultate fiir die Funktionen f(n), F(n) und 9(n)
vorliegen, so konnen wir uns einfach die physikalischen Gréfien wie Geschwindigkei-
ten, Temperatur, Warmestrome, etc. verschaffen, indem wir unsere Ansitze wieder
einsetzen. Wollen wir beispielsweise das Geschwindigkeitsprofil des Dampffilms be-
rechnen, so erhaiten wir

Wy = 'onWg = —’LUO\I’X

Wir verwenden die Ahnlichkeitsansitze fir Uy und erhalten
Wy = —wOC'ngZl/zf,, y

bzw. eingesetzt

Apg
Wy = — 4Q—gg(loZ)” 2y

Hier wird unmittelbar ersichtlich, dal das Ergebnis fiir w, weder von der Skalie-
rungsldnge [y noch von der Skalierungsgeschwindigkeit w, abhéingt, indem lediglich
die Kombination l(Z = z auftaucht. Dies ist zunéchst ein iiberraschendes Ergebnis.
Wir haben bis zu diesem Punkt keinerlei Aussagen zu wo oder Iy gemacht. Streng

genommen miissen wir mit [, und wy lediglich die Gréflenordnungsbeziehungen

R= |2 —cc1 |
’u}olo

2
W,
Fr=-"2=01

glo ()

einhalten.
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Wir bekommen demzufolge Ergebnisse fiir die physikalischen Groéfien ohne unsere Ska-
lierung festzulegen. Dies héngt damit zusammen, daf in unserem Problem weder eine
charakteristische Lange noch eine charakteristische Geschwindigkeit existiert. Dies ist
eine Eigenschaft, welche man héufig bei Verwendung der Grenzschichtapproximation
hat. Unser Ausdruck fiir die Geschwindigkeit w, beinhaltet allerdings eine Geschwin-
digkeitsamplitude. Setzen wir voraus, daff stets f, = O(1) gilt, so kann der Rest der
rechten Seite als Geschwindigkeit aufgefafit werden, d.h.

JAe
Qg

W= gz

Diese Amplitude der Geschwindigkeit hingt nun offensichtlich von z ab und stellt
deswegen keine geeignete Skalierungsgeschwindigkeit dar. Man findet in der Literatur
trotzdem héufig die Lange z und die oben angegebene Geschwindigkeitsamplitude w
als Skalierungsgrofien verwandt. Dies fithrt dann beispielsweise zu Kennzahlen, welche
von z anhdngen - ein etwas ungliicklicher Umstand. Wir werden deshalb hier keine
Festlegung fiir [y, wy treffen, schlagen aber vor, gegebenenfalls einen typischen aber
festen Abstand z bzw. die dazugehorige Geschwindigkeitsamplitude @, gemé&fi obiger
Gleichung, zu wéhlen.

Wir fahren fort, indem wir uns einige praxisrelevanten Grofien verschaffen. Die erste
Frage die es in einem solchen Problem zu beantworten gilt ist naturgemafl die Frage

nach dem Wandwérmestrom. Dieser kann aus dem Temperaturgradienten an der

Wand, bei Verwendung des Fourier-Ansatzes gemif
(:iW = —)\ng(ZE = 0)

berechnet werden. Wir fiihren unsere Skalierungen und Ahnlichkeitsansétze ein und

erhalten

Apgg i
o _ =09 9
aw )‘Q(TW TS) {4Qg1/g(lOZ)} 77(0)

Eine weitere wichtige Information stellt der Anteil der Warme dar, welcher letzt-
endlich in Verdampfung umgesetzt wird. Die zugefiihrte Wéarme an der Wand wird
ja einerseits durch die Dampfstromung nach oben heraustransportiert. Andererseits
wird ein Teil der Warme an der Dampf/Fliissigkeits-Grenzfliche ankommen und dort
zur Dampferzeugung verbraucht. Der Anteil des Verdampfungswirmestroms kann

deshalb geméf
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direkt aus unseren dimensionslosen Temperaturgradienten berechnet werden, indem
sich die Vorfaktoren aus der Skalierung sofort herausheben. Wir wollen uns schliefilich
noch den Dampfmassenstrom verschaffen. Dieser kann sicherlich aus einem Integral
iiber den Dampffilm gemé&f

M, = /0 ' Oqw dx
berechnet werden. Bringen wir wiederum unsere Skalierung und die Ahnlichkeits-

ansitze ein, so erhalten wir

M, = (V2D o0g) " (404(loZ))*/* f ()

Der Dampfmassenstrom M, hat hier im {ibrigen die Dimension [kg/(ms)], wie man
leicht anhand der Definition iiberpriifen kann. Dies ist eine Folge der zweidimen-
sionalen Behandlung, wodurch alle Groflen stets auf die Einheitstiefe (in y) bezogen
werden.

Wir wollen abschliefend noch die typischen Abhéngigkeiten unseres Dampffilms in
z diskutieren. Die Dampf/Fliissigkeits-Grenzfliche liegt bei n = ny = konstant.
Wegen 1 = C,.X Z~/* liegt unsere Grenzfliche demnach bei

X=H=2pn
Ch !

bzw. in dimensionsbehafteter Form

ngz 1/4

Die Abhéngigkeiten der betrachteten physikalischen Groflen von z lassen sich dem-

gemdf zusammenfassen als

h ~ 21/4 ,

w, ~ M2

. —1/4
qw ~ z /

M, ~ 2

H

Somit wéchst die Dicke des Dampflilms mit wachsendem 2z an, gleiches gilt fiir die
Vertikalgeschwindigkeit des Dampfes. Der Wandwérmestrom hingegen nimmt mit z
ab. Dies ist eine Folge des anwachsenden Dampffilms, welcher den entscheidenden
Wérmewiderstand darstellt. Dieser Effekt kann offensichtlich auch durch erhéhte Ge-
schwindigkeiten im Dampffilm nicht kompensiert werden. Erwartungsgeméifl nimmt

auch der Dampfmassenstrom in z zu.
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Einen letzten Gesichtspunkt beziiglich der typischen Abhéngigkeiten sollten wir hier
nicht aufer Acht lassen. Wir haben oben einige wichtige physikalische Gréflen im
Problem mit Hilfe der numerisch gewonnenen Formfunktionen f(n), F\(n), 9(n) aus-
gedriickt. Hierbei treten vor den Formfunktionen stets noch Abhéngigkeiten von
den Stoffeigenschaften etc. als Vorfaktoren auf. Einen Grofiteil der Abhéngigkeiten
kénnen wir bereits, wie am Beispiel von z gezeigt, den Vorfaktoren entnehmen ohne

die Losungen fiir die Formfunktionen zu kennen.

4.2 Die gerichtete Erstarrung einer Legierung

Wir wollen zum Abschlufl der Vorlesung ein Problem behandeln, welches eine durch
Erstarrung auftretende freie Grenzfliche beinhaltet. Haufig ist es ausreichend eine
solche 1/s-Grenzfliche auf der Isotherme der Schmelztemperatur zu modellieren. Dies
ist insbesondere dann zuldssig, wenn die Latentwirme wegen relativ geringer Erstar-
rungsgeschwindigkeiten vernachlissigt werden kann. Die freigesetzte Latentwérme
ist allerdings im allgemeinen zu beriicksichtigen. Bei ndherer Betrachtung stellt
auch die Festlegung der Schmelztemperatur haufig ein nicht triviales Problem dar.
Die Schmelztemperatur hingt ndmlich empfindlich von der Zusammensetzung der

Schmelze ab und desweiteren auch von der geometrischen Form der 1/s-Grenzfliche.

Diese Besonderheiten an Erstarrungsfronten wollen wir nun niher kennenlernen. Hier-
zu suchen wir uns ein Problem aus, in welchem das Strémungs- und Temperaturfeld
von auflen aufgeprigt wird. Wir miissen diese Gréflen deshalb nicht mithsam aus den
Differentialgleichungen und Randbedingungen berechnen und kénnen uns auf die er-
starrungsspezifischen Fragen konzentrieren. Ein solches Problem stellt die sogenannte
gerichtete Erstarrung dar, welche wir zweidimensional und fiir eine einfache, binére

Legierung betrachten wollen.

4.2.1 Grundlésung

Wir stellen uns vor, dafl wir zwei grofile Kupferplatten in der z-z-Ebene bei einem
kleinen Abstand parallel arrangieren. In den so gebildeten diinnen Spalt fiillen wir
die fliissige Legierung von oben ein und prigen den Platten, und damit auch der
Legierung, einen linearen Temperaturverlauf in z auf, wie er in Abbildung 37 skiz-
ziert ist. Aufgrund der linearen Temperaturabsenkung von oben nach unten wird

sich bei h(z,t) eine 1/s-Grenzfliche ausbilden, die gerade auf Ts liegt. Im néchsten
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Abbildung 37: Problemskizze zur gerichteten Erstarrung
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Schritt beginnen wir den unten liegenden erstarrten Teil mit konstanter Geschwindig-
keit V' herauszuziehen, wihrend wir von oben stets Schmelze nachfiillen. Aufgrund
des aufgeprigten Temperaturprofils wird sicherlich eine 1/s-Grenzfliche erhalten blei-
ben, welche aber mit der Geschwindigkeit V' relativ zur Schmelze voranschreitet.
Offensichtlich ist dieses Geschwindigkeitsfeld von aufien vorgegeben. Dieses Problem
stellt ein prototypisches Erstarrungsproblem dar, dessen umfassende Darstellung wir

beispielsweise bei Davis (1990) finden.

Wir haben bei der Beschreibung des Problems bereits einige implizite Annahmen
gemacht, welche wir uns hier verdeutlichen wollen. Die Vorgabe eines linearen Tem-
peraturprofils von auflen

T:Tref-f-G’Z

wird sicherlich nur ndherungsweise moglich sein, wenn die Warmeleitfahigkeiten in
der Schmelze und im Festkorper etwa gleich sind (\; & ;) und wenn die freigesetzte
Latentwarme relativ klein, bzw. der Spalt relativ eng ist. Weiterhin haben wir
angenommen, daff das Geschwindigkeitsfeld durch ¥ = (0,—V) gegeben ist. Dies
ist nur moglich, wenn gilt o, = g;, d.h. es tritt keine Volumen&nderung bei der
Erstarrung auf. Unsere Schmelze habe im iibrigen die Anfangskonzentration ce,
welche klein sein soll. Dies wire beispielsweise die Kohlenstoffkonzentration in einer
Eisenschmelze. Typischerweise ist im Festkorper die Konzentration eingefroren, d.h.
hier findet kein Transport des Kohlenstoffs mehr statt. In der Schmelze hingegen ist
sowohl durch die Strémung als auch durch Diffusion ein Transport des Kohlenstoffs
moglich. Der Transport eines gelosten Stoffes funktioniert hierbei exakt nach den
gleichen Mechanismen wir der Transport der Warme. Wir kénnen also analog zur

Wirmetransportgleichung, im Schmelzbereich die Transportgleichung
ct — Ve, = D{cgy + C2)

fir die Konzentration c(z, z,t) formulieren. D stellt (analog zu x) einen Diffusions-
koeflizienten dar. Das aktuelle, vorgegebene Geschwindigkeitsfeld ist bereits bertick-

sichtigt.

Wir wollen uns nun, bevor wir die zugehorigen Randbedingungen formulieren, das
Phasendiagramm einer einfachen bindren Legierung in Erinnerung rufen. In Abbil-
dung 38 ist ein solches Diagramm im Bereich kleiner Konzentrationen c., gegeben.

Dort ist es sicherlich zuldssig die Liquidus-Linie und die Solidus-Linie als Geraden
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Abbildung 38: Typisches Phasendiagramm einer bindren Legierung (linearisiert fiir

kleine ¢

anzundhern. Kiihlen wir nun eine Legierung mit der Anfangskonzentration c, ab,
so wird sich bei Erreichen der Liquidustemperatur 7, = Ty — m - ¢t erstmalig Er-
starrung zeigen. Wir frieren dann Festkorper mit der niedrigen Konzentration ¢~
aus, welche durch die Soliduslinie gegeben ist. In der obigen Gleichung ist T, die
Schmelztemperatur des reinen Stoffes (¢ = 0) und m die Steigung der Liquidus-Linie.
Wir fithren an dieser Stelle noch den Segregationskoeffizienten k = ¢~ /c* ein, durch
welchen die Solidus-Linie festgelegt ist. Das Phasendiagramm, in der hier gegebe-
nen linearen Anndherung, ist damit vollstdndig durch die Gréflen m und k festge-
legt. Zwei wesentliche Konsequenzen konnen wir Abbildung 38 entnehmen: 1.) Die
Schmelztemperatur an der 1/s-Grenzfliche wird durch die Konzentration ¢t auf der
Schmelzenseite beeinflufit. Im Regelfall fillt sie mit wachsender Konzentration ¢* -
dies wird als konstitutionelle Unterkiihlung bezeichnet. 2.) An der 1/s-Grenzfiiche
kommt es zu einem Konzentrationssprung Ac = (¢t —¢7), da auf der Festkdrperseite
lediglich die Konzentration ¢~ eingebaut werden kann. Somit mufl der geloste Stoff an
einer fortschreitenden 1/s-Grenzfliche freigesetzt werden. Der freigesetzte Stoffstrom
kann hierbei nur durch Diffusion in der fliissigen Schmelze abtransportiert werden.
Die Vorgabe eines Stoffstroms an der Phasengrenze stellt demnach (vollig analog zur

Vorgabe eines Wirmestroms) unsere Randbedingung dar. Wir haben zusammenfas-

99




send fiir die Konzentration deshalb die Randbedingungen

z=h{z,t): (¢t —c )V +h)= —D% ~ —D(ct —cfhy)

z— +00 C — Coo

In der Tat haben wir mit diesen Randbedingungen und der obigen Transportglei-
chung unser Konzentrationsfeld festgelegt. Offen bleibt jedoch die Frage, wo wir
die 1/s-Grenzflache finden. h(z,t) bleibt also zunéchst unbekannt. Wir wissen le-
diglich, daB auf h(z,t) die 'wahre’ Schmelztemperatur Ty zu finden ist. Es zeigt
sich nun, daB 7T nicht nur von der lokalen Konzentration, sondern auch von der
Kriimmung der Grenzfliche abhéngt. Dieser Zusammenhang hat eine gewisse Analo-
gie zum Drucksprung iiber eine gekriimmte 1/g-Grenzfliche. Im vorliegenden Fall hat
die sogenannte Gibbs-Thompson Gleichung Giiltigkeit, welche die Schmelztemperatur
an einer gekriimmten 1/s-Grenzfliche geméfl

z=h(z,t): Ts=T(1+ %2}1) = (T — me*)(1 + %ZH)

als Funktion der mittleren Kriimmung 2H ausdriickt. Dieser Effekt wird auch als
kapillare Unterkiihlung bezeichnet. y bezeichnet hier die Grenzflichenenergie, L die

Latentwérme und die mittlere Kriimmung kann geméf

hmd)

2= ey

aus h(z,t) berechnet werden. Wie Abbildung 39 verdeutlicht, fiihrt dieser Effekt
dazu, dafl Grenzflichen, welche konkav zum Festkérper gekriimmt sind, lokal eine
niedrige Schmelztemperatur 7s aufweisen.

Unser Problem ist nun vollstdndig formuliert. Wir wollen zunéchst iiberpriifen, ob
eine ebene und stationdre Losung fiir h(z,t) existiert. Der einfachen Beschreibung
wegen legen wir unser Koordinatensystem genau in die 1/s-Grenzfliche. Die ebene,
stationire Losung liegt dann bei hy = 0. Die Differentialgleichungen und Randbedin-

gungen vereinfachen sich somit zu

-Ve,=Dc,, ,
z=0: (ct—c)V=-=Dc} |,

zZ — +00: C — Coo



Abbildung 39: Auswirkungen der kapillaren Unterkiihlung (Gibbs-Thompson Effekt)

Dieses System koénnen wir offensichtlich leicht einer Losung zufiihren. Die Differen-
tialgleichung mit konstanten Koeffizienten besitzt das charakteristische Polynom (A

bezeichnet hier die charakteristischen Exponenten)
v
M+ =X1=0
D
und somit die allgemeine Lésung

c(z) =Cy + Coe~D*

Die Anpassung der Konstanten an die Randbedingungen fiihrt schliellich zur Losung
c(2) = oo {1 + a ; k)e“%z}

Hier wurde bereits von der Beziehung (¢t — ¢~) = ¢*(1 — k) Gebrauch gemacht. Die

Losung fiir ¢(z) ist in Abbildung 40 dargestellt. Wir erkennen in der Schmelze einen
exponentiellen Abfall von ¢ beginnend an der 1/s-Grenzfliche bis auf die Ausgangs-
konzentration c.,. Im Festkorper ist selbstredend die Konzentration ¢~ présent.

Wir haben somit eine ebene, stationire Grundlésung hy = 0, welche ein Konzentrati-
onsprofil entsprechend Abbildung 40 zeigt. Dies stellt sich ein, aufgrund der Tatsache,
dafl gerade an der Grenzfliche der geloste Stoff freigesetzt wird und durch Diffusion

in die Schmelze abtransportiert werden muf.
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Abbildung 40: Konzentrationsprofil bei der Grundlésung der gerichteten Erstarrung
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Abbildung 41: Grenzkurven der Neutralstabilitit im SCN-A System nach Davis
(1990)

4.2.2 Stabilitdt der Grundlésung

Wir wollen nun diskutieren, ob diese Losung erhalten bleibt, wenn Stérungen am
System présent sind. Die Mechanismen wollen wir hier zunéchst qualitativ disku-
tieren. Wir stellen uns hierzu vor, daf§ die zunéchst ebene Grundlésung an einer
Stelle durch eine Storung in Richtung der Schmelze ausgelenkt wird. Aufgrund des
angelegten Temperaturprofils sieht die ausgelenkte Front dann an ihrer Spitze eine
hohere Temperatur. Sie wird folglich wieder aufschmelzen - der Temperaturgradient
stabilisiert folglich. Die Storung ist weiterhin so gekriimmt, daff an ihrer Spitze lokal
eine niedrigere Schmelztemperatur herrscht. Somit schmilzt die Spitze der Stérung
wieder auf - der Kapillareffekt stabilisiert gleichfalls. Hingegen sieht die ausgelenkte
Spitze aufgrund des Konzentrationsprofils eine niedrigere Konzentration. Dies fiihrt
gemifB dem Phasendiagramm 38 zu einer erh6hten Schmelztemperatur. Die Stérung

kann deshalb Wéiter wachsen - das Konzentrationsfeld ist demnach destabilisierend!

In der Tat findet man mit Hilfe einer Storungsrechnung, dafl die ebene 1/s-Grenzfliche
instabil sein kann gegeniiber periodischen Stérungen (in z). Wir wollen diese Sta-

bilitdtsanalyse hier nicht ausfiihren, die Vorgehensweise gestaltet sich &hnlich wie
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bei den Problemen in Abschnitt 3.2.2 oder 3.3.1. Wir wollen allerdings das Ergeb-
nis angeben und diskutieren, weil es von zentraler Bedeutung fiir Kristallzucht- und
Gieflprozesse ist. Die Grenzkurve der Stabilitét ist in Abbildung 41 gegeben. Auf den
Achsen ist die Ausgangskonzentration c., der Schmelze sowie die Ziehgeschwindigkeit
V aufgetragen. Als Kurvenparameter findet sich der Temperaturgradient G. Betrach-
ten wir beispielsweise die Ausgangskonzentration ce, = 1072, so finden wir fiir kleine
V zunéchst eine stabile, ebene Erstarrungsfront. Bei Erhohung der Ziehgeschwindig-
keit V' durchtreten wir, abhingig von G, die (gestrichelte) Grenzkurve der Stabilitét.
Wir finden dort periodisch gestorte, d.h. zellulare oder gar dentritische Erstarrung.
Die weitere Steigerung von V fithrt uns dann wieder in einen stabilen Bereich. Dort,
bei sog. iiberkritischen V', wird wieder eine ebene Erstarrung erwartet. Man beachte
hierbei die logarithmische Teilung der Achse. Erstarrungsgeschwindigkeiten oberhalb

des instabilen Bereichs treten in technischen Prozessen selten auf.

Die hier beschriebene Destabilisierung bei Erh6hung von V' kann physikalisch einfach
durch die Aufsteilung des Konzentrationsprofils erklart werden, welches als Folge
grofler V' auftritt. Dies konnen wir sofort aus dem Konzentrationsprofil ableiten, aus

welchem

o= o LA

D &k

fiir den Gradienten folgt. Der Konzentrationsgradient aber war es, welcher desta-
bilisierend wirkt. Bewegen wir uns im iibrigen zu hoheren Konzentrationen, so
tritt gleichfalls destabilisierendes Verhalten auf, indem der Verlust der Stabilitét der
ebenen Erstarrung bereits bei kleineren V auftritt (vgl. schraffierte Aste). Das
Diagramm zeigt weiterhin den stabilisierenden Einflu des Temperaturgradienten
auf. Fir grofle Werte G tritt die instabile Erstarrungsfront erst bei grofieren V
auf. Fir extrem kleine Konzentrationen c., findet sich keine Stabilitdtsgrenze, d.h.
hier findet man ebene Erstarrung. Auch dieser Bereich ist technisch nur schwer
zugénglich, da dies die Herstellung extrem reiner Schmelzen erfordert. Im iibri-
gen findet man in Abbildung 41 drei Datenpunkte, welche die Stabilitdtskurve fiir
G = 38.2 bestétigen. Das betrachtete Stoffsystem ist im tibrigen eine transparente
Bernsteinsdure-Dinitril/ Azeton-Legierung, welche ein identisches Phasendiagramm
wie die Eisen/Kohlenstoff-Legierung besitzt. Aufgrund dieser Eigenschaften ist dieses

Stoffsystem &uflerst sorgfiltig in der Literatur untersucht worden.
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6 Anhang

6.1 Numerische Integration der gewo6hnlichen Differential-
gleichungen des Filmsiede-Problems an der vertikalen
Wand (vgl. 4.1)

Wir wollen zunéchst die Differentialgleichungen, Rand- und Ubergangsbedingungen

des Problems, welche in Abschnitt 4.1 abgeleitet sind, nochmals zusammenstellen.

Mit wachsendem 7 haben wir:

n=20 f=0,
f7] = O o
9 = 1 ;
O<n<ng: fomm = ~—-2f§+3ffm,+1 ,
m = 3Prfi, ;
— 'I/g _ F
n="nH U, - y
Vg _
V[fn - Fn ’
V2o
g9&9 = F
lezglf"" mo o
9 = 0
3L
9, = —-Pr———f
! cpg(TW_TS)f
g <n <oo: Fom = —2F,72+3FF,7,7 ;
N — 00 Fr —= 0,
F, = 0

In mathematischen Programmbibliotheken findet sich in der Regel eine Vielzahl von
Routinen, welche ein System gewohnlicher Differentialgleichungen, unter Anwendung
verschiedenster Integrationsalgorithmen, integrieren kénnen. Ausgangspunkt ist im
Regelfall die Formulierung

g=f@
d.h. ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung. In der Tat ist es generell

moglich, durch geeignete Substitutionen, eine Differentialgleichung n-ter Ordnung in
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n Differentialgleichungen 1.Ordnung zu iiberfiihren. Wir verwenden hierzu beispiels-

weise die folgenden Substitutionen (der Punkt bezeichnet die Ableitungen nach 7):

hn
Y2
Ys
Ya
Ys
21
-5)

Z3

= fm

= fn = e=fm=n ,
= f = ®B=HL=% ,
=9, ,

= 9 = g=Y;=y ;
= B

= F = n=F,=z |,
= F = z=F =z

Somit kénnen wir sofort unser System von Differentialgleichungen in den Komponen-

ten der Vektoren ¥ und 2z umformulieren.

n=20:

=1 -

o=
Yo =
Ys =
Y =
Ys =
o=
Y2 =
ys =
Yo =

Us =

Wir erhalten

1
—2y5 +3ysp + 1,
[ 3

Y2 )
3Pr YsYys

3L
_Pr— .
cpo(Tw — TS)y3

0 ;

—Zzg + 32321,




Zg = 21,
23 = 2o

n—00: zn = 7,
7 — 0
zz — 0

Wir haben offensichtlich durch die angegebenen Substitutionen unsere Differential-
gleichungen im Dampfgebiet, d.h. die Impulsgleichung (3.Ordnung) und die Wérme-
transportgleichung (2.0rdnung) in fiinf Differentialgleichungen 1.Ordnung iiberfiihrt,
welche wir mit der Standard-Routine integrieren kénnen. Im Fliissigkeitsgebiet hat-
ten wir lediglich die Impulsgleichung (3.0Ordnung), welche jetzt in drei Differential-
gleichungen 1.0rdnung iberfiihrt ist. Wir wollen nun die Integration an der Wand bei
n = 0 starten und zunéchst iiber den Dampffilm integrieren. Hierzu benotigen wir alle
Werte 41, Yo, U3, ¥s, Y5 bei n = 0 als Startwerte. Aus unseren Randbedingungen sind
3 dieser filnf Werte festgelegt, fiir y; und y, haben wir keinen Startwert abgeleitet.
Physikalisch ist y; proportional zur Wandschubspannung und y4 proportional zum
Wandwérmestrom. Iiir diese beiden Grofien geben wir zundchst einmal Schitzwerte
an, welche sicherlich in der Gréfilenordnung O(1) sein miissen. Nun fithren wir die
Integration bis 7 = 1y aus und erhalten hieraus den Ergebnisvektor ¢ bei n = ny.
Hier kénnen wir nun sofort iiberpriifen, ob wir die Temperaturrandbedingung y5 = 0
erfiillen. In der Regel wird dies nicht der Fall sein, sodafl wir unseren Schétzwert fiir
y4 modifizieren miissen. Diese Prozedur wiederholen wir bis die Temperaturrandbe-
dingung bei n = ngy erfiillt ist.

Wir miissen nun in der Folge bei 7 = ng den Ergebnisvektor ¢ mit Hilfe der Uber-
gangsbedingungen in den Startvektor Z des Fliissigkeitsgebiets umrechnen. Dies ist
sofort bei Verwendung des Dichte- und Viskositdtsverhéltnisses méglich. Mit diesem
Startvektor Z(n = ny) beginnen wir nun unsere Integration fiir wachsende Werte 7.
Die Randbedingungen sind fiir n — oo gegeben, sodafl wir numerisch etwa bis n = 50
integrieren. Im Regelfall werden wir zunéchst die Randbedingungen im Auflenfeld,
d.h. 29, z3 — 0, nicht erfiillen. Wir miissen deshalb mit einem besseren Schitzwert fiir
y1 an der Wand erneut die komplette Integration iiber beide Schichten wiederholen,
bis letztendlich die Randbedingungen im Auflenfeld erfiillt sind. Diese Strategie fithrt
letztendlich zur Losung, welche sich dadurch auszeichnet, daf sie die Randbedingun-

gen alle erfiillt. Auf eine Besonderheit sollte hier noch hingewiesen werden. Die obige
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Prozedur setzt voraus, dafl wir ng, d.h. die Dicke des Dampffilms, a priori kennen.
Haben wir dann die Integration vollstindig ausgefiihrt, so legt die Ubergangsbedin-
gung yg = —3Pr L/(cpy(Tw —Ts))ys den Wert des Parameters L/(c,o(Tw —Ts)), d.h.
der dimensionslosen Latentwérme, fest.

Wiederholen wir unsere Rechnung fiir verschiedene 7y, so ergibt sich jedoch ein klarer
Zusammenhang ng = f{L/(cpe(Tw — Ts))}, sodaB wir bei Vorgabe der dimensions-
losen Latentwédrme auch umgekehrt die Dicke ng des Dampffilms mit recht guter
Genauigkeit schitzen kénnen. Es ist jedoch rechentechnisch einfacher ny zunéchst
fest vorzugeben.

Im folgenden ist ein Beispielprogramm in FORTRAN gelistet, weiches den oben be-
schriebenen Integrations- und Schitzalgorithmus ausfiihrt. Die Iteration fiir den
Startwert von y4 (takt) ist hier bereits automatisiert implementiert, die Iteration
des Startwertes von y; (cakt) erfolgt manuell durch Neueingabe und Riicksprung
am Programmende. Die eigentliche Integration erfolgt durch die Routine ’DCO2AD”’,
welche zweimal, fiir das Dampfgebiet und das Fliissigkeitsgebiet, aufgerufen wird. Die

Parameterliste der Subroutine sei im folgenden kurz erldutert:
e neq: Anzahl der Differentialgleichungen 1. Ordnung (INTEGER*4),
e etaakt: linke Integrationsgrenze fiir n (REAL*S),
e etaend: rechte Integrationsgrenze fiir n (REAL*8),

e y bzw. z: Feld der Dimension neq, welches die Variablen beinhaltet. Bei Aufruf
miissen hier die Startwerte eingebracht werden (REAL*8 DIMENSION(neq)),

e derivy bzw. derivz: Name der Subroutine, welche die Ableitungen berechnet,
e epsl, eps2: Genauigkeitsanforderungen (REAL*8),

e npr: Anzahl der Stiitzpunkte im Integrationsgebiet, welche auf eine Datei ge-
schrieben werden (INTEGER*4),

e ip: logische Nummer der Ausgabedatei (INTEGER*4).

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, dafi die gelisteten Subroutinen ’DERIVY’
und ’DERIVZ’ die eigentlichen Differentialgleichungen berechnen. Bei gegebenem
Zustandsvektor ¢ bzw. Z muf} jeweils im Feld F(neq) die Ableitung 7 bzw. Z zuriick-

gegeben werden. In ’DERIVY’ finden sich demgeméf die fiinf Differentialgleichungen
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erster Ordnung, welche im Dampfgebiet gelten. In DERIVZ’ erfolgt die Berechnung
der drei Differentialgleichungen des Fliissigkeitsgebiets.

Programmlisting:

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

program vertical
cceeeeceececcecececceececeececcceeeccccecececceccccccccccccccccceccccccccepedbe
¢ calculates a two-dimensional film boiling problem at a vertical
¢ wall according to the description in the lecture: flows with free
¢ interface, using harwell routines dc02ad,dcOlad.
¢ cf. Koh, ASME J. Heat Transfer, Vol.84, 55ff, (1962)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCccecce

real*4 y1,y2,y3,21,22,23

integer*4 neq,npr,ip

real*8 eta,etaakt,etaend,epsi,eps2,y(5),nygl,rogl,z(3)

real*8 cmin,cmax,cakt,takt,tmin,tmax,pr,etah,latent

real*8 cl,c2,c3,fr

common/parameter/ pr

external dc02ad,derivy,derivz,derivt

cccceccce parameters cceeeeecceceeeccecececececceceeececeeccecececcecccceccececcececcecceccececcceccecceccec

nygl = 0.5d00
rogl = 0.1d400
pr = 1.0d00
fr = 1.d00/4.d400
etah = 3.0d00
cl = (((1.d00/rogl)-1.d00)/ (4.d00*fr))**0.25d00
c2 = 4.d400%*c1
c3 = ¢2/nygl
c cakt = -0.545d00 for etah=1
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-0.8312400 for etah=2
-0.9405d00

o cakt

cakt
ccceccce dimensionless groups C€CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee

write(6,1000) nygl,rogl,pr,fr

pause

1000 format (7 skkskkkskkksiokkikkkikk Parameters: ¥kkskkikskkxkkkkkk’ /

1 > % vyiscosity ratio (g/l1):’,gl4.4,’ (1] */
1 ’ % density ration (g/1) :’,gl4.4,’ (1] *7/
1 ’ % Prandtl-number: ’,gla .4, [1] x7/
1 ’ % Froude-number: ) gl4 .4, (11 *7/
1 DR RO R KRR KRRk KRR S HRR KHR KRR KRR koK 0 )

1001 format(5gl6.6)
1004 format(2£14.8)
cccececce writing plot description ccccccccccccecccccececccccccccccceccece
open(unit=14,file="temp.gnu’)

rewind (unit=14)

1003 format (’plot "temp.1l" with lines;’/
‘pause -1;’/
’plot "temp.2" with lines;’/
’pause -1;°/
’plot "temp.3" with lines;’/
’pause -1;°/
'plot "temp.4" with lines;’/

‘pause -1;’/

N e = = S ™ S N TF U

Yexit;?)
close(unit=14)

ccccece integrating gas momentum equation f(eta) and teta(eta) cccccc

1 tmin = -5.d400
tmax = 0.d400
2 takt = (tmin+tmax)/2.d00

open(unit=14,file="kleinf.dat’)
ip = 14
npr = 200
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neq =5

0.0d00
etah
1.d4-06
1.d4-06

etaakt

etaend

epsl

[

eps2
cccecce starting values for y(i) ccccccceccececceeccecccccececcecetcCeece
y(1)
y(2)
y(3)
y(4)
y(5)

]

cakt
0.d00
0.400

takt
1.d00

ccc
call dc02ad(neq,etaakt,etaend,y,derivy,epsl,eps2,npr,ip)
ccc
if (neq.gt.0) goto 96
print*,’ xxxxx ERROR *x¥xx: from DCO2AD, IERR = ’,neq

[Xe)
(=)}
(9]

ontinue
close(unit=14)
c print*,y
if(y(5).gt.0.d00) tmax=takt
if (y(5).1t.0.d00) tmin=takt
print*,’t-iteration:’, takt,y(5)
if(dabs(y(5)).gt.1.d-06) goto 2
latent = y(4)/(y(3)*pr*3.d00)
print*,’dim.less latent heat of evaporation:’,latent

ccccececc integrating liquid momentum equation F(eta) ccccccecccceccccce

open(unit=14,file=’grossf.dat’)

ip = 14

npr = 200

neq =3

etaakt = etah
etaend = 50.400
epsl = 1.4-08
eps2 = 1.4-08
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ccccecce starting values for z(i) cceccecccceeeccccececeeccececccccceeeceee

z(1) = y(1)*nygl*nygl*rogl

z(2) = y(2)*nygl

z(3) = y(8)#*nygl
cce

call dc02ad(neq,etaakt,etaend,z,derivz,epsl,eps2,npr,ip)
cce

if (neq.gt.0) goto 97
print*,’ sssxkx ERROR *¥xx%: from DCO2AD, IERR = ’,neq
97 continue

C print*,z
close(unit=14)

ccccecce fetching data from output file ccccccceccececccecccccecceccccccce
open(unit=13,file=’kleinf.dat’)
open(unit=14,file=’"grossf.dat’)
open(unit=15,file="temp.1’)

Y4 marram D)
veup ., L)

Nt

open{unit=16,file=
open(unit=17,file="temp.3’)
open(unit=18,file="temp.4’)
do 50 k=1,200
read (13,1001) eta,yi,y2,y3,y4
read (13,1001) yb
write(16,1004) eta,y2
write(16,1004) eta,y5
W = —1.%clxc2*y2
write(17,1004) eta,w
50 continue
do 51 k=1,200
read (14,1001) eta,zi1,z2,z3
write(18,1004) eta,z2
w = —1.%cl*c3%z22
write(17,1004) eta,w
51 continue

close(unit=13)
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close(unit=14)

close (unit=15)

close(unit=16)

close(unit=17)
cccccee plotting data using gnuplot cccccccccececcccecccccccecccccceeeeece

call system(’gnuplot "temp.gnu"’)

print*,’ cakt,takt:’,cakt,takt

print*,’ enter new cakt:’

read (x,*) cakt

goto 1
CCCCCCECCCCECCECCCCCECECCCCCCCCCCECCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

stop

end

ettt dddddddaddaddaddaddaddaddaddaddaeddeddaddaddedsddsteddolotelels
subroutine derivy(eta,y,f,neq)
CCCCCCCCCCCCCCCCeCeecceeccecececccececcececcecceccecccccccccceccce ped6 cee
real*8 eta,y(neq),f(neq),alfa,pr
integer*4 neq

common/parameter/ pr

ccc
f(1) = -2.d00*y(2)*y(2) + 3.d00xy(3)*y(1) + 1.d400
£(2) = y(1)
£(3) = y(2)
£(4) = 3.d00*prxy(3)*y(4)
£(5) = y(4)
ccce
return
end

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCe
subroutine derivz(eta,z,f,neq)
CCCCCCCCCCeeeeeeceeeeeeceeceeceecceccecceeceeccccecceccecceccecce pedb cec

real*8 eta,z(neq),f(neq),alfa
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integer*4 neq

cCccC
f(1) = -2.d00*z(2)*z(2) + 3.d00%z(3)*z(1)
£(2) = z(1)
£(3) = z(2)
cCccC
return
end
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