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Theoretische Untersuchungen zum fernen, turbulenten Nachlauf
iiber einem beheizten Zylinder

Zusammenfassung

Es werden Losungen fiir den turbulenten Nachlauf hinter einem schwach beheizten Zylinder
gesucht. Wir gehen dabei von dhnlichen Losungen fiir den reinen Nachlauf aus, wie sie von
Schlichting, und Schmidt, vertffentlicht wurden. Der Zylinder wird entgegen dem
Schwerefeld der Erde angestromt. Wir betrachten das Problem zweidimensional und im
zeitlichen Mittel stationdr. Die Grenzschichtapproximation stellt hierbei die Basis unserer
Berechnungen dar. Mit Hilfe asymptotischer Methoden wird dann eine Losung abgeleitet,
welche fiir den schwach beheizten Zylinder giiltig ist.

Die erste Ordnung beinhaltet den zum einen linearisierten Nachlauf. Zum zweiten erhalten wir
durch die eingebrachte Warme ein Temperaturfeld, welches in dieser Ndherung jedoch keine
Auftriebskréfte bewirkt. Die Wéarme wird folglich passiv durch die Stromung weitergetragen.
Die zweite Ordnung beinhaltet dann Nichtlinearititen des Impuls- und Wérmetransports.

Typische Merkmale, die den Nachlauf beschreiben, wie die kinematische und thermische
Grenzschichtdicke fiir den reinen Nachlauf und Aufirieb, die Geschwindigkeits- und
Temperaturamplituden auf der Symmetrieachse, werden durch Verdndern von verschiedenen
Parametern aufgezeigt.

Bei den Parametern handelt es sich um den Mischungsweg yip die REYNOLDS-Zahl Re und die

GRASHOF-Zahl Gr.

Asymptotic theory for the far and turbulent wave above a weakly-
heated cylinder

Abstract

We consider the turbulent wake above a weakly-heatet cylinder, which is horizontally
positioned in the gravitational field, such that the forced flow is from bottom to top with its
direction just opposite to the direction of gravitational acceleration. Based on boundary layer
theory we develop asymptotic solutions valid in the far wake and perturb those solutions by
applying weak buoyant forces. The problem is considered plane and steady with respect to the
time-averaged variables of state. Moreover, the mixing length model is applied to capture the
turbulent shear stresses and the turbulent heat flux.

In a first approximation we recover the linearized far wake similary solution as given by
Schlichting or Schmidt. Within that flow field heat is passively transported, leading likewise
to a similarity solution for the temperature field. Within the first approximation no buoyant
effects are present. The second order approximation corrects nonlinearities within the
transport of momentum and heat and includes the effect of weak buoyant forces.

The typical properties of the wake such as kinematic or thermal boundery layer thickness or
amplitudes of velocities and temperatures are used to discuss the influence of various
parameters. The parameters are particulary the mixing length N, the Reynolds-number Re and

the Grashof-number Gr,
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Kapitel 1

1. Problemstellung

Es soll der turbulente Nachlauf eines beheizten, unendlich langen Zylinders betrachtet
werden. Die Betrachtung bezieht sich auf den fernen Nachlauf in einigem Abstand hinter dem
beheizten Zylinder. Das Problem wird zweidimensional und im zeitlichen Mittel stationdr
betrachtet. Beim Fluid handelt es sich um ein zihes, wérmeleitendes Medium.

X, U X, u

D uxy),uxy) o p uxy), uxy) ¢

A B
uco, u' uco, u'
Teo, T Teo, T'
peo, p' peo, p'

Abb. 1.1 Nachlauf iiber einem Zylinder =~ Abb. 1.2 Nachlauf iiber einem beheizten Zylinder

(Zwangskonvektion) (Mischkonvektion)

Abb. 1.1 und Abb. 1.2 zeigen den Zylinder mit dem Durchmesser d, in dessen Mittelpunkt der
Koordinatenursprung liegt. Die x-Achse zeigt in Richtung der Anstrémung, die y-Achse steht
senkrecht auf der x-Achse. Die Stromung erfolgt entgegen dem Schwerevektor g mit der
Lingsgeschwindigkeit u, und einen Schwankungsanteil u’. Der Zylinder wird mit einem
konstanten Warmestrom Q beheizt.

Die Abb. 1.1 zeigt ein Profil der Nachlaufgeschwindigkeit u(x,y) bei Zwangskonvektion. Der
unbeheizte Zylinder verursacht in der Stromung eine Nachlaufdelle. Diese entsteht durch den
Widerstand, den der Zylinder in die Strémung einbringt.
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In Abb. 1.2 ist die Mischkonvektion dargestellt. Im Nachlauf finden sich zwei Effekte wieder.
Zum einen die Zwangskonvektion, die durch die Anstrémung entsteht und zum anderen die

Naturkonvektion, die vom beheizten Zylinder herriihrt.

Wenn der Zylinder beheizt wird, so verursacht der Wéarmestrom einen Temperaturanstieg im

Nachlauf des Fluids. Unter dem Einflufl des Schwerefeldes der Erde kommt es dann infolge

der temperaturabhéngigen Dichte zu Auftriebskriften im Fluid iiber dem Zylinder. Somit

erfdhrt das Fluid im Nachlauf eine Beschleunigung. Die Nachlaufdelle fiillt sich,

hervorgerufen durch den Auftriebseffekt, wieder auf.
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Kapitel 2

2. Mathematische Formulierung

2.1 Grundgleichungen

Impulsbilanzgleichung:

@=f—-l gradp+v AW (3.1)
t p ? '
Kontinuitétsgleichung:

V#w =0, (3.2)

Wirmebilanzgleichung:
ar = L AT. : (3.3)

dt pc,

Bei der ersten Gleichung (3.1) handelt es sich um die NAVIER-STOKES-Gleichung in
Vektorform. Sie findet Anwendung bei einer inkompressiblen Strémung einer NEWTONSCHEN
Fliissigkeit. Dabei entspricht W = (u, v, w) dem Geschwindigkeitsvektor, p dem Druck, v der
kinematischen Viskositdit und p der Dichte des strémenden Mediums. In der
Impulsbilanzgleichung (3.1) und der Warmebilanzgleichung (3.3) steht der LAPLACE-Operator
als A=8/ox*+& /oy’ +6°/6z>. Die Wirmebilanzgleichung (3.3) beinhaltet die spez.
Wirmekapazitit ¢, und die Wérmeleitfahigheit A. Hinzu tritt noch die Kontinuitétsgleichung
(3.2). In ihr finden wir den NABLA-Operator als V =0/0x,0/0y,0/0 z.

Um die Impulsbilanzgleichungen zu vereinfachen, wird die BOUSSINESQ-Approximation

verwendet.

1.  Zihes, wiarmeleitendes Medium mit konstanten Stoffeigenschaften:

W, dynamische Viskositét,
A, Wirmeleitfihigkeit,

Cps spez. Warmekapazitét,
V= WPy, kinematische Viskositit,
K =Mpy, Cp Temperaturleitfihigkeit;
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2.  Die Dichte ist als konstant (p= p,= const) anzunehmen. Eine Ausnahme bildet der
Auftriebsterm, wo eine lineare Dichte-Temperatur-Beziehung geméf

p= pw(l—a(T—Tw))

verwendet wird. In dieser Gleichung bezeichnet o den Volumenausdehnungskoeffizient.

Fiir den Fall einer turbulenten Stromung kénnen die Geschwindigkeiten, Temperaturen und
Driicke in einen zeitlichen Mittelwert und in die Schwankungen zerlegt werden. Hieraus
ergeben sich die REYNOLDSSCHEN Ansétze

Tt,x,7,2) = T(x,y)+ T(t,x,v,2). (3.4)

A 4

Abb. 2.1 Turbulente Schwankungen als Funktion der Zeit

Diese Ansdtze (3.4) werden in die NAVIER-STOKES-Gleichung (3.1), in die
Kontinuititsgleichung (3.2) und in die Wéarmetransportgleichung (3.3) eingebracht. Wir
fithren danach eine zeitliche Mittelung durch und beachten
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Die Gleichungen fiir eine turbulente, zweidimensionale Strémung ergeben sich damit zu:

Impulsbilanzgleichung in x-Richtung:

aﬁ 2— 2= [ ! _
— - - N - Auftriebsterm
konvektiver Term Druckterm mol. Reibung turb. Reibung

Impulsbilanzgleichung in y-Richtung:

o & 106p (azv azvj v ov
-— VitV —

2 2
o 9y p,dy \&x* dy ox 0y (3.6)
;—\(_—__..J \ ~ I ) .
konvektiver Term  Druckterm mol. Reibung turb. Reibung

Wirmebilanzgleichung:
ST T (aZT+ az’T'J Lo, T
u— V-——- — K _— —_— I3 o
ox oy ox* ' oy* ox oy
konvektiver \m 1. Wi rmeleitun I;m b. Wi E (37)
W4 rmetransport o & rb. Wé rmestrom
Kontinuititsgleichung:
ou ov
ox oy (3.8)

Hierbei verwenden wir die kinematische Viskositidt v und die Temperaturleitfihigkeit «. Die

Definitionen sind:
A
V= —”— K=
poo ? p°° CP '

Die Randbedingungen unseres Problems lauten (vgl. Abb. 1.2):

oa _ oT
Symmetrielinie y=0, x: g =V, v=0, g =0,
AuBenfeld y — +o0 | x: u=1,, %=0, T=T,.
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Wir wollen nun eine integrale Impuls- und Wérmebilanz aufstellen. Hierzu bendtigen wir
einen geeigneten Kontrollraum, welcher in Abb. (1.1) und (1.2) mit A-B-C-D gekennzeichnet
ist. Die integralen Bilanzen werden pro Lingeneinheit formuliert. Aus der Kriftebilanz am
Kontrollraum

YE+XE =0 (3.9)

betrachten wir zunédchst die Komponente in x-Richtung. In Gleichung (3.9) bezeichnet Fj die

Impulskrifte und F, die angreifenden Krifte. Am System angreifende Krifte sind hierbei
Druckkrifte, Auftriebskrifte und Haltekrifte.

Im einzelnen miissen wir folgende Krifte betrachten:
e Am Eintritt A-B in den Kontrollraum stromt Fluid hinein, wodurch infolge der
Einstrémung eine Impulskraft und eine Druckkraft entsteht.

e An den seitlichen Kontrollraumgrenzen A-D und B-C entsteht eine Impulskraft, die sich
aufgrund der Quergeschwindigkeit v in y-Richtung zusammen mit der
Liangsgeschwindigkeit u in x-Richtung ergibt.

e Der Austritt C-D verhilt sich dhnlich wie der Eintritt A-B. Es entsteht infolge der

Ausstromung eine Impulskraft und eine Druckkraft.

e Der beheizte Zylinder ruft Dichtednderungen im Fluid hervor. Wir miissen deshalb im
Kontrollraum die Auftriebskrifte beriicksichtigen.

o SchlieBlich existiert eine Kraft, die am Zylinder angreift und ihn festhdlt. Diese Kraft
bezeichnen wir als Haltekraft.

Wir betrachten lediglich die Anteile der Kréftebilanz, welche in der x-Richtung wirken und
erhalten hieraus die integrale Impulsbilanz

O=pwi[(ﬁm+u’2 - )dy+ _‘.poo dy+pwocg_[,[ T,) dx dy

-y -y Y- ®

-2p, )](ﬁv-{-u'—v’) dx—%(l—ll?) de,.
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Wir betrachten nun die Wirmebilanz am Kontrollraum A-B-C-D. In der integralen
Wirmebilanz finden wir Anteile aufgrund der Warmeleitung, des konvektiven Wéarmestroms,
des turbulenten Wiarmestroms und der Beheizung des Zylinders.

e An der unteren Kontrollraumgrenze A-B und den seitlichen Kontrollraumgrenzen A-D
und B-C finden wir lediglich den konvektiven Warmetransport.

e An der oberen Kontrollraumgrenze C-D finden wir konvektiven Wirmetransport und

'Wéirmeleitung.

¢ Im inneren des Kontrollraums miissen wir den Wirmestrom Q beriicksichtigen, welcher

von dem beheizten Zylinder eingebracht wird.

Die integrale Warmebilanz ergibt sich deshalb zu
Y, _ . X . Y, . . Y, aT .
O=p, c, _[(ﬁw T, +u’T°’°) dy-2p., c, _[(T '\7+T’V’) dx-p, c, J.(T ﬁ+T’u’) dy+A jgx— dy+Q.
-y -0 -y Y

Mit der Massenbilanz am Kontrollraum A-B-C-D

yj(i’iw ~T)dy=2 va dx
-y - (3.10)

14Bt sich der Impulssatz und die Wirmebilanz vereinfachen. Die integrale Impulsbilanz in x-

Richtung wird dann zu

0=p, y_[(ﬁw u-u’ +E—?) dy-2p, )].(W) dx+p, o gy_[ T(T——T;) dx dy

-y - ® -y-

Y,
R
-y (3.11)

und die integrale Wiarmebilanz wird zu

Yo 4T Y,
0=p,c, yf(ﬁ(i ~T)-Tw) dy + f% dy-2p,¢, JTvy ax+ Q31

-y -y -y
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2.2 Grenzschichtapproximation

Bei einer turbulenten Strémung ist die REYNOLDS-Zahl grof. Somit hat die Strémung
Grenzschichtcharakter. Die Nachlaufstromung besitzt demnach zwei unterschiedliche
Bereiche.

1. Die Grenzschicht ist eine diinne Schicht, in der die Ursache fiir den Reibungswiderstand
zu finden ist. In ihr sind sowohl die Reibungskrifte als auch die anderen Kréfte wichtig.

2. Im Bereich der dufleren Strémung sind die Reibungskrifte vernachldssigbar. Hier kann
die Stromung als reibungsfrei betrachtet werden.

In der Grenzschicht lassen sich die Gleichungen vereinfachen und deshalb leichter 16sen als
die allgemeinen NAVIER-STOKES-Gleichungen. Der Grund ist in der verhdltnismaBig diinnen
Grenzschicht zu suchen. Um die GréBenordnung der Terme in den Gleichungen (3.5), (3.6),
(3.7) und (3.8) bewerten zu konnen, werden diese zunichst in eine dimensionslose Form
tiberfiihrt. Die Grenzschicht besitzt zwei unterschiedliche Léngenskalen. Die Langsabmessung
in x-Richtung ist gegeniiber der Querabmessung in Richtung der y-Achse gro3. Aus diesem
Grund ist die Querabmessung y mit der Linge € d zu skalieren, wihrend die Léngsabmessung
mit d skaliert wird. Fiir den Parameter € gilt:
ge< <1,
Hiermit ergeben sich zwangsldufig auch separate Geschwindigkeitsskalen.

Die Skalierung wird zusammenfassend wie folgt vorgenommen:

X = =7
d’Y de’
— u u’
U=..__;U’=—_——>
uco uﬂo
— v v
V=—,V=—,
u, ¢ u, (313)
6_T_T°° @l_._T_,__
T AT AT’
§=£,P’=—E
Po by
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Hierbei bedeuten die Symbole

d : Zylinderdurchmesser,
U : Anstromgeschwindigkeit,
AT = Q
VS Po : charakteristische
Temperaturdifferenz,
Pe
Po="5" u’
Z : Staudruck der Anstrémung.
Es ergeben sich drei Kennzahlen, die die Physﬂc des Problems beschreiben [1].
d
REYNOLDS-Zahl: Re= u°3 ,
agATd?
GRASHOF-Zahl: Gr= T,
PRANDTL-Zahl: Pr= ~:—,

Die REYNOLDS-Zahl entspricht dem Verhdltnis von Trégheitskraft zur

(3.14)

(3.15)

(3.16)

viskosen

Reibungskraft. Die GRASHOF-Zahl beschreibt die Intensitit der Auftriebsstromung. Sie ist das
Verhéltnis von der Leistung der Auftriebsstromung und Leistung der viskosen Krifte. Die
PRANDTL-Zahl gibt das Verhéltnis der Transportkoeffizienten fiir Impuls v und Wirme « des

Fluids an. Sie stellen eine reine molekulare Stoffeigenschaft dar.

Fiihren wir die angegebenen Skalierungen ein, so finden wir in dimensionsloser Form

die Impulsgleichung in der x-Richtung:

_80 _ 80 &P 1(62”6 180 j (ou7 18(U’V’)\ Gr —

U o+V o=t

0X 0Y X ReldoX® ¢&* oY’ oX e 0Y

+= J+
die Impulsgleichung in der.y-Richtung: )
(Uav _a_i_f"_j_ P o (62V+ 1 azvj (o(UV) 10v°
*\Vax TV aYy)T oY TRelax? Teav?) % aX e BY s

die Warmetransportgleichung:
_ 50 a®j K (02@ 16@] (a(T@ ) 18(VO)
u,-d

X & oY

Uax " Vay x> e oY’ )

und die Kontinuititsgleichung:

, (3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Die Randbedingungen in dimensionsloser Form lauten:

ou <5 00
ielinie v = C —= V=0 —— =
Symmetrielinie y =0, x: Ee 0, , oy 0,
— ov _
AuBenfeld y —» + o0, x: U=, 6_§—0 ®=0, (3.21)
Die integrale Impulsbilanz lautet dimensionslos
Y__ . Y — — Y x
¢, = s—jU(l— 0) dY+s:[(U; ~U )dY+E—s_J'_;[® dx dY+e_j (P, -P)ay
Y Y Y (3.22)

+2 I(W) dx

und die integrale Warmebilanz ergibt sich zu

=_RCSJ(U,@ To- '[jT@T)dY_P — j—&dsze f(@yv)dx (3.23)

-y -0

Die obigen Gleichungen beinhalten zum einen die zeitlich gemittelten GroBen U, V, P, ©.
Zum anderen verbleiben aber nach der zeitlichen Mittelung Mittelwerte iiber Produkte der
Schubspannungen von der Form U_’\7, F, -\—77, W, V'® . Das Gleichungssystem ist
demnach nicht geschlossen, weil die Schwankungsgréfien U’, V', ® nicht bekannt sind. Sie
miissen deshalb durch die mittleren GréBen U, V, ® ausgedriickt werden. Dies geschieht mit
dem sogenannten Prandl'schen Mischungswegansatz. Hiernach kommen die turbulenten
Schwankungen der Gréflen zustande, weil ein makroskopischer Austausch von
Flissigkeitsballen tiiber eine typische Distanz, dem sogenannten Mischungsweg, vorliegt.
Durch diesen Austausch nehmen die Fliissigkeitsballen beispielsweise ihre Geschwindigkeit
an den neuen Ort mit, was als Ursache der turbulenten Schwankungen angesehen werden
kann. Wird Flussigkeit in einem Feld ﬁ(y) um die Distanz 1 in der y-Richtung versetzt so

ergibt sich am neuen Ort eine Geschwindigkeitsdifferenz von
_ _ ou
Au= u(y+l) - u(y) = 15«..

Hierbei ist von einer Taylor-Reihenentwicklung Gebrauch gemacht worden. Die Turbulenten

Schwankungen liegen dann in der gleichen GréBenordnung wie Au, es gilt

ou
u~v~]1—,

Mit diesem Mischungswegansatz vgl. [2,3] kénnen nun die Terme der turbulenten

@1@
™ oy| oy

Schubspannungen und Warmeleitung ersetzt werden. Wir erhalten

ou| ou —
——, q,, =-uT =11
y| oy ’ ,

[ ot — 12
T, =-uv' =1

-10 -
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Die turbulente  Schubspannung und der turbulente Wérmestrom in den
Differentialgleichungen werden entsprechend dem Mischungswegansatz eliminiert. Wir
erhalten hieraus dann ein geschlossenes Gleichungssystem. Da nur noch zeitgemittelte Groflen
auftauchen, kénnen wir im folgenden auf die Querstriche bei der Notation verzichten. Es
kommt die Impulsgleichung in x:

) ( ( N
U .oU &P 1|8U 1 &U | lou aU 1|aua2 | Gr
Ut Vo=t — — 212 —0 (3.24
X' oY X Re|a e oY’ J LL@Y oYoX e aYaY2JJ Re? © 329
;._ﬂ___J
o) o ouke) oa/(Ree ) () o(n O(Gf/Re )
die Impulsgleichung in y:
v aor] |
v avj 2| &V 1 &V [6U U } 1(8U a2U)
SEARVLEAN A A +2 1% ., (3.25
8( X av)T oy ReLQ(i+e aYzJ F LBY@Y@X ovovt)> O
o) ol O(sz/Re) oa/re) o(e?) 8)
Wirmetransportgleichung:
( 3
y@ @ 11 e 1 o0 |
oX oY RePrL oxX2 T g* aY? J
_—— —— —
o(1) O(1/(RePr)) O(}/(RePre?)) :
( (3.26)
. i( U 59 U O j 1(62U_6_(2+ a@ggl
8YdX 8Y ' 8Y 8YSX) e\8Y? Y = 8Y? oY
O(a) o)
1 1
Hierbei verwenden wir die Abkiirzungen L = PR L,= ﬁ
die Kontinuitétsgleichung:
LA A (327
X oYy 27)
mit den Randbedingungen:
oU
Symmetrielinie y=0, x: o 0, V=0, ®=0,
oV
Auflenfeld y — 0, x: U=1, W=O, ®=0. (3.28)

Die integrale Impulsbilanzgleichung wird zu

LN —stl U)dY+12¢ y gg) dY+—sH®dXdY+afP ~P)dY, (3.29)

2" Pr %, 5
die integrale Warmebilanzgleichung kommt als
) EE) an e (00
_ — 4y
Reg J.(UG)) dY+eLL, Re \ay oy dy - PrRe | X (3.30)

-y

- 11 -
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Wir betrachten zunéichst Gleichung (3.24). Hier finden wir den konvektiven Term in O(1) und
die molekulare Schubspannung in O(l/ (sz Re)). Zusitzlich finden wir eine turbulente

Schubspannung in 0(2 2 /8), welche wie erwartet deutlich grofler ist als die molekulare
Schubspannung. Wollen wir konvektive Effekte und turbulente Schubspannungen im Problem
belassen, so muB gelten O(21*/e)=0(1). Mit dieser Vorausbetrachtung wenden wir uns
Gleichung (3.25) zu. Der filhrende Term aus der turbulenten Schubspannung bleibt hier von
O(¢), alle anderen Terme sind kleiner. Somit kann der Druckgradient lediglich von O(g) sein.
Dies bedeutet, dal der Grenzschicht wegen dP/0Y < <1 der Druck von aufien aufgeprigt
wird, wie das bei laminaren Grenzschichten der Fall ist. Konsistenterweise mufl auch in
Gleichung (3.24) der Druckgradient von O(g) sein. In der Warmetransportgleichung (3.26)
schlieBlich besteht ein Gleichgewicht zwischen dem konvektiven Term und dem fithrenden
Term des turbulenten Wérmestroms.

Wir ziehen nun die Schluifolgerung aus der obigen Gréfenordnungsbetrachtung und geben
die Gleichung in der sogenannten Grenzschichtapproximation an, d.h. in fithrender Ordnung
fiir € < < . Wir wollen hier willkiirlich unterstellen, daB3 der Aufiriebsterm schwach ist. Es
kommt die Impulsgleichung in x:

oU _8U 21*(oU aZU) Gr [ 1
U6X+V6Y— - (6Y6Y2 +Rez®+0(a)+0 Ros ’ (3.31)
die Warmetransportgleichung:
0® 00 LL, 0 (oU e 1 1
—+V_o=—"2 ( ( o( 32
Ux™Vay™"% aviovor) O Repre? )T \Repr - (3:32)
und die Kontinuitétsgleichung: ‘
LA 333
oX oY (333)
Die Randbedingungen lauten:
S trielini =0 . @_0 V=0 QQ—O
ymmetrielinie y =0, x:  —=0, , oy =0
oV
AuBenfeld y —»> + o0, x: U=1, :3—{{:0’ ©=0, (3.34)
Weiterhin miissen wir die integrale Impulsbilanz:
1 ’ Gr |
Zew=e JU(1-T) dY+—ize”®dXdY, (3.35)
' 2 iy Re* ",
und die integrale Wirmebilanz:
M
=Resg J@U dyY. (3.36)

-y

in der Grenzschichtnidherung erfiillen.

-12 -
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Das obige System von Gleichungen (3.31) bis (3.36) wollen wir im folgenden asymptotisch
16sen. Bewegen wir uns weit weg stromab vom Zylinder, so werden die Abweichungen der
Geschwindigkeiten und der Temperatur von den Werten der Anstrémung U_=1, V_ =0 und
®, =0 sicherlich klein sein. Wir konnen mit dem kleinen Parameter € dann eine

Reihenentwicklung der Losungen gemif
UX,Y)=1-%-U,-8%.U,-...,
V(X,Y)= & -V,+8-V,+.., (3.37)
X, Y)= £.-0,+8.0+...
angeben. Wir bringen diese Reihenentwicklung fiir die Geschwindigkeiten U, V und die
Temperatur ® in die Gleichungen (3.31) bis (3.36) ein. Anschlieend werden wir die Terme

der gleichen GréBenordnung im Entwicklungsparameter € aus. Hieraus erhalten wir zum

einen die Gleichungen der Groflenordnung € :

die Impulsgleichung in x:

ou, 271 [6U0 82U0)
g : =0 3.38
ax "¢ Te Loy avr )T (3.38)
Wirmetransportgleichung:
00 _LL, 8 (8U, 560)
= = 3.39
Xt avlay oy /)" (3.39)
Kontinuitétsgleichung:
ou, oV,
“x T oy =0. (3.40)
Die Randbedingungen sind:
S 1:.1.. __0 . aUO_O V_O _a_(:)i_
ymmetrielinie y =0, x: oy =0 0=0, ay
oV,
Auflenfeld y - £ o0, x: U, =0, a—;.—_o, ®,=0. (3.41)
Weiterhin gilt die integrale Impulsbilanz:
1 Y,
Ecw =te J.UO dy, (3.42)
-y
und die integrale Wérmebilanz:
Y
=g¢eRe I@O dy. (3.43)

-y

-13 -
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Hierbei haben wir davon Gebrauch gemacht, dafl die Auftriebskrifte in der Impulsgleichung

Rer2 auf kleine Werte dar.

schwach sind. Dies stellt eine Begrenzung des Parameters

Zum zweiten erhalten wir Gleichungen der GréBenordnung &”:
die Impulsgleichung in x:

ou, _21* & (aU0 aU,') U, . d8U, Gr
g — = - 3.44
X T aylay oY) 0 ax ey TERS (3.49)
die Wirmetransportgleichung:
% . LL, 0 (aU 00, 86U, 80, j 00, . 99,
-V, 3.45
X" avlay oy Tay av)- X Vo ay (3.45)
und die Kontinuitétsgleichung:
ou, oV,
53(— oY =0. (3.46)
Die Randbedingungen sind:
R _ %, _
Symmetrielinie y =0, x: e 0, V, =0, Y 0,
oV,
Auflenfeld y > + 0, x: U, =0, a—leo, ®,=0. (3.47)
Die integrale Impulsbilanz:
Y, Y,
IU1 dyY = IUg dY - R ReT n@ dxX dy, (3.48)
-y -y ")"‘
und die integrale Warmebilanz:
M Y,
.[®1 dY=- j@oUo dy (3.49)
-y -y

Gr
sind weiter zu betrachten. Dem Auftriebsterm ;R—C—;-G)o haben wir willkiirlich in die zweite
Ordnung geschoben. Dies bedeutet, daB wir einen schwach beheizten Zylinder mit
Gr
e O(%) betrachten.

-14 -
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2.3 Ahnlichkeitstransformation in der ersten Ordnung

Wir suchen Losungen fiir das System der partiellen Differentialgleichungen und
Bedingungen, fiir die Gleichungen (3.38) bis (3.43). Hierzu bietet sich eine
Koordinatentransformation an. Ziel dieser Transformation ist es Losungen zu erhalten, die nur
von einer Verdnderlichen n=7(X,Y) abhingen. Die Losungen werden dann als #hnliche
Losungen bezeichnet. Wir verwenden hierzu die Ansétze

n=Y g,(X),
Uy(X,Y) =F,(n) hy(X),
Vo(Xe Y) = Go(n) m,(X), (3.50)

®,(X,Y) = Hy(n) ko(X).

Die partiellen Ableitungen nach den alten Variablen X, Y ergeben sich dann zu

8 5
X)Y =
X =X on’
2 0l
aY_gO 6“‘

Die Funktionen g (X), h,(X), m,(X), k,(X) miissen nun so bestimmt werden, daB die
partiellen Differentialgleichungen (3.38) bis (3.40) in gewdohnliche leferentlalglelchungen
iberfiihrt werden konnen. Dies ist méglich mit den Funktionen:

. — 1 4 _.—-—_1
S SIS
1 1
kO(X)=J—§— , mo(X)=——2—}—(~. . (3.51)

Die gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Formfunktionen F(n), Gy(n) und Hy(n)

ergeben sich dann zu:

~ .2
EML oy, L o ]
—2—;3—LF0 F0+§nFO+5FO=O, (3.52)
€ € 1 1
S B T gy BT T gy )~ H 4 H, =0, (3.54)
€ € 2 2
1 1 1
EG’O—-z—nF(;—EF(;=O. (3.54)
Hierbei machen wir von den Abkiirzungen e L, T _ L, Gebrauch. Die
g,(x) g,(x)
Randbedingungen fiir die Formfunktionen lauten dann:
Symmetrielinie n = 0: =0, G, =0, H, =0,
Auflenfeld m = oo F,=0, G, =0, H,=0. (3.55)

- 15 -
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Weiterhin gilt es die integrale Impulsbilanz

1
€ E]Fo dn=—c, (3.56)
B
und die integrale Wirmebilanz
ReeETHO dn=1 (3.57)

-n

zu erfiillen. Die Integrationsgrenzen der integralen Bilanzen erstrecken sich streng genommen
iber den kompletten Nachlauf, d.h. im Bereich -co<n<tco. Es wird sich spéter zeigen (vgl.
auch Schlichting [2]), daB die Lésungen nur im Bereich -1<n<1 physikalisch sinnvoll sind.
Somit koénnen wir die Integrale im genannten begrenzten Bereich ausfithren. Aus der
Integralen Impulsbilanz erhalten wir fiir € die Gleichung

e=1.4/10¢c,, .

Damit ist der Skalierungsfaktor ¢ festgelegt und wird in den nachfolgenden Gleichungen
ersetzt.

Im weiteren beschridnken wir uns auf Losungen mit n, =m,, . Diese Festlegung erlaubt die
analytische Losung der Differentialgleichungen. Im Falle n, #my,, scheint die Losung der
Differentialgleichungen nur numerisch moglich zu sein. Physikalisch bedeutet dies, daf3 der
Mischungsweg des Impuls- und Wirmeaustausches identisch sind. Dies ist eine Annahme, die
meist in guter Ndherung erfiillt ist, indem die turbulente PRANDTL-Zahl beispielsweise nahe
bei eins liegt.

Die Losungen der gewéhnlichen Differentialgleichungen fiir die Formfunktionen ergeben sich
dann zu

1IIOCW( ij ’ (3.58)

5
Go(n)= (nz -2n*+m, (3.59)

Hy(n) =“:—“““—C—(1—115] : (3.60)
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Wir setzen nun die Formfunktionen (3.58) bis (3.60) in die Ansétze (3.50) ein und erhalten die
dimensionslose Langs- und Quergeschwindigkeit, sowie die Temperatur in der ersten

Néaherung zu

_ J10c,, ( %)2
Uo(n)—l———lgmﬁ -1 |, (3.61)

J10 5
Vy(n) = 2 (nt=2mf +1), (3.62)

36m, X
J10 ( ET
0,(n) = ——————{1-12 | . 3.63
o(n) 9 Rem, /—cw X n ( )

Die hier berechnete Losung fiir die Langsgeschwindigkeit U, und Quergeschwindigkeit V,, im
Nachlauf stimmt mit der Losung von Schlichting [2, 5] tiberein. In allen Gleichungen (3.61)
bis (3.63) finden wir noch eine freie Konstante n;, die nur aus Versuchen ermittelt werden
kann. Es ist dies die dimensionslose Form des Mischungswegs L.

-17-
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2.4 Ahnlichkeitstransformation in der zweiten Ordnung

Wir miissen nun das System von Gleichungen in der néchsten Ordnung (3.44) bis (3.49) einer
Losung zufithren. Wir verwenden hierbei die Abkiirzung

F, =(1—n%)2.

Bei Berticksichtigung der Ergebnisse erster Ordnung erhalten wir zunéchst das System:

8U1+2nL§X_a_(6U0 52U1)_ Se, (B niE o F( o)
ox  Jloe, aY\aY oY’ )~ 108§2nLX2L648 716+ a1 1 27 N
(3.64)
Gr+/10 F,
18 €% n Re’Je, X’
00, m SX(GZU 00, 0U, 20, &'V, 90, oy, 52@))
8X  J10c, \ &Y’ oY T oy aY2 oY oY T oY oY?
(3.65)
5 F2 2 3k
R 20’ +n |Ff
1088 Rean2(3 (Tl ) (n T] T\ ) 0 >
5U 6—\/1 n 77 r6\
aX oY =Vu. (2.00)
Hierfiir sind die Randbedingungen
Symmetriclinie y=0,x: ool V, =0 P o
ymmetrielinie y =0, x: oy =0 =0, oy -0
v,
Auflenfeld y — + o0, x: U, =0, _87_0 0, =0, (3.67)

einzuhalten. Ferner gilt die integrale Impulsbilanz

Y B 1[10C ‘\/_Gr
_{Uldy 18m J—J(l n)dY ORe &1, {1 dXdY (3.68)

und die integrale Wirmebilanz

Y,

J1-ni)'av. (3.69)

Yj 5
©,dY = —————
e Y 8182 ) Re X |

-18 -
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Analog wie zuvor beim Auffinden der Losungen in der ersten Ordnung, fithren wir auch hier
Ansiitze mit der Ahnlichkeitsvariablen 1 ein. Die Gleichungen fiir die Liangsgeschwindigkeit
U, die Quergeschwindigkeit V, und die Temperatur ®, sind hier als erweiterte Ansétze mit
zwel additiv iiberlagerten Anteilen angesetzt. Dadurch kann spiter eine Separierung der
Gleichungen erfolgen. Wir benutzen die Ansétze:

_Y
n—ﬁ,

U,(X,Y)= Fl(n) h,(X) +X,(n) £(X), (3.70)

Vl(X>Y) = G1(n) ml(X) +11(TI) Ch(X):

®1(X>Y) = Hx(n) kl(X)+N1(ﬂ) SI(X)=

Die Funktionen h,(X), f;(X), m;(X), q,(X), k;(X) und s,(X) werden so gewdhlt, daB} aus den
partiellen Differentialgleichungen gewohnliche Differentialgleichungen entstehen. Dies ist
gegeben durch die Wahl

hl(X)'—_-}lz s f}(X)zz\/—X—:
ml(X)=X1% . q,(X)=1, 3.71)
LX)=2 . s(0=2X.

Die Differentialgleichungen werden nun separierbar. Aus Gleichung (3.64) entstehen zwei
gewohnliche, inhomogene Differentialgleichungen fiir die Formfunktionen F,(n) und K,(n),
die nur noch von 1 abhéngen. Wir erhalten

L i U S N Sew (B r gy o3fni o) E
BRI Fgﬂln—]”FF m(?” ASHURY F)
(3.72)
2, 4w 1 1 / Gr/10 F,
“ZHF K +=1-—mhnK +K =-— , 3.73
3T1 0 B 3£ n%}'\ 1 i 9% 1, Re’ /’—Cw (3.73)

mit den Randbedingungen:
Symmetrielinie m = 0: F =0, K, =0,
AuBlenfeld n =1 1: F =0 K,=0. (3.74)

-19-




Forschungszentrum Karlsruhe Technik und Umwelt

Die integralen Impulsbilanzen haben dann die Formen

IF dn= m (3.75)
: Gr +/10
ojKl(n)dn-—%Ez TR T (3.76)

Die Kontinuitdtsgleichung liefert zwei gewohnliche Differentialgleichungen fiir die

Formfunktionen G,(n) und I,(n)
' 1 ’
G, == F, -F, (3.77)
I, =-nK, +K,, (3.78)

fiir welche die Randbedingungen:
Symmetrielinie 1 = 0: G, =0, I, =0, (3.79)
einzuhalten sind. Zwei weitere Differentialgleichungen erhalten wir aus der
Wirmebilanzgleichung Gl. (3.66) fiir die Formfunktionen H,(n) und N,(n)

11 1 PR
uk F02 " 1( F& \ ’ 1 I(T]z Foz " F2 rm
R el B & Sl el - F
< H 4k l+nJH1 +H, Go Rel 3 F +611 F +2R
(3.80)
5 E
5487 Reni( ER Fg - (11 l) F"j’
1 " 1[ F—2L \ ’ 1 (2 : F? " ' /\
o BN o e N N e TR =K K =0, (3.8D)
377 0 43w ) " c,Rel 3 3t '
Hier sind die Randbedingungen:
Symmetrielinie 1 = 0: Hl, =0, le =0,
Auflenfeld n==%1: H, =0, N, =0, (3.82)
und die integrale Wérmebilanzen
lf 3
H  dn=—=—57) 3.83
27 ST 15457 17 Re (3.83)
1
JNl(n) dn=0, (3.84)

zu beachten. Die Gleichungen sind voneinander abhidngig. Es handelt sich um lineare,
inhomogene Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten. Fiir die oben
angefiihrten Gleichungen scheint eine analytische Losung schwierig. Demnach miissen die
Differentialgleichungen fiir die Formfunktionen F,(1), K;(n), G;(n), I;(n), H;(m) und N;(n)
numerisch iiber 1 integriert werden.

-20 -
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Die dimensionslosen Geschwindigkeiten U und V, sowie die dimensionslose Temperatur ®
kénnen dann bei Kenntnis der Formfunktionen, gemif

U=1-% Fo(n) hy(X) - EZ(FI(H) h,(X)+ Kl(ﬂ) fl(X))_“"

\Y%

]

3 Vo(n) m,y(X) + gz(Gl(n) m,(X) +11(n) ql(X))+""
® =% Hy(n) ko(X) +82(H,(n) k,(X) + N, (n) 5,())+...,

angegeben werden. Nach Einsetzen aller bekannter Funktionen erhalten wir folgende
Gleichungen:

221 -
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3. Numerik

3.1 Numerische Integration

Um die Funktionen F(n), K;(n), G,(n), I;(n), H,;(m) und N,(n) berechnen zu kénnen, werden
die Differentialgleichungen numerisch integriert. Wir benutzen dazu ein Programm aus der
HARWELL-Bibliothek mit dem Namen DC02AD. Dieses Programm integriert ein System
von n gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Wir miissen die
Differentialgleichungen deshalb umformulieren. Dies geschieht mit der Substitution

v =F,
y.=§,
Y3 = -[Fl dn,
Y4=Gy,
ys=Hj,
ye=H,,
y, = JH, an.

Die Randbedingungen auf der Symmetrielinie bei n=0 sind hierbei

v, (0)=F =0,
Yz(o) =F=7,
y3(0)= [F, an=0,

v,(0)=G, =0,
YS(O) =H; =0,
yG(O) =H, =7,
y,(0) = IHI dn=0

Die Integration erfolgt nun von n=0 bis n=1. Fiir y, und y, konnen wir aus der Physik
zunédchst keine Randbedingungen ableiten. Wir geben hier deshalb Schétzwerte vor. Die

Schétzwerte kénnen wir im folgenden so lange verdndern, bis wir die Randbedingungen im
AuBenfeld, d.h. bei n=1,

Y2(1) =F =0
Y4(1) = G’l =0
y6(1) =H =0

-2 .
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erfiillt haben. Um die Ahnlichkeitsfunktionen K;(n)), I;(n), und N,(n) zu berechnen, gehen wir
analog vor. Zuerst fiihren wir die Substitutionen

v =Ki,
y2 =Ky,
Y3 = J.Kl dn,
v =1,
ys=Nj,
Y6 =N,
Y7=.[N1 dn,

ein, wobei die Randbedingungen auf der Symmetrielinie bei n=0 gegeben sind durch

Auch hier werden ausgehend von den Schitzwerten die Randbedingungen fiir y, und y,
solange iteriert, bis die Randbedingungen im AuBlenfeld bei n=1 eingehalten werden. Dies
sind ‘

Y2(1) =K, =0,
yv,(D=1=0,
y(1) =N, =0.
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Kapitel 4

4. Auswertung

4.1 Ergebnisse der erster Ordnung

-
o
I T T I

o
B ood
5]
vw —&— x/d=20
] —¥— x/d =40
] —— x/d=80
0.8
] —O— x/d=160
] T I T I L) ] T ] ¥ l L] I T ] T I )
o] 1 2 3 4 5 6 7 8

Abb. 4.1 Geschwindigkeitsprofile U, in der ersten Ordnung bei verdndertem x/d
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Abb. 4.2 Geschwindigkeitsprofile V, in der ersten Ordnung bei veridndertem x/d
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0.00044

Re = 1000
Gr=0
’r]L=O.2

—o— x/d=20
—¥— x/d=40
—F— x/d=80
—o— x/d=160

Abb. 4.3 Temperaturprofile ®, in der ersten Ordnung bei verdndertem x/d

In Abb. 4.1 sind die Geschwindigkeitsprofile U, in der ersten Ordnung dargestellt. Jedes dieser
Profile entsteht in einem bestimmten Abstand x/d hinter dem Zylinder. Die
Geschwindigkeitsprofile sind symmetrisch, d.h. die y-Achse ist zugleich die Symmetrieachse.
Im AuBenfeld ist die Stromung ungestort, es herrscht somit die Anstromgeschwindigkeit U,
Zur Symmetrieachse hin wird die Geschwindigkeit kleiner, es bildet sich eine Nachlaufdelle
aus. Der Widerstand des Zylinders bringt einen Impulsverlust in die Strémung ein, welcher fur
die Nachlaufdelle verantwortlich ist. Die Nachlaufdelle ist um so mehr ausgepragt, je kleiner
der Abstand zum Zylinder ist. Stromab fiillt sie sich auf und das Profil flacht ab. Die Folge fur
das Auffiillen ist, dafl Fluid nachstromen muB. Dies bewirkt ein zustrémendes
Geschwindigkeitsfeld in y-Richtung mit negativen Werten fiir V,, wie Abb. 4.2 zeigt. Die

Nachlaufdelle wird somit auch mit zunehmendem Abstand breiter.

Abb. 4.3 zeigt Temperaturprofile in einem bestimmten Abstand hinter dem Zylinder. Die
Temperatur nimmt keinen EinfluB auf die Geschwindigkeitsprofile. In den Gleichungen der
ersten Néherung befindet sich kein Auftriebsterm. Die Wirme, die vom Zylinder freigesetzt
wird, wird lediglich durch die Strémung passiv transportiert. Mit zunehmendem Abstand
verflachen die Temperaturprofile, welches auf die turbulenten Warmestrome zuriickzufiihren
ist.
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4.2 Ergebnisse der zweiten Ordnung

4.2.1 Superposition

17 Re = 1000

Gr=810°

x/d = 40
0.2

1.0

UX)Y)

—¥— U, (1.0rdnung)
—%— 12U U, ohneK,
—=— I-EUO-';:’z U, (2.Ordnung)
~©5— 15U, ohneF,

Abb. 4.4 Geschwindigkeitsprofile erster und zweiter Ordnung (Superposition)

In Abb. 4.4 sind Profile der Langsgeschwindigkeit U dargestellt. Wir finden hier Profile erster-
und zweiter Ordnung. Fur die Geschwindigkeitsprofile zweiter Ordnung werden die
Ahnlichkeitsfunktionen F,(n), G,(n), K;(n), Hi(n), I;(n) und N,(n) numerisch berechnet und
zu den Ergebnissen erster Ordnung addiert.

Das Geschwindigkeitsprofil erster Ordnung (Symbole *), sowie das Geschwindigkeitsprofil
zweiter Ordnung (Symbole V) sind nahezu gleich. Das Profil in der zweiten Ordnung enthélt
eine nichtlineare Korrektur des konvektiven Impulstransports. Beide Profile beziehen sich auf
den reinen Nachlauf. Das Geschwindigkeitsprofil mit den Symbolen O beriicksichtigt nur den
Auftriebseffekt, der durch den beheizten Zylinder entsteht. Das Profil zweiter Ordnung fiir den
reinen Nachlauf (SymboleV) und das Profil, welches den Auftrieb beriicksichtigt, (Symbole O)
sind nun gemaB Gleichung (3.85) zu iiberlagern. Als Ergebnis erhalten wir das vollstindige
Geschwindigkeitsprofil zweiter Ordnung, das nun sowohl den Nachlauf als auch den
schwachen Aufiriebsanteil beriicksichtigt (Symbole 0).
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4.2.2 Definition der Geschwindigkeitsamplituden und Grenzschichtbreite

U

0 y/d 0 y/d
Abb. 4.5 Kinematische Grenzschichten und Geschwindigkeitsamplituden fiir den Nachlauf und den Auftrieb

U U

=00 AL =00

Un Upr

A
®NL ®M
O .
O

0 A P S

Abb. 4.6 Thermische Grenzschichten und Temperaturamplituden fiir den Nachlauf und Auftrieb

®
S — 0,01

~

NL

Wie unsere Losungen fiir das Geschwindigkeitsfeld und das Temperaturfeld in Gleichungen
(3.85) bis (3.87) zeigen, kénnen wir uns alle Profile aus einem Nachlaufanteil und einem
Aufiriebsanteil vorstellen. Die Uberlagerung beider Effekte, zum Beispiel im
Geschwindigkeitsprofil fur U, fihrt zu komplexen Profilen, wie sie in Abbildung 4.4
exemplarisch dargestellt sind. Es wird hier schwierig aus den tiberlagerten Effekten Amplituden
oder Grenzschichtbreiten abzuleiten, weil streng genommen jeweils zwei Amplituden und zwei
Grenzschichtbreiten im Profil vorhanden sind. Wir separieren deshalb im folgenden generell
diese Profile in einen Anteil, welcher vom Nachlauf herrithrt und einen Anteil, welcher vom
Auftrieb erzeugt ist. Dementsprechend sind dann die Amplituden und Grenzschichtbreiten fiir

beide Anteile zu definieren.
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In Abb. 4.5 sind die kinematische Grenzschicht und die Geschwindigkeitsamplituden fiir beide
Anteile dargestellt. Fir die Breite der kinematischen Grenzschicht verwenden wir den Ort, an
dem die Amplitude U nur noch 1/100 der Maximalamplitude Uy, betragt. In Abbildung 4.6
sind die thermischen Grenzschichten und die Temperaturamplituden von beiden Teilprofilen
dargestellt. Der Rand der thermischen Grenzschicht liegt im Falle des Nachlaufanteils an dem
Ort, an dem die Temperaturamplitude auf 1/100 der Maximalamplitude abgefallen ist. Der
Rand der thermischen Grenzschicht im Falle des Auftriebanteils liegt an dem Ort, wo das
Temperaturprofil die Nullinie schneidet.
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4.2.3 Variation des Abstandes x/d hinter dem Zylinder

o Geschwindigkeitsprofile U

n

g
1.0-
= 3
T ~¥— x/d=20
- \ —F— x/d=40
0.9 Re = 1000 O— x/d=60
] Gr=810° —A— x/d=80
] n =02 —O— x/d=100
] —>— x/d =160
1777
0 1 2 3 4 5 6 7 8

y/d

20,0 [}
Re = 1000 o
Gr=0 o
¢
10.0-
9.0- ©
8.0
, o
;g: 2} ?/,X/
& I
% so0g ,/;M
~ 27
o 40 e =77 % & (1.0rdnung) n,=0.2
3.0+ = V 8 (2.0rdnung) n=0.2
=R
e ¢ & (1.0rdnung) n,= 0.5
20§z
' O & (2.0rdnung) n,=0.5
— e (x/d)0
______ —~ 0.5
o —
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x/d

Abb. 4.8 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 3y; des Nachlaufanteils
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Abb. 4.9 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 55 des Auftriebanteils
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Abb. 4.10 Geschwindigkeitsamplituden U als Funktion von x/d
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Geschwindigkeitsprofile V
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Abb. 4.11 Geschwindigkeitsprofile V bei verdndertem x/d
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Abb. 4.12 Temperaturprofile ® bei verdndertem x/d
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Abb. 4.14 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite 8, 4 des Auftriebanteils
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Abb. 4.15 Temperaturamplituden @ als Funktion von x/d

Abbildung 4.7 zeigt Profile der Lingsgeschwindigkeit U in verschiedenen Entfernungen x/d
hinter dem Zylinder. Wir erkennen zum einen ein Auffiillen der Nachlaufdelle hinter dem
Zylinder in Verbindung mit einer Verbreiterung der Profile. Zum zweiten fithrt der
Auftriebseffekt zu einer Beschieunigung der Stromung, insbesondere fur grofie x/d. So werden
fur groBe x/d die Geschwindigkeiten groBer als in der Anstromung, insbesondere im Zentrum
des Profils.

In Abbildung 4.8 ist die kinematische Grenzschichtbreite des Nachlaufanteils in
unterschiedlichen Abstdnden x/d hinter dem Zylinder aufgetragen. Wir erkennen ein Ansteigen
der kinematischen Grenzschichtbreite gemil3

oo

Zum Vergleich ist zusitzlich die kinematische Grenzschichtbreite in der ersten Ordnung
eingetragen. Die Grenzschichtbreiten unterscheiden sich in erster und zweiter Ordnung nur
geringfiigig. Dies ist auf die nichtlinearen Korrekturen in der zweiten Ordnung zurtickzufiihren.
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In Abb. 4.9 ist die kinematische Grenzschichtbreite des Auftriebanteils in verschiedenen
Abstdnden hinter dem beheizten Zylinder dargestellt. Sie nimmt ebenfalls mit zunehmender
Entfernung vom Zylinder zu. Diese Grenzschichtbreite weist eine Abhangigkeit

w02

von der Lauflange auf. ‘

Vergleichen wir die Abhingigkeit der kinematischen Grenzschichtbreiten des Nachlaufanteils
mit der kinematischen Grenzschichtbreite des Auftriebanteils, erkennen wir, daf3 beide
beziglich der Lauflinge die gleiche Abhingigkeit besitzen. Beide Anteile bedeuten eine

Verbreiterung der kinematischen Grenzschicht.

Die Geschwindigkeitsamplituden der Lingsgeschwindigkeiten aus beiden Anteilen sind fiir
verschiedene Abstinde hinter dem Zylinder in Abbildung 4.10 gezeigt. Die
Geschwindigkeitsamplituden des Nachlaufanteils werden mit zunehmender Lauflénge kleiner.

X ~ 0,55
0u0-(3)
Dies bedeutet, daB wegen U, —0 der Nachlauf fir x/d -  aufgefillt wird. Die

Léngsgeschwindigkeit des Auftriebanteils steigt hingegen mit der Lauflange x/d an. Es zeigt

0,5
~ (x
U, (X) ~ —) :

Uas \d

Wir erkennen ein gegenlaufiges Verhalten der Amplituden der Langsgeschwindigkeit. Wahrend
die Amplitude des Nachlaufanteils absinkt und deshalb der Nachlauf aufgefillt wird, steigt die
Amplitude der Geschwindigkeit des Auftriebanteils mit der Lauflinge immer weiter an.

Sie folgen der Abhingigkeit

sich eine Abhéngigkeit gemaf

In Abbildung 4.11 sind Profile der Quergeschwindigkeit V in verschiedenen Abstanden hinter
dem Zylinder aufgetragen. Das Auffiillen der Nachlaufdelle und die Auftriebsstromung
bewirken, daB Fluid in y-Richtung von auBen nach innen zuflieBen muf3. Wir finden deshalb
negative Werte fiir V. Die Verbreiterung des Nachlaufs stromab erkennen wir auch anhand der
V-Profile. Dartiber hinaus nehmen die Werte von V stromab deutlich ab. Der Zustrom von
aulen stellt offensichtlich einen Effekt aus der zweiten Ordnung dar. Dies erkennt man aus
einem Vergleich von Abbildung 4.2 mit Abbildung 4.11. Der linearisierte Nachlauf erster
Ordnung zeigt generell Profile, welche im AuBenfeld V=0 aufweisen. Die Korrektur der
Nichtlinearititen des Nachlaufs und der Auftriebseffekt fithren dann aber in zweiter Ordnung
zu einer Zustromung im AuBenfeld, d.h. zu V=0.
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Eine Reihe von Temperaturprofilen fir geinderte Werte x/d ist in Abb. 4.12 gezeigt. Wir
finden nahe am Zylinder ausgepragte Profile. Mit zunehmendem Abstand hinter dem Zylinder
flachen die Profile ab, indem sie sich verbreitern und gleichzeitig die Amplitude abnimmt. Im
Vergleich zum linearisierten, passiven Temperaturfeld der ersten Ordnung (vgl. Abb. 4.3)
finden wir hier hohere Temperaturwerte. Es sollte noch darauf hingewiesen werden, daf3 die
negativen Werte fir ® im Auflenfeld, wie sie insbesondere fiir groBe x/d in den Profilen
auftauchen, unphysikalisch sind. Hier ist der Giiltigkeitsbereich unserer Naherungslosung
verlassen, wie das noch ausfiihrlich im Abschnitt 6.1 erldutert ist.

In Abb. 4.13 ist die thermische Grenzschichtbreite des Nachlaufanteils fiir verschiedene
Abstéande hinter dem Zylinder dargestellt. Es liegt eine Abhéngigkeit

suat®-(3)

beziiglich der Lauflinge vor. Zum Vergleich ist in Abb. 4.13 die thermische Grenzschichtbreite
in erster Ordnung eingetragen. Es zeigt sich nur eine geringe Differenz, die auf die
nichtlinearen Korrekturen zuriickzufthren ist.

Die thermische Grenzschichtbreite des Auftriebanteils in verschiedenen Abstinden hinter dem
Zylinder ist in Abb. 4.14 gezeigt. Die Grenzschichtbreite nimmt mit der Lauflange x/d zu. Wir
erkennen eine Abhingigkeit gemal
0,5
X
6thAT(X) - (E) .

Somit ist aus beiden Anteilen, dem Nachlaufanteili und dem Auftriebsanteil der
Temperaturprofile, eine identische Abhédngigkeit von x/d zu erkennen.

In Abb. 4.15 sind die Temperaturamplituden aus beiden Anteilen iiber die Lauflinge x/d hinter
dem Zylinder aufgetragen. Die Amplituden der Temperatur aus dem Nachlaufanteil nehmen

. X - 0,56
0.09-(3)
ab. Die Temperaturamplitude aus dem Auftriebsanteil nimmt gemal
Q0,5
~ X
®AT(X) ~ (Ej

zu. Dies ist offensichtlich eine Folge der auftriebsbedingten Zunahme der

Geschwindigkeitsamplitude U, (vgl. Abb. 4.10) stromab.

gemal
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4.2.4 Variation des Mischungsweges 1,

Geschwindigkeitsprofile U

U (XY)

Re =1000
Gr=810°
x/d = 40

-

W

L

=

0.1
0.2
0.4
0.5

Abb 4.16 Geschwindigkeitsprofile U bei veridndertem Mischungsweg 1,
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Abb. 4.17 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 8y; des Nachlaufanteils
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Abb. 4.18 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 55T des Auftriebanteils
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Abb. 4.19 Geschwindigkeisamplituden U aus beiden Anteilen als Funktion von L
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Geschwindigkeitsprofile V
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Abb. 4.20 Geschwindigkeitsprofile V bei verdndertem n;_
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Abb. 4.21 Temperaturprofile © bei verdndertem
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Abb. 4.22 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite 8,y des Nachlaufanteils
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Abb. 4.23 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite 8, 51 des Auftriebanteils
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Abb. 4.24 Temperaturamplituden ® beider Anteile als Funktion von u's

Abbildung 4.16 =zeigt Geschwindigkeitsprofile fiir verschiedene Mischungswege. Der
Mischungsweg ist ein MalB3 fur die Intensitit der Turbulenz. GroBe Mischungswege bedingen
den Impuls- und Wirmeaustausch iber groBe Distanzen und deshalb eine effektive
Quervermischung. Wir erkennen aus der Abbildung demenisprechend, daf3 die
Geschwindigkeitsprofile mit zunehmendem Mischungsweg immer stirker zerflieBen. Die
kinematische Grenzschichtbreite aus beiden Anteilen nimmt konsistenterweise mit 1 zu. Wir
finden

6NL(T]L) ~M»
6AT(TIL) ~ ML
fur die beiden Anteile (vgl. Abb. 4.17 und 4.18).

In Abbildung 4.19 sind schlieBlich die Geschwindigkeitsamplituden beider Anteile als Funktion

des Mischungswegs dargestellt. Die Abhédngigkeiten ergeben sich zu
2 ~ 1,1

Uy () ~mp ™,

IjAT(nL) ~m
Somit wird die Amplitude kontinuierlich aufgrund der groBeren Quervermischung (m)
abgebaut.
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Abbildung 4.21 zeigt Temperaturprofile fir verschiedene Mischungswege. Die
Temperaturprofile sind fur kleine Mischungswege stark ausgepragt. Mit steigendem
Mischungsweg flachen die Profile ab und werden gleichzeitig breiter. Dies ist ein Resultat der
verbesserten Quervermischung mit wachsendem m;, indem nun zusétzlich der turbulente
 Warmeaustausch wirksam wird. Die thermischen Grenzschichtbreiten fiir den Nachlaufanteil
und fur den Auftriebanteil wachsen kontinuierlich mit

S (TIL) ~ s

5thAT(nL) ~ M
an. Dies kann aus den Daten in Abbildung 4.22 und 4.23 gefolgert werden.

In Abbildung 4.24 schliellich sind die Geschwindigkeitsamplituden beider Anteile eingetragen.
Bei beiden Geschwindigkeitsamplituden ist ein Abfall gemal

@NL (nL) ~m,
éAT (m) ~n'
zu erkennen. Das Verhalten der Temperaturamplituden ist somit vollig analog zu den beim
Geschwindigkeitsfeld gefundenen.
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4.2.5 Variation der REYNOLDS-Zahl Re

o Geschwindigkeitsprofile U

U (X,Y)
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Abb. 4.25 Geschwindigkeitsprofile U bei verindertem Re
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Abb. 4.26 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 3y des Nachlaufanteils
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Abb. 4.27 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 5o des Auftriebanteils
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Abb. 4.28 Geschwindigkeitsamplituden U beider Anteile als Funktion von Re
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Geschwindigkeitsprofile V
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Abb. 4.29 Geschwindigkeitsprofile V bei verindertem Re
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Abb. 4.30 Temperaturprofile ® bei verdndertem Re
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Abb. 4.31 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite dy; des Nachlaufanteils
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Abb. 4.32 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite 8, 1 des Auftriebanteils
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Abb. 4.33 Temperaturamplituden © beider Anteile als Funktion von Re

Die REYNOLDS-Zahl wird im Problem im wesentlichen durch die Geschwindigkeit u, der
Anstromung verandert. Sie kann den Nachlaufanteil praktisch kaum beeinflussen, denn
einerseits ist ¢, = konstant im betrachteten Bereich der REYNOLDS-Zahlen, andererseits ist die
turbulente Quervermischung dominant gegeniiber der molekularen Quervermischung. Der
Aufiriebsanteil wird demhingegen durch die REYNOLDS-Zahl beeinfluflt, denn der
Mischkonvektionsparameter ist Gr/Re’. Somit ist zu erwarten, daB der Auftriebsanteil fiir
wachsende REYNOLDS-Zahlen geringer wird. Wir erkennen in der Tat, daB3 in den Profilen aus
Abbildung 4.25 dies der Fall ist, indem der Auftriebsanteil bei groler REYNOLDS-Zahl immer
schwicher wird. Die Grenzschichtbreite hingegen erscheint in diesem Bild immer gleich. In
Abbildung 4.26 und 4.27 sind nun die Grenzschichtbreiten aus beiden Anteilen separat
ausgewertet. Wir finden

8, (Re) = konst.,

8 ,(Re) = konst.
fur beide Anteile. Der Bereich der untersuchten REYNOLDS-Zahlen ist 1000<Re<10000.

Die Geschwindigkeitsamplituden aus beiden Anteilen sind in Abbildung 4.28 gezeigt. Fur den

Nachlaufanteil erkennen wir wie erwartet konstante Geschwindigkeitsamplituden, d.h.
ﬁNL(Re) = konst.
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Somit hingt der Nachlaufanteil nicht von der REYNOLDS-Zahl ab. Fir die

Geschwindigkeitsamplituden des Aufriebanteils ergibt sich hingegen die Abhéangigkeit
U,,(Re)=Re™*.

Diese Abhangigkeit rithrt vom Mischkonvektionsparameter Gr/Re® her und wird generell in
dieser Form erwartet. Der Auftriebseffekt wird durch die verstirkte Anstromung
abgeschwicht.

Abbildung 4.29 zeigt nun Profile der Quergeschwindigkeit V bei verdnderter REYNOLDS-Zahl.
Konsistent mit unseren Beobachtungen am U-Feld, wird durch gréBere REYNOLDS-Zahlen die
Aufiriebsstromung immer schwicher. Somit fallt der Zustrom von Fluid aus dem AuBenfeld
ab. Dieses Verhalten findet man beispielsweise im V-Feld bei Re=10000 bestitigt, indem die

Zustromung aus dem AuBBenraum fast verschwindet.

In Abbildung 4.30 sind Temperaturprofile fiir verschiedene REYNOLDS-Zahlen dargestellt.
Erkennbar ist mit wachsender REYNOLDS-Zahl ein immer flacher werdender Verlauf. Dies ist
physikalisch plausibel, da bei einem gleichbleibendem Wirmeeintrag bei intensiverer
Zwangsstromung der Wirmestrom bei kleinerer Temperaturdifferenz abtransportiert werden
kann. Dies bestdtigt auch Abbildung 4.33, welche die Temperaturamplituden aus beiden
Anteilen zeigt. Der Nachlaufanteil der Temperaturamplitude fillt offensichtlich mit wachsender
REYNOLDS-Zahl ab. Der Anteil, welcher aus dem Aufirieb resultiert, steigt hingegen bei
kleinerem Absolutwert an. Die thermischen Grenzschichtbreiten aus beiden Anteilen sind in
erster Nidherung konstant. Dies kann aus der Abbildung 4.31 und 4.32 geschlossen werden.
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4.2.6 Variation der GRASHOF-Zahl Gr
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Abb. 4.34 Geschwindigkeitsprofile U bei verdndertem Gr
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Abb. 4.35 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite dy; des Nachlaufanteils
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Abb. 4.36 Verhalten der kinematischen Grenzschichtbreite 3, des Auftriebanteils
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Abb. 4.37 Geschwindigkeitsamplituden U aus beiden Anteilen als Funktion von Gr
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Geschwindigkeitsprofile V
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Abb. 4.38 Geschwindigkeitsprofile V bei verandertem Gr
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Abb. 4.39 Temperaturprofile @ bei verdndertem Gr
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Abb. 4.40 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite 3, ; des Nachlaufanteils
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Abb. 4.41 Verhalten der thermischen Grenzschichtbreite 8, 41 des Auftriebanteils
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Abb. 4.42 Temperaturamplituden ® beider Anteile als Funktion von Gr

Die GRASHOF-Zahl beeinfluflt das Problem im Auftriebsterm. Sie kann durch die Beheizung Q
oder durch ag, d.h. das Produkt aus Ausdehnungskoeffizient und Schwerkraft beeinfluf3t
werden. Abbildung 4.34 zeigt nun einen Satz von Geschwindigkeitsprofilen U bei variierter
GRASHOF-Zahl. Wir erkennen, daf3 fur wachsende Werte von Gr der Aufiriebseffekt immer
starker auftritt und zu einer Beschleunigung des Mediums im Zentrum des Nachlaufs fithrt.
Dies konnen wir auch in Abbildung 4.37 erkennen, welche die Geschwindigkeitsamlituden
beider Anteile als Funktion der GRASHOF-Zahl zeigt. Wir finden hier die Abhéangigkeiten
U, (Gr) = konst.,
U,.(Gr) ~ Gr.

Hier wird also nochmals verdeutlicht, daBB die Beschleunigung infolge des Auftriebanteils
auftritt, wihrend die Amplitude des Nachlaufanteils vollig unabhédngig von der GRASHOF-Zahl
bleibt. Abbildung 4.34 suggeriert nun bereits, da3 die Breite der Grenzschicht nicht von der
GRASHOF-Zahl abhingt. Die quantitative Auswertung hierzu ist in den Abbildungen 4.35 und
5.36 gegeben. Es zeigt sich hier, dal} beide Anteile zu konstanten Grenzschichtbreiten fithren,
d.h. es gilt

8, (Gr) = konst,,

8 ,-(Gr) = konst.
und somit keine Abhingigkeit von der GRASHOF-Zahl auftritt.
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Abbildung 4.38 zeigt Profile der Quergeschwindigkeit V flir variierte GRASHOF-Zahlen.
Markant ist die geringe. Zustromung aus dem AuBenraum im Falle schwacher
Aufiriebsstromung (kleine GRASHOF-Zahlen). Mit wachsenden GRASHOF-Zahlen wird die
Zustromung aus dem Auflenraum immer intensiver. Analog sind in Abbildung 4.39 Profile der
Temperatur fir verschiedene GRASHOF-Zahlen aufgetragen. Der Einflufl von Gr kann zunachst
nur als schwach bezeichnet werden. Dies ist aus einer genaueren Betrachtung der
Temperaturamplituden in Abbildung 4.42 verstiandlich. Hier erweist sich der Nachlaufanteil der
Temperaturamplitude als konstant, wihrend der Auftriebsanteil mit der GRASHOF-Zahl
anwéchst. Wir finden

Die thermischen Grenzschichtbreiten sind in Abbildung 4.40 und 4.41 als Funktion von der

GRASHOF-Zahl aufgetragen. Hier erkennen wir im wesentlichen konstantes Verhalten, d.h.
8 0. (Gr) = konst.,
8 ar(Gr) = konst..

Lediglich im Bereich kleiner GRASHOF-Zahlen zeigt Abbildung 4.41 einen schwachen Abfall

VOon Oyt
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Kapitel 5

5. Konvergenzbereich

5.1 Giiltigkeitsbereich der entwickelten Losungen

Wir haben in der vorliegenden Arbeit eine Ndherungslésung entwickelt, welche die Stromung
und das Temperaturfeld im "fernen" Nachlauf eines "schwach beheizten" Zylinders
beschreibt. Der obige Satz beinhaltet schon einige verbale Einschrankungen, fiir den
Giiltigkeitsbereich unserer Losung. Wir wollen deshalb hier den Giiltigkeitsbereich so genau
wie moglich quantifizieren und daneben einige qualitative Aussagen zu den verwendeten
Néherungen anfiigen.
Die zentrale Annahme bei der Ableitung unserer Grundgleichungen sind:

— die Grenzschichtapproximation,

— die Boussinesq-Approximation,

— das Prandtl'sche Mischungswegmodell mit 1=1,,

— Anwendung einer Reihenentwicklung fiir den fernen Nachlauf,

—  Annahme schwacher Beheizung.

Die Verwendung der Grenzschichtapproximation fithrt bekanntermalen auf parabolische
Gleichungen, welche insbesondere fir X — 0 singuldres Verhalten der ZustandsgréBen
liefern. In unserem Gleichungssatz wird folglich die Ausdehnung des Zylinders bei X =0
nicht beriicksichtigt und sowohl der Impulsverlust durch den Zylinder als auch der
Wiérmestrom treten an dieser Stelle punktuell ins Strom- und Temperaturfeld. Die
Beschreibung rezirkulierender Zonen, wie sie direkt hinter dem ausgedehnten Zylinder
sicherlich auftreten, ist mit Hilfe der Grenzschichtgleichungen gleichfalls nicht méglich. In
einigem Abstand stromab, kann man davon ausgehen, daB eine brauchbare Beschreibung
vorliegt, welche insbesondere im Integral den Impuls- und WirmefluB richtig wiedergibt.

Die Boussinesq- und Mischungswegnéiherung stellen beides Modelle dar, welche zum einen
den Auftriebseffekt und zum anderen die turbulenten Schubspannungen und Wirmestrome
modellieren. Die Boussinesq-Approximation ist hierbei sicherlich unproblematisch, indem sie
zur Modellierung schwacher Auftriebskrifte benutzt wird. Die Arbeit von Schlichting [2]
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demonstriert gleichfalls, dafl der Mischungsweg 1 eine sinnvolle Beschreibung der turbulenten
Schubspannung speziell in Nachldufen liefert. Unsere Erweiterung auf den turbulenten
Wirmestrom mit 1=1, beschrinkt uns hier auf turbulente PRANDTL-Zahlen von Pr, =1.
Auch dies wird flir Medien mit nicht zu extremer molekularer PRANDTL-Zahl als gute
Niherung unproblematisch bleiben.

Die Reihenentwicklung fiir den fernen Nachlauf unterstellt in Gleichung (3.37), dafl die
Abweichung von der Anstromung relativ klein bleibt. Bei ndherer Analyse der Losungen Gl.
(3.85) bis (3.87), sowie der Differentialgleichungen fiir die Formfunktionen F(n), G,(n),
H,(n), Gl (3.72), (3.77) und (3.80), kann der wahre Entwicklungsparameter fiir den
Nachlaufterm als

1
EnL \/X—nL <<l
identifiziert werden. Hierbei ergibt sich sofort eine Untergrenze fiir die zuldssigen Werte von
X, wobei aus den Experimenten von Schlichting m, =0,18 zu erkennen ist. Der
Widerstandsbeiwert c,, des Zylinders ist in gy; im tibrigen unabhéingig von der REYNOLDS-
Zahl als ¢, ~ angendhert.

Die Annahme schwacher Beheizung mit Gr/ Re? < <1 ermoglicht uns den Auftriebsterm erst
in zweiter Ordnung zu beriicksichtigen. Wir miissen weiterhin sicherstellen, daBl die
Nachlaufentwicklung auch bei Anwesenheit der Auftriebseffekte giiltig bleibt. Die sorgfiltige
Uberpriifung der Losungen, Gl. (3.85) bis (3.87), sowie der Differentialgleichugen fiir die
Formfunktionen F,(n), G;(n), H,(n), Gl. (3.73), (3.78) und (3.81) zeigt auf, daB hierfiir

Gr VX

= 1
EaT Re’ 1,
erfiillt sein mufl. Hieraus resultiert ganz offensichtlich eine Obergrenze fiir die zulédssigen

Werte X. Fassen wir beide Bedingungen zusammen, so ergibt sich
3

1 Re
o e
n < <X < <n Gr

als Giiltigkeitsbereich unserer Losungen. Anschaulich resultiert die Untergrenze fiir X aus der
Tatsache, daBl erst in einigem Abstand hinter dem Zylinder die Abweichungen von der
Anstromung klein werden und deshalb unsere Losung eine gute Ndherung darstellt. Die
Obergrenze resultiert aus der Tatsache, dal die Strémung durch die Auftriebseffekte stromab
immer mehr beschleunigt wird. Der Korrekturwert in der Losung aufgrund des Auftriebs darf
aber nicht dominant werden, da ansonsten der Reihenansatz unzuldssig wird.
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Wir wollen schlieBlich Zahlenwerte fiir unseren Giiltigkeitsbereich gewinnen, indem wir
einen typischen Parametersatz mit 1, = 0,2, Re = 2000, Gr = 10’ einsetzen. Es ergibt sich
5< <X < <160.
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Anhang

Al. Berechnungsprogramm

CCCCCCCCCCCCeCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCaCCtCcCCCCcCeccccoeccecececceacce
program turzyl
CCCCCCCCCCCCOCCCCCeCCOCCeCtCCCCCCCCaCCCCaCCaCcCCcCCcCCceceacceecaccecusoe
implicit real*8 (a-h,o-z)
common/param/ cw,epss,etal,gr,re
real*8 f0,cw,epss,x,etal,yf(7)
real*8 x0,xe,epl,ep2
integer neq,npr
external derivf,dco02ad,derivk
leloleleloleloleloleleleleTo o o o elo]elols o elo o ol e el el o alolalole ol oo olalelale o el el o ol elot e ele o o] olul e o ol e e o o o)
etal = 0.2d00

x = 40.d00
epss = 1.0d00
cw = 1.0d00
re = 1,0d03
eps = etal*dsqgrt(10.d00*cw)
gr = 8.0d06

CCCCCCCCCCCCaCCCcCCCCCCCCeCCCCCCCCoCcCCCCCCCCCCCCCCCCcCCCCocecacaccceeceee
write(6,1000) eps,X,epss,cw,re,gr

1000 format ('

H R R R R R

1002 format (!

R S

1005 format ('

PHERP HRR

¥

Fkrkkkdkkkkkkhkkkkkkkkd Parameters: FxkEkkdkkkkkkhkkkkkk ! /

* epsilon ',gl4.4," [1] *1/
* x/4 ',gl4.4," [1] *1/
* epsilon ~ ',gl4.4," [1] *1/
* cw-value ',gl4.4," [1] LA
* Reynolds-Zahl f,gl4.4, " [1] i/
* Grashof-Zahl ',gl4.4," [1] *1/

***************************************************l)

xkkkkk%%x Tntegration von Fl, Gl, H1 ***kkkkkkkkkkdkdkkdst /

* rechts: vy(1): ',gl4.6,' *1/
* v(2): ',gl4.6,"' *1/
* v(3): ',g914.6,"' Soll:',gl4a.6,' *'/

* y(4): ',gl4.6,"' *1/
* v(5): ',g14.6," *1/
* y(6): ',gl4.6,"' *1/
* v(7): ',g14.6,' Soll:',gl4.6,' *'/

R L S T L S ST L RN
*xkkxkk* Integration von K1, I1, N1 ***kkkkkkkkhkskkkknkr /

* rechts: vy(1): ',gl4.6,’ *1/
* y(2): ',gl4.6," *1/
* y(3): ',gl4.6," Soll:',glda.6,!' *'/

* v(4): ',g14.6," *1/
* yv(5): ',gl4.6,"' *1/
* v(6): ',gla.6," *1/
* v(7): ',gl4.6,"' Soll:',gl4.6,' *'/

*******************************************************')

1001 format (5g16.6)
{oleleleloYeleloleleTelelelol ol ele el o] oluloleloTele]olelalcleleTele el e olol e el o] clotole et o] e e sl ol e ol ol oloT el e el oleTol o e ol o ol o o oTo!
cce calculating first order velocity field (f1,gl,hl function) cceccecce
CCCCCCCCeCaCeCCeeeCcCCctCCeaCCCeCcacacaccCcacacceeeccecacaceeceaceeaaceacce
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y3int= 3.d00*cw/ (308.400* (epss*epss*etal*etal))
y7int= 3.d00/(1.54d02* (epss*epss*etal*etal+*re))
y2un = 0.0d00
y20b = 1.0d00
yéun = 0.0d400
y6ob = 1.0d-02

open(unit=13,file="'£f1l.dat"')
5 y2st = (y2un+y2ob)/2.400
51 yést = (yéun+yéob)/2.d00

neq = 7

epl = 1.d4-10
ep2 = 1.d-10
ip = 13

x0 = 1.4-10
xe = 1.0d400-1.d-10
npr = 250
yE(1) = 0.0d400
yE(2) = y2st
vE(3) = 0.0d00
yvE(4) = 0.0d0o0
yE(5) = 0.0d00

yE(6) = yést

yE(7) = 0.0d00
cce

call dc02ad(neq,x0,xe,yf,derivf, epl, ep2,npr, ip)
cce

if (neq.gt.0) goto 96

print*, ' **%*% ERROR #**%%*%%: from DCO2AD, IERR =', neq

96 y2err=dabs (yf (2) /y2st)

if (y2err.lt.1.d-06) goto 6

print*, 'iteration y2:',y2st,yf(2)

if (y£(2).1t.0.) y20b = y2st

if (y£(2).gt.0.) y2un = y2st

rewind (unit=13)

goto 5

ccccccece second iteration loop cccocccccccccccocccccceceacacacececcce
6 y6err=dabs (vf (6) /y6st)
if (yéerr.lt.1.d-06) goto 61
print*, 'iteration y6:',y6st,yf (6)
if (y£(6).1t.0.) yéob = yést
if (yf(6).gt.0.) yéun = yést
rewind (unit=13)
goto 51
ccceccece printout of result cocecececcceeccacoeacceececceaeecacacceeeaae
61 write(5,1002) y£(1),yvE(2),vE(3),y3int,vE(4),yE(5),vE(6),

1 vE(7),y7int
CCCCCCCCCCeCCCCCCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCaCCCCcecaCCcacceaaccccaccecace
cce calculating first order velocity field (k1,il,nl function) ccccccce
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCcCCCCCCCCCcCCcCCCcccceaeeecaccaeccee

y3int= -gr*dsqrt (10.d400)/(40.400 *re*rexre*

1 epss*epss*etal*dsqgrt (cw))
y7int= 0

y2un = 0.0400

y20b = -2.0d00

yéun = 1.0d00

y6ob = -1.0d400

open (unit=12,file='kl.dat')
7 y2st (y2un+y2ob) /2.d400
52 yést (y6un+yé6ob) /2.d00
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neq = 7
epl = 1.4-10
ep2 = 1.4-10

ip = 12

x0 = 1.d4-10

xe = 1.,0d00-1.d4-10

npr = 250

vE(1) = 0.400

yE(2) = y2st

vE(3) = 0.d00

y£(4) = 0.d00

yE(5) = 0.400

vE(e) = yést

vE(7) = 0.400
cec

call dcoO2ad(neq,x0,xe,yf,derivk, epl,ep2,npr,ip)
cee

if (neg.gt.0) goto 97

print*,' *%x%% ERROR ***%%: from DCO2AD, IERR =', neq
97 y2err=dabs (yf (2) /y2st)

if (y2err.1t.1.d-06) goto 8

print*,'iteration z2:',y2st,yE(2)

if (y£(2).1t.0.) y20b = y2st

if (y£(2).gt.0.) y2un = y2st

rewind (unit=12)

goto 7
cccececccoe second iteration loop coccceccceaceocacoceccaoacaceceecceacec

8 y6err=dabs (yf (6) /yést)

if (y6err.lt.1.d4-06) goto 15
print*, 'iteration z6:',yést,vE(6)
if (yf(6).1lt.0.) yéob = yést
if (y£(6).gt.0.) yéun y6st
rewind (unit=12)
goto 52
ccccccecee printout of result CCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCOCCCGTCCTCCCOCCTTTTTace
15 write(5,1005) y£(1),yvE£(2),vE(3),y3int,yE(4),vE(5),vi(6),
1 vE(7),y7int
ccceccece writing plots etc to files and calling gnuplot ccccccccccccecec
open(unit=14,file="'temp.gnu')
rewind (unit=14)
write(14,1003)
1003 format ('plot "temp.1l" with lines,',
""temp.4" with lines;'/
'pause -1;'/
'plot "temp.2" with lines,',
""temp.5" with lines;'/
‘pause -1;'/
'plot "temp.3" with lines,',
""temp.6" with lines;'/
‘pause -1;'/
'plot "temp.7" with lines;'/
‘pause -1;'/
'plot "temp.8" with lines;'/
‘pause -1;'/
texit; ')
1004 format (2g14.4)
close (unit=14)

H R EPRERERRBRRBRRBR

cece
rewind (unit=12)
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rewind (unit=13)

open (unit=14,file="temp.1")
open (unit=15,file="temp.2
open (unit=16,file="'temp.3
open(unit=17,file="'temp.4'
open (unit=18,file="'temp.5’
open(unit=19,file="temp.6"
open (unit=20,file="temp.7"'
open (unit=21,file="'temp.8"')

[}
1

)
)
)
)
)
)

lelelelslelololele]olol el ololololel e ol e o oTe ool o e ale o o e e el e e e ol o elol o o] el elo] ol eloT el ele o o el e eTe  oleT e o e e el e e !
cce calculating zero order velocity end temperature field cccceccccccecec
lolelele]elolelalo]olo] ol olo]o o el alelelololo o e o o e o u]e slel e o]l e oo e e o oleT e el o ale] o ela] o ol o o ol elol ol ole] o o o e el uTe!

do 50 k=1,250
read(13,1001) etal,yl,y2,y3,y4
read(13,1001) y5,yé6,y7,dum,dun
read(12,1001) eta2,zl,z2,2z3,z4
read(12,1001) z5,26,z7,dum,dum

cec
if (etal.eq.eta2) goto 12
print*,' #%%*%*% ERROR *****: no identical eta !',etal,eta2
12 eta=etal
cce
v = eta*dsqgrt (x)
yvd = y*eps
cec
u0 = eps*f0(eta)/(18.d00*epss*dsqrt (x) *etal*+*2)
u0 = 1.-(epss*u0)
ul = epss*epss* (y2/x+z2%2.0400*dsqrt (x))
u = u0 - ul
cece
v0 = -eps*(eta**(4.d00)-2.d00*eta**(2.5d00) +eta)
1 /(36.400*epss*etal** (2.d00) *x)
v0 = vO*epss
vl = epss*epss* (y4/x**(1.5d00)+z4)
v = vl + vl
cce
t0 = eps*fo(eta)/(9.d00*dsqgrt (x)*epss*etal**2*re*cw)
t0 = epss*to
tl1 = epss*epss* (y6/x+z6*%2.0d400*dsgrt (x))
t = t0 + tl1
cee

write (14,1004) vyd,u0
write(15,1004) yd,vo
write(16,1004) yd,to0
write(17,1004) yd,u
write(18,1004) vd,v
write(19,1004) vyd,t
write (20,1004) eta,z5
write(21,1004) eta,z6
50 continue
close (unit=12)
close (unit=13)
close (unit=14)
close (unit=15)
close (unit=16)
close (unit=17)
close(unit=18)
close (unit=19)
close(unit=20)
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close (unit=21)
cce
call system('gnuplot "temp.gnu"')
cce end of plotting block cccecccceccecceccoccccecececacccccccCccececccceecceeceae
stop
end
CCCCCCCCCCCCCeCCCCCCCCCCOCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCaCCcaCcCCcCCccccccccccececee
real#*8 function f£0(eta)
lole]elalclalelele]elelelo]e e olalalelale]elelclelale o el e o] ol el e ol sl olol ol elulof e oo alu] e slal o]l oTo el e o] o o ol o] o ol sl ool oloT o] o]e]
real*8 eta,res

cce
res = (1.-(eta**1.5))*(1l.-(eta**1.5))
f0 = res

cce
end

lale]elo]elolelelelele o olsl olelo e e alelele o e s e s el olo]e el ol elole ol ol ol oTeleT o ol el el oo s e e o e ol e o e o ele e el oTo o e o] e el o]e!
subroutine derivf(x,y, £, n)

lelo]elelelelelclalelalalololo o s als e slele]e s alelals o eloslolo sl elel sl o]l T e o el ole] el eleT o o ol e sl el olel o o] sl eleTe sl ol e el eleTol ol e]s]
implicit real*8 (a-h,o-z)
common/param/ cw,epss,etal,gr,re
real*8 y(n),£(n)
integer*4 n

cce
sl = fo(x)*fo(x)/3.d400
S2 = x**(1.,5d00)*£0(x)**(1.5d400)
83 = x**(1.5d00)* (x**(1.5d00)-1.d00)* (x**(1.,5d00)-1.400)
1 *f0 (x)**(0.5400)
84 = (1.d00-(x**(-1.5d00)))*x*y(1)/6.d400
s5 = (5.d00*cw*(sl-s2+s3)/(108.d00*epss*epss*etal*etal))
1 + 84 - y(2)
cce
s6 = fOo(x)*fo(x)/3.d00
87 = (x*f0(x))**(1.5400)
S8 = x**%(1.5d00)* (x**(1.5d00)-1.d400) **2*dsqrt (£0(x))
89 = (dsqrt(£0(x))/(12.d0o0*dsqrt (x))+(x/4.400))
$10 = dsqrt (£0(x)*x)*s5/ ((x** (0.5d00))* (£0 (x) ** (0.5d00)))
s11 = dsqrt(fo(x))*y(1)/(6.400*dsgrt (x))
£12 = dsqrt (x*£0(x))/6.d400
813 = 5.d00*(s6-87+s8)/(54.d00*epss*epss*reretal*etal)
514 = (s10+sll-(y{1)*x/2.d400))/ (cw¥re)
cce
£(1) = 3.d400*s5/((x**(0.5d400))* (£0(x)** (0.5d00)))
£(2) = y(1)
£(3) = y(2)
f(4) = -0.5d300%x*y (1) -y(2)
f(5) = (s13-89*y(5)-y(6)-s14) /s12
£(6) = y(5)
£(7) = y(6)
cce
return
end

leloleleleloToleTolelololololel o el e sl e e ol elelolelslalale o eloT o ol all sle o eelete olalola sl el s e el el ol sl elel olaT o elel elol e e o o eTo)
subroutine derivk(x,vy,£f,n)

lolelelolelelolelolololololclel elelole sl elelolelelole ol olalelalelel el o elel e ol elele el e o alololeelclels s sl el s olol slelslalel e o e e el oTeTe]
implicit real*8 (a-h,o0-z)
common/param/ cw,epss,etal,gr,re
real*8 x,y(n),f (n)
integer*4 n

cce
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0]
2
"

-dsqrt (10.d00) *gr*£0(x) / (9.d00*epss*epss*etal*
1 (re**3) *dsqrt (cw) )

s2 = dsqgrt (£0(x))*y(1l)/(3.400*dsqrt (x))
s3 = -2.d00*dsqrt (x) *dsqgrt (£0(x)) /3.d00
cce
g4 = (dsqrt(fo(x))/(6.0d400*dsqrt (x)))+x/2
85 = 2.0d00*dsqrt (£0(x)) *dsqrt (x) * ({sl+s2-y(2))/s3)/3.0400
s6 = dsqgrt(fo(x))*y(1l)/(3.0400*dsqgrt (x))
s7 = -1.0d00*dsqrt (x*£0(x))/3.0d00
S8 = (s5+86-x*y (1)) /(cw*re)
ccc
£(1) = (sl+s2-y(2))/s3
£(2) = y(1)
£(3) = y(2)
£(4) = -x*y(1)+y(2)
£(5) = (s4*y(5)-y(6)+s8)/s7
£(6) = y(5)
£(7) = y(6)
cecc
return
end
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