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Der EinfluB magnetischer Felder auf eine von unten beheizte
Schicht aus elektrisch leitender Fliissigkeit

Zusammenfassung

Die Beschreibung von Naturkonvektionsstromungen fliissiger Metalle unter dem FEinfluf}
duBerer Magnetfelder erfolgt anhand der Maxwell-Gleichungen zusammen mit den
Grundgleichungen der Thermo- und Fluiddynamik.

Mit diesen magnetohydrodynamischen (MHD) Gleichungen wird eine lineare Stabilitétsanalyse
fiir die in horizontaler Richtung unendlich ausgedehnte Schicht durchgefiihrt. Es ergibt sich
hierbei ein mit wachsender vertikaler Magnetfeldkomponente verzogertes Einsetzen der
Konvektionsbewegung bei gleichzeitiger Verkleinerung der Konvektionsstrukturen.

Besitzt das Magnetfeld dagegen ausschlieBlich eine horizontale Komponente, so fiihrt dies zu
einer Ausrichtung der Konvektionswalzen in Magnetfeldrichtung, eine stabilisierende Wirkung
tritt hier nicht auf.

Eine Untersuchung des zeitlichen Verhaltens der Losung am Interferenzpunkt der primiren
Instabilitit zeigt, daB im fiir praktische Anwendungen relevanten Parameterbereich die
thermische Konvektion als stationire Bewegung einsetzt. Die Riickwirkung der induzierten
Magnetfelder auf die Stromung kann daher vernachlissigt werden, so daBl weiterfiihrende
Betrachtungen anhand der induktionsfreien MHD-Gleichungen erfolgen konnen.

Ist die Fluidschicht dagegen bei horizontalem Feld in Magnetfeldrichtung begrenzt, so ergeben
sich an den magnetfeldsenkrechten Hartmannwiinden zusitzliche RiickfluBmoglichkeiten fiir
die im Stromungskern induzierten, elektrischen Strome.

Unter Annahme einer quasi-zweidimensionalen Strémung im Stromungskemn kann eine
analytische Behandlung der Gleichungen in Magnetfeldrichtung erfolgen. Das Problem ist dann
in einer Ebene senkrecht zum Magnetfeld formulierbar.

Aus der linearen Stabilititsanalyse ergibt sich nun ebenfalls eine stabilisierende Wirkung des
horizontalen Magnetfeldes auf das Einsetzen der Konvektion. Anders als fiir das vertikale
Magnetfeld bleibt die Grofe der Konvektionsstrukturen hierbei nahezu unverindert.

Die Erfiillung der Bilanzgleichungen in einer vertikalen Ebene ist auch fiir den Fall eines
vertikalen Magnetfeldes moglich. Das Problem der Rayleigh-Bénard Konvektion kann also
anhand zweidimensionaler Gleichungen sowohl fiir ein vertikales als auch fiir ein horizontales
Magnetfeld untersucht werden.

Fine numerische Losung der dann vorliegenden Gleichungen gewihrt Einblick in die
wesentlichen physikalischen Phinomene wie die Reduktion des Wirmetransports, die
Beeinflussung der Konvektionsstrukturen sowie das zeitliche Verhalten der Losung.

Die hierfiir durchgefiihrten Rechnungen liegen im Parameterbereich eines geplanten Experi-
mentes, so dafl die Ergebnisse miteinander verglichen werden kénnen. Die sich derzeit im Bau
befindliche Versuchseinrichtung wird vorgestelit.




The influenc of magnetic fields on a layer of electrically
conducting fluid heated from below

Abstract

Natural convection of liquid metals under the influence of an external magnetic field are
described by the Maxwell-equations together with the basic equations of thermo and fluid
dynamics.

Using these magnetohydrodynamic (MHD) equations, a linear stability analysis is performed
for an infinite layer. It turns out, that the onset of convection is shifted and the convective
structures become smaller with growing vertical component of the magnetic field.

If the magnetic field has only a horizontal component, it does not change the range of stability
but leads to an alignment of the convective rolls with the direction of the magnetic field.

From the investigation of the temporal behaviour of the solution at the point of marginal
stability, it can be shown that in the range of practical application the onset of instability occurs
as a steady motion. The influence of the induced magnetic fields on the fluid motion may be
neglected and further studies can be carried out using the inductionless MHD-equations.

If the layer of fluid is limited by two walls perpendicular to a purly horizontal magnetic field, an
additional path appears for the electric currents induced in the core.

Assuming two-dimensional (2D) flow in the core region an analytical solutions of the equation
in the direction of the magnetic field allows a 2D-formulation of the problem in a vertical plane
perpendicular to the magnetic field.

From the linear stability analysis of these 2D-equations one finds a stabilizing effect of the
magnetic field on the onset of convection. In contrary to the vertical magnetic field, the size of
the convective structures remains nearly the same,

A 2D-formulation of the basic equations is also possible for vertical magnetic fields. Thus,
Rayleigh-Bénard convection under the influence of magnetic fields can be studied by 2D
equations for both, vertical and for horizontal magnetic field.

A numerical solution gives an overview of the major physical effects like the reduction of heat
transport and the spatial and temporal behaviour of the solution.

The calculations have been carried out in the range of parameters of a planned experiment so
that the results may be compared. A description of the test section being in production is given.
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Symbolverzeichnis
Skalare GréfBien:

- Gewichtungsfaktoren
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- Losungsansatz in vertikaler Richtung, Komponente der magn. Induktion
- halbe Breite in Magnetfeldrichtung

- Lichtgeschwindigkeit

- spezifische Wirmekapazitit

- Quellterm

Abstand der Termoelemente von der Fluid-Wand-Grenzfliche
- Frequenz, Funktion

- Betrag des Schwerevektors

Komponenten des Schwerevektors

- Funktion

- Schichthohe, Abmessung

diskrete Koordinaten

- Druck

Betrag des Wirmestroms

- elektrischer Widerstand

- Wandstirke

- Zeit

uv,w - Geschwindigkeitskomponenten
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- elektrisches Potential

- Variable

- Temperaturleitfahigkeit

- Wirmeleitfihigkeit, Eigenwert, Wellenlinge

magnetische Permeabilitit

- kinematische Viskositit

- temperaturabhingige Stoffgrofie

- Dichte

- elektrische Leitfahigkeit

- komplexe Konstante, Wirbelstirke in Magnetfeldrichtung
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1. Einleitung

Fliissige Metalle bieten aufgrund ihrer hohen Wirmeleitfihigkeit und geringen Zihigkeit ideale
Voraussetzungen fiir den konvektiv- diffusiven Wirmetransport an thermisch hochbelasteten
technischen Bauteilen.

Ist die den konvektiven Wirmetransport bestimmende Geschwindigkeit die Folge eines von
auBen angelegten Druckgradienten so, spricht man von Zwangskonvektion. Bestimmen
dagegen schwerkraftbedingte Auf- und Abtriebskrifie das Strémungsbild, so wird dies als
Naturkonvektion oder auch freie Konvektion bezeichnet.

Temperatur- oder konzentrationsabhingige Stoffwerte bedingen bei den mit einem Wirme-
transport zwingend verbundenen Temperaturgradienten im allgemeinen auch Dichte-
unterschiede, welche die Ursache fiir Auf- und Abtriebskrifte im Fluid bilden. Dabei kann es
sich um die reine Wirmeausdehnung der Fhissigkeit handeln, aber auch Konzentrations-
unterschiede eines Fluidbestandteils beeinflussen bei Mehrstoffsystemen die Dichte.

Besitzt das Fluid eine hohe elektrische Leitfihigkeit (z.B. fliissige Metalle), so konnen magne-
tische Felder das Stromungsbild beeinflussen. Man spricht dann von Magnetohydro-
dynamischen (MHD-) Stromungen. Das magnetische Feld setzt sich hierbei aus dem von auflen
angelegten Feld und dem durch die Stromung induzierten Magnetfeld zusammen. Im
Extremfall kann es sogar zu einem selbstinduzierten Magnetfeld kommen.

Thermisch getriebene Naturkonvektionsstromungen von Fluiden hoher elektrischer Leit-
fihigkeit finden sich sowohl in der Natur als auch im technischen Bereich. So bildet die
Konvektion im flisssigen Kern der Erde die Ursache fiir den Kontinentaldrift und gilt zudem als
die Ursache fiir das Erdmagnetfeld (Lugt 1973, Busse und Miiller 1994). In der Astrophysik
fiilhrt man die Granulation der Sonnenoberfliche auf grofiriumige Konvektionsstrukturen
zuriick (Kipphan 1990), welche durch die elektrische Leitfihigkeit des Plasmas der Sonne
ebenfalls durch selbstinduzierte Magnetische Felder beeinflufit sind.

Im technischen Bereich findet man u.a. Naturkonvektionsstromungen fliissiger Metalle im
Bereich der Fusionstechnik. Das Fusionsplasma befindet sich in einem torusformigen Gefifs,
dessen Winde vom sogenannten Blanket gebildet werden, welches innerhalb der das Plasma
haltenden Magnetspulen liegt.

Das Blanket hat grundsitzlich zwei Aufgaben zu erfiillen. Zum einen mufl die im Plasma
erzeugte thermische Energie abgefiihrt werden, zum anderen muf} das zum Betrieb notwendige
Tritium erbriitet werden. Hierzu sind Konzepte denkbar, bei denen die Wirme durch einen
Wasserkreislauf mit hohen Stromungsgeschwindigkeiten abgefiihrt wird, die im Plasma
erzeugte Nuklearstrahlung dagegen in einem quasi ruhenden Fliissigmetall (z.B. PbLi)
absorbiert wird. Durch Temperaturgradienten im Blanket konnen sich Naturkonvektions-
stromungen einstellen, die den Wimeiibergang im Blanket mitbeeinflussen.

Ein weiteres Anwendungsgebiet stellt die gezielte Beeinflussung von Konvektionsstromungen
z.B. in der Gieflereitechnik oder bei der Kristallziichtung dar. Magnetische Felder konnen der
Stromung eine Vorzugsrichtung aufprigen, Instabilititen verhindern oder die Konvektion
teilweise oder sogar ganz unterdriicken.

Die nachfolgende Arbeit beschiftigt sich mit der sogenannten Rayleigh-Bénard Konvektion,
einer Naturkonvektionsstromung, bei welcher der treibende Temperaturgradient in Richtung
der Schwerkraft wirkt.




1.1 Phiinomenologie der Rayleigh-Bénard Konvektion

Wir betrachten hierzu eine (theoretisch) unendlich ausgedehnte, ebene Fluidschicht, welche
durch zwei horizontale Winde auf die Hohe / begrenzt ist. Durch Heizen der Unterseite sowie
durch Kiihlung der Oberseite wird ein parallel zum Schwerevektor g gerichteter Temperatur-
gradient iiber die Schicht aufrechterhalten. Aufgrund der Volumenausdehnung mit zunehmen-
der Temperatur befindet sich an der Unterseite der Schicht leichteres Fluid, an der Oberseite
dagegen schwereres. Ubersteigt der Temperaturgradient und damit die Dichteunterschiede ein
bestimmtes charakteristisches MaB, so setzt eine stationire Konvektionsbewegung in Form
zweidimensionaler horizontaler Walzen ein (vgl. Abb. 1.1).
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Abb. 1.1: Prinzipskizze Rayleigh-Bénard Konvektion

Durch weitere Erhéhung der Temperaturdifferenz zwischen den Winden treten wiederum
oberhalb eines hierfiir kritischen Punktes dreidimensionale periodische Stromungsmuster auf,
welche bei weiterer Erhobung der Temperaturunterschiede im Fluid in eine zeitabhingige
Bewegung iibergehen. Dieser Punkt markiert den Ubergang von laminarer zu turbulenter
Konvektion.

Ist die Struktur der Stromung beim Einsetzen der Konvektion aus dem Wirmeleitungszustand
heraus unabhiingig von den physikalischen Eigenschaften des betrachteten Fluids, so ergibt sich
doch fiir die Uberginge zu den zeitabhingigen Strémungsformen eine starke Abhingigkeit von
diesen.

Der durch die ruhende Fluidschicht transportierte Wirmestrom entspricht dem Wirme-
leitungszustand. Mit den sich einstellenden Geschwindigkeiten ist eine Erhéhung des zur
Aufrechterhaltung der Temperaturdifferenz erforderlichen Wirmestromes durch die Schicht
verbunden. Warmes Fluid steigt auf zur kalten Oberseite, kaltes Fluid dagegen sinkt zur
warmen Unterseite hin ab. Der Anteil dieses konvektiven Wirmetransportes an der insgesamt
durch die Schicht transportierten Wirmemenge ist ebenfalls von den Stoffgrofien abhingig, so
daf} auch hierzu keine generellen Aussagen getroffen werden konnen.

1.2 Der EinfluB magnetischer Felder

Neben dem die Stromung bestimmenden Gleichgewicht zwischen Impuls-, Druck-, Reibungs-,
und Auftriebskriften bei rein hydrodynamischen Strémungen wirken bei magnetohydro-
dynamischen Stromungen zusitzlich elektrische Krifte auf das Fluid ein.

Zur Veranschaulichung der hierbei wirksamen Mechanismen betrachten wir in Abbildung (1.2)
ein elektrisch leitendes, kugelformiges Flissigkeitselement, welches sich z.B. angetrieben durch
seine geringere Dichte mit der konstanten Geschwindigkeit v durch eine ebenfalls elektrisch
leitende Umgebung nach oben bewegt.




Abb. 1.2: Bewegter Fluidballen in ruhender, elektrisch leitender Umgebung

Im betrachteten Gebiet ist ein homogenes Magnetfeld der magnetischen Induktion B senkrecht
zur Stromungsrichtung angelegt.

Durch die Bewegung des elektrisch leitenden Fluids im Magnetfeld wird das elektrische Feld
E =vx B im Fluid induziert. Dieses steht senkrecht zur Stromungsrichtung sowie senkrecht
zum angelegten Magnetfeld. Seine Stirke ist dabei direkt proportional der lokalen Geschwin-
digkeitskomponente normal zum Magnetfeld.

Durch das elektrische Feld werden Strome hervorgerufen, deren Richtung sich nach dem
Gradient des induzierten elektrischen Feldes richtet. Die Stréme schlieffen sich somit in der
ruhenden Umgebung des Fluidteilchens, so daB geschlossene Stromkreise entstehen, welche
zwei Effekte zur Folge haben.

L Entsprechend der Richtung und der Stirke der Stréme wird ein Magnetfeld
V x B = j induziert, welches dem urspriinglich angelegten iiberlagert ist.

IL Die Stromdichte j bewirkt in Wechselwirkung mit dem Magnetfeld die Lorentz-Kraft
F, = j x B, welche senkrecht zur Stromrichtung und senkrecht zum anliegenden
Magnetfeld gerichtet ist.

In diesem Beispiel bewirkt Effekt I, vereinfacht ausgedriickt, ein Mitreifen der magnetischen
Feldlinien in Richtung der Stromung. Die durch Effekt II hervorgerufenen Lorentz-Krifte
dagegen wirken direkt auf die Krifiebilanz im Fluid ein und beeinflussen so das Stromungsbild.

Da die Stromkreise geschlossen sind, wird deutlich, daB die aus ihnen resultierenden Krifte
unterschiedliche Richtungen besitzen. Innerhalb des Fluidteilchens ist die Lorentz- Kraft der
Stromungsrichtung entgegengerichtet. Sie verzogert dadurch die Auftriebsgeschwindigkeit. In
der ruhenden Umgebung, in welcher die Normalkomponente des Magnetfeldes nicht ver-
schwindet, zeigt die Lorentz- Kraft dagegen in Strémungsrichtung und beschleunigt damit das
umgebende Fluid. Die Bewegungsenergie des Fluidballens zerflieit in das umgebende Fluid.

Da es sich bei realen Stoffen stets um Fluide mit endlicher elektrischer Leitfihigkeit handelt,
bleibt die anfinglich im Fluid vorhandene kinetische bzw. die umgesetzte potentielle Energie
nicht erhalten. Joulsche Verluste fiihren zu einer Dissipation der urspriinglich vorhandenen
kinetischen Energie, zusitzlich zu den von der Hydrodynamik her bekannten Verlusten durch
viskose Reibungskrifte.




2. Physikalische Grundlagen

Die Beschreibung der Naturkonvektion in elektrisch leitenden Fluiden unter der Einwirkung
magnetischer Felder erfolgt durch die hydrodynamischen Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls
und Energie. Diese enthalten Terme zur Erfassung der elektromagnetischen Wechselwirkungen
im Fluid, welche aus den aligemeinen Maxwellschen Gleichungen hervorgehen. Durch diese
Kopplung ergibt sich die Verbindung der Fluiddynamik mit der klassischen Elektrodynamik.

2.1 Hydrodynamische Gleichungen

Zur Formulierung der Grundgleichungen greifen wir auf die sogenannte Boussinesq Approxi-
mation zuriick. Unter Annahme kleiner Dichtednderungen kann die Temperaturabhingigkeit
der Massendichte p iiberall in den Bilanzgleichungen, mit Ausnahme des Auftriebsterms,
vernachldssigt werden. Zudem wird eine lineare Abhéingigkeit der Dichte von der Temperatur
T vorausgesetzt:

p(T)=p,(1-a(T-T,)). (2.1)

o kennzeichnet den Volumenausdehnungskoeffizient, der Index m den Referenzpunkt, um
welchen linearisiert wird.

Die Kontinuititsgleichung ergibt sich dann fiir ein inkompressibles Medium in folgender Form
als Bedingung fiir das Geschwindigkeitsfeld v:

Ver=0. (2.2)

Die Impulserhaltung wird durch die Navier- Stokes- Gleichung fiir homogene Newtonsche
Fluide mit konstanter kinematischer Viskositit v beschrieben. Diese ist zur Beriicksichtigung
der elektrodynamischen Wechselwirkungen durch zusitzliche Terme erweitert.

P, [g—;+(v-V)v}=——Vp+pva2v—p(T).g-ez +p,E+jxB. (2.3)

Die bereits in Abschnitt (1.1) beschriebene, elektromagnetische Wechselwirkung setzt sich
zusammen aus den durch die elektrostatische Ladungsdichte p,, in dem elektrischen Feld E
hervorgerufenen Coulomb-Kriften und der durch die elektrische Stromdichte j in dem Magnet-
feld der Induktion B bestimmten Lorentz-Kraft. Zusitzlich zu diesen elektrodynamischen
Kriften wird der Verlauf des Druckes p durch Trigheits-, Reibungs- und Aufiriebskrifie
bestimmt.

Die Temperaturverteilung im Fluid kann durch die Energiegleichung fiir konvektiv-diffusiven
Waiirmetransport in einem inkompressiblen Medium bestimmt werden:

pcp[i—f+(v-V)TJ=7»V2T+D. (2.4)

Die linke Seite der Gleichung beschreibt die Bilanz der konvektiven Anteile des Wirme-
transportes mit der konstanten spezifischen Wirmekapazitit c,. Auf der rechten Seite der

Gleichung stehen zum einen die Bilanz der diffusiven Wirmestréme, die mit der ebenfalls
konstanten Wirmeleitfihigkeit A gebildet werden. Zum anderen die unter D zusammen-
gefaiten Quellterme, welche den Wirmeeintrag in das Fluid durch die dissipativen Prozesse
Joulsche Heizung und viskose Reibung erfassen. Diese werden in den nachfolgenden Betrach-
tungen vernachlissigt.




2.2 Elektrodynamische Gleichungen

Die vollstindige Beschreibung der elektrodynamischen Phinomene erfolgt durch die Maxwell-
schen Gleichungen. Fiir konstante Werte der magnetischen Permeabilitit p sowie der

Dielektrizititskonstanten € lauten diese:

vxE=-2B (2.5)
ot
eV-E=p,, (2.6)
VxB=u{j+8§—E}, 2.7
ot
V:B=0. (2.8)

Hierbei beschreibt das Faraday-Maxwellsche Induktionsgesetz (Gl. 2.5) den Einfluf von
zeitlichen Anderungen des Magnetfeldes auf den Verlauf des elektrischen Feldes. Die sich
entsprechend der Divergenz des elektrischen Feldes einstellende Ladungsdichte p, ergibt sich
nach Gleichung (2.6). Aus dem Ampére-Maxwellschen Gesetz (Gl. 2.7) und aus Gleichung
(2.8) geht das durch elektrische Strome sowie durch zeitliche Anderungen des elektrischen
Feldes induzierte divergenzfreie Magnetfeld hervor.

2.3 Das Ohmsche Gesetz

Da in elektrisch leitenden Medien die Ladungen frei verschiebbar sind, besteht ein definierter
Zusammenhang zwischen der Stromdichte j und dem elektrischen Feld E. Fiir endliche Werte
der elektrischen Leitfihigkeit o des Mediums und fiir teilchenfeste, also mitbewegte Koordi-

naten, ist die Stromdichte direkt proportional dem elektrischen Feld E .
j=c E". (2.9)

In diesem als Ohmsches Gesetz bekannten Zusammenhang ist das von einem mit der
Geschwindigkeit v bewegten Leiter verspiirte elektrische Feld E° durch einen Wechsel des
Bezugssystems (siehe Shercliff, S.14) aus den ortsfesten Gréfien E und B zu bilden.

E'=E+vxB. (2.10)

2.4 Vereinfachungen

Da als Fluide nur Flissigmetalle mit hoher elektrischer Leitfidhigkeit betrachtet werden, kommt
es zu einem raschen Ausgleich der induzierten elektrostatischen Ladungen. Ihre Kraftwirkung
im elektrischen Feld kann daher wie Chang und Lundgren 1961 gezeigt haben in der Impuls-
bilanz Gl(2.3) vemachlissigt werden. Somit entfillt die Berechnung der elektrischen
Ladungsdichte nach G1.(2.6).

Nach Shercliff (1965) kann der Verschiebungsstrom €0 E /0t vernachlissigt werden. Der

dadurch entstehende Fehler ist von der GréBenordnung (v/c)z, wobei ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit darstellt.




2.5 Skalierung und Kennzahlen

Um zu einer dimensionslosen Darstellung des Gleichungssystems zu gelangen, werden die
auftretenden physikalischen Grofen mit geeigneten Bezugsgréfien skaliert. Da im betrachteten
Problem keine ausgezeichnete Geschwindigkeit v, und keine charakteristische Zeit T,

auftreten, werden diese aus der Temperaturleitfihigkeit x = k/ (p c p) sowie der Schichthoéhe A

mv,=x/hund T, = h*/x gebildet. Firr die elektrische Stromdichte j und das elektrische Feld
E erhalten wir so die Bezugswerte 6Bk /h und kB, /h. Die Dimensionen x, y, z werden auf
die Schichthohe / bezogen, die magnetische Induktion B auf den Betrag des von aullen
angelegten Feldes B. Zur Bildung des dimensionslosen Druckes p* verwenden wir den

Ausdruck p* =#H(p+p, gh)/(p, vK).

Die Skalierung der Temperatur erfolgt durch die dimensionslose Temperatur
T"=(T-T,)/AT. T, ist ein belichiger Referenzwert, AT eine charakteristische Tempera-
turdifferenz auf deren Definition noch im Zusammenhang mit den Randbedingungen eingegan-
gen wird.

Fiihrt man Gleichung (2.1) in die Impulsbilanz ein und beriicksichtigt die getroffenen Verein-
fachungen, so erhilt man das folgende, dimensionslose Gleichungssystem. Da dabei nur noch

dimensionslose Groflen auftreten, ist eine Verwechslung ausgeschlossen, und es kénnen
dieselben Bezeichnungen wie im dimensionsbehafteten Fall verwendet werden.

Hydrodynamische Gleichungen:

V.p=0, (2.11)
1 {dv « 2 .
—|—+(»-V)v|=-Vp +V»+RaT e, +O(j x B). (2.12)
Pr|ot
Energiegleichung:
%{—+("-V) T=VT. (2.13)
Elektrodynamische Gleichungen:
VxE:—ﬁ—E, (2.14)
ot
VxB=R, ], (2.15)
V-B=0. (2.16)
Ohmsches Gesetz:
J=E+vxB. (2.17)
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In diesen Gleichungen sind charakteristische Kennzahlen eingefiihrt, welche die verschiedenen
physikalischen Effekte gegeneinander gewichten. Die

o gAT K

Rayleigh-Zahl Ra= (2.18)
KV
beschreibt das Verhiltnis von Aufiriebskriften zu Reibungskriften. Die
27,2
Chandrasekhar-Zahl =2 Bh (2.19)
pVv

entspricht dem Verhiltnis von elektrodynamischen Kriften zu Reibungskriften. Sie entspricht
dem Quadrat der bekannteren Hartmann-Zahl Ha.

Als Faktor vor den Impulskriften tritt bei der hier verwendeten Skalierung der Kehrwert der

Prandtl-Zahl pr=Y (2.20)
K

auf. Diese stellt das Verhiltnis der Leistung des molekularen Impulstransports zur molekularen
Wairmetransportleistung dar und bestimmt hier maBgeblich das zeitliche Verhalten der
Strémung,

Als Parameter der elektrodynamischen Gleichungen erhalten wir die
magnetische Reynolds-Zahl R, =pok. (2.21)

Diese ist ein MaB fiir die Stirke des induzierten magnetischen Feldes, gemessen an der Stirke
des von auBen angelegten Feldes. Ebenso wie die Prandtl-Zahl ergibt sich die magnetische
Reynolds-Zahl bei der hier verwendeten Skalierung als eine Kombination von reinen Stoff-
grofien. Thr Wert kann daher unabhingig vom betrachteten Problem angegeben werden.

Fiir gingige Fliissigmetalle wie z.B. Quecksilber oder Natrium ergeben sich fiir diese beiden
Kennzahlen Werte der Groflenordnung:

Pr ~0.005-0.025, R, ~107", (2.22)

2.6 Alternative Formulierung

Mit Gleichung (2.15) kann der Term j x B in der Impulsgleichung G1.(2.12) durch einen
lediglich von der magnetischen Induktion B abhiingigen ersetzt werden.

1|0V " 2 1
Fr—[é?+(v~V)v:|=—Vp +v v+RaTez+—1%[(B-V)B—EV(B-B)J. (2.23)

Aus dem Ohmschen Gesetz Gl1.(2.17) kann mit den Gleichungen (2.14, 2.15, 2.16) eine
Transportgleichung fiir das Magnetfeld formuliert werden:

9B_1gep. (v-V)B+(B-V)v. (2.24)
ot R,

Die zeitliche Anderung der magnetischen Induktion wird bestimmt durch den mit dem

Kehrwert der Magnetischen Reynolds-Zahl gewichteten Diffusionsterm, dem konvektiven

Term sowie einem Queliterm.
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Zusammen mit der Energiegleichung Gl. (2.13) bilden diese beiden Gleichungen ein System
von drei partiellen Differentialgleichungen, welches das Problem der Magnetokonvektion in
Abhingigkeit der Randbedingungen vollstindig beschreibt.

2.7 Rand- und ﬁbergangsbedingungen

Eine eindeutige Losung des vorgestellten Gleichungssystems (Gl. 2.23, 2.24 und 2.13) ist erst
durch die Vorgabe des aktuellen Systemzustandes an den Grenzen des betrachteten Rechen-
gebietes gegeben. Im folgenden Fall der MHD- Stromungen kommen zu den hydrodyna-
mischen und thermischen Randbedingungen noch die elektrischen Randbedingungen hinzu.

Zur Formulierung der einzelnen Bedingungen werden im weiteren die Indizes » fiir normal zur
Wand sowie ¢ fiir fangential zur Wand verwendet.

2.7.1 Randbedingungen an die Geschwindigkeit

Fiir die hier betrachteten Naturkonvektionsstromungen ist der Fluidbereich durch zeitlich und
rdumlich konstante, undurchdringbare Grenzflichen beschrinkt. Die wandnormale Kompo-
nente der Geschwindigkeit v , verschwindet daher an jeder Grenzfliche.

v, =0. (2.25)

Liegt eine freie Grenzfliche vor, so bedingt dies das Verschwinden der Schubspannung an der
Wand.
ov,

— =0. 2.26
on |y, ( )

n ist der Normaleneinheitsvektor an der Wand.

Ist dagegen der Fluidbereich durch eine feste Wand begrenzt, so fordert dies bei einer viskosen
Stromung die Erfiillung der Haftbedingung

=0 (2.27)
an der Fluid-Wand-Grenzfliche.

2.7.2 Randbedingungen an das Temperaturfeld

An den Berandungen des Fluidbereiches kénnen Grundsitzlich zwei verschiedene Bedingungen
an das Temperaturfeld gestellt werden. Die eine Randbedingung besteht darin, die Temperatur
an der Fluid-Wandgrenzfliche explizit vorzugeben. Die Wirmestromdichte ¢, an der Fluid-
Wand-Grenzfliche wird dann von den Transporteigenschaften der Stromung bestimmt. Bei
der anderen wird der wandnormale Wirmeflufl ¢, vorgegeben und die Wandtemperatur stellt
sich ein. Da die konvektiven Anteile des Wirmetransports an der Wand verschwinden, ergibt
sich der Temperaturgradient normal zur Wand aus dem Fourierschen Wirmeleitungsgesetz zu

oTr
F . (2.28)
R |

als Randbedingung fiir das Temperaturfeld.
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Abhingig vom jeweils betrachteten Randproblem werden verschiedene charakteristische
Temperaturdifferenzen AT zur Darstellung der dimensionslosen Temperatur in Abschnitt (2.5)
verwendet. Bei expliziter Vorgabe der Wandtemperaturen erweist sich eine Bildung aus der
maximalen und der minimalen im Fluidbereich aufiretenden Temperaturen

AT=T, —T

min

(2.29)

als zweckmibBig,

Erfolgt der Energieeintrag in das Fluid dagegen durch einen Wandwirmestrom, so verwendet
man eine charakteristische Temperaturdifferenz, welche mit dem maximalen Wandwirmestrom

q,.. gebildet wird:

AT =‘1—mff. (2.30)

2.7.3 Elektrische Randbedingungen

Bei hydrodynamischen Stromungen endet das Rechengebiet unmittelbar an der Kanalwand. Fiir
MHD-Stromungen in elektrisch leitenden Kanidlen konnen die induzierten Strome in die
Kanalwand eintreten und sich im Wandmaterial schliefen. Die Ladungserhaltung fordert dann
an der Fluid-Wand-Grenzfliche die Stetigkeit der Normalkomponente der Stromdichte.

(jn),=(jn),. (2.31)
Das Wandmaterial bestimmt dann die Stromdichten im Fluid mit und hat somit direkten Einfluf3
auf die Stromung.

Das zu losende Gleichungssystem (Gl 2.23, 2.24 und 2.13) enthilt als einzige elektrische
GroBe die Magnetische Induktion B. Daher geniigt es zur vollstindigen Losung Bedingungen
fiir das Magnetfeld an der Fluid-Wand-Grenzfliche zu formulieren. Randbedingungen an die
Stromdichte j sind nicht erforderlich, da diese durch Gleichung (2.15) eindeutig mit der
magnetischen Induktion verkniipft ist. Dennoch kann es fiir Strémungen, bei denen das
induzierte Feld eine untergeordnete Rolle spielt, vorteilhaft sein, die elektrischen Rand-
bedingungen anhand der Stromdichte zu formulieren.

Es ist zweckmiBig, bei der Formulierung der Randbedingungen in zunichst zwei Fille zu
unterscheiden,

Ist das Wandmaterial ein perfekter Isolator (o, =0), so kann kein elektrischer Strom in die
Wand eindringen, und die Normalkomponente des Stromes an der Wand verschwindet.

jnl, =0. (2.32)

Durch das Ampérsche Gesetz (Gl. 2.15) kann dies unmittelbar in eine Bedingung fiir das
magnetische Feld iiberfithrt werden:
(VxB)-n| =0. (2.33)
Ist das Wandmaterial dagegen ein perfekter Leiter (o,,, =), so folgt aus dem Ohmschen
Gesetz (G1.2.9) das Verschwinden der elektrischen Felder im Wandmaterial
E,=0. (2.34)
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Mit der Stetigkeit der Tangentialkomponente des Feldes E, iiber Grenzflichen hinweg
erhalten wir an der Fluid-Wandgrenzfldche

E|, =(Exn), =0, (2.35)

und aus dem Ohmschen Gesetz folgt dann das Verschwinden der Tangentialkomponente der
Stromdichte

jxnl, =0. (2.36)

Mit dem Ampérschen Gesetz (Gl. 2.15) kann diese Bedingung in das Verschwinden der
Tangentialkomponenie der Rotation von B, als eine Randbedingung fiir das Magnetfeld
umgewandelt werden.

(VxB)xn| =0. (2.37)

Die Annahme eines perfekt leitenden oder isolierenden Wandmaterials stellt meist einen ideali-
sierten Grenzfall dar, welcher sich in Experimenten meist nicht realisieren 1ifit. Hier befindet
sich ein in der Regel elektrisch gut leitendes Fluid der Leitfihigkeit o, in einem Metallbehilter

einer elektrischen Leitfihigkeit derselben Gréflienordnung o, .

Setzt man in Relation zu den Abmessungen des Stromungsgebietes diinne Kanalwinde voraus,
so ldBt sich auch hierfiir eine Randbedingung formulieren. Auf diese als Diinne-Wand-
Approximation bezeichneten Randbedingung kommen wir spéter zuriick.

Bei magnetohydrodynamischen Stromungen hoher Chandrasekhar-Zahl besitzen die Wand-
grenzschichten und die Kanalwinde in abgeschlossenen Behiltern oder Kanilen als Riickfluf3-
moglichkeit fiir die im Fluid induzierten elektrischen Strome einen signifikanten Einflufl, auch
auf Fluidbereiche die auBlerhalb ihres hydrodynamischen Einflufibereiches liegen.

Es werden daher bei der Beschreibung magnetohydrodynamischer Strémungen spezielle
Begriffe fiir die unterschiedlichen Fluidbereiche verwendet. Als Hartmannschichten bezeichnet
man die Grenzschichten an Winden senkrecht zum Magnetischen Feld. Thre Dicke besitzt die

Grofenordnung 6 Ha~0(l/ J—Q) Winde parallel zum Magnetfeld werden als Seitenschichten

bezeichnet. In ihnen verschwindet die Normalkomponente des Magnetfeldes und ihre Dicke
skaliert mit & S~O(1/ ‘{/_Q_) Der iibrige Fluidbereich wird oft als Stromungskern oder Core

bezeichnet.
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3. Lineare Stabilitiitsanalyse

Einen Einblick in die bei Rayleigh-Bénardkonvektion aufiretenden Phinomene liefert die
Betrachtung des Ubergangs vom reinen Wirmeleitungszustand in die Konvektionsbewegung.

Bei Vorgabe einer Rayleigh-Zahl nach Gleichung (2.18) ist die Temperaturdifferenz iiber die
Schicht eindeutig in Form einer linearen Temperaturverteilung iiber die Schicht charakterisiert.
Erhéht man die Rayleigh-Zahl von Null an quasistatisch, so erreicht man den Indifferenzpunkt
zwischen stabiler Schichtung der Fliissigkeit und Konvektionsbewegungen.

Chandrasekhar (1961) hat die kritische Rayleigh-Zahl sowie die rdumliche Struktur der einset-
zenden Stromung einer unendlich ausgedehnten Schicht durch eine lineare Stabilitdtsanalyse fiir
allgemeine Magnetfeldrichtungen untersucht. Wir folgen hier, wenn auch mit anderer
Darstellung, seiner Herleitung und wollen diese um den EinfluB seitlicher Berandungen im Fall
eines horizontalen Magnetfeldes erweitern (Kapitel 5).

Hierzu betrachten wir zunichst die induktionsbehafteten Gleichungen in einer in horizontaler
Richtung unendlich ausgedehnten Schicht der dimensionslosen Hohe 1. Der Ursprung der
Koordinate normal zur Schicht befinde sich in der Mitte der Schicht. Uber die Schicht sei ein
homogenes Magnetfeld beliebiger Orientierung mit der dimensionslosen magnetischen

Induktion B, und dem Betrag |B 00| =1 angelegt.

3.1 Lineare Stabilititsanalyse der induktionsbehafteten Gleichungen
3.1.1 Der stationidre Grundzustand

Der stationdre Grundzustand v’, B®, p° T’ dessen Aufrechterhaltung untersucht werden
soll, kann aus den Gleichungen (Gl. 2.23, 2.24 und 2.13) bestimmt werden. Da sich das Fluid
im Wirmeleitungsfall in Ruhe befindet, ergibt sich unmittelbar

v =0 3.1
fiir das Geschwindigkeitsfeld.

Eingesetzt in die Transportgleichung des magnetischen Feldes (Gl. 2.24) erhilt man hieraus
formal, daf} bei ruhendem Fluid kein Feld induziert wird. Die im Fluid vorliegende magnetische
Induktion entspricht daher der dem von auBen angelegten konstanten Feld B, .

B°=B,_. (3.2)

0

Die Energiegleichung (Gl. 2.13) vereinfacht sich durch die Bedingung 3.1 zu einem stationéiren
Wairmeleitungsproblem

VT’ =0. (3.3)
Durch Vorgabe der Temperaturen an der oberen und unteren Wand zu
T°(x,y,z=-1/2) =12, T°(x,y,z =1/2) = —1/2 ergibt sich die Temperatur in der Schicht zu

T°=-z. (3.4)

Aus den Impulsgleichungen (Gl. 2.23) in horizontaler Richtung (x,y) folgt, daB der Ruhedruck
lediglich eine Funktion der Schichthohe ist. Die z-Komponente der Impulsgleichung lautet
unter Einbeziehung der {ibrigen Ruhezustinde (Gl. 3.1, 3.2, 3.4)
P _ _Ra: (3.5)
dz
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Integriert iiber z erhiilt man den Ruhedruck
p°=—%Ra-z2+C. (3.6)

Die Konstante C legt das Druckniveau fest. Da dieses in der Energiegleichung mit der
Bousinesg-Approximation nicht mehr eingeht, kann dieses beliebig vorgegeben werden.

3.1.2 Die Storungsdifferentialgleichungen

Dem Grundzustand der Stromung v’, B’ p?, T seien beliebige, mit dem Faktor & gegen-
iiber dem Grundzustand gewichtete Storungen #, B, p, T iiberlagert. Dieser gestorte
Zustand v=v"+ep, B=B’+eB, p'=p’+ep und T =T° +&7 wird in das Gleichungs-
system (Gl. 2.23, 2.24 und 2.13) eingefiihrt. In der Ordnung O(e) ergeben sich die linearen
Storungsdifferentialgleichungen der Schichteninstabilitit.

V-9=0 (3.7
—l—av=—V;3*+V29+Raf"ez+2(8w-V)ﬁ (3-8)
Pr ot R,

o _y=v7 (3.9)
ot
aﬁ 1 2D ~
~—=—V*B+(B_-V 3.10
TR (B.-V)p (3.10)

Terme der Grofienordnung 0(82) werden dabei vernachlissigt.

3.1.3 Randbedingungen

Zur Losung des Storungsdifferentialgleichungssystems (3.7-3.10) des Stabilititsproblems
miissen zusitzlich zu den in Abschnitt 2.6 spezifizierten Randbedingungen entsprechende
Bedingungen fiir die Storgrofen an der oberen und unteren Berandung formuliert werden. Die
Randbedingungen fiir die Geschwindigkeiten und das Magnetfeld lassen sich direkt auf die
StorgroBen iibertragen.

Die thermischen Randbedingungen fiir die Temperaturstorungen miissen dagegen neu
formuliert werden. An isothermen Réindem verschwinden die Temperaturstérung

A

f, =0, (3.11)

Physikalisch bedeutet dies, daB der die Berandung bildende Stoff eine grofle Wirmeleitung
gegeniiber dem Fluid besitzt. Temperaturstérungen werden sofort iiber die Wand ausgeglichen.

An adiabaten Winden sind dagegen Anderungen des Wirmeflusses ausgeschlossen
or

=0. (3.12)
oz .

Ein solches Verhalten stellt sich immer dann ein, wenn die Temperaturleitfihigkeit des
Begrenzungsmediums klein gegeniiber der des Fluides ist.
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3.1.4 Alternative Formulierung der Stordifferentialgleichungen

Durch zweimaliges Anwenden des Rotationsoperators auf die Impulsgleichung (3.8) wird der
Druck p" eliminiert, und man erhilt mit der Vektoridentitit VxV x=VV-V* die
Darstellung;

2 277
10 95-v4+Ra {+5—{— ez+—Q—(Bw-V)V2B. (3.13)
ox" oy R,

Die in der z-Komponente dieser Gleichung enthaltene Temperaturstorung T sowie die

Storungen des Magnetfeldes B lassen sich nach Anwendung des zweidimensionalen horizon-
talen Laplaceoperators V), = (82/ ox* +0%/ 5y2) auf die Energiegleichung (3.9) bzw. des

Laplaceopperators V> auf die Transportgleichung des magnetischen Feldes eliminieren. Man

erhilt so:
2
J——‘i[g——ivz(l+—l—]+iv4}V2W=
R,) R,

Prot|of* Ot
2
é—2~——8—V2(1+—!—)+—1—V“ v+ Ra| O - Ly v, (3.14)
o ot R.) R, ot R,
+—Q—(Bw V) (9 - vz) VA,
R, ot

Die so entstandene Differentialgleichung achter Ordnung enthilt als Unbekannte nur noch die
Zeit und die Vertikalgeschwindigkeit W . Zu ihrer Losung sind zusitzliche Randbedingungen
erforderlich, die mit den bereits gestellten Randbedingungen aus den urspriinglichen
Gleichungen formuliert werden kénnen.

An freien Rindern kann die Randbedingung (2.26) in die nach z-differenzierte Kontinuitits-
gleichung einsetzt werden und man erhilt

o'W

~7| =0 (3.15)

W

An isothermen, elektrisch perfekt leitenden Kanalwinden ergibt sich nyf" ,W =0 und
Viyé = 0. Aus Gleichung (3.13) erhilt man dann
v

o'W
824

=0. (3.16)

w

An festen Rindern dagegen ergibt sich neben der Undurchdringbarkeitsbedingung (2.25) aus
der Kontinuititsgleichung
ow
0z
Entsprechende Gleichungen und Randbedingungen kénnen auch fiir die Temperaturstérung

und die Stérung der magnetischen Induktion abgeleitet werden. Diese sind dann ebenfalls
gewohnliche homogene Differentialgleichungen achter Ordnung. Die Kopplung der einzelnen

=0. (3.17)

L
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Gleichungen besteht dann nur noch iiber die Randbedingungen. Sind diese definiert, so geniigt
es zur Losung des Stabilititsproblems, eine dieser Gleichungen weiterzuvervolgen.

3.1.5 Formulierung als Stabilitiits-Eigenwertproblem

In dem Gleichungssystem der Stérungsdifferentialgleichungen (Gl. 3.8 - 3.10) ist keiner der
Terme explizit von der Zeit abhingig. Die Stérungen des Grundzustandes seien fiir alle Zeiten
im System vorhanden. Betrachtet man zudem ausschliefSlich zeitunabhingige Randbedingungen
(keine vibrierenden Winde oder keinen variierenden Wirmestrom o0.4.), so ist das
Gleichungssystem beziiglich der Zeit + homogen. Die Losung kann somit durch einen Pro-
duktansatz formuliert werden, der die Zeitabhingigkeit des Losungsvektors U von dessen
Ortsabhingigkeit multiplikativ trennt

U(x,t)=f(t) U(x). (3.18)
Die Zeitfunktion f ('t ) ergibt sich so aus dem Differentialgleichungssystem (Gl. 3.8 - 3.10) als
f(t)=exp(At), (3.19)

mit der im allgemeinen komplexen Konstante A. Die Losung wird anschaulicher, wenn A
durch eine neue komplexe Konstante o =i A ersetzt wird. Der Realteil ©, von o ist dann

interpretierbar als Kreisfrequenz, der Imaginirteil o, als die zeitliche Anfachungsrate der
Losung. Zu jedem gegebenen o gehort dabei eine bestimmte ridumliche Verteilung der
Stromung U(x,0 ). Die Bedeutung des Produktansatzes nach Gleichung (3.18) fiir die

Beurteilung der Stabilitit wird durch die Bildung der Storenergie

)= ! U(x. 1) @V = exp(20, DU (.1)| (3.20)

unmittelbar deutlich. Ist ® , <0, so klingen die Stérungen exponentiell ab, man bezeichnet die
Losung dann als asymptotisch stabil. Ist dagegen ®,> 0, so liegt eine Instabilitit vor und
Storungen werden angefacht.

Fiihrt man in den Stérungsdifferentialgleichungen die Substitution 0/0t = —i® ein, so konnen
diese als Eigenwertproblem interpretiert werden. Die komplexe Frequenz « tritt hierbei als
Eigenwert auf. Die Funktion U(® ) heiflt Eigenfunktion zum Eigenwert . Findet man nur ein
o mit positivem Imaginirteil, fiir welches das Eigenwertproblem eine nichttriviale Losung
besitzt, so ist die Stromung instabil, andemfalls ist sie asymptotisch stabil.

Der Realteil o, des Eigenwerts bestimmt eine zeitperiodische Schwankung der Lésung um
einen entsprechend des Wertes von o, gegebenenfalls indernden Mittelwert. Ist o, >0, so
oszilliert die Losung mit der Kreisfrequenz © ,. Man bezeichnet dies im Fall », < 0 als oszilla-
torisch stabil bzw. fiir ©,> 0 als oszllatorisch instabil. Ist dagegen ®, <0, so liegt kein
periodisches Verhalten der Losung vor.

In dem hier behandelten Fall der Magnetokonvektion kann es durch die Kopplung der zeit-
lichen Anderungen der Geschwindigkeiten und des Magnetfeldes zu einem oszillatorischen
Verhalten der Losung kommen. Es geniigt daher nicht, allein Werte fiir ®, zu bestimmen, fiir
die ein Abklingen der Stérungen erreicht wird. Fiir die Stabilitdt der Schicht mufl zusitzlich
gewihrleistet sein, dafl keine oszillatorischen Losung, bei welcher die Stromungsgréfen im
Mittel verschwinden, vorliegt.
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3.1.6 Losung fiir stationire Konvektion

Betrachtet wird hierzu der Grenzfall zwischen Stabilitit und Instabilitit (o, =0), also der
Zustand, bei welchem die im System vorhandenen Storungen weder auf- noch abklingen. Setzt
man zudem voraus, daB sich beim Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl eine stationére
Strémung einstellt, so ist ®, = 0. Die Zeitableitungen in den Stérungsdifferentialgleichungen
konnen daher unberiicksichtigt bleiben &/0f = 0. Gleichung (3.14) vereinfacht sich hierdurch
zu

V% -Q(B, V) V% =-Ra V2 . (3.21)

Das stationire Problem ist offensichtlich nicht mehr von der Prandtl-Zahl und der magne-
tischen Reynolds-Zahl, also nicht mehr von den Stoffwerten ansich abhingig.

Da eine in horizontaler Richtung unendliche Schicht vorliegt, sind in der (x,y)-Ebene keine
expliziten Randbedingungen gefordert. Entsprechend der Vorgehensweise bei rein hydrody-
namischen Stromungen werden nun Losungsansiitze eingefiihrt, bei denen die Abhingigkeit der
Stromungsgrofien von der vertikalen Koordinate multiplikativ von denen der horizontalen
Koordinaten getrennt ist:

(6,50 = F(s.2) A,
Y:(x, y,z)=F(x,y)- B(z), (3.22)
B(x, y,z) = F(x,y) =C(z).

Die Darstellbarkeit der Losung des Differentialgleichungssystem der Storgrofien (Gl 3.21, 3.9,
3.10) mittels solcher Separationsansitze mufl nun anhand der einzelnen Gleichungen nach-
gewiesen werden.

Hierzu setzen wir den Ansatz fiir die Temperatur T in die stationdre Energiegleichung (G1.3.9)
ein
2 0’F 0°F
‘a—§‘ + Az 2 + A 2

o ¥ _ (3.23)

= =a .

B F

Es ergibt sich der Zusammenhang der Funktion F(x,y ) mit dem zunichst frei wihlbaren

Separationsparameter ¢* und somit die uneingeschrinkte Giiltigkeit der gewihlten Darstellung
der Losung,

Fiir die Transportgleichung des magnetischen Feldes erhilt man dagegen

O*F N 0*F
2 A2 A2
10C, R g O gopF gy prd |- 2 O _ e (320)
C oz F-C ox oy oz F
Die linke Seite dieser Gleichung ist nur dann unabhingig von F, wenn
g pd_, (3.25)
ox oy

gilt.
Ansonsten ist das Problem nicht separierbar und damit mit dem Ansatz (Gl. 3.23) fiir eine

beliebige Richtung des Magnetfeldes nicht 16sbar. Die Bedingung (Gl. 3.25) ist trivialerweise
dann erfiillt, wenn das angelegte Feld ausschlieBlich eine Komponente in vertikaler Richtung
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besitzt (B: = B! =0, B =1). Weist das Magnetfeld dagegen ebenfalls eine Komponente in

horizontaler Richtung auf, so ergeben sich hieraus Konsequenzen fiir die horizontale Struktur
der Stromung.

Durch Einfiihren neuer horizontaler Koordinaten &, m, bei welchen die horizontale Kompo-
nente des von auBlen angelegten Magnetfeldes B,) mit der £-Koordinatenachse zusammenfillt,

kann Gleichung (3.25) mit nur einer horizontalen Komponente des Magnetfeldes B>

B“’—_o 3.26
3 (3.26)

dargestellt werden. Die beiden fiir die Giiltigkeit der Separationsansitze hinreichenden
Bedingungen ergeben sich dann zu

B:=0 (3.27)
oF _
und %" 0. (3.28)

Da die beliebige Orientierung der horizontalen Komponente des Magnetfeldes zu den horizon-
talen Koordinatenachsen jederzeit durch Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse
hergestellt werden kann, geniigt es fiir die weiteren Betrachtungen, nur noch ein Magnetfeld in
der (x,z)-Ebene zuzulassen ( B2 = 0). Die alten Bezeichnungen der Koordinaten konnen so

ohne Einschrinkung der Allgemeinheit beibehalten werden.
Durch Einsetzen des Separationsansatzes in Gleichung (3.21) erhélt man mit den dann iden-

tischen Gleichungen (3.23 und 3.24) ein neues Gleichungssystem zur Beschreibung der
primédren Stabilitdt der Schicht.

@ 7 d? 24 0°F 4 oF 2 0%4,
4 _la-0 || Al kg g DY
{dzz a} : Q[arz2 a][”F&xz F e ey ] (3.29)
~Raa® 4,
*F O'F
A
X @ _p (3.30)
F

Die die (x,y)-Struktur der Losung kennzeichnende Gleichung (3.30) wird auch als Helmholtz-
Gleichung bezeichnet. Die Lésung von Gleichung (3.29) in Abhingigkeit der jeweiligen Rand-
bedingungen ergibt Wertepaare (Ra, a*), und Gleichung (3.30) liefert hierzu bei gleichzeitiger
Erfiillung der Bedingung (Gl. 3.26) die horizontale Struktur der Losung,

Fiir ein vertikales Magnetfeld ( B = 0, B: = 1) ist Bedingung (Gl. 3.25) generell erfiillt. Da das
Problem dann in Wandparallelenrichtung homogen ist, d.h. keine horizontale Vorzugsrichtung
aufweist, kann ein weiterer Produktansatz zur Trennung der x- von der y-Richtung eingefiihrt
werden. Gemif) den experimentellen Beobachtungen setzt man hierfiir in beiden Richtungen
riumlich periodische, ebene Wellen mit den Teilwellenzahlen a, = 21/}, und a, = 2x/A, an.

F(x,y)=exp[iaxx+iayy] (3.31)
Aus der Helmholtz-Gleichung (3.30) folgt dann
a' =a; +a, (3.32)
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Der Separationsparameter a hat die Bedeutung einer charakteristischen Wellenzahl. Das
Stabilitdtsproblem wird bei vertikalem Magnetfeld nur durch die Wellenlinge A =2x/a
bestimmt, nicht aber durch die Orientierung der Welle in der (x, y)-Ebene.

LiBt man nun zusitzlich eine horizontale Komponente des Magnetfeldes zu

(B* =\1-B:* £0), so fordert die Bedingung (Gl 3.26) OF/ox =0. Anderungen der
Funktion ' und damit der Stromungsgrofien in x- bzw. Magnetfeldrichtungen sind dann nicht
zuléssig. Die Losung ist in den wandparallelen Richtungen inhomogen. Der Lésungsansatz

F(x,y)=F(y)=explia,y] (3.33)

fiir F besitzt keine Abhingigkeit von der x-Koordinate und erfiillt die Helmholtz-Gleichung
(Gl. 3.30)mit a, =a.

Hieran wird deutlich, daB} sobald ein horizontaler Magnetfeldanteil vorhanden ist, die primire
Instabilitit in Form von senkrecht zum Magnetfeld orientierter zweidimensionaler Konvek-
tionswalzen der Wellenlinge A =27m/a einsetzt. Der EinfluB des Magnetfeldes auf das
Einsetzen der Konvektion reduziert sich in Gleichung (3.25) auf den seines vertikalen Anteils
’ 2 d’
- [———az] A4,-Q-B [———az]? A =-Rad 4,. (3.34)
Ausgehend von der Annahme, daBl sich das System in einem Zustand befindet, in welchem

Storungen weder auf- noch abklingen, noch daB es periodische Schwankungen der
Stromungsgrofien gibt, konnen die Zeitabhingigkeiten der Losung unberticksichtigt bleiben.

Da keine seitlichen Rinder existieren, kann eine periodische Fortsetzbarkeit der Losung in der
horizontalen Richtung postuliert werden. Die rdumliche Struktur der Lésung kann daher in
eine horizontale Funktion F und eine lediglich von z abhingige getrennt werden. Man erhilt so
eine Gleichung, welche nur noch die z-Abhingigkeit der Vertikalgeschwindigkeit 4, (z) sowie
einen konstanten Faktor a” enthilt. Dieser reprisentiert den EinfluB der horizontalen Lésung
auf die Losung der Vertikalkomponente. Ist a* bekannt, so ergibt die Helmholtz-Gleichung
(3.30) unter Erfiillung der Bedingung (Gl 3.26) die horizontale Struktur der Ldsung fiir den
durch das Wertepaare (Ra, a®) gekennzeichneten neutralstabilen Zustand.

Um nun endgiiltig Werte fiir Ra in Abhéingigkeit von o angeben zu konnen, muf} ein Lésungs-
ansatz fiir die z-Abhéngigkeit A(z) formuliert werden. Die Funktion A4 (z) muf hierzu noch

die Randbedingungen an der oberen und unteren Wand erfiillen.
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3.1.6.1 Losung fiir zwei freie, isotherme Berandungen

Sind beide horizontale Riinder schubspannungsfrei, so lauten die Randbedingungen gemif}
Abschnitt (3.1.4) tibertragen auf die Funktion A4,(z):

A (z=%12)=0,
d* A
(2= +1/2) =0, (3.35)
d*A
L (2=112)=0
Funktionen die diese Randbedingungen erfiillen, sind zum einen die geraden Funktionen
A%(z) = cos[(zn + l)nz], n=0123,... (3.36)
sowie die ungeraden
A!(z)=sin[2nnz], n=0123,... (3.37)

Eingesetzt in Gleichung (3.34) ergibt sich die Interferenzkurve mit den kleinsten Werten fiir Ra
aus dem Grundmod (n»=0) der geraden Funktionen (Gl. 3.36):

(7:2 +c12)3 +Q B’ 1t2(1t2 +a2)

a2

Zu jedem Wert der Chandrasekhar-Zahl besitzt diese Kurve einen Minimalwert, der als
kritische Rayleigh-Zahl Ra,, bezeichnet wird und bei einer kritischen Wellenzahl a,,, auftritt.
Im hydrodynamischen Fall (Q=0) kénnen diese unmittelbar aus der Bedingung 0Ra/da =0 zu

Ra,, =27*/4 und a,, =n/V2 abgeleitet werden.

Ra(a)= (3.38)

3.1.6.2 Losung fiir zwei feste, isotherme Berandungen

Fiir zwei feste, isotherme horizontale Rinder erhilt man die Randbedingungen

A(z=2%12)=0,
dA, (z=%1/2)=0 (3.39)
dz
und eingesetzt in Gleichung (3.34)
& LT 2074, ,
[?d—f-az} A -Q- B P =0, fiir z=11/2. (3.40)

Eine einfache Funktion 4, (z), die die Randbedingungen (3.38, 3.39) erfiillt, 1aft sich nicht
mehr angeben.

Chandrasekhar hat die Stabilititsbedingung fiir diese beiden Fille und auch noch fiir den Fall
eines einseitig festen Randes ausgewertet. Die Ergebnisse sind in den nachfolgenden
Diagrammen zusammengefalit.
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Abb 3.1:  Die Abhingigkeit der kritischen Rayleigh- und Wellenzahl als Funktion der
Chandrasekhar-Zahl (Chandrasekhar 1961). Verschiedene Randbedinungen
an die Geschwindigkeit: a) beide Berandungen frei, b) eine frei, die andere fest
und c) beide fest.

Die kritische Rayleigh-Zahl steigt fiir alle Randbedingungen monoton mit der Chandrasekhar-
Zahl an. Fir geringe Magnetfeldstirken wird das Abklingen von Stérungen hauptsichlich
durch die viskosen Reibungskrifie bestimmt. Fiir gentigend starke Magnetfelder treten diese in
den Hintergrund und die Stabilititsgrenze geht in ein durch elektrodynamische Krifte
bestimmtes asymptotisches Gesetz iiber.

Die Art der kinematischen Randbedingungen spielt in diesem Bereich keine Rolle mehr, da
diese lediglich einen Einflu auf die viskosen Verluste haben.

Ebenso steigt die kritische Wellenzahl monoton mit der Chandrasekhar-Zahl. Die Wellenlingen
der Konvektionsstrukturen werden somit immer kleiner. Ist die Wellenlinge fiir kleine
Magnetfeldstirken noch von den viskosen Termen bestimmt, so verschwinden die Unter-
schiede fiir die unterschiedlichen Randbedingungen ebenso wie bei den kritischen Rayleigh-
Zahlen. Die Losung geht dann ebenfalls in ein asymptotisches Gesetz iiber.

3.1.6.2 Asymptotische Losung

Fiir sehr starke Magnetfelder treten die viskosen Reibungskrifte gegeniiber den elektrody-
namischen Kriften in den Hintergrund. Das Stabilititsproblem ist dann ausschlieBlich durch das
Verhiltnis von Auftriebskriften und Lorentz-Krifien bestimmt, Durch Streichung des viskosen
Terms in Gleichung (3.34) erhilt man

=-Raa® 4,. (3.41)

2| d? 0% A
. Bz Rl a2 z
Q5. I: z* } oz’
Da bei Verachlissigung der viskosen Krifte die Haftbedingung an Winden nicht mehr erfiillt
werden kann, wird der Losungsansatz fiir freie Rinder (3.36) direkt angewendet:

QB n2(7t2 +a2)

a2

(3.42)

Ra(a) =

Mit der notwendigen Bedingung fiir die minimale Rayleigh-Zahl 0Ra/da = 0 ergibt sich daraus
die kritische Rayleigh-Zahl und die dazugehérige kritische Wellenzahl
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Rakm = an’

)5 (3.43)
Ay =(_2"Q] .

Diese Bedingungen sind unabhingig von den kinematischen Randbedingungen.

3.1.7 Losung fiir oszillatorische Konvektion

Bei der Losung des Stabilitdtsproblems im vorherigen Abschnitt wurde vorausgesetzt, dal’ die
Konvektionsbewegung in Form stationirer Strukturen einsetzt. Die zeitliche Anfachungsrate
o, und die Kreisfrequenz o, der Losung nach Abschnitt (3.1.6) sind dann null, und simtliche
Zeitableitungen in der nach der Vertikalgeschwindigkeit separierten Gleichung (3.14)
verschwinden.

Nimmt man dagegen an, daB} die Instabilitit als ein Oszillieren von Strémungsgroflen einsetzt,
so liegt der Zustand vor, den Chandrasekhar (1961) als overstabillity bezeichnet. Die zeitliche
Anfachungsrate ist hierbei ebenfalls null, da immer der neutralstabile Zustand vorausgesetzt
wird. Diesem ist nun jedoch eine zeitperiodische Stérung iiberlagert, welche mit ® , # 0 in die
Losung eingeht.

Mit der Zeitfunktion (Gl. 3.19) kénnen die Zeitableitungen in Gleichung (3.14) durch die
komplexe Konstante A bzw. durch die in diesem Fall reelle Frequenz © =, =i A ersetzt
werden. Die horizontale Struktur der Losung wird weiterhin durch die Helmholtzgleichung

(Gl. 3.30) beschrieben und an freien isothermen Rindern kann weiterhin V*W = —(7t2 +a2)ﬁf

bzw. szF =—a’F gesetzt werden. Es ergibt sich so eine komplexe Gleichung

_ﬂli;fr'_f’i)_[_wz_g(nuaz)(ni) +J_(n2+a2)2]=

(¢ d

[—mz +g(n2 +a2)(1+§1’:} +—1%n—(7t2 +a2)2} (7t2 +a2)2 - Ra {mf+—Rl;—(ﬁ2 +az)]az (3.44)

i i
B* I0)
+——Q 2 —+n’+a’ (n2+a2),
j
"

die das Problem der oszillatorischen Stabilitit beschreibt,

Aus dem Realteil dieser Gleichung kann nun eine Bedingung fiir das Aufireten eines von null
verschiedenen Wertes fiir © abgeleitet werden. Nach einiger Rechnung erhilt man

R, =Qﬂ(_1§n;1)_(l+f_) , (3.45)

ke B
n* n?  Pr+l n?

Da die Kreisfrequenz o eine reelle Zahl sein mub, ist o> stets positiv. Da © >und a® an dieser
Stelle nicht bestimmbar sind, kann keine exakte Bedingung fiir das Aufireten der overstabillity
angeben werden. Es kann jedoch generell nur dann Lésungen geben ,wenn R, —1 positiv ist.

Das Einsetzen der Konvektion in Form von oszilierenden Stromungsgroffien mit konstanter
Amplitude kann also nur dann auftreten, wenn R >1 ist. Ansonsten findet man im neutral-

stabilen Bereich eine stationire Konvektionsbewegung.

24




Aus der Abschitzung (2.22) erkennt man, daB} dieser Effekt bei Fliissigmetallen (unabhingig
von ihrer riumlichen Erstreckung) nicht aufiritt. Das durch die Geschwindigkeitsstérungen
induzierte Magnetfeld wirkt sich bei dem hier betrachteten Stabilititsproblem nicht auf die
Stabilititsbedingung aus.

Generell erlaubt eine kleine magnetische Reynolds-Zahl eine Modellierung magnetohydro-

dynamischer Stromungen bei denen das durch die Strémung induzierte Magnetfeld gegeniiber
dem von auflen angelegten vernachlissigt wird (Induktionsfreie Approximation).

3.2. Induktionsfreie Approximation

3.2.1. Grundgleichungen

Fiir praktisch alle im Labor (fhissige Metalle endlicher Leitfihigkeit) realisierbaren MHD-
Strémungen ergeben sich sehr kleine Werte fiir die magnetische Reynolds-Zahl R,. Damit sind
die gemif dem Ampére-Maxwellschen-Gesetz (Gl. 2.15) durch elektrische Strome im Fluid
induzierten Felder klein gegeniiber dem von aulen angelegten Feld B_.

Vemachlissigt man diesen Anteil des Magnetfeldes ganz, was dem Grenzfall R — 0
entspricht, so verschwindet die rechte Seite der Gleichung 2.15 und die magnetische Induktion
wird einzig durch das von auBlen angelegte Magnetfeld bestimmt, das dann divergenz- und
wirbelfrei sein muf. -

Die Stirke der magnetischen Induktion ist damit auch innerhalb des Fluides eine fest vorge-
gebene Grofie, auf die die Stromung keinen Einflul mehr hat. Die nichtlinearen Terme j x B
und vx B in den Gleichungen GL(2.12) und GL(2.17) werden durch diese Approximation
linearisiert. Es ergibt sich so ein neues, vollstindiges Gleichungssystem zur Beschreibung
magnetohydrodynamischer Stromungen, bestehend aus den unverinderten Erhaltungs-
gleichungen der Masse G1.(2.11), des Impulses G1.(2.12) und der Energie GL.(2.13).

Durch Anwendung des Divergenzoperators auf G1.(2.15) erhilt man die Gleichung der
Ladungserhaltung

V.j=0. (3.46)

Diese bildet ein Analogon zur hydrodynamischen Kontinuititsgleichung und ersetzt die
Gleichungen G1.(2.14) und G1.(2.15) bei vorgegebenem Magnetfeld.

Fiir verschwindende, zeitliche Anderungen des magnetischen Feldes ergibt sich aus Gleichung
G1.(2.14) das elektrische Feld E als Gradient eines skalaren elektrischen Potentials E =-V¢ .

Das Ohmsche Gesetz lautet dann;
j=-Vé+vxB,. (3.47)

3.2.2 Randbedingungen

Da die Impulsgleichung und die Energiegleichung des induktionsbehafteten Falls unverindert
iibernommen werden, behalten die kinematischen und die thermischen Randbedingungen
G1.(2.25-2.28) ihre Giiltigkeit bei. Das Magnetfeld ist nun insbesondere auch an den Gebiets-
rindern eine feste Gréfie. Die Erfassung unterschiedlicher Charakteristiken des Wandmaterials
ist daher nicht mehr durch Forderungen an das Magnetfeld, entsprechend den Gleichungen
GL.(2.30) und (2.34), zu realisieren. Anstelle des Magnetfeldes treten nun Bedingungen an die
Stromdichte und das elektrische Potential an der Fluid- Wandgrenzfliche.
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Wie zuvor fordert man hierzu die Stetigkeit der Normalkomponente des elektrischen Stromes
G1.(2.28). Zusammen mit der Haftbedingung des Fluides ergibt sich aus dem Ohmschen Gesetz
G1.(3.47) fiir das elektrische Potential

2]
On

Sofern Kontaktwiderstinde zwischen dem Fluid und der Wand vernachlissigt werden, ist das
elektrische Potential iiber die Grenzfliche hinweg stetig,

by = ¢F (3.49)

Fiir gleiche magnetische Permeabilitit der Kanalwand und des Fluids sind alle Komponenten
der magnetischen Induktion B iiber die Grenzfliche hinweg konstant, sofern keine elektrischen
Grenzflichenstrome aufireten

_%

3.48
y  On ( )

F

B,=B,. (3.50)

Unter diesen Voraussetzungen kénnen die Bedingungen fiir die beiden Extremfille elektrisch
nicht leitende Kanalwand und perfekt leitende Kanalwand formuliert werden.

~ An nichtleitenden Winden verschwindet wie in Abschn. (2.6.2) die Normalkomponente des
Stromes an der Wand G1.(2.29). Aus dem Ohmschen Gesetz ergibt sich zusammen mit der
Hafibedingung die korrespondierende Randbedingung fiir das elektrische Potential

. o
_,-n|W=-é% =0, (3.51)
W

Fiir perfekt leitende Winde erhalten wir entsprechend aus dem Verschwinden der Tangen-
tialkomponente des Stromes an der Wand G1.(2.33)

jxnl, =¢|,=0. (3.52)

Ist die Dicke 7, eines elektrisch gut leitenden Wandmaterials klein im Vergleich zur charakte-
ristischen Abmessung des Stromungsgebietes und der aufiretenden Stromungsstrukturen
(2, /a <<1), so ergeben sich nur geringe Potentialdifferenzen iiber die Dicke der Kanalwand.
Vemachlissigt man diese ganz, so kann der Stromflul im Wandmaterial und die mit ihm
verbundene Potentialdifferenz durch einen iiber die Dicke der Wand integralen Ansatz erfafit
werden. Der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Potential in der Wand und dem
tangential im Wandmaterial flieBenden elektrischen Strom j, kann daher mit dem Wand-
tangentialen Gradientenvektor V, anhand des ohmschen Gesetzes (Gl 3.47) formuliert
werden.

jt = —CV1¢W' (3-53)

¢ ist der dimensionslose Wandleitparameter. Er gewichtet den elektrischen Widerstand des
Fluids gegeniiber dem der Wand und ist definiert als:

_Cgs
cqh
o, kennzeichnet die elektrische Leitfihigkeit des Wandmaterials der Dicke s.

Die Formulierung der Ladungsbilanz in der Kanalwand liefert die als 'Diinne-Wand-Approxi-
mation' bekannte Beziehung (Walker 1981):

—cVip=j-n. (3.55)

(3.54)
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In diese geht der vom Fluid in die Wand flieBende elektrische Strom als Queliterm ein.

Fine weitere Grenzfliche bildet der Ubergang von der elektrisch leitenden Kanalwand zur
nichtleitenden Umgebung,

Als Rand und Ubergangsbedingungen ergeben sich hier generell:

j'”:O,%%:O’BzBa_ (356)

3.2.3 Lineare Stabilitiitsanalyse der induktionsfreien Gleichungen

Das System der induktionsfreien Gleichungen GL.(2.11), GL(2.12), GI(2.13), GI(3.46) und
GL(3.47) beschreibt zusammen mit den Randbedingungen in Abschnitt (3.2.2) das Problem der
Magnetokonvektion vollstindig. Es soll nun gezeigt werden, inwiefern die zu ihrer Formu-
lierung getroffenen Vereinfachungen das Einsetzen der Konvektion aus dem reinen Wirmeleit-
zustand beeinflussen.

Entsprechend der Vorgehensweise fiir die vollstindigen Gleichungen (Abs. 3) wird zunichst
wieder der stationire Wirmeleitungszustand ermittelt. Es liegen wiederum die Bedingungen
GL(3.1) ,G1.(3.4) und GL.(3.6) vor. Da das Magnetfeld als eine feste Grofe betrachtet wird,
gilt unabhingig von einer Gleichung die das Magnetfeld beschreibt

B°=B. (3.57)

Anstelle des Magnetfeldes treten die Stromdichte j und das elektrische Potential ¢ als die die
Elektrodynamik beschreibenden Groflen auf Ohne duBlere Ladungsquellen besitzt das
Ohmsche Gesetz G1.(3.46) mit v’ = 0 nur die triviale Losung, so daf

i’=0,¢"=0 (3.58)
ist.
Durch Einsetzen dieses Grundzustandes mit iiberlagerten Storungen, entsprechend Abschnitt
(3.1.2), sowie mit j=j’+¢j und ¢ =¢°+ed in die induktionsfreien Grundgleichungen
ergeben sich unter Vernachlissigung von Termen der GroBenordnung 0(82) die linearen,
induktionsfreien Storungsdifferentialgleichungen der Schichteninstabilitit.

V.$=0, (3.59)
—La—ﬁ——V"'+V2ﬁ+RaTAe +Q(°><B) (3.60)
Pr 0t P Y ’ ‘

AT 4=V, (3.61)
ot

V.j=0, (3.62)

j=-Vé+9xB. (3.63)

Die Randbedingungen entsprechen denen des induktionsbehafteten Falls. Zusitzlich
verschwinden an den hier betrachteten, oberen und unteren elektrisch und thermisch perfekt
leitenden Winden die Stérungen des elektrischen Potentials sowie der elektrischen Strom-
dichte.
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Wieder kann durch zweimalige Anwendung des Rotationsoperators auf die Impulsgleichung
der Druck eliminiert werden und die Temperaturstérung sowie die Stromdichte durch aus der
Energiegleichung und dem Ohmschen Gesetz gewonnene Terme ersetzt werden. Es ergibt sich
so die alternative Formulierung des Problems als eine nur von der Geschwindigkeitsstérung
abhingige Bedingung fiir die Vertikalgeschwindigkeitsstérung 1 .

_1__(?_(8_ - VZJVZV:’ =

Pr ot\ot

(9— - V2]V4W+Ra Viw-Q (i- VZJ(B.V)ZW.
ot ¥ ot

(3.64)

Durch einmalige Anwendung der Rotation auf das Ohmsche Gesetz verschwindet das
elektrische Potential:

Vxj=(B-V). | (3.65)

Das Gleichungssystem der Storungsdifferentialgleichungen ist beziiglich der Zeit ebenfalls
homogen. Die Zeitabhingigkeit der Losung kann daher entsprechend Gl.(3.18) durch einen
Produktansatz formuliert werden. Betrachtet man den Interferenzpunkt zwischen Stabilitit und
Instabilitdt, so verschwinden die Zeitableitungen in G1.(3.64) und man erhiilt:

V%~ Q(B V)V =-Ra V2 W, - (3.66)

Diese Beziehung ist identisch mit der fiir den induktionsbehafteten Fall gewonnenen Gleichung
(GL 3.21). Die fiir die vollen Gleichungen gewonnenen Losungen fiir die kritische Rayleigh-
Zahl und die kritische Wellenzahl sind daher direkt auf den induktionsfreien Fall iibertragbar.
Eine weitere Betrachtung der Gleichung kann daher entfallen. Allerdings muf noch die Giiltig-
keit der Separationsansiitze zur Trennung der horizontalen Richtungen von der vertikalen
gezeigt werden.

Fiihrt man die Losungsansitze G1.(3.22) gemeinsam mit einem entsprechenden fiir die Strom-
dichte

J=F(x,y)-D(z) (3.67)

ein, so ergibt sich aus der Energiegleichung wiederum die horizontale Struktur der Losung
bestimmende Helmholtz-Gleichung Gl1.(3.30). Aus Gleichung (3.65) erhidlt man drei
Gleichungen, die alle separierbar sind und mit V } =0 bzw. V- D = 0 ebenfalls zur Helmholz-
Gleichung zusammengefait werden koénnen. Es ergeben sich anders als beim induktions-
behafteten Fall keine Einschrinkungen fiir die Giiltigkeit des Separationsansatzes. Die
Anisotropie beim Finsetzen der Konvektion wird ausschlieflich an der Stabilititsbedingung
deutlich. MaBgebend fiir den verzogerten Einsatz der Konvektionsbewegung ist auch hier der
vertikale Anteil des Magnetfeldes. Der horizontale Anteil bestimmt lediglich die Struktur der
Stromung dahingehend, daB die Achsen der Konvektionswalzen parallel zur horizontalen
Komponente des Magnetfeldes orientiert werden.

Betrachtet man die zeitabhingige Gleichung G1.(3.64), so kann diese, entsprechend der
Vorgehensweise in Abschnitt (3.1.7), auf das Aufireten oszillatorischer Instabilititen unter-
sucht werden. Durch Ersetzen der Zeitableitungen durch die komplexe Konstante A bzw.
durch die reelle Frequenz © =@, =/ A erhilt man nach einiger Rechnung fiir den Imaginirteil
von G1.(3.64)
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2?2 2\2
i(ua—z) ® +(1+“—2) o +%m =0. (3.68)

Pr 0 ‘"

Diese Gleichung besitzt lediglich die Triviallosung ® = 0. Dies bedeutet, daB bei Betrachtung
der induktionsfreien Gleichungen der Wirmeleitungszustand stets in eine stationire
Konvektionslosung iibergeht. Dies stellt keine Einschrinkung der Anwendbarkeit der
induktionsfreien Gleichungen auf Naturkonvektionsstromungen dar, da die Stoffwerte von
technisch relevanten Fluiden stets kleine magnetische Reynolds-Zahlen ergeben (vgl. Abschnitt
3.1.7). Andere instationdre Phinomene, die aus den Trigheitstermen der Impulsgleichung
stammen oder Aufheizvorginge, werden durch das Modell vollstindig wiedergegeben, da
lediglich die nichtlinearen Terme der elektrodynamischen Gleichungen linearisiert wurden.
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4. Literatur

Zu dem hier behandelten Themenkreis liegt ein weites Spektrum an Arbeiten vor. Um den
EinfluB des Magnetfeldes verstehen zu konnen, werden zunichst Arbeiten genannt, die die von
unten beheizte Schicht ohne Magnetfeld zum Thema haben. Diese beschreiben den Einfluf der
Raylelgh Zahl, der Stoffwerte sowie unterschiedlicher Randbedmgungen und Geometrien im
rein hydrodynamischen Fall.

Danach kann der Effekt des Magnetfeldes auf die hier beschriebenen Phianomene anhand der
wichtigsten Arbeiten erértert werden. Bei den experimentellen Arbeiten werden wir uns im
wesentlichen auf Arbeiten mit Fliissigmetallen, also Fliissigkeiten kleiner Prandtl-Zahl,
beschrinken,

4.1 Theoretische Arbeiten
4.1.1 Bénard-Konvektion ohne Magnetfeld

Das Einsetzen der Konvektionsbewegung aus dem reinen Wirmeleitungszustand wird aus-
fiihrlich von Chandrasekhar (1961) behandelt. Durch eine lineare Stabilitdtsanalyse bestimmt er
kritische Rayleigh-Zahlen sowie die Struktur der Stromung beim Einsetzen der Konvektion in
einer in den horizontalen Richtungen unendlichen Schicht. Die wesentlichen Ergebnisse fiir
unterschiedliche kinematische Randbedingungen sind in Tabelle 4.1 zusammengefafit. Als
thermische Randbedingung nimmt er stets isotherme obere und untere Kanalwinde an.

kinetische Randbedingung Ra,, Ay A b
frei - frei 657.511 2.2214 2.828
fest - fest 1707.762 3.117 2.016
fest - frei 1100.65 2.682 2.342

Tab. 4.1: Kritische Rayleigh- und Wellenzahlen, Chandrasekhar (1961)

Wesentlich ist hierbei, daB die kritischen Werte der primiren Instabilitdt nicht von den Stoff-
werten bzw. der Prandtl-Zahl abhingen. Die Zellmuster sind durch die kritische Wellenzahl
nicht eindeutig bestimmt (vgl. Absch. 3.1.6). Im Allgemeinen treten zweidimensionale Rollen
immer dann auf wenn an oberer und unterer Wand die selben Randbedingungen gefordert sind.
Die z-Abhiingikeit des Losungsansatzes ist dann durch eine symmetrische Funktion darstellbar.
Werden dagegen an den horizontalen Berandungen unterschiedliche Randbedingungen
formuliert (fest-frei), kommt es zu einer Symmetriebrechung und es bilden sich hexagonale
Konvektionszellen.

Sparrow, Goldstein und Jonsson (1964) untersuchen den Einflufl unterschiedlicher thermischer
Randbedingungen auf das Finsetzen der Konvektion aus dem linearen Wirmeleitungszustand.
Hierzu fiihren sie die als Biot-Zahl bezeichnete Gréfie

Bi=— 4.1)

zur Beriicksichtigung des Wirmeiibergangskoeffizienten o an den Rindern ein. 4 ist die
Schichthohe und A die Wirmeleitfihigkeit des Fluides.
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Fiir Bi & o und Bi— 0 ergeben sich die beiden Grenzfille feste Temperatur und konstanter
Wairmestrom an der jeweiligen Grenzfliche. Abbildung 4.1a und 4.1.b zeigen die kritischen
Rayleigh-Zahlen fiir verschiedene thermische Randbedingungen.
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Abb. 4.1: Kiitische Rayleigh-Zahlen. (a) Konstante Temperatur an der unteren Wand;
(b) konstanter Wirmestrom an der unteren Wand.

Man erkennt unmittelbar, daB8 bei Vorgabe eines Wirmestromes im Vergleich zu den bisher
behandelten isothermen Rindem die kritische Rayleigh-Zahl generell kleiner ist. In Tabelle
(4.2) sind die kritischen Rayleigh- und Wellenzahlen fiir die asymptotischen Grenzfille
Bi — o (T = konst )und Bi — 0 (g = konst ) masammengestellt,
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Thermische Randbedingungen obere Wand frei obere Wand fest
untere Wand obere Wand Ra,, A Ra,, a,
T = konst T = konst 1100.657 2.68 1707.765 3.12
T = konst q = konst 669.001 2.09 1295.781 2.55
q = konst T = konst 816.748 2.21 1295.781 2.55
q = konst q = konst 320 -0 720 -0

Tab. 4.2: Kritische Rayleigh- und Wellenzahlen fiir unterschiedliche thermische
Randbedingungen

Die Diskussion endlicher Biot-Zahlen ist insbesondere im Zusammenhang mit Experimenten
wichtig, da hier stets eine endliche Wirmeleitfihigkeit des Wandmaterials den Wéirme-
uibergangskoeffizient an der Wand begrenzt. Da dieser von mehreren Faktoren abhingig ist,
kann die Biot-Zahl nur abgeschitzt werden.

Oertel (1979) bestimmt die Eigenwerte beim Einsetzen der Konvektion niherungsweise durch
ein Galerkinverfahren. Hierzu wird die Losung als eine Uberlagerung von endlich vielen Basis-
funktionen dargestellt. Die Losung des Systems von partiellen Differentialgleichungen wird
hierdurch auf die Losung eines algebraischen Gleichungssystems fiir die Entwicklungs-
koeffizienten reduziert. Durch eine geeignete Wahl der Basisfunktionen gelingt die
Bestimmung kritischer Rayleighzahlen in Behiltern mit vertikalen Seitenrindern. Abbildung
4.2 zeigt die Abhdngigkeit der Rayleigh-Zahl von der Linge eines Behilters der dimensions-
losen Breite 4, /h, = 4.

I
Q
o
o
T

1800

Abb. 4.2: Abhiéngigkeit der kritischen Ra-Zahl von den horizontalen Abmessungen.

Die kritische Rayleigh-Zahl nimmt mit abnehmender Behilterlinge 4, / h, zu. Die Erfiillung der

Haftbedingung an den seitlichen Rindem erzeugt zusitzliche Reibung, die stabilisierend auf die
Schicht wirkt. Als Beispiel gibt Oertel eine kritische Rayleigh-Zahl von 1815 fiir die 10:4:1-
Geometrie an.
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Zusitzlich fixiert die Form des Behilters die Orientierung und die Anzahl der Walzen fiir
schwach iberkritische Rayleigh-Zahlen. In rechteckigen Behiltern fiihrt dies zu einer Orien-
tierung der Walzenachsen parallel zur kiirzeren Seite.

In der Impulsgleichung G1(2.12) geht die Prandtl-Zahl als Gewichtungsfaktor der Impulskrifte
ein. Damit ist das zeitliche Verhalten der Stromung fiir iiberkritische Rayleigh-Zahlen
entscheidend von den Stoffwerten geprigt.

Krishnamurti (1973) untersucht das Verhalten der Konvektionsbewegung bei iiberkritischen
Rayleigh-Zahlen fiir verschiedene Prandtl-Zahlen. Uber die in diversen Fluiden aus Experi-
menten gewonnenen Abhingigkeiten gibt Abbildung 4.3 einen Uberblick iiber die méglichen
Stromungsformen.
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Abb. 4.3: Rayleigh-Prandtl-Zahl-Diagramm, Krishnamurti (1973).

Oberhalb der fiir alle Prandtl-Zahlen gleichen kritischen Rayleigh-Zahl liegt eine stationdre
Konvektion in Form zweidimensionaler Rollen vor. Mit steigender Rayleigh-Zahl kann der
Wirmestrom nicht mehr durch eine zweidimensionale Struktur aufrecht erhalten werden und
die nachwievor stationire Stromung wird dreidimensional. Steigert man die Rayleigh-Zahl
weiter, so schliefit sich der Bereich zeitabhingiger, dreidimensionaler Konvektionsstrukturen
und schlieBlich der turbulente Konvektionsbereich an. Letzterer ist gekennzeichnet durch
Strémungsmuster, die sich unabhingig von den Abmessungen der Schicht entwickeln.

Die zeitabhingige Stabilitit von Konvektionsrollen unterschiedlicher ZellgroBe wurde von
Clever und Busse (1974) untersucht. Hierzu iiberlagern diese Autoren eine hinsichtlich der
Stromungsgrofien und der Wellenzahlen genau definierte Zellstruktur einer thermisch instabilen
Schicht und untersuchen dann die Stabilitit dieser Strukturen in Abhingigkeit unterschiedlicher
Kennzahlen. Abb. 4.4 veranschaulicht die aufiretenden Zellstrukturen.
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Zig-zag-Instabilitit

—

Eckhaus-Instabilitiit

Skew-varicose-Instabilitit

EDEE
7

)
i </ <)

Oszillatorische-Instabilitit

Cross-roll-Instabilitit

Knot-Instabilitit

Stromungsstrukturen bei Bénard-Konvektion

Zig-Zag-Instabilitdt: Diese dufert sich in einer wellenférmigen Deformation der Walzen.

Eckhaus-Instabilitit: ErfaBit die Reduzierung der zugelassenen Bandbreite der instabielen
zweidimensionalen Walzen fiir eine bestimmte tiberkritische Rayleigh-Zahl. Durch nichtlineare
Wechselwirkungen zwischen den Walzen verschiedener Wellenlingen kommt es zu einem
periodische Anschwellen und Schrumpfen der Rollenstrukturen. Diese kann auch in zwei-
dimensionalen Betrachtungen aufireten.

Skew-varicose-Instabilitdt: Diese bimodale Instabilitit entsteht, wenn die thermischen Grenz-
schichten ihrerseits instabil werden. Sie &uflert sich in einer periodischen Verdickung und
Verdiinnung der Rollen. Fiir hohe und geringe Prandtl-Zahlen verschwindet diese Stromungs-
form.

Oszillatorische-Instabilitdt: Diese Instabilitit ist besonders wichtig, da mit ihr die Stromungs-
muster zeitabhingig werden. Die Rollen oszilieren entlang ihrer Achsen mit einer charakte-
ristischen Frequenz. Es treten Wellenformige Bewegungen auf, wobei sich die Wellen entlang
der Walzenachsen ausbreiten.

Cross-roll-Instabilitit: Bezeichnet das Aufireten von Rollen senkrecht zur urspriinglichen
Rollenstruktur. Fiir kleine Prandtl-Zahlen tritt diese praktisch nicht auf.
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Knot-Instabilitit: Bei dieser speziellen Form der Cross-roll-Instabilitit haben die einzelnen
Stromungsstrukturen die Form eines Knotens.

In Abbildung 4.5 sind die Stabilititsgrenzen der einzelnen Konvektionsformen in Abhangigkeit
der Rayleigh- und der Wellenzahl aufgetragen. Es werden so Bereiche aufgezeigt, in denen
charakteristische Stromungsformen in Abhingigkeit der Rayleigh-, Prandtl- und der
Wellenzahl auftreten.

50 — 7 ) T T

= Oscillatory
instability

Cross-roll |
instability
Eckhaus
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Zig-2ag _A ke

instability
1 ! ! 1 i 1 1
1-0 20 3.0 40 50 60 70 80

Abb. 4.5: Konvektionsstrukturen in Abhingigkeit der Rayleigh-Zahl(R) und der
Wellenzahl(o) Pr = 0. 71 nach Busse(1974).

Durch eine Zusammenfassung vieler solcher berechneter Diagramme fiir unterschiedliche

Prandtl-Zahlen gelangt Busse (1978) zu einem detailierten Rayleigh-Prandtl-Zahl-Diagramm
(Abbildung 4.6).
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Abb. 4.6: Rayleigh(R)-Prandtl(c)-Zahl-Diagramm, Busse (1978).

Die Charakteristik des Warmetransports durch die Schicht wird durch die Nusselt-Zahl ausge-
driickt:

q-h
A-AT
Diese gibt das Verhiltnis des insgesamt durch die Schicht flieBenden Wirmestromes g zu dem
Wirmestrom an, welcher bei der anliegenden Temperaturdifferenz durch reine Wirmeleitung

durch die Schicht flieBen wiirde. Der Wirmeleitungsfall ist so durch Nu=1 gekennzeichnet,
Je grofer die Nusselt-Zahl ist, desto hoher ist der Anteil des konvektiven Wirmetransports.

Nu= (4.2)

Genauer betrachtet ist die Nusselt-Zahl fiir die Bénard-Konvektion eine lokale Gréfe. Ihr
integraler Wert muf3 daher durch eine ramliche und gegebenenfalls auch zeitliche Mittelwert-
bildung der Groflen g und AT gewonnen werden.

Den prinzipiellen Verlauf von Nusselt-Zahlen tiber der Rayleigh-Zahl zeigt Abbildung 4.7 fiir
verschieden Prandtl-Zahlen.

Wie aus der Stabilititstheorie bekannt, setzt die Konvektion unabhingig vom Wert der
Prandtl-Zahl bei einer Rayleigh-Zahl von Ra ~1700 ein. Danach wichst die Nusselt-Zahl vom
Wert 1 auf immer gréfiere Werte an. Die Prandtl-Zahl bestimmt in diesem iiberkritischen
Bereich entscheidend den Anstieg des Wirmetransports und die Transitionsbereiche, an denen
sich die Strémungsstrukturen dnder. Dies wird anhand der wechselnden Steigung der Kurven
deutlich.
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Abb. 4.7 Abhingigkeit der Nusselt-Zahl von der Rayleigh-Zahl fiir verschiedene Prandtl-
Zahlen nach Kek (1989).

Die numerische Simulation der Rayleigh-Bénard-konvektion ist insbesondere bei kleinen
Prandtl-Zahlen mit enormem numerischen Aufwand verbunden. Die Stromungszustinde sind
in der Regel dreidimensional instationir, und es miissen sehr diinne, kinematische und
thermische Grenzschichten sowie kleine Stromungsstrukturen wie Turbulenzwirbel aufgeldst
werden. Zweidimensionale, numerische Rechnungen erfiillen zwar die Bilanzgleichungen auf
sinnvolle Art und Weise, die errechneten Nusselt-Zahlen iiberschitzen jedoch den
Wairmetransport im Vergleich zu dreidimensionalen Rechnungen (Clever und Busse 1987). Die
dritte Geschwindigkeitskomponente erhoht die dissipativen Verluste in der Fluidschicht, obne
daB ein stirkerer Antriebsmechanismus geschaffen wird. Die geringeren Geschwindigkeiten
reduzieren dabei den konvektiven Wirmetransport und somit die Nusselt-Zahl.

Womer (1994) gelingt die direkte numerische Simulation turbulenter Rayleigh-Bénard-
Konvektion in flissigem Natrium fiir Rayleigh-Zahlen bis Ra = 24000. Er untersucht die
Strukturen und Mechanismen der Konvektion und ermittelt aus seinen instationdren
Rechnungen die statistischen Eigenschaften der Turbulenz.
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4.1.1 Bénard-Konvektion mit Magnetfeld

Eine lineare Stabilititsanalyse der Bénard-Konvektion unter Magnetfeldeinfluf in der
unendlich ausgedehnten Schicht wurde von Chandrasekhar (1961) durchgefiihrt. Fiir ein
vertikales Magnetfeld findet er ein starkes Ansteigen der kritischen Rayleigh-Zahl sowie der
kritischen Wellenzahlen, was einer Verkleinerung der aufiretenden Konvektionsstrukturen
entspricht (vgl. Abschnitt 3.1.6). Besitzt das Magnetfeld zusitzlich eine horizontale
Komponente, so erfolgt das Einsetzen der Konvektion in Form von in Magnetfeldrichtung
orientierter Walzen.

Busse und Clever behandeln mit derselben Vorgehensweise wie im hydrodynamischen Fall in
zahlreichen Arbeiten den Einfluf magnetischer Felder auf das rdumliche und zeitliche
Verhalten der Konvektion. Sie gehen hierbei ausschlieBlich von einer unendlichen Fliissig-
keitschicht aus, was sie durch periodische Rinder bei ihren Rechnungen realisieren. Hierdurch
konnen keine zusitzlichen Strompfade in vertikalen Winden aufireten. Die induzierten Strome
miissen sich also im Fluid selbst schlieBen. Ferner wird die magnetische Diffusivitit 1/uc viel
grofler angenommen als die thermische Diffusivitit. Dadurch ist die magnetische Reynolds-
Zahl vernachlédssigbar klein, was den Gegebenheiten bei fliissigen Metallen entspricht. Es ist
zweckmifig, die aufiretenden Effekte fiir horizontale und vertikale Magnetfelder getrennt zu
betrachten.

In einer ersten Arbeit finden Busse und Clever 1982 fiir ein vertikales Magnetfeld eine
Verschiebung der Stabilititsgrenzen zu héheren Rayleigh(R)- und Wellenzahlen(o). In
Abbildung 4.8 sind die Stabilititsbereiche der Konvektionsrollen mit und ohne Magnetfeld
aufgetragen. Die Prandtl-Zahl von 0.025 entspricht der von Quecksilber.
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Abb. 4.8: Bereiche stabiler Konvektionsrollen in Quecksilber (Pr 0.025) fiir Q =0 und
Q =20. Die eingezeichneten Linien entsprechen dem Einsetzen oszilatorischer

(OS)-, der skewed varicose (SV)- und der Eckhaus (EC)-Instabilitit.
Die gestrichelten Linien kennzeichnen den Beginn der Konvektion nach der
linearen Theorie (vgl. Absch. 3).
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Die Grenzen der oszilatorischen Instabilititen werden vom Magnetfeld stirker beeinflufit, als
die der stationdren. Dies filhrt zu einem vergrofierten Bereich stationdrer Konvektionsrollen als
im nichtmagnetischen Fall. In einer weiteren, aufbauenden Arbeit dehnen die beiden Autoren
(Clever und Busse 1989) ihre Untersuchungen auf den EinfluB der Prandtl-Zahl auf die insta-
tiondren Konvektionsmuster aus. Es ergibt sich hierbei, dal das Magnetfeld einen dhnlichen
EinfluB auf die instationiren, dreidimensionalen Stromungsstrukturen hat, wie eine vergro-
Berung der kinematischen Viskositit. Insbesondere wird von den Autoren auf die Erhéhung
der Nusselt-Zahlen durch die Laminarisierung der Strémungsstruktur hingewiesen.

In einer aktuellen Arbeit (Busse und Clever 1996) wird schliefilich der Einfluf} starker verti-
kaler Magnetfelder auf die Konvektion untersucht, Dabei kommt es durch die mit dem
Magnetfeld immer grofler werdenden Wellenzahlen zu grofien Unterschieden zwischen den
horizontalen und vertikalen Lingenskalen. Dies fiihrt zu einem neuen Strémungsphinomen
beim Ubergang von zweidimensionalen Rollen zu dreidimensionalen Strémungsstrukturen. Die
Autoren bezeichnen dieses als 'Knot insability'.

Das Einsetzen dreidimensionaler Instabilititen unter dem EinfluB} eines horizontalen Magnet-
feldes wird von Busse und Clever (1983) untersucht. Die Losung fiir in Magnetfeldrichtung
orientierte, zweidimensionale Konvektionswalzen ist identisch mit dem hydrodynamischen Fall.
Daher sind weder die kritische Rayleigh-Zahl(R) noch die kritische Wellenzahl(ct) durch das
Magnetfeld beeinflufit. Abbildung 4.9 zeigt die Verschiebung der Stabilitdtsgrenzen unter dem
Einflufl des Magnetfeldes.
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Abb.4.9:  EinfluB eines horizontalen Magnetfeldes auf das Einsetzen dreidimensionaler
Instabilititen, Busse und Clever (1983).

Die Eckhaus-Instabilitit ist, wie bereits dargelegt, ein zweidimensionaler Effekt und bleibt
daher unbeeinflufit. Die Skewed-Varicose-Instabilititsgrenze grenzt den Bereich stabiler
Konvektionswalzen gegeniiber hoheren Wellenzahlen ab. Sie bleibt durch das Magnetfeld
nahezu unverindert. Die Grenze fiir das Aufireten oszillatorischer Instabilititen wird dagegen
bei nahezu unverinderter kritischer Wellenzahl zu hoheren Rayleigh-Zahlen verschoben. Die
Frequenz der bei geniigend hoher Rayleigh-Zahl auftretenden Oszilationen wird dabei, bedingt
durch die zusitzliche "Riickstellkraft" des Magnetfeldes, grofer als im hydrodyamischen Fall.
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In einer weiteren Arbeit (Busse und Clever 1989) wird der Einflul eines horizontalen Feldes
auf instationdre, dreidimensionale  Strémungsstrukturen (traveling-wave-convection)
betrachtet. Neben der auch hier aufiretenden Ausrichtung der Konvektionsstrukturen in
Magnetfeldrichtung ist der bemerkenswerteste Effekt die Verbesserung des Wirmetransportes
durch die Laminarisierung der Geschwindigkeitsverteilung. Das Magnetfeld zwingt die
Stromung in Richtung zweidimensionaler Rollen, da so Joulsche Verluste minimiert werden.

Die im hydrodynamischen Fall durch die dritte Geschwindigkeitskomponente verursachte
Dissipation verschwindet, und es treten héhere Stromungsgeschwindigkeiten auf, die den
konvektiven Wirmetransport verbessern. Es ist fraglich, ob dieser Effekt auch auftritt, wenn
der Fluidbereich durch Seitenwinde begrenzt ist, da dann zusitzliche SchlieBungsméglich-
keiten fiir die induzierten Stréme vorhanden sind.

Der allgemeine Fall eines beliebig geneigten Magnetfeldes wird von Busse und Clever 1990 in
einer weiteren Arbeit behandelt . Die fritheren Ergebnisse werden zusammengefafit und um den
Einflu verschiedener elektrischer Randbedingungen an der oberen und unteren Wand
erweitert. Die Stabilititsbedingungen fiir zweidimensionale Konvektionsformen hingen
lediglich von der vertikalen Komponente des Magnetfeldes ab.

Wihrend die fiir das Einsetzen der Konvektion erforderliche Rayleigh-Zahl unabhingig von der
Prandtl-Zahl ist, so sind andere Eigenschaften wie der konvektive Wirmetransport stark von
dieser abhingig. Fiir Prandtl-Zahlen fliissiger Metalle (Pr <<1) tritt der als Trigheits-
konvektion bezeichnete Effekt eines wie ein Starrkorper rotierenden Walzenketns auf.

Unter den verschiedensten Orientierungsmoglichkeiten eines magnetischen Feldes unterdriickt
ein horizontales Magnetfeld die oszilatorischen Instabilititen am stirksten. Ein Einflufl auf
zweidimensionale Strémungszustinde ist dagegen nicht vorhanden.

Ein rein vertikales Magnetfeld dagegen verschiebt die charakteristischen Stabilititsgrenzen hin
zu hoheren Rayleigh- und Wellenzahlen. Die mit dem Magnetfeld immer grofier werdenden
Unterschiede zwischen den horizontalen und vertikalen Lingenskalen fiihren zu neuen
dreidimensionalen Stromungsmustern, z.B. der Knot-Insabilitit, die im nichtmagnetischen Fall
nicht aufireten.

Ganz allgemein ist der Effekt magnetischer Felder vergleichbar mit einer Erhohung der
Prandtl-Zahl, durch welche sich auch die Bereiche stabiler Konvektionsformen sowie der
konvektive Wirmetransport vergrofiern lassen. Elekirisch perfekt leitende Winde vergrofern,
verglichen mit elektrisch isolierten Winden, die stabilisierende Wirkung vor allem bei
vertikalen Feldem,

Van der Borght et al (1972) untersuchen das Verhalten der Konvektion fiir stark iiberkritische
Rayleigh-Zahlen und starke vertikale Magnetfelder. Durch die zum Teil stark vereinfachenden
Annahmen koénnen keine Aussagen hinsichtlich der dreidimensionalen Struktur der Stromung
getroffen werden. Vielmehr werden Beziehungen fiir die Bestimmung von Nusselt-Zahlen in
Abhingigkeit der Rayleigh- und der Chandrasekhar-Zahl durch analytische und numerische
Verfahren abgeleitet. Abbildung 4.10 faft die Ergebnisse verschiedener Ansitze zusammen.

Die Nusselt-Zahlen fallen monoton mit wachsender Magnetfeldstiarke auf den Wert eins ab, der
die Stabilititsgrenze markiert. Fiir eine Konstante Rayleighzahl ergibt sich mit der Erhéhung
der Chandrasekharzahl stets eine Veringerung des konvektiven Wirmestroms.

Bei vorgegebener Rayleigh - und Chandrasekhar-Zahl wird der Warmetransport auch durch die
Wellenzahl bestimmt. Es treten hierbei von der Chandrasekhar-Zahl abhingige Wellenzahlen
auf fiir die die Nusselt-Zahl maximal wird.
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Da die Ergebnisse in einem durch Experimente abgedeckten Bereich liegen, kénnen die
Ergebnisse zu Vergleichen herangezogen werden. Leider bleibt die Prandtl-Zahl bei der
Bildung der Niherungsbeziehungen unberticksichtigt, was ihre Giiltigkeit fiir Flissigmetalle
( Pr <<1) fraglich erscheinen 1aft.

[ ()

2:0

log o N

Numericnl results (solid ourvos)
for N as a function of’:
{a) Q for four values of N witha = w,
(b) R far five valuovs of @ with a = n,
and

(¢} a = af= fur voven viluos of @ with
It =2 107,

Abb 4.10: Nusselt(N)-, Wellenzahlen(a) als Funktion der Rayleigh(R)- und der
Chandrasekhar-Zahl(Q).

Der in Experimenten unvermeidliche Einflufl vertikaler Berandungen des Fluidbereiches auf
die Stromung ist in theoretischen wie auch in numerischen Arbeiten fiir Bénard-Konvektion
unter dem Einflufl von Magnetfeldern kaum untersucht. Durch die Erfiillung der kinematischen
Haftbedingung entstehen an den Seitenwinden Grenzschichten geringerer Dicke. Diese bilden
zusammen mit der gegebenenfalls elektrischen Leitfihigkeit des Wandmaterials zusitzliche
Schlieffungsmdéglichkeiten fiir die durch die Konvektionsbewegung induzierten Strome.

Die Stromdichte im Fluid kann sich dadurch im Gegensatz zur unendlich ausgedehnten Schicht
erhohen. Die daraus resultierenden gréfleren Lorentz-Krifte dimpfen die Konvektions-
bewegung auch fiir den Fall in Magnetfeldrichtung orientierter Rollen.
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Die rdumliche Struktur der Stromung fiir schwach iberkritische Rayleigh-Zahlen wird von
Tabelling (1982) mittels einer schwach nichtlinearen Theorie untersucht. Ein vertikales
Magnetfeld beeinfluft lediglich die lokalen Stromungsstrukturen (kleinere Wellenlingen). Die
vom Behilter aufgeprigten Strémungsstrukturen, wie z.B. zur kiirzeren Seite hin orientierte
Walzen, werden dagegen nicht verindert.

Im Gegensatz hierzu kann die Umorientierung der dreidimensionalen Strémungsstrukturen hin
zu in Magnetfeldrichtung orientierten Walzen bei horizontalem Magnetfeld beobachtet werden.
Dieser Effekt tritt bereits fiir sehr schwache Werte der magnetischen Induktion auf.

4.2 Experimentelle Arbeiten

Neben den in der Natur beobachtbaren Phinomenen der thermischen Zellularkonvektion
existiert eine Vielzahl experimenteller Arbeiten, welche mit dem Experiment von Bénard
(1900) beginnen. Experimentell einsetzbare Fluide weisen verbunden mit der fiir die Unter-
suchung der Magnetokonvektion notwendigen, elektrischen Leitfihigkeit, immer eine sehr
kleine Prandtl-Zahl auf. Daher werden auch zur Diskussion des rein hydrodynamischen Falls
ausschliefflich Experimente mit Fliissigmetallen als Medium herangezogen.

4.2.1 Experimentelle Arbeiten ohne Magnetfeld

Sobermann fithrt Messungen ( Pr =0.025) fiir Rayleigh-Zahlen bis 4-10° durch. Fiir die
Rayleigh- Nusselt-Zahl-Beziehung gibt er den Zusammenhang

Ra =90.7-(Ra - Nu)"™*". (4.2)

Rossby (1969) fiihrt ebenfalls in einer runden Quecksilberschicht Messungen im Bereich

10’ < Ra <5-10° durch. Aus der relativ groBen Streuung der TemperaturmeBwerte beim
Einsetzen der Konvektion im Vergleich zu Fluiden héherer Prandtl-Zahl folgert er, daBl die
Konvektion stets turbulent ist. Aus den MeBwerten leitet er die Korrelation

Nu=0147-Ra"*’ 4.3)
ab.

Wesentlich hohere Rayleigh-Zahlen realisieren Globe und Dropkin (1959) in verschiedenen

Fluiden. Fiir Quecksilber geben sie im Rayleigh-Zahlbereich von 2-10° < Ra <2-10” die auch
fiir héhere Prandtl-Zahlen 0.02 < Pr < 8750 giiltige Beziehung

Nu=0.069-Ra** . pr®®" (4.4)
an.

Neuere Experimente zu Rayleigh-Bénard-Konvektion in Quecksilber werden von Cioni,
Ciliberto und Someria (1996) durchgefiihrt. Sie erreichen Rayleigh-Zahlen im Bereich von

4.6-10° < Ra <6.3-10° in einem Behilter mit dem Breiten- Hohenverhiltnis von eins, Fiir die
Nusselt-Zahl-Korrelationen geben sie drei Bereiche an:

Nu=(014£0.005)- Ra®****? 46-10° < Ra <4.5-10°, (4.5)

Nu=(044£0.015)- Ra®*** 45.10° < Ra <21-10°. (4.6)
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Ab einer Rayleigh-Zahl von Ra >2.1-10° kommt es zu einem starken Anstieg der Nusselt-
Zahl. Fine Korrelation kann hier nicht angegeben werden, da der Parameterbereich der
Versuchseinrichtung hier endet.

Flissiges Natrium weist gegeniiber dem in den bisherigen Versuchen beschriebenen Queck-
silber eine noch geringere Prandtl-Zahl von Pr =~ 0.006 auf. Die Durchfithrung von Experi-
menten ist jedoch wegen der hohen chemischen Reaktivitit sowie der hoheren Schmelztempe-
ratur und der sehr hohen Wirmeleitfihigkeit von Natrium erheblich aufwendiger als bei
Quecksilber.

Kek (1989) untersucht die Rayleigh-Bénard-Konvektion in einem zylindrischen Behilter von
500 mm Durchmesser und einer Schichthéhe von 15.5 bzw. 46.5 mm Hohe (siehe auch Kek et
al. (1990), Kek und Miiller (1993)). Mit dieser Anordnung erschlieit er sich den Rayleigh-
Zahl-Bereich von 15-10° < Ra <25-10°. Aus den gemessenen Nusselt-Zahlen leitet er die
folgenden, empirischen Beziehungen ab:

Nu=059-Ra*” 15.10° < Ra <8-10°, 4.7)
Nu=0.059-Ra"? 12.10* < Ra <2.5:10%, (4.8)
Nu=0117-Ra** 4.10° < Ra <25-10°. (4.9)

Vergleicht man die Korrelationen der verschiedenen Autoren, so wird deutlich, dal} die
Bestimmung des Wirmeiibergangs bei Rayleigh-Bénard-Konvektion bei sehr kleinen Prandtl-
Zahlen mit groflen Unsicherheiten verbunden ist. Bei der angestrebten Realisierung hoher
Rayleigh-Zahlen fordert die hohe Wirmeleitfihigkeit fliissiger Metalle bei den im Labormalf3-
stab realisierbaren Abmessungen extrem hohe Wirmestrome durch die Schicht. Diese miissen
zur Schaffung definierter Randbedingungen moglichst homogen aufgebracht und wieder abge-
fiihrt werden. Die Vorgabe einer konstanten Temperatur an der oberen und unteren Berandung
durch Wahl eines Wandmaterials mit viel groerer Wirmeleitfihigkeit als das Fluid (z.B.
Kupfer) ist nicht realisierbar, da kein Material existiert, welches die Wirmeleitfihigkeit von
fliissigen Metallen um Grofenordnungen iibersteigt. Die thermischen Eigenschaften des
Wandmaterials gehen daher unweigerlich in die Messungen ein. Hinzu kommt noch die starke
Variation der Stoffeigenschaften fliissiger Metalle mit der Temperatur.

An den Exponenten der Rayleigh-Nusselt-Zahl-Korrelationen tritt meist ein 1/3-Potenzgesetz
auf, welches dem turbulenten Charakter der Konvektion Rechnung trigt. Demgegeniiber treten
jedoch auch Exponenten der GroBenordnung 1/4 auf, welche eher einen laminare Charakter
der Konvektion andeuten (vgl. Kutadelaze et al. (1958)).

4.2.2 Experimentelle Arbeiten mit Magnetfeld

Erste Experimente zur Rayleigh-Bénard-Konvektion unter Magpetfeldeinflul werden von
Nakagawa (1955) durchgefiihrt. Das Testfluid Quecksilber befindet sich in einem kreisrunden,
von unten beheizten Behilter. Die obere Grenzfliche bleibt frei und wird durch einen
Gasstrom gekiihlt. Die Anordnung befindet sich in einem Permanentmagneten konstanter
Feldstirke, der der Schicht ein vertikales Magnetfeld aufprigt. Verschiedene Chandrasekhar-
Zahlen konnen daher nur iiber die Schichthdhe eingestellt werden.

Anhand des Verlaufs des Temperaturgradienten tiber die Schicht bei steigender Heizleistung
kann die fiir das Einsetzen der Konvektion kritische Rayleigh-Zahl bestimmt werden. Unter
Verwendung eines Magneten mit variabler Feldstirke dehnt Nakagawa (1956) den Bereich der
Chandrasekhar-Zahlen bei verschiedenen Schichthéhen auf nahezu den gesamten relevanten
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Bereich aus. Es ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der kritischen Rayleigh-Zahlen mit
den von Chandrasekhar (1961) mit einer linearen Theorie gefundenen.

Durch die visuelle Zuginglichkeit der freien, oberen Grenzfliche kann die Grofie der Struk-
turen ermittelt werden (Nakagawa 1959). In Ubereinstinmung mit der linearen Theorie wird
eine Verkleinerung der Konvektionsstrukturen beobachtet. Bemerkenswert ist dabei, dafi trotz
einer freien Quecksilberoberfliche die Werte der festen Randbedingungen gefunden werden.
Dies fiihrt der Autor auf die Bildung einer Oxidschicht an der Grenzflidche zuriick.

Lehnert und Little (1956) untersuchen in einer dhnlichen Anordnung die Konvektion unter
dem Einfluf} eines inhomogenen vertikalen Magnetfeldes. Sie finden, dafl die fiir Konvektion
kritische Feldstirke unabhingig von deren riumlicher Verteilung ist. In einem weiteren
Versuch legen sie ein homogenes Magnetfeld an, welches gegeniiber der Vertikalen beliebig
geneigt werden kann und bestitigen, daB fiir die Stabilitit der Schicht lediglich der horizontale
Anteil des Feldes wesentlich ist.

Fiir ein rein horizontales Feld ergibt sich keine Verlagerung der kritischen Rayleigh-Zahl zu
hoheren Werten. Es bilden sich schmale horizontale Zellen, die sich in Magnetfeldrichtung
iiber den gesamten Behiilter erstrecken. Das Fluid stromt entlang magnetischer Feldlinien in
horizontaler Richtung, und nicht wie in der linearen Theorie beschrieben in Ebenen senkrecht
zum Magnetfeld. Eine Erklidrung hierfiir kann bislang nicht gegeben werden.

Fauve, Laroche und Libchaber (1981) bestimmen das zeitliche Verhalten einer von unten
beheizten Quecksilberschicht im Bereich oszilatorischer Instabilitdten. Thre Messungen fithren
sie in relativ kleinen schmalen Geometrien durch. Ein Einfluf} der vertikalen Behilterwinde auf
die Konvektionsbewegung ist daher nicht auszuschlielen. Fiir ein vertikales Magnetfeld finden
sie eine starke Dimpfung der Oszilationen bei leicht zuriickgehender Frequenz. Bei einem
horizontalen Feld ist die Dimpfung der Oszilationen mit einem Anstieg ihrer Frequenzen
verbunden.

In nachfolgenden Arbeiten (Libchaber, Laroche und Fauve 1982 sowie Libchaber, Fauve und
Laroche 1983) wird das Auftreten weiterer Frequenzen und der Ubergang zu unregelmifigen,
chaotischen Zeitsignalen untersucht. Die Ergebnisse miissen immer auch im Zusammenhang
mit der relativ kleinen Breite der Experimentiereinrichtung gesehen werden.

Fauve, Laroche, Libchaber und Perrin (1984) untersuchen die Rayleigh-Bénard-Konvektion in
einem kreisrunden Behilter bei homogenem horizontalen Magnetfeld. Bei einem Radius von
18 mm betridgt die Schichthéhe 6 mm. Sie beobachten ohne Magnetfeld im Gegensatz zu
kleinen rechteckigen Behiiltern einen direkten Ubergang des Wirmeleitungszustands in eine
zeitchaotische Konvektionsstromung. Wird das horizontale Magnetfeld angelegt, so ergeben
sich in Magnetfeldrichtung orientierte Konvektionsrollen, und die Stromung wird stationir.
Abbildung 4.11.a fait die Beobachtungen in einem Stabilitdtsdiagramm in Abhingigkeit der
Rayleigh-Zahl(R) und der Chandrasekhar-Zahl(Q) zusammen wobei R, die kritische Rayleigh-

Zahl des hydrodynamischen Falles darstellit.

Im Stabilititsdiagramm grenzen die gestrichelten Linien die verschiedenen charakteristischen
Bereiche der Konvektionsstromung gegeneinander ab. Die Kurve R (Q) markiert den Uber-
gang von stationdrer Konvektion zu instationiren Mustern. Oberhalb der Kurve Q,( R)liegen

sich periodisch dndernde einfache Muster vor. Unterhalb finden sich chaotische Zeitabhéingig-
keiten an welche sich der durch R,(Q) begrenzte Bereich der turbulenten Konvektion

anschlieft,

Abbildung 4.9.b zeigt die gemessenen Nusselt-Zahlen(¥) iiber der Rayleigh-Zahl fiir verschie-
dene Magnetfeldstirken. Es zeigt sich deutlich eine Verbesserung des Wirmetransportes mit
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der Vergrofierung der Chandrasekhar-Zahl. Dieser Effekt kann mit der Relaminarisierung der
Konvektionsbewegung durch das Magnetfeld erklirt werden. Wechsel in den Steigungen der
Kurven deuten auf Verdnderungen der Stromungsstrukturen hin.

Ist die Rayleigh-Zahl geniigend hoch, so geht die riumliche Ordnug verloren, und der Wirme-
transport wird dann unabhingig vom Magnetfeld.
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Abb.4.11: a) Stabilititsdiagramm
b) Nusselt-Rayleigh-Zahl-Beziehungen fiir verschiedene Candrasekhar-Zahlen

Bei den bisher genannten Experimenten bleibt der Kennzahlbereich auf geringfligig tiberkri-
tische Rayleigh- und Chandrasekhar-Zahlen, die schwachen Magnetfeldern entsprechen,
begrenzt. Dieser Kennzahlbereich ist jedoch weit von praktischen Anwendungen entfernt, bei
denen wesentlich hohere Kennzahlen auftreten.

Kishida und Takeda (1994) untersuchen die Konvektion in einer 40mm x 40mm x 20mm
groBen, mit Quecksilber gefiillten Zelle. Bei einer Rayleigh-Zahl der GréBenordnung 4 -10°
variiert die Chandrasekhar-Zahl bei rein horizontalem Feld von 0 bis 4-10°. Die Visualisierung
der Strémungsstruktur erfolgt durch einen Fliissigkristallfilm der Temperaturunterschiede auf
allen vier Seitenwinden sichtbar macht. Ohne Magnetfeld gibt es keine qualitativen
Unterschiede in den sich zeitlich 4ndermden Temperaturprofilen auf den einzelnen Seiten. Die
Konvektion ist somit isotrop und turbulent.

Ab einer Chandrasekhar-Zahl von 2.8-10° verschwinden die Geschwindigkeiten in Magnet-
feldrichtung und es entsteht ein quasi zweidimensionaler, instationdrer Stromungszustand aus
zwei in Magnetfeldrichtung orientierter Walzen.,

Erhoht man die Stirke des Magnetfeldes weiter, so verschwinden ab einer Chandrasekhar-Zahl
von 3.1.10° die Temperaturfluktuationen, und die Stromung wird vollstindig zweidimensional
und laminar. Dieser Strémungszustand bleibt bis zu den maximal erreichbaren Magnetfeld-
stirken erhalten, es gibt jedoch Anzeichen fiir eine Ddmpfung der Geschwindigkeiten.

Anhand der Temperatur-Zeitsignale in der oberen Wand kann die Struktur der Konvektions-
stromung objektiv ermittelt werden. Es ergeben sich hierbei, ebenso wie bei schwach tiber-
kritischen Rayleigh-Zahlen und schwachen Magnetfeldem, charakteristische Stréomungs-
bereiche. Die Autoren unterteilen diese in Turbulenz, chaotische Bewegungen, oszillatorische
Konvektion und schliefSlich zweidimensionale, laminare Konvektion.
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S. Zweidimensionale Betrachtungsweisen

5.1. Zweidimensionale Approximation fiir starke Magnetfelder

Die Experimente zeigen, dal Stromungsmuster, bei denen die Wirbel bzw. Konvektionswalzen
um die Magnetfeldrichtung drehen, gegeniiber solchen mit zur Magnetfeldrichtung geneigter
Achse bevorzugt aufireten. Diese fiir magnetohydrodynamische Stromungen generell zu
beobachtende Unterdriickung von Geschwindigkeitskomponenten in Magnetfeldrichtung kann
anhand der Grundgleichungen zunichst unabhiingig von den Randbedingungen bzw. der
Problemstellung diskutiert werden. Hierzu nehmen wir an, dall das Magnetfeld lediglich eine
Komponente parallel zur x-Achse besitzt. Durch Anwendung der Rotation auf die
Impulsgleichung (Gl. 2.12) erhilt man die Wirbeltransportgleichung
1(0Q 2 .

—;[—57+(V-V)Q—(Q-V)v]= VIQ+Ra-Vx(T-e)+0le, V)i, (5.1)
mit der Wirbelstitke QQ =V x v. Nach nochmaliger Anwendung der Rotation auf die Wirbel-
transportgleichung kann der Strom im elektrodynamischen Term mit der aus der Anwendung

der Rotation auf das Ohmsche Gesetz gewonnenen Beziehung (Gl. 3.65) eliminiert werden.

1 o0 0
— Vx|=—+(-V)Q-(Q-V)v [=VIVxQ]+Ra-Vx|Vx(Te,)|+Q=v.(52
2922490 @ W)y |- Vs eV x[o (7 )] 0 2 52
Mit der zweimaligen Anwendung des Rotationsoperators auf die Impulsgleichung gelangt man
zu unterschiedlichen Formulierungen derselben Bilanzgleichung. Die Bedeutung der einzelnen
Terme in der Krifiebilanz dndert sich dabei nicht. Die an einer der Gleichungen getroffenen
Schliisse sind daher auch auf die anderen Darstellungsformen iibertragbar.

Der Einflu des Magnetfeldes in Gleichung (5.2) verschwindet, wenn die zweiten Ableitungen
der Geschwindigkeitskomponenten in Magnetfeldrichtung null sind, was gleichbedeutend mit
identischen Geschwindigkeiten in Magnetfeldrichtung ist. Besitzt das Geschwindigkeitsfeld
dagegen zweite Ableitungen in Magnetfeldrichtung, so treten in den Bewegungsgleichungen
zusitzliche Krifte auf, die tiber die induzierten Strome gekoppelt sind. Wegen der endlichen
elektrischen Leitfihigkeit fliissiger Metalle treten dabei Joulsche Verluste auf, so daf} sich
insgesamt ein zusitzlicher dissipativer EinfluB} auf die Bewegungsgleichungen einstellt.

Da Stromungszustinde mit erhohter Dissipation der Stromungsenergie nur dann eingenommen
werden, wenn stabilisierend wirkende Krifteverhiltnisse iiberschritten werden, koénnen
dreidimensionale Stromungszustinde durch eine geniigend grole Chandrasekhar-Zahl
unterdriickt werden. Die Wirbelstirke besitzt dann lediglich die Komponente in Magnetfeld-
richtung, die keinem Einflul durch magnetische Krifte unterliegt.

Nach Einfiihrung der skalaren Stromfunktion y mit v=-0y /dz und w =0y /dy kann das
zweidimensionale Stromungsproblem in der (y,z)-Ebene durch die Wirbeltransportgleichung
fiir die Wirbelstirke in Magnetfeldrichtung ® =0w/dy —dv/dz in x-Richtung beschrieben
werden.

L Qw——+—§—\y2co——a—q/—a—m =V +Ra-—(?—T+Q—(?—jx. (5.3)
Priot oy oz 0z "oy oy ox

Die Stromungsgrofien o und y sowie die Temperatur 7 sind in dieser Gleichung lediglich von

den y,z-Koordinaten abhingig. Im elektrodynamischen Term tritt dagegen die Ableitung des
Stromes normal zur Strémungsebene auf. Ein Einfluf des elektrodynamischen Terms auf die
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Bewegungsgleichung tritt daher nur im Fall von Anderungen der Stromdichte entlang magneti-
scher Feldlinien auf.

5.1.1 Der Einflufl von Riindern senkrecht zum Magnetfeld

Ist der Fluidbereich in Magnetfeldrichtung begrenzt, so ist eine zweidimensionale Beschreibung
der Stromung nicht mehr moglich; die Erfiillung der Haftbedingung fordert ein Abklingen der
Wirbelstirke an den magnetfeldnormalen Hartmannwinden. Es entsteht dort ein drei-
dimensionaler Strémungszustand, der prinzipiell die Losung der vollen, dreidimensionalen
Gleichungen erforderlich macht.

Wie aus MHD-Kanalstromungen bekannt, besitzen die Hartmannschichten lediglich eine Dicke
der Groflenordnung 0(1/ \/—Q—) . Ihr EinfluBBbereich auf die Stromung ist daher selbst fiir mode-

rate Candrasekhar-Zahlen auf sehr diinne Wandgrenzschichten begrenzt. Im Stromungskern
kann daher ein zweidimensionaler Stromungszustand vorausgesetzt werden, der mit Gleichung
5.3 beschreibbar ist.

Betrachtet man den elektrodynamischen Term in Gleichung 5.3, so erkennt man, daf elektro-
dynamische Wechselwirkungen nur dann auftreten, wenn die Ableitung des Stroms in Magnet-
feldrichtung einen von Null verschiedenen Wert annimmt,

Es muf} nun geklirt werden, ob die Hartmannschicht neben ihrer begrenzten Wirkung auf die
Geschwindigkeitsverteilung dreidimensionale Stréme ermdéglicht, die bei unendlicher Aus-
dehnung der zweidimensionalen Strémungsstruktur nicht auftreten kénnen. Zur Veranschau-
lichung zeigt Abbildung 5.1 eine Wirbelrohre zwischen zwei magnetfeldsenkrechten
Hartmannwiinden.

C
= A=W - ==~
{u J ; [u
B
I 1 A
m H

Abb. 5.1: Magnetfeldparallele Wirbelrohre begrenzt durch Hartmannwinde.
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Da eine rotationssymetrische Geschwindigkeitsverteilung vorliegt, wird um den gesamten
Umfang verteilt dieselbe radiale Potentialdifferenz zwischen Wirbelkern und AuBenseite indu-
ziert. Mit der Annahme zweidimensionaler Strémung im Stromungskern variiert das elektrische
Potential nur schwach mit der Héhe.

In den Hartmannschichten fiilhren die geringeren Geschwindigkeiten zu geringeren radialen
Potentialdifferenzen, so daf} elektrisch Stréme entlang dieses Potentialgefilles flieBen.

Es treten dadurch sich in Magnetfeldrichtung é&ndernde Komponenten der normal zur
Stromungsebene flieBenden Stromdichte auf Der elektrodynamische Term in der Wirbel-
transportgleichung (Gl 5.3) ist von null verschieden, und es kommt zu einer zusitzlichen,
elektrodynamischen Kraftwirkung, welche die Wirbelstirke im Stromungskern beeinflufit.

Im Wirbelkern werden die Stréome induziert, die Lorentz-Kraft wirkt hier der Bewegung
entgegen und dimpft dadurch die Wirbelstiirke. Im Ubergangsbereich zur ruhenden Umgebung
treiben die Strome das Fluid entgegen den viskosen Krifien an. Dadurch minimieren sie die
Dicke des Ubergangsbereiches zum ruhenden Fluid und verursachen so eine lineare
Geschwindigkeitsverteilung im Wirbelkern.

In der Hartmannschicht wirken die Lorentz-Krifte entgegen den viskosen Reibungskriften und
verkleinern dadurch die Dicke der Reibungsgrenzschicht. Die Hartmannschichten bilden so die
die Stromdichten und somit die Stirke der Effekte im gesamten Gebiet bestimmenden, elektri-
schen Widerstinde der Stromkreise.

Sind die Hartmannwinde zudem elektrisch leitend, so finden die induzierien Siréme eine
zusitzliche Schliefungsmoglichkeit. Die Stromdichte im Fluid und damit die Dampfung des
Geschwindigkeitsfeldes wird dadurch zusitzlich erhoht.

5.1.2 Der Einflufl von Riindern parallel zum Magnetfeld

Bei einem Wirbel in einem unendlich ausgedehnten Fluid steht den radial induzierten Stromen
ein unbegrenzter Bereich auf ihrem Weg zur Hartmannwand zur Verfiigung.

Wird der Fluidbereich neben den magnetfeldsenkrechten Hartmann-Winden noch durch
magnetfeldparallele Seitenwinde begrenzt, so kann sich der Wirbel nicht mehr auf die ruhende
Umgebung ausbreiten. Es entstehen so unter Umsténden an den Seitenwiinden ebenfalls diinne
Grenzschichten, die neben den Hartmannschichten einen zusitzlichen elektrischen Widerstand
fiir die zu den Hartmannwinden fliefenden Stréme bilden. Dies fiihrt zu Potentialdifferenzen in
Magnetfeldrichtung, die in einer zweidimensionalen Betrachtung nicht erfaflit werden konnen.

Dieser Effekt kann vermieden werden, indem elektrisch perfekt leitende Seitenwinde voraus-
gesetzt werden, in welchen Potentialdifferenzen verschwinden (vgl. Abb. 5.2).
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Abb. 5.2: Magnetfeldparallele Wirbelrohre begrenzt durch Hartmannwiinde und elektrisch
perfekt leitende, magnetfeldparallele Seitenwinde.

Die Hartmannschichten bilden dann pachwievor, zusammen mit einem gegebenenfalls
elektrisch leitenden Wandmaterial, die einzigen, relevanten elektrischen Widerstinde der
Stromkreise.

Die Annahme elektrisch perfekt leitender Kanalwinde bietet sich auch im Hinblick auf Experi-
mente an, da zur Realisierung isothermer Winde ein Wandmaterial hoher Wirmeleitfihigkeit
verwendet werden mufl. Materialien hoher Wirmeleitfihigkeit besitzen ausnahmslos auch eine
hohe elektrische Leitfihigkeit.

5.1.3 Formulierung der zweidimensionalen Gleichungen

Bei dem hier betrachteten Problem ist dem als zweidimensional angenommenen Strémungs-
zustand eine dreidimensionale Stromdichteverteilung tiberlagert. Will man die Losung des
Gesamtproblems auf die zwei Dimensionen des Stréomungsproblems beschrinken, so muf} ein
analytischer Ansatz fiir die Anderung der magnetfeldparallelen Stromdichte in Gleichung (5.3)
gefunden werden, der neben dem aktuellen Stromungszustand auch den Strompfad durch die
Hartmannschicht beriicksichtigt.

Biihler (1995) leitet die zweidimensionalen Gleichungen fiir die Berechnung einer Scher-
stromungsinstabilitit her. Mit derselben Vorgehensweise kénnen auch Gleichungen zur
Berechnung von Naturkonvektionsstromungen hergeleitet werden.

Durch Anwendung der Divergenz auf das Ohmsche Gesetz (Gl. 3.46) ergibt sich mit V- j=0
der Zusammenhang

Vi = (gx;wj,)d) =0. (54)
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V?, ist der horizontale Laplaceoperator in der Stromungsebene.

Der Induktionsterm (v x B ') des Ohmschen Gesetzes besitzt keine Komponente in Magnet-
feldrichtung. Durch Differenzieren der x-Komponente des Ohmschen Gesetzes nach x kann
daher der elektrodynamische Term in der Wirbeltransportgleichung (5.3)

o .0

T e
im Stromungskern durch einen ausschlieBlich von Grofien der Stromungsebene abhingigen
ersetzt werden

1 |0 0 0O 0 0 0
EI: + —w————\u—m}=v2m +Ra-5T+Q[V§,Z¢-CO]- (5.6)

(5.5)

ot 5\“82 0z oy

In den viskosen Hartmannschichten stehen im wesentlichen viskose Reibungskrifte mit
elektrodynamischen Kriften im Gleichgewicht. Nach Einfilhrung einer auf die Grenzschicht-
dicke 5 bezogenen, wandnormalen Koordinate ¢ = x/5 erhilt man eine vereinfachte Wirbel-

transportgleichung

1 o?

6—25(;—2—20)8+Q038 =0 (5.7)
fir die Beschreibung der Wirbelstirke o, in der Wandgrenzschicht. Ist die so formulierte
Kriftebilanz erfiillt, so nimmt die Grenzschichtdicke 6 die Gréfienordnung O(\/@) an. Die

Formulierung der Kriftebilanz an der Wand ist unabhingig von den y und z-Koordinaten. Die
Anpassung der Stromungszustinde im Stromungskern an die Haftbedingung an den senk-
rechten Winden kann daher durch eine lediglich von der Magnetfeldrichtung abhingige
Formfunktion erfolgen:

o=0,f(x),y=v, f(x). (5.8)

Da die Grenzschichten an den magnetfeldsenkrechten Wiinden sehr diinn sind, kann der
Mittelwert der Formfunktion zu Eins angenommen werden.

1 b
;.!:f(x)dx =1. (5.9)

Fiir hohe Chandrasekhar-Zahlen hat f unter der Voraussetzung exakt magnetfeldsenkrechter
Winde bei x = b die asymptotische Losung

f(x)=1-e26) (5.10)

Durch Einfiihren der Ansitze (Gl. 5.8 -5.10) in die Wirbeltransportgleichung (Gl. 5.6) und in
das Ohmsche Gesetz (Gl. 3.46) ergeben sich durch die Integration entlang der x-Koordinate
von 0 bis b mit der Symmetriebedingung der Stréme j (x=0)=0 sowie der Diinne-Wand-
Approximation (Gl. 3.55) an der Hartmannwand die zweidimensionalen Gleichungen zur
Bestimmung des elektrischen Potentials

V2= 5.11
yzd) b+C(D ( )
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und der Wirbelstirke
L §9+iwim—iw-@mJ=V% +Ra 272 (5.12)
Priot o oz 0z Oy oy T
Der Einflul des Magnetfeldes tritt in diesen Gleichungen nur noch als ein der Wirbelstirke
proportionaler Term auf Der dimensionslose Ahnlichkeitsparameter t stellt eine charakte-
ristische Zeitskala fiir die Dimpfung der Wirbelstirke, verursacht durch Joulsche Dissipation
dar. Er verkniipft die Finfliisse der Chandrasekhar-Zahl Q, der dimensionslosen Kanalab-
messung 25 in Magnetfeldrichtung sowie der elektrischen Leitfihigkeit ¢ des Wandmaterials
so, daf} diese ineinander iiberfiihrbar sind. Die sich aus der Formulierung der Wirbeltransport-
gleichung ergebende Definition lautet:

l=iﬁg+2—'£ (5.13)

T b b+c’

Eine starke Wirbeldimpfung kann daher durch ein starkes Magnetfeld ebenso verursacht
werden wie durch eine hohe Wandleitfihigkeit oder einen schmalen Kanal.

Fiir elektrisch isolierte Hartmannwinde (¢ =0) erkennt man die Proportionalitit 1/t ~ \/é ,
fiir elektrisch sehr gut leitende Wiinde (¢ — o) hingegen dominiert der Anteil 1/t ~Q den
Wirbelzerfall. .

Die zweidimensionale Wirbeltransportgleichung (GL 5.12) bildet zusammen mit der zwei-
dimensionalen Energiegleichung ein vollstindiges Gleichungsystem zur Berechnung von
Naturkonvektionsstromungen in durch zwei magnetfeldsenkrechte Winde begrenzten Rechen-
gebieten. Die im Fluid auftretenden Wirmestrome miissen dabei in der magnetfeldsenkrechten
Ebene liegen. Das elektrische Potential in der Stromungsebene kann zusitzlich aus Gleichung
(5.11) berechnet werden. Eine explizite Losung des Ohmschen Gesetzes ist dagegen nicht
mehr erforderlich.

Da bisher keine Einschriankungen beziiglich der Geometrie getroffen wurden, konnen anhand
der zweidimensionalen Gleichungen, durch Vorgabe unterschiedlicher Randbedingungen, eine
Vielzahl von Naturkonvektionsstromungen, wie z.B. eine von unten beheizte Schicht oder eine
Kavitit mit horizontalem Temperaturgradient, beschrieben werden.

5.2 Die Maoglichkeit einer zweidimensionalen Approximation fiir
ein parallel zur Stromungsebene orientiertes Magnetfeld

An den Betrachtungen in Abschnitt (5.2) wurde gezeigt, daB} sich die Stromungsstruktur immer
dahingehend orientiert, dal Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung des magnetischen
Feldes vermieden werden. Eine zweidimensionale Beschreibung einer Strémungsstruktur in
einer Ebene, die parallel zur Richtung des magnetischen Feldes verlduft, ist prinzipiell nicht
sinnvoll, da sich diese stets dahingehend umorientiert, da} sie in der Ebene senkrecht zum
Magnetfeld beschrieben werden kann.

Fine Ausnahme hiervon bilden Stromungen, bei denen die treibenden Krifte ausschlieBlich
parallel zur Magnetfeldrichtung wirken. Das Fluid ist dann gezwungen auch in die ansonsten
gemiedene Richtung zu fliesen. Ein Beispiel fiir eine solche Stromungsform stellt die Bénard-
Konvektion unter dem Einflufl eines vertikalen Magnetfeldes dar. Es entstehen dort zwangs-
laufig Wirbel in den Ebenen parallel zum Magnetfeld.

51




Wie aus der linearen Stabilititsanalyse ersichtlich wurde (Absch. 3.1.6), besitzt die Konvek-
tionsbewegung in den horizontalen Richtungen keine Vorzugsrichtung. Dennoch erfiillt eine
zweidimensionale Beschreibung in einer beliebigen, vertikalen Ebene die Krifte- und Energie-
bilanzen auf sinnvolle Art und Weise. Integrale GroBen, wie z.B. der Wirmetransport durch
die Schicht oder die Stabilitit der nichtlinearen Gleichungen, kénnen daher auch durch eine
zweidimensionale Betrachtung abgeschitzt werden. Fir die Bestimmung von Stromungs-
strukturen ist ein solches Verfahren allerdings ungeeignet.

Die Bestimmung der Stromungsgrofien kann wieder anhand der Wirbeltransportgleichung (Gl.
5.1) erfolgen. Da nun ein rein vertikales Magnetfeld in z-Richtung angenommen wird, treten im
elektrodynamischen Term nun ausschlieBlich Ableitungen in z-Richtung auf.

1 10Q 2 .
- EZ“L(”'V)Q =V?Q+Ra-Vx(Te)+Qle, -V)j. (5.14)
»

Setzen wir nun willkiirlich eine zweidimensionale Stromung in der (y,z)-Ebene voraus, so
besitzt die Wirbelstirke lediglich eine Komponente in x-Richtung. Entsprechend Gleichung
(5.3) kann diese mit der skalaren Stromfunktion \y formuliert werden:

L -a£+—a—\uﬁco ——a—\uico =V’ +Ra-—a—T+Q—a—jx. (5.15)
Pr|ot oy oz 0z 0Oy oy 0z

DefinitionsgemiB liegt nun ein zweidimensionaler Stromungzustand vor, welcher durch eine
dreidimensionale Stromdichteverteilung geprigt sein kann.

Der elektrodynamische Term ist durch die Anderung der zur Stromungsebene senkrechten
Stromdichte in Magnetfeldrichtung bestimmt. Soll die Wirbeltransportgleichung entlang der
Rollenachse identisch erfiillt sein, so darf sich diese Komponente der Stromdichte in
Wirbelachsenrichtung nicht dndem. (&), /0x = 0). Die Ladungserhaltung (Gl 3.45) ist dann
auch in der Stromungsebene selbst erfiillt, so daB die x-Ableitungen simtlicher Stromdichte-
komponenten verschwinden.

Durch Anwendung des Rotationsoperators auf das Ohmsche Gesetz (Gl 3.46) kann die
Stromdichte in der Wirbeltransportgleichung durch die Horizontalgeschwindigkeit v ersetzt
werden (), /0z = Ov/0z ). Gemeinsam mit der Definition der Stromfunktion v =-0y [z
ergibt sich die nur noch von StréomungsgréBen und der Temperatur abhingige Wirbeltrans-
portgleichung;

2
1 Q—C—o—+iw—a-a) ——(—9—\;1—5—0) =V’ +Ra-QT—Q—Q—2—\u. (5.16)
Priot oy oz 0z oy oy oz

Da sich bei dieser Betrachtungsweise die induzierten Strome ausschlielich im Fluid schliefien,
miissen keine elektrischen Randbedingungen mehr beriicksichtigt werden.

Das magnetische Feld bewirkt eine Dimpfung der Geschwindigkeiten senkrecht zum Magnet-
feld mit der Gewichtung durch die Chandrasekhar-Zahl. Daraus ergibt sich die bereits in der
linearen Stabilititsanalyse zu beobachtende Stauchung der Konvektionsstrukturen in horizon-
taler Richtung. Das Fluid minimiert die horizontalen Stromungsgeschwindigkeiten in dem ihm
zur Verfiigung stehenden Raum.
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5.3 Lineare Stabilititsanalyse fiir starke horizontale Magnetfelder

In Abschnitt 3 wurde unter der Voraussetzung einer in den horizontalen Richtungen unend-
lichen Schicht das Einsetzen der Konvektion aus dem Wirmeleitungszustand untersucht. Dabei
zeigt sich, daf} bei einem rein horizontalen Magnetfeld weder die kritische Rayleigh-Zahl noch
die dazugehorige Wellenzahl von der Stirke des magnetischen Feldes abhingig ist.

Begrenzt man die Fluidschicht in Magnetfeldrichtung, so gelangt man in den Giiltigkeitsbereich
der in Abschnitt 5.1.3 abgeleiteten Gleichungen (5.11, 5.12). Gemeinsam mit der auf zwei
Dimensionen beschrinkten Energiegleichung (Gl 2.12) sowie den Randbedingungen (vgl.
3.2.2) kann mit diesen eine neue Stabilititsbedingung abgeleitet werden.

Abbildung 5.3 zeigt die von unten beheizte Fliissigmetallschicht der Hohe 4, die von einem mit
der Chandrasekhar-Zahl gegeniiber den Reibungskrifien gewichteten horizontalen Magnetfeld
durchdrungen wird. In Magnetfeldrichtung ist der Fluidbereich durch zwei vertikale, adiabate
Winde mit der elektrischen Leitfihigkeit ¢ und dem Abstand 25 begrenzt. Senkrecht zur
Magnetfeldrichtung wird die Schicht weiterhin als unendlich ausgedehnt betrachtet. Die
vertikalen Berandungen werden wiederum als isotherm und elektrisch perfekt leitend ange-
nommen. Der iiber die Schicht angelegte Temperaturgradient wird durch die Rayleigh-Zahl
beschrieben, ferner bestimmen die Stoffwerte des Fluides die Prandtl-Zahl.

% ) l
"/.;T;l K B

Abb. 5.3:  Prinzipskizze zur Stabilititsanalyse bei horizontalem Magnetfeld

Entsprechend der Vorgehensweise in Abschnitt 3 bestimmt man den Grundzustand
0,=Y,=0, ¢,=0, 7, =—z und iiberlagert diesem kleine Stérungen der GréBenordnung
Ofe) ® =0,+e0, Yy =y ,+eV, ¢ =¢0+8d3 und 7' =T, +¢ T'. Eingesetzt in die Wirbel-
transportgleichung (Gl. 5.12) und die Energiegleichung (Gl. 2.12) erhdlt man in der Ordnung
O(e) unter Vernachlissigung von Termen der GroBenordnung O(e?) die linearen
Stoérungsdifferentialgleichungen:

0=V% +Ra-27-9 (5.17)
oy T
- =VT, (5.18)
~ b,
Vi = pE (5.19)

Da das Einsetzen der Konvektion in Form von zeitlich periodischer Strémung bei Betrachtung
der induktionsfreien Gleichungen nicht aufiritt (vgl. Absch. 3.2.3), konnen die Zeitableitungen
unberiicksichtigt bleiben. Die Temperatur in Gleichung (5.17) wird wiederum mit der
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Energiegleichung (Gl. 5.18) eliminiert. Man erhilt so eine nach der Stérung der Stromfunktion
\J separierte Storgleichung, die das Stabilititsproblem vollstindig beschreibt:

2
o=v6\ff—Raaay \f/—_vw. (5.20)

Die aus Abschnitt 3.1.3 bekannten Randbedingungen an die Geschwindigkeit miissen n
Bedingungen fiir die Stromfunktion umformuliert werden. Fiir zweidimensionale Rechen-
gebiete werden undurchlissige Winde zur Stromlinie

= konst.= 0, (5.21)

Schubspannungsfreie Rinder (Gl. 2.26) sind gekennzeichnet durch das Verschwinden der
zweiten Ableitung der Stromfunktion normal zur Wand.
0%
on’

=0. (5.22)

An Winden, an denen die Hafibedingung gelten soll (G1.2.27), mufl dagegen die erste
Ableitung der Stromfunktion normal zur Wand verschwinden.

ATl —y (5.23)

on |

Beschrinkt man sich weiterhin auf isotherme Rinder, so fiihrt Gleichung (5.17) auf die zusitz-
liche Randbedingung

=0. (5.24)

i

~ 1 N
A ——T—Vz\j/

Da in der verbleibenden, horizontalen Richtung eine unendliche Ausdehnung angenommen
wurde, werden hier keine expliziten Randbedingungen gefordert. Es konnen daher wiederum
Losungsansitze eingefiihrt werden, die die Losung der horizontalen Koordinate multiplikativ
von der vertikalen Koordinate trennen:

W =F(y)w(z)
0 =F(y)o(z), (5.25)
T=F(y)-T(z),

b=F(y)d(z).

Die Giiltigkeit dieser Ansitze fiir die Losung zeigt sich durch Einsetzen in alle drei
Gleichungen (5.17-5.19). Unter Verwendung des Wellenansatzes

F(y) = expliay] (5.26)

kann der horizontale Laplaceoperator in Gleichung (5.20) durch den Ausdruck 9°/07* —a’
ersetzt werden:

(%—a) wz)-“(;_zz-a) V(z)=-Ra-a’y(z). (5.27)
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Um aus dieser Gleichung Werte fiir die Rayleigh-Zahl in Abhéngigkeit der Wellenzahl und der
Wirbelzerfallszeit gewinnen zu konnen, miissen Losungsansitze fiir v (z) gefunden werden,

die die Randbedingungen an den horizontalen Winden erfiillen.

5.3.1 Losung fiir zwei freie Rinder

Sind beide Winde schubspannungsfrei, so kann gemifl Abschnitt 3.1.6.1 der Grundmod der
geraden Funktionen (Gl. 3.35) angesetzt werden

y(z)=cos(nz). (5.28)
Die Interferenzkurve der priméren Stabilitit ergibt sich hiermit zu
(TC2 +a2)3 + 1(7t2 +a2)2

Ra(a,1)= a} . (5.29)

Der erste Term reprisentiert wieder den rein hydrodynamischen Anteil, der zweite den mit 1/t
gewichteten der elektrischen Didmpfung. Die kritische Wellenzahl fiir das Einsetzen der
Konvektion erhilt man mit dem Ansatz ORa/da =0 zu:

a,m.,=£\/\/[l+ 21 ) +8(1+ 21~)—[1+ 21 ) (5.30)
2 n°T T nT

Durch Einsetzen in Gleichung (5.29) ist die dazugehérige, kritische Rayleigh-Zahl Ra,,
explizit bestimmt. Der Verlauf in Abhéngigkeit der magnetischen Dimpfung ist in Abbildung
5.5 aufgetragen.

Die kritische Wellenzahl steigt vom hydrodynamischen Wert a, (1t >0)=n / V2 kontinu-
ierlich auf den asymptotischen Wert a, (T — o) =7 . Ebenso steigt die kritische Rayleigh-
Zahl von dem hydrodynamischen Wert Ra,,(t — 0)=27n"/4 monoton an und geht dabei in
ein lineares, asymptotisches Gesetz iiber. Dieses findet man durch Nichtberiicksichtigung des
viskosen Terms in Gleichung (5.29) zu

Ra,, = 471:2/1,

dy, =T.

(5.31)

Es ergibt sich also auch fiir ein rein horizontales Magnetfeld eine Verschiebung der kritischen
Rayleigh-Zahl hin zu héheren Werten, wenn der Fluidbereich in Magnetfeldrichtung begrenzt
ist. Es ist bemerkenswert, daB dabei die kritische Wellenzahl nicht wie bei einem vertikalen
Magnetfeld mit der Chandrasekhar-Zahl immer kleiner wird, sondern einen asymptotischen
Wert annimmt, der dem hydrodynamischen entspricht.

5.3.1 Losung fiir zwei feste Rinder

An festen Réindern kann keine einfache Funktion zur Erfassung der Abhingigkeit der Losung
von der vertikalen Richtung gewihlt werden. Die gleichzeitige Erfiilllung der Undurchdringbar-
keitsbedingung (Gl. 5.21) und der Haftbedingung (Gl 5.23) erfordert eine Losung des
Problems nach der von Candrasekhar (1961 s.166 f) beschriebenen Variationsmethode. Die
hier fiir das vertikale Magnetfeld abgeleitete Methode kann sinngemiB auf das hier vorliegende
Problem iibertragen werden.
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Ebenso wie bei schubspannungsfreien Rindern konnen zur Losung Separationsansitze ent-
sprechend (Gl. 5.25) angesetzt werden, wobei die horizontale Richtung wiederum durch den
Wellenansatz (Gl. 5.26) beschreibbar ist.

Mit der prinzipiell der thermischen Randbedingung (Gl. 5.24) entsprechenden Funktion ' kann
das Problem neu formuliert werden:

2
(az—z—azj F= '—Ra'az\i) 5 (5‘32)

F=|i(-§z7—a2) —%(—(%2——(12)}\& . (5.33)

Die fiir das Finsetzen der Konvektion minimale Rayleigh-Zahl ergibt sich dann als das
absolutes Minimum der rechten Seite der Funktion

[JET el
AN T

Es miissen nun Losungen der Gleichungen (5.32 und 5.33) gefunden werden, die die Rand-
bedingungen

(5.34)

Fei=2 =0 (5:35)
Oz

erfiillen. Anhand der Gleichungen und der Randbedingungen wird deutlich, dafl die exakte
Losung des Problems nur durch zwei sich gegenseitig ausschlieBende Gruppen von geraden
und ungeraden Funktionen darstellbar ist.

Anhand der Betrachtung schubspannungsfreier Rinder wird deutlich, daf die kleinsten Werte
der kritischen Rayleigh-Zahlen fiir die geraden Funktionen (Gl. 3.35) gefunden werden. Da das
Problem zudem symmetrisch zur y-Achse ist, kann die Funktion F in eine Cosinusreihe ent-
wickelt werden

F=3 4,-cos[(2m+)mz], m =0,1,2,-. (5.36)

Die Basisfunktionen sind hierbei so gewihlt, dal jede von ihnen die Randbedingung (Gl. 5.24)
unabhingig von den anderen erfiilit. Jede beliebige Summe aus ihnen leistet so automatisch
dasselbe, ohne Riicksicht auf die Gewichtungsfaktoren 4, der Teillosungen.

Mit dieser Darstellung der Funktion F ergibt sich aus Gleichung (5.33) eine Bestimmungs-
gleichung fiir die Abhingigkeit der Stromfunktion von der vertikalen Koordinate.

> L) 1@
(5}7_(12) ___(5? _azj i=>4, .cos[(2m+1)7cz], m=0,12,--. (5.37)

T

Driickt man die Stromfunktion ebenfalls als eine Summe mit der Darstellung
V=>4,v,,m=012: (5.38)

m
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aus, so ergibt Gleichung (5.37) eine inhomogene Differentialgleichung fiir die Bestimmung der

Koeffizienten v,
& LY 1@
l:(—é? —-az) '—*T—(-a‘z—z‘—azj}\vm = COS[(2m+1)TCZ]. (5.39)

Mit den Randbedingungen fiir die einzelnen Komponenten

0
v, :Ez—\ym =0, (5.40)
besitzt diese die allgemeine Losung:

2
Vo =Y amat cos[(Zm + 1)n:z] +> B cosh[qj -z] , (5.41.a)

j=

1
Yamn = T —, (5.41.b)
[((2m+1)n) +a2] +—[((2m+1)1t) +a2]
T
q=4a

541.c
P G419

B"=+(-1)"2m+1)y,, .= sech[q1 / 2],
B2m _ _(_1)'"(2”1 + l)y 2,,,+13 sech[q2 /2], (54 ld)
BE= —1—tanh[q1 /2]- —l—tanh[q2 /2}
)] q,

Setzt man diese gemeinsam mit der Funktion ' und \y entsprechend Gl. 5.36 und Gl. 5.38 in
Gleichung (5.32) ein, so ergibt sich:

> AComa cos[(Zm + 1)7rz]

. (5.42.a)
=Ra-a*) A, {y _— cos[(Zm + l)nz] +> B} cosh[q T z]},
m J=1
Copy = [(Zm +1)r ]2 +a’. (5.42.b)

Multipliziert man diese Gleichung mit cos[(Zn + l)nz] und integriert tber die Schichthohe z, so

erhdlt man ein lineares, homogenes System von »n Gleichungen zur Bestimmung der
Konstanten 4,

1
E C2n+1An = Ra ' a2 {—;_y 2m+1An + ZrnmAm} ’ (5433)

m

12

2

r,.=>.B I cosh[q jz]cos[(Zn + l)nz]dz

o 2 B coshl (5.43.b)
= 2n+i(-1)' S LD

a1 [(Zn +1)n ]2 q, .
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Diese garantieren, daf3 die nach Gleichung (5.34) bestimmte Rayleigh-Zahl fiir alle 4, , die
gleichzeitig die Randbedingung (Gl 5.24) bzw. (Gl 5.33) erfiillen, den kleinsten Wert
annimmt.

Das Verschwinden der Determinante des Gleichungssystems (5.43)

D= (Ec;—’%)B wm Zrnm“ =0 (544)
ad

liefert die Losbarkeitsbedingung des Gleichungssystems, ohne die Werte fiir 4, explizit zu
berechnen. Die bei gegebenem Dimpfungsparameter 1/t zu einer Wellenzahl a gehorige
Rayleigh-Zahl ergibt sich so aus der Bedingung D(Ra)=0.

Bei einer numerischen Auswertung der Determinante kann die Genauigkeit des Verfahrens
beliebig gesteigert werden. Die gesuchten Nullstellen der Funktion D(1/t,a,Ra) konnen
dadurch mit einem Newtonverfahren hinreichend genau bestimmt werden. Abbildung 5.4 zeigt

fiir verschiedene Didmpfungsparameter die jeweiligen kritischen Rayleigh-Zahlen in Abhingig-
keit der Wellenzahl.

10° 3
. 1/r = 1000
T 1/r = 500
P
10 1
. 1/r= 100
. 1/r= 50
]

N
i
]

10’

T
2.0 25 30 35 4.0 45 5.0 55

Abb. 5.4:  Rayleigh-Wellen-Zahl Zusammenhinge fiir unterschiedliche Dimpfungs-
parameter.

Die Minimalwerte dieser Kurven ergeben die fiir das Einsetzen der Konvektion aus dem reinen
Wirmeleitungszustand kritischen Rayleigh-Zahlen und die dazugehorigen kritischen Wellen-
zahlen. Diese lassen sich wiederum numerisch aus der Bedingung dRa(a,l/t)/da=0
bestimmen. In Abbildung 5.5 sind die Ergebnisse der Stabilititsanalyse fiir das horizontale Feld
zusammengefalit.
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Abb. 5.5: Kiitische Rayleigh- und Wellenzahlen fiir horizontales Magnetfeld.

Die kritischen Rayleighzahlen steigen vom hydrodynamischen Wert Ra,, =1708 mit
steigendem 1/t kontinuierlich an und gehen in das asymptotische Gesetz (Gl. 5.31) iiber.
Ebenso wie beim vertikalen Magnetfeld ist der EinfluBbereich der viskosen Reibung gegeniiber
den freien Rindem ausgedehnt.

Die kritischen Wellenzahlen zeigen dagegen ein ungewdhnliches Verhalten. Fir verschwin-
dendes 1/t ergibt sich wiederum der hydrodynamische Grenzfall. Steigert man die magnetische
Dimpfung, so steigen die Wellenzahlen ebenso wie fiir schubspannungsfieie Rander an, fallen
dann aber wieder auf den asymptotischen Wert 7t ab.

Die elektrodynamischen Krifte beeinflussen die Geschwindigkeitsverteilung dahingehend, daf
die Dimpfung durch viskose Reibung fiir kleinere Wellenldngen geringer wird. Die
Veringerung der viskosen Verluste iiberwiegt in diesem Bereich die durch die kleineren
Wellenldngen verursachte Erhoéhung der magnetischen Diampfung.

Es gibt somit einen begrenzten Bereich der magnetischen Dimpfung, fiir den die Konvektion in
Form von etwas kleineren Walzen einsetzt.
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5.4 Numerische Berechnungen

Die in den Abschnitten 5.1 und 5.2 abgeleiteten zweidimensionalen Gleichungen (Gl. 5.11,
5.12, 5.16) sowie die zweidimensionale Energiegleichung (Gl. 2.12) konnen durch ein numeri-
sches Rechenverfahren in einem endlichen Gebiet unter Vorgabe verschiedener Randbeding-
ungen gelost werden. Abbildung 5.6 zeigt das rechteckige, ebene Rechengebiet und veran-
schaulicht die zur Verfiigung stehenden Randbedingungen.

Tw = konst

2 qw = konst
g2 Sl

uz x2
0
T T - V\\\
’ Tin,iz
®
( Wit-1i2-1 ‘ Wis,iz-1
Wil-1,i2-1 Wil,i2-1
e e (—
g] > T,z,u Tr‘ii} Tf/.,fz B <3>
—_— e (e
\ir-1,12 T ’\{/ﬂ,i}
0il-1i2 L2 win
nl
AN
ul, x1 L

Tw = konst

Abb. 5.6: Rechengebiet fiir 2D-Rechenprogramm.

Die Erhaltungssitze fiir Masse, Ladung und Energie werden fiir ein diskretes Kontrollvolumen
endlicher Abmessungen formuliert. Die allgemeine Losung des Problems ist hierdurch auf die
Losung an diskreten Punkten des Rechengebietes begrenzt.

An den zur x2- Achse parallelen Winden werden die thermischen Randbedingungen vorge-
geben. Durch geeignete Wahl des Schwerevektors g=(g1, g2) ist die Realisierung von
horizontalen sowie auch vertikalen Wirmestrémen méglich. Diese Vorgehensweise bietet sich
deshalb an, da nur in x2-Richtung eine nichtiquidistante Gitterteilung zuléssig ist. Die an den
beheizten Winden diinneren Grenzschichten konnen so unabhidngig von der Richtung des
Wairmestromes zum Schwerevektor besser aufgelost werden.

An den zur x1-Achse parallelen Winden kann entweder eine feste, adiabate Wand vorgegeben
werden oder es kénnen periodische Rinder gewihlt werden. Die Stromungsgrofen an der
linken Wand werden dann gleich denen an der rechten Wand gesetzt.

Das Magnetfeld kann entweder senkrecht auf der Stromungsebene stehen oder aber parallel
zur x1-Achse orientiert sein. Eine Kombination aus beiden Fillen ist nach Abschnitt 5.2 nicht
sinnvoll.

Die Formulierung der hier gelosten Gleichung erfolgt in x1, x2-Koordinaten. Man erhilt mit
dem neuen Koordinatensystem folgende Gleichungen zur Bestimmung des elektrischen Poten-
tials (nur fiir horizontale Magnetfelder)
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b
V:l.x2¢ = b+C(D s (545)

der Wirbelstirke
oo O 0 0 0 2 Ra 0 0 }
—+— 0 - o=V, ,0+—|g2—T-g1—T
[at a1’ a2’ a2 ol ] 0 Ty [g o
_e (horizontalesFeld)  (5.46)
T
82
- Q—(?? (vertikalesFeld),
und der Energie
oT 1
—+(v-V)T=—V:_,T. 5.47
o FOINT =5 Vo (47)
Die Definition der Stromfunktion lautet
a=- und w2 =Y (5.48)
ox2 oxl
so daf} die Wirbelstirke aus
0 = Vil,xZ\V (5.49)

berechenbar wird.

Bei der Formulierung dieser Gleichungen wurde eine von der in den vorigen Abschnitten
verwendeten abweichende Skalierung eingefiihrt. Die charakteristische Geschwindigkeit v,
und die charakteristische Zeit 7, werden mit der kinematischen Viskositit v anstelle der
Temperaturleitfihigkeit x gebildet. Mit v, =v/h und T, =/4*/v tritt die Prandtl- Zahl an
anderen Stellen in den Gleichungen auf.

Die Potentialgleichung (Gl 5.45) sowie die Gleichung der Stromfunktion (Gl. 5.49) konnen

mit einem schnellen Poissongleichungsloser gelost werden. Hierzu werden an festen Winden
die Bedingungen

W,y =0 und ¢, =0 (5.50)
formuliert.

Die Losung der Wirbeltransportgleichung erfolgt durch ein Differenzenverfahren. Die
konvektiven Terme der Wirbeltransportgleichung werden hierbei mit dem Verfahren von
Arakawa (1966) approximiert.

Die Aufiriebskrifie sowie die elektrodynamischen Krifte gehen in die Losung der Wirbel-
transportgleichung als Quellterme ein, die aus den Groflen des vorhergehenden Zeitschrittes
berechnet werden. Die Wirbelstiirke an festen Rindem ®, muf} aus den Werten der Strom-

funktion an der Wand v/, und dem wandnéchsten Punkt v ,,, berechnet werden:

20y ‘:VW)_ (5.51)
(Ax")

Eine Bilanz der konvektiven und diffusiven Wirmestrome an den diskreten Kontrollvolumen
l6st die Energiegleichung (5.47) auf einem zu den Werten der Stromfunktion und der Wirbel-

Wy =
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stirke versetzten Maschengitter. Als Randbedingung kann entweder die Temperatur an beiden
Wiinden vorgegeben werden oder aber ein definierter Wirmestrom an einer Wand, verbunden
mit einer konstanten Temperatur an der anderen Wand.

Die Integration in der Zeit erfolgt fiir beide Gleichungen durch ein explizites Zeitschritt-
verfahren zweiter Ordnung nach Adams-Bashforth. Der Wert einer TransportgréBe wird dabei
aus den gewichteten Werten der zwei vorhergehenden gewonnen.

Trotz der einfachen Rechteckgeometrie kann mit dem Programm eine Vielzahl von Natur-
konvektionsstromungen unter MagnetfeldeinfluBl, wie auch rein hydrodynamische Strémungen
berechnet werden.

In den nachfolgenden Abschnitten werden grundlegende Eigenschaften der Bénard-Konvektion
mit und ohne Magnetfeldeinflul durch numerische Rechnungen nach dem oben beschriebenen
Verfahren aufgezeigt.

Um den Bedarf an Rechenzeit bei hinreichender riumlicher Auflosung des Rechengebietes
begrenzt zu halten, wurde eine Schicht mit einem Ho6he- zu Breitenverhiltnis von 1:6
betrachtet. Die horizontalen Winde sind als isotherm angenommen und erhalten die dimen-
sionslosen Temperaturen 7, =—-0.5 an der oberen, gekiihlten Wand sowie 7, =0.5 an der
unteren, beheizten Wand. An den vertikalen Berandungen werden periodische Randbe-
dingungen vorgegeben. Die Stromungsgréfen am linken Rand sind dann identisch denen am
rechten Rand.

Bei den einzelnen Rechnungen wurde die Rayleigh-Zahl, die Chandrasekhar-Zahl sowie die
magnetische Dimpfung variiert. Die die Stoffeigenschaften charakterisierende Prandtl-Zahl
wurde in Anlehnung an geplante Experimente (s. Absch. 6) stets zu Pr = 0.018 gewihlt,

Bis zu einer Rayleigh-Zahl von Ra =10’ erwies sich eine riumliche Auflésung von 240 Zellen
in horizontaler Richtung und 40 in vertikaler Richtung als hinreichend genau. Bei hoheren
Rayleigh-Zahlen wurde zur besseren Auflosung der Grenzschichten die Auflosung auf
400 x 100 Zellen erhéht.

Die Berechnung eines stationiren Endzustandes, ausgehend von einer ruhenden Fluidschicht,
erfordert lange Rechenzeiten. Daher wurden fiir alle Rechnungen ein sinnvolles Temperatur-
und Stromfeld als Startwert vorgegeben.

Die Zeitschrittweite wurde so klein gewihlt (Af~107°), daB das zeitliche Verhalten der
Losung exakt wiedergegeben wird.

Zuerst wird der Einfluf} einer steigenden Rayleigh-Zahl auf die charakteristischen Strémungs-
grofien im rein hydrodynamischen Fall aufgezeigt. Dies verdeutlicht die prinzipiellen Effekte
diese Konvektionsform. In einem weiteren Schritt kann dann der Einflul der Stirke und der
Orientierung eines Magnetfeldes auf die Stromung untersucht werden.
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5.4.1 Der rein hydrodynamische Fall

Aus der linearen Stabilitdtsanalyse ist bekannt, dal die Konvektion im rein hydrodynamischen
Fall beim Uberschreiten der kritischen Rayleigh-Zahl von 1708 als stationire Konvektions-
walzen der Wellenlinge A = 2.02 einsetzt. Abbildung 5.7 zeigt als erstes Beispiel die wichtig-
sten Stromungsgrofien in der Schicht, wenn ohne die Wirkung eines Magnetfeldes eine leicht
tiberkritische Rayleigh-Zahl von 2000 angelegt wird.

Die rdumliche Struktur der Strémung erkennt man am deutlichsten im ersten Diagramm dieser
Abbildung, in welchem Isolinien der Stromfunktion \ aufgetragen sind. Es haben sich sechs
Wirbel gebildet, deren Wellenlinge der linearen Theorie fiir das Einsetzen der Konvektion
entspricht. Diese Struktur der Strémung prigt trotz der geringen Prandtl-Zahl auch die Lage
der Isothermen in der nichsten Abbildung, Man erkennt deutlich die Zonen aufsteigenden
Fluids und die, in denen kaltes Fluid nach unten sinkt.

Weitere Charakteristiken der Stromung konnen anhand der Wirbelstirkeverteilung aufgezeigt
werden. An den horizontalen Winden liegen starke Gradienten vor. Hier ist die Strémung
wesentlich durch viskose Krifte bestimmt. Die geringeren Gradienten iiber die einzelnen
Wirbel zeigen, daB im Kernbereich der Stromung eher Trigheitskrifte das Geschwindig-
keitsfeld bestimmen.

Allgemein besitzt ein Wirbel bei linearer Verteilung der Wirbelstdrke iiber dem Radius die
Charakteristik eines Potentialwirbels. Ist die Wirbelstirke dagegen iiber die Wirbelstruktur
hinweg konstant, so rotiert dieser wie ein Starrkérper. Man spricht dann von einer Trigheits-
konvektion.

Betrachtet man die mit ihrem Maximalwert normierten Vertikalgeschwindigkeiten
(durchgezogene Linie) und die Temperaturen (gestrichelte Linie) in der Mitte der Schicht
(x1=0), so erkennt man nahezu sinusformige Geschwindigkeits- und Temperaturverteilungen.
In den Abtriebszonen (v > 0 ) wird kaltes Fluid nach unten transportiert und in den Auftriebs-
zonen ( v < 0 ) warmes nach oben.

Im letzten Bild sind Temperaturwerte an verschiedenen Positionen im Fluid tiber der Zeit
aufgetragen. Die Wahl einer eindeutigen Position fiir ein charakteristisches Zeitsignal ist
unméglich, da die Vorgabe periodischer Rinder die Position der Wirbel nicht eindeutig fixiert.
Es werden daher willkiirlich fiinf Positionen in der Mittelebene 7, = 7(0,2.0), 7, =7(0,2.5),
T,=T7(030), T,=T7(035),und 7,=T(04.0) aufgetragen, die iiber den Bereich einer
Wellenlinge verteilt sind, so dal man sowohl Gebiete mit Aufwirtsstromung als auch solche
mit Abwirtsbewegung erfafit.

Die konstanten Temperaturwerte tiber der Zeit zeigen, dafl die Konvektion bei dieser Kombi-
nation von Rayleigh- und Prandt-Zahl stationir ist.

Erhoht man den Wert der Rayleigh-Zahl auf 10 so ergibt sich der in Abbildung 5.8
aufgetragenen Stromungszustand.
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Abb. 5.7:  Stromfunktion, Temperaturverteilung, Wirbelstirke, Vertikalgeschwindigkeit,
Temperaturverteilung in der Mittelebene (x1= 0) und Temperatur-Zeitsignal fiir
Ra =2000, Pr=0018; Nu=104, v, =1057.
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Abb. 5.8 Stromfunktion, Temperaturverteilung, Wirbelstirke, Vertikalgeschwindigkeit,
Temperaturverteilung in der Mittelebene (x1= 0) und Temperatur-Zeitsignal

fir Ra=10" Pr=0018; Nu=223, v, =1074.
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An den Temperaturverliufen iiber der Zeit erkennt man sofort, dal die Konvektion fiir diese
Rayleigh-Zahl instationir ist. Die Temperaturwerte schwanken periodisch um ihre Mittelwerte,
wobei eine charakteristische Frequenz vorherrscht.

Die Stromlinien und Isothermenbilder sowie die Geschwindigkeits- und Temperaturwerte im
Mittelschnitt stellen nur noch Momentanwerte dar. Die Konvektionswirbel schwingen hin und
ber und verindern dabei ihre Gréfe.

Das gegeniiber dem vorigen Beispiel ausgeprigtere Temperaturprofil folgt diesen Schwan-
kungen. Uber die Wirbel liegen nur noch geringe Gradienten der Wirbelstirke vor. Die
Stromung ist mafBgeblich trigheitsbestimmt und die an den Winden produzierte Wirbelstirke
wird im Fluidkern nur noch konvektiv transportiert.

Die Extrema der Vertikalgeschwindigkeiten weisen signifikante Eindellungen auf, die zwischen
zwel Wirbeln liegen. D.h. zwischen zwei Wirbeln existiert ein Bereich geringerer Strémungs-
geschwindigkeit. Die mehr und mehr von Trigheitskriften bestimmten Wirbel drehen quasi
unabhiingig von dem sie umgebenden AuBenbereich, saugen jedoch ruhendes Fluid aus den
Zonen stagnierenden Fluids und transportieren dieses mit geringerer Geschwindigkeit um sich
herum.

Bei einer Rayleigh-Zahl von 10° geht das periodische Zeitverhalten in ein zunehmend chao-
tisches iiber. Die Temperatur-Zeitsignale in Abbildung 5.9 enthalten mehrere iiberlagerte
Frequenzen.

Die Wirbel verindern ihre GroBe und bewegen sich regellos hin und her. Es bilden sich
vereinzelt kleinere Wirbel, die von den vorherrschenden groferen wieder aufgenommen
werden. Die Temperaturverteilung ist stark durchmischt; einzelne Bereiche konstanter Tempe-
ratur bewegen sich mit der Stromung zur anderen Berandung. Der Wirmetransport durch die
Schicht wird zunehmend durch den konvektiven Transport bestimmt. Die Anzahl der stindig
vorhandenen Rollen bleibt jedoch nachwievor erhalten.

Eine Darstellung der Wirbelstirke ist nicht mehr sinnvoll, da die auBerordentlich starken
Gradienten an der Wand eine sinnvolle Auflosung der geringen Variationen im Kernbereich der
Wirbel unméglich machen.

Mit einer Rayleigh-Zahl von 10’ wird schlieBlich ein weitgehend chaotisches Verhalten der
Strémung (Abb. 5.10) erreicht.

Die Temperatur-Zeitsignale sind nicht mehr durch charakteristische Frequenzen geprigt,
sondern schwanken regellos um die jeweiligen Mittelwerte. Trotz der vermehrten Bildung
neuer Wirbelstrukturen beherrschen die sechs groBen Wirbel weiterhin das Stromungs-
geschehen.

Da der Wirmetransport durch die Schicht maBgeblich durch die Konvektion bestimmt ist,
treten iiber die einzelnen Wirbel nur noch geringe Temperaturgradienten auf. Dies zeigt sich
auch in der nahezu homogenen Temperaturverteilung in der Mittelebene.

Da nun offenbar der turbulente Bereich erreicht ist, ist es fraglich, ob hier die zweidimensionale
Rechnung noch in der Lage ist, das Strémungsgeschehen richtig zu erfassen. Ein Vergleich mit
einer dreidimensionalen Rechnung kann dies zeigen.
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Eine ojektive Beurteilung des Zeitverhaltens der Konvektionsstromung ist durch die Bildung
von Autoleistungsdichtespektren (ALDS) aus den Zeitsignalen méglich. Anstelle der Auf-
tragung der Temperatursignale im Zeitbereich erfolgt hierzu eine spektrale Darstellung im
Frequenzbereich. Es werden so die charakteristischen Frequenzen des Signals sowie deren
Intensititen aufgezeigt. In Abbildung 5.11 sind den Temperatur-Zeitsignalen fiir unterschied-
liche Rayleigh-Zahlen Autoleistungsdichtespektren gegeniibergestellt. Entsprechend des
dimensionslosen ZeitmaBstabes erfolgt hierbei die Aufiragung iiber der dimensionslosen

Frequenz f* = f/f, mit f, =1/T,.

Bei der noch relativ geringen Rayleigh-Zahl von 5000 wird das Zeitverhalten der Konvektion
im wesentlichen von einer Frequenz geprigt. Dieser ist schwach ein Anteil mit doppelter
Frequenz iiberlagert. Mit der Steigerung der Rayleigh-Zahl erhoht sich die Frequenz dieses
Grundmodes und es treten weitere, zuniichst harmonische Frequenzen auf.

Fiir geniigend hohe Rayleigh-Zahlen bilden die neu aufiretenden Frequenzen kein vielfaches
des Grundmodes mehr und der Ubergang zu einem chaotischen Zeitverhalten zeichnet sich ab.
Es treten hier neben dem generellen Trend zu immer hoheren Frequenzen niedrige Frequenzen
auf, welche durch langsam ablaufende Umorientierungsprozesse der Stromungsstruktur
hervorgerufen werden.
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Ra=10*, Ra=10’ sowie Ra=10" fiir Pr=0.018.
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5.4.2 Der EinfluB3 eines horizontalen Magnetfeldes

Bei den hierzu durchgefiihrten Rechnungen wird bei unverinderter Geometrie den hydrody-
namischen Ergebnissen die fiir die Rayleigh-Zahlen Ra=10*, Ra=5-10*, und Ra=10’
gefunden wurden, sukzessive ein immer stirkeres Magnetfeld aufgeprigt. Der magnetische
Dimpfungsparameter 1/t (Gl 5.13) wird soweit erhoht bis die Nusselt-Zahl einen Wert
unwesentlich iiber eins annimmt. Auf diese Weise gelangt man in die Nihe der Stabilititsgrenze
fiir die gewihlten Parameter.

Eine Bestimmung des Punktes, an welchem die Konvektionsbewegungen abgeklungen sind, ist
anhand der kinetischen Energie im System zwar anschaulicher beschreibbar, die Nusselt-Zahl
stellt jedoch einen Wert dar, der experimentell einfacher zu verifizieren ist.

Abbildung 5.12 zeigt die so gewonnenen Nusselt-Zahlen iiber der magnetischen Dimpfung.
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Abb. 5.12: Nusselt-Zahlen bei horizontalem Magnetfeld Ra =10, Ra=5-10", Ra=10°
und Pr =0.018.

Die in diesen Diagrammen eingetragenen horizontalen Linien markieren die Werte ohne
Magnetfeld. Die Nusselt-Zahlen fallen von diesen an kontinuierlich auf den Wert eins ab. Die
vertikalen Linien entsprechen der Stabilititsgrenze nach der linearen Theorie. Da Rechnungen
in der Nihe dieser sehr aufwendig sind, reichen die Ergebnisse nicht unmittelbar an diese
heran. Dennoch wird die lineare Theorie durch die vorgestellten nichtlinearen Rechnungen
bestitigt.

Wie aus der linearen Stabilitdtsanalyse ersichtlich wird, ist die Wellenlinge der gréfiten
Anfachungsrate durch das Magnetfeld nahezu unbeeinflufit. Es ergeben sich somit auch bei den
Rechnungen immer sechs Walzen. Die leichte Uberhéhung der kritischen Wellenzahlen kann
nicht gefunden werden, da das relativ kleine Rechengebiet ein vielfaches der Wellenlinge
aufprigt. Die Verdnderung der Struktur der Strémung gegeniiber dem hydrodynamischen Fall
kann an einem Beispiel gezeigt werden. Abbildung 5.13 entspricht prinzipiell der Darstellung in

Abb. 5.9 mit Ra=10’. Die magnetische Dimpfung ist zu 1/t = 1000 gewihlt.
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Abb. 5.13: Stromfunktion, Temperaturverteilung, Wirbelstirke, Vertikalgeschwindigkeit
Temperaturverteilung und Temperatur-Zeitsignal in der Mittelebene (x1=0)

fiir Ra =10, 1/t =1000, Pr=0.018; Nu=225, v, =887,
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Anhand der Stromfunktion erkennt man, daB nachwievor sechs Wirbel vorliegen. Diese sind
bestrebt, den gesamten Fluidbereich einzunehmen, die Stromlinien sind jedoch im Wirbel-
zentrum nahezu kreisformig. Die Wirbelstirke ist iiber die einzelnen Wirbel weitestgehend
konstant, lediglich in den sehr diinnen Reibungsgrenzschichten an den Winden dndert sich die
Wirbelstirke signifikant. Am deutlichsten wird dies anhand der Vertikalgeschwindigkeiten.
Diese weisen eine lineare Geschwindigkeitsverteilung tiber den Durchmessern der Wirbel auf.

Betrachtet man Wirbel, bei denen dieselbe Wirbelstirke iiber dem Radius unterschiedlich
verteilt ist, so weisen diejenigen mit konstanter Wirbelstirke die geringsten Joulschen Verluste
auf.

Die Zeitsignale der Temperatur zeigen, daBl die Stromung trotz der hohen Rayleigh-Zahl
stationdr ist. Anhand der relativ hohen Nusselt-Zahl von 2.25 liegt der Vergleich mit der rein
hydrodynamischen Rechnmung fiir Ra=10" (Abb. 5.8) nahe, fiir die sich eine instationire
Stromung bei hoheren Stromungsgeschwindigkeiten einstellt.

Der EinfluB des horizontalen Feldes auf das Zeitverhalten der Konvektionsbewegung ist
demnach gréfer als sein Einflufl auf den integralen Wirmetransport.

Zur Klirung dieses Sachverhaltes zeigt Abb. 5.15 typische Temperatur-Zeitsignale in einer

Auftriebszone fiir verschiedene magnetische Diampfungen und einer Rayleigh-Zahl von 5-10*.
Diesen sind wiederum die Autoleistungsdichtespektren gegeniibergestellt.

Aus dem im hydrodynamischen Fall chaotischen Zeitsignal werden mit stirker werdender
magnetischer Ddmpfung immer mehr Frequenzen ausgeblendet, so dafl schlieflich nur noch ein
sinusformiges Signal einer Frequenz iibrigbleibt. Die das Zeitsignal dominierende, charak-
teristische Frequenz wird hierbei immer kleiner.

Ein horizontales Magnetfeld stellt somit einen zusitzlichen Parameter fiir die Beeinflussung des
zeitlichen Verhaltens der Konvektionsbewegung dar. Der Transitionsprozes von der laminaren
zur turbulenten Konvektion kann somit durch Aufprigung eines horizontalen Magnetfeldes
gesteuert werden.

Die in Experimenten bei horizontalem Magnetfeld beschriebenen grundlegenden Phinomene
wie die Laminarisierung der Strémung sowie die verringerung des Wirmetransportes
(vgl. Absch. 4.2) werden somit auch durch eine numerische Losung der zweidimensionalen
Gleichungen wiedergegeben.

73




024

0.0

02

T T T
0000 0.005 0.010 0.015 0.020

14 =10

0.2

00-

—02 T T T
0.000 0.005 0.010 0.016 0.020

v
S

02

0.0 j

0.2

T T T
0000 0,005 0.010 0.015 0.020

02
3]

0.0

=02 T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

t

1.0+

0.0
0.0

T
1000.0

T T
20000 30000  4000.0

20

10

0.5

0.0
0.0

T
1060G.0

1 i
20000 30000  4000.0

0.0
0.0

T
1000.0

T T
20000 30000  4000.0

20

1.5+

10+

0.5+

0.0

T
1000.0

T !
20000  S000.0  4000.0
f

Abb. 5.14.a:Temperatur- Zeitverldufe und Autoleistungsdichtespektren fiir Ra =5-10%,

Pr =0.018 bei zunehmender magnetischen Dimpfung.
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5.4.3 Der Einfluf} eines vertikalen Magnetfeldes

Im Fall der zweidimensionalen Approximation fiir horizontale Magnetfelder besitzen die
elektrodynamischen Krifte keine Vorzugsrichtung. Daher sind die aufiretenden Wellenldngen
unabhingig von der magnetischen Dimpfung. Ein vertikales Magnetfeld besitzt dagegen
ausschliefflich dimpfende Wirkung auf horizontale Geschwindigkeitskomponenten, die
horizontalen Wellenlingen der Konvektionsstruktur werden daher mit wachsender Chandra-
sekhar-Zahl kleiner. Fiir numerische Berechnungen ergibt sich daraus ein Problem bei der Wahl
des Rechengebietes. Behilt man dessen Grofie bei, so ist nicht gewihrleistet dafl die horizon-
tale Linge ein Vielfaches der charakteristischen Wellenlinge bei der jeweiligen Chandrasekhar-
Zahl darstellt.

Fine Anpassung des Rechengebietes auf ein Vielfaches der Wellenlinge aus der linearen
Theorie beseitigt dieses Problem nur unvollstindig, da diese Wellenlinge nur bedingt mit der
bei stark tiberkritischen Rayleigh-Zahlen iibereinstimmt.

Fiir die nachfolgenden Rechnungen wurde daher das 1:6 Rechengebiet beibehalten. Die
Ergebnisse sind so direkt mit denen der Abschnitte 5.4.1 und 5.4.2 vergleichbar, und es kann
untersucht werden, ob ein Ubergang zu hoheren Rollenzahlen mit wachsendem Magnetfeld
erfolgt.

Nach der linearen Stabilititstheorie (vgl. 3.1) erfolgt bei einer Chandrasekhar-Zahl von 2000
das Einsetzen der Konvektion bei einer kritischen Rayleigh-Zahl von Ra,,, = 30139 mit ca. der
doppelten Wellenzahl als im hydrodynamischen Fall. Abbildung 5.15 zeigt das Ergebnis einer
Rechnung mit einer gering iiberkritischen Rayleigh-Zahl von Ra =35000. Das Ergebnis dieser
Rechnung kann daher mit Abbildung 5.7 verglichen werden.

Es haben sich 12 stationire Konvektionsrollen gebildet. Ihre Form ist gegeniiber dem schwach
iberkritischen, hydrodynamischen Beispiel eher rechteckformig, was auf die Minimierung der
horizontalen Geschwindigkeitskomponenten zuriickzufiihren ist. Eine Tendenz zu kreis-
formigen Strukturen mit linearer Geschwindigkeitsverteilung iiber dem Radius ist nicht zu
beobachten. Die Konvektionsstrukturen fiillen den ihnen zur Verfiigung stehenden Raum voll-
standig aus, so daB auch die "Eindellungen” in den horizontalen Geschwindigkeitsverteilungen
verschwinden.

Die Temperatur-Zeitverliufe zeigen auf, dafl die Stromung in dem hier gezeigten Parameter-
bereich trotz der hohen Rayleigh-Zahl stationiir ist.
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Abb. 5.15: Stromfunktion, Temperaturverteilung, Wirbelstirke, Vertikalgeschwindigkeit
Temperaturverteilung und Temperatur-Zeitsignal in der Mittelebene (x1=0)
fiir Ra=35-10*, 0 =2000, Pr=0018; Nu=128, v _ =469.
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Zur Bestimmung von Nusselt-Zahlen wurde ebenso wie fiir die Berechnungen mit horizon-
talem Magnetfeld der hydrodynamischen Lésung ein immer stirkeres Magnetfeld aufgeprigt.

Abbildung 5.16 zeigt die so gewonnenen Verlidufe iiber der Chandrasekhar-Zahl entsprechend
Abbildung 5.13 bei horizontalem Feld.

TT T

10 T T T T T

10' 10° 10’ ' '10

TTTT] T T™ .

Q

Abb. 5.16: Nusselt-Zahlen bei vertikalem Magnetfeld Ra=10°, Ra=5-10°, Ra=10’,
Pr=10.018.

Die Nusselt-Zahlen fallen vom hydrodynamischen Wert zunichst monoton ab. Ab einer
bestimmten Chandrasekhar-Zahl springen die Werte zundchst auf einen hoheren Wert und
klingen dann entgiiltig auf den Wert eins ab. Den Grund fiir diesen nicht monotonen Verlauf
der Rayleigh- Nusselt-Zahl-Beziehung erkennt man aus den Stromlinienbildern der Abbildung
5.17.

Das Ansteigen der Nusselt-Zahl ist verbunden mit einer Umorientierung der Stromungsstruktur
bei hoheren Magnetfeldstirken. Bei einer Chandrasekhar-Zahl von Q=4000 liegt ein

periodisches Muster von vier groflen und zwei kleinen Wirbeln vor. Oberhalb dieser Kennzahl
bilden sich in der 1:6 Geometrie 18 gleich grole Wirbel, wobei deren Wellenlinge nicht der
linearen Theorie entspricht. Offensichtlich ist das System in der Lage, Wirbel verschiedener
Wellenlidngen durch deren positive Anfachungsraten bei stark iiberkritischen Rayleigh-Zahlen
aufrechtzuerhalten, so dal mehrere Stromungsformen méglich sind.

Die in horizontaler Richtung schmileren Wirbeln verstirken den horizontaler Wirmeflufl
zwischen den heiflen Auftriebszonen und den kalten Abtriebszonen. Dadurch weisen die
Stromungsmuster mit gréflerer Anzahl an Wirbeln auf einer bestimmten horizontalen Linge die
grofleren Nusselt-Zahlen auf. Der Diampfung der Konvektionsbewegung durch das Magnetfeld
steht somit eine Verbesserung des Wirmetransportes durch die horizontale Stauchung der
Konvektionsstrukturen gegeniiber. Aus dem Zusammenwirken dieser beiden Effekte ergibt sich
der unstetige Verlauf der Nusselt-Zahlen in Abbildung 5.16.
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Durch die Vorgabe der Kennzahlen ist die Anzahl der Konvektionswirbel im Rechengebiet
offenbar nicht eindeutig bestimmt. Die Lésung kann somit zusitzlich von anderen Faktoren,
wie der Vorgeschichte der Rechnungen, abhingig sein.

Bisher wurde das Ergebnis der Rechnung mit einer geringeren Chandrasekhar-Zahl als Start-
wert der Rechnung der jeweils héheren vorgegeben und solange in der Zeit integriert, bis ein
im Mittel stationdrer Zustand vorlag. Fiir hohe Magnetfeldstirken waren die so erhaltenen
Ergebnisse sogar laminar, d.h. ohne zeitliche Variation der Stromungsgrofien. Wihlt man die
Losung fiir Q =7000 als Startwert fiir eine Rechnung mit Q =5000 und dieses Ergebnis
wiederum fiir die nichst kleinere Chandrasekhar-Zahl, so ergeben sich die in Bild 5.18
gezeigten Stromungsstrukturen.

Es ergeben sich nun aus den 18 Konvektionswirbeln Muster mit gegeniiber den Rechnungen
vom hydrodynamischen Fall aus gréBeren Rollenzahlen. Sogar im hydrodynamischen Fall
liegen nun acht Wirbel vor. Die auf diese Weise gewonnenen Strukturen sind wiederum stabil
und gehen auch bei lingerer Rechnung nicht in die Strukturen der vorigen Rechnung iiber.

Es sind demnach fiir identische Randbedingungen und Kennzahlen mehrere stabile Stromungs-
formen moglich, die ohne eine #ufBlere Stérung nicht inneinander iibergehen. Welche der
moglichen Losungen eingenommen wird, ist von den Anfangsbedingungen der Rechnungen
abhingig,
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Die verinderten Stromungsmuster schlagen sich auch im Wiarmetransport nieder. Abbildung
5.19 vergleicht die Nusselt-Zahlen der beiden Rechenliufe:
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Abb. 5.19: Abhingigkeit der Nusselt-Zahlen von der Rechnungsdurchfiihrung zur Variation
der Chandrasekhar-Zahl fiir Ra =10’ und Pr =0.018.

Die hoheren Anzahlen von Konvektionswirbeln ergeben bei identischer Chandrasekhar- und
Rayleigh-Zahl die hoéheren Nusselt-Zahlen. Dieser Effekt kann auch bei Experimenten
aufireten, so daf} diese nur dann reproduzierbar sind, wenn die Anfangsbedingungen eines zu
messenden Zustandes identisch sind.

Fiir weitere Rechnungen kann diese Verzweigung der Losungen vermieden werden, indem man
ein Rechengebiet vorgibt, welches die Anzahl der Strukturen festlegt. Dies kann zum Beispiel
durch eine Begrenzung des Rechengebietes auf die jeweils kritische Wellenldnge erfolgen.

Da die zweidimensionale Rechnung fiir vertikale Magnetfelder ohnehin nur eine Niherung
darstellt, sind weitere Untersuchungen hierzu nur bedingt sinnvoll. Die dritte Dimension
ermdglicht zusitzliche Verzweigungen der Losung, die ohnehin nicht erfafit werden.

Die vorgestellten Rechnungen zeigen die Anwendbarkeit des Programmes auf die numerische
Berechnung einer von unten beheizten Fliissigmetallschicht unter dem Einfluf} eines von auflen
angelegten Magnetfeldes.

Dabei ist die Annahme zweidimensionaler Konvektionsstrukturen im Fall eines starken hori-
zontalen Magnetfeldes gerechtfertigt (vgl. Abschn. 5.1). Die im Programm implizierte zwei-
dimensionale Approximation erfafit damit neben den integralen Stromungsgréfen auch die
rdumliche Struktur sowie das zeitliche Verhalten der Lésung hinreichend genau.

Bei vertikalem Magnetfeld oder ganz ohne Magnetfeld liegen dagegen meist dreidimensionale
Stromungszustinde vor, die durch die Rechnung nicht erfafit werden. Es kénnen daher nur
integrale Stromungsgrofien, wie z.B. die Nusselt-Zahl, abgeschitzt werden.

Andererseits vergréfBert sich der Rechenaufivand durch die dritte Dimension derart, daf er
selbst mit leistungsfihigen Rechenanlagen fiir den experimentell relevanten Parameterbereich
bei vertretbarem Aufwand in absehbarer Zeit kaum realisierbar ist.
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6. Experimentelle Arbeiten

Die in den vorigen Abschnitten dargestellten Arbeiten stehen im Zusammenhang mit einem
geplanten Experiment zur Untersuchung der Naturkonvektion in einer von unten beheizten
Fliissigmetallschicht unter dem EinfluB} starker duBerer Magnetfelder. Die Experimente werden
in der MEKKA-Anlage (Magneto-Hydrodynamik-Experimente in Natrium- Kalium Karlsruhe)
am Institut fiir Angewandte Thermo- und Fluiddynamik des Forschungszentrums Karlsruhe
durchgefiihrt. Die Spulenéffiungen der dort zur Verfiigung stehenden Magnete legen somit die
dufleren Abmessungen der Versuchseinrichtung fest.

6.1 Auslegung und Bau der Teststrecke

Die Erzeugung des vertikalen Magnetfeldes erfolgt in einem normalleitenden Dipolmagnet, der
eine Feldstirke von bis zu 2.2 Tesla erreicht. Sein Offnungsquerschnitt (Polabstand) betrigt
168mm wodurch die Hohe der Teststrecke begrenzt wird. Bei einer Magnetspaltbreite von
483mm betrigt die Linge des homogenen Feldes 800mm .

Fir die Messungen mit horizontalem Magnetfeld steht ein fliissigheliumgekiihlter Solenoid-
magnet CELLO zur Verfiigung. Er besitzt eine maximale Feldstirke von 3.6 Tesla, einen
Durchmesser von 400mm und eine Linge von 1100mm. Abbildung 6.1 zeigt die zylinder-
symetrische Verteilung der Magnetfeldstirke.
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Abb. 6.1: Magnetfeldstirkeverteilung im CELLO-Magnet

Betrachtet man den Bereich, in dem die Feldstirke bezogen auf die Werte im geometrischen
Zentrum des Magneten um weniger als 10% abweichen, als homogenen Bereich, so reduziert
sich der nutzbare Feldbereich auf einen Zylinder von 400mm Durchmesser und einer Linge
von 400mm . Fiir ein hohes Aspekt-Verhiltnis sind damit die Abmessungen der Fluidschicht

weitgehend festgelegt.
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Als Testfluid wird eine eutektische Natrjum-Kaliumlegierung (NaK) eingesetzt, welche in der
MEKKA-Anlage in einem Kreislauf zur Verfligung stehit. Die temperaturabhéngigen Stoff-
werte dieser oberhalb -11°C fliissigen Legierung sind im Anhang zusammengefafit. Da sich
Alkalimetalle im allgemeinen chemisch neutral gegeniiber technischen Werkstoffen verhalten,
kann die Teststrecke in gingigen Metallwerkstoffen ausgefiihit werden.

Die Abbildungen 6.1 a-c zeigen verschiedene Ansichten der zur Zeit im Bau befindlichen
Versuchseinrichtung,

Die Fliissigmetallschicht besitzt die Abmessungen 40 x 20 x 2 ¢m, was einem Lingen-Seiten-
Hohen-Verhiltnis von 20:10: 1 entspricht.

Um méglichst isotherme Randbedingungen an der oberen und unteren Wand zu erreichen,
bestehen die horizontalen Winde aus Kupferplatten von jeweils ca. 2 cm Dicke.

Die vertikalen Winde sind aus 1.5mm dickem Edelstahl gefertigt. Die durch sie transportierte
Wirmemenge ist aufgrund der niedrigen  Wirmeleitfihigkeit von  Edelstahl

(Mg =15W/(mK)) gering, so daB diese Berandungen des Fluidbereiches als adiabat
betrachtet werden konnen.

Kiihlwasserrohre

R
1 & &/ \@,/ \@__/ @}\@_J \@/ \@/ '
1

-

T N
BN 22— 7
A Siedebad g/ ZZ
. N ) [4
\ =1 l ‘ ;
= G 7
7 / />/
Kupferplatten §E Natrium-Kalium Schicht Zwischenring
] |
l‘ N
|
Thermoelemente Heizleiter =~

Abb. 6.2.a: Querschnitt der Versuchseinrichtung zur Untersuchung von Bénard-
Konvektion unter Magnetfeldeinfluf}
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Die Beheizung der unteren Platte erfolgt durch 40 elektrische Heizleiter, die in Nuten in die
Heizplatte eingelotet sind. Diese haben bei einer an die in der MEKKA-Anlage verfiigbaren
Gleichstromnetzgeriten angepafiten Verschaltung eine Leistung von ca. 114/ und konnen

somit der Schicht einen Wirmestrom ¢ von ca. 13 W/ cni® aufpriigen. Liegt lediglich Wirme-

leitung durch die Fluidschicht vor, so entspricht dies einer Rayleigh-Zahl von 14-10°, Dieser
Wert wird, wenn eine Konvektionsbewegung vorliegt, um den Faktor der Nusselt-Zahl kleiner.

Kann das elektrische Beheizen der unteren Platte als unproblematisch angesehen werden, so
1aBt die Abfuhr eines derart grolen Wirmestromes von der oberen Platte erhebliche Probleme
erwarten.

Kupfer besitzt gegeniiber NaK lediglich eine ca. 17 mal grofiere Wirmeleitfihigkeit. Ein Aus-
gleich von Temperaturunterschieden iiber die zu kiihlende Linge der oberen Platte kann bei
den hier gewihlten Abmessungen nicht durch Wirmeleitung innerhalb der Kupferplatte
erfolgen. Die von der Fliissigmetallschicht an die Kiihlplatte iibertragene Wirme mufi daher
auch an deren Oberseite bei méglichst konstanter Temperatur abgefiihrt werden.

Bei einem Kiihlkonzept, bei welchem die Wirme durch Uberstromen der Kupferplatte mit
einem Kiihlmedium erfolgt (Konvektionskiihlung), ergeben sich im thermischen Einlauf der
Stromung wesentlich hohere Wirmeiibergangszahlen o als im thermisch ausgebildeten
Bereich. Aus der Definition des Wirmeiibergangskoeffizienten

q
o= — 6.1
- (6.1)

ergibt sich, daB bei konstantem Wirmestrom ¢ die Differenz zwischen der Wandtemperatur
Ty und der mittleren Kiihiwassertemperatur 7, mit der iiberstromten Linge immer grofer
wird.

Die Temperatur am Kiihlwassereintritt ist daher selbst bei geringer Aufheizung des Kiihl-
wassers (7, ~ konst ) immer geringer als am Kiihlwasseraustritt, so daB eine Realisierung der
isothermen Randbedingung an der oberen Wand praktisch unméglich ist.

Es wurde daher ein Kiihlkonzept gewiihlt, bei dem eine siedende Fliissigkeit (z.B. Wasser) iiber
der Kiihlplatte die Warme lediglich iiber ihre Verdampfungsenthalpie abfiihrt (Siedekiihlung).

Die Temperaturdifferenz zwischen zu kiihlender Fliche und siedendem Kiihlmedium ist ledig-
lich vom lokalen Wirmestrom abhiingig, welcher als weitgehend konstant angesehen werden
kann. Der gesamten Oberseite der Kiihlplatte wird so die Siedetemperatur des Kiihlmediums
plus einer vom Wirmestrom abhingigen Temperaturdifferenz aufgeprigt.

Uber der Kiihlplatte befindet sich eine ca 25mm hohe Schicht aus bei atmospharischem Druck
siedendem Wasser. Der erzeugte Dampf kondensiert direkt iiber dieser an 12 durch einen
externen Kreislauf gekiihlten Kupferrohren. Diese miissen die Wirme nun nicht mehr homogen
abfiihren, da die hier entstehenden Temperaturunterschiede iiber die siedende Fliissigkeit
ausgeglichen werden.

6.2 Instrumentierung und Mefiprogramm

Die Temperatur an der oberen und der unteren Kupferplatte kann durch jeweils fiinf gegen-
iiberliegende Kupfer-Konstantan-Thermoelemente erfalt werden. Die Mefspitzen befinden
sich in einem Abstand e = 1mm von der Fluid-Wandgrenzfliche entfernt, so daB mit ihnen auch
das Zeitverhalten der Temperaturwerte erfafit werden kann.
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Der tatsiichliche Temperaturwert an der Fluid-Wandgrenzfliche kann bei bekanntem Wirme-
strom durch Beriicksichtigung der durch Wirmeleitung im Kupfer verursachten Temperatur-
differenz gewonnen werden. Es ergibt sich mit der Wirmeleitfihigkeit des Kupfers A, aus

dem Fourierschen Wirmeleitungsgesetz der Korrekturwert

A~ q.e
AT = —. 6.2
- (6.2)

Dieser mufl von den gemessenen Werten der unteren Platte abgezogen und zu denen an der
oberen Platte addiert werden.

Im Gegensatz zur Vorgehensweise bei den in Abschnitt 5 vorgestellten Rechnungen kénnen im
Experiment die Temperaturen an der oberen und der unteren Wand nicht explizit vorgegeben
werden.

Durch Regelung des Stromes und der Spannung der Heizleiter gibt man im Experiment einen
Wiirmestrom vor und bestimmt hierzu die sich iiber die Schicht einstellende Temperatur-
differenz. Bei der Bildung der Nusselt-Zahl nach Gleichung (4.2) miissen die Verluste an der
Heizplatte und an den Seitenwinden der Schicht berticksichtigt werden.

Durch Anlegen eines geniigend starken Magnetfeldes kann der reine Wirmeleitungszustand fiir
beliebig hohe Heizleistungen und den damit verbundenen Rayleigh-Zahlen aufrecht erhalten
werden (vgl Abschnitt 3). Die nicht durch die Schicht flieBende Verlustwirme Q, , ergibt sich
dann aus der Differenz zwischen zugefiihrter elektrischer Leistung @, und dem aus der
gemessenen Temperaturdifferenz A7 gebildeten, theoretischen Wirmestrom durch Wirme-
leitung:

Qo =0y = A-MT)-AT. (6.3)

Die Wirmeleitfihigkeit des Fluides wird in dieser Bezichung auf die mittlere Fluidtemperatur
T bezogen, wobei eine lineare Temperaturabhéngigkeit vorausgesetzt wird.

Es ist anzunehmen, dafBl die Verluste entscheidend von der Temperatur der Heizplatte gepriigt
werden. Diese wird neben der zugefiihrten elektrischen Leistung auch durch die Konvektions-
bewegungen im Fluid bestimmt. Es bietet sich daher an, die Verluste im Experiment nicht auf
die Heizleistung, sondem auf die gemessene Temperatur an der Heizplatte 7, zu beziehen.

Man erhiilt dann folgende Auswertebeziehung fiir die Nusselt-Zahl:

Nu= Qs = Qun(T.)) P . (6.4)
MT) AT

Als erste Versuchsreihe sind Messungen in einem vertikalen Magnetfeld vorgesehen. In erster
Linie sollen hier Rayleigh-Nusselt-Zahl-Beziehungen bei verschiedenen Magnetfeldstirken
ermittelt werden. Mit diesen kann auch die Giiltigkeit der linearen Stabilitdtstheorie (Abschn.
3) tiberpriift werden. Durch Auswertung der Temperatur-Zeitsignale kann ferner der Ubergang
zu instationdren Konvektionsmustern untersucht werden.

Bei erfolgreichem Arbeiten der Versuchseinrichtung sollen die Messungen im horizontalen
Magnetfeld wiederholt werden. Von besonderem Interesse ist hierbei die Bestitigung der in
Abschnitt 5.3 hergeleiteten Stabilititsgrenze fiir das Einsetzen der primiren Instabilitit sowie
eine Validierung der Rechnungen in Abschnitt 5.4.
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6.3 Bezug der Rechenergebnisse auf die Dimensionen der
Versuchseinrichtung

Der Zusammenhang zwischen den dimensionslosen Rechenergebnissen in Abschnitt 5.4 und
der Versuchseinrichtung kann hergestellt werden, indem man die dimensionslosen Stromungs-
grofen mit den physikalischen Dimensionen der Versuchseinrichtung in Beziehung setzt.

Neben den Abmessungen der Schicht spielen hierbei die bei der Stoffwerte der Natrium-
Kaliumlegierung eine entscheidende Rolle. Diese werden aus den Stoffgesetzen im Anhang bei
einer mittleren Fluidtemperatur gebildet. Da das Temperaturniveau der Versuchseinrichtung
vorab nicht exakt bestimmbar ist, wird der Wert der mittleren Fluidtemperatur zu 7 =135°C
angenommen.

In Tabelle 6.1 sind die dimensionsbehafieten geometrischen Gréfen und die Stoffwerte
zusammengefafit.

Hohe h 20 mm
Linge / 400 mm
Dicke der Seitenwand s L5 mm
Massendichte | P 846.28 kg/m®
Volumenausdehnungskoeffizient a 2.7851-107* -
Kinematische Viskositit v 54217-1077 /s
Wirmeleitfihigkeit A 24.595 W/(mK)
Temperaturleitfihigkeit K 3.0235-107° m’[s
Elektrische Leitfihigkeit (Fluid) O, 13698 -10° 1/(m)
Elektrische Leitfahigkeit (Fluid) c 23762.10° 1/(Som)

Tab. 6.1 Geometrische GroBen und Stoffwerte fiir 7 = 135°C

Hieraus ergeben sich die in Tabelle 6.2 zusammengestellten, fiir alle Rechnungen giiltigen
Bezugsgrofien.
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Dimensionslose Abmessung in 2b=1/h 20 -
Magnetfeldrichtung

Wandleitverhiltnis c= (GW s) /(0 h) 0.0433 -
Prandtl-Zahl Pr=v/ 0.18 -
Bezugsgeschwindigkeit v, =v/h 2.7109-10 mjs
Charakteristische Zeit t,=HJv 737.78 s
Charakteristische‘ Frequenz £ =1/t 13554-107° 1/s

Tab 6.2:  Fiir alle Rechnungen giiltige Bezugsgrofien

Fiir eine feste Prandtl-Zahl liefert des Programm unter Vorgabe der Rayleigh-Zahl und der
Chandrasekhar-Zahl bei vertikalem Magnetfeld bzw. der magnetischen Diémpfung bei horizon-
talem Feld die dimensionslosen Werte der Nusselt-Zahl und der maximalen Stromungs-
geschwindigkeit. Diese konnen mit den Werten aus den Tabellen 6.1 und 6. 2 in physikalische
Gréfien umgerechnet werden.

Aus der Definition der Rayleigh-Zahl (Gl 2.18) ergibt sich direkt die iiber die Schicht
angelegte Temperaturdifferenz AT zu

VK

AT = Ra. (6.5)

agh
Der zu ihrer Aufrechterhaltung nétige, mittlere Wirmestrom ¢ ergibt sich aus der Definition
der Nusselt-Zahl (Gl. 4.2) als
q= 2V—é—Y:Nu . (6.6)
h
Die Stirke der magnetischen Induktion kann im Fall des vertikalen Magnetfeldes aus der
Definition der Chandrasekhar-Zahl (Gl. 2.20) bestimmt werden:

QOpv
e (6.7)

Bei Vorgabe der magpetischen Ddmpfung fiir horizontale Magnetfelder ergibt sich die Magnet-
feldstirke aus den Definitionen der magnetischen Dimpfung und der Chandrasekhar-zahl zu

i, -1 -1
B }pvz \/b +dcn (l:+c) | 6.8)
ch 2¢(b+c)

In Tabelle 6.3 sind die dimensionsbehafteten Rechenergebnisse zusammengefaft.
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Vorgabe

Dimensionslose Ergebnisse

Dimensionsbehaftete Ergebnisse

Abb. Ra ) 1/t Nu v, AT q Ve B
U m

- - - - - K m s Tesla
5.7 2000 0 0 1.04 105.7 1.5 1.93-10° 287-1072 0
5.8 104 0 0 2.23 1074 7.5 2567-10° 291-102 0
5.9 10° 0 0 3.72 3665 75 3431-10° | 9.935.1072 0
5.10 107 0 0 10.4 4348 7500 9591-107 118-10™" 0
5.13 10° 0 1000 2.25 887 75 2075-10° | 2.405-1072 0.327
5.15 3.5-10* 2000 0 1.28 469 26.3 4132-10° | 1271-107 | 3107-107

Tab. 6.3: Dimensionsbehaftete Rechenergebnisse
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Anhang

A) Stoffwerte fiir eutektische Natrium-Kalium Legierung (Na”’K™)
Schmelztemperatur: 7, =-11°C

Aus den in Foust (1972) angegebenen Werten wurden Polynome zweiter Ordnung ermittelt.
Die Temperaturabhingige Stoffgréfie ® (T ) wird damit als Polynom der Form

O(T)=a,+a,-T+a,-T*

dargestellt. Die Koeffizienten a,, der einzelnen Stoffwerte sind in Tabelle A zusammen-

gefasst.
Stoffwert a, a, a,
Kinematische Viskositit v [nr*/s] 9.439-107 | -3.865-107 | 6.5867-107"
Wiirmeleitfihigkeit A [7/(mK))] —214 2.07-10® | 220.107
Temperaturleitfihigkeit x [nr*/s| 2498107 | 4199107 |-2277-107"
Elektrischer Wiederstand R [Q - m] 3766-107 | 2307-107° | 7.187-107"
Massendichte p [kg/ m ] 878.1 -0.233 -2.00-107

Tabelle A: Koeffizienten der Stofffwertpolynome im Giiltigkeitsbereich 50°—~400° C ; nach
Foust (1972).

Hieraus kénnen weitere Stoffwerte sowie die Prandtl-Zahl abgeleitet werden:

Spezifische Wirmekapazitit:

Elektrische Leitfihigkeit:

Prandtl-Zaht:

Der Volumenausdehnungskoeffizient o ergibt sich am gewiinschten Linearisierungspunkt zu:

L h
P pK'
1
c=—.
R
Pr=l.

K

1 dp(T) _

a, +2a,T

T o(T) AT

a,+aTl +a,T*
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