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Zusammenfassung

Dies ist ein Arbeitsbericht zum DFG-Fordervorhaben ,Modellstrukturierung von sicherheitsrelevanten tech-
nischen Systemen mittels tensororientierter Mustererkennung und Genetischen Algorithmen“ (BR 1303/3-1).
In vorausgegangenen Arbeiten wurde die Strukturierung von Modellen aus informationstheoretischer Sicht
betrachtet. Dabel wird die Modellbildung als Informationsiibertragung von einem Objekt auf ein Modell

verstanden.

In diesem Bericht wird untersucht:

¢ Wie kann die Information optimal kodiert werden? Welche Art der Kodierung von Merkmalen ist fiir

die Modellbildung optimal (biniir, ternér, biniir kodierte Ternérzahl)?
¢ Ist aus informationstheoretischer Sicht eine Modellbildung ohne Strukturannahme mdoglich?

o Welche Auswirkungen hat eine beliebige Struktur auf die Parameter eines Modells?

Fiir vollstéindige Merkmale wird nachgewiesen, dass die Information optimal mit dem Dualsystem kodiert
wird. Dabei wird, entgegen der in der Literatur iiblichen Beweisfithrung, der duale Logarithmus im Beweis
weder angesetzt noch verwendet. Fiir unvollstindige Merkmale wird die Basis e als optimal fiir die Ent-
scheidungsstufung nachgewiesen. Auch hier wurde vermieden, den natiirlichen Logarithmus beim Beweis
anzusetzen, was sonst in der Literatur iiblich ist. An Beispielen wird gezeigt, dass Entscheidungsstrategien
fiir unvollstéindige Merkmale und mit nicht ganzzahliger Stufung fiir die Modellbildung denkbar, aber wenig
praktikabel sind.

Fiir eine endliche Menge an Information, die zur Modellbildung verfiigbhar ist, wird gezeigt, dass der Werte-
bereich eines Parameters endlich sein muss, damit der Fehler des Parameters endlich bleiben kann und dass
der Wertebereich eines Parameters die Null ausschlieBen muss, damit der relative Fehler kleiner als Eins
bleiben kann.

Fiir den Fall, dass die Struktur eines Modells nicht durch die Festlegung auf eine Modellklasse eingeschriinkt
ist, wird gezeigt, dass eine Struktur mit einem oder mehreren Parametern durch eine Struktur ohne diese
Parameter ersetzt werden kann. Daraus folgt, dass Giitemafle fiir solche Modelle nicht nur die Anzahl der

Parameter sondern auch die Komplexitéit der Struktur bewerten miissen.

Abstract

On the Determination of Structures - A Theoretical Approach of Information Science

The report describes two proofs as a basis for optimal coding of information without using any logarithm
in the formulation of the problem as is usually found in the literature. We proof also that, if we have finite
information, than the range of values has to be finite to get a finite error of parameter and that the range of
values must exclude zero to get a relative error less than one. Furthermore, we show an equivalence between
structure and parameters. That means, each parameter can be replaced by a structure. Construction of a
model is only sensible after reducing the considered class of the model to a finite number of structures and

with prior knowledge about the range of parameters.
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1 Einleitung

Der vorliegende Bericht wurde im Rahmen des DFG-Fordervorhabens ,,Modellstrukturierung von sicherheits-
relevanten technischen Systemen mittels tensororientierter Mustererkennung und Genetischen Algorithmen*
angefertigt. Ziel des Forschungsprojektes ist die Entwicklung eines Verfahrens zur Strukturermittlung. In
vorausgehenden Berichten [GG99, Hop98a, Hop98b] wurde die Strukturermittlung von informationstheore-
tischer Seite aus betrachtet. Dabei wird die Modellbildung als Informationsiibertragung von einem Objekt
auf ein Modell verstanden. Speziell die tensororientierter Mustererkennung [Hop94, Hop96] erfordert eine

Kodierung der Information. In diesem Zusammenhang sind folgende Fragestellungen aufgetreten:

¢ Wie kann die Information optimal kodiert werden?

¢ Wieviel Information muss das Datenmaterial von einem technischen System enthalten, damit die Struk-

tur dieses Systems bestimmt werden kann?

¢ Wieviel Information muss das Datenmaterial von einem technischen System enthalten, damit ein Mo-

dellparameter ohne Einschrinkung der Modellstruktur bestimmt werden kann?

Diese Fragestellungen werden im vorliegenden Bericht behandelt.

Fiir die optimale Kodierung von Information werden in der Literatur [ME69, PS80, You75, Zem59] die Basis
2 und die Basis e angegeben. Die Basis 2 fiihrt auf die duale Kodierung und die e néichste ganzzahlige Basis 3
auf eine ternire Codierung (siehe z.B. [Hop98a]). Die verschiedenen Basen sind verkniipft mit den Begriffen
vollstdndige und unvollstindige Entscheidung, bzw. vollstindige und unvollstindige Merkmale. Die beiden
Begriffe werden weiter unten genauer betrachtet. In den Herleitungen der Basen 2 und e werden in der
Literatur (willkiirlich) die Logarithmen zur Basis 2 bzw. e angesetzt. Die Herleitungen in diesem Beitrag

kommen ganz ohne den Ansatz eines Logarithmus oder irgend einer Basis aus.

Fiir unvollstéindige Entscheidungen ist weiterhin interessant:

e Wie kann ein unvollstindiger Test aussehen?
¢ Wie kann eine nicht disjunkte Entscheidung aussehen?
¢ Wie kann ein nicht ganzzahliger Test aussehen?

¢ Wie kann eine nicht ganzzahlige Stufung von Entscheidungen aussehen?

Dazu wird in Abschnitt 2.3 gezeigt, dass nicht ganzzahlige unvollstindige Tests konstruierbar sind.

Wenn die Information {iber ein System kodiert wurde, kann deren Betrag ermittelt werden. Da ermittelt
werden kann, wie viel Information die Daten iiber das System enthalten, ist interessant, wie viel Information
zur Struktur- und Parameteridentifikation notwendig ist. Im Abschnitt 3 wird gezeigt, dass mit einem end-
lichen Code weder ein endlicher absoluter Fehler noch ein relativer Fehler < 1 garantiert werden kann, wenn
der Wertebereich nicht eingeschrinkt wird. Das heifit, dass a-priori Informationen {iber den Wertebereich

der Parameter vorhanden sein miissen.

Des Weiteren wird in Abschnitt 4 gezeigt, dass jeder Parameter beliebig genau durch eine Struktur ersetzt
werden kann. Daraus folgt, dass die Komplexitit einer Struktur nicht nur durch die Anzahl der in ihr

vorkommenden Parameter bewertet werden darf.
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2 Optimale Darstellung der Information

Die natiirlichen (und technischen) Systeme sind {iberwiegend analog. Um die Information iiber ein System
zu speichern und zu verarbeiten, werden die Messungen zeit- und wertdiskretisiert. So wird die Zeit z.B. als
1998-07-15,08:30:00 notiert. Die Basis ist dekadisch fiir die ersten vier Stellen. Dann ist die Basis 12, 31, 24,
60 und 60. Die Information {iber eine bestimmte Sekunde (im Intervall beginnend mit der Zeitrechnung bis
9999-12-31,23:59:59) entspricht der Information iiber neun Entscheidungen:

1. eins aus 10
. eins aus 10
. eins aus 10
. eins aus 10
. eins aus 12
. eins aus 31

. eins aus 24

00 ~J O Ot = W N

. eins aus 60

9. eins aus 60 .
Der Bezeichnungsaufwand dafiir betréigt 4 10 4+ 12 + 31 4+ 24 4 60 + 60 = 227 Symbole. Die gleiche Sekunde
kann aber auch als 63.028.571.400 kodiert werden'. Diese Bezeichnung, wenn auch nicht sehr anschaulich,
kommt mit 4 +11% 10 = 114 =50% Symbolen aus?. In diesem Abschnitt wird untersucht, wie ein Wert (oder
Sachverhalt) kodiert werden muss, damit der Bezeichnungsaufwand (die Anzahl der notwendigen Symbole)

minimal wird.

Ein Wert oder Sachverhalt kann z.B. ein kleinstes unterscheidbares Intervall eines analogen Messgerites,
eine Sekunde in 10.000 Jahren, ein bestimmter Zustand eines Objektes oder irgend ein anderes Element
einer Menge sein. Die Menge heifit Grundgesamtheit 2, und die Anzahl der Elemente der Menge heifit

Elementarvorrat C.

Jedes Element der Menge muss durch seine Merkmale identifiziert werden, z.B. durch die Nummer des
Elements. Wenn alle Elemente von 1 bis C durchnummeriert werden und die Nummer des Elementes als ein
Symbol angegeben wird, erfordert das C verschiedene Symbole. Im obigen (Sekunden-) Beispiel wiirde das
eine Vergroflerung des Bezeichnungsaufwandes um mehr als acht Zehnerpotenzen bedeuten. Offensichtlich
ist es sinnvoll, mehrere Merkmale b; , i = 1,...,a zu nutzen, um die Elemente der Menge zu identifizieren.
Die Anzahl der verschiedenen Werte, die ein Merkmal b; annehmen kann, ist B; = IV, b; - Die Auswahl eines

Elementes ist dann eine Variation von a Tests mit B; Alternativen.

Fiir die optimale Kodierung von Information werden die Basis 2 und die Basis e angegeben. Die verschiedenen
Basen sind verkniipft mit den Begriffen vollstindige und unvollstiindige Entscheidung, bzw. vollstindiges

und unvollsténdiges Merkmal.

Eine vollstiindige Entscheidung kann getroffen werden, wenn ein vollstindiges Merkmal zugrunde liegt. Ein
Merkmal ist vollstdndig, wenn es genau einen Wert aus einer endlichen Anzahl diskreter Werte annehmen
kann. Ein solches Merkmal ist z. B. die Farbe des Pixels eines LCD-Farbmonitors. Sie kann entweder rot, griin
oder blau sein. Wenn bekannt ist, dass ein Pixel defekt ist, stellt sich die Frage nach der Farbe des defekten
Pixels. Diese Frage ist mit einer Entscheidung fiir rot, griin oder blau beantwortet. Der erste Test wird mit

einem roten Testbild durchgefiihrt. Das Ergebnis sei fehlerfrei. Der zweite Test mit einem griinen Testbild sei

ISekunden seit Christi Geburt, Kalenderspriinge und Schaltjahre unberiicksichtigt
210.000 Jahre entsprechen 315.360.000.000 Sekunden



ebenfalls fehlerfrei. Der dritte Test mit einem blauen Testbild ist {iberfliissig, da er nur liefern kann, was schon
bekannt ist: Der defekte Pixel ist blau. Die Vollstindigkeit eines Merkmals, das genau einen aus n Werten
annimmt, fithrt dazu, dass héchstens n — 1 Tests durchgefiihrt werden miissen, um den Wert zu ermitteln.
Wenn der Gléckner nach dem Stundenschlag befragt wird, wie oft er geliutet hat — [ Einmal?“ | Nein!“;
yLweimal?“  Nein!“ ... FElfmal?“  Nein!“ — kann nach dem elften ,Nein“ die Befragung abgebrochen
werden, da es ein dreizehntes mal aller Erfahrung nach nicht schligt. (Wer trotzdem weiter fragt, will nur

endlich doch noch ein ,Jal“ héren.)

Eine unvollstindige Entscheidung folgt z.B. auf die Frage nach der Farbe einer Blume. Der Wertevorrat
dieses Merkmals kann unendlich sein, die Werte miissen nicht digkret sein und selbst die Forderung ,genau
ein Wert“ ist problematisch. Letzteres Problem besteht nicht nur weil die Blume bunt sein kann, sondern
auch dann noch, wenn die Farbwerte auf eine vorgegebene endliche Menge beschrinkt sind. So fiihrt z.B. ein
positiver Test auf die Farbe Rot noch nicht zu einer zuverlissigen Entscheidung, da ein spiterer positiver
Test auf die Farbe Weinrot die voreilige Entscheidung revidieren wiirde. Erst wenn alle n moglichen Werte

in n Versuchen abgetestet wurden kann die Entscheidung gefillt werden.

Entscheidungen konnen in Stufen gefillt werden. Herr X betritt in Eile den Bahnhof und muss sich fiir
eine sinnvolle Handlungssequenz entscheiden. Das erste Merkmal der Situation ist die Anwesenheit des
Zuges mit den beiden méglichen Werten ,,Zug da“ und ,Zug nicht da“. Das zweite Merkmal der Situation
ist die Moglichkeit noch einzusteigen. Dieses zweite Merkmal wird in Abhingigkeit vom Wert des ersten
Merkmals gegebenenfalls mit unterschiedlichen Tests bewertet: Fiir den Fall ,Zug da“, direkt mit dem
Versuch einzusteigen und fiir den Fall ,,Zug nicht da“, mit einem Test ob der Zug noch kommt. In beiden
Fillen hat das zweite Merkmal die beiden md&glichen Werte ,einsteigen noch méglich“ und ,,einsteigen nicht
mehr moglich“. Die Entscheidung wird in zwei Stufen mit jeweils zwei Alternativen gefillt. Wenn die Anzahl
der Alternativen (die Anzahl der moglichen Werte des Merkmals) in allen Stufen zwei ist, heifit der Vorgang
mehrstufige Entscheidung mit der Basis 2. Die insgesamt vier Alternativen in diesem Beispiel sind

1. ,warten,

2. ,einsteigen®,

3. ,Schaffner suchen“, (Die Situation ,,Zug da“ und ,einsteigen nicht mehr moglich® will Herr X zu seinem

Gunsten dndern.) und

4. ,Taxi oder Hotel nehmen*. (Herr X war wie immer auf den letzten Zug angewiesen.)

Bei einer Entscheidung fiir eine aus vier verschiedenen Alternativen betrigt der Elementarvorrat 4.

In den Herleitungen der Basen 2 und e wird in der Literatur stillschweigend vorausgesetzt, dass eine
gleichmiilige Stufung der Entscheidungen und damit ein und die selbe Basis fiir alle Stufen optimal ist.
Weiterhin werden (willkiirlich) die Logarithmen zur Basis 2 bzw. e angesetzt, mit dem Argument, dass die
Wahl der Basis nur ein MaBlstabsfaktor sei. Schliissiger wihren die Beweise, wenn eine beliebige Basis z
angesetzt und nachgewiesen wird, dass das Beweisergebnis unabhiingig von dem ,Mafistabsfaktor® ist. Eine

andere Moglichkeit ist, gar keinen Logarithmus anzusetzen.

Um die Frage nach der optimalen Basis zu kliren, wurden zwei Beweise ausgearbeitet, die ganz ohne den
Ansatz irgend eines Logarithmus auskommen. Auch, dass eine gleichmiiflige Stufung optimal, ist wurde

nachgewiesen.

Jedes Merkmal stellt eine Menge B; aus B; Elementen dar. Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die

Merkmale unabhéngig und die Mengen der Merkmale inhaltlich disjunkt sind®, so dass die Merkmale einzeln

3Zwei Merkmale diirfen durchaus formal die gleichen Elemente enthalten (z.B. Merkmal ,,Lénge“, Element ,,2m“ und Merk-
mal ,,Breite“, Element ,,2m*), solange die Mengen inhaltlich verschieden sind. Dagegen ist Merkmal ,,L&nge in Meter®, Element
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betrachtet werden kénnen. Des Weiteren wird vorausgesetzt, dass ein Merkmal (bzw. Attribut) nur héchstens

einen aus B; Werten annehmen kann*.

Die Anzahl der Elemente der Vereinigungsmenge aller B; (Mengen der Merkmale) heifit Merkmalsvorrat und

ist

BV:ZBi . (1)

Zur Darstellung der Information miissen, wie oben erliutert, zwei Fille unterschieden werden:

¢ vollstindige Merkmale und

¢ unvollsténdige Merkmale.

Definition 2.1 Ein Merkmal ist vollstindig, wenn fiir jedes beliebige Element des Elementarvorrates das

Merkmal genau einen Wert aus der Menge des Merkmals annimmt.
bl(.’l,') €B; = {bl,bQ,b3,...bBi} s sz(.’l,') =1 VzeQ (2)
Ein Merkmal ist unvollstdndig, wenn es nicht vollstindig ist. .
Die Vollstindigkeit eines Merkmals impliziert, dass die Information {iber B; — 1 Werte ausreicht, denn es gilt
bl(.’l,') € {bl,bg,b3,...b3i_1} — bl(.’l,') 7é bBi (3)
bl(.’l,') ¢ {bl,bg,b3,...b3i_1} — bl(.’l,') = bBi y (4)
d.h. es miissen nur B; — 1 Tests durchgefiihrt werden, wenn B; Alternativen bestehen.

Die Anzahl von Tests D, die maximal notwendig sind, um den Wert eines Merkmals zu bestimmen, betrigt

im Fall vollstéindiger Merkmale
Dy=Y B;-1 (5)
i
und im Fall unvollstindiger Merkmale

Dy=By =) B; . (6)

Der maximal identifizierbare Elementarvorrat C ist durch die Variation der Merkmale bestimmt

c=][B: . (7)

Die optimale Darstellung der Information ist diejenige, bei der mit minimaler Anzahl von Tests D, ein
Element aus einer maximalen Anzahl von Elementen C einer Grundgesamtheit identifiziert werden kann.
Die Basis fiir eine solche optimale Darstellung wird im Folgenden fiir vollstindige Merkmale und danach
fiir unvollstindige Merkmale hergeleitet. Die hier dargestellten Herleitungen sind etwas umfangreicher als
die aus der Literatur bekannten, dafiir vermeiden sie die Logarithmen 1d und In die das Ergebnis darstellen,

schon im Ansatz vorzugeben.

»2“ und Merkmal , Lénge in Millimeter“, Element ,,2000“ nicht erlaubt.
4Das ist keine Einschréinkung der Allgemeinheit. Kann ,,ein Merkmal“ gleichzeitig n Werte annehmen, muss es in n Merkmale
aufgeteilt werden.
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2.1 Optimale Darstellung der Information bei vollstiindigen Merkmalen

Vollstéindige Merkmale heiit, ein Merkmal fiihrt immer eine Entscheidung herbei. Die Anzahl der Tests in

einer Stufe betrigt

D;=B;-1 . (8)

Die Information ist dann optimal dargestellt, wenn mit einer minimalen Anzahl von Tests ein Element aus

einem maximalen Elementarvorrat identifiziert werden kann.

Dy >Bi—-1_ >,D; .
C T ILB Loty T 9)

Der Testaufwand D[ = ), D; sei fest. Wann wird der identifizierbare Elementarvorrat [[; D; + 1 maximal?
Zuerst wird die Aufteilung der Variabilitdt der Entscheidungen und dann die Aufteilung des Testaufwands

auf eine unterschiedliche Anzahl von Entscheidungsstufen a betrachtet.

Wenn die Anzahl der Tests zweier beliebiger Stufen so variiert, dass der Testaufwand gleich bleibt, dann ist
die Zielfunktion
S Di+ (Da1+ ) + (Do — )
[[22(Di+1) - (Dact +2+1) - (Dy —z +1)

—> min . (10)

Bei variablem z sind die Summe im Zihler Zf:_f D; + (Dy_1 + ) + (D, — z) und der erste Faktor des

Produktes im Nenner Hf:_f (D; + 1) konstant.

< f@)=Da1+tz+1) - Da—z+1) = max (11)

Da tiber die Zuordnung der Entscheidungen zu i nichts vorausgesetzt wurde, die Reihenfolge der Indizes
also beliebig ist, reicht es v6llig aus zwei beliebige Stufen zu betrachten, und das Ergebnis auf alle Stufen zu

verallgemeinern. Aus der Ableitungen f'(z) = -2z + D, — D,_1 = 0 ergibt sich
z=1/2(D, — Dy_1) (12)

und wegen f(z) = —2 < 0 wird f(x) maximal wenn (D,—; +z + 1) = (D, — z + 1). Daraus folgt, dass die
Variabilitdt auf allen Entscheidungsstufen gleich sein muss.

Dy

o= min |D; = const (13)

Nachdem festgestellt wurde, dass die Aufteilung der Tests auf alle Stufen moglichst gleichmiifig sein muss,
wird nun die optimale Anzahl von Stufen betrachten. Bei festem Testaufwand und gleicher Variabilitit auf
allen Entscheidungsstufen gilt
XiDi  __ XiaDy/a
[LDi+1)  [limi(Dyy/a+1)

fiir die Aufteilung des Testaufwands auf eine unterschiedliche Anzahl a von Stufen. Wegen des beziiglich a

(14)

konstanten Nenners folgt als Zielfunktion

fla) = f[(D[]/a+ - Po+a)r

=1

o = max (15)
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Da mit positivem Testaufwand Dyj der Nenner (D[} + a)* fiir steigendes a immer schneller wéchst als der

Zshler a® ist a — oo das Supremum von f(a).

Daraus folgt der

Satz 2.1 Wenn, bei vollstindigen Merkmalen, der Testaufwand auf eine gréftmogliche Anzahl von Entschei-
dungsstufen mit einer kleinstmdéglichen Anzahl von Tests je Stufe aufgeteilt wird, kann mit einer minimalen
Anzahl von Tests (minimaler Testaufwand) ein Elemente aus einer maximalen Anzahl von Elementen (ma-

ximaler Elementarvorrat) ausgewihlt werden. .

Fiir ganzzahlige Tests ist ein Test je Stufe D = 1 die kleinstmoégliche Anzahl. Das fiihrt mit B=D +1 = 2
auf das bekannte Binérsystem, bei dem mit a = D[] Entscheidungsstufen C' = 2% Elemente bestimmt werden
konnen. Zu bemerken ist, dass die Basis 2 als optimale Basis nicht direkt aus dem Beweis folgt, sondern sich
erst aus der Beschrinkung auf positive ganzzahlige Tests ergibt. Auch bei dem Beweis in [Zem59], fiihrt erst

diese Einschrinkung zum gewiinschten Ergebnis.
Das gleiche Resultat entsteht mit variablem Testaufwand Dj und festem Elementarvorrat C.

Die Kodierung im Dualsystem mit fester Kodelinge ist nur optimal, wenn alle Merkmale gleichwahrschein-
lich sind und die Anzahl der Merkmale eine Potenz von 2 ist. Ist das nicht der Fall, konnen mit variablen
Kodelingen Anndherungen an das Optimum gefunden werden. Dieses Vorgehen entspricht einer nicht ganz-
zahligen Stufung nicht ganzzahliger Tests, da einige Entscheidungsstufen und damit auch einige Tests nur

mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit durchgefiihrt werden.

2.2 Optimale Darstellung der Information bei unvollstéindigen Merkmalen

Unvollstindige Merkmale heifit, ein Merkmal fiihrt nicht immer eine Entscheidung herbei. Aus b;(z) ¢
{b1,b2,b3,...bp,—1} kann nicht gefolgert werden, ob b;(z) = bp, ist. Damit ist die Anzahl der Tests gleich
der Anzahl der Merkmale.

D;=B; (16)

D . B; . D:
Do _XiBi _ 2D, (17)

¢ 1B LD

Fiir die Aufteilung des Testaufwands entsteht analog zum vorigen Abschnitt das gleiche Ergebnis. Es gilt

allgemein der

Satz 2.2 Wenn der Testaufwand auf eine gleiche Anzahl von Tests je Entscheidungsstufe aufgeteilt wird,
kann mit einer minimalen Anzahl von Tests (minimaler Testaufwand) ein Elemente aus einer maximalen
Anzahl von Elementen (maximaler Elementarvorrat) ausgewihlt werden, d.h. die Variabilitit auf allen

Entscheidungsstufen muss gleich sein.

D
# = min|D; = const (18)
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Fiir die Aufteilung des Testaufwands auf eine unterschiedliche Anzahl von Entscheidungsstufen a ist das

Ergebnis anders. Der Elementarvorrat sei fest. C' = [, B;. Die Zielfunktion ist

@_ Z?=1 VC

o = ]___[?:1 JC = min . (19)
Bei variablem a ist mit B; = ¢/C das Produks
C:HBi:ﬁW:C“/“:CI (20)
i =1
konstant.
< f(a):i%za-% = min (21)

=1

Mit der Substitution v = C1/¢, v = C1/® . InC - =} liefert die Ableitung

f'a) = Cl/“+a-01/“-ln0-;—21:0 (22)
0 = Cl/“(1—21n0)
1 = 1lnC’
a
a = InC . (23)

Die zweite Ableitung bestitigt das Maximum.

a

@) = Cl/“-%lnC- (1 (1+1nC)—1)

f'(InC = a)

1
e( :a—1)>0 fir a>0 (24)

Die Anzahl der Stufen ist abhiingig vom Elementarvorrat. Die Anzahl der Alternativen je Stufe ist B; =
V/C = ™$/C = e und der fiir einen bestimmten Elementarvorrat notwendige Testaufwand Dy=a-e=
e-InC.

Daraus folgt der

Satz 2.3 Wenn, bei unvollstindigen Merkmalen, der Testaufwand auf D()/e Entscheidungsstufen mit e
Alternativen aufgeteilt wird, kann mit minimalem Testaufwand ein Element aus einem maximalem Elemen-

tarvorrat ausgewahlt werden. .

Das gleiche Ergebnis entsteht mit variablem Elementarvorrat C' und festem Testaufwand Dj.
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2.3 Konstruktion von nicht ganzzahligen, unvollstindigen Tests auf diskreten

Elementen

Ein Beispiel fiir einen nicht ganzzahligen, unvollstindigen Test ist in Abbildung 1 dargestellt. Es werden
bindrwertige Zeichen vorausgesetzt. Bei einer flinfstufigen Auswahl wird zugelassen, dass auf einer oder
mehreren Stufen keine Entscheidung getroffen wird, weil der Test nicht eindeutig ist, z. B. weil das entspre-
chende Zeichen nicht erkannt wird. Dabei sei ungewiss, welche Zeichen nicht erkannt wurden, d.h. es bleibt

unbeachtet, auf welcher Stufe keine Entscheidung getroffen wird.

N

Abbildung 1: Entscheidung bei nicht erkanntem Fehlen von Zeichen

Im Weiteren werden Folgen diskutiert. Darum wird fortan statt a fiir die Anzahl der Merkmale bzw. Ent-
scheidungsstufen das Formelzeichen n fiir das n-te bzw. letzte Glied der Folge verwendet. So entspricht die

n-te Summe der Alternativen Sa(n) dem Elementarvorrat C, mit a Merkmalen.

Das Ergebnis der Auswahl hiingt von den erkannten Zeichen selbst und von deren Anzahl i (Anzahl der gef3ll-
ten Entscheidungen) ab. Bei i erkannten binirwertigen Zeichen kénnen jeweils 2¢ Alternativen unterschieden

werden. Fiir alle moglichen ¢ = 0...n sind das insgesamt
n
San)y=> 2"=2"""—1=2.S4(n-1) +1 (25)
=0

Alternativen. Damit enthélt jede Stufe im mittel I(n) = 1d(2"t! —1)/n Bit. Fiir n = 5 sind das 1.2 Bit. Wenn
alle Alternativen in Abbildung 1 gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit dass ¢ Entscheidungen
getroffen werden

21'

p(0) = 5 =1 (26)

Damit liefern im Durchschnitt a(n) = 1/n ). ;¢ - p(¢) Tests je Stufe ein Ergebnis. Fiir n = 5 sind das 0.8

Tests je Stufe. Nicht ganzzahlige unvollstindige Tests sind also konstruierbar.

Die Anzahl 2"t —1 der Alternativen nach Abbildung 1 soll mit der Anzahl 2" der Alternativen bei ganzzah-
ligen vollstindigen bindren Entscheidungen verglichen werden. Dazu wird der Quotient der Elementarvorréte
beider Varianten gebildet (2! — 1)/2". Der Grenzwert

2ntl 1 1
lim ~—— = lim 2 - oo =2 (27)

n—oo 2n n—o00
weist fiir die Entscheidungsstrategie nach Abbildung 1 die doppelte Anzahl von Alternativen aus. Die Infor-
mation ist aber auf n Stufen verteilt, so dass der mittlere Informationsgehalt je Stufe (1dC)/n bei beiden
Entscheidungsstrategien fiir grofie n gleich ist.

lim (w : ﬁ) — lim (w) — lim (%m (2— 2%) +1) =1 (28)
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Also unterscheidet sich die Strategie der nicht ganzzahligen unvollstindigen Entscheidung nach Abbildung

1 von der ganzzahligen vollstindigen bindiren Entscheidung fast nicht.

Als nichstes wird folgender Fall betrachtet:

¢ unvollstiindige, mehrstufige Entscheidung mit binfirwertigen Zeichen,

e wird ein Zeichen erkannt, steht fest, ob und wie viele Zeichen der vorherigen Stufen nicht erkannt

wurden,

¢ wurden vorhergehende Zeichen nicht erkannt, kann mit dem ersten erkannten Zeichen keine Entschei-

dung getroffen werden.

Der Entscheidungsgraph fiir diese Entscheidungsstrategie ist in Abbildung 2 dargestellt.

Die Anzahl der Alternativen in Abhingigkeit von der Anzahl der Stufen ergibt sich aus den Alternativen
durch Entscheidung 2- S4(n — 1) plus den Alternativen durch erkannte Fehler ) 7 ® S4() (sieche Abbildung
2).

SA(n):2-SA(n—1)+niSA(i):SA(n—1)+2_:SA(i) . (29)
=0 =0

Ohne Entscheidung gibt es nur eine Alternative.

$4(0) =1 (30)

Eine andere Darstellung entsteht, wenn Sa(n — 1), Sa(n — 2)...Sa(n —n) iterativ als Summen aufgelsst

werden.
Saln) = ZSA +S4(n—-1)

= ZSA +ZSA )+ Sa(n - 2)
=0

1

= TisA(i)JrTiSA(iH... > Sa +ZSA +54(0

i=0
Sa(n) = 1+ZZSA (31)
7=0 i=0
Sal) = 143 Sanli) Saol) = 3 8ali) (32)
7=0 i=0

Das n-te Glied der Folge kann auch als Summe aller Differenzen der benachbarten Glieder und der Differenz
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zwischen dem ersten Glied S4(0) und Null aufgefasst werden. Mit S4(—1) =0 gilt

Sa(n) = > (Salj) —Sai— 1)) + (Sa(0) - 0)

Sam) = 3038400 (3)
Sam) = 3 Sai(l) Suli) = 3 8a0) - (34)
i=0

Der Vergleich von (32) und(34) liefert

Sao(f —1) = Sa1(4) (35)

Das Bildungsgesetz der Folge S4(n) ist in Abbildung 3 dargestellt.

fi0)=1 +1

f0)=1
H()=1 fo(0)=1

fy=2
h(2)=3  fo(1)=3

f(2)=5
H(3)=8 fo(2)=8
h) =21 fo(3)=21 —

L . f(4)=34

Abbildung 3: Darstellung der doppelten Summe

Aus (29) und mit 377 Sa(i) = Sa(n) — Sa(n — 1) = 3722 84(i) + Sa(n — 1) kann die rein rekursive

Darstellung hergeleitet werden.

Sa(n—1) = SA(n—Q)-i-niSA(i) = SA(n—Q)—SA(n—l)-i-iSA(i)
i=0 =0
2-8Sa(n—1) = Sa(n—2)+_ Sa() = Sa(n—2)=Sa(n—1)+S4(n)
=0
Sa(n) = 3-Sa(n—1)—Ss(n—2) (36)

Die Folge verhilt sich fiir n — oo wie eine geometrische Folge, d.h. der Quotient der Folge Sa(n)/Sa(n—1)
konvergiert gegen einen festen Grenzwert. Um den Grenzwert zu bestimmen, wird der Quotient als Zustand

eines zeitdiskreten Systems betrachtet.
z(n) = Sa(n)/Sa(n —1) (37)

Der Zustand z(n) beschreibt gerade die Anzahl der Alternativen je Stufe fiir die Stufe n. Die Folge (36) wird
mit dem Zustand nach (37) zur zeitdiskreten Zustandsdifferenzengleichung
1

z[n+1]:3—m . (38)
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Alle stationiiren Punkte des Systems werden ermittelt und nachgewiesen, dass genau einer davon stabil ist.
Gelingt das, ist dieser stabile stationire Punkt der Grenzwert des Quotienten der Folge. Das System (38)

ist ein Spezialfall der Riccati-Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten,

azTn +b
xnﬂ:cx:-i-d’ n=0,1,... , ad—bc#0 , c¢#0 (39)

mita=3,b=-1,¢c=1und d=0.

In [KL93] wird bewiesen, dass die Riccati-Differenzengleichung auf eine lineare Differenzengleichung zweiter
Ordnung zuriick gefiihrt werden kann und damit aus dem Poincaré-Perron’s Theorem folgt, dass das System
in der oberen Ruhelage stabil ist. Fiir das spezielle System (38) kann der Nachweis einfacher wie folgt

durchgefiihrt werden.

Mit der Bedingung fiir die Ruhelage

#n + 1] = &[n] (40)
liefert (38) die quadratische Gleichung
0=23%[n] -3 -%n]+1 (41)
mit den zwei Losungen
10 =3/2£+/5/4 . (42)

Das System (38) hat also zweil Ruhelagen. Nun wird die Linearisierung des Systems (38) mittels der Jacobi-
Matrix § = 88’;# betrachtet. Sind die Betriige der Eigenwerte der Jacobi-Matrix in der Ruhelage verschieden
von eins, |A(J(Z))| # 1, ist die Ruhelage hyperbolisch. In der Nihe der hyperbolischen Ruhelage ist nach dem
Satz von Grobmann und Hartman die Differenzengleichung® topologisch konjugiert zu ihrer Linearisierung
[BSMM95]. Ein stationdrer Punkt # des nichtlinearen, zeitinvarianten, diskreten Systems ist stabil, wenn

alle Eigenwerte A(J) im Punkt % kleiner eins sind. Im hiesigen eindimensionalen Fall gilt

1
o+ 1= floln) =3 - -
A3@) = =
AQJ(@E)) = m <1  stabil
A3(22)) = m >1  instabil

Das System ist im gréfBeren stationdren Punkt stabil. Somit betréigt der Grenzwert des Quotienten der Folge

der Anzahl der Alternativen

lim (s,iz(ﬁ)n) _ 345 2618=a . (43)

n—oo 2
Der Quotient a liegt deutlich dichter an e als an 2. Die Strategie mit erkannten Fehlern ist somit eine recht

gute Niherung an das Optimum fiir unvollstindige, nicht ganzzahlige Entscheidungen.

Bemerkung 2.1 Die Elemente der Hilfsfolgen Sag(n—1) = Sa1(n) stellen das ganzzahlig gerundete arith-
metische Mittel \/S4(n)Sa(n — 1) der Element der Folge S4 dar und treffen mit steigendem n das arithme-
tische Mittel immer genauer. Es gilt

b= lim (SA(")) = lim (M) = lim (M) —1= lim (M) -1

n—oo SAl(n) SA (n) n—r00 A(n) n—00 SAl(n)

5Die Eigenschaft des Diffeomorphismus ist in der N#he der zwei Ruhelagen erfiillt.




2.3 Konstruktion von nicht ganzzahligen, unvollstindigen Tests auf diskreten Elementen 13

a—1:b2—1:b:%+1

1
\/2,618 =1,618 =
,618 ,618 0,618
Die Zahlen 2,618, 1,618, 1, und 0,618 liegen im ,goldenen Schnitt*.

Die Vereinigung der Folgen S4(n) = Sa2(2n) und Sa1(n + 1) = Sa2(2n + 1) zur Folge S42 fiihrt auf die

einfache Bildungsvorschrift
Sas2(n) =842n—1)+ Sa2(n—2) mit Sa(—1)=0 und Ss0)=1 . (44)
[ ]

Oben wurde gezeigt, dass die Strategie mit erkannten Fehlern eine recht gute Niherung an das Optimum fiir
unvollstindige, nicht ganzzahlige Entscheidungen darstellt, da nach vielen Entscheidungsstufen die Anzahl
der Alternativen je Stufe z[n] gegen 1/2(3 + v/5) = 2,618 =~ e strebt. Im Folgenden soll untersucht werden,
wie eine Entscheidungsstrategie aussehen muss, damit die Anzahl der Alternativen je Stufe genau gegen e
strebt, also

n

. S Ae(n) L 1
i (5o o) = o= 2 )
wird. Wenn die Argumente der Grenzwerte gleich sind, sind auch die beiden Grenzwerte gleich.

SAe(n) _ 1
Sae(n—1) D il (46)

Sae(n) = Z Z—ll Sae(n —1)

=0
n—1
1
Sae(n—1) = — - S4e(n —2)
: g' : (47)
n—21
Sae(n—2) = ;E-sAe(n—s)

sAe(n):HZ%!:HZ il (48)

Die Entscheidungsstrategie nach (48) ist in Abbildung 4 dargestellt. Die Realisierbarkeit einer solchen Ent-
scheidungsstrategie ist jedoch fraglich. Durch die Teilung der Entscheidung mit 1/i!,¢ = 0,1,2,3,4,5, ...
ist es kaum mdoglich, einen systematischen Algorithmus anzugeben, so dass die ,Teil”-Entscheidungen zu
H,ganzen“ Alternativen gruppiert werden. So gibt es nach der vierten Stufe zwar 4! Elemente, die mit dem
Faktor 4! gewichtet werden, aber 3! Elemente davon werden mit 3! - 4! und davon wieder 2! Elemente mit
dem Faktor 2!- 3!- 4! gewichtet.
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Abbildung 4: Entscheidung fiir z(n — 00) = e
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3 Parameterfehler bei endlicher Information

Wiinschenswert ist, flir einen Parameter in einer Struktur keine Einschrinkungen machen zu miissen. Der
Wertebereich sollte von —oo bis +00 reichen, und der Kodierungsfehler sollte bekannt sein. Es besteht also
die Frage, wie kann eine Zahl z mit einem Minimum an Information als metrischer Wert z* kodiert werden,
so dass der Code den Bereich [—o0, +00] abdeckt und der Fehler endlich bleibt; bzw. etwas vorsichtiger: wie
grof} muss der zuliissige Fehler ¢f(z) sein, damit die notwendige Information H (z*) endlich bleibt. Eine erste
Antwort liefert der

Satz 3.1 Es gibt keinen Code endlicher Linge, der fiir jede beliebige Zahl aus einem unendlichen Intervall

einen Wert mit einem endlichen Fehler generiert. .

Beweis 3.1 Ein Code endlicher Linge kann nur eine endliche Anzahl J verschiedener Werte z} annehmen.
Um den endlichen Fehler ¢ = max, ®f (z) = max,(ming« | — z*|) zu garantieren, darf der Abstand zwischen
zwei benachbarten Werten z} und zj,; nicht grofler als 2a sein. Aus der endlichen Anzahl J endlicher

Intervalle a folgt das maximal abgedeckte Intervall von 2aJ, das nicht unendlich ist. .

Die Forderung nach einem Bereich [—o0, +00] ist praktisch nicht unbedingt notwendig, denn die Identifi-

. . 100!
kation eines Parameters von > 100!

ist recht unwahrscheinlich, eine rechentechnische Darstellung ist
mit gingigen Systemen nicht moglich und selbst ein Fehler von einer Trilliarde diirfte fiir den Einsatz als
Parameter belanglos sein. Der Sachverhalt lisst sich aber recht gut als 1/0 darstellen. Eine Antwort auf die

Frage, wie gut Zahlen nahe Null dargestellt werden konnen, liefert der

Satz 3.2 Es gibt keinen Code endlicher Linge, der fiir jede beliebige Zahl aus einem Intervall, das die Null

und eine von Null verschiedene Zahl a einschliefit, einen Wert mit einem relativen Fehler » < 1 generiert. e

Beweis 3.2 Das kleinste Intervall, welches die Bedingung erfiillt ist [0,a]. Der Abstand zwischen zwei be-
nachbarten Werten z} und zj,, (] >z}, fiir a > 0) darf bei einem relativen Fehler r nicht groer sein als
rz; + rr;, . Die Werte mit maximalem Abstand kénnen {iber die geometrische Reihe

1-r
1+7r

)

ermittelt werden. Das abgedeckte Intervall mit unendlich vielen Werten ist

T = x7+1 (

0
* 1-ry; *
boo :ZQTl'O(m)Z :$0(1+7')
=0

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann z§ = a/(1 + r) gesetzt werden, d.h. der Toleranzbereich des

grofiten Wertes z§ erreicht genau a und der Toleranzbereich des kleinsten Wertes % erreicht genau die 0.
bo =a—0

Aus einer endlichen Anzahl J verschiedener Werte aus dem endlichen Code entsteht das Intervall

by = x3(1+r)—x3(1+r)(1+r

= a—R

Fiir beliebiges r < 1 sind die Basis (}Jr;:), der Faktor (14+r) und mit 23 > 0 auch das Restglied x3(1+r)(}%)J

immer positiv, d.h. der Toleranzbereich des kleinsten Wertes z* erreicht die Null nicht. .

Die GroBe des abgedeckten Bereiches hat keinen Einfluss auf die GroBe des relativen Fehlers.
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Eine endliche Information erfordert immer eine Einschrinkung des Wertebereiches des zu schiitzenden Pa-
rameters. Soll der relative Fehler r < 1 sein, muss der Wertebereich infinitesimal kleine Werte ausschliefen.
Soll der absolute Fehler endlich bleiben, muss der Wertebereich in Richtung +oo begrenzt werden. Die
Begrenzung des Wertebereiches ist praktisch meist durch das numerische Format der rechentechnischen Zah-
lendarstellung vorgegeben. Die Auflésung und der Wertebereich der Messwerte geben weitere Hinweise zur

Einschrinkung des Wertebereichs der Parameter.
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4 Aquivalenz von Struktur und Parametern

Bei der datenbasierten Strukturermittlung werden die betrachteten Strukturen mittels Giitekriterien bewer-
tet. In der Literatur sind hiufig Giitekriterien zu finden, in die nur die Anzahl der Parameter eingeht und
die Komplexitit der Struktur nicht anderwertig berticksichtigt wird. Solche Giitekriterien sind ungiinstig,
da von zwei Modellen mit gleichem Eingangs-/ Ausgangsverhalten, immer das Modell mit der minimalen
Anzahl von Parametern als bestes bewertet wird, egal wie komplex seine Struktur auch sein mag. Wenn
die Struktur nicht feststeht, ist das nicht akzeptabel, weil jede Vielfalt von Parametern aus einem einzigen
Parameter in Verbindung mit Strukturelementen und Verkniipfungen erzeugt werden kann. Wenn das Eins-
element als Strukturelement akzeptiert wird oder Konstruktionen wie in Bild 5 als gliltig angesehen werden,

sind Parameter iiberhaupt nicht mehr notwendig.

Abbildung 5: Aquivalenz zwischen einer Struktur und dem Parameterwert 1

Entsprechend des Aufbaus der Zahlenbereiche, der natiirlichen Zahlen (Null = ¢ — a, Eins = a/a, Nachfolger
von Eins ist Zwei usw.), der ganzen Zahlen (Differenz{a, b)), der rationalen Zahlen (Verhiltnis{a,b)) kann
jeder Parameter beliebig genau durch Strukturelemente dargestellt werden. So ist z. B. die Zahl 3,1416 ~ T
darstellbar durch eine Struktur entsprechend folgender Beschreibung: Va € €; by = a/a; bo = b + by;
bs = b * by * ba; bea = bg * bg; biroza = bga * bg * bo; bijg = b1/bs; bijea = b1/bea; bij1024 = b1/broas;
ba + b1 + bi/g + b1jea + brj1024 = 3,1416 = .

Es gilt offensichtlich der
Satz 4.1 Parameterwerte konnen beliebig genau durch Strukturen ersetzt werden. (Oder genauer: Jeder

Parameterwert aus einer Metrik, deren System auf den Ordinalzahlen 0 und 1 aufbaut, kann durch eine

Struktur entsprechend der Metrik ersetzt werden.) .
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5 Schlufifolgerung und Zusammenfassung

In Abschnitt 2 wurde nachgewiesen, dass Informationen iiber vollstindige Merkmale optimal mit dem Du-
alsystem kodiert werden. Dabei wurde, entgegen der in der Literatur {iblichen Beweisfiihrung, der duale

Logarithmus im Beweis weder angesetzt noch verwendet.

Auch fiir Informationen iiber unvollstindige Merkmale wurde, wie hinreichend bekannt, die Basis e als
optimal fiir die Entscheidungsstufung nachgewiesen. Auch hier wurde vermieden den natiirlichen Logarithmus
beim Beweis anzusetzen, was sonst in der Literatur iiblich ist. Im beschriebenen Beweis ergibt sich der

natiirliche Logarithmus vielmehr durch Differentiation.

An Beispielen wurde gezeigt, dass Entscheidungsstrategien fiir unvollstindige Merkmale und mit nicht ganz-
zahliger Stufung denkbar, aber wenig praktikabel sind. Besser ist, die Merkmale so zu wihlen, dass sie
disjunkt sind, gleiche Wahrscheinlichkeit aufweisen und wenn die Komplementirmenge aller Merkmale nicht
leer ist, diese als zusétzliches Merkmal mit einzubeziehen. Bei metrisch geordneten Merkmalen sollte die Kom-
plementidrmenge in eine untere und eine obere Komplementiirmenge aufgeteilt werden, wenn die Elemente
der Komplementiirmenge beziiglich der Metrik unterscheidbar sind und simtlich auBerhalb der urspriingli-
chen Merkmale liegen. Mit diesen zwei zusitzlichen Merkmalen bleibt eine sinnvolle Nachbarschaftsbeziehung

erhalten.

Wird die Modellbildung als Informationsfluss von einem Objekt auf ein Modell betrachtet, und umfasst
der Informationsfluss nur endlich viel Information, so muss das Modell mit endlicher Information aufgebaut
werden. Somit miissen auch die Parameter mit endlicher Information bestimmt werden. Im Abschnitt 3
wurde gezeigt, dass der Wertebereich eines Parameters endlich sein muss, damit der Fehler des Parameters
endlich bleiben kann und dass der Wertebereich eines Parameters die Null ausschlielen muss, damit der

relative Fehler kleiner als Eins bleiben kann.

Auflerdem wurde in Abschnitt 4 gezeigt, dass sobald die Struktur eines Systems beliebig ist, jeder Parameter
(infinitesimal klein oder unendlich gro8) beliebig genau (absolut und relativ) angenéhert werden kann. Bei
endlicher Information miissen also nicht nur die Parameter, sondern auch die Menge der verschiedenen
Strukturen eingeschriinkt werden. Ohne a-priori Information iiber diese Einschrinkung ist eine Modellbildung
nicht durchfiihrbar.

Die Moglichkeit Parameter durch Strukturen zu ersetzen, zeigt auBBerdem, dass Giitemafe welche die Komple-
xitét der einer Struktur nur durch die Anzahl der Parameter bewerten, fiir eine Strukturermittlung ungeeignet

sind. Zur Bewertung der Komplexitit einer Struktur sollten

e die Anzahl der Elemente,

die Anzahl der Kopplungen,

die Komplexitiit der Elemente (z.B. Schaltelement, statisches Element, dynamisches Element) und

die Komplexitit der Kopplung (z. B. binér, diskret, reell, komplex)

bewertet werden.

Die Untersuchungen zeigen, dass zur Modellbildung Strukturannahmen unabdingbar sind. Eine Strukturer-

mittlung kann nur auf diesen Strukturannahmen aufbauen.
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