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Zusammenfassung

Dies ist ein Arbeitsbericht zum DFG-Fordervorhaben ,,Modellstrukturierung von sicherheitsrelevanten tech-
nischen Systemen mittels tensororientierter Mustererkennung und Genetischen Algorithmen“ (BR 1303/3-1).
Betrachtet wird die Strukturierung der linearen, zeitinvarianten, mehrvariablen Zustandsdarstellung ohne
Totzeit und mit konzentrierten Parametern. Aus gemessenen E/A-Daten soll eine interpretierbare Struktur
eines MIMO-Systems ermittelt werden. Dazu wird in diesem Bericht eine Gleichung hergeleitet, mit der aus
einer interpretierbaren Zerlegung des MIMO-Systems eine strukturierte MIMO-Zustandsraumdarstellung be-
rechnet werden kann. Die interpretierbare Zerlegung des MIMO-Systems ist eine Struktur aus vorwiirts und
riickwiirts gerichteten SISO-Teilsystemen, die die P-kanonische und V-kanonische Struktur als Spezialfiille

mit einschlieft. Das Vorgehen wird an Hand von Beispielen demonstriert.

Abstract

Generation of MIMO state space description based on structural matrices

The report considers linear time invariant multi-input/multi-output state space systems without delay time
and with concentrated parameters. The state space description is ambiguous. The structure of different
models in the class of equivalent systems is more or less decipherable. Decipherable structures are desired.
Therefore an equation is developed to calculate the structure of a multi-input/multi-output state space
description from a given, decipherable structure consisting of single-input/single-output systems. So we are
able to recognize decipherable structures in state space description, e.g. P-canonical, V-canonical and other

combined systems with forward and backward directed subsystems. Examples illustrate the procedure.
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1 Einleitung

Ziel des Forschungsprojektes ist die Entwicklung eines Verfahrens zur Modellstrukturierung fiir sicherheits-
relevante technische Systeme. Vorausgehende Untersuchungen zeigten, dass eine Modellbildung ohne Ein-
schrinkung der Modellklasse bzw. Strukturvielfalt nicht moglich ist. Sinnvoll ist, diese Einschrinkung auf
ein notwendiges Minimum zu reduzieren. In der Klasse der linearen, zeitinvarianten Systeme ohne Totzeit
und mit konzentrierten Parametern bietet die Zustandsraumdarstellung als Modell den Vorteil, dass nur ein

Strukturparameter, die Systemordnung, festgelegt oder ermittelt werden muss.

Die Zustandsraumdarstellung ist nicht eindeutig. Fiir jedes System existieren unendlich viele dquivalente
Zustandsraumdarstellungen. In dieser Menge von &dquivalenten Zustandsraumdarstellungen sollen gut in-
terpretierbare Darstellungen gefunden werden. Dieser Bericht stellt den ersten Schritt zur Losung dieser
Aufgabe dar.

Fiir SISO-Systeme ist die Jordan-Normalform leicht interpretierbar. Die Systemmatrix bildet die Dynamik
des Systems gut ab. Jedes von Null verschiedene Element der Eingangs- und Ausgangsmatrix stellt eine Ver-
kniipfung zwischen einem Systemzustand und der Systemumwelt dar. Da die Eingangs- und Ausgangsmatrix
bei SISO-Systemen Vektoren sind, ist die Anzahl der Elemente vergleichsweise gering und die Anzahl der
Verkniipfung bleibt {iberschaubar. Bei MIMO-Systemen sind in der Jordan-Normalform die Eingangs- und

Ausgangsmatrix i. Allg. voll besetzt und eine Interpretation als Struktur aus Teilsystemen ist kaum moglich.

Als Ausgangspunkt dient eine interpretierbare Darstellung, konkret eine Zerlegung in vorwirts und riickwiirts
gerichtete SISO-Systeme. Diese Zerlegung hat eine Struktur, welche auf einfache Art und Weise beschrieben
bzw. vorgegeben oder definiert werden kann. Dazu werden zwel Strukturmatrizen (mit binfiren Elemen-
ten) genutzt. Diese interpretierbare, einfach definierbare Darstellung wird in eine Darstellung umgewandelt,
die mit wenigen Annahmen beziiglich der Strukturparameter identifiziert werden kann. Fiir die MIMO-
Zustandsraumdarstellung kann die Systemordnung aus den E/A-Daten geschiitzt werden [Bau99], und es
miissen keine weiteren Strukturparameter vorgegeben werden. Darum ist es sinnvoll, fiir die Identifikati-
on die MIMO-Zustandsraumdarstellung zu wihlen. Die Umwandlung der interpretierbaren Zerlegung aus
vorwirts und riickwiirts gerichteten SISO-Systemen in eine strukturierte MIMO-Zustandsraumdarstellung

ist Gegenstand dieses Berichtes.

Im niichsten, noch zu 16senden Schritt, soll die Aquivalenztransformation zwischen der aus Daten geschiitzten
MIMO-Zustandsraumdarstellung und der vorgegebenen strukturierten MIMO-Zustandsraumdarstellung er-
mittelt werden. In der vorgegebenen strukturierten MIMO-Zustandsraumdarstellung sind alle Parameter der
zu Grunde liegenden SISO-Teilsysteme offen. Aufgrund von Fehlern im Datenmaterial miissen diese Parame-
ter und die Transformationsmatrix entsprechend eines Kriteriums optimal approximiert werden. Die beste
Strukturvorgabe wird stochastisch oder systematisch gesucht. Bei dieser Iteration entfiillt die Identifikation,
lediglich die Approximation muss wiederholt werden. Mit diesem Verfahren kann ein effektiver Weg von den

Messdaten zu einer interpretierbaren Darstellung des linearen MehrgréBensystems geschaffen werden.

Im Folgenden wird die Wahl der MIMO-Zustandsraumdarstellung ausfiihrlicher begriindet. Danach werden
die bekannten Zerlegungen von MehrgréBensystemen, die P-, V- und H-kanonische Struktur beschrieben und
untersucht. Fiir eine daraus abgeleitete kombinierte Struktur wird die Strukturgleichung zur Ermittlung der
MIMO-Zustandsraumdarstellung hergeleitet. Die Strukturgleichung wird auf drei Beispiele angewendet. Der

Bericht endet mit einer kurzen Zusammenfassung.
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2 Motivation der linearen Zustandsraumdarstellung

Zur Untersuchung der Struktur eines linearen Systems soll die Zustandsraumdarstellung genutzt werden.

Das wird in diesem Abschnitt begriindet.

Bei der Modellierung eines Systems auf der Grundlage der Ein-/Ausgangsdaten, erscheint es zuniichst sinnvoll

eine Ein-/Ausgangsbeschreibung zu wihlen. Diese erfordert aber viele Strukturannahmen:

o Die Verschaltung der Teilsysteme muss festgelegt werden.

e Die Ordnungen aller Teilsysteme (Zéhlerordnung und Nennerordnung) miissen geschiitzt oder festgelegt

werden.

e Nach der Parameterschiitzung muss durch Ordnungsreduktionsverfahren die Anzahl der Speicher im
Gesamtsystem ermittelt werden. Diese Gesamtanzahl der Speicher kann dennoch groBer sein als die
Anzahl der Zustinde.

Durch die vielen Schritte dieser Vorgehensweise und die vielen Freiheiten bei der Strukturannahme wird der
Suchraum fiir einen genetischen Algorithmus oder auch ein anderes Optimierungsverfahren unnétig aufge-
bliht. Die direkte Identifikation der Zustandsraumdarstellung vermeidet diese Nachteile. Fiir die Zustands-
raumdarstellung wird nur ein Strukturparameter, die Anzahl der Zusténde des Systems benttigt. Damit wird

die Zahl der verschiedenen Modelle stark reduziert. Die scheinbaren Nachteile der Zustandsraumdarstellung

e nicht messbare Groflen (Zustinde),
¢ viele Parameter (in der Systemmatrix) und

¢ nicht Eindeutigkeit (beziiglich der Darstellung der Zustéinde in einem konkreten Koordinatensystem)

sind gegenwiirtig alle nicht mehr relevant.

Das Problem der nicht messbaren ZustandsgréBen wurde Anfang der *90-er Jahre von Peter Van Overschee
und Bart DeMoor [OD96, FHM*99] mit Hilfe der Unterraumalgorithmen gelost. Damit koénnen die Pa-
rameter der Zustandsraumdarstellung direkt geschitzt werden, ohne dass die Zustinde bekannt sein oder
geschitzt werden miissen. Die Schiitzungen weisen eine sehr gute Statistik auf und sind numerisch robust
[VWO97]. Ausgefeilte Verfahren [OV94] schitzen die Singulirwerte der Systemmatrix und damit die Pole

der Zustandsraumdarstellung optimal.

Die vielen Parameter in der Systemmatrix sowie die durch die Systemmatrix gekoppelten Parameter der
Eingangs- und Ausgangsmatrix sind voneinander abh#ngig. Die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems sind
viel niedriger. Die Unterraumalgorithmen beriicksichtigen diese Abhiingigkeiten a-priori. Auflerdem kann
durch Aquivalenztransformation auf spezielle kanonische Formen der Zustandsraumdarstellung eine Darstel-

lung mit wenigen Parametern erreicht und so die scheinbar grofie Anzahl von Parametern reduziert werden.

Die Mehrdeutigkeit der Zustandsraumdarstellung ist fiir die Modellierung des E/A-Verhaltens ohne Belang.
Auflerdem kann die Eindeutigkeit der Darstellung, wenn notwendig, durch Beschrinkung auf eine kanonische

Darstellung erzwungen werden. Die dquivalenten Zustandsraumdarstellungen sind dann Darstellungen der



gleichen Zustéinde in unterschiedlichen Grundsystemen. Die Mehrdeutigkeit der Zustandsraumdarstellung

wird genutzt, um gut interpretierbare Darstellungen zu finden.

Gut interpretierbar ist z. B. eine Zerlegung des Mehrgréfiensystems in einzelne SISO-Systeme zwischen jeweils
einem Eingang und einem Ausgang. Bekannte Zerlegungen dieser Art sind die P-, V- und H-kanonische

Struktur, die im Folgenden untersucht werden.
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3 Zusammenhang von P-, V- und H-kanonischer Struktur

Bei der Darstellung dynamischer Systeme wird zwischen den P-, V- und H-kanonischen! und anderen Struk-
turen unterschieden [Mes60]. Die drei genannten Strukturen sind leicht interpretierbar, da sie jeweils die

Kopplung zwischen einem Eingang und einem Ausgang explizit als Eingréflensystem darstellen.

Die Zustandsraumdarstellung der P-kanonischen Struktur kann unter bestimmten Bedingungen direkt aus

dem Vektor-Differenzengleichungssystem
ayjlk] = sp(Z, V)

ermittelt werden (siche Anhang E). Eine Zustandsraumdarstellung fiir V- und H-kanonische Strukturen
ist moglich, aber aufwendig. Besonders fiir MIMO-Systeme mit vielen Ein- und Ausgingen und H-kanoni-
scher Struktur ist bei der tiblichen Darstellungsweise Sorgfalt notwendig, um den einzelnen Matrizenblécken
die richtigen Blockmatrizen zuzuordnen. Nachdem die erwihnten drei Strukturen auf ihre Eigenschaften
untersucht wurden, wird gezeigt, durch welche Modifikation eine systematische Uberfiihrung in eine Zu-

standsraumdarstellung erreicht werden kann.

¢ Die P-, V- und H-kanonischen Strukturen weisen folgende gemeinsame Figenschaften auf:
— Zwischen jedem Eingang und jedem Ausgang gibt es ein Teilsystem (p X m Teilsysteme), die
gegebenenfalls auch identisch Null sein kénnen.

— Zwischen den Teilsystemen gibt es keine anderen Kopplungen, als die Verzweigungen und Sum-

mationen an den Ein- bzw. Ausgingen.
— Die Strukturierung erfolgt auf den Ausgang bezogen.

— Fiir jeden Ausgang gibt es eine Hauptstrecke. Die Hauptstrecken beginnen fiir jeden Ausgang bei
einem anderen Eingang und sind vorwiirts gerichtet. Ein- und Ausgang einer Hauptstrecke werden
mit der gleichen Ordnungsnummer versehen. (Ist die Anzahl m der Eingéinge grofer als die Anzahl
p der Ausginge, sind die Eingfinge abhingig und kdnnen bei linearen Systemen {iberlagert und

auf p Einginge reduziert werden. Der Fall m > p wird darum nicht weiter betrachtet.)

— Die Teilsysteme, die keine Hauptstrecken darstellen, heilen Nebenstrecken und sind entweder

vorwiérts oder riickwérts gerichtet.
o Die P-kanonische Struktur zeichnet sich dadurch aus, dass alle Nebenstrecken vorwirts gerichtet sind.
o Die V-kanonische Struktur zeichnet sich dadurch aus, dass alle Nebenstrecken riickwiirts gerichtet sind.
e Die H-kanonische Struktur zeichnet sich dadurch aus, dass

— alle Nebenstrecken die mit ein und dem selben Ausgang verbunden sind entweder nur vorwirts

oder nur riickwérts gerichtet sind,

— alle riickwirts gerichteten Nebenstrecken von den vorwirts gerichteten Nebenstrecken beeinflusst

werden,

IMit dem Begriff kanonische Struktur eines Systems wird in der Regelungstechnik {iblicherweise eine bestimmte Eigenschaft
in der Darstellung bezeichnet, nicht jedoch eine Eindeutigkeit wie fiir die kanonische Form im mathematischen Sinne gefordert.



— alle vorwirts gerichteten Nebenstrecken von den riickwirts gerichteten Nebenstrecken unbeein-

flusst sind und

— alle vorwirts gerichteten Hauptstrecken von den riickwirts gerichteten Nebenstrecken beeinflusst

werden.

Die letzten zwei Anstriche sind kritikwiirdig: Fiir eine vorwirts gerichtete Strecke steht die strukturelle
Verkniipfung erst nach der Nummerierung der Ein- und Ausgiinge bzw. erst nach der Entscheidung Haupt-

oder Nebenstrecke fest.

Die Betrachtungen in diesem Bericht sind sowohl fiir zeitdiskrete als auch fiir zeitkontinuierliche Systeme
giiltig. Hier wird die zeitdiskrete Darstellung verwendet, weil die Unterraumalgorithmen i. Allg. zeitdiskrete
Modelle nutzen. Die Prioritéit der Operatoren in den folgenden Gleichungen sei so, dass Matrizenprodukte
vor Kronecker-Produkten und diese vor Punktprodukten ausgefiihrt werden (siehe Anhang A). Definition
und Rechengesetze des Kronecker-Produkts ® sind im Anhang C und die des Punktprodukts ® sind im

Anhang D zusammengestellt.

Am einfachsten lassen sich die P-, V- und H-kanonische Struktur mit Ubertragungsmatrizen darstellen (siche
Abbildungen 1, 2 und 3).

u(2) Ga(2) y(2)

Abbildung 1: P-kanonische Struktur in Ubertragungsmatrizen

Abbildung 3: H-kanonische Struktur in Ubertragungsmatrizen
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Dabei bestehen folgende Forderungen an die Ubertragungsmatrizen:

o fiir die P-kanonische Struktur

G(2) = Ga(z) + G (2) (1)
Gd(z)QIpxm :Gd(z) (2)
G#(2) © (Ipxm — Lpxm) = G(2) 3)
Ga(z) ©Gi() -0 (4)
e fiir die V-kanonische Struktur

G(z) = (G7'(2) = Gy(2)) ™" = (I = Ga(2)Gy(2)) "' Gal2) (5)
Gd(z) ® Ipxp = Gd(z) (6)
Gi(2) © (Ipxp — Ipxp) = Gi(2) (7)
Gy4(2) ©Gy(2) =0 (8)

e und fiir die H-kanonische Struktur
G(2) = (1 - Ga(2)Gy(2)) 7 (Ga(2) + G (2)) 9)
Ga(2) OLpxm = Gy4(z) (10)
G (2) © (Ipxm — Lyxm) = G¢(2) (11)
Gb(z) ® (1p><m Ipxm) = Gb(z) (12)
G#(2)10Ga(2)1 =0 (13)
G ()10 Gy ()1 =0 (14)

Durch die Aufteilung der P-kanonischen Struktur in Haupt- und Nebenstrecken wird die Verwandschaft der
drei Strukturen deutlich. (2), (6) und (10) zeigen, dass die Ubertragungsfunktionen der Hauptstrecken auf
den Hauptdiagonalen liegen. (3) bzw. (4) sowie (7) bzw. (8) sowie (11) und (12) zeigen, dass zwischen einem
Paar von Ein- und Ausgang die mit einer Hauptstrecke verbunden sind, nicht gleichzeitig eine Nebenstrecke
bestehen kann. Fiir die H-kanonische Struktur wird mit (13) weiterhin gefordert, dass die vorwiéirts gerichteten
Nebenstrecken nur auf Ausginge wirken, die nicht mit einer Hauptstrecke verbunden sind, und mit (14)
wird gefordert, dass die riickwirts gerichteten Nebenstrecken nur an Ausgingen beginnen, die mit einer
Hauptstrecke verbunden sind. Zwischen einem Paar von Ein- und Ausgang existiert also nur entweder eine
(vorwirts gerichtete) Hauptstrecke oder eine vorwirts gerichtete Nebenstrecke oder eine riickwiirts gerichtete

Nebenstrecke.

Fiir die P- und V-kanonischen Strukturen kénnen die Steuereinrichtungen® zur Entkopplung der Haupt-
strecken einfach angegeben werden. Fiir die P-kanonische 2% 2-Struktur ist das in (15) und Abbildung 4 und
fiir die V-kanonische 2x2-Struktur in (16) und Abbildung 5 dargestellt.

Entkopplungsbedingungen fiir die P-kanonische Struktur

G11512 + G125 = 0
G259 + G21511

|
o

(15)

2Steuereinrichtung wird hier als Oberbegriff fiir Einrichtungen zur Steuerung im offenen und Regelung im geschlossenen
Wirkungskreis genutzt.



uy (2) @ @ @ ® y1(2)
S1a G12
Sa1 Ga1

uz(2) @ & @ & y2(2)

Abbildung 4: P-kanonische Struktur mit Steuereinrichtungen zur Entkopplung

!

u1(2) D P G111 y1(2)
Ca Ga
Cia G2

u2(2) @D €> ] Gas ya2(2)

Abbildung 5: V-kanonische Struktur mit Steuereinrichtungen zur Entkopplung

Entkopplungsbedingungen fiir die V-kanonische Struktur

G2 + Ch2
Go1+Cy1 = 0 (16)

Il
o

Allgemein gelten die m x (m — 1) Entkopplungsbedingungen®

o fiir die P-kanonische Struktur*
G(2)S(2) = (Ga(z) + G¢(2)) (Sa(2) + S¢(2)) = D(2) , (17)
wobei D(z) eine beliebige Diagonalmatrix ist, welche die m Freiheitsgrade in (17) beschreibt und mit
S(z) = G(z)7'D(2) (18)
eine hinreichende und notwendige Bedingung formuliert ist;
¢ und fiir die V-kanonische Struktur

Ge(2)+Cr(2) =0 . (19)

3Um uninteressante Komplikationen zu vermeiden, wird m = p vorausgesetzt.
4Die Realisierung sei hier sekundér. Fiir eine exakte Realisierung muss das System sprungfihig, minimalphasig und Totzeitfrei
sein. Die vollstindige Entkopplung und die optimale Realisierung fiir nicht sprungfihige Systeme sind aufwendig.



8 3 ZUSAMMENHANG VON P-, V- UND H-KANONISCHER STRUKTUR

Diese Entkopplungsbedingungen bleiben fiir die H-kanonische Struktur in Konjunktion erhalten, d.h. (17)
und (19) miissen erfiillt sein. Wegen (14) stellen (17) und (19) weiterhin insgesamt m X (m — 1) Gleichungen

dar.

Die H-kanonische Struktur kann nicht auf einfachem systematischem Weg in eine MIMO-Zustandsraum-
darstellung {iberfiithrt werden. Darum wird eine zu P- und V-kanonischen Strukturen {ibergeordnete Struk-
tur gesucht, die gleiche Entkopplungsbedingungen stellt und systematisch in eine Zustandsraumdarstellung

iiberfiihrbar ist.



4 Kombinierte Struktur und MIMO-Zustandsraumdarstellung

4.1 Uberfiihrung der kombinierten Struktur in die MIMO-Zustandsraumdar-
stellung

Die hier vorgeschlagene kombinierte Struktur schlieBt die P-kanonische und die V-kanonische Struktur als
Spezialfille mit ein. AuBerdem ist diese Struktur unabhfingig davon, welches vorwirts gerichtete Teilsystem
als Haupt- oder Nebenstrecke betrachtet wird. Die kombinierte Struktur ist in Abbildung 6 dargestells.

Abbildung 6: kombinierte Struktur in Ubertragungsmatrizen

Zu beachten ist, das weiterhin die Bedingungen (10) bis (14) gelten. Mit Gp(2) = Gf(2) + G4(2) besteht

dieses System einfach aus einem vorwirts und einem riickwiirts gerichteten Teilsystem (siehe Abbildung 7).

Abbildung 7: kombinierte Struktur, aufgeteilt in vorwiirts und riickwiirts gerichtetes Teilsystem

Fiir die kombinierte (P- und V-kanonische) Struktur, soll nun die Struktur der Systemmatrix der MIMO-
Zustandsraumdarstellung ermittelt werden. Die Variationsmoglichkeiten fiir die kombinierte Struktur lassen

sich mit Strukturmatrizen beschreiben, deren Elemente 0 oder 1 sein kénnen.

1 : Kopplung zwischen Ausgang j und Eingang i

S =1(s;) mit s;= { (20)

0 : keine Kopplung zwischen Ausgang j und Eingang i

Die Strukturmatrizen S beziehen sich immer auf das Gesamtsystem, (gestrichelte Linie in Abbildung 7,) egal
ob sie den vorwiirts oder den riickwiirts gerichteten Teil des Systems charakterisieren. Alle Strukturmatri-
zen S, sind demnach von gleicher Dimension. Die grundsitzliche Existenz einer Kopplung wird durch (20)
abgebildet. Entsprechend beschreiben

o Sy = l,xm die Existenz von Hauptstrecken,

o S mit S5 ® Sy = Opxm die Existenz von vorwérts gerichteten Nebenstrecken,

o Sp =S4 + Sy die Existenz aller vorwarts gerichteten Strecken und

o S mit Sp ® Sy = Opxy die Existenz von riickwérts gerichteten Nebenstrecken.
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Mit S4 = Ipxm sind rlickwirts gerichtete Hauptstrecken ausgeschlossen. Fiir die weiteren Betrachtungen
kénnen die Bedingungen (10) bis (14) abschwichen werden. Obgleich aus praktischer Sicht nur vorwirts

gerichtete Hauptstrecken sinnvoll sind, ist lediglich die Forderung
Sp ® Sy = Opxm (21)

notwendig, d.h. jede Kopplung kann nur vorwiirts oder riickwiirts gerichtet oder nicht vorhanden sein. Sind

alle Kopplungen vorhanden gilt
Sp+ 5, = 1p><m (22)

und S, ist mit Sp eindeutig bestimmt. Wenn mit S angegeben ist, welche Kopplungen existieren und mit S,

welche Kopplungen vorwiirts gerichtet sind, falls sie existieren, berechnen sich Sp und Sy nach

Sp = SOS, (23)
Sy = SO (Lpxm—Sp) (24)
= S-Sp

Die Zustéinde der vorwérts gerichteten Kopplungen werden mit zpj; bezeichnet und die der riickwérts

gerichteten Kopplungen mit zp j;. Dabei sind

.’L'pji[k] =0 fiir spj; =0 und .’L'bji[k] =0 fiir sp5: =0 . (25)

Fiir jeden Zustandsvektor eines Teilsystems, der identisch Null ist, muss die Eingangsmatrix b_;; gleich Null
sein, und sind die Systemmatrix A ;; und die Ausgangsmatrix c. j; beliebig. Alle Matrizen der Zustands-

raumdarstellung der nicht existierenden Teilsysteme seien gleich Null.

Apji:O und bpji:
Ab ji = 0] und bb ji =

Q und Cpji = (26)
Q und Chji —

Mit diesen Matrizen und Zustandsvektoren liisst sich die kombinierte Struktur in MIMO-Zustandsraumdar-

stellung entsprechend Abbildung 8 darstellen. Daraus kann abgelesen werden

P
.’L'Pji[k-i-l] = Apjixpji[k]+bpjiZcEbe“[k]+bpjiui[k]
=1
zpiilk+1] = Apjixp k] +bbjiZc1T3jlxpjl[k]+Q . (27)
=1
yilk] = > chjimpjilk]
=1

Die Summendarstellung (27) ist uniibersichtlich und fiir die verfolgte Zielstellung unhandlich. Sie enthlt
keine Strukturterme und welche Elemente Null sind ist nicht ersichtlich. Darum wird im folgenden Ab-
schnitt eine {ibersichtliche und praktikable Matrizendarstellung zur Beschreibung der strukturierten MIMO-

Zustandsraumdarstellung hergeleitet.



4.1 Uberfiihrung der kombinierten Struktur in die MIMO-Zustandsraumdarstellung
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e | [k] | A|z[k +1]|b
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Abbildung 8: kombinierte Struktur aus SISO-Teilsystemen
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4.2 Symbolische Generierung der MIMO-Zustandsraumdarstellung

Zur effektiven Darstellung eignen sich symbolische Matrizen. Obwohl die Elemente {};; dieser Matrizen
selbst Matrizen bzw. Vektoren sind, werden sie wie einfache Elemente behandelt, d.h. bei Vektorisierung
und Diagonalisierung werden sie nicht weiter aufgeltst. Bei numerischen Blockmatrizen miissen die Matri-
zenblocke einer Zeile in der Zeilendimension und die Matrizenbl6cke einer Spalte in der Spaltendimension
tibereinstimmen. Diese Beschrinkung besteht bei symbolischen Matrizen nicht. Die (Matrizen-)Dimension
der Elemente ist beliebig, unter der Bedingung, dass sich das Ergebnis der durchgefiihrten symbolischen
Operation auflésen lisst. Diese Bedingung ist im hier betrachteten Fall immer gegeben, da (27) nur anders

formuliert ist.

Die Zustandsvektoren und die Matrizen der Zustandsraumdarstellung der Teilsysteme werden zu symboli-

schen Blockmatrizen zusammengefasst.

Xp[k]:{.’llpji[k]} N AP:{APji} s BP:{iji} ’ CP:{cgji}
Xolk]={zzilk]} , Av={4} , Bo={bssi} , Ch={c};}

Dabei bezieht sich die Indizierung, (Ausgang j und Eingang i,) wie bei den schon eingefiihrten Strukturma-

(28)

trizen S, immer auf das Gesamtsystem. Die Dimension aller Strukturmatrizen und der Matrizen in (28) ist
gleich. Nur die Elemente sind verschiedener Art. Bei den Strukturmatrizen sind es numerische Bindrzahlen

und bei den Matrizen in (28) sind es symbolische Vektoren oder Matrizen.

Fiir eine erste Darstellung der Systemmatrix kann ein erweiterter Zustandsvektor genutzt werden

ec X
IR (29)
vec X
bei dem wegen (21) mindestens die Hilfte aller Elemente Null sind. Fiir diesen Zustandsvektor stellen die

Terme aus (27), die Zustinde mit Folgezustinden verbinden, eine Systemmatrix dar (siehe (30) Seite 13).

Diese Systemmatrix kann auch aus Abbildung 8 direkt abgelesen werden. Die Darstellung benétigt durch
die doppelte Anzahl von Zeilen und Spalten zwar mehr Platz, dafiir erhilt die Systemmatrix (30) aber eine

systematische Belegung. Sie besteht aus vier grofien Blécken.

P i Lo (31)

Die Blécke App und App, sind Diagonalmatrizen und beschreiben den Einfluss der Zustéinde innerhalb der

Teilsysteme.
App = diag(vecAp) , App = diag(vec Ay) (32)

Der Block Apy beschreibt den Einfluss der Zustéinde der riickwiirts gerichteten Teilsysteme auf die Zustéinde

der vorwirts gerichteten Teilsysteme und ist eine diagonale Blockmatrix.
Apy = (vecBp)(vecCy)T O 1, ® 1pxp (33)

Der Block App beschreibt den Einfluss der Zustinde der vorwirts gerichteten Teilsysteme auf die Zustéinde

der riickwirts gerichteten Teilsysteme und ist eine Matrix aus Diagonalblécken.

App = (vecBp)(vecCp)T @ 1yxm @1, (34)



4.2 Symbolische Generierung der MIMO-Zustandsraumdarstellung

=)
)
| - £1 | i
1 oy S =20 1 i
I IR %) S I K g
l neoog g l i a
l IR &1 l m QO S
| n& 5 | g <
l I < l i
°c 9 A
I i g 3] I K
1 3 =St 1 1 g
l IR S) S l [N —
| noE R | s ©
| s S | i
_________ T Y O ' B
SCIZCZCZIZZZZ1ZZZZZIZIZZCZIZIZZCEIZCCIZCZIZIZZIZZIZIiCIZIZCZIZCZCZIIZIZIZC-IZICZIZIZICZIOnC-I-IZZIZZIZZZzI:Z
[ w1 1 ] L
S A | | i
|% %III 1 l N
o= a 11 1 N ®) S
S S : | Rt
o s 1 I K
o - o (@) 1 o 1 1 (@]
o S : | i
'HU-D HQ')DIII 1 | a 1
R R ! 2 o
S S | | i
_________ I
= ! i 1 l i
K
=F @ i ! B
o i it o) &) i
S 8 i : N i
: e o o : O i o
- ! i 1 I K
- i - | i
- — 1 i 1o C 1
& g it ) | i
= = i 1 l i
--------- I Iy i R
| o : £ g g
I i 1 &1 Q111 B
5! 5!
| it flo o o ¥
I i o R I D ]
1 i < S S =
I i 1 I K
o | o : | g
| g ¥ s s
l i E 'HE 'HE i HE
| e oY oy ond® o
I TR 13 3 =
1 i [~ ) NI
l i 1 l i
ZCC-C-C-C-C--cc-dC-C-C-CcC-CcCCoCWlzc-o-c-oC-C--c-cc-cCckECcC-cC-cC-cc-C-C-C-tc-c-cc-C-c-C-C-co-odHlc-c--z--Z-ZzZ:c
_________ F : ol i N
I i 1 A I oy
l i 1 B B )
o St g 210 2O g
l < 1 gl glll g
I i 1 I K
l i 1 l i
. T | i
| I 1 @ - g
- i |&<E |&<E K BE
& o 2 o%  eny o
Y i 3 3 o
I i 1 | T
l i 1 l i
————————— e L e e el e e e
| i ! oy L 3
| i 1 HQ ! Qo J
o £ i S e wme :
< i 1 S S =
I i 1 0 ST =
l i 1 l i
l @] i @] 1 l i
| it = - -
— 1 [y 1HR 1EHR e HRy
E o) i 'S 91y omE o
=< I i 1o o =
1 i | 2 | 1 ,.'QQ
l i 1 l i

13



14 4 KOMBINIERTE STRUKTUR UND MIMQO-ZUSTANDSRAUMDARSTELLUNG

Direkte Kopplungen von einem riickwiirts gerichteten Teilsystem auf ein anderes riickwirts gerichtetes Teil-
system bzw. von einem vorwiirts gerichteten Teilsystem auf ein anderes vorwiirts gerichtetes Teilsystem gibt

es strukturbedingt nicht.

Fiir die Eingangsmatrix findet die Betrachtungen analog statt. Die erweiterte Zustandsgleichung lautet

<__V_<ic_?§13£k_t1_1__> _ ( ________ diag(vecAp) ) vee Xpl]

vec Xplk +1 vecByvec TCp © 1yxm ® 1
p
Bpvec™Ch 0 I, ®1
4o TEIETC AT I B ) GeeXyk] . (35)
diag(vec Ay)
T
+ (- __vecBpl, _(_)(?_I_’? oL _> ulk]

Wegen (21) und (25) kann mit Hilfe der Strukturmatrizen Sp und S, die Gleichung (35) auch fiir den nicht

erweiterten Zustandsvektor

z =vecXp + vec X} (36)
aufgestellt werden.
e[k+1] = ( diag(vec(Ap ® Sp))
+ vec(By © Sp)vect(Cp © Sp) ® Lyxm ® L
+ vec(Bp ® Sp)vect(Ch @ Sp) @ Ly @ 1pxyp (37)
+ mmmw@m))m]
+ vec(Bp © Sp)l;, O In ®1, ulk]
Um die Struktur zu verdeutlichen, wird die Diagonalisierung aufgelsst und (37) umgestellt.
zk+1] = ( vecApvecTlyum © vecSpvecTlpum © I, @I,
+ vecBp vecTCp ® vecSyvecTSp ® lpxm®l,
+ vecBpvecTC ® vecSpvecTS, O In ®lyxy (38)
+ vecApvecTl,u © vecSpvecTlpum © I, @I, z[k]
+ vec Bp l;rn ® vec Spl;rn © I, L, ulk]
T temt T Temz | Tems

Term 1 beschreibt den Wert eines Elementes, Term 2 beschreibt die Belegung eines Elementes entsprechend
der Strukturmatrizen und Term 3 beschreibt die Belegung eines Elementes entsprechend der angesetzten
Struktur nach Abbildung 7 bzw. 8. Um den Rechenaufwand zu reduzieren, werden zuerst die Terme 2 und 3
berechnet und miteinander verkniipft. Dazu sind nur Bitoperationen notwendig. Fiir jedes belegte Element
wird dann der entsprechende (Blockmatrizen-) Wert Aj;, bj;, ¢;j; bzw. bjic;ri eingesetzt.

Mit

= vecAp+vecA,

vec Bp + vec By

vecCp + vecCy

= vecSp +vecS,

L O oy By
I

vec Sp

vecSp vec TSy

9,1
X
|
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kann die Zustandsgleichung kiirzer geschrieben werden.

glk+1] = (diag(,af@ 5)+BOT® (8 0 Luxm®lL, + 5x © Im®1pxp)) z[k] (
40)
+ ((Bo 31k 01uel, ) ulk]

Die Vektoren A, B und € tragen keine Indizes (P oder b) mehr. Die Unterscheidung der symbolischen Matri-
zen des vorwiérts und riickwiirts gerichteten Teilsystem ist nur zur Herleitung, nicht jedoch zur Berechnung
notwendig. Die Matrizen der Zustandsraumdarstellung eines SISO-Teilsystems werden als Element in jeweils
eine Matrix geschrieben, egal ob das SISO-Teilsystems vorwiirts oder riickwiirts gerichtet ist. Die Information

iiber die Richtung des Teilsystems steckt in den Strukturmatrizen.

Fiir das MIMO-Zustandsgleichungssystem sind noch die Ausgangsmatrix C und die Durchgangsmatrix D

notwendig. Die Ausgangsmatrix wird analog der obigen Vorgehensweise hergeleitet.
¢= (o3 o1hel,) (a1)

Fiir die Durchgangsmatrix wird, im Sinne der Superposition, der sprungfihige Teil des System separat
betrachtet. Der sprungfihige Teil des System beeinflusst die Zustinde nicht und wird nicht von den Zustinden
beeinflusst. Mit v, als Eingangsgréfe der vorwirts gerichteten Teilsysteme und rg als AusgangsgréBe der

riickwiirts gerichteten Teilsysteme des sprungfihigen Teils des Systems folgt:

ys = Dpvy Vs=u+7rs , rs:DEys
Ys = (I - DPDE)_IDP’U, (42)
D=(I-(Dp®Sp)(Dy® Sp)") 1 (Dp ® Sp)

Die Durchgangsmatrix D existiert nur wenn die Inverse von I — DpD} existiert. Durch die Riickkopplungen
sind geschlossene Wirkungskreise innerhalb des Mehrgroflensystems moglich. Dadurch kann bei endlicher
Einzelverstirkung die Gesamtverstirkung unendlich werden. Auflerdem ist zu erkennen, dass sich keine
Strukturterme abspalten lassen. Die Durchgangsmatrix wird also i. Allg. vollstindig oder zumindest unre-

gelmiiBig besetzt sein.

Die umgekehrte Aufgabe, bei gegebener Durchgangsmatrix D des MIMO-Systems und gegebener Struktur-
matrizen Sp und S}, die Durchgangsmatrizen der Teilsysteme zu ermitteln, ist ebenfalls problematisch. Die

Durchgangsmatrizen der Teilsysteme sind die Elemente von Dp und Dy,.
(DP ® Sp)_l - (Db ® Sb)T =Dt (43)

Wenn es Matrizen Dp und Dy, gibt die (43) erfiillen, sind diese i. Allg. nicht eindeutig. Darum ist es sinnvoll,
nur die Durchgangsmatrix D des MIMO-Systems anzugeben. Das MIMO-Zustandsgleichungssystem mit

kombinierter Struktur lautet:

- -

slk+1] = (diag(de3y)+BC" o () ® Luxm®L, + §x © EL

+ ((Bo e}, 01,01,) ulk]
(44)

=
i
Il

(Lo 01} el,) alk

+ D ulk]
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Die Matrizen der Zustandsraumdarstellung

A = ( A Tgxm ® §P Tgxm o Iy L
- = = =T
+ BCY' o S S ® lpxm®L
- - - =T
=+ B CT ® SP Sb ® Im ®1p><p
+ A Tgxm O] gb i’p><m O In QI ) (45)
B = B1l, o S1f, o I, @l

- T
C = 1, T o 1,5 o 1, 9l

konnen somit aus den Parametern der SISO-Teilsysteme und den Strukturmatrizen Sp und S} berechnet

werden. Im Folgenden wird das an drei Beispielen demonstriert.
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5 Beispiele und Simulation

Beispiel 1 P-kanonisches 3 x 2 System

Die Ordnung der Teilsysteme betrigt

81113 ,812:1
82113 ,822:2
831:2 ,832:2

Die Strukturmatrizen fiir das p-kanonische System lauten

11 00

Sp=1|1 1 , Se=100

11 00

Die daraus resultierenden MIMO-Zustandsraummatrizen sind

allallal} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O bl 0
ailallall} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O bl 0
ajjallall 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O bii 0
0 0 0a?a?a?, 0 0 0 0 0 0 0 bl 0
0 0 0a$a33a33 0 0 0 0 0 0 O bl 0
0 0 0a¥$a33a33 0 0 0 0 0 0 O bl 0
A = 0 00 0 0 04ata3 0 0 0 0 O , B = bl 0
0 00 0 0 04aladl 0 0 0 0 O b3l 0
0 0000 0 0 0a20 0 00 0 bi2
0 00 00O 0 0 0 0a?2a220 0 0 b2
0 00O 0O 0 0 0 0a22a220 0 0 v22
0 0000 0 0 0 0 0 0 a¥?a2 0 b3
0 0000 O 0 0 0 0 0 a32a32 0 b32
cletledl 00 00 020 0 0 0 dt d‘?
C = 0 0 0l 00 03220 0 , D = Al
0 0 0 0 0 0cHc 0 0 0 c2c2 d3t d?

Kennzeichnend fiir das P-Kanonische System ist, die Systemmatrix A ist blockdiagonal, die Eingangsmatrix
B besteht aus diagonal angeordneten Spaltenblockvektoren und die Ausgangsmatrix C' wird von einem

Zeilenblockvektor, dessen Blocke wiederum blockdiagonal sind, gebildet. ]
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Beispiel 2 V-kanonisches 2 x 2 System
Die Ordnung der Teilsysteme betrigt

81113
82113

,S121:1
, 82212

Die Strukturmatrizen fiir das V-kanonische System lauten

(31) oo

Die daraus resultierenden MIMO-Zustandsraummatrizen sind

1 0
01

01
1 0

11 11 11 311,21 211,21 p11.21 11
ary ajs a3 briery biieis byers 0 0 0 bin 0
11 11 11 311,21 211,21 p11.21 11
a1 Gy Gg3 by bojepp bajeyz O 0 0 by 0
11 11 11 311,21 211,21 311,21 11
asy azy agz bgicry byieis byiers 0 0 0 bs1 0
21 21 21 21,22 121,22
0 0 0 an ars ars 0 biiert biiers 00
— 33 33 33 21 .22 121,22
A= 0 0 0 asy Qa3 as3 0 b1 baiers , B 00
33 33 33 21,22 121,22
0 0 0 azy Qazy A4 0 b31c17 baiena 0 0
bi2ch bi2cil bi2cil 0 0 0 al? 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 22 o2 a2 0 b2
0 0 0 0 0 0 22 o2 af 0 B2
11 .11 .11 —q'! —dt1 g2 g2
O = €11 €12 Ci3 0000 O 0 D= ATdi2q21 a2 —1 did2d2 4221
0 0 00000 2 2 ’ _dtt g2 g2 422
cll cl2 diTgrzgetgea ] giiqgizgelge2 1

Kennzeichnend fiir das V-Kanonische System ist, die Systemmatrix A ist in ihrer Blockstruktur rotationssym-
metrisch und die Struktur der Eingangsmatrix B ist gleich er transponierten Struktur der Ausgangsmatrix

C. AuBerdem ist die Belegung von B und C unvollstindig blockdiagonal. .
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Beispiel 3 Kombiniertes 4 x 3 System

Das System habe die Struktur entsprechend Abbildung 9. Damit lauten die Strukturmatrizen fiir das kom-

binierte System

Sp

Il
O H O M
N N )
=)

wn

<o

Il
N N )
o H O o
o o R o

Das System ist also nicht vollstiéindig belegt. Die Teilsysteme Sy und Sy sind nicht vorhanden. Die MIMO-

Zustandsraummatrizen lauten entsprechend (44) in Blockdarstellung:

A1 B110C9 0 Bi1Cy O 0 0 0 0 0 0 0
0 A 0 0 0 B31Cs 0 0 0 0 0 0
0 B31Co1 Aszn Bs1Cu 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 Ay O 0 0 B41Cy 0 0 0 B4y1Cy3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A 0 0 0 0 0 Ass Bss(Css 0 0 0 0 0
0 0 B3sC3q 0 0 0 Aszo 0 0 0 B3,C33 0
0 0 0 0 0 0 BysCss A O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 Bs3Cas 0 0 0 A 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 B33Cso3  Ass 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 By43Cos 0 Ays

Bip 0 0
0 0 0
B3y 0 0
0 0 0
0 0 0
B 0 By 0
0 0 0
0 By 0
0 0 0
0 0 0
0 0 Bss
0 0 Bys

Ch0 0 00 0 0 0 00 0 O
0 00 00C,0 0 00 0 O
0 0C;,00 0 0 0 00Cs3 O
0 00 00 0 0Cs00 0 Cus
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Abbildung 9: Beispielsystem dargestellt als Struktur aus SISO-Teilsystemen



Die einzelnen diskreten SISO-Teilsysteme seien gegeben als:

056 0 0.5
A11 3 By =
0 0.96 0.04
093 0 0 (0.22 4 0.5%)
Agy -0.75 0 —(0.82+0.5%) , Boi= 0
1 1 (2%0.8) 0
(2%0.95) —(0.95% +0.2%) (0.05% + 0.22)
A22 3 By =
1 0 0
Ag3 =(0.8) , Bss=(0.2)
Agy =(0.985) , Bz =(0.015)
A32 — (098) ) B32 — (002)
(2%0.99) —(0.99%) (0.012)
A == , B =
33 ( 1 0 33 0
Ag = (0.6) , Bu=(0.4)
Age =(0.7) , Bia=1(0.3)
Ags =(0.9) , Byz=(0.1)

21

0112(1/2 1/2)
C21:(0 0 1/4)

0222( 01 )
Ca3=(1/2)
C31=(1/3)
C32=(1/2)
0332( 01 )
Cy41 =(1/5)

Ci2=(1/4)

Cy3=(1/3)

Die Durchgangsmatrizen seien alle identisch Null. Die Abtastperiode betrigt 1. Mit diesen Werten und nach

Streichung der nicht vorhandenen Zustéinde (Teilsysteme S;2 und S;3) und nach Expansion der symbolischen

Blockmatrizen ergeben sich folgende MIMO-Zustandsraummatrizen.

05 0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0.96
0

o O O O O O o O o o o o

0 0 01250 0 0.100
0 0 00100 0 0.008
093 0 0 0 0
—-0.75 0 -0.890 O 0
1.00 1.0 1.6000 0 0
0 0 0.0037 0.9850 0.003
0 0 0 0 0.600
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0.0067 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.2900 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 01 0 0 0 0.1333
1.9 —0.9425 0.0213 0 0 0 0 0
1.0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.9800 0 0 0 0.0200 0
0 0 0.1500 0.7 0 0 0 0
0 0.2000 0 0 0.8000 0 0 0
0 0 0 0 0.00011.98 -0.9801 0
0 0 0 0 0 1.00 0 0
0 0 0 0 0.0500 0 0 0.9000
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0.500 0 0
0.040 O 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.015 0 0
0 0 0
B = 0 00425 0
0 0 0
0 0 0
0 03000 O
0 0 0

0 0 0.0001
0 0 0

0 0 0.1000

0505000 0 00 00 O 0 0 00O
000 0 00100 0 0 0 00O
00003300 0 0 0 0 0 010
000 0 00 0 002500330 0

o O O
o O O

Die Simulation zeigt, dass sich die gekoppelten SISO-Systeme und das MIMO-System gleich verhalten. Die
Reaktion auf Spriinge an den drei Eingéingen ist in Abbildung 10 dargestellt.

Aus den Simulationsdaten kann, z.B. mit dem N4SID-Unterraum-Algorithmus [OD96], das MIMO-System
S geschiitzt werden. Dabei liefert die Uberpriifung der Singulirwerte der Blockhankelmatrix die Systemord-
nung 15. Das stimmt mit der vorgegebenen Struktur iiberein. Die Parameterschitzung liefert nahezu voll
besetzte Systemmatrizen. Beide Systeme, das berechnete strukturierte MIMO-Zustandsraumsystem S und
das geschiitzte System S sind dquivalent, da die Simulation fehlerfreie Daten fiir die Schitzung liefert. Die

Beziehung fiir dquivalente Systeme

A=T7'AT , B=T"'B , C=CT (47)
lautet umgeordnet
TA-AT = O
TB = B (48)
cT = C

und vektorisiert
(ATQI-1®A)vecT = O
(BT®1 )yvecT = vecB . (49)
( I®C)vecT = vecC
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Zusammengefasst zu

ATl - I®A 0
BT oI vecT = | vecB (50)
I®C vecC

entsteht ein lineares Gleichungssystem, dessen Losbarkeit im Vektor vecT von den Systemen S und S
abhingt. In diesem Beispiel liefert die Berechnung der Matrix 7', durch Lésung von (50), den Nachweis, dass

sich das geschitzte System in die urspriingliche SISO-Struktur zerlegen lisst.

1,5 T T T T
1
0,5 T A PR AR
e \- 7
% N /
=" N A e
0 ’\ \:/‘ - -7 -
\ /// -
N .
' '~ / ,/
S~ ~
~< N 7
~0,5
//
-1
_1 5 | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Abbildung 10: Simulation des Beispielsystems (y1 <<, y2 —,y3 — -, ya — —)
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Aus gemessenen E/A-Daten soll eine interpretierbare Struktur eines MIMO-Systems ermittelt werden. In
diesem Beitrag wurde dazu der erste Schritt, die Uberfiihrung einer interpretierbaren Zerlegung des MIMO-
Systems in eine strukturierte MIMO-Zustandsraumdarstellung, erarbeitet. Die interpretierbare Zerlegung
ist eine Struktur aus vorwirts und riickwirts gerichteten SISO-Teilsystemen. Die MIMO-Zustandsraumdar-
stellung wird genutzt, da zu ihrer Identifikation nur ein einziger Strukturparameter, die Systemordnung,

bestimmt werden muss. Der aktuelle Stand der Arbeiten ist in Abbildung 11 dargestellt.

Struktur aus SISO- Ist-Stand
SISO- Teilsvst
Systemen eusysteme
Struktur- strukturierte
matrizen MIMO-ZRD
Berechnung
. . der
Simulations- Unterraum- geschétzte Transforma-
daten identifikation MIMO-ZRD tionsmatrix
Ziel
S?jélhrz :E?éﬁé Struktur- Struktur der Berechnung squivalente
matrizen MIMO-ZRD der MIMO-ZRD
Suche Transforma- zerlegbar in
tionsmatrix interpretierbare
Messdaten Unterraum- geschitzte Struktur aus
identifikation MIMO-ZRD SISO-Systemen

Abbildung 11: Ziel und Ist-Stand der Strukturanalyse linearer MehrgréBensysteme

Derzeit erfolgt die Berechnung der Transformationsmatrix aus zwei numerisch vorgegebenen Systemen.
Die nichste Aufgabe ist, eine Aquivalenztransformation zwischen der aus Daten geschitzten MIMO-Zu-
standsraumdarstellung und der vorgegebenen strukturierten MIMO-Zustandsraumdarstellung zu ermittelt.
Dabei ist die geschitzte MIMO-Zustandsraumdarstellung eine numerisch bekannte Darstellung und die
vorgegebene strukturierte MIMO-Zustandsraumdarstellung eine reine Strukturvorgabe ohne numerische
Werte. Mit der Berechnung dieser Transformationsmatrix steht dann ein Verfahren zur Verfiigung, mit dem

eine interpretierbare Darstellung des linearen MehrgréBensystems aus den Messdaten gewonnen werden kann.
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A Prioritit der Operationen

Fiir alle Gleichungen und Terme in diesem Bericht gilt folgende Prioritét der Rechenoperationen:

1. Klammer

2. benannte Rechenoperationen von links nach rechts bzw. von innen nach auflen z.B. vec diagTX nm =
vec( (diag(Xnm))T )

3. Quotienten, Produkte, Matrizenprodukte
4. Kronecker-Produkt

5. Punktquotient, Punktprodukt

6. Subtraktion, Addition

Bei benannten Rechenoperationen ohne Klammersetzung gilt die Operation nur fiir das erste Argument nach

dem Namen.



Diagonalisierungsoperatoren

def
Iaxb =

(0i5)axb
diag(d) @ d1T ©1 = 1dT 01 = (di0i)axa

diag, ., (d) ¥ 1,45 ©laxs=(djdij)axs : d€C’Na>b
ax dalEQIaXbZ(didij)axb - deCna<b

dg(Aaxa) & (A0 T)L

de(Au) (Iyxa A1, : a>b
o (Alyya)l, : a<b

27



28 C VEKTORISIERUNG UND KRONECKER-PRODUKT

C Vektorisierung und Kronecker-Produkt

€,

Aaxb ® Bexa d:f (a’ijB)wcxbd
I®A") =1 4)"

AT =UoDT

Ay
: : ! def As
VeCAaxb = vec (Al :A2 : Ab) te] ---
Ay
vecds = (I (LoDA(1" 1))

Aaxb =

vec(ABC) = (CT®@A)vecB
vec(AB) = (1 ®A)vecB
= (BT®A)vecl
= (BT®I)vecA
vec(Ab) = Ab
vec(ab’) = b®a
vec(a™B) = B'a



D Punktprodukt und Punktquotient

Hadamard-Produkt, Hadamard-Quotient®
de,
(aij) © (i) ¥ (aij - bij)

a®b=b0Ga

def

(ai)@(bij) = (aij/bij) | bij # 0 Vij
a® (b@c) =(a®b)@c=(a®c)®b

diag(d) @ 1T 01 =1d" 01

Ael=ATo1

diag(d)a = (d1" ®l)Ja=a®d

aTdT el =dT ©d"
(A eDAd=4060a*

AT o) =46 1T

A(B1c") = ABJ1c"

A(BYcl") = (491c")B
(B%clT)A = BA%clT

aT(BglcT) = aTBgcT

aT(BgclT)a = (aTgcT)B

(B%lcT)a = B(a%c)

o

(B%clT)a = Ba%

5Im Divisor werden alle Elemente verschieden von Null vorausgesetzt.
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E Umwandlung der E/A-Darstellung als Vektor-Differenzenglei-
chungssystem in eine MIMO-Zustandsraumdarstellung mit glei-
chen Parametern

Betrachtet werden lineare, zeitinvariante Systeme ohne Totzeit mit konzentrierten Parametern. Das System

habe m Einginge, n Zustinde und p Ausginge. Das E/A-Verhalten des MIMO-Systems kann als Vektor-

Differenzengleichungssystem dargestellt werden. Fiir ein System mit m Eingiingen und p Ausgiingen lauten

die p Gleichungen

o1 [k +a@] + + op1itnlk+1] + apioyik]
+ anagielk+a] + + opo1yelk+1] + ap20y2lk]
+ Ohpg Uplkt @] + 0+ anpryplk+ 1] + anpoyplk]
Brhigulk+a] + - 4+ Brniwmk+1] 4+ Buiow[k]
+ Breguelk+aq] 4+ -+ Broaiwe[k+1] 4+ Braouslk] &)
+ ﬂhmqpum[k+qp] + e + ﬂhmlum[k+1] + ﬂhmoum[k]

mith=1,...,p und a =1

Mita [k+b =a.p,i=1,... ,m (Nummer des Eingangs), j = 1,... ,p (Nummer des Ausgangs),h=1,... ,p
(Nummer der Gleichung), g. = 1,...,q. (Nummer der Ordnung) und der Einsteinchen Summenkonvention

kann (87) kurz als Tensorgleichung geschrieben werden.
Qnjg. Yjg. = Bhig ig. (88)

Mit Ny = (onjg) » Y = Wig) » Zh = (Bhig) » U = (4. ) , und dem Skalarprodukt fiir reelle Matrizen
(A,B) = sp(A"B) = 17(A ® B)1 kann (87) auch als Matrizengleichungssystem geschrieben werden.

(N, Y) =(Zn,U) (89)

Damit dieses Vektor-Differenzengleichungssystem in ein Zustandsgleichungssystem {iberfiihrt werden kann,

miissen die Ausginge y entkoppelbar sein [Bur84]. Dann lisst sich das MIMO-System als p MISO-Systeme

darstellen®.
ajeyjlk+a + - + ouylk+1] +  ojoy;slk]
Bjrqumlk+q + -+ 4+ Bjriwm[k+1] 4+ Bjrouik]
_F Bizqwlk+q  + o+ Binwe[k+1]  + Biaouslk] (90)
+ ,Bjmqum[k+q] + - 4+ ﬂjmlum[k-i-l] + ,Bjmoum[k]

mitj=1,...,p und ag =1

5Die Koeffizienten o und 3 in (87) und (90) sind i. Allg. verschieden.



Qng Yjg. = Bhig Wig.

o} y;[k] = sp(Z,U)

Einen einfachen Ansatz fiir die Zustéinde, der aus (92) die Zustandsraumdarstellung liefert, gibt es nicht.

Es ist jedoch moglich aus der dualen Darstellung der Steuerbarkeitsnormalform des SISO-Systems eine

Zustandsraumdarstellung des MISO-Systems herzuleiten, welche die gleichen Koeffizienten wie die E/A-
Darstellung enthilt. Dazu wird das MISO-System (92) als Uberlagerung von i = 1,--- ,m SISO-Systeme

geschrieben.

onyiilk] = Bruilk])

yilkl = > ujilk]
i=1
Jedes dieser m SISO-Systeme kann im Zustandsraum als
ot
zlk+1]; = ( """ i%) z;[k] + B, uilk]
I

v = (07 1)z

QT ! ! I I
glk+1] = ( _____ igh> z[k] + (ém iémi iéhm> ulk]

vk = (0" 11)alk
und mit
b; = B — a; 8,

ergibt sich entsprechend fiir das sprungfihige MISO-System

0" ! v
("i" igh>£[k] + (bm i bpo i i th>ﬂ[k]

(0" 1 1)altl + (BuagsBhaase s Buma ) ulk]

zlk + 1]

y[k]

(95)

(98)

Die Zusténde fiir die p verschiedenen MISO-Systeme, in die das MIMO-System Zerlegt wurde, sind i. Allg.

verschieden. Darum konnen sie nicht ohne weiteres {iberlagert werden. Die gemeinsame Darstellung aller
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MISO-Systeme in einer Zustandsraumdarstellung erfordert eine blockdiagonale Darstellung.

OT ! ! ! ! 1 | |
2q1—1 1 1 1 X X X
_____ :Ql: 0 :O | 0 bu :b12 ! :b1m
Ljj—1 v b ' P
0 L EE o o by by, b
VT T 1 Qg | \ 0. 1 0. 1 v 09,
zk+1] = ' Tgpoq 2; ! z[k] + e A 1
o ' o ' 0 B
R Lo 99
0 ! 0 1O :-gp-" igp b, ib,,Q i ibpm %9)
| R PR ' oo
0p—111 1 O 101 O Biigi Brag i 1 Bimg
O 10,,110: O Borg 1 Basg 1+ Bamg
g = oo b B gl + [t K
0 ! 0] 1o 0 | L
0 i 0 EOE Q}_lil Bplqiﬂzﬂqi iﬂpmq

Diese Darstellung entspricht einer P-kanonischen Struktur (Abbildung 13) mit den Teilsystemen S;; entspre-
chend Abbildung 12.

ulk]; Bjiq
QJZ z_l Qf & y[k]]
A
L7 ]

Abbildung 12: Teilsystem Sj;

Dabei treten in den SISO-Teilsystemen sowohl die Systemmatrizen A;, als auch der Ausgangsvektor c}r

mehrfach auf. Mit den Matrizenblécken

OT l l l l
=g;—1 1 1 1
Aj = ( _____ :Qj> s Bj = ( le ! QjQ bees bjm >
Iq]‘—l 1 | | | (100)
g =C; = ( 041 i 1 ) o Dj o= (/31'141' s Bi2g; aﬂjmw)

wird in der Blockdarstellung die Aufteilung in parallele MISO-Systeme deutlich (Abbildung 14).

Die Darstellung nach (100) weist fiir das nicht sprungfihige System die gleichen Koeffizienten wie die E/A-
Darstellung auf. Nachteilig ist jedoch, dass die Eingangsmatrix vollstiindig besetzt ist. Bei der P-kanonischen
Struktur, mit Teilsystemen in Zustandsraumdarstellung fiir beliebige Koeflizienten, ist die Eingangsmatrix
iiberwiegend mit Nullen besetzt (Abbildung 15).
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Abbildung 13: P-kanonische Struktur
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Abbildung 14: P-kanonische Struktur in Blockdarstellung
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Abbildung 15: P-kanonische Struktur mit Teilsystemen in Zustandsraumdarstellung
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.’IJ11[k+1] A1 O 0 i i i xll[k] b1 O O
z12[k + 1 0O A L z12[k Ob
uih 2 0 el ® wi [K]
O O | wlk
Tim[k +1] = |0 ...04,, " Timlk] [+ O...0b1m .
oo :::::;:::::i:::ti:::::::: —eeoe- E—— Y
: : L0 : .0
Tpm[k + 1] 0 L0 Apm) \ Teml[K] O Obpp
y1 (K] Ci1 0?2"' Cirm o -0
DIIID| = | TIiiiiiiiioaiiiiii|gl] + Dulk]
yplK] 0 L Com
(101)
mit
051 i ajio bjio
""" L @it bji
A]z _ : 7 , bﬂ _ il
Lgji1 (102)
| Gjig;i—1 bji gji—1
i = ( Ogyi—1 ! 1 ) D o= ( bjig;s )

Werden die Systeme (99) und (101) als Ubertragungsmatrix dargestellt, so entsprechen die a; aus (99) dem
Hauptnenner aus den aj;n, , n =0,...,¢; — 1 aus (101). Wenn keine Pol-Nullstellenkiirzungen auftreten,
hat die Systemmatrix A in (99) und (101) gleiche Dimension. Somit miissen, wegen der deutlich schwiicher

besetzten Eingangsmatrix B, fiir die Systemdarstellung nach (101) weniger Parameter bestimmt werden.
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