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Theoretische Untersuchung zum fernen, turbulenten Nachlauf
iiber einer beheizten Kugel

HEine beheizte Kugel wird entgegen dem Schwerefeld von einem NEwWTONschen Fluid um-
stromt. Es bildet sich ein turbulenter Nachlauf aus, der in einiger Entfernung von der
Kugel als im Mittel stationidr und rotationssymmetrisch angesehen werden kann. Inhalt

dieses Beitrags ist die mathematische Beschreibung des fernen Nachlaufs.

Ausgehend von den allgemeinen Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten werden durch
Vereinfachungen, Anwendung von Modellen und einer Grenzschicht—Approximation Grenz-
schichtgleichungen mit deren Rand- und Integralbedingungen formuliert. Die Grenzschicht-
gleichungen werden dann durch Potenzansitze fiir die Strémungsgréfien in zwei Gleichungs-
systeme aufgespalten. Durch Ahnlichkeitstransformationen werden die partiellen Differen-
tialgleichungssysteme in gew6hnliche iiberfiihrt.

Das Gleichungssystem der fithrenden Ordnung wird mittels eines verallgemeinerten Ahnlich-
keitsansatzes analytisch gelost. Das Gleichungssystem der néichsten Ordnung wird durch
die Ahnlichkeitstransformation nochmals in zwei Gleichungssysteme separiert, wobei ein
Gleichungssystem die Auftriebsterme beriicksichtigt und das andere die nichtlinearen Inho-
mogenititen. Diese Gleichungssysteme werden nummerisch gelost und mit dem Gleichungs-
system der fithrenden Ordnung superponiert. Es erfolgt eine ausfiihrliche Diskussion der

Resultate.




Theoretical investigation of the far turbulent wake above a
heated sphere

A heated sphere is positioned in the parallel flow of a Newtonian fluid, directed upwards
against gravity. For this configuration we expect a turbulent wake to develop, which will
have in average a stationary and axisymmetric character. The present article gives a ma-

thematical model for such a heated far turbulent wake.

The model is based on the conservation equations in cylindrical coordinates. Applying
various models and approximations, allows to formulate a set of boundary layer equations
and associate boundary and integral conditions. By means of an asymptotic solution me-
thod, this set of equations is splitted into two leading order subsets, which moreover can
be transformed into ordinary differential equations and associate boundary and integral

conditions.

The leading order system is solved analytically by means of a generalized similarity trans-
formation. The second order set can be integrated numerically, while the identical similarity
variables apply. One part of the second order set of equations is responsible for the buoyant
effects, the second part corrects nonlinear terms in the momentum and heat transport. Both

parts of the asymptotic series are superimposed and the results are discussed.
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1 Der turbulente Nachlauf einer beheizten Kugel

Wenn eine beheizte Kugel entgegen dem Schwerefeld von einem inkompressiblen, viskosen

und wirmeleitenden Fluid (NEwTONsches Fluid) umstrémt wird, dann kann man deren

Nachlaufgebiet grob in drei Bereiche unterteilen (Abbildung 1):

Unmittelbar hinter der Kugel bis in eini-
ger Entfernung stromab (I) wird sich ein
instationiires Stromfeld zeigen, welches durch
Ablosungen des Fluids von der Kugeloberfliche
und durch Riickstromgebiete charakterisiert
ist. Dieser Bereich ist rein analytischen Me-
thoden nicht ohne weiteres zugénglich.

Weiter stromab der Kugel (II) geht dieser
in einen im zeitlichen Mittel stationdren
Bereich iiber, in welchem die Auswirkungen
der Kugel (Impulsverlust, Auftrieb) noch
deutlich erfaffbar sind, die Turbulenz' im
Stromfeld aber von gleichméifiiger Natur ist.
Dieser mittlere Bereich des Nachlaufs wird im
folgenden als ferner Nachlauf bezeichnet. Er
ist der Analytik teilweise zuginglich und soll
in diesem Beitrag beschrieben werden.

Noch weiter stromab (III) werden die Auswir-
kungen der Kugel auf das Fluid durch dessen
Viskositit immer weiter in die Auflenstromung

verteilt, sodaB8 sich das Nachlaufgebiet prak-
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Abbildung 1: Einteilung des Nach-
laufs in drei Bereiche am Beispiel der

Strémungsgeschwindigkeit .

tisch nicht mehr vom Stromfeld der Auflenstromung unterscheidet.

Betrachtet man den fernen Nachlauf genauer, erkennt man die Uberlagerung zweier Effekte:

erstens eine Verringerung der Stromungsgeschwindigkeit @ zur Symmetrieachse hin auf-

grund des durch die Haftbedingung auf der Kugeloberfliche entstehenden Impulsverlustes,

'allg. Erliuterungen zur Turbulenz finden sich unter anderem in: [LucT 1979 S.220 ff] [SCHLICHTING
1982 S.454 ff.] [Z1EREP 1987 S. 120 ff.] [PRANDTL et al. 1990 S. 182 fI.] [GERSTEN & HERwWIG 1992 S. 42 ff.,

482 ff.] [MULLER & EHRHARD 1999 S. 50 ff]
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beheizt und zweitens eine Erhéhung dieser

unbeheizt

Stromungsgeschwindigkeit im Zen-
trum des Nachlaufs durch den Auf-
trieb des an der Kugel erwirmten

Fluids (Abbildung 2).
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T Abbildung 2: Qualitative Darstellung

Woo des Temperatur— und Geschwindigkeits-

verlaufs im fernen Nachlauf der Kugel.

2 Mathematische Formulierung des Nachlaufs

2.1 Grundgleichungen und integrale Bilanzen
2.1.1 Grundgleichungen

Ausgangspunkt zur mathematischen Beschreibung des Stromfeldes sind die Grund-
gleichungen der Massenerhaltung (Kontinuitédtsgleichung), der Impulserhaltung (NAVIER-
STOKES-Gleichungen) und der Energieerhaltung in Zylinderkoordinaten (Abbildung 3).
Das zu beschreibende Stromfeld ist dreidimensional und instationér.

Kontinuititsgleichung [BIRD et al. 1960, S. 83(B)]:

00 10 190 9 _ k_g]
2 Lo oru) Lol (o) + 5 (qu) =0 EAR 0

NAVIER-STOKES-Gleichung in 7-Richtung [BIRD et al. 1960, S. 85(D)]:

ou ou viu o ou\__dp
e\at " “or rdp r Yoz or

]2 (L2 ) A 2u 2o ), ] @
Blor \For 2002 r20p 022 e ’
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NAVIER-STOKES-Gleichung in ¢-Richtung [BIRD et al. 1960, S. 85(E)]:

8_t+ or +'r‘(9<p+ T J””&

(81} ov vdv wv (91))_ 10p
r Op

+u 9 (lﬁ (’I"U)) i&+3@+82v + -
or \ror 72002  120p 022 09y m>
NAVIER-STOKES-Gleichung in z-Richtung [BIRD et al. 1960, S. 85(F)]:
(Qlﬁ+u(9w L2 v Ow +w8_w) _ _Op
ot 0 8(,0 8z) 0z
LD (ou), Lo Tul, A @
ror \' or 72 9p? 022 e9z m3| "’
Energiegleichung (A = konstant) [BIRD et al. 1960, S. 319(B)] 2
(6_T+ 6T+vaT+sz)_ 13(3_T> 82T+82T
o \ ot 0 Oy 9z) = "|ror \"or r20p2 | 922
caf () @)+ (5)
1 \ar r P (5)
@ isy) ~Ga) bl [
Fl\ez 7 7 dp r 0 m3] "’

Randbedingungen an der Kugel (z2 +7r2= ‘f1—2):

u=0, v=0, w=0, T=Tyw (Kugeloberfliche), (6)

Randbedingungen fiir den fernen Nachlauf (z >> 0):

r=20 u=0, v=0, a—w=0, a—T:0 (Symmetrie) ,
or or )
00 V= Voo, W Weo, T =T, %—)O (AuBenfeld)A1)3.

REYNOLDS-Ansatz fiir turbulente Strémungen:

Die Strémungsgrofien u, v, w, p und T werden mittels des REYNOLDS-Ansatzes f = f +
f’ als Summe aus den zeitlich gemittelten Gréfen und deren Schwankungsgréfen in den

Gleichungen ersetzt [ZIEREP 1987 S. 121 f£]*. Da das Problem nur im zeitlichen Mittel

2 ..pn{...} sind Terme der viskosen Dissipation
3A1) — A21) sind Verweise auf die Anmerkungen
f wird als allgemeines Symbol fiir andere Gréflen verwendet
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betrachtet werden soll, werden die Gleichungen anschliefiend zeitlich gemittelt. Dadurch
fallen isolierte Schwankungsgréfien und Produkte von Schwankungsgréfien mit gemittelten
Groflen aus den Gleichungen heraus. Lediglich Produkte von Schwankungsgréfien und deren

Ableitungen bleiben den Gleichungen erhalten [SCHLICHTING 1982 S.568 ff.]42).

Vereinfachungen:

Indem man die Beschreibung auf den fernen Nachlauf beschrinkt, kann als erste Vereinfa-
chung der Gleichungen die Zeitableitungen zu Null gesetzt werden. Wir erhalten somit ein
im zeitlichen Mittel stationires Problem.

Als weitere Vereinfachung bietet sich an, die im zeitlichen Mittel gegebene Rotationssym-
metrie beziiglich der z—Achse auszunutzen und alle Bewegungen und Bewegungséinderungen
in ¢-Richtung aus den Gleichungen zu streichen. Das Problem ist damit auf ein zweidi-
mensionales reduziert.

Da im fernen Nachlauf keine grofien Geschwindigkeitsgradienten zu erwarten sind, kdnnen in
der Gleichung der Energieerhaltung die Quellterme der viskosen Dissipation vernachléssigt
werden [BIRD et al. 1960, S. 319).

An &dufieren Beschleunigungskriften wirkt nur die Erdbeschleunigung in negative z-Rich-
tung, wodurch g, = 0 und g, = —g gilt.

Nach diesen Vereinfachungen hat das Gleichungssystem folgende Form:

Kontinuitdtsgleichung:

%%(mﬂ)ﬂLa%(gﬁ):O [kg] ;

NAVIER-STOKES—Gleichung in r—Richtung:

(ﬁ@_l_@a_E)—_@_l_ .2(12@@))4.@
e or 8z)  or H or \r Or 022

_g(@+aﬁ+a(—u'w—')> [ﬂ] | (9)

r or Oz m3

NAVIER-STOKES—Gleichung in z-Richtung:

(-8_%—8_@) __®_ |12 (62) L ow
e\"ar "oz )T "8 "H*lrar \"or 022
vw o)  ow? N (10)
—0 + — 09 [ ] )
T or 0z
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Energiegleichung;:
C ﬂ@ + —@ =\ 12 @ + ﬂ
e \"a Tz ) T~ rar "ar 072
7T OWT) O [W] (11)
—0 + + — .
T or 0z m3

Hierbei handelt es sich um ein System inhomogener, nichtlinearer, zweidimensionaler,
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Randbedingungen an der Kugel

(z2 +7r?= ‘2—2) lauten:

u=0, w=0, T=Tw (Kugeloberfliche), (12)

die Randbedingungen fiir den fernen Nachlauf (z > 0) lauten:

ow T
r=0 : w=0, —w=0, 8—20 (Symmetrie) ,
or or
_ = ou (13)
rT=>00 ! WD W, 1T 2T, E—)O (Aufienfeld) .

2.1.2 Integrale Bilanzen

Impulsbilanz:

Die Vereinfachungen der Grundgleichungen
(Gleichungen (8 — 13)) zu den Grenzschicht-
gleichungen (Kapitel 2.2.4 und 2.2.5) mittels
einer separaten Skalierung setzen sehr unter-
schiedliche Ausdehnungen des Nachlaufs in z—

und 7 Richtung voraus (Grenzschichtcharak-

ter). In der Nihe der Kugel ist diese Voraus-

setzung verletzt, die Grenzschichtgleichungen Ay, 2z —0

sind hier nicht giiltig®. Gerade hier aber ist die

Haftbedingung auf der Kugeloberfliche (Glei-

Woo

chung (12)) zu stellen, welche den Impulsver-
lust der Strémung und somit die Gestalt des  Abbildung 3: Kontrollraum fiir die inte-

Nachlaufs verursacht. Ein Weg, den Einflu  gralen Bilanzen.

5Hierin liegt die mathematische Begriindung der Betrachtung des fernen Nachlaufs
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der Kugel auf das Stromfeld zu beriicksichtigen, ist eine integrale Impulsbilanz. Hierzu wird
ein Kontrollraum gewé&hlt, der stromauf des Ursprungs (Kugelmittelpunkt) und senkrecht
zur Stromungsrichtung durch die ungestorte Auflenstrémung begrenzt wird und stromab
an der aktuellen Stelle z endet (Abbildung 3). Er hat die Form eines Zylinders mit der
Grundfliche A,, der Deckfliche As und der Mantelfliche A;. Es mufi die Summe aller an
der Kontrollraumoberfliche angreifenden Impuls— und Druckkréfte und die direkt am Fluid

wirkenden Widerstands— und Auftriebskriifte Null ergeben [ZIEREP 1987 S. 101 f£.]4%):

oo (o 0] z
0 = 27r/'r(poo dr+27rg/r w2 W) dr—27rrg/fwooﬂdz
0 0 —oo
z (14)
—gw 2 nd’cy + 2mg // 0)drdz [N] .
—o0 0
Waéirmebilanz:

Die dem Fluid zugefiihrte Wirme durch die Beheizung der Kugel muf} aus den oben genann-
ten Griinden ebenfalls iiber eine integrale Bilanz beriicksichtigt werden. Auch hier wird der
in Abbildung 3 dargestellte Kontrollraum verwendet. Es miissen die in den Kontrollraum
hinein— und aus ihm herausstromenden konvektiven und konduktiven Wirmestrome in der

Summe mit der Heizleistung der Kugel Null ergeben44):

oo o0
0 = Q+2ﬂgap/rwooToo dr — 27rgcp/r (ﬁT+T’w’) dr
0 0

z oo 5T (15)
—2mpcyT / T dz+27r)\/r§ dr (W] .

2.2 Vereinfachung und Umformung des Gleichungssystems
2.2.1 BOUSSINESQ—Approximation fiir Auftriebsterme

Im gesamten Stromfeld wird die Dichte als konstant vorausgesetzt (inkompressible Stro-
mung). Da die Auftriebswirkung des erwirmten Fluids gerade von dessen Dichteiinderung
hervorgerufen wird, muf sie in irgend einer Form beriicksichtigt werden. Die BOUSSINESQ-
Approximation verwendet hier die Temperatur T' und besagt unter der Voraussetzung kon-
stanter Stoffeigenschaften u, A und c,, daff in den Auftriebstermen der Gleichungen (10,
14) 0 = 0o (1 -« (T — Too)) wird und ansonsten ¢ = po, = konstant gilt [PRANDTL et
al. 1990 S. 314 ff.][MULLER & EHRHARD 1999 S. 5 ff.]. Der hydrostatische Druckanteil
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148t sich dann einfach aus dem Problem eliminieren, sodaf§ nur noch der strémungsbedingte

Druckanteil zu beriicksichtigen ist4%).

2.2.2 Massenstrombilanz

In den integralen Bilanzgleichungen (14, 15) konnen unter Verwendung der Massenstrom-

bilanz am Kontrollraum+6)
A o0
_ _ kg
TOooT / Udz = Tox /r (weo — W) dr [?] (16)
—00 0

die Integrale tiber dz umgeformt werden in Integrale iiber dr.

2.2.3 PraNDTLsches Mischungswegmodell

Das entstandene System aus vier nichtlinearen, inhomogenen, zweidimensionalen, partiel-
len Differentialgleichungen zweiter Ordnung#?) mit dessen Rand— und Integralbedingungen
beinhaltet die sieben Unbekannten %, @, T, Pagn, ¢, w' und T’. Um das Gleichungssystem
zu schlieflen, kénnen die Schwankungsgréfien mittels eines Turbulenzmodells durch die ge-
mittelten Grofen dargestellt werden. Der Mischungsweg-Ansatz von PRANDTLS erlaubt

dies mit den Ansitzen

w w T
w'=—lmg—w, u'zlm?E und T':—la

or Tor - (17)

Bei den hinzugekommenen Gréflen I, und [; handelt es sich um kinematische bzw. thermi-
sche Mischungsweglidngen. Dies sind die einzigen Groéfien im Gleichungssystem, die durch
Experimente bestimmt werden miissen, somit aber in den Gleichungen als gegeben angese-
hen werden diirfen®).

Im allgemeinen unterscheidet sich der kinematische Austauschprozefl vom thermischen, da
die Austauschmechanismen von Impuls und Wirme in einer turbulenten Strémung nicht
identisch sind [SCHLICHTING 1982 S. 772 fI.]. Bei der Anwendung des PRANDTLschen Mi-
schungswegmodells kann man aber nidherungsweise vom gleichen Austauschmechanismus

ausgehen. Dadurch wird das Verhiltnis der Austauschgréffen von Impuls (A;) und Wérme

fallg.  Erliuterungen zum Mischungswegmodell finden sich unter anderem in: [PRANDTL 1925
[ScHLICHTING 1930] [ScHLICHTING 1982 S. 591 fI., S. 740] [ZiEREP 1987 S. 137 fi.] [GERSTEN & HERWIG
1992 S. 401 ff., 482 ff)
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(Ag), also die turbulente PRANDTL-Zahl Pr; ~ 1 und somit !, ~ [, ~ | [SCHLICHTING
1982 S. 724 ff.][MULLER & EHRHARD 1999 S. 39]49).

Unter Verwendung der kinematischen Viskositit v = Z)%S und der Temperaturleitfihigkeit

K = ﬁ lassen sich die Grundgleichungen und die integralen Bilanzen nun wie folgt for-
mulieren:

Kontinuitétsgleichung:

u Jdu Oow
;+E+$_O’ (18)

NAVIER—-STOKES—Gleichung in r—Richtung:

—aﬁ_|_—aH i_apdy"_+y 1@_E @ ?Q_E

or 92 poo OF rdr 12 Or? 922
—p(L(EY om0 (19)

r \ Or Or Or? Or 0rdz | ’

NAVIER—STOKES-Gleichung in z—Richtung:

0w | 500 LWHGG_@ O a%)

“WJ””E:_QOC 0z T8r+8r2+822

2 — 527 2 (20)
+l2(1 <aw> +28waw—2%8w>+ag(T—Tw) |

r \or 8r 6r2 " 8r oroz
Energiegleichung:
o, 9T _ (10T &T o7
“F\ror T T 822

12<18w87 T *w 0woT T 8%w awaﬂT) (21)

roror Lo o T ar o 9rords  or ord

Randbedingungen im fernen Nachlauf (z > 0):

r=0 : @=0, —w=0, 8—T=0 (Symmetrie) ,
or or
_ — ou (22)
T I WD W, T =T, a——)O (Auflenfeld) ,
T

integrale Impulsbilanz:

o0 (o] [o 0]

1 - . 0w\ ?

0= Q;(]/r(pdyn,oo — Dagn) dr+0/r('woow—'w2) dr — /'rl2 (W) dr
0

o0 (23)

—o0 0
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integrale Wirmebilanz:

[eo]

Q / _/ 20w 0T / or
27T0<>ocp+ T wT wT) dr J lara dr+ kK | r—dr. (24)

2.2.4 Entdimensionierung und separate Skalierung

Um die Gleichungen (18 — 24) weiter zu vereinfachen, macht man sich den Grenzschichtcha-
rakter des Stromfeldes zunutze. Grenzschichtcharakter meint hier, daf§ die Ausdehnung des
Nachlaufs in Stréomungsrichtung (z—Richtung) deutlich gréfler ist als senkrecht zu ihr (r—
Richtung). Dieser Unterschied wird durch eine separate Skalierung bei der Entdimensionier-
ung der Gleichungen beriicksichtigt. D.h. die dimensionsbehafteten Stromungsgrofien wer-
den moglichst mit solchen Gréofien entdimensioniert, dafl dimensionslose Stromungsgréfien in
der GroBenordnung O(1) entstehen'%). Hierbei wird der unterschiedlichen Ausdehnung des
Nachlaufs beziiglich der Koordinaten durch den Faktor ¢ < 1 Rechnung getragen [GERSTEN
& HERrwic 1992 S. 132 ff.][MULLER & EHRHARD 1999 S. 106 ff.].

Die axiale Stromungsgeschwindigkeit w wird mit der Geschwindigkeit der ungestérten An-
stromung w entdimensioniert, der stromungsbedingte Druckanteil pgy, mit dem doppelten
Staudruck der Anstrémung. Die Temperaturdifferenz zwischen fernem Nachlauf und Aus-

senstromung T — Ty, wird mit einer charakteristischen Temperaturdifferenz

Q

AT = ——=
27 oo Cprd

(25)

als Funktion des an das Fluid abgegebenen Wéirmestroms Q entdimensioniert. Die
Mischungsweglinge ! wird in der GréBenordnung der Nachlaufbreite erwartet!). Die-
se Uberlegungen und die Annahme, daB die Nachlaufbreite im Bereich des fernen Nach-
laufs in der Groflenordnung des Kugeldurchmessers liegt, fithren zu folgenden Ent-

dimensionierungsvorschriften:

T Z = W w_u
R d’ £’ w Weo ug
L _ £ —é _ T— Too Pd = pdyn (26)
d’ AT YT poow?d,
A12)

Aus der Kontinuitéitsgleichung (18) folgt sofort, daf ug = ewe, gewihlt werden kann
Fiihrt man die dimensionslosen Kennzahlen'® REYNOLDS-Zahl Re = w—';l'—ﬁ, GRASHOF—

Zahl Gr = M# und PRANDTL-Zahl Pr = £ ein, erhilt man folgende Gleichungen:
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Kontinuitédtsgleichung:

U 0oU oW

R Tortaz =0 (27)
N N N
o(1) 0o(1) o

NAVIER—STOKES-Gleichung in R—Richtung:

22 U@eri)__ Olayn & (1@_2 o°U 2@)
S \"or""8z)” " "or Re \ROR R ' QR: ' 872
O(g?) S~~~ ~—~— S—— NS T Y S

o) o) oPamy OG0 o oy o)

OR
o (l<aW>2 W FW oW a?W) (28)
<~ \R\oR) "”9R 0R? OR OROZ )’
O(L?) e —— ~—
o(1) o(1) 0(e)

NAVIER-STOKES-Gleichung in Z-Richtung:

. (U@+W@> __ 9Py L L <18W+32W+6252W>
~~\_ OR oz ) 07 Re \ROR 0OR? 072
O(e) N N T—/ \,1./ S—— N W;—/
0(1) o(1) O(EBL;‘ZE) O(E) 0(1) o(1) O(e?)
\ o2 (l<£)2 W ST oW a?W) Gr (29)
<~ \R\? “OR 0R? " OR OROZ Re?  °
O(L2) “——— ~ ~~ - N e’
o(1) o(1) O(e) 0(Z50)
Energiegleichung:
_00 .00 1 166 86 ,5°0
\6/<Uﬁ+wa—z) = PrRe (E@“LW*E W)
O(¢) S N — N — Y N N
0©) 0®)  Omm) 00 0E) 0P
L2 (1@@+@32W+3Wa2@_ . (@ OW | oW 8°0 )) (30)
<~ \ R OR OR. ' OR ORZ ' OR OR2. ~~\ORORJZ ' OR ORIZ))’
o) T~ T Y~ 0 T

0(©) 0(0) 0(o) 0(©) 0(©)

Randbedingungen im fernen Nachlauf:

ow 00

R=0 U=0, ﬁzo, B—R:O (Symmetrie) ,
— _ oU (31)
R—>x : W-1, 620, @—)0 (Auflenfeld) ,




2.2 Vereinfachung und Umformung des Gleichungssystems 11

integrale Impulsbilanz:

oC o0
.
% /R(denoo Barn dR+/RW W) dR— I /R(W) dR
~~ 0 O(L2 )0
o) ™ —~ .2 - . N —
O(Aden) 0(1) O(l)
(32)
/ RO dR d7 ,
7 S—— _c0 0
(0] - ~
(ERe ) O(_)
integrale Warmebilanz:
T oW 00
— 2 — — —
J/_@//RwedRJFRL /RaRaRdR /R dR . (33)
O(1)  O(Re)D O(Re12)
N ——— —_—— )‘—v—“
0(6) 0(0) 0(©)

2.2.5 Grenzschicht—Approximation

Die einzelnen Terme der Gleichungen (27 — 33) werden nun beziiglich ihrer Gréfienordnun-
gen ndher betrachtet. Ziel ist es, nur die Terme in fithrender Ordnung in den Gleichungen
zu belassen und alle anderen Terme, deren Grofienordnung deutlich kleiner ist, zu ver-
nachléssigen.

In einer freien, turbulenten Strémung, wie sie im fernen Nachlauf vorliegt, ist der turbulen-
te Austausch aufgrund der vorhandenen Schwankungsgréfien wesentlich effektiver als der
molekulare. Dies hat zur Folge, dafl die molekularen Reibungseinfliisse gegeniiber den tur-
bulenten in den Hintergrund treten. In der NAVIER-STOKES-Gleichung in Z-Richtung (29)
gilt demgemifl O (%) < O (L?), was fiir grofle Re-Zahlen erfiillt ist. Weiterhin sollen der
Tragheitsterm und der Term der turbulenten Reibung im Problem verbleiben, also muf}
O (L?) = O (¢) sein.

In der NAVIER-STOKES—Gleichung in R-Richtung (28) tritt ebenfalls fiir grofle Re-
Zahlen der molekulare Reibungsterm gegeniiber dem turbulenten in den Hintergrund
(O(%;) <O(e)). Um die Gleichung erfiillen zu kénnen, muf der Druckterm von
der Gréflenordnung O(e) sein. Das bedeutet, dafl der Druckgradient senkrecht zur
Stromungsrichtung sehr klein ist, in der Grenzschicht also praktisch der Druck der Aus-
senstrémung vorliegt.

Da der stromungsbedingte Druck der Auflenstréomung in Stromungsrichtung konstant ist
("§° w?, = konstant), kann er sich wegen der vernachlissigbar kleinen Anderung im Nach-

lauf lings Z kaum &ndern. Der Druckgradient in Z-Richtung (Gleichung (29)) ist so-
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mit {iberall von der Groéflenordnung O(e). Fiir den Auftriebsterm in Gleichung (29) kann
zunichst keine Aussage iiber die Gréflenordnung gemacht werden, da die GRASHOF-Zahl
prinzipiell beliebig sein kann. Der Auftrieb wird hierbei als kleine Stérung des Stromfeldes
aufgefafit, um die Losbarkeit des Gleichungssystems zu gewihrleisten.

Auch in der Energiegleichung (30) kann aus oben genannten Griinden der molekulare
Wéirmetransport gegeniiber dem turbulenten vernachlissigt werden. Dies fithrt wegen
0 ( Br Re) < O (L?) zu O(Pr) = O(1). Wegen der in den NAVIER-STOKES-Gleichungen
gefundenen Beziehung O (L?) = O (g) bleibt sowohl der konvektive als auch der turbulente
Warmetransport im Problem erhalten.

In der integralen Wéarmebilanz (33) muf8 der fiilhrende Term der rechten Seite von der
Grofenordnung O(1) sein, also O(Re®) = O(1). Physikalisch betrachtet wird bei gréfier
werdender REYNOLDS-Zahl (z.B. durch steigende Strémungsgeschwindigkeit) die Tempera-
turdifferenz von Nachlauf und Auflenstrémung abnehmen. Die beiden iibrigen Terme der
rechten Seite kénnen wegen O(L? Re ®) < O(1) und O ( ) < O(1) vernachlissigt wer-
den.

In der integralen Impulsbilanz (32) soll der Widerstandsterm in fithrender Ordnung erhalten
bleiben, also von Ordnung O(1) sein. Es mufl demnach O (%) = O(1) gelten. Der Auf-
triebsterm bleibt analog zur NAVIER-STOKES-Gleichung in Z—Richtung (29) ohne genauere
Angaben zur Grofenordnung bestehen. Da die Anderung des Druckes in R-Richtung von
O(e) ist, kann die Druckdifferenz zwischen Auflenfeld und Nachlauf auch nur von O(e) sein
und somit vernachlissigt werden. Der turbulente Term fillt wegen O(¢) < O(1) heraus.

Die so vereinfachten Grenzschichtgleichungen lauten:

Kontinuititsgleichung:

U oU oW
4
rtort oz =" (39
NAVIER-STOKES-Gleichung in R-Richtung:
OPgyn
—ayn _ 35
55 =00 (35)

NAVIER-STOKES-Gleichung in Z-Richtung:

_OW oW I*[1 (oW’ _oWOW)\ Gr —

Vor t Wz = ?(E (55) oR 6R2) RO TOE . (30)
Energiegleichung:

00 _00 L[?2(10W00 0o (000w €

VortWaz = ?(Eﬁ@*w (ﬁﬁ)) o(z:) (87)
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Randbedingungen im fernen Nachlauf:

— ow 00 .
R=0 : U=0, ﬁ-o, a—R——O (Symmetrie) ,
_ _ oU (38)
R— oo W-=1, 60, 8R-—>0 (Auflenfeld) ,
integrale Impulsbilanz:
o0 Z oo
Gr —
/ ' //R@deZ-l—O(e) , (39)
0 —oo 0
integrale Wirmebilanz:
[e.¢]
Re / RWO dR+0(e) . (40)
0

3 Losung des Gleichungssystems

3.1 Potenzansitze fiir U, W und ©

Um das Gleichungssystem (34 — 40) beziiglich W, U und © zu lésen, werden diese Grofien
als asymptotische Ansitze formuliert und in den Gleichungen ersetzt. Mit der Einfithrung

einer Entwicklung fiir grofle Werte von Z wird eine kleine Variable

- 1

als Potenzansatz von Z definiert. Fiir Z — oo strebt diese wegen m > 0 gegen den
Grenzwert ¢ — 0. Da im fernen Nachlauf die Abweichungen der Strémungsgréfen W, U
und © zu deren Grenzwerten der Auflenstrémung (W — 1, U — 0, © — 0) immer geringer

werden, folgen hieraus die asymptotischen Ansétze

W = 1-éWo-W;—..., (42)

U = 0460, +8U1 +..., (43)

O = 04+66,+8°01+..., (44)
Al4).

wobei wegen £ < 1 Terme hoherer Potenzen von € vernachlissigt werden diirfen
Nach der Grenzschicht—Approximation befinden sich in den jeweiligen Gleichungen mit

Ausnahme der Auftriebsterme nur noch Terme in der gleichen Gréflenordnung. In erster
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Néherung werden nun die jeweils fithrenden Terme unter Beriicksichtigung von £ beibehal-
ten. In zweiter Ndherung folgen die Gleichungen mit den Termen der néichst héheren Ord-
nung. Die Auftriebsterme werden hierbei in der zweiten Niherung beriicksichtigt, weil eine
Beschreibung fiir schwachen Auftrieb entwickelt werden soll. Hierzu mufl O (;’;—22@) < 0O(8)
sein.

Der Widerstandsbeiwert ¢, ist von der REYNOLDS-Zahl abhiingig und wird je nach dessen

‘Wahl der Literatur entnommen.

3.1.1 Gleichungssystem in erster Niherung

Das Gleichungssystem der ersten Niherung beschreibt die Geschwindigkeitsprofile in R-
und Z-Richtung (vgl. auch SWAIN 1929) und den passiven Wirmetransport in der fernen
Nachlaufstréomung;:
Kontinuitatsgleichung: L . o

%_'_ Uy OW, Wy 0¢

R OR 0Z £0Z

NAVIER-STOKES-Gleichung in Z-Richtung:

_ - .\ 2 o
oWy Wy 0 EL? (1 (oW, oWy 8?Wy
0, 0=, 2 (220 hadlh = 4
oz tzoz" < \R\or ) T*er ore | =" (46)
Energiegleichung:
o, Byoe , er? (10Wodby , 0 (WpdEn)) n
0Z = €0Z e \ROR 6R OR\OR OR )| '’
Randbedingungen im fernen Nachlauf:
= Wy 90 :
R=0 Up=0, W—O, 3R =0 (Symmetrie) ,
— — ol (48)
R—> oo Wo—0, ©G;—0, @——)0 (AuBenfeld) ,
integrale Impulsbilanz:
o0
é/RWEdR:(l;“'—G, (49)
0

integrale Warmebilanz:

o0
5Re/R'eE dR=1. (50)
0
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3.1.2 Gleichungssystem in zweiter Niherung

Im Gleichungssystem der zweiten Niaherung werden nichtlineare Korrekturterme und der

Auftriebseffekt beriicksichtigt:

Kontinuitétsgleichung:

U1 oL oW Wios

NAVIER-STOKES-Gleichung in Z-Richtung:

Oy Wi02 el (1 0WooW:  OWy O*Wh | oW 0%y
0z €2 97 e \R OR OR OR OR? OR OR?
— 2
_ W oW Wo 06 Gr — (52)
T "%z Y8R T & 0Z  écRe?
Energiegleichung:
8__@—1 @§5_2+g 1 8W08®_1+8W1_8@6 K oW,y 00, 8W18®_0
0z = &2 07 € OR OR OR OR OR \ OR 8R OR OR
_ 08 00, Wody 0e Y
- az “8R £ 9z’
Randbedingungen im fernen Nachlauf:
o awm . e |
R=0 : U;=0, 3R =0, 3R =0 (Symmetrie) ,
. _ U, (54)
BR300 : Wi—-0, 6,-0, ﬁ_)() (AuBenfeld) ,
integrale Impulsbilanz:
o oo G 7 oo
[ — r e
/RW1 dR_/RWU aR- 7 / /ERG)O dR dZ , (55)
0 0 —o0 0
integrale Wirmebilanz:
[00] o0
/ RO dR — / RW, 0, dR (56)
0 0

3.2 Ahnlichkeitstransformation und Lésung der Gleichungssysteme

Die Gleichungssysteme beider Naherungen sind partielle Differentialgleichungen in R und

Z. BEs wird erwartet, da} die Geschwindigkeits— und Temperaturprofile der Stromung im
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fernen Nachlauf einander dhnlich sind und lediglich durch das Anwachsen des Nachlauf-
durchmessers mit wachsender Entfernung Z von der Kugel gestreckt werden. Durch die

Einfithrung der Ahnlichkeitsvariablen

R

=2 (57)

als mitwachsende Koordinate sollen die partiellen Differentialgleichungssysteme (in R und

Z) in gewdhnliche (in 7)) iiberfithrt werden.

3.2.1 Ahnlichkeitstransformation der ersten Niherung

Die Strémungsgréfien Wy, Up, ©g werden als Produkte aus Formfunktionen (Fy, Gy, Hp)
in 7 und Amplitudenfunktionen (fo, go, ho) in Z beschrieben'®). Die Amplitudenfunktio-
nen werden hierbei als Potenzansitze von Z formuliert. In den asymptotischen Anséitzen
der Stromungsgrofien (Gleichungen (42 — 44)) ist mit € = - bereits ein Potenzansatz
eingefithrt. Dadurch kann eine der Amplitudenfunktionen zu Eins gesetzt werden4!6). Mit
fo(Z) = ZP =1 folgt:

Wo = F(n)fo(Z2) = F, (58)
Uo = Go(mg(Z2) = GoZ, (59)
Oy = Ho(mho(Z) = HoZ*. (60)

Die Ahnlichkeitsvariable 7 beriicksichtigt das Wachsen des Nachlaufdurchmessers bei wach-
sendem Abstand von der Kugel. Sie stellt eine modifizierte Koordinate R dar. Da sich die
Mischungsweglénge [ proportional zum Nachlaufdurchmesser verhilt [SCHLICHTING 1982,
S. 760], muf} dessen Ahnlichkeitsparameter ny, analog zu der Ahnlichkeitsvariablen 7 erzeugt
werden (Gleichung (57)), d.h.

L
M=o = konstant . (61)

Aus den Gleichungen (41, 57, 61) ergeben sich fiir die Differentiation und Integration fol-

gende Rechenvorschriften:
0¢ m Z

_ = — = n = — —
57 il OR=Z"0n, 0Z m}an. (62)
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Nach Einsetzen der Gleichungen (41, 57 — 62) in das Gleichungssystem der ersten Ndherung
(Gleichungen (45 — 50)) zeigt sich, daf fir
2 1 2

30 =3, 473 und s=0 (63)

die Abhingigkeiten von Z verschwinden und somit ein System gewohnlicher Differential-

m =

gleichungen” in n entsteht417). Weiterhin sind nun auch die GréBen

€:Z1§, n:Z—R% und ané (64)
als Funktionen von Z festgelegt.
Quadriert man n;, = ZL_ZIT und sieht Z3 analog zur Grenzschicht—Approximation in der
GroBenordnung O(1), dann muB 7?2 = O(L?) sein. Mit der Festlegung
n=¢ (65)

wird wegen O(¢) = O(L?) (Kapitel 2.2.5) diese Forderung erfiillt.
Das beziiglich der Formfunktionen Fy, Gg und Hj zu l6sende Differentialgleichungssystem
ergibt sich nun zu:

Kontinuititsgleichung:

gFé + §F0 +Gp+ %Go =0, (66)
NAVIER—-STOKES-Gleichung in Z-Richtung:
2F\F + %F(’,Q - gF(; - %Fo =0, (67)
Energiegleichung;:
F}HY + HyFY + %FéH(’) - gH{) - gHg ~0, (68)

Randbedingungen im fernen Nachlauf:

n=0 Go=0, Fj=0, Hy=0 (Symmetrie),
n— 00 Fp—0, Hy—0, Gj—0 (AuBenfeld), (69)
integrale Impulsbilanz:
00
0/ WFy =2, (70)

"Nach 5 abgeleitete Grofien werden im folgenden gestrichen dargestellt (g—f =1, g—;g ="
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integrale Warmebilanz:

Re / nHy dny=1 . (71)
0

3.2.2 Analytische Losung der ersten Nidherung

| I In Anlehnung an die analytischen
Fy physikalisch sinnvoller Bereich / Lﬁsungen fiir den ebenen Fall (Zylin der-
» n2 umstrémung) [SCHLICHTING 1982, S. 759

, Fy=c(c,-n")
PN . ff][SIEGEL & EHRHARD 1996] und fiir

den rotationssymmetrischen Fall [SWAIN

veale’ Losung 1929] wird der Losungsansatz

n Fo=q (02 - n%)2 (72)
Abbildung 4: Losungsansatz fiir die Form-
funktion Fy. und dessen Ableitungen Fj und Fj' in
die NAVIER—-STOKES-Gleichung (67) ein-
gesetzt. Ein Koeflizientenvergleich beziiglich der verschiedenen Potenzen von 7 ergibt die
Konstanten ¢; = 21—7 und ¢o € R.
Die Kontinuititsgleichung (66) 148t sich nach Einsetzen des Losungsansatzes fiir Fy direkt
integrieren und nach der Formfunktion Gy auflésen. Die dabei auftretende Integrations-
konstante wird wegen der Randbedingung auf der Rotationsachse (Gy = 0) zu Null und ¢
bleibt nach wie vor beliebig.
Es zeigt sich, dafl der Losungsansatz fiir die Formfunktion Fy nur im Bereich 0 < 7 < 62§
physikalisch sinnvoll ist (Abbildung 4). Fiir die integralen Bilanzen fiihrt dies zu der
Verdinderung der Integrationsgrenzen. Die Integration mufl nun auf den Bereich 0 < g < 02%
erstreckt werden. Auch die Randbedingungen im Auflenfeld sind nun bei = c§ zu erfiillen.
Die Stelle n =ng = CQ% kann als Rand des turbulenten Nachlaufgebietes aufgefait werden.
Die Auswertung der integralen Impulsbilanz (70) legt nun die Konstante ¢o in Abhéingigkeit
des Widerstandsbeiwertes ¢, fest mit ¢y = (%) %.
Da die turbulenten Austauschmechanismen fir Impuls und Warme als gleich angenommen
werden (Kapitel 2.2.3), zeigen die Erhaltungsgleichungen dieser Gréflen auch ein dhnliches
Aussehen (Gleichungen (67, 68)). Fiir die Formfunktion Hy bedeutet das, daB sie in der
Form der Funktion Fy gleichen sollte und sich lediglich in der Amplitude unterscheidet.

Dies fiithrt zu dem Ansatz
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Hy=c3 (2 - n%)Q . (73)

Das Einsetzen der Funktionen Hy und Fy in die Energiegleichung (68) liefert c3 € R. Aus
der integralen Wirmebilanz (71) folgt letztlich die Konstante c3 = 2—7%%.

Die Formfunktionen Fy, Gy und Hy sind nun als analytische Losungen der Differentialglei-
chungen mit den Rand— und Integralbedingungen (Gleichungen (66 — 71)) bekannt und

lauten:

2
1 (/105¢,\16 3
F0=2—7<<T) —77"’) ) (74)
n [(105cu\% 3\
Go=—gr [(F522)" —nt) (75)
16 105c,\ 5 s\
Ho = o Reoy ( 8 ) G (76)

Der Rand des turbulenten Nachlaufgebietes liegt bei

"R = (3}@) . (77)

A18)

Die Riicktransformationen in zunachst dimensionslose und dann in dimensionsbehaftete

Grofien liefert:

43 [/105¢,\ 3\
_ w Cw\ 10 T
W= Weo — Ooi - (( 3 > _ l) , (78)
27n} 23 dnr 22
dir [ /105¢,\ 5 3’
_ w T Cyp \ 10 r?
U = — ooi 5 << Bw) - l) 3 (79)
81n} 23 dng 2?2
16d3 AT 105 ¢y \ 10 A
_ Cw \ 10 T2
T =Tyt . (( o)™ - ;> , (80)
27T Recy 1} 23 dnp 22

mit dem Rand des turbulenten Nachlaufgebietes bei

1
105 5 2
TR = <T0w) ’ ni ds 23 . (81)
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3.2.3 Ahnlichkeitstransformation der zweiten Niherung

Im Gleichungssystem der zweiten Naherung (Gleichungen (51 — 56)) fithren Auftriebsterme
und Inhomogenitdten auf den rechten Seiten zu jeweils unterschiedlichen Formfunktionen
in den Potenzansitzen fiir Wi, U; und ©,. Aus diesem Grund werden hier zweigliedri-
ge Potenzansitze eingefithrt, wobei Terme mit dem Index a den Auftrieb beriicksichtigen
sollen und Terme mit dem Index b die iibrigen Inhomogenitdten. Auch hier werden die

Amplitudenfunktionen als Potenzansitze von Z formuliert:

Wl = Fla(n) fla(Z)+F1b(77) flb(Z) = FZ"+Fy z* ’ (82)
Ui = Gun)gia(Z)+GCGu(n)gu(Z2) = GuZ°+Gu2", (83)
©1 = Hio(n) hia(Z)+ Hi(n) hp(Z2) = HwZ'+HyZ" . (84)

Nach Einsetzen dieser Ansétze und der aus Kapitel 3.2.1 bekannten Abhéngigkeiten in die
Gleichungen der zweiten Ndherung werden diese nach dem oben diskutierten Grundgedan-

ken in zwei Gleichungssysteme separiert. Fiir die Exponenten

5 5
v=0, w=g, z=1 und y=3 (85)

verschwinden mit Ausnahme der integralen Impulsbilanz a) die Abhingigkeiten in Z und
es entstehen zwei gewohnliche Differentialgleichungssysteme in 7 419).

Die aus der ersten Ndherung gewonnenen Formfunktionen (Gleichungen (74 — 76)) und
Integrationsgrenzen werden in diese Gleichungssysteme eingesetzt. In der integralen Im-
pulsbilanz a) wird die untere Integrationsgrenze des Integrals nach Z von Z = —oo auf
Z = 0 verschoben. Dies ist ohne weiteres zulissig, da iiber die Temperaturabweichung ©q
von der Auflenstromung integriert wird. Der Auftriebsterm der integralen Impulsbilanz a)

l&sst sich nun integrieren, wodurch auch hier die Abhingigkeit in Z verschwindet.

3
Fiir die Unbekannten Fy,, Fip, Gia, G1p, Hio und Hj, erhilt man mit c¢p = (%‘“)

10

folgende zwei inhomogene, nichtlineare, gewthnliche Differentialgleichungssysteme zweiter

Ordnung mit Rand— und Integralbedingungen:
a) Kontinuititsgleichung:

n 1 1
gF{a - §F1a +G, + ;GM =0, (86)
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NAVIER-STOKES-Gleichung:

3
F' + ZFl —
T gk (=)

Energiegleichung:
3 2 3
Hila+2_( : §+1> le = 71 7y Hia
n Cy — 12 K (02—7”2)
3
6 ., ., 2 7\ o
1- F,=0,

+Re la Recwn ( 62—77% la

Randbedingungen im fernen Nachlauf:

n=0 Gi.=0, F,=0, Hj,=0 (Symmetrie),
2
n=c3 Fi, =0, Hy,,=0, 'a =0 (AuBenfeld) ,
integrale Impulsbilanz:
2
24
[ Gr
Fiodn=—-— 5=,
J N an Red 7’%

integrale Warmebilanz:

b) Kontinuititsgleichung:
M 4 ' 1
~F,+ = G -G =0
3 1b+3 1+ 1b+77 1b )
NAVIER-STOKES-Gleichung:
¢ g)s
3 2 — 1?2
F1"b+2—F1’b+—f*—gF1b = T,
1 7% (c2 - ) 24373
Energiegleichung:
n, 3 n? , 12
wt 5o 7 +1) Hy+— s~ Hib
27 Cy — 12 72 (cz—'fﬁ)
3\3
PRECINTNE S R S UV (e2 = %)
U 3 | M = T
Recy €Cw M co — 12 243 Recy 12

21

(88)

(91)

(92)

(93)

(94)
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Randbedingungen im fernen Nachlauf:

n=0 : Gip=0, F[,=0, Hj,=0 (Symmetrie),
2 (95)
n=cs Fip=0, H;p=0, G} =0 (Aulenfeld),
integrale Impulsbilanz:
2
3 )
Cy Cy
Fyp dn = 22
nFp dn = 225 (96)
0
integrale Wirmebilanaz:
o
/ Hy dn = -2 (97)
/ 77 1b 77 - 52 Re .

3.2.4 Nummerische Lésung der zweiten Nédherung

Die beiden Gleichungssysteme (86 — 91) und (92 — 97) kénnen nicht mit vertretbarem
Aufwand analytisch gelost werden. Deshalb wird eine nummerische Integration mittels
der Routine DCO2AD aus der mathematischen Harwell-Programmbibliothek durchgefiihrt
[HARWELL 1980]. Hierzu miissen die Differentialgleichungssysteme zweiter Ordnung durch
folgende Substitutionen in Differentialgleichungssysteme erster Ordnung iiberfiihrt werden

[EHRHARD 2000, Anhang]420):

a)
Ya = Flla - ylla = 1”a 3 (98)
Yoq = Fia — yl2a = Yia » (99)
Y3a = / NF1e dn — Y3a = NY20 » (100)
Yda = Gla ~— yfla = ,10, ) (101)
Ysa = H{a — yéa = Hila s (102)
Yoo = Hiq — y(ISa = Y5a » (103)
Y7o = / nH 1o dn - Y7a = 1 Y6a - (104)
b)

y1p = Fi, — v = Fip (105)
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Yo = Fip - Yab = Y1b » (106)
Ysp = /an dn - Ysp = N Y2b » (107)
yab = Gp — Yap = Gy (108)
ysp = Hip - Ysp = Hip (109)
yep = Hip - Yeb = Ysb » (110)
Yo = /"7H1b dn - Y75 = 1 Yob - (111)

Diese Substitutionen werden in die Gleichungen (86 — 91) und (92 — 97) eingesetzt. Eine
Auflésung der Gleichungen nach ygj (t=1,...,7; j = a,b) ergibt:

a) Kontinuitdtsgleichung:

1(n U
yf;a = 7_’ [§y2a - ?yla - y4ajl : (112)
NAVIER—STOKES-Gleichung:
1 3\2 3
1 8Grn: (C:)—nf) 3(62—715) 3n3
yll = - Yie t — V2| (113)
¢ 7](02—77%) 3Re3cyn? 2 2
Y20 = Yla » (114)
Energiegleichung;:
3 3
, L [,y 3 Wn(e-nt)  2(a-20%) w1s)
= 2 ——Y5q —
Ys5a 0 (62 _ n%) 72 Y6a 9 Y5a Recy, Y1a Recy, Yia | »
Yo = Y5a » (116)
Randbedingungen im fernen Nachlauf:
1=0: 1.=0, 32a=7, ¥3a=0, =0,
(117)

y5a:0a yﬁaz?, y7a:07




24 3 LOSUNG DES GLEICHUNGSSYSTEMS

Gr y 0
~ 537> da =¢
Re L (118)
y5a:?7 y6a=0, y7a=0, y4a:0a

n=c¢ : Yia=!, Y2a=0, Y3 =

integrale Impulsbilanz:

Y30 = 1M Y2a » (119)
integrale Wirmebilanz:
Y7a =N Yéa - (120)
b) Kontinuititsgleichung:
1| 49 n?
A N/ P AP , 121
Ui = [ g Y2~ 3w y4b] (121)
NAVIER-STOKES—Gleichung:
1 3\4 3
[ s
Yib = 3 943 - 5 Yib — 612y | (122)
n (02 - 772)
Yop = Y1b » (123)
Energiegleichung:
1 3\4
p 1 [32"72 (02_7]2) 19 1 3¢y
Ysp = 3 — 1272 Yeb — —5 Ysb
n (02 — 7)5) 243 Recy, 2
124
16’!](62—7’]%) . 24 (c2—2n%) (124)
Yoo = Ysb » (125)
Randbedingungen im fernen Nachlauf:
n=0: yu=0, yu=", y=0, yup=0,
(126)

ysp =0, wyep =7, yn=20,
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3 cy

=6 Y1b y Yoo v Y= g3y Uk )
e / (127)
:‘? = = =
yso =", veo =0, yn=rp, Yu=0,

integrale Impulsbilanz:

Yap = NY2 » (128)
integrale Wirmebilanz:

Y1b = 7 Y6 - (129)

Die Gleichungen (112 — 120) und (121 — 129) werden von der Rotationsachse aus (n = 0) zum
Nachlaufrand hin (n = c2%) integriert. Die Startwerte, also die Randbedingungen bei =0
(Gleichungen (117, 126)) miissen hierzu vorgegeben werden. Hierbei werden die noch unbe-
kannten Randbedingungen fiir yo; und ys; (j = a,b) durch einen Iterationsproze solange
veriindert, bis die bekannten Randbedingungen am Nachlaufrand (Gleichungen (118, 127))
erfilllt sind. Die Ergebnisse werden als Wertepaare n,y;; (i = 1,...,7; j = a,b) geliefert,
wobei 77 jeweils in 200 Schritten von 1 = 0 bis n = 02% 15uft. Eine Riicktransformation iiber
die Gleichungen (98 — 104) und (105 — 111) fiithrt dann zu den Losungen der Formfunktionen
Fi;,G1j und Hy; (j = a,b) der Gleichungen (86 — 91) und (92 - 97).

4 Diskussion der Ergebnisse

4.1 Ergebnisse der ersten Niherung

Die analytischen Ergebnisse der ersten Naherung (Gleichungen (78 — 81)) werden zunéchst
in dimensionsloser Form dargestellt. Die Entdimensionierung erfolgt hierbei nicht skaliert,

weil eine Verzerrung der Groflenverhéltnisse vermieden werden soll.

2
w -3 2
vy (2) (e -m3)" (130)
Woo 279}
u 1 2\ "3 2
U 3
—=—— (3) n(e—n) (131)
© 8l
— 2
— -3 2
g () ) o=
27 Recy nj



26 4 DISKUSSION DER ERGEBNISSE

Fiir die Amplituden der Geschwindigkeiten und fiir die halbe Nachlaufbreite zeigen sich die

von SWAIN gefundenen Proportionalitaten

und 7R 28 (133)

[SWAIN 1929][SCHLICHTING 1982, S. 754]. Die Temperaturverteilung wurde von SWAIN nicht
betrachtet. Sie wird hier in erster Naherung als Folge eines passiven Warmetransports durch
die Strémung beschrieben und zeigt wegen Pr ~ 1 eine zur Hauptstromungsgeschwindigkeit

w analoge Abhingigkeit

T-Ty 1
“_

. 134

GERSTEN verwendet einen Exponentialansatz zur Beschreibung des fernen Nachlaufs
[SCHLICHTING & GERSTEN 1997, S. 724 ff.]. Wihlt man die dort verwendete Konstante «
zu a = 0.043, zeigen die Vergleiche der Haupt— und Querstrémungsgeschwindigkeitsprofile

eine hinreichende Ubereinstimmung (Abbildungen 5, 6).

o

] == c a2 J= =
o 5 == r L“ _[L#
= y | \ ///
/ l/
0.00025 Re = 1o

e Re = 1000 -
I/ 0, =02 \ II n, =02
/ L
/ /

09 — = Genien. /d =20 = -0.0005 7 — = Geruen. /d =20 —
——== Genven. Jd = S0 \ l/ — ol = 20

/4 —d = 20 / === Gersen. /d = 50

4 —_— d =8 S — V=0

4 \:y

-0.00075
0 1 2 3 0 [ 2 3
r/d r/d

Abbildung 5: Vergleich der Hauptgeschwin-  Abbildung 6: Vergleich der Quergeschwin-

t/w

digkeitsverteilungen mit GERSTEN. digkeitsverteilungen mit GERSTEN.

Fiir verschiedene vertikale Absténde von der Kugel werden in den Abbildungen 7, 8 und 9
die Profile der Haupt— und Querstromungsgeschwindigkeiten und der Temperaturdifferenz
dargestellt. Um einen Vergleich mit den analytischen Lésungen des ebenen Falls (Zylinder-
umstrémung) von SIEGEL zu ermdglichen, wird dessen Parameterwahl Re = 1000, n = 0.2
bei den vertikalen Abstinden Z = 10, 20, 40, 80 und 160 von der Kugel iibernommen [SIE-
GEL & EHRHARD 1996]. Der Widerstandsbeiwert der Kugel ergibt sich aus der REYNOLDS-

Zahl nach SCHLICHTING zu ¢, ~ 0.5 [SCHLICHTING 1982, S.17].
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Der Impulsverlust an der Kugel fiihrt im Zentrum des fernen Nachlaufs zu einer Verrin-
gerung der Hauptstromungsgeschwindigkeit (Nachlaufdelle) (Abbildung 7). Mit zuneh-
mendem Abstand von der Kugel reicht die Breite dieser Nachlaufdelle immer weiter in

die Auflenstrémung hinein (rg o zé), wahrend deren Amplitude immer weiter abnimmt

(1 ) o 3.
Die  Querstromungsgeschwindigkeit  ist . e

wegen des Aufliillens der Nachlaufdelle Fl e gy o _',"';; =

zur Rotationsachse hin gerichtet und hat = ,./";7

ihr Betragsmaximum an der Stelle des 0'9’// R;;I?zo B
grofiten  Geschwindigkeitsgradienten der /

Hauptstromungsgeschwindigkeit ~ (Abbil- 08 [ —— =
dung ). e
Die durch die beheizte Kugel zugefiihrte ol | | |

Wirme e filhrt zu einer Tempe- r/d
armemeng zu - emer p Abbildung 7: Hauptgeschwindigkeitsvertei-

raturerhbhung des  Nachlaufzentrums
(Abbildung 9). Analog zur Haupt-

stromungsgeschwindigkeit wird diese Wiarmemenge mit zunehmendem Abstand von der

lungen fiir verschiedene z/d.

Kugel in die Aulenstromung verteilt.
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Abbildung 8: Quergeschwindigkeitsvertei- Abbildung 9: Temperaturverteilungen fiir

lungen fiir verschiedene z/d. verschiedene z/d.

Bei vergleichbaren Abstinden vom umstromten Korper fillt der Impulsverlust und somit
die Nachlaufdelle im rotationssymmetrischen Fall kleiner aus als im ebenen (Abbildung
10) [SIEGEL & EHRHARD 1996]. Dies ist durch den geringeren Widerstandsbeiwert® und

durch die in alle Richtungen (rundum) vorliegende Auflenstromung zu verstehen. Die durch

8Zylinder: c.(Re = 1000) ~ 1 [SCHLICHTING 1982, S. 17]
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das Auffiillen der Nachlaufdelle verursachte negative Querstrémungsgeschwindigkeit fillt

dementsprechend auch geringer aus (Abbildung 11).

Da im Gegensatz zum ebenen Nachlauf

der rotationssymmetrische Nachlauf aus al-

/ - len senkrecht zur Rotationsachse stehen-
9 = Re = 1000
- =02 den Raumrichtungen aufgefiillt wird, fallt

Tl/u
\
\
1
\
\

o Wi &

dessen Breitenzunahme mit gréfler wer-

0g — — - Siegel, = 40— dendem Abstand vom Korper kleiner aus

—_—d =4l

1 1
(belinder x 2z, bKugel X zs), Auf-

o grund dieser langsameren Breitenzunahme

0 1 2 Wr 3
Abbildung 10: Vergleich der ,I/-lea\lﬁ) tge- wird die zugefiihrte Warmemenge auch ent-

schwindigkeitsverteilungen mit SIEGEL. sprechend langsamer in die Aulenstrémung

transportiert, was zu einer héheren Tempe-

raturdifferenz im Zentrum des rotationssymmetrischen Nachlaufs fithrt (Abbildung 12).

Q0 0.00.
= [\ /
N
= \ 1 5
- \ 4
2 \ 8
2 A ~
\ )
\ Re = oo A t~ e = Tooo
\\ n, =02 // n =02
/
-0.001 \\ 4 0.001
\\ A
4
\\ //
b —_— Yd =40
\\; /// \ — Sieyrl..r/d:-l()g
T S
—_—d =40
—— Siegel Wd = 1) ——__J.___
| it ST
0 -

-0.002
0 ! 2 r/d ; y/d ! 0 ! 2 r/d ; y/d

Abbildung 11: Vergleich der Quergeschwin-  Abbildung 12: Vergleich der Temperatur-

digkeitsverteilungen mit SIEGEL. verteilungen mit SIEGEL.

4.2 Superponierte Gesamtlosung

Zur Gesamtlosung miissen die numerisch berechneten Lésungen der Gleichungssysteme der
zweiten Ndherung mit den Losungen der ersten Naherung geméf} der Potenzansitze (42 — 44)
iiberlagert werden (Abbildungen 13, 14, 15). Die Korrekturen aus dem Gleichungssystem
(92 - 97) fithren hierbei erwartungsgema$ zu einer geringen Anderung der Profile der ersten
Néiherung. Der Auftriebsanteil hingegen (Gleichungen (86 — 91)) kann, je nach Wahl der
GRASHOF-Zahl, zu erheblichen Anderungen der Profile der ersten Niherung fithren. Durch

die Auftriebswirkung wird im Zentrum des Nachlaufs Fluid beschleunigt und nach oben
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hin wegtransportiert. Das Wiederauffiillen des Nachlaufs aus der Auflenstromung fithrt zu
einer Querstrémungsgeschwindigkeit iiber den Nachlaufrand hinweg (Abbildung 14).

Im folgenden werden die Parameter %, n, Re und Gr variiert und dessen Auswirkungen
auf den Nachlauf diskutiert. Hierbei werden die jeweils nicht zu variierenden Parameter bei
Z =40, n;, = 0.2, Re = 1000 und Gr = 0 {estgehalten.

Variation des Abstandes % von der Kugel:

In den Abbildungen 16, 17 und 18 werden analog zu den Abbildungen 7, 8 und 9 (erste
Naherung) verschiedene Abstinde £ von der Kugel betrachtet. Auch hier werden sowohl der
durch den Kugelwiderstand entstandene Impulsverlust als auch die zugefithrte Wirmemenge

mit zunehmendem Abstand von der Kugel in die Auflenstrémung verteilt.

Variation des Mischungsweges 7.

Der Mischungsweg kann als Maf fiir die Stdrke der Turbulenz, also der Vermischung des
Fluids angesehen werden. Grofler werdende Mischungswege fithren daher zu einer effekti-
veren Verteilung von Impulsverlust und Wiarme quer zur Strémungsrichtung (Abbildungen
19, 20, 21).

Variation der REYNOLDS-Zahl:

Bei grofler werdender REYNOLDS-Zahl ohne Auftrieb (Gr = 0) wird lediglich die Tempera-
turdifferenz von Nachlauf und Auflenstromung geringer (Abbildung 24), die Geschwindig-
keitsprofile verdndern sich nicht (Abbildungen 22, 23). Das liegt daran, daf§ hier in allen
Fillen mit einem Widerstandsbeiwert von ¢, = 0.5 gerechnet wird421),

Beriicksichtigt man zusitzlich einen Auftrieb (z. B. Gr = 10%), dann ist mit zunehmender
REYNOLDS-Zahl eine Verringerung der Auftriebswirkung zu erkennen (Abbildungen 25, 26,
27). Durch hohere Volumenstréme bei hoheren REYNOLDS-Zahlen wird die vorgegebene
Wirmemenge an eine gréfiere Fluidmenge abgegeben, was zu einer geringeren Temperatur-

differenz von Nachlauf und Auflenstréomung und somit zu geringerem Auftrieb fiihrt.

Variation der GRASHOF—Zahl:

Bei konstanter REYNOLDs—Zahl fiithrt eine Erhohung der GRASHOF-Zahl zu einer stérkeren
Erwirmung (Abbildung 30) und aufgrund der daraus resultierenden grofieren Auftriebswir-
kung zu einer Beschleunigung des Fluids im Nachlaufzentrum (Abbildung 28). Entspre-
chend steigt auch der Zustrom von Fluid aus dem Auflenraum (Abbildung 29).
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Abbildung 15: Superposition der Tempera-
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Abbildung 17: Quergeschwindigkeitsvertei-
lungen bei verschiedenen Abstinden von der

Kugel.

Abbildung 18: Temperaturverteilungen bei

verschiedenen Absténden von der Kugel.
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Abbildung 19: Hauptgeschwindigkeitsver-

teilungen bei verschiedenen Mischungswe-

gen.
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lungen bei verschiedenen Mischungswegen.
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Abbildung 22: Hauptgeschwindigkeitsver-

teilungen bei verschiedenen REYNOLDS-

Zahlen (ohne Auftrieb).
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Abbildung 25: Hauptgeschwindigkeitsver-
teilungen bei verschiedenen REYNOLDS-
Zahlen (mit Auftrieb).

Abbildung 26:
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Zahlen (mit Auftrieb).
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Abbildung 29: Quergeschwindigkeitsvertei-

lungen bei verschiedenen GRASHOF-Zahlen.

Abbildung 30: Temperaturverteilungen bei

verschiedenen GRASHOF—Zahlen.
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4.3 Giiltigkeitsbereiche der Lésung

Der Giiltigkeitsbereich der in diesem Beitrag entwickelten Niherungslosung zur Beschrei-
bung des fernen Nachlaufs fordert gewisse Einschrankungen bei der Wahl der Parameter
Re, 11z, Gr und 4. Diese Einschrinkungen werden im folgenden qualitativ diskutiert und,
soweit moglich, quantitativ angegeben.

Die Grenzschicht—Approximation entsteht durch eine Betrachtung grofier REYNOLDS-
Zahlen. Die in Kapitel 2.2.5 gestellte Forderung O (ﬁ) < O () fithrt mit £ = 2 (Glei-
chung (65)) zu

Re> — . (135)

L,
Damit der Auftrieb erst in der zweiten Niherung betrachtet werden kann und somit die
Gleichungen durch einen vertretbaren mathematischen Aufwand losbar werden, wird ein
schwacher Auftrieb vorausgesetzt, d.h. es mufi O (%;@_) < O(€) sein (Kapitel 3.1). Mit
den Bedingungen O(0) = O(4;) (Kapitel 2.2.5), ¢ < 1 (Gleichung (41)) und ¢ = n?

(Gleichung (65)) ergibt sich eine Begrenzung der GRASHOF—Zahl zu

Gr € 1% Re® . (136)

Sowohl die Grenzschicht-Approximation als auch auftretende Riickstréomgebiete direkt
hinter der Kugel fordern eine Betrachtung des Nachlaufs in einiger Entfernung von der Ku-
gel. Weiterhin ist die Reihenentwicklung fiir den Nachlauf (Gleichungen (42 — 44)) nur fiir
relativ kleine Abweichungen von der Auflenstrémung giiltig. Aus § = -5 < 1 (Gleichung
z3
(41)) folgt 1 < Z3, und mit Z = ¢% (Gleichung (26)) und ¢ = 72 (Gleichung (65)) ergibt
2
sich daraus eine Bedingung fiir den Mindestabstand von der Kugel zu _1%_ < (%) 3.
L
Ein maximaler Abstand von der Kugel ist durch die Auftriebseffekte gefordert, da mit zu-
nehmendem Abstand von der Kugel das Fluid immer mehr beschleunigt wird. Die Auftrieb-
sterme in den Gleichungen (52) und (55) der zweiten Niherung diirfen aber nicht dominant
werden, da sonst wiederum die Reihenentwicklung (42 — 44) ihre Giiltigkeit verliert. Mit
0 (:$8) < O(é) (Kapitel 3.1), O(®) = O(4;) (Kapitel 2.2.5), & = 2 (Gleichung (41))
und Z = % (Gleichung (26)) ergibt sich fiir den maximalen Abstand von der Kugel die
2
Bedingung (5)% < nERG—f.

2
ZusammengefaBt lautet der giiltige Bereich von (%)3:
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2
z\3 2 Re®
— < pd—.

<(3) <nig (137)

Swl.r_l =

Der Ahnlichkeitsparameter 5, kann als Verhiltnis von Nachlaufbreite und Mischungsweg
interpretiert werden. Die Annahme, daf§ der Mischungsweg sich etwa in der Gréfenordnung

von 20% der Nachlaufbreite bewegt, fithrt zu der Wahl

nL=0.2. (138)

5 Zusammenfassung

Eine beheizte Kugel wird entgegen dem Schwerefeld von einem NEWTONschen Fluid um-
strémt. Es bildet sich ein turbulenter Nachlauf aus, der in einiger Entfernung von der
Kugel als im Mittel stationdr und rotationssymmetrisch angesehen werden kann. Inhalt
dieses Beitrags ist die mathematische Beschreibung des fernen Nachlaufs.

Ausgehend von den allgemeinen Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten werden durch
Vereinfachungen, Anwendung von Modellen und einer Grenzschicht—Approximation Grenz-
schichtgleichungen mit deren Rand- und Integralbedingungen formuliert. Im einzelnen
sind dies: REYNOLDS-Ansatz zur Beschreibung der turbulenten Stromung; Betrachtung
als im Mittel stationires Problem; Ausnutzung der Rotationssymmetrie; Vernachldssigung
der viskosen Dissipation; Betrachtung des fernen Nachlaufs; integrale Bilanzen als Er-
satz fiir die Randbedingungen an der Kugel; BOUSSINESQ-Approximation fiir Auftriebster-
me; PRANDTLscher Mischungsweg-Ansatz als Turbulenzmodell; gleiche turbulente Aus-
tauschgroflen fiir Impuls und Wérme; separate Skalierung bei der Entdimensionierung;
Grenzschicht—Approximation.

Die Grenzschichtgleichungen werden dann durch Potenzansétze fiir die Stromungsgréfien in
zwei Gleichungssysteme aufgespalten. Das Gleichungssystem in fithrender Ordnung (erste
Niherung) beschreibt eine reine Nachlaufstrémung und einen passiven Wirmetransport.
Das Gleichungssystem in nédchster Ordnung (zweite Naherung) beschreibt Auftriebsterme
und nichtlineare Korrekturterme. Durch Ahnlichkeitstransformationen werden die partiel-
len Differentialgleichungssysteme in gewohnliche iiberfiihrt.

Das Gleichungssystem der fiithrenden Ordnung wird mittels eines verallgemeinerten

Losungsansatzes analytisch gelost. Die Losungen werden diskutiert und mit vorhandener
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Literatur des rotationssymmetrischen und des ebenen Falls verglichen.

Das Gleichungssystem der niichsten Ordnung wird durch die Ahnlichkeitstransformation
nochmals in zwei Gleichungssysteme separiert, wobei ein Gleichungssystem die Auftrieb-
sterme beriicksichtigt und das andere die nichtlinearen Inhomogenititen. Diese Gleichungs-
systeme werden nummerisch gelést und mit dem Gleichungssystem der fithrenden Ordnung
superponiert. Abschlielend werden die Losungen diskutiert und deren Giiltigkeitsbereich

angegeben.
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A Anmerkungen

A1)

Um das Nachlaufgebiet herum (z 3> 0) wird sich als Folge des Auffiillens der Nachlaufdelle
eine konstante Querstromungsgeschwindigkeit u zur Rotationsachse hin einstellen. Diese
setzt sich aufgrund der vorausgesetzten Inkompressibilitdt des Fluids bis zu r — oo fort.
Hieraus folgt unmittelbar fiir » — oo die Randbedlngung — 0, also © — konstant und
nicht u — 0, wie es bei einem realen Fluid (Tréigheit, Vlskosﬂ;at, geringe Kompressibilitéit)

zu erwarten wire.

A2)

1.)  Umformung der gemischten Produkte der Schwankungsgr('jﬁen unter Verwendung der
Kontinuitatsgleichung der Schwankungsgréfien 4~ s %l; + %"; = 0 und der Produktregel der

Differentiation am Beispiel der NAVIER-STOKES-Gleichung in z-Richtung:

0w _Ow ow' , 0w’ op 10 ( 8@) o*w
0 u—+w——|—u—+ =—gtpul-\lr—)+5=5|—09,
0z ror \\ or

8&4_ 0w O(uw') Bu +8(w w') ,('hu’

v or 0z or o 0z
_ O(u'w') N o(w'w') <8u aw') w'
B or 0z
_ O(u'w') + o(w'w') (c’)u Lo ow' + u_)
B or 0z w’ 0 0z r

:O
_ O(u'w') | O(w'w') | u'w'
N or + 0z + T
2.) Da die ungestorte Anstromung ohne Geschwindigkeitsgradienten aus dem Unend-

lichen kommt, muf} sie eine laminare Strémung sein. Denn jede vorhandene Turbulenz
in einer Stréomung wird ohne Energiezufuhr nach einer endlichen Lauflinge dissipiert sein.
Das bedeutet, es existieren keine Schwankungsgréfien f,’, die Stromungsgrofien f,, werden

durch die zeitliche Mittelung nicht verdndert.
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A3)

Die Aufstellung der integralen Impulsbilanz geschieht mit folgenden Ansétzen (Abbildun-
gen 3 und Al):

FJ2z FDQz Qkond,Q kaw,?

e —
Qkonv,B

| A

1

Fle FDlz Qkom},l

Abbildung Al: Krifte und Warmestrome am Kontrollraum.

Ansatz der Druckkriifte nach ZIEREP (1987):

Fp = - / pildA .
A
T 1
Zylinderboden (4,) : Fp, = —27r/rpooﬁdr mit = _0>
0
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o0
Zylinderdeckel (As) : Fpy = —2m / rpiidr mit = (é)
0
o
= Fpor =0 FD2z=—27r/7'pd7'-
0
z
Zylindermantel (A3) : Fps = —2mr / PooTi dz mit i = (2)
* Z
#FD3T=—27rr/poodz , Fps, =0.
—CoQ
Ansatz der Impulskrifte nach ZIEREP (1987):
7 o= —/g'zD'(u')’-ﬁ) dA  mit @= ("”
A v
x
Zylinderboden (A1) : Fn = —27rg/ru7 (w-7) dr mit = _01>
0
a o Weo \ [ —1
o))
= Fp, =0 , Fj, = —27rg/rwoo (—weo) dr .
0
[o.e]
Zylinderdeckel (Ag) : ﬁ]g = —2mp / i (W - 7T) dr mit = <(1)>
0
= (@ -7) = (w) (1> —w
u/\0
o0 o0
=>FJQT=—27rg/ruwd'r , Fng:—ZTrg/rwwdr .
0 0
z
Zylindermantel (A3) : Fi3 = —2nrp / W (W - 7t) dz mit = <(1)>

Z V4
= Fy3, = — 2@rp / uudz , Fjy3, = —27mrp / Weot d2 .
—0o0

—0o0
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Ansatz der Widerstandskraft:

Ansatz der Auftriebskraft:

dFy = ApgdV = (0 )ngZ(Q —0)g2nrdrdz

z

=>F, = /dFA—ng//T ) drdz .

—oo 0

= Integrale Impulsbilanz nach ZIEREP (1987):

3 3 3 3
OZFJ+ZF :ZFDir+ZFDiz+ZFJir+ZFJiz+Fw+FA .
i=1 i=1 i=1 =1
=0 =0

A4)

Die Aufstellung der integralen Warmebilanz geschieht mit folgenden Anséitzen (Abbildun-
gen 3 und A1l):

Konvektiver Warmestrom (Qkonu = pcTwA, w 1L A; Transport der am Fluidteilchen

gebundenen Wirme):

Qkone = — 0T (@) A=~ | 0c,T (- 7) dA

B —

o0
= — gcp27r/T (0-7)rdr bzw. Qkony = — ocp2mr / T(w- 1) dz .

o0
Zylinderboden (A1) :  Qromog = — 027 /rToo (woo> (—01> "
Uoo
0

o0
= chZw/rToowoo dr .
0
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[o.e]
. 1
Zylinderdeckel (Ag) : Qronvz = — 02w / rT <w> ( O) dr
U
0
[e o]
= —gcp27r/rder.
0
) . r Woo \ [0
Zylindermantel (As) : Qikonv3 = —ocp2nr / Too< ><1> dz
z
= —ocynr / Tooudz .
Konduktiver Wirmestrom (Qrong = —)\‘Z—ZA, z 1 A; reine Warmeleitung aufgrund eines

Temperaturgradienten senkrecht zur Kontrollraumfliche):

o0 2
Okona = (71 - &) A2 / rOL dr baw. Qo = (A - &) A2nr / O e mit a=(1).
0z or 1

0 —00

o0
Zylinderboden (A;) : Qkond,l = <—1> 1) /\27r/7.8§z00 dr

0 1
T ot
= —)\27r/r X dr=0
oz
0 SN—\—

[e e}
: T
Zylinderdeckel (A2) : Qkond2 = <1> (1>)\27r / Ta_ dr
0

z
Zylindermantel (Ag3) : Qronds = ) (1 A27r / a—Tﬁdz
' 1/1\1 or
o0

T
= A7r / 8—09 dz=0
or
—o0
=0
Durch Beheizung der Kugel dem Fluid zugefithrter Warmestrom: Q .

= Integrale Wirmebilanz:

3 3
0= Q + Z Qkonv,i + Z Qkond,i .

=1 =1
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Elimination des statischen Druckanteils:

e Erhaltungsgleichungen:

P = Dsta+ Pdyn = Psia + Pista + Payn + Py

P = Dsta + Ddyn

op g, OPsta apdyn _ apdyn
ar  or (Psta + Payn) = or or — or
N’
=0
op 0 OPsta 6pdyn 8(900 ( _g) Z) apdyn
8z 0z (Psta + Payn) = 0z + 0z Oz + oz
apdyn
T eIt
e Integrale Bilanzen:
P —DP = (psta,oo +pdyn,oo) — (Psta +pdyn)

A6)

= — 0c09% + Pdyn,co + 0092z — Ddyn

= DPdyn,co — Ddyn -

Aufstellen der Massenstrombilanz am Kontrollraum (Abbildung 3):

= = —goo/(u')'-ﬁ)dA mit m:(q—j’—).

Zylinderdeckel (A3) : My = — Poo

o0 - _1 oo
Zylinderboden (A1) : m; = - goo/ (: ) ( 0 )’I"IT dr = goow/rwoo dr .

0 00

[

0

¥4
Zylindermantel (A3) : m3 = — 0o (woo>
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OZZ’ﬁ’Li = m3 = —(77'7,1-1-77'12)
=1
‘ V4 o0 k
— OooT'T / udz = —goow/r(woo —w) dr [?g]
— 00 0
z o0
r/ﬂdz = /r(woo—ﬁ)dr.
—00 0
AT)
Kontinuitédtsgleichung:
w, on 0w _
r or 0z
NAVIER-STOKES-Gleichung in 7—Richtung:
_ — _ o -
e At
r : z oo Or oo \rOr 7 r =)
konvektiver Term  Druckterm  molekularer Reibungsterm
3 u? + ou'? + O(u'w')
T or 0z ’

turbulenter Reibungsterm

NAVIER-STOKES—-Gleichung in z-Richtung:

0w _Ow 1 aggn p (low 0w 0w
U+ W= =-— +— -+ =+ 5=

or 0z 0o 0% 0o \T Or  Or2 = 022
———— —_—

konvektiver Term  Druckterm molekularer f{eibungsterm

ool (2l o) 2
_(uw+6(uw)+8w )-{-ag(T——Too),
—— ——

T or 0z

~

turbulenter Reibungsterm

” Auftriebsterm
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Energiegleichung:
E@W@ A 18T+82T+82T
or 0z B OooCp \T or  Ir? 922 ’

konvektiver Warmetransport 1oy 1o rer Wirmetrans port

[T N A(uw'T") N A(w'T")
T Oor 0z ’

~ S

turbulenter Warmetransport

Randbedingungen im fernen Nachlauf (z > 0):

ow_, o
ar ' or

rT—=00 W= Weo, T =T,

=0 (Symmetrie) ,

gu — 0 (AuBlenfeld) ,
or

integrale Impulsbilanz:

o
1 _
0= —/r(pdynoo Ddyn) dr+/ M Woo®@ — W* + w2 —w’2)d7'
fco o :;:*

z

—r/wgougo z—Té'wood2+ag// T Two d'rdz,
Zoo  —on

—oo 0

integrale Warmebilanz:

. [ee] o0

oy + [ 7 (@ =) ot [ (T T

= T —_T d ITI - lTld
27TQoon+0 r(’w o — W ) r+ 7"(wc:00*Oo w'T") dr

FA

A oT -

+ — r—dr—r/u’ooTéodz.
goocp 0z =

—00 Q¢+

*:  Die an der Mantelfliiche des Kontrollraums betrachteten Schwankungsgrofen fo, ’ sind
natiirlich gleich Null, da die ungestérte AuBenstrémung eine laminare Stromung ist (s. A2)).
Mathematisch fallen diese Terme auch bei der Einfithrung des Mischungswegmodells heraus,

weil die dabei benétigten Gradienten ag—;" = 0 sind.
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A8)

Es sollte an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daf} der PRANDTLsche Mischungsweg—
Ansatz im Zentrum des Nachlaufs (Rotationsachse) und zum Rand des Nachlaufs hin zu
Problemen fiihren kénnte, denn an beiden Orten wird der Geschwindigkeitsgradient aa—? zZu
Null. Damit sind an der Rotationsachse keine turbulenten Schwankungen vorhanden und
die in der Grenzschicht-Approximation durchgefiihrte Vernachldssigung der molekularen

Reibungsterme gegeniiber den turbulenten nicht erlaubt.

A9)

Der Zusammenhang von turbulenter PRANDTL-Zahl Pr; und Mischungsweglinge [ stellt

sich nach SCHLICHTING (1982) wie folgt dar:

ow| om ., T 2
o W%W_(lﬂ) o1

T 2
A, thp%—f _ ol

Prt = — = T = — — —_ =
A G (-a) Hepol2 || 2L lq
=l =g =1
A10)
1.) Um dimensionslose Groflen in der Groflenordnung O(1) zu erhalten, mufi man

gewisse Kenntnisse iiber das Aussehen des Stromfeldes besitzen. Diese Kenntnisse (hier:
sehr langer, schmaler Nachlauf — Grenzschichtcharakter) liefern Entdimensionierungs-
vorschriften, welche z.B. die Gréflen R, Z, U und W tatsichlich in der gewiinschten
Groflenordnung erzeugen. Beim Druck, bei der Mischungsweglinge und bei der Tempera-
turdifferenz z.B. wird sich aber wiahrend der Grenzschichtapproximation herausstellen, dafl
die entdimensionierten Grofilen nicht von der GroBenordnung O(1) sind, sondern kleiner

ausfallen.

2.) In diesem Beitrag wird der Begriff der Grifenordnung in klassischem bzw. an-
schaulichem Sinne verwendet, wie dies auch PRANDTL bei der Aufstellung der Grenz-

schichtgleichungen im Jahr 1904 tat [PRANDTL 1904]. D.h. zwei Terme sollen von gleicher



45

Griflenordnung sein, wenn deren Zahlenwerte sich nicht deutlich voneinander unterschei-
den.

Legt man die sehr viel spiter entstandene asymptotische Theorie zugrunde, dann wird der
Begriff der Griflenordnung mathematisch streng definiert als asymptotische Groflenordnung.
Diese vergleicht das Verhalten zweier Funktionen von ¢ (z.B. f(¢) und é(¢)) bei deren
Grenzwertbildung fiir ¢ — 0. f(¢) und d(¢) sind genau dann von gleicher asymptotischer

Griofienordnung, wenn

lim @
£—0 (5(6)

= konstant < oo

gilt [GERSTEN & HERWIG 1992, S. 124 ff.|[SCHNEIDER 1978, S. 63 ff.].

Al1)

Die Mischungsweglinge ! wird proportional zur Nachlaufbreite b angenommen. Dabei wird
das Verhéiltnis von Mischungsweglidnge zur Nachlaufbreite aus Experimenten im ebenen Fall
(Zylinderumstrémung) von SCHLICHTING mit //b = 0.18 angegeben [SCHLICHTING 1982, S.
753, S. 760, S. 763]. D.h. [ und b sind von der gleichen Gréflenordnung.

Fiir den hier vorliegenden achsensymmetrischen Fall erhilt SWAIN die gleiche Funktion
fir die Geschwindigkeitsverteilung im Nachlauf wie SCHLICHTING fiir den ebenen Fall
[SCHLICHTING 1982, S. 763][SwAIN 1929]. Lediglich die Nachlaufbreite fillt bei gleichem
Abstand z vom umstréomten Korper im achsensymmetrischen Fall kleiner aus (Zylinder:
b« z'/2, Kugel: b« z!/3). Die Annahme, daB das Verhiltnis /b im achsensymmetrischen
Fall auch konstant und dhnlich dem des ebenen Falles ist, liegt somit zunichst nahe.
REICHARDT findet aber fiir den achsensymmetrischen Fall je nach Form des um-
stromten Korpers unterschiedliche Funktionen der Geschwindigkeitsverteilungen und
Turbulenzstirken [REICHARDT & ERMSHAUS 1961]. Er macht aber keine Aussagen
iiber den Mischungsweg. Dies fiihrt eventuell dazu, daB I/b je nach umstrémter
Korperform unterschiedlich ausfillt. Diese Unterschiede fiihren aber nicht zu verschiedenen
Groflenordnungen, sodafl O(l) = O(b) auch fiirr den achsensymmetrischen Fall angenommen

werden darf.
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A12)

Entdimensionierung der Kontinuitétsgleichung:

7 ow 0w Tu O(Tw) 9(Www)

Yt e Rd T O(Rd) T o (24)

WU, w0l | v O _
d R dOR d 0Z
U 00U cws GW_

0

= R YorTw 02,
=~ ——
o) 0o(1) o(1)

£ muf also von O(1) sein, damit die Gleichung erfiillt ist. D.h. es mufl ug ~ eweo sein,

was mit der Wahl ewy = up erfillt wird.

A13)

Dimensionslose Kennzahlen kénnen als Verhéltnisse der im Stromungsfeld auftretenden

Krifte oder Energien interpretiert werden [ZIEREP 1991 S. 39 ff.]:

Tragheitskraft

REY -Zahl: ~
NOLDS-2a Re Reibungskraft ’

PRANDTL-Zahl: Pr o~ Impulsenergietransportkoeffizient

Wirmeenergietransportkoeffizient ’

Tragheitskraft * Auftriebskraft
Reibungskraft * Reibungskraft ’

GRASHOF-Zahl: Gr ~

Mischkonvektionsparameter Gr Auftriebskraft
onvekti meter: Gr , Auftricbskralt -
b Re? Tragheitskraft

A14)

Durch die Einfiihrung der asymptotischen Anséitze fiir die dimensionslosen Stromungsgrofien
W, U und © werden im folgenden ausschliefflich deren Abweichungen von der ungestdrten

Auflenstrémung betrachtet (W;, U;, ©; fiir i =0,1).
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A15)

Selbstihnliche bzw. affine Funktionen zeichnen sich durch dieselbe Beschreibung ihrer Form
aus (Formfunktion). Die Amplituden dieser Funktionen unterscheiden sich in der Regel und
werden durch unterschiedliche Amplitudenfunktionen beriicksichtigt.

Es zeigt sich spiter (Kapitel 3.2.2), daf hier die Aufteilung in Form— und Ampli-
tudenfunktionen nach den Gleichungen (58 — 60) zundchst nur formalen Charakter hat,
da die Formfunktionen nochmals in Form— und Amplitudenanteil unterteilt werden. Dies
kommt daher, dafl wegen fo = hg = 1 (wg. p = s = 0) die unterschiedlichen Amplituden

von Wy und ©q in den Formfunktionen beriicksichtigt werden miissen.

A16)

Setzt man statt fy die Amplitudenfunktionen gy oder hy gleich zu Eins, verdndert sich
das entstehende Differentialgleichungssystem und die Ahnlichkeitsvariable 7 nicht. D.h.
die Formfunktionen als Losungen der Differentialgleichungen sind immer dieselben. Die
auftretenden Anderungen der Amplitudenfunktionen wiirden dann durch den ebenfalls
verinderten Entwicklungsparameter € entsprechend ausgeglichen.

Um tatséichlich ein £ < 1 zu gewéhrleisten, ist auch eine explizite Wahl des Exponenten m

moglich. Z. B. mit der Wahl m = 2 ergeben sich die restlichen Exponenten von Z zu

(erste Naherung (63)) ,

8 13
g=5, u=g tzvzg, w=y=- (zweite Ndherung (85)) ,

wodurch wieder dieselben gewohnlichen Differentialgleichungen entstehen.

A17)

Kontinuititsgleichung:

N 2 r 1
P+ -Fy+Gy+-Gyp=0
3 0+3 0+ 0+7]G0 3

NAVIER—-STOKES—Gleichung:

2 2
M opigat | T2 Mg 2
2—=FFy + =Fy — —Fy—-Fy =0,
£ 00+£170 370370 0
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Energiegleichung:
2 2 2
Lot gty MLogpt g, TLoprgpr Mgt 2
—“~FyHy + =HyFy + =F,Hy— —-Hy— -Hy=0
50°+500+5n003030 )
Randbedingungen im fernen Nachlauf:
n=0 Go=0, F,=0, H),=0 (Symmetrie),
n—oo : Fy—=0, Hy—0, Gj—0 (Auflenfeld),

integrale Impulsbilanz:

oo
Cy

Fo dn = —
0/7’07] 16,

integrale Wirmebilanz:

(]
Re/nHod‘T]Zl.
0

A18)

¢ Dimensionslose Losungen erster Ordnung:

2
5 _ 16 (105%)10_1%’3‘
O 7 2TRecy 8 78]

mit dem Rand des turbulenten Nachlaufgebietes bei

1
R = <—c“’§05)5 AR

e Dimensionslose Stromungsgrofien:

+
@
I
RIS
4

ol
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Das Gleichungssystem a) beriicksichtigt auf den rechten Seiten die Auftriebsterme, das

Gleichungssystem b) die iibrigen Inhomogenitéiten.

a) Kontinuitatsgleichung:

n 1 1
§Flla—§ la+G11a+;}‘G1a:07

NAVIER-STOKES-Gleichung:

n 1 2 Gr
§F1’a — 3 - EF(;F{G — 2Ry Fy, — 2FF{, = Re2np 110
Energiegleichung:
i 1

1 1
Hyo = 3Ha = - Folh, = (FoHi,)' —  HoFla = (HoF{,) =0,

3 3

Randbedingungen im fernen Nachlauf:

n=0 : G,=0, F,=0, Hi,=0 (Symmetrie),
n—o0 : Fiu—0, Hy,,—0, '« = 0 (AuBenfeld) ,

integrale Impulsbilanz:

00 a Z oo
T
WP dn == 5= [ [nHodndz,
0/ ¢ Z Re?n?
. —oo 0

integrale Wirmebilanz:
x
/ 1’]H la d’l] =0.
0

b) Kontinuititsgleichung:

Ui
3

4

FI
1b+3

1
F1b+G11b+;G1b =0,

NAVIER-STOKES-Gleichung:

4 2 2
gFllb +gFu - EF(;F{b — 2FyFyy — 2Fg Fyy, = §F02 + gFoFé +GoFy
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Energiegleichung:

4 1 1
g Hi+ gHhe — - By, — (FHL) = HGF), — (HiFL)'

3 3
_ 2 n y /
— gFOHO + gF()HO + GOHO 3
Randbedingungen im fernen Nachlauf:
n=0 Gup=0, F,=0, Hj,=0 (Symmetrie),
n—>00 Fi —»0, Hyp—0, Gy —0 (Aufenfeld)

integrale Impulsbilanz:
oo o0
/nFlb dn = /nFo2 dn ,
0 0

integrale Warmebilanz:

o0 (o o]
/nHlb dn = /nFoHo dn .
0 0

A20)

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung kann generell durch geeignete Substitutionen in n
Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfiithrt werden. Diese Uberfithrung ist notwendig,

da in der Regel die Routinen der mathematischen Programmbibliotheken die Formulierung

f' = f(f)

zur Integration benétigen [EHRHARD 2000, Anhang].

A21)

Fiir die verschiedenen REYNOLDs—Zahlen ergeben sich aus dem hier verwendeten ¢,,/Re~
Diagramm von SCHLICHTING leicht unterschiedliche ¢,,—~Werte [SCHLICHTING 1982, S. 17]
(cw(Re = 500) ~ 0.6, c¢,(Re = 1000) ~ 0.5, ¢;,(Re = 10000) ~ 0.4). Wegen der Able-
seungenauigkeiten und leichter Differenzen von ¢, /Re-Diagrammen aus unterschiedlicher

Literatur wird iiberall mit ¢,, = 0.5 gerechnet.
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B Fortran—Quellcode zur Lésung der zweiten Niherung

Programm zur Lésung der Differentialgleichungen der zweiten N#herung:

€CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCLCT
program sphere

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeCcceccgeececceecececcceccccccccece mb2000

c Berechnung der zweiten Naeherung der Geschwindigkeits- un
c Temperaturverteilungen im fernen Nachlauf ueber einer beheizten
c Kugel. Es werden die Harvell-Routine DCO2AD und die Unterprogramme

c deriv_a und deriv_b verwendet.
gggccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc
integer*4 meq,npr,ip,k
real*8 eta,etal,eta2,etabeg,etaend,epsl,eps2,y(7)
real*8 y3int,y7int,y2beg,ybbeg,y3zw,y7zw,y3zwd
real*8 y2un,y2ob,ybun,ybob,y2rb,ybrb
real*8 cw,re,gr,etal,c2,z,eps,r
real*8 w0,u0,t0,wla,ula,tla,wib,ulb,tib,w,u,t
real*8 yal,ya2,ya3,ya4,yab,yab,ya7
real*8 ybl,yb2,yb3,yb4,ybb5,yb6,yb7
common/parameter/ cw,re,gr,etal,c2

cce external dcO2ad,deriv_a,deriv_b

cccceccceec Format-Beschreibungen cceccccceececeeeeccceccccecceecCccccetCeeceee
ccc

1001 format(5gi6.6)
ccc

1006 format (3gi6.6)

ccc
1004 format(2g16.6)
ccc

cccecccece Parameter cccccecccccccecceccccccccCccCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
CccC

ccc  z entspricht z/d.
cce

cw = 0.5d00

re = 1.0d03

gr = 1.04-03

etal = 0.2d00

eps = etalx**2.0d00

z = 4.0401

c2 = (1.05d02*cw/8.0d00)**(3.0d400/1.0d401)

ccc
CCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCece
cccccccce Berechnung der zweiten Naeherung a: Fla, Gla, Hla ccccccccccccccce
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
ccc

ccc  neq: Anzahl der Differenmtialgleichungen erster Ordnung,

ccc etabeg: linke Integrationsgrenze fuer eta,

ccc etaend: rechte Integrationsgrenze fuer eta,

ccc  y(neq): Feld der Dimension neq, welches die Variablen beinhaltet,
cce Die Startwerte muessen eingebracht werden,

ccc deriv_a, deriv_b: Subroutinen, welche die Ableitungen berechnen,

ccc epsl, eps2: Genauigkeitsanforderungen,

ccc npr: Anzahl der Stuetzpunkte im Integrationsgebiet,

ccc ip: logische Nummer der Ausgabedatei.

ccc

ccc  Fuer eta = c2%%(2/3) (rechte Integrationsgrenze) muss y(2) = y2rb = 0,
ccc  y(3) = y3int, y(6) = y6rb = 0 und y(7) = y7int werden. Die Eingangs-
ccc  Randbedingungen y2beg und y6beg koennen hierzu verstellt werden.

ccc

ccc Fla = y(2), Gila = y(4), Hla = y(6).

ccc
y3int = - gr/((rex*3.0d00)* (etal**2,0400))
y7int = 0.0d00
y2rb = 0.0d00
y6érb = 0.0d00
y2un = -1.0400
y2ob = 0.0400
y6un = 0.0d00
y6ob = 0.1d400
ccc
open(unit=21,file=’erg_a.dat’)
cce
5 y2beg = (y2un+y2ob)/2.0400
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51
ccc

B FORTRAN-QUELLCODE ZUR LOSUNG DER ZWEITEN NAHERUNG

y6beg = (y6un+y6ob)/2.0d400

cccccceece Startwerte fuer y(i) (linke Integrationsgrenze) cccccccceccccceccece

CccC

CCcC
cccC
CccC

CcccC

cccC

ccc

ccc

96
ccce

cce
61

CCC

ip =21
npr = 200
neq =17

Abfangen von Division durch Null (k1, k2 in deriv_a)

etabeg = 0.0d00 + 1.0d4-06
etaend = c2%%(2.0400/3.0d00) - 1.0d4-06
epsl = 1.4-06

eps2 = 1.d-06

y(1) = 0.0d00

y(2) = y2beg

y(3) = 0.0d00

y(4) = 0.0d00

y(5) = 0.0d00

y(6) = y6beg

y(7) = 0.0d00

call dc02ad(neq,etabeg,etaend,y,deriv_a,epsl,eps2,npr,ip)

if(neq.gt.0) goto 96
print*,’ #*%xk* ERROR *¥*¥x: from DCO2AD, IERR = ’,neq
continue

y3zw = y(3) - y3int

y3zwd = dabs(y3zw)

if (y3zwd.1lt.1.0d4-06) goto 6
print*,’iteration a y2:’,y2beg,y(3)
if (y3zw.1t.0.0d00) y2un = y2beg
if (y3zw.gt.0.0d00) y2ob = y2beg
rewind (unit=21)

goto b

continue

y7zw = y(7) - y7int

y7zwd = dabs(y7zw)

if (y7zwd.1t.1.0d-06) goto 61
printx,’iteration a y6:’,y6beg,y(7)
if (y7zw.1t.0.0d00) y6un = y6beg
if (y7zw.gt.0.0d00) y6ob = y6beg
rewind (unit=21)

goto 51

continue
close(unit=21)

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCECCCCCCCCCCCCCECCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
ccccccccc Berechnung der zweiten Naeherung b: Fib, Gib, Hlb ccccccceccccceccce
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeec
ccc

ccc F1b = y(2), Gib = y(4), Hib = y(6).
cce
y3int = ((c2%%2.0d00)*cw)/(8.32d02)
y7int = (c2**2.0400)/(5.2d01%*re)
y2rb = 0.0d00
y6érb = 0.0d00
y2un = -1.0d00
y20b = 0.0d00
y6éun = -1.0d400
y6ob = 0.0d00
cce
open(unit=22,file="erg_b.dat’)
ccc
7 y2beg = (y2un+y2ob)/2.0400
71  y6beg = (y6un+y6ob)/2.0d400
cce
cccccccece Startwerte fuer y(i) (linke Integrationsgrenze) ccccccccccccccccece
c
““ 4p =122
npr = 200




cccC
CccC
ccceC

ccceC

CccCcC

CcCcC

ccc

98
ccc

cce
81

CCC

neq =7
Abfangen von Division durch Null (k1, k2 in deriv_b)

etabeg = 0.0d00 + 1.0d-06
etaend = c2**(2,0d400/3.0400) - 1.0d-06
epsl = 1.4-06

eps2 = 1.4-06

y(1) = 0.0d00

y(2) = y2beg

y(3) = 0.0d00

y(4) = 0.0d00

y(5) = 0.0d00

y(6) = y6beg

y(7) = 0.0d00

call dc02ad(neq,etabeg,etaend,y,deriv_b,epsi,eps2,npr,ip)

if (neq.gt.0) goto 98
print*,’ skkkk ERROR *%***: from DCO2AD, IERR = ’,neq
continue

y3zw = y(3) - y3int

y3zwd = dabs(y3zw)

if (y3zwd.1lt.1.0d4-06) goto 8
print*,’iteration b y2:’,y2beg,y(3)
if (y3zw.1t.0.0d00) y2un = y2beg

if (y3zw.gt.0.0d00) y2ob = y2beg

rewind (unit=22)
goto 7

continue

y7zw = y(7) - y7int

y7zud = dabs(y7zw)

if (y7zwd.1lt.1.0d-06) goto 81
print*,’iteration b y6:’,y6beg,y(7)
if (y7zw.1t.0.0d00) y6un = y6beg

if (y7zw.gt.0.0d00) y6ob = y6beg
rewind (unit=22)

goto 71

continue
close(unit=22)

CCCCCCCCCECCCCCCCCCCCECCCCCECCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
cccccccec Berechnung der ersten Naeherung und ccccccccccceccceccecccececccececcece

ccccccccce Ueberlagerung von erster und zweiter Naeherung ccccccccccccccccccce

ccccceccee (Entdimensionierung nicht skaliert) ccecceccececceccccccececeecccceece
CCCCCCCCCCCCCLCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCe

cccC

CCC

CcccC

open(unit=21,file=’erg_a.dat’)
open(unit=22,file=’erg_b.dat’)
rewind(unit=21)

rewind (unit=22)
open(unit=23,file=’w0.dat’)
open(unit=24,file=’u0.dat’)
open(unit=25,file="t0.dat’)
open(unit=26,file=’wla.dat’)
open(unit=27,file=’ula.dat’)
open(unit=28,file="tla.dat’)
open(unit=29,file=’wlb.dat’)
open(unit=30,file=’ulb.dat’)
open(unit=31,file=’t1b.dat’)
open(unit=32,file=’w.dat’)
open(unit=33,file=’u.dat’)
open(unit=34,file=’t.dat’)

do 50 k=1,200

read(21,1001) etal,yal,ya2,ya3,yad
read(21,1006) yab,ya6,ya7

53
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read(22,1001) eta2,ybl,yb2,yb3,ybd
read(22,1006) yb5,yb6,yb7

ccc
if (etal.eq.eta2) goto 12
print*,’ skkk% ERROR *¥%%x: no identical eta !’,etal,eta2
cég eta = etal

ccccccccc Berechnung der dimensionslosen Groessen w0, u0, tO ccccccccccccccc

cccccecce (erste Naeherung, Gleichungen (130, 131, 132)) cccccecceccccec
ccc
ccce z entspricht z/d, r entspricht r/d.

CCC
cee r = etaxetal**(2.0d00/3.0d400)*z**(1.0d00/3.0d00)
w0 = 1.0400 - ((c2-etax*(3.0d00/2.0d00))**2,0d00)
1 /{(2.7d01*etal**(4.0d00/3.0d00)*z*x (2.0400/3.0400))
u0 = - (eta*(c2-eta**(3.0d00/2.0d400))**2.0d00)
1 /(8.1d01*etal**(2.0d00/3.0d00)*z*x (4.0d00/3.0d00))
t0 = (1.6d01%(c2-eta**(3.0d00/2.0d00))**2.0d00)
cee 1 /(2.7d01*rexcwketal**(4.0d00/3.0d00)*z** (2,0d400/3.0d400))

cccecccec Berechnung der dimensionslosen Groessen wla, ula, tla ccccccccccce
cccecccecceccce (zweite Naeherung, Auftriebsterme) cccccccececcccccecceccccccccce

ccc
wla = - etal**(2.0d400/3.0400)*z**x(1.0d00/3.0d00)*ya2
ula = (etal**(4.0d00/3.0d00)*ya4d)/z**(1.0d400/3.0d00)
tia = etal**(2.0d400/3.0400)*z**(1.0d400/3.0d00) *yaé

ccc
cccceccec Berechnung der dimensionslosen Groessen wilb, ulb, tlb cccccccceccce

ccccccccccccce (zweite Naeherung, Inhomogenitaeten) ccccccccccccecccecccccece

ccc
wib = - yb2/(etal**(8.0400/3.0d00)*z**(4.0d00/3.0400))
ulb = yb4/(etal**2,0d00*z**2.0d00)
t1b = yb6/(etal**(8.0d00/3.0d00) *z**(4.0d400/3.0400))

ccc
ccccecccce Superposition zu den dimensionslosen Groessem w, u, t ccccccccccce
ccc

v = wQ + wla + wlb

u = u0 + ula + uib

t = t0 + tla + tib
ccc

gcccccccc Plotfiles beschreiben cccccceccecccccececcecccecccecccccCCCCCCCCCCCCCCCC
cc

write(23,1004) r,w0
write(24,1004) r,u0
write(25,1004) r,t0
write(26,1004) r,wla
write(27,1004) r,ula
write(28,1004) r,tla
write(29,1004) r,wib
write(30,1004) r,ulb
write(31,1004) r,t1b

write(32,1004) r,w
write(33,1004) r,u
write(34,1004) r,t

cce

50 continue

ccc

close{(unit=23)
close(unit=24)
close(unit=25)
close(unit=26)
close(unit=27)
close(unit=28)
close(unit=29)
close(unit=30)
close(unit=31)
close(unit=32)
close(unit=33)
close(unit=34)
§§§ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc

end
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCececcecccecccecccccccce ende
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Unterprogramme deriv_a und deriv_b zur Berechnung der Differentialglei-
chungen (112 — 120) und (121 — 129):

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
subroutine deriv_a(eta,y,f,neq)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeccecececececcceccccccece mb2000
real*8 eta,y(neq),f(neq),cw,re,gr,etal,c2
real*8 ki,k2,k3,k4,k5,k6
integer*4 neq
common/parameter/ cw,re,gr,etal,c2
cce

k1 = 1.0d400/eta

k2 = 1.0d00/(eta*(c2-eta**(3.0d00/2.0d400)))

k3 = (8.0d00*grxetax*(1,0d00/2.0d400)

1 *(c2-eta**(3.0d00/2.0d00))*%2.0d400)

1 /(3.0d00*rex*3.0d00*cw*etal**2.0d00)

k4 = (3.0d00/2.0d00)*(c2-eta**(3.0d00/2.0d00))

k5 = (1.6d01*eta*(c2-eta**(3.0d00/2.0d00)))/ (rexcw)
cec k6 = (2.4d01/(rexcw))*(c2-2.0d00*etax**(3.0400/2.0d00))

ccccccee Gleichungen (112 - 120) cccCCccccecccecceeceecceCecCCecCCCcCecaece

cCccC
£(1) = k2%(k3 - kdxy(1)
1 + ((3.0d00/2.0d00) * (etax* (1.0d00/2.0d00))*y(2)))
£(2) = y(1)
£(3) = etaxy(2)
f(4) = k1x((eta/3)*y(2) - ((eta*x2.0d00)/3.0d400)*y(1) - y{(4))
£(5) = k2%(3.0d00* (eta**(1.0d400/2.0d00))*y(6)
1 - (3.0d00/2.0d00) *c2xy(5) - k5*£(1) - k6xy(1))
£(6) = y(&)
£(7) = etaxy(6)
ccce
return

el
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCLCCCCCCCCCCCCCCceceeceeccececceccececcccccececccccccce ende

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCECCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
subroutine deriv_b(eta,y,f,neq)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCecececceccceecccecceccececcee mb2000
real*8 eta,y(neq),f(neq),cw,re,gr,etal,c2
real*8 ki,k2,k3,k4,k5,k6,k7,k8,k9
integer*4 mneq
common/parameter/ cw,re,gr,etal,c2

CCC

k1 = 1.0400/eta

k2 = 1.0d00/ (etax(c2-eta**x(3.0d400/2.0d400)))

k3 = }eta**(l.0d00/2.0dOO)*(c2—eta**(3.0d00/2.0d00))**4.0d00)

1 2.43d02

k4 = (3.0d00/2.0d00) *(c2-eta**(3.0d400/2.0d00))

k5 = (3.2d01*(eta*x*(1.0d00/2.0d00))

1 *((c2-(etax**(3.0d00/2.0d00) ) ) **4.0d00))

1 /(2.43d02*re*cw)

k6 = (1.6d01%eta*(c2-(eta**(3.0d00/2.0d00))))/(re*cw)
cec k7 = (2.4d01/(re*cw))*{(c2-2.0d00* (etax*(3.0d00/2.0d00)))

cccccecee Gleichungen (121 - 129) cceccccceccCCCcCeCeeCCceCccCCecCCCCCceceee
cce

£(1) = k2% (k3 - kédxy(1)
1 - 6.0d00*(eta**(1.0d00/2.0d00))*y(2))
£(2) = y()
£(3) = etaxy(2)
£(4) = k1x(-(4.0d00/3.0d00) *eta*y(2)
1 - ((etax*2.0d400)/3.0400)*xy(1) - y(4))
£(5) = k2% (kb - 1.2d01x(eta**(1.0d00/2.0d400))*y(6)
1 - (3.0d400/2.0400)*c2*y(5) - k6*f(1) - k7*y(1))
£(6) = y(5)
£(7) = etaxy(6)

cccC
return

en
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeecceceececececececcceccceccccccecce ende
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C VERWENDETE FORMELZEICHEN

C Verwendete Formelzeichen

Formelzeichen

€1, €2, C3
d
€

9, h

F G, H

ks

Gr

[—

m,n,p,q, s,

t, u’ U, w, $‘) y

L

Z

| =g =2

2

B8

|

2 ‘

2

Fliche

Austauschgrofie von Impuls, Wirme
Nachlaufbreite

spezifische Warmekapazitit
Widerstandsbeiwert

Konstanten

Kugeldurchmesser

Einheitsvektor
Amplitudenfunktionen

Kraft

Formfunktionen

resultierender Kraftvektor
Fallbeschleunigung

GRASHOF-Zahl

Mischungsweglinge

kinematische, thermische Mischungsweglinge
dimensionsloser Mischungsweg

Masse

Exponenten von Z

Massenstrom

Normalenvektor

Druck

dimensionsloser Druck

PRANDTL-Zahl, turbulente PRANDTL-Zahl
thermischer Energieflufl
Zylinderkoordinaten radial, axial

dimensionslose Zylinderkoordinaten



Re — REYNOLDs-Zahl

t S Zeit

T K Temperatur

AT K charackteristische Temperaturdifferenz

U, v, W % Geschwindigkeitskomponenten in r—, ¢—, z-Richtung

Ug LY charackteristische Quergeschwindigkeit

U w — dimensionslose Geschwindigkeiten

m? Volumen

W % resultierender Geschwindigkeitsvektor

@ % Wirmeausdehnungskoeffizient

€, € — kleine Parameter

n — dimensionslose Ahnlichkeitskoordinate

1L — Ahnlichkeitsparameter fiir den Mischungsweg

] — dimensionslose Temperaturdifferenz

K %2 Temperaturleitfahigkeit

A - g R Wirmeleitfahigkeit

1 % dynamische Viskositét

v mTQ kinematische Viskositit

0 ke Dichte

@ — Zylinderkoordinate in Umfangsrichtung
Indizes

a den Auftrieb betreffend

A Auftrieb

b die Inhomogenititen betreffend

dyn stromungsbedingt

D Druck

1, J laufende Indizes

J Impuls
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kond konduktiv

konv konvektiv

T, Z, in -, z—, p-Richtung

R Nachlaufrand

sta statisch

w Widerstand

w Wand

0,1 erste, zweite Niherung

1,2,3 Zylinderboden, Zylinderdeckel, Zylindermantel

8

ungestort vom Korper
Andere Zeichen

f allgemeiner Platzhalter fiir andere Gréfien
O() von der Gréflenordnung
Schwankungsgrofie (Kapitel 1 und 2)

! erste Ableitung nach 7 (ab Kapitel 3)
zweite Ableitung nach 7

- zeitlich gemittelt
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