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Stromungs— und Transportprozesse in Mikrokandlen

Stromungs- und Transportprozesse in Mikrokanélen

Stromungen in Mikrokanélen, d.h. in Kanélen mit Durchmessern von deutlich unter
1 mm, werden durch den Fortschritt der Fertigungstechniken fiir technische Anwen-
dungen relevant. Beispiele hierfiir sind Mikrowéarmetauscher, Mikrodruckképfe oder
Mikroanalyse-Chips. Abhéngig vom Fluid (Fliissigkeit oder Gas) konnen fiir solche
Stromungen zu den iiblichen Effekten (Trdgheit, Druck, Viskositit) weitere Effekte
hinzutreten, die in makroskopischen Strémungen vernachlissigt werden diirfen. Ahn-

liche Aussagen gelten fiir den Warme- und Stofftransport in solch kleinen Kanélen.

In der vorliegenden Arbeit wird, basierend auf Ahnlichkeitsgesetzen, systematisch der
Einfluf} aller Effekte bewertet. Hieraus werden Modelle fiir verschiedene Stromungs-
typen abgeleitet und jeweils ein Vergleich mit aktuellen vertffentlichten Messungen
angestellt. Die Arbeit gibt weiterhin einen Uberblick iiber die experimentellen Me-
thoden, welche zur Erfassung der Stromungs-, Temperatur- und Konzentrationsfelder

eingesetzt werden koénnen.

Fluid flow and transport phenomena in micro channels

Fluid flow in micro channels, i.e. in channels of cross sections much less than 7 mm,
has become relevant for technical applications due to the enormous progress in ma-
nufacturing techniques. Examples for such applications are micro heat exchangers,
inkjet printing heads or microchips for biological or chemical analysis. Depending on
the fluid (liquid or gas) such flows may be dominated by effects, which are usually
neglected in macroscopic flows against the familiar effects of inertia, pressure or visco-

sity. Similar statements hold for the heat and mass transport in such small channels.

Based on similarity analysis, the present report systematically discusses the influence
of the relevant effects. Models for various types of flows are inferred and compared
to published experimental observations. The paper, further, presents an overview
upon the experimental methods appropriate to measure the flow, temperature and

concentrational fields.
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1 Einleitung

Stromungs— und Transportprozesse in Mikrokanilen, d.h. in Kanélen mit Querschnit-
ten von 1-1000 pm, werden durch den Fortschritt der Fertigungstechniken fiir techni-
sche Anwendungen relevant. Moderne Fertigungstechniken erlauben hierbei, klein-
ste Strukturen in verschiedenen Materialien wie Silizium, Metall oder Kunststoff
herzustellen. Die Fertigungsverfahren umfassen mechanisches Bohren und Frésen,
Kunststoff-Abformtechnik, lithographische und galvanische Verfahren sowie Atztech-
niken. Die Mikrostrukturierung von Silizium ist sicherlich am weitesten verbreitet —
sie entwickelte sich aus den Techniken der Chip-Herstellung. Hierbei kommen ins-
besondere lithographische Verfahren in Verbindung mit Atztechniken zum Einsatz.
Mit der Moglichkeit, Metalle und Kunststoffe zu strukturieren, haben sich die An-
wendungsmoglichkeiten deutlich erweitert. Dies hdngt auch damit zusammen, daf} ge-
geniiber Silizium ein Kostenvorteil in der Massenfertigung besteht. Die Mikrostruktu-
rierung der Metalle geschieht durch verfeinerte spanabhebende Verfahren oder durch
(Rontgen—) Tiefenlithographie. Das heifle Abformen in Kunststoff ist dann in der
Regel von (so hergestellten) metallischen Prigewerkzeugen moglich. Auch zum Ver-
binden mehrerer Strukturen oder zum Deckeln existieren zahlreiche Moglichkeiten,

viele auf der Basis von Diffusionsschweiflen.

Ein Anwendungsbeispiel fiir ein mikrofluidisches System mit grofler Verbreitung stellt
der Druckkopf von Tintenstrahldruckern dar. Hier wird die Tinte durch eine Offnung
von typischerweise 20 pm Durchmesser aus einer Kavitidt ausgeworfen, um einen
Farbpunkt auf dem Papier zu erzeugen. Der Druckaufbau in der Kavitit geschieht
entweder {iber Piezo—Kristalle oder durch Wérmezufuhr und Verdampfung. Solche
Druckkopfe sind erst nach erheblichem Aufwand an Forschung und Entwicklung in

der heute verbreiteten Qualitdt moglich geworden.

Weitere Anwendungsbeispiele finden wir in Mikroanalyse—Chips. Auch unter dem Be-
griff | Labor auf dem Chip® versucht man hier, Bausteine zu entwickeln, in welchen
die komplette Analyse einer Substanz ablduft und die die Ergebnisse elektrisch an ein
Versorgungsgerit weitergeben. Innerhalb eines solchen Bausteins miissen demnach die
Fluidfiihrung, Vermischungsprozesse von Reaktanden und/oder Markierungen, biolo-
gische oder chemische Reaktionen sowie die selektive Detektion von Stoffen ablaufen.
Der Vorteil der Miniaturisierung liegt hier bei dem geringen Probenvolumen sowie

bei den relativ groflen Oberflichen, was insbesondere bei den Detektions— und Se-
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parationsverfahren der Chromatographie und/oder Elektrochemie die Trennleistung
verbessert. Weiterhin sind solche Bausteine fiir den Einweggebrauch konzipiert, so-
daf} eine kostengiinstige Massenfertigung in biologisch und/oder chemisch kompati-
blem Material (meist Kunststoff) angestrebt wird. Auch hier ist erheblicher Bedarf
an Forschung und Entwicklung im fluiddynamischen Bereich zu erkennen. Die Ver-
mischung von zwei Fluiden, beispielsweise, ist in kleinen Kanilen, d.h. bei kleinen
Reynolds—Zahlen, nur langsam zu erreichen. Aus diesen Griinden miissen hiufig ak-

tive Mafinahmen die Vermischung beschleunigen.

Die Anwendungen sind durch diese zwei Beispiele bei weitem nicht erschopft. Viel-
mehr gibt es unzdhlige Moglichkeiten des Einsatzes mikrofluidischer Systeme, um
konventionelle Anlagen kompakter und effizienter zu machen oder um voéllig neue

Moglichkeiten zu eroffnen.

Wir wollen uns im folgenden mit Stromungs— und Transportprozessen in solchen
Mikrokanilen und —strukturen befassen. Wir werden zunéchst die theoretische Be-
handlung diskutieren. Wir miissen dabei sorgfiltig iiberpriifen, inwiefern das fluid-
dynamische Modellgeriist auf Basis der Kontinuumsmechanik iiberhaupt noch giiltig
ist und wo gegebenenfalls Schwierigkeiten zu erwarten sind. Es wird sich zeigen, daf
insbesondere fiir Gase Modifikationen oder gar molekulare Modelle notwendig wer-
den konnen. In anderen Fillen, insbesondere bei Fliissigkeiten, bleiben die kontinu-
umsmechanischen Modelle weitgehend giiltig, und nur kleine Modifikationen treten
gegebenenfalls hinzu. Ein wichtiger Punkt ist stets die Modellierung der Grenzfldchen-
effekte, welche aufgrund des groflen Verhéltnisses von Oberfliche zu Volumen bei Mi-
krokanilen in den Vordergrund treten. Die Modellierung der Grenzflichenkréfte, auch
in Anwesenheit elektrischer Felder, wird somit eine wichtige Rolle spielen. Bei An-
wesenheit von Ionen in Fliissigkeiten beispielsweise sind die Grenzflichenkréfte auch
durch elektrische Effekte bestimmt. Alle Modelle miissen stets anhand von Validie-
rungsexperimenten iiberpriift werden. Der Vergleich mit grundlegenden Experimenten
in der Literatur wird deshalb ebenfalls eine wichtige Rolle spielen. Wir werden uns
dariiber hinaus auch mit den experimentellen Methoden in mikrofluidischen Systemen

eingehend auseinandersetzen.
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2 Theoretische Behandlung von Mikrostrémungen

Die folgende Diskussion basiert in etwa auf einem Artikel von Gad-el Hak (1999). Die
kontinuumsmechanische Beschreibung der Bewegung von Fluiden stellt die Grundla-
ge der herkémmlichen Stromungsmechanik dar. Hierbei wird der wahre molekulare
Charakter von Fluiden ignoriert und stattdessen werden gemittelte Zustandsgrofien
verwendet. So haben einzelne Molekiile eines Fluids beispielsweise eine Translations-
geschwindigkeit, iiberlagert von einer Schwingung — der Brownschen Molekularbewe-
gung, deren Intensitdt direkt mit der Temperatur verkniipft ist. Mitteln wir diese
Bewegung {iber ein Volumenelement mit geniigend vielen Molekiilen, so bleibt le-
diglich ein Translationsanteil erhalten — er bestimmt den (kontinuumsmechanischen)
Geschwindigkeitsvektor. Aus der Mittelung der Intensitéit der Brownschen Molekul-
arbewegung erhalten wir die (kontinuumsmechanische) Temperatur. Aus dem oben
gesagten ergibt sich, dafl die Abmessung des Mittelungsvolumens sehr viel grofier sein
muf} als der mittlere Abstand der Molekiile, nur so erfolgt die Mittelung iiber eine
ausreichend grofle Anzahl von Molekiilen. Gleichzeitig muf} dieses Mittelungsvolumen
klein gegeniiber der Abmessung des Strémungskanals sein. Nur so erhalten wir eine
kontinuierliche Abhéngigkeit der Zustandsgréfien vom Ort und konnen differentielle
Erhaltungsgleichungen formulieren. Mit kleiner werdender Kanalabmessung, wie sie
in mikrofluidischen Systemen auftritt, kann nun insbesondere bei groflem mittlerem
Molekiilabstand (Gase, Makromolekiile) eine Situation eintreten, welche nicht mehr

durch kontinuumsmechanische Modelle beschrieben werden kann.

Eine weitere Annahme liegt den herkémmlichen kontinuumsmechanischen Modellen
zugrunde: man unterstellt, daf} die Systeme nahe dem thermodynamischen Gleich-
gewicht sind. Dies erlaubt beispielsweise einfache (lineare) Beziehungen zwischen
dem Spannungstensor und der Scherrate (Newtonsches Fluid) in den Navier—Stokes—
Gleichungen einzufiihren. Ahnliche Annahmen nutzen beim Wirmetransport lineare
Zusammenhénge zwischen Wérmestrom und Temperaturgradient oder beim Stoff-
transport lineare Zusammenhénge zwischen Stoffstrom und Konzentrationsgradient.
Dariiber hinaus miissen wir damit rechnen, dafl die Haftbedingung des Fluids an festen
Wiénden oder die kontinuierliche Verdnderung der Temperatur oder einer Konzentra-
tion vom Fluid zur Wand nicht mehr gegeben ist, sobald wir die Grundannahmen
der Kontinuumsmechanik verletzen. So wird es unter Umstédnden notwendig, nicht-

Newtonsche Fluidmodelle, Rutschen des Fluids an der Wand, oder Temperatur— bzw.
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| Fluidmodelle |
| molekulare Modelle |  Kontinuumsmodelle|
\
deterministisch] statistisch | | Euler |Navier-Stokes |  Burnett
| MDS | | MCS [Boltzmann]

Abbildung 1: Gingige Fluidmodelle.

Konzentrationsspriinge an Wénden zuzulassen.

Generell ist die kontinuumsmechanische Behandlung mit Hilfe partieller Differential-
gleichungen (vgl. Abb. 1) den molekularen Modellen vorzuziehen. Dies liegt daran, daf3
der mathematische bzw. numerische Aufwand fiir die Kontinuumsmodelle um viele
Groflenordnungen geringer ist als fiir molekulare Modelle. So kénnen molekiildynami-
sche Simulationen fiir technische Mikrokanile fiir viele Generationen ausgeschlossen
werden, weil selbst optimistische Prognosen der Rechnerentwicklung nicht geniigend
Rechenleistung fiir solche Simulationen erwarten lassen. Es gilt also Kriterien abzu-
leiten, welche entscheiden, ob wir uns im Giiltigkeitsbereich der Kontinuumsmodelle
befinden. Abhingig von diesen Kriterien kann dann eine Entscheidung fiir ein be-
stimmtes Modell oder fiir bestimmte Modifikationen getroffen werden. Diese Kriterien
werden wir separat fiir Gase und fiir Fliissigkeiten ableiten.

Die verschiedenen Modelle fiir Fluide sind in Abb. 1 zusammengefaf3t. Bei den mo-
lekularen Modellen unterscheidet man zwischen deterministischen und statistischen
Modellen. Die molekiildynamische Simulation (MDS) ist hierbei ein deterministi-
sches Modell, wihrend die Monte—Carlo—Simulation (MCS) oder die Boltzmann-
Gleichungen statistischer Natur sind. Die Kontinuumsmodelle fiihren je nach Pa-

rameterbereich zu den Euler—, den Navier-Stokes— oder den Burnett—Gleichungen.

2.1 Klassifizierung von Mikrostrémungen

Gase und Fliissigkeiten unterscheiden sich durch den mittleren Abstand der Molekiile
sowie durch die Intensitdt der Brownschen Molekularbewegung. Bei Gasen ist die

Bindung zum Nachbarmolekiil aufgehoben und ein grofler mittlerer Molekiilabstand
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sorgt dafiir, dafl die Molekiile meist frei fliegen, unterbrochen von kurzen Stéf8en mit
anderen Molekiilen, welche zu einer abrupten Anderung des Geschwindigkeitsvektors
fiihren. Deswegen ist in Gasen der mittlere Weg der Molekiile zwischen zwei Stof8en,
die mittlere freie Weglinge, eine wichtige Grofle. Intermolekulare Kréfte konnen in
Gasen in guter Niherung vernachlissigt werden und die theoretische (auch moleku-
lare) Behandlung solcher Gase ist relativ weit entwickelt. In Fliissigkeiten hingegen
ist der mittlere Abstand der Molekiile um eine Groéflenordnung kleiner, sodafy die Mo-
lekiile stédndig in Wechselwirkung mit den Nachbarmolekiilen stehen. Dies macht die
molekulare Behandlung von Fliissigkeiten deutlich schwieriger. Dementsprechend ist
die Ableitung von Kriterien zur Giiltigkeit der Kontinuumsannahme in Gasen und
Fliissigkeiten zum einen grundsitzlich verschieden. Zum anderen sind die Kriterien
fiir Gase deutlich weiter entwickelt (vgl. z.B. Schaaf und Chambré (1961)) als ent-
sprechende Kriterien fiir Fliissigkeiten (vgl. z.B. Loose und Hess (1989), Thompson
und Troian (1997)).

2.1.1 Kriterien fiir Gasstrémungen

Bei verdiinnten Gasen ist das Konzept der mittleren freien Weglinge in der Literatur
etabliert (vgl. Schaaf und Chambré (1961)). Hierbei wird gefordert, da8 die mittlere
freie Weglidnge A sehr viel kleiner ist als die Lingenskala [y in der Stromung. Die

mittlere freie Weglénge ist fiir ein ideales Gas geméafl
A=vy/— = —]/— (2.1)

mit der kinematischen Viskositdt v, der Temperatur 7', der Gaskonstanten R, der
Schallgeschwindigkeit ¢ und dem Isentropenexponenten r = ¢,/c, verkniipft. Die
Liangenskala [y der Stromung ist beispielsweise der Kanaldurchmesser, oder prizi-
ser die Langenskala, iiber die Gradienten der Zustandsgrofien wie Druck, Dichte,
Geschwindigkeit oder Temperatur anliegen. Fiir eine Geschwindigkeit wire dies bei-
spielsweise

u

lo ~ ——

T (2.2)

wobei der Index y eine Differentiation nach y kennzeichnet. Die Forderung zum

GrofBenverhéltnis von A und [y kénnen wir in die Knudsen—Zahl iibertragen geméif

A
0
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Ist (2.3) erfiillt, so konnen wir davon ausgehen, daff die Kontinuumsannahme ge-
rechtfertigt ist. Die Grofle von Kn erlaubt es also, eine Gasstromung zu klassifizieren.
Wir wollen an dieser Stelle die Knudsen-Zahl noch mit den anderen Kennzahlen

verkniipfen. Mit den Definitionen einer Reynolds—Zahl und einer Mach-Zahl

uploy

Re = — | (2.4)

Ma=—, (2.5)

mit einer charakteristischen Geschwindigkeit ug, gelingt es die Knudsen—Zahl unter

Verwendung von (2.1) gemésf

v K Uy V K
Kn=—|—=2—"1\/— 2.6
" Clo 2 CUOZO 2 ( )

umzuformen. Aus (2.6) wird deutlich, dafl der Zusammenhang

7wk Ma

Kn=,/—
" 2 Re

(2.7)

besteht. Liegt weitergehend wegen Re > 1 eine Grenzschichtstromung vor, so ist als

Langenskala die Dicke ¢ der kinematischen Grenzschicht relevant. Wegen

) 1
Z x 2.8
lo v Re (28)
kann fiir die Grenzschicht deshalb auch
M M
Kn o — o —— (2.9)

abgeleitet werden. Hierbei ist Res = ugd/v die Reynolds-Zahl der Grenzschicht. Die
Beziehung (2.9) ist von allgemeinem Interesse, sie wird wegen kleiner Reynolds—Zahlen

in Mikrokanalen kaum relevant sein.

Zusammenfassend kann aus der Grofie der Knudsen—Zahl auf das anzuwendende Mo-

dell geschlossen werden. Gad-el Hak (1999) gibt die Bereiche

Kn — 0 (Re — o0) | Euler—Gleichungen

Kn <103 Navier—Stokes—Gleichungen mit Haftbedingung
1072 < Kn < 107! | Navier—Stokes—Gleichungen mit Rutschbedingung
1071 < Kn <10 Ubergangsbereich

10 < Kn freie molekulare Stromung
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an. Gleichung (2.3) macht deutlich, dafl entweder fiir grole freie Weglédngen A oder
fiir kleine charakteristische Léngen [y grofle Knudsen—Zahlen und damit Probleme
bei einer kontinuumsmechanischen Behandlung auftreten konnen. Wir wollen hier
ein Beispiel angeben. Nehmen wir Luft bei Standardbedingungen (288 K, 1 atm),
so erhalten wir eine mittlere freie Weglinge von A = 0.065 pm. Ein Mikrokanal
mit [y = 1 pm Durchmesser hat dann Kn = 0.065 zur Folge. Dies ist bereits eine
Stromung, bei der Rutschen des Gases an der Wand zu beriicksichtigen ist. Bei gleicher
Temperatur und einem Druck von 0.1 atm vergroflert sich die mittlere freie Weglénge
auf A = 0.65 gm und mit Kn = 0.65 haben wir bereits eine Stromung, die nicht mehr
mit den Kontinuumsmodellen zu behandeln ist. Wir haben hier zwar einen kleinen
Mikrokanal unterstellt, das Beispiel macht dennoch deutlich, dafl bei Gasen durchaus
solche Situationen auftreten konnen. In der Tat ist die Situation bei Fliissigkeiten
unproblematischer, weil der mittlere Abstand der Molekiile um eine Gréflenordnung

kleiner ist und deshalb die Kontinuumsannahme auch noch fiir kleine Kanéle tragt.

2.1.2 Kriterien fiir Fliissigkeitsstromungen

Wihrend fiir Gase mit der Theorie der Gaskinetik ein etabliertes Modell zum Verhal-
ten verdiinnter Gase vorliegt, sind die Grenzen der Kontinuumsmechanik bei Fliissig-
keiten deutlich schwieriger zu fassen. Das Konzept der mittleren freien Weglénge und
der Knudsen—Zahl ist nicht ohne weiteres auf Fliissigkeiten zu iibertragen. Ahnlich
schwierig und aufwendig gestalten sich molekulardynamische Simulationen, weil die
Molekiile kontinuierlich in Wechselwirkung bleiben. Deshalb sind Aussagen hiufig em-
pirisch, entweder aus Experimenten oder aus idealisierten MD—Simulationen. Loose

und Hess (1989) gewinnen aus MD-Simulationen die Aussage

«yzzflzz( - ) (2.10)

fiir Scherraten 7, welche kein Newtonsches Verhalten der Fliissigkeit mehr zulas-
sen. Fiir ebene Probleme kann die Scherrate einfach aus dem Gradienten der Tan-
gentialgeschwindigkeit gemdf ¥ = Ou/0y = u, gewonnen werden. 7 bezeichnet die
Zeitskala, € die Energieskala und o die Lingenskala der Fliissigkeitsmolekiile, m ist
die Molekiilmasse. Fiir gewohnliche Fliissigkeiten wie Wasser erwarten wir kleine
Molekiilmassen m und kleine mittlere Molekiilabstéinde o. Deshalb mufl die Scher-

rate extrem grofl werden, bevor nicht-Newtonsches Verhalten auftritt. Stellen wir
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uns hingegen grofle, langkettige Polymermolekiile vor, so kann aufgrund der grofien
Molekiilmassen und Molekiilabstéinde durchaus der Fall eintreten, bei dem nicht—
Newtonsches Verhalten auftritt, weil die Scherrate den in (2.10) berechneten Wert
ibersteigt.

2.2 Molekiildynamische Simulationen

Befinden wir uns im Bereich freier molekularer Stromungen, so ist die molekiildyna-
mische Simulation (MD) eine deterministische Moglichkeit, die Bewegung des Fluids
zu berechnen. Diese Methode wird sicherlich in absehbarer Zeit keine Bedeutung
bei der Berechnung technischer Stromungen (in Mikrokanilen) haben. Sie kann aber
dennoch wertvolle Aussagen in Grenzbereichen liefern, wodurch eine angepafite An-
wendung der Kontinuumsmodelle moglich werden kann. Wir wollen deshalb hier kurz

diese Methode diskutieren, um ihre Leistungsfdhigkeit beurteilen zu konnen.

Man betrachtet typischerweise einige zehntausend Fluidmolekiile, welche in Kontakt
mit Gittermolekiilen eines Festkorpers (Wand) gebracht werden. Es werden Wech-
selwirkungen zwischen den beteiligten Molekiilen, d.h. Wechselwirkungen zwischen
den Fluidmolekiilen selbst und zwischen Fluid— und Festkoérpermolekiilen, formuliert.
Dies geschieht im Falle von Fliissigkeiten beispielsweise mit Hilfe des Lennard—Jones—
Potentials, welches eine verniinftige Beschreibung der Wechselwirkung inerter, nicht—
ionisierter, nicht—polarer, sphérischer Fliissigkeitsmolekiile ergibt. Nach Green (1960)

gilt fiir dieses Potential bei nicht zu kleinem Abstand r der Molekiile die Ndherung

¢, Oy
(I)ff(T)Z—T—G—Fm . (211)
Hieraus ist ersichtlich, daf3 bei groflen Molekiilabstinden r die Anziehung aufgrund der
gegenseitigen Polarisierung der Fliissigkeitsmolekiile bestimmend ist (van—der—Waals—

6 ab. Fiir sehr kleine

Krifte). Bei Anndherung nimmt das Potential geméfl ®p oc r~
Absténde r werden die abstoflenden Krifte dominant, was auf eine Wechselwirkung
der Elektronenhiillen zuriickgefiihrt werden kann. Die Konstanten C), Cs sind fiir
eine ganze Reihe von Molekiilen in der Literatur zu finden. Die Beriicksichtigung
komplexer Fliissigkeitsmolekiile wie beispielsweise Dipole oder Ketten ist prinzipiell

durch Einfiihrung sehr komplexer Potentiale moglich.

Bei der Wechselwirkung zwischen Festkorper— und Fliissigkeitsmolekiilen in der Ndhe

der Wénde ist zu beriicksichtigen, dafi die Festkorpermolekiile in ein elastisches Gitter
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eingebunden sind. Durch Integration der elastischen Krifte ergibt sich im einfachsten

Fall fiir die Wechselwirkung ein Potential der Form

Cs Oy
In Gasen oder im Dampf der Fliissigkeit werden die Wechselwirkungen der Molekiile
in der Regel vernachliissigt und der Impulssatz erlaubt die Anderung der Geschwin-

digkeitsvektoren bei Kollisionen zu berechnen.

Mit bekannter Kraftwirkung auf die Molekiile, aus rdumlicher Differentiation des Po-
tentials, wird schlieflich gem#fl dem Newtonschen Gesetz die Molekiilposition durch
Zeitintegration aus der Beschleunigung numerisch ermittelt und fiir alle Molekiile
verfolgt. Thermische Randbedingungen werden in diesem Kontext durch Vorgabe
definierter Brownscher Molekularbewegung an den Festkorpermolekiilen der Winde
realisiert. Die Vorgabe kinematischer Randbedingungen entféllt vollstdndig. Auf mo-
lekularer Ebene ist die Wirkung der Winde und Grenzflachen auf die Fluide durch die
Wechselwirkung der Molekiile vollstdndig beschrieben. Umgekehrt erlaubt das Ver-
halten der Fluidmolekiile nach entsprechender Mittelung Aussagen zu den makrosko-
pischen Zustandsgroflen wie Geschwindigkeit, Druck oder Dichte. Die Intensitéit der
Brownschen Molekularbewegung innerhalb eines Mittelungsvolumens legt schliefilich
die (makroskopische) Temperatur fest. Grenzflichen sind in diesem Kontext durch
eine groBe Anderung der Molekiildichte einer bestimmten Molekiilsorte (unscharf)
definiert.

Solche molekiildynamischen Simulationen sind mit den leistungsfdhigsten Rechnern
heute fiir maximal 10° einfache Molekiile durchfiihrbar. Dies entspricht einer Begren-
zung auf eine Zone von etwa 50-100 nm Durchmesser, wobei die simulierte Echtzeit
auf etwa 10® Sekunden begrenzt bleibt. Entsprechend kénnen nur akademische Simu-
lationen zu verdiinnten Gasen, zu bewegten Kontaktlinien in Fliissigkeiten, zu diinnen
Fliissigkeitsfilmen oder zu elektrischen Grenzschichten an Wanden durchgefiihrt wer-
den. Diese akademischen Fille liefern jedoch durchaus wertvolle Hinweise fiir konti-
nuumsmechanische Modelle, indem beispielsweise die priazisen Randbedingungen aus
solchen Simulationen iibernommen werden konnen.

Wir wollen an dieser Stelle eine aktuelle Arbeit zur Molekiildynamik aufgreifen und
ihre Ergebnisse diskutieren. Dies erlaubt die Grenzen und den Nutzen solcher Simula-
tionen besser zu bewerten. Thompson und Troian (1997) haben fiir eine ,, mikroskopi-

sche” Couette-Stromung molekulardynamische Simulationen durchgefiihrt, das Pro-
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Abbildung 2: Problemskizze zur Couette—Stromung in Thompson und Troian (1997).

blem ist in Abbildung 2 skizziert. Wir erkennen zwei Platten der Gréfle 12.50 x 7.20
horizontal im Abstand h = 16.70-24.60 angeordnet. Die untere Platte ist in Ru-
he, die obere Platte wird lidngs x mit der Geschwindigkeit u, bewegt. o ist die
molekulare Lingenskala. Mit periodischen Randbedingungen auf den Begrenzungs-
flichen y = konstant und x = konstant wird eine unendlich ausgedehnte Situation
in der xy—Ebene simuliert. Dies bedeutet beispielsweise, dafl Molekiile, die iiber eine
Flache x; = konstant austreten, iiber die zweite Fliche x5 = konstant mit glei-
chem Geschwindigkeitsvektor wieder eintreten. Die festen Winde bei z = konstant
werden als Molekiile in einem kubisch flichenzentrierten Gitter simuliert, weiterhin
wird das Problem isotherm behandelt. Die Fliissigkeit besteht aus einfachen sphéri-
schen Molekiilen, fiir welche ein Lennard—Jones—Potential formuliert wird. Das Ziel
von Thompson und Troian (1997) besteht darin zu untersuchen, fiir welche Bedin-
gungen und Spalthohen h die Haftbedingung erfiillt ist und wann gegebenenfalls mit
Rutschen zu rechnen ist. Abbildung 3 zeigt Profile der dimensionslosen Geschwin-
digkeit u/ug tiber der dimensionslosen vertikalen Koordinate z/h. Wir erkennen an
den offenen Kreisen ein Profil, welches auf beiden Seiten die Haftbedingung erfiillt
— ein lineares Profil, das uns aus der makroskopischen Couette-Stromung geldufig
ist. Dieses Profil ist erhalten fiir starke Wechselwirkung zwischen Fliissigkeits— und
Festkorpermolekiilen, fiir grofie ,thermische Rauhigkeit* der 1/s—Grenzflichen und
fiir gute Vertriglichkeit der Molekiildichten in Fliissigkeit und Festkérper. Wird die
Wechselwirkung zwischen Fliissigkeit und Festkorper schwicher, so findet sich an den
Wiinden deutliches Rutschen (vgl. ausgefiillte Kreise). Ahnliches beobachten Thomp-
son und Troian (1997) fiir unvertrégliche Molekiildichten (vgl. Sterne). Die Autoren
nutzen ihre Ergebnisse, um ein universelles Rutschgesetz auf Basis bestimmter mo-

lekularer Parameter abzuleiten. Auch wenn die eigentliche Simulation eine technisch

10
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Abbildung 3: Geschwindigkeitsprofile der Couette-Stromung iiber der Spalththe nach Thompson
und Troian (1997).

nicht relevante Grofle von nur wenigen Molekiildurchmessern hat, sind die Ergebnisse
in Form des Rutschmodells durchaus fiir Kontinuumsmodelle (in technischen Geo-
metrien) wertvoll. Ein Ubersichtsartikel zu molekiildynamischen Simulationen findet

sich bei Koplik und Banavar (1995).

2.3 Kontinuumsmodelle
2.3.1 Navier—Stokes—Gleichungen, Euler—Gleichungen, Stokes—Gleichungen

Wir wollen nun die Erhaltungsgleichungen in Differentialform fiir ein Kontinuum
angeben und uns insbesondere verdeutlichen, welche Voraussetzungen wir jeweils ge-
troffen haben. Die genaue Kenntnis der Voraussetzungen ist wichtig, um den Giiltig-
keitsbereich einschitzen zu konnen. Die Herleitung der Gleichungen wollen wir un-

terdriicken, sie findet sich beispielsweise bei Oertel (1995).

Die Erhaltung der Masse, des Impulses und der Energie in einem Volumenelement

fiihrt ohne weitere Annahmen fiir ein Kontinuum zu

11
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a) Kontinuitéitsgleichung:

pr+ (pu)s + (pv)y + (pw). =0, (2.13)
b) Impulserhaltung:
p(uy + vy + vuy +wu,) = ky + Top o + Tyay + Toas (2.14)
p(vr + wvy + vy + W) = ky 4+ Tay o + Tyyy + Ty (2.15)
p(wy + uw, + vwy +ww,) =k, + Tosp + Tyoy + Tozs (2.16)
¢) Energieerhaltung:
ple; + uey +vey, +we,) = —(Qoo+ Gyy + ¢22)
FToaly + Tyally + ToglUy (2.17)

FTayVsz + TyyUy + Toy U,

FTr Wy + Ty, Wy + T, W, .

Hierin ist v = (u,v,w) der Geschwindigkeitsvektor, p die Dichte, K = (ky, ky, k)
der Vektor der Volumenkréfte, e die innere Energie, q = (¢4, ¢y, ¢.) der Vektor der
Wirmestrome und

Tex Toy Taz

T = (2.18)

Tyz  Tyy Tyz
Tow Toy Tez
der Spannungstensor. Die unabhéngigen Variablen sind die Zeit ¢ und die Koordinaten
x, y und z. Wir notieren Ableitungen durch Indizes, wobei bei indizierten Gréfien das

Komma die (hintenstehende) Ableitung abtrennt.

Der Satz von Gleichungen (2.13-2.17) ist nicht geschlossen, weil den 5 Differential-
gleichungen die 17 Unbekannten wu;, p, 7x;, € und ¢; gegeniiberstehen. Es sind demnach
weitere Gleichungen zu formulieren. Fiir ein Newtonsches Fluid kann ein linearer
Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor und dem Verformungstensor formu-
liert werden (Verallgemeinerung von 7 = pu,). Die Stokessche Hypothese stellt
eine Beziehung zwischen dem ersten und dem zweiten Koeffizienten der Viskositét
her. Fiir ein Fourier—Fluid wird ein linearer Zusammenhang zwischen Wiarmeleit-

stromen und Temperaturgradienten unterstellt, die durch Strahlung transportierte

12
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Wirme konnen wir bei moderaten Temperaturen vernachléssigen. Schliefilich benéti-
gen wir noch Zustandsgleichungen fiir ein kalorisch perfektes Fluid, welche mit
e =c¢T und h = e+ p/p = ¢, 1 die innere Energie e und die Enthalpe h bei kon-
stanten spezifischen Wirmen ¢,, ¢, angeben. Die obigen Annahmen fiihren auf die
kompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen (erginzt durch Massen— und Ener-

gieerhaltung):
a) Kontinuitéitsgleichung:
pr+ (pu)s + (pv)y + (pw). =0, (2.19)
b) Impulserhaltung (Navier-Stokes):

p(uy + vy + vuy + wu,) = —p, + ky (2.20)

2
+u |:{2Ux - g(ux +uy + wz)}

+ {uy + v}, + {ws + uz}z} ,

x

p(ve + wvy + vu, + wu,) = —p, + k, (2.21)
2
+p | {uy + v}, + {2vy— g(uw—l-vy—l—wz)} +{v. +wy}, |
Yy
plw + uw, + vw, + ww,) = —p, +k, (2.22)

2
Tt {{ww +ust, +{v: +wy}, + {2w2 - g(ufv + oy + U’Z)} ] ’

¢) Energieerhaltung:

pep (T + uly + 0T, +wl,) = XN(Lyy+ Ty + 1) (2.23)

+  (pt + upy +vpy + wp,) + pd .

Hierin tritt die Temperatur 7" auf, die Wérmeleitfihigkeit A\, sowie die Dissipations-

funktion

O =2 (u2+v2+w?) + (v +uy) + (wy +v.)° + (u, + w,)° —%(ux—l-vy—i—wz)2 :
(2.24)
Die Dissipationsfunktion ® wirkt in den Impulsgleichungen (2.20-2.22) als viskose
Senke (Impulsverlust) und in der Energiegleichung (2.23) als Quelle (verteilte Wiarme-
quelle).

13
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Von den Gleichungen (2.19-2.23) ausgehend sind unter bestimmten Annahmen wei-
tere Vereinfachungen zu erreichen. Wir wollen zunéchst die inkompressible Variante
dieser Gleichungen diskutieren. Wenn die Dichte p konstant bleibt, was fiir Fliissig-
keiten immer und fiir Gase im Bereich kleiner Mach-Zahlen Ma < 0.3 (vgl. (2.5))
néherungsweise erfiillt ist, so konnen die Erhaltungsgleichungen (2.19-2.23) in der

inkompressiblen Form benutzt werden. Wir haben dann

a) Kontinuitéitsgleichung:

Uy + vy +w, =0, (2.25)

b) Impulserhaltung:
p(uy + uuy + vuy +wu,) = —py + Ky + p(Uge + Uyy + uszz) (2.26)
p(vr + uvg + vuy, + wu,) = —py + ky + p(vge + vy + U22) (2.27)
plw; + uw, + vwy +ww,) = —p, + k, + p(wWee + wyy +w,,) , (2.28)

¢) Energieerhaltung:
pcp (T + uly + 0Ty + wT,) = MLy + Ty + 1) + 4 ®@ink - (2.29)

Die inkompressible Dissipationsfunktion ®;,, vereinfacht sich aufgrund der Konti-

nuitétsgleichung (2.25) zu
Dy = 2 (U2 + vy + w2) + (v +1y)” + (wy +02) + (ws +w,)” (2.30)

Ausgehend von Gleichungssatz (2.19-2.24) sind zwei weitere Vereinfachungen méglich,
je nachdem ob die viskosen Terme oder die Triagheitsterme in den Impulsgleichun-
gen (2.20-2.22) klein sind. Das Verhiltnis der Trégheits— und der Impulskrifte wird
dimensionslos durch die Reynolds-Zahl (vgl. (2.4)) erfait. Im Grenzfall Re — oo
(oder Kn — 0, vgl. (2.6, 2.7, 2.9)) werden die viskosen Krifte sehr klein und diirfen
vernachléssigt werden. Dies ergibt die Euler-Gleichungen. Beziiglich der Energieer-

haltung wird fiir iibliche Fluide wie Luft oder Wasser fiir die Prandtl-Zahl

14
Pr=-— 2.31
=2 (2.31)

Pe = — = RePr (2.32)
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sofort Pe — oo abgeleitet werden. Die Péclet—Zahl charakterisiert das Verhiltnis
aus konvektiv und diffusiv transportierter Warme. Deshalb entfallen fiir Pe — oo in
der Energieerhaltung (2.23) die (diffusiven) Wérmeleitterme. Wir haben demnach die

Euler—Gleichungen (erginzt durch Massen— und Energieerhaltung) geméf
a) Kontinuitéitsgleichung:

pe+ (pu)e + (pv)y + (pw). =0, (2.33)

b) Impulserhaltung (Euler):

p(u + wuy + vuy + wu,) = —py + ky (2.34)
p(ve + wvy + vu, +wv,) = —p, + ky (2.35)
p(w + vwy + vwy, + ww,) = —p, + k, , (2.36)
¢) Energieerhaltung:
pep (1) + uly + vl + wT,) = py + upy + vpy, + wp, . (2.37)

Der letzte Grenzfall ergibt sich fiir Re — 0, d.h. wenn die Trigheitskrifte sehr klein
sind und deshab vernachléssigt werden konnen. Dies ergibt die Stokesschen Gleichun-
gen. Aufgrund von (2.32) kann fiir iibliche Fluide mit Pr ~ 1 unmittelbar Pe — 0
gefolgert werden. Somit darf auch die konvektiv transportierte Wéarme in der Ener-
gieerhaltung (2.23) vernachlissigt werden. Es ergeben sich deshalb die Stokesschen

Gleichungen (ergénzt durch Massen— und Energieerhaltung) zu
a) Kontinuitéitsgleichung:
pi+ (pu)s + (pv)y + (pw). =0, (2.38)
b) Impulserhaltung (Stokes):

0 = —pp+ky (2.39)

2
+ uHQuI—g(uw—l—vy—l-wz)} +{uy+vx}y+{wx+uz}z} ,

0 = —p,+k, (2.40)

+

2
{uy + v}, + {2vy— g(ufﬂtvynth)} +{vz+wy}Z] ,

y

15
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0 = —p,+k, (2.41)

2
+ {wx+uz}x+{vz+wy}y+{2wz—§(ux+vy+wz)}} ,

¢) Energieerhaltung:

0=A(Tp +Tyy +1T1..) + (pe + upy + vpy + wp,) + pu® . (2.42)

2.3.2 Randbedingungen an Fluid/Festkorper—Grenzflichen

Nach Auflistung der Erhaltungsgleichungen und Zuordnung der Annahmen wollen wir
uns mit den Randbedingungen an festen Ridndern beschéftigen. Hierzu konzentrieren
wir uns auf ein ebenes Problem, wie in Abbildung 4 gezeigt. Die Wand befindet
sich bei y = 0. Zunéchst miissen wir feststellen, daf} die Erhaltungsgleichungen in
der Regel partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung sind. Die einzige Ausnahme
stellen die Euler-Gleichungen (2.33-2.37) dar, welche aufgrund des Wegfalls der dif-
fusiven Terme von 1. Ordnung bleiben. Dies hat Konsequenzen bei der Vorgabe der
Randbedingungen: Wir kénnen kinematisch nur eine Randbedingung fiir die normale
Geschwindigkeitskomponente vorgeben, v(y = 0) = vy, wobei vy, die normale Ge-
schwindigkeit der Wand bezeichnet. Bei Fehlen der viskosen Terme kénnen wir fiir die
tangentiale Komponente u(y = 0) keinerlei Forderung erfiillen. Fiir die Temperatur
(oder andere transportierte Skalare) kann an der Wand ebenfalls keine Bedingung
gestellt werden. Dies hingt damit zusammen, dafl lediglich der konvektive Transport
vorliegt und der diffusive Transport in der wandnormalen Richtung fehlt. An der
Wand sind deshalb wegen v(y = 0) = vy in der Regel keine Fliisse in Normalen-
richtung moglich und deshalb verschwindet 7, (y = 0). Diese Einschrinkung bei der
Vorgabe der Randbedingungen bleibt auf die Euler-Gleichungen begrenzt.

Alle {ibrigen Erhaltungsgleichungen, ndmlich die kompressiblen oder inkompressiblen
Navier-Stokes—Gleichungen und die Stokesschen Gleichungen, erlauben die Vorga-
be von Randbedingungen fiir die normale und fiir die tangentiale Geschwindigkeits-
komponente. In der Regel bedeutet dies die Haftbedingung, d.h. u(y = 0) = uw,
v(y = 0) = vy, wobei fiir ruhende Winde uy = vy = 0 ist. Die Vorgabe einer Grofle
auf dem Rand wird als Dirichlet-Randbedingung (RB. 1. Art) bezeichnet. Fiir die
Temperatur (oder andere Skalare) konnen Bedingungen der Form T'(y = 0) = Tw
(RB. 1. Art) oder der Form T, (y = 0) = konstant gestellt werden. Die Vorgabe der
Ableitung einer Grofle auf dem Rand wird als Neumann-Randbedingung (RB. 2. Art)

16
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Abbildung 4: Ebenes Koordinatensystem an einer Wand bei y = 0 mit Bezeichnungen.

bezeichnet. Neben der Vorgabe der Temperatur selbst oder ihrer Ableitung auf dem
Rand ist auch die kombinierte Vorgabe beider Groflen in einer sogenannten Randbe-
dingung 3. Art moglich. Diese hat die Form AT, (y = 0)+ BT (y = 0) +C = 0. Sowohl
fiir die Geschwindigkeitskomponenten als auch fiir die Temperatur (oder andere Ska-
lare) geht somit der Wert im Fluid bei Anndherung an die Wand stetig in den Wert
der Wand iiber.

Unterstellen wir beispielsweise einen Sprung der Geschwindigkeitskomponenten (Rut-
schen) oder der Temperatur an der Wand, so wiirde dies zu unendlich grofilen Gra-
dienten u,, v,, T, filhren, welche mit unendlich groflen Fliissen sofort den Ausgleich
herbeifithren wiirden. Diese kontinuumsmechanische Vorstellung setzt aber ein ther-
modynamisches Gleichgewicht voraus. Ein solches Gleichgewicht kann sich nur ein-
stellen, wenn geniigend Stéfle zwischen Fluid— und Festkorpermolekiilen stattfinden,
um den Impuls und die Wérme zwischen Fluid und Wand zu iibertragen. Fiir Gase ist
die Stofifrequenz ausreichend grof}, solange Kn < 0.01 gilt. Fiir verdiinnte Gase hin-
gegen, im Bereich Kn > 0.01, wird die Kollisionsfrequenz zu niedrig, sodaf} sich kein
thermodynamisches Gleichgewicht einstellen kann. Die Folge sind Spriinge der Ge-
schwindigkeitskomponenten (Rutschen) und der Temperatur (sowie anderer Skalare).

Fiir verdiinnte Gase ist von Navier beispielsweise das Rutschgesetz
u(y =0) —uw = Lyu,(y =0) (2.43)

eingefithrt worden. Formal ist dies ebenfalls eine Randbedingung 3. Art, die aus einer
Rutschléinge L, und der Scherrate u,(y = 0) die aktuelle Rutschgeschwindigkeit u(y =

0) bestimmt. Fiir Ly — 0, d.h. fiir sehr kleine Rutschléingen, erhalten wir im iibrigen
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Abbildung 5: Spiegelsymmetrische Reflektion von Gasmolekiilen an der perfekt glatten Wand nach
Maxwell (1879).

die Haftbedingung. Bevor wir nun quantitative Gesetze ableiten, miissen wir uns auf

das betrachtete Fluid festlegen.

2.3.2.1 Gase an festen Wanden Wir wollen zunéichst zwei idealisierte Grenzfélle
diskutieren, wobei wir gleiche Temperatur von Fluid und Wand unterstellen. Max-
well (1879) charakterisiert in seiner kinetischen Theorie verdiinnter Gase das Verhal-
ten sphirischer Gasmolekiile an (molekular) glatten Festkorpern (vgl. Abbildung 5).
Hiernach erhilt jedes Gasmolekiil bei Kollision mit der Wand seinen tangentialen
Impuls dadurch, daf eine spiegelsymmetrische Reflektion auftritt. Somit dndert sich
ausschliefllich der normale Impuls der Gasmolekiile. Durch den fehlenden Austausch
von tangentialem Impuls zwischen Gasmolekiilen und Wand folgt ein perfektes Rut-
schen der Gasmolekiile an der Wand — das Gas iibertriagt keine Schubspannung auf
die Wand.

Im zweiten Grenzfall unterstellen wir eine sehr rauhe Wand (vgl. Abbildung 6). Durch
die Rauhigkeit erfolgt die Reflektion der Gasmolekiile statistisch verteilt in alle Rich-
tungen. Im Mittel haben deshalb die Gasmolekiile nach der Reflektion keinen tangen-
tialen Impuls mehr. Das Ubertragen des tangentialen Impulses an die Wand bedeutet

eine endliche Schubspannung. Eine Kréftebilanz fiihrt auf das Rutschgesetz
u(y =0) —uw = Auy(y =0) , (2.44)

mit der mittleren freien Wegldnge A. Diese Reflektion wird als diffuse Reflektion
bezeichnet, weil zwischen Einfallsrichtung und (zufélliger) Reflektionsrichtung keine
Korrelation besteht.

Reale Winde sind nun dadurch gekennzeichnet, dafl ein (kleiner) Teil der Gasmo-

lekiile spiegelsymmetrisch und ein (grofier) Teil diffus reflektiert wird. Um die Wand
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Abbildung 6: Diffuse Reflektion von Gasmolekiilen an einer perfekt rauhen Wand.

charakterisieren zu konnen, fithren wir einen Reflektionskoeffizienten o, ein, der den
Anteil der diffus reflektierten Molekiile an der Gesamtzahl der Reflektionen angibt.
0, findet sich im Bereich o, = 0.2 — 0.8, wobei der Wert 0.2 fiir ausnehmend glatte
Flichen auftritt und der Wert 0.8 fiir technisch relevante (rauhe) Flichen, welche
einen groflen Anteil diffuser Reflektionen haben. Unter Verwendung von o, kann das
Rutschgesetz (2.44) geméif

2 — o,

u(ly =0) —uy = Auy(y =0) (2.45)

oy
verallgemeinert werden. Fiir o, — 1 geht (2.45) in (2.44) iiber und beschreibt dann
die perfekt diffus reflektierende Grenzfliche. Der Grenzfall o, — 0 fiihrt in (2.45) zur
vollstindigen Entkopplung von Rutschgeschwindigkeit und Scherrate, was letztlich
perfektes Rutschen bedeutet.
In der Regel sind die Verhéltnisse nicht isotherm, sodafl weitergehend der Einfluf der
Fluid— und Wandtemperatur beriicksichtigt werden muf}. Fiir T" # Ty ist die Rutsch-
bedingung (2.45) zu modifizieren, und eine Bedingung fiir den Temperatursprung tritt

hinzu. Wir haben demnach

2—o0, 3 L

u(y =0) — uy = o Auy(yzo)—i_zme(y:O)a (2.46)
2—o0pr 25 A

T(y=0)—Ty = UTTFH_lﬁTy(y:O). (2.47)

In (2.47) tritt, analog zu oy, der thermische Kollisionskoeffitient o auf. Formal sind
die Kollisionskoeffizienten aus dem tangentialen Impulsflufl 7; und dem Energieflufl ¢;
definiert. Es ist

o, =21 (2.48)




P. Ehrhard € I. Meisel

op = Jo "4 (2.49)
49 — qw

Die Indizes stehen fiir den Gesamtflufl aller Kollisionen (g), fiir den spiegelsymme-
trisch reflektierten Fluf (r) und fiir den Flufl an der Wand (W). In (2.47) tritt wei-
terhin das Verhiltnis der spezifischen Wiarmen x = ¢,/c, sowie die Prandtl-Zahl
Pr = v/k auf. Der zweite Term auf der rechten Seite der Rutschbedingung (2.46)
rithrt vom , thermischen Kriechen“ her. Hat ein verdiinntes Gas an der Wand, bei-
spielsweise infolge der Wandtemperatur Ty (x), einen tangentialen Temperaturgradi-
enten 7, > 0, so kommt es zu einer Geschwindigkeit v > wuy in Wandnédhe. Dieser
Umstand wird in einer Knudsen-Pumpe ausgenutzt, welche zum Pumpen verdiinnter

Gase eingesetzt werden kann und ohne bewegliche Teile das Gas in einem Rohr von

der kalten Zone in die warme Zone fordert.

2.3.2.2 Flissigkeiten an festen Wianden Wir haben bereits in Abschnitt 2.1.2
auf die Schwierigkeiten bei der molekularen Behandlung von Fliissigkeiten hinge-
wiesen. Diese Schwierigkeiten sind natiirlich auch fiir die Fliissigkeits/Festkorper—
Wechselwirkung zu unterstreichen. Aus der Arbeit von Thompson und Troian (1997),
das Problem haben wir bereits in Abbildung 2 diskutiert, konnen Aussagen zu den
Giiltigkeitsgrenzen von Randbedingungen auf der Basis von MD-Simulationen abge-
leitet werden. In Abbildung 7b ist zum einen die Viskositéit p iiber der Scherrate ¥
aufgetragen. Es wird deutlich, dafl unabhéngig von der aktuellen Parameterwahl ¢,
o, n (verschiedene Symbole) die mittlere Viskositdt p unabhingig von der Scherra-
te 7 bleibt. Die Parameter von Thompson und Troian (1997) charakterisieren mit &
die Intensitét der Flissigkeits/Festkorper— Wechselwirkung, mit o den mittleren Mo-
lekiilabstand der Fliissigkeitsmolekiile und mit n das Verhiltnis der Molekiildichten
in Fliissigkeit und Festkorper.

Der in Abbildung 7b aufgetragene Bereich von Scherraten ist deutlich unterhalb der
in (2.10) in Abschnitt 2.1.2 gegebenen Grenze, und die Aussage ist deshalb konsistent
mit Loose und Hess (1989). Somit beobachten Thompson und Troian (1997) im ganzen
Bereich von Scherraten Newtonsches Verhalten der Fliissigkeit. Die Auswertung der
Rutschlinge L, in Abbildung 7a (dimensionslos) birgt hingegen eine Uberraschung:
Bei Steigerung der Scherrate 7 kommt es fiir alle Parameterkombinationen bei einer
kritischen Scherrate 9y, zu einem dramatischen Anstieg der Rutschlinge L. In der

Konsequenz bedeutet dies, daf fiir kleine v < A ein konstanter Wert Lj;,, der
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Abbildung 7: Rutschlinge (a) und Viskositét (b) aus MD-Simulationen einer Couette-Stromung

nach Thompson und Troian (1997) fiir eine idealisierte Fliissigkeit.

Rutschlénge die Giiltigkeit der Navier-Rutschbedingung
u(y = 0) — uw = Liinuy(y = 0) (2.50)

bestatigt. Fiir 4 > g wird die Rutschbedingung (2.50) dann nichtlinear, obwohl

die Fliissigkeit nach wie vor Newtonsches Verhalten zeigt.

Durch eine geeignete Normierung mit L;;,, und 7k in Abbildung 7a gelingt es wei-

terhin, ein universelles Rutschgesetz

L o
-5
Lijrm, Ykrit

abzuleiten. Abbildung 8 zeigt, dafl mit der so normierten Rutschléinge alle Daten-

M

punkte auf einer Kurve zusammenfallen.
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Abbildung 8: Normierte Rutschlinge nach Thompson und Troian (1997) und universelles Rutschge-

setz.

Vergleichen wir das Verhalten der Fliissigkeit mit dem Verhalten von Gasen, so
wird folgendes deutlich. Fiir Gase ist im Bereich Kn > 0.1 sowohl der Zusam-
menbruch der Newtonschen Eigenschaften als auch der Zusammenbruch der Navier—
Rutschbedingung aufgetreten. Fiir die Fliissigkeiten hingegen bleibt das Newtonsche
Verhalten bis zu hohen Scherraten erhalten, wihrend das Rutschgesetz von Navier
bei deutlich kleineren Scherraten ,.;; versagt. In der Konsequenz bedeutet das ex-
treme Anwachsen der Rutschlinge bei ¥ = .4, dafl die Impulskopplung zwischen
Wand und Fliissigkeit vollstindig aufgehoben ist. Kleinste (molekulare) Unterschiede
des Festkorpers im Bereich 7 ~ g, konnen zu vollig unterschiedlichem makroskopi-

schen Verhalten der Strémung fiihren.

Wir wollen eine Groflenordnungsabschétzung mit Wasser bei Normalbedingungen
(288 K, 1 atm) durchfiihren. Die molekulare Masse ist m = 3-1072° kg, der mittlere
Abstand der Molekiile aus der molekulare Lingenskala ist o = 2.9 - 1071% m, und die
Intensitét der Fliissigkeits/Festkorper-Wechselwirkung ist durch die molekulare Ener-
gieskala e = 3.6- 102! J gegeben. Hieraus errechnet sich geméf (2.10) eine Scherrate

fiir das Auftreten nicht-Newtonschen Verhaltens von 4 = 2.4 - 102 s~1. Mit einer

typischen Parameterkombination in Thompson und Troian (1997) von g - 7 = 0.1

-1

erhalten wir die kritische Scherrate zu . = 1.2 - 10'* s7! und die Rutschliinge fiir

kleine Scherraten zu Ly, = 4.9-107% m. In einem mechanischen Mikrosystem kénnen
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wir hohe Scherraten beispielsweise in Lagerungen rotierender Teile erhalten. Wir un-
terstellen einen Zylinder von d = 100 gm bei 20000 Umdrehungen/Minute und einem
Spalt zwischen Zylinder und Bohrung von 1 pm. Dies fiihrt auf eine Scherrate von
4 = 10° s~L. Beriicksichtigen wir die Rutschlinge L;;,,, so ist die Rutschgeschwindig-
keit lediglich u(y = 0) — uw = YLy, = 4.9-107* m/s bei uyy = 0.01 m/s. Hieraus
wird deutlich, da} wir zum einen weit von nicht—Newtonschem Verhalten entfernt
sind und zum anderen Rutschldngen von wenigen Nanometern kaum von Bedeutung
fiir die Haftbedingung werden. Andererseits konnen grofiere Molekiile durchaus in

kritische Bereiche fiihren.

2.4 Gasstromung durch einen Mikrospalt

2.4.1 Theoretisches Modell

Wir wollen uns nun mit der Gasstromung in einem Mikrospalt beschiftigen. Es geht
hier um das Verstédndnis der grundlegenden Physik, sodafl wir das ebene Problem in
(x,y) behandeln wollen, um den mathematischen Aufwand nicht unnétig ausufern zu
lassen. Eine Skizze des Problems ist in Abbildung 9 gegeben. Der Spalt hat die Hohe
2d, die Lénge [, und ist in der z—Richtung nicht begrenzt. Das Koordinatensystem
liegt in der Mitte des Spalteintritts. Die Stromung wird infolge der Druckdifferenz
(p1 — po) > 0 durch den Spalt getrieben. Wir wollen annehmen, dafl eine stationére
Stromung auftritt. Weiterhin soll die Strémung isotherm sein, d.h. das Fluid bleibt
auf der Temperatur T' = Tj. Dies ist natiirlich eine Ndherung, weil infolge der viskosen
Dissipation in der Warmetransportgleichung ein Quellterm auftritt. Wir werden die
Erwérmung infolge der Dissipation spiter abschéitzen. Wir wollen weiterhin unterstel-
len, daf sich im Spalt ndherungsweise eine parallele Stromung mit u > v einstellt.
Dies erlaubt die Gleichungen erheblich zu vereinfachen und ist sicherlich fiir schlanke
Spalte in guter Naherung erfiillt. Fiir diese Annahmen und N#dherungen kénnen wir
die Navier-Stokes—Gleichungen fiir ein kompressibles Fluid aus (2.19-2.23) vereinfa-

chen und erhalten

a) Kontinuitéitsgleichung:

(pu)y ~ 0, (2.51)

b) Impulserhaltung:

PUUL = —Py + 1 (—um + uyy> , (2.52)
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Abbildung 9: Problemskizze zur ebenen Gasstrémung durch den Mikrospalt.

0
0~ —p, — pg + 3 lay - (2.53)

In den Gleichungen (2.51-2.53) haben wir im wesentlichen die mathematischen Kon-
sequenzen der Annahmen und Nédherungen, ndmlich w = 0, 9/0z = 0, 9/0t = 0,
¢ ~0, T ~Tp, v~0, ausgenutzt. Die Energieerhaltung braucht in dieser Ndherung
nicht formuliert zu werden. Schliefllich haben wir eine volumetrische Kraft, exempla-
risch in Form des Schwereterms, in Gleichung (2.53) priisent. Die Randbedingungen

fiir das Problem in Abbildung 9 sind offensichtlich

r=0,y : p=p , (2.54)
x=Ly : p=po , (2.55)
r,y=0 : u, =0 , (2.56)
r,y=-+d : u:—2;UUAuy , (2.57)
(z,y=—-d : u= +2 ; o Auy,) . (2.58)

In den Gleichungen (2.54) und (2.55) geben wir mangels Kenntnis der Geschwindig-
keiten lediglich die Driicke vor. Gleichung (2.56) ist eine Symmetriebedingung fiir
das Geschwindigkeitsfeld. Gleichung (2.57) ist eine Rutschbedingung (vgl. Gleichung
(2.46)), wie im iibrigen auch Gleichung (2.58). Bei der Anwendung der Rutschbe-
dingung (2.46) miissen wir beachten, daf§ in Abbildung 4 mit y die wandnormale
Richtung bezeichnet ist. Demzufolge entspricht bei y = —d die Wandnormale der
y—Koordinate in Abbildung 9, bei y = +d hingegen ist die Wandnormale durch
die negative y—Richtung gegeben. Die kombinierte Anwendung der Randbedingun-
gen (2.57) und (2.58) stellt die Symmetrie des Stromfeldes sicher, sodafl auf (2.56)

verzichtet werden konnte. Fiir die Rechnung ist es jedoch einfacher (und dquivalent),

24



Stromungs— und Transportprozesse in Mikrokandlen

die beiden Bedingungen (2.56) und (2.57) zu verwenden. Der Satz von Gleichungen
und Randbedingungen (2.51-2.57) unterstellt, daf wir das Fluid noch als Kontinu-
um behandeln und Rutschen an der Wand zulassen. In Abschnitt 2.1.1 haben wir
erkannt, daf dies fiir Gase mit kleinen Knudsen—Zahlen sichergestellt werden kann.
Wir beschrinken uns demnach auf Kn < 0.1 und miissen spéter iiberpriifen, welche

Parameter diesen Bereich sicherstellen.

Das Auftreten der dimensionslosen Knudsen—Zahl als Kriterium legt bereits nahe, den
Satz von Gleichungen zu entdimensionieren. Grundsétzlich miissen wir zur Bewertung
verschiedener Terme in Gleichungen das formale Werkzeug der Skalierung anwenden.
Die Skalierung muf} die unabhéngigen Variablen (Koordinaten) und die abhéngigen
Variablen (u, p, p, ...) sdmtlich in eine GroBenordnung von eins bringen. Nur so
wird es moglich, die GréBe von Termen anhand ihrer (dimensionlosen) Vorfaktoren
zu bewerten. An dieser Stelle miissen wir alle verfiigbaren Informationen iiber das

Problem einbringen. Fiir das Problem in Abbildung 9 bietet sich die Skalierung

x Y

X == Yy =2 2.59
RS (259
u

v-2L p-r (2.60)
Ug Po

an. Bei den Koordinaten machen wir von den unterschiedlichen Ausdehnungen des
Spaltes in beiden Richtungen Gebrauch. Wir haben so einen kleinen Parameter € =
d/l implizit in die Formulierung eingebracht. Fiir Mikrokanile konnen wir natiirlich
e < 1 erwarten. Die Geschwindigkeitsskala ug bleibt zunéchst offen, den Druck skalie-
ren wir mit dem Austrittsdruck py. Hier wére auch eine Skalierung mit dem Eintritts-
druck p; oder der Druckdifferenz (p, — py) moglich, und wiirde zum gleichen Ergebnis
fiihren. Die Dichte p brauchen wir nicht als abhéngige Variable zu behandeln. Unter-
stellen wir ein ideales Gas, so wird

p

- o (2.61)

p

und wir kénnen die Dichte durch den Druck p ausdriicken. Wir bringen die Skalierung
(2.59, 2.60) und die Zustandsgleichung (2.61) in die Erhaltungsgleichungen (2.51—
2.53) ein und finden

(PU), ~0, (2.62)
1 1,
eUUxy ~ —eFEuPx + E Uyy + 36 Uxx , (263)
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0~ —eBuPy — e+ S 1y (2.64)
~ —eLury GFT 3 Re XYy - .
Hierin haben wir die dimensionslosen Kennzahlen Reynolds—Zahl Re = wodp/p,

Euler-Zahl Eu = py/pui, und Froude-Zahl Fr = u3/gd eingefiihrt. Wegen p(z)
haben wir die Abhéngigkeiten Eu(x) und Re(x). Wir betrachten zunéchst Gleichung
(2.63). Im viskosen Term darf sicherlich wegen Uyy > %GQU yx der kleine Ausdruck
vernachldssigt werden. Weiterhin ist dominant ein Gleichgewicht zwischen (antrei-
benden) Druckkréften und (dissipativen) viskosen Kriften gegeben. Wollen wir beide
Krifte in der Gleichung belassen, so mufl die Groflenordnungsbeziehung eEu ~ 1/Re
eingehalten werden. Diese Beziehung liefert sofort dpy ~ plug, eine Groenordnungs-
beziehung fiir die Geschwindigkeitsskala wy. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit
konnen wir die Geschwindigkeitsskala zu ug = d*py/pl festlegen, wodurch auch die
GroBenordnungsbeziehungen erfiillt sind. Wir haben dann eEu = 1/Re und kénnen

die Impulsgleichung (2.63) gemés
ERBUUX ~ —PX + Uyy (265)

notieren. Unter Verwendung des festgelegten ug wird die zweite Impulsgleichung (2.64)
zu
pgd €

0~ —Py -+ —Uyy . 2.66
Y " +3 XY ( )

Offensichtlich wird der viskose Term €*Uxy /3 < 1 und fiir Gase in Mikrokaniilen ist
zudem pgd < py zu erwarten. Wir haben dann

Py ~0 bzw. P=P(X) (2.67)

zu erwarten. Dies ist ein erwartetes Ergebnis, welches aussagt, dafi quer zum (engen)
Spalt kaum Verdnderungen des Druckes auftreten — weder infolge des Schwerefeldes

noch infolge der viskosen Effekte.

Wir entdimensionieren nun die Randbedingungen (2.54-2.57) mit dem Ergebnis

X=0Y : P=p =" (2.68)
Po
X=1Y : P=1 , (2.69)
X,Y=0: U =0, (2.70)
XY =1: U=—2 "%k, . (2.71)

Oy
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Abbildung 10: Geschwindigkeitsprofil U(X,Y") im Spalt qualitativ fiir Kn =0 und Kn > 0.

Hierin ist die Knudsen—Zahl Kn = A/2d eingefiihrt. Betrachten wir die Impulsglei-
chung (2.65), so kann in Mikrokanélen fiir eRe < 1 der Trigheitsterm vernachléssigt
werden, und einer Integration der Gleichung steht nichts mehr im Wege. Wir erhalten

durch zweifache Integration bei Beachtung der Randbedingungen (2.70, 2.71)

Uy (X,Y) = PxY , (2.72)
U(X,Y)=—Pyx {% (1-Y?)+2 2 ; T Kn} : (2.73)

Das Profil U(X,Y) gemifl Gleichung (2.73) ist in Abbildung 10 qualitativ aufge-
tragen. Zunichst erkennen wir fiir Kn = 0 wegen Px < 0 eine nach rechts gerichte-
te Stromung mit parabolischem Profil, welche auf beiden Seiten die Haftbedingung
erfiillt. Im kompressiblen Fall wird Py = f(X) sein, sodafl die Amplitude des Ge-
schwindigkeitsprofils sich ldngs des Spaltes dndert. Dies ist ein Ergebnis, welches uns
von der kompressiblen Stromung im makroskopischen Spalt vertraut ist. Fiir Kn > 0
wird nun das Parabelprofil um den Betrag 2(o, — 2)KnPx /o, verschoben, sodaf}
an der Wand beidseitig Rutschen auftritt. Das Profil ist gestrichelt in Abbildung 10
eingetragen. Die Knudsen-Zahl Kn = A/2d hingt iiber die freie Weglinge A vom
Druck ab, weshalb wir eine Abhingigkeit Kn(X) erwarten. Dies impliziert, daf§ die
Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Gas und Wand sich liangs des Spaltes dndert. Mit
abfallendem Druck wird die Knudsen—Zahl anwachsen. Somit erwarten wir am Ein-
tritt des Spaltes (hoher Druck) wenig Rutschen, wihrend am Spaltaustritt (niedriger

Druck) starkes Rutschen auftreten wird.
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Um mit den Rechnungen fortzufahren, ist es sinnvoll, die Knudsen—Zahl iiber den
Druck auszudriicken. Geméfl Gleichung (2.1) koénnen wir die mittlere freie Weglinge

fiir T' =Ty gemaf
1 T
A== 2.74

ausdriicken. Hierin ist die kinematische Viskositit v = p/p durch die dynamische
Viskositét ausgedriickt. Die Zustandsgleichung des idealen Gases (2.61) erlaubt es
dann, die Dichte in (2.74) durch den Druck zu ersetzen mit dem Ergebnis

WRTO
5 .

1
A== 2.75
p (2.75)

Damit wird die Knudsen—Zahl

K _A_ K TRT po
n=-—= — .
2d  2pyd 2 p

(2.76)

Die Erweiterung des Ausdrucks in (2.76) mit py, dem Druck am Ausgang des Spalts,
macht deutlich, dafl wir die ortsabhingige Knudsen—Zahl Kn mit Hilfe des dimen-
sionslosen Drucks P = p/py und der festen Knudsen-Zahl Kny am Spaltaustritt

ausdriicken konnen. Es wird aus (2.76) deshalb
Kn=KnoP . (2.77)

Wir wollen nun den Druckverlauf langs des Spalts sowie den Massenstrom berechnen.

Der Massenstrom im Spalt kann sicherlich gem#&f

+d 9 d3 1
= /udy: P /’O/Udy (2.78)
1
—d 0

ausgedriickt werden. Hierbei sind lediglich dimensionslose Groflen eingefiihrt worden.
Wir nutzen wiederum die ideale Gasgleichung (2.61), um p durch den Druck p auszu-

driicken und erhalten aus (2.78) bei Verwendung des Geschwindigkeitsfelds aus (2.73)

1

2d3p? 1-Y? 2—o0,
= PP 2 Kn(X)|dy . 2.79
T TURT, Y / { R — )} (2.79)

Die Integration von (2.79) liefert

2d°p3 [1 2—o0,
— —PP 2
LIRT, Xt

. - KnOPX] , (2.80)
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wobei bereits der Zusammenhang (2.77) eingeflossen ist. Selbstredend mufl der Mas-

senstrom im Spalt an jeder Stelle X gleich sein. Es muf§ demnach gelten

2 — o,

PPy +6

KngPx = konstant . (2.81)

v

Diese Forderung stellt eine Kontinuitidtsaussage dar. Sie ist dquivalent zur integrier-
ten Form der Kontinuitdtsgleichung (2.62). Der Ausdruck (2.81) kann bei ndherer
Betrachtung wegen PPy = 1/2(P?)x integriert werden mit dem Ergebnis

2 — o,

P?+12 KnogP =C, X +Cy . (2.82)

Oy

Wir nutzen die Druckrandbedingungen (2.69, 2.71) aus, um die Konstanten C) und

Cs zu bestimmen. Das Ergebnis ist eine quadratische Gleichung fiir P, ndmlich
PP+ AP - P(PL+A)(1—-X)-X(1+A4)=0. (2.83)

Hierbei haben wir die Abkiirzung A = 12(2 — 0,) Kng/o, eingefiigt. Die Losung des
Polynoms (2.83) ist dann

A A?
P1/2:—5:|:\/Z+P1(P1+A)(1—X)+X(1+A), (2.84)

bzw. fiir Kny = 0 erhalten wir

Pijy = +/P21 - X) + X . (2.85)

Das Ergebnis fiir den Druckverlauf bei verschiedenen Eintrittsdriicken P, = 2, 3, 5, 10
ist in Abbildung 11 zusammengefafit. Wir erkennen in Form der durchgezogenen Kur-
ven den Druckverlauf fiir Kng = 0. Es ist deutlich, daf insbesondere fiir grofle P, der
Druckverlauf deutlich kompressible Effekte zeigt. Fiir kleine P, hingegen wird der
Druckabfall nahezu linear, wie wir es im inkompressiblen Fall erwarten. Die gestri-
chelten Kurven zeigen das Ergebnis fiir A = 2, was einer Knudsen—Zahl am Austritt
von Kng ~ 0.17 (o, ~ 1) entspricht. Wir erkennen, daff im Ein— und Austrittsbereich
der Druck durch die Randbedingungen aufgeprigt bleibt. Im mittleren Bereich des
Spalts treten durch das Rutschen jedoch niedrigere Driicke auf. Das negative Vorzei-
chen vor der Wurzel in den Gleichungen (2.84, 2.85) liefert im iibrigen physikalisch
nicht sinnvolle, negative Driicke. Ausgehend vom Druckverlauf (2.84) kénnen wir nun
den Massenstrom im Spalt mithilfe von Gleichung (2.80) berechnen. Hierzu ist es

ausreichend, den Ausdruck an der Stelle X = 1 zu betrachten, weil der Massenstrom
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Abbildung 11: Druckverlauf P(X) fir Kny = 0 (durchgezogen) und fiir A = 12(2 —0,)Kng/o, =2
(gestrichelt).

an jeder Stelle gleich bleibt. Wir benétigen demnach Py (X =1) und P(X =1) = 1.
Aus Gleichung (2.84) verschaffen wir uns durch Differentiation den Druckgradienten

und erhalten
(PL+ AP —(1+ A)

Py(X=1)=- 21 A) . (2.86)
Damit wird der Massenstrom
d*p}
n= P+AP —(1+A 2.
i = e (P )P = (14 4)] (2.87)
bzw. fir Kng =10 -
. d°pg 2
= Pr—1] . 2.
"= 3URT, -1 (2:88)

Der Massenstrom ist damit einerseits vom Eintrittsdruck P, abhingig — ein erwarte-
tes und bekanntes Ergebnis. Andererseits ist er iiber A von der Knudsen—Zahl Kny
und von o, abhéngig, d.h. vom Rutschen des Gases an der Wand. Das Ergebnis ist
in Abbildung 12 dargestellt. Wir erkennen anhand der durchgezogenen Kurve die
quadratische Abhingigkeit des Massenstroms fiir Kny = 0. Fiir A =2 (Kny ~ 0.17,

0, =~ 1) finden wir infolge des Rutschens einen deutlich grofileren Massenstrom, wie
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Abbildung 12: Dimensionsloser Massenstrom F(P;) = 3ulRTym/(d?p?) fir Kng = 0 (durchgezogen)
und fiir A =12(2 — 0,)Kng/o, = 2 (gestrichelt).

anhand der gestrichelten Kurve deutlich wird. Dieses Ergebnis entspricht in der Tat
der physikalischen Vorstellung, dafl bei Rutschen des Fluids an den Wianden grofiere

Massenstrome méglich werden.

Das vorgestellte theoretische Modell ist bis zu Knudsen-Zahlen Kn < 0.1 giiltig. Weil
die grofite Knudsen—Zahl am Austritt auftritt, haben wir Kny < 0.1 zu fordern. Besok,
Karniadakis und Trimmer (1996) haben ein verbessertes Rutschmodell abgeleitet,
welches weitere nichtlineare Terme in Kn beriicksichtigt. Dieses verbesserte Modell
sollte eine Giiltigkeit bis Kny < 0.5 besitzen. Wir wollen im folgenden einen Vergleich

des Modells mit Experimenten aus der Literatur anstellen.

2.4.2 Vergleich mit Experimenten

In der Literatur bei Shih, Ho, Liu und Tai (1996) finden wir Experimente, die sich eig-
nen, die oben dargestellte Theorie zu {iberpriifen. In diesem Experiment strémt Heli-
um oder Stickstoff durch einen Spalt von 2d = 1.2 pm Hohe und | = 4000 pm Lénge.

Die Tiefe des Spaltes ist natiirlich nicht unbegrenzt wie in der oben diskutierten,
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Abbildung 13: Knudsen-Zahl Kn(z) lings des Spalts fir Helium nach Shih et al. (1996). Die Symbole
sind fiir die Eintrittsdriicke p; = 1.6 - 105 Pa (O), 2.35- 10° Pa (A), 2.5-10° Pa (%),
3.5-10° Pa (o) erhalten. Am Austritt herrscht der Umgebungsdruck py.

zweidimensionalen Theorie. Vielmehr ist im Experiment die Tiefe auf Az = 40 um
begrenzt. Im Spalt sind Drucksensoren in die Wénde integriert, sodal eine Messung
p(z) anhand von 13 Sensoren moglich ist. Weiterhin werden der Massenstrom des
Gases sowie die Driicke am Spalteintritt und —austritt erfalt, und die Stromung ist
in guter Ndherung isotherm. Wir wollen an dieser Stelle exemplarisch die Ergebnisse
fiir Helium diskutieren. In Abbildung 13 ist die aus dem lokalen Druck bestimmte
Knudsen-Zahl Kn lings des Spaltes, d.h. Kn(z), fiir verschiedene Eintrittsdriicke
p1 aufgetragen. Wir erkennen zunéchst die grofite Knudsen—Zahl fiir den kleinsten
Eintrittsdruck (Symbole O) und bei einer Erhohung des Eintrittsdruckes fallende
Knudsen—Zahlen. Weiterhin steigt die Knudsen—-Zahl lings x stetig an, sodaf} sie je-
weils am Austritt des Spaltes maximal ist. Es wird deutlich, daf} die Knudsen—Zahlen
im Bereich Kn < 0.16 durchaus bis in den Ubergangsbereich reichen, sodaf die An-
wendung der Rutschbedingung nétig wird.

Der Druckverlauf p(z) — py ldngs des Spalts ist in Abbildung 14 fiir verschiedene
Eintrittsdriicke dargestellt. Wir erkennen in allen Fillen einen nichtlinearen Abfall
vom Eintrittsdruck p; auf den Austrittsdruck py. Im Fall der kleinsten Druckdifferenz
(Symbole OJ) kommt der Verlauf einem linearen Abfall recht nahe. Die durchgezogenen

Kurven sind mit dem theoretischen Modell fiir o, = 1.162 erhalten (vgl. Gleichung
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Abbildung 14: Druckverlauf p(z) — po ldngs des Spalts fiir Helium nach Shih et al. (1996). Die

verschiedenen Symbole sind fiir verschiedene Eintrittsdriicke erhalten.

(2.84)) und dimensionsbehaftet dargestellt.

Abschlieflend wollen wir den gemessenen Massenstrom 7 als Funktion des Eintritts-
drucks diskutieren. Dies ist in Abbildung 15 dargestellt. Wir erkennen zum einen
die Mewerte in Form der Symbole. Weiterhin sind die theoretischen Ergebnisse bei
Anwendung des Haftbedingung (A = 0) in Form der durchgezogenen Kurve eingetra-
gen. Es ist aus einem Vergleich mit den Meflwerten deutlich, daf§ die Haftbedingung
nicht das gemessene Ergebnis fiir den Massenstrom wiedergibt. Selbst bei Beriicksich-
tigung des Meffehlers liefert die Haftbedingung deutlich kleinere Massenstrome. Die
Einfiihrung der Rutschbedingung mit o, = 1.162 im Modell (vgl. Gleichung (2.87))
fiilhrt hingegen zu einer guten Ubereinstimmung der gestrichelten Kurve mit den ex-
perimentellen Mepunkten. Der Wert o, = 1.162, fiir welchen optimale Ubereinstim-
mung zwischen den experimentellen Daten und dem Modell auftritt, ist offensichtlich
durch MeBfehler verfilscht. In allen Féllen mufl im Modell o, < 1 sein. Es sei noch
darauf hingewiesen, dafl die Experimente von Shih et al. (1996) mit Stickstoff zu
dhnlichen Ergebnissen fithren, wobei in diesem Fall die Knudsen—Zahl im Bereich

Kn < 0.05 bleibt.
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Abbildung 15: Massenstrom 7(p;) als Funktion der Druckdifferenz (p; — po) iiber dem Kanal. Die
durchgezogene Kurve ist theoretisch mit der Haftbedingung erhalten (4 = 0), die
gestrichelte Kurve fiir Rutschen mit o, = 1.162. Die Symbole sind Mefiwerte und
Fehlerbalken.

2.5 Fliissigkeitsstromung im Mikrospalt mit elektrischer Grenz-

schicht
2.5.1 Theoretisches Modell an einer allgemeinen Wand

Wir wollen uns mit der Auswirkung elektrischer Grenzschichten in Mikrokanilen
beschiftigen. Eine Fliissigkeit in einem Mikrokanal beliebiger Geometrie ist in ihrem
Innern sicherlich elektrisch neutral. Dies hingt damit zusammen, dafl die Molekiile
von gleichartigen Molekiilen umgeben sind und eine gleiche Anzahl von positiven
und negativen Ladungstrigern (Protonen, Elektronen) sich bei homogener Umgebung
kompensieren. Analog kénnen wir davon ausgehen, daf ein Festkorper, wie die Wand
des Mikrokanals, im Innern elektrisch neutral ist. An der Grenze zwischen Fliissigkeit
und Wand hingegen treffen unterschiedliche Molekiile mit verschiedener Anzahl von
Ladungstriagern aufeinander. Hier kénnen demnach Wechselwirkungen zwischen den
Ladungstriagern beider Molekiilarten auftreten. In der Folge kommt es sowohl in der
Fliissigkeit als auch im Festkorper unmittelbar an der Grenzflache zu einer Zone, wel-

che elektrisch nicht neutral ist — der elektrischen Grenzschicht. Fiir die Ladungsdichte
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in der Fliissigkeit pe(y) kann die Ndherung

pe(y) ~ —qwiey/lf’ (2.89)
angegeben werden. Diese Ndherung ist mit der Debye—Hiickel-Linearisierung fiir schwa-
che elektrische Potentiale aus den Boltzmann—Verteilungen der Ladungstriger abge-
leitet (vgl. Anderson (1989)). In (2.89) ist ¢y die Ladungsdichte auf der Wand (in
C/m?) und Ip ist die Debye-Léinge. Die Ladungsdichte auf der Wand gy ist geméB
qw = €(/lp mit dem sogenannten Zeta-Potential ¢ verkniipft. Das Zeta-Potential
spiegelt die Differenz des Potentials zwischen dem Innern der Fliissigkeit und der
Wand wieder. € ist hier die Dielektrizitdtskonstante der Fliissigkeit.
Zunichst ist festzustellen, dafl die Dicke der elektrischen Grenzschicht recht klein
ist, [ kann hierfiir als Maf dienen, wobei typisch [, < 1 pm auftritt. Aus diesem
Grund diirfen elektrische Grenzschichten in der makroskopischen Stromungsmecha-
nik bedenkenlos vernachléssigt werden. An Grenzflichen mufl man aber, selbst in
der makroskopischen Stromungsmechanik, Hilfskonstruktionen wie die Grenzflichen-
spannung einfithren, um beispielsweise die Auswirkung der Molekiilwechselwirkung

an fliissig/gasformig-Grenzflichen zu erfassen.

In Mikrokanilen kann eine elektrische Grenzschicht nun einen betrichtlichen Anteil
des Kanals einnehmen. Wir miissen uns deshalb iiber ihre Auswirkungen klar werden.
Fiir die Stromungsmechanik miissen die auf das Fluid wirkenden Kréfte beriicksich-
tigt werden. Dies bedeutet, daf} innerhalb einer elektrisch nicht neutralen Zone in
Anwesenheit eines elektrischen Feldes Krifte zu beriicksichtigen sind. Elektrische Fel-
der konnen hierbei zum einen von auflen angelegt sein. Zum anderen fithrt auch die
Stromung selbst zum Transport elektrischer Ladungen und damit zu selbstinduzierten
elektrischen Feldern.

Wir konzentrieren uns auf ein ebenes, instationédres Problem in den tangentialen und
normalen Koordinaten (z,y) bei einem angelegten elektrischen Feld E = (E,, E,).
Das Problem ist in Abbildung 16 skizziert. Der Mikrokanal habe eine allgemeine
Geometrie mit einer typischen Abmessung dy und einer typischen Geschwindigkeit
up. Wir betrachten lediglich eine Wand bei y = 0, an welcher wir eine elektrische
Grenzschicht haben. Wir behandeln die Fliissigkeit inkompressibel und als Newton-
sches Medium (vgl. Abschnitt 2.1.2) und beriicksichtigen die Schwerkraft an dieser
Stelle nicht. So haben wir die Erhaltungsgleichungen mit elektrischen Kréften in der

Fliissigkeit
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Abbildung 16: Mikrokanal mit elektrischer Grenzschicht.

a) Kontinuitéitsgleichung:

Uy +v, =0, (2.90)

b) Impulserhaltung:
p(up + wty + vuy) = —pyp + p (Ugy + Uyy) + pely (2.91)
p(vg + uvy + vvy) = —py + p (Vgy + vyy) + peby (2.92)

Wir wollen im weiteren die selbstinduzierten Anteile des elektrischen Feldes gegeniiber
dem (starken) dufleren Feld vernachlissigen. In dieser Ndherung wird das elektrische
Feld E rdumlich konstant. An der Wand konnen wir die Haftbedingung stellen (vgl.
Abschnitt 2.3.2.2), d.h.

x,y=0: u=0,v=0. (2.93)

Um die GroBenordnung der Terme in den Gleichungen (2.89-2.93) abschitzen zu

kénnen, entdimensionieren wir mit den Skalen

(X,Y) = (Zy) . (U,V) = (“U’J”) , (2.94)
p=—2 - (2.95)
(puo/do) (do/uo) '
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Hierbei nutzen wir die Abmessung des Mikrokanals dy sowie die Geschwindigkeit ug
im Kanal. Den Druck entdimensionieren wir mit der viskosen Druckskala. Alternativ
wiire auch eine Trigheits-Druckskala (Staudruck pu3) moglich. Fiir Reynolds-Zahlen
kleiner als eins erwarten wir jedoch, daf} die Trigheitskréfte gegeniiber den viskosen
Kréften in den Hintergrund treten. Die Einfiihrung der Skalen und der Ladungsdichte
pe(y) liefert dann

Ux+Vy =0, (2.96)

Re[U, +UUx + VUy| = —Px + Uxx + Uyy — ¢ e Y/e (2.97)
Re[Vy +UVx +VVy] = =Py 4+ Vxx + Vyy — e e /e (2.98)
X, Y=0: U=0,V=0. (2.99)

Hierin tauchen die die dimensionslosen Parameter

Re = Y0k (2.100)
14
=1 (2.101)
do
H:E QWdO <E:E>
_ , 2.102
(Hy> puy \ By ( )

auf. Re ist die Reynolds—Zahl im Mikrokanal, welche eher klein ist. € ist das Verhéltnis
aus Debye—Lénge und Kanalabmessung und ist sicherlich sehr klein. II; schlieflich ist

das Verhiltnis aus elektrischen und viskosen Kraften.

Wir wollen das Verhalten der Exponentialfunktion in den Impulsgleichungen (2.97,
2.98) diskutieren. An der Wand fiir Y — 0 wird e™¥/¢ — 1. Ist hingegen Y von der
GroBenordnung Y ~ 1, so wird e ¥/¢ ~ 0. Die Funktion fillt also vom Wert eins
an der Wand sehr schnell auf den Wert Null ab. Dies bedeutet, daf} wir innerhalb
des Kanals, wo Y ~ 1 ist, den elektrischen Term vernachléssigen konnen. Wir wollen
deshalb die Losung aus zwei Teilen zusammensetzen. Zum einen die Kanalstromung

unter Ausschlufl der wandnahen Zone, und zum anderen die wandnahe Stromung.

(K) Kanalstromung: Es sind hier die Erhaltungsgleichungen

Ux+Vy =0, (2.103)
RG[UT+UUx+VUy]:—Px+Uxx+Uyy, (2.104)
Re[Ve +UVx +VVy] = =Py + Vxx + Vyy , (2.105)
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zu losen. Die Wand liegt mit der elektrischen Grenzschicht auflerhalb des Giiltig-
keitsbereiches dieser Gleichungen. Wir brauchen hierfiir in Wandné&he eine Rand-
bedingung. Diese wird sich hoffentlich aus der wandnahen Lésung ableiten lassen.
Zur Losung der Kanalstromung (2.103-2.105) kann fiir komplexe Geometrien jedes
beliebige kommerzielle CFD-Programm benutzt werden, da hier die iiblichen Navier—

Stokes—Gleichungen auftreten.

(W) Wandnahe Stromung: In unmittelbarer Wandnéhe miissen wir die elektrischen
Krifte beriicksichtigen. Dies ist aber nur moglich, wenn wir die addquate Langenskala
benutzen. Innerhalb der elektrischen Grenzschicht ist sicherlich y/lp ~ 1 (und nicht

wie im Kanal y/dy ~ 1). Diesem Umstand tragen wir durch die Reskalierung

.Y -V
Y ==, V=— (2.106)

€ €

Rechnung. Die tangentiale Richtung X und die Geschwindigkeit U sind sicherlich mit
dy und wuy adéquat skaliert. Fiir die wandnormale Richtung ist mit Y die richtige
Lingenskala fiir die elektrische Grenzschicht gefunden. Die Reskalierung von V' wird
durch die separaten Lingenskalen (X,Y") notwendig — nur so ist die Kontinuititsglei-

chung zu erfiillen. Wir erhalten mit der Reskalierung (2.106)

Ux +Vy =0, (2.107)

Re [UT 4 UUs + VU;V] = Py + Uyy + € sy — € eV | (2.108)
Re |V +UVx + VVy| = = 2Py 4 Vg +€ g = e ¥, (2.109)
X,Y=0: U=0,V=0. (2.110)

Es ist offensichtlich in den Gleichungen (2.108, 2.109), da$f in Wandniihe (Skala Y")
einige Terme in den Vordergrund treten. In fiihrender Ordnung haben wir aus (2.107—

2.109) deshalb die Erhaltungsgleichungen

Ux +Ve =0, (2.111)
0 Upy — elle ¥, (2.112)
0~ Py + Vg — e (2.113)
zu losen. Gleichung (2.112) liefert
Upy ~ elle ¥ (2.114)
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Diese Gleichung kann nur fiir ell, ~ 1 erfiillt werden. Es ist deshalb sinnvoll, die

[ = 2.115
() =) = 5 (i 11

einzufiihren, wobei IT,, II, ~ 1 sind. Wir integrieren (2.114) doppelt in Y und erhalten
bei Beriicksichtigung der Haftbedingung (2.110)

modifizierten Parameter

UX,Y) ~T1I, (e—f/ . 1) +OX)Y . (2.116)

Wir bringen U in die Kontinuitiitsgleichung (2.111) ein und berechnen V durch Inte-
gration bei Beriicksichtigung der Haftbedingung fiir ein rdumlich konstantes elektri-
sches Feld zu

V(X,Y) ~ —%CLX(X)YQ : (2.117)

In den Gleichungen (2.116, 2.117) tritt eine Integrationskonstante C) und ihre Ab-
leitung C) x auf, welche im allgemeinen noch die Abhingigkeit C(X) haben kann.
Die Auswertung der Impulsgleichung (2.113) erlaubt mit dem Ergebnis (2.117), den
Druck geméif

P(X,Y) ~ —Cix(X)Y + e Te " + Cy(X) (2.118)

zu berechnen. Somit gelingt es analytisch, in Wandnédhe eine Ndherungslosung bei
Beriicksichtigung der elektrischen Krifte abzuleiten. Die physikalische Interpretati-
on von (2.112) bedeutet ein Gleichgewicht aus tangentialen elektrischen Kréften und
den viskosen Kriften. Aus (2.113) folgt, da8 die normalen elektrischen Kréfte sowohl
durch Druck— als auch durch viskose Kréfte kompensiert werden kénnen. Im néchsten
Schritt gilt es die wandnahe Stromung gemaf (2.116-2.118) mit der Kanalstromung
zu verkniipfen, um einerseits die Konstanten C}(X), Cy(X) zu bestimmen und ande-

rerseits fiir die Kanalstromung eine Randbedingung in Wandnédhe abzuleiten.

Wir benutzen zur Anpassung der beiden Teillosungen eine Vorschrift nach van Dyke
(1975). Hiernach ist in der Losung fiir die Kanalstromung (K) die zugehorige Variable
Y durch die andere Variable Y zu ersetzen. Wir haben somit fiir die (numerisch

bestimmte) Kanallgsung

UK(TaXa Y) - UK(TaXa 6}7) )
VK(T,X, Y) — VK(TJXJ 6?) )
Pi(r, X,Y) — Pi(r,X,eY) .
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Im néchsten Schritt ist der Grenzwert ¢ — 0 zu nehmen, sodafl wir

lin%UK(T,X,ef/) = Uk(r,X,0), (2.119)
€E—>
1inovi(T,X,ef/) = Vig(r,X,0), (2.120)
€—
1in3PK(r,X,eY) = Pg(1,X,0), (2.121)
€e—

erhalten.

Die analoge Prozedur ist nach van Dyke (1975) auf die wandnahe Stromung (W)
anzuwenden. Wir miissen demnach in der wandnahen Losung die zugehdrige Variable

Y durch die andere Variable Y ersetzen. Wir erhalten aus (2.116-2.118) deshalb

Up(X, V) =T —1)+C,V —
_ Y
Up(X,Y) =T (e Y -1 +C,— | (2.122)
€

-~ 1 -~
Ww(X,Y) = —5CixY* =

1., Y2
Vw(X,Y) = —5Cix— (2.123)

Pw(X, Y/) = _Cl,XY + €7lﬁy€7f/ —+ 02 —

y _
Py (X,Y)=-Cix—+¢ Te Y +C, . (2.124)
€
Die analoge Ausfiihrung des Grenziibergangs ¢ — 0 in Gleichung (2.122) liefert
— Y
e—0 €

Aus (2.125) wird deutlich, daf} eine Anpassung nur moglich ist, wenn C; = 0 wird,
weil ansonsten der zweite Term der rechten Seite iiber alle Grenzen wichst und nicht

anpassbar ist. Wir erhalten somit aus (2.122-2.125)

lin%UW(X,Y) = —II,, (2.126)
€E—>
limViy (X,Y) = 0, (2.127)
e—0
lir%PW(X,Y) = (LX) . (2.128)
€—

Nach van Dyke (1975) sind nun beide Ausdriicke (2.119-2.121), (2.126-2.128) gleich-

zusetzen, woraus wir

Uk(r, X,0) = —II,, (2.129)
Vie(1,X,0) = 0, (2.130)
Pr(r,X,0) = Cy(X), (2.131)
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Abbildung 17: Skizze zur eingelaufenen, stationdren Stromung im Spalt.

erhalten. (2.129-2.131) stellt einerseits eine Randbedingung fiir die Kernlésung beziig-
lich Uy, Vi bei Y = 0 dar. Andererseits wird deutlich, dal der Druck der Kernlésung
als Randbedingung bei ¥ — oo fiir die wandnahe Losung fungiert. Nach der An-
passung der Kernlosung an die wandnahe Losung kénnen wir die wandnahe Losung,

ausgehend von (2.122-2.124), bei Verwendung von C; = 0 und (2.129-2.131) geméf

Up(X,Y) ~ T(e™¥ —1), (2.132)
Vw(X,Y) ~ 0, (2.133)
Py(X,Y) ~ ¢ e Y + Pg(r,X,0), (2.134)

(2.135)

im Detail angeben.

2.5.2 Anwendung des Modells auf eine eingelaufene Stréomung

Das abgeleitete Modell kénnen wir fiir beliebige und im allgemeinen numerisch be-
rechnete Kanallosungen anwenden. Zur Demonstration ist es sinnvoll, eine moglichst
einfache Stromung zu wihlen, welche vollstindig analytisch behandelt werden kann.
So wird ein direkter Vergleich zwischen der vollen analytischen Losung und den an-

gepafiten Teillosungen moglich.

Wir wéhlen hierzu die eingelaufene Spaltstromung, wie sie in Abbildung 17 skizziert
ist. Die Stréomung soll eben in (X,Y) und stationér, U, = V, = 0, sein. Fiir ei-
ne eingelaufene Stromung wird Ux = Vy = 0, wihrend die Stromung durch einen
Druckgradienten Py # 0 angetrieben wird. Dies ist durch die Vorgabe des Druckes bei
X =0 und bei X = L, d.h. am Ein— und Austritt des Spaltes der Lange L, realisiert.
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Wir wollen uns zunéchst die analytische Losung beschaffen, bevor wir den Vergleich
mit der Ndherung anstreben. Ausgehend von den entdimensionierten Grundgleichun-
gen (2.96-2.98) erhalten wir die Kontinuititsgleichung fiir das eingelaufene Problem

zu

Ve =0. (2.136)

Die Randbedingungen fiir das Problem in Abbildung 17 sind offensichtlich durch
X, Y=0: Uy=0,

1
XY=5 :U=0,V=0, (2.137)
X=0Y : P="P, ,
X=LY : P=0

gegeben. Sie stellen Haften an der Wand und die Symmetrie bei Y = 0 sicher. Durch
Integration der Kontinuititsgleichung (2.136) und Anpassung an die Randbedingun-
gen (2.137) folgt

V=0. (2.138)

Wir erhalten dann aus den Impulsgleichungen (2.97, 2.98)

Y+1/2 Y—1/2

0=—Px+Uyy —€ (e "¢ +e =< ), (2.139)
0= Py — ey (ec +e ). (2.140)

Hierbei sind bereits beide elektrischen Grenzschichten bei Y = 1/2 und ¥V = —1/2
beriicksichtigt, wobei auch die Richtung der Wandnormalen (von der Wand ins Fluid)
beachtet werden muf3.

Gleichung (2.139) kann unbestimmt nach Y integriert werden. Hierzu ist es sinnvoll,

von der folgenden, identischen Form auszugehen
Uyy = Py + 2¢ 2Te Y/?% cosh(Y/e) . (2.141)

Durch zweifache Integration von (2.141) und Anpassung an die Randbedingungen
(2.137) erhalten wir dann

—%(l — Y?) + 2I,e /% [cosh(Y/e€) — cosh(1/2¢)] (2.142)

U®Y) = :

als Losung. Aus Gleichung (2.140) kann gleichfalls nach Umformung geméif

Py = —2¢ e * cosh(Y/¢) (2.143)
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der Druck durch Integration bestimmt werden. Wir erhalten
P = —2¢ 'T,e /*sinh(Y/e) + C3(X) . (2.144)

Wir nutzen schliefllich die Druckrandbedingungen in (2.137), um

Py =—Py/L (2.145)
Cy(X) = %(L _X) (2.146)

zu berechnen. Hierbei interpretieren wir die Druckvorgabe am Ein— und Austritts-

querschnitt als Vorgabe im Kernbereich des Spaltes. Es kommt somit

U(Y) = %(i _ %) 4 9,6 V2 [cosh(Ye) — cosh(1/2)] (2.147)
V=0, (2.148)
P(X,Y) = %(L — X) — 2¢ ',e Y*sinh(Y/e) , (2.149)

fiir das Geschwindigkeits— und das Druckfeld.

Im néichsten Schritt gilt es, zum Vergleich die angepafiten asymptotischen Entwick-
lungen anzugeben. Hierbei wird die Kanalstromung im Spalt ohne elektrische Kréfte
berechnet, und die Wirkung der elektrischen Grenzschicht wird iiber eine Modifi-
kation der Randbedingung an den Wéinden beriicksichtigt. Fiir die Kanalstromung
(K) erhalten wir die Erhaltungsgleichungen aus (2.96-2.98) fiir den eingelaufenen,

stationidren Fall ohne elektrische Kréafte

Vy =0, (2.150)
0=—-Px +Uyy, (2.151)
0=—-PFy, (2.152)
mit den Randbedingungen
X, Y=0: Uy=0 , (2.153)
X=0Y : P=PF , (2.154)
X=LY : P=0 . (2.155)

Die Kanallosung (K) ist demnach aus einer Integration der Erhaltungsgleichungen

(2.150-2.152) bei Erfiillung der Randbedingungen (2.153-2.155) zu erhalten gemif}

1P,
Uk(X,Y) = _ﬁw + Cu(X) (2.156)
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V(X)) =C5(X) (2.157)

Pr(X) = %(L _X). (2.158)

In (2.156-2.158) ist auf die Anwendung der Randbedingungen auf der Wand verzich-
tet worden und lediglich die Symmetrie (2.153) sowie die angelegten Driicke (2.154,
2.155) sind verwendet. Nach (2.129-2.131) sind die Randbedingungen auf der Wand
so zu wihlen, dafl eine Anpassung an die wandnahe Losung moglich ist. Die Anwen-
dung (2.129-2.131) erméglicht somit die Wirkung der elektrischen Grenzschicht zu
beriicksichtigen, und wir erhalten aus (2.156-2.158) mit

Ug(X,Y =1/2) = -1, , (2.159)

Ve(X,Y =1/2) =0, (2.160)

die Ndherungslosung fiir das Geschwindigkeitsfeld zu

Ur(X) ~ %%(% _YY) T, (2.161)
Vie(X) ~0 . (2.162)

In Abbildung 18 ist ein Vergleich zwischen der vollen analytischen Losung fiir das Ge-
schwindigkeitsprofil U(Y") geméfl Gleichung (2.147) und der Ndherungslosung Uk (Y)
geméf (2.161) gezogen. Wir erkennen in (a), da$ fiir fallende e = 0.03, 0.01, 0.001 die
elektrische Grenzschicht immer diinner wird, und entsprechendes gilt fiir die Zone, in
welcher sich das Geschwindigkeitsprofil &ndert. In allen Fillen in (a) wird die Haftbe-
dingung an der Wand erfiillt und im Mittenbereich bleiben die Profile unveréndert.
Die Niherungslosung in (b) ist unabhéingig von € und gibt im Mittenbereich, insbe-
sondere fiir € < 1, die exakte Losung gut wieder. Die Haftbedingung wird fiir Uk (Y)
nicht erfiillt, {iber das Rutschen flieffit die Auswirkung der elektrischen Grenzschicht
in Ug(Y) ein.
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U(Y) 2L/p [1]

Abbildung 18: (a) Vollstindiges Geschwindigkeitsfeld U(Y") und (b) Ndherungslosung Uk (Y), beides
fiir e = 0.001, 0.01, 0.03 und 2I,L/Py = 0.1 .
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3 Experimentelle Untersuchungen in

Mikrostromungen

Bevor wir uns mit den experimentellen Methoden und den Mefiverfahren auseinan-
dersetzen, ist es hilfreich, eine Tabelle zu erstellen, in welcher wir die zu erwartenden
Groflenordnungen der physikalischen Groflen sowie das Verhiltnis aus Groflenord-
nungen in Mikro— und Makrostromungen eintragen. Wir fixieren hierin einige Grofien
und konnen dann weitere Groflen ableiten. Der Grundgedanke ist aus Herwig (2001)

entlehnt. In Tabelle 1 legen wir die Grundgréfien Kanaldurchmesser d, Kanalldnge

makro mikro mikro/makro

Kanaldurchmesser d ~1072m| ~107°m ~ 1073
Kanalldnge l ~1m ~ 1072 m ~ 1072
mittlere Geschwindigkeit U ~1m/s | ~1073 m/s ~ 1073
Druckabfall Ap - - ~ 10

Massenstrom ™ — - ~ 107
Volumenstrom v — — ~ 107
angelegte Temperaturdifferenz AT ~ 10 K ~ 10 K ~1

Temperaturanstieg T, T, — — ~ 10*

Tabelle 1: Typische Groflenordnungen der physikalischen Groflen und Quotienten der Grofenord-

nungen aus Mikrostromung und Makrostrémung.

[ und mittlere Geschwindigkeit u fest. Wiahrend die Kanéle oder Rohre in Makro-
stromungen typisch einige cm Querschnitt haben, wollen wir fiir Mikrostrémungen
einige 10 pm unterstellen. Entsprechend erwarten wir fiir die Kanallingen in Ma-
krostromungen einige m und in Mikrostromungen einige ¢m. Die Geschwindigkeiten
in Makrostromungen liegen typisch bei einigen m/s, wihrend in Mikrostromungen
einige mm/s auftreten. Die Festlegung dieser drei Groflen kann durchaus um eine
Zehnerpotenz nach oben oder unten verschoben werden. Wichtig bleibt lediglich, daf}
eine verniinftige GroBenordnung festgelegt wird, wobei eine leicht andere Festlegung
nur den Zahlenwert, nicht aber die Tendenz der Schlufifolgerungen in Frage stellt. Die
nachfolgenden Groflen wie Druckdifferenz etc. werden in den folgenden Abschnitten

abgeleitet und sind hier vorweg eingetragen.
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‘ OO V

T— > X p,
«— Nx ——p

| 7777777077 LTI

| Ap |

p

Abbildung 19: Anordnung zur Messung von p, in Makrokanilen.

3.1 Mefimethoden
3.1.1 Druckdifferenzen

Wir kénnen bei Mikrostromungen in der Regel davon ausgehen, daf eine laminare

Stromung vorliegt. Nach Zierep (1993) ist der laminare Druckabfall in Kanélen durch

_ Py L
Aplam = 211, )\lamd (3163)

gegeben. Der laminare Druckverlustbeiwert fiir das Kreisrohr kann durch A\, =
64/Re mit der Reynolds-Zahl Re = ud/v ausgedriickt werden. Fiir andere Kanal-
querschnitte ist gegebenenfalls ein anderer Wert fiir A\, zu verwenden. Ahnliches
gilt fiir turbulente Strémung, wo wir Ay, beispielweise nach Blasius zu verwenden
haben (vgl. Zierep (1993)). Wir bringen A, fir das Kreisrohr in die Beziehung
(3.163) ein und erhalten

Apiam = 32 (pv) u x ul . (3.164)

d?  d?

Unterstellen wir, dal im Mikro— und Makrokanal das gleiche Fluid auftritt, so hingt
der Druckabfall von der Gruppe wul/d? ab. Insbesondere kénnen wir das Verhiltnis

aus dem Druckabfall im Mikrokanal und im Makrokanal geméaf

— 2
Aplam,mik - Umik Umik Ay

— =10 3.165
Aplam,mak Umak lmak dgmk ( )

angeben. Der Druckabfall in Mikrokanélen ist demnach grofler als in Makrokanilen.
Wir diirfen deshalb erwarten, dafl die Messung von Druckdifferenzen in Mikrokanélen
eher unproblematisch ist, weil die etablierten Meftechniken aus Makrostromungen
beziiglich der Genauigkeit ausreichen.

Diese Aussage ist leider nur bedingt richtig. Zwar ist die Genauigkeit prinzipiell aus-

reichend, aber die kleinen Kanile implizieren einige grundlegende Schwierigkeiten.
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Wir wollen zunéchst die typische Anordnung einer Druckmessung in Makrokanilen
anhand von Abbildung 19 verdeutlichen. In einem Kanal der Lénge [ werden hierzu
Anbohrungen im Abstand Az eingebracht, soda8 iiber die Druckdifferenz Ap = p,—ps
eine recht genaue Bestimmung von p, = —Ap/Ax gelingt. Diese Anordnung wird
gewihlt, weil eine Messung iiber (py — p1) nur sehr ungenaue Ergebnisse liefert. Hier-
bei ist ndmlich der Druckverlauf in den Ein— und Auslaufzonen durch die Beschleu-
nigung bzw. Verzégerung des Fluids storend iiberlagert. Bei einer Druckmessung in
Mikrokanélen kann man in der Regel keine Druckanbohrungen im Kanal realisieren.
Nehmen wir einen Kanal von 100 pm Querschnitt an, so ist eine Anbohrung von
0.5 mm Durchmesser eine riesige Storung, ganz davon abgesehen, dafy im Druckmef-
gerit die Auslenkung der Membran oder des Fluidspiegels erforderlich ist, was bei den
kleinen Volumenstrémen in Mikrokanélen die Stromung fiir lange Zeiten vollsténdig
in die MeBleitungen umlenken wiirde. Eine schlichte Ubertragung der MeBanordnung
auf den Mikrokanal ist also nur schwer moglich, und es verbleibt nur eine Messung
der Driicke in den Ein— und Austrittsplenen, d.h. p, ~ —(py — p1)/!, gegebenenfalls

mit entsprechender Korrektur der Ein— und Auslaufeffekte.

Eine Alternative bieten Mikrosensoren, welche in die Kanalwand integriert werden.
Solche Sensoren sind fiir wissenschaftliche Untersuchungen geeignet, wenn das Wand-
material Silizium ist, und damit der Aufbau von Strukturen und Schaltungen in
der Wand selbst mit photochemischen Methoden moglich ist. Solche Sensoren sind
beispielsweise von Shih et al. (1996) in Untersuchungen (vgl. Abschnitt 2.4.2) ver-
wandt worden, eine detaillierte Beschreibung des Sensors findet sich in Ho und Tai
(1996). Es wird eine 1.5 pm dicke quadratische Membran der Grole 250 pm X
250 pm aus Silizium-Nitrid iiber einer Vakuumkavitéit (py) aufgebracht (vgl. Ab-
bildung 20). In diese Membran sind auf einem inneren Kreis vier Mefiwidersténde
Ry und auf einem &dufleren Kreis vier Kompensationswiderstinde Ry; eingebet-
tet. Diese Widerstidnde bestehen aus Polysilizium. Die inneren Me3widersténde Ry,
dndern bei Verformung der Membran ihren Wert, wihrend die dufleren Kompensa-
tionswiderstinde Rpy; im unverformten Bereich liegen. Die Verschaltung der Mef3-
und Kompensationswiderstinde in einer Mefibriicke (vgl. Abbildung 21) liefert dann
ein Spannungssignal, welches proportional zur Druckdifferenz (p; — py) ist. Hierbei
besteht die Aufgabe der dufleren Widerstinde Rg; in der Kompensation sekundérer

Einfliisse wie der Temperatur. Ho und Tai (1996) geben fiir den realisierten Sensor
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A

250 um

A 4

T /7

Abbildung 20: Drucksensor nach Ho und Tai (1996).

AU

Abbildung 21: Verschaltung der Mef3— und Kompensationswiderstéinde des Drucksensors nach Ho
und Tai (1996).

eine Empfindlichkeit von

N4

AU =1332——
v 33 V10° Pa

Us(p1 — po) (3.166)

an. Legen wir demnach an der Briicke eine Versorgungsspannung von Uy = 100 V' an,
so erhalten wir bei einer Druckdifferenz von (p; — pg) = 1 mbar ~ 10? Pa ein Signal

von AU = 133.2 uV — eine durchaus mef3bare Spannung.

3.1.2 Massen— und Volumenstrome

Zwischen den beiden Gréflen besteht iiber die Dichte der Zusammenhang i = pV, was

insbesondere bei konstanter Dichte, d.h. bei Fliissigkeiten, eine einfache Umrechnung
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erlaubt. Der Volumenstrom kann geméifl
V =1 konstant d* o ud> (3.167)

mit der mittleren Geschwindigkeit % und dem Kanaldurchmesser d verkniipft wer-
den. Die Konstante ist nur von der Form des Kanals (quadratisch, kreisrund, etc.)

abhéngig. Unter Verwendung der Festlegungen in Tabelle 1 kommt fiir das Verhéltnis

2

mik — 1077 . (3.168)

Vinik Uik, d
. Y/ —
Vmak Umak dmak

Die Beziehung zwischen Massenstrom und Volumenstrom liefert sofort

Mmik 1072, (3.169)

Mmak
sofern die Dichte der Fluide in Mikro— und Makrokanilen von der gleichen Groflenord-
nung bleibt. Damit wird deutlich, dafl sowohl der Volumen— als auch der Massenstrom
dramatisch kleiner als in makroskopischen Kanélen sind. Die Messung dieser Grofien
erfordert deshalb hochste Genauigkeiten.

Eine direkte Messung des Volumenstroms kann entweder iiber ein Geschwindigkeitspro-
fil (sieche Abschnitt 3.1.3) oder iiber ein Abtasten des auslaufenden, akkumulierten
Volumens erfolgen. Dies ist bei Fliissigkeiten iiber ein Auffanggefifl und eine hoch-
genaue Fiillstandsmessung moglich. Bei Gasen wird in der Regel das Gas in eine
geschlossene, ausdehnbare Kavitéit geleitet, deren Volumen, beispielsweise aus Ver-
drangung, bei konstantem Druck bestimmt werden muf. In allen Féllen erhalten
wir eine Messung V (), aus welcher der Volumenstrom V' = AV/At, gemittelt iiber
das Zeitintervall At, bestimmt werden kann. Naturgemif kann die Genauigkeit der
Messung durch Verwendung grofler At erhoht werden, was aber gleichzeitig nur bei
langsam verdnderlichem oder konstantem Volumenstrom sinnvoll ist.

Die Messung sehr kleiner Massenstrome ist zumindest bei Fliissigkeiten iiber ei-
ne hochprizise, zeitaufgeloste Wigung moglich. Hierzu wird der Massenstrom der
Fliissigkeit in einem Gefafl aufgefangen und die Masse mit einer Prizisionswaage be-
stimmt. Aus m(t) kann dann der Massenstrom geméf 7 = Am/At bestimmt werden.
Die Auswirkung grofler At auf die Genauigkeit und die zeitliche Auflésung ist analog

zum oben diskutierten Volumenstrom.

3.1.3 Geschwindigkeiten

Fiir die Messung von Stromungsgeschwindigkeiten sind als direkte Methoden in ma-

kroskopischen Stromungen das Laser—Doppler—Anemometer (LDA) und die Particle
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Abbildung 22: Mefivolumen eines LDA nach Oertel, H. sen. und Oertel, H. jun. (1989).

Image Velocimetry (PIV) etabliert. Wir wollen hier hinterfragen, inwiefern diese Me-
thoden in Mikrokanélen eingesetzt werden kénnen und welche Verdnderungen an den

Verfahren notwendig sind.

Das LDA spannt mit Hilfe von zwei Laserstrahlen ein Mefivolumen auf, innerhalb des-
sen das Streulicht von Partikeln detektiert wird. Aus den Frequenzen im Streulicht
kann dann die Geschwindigkeit des Einzelpartikels und bei geeigneter Partikelgrofle
auch die Geschwindigkeit des Fluids bestimmt werden. Das Mefiverfahren mittelt so-
mit zum einen raumlich iiber das Mef3volumen, und zum anderen iiber eine Anzahl
von Einzelpartikeln. Das Mefivolumen eines LDA-Systems kann nicht beliebig ver-
kleinert werden, weil aufgrund des Wellencharakters des Laserlichts die Strahltaillen
der beiden Strahlen bestenfalls auf dy ~ 3 — 5 pum verkleinert werden kénnen. Nach
Oertel, H. sen. und Oertel, H. jun. (1989) stellt das MeBivolumen einen Ellipsoid dar,

dessen Durchmesser d,;, und Lange [,y sich aus

dr dr
dMV = ) lMV =
COoS « S &

Y

ergeben. Die Geometrie ist in Abbildung 22 skizziert. Der Winkel zwischen beiden
Strahlen liegt bei den iiblichen Systemen etwa im Bereich 2a ~ 5 — 20°. Verwen-
den wir dy und « in den genannten Bereichen, so kommt dp;y ~ 3 — 5.1 pum,
Iy ~ 17.3 — 114.6 pm. Diese Groflenordnungen machen bereits deutlich, dafl das

Mefvolumen fiir Mikrokanéle zu grof sein wird. Erschwerend kommt hinzu, daf} die
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Abbildung 23: Aufbau eines p—PIV-Systems nach Meinhart et al. (1999).

Minimierung von dp;y kleine o erfordert, wihrend die Minimierung von [, grofe
a erfordert. Entsprechend sind etwa fiir dy = 3 pum die Paarungen dp;y ~ 3 um,
Ipy ~ 68.8 um und dpyy ~ 3.1 um, Ly ~ 17.3 pm relevant, und eine Minimierung
beider Abmessungen ist grundsétzlich nicht méglich. Wir kénnen demnach schluf3fol-
gern, dafl das Mefivolumen (d.h. das Mittelungsvolumen) solcher Systeme zu gro8 ist,
um sinnvoll in Kanélen von einigen 10 gm Abmessung eingesetzt zu werden. Zudem
ist der optische Aufwand, um extrem kleine Strahltaillen zu realisieren, sehr grof3 und

bedingt die Deckelung der Kanéle mit hochprizisem Glas optischer Giite.

Das PIV spannt in makroskopischen Anwendungen einen Lichtschnitt auf, in welchem
die Bewegung von Partikeln mit der Stromung verfolgt wird. Aufgrund des Wellen-
charakters des Lichts ist die Erzeugung eines Lichtschnitts von weniger als 10 um

Dicke kaum moglich. Es ist deshalb in Mikrokanélen nur moglich, den kompletten
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Kanal auszuleuchten. Die Messung der Geschwindigkeit in einem PIV—-System beruht
auf der Auswertung des Partikelversatzes As im Zeitintervall At gemifi u = As/At.
Da die Geschwindigkeiten in Mikrokanélen um drei Groflenordnungen kleiner sind
als in Makrokanélen (vgl. Tabelle 1), ist es erforderlich, den kleinen Partikelversatz
durch Vergroflerung und durch kleine Partikel besser aufzulosen. Parallel kann fiir

stationdre Stromung auch ein grofles At verwendet werden.

Die oben angegebenen grundsétzlichen Forderungen an ein Mikro-PIV-System ha-
ben Meinhart et al. (1999) in ein Mefiverfahren umgesetzt. Der Aufbau ist in Abbil-
dung 23 gegeben. Mit Hilfe zweier Nd:YAG—Laser werden zwei Pulse griinen Lichts
(A =532 nm) bei bekanntem Zeitversatz At erzeugt und mittels eines Spiegels und ei-
nes Strahlteilers vereinigt. Nach einer parallelen Aufweitung (und gegebenenfalls einer
Abschwichung) wird dieses Licht koaxial mit Hilfe eines farbempfindlichen Strahltei-
lers in ein Mikroskop eingekoppelt. Das Licht gelangt durch das Mikroskop—-Objektiv
und beleuchtet das Fluid im Kanal. Das Fluid ist angereichert mit fluoreszieren-
den ,,Microspheres®, die auf dem Markt im Groflenbereich 0.1 pm—100 pm erhiltlich
sind, bei einer groflen Vielfalt von Fluoreszenzeigenschaften. Die Partikel werden so
gewahlt, dafl sie bei der Laserwellenléinge optimal angeregt werden und Fluoreszenz-
licht im roten Bereich (A = 560 nm) liefern. Das Fluoreszenzlicht von den Partikeln
wird dann iiber den farbempfindlichen Strahlteiler auf der CCD-Kamera abgebildet.
Der farbempfindliche Strahlteiler sorgt dafiir, dal an Glas und Winden gestreutes
griines Beleuchtungslicht nur stark abgeschwicht zur CCD-Kamera gelangt. Bei der
Partikelgrofe ist ein Kompromify zwischen der Forderung nach kleinen Partikeln im
Kanal und der Forderung nach geniigend Streulicht zu suchen. Weiterhin diirfen die
Partikel nicht zu klein gew&hlt werden, damit die Brownsche Molekularbewegung des
Fluids sich nicht zu stark auf die Partikel auswirkt. Die Auskopplung der Mefebene
geschieht {iber die Tiefenschérfe der Abbildung und {iber die Intensitétsverteilung der
Beleuchtung. Im Experiment von Meinhart et al. (1999) ist eine Tiefenschérfe von et-
wa 0.6 pum realisiert. Somit werden nur Partikel unmittelbar um die Meflebene scharf
abgebildet. Gleichzeitig ist die Beleuchtung auf die Mefiebene fokussiert und erzeugt
somit an den Partikeln in der Meflebene maximales Streulicht. Wahrend diese beiden
Mafinahmen zu einer gewissen Auskopplung der Meflebene fiihren, bleiben natiirlich
unscharf abgebildete und schwach beleuchtete Partikel aus anderen Ebenen im Bild
priasent. Dies fithrt im Vergleich zu makroskopischen PIV-Bildern zu erhohtem Rau-

schen in den Doppelbildern eines p~PIV-Systems. Dieses Rauschen kann durch ge-
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Abbildung 24: Mikrokanal mit Wirmeiibertragung.

eignete Auswerteverfahren (Korrelationsverfahren) in seiner Auswirkung minimiert
werden. Meinhart et al. (1999) geben fiir ihren Aufbau eine rdumliche Auflésung des

Geschwindigkeitsfeldes von etwa 1 pm an.

3.1.4 Temperatur

Wir wollen annehmen, dal durch Vorgabe einer Wandtemperatur 7y eine mittlere
Temperaturdifferenz AT sowohl in Mikro— als auch in Makrokanilen von der GroBen-
ordnung 10 K vorliegt (vgl. Abbildung 24). Diese mittlere Temperaturdifferenz ist et-
wa gemi AT ~ Ty — % (To + Tl) mit den Fluidtemperaturen am Ein— und Austritt
und mit der Wandtemperatur Ty, verkniipft. Eine einfache Wirmebilanz zwischen
der iiber die Mantelfliche Aj; zugefiihrten Wirme und der durch die Stromung im

Querschnitt Ag abtransportierten Warme liefert

Die Mantelfliche des Kanals kénnen wir gemdfl Ay, = konstant - d - [ und den
Stromungsquerschnitt gemif Ag = konstant-d? mit den geometrischen Abmessungen

verkniipfen. Somit kommt fiir den Temperaturanstieg des Fluids

RIAT 1
— . 3.171
pepud > Td ( )

(Ty, — Ty) = konstant

Wir unterstellen wiederum gleiche Fluide und einen vergleichbaren Wérmeiibergangs-
koeffizienten h, sodaf fiir das Verhiltnis der Temperaturanstiege in Mikrokanilen und

Makrokanilen L
(Tl - TO)mik ~ lmik ﬂmak dmak
(Tl - To)mak lmak Hmi/-c dmik

folgt. Diese Groflenordnungen sind bereits in Tabelle 1 eingetragen. Somit kénnen

~ 10* (3.172)

wir davon ausgehen, dafl die zu messenden Temperaturdifferenzen in Mikrokanélen
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Abbildung 25: Meffiihler im Kanal.

deutlich grofler sind als in Makrokanélen. Die Mefitechnik erscheint deshalb zunéchst
unproblematisch. Das Ergebnis (3.172) ist natiirlich fiir einen Wérmetauscher unbe-
friedigend, denn die angelegte Temperaturdifferenz AT wird nach kiirzester Lauflinge
ausgeglichen sein. Somit dient nur ein sehr kleiner Teil der Kanallinge [,,;; der
Wirmeiibertragung. Eine sinnvolle Auslegung fiir einen Mikrowérmetauscher muf
deshalb die Parameter in Tabelle 1 verlassen; diesen Aspekt werden wir separat in

Abschnitt 3.2 diskutieren.

Auf den zweiten Blick ist zu beachten, dafl jeder Mefifiihler eine Storung der zu mes-
senden Grofle zur Folge hat. Fiir den Fall eines Temperaturfiihlers sind dies (i) die
Storung der Stromung durch die Versperrung und (ii) die Stérung durch den Warme-
strom im Meffiihler. Die Storung der Stromung kénnen wir durch eine Verkleine-
rung des Meffiihlers reduzieren. Der Warmestrom im Mef}fiihler jedoch beeinflufit
unmittelbar die zu messende Grofie. Wir wollen deshalb anhand von Abbildung 25
die Verhiltnisse quantitativ diskutieren. Soll in einer Stromung die Temperatur des
Fluids gemessen werden, so muf} sicherlich der Warmestrom iiber den Mef}fiihler ¢, p
klein sein gegeniiber dem Wérmestrom ¢g, der durch die Stromung transportiert wird.

Wir kénnen deshalb einen Fehler /' geméfl

F =1 (3.173)

qs

definieren. Fiir |F| < 1 erwarten wir eine unverfilschte Messung der Temperatur.
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Abbildung 26: Wirmestrome in einem Kanal.

Die beteiligten Wéarmestrome konnen geméf

(T — TOO)

; AvrAmr (3.174)
MF

dMF ~

q.S = pcpﬂAS (T - Too) ) (3175)

aus der mittleren Fluidtemperatur 7, der Umgebungstemperatur 7,,, den Materialei-
genschaften Ay, p, ¢p, der Geometrie [y p, Ay, Ag und der mittleren Stromungsge-
schwindigkeit @ abgeschitzt werden. Der Warmeleitquerschnitt A,r des Meffiihlers
ist Ay = konstant - d3, ., der Stromungsquerschnitt ist Ag = konstant - d*. Wir
bringen (3.174, 3.175) in (3.173) ein und kénnen den Fehler als

F = konstant —
MF pCpUd2 ud?

(3.176)

abschétzen. Dieser Ausdruck macht zum einen deutlich, dafl der Fehler fiir kleine \y;p
und dy;p minimiert werden kann. Dies ist in gewissem Umfang durch die Material-
wahl des Mefifiihlers und durch Miniaturisierung moéglich. Andererseits hingt F' aber
wesentlich von w und d ab. Das Verhiltnis aus dem MeBfehler im Mikro— und im
Makrokanal wird deshalb bei gleichem Meffiihler und Fluid

2

mak 109 . (3.177)

2
Fmak Uik dmzk

Fmik Umak d
~Y

Dies ist ein erniichterndes Ergebnis, welches deutlich macht, dafl der Warmestrom
iiber den MeBfiihler bei Mikrokanélen dramatisch gréflere Fehler verursacht. Diese
Fehler kénnen nur bedingt durch die Grofe und das Material des Mefifiihlers reduziert
werden. So miissen wir davon ausgehen, dafl Meffiithler in Mikrokanilen fiir eine

genaue Temperaturmessung in der Regel ausscheiden.
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Die oben abgeleitete Aussage zum dramatischen Einfluf des Warmeleitstroms iiber
den Meffiihler in Mikrokanélen legt nahe, dal auch andere Warmeleitstréme wich-
tig werden konnen. Unabhéngig von der Frage der Messung wollen wir deshalb die
Wirmestrome infolge Wiarmeleitung in der Kanalwand und im Fluid selbst bewer-
ten. In Abbildung 26 ist das Problem skizziert. Wir unterstellen, daf} wir in einem
Kanal (Lénge [, Durchmesser d) Fluid durch Einbringen von Wérme gy, iiber die
Wand von der mittleren Temperatur 7'y auf die mittlere Temperatur 7' erwirmen.

Dementsprechend transportiert die Stromung konvektiv den Wérmestrom
Gs =~ peyuAg(Ty — Ty)

ab. Aufgrund der Wirmezufuhr wird 7', > T sein, sodafl sowohl im Fluid als auch
in der Wand ein Wirmeleitstrom auftritt. Wir unterstellen, dafl die Wand in etwa die

Fluidtemperatur annimmt und erhalten

Gw, ~ T)\WAW , (3.178)

qwi ~ —— s, (3.179)

fiir diese Wiirmeleitstrome. Ag stellt hierbei den Kanalquerschnitt Ag = konstant - d*
und Ay, den Wérmeleitquerschnitt der Wand Ay, = konstant - d - dy, dar. Fiir die

Verhéltnisse der Warmestrome kommt dann

j Aw d d
m ~ konstant ~¥ _W TW , (3.180)
s lpcyud — lud
j A 1
WL konstant — X — . (3.181)
qs peyud

Somit machen diese Beziehungen deutlich, da} beide Wiarmeleitstrome relativ zum
konvektiven Wérmestrom geméfl oc 1/[u skalieren. Nach Tabelle 1 bedeutet dies
beim Ubergang von der Makrostrémung zur Mikrostromung eine VergroBerung der
Quotienten (3.180,3.181) um den Faktor 10°. Wir miissen demnach beachten, daf
Wirmeleitstrome, welche in Makrostromungen vernachléssigt werden konnen, in Mi-

krokanilen relativ zur konvektiv transportierten Wéarme wichtig werden.

Aus den oben gemachten Aussagen zu MeBfiihlern kénnen wir schlufifolgern, daf
lediglich optische, nicht-invasive Mefimethoden zu einer genauen Messung der Tem-

peratur in Frage kommen. Hier bietet sich die Interferometrie an. In Gasen und in
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Abbildung 27: Prinzipieller Aufbau fiir Interferometrie.

Fliissigkeiten ist die Dichte eine Funktion der Temperatur. In Fliissigkeiten fillt pp(T)

iblicherweise geméf

pr(T) = po[1 — a(T = Ty)] (3.182)

mit wachsender Temperatur ab. Hierin stellt py(75) eine Referenzdichte bei der Tem-

peratur 7y dar. Der thermische Ausdehnungskoeffizient « liegt etwa fiir Wasser bei

a~3-107* 1/K. Fiir Gase ist die Situation fhnlich, denn das ideale Gasgesetz liefert

mit

_pr1
RT

ebenfalls einen Abfall der Dichte mit wachsender Temperatur. Die Dichte eines op-

pa(T) (3.183)

tisch transparenten Mediums (hier: eines Fluids) ist proportional zum Brechungsindex
n, d.h. n(z,y, z) < p(x,y, z). Eine Messung des Brechungsindex liefert demnach die
Dichte, aus welcher wir uns mit Hilfe der Beziehungen (3.182,3.183) die Temperatur
berechnen kénnen. Die Interferometrie ermoglicht eine solche Messung des Brechungs-
index. Die Interferometrie kann im tibrigen auch zur Messung von Konzentrationen
dienen, denn der Brechungsindex ist iiber die Dichte auch mit der Konzentration ei-
nes gelosten Stoffes verkniipft. Konzentrationsmessungen sind beispielsweise bei der

Mischung von Fluiden in Mikromischern von Bedeutung.
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Abbildung 27 zeigt einen interferometrischen Aufbau. Wir erzeugen durch einen La-
ser kohdrentes, paralleles Licht. Dies bedeutet, da} wir ebene Wellenziige vorliegen
haben. Der Strahlteiler trennt dieses Licht in zwei Anteile auf, wobei eine Welle un-
gestort in Form ebener Wellenziige zur Interferenzebene gelangt (Referenzwelle). Die
zweite Welle durchlduft das MeBobjekt, wo wegen T'(z,y, z) ein ortsabhéingiger Bre-
chungsindex n(z,y, z) vorliegt. Der Brechungsindex bestimmt die Geschwindigkeit,
mit der eine Welle im Medium voranschreitet. Deshalb fithrt n(z,y, z) zu einer Pha-
senverschiebung Ay der beiden Wellenziige zueinander, wobei die Phasenverschiebung
durch den integralen Brechungsindex iiber der Fluidhéhe bestimmt wird. Wir haben

also

d
Ap(z,y) o /n(:v,y,Z)dz :
0

Die Messung der Phasenverschiebung gelingt durch Uberlagerung der Objektwelle und
der Referenzwelle in der Interferenzebene. Dort entsteht ein Interferenzstreifensystem,
aus welchem die Phasenverschiebung Ay bestimmt werden kann. Es gelingt somit, die

iiber die Hohe gemittelte Temperaturverteilung T'(z, y) aus Ap(z,y) zu bestimmen.

Wir wollen anhand zweier Beispiele die Empfindlichkeit der Interferometrie bei der
Messung von Temperaturen und Konzentrationen in Mikrokanélen abschétzen. Wir
unterstellen hierzu einen Mikrokanal mit 100 pm Hohe, in welchem Wasser bei Tem-
peraturen im Bereich 20°C' < T < 30°C stromt. Aufgrund der unterschiedlichen
Brechungsindices n(20°C') = 1.3329 und n(30°C') = 1.33192 kommt es zu einem Lau-
funterschied der Lichtwelle iiber die Kanalhohe von As = 106 nm. Im sichtbaren
Bereich bei Wellenldngen um 500 nm tritt Ausloschung bei einem Laufunterschied
von einer halben Wellenlidnge, d.h. bei 250 nm, auf. Dies bedeutet, daf} ein Interferenz-
streifen einem Temperaturunterschied von etwa 20°C' in diesem Mikrokanal entspricht
- keine sonderlich beeindruckende Empfindlichkeit. Unterstellen wir etwa Kochsalz-
konzentrationen im Bereich von 0 < C' < 5 %wt. im Wasser des gleichen Kanals, so
fiihren die Brechungsindices n(0 %wt.) = 1.3329 und n(5 %wt.) = 1.3418 zu einem
Laufunterschied von As = 2300 nm, was etwa 10 Interferenzstreifen entspricht. Ein
dhnliches Ergebnis erhalten wir fiir Athanolkonzentrationen in Wasser im Bereich

0<C <20 %wt..
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3.2 Parameter fiir eine Mikrowarmetauscher

Wir haben bereits in Abschnitt 3.1.4 erkannt, dafl mit den Parametern in Tabelle 1
keine sinnvolle Auslegung eines Wirmetauschers moglich erscheint. Gleichung (3.172)
macht aber deutlich welche Anderung der Parameter zu einem sinnvollen Tempera-
turanstieg des Fluids im Mikrowdrmetauscher fithren. Der Erh6hung der mittleren
Stromungsgeschwindigkeit Ty, ist hier der Vorzug zu geben vor einer Anderung der
geometrischen Parameter [, und dp;x. Mit G ~ 1 m/s erhalten wir die in Ta-
belle 2 gegebenen Verhéltnisse. Gegeniiber Tabelle 1 wird durch die grofle mittlere
Stromungsgeschwindigkeit insbesondere ein erhohter Druckanstieg 0pmik/APmak ~
10* und ein moderater Temperaturanstieg (Ty — To)mir/(T1 — To)max ~ 10 deut-
lich. Der moderate Temperaturanstieg ist aber gerade fiir die Realisierung eines Mi-

krowérmetauschers notwendig.

makro mikro | mikro/makro
Kanaldurchmesser d ~102m | ~10°m ~ 1073
Kanallinge l ~1lm |~102%m ~ 1072
mittlere Geschwindigkeit u ~1m/s | ~1m/s ~ 1
Druckabfall Ap - - ~ 104
Massenstrom m — — ~ 1076
Volumenstrom 1 — — ~ 1076
angelegte Temperaturdifferenz AT ~ 10 K ~ 10 K ~1
Temperaturanstieg T, T, - - ~ 10

Tabelle 2: Typische Groflenordnungen der physikalischen Gréflen und Quotienten der Gréflenord-

nungen aus Mikrostrémung und Makrostromung, speziell fiir einen Mikrowérmetauscher.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf} fiir den Mikrowéarmetauscher die Abschitzung

des MeBfehlers bei einem Temperaturmeffiihler (vgl. Gleichung (3.177)) nun

Fmik
Fmak

~ 10° (3.184)

liefert. Ahnliches kann aus den Gleichungen (3.180, 3.181) abgeleitet werden, in wel-

chen nun eine Vergrofierung der Wirmeleitstrome um den Faktor 10? auftritt.
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3.3 Messungen zum Druckverlust

Wir wollen an dieser Stelle die bisweilen iiberraschenden Ergebnisse in der Litera-
tur zum Druckverlust in Mikrokanélen diskutieren. Wir folgen hierbei im wesentli-
chen einem Ubersichtsartikel von Sobhan und Garimella (2000). Die in der Literatur
verfiigbaren Daten konnen in (i) laminare und (ii) turbulente Stromung unterteilt
werden, wobei fiir beide Arten der Stromung Daten mit kreisférmigem Stromungs-
querschnitt und mit rechteckigem oder trapezférmigem Stromungsquerschnitt vorlie-
gen. Abbildung 28 zeigt die im laminaren Bereich gefundenen Resultate verschiedener
Autoren. In Kanilen wird der Druckabfall iiblicherweise geméfl

_ P2y !
Ap—2u)\d,

d.h. mittels eines Druckverlustbeiwertes A\, angegeben. Es konzentriert sich somit jede
Messung auf die Bestimmung von A, welches im laminaren (und turbulenten) Bereich
eine Funktion der Reynolds—Zahl Re = ud/v darstellt. Fiir konventionelle (makrosko-
pische) Strémung ist der Druckverlustbeiwert bei laminarer Stromung im kreisformi-
gen Querschnitt Ag 4, und im quadratischen Querschnitt Ag ;. wohlbekannt. Wir

haben hierfiir

64
Ak tam = — 3.185
et = o (3.185)
57
AOlam = — . 3.186
Q. oo ( )

In Abbildung 28 ist der Druckverlustbeiwert A im sogenannten Nikuradse-Diagramm
iiber der Reynolds-Zahl Re aufgetragen. Die konventionellen Ergebnisse fiir lamina-
re Stromung Ag jom (gestrichelt) und Agem (durchgezogen) sind dick eingetragen.
Weiterhin findet sich eine Schar von Ergebnissen aus der Literatur in Form diinner,
durchgezogener oder gestrichelter Linien.

Wir wollen zunédchst die laminaren Ergebnisse fiir kreisformige Querschnitte diskutie-
ren. Die Kurve (b) ist von Yu, Warrington, Barron und Anieel (1995) mit Stickstoff
und Wasser in Rohren von d = 19—102 pm Durchmesser erhalten. Die Kurve bestétigt
die Abhingigkeit A oc Re~!, wie sie fiir das konventionelle, kreisférmige Rohr bekannt
ist (vgl. dicke gestrichelte Kurve). Die Werte liegen jedoch um etwa 20% unter der
konventionellen Kurve, was durchaus im Bereich der Mefifehler liegen diirfte. Die Kur-
ve (a) ist von Choi, Barron und Warrington (1991) mit Stickstoff in Kreisrohren von
d = 3 — 81 pum Durchmesser gefunden. Das Ergebnis von Choi et al. (1991) dhnelt
dem von Yu et al. (1995) (vgl. Kurve (b)), indem die Abhiingigkeit A o Re™" auftritt
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Abbildung 28: Korrelationen zum Druckverlustbeiwert A bei laminarer Strémung in Mikrokanilen.
Kreisformige Querschnitte sind gestrichelt, rechteckige und trapezformige Querschnit-

te sind durchgezogen.

und die Kurve um etwa 17% unter der konventionellen Kurve (dick gestrichelt) liegt.

Auch diese Diskrepanz kann durchaus im Rahmen der Mefifehler liegen.

Die Messungen in rechteckigen und trapezférmigen Kanilen zeigen deutlich grofiere
Streuung. Die Kurve (B) ist von Wu und Little (1983) in trapezformigen Kanélen
mit hydraulischen Durchmessern im Bereich d, = 45 — 83 um und Seitenverhéltnis-
sen von dy /dy = 0.21 — 0.44 mit verschiedenen Gasen (Stickstoff, Wasserstoff, Argon)
erhalten. Der hydraulische Durchmesser ist fiir kreisférmige Querschnitte identisch
mit dem Durchmesser, fiir rechteckige Querschnitte kann er aus den Kanalseiten d,
dy gemiB dy, = 2d,dy/(dy + dy) berechnet werden. Die Abhéngigkeit A oc Re™! bei
Wu und Little (1983) ist gleich wie fiir konventionelle quadratische Kanile (vgl. dicke
durchgezogene Kurve), die Kurve liegt aber deutlich (ca. 90%) iiber der konventio-
nellen Kurve. Die Kurven (A) schlielich sind von Peng, Peterson und Wang (1994a)
fiir Wasser in rechteckigen Kanilen von d;, = 133 —343 pum hydraulischem Durchmes-

ser und d; /ds = 0.33 — 1.0 Seitenverhéltnis erhalten. Die Ergebnisse von Peng et al.
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(1994a) suggerieren eine Abhingigkeit A oc Re~ 19

sowie eine starke Empfindlichkeit
von hydraulischem Durchmesser dj, und Seitenverhéltnis d; /dy (vgl. Schar der Kurven
(A)). Verwunderlich ist, daf die Kurven sich mit wachsendem hydraulischen Durch-
messer d; zum einen nicht stetig verschieben und zum anderen fiir grofle d;, keine
Annéherung an die konventionelle (makroskopische) Kurve fiir quadratische Kanile
(vgl. dicke, durchgezogene Kurve) zu beobachten ist. Insofern erscheinen die Daten

von Peng et al. (1994a) bereits in sich inkonsistent.

Wir miissen bei ausnahmslos allen in Abbildung 28 gezeigten Messungen in Mikro-
kanélen (diinne Linien) beachten, dafl der Druckabfall nicht durch Druckbohrungen
im Kanal im Bereich eingelaufener Stromung gemessen wird. Vielmehr wird der Druck
in den Ein— und Austrittsplenen gemessen. Dies bedingt eine Korrektur um die Ein—
und Auslaufeffekte, die in den Arbeiten entweder iiberhaupt nicht oder nur sehr ein-
geschrinkt erfolgt. Diese Korrektur wére in sorgfiltiger Weise durch einen Vergleich
aus Kaniilen unterschiedlicher Lénge und gleichen Querschnitts im Experiment, oder
durch numerische Simulationen zu erhalten. Diese sorgfiltige Analyse ist in den vor-
gestellten Experimenten ausnahmslos unterblieben. Schliefflich sei noch darauf hinge-
wiesen, daf} eine Messung der Volumen— bzw. Massenstrome, wie in 3.1.2 diskutiert,
insbesondere fiir Gase mit erheblichen Fehlern behaftet bleibt. Dies schligt jedoch
unmittelbar auf die Genauigkeit der Reynolds—Zahl durch. Diese Aussagen lassen die
Ergebnisse aus laminaren (und turbulenten) Druckabfallmessungen in der Literatur
in kritischem Licht erscheinen, insbesondere dann, wenn die Daten in sich bereits
Merkwiirdigkeiten beinhalten. Wir wollen zunéchst die Ergebnisse bei turbulenter
Stromung diskutieren, bevor wir eine zusammenfassende Bewertung und Korrektur

nach Obot (2000) geben.

Ein dhnlich diffuses Bild ergeben die Messungen in der Literatur zum Druckabfall in
turbulent durchstrémten Mikrokanélen. In Abbildung 29 sind die Ergebnisse zusam-
mengefafit. Zum Vergleich ist dick gestrichelt das Blasius—Gesetz fiir konventionelle

(makroskopische) Stromung eingetragen. Nach Blasius gilt bei turbulenter Stromung
A =0.316Re™ "% .

Wir wollen zunéchst die Ergebnisse fiir kreisférmige Querschnitte diskutieren. Die
Messungen von Choi et al. (1991) mit Stickstoff in Kreisrohren von d = 3 — 81 um

—0.182

Durchmesser sind mit (a) bezeichnet. Sie ergeben die Abhéngigkeit A o< Re und

liegen etwa 55% unterhalb der Blasius—Kurve. Die Daten von Yu et al. (1995) sind
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Abbildung 29: Korrelationen zum Druckverlustbeiwert A bei turbulenter Stromung in Mikrokanilen.
Kreisformige Querschnitte sind gestrichelt, rechteckige und trapezformige Querschnit-

te sind durchgezogen.

mit (b) bezeichnet und sind mit Stickstoff und Wasser in Rohren von 19 — 102 pum
Durchmesser erhalten. Die Kurve (b) bestitigt die Abhéngigkeit A o Re™%% nach
Blasius und liegt etwa 5% unterhalb der Blasius-Kurve. Fiir rechteckige und tra-
pezférmige Kanile finden sich die folgenden Daten. Wu und Little (1983) messen mit
verschiedenen Gasen in trapezférmigen Kanélen bei hydraulischen Durchmessern von
d, = 45 — 83 pwm und Seitenverhiltnissen von d;/dy = 0.21 — 0.44. Die Daten sind
mit (B) bezeichnet in Abbildung 29 eingetragen. Wu und Little (1983) finden die
Abhé#ngigkeit A oc Re %! und die Kurve zeigt im Vergleich zur Blasius—Kurve deut-
lich hohere Werte fiir A. SchlieBlich findet sich eine Schar von Kurven (A) nach Peng
et al. (1994a). Die Kurven zeigen alle eine Abhéingigkeit A oc Re™"72 welche deutlich
stérker ist als im Blasius-Gesetz. Die Daten sind fiir Wasser in rechteckigen Kanélen
von dp, = 133 — 343 pm hydraulischen Durchmesser und d;/dy = 0.33 — 1.0 Seiten-
verhiltnis erhalten. Fiir die Schar (A) ist festzustellen, daf eine grofie Empfindlichkeit

der Kurven vom hydraulischen Durchmesser dj, und vom Seitenverhéltnis d;/dy be-
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steht. Wiederum erscheinen die Ergebnisse in sich nicht konsistent, weil zum einen
im Grenzfall grofler Kanéle keine Anndherung an die Blasius—Kurve auftritt. Zum
anderen verschieben sich die Kurven bei wachsendem hydraulischen Durchmesser dj,

nicht stetig.

Obot (2000) analysiert die Daten zum Druckverlust in der Literatur sorgfiltig, in-
dem er die Originaldaten einer Reskalierung und einer sorgfiltigen Korrektur unter-
zieht. Er kommt zu dem Ergebnis, dafl ausschlieflich die Daten von Wu und Litt-
le (1983) geniigend detailliert sind, eine solch subtile Auswertung zu erméglichen.
Die Ergebnisse fiir den Druckverlust, reskaliert aus den Daten von Wu und Litt-
le (1983), sind in Abbildung 30 mit Ergebnissen fiir ein makroskopisches Rohr des
Durchmessers d = 13.4 mm nach Obot et al. (1997) verglichen. Dargestellt ist der
modifizierte Druckverlustbeiwert )\, iiber der modifizierten Reynolds—Zahl Re,,. Es
zeigt sich, daf die reskalierten und korrigierten Daten von Wu und Little (1983) in
Form der offenen Kreise im laminaren Bereich mit den Daten aus dem groflen Rohr
(gefiillte Kreise) zusammenfallen. Der Abfall folgt der Abhéngigkeit A, oc Re,!. Das
Auffachern der Daten nach dem Einsatz der Turbulenz bei Re,,, ~ 2000 ist nach Obot
(2000) auf die unterschiedlichen Ubergangsprozesse in kreisrunden (gefiillte Symbole)
und rechteckigen Kanilen (offene Symbole) zuriickzufiihren. Der Einfluff der relativen

Wandrauhigkeit erscheint nach Obot (2000) von untergeordneter Bedeutung zu sein.

Zusammenfassend legt die kritische Bewertung der experimentellen Resultate und
der Mef3verfahren in Mikrokanélen den Schlufl nahe, daf} es bisher keine stichhaltigen
Belege dafiir gibt, dafl der Druckverlust nach anderen Korrelationen als in Makro-
kandlen zu berechnen ist. Die Daten der verschiedenen Autoren sind teilweise in sich
inkonsistent und teilweise nicht ausreichend, um eine sorgfiltige Auswertung (z.B. mit
Korrektur der Ein— und Auslaufeffekte) vorzunehmen. Das Ergebnis von Obot (2000)
fiir die Daten von Wu und Little (1983) belegt im Gegenteil, daf8 die in makrosko-
pischen Kanélen entwickelten, empirischen Korrelationen bei geeigneter Anwendung
eine zuverlédssige Beschreibung des Druckabfalls auch in Mikrokanilen liefern. Hierzu
ist gegebenenfalls der Ubergangsparameter fiir den laminar /turbulenten Ubergang zu

beriicksichtigen (vgl. Obot et al. (1997)).
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Abbildung 30: Reskalierte und korrigierte Daten zum Druckabfall nach Obot (2000). Offene Kreise
geben die neu ausgewerteten Daten von Wu und Little (1983) wieder, die gefiillten

Kreise stammen von einem makroskopischen Rohr nach Obot et al. (1997).
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10.0
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Abbildung 31: Korrelationen zum Warmeiibergang in Form der Nusselt-Zahl als Funktion der
Reynolds—Zahl im laminaren Bereich. Die gestrichelten Kurven gelten fiir kreisformige

Querschnitte, die durchgezogenen Kurven fiir rechteckige Querschnitte.

3.4 Messungen zum Wirmeiibergang

Die Literaturstellen zum Wirmeiibergang in Mikrokanélen zeigen gleichfalls ein diffu-
ses Bild. Wir folgen auch hier dem schon erwihnten Ubersichtsartikel von Sobhan und
Garimella (2000). Wir wollen uns zunéchst mit den Daten im Bereich (i) laminarer
Stromung befassen. In konventionellen (makroskopischen) Kanélen findet sich in der

Literatur (vgl. Sobhan und Garimella (2000)) bei laminarer Stromung die Korrelation
d
Nug, = 1.86(Rethr)1/3(Th)1/3 (3.187)

fiir den Warmeiibergang. Hierbei ist die Nusselt—Zahl Nu = hd}, /A und die Reynolds—
Zahl Re = udp/v mit dem hydraulischen Durchmesser d;, gebildet. In Abbildung
31 sind die Ergebnisse aus der Literatur zusammengefafit. Die Prandtl-Zahl in der
Korrelation (3.187) spiegelt den Einflufl der Stoffeigenschaften des Fluids wieder. In
Abbildung 31 ist deshalb Nu/Pr'/? aufgetragen.

Wir finden in Abbildung 31 zwei dicke Geraden, welche aus der konventionellen Kor-

relation (3.187) fiir zwei verschiedene Verhéltnisse aus hydraulischem Durchmesser
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dy, und Kanalldnge [, d,/l = 0.001, 0.005, ermittelt sind. Die mit (a) bezeichnete
gestrichelte Kurve ist von Choi et al. (1991) fiir Stickstoff in Kreisrohren mit Durch-
messern d = 9.7 — 81.2 pm erhalten. Die Kurve zeigt die Abhingigkeit Nu oc Re'!7
und ist damit deutlich steiler als die konventionellen Kurven (Nu o< Re®??). Die mit
(A) bezeichneten durchgezogenen Kurven sind von Peng, Peterson und Wang (1994b)
fiir Wasser in rechteckigen Kanélen erhalten. Die Experimente sind in Kanilen von
dp, = 133 — 317 pm hydraulischem Durchmesser durchgefiihrt, wobei das Verhiltnis
der Seitenlidngen im Bereich d;/dy = 0.33 — 1.0 liegt. Die Kurven (A) zeigen verschie-
dene Parameterkombinationen, und das rechte Ende der Kurven ist durch einen Uber-
gang zu turbulenter Stromung gegeben. Die Kurven (A) zeigen alle die Abhéngigkeit
Nu o< Re%2. Sie sind damit deutlich steiler als die konventionelle (makroskopische)
Korrelation gemi Nu oc Re%33. Die mit (B) bezeichneten Kurven sind von Peng und
Peterson (1996) in den gleichen Kanilen wie Peng et al. (1994b) mit Wasser erhalten.
Diese Autoren betrachten vier parallel geschaltete Kanile, wobei der dimensionslose
Kanalabstand As/dj, selbst fiir grole Abstinde noch Einflufl auf die Nusselt-Zahl
hat. Die Kurven in Abbildung 31 sind beim grofiten Abstand As/d, = 33.33 fiir
zwei verschiedene Seitenverhiltnisse d;/ds = 0.33, 1.0 erhalten. Die Kurven enden
jeweils bei Re = 900, weil die Autoren dort einen Ubergang zu turbulenter Strémung
feststellen. Die Abhiingigkeit Nu oc Re®®? stimmt mit den Kurven (A) nach Peng
et al. (1994b) iiberein, was angesichts der gleichen Versuchs— und MeBtechnik nicht

verwundert.

Fiir (ii) turbulente Stromung findet in konventionellen Kanélen die sogenannte Dittus—
Boelter—Korrelation Anwendung. Sie ist fiir allgemeine Kanéle mit dem hydraulischen

Durchmesser d;, gebildet und hat die Form
Nug, = 0.023 Rey® Pr!/* . (3.188)

Mit der Prandtl-Zahl Pr gehen die Stoffeigenschaften des Fluids in die Berech-
nung des Wirmeiibergangs ein. In Abbildung 32 ist deshalb Nu/Pr!/? aufgetra-
gen. Wir wollen zunéchst die Literaturdaten fiir kreisformige Querschnitte disku-
tieren. Choi et al. (1991) finden fiir Stickstoff in Mikrorohren mit Durchmessern von
d = 9.7 — 81.2 pm bei turbulenter Stromung die mit (a) bezeichnete Abhéngigkeit
gemiB Nu oc Re'Prl/3, welche deutlich steiler als bei konventionellen Kanilen
ausfillt. Die Kurve (a) liefert demnach im gesamten Bereich der Reynolds—Zahlen

deutlich groflere Nusselt—Zahlen als die Dittus-Boelter-Korrelation. Voll ausgebilde-
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te Turbulenz wird von diesen Autoren im Bereich Re > 2500 beobachtet. Yu et al.
(1995) untersuchen in Mikrorohren mit Durchmessern von d = 19 — 102 um bei
turbulenter Stromung den Wéirmeiibergang fiir die Fluide Wasser (Pr = 5) und
Stickstoff (Pr = 0.7). Sie finden eine Abhéngigkeit gemifl Nu oc Re'2Pr%2  welche
fir Pr = 0.7, 5 in Form zweier gestrichelter Kurven mit der Bezeichnung (b) in
Abbildung 32 eingetragen ist. Auch diese Kurven sind steiler als die Dittus—Boelter—
Korrelation (Nu oc Re’®) und liegen zudem deutlich iiber dieser. Auffillig ist wei-
terhin, dafl die Abhéngigkeit von der Prandtl-Zahl bei Yu et al. (1995) schwicher
ist. Adams, Abdel-Khalik, Jeter und Qureshi (1998) untersuchen den turbulenten
Wiérmeiibergang von destilliertem Wasser in Kreisrohren von d = 760, 1090 pm
Durchmesser. Ihre Ergebnisse fiir die beiden Rohre sind mit (c¢) bezeichnet in Ab-
bildung 32 eingetragen. Im wesentlichen finden Adams et al. (1998) eine modifizierte
Gnielinski-Korrelation (vgl. Gnielinski (1976)), wobei die Gnielinski-Korrelation eine
etablierte Beschreibung des turbulenten Wirmeiibergangs in konventionellen makro-
skopischen Kanilen bis zu kleinen Reynolds—Zahlen von Re = 2300 darstellt. Die
Modifikation nach Adams et al. (1998) liefert grofiere Nusselt—Zahlen als die eigentli-
che Gnielinski-Korrelation. Beide Korrelationen (original, modifiziert) bestitigen die
Abhsngigkeit Nu o< Pr'/3. Die Abhiingigkeit von der Reynolds—Zahl in Abbildung 32
erweist sich als stérker im Vergleich zur Dittus-Boelter-Korrelation (vgl. Kurven (c)).
Auch der Rohrdurchmesser hat einen Einflu}; die obere Kurve gilt fiir d = 760 um,
die untere Kurve fiir d = 1090 pm.

Die Ergebnisse in der Literatur fiir rechteckige Kanile wollen wir als néchstes disku-
tieren. Wu und Little (1984) untersuchen die turbulente Strémung von Stickstoff in
trapezformigen Kanélen mit hydraulischen Durchmessern von d;, = 134 —164 pm und
Seitenlédngenverhiltnissen im Bereich d; /dy; = 0.168 —0.285. Sie finden die Abhéingig-
keit Nu oc Re'%Pr9%4 welche mit (B) bezeichnet in Abbildung 32 eingetragen ist.
Auch diese Korrelation erscheint steiler in Abbildung 32, was eine stirkere Abhéngig-
keit von der Reynolds-Zahl im Vergleich zur Dittus-Boelter-Korrelation signalisiert.
Die leicht unterschiedliche Potenz der Prandtl-Zahl bei Wu und Little (1984) ist
von untergeordneter Bedeutung, weil die Autoren offensichtlich nur mit einem Fluid
(Stickstoff) gemessen haben und so keine Anhaltspunkte fiir eine solche Abhéngigkeit
haben kénnen. Die Messungen von Peng et al. (1994b) sind mit Wasser in turbulent
durchstromten, rechteckigen Kanilen mit hydraulischen Durchmessern im Bereich

dp, = 133 — 367 pwm und Seitenverhéltnissen von d;/dy = 0.333 — 1.0 ausgefiihrt.
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Abbildung 32: Korrelationen zum Wdérmeiibergang in Form der Nusselt—Zahl als Funktion
der Reynolds—Zahl im turbulenten Bereich. Die gestrichelten Kurven gelten fiir
kreisformige Querschnitte, die durchgezogenen Kurven fiir rechteckige bzw. tra-

pezférmige Querschnitte.

Die Ergebnisse fiir verschiedene Parameter sind mit (A) bezeichnet in Abbildung
32 eingetragen. Sie finden fiir alle Kurven (A) die Abhiingigkeit Nu oc Re’®Pr!/3
in Ubereinstimmung mit der Dittus Boelter-Korrelation. Auch hier bleibt die Fra-
ge, wie die Autoren die Prandtl-Zahl-Abhéngigkeit mit nur einem Fluid erhalten
kénnen. Weiterhin ist die grofle Streuung der Kurven bei Verdnderung der Kanal-
geometrie auffillig. Hinzu kommt, dafl keine stetige Abhdngigkeit der Kurven vom
hydraulischen Durchmesser d; erkennbar ist, insbesondere auch keine Annidherung
der Kurven an die Dittus—Boelter—Korrelation fiir grofie hydraulische Durchmesser.
Peng und Peterson (1996) untersuchen bei gleicher Kanalgeometrie wie Peng et al.
(1994b) die turbulente Stromung von Wasser, wobei jeweils 4 Kanéle parallel durch-
stromt werden. Ihre Ergebnisse sind selbst fiir grofle Kanalabstdnde As noch von
As/dj, abhingig. Die Ergebnisse von Peng und Peterson (1996) sind in Abbildung 32
mit (C) bezeichnet fiir zwei Werte des Parameters Z beim grofiten Kanalabstand As

eingetragen. Der Parameter Z in Peng und Peterson (1996) charakterisiert das Seiten-
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1/3 und

verhiiltnis der Kaniile. Die Korrelation zeigt die Abhéngigkeit Nu o< Re%®Pr
ist damit parallel zur Dittus—Boelter—Korrelation und zu den Kurven (A) von Peng et
al. (1994b). Andererseits liegen beide Kurven bei sehr kleinen Nusselt—Zahlen. Diese
Diskrepanz kann nur durch den Einflu mehrerer paralleler Kanile erklart werden,

welcher offensichtlich bei allen Anordnungen présent ist.

Die in der Literatur verfiigharen Daten zum Wirmeiibergang in Mikrokanélen werden
von Obot (2000) einer kritischen Priifung unterzogen. Die Kritikpunkte in Bezug auf
Ein— und Auslaufeffekte sowie in Bezug auf die angewandten MeBverfahren (Tempe-
raturen werden in der Regel in den Ein— und Austrittsplenen gemessen) sind &hnlich
denen bei den Druckverlustmessungen. Obot (2000) trigt die Daten von Adams et
al. (1998), Choi et al. (1991), Yu et al. (1995) und einige Datensétze von Wu und
Little (1984) in Abbildung 33 in reskalierter und korrigierter Form auf (offene Sym-
bole). Dagegen stellt er Ergebnisse aus einem makroskopischen Kreisrohr nach Obot
et al. (1997) fiir d = 13.4 mm Durchmesser und zwei verschiedenen Prandtl-Zahlen
Pr=0.7, 6.8 (gefiillte Symbole). In der gewihlten Auftragung kommen im laminaren
Bereich alle Daten fiir Mikrokanéle der genannten Autoren zur Deckung, die Streuung
betriagt weniger als 10%. Auch im turbulenten Bereich liegen die Daten fiir Mikro-
kanile (offene Symbole) und fiir das makroskopische Kreisrohr sehr gut iibereinander,
die Abweichung von einer Regressionsgeraden ist kleiner als 20%. Als Schluflfolgerung
sind nach Obot (2000) alle Aussagen dieser Experimentatoren bzgl. eines dramati-
schen Einflusses der Wandrauhigkeit oder des Seitenverhéltnisses in Mikrokanilen
zuriickzuweisen. Es gibt vielmehr keine zuverlédssigen Hinweise darauf, dafl die Kor-
relationen, wie fiir den Wirmeiibergang in makroskopischen Kanilen abgeleitet, in
Mikrokanilen keine Giiltigkeit haben. Die gebrduchlichen Wirmeiibergangskorrela-
tionen, welche letztlich alle empirisch begriindet sind, konnen deshalb mit bekanntem

Vertrauensintervall nach Obot (2000) auf Mikrokanéle angewandt werden.

3.5 Der Ubergang laminar/turbulent

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten 3.3 und 3.4 bereits anhand der Kur-
ven fiir den Druckverlustbeiwert A und fiir den Warmeiibergang Nu gesehen, dafl die
zitierten Autoren die verschiedensten Bereiche fiir laminare und turbulente Stromung
gefunden haben. Es erscheint deshalb sinnvoll, die Ergebnisse zum Ubergang lami-

nar/turbulent zusammenzufassen und einer kritischen Bewertung zu unterziehen. Wir
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Abbildung 33: Reskalierte und korrigierte Daten zum Wirmeiibergang nach Obot (2000). Die offenen
Symbole gelten fiir Mikrokanile verschiedener Autoren, die gefiillten Symbole gelten
fiir ein makroskopisches Kreisrohr nach Obot et al. (1997).

wollen dies anhand von Abbildung 34 diskutieren.

Wu und Little (1983) berichten fiir rauhe, trapezférmige Kanéle iiber einen Einsatz
der Turbulenz bei Re ~ 350, wihrend fiir glatte Kanile die Stromung bis Re ~
900 laminar bleibt. In einer nachfolgenden Arbeit in dhnlichen Kanilen geben Wu
und Little (1984) den Ubergangsbereich laminar/turbulent als Re ~ 1000 — 3000
an. Es bleibt unklar, ob diese Kanile ,rauh® oder ,glatt® im Sinne der Arbeit von
Wu und Little (1983) sind. Choi et al. (1991) berichten fiir Kreisrohre mit kleinen
Durchmessern von d = 6.9, 9.7 um iiber einen Einsatz der Turbulenz bei Re ~ 500,
wihrend fiir groflere Kanéle mit d = 53, 81.2 pum der Einsatz wie in makroskopischen
Rohren bei Re ~ 2000 auftritt. Peng et al. (1994a) betrachten Mikrostromungen in
rechteckigen Kanélen und finden, abhéngig vom hydraulischen Durchmesser dj, den
Einsatz der Turbulenz im Bereich Re ~ 200 — 700. Der friihe Einsatz bei Re ~ 200
wird fiir Mikrokanile mit d;, = 133 — 200 pum beobachtet. In einem nachfolgenden
Artikel konstatieren Peng et al. (1994b) voll ausgebildetete Turbulenz, abhéingig vom
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Turbulenzbeg., rauhe Wand: glatte Wand. Wu & Little (1983)
Ubergangsbereich laminarfturbulent; A | Wu & Little (1984)
Turbulenzbeg.: d=6.9,9.7um: d§= 53,81.2 um: Choi et al. (1991)
Turbulenzbeg.: N\ | Peng et al. (1994a)
voll ausgebildete Turbulenz: [\ : N Peng et al. (1994b)
Ubergangsbereich laminar/turbulent: Yuetal. (1995) [ N
Ubergang laminar/turbulent: Peng & Peterson (1996)
Ubergangsbereich laminar/turbulent (makroskopischeiKanéIe): A

10° 10 10

Re [1]

Abbildung 34: Turbulenziibergang nach verschiedenen Autoren.

hydraulischen Durchmesser, bereits im Bereich Re ~ 400—1500. Schliefflich findet sich
bei Yu et al. (1995) fiir kreisformige Mikrorohre der Ubergangsbereich von laminar
nach turbulent bei Re ~ 2000 — 6000, und Peng und Peterson (1996) geben fiir
rechteckige Mikrokaniile den Ubergangsbereich mit Re =~ 400 — 1000 an. Im Vergleich
zum Ubergangsbereich in glatten makroskopischen Kreisrohren bei Re ~ 2000 —
3000, zeigt sich somit nach Aussage einiger Autoren der Ubergang von laminar nach

turbulent in Mikrokanélen bei deutlich niedrigeren Reynolds—Zahlen.

Obot (2000) analysiert die Daten der o.g. Autoren sorgfiltig und kommt zu dem
Schlu}, dafl bei Wu und Little (1983) die kritischen Reynolds—Zahlen fiir den Einsatz
der Turbulenz fiir die verschiedenen Mikrokanéle im Bereich Re ~ 510 — 2365 zu
finden ist. Insbesondere fiir den glatten Kanal tritt der Einsatz der Turbulenz bei
Re ~ 2290 auf. Weder in Peng et al. (1994a), in Peng et al. (1994b) noch in Peng und
Peterson (1996) findet sich nach Obot (2000) in den Daten der geringste Hinweis auf
einen Turbulenzumschlag fiir Re < 1000. In keinem der zitierten Artikel ist ein Krite-
rium angegeben, nach welchem der laminar/turbulente Ubergang festgelegt wird. In

Anbetracht der nicht nachvollziehbaren Festlegungen dieser Autoren empfiehlt Obot
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(2000) davon auszugehen, daf8 keinerlei stichhaltige Hinweise auf einen friithzeitigen
Turbulenzeinsatz bei glatten Mikrokanélen beliebiger Geometrie bestehen. Deshalb
erscheint die Verwendung der makroskopischen Ergebnisse — Obot et al. (1997) fin-
den die kritische Reynolds—Zahl in einem makroskopischen glatten beheizten Rohr
bei Re ~ 1900 (Pr = 6.8) und bei Re ~ 2040 (Pr = 0.7) — als die zuverldssigste
Methode. Die Ausdehnung des Ubergangsbereiches kann dann nach Reynolds (1883)
mit Re, < Re < 1.3Re, angegeben werden. Fiir die beiden Prandtl-Zahlen erhalten
wir etwa Re ~ 1900 — 2470 bzw. Re ~ 2040 — 2650 fiir das glatte Kreisrohr. Fiir
andere als kreisférmige Querschnitte fndert sich der Ubergangsbereich nur wenig; die

Obergrenze des Ubergangsbereiches ist dann etwa bei 1.4Re, zu finden.
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