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1 Einleitung

Storungstheorie spielt in verschiedenen Gebieten der reinen und der angewandten Ma-
thematik eine wichtige Rolle. Kato beschreibt die Idee dahinter im Vorwort zu seinem
Buch ”Perturbation Theory for Linear Operators” [39] so:

[Perturbation theory is] based on the idea of studying a system deviating slightly
from a simple ideal system for which the complete solution of the problem under
consideration is known. [39]

In dieser Arbeit werden die ”Systeme” lineare Evolutionsgleichungen in einem Banach-
raum X sein, die sich als abstraktes Cauchy-Problem

{u'(t) = Au(t)  (t>0) (1.1)

mit vorgegebenem Anfangswert x € X und einem abgeschlossenen linearen Operator
A in X mit Definitionsbereich D(A) schreiben lassen. Gleichungen dieser Art haben
vielfiltige Anwendungen z.B. in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung oder in der mathematischen Physik. Beispiele hierfiir
sind die Wirmeleitungsgleichung u/(t) = Au(t) oder die Schrédingergleichung u'(t) =
iAu(t).

1.1 Lo6sungsbegriffe

Bevor wir weiter auf die Stérungstheorie fiir Gleichungen dieser Art eingehen, miissen
wir zuerst kldren, was iiberhaupt eine ”Losung” von (1.1) sein soll.

Am naheliegendsten ist zunéichst folgende Definition: Eine Losung von (1.1) ist eine auf
[0, 00) stetig differenzierbare Funktion u mit Werten in X, soda8 u(¢) fiir alle ¢ > 0 im
Definitionsbereich D(A) von A liegt und (1.1) erfiillt ist. Existiert fiir einen Anfangswert
x eine solche klassische Losung u von (1.1), dann mufl # = u(0) notwendigerweise in
D(A) sein. Es ist deswegen sinnvoll, einen schwiicheren Losungsbegriff zu definieren,
der allgemeinere z € X als Anfangswerte zuldfit, etwa durch Integrieren der ersten
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Gleichung in (1.1) bzgl. ¢: Eine auf [0, 00) stetige Funktion « mit Werten in X heifit
dann milde Losung von (1.1), falls fiir jedes ¢ > 0

/ u(s)ds € D(A) und A/ u(s)ds = u(t) —x (1.2)
0 0

gilt.

Eine milde Losung u von (1.1) ist eine klassische Losung genau dann, wenn u stetig
differenzierbar ist. Also unterscheiden sich milde Losungen und klassische Losungen von
(1.1) nur durch ihre Regularitit, und der Begriff der milden Losung ist sinnvoll. Existiert
fiir jedes z € X genau eine milde Losung von (1.1), dann heifit (1.1) wohlgestellt. Ein
fundamentaler Satz der Theorie der Cy-Halbgruppen besagt, dafl ein abgeschlossener
linearer Operator A genau dann eine Cy-Halbgruppe erzeugt, wenn das zugehorige
abstrakte Cauchy-Problem wohlgestellt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn p(A) # 0
ist und (1.1) fiir alle z € D(A) eine klassische Losung besitzt (vgl. z.B. [4, 24, 31, 57]).

Wir gehen nun kurz auf die Charakterisierung von milden Losungen mit Hilfe der
Laplace-Transformation ein, da die vektorwertige Laplace-Transformation ein wichtiges
Hilfsmittel in dieser Arbeit ist.

Ist u eine exponentiell beschrinkte, stetige Funktion, kénnen wir fiir groie A die Laplace-
Transformation

() = /0 T e Mut)ydr

von u betrachten. Dann ist u eine milde Losung von (1.1) genau dann, wenn fiir grofle
A die charakteristische Gleichung

A—Aa\) == (1.3)
gilt ([4, Theorem 3.1.3]). Liegt A in der Resolventenmenge von (A, D(A)), dann ist

a(\) = (A — A) .

Existiert die Resolvente auf einer Halbgeraden (w, oo) und 148t sie sich dort als Laplace-
Transformation einer stark stetigen Funktion 7" von [0,00) in den Raum £(X) der
beschrankten Operatoren auf X schreiben, also

A=At = / e MT(t)dt fiir alle A > w,
0

dann ist fiir jedes x € X die Funktion ¢t — T'(t)x milde Losung von (1.1), d.h. das
Cauchy-Problem ist wohlgestellt.

Allerdings gibt es viele fiir die Anwendung interessante Operatoren, fiir die das zu-
gehorige Cauchyproblem nicht wohlgestellt ist, so z.B. der Schrodinger-Operator ¢A in
LP(R™) fiir p # 2 ([32, 38]). Um das Losungsverhalten des Cauchyproblems in solchen
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Féllen zu beschreiben, fiihren wir durch erneutes Integrieren einen noch allgemeineren
Losungsbegriff ein. Hierfiir sei zunéchst u eine milde Losung von (1.1). Dann gilt

/Ot /OS’U,(T)deS € D(A) und A/Ot /Osu(T)des = /Otu(s)ds_tm_

Setzen wir U(t) := [} u(s)ds, erhalten wir
¢ ¢
/ U(s)ds € D(A) und A/ U(s)ds =U(t) — tx. (1.4)
0 0

Nun vergessen wir, dafl u eine milde Losung war, und sagen, eine auf [0, 00) stetige
Funktion U mit Werten in X ist eine integrierte Losung von (1.1), falls (1.4) erfiillt
ist. Ist U auf [0, 00) stetig differenzierbar, dann ist die Ableitung U’ von U eine milde
Losung von (1.1).

Eine stetige, exponentiell beschrinkte Funktion U ist integrierte Losung von (1.1),
genau dann, wenn fiir grofle A

~

AA=AUN) ==z (1.5)
gilt. Liegt nun A # 0 in der Resolventenmenge von A, dann gilt
A 1
U\ = X()\ — Az,

Nun betrachten wir alle Operatoren A, fiir die die Resolvente auf einer Halbgeraden
(w,00) existiert und fiir die sich (XA — 4)~! als Laplace-Transformation einer stark
stetigen Funktion S : [0,00) — L£(X) schreiben 148t. Die Familie (S(¢))¢>0 ist dann die
von (A, D(A)) erzeugte integrierte Halbgruppe. Erzeugt A eine integrierte Halbgruppe,
dann hat das zugehorige Cauchy-Problem fiir alle € D(A) eine milde Losung und fiir
alle x € D(A?) eine klassische Losung.

Auf die gleiche Weise werden nun fiir £ € N k-fach integrierte Losungen von (1.1) und
k-fach integrierte Halbgruppen definiert.

Die Idee, integrierte Halbgruppen zu betrachten, geht auf W. Arendt [2, 3] zuriick.
Die Theorie der integrierten Halbgruppen wurde dann u.a. von Arendt, Kellermann,
Hieber und Neubrander [5, 40, 53] weiterverfolgt. M. Hieber [32, 34, 36| fithrte dann
fiir nichtnegative reelle Zahlen den Begriff der a-integrierten Halbgruppen ein.

1.2 Storungstheorie

In dieser Arbeit wollen wir nun Stérungssétze fiir Halbgruppen von Operatoren zeigen.
Wir setzen dabei lediglich die relative Beschranktheit der Stérung B bzgl. dem Halb-
gruppenerzeuger A (bzw. von B* bzgl. A*) voraus, d.h. wir nehmen an, dafl eine der
Bedingungen

|Bz| < M||(A— A)z|| bzw. IBOA—A) <M< (1.6)
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oder

IB*2*[| < M|(A = A%)a"| baw.  [A-A)7T'B<M <1, (17)

erfiillt ist, allerdings auf einer Parallelen zur imaginéren Achse.

Die relative Beschranktheit liegt vielen bekannten Storungsséitzen fiir Cp-Halbgruppen
zugrunde. Der Beweis des bekannten Resultats fiir beschrénkte Stérungen (vgl. [57])
beruht im wesentlichen auf (1.6). Die Beweise der Sitze von Miyadera-Voigt bzw. von
Desch-Schappacher (vgl. [24]) verwenden (1.6) bzw. (1.7) an entscheidender Stelle. Falls
schlielich A eine beschrinkte analytische Halbgruppe erzeugt und (1.6) auf der rechten
Halbebene erfiillt ist, dann erzeugt auch (A + B) eine analytische Halbgruppe.

Es ist ein Hauptziel dieser Arbeit, zu untersuchen, inwieweit diese relative Beschrinkt-
heit bereits ausreicht, um Storungssitze zu erhalten. Die Tendenz unserer Ergebnisse
ist, dal man (aufler im bekannten analytischen Fall) zwar Storungssitze erhilt, man
aber bei der Losung des gestorten Cauchy-Problems einen Verlust an Regularitéit hin-
nehmen muf}: Ist das urspriingliche Cauchy-Problem wohlgestellt, kann man fiir das
gestorte Problem mit beliebigem Anfangswert aus X nur eine a-fach integrierte Losung
erwarten. Hierbei héngt die Integrationsstufe a von der Geometrie des Banachraumes
ab. Dies werden wir in Kapitel 3 in allgemeinerer Form zeigen:

Der Operator (A, D(A)) erzeuge eine a-integrierte Halbgruppe auf einem Banachraum
X und B erfiille eine der Bedingungen (1.6) oder (1.7). Dann erzeugt eine Erweiterung
von A + B mit Definitionsbereich D(A) N D(B) eine [-integrierte Halbgruppe auf X.
Hierbei ist 8 > a + s zu wahlen, wobei s eine positive reelle Zahl ist, die von der
Geometrie des Banachraumes abhéngt.

In Kapitel 4 setzen wir voraus, daffi A eine Cp-Halbgruppe auf einem Hilbertraum H
erzeugt. Auflerdem sei B eine abgeschlossener Operator in H mit D(B) D D(A), der
auf einer rechten Halbebene in C beiden Bedingungen in (1.6) geniigt. Unter diesen
Annahmen zeigen wir, dal dann die Summe A + B mit Definitionsbereich D(A) eine
auf (0,00) stark stetige Halbgruppe erzeugt, d.h. das zugehérige Cauchy-Problem hat
fiir alle z € D(A) eine Losung u mit folgenen Eigenschaften: u ist auf [0,00) stetig
mit Werten in X und auf (0,00) stetig differenzierbar. Weiter ist fiir alle ¢ > 0 u(t) €
D(A) und u/(t) = Au(t). Ausserdem erfiillt u die Anfangsbedingung u(0) = x. Diesen
(abgeschwéchten) Losungsbegriff findet man z.B. bei Krein [41] und Taira [71], ebenso
wie Beispiele fiir Operatoren, die eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe erzeugen,
aber nicht stark stetig in 0 sind ([41, 70, 71]).

Unter diesen Beispielen sind auch solche Operatoren, fiir die die Losung des zugehorigen
Cauchy-Problems fiir alle z € D(A) auf einem offenen Sektor analytisch ist. Nach der
Terminologie von Taira [71] erzeugen diese Operatoren eine analytische Halbgruppe mit
schwacher Singultaritit. In Kapitel 5 werden wir Stérungssétze fiir solche Halbgruppen
zeigen. Um mehr Informationen dariiber zu haben, wie gut oder schlecht sich die Halb-
gruppe in der Nahe der 0 verhéilt, definieren wir hierzu analytische Halbgruppen mit
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o-Singularitit, wobei ¢ eine nichtnegative reelle Zahl ist.

1.3 Anwendungen

Die restlichen Kapitel sind Anwendungen gewidmet, die unsere Ergebnisse illustrieren.
In Kapitel 6 betrachten wir Anfangswertprobleme von der Form

{u’(t) =(A+Bjut) t=0, (1.8)

u(0) ==z

in LP(R). Hierbei sei (A, D(A)) ein gewohnlicher Differentialoperator der Form

dm
A=i— fiir eine gerade Zahl m
dx™
oder
dm
= — fiir eine ungerade Zahl m
dx™

mit maximalem Definitionsbereich D(A) := W™P(R) in LP(R), 1 < p < oo. Dann
erzeugt A eine Cp-Halbgruppe auf X genau dann, wenn p = 2 ist ([32]). Im Fall m =

2 wurde dies zuerst von Hoérmander in [38] bewiesen. Fiir p # 2 erzeugt A eine a-
integrierte Halbgruppe auf X, falls o > ‘% — %‘ gewihlt ist. Dies ist ein Resultat von
M. Hieber [32].

Der Stérungsoperator B sei fiir ein Potential V' und eine Zahl [ € NU {0} durch

dl

mit maximalem Definitionsbereich gegeben. Mit Hilfe der Resultate aus Kapitel 3 zeigen
wir, dafl A+ B fiir jedes 3 > 0, eine (-integrierte Halbgruppe erzeugt, falls das Potential
V einer der Bedingungen

(i) 1 < f(m—1) und V € LP(R)
oder

(i) I=0 und V € LP(R) + L*°(R)

geniigt. Die Zahl o), ist dabei durch

ap:{

gegeben. Ist dann n die kleinste natiirliche Zahl, die echt grofier als o), ist, dann hat
(1.8) fiir jedes x € D((A + B)™!) genau eine klassische Losung.

[\J[JCRSATN
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Ist p = 2, liefert unser Stoérungssatz fiir Cp-Halbgruppen in Hilbertrdumen, daf§l A + B
sogar eine auf (0,00) stark stetige Halbgruppe erzeugt. Dann hat das gestorte An-
fangswertproblem fiir alle x € D(A) eine Losung im abgeschwéchten Sinn wie oben
beschrieben.

Insbesondere gelten diese Ergebnisse fiir die eindimensionale Schrédingergleichung

Uy = Uz + V - u, in [0, 00) X R, (1.9)
u(0,z) = up, reR '
in LP mit Potential V' € LP 4+ L* und Anfangszustand ug € LP(R).
Wir betrachten auch die n-dimensionale Schrédingergleichung (n > 3)
Uy = iAu + Bu, in [0,00) x R™, (1.10)
u(0,2) = wuy, x € R",

in LP, wobei p in einem (von n abhéingigen) offenen Intervall um 2 gewé#hlt sei. Ist B ein
beschriinkter Operator von LP nach L' (mit 1—1) + ]% = 1), dann zeigen wir, dafl i{A + B
eine f-integrierte Halbgruppe erzeugt. Die Schranke fiir 8 héngt hier von p und n ab.

In Kapitel 7 studieren wir lineare Differentialgleichungen mit Delay. Gleichungen dieser
Art spielen z.B. in der Kontrolltheorie eine wichtige Rolle ([80]). Wir betrachten die
Gleichung

Au(t) + Duy, t>0
T

w'(t)
u(0)
U

(1.11)

S~

mit Anfangswert z in einem Banachraum X und f € LP([-1,0[;X), 1 < p < oo.
A sei ein abgeschlossener Operator in X, und der Delay-Operator ® sei linear und
beschriinkt von WP ([—1,0]; X) nach X. u sei definiert in [~1,00) mit Werten in X,
und w; : [—1,0] — X mit u(o) = u(t + o) fiir o € [-1,0].

Ein Losungsansatz ist, die Gleichung (1.11) in ein dquivalentes abstraktes Cauchypro-
blem mit einem Operator A auf dem Produktraum X = X x LP([—1, 0], X') umzuschrei-
ben. A. Batkai und S. Piazzera [9] verwenden Stoérungstheorie, um Bedingungen zu fin-
den, sodaf} das assoziierte Cauchy-Problem wohlgestellt ist, d.h. A eine Cy-Halbgruppe
erzeugt. Wir geben Bedingungen an A und den Delay-Operator ® an, sodafl der as-
soziierte Operator A eine a-integrierte Halbgruppe auf X erzeugt. Dies liefert dann
Losungen von (1.11) fiir eine Klasse von Anfangsbedingungen x, f. Hierzu verwenden
wir unsere Storungssétze.

10



2 Grundlagen

2.1 Notation

In dieser Arbeit sind X und Y stets komplexe Banachriume. Mit £(X,Y") bezeichnen
wir den Raum aller beschrinkten linearen Operatoren von X nach Y. Falls X =Y,
schreiben wir £(X) anstatt £(X, X). X* = L(X, C) ist der Dualraum von X. Ist z € X
und z* € X*, dann schreiben wir fiir *(z) auch (z*,z). Mit Ix oder I bezeichnen wir
die Identitét auf X.

Einen linearen Operator A von einem Teilraum D(A) von X nach X bezeichnen wir
mit (A, D(A)) oder einfach A, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, was der De-
finitionsbereich D(A) von A ist. Fiir den Bildbereich {Az : x € D(A)} schreiben wir
Ran(A). Liegt D(A) dicht in X, sagen wir, (A, D(A)) sei dicht definiert. Der Operator
(A,D(A)) heifit abgeschlossen, wenn sein Graph {(z, Az) : = € D(A)} abgeschlossen
ist in X x X bzgl. der Produkttopologie.

Ist (A, D(A)) dicht definiert, dann ist der zu A adjungierte Operator (A*, D(A*)) durch

D(A*) = {2" € X" :3Jy"(z") € X* mit (z*, Az) = (y*,z)}

definiert.

Sei (A, D(A)) ein linearer Operator in X. Die Resolventenmenge von A ist definiert
als

p(A):={\eC: (M —A): D(A) — X ist bijektiv und (A — A)~! € £(X)}.

Die Menge o(A) := C\ p(A) heifit Spektrum von A. Die Resolvente von A ist die
Abbildung R(-, A) : p(A) — L(X), definiert durch R(\, A) := (M — A)~ L. Ist p(A) # 0,
dann ist (A, D(A)) abgeschlossen. Ist A dicht definiert, dann ist p(A) = p(A*) und es
gilt R(\, A)* = R(\, A*) fiir alle A € p(A).

Sei I ein Intervall in R. Eine Familie (T'(¢))icr := {T'(t) € B(X) : t € [0,00) von
beschriankten Operatoren heifit stark stetig, falls 7'(-)x fiir jedes x € X stetig ist auf
1. Sie heifit exponentiell beschrankt, falls es Zahlen M > 0 und w € R gibt, sodafl
IT(t)| < Me*! fiir alle t € I gilt.

11
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Den Raum der stetigen Funktionen auf einem Intervall I in R mit Werten in einem
Banachraum X bezeichnen wir mit C(I, X). Fiir k € N = {1,2,...} ist C¥(I, X) der
Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen von I nach X.

Sei 1 < p < co. Dann definiert

z||P + [Jy||P)/P fiir p < oo,
||<x7y>\|p={<” 7+ ll1”) 2.1)

max{||z|, [y} fiir p = o0

eine Norm auf X x Y. Die so normierte direkte Summe wird mit X @, Y bezeichnet
und ist wieder ein Banachraum. Alle diese Normen sind dquivalent und erzeugen die
Produkttopologie auf X x Y.

2.2 Die vektorwertige Laplace-Transformation

In diesem Abschnitt stellen wir einige Eigenschaften der vektorwertigen Laplace-Trans-
formation zusammen. Fiir die Beweise der Sétze verweisen wir auf [4].

2.2.1 Das Bochner-Integral

Sei X ein Banachraum und [ ein (beschrénktes oder unbeschrianktes) Intervall in R.

Eine Funktion f : I — X heiit einfach, wenn sie sich als f = Y;_; xxXq, schreiben
lat, wobei n € N, zp € X und Qi C I (kK = 1,...,n) Lebesgue-meBbare Mengen
mit endlichem Lebesgue-Maf} 11(€2) seien. Hierbei ist xqo die charakteristische Funktion
von 2. Analog zum skalarwertigen Fall ist das Integral einer einfachen Funktionen
[ = p_1zkXxq, definiert durch

/ )t =S mep().
I k=1

Ebenfalls wie im skalarwertigen Fall zeigt man, dafl das Integral unabhéingig ist von der
Darstellung von f.

Eine Funktion f : I — X heifit meBbar, wenn eine Folge (g,,) von einfachen Funktionen
gn + I — X existiert, sodal f(t) = limy,_.o gn(t) fiir fast alle ¢t € I. Sie heift Bochner-
integrierbar, falls eine Folge (g, ) von einfachen Funktionen g, : I — X existiert, soda8
f(t) = limy oo gn(t) fiir fast alle ¢ € T und limy, oo [7 || f(t) — gn(t)||dt = 0. In diesem
Fall ist das Bochner-Integral von f auf I definiert durch

n—oo

/ f(t)dt := lim [ g,(t)dt.
I 1

Die Klasse der Bochner-integrierbaren Funktionen 148t sich einfach charakterisieren:

12



2.2 Die vektorwertige Laplace-Transformation

2.2.1 Satz Eine Funktion f : I — X ist Bochner-integrierbar genau dann, wenn f
mefbar und || f|| Lebesgue-integrierbar ist. Ist f Bochner-integrierbar, so gilt die Norm-

abschétzung
H / f(t)dtH < [l
I I

Das Verhalten des Bochner-Integrals unter linearen Operatoren l&8t sich wie folgt be-
schreiben:

2.2.2 Satz (a) Seien X,Y Banachrdume, T : X — Y ein beschrénkter linearer Operator
und f : I — X Bochner-integrierbar. Dann ist T o f : I — Y Bochner-integrierbar und

TAf@ﬁ:zTU@Mt

(b) Sei (A, D(A)) ein abgeschlossener linearer Operator in einem Banachraum X und
f I — X Bochner-integrierbar. Falls f(t) € D(A) fiir jedest € I und Ao f : [ — X
Bochner-integrierbar ist, dann ist auch [; f(t)dt € D(A) und

ALf@ﬁ:ﬂAU@Mt

Klassische Sétze der Integrationstheorie wie der Satz von der majorisierten Konvergenz
(Satz von Lebesgue) oder der Satz von Fubini gelten auch im vektorwertigen Fall.

Mit L'(I,X) bezeichnen wir den Raum aller Bochner-integrierbaren Funktionen f :
I — X. Hierbei identifizieren wir wie im skalarwertigen Fall alle Funktionen, die sich
nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Dann ist

1l = / 1£(t) |t

eine Norm auf L'(I, X), und (L'(I, X),|.|l1) ist ein Banachraum.

Fiir die Laplace-Transformation werden wir vor allem den Fall I = R, := [0, 00) brau-
chen. Falls f € L'(R,, X), folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz, daf

/wf@Mﬁ:hm " fydr (2.2)
0

T—00 0

gilt. Falls f € L{ (R4, X) ist, d.h. f Bochner-integrierbar ist auf [0, 7] fiir jedes 7 € R,
kann der Grenzwert in (2.2) existieren, obwohl f nicht Bochner-integrierbar auf R ist.

In diesem Fall definieren wir das uneigentliches Integral fooo f(t)dt durch

/mf@Mtzlml " e,
0

T—00 0
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2 Grundlagen

Fiir 1 < p < oo sei LP(I, X) der Raum aller mefibaren Funktionen f : I — X mit

I fllp = ( / Hf(t)det> "

L*>(I, X) sei der Raum aller mefbaren Funktionen f: I — X mit

I£lloo := esssup [l f ()] == inf{e > 0+ f(B)]] < e p = £t} < oo,

Mit den tiblichen Identifikationen wird (LP(I, X), ||.||,) ein Banachraum.

2.2.2 Das Laplace-Integral

Sei X ein komplexer Banachraum, f € L] (R4, X) und A € C. Fiir die Existenz des
Laplace-Integrals

FA) = /(]ooe—”f(t)dt = lim Te"\tf(t)dt

T—00 0
ist die Konvergenzschranke abs(f) von Bedeutung, die durch
abs(f) := inf{Re A : f(\) existiert}
gegeben ist. Es gilt ndamlich folgender Satz.

2.2.3 Satz Sei f € L] (R4, X). Dann ist das Laplace-Integral F(\) fiir Re A >abs(f)
konvergent, fiir Re A <abs(f) dagegen divergent.

Ist abs(f) < oo, dann heifit f : {A € C : ReA > abs(f)} — X die Laplace-
Transformierte von f.

Im folgenden wird abs(f) durch das exponentielle Wachstum von f und seinen Stamm-
funktionen beschrieben. Hierzu definieren wir fiir f : R, — X zunéchst die exponenti-
elle Wachstumsschranke

w(f) :=inf{lw e R: sup|le”“ f(t)] < oo}
t>0

Es ist offensichtlich, dafl abs(f) < w(f) ist.
Sei F(t) := fg f(s)ds und Fy := limy_,o F(t), falls der Limes existiert, und Fuo := 0

sonst. Dann gilt:

2.2.4 Satz Sei f € L} (R, X). Dann ist abs(f) = w(F — Fux).

loc

Fiir w > 0 folgt mit der Dreiecksungleichung, dafl w(F') < w ist genau dann, wenn
w(F — Fy) < w. Damit erhilt man das folgende Korollar.

14



2.3 Die vektorwertige Fourier-Transformation

2.2.5 Korollar Sei f € L (R4, X) und w > 0. Dann gilt

loc

abs(f) < w <= w(F) < w.

Schliellich wollen wir die Resultate dieses Abschnitts noch fiir stark stetige operator-
wertige Funktionen 7' : Ry — L(X,Y) formulieren. Wir definieren die exponentielle
Wachstumsschranke von T durch

w(T) :=inf{w € R: sup e “"T(t)| < oc}.
t>0

Nach dem Satz von der gleichméfigen Beschrénktheit ist
w(T) = sup{w(ug) : © € X},

wobei u,(t) := T(t)x ist.
Falls T : Ry — L(X,Y) stark stetig und A eine komplexe Zahl ist, dann bezeichnet
3 e 2T (s)ds den beschriinkten Operator x — fg e MT(s)x ds, und wir definieren
t
abs(T) = inf{Re)\ . lim [ e T(s)xds existiert fiir jedes x € X}

t—o00 0

= sup{abs(ug): z € X}.

Mit Korollar 2.2.5 folgt dann

2.2.6 Satz Sei T': Ry — L(X,Y) stark stetig, S(t) := fot T(s)ds und w > 0. Dann ist

abs(T) < w <= w(S) < w.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit folgendem Eindeutigkeitssatz.

2.2.7 Satz Scien f,g € L. _(Ry,X) mit abs(f) < oo und abs(g) < oo, und sei \g >

loc

max{abs(f), abs(f)}. Gilt f(A) = §(\) fiir alle A > \g, dann ist f(t) = g(t) fast iiberall.

2.3 Die vektorwertige Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Zusammenfassung wichtiger Eigenschaften
der vektorwertigen Fourier-Transformation.

Fir f € L'(R, X) ist die Fourier-Transformierte von f die Funktion Ff : R — X,
gegeben durch

(Ff)(s):= /OO eiiStf(t)dt.
Auflerdem definieren wir
Fne= [ e ()t = (F)(—s) = (FF)(s),
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2 Grundlagen

wobei f(t) := f(—t).

Viele Eigenschaften der Fourier-Transformation auf L'(R, X) konnen genauso wie im
skalarwertigen Fall gezeigt werden. Beweise fiir die folgenden Sédtze im skalarwertigen
Fall findet man z.B. in [62].

2.3.1 Satz (Inversionssatz) Sei f € L'(R, X). Falls auch Ff € L*(R, X) ist, dann ist
f= %?(]‘—f) fast iiberall.

2.3.2 Satz (Lemma von Riemann-Lebesgue) Sei f € L'(R, X). Dann ist die Fourier-
Transformierte F f von f in Cp(R, X).

Insbesondere ist die Fourier-Transformation ein beschriinkter Operator von L(R, X)
nach L*(R, X).

Der Satz von Plancherel allerdings gilt im vektorwertigen Fall nur, wenn X ein Hilber-
traum ist. Fiir den Beweis verweisen wir auf [4].

2.3.3 Satz Sei X ein Hilbertraum. Falls f € L'(R,X) N L?(R, X), dann ist Ff €
L*(R, X) und es gilt | Fflla2 = V2x||f||2. Die Einschrinkung von F auf L*(R,X) N
L?(R,X) kann zu einem beschrénkten linearen Operator F auf L?(R,X) erweitert
werden.

Fiir p € [1,2] kann die skalarwertige Fourier-Transformation zu einem beschrinkten
linearen Operator von LP(R) — L¥ (R) erweitert werden, wobei L + 4 = 1 sei. Dies gilt
im vektorwertigen Fall nicht allgemein, wie wir schon im Fall p = 2 bemerkt haben.

Deshalb definieren wir

2.3.4 Definition Sei p € [1,2]. Ein Banachraum X hat Fourier-Typ p, falls die Ein-
schrinkung von F auf L'(R, X) N LP(R, X) zu einem beschrinkten linearen Operator

f: LP(R7X)—>LPI(R’X)’ %_’_%:1’

erweitert werden kann.

Wir stellen einige Aussagen iiber Banachriume mit Fourier-Typ p zusammen:

e Nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue hat jeder Banachraum Fourier-Typ 1.

Ein Banachraum hat Fourier-Typ 2 genau dann, wenn er zu einem Hilbertraum
isomorph ist ([45]).

Hat ein Banachraum Fourier-Typ p, dann hat er auch Fourier-Typ r fiir jedes
r € [1,p)].

Der Raum L" (€, 1) hat Fourier-Typ min{r, 5} ([58]).
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2.4 Vektorwertige analytische Funktionen

Jeder abgeschlossene Teilraum und jeder Quotientenraum eines Banachraums X
hat denselben Fourier-Typ wie X.

Jeder B-konvexe Banachraum hat Fourier-Typ p > 1 ([11, 12]). Fiir die Definition
von B-konvexen Banachrédumen verweisen wir auf [59, Section 3.d].

Seien X, Y Banachrdume mit Fourier-Typ p. Dann hat auch X x Y Fourier-Typ
p. Dies zeigt man z.B. mit der verallgemeinerten Minkowskischen Ungleichung.

Hat X Fourier-Typ p, dann auch X* ([30]).

e Hat X Fourier-Typ p und ist ¢ € [p,p'], dann hat auch LY(R, X) Fourier-Typ p
([30]).

Schlieflich weisen wir noch auf den Zusammenhang zwischen Laplace- und Fourier-
Transformation hin. Falls f € L'(R,, X). Wir setzen f(t) = 0 fiir ¢ < 0. Dann kann f
als Element von L'(R, X) aufgefait werden. Damit kénnen wir F f bilden, und es gilt:

<fn@w3/weMﬂww:f@¢

0

wobei f die Laplace-Transformierte von f ist. Daher kénnen Séitze iiber die Fourier-
Transformation angewandt werden, um die Laplace-Transformation zu studieren. Hier-
von werden wir spater mehrere Male Gebrauch machen.

2.4 Vektorwertige analytische Funktionen

Sei 2 C C offen. Eine Abbildung f von €2 in einen Banachraum X heif3t analytisch in

Q, wenn
) i LE) =@

w—z zZ—w

fiir alle z € Q existiert. Klassische Sétze der Funktionentheorie wie der Cauchysche In-
tegralsatz oder die Cauchysche Integralformel gelten auch fiir vektorwertige analytische
Funktionen. Dies zeigt man z.B. mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach. Wir werden
diese Sétze in dieser Arbeit hiufig verwenden, ebenso wie eine vektorwertige Version des
Satzes von Phragmen-Lindel6f von dem man in der Literatur mehrere Versionen findet
(vgl. z.B. [13, 46]). Um spéter einfacher zitieren zu konnen, formulieren und beweisen
wir den Satz an dieser Stelle in der Form, in der wir ihn verwenden werden.

2.4.1 Satz Sei X ein Banachraum, w € R und H,, := {z € C: Rez > w}. Sei f : H,, —
X stetig und holomorph in H,,. Falls Konstanten M,C > 0 und v € [0,1) existieren
mit

o | f(2)]] <M fiir alle z € C mit Rez = w und
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2 Grundlagen

o If(2)]l < Cexp(l2) fiir alle - € H,,
dann ist || f(2)|| < M fiir alle z € H,,.

Beweis Sei € (7,1),e >0und S :={z € C: Rez € (—7/2,7/2)}. Wir definieren
die Funktion g. : S — X durch

1 : :
9e(2) = 1 flw+ ¢')e 2o eos2), (2.3)

Dann ist g. stetig auf S und holomorph in S. Wir wollen zeigen, da8 ||g.|| fiir |2| — oo
(z € S) gegen 0 konvergiert. Zunichst gilt:

2Re cos(fz) = Re(e? + e7%%) = (emmz + eiﬁlmz) cos(f Re z). (2.4)

Wegen 0 < v < 8 < 1 existiert ein ¢ > 0 mit ¢ < cos(f Re z) fiir alle Re z € [-7/2,7/2].
Also ist exp(—2¢ Recos(32)) < exp(—ec(e?™? 4 ¢~ P1m2)) < exp(—2ece?!™2l). AuBer-
dem gilt fiir alle z € S mit | Im z| grofl genug, dafl

I (w+ )]l < Cexp(lw + €[") < Cexp(Ce? ™). (2.5)

Also ist

A

1 . ,
lgell < 7l F(w + e)lem2eReco)

[Im z|—o00
e

< % exp(C’/e'y‘Imzl) exp(—2€c(eﬁ|lmz‘)) 0.

zeS

Da fiir z € 0S5 ||g=(#)]|| < 1ist, gilt nach dem Maximumprinzip auf endlichen Rechtecken,
daB ||g-(2)|| <1 fiir alle z € S. Daher ist || f(w + €%)| < Me?sRecos(82),

Sei nun R C S ein endliches Rechteck. Dann existiert ¢ > 0 mit Recos(f8z) < ¢’ in R.
Also ist || f(w+e™®)|| < Me* fiir alle z € R. Da e > 0 beliebig war, ist || f(w4¢e%)|| < M
fiir alle z € R und damit auch fiir alle z € S. Weil sich jedes A € H,, als w+¢%* (z € S)
darstellen 148t, ist damit der Satz bewiesen. O

2.5 Existenz und Darstellung der Resolvente von A + B

In diesem Abschnitt werden wir einige technische Lemmata beweisen, die in dieser
Arbeit immer wieder verwendet werden. Inhalt der Lemmata ist die Existenz und Dar-
stellung der Resolvente einer Summe von zwei abgeschlossenen Operatoren (A, D(A)),
(B,D(B)) in einem Banachraum X. Wir setzen dabei voraus, da A nichtleere Resol-
ventenmenge hat.

Zur Motivation sei A € p(A) und =z € D(A) N D(B). Dann 1a8t sich (A\I — A — B)z als

(AT — A— B)x = [I — BR(\, A)](M — A)z (2.6)
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2.5 Existenz und Darstellung der Resolvente von A + B

bzw. als
(M—A—-B)x= (N —A)[I — R(\, A)B|x (2.7)

schreiben. Wir betrachten zunéchst Gleichung (2.6) und zeigen folgendes Lemma:
2.5.1 Lemma Seien (A, D(A)), (B, D(B)) abgeschlossene Operatoren in X mit D(A) C
D(B). Falls A € p(A) existiert mit || BR(\, A)|| < 1, dann gilt:

e (A+ B,D(A)) ist abgeschlossen,

e A€ p(A+ B) und

¢ R(\, A+ B)=R(\A)I—-BR\A)] =R\ A) Y 2J[BR A

Beweis: Nach Voraussetzung ist ||BR(), A)|| < 1. Also ist I — BR(A, A) invertierbar
in £(X) und es gilt (Neumannsche Reihe):

[T — BR(A\, A)] 7" = [BR() A)F.
k=0

Sei R := R(\,A)[I — BR(\, A)]~!. Da der Bildraum Ran R von R nach Definition in
D(A) enthalten ist, gilt fir alle z € X

(M —A-B)Rz = (M —A-B)R(\A)I - BR(/\ A)] z
= [I-BR(\A)[I - BR(X\A) 'z =

Andererseits ist fir x € D(A)

RN —A—B)x = R\A)Y2BRO AP —A-B)x
= R\ AN —A-B)x
+R()\ A) S [BROAA)FM — A— B)x
= x— R\ A)Bz+ Y32, RO\ A)BR(A, A — A)x
- 2211 R(A\, A)[BR(X, A)]*Ba
= 2+ 372, RO\ A)[BR(A, A)FIBR(N, A)(M — A)x
= Y220 RO\, A)BR(A, A))F Bz

= X.

Also ist A € p(A+ B), R = R(A\, A+ B) und damit (A + B, D(A)) abgeschlossen. 0O
Nun wenden wir uns Gleichung (2.7) zu.
2.5.2 Lemma Seien (A, D(A)), (B,D(B)) abgeschlossene Operatoren in X. A habe

nichtleere Resolventenmenge. Falls M € [0,1), G C p(A) und eine dichte Teilmenge D
von X existieren, sodaf} | R(\, A)Bx|| < M ||x|| fiir alle x € D und alle A € G, dann gilt:

(a) Es gibt eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von (A + B, D(A) N D(B))
mit
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e GCp(C) und
e R(\,C)=[I-R\A)B] 'R\ A) = i [R(\, A)B]*R(\, A) fiir alle A € G.
k=0

(b) Sind A und B dicht definiert, dann ist D(A*) C D(B*) und |B*R(\, A*)|| < M
fiir alle A € G.

(¢) Ist schlieBlich noch D(A*) = X*, so ist der in (a) definierte Operator C' gerade
der Teil von (A* + B*)* in X, d.h. Cx = (A* + B*)*z fir x € D(C) = {x €
D((A*+B*)*)N X : (A*+ B*)* € X }.

Beweis: (a) Fiir A € G kann R(\, A)B zu einem beschriankten Operator auf X mit
Norm < M erweitert werden. Wir bezeichnen diese (eindeutige) Erweiterung ebenfalls
mit R(\, A)B. Da |R(\, A)B|lzx)y < M, ist I — R(\, A)B invertierbar in £(X). Also
existiert der Operator

Ry :=[I — R(\, A)B]"'R(\, A) = Y _[R()\, A)B]*R(), A).
k=0

Sei A € G. Weil Ry, fiir jedes A € GG injektiv ist, ist der durch

D(C,\) = RanRA
Cy = M-R;!

gegebene Operator C'y wohldefiniert. Unmittelbar aus der Definition folgt
(M —C\)Ryz=x bzw. R\(AM-Ch)y=1y
fir v € X bzw. y € D(C)). Also ist A € p(Cy) und R(\, Cy) = R). Insbesondere ist C

abgeschlossen. Wir zeigen jetzt, daf§ C\ nicht von A € G abhéngt.

Man kann nachrechnen, dal {Rx, A € G} der Resolventengleichung geniigt und damit
eine Pseudoresolvente ist. Daher héngt Ran Ry nicht von A € G ab ([57, Lemma 1.9.2])
und es gilt fiir \,u € G

(ul — C\)Ruz = [(u— NI+ (M — Cy)| R,
= [(u =1+ (M = COIBRAUI = (1 = M Ry)w
= o4+ (p—AN)[Ry—R,— (1t — R, R\]z
fir x € X bzw.
Ru(pl = Ch)z = (I = (= ANRu)Rx[(n = NI + (M = Cy)x
x+ (u—N)[Rx— R, — (pn— MR, Ry\]x

= X
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fir x € D(C)y). Daher ist R, = R(u,C)y) fur alle A\, x € G. Insbesondere ist C' := C)
unabhéngig von A € G. Da fiir x € D(A) N D(B) und A € G

Rx(AMl —A—B)x = Ry\(AM[—A)x— R)\Bzx
[I — R(\, A)B] 'z — [I — R(\, A)B]"'R(\, A) Bz
= [I-RW\AB] I -R\ ABjz = =

gilt, ist (C, D(C)) eine Erweiterung von (A + B, D(A) N D(B)).

(b) Da A, B dicht definiert sind, sind die Adjungierten A*, B* wohldefiniert. Sei
y* € D(A*) und X\ € G. Dann existiert ein * € X* mit y* = R(\, A*)z*, und fiir alle
xz e D gilt

(y*,Bx) = (R(\ A")z", Bzx) = (R(\, A)"x*, Bx)
= (2", R(A, A)Bz) < M|[z"|[|z]|.

Damit ist y* € D(B*) und ||B*y*|| < M||z*||. Hieraus folgt die Behauptung.

(c) Nach Teil (b) und Lemma 2.5.1 ist (A* 4 B*, D(A*)) abgeschlossen, G C p(A*+ B*)
und R(\, A* + B*) = R(\, A*)[I — B*R(\, A*)] " fiir jedes A € G.

Weiter ist R(\, A* + B*) = R(\, C)*. Sei ndmlich z* € X* und A\ € G. Wir haben in
Teil (b) gezeigt, dal R(\, A*)z* € D(B*) und (R(\, A)B)* = B*R(\, A*). Damit ist

R\ A*+ B*) = R(\AYD [B*R(\, A

L

WE

— RN, A (RN, A)B)F)*
k=0
- (i[R(A,A)B]kR()\,A)>* = R(A,C)".
k=0

Dies impliziert R(\, A* + B*)*|x = (R(A,C)*)*|x = R(\,C). Falls D(A*) dicht in X*
ist, ist die Adjungierte (A* + B*)* von (A* + B*, D(A*)) definiert und es gilt
D(C) = R\ C)X) = R\ (A"+ BY)")(X)
= {zeXnND(A"+B""): (A*+B")"r € X}.
Also ist C der Teil von (A* + B*)* in X. 0
Das n#chste Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lemma 2.5.1 und 148t sich wie

Lemma 2.5.2 beweisen.

2.5.3 Lemma Seien (A, D(A)), (B,D(B)) abgeschlossene Operatoren in X. A habe
nichtleere Resolventenmenge. Falls M € [0,1), G C p(A) und eine dichte Teilmenge
D von X existieren, sodaB fiir alle x € D und alle A\ € G R(\, A)x € D(B) und
|BR(A, A)z|| < M||z| ist, dann gilt:
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(a) Es gibt eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C)) von (A + B,D(A) N D(B))
mit

e G Cp(C) und
e R(\,C)=R(\A)[I-BR(\ A =R\ A) fj [BR(\, A)]F fiir alle A € G.
k=0

(b) Sind A und B dicht definiert, dann ist |R(\, A*)B*z*|| < M||«*| fiir alle z* €
D(B*).

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit einer einfachen Folgerung.

2.5.4 Lemma Seien (A,D(A)) und (B, D(B)) abgeschlossene Operatoren in X mit
D(A) C D(B). A und A* seien dicht definiert, A habe nichtleere Resolventenmenge.
Falls M € [0,1) und () # G C p(A) existieren mit

|BR(A\, A)z|| < M||z| fiir allex € X (2.8)
und
|R(\, A)Bz|| < M||z| fiir alle x € D(B) (2.9)
fiir alle A € G, dann ist (A + B, D(A)) abgeschlossen, G C p(A + B) und
R\ A+ B)=[I—-R(\AB| 'R\ A) (2.10)
und
R\ (A+ B)*) = [I — R(\, A*)B*|1R(), A%). (2.11)
fiir alle A € G.

Beweis Nach Lemma 2.5.1 ist (A+ B, D(A)) abgeschlossen und G C p(A+ B). Ande-
rerseits existiert wegen Lemma 2.5.2 (a) eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von
(A+ B,D(A)) mit G C p(C) und R\, C) = [I — R(\, A)B]"'R(), A) fiir alle A € G.
DaC2OA+Bund p(C)Np(A+B) DG #0,ist C =A+ B.

Lemma 2.5.2 (b) liefert, dal D(A*) C D(B*) und ||B*R(\, A*)|| < M in G. Des weiteren
ist ||R(\, A*)B*z*|| < M|jz*|| fiir alle A € G und alle * € D(B*) nach Lemma 2.5.3
(b). Damit folgt wie oben R(\, A* + B*) = [ — R(\, A*) B*] ' R()\, A*).

Es bleibt noch A* + B* = (A + B)* zu zeigen, was aber sofort aus A* + B* C (A+ B)*
und p(A* + B*) N p((A+ B)*) 2 G # 0 folgt. O
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3 Storungssatze fiir a-integrierte
Halbgruppen

In diesem Kapitel zeigen wir Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen.

3.1 «-integrierte Halbgruppen

Zur Motivation fiir die Definition einer a-integrierte Halbgruppe seien zunéchst eine
Co-Halbgruppe (T'(t)):>0 auf einem Banachraum X mit Erzeuger (A, D(A)) und eine
Zahl a > 0 gegeben. Dann ist die durch

t —s a—1
(1) = /0 % T(s)ds, >0 (3.1)

definierte Familie (S, (t))t>0 € L£(X) stark stetig und exponentiell beschrénkt. Daher ist
die Konvergenzschranke abs(S,) von S, endlich (zur Definition der Konvergenzschranke
vgl. Abschnitt 2.2). Wir wenden die Laplace-Transformation auf S, an und erhalten

fiir A > abs(S,)

/OOO e NS, (t) dt = /O: e_: /Ot % T(s) ds dt
_ /O / % e dt T(s) ds )
= /0 - ;OE:) e dt /O T en T(s) ds

1
- — RO\ A
S RO A)

nach dem Satz von Fubini. Die Gleichung (3.2) ist die Hauptidee hinter folgender De-
finition.

3.1.1 Definition Es sei a > 0 und (A, D(A)) ein linearer Operator auf einem Banach-
raum X. A heiit Erzeuger einer a-integrierten Halbgruppe, falls Zahlen w, M > 0
und eine Abbildung S : [0,00) — L£(X) existieren mit

e (S(t))e>0 stark stetig und || fg S(s)ds|| < Me*t fiir alle t > 0,
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

o (w,00) € p(4),
o R(\A) =X [ e M S(t)dt fiir A > w.
(S(t))t>0 heifit dann die von A erzeugte a-integrierte Halbgruppe.

3.1.2 Bemerkung (1) Da (S(t));>0 stark stetig ist und || fg S(s) ds|| < Me*t fiir alle
t > 0 gilt, existiert das Integral

/ M S d = im e S0 di (3.3)
0 ™0 Jo

fiir jedes A € C mit Re A > abs(S) und jedes x € X und definiert einen beschrankten
Operator S(\) auf X (vgl. Satz 2.2.3). Dies impliziert, daB die Halbebene {\ € C :
ReA > abs(S)} in p(A) enthalten ist und daB S(\) fiir alle ReA > abs(S) mit der
Resolvente R(\, A) iibereinstimmt.

(2) Der Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation (Satz 2.2.7) liefert, daf (S(t))¢>0
eindeutig bestimmt ist.

(3) Fiir a = 0 ist obige Definition konsistent mit der Definition einer Cy-Halbgruppe
(vgl. [4, Theorem 3.1.7]).

(4) Falls A eine a-integrierte Halbgruppe (Sq(t))i>0 erzeugt, dann erzeugt A auch eine
B-integrierte Halbgruppe (S3(t))i>o fiir jedes 8 > o

t — s B—a—1
S5(t) ::/0 % Sa(s) ds, t>0.

Folgendes Beispiel zeigt, dal es Operatoren gibt, die eine a-integrierte Halbgruppe,
aber keine Cp-Halbgruppe erzeugen.

3.1.3 Beispiel Sei X = L%(R)x L?(R), versehen mit der Norm ||(u, v)||x = ||ull2+|v]2-
Der Operator (A, D(A)) sei gegeben durch

15 18 u(s
e = (5 =) (1) sem
mit maximalem Definitionsbereich D(A) = {(u,v) € X : A(u,v) € X}. Dann ist
p(A)={A e C: ReX #0} und

o (A—is)Tt dis(A —is) 2 u(s)
RO Ao = (A7 I (M), ser
fiir Re A # 0. A erzeugt keine Cy-Halbgruppe, denn der “Kandidat” fiir T’

(T(t)(u,v))(s) = < ez;t iStzSZSt > <u(s)>7 seR

e v(s)

ist unbeschrénkt. Aber A erzeugt eine 1-integrierte Halbgruppe (S(t)):>0, die durch

B ft esT dr teT — ft e dr u(s)
@@WwMﬂ—( o )( ) sem
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3.1 a-integrierte Halbgruppen

gegeben ist, denn:
e S(t) € L(X) mit ||S(t)] < Mt,
e S(-) stark stetig auf [0, 00) und
o R(N\A) =)\ ["e ™ S(t)a dt fiir A > 0. O

Fiir Erzeuger von Cyp-Halbgruppen gilt, dafl mit (A, D(A)) auch (A + w, D(A)) ein
FErzeuger einer Cp-Halbgruppe ist fiir jede reelle Zahl w. Dies ist auch fiir a-integrierte
Halbgruppen richtig. Allerdings ist die Darstellungsformel fiir die gestorte Halbgruppe
komplizierter.

3.1.4 Satz Sei (A, D(A)) Erzeuger einer a-integrierte Halbgruppe (S(t)):>0 in X und
sei w € R. Dann erzeugt auch (A + w, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe in X. Sie
ist gegeben durch

V(t) = et (sa) + nf:l (‘na) o /0 t %5(3)@, £>0. (3.4)

Beweis Zunichst zeigen wir, dafi die unendliche Reihe in (3.4) fiir jedes t > 0 beziiglich
der Operatornorm absolut konvergiert.

Sei | = [a] die grofite Zahl in N U {0}, die kleiner oder gleich « ist. Dann gilt fiir alle
COlIC =00 = () s
n n n l

t (t — S)n_l t yn—1 B n
[ s < s sl [ as= 2 sup 15l

0<s<t (n=1!"" nlo<scs
Nach dem Quotientenkriterium konvergiert daher die Reihe (3.4) auf [0, 00) absolut
bzgl. der Operatornorm, also gleichméBig auf kompakten Intervallen in [0, 00). Damit
ist V(t) € £L(X) fiir jedes t > 0, und V(-)z ist stetig fiir jedes z € X.

Sei A > abs(S) + w. Dann ist A > abs(V') und es gilt

und

A% / e MV (t)dt = X / e@=NtS (1) dt
0 0

+ A i (‘f)w /0 Y /0 t % S(s)ds dt.

n=1

Analog wie in (3.2) zeigt man

ooe(w_)‘)t tw s)ds dt = — W) —w
/0 /O(n_l)! S(s)dsdt = (A —w) *"R(A —w, A),
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

und damit ist

/\a/ e MV (t)dt = A*R(\, A+ w) Z (—a) W'A—w)T" = R\ A+ w),
0 n=0 "

d.h. (V(t))s>0 ist die von (A + w, D(A)) erzeugte a-integrierte Halbgruppe. O
Wir betrachten nun das abstrakte Cauchy-Problem

{u’(t) = Au(t),  te]o0,7],

u(0) — o (3.5)

wobeil x € X, 7 > 0 und (A, D(A)) Erzeuger einer a-integrierte Halbgruppe auf X fiir
ein o > 0 sei. u heifit klassische Lésung von (3.5), falls u € C1([0, 7], X)NC([0, 7], D(A))
und auflerdem (3.5) erfiillt ist. Dann gilt der folgenden Satz [32]:

3.1.5 Satz Sein € Ny mitn—1 < a <n und x € D(A™"!). Dann hat (3.5) genau eine
klassische Losung u.

3.2 Ein Storungssatz fiir a-integrierte Halbgruppen

Bekannt ist folgender Storungssatz fiir Cp-Halbgruppen: Sei (A, D(A)) Erzeuger eine
Co-Halbgruppe und B € L£(X). Dann erzeugt (A + B, D(A)) eine Cy-Halbgruppe auf
X. “Cy-Halbgruppe” kann hier nicht durch “a-integrierte Halbgruppe” ersetzt werden,
wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

3.2.1 Beispiel Der Raum X und der Operator (A, D(A)) sei wie in Beispiel 3.1.3
gewdhlt. Als Storung betrachten wir den beschrinkten Operator

0 0
5=, 1)
Dann ist {i\ + Vi), A € R} C o(A + B). Also ist die Resolventenmenge nicht in einer

rechten Halbebene enthalten. Daher kann (A+ B, D(A)) keine S-integrierte Halbgruppe
erzeugen (3 > 0).

Im folgenden formulieren und beweisen wir einen Stérungssatz fiir a-integrierte Halb-
gruppen.

3.2.2 Satz Sei (A, D(A)) Erzeuger einer a-integrierten Halbgruppe (S(t))i>0 in X,
(B, D(B)) ein abgeschlossener Operator in X und

wo := inf{w € R: 3K > 0 mit Hfg S(s)ds|| < Ke*'}.

Falls Zahlen Ay > max{0,wo} und M € [0,1) sowie eine dichte Teilmenge D von X
existieren, soda# fiir jedes A € C mit Re A = )¢ und jedes x € D eine der Bedingungen
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3.2 Ein Storungssatz fiir a-integrierte Halbgruppen

(a) [IBR(A, A)z|| < Mljzl|  oder  (b) [|[R(A, A)Bxl| < Mz,

erfiillt ist, dann gibt es eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C)) von (A+ B, D(A)N
D(B)), die fiir jedes > «+ 2 eine [(-integrierte Halbgruppe erzeugt .

Im Beweis von Satz 3.2.2 verwenden wir folgenden Satz ([32, Theorem 5.1]). Er gibt ein
hinreichendes Kriterium dafiir an, wann ein Operator A eine a-integrierte Halbgruppe
erzeugt.

3.2.3 Satz Sei X ein Banachraum und (A, D(A)) ein linearer Operator in X. Falls
Zahlen w, L > 0 und 7 > —1 existieren mit

e {AeC: ReX>w} Cp(A) und

o |R(NA)|| < L|A|" fiir ReX > w,
dann erzeugt A fiir jedes o > 7 + 1 eine a-integrierte Halbgruppe.

Beweis Seiw’ > w, v:=w' + iR und a > 7+ 1. Fiir ¢ > 0 definieren wir

1

S(t) == 5 / e’ 1= R(p, A) dp. (3.6)
g

Da fiir alle 4 € v und alle t > 0 die Ungleichung ||e/* u= R(u, A)|| < Le®t|u|™
gilt, ist das Integral in (3.6) absolut konvergent, und es folgt || S(t)|| < Ce¥'t. Weiter ist
S :[0,00) — L(X) stark stetig. Schlieflich gilt fiir alle A > &' und alle z € X

o oo 1
/\0‘/ e M St)x dt = )\O‘/ e M T/e“t uw ¢ R(p, A)x du dt
0 T ~

0
AOC o0
= — // =Nt = gy R(p, A)x du
2mi )y Jo
)\O[ //Lfa
= R(p,A)x d
= R\ A)x
nach dem Satz von Fubini und der Cauchyschen Integralformel. O

Beweis von Satz 3.2.2 Wir setzen zunéchst (a) voraus. Da D dicht ist in X, kann
BR(\, A) fur jedes A € A\g + iR zu einem beschréankten Operator auf X mit Norm < M
erweitert werden. Wir bezeichnen diesen Operator ebenfalls mit BR(A, A). Nun wollen
wir mit Hilfe des Satzes von Phragmen-Lindel6f (Satz 2.4.1) zeigen, dal die Ungleichung
|BR(A, A)|| < M sogar fiir alle A in der rechten Halbebene Hy, = {A € C: Re X > Ao}
richtig ist.

Fir p € C mit Rep > Mg setzen wir A := A\g + ¢ Im y. Nach der Resolventengleichung
gilt
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

Da (A,D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe erzeugt, kann man die Resolvente von
R(\, A) von A wie folgt abschétzen:
e8] t
)\O‘H/ e_’\t/ S(s)dsdtH
0 0

/\a/ e‘”S(t)dtH = ‘
0
1 [T : > A (3.7)
< ‘)\‘Oé-‘r / e~ Aot / S(S)dSHdt < K’)\|a+1/ e(w— O)tdt
0 0 0

= KN (w =X)L

IR A = |

Hierbei seien w € (wp, A\g) und K > 0 so gewéhlt, dal ||fg S(s)ds|| < Ke*'. Damit gilt

[BR(p, A)| < IBROA A+ (A= p)R(p, A)||
< M1+ A —p|- Klpl*T (Rep —w) ']
= M1+ K|u|** (Rep — Ao)(Repp — w) ]
< M1+ KJul?)

und BR(u, A) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.4.1. Daher ist die Ungleichung
|IBR(\, A)|| < M fiir alle A\ € H,, richtig, und wir erhalten mit Lemma 2.5.3 eine
abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von (A+ B, D(A) N D(B)) mit Hy, € p(C) und
R(\,C) = R(\, A)[I — BR(\, A)] L. Nun existiert wegen (3.7) und der Darstellung der
Resolvente von C' eine Konstante L > 0, sodaB fiir alle A € H), die Abschétzung
IR, O < RO A = BR(A, A)]H| < LA
gilt. Damit folgt die Behauptung aus Satz 3.2.3.
Der Beweis fiir Fall (b) ist analog. Statt Lemma 2.5.3 wird Lemma 2.5.2 angewandt. O

Falls (S(t))t>0 exponentiell beschrinkt ist, kann die Schranke fiir 4 in Satz 3.2.2 durch
o + 1 ersetzt werden. Dies ist Gegenstand des folgenden Satzes.

3.2.4 Satz Sei (A, D(A)) Erzeuger einer exponentiell beschrénkten a-integrierten Halb-
gruppe (S(t))i>0 in X mit Wachstumsschranke wy und (B, D(B)) ein abgeschlossener
Operator in X. Falls A\g > max{0,wo}, M € [0,1) und eine dichte Teilmenge D von X
existieren, sodafi fiir jedes A € C mit Re A = \g und jedes x € D

(a) |BRA, A)x|| < M|zl oder  (b) [[R(A, A)Bz|| < Mllz],

dann gibt es eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von (A+ B, D(A)ND(B)), die
eine (J-integrierte Halbgruppe erzeugt fiir jedes 8 > a + 1.

Beweis Der Beweis geht analog wie der Beweis von Satz 3.2.2. Man mufl nur (3.7)
durch

IROVAN| =3 [~ e stoar] < N [ e seoar
0 0 (3.8)

< K|)\|O‘/ @)t = KIN|%(w — Ag) ™!
0
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3.3 Ein Storungssatz fiir a-integrierte Halbgruppen in Banachrdumen mit Fourier-Typ p

ersetzen, wobei w € (wp, A\g) und K > 0 so gewihlt sind, daB ||S(¢)|| < Ke*? gilt. ]

3.2.5 Bemerkung Bei stirkeren Voraussetzungen kann man mehr iiber den Operator
(C,D(C)) aussagen:

(i) Ist zusétzlich D(B) D D(A) und |[BR(A, A)|| < M, dann ist (C,D(C)) = (A +
B, D(A)).

(ii) Sind A, A* und B dicht definiert und gilt (b), dann ist (C, D(C)) der Teil von
(A* + B*)* in X.

Beweis (i) folgt mit Satz 3.2.2 und Lemma 2.5.1. Fiir (ii) verwendet man Satz 3.2.2
und Lemma 2.5.2 (c). ]

3.3 Ein Storungssatz fiir a-integrierte Halbgruppen in
Banachraumen mit Fourier-Typ p

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl wir die Schranke a+1 fiir 8 in Satz 3.2.4 verkleinern
konnen, wenn wir fiir den Banachraum X eine spezielle Geometrie voraussetzen.

3.3.1 Satz Sei X ein Banachraum vom Fourier-Typ p € [1,2]. (A, D(A)) erzeuge ei-
ne exponentiell beschrinkte a-integrierte Halbgruppe (S(t)):>0 in X mit Wachstums-
schranke wg, und (B, D(B)) sei ein abgeschlossener Operator in X.

a) Falls Zahlen Ao > max{0,wo} und M € [0,1) sowie eine dichte Teilmenge D von X
existieren, sodaf fiir jedes A € C mit Re A = \g und jedes x € D die Bedingung

[1R(A, A)Bz|| < M|

erfiillt ist, dann gibt es eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C)) von (A+ B, D(A)N
D(B)), die fiir jedes 3 > o+ % eine (B-integrierte Halbgruppe erzeugt. Sind A, A* und
B dicht definiert, dann ist (C, D(C)) der Teil von (A* + B*)* in X.

b) Ist A dicht definiert, D(A) C D(B) und existieren Zahlen Ao > max{0,wp} und
M € [0,1), sodaB fiir jedes A € C mit Re A = )¢ die Bedingung

IBR(A, A)| <M
gilt, dann erzeugt (A + B, D(A) fiir jedes 3 > o + 113 eine (-integrierte Halbgruppe.

Beweis: Den Fall p = 1 haben wir oben schon gezeigt. Sei also p € (1,2].
a) Firz € X, r > Mg und s € R gilt

/Ooo(e_’"tHS(t)xH)pdt < 00

und -
(r—is) " “R(r —is,A)x = / et (e S (t)z)dL.
0
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

Nach Voraussetzung hat X Fourier-Typ p. Daher ist die Fourier-Transformation ein
beschrénkter Operator von LP(R, X) nach LI(R, X), % + % = 1, und wir erhalten fiir
r> X und z € X, daB

/ |(r +is)"*R(r +is, A)x||%ds < 0. (3.9)

—00

Analog wie im Beweis von Satz 3.2.2 kénnen wir zeigen, dafl die Voraussetzungen von
Lemma 2.5.2 erfiillt sind. Also existiert eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von
(A+ B,D(A) N D(B)), deren Resolvente fiir ReA > Ao die Darstellung R(\,C) =
[I — R(\, A)B]"'R(), A) hat. Daher folgt

/ |(r 4 is)"“R(r + is, C)z||%ds < oo.

Weiter ist A™*R(A, C') holomorph fiir ReA > Ag. Daher gilt nach dem Lemma von
Riemann-Lebesgue und [37, Theorem 6.6.1], dafl die Funktion

1
Ut) = MATIIATOR(N, C)]dA
270 JRe x=)o
fiir jedes v > % in [0, 00) stark stetig ist und fiir Re A > Ao

ATYR(N,C) = X7 / e MU(t) dt
0

gilt. Damit folgt die Behauptung nach Definition 3.1.1.
b) Fiir x € X, r > Ao und s € R gilt

/ (e ™S (t)z|)Pdt < oo
0
und ~
(r—is)"“R(r —is, A)x = / et (e S (1)) dt.
0

Damit gilt auch

/ (e ™S (t)*z*|))Pdt < oo

0

und ~
(r—is) " “R(r —is, A)*z* = / et e S (1) ¥ ) dt.
0

Nach Voraussetzung hat X und damit auch X* Fourier-Typ p. Daher ist die Fourier-
Transformation ein beschrénkter Operator von LP(R, X*) nach L(R, X™), ]l) + % =1,
und wir erhalten fiir » > \g und z* € X*, daf3

/ |(r +is) " “R(r +is, A)*z"||9ds < 0. (3.10)

—0o0
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Analog wie im Beweis von Satz 3.2.2 kénnen wir zeigen, dal || BR(X, A)|| < M fiir alle
A € C mit Re A > A\g. Also gilt nach Lemma 2.5.1 fiir alle Re A > Ao, dal R(\, A+ B) =
R(\, A)[I—BR(X\, A)]7! und damit R(\, A+ B)* = ([I - BR(\, A)]71)*R()\, A)*. Daher
folgt

/ l(r +is)"“R(r +1is, A+ B)*z*||%ds < oo.

Weiter ist A\™*R(A\, A+ B)* = A" *R(\, (A + B)*) holomorph fiir Re A > Ag. Daher gilt
nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue und [37, Theorem 6.6.1], dafl die Funktion

1
U*(t) = — eMATTIATCR(N, A + B)*|dA
270 JRe A=o

fiir jedes v > 119 in [0, 00) stark stetig ist und fiir Re A > Ao

AR\ A+ B)* =)\ / e MU (t) dt
0

gilt. (U*(t))s>0 ist exponentiell beschrinkt und es ist
AR\ A+ B)™ = m/ e M(U*(t)* dt.
0

Fiir z € D(A) ist das Integral in

1
Ult)r = — MATTINTCR(N, A + B)z]d)
270 JRe Ax=o

fiir alle ¢ € [0, 00) absolut konvergent und daher ¢ — U(t)z stetig in [0, 00). Damit ist

R\, A+ B)x = /\V/ e MU (t)x dt
0

und der Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation liefert, dal U(t)x fiir z € D(A)
fast tiberall mit (U*(¢))*z tibereinstimmt. Da ((U*(t))*):>0 exponentiell beschrénkt ist
und D(A) dicht ist, folgt damit die Behauptung nach Definition 3.1.1. O

3.3.2 Korollar Sei X ein B-konvexer Banachraum. (A, D(A)) erzeuge eine Cy-Halb-
gruppe in X mit Wachstumsschranke wy, und (B, D(B)) sei ein abgeschlossener Ope-
rator in X.

a) Falls Zahlen \g > max{0,wo} und M € [0,1) sowie eine dichte Teilmenge D von X
existieren, sodaf fiir jedes A € C mit Re A = \g und jedes x € D die Bedingung

[1=(A, A) B[ < Ml|«|

erfiillt ist, dann gibt es eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von (A+ B, D(A)N
D(B)), die eine 1-integrierte Halbgruppe erzeugt. Sind A, A* und B dicht definiert,
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dann ist (C, D(C)) der Teil von (A* + B*)* in X.
b) Ist A dicht definiert, D(A) C D(B) und existieren Zahlen \g > max{0,wo} und
M €[0,1), sodaB fiir jedes A € C mit Re A = \g die Bedingung

IBR(A, A)|| < M

gilt, dann erzeugt (A + B, D(A) eine 1-integrierte Halbgruppe.

Folgendes Beispiel zeigt, dal die Schranke fiir 5 in Satz 3.3.1 optimal ist und daf} der
Satz fiir M = 1 nicht richtig ist.

3.3.3 Beispiel Sei X = LP(0,00), p € (1,00) und v € C. Wir definieren die Operatoren
A, B, und C, durch

(ANE) = - f(@)
(B.N@) = Lf@),
(CN)@) = o f@)+ i)

jeweils mit maximalem Definitionsbereich in LP(0, 00). Dann gilt:

a) [|[R(X, A)Byz|l, < |v|p x|, fir alle z € D(B) und alle Re X > 0, d.h. fiir |y| < zlJ
erzeugt (C,, D(C,)) eine a-integrierte Halbgruppe fiir o > max{%, 1-— %}

b) Falls 0 <~y <a< 119’ so erzeugt (C,, D(C,)) keine a-integrierte Halbgruppe .

c) Fir v > }D gibt es kein o > 0, sodaB (C,, D(C,)) eine a-integrierte Halbgruppe

erzeugt.

Beweis a) Sei 1 <p < oo, [7| < 1, 3 + =1, ReA >0, f € D(B,) und g € LU(0, 00).
(T'(t))e>0 sei die von (A, D(A)) erzeugte Co-Halbgruppe, die durch T'(¢) f(z) = f(x +1)
gegeben ist. Dann gilt

wROABY = (o [ e NTwB,g )
_ /0 ~ 4(@) /0 T M) B, f(x) dt da
_ /Ooog(x) /OOO By f)(x + 1) dt da

— /0 g(x)/(; ef)‘t#_’_tf(x -+ t) dt dz
= 7 /Ooo 9(z) /:O e‘“t‘”"‘)@ dt da

_ “f) [* a-a)
= 'y/o T/Oe =) g(x) da dt
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und damit

{9, R(A; A) By f)

IN

o[ I r/ RNy () do
!7\/ r—/g )| da d.

Wir definieren G(t) := % fo |g(z)| dz. Nach der Hardyschen Ungleichung ([23, VI.10.11])
gilt dann |G|, < p|| g||q Mit der Holderschen Ungleichung ergibt sich

I /0 T Ir) G dt

<
< I 1G]l
< ol 11y lgllg

IN

|<97 R()‘a A)B’Yf>|

und deshalb [|[R(A, A) By [, < ply| [[£]]p-

Weiter ist (Cy, D(C,)) abgeschlossen und X reflexiv, d.h. (C})* = C,. Also erzeugt
(Cy, D(Cy)) nach Satz 3.3.1 eine a-integrierte Halbgruppe fiir o > max{%, 1- %}

b) Sei 0 <y < a< %. Fiir eine Testfunktion f € C°(0,00) und ¢ > 0 definieren wir

S, f durch t )
S f(x) = ﬁ/o (t — 5)o1 <"’318> fla+s) ds.

Nach a) und Lemma 2.5.2 ist {A € C: Re XA > 0} C p(C,). Weiter gilt fiir f € C2°(0, 00)
und Re A >0

R(\, Cy)sza/ e MS, f dt =: Ryf,
0

denn: Sei f € C2°(0,00), ReA > 0 und = > 0. Dann

v [ st -
0
_ )\ 7/ Y — ) Na+ ) f(x+s) ds dt

= T+s T+ s e Mt — 5)* ! s
- /0(+)”f(+)/s (1~ )" dt d

_ A x 7 /OO sTf(s) /OO e Mt —s+x)2 L dt ds
F(a) x S—x
)\a o oo
= -y Y —At+s—z)a—1
F(a)w /x s f(s)/o e 7 dt ds

= m_VeAx/ e sV f(s) ds

Jetzt rechnet man leicht nach, dafl (A — C)Rxf = f = R\(A—-C,)f.
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

Falls nun (Cy, D(C)) eine a-integrierte Halbgruppe erzeugt, dann ist diese nach dem
Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation fiir f € C2°(0,00) durch Sy f gegeben.

Aber S kann nicht zu einem beschrénkten Operator auf X erweitert werden. Sei hierzu
t>0und 0 <e < % Wir wéhlen eine Funktion f. € C2°(0,00) mit folgenden Eigen-
schaften

e suppf: C [t — 2¢,t + €]
o |fel <1
o fo(x)=1firze[t—e,tl.

Dann ist || f-||, < (3¢)'/P. Weiter gilt fiir z € (0,t — ¢)

Se) 2 pe [ e e s ds
t

I'(c) —z—e
1 Vo= o a—
> Fa(t-o /t_H(t—s) ' ds
1 2t\" 0 o
2 mG) v (@ e)” —at.

Da lim,_o[(z +&)* — 2] = &, existiert ein ¢ € (0,t — ¢), sodafl
1 2t\7
> = (Z) g
Sife(2) 2 opa T <3> voe

fiir alle z € (0,9). Also ist

1 2\ 7 [°
S > — | = TP dy e = ce®
50y = gy (3) [ o dee = e

und damit
HStfaHp > 3—1/pC€a—1/p E__)O> 0.

erHp B
Also erzeugt (C,, D(C,)) keine a-integrierte Halbgruppe auf L?(0, 00).
c) Fir f € C2(0,00) und A € C definieren wir Ry f durch

Ryf(z) = z77eM /OO e MV F(t) dt.

Dann ist Ry\(A—C,)f = f = (A= Cy)R\f.

Aber fiir v > % kann Ry nicht zu einem beschrénkten Operator auf LP(0, co) fortgesetzt
werden. Sei z.B. fiir € € (0,1/2) eine Funktion f. € C2°(0, 00) mit den Eigenschaften

e suppf: C [£/2,2]
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3.4 Ein Stérungssatz fiir Cy-Halbgruppen

o [fef <1
o f.(x)=1fir z € [¢,1]

gegeben. Dann ist || £, < 2'/P.

Sei x € [¢,1/2] und A € R. Dann existiert eine von ¢ und x unabhéngige Konstante
¢ > 0 mit

1
Ry fe(z) > mwe)‘z/ e M dt > Ca7.

1/2 1/p
c</ :B_wdw>
€
1/2 1/p 1/p
c(/ xld:c> = c(log 21—€> =9 00.

Also ist R C ¢(C,). Da (C,, D(Cy)) abgeschlossen ist in L”(0,00), kann es kein o > 0
geben, sodafl (C, D(C,)) eine a-integrierte Halbgruppe erzeugt. Nach Bemerkung 3.1.2
miifite sonst eine rechte Halbebene in der Resolventenmenge enthalten sein. a

Damit ist

[ Bxfellp

v

v

3.4 Ein Storungssatz fiir C;-Halbgruppen

3.4.1 Satz Sei X ein B-konvexer Banachraum und (A, D(A)) der Erzeuger einer Cp-
Halbgruppe (T'(t))i>0 auf X mit | T(t)|| < Me*' (M > 0, w € R) und (B, D(B)) ein
abgeschlossener Operator in X. Falls es Zahlen b € (0,00) und K < ﬁ gibt, sodaf3
entweder

(a) die Abbildung s — BT(s)x meBbar ist auf [0, 00) fiir alle z € D(A) und
b
| et BT @)a)ds < Kol Ja*]

gilt fiir jedes x* € X* und jedes x € D(A)
oder

(b) B dicht definiert ist und
b
/O (2%, T(s)Bx)|ds < K|[|[|«"]]
gilt fiir jedes x* € X* und jedes = € D(B),
dann existiert eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C')) von (A + B, D(A) N D(B)),

die eine (-integrierte Halbgruppe fiir 3 > % erzeugt. Hierbei sei p € (1, 2] der Fouriertyp
von X . Insbesondere erzeugt (C, D(C')) eine 1-integrierte Halbgruppe in X.
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

Beweis: Sei ¢ > 0 so gewiihlt, dal K. := MK(1—e b))~ ! < 1. (Solch ein € existiert, da
MK <1 ist.) Dann gibt es eine Zahl a > 0, sodaf die von (4, D(A4)) = (A — a, D(4))
erzeugte Co-Halbgruppe(T'(t)):>o fiir alle t > 0 die Ungleichung ||T(¢)|| < Me™¢ erfiillt.

Wir setzen zunéchst (a) voraus. Dann gilt fiir x € D(A) und z* € X*

oo _ 00 b ) )
/0 |(z*, BT (s)x)|ds = ; /0 |(x*, BT (s)T(nb)x)|ds
o0 b ~
z:;)/o |{a”, BT (s)T (nb)z)|ds

> KT (nb)a||]|2*|
n=0

IN

IN

o
< D EMe ||| = K] [2*]-
n=0

Da mit s — BT(s)z auch f : [0,00) — X ,s — BT(s)z = e *BT(s)z meBbar
ist, existiert eine mefBbare Zerlegung {Ej}reny von [0,00), sodafl f auf Ej essentiell
beschrankt ist fiir jedes k € N. Also ist fiir A € C mit Re X > 0

Yg = / e BT (s)xds € X
Ey

und es gilt

i| Y| = iKﬂC*,/E 6_)\$BT(S)$d8>‘

k=1 k=1 k
= Z‘ / e M (¥, BT(s)xds>‘
k=1 7 Bk

e~ RN (0%, BT(s)a)|ds

IA
]
?Ej\

< /O (2", BT (s)z)lds < K|al|2"].

Da ein B-konvexer Banachraum keinen zu ¢y isomorphen Unterraum enthilt [59, Section
3.d], konvergiert » 7, y nach [48, Proposition 2.e.4] gegen ein y € X. Damit ist

(", y) = <x*,§:y > :o AT =i<w*,/ e”\sBT(s)zd5>
1

k=1 k=1 By

= Z e (¥, BT (s)x >ds:/ooo e (x*, BT (s)x)ds.

k=1 Lk
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3.5 Anmerkungen

Da (B, D(B)) abgeschlossen ist, hat man aber

y = Zyk Z/E e BT (s)xds

= BZ/ “MT(s)zds = BR(\ A)z.

Damit haben wir gezeigt, dafl
IBR(A, A)z|| < Kc||z|| ¥V x € D(A).

Da E(NA) = X ist, gibt es nach Satz 3.3.1 eine abgeschlossene Erweiterung (C, D(C))
von (A+ B, D(A) N D(B)), die eine a-integrierte Halbgruppe erzeugt fiir a > %. Satz
3.1.4 liefert dann die Behauptung.

Sei nun (b) vorausgesetzt. Dann gilt fiir x € D(B) und z* € X*

Z/ [(z*, T(s)T(nb)Bzx)|ds
- ;::) /0 (T (nb)a*, T(s) Bx)|ds

/OO (2", T(s) Bx)|ds
0

> b T * ok
< 7;]/0 (F(nb)*a*, T(s)Bx)|ds
< D KT (nb)x*|||z|

n=0

o0
< Y EMe el = Kella]la”].
n=0

Da T stark stetig ist , ist s — 7'(s) Bz und damit auch g : [0,00) — X ,s — T(s)Bx =
e~ *T(s)Bx mefbar. Genau wie bei (a) kénnen wir dann zeigen, dafl

|IR(\, A)Bz|| < K.||z|| V z € D(B).

Da D(B) = X ist, gibt es nach Satz 3.3.1 eine abgeschlossene Erweiterung (C,D(C))
von (A+ B, D(A) N D(B)), die eine a-integrierte Halbgruppe erzeugt fiir o > %. Satz
3.1.4 liefert dann die Behauptung. O

3.5 Anmerkungen

Integrierte Halbgruppen wurden zuerst von W. Arendt [3, 2] zur Untersuchung von Ope-
ratoren mit positiver Resolvente eingefithrt. In [2] findet sich auch das Gegenbeispiel
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3 Storungssétze fiir a-integrierte Halbgruppen

3.3.3 und folgender, mit unseren Resultaten eng verwandter Storungssatz fiir Operato-
ren mit positiver Resolvente :

Hat (A, D(A)) positive Resolvente und ist B : D(A) — X positiv mit
r(BR(A\, A)) < 1 fiir ein A, dann hat (A + B, D(A)) positive Resolvente.

M. Hieber definierte in seiner Dissertation [32] a-integrierte Halbgruppen. Dort findet
man auch folgendes Storungsresultat fiir beschrinkte Storungen:

Ist (A, D(A)) Erzeuger einer a-integrierte Halbgruppe in X, n > aund B €
L(X,D(A™)), dann erzeugt (A+ B, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe in
X.

Satz 3.1.4 wurde fiir « = 1 in [40] gezeigt. Ein Beweis in viel allgemeinerer Form stammt
von Li und Shaw [47].
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4 Storungssatze fiir Cy-Halbgruppen

In den Storungssétzen von Kapitel 3 haben wir vorausgesetzt, dafl mindestens eine der
beiden Bedingungen

IBROLA)| <M <1 oder  |RNA)B|<M<1 (4.1)

fiir A auf einer Parallele zur imaginéiren Achse erfiillt ist. Hierbei war (A, D(A)) Erzeuger
einer a-integrierte Halbgruppe und B ein abgeschlossener Operator.

In diesem Kapitel nehmen wir an, daB§ (A4, D(A)) eine Cyp-Halbgruppe erzeugt und
dafl beide Bedingungen in (4.1) gelten. Ist dann der zugrundeliegende Raum ein Hil-
bertraum, erzeugt (A + B, D(A)) eine auf (0,00) stark stetige Halbgruppe. Fiir Ba-
nachrdume mit Fourier-Typ p € (1,2) gilt unter zusétzlichen Voraussetzungen an A
und B ein entspechender Satz.

Bevor wir diese Resultate formulieren und beweisen, definieren wir, was wir unter einer
auf (0, 00) stark stetigen Halbgruppe und ihrem Erzeuger verstehen.

4.1 Auf (0,00) stark stetige Halbgruppen

Sei X ein Banachraum und sei 7" : (0,00) — L£(X) eine stark stetige Abbildung, die der
Halbgruppeneigenschaft T'(t)T(s) = T'(t + s) geniigt fiir alle s,¢ > 0. Dann heifit die
Familie (T'(t)):>0 eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe.

Es ist offensichtlich, daf jede Cp-Halbgruppe insbesondere eine auf (0, c0) stark stetige
Halbgruppe erzeugt. Die umgekehrte Richtung gilt nicht.

4.1.1 Beispiel Sei X = LP(R) x LP(R), p € [1,00) und 8 > 0. Fiir f,g € LP(R), ¢t >0
und z € R definieren wir

f) e~ tyBe—a’t <f(x))

T(t = .

W (g ) 0 et ) \g(o)

Man rechnet leicht nach, daf T'(¢) fiir alle ¢ > 0 ein beschrénkter linearer Operator in X

ist und dafl die Halbgruppeneigenschaft T'(¢)T'(s) = T'(s + t) fiir alle ¢, s > 0 erfiillt ist.
Auflerdem ist (T'(t))s>0 nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz stark stetig
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

in (0,00). Ist 8 < 2, dann ist T" auch stark stetig in 0, ebenfalls nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz. Fiir § > 2 gilt aber

sup |t$’g6_$2t\ > (72t = (1782671 L o (t —0).
zeR

Nach dem Prinzip von der gleichméBigen Beschréanktheit kann (7°(¢));>0 daher fiir 8 > 2
nicht stark stetig in O sein. O

Wir wollen die Laplace-Transformation verwenden, um den Erzeuger einer auf (0, co)
stark stetigen Halbgruppe zu definieren. Deshalb setzen wir von jetzt an voraus, dafl
T()z € L} (Ry, X) ist fiir alle z € X und dafl

loc
t
abs(T) := inf{Re \ : %irr(l)/ e T(s)x ds existiert fiir alle z € X} < 0.
—0.Jo

Ist dann Re A > abs(7T), kénnen wir nach Satz 2.2.3 fiir jedes z € X die Laplace-
Transformierte

o] t
/ e MT()zdt == lim [ e T(s)zds
0 t=0Jo

von T'(+)x definieren.

4.1.2 Definition Sei (T'(t)):0 eine auf (0, co) stark stetige Halbguppe in einem Banach-
raum X. T(-)z sei in L} (R, X) fiir jedes € X, und es gelte abs(T) < occ. Falls ein

loc

linearer Operator (A, D(A)) in X und eine Zahl w > abs(T') existiert mit (w,00) C p(A)
und

RO\, A)z = / M (1) dt, (4.2)
0
fiir alle A > w und alle z € X, dann heifit (A, D(A)) Erzeuger von (T'(t)):>0.

4.1.3 Bemerkung (a) Der Operator (A, D(A)) in Definition 4.1.2 ist eindeutig ge-
stimmt.

(b) Ist (A, D(A)) Erzeuger einer auf (0, 00) stark stetigen Halbgruppe (T'(t))¢>0, und ist
a eine reelle Zahl, dann erzeugt (A — a, D(A)) die auf (0, c0) stark stetige Halbgruppe
(€T (t))e>0-

4.1.4 Beispiel Sei X und (7'(t)):>0 wie in Beispiel 4.1.1. Dann ist fiir A > 0 und f,g €
C2°(R) die Laplace-Transformierte von 7'(+) (}; ) durch

)i [ ema g (P05 AN ) ()

gegeben. Ist B > 4, dann kann R(A) nicht zu einem beschrinkten Operator auf X
erweitert werden. Ist dagegen [ € [0,4] gewéhlt, dann ist der durch

)= 22) ()
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4.1 Auf (0,00) stark stetige Halbgruppen

definierte Operator (A, D(A)) mit maximalem Definitionsbereich D(A) Erzeuger von
(T'(#))e0- O

Wir betrachten nun das abstrakte Cauchyproblem
(4.3)

mit Anfangswert z € X.

Unter einer Losung des abstrakten Cauchy-Problems (4.3) verstehen wir eine Funktion
u € C([0,00), X)NC((0,00), X) mit u(t) € D(A) und «’'(t) = Au(t) fiir alle ¢ > 0 und
u(0) =z (vgl. [71, 41]).

Dann gilt folgender Satz:

4.1.5 Satz Sei (T'(t))i>0 eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe in einem Banachraum
X mit Erzeuger (A, D(A)). Dann ist fiir x € D(A) die Funktion u,, definiert durch

walt) i {T(t)a:, t>0,

T, t=0,

eine Losung des abstrakten Cauchyproblems (4.3).

Zunichst beweisen wir ein Lemma, das Aussagen iiber das Verhalten einer auf (0, co)
stark stetigen Halbgruppe auf dem Definitionsbereich ihres Erzeugers enthilt.

4.1.6 Lemma Sei (T'(t)):>0 eine auf (0,00) stark stetige Halbgruppe in einem Banach-
raum X mit Erzeuger (A, D(A)). Dann gelten:

(a) Falls x € D(A), dann ist T(t)x € D(A) und AT (t)x = T'(t)Ax fiir alle t > 0.
(b) Falls x € D(A) und t > 0, dann ist z = T(t)x — fg T(s)Axds.

Beweis (a) Zunichst ist R(\, A)T'(t) = T(t)R(\, A) fiir alle A € p(A) und alle t > 0,
denn fiir x € X und g > w (w wie in Definition 4.1.2) ist

/ T TR A)rdt = R(u, AR, Az = RO\, A)R(u, A)x
0

— RO\ A) /0 e () di = /0 T e R(A, AT (t)z dr.

Es folgt T(t)R(\, A)z = R(\, A)T(t)zx fir alle ¢ > 0 mit dem Eindeutigkeitssatz der
Laplace-Transformation (Satz 2.2.7) und damit die Behauptung.
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

(b) Sei x € D(A) und A > w. Dann ist

o] t 0 q
/ e)‘t/ T(s)Axdsdt = —e MT(t) Az dt
0 0 0o A
— Yrou Az = RO A -
D\ ’ N ’ A
_ / e M(T (1) — 2) dt.
0
Der Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation liefert die Behauptung. O

Beweis von Satz 4.1.5 Sei 2 € D(A) und ¢ > 0. Dann ist nach Lemma 4.1.6 uy(t) =
T(t)r € D(A) und es gilt

, o Tt+h)e Tz 1 t+h B B
u,(t) = }llll)l}) . = }llli)% ) T(s)Ax ds =T(t)Az = AT (t)x
= Aug(t).

Auflerdem ist .

lim T(t)x =x+ lim [ T(s)Azx ds = x.
t—0+ t—0+ Jo

Daher ist u, € C([0,0), X) N C((0,00), X). O

4.2 Kriterium fiir Erzeuger einer auf (0, 00) stark stetigen
Halbgruppe

Wann erzeugt ein Operator (A4, D(A)) eine auf (0,00) stark stetige Halbgruppe? Fol-
gender Satz gibt ein hinreichendes Kriterium dafiir an.

4.2.1 Theorem Sei X ein Banachraum vom Fouriertyp p € (1,2]. (A, D(A)) sei ein
abgeschlossener, dicht definierter Operator in X, sodaf3 die Resolvente R(\, A) in {\ €
C : ReX > 0} existiert und gleichméBig beschrénkt ist durch M > 0. A* sei dicht
definiert, und es existiere ein C' > 0, sodaB fiir alle x € X

00 1/p
< / ||R<is,A>z||pds) < Clle| (4.4)
— 00
und fiir alle x* € X*
00 1/p
( [ i A*)x*npds> < Clle| (4.5)

gilt. Dann erzeugt (A, D(A)) eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe (T (t))¢>o0-
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4.2 Kriterium fiir Erzeuger einer auf (0, 00) stark stetigen Halbgruppe

Um diesen Satz zu zeigen, formulieren und beweisen wir zwei Lemmata. Das erste dient
als technisches Hilfsmittel.

4.2.2 Lemma Sei (A, D(A)) ein abgeschlossener Operator in einem Banachraum X
mit 0 € p(A). Falls wir eine Teilmenge G von p(A) und eine Konstante M > 0 finden
konnen, sodaB ||R(\, A)|| < M ist auf G, dann existiert ein ¢ > 0 mit

IR, Azl < gl A=)l und - RN APy < 5 l1A%]
fiir alle A\ € G und alle x € D(A), y € D(A?).

Beweis Sei A € G\ {0}. Fiir x € D(A) kann man R(A, A)z schreiben als R(\, A)z =
$(@+R(X, A)Az), und fiir y € D(A?) ist R(\, A)%y = 35 (y+2R(\, A)Ay+R(X, A)? A%y).
Da 0 in der Resolventenmenge von A liegt und die Resolvente auf G gleichmiflig be-
schrankt ist, folgt damit die Behauptung. O

Als Kandidaten fir T'(t)z in Satz 4.2.1 wollen wir die Inversionsformel der Laplace-
Transformation

1 ir
lim —/ M R(p, A)x dp (4.6)

r—00 2mt J ;.
verwenden. Das folgende Lemma gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz

von (4.6) an.

4.2.3 Lemma Sei (A, D(A)) ein abgeschlossener Operator in einem Banachraum X, so
daff {A € C:ReX >0} C p(A) und ||R(\, A)|| < M < oo fiir alle A € C mit ReX > 0.
Fiirz € X, t > 0 und a > 0 definieren wir

1 a+i00

Ul(t)z M R(p, Az dp. (4.7)

. 2mit a—ioo
Dann gilt:

(a) Ist x € D(A?), dann konvergiert das Integral in (4.7) absolut und héngt nicht von
a >0 ab.

(b) Fiir alle x € D(A?) und alle t > 0 existiert der Grenzwert

r—oo 271

1 a+ir
lim —/ M R(p, Az du (4.8)

und ist gleich U(t)x.

(c) Ist x € D(A?) und Re X > 0, so gilt die Gleichung

R\ A)z = ; + /000 e MU (t)z — z)dt. (4.9)
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

(d) Die Halbgruppeneigenschaft U(t)U(s)x = U(t + s)x gilt fiir alle t,s > 0 und alle
x € D(AY).

Beweis Sei x € D(A2%) und t,s > 0.

(a) Lemma 4.2.2 impliziert, daf§ das Integral in (4.7) absolut konvergiert. Die Unab-
hadngigkeit des Integrals von a > 0 folgt aus dem Cauchy’schen Integralsatz.

(b) Partielle Integration liefert fiir r > 0

a+ir 1 . .
/ M R(p, Az dp = ;(e“erR(a +ir, A)x — e* "' R(a — ir, A)x)

—ir

1 a+ir
+Z/ M R(u, A) %z dp.

—ir

Wegen Lemma 4.2.2 konvergiert || R(ir, A)x|| gegen O fiir |[r| — oco. Deshalb existiert der
Grenzwert (4.8) und ist gleich U(t)z.

(¢c) Sei Re A > 0. Fiir x € D(A), t > 0und 0 < a < Re \ gilt

1 a+1ico T 1 a+1i0o d,u
Ut)r—z=— PUR(p, A)r — =) d — P R(u, A)Ax ——.
o= [ e (R e = D)=k [ o a0

Ist z € D(A?), dann liefert Lemma 4.2.2, daB} || R(u, A) < 5 | A%z]|. Deshalb ist

obiges Integral absolut konvergent und es gilt ||U(t)x — z|| < ¢||A%z| fiir alle ¢ > 0.
Deshalb konnen wir die Laplacetransformation auf U(t)z — z anwenden und erhalten

0 a+100 d
)\/ e MUtz — x)dt = /\t/ M R(p, A)Ax — K at
0 2mi a— I

A a+100 0o d
= — / WMt R(p, A) Az ——
2mi a—100 2

b a+100 1 d
= N Rl A) Az =

2mi a—100

= R\ A)Ax = )\R()\, A)z
nach dem Satz von Fubini und der Cauchy’schen Integralformel.
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4.2 Kriterium fiir Erzeuger einer auf (0, 00) stark stetigen Halbgruppe

(d) Sei > A > 0. Partielle Integration liefert

R\, A)x — R(u, A)x _ /OO eAMER(N, Az dt — —
w—A 0 ’ =)
e
= [T Zaey [T [T ws)e - ) ds
0 A 0 0
_L_/OO A=)t /te—)\S(U(s)x—x)dsdt
plp =2 Jo 0
x Z = -
_ +/ (A= N)/ e M(U(s)x — ) ds dt
e U s)e )
_ pxz—Ar —ut _
VI / ‘ / e

= ——i—/ e“t/ e MUt + s)z — ) ds dt.
it et e W e -

Ist andererseits z € D(A*), dann ist U(t)z € D(A2?) und

R\ A)x o0 ot . .
— —I-/O (Ut)R(N, A)x — R(\, A)x) dt

_ A% n % /OOO e (U(s)z — o) ds + /OOO e ht <U(t)§ - ;) dt
+ /OOO e Mt /OOO e MU (U (s)x — x) — (U(s)x — x)) ds dt

= i—i—/ e_“t/ e (U (s)x — x) ds dt
A Jo 0

Mit dem Eindeutigkeitssatz der Laplacetransformation erhalten wir fiir fast alle s,¢ > 0
und alle z € D(A%)

R(u, A)R(\, A)z =

Ult+s)x—xz=U@lt)U(s)x — x. (4.10)

Fiir festes s sind die Funktionen t — U(t + s)x und ¢ — U(t)U(s)zx stetig. Also gilt
(4.10) fiir alle t > 0 und fast alle s > 0. Durch Vertauschen der Rollen von s und ¢
erhalten wir

Ut+s)zx=U@)U(s)z
fiir alle s, > 0 und alle x € D(A*). 0
Nun konnen wir Theorem 4.2.1 beweisen.

Beweis von Theorem 4.2.1 Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Mit ¢ sei
stets eine reelle Konstante gemeint.
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

Schritt 1: Definition eines “Kanditaten” fiir die Halbgruppe

Wir wenden die inverse Fouriertransformation auf R(i-, A)x € LP(R, X) an. Sei hierzu
t>0und z € X und

ist . 1 e At
e R(is, A)x ds = 5 eV R(A, A)x d.
i

—100

1 o

T(t)x := o

Da X Fouriertyp p hat, ist T'(-)z € L9(R, X) fiir jedes € X (= + = = 1) und es gilt

1,1
p g
00 1/p
el < c ([ IRt Aelpas) < cclal.
T ist offensichtlich linear in z, und nach Lemma 4.2.3 gilt die Halbgruppeneigenschaft

T(t)T(s)x = T(t+ s)z fiir alle z € D(A*) und alle ¢, s > 0.

Schritt 2: Beschranktheit von T’
Wir betrachten zunichst A*. Genau wie in Schritt 1 zeigen wir, dal 7%(-)x*, definiert
durch

1 00 1 100
T (t)x == — “"/R(zs A")z*ds = — MR(N, AM)z*dN, t >0,

27 2m ) _ieo

fiir jedes x* € X* in LY(Ry, X*) liegt und dafl

00 1/p
1Tz {lg < e </0 HR(Z'SaA*)w*Hp@) < cOfz|.
Auflerdem sieht man leicht, daf§ fiir alle x € X, z* € X* und ¢t > 0 die Beziehung
(x*, T(t)x) = (T*(t)z*, ) gilt.
Sei nun t > 0, x € D(A*) und z* € X*. Dann gilt

Ha®, T(H)z) = /0 (2", T(H)z)ds — / (2", Tt — $)T(s)a)ds
_ /<T*(t—s):r (s ds</ 1Tt — 8)2* || T(s)zl|ds
0

Wir unterscheiden zwei Fille. Ist p = 2, also X ein Hilbertraum, kénnen wir wie folgt

abschitzen
" 1/2 1/2
/0 IT*(t = s)a* |IT(s)allds < ( / 1Tt = 5)a”| ds) (/ I7(s)a ds>
1/2 ; roo 1/2
< (/ 17 ()" ds) (/ HT(S)H:Hst>
< clellle*]-
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4.2 Kriterium fiir Erzeuger einer auf (0, 00) stark stetigen Halbgruppe

und es ist c
T (t)x| < ZHJ/‘H fiir alle x € D(A4). (4.11)

Falls p € (1,2) ist, wihlen wir r = 322 und § > ;. Dann ist 2 + 1 =1 und es gilt

/OIIT (t —s)z IIHT(S)xIIdSZ/0 (1+5)7 i )BHT (t = 5)z"||[T(s)x|ds

(1+1)° (/Ot(l + S)‘”dsy/r </Ot||T*(t - s)x*uqczs)l/q </Ot||T(s)x||ng> v

<
[e’s) 1/‘1 0 1/q
< c<1+t>ﬁ< J HT*(s)fv*llqu> ( / ||T<s>w||%zs>
0 0
< e+ el
Damit ist 5
1Tz < @H:EH fiir alle = € D(A%). (4.12)

Da (A*)~* injektiv ist, ist D(A%*) dicht ist in X. Daher ist T'(¢) fiir jedes ¢ > 0 beschrinkt
in X, und die Halbgruppeneigenschaft T'(¢)T'(s) = T'(t + s) ist fiir alle s,¢ > 0 richtig.

Schritt 3: Erzeuger von (T'(t)):~0
Sei Re A > 0. Wir zeigen, dal R(A, A) = [;° e MT(¢ )dt

Nach Lemma 4.2.3 (c) ist R(\, A)z = % + [~ e (T (t)x — x)dt fiir alle z € D(A?). Da
1T (")z|lq < c|lz|| und D(A?) dicht ist in X, ist die Behauptung bewiesen.

Schritt 4: Starke Stetigkeit in (0, 00)
Wir zeigen, daf ¢ — T'(t)x fiir jedes x € X stetig ist auf (0, 00).

Fiir 7 € D(A?) ist nach Lemma 4.2.2

Tt)r —x = / MR(N, A)Ax 5%

—1%00

absolut und auf kompakten Intervallen in [0,00) gleichmifiig konvergent. Damit ist
t — T(t)z stetig auf [0,00) fiir jedes * € D(A?). Weiter ist tT(t)r (p = 2) bzw.
WT(@Z‘ (p € (1,2)) nach (4.11) bzw. (4.12) fiir € D(A*) gleichm#Big beschrinkt.
Da D(A%) dicht ist in X, ist t — T(t)x stetig in (0,00) fiir jedes € X und damit
(T'(t))¢>0 stark stetig in (0, 00). 0
Das folgende Beispiel zeigt, daf ein Operator (A4, D(A)), der den Voraussetzungen von
Satz 4.2.1 geniigt, im allgemeinen keine Cy-Halbgruppe erzeugt.

4.2.4 Beispiel Sei X = LP(R) x LP(R) mit p € (1,2]. Versehen mit einer der dquivalen-
ten Normen (2.1) ist X ein Banachraum vom Fourier-Typ p. Fiir § € [0, 4] betrachten
wir den Multiplikationsoperator

A= (70t L) ()
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

mit maximalem Definitionsbereich D(A) in X. Die Resolventenmenge p(A) von A ist
C\ (—o0,—1], und fiir A € p(A) ist die Resolvente von A gegeben durch

Ny A+1+2%)7 aP(A+142%)72
R(A,A)(g)(m)_( 0 V414 a2)0 > z €R.

Die Norm der Resolvente schitzen wir ab durch

1 |2|® )
RMNA| <elsup——5 +sup—————— .
1RO, A} < <m€§|1+/\+x21 SR+ A+ 222

Daher ist R(A, A) in {A € C: Re A > 0} gleichmifig beschrénkt ist und es gilt

|R(is, A)]| < ( ! ! )

(1+ 52)1/2 + (1+ s2)1-6/4

Ist nun p(2 — g) > 0,dh g <4- %, dann ist R(i-, A) € LP(R, X). Aufgrund von
Dualitétsiiberlegungen gilt in diesem Fall auch R(i-, A*) € LP(R, X*). Damit sind die
Voraussetzungen von Theorem 4.2.1 erfiillt. Aber fiir § € (2,4) erzeugt (A4, D(A)) keine
Co-Halbgruppe (vgl Beispiel 4.1.1 und Beispiel 4.1.4).

4.3 Ein Storungssatz fiir C)-Halbgruppen auf Hilbertraumen

In diesem Abschnitt ist der zugrundeliegende Raum ein Hilbertraum. Der Beweis des
folgenden Storungssatzes beruht im wesentlichen auf Theorem 4.2.1.

4.3.1 Theorem Sei H ein Hilbertraum, (A, D(A)) der Erzeuger einer Cy-Halbgruppe
(T'(t))t>0 auf H und (B, D(B)) ein abgeschlossener Operator in H mit D(B) 2 D(A).
Weiter existiere M € [0,1) und A\g € R, sodaf fiir alle A € C mit Re A > X\g, allex € X
und alle y € D(B) die Abschétzungen

IBR(A, A)z|| < M[zl|  und  [|[R(A, A)Bz| < M||z| (4.13)

gelten. Dann erzeugt (A+ B, D(A)) eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe (S(t))t>0
mit [ ||S(t)]|2dt < oo.

Beweis Wir konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit max{w(T"), Ao} < 0 anneh-
men. Sonst ersetzen wir (A, D(A)) durch (A—w, D(A)), wobei w > max{w(T'), Ao} (vgl.
Bemerkung 4.1.3).

Fiir x € H sei die Funktion u; : R — H definiert durch

T(t)z, t>0
U (?) ::{ 0. t<0
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4.4 Fin Storungssatz fiir Cy-Halbgruppen auf Banachrdumen mit Fourier-Typ p

Wegen w(T) < 0 ist u, € L?*(R,H), und es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodaf
(ffooo||u:,3(t)||2dt)1/2 < c||z| gilt. Nach dem Satz von Plancherel (Satz 2.3.3) ist dann
die Fourier-Transformierte Fu, von u, ebenfalls in L*(R, H), und es ist ||Fuglls =
V2r|ugll2. Fir s € R ist aber (Fug)(s) = [ e lu,(t)dt = [~ e ™'T(t)xdt =
R(is, A)z. Also ist

oo 1/2

(/ HR(Z’S,A)&:Hst) < ev/2r |z,
—0o

woraus mit Lemma 2.5.4 folgt, dafl

(/OO |R(is, A + B)x|l2ds>1/2 B </oo 17— Rlis A5 R, A):E"st) 1/2

B I 0 , O\ V2
< s, A
< ([ ims aelpas)
< 22l
= 1-m"

fiir alle x € H.

Wir betrachten nun (A + B)*. Genau wie oben zeigen wir, daf fiir jedes «* € H*

> . *\ k(12 12 oV 21 *
1R Gs, (A+ B)")2™[IPds | < o= l”]

. 1

gilt. Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 4.2.1 erfiillt und (A + B, D(A))
erzeugt eine auf (0,00) stark stetige Halbgruppe (S(¢))i>0. S(t) kann wie im Beweis
von 4.2.1 durch die Inversionsformel der Laplace-Transformation dargestellt werden.
Schritt 2 desselben Beweises liefert dann, daf fOIHS (t)[|2dt < oo gilt. ]

4.3.2 Offenes Problem Kann man unter den Voraussetzungen von Theorem 4.3.1 sogar
zeigen, dafl A + B eine Cy-Halbgruppe auf H erzeugt? Wir vermuten, dafl dies nicht
moglich ist, konnten aber bisher kein Gegenbeispiel finden.

4.4 Ein Storungssatz fiir C)-Halbgruppen auf Banachraumen
mit Fourier-Typ p

Jetzt betrachten wir Cp-Halbgruppen auf Banachrdumen mit Fourier-Typ p € (1,2).
Unter etwas stiarkeren Voraussetzungen erhalten wir auch hier ein Stérungsresultat.

Wir nehmen an, da§ (4, D(A)) eine Cy-Halbgruppe auf X mit negativer Wachstums-
schranke erzeugt. Dann konnen wir fiir (—A) gebrochene Potenzen definieren (vgl. [74]).

4.4.1 Theorem Sei X ein Banachraum mit Fourier-Typ p € (1,2), (A, D(A)) der Er-
zeuger einer Cy-Halbgruppe (T'(t))i>0 auf X mit Wachstumsschranke w(T) < 0 und
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

(B,D(B)) ein abgeschlossener Operator in H mit D(B) O D(A). Weiter existiere
M € [0,1),C >0, A>w(T) und a € (2,1), so daB fiir alle A € C mit ReX > Ao
gilt:

IBR(\, A)x|| < M||z| fiir alle x € X

|IR(\, A)Bz|| < M||z|| fiir alle z € D(B)
|(—A)*BR(\, A)zx|| < Cllz|| fiir allex € X
|R(\, A)B(—A)%z|| < Cllz|| fiir alle x € D((—A)%)

Dann erzeugt (A + B, D(A)) eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe (S(t))to-

Den Storungssatz 4.3.1 im Hilbertraum-Fall haben wir mit Hilfe des Kriteriums 4.2.1
fiir Erzeuger von auf (0, 00) stark stetigen Halbgruppen bewiesen. Dies ist hier nicht so
direkt moglich. Wir {ibernehmen aber die Idee des Beweises von 4.2.1 und modifizieren
nur an manchen Stellen etwas. Hierzu zeigen wir zunéchst folgendes Lemma.

4.4.2 Lemma Sei X ein Banachraum mit Fourier-Typ p € (1,2) und (A, D(A)) der

Erzeuger einer Cy-Halbgruppe (T'(t))i>0 auf X mit Wachstumsschranke w(T') < 0. Fiir
x € D(A) ist dann

oo 1/p
(/ HR(is,A)prds> < c|lAz] (4.14)
und T'(t)x 148t sich schreiben als
1 4300
T(t)x = 3 MR\, A)xd), fiir fast alle t > 0. (4.15)
T J —ico

Beweis Fiir z € D(A) ist [|[R(\, A)z|| < f‘)\'HAxH nach Lemma 4.2.2. Damit folgt die
Abschitzung (4.14).

Wir definieren fiir ¢ > 0 und « € D(A)

1 100
T(t)x == — eMR(\, A)zd.

211 — oo

Da X vom Fourier-Typ p ist, ist (fooo||T(t):L‘qut)1/q < c||Az||. Sei
oo ~
Ryzx := / e MT(t)xdt, Re X > 0.
0

Dann ist nach der Holderschen Ungleichung [|Ryz| < c(A)[| Az, d.h. Ry\A~! ist be-
schriinkt. Falls z € D(A?), ist nach Lemma 4.2.3 T(t)x = T(t)z fiir alle t > 0. Damit
ist Ryz = R(\, A)x fiir z € D(A?), also RyA~lz = R(\, A)A~ 1z fiir alle x € D(A).

Wegen der Dichtheit von D(A) folgt damit Ry\A~! = R(\, A)A™1, d.h. Ryz = R(\, A)x
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4.4 Fin Storungssatz fiir Cy-Halbgruppen auf Banachrdumen mit Fourier-Typ p

fiir alle z € D(A). Der Eindeutigkeitssatz fiir die Laplace-Transformation (Satz 2.2.7)
liefert dann, dafl T'(t)z = T'(t)z fiir fast alle ¢ und alle x € D(A) gilt. ]

Beweis von Theorem 4.4.1 Wie bei Theorem 4.2.1 fithren wir den Beweis in vier
Schritten. Mit ¢ sei wieder eine reelle Konstante gemeint.

Schritt 1: Definition eines Kanditaten fiir die Halbgruppe
Fiir z € X sei die Funktion u; : R — X definiert durch

T(t)z, ¢>0
u"“"(t)::{ 0. t<0

Da w(T) < 0, ist u, € LP(R, X), existiert eine Konstante ¢; > 0, sodafl

00 1/p
( / Hux@)det) < el

Nun ist aber X vom Fourier-Typ p. Damit ist die Fourier-Transformierte Fu, von u,
in LQ(R,X) (% + % =1) gnd es ist || Fuzllq < collugllp. Fiir s € R ist aber (Fuy)(s) =
75 e tug (t)dt = [° e ST (t)a dt = R(is, A)x. Also ist

S 1/q
( / HR(z’s,Anuqu) < crealal],

—0o0

woraus mit Lemma 2.5.4 folgt, dafl

</-Z”R(i5’ At B)x”qu> " </ i1 = RGis, A)BI ™ R(is, A):cllqd8> :

—00

< =7 ( [ Imtis, Ayefea Y e
<ta\J is, A)x||%ds S VAL

fiir alle x € X.

Wir wollen den Kandidaten fiir die gesuchte Halbgruppe wieder durch die Inversi-
onsformel fiir die Laplace-Transformation darstellen. Hierzu zeigen wir zunéchst, dafl
R(i-,A+ B)x — R(i-, A)x € LP(R, X). Es ist fiir s € R

R(is, A+ B)z — R(is, A)r = Y [R(is, A)B|*R(is, A)x — R(is, A)x

k=0
00

= Y [R(is, A)B|*R(is, A)x
k=1

= Y [R(is, A)B|*R(is, A)BR(is, A)x

k=0
S

= ) [R(is, A)B|*R(is, A) B(— A)*(—A)*R(is, A)x
k=0
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4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

und damit nach Voraussetzung

|R(is, A+ B)x — R(is, A)z|| < 1 _CM I(—A)"*R(is, A)x||.

Es reicht also zu zeigen, dafl

( | iearengs, A)xnpds)l/p < ol

Fiir s # 0 ist
oy B 77 X a ,
(—A)"“R(is,A)x = sin(ra) /0 t7R(t,A)R(is, A)zdt

S / T (Ris, A)e — R(1, A)a]d
- sin(ma) Jo t—is ’ ’

= = / i dt R(is, A)x

sin(ma) Jo t—is
T / L R(t, Ayt
" sin(ma) t—is

= (—is) “R(is, A)x — i / t_, R(t, A)zdt
0

sin(ma) t—is

nach der Cauchyschen Integralformel und damit fiir h € LI(R)

/_ " ()|~ A) - R(is, A)z|ds = / B I(=A)"R(is, A)alds

+ /| )

Zunichst ist

ds.

sin(ma) t—is

‘(—z’s)_aR(is,A):r— il / - R(t,A)xdt’
0

1
/l\h(S)III(—A)“"R(is,A)xllds <c Siqul]II(—A)‘“R(is,A)IIHﬂcHllhllq-
_ se|—1,

Fiir r = % ist % + % =1 und ar > 1. Damit erhalten wir

1/r 00 1/q
/| sl IR Gs, el < ||h||q(/ >1|s|—wdt) (/ HR(Z'S,A)quds>

< clzlllAllg-

Schliefflich ist

/ yh(s)|/ LRt A)edt|ds < / y/ i 1Rt At ds
|s|>1 o t—is |s|>1
< / / U\l ds
s|>1 t+1
1/p
< C||$|Hh\q</ |5|_p> <cllz|[||~]lq-
[s|>1
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4.4 Fin Storungssatz fiir Cy-Halbgruppen auf Banachrdumen mit Fourier-Typ p

Insgesamt ist also

oo 1/p
(/ ||(—A)°‘R(is,A):1chds> <z, zeX
und wir erhalten
00 1/p
</ |R(is, A + B)a — R(is,A)a:des> <z, zex

Wir konnen daher die inverse Fouriertransformation auf R(is, A + B)x — R(is, A)x
anwenden. Fiir ¢ > 0 und x € X definieren wir

Stz = T(t)x+ QL / ¢"'(R(is, A + B)x — R(is, A)x)ds
™ —0o0
— T+ 2i MR\ A+ B)e — RO\, A)a)d,
T J—ico

Da X Fourier-Typ p hat, ist S(-)z — T'(-)z € LI((0,00), X) fiir jedes € X, also auch

S(-)x € L1((0,00),X),daT(-)x € L1((0,00), X). S ist offensichtlich linear in x, weshalb
die Schreibweise gerechtfertigt ist.

Nach Lemma 4.4.2 ist R(i-, A)x € LP(R, X) fiir x € D(A). Also ist auch R(i-, A+ B)z €
LP(R, X) und es ist sinnvoll zu definieren:

1 oo

S(t)x : "' R(is, A+ B)xds, t>0, ze€ D(A)

:% .

Wiederum nach Lemma 4.4.2 ist T(t)z = 5= [*° e"'R(is, A)xds fiir fast alle t > 0

1

2m
und alle z € D(A). Damit ist S(t)z = S(¢t)x fiir fast alle t > 0 und alle x € D(A).
Die Halbgruppeneigenschaft S(¢)S(s)z = S(t + z)z gilt nach Lemma 4.2.3 fiir alle
z € D((A+ B)%).
Schritt 2: Beschranktheit von S
Wir betrachten zunéchst (A + B)*. Genau wie in Schritt 1 kénnen wir zeigen, dafl
(R(i-, (A + B)*)z* — R(i-, A*)z*) fiir jedes 2* € X* in LP(R, X*) liegt. Deshalb ist
S*(-)z*, definiert durch

S*(t)x = T*(t)z* + ! /OO e"'[R(is, (A+ B)*)z* — R(is, A*)z*]ds

2r ) o

1 100
— T+ / MR (A + B))2* — RO\, Az )N ¢ > 0,

2—7T’i —1i00
in LY(R4, X*). Wie oben stimmt auch S*(t)z*, definiert durch

S (M7= — [ @'R(is, (A+ B))a*ds,  t>0, a* € D(A")

:% .

93



4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

in D(A*) fiir fast alle ¢ > 0 mit S*(t)z* iiberein. AuBerdem sieht man leicht, daB
(x*, S(t)x) = (S*(t)z*, x) ist fiir jedes z € D(A) und jedes z* € D(A").

Sei nun t > 0, z € D((A+ B)*) und x* € D(A*). Dann gilt
Ha*, S(D)z) = /0 (2", S(t)z)ds = /0 (2%, S(t — $)S(s)x)ds
_ / (S*(t — 8)a*, S(s)a)ds < / 15%(t — 8)2*[[|S(s)a|| ds
0 0

- 1
Wir wihlen r = 2% und 3 > . Dann:

s —s)z* s)z||ds = t sﬁ# *(t —s)x* s)z||ds
/0||5 (t = s)z"||[[S(s)zld /0(1+ ) (1+S)5||5 (t = s)z*[|[[S(s)z[ld

< a0 [aromas)([ise- o) ( [isempas)
- aro([fos 3>_ﬁ’”d8)1/r ([ 18- 9ras) ”q( JAECERY v
< e ([T15enas) " ([T150m0a) "

< e+ 1) ell]

Damit ist ||S(t)z| < Mnxn fiir alle x € D((A+ B)*). Esist ((A + B)*)~* injektiv,
d.h. D((A+B)*) = R((A+B)~%) ist dicht in X. Daher ist S(¢) beschrinkt und ||S(t)|| <
M. AufBlerdem gilt in beiden Fillen die Halbgruppeneigenschaft S(¢)S(s) = S(t+s)
fir alle s,t > 0.

Schritt 3 (A+ B ist Erzeuger von (S(t):>0) und Schritt 4 (Starke Stetigkeit von (S(¢)):>0
in (0,00)) kann man genau wie in Theorem 4.2.1 zeigen. Man mufl nur A durch A + B
ersetzen. a

4.5 Matrixoperatoren

Seien (X, [|-||x), (Y, ||)y Hilbertrdume. Versehen mit der Norm ||(z,y)| := (||=||% +
ly[|3)1/2 ist X x Y ebenfalls ein Hilbertraum. Sei (A, D(A;)) der Erzeuger einer Co-
Halbgruppe auf X und (Az, D(A2)) der Erzeuger eine Cy-Halbgruppe auf Y. Dann
erzeugt der durch

A= < o 22 ) D(A) = D(A1) x D(As)

definierte Operator (A, D(A)) eine Cyp-Halbgruppe auf X x Y.
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4.5 Matrixoperatoren

Wir betrachten nun abgeschlossene Operatoren By : D(B1) — Y, By : D(Bs) — X,
wobei D(B7) bzw. D(Bs) dichte Teilrdume von X bzw. Y seien. Dann ist der durch

B ( Egl % ) D(B) = D(By) x D(Bs)

gegebene Operator (B, D(B)) abgeschlossen und dicht definiert in X x Y.

4.5.1 Satz Seien (A, D(A)) und (B, D(B)) wie oben und es gelte D(B;1) 2 D(A1) und
D(B3) 2 D(Ay) . Falls ein M € [0, 1) existiert mit

[B1R(A, A1)l oxyy < M

[ BaR(A, A2) |l cv,x) < M
|R(A\, A2)Biz||y < M||z|ly Vz € D(By)
IR(\, A1) Bayllx < Mllylly  Vy € D(Ba)

fiir alle A € iR, dann erzeugt (A + B, D(A)) eine auf (0,00) stark stetige Halbgruppe
in X xY.

Beweis Fiir Re A > 0 gilt

0= (5 %) (" rlan )~ (b 07 )

und
z\ [ R\ A) 0 Bay \ _ [ R()\ A1)Bay
R<)\,A)B (y) o < 0 R()\,AQ) ) ( Bl.CC ) - < ()\,AQ)BlCC )

Also ist

IBROVA) (2l = (BIRO ADzl + | B2RON, A2)yl3)'?

< M2l + Y2 = @)y, (@y) €X XY,

und

RO AB( sy = (RO ADBaylk + RO 42)Br]3 )2
M(ll#l% + I Y2 = @, w)lx, (2y) € D(B).

Also folgt die Behauptung mit Satz 4.3.1. |

IN

4.5.2 Beispiel Wir wihlen X = Y = L%(0,00) und A = - mit Definitionsbereich
D(A) = W2(0,00). Sei (B, D(B)) fiir v € R durch

(Bf)(@) = L f()

95



4 Storungssétze fiir Co-Halbgruppen

definiert mit maximalem Definitionsbereich in L? (0,00). Dann ist nach Beispiel 3.3.3

IR, A)Bfll2 < 2/l f[l2

fiir alle ReA > 0 und alle f € D(B). Da fiir alle f € L?(0,00) und alle g € D(B) die
Beziehung (g, BR(\, A*)f) = (Bg, R(\, A*)f) = (R(\, A)Byg, f) gilt, ist auch

IBR(A, A%)[| < 2[4

fiir alle Re A > 0. Damit folgt mit Satz 4.5.1, daf3

A:(‘é e ) D(A) = D(A) x D(A")

fiir |y| < 3 in L%(0,00) x L*(0, 00) eine auf (0, c0) stark stetige Halbgruppe erzeugt.

4.5.3 Bemerkung In obigem Beispiel ist weder der Satz von Miyadera-Voigt noch der
Satz von Desch-Schappacher anwendbar.

4.6 Anmerkungen

Halbgruppen, die in 0 nicht stark stetig sind, werden u.a. von Krein [41] und von
Taira [70, 71] behandelt. Auf Krein geht auch das Beispiel 4.1.1 bzw. 4.1.4 zuriick.
Matrixoperatoren wie in Abschnitt 4.5 findet man z.B. bei Nagel [52].
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5 Analytische Halbgruppen mit
o-Singularitat

In diesem Kapitel betrachten wir analytische Halbgruppen, die in 0 nicht stark stetig
sind, und zeigen Stoérungsséitze.

5.1 Halbgruppen mit o-Singularitat

5.1.1 Stark stetige Halbgruppen mit o-Singularitat

In Abschnitt 4.1 haben wir auf (0, 0o) stark stetige Halbgruppen betrachtet. Jetzt wollen
wir detailliertere Voraussetzungen iiber das Verhalten solcher Halbgruppen in der Néhe
der 0 machen.

5.1.1 Definition Sei ¢ > 0. Eine Familie (7'(¢)):>0 von beschréankten Operatoren auf
einem Banachraum X heifit stark stetige Halbgruppe mit o-Singularitat, falls

(i) die Halbguppeneigenschaft T'(t + s) = T'(¢t)T'(s) fur alle ¢,s > 0 erfiillt ist,

(ii) die Abbildung t — T'(t)x stetig ist in (0, 00) fiir alle z € X und

(iii) eine Konstante C' > 0 existiert, sodal ||T'(¢)|| < Ct~° fur alle ¢t € (0,1).

5.1.2 Bemerkung (1) Falls (T'(t));>0 eine stark stetige Halbgruppe mit o-Singularitét
ist fiir ein ¢ < 0, dann auch fiir alle o’ > o.

(2) Ist (T'(t))s>0 eine stark stetige Halbgruppe mit o-Singularitéit, dann gibt es Kon-
stanten ¢’ > 0 und w € R mit

|T()| < C'e¥t=7 fiir alle ¢ > 0. (5.1)

Seien ndmlich fiir ¢ > 1 Zahlen n € Ny und s € [1,2) so gewihlt, dafl ¢ = n + s.
Da t — T(t)x stetig ist auf dem kompakten Intervall [1,2] fiir alle z € X, ist M :=
sup{||T(t)|| : t € [1,2]} < oo nach dem Satz von der gleichméBigen Beschrénktheit.
Damit ist | T(#)|| = |[T(n)T(s)|| < |[T(D)||*|T(s)]] < ML < Mt = et fiir alle t > 1,
wobei w = log M gesetzt sei. Hieraus folgt (5.1).

Eine stark stetige Halbgruppe mit o-Singularitéit ist insbesondere eine auf (0, 0o0) stark
stetige Halbgruppe. Falls 0 < o < 1 ist, folgt aus (5.1), daf abs(7") < co und wir kénnen
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5 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitét

wie in 4.1.2 den Erzeuger definieren. Alle Aussagen im Abschnitt 4.1 gelten dann auch
hier.

5.1.3 Bemerkung Sei 0 < o < 1 und (A, D(A)) Erzeuger einer stark stetigen Halb-
gruppe (T'(t))s>0 mit o-Singularitét. Dann ist {\ € C: Re A > abs(T)} C p(A) und es
gilt

RO\ A) = /0 T M)

fiir alle Re A > abs(T).

5.1.2 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitit

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein: Fiir ¢ € (0, 7] sei

Yo = {AeC:X#0, |arg\| < ¢},
S, = {AeC:A#£0, |arg)| < ¢}
5.1.4 Definition Sei 0 > 0 und ¢ € (0, 5). Eine Familie (T'(2)).ex, von beschrénkten
Operatoren auf einem Banachraum X heifit analytische Halbgruppe (vom Winkel ¢)
mit o-Singularitat, falls
(i) die Halbguppeneigenschaft T'(z1 +22) = T'(21)T (22) fiir alle 21, 2o € X, erfiillt ist,
(ii) die Abbildung z — T'(z) analytisch ist in ¥, und

(iif) fiir jedes 0 € (0,¢) eine Konstante C5 > 0 existiert, sodaf} ||7'(2)[| < Cs|z|~ fiir
alle z € ¥,_s N B(0,1).

5.1.5 Beispiel Sei X und (7'(t)):>0 wie in Beispiel 4.1.1 mit § > 2. Dann l&8t sich
(T'(t))t>0 zu einer analytischen Halbgruppe (T(z))zegﬂ/2 vom Winkel 5 mit (g —1)-
Singularitit fortsetzen.

Ist (T'(2)).ex, eine analytische Halbguppe mit o-Singularitét und schrénkt man 7" auf
die positive reelle Achse ein, so ist (T'(t)):~0 insbesondere eine stark stetige Halbgruppe
mit o-Singularitit.

Sei nun 0 < o < 1. Falls (T'(t))¢>0 einem Erzeuger (A, D(A)) im Sinne von Definition
4.1.2 hat, dann heifit (A, D(A)) auch Erzeuger von (7T'(2)).ex,, und es gilt folgendes
Lemma:

5.1.6 Lemma Sei0 < 0 < 1 und (A, D(A)) der Erzeuger einer analytischen Halbgruppe
vom Winkel ¢ € (0, %) mit o-Singularitéit. Dann erzeugt (e’ A, D(A)) eine stark stetige
Halbgruppe mit o-Singularitét fiir jedes ¥ € (—p, p).

Beweis Sei (7(2)).ex, die von (A4, D(A)) erzeugte analytische Halbgruppe und ¢ €
(=@, ¢). (S(t))i>0 sei definiert durch S(t) := T'(e?¥t) . Dann ist S(t) € £(X) fiir jedes
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5.1 Halbgruppen mit o-Singularitét

t>0und [|S®)|| = [|T(e¥t)|| < M|e®t|~7 = Mt~ fiir t € (0,1). DaT in ¥, analytisch
ist, ist S in (0, 00) stark stetig. Weiter gilt fiir s,¢ > 0, dal S(¢)S(s) = T(e?¥t)T(e¥'s) =
T(e(t+s)) = S(t + s). Fiir A > max{0, abs(S5)} ist

/ e MS(t) dt—/ e MT(e™t) dt—/e)‘ewsT(s)e“/’ds,
0 0 r

wobei T' durch v(u) := e™u, u € (0,00) parametrisiert sei. Da T in ¥, holomorph ist
und

¥
/ e~ RO P (rei) |l dy — 0 fiir 7 — 0 baw. 7 — oo,
0

konnen wir den Cauchyschen Integralsatz anwenden und erhalten

/ e MS(t) dt = e_w/ e_’\eiwsT(S)ds =e R\ ™, A) = R(\, e A).
0 0 0

5.1.7 Korollar Sei 0 < o < 1 und (A, D(A)) Erzeuger einer analytischen Halbgrup-
pe (T(z)).es, vom Winkel ¢ € (0, %] mit o-Singularitédt und abs(T) < 0. Dann ist
2<,0+71'/2 - p(A)

Beweis Nach Lemma 5.1.6 und Bemerkung 5.1.3 ist ¥/, C p(e¥ A) fiir jedes ¢ €
(—¢, ¢). Daraus folgt die Behauptung. O

Wie sich die Resolvente eines Erzeugers einer analytischen Halbgruppe verhélt, zeigt
der n#chste Satz.

5.1.8 Satz Sei 0 < 0 < 1 und (A, D(A)) Erzeuger einer analytischen Halbgruppe
(T'(2))zex, vom Winkel ¢ € (0, 5] mit o-Singularitét. Fiir jedes ¢ € (0, ) existiere eine
Konstante Cs mit ||T'(t)|| < C’g\z|_(’ fiir alle z € ¥,_5/. Dann existiert zu jedem & eine

Konstante Ks > 0 mit |[R(\, A)|| < Ks|A\|°~! fiir alle A € iﬂ/ﬂ@_(;.
Beweis Sei ) € Zﬂ/gﬂ, 5. Wir wihlen ¢ = —p+2 3, fallsIm A > 0und ¢ = p—35 g sonst.

Dann ist Ae™ € 5, /5_5/2 und es gilt Re(Ae”) = |A| cos(arg(\) + ¢) > |A| cos(§ — 2).
Damit erhalten wir folgende Abschitzung:

IR A = [[VR(eA, e A)| = ]

00 w ]
/ e T (et dt
0

S / e~ Re()\eiW)tHT(e’L"Lﬁt)H dt S / e Re(Aeiﬁb)tC'w'tfgdt
0 0
Copmg/ol (1 = 0)(Re(Ae™)) "1 < Ks|AI",
wobei K = Clp_yyal(1 — a)(cos(§ — $)7 1 -
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5 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitét

5.2 r-sektorielle Operatoren

Der soeben bewiesene Satz motiviert folgende Definition:

5.2.1 Definition Sei X ein Banachraum, 7 € (0,1] und 6 € (7, 7. Ein linearer Operator
(A,D(A)) in X heifit T-sektoriell mit Winkel 6, falls die folgenden beiden Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Die Resolventenmenge von A enthélt das Gebiet ¥.

(ii) Fiir jedes kleine ¢ € (0, 6) existiert eine Konstante K. > 0, sodafl

K _
1RO A < Mj fiir alle A € Sy_.. (5.2)

5.2.2 Beispiel Sei X und (A, D(A)) wie in Beispiel 4.1.4 mit § € [2,4). Dann ist
(A, D(A)) (2 — 2)-sektoriell mit Winkel 7.

Sei (A, D(A)) T-sektoriell mit Winkel 6 € (3, 7]. Wir definieren

1
T(z):= 5 )i e R(u, A) dp, z € X, (5.3)

wobei ¢ = 0 — 5 und die Kurve I';.. fiir € € (0, ) und r > 0 durch

—rte”079) _co <t < —1
Yre(t) = re?0=8) 1<t <1 (5.4)
rtet?=2), 1<t< oo

parametrisiert sei.

c(A)

NIEZ

L,e

Dann kénnen wir folgenden Satz beweisen.
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5.2.3 Satz Sei (A,D(A)) 7-sektoriell vom Winkel 0 € (3,7], ¢ := 6 — § und sei
(T'(2)):ex, durch (5.3) gegeben. Dann gilt:

(1) T(z) € L(X) fiir alle z € X,,.
(2) Fiir alle 6 € (0,¢) existiert ein Cs > 0 mit | T(z)| < Cs|z|""! fiir alle z € ¥,_.
(3) zw T(z) ist analytisch in X.

(4) T(21)T(22) =T(21 + 22) fiir alle z € X,,.
(5) R(\,A) = [;°eMT(t) dt fiir alle Re X > 0.

Insbesondere ist also (T'(z)).ex,, eine analytische Halbgruppe mit (1 — 7)-Singularitit,
und (A, D(A)) ist ihr Erzeuger.

Beweis Der Integrand ist analytisch in ¥y. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist
das Integral (falls es existiert) unabhéngig von der Wahl von r und e.

Sei § € (0,¢) und 2z € Y, 5. Wir wihlen ¢ := % und 7 = |z|7!. Zunichst ist
letz| = eRelwz) = elnzlcos(argztarg ) Damit gilt fiir p € o([—1,1]) =: Fgg), daBl
ler?] < el = e. Fiir p € 4,..((1,00)) =: FSE”Q ist Z+¢e < argz+argp < 3T — ¢

also [et?| < elrzleos(m/24e) — e—luzlsine Diese Abschitzung kann man analog fiir p €
Yre((—00,—1)) =: D(«lg) zeigen. Damit ist

[l R )l < K [ elul 7 1du] < 26ce(0 -yt
| Irle

und

o0
/<1> (3)”6#ZR(M’ Al ldul < 2K5/(3) e KIS | 7T dp| = QKETI_T/ e e L.
FT‘,EUF 1"7,’5 1

Also ist T(z) € £(X) und || T(2)]| < Cer'™™ = Cc|z|™"! und (1) und (2) sind gezeigt.
AuBerdem folgt (3), da das Integral auf X,_s \ U(0) gleichméfig konvergiert.
Als néichstes zeigen wir (4). Sei hierzu 0 < e <&’ < ¢ und 0 < r < /. Dann ist

1

T)T(=) = G / / #2162 R(u, AYR(A, A) dA dp
1 |

12 (\ = ) (R, A) — RO, A)) d\ dp

(X — p) 7 dx e R(p, A) dp

+(2m,)2 /F /F e (w— N) "t dp 2 R(\, A) dX
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5 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitét

nach dem Satz von Fubini. Der Cauchysche Integralsatz liefert aber
/ N2 (N — p) 7t d\ = 2miel*
r

r! el

fir p € I'r . und
/ e u—N"tdu=0
Tre

fir A € ', . Damit ist
1

T(z1)T(22) = Q—M/p e 12 R, A) dp = T'(z1 + 22)

fiir alle 21, 22 € 0y,.

Schliefilich zeigen wir noch (5). Sei A € C mit Re A > 0. Wir wihlen r so, daf3 A rechts
von I, . liegt. Dann ist

o 1 o
/ e NT()dt = — e_’\t/ e R(pu, A) dp dt
0 271 0 e
= L/ /Oo e Ntdt R(u, A) du
271 re 40 ’
1
57 Fm( 1)~ R(p, A) dp = R(A, A)
nach der Cauchyschen Integralformel und der Satz ist bewiesen. O

5.2.4 Lemma Sei (A, D(A)) linearer Operator in einem Banachraum X und 7 € (0,1).
Falls positive Konstanten 0, r und M existieren mit ¥ := {A € C: |\ > r, |arg\ <
/2 + 60} C p(A) und |R(N,A)|| < M|A|™7 fiir alle A € %, dann ist (A — w, D(A))
T-sektoriell fiir w € R groff genug.

Beweis Wir wihlen w > 0 so gross, dafl
PA=w) DX —wD{AeC:A#0, |arg\| < 7/2 + 6}.

Dann ist | R(\, A~ w)|| = [R(A+w, A)|| < M|\ +w| ™ fiir alle A € 5 —w. Da 2l fiir
|A| — oo gegen 1 und fiir |A| — 0 gegen +oo strebt, existiert ein ¢ > 0 mit |A+w| > ¢|A|.

Damit ist [|[R(A, A —w)|| < M(c|A])™ fiir alle A € ¥ — w. O

Aus Satz 5.1.8 und Satz 5.2.3 erhalten wir folgende Charakterisierung 7-sektorieller
Operatoren:

5.2.5 Satz Sei X ein Banachraum und (A, D(A)) ein linearer Operator in X. Sei T €
[0,1). Dann sind dquivalent:

(a) Es existiert ein w > 0, sodaf$ (A —w, D(A)) T-sektoriell ist vom Winkel 6 € (5, 7|.

(b) (A,D(A)) erzeugt eine eine analytische Halbgruppe (1'(z)) Winkel 0 — 5 mit
(1 — 7)-Singularitét.
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5.3 Gebrochene Potenzen

Sei (A, D(A)) 7-sektoriell mit Winkel § und A € ¥y. . Fiir a > 1 — 7 definieren wir die
gebrochene Potenz (A — A)™® durch die Formel

_ 1 _
A=) = [ (=) R, A (5.5)
e Tye
Hierbei sei I'y . durch (5.4) gegeben mit 0 < r < [A\| und 0 < € < 6 — |arg \|. Fiir
AN—p) = e~log(A—1) wihlen wir den Zweig, dessen Argument zwischen —ar und
am liegt.

5.3.1 Lemma Das Integral (5.5) konvergiert absolut, und es ist (A — A)~* € L(X) fiir
allea>1—17.

Beweis  Mit [(\ — 1) ~@| = [e=1080)| = c=aloglh =l — [\ — |~ und Ry, )|
M|p|~7 folgt die Behauptung.

O IN

5.3.2 Lemma (i) Fiir o, 3 > 1 — 7 gilt (A — A)™*(A = A)F = (A — A)—2 B,
(ii) Fiir k € N ist (A — A)™" = R(\, A)™.

Beweis (i) Seil'1 =T, und 'y =T, ., mit 0 <r; <7y < [Ajund 0 < g1 < g3 <
6 — | arg \|. Dann gilt nach dem Satz von Fubini

(A=) = )7 = g [ (== o) R, ARG Ay dy

- (2711)2 /F /F A=)\ =) (v = ) [R(u, A) = R(v, A))dv du

N (2;')2 /F /F A=) =) dv (A= p) " R(n, A) dps

*(%le)z/r /F A=) (n—v)"du(A = v) P R(v, A) dv.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz bzw. der Cauchyschen Integralformel ist

1 1
_ AN Bl — N, — (\— ) B = ooN—ar,, o —1 _
57 FQ(A v) Pv—p)dv = (A—p) und o FI(A )~ “(p—v) dp=0
fir p € T'y bzw. v € I'y. Damit gilt
1
A=) O =) = = | (A=) R, Ay = (A — A)~ D),
™ Jr

(ii) Fiir alle n € N und w € (0,7) ist lim, oo | [“ (X — 7€) ™" R(re™, A)ire™ dn| = 0,
und damit nach dem Cauchyschen Integralsatz

1 1
Ao A= A= )" AVdpy = ——— — )" A
( ) 57 Fm( w) " R(p, A)dp 57 C(A ) "R(p, A)dp,
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5 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitét

wobei C' ein positiv orientierter geschlossener Weg in g um A ist. Jetzt konnen wir den
Residuensatz anwenden und erhalten

-n (_1)n dn_l n
(A=A)" = —WWR(MA)’M:\ = R(\ A)".
Hiermit ist das Lemma bewiesen. O

5.3.3 Lemma Sein € No, «a >n+1—7 und x € X. Dann ist (A — A)" % € D(A")
und (A — A)"(AN—A) = (A—- A"

Beweis Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Sei n = 1 und o > 2 — 7. Dann ist fiir
F=T,.mit0<r<[Aund 0<e<b—|arg)|

-« 1 —Q
(A=A =A% = 5o0=4) [ (A=) R A d

YIWA T
1

= — [A=p)*N=AR(u, Az d
5] F( )~ ( )R(p, A)z dp
1 —x

= 5 | A=)z — pR(p, A)z) du
™ Jr
1 1

= — [O—p) zdu+— [ (N—p)t™® Az d
oy F( p) M+2m./r( 1) R(p, A)z dp

= (A—A) g,

Die Behauptung folgt nun mit vollstdndiger Induktion. O

5.3.4 Definition Sei @ € R und n € N mit n —a > 1 — 7. Definiere (A — A)* durch
A=A = A-A)"AN-A4)* "z
D(AN-A)*) = {zeX: A-A)*"ze DA}
5.3.5 Bemerkung (1) Nach Lemma 5.3.3 ist die Definition 5.3.4 konsistent mit (5.5).

(2) Die Definition von (A — A)® ist unabhéngig von n nach Lemma 5.3.2 und Lemma
5.3.3.

(3) (A — A)“ ist abgeschlossen: Sei &« € R und n € N mit n — a > 1 — 7. Sei (z) eine
Folgein D(A—A)*) mit z, — x € X und (A—A)%, = A-A)"(A-A)* "z, —ye X
fir k — oo. Da (A — A)* ™ ein beschriankter Operator ist, konvergiert (A — A)* "z
gegen (A — A)* "z. Da (A — A)™ abgeschlossen ist, ist auch (A — A)® abgeschlossen.

5.3.6 Lemma Seci o, 3 € R. Dann ist
A=A)AN=APzr=N—A)Pr=0N-A)P5N- A%
fiir alle z € D((A — A)®) N D((A — A)P) N D((\ — A)*+P). Insbesondere ist
A=A *N=A)%z ==z
fiir z € D((\ — A)*) N D((A — A)~).
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Beweis Sei z € D(A — A)’)ND((A— A)*F) und n,m € N mit n > 1 + o — 7 bzw.
m > 1+ (6 — 7. Dann gilt

A=A)> " A= AN =AM = (A= A)"A - A>T (A - A"
= (A= A)"(\— A)othnmmy,
Daz € D((A—A)**?) und m+n > 1+a+B—7,d.h. (A\—A)*TF"=mp € D((A—A)™+7)
ist (A — A)* (A — A)™(\ — A)P~mz € D((A — A)™). Weiter ist
A—A*A=A)P2 = A=A N—A)"(\— A)otbn—my
— ()\ _ A)n-l-m()\ _ A)CH_ﬁ_n_ml'
= (A= Ay,

>~

O

5.3.7 Bemerkung Falls zusitzlich 0 € p(A), dann gilt fiir die Resolvente von A die
Abschitzung
[R(p, ANl < K1+ [ul)™"

fiir alle 4 € Yp_. U B(0,7) fiir geeignete r,¢ > 0. Dann kénnen wir auch fiir (—A)
gebrochene Potenzen definieren. Hierzu ersetzen wir I',. . in (5.5) durch die Kurve Fgw
mit 0 < <rund 0 < <6 — ¢, die durch
St —oco<t< -1
Vsp(t) = ¢ —de ) 1<t <] (5.6)
Ste 1 <t<oo

parametrisiert sei.

4

o(A)

A\

3y

Danach kénnen wir genau wie oben verfahren.

65



5 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitét

5.3.8 Beispiel Sei X und (A, D(A)) wie in Beispiel 4.2.4 mit § € [2,4). Dann ist
(A,D(A)) (2 — g)—sektorieﬂ, und 0 liegt in der Resolventenmenge von A. (—A)“ ist
dann fiir o € R durch

(M= (5 ST ()

. ; 3
gegeben. (—A)® ist also beschrénkt genau dann, wenn o <1 — 5.

5.4 Storungssatze

Folgender Storungssatz fiir 7—sektorielle Operatoren ist einfach zu beweisen.

5.4.1 Satz Sei (A, D(A)) 7 sektoriell mit Winkel 6 und sei (B, D(B)) abgeschlossen
mit D(B) D D(A). Falls eine Konstante M < 1 existiert mit | BR(\, A)|| < M fiir alle
A € Xy, dann ist auch (A + B, D(A)) T-sektoriell mit Winkel 6.

Beweis Nach Lemma 2.5.1 ist (A + B, D(A)) abgeschlossen, ¥y C p(A + B) und es
gilt R(\, A+ B) = R(\, A)[I — BR(\, A)] 7! fiir alle A € Xy.
Sei € € (0,0). Dann existiert eine Konstante K. > 0 mit [[R(\, A)|| < K[A[™ fiir alle

A € Ep_.. Damit folgt, daB |[R(\, A+ B)| < £ |\ fiir alle A € Zp_... O

Als Folgerung erhalten wir einen Storungssatz fiir analytische Halbgruppen mit o-
Singularitat.

5.4.2 Korollar Sei (A, D(A)) Erzeuger einer analytischen Halbgruppe vom Winkel ¢
mit o-Singularitéit (0 < o < 1) und sei (B, D(B)) abgeschlossen mit D(B) 2 D(A).
Falls Konstanten M < 1 und R > 0 existieren, sodaB ||[BR(\, A)|| < M fiir alle A €
Yoir/2 N {|A] = R}. Dann erzeugt auch (A + B, D(A)) eine analytische Halbgruppe
vom Winkel ¢ mit o-Singularitét.

Beweis Nach Satz 5.2.5 existiert ein w > 0, sodal (A—w, D(A)) 7-sektoriell ist. Weiter
gilt [BR(\,a —w)|| = [BR(A+w, A)|| < M fiir alle A € X, /9, d.-h. Satz 5.4.1 liefert,
daBl (A —w + B, D(A)) 7-sektoriell ist. Damit erzeugt (A + B, D(A)) wiederum nach
Satz 5.2.5 eine analytische Halbgruppe mit o-Singularitét. O

Wann ist die Bedingung in Satz 5.4.1 erfiillt?
Falls 0 € p(A) ist, dann gilt fiir die Resolvente von A die Abschétzung

1R, Al < K1+ [u))™"

fiir alle u € $y_. UB(0,r) fiir geeignete r,¢ > 0. Dann kinnen wir fiir (—A) gebrochene
Potenzen definieren.
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5.4 Storungssétze

5.4.3 Lemma Sei (A, D(A)) T-sektoriell mit Winkel § und 0 € p(A). Dann existiert fiir
jedes a € (0,7) und jedes € € (0,0) eine Konstante Lo . mit ||(—A)*R(X, A)|| < La
fiir alle A € $y_..

Beweis Sei A in Xy. Nach der Definition der gebrochenen Potenzen gilt

(—A)*R(NA) = (A (AR A) = (AL - AR(A, 4)
= (A - X—A)IR(\ A).
Daa < 7,ist —(a—1) > 1 — 7, d.h. (—A)*"! ist beschriinkt. Wir betrachten nun
A(=A)2LIR(N, A).

Sei nun ¢ € (0,6) und A\ € Sg_.. Sei § so klein, dal B(0,8) C p(A) gilt. Ist |A| < 26,
dann gilt

20K,
M=A) TR A)|| < =5 ||(=A)* || < 20K.[[(—A)*1.
[IA(=A)*R( )H_(1+|M)Tll( )T < 20K (=A) |
Nun betrachten wir den Fall, daf} |\| > 24 ist, und schreiben
M=A)*TR(NA) = i (—v)* 'R(v, A)R(\, A) dv
271 Ts.
= o [0 0= ) R A) - ROV A)
211 Ts.y
= i (=) YN =) "'R(v, A) dv
211 D5
+ A [ ot — Nty RO A).
27 F(S,w

Hierbei sei I's, durch (5.6) parametrisiert mit 0 < < 6 —e.
Falls |arg \| < %, wihlen wir ¢ = § — . Dann ist frw(—u)afl(u —A)"ldv = 0 und

1Al
min{[A—v|:v€Tls 4 } < ¢, doh

- Al ot

M=A)IR(N A)| < 1Al R(v, A)|| dv

[A(=4) (A A o Jr, M_V|II (v, Al
o ke ly|o—t

dv.
2 Jrs, (L4 [])7

Ist andererseits |arg \| > %€, wihlen wir 1) = 0. Dann ist fFa w(—l/)a_l(l/ — A ldy =

27i(—\)*~! und < ¢, d.h.

Al
min{[A—v|:v€T; ,}

M|~ ceM ly|o—t

d
A+ \) ' o v

T+ hr

IN=A)*TTR(N A)|| <
F(;‘w
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5 Analytische Halbgruppen mit o-Singularitét

Da « € (0,7) gewiihlt war, folgt damit die Behauptung. 0

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun folgenden Stérungssatz fiir 7-sektorielle Ope-
ratoren zeigen:

5.4.4 Theorem Sei (A, D(A)) 7-sektoriell mit Winkel 6 und 0 € p(A). (B, D(B)) sei
ein abgeschlossener Operator in X . Weiter existiere eine Zahl a € (0, 7), sodafl D(B) D
D((—A)%) und

|Bx|| < al|(—=A4)%z|| + b||x]| fiir alle x € D((—A)%). (5.7)
Falls a > 0 klein genug ist, existiert M < 1, R >0 und ¢' > T, soda8
IBR(A,A)|| <M fiir alle A € Sg N {|\| > R}. (5.8)

Insbesondere existiert ein w, sodafi (A + B —w, D(A)) T-sektoriell ist.

Beweis Wegen a € (0,7) ist D(A) C D((—A)®) und damit BR(A, A) ein beschrénkter
linearer Operator fiir alle A € p(A). Nach (5.7) und Lemma 5.4.3 gilt fiir x € X

IBR(A, A)z|| < all(=A)*R(A, A)z[| + bl[R(X, A)z|
bK.
(1+ (A7

A

alallz] + [l

fiir alle A € ¥y_.. Sei nun € € (5,0) fest gewdhlt und a > 0 so klein, da8 aL,. < %

ist. Weiter sei R so grof3, dafl (1135%5)7 < % Wir setzen M := aLq . + &L};)T < 1 und

0’ := 0 — e. Dann gilt fiir alle A € ¢ N {|A\| > R} die Abschiitzung (5.8). O

5.5 Anmerkungen

Die Definition und Eigenschaften analytischer Halbgruppen mit Singularitit findet man
z.B. bei Taira [71]. Das Beispiel 5.2.2 stammt von Krein [41]. Fiir weitere Beispiele
analytischer Halbgruppen mit Singularitét sei auf die Arbeiten von Evzerov, Silchenko
und Sobolevskii [26, 27, 28, 67, 68] verwiesen.

Viele der Sidtze fiir analytische Halbgruppen mit Singularitdt in diesem Kapitel sind
direkte Verallgemeinerungen der entsprechenden Sétze fiir analytische Cp-Halbgruppen
(vgl. z.B.[24, 31, 57]). Die Storungssétze in Abschnitt 5.4 sind naheliegende Verall-
gemeinerungen des klassischen Storungssatzes fiir analytische Halbgruppen bzw. fiir
sektorielle Operatoren. Nach unserer Kenntnis gibt es die Sétze aber in dieser Form
noch nicht. Ein Storungssatz mit etwas anderen Bedingungen findet man bei Krein
[41].
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6 Partielle Differentialgleichungen in L’

In diesem Kapitel wollen wir unsere Storungsresultate aus Kapitel 3 und 4 auf Diffe-
rentialoperatoren in LP(R™) anwenden. Zunichst betrachten wir den Fall n = 1.

6.1 Gewohnliche Differentialoperatoren

Sei X = LP(R) mit 1 < p < oo und m > 2 eine natiirliche Zahl. Der Operator
(A, D(Ay,)) sei definiert durch

Apnf =if (m), falls m gerade ist,
und durch
Apf = f0™) falls m ungerade ist,
jeweils mit Definitionsbereich D(A) := W P(R) in LP(R).
Dann erzeugt (A, D(A;,)) eine Cy-Halbgruppe auf X genau dann, wenn p = 2 ist

([32]). Im Fall m = 2 wurde dies zuerst von Hormander [38] bewiesen. Fiir p # 2

erzeugt (A, D(A;,)) eine a-integrierte Halbgruppe auf X, falls o > }% — l’ gewéhlt

P
ist ([32]).
Insbesondere hat das Cauchy-Problem

{u’(t) = Apu(t), t>0,
u(0) ==z

fiir jedes x € D(A2)) eine klassische Losung u (vgl. Satz 3.1.5).

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

{u’(t) = (Am + Bu(t), t>0,
u(0) =u,

wobei (B, D(B)) fur ein Potential V' und eine Zahl [ € NU {0} durch

Bf:=Vv.f®
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6 Partielle Differentialgleichungen in LP

mit maximalem Definitionsbereich
D(B) :={f e L’R): V- fU e LP(R)}

in LP(R) gegeben sei. Wir werden die Ergebnisse aus Kapitel 3 und 4 anwenden, um
folgenden Satz zu zeigen:

6.1.1 Satz Sei X = LP(R) (1 < p < o0). (Ap, D(As,)) und (B, D(B)) seien wie oben
definiert. Falls eine der beiden Bedingungen

(i)l < %(m —1) und V € LP(R)
oder

(i)l =0 und V € LP(R) + L>*(R)
erfiillt ist, dann ist D(B) O D(A) und (A, + B, D(Ay,)) erzeugt fiir jedes 3 > o, eine
(-integrierte Halbgruppe. Hierbei ist

gp:{

Ist n die kleinste natiirliche Zahl, die echt gréfler als oy, ist, dann hat (6.1) fiir jedes x €
D((A+B)™™1) genau eine klassische Losung. Ist p = 2, dann erzeugt (A, + B, D(A,))
sogar eine auf (0, 00) stark stetige Halbgruppe, d.h. das zugehdrige Cauchy-Problem hat
fiir jedes x € D(A) eine Lésung im Sinne von Abschnitt 4.1.

NI S 1IN

Fiir den Beweis unterscheiden wir die Fille, dal m gerade bzw. ungerade ist.

6.1.1 Der Fall m gerade

Zunichst bestimmen wir die Resolvente von (A,,, D(A;,)). Sei hierzu A € C\ (iR). Wir
betrachten die homogene lineare Differentialgleichung

A —iu™ =0 (6.2)
Ein Fundamentalsystem von (6.2) ist

X x — x — x
{et® .. el T em T e Y

wobei m = 2k und p; (j = 1,...,k) die paarweise verschiedenen Losungen der Glei-
chung \ — ip?* = 0 mit positivem Realteil seien. Eine allgemeine Losung von (6.2) ist

dann
k

u(z) = Z(Cjeujr + ¢je %)
j=1
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6.1 Gewdhnliche Differentialoperatoren

mit komplexen Zahlen c;, 6j (j =1,. ,k) Da wir aber nur an Losungen in LP(R)
interessiert sind, mu ¢; = --- = ¢, = ¢, = -+ - = & = 0 sein. Damit hat (6.2) in LP(R)
nur die triviale Lésung, und die mhomogene Gleichung

M — ik = f (6.3)

ist fiir jedes f € LP(R) eindeutig 1ésbar. Die Losung ist durch
[ [,L]|$ S‘
v(z) = 2l<:/ Z = T f(s) ds
T o—hj(z—s) 00 ppij(z—s)
- 2k2</ )2k 1f()ds_/m 2R f(s)d5>

J
gegeben, was wir jetzt nachrechnen wollen. Zunéchst ist v in LP(R), da mit der Young-
schen Ungleichung

e Rewl 8' /1l

k
2
< =
[v]lp < 2% Z/ ,219 1 ds | fllp 2k|>\|1—1/(2k) ;Reuj

_ [1/1lp
= Y@ min{Rep;: j=1,...,k}

gilt. Dafl v tatsiichlich die Differentialgleichung (6.3) 16st, sieht man z.B. ein, indem
man die Ableitungen von v berechnet. Da wir diese spéter sowieso brauchen, rechnen
wir sie explizit aus. Fir f € C°(R) ist

.U‘]('T s) [e'e) e‘uj(x_s)
2k2</ %Jc() —/x Wf(s)ds)

J

firl=1,...,2k—1 und

Wir haben also gezeigt:
(a) C\(iR) S p(Aax)
(b) Fiir A € C\ (iR) ist die Resolvente von A durch

oo kb o—pjla—s|

RO A f(@) = g |30 i o) ds

—00 J=1
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6 Partielle Differentialgleichungen in LP

gegeben, und es gilt die Abschéitzung

/1l

R()\ A < ’
|| ( ) Qk)pr = ‘)\|171/(2k) mln{Re/L] : ] =1,... ,k}

(¢) Firl=0,...,2k—1und f € CX(R) ist
(l) i k T o—pi(r—s) 00 opij(z—s)
(R(A, Aar) f) = % Z(/ ﬁf( s) ds — / Wf(s) ds).

Wir sehen uns nun den Ausdruck
AV min{Rep: j=1,...,k}

in der Resolventenabschitzung (6.4) genauer an. Sei hierzu A = re’? mit r > 0 und
¢ € (=%,%), also Re X > 0.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl k£ gerade ist und setzen
Yrj=o+E[i-5-1), j=1,... k

Wegen ¢ € (<5.5) it vy € (G~ 5= 350~ 5) € (-5.5) wd gy =
MY @R ek (5 =1,. ,k) sind die paarweise verschiedenen Losungen der Gleichung
A —ip?* = 0 mit Re p; = [NV @R cos ey ; > 0. Damit ist

AV min{Rep;: j=1,...,k} = [\ min{cosy;: j=1,...,k}. (6.6)

Die Wertebereiche cos(f;) der Intervalle I; := (% (j — % - 3),%( - g)) (j=1,...,k)
unter der Kosinusfunktion sind disjunkt. Das Minimum in (6.6) wird fiir j = k£ ange-

nommen. Beachtet man |\| = i{;:\a , so kann der gesuchte Ausdruck als

cos Y

AV min{Repy : = 1,....k} = Re)
cos

geschrieben werden. Die auf (-7, %) definierte Funktion

h(g) = cospk _ COS(35 — 45 + 5)
" cosy cos

ist strikt positiv und stetig . Fiir ¢ — —F wiichst h gegen +oo, fiir ¢ — 5 konvergiert
h gegen ﬁ Also existiert eine Konstante ¢ > 0, soda$l h(p) > ¢ fiir alle go € ( 5 2)
d.h.

|A[11/(2F) min{Rep;: j=1,...,k} > ¢ Re. (6.7)

cx héngt hierbei nur von k ab.
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6.1 Gewdhnliche Differentialoperatoren

Ist k ungerade, setzen wir
P (s _ k+1 1 : 1
z/)lc,j T 2k k(] 2 4)7 J=1... k.

Dann ist ¢y, ; € (% (j—%—%), %(j—%)) C (—%, %), und die paarweise verschiedenen

Losungen der Gleichung A — ip?f = 0 mit Rep; > 0 sind p; = ||/ R ei¥ri . Durch
dhnliche Uberlegungen wie im obigen Fall sieht man, da8 das Minimum min{cos; :
j=1,...,k} fiir j =1 angenommen wird. Daher ist hier

AV min{Rep;: j=1,...,k} = Re/\%
cos ¢

geschrieben werden. Analog wie oben zeigt man, daf} eine Konstante ¢, > 0 existiert,
sodafl

MY min{Rep; « j=1,...,k} > cpReA. (6.8)

¢t hdngt wieder nur von k ab.

Aus den Ungleichungen (6.7) bzw. (6.8) und der Resolventenabschétung (6.4) folgt
dann, daf} ein C' > 0 existiert, sodaf fiir alle A € C mit Re A > 0 die Abschitzung

c
1RO Azl < o (6.9)

gilt.

Sei nun V' € LP(R) und [ eine nichtnegative ganze Zahl mit [ < }%(2]{ —1). Der Operator
B sei wie oben durch

Bf:=Vv.f® (6.10)

mit maximalem Definitionsbereich D(B) := {f € LP(R): V - f) € LP(R)} gegeben.

Wir wollen nun BR(A, Agj) untersuchen. Seien hierzu f,g € C:°(R), Re A > 0 und p;
wieder die paarweise verschiedenen Losungen von A — iu?* = 0 mit Re > 0. Dann gilt

73



6 Partielle Differentialgleichungen in LP

mit (6.5), dafl fiir % + % =1

> i & T p—mi(r—s)
.88 A0 = | [~ v S ([ e s
o e
/oo eﬂj(ﬂ»‘ S)f( )d ) J
- T or_71-1 S T
= MJQk -1
o) .k - —Reu (z—5)
7 J
< [C@ivel g ([ ol
o0 Re,u](ac s)
_/ WTU( 9| ds) da
2k:|)\|1 l+1)/ 21<;)Z/ )| [V (x |/ e~ Reusle=sl| £(s)| ds da
< 11l Vi 00 e 1/qd
= 2k A[1=(+ D)/ 2F) E DIWVEI [ e s)  de
/1l < 2 >1/q/
- lg(2)| |V ()|dz
2070 2\ gRep;) )

c 1< 1 1/q
Sm% (—Re ) VIIpllgllqll £l
=1 N R

fiir ein ¢ > 0. Weil C2°(R) dicht ist in LP(R) und in L9(R), ist D(B) D D(A) und

Vv k 1/q
[Vl 1 1

BR A < - F

IBRO Azl < AI=ED/@D) b 2=\ Re p;

< AVl
= A ED/ER) min{(Re i) /e 5 =1,...,k}

fiir alle A\ € C mit Re A > 0. Nach obigen Uberlegungen ist
min{(Reji;)7: j = 1,..., k} = [\ (cos ) /1,

wobei fiir £ gerade v, = 1 1, und fiir k ungerade v, = 1)1 gesetzt sei. Damit erhalten
wir

‘)\’17(1+1)/(2k) min{(Re ,uj)l/q j=1,...,k} = ‘)\‘lf(l+1)/(2k)+1/(2kq)(COS ¢k)1/q
,All—(lpﬂ)/(?kp) (cos ¢k)1/q

1
= (Re))!~Upt1)/(kp) (cos )1/
(cos p)1=(Ip+1)/(2kp)

1/
— (Re)\)l—(lp+1)/(2kp)<M> q(COS(P)l/q—l-‘r(lp-‘rl)/@kp)‘
cos
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6.1 Gewdhnliche Differentialoperatoren

Da % -1+ lgT;l = %’TJ;} - % < 2’“2_7,3;1 — % = 0, existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
AV min{(Re i)V : j =1,...,k} > c(Re A1~ (PHD)/(2kp),
Damit haben wir gezeigt, daf} fiir alle A € C mit Re A > 0

[Vl
(Re M)~ (Ip+1)/(mp)

[BR(A, Am)| < (6.11)

gilt. Man beachte hierbei, dafl m = 2k gesetzt war.

6.1.2 Der Fall m ungerade

Wir gehen genauso vor wie im Fall, dal m gerade ist, und bestimmen zun#chst die
Resolvente von (A, D(An)).

Sei A € C\ (iR) und p; (j = 1,...,m) die paarweise verschiedenen Losungen der
Gleichung A — p?*+1 = 0. Dann koénnen wir genauso wie oben folgende Aussagen zeigen:

(a) C\ (iR) C p(Am)
(b) Fiir A € C\ (¢R) ist die Resolvente von A durch

5 / eug(w s) s Z/ e (a=s) s) )d5>

Re p;>0 Rep;<0 o0 MJ

R(\, Ap, (

gegeben und es gilt die Abschéitzung
[1f1lp

R\ A < 6.12
IR Am) llp < IN'Vmmin{|Rep;| : j=1,...,m} (6.12)
(¢) Firl=0,...,2k—1ist
1 00 epj(x—s)
RO AN @) = (X [T s
Re p;>0 z 'u]
(6.13)

e,u] z—3)
- Y [ S as).
Re p;<0 o0 ’u']

Wir wollen uns wieder den Ausdruck |A\*~Y"min{|Rey;| : j = 1,...,m} in der
Resolventenabschiitzung (6.12) genauer ansehen. Sei hierzu A = re®? mit r = [A\| > 0
und ¢ € (-3, %), also Re A > 0.

Wir setzen

P+ 271']

m

wm,j :

j €L
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6 Partielle Differentialgleichungen in LP

Dann sind p; := rl/meitm.; (j € Z) die Losungen der Gleichung A\ — p™ = 0. Der
Realteil von p; ist [A|'/(™) costp;. Damit ist

I[P/ R min | Repj| : j € Z} = |X min{| cos ¢ ;| : j € Z}.

Wir bestimmen min{cos ¢, ; : j € Z}.

Sei hierzu zunéchst ¢ € [0,5). Dann ist ¢, ; € [2ﬂ w). Sieht man sich das

m >  2m
Verhalten der Kosinusfunktion auf diesen Intervallen genauer an, dann stellt man fest,
daf das Minimum fiir j = 21 (falls m = 1 mod 4) bzw. fiir j = —2H (falls m = 3

mod 4) angenommen wird.

Fir ¢ € (=5,0) ist ¢y, ; € (%, 211 und das Minimum wird hier angenommen fiir

j =132 (falls m =1 mod 4) bzw. fiir j = ™EL (falls m = 3 mod 4).
Wir definieren

w(1l—m)
2m

£
bml0) = { m

s
PR
1
e prml) - oeo,7)

bzw. ()
+ I €(=2,0
Y () ::{ (ot 1) (=30 fir m =3 mod 4
£ — o=, ¢ €[0,73)

Dann kann der gesuchte Ausdruck als

| cos(¢m ()]

APV min{|Re ;] : j € Z} = Re A
Al min{|Re | = j € 2} = Re A"

geschrieben werden. Die auf (-7, §) definierte Funktion

| cos(¢m ()]

coS ¢

h(p) ==

ist strikt positiv und stetig . Fiir ¢ — £75 konvergiert h gegen % Also existiert eine
Konstante ¢, > 0, soda8l h(p) > ¢, fiir alle pe(-5,5), dh

’)\|1*1/(m) mln{’ Relu,]’ : ] S Z} Z Cm Re A

¢m héngt hierbei nur von m ab.

Wir haben also fiir alle A € C mit Re A > 0 die Resolventenabschéitzung

C

A A < —
1RO Aw)ll < 5

(6.14)

gezeigt.

76



6.1 Gewdhnliche Differentialoperatoren

Als néchstes betrachten wir ein Potential V' € LP(R) und definieren
Bf:=V-f¥  DB)={feXx: V. .fOeXx},
wobei | € Ng mit [ < %(m— 1) sei. Wir wollen nun BR(\, A,,,) untersuchen. Seien hierzu

f,9 € C(R), Re A > 0 und p; die paarweise verschiedenen Losungen von A — ™ = 0.
o 1
fo. RO AN = | [~ st (S

Dann gilt mit (6.13), dal
00 opj(z—s)
/ —— f(s) ds
Re p;>0 x MA

wi(z—s)
Z / e;ll )ds)dx

Re p;<0 & 'u]

o) Reja:s
3 / |’;H|f<>|ds

< [ lat@nven

Re p1;>0
Re,uj x—8)
b [ ds s
Re ;<0 ‘
1 h (5] r— 8
:W/ | HV ( Z / R p ( ’f( )’ ds
—0o0 Re o0 .
—|— Z / R,e/‘Lj r— S)‘f( )’ dS)
Re ;<0
L >  Rews 1/q
< | v (2 ([Tt a)
—0 Rem o0 :1:
z 1/q
+ 2 < / 7 Fe s (=3 ds> )dxllpr
Re p;<0 —0o0
1 m 1 1/q o)
G ;Q Reﬂj) | la@l Viadel i,

m

c 1 1 \Ye
S m)/mmZ(‘R =) W olalll 1,

fiir ¢ > 0. Weil C2°(R) dicht ist in LP(R) und in LI(R), ist

c 1 m 1 1/q
IBR(A, Am)|| < W%%(\Rew)

C
< .
= A ED/mmin{[Rep|Va:j=1,...,m}
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6 Partielle Differentialgleichungen in LP

Nach obigen Uberlegungen ist
min{| Re u;|Y7: j =1,...,m} = MY ™| cos ()[4
und damit

A ming| Re |42 j =1, m) = AV DI cos gy, ()|

1
= (Re))!-(+1)/m+1/(ma) | cos Ym ()9
(cos p)1+1/(ma)=(I+1)/m

1/
— (Re)\)l—(l+1)/m+1/(mq)(%> q(cos(P)l/q—l—l/(mq)—f—(l—i-l)/m'

Da % — 14 qu =L1@u- %(m — 1)) <0, existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

ALY min{ (Re )9 : j =1,...,m} < ¢(Re AL~ (HD/(m)+1/(ma),
Damit haben wir gezeigt, daf3

Vil

IBR(A, Am)|| < (Re \)1—(p+D)/(mp)

(6.15)

6.1.3 Beweis von Satz 6.1.1

Jetzt haben wir alles beisammen, um Satz 6.1.1 zu beweisen.

Beweis von Satz 6.1.1 Wir setzen zunéchst (i) voraus. Nach (6.11) bzw. (6.15) existiert
ein ¢ > 0, sodaf} fiir alle A € C mit ReA >0

AVl
IBR(A, Ap)|| < (Re \)1—(p+D)/(mp)

gilt. Da l < %(m— 1) und p > 1 ist, gilt 1 — lfnipl >1-2 =1 —% > 0. Daher existiert

mp

ein Ao > 0, sodaB M := C|[V[,Ag TP/ < 1 st Damit ist

IBR(M Ap)|| < M fiir Re > Ao,

Sei nun (ii) vorausgesetzt. Dann laft sich V' als V], + Vo schreiben mit V}, € LP(R) und
Voo € L>®(R). Sei

B,f =V, f
mit maximalem Definitionsbereich D(B,) = D(B). Bso, definiert durch
Bof =Ve- f

ist ein beschrénkter Operator auf LP(R) und es gilt B = B, + B. Damit ist

[BR(A; Am) || < [[BpR(A; Am)|| + [[ Boo R(A, A
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6.2 Die Schrodinger-Gleichung in LP fiir n > 3

| BpR(X, Ay,)|| 188t sich nach (6.11) bzw. (6.15) abschétzen durch

c[Vallp
(ReA)1-1/0mp)
und fiir || BooR(A, Ap)]| gilt nach (6.9) bzw. (6.14)

C
Re’

IBpR(A, A <

IR Am)l| < =

Sei nun Ay > 0 so gewéhlt, dafl

CHVpHp C”VOOHOO

M =
A(l]*l/(mp) Ao

<1

Dann ist auch hier

IBR(A, An)|l < M fiir alle Re XA > .

Da (A, D(Ay,)) fir jedes v > ‘— — 1—17‘ eine a-integrierte Halbgruppe erzeugt, sind
in beiden Fillen die Voraussetzungen fiir Satz 3.3.1 erfiillt, und wir erhalten, dafl der
Operator (A,,+B, D(A,)) fir g > ‘———‘+max{ L 1——} eine [-integrierte Halbgruppe
erzeugt. Fiir p € (1,2) ist }f—l|+max{1 1—1} ]3—5 = %—f und fiir p € (2, 00)
gllt‘———}—i—max{ll—%} p —pfﬁ—%
Falls p = 2, kénnen wir mit Hilfe von Dualitétsiiberlegungen auch

[R(X, Am) B|| < M||z]]

fiir alle z € D(B) und alle A mit Re A > Ao zeigen und dann Satz 4.3.1 anwenden . O

6.2 Die Schrédinger-Gleichung in L? fiir n > 3

Sei X = LP(R™) mit 1 < p < o0) und n > 3. Sei
Ap =1A

mit maximalem Definitionsbereich D(A,) in X. Dann erzeugt (A,, D(A,)) nach [32]
fiir alle a > vy, 1= n]— — —\ eine a-integrierte Halbgruppe.

Nach [8] gilt folgende Normabschétzung fiir die Resolvente von (A, D(Ap)):

6.2.1 Satz Sein > 3, k eine natiirliche Zahl > n, p € (k%fl,Z] —1—5 =1undf = %— 1.

Dann existiert eine positive Konstante C, sodaf$ fiir alle A € C \ (iR)

1+ |Re Ak
||R()\;Ap)HE(LP(Rn)’Lq(Rn))S W

gilt.
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6 Partielle Differentialgleichungen in LP

Damit erhalten wir folgendes Resultat:

6.2.2 Satz Sei n > 3 und k eine natiirliche Zahl > n. Dann gilt:
(a)Istp € (k2—J”f1, 2], %—l—% = 1und B € L(LY(R"™), LP(R™)), dann erzeugt (A,+B, D(Ap))
fiir 8 > ”Tfl — § eine (3-integrierte Halbgruppe in LP(R").

stpe 2,7—), >+>=1un € , , dann erzeugt eine abge-
(b) I 2,72%), £+ & =1 und B € L(LP(R"),LY(R™)) , d ine ab,
schlossene Erweiterung von (A,+ B, D(A,)ND(B)) fiir § > %2 — ”Tfl eine (3-integrierte
Halbgruppe in LP(R™). Hierbei ist D(B) = {f € LP(R") : Bf € LP(R")}.

Beweis (a) Da 0:=2—1< 20 1 = L st kO < 1. Damit gilt nach Satz 6.2.1

IBROA, Apllewry < NIBlleze,ooy[[BOA Ap)lle(Le,La)
1+ |Re A

< CHBH[:(L‘Z,LP) ]Re)\]

<1,

falls Re A grof8 genug ist. Damit folgt mit Satz 3.3.1, dal (4, + B, D(A,)) eine (-
3

integrierte Halbgruppe erzeugt fiir 8 > v, + % = % -5+

(b) Dape[2,2£)ist g € (%,2] und damit

1+ | ReA[k?

1RO Agllewe.ooy < C—p

wobei 6 diesmal als % — 1 definiert ist. Fir x € D(B) ist Bz € LP(R™) N L9(R"™) und
damit

RN, Ap) Bx|| ey = RN, Ag) Bl ey < |1RON, Al 2na, oy | Bll oize,nay < 1

fiir groBe Re A. Also erhalten wir mit Satz 3.3.1, dafl eine abgeschlossene Erweiterung
von (A, + B, D(Ap,) N D(B)) eine [-integrierte Halbgruppe erzeugt fiir 8 > v, , + % =

n_nyq1_L1_nt2 ntl 0O
2 " p T P 2 p -
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7 Differentialgleichungen mit Delay

Wir betrachten die Gleichung
u(0) =2z (7.1)
0

unter den folgenden Voraussetzungen:

e X ist ein Banachraum und =z € X,
e (A,D(A)) ist ein abgeschlossener Operator in X,
o feLP([-1,0],X),1<p< o0,
e der Delay-Operator ® sei linear und beschriinkt von W'?([—1,0], X) nach X,
o u:[—1,00) = X und u; : [-1,0] = X mit w (o) = u(t + o) fur o € [-1,0].
Eine Funktion u : [—1,00) — X heifit (klassische) Losung von (7.1), falls
(i) u € C([-1,00), X) N C([0, 00), X),
(ii) u(t) € D(A) und u; € WHP([—1,0], X) fiir alle ¢ > 0 und

(iii) u fiir alle t > 0 der Delay-Gleichung (7.1) geniigt.

7.1 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

A. Batkai und S. Piazzera [9] haben gezeigt, da8 die eindeutige Losbarkeit von (7.1)
dquivalent ist zur Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Ldsung eines assoziierten
abstrakten Cauchyproblems:

Sei X der Banachraum
X=X x LP(]-1,0], X)

81



7 Differentialgleichungen mit Delay

und der Operator (A, D(A)) in & durch

./4:=<g1 % ) (7.2)

mit Definitionsbereich
D(A) = {(jﬁ) € D(A) x WhP([=1,0], X) : £(0) = a:}

gegeben. Dann ist A abgeschlossen. Ist A dicht definiert, dann auch A. Hat (7.1) eine
Losung, dann ist notwendigerweise ug = f € WP([—1,0], X) und u(0) = x € D(A),

dh. (;) e D(A).

Das zu (7.1) assoziierte Cauchyproblem ist dann
U't) = AU(t), t>0
U(0) = ( ;).

und es gilt folgender Satz [9]:

7.1.1 Satz Sei (jﬁ) e D(A).

(a) Ist u : [—1,00) — X eine Losung von (7.1), so ist

0,0) — X
Z/{: u(t)

v (W)

eine klassische Losung des abstrakten Cauchy—-Problems (7.3).

(b) Sei
u.{[(),oo) - X
e ()

eine klassische Lésung von (7.3) und u : [—1,00) — X definiert durch

u(t)::{z(t), t>0
),  tel-1,0]

Dann ist uy = v(t) fiir alle t > 0 und u ist eine Lésung von (7.1).

Ist also (?) € D(A), dann hat die Delay-Gleichung (7.1) genau dann eine eindeutige

Losung, wenn das assoziierte Cauchyproblem (7.3) genau eine klassische Losung hat.
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7.2 Wann erzeugt (A, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe?

7.2 Wann erzeugt (A, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe?

Wir wollen nun untersuchen, wann (A, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe in X er-
zeugt. (In diesem Fall hat dann (7.1) eine eindeutige Losung in D(A"*!) fiir n € N mit
n > a.)

Zu diesem Zweck schreiben wir A wie in [9] als die Summe 4y + B, wobei

A 0
,40_(0%)

mit Definitionsbereich D(Ap) := D(A) und

B— ( 0 @ > € £(D(Ag), X).
0 0
Dann gilt folgender Satz:

7.2.1 Satz Sei a > 0 und (A, D(A)) der Erzeuger einer a-integrierte Halbgruppe auf
X. Dann erzeugt (Ao, D(Ao)) eine a-integrierte Halbgruppe auf X.

Zum Beweis bestimmen wir zunéchst die Resolvente von (A, D(Ap)). Fiir A € C und
(Z) € X suchen wir <?) € D(Ap) mit

a=A(7) = (2)

Dies ist dquivalent dazu, dafl x € D(A) und f € WHP([-1,0], X) mit f(0) = z existie-
ren, sodaf
A—Azx=y und AN —f'=g

gilt. Erzeugt (A, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe in X, dann ist fiir ein Ao € R die
Menge {A € C: ReA > Ao} in der Resolventenmenge von A enthalten. Daher ist die
erste Gleichung fiir solche \ dquivalent zu z = R(\, A)y.

Andererseits hat die lineare Differentialgleichung \f — f’ = ¢ mit Anfangsbedingung
f(0) = z fiir alle A € C eine eindeutige Losung f € WP([—1,0], X). Die Losung ist

durch 0
f(o) =e (x +/ e_’\tg(t)dt>

gegeben. Nun hat aber der Operator (Ag, D(Ay)), definiert durch
AOf:f/7 D(AO):{fGWLp([_LO]vX) f(O) :0}7

leeres Spektrum, und es gilt

0
ROM, Ao)g(o) = e / Mg (1)t
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7 Differentialgleichungen mit Delay

Also ist die Resolvente von (Ag, D(Ao)) fiir Re A > A\ durch

ROA)(7) = <eA-R(A, fﬁf Z&Ao)f) - ( efg(ff)n R(A?Ao> > (5) @

gegeben.

(Ao, D(Ap)) erzeugt die nilpotente Shifthalbgruppe (To(t)):>0 in LP([—1, 0], X ), gegeben
durch
flo+1), c+t<0

0, oc+t>0

(To()f)(0) = {

(siehe [24, 1.4.17, 11.2.11]). Sei

t — g a—1
So(t) = /0 %Tg(t)dt.

Dann ist (So(%))+>0 nach (3.2) die von (Ag, D(Ap)) erzeugte a-integrierte Halbgruppe.
Wir definieren noch Sy : X — LP([—1,0], X) (¢ > 0) durch

S(t+ 7)x, —-t<7<0
0, -1 <7<t

(Sex)(T) == {

Hierbei sei (S(t))¢>0 die von (A, D(A)) erzeugte a-integrierte Halbgruppe. Nun beweisen
wir Satz 7.2.1.

Beweis von Satz 7.2.1 Sei

_ (St 0
si0= (50 0, ez

Fiir jedes ¢ > 0 ist Sp(t) € L(X). AuBerdem ist (Sp(t))s>0 stark stetig, da (S(t))i>0 und
(So(t))e>0 stark stetig sind.

Es ist w = max{abs(5), abs(Sp)} < oo, und fiir A > w gilt
A% / e MS(t)dt = R(A\, A) bzw. \* / e MSy(t)dt = R(\, Ag).
0 0

Ist € X und 7 € [-1,0], erhalten wir aulerdem

)\0‘/ e M (Spx)(r)dt = )\a/ e MS(t 4+ T)adt
0 —T

o0
= 6)‘7)\0‘/ e MS(t)xdt
0

= MR\ A)x.
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Damit haben wir gezeigt, dafl

(o.¢]
R(\, Ag) = \* / e MSy(t)dt,
0
d.h. (So(%))e>0 ist die von (Ag, D(Ap)) erzeugte a-integrierte Halbgruppe. 0

Wir setzen ab jetzt voraus, dafl (A, D(A)) eine a-integrierte Halbgruppe auf X erzeugt,
und wenden die Ergebnisse aus Kapitel 3 an, um Bedingungen an den Delay-Operator
® zu finden, so daBl (A, D(A)) fiir eine [-integrierte Halbgruppe erzeugt.

Nach (7.4) ist
L :H(8§><@R@ﬂﬁﬁﬁﬂwfﬂh

HBR()\, Ao) (CC)
— || (MR, Az + RN, Ao) )|

f

fiir (?) € X. || - |lx ist hierbei eine der dquivalenten Normen auf X x LP([—1,0], X)
(vgl. Abschnitt 2.1 (2.1)). Damit folgt mit Hilfe der Stérungssétze 3.2.2, 3.2.4 und 3.3.1
sofort folgendes Ergebnis:

7.2.2 Satz Sei X ein Banachraum und (A, D(A)) Erzeuger einer a-integrierte Halb-
gruppe auf X. Sei ® € L(WYP([-1,0], X), X). Falls Zahlen M € [0,1) und X9 > 0
existieren, so daf3

[®(eX RO\, A)z + RN, A) )| 4 < MH @) (7.5)

X

fiir alle Re A = X\, dann erzeugt der in (7.2) definierte Operator (A, D(A)) fiir alle § >
a+ s eine (-integrierte Halbgruppe. Hierbei ist s = 2 im allgemeinen Fall. Ist (A, D(A))
dicht definiert und die von (A, D(A)) erzeugte a-integrierte Halbgruppe exponentiell
beschrinkt, dann kann s = % gewéhlt werden, wobei q € [1,2] der Fourier-Typ von X
sel.

7.2.3 Bemerkung Hat X Fourier-Typ ¢ € [1,2] und p € [q, '] (% + % = 1), dann hat

X x LP([-1,0], X) ebenfalls Fourier-Typ ¢ (vgl. die Bemerkungen zu Banachraumen
mit Fourier-Typ in Abschnitt 2.3).

7.3 Beispiele

Im folgenden geben wir einige Beispiele fiir Delay-Operatoren @, fiir die man die Be-
dingung (7.5) zeigen kann.

7.3.1 Beispiel Sei ® € £(LP(]—1,0],X), X). Dann gilt

C
(™ RO\ Az + RO A fllx < (1RO A)zlx + 5 < 1£1)-
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7 Differentialgleichungen mit Delay

Ist R(\, A) gleichméBig beschrankt auf einer Parallelen zur imaginaren Achse, dann ist
(7.5) erfiillt, falls ||®|| klein genug ist. Gilt sogar [|[R(A, A)| < e /\)T fiir ein 7 > 0 auf
einer rechten Halbebene, dann ist (7.5) fiir alle ® € L(LP([—-1 0] X), X) richtig.

7.3.2 Beispiel Sei X ein Banachraum, m € L'([-1,0]) und ® : WbP([-1,0], X) — X
definiert durch

0
of ::/ m(o)f(o)do.

-1

Dann ist
A _ )\0’
|P(e" RN, A)z)||x = H/ R\, A)zdo .
< / m(0)[eR3 do| R(\, A)z|x
< mlls RO, A)z]x.
Weiter ist
0 (e’
B(R(\ L) f) = / (o) /0 e N(To(t) ) (o) dtdo
0 —o Y
= /_1 m(a)/o e Vf(o+t)dtdo
und damit
0 -0
I8RO L))y < / m(o) /0 e RN £ (o + 1) xditdo
0 —o
< / (o) /0 1f(o + t)||xdtdo
<

[ L1l e - 1,00,%)-

Ist R(\, A) gleichméBig beschriankt auf einer Parallelen zur imaginaren Achse, dann ist
(7.5) erfiillt, falls ||m]|; klein genug ist. Gilt sogar ||R(A, A)|| < e /\)T fiir ein 7 > 0 auf
einer rechten Halbebene, dann ist (7.5) fiir alle ® € L(LP([—1 0] X), X) richtig.

7.3.3 Beispiel Sei 1 < p < oo und 7 : [—1,0] — L£(X) von beschrénkter Variation. Sei
®:C([—1,0],X) — X gegeben durch das Riemann-Stieltjes-Integral

0
Of = /1dnf, feC(-1,0], X).

Dann ist ® € £(C([-1,0], X), X) und damit insbesondere ® € L(W'P([-1,0], X), X),
da WHP([—1,0], X) stetig in C([—1,0], X) eingebettet ist. Falls der Realteil von A grof
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genug ist, erhalten wir

0
[B(eM RO A)a)x = H [ a1 rix, g
_1 X
0
< / Rl (0) RO A x
und
0
IORO A fllx = H / dn(@)(R(\, A0)f) (@)
X
_ H/ dn(o) [ e p(p)an H
< / / ~ReX(t=)|| (1) x dt dln] (o)
1/q
< / ( / ~Re(- a)th> at dnl(o) | £O)],
—1 o
< (ReAq) Y nl(1=1,0) £l
wobei % + % = 1 und |n| das durch die totale Variation von 7 definierte positive

Borelmaf$l auf [—1,0] sei. Ist R(\, A) gleichmifBlig beschrénkt auf einer Parallelen zur
imagindren Achse dann ist (7.5) erfiillt, falls |n|([—1,0]) klein genug ist. Gilt sogar
RN, A)| < Re/\) fiir ein 7 > 0 auf einer rechten Halbebene, dann ist (7.5) fiir alle
® € L(LP([-1,0], X), X) richtig.

7.3.4 Bemerkung (i) Hat (A, D(A)) positive Resolvente, dann ist nach [4] R(A, A)
gleichméflig beschrankt auf einer Halbebene.
(ii) Ist (A, D(A)) einer der Operatoren (A,,, D(Ay,)) aus Kapitel 6.1, dann gilt die

Abschitzung ||R(A, An)|l < Rg)\ fiir Re A > 0.
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