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Kurzfassung

Zu einer Vielzahl von Analysen von Kontaktproblemen gehéren Untersuchungen
iiber das lokale Verhalten im Kontaktbereich, Untersuchungen spezifischer Kontakt-
zustinde von typischen Anwendungen sowie Verifikationsrechnungen von Versuchen.
Dabei sind besonders die Kraftverldufe auf der in Raum und Zeit verédnderlichen

Kontaktfliche von Interesse. Dies fiihrt zu hohen Anforderungen an die Genauigkeit.

Ein wesentlicher Aspekt bei der Durchfiihrung einer mdéglichst realistischen Simula-
tion ist die Beriicksichtigung von Reibung. Reibung gilt als Oberbegriff fiir diverse
energiedissipierende Prozesse. Zum besseren Verstdndnis des Reibverhaltens wird in
einem Kapitel ein Einblick zum Stand der Theorien in der Tribologie gegeben. Zu
den wesentlichen Mechanismen, die auf der Oberfliche agieren, gehéren Adhésion,
Abrasion oder Furchenbildung und elastoplastische Deformation. Die Wichtung des
Auftretens dieser Mechanismen ist von der Werkstoffpaarung abhingig. Grundsitz-
lich werden, um das Reibverhalten einer bestimmten Werkstoffpaarung zu ermitteln,
experimentelle Untersuchungen durchgefiihrt und daraufthin Vorschlige fiir Reibge-
setze gemacht. Hierzu liegen Versuchsergebnisse des Autors fiir die Paarung Stahl und
Beton vor. Die Umsetzung von Reibgesetzen in die Kontaktalgorithmen geschieht mit

einer Gleitregel analog zur Flieiregel der Plastizitétstheorie.

In Hinblick auf die Problemstellung und nach einer Einfiihrung in den Stand der nu-
merischen Verfahren wird eine Vorgehensweise mit Knoten—Segment-Kontakt gewéhlt.
Bei den zugehorigen Optimierungsverfahren erscheint das Augmented—Lagrange—

Verfahren am geeignetsten.

Anhand der lokalen Betrachtung mit dem sogenannten Master—Slave-Konzept lassen
sich die Kontaktbedingungen aufstellen. Um eine verschiebungsgesteuerte Losung des
Problems zu ermoglichen, werden Penaltyfaktoren eingefiihrt. Die zu linearisieren-
den Kontaktbedingungen werden anschliefend in das Prinzip der virtuellen Arbeit

integriert,.

Der Losungsprozess des Augmented-Lagrange—Verfahrens wird in zwei Phasen durch-
gefiihrt. In der ersten Phase werden die Werte der Multiplikatoren konstant gehalten
und der aktuelle Bewegungszustand ermittelt. In der zweiten Phase werden der Be-
wegungszustand festgehalten und die Werte der Multiplikatoren aktualisiert. Zur Be-
stimmung der Reibkraft wird die Gleitregel angewendet. Dies fiihrt zur Entwicklung

einer unsymmetrischen und einer symmetrischen Losungsvariante.
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Zuerst wird dann die eigene Codierung anhand von Beispielen aus der Literatur ve-
rifiziert, anschliefend werden die Algorithmen bei dynamischen Problemstellungen
angewendet. Untersucht werden typische Kontaktzustinde von praxisnahen Beispie-
len wie das Rollen eines Ringes, das Sich-in-Bewegung-setzen eines Blockes sowie
Stofl— und Einschlagprobleme. Schwerpunkte sind der Vergleich der Algorithmen und
die Betrachtung der Kraftverldufe auf der Kontaktfliche. Hierzu gehoren die Analyse
von Reibzustinden wie Haft— Gleitiibergéinge und auch die Integration komplexerer

Reibgesetze.

Als Folge der Riicknahme der Regularisierung durch das Augmented—Lagrange—
Verfahren verschwinden die Penetration in Normalenrichtung und die Haftverschie-
bung in tangentialer Richtung bis auf eine minimale Gréfle. Somit werden verformte
Strukturen realistischer abgebildet. Wesentlicher Vorteil des Verfahrens ist, dass bei
dynamischen Problemstellungen als Folge des Anpassungsprozesses —’Augmentation—
Prozesses’ — die kinematischen Verldufe und die Kraftverliufe der Kontaktknoten
praktisch frei von Oberschwingungen sind. Damit sind die Verldufe der Kinema-
tik und der Normalkraft eines Kontaktknotens auch (quasi) von algorithmischen
Schwichen befreit und es stehen genauere Normalkraftverldufe im Kontaktbereich
als mogliche Eingangsgroflen fiir nichtlineare, komplexere Reibgesetze zur Verfiigung.
Damit wird die Nutzung eines aufwendigeren Reibgesetzes erst sinnvoll.

Als ein weiterer Vorteil zeigt sich, dass die Erfassung von Haft— oder Gleitzustéinden

einzelner Knoten mit Hilfe des symmetrisierten Verfahrens realistisch ist.

Abschlieflend werden anhand eigener experimenteller Untersuchungen zur Ermittlung
des Reibverhaltens zwischen Stahl und Beton entsprechende numerische Simulatio-
nen durchgefiihrt. Ein auf Basis dieser Versuchsergebnisse vorgeschlagenes Reibge-
setz wird implementiert, mit Varianten angewendet und die Ergebnisse werden den
experimentellen Resultaten gegeniibergestellt. Neben einer zufriedenstellenden Uber-

einstimmung werden die Moglichkeiten der numerischen Algorithmen deutlich.
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Abstract

A large number of solutions of contact—problems deal with the analysis of the local
behavior in the contact area, examination of specific contact states of typical appli-
cations and the verification of experiments. In all these cases the evaluation of forces
in the contact area varying in space and time is of special interest. This requires a

high degree of precision.

Friction is an important aspect when performing realistic simulations. Friction is
considered as a generic term for various energy dissipating processes acting on the
surface. For a better understanding an insight into the evolution of tribology theories
is given. Adhesion, abrasion, ploughing and elastoplastic deformation are part of the
most important mechanisms acting on the surface. The significance of these mecha-
nisms depends on the interacting materials themselves. To determine the frictional
behaviour of a particular pair of materials experimental work is basically needed.
This results in friction law proposals. In this context own experimental results for
the pairing steel and concrete exist. For the implementation of friction laws in contact
algorithms a slip rule is needed which is analogous to the flow rule in the plasticity

theory.

Introducing the objective of this thesis and the given state of the numerical soluti-
ons the node—segment—contact algorithm is chosen for further proceedings. As the
accompanying optimization method the augmented—Lagrange-method seemes to be
suited best.

The local contact conditions are set up using the known master—slave—concept. In
order to allow displacement driven solutions penalty factors are introduced. The

linearized contact conditions are then integrated into the principle of virtual work.

The solution process of the augmented—Lagrange—method is split into two phases.
In the first phase the multiplier values remains constant and the current state of
motion is determined. Whereas in the second phase the state of motion is fixed
and the multiplier values are updated. To determine the friction force the slip-rule is
applied. This leads to the generation of a set of unsymmetric and symmetric matrices

within the solution process.
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At first, the own coding is verified by using examples given in literature. Then the
algorithms are applied to a specific range of dynamic examples. Typical practical
examples are analysed: the rolling of a ring, the set—going of a block, impact— and
knock—in—problems. The main focus is put on the comparison of the algorithms and
the examination of force—trends on the contact surface. Stick—slip—transitions and

the integration of complex friction laws are also analysed.

As a result of the removal of the regularization of the augmented-Lagrange-method
the penetration in normal direction and the displacement in tangential direction in
case of the stick situation are approaching a minimum. As a consequence the re-
presentation of the contacting structures becomes more precise. A main advantage
of the method is that, as a result of the augmentation—process, the kinematic and
normal force trends of a contact node are free from any harmonics. Since the kine-
matics and the normal force of a contact node no longer show major dependencies
on algorithmic defects, more precise input values in the contact area for complex
nonlinear friction laws and the use of more complex friction laws appear then to
be meaningful. An additional advantage is the realistic consideration of stick—slip

conditions of individual contact nodes using the symmetric method.

Finally, following own experiments to determine the frictional behavior of steel and
concrete the corresponding simulations are carried out. Based on the experimental
results, a friction law is proposed, implemented and applied with several variations.
Besides the satisfying correspondence between numerical simulations and experi-

ments the possibilities of the numerical algorithms become obvious.
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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Problemstellung

Numerische Analysen von Kontaktproblemen haben in vielen technischen Anwendun-
gen Einzug gehalten, beispielsweise im Maschinenbau bei Simulationen von ’Crash’~
Verhalten und Umformprozessen sowie bei der Analyse von Verbindungen und La-
gern, im Bauwesen bei Betrachtungen von Verbundverhalten oder beim Katastro-
phenlastfall — Stof3.

Wihrend des Kontaktes zwischen Korpern entstehende Tangentialbewegungen fiihren

zum Auftreten von Reibung.

Heute wird je nach Aufgabenstellung zwischen 'low precision contact’ und ’high preci-
sion contact’ unterschieden. Beim ’low precision contact’ interessieren in erster Linie
das globale Strukturverhalten und damit die Auswirkungen resultierender Kontakt-
krifte aus der Interaktion der Korper auf die angrenzende Struktur. Eine typische

Anwendung ist z. B. das Crash—Verhalten.

Bei einer Vielzahl von Fragestellungen und Untersuchungszielen ist dagegen die
lokale Betrachtung auf der Kontaktoberfliche und damit im ’high precision’-
Bereich erforderlich. Im Maschinenbau gibt es Kontaktprobleme mit beweglichen
Teilen hauptséichlich im Bereich der Dynamik. Als Beispiele kann man Rad — Schiene
— Probleme, Umformprozesse, Zahnrider etc. nennen. Es kommt zu Gleitzustinden
und Materialverschleif}. Kenntnisstand und Forschungsbedarf sind deshalb dort ver-
gleichsweise hoch. Im Bauwesen kommt es meistens nur zu statischen Kontakt-
zustanden. Es interessiert in erster Linie Druckabhéngigkeit. Dynamische Gleitzustén-
de treten bei groflen Gelenken oder beim Katastrophenlastfall — Stof§ auf. Hierbei sind
stoffgesetzliche Zusammenhinge auf der Oberfliche fiir realistische "Impaktsimulati-

on’ von Metallteilen auf Beton gesucht.
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Dabei ist von ausschlaggebender Bedeutung, Form und Gréfle der sich in Raum und
Zeit verdndernden Kontaktfliche sowie der zugehorigen Normal- und Reibspan-
nungsverteilung auf der Oberfliche moglichst physikalisch exakt in die Berechnung
einzufiihren. Hierzu gehoren neben der Erfassung der Normalspannungsverldufe so-
wohl die lokale Kinematik als auch die Relativverschiebungen und —geschwindigkeiten
an einem Oberflicheninkrement. Als Basis fiir die Beschreibung von Reibvorgén-

gen bilden diese die Eingangsgrofien zur Ermittlung der Tangentialspannungen.

Fiir eine realistische Simulation muss das Auftreten von Reibung bei Tangential-
verschiebungen auf der Kontaktoberfliche moglichst wirklichkeitsnah, basierend auf

Kenntnissen aus der Tribologie beriicksichtigt werden.

Entscheidend fiir die Qualitéit der gewonnenen Losung ist dabei das Zusammenspiel
von realistischen, experimentell verifizierten Reibgesetzen mit den zugehorigen dar-
auf abgestimmten physikalisch exakten Algorithmen, die die Eingangsgrofien fiir diese
Reibgesetze bestimmen. Nur durch ein sinnvolles, abgestimmtes Zusammenspiel al-
ler an der numerischen Analyse beteiligten Groflen kann das Ziel einer moéglichst

realitdtsnahen Simulation verwirklicht werden.
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1.2 Numerische Losungsverfahren

Kontaktprobleme gehoren zu den nichtlinearen Problemen in der Kontinuumsme-
chanik. Aufgrund des sich wihrend der Analyse raumlich und zeitlich verindernden
Kontaktbereiches dndern sich mit jedem Zeitschritt die Randbedingungen. Dabei
sind Kontaktfliche und —kraft bei jedem Schritt unbekannt. Diese Randbedingungen
treten in Ungleichungsform — Inpenetrationsbedingung, Druck— und Reibspannungen
— auf. Deshalb kann es aus mathematischer Sicht als ein elliptisches Randwertpro-

blem mit Randbedingungen in Ungleichungsform bezeichnet werden.

Bei der Behandlung ist zwischen den klassischen Formulierungen und Variationsme-
thoden zu unterscheiden. KALKER [1977] macht hierzu eine Bestandsaufnahme. Er

gibt einen umfangreichen Uberblick mit entsprechender Literatur an.

Die erste theoretische Behandlung eines Kontaktproblemes wurde von HERTZ
[1881] durchgefiihrt. Er untersuchte den Kontakt zwischen Koérpern mit Hilfe der
Potenzialtheorie des elastischen Halbraumes. Vorausgesetzt bei diesen Untersuchun-
gen wurden Reibungsfreiheit, die Beschreibung der Oberfliche mit quadratischen
Funktionen, sowie die Tatsache, dass die Kontaktoberfliche klein gegeniiber den
Abmessungen der Korper ist. Die Annahme einer quadratischen Funktion fiir den
Abstand zwischen Korpern fiihrte zu einem nichtlinearen Zusammenhang zwischen

Anpresskraft und der Anndherung der Korper.

Basis fiir analytische Lésungen sind die von SIGNORINI [1933] formulierten Rand-
bedingungen in Ungleichungsform fiir den Kontakt eines elastischen Kérpers gegen
eine starre Barriere ohne Reibung. Analytische Losungen kénnen grundsétzlich aber
nur fiir einige wenige elastische Kontaktprobleme abgeleitet werden, da man sich auf
einfache geometrische Formen und linear elastische Werkstoffe beschréinken muss. Ei-
ne Zusammenfassung einiger analytischer Losungen gibt es von GLADWELL [1980].
Analytische Losungen von Spezialfillen, wie der Kontakt elastischer Kugeln, wurden
auch in jlingerer Zeit, so von JAGER [1992], [1993] und [1994], veroffentlicht.

Die Integration der Randbedingungen in Ungleichungsform in die Variationsfor-
mulierung der Arbeits— und Extremalprinzipe der Kontinuumsmechanik fithrt zu
einer Variationsungleichung. Erste Untersuchungen zur Behandlung von reibungs-
freiem Kontakt eines elastischen Korpers mit einem starren Hindernis wurden von
SIGNORINI [1959] durchgefiihrt. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von Kon-
taktproblemen wurde von FICHERA [1964] nachgewiesen und die dazugehorige Varia-
tionsformulierung in der Elastostatik aufgestellt. Eine Erweiterung der Variationsun-

gleichung auf linear elastische Kontaktprobleme unter Beriicksichtigung der Reibung
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wurde von DUVAUT & L1ONs [1976] durchgefiihrt. Sie machen gleichzeitig Aussagen

zur Existenz und Eindeutigkeit der Lésung.

Zur Untersuchung allgemeiner Fragestellungen haben sich numerische Losungs-
methoden und dabei besonders die Finite—Elemente—Methode durchgesetzt.
Mit diesem universellen Werkzeug ist auch gleichzeitig eine Beriicksichtigung von
nichtlinearen Materialeigenschaften und groflen Verformungen moglich. Dieses nume-
rische Berechnungsverfahren beruht nahezu ausschliellich auf der Variationsmetho-
de. Da eine Variationsungleichung nicht direkt gelost werden kann, wird sie zu einer
Variationsgleichung mit einer Nebenbedingung in Ungleichungsform umgeformt. Die
hierzu verwendeten LOosungstechniken basieren zumeist auf einem der im Folgen-

den niher beschriebenen Verfahren:

e direkte Variationsmethoden,

Lagrange-Multiplikatoren—Methode,

Penalty—Verfahren,

Augmented-Lagrange—Verfahren,

Perturbed-Lagrange-Methode und die Auswertung gemischter Funktionale.

Bemerkenswert, dabei ist, dass sich mit der jeweiligen Wahl des aufzustellenden Funk-

tionals die Losungsverfahren und die Diskretisierung gegenseitig beeinflussen.

Die direkten Variationsmethoden wurden von CHAN & TUBA [1971], FRAN-
CAVILLA & ZIENKIEWICZ [1975], FREDRIKSON [1975], WRIGGERS [1981], GUTZEIT
[1989] und anderen angewendet. Mit diesen Verfahren wurden auch dynamische Pro-
bleme mit Reibung behandelt. Die Losung geschieht mittels einer inkrementell —
iterativen Vorgehensweise. Die zu erfiillenden Kontaktrandbedingungen lassen sich
auf der Basis der ’trial-and—error’ Strategie {iber Vorlaufrechnungen bestimmen und

anschlieffend direkt in die Systemgleichungen einarbeiten.

Im Gegensatz dazu werden bei den folgenden Verfahren die Kontaktbedingungen
mit der ’active—set—strategie’ eingearbeitet. Dabei wird angenommen, dass sich
wiahrend eines Iterationsschrittes die Kontaktfliche nicht #ndert. Diese Annahme
fiihrt innerhalb der Iteration zu einer Nebenbedingung in Gleichungsform. Bei dem
zu losenden Gleichungssystem befinden sich dann Kontaktelemente in der Matrix-
struktur, so WRIGGERS [1988].
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Ergédnzend dazu gibt es die 'mathematische Programmierung’ als weiteres Verfah-
ren, welches ebenfalls zu einem ’active-set’ fiihrt. Sie wird von KLARBRING [1986],
ZHONG & SUN [1988], JOHNSON & QUIGLEY [1989] und CHRISTENSEN, KLAR-
BRING, PANG & STROMBERG [1998] vorgeschlagen. Die generellen Vor— und Nach-
teile beider Techniken im Sinne von Optimierungstheorien sind durch LUENBERGER
[1986] und KikucHI & ODEN [1988] in allgemeiner Form bekannt.

Mit der Lagrange—Multiplikatoren—Methode wird punktweise die exakte Lésung
erfiillt. Starken und Schwichen dieser Methode wurden diskutiert von WRIGGERS
& NOUR-OMID [1984] und NOUR-OMID & WRIGGERS [1986]. Elementarer Vorteil
dieser Methode ist, dass die exakte Losung punktweise erfiillt wird. Nachteil dieses
Verfahrens ist das sich mit der Anzahl der Kontaktknoten vergréflernde Gleichungs-
system. Es sind spezielle Gleichungsloser erforderlich, das Gleichungssystem ist nicht
positiv definit und besitzt Nullelemente in den Diagonalen. Bei dynamischen Pro-
blemen ist die Erfiillung der lokalen Kontaktbedingung aufwendig. Die Erfiillung
des Kontaktes stellt sich in der Praxis als teilweise problematisch heraus. Eine der
ersten Umsetzungen gab es von HUGHES, TAYLOR, SACKMAN, CURNIER & KaA-
NOKNUKULCHALI [1976]. Die Weiterentwicklung wurde unter anderem mit Varianten
von BATHE & CHAUDHARY [1985] mit Schwerpunkt Haften und Reibung vorange-
trieben. Eine Darstellung des aktuellen Standes geben BATHE & BouziNnov [1997].
Es werden auflerdem die aktuellen M&glichkeiten mit industrienahen Beispielen, wie
der Simulation von Umformprozessen, vorgestellt. Die Schwéichen des Verfahrens bei
dynamischen Problemstellungen mit kleinen Zeitschrittweiten oder grofien Triagheits-
kriaften fiihrten zu folgenden Modifikationsvorschligen. CARPENTER, TAYLOR &
KATONA [1991] kombinierten das explizite Zeitschrittverfahren mit der Lagrange-
Multiplikatoren-Methode zu einem Verfahren, das eine ausreichend genaue Losung
und numerische Stabilitdt garantiert. Zur Vermeidung von Oszillationen modifizieren
TAYLOR & PAPADOPOULOS [1993] mit Hilfe einer erweiterten Variationsformulie-
rung das implizite Zeitschrittverfahren. Einen weiteren Vorschlag zur Vermeidung
von hochfrequenten Oszillationen macht Hu [1997] durch eine einfache Modifikation
des impliziten Zeitschrittverfahrens. In Bezug auf die Kontaktkréfte handelt es sich

hier um ein gemischtes Verfahren.

Im Gegensatz zur Lagrange-Multiplikatoren-Methode stellt das Penalty—Verfahren
eine Niherungslosung dar. Voraussetzung fiir die Anwendung dieses Verfahrens ist
die Durchfiihrung einer Penaltyregularisierung. Vorteilhaft ist, dass sich durch die
Integration der Kontaktbedingungen das Gleichungssystem nicht vergrofiert. Aufler-
dem zeigen die praktischen Erfahrungen, dass das Verfahren numerisch einfach zu

handhaben ist. Es wird von vielen kommerziellen Rechenprogrammen benutzt. Zu
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den ersten numerischen Umsetzungen gehéren die von CAMPOS, ODEN & KIKU-
CHI [1982], MARTINS & ODEN [1983], ODEN & PIRES [1983] und CHENG & KI-
KUCHI [1985]. Dort wurden bereits die Behandlung von Reibung, die Losung von
dynamischen Problemen und das Auftreten grofler Verformungen diskutiert. Expli-
zite Losungsverfahren zeigten unter anderem HALLQUIST, GOUDREAU & BENSON
[1985].

Bei Reibproblemen bietet das Penalty—Verfahren noch einen weiteren speziellen Vor-
teil. Dieser besteht in der Penaltyregularisierung des Reibgesetzes. Damit wird
ermoglicht, die Gleichungen zur Ermittlung der Reibkréfte verformungsgesteuert zu
16sen. Von Nachteil dabei ist, dass dies einen starken Einfluss auf das physikalische
Ergebnis hat. Durch die Regularisierung wird die Haftkraft zu einer wegabhéngi-
gen Tangentialkraft. Bei dynamischen Problemstellungen bilden sich zusétzlich hohe
Frequenzen aus. Damit kann es zu Problemen bei der Zeitintegration kommen.

Die Integration der Reibung geschieht mit Hilfe der elastoplastischen Betrach-
tungsweise durch eine Integrationsregel. Der bei diesem Vorgang entstehende "return—
mapping’~Algorithmus wird von WRIGGERS [1987], Ju & TAYLOR [1988], GIANNA-
KOPOULOS [1989], WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990], HRYCAJ, CESCOTTO &
OUDIN [1991] und LAURSEN & SiMO [1993] verwendet. Als Folge der Nichtassozi-

iertheit der Gleitregel wird die Steifigkeitsmatrix unsymmetrisch.

Diese zur Fliefifliche der Elastoplastizitit analoge Gleitfliche bietet auch ausreichen-
de Interpretations— und Entwicklungsmdoglichkeiten bei komplexen, von mehreren Pa-
rametern abhingigen Reibgesetzen. Die Analogie zur Plastizitédtstheorie wurde von
MICHALOWSKI & MROZ [1978] dargestellt und erhielt eine weitere Motivation durch
eine ausfiihrliche Darstellung dieser Analogie durch CURNIER [1984]. Mit der nume-
rischen Umsetzung von nichtlinearen Reibgesetzen beschiftigten sich auch Robpic &
OWEN [1989], ODEN & PIrRES [1983], WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990] und
HEEGE, ALART & ONATE [1995]. Das Reibgesetz von Coulomb spielt allerdings als
einfachster Fall, da es zum einen linear nur von einem Parameter abhingig ist und
zum anderen in der Tangentialebene zu einer Kraftmittelung fiihrt, eine grundlegende
und deshalb bedeutende Rolle bei der Modellierung des Reibverhaltens.

Zusatzlich problematisch beim Penalty—Verfahren ist die Konditionierung des Glei-
chungssystems. Erfolgt beispielsweise durch die Wahl zu hoher Penaltyfaktoren eine
schlechte Konditionierung, dann ergeben sich Ungenauigkeiten bei der Losung des
Gleichungssystems. Diese Tatsache ist spezifisch fiir dieses Verfahren, stellt sich aber
zugleich als elementarer Nachteil und nicht zu umgehende Schwiche heraus. Deshalb

ist es grundsétzlich wichtig, diese Abhéngigkeit moglichst zu vermeiden.
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Das Augmented—Lagrange—Verfahren verschafft Abhilfe von der Abhingigkeit
vom Wert des Penaltyfaktors. Es ist eine Kombination aus Lagrange-Multiplikatoren—
Methode und Penalty—Verfahren und verbindet die Vorteile beider Verfahren. Dabei
schlieft man einen Kompromiss zwischen dem Penalty—Verfahren und der Lagrange—
Multiplikatoren—Methode. Bei diesem Vorgehen handelt es sich im Wesentlichen um
eine iterative Verbesserung einer Penaltylosung, bis die exakten Multiplikatoren er-
reicht sind. Ausfiihrliche Diskussionen iiber das Verfahren als solches erfolgten von
BERTSEKAS [1982] und GLOWINSKI & LETALLEC [1989].

Anwendungen mit reibungslosem Kontakt von LANDERS & TAYLOR [1986] und
von WRIGGERS, WAGNER & STEIN [1987] sind seit ldngerer Zeit bekannt. Die zu-
letzt genannten fiihrten einen Vergleich der Algorithmen im Zusammenhang mit
dem Bogenlidngenverfahren durch und diskutierten im Wesentlichen die Konvergenz-
eigenschaften. Weitere Untersuchungen zum Konvergenzverhalten durch Variation
des Newton—Verfahrens wurden von ALART & CURNIER [1991] durchgefiihrt. S1MO
& LAURSEN [1992] zeigten detailliert die numerische Umsetzung des Augmented—
Lagrange—Verfahrens mit Reibung und demonstrierten die Eignung des Verfahrens
an einigen Beispielen. Daran anschlielend folgten Darstellungen grundlegender Er-
kenntnisse iiber das Master—Slave-Konzept, die Linearisierung und die Symmetrisie-
rung von LAURSEN & SiMO [1993]. Auf diese wird noch im Einzelnen eingegangen.
HEEGAARD & CURNIER [1993] beschreiben die Moglichkeiten der Integration der
Ungleichungsbedingungen und zeigen den Weg bis zu numerischen Lésungen. Anhand
eines sehr einfachen Beispieles zeigen sie die Genauigkeit und das Konvergenzver-
halten der Verfahren und stellen die Vorteile des Augmented-Lagrange—Verfahrens

heraus.

Im Zusammenhang mit der Forderung nach Prézisionskontakt und nichtlinearen
Normalkontaktgesetzen erértern WRIGGERS & ZAVARISE [1993] das Augmented—
Lagrange—Verfahren und geben Hinweise zur praktischen Anwendung. M6glichkeiten
der Analyse von thermomechanischen Kontaktproblemen bei der Warmeiibertragung
einschliefllich der Beriicksichtigung von theoretisch begriindeten mikromechanischen
und —thermischen Kontaktgesetzen diskutieren ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREF-
LER [1995]. Sie fiihren Parameterstudien iiber die Genauigkeit der Einhaltung der
Kontaktbedingungen anhand einer einfachen Struktur durch. Weitere Veroffentli-
chungen zu diesem Verfahren in Verbindung mit Reibung gibt es von HEEGE, ALART
& ONATE [1995], CHABRAND & OLIVIER und Cuomo [1998].
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Die Kontaktsuche wird gemif} der ’active-set—strategie’ in jedem Iterationsschritt
durchgefiihrt. Prinzipiell wird dabei im Rahmen des Knoten-Segment-Kontaktes
jeder Knoten einer Seite auf Kontakt oder Penetration mit den Segmenten der ge-
geniiberliegenden Oberfliche gepriift. Bei grolen Systemen, dynamischen Vorgéingen
mit groflen Relativbewegungen, Mehrkorperkontakt oder bei moglichem Selbstkon-
takt eines Korpers — Beulen — wird diese Kontaktsuche aufwendig und ineffizient. Zur
Optimierung der Kontaktsuche gibt es Vorschlige von ZHONG & NILSSON [1989],
BENSON & HALLQUIST [1990], ZHONG [1993] und WILLIAMS & O’CONNOR [1995].
Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Konzentration der Suche von Korpern oder
Korperteilen, die lediglich innerhalb des niichsten Zeitschrittes in Kontakt treten
konnen. Aulerdem wird bei der lokalen Kontaktsuche zwischen Selbstkontakt und
globaler Kontaktsuche unterschieden. Fiir Kontakt zwischen elastischen und starren
Koérpern haben HALLQUIST, SCHWEIZERHOF & STILLMANN [1992] die Kontaktsu-
che fiir bestimmte geometrische Formen optimiert. Zur Problematik der Eindeutig-
keit der Segmentzuordnung bei extrem konkaven oder konvexen Oberflichen treffen
SIMO & LAURSEN [1992] und HEEGAARD & CURNIER [1993] Aussagen. Kommer-
zielle Programme, wie LS-DYNA, spielen im Bereich der Kontaktsuche eine hervor-
zuhebende Rolle.

Alle diese Verfahren fithren im Rahmen der rdumlichen Diskretisierung zu Knoten—

Segment—Kontakt-Losungen.

Im Zuge der zeitlichen Diskretisierung wird unterschieden, ob die globalen Glei-

chungen bei Kontaktpoblemen explizit oder implizit gelést werden.

Explizite Losungen finden ihre Anwendung bei Problemen, bei denen hohe Frequen-
zen und kurze Zeitraume eine Rolle spielen, wie z. B. bei StoSproblemen. Wesentliche
Arbeiten hierzu liegen von HALLQUIST, GOUDREAU & BENSON [1985], BELYTSCH-
KO & NEAL [1991] vor. Ein weiteres robustes, explizites Verfahren schlagen DESONG
& TAMMA [1996] vor. Weitere Entwicklungen zur Losung von Kontaktproblemen gibt
es von ETEROVIC & BATHE [1991] und CARPENTER, TAYLOR & KATONA [1991].
Sie schlagen vor, zumindest die Ungleichungsbedingungen einen Zeitschritt spéter

einzufiihren.

Dynamische Probleme im tiefen Frequenzbereich werden in der Regel implizit gelost.
Die Losungen sind unbedingt stabil, und groflere Zeitschrittweiten sind moglich. Sie
wurden z. B. bei Erdbebenberechnungen angewendet. Allerdings wird bei impliziten
Losungsverfahren neben dem Residuum auch die Ermittlung der Steifigkeitsmatrix

verlangt. Das heifit, dass neben dem Prinzip der virtuellen Arbeit auch die dazu



1.2 Numerische Losungsverfahren 9

gehorende Linearisierung benétigt wird. Damit wird bei impliziten Verfahren ei-
ne Linearisierung der nichtlinearen Gleichungen erforderlich. Um das nichtlineare
Gleichungssystem inkrementell mit dem Newtonverfahren 16sen zu kénnen, ist eine

moglichst konsistente Linearisierung notwendig.

Die Behandlung von groflen Verformungen und inelastischem Werkstoffverhalten
fiihrten zur Weiterentwicklung der Losungsmoglichkeiten. Zur genauen Linearisie-
rung von reibungsfreien Kontaktproblemen wird auf die Arbeiten von WRIGGERS
& SiMo [1985] und PARISH [1989] verwiesen. Verschiedene Vorschlége zur Lineari-
sierung von Kontaktproblemen mit Reibung stammen von BATHE & CHAUDRARY
[1985], CHENG & KikucHI [1985], Ju & TAYLOR [1988], REBELO [1988], BATHE
& MuAILOVICH [1988], WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990] und REBELO, NAG-
TEGAAL & HiIBBITT [1990]. Diese Linearisierungen wurden aber am diskretisierten
Kontinuum durchgefiihrt, sodass die Herleitungen nicht allgemeingiiltig sind. Durch
die im Rahmen der einzelnen Ansétze getroffenen Vereinfachungen war die Lineari-

sierung mit Reibung in Hinblick auf grole Verformungen nicht vollstéandig.

Erstmals wurde von LAURSEN & Simo [1993] das Kontaktproblem mit Reibung im
Rahmen dieses Master—Slave—Konzeptes konsistent am nichtdiskretisierten Kontinu-
um linearisiert. Wesentlich fiir diese konsistente Linearisierung war unter anderem
die Nutzung des urspriinglich von HALLQUIST [1979] eingefiihrten Master—Slave—
Konzeptes. Dieses wurde von WRIGGERS & MIEHE [1994] und LAURSEN & SIMO
[1993] genutzt, um mit Hilfe der Minimalabstandsfunktion fiir sich in Kontakt befin-

dende Materialpunkte die notwendigen Bedingungen aufzustellen.

Das Auftreten von Reibung fiihrt zum Verlust von Potenzialeigenschaften.
Durch den Einsatz des 'return mapping’ Algorithmus und der damit verbundenen
Nichtassoziiertheit kommt es zur Unsymmetrie des zu l6senden Gleichungssystems.
Bedenkt man die Tatsache, dass die numerische Kontinuumsmechanik von symme-
trischen Gleichungssystemen beherrscht wird, ist die effektive Symmetrisierung der
Coulomb’schen Reibung eine entscheidende Voraussetzung fiir die Steigerung der Ef-
fizienz vieler Anwendungen. Eine Moglichkeit zur Symmetrisierung bietet sich durch
Verwendung von Zweischritt— statt Einschritt—Algorithmen beim Penalty—Verfahren

an.

Eine weitere Variante der algorithmischen Symmetrisierung des ansonsten unsym-
metrischen Coulomb’schen Reibtangentenvektors zeigen SIMO & LAURSEN [1992]
im Zusammenhang mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren. Sie wurde ebenfalls
erfolgreich von ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREFLER [1995] angewendet.
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Als weitere Losungstechniken bieten sich die Perturbed—Lagrange—Methode und
gemischte Funktionale an. Bei der Perturbed—Lagrange—Methode entsteht
durch Addition eines Stérungsterms zum Funktional bei der Variation eine zwei-
te Gleichung, die als zusétzliche Bedingung erfiillt werden muss. Sie fiihrt infolge
der Kompatibilitdtsbedingung zu gemischten Anséitzen und nach der Diskretisierung
zum oben erwiahnten Segment—Segment—Kontakt. Bei der Diskretisierung mit einem
bilinearen Verschiebungsansatz, so SIMO, WRIGGERS & TAYLOR [1985] und SHYU,
CHANG & SALEEB [1989], kann der Verlauf der Kontaktkraft entlang der Kontakto-

berfliche nur diskontinuierlich erfiillt werden und ist somit segmentweise konstant.

Analog fithren Losungen auf der Basis von gemischten Funktionalen ebenfalls auf
zusitzlich zu erfiillende Gleichungen. Im Zuge der rdumlichen Diskretisierung fiihrt
diese Methode auch zu Segment-Segment—Kontakt. Zur numerischen Umsetzung von
gemischten Ansitzen gibt es einige Versffentlichungen. Ein Ubergang zu gemischten
Methoden wird von GALLEGO & ANzA [1989] mit Hilfe der Perturbed-Lagrange—
Methode durchgefiihrt. Dabei fiihren verschiedene Interpolationsfunktionen bei den
Spannungs— und Verschiebungsansétzen zu unterschiedlichen Kontaktmatrizen. Eine
weitere Moglichkeit zur Umsetzung erfolgte von PAPADOPOULOS & TAYLOR [1992].
Von ihnen wird ein Vorschlag zur Kontaktsuche und zur Ermittlung von Kontakt-
segmenten bei Elementen mit quadratischen Ansétzen gemacht. Als Ausgangspunkt
dient dabei ein Dreifeldfunktional. Die Herleitung von gemischten Kontaktelementen
auf der Basis von gemischten Funktionalen zeigen CESCOTTO & CHARLIER [1993].
Sie stellen verschiedene Mehrfeldfunktionale auf und fithren die Variationen durch.
Anschlieflend geben sie Beispiele fiir die unabhéngigen Diskretisierungsmdoglichkeiten
von Verschiebungs— und Kontaktspannungsfeldern bei Zweifeldfunktionalen an und
variieren den Grad der Ansétze. Mit reibungsfreien Kontaktproblemen auf der Basis
von erweiterten Funktionalen beschéftigten sich QIN & HE [1995]. Es werden Ein—,
Zwei— und Dreifeldfunktionale diskutiert und eine neue Methode der Kontaktsuche
iiber Flachenbestimmung vorgestellt. Anschlielend wird auf Basis eines Zweifeld-

funktionales eine numerische Losung realisiert.

Allen genannten Verdffentlichungen gemeinsam ist, dass die Beispiele einfach und oft

nicht sehr praxisnah sind.
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Bis vor kurzer Zeit standen meistens algorithmische Aspekte als vorrangiger Ent-
wicklungsschritt im Vordergrund, da sie natiirlich grundlegend fiir eine Realisierung
sind. Doch eine Vielzahl der neuen Entwicklungen befasst sich mit speziellen
Anwendungen, die einen Bezug zur Praxis haben. So beschéftigten sich LEBON &
RAous [1992] mit Mehrkorperkontakt mit Reibung und experimenteller Verifikation,
PANAGOULI & PANAGIOTOPOULOS [1992] koppeln die Finite- mit der Boundary—
Element-Methode zur Einbindung von fraktalen Berandungen. Spezielle Diskussio-
nen zur Behandlung von Ecken und Kanten bei Metallumformungen fiihrten HUANG
& LEv [1995]. Uber die numerische Umsetzung der Umwandlung von Reibarbeit
in Wirme berichteten WRIGGERS & MIEHE [1994]. Den Verlauf des Wirmeflus-
ses iiber eine Kontaktfliche von einem Korper zum anderen zeigten WRIGGERS &
ZAVARISE [1993]. Das Verhalten von viskoplastischen Materialien bei Umformungs-
prozessen analysieren DAWSON, BOYCE, EGGERT & BEAUDOIN [1995]. DIMOVA
[1996] vergleicht Techniken zur Reibkraftdarstellung mit experimentellen Verifikatio-
nen. Mit Formoptimierung der kontaktierenden Oberfliche beschiftigte sich Mys-
LINSKI [1997]. MEYER, PLESHA & COOPER [1992] koppeln effizient Kontaktalgorith-
men mit Algorithmen zur Behandlung von Viskoelastizitit und REFAAT & MEQUID
[1996] fiihren neue Losungsvarianten mit Hilfe von Mehrschritt—Algorithmen ein.
Verbesserungen durch virtuelle Kontaktkrifte erreichen AyARrr & Saouma [1991].
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1.3 Eigene Vorgehensweise, Zielsetzung

Im Rahmen dieser Arbeit sollen praxisnahe dynamische Probleme des ’high precision’—
Bereiches untersucht werden. Dabei sollen mogliche Einfliisse der Algorithmen auf
das Ergebnis geklirt werden. Diese Einfliisse konnen zusétzliche Folgen auf die Ein-

gangsgroflen zur Ermittlung der Reibspannungen haben.

Hierzu scheinen zunéchst die Perturbed-Lagrange-Multiplikatoren—Methode oder
die Auswertung von auf gemischten Funktionalen basierenden Verfahren am vor-
teilhaftesten zu sein, da sie zum Segment—Segment-Kontakt fiihren, bei dem die
Abbildung der Oberfliche am realistischsten ist. Das Ziel ist die Abbildbarkeit von
gekriimmten, knickfreien Oberflichen. Damit kénnen Kontaktzonen ohne Knicke bei
den Knoten beschrieben werden. Die ersten realisierten Umsetzungen im Schrift-
tum beschiiftigen sich mit den Grundlagen des Algorithmus, sind aber noch weit
von praktischer Nutzbarkeit entfernt und befinden sich noch in der Diskussion. Zur
allgemeinen Problematik bei gemischten Problemen gehort unter anderem die Aus-
gewogenheit der Ansidtze und die Erfiillung der LBB-Bedingung. Komplikationen
sind insbesondere bei groflen Relativbewegungen zu erwarten, da sich die Definition
der Rénder stindig dndert, so dass die Kontaktsuche numerisch extrem aufwendig
ist. Aufgrund der hoheren Ansatzfunktionen muss auch zwischen den Knoten eine
Kontaktsuche erfolgen. Eine konsistente Linearisierung der virtuellen Kontaktarbeit
muss unter Umsténden nach einem anderen als dem Master—Slave-Konzept durch-
gefithrt werden. Damit verkniipft sind Fragen in Bezug auf die Linearisierung und
dem Konvergenzverhalten. Ungeklért ist die Losung fiir eine effiziente Kontaktsuche.
Aufgrund der beschriebenen Zusammenhénge fiithrt die Anwendung des Segment—
Segment—Kontaktes bei komplexen praxisnahen Aufgabenstellungen zu einer Viel-

zahl von Problemen und einem hohen numerischen Aufwand.

Mit dem Ziel, praxisnahe Beispiele zu untersuchen, bietet sich als alternatives Losungs-
konzept Knoten—Segment—Kontakt an. Das Augmented—Lagrange—Verfahr-
en vereint hierfiir die Vorteile des Penalty—Verfahrens und eliminiert die Nachteile der
Lagrange-Multiplikatoren—Methode. Die Verwendung von Vierknoten—Elementen mit
bilinearen Ansétzen, die fiir Knoten—-Segment—Kontakt unabdingbar ist, hat sich im

Allgemeinen als robust herausgestellt.

Einen weiteren Einfluss auf die Entscheidung iiber die Vorgehensweise hat die Fra-
ge, ob die gewiinschte Genauigkeit im ’high precision’-Bereich unter Verwendung
von adaptiver Netzverfeinerung erreichbar ist; denn auf diesem Gebiet wurden

speziell bei Kontaktproblemen im Rahmen von Knoten-Segment-Kontakt in Zu-
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sammenhang mit bilinearen Elementen Weiterentwicklungen vorangetrieben. Adap-
tive Verfahren zur Losung von Kontaktproblemen wurden von SCHERF [1997] mit
theoretischem Schwerpunkt und von NACKENHORST [1995] anhand von praktischen
Beispielen gezeigt. Hierbei besteht die Moglichkeit, nahezu automatisch bei entspre-
chend auftretenden groflen Verformungen das Netz lokal zu verfeinern, um damit

effizient die Genauigkeit zu erhohen.

Bei der bisherigen Anwendung des Knoten—Segment-Kontaktes hat sich gezeigt, dass

noch einige Fragen offen sind, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden sollen:

e Die von SIMO & LAURSEN [1993] durchgefiihrte Linearisierung im Kontinuum
nach dem Master-Slave-Konzept, unabhingig von der Diskretisierung ist erneut, so
SCHERF [1997], in der Diskussion.

e Da die im Zusammenhang mit diesem Verfahren entstehenden Md&glichkeiten der
Symmetrisierung in Bezug auf Effektivitit bei impliziten Zeitschrittverfahren und
dynamischen Problemstellungen vorteilhaft sein konnten, werden hierzu Untersu-

chungen angestellt.

e In Verbindung mit dynamischen Anwendungen wurden die Vorteile des Aug-
mented-Lagrange—Verfahrens noch nicht im Detail gezeigt oder diskutiert, ob-

wohl besonders hier die genannten Vorteile zum Tragen kommen konnen.

e Lokale Untersuchungen auf der Kontaktfliche und Losbarkeit praktischer

Problemstellungen sind hierbei ein wesentliches Anliegen.

e Abschlieiend sollen die Méglichkeiten und Grenzen der Validierung eigener
experimenteller Untersuchungen durch die numerischen Werkzeuge analysiert

werden.
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Aus den beschriebenen Problemkreisen ergibt sich die folgende Vorgehensweise.

Grundlegend fiir die realistische Analyse von Kontaktproblemen mit Reibung sind
Kenntnisse iiber die physikalischen Prozesse innerhalb des Kontaktbereiches. Des-
halb wird im folgenden Kapitel ein kurzgefasster Uberblick iiber den Kenntnisstand
der Tribologie als Wissenschaft der Reibung gegeben. Ziel dabei ist es, ein tieferge-
hendes Versténdnis fiir das reale Verhalten auf den Kontaktoberflichen zu vermitteln
und die Grundlagen fiir die numerische Umsetzung bereitzustellen. Die dort darge-
stellten, teilweise experimentell verifizierten Reibgesetze lassen die Komplexitit der
Zusammenhénge erkennen. Auflerdem wird verdeutlicht, dass das hiufig eingesetzte
Reibgesetz von Coulomb insbesondere fiir komplexe Analysen nur eine erste Nihe-

rung fiir die tatsdchlichen Verhéltnisse sein kann und deshalb erweitert werden muss.

Zunichst werden die numerischen Grundlagen bereitgestellt. Dazu gehort auch die
Einfiihrung der notwendigen Definitionen zur Handhabung der Kontaktbedingun-
gen. Sie bilden die Grundlagen des Master—Slave-Konzeptes. Danach wird das Prin-
zip der virtuellen Kontaktarbeit aufgestellt und die dazugehorige Linearisierung
durchgefiihrt. Anschlieflend erfolgt die rdumliche und zeitliche Diskretisierung, die
zum Knoten—Segment-Kontakt fiihrt. Die Erweiterung zum Augmented-Lagrange—
Verfahren wird darauf folgend dargestellt. Im Anschluss daran kénnen die sich im
Rahmen dieses Verfahrens anbietenden Moglichkeiten zur Symmetrisierung des Al-

gorithmus gezeigt werden.

Fiir die anstehenden lokalen Betrachtungen an der Oberfliche werden Moglichkeiten
zur Ermittlung und Darstellung von Kontaktspannungen und reibspezifischen Kno-
tenzustinden erortert. AnschlieBend werden ausgewihlte, fiir die Praxis relevante
Fragestellungen untersucht. Der Schwerpunkt dieser Untersuchungen bezieht sich auf
die moglichst realitdtsnahe Abbildung der verformten Strukturen im Kontaktbereich,
der Spannungsinderungen, der reibspezifischen Phinomene wie Haft-Gleitiibergéinge
und Gleitzustinde sowie auf das Erzielen von moglichst exakten Eingangsgrofien fiir

Reibgesetze.

Bei dynamischen Problemstellungen wird die Komplexitéit durch zusétzliche physika-
lische Effekte wie Massenkrifte, Eigenschwingungen sowie Wellengeschwindigkeiten

und numerische Besonderheiten wie Zeitintegrationsverfahren und Dampfung erhoht.

Abschlieflend wird die Eignung des Augmented-Lagrange—Verfahrens fiir diese Fra-

gestellungen erdrtert.



Kapitel 2

Zum Reibverhalten fester Korper

2.1 Motivation

Fiir eine moglichst wirklichkeitsnahe Simulation von Kontaktproblemen mit Reibung

sollten neben einer genauen Numerik auch die Reibgesetze realistisch sein.

Als bekanntestes Reibgesetz gilt der lineare Ansatz R = u/N, der nach Coulomb
benannt ist. Nach aktuellem Wissen um stoffgesetzliche Beziehungen oder der Tri-
bologie gilt diese einfacher Ansatz, gleichwohl er als globale Beziehung und lineare

Néherung zu sehr guten Ergebnissen fiihrt, lokal nicht.

Diese Tatsache fiihrt zur Betrachtung von realen, sich in Kontakt befinden-
den Oberflichen. Abbildung 2.1 zeigt zwei sich in Kontakt befindende Korper.
Aufgrund der Oberflichenrauheit beriihren sich nur einige Erhebungen. Bei einer
tangentialen Relativbewegung entwickelt sich an diesen Erhebungen eine Wider-
standskraft. Wiahrend dieses Vorganges entwickeln sich dort unterschiedliche ener-

giedissipierende Prozesse. Durch Verformungen und Zerstérung verindern sich die

Abbildung 2.1: Trockene Festkorperreibung von realen Korpern.

Oberflichengeometrie und die mechanischen Eigenschaften der Oberflichenschich-

ten sowie des Uberganges zum Grundmaterial.
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2.2 Interaktion realer Oberflichen — Mechanische

Prozesse

2.2.1 Oberflachen

Reale Oberflichen sind, in welcher Art auch immer, rauh. Die Oberflichen-
beschaffenheit hat einen wesentlichen Einfluss auf das Reibverhalten. In Abbildung
2.2 (a) wird die Topologie einer realen Oberfliche gezeigt. Verschiedene Grofien-
ordnungen der Betrachtungsweisen fiihren hier immer wieder zu einer Rauhigkeit
mit einer gewissen Selbstdhnlichkeit. Da der Kontakt nicht mit der gesamten Kon-
taktfliche, sondern nur mit einzelnen Erhebungen stattfindet, muss bei analytischen
Betrachtungen, siehe Abbildung 2.2 (b), zwischen nominaler (’A,’) und realer Kon-
taktfliche ("A,’) unterschieden werden. Dabei kann eine Erfassung von realen abge-
griffenen Topologien, zur Ermittlung von Traglastanteilen, wie in Abbildung 2.2 (c)
ersichtlich, mit mathematischen Hilfsmitteln durchgefiihrt oder durch entsprechende
Modellbildungen erméglicht werden. Je nach betrachteter Gréflenordnung kann der
Kontakt mit halbkugelférmigen Modellen gebildet werden, wie in Abbildung 2.2 (d)
gezeigt wird. Neben der vorhandenen Rauhigkeit ist mit Verschmutzung zu rechnen.
Durch Stoffumwandlungen kénnen die Materialeigenschaften auf der Oberfléche an-
deres Verhalten aufweisen als das darunter liegende Material. Bei metallischen Ober-
flichen bilden sich beispielsweise Oxidationsschichten, sieche Abbildung 2.2 (e).

Zur Erfassung von Oberflachen kann folgende Literatur dienen:

BOwWDEN & TABOR [1950] und [1964], GREENWOOD & WILLIAMSON [1966], JONES,
HowEeLLs & PROBERT [1968], WHITEHOUSE & ARCHARD [1970], ARCHARD [1974],
Woo THOMAS [1980] und KRAGELSKI, DOBYCHIN & KOMBALOV [1982].

2.2.2 Kontakt

Die in Kontakt tretenden Oberflichen von Werkstoffen kénnen in ihren Ober-
flichenbeschaffenheiten, Steifigkeiten und Materialien sehr verschieden sein. Zu den
kennzeichnenden FEigenschaften gehoren Verformbarkeit, Duktilitdt und Zugehorig-
keit bzw. Nichtzugehorigkeit zu metallischen Werkstoffen. Aufgrund der Rauhigkeit
und Welligkeit von Oberflichen ist der Druck auf der realen Kontaktfliche um ein
Vielfaches hoher als auf der nominalen Kontaktfliche. Im Falle von Kontakt kommt
es auch ohne Tangentialbewegung moglicherweise zu

e Wirmeiibertragung,

e Deformation und Mikroverschiebungen, sowie

e Adhiésion.
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Moglichkeiten zur Beschreibung dieser physikalischen Phdnomene in Normalenrich-
tung wurden unter anderem von HERTZ und MEYER im 19. Jahrhundert, COURTNEY—
PrATT & EISNER [1957], BACK, BURDEKIN & COWLEY [1973], TABOR [1981],
ODEN & MARTINS [1985], SONG & YOVANOVICH [1987] und MISRA [1997] ange-
geben.

/«~—'—‘-—7A,

(a) Topologie einer realen Oberfliche (b) Nominale und reale Kontaktfléichen

Contaminant layer

aa)i «—Adsorbed gas fayer
1004 lIIIIllIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIllll‘lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII « Oxide layer
. . oV ,.\ < 3 PA ork-hardened layer
. togood .‘:vs-;.-;:e‘,e:b. L
LLAnTE A g e - ‘ v‘w "‘) Metal substrate

(d) Moglichkeiten zur Modellbildung (e) Reale metallische Oberfliche

Abbildung 2.2: Zur Ermittlung realer Oberflichen, entnommen aus der Literatur.
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2.2.3 Reibung

Reibung steht als Oberbegriff fiir diverse energiedissipierende Prozesse, ak-
tiviert durch Anpressdruck und Tangentialbewegung auf der Oberfliche. Beim Rei-

bungsprozess kommt es im Allgemeinen zu Energieumwandlung in
e Materialzerstorung oder Plastizitit,
e Wirmeentwicklung,
e Chemische Reaktionen und Stoffumwandlungen.

Im Einzelnen héngt dieser Vorgang ab von der Werkstoffpaarung, den dufleren Be-

dingungen und den daraus resultierenden tatsichlichen Aktionen auf der Oberfliche.

Der Widerstand bei tangentialer Bewegung entsteht durch die Aktivierung von we-

sentlichen Mechanismen auf der Oberfliche, wie

e Adhésion,
e Elastoplastische Deformation,

e Abrasion — Furchenbildung.

Durch diese Reibungs- und Verschleiimechanismen, so ZuM GAHR [1992] und ande-

re, kommt es zu
e Bildung und Trennung adhésiver Verbindungen, siehe Abbildung 2.3 (a),

e Abrasion und Mikrofurchung, auch durch wéihrend des Prozesses sich bildende
‘dritte Korper’ , siehe Abbildung 2.3 (b),

e Bildung von Zwischenschichten aus Adh#sion und Materialabtrag, siehe Abbil-
dung 2.3 (c),

e Bildung und Ablosung tribochemischer Reaktionsschichten, siehe Abbildung
2.3 (d),

e Schuppen— und Rissbildung sowie Delamination durch akkumulierte plastische
Verformung, siehe Abbildung 2.3 (e),

e Oberflichenzerriittung und Werkstoffermiidung, sieche Abbildung 2.3 (f).

Je nach Werkstoffpaarung treten beim Reibvorgang einzelne Mechanismen in den
Vordergrund und verbrauchen entsprechend Energie. Jeder dieser Mechanismen er-
zeugt bei tangentialer Bewegung eine Widerstandskraft. Mit genauen Kenntnissen

iiber diese Vorgénge lédsst sich das Reibverhalten ermitteln.
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Abbildung 2 .3: Auftretende Mechanismen bei Reibung, so Zum GAHR [1992].
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2.3 Entwicklung der Reibungstheorien

Die ersten detaillierten Studien zum Reibverhalten haben im 15. Jahrhundert be-
gonnen. Damals hat LEONARDO DA VINCI experimentell verifiziert, dass die Reib-
kraft proportional zur aufgebrachten Normalkraft und unabhingig von
der Grofle der Kontaktfliche ist. AMONTON hat 1699 diese beiden Gesetzmaflig-
keiten wieder entdeckt, weshalb auch sein Name oft mit diesen Aussagen verbun-
den ist. COULOMB hat im Jahre 1781 eine Unterscheidung zwischen zwei Arten der
Reibung vorgenommen: ’statische’ Reibung, welche aus der Kraft resultiert, die
benétigt wird, um das Gleiten anzuregen, und ’kinetische’ Reibung, die aus der
Kraft resultiert, die benétigt wird, um das Gleiten zu erhalten. Er hat aulerdem be-
obachtet, dass die kinetische Reibung nahezu unabhéngig von der Geschwindigkeit
ist. Coulomb hat die Idee, dass Reibung der molekularen Adhésion zugeordnet wer-
den konne, zugunsten einer Verzahnung der Mikroerhebungen mit einer Reibkraft,
die aus der Arbeit resultiert, die aufgebrachte Last iiber diese Rauhigkeiten zu heben,

verworfen.

Im 18. und 19. Jahrhundert haben sich viele Anséitze, die versuchen, das Reibverhal-
ten zu erklidren, auf Oberflichenrauhigkeit und Verzahnung der Mikroerhe-
bungen bezogen. Dabei hat man lediglich iiber die Form dieser Mikroerhebungen
diskutiert. Davon haben BOWDEN & TABOR [1958] und [1964], BARTZ [1988] und
DowsoN [1979] berichtet. Auch heute wird Reibung noch als Folge von Oberfléichen-

rauheit und Verzahnung der Mikroerhebungen verstanden.

Ein weiterer wesentlicher Ansatz bezieht die Rolle der Adhé&sion und der direkten
interatomaren Kréfte mit ein. Dieser beinhaltet die Adhésion der Mikroerhebun-
gen, das Auftreten und Anwachsen der Verbindungen sowie das Abscheren an den-
selben. BOWDEN & TABOR [1958] und [1964] haben damit zwei Haupteinfliisse zur
Gleitreibung vorgeschlagen, einen Adhé&sionsterm und einen Furchungsterm, wo-
bei beide Terme plastische Deformationen enthalten. Demnach besteht die Reibkraft
aus zwei Komponenten, eine Komponente verlangt das Abscheren von Verbindungen
der Kontaktpunkte zweier in Verbindung stehender Oberflichen. Die zweite Kompo-
nente zieht Furchen mit den harten Mikroerhebungen oder Verschleifipartikeln iiber
die weichere Oberfliche. Diese Anséitze werden benutzt, um materialspezifische Reib-
beiwerte zu bestimmen und um spezifische Abhéingigkeiten zu zeigen. Adh#sionstheo-
rien haben sich in bestimmter Weise auf die Deformation der Mikroerhebungen und
die sich dadurch formierenden Verbindungen konzentriert. Hierzu gibt es Veroffentli-
chungen von MCFARLANE & TABOR [1950], RABINOWICZ [1964] und BIKERMANN
[1975]. Die Idee, die Adhésion als alleinige Ursache von Reibung zu betrachten, ist
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allerdings von HOLMBERG [1984] kritisiert worden, da der Rauhigkeitseffekt nicht
geniigend beriicksichtigt wird. RABINOWICZ [1965] hat eine Beschreibung mit Hilfe
einer Oberflichenenergie vorgeschlagen, wobei die Adhésion, die Rauhigkeit der

Oberfliche und der Radius der Verbindungen beriicksichtigt werden kdnnen.

KRAGELSKI, DOBCIN & KOMBALOV [1983] haben den gesamten Wissensstand zu-
sammengefasst. Aus diesem Stand entwickelte KRAGELSKI die 'molekular—-mecha-
nical theory’. Der Begriff 'molekular’ steht wegen der russischen Terminologie fiir
die Adhésionskomponente und das Wort 'mechanical’ steht fiir die Deformation. Die
Grundziige dieser Theorien stimmen mit denen von BOWDEN & TABOR [1958] und
[1964] iiberein. Im Wesentlichen werden die folgenden Aspekte diskutiert: Geome-
trische Theorien zum Uberwinden von Mikroerhebungen, Molekulare Theorien
zum Uberwinden der molekularen Wechselwirkungskrifte und Deformationstheo-
rien zur erforderlichen Arbeit der Deformation von Erhebungen sich beriihrender

Festkorper.

Einige Vorschlége, so unter anderen der von RIGNEY & HIRTH [1979], haben sich
mehr auf den Effekt der plastischen Deformation bei Reibung beschrinkt. Der
Einfluss der Deformationen ist von GREEN [1954] erdrtert und von EDWARDS &
HALLING [1968] ausgebaut worden. Sie zeigen den Bewegungswiderstand der Arbeit,
der bendtigt wird, um Mikroerhebungen plastisch zu verformen, wenn diese iiber-
einander gleiten. Versuche zur analytischen Bestimmung des Reibbeiwertes haben
AvVITZUR & NAKAMURA [1986] durchgefiihrt. CHALLEN & OXLEY [1979] haben
Reibverhalten und Verschleify bei Einzelerhebungen untersucht. Im Zusammenhang
mit hohen Driicken bei Metallen sind hierzu Untersuchungen von WANNHEIM [1973]
und WANNHEIM, BAY & PETERSEN [1974] erfolgt.

SuH & SIN [1980] haben ein neues Konzept prisentiert, bei dem sie den Einfluss
der Geschichte der Gleitkraft beriicksichtigen. Dabei wird behauptet, dass der Ein-
fluss der Adhésion eher gering sei. Auf der Basis von Experimenten haben sie fiir
verschiedene Materialen typische Werte fiir drei Komponenten bestimmt, die sie in
ihrem Reibungskonzept fiir wesentlich halten. Diese Komponenten haben Antei-
le, die zur Deformation der Mikroerhebungen, die zur Zerfurchung von harten
Erhebungen und Verschleilpartikeln und zur Adhésion gehoren. Bei der Addition
zu einem gesamten Reibkoeffizienten ist der Anteil der Materialzerfurchung und der

Deformation der Mikroerhebung grofer als der Anteil der Adhésion.

PoLzZER & MEISSNER [1978] haben ausfiihrlich die bené6tigten Grundlagen aufbe-

reitet, geben eine Zusammenfassung und ertrtern die Theorie von KRAGELSKI.
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Sie zeigen Methoden zur Abschétzung von Reibwerten nach dieser Theorie und
diskutieren verschiedene Verfahren zur Verschleifabschéitzung, unter anderem mit
Nomogrammen. Innerhalb dieser Theorie werden die folgenden Annahmen getroffen:
e AuBlere Reibung erfolgt ausschlieBlich iiber diskreten Kontakt der infolge der Ober-
flichenrauheit angenommenen geometrischen Modelle, wie die Hertz’sche Halbkugel
und daraus hergeleiteten dimensionslosen Rauhigkeitskenngrofien. Damit ist eine Un-
terscheidung von nominaler und realer Kontaktfliche moglich.

e In den einzelnen Kontaktstellen werden laufend Adhésionsbriicken gebildet. Sie
bestimmen die Ausbildung von Reaktions— und Haftschichten sogenannter ’dritter
Korper’. Diese Schichten haben in der Regel andere mechanische Eigenschaften als
die Grundwerkstoffe.

e Fiir das Entstehen von Abrieb, Verschleifl und einer Reibkraft werden einheitliche
physikalische Grundmechanismen angenommen.

e Innerhalb der Theorie werden stationdre Verhiltnisse angenommen, eine lineare
Kraftverteilung vorausgesetzt und chemische Kenngréfien nur qualitativ einbezogen.
e Die Grundgleichung der Theorie besteht aus zwei zu summierenden Beiwerten, von
denen einer fiir Adhésion, der andere fiir Deformation steht. Aufgrund der Voraus-
setzungen und Einschrédnkungen konnen diese Reibbeiwerte superponiert werden.
Der wesentliche Vorteil dieser Theorie ist, dass aus einer Grundgleichung speziel-
le Berechnungsgleichungen hergeleitet werden kénnen und eine Erweiterung geméf
dem Stand der Erkenntnisse moglich ist. Der wesentliche Nachteil ist, dass viele
empirische, nur fiir einen konkreten Fall begrenzt giiltige Konstanten eingehen. Die
innerhalb der erérterten Theorie angegebenen Kriterien zu Reibbeiwertabschéitzun-
gen sind unbefriedigend, da die zu bestimmenden Eingangsgréfien sehr schwierig zu

ermitteln sind.

TABOR [1981] hat sich bei der Beschreibung des Wissensstandes der trockenen
Reibung auf drei Grundelemente bezogen:

e Wesentlich ist die Grofle der realen Kontaktfliche zwischen den Gleitflichen. Es
gibt mehrere gute theoretische Berechnungsmodelle fiir statischen Kontakt, die auf
einer genauen topologischen Analyse basieren. Diese Modelle sind aber wenig zufrie-
denstellend in Bezug auf die Beschreibung des Anwachsens von Verbindungen und
auf die entstehende Arbeitsverfestigung beim Gleitvorgang. Der Hauptnachteil ist,
dass es keine experimentelle Moglichkeit gibt, die tatsichliche Gleitfliche wihrend
des Gleitvorganges zu bestimmen.

e Der Typ des Kontaktes, der innerhalb des Kontaktbereiches geformt wird, muss
genannt werden kénnen. Es gibt keine guten Modelle fiir Kontakt zwischen Oxi-

den untereinander sowie zwischen Oxiden und Metallen und keine Moglichkeit, die
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mechanischen Eigenschaften von Oxidfilmen direkt zu messen.

e Als Letztes hat TABOR die Art und Weise genannt, wie das Material wihrend
des Gleitens in und um die Kontaktregion geschert und geschidigt wird. Bei Metal-
len gibt es einige Losungen bei Kontakt einer Mikroerhebung, die elastoplastische
Deformation, Adhésion und Furchenbildung kombinieren. Diese Losungen beinhal-
ten grofle Schubdeformationen, die auf der Oberfliche auftreten. Sie beriicksichtigen

aber noch nicht die Arbeitsverfestigung beim Gleitvorgang.

MADAKSEN [1982] hat den Stand der Tribologie diskutiert und bemerkt, dass ver-
schiedene Phasen existieren. In der Anfangsphase ist die Reibung abhéngig vom
natiirlichen 'Oberflichenfinish’ oder vom Zusammenbruch des entstandenen Oxidfil-
mes. AnschlieBend kommt es zu plastischen Deformationen und Arbeitsverfestigung
auf der Oberfliche. Erst dann wird ein gleichméfliger Zustand mit konstanter Mi-
krostruktur erreicht. Seiner Meinung nach kann man sich auf vier Mechanismen
beschréinken:

e Adhésion,

e Furchenbildung durch harte Mikroerhebungen,

e Adhésion mit dritten Koérpern und

e Verzahnung von Mikroerhebungen.

Der grofite Energieanteil wird auf der Gleitfliche durch Verformung der Mikroerhe-

bungen und bei der Produktion von Verschleifipartikeln verbraucht.

Speziell zum Verschleiff und iiber die sich bei der Ausbildung von dritten Kérpern
verdndernden mechanischen Eigenschaften gibt es Veroffentlichungen von RABINO-
wicz, DUNN & RuUSSEL [1961], RABINOwICZ & MuTis [1965], LARSEN—BADSE
[1968] und MOORE [1980).

Im Folgenden werden weitere umfangreiche Werke vorgestellt. MOORE [1975] hat
zusétzlich eine Reihe von Anwendungen angegeben und diskutiert diese ausfiihr-
lich. Ausschliefilich mit Reibung und Verschleifl von Metallen und deren Diagnose hat
sich WUTTKE [1978] beschéftigt. SARKAR [1980] hat die Verschleifibildung anhand

von Beispielen aus industriellen Anwendungen diskutiert.

CzicHOS [1978] und [1982] hat systemtechnische Grundlagen zur Bearbeitung
von Reibproblemen eingefiihrt. Dabei werden die Begriffe und Methoden der Sy-
stemanalyse sinngem#f} auf ein tribotechnisches System iibertragen. Spezifisch fiir
die Eigenschaften eines tribologischen Systems ist das Auftreten von Verlustgrofien.
Damit verbessern sich Moglichkeiten zur Analyse und Funktionsiiberwachung von

komplexen tribotechnischen Systemen.
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Fiir die Interaktion von Korpern im Kontaktfall werden vier grundlegende Aspekte
genannt. Diese sind

e clastische Spannungen und Verschiebungen,

e das Anwachsen von Verbindungen,

e das Entstehen von Oberflichenkontaminat und

e das Auftreten von Mikroverschiebungen vor dem Gleiten.

Beim Reibvorgang entwickeln sich vier Prozesse und demnach treten entsprechende
Einzelkrafte auf. Hierzu gehoren

e clastische Deformationen der Einzelerhebungen,

e plastische Deformationen der Einzelerhebungen,

e Ziehen von Furchen und

e Abscheren der adhésiven Verbindungen.

STACHOWIAK [1993] sieht Tribologie als ein neues Feld der Wissenschaft, es
befindet sich eher im Anfangsstadium und die endlose Zahl von experimentellen
Daten und Theorien, soweit sie zusammengefasst sind, hat lediglich geholfen, einen
Eindruck iiber die Tribologie zu bekommen. Generell geht aus unzéhligen Experi-
menten und Theorien hervor, dass sich Reibung als Studium von Charakteristiken
von Filmen aus Materialien zwischen in Kontakt befindenden Koérpern deuten lisst.
Sein Grundkonzept besteht darin, dass Reibung und Verschleif§ am besten durch eine
diinne Schicht oder einen zwischenliegenden Materialfilm, der beim Gleiten, Rollen
oder Stoflen die Korper trennt, erklart werden konnen. Demnach entstehen Reibung
und Verschleify in Abh#ngigkeit davon, ob ein Film versagt oder gar nicht vorhanden

ist.

In aktuellen wissenschaftlichen Zeitschriften wird der Begriff der Nanotribologie
geprigt, da sich das Forschungsfeld auf die molekulare Ebene verlagert hat.
In diesem Zusammenhang wird von PERSSON [1997] erneut die Filmbildung pro-
pagiert. Es wird angenommen, dass sich zwischen den Kérpern eine extrem diinne
Schmiermittelschicht befindet. Die Molekiile der Kérperoberflichen iiben Kréfte auf
die Molekiile der Zwischenschicht aus. Im Haftzustand ist die molekulare Anordnung
starr und regelméflig. Die Molekiile der Zwischenschicht orientieren sich unmittelbar
an den angrenzenden Kérpern. Nach Uberwindung des Haftzustandes wird die An-
ordnung der Molekiile verletzt, dadurch verfliissigt sich die Schmiermittelschicht und
die Gleitreibkraft reduziert sich. Beim Ubergang vom Gleiten zum Haften kommt es
dann wieder zu einer starren Anordnung der Molekiile und damit zu einem Ansteigen
der Reibkraft.
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2.4 Modellierung fiir den Einsatz in numerischen

Verfahren

Um Problemstellungen untersuchen zu koénnen, werden die Strukturen im Rahmen
der Elastizitdtstheorie in ein Modellkontinuum iiberfiihrt. Parallel dazu muss das
Reibverhalten einer sich in Kontakt befindenden Werkstoffpaarung idealerweise in
einem Gesetz erfasst werden und auf einer Modelloberfliche beschrieben werden
konnen. Im Rahmen einer Modellierung fiir technische Anwendungen ist das Reib-
verhalten iiber eine ausreichend grofe Fliache zu beziehen, um eine Aussage treffen zu
konnen. Die Bezugsflichen im Kontaktbereich miissen gegeniiber der Oberflachen-
rauheit und des sich abspielenden Szenarios so grof3 sein, dass das Reibverhalten der
auftretenden Materialpaarung als homogen betrachtet werden kann. Damit kann die
Unterscheidung zwischen Kriften und Spannungen auf der Modelloberfliche analog

zum Modellkontinuum erfolgen.

Bei der numerischen Simulation von elastoplastischen deformierbaren Kérpern mit
Kontaktoberflichen sind zu jedem Zeitpunkt neben der Normalkraft auch Tangenti-
alweg, Tangentialgeschwindigkeit und Temperatur bekannt. Diese Groflen sind daher
fiir die Ermittlung des realistischen Reibverhaltens nutzbar. Damit wird eine prinzi-
pielle Beriicksichtigung der Abhéngigkeit der Reibkraft von

e Druck oy,

e zuriickgelegtem Weg g7,

e Geschwindigkeit vy und

e Temperatur ¢

im Rahmen der numerischen Simulation moglich. Als Darstellungsweisen ergeben sich
die Gleitregel im Kontaktspannungsraum oder die Abhingigkeit des Reibbeiwertes

von anderen Groflen in einem Koordinatensystem.

In Analogie zur Plastizitédtstheorie ldsst sich eine sogenannte Gleitregel aufstellen.
Diese Gleitregel im Kontaktspannungsraum entspricht der Fliefiregel im Haupt-
spannungsraum. Dabei wird der Raum nicht durch die Hauptspannungen beschrie-
ben, sondern durch die Kontaktspannungen, worunter die Normalspannung und die
in beiden Richtungen wirkenden Tangentialspannungen zu verstehen sind. Diese Ana-
logie wurde von MICHALOWSKI & MROZ [1978] dargestellt und von CURNIER [1984]
ausfiihrlich beschrieben. Sie ist ebenfalls bei AvITZUR & NAKAMURA [1986], FRE-
DRIKSON [1976] und anderen zu finden.

Die besonderen Merkmale dieser Theorie sind die Betrachtung endlich grofler inelas-

tischer Verformungen, die Verwendung objektiver Gleitgeschwindigkeitsraten sowie
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die Beriicksichtigung isotroper und anisotroper Ver— und Entfestigungseigenschaften
beim Gleiten. Das klassische Reibgesetz von Coulomb mit konstantem Proportio-
nalitdtsfaktor p ist als Sonderfall enthalten, die entsprechende Gleitfliche ist ke-
gelférmig. Dagegen ist die Gleitfliche bei dem von VU VAN [1990] vorgeschlagenen
Reibgesetz mit nichtlinearer Druckabhingigkeit parabolisch. Die Funktion f zur Be-
schreibung einer solchen Gleitfliche setzt sich aus den einzelnen Variablen zusammen,
sodass f = f(or,on, gr,vr,0). Als Beispiel fiir die Darstellung einer anisotropen
Gleitfliche mit Adh#sion dient Abbildung 2.4.

OT1

Abbildung 2.4: Darstellung einer Gleitfliche f .

Implizite numerische Losungen verlangen die Ermittlung der Reibkraft zum zu er-
rechnenden Zeitpunkt. Der Einsatz der 'radial return method’; so GIANNAKOPOULOS
[1989], bei der Projektion auf die Fliefifliche hat sich hierbei bewihrt. Dieses Vorge-
hen verlduft ebenfalls analog zur Elastoplastizitdt. Durch diesen Einsatz erhélt die

Darstellung eine zusétzliche Motivation.

Der wesentliche Einfluss bleibt in den meisten Fillen die Druckabhéngigkeit. Deshalb
wird oft die Darstellung mit dem Reibbeiwert ;1 als Proportionalitidtsfaktor zur
Druckspannung gewéhlt. Aufgrund der Anschaulichkeit ist dies die bei Experimenten
oft verwendete Darstellung. Im Einzelnen sind das mogliche Abhéngigkeiten von

e Druck u(oy),

e zuriickgelegtem Weg p(gr),

e Geschwindigkeit p(vr) und

e Temperatur ().

Dreidimensional darstellbar und deshalb besonders anschaulich ist nur ein p, welches
von zwei Groen p(a,b) abhingt. Diese Darstellung eignet sich besonders gut, um
experimentelle Kurven aus Versuchen auftragen, verfolgen und entsprechend inter-

pretieren zu kénnen.
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2.5 Eigene Untersuchungen zur Werkstoffpaarung
Stahl und Beton

2.5.1 Grundlegende Zusammenhinge

Nachteile der Anwendung von empirisch entwickelten Reibungsmodellen,
die versuchen, Mikrooberflichenverformung durch Materialparameter und Funkti-
onen in die Berechnung mit einzubeziehen, liegen darin, dass die experimentelle
Bestimmung dieser Parameter kompliziert ist und ihre physikalische Interpretation
unscharf bleibt. Auflerdem ist die Reproduzierbarkeit von Oberflichenmikrogeome-
trien, Verformungen sowie Kontaktoberflicheneigenschaften kaum moglich. Der bei
einigen Theorien vorausgesetzte stationire Zustand stellt lediglich einen Sonderfall
dar, denn wihrend eines Gleitvorganges werden im Allgemeinen mehrere Phasen
durchlaufen. Grundsétzlich sind Anwendungen von theoretischen Methoden, um fiir
eine Werkstoffpaarung das Reibverhalten zu ermitteln, schwer mdéglich, da die Be-
trachtung einer realen Oberfliche nur vor oder nach einem Versuch geschehen
kann. Die Interaktion auf der Kontaktfliche wihrend eines Reibvorganges kann nicht
beobachtet werden. Es kann nur versucht werden, den Ablauf durch eine Bestands-
aufnahme vor und nach einem Versuch zu rekonstruieren. Es werden keinerlei in der
Realitéit vorhandenen zeitlich und rdumlich stochastischen Einfliisse beriicksichtigt.
Bei der Durchfiihrung von Versuchen beeinflussen sich allerdings die verschiedenen
mechanischen Bedingungen, wie Druck, Geschwindigkeit und Weg, aber auch die
Temperatur und der Zustand des umgebenden Mediums gegenseitig. Experimentelle
Ergebnisse unterliegen Streuungen, werden unvollstindig dargestellt, sind meistens

nur fiir Einzelfille aussagekriftig und sind teilweise nicht nachvollziehbar.

Damit wird verdeutlicht, dass sich weder ausschlief8lich theoretische noch ausschlief3-
lich experimentell realistische stoffgesetzliche Beziehungen aufstellen lassen. Nur ein

gemeinsames Vorgehen kann zu neuen Erkenntnissen fiihren.

Im Rahmen der Untersuchung des Reibverhaltens von Beton und Stahl sollen
daher theoretische Uberlegungen helfen, tribologisches Verstéindnis zu wecken, auch
um experimentelle Ergebnisse besser interpretieren zu koénnen. Im Folgenden wird
versucht, den wahrscheinlich wesentlichen Mechanismus fiir dieses spezielle Reib-
verhalten zu analysieren. Temperatureinfliisse, tribochemische Reaktionen und die
Rolle der Adhision sind dabei zu vernachldssigen. Hauptmechanismen werden ledig-
lich Plastizitdt und Materialzerst6rung sein. Die Beschreibung eines moéglichen
sich einstellenden Szenarios erfolgt mit einer Modellierung, die fiir die Ober-
flichenbeschaffenheit folgende Annahmen trifft. Die Stahloberfliche ist glatt und
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starr, wihrend die Betonoberfliche rauh und vergleichsweise weich ist und aus einer
Vielzahl von sproden Mikroerhebungen besteht. Betrachtet und analysiert werden
soll das Verhalten einer Mikroerhebung auf der Oberfliche bei einem Kontakt-
vorgang mit Reibung:

¢ Bei ausschliefllichem Normalkontakt geraten die Werkstoffpartner lediglich in Kon-
takt, es kommt zu symmetrischen Verformungen der Mikroerhebung, siche Abbildung
2.5 (a).

e Durch die anschlielende Tangentialbewegung kommt es zur Verzahnung oder Adhési-
on der Mikroerhebung mit der anderen Oberfliche. Zu Beginn kommt es nur zu
elastischen Verformungen, siche Abbildung 2.5 (b).

e Aufgrund einer Mikroverzahnung oder Adhision und der zunehmenden Tangenti-
albewegung nimmt die Verformung zu, wie in Abbildung 2.5 (c¢) ersichtlich wird. Es
entstehen ortliche Plastifizierungen der Mikroerhebung.

e Durch die zunehmende Verformung kommt es zu ortlichem Materialversagen und
zu einem Aufreifien der Erhebung, siehe Abbildung 2.5 (d).

e Abbildung 2.5 (e) zeigt den vollstindigen Abriss der Erhebung. Die abgerissene
Mikroerhebung wird anschliefend zu einem freien Partikel. Wegen der Rauhigkeit
und Adhésion verdndert dieses seine Konturen.

e [s legt sich in eine Nische oder ein Tal und vermindert somit die Rauhigkeit der
Kontaktoberfliche, siehe Abbildung 2.5 (f). Unter Umstdnden néhert es sich der

Kugelform an und fungiert als Rollenlager.

Als wesentliche Aussage aus der Betrachtung dieses Szenarios folgt, dass der Wider-
stand der Oberfliche in Relation zur Normalkraft und zum Tangentialweg zuerst an-
steigt und anschlieBend abnimmt. Hierfiir sind das Plastifizieren und die Zerstérung
der Mikroerhebung die Ursachen. Unterstiitzt wird die Abnahme des Widerstandes
durch die sich anschliefende abnehmende Oberflichenrauheit. Hinzugefiigt werden
muss, dass ein solcher Vorgang immer einen gewissen Weg benotigt, der hier nur qua-
litativ angegeben werden kann. Das Verhéltnis von Reibkraft zur Normalkraft

und zum Tangentialweg wird sublinear.

Bei weiterer Zunahme des Druckes in Normalenrichtung bis zum teilweise oder
vollstindig zerstorten Beton ist als Grenzbetrachtung vorstellbar, dass die Gesamt-
zahl aller Erhebungen zerstort wird. Vermutlich konvergiert bei der Interaktion mit
dem Grundmaterial die Reibspannung gegen die maximal aufnehmbare Schub-
spannung. Dieser Gedanke wird dadurch unterstiitzt, dass bei Werkstoffen wie Be-
ton die maximal aufnehmbare Schubspannung von auflen nach innen zunehmen wird
—im Gegensatz dazu existieren bei metallischen Werkstoffen Oberflichen, die hérter

sind als das Grundmaterial.



2.5 Zur Werkstoffpaarung Stahl und Beton 29

N ' /
— —— \ - /
| | / &
| | | |
(a) Normalkontakt (b) Elastische Verformungen
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| | | |
| | | |
(c) Plastische Verformungen (d) Aufreifien
______ k ZzZ EE———— — ,
| | | |
(e) Abriss (f) Freies Partikel

Abbildung 2.5: Mégliches Kontaktszenario von Stahl und Beton.

Mogliche Auswirkungen dynamischer Effekte auf den sich einstellenden Mecha-
nismus kénnen zur einer Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Widerstandskraft fiihren.
Angenommen werden kann ein viskoplastisches Verhalten einer Mikroerhebung wih-
rend der elastoplastischen Deformation des vorgeschlagenen Mechanismus. Nach dem
Abreiflen wirken Massentrégheitseffekte auf die Partikel. Diese abgescherten Partikel
wirken als Rollen— oder Kugellager, was durch die Betrachtung von Abbildung 2.5
(f) vorstellbar wird. Dies fiihrt letztlich zu einer Abnahme des Widerstandes. In der
Literatur wurde dieses Phinomen oft festgestellt, jedoch nicht im tribologischen Sin-
ne interpretiert. Nach BERTHIER [1989] sind jedoch Rollvorgénge der sich bildenden

dritten Korper dafiir verantwortlich.
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Zur theoretischen Ermittlung des Reibverhaltens der Werkstoffpaarung Stahl
und Beton muss das betrachtete Verhalten einer Mikroerhebung auf das Verhalten
einer Gesamtoberfliche iibertragen werden. Die Betrachtung einer realen Oberfliche
verdeutlicht, dass die Erhebungen verschiedene Gréflen haben und auf unterschiedli-
cher Hohe liegen. Auch die ortlichen Materialfestigkeiten sind unterschiedlich, da
sie Streuungen unterliegen. Diese Tatsachen haben zur Folge, dass die einzelnen
Vorgénge des Mechanismus auf einer realen Oberfliche nicht zu bestimmten Zeit-

punkten ablaufen, sondern in Zeitintervallen.

Eine realistische Erfassung des ablaufenden Mechanismus kénnte daher mit Hil-
fe einer statistischen Verteilung der Erhebungen und einer Variation von deren Grofle
und Hohe auf der Oberflache erfolgen. Mit Hilfe von Gaufi— oder Weibull-Verteilungen
konnte zusammen mit der Erfassung der Erhebungen der Verlauf der Widerstands-
kraft des vorgeschlagenen Versagensmechanismus auf die gesamte Oberfliche iiber-
tragen werden. Alternativ zu den statistischen Ansétzen ist eine Projektion des
Einzelmechanismus auf einen Oberflichenausschnitt einer realen Betonoberfliche

moglich.

2.5.2 Ergebnisse aus experimentellen Untersuchungen

Allgemeines Ziel ist es, mogliche Abhéngigkeiten einer Werkstoffpaarung mit gege-
bener Oberflichenbeschaffenheit fiir technische Anwendungen zu untersuchen. Als
wesentliche mogliche Abhéngigkeiten gelten dabei Druck, Gleitweg, Gleitgeschwin-
digkeit, Temperatur und andere. Die Zielsetzung und damit die Gré8enordnungen

wesentlicher Versuchsparameter beeinflussen das Versuchskonzept.

Im Rahmen eines DFG-Forschungsvorhabens wurden von EIBL & HOFFMANN [1995]
die Reibvorginge zwischen Stahl und Betonoberflichen untersucht. Dabei wurden
speziell Untersuchungen zum Eindringverhalten eines Stahlkonus in einen Beton-

kreisring durchgefiihrt.

Die zu untersuchenden Einfliisse auf die Reibkraft, besonders in Hinblick auf die Ziel-
setzung — z. B. 'Impaktsimulation’ —, sind die Ermittlung méglicher Abhédngigkeiten
der Reibkraft von

e Druck und

e Gleitgeschwindigkeit.
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Versuchskonzept

Ein Konus aus Stahl dringt in eine segmentierte Betonkreisringscheibe ein, siehe
Abbildung 2.6. Der Eindringweg ist wegen des Keilprinzips proportional zur Nor-
malspannung oy. Auf der Kontaktfliche gilt fiir die Reibspannung die Annahme von
Coulomb mit o7 = p o. Wéhrend des Eindringens des Konus werden alle notwen-
digen Groflen zur Ermittlung der Normal— und Reibspannung auf der Kontaktfliche

gemessen.

Ergebnisse mit diesem Konzept sind in Abbildung 2.7 aufgetragen. Die Reibspannung
ist in Abhéngigkeit von der Normalspannung und der Reibbeiwert in Abhéngigkeit
von der Geschwindigkeit dargestellt.

Stahlring

Abbildung 2.6: Experiment mit einem eindringenden Konus.

Weitere experimentelle Untersuchungen finden sich in der Literatur: FRANZ [1959],
FIEDLER [1962], HOLKE [1965], ROIK & BURKNER [1978], PASCHEN & ZILLICH
[1979], RABBAT & RUSSEL [1985], BALTAY & GIELSVIK [1990], MAISSEN [1993]
und NAsr, EBNER & EIBL [1997].
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Abbildung 2.7: Darstellung der Ergebnisse aus den Versuchen und aus der anschlie-

enden nichtlinearen Regressionsanalyse.
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2.5.3 Herleitung zu einem Reibgesetz

Vorbemerkungen

Ein komplexes Reib— oder Oberflichenstoffgesetz kann nur aus einer Vielzahl von
Versuchsergebnissen zusammen mit Theorien aus der Tribologie entstehen. Im Fol-
genden soll die Vorgehensweise zur Ermittlung eines komplexen realistischen Reib-

gesetzes erldutert werden.

Soll fiir eine gewéhlte Werkstoffpaarung das Reibverhalten untersucht werden, sind
die Untersuchungsziele mit dem Versuchskonzept abzustimmen. Um spezifische Ab-
héngigkeiten zu untersuchen, sollten die Groflenordnungen aller beteiligten Grofien
schon im Voraus abgeschétzt werden konnen. Die Ergebnisse aller nutzbaren Versuche

sind anschlielend entsprechend darzustellen.

Wichtig fiir das Aufstellen von Beziehungen ist, dass zuvor alle verfiigbaren Ergeb-
nisse gemeinsam mit ihren spezifischen Abhéangigkeiten dargestellt werden kénnen.
Zu diesem Zweck wird ein entsprechend gewéhlter Raum (z.B. p = p(on,vr) )
durch Daten, d.h. experimentell ermittelte Raumkurven, gefiillt. Mit zunehmender
Dichte von dhnlichen Kurven entsteht eine zunehmend dichtere und damit genauere
Ergebnisoberfliche. Bei der Betrachtung solcher entstehenden Oberflichen kénnen
Bereiche, in denen Versuchsergebnisse fehlen oder unschliissig sind, erkannt und dann
gezielt durch weitere Versuche oder neue Versuchskonzepte ausgeglichen werden. Die
Bedingungen fiir diese anstehenden Experimente konnen darauthin abgestimmt wer-

den.

Fiir einen solchen Raum lésst sich iiber eine durch unzéhlige Ergebniskurven entste-
hende beliebige Oberfliche mit Regressionsanalysen eine Funktion finden, die diese
Oberfliche und damit das Reibverhalten beschreibt. Sie kann als Basis fiir ein bei

numerischen Berechnungen zu nutzendes Reibgesetz dienen.

Da innerhalb der eigenen Zielsetzung die Ermittlung von Reibgesetzen als Basis fiir
eine numerische Simulation im Vordergrund steht, sind die experimentellen Ergeb-
nisse soweit aufzubereiten, dass sie als Basis fiir ein Reibgesetz dienen kénnen.

Die Versuchsergebnisse werden in einem Raum aufgetragen, hier u = p(on,vr).
Anschlieflend werden die Ergebnisse zur Elimination der jeweiligen zweiten Variablen
jeweils auf eine Achse projiziert. Die so entstehenden p = p(oy) und p = p(vr) lassen
eine Regressionsanalyse zu. Die Darstellungen hierzu befinden sich in Abbildung 2.7
(a) und (b). Somit kénnen anhand der experimentellen Untersuchungen Funktionen

ermittelt werden, die als Vorschlag fiir ein Reibgesetz dienen.
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Als fiir die numerische Simulation zu nutzende Funktion kann nun beispiels-

weise Folgendes angegeben werden:

¢ Reibbeiwert p

Nach der Ermittlung von Funktionen durch eine nichtlineare Regressionsanalyse mit
den Versuchswerten, dargestellt in Abbildung 2.7, ldsst sich eine Gleichung fiir den
Reibbeiwert in Abhéngigkeit von Druck und Geschwindigkeit angeben:

Hs—B.,d ( ON, UT ) =
[c + (L —c)e™ ] [=b/a (1 - el )] 1/|oy]
mit a=—0.125, b=-1.11, ¢=0.5, d=-0.3

Die Abhéngigkeit des Reibbeiwertes von Druck und Geschwindigkeit kann anschlie-
end dreidimensional in Abbildung 2.8 dargestellt werden.

Reibbeiwert [—]

Druckspannung

2
[MN/m®] Geschwindigkeit

[m/s]

Abbildung 2.8: Darstellung des Reibbeiwertes j1g_p 4 in Abhéngigkeit von der Druck-

spannung oy und der Geschwindigkeit vy .
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e Gleitfliche f
In Anlehnung an stoffgesetzliche Beziehungen kann in Analogie zur Flieifliche eine

Gleitfliche aufgestellt werden. Die Darstellung im Oberflichenspannungsraum zeigt
Abbildung 2.9. Zur Beschreibung dient die folgende Gleichung:

fs—pa (on,or,vr) = 0

< — Je+ (1 =c)edPl ] [bfa(1 —elvh] + oy

mit a=-0.125, b=—-1.11, ¢=05, d=—-0.3

012 [MN/m?2]

Abbildung 2.9: Darstellung der Gleitfliche fs_p4(07, 0N, vr) im Oberflichenspan-

nungsrauim.

Diese vorgeschlagenen Reibgesetze wurden in die vorgestellten Algorithmen inte-
griert. Durch numerische Untersuchungen mit diesen Algorithmen konnten die ei-
genen experimentellen Untersuchungen validiert werden. Die Vorgehensweise dieser

Untersuchungen wird in Kapitel 7 beschrieben.
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e Tribologische Interpretation

Grundsétzlich sollten die Versuchsergebnisse mit einer Interpretation der Theorie ver-
glichen werden konnen. Zu diesem Zweck wurde versucht, fiir die betreffende Werk-
stoffpaarung ein auf Uberlegungen aus der Tribologie basierendes Szenario der sich
in Kontakt befindenden Oberflichen zu erstellen. Anschlieend sollte ein solches Sze-
nario unter Beriicksichtigung von statistischen und stochastischen Einfliissen soweit
angepasst werden, dass die Versuchsergebnisse damit identifiziert werden und Funk-
tionen mit physikalisch interpretierbaren Parametern beschrieben werden konnen.
Eine genaue Identifikation und eine Erfassung mit diesem Ziel erscheint jedoch nur
sinnvoll, wenn die Anzahl der streuenden Groflen iiberschaubar oder die Summe
der stochastischen Einfliisse gering ist. Aufgrund der hohen Anzahl der genannten
Einflussgrofien soll im vorliegenden Fall eine prinzipielle Interpretation ausreichend

sein.

Die speziell fiir diese Werkstoffpaarung durchzufiihrende Interpretation wurde im
vorherigen Abschnitt durchgefiihrt. Damit sollte ndherungsweise eine sinnvolle tribo-
logische Interpretation mit einer ausreichend genauen Analyse der einzelnen Phasen
gegeben sein. Bei dem vorgeschlagenen Szenario ergeben sich zwei Hauptaussagen,

die im Einklang mit den experimentellen Ergebnissen stehen:

e Die Widerstandskraft nimmt mit der abnehmenden Rauhigkeit und der zu-
nehmenden Zerstorung der Mikroerhebungen ab. Es ergibt sich ein sublineares

Verhalten von Reibung und Normalkraft.

e Die zunehmende Relativgeschwindigkeit fithrt bei sich nicht umkehrender Re-

lativbewegung ebenfalls zur Abnahme der Widerstandskraft.

Langfristig ist natiirlich eine vollstdndige Theorie, die durch endlos viele Versuchser-
gebnisse und moglichst fundiertes tribologisches Wissen gestiitzt wird, anzustreben.
Dies ist jedoch ein langfristiger iterativer Vorgang, da auf mehreren Teilgebieten je-
weils Fortschritte erzielt werden miissen. Eine Vielzahl von Widerspriichen in diesem

Bereich ist noch nicht geklért.



Kapitel 3

Numerische Grundlagen der

Kontaktalgorithmen

3.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

In diesem Kapitel werden die Notation und der konzeptionelle Hintergrund aufberei-
tet, der fiir das Losen von Kontaktproblemen notwendig ist. Es ist nicht beabsichtigt,
die Entwicklung der Kontinuumsmechanik mit groflen Deformationen und Variati-
onsprinzipien darzustellen; hierzu wird auf grundlegende Literatur von M ARSDEN
& HUGHES [1983], MALVERN [1969], GURTIN [1981], DuvAuT & LIONS [1976] und
HuGHES [1987] verwiesen.

Durch Einbeziehung des Kontaktes in die Gesamtbeschreibung ergeben sich in Ab-
héngigkeit von der gewihlten Modellierung zusétzliche Zwangsbedingungen. In die-
sem Abschnitt wird soweit wie nétig auf die Grundlagen eingegangen, um die glo-
balen Gleichungen mit den notwendigen Termen zu erweitern, die sich durch diese

zusitzlichen Zwangsbedingungen ergeben.

3.1.1 Notation des Problems

Die Ausgangskonfigurationen der beiden Korper werden, wie in Abbildung 3.1 gezeigt
wird, durch QM und Q® in R"¢ beschrieben. Die riumliche Dimension wird dabei

mit n,y festgelegt.

Die Bewegungen der Kérper werden mit Hilfe von () und ¢® im Zeitintervall
N = [0,T] durch folgende Funktionen beschrieben:

D QY xR 5 R, =1,2 (3.1)
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Hierbei zeigt o

den Randbedingungen an. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass Q%) i = 1,2

die Geschlossenheit von Q) das heift den Zusammenschluss mit

rdumlich zur Ausgangsposition passt, und dass diese Ausgangskonfigurationen so

gewihlt sind, dass sie sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 nicht in Kontakt befinden.

- (1)
R" \Ni/

Abbildung 3.1: Deformationen zweier Korper bei einem Kontaktproblem.

Fiir jeden beliebigen Zeitpunkt aus ¢ € N kénnen die Konfigurationen durch Festhal-
(i)

ten des Zeitargumentes ;’, i = 1,2 fixiert werden.
Geometrische oder tensorielle Objekte, die durch cpgi)(Q(i)) definiert sind, werden im
Folgenden als Objekte in der Momentankonfiguration und solche, die als Q) definiert

sind, als Objekte in der Referenzkonfiguration bezeichnet.

Materialpunkte, die sich auf dem ersten Korper Q) befinden, werden mit X defi-
niert, und Materialpunkte auf dem zweiten Kérper Q® mit Y , in der momentanen
Betrachtungsweise dann entsprechend mit x und y.

An den Rindern 9Q® auf Q¥ § = 1,2 fiihrt man fiir Materialpunkte, die im
Kontaktbereich liegen kénnen, zum Beispiel X und Y, die Teilmengen I'® ¢ 9Q®
ein. In der momentanen Betrachtungsweise werden diese Teiloberfliichen als v =
o(0®), § = 1,2 bezeichnet. Uber diese Oberflichen I'® werden im Folgenden die
Kontaktbedingungen eingefiihrt.
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3.1.2 Lokale Grundgleichungen

Mit dieser Notation kénnen nun die Grundgleichungen fiir einen Koérper (i) hergelei-
tet werden. Die starke Form der Impulsbilanz wird zusammen mit den Randbedin-
gungen und Anfangsbedingungen folgendermafien angegeben:

Fiir allet € X, ¢®, i =1,2 soll

- , , ,
) ﬁgo(z) = DIVP® 4+ £ in QO

POn{) = ¥ auf 70,

e = g  auf Fg) (3.2)
und
(3) . - . =)
e, = 1 (Identitdt) in Q7
o ) i iy
9 0 — v in 0 3.3
S e = Vi i (3.3

gelten. Unter Beachtung der Indizierung (i) ist py die Ausgangsdichte, P der erste
Piola—Kirchhoff’sche Spannungstensor, DIV stellt den Divergenzoperator dar und ng
ist der aus dem Korper zeigende Normalenvektor in der Referenzkonfiguration. Die
Abbildungen £® : Q0 x R — R, ) TO xR — R, @) TO xR —
R™d beschreiben die Trégheitskrifte, die dufleren Lasten und die Bewegungen in der
Ausgangsgeometrie. Vi beschreibt als Anfangsbedingung das Geschwindigkeitsfeld.
Uber die konstitutiven Beziehungen fiir P werden keine niheren Angaben gemacht.
P ist im Wesentlichen eine Funktion der Verzerrungen, der Zeit— und der Geschichts-

variablen.

Unter Beibehaltung der Lagrange-Beschreibung werden alle Gleichungen fiir die Re-
ferenzgeometrie beschrieben. Fiir die Rinder wird angenommen, dass ') und Fg)

zeitunabhéngig sind. Es gelten folgende Beziehungen:

raogr@urd = o0

rOnrd =rOar®d =t nr® = o (3.4)

o a ® @

Die Definition der Randbedingungen erfolgt hier in einfacher Form mit (3.2)q3.



40 Numerische Grundlagen zum Kontakt

3.1.3 Uberfiihrung in das Prinzip der virtuellen Arbeit

Die starke Form der Grundgleichungen (3.2) und (3.3) kann nun in die schwache
Form iiberfiihrt werden. Hierzu werden Konfigurationsrdume Ct(i),z' =1, 2 festgelegt,
in denen die Losung go,gi) fiir jeden Zeitpunkt von ¢ liegen muss. Diese Rdume werden
gegeben als

i) = {l? QY = Rt | J1 = det] Dpf”] > 0 und |0 =B (0)}. (35)

Die Rdume Ct(i) sind zeitabhéngig, weil mogliche Verschiebungsrandbedingungen eben-
falls zeitabhiingig sind. Es wird angenommen, dass C\”) ¢ H'(Q®) ist, wobei H' einen
Sobolev—Raum darstellt, bei dem alle Elemente und ihre Ableitungen integrierbar
sind. Die zugehérigen Variationsriume V& c H'(Q®) werden mit

(4)

v = {509 o pre | pP= 0 auf 10} (36)

analog definiert. Die Riume V® sind nicht zeitabhingig.
Mit dem inneren Produkt aller c,*o(z) von V@ mit (3.2); und nach Durchfiihrung einer

Integration iiber das Volumen sowie einer partiellen Integration wird die folgende

schwache Form der Grundgleichung eines Korpers (i) ermittelt:

Gt @) = | p0AY-@" da®+ | PP GRAD[p ] do
. £0. 50 g — / 0. 50 gro
(910 p 't 4
= t. ¢ ar® (3.7)
r@

Sie gilt fiir alle 4:5(1)6 V@ und fiir alle ¢ € R. In dieser Gleichung (3.7) ist A, die mate-
rielle Beschleunigung oder die zweite Ableitung nach der Zeit der Bewegung ¢ zum
Zeitpunkt ¢. Die Grofle G&iy)n(cp,gi), g*o(l)) stellt die Summe aus innerer Trégheitsarbeit,
innerer virtueller Arbeit und virtueller Arbeit der aufgebrachten Kréfte und Verschie-
bungen dar. Sie steht im Gleichgewicht mit der virtuellen Arbeit der Kontaktkrifte
auf dem Rand T,

Fiir einen moglichen Kontakt gilt es, ein globales Variationsprinzip fiir zwei Korper
aufzustellen. Zur Vereinfachung werden die Bewegungen ! und ¢ zu ¢ zusam-
mengefasst. Es soll folgende Vorschrift gelten:

¢ (@7 ua?) xR — R (3.8)
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) (2)

Die Restriktionen von ¢ entweder zu '’ oder zu Q' ergeben dann ¢ sowie (%,
Die Abbildungsfunktion ¢ mit den Variationsriumen C;, und V wird ebenfalls auf
diese Weise zusammengefasst. Die Addition von Gleichung (3.7) fiir ¢ = 1,2 fiihrt

zum folgenden globalen Variationsprinzip:

Gan(eon 9) = Gl (2l 6 + G ol 0)

— [ MM aro 4 [, 676 ar® (3.9)
T )
Diese Gleichung (3.9) gilt fiir alle @ € V und fiir alle t € X. Sie fiihrt nach der

Diskretisierung zu dem zu losenden globalen Gleichungssystem.

Die einzelnen Groflen von Gy, sind in den folgenden Kapiteln von sekundérem In-
teresse. Dagegen sind die durch Kontakt entstehenden Beitrige auf der rechten Seite
der Gleichung zusammengefasst worden, sie stellen die virtuelle Kontaktarbeit dar
und dienen als Ausgangspunkt fiir die in den néchsten Abschnitten benétigten Her-

leitungen.
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3.2 Handhabung der Kontaktbedingungen

In diesem Abschnitt werden die Kontaktbedingungen mit Hilfe der eingefiihrten No-
tation zur Beschreibung des Kontinuums auf lokaler Ebene behandelt. Hierbei hat
sich gezeigt, dass die grundlegende, nach Mo6glichkeit exakte Erorterung der geome-
trischen Struktur von LAURSEN & S1MO [1992] ein wesentlicher Baustein ist, da diese
die Basis fiir das Aufstellen des Prinzips der virtuellen Kontaktarbeit und deren Li-
nearisierung ist. Im néchsten Unterkapitel werden die hier hergeleiteten Bedingungen

in das Prinzip der virtuellen Arbeiten in Gleichung (3.9) eingearbeitet.

3.2.1 Parametrisierung der Kontaktoberfliche

Bei der Handhabung einer Kontaktfliche wird eine aktive Kontaktzone, in der ei-
ne gegenseitige Beriihrung der Korper moglich wird, und eine inaktive Zone, in der
die Korper getrennt bleiben, festgelegt. Die in Kapitel 3.1 definierten Oberflichen
7@ und T'® werden im Folgenden als aktive Kontaktoberflichen bezeichnet. Zur Be-
schreibung des Kontaktvorganges werden in der aktiven Kontaktzone parametrisierte
Kontaktoberflichen in natiirlicher Parameterdarstellung mit Gauf3’schen Flichenpa-
rametern definiert. Dabei miissen die Oberflichenformen I'® und v die notwendi-

gen Bedingungen hinsichtlich Differenzierbarkeit, Konvexitdt und Stetigkeit erfiillen.

Jeder Korper erhélt eine Abbildungsfunktion, die zur Beschreibung dieser Ober-
flichen dient. Es werden A® € R™a~! und eine Abbildungsfunktion \115") fiir jeden
Korper (i) definiert \115") : A — Rrsa=l i = 1 2. Daraus ergibt sich die Beschrei-
bungsmaoglichkeit der Flichen in der Referenzkonfiguration mit ') = \I'gi) (A®), und
der Momentankonfiguration mit v = ¥{?(4®).

Zur Erlduterung dient die Betrachtung der Oberfliche von Koérper (2) in Abbildung
3.2. Materialpunkte einer Oberfliiche Y € I'® konnen mit dieser Beschreibung in der
Referenz— oder der Momentankonfiguration durch Y = ¥’ (§) und y = w? (&) fiir
¢ € A identifiziert werden. Damit wird eine Moglichkeit geschaffen, Materialpunkte
auf der aktiven Kontaktoberfliche eines Korpers zusétzlich in Abhéingigkeit einer
solchen Abbildungsfunktion auszudriicken. Diese Oberflichen existieren ebenfalls fiir
Korper (1).

Lokale Basisvektoren

Auf der Oberfliche des Kérpers (2), T® in der Referenz— und () in der Momentan-
konfiguration, lassen sich durch partielle Ableitungen der Abbildungsfunktionen \1182)
und ¥'? nach den einzelnen Komponenten &, ... &4 ! von £ € A® parametrisierte

Ebenen als Basen herleiten:
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Abbildung 3.2: Parametrisierung der Kontaktoberfliche von Korper (2) in der

Momentan— und Referenzkonfiguration.

E.(§) = ¥ (€ (3.10)
ea€) = TP (&) =FP (TP (€)Ea(€), a=1,...,nq—1  (3.11)

Die Schreibweise der Ausdriicke (-), bedeutet dabei die partielle Ableitung nach
den natiirlichen Parametern £*. Im Folgenden werden kleine griechische Indizes fiir
Ausdriicke in den Basen benutzt, es gilt die Summenkonvention. F§2) ist der zu LPEZ)

gehorige Deformationsgradient.

Fiir die weitere Beschreibung wird die eine Oberfliche als Slave— und die andere als
Masteroberfliche bezeichnet. Dieses Konzept stammt von HALLQUIST [1979] und ist
heute noch das am meisten verbreitete. In diskretisierter Form fiihrt es zu Knoten—
Segment—Kontakt, so unter anderem bei Ju & TAYLOR [1988], CURNIER & ALART
[1988], WRIGGERS & MIEHE [1994] und SiMO & LAURSEN [1992].

Die Zuordnung von Slave— und Masteroberfliche ist im nichtdiskretisierten Konti-
nuum willkiirlich. Gem#B der vorliegenden Notation wird T'® als Master— und I'")
als Slaveoberfliche festgelegt. Befinden sich Materialpunkte der Slaveoberfliche in
Kontakt mit der Masteroberfliche, dann wird eine Beschreibung der auftretenden

Relativbewegung benotigt.
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Voraussetzung zur Beschreibung dieser Relativbewegung von Materialpunkten zwei-
er Korper ist die Erfassung einer Projektionsvorschrift, die zu jedem Zeitpunkt eine
Abbildung zwischen Slavepunkt X € '™ und Masterpunkt Y € I'® definiert. Die-
se Projektionsvorschrift in Verbindung mit einer Minimierung wurde erstmalig von
SIMO & LAURSEN [1992] und WRIGGERS & MIEHE [1994] verwendet. Zu einer
vollstdndigen mathematischen Beschreibung des Kontaktvorganges im Modellkonti-
nuum gehdrt auch die Beschreibbarkeit von Zusténden, bei denen die in Kontakt
tretenden Korper ineinander eindringen oder sich {iberlappen. Diese Félle konnen
im Zuge des Losungsprozesses wihrend der Gleichgewichtsiteration auftreten und

werden im Folgenden als Penetration bezeichnet.

Ziel ist es nun, alle notwendigen Kontaktbedingungen durch Betrachtung eines Slave-
punktes X € T() dessen aktuelle Position zum Zeitpunkt ¢ € ¥, durch x = go,gl)(X)
gegeben ist, zu ermitteln. Die aktuelle Position fiir einen Masterpunkt Y € I'® auf
der gegeniiberliegenden Oberfliche I'® wird durch y = cpgl)(Y) auf v? analog aus-
gedriickt. Da es als Ziel gilt, die Kontaktbedingungen durch Punkte von X € I'")
ermitteln zu konnen, wird zu jedem Slavepunkt ein Punkt auf der Masteroberfliche

gesucht, der den minimalen Abstand hat.

Mit Hilfe einer sich im Kontaktfall entwickelnden Abstandsfunktion wird eine lokale

Basis eingefiihrt, die geeignet ist, die spezifischen Eigenschaften zu beschreiben:

gX0) = min (X 1) — (Y1)
(3.12)
Pl L X YR,
ag "0 =0 = em) —emy ) e )

Aus der Forderung der Gleichung (3.12), folgt, dass der Vektor ¢@ (Y (X)) senkrecht
auf dem Differenzvektor ()(X) — (Y (X, 1)) stehen muss. Der bei der Erfiillung
der Bedingung ermittelte Punkt ¢® (Y (X, t)) stellt dann die orthogonale Projektion
von ¢ (X) auf die Masteroberfliche v(?) dar.

Damit ist gewéihrleistet, dass der Abstand des Slavepunktes zur Masteroberfliche ein
Minimum annimmt, wie auch Abbildung 3.3 verdeutlicht. Groflen, die durch diese
Minimierung ermittelt werden, sind mit einem Querstrich (%) gekennzeichnet. Zu
jedem Zeitpunkt kann fiir jeden Materialpunkt X € T'™) ein Punkt Y € I'® durch
Minimierung von (3.12) ermittelt und anschlieflend als Y bezeichnet werden. Zur

Verdeutlichung dient Abbildung 3.3.
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Analog ergeben sich die Punkte ¥ sowie €. Der Ausdruck (&€(X,t)) hiingt also von
den Bewegungen beider Korper und nicht nur von X ab. Man erhélt aufgrund der
eingefiihrten parametrisierten Oberfliche und der Projektion die folgenden Bedin-

gungen:

(3.13)
vX, 1) = PP(EX,1) (3.14)

|
—
Ie
o~
N
I
ol
K
~—
| oy
—
Ie
o~
N
N

Zur Beschreibung der parametrisierten Kontaktfliche werden partielle Ableitungen
dieser Abbildungsfunktionen als lokale Basis auf der Oberfliche des Korpers benétigt.
Damit lassen sich Tangentialebenen bestimmen. Diese benotigte lokale Basis am
ermittelten Masterpunkt ist durch die Parametrisierung der Basen in (3.10) und

(3.11) sowie dem Punkt & gegeben. Fiir alle « = 1,...,ny — 1 gilt

Ta E.

—

& =Y, (3.15)

o = eal€ 2(Y(X)) . (3.16)

Il
&~
2

Il
©
R

Die Abhéngigkeiten von T, und 7, von X und ¢ existieren durch (&(X,¢)). Auf der
Masteroberfliche werden am ermittelten Masterpunkt Normal— und Tangentialvek-
toren eingefiihrt. Im Fall von Kontakt erfolgt die Projektion eines Slavepunktes exakt
auf die Masteroberfliche durch die vorgestellte Minimierung. Die Tangentenvektoren
T, und 7, beschreiben nun eine Basis, die am Punkt X auf F(Z), sowie am Punkt
x auf 7® mitgefiihrt wird. Durch einen nach aufien gerichteten Normalenvektor n
auf 7® am Punkt (¥(X,t)) wird die Tangentialbasis ergéinzt. Im Zweidimensionalen

lautet sie

n= : (3.17)

mit dem Einheitsvektor i3. Im Dreidimensionalen lautet sie

T1 X T9
= —== . 3.18
fr (319)
Dann sind die sich in Kontakt befindenden Materialpunkte auf der Oberfliche iden-
tisch mit denen, die durch die Abbildungsfunktion der parametrisierten Oberfliche

beschrieben wurden.
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Geometrische Interpretation der Zwangsbedingung

Die im letzten Abschnitt gezeigte Projektion ldsst sich zu einer Abstandsfunktion
g(X,t) als Minimalabstand von einem Slavepunkt zur Masterfliche mit einer spe-
ziellen Vorzeichendefinition erweitern. Mit der Beschreibung kann dann zwischen
Separation (d. h. kein Kontakt), Kontakt und Penetration unterschieden werden.
Diese Abstandsfunktion g(X,¢) wird fiir alle X und fiir ein Abbildungspaar @) (-, 1),
@2 (-, 1) folgendermaBen definiert:

9(X,t) = sign(g(X,1)) |g(X,1)]
mit
9X. 0 = min @ (X, ) =} (Y. 1),
und
B (1) - .
sign(X, 1) — { 1 wenn ¢; ' (X, t) erlaubt (physikalisch méoglich) (3.19)
1 nicht erlaubt, Penetration

Fiir jeden Zeitpunkt ¢ kann g(X,¢) als Wert des Minimalabstandes von x = cp,gl)(X)
zu v definiert werden, wie in der Abbildung 3.3 anschaulich demonstriert wird.
Das Vorzeichen von g wird durch die Signum-Funktion bestimmt. Der Wert dieser
Funktion ist, wie man auch aus der Abbildung 3.3 erkennt, wiederum von der Position
von cp,gl)(X) abhingig.

Abbildung 3.3: Schematische Definition der g—Funktion auf dem Masterkorper.

Nach durchgefiihrter Minimierung ergibt sich die Abstandsfunktion ¢ in Abhéngig-
keit von ¢ und @ mit
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g=—[e"V(X) - e?(Y(X))] - n. (3.20)

Der Wert der Abstandsfunktion ist negativ, wenn die beiden Ko6rper getrennt sind.
Er ist gleich null, wenn sich die Korper am Slave— und Masterpunkt beriihren. Ist
der Wert der Abstandsfunktion positiv, dann ist der Slavepunkt in den Masterkorper
eingedrungen:

< 0 : Separation
9(X,t) = 0 : Kontakt

> 0 : Penetration
(3.21)

Im Rahmen der kinematischen Zwangsbedingung ist keine Penetration erlaubt. Die
lokale kinematische Zwangsbedingung fordert, dass wiahrend der Bewegung der bei-
den Korper zu keinem Zeitpunkt Eindringung bzw. Penetration stattfinden darf. Als
analoge Bezeichnung kann der Begriff der Inpenetration eingefithrt werden. Diese

Bedingung (3.21) fiir X, relativ zur Masteroberfliche, wird durch
g(X,t) < 0 (3.22)

ausgedriickt. Anschaulich ist diese Bedingung eng mit dem Konzept des Minimalab-

standes verkniipft.

Anhand der Abbildung 3.3 kann eine Interpretation gegeben werden. Denn fiir den
Fall, dass die Bedingung (3.19) verletzt wird, kann bei der dann auftretenden Pe-
netration der Slavepunkt auf die Oberfliche der Masterfliche projiziert werden. Die
Grofle von g wird durch die physikalische Linge der Riickprojektion von x auf die
erlaubte Region ¥ bestimmt. Durch diese Minimierung von ¢ auf die Mastero-
berfliche erfolgt die Projektion eines Slavepunktes auf die Position, an der auf der

Masteroberfliche Normal— und Tangentialvektoren eingefiihrt wurden.

Das Prinzip der Minimalabstandsfunktion ist in vielen Algorithmen implizit auf-
grund der Diskretisierung mit linearen Elementen enthalten, so bei WRIGGERS &
SiMo [1985], PARISCH [1985] und HALLQUIST, GOUDREAU & BENSON [1985]. Der
hier dargestellte Ansatz ist grundlegend fiir das weitere Vorgehen zur Definition der
Kontaktkinematik.
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Definition der Kontaktspannungen
Ausgehend von den nominalen Piola-Kirchhoff’schen Spannungen am Slavepunkt
X € I'M wird die Spannung mit den definierten Normal- und Tangentialvektoren in

rdumlicher Konfiguration durch

tW(X, 1) = PO(X, 1) - 0V (X) (3.23)

definiert. P und ny wurden in Gleichung (3.2) auf den Punkt X bezogen definiert.

Die Spannung kann wie folgt dargestellt werden:
tM(X, 1) = ty (X, t)n + PtV (X, 1) (3.24)

Hierbei ist n die negative nach aufien zeigende Normale von ") in der riumlichen
Konfiguration. P,t™) ist die Projektion von t(!) auf die zugehorige Tangentialebene.
Da die negative nach auflen zeigende Normale zur Definition der Kontaktkraft ¢y

benutzt wird, ist der Wert der Druckspannung am Punkt X positiv.

Kuhn—Tucker—Bedingungen
Mit Hilfe der kinematischen Zwangsbedingung und der eingefiihrten Kontaktspan-
nung konnen die vier sogenannten Kuhn—Tucker—-Bedingungen fiir den Normalkon-

takt festgelegt werden:

g(X,t) <0

in(X,t) > 0

tn(X,t) g(X,t) = 0
tn(X,t) g(X,t) = 0 (3.25)

Die Gleichungen (3.25);_3 stellen die Inpenetrationsbedingung, die Druckkraftbe-
dingung und die Bedingung dar, dass der Druck nur ungleich null sein darf, wenn
g = 0 ist, also wenn Kontakt auftritt. Die vierte Bedingung von Gleichung (3.25)4
ist die Konsistenzbedingung. Sie besagt, dass, wenn die Kontaktkraft ungleich null
ist, die zeitliche Ableitung des Abstandes vom Slavepunkt X und dem zugehorigen
Masterpunkt Y gleich null sein muss. Diese Bedingung wird bei der Herleitung der

Reibungskinematik eine wesentliche Grundlage sein.
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3.2.2 Reibungsbedingte Kontaktbedingung in tangentialer
Richtung

In diesem Abschnitt werden die Kontaktbedingungen in tangentialer Richtung ein-
gefiithrt. Das Reibverhalten wurde in Kapitel 2 ausfiihrlich betrachtet. Dabei wurde
ein mogliches Reibgesetz als komplexes, von mehreren Parametern abhéngiges Ober-
flachenstoffgesetz vorgestellt. Das einparametrige, lineare Reibgesetz von Coulomb

ist als einfachste Form zur Beschreibung der numerischen Grundlagen ausreichend.

Reibungskinematik: die Relativgeschwindigkeit
Die vierte der im letzten Abschnitt definierten Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.25),
wird genutzt, um die Relativgeschwindigkeit herzuleiten. Diese Bedingung besagt,
dass die zeitliche Ableitung der Relativbewegung zwischen Master— und Slavepunkt
gleich null sein muss: §(X,¢) = 0 mit durch ¢5(X,?) # 0 vorausgesetztem Kontakt.
Diese Forderung kann als die zu null gesetzte zeitliche Ableitung der Relativbewegung
zwischen x = (X, t) und ¥ = @ (Y (X, t),t) ausgedriickt werden:

0= 210X, 1) — oI (Y(X, 1), 1) (3.26)
Die Errechnung dieser zeitlichen Ableitung einschliellich Anwendung der Kettenre-
gel, siche Anhang A A.2, fithrt zu :

o (X, 1)~ v (Y(X,1),1) = PP (@) S [Y(X,1) (3.27)

Die linke Seite der Gleichung (3.27) stellt die Differenz zwischen den Geschwindig-
keiten von X und Y in der Momentankonfiguration dar. Sie kann physikalisch als
Gleitrate von X relativ zur anliegenden Oberfliche v = @ (I'®)) interpretiert
werden. Zum weiteren Verstdndnis dient die Abbildung 3.4. Der Term auf der rech-
ten Seite stellt eine geometrische Grofle dar, die sich als grundlegend fiir das weitere
Vorgehen herausstellen wird. Fiir die Referenzkonfiguration kann durch diesen Term
die Relativgeschwindigkeit definiert werden:

Vi(X.1) = SIV(X, 0] = € (X 0T, (3.28)

Mathematisch betrachtet reprisentiert Vr(X,t) die Relativgeschwindigkeit in der
lokalen, mitgefiihrten Beschreibung, bezogen auf die Basis der Gleichung (3.15). Die
lokale Relativgeschwindigkeit hat keine Komponenten in Normalenrichtung, weil zu

Beginn die Annahme ¢ = 0 getroffen wurde.

Fiir das weitere Vorgehen hat es sich als hilfreich erwiesen, bei V; und anderen

Groflen mit Hilfe von Metrikkoeffizienten einen Basiswechsel von ko— zu kontravariant
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vornehmen zu koénnen. Duale Basisvektoren T# werden folgendermafen definiert:
. T, =" (3.29)
Analog dazu definiert sich 7°. Eine Metrik kann als
M, =T, - Tj (3.30)

ausgedriickt werden, dazu passend wird m,g in der Momentankonfiguration definiert.

Die inversen Metrikoperatoren M®? und m®? ergeben sich entsprechend.

Anschlieflend folgt die Definition der zu Vg dualen Grofle in der kontravarianten

Basis mit entsprechendem Metrikkoeffizienten:

Vi(X,t) = Maﬁfﬁ(X, t)T* (3.31)

Relative Geschwindigkeit in Momentankonfiguration

Um das Coulomb’sche Reibgesetz in der Momentankonfiguration benutzen zu konnen,
ist dort eine entsprechende Aussage iiber die Gleitgeschwindigkeit notwendig. Diese
ergibt sich aus der Gleichung (3.27), die aussagt, dass die Differenz der Geschwindig-
keiten bei X und Y tatsichlich gleich dem ’push-forward’ der mitgefiihrten Grofle

Vr von FEZ) ist. Diese Grofle wird in der Momentankonfiguration als

vr(X,t) = F2 (@ (€) V(X 1) = (X, )74 (3.32)
definiert, siehe auch Abbildung 3.4. Analog ergibt sich in der hierzu dualen Basis:
Vh(X, ) = masl (X, 6)T° (3.33)

Diese Geschwindigkeit ist nicht gleich V%(X, ), da die Metrikkoeffizienten in den
Momentan— und Referenzkonfigurationen unterschiedlich sind. Nur wenn I'® starr

ist, sodass keine Anderung der Metrik auftritt, sind die Geschwindigkeiten identisch.

Formulierung der Coulomb’schen Reibung
Die Reibkraft P,t1)(X,¢) aus Gleichung (3.24) kann ebenfalls in der momentanen

Konfiguration und mit Hilfe der dualen Basis ausgedriickt werden:

t5(X,t) = =P, tW(X,t) = tp, (X, t)7° (3.34)

Durch die Wahl des Vorzeichens bei der Definition von t4. ist sichergestellt, dass die

Relativbewegung in gleicher Richtung erfolgt wie die Reibkraft.
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Abbildung 3.4: Tangentialgeschwindigkeit des Masterpunktes in der Referenz— und

der Momentankonfiguration.

Kuhn—Tucker—-Bedingungen fiir Reibung
Die Gleichungen (3.33) und (3.34) werden benutzt, um die Kuhn-Tucker-Bedingungen

in tangentialer Richtung fiir Reibung aufzustellen.

= |tz — pty < 0

tb
b _
vr = S~ O
¢ >0
¢f =20 (3.35)

Die erste Bedingung verlangt, dass die Grofle der Reibkraft kleiner oder gleich dem
Produkt aus Reibbeiwert u und Normalkraft sein muss. Entsprechend der Analogie
zur Elastoplastizitit kann f als Gleitfliche des Coulomb’schen Reibgesetzes interpre-
tiert werden. Die mittleren beiden Bedingungen sagen aus, dass sdmtliche Relativ-
bewegungen in den gleichen Richtungen verlaufen wie die Reibkraft. SCHERF [1998]
fiihrt diese Bedingung mit Hilfe der maximalen Dissipationsleistung aus der erweiter-
ten Bilanzgleichung ein. Die vierte Gleichung besagt, dass die Tangentialbewegung

nur durch Gleiten mit ¢ > 0 , also wenn |[t|| = pty ist, auftreten kann.
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3.2.3 Zusammenfassung der Kontaktbedingungen

Kontaktbedingungen in Normalenrichtung:

9(X,t) < 0 (3.36)
tn(X,t) > 0 (3.37)
tn(X,t) g(X,t) = 0 (3.39)
Kontaktbedingungen fiir Coulomb’sche Reibung
in der Momentankonfiguration:
fo= 6zl = ptx <0 (3.40)
tb
vy — (= = 0 (3.41)
[t7]
¢ =20 (3.42)
¢f =0 (3.43)
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3.2.4 Regularisierung der Kontaktbedingungen mit Penal-
tyfaktoren

Bei der Herleitung des globalen Variationsprinzips fiir das Kontaktproblem kommt es
durch die Kontaktbedingungen (3.36)—(3.43), die zusétzliche Einschrinkungen auf-
legen, zu einer Variationsungleichung. Im Zuge der numerischen Ldsung eines sol-
chen Randwertproblems wird diese Ungleichung in eine dquivalente Gleichung umge-
formt. Dies fiihrt dann zu einem Gleichungssystem, welches mit den herkémmlichen
Techniken losbar ist. Im Allgemeinen geschieht dies, wie in Kapitel 1 beschrieben
wurde, durch die Penaltyregularisierung oder durch die Einfiihrung von Lagrange—
Multiplikatoren. Die erste Losung hat den Vorteil, dass keine zuséitzlichen Variablen
eingefiihrt werden miissen. Auflerdem sind die entstehenden Gleichungen physikalisch
interpretierbar. Typische Besonderheiten bei Kontaktproblemen, wie lokale Abl6sun-
gen und Haft— Gleitiiberginge, sind, wie noch gezeigt wird, mit der Penaltyregulari-

sierung einfacher zu handhaben.

Durch die Penaltyregularisierung werden die Reibungsbedingungen, die in (3.40)-
(3.43) dargestellt und analog zu den Gleichungen der starren Plastizitét sind, zu
Gleichungen umgeformt, die dem elastoplastischen Verhalten entsprechen. Diese Re-
gularisierung wurde auch von MICHALOWSKI & MROZ [1978], GIANNAKOPOULOS
[1989], CURNIER & ALART [1988] sowie WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990]
durchgefiihrt. SCHERF [1998] begriindet die Lockerung der Kontaktbedingungen im
Verlaufe der Regularisierung mit konstitutiven Beziehungen auf der Oberfliche. Er
verweist zur Begriindung von Penetration und Mikroverschiebung im Haftbereich
auf mikromechanische Effekte. Dagegen fiihren LAURSEN [1992] und andere die Re-
gularisierung ohne physikalische Interpretation als Lockerung oder Aufweichung der
kinematischen Zwangsbedingungen ein. Dabei miissen Penetration in Normalenrich-
tung und Haftverschiebung in tangentialer Richtung bei der numerischen Umsetzung
prinzipiell als unbedeutende Verletzung akzeptiert werden. Diese Verletzungen der
Kontaktbedingungen sind moglichst klein zu halten. Diese Nachteile des Penalty—

Verfahrens motivieren die Einfiihrung des Augmented-Lagrange—Verfahrens.

Im folgenden Abschnitt wird die Regularisierung auf lokaler Ebene eingefiihrt. Die
entstehenden Ausdriicke konnen dann direkt in das globale Variationsprinzip inte-

griert werden.
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Regularisierung des Normalkontaktes
Die Regularisierung der Kuhn—-Tucker-Bedingungen fiir Normalkontakt und Reibung
erfolgt durch Penaltyfaktoren. Die Bedingungen (3.36)—(3.39) fiir Normalkontakt

kénnen durch folgende Gleichung ersetzt werden:
tN = GNg+ (344)

Hierbei bildet (-)* nur den positiven Teil des Operanden ab, der negative Teil wird zu
null gesetzt. ey ist der Penaltyfaktor in Normalenrichtung. Die Regularisierung wird
schematisch in Abbildung 3.5 gezeigt. Im zuléssigen Bereich fiir g < 0 existiert keine
Kontaktkraft, fiir g > 0 existiert eine Kraft mit einer Proportionalitét zwischen g und
tn. Ein Vergleich der Gleichung (3.44) mit den Bedingungen (3.36)—(3.39) zeigt, dass
trotz Einfithrung des Penaltyfaktors die Losung exakt wird, wenn dieser Faktor gegen
unendlich geht: ey — co. Andernfalls entstehen durch die Lockerung der Bedingung
Kréfte ¢ty fiir den Bereich g > 0. Ziel ist es, diese Verletzung durch méglichst hohe

Werte fiir den Penaltyfaktor so gering wie mdoglich zu halten.

i
In

En

g

Abbildung 3.5: Regularisierung des Normalkontaktes: 'Lockerung’ der Bedingung

durch Einfiihrung eines Penaltyfaktors.

Anhand der Abbildung 3.5 und der Kuhn—Tucker-Bedingungen ergeben sich gra-
phische Interpretationsmoglichkeiten. Die nicht regularisierte, erlaubte Region fiir
Paare von (g,ty) liegt ausschlieBlich auf der negativen Seite von der g—Achse und
der positiven Hélfte der ty—Achse. Die Regularisierung fiihrt zu einer Erweiterung der
zuldssigen Region. Dies geschieht mit Hilfe einer Linie, die im Ursprung beginnt und
mit einer Steigung von €y auf der positiven Halbachse der ¢t y—Achse ansteigt. Diese

Linie wiirde mit ey — oo in die positive ty—Achse zur exakten Losung iibergehen.

Eine fiir das weitere Vorgehen wesentliche Tatsache ist, dass die Normalkraft ¢ nun
durch die Definition in Gleichung (3.44) ausschlieflich von g abhéngt. Die Abstands-
funktion g ldsst sich wiederum aus dem Verformungszustand bestimmen. Somit kann
die Kontaktkraft iiber die Verschiebungen bestimmt werden.
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Regularisierung der Reibung

Die Regularisierung der Reibungsbedingungen (3.40)-(3.43) wird in der Momen-
tankonfiguration durchgefiihrt. Dieser Vorgang wird mit Hilfe der Einfiihrung der
Zeitableitung fiir die Reibkraft erreicht. Sie wird als Lie—Ableitung fiir die Reibkraft,

bezogen auf die lokale Basis definiert:
Lth =tp T (3.45)

Physikalisch gesehen, gibt diese Gleichung die zeitliche Ableitung von t%, aus der
Sicht eines Betrachters an, der auf der lokalen Basis 7% in der Momentankonfiguration
steht. Diese Lie-Ableitung £,t5 ist in Hinblick auf die Relativgeschwindigkeit v
durchgefiihrt worden, die ebenfalls auf die lokale Basis in der Momentankonfiguration
bezogen ist. Die Darstellung der regularisierten Bedingungen erfolgt in Vektor— und

Komponentenform:

Regularisierung in Vektorform
Nach Einfiihrung des Penaltyfaktors er in tangentialer Richtung kann die regulari-
sierte Form der Reibungsbedingungen in momentaner Konfiguration folgendermaflen

dargestellt werden:

fo= ) - uty < 0
t2 1
b T b
- = Lt
R
¢ >0
¢f =0 (3.46)

Der einzige Unterschied zwischen den Gleichungen (3.40)—(3.43) und (3.46) findet
sich in der zweiten Bedingung, in der die Null durch die Lie-Ableitung £,t% und ep
ersetzt worden ist. Analog zur umgeformten Kontaktbedingung in Normalenrichtung

wird die Losung exakt, wenn der Penaltyfaktor gegen unendlich geht: e — oo.

Abbildung 3.6 illustriert die Penaltyeinfiihrung. Die tangentiale Verschiebung ist auf
der Abszisse und die Reibkraft ¢; auf der Ordinate dargestellt. Ohne Einfiihrung der
Penaltyfaktoren darf, im Falle von Haften, d. h. wenn |¢t7| < puty ist, keine tangentiale
Verschiebung auftreten. Nach Einfiihrung der Penaltyfaktoren wird ein Weg in diesem
Haftbereich zugelassen. Beim Haften ist die Kraft proportional zum Gleitweg |t7| =
epur. Damit ist analog zur Normalenrichtung nun auch in tangentialer Richtung die

Kraft durch die Verformung steuerbar.
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Abbildung 3.6: Regularisierung der Reibung: 'Lockerung’ der Bedingung durch
Einfiihrung des Penaltyfaktors.

Regularisierung in Komponentenform
Die Bedingungen (3.46) werden fiir die in Kapitel 3.4 durchzufiihrende Zeitintegra-
tion in Komponentenform dargestellt. In der Momentankonfiguration beziehen sich

die lokalen Bedingungen auf die 7 Basis:

f = [tTamaﬁtTﬂ]l/Z— MtN < 0

" tr 1.
N _ e = 4 3.47
e e T (347
¢ >0

¢f =0
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3.2.5 Zusammenfassung der Penaltyregularisierung

Es folgt die Darstellung der lokalen Kontaktbedingungen fiir die Normalen— und
Tangentialrichtung nach Einfiihrung der Penaltyfaktoren.

Penaltyregularisierte Kontaktbedingungen in Normalenrichtung:
tN = GNg+ (348)

Penaltyregularisierte Kontaktbedingungen fiir Coulomb’sche Reibung in

Komponentenform in der Momentankonfiguration:

f = [tTamaﬁtTB]l/Q - /,LtN S 0 (349)
=B ir, I

a — (7 = —t 3.50

gt C[tTﬁmmtn]m er (3.50)

¢ >0 (3.51)

¢f =0 (3.52)
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3.3 Virtuelle Arbeit im Kontaktbereich und Li-

nearisierung

In diesem Abschnitt werden die lokalen Kontaktgleichungen von Kapitel 3.2 mit den
globalen Variationsprinzipien aus Kapitel 3.1 verbunden. Die lokalen Gleichungen
und zugehorigen kinematischen Groflen werden soweit integriert, dass man einen
kompakten, aber geometrisch exakten Ausdruck der virtuellen Arbeit erhéilt. Nach
diesem Schritt erfolgt die komplette Linearisierung der Theorie, die fiir die implizi-
te Losung des nichtlinearen globalen Gleichungssystems mit der Newton-Raphson—
Technik notwendig ist. Die meisten Linearisierungen von Kontaktproblemen wurden
in bereits diskretisierter Form durchgefiihrt, so von WRIGGERS & S1mo [1985], JU &
TAYLOR [1988], PARISH [1989], WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990]. Im Gegensatz
dazu wurde die Linearisierung am Kontinuum erstmalig von LAURSEN & S1MO [1993]
ohne Beachtung einer rdumlichen Diskretisierung durchgefiihrt. Die Form der Dar-
stellung ist aufwendig, doch um Missverstédndnissen oder erneuten Diskussionen, wie
von SCHERF [1998] vorzubeugen, wird hier ebenfalls die aufwendige Form gewihlt.
Auflerdem werden die einzelnen Schritte der Herleitungen ausfiihrlich in Anhang A

dargestellt.

3.3.1 Das Integral der virtuellen Kontaktarbeit

Der Ausdruck der Kontaktarbeit wurde mit Termen der materiellen Variation be-
schrieben. Im Folgenden werden die Anteile niher betrachtet, die in Gleichung (3.9)
auf der rechten Seite stehen. Befinden sich zwei Korper in Kontakt, dann kann die
nicht diskretisierte Modelloberfliche wie folgt beschrieben werden:

x (1) x (2)

Gelon@) == [ ¢ ar®— [ 6257 ar® (3.53)

Zusammen mit dem allgemeinen Prinzip der virtuellen Arbeit ergibt sich dann:

Gdyn(sotas*o) + Gc(%a‘;) =0 (354)

Der Ausdruck G. besitzt zwei Integrale, von denen jedes iiber eine der beiden sich
gegeniiberliegenden Kontaktflichen verlauft. Im vorhergehenden Kapitel wurden alle
GroBen durch X € I'D parametrisiert, deshalb wird G, nun in ein Integral iiberfiihrt,
welches ausschlieBlich von T'") abhiingt. Dieses wird durch die Annahme erreicht, dass
die Kontaktkraft auf Korper (2) bei Y € T'® gleich derjenigen auf der gegeniiberlie-
genden Seite auf Korper (1) bei X ist:

62 (Y(X))dr® = — £{(X)ar® (3.55)
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Daraus ergibt sich, dass auf allen Flichen, bei denen Kontakt bei einem gegebenen
re auftritt dies durch die Identifikation des Punktes Y € I'® durch den Punkt
X € I'D geschieht. Mit dieser Aussage aus Gleichung (3.55) wird eine Vereinfachung
der Kontaktbedingungen von Gleichung (3.54) folgendermafien ermdglicht:

* *(1) *
Gelon) == [ 67X [p (X) = &

Diese Gleichung kann, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, mit Hilfe der linea-

® ¥ (x))] dr® (3.56)

risierten Variation der Kontaktkinematik weiter vereinfacht werden.

3.3.2 Linearisierung der Kontaktkinematik

Fiir die Betrachtung der schwachen Form des Anfangs- und Randwertproblems aus
Gleichung (3.2) und (3.3) wurden in Kapitel 3.1 Test—Funktionen cp E VO fiir jeden
Korper eingefiihrt. Elemente dieser Réume V) miissen ausreichend oft differenzier-
bar sein und auf dem Rand P‘P(i) verschwinden, d. h. gleich null sein. Restriktionen
dieser Rdume durch die Kontaktbedingungen wurden anschlielend im Zuge der Re-
gularisierungen wieder gelockert. Auch der Ausdruck der virtuellen Kontaktarbeit
G, dargestellt in Gleichung (3.56), wurde mit Termen der materiellen Variation
pe V dargestellt.

In Hinblick auf die rechnerische Losung eines Kontaktproblems stellt es sich aber als
sinnvoll heraus, dass G, mit Hilfe von Richtungsableitungen der lokalen Kontaktki-
nematik ausgedriickt wird. Diese werden wiederum mit Hilfe der Deformation ¢ und

der materiellen Variation ¢ ausgedriickt.

Bildung von Richtungsableitungen
Zur Ermittlung der gewiinschten Richtungsableitung betrachtet man die folgenden

Linearkombinationen von:
x (1)
o) = oW rep

(2) * (2)

p? = P tep (3.57)

Fiir eine GroBe 3(X; @M, ), gegeben fiir alle X € I') ergibt sich mit Hilfe der

folgenden Notation die linearisierte Variation 6 3(X; ™), p®) fiir die Richtungablei-
tung:
d
B ™) = - BX e, 0?) (3.58)
€
e=0

Die Ermittlung der Variationen § von g und Eﬁ, die in Kapitel 3.2 definiert wurden,
fiihrt zu der erwiinschten Vereinfachung der Gleichung (3.56).
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Linearisierte Kinematik
Mit diesem Verfahren zur Ermittlung der Richtungsableitungen werden die ersten
Variationen der Abstandsfunktion und des Tangentialweges in der materiellen Be-
schreibung durchgefiihrt. Details zur Herleitung befinden sich in Anhang A A.3 . Die
Grofle 0g ergibt sich geméf

b9 = o{~[¢"(X) - P (Y(X))] - n}
= o{ sign(g) I (X) — e (Y (X))}
_ sign(g) D(X) = T X)) - [6" (X)= 67 (F(X)) = 7467

9]

YY) (3.59)

(X) - ¢
Wie zuvor laufen die Indizes «, (3, v zwischen 1 und ny; — 1. Beachtet werden sollte in
Gleichung (3.59)3, dass der Term 526 erscheint. Er kann jedoch entfallen, da n und

T, orthogonal sind.

Die Grofle € kann man nicht explizit iiber Gleichungen der Deformationen erhalten.
Deshalb ist eine implizite Errechnung von 6¢, notwendig. Hierzu betrachtet man

folgende Gleichung:

(VX)) =P (Y(X)]- 70 =0 (3.60)

Sie gilt, da ¢ (Y (X)) eine Projektion von ¢ (X) auf v ist.
Nach Ermittlung der Richtungsableitung von Gleichung (3.60) erhélt man

(2)

(X) — ¢ (Y(X)) = 7008 ] - 7o — gn- [p2 (Y (X) + €q 5(8)0E"] . (3.61)

Details hierzu findet man in Anhang A A.4 . Nach einer Umformung ergibt sich

(1) o+ (2)

A8 = [0 (X) =@ (Y(X)]-Ta—gn-[f, (Y(X))] (3.62)

mit

Aa[g = Mag +gn - €a, (f) . (363)

Die Bestimmung von 5?3 erfordert noch die Ermittlung von A: Im Dreidimensionalen
ergibt sich A durch Errechnung einer Matrix, im Zweidimensionalen ist A;; eine
skalare GroBe. Setzt man den Abstand ¢ = 0 und nutzt die Beziehung 7% = m®*r,,

dann vereinfacht sich die Gleichung (3.62) zu

68 =77 13" (%)= 67 (Y(X))] (wenn g =0) . (3.64)
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3.3.3 Virtuelle Kontaktarbeit in lokaler Form

Die Kontaktkraft tgl)(X) im Integral der Kontaktarbeit aus Gleichung (3.56) kann
mit Hilfe der Gleichungen (3.24) und (3.34) in Komponenten normal und tangential

zur Kontaktoberfliche dargestellt werden:

Gelpbp) == [ txn—tr,77- 16 (X) — &

Mit den ermittelten Ausdriicken der linearisierten Kontaktkinematik (3.59) und

. (Y(X)] dr®  (3.65)

(3.64) wird Gleichung (3.65) zu der folgenden Form, die nur von lokalen Grofien

abhingt, umgewandelt:

G.(p,6¢) = /F ltwdg + 7,087 ar® (3.66)

Die Herleitung zu dieser Form ist nur durch die Einfiihrung der geometrischen Be-
schreibung der Kontaktbedingungen im vorhergehenden Abschnitt méglich. Die Kon-
taktkrifte selbst konnen durch die Kuhn—Tucker—Bedingungen (3.48)—(3.51) bestimmt
werden. Gleichung (3.66) ist nur fiir den nicht penaltyregularisierten Fall uneinge-
schrinkt giiltig. Bemerkt werden sollte, dass durch die Wahl von Gleichung (3.64)
statt (3.62) davon ausgegangen wird, dass g = 0 ist. Die Verletzungen dieser Bedin-
gungen sind bei praktischen Anwendungen sehr klein und werden durch Nutzung des

Augmented-Lagrange—Verfahrens korrigiert.

3.3.4 Linearisierung der virtuellen Kontaktarbeit

Algorithmen zur Losung von nichtlinearen diskreten Gleichungen, und eine solche ist
Gleichung (3.54), benotigen vor der Losung der Gleichungen eine Linearisierung des
Problems. Fiir dieses Ziel wird deshalb die Herleitung der Linearisierung des Inte-
grals der Kontaktkrifte (3.66) durchgefiihrt. Die Anwendung der Newton-Raphson—
Technik verlangt im Zuge der Linearisierung die Herleitung der tangentiellen Kon-
taktsteifigkeit.

Anwendung der Newton—Raphson—Technik
Mit dem Verfahren von Newton-Raphson soll die Gleichung (3.54) gelést werden. In
der Regel beginnt man hierbei mit angenommenen Werten von ¢! fiir die richtige

Konfiguration ¢ und 16st das folgende linearisierte Problem
Gdyn(gota ) + G (Qota *) + AGdyn(‘Pta ) + AG (Qota ) = 0 (367)

fiir u, wobei die Grofie A(+) als Richtungsableitung fiir die Richtung von u bezeichnet

wird und zu einer linearen Abbildung von u fiihrt.

d : .
AG.(¢l,p) = 2| Gelol Teu, ) (3.68)

e=0
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Die urspriinglich angenommene Losung ¢, wird durch folgende Addition

o™ =@l +eu (3.69)
so lange durch Iterationen verbessert, hier mit dem Zahler j, bis die Inkremente von
u hinreichend klein werden, sodass das nichtlineare Problem (3.54) als gelost gelten
kann. Ziel dieses Abschnittes ist es, die Kontaktsteifigkeit AG. zu ermitteln, um die

Newton—Raphson—Technik anwenden zu kénnen.

Zweite Variation der Abstandsfunktion und des Tangentialweges
Die Ermittlung der Ableitung von Gleichung (3.66) ist insofern einfacher, als das
Integral in der Referenzkonfiguration ermittelt wurde und nur die Integranden selbst

mit der Bewegung variieren:
AG{pi @) = [ Altndg+tr, 687 (3.70)
¢

Fiir alle Terme dieser Gleichung werden die Richtungsableitungen gebildet. Begonnen

wird mit der Kontaktnormalkraft ¢5. Es ergibt sich folgende Richtungsableitung:

AtN = A{EN g+}
§g*

= H(g")en Ag (3.71)

H(g) stellt die Heaviside—Funktion dar. Sie ist gleich 1, wenn g > 0 ist, und ver-
schwindet, d. h. wird zu null bei g < 0. Diese Funktion eignet sich besonders fiir
die numerische Umsetzung der Frage, ob Kontakt herrscht oder nicht. Der Ausdruck
fir Ag wird in Gleichung (3.59) beschrieben. Dabei wird der Operator A mit dem
Operator 6 und u mit ¢ getauscht.

Die Grofie A(dg) ergibt sich durch die Linearisierung von Gleichung (3.59). Nach
einigen Umformungen, die in Anhang A A.5 zu finden sind, folgt:

* (2

n- 16 (Y(X)) +e,()AL]

m"n - [0} (Y (X)) + es,a(€) AL

+ 6@n - W (Y(X)] + A0 - [§) (V(X))]

b n-epa (@A (3.72)

Adg) =

Hierbei wurde 556 wegen der Aquivalenz von § und A mit den Gleichungen (3.62)
und (3.63) durch eine Substitution von u fiir ¢ ausgedriickt.
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Nach dem Zusammenfiihren der Ausdriicke von (3.71) und (3.72) lautet der Ausdruck
fiir die Integranden in Normalenrichtung A(txdg):

= H(g)"endgAyg

+ tnfon- (07 (VX)) + €0 @AF"
m"n - [0 (Y(X)) + e5.(E) AL"]
5€'n - 0@ (Y (X)) + A n - [

+ n- eﬁ,a(Z)Azﬁ 5?“} (3.73)

(Y(X))]

Diese Gleichung ist auf u und g*o bezogen symmetrisch.

Fiir die verbleibenden Betrége der Linearisierung des Reibungsterms wird die Ermitt-
lung des Terms A&fﬁ benotigt. Die Herleitung dieses Terms erfolgt erneut implizit
mit Gleichung (3.61). Der detaillierte Losungsweg wird in Anhang A A.6 dargestellt.
Das Ergebnis lautet wie folgt:

AnsASE =
~ Ty Y(X)AE — 7, u<ﬂ’(?<x>>6§‘*
- [Ta €5.,(8) + gn - eq,5,(8)]0E AE"
— 5875 02 (Y (X)) + eay(OAT]
NG - [9*0( " (Y(X) + ea, (§)AT]
- [ (Y ( ))Af +ul(Y(X))oE]
%) — (VX)) W (T(X)) + e0r (AT
) (X) — ( (X)) 16 (Y (X)) + ean ()AL]  (3.74)

Diese Gleichung ist ebenfalls bezogen auf u und ¢ symmetrisch. A,p ldsst sich durch
Gleichung (3.63) beschreiben.
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Zusammengefasst kann

dargestellt werden:

AG (Qotv )

die Richtungsableitung der Kontaktarbeit folgendermaflen

- A { /F  Alfinbg + 7,68 dr<1>}

- /F(l) [A(tN(Sg) + AtTaéga + tTaA(5ga)] dl—‘(l) (375)

Hierbei werden A(tydg) in Gleichung (3.73) und A(6€%) in (3.74) beschrieben. Die
Ermittlung von Atr,, die von der Integration der Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.49)—
(3.52) abhéngt, wird im Kapitel 3.4.3 durchgefiihrt.

Bis zu diesem Punkt sind alle Gleichungen beim Linearisierungsvorgang von G,

symmetrisch geblieben.

Nur durch die Linearisierung des Terms AtTaéga werden

aufgrund der Nichtassoziiertheit des Reibgesetzes Unsymmetrien entstehen.

3.3.5 Zusammenfassung der Linearisierung

Virtuelle Kontaktarbeit:

Go(p, 0p) = /F o [tdg + tr,08°] ar® (3.76)
wobei
bg=-n-[p" (X) - ¢ (T(X)) (3.77)
und
=3 (1) % (2) =
08 = (3 (X) = ¢ (Y(X))]- 7
—gn- [ (Y(X))] (3.78)
mit
Aap = Map + g0 - €05(€) (3.79)

Linearisierte virtuelle Kontaktarbeit:

AG. (¢, @) = /F | [AtnGg) + AtradE” + troAGEY)] ar®) (3.80)
mit

(3.73)
und

(3.74)

Die Ermittlung von Atr, folgt im Zuge der Zeitintegration in Kapitel 3.4.3 .
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3.4 Diskretisierung mit finiten Elementen

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung der im vorherigen Kapitel aufgestellten
Gleichungen durchgefiihrt. Die entstehenden Ausdriicke sind gleich oder dquivalent
mit vielen in der Literatur bereits bekannten Ergebnissen. Fiir genauere Betrach-
tungen wird deshalb auf die Literatur verwiesen. Bei Kontaktproblemen wurden die
Herleitungen oft am bereits diskretisierten Kontinuum ermittelt. Dies ist dann im
zweidimensionalen Fall auf linearen Knoten—Segment-Kontakt beschrinkt, so bei
WRIGGERS & SiMO [1985], WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990] und SCHERF
[1998].

Nur durch die vollstédndige Herleitung der Kontaktbedingungen am Kontinuum nach
LAURSEN & SiMoO [1992] kénnen auch Ansatzfunktionen héherer Ordnung benutzt
werden. Mit dieser mehr systematischen Vorgehensweise kann eine Vielzahl von Va-

riationen beziiglich der rdumlichen Diskretisierung direkt abgeleitet werden.

3.4.1 Die Bewegungsgleichung

Um die diskrete Form des Kontaktproblems angeben zu konnen, wird analog zur
Standardformulierung fiir Kontinua zuerst eine halbdiskrete Formulierung angenom-
men, die unter anderem bei HUGHES [1987] beschrieben wurde. Der Grundgedanke
besteht darin, dass man zuerst die rdumliche Diskretisierung der schwachen Form
durchfiihrt, wobei die zeitliche Kontinuitidt der Knotenverschiebungen noch erhalten
bleibt. Als Ergebnis ergeben sich dann Differenzialgleichungen, die fiir die weitere
numerische Analyse iiber die Zeit integriert werden kénnen.

h

Man bestimmt ¢®" und (,*o(z) als finite Ansatzfunktionen von ¢ und c,*o(l). Dabei
ist ®" kontinuierlich im Zeitraum X = [0, T definiert, es gilt:

i . ) . . .
o eV cv® und o e (3.81)
Die Raume C” und V® wurden anhand der Gleichungen (3.5) und (3.6) definiert.
Nach der Substitution dieser finiten Groflien in das globale Variationsprinzip von
Gleichung (3.9) verbleiben nichtlineare Differenzialgleichungen, die iiber die Zeit in-

tegriert werden miissen. Daraus ergibt sich die Bewegungsgleichung:
Md + Cd + F"(d) + R,(d) = F*(t) (3.82)

Der Vektor d prisentiert den Losungsvektor oder Knotenverschiebungsvektor fiir ¢".
Entsprechend sind d sind die Knotengeschwindigkeiten und d die Knotenbeschleu-

nigungen. Zu beriicksichtigen sind noch die Anfangsbedingungen von d und d. In
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Gleichung (3.82) stellen M die Massenmatrix, C die Ddmpfungsmatrix, F©*¢(d) den
Vektor der inneren Krifte, R.(d) den Kontaktkraftvektor und F¢**(¢) den Vektor
der bekannten dufleren Krifte dar. Die notwendigen Umformungen, um von Glei-
chung (3.9) zu Gleichung (3.82) zu gelangen, sind in der Literatur unter anderem
bei HUGHES [1987] zu finden. Die Losung der Bewegungsgleichung wird mit einem

Zeitschrittverfahren, beschrieben im Kapitel 3.4.3, erzielt.

Die Bewegungsgleichung ist, wegen der Terme F™(d) und R.(d), nichtlinear. Der
erste Term ist der Vektor der inneren Krifte und enthélt oft geometrische und stoff-
gesetzliche Nichtlinearitdten, welche wiederum von d abhingen. Somit lautet die

eventuell benotigte Steifigkeitsmatrix

K™ (d) = %Fmt(d). (3.83)

Der zweite Term ist der Vektor der Kontaktkrifte, er wurde anhand von Gleichung
(3.76) hergeleitet. Die entsprechende Kontaktsteifigkeitsmatrix basiert auf Gleichung
(3.80) und wird folgendermafien definiert:

K.(d) = —R,(d) (3.84)

Neben der rdumlichen Diskretisierung von K.(d) und R.(d) wird die zeitliche Dis-

kretisierung von d benétigt, um Gleichung (3.82) numerisch 16sen zu kénnen.

Bei der Losung von nichtlinearen dynamischen Problemstellungen empfiehlt sich die
Einfiihrung einer Dadmpfung. Es wird meist eine Proportionalitdt von Dampfungs-
kraft und Geschwindigkeit angenommen. Gewéhlt wird eine Zusammensetzung der
Dampfungsmatrix nach Rayleigh. Dabei setzen sich die Ddmpfungsparameter aus
zwei Termen zusammen. Elemente der Massenmatrix werden mit dem Faktor ap
multipliziert und mit Elementen der Steifigkeitsmatrix der inneren Kréfte, die mit
dem Faktor Sp multipliziert wurden, addiert. Die Steifigkeitsmatrix wurde hierbei

zu Beginn eines Rechenlaufes in Abhéngigkeit von d, ermittelt.
C d = [apK(dy) + fpM] d (3.85)

Der Aufwand fiir die Bestimmung der beiden Faktoren wird moglichst gering gehalten
und erfolgt fiir jeden Einzelfall. Weiterfiihrende Literatur ist bei HUGHES [1987] und

anderen zu finden.
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3.4.2 Réaumliche Diskretisierung

Neben der im Folgenden dargestellten Herleitung mit isoparametrischen Elemen-
ten und numerischer Integration wurde in der Literatur z. B. bei WRIGGERS, VU
VAN & STEIN [1990], WRIGGERS & MIEHE [1994], SCHERF [1998] ein lineares
Knoten—Segment—Kontaktelement auf konservativem Weg konzipiert. Im Anhang
B ist der Weg zu diesem Dreiknoten—Element beschrieben. Die Diskretisierung der
Oberfliche wird im Folgenden mit héheren isoparametrischen Ansétzen durchgefiihrt.
Die Einfiithrung von diskreten Approximationen der Bewegung und der Oberflichen-
geometrie erfordert einige praktische Rechentechniken, wie die Durchfiihrung von

numerischer Integration und Kontaktsuche.

Diskretisierung der Kontaktoberflichen

Alle Herleitungen der vorangegangenen Kapitel beschéftigten sich ausschlielich mit
Konfigurationen und Variationen auf der Oberfliche I'™ und nicht mit dem Inneren
eines Korpers. Im Zuge der Diskretisierung mit dem Ziel, die Grofen K.(d) und
R.(d) zu ermitteln, fehlen nur noch Restriktionen fiir ®" und LZ(Z) auf T®", Diese
Restriktionen werden durch Sammlung der lokalen Abbildungen mit (-). iiber alle
einzelnen Segmente der Oberflichen vorgenommen. Fiir Kérper (1) wird zum Beispiel
©M" () mit n € AD" als

Nen

@ (1) = 3 N (1) (3.56)

ausgedriickt, wobei d{!)(#) ein Knotenwert von D" und npen die Anzahl der Kno-
ten auf der Elementoberfliche ist. N(n) ist die Bezeichnung fiir eine standardisierte

isoparametrische Formfunktion, definiert iiber die Fliche von Agl)h im Dreidimen-
(Lr

sionalen und auf AQV’ = [~1,1] im Zweidimensionalen. Die Interpolation von ¢
verlauft mit
% (l)h Nen “
e, ()= N(mwl (3.87)
a=1

« ()P
analog. Hier ist w{" der von der Zeit unabhingige Knotenwert (,o( : . Mit einem

isoparametrischen Interpolationsschema erhélt man:

Nen

Xe(n) = > N ()X, (3.88)

(3.87) und (3.88) werden fiir Korper (2) die ent-

Analog zu den Gleichungen (3.86)
’ (€) und Y"(¢) iiber A®" ermittels.

(

e

0

sprechenden GréBen 2" (€), ¢
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Die virtuelle Kontaktarbeit kann nun durch Substitution der diskretisierten Felder in
Gleichung (3.76) in diskretisierter Form dargestellt werden. Dabei wird das Integral

fiir die virtuelle Kontaktarbeit umgeschrieben:

—ah
Gl @) = [, [thdg" + 15, 08" a TO (3.89)

Alle Gréflen innerhalb des Integrals hingen nun von Groéfien der diskretisierten Felder
ab. Alle Indizes «, 3,y bewegen sich grundsétzlich zwischen 1 und nyy—1 in Gleichung
(3.89) und den folgenden.

Numerische Auflésung des Kontaktintegrals

Ein Tausch von Variablen und die Durchfiihrung der numerischen Integration fiihrt
zur Darstellung der diskretisierten Kontaktarbeit. Damit lassen sich fiir die Bewe-
gungsgleichung die Kontaktkrifte und fiir die Variation der virtuellen Kontaktarbeit
die Steifigkeitsmatrix bestimmen. Die Gleichung (3.89) kann unter Vernachléssigung

der Zeit t als Summe der Integrale iiber n.; Oberflichensegmente von I'M" bezeichnet

werden:
*h Nel Nel
Gul @) =3 G, (¢ %) =3 / o [th,3g" + ¢ 08" dT®"  (3.90)
7=1

Das in Teilintegrale zerlegte Kontaktintegral bezieht sich auf den diskretisierten Rand
F?l). Durch Tausch der Variablen und Durchfiihrung der numerischen Integration

ergibt sich:

2el:
{Z W) [k 030 ) + 15, 0008 )]

= nZ{nZW’“ )oa) - x } (3.91)

J=1

X
s
‘.3‘
5
2

Q

Hierbei wird n;,; als Anzahl der Integrationspunkte auf der Elementoberfliche rm”
entsprechend der Integrationsregel bezeichnet. WW* ist die Wichtung zum lokalen Inte-
grationspunkt £, und j ist die Jacobi-Determinante fiir die Transformation zwischen
den Abbildungen. n* € Agl)h ist die lokale Koordinate des Integrationspunktes k.
§PF ist der Vektor der zu den Integrationspunkten k gehorenden Knotenvariatio-
nen, und r” ist der zum Integrationspunkt & gehorende lokale Kontaktkraftvektor.
Die GréBen dg"(1*) und 68" (n*) werden unter Nutzung der Gleichungen (3.77) und

(3.78) errechnet, wobei das Kontinuum durch diskrete Felder ersetzt wurde.
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Die diskretisierte virtuelle Kontaktarbeit ist gleich der Summe der Betrige der Inte-
grationspunkte. Der globale Kontaktkraftvektor R. kann deshalb ausgedriickt

werden als:
Nel Nint - -

R.= U W)t (3.92)

Der Operator |J symbolisiert den Zusammenbau der finiten Elemente, und % ist der

Index der Integrationspunkte, der {iber das gesamte Gebiet verlduft.

Die Linearisierung von Gleichung (3.91) ergibt die Kontaktsteifigkeit, die fiir die
Losung mit der Newton—Raphson—Technik notwendig ist. Da G, ein Integral in der
Referenzkonfiguration ist, wird die Linearisierung von (3.91) mit der Anwendung der
numerischen Integration von (3.80) begriindet. Analog zum Vorgehen zur Ermittlung
von Gleichung (3.91) ergibt sich:

Q

AG.(¢", 3" ni { nX_f Wi () [ Ak (nF)5g" (n)]

+ A (1)E" (1) + th (1) AE™" ()] }

Nel Nint
= 5 S whiehie ko) (3.99)
7j=1 k=1

k" ist die lokale Kontaktsteifigkeitsmatrix. Die GroBen A[th (n*)dg™(n*)] und
A[égah(nk)] werden mit Hilfe der Gleichungen (3.73) und (3.74) nach Substitution

der diskreten Groflen mit denjenigen aus der Kontinuumsformulierung ausgedriickt.

Der Vektor A@F beinhaltet die Knotenwerte von u®, womit die Finite-Elemente-
Approximation von u bezeichnet wird. Genau wie der R¥ kann jetzt die globale
Kontaktsteifigkeitsmatrix geschrieben werden als

Nel Mint

K= U Whnhke (3.94)
k=1

Im Zuge der zur Losung durchzufiihrenden Linearisierung verbleibt nur noch die

Ermittlung von At% (n¥), die direkt in den Zeitschrittalgorithmus integriert wird.
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Kontaktsuche und Kennung

Bei der Kontaktsuche, wie bereits in Kapitel 1 kurz beschrieben, bieten sich je nach
Schwerpunkt der Untersuchungsziele mehrere Moglichkeiten an. Fiir die zu bearbei-
tende Problemstellung wurde ein Dreiknoten—Kontaktelement benutzt, siche Kapitel
3.5.2 . Sperzifisch hierfiir ist, dass im Zuge dieser Diskretisierung jedem Slavepunkt
ein Slaveknoten fest zugeordnet wird, der Masterpunkt aber jeweils ermittelt wer-
den muss. Hinzu kommt, dass die Oberfliche auf der Masterseite elementweise linear
verdnderlich ist.

Es wurde der folgende Algorithmus verwendet. Er ist unter anderem von BENSON &
HALLQUIST [1990] beschrieben worden. Dieser Suchalgorithmus gliedert sich in drei

Phasen:

e Suchen des néichsten Masterknotens fiir einen Slaveknoten x,

e Zuordnung dieses dichtesten Masterknotens zum passenden Masterelement und
Identifikation des Masterpunktes y auf der Elementoberfliche durch Projekti-
on, siehe Gleichung (3.12), und

e Errechnung der Laufkoordinate £ € Ag)h des Masterpunktes y auf der Element-

oberfliche zur Bestimmung des zuriickgelegten Weges in tangentialer Richtung.

Vertauschung von Slave— und Masterknoten bei der Kontaktsuche

In der Regel wird bei zwei in Kontakt tretenden Korpern mit unterschiedlichen Stei-
figkeiten der mit der steiferen Oberfléche als Masteroberfliche gewihlt. Haben beide
Korper annidhernd gleiche Steifigkeiten, dann ist die Wahl praktisch beliebig. Sie
kann aber durch spezifische Abweichungen die Losung erheblich beeinflussen, siehe
hierzu HALLQUIST, GOUDREAU & BENSON [1985].

Abhilfe dieser Situation fiihrt zu einem symmetrischen Suchalgorithmus, bei dem
die Kontaktbeitrige zu den globalen Gleichungen von beiden Master—Slave-Kombi-
nationen beriicksichtigt werden. In jedem Iterationsschritt nimmt man erst die eine
gegebene Master—Slave-Kombination und ermittelt die jeweiligen Kontaktkréfte und
Anteile der Steifigkeitsmatrix — im Schrifttum als einseitige Kontaktsuche ’one—pass’
bezeichnet. Anschlielend werden Slave— und Masterknoten vertauscht und die Proze-
dur wiederholt. Das Resultat ist praktisch ein Kontaktalgorithmus, der symmetrisch
ist, — im Schrifttum als zweiseitige Kontaktsuche ’two—pass’ bezeichnet. Somit tritt

kein Vorteil fiir die eine oder andere Seite auf.

In der Abbildung 3.7 werden zur Verdeutlichung alle Varianten dieser Kontaktsuche
gezeigt. Die Diskretisierung erfolgte hierbei mit linearen Ansitzen. Abbildung 3.7 (a)
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L* L» I_, fy(l)h
Ymh

(a) einfache Kontaktsuche, Slaveknoten auf MO
'Y(l)h

T

(b) einfache Kontaktsuche, Slaveknoten auf 42"

L. L |, Y(l)h
i R ] i

(c) symmetrische Kontaktsuche ’two—pass’

Abbildung 3.7: Einfache und symmetrische Kontaktsuche bei mit Dreiknoten—

Kontaktelementen diskretisierten Oberflachen.

zeigt die unsymmetrische Kontaktsuche, wobei die Slaveknoten auf der Oberfliche
7(1)h positioniert sind. In diesem Fall stehen drei Knoten in Kontakt. Die zu den
Slaveknoten gehdrenden Masterpunkte sind durch die Richtungsvektoren gekenn-
zeichnet. Abbildung 3.7 (b) zeigt erneut die unsymmetrische Kontaktsuche, wobei
die Slaveknoten nun auf der Oberfléche ’ymh liegen. In diesem Fall stehen vier Kno-
ten in Kontakt. Abbildung 3.7 (c) zeigt die symmetrische Kontaktsuche. Bei dieser
zweiseitigen Kontaktsuche fungiert zuerst die Oberfléche 7(1)h und anschlieflend die
Oberfliche ’ymh als Slaveknotenseite. Insgesamt stehen somit sieben Knoten in Kon-
takt.

Am Beispiel zweier kontaktierender Kragarme in Kapitel 5.4 werden diese Varianten

der Kontaktsuche gezeigt.
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3.4.3 Zeitliche Diskretisierung

Das Zeitintervall X wird in eine Serie von Teilintervallen & = UN_ [t t,.1] zerlegt.
Die angenommene Kontinuitéit im Zeitbereich aus Gleichung (3.82) wird durch die
Anwendung eines diskreten Zeitschrittverfahrens in jedem Teilintervall ersetzt. Die
Wahl des Losungsalgorithmus verlangt die Errechnung der Kontaktkrifte zu einer
Zeit t, 14 in jedem Zeitintervall [t,,t,.1], wobei o € [0, 1] ist und auch selbst durch
den Algorithmus bestimmt wird. Fiir die vorliegende Problemstellung wird das Ver-
fahren von Newmark gewé#hlt. Ausfiihrlich beschrieben wird es von HUGHES [1987]

und anderen.

Im Zuge der Integration der Kontaktbedingungen wird die Ermittlung der Kontakt-
krifte zum Zeitpunkt ¢,,, benotigt. Dabei werden die Gleichungen (3.49)—(3.52) mit
Hilfe einer Anwendung der impliziten Euler—Integrationsregel und des Priadiktor—
Korrektor—Algorithmus, der aus der Elastoplastizitéit stammt, integriert. Im folgen-
den Abschnitt wird gezeigt, wie durch die Linearisierung des Terms der Reibkrifte
in zum Zeitintegrationsalgorithmus konsistenter Weise die gesamte Linearisierung
einschliefllich der Gleichungen (3.80)—(3.81) vervollsténdigt wird.

Globales Zeitintegrationsschema
Beim Zeitintegrationsverfahren von Newmark wird die Gleichung (3.82) in folgen-
de Gleichungen zur Bestimmung des Zeitpunktes ¢, bei bekanntem Zeitpunkt %,

umgeformt:

Ffbﬁ = Ma,; +Cvpy + Fim(dnﬂ) +Re(dn1)
At?
oy = dy+ Atv, + = [(1 - 20)a, +26a,4]

Upi1 = v, + A1 —v)a, +ya,41] (3.95)

Mit den Parametern v > 1/2 und 8 < 7/2 ergibt sich fiir den linearen Fall eine un-
bedingt stabile implizite Integration. Am bekanntesten ist die Trapezregel. Mit den
Werten v = 1/2 und 8 = 1/4 erreicht sie eine Genauigkeit zweiter Ordnung. Fiir ei-
nige Berechnungen empfiehlt sich, wie noch gezeigt wird, eine numerische Ddmpfung

zu benutzen. Dies geschieht durch die entsprechende Wahl der Parameter v und /.
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Die Gleichungen (3.95) enthalten im Allgemeinen nichtlineare Terme beziiglich der
Verschiebung, wie (3.83) und (3.84). Daher ist es notwendig, mit der Newton-Raphson—

Technik das folgende linearisierte Problem iterativ zu losen:

1 0 int s i . _
[BAtQM + @C +K™(dy ) + Kc(dfzﬂ)]Ad%H

= FZ% - MaZLH - CU{LH - Fi”t(dfm) - Rc(dZLH) (3.96)
wobei die mit j gekennzeichneten Iterationen jeweils durch
& = dhyy + Ay (3.97)

verbessert werden. Somit wird deutlich, dass die Gréflen R, und K, in das Gesamt-

konzept zur Loésung der globalen Gleichungen eingebettet werden kénnen.

Anwendung der impliziten Euler—Integrationsregel auf das Reibgesetz

Der globale Zeitintegrationsalgorithmus verlangt die Ermittlung der Reibkrifte zum
Zeitschritt ¢,,,1. Zu diesem Zweck werden die zeitabhédngigen Kuhn-Tucker—Bedin-
gungen (3.49)—(3.52) tiber die Zeit integriert. Die Anwendung der impliziten Euler—

Integrationsregel fiihrt zu folgenden Gleichungen:

fn+1 = ||t’l}n+1|| - lutNTH-l S 0
—B =B tTn o
tTn+1a = tTna +eér {maﬂ[fnﬂ - gn] - Cth = ||}
Tn+1
¢ >0

Hierbei ist [|t}.|| = [t,m7tr,]'/2. Das in Gleichung (3.98) gestellte Problem ist nun
verschiebungsgesteuert l6sbar. Die 'updates’ fiir die Reibkrifte erfolgen zusammen
mit den 'updates’ fiir die GroBen g, und Ei 1 Ei Nur durch die Penaltyregula-

risierung der Kuhn—Tucker-Bedingungen ist die Losung in dieser Weise mdglich.

Pradiktor—Korrektor—Algorithmus

Die endgiiltige Ermittlung der Reibkrifte erfolgt mit den Gleichungen (3.98). Es wird
ein Algorithmus mit einem Priadiktorschritt und anschlieBendem Korrektorschritt
eingefithrt. Er wird h&ufig in der Elastoplastizitit benutzt und fiir Reibung auch
unter dem Begriff "trial-return’-Algorithmus von GIANNAKOPOULUS [1989], WRIG-
GERS, VU VAN & STEIN [1990] und anderen angewendet. Als Erstes errechnet man
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diesen Pradiktorschritt (trial’) und nimmt an, dass kein Gleiten existiert:

Ny = ENng-H
t%filla = trg, +€Tma,3[ n+1 5]
: trial
= e = (3.99)

Als Zweites wird anhand der Gleitbedingung f/"/4* Gleichung (3.100) kontrolliert, ob
Haften oder Gleiten auftritt. Anschliefend wird die Reibkraft ¢7, ., entsprechend der
Gleitbedingung anhand Gleichung (3.99) bestimmt. Es wird also ein Pradiktorschritt
(’trial’) errechnet und anschlieend mit der Gleitbedingung gepriift, ob Haften oder

Gleiten vorliegt. Somit ist die Reibkraft ermittelbar:

tiret wenn fi7740 <0 : Haften
[e3

s, = (3.100)

PN, IItan?H wenn firal > : Gleiten
Obgleich der Korrektorvorgang (‘return’), in diesem Fall aufgrund dieses Reibgesetzes
sehr einfach ist, ldsst er sich fiir komplexere Reibgesetze, die diverse nichtlineare
Effekte beriicksichtigen, erweitern, siehe Kapitel 7, Anhang A A.7 und WRIGGERS,
VU VAN & STEIN [1990]. Zum Verstidndnis dient hier die Darstellung der Analogie
zur Elastoplastizitit von CURNIER [1984] und anderen.

Konsistente Linearisierung der Reibkrifte

In diesem Abschnitt werden die letzten noch fehlenden Grofien aus Gleichung (3.80)
Atr, ., 6" fiir die Kontaktlinearisierung ermittelt. Sie kann als direkte Reibungsstei-
figkeit betrachtet werden. Die Linearisierung erfolgt durch Ermittlung der Richtungs-
ableitung der Ausdriicke der Gleichungen (3.99) und (3.100). Details zur Herleitung
befinden sich im Anhang A A.7 . Die in der Momentankonfiguration aufgestellten

Gleichungen fiihren zu folgender Linearisierung:

ria =0
(At = er[masAE +mas, A (€ —E,)]  : Haften
Atr,., =1 = nexH(g)pr, Ag + st A (62 — pipr,] (3.101)

T_H

: Gleiten

[ utn,,pr - [0 (E) + es, (€) A Wipr,

b

Hierbei ist pr = Alle Unsymmetrien, die wihrend der Linearisierung auftre-

Tp41
b .
%,

ten, werden durch den ersten Term von Gleichung (3.101), induziert und durch das

im Zuge der Linearisierung entstehende Produkt Agd€” weiter entwickelt.
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3.5 Herleitung der Kontaktresiduen und —steifigkeit

Ziel dieses Abschnittes ist es, die zum Einbau in ein Finite—Elemente—Programm
benétigten Steifigkeitsmatrizen und Kraftvektoren fiir Kontakt bereitzustellen. Bis
zu diesem Abschnitt wurde die Herleitung allgemein, unabhéngig von einer Diskre-

tisierung, gehalten.

Im zweidimensionalen Fall kommt es gegeniiber der Herleitung am Kontinuum zu ei-
nigen Vereinfachungen. Die Fliiche A® ist Element eines zweidimensionalen Raumes.
Die griechischen Indizes «, (3, v wachsen nur bis 1 an, sodass sich die Summation iiber

diese Indizes vereinfacht.

Als Erstes folgt die Diskretisierung mit einem Slaveknoten und einem Masterele-
ment isoparametrischen Typs. Zu diesem Zweck wird ein Masterelement, welches
iiber den gesamten Rand I'® verliduft, als Mastersegment ; , definiert. Da die
Herleitung am Kontinuum erfolgte, konnen Formfunktionen N gewihlt werden, bei
denen die zweite Ableitung ungleich null sind. Die diskretisierte Oberfliche eines
solchen Mastersegmentes kann dann gekriimmte Oberflichen knickfrei abbilden. Nu-
merisch aufwendiger ist allerdings das weitere Vorgehen zur Lésung von praktischen

Problemstellungen unter anderem in Hinblick auf die Kontaktsuche und Kennung.

Als Zweites werden die vereinfachte Diskretisierung eines Slaveknotens und ein iso-
parametrisches Zweiknoten—Masterelement mit linearer Ansatzfunktion gezeigt. Es
eignet sich zum Zusammenspiel mit einem durch bilineare Vierknoten-Elemente dis-

kretisierten Kontinuum.

Im Anhang B wird der Weg von den linearisierten Gleichungen zu den Matrizenfor-
mulierungen in B.1 gezeigt und zusétzlich der konventionelle Weg zum Dreiknoten—

Kontaktelement in B.2 beschrieben.

3.5.1 Elementierung von Slavepunkt und Mastersegment

Es folgt die Darstellung des Kontaktkraftvektors und der Kontaktsteifigkeit in Ma-
trizenform fiir normal- und reibbedingten Tangentialkontakt. Nach durchgefiihrter

numerischer Integration lassen sich folgende Vektoren 6 ® und A @ definieren:

) ] CAdO) ]
wl? Ad®
6 = : und AP = . (3.102)
| wi) ] [ AdY) |
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Zusatzlich werden folgende Vektoren definiert:

n T1 0
~N,(€)n ~Ni(E)T ~Nii(€)n
N — T N, = (3.103)
—N,,.(€)n J | N(ED)T ] | N (E)n J

Die indizierten Ableitungen (-); werden nach der Variablen &' durchgefiihrt. Auf

diese Vektoren aufbauend werden weitere Groflen eingefiihrt:

1
D, = ——[T + gNi]
my +gn-e;;(§)
Ni = N;—[er:(Z) n]D; (3.104)
Der Kontaktbeitrag fiir das Residuum ergibt sich dann wie folgt:
r. = tNN + tTlDl (3105)

Die Beitrége fiir die Kontaktsteifigkeitsmatrix werden zerlegt in einen Anteil fiir

die normale und einen Anteil fiir die tangentiale Richtung:

k. =k, +ke, (3.106)

Der Ausdruck fiir die Normalenrichtung lautet:

= exH(g)NNT + ty —njj’ N;N, - D;N7 - N,D” +n-e,(£)D,D”
11
(3.107)

k.

N

Um den Ausdruck fiir die tangentiale Richtung darzustellen, werden weitere Vek-

toren eingefiihrt:

0 0
—N1,1(21)7'1 —N1,11(Zl)n
T1 - . ) N11 == (3108)
;1 . —=1
—N1,1(f )anl | — nm,n(f )n ]
und
Tl = T1 —T1" elyl(gl)Dl (3109)
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Damit kann die Steifigkeitsmatrix dargestellt werden:

tr

my +gn-eq (§)
~[r-ew€) +gn-e1n@)]DiD] + (N, DY + DiN))

k., = kdreht 4 {2(T1D;” +D,T)

_ _ 1 s _
~NN, - N,N? - —(TT, +T,T%) (3.110)
mi

Der Anteil von k%7¢* hiingt davon ab, ob ein Haft— oder Gleitzustand vorliegt. Im

Einzelnen ergibt sich dann fiir das Haften eine symmetrische Matrix:
ire ra
ka M= eplmyy + 2g7e11(€) - T1D1DT (3.111)
und fiir das Gleiten eine unsymmetrische Matrix:

ire =1
Kk & = —pen H(g)pr, DIN" — ptyppDi T, (3.112)

3.5.2 Degenerierung zum Dreiknoten—Kontaktelement

LAURSEN [1992] schligt eine Diskretisierung der Kontaktzone mit isoparametrischen,
numerisch zu integrierenden Ansétzen vor. Es sei nochmals in Erinnerung gerufen,

(2)

dass @ (Y(X)) den mit Hilfe der Minimierung zu ermittelnden Masterpunkt und

) g (X) den Slavepunkt beschreibt. Wahrend der Slavepunkt ein diskretisierter Kno-
ten ist, liegt der Masterpunkt zwischen zwei Knoten auf der Masterseite 7). Deshalb
benotigt man zur Abbildung eine Interpolation. Fiir die Losung von Kontaktproble-
men mit Vierknoten—Elementen mit bilinearen Ansétzen im Kontinuum miissen pas-
sende lineare Ansétze am Masterelement gewahlt werden. Fiir die Formfunktionen N
gelten die Zusammenhéinge &' = £ (1—n,n) ; n € [-1,1] und &' € [0, 1]. Fiir zwei-
dimensionale Berechnungen erhalten die Bezeichnungen «, 5 und v den Wert 1, da
keine Summation stattfindet. Entsprechend erfolgen die indizierten Ableitungen von
N; mit (-); durch ¢! Die zweiten Ableitungen N; 11 sind aufgrund der Ansatzfunk-
tionen gleich null. Aufgrund der Tatsache, dass die Anséitze an den Elementrindern
linear sind, entfallen einige Terme der linearisierten virtuellen Kontaktarbeit AG,

aus Gleichung (3.80). Terme, die die Oberflichenkriimmung beschreiben, wie

Cas(€) =T a5 = @ 25(Y (X))

werden null. Eine genauere Darstellung einiger Teile der Herleitung befindet sich in
Anhang B B.1 .
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Numerische Integration und ridumliche Diskretisierung

Nach Durchfiihrung der numerischen Integration mit Gaufiquadratur zweiter Ord-
nung konnen die Kontaktsteifigkeitsmatrix und der Kontaktkraftvektor in das glo-
bale Gleichungssystem eingebunden werden. Die virtuelle Kontaktarbeit an einem

Element nach der rdumlichen Diskretisierung lautet analog zu Gleichung (3.91):

Nint

G (", ") = ZW’“ [60F . rF ] (3.113)

Daraus ergibt sich der Kontaktkraftvektor fiir ein Element:

Nint

= U Witk (3.114)

mit n;,; = 2 als Anzahl der Integrationspunkte, nt = —% und n? = % als Stiitz-
stellen, W* = 1 als Wichtungsfaktoren und j(n*) als Jacobi-Determinante .

Die Variation der virtuellen Kontaktarbeit analog zu Gleichung (3.93) ergibt sich mit

Nint

AG..(¢", &") Z W) o BF - [KE 4 Kdireht” 4 geindirebt™) A gk (3.115)

und fiihrt zur Kontaktsteifigkeitsmatrix an einem Element:

Nint Nint

_ U ij( U Wk [kk kg;rekt’“ + k?;direktk] (3.116)
k=1

Die globalen Verschiebungsvektoren analog zu (3.102) fiir das Dreiknoten—Kontakt-

element lauten:

w() Ad®
50, = | w? | und A®, = | AdP? (3.117)
wd? AdP

Fiir eine Diskretisierung des Randes eines bilinearen Elementes ergeben sich folgende

Matrizen analog zu (3.103):

n T1 0 0
N = —Nl(gl)n , T = —N1(Zl)7'1 Ny = —N1,1(gl)n , Ty = —N1,1(gl)7'1
~No(€)n — Ny (€T ~Noi(€)n ~ N (€)1
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Die zur Beschreibung der Kontaktsteifigkeitsmatrix zusammengestellten Vektoren

vereinfachen sich, da die Kriimmung im Element e;; = 0 ist, zu

N1 = Nl ) TIZTI ) NIIZO

1
D, = —[T+gN1]. (3.119)
mayy

Fiir den Kontaktkraftvektor ergibt sich:

Nint

R, = [J Wk
k=1

r. = tNN + tTlDl

Nint

- i
R, = ) WHi(f)et = ixN + TT[T + gNy] (3.120)
k=1

Der Ausdruck fiir die Kontaktsteifigkeitsmatrix in Normalenrichtung verein-

facht sich zu folgendem Ausdruck:

t
= exyH(9)NNT + m—N [-TNT = N, T" — gN;NT | (3.121)
11

k.

N

Nach der numerischen Integration ergibt sich fiir das Dreiknoten—-Kontaktelement:

Nint

. t
K., = [J W*("k! = exH(g)NNT + l—f [-TNT - Ny T" - gNyNT] (3.122)
k=1

Der Ausdruck der Steifigkeitsmatrix fiir Tangentialkontakt wurde aufgrund der
auftretenden Terme bei der Linearisierung k., = kZ#7e+* 4 kindirekt iy einen direkten
und einen indirekten Teil zerlegt. Beim direkten Anteil muss zwischen Haft— und
Gleitzustand unterschieden werden. Aufgrund der Ansatzfunktion vereinfacht sich
die angegebene Gleichung (3.121) fiir den Fall Haften:

; m
direkt H 11
ke

= ¢ [TT” + gTNT + N, T7 + ¢?NyNT| - (3.123)

miimay

Nach Durchfiihrung der numerischen Integration von kg;’"ekt H ergibt sich fiir den Fall
Haften beim Dreiknoten—-Kontaktelement:
Nint

. ) €
Kt 1= U Wi ke, = 35 [TT7 +¢TNT + gN T + ¢"NiNT] - (3.124)
k=1
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Aufgrund der Ansatzfunktion vereinfacht sich die angegebene Gleichung (3.112) fiir
den Fall Gleiten:

ire 1 1
KT € = —pexH(g)pr [ (T + gNu) N = ataeph [ (T 4 gNy)| T
(3.125)

Nach der numerischen Integration von k"¢ & fiir den Fall Gleiten ergibt sich fiir

das Dreiknoten—Kontaktelement:

KdZT‘ekt G ”(j Wk _ —,ugTNH(g)[T—l—gNl]NT M;SN T + gN,|T7
(3.126)
mit thry oty Tt X i, b,
PEZ6RT — T > P el Vs b= T =1 (3.127)

Fiir den indirekten Anteil k”'% ¢ vereinfacht sich die Gleichung (3.110) aufgrund

der Ansatzfunktion folgendermaflen:

- t 1
kzcg‘dzrekt — T |: (TTT 4 T TT)
mi1 =My
2
+ mg (T,NT + N, TT) - NNT — N;N7]| (3.128)
11

Nach Durchfithrung der numerischen Integration von kff;di”kt fiir das Dreiknoten—
Kontaktelement entsteht:

Nint 1

t

2g T T T T
+ _l2 (T1N1 + NlTl) - NNI - NlN ]

Nach der numerischen Integration entwickelt sich tr zu tp = tr, [ und die Metrik zu

mi1 = l2



Kapitel 4

Augmented—Lagrange—Verfahren

und Symmetrisierung

4.1 Vorbemerkungen

In Kapitel 3 wurden alle notwendigen Herleitungen dargestellt, die zur numerischen
Umsetzung mit der Finite-Elemente-Methode genutzt werden. Zu Beginn wurde
das Kontaktproblem aus Sicht der Kontinuumsmechanik betrachtet. Anschlieend
wurde das Prinzip der virtuellen Arbeit um die Kontaktbedingungen erweitert und
linearisiert. Am Ende wurden die benétigten Gleichungen fiir den Kontaktkraftvektor
und die Kontaktsteifigkeit bereitgestellt. Die numerische Umsetzung der Losung der
Bewegungsgleichung (3.82) verlangt die Beachtung weiterer zahlreicher Details, die
hier nicht weiter diskutiert werden. Zwei wesentliche Schwierigkeiten bei der Lésung
von Kontaktproblemen blieben bisher im Hintergrund und werden nun behandelt.

Das sind
e die Penaltyabhéngigkeit und die damit verbundene Penetration, sowie
e die Unsymmetrie des zu l6senden Gleichungssystems.

In diesem Kapitel sollen diese Probleme und Mdoglichkeiten zu deren Beseitigung
untersucht werden, um zu einer effektiven Losung des globalen Gleichungssystems

zu kommen.

Die Sensibilitdt der Regularisierung der Kuhn-Tucker-Bedingung infolge der Pen-
altyfaktoren wurde bereits im Kapitel 3.2 erwidhnt. Dort wurde gesagt, dass die
Penaltyregulierung nur exakt erfiillt ist, wenn die Penaltyfaktoren gegen unendlich
gehen, das heifdt ey, e — oo. Andererseits ist bekannt, dass eine schlechte Konditio-

nierung des Gleichungssystems auftritt, wenn die Penaltyfaktoren sehr grofl werden.
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Die Wirkung einer solchen schlechten Konditionierung kann erheblich sein. Durch die
Nutzung von Eliminationstechniken zur Losung von Gleichung (3.96) verliert man
durch eine schlechte Konditionierung an numerischer Genauigkeit, was zu mangel-
hafter Konvergenz oder zu Divergenz fiihrt. Iterative Losungstechniken sind dann
nicht mehr nutzbar. Die Schwierigkeiten beim Penalty—Verfahren bestehen darin, die
Penaltyfaktoren so zu wihlen, dass sie grofl genug sind, um die Kontaktbedingungen
moglichst genau zu erfiillen, aber dabei die Konditionierung des Gleichungssystems
nicht soweit zu verdndern, dass eine Losung aus oben genannten Griinden nicht

moglich ist. Diese Wahl gestaltet sich teilweise unmoglich.

Weitere Bedenken ergeben sich beziiglich der Verwendung von Ansétzen niedriger
Ordnung und schlechten Approximation der Kontaktfliche. Letzteres wird im Fol-

genden nicht diskutiert.

Die Unsymmetrie des globalen Gleichungssystems beruht auf der Nichtassoziiertheit
des Reibgesetzes. Da in der Strukturmechanik nahezu ausschliefilich Potenzialproble-
me mit symmetrischen Systemmatrizen gelost werden, fiihrt die Einfiihrung der Un-
symmetrie durch Reibung zu einem héheren Aufwand bei der Gleichungslésung. Bei
komplexen Anwendungen leidet darunter die Effizienz von impliziten dynamischen
Verfahren. Versuche, auf kiinstlichen Wegen eine Symmetrie einzufiihren, waren iiber-
wiegend mit mangelnder Konvergenz behaftet. Nur eine zuverldssige und auf theore-
tischer Basis stehende Symmetrisierung der globalen Gleichungen ist sinnvoll. Eine
symmetrische Losung muss den Vergleich mit einer unsymmetrischen Lésung in Be-

zug auf Effektivitdt von praktischen Problemstellungen standhalten.

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie durch die Anwendung des Augmented-La-
grange—Verfahrens die beiden aufgezeigten Problemkreise umgangen werden kénnen.
Die Moglichkeiten dieses Verfahrens, die Konditionierung des Penalty—Verfahrens
zu entschirfen, wurden im Zusammenhang mit mathematischen Programmierme-
thoden entdeckt. Nachdem die ersten Anwendungen der Methode im Rahmen von
Optimierungsverfahren bei Gleichungen mit Nebenbedingungen realisiert wurden,
konnte das Anwendungsspektrum auf Probleme mit Nebenbedingungen in Unglei-
chungsform erweitert werden, so BERTSEKAS [1982], LUENBERGER [1984]. Die prak-
tische Umsetzung ist relativ einfach. Erfolgreiche Anwendungen dieses Augmented—
Lagrange—Verfahrens mit der Finite-Elemente-Methode wurden bei inkompressibler
Elastizitit von GLOWINSKI & LETALLEC [1989] und anderen, sowie bei reibungs-
losem Kontakt von LANDERS & TAYLOR [1986], STEIN, WRIGGERS & WAGNER
[1987] durchgefiihrt. Als erste wesentliche Entwicklung wird gezeigt, wie das reibungs-

behaftete Kontaktproblem ohne eine moglicherweise schlechte Konditionierung des
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Gleichungssystems gelost werden kann.

Bei Kontakt mit Reibung, so SIMO & LAURSEN [1992], gestaltet sich die Erweiterung
komplizierter, da die zusétzlichen Reibungsbedingungen (3.40)—(3.43) integriert wer-
den miissen. Die Vorteile der Erweiterung des standardisierten Penalty—Verfahrens
mit Lagrange—Multiplikatoren wurden auch von ALART & CURNIER [1991] gezeigt.
Ebenfalls ohne Reibung, aber mit einem Schwerpunkt auf den nichtlinearen konsti-
tutiven Beziehungen, zeigen WRIGGERS & ZAVARISE [1993], wie man bei Untersu-
chungen mit hohen Prizisionsanforderungen mit extrem harten Oberflichen durch
Anwendung des Augmented—Lagrange—Verfahrens die schlechte Konditionierung und

auch die Penetration umgehen kann.

Im Zusammenhang mit groflen reibungsfreien Gleitwegen stellen HEEGAARD & CUR-
NIER [1993] eine erfolgreiche Realisierung der Methode vor. Die resultierenden dis-
kreten Gleichungen bleiben auch bei Anwendung des Augmented-Lagrange—Schemas
weiterhin unsymmetrisch. Die Entwicklung der algorithmischen Symmetrisierung der
Gleichungen bei gleichzeitiger Erhaltung der Vorteile des Augmented—Lagrange—
Verfahrens wird von SIMO & LAURSEN [1992] gezeigt.

Fiir thermomechanische Kontaktprobleme mit Reibung unter Beriicksichtigung von
mikromechanischen Effekten zeigen ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREFLER [1995]
die Vorteile der Symmetrisierung und stellen dabei zusétzliche Varianten vor. Diese
Symmetrisierung ist eng verbunden mit dem Konzept des sogenannten Operator—
splittings, das im Zusammenhang mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren bereits
von GLOWINSKI & LETALLEC [1989] diskutiert wurde.

Im Gegensatz zu einigen méflig erfolgreichen Zweischritt—Algorithmen fiir Kontakt
mit Reibung, wie von KIKUCHI & ODEN [1988] gezeigt, behilt diese Methode die
sehr guten Konvergenzeigenschaften der standardisierten Penaltyregularisierung, bei
fast exakter Einhaltung der Bedingungen selbst bei groflen Deformationen und In-
elastizitit. Unter Beriicksichtigung eines verallgemeinerten Reibgesetzes zeigen auch
HEEGE, ALART & ONATE [1995] statische Anwendungen des Augmented-Lagrange—

Verfahrens.
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4.2 Das Augmented—Lagrange—Verfahren

Das Augmented-Lagrange—Verfahren wurde bereits in Kapitel 1 im Zusammenhang
mit dem Penalty—Verfahren und der Lagrange-Multiplikatoren-Methode einleitend
beschrieben. Die einzufiihrende Augmented-Lagrange—Regularisierung ist allgemein-
giiltiger als die Penaltyregularisierung. In diesem Kapitel wird diese Tatsache anhand
der reibungsbedingten Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.40)-(3.43) in der Momentan-

konfiguration erdrtert.

4.2.1 Lagrange—Multiplikatoren—Formulierung

Fiir die Darstellung der Grundgleichung der Kontaktarbeit mit Lagrange-Multipli-
katoren miissen Ay und A5 fiir die Kontaktkriifte ty und t4 eingefiihrt werden.
Beide Groflen sind zu jedem Zeitpunkt ¢ € N zeitabhéngig. Wesentlich ist, dass Ay
und A} genauso wie M und ¢ als unabhiingige Variablen anzusehen sind. Das
zu 16sende Problem kann gemeinsam mit den nichtregularisierten Nebenbedingungen

folgendermaflen formuliert werden.
Gesucht werden ¢ i =1,2, Ay und )\bT, sodass fiir alle ¢ € N gilt:
Gan( @)+ [ Py + X, 6] ) = 0 (4.1)

Fiir alle X € T soll gelten:

g <0
Av >0
Avg = 0
f=DPom®Ap])? — py < 0
_ b

maﬂfﬁ - C[)\TﬁmmT)\Ty]l/Z =0
¢ >0

i =0 (4.2

Vereinfacht ausgedriickt wird diese Formulierung als Sattelpunktproblem fiir die ge-
suchten Verformungen und Multiplikatoren bezeichnet, so GLOWINSKI & LETALLEC
[1989]. Die zugelassenen Variationen ¢ sind unabhingig von den Kontaktbedingun-
gen. Das Ziel, die Erfiillung aller Bedingungen, wird durch die zusétzlichen Variablen

An, Ah und durch die sieben zusitzlichen Nebenbedingungen (4.2) erreicht.
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4.2.2 Augmented—Lagrange—Formulierung

Fiir die Augmented—Lagrange-Regularisierung wird das Integral der Kontaktarbeit
wiederum mit den Kontaktkriften eingefiihrt. Es werden die regularisierten Neben-
bedingungen benutzt. Diese Nebenbedingungen werden um die Multiplikatoren Ay
und A erweitert. Die Multiplikatoren dienen als Partner fiir die Kontaktkrifte ¢y

und t4..
Gesucht werden ¢ i =1,2, Ay und )\bT , sodass fiir alle ¢ € N gilt:
Gayn (#15 9*0) + /1*(1)[tN59 + tTaéga] drt =0 (4.3)

Fiir alle X € T soll gelten:

tn = A +englt
f = ltm®t,]'? — pty < 0
3 tr 1 .
Wl — (= i — A
N TS R
¢ >0
f¢ =0 (4.4)

Man kann durch einfaches Weglassen oder Zu-—null-setzen der Lagrange-Multiplika-
toren Ay und Az, in den Bedingungen (4.4) zeigen, dass sich diese Gleichungen in
die Gleichungen der regularisierten Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.48), (3.49)(3.52)

iiberfithren lassen.

Die neuen Regularisierungen erméglichen die Anwendung des Zeitintegrationssche-
mas aus Kapitel 3.4 sowohl auf die Lagrange-Multiplikatoren-Methode als auch auf
das Augmented-Lagrange—Verfahren. Die Losungen, die man dabei mit der Lagrange—
Multiplikatoren—Formulierung erhilt, erfiillen gleichzeitig die Gleichungen (4.3) und
(4.4) der Augmented-Lagrange—Formulierung. Diese zeitintegrierte Form der Glei-
chungen (4.4) mit den eingefiihrten Penaltyfaktoren erfiillen wiederum die Bedin-
gungen fiir die Multiplikatoren und die Verschiebungsfelder der Gleichung (4.2).
Vorausgesetzt wird hierbei, dass die Paare (ty,t%) der Gleichungen (4.4) dann den
zugehorigen Multiplikatoren (Ay, A) entsprechen. Diese Eigenschaften werden im
folgenden Abschnitt verifiziert. Sie bleiben unabhéngig von den Betrigen von ey
und e7. Genau diese in der Theorie exakte Erfiillung der Bedingungen mit diskreten

Penaltyfaktoren ist nun der Kerninhalt des Augmented—-Lagrange—Verfahrens.

Wie im Folgenden gezeigt wird, lisst sich dieser Sachverhalt direkt durch Uberfijhrung

von einem zum anderen Verfahren, siehe auch LAURSEN [1992], direkt nachweisen:
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Uberfiihrung in Normalenrichtung

Angenommen, man hat eine Lagrange-Multiplikatoren—Formulierung mit den Glei-
chungen (4.1) und (4.2) zu einem Zeitpunkt ¢ € X gelost und ein Paar (g, Ay) fiir
X € I') ermittelt, dann ergeben sich die folgenden beiden Maglichkeiten:

Mit ¢ < 0 und Ay = 0 erhdlt man als erste Moglichkeit die Triviallssung [Ay +
eng]t = [eng]" und ty = Ay = 0. Als zweite Moglichkeit ergibt sich ¢ = 0 und
An > 0, dann gilt:

tn = [Av+eng]”
= [An]*
= Ay (4.5)

Damit sind die Grenzfiille gezeigt. Die wesentliche Eigenschaft von Gleichung (4.4),
ist, dass die Kontaktkraft ¢y auch ungleich null sein kann, wenn ¢ mit einem kleinen
Betrag im negativen Bereich liegt ¢ < 0. In einem solchen Fall ist der Multiplikator
Ay nicht exakt. Diese Regularisierung ist charakteristisch fiir die Einhaltung der

Ungleichungsbedingungen.

Uberfithrung in tangentialer Richtung

Um in tangentialer Richtung eine Lagrange-Multiplikatoren—Formulierung in eine
Augmented-Lagrange-Formulierung iiberfiihren zu kénnen, ist es erforderlich, die
zeitlich diskretisierte Form iiber das Intervall [¢,,¢,.1] C X zu benutzen. Man erhélt
sie durch Anwendung der impliziten Euler—Integration auf die Gleichungen (4.2) und
(4.4), siehe auch Kapitel 3.6.3.

Damit ergibt sich fiir die Lagrange—Multiplikatoren—Formulierung:

o1 < 0

AN = 0

ANy Gntr = 0

Jon1 = P\Tn+1amaﬂ)\Tn+1ﬂ]1/Z— PAN,, < 0
ma,@[gi—i-l _gg] - C[)\Tnﬂ :\n%';r)l\(;nﬂ 72 =0
8 ¥ -
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und fiir die Augmented-Lagrange-Formulierung:

th+1 = [)\Nn+1 + 6Ngn+1]+
_ af 1/2
fn+1 - [tTn+1am tTn+1B] - Mth+1
=6 =8 i,
tTn+1a = )‘Tn+1a + €T {maﬁ [§n+1 - gn] - C[tT mﬁ::;T ]1/2}
n+1p3 n+ly
¢ >0
fn+1< =0 (4-7)

In Gleichung (4.7); werden die beiden aus dem Zeitschritt n bekannten Gréfien ¢y,
und A7, gleichgesetzt. Dies ist zumindest fiir den allerersten Zeitschritt ¢, = 0
korrekt, da dann beide Groflen gleich null sind und sich erst im weiteren Verlauf

entwickeln.

Basierend auf Gleichung (4.6); fiihrt die exakte Lagrange-Multiplikatoren-Losung

YAV
)\Tn+1a

[)\Tn+la mpP )\Tn+17 ] 1/2

maﬁ[giﬂ_gi] = G (4.8)

() ist dabei der sogenannte Konsistenzparameter. Nach Einsetzen von Gleichung
(4.8) in die Bedingung (4.7)3 ergibt sich

trs (1 + €r6 ) = Ary (1 + €O ) (4.9)

tTnJrlﬂ mﬁvtTrﬁlv]l/Z )\Tn+1ﬂ mﬁv)\TTH-lw]l/Z

mit ( als Konsistenzparameter der Augmented-Lagrange-Formulierung. Da Glei-
chung (4.9) fiir alle Komponenten von « gilt, kénnen auch die Normen von beiden
Seiten gebildet werden:

[tTn+1gm67tTn+17]1/2 + GTC = [)‘Tn+13 Tnﬁw)‘TnHW]l/2 + 6TC/\ (4'10)

Im Folgenden ist zwischen den beiden Fillen Haften und Gleiten zu unterschei-
den: Beim Gleiten mit der Lagrange-Multiplikatoren—Formulierung wird ¢, > 0
impliziert und Gleichung (4.6)4 fiihrt dann mit f,;; = 0 zu

I:)\Tn+13m67)\Tn ]1/2 _— /,L)\Nn+1- (4:].].)

+ly
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Aus der Bedingung (4.5) fiir die Normalenrichtung ist bekannt, dass Ay,,, = tn,,
ist. Diese Bedingung wird zuerst in Gleichung (4.11) und anschlieflend werden beide

gemeinsam in Gleichung (4.10) eingesetzt:

[tTn+1ﬁm67tTn+17]l/2 - ,uthJ,.1 = 6T(C)\ - C) (412)

Aus den Gleichungen (4.7), und (4.12) folgt, dass {, — ¢ < 0 oder ¢ > () > 0 sein
muss. Angenommen, es gilt ¢ > 0, dann gilt aufgrund Gleichung (4.7)5, dass f,41 =0

1/2

ist und somit gilt [tr,,,,m""tr,,, |'/* = pty,,,. Diese Bedingung in Gleichung (4.9)

eingesetzt, ergibt die gesuchte Beziehung ¢ ., = Ap,

+la +la

Fiir den Fall des Haftens ergibt sich bei der Lagrange—Multiplikatoren—Formulierung
¢x = 0. Dann folgt aus Gleichung (4.10):

[tTn+IB mﬂ’ytTn+17]1/2 + GTC = [)\Tn+13 mﬂ’y)\Tn+Ly]1/2 (413)

Wird nun erneut angenommen, dass ( > 0 ist, ergibt sich mit (4.7)s5, dass f,11 =0

und somit
I:tTn+lﬁ mﬂ’ytTn+17]1/2 = Iu’th+1 (414)

gilt. Wird Gleichung (4.14) unter erneuter Annahme von Gleichung (4.5) ty,,, =
AN,

n+1

in Gleichung (4.13) eingesetzt, erhélt man

GTC + /’l’)\Nn+l = [)\Tn+lg mﬁ’Y)\Tn+17]1/2_ (415)

Mit der Annahme von ¢ > 0 in Gleichung (4.15) miisste gleichzeitig

AN 2 P, m7 A 1Y (4.16)

n+1,Y

gelten. Diese Aussage steht aber eindeutig im Widerspruch zu der Bedingung (4.6)4
fnt1 < 0. Daraus folgt, dass nur mit ¢ = () = 0, eingesetzt in Gleichung (4.9), die

gesuchte Beziehung tr, ,, = Ag,,,, ermittelt werden kann.

Mit diesen Uberfithrungen ist gezeigt worden, dass die in der Zeit diskretisierte Form
von Gleichung (4.4) der Augmented—Lagrange—Formulierung unter Beriicksichtigung
der Penaltyregularisierung in tangentialer Richtung der Lagrange-Multiplikatoren—
Formulierung entspricht.
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4.2.3 Augmented—Lagrange—Algorithmus

Fiir die numerische Umsetzung der Augmented-Lagrange—Formulierung nach den
Gleichungen (4.3)—(4.4) gibt es verschiedene Vorgehensweisen, siehe beispielsweise
GLOWINSKI & LETALLEC [1989]. Hiervon ist in der Mechanik der Uzawa—Algorithmus
am weitesten verbreitet, siche zum Beispiel BERTSEKAS [1982] und LUENBERGER
[1984]. Im Folgenden wird dieser Algorithmus mit allen zugehorigen algorithmischen
Details vorgestellt und auf Kontaktprobleme mit Reibung angewendet. Im Weite-
ren wird eine angepasste Zuweisung eines aktuellen Zahlenwertes einer Variablen im

Laufe eines Algorithmus als 'update’ verstanden.

Der Uzawa—Algorithmus

Zu Beginn wird erneut die globale Augmented-Lagrange-Formulierung anhand der
Gleichungen (4.3)—(4.4) betrachtet:
Gayn (s, ‘;’) + /1“(1) [tndg + tTa(Sga] dr =0
in = H(Ay+eng)eng + An]

— 5 tr, .

fo= [tnm®tn,]"? — uty <0
¢ >0
f¢ =0 (4.17)

Der Grundgedanke, der hinter dem Uzawa—Algorithmus steht, ist der Folgende: Man
16st in diskreter Form die Gleichungen (4.3)—(4.4) fiir alle ¢ i = 1,2 zu jedem
Zeitpunkt von ¢ € N unter der Annahme, dass die Werte fiir die Multiplikatoren Ay
und A7 einen konstanten Wert haben. Erst anschlielend — in einem weiteren Schritt
— werden die Werte fiir die Multiplikatoren verbessert. Das Gleichungssystem (4.17)
wird deshalb durch einen sogenannten 'operator—split’ soweit zerlegt, dass es in zwei
Schritten gelést werden kann.
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Aufteilung in zwei Phasen
Fiir eine Losung in zwei Phasen wird die folgende Aufteilung der Formulierung vor-

genommen und ist fiir alle ¥ i = 1,2 und fiir alle Ay und Ay zu l6sen.

Phase 1: Den ersten Teil der Losung erhilt man, wenn die Werte der beiden Mul-
tiplikatoren Ay, A7 konstant gehalten werden und die Bewegung ¢ ermittelt wird:
Gayn (s, 9*0) + /F(l)[tN(Sg + 11, 55(1] drt =
in = H(\y+eng)eng
. _ t
lr, = €r {maﬁfﬁ - C¥}

[tTg mﬂVtTw] 1/2

f = [tTamaﬁtTB]l/Q - /l/tN S 0
¢ =20
fC =0 (4.18)

Phase 2: Den zweiten Teil der Lésung erhilt man durch Festhalten der Bewegung

¢ und Auflésen der beiden Multiplikatoren Ay, Ar:

in = H(Ay +eng)Ay
(4.19)

ir, = A,
Fiir die Gesamtlosung (4.17) werden die Losungen der beiden Teilprobleme (4.18)
und (4.19) zusammengefiihrt. In Phase 1 wird das Gleichungssystem nach den Ver-
schiebungen gel6st und in Phase 2 werden die Werte der Multiplikatoren aktuali-
siert. Mit diesen aktualisierten Werten der Multiplikatoren wird der Losungsvorgang
in Phase 1 mit den nun verbesserten Annahmen fiir die Multiplikatoren wieder-
holt. Diese Vorgéinge werden solange fortgefiihrt, bis die im Rahmen einer Toleranz

exakten Werte fiir die Multiplikatoren erreicht werden.
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In Abbildung 4.1 wird das Vorgehen fiir den eindimensionalen Fall eines Punktes x
auf der Oberfliche v(!) dargestellt. Der Einfachheit halber wird nur Normalkontakt
betrachtet. Fiir die iiber die Zeit integrierten Gleichungen von (4.18), und (4.19),
ergibt sich

k+1 k k k
)‘SVHH) = tgviﬂ = )\Sviﬂ + eNg,(lle

Sofern Kontakt vorhanden ist, beginnt man mit einer Anfangsabschéitzung k£ = 0,
fiir die Druckkraft A(©) = 0. In Phase 1 werden die Bewegungen ermittelt, und man
erhiilt einen Wert der Abstandsfunktion ¢(®© an diesem Punkt auf der Oberfliche.
Mit dem Penaltyfaktor €y ergibt sich daraus eine Kontaktkraft tggi .,- Inder Phase 2
wird der Wert dieser Kontaktkraft in den Multiplikator Ay, | iiberfiihrt. Anschaulich
gesehen wird die verbesserte Losung dabei auf die ¢y—Achse im Koordinatensystem
projiziert. Die in der Abbildung erkennbare Steigung ergibt sich aus dem Wert von

EN.

(0

I/( 7 i7 (4 -
~
Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Augmented-Lagrange ’update’—

Vorganges in Normalenrichtung. ey entspricht der Steigung.

Mit der verbesserten Abschétzung )\%) fiir die Kontaktkraft werden die Gleichun-
gen in Phase 1 erneut gelost. Die in dieser Phase ermittelte Kontaktkraft, die sich
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aus )\5\1,) und einem Produkt von ¢ und dem Penaltyfaktor zusammensetzt, wird

dann in Phase 2 zu einer verbesserten Schitzung fiir )\5\2,). Dieser Prozess wird mehr-
mals wiederholt, dabei wird stets £k = k 4+ 1 gesetzt. Mit zunehmender Anzahl von
Wiederholungen verringert sich die Penetration, bis sie quasi verschwindet und die
Kontaktkraft unabhéingig vom Penaltyfaktor und der Penetration ist. Die ermittelten
Multiplikatoren sind von Verschiebungen unabhéngige Kréfte. Diese Vorgehensweise
fithrt also dazu, dass die exakten Multiplikatoren nahezu erreicht werden, wobei die
Inpenetrationsbedingungen g < 0 nur geringfiigig verletzt werden. Fiir den Algo-
rithmus in tangentialer Richtung verlduft dieser Vorgang analog, allerdings, wie aus
Abbildung 4.2 ersichtlich, mit der zusétzlichen Integration der Reibungsbedingun-
gen. Am Ende der Prozesse kann mit Hilfe eines Abbruchkriteriums gewahrleistet
werden, dass )\S\Iﬁiﬂ ~ t%jﬂ und )‘%1 )+1a ~ t%ma innerhalb einer gewissen Toleranz

gleich sind.

e

|
ur

>:\
=)

Au(ﬁ) Au(T”Au(TO)
\

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung des Augmented-Lagrange 'update’—
—1(k) —
Vorganges in tangentialer Richtung, Auy = mn[gi 41— 511%] er entspricht der Stei-

gung.
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Als Abbruchkriterien bieten sich mehrere Moglichkeiten an:

Als eine Moglichkeit der Beobachtung der Entwicklung des Prozesses bietet sich die
Beobachtung der Verhiltnisse der Penetration, der Haftverschiebung oder Multi-
plikatoren eines sich in Kontakt befindenden Punktes x an. Hierzu bieten sich die

folgenden Quotienten (4.20) an.

k41 (k+1) (k+1) (k+1)
g’l('L+1 ) . AuTnH . )\Nn+1 . )\Tn+1 (4 20)
k ? k ) k ) k '
gﬁLle Au%n)+1 )\svr)H»l )\S—’n)+1

Stellt man bei der Beobachtung der Verhéltnisse fest, dass diese sich im Verlauf zweier
aufeinander folgender 'update’-Prozesse nicht mehr verdndern, kann der Vorgang
abgebrochen werden, da kein weiterer Fortschritt bei der Minimierung erzielt wird.
Da es sich hierbei lediglich um ein relatives Kriterium handelt, liegt der Grenzwert
bei eins.

Wenn die Werte der Penetration oder der Haftverschiebung eines sich in Kontakt be-
findenden Punktes x so klein werden, dass sie einen als Grenzwert T'ol, vorgegebenen
Absolutwert unterschreiten, sieche Gleichung (4.21), kann der Prozess abgebrochen

werden.

gt 4 Aup®HD < Tol, (4.21)

Prinzipiell vergleichbar mit dem Abbruchkriterium bei der Gleichgewichtsiteration
ist die Ermittlung der durch den Penaltyfaktor gespeicherten Energie an einem Kon-
taktpunkt x. Diese Energieanteile entstehen nur durch Penetration und Haftverschie-
bung. Fiir die in beiden Richtungen auftretenden Penaltyenergien, siehe Gleichung

(4.22), kann ein nicht zu unterschreitender Grenzwert Tolg festgelegt werden.

Exy = 0.5eng?
Er = 0.5 ep(Aur)?

Weitere Uberlegungen und ausfiihrliche Untersuchungen anhand eines Beispieles wer-

den in Kapitel 5.5 beschrieben.
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Unsymmetrischer Augmented—Lagrange—Algorithmus
Fiir die Losung des Gesamtproblems, bestehend aus den Gleichungen (4.18) und
(4.19), ergibt sich im Zeitintervall [t,,t,.1] € ® der folgende Algorithmus:

1. Initialisierung des Z#hlers k fiir die Schleife der Augmented-Lagrange-Iteration

und erstes Schétzen der Anfangswerte der Multiplikatoren:

)\5324_1 = )\Nn
)\5%)-1-1& )\Tna
k=0 (4.23)

(k)

ni1 it den Annahmen der Werte der fixierten

2. Ermittlung des Losungsvektors d
Multiplikatoren der k-ten Iteration durch Losen der Gleichung, geméfi Phase 1:

ex k k in k k
Fn+t1 = Ma;ll + Cvgz-i)—l +F t(d;ll) + Rc(dgz-i)—l)
At?
d¥ = d,+ Atv, + 7[(1 —28)a, + 232" ]
o = v, + A1 = y)a, +ya®) )] (4.24)

Die Kontaktkrifte auf der diskretisierten Oberfliche V" werden dabei folgender-
maflen festgelegt:

k k k
), = P, Tevanhl’
(k) (k) =B e g]’i)“
tTn+1a )\Tn+1a +€r  Map [gn-i-la —&) — ¢ (k) By+k)  11/2
[tTn+1gm tTn+1’y]
k k k k
B = I, met) 1 = ),
¢ >0
£ = 0 (4.25)
3. 'update’ der Lagrange—Multiplikatoren und des Iterationszéihlers k,
gemifl Phase 2 :
(k+1) (k)
Nn+1 - Nn+1
(k1) _ 4(k)
Tn+1a Tn+1a
k +— k+1 (4.26)
4. Abfrage nach dem Abbruchkriterium:
nicht erfillt, zurtck, zu 2.

Abbruchkriterium

erfiillt, né&chster Zeitschritt, zu 1.
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Die Schritte 2.-4. des vorgestellten Algorithmus werden generell solange wiederholt,

bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist, sodass )‘S\I;iﬂ ~ t%}ﬁl und )\g,{i)“ R~ tgii)+1

gilt.
Die erforderlichen Anderungen fiir R,, die durch Gleichung (4.25) gegeniiber Glei-

chung (3.71) und (3.99) entstehen, werden im folgenden Abschnitt dargestellt.

Diskussion verschiedener 'update’-Moglichkeiten

Urspriinglich wurde der Uzawa-Algorithmus fiir Probleme benutzt, bei denen in
Schritt 2 des oben vorgestellten Algorithmus Lésungen von linearen Problemen er-
zeugt werden. In diesem Fall ist es eindeutig, wann die 'updates’ von Schritt 3
durchgefiihrt werden miissen. Dazu wird das lineare Problem in Schritt 2 gel6st
und anschliefend werden die 'updates’ im Schritt 3 vorgenommen. Wenn das Pro-
blem von Schritt 2 allerdings nichtlinear ist, dann ergeben sich wegen der fiir die
Losung notwendigen Iterationstechniken Auswahlméglichkeiten fiir die 'updates’ der
Multiplikatoren. Eine davon besteht darin, die 'updates’ von Schritt 3 gleichzeitig
mit den Gleichgewichtsiterationen von Schritt 2 auszufiihren. Das heifit, dass un-
mittelbar nach jedem Iterationsschritt die verbesserte Losung ebenfalls angepasst
wird. Hierbei ist der numerische Aufwand geringer, da beide Schritte kombiniert
werden kénnen. Dieses Vorgehen wird iiblicherweise in der Strémungsmechanik ver-
wendet und ist als gleichzeitige oder simultane Iteration bekannt. Angewendet bei
der Losung von Kontaktproblemen wurde es von STEIN, WRIGGERS & WAGNER
[1987]. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, Schritt 2 komplett zu 16sen, auch
wenn das Problem nichtlinear ist, und erst dann Schritt 3 auszufiihren. Dieses Sche-
ma wird als eingeschlossene Iteration bezeichnet, da die Iterationsschleife fiir die
Newton—Iterationen, die notwendig sind, um die Gleichung (4.24) zu lésen, von der
daufleren Schleife umschlossen wird. Sie wird als Augmented—-Lagrange—Schleife mit
dem Zihler (k) bezeichnet. Dieses Schema scheint im Vergleich mit dem simultanen
'update’ zunéchst uneffizient, da bei jeder Augmented-Lagrange—Iteration (k) das
Gleichungssystem iterativ gelost werden muss. Aber speziell die Moglichkeit der ein-
geschlossenen Gleichgewichtsiteration hat sich gegeniiber der Moglichkeit der simul-
tanen Iteration bei Kontaktproblemen als deutlich effizienter erwiesen. Dieser Vorteil,
so LAURSEN [1992], riihrt daher, dass die Multiplikatoren wéihrend der Losungspha-
se absolut konstant bleiben. Somit ist die konsistente Linearisierung der virtuellen
Arbeit genauso effektiv wie bei der standardisierten Penaltyregularisierung. Dagegen
konnen bei der simultanen Iteration die Multiplikatoren wihrend der Losungsphase
variieren, da nach jedem Iterationschritt ein 'update’ erfolgt. Da diese Operationen
nicht konsistent linearisiert werden konnen, féllt die Konvergenzrate merklich ab.
Deshalb wird im weiteren Vorgehen ausschliefilich das eingeschlossene Iterationsver-

fahren benutzt.
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4.2.4 Modifizierte Linearisierung und Kontaktsteifigkeitsma-
trix

trial
%L)H zu erhalten, wird der in Kapitel 3.5 ein-

gefiithrte Priadiktor-Korrektor-Algorithmus (3.99) auf die Gleichungen (4.25) ange-
wendet:
Pradiktor-Zustand:

Um einen expliziten Ausdruck fiir t

k k k
thry, = P, Fevglt
k trial k _ﬁ(k) =B
t%n)+1a - )\5171,)4»10[ + €rMag [§n+1 o gn]
k trial k trial k trial k
P = e et = (4.27)

Korrektor—Vorgang:

(k)trial (k)trial

wenn f,); <0 :Haften

Th+1,
(k)trial o
Tot1le ® tgc)trial (428)
+1g . .
N’thJrl t(k)trialn aﬁt(k)t”'al : Glelten
| e

Die notwendigen Verdnderungen der Kontaktkraft und der Kontaktsteifigkeitsma-
trix gegeniiber Gleichung (3.99) durch das Augmented-Lagrange—Verfahren sind ge-
ringfiigig. Zum einen werden ¢y und ¢y, nun bei jedem Auftreten durch die Glei-
chungen (4.27) und (4.28) beschrieben. Zum anderen ergibt sich ein neuer Ausdruck
fiir Aty, der den alten Ausdruck (3.71) ersetzt.

Aty = ALY +evgl' )
= H(A%)+6Ng)eNAg (4.29)

In Bezug auf die diskretisierten Ausdriicke von Kapitel 3.4 ist eine Uberarbeitung
der Linearisierung einfach, da jedes Auftreten von H(g) lediglich durch H()\S\';) +eng)
ersetzt wird. Dies sind die beiden einzigen Anderungen, die notwendig sind, um die
Ausdriicke K. und R, soweit anzupassen, dass sie nach (4.24) gelost werden kénnen.
Dies riihrt daher, dass das hier vorgestellte Augmented—Lagrange—Verfahren dem
Penalty—Verfahren sehr verwandt ist. Bei genauer Betrachtung zeigt sich, dass sofern
in einem Zeitschritt kein Anpassungsprozess durchgefiihrt wird, die resultierenden

Methoden identisch mit dem iiblichen Penalty—Verfahren sind.
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4.3 Symmetrisierung des Verfahrens

Im letzten Abschnitt wurde das Augmented-Lagrange—Verfahren fiir Kontaktpro-
bleme eingefiihrt. Damit konnen die schlechte Konditionierung und die Abhéngig-
keit von Penaltyfaktoren verschwinden, allerdings auf Kosten einer mehrfachen Glei-
chungslosung. In diesem Abschnitt wird nun der Vorgang der Symmetrisierung der
wesentlichen Gleichungen in Zusammenhang mit Reibung durchgefiihrt. Diese Sym-

metrisierung gilt auch bei groflen Verformungen.

4.3.1 Zerlegung des Uzawa—Algorithmus

Basis der Betrachtungen ist erneut die Augmented—Lagrange—Formulierung aus den
Gleichungen (4.3)—(4.4). Das daraus entstandene Gleichungssystem (4.17) ist fiir alle
(@, An, Ar) zu jedem Zeitpunkt von ¢ € X zu 16sen. Zu diesem Zweck wird es erneut
derart zerlegt, dass es in zwei Schritten mit dem sogenannten ’operator-split’ gelost

werden kann.

Beim unsymmetrischen Augmented—Lagrange—Algorithmus, beschrieben in Kapitel
4.2, entwickelte sich mit Anwendung der zeitlichen und rdumlichen Diskretisierung
von (4.18) der Schritt 2 des Uzawa—Algorithmus. Die Diskretisierung von Gleichung
(4.19) ergibt wieder den aus Schritt 3 bekannten 'update’Prozess der Multiplika-
toren. Die enge Verkniipfung zwischen dem Augmented-Lagrange-Verfahren und
sogenannten ’'operator—split’-Methoden wurde schon von GLOWINSKI & LETALLEC
[1989] diskutiert, doch fiir die Entwicklung der Symmetrisierung bei der Losung von

Kontaktproblemen ist eine weitere Erorterung der Aufspaltung notwendig.

Wie bereits mehrfach erwéihnt, stammt die Unsymmetrie aus der Nichtassoziiertheit
der Coulomb’schen Reibung. Bei einer assoziierten Gleitregel wiirde auch Gleiten in
die Normalenrichtung auftreten, dies wird aber bei der Mehrzahl aller physikalisch
sinnvollen Reibgesetze nicht erwartet und ist somit auch beim konventionellen Cou-
lomb’schen Reibgesetz ausgeschlossen. Nimmt man an, dass die Normalkraft in der
Gleitfunktion von (4.17), wihrend der Gleichgewichtsiteration konstant bleibt, dann
hat der Gradient dieser Funktion keine Komponente in Normalenrichtung. Dies hat

zur Folge, dass die Kontaktsteifigkeitsmatrix keine unsymmetrischen Anteile enthélt.
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Im Folgenden wird eine alternative Aufteilung durchgefiihrt, die die Nichtassoziiert-
heit des ersten Losungsteils, der auf eine urspriinglich unsymmetrische Steifigkeits-

matrix fiihrt, eliminiert.

Den ersten Teil der Losung erhilt man, wenn die Werte der beiden Multiplikatoren
An, Ar konstant gehalten werden, wihrend man den zweiten Teil der Losung durch

Festhalten der Bewegung ¢ erhélt:
Phase 1: Ermittlung von ¢ bei konstant gehaltenen Multiplikatoren Ay, A :

Gdyn(sota 9*0) + /F(l)[tN5g + tTJEa] ar — o

tn = H(An + €eng)eng

fTa = €r {maﬁgﬁ —g[tTBmg{thPﬂ}

f = [tTamO‘ﬁtTB]I/Q— Ay <0

¢ >0

fC =0 (4.30)

Phase 2: Ermittlung von Ay, A7 bei konstant gehaltenen Konfigurationen von ¢:

in = H(An + eng) Ay

. ~ tr .
by, = —)—— )
f = [tTamaﬁtTB]l/Q - /,LtN S 0
¢ =20
f¢ =20 (4.31)

Gegeniiber der Zerlegung fiir den unsymmetrischen Losungsalgorithmus werden nun
zusitzlich Teile der Gleichungen (4.17),56 in Phase 2 gelegt. Aufierdem wird in
Phase 1 eine zusitzliche Gleitbedingung f und ein Konsistenzparameter ¢ ein-
gefithrt. In Phase 2 wird der Beitrag dieses Parameters zur Reibkraft durch ein
korrigierendes ¢ eliminiert. Fiir die Gesamtlosung (4.17) werden die beiden Teilpro-
bleme (4.30) und (4.31) wieder zusammengefiihrt. Wesentlich bei diesem Vorgang
ist, dass die Gleitregel f in Phase 1 assoziiert ist und dass der Multiplikator Ay in
(4.30)4 festgehalten, das heifit als konstante Grofie betrachtet wird. Die Einfithrung
der Gleitregel f und des Konsistenzparameters ¢ erfolgt eher unter formalen Aspek-
ten und um eine Basis zur Untersuchung von Varianten zu haben. Abbildung 4.3
zeigt den Anpassungsprozess in tangentialer Richtung mit der Integration der Rei-
bungsbedingungen.
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4.3.2 Symmetrisierter Augmented—Lagrange—Algorithmus

Analog zur Erstellung des unsymmetrischen Lésungsalgorithmus aus Kapitel 4.1.3
kann nun anhand der beiden Gleichungen (4.30) und (4.31) der folgende symmetri-

sierte Algorithmus erstellt werden:

1. Initialisierung des Z#hlers k fiir die Schleife der Augmented—Lagrange—Iteration

und erstes Schétzen der Anfangswerte der Multiplikatoren:

)\5324_1 = )\Nn
A= g
n+ly Mo
k=0 (4.32)

2. Ermittlung des Losungsvektors dgﬁl mit den Annahmen der Werte der fixierten
Multiplikatoren, gem#fl Phase 1 der k-ten Iteration durch Losen der Gleichung:
Fii = Magl, +Coly + F™(d,) + Re(d,))
A = ot Aty + 20 (0~ 2)a, + 208l
vl = v+ A= 7)ay +ag] (4.33)

Die Kontaktkrifte auf der diskretisierten Oberfliche V" werden dabei folgender-
maflen festgelegt:

k k k
th,, = DN, +evannlt
(k) (k) —Bk) - z t%l
tTn+1a = )\Tn+1a +€er ma5[§n+l_§n] C[ B F) iz
T n+18 Tn+1’y
r(k k aB .k k
fT(LJr)l = [tg—’n)+1am 6t;n)+13]1/2 - M)\sv)ﬂ <0
¢ >0
k)
¢ =0 (4.34)

3. 'update’ der Lagrange—Multiplikatoren unter Beachtung von f geméfl Phase 2
und des Iterationszdhlers k:

(k+1) (k)
)\Nn+1 - th+1
(k)
(k+1) (k) tTnHa
)\Tn+la o tTn+1 +6T(C C) k)
(15 mere) 2
E+1 k+1 (k+1) (k+1)
f7(1+1 : = P‘%ﬁﬁ aﬁ)\ n+1ﬁ]1/2 ’U)\ Np41 <0
¢ >0
[V =0

Eoe ke (4.35)
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4. Abfrage nach dem Abbruchkriterium:

nicht erfiillt, zuriick, 7u 2.
Abbruchkriterium

erfullt, nachster Zeitschritt, zu 1.

|
Au (#) Au (71) ur

)

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des Augmented-Lagrange 'update’—
Vorganges in tangentialer Richtung beim symmetrisierten Algorithmus. Hierbei ist

(k) _
Aup = mn[{;Hl - 5,1%] und e die Steigung.

Gegeniiber dem unsymmetrischen Losungsalgorithmus aus Kapitel 4.1.3 treten zwei
wesentliche Unterschiede auf. Der erste Unterschied besteht in der Gleitregel f, die
vom Lagrange-Multiplikator )\%“T)L ., und nicht vom aktuellen Wert von t(Nk)

n

., abhéngt.
Das bedeutet, dass der das Gleitkriterium bestimmende Druck und der Metrikkoeffi-
zient m”? um einen Iterationschritt der Augmented—Lagrange-Schleife (k) hinter der
aktuellen Annahme aus der Gleichgewichtsiteration zuriickliegen. Das Coulomb’sche
Reibungskriterium wird auch bei diesem Algorithmus im Laufe des Anpassungspro-
zesses nahezu exakt erfiillt, da die Multiplikatoren )\(j\,ki+ . zur exakten Losung Ay, ,

konvergieren.
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Der zweite wesentliche Unterschied besteht darin, dass in der sogenannten 'update’—

Phase ein zusétzlicher Korrektor-Vorgang notwendig ist, um sicherzustellen, dass
)\(k'i'l)

Npi1
tr, aus Gleichung (4.31); aufgrund der Symmetrisierung durch den Multiplikator Az,

und )\5{1 J:) das Gleitkriterium erfiillen. Bemerkenswert ist dabei, dass die Groéfie

ersetzt wird. Dies liegt darin begriindet, dass die im Algorithmus auftretende Grofle
tgic ) nicht unbedingt das Gleitkriterium von )\(Nkill) erfiillen muss. Erst dieser zusétz-
liche Schritt in der 'update’-Phase ermdglicht aber die Elimination aller Gréfien, die

zu einer Unsymmetrie fiihren kénnen.

Fiir jeden Slavepunkt von TO™ der innerhalb eines Zeitschrittes in Kontakt tritt,
aber diesen Zeitschritt beginnt, ohne in Kontakt zu stehen, ist Ay, = 0. Damit bleibt

dieser gesamte Zeitschritt fiir diesen Slavepunkt reibungsfrei.

Im Rahmen der Symmetrisierung ergeben sich damit verschiedene Varianten bei der
Realisierung von Schritt 2 und 3. Die Anwendung der Gleitregel f im Schritt 2 kann
auch mit den Multiplikatoren Ay anstatt mit ¢ erfolgen. Damit ist die Wirkung
der Gleitregel genau gleich der aus dem vorherigen Schritt 3. Wiahrend der Gleich-
gewichtsiteration ist dann ausgeschlossen, dass ein Slavepunkt seinen Zustand vom
Haften zum Gleiten #indern kann. Die formal eingefiihrte Gleitregel f und der ein-
gefiihrte Konsistenzparameter ¢ haben keinerlei Wirkung. Wihrend des folgenden
'update’~Prozesses in Schritt 3 werden dann mit den im Zuge der Gleichgewichtsite-
ration ermittelten Kréiften durch Anwendung der Gleitregel gepriift, ob Haften oder

Gleiten vorliegt. Diese Variante wurde fiir die eigene Vorgehensweise benutzt.

Eine weitere Variante wirkt nach ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREFLER [1995] kon-
vergenzbeschleunigend und fiihrt zur Vermeidung von Konvergenzproblemen, die oft
durch zu grofle Spriinge des Kontaktkraftvektors entstehen. Falls wihrend der Gleich-
gewichtsiteration ein Slavepunkt anhand der Anwendung der Gleitregel f ins Gleiten
kommt, wird dem zugehorigen Lagrange-Multiplikator der Wert der moglichen ak-
tuellen Reibkraft sofort zugeordnet und die Steifigkeit zu null gesetzt. Im weiteren
Verlauf der Iteration dieses Zeitschrittes wird der Wert dieses Multiplikators dann
konstant gehalten. Damit wird die urspriingliche Bedingung, dass in Phase 1 die
Multiplikatoren festgehalten werden, gelockert. Numerische Beispiele hierzu befinden
sich in Kapitel 5.3 . Die bei diesem Vorgehen gesammelten Erfahrungen an einigen

numerischen Beispielen sind positiv.
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4.3.3 Modifizierte Linearisierung und Kontaktsteifigkeitsma-
trix

Fiir diesen symmetrisierten Algorithmus werden nur wenige Anderungen der Kon-
taktsteifigkeitsmatrix benotigt. Wie schon zuvor wird Gleichung (4.34) mit Hilfe der
folgenden Ausdriicke gelost:

Pradiktor—Zustand:

k k k
o, = DR, +engt]t
k trial k _6(k) _ﬁ
tS—’n)+1a - AS—’TL)+1(1 +ermapl&niy — &l
~(k trial k trial k trial k
P = I me = iR, (4.36)
Korrektor—Vorgang:
trial ~ trial
tgli)ﬂa wenn T(Lli)l <0 : Haften
k trial
t’gjn)+1a = (k,)trial (437)
)\(k) "1, - Gleit
/‘L Npt1 (k)trial 0B (k)trial . elren
Ity w1, M I
n+ly ntlg

Fiir den Einsatz dieses gerade diskutierten Algorithmus wird in Normalenrichtung
analog zu Gleichung (4.29) verfahren. In tangentialer Richtung entstehen beim un-
relevanten Pridiktor-Korrektor-Schritt der Gleichungen (4.36) und (4.37) wihrend
der Gleichgewichtsiteration keine unsymmetrischen Anteile, da )\(]\,ki+ , eine feste Grofie
bleibt. Der relevante Pradiktor—Korrektor—Schritt in Gleichung (4.35) wird dagegen

im Gleichgewichtszustand in Schritt 3 des Algorithmus vollzogen.



Kapitel 5

Validierung anhand numerischer

Beispiele

5.1 Vorbemerkungen

Die vorgestellten Algorithmen wurden in das Finite-Elemente—Programm FEAP im-
plementiert. Das Konzept und wesentliche Details des Programms werden von ZIEN-
KIEWICZ & TAYLOR [1993] in Band 1 in Kapitel 15 und in Band 2 in Kapitel 16

beschrieben.

Die Validierung der in das Rechenprogramm implementierten Algorithmen ist mit
analytischen Losungen kaum moglich. Eine Validierung kann jedoch durch im Schrift-
tum bekannte Beispiele beginnen. Ein fiir diesen Zweck oft benutztes Beispiel von
ODEN & PIRES [1983] sind Untersuchungen von Belastungen eines auf einer starren
Unterlage liegenden elastischen Blockes. Damit folgt:

e Verifikation des Augmented-Lagrange—Verfahrens durch einen Vergleich mit
SIMO & LAURSEN [1992].

e Verifikation von Anwendungen mit nichtlinearen Reibgesetzen, die mit dem
Penalty—Verfahren von WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990] ermittelt wurden.

e Verifikation des Augmented-Lagrange—Verfahrens durch einen Vergleich mit
ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREFLER [1995].

Weitere Verifikationen erfolgen in diesem Kapitel durch Ausnutzen von Symmetrie-

bedingungen und durch Vergleiche mit Starrkérperlésungen.
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5.2 Block, unsymmetrisch belastet

Der auf einer starren Unterlage liegende quaderférmige elastische Block wurde von
SiMO & LAURSEN [1992] benutzt, um Anwendungen des Augmented-Lagrange—Ver-
fahrens zu zeigen. Um die eigenen Ergebnisse mit denen aus der Literatur verglei-
chen zu kénnen, wurden alle Daten {ibernommen und es wurde analog vorgegangen:
Die Belastung des Blockes erfolgte durch gleichzeitiges vertikales Anpressen auf der
Oberseite und durch Ziehen in horizontaler Richtung an der rechten Seite. Die Ver-
tikalkréfte griffen auf der oberen Seite, aber nicht auf den Eckknoten an. Der erste
und letzte Knoten des Blockes waren reibungsfrei gelagert. Der Block unterlag ei-
nem ebenen Verzerrungszustand. Die Belastung wurde in einem Schritt aufgebracht.
Die Diskretisierung erfolgte mit 200 bilinearen Vierknoten—Elementen. Abbildung

5.1 zeigt links die unverformte und rechts die verformte Struktur.

(a) unverformt (b) verformt
Abbildung 5.1: Block, ebener Verzerrungszustand

Folgende Parameter wurden benutzt:

Elastizitdtsmodul: E = 1000.0 [N/m] Geometrie : b =4.0,h=2.0 [m]
Querdehnzahl: v =03 [] Penaltyfaktoren: ey = 108, ¢z = 10* [N/m]
Vertikalbelastung = 200.0 [N/m] Reibbeiwert: pw =0.5 [
Horizontalbelastung = 60.0  [N/m]

Die in Abbildung 5.2 (a) dargestellten Spannungen entstanden auf der Kontakto-
berfliche. Sie basierten auf den auf Elementlingen bezogenen Kontaktkréften. Die
Spannungen blieben bei diesem Beispiel auch beim Anpassungsprozess unveridndert.
Dies gilt nicht fiir den allgemeinen Fall. Es setzt voraus, dass die benutzten, aus
dem Schrifttum stammenden Penaltyfaktoren eine gewisse Grofle haben. Als Wei-

teres sollen die Verschiebungen untersucht werden. Wie in Abbildung 5.2 (b) er-
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sichtlich, kommt es durch die Anwendung des Augmented-Lagrange—Verfahrens bei
den Tangentialverschiebungen zu Verédnderungen, die bei diesem Verfahren auch er-
wartet werden: Der Verlauf der Tangentialverschiebungen in Abbildung 5.2 (b), der
zur Penalty-Losung gehort, zeigt auch im Falle des Haftens Verschiebungen, die
deutlich von null verschieden sind. Ursache hierfiir ist die Penaltyregularisierung. In
diesem Beispiel reicht ein Anpassungsschritt aus, um die Situation zu korrigieren.
Bei den ermittelten Losungen kann anschaulich zwischen Haften und Gleiten unter-
schieden werden, da die haftenden Knoten nahezu keine Relativverschiebung zeigen.
Nur die letzten fiinf Knoten sind im Gleitzustand und haben sich in tangentialer
Richtung verschoben. Im Weiteren wird der symmetrisierte Augmented-Lagrange—
Algorithmus auf die Losung dieses Problems angewendet. Abbildung 5.3 zeigt die
Entwicklung der Kontaktspannungen und Tangentialverschiebungen wahrend der
Anpassungsschritte. Obwohl die ersten Losungen wegen der Annahme, dass die Kno-
ten wiahrend der Ermittlung des Gleichgewichtszustandes haften, nicht realistisch
sind, konvergiert die Losung mit der Anzahl der Anpassungsprozesse gegen die er-
wartete Losung. Der Vorteil dieses Algorithmus ist, dass wiahrend der Gleichge-
wichtsiteration das zu l6sende Problem linear bleibt, weil der Pradiktor—Korrektor—
Algorithmus wéhrend der Losungsphase wegfillt. Dies ist beim Penalty—Verfahren
und bei den unsymmetrischen Verfahren nicht der Fall. Da der Werkstoff des Blockes
linear elastisch ist und die Kontaktfliche wihrend der Belastung konstant bleibt,
wird dieser Vorteil bei der Gleichgewichtsiteration deutlich. Die Konvergenzrate der
Anpassungsschritte ist hier bei beiden Algorithmen unterschiedlich. Die ermittelten
Spannungen und Verschiebungen stimmen mit den Lésungen in den oben genannten
Veroffentlichungen nahezu exakt iiberein.

Die fiir die Losung dieses Problems bené6tigten MACRO-Kommandos zur Steuerung
des Algorithmus im Programm FEAP lauten fiir den unsymmetrischen Fall (linke

Spalte) und den symmetrischen Fall (rechte Spalte):

LOOP, TIME, 1 LOOP, TIME, 1
TIME TIME

LOOP, AUG, 4 LOOP, AUG, 4
AUGM AUGS

LOOP, ITER, 9 LOOP, ITER, 9
UTAN,, 1 TANG,, 1
SOLV SOLV

NEXT, ITER NEXT, ITER
NEXT, AUG NEXT, AUG

NEXT, TIME NEXT, TIME
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(b) Verschiebungen in tangentialer Richtung

Abbildung 5.2: Konvergenzverhalten fiir den Block bei Verwendung des unsymme-

trischen Augmented-Lagrange—Algorithmus.
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(b) Verschiebungen in tangentialer Richtung

Abbildung 5.3: Konvergenzverhalten fiir den Block bei Verwendung des symmetri-

sierten Augmented-Lagrange-Algorithmus.
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Anwendung von nichtlinearen Reibgesetzen

Zur weiteren Verifikation der Algorithmen kann das von WRIGGERS, VU VAN &
STEIN [1990] vorgeschlagene Reibgesetz genutzt werden. Dazu wird wieder der im
vorherigen Beispiel vorgestellte Block mit den dort aufgefiihrten Parametern verwen-
det. Das von VU VAN [1990] vorgeschlagene Reibgesetz stellt im Gegensatz zu dem
Coulomb’schen Ansatz einen sublinearen Zusammenhang von Normal—- und Tangen-

tialspannungen her. Der Ansatz lautet:

f(ty,tr) = —alty|" = Bltn| +tr <0
Folgende Parameter wurden von VU VAN [1990] verwendet:

fl: n=1.000 «a+p =0.5
f22n=0833 «a=02 =03
f3: n=0500 «a=02 pS=03
f4: n = 0.833 a=05 =00

Der erste Fall (f1) entspricht dem aus dem vorhergehenden Beispiel mit p = 0.5. Ab-
bildung 5.4 zeigt die unterschiedlichen Spannungsverteilungen der mit den verschie-
denen Parametern fiir die vier Fille ermittelten Spannungen auf der Kontaktfléiche.
Die ermittelten Ergebnisse sind mit denen von WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990]
nahezu identisch.

Auflerdem wird das Konvergenzverhalten wihrend der Gleichgewichtsitera-
tion mit denen von WRIGGERS, VU VAN & STEIN [1990] verglichen. Die Belastung
wurde in einem Schritt aufgebracht und das Penalty—Verfahren benutzt. Als Reib-
gesetze wurden ein lineares (fl1) und ein sublineares (f3) mit folgender Tangente

ausgewahlt:
df (tNa tT)
dty

Das Konvergenzverhalten bei der Gleichgewichtsiteration fiir ein lineares (f1) und ein

= —om|tN|"’1 - B

sublineares (f3) Reibgesetz wird in Tabelle 5.1 gezeigt. Aufgrund der Nichtlinearitét

des Reibgesetzes im Fall {3 ist die Konvergenzrate kleiner als im Fall f1.
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Abbildung 5.4: Spannungsverldufe auf der Kontaktfliche des Blockes, ermittelt mit

verschiedenen Parametern fiir das von VU VAN [1990] vorgeschlagene Reibgesetz.

Verlauf der Fehlernorm ||R/|

[terationen | f1 : linear  f3 : sublinear
1 0.1714 E4+3  0.1714 E+3
2 0.1268 E4+2  0.2499 E+2
3 0.6043 E4+1  0.1266 E+2
4 0.3220 E4+1  0.6957 E+1
5 0.7304 E-11  0.1297 E+1
6 0.1042 E-5
7 0.3309 E-11

Tabelle 5.1: Konvergenzverhalten bei der Ermittlung des Gleichgewichtes.
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5.3 Block, symmetrisch belastet

Als weitere Moglichkeit zur Verifikation der eigenen codierten Algorithmen bieten
sich Vergleiche mit den Berechnungen von ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREFLER
[1995] an. Ziel dieser Autoren war es, in Verbindung mit Wérmeiibertragung und
unter Beriicksichtigung von Mikromechanik die erreichbare Genauigkeit im Kontakt-
bereich fiir Prizisionskontakt zu untersuchen. Verwendet wurde ebenfalls ein elas-
tischer Block auf einer starren Unterlage.

[T T T] [ ]
[ 1] [ ]
[ []
[ [[] [

|

I
I
|
|
|
|
\
\
|
\

[T
11
1]
-
[T
1]
1]
1]
[T

1] [T
N I O O [T
L] L] LT [T TTTTTIrT]

(a) unverformt (b) symmetrisch verformt

Abbildung 5.5: Block, ebener Spannungszustand aufgrund einer gleichférmigen Ver-
tikalverschiebung des oberen Randes.

Der Block wurde mit bilinearen Vierknoten—Elementen diskretisiert. Gewihlt wurde
ein ebener Spannungszustand. Alle Knoten auf der unteren Seite standen in Kontakt
mit der starren Unterlage. Als Belastung wurde eine Vertikalverschiebung von 0.32
Langeneinheiten [m] in einem Lastschritt aufgebracht. Abbildung 5.5 zeigt die Struk-
tur. Die Material- und Geometriedaten sind die gleichen wie in den vorhergehenden
Beispielen.

Als erstes wird das Konvergenzverhalten bei der Gleichgewichtsiteration des
eigenen Algorithmus iiberpriift. Zu diesem Zweck werden fiir den reibungslosen Fall
ein Penaltyfaktor von ey = 10'° und fiir den Fall mit Reibung zusétzlich der Pen-
altyfaktor ey = 10" sowie der Reibbeiwert p = 0.1 gewihlt. Aufgrund der Zah-
lenldnge (’doubleprecision’) des mit FORTRAN codierten Rechenprogramms wird
als Abbruchkriterium die Energietoleranz mit 1.E-25 gewéhlt. Dies fiihrt zu einer er-
reichbaren Fehlernorm von 1.E-12 fiir das Residuum der Kraft. Tabelle 5.2 zeigt das
Konvergenzverhalten zur Ermittlung des Gleichgewichtszustandes. Als Folge der Rei-
bung und der damit verbundenen Anwendung des Pradiktor-Korrektor-Algorithmus
verlangsamt sich die Konvergenzrate. Die erreichten Werte stimmen mit denen von

ZAVARISE, WRIGGERS & SCHREFLER [1995] iiberein.
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Verlauf der Fehlernorm ||R||

[terationen | ohne Reibung mit Reibung
1 0.156 E+4 0.156 E+4
2 0.146 E-11 0.103 E+2
3 0.405 E-12 0.708 E+1
4 0.388 E-12

Tabelle 5.2: Konvergenzverhalten bei der Ermittlung des Gleichgewichtszustandes.

Ziel der weiteren Untersuchungen ist nun einerseits zu analysieren, inwiefern die Pe-
netration minimiert werden kann, und andererseits festzustellen, ob die Wahl der
Penaltyfaktoren einen Einfluss auf diesen Minimierungsvorgang hat. Als Erstes wur-
den Berechnungen ohne Reibung durchgefiihrt. Es wurden drei verschiedene Penal-
tyfaktoren ey = 10%, 10°, 10% gewihlt. Die Gleichgewichtsiterationen zwischen den
Anpassungsprozessen erfolgten analog zu Tabelle 5.2. Nach jedem Anpassungspro-
zess wurde die Penetration |gy| aller sich auf der Kontaktfliche befindenden Knoten

n. auf folgende Weise summiert:
Ne l
lgn| = Z |9n]
=1

In Tabelle 5.3 sind die Summen aufgetragen. Das Ergebnis der Minimierung mit
einer gesamten Penetration in der Groéflenordnung von unter 1.E-16 ist sehr zu-
friedenstellend. Ersichtlich ist, dass in diesem Fall die Untersuchungen mit héheren
Penaltyfaktoren zu einer schnelleren Konvergenz fiihren. So wird mit einem Penalty-
faktor von ey = 10°® bereits nach fiinf Wiederholungen des Anpassungsprozesses das
Ergebnis erreicht, wihrend der Penaltyfaktor von ey = 10? fiir dieses Ergebnis zwolf

Wiederholungen benotigt.

Eine Moglichkeit zur Erhéhung der Konvergenzgeschwindigkeit der Minimierung
wurde bereits in der Veréffentlichung von WRIGGERS & ZAVARISE [1992] diskutiert.
Diese Erhohung geschieht durch Verdinderung der Penaltyfaktoren. Mehrere Moglich-
keiten zur Anpassung sind denkbar. Fiir dieses Beispiel wurde folgendes Kriterium
gewahlt: Verringert sich die Penetration g eines Knotens nach dem Anpassungspro-
zess um mehr als ein Viertel des alten Wertes, dann wird der zu diesem Knoten
gehorende Penaltyfaktor ey um den Faktor 10 ("Inkr. 10’) erhoht:

ENpt1 = 10 EN, falls INp1 Z 0.25 gn,

ey = 1 ey, falls gy, <0.25 gy,
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Anzahl Summe von |gy| auf der Kontaktfliche
der ey = 104 ey = 10° ey = 10° ey = 104 ey = 10° ey = 10°
Augm. Inkr. 10 Inkr. 10 Inkr. 10
1 0.650E-01 0.656E-02 0.657E-03 | 0.650E-01 0.656E-02 0.657E-03
2 0.680E-03 0.697TE-05 0.698E-07 | 0.688E-04 0.697TE-06 0.698E-08
3 0.880E-05 0.927E-08 0.932E-11 | 0.911E-07 0.930E-10 0.932E-13
4 0.213E-06 0.258E-10 0.263E-14 | 0.245E-09 0.262E-13 0.264E-17
Y 0.107TE-07 0.144E-12 0.145E-17 | 0.136E-11 0.147E-16
6 0.671E-09 0.731E-17 0.909E-14
7 0.440E-10 0.647E-16
8 0.303E-11
9 0.224E-12
10 0.166E-13
11 0.123E-14
12 0.982E-16

Tabelle 5.3: Entwicklung der Minimierung der Penetration von |gy| durch vielfache

Anwendung des Anpassungsprozesses und Variation der Penaltyfaktoren.

Die Konvergenzgeschwindigkeit zur Minimierung der Penetration wird, wie in Ta-
belle 5.3 auf der rechten Seite ersichtlich ist, durch die Verdnderung der Penalty-
faktoren verbessert. Besondere Fortschritte ergaben sich fiir die Rechenldufe, die
mit geringen Penaltyfaktoren gestartet wurden. Die Grofenordnungen der in Tabelle
5.3 dargestellten Werte stimmen mit denen aus der Veroffentlichung von ZAVARI-
SE, WRIGGERS & SCHREFLER [1995] iiberein. Als weitere Verifikation der eigenen
Algorithmen wurde die Minimierung der Penetration und des Haftweges fiir ein Pro-
blem mit Reibung untersucht. Prinzipiell soll beobachtet werden, wie die durch die
Penaltyregularisierung eingefiihrten Gréflen durch den mehrfach wiederholten An-
passungsprozess bei dem Augmented-Lagrange—Verfahren zuriickgenommen wird.
In der Tabelle 5.4 sind die Summe der Betréige der Penetration und der Tangential-
verschiebung beim Haften einander gegeniibergestellt. Aufgrund der Reibung werden
zum Vergleich die Ergebnisse mit dem unsymmetrischen sowie dem symmetrisierten

Augmented-Lagrange—Verfahren gegeniibergestellt.

Bei dem symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren wird eine zweite Variante
von ZAVARISE & WRIGGERS [1995] vorgestellt. Diese Variante wirkt beschleunigend
und vermeidet Konvergenzprobleme bei der Gleichgewichtsiteration: Im Gegensatz
zum standardisierten symmetrischen Verfahren wird, falls wihrend der Gleichge-

wichtsiteration die im Iterationsschritt ermittelte Reibkraft grofler ist als die durch
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die Gleitregel definierte Reibkraft, diese Kraft schon wéhrend dieser Iteration als
Gleitreibkraft definiert und fiir die folgenden Iterationsschritte als duflere Last be-
handelt. Die Gleitregel wird hier bereits wihrend der Gleichgewichtsiteration und
nicht ausschlieSlich beim Anpassungsprozess angewendet. Da die auf diesem Weg

ermittelte Reibkraft als duflere Last behandelt wird, bleibt die Symmetrie erhalten.

In der Tabelle 5.4 werden die Spalten mit 'unsym.’ fiir das unsymmetrische Verfahren,
mit ’sym. (1)’ fiir das symmetrisierte Verfahren und mit ’sym.(2)’ fiir das beschleunig-
te symmetrisierte Verfahren bezeichnet. Als Parameter wurden ey = 10°, ey = 102
und p = 0.1 gewihlt. In Bezug auf die Gleichgewichtsiteration wird analog zu Tabel-
le 5.2 verfahren. Einander gegeniibergestellt sind in der Tabelle 5.4 die auf folgende

Weise summierten Betrige der Penetration und der Haftverschiebung:

9l =" lgn| +1gr "]

=1
In der Tabelle 5.4 sind die Ergebnisse dieser Untersuchungen aufgetragen. Die Mi-
nimierung von |g| schreitet nur sehr langsam voran. Die GréBenordnung bleibt in
Verbindung mit konstant gehaltenen Penaltyfaktoren mit 1.E-3 relativ hoch. Ein
Einfluss der drei hierbei gegeniibergestellten Algorithmen auf die Minimierungsge-

schwindigkeit von |g| ist verschwindend gering.

Anschliefflend wurde die bei den vorhergehenden Untersuchungen sich als erfolgreich
herausstellende Methode zur inkrementellen Anpassung der Penaltyfaktoren zur Ver-
besserung der Konvergenzgeschwindigkeit eingesetzt. Mit dem gleichen Kriterium
wurde eine Steigerung des Penaltyfaktors e; mit dem Faktor zwei ('Inkr.2’) vorge-
nommen. Die erzielten Ergebnisse, dargestellt auf der rechten Seite von Tabelle 5.4,
machen deutlich, dass sich durch die Moglichkeit der Anpassung der Penaltyfaktoren
nicht nur die Konvergenzgeschwindigkeit erhoht, sondern dass auch andere Grofien-
ordnungen von |g| bei der Minimierung erzielt werden kénnen. Die Sensitivitit der
inkrementellen Anpassung ist, wie man an den Steigerungsfaktoren erkennt, in beiden

Richtungen unterschiedlich.

Mit konstanten Penaltyfaktoren wurde lediglich eine Penetration von unter 1.E-3,
mit der Moglichkeit der Penaltyanpassung wurden jedoch Werte fiir die Penetration
von 1.E—-16 erreicht. Diese Ergebnisse wurden durch die Md6glichkeit erzielt, jedem
Knoten einen individuellen Penaltyfaktor zuzuordnen und ihn bei Bedarf anhand
der einfachen Regel bei jedem Anpassungsprozess zu verdndern. Auch hier ist der
Einfluss der unterschiedlichen Algorithmen in Verbindung mit der Penaltyanpassung
relativ gering. Dagegen ist der Einfluss der Penaltyanpassung auf die Penetration
auffallend grof.
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Anzahl Summe von |g| auf der Kontaktfliche
der ey = 10°, e = 10? en = 10%, e = 102 Inkr. 2
Augm. | unsym. sym.(1) sym.(2) unsym. sym.(1) sym.(2)

1 0.413 E-0 0.396 E-0 0.396 E-0 | 0413 E-0 0.396 E-0 0.396 E-0

2 0.905 E-1 0.994 E-1 0.531 E-1 | 0.905 E-1 0.994 E-1 0.531 E-1

3 0.327 E-1 0.380 E-1 0.208 E-1 | 0.227 E-1  0.240 E-1  0.171 E-1

4 0.150 E-1 0.175 E-1 0.154 E-1| 0.581 E-2 0.855 E-2 0.344 E-2

) 0.113 E-1 0.129 E-1 0.116 E-1 | 0.107 E-2 0.134 E-2 0.111 E-2

6 0.629 E-2 0978 E-2 0.362 E-2| 0.270 E-3 0.321 E-3 0.283 E-3

7 0.281 E-2 0.283 E-2 0.286 E-2| 0904 E-4 0.840 E-4 0.924 E-4

8 0.228 E-2 0.268 E-2 0.232E-2| 0.305 E4 0.201 E-4 0.308 E-4

9 0.185 E-2 0.212E-2 0.18 E-2| 0.807 E-5 0.398 E-5 0.809 E-5

10 0.150 E-2 0.172 E-2 0.152E-2 | 0.180 E-5 0812 E-6 0.181 E-5

11 0.121 E-2 0.140 E-2 0.123 E-2 | 0.275 E-6 0.161 E-6 0.275 E-6

12 0.978 E-3 0.113 E-2 0.992E-3 | 0.420 E-7 0.326 E-7 0.419 E-7

13 0.790 E-3 00911 E-3 0.801 E-3 | 0.631 E-8 0.658 E-8 0.630 E-8

14 0.637 E-3 0.735 E-3 0.646 E-3 | 0.950 E-9 0.133 E-8 0.945 E-9

15 0.534 E-3 0.592 E-3 0.538 E-3 | 0.143 E-9 0.267 E-9 0.141 E-9

16 0.480 E-3 0.515 E-3 0.483 E-3 | 0.214 E-10 0.539 E-10 0.211 E-10

17 0.432 E-3 0.463 E-3 0.435 E-3 | 0.321 E-11 0.109 E-10 0.314 E-11

18 0.390 E-3 0.417 E-3 0.393 E-3 | 0.481 E-12 0.219 E-11 0.469 E-12

19 0.353 E-3 0.377 E-3 0.355 E-3 | 0.723 E-13 0.441 E-12 0.699 E-13

20 0.319 E-3 0.341 E-3 0.321 E-3 | 0.108 E-13 0.888 E-13 0.104 E-13

21 0.289 E-3 0.309 E-3 0.291 E-3 | 0.163 E-14 0.179 E-13 0.156 E-14

22 0.263 E-3 0.280 E-3 0.265 E-3 | 0.267 E-15 0.364 E-14 0.252 E-15

23 0.239 E-3 0.254 E-3 0.240 E-3 | 0.559 E-16 0.711 E-15 0.380 E-16

24 0.217 E-3 0.231 E-3 0.219 E-3 | 0.193 E-16 0.161 E-15 0.674 E-17

25 0.198 E-3 0.211 E-3 0.199 E-3 | 0.567 E-17 0.497 E-16 0.303 E-17

Tabelle 5.4: Entwicklung der Penetration und der "Haftverschiebung’ bei vielen An-

passungsschritten und Variation der Penaltyfaktoren.
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5.4 Kontaktierende Kragarme

Betrachtet werden zwei in Kontakt tretende Kragarme, bei denen die Verformungen
untersucht werden sollen. Dabei handelt es sich um ein antisymmetrisches System
mit antisymmetrischer Belastung. Prinzipiell ist eine vollstdndig antisymmetrische
Verformung zu erwarten. Im Rahmen der Behandlung von Kontaktproblemen mit
dem Master—Slave-Konzept ist eine solche antisymmetrische Verformung jedoch nur
mit einer kompletten symmetrischen Behandlung moglich. Ziel ist es, die entwickelten
Algorithmen durch Uberpriifung der Symmetrie zu verifizieren und die Moglichkeiten

der Kontaktsuche zu erldutern.

Abbildung 5.6 (a) zeigt den Ausgangszustand und die Knotennummerierung des
im Folgenden beschriebenen Systems: Die Linge eines Armes betrigt 18 [m], die
Hohe 2 [m] und der Abstand zum anderen Kragarm liegt bei 1 [m]. Jeder Arm wur-
de mit 18 Elementen diskretisiert. Gewihlt wurde ein Elementtyp, mit dem grofe
Starrkérperrotationen erfassbar sind. An den Auflagern sind die inneren Knoten 10
und 51 jeweils vollig fest und die dufleren Knoten vertikal verschieblich gehalten.
Die Belastung wurde auf die Knoten 27 und 34 mit einem Endwert von 7200.00 [N]
aufgebracht. Bei allen Untersuchungen wurde die Belastung mit 40 gleichen Last-
schritten von null an linear gesteigert. Gewéhlt wurde ein ebener Spannungszustand.
Als Abbruchkriterium der Gleichgewichtsiteration wurde das Energiekriterium mit
einer Toleranzschranke von 1.E—-20 benutzt. Folgende Materialparameter wurden ver-

wendet:

Elastizititsmodul: F = 70000.0[N/m?]
Querdehnzahl: v =03 [-]
Penaltyfaktoren: ey = 5000.0 [N/m)]

er = 2500.0 [N/m]
-]

Reibbeiwert : uw =0.3

Vergleich der Verformungen mit unterschiedlichen Algorithmen

Zuerst wurde das System mit jeweils einseitiger Kontaktsuche und dem Penalty-
Verfahren berechnet. Dann wurde das System mit symmetrischer Kontaktsuche und
dem Penalty—Verfahren untersucht. Abschlieflend wurde das System mit dem Aug-
mented-Lagrange—Verfahren und symmetrischer Kontaktsuche berechnet. Abbildung
5.6 (b) zeigt die verformte Struktur einer Berechnung mit dem Penalty—Verfahren,
wobei die Slaveknoten auf dem oberen und die Masterknoten auf dem unteren Krag-
arm festgelegt wurden. Wegen der einseitigen Kontaktsuche sind die Knotenverschie-

bungen nicht antisymmetrisch.
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21 27i 30 |

51 57 58 59 60

31 34 T 40

(a) Ausgangszustand

(b) Losung mit dem Penalty—Verfahren, einfache Kontaktsuche, Slaveknoten am oberen Krag-

arm.

(c) Losung mit dem Penalty—Verfahren, einfache Kontaktsuche, Slaveknoten am unteren Krag-

arm.

(e) Losung mit dem Augmented—Lagrange—Verfahren und symmetrischer Kontaktsuche.

Abbildung 5.6: Kontaktierende Kragarme, Struktur und Belastung antisymmetrisch.
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In der Tabelle 5.5 oben sind die Knotenverschiebungen der Eckknoten 1 und 60, so-
wie die sich in Kontakt befindenden vier Slaveknoten des oberen Kragarmes mit der
entsprechenden Penetration dargestellt. AnschlieBend wurde eine zweite Berechnung
mit dem Penalty—Verfahren durchgefiihrt, wobei die Masterknoten auf dem oberen
und die Slaveknoten auf dem unteren Kragarm festgelegt wurden. Abbildung 5.6 (c)
zeigt die verformte Struktur. Wegen der einseitigen Kontaktsuche sind die Knoten-
verschiebungen ebenfalls nicht antisymmetrisch. In der Tabelle 5.5 unten sind die
Knotenverschiebungen der Eckknoten 1 und 60, sowie die sich in Kontakt befinden-
den vier Slaveknoten mit Penetration dargestellt. Die aus den beiden Rechenldufen
ermittelten Verformungen lassen sich vergleichen, wobei der Unterschied im Tausch

der Slave— und Masterseite besteht: Die Verschiebungen der jeweiligen Eckknoten und

Slaveknoten am oberen Kragarm:

Knoten dy do g
1 1.944738E+00 | 1.422082E+00 | .12025E-02
2 1.507066E+00 | 1.732277E-01 | .14601E+00
3 1.098256E+00 | —1.097234E400 | .15556E+00
4 8.145467E-01 | —2.323017E400 | .18882E-01
60 ~1.961405E+00 | —1.482106E+00

Slaveknoten am unteren Kragarm:

Knoten dy do g
1 1.961405E+00 | 1.482106E+00
57 —8.145467E-01 | 2.323017E+00 | .18882E-01
58 —1.098256E+00 | 1.097234E+00 | .15556E400
59 —1.507066E+00 | —1.732277E-01 | .14601E+00
60 —1.944738E+00 | —1.422082E+00 | .12025E-02

Tabelle 5.5: Ermittelte Knotenverschiebungen und Penetration mit einfacher Kon-
taktsuche.

Slaveknoten verhalten sich antisymmetrisch, d. h., dass die Betréige der Verschiebun-
gen von Knoten 1 und 2 , die bei der ersten Berechnung auf der Slaveseite lagen,
denen von Knoten 59 und 60, die bei der zweiten Berechnung auf der Slaveseite la-
gen, entsprechen. Abbildung 5.6 (d) zeigt die verformte Struktur einer Untersuchung
mit dem Penalty—Verfahren und der symmetrischen Kontaktsuche. Zur zusétzlichen
Verifikation der Codierung wurden zwei Berechnungen parallel mit unterschiedlicher

Reihenfolge der Kontaktsuche durchgefiihrt: Es ergeben sich identische Ergebnisse.
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In Tabelle 5.6 sind die Betrige der Verschiebungen der jeweiligen Slaveknoten dar-
gestellt. Da sich die Strukturen bei dieser Berechnung aufgrund der symmetrischen
Kontaktsuche antisymmetrisch verformt haben, sind die Verschiebungen der Knoten
antisymmetrisch. Die Penetration hat sich bei gleichbleibender Anzahl von aktiven

Kontaktknoten verringert.

Symmetrische Kontaktsuche:

Knoten dy do g
1 1.951250E+00 | 1.487406E4-00

2 1.510729E+00 | 2.352553E-01 | .69643E-01

3 1.096836E+00 | —1.037683E4-00 | .91543E-01

58 —-1.096836E+4-00 | 1.037683E+00 | .91543E-01
59 ~1.510729E+4-00 | —2.352553E-01 | .69643E-01
60 —1.951250E4-00 | —1.487406E+400

Tabelle 5.6: Knotenverschiebungen und Penetration, Losung nach dem Penalty—

Verfahren mit symmetrischer Kontaktsuche.

Abbildung 5.6 (e) zeigt die verformte Struktur einer Berechnung mit dem Augmented—
Lagrange—Verfahren und symmetrischer Kontaktsuche. Der Anpassungsprozess wur-
de siebenmal wiederholt: In der Tabelle 5.7 sind die Knotenverschiebungen der Eck-
knoten 1 und 60, sowie die beiden sich in Kontakt befindenden Slaveknoten dar-
gestellt. Die Knotenverschiebungen sind antisymmetrisch. Gegeniiber der Penalty—
Losung gibt es folgende Verdnderungen: Durch die Erhohung der Genauigkeit ist
die Penetration verschwindend gering und die Anzahl der aktiven Kontaktknoten
hat sich halbiert. Es befinden sich nur noch die Knoten 58 und 3 in Kontakt. Nur
die auftretenden Zahlenwerte fiir die Penetration in Tabelle 5.7 sind nicht antisym-
metrisch, da diese Zahlenwerte unterhalb der Rechengenauigkeit ('doubleprecision’)

liegen.

Symmetrische Kontaktsuche:

Knoten dy do g
1 2.004482E4-00 | 1.531375E+00

3 1.130957E+00 | ~1.012931E+00 | .44409E-15

58 ~1.130957E+00 | 1.012931E+00 | .83267E-16

60 —2.004482E4-00 | —1.531375E400

Tabelle 5.7: Knotenverschiebungen und Penetration, Losung nach dem Augmented—

Lagrange—Verfahren mit symmetrischer Kontaktsuche.
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Konvergenzverhalten bei der Gleichgewichtsiteration

Zur Demonstration des Konvergenzverhaltens bei der Gleichgewichtsiteration wurde
bei der Ermittlung des letzten Lastschrittes ein Vergleich mit der linearen Kontakt-
steifigkeitsmatrix K, und der nichtlinearen Kontaktsteifigkeitsmatrix K ,"chtinear
gefithrt. In Tabelle 5.8 sind die Verldufe der Energienormen einander gegeniiberge-
stellt: Mit Hilfe der nichtlinearen Kontaktsteifigkeitsmatrix verringert sich die An-
zahl der bendtigten Iterationen gegeniiber der linearen Kontaktsteifigkeitsmatrix auf

weniger als ein Drittel.

Verlauf der Energienorm bei Laststufe A = 1.0:

K linear K nichilinear
A1377E4-02 | .76672E-06 | .19699E-13 | .14200E+02
.61208E4-01 | .15654E-06 | .82114E-15 | .41091E+02
.12408E4-01 | .31960E-07 | .16764E-15 | .22824E+01
.25350E4-00 | .65251E-08 | .34227E-16 | .62313E-02
H1786E-01 | .13322E-08 | .69882E-17 | .12314E-06
.10580E-01 | .27199E-09 | .14270E-17 | .27048E-16
21607E-02 | .55531E-10 | .29122E-18 | .35118E-24
44122E-03 | .11337E-10 | .59471E-19
90088E-04 | .23147E-11 | .12141E-19
18393E-04 | .47259E-12 | .24899E-20
37553E-05 | .96487E-13

Tabelle 5.8: Konvergenzverhalten der Gleichgewichtsiteration bei symmetrischer
Kontaktsuche mit dem Penalty—Verfahren.

Bemerkung:

Dieses Beispiel zeigt, dass mit den vorgestellten Algorithmen eine genaue Erfiillung
der Kontaktbedingungen auf Oberflichen ermdéglicht wird. Fraglich bleibt jedoch, ob
diese Erfiillung fiir Aufgabenstellungen in der Praxis immer sinnvoll und als richtige

Losung anzusehen ist.
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5.5 Entwicklung eines Abbruchkriteriums fiir das

Augmented—Lagrange—Verfahren

Motivation

Untersuchungen von realitdtsnahen komplexen Kontaktproblemen benétigen zur Ana-
lyse der verschiedenartigen Verformungszustinde lingere Beobachtungszeitrdume mit
einer erheblichen Anzahl von Zeitschritten. In diesem Zusammenhang ergeben sich

folgende Aussagen:

e Spezifisch fiir den Anpassungsprozess des Augmented-Lagrange—Verfahrens ist,
dass er innerhalb eines Zeitschrittes mehrmals aktiviert wird. Mit zunehmen-
der Anzahl der Wiederholungen dieses Anpassungsprozesses innerhalb jeden

Zeitschrittes nimmt die Rechenzeit linear zu.

e Auch durch Vorgabe einer hohen Anzahl von Wiederholungen ist eine erfolg-
reiche Riicknahme der Regularisierung durch den Anpassungsprozess in Nor-

malenrichtung und in tangentialer Richtung nicht unbedingt gegeben.

e Inwieweit die Riicknahme der Regularisierung innerhalb eines Zeitschrittes qua-
litativ von Erfolg ist, wird nicht explizit gepriift. Dies kann besonders bei kom-

plexen Problemstellungen zu ineffizienten Losungen fiihren.

Die Effizienz des Verfahrens soll nun durch eine qualitative Kontrolle mit Hilfe eines
Abbruchkriteriums gesteigert werden. Damit soll gewéhrleistet werden, dass die An-
zahl von Wiederholungen erhéht wird, wo es nétig ist, um die Qualitéit zu sichern
und die Anzahl von Wiederholungen verringert wird, wo es bei gesicherter Qualitét

moglich ist, die Rechenzeit zu verkiirzen.

Zu diesem Zweck werden in den folgenden Abschnitten versucht, Abbruchkriterien

fiir das unsymmetrische und symmetrisierte Verfahren zu finden.
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Voriiberlegungen

Fiir die Wahl geeigneter Abbruchkriterien bieten sich, wie in Kapitel 4 beschrieben
wurde, mehrere Moglichkeiten an. Um Aussagen iiber die Zustinde auf der Kontakt-
fliche zu erhalten, werden die folgenden spezifischen Gréflen jeweils iiber alle auf

einer Kontaktfliche sich in Kontakt befindenden Knoten summiert:
e Summierung

— der Penetration in Normalenrichtung ’Sum. |gy|’, des
— tangentialen Gesamtverschiebungsweges ’Sum. |gr|  und des

— tangentialen Haftverschiebungsweges 'Sum. |g#f|".

Je geringer die Summen von |gy| und |g#| sind, desto erfolgreicher ist die Riicknahme

der Regularisierung mit Hilfe des Anpassungsprozesses.

e Die Energie im Kontaktbereich, die in den Penaltyfaktoren gespeichert ist, wird

mit Hilfe dieser Grofien ermittelt:

— ,EN—pen, = 0.5 EN |gN|2
— "Br_pen, = 0.5 er |g7[1r|2

Diese Energieanteile sollten im Zuge des Anpassungsprozesses moglichst verschwin-
den, da sie zu unrealistischem Kontaktverhalten fiihren.

e Beobachtung des Wirkungsgrades der Riicknahme der Regularisierung zwischen
den einzelnen Anpassungsprozessen (7). Zu diesem Zweck werden die Verhéltnisse

der Summen der

— Penetration in Normalenrichtung 'Ratio gn’ = % und der
H
— Haftverschiebung in tangentialer Richtung 'Ratio gif’ = g;%

i

gebildet. Je kleiner die Verhéltnisse sind, desto besser ist der Wirkungsgrad bei der

jeweiligen Riicknahme der Anpassungsprozesse.

Fiir die numerische Umsetzung wird im Folgenden anhand eines Beispieles das Kon-
vergenzverhalten der Riicknahme der Regularisierung durch den Anpassungsprozess

mit den genannten Kriterien tabellarisch aufgetragen und analysiert.
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Untersuchungen anhand eines Beispieles: Einpressen eines Zylinders

Ein Zylinder wird statisch in eine konische Form gepresst und verformt sich dabei.
Die geometrische Struktur dieses Beispieles wurde mehrfach in der Literatur, so auch
von SIMO & LAURSEN [1992] und KikKUcHI & ODEN [1988] mit den folgenden

Geometriedaten verwendet:

Eckknoten [mm)] Zylinder Form

(1, 1) 00.00 000.00 73.0022 000.00
(T2, y2) 50.80 000.00 110.0000 000.00
(z3,y3) 50.80 254.00 110.0000 508.00
(x4, y4) 00.00 254.00 28.5778 508.00

Der Zylinder wird in 20 Lastschritten um 200 [mm] eingepresst und wieder herausge-
zogen. Abbildung 5.7 zeigt den Verlauf der Verschiebungsfunktion. Als Lastangriffs-

punkte dienen die Knoten auf der gesamten Unterseite des Zylinders.

Dieses Beispiel ist besonders realititsnah, da sich die Grofle der Kontaktfliche und
die Normalkraftverteilung aufgrund der Belastung verdndern. Durch den Richtungs-
wechsel des sich konisch verformten Zylinders werden sich die Verformungen und die

Haft— oder Reibkraftverlaufe verandern.

Der Zylinder wird mit 80 bilinearen Vierknoten—Elementen diskretisiert. Abbildung
5.8 (a) zeigt den Zylinder und die Form. Folgende Material- und Steuerdaten wurden

benutzt:
Elastizititsmodul: £ = 1000.0  [N/mm?]
Querdehnzahl: v =03 [
Reibbeiwert: p o =01 [
Penaltyfaktoren: ey =108 [N/mm)]
er =103 [N/mm)]
Verschiebung: Vinaz = 200.0 [mm]
Gesamtzeit: T =20 [s]
Zeitschrittweite: dt =0.1 [s]

Bevor anhand von Tabellen untersucht werden soll, wie sich die spezifischen Grofien
wahrend der Anpassungsprozesse entwickeln, werden Untersuchungen zu den Ver-
formungen und Haft— oder Reibkraftverldufen mit dem unsymmetrischen und dem

symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren durchgefiihrt.
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Abbildung 5.7: Verlauf der an der Unterseite des Zylinders angreifenden Verschie-

bungsfunktion.

Die Abbildung 5.8 (b)—(h) zeigt die zu verschiedenen Zeitpunkten dargestellte ver-
formte Struktur. Abbildung 5.10 (a) zeigt die mit beiden Algorithmen ermittelten
Verldufe der Haft— oder Reibkréfte iiber der Kontaktlinie, ebenfalls zu verschiedenen
Zeitpunkten. Wéhrend im Zeitraum von ¢ = 0.0-1.0 [s] die Reibkraft beim Eindrin-
gen entgegen der Bewegungsrichtung verlduft, haben die Verldufe im Zeitraum von
t = 1.1-1.2 [s] zu Beginn des Herausziehens verschiedene Vorzeichen. Ursache sind
Umlagerungen der Verformungen, hervorgerufen durch den Richtungswechsel. Dieses
Verhalten gibt, wie sich im néchsten Abschnitt zeigen wird, eine zusétzliche Motivati-
on fiir ein Abbruchkriterium zur Sicherung der Qualitét. Im Zeitraum von ¢t = 1.3-2.0

[s] verlduft die Reibkraft beim Herausziehen wieder entgegen der Bewegungsrichtung.
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(a) t = 0.0 (b) t =08 (€)t =10 (d) t = 1.1

:

(e) t = 1.2 (f) ¢t = 1.3 (g)t=15 (h) t=18

Abbildung 5.8: Eindriicken (0.0 < ¢ < 1.0 [s]) eines Zylinders in eine und Herauszie-
hen (1.0 < ¢ < 2.0 [s]) aus einer Form. Beachtet werden sollten die Verformungen

aufgrund der Reibung.
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Untersuchungen der Entwicklungen wihrend der Anpassungsprozesse
Fiir eine Analyse des Verhaltens im Kontaktbereich des unsymmetrischen und des
symmetrisierten Anpassungsprozesses werden von ausgewihlten Zeitschritten die

Entwicklung spezifischer Gréflen anhand der Tabellen 5.9 bis 5.14 analysiert.

Die Beobachtung der Entwicklung des Verhaltens in Normalenrichtung mit
dem unsymmetrischen Algorithmus erfolgen anhand der Tabellen 5.9 und 5.10.
In den Spalten 2 und 3 ist die Summe der Penetration 'gy’ mit ihren relativen
Verbesserungen 'Ratio gy’ und in Spalte 6 die Summe der in den Penaltyfaktoren
gespeicherte Energie "En_,.,” aufgetragen. Fiir die Zeitschritte ¢ = 0.6, 1.0, 1.3 und
1.6 [s] ist das Verhalten nahezu gleich. Der Anpassungsprozess verlduft ziigig, denn
bereits nach vier Wiederholungen sind Werte erreicht worden, die der Rechenge-
nauigkeit ('doubleprecision’) der FORTRAN-Codierung entsprechen. Lediglich bei
Zahlenwerten, deren Groflenordnungen unterhalb dieser Genauigkeit liegen, entsteht
eine Divergenz, die durch einen Vorzeichenwechsel erkennbar wird. Die Entwicklung
des Energieverlaufes der Penalty-Energie En_,.," verlduft entsprechend der Pene-
tration 'gy’. Die Groflenordnungen der hierbei verbleibenden Fehler sind analog zu
den Residuen einer Gleichgewichtsiteration. In den Zeitschritten ¢ = 1.1 und 1.2 [s]
ist die Konvergenzrate wesentlich langsamer. Innerhalb der als Maximum vorgegebe-
nen Anzahl von Wiederholungen werden die Werte, die bei den anderen Zeitschritten

erzielt werden, nicht erreicht.

Die Beobachtung der Entwicklung in Normalenrichtung mit dem symmetri-
sierten Algorithmus erfolgen anhand der Tabellen 5.13 und 5.14. In den Spalten
2 und 3 ist die Summe der Penetration 'gy’ mit ihren relativen Verbesserungen und
in Spalte 6 die Summe der in den Penaltyfaktoren gespeicherte Energie "En_,.," auf-
getragen. Die Riicknahme der Regularisierung verlduft iiber den gesamten Zeitraum

sehr dhnlich, nur etwas langsamer als bei dem unsymmetrischen Verfahren.

In der tangentialen Richtung zeigen beiden Algorithmen jedoch unterschiedliches
Verhalten. Bei dem unsymmetrischen Verfahren beobachtet man in den Tabellen
5.9 und 5.10 in der Spalte 4, dass ein hoher Anteil der Haftverschiebung ’¢g”’ und
somit auch ein hoher Anteil von Penalty—Energie, siehe Spalte 7, in tangentialer Rich-
tung verbleibt. Das Verhéltnis der Verbesserungen der Haftverschiebungen ’Ratio g
konvergiert zum Wert eins, siehe Spalte 6. Daraus folgt, dass ein hoher Anteil ver-
bleibt und keine weitere Verbesserung zu erwarten ist. Da jedoch der Verlauf der
Haft— oder Reibkraft und der Gesamtverschiebung ’g7" mit den Ergebnissen aus dem
symmetrisierten Verfahren {ibereinstimmen, liegt die Ursache hierzu im Algorithmus

selbst. Beim unsymmetrischen Verfahren wird wihrend der Gleichgewichtsiteration
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durch die Anwendung der Gleitregel zwischen Haft— und Gleitzustdnden unterschie-
den und dabei im Gleitfall in jedem Iterationsschritt der Gesamtweg in einen elas-
tischen und einen plastischen Weganteil zerlegt und entsprechend summiert. Dabei
wird die Aufteilung der Haft— und Gleitanteile durch numerisch bedingte Ursachen
der Gleichgewichtsiteration des Algorithmus beeinflusst und ist somit entsprechend

7zl werten.

Bei dem symmetrisierten Verfahren, siehe Tabelle 5.13 und 5.14, verringert sich
die elastische Tangentialverschiebung g’  siehe Spalte 4, etwas langsamer als in
Normalenrichtung bis zu Fehlergrofien, die den Rechengenauigkeiten der Codierung
entsprechen. Analog dazu sinkt die Penalty—Energie in tangentialer Richtung, sie-
he Spalte 7. Die Konvergenzrate in tangentialer Richtung ist etwas geringer als in
Normalenrichtung, siehe Spalte 2. Ursache hierfiir mag die jeweilige Anwendung der
Gleitregel im Gleichgewichtszustand zwischen den Anpassungsprozessen sein. Die er-
reichten Minimalwerte sind etwas hoher als die der Normalenrichtung, hierfiir mag
die Ursache die Anwendung der Gleitregel mit ihren Operationen sein. Im Zeitraum
von ¢ = 1.1 und 1.2 [s] haben alle Gr68en, wie beim unsymmetrischen Verfahren auch,
eine wesentlich langsamere Konvergenzrate. Innerhalb der als Maximum vorgegebe-
nen Anzahl von Wiederholungen werden die Werte, die bei den anderen Zeitschritten

erzielt werden, nicht erreicht.

Die Tabellen 5.11 und 5.12 zeigen das Verhalten der mit beiden Algorithmen er-
mittelten tangentialen Gesamtverschiebung ’¢g7’. Die Entwicklung ist durch die
geringere Konvergenzrate der symmetrisierten Variante, sieche Spalte 3 und 4, ge-
geniiber der unsymmetrischen, siehe Spalte 5 und 6, gekennzeichnet. Die jeweils
erzielten Verschiebungen sind gleich. Ursache fiir diese geringere Konvergenzrate bei
der symmetrisierten Variante des Algorithmus liegt in der Tatsache, dass die Gleit-
regel nur im Gleichgewichtszustand wiahrend des Anpassungsprozesses angewendet

wird.

Festzustellen ist, dass sich die Entwicklung der Minimierung der Penetration in Nor-
malenrichtung bei beiden Algorithmen nahezu gleich vollzieht, wihrend die Minimie-
rung der elastischen Verschiebung in Tangentialrichtung sehr unterschiedlich verlauft.

Dieses Verhalten ist bedingt durch die verschiedenen Algorithmen.
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Anzahl Unsymmetrisches Augmented-Lagrange—Verfahren
der mit ey = 10% und e = 103
Augm. | Sum. |gy|  Ratio gy ‘ Sum. |g¥|  Ratio g# EN_pen Er_pen
t=0.6
1 2598E-02  .0000E+00 | .3374E+02 .3446E+01 | .3551E+02 .7835E+05
2 4366E-06  .1617E-03 | .1001E+02 .3217E+00 | .1105E-05 .8946E+04
3 7543E-10  .1418E-03 | .1001E+02 .9999E+00 | .4320E-13 .8946E+04
4 6750E-13 —.1701E-03 | .1001E+02 .1000E+01 | .3471E-19 .8946E+04
6 2487E-13  .1563E+00 | .1001E+02 .1000E+01 | .5680E-20 .8946E+04
7 3197E-13  —3000E+00 | .1001E+02 .1000E+01 | .8204E-20 .8946E+04
8 5329E-13  —.7500E+00 | .1001E+02 .1000E+01 | .2083E-19 .8946E+04
10 .6395E-13 —.6296E+00 | .1001E+02 .1000E+01 | .3029E-19 .8946E+04
t=1.0
1 7427E-02  .0000E+00 | .1022E403 .1075E+02 | .1445E+03 .3112E+406
2 1690E-05  .2123E-03 | .3899E+02 .3795E+00 | .8491E-05 .6470E-+05
3 B3986E-09  .1804E-03 | .3898E+02 .9992E+00 | .5303E-12 .6470E-+05
4 A315E-12  .2661E-03 | .3898E+02 .1000E+01 | .7005E-19 .6470E+05
6 9592E-13  —5417E+00 | .3898E+02 .1000E+01 | .4481E-19 .6470E+05
8 9237E-13  —.6579E+00 | .3898E+02 .1000E+01 | .3913E-19 .6470E+05
10 8527E~13 —.6842E+00 | .3898E+02 .1000E+01 | .3408E-19 .6470E+05
t=1.1
1 5591E-02  .0000E+4-00 | .1006E+03 —.1038E+02 | .1104E+03 .3854E-+06
2 7359E-03  —.1259E+00 | .4431E+02 .9460E+00 | .2107E+01 .8913E+05
4 1308E-03  .3361E+00 | .4061E+02 .8958E+00 | .6618E-01 .9477E+05
8 2699E-04 —.3482E+00 | .4041E+02 .1038E+01 | .3534E-02 .9346E+05
10 2288E-04  .9208E+00 | .4043E+02 .1024E+01 | .2376E-02 .9150E+05
30 2087E-05  .9189E+00 | .4098E+02 .1001E+01 | .1789E-04 .8667E+05
60 9195E-07  .8353E+00 | .4103E+02 .1000E+01 | .9198E-07 .8606E+05
90 A734E-07  .9681E+00 | .4103E+02 .1000E+01 | .1546E-08 .8608E-+05
120 | .8626E-08 .9714E+400 | .4103E402 .1000E+401 | .4299E-09 .8608E+05
150 | .4570E-08 .9766E+400 | .4103E402 .1000E+401 | .1253E-09 .8608E+05
180 | .2501E-08 .9832E+00 | .4103E+02 .1000E4+01 | .3874E-10 .8608E+05

Tabelle 5.9: Entwicklung der Anpassung in den Zeitschritten ¢ = 0.6, 1.0 und 1.1 [s]

mit dem unsymmetrischen Augmented—Lagrange—Verfahren.
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Anzahl Unsymmetrisches Augmented-Lagrange—Verfahren
der mit ey = 10% und e, = 103
Augm. | Sum. |gy|  Ratio gy ‘ Sum. |g¥f|  Ratio g EN_pen Er_pen
t=1.2
1 4603E-02  .0000E+00 | .5079E+02 —.5753E+00 | .8040E+402 .1465E+06
2 B3478E-03  —.6467TE-01 | .1910E+02 .2238E+00 | .7203E+00 .2114E+05
4 7462E-04  .6712E+00 | .3076E+02  .1097E+401 | .2965E-01 .5826E+05
8 1633E-04  .7215E+00 | 3665E4+02 .1010E+401 | .2266E-02 .8243E+05
10 JT028E-05  .9737TE+00 | .3748E+02  .1001E+401 | 6927E-03  .8433E+05
30 A88TE-05  .9459E+00 | .3731E+02 .1000E+401 | .5368E-04 .8284E+05
60 O7I5E-07  .9415E+00 | .3735E+02 .1000E+401 | .1579E-06 .8263E+05
90 B3044E-07  .9678E+00 | .3735E+02 .1000E+401 | .9557E-08 .8265E+05
120 J1120E-07  .9661E+00 | .3735E+02 .1000E+401 | .9855E-09 .8264E+05
150 A941E-08  .9764E+00 | .3735E+02 .1000E+401 | .2150E-09 .8264E+05
180 2570E-08  .9746E+00 | .3735E+02 .1000E+401 | .6146E-10 .8264E+05
t=13
1 3489E-02  .0000E+00 | .4258E+02 —.2705E4+00 | .5619E+02 .1380E+06
2 2171E-03  —.3162E-01 | .1407E+02 .1995E+400 | .3270E400 .1252E+05
4 4648E-04  .6016E+00 | .1955E+02 .1641E+401 | .1589E-01 .2753E+05
6 B109E-08  .1772E-03 | .2550E+02 .1036E+401 | .8548E-10 .4955E+05
8 H684E-13  .1454E+00 | .2550E+02 .1000E+401 | .2019E-19 .4955E+05
10 .6040E-13 —.1364E+00 | .2550E+02 .1000E+401 | .2966E-19 .4955E+05
t=1.6
1 2300E-02  .0000E+00 | .8257E+01 .9609E+00 | .3922E+02 .7684E+04
2 A572E-06  .1882E-03 | .6147E+01  .1639E+01 | .1732E-05 .3687E+04
4 Z7105E-13  .1811E-02 | .5683E+01  .1000E+01 | .4544E-19 .3254E+404
6 B3908E-13  —.5714E+400 | .5683E+01  .1000E+01 | .1578E-19 .3254E+04
8 B3197E-13  —.5000E+4-00 | .5683E+01 .1000E+01 | .1073E-19 .3254E404
10 B197TE-13  —.7857TE400 | .5683E+01 .1000E+01 | .9466E-20 .3254E4-04

Tabelle 5.10: Entwicklung der Anpassung in den Zeitschritten ¢ = 1.2, 1.3 und 1.6

[s] mit dem unsymmetrischen Augmented-Lagrange—Verfahren.
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Anzahl | Unsymm. Augm.—Lagr.—Verfahren ‘ Symmetr. Augm.—Lagr.—Verfahren
der mit ey = 10% und e = 103
Augm. Sum. gr Ratio gr ‘ Sum. gr Ratio gr
t=0.6
1 .379082E+03 107743E401 .380926E+03 .108446E+01
2 .379076E+03 999976 E+00 .379982E+03 .100323E+01
3 379076 E+03 .100000E+01 .379011E+03 .996418E-+00
4 379076 E+03 .100000E+01 .379085E+03 .100027E+01
5 .379076E+03 .100000E+01 .379079E+03 .999977E+00
6 .379079E+03 .100000E+01
7 .379079E+03 .100000E+01
1.0
1 .118699E+04 .118940E+-01 .123806E+-04 125121E401
2 118698 E+04 .999985E+00 .118523E+04 .955669E-+00
3 118698 E+04 .100000E+01 118661 E+04 .100033E+01
4 118698 E+04 .100000E+01 118702E+04 .100044E+01
5 118698 E-+04 .100000E+01 118698 E+04 .999967E-+00
6 118698 E+04 999998 E-+00
7 118698 E+04 .100000E+01
8 118698 E+04 .100000E+01
1.1
1 101876 E+04 .765684FE+00 .859535E+03 .496949E+00
2 .108824E+04 115197E+01 .119323E+04 .136063E+01
3 110728E+04 .103433E+01 114773E+04 .949090E-+00
4 J111579E+04 .101248E+01 113196 E+04 983148 E+00
6 112020E+04 .100284E+01 112343E+04 998276 E+00
8 J111999E+04 .100058E+01 .112050E+04 .100003E+01
10 112041E+04 .100069E+01 .112059E+04 .100055E+01
15 .112023E4-04 .100014E+-01 .112022E+4-04 .100020E+-01
20 112056E+04 .100016E+01 .112059E+04 .100016E+01
30 112102E+04 .100008E+01 112104E+04 .100007E+01
60 112112E+04 999998 E+00 112112E+04 999998 E-+00
90 J112111E+04 .100000E+01 112112E+04 .100000E+01
120 112112E4-04 .100000E+-01 112112E4-04 .100000E+4-01
150 J112112E+04 .100000E+01
180 112113E+04 .100000E+01

Tabelle 5.11: Gegeniiberstellung der Entwicklung der tangentialen Gesamtverschie-
bung gr in den Zeitschritten ¢ = 0.6, 1.0 und 1.1 [s].
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Anzahl | Unsymm. Augm.—Lagr.—Verfahren ‘ Symmetr. Augm.—Lagr.—Verfahren
der mit ey = 10% und e = 103
Augm. Sum. gr Ratio gr ‘ Sum. gr Ratio gr
t=1.2
2 974295E+03 107788E+01 974750E+03 .104966E+01
4 101147E+04 .101326E+01 .101140E+04 .101933E+01
6 .101981E+-04 .100359E+01 101877E+04 .100469E+01
8 .102222E4-04 .100117E401 .102192E+4-04 .100147E4-01
10 .102185E+04 .999594E+00 .102175E+04 .999059E+00
20 .102205E+04 .100010E+01 .102204E+04 .100010E+01
30 .102249E+-04 .100006 E+01 102248 E+04 .100006 E+01
60 .102239E+04 .100000E+01 .102240E+04 .100000E+01
90 .102243E+04 .100000E+01 .102243E+04 .100000E+01
120 .102244E+404 .100000E+01 .102244E+04 .100000E+01
150 .102244FE+04 .100000E+01 .102245E+04 .100000E+01
180 .102245E+04 .100000E+01
t=1.3
1 .816321E+03 .798414E+00 837797TE+03 .824937E+00
2 .856995E+03 .105986E+01 .861173E+03 .102929E+01
3 873770E+03 .102314E+01 .875954E+03 .101966E+01
4 .882108E+03 J101118E+01 .878752E+03 .100371E+01
5 .888958E+03 .100907E+01 .886167E+03 .100987E+01
6 .889121E403 .100021E+-01 .892311E403 .100808E+-01
7 .889121E+03 .100000E+01 .889237E+03 995986 E+00
8 .889121E+03 .100000E+01 .889131E+03 .999863E+00
9 .889121E+03 .100000E+01 .889124E+03 .999992E-+00
10 .889124E+03 .100000E+01
t=1.6
1 .253075E+403 .469875E+00 271936E+03 .551841E+00
2 .253072E+03 .999995E+00 .254626E+03 110194E+01
3 .253072E+03 .100000E+01 .253190E+03 .998545E+00
4 .253072E+403 .100000E+01 .253080E+03 999857E+00
5 .253072E+03 .100000E+01 .253071E+03 .999989E+00
6 .253071E+03 .999999E+00
7 .253071E+03 .100000E+01
8 .253071E+03 .100000E+01

Tabelle 5.12: Gegeniiberstellung der Entwicklung der tangentialen Gesamtverschie-

bung gr in den Zeitschritten ¢ = 1.2, 1.3 und 1.6 [s].
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Anzahl Symmetrisiertes Augmented-Lagrange—Verfahren
der mit ey = 10% und e = 103
Augm. | Sum. |gy| Ratio gy ‘ Sum. [g¥| Ratio g%t EN_pen Er_pen
t=0.6
2 J1035E-03  .4732E-01 | .8024E+00 .4171E-01 | .6367TE-01 .5163E+05
6 3238E-08 —.3819E-01 | .3010E-04 —.2895E-01 | 7918E-10 .1366E-04
10 J1066E-12  —.6723E-01 | .9948E-09 —.5234E-01 | .1035E-18 .1754E-13
12 2842FE-13  —.1296E400 | .2132E-09  .2441E+04 | .5049E-20 .9466E-17
14 B3197E-13  —.3542E+400 | .2842E-09 —.4883E+04 | .1073E-19 .4418E-17
16 2487E-13  —.6429E+400 | .1776E-09 —.3125E400 | 5680E-20 .3786E-17
18 2487E-13  —.4259E+400 | .2132E-09 —.3542E+400 | .5680E—20 .1010E-16
20 B908E-13  —.2222E400 | .2842E-09 —.1667E+00 | .1325E-19 .1199E-16
t=1.0
1 7199E-02  0000E+400 | .7030E+02 .0000E+00 | .1322E+03 .0000E+00
2 J7912E-03 . 5390E-01 | .6469E+01  .5903E-03 | .1848E+01 .1539E-+06
4 6827TE-05  —.4552E-01 | .5278E-01  .2565E+00 | .1385E-03 .5174E+01
8 . 3580E-09 —.5805E-01 | .3346E-05 —.6494E-01 | .3779E-12 .8242E-07
20 8882E—-13  .0000E+00 | .8527E-09 .2170E+04 | .3723E-19 .1830E-16
30 .6395E-13 —.4306E+00 | .5685E-09 .1085E+04 | .1893E-19 .2335E-16
40 J1066E-12  —.4667E+00 | .8882E-09  .4340E+04 | .3787E-19 .2651E-16
50 9237E-13  —.3860E+00 | .7T105E-09 —.2170E+04 | .3282E-19 .2903E-16
60 J066E-12  —.2292E+400 | .9948E-09  .2170E+04 | .4670E-19 .2146E-16
t=1.1
2 3212E-02  —.2889E+400 | .6595E+02 —.3119E-01 | .4388E+02 .3314E+06
4 1358E-03  .8394E+400 | .1458E+02 .7295E+00 | .7335E-01 .3568E+05
8 2397E-04 . 1178E+01 | .4581E+01 .6978E+00 | .3092E-02 .1902E+04
20 AT86E-05  .9199E+00 | .8982E+00 .9128E+00 | .1005E-03 .9927E+02
30 2021E-05  .9188E+00 | .4730E+00 .9254E+00 | .1677E-04 .3265E+02
60 9017E-07  .8122E+00 | .3781E-01  .8426E+00 | .8806E-07 .1311E+00
90 A717E-07  .9676E+00 | .1287E-01  .1003E+01 | .1518E-08 .2534E-01
120 8569E-08  .9T10E+00 | .6715E-02  .9818E+00 | .4243E-09 .7845E-02
150 A541E-08  .9766E+00 | .3644E-02  .9527E+00 | .1237E-09 .2672E-02
180 2486E-08  .9825E+00 | .2283E-02  .9802E+00 | .3828E-10 .9707E-03

Tabelle 5.13: Entwicklung der Anpassung in den Zeitschritten ¢ = 0.6, 1.0 und 1.1

[s] mit dem symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren.
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Anzahl Symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren
der mit ey = 10% und e, = 103
Augm. | Sum. |gy|  Ratio gy ‘ Sum. |g¥f|  Ratio g EN_pen Er_pen

t=1.2

2 B3053E-03  -.1195E-01 | .3591E+02 .3238E+400 | .4627E+400 .3652E+06

4 J1142E-03  .7701E+00 | .7760E+01  .5961E+00 | .6914E-01 .3060E+05

8 A782E-04  .7561E+00 | .3156E+01 .1056E+01 | .2423E-02 .1419E+4-04

10 J7913E-05  -.2005E+01 | .1640E+01 —.1446E+01 | .6784E-03 .7290E+03

20 B3374E-05  .9485E+00 | .9118E+00 .9522E+00 | .1824E-03 .1300E+03

30 J910E-05  .9459E+00 | .5320E+00 .9486E+00 | .5503E-04 .4783E+02

60 9820E-07  .9444E+00 | .3395E-01  .9662E+00 | .1616E-06 .2187E+00

90 B070E-07  .9679E400 | .1396E-01  .9597E+00 | .9755E-08 .3778E-01

120 J1128E-07  .9662E+400 | .7396E-02  .9738E+00 | .9997E-09 .1007E-01

150 A4969E-08  .9761E+00 | .4069E-02  .9709E+00 | .2172E-09 .3137E-02

180 2583E-08  .9736E+00 | .2216E-02  .9803E+00 | .6205E-10 .1033E-02
t=13

3293E-02  .0000E+00 | .6864E+02 —.1589E+05 | .5039E+02 .1866E-02

2161E-03  .3612E-01 | .2529E+02 .2225E+00 | .3330E+00 .2986E+06

3452E-04  .8331E+00 | .1980E+01 .7934E+00 | .8745E-02 .9917E+04

10 J1023E-08  .5573E-01 | .1023E-04  .5573E-01 | .6285E-11 .1120E-04

14 A974E-13  .2485E400 | .4974E-09  .2259E+00 | .2019E-19 .7750E-15

18 .6395E-13 —9545E+00 | .6395E-09 —.8636E+00 | .2146E-19 .1704E-16
t=1.6

2116E-02  .0000E+00 | .2116E+02 —.2172E+05 | .3312E402 .2982E-01

1698E-03  .7738E-01 | .1698E+01  .7738E-01 | .2667E+00 .3312E+05

H810E-08  .7582E-01 | .5810E-04  .7582E-01 | .3111E-09 .5320E-04

10 2061E-12  .8572E-01 | .2061E-08  .8572E-01 | .4064E-18 .6165E-13

14 2487E-13  .8333E+00 | .2487E-09  .3572E+00 | .1199E-19 .3786E-17

16 A4263E-13  —1867E+01 | .4263E-09 —.1333E+01 | .2903E-19 .7573E-17

Tabelle 5.14: Entwicklung der Anpassung in den Zeitschritten ¢t = 1.2, 1.3 und 1.6

[s] mit dem symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren.
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Vorschlige fiir Abbruchkriterien
Da bei dieser Untersuchung deutlich wurde, dass es bedingt durch die beiden Rich-
tungen und durch die verschiedenen Algorithmen unterschiedliches Verhalten gibt,

konnen demzufolge folgende Abbruchkriterien verwendet werden:
e Fiir das unsymmetrische Verfahren werden als Kriterien in

— Normalenrichtung die Penalty—Energie "Ex_,.,” und in

— tangentialer Richtung das Verhéltnis der Verbesserungen ’'Ratio — g’ als rela-

tives Kriterium
vorgeschlagen.
e Fiir das symmetrisierte Verfahren werden als Kriterien in
— Normalenrichtung die Penalty—Energie "Ex_,.,” und in
— tangentialer Richtung die Penalty—Energie "Er_,.,’
vorgeschlagen.

Fiir die Penalty-Energien konnen als Fehlertoleranzen die gleichen Gréflenordnungen
wie die zum Energiekriterium der Gleichgewichtsiteration gehérenden Toleranzen be-
nutzt werden. Bei komplexeren Untersuchungen liegt diese bei 1078, In tangentialer
Richtung liegt die Toleranzgrenze vermutlich wegen der Anzahl der Operationen, die

durch die Anwendung der Gleitregel entstehen, etwas hoher.
e Als Groflenordnungen fiir die Toleranzen werden in

— Normalenrichtung mit 107, in
— tangentialer Richtung 1077, sowie

— fiir das relative Kriterium in tangentialer Richtung 10~°

verwendet. Im Folgenden werden Anwendungen der Abbruchkriterien untersucht.
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Anwendungen der Abbruchkriterien anhand des vorherigen Beispieles

Im Folgenden werden anhand des Beispieles des Einpressvorganges eines Zylinders
Anwendungen der Abbruchkriterien untersucht. Hierzu werden in der Tabelle 5.16
die Anzahl der fiir den Anpassungsprozess benotigten Wiederholungen unter An-
wendung der Abbruchkriterien iiber den Beobachtungszeitraum aufgetragen. Ein-
ander gegeniibergestellt sind mit dem unsymmetrischen und dem symmetrisierten
Verfahren ermittelte Groflen mit jeweils unterschiedlichen Penaltyfaktoren fiir die
tangentiale Richtung: Die Anzahl der benétigten Wiederholungen bei den vorheri-
gen Untersuchungen mit ey = 10® und ez = 10* [N/mm] sind in den Spalten 2 und
4 dargestellt. Aufgrund der Penaltywahl werden in den Zeitschritten ¢ = 1.1 und 1.2
s] bei der vorgegebenen maximalen Anzahl von Wiederholungen die Abbruchkriteri-
en nicht erfiillt. Deshalb wird zur Beschleunigung der Konvergenz der Penaltyfaktor
auf ep = 10* erhoht. Durch diese Erh6hung werden nun mit dem unsymmetrischen
Verfahren in allen Zeitschritten innerhalb der vorgegebenen maximalen Anzahl von
Wiederholungen die Abbruchkriterien, siehe Spalte 3, erfiillt. Die mit diesem Pen-
altyfaktor erzielten Konvergenzraten von zu beobachtenden Gréflen werden anhand

von ausgewdhlten kritischen Zeitschritten in Tabelle 5.15 aufgetragen.

Abbildung 5.9 (a) zeigt den Verlauf der Normalkraft und Abbildung 5.9 (b) zeigt
den Verlauf der Penetration gy in Abhéngigkeit von der Kontaktlinie und der Zeit.
Anhand der Groflenordnung der Penetration im gesamten Untersuchungszeitraum
wird die erfolgreiche Anwendung der Abbruchkriterien deutlich. Im Gegensatz zum
Penalty—Verfahren ist der Normalkraftverlauf durch die Riicknahme der Regularisie-
rung unabhéngig vom Verlauf der mit sehr kleinen Zahlenwerten behafteten Pene-

tration.

Die benétigten Wiederholungen bei der Anwendung des symmetrisierten Verfahrens
mit einem Penaltyfaktor von ez = 10* sind in der Tabelle 5.16 in Spalte 5 darge-
stellt. Unter Beibehaltung der Zeitschrittweite fiihrt diese Variante dazu, dass die
Haft— oder Reibkraftverliufe in den Zeitschritten ¢ = 1.1 und 1.2 [s] falsch ermit-
telt werden. Die Ursache hierfiir liegt in dem fiir die aktuelle Normalkraft zu hohen
Pradiktorwert fiir die Reibkraft. Bei diesem Verfahren wird die Gleitregel nur im
Gleichgewichtszustand angewendet. In Verbindung mit diesem héheren Penaltyfak-
tor muss wie im Folgenden gezeigt wird, bei Verwendung des symmetrisierten Ver-
fahrens eine geringere Zeitschrittweite gewahlt werden. Damit wird ein wesentlicher
Nachteil dieses symmetrisierten Verfahrens deutlich, der allerdings nur bei sehr hohen

Penaltyfaktoren auftritt.
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Um eine direkte Gegeniiberstellung des unsymmetrischen mit dem symme-
trisierten Verfahren und den jeweilig vorgeschlagenen Abbruchkriterien
unter Verwendung der gleichen Penaltyfaktoren ey = 10 und e = 10* durchfiihren
zu konnen, wird fiir diese Untersuchung eine Zeitschrittweite von dt = 0.01 [s]
gewahlt. Die Tabelle 5.17 zeigt die Anzahl der benotigten Wiederholungen zur Ein-
haltung der Abbruchkriterien in den einzelnen Zeitschritten fiir den Anpassungspro-
zess. Auch hier zeigt sich die Effizienz der vorgeschlagenen Abbruchkriterien durch
die in den jeweiligen Zeitschritten wechselnde Anzahl der Wiederholungen. Dabei ist
die Anzahl der bené6tigten Wiederholungen beim symmetrisierten Verfahren grund-
sitzlich hoher und ungleichméfliger als beim unsymmetrischen Verfahren. Wihrend
bei der symmetrisierten Variante 5871 Wiederholungen des Anpassungsprozesses
notigt werden, sind es bei der unsymmetrischen Variante 3978 Wiederholungen.
Die Gesamtrechenzeit wird jedoch durch die Anzahl der Gleichgewichtsiterationen
bestimmt. Das Verhiltnis der benétigten Iterationen ist mit 12710 beim symme-
trisierten zu 12907 beim unsymmetrischen Verfahren annidhernd gleich. Auflerdem
wird deutlich, dass auch hier in dem Zeitraum von ¢ = 1.01-1.28 [s] — unmittelbar
nach der Richtungsumkehr der Verschiebung — in dem Haft— oder Reibkrifte mit
unterschiedlichem Vorzeichen existieren, zum FErreichen der Abbruchkriterien eine
wesentlich hohere Anzahl von Wiederholungen benétigt wird. Diese Besonderheit
ist unabhéngig von der Zeitschrittweite und dem gewéhlten Verfahren. Die Ursache
fiir die geringe Konvergenzrate in diesem Zeitraum ist weniger in dem Augmented—

Lagrange—Verfahren zu suchen, als eher in dem speziellen Verformungszustand.

Abbildung 5.10 (b) zeigt den Verlauf der Haft— oder Reibkrifte, dargestellt mit ei-
ner Schrittweite von dty,: = 0.1 [s]. Geringe Verdnderungen dieser Kraftverldufe
gegeniiber denjenigen in Abbildung 5.10 (a) entstehen aufgrund der Verringerung
der Zeitschrittweite auf dt = 0.01 [s]. Abbildung 5.11 (a) zeigt den Verlauf der Pe-
netration gy und Abbildung 5.11 (b) zeigt den Verlauf der mit dem symmetrisierten
Verfahren ermittelten Haftverschiebung ¢/ in tangentialer Richtung in Abhingig-
keit von der Kontaktlinie und der Zeit. Die in den Abbildungen jeweilig erreichten
Groflenordnungen iiber den gesamten Untersuchungszeitraum demonstrieren die er-
folgreiche Anwendung der Abbruchkriterien. Anhand der Tabellen wird die erhohte
Effizienz deutlich. Denn die Anzahl von Wiederholungen steigt nur dort an, wo es
gemif} der Erfiillung der Kriterien notig ist und der Prozess wird abgebrochen, wenn

diese Kriterien erfiillt sind.
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Anzahl Unsymmetrisches Augmented-Lagrange—Verfahren
der mit ey = 108 und ep = 104
Augm. | Sum. |gy]| Ratio gy ‘ Sum. |¢g#| Ratio g EN_pen Er_pen
t=1.0
1 T427E-02  .0000E+00 | .1454E402 .3564E+01 | .1445E4+03 .6664E+05
2 1690E-05  .2123E-03 | .9281E+01 .5736E+00 | .8491E-05 .3908E+05
3 3986E-09  .1804E-03 | .9280E+01 .9995E+00 | .5303E-12 .3908E-+05
4 1634E-12  .2818E-02 | .9280E+01 .1000E+401 | .9593E-19 .3908E+05
t=1.1
1 A273E-02  .0000E+00 | .1699E+02 —.1070E+02 | .8670E402 .1256E+06
2 2137TE-03 —.1185E+00 | .8622E+01 .9679E+00 | .1753E400 .4269E+05
4 2427TE-04 5128 E+00 | .8419E+01 .8618E+00 | .2369E-02 .3910E+05
10 2435E-06  .6267E+00 | .8491E+01 .1000E+401 | .3491E-06 .3758E+05
20 2873E-07  .7623E+00 | .8492E+01 .1000E+401 | .5366E-08 .3757E+05
30 BH616E-08  .8576E+00 | .8492E+01 .1000E+01 | .1862E-09 3757E+05
60 J117TE-10  .8673E+00 | .8492E+01 .1000E+401 | .3831E-13 .3757E+05
90 AT27TE-11  .7T677TE+00 | .8492E+01 .1000E+401 | .2117E-16 .3757E+05
100 A512E-12  .1320E+00 | .8492E+01 .1000E+401 | .1434E-17 .3757E+05
103 BH1TE-12  .7653E+00 | .8492E+01 .1000E+401 | .8198E-18 .3757E+05
t=12
1 B772E-02  .0000E+00 | .7529E+01 —.3366E+00 | .6397E+02 .4211E+05
2 1222E-03  —.3970E-01 | .6847E+01 .3593E+400 | .7748E-01 .3002E+05
4 A758E-04  .4202E+00 | .7710E+01 .1015E+401 | .4531E-02 .3670E+05
10 A876E-06  .1537E+01 | .7760E+01  .1000E+401 | .3519E-05 .3632E+05
20 B3010E-07  .8319E+00 | .7761E+01 .1000E+401 | .7399E-08 .3632E+05
30 4904E-08  .8594E+00 | .7761E+01 .1000E+401 | .1891E-09 .3632E+05
60 7503E-10  .8628E+00 | .7761E+01 .1000E+401 | .4736E-13 .3632E+05
90 J1496E-11  .5352E+00 | .7761E+01 .1000E+401 | .1946E-16 .3632E+05
100 B3944E-12  4797E+00 | .7761E+01  .1000E+401 | .1275E-17 .3632E+05
102 3304E-12  .1082E+01 | .7761E+01 .1000E+01 | .8501E-18 .3632E+05
t=14
1 3434E-02  .0000E+00 | .6758E+01 .1000E+01 | .6042E+402 .3176E+05
2 6979E-06  .1964E-03 | .5208E+01 .7299E+00 | .2678E-05 .1977E+05
3 J1470E-09  .1831E-03 | .5219E+01 .1004E+01 | .1364E-12 .1982E+05
4 D684E-13 .2203E-02 | .5219E+4+01 .1000E+4+01 | .2524E-19 .1982E+05

Tabelle 5.15: Entwicklung des Anpassungsprozesses in den Zeitschritten ¢ = 0.6,

1.0 und 1.1 [s] unter Verwendung von Abbruchkriterien und dem unsymmetrischen

Augmented-Lagrange—Verfahren.
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(a) Normalkraft; unabhéngig von gy.
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(b) Penetration gy; im gesamten Bereich unterhalb der numerischen Zahlengenauigkeit.

Abbildung 5.9: Gegeniiberstellung der Normalkraft und der Penetration gy in
Abhéngigkeit von der Zeit und der Kontaktlinie unter Nutzung von Abbruchkrite-
rien und Verwendung des unsymmetrischen Augmented—Lagrange—Algorithmus mit

einer Zeitschrittweite von dt = 0.1 [s] und ey = 10® und ez = 10* [N/mm].
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Anzahl der benétigten Wiederholungen

des Anpassungsprozesses

unsymmetrisch symmetrisiert
Zeitschritt | ep = 103 | ep = 10* | ep = 103 | ep = 10*

0.1 4 4 4 4
0.2 4 4 10 10
0.3 4 4 10 10
0.4 4 4 11 12
0.5 4 4 10 12
0.6 4 4 13 12
0.7 4 4 14 12
0.8 4 4 16 12
0.9 4 4 81 12
1.0 4 4 46 13
1.1 > 149 103 > 299 > 299
1.2 > 149 102 > 299 12
1.3 8 4 15 11
1.4 4 4 15 11
1.5 4 5 12 12
1.6 4 4 12 12
1.7 5 5 11 11
1.8 5 5 21 10
1.9 4 5 10 9
2.0 4 4 4 4

Tabelle 5.16: Anzahl der benotigten Wiederholungen des Anpassungsprozesses beim
unsymmetrischen und symmetrischen Augmented-Lagrange—Verfahren mit den je-

weiligen Abbruchkriterien.



5.5 Entwicklung eines Abbruchkriteriums 139

25000 . ; . : ,
20000 |
t=1.4
15000 |- t=1.5
t=1.6
10000 |- t=1.7
5000 | t=1.8
— - t=1.9
=z
po 0
o
X
-5000 | +1=0.2
— 1=0.3
-10000 | t=1.0 t=0.4
t=0.9 ‘ % t=0.5
-15000 | =08 i o6
-20000 | ) 4°1=0.7
-25000 |- ¥ i
-30000 L I I | .
0 50 100 150 200 250
Kontaktlinie [mm]
(a) dt = 0.1
25000
2 -
0000 t=1.4
15000 t=1.5
t=1.6
10000 =17
5000 t=1.8
3 —1=1.9
= 0
< — t=0.1
-5000 t=0.2
-10000 t=1.0 1~1=0.3
-15000 t=0.8 1> 1=0.5
t=0.6
-20000 =07
-25000 i
-30000 L I I | .
0 50 100 150 200 250

Kontaktlinie [mm]
(b) dt = 0.01

Abbildung 5.10: Gegeniiberstellung der mit verschiedenen Zeitschrittweiten ermit-
telten Haft— oder Reibkraft in Abhéngigkeit von der Kontaktlinie im Zeitraum t =
0-2.0 [s]. Die Schrittweite in der Darstellung betrigt dt,,: = 0.1 [s].
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Unsymmetrisches Augmented-Lagrange—Verfahren

Zeitschritt Anzahl | Zeitschritt Anzahl | Zeitschritt Anzahl
0.01 4 1.11 107 1.24 100
: 4 1.12 100 1.25 78
1.00 4 1.13 106 1.26 81
1.01 108 1.14 89 1.27 81
1.02 108 1.15 105 1.28 16
1.03 93 1.16 106 1.29 4
1.04 98 1.17 101 1.30 4
1.05 88 1.18 106 : 4
1.06 109 1.19 107 1.66 4
1.07 107 1.20 103 1.67 5
1.08 97 1.21 104 1.68 4
1.09 107 1.22 88 : 4
1.10 101 1.23 100 2.00 4

Symmetrisiertes Augmented—Lagrange—Verfahren

Zeitschritt Anzahl | Zeitschritt Anzahl | Zeitschritt Anzahl
0.01 4 1.04 150 1.21 127
0.02 10 1.05 140 1.22 141
0.03 8 1.06 169 1.23 116
0.04 9 1.07 157 1.24 128

: 9 1.08 149 1.25 131
0.20 9 1.09 167 1.26 95
: 10 1.10 150 1.27 99
0.29 11 1.11 165 1.28 102
0.30 11 1.12 149 1.29 22
11 1.13 163 1.30 11
0.77 11 1.14 136 : 11
0.78 12 1.15 145 1.67 11
: 12 1.16 171 : 10
1.00 12 1.17 145 1.77 10
1.01 168 1.18 130 :
1.02 168 1.19 165 1.99 8
1.03 159 1.20 127 2.00 4

Tabelle 5.17: Anzahl der beim Anpassungsprozess pro Zeitschritt benotigten Wieder-
holungen unter Verwendung der Abbruchkriterien und der Penaltyfaktoren ey = 108

und e7 = 10* [N/mm], sowie einer Schrittweite von dt = 0.01 [s].
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Abbildung 5.11: Erfolgreiche Riicknahme der Regularisierung in Abhéngigkeit von

der Zeit und der Kontaktlinie, unter Verwendung der Abbruchkriterien mit dem

symmetrisierten-Lagrange—Verfahren und einer Zeitschrittweite von dt = 0.01 [s

Alle Zahlenwerte liegen quasi unterhalb der numerischen Genauigkeit.
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5.6 Bremsender Block mit Anfangsgeschwindig-
keit

Das folgende Beispiel dient dem Vergleich von numerischen Lésungen mit Starr-
korperlosungen. Analysiert werden das unsymmetrische und symmetrisierte Aug-

mented-Lagrange— und das Penalty—Verfahren.

Folgende Problemstellung gilt es zu untersuchen: Ein Block liegt auf einer starren
Ebene und erhilt als Anfangsbedingung eine Horizontalgeschwindigkeit. Dabei un-
terliegt er der Schwerkraft. Aufgrund der Reibung und der sich entwickelnden Reib-
arbeit ist nach einer bestimmten Strecke die kinetische Energie verbraucht, der Block
kommt zum Stehen. Speziell der Ubergang vom Gleitzustand zum Haftzustand soll
untersucht werden. Diskretisiert wird der Block mit nur einem Element fiir den ebe-
nen Spannungszustand. Die Parameter sind so gewihlt, dass ein Vergleich mit einer

analytischen Starrkdrperlésung méglich ist:

Geometrie des Blockes: b =4.0, h =2.0 [m]
Elastizitatsmodul: E =1000.0 [N/m?]
Querdehnzahl: v =0.3 -]
Dichte: p =10.0 [kg/m?]
Penaltyfaktoren: er = 105, ey = 10% [N/m]
Reibbeiwert: p =03 -]
Zeitschrittweite: dt = 0.05 [s]
Newmark-Parameter: f =025 ~v=05 []
Anfangsbedingungen: Vo = 3.0 [m/s]
Basisbeschleunigung: b =-1.0 [m/s?]

Fiir eine Analyse wihrend der Untersuchungszeit werden soweit mdoglich die Ener-

giebilanz und die Verldufe der einzelnen Energien iiber die Zeit aufgestellt:

Reibarbeit: Wiriee =pmbl
Potenzielle Energie: E,,, =mbh
Verzerrungsenergie:  Egqin = f LeTEBe dv

Kinetische Energie:  FEy;, = 5 m V?

1
2

kann man die vom Block zuriickzulegende Strecke ermitteln. Geméf§ der analytischen

Setzt man die kinetische Energie gleich der Reibarbeit: - m V2 = p m b [, dann

Starrkorperlosung kommt der Block nach einer Strecke von 15 [m] in einer Zeit von
10 [s] zum Stehen.
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In Abbildung 5.12 werden Ergebnisse der numerischen Losung gezeigt. Dargestellt
werden die Strukturen im zeitlichen Abstand von 0.4 [s] wihrend der Untersuchungs-
zeitraumes von 12 [s]. Die Verdichtung der Strukturen verdeutlicht die Verringe-
rung der Geschwindigkeit bis zum Stillstand. Bei der Lésung mit dem Augmented—
Lagrange—Verfahren und den damit verbundenen sechs 'update’-Prozessen wird deut-

lich, dass die numerische Lésung gut mit der analytischen Losung iibereinstimmt.

I—>V0 > Vo

"

R TR

Abbildung 5.12: Bremsender Block, diskretisiert mit einem Element (oben). Unter-

suchungen mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren (unten).

Fiir eine tiefergehende Analyse werden im Folgenden einzelne Groflen der Untersu-

chungen aufgetragen. Die Ergebnisse mit dem
e Penalty—Verfahren sind in den Abbildungen 5.14, die mit dem

e unsymmetrischen Augmented-Lagrange—Verfahren in den Abbildungen 5.15
und 5.16 und die mit dem

e symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren sind in den Abbildungen 5.17
und 5.18

dargestellt. Die verwendeten Bezeichnungen sind der Abbildung 5.13 zu entnehmen.

Die Verldufe der auftretenden Tangentialwege und —geschwindigkeiten (g7, vr) der
beiden Kontaktknoten sind in den Abbildungen 5.14 (b), 5.15 (b) und 5.18 (a) be-
schrieben. Bei der Betrachtung der Kinematik der Kontaktknoten wird deutlich, dass
bei der Losung nach dem Penalty—Verfahren die analytische Losung im Gegensatz
zum Augmented-Lagrange—Verfahren nicht erreicht wird. Nach 12 [s] ist der Block
immer noch in Bewegung und hat bereits eine Strecke von iiber 18 [m] zuriickge-
legt. Ursache hierfiir ist im Wesentlichen die Penaltyregularisierung in tangentialer

Richtung, da auch im Falle des Haftens eine Wegstrecke zuriickgelegt wird.
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Zur Verdeutlichung wurden die kinematischen Verldufe nochmals mit einer angepas-
sten Skalierung in Abbildung 5.19 dargestellt. Gegeniiber den vorherigen Abbildun-
gen sind schon aufgrund der Skalierung nur Verschiebungen und Geschwindigkeiten
in normaler Richtung (gy,vy) sichtbar. Mit dieser Gegeniiberstellung ldsst sich zei-
gen, dass durch das Augmented-Lagrange—Verfahren die Penetration und ihre erste
Ableitung in einem Bereich von weit unter 1.E-7 liegen, wihrend die des Penalty—
Verfahrens bei 1.E-3 bleiben und affin zur Normalkraft sind. In Abbildung 5.19 (b)
tritt im Bereich oberhalb von 10 [s] eine Art numerischer Schmutz auf. Die Ursache
hierfiir liegt vermutlich darin, dass das Zeitintegrationsverfahren verwendet wird,

obwohl der Block sich in diesem Zeitbereich nicht mehr bewegt.

Anschlieflend werden die Verldufe der Knotenkréfte iiber die Zeit betrachtet. Durch
die schlagartig aufgebrachte Schwerkraft zu Beginn werden Schwingungen induziert,
die sich in den Verldufen der Vertikalkrifte (N1, N2) wiederfinden. Bei Untersuchun-
gen mit dem Penalty—Verfahren entstehen durch die Penaltyfaktoren Oberschwingun-
gen, die in Abbildung 5.14 (a) erkennbar sind. Durch Anwendung des Augmented-
Lagrange—Verfahrens werden diese Oberschwingungen in Normalenrichtung durch
den sechsmaligen 'update’—Prozess vollstindig eliminiert, was in den Abbildungen
5.15 und 5.17 deutlich wird.

Bei der Betrachtung der Haft— oder Reibkréfte (R1, R2) entstehen beim Penalty—
Verfahren schwer nachzuvollziehende Kraftverldufe. Ursachen sind neben dem Nor-
malkraftverlauf auch hohe Schwankungen des Verlaufes des Tangentialweges, der fiir
die Ermittlung des Priadiktorwertes benutzt wird. Bei Nutzung des einfachen Reib-
gesetzes nach Coulomb mit einem konstanten Beiwert p unterscheiden sich im Gleit-
zustand die Betrdge der Normal—- und der Reibkraft lediglich durch diesen Faktor
(. Somit miissten sich qualitativ bei den Normalkréften die gleichen Schwingungs-
verldufe wie bei den in horizontaler Richtung wirkenden Reibkréften wiederfinden.
Bei Losungen nach dem Augmented-Lagrange—Verfahren ist dies der Fall. Ein Ver-
gleich der Zusténde, Haften oder Gleiten der sich im Kontakt befindenden Knoten
wird am Ende des Abschnittes gefiihrt.

Abschlieflend wird die Energiebilanz des bremsenden Blockes iiber die Zeit aufge-
tragen. Dies ist nur mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren moglich, denn nur
mit diesem Verfahren lisst sich die Reibarbeit ermitteln. In den Abbildungen 5.16
und 5.18 (b) sind die einzelnen Energieverldufe und die Summierung aller Grofien
dargestellt. Aus den Anfangsbedingungen in horizontaler Richtung wird die kine-
tische Energie aufgebaut, die durch die Reibarbeit verbraucht wird und den Block

zum Stillstand bringt. Die in vertikaler Richtung angreifende Schwerkraft ist fiir die
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potenzielle Energie verantwortlich. Die Verzerrungsenergie entsteht durch die Eigen-
schwingungen. Bei den Augmented-Lagrange-Losungen mit sechs 'updates’ werden
Zeitverldufe ohne Oberschwingungen und mit wesentlich gleichméfliger Kinematik
erzielt. Dieses Beispiel demonstriert die grundlegenden Vorteile des Augmented—

Lagrange—Verfahrens besonders bei dynamischen Anwendungen.

Im Folgenden soll eine prinzipielle Moglichkeit zur Definition von Haft— oder Gleit-
zustinden erortert werden. Eine solche Definition kann bei unsymmetrischen Verfah-
ren mit Hilfe des Pradiktor—-Korrektor—Algorithmus wihrend der Gleichgewichtsite-
ration nach Newton erfolgen. Dabei wird der im letzten Iterationsschritt eines Zeit-
schrittes ermittelte Status der Gleitregel mit f = 0 fiir den Gleitzustand oder f < 0
fiir den Haftzustand zur Definition des Zustandes des Kontaktknotens benutzt. Bei
dem symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren erfolgt der Einsatz der Gleit-
regel lediglich wihrend des 'update’~Prozesses unabhéngig von der Gleichgewichts-

iteration und kann zur Definition benutzt werden.

Ein weiteres Ziel bei diesem Vergleich von numerischen mit analytischen Lésungen
ist der Versuch, diese Knotenzustinde (H/G) zu untersuchen. Diese Knotenzustinde
(Z) der Kontaktknotenkriifte (1, 2) sind in den Abbildungen 5.14 (a), 5.15 (a) und
5.17 jeweils unten dargestellt. Sie werden mit (Z1, Z2) bezeichnet.

Folgende Erkenntnisse konnten durch dieses vorliegende Beispiel gewonnen werden:

e Beim Penalty—Verfahren kommt es zu einem Verlauf der Zustinde, der zumindest
bei diesem Beispiel nicht mit dem analytischen Ergebnis im Einklang ist, siehe Ab-
bildung 5.14 (a). Dies liegt an den erwidhnten Oberschwingungen und den ermittelten
Préadiktorwerten. Diese Pradiktorwerte setzen sich zusammen aus dem Produkt aus

Penaltyfaktor und Verschiebungsinkrement, sowie der zuletzt ermittelten Reibkraft.

e Bei dem unsymmetrischen Augmented—Lagrange—Verfahren kann man bei genauer
Analyse dieses Beispieles einen in der Anwendung héufig anzutreffenden systemati-
schen Fehler des Verfahrens erkennen. Wihrend der durch die analytische Losung
definierten Gleitphase kommt es vor, dass der letzte Iterationsschritt innerhalb ei-
nes Zeitschrittes zu einem Haftzustand fiihrt, siehe Abbildung 5.15 . Bei genauerer
Betrachtung stellt man fest, dass wéhrend einer solchen Iteration das Vorzeichen
der Verschiebungsinkremente wechselt. Dies fiihrt dazu, dass die Verschiebungsin-
kremente einen Teil des zuriickzulegenden Weges mehrfach durchlaufen. Der Pradik-
torwert ist dann gegeniiber der aktuellen Gleitgrenze zu gering, um nach Einsetzen
der Gleitregel einen Gleitzustand zu definieren. Grundsétzlich sind wegen der héher-

en Genauigkeit die Unterschiede der verschiedenen Gréfien (aktueller Priadiktorwert
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und Gleitgrenze) so gering, dass daraus resultierende Richtungswechsel der Verschie-
bungsinkremente wihrend der Iteration Auswirkungen haben koénnen. Bemerkens-
wert ist, dass trotz dieser Unzulédnglichkeit die Reibarbeit ausreichend genau ermit-
telt wird. Diese Erkenntnis ldsst sich durch die folgende Modifikationsmdglichkeit
untermauern: Der erste Iterationsschritt eines neuen Zeitschrittes wird als Haftzu-
stand definiert. Damit wird bei diesem Beispiel gewéhrleistet, dass bei den folgenden
Verschiebungsinkrementen des Iterationsschrittes sich das Vorzeichen nicht &dndert,
sodass der letzte Priadiktorwert des Zeitschrittes zu einem Gleitzustand fiihrt. Die-
se Variante ldsst sich einfach numerisch umsetzen, doch man kann die Reibarbeit
durch diese Verdinderung des Algorithmus nicht mehr korrekt ermitteln. Eine weitere

Moglichkeit besteht durch Verwendung eines Zweischritt—Algorithmus.

e Bei dem symmetrischen Augmented-Lagrange—Verfahren wird die Gleitregel nur
wihrend des 'update’-Prozesses angewendet. Die dort verwendeten Eingangsgrofien
befinden sich bereits im Gleichgewicht. Der Pridiktorwert ist unabhéngig von den
Verschiebungsinkrementen. Die bei dem unsymmetrischen Verfahren aufgezeigte Pro-
blematik tritt hier nicht auf, siehe Abbildung 5.17. Die Knotenzustinde stehen im
Einklang mit der analytischen Losung. Dies ist ein aus der Symmetrisierung entstan-

dener beachtenswerter Vorteil.

Auf diesen Erkenntnissen aufbauend und mit dem Wissen um die Méglichkeiten der
Beschreibung der Knotenzustéinde erschliefit sich die Méglichkeit, besonders mit dem
symmetrischen Augmented-Lagrange—Verfahren, spezielle Haft— Gleiteffekte mit wirk-
lichkeitsnahen, nichtlinearen geschwindigkeitsabhéngigen Reibgesetzen zu untersu-

chen.

1 2 1 2
T<_ R T<_ R > gt > g7
N N > vr > vt
Z:H/G Z:HIG
(a) Kraft (b) Kinematik

Abbildung 5.13: Bezeichnungen an den beiden Kontaktknoten.



5.6 Bremsender Block mit Anfangsgeschwindigkeit 147

60 |- j .\:'x. | i 3 v‘ E;‘ Z1 o .

so o A R 2
i A N
40 b

£ 30
=
o
x 20 LA t i j | !
L ,:r"'y’l‘;’\ il j#'lﬁfl ;\SN i '\”l';\”; n"v,‘\ ﬁ(}‘ f
A : ‘ Rl W, i YT 5
10 '[1 Yo y‘-l‘uhﬂ ‘,h“ij\/h:(ym "V\'“\‘f"’\"“'v'\ /\v'ﬁ"i”"‘/\"l“'ﬂm r'\."ﬁ‘if“'r\: "W ' 7]
FL R R R A m,\ i
UL R N W \/‘r ‘\, ATAARAREL A 'm \y; ey |
T V) ;1 ‘V' l‘.;,‘h\m"\“ \\/”, N t H/. H y \‘%‘/\{\ V"\f‘f"'\r
H
G
H
G
Zeit [s]
(a) Kontaktkriifte und —zustéinde
20 T T T T T
18 1:
1:91 ——
16 1:vny
1:
14 2:
2:97
o 12 2:
£ 2:
X~ 10
=
©
e 8
)
£
X 6
4
2
0

-2 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12
Zeit [s]

(b) Kinematik der Kontaktknoten

Abbildung 5.14: Numerische Lésung mit dem Penalty—Verfahren.
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Abbildung 5.15: Numerische Losung mit dem unsymmetrischen Augmented—

Lagrange—Verfahren.
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Abbildung 5.16: Energiebilanz. Numerische Losung mit dem unsymmetrischen

Augmented—Lagrange—Verfahren.

Kraft [N]

6
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Abbildung 5.17: Knotenkrifte und —zustéinde. Numerische Lésung mit dem symme-

trisierten Augmented—Lagrange—Verfahren.
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Abbildung 5.19: Gegeniiberstellung der mit verschiedenen Methoden ermittelten Ki-

nematik der Kontaktknoten. Zu beachten sind die Skalierungen auf der Ordinate.
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Kapitel 6

Untersuchungen an praxisnahen

Beispielen

6.1 Vorbemerkungen

Bei Betrachtung des Spektrums von in der Technik zu 16senden Kontaktproblemen
stellen sich die folgenden spezifischen Grundvorgéinge ein. Das sind

e Rollen,

e Gleiten,

e Stoflen und

e Einschlagen.

Deshalb werden im Folgenden praxisnahe, kontaktspezifische, komplexe Vorginge

mit den erstellten Algorithmen untersucht.

Einen besonderen Stellenwert haben die Entwicklungen der Kontaktflichen. Es gibt
einerseits Problemstellungen mit konstanten und andererseits mit anwachsenden be-
ziehungsweise abnehmenden Kontaktflichen. Bei Stofl— und Stoflfolgen kommt es oft

zu ortlichem Ablosen mit anschlieffendem Wiederkontakt.

Spezifisch fiir reibungsbehaftete Vorginge sind die Erfiillung der Gleitbedingung, ein
Richtungswechsel der Reibkraft, sowie Haft — Gleitzustinde im Wechsel.

Ein weiteres Augenmerk ist auf die Ermittlung der Normal- und Tangentialspan-

nungen an der Kontaktoberfliche zu richten.

Fiir dynamische Problemstellungen kommen als physikalische Besonderheiten Mas-
senkriifte, Eigenfrequenzen und Wellengeschwindigkeiten hinzu. Somit erfolgt die Be-
nutzung des impliziten Zeitintegrationsverfahrens nach Newmark und der Rayleigh—

Dampfung.
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6.2 Rollen

Der Rollzustand eines Ringes ist dadurch gekennzeichnet, dass sich im Kontaktbe-
reich keine Relativgeschwindigkeit zwischen den Oberflichen ausbildet. Der Kontakt-
bereich befindet sich quasi im Haftzustand. Wenn zwischenzeitlich kein Gleitzustand
eintritt, wird keine Reibarbeit verrichtet und die Energie bleibt konstant. Zu diesem

Themenbereich werden in diesem Abschnitt drei Beispiele vorgestellt:

1. Ein gleitender Ring beginnt durch Abbremsen zu rollen.
2. Ein Ring beginnt auf einer geneigten Ebene zu rollen.

3. Ein Ring rollt auf einer parabolischen Fliche.

Hierbei sollen Moglichkeiten und Grenzen der Simulation durch mit linearen Elemen-
ten angendherte gekriimmte Oberflichen deutlich werden. Zu diesem Zweck werden

die numerischen Losungen den analytischen Starrkorperlosungen gegeniibergestellt.

1. Ein Ring liegt auf einer Ebene und erhilt als Anfangsbedingung eine Ho-
rizontalgeschwindigkeit und unterliegt einer Schwerkraft. Zun#chst gleitet der Ring
mit einer Anfangsgeschwindigkeit in horizontaler Richtung. Durch das Auftreten der
Reibkraft kommt es wegen der sich entwickelnden Reibarbeit zu einem Energieverlust

und im weiteren Verlauf beginnt der Ring zu rollen.

Um das Verhalten beim Ubergang vom Gleiten ins Rollen zu untersuchen, werden
die zuriickgelegten Wege und Geschwindigkeiten der mit den Algorithmen erzielten
numerischen Losung denen der Starrkérperlosung gegeniibergestellt. Zur Ermittlung
der Starrkorperlosung werden folgende Gleichungen ben6tigt, wobei der Bezugspunkt

fiir x und ¢ der Kreismittelpunkt des Ringes ist:

Massentriagheitsmoment des Ringes : 0, = [ p27mr3hdr
Summe der Krifte in horizontaler Richtung: R =-mzx
Summe der Krifte in vertikaler Richtung: N =mb

Summe der Momente um den Mittelpunkt des Ringes: Rr, = ©,p¢
Coulomb’sches Reibgesetz: R = uN
Rollbedingung: T =T
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Aus diesen Gleichungen ergibt sich

der Zeitpunkt bei dem Rollen eintritt, mit t = Vo/(ub(l+1r2m/0y)),
die Geschwindigkeit mit T = —pbt + V)

und der Weg mit r = —ubt?/2 + Vjt.

Fiir den Ring werden folgende Material- und Strukturdaten verwendet:

Elastizitdtsmodul: E =10° [N/m?] Querdehnzahl: v = 0.3 []
Innenradius: r; =40 [m] AuBenradius: r, = 5.0 [m]
Volumen: Vo =2827 [m? Dichte: p =10 [kg/m?|
Massentriigheitsmoment: O, = 579.62 [kg m?]

Als Anfangsbedingung fiir den Ring wird eine Horizontalgeschwindigkeit von 6 [m/s]
gewdhlt und als Reibbeiwert wird g = 0.3 verwendet. Der Ring wird mit 256 bi-
linearen Vierknoten—Elementen, die fiir grole Starrkdrperrotationen geeignet sind,

diskretisiert. Es werden folgende Parameter verwendet:

Untersuchungszeitraum: T = 2.0 [s]
Zeitschrittweite: dt =0.01 [s]
Newmark—Parameter: g =0.3025, v=0.6 [
Penaltyfaktoren: ey = 10°%, er = 4.0 10° [N/m]
Basisbeschleunigung: b =-10.0 [m/s?|

In der Tabelle 6.1 werden die anhand der analytischen Starrkérperlosung ermittelten
Geschwindigkeiten und zuriickgelegten Wege zu diskreten Zeitpunkten, denen der
numerischen Losung gegeniibergestellt. Das Rollen tritt bei der numerischen Lésung
mit £ = 1.0 [s] um 0.1 [s] spéter ein als bei der analytischen Lisung. Die auftretenden

Abweichungen liegen bei maximal 6 %.

Abbildung 6.1 zeigt qualitativ die Entwicklung des Geschwindigkeitsprofiles des Rin-
ges anhand von Vektoren. Zu Beginn des untersuchten Vorganges, sieche Abbildung
6.1 (a), unterliegt der Ring einer horizontalen Anfangsgeschwindigkeit. Dies wird an
der horizontalen Ausrichtung der Vektoren deutlich. Im Verlauf des Gleitzustandes
beginnt der Ring zunehmend zu rotieren, siehe Abbildung 6.1 (b). Mit Zunahme der
Rotation und Abnahme der Tangentialgeschwindigkeit im Kontaktbereich tritt, siehe
Abbildung 6.1 (c), der Rollzustand ein. Kennzeichnend fiir diesen Zustand ist, dass
sich der Geschwindigkeitspol im Kontaktbereich befindet und damit die Tangential-

geschwindigkeit in diesem Punkt gleich null ist.
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In Abbildung 6.2 (a) ist der Zeitverlauf der Tangentialgeschwindigkeit der sich jeweils
in Kontakt befindenden Knoten dargestellt. Es wird deutlich, dass der Betrag der
Anfangsgeschwindigkeit bis zum Zeitpunkt bei dem das Rollen eintritt, linear abfillt.
Die zu Beginn der Untersuchung erkennbare geringe Schwingung, hat ihre Ursache
in der zu Beginn der Beobachtungszeit einsetzenden Schwerkraft. Sie fiihrt zu Eigen-
schwingungen des Ringes. Eine zweite sich iiberlagernde Schwingung entsteht beim

Ubergang in den Rollzustand. Ursache hierfiir mag die Penaltyregularisierung sein.

Abbildung 6.2 (b) zeigt die Kontaktkraft—Zeit—Verldufe des Ringes. Zu Beginn sind
bei den Kraftverldufen der Kontaktkrifte ebenfalls die durch die Schwerkraft indu-
zierten sich abbauenden Schwingungen erkennbar. Die Reibkraft wirkt in dem Zeit-
raum unter einer Sekunde entgegen der Bewegungsrichtung, da sie im Gleitzustand
ist. Der Beginn des anschlieflend eintretenden Rollzustandes im Zeitraum oberhalb
einer Sekunde ist durch die Abnahme der Reibkraft gekennzeichnet. Der Wert der
beim Rollen auftretenden Haftkraft ist bei wechselndem Vorzeichen sehr klein. Dieser

Rollvorgang geht anschlieflend in einen stationdren Zustand iiber.

Starrkorperlosung Numerische Losung
Zeit | Weg  Geschwindigkeit | Weg  Geschwindigkeit
tfs] | (@) [m] — &(f) [m/s] | () [m]  &(t) [m/s]
0.25 1.41 5.25 1.39 5.38
0.50 2.63 4.50 2.68 4.71
0.75 3.66 3.75 3.88 4.01
0.90 | 4.19 3.30 4.45 3.58
1.00 | 4.52 3.30 4.70 3.29
1.50 | 6.17 3.30 6.33 3.29
2.00 7.81 3.30 7.91 3.29
250 | 9.47 3.30 9.13 3.29

Tabelle 6.1: Gegeniiberstellung von Ergebnissen der Starrkérperlésung mit der nu-

merischen Losung zu diskreten Zeitpunkten.
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Abbildung 6.1: Darstellung der Geschwindigkeit einzelner Knoten des Ringes anhand
von Vektoren beim Ubergang vom Gleiten (a) und (b) ins Rollen (c) [s].

Die Abweichungen von der Starrkérperlosung haben folgende Ursachen:

e Der Ring besitzt eine endliche Elastizitit. Gegeniiber dem Starrkorper treten Ei-
genschwingungen auf, die einen Energieanteil speichern.

e Die gekriimmte Oberfliche wird durch lineare Bereiche angenihert. Der Ring be-
steht aus einem Vieleck.

e Der Einsatz der Dampfung, der in diesem Fall mit Newmark—Parametern durch-
gefiihrt wurde, ist fiir die numerische Lésung notwendig, fiihrt aber zu geringfiigigem
Energieverlust.

e Wesentlichen Einfluss hat die Tatsache, dass bei der Simulation grundsétzlich der
erste Zeitschritt eines in Kontakt tretenden Knotens stets reibungsfrei angenommen
wird. Somit verzogert sich der Energieverlust durch Reibung bei einem Wechsel von
einem Knoten zum anderen.

e Aufgrund der linearen Annéherung der Ringoberfliche sind beim Knoten—Segment—
Kontakt konzeptbedingt ein oder zwei Knoten in Kontakt zur Ebene. Die Normal-
kraft wird entsprechend auf einen oder zwei Knoten verteilt. Die in Abbildung 6.2 (b)
resultierende Normalkraft kann in einem Zeitpunkt aus einem oder, wenn zwei Kno-
ten in Kontakt stehen, aus zwei Knotenkriften bestehen. Somit bleibt der Schwer-
punkt des Ringes nicht genau auf einer Hohe und die Gréfle der Kontaktfliche nicht
konstant. In diesem Fall wire also eine exakte Erfiillung der Kontaktbedingung we-

niger sinnvoll.
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Abbildung 6.2: Tangentialgeschwindigkeit—Zeit—Verlauf und Kontaktkraft—Zeit—

Verliufe im Kontaktbereich beim Ubergang des Ringes vom Gleiten ins Rollen.
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2. Ein Ring steht auf einer geneigten Ebene und beginnt aus einer Ruhelage
aufgrund von Schwerkrafteinwirkung und Neigung zu rollen. Die Neigung der Ebene
betragt 30 Grad. Um das Rollen zu gewéhrleisten, wird mit 4 = 0.7 ein relativ
hoher Reibbeiwert benutzt. Geometrie, Masse und Diskretisierung des Ringes wurden
aus dem vorherigen Beispiel iibernommen. Unter Annahme eines Rollzustandes wird
das Massentriagheitsmoment fiir die Starrkérperlosung auf den in der Kontaktfliche

liegenden Geschwindigkeitspol bezogen und betriigt ©,, = 1286.47 [kg m?].

Zur Ermittlung dieser Starrkdrperldsung werden die folgenden Gleichungen benétigt:

Energiesatz fiir den Rollzustand: mbh = 1/2 ©,, ¢*

Summe der Krifte in horizontaler Richtung: 0=0,, ¢ —mb sinar
Rollbedingung: T=rY

Damit ergeben sich die Geschwindigkeit, mit T =mb/O,, sinar’t
und der Weg mit r=mb/O,, sinar®t?/2.

Folgende Parameter werden verwendet:

Untersuchungszeitraum: T =3.00 [s]
Zeitschrittweite: dt =0.01 [s]
Newmark—Parameter: g =0.3025 v=06 []
Penaltyfaktoren: ey = 10°, e = 10° [N/m]
Reibbeiwert: p =0.7 -]
Basisbeschleunigung: b =-10 [m/s?|
Elastizititsmodul: E =9.010° [N/m?]

In der Tabelle 6.2 werden die anhand der analytischen Starrkorperléosung und der
numerischen Losung ermittelten Geschwindigkeiten und zuriickgelegten Wege ge-
geniibergestellt. # und x verlaufen in Richtung der Neigung der Ebene. Die Ab-
weichungen der beiden Losungen voneinander liegen &hnlich wie beim vorherigen

Beispiel unter 6 %.

Der sich im Rollzustand befindende diskretisierte Ring ist in Abbildung 6.3 zum
Zeitpunkt ¢ = 2.0 [s] dargestellt. Anhand der Richtung und der Léange der Geschwin-
digkeitsvektoren einzelner Knoten wird das Rotieren um die als Geschwindigkeitspol

fungierende Kontaktzone deutlich.
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Starrkorperlésung Numerische Losung
Zeit | Weg  Geschwindigkeit | Weg  Geschwindigkeit
tfs] | w(t) m] () [m/s] | x(t) m] () [m/s]
0.5 0.34 1.37 0.35 1.29
1.0 1.37 2.74 1.37 2.66
2.0 5.48 5.48 5.46 5.45
3.0 12.34 8.23 11.83 8.38

Tabelle 6.2: Gegeniiberstellung von Ergebnissen der analytischen Starrkérperlésung

mit der numerischen Losung zu diskreten Zeitpunkten.

Abbildung 6.3: Ein Ring liegt auf einer geneigten Ebene beginnt schwerkraftbedingt

zu rollen. Dargestellt sind die Geschwindigkeitsvektoren einzelner Knoten zum Zeit-

punkt ¢ = 2.0 [s].
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3. Ein Ring steht am Rand einer parabolischen Fliche und beginnt aus einer
Ruhelage aufgrund der Einwirkungen aus Schwerkraft und Neigung der Fliche zu

rollen.

Der Ring beschleunigt bis zum tiefsten Punkt dieser Fliche und erreicht dort seine
maximale Geschwindigkeit. Aufgrund der Steigung der Fliche verringert er anschlie-
Bend seine Geschwindigkeit bis zum Stillstand. Schwerkraft und Neigung der Fléche
fiihren dann zum Wechsel der Bewegungsrichtung und zur Wiederholung des Vor-
ganges. Im Idealfall, wenn ein reiner Rollzustand vorherrschen wiirde, bliebe die
Summe aus kinetischer und potenzieller Energie konstant und der sich einstellende

Bewegungsablauf — Pendeleffekt — bliebe beliebig lange erhalten.

Untersucht werden sollen Moglichkeiten der numerischen Umsetzung vom Kontakt
einer parabolischer Unterlage mit einem durch bilineare Vierknoten—Elemente dis-
kretisierten Ring. Diese gekriimmte parabolisch geformte Fliche wird mit einem Po-
lynom zweiten Grades beschrieben, er lautet e(§) = 0.01(6 — 45.0)2 + 2.0 . Der
Beobachtungszeitraum betragt T = 40.0 [s]. Geometrie, Masse, Reibgesetz und Dis-
kretisierung des Ringes wurden aus dem vorherigen Beispiel iibernommen. Es werden

folgende Parameter verwendet:

Untersuchungszeitraum: T =40.00

[

Zeitschrittweite: dt =0.01 E
Newmark—Parameter: g =03025, y=06 [
Penaltyfaktoren: ey =10°, er =10° [N/m]
Reibbeiwert: p =07 -]
Basisbeschleunigung: b =-10.0 [m/s?]
Elastizitdtsmodul: E =3.010° [N/m?]
Massentrégheitsmoment: O, = 1286.47 kg m?|

Der Mittelpunkt des Ringes wurde zu Beginn der Untersuchung auf die Position
(15.00, 16.90) [m] des Koordinatensystems gesetzt. Damit hat er gegeniiber dem
tiefsten Punkt der Flidche eine Hohe von h = 9.90 [m]. Mit Hilfe des Energiesatzes
fiir den Rollzustand, er lautet mgh = 1/2 ©,, ¢?, lisst sich die Starrkdrperlésung
ermitteln. Zu Beginn besitzt der Ring eine potenzielle Energie von 2799.5 [Nml].
In Tabelle 6.3 werden die mit der Starrkérperlosung und der numerischen Losung
am tiefsten Punkt in der Mitte der Fliche ermittelten Horizontalgeschwindigkeiten
gegeniibergestellt. Diese Geschwindigkeiten werden dabei auf den Mittelpunkt des

Ringes bezogen. Aufgrund der numerischen Dampfung mit Newmark-Parametern
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verringert, sich die Geschwindigkeit im Verlauf des betrachteten Zeitraumes. Abwei-

chungen bewegen sich wie bei den vorherigen Beispielen im Bereich von unter 6 %.

Starrkorperlosung | Numerische Losung
Zeit Geschwindigkeit Geschwindigkeit
ts] | #(t) = ¢(t) ra [m/s] (t) [m/s]
5.0 +10.43 +10.37
15.0 -10.43 -10.27
25.0 +10.43 +10.18
35.0 -10.43 -10.08

Tabelle 6.3: Gegeniiberstellung von Ergebnissen der analytischen Starrkérperlsung

mit der numerischen Losung zu diskreten Zeitpunkten.

Abbildung 6.4 zeigt den diskretisierten Ring auf der gekriimmten Fliche. Dargestellt
ist der Ring am linken und am rechten Umkehrpunkt, sowie wihrend zweier Roll-
zustande, die durch eindeutige Geschwindigkeitsvektoren gekennzeichnet sind. Am
rechten Umkehrpunkt treten aufgrund von Eigenschwingungen und bedingt durch

eine diskrete Zeitschrittweite auch hier Knotengeschwindigkeiten auf.

In Abbildung 6.5 werden die aus der numerischen Losung stammenden Energie—Zeit—
Verldufe von potenzieller und kinetischer Energie gezeigt. Wihrend die maximale ki-
netische Energie am tiefsten Punkt der Fliache auftritt, wird die maximale potenzielle
Energie im kurzzeitigen Ruhezustand zum Zeitpunkt des Richtungswechsels erreicht.
Der periodische Wechsel der Energiezustinde dieses Vorganges und der Rollzustand
bleiben wihrend des gesamten Untersuchungszeitraumes erhalten. Somit wird mit
dem aus linearen Segmenten bestehenden Ring und einer gekriimmten Fléche ein sta-
tiondrer Rollzustand erreicht. Aufgrund der numerischen Ddmpfung mit Newmark—
Parametern ergibt sich wihrend des Beobachtungszeitraumes von 40.00 [s] jedoch

ein Energieverlust von 194.47 [Nm].

Bemerkungen zur numerischen Umsetzung

Zur Bestimmung des Kontaktpunktes auf der Oberfliche wird grundsétzlich in jedem
Tterationsschritt der kiirzeste Abstand zwischen Slavepunkt ¢(V)(X,t) und Master-
fliche mit der Funktion |g(X, )| gesucht. Die Minimierung dieser Funktion erfolgt
mit Hilfe der Bedingung d%|g(X,t)| = 0 und wird durch die Bedingung n-7; = 0
erfiillt. Bs gilt 7, = 7,(£(X, 1)) = cpff) (Y (X)) . Aufgrund der Form der Fliiche wird
im Rahmen der numerischen Umsetzung der Punkt ¢ (Y (X)) auf der Masterfléiche
mit Hilfe der Bedingung n - 7; = 0 ermittelt. Hierzu muss in jedem Iterationschritt

zusétzlich ein Polynom dritten Grades gelést werden.
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Abbildung 6.4: Ein Ring rollt — pendelartig — auf einer parabelférmigen Fliche [s].
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Abbildung 6.5: Darstellung der Energie-Zeit—Verlaufe der numerischen Lésung des
auf einer parabelférmigen Fliche rollenden Ringes.
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6.3 Gleiten

Die folgenden Beispiele dienen der Untersuchung der Kraftverldufe auf der Kontakt-
fliche eines sich bewegenden elastischen Blockes. Hierzu wird ein Block betrachtet,
der an seiner gesamten oberen Seite an beiden Freiheitsgraden gehalten beziehungs-
weise gefiihrt wird. Die Grofle der Kontaktfliche bleibt konstant. Dieser verschie-
bungsgesteuerte Block dient als grundlegendes Beispiel fiir viele technische Anwen-
dungen. Der Block wird jeweils so belastet, dass die Uberginge vom Haften zum
Gleiten und umgekehrt, sowie andauernde Gleitzustéinde untersucht werden kénnen.

Hierzu dient folgende Vorgehensweise:

6.3.1 Der Block wird vertikal angepresst und durchlduft quasi—statisch eine sinusférmi-

ge Horizontalverschiebung.

Untersucht werden sollen Richtungswechsel der Reibkraft und periodisch wie-
derkehrende Gleitzustéinde mit verschiedenen Algorithmen. Die Kontaktkraft-
verldufe von Untersuchungen mit einem konstanten und einem wegabhéngigen

Reibbeiwert werden gegeniibergestellt.

6.3.2 Der Block wird zuerst vertikal angepresst und anschlieSend horizontal verscho-

ben.

Ziel ist die Untersuchung der Kontaktkraftverldufe beim Sich-in-Bewegung-

setzen des Blockes bis zum Erreichen eines Gleitzustandes.

Hierbei werden quasi—statische und dynamische Losungen mit Hilfe von Zeit-

integrationsverfahren und verschiedenen Algorithmen gegeniibergestellt.

6.3.3 Der Block wird zuerst vertikal angepresst und anschlieSend horizontal verscho-

ben.

Ziel ist die Untersuchung der Kontaktkraftverldufe bei einem stationéren Gleit-

zustand unter Beriicksichtigung dynamischer Effekte.

Dazu wird der Gleitzustand mit einem konstanten und einem geschwindigkeits-

abhéngigen Reibbeiwert und verschiedenen Belastungsfunktionen betrachtet.

Fiir den Block werden die bereits bekannten Strukturparameter der Beispiele aus
Kapitel 5.2 mit eine H6he von h = 2.0 [m] und einer Breite von b = 4.0 [m], einem
Elastizititsmodul von £ = 1000.0 [N/m?] und einer Querdehnzahl von v = 0.3 unter

Annahme eines ebenen Spannungszustandes verwendet.
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6.3.1 Gleiten mit sinusférmiger Horizontalverschiebung

Um die sich entwickelnden Kraftverldufe auf der Unterseite des Blockes untersuchen
zu konnen, wird dieser vertikal angepresst und durchlduft in horizontaler Richtung
eine Sinusperiode. Die Belastungsfunktionen werden in Abbildung 6.6 dargestellt.
Abbildung 6.7 zeigt den sich iiber eine Ebene bewegenden Block. Zu Beginn wurde
die Struktur lediglich mit einem Element diskretisiert. Auf der Kontaktfliche
befinden sich somit zwei Knoten. Betrachtet werden sollen hierbei die Folgen des
Richtungswechsels unter anderem auf die Kraft in tangentialer Richtung. Die Unter-
suchung wurde mit dem unsymmetrischen Augmented-Lagrange—Verfahren durch-
gefithrt. Es wurden durchschnittlich vier 'updates’ benétigt. Folgende Parameter

wurden verwendet:

Untersuchungszeitraum: T =1.0 [s]
Zeitschrittweite: dt = 0.0025 s]
Vertikale Verschiebung: V(t) =0.5 [m]
Horizontale Verschiebung:  H(t) = 5.0 sin(27t) [m]
Penaltyfaktoren: ey =107, ep =10 [N/m]
Reibbeiwert: w  =0.3 -]
5 ‘ ‘ H(t)-Fljnktion i
V(t)-Funktion ---------
25
E
3 o0
g
25 F
5+ ‘ ‘ )
0 0.25 05 0.75 1

Zeit [s]

Abbildung 6.6: Verldufe der Belastungsfunktionen H(t) und V(t).
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—»H(t) —» H(t) —»H(t)
‘ ¢ V() ‘ i V(t) | i V(t) |
/ 1 2\ L 21 /1 2\
\ \ \ | \ \ \ \ |
t=0.75 t=1.00 t=0.25
(t=0.00)
(t=0.50)

Abbildung 6.7: Verschiebungszustinde des mit einem Element diskretisierten Blockes
zu den Zeitpunkten ¢ = 0.25, 0.75 und 1.0 [s].

Die Zeitverldufe der Reibarbeit, der Verzerrungsenergie und der Gesamtarbeit als
Summe aus den beiden wurden in Abbildung 6.8 iiber die Zeit aufgetragen. Die Zu-
nahme der verrichteten Reibarbeit und damit auch der &ufleren Arbeit verringert
sich wihrend der horizontalen Verschiebung jeweils vor den beiden Richtungswech-
seln. Wéhrend der Richtungswechsel wird wegen der eintretenden Haftzusténde keine
Arbeit verrichtet, und die ansonsten konstante Verzerrungsenergie verringert sich in-

folge der in diesen Phasen auftretenden Verformungsinderungen.

In Abbildung 6.9 sind die Normalkraftverldufe (N1, N2) und die Haft— oder Reib-
kraftverlaufe (R1, R2) der beiden Kontaktknoten (1,2) sowie der Verlauf des Zustan-
des der Kontaktfliche (Z), der aussagt, ob Haften oder Gleiten vorliegt, iiber die
Zeit aufgetragen. Die je nach horizontaler Bewegungsrichtung vorn liegende Kante
des Blockes wird in Normalenrichtung hoher belastet, zu Beginn und am Ende ist
es die Kante an Knoten 2. Unmittelbar nach den Richtungswechseln der Horizon-
talverschiebung geraten beide Knoten in den Haftzustand, und die Tangentialkrifte
dndern ihre Richtungen.

Um einen Vergleich zwischen dem Penalty— und dem Augmented-Lagrange—Verfahren
zu fiithren, werden in Abbildung 6.10 die jeweilig ermittelten Tangentialverschiebun-
gen und Zusténde eines Knotens iiber die Zeit einer Sinusperiode aufgetragen. Deut-
lich wird, dass nur durch die Riicknahme der Penaltyregularisierung die Tangen-
tialverschiebung (gr) beim Augmented-Lagrange-Verfahren in den Haftzustinden
konstant und damit die Geschwindigkeit gleich null ist. Auflerdem erkennt man bei
der Betrachtung der Zustinde (Z) der Kontaktfliche, dass beim Penalty—Verfahren
die Dauer des Haftzustandes wegen der Regularisierung etwas ldnger ist.
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Abbildung 6.8: Verlauf der Verzerrungsenergie, der Reibarbeit sowie der benétigten
Gesamtarbeit iiber die Zeit einer Sinusperiode des mit einem Element diskretisierten
Blockes.
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Abbildung 6.9: Verlauf der Kontaktkréifte und der Zusténde iiber die Zeit einer Si-
nusperiode des mit einem Element diskretisierten Blockes.
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Tangentialverschiebung [m]
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Abbildung 6.10: Gegeniiberstellung der Tangentialverschiebung und des Zustandes

der Kontaktfliche, ermittelt mit dem Augmented—Lagrange— und dem Penalty—

Verfahren.

Um realistische Verformungen und Kraftverldufe auf der Oberfliche betrachten zu

konnen, wird anschliefend der Block mit 200 Elementen diskretisiert. Die Bela-

stungsfunktionen und alle anderen Parameter wurden beibehalten. Die Kontaktfléiche

setzt sich aus 21 Kontaktknoten zusammen. Aufgrund der Diskretisierung wurde le-
diglich die Zeitschrittweite auf dt = 0.00025 [s] verringert, und als Penaltyfaktoren
wurden e7 = 500 und ey = 107 [N/m] benutzt. Abbildung 6.11 zeigt den diskreti-

sierten, sich {iber eine Ebene bewegenden Block zu drei Zeitpunkten.

—>H(t) > H() > H()
‘ o o o o e |
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S - R AR TR
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t=0.75 t=1.00 t=0.25
(t=0.00)
(t=0.50)

Abbildung 6.11: Verschiebungszustinde des mit 200 Elementen diskretisierten
Blockes zu den Zeitpunkten ¢ = 0.25, 0.75 und 1.0 [s].
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Fiir Untersuchungen mit konstantem Reibbeiwert von p = 0.3 wurde der symmetri-
sierte Augmented-Lagrange-Algorithmus mit sieben bis zehn 'updates’ verwendet.
Der Verlauf der Energien, sieche Abbildung 6.12 (a), ergibt sich analog zum vorherigen
Beispiel. Die Kraftverlaufe auf der Kontaktfliche des Bewegungsvorganges sind in
Abbildung 6.13 dargestellt. Wegen einer besseren Ubersicht wurden nur Kraftverliufe
der zweiten Hilfte der sinusformigen Belastung von T = 0.5-1.0 [s] dargestellt. Ab-
bildung 6.13 (a) zeigt den Normalkraftverlauf. Aufgrund der mit der Anpressung
einhergehenden Verformungen und der der horizontalen Bewegung entgegenwirken-
den Reibung wird der vordere Bereich wesentlich héher belastet als der hintere. Der
Haft— oder Reibkraftverlauf, sieche Abbildung 6.13 (b), verlduft, wenn alle Kontakt-
knoten im Gleitzustand sind, affin zur Normalkraft, da ein konstanter Reibbeiwert
benutzt wurde. Bedingt durch den Richtungswechsel der Bewegung kommt es zu

einer Haftphase mit Vorzeichenwechsel der Haft— oder Reibkraft.

Exemplarisch fiir weitere Untersuchungen wird als Beispiel fiir ein nichtlineares Reib-

gesetz eines gewihlt, bei dem der Reibbeiwert p vom Gleitweg gy abhiingig ist:
1(gr) = 0.04 + (0.4 — 0.04)e~'3lo7

Als tribologische Motivation ist ein Reibverhalten vorstellbar, bei dem sich aus der
Oberfliche Verschleifiteilchen herauslésen und eine schmierende Wirkung erzielen,
was zu einem mit Zunahme des zuriickgelegten Weges abnehmenden Reibbeiwert
fithrt. Bei der Verwendung von wegabhéngigen Reibgesetzen ist der symmetrisierte
Augmented-Lagrange—Algorithmus wesentlich geeigneter als der unsymmetrische, da
die Anwendung der Gleitregel bei der symmetrisierten Variante im Gleichgewichtszu-
stand erfolgt. Da bei dieser Variante keine Kontaktsteifigkeitsmatrix im Gleitzustand
benutzt wird, ist eine Linearisierung des Reibgesetzes nicht notig. Der wihrend eines
Anpassungsprozesses bei der Anwendung der Gleitregel verwendete wegabhéngige
Reibbeiwert wird anhand des im vorherigen Anpassungsprozess ermittelten Gleitwe-

ges festgelegt.

Die Entwicklung der Reibarbeit wird in Abbildung 6.12 (b) und die des Normal-
kraftverlaufes und des Haft— oder Reibkraftverlaufes wird in Abbildung 6.14 gezeigt.
Mit zunehmendem Gleitweg verringert sich aufgrund des benutzten Reibgesetzes der
Zuwachs der Reibarbeit. Aufgrund der Abnahme der Reibkraft bei zunehmendem
Gleitweg verdndert sich die Verformung des Blockes, wobei sich Verformung und
Normalkraftverlaufs wiederum gegenseitig bedingen. Wegen der sich verringernden
Reibung und Verformung nimmt die aufgenommene Verzerrungsenergie ab. Beim
zweiten Richtungswechsel ist wihrend des kurzzeitigen Haftzustandes nahezu kein

Riickgang der Verformung zu erkennen.
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(b) Wegabhingiger Reibbeiwert p(gr)

Abbildung 6.12: Gegeniiberstellung der Zeitverlaufe der Verzerrungsenergie, der

Reibarbeit sowie der benétigten Gesamtarbeit, ermittelt mit konstantem und mit

wegabhéngigem Reibbeiwert in der Zeit t = 0.0-1.0 [s].
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Abbildung 6.13: Kontaktkraftverldufe eines sinusférmig verschobenen Blockes ermit-
telt mit einem konstanten Reibbeiwert p, dargestellt sind 50 Zeitschritte im Bereich
t = 0.5-1.0 [s].
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Abbildung 6.14: Kontaktkraftverldufe eines sinusférmig verschobenen Blockes ermit-
telt mit einem wegabhéingigen Reibbeiwert u(gr), dargestellt sind 100 Zeitschritte
im Bereich ¢ = 0.0-1.0 [s].
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6.3.2 Gleiten mit ’sanftem’ Bewegungsbeginn

Als Ubergang zur Behandlung von Problemen, die von dynamischen Effekten, wie
Massentrigheiten, Eigenschwingungen und Wellenausbreitung beeinflusst werden,
soll die folgende Untersuchung dienen. Um diese dynamischen Effekte beriicksichtigen
zu kénnen, wird ein Zeitintegrationsverfahren benétigt. Damit mogliche Abweichun-
gen bei den Kontaktkraftverlaufen erkannt werden kénnen, werden mit verschiedenen
Algorithmen Voruntersuchungen durchgefiihrt. Bei dynamischen Problemstellungen
werden die Belastungsfunktionen wegen dieser Effekte moglichst harmonisch ohne
Spriinge oder Knicke gew#hlt. Die Belastungsfunktionen sollten moglichst keine Un-
stetigkeiten aufweisen, damit weitgehend auf numerische Dampfung verzichtet wer-
den kann. Der vertikale Anpressvorgang und die Einleitung der Horizontalbewegung
erfolgen zeitlich nacheinander. Die Verschiebungsfunktionen H(¢) und V(¢) in [m]

werden aus den folgenden Polynomen zusammengesetzt und in Abbildung 6.15 dar-

gestellt:

Vertikal V(t): 0.0<t<50 : —50(0.12¢% — 0.016¢3)
t>50 : —50(1.0)

Horizontal H(t): 5.0 <t <10.0: 5.0 (0.125 — 0.05¢ + 0.005¢2)

t>10.0: 5.0 (—0.375+ 0.05¢)
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Abbildung 6.15: Zeitverldufe der Belastungsfunktionen in vertikaler V(¢) und hori-
zontaler H(t) Richtung.
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Vergleichsuntersuchungen haben gezeigt, dass trotz der gewé#hlten Belastungsfunk-

tionen numerische Dampfung notig ist.

Der Block wurde wie zuvor mit 200 Elementen diskretisiert, und die gesamte Unter-

seite mit 21 Knoten dient als Kontaktfliche. Folgende Parameter wurden verwendet:

Untersuchungszeitraum: T = 16.0 [s]
Zeitschrittweite: dt = 0.005 [s]
Newmark-Parameter: g = 07, y=12 []
Penaltyfaktoren: ey = 107, e =10° [N/m]
Reibbeiwert: p = 0.3 -]
Dichte: p = 10.0 [kg/m?]

Um die Verldufe der Kontaktkrifte nach Beendigung des Anpressvorganges bis zum
Bewegungsbeginn zu zeigen, werden sie im Zeitraum ¢ = 5.2-16.0 [s] in Abbil-
dung 6.16 dargestellt. Sie wurden anhand einer quasi-statischen Berechnung des
Augmented-Lagrange—Verfahrens mit sechs 'updates’ ermittelt. Die zeitliche Abfol-
ge der Belastungen bedingt, dass sich nach dem Anpressen zunichst ein iiber die
Kontaktfliche symmetrischer Kraftverlauf entwickelt. Durch die Horizontalverschie-
bung und das Auftreten von Reibung entstehen Verformungen, die den Normalkraft-
verlauf beeinflussen, sieche Abbildung 6.16 (a). Wie Abbildung 6.16 (b) verdeutlicht,
entwickelt sich der anfangs symmetrische Haft— oder Reibkraftverlauf durch die Ho-
rizontalbewegung in eine der Bewegungsrichtung entgegen wirkende Richtung. Im
weiteren Verlauf wird ein stationiirer Gleitzustand erreicht, wobei bedingt durch den
konstanten Reibbeiwert die Reibkraft dann affin zur Normalkraft ist.
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Abbildung 6.16: Darstellung von Kraftverldufen im Bereich von ¢ = 5.2-16.0 bei einer
Zeitschrittweite von dt = 0.2 [s], ermittelt mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren.
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Um etwaige Abweichungen zwischen quasi-statischen und dynamischen Betrachtun-
gen unter Verwendung eines Zeitintegrationsverfahrens erkennen zu kénnen, werden
mit verschiedenen Algorithmen ermittelte Kontaktkraftverliufe zu bestimmten Zeit-

punkten einander gegeniibergestellt. Untersuchungen wurden

e quasi—statisch, oder mit

e Zeitintegrationsverfahren zur Beriicksichtigung dynamischer Effekte
durchgefiihrt. Dabei wurden jeweils Kraftverldufe, die mit

e dem Penalty—Verfahren,
e dem unsymmetrische Augmented-Lagrange— und

e dem symmetrisierten Augmented-Lagrange—Verfahren

ermittelt wurden, gegeniibergestellt. Der Anpassungsprozess des Augmented-La-
grange—Verfahrens wurde grundsétzlich mit sechs 'updates’ durchgefiihrt. Ziel ist
es, anhand zweier ausgewéhlter Zeitpunkte zu priifen, ob die Ergebnisse unabhéingig
vom Algorithmus sind und ob mit numerischer Dampfung und Zeitintegrationsver-

fahren die gleichen Kraftverldufe erhalten werden wie mit den quasi-statischen.

Abbildung 6.17 zeigt die Kraftverliufe im Haftzustand zum Zeitpunkt ¢ = 7.0 [s].
Der Normalkraftverlauf, siehe Abbildung 6.17 (a), ist bei allen gegeniibergestellten
Verfahren nahezu identisch. Die zu erkennenden Abweichungen bei den Verlaufen der
Haft— oder Reibkrifte, siche Abbildung 6.17 (b), beruhen auf den mit verschiedenen
Verfahren erzielten Ergebnissen. Wihrend beim mit der Penalty-Losung ermittel-
ten von innen nach auflen zunehmenden Haft— oder Reibkraftverlauf alle Kontakt-
krifte im Haftzustand verbleiben, nimmt dagegen der Verlauf der Betrige bei den
Augmented—Lagrange-Losungen nach aufien jeweils mehr zu, und die Randknoten
sind bereits im Gleitzustand. Ursache fiir die Abweichungen der Losungen ist die
nicht zuriickgenommene Penaltyregularisierung der Penetration und der Tangential-
verschiebung im Haftzustand. Dies fiihrt zu einem anderen Verformungsverhalten der
Struktur. Ein Teil der durch die verschiebungsgesteuerte Belastung aufzunehmenden
Verzerrungsenergie geht in die als Feder wirkenden Penaltyfaktoren. Deshalb unter-

liegt bei der Penalty-Losung die Struktur selbst geringeren Verzerrungen.

Abbildung 6.18 zeigt die Kraftverldufe im Gleitzustand zum Zeitpunkt ¢ = 16.0 [s].
Aufgrund der Wahl der Belastungsfunktionen und der numerischen Démpfung tre-
ten nur geringe Trigheitskrifte auf. Es sind lediglich geringe Unterschiede zwischen
den quasi-statischen und denen mit Zeitintegrationsverfahren in den Verldufen der

Triagheitskréfte erkennbar.
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Abbildung 6.17: Gegeniiberstellung der Kontaktkraftverldufe im Haftzustand, ermit-

telt mit verschiedenen Algorithmen, zum Zeitpunkt ¢ = 7.0 [s].
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Abbildung 6.18: Gegeniiberstellung der Kontaktkraftverldufe im Gleitzustand, er-

mittelt mit verschiedenen Algorithmen, zum Zeitpunkt ¢t = 16.0 [s].
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6.3.3 Gleiten im stationiren Zustand

Ziel ist die Untersuchung der Kraftverliufe auf der Kontaktfliche eines in Bewe-
gung gesetzten Blockes in einem quasi-stationdren Gleitzustand unter Beriicksichti-
gung dynamischer Effekte. Motivation zu diesen Untersuchungen gaben OESTREICH,
HiNrICHS & Popp [1996]. Sie analysierten das Auftreten von Haft-Gleit—Wechsel
durch selbsterregende Schwingungen und Verwendung geschwindigkeitsabhédngiger

Reibgesetze mit Starrkdrpern.

Die Geometrie und Diskretisierung des Blockes entspricht der des vorherigen Bei-
spieles. Der Block wird zuerst verschiebungsgesteuert vertikal angepresst und an-
schliefend in horizontaler Richtung verschoben. Dabei werden erneut die im letzten

Abschnitt verwendeten Belastungsfunktionen, siehe Abbildung 6.15, benutzt.

Bei den Untersuchungen werden die Ergebnisse zweier linearer druckabhéngiger Reib-

gesetze gegeniibergestellt. Es wird ein linearer Reibbeiwert von
e 1=0.3,

und ein Reibbeiwert von
e p(vp) = 0.03 4 (0.3 — 0.03) e=*0 lor!

mit zusétzlicher nichtlinearer Geschwindigkeitsabhéngigkeit gewéhlt. Verringert sich
die Tangentialgeschwindigkeit vy auf null, haben beide Gesetze den gleichen Beiwert

von p = 0.3. Folgende Parameter wurden verwendet:

Elastizititsmodul: ~ E = 1000.0 [N/m?]
Basisbeschleunigung: b = 2.0 [m/s?]

Dichte: p = 50.0 [kg/m?]

und

Zeitschrittweiten: dt = 0.002, dtpior = 0.20 [s]
Penaltyfaktoren: ey = 107, er = 10" [N/m?|
Déampfungsparameter: ap = 0.02, fp =0.02 [kg/s]
Newmark-Parameter: [ = 0.25, v =0.50 [

Um den Gleitzustand zu untersuchen, wurden zwei verschiedene Horizontalverschie-
bungsfunktionen benutzt. Die erste Untersuchung wurde ohne die zweite Untersu-

chung mit einem Zwischenhalt des Blockes durchgefiihrt.
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Gleitzustand ohne Zwischenhalt

Ziel ist die Untersuchung von dynamischen Effekten in einem stationdren Gleit-
zustand. Die im Folgenden gezeigten Ergebnisse wurden mit dem symmetrisierten
Augmented—Lagrange—Verfahren, mit einer viermaligen Wiederholung des Anpas-
sungsprozesses ermittelt. Nach dem Anpressvorgang legt der Block in einem Zeit-
raum von T = 30.0 [s] eine Strecke von 5 [m] zuriick. Abbildung 6.19 zeigt den
Beginn der Bewegung der Struktur zu diskreten Zeitpunkten.

Abbildung 6.20 zeigt die Verldufe der Haft— Gleitzustdnde und des zuriickgelegten
Weges. Durch das nichtlineare geschwindigkeitsabhéingige Reibgesetz ergibt sich ein
Wechsel zwischen Haft— und Gleitzusténden. Dieser Wechsel findet relativ zeitgleich
iiber die gesamte Kontaktfliche statt. Im Haftzustand bewegen sich die in Kontakt
befindenden Knoten wegen der Riicknahme der Regularisierung nicht in tangen-
tialer Richtung. Dadurch ist der Weg-Zeit—Verlauf tatsichlich treppenférmig. Die
mit dem geschwindigkeitsabhéingigen Reibbeiwert erzielten Normal- und Haft— oder
Reibkraftverldufe sind in der Abbildung 6.21 dargestellt. Aufgrund des nichtlinearen
Reibbeiwertes kommt es zu den zwischen Haft— und Gleitzustdnden periodisch wech-
selnden Tangentialkrdften. Da Normalkraft, Haft— oder Reibkraft und Verformung
sich gegenseitig bedingen, wirken die Verldufe wihrend der Bewegungsphase optisch
sehr unruhig. Die Tangentialgeschwindigkeit auf der Kontaktfliche verdndert sich na-
hezu periodisch von null bis auf einen Maximalwert. Dies fiihrt zu einer Verédnderung
des Reibbeiwertes und folglich zu einer Verdnderung der Reibkraft. Zum Vergleich
mit diesen Verldufen wird in Abbildung 6.24 (b) der Normalkraftverlauf, der mit
konstantem Beiwert ermittelt wurde, dargestellt. Wie zu erwarten ist dieser Verlauf
wesentlich gleichméfliger. Da der Reibbeiwert konstant und der Normalkraftverlauf
im Gleitzustand quasi stationér ist, verhélt sich die Reibkraft in diesem Fall affin zur
Normalkraft.

Es wird deutlich, dass die Augmented—Lagrange—Algorithmen wegen der erreichten
Prizision eine Basis fiir eine Vielzahl von technischen Anwendungen im dynamischen
Bereich sein kénnen. Neben dem in tangentialer Richtung erreichten treppenférmigen
Weg—Zeit—Verlauf wird auch die Penetration in Normalenrichtung, sieche Abbildung
6.22, mit Betridgen von 1.0E-11 sehr gering und quasi unabhéngig vom Normalkraft-

verlauf.
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Abbildung 6.19: Sich-in—Bewegung—setzen des Blockes, ermittelt mit dem konstanten

Reibbeiwert. Dargestellt ist der Block zu verschiedenen Zeitpunkten [s].
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Bemerkungen zur Didmpfung

Bei Untersuchungen von dynamischen Problemstellungen unter Verwendung von
Zeitintegrationsverfahren ist der Einsatz von Dampfung notwendig. Da die nume-
rische Ddmpfung durch die Newmark-Parameter S und v unter Umstéinden nicht zu
kontrollierende Effekte aufweist, wurde moglichst die Rayleigh-Démpfung C d ver-
wendet. Wie bereits in Kapitel 3 beschrieben wurde, setzt sich die Dampfungsmatrix
C aus der Massenmatrix M, der Steifigkeitsmatrix K sowie den Faktoren ap und

[p zusammen:
C = CYDM + 5DK

Grundsétzlich ist die Dadmpfung stets moglichst gering zu halten. Um ihren Einfluss
zu zeigen, wurden mit dem konstanten Reibbeiwert und durch Verwendung von un-
terschiedlichen Dampfungsparametern ermittelte Normalkraftverldufe einander ge-
geniibergestellt. In Abbildung 6.23 sind die mit ap = fp = 0.007, in Abbildung
6.24 (a) sind die mit ap = fp = 0.01 und in Abbildung 6.24 (b) sind die mit
ap = [Bp = 0.02 ermittelten Normalkraftverldufe dargestellt. Bei diesen Normal-
kraftverlaufen wird deutlich, dass eine Grundschwingung und eine Oberschwingung

auftreten, wobei letztere mit dem zunehmenden Dampfungsgrad abnimmt.
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Abbildung 6.23: Darstellung eines Normalkraftverlaufes mit konstantem Reibbeiwert
und Dampfungsparameter ap = 0.007 und Sp = 0.007 in Abhéngigkeit von der Zeit
und der Kontaktlinie.
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taktlinie.
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Gleitzustand mit Zwischenhalt

Ziel ist die Untersuchung des Verhaltens des Blockes iiber einen lingeren Beobach-
tungszeitraum mit einem Zwischenhalt. Wahrend der Beobachtungszeit von T = 55.0
s] wird der Block im Gleitzustand fiir einen Zeitraum von At = 10.0 [s] angehalten.

Hierzu wird die horizontale Verschiebungsfunktion H(¢) folgendermafen modifiziert:

Horizontal (t): 5.0 <t <10.0: 5.0 (0.125 — 0.05¢ + 0.005¢2)

10.0 <t <20.0: 5.0(—0.375+ 0.05t)

200 <t<25.0: 5.0(—2.375+ 0.25¢t — 0.005t2)
25.0 < t<35.0: 5.0(0.750)

35.0 <t <40.0 : 5.0(6.875 — 0.35¢ + 0.005¢)
40.0 <t <55.0: 5.0(—1.125 + 0.05¢)

Es wurden die gleichen Reibgesetze und Parameter wie beim vorherigen Beispiel
und das symmetrisierte Augmented-Lagrange—Verfahren mit viermaligem 'update’
verwendet. Beobachtet werden sollten etwaige Auswirkungen durch das Anhalten
und wieder Anfahren. Deshalb werden in den folgenden Abbildungen jeweils die mit
dem konstanten p und dem geschwindigkeitsabhéingigen Reibbeiwert p(vr) erzielten
Ergebnisse gegeniibergestellt. Die Zeitschrittweite betragt dort dty, = 0.4 [s].

Abbildung 6.25 zeigt jeweils die Haft— und Gleitzustéinde. Die Zustédnde dndern sich
gleichméBig iiber die gesamte Kontaktfliche. Die Haft—Gleit—Wechsel erfolgen schlag-
artig. Das Anhalten und wieder Anfahren geschieht ohne Auffilligkeiten.

Abbildung 6.26 zeigt die zuriickgelegten Wege. Im Gegensatz zu dem mit konstan-
tem Reibbeiwert ermittelten Verlauf kommt es beim Verlauf mit dem geschwindig-
keitsabh#ngigen Reibgesetz in den Gleitphasen zu einem treppenartigen Verlauf, der
durch den Haft-Gleit—Wechsel bedingt ist.

Abbildung 6.27 zeigt die Verldufe der Haft— oder Reibkraft. Bei Berechnungen mit
dem konstanten Reibbeiwert ist die Reibkraft im Gleitzustand affin zur Normal-
kraft. Bei Verwendung des geschwindigkeitsabhéngigen Reibgesetzes wechseln sich
in diesem Zustand Gleit— und Haftphasen ab. Wihrend des Zwischenhaltes sind die
Kraftverldufe in tangentialer Richtung aufgrund der verwendeten Reibgesetze un-
terschiedlich. Dies liegt vermutlich an unterschiedlichen Verformungszustinden. Vor
dem Zwischenhalt des mit dem geschwindigkeitsabhéngigen Reibgesetz ermittelten
Verlaufes ist der Gleitzustand auffallend kurz. Dadurch entsteht eine gegeniiber den
Berechnungen mit dem konstanten Beiwert abweichende Verformung. Da der Verfor-
mungszustand wiederum den Kraftverlauf beeinflusst, sind die Kraftverldufe wihrend

dieses Zwischenhaltes nicht gleich.
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6.4 Stoflen

6.4.1 Stof3 eines Ringes gegen eine starre Ebene

Zur Untersuchung des globalen Strukturverhaltens eines Stoivorganges wird ein sich
bewegender Ring betrachtet, der unter einem bestimmten Einfallswinkel gegen ei-
ne starre Ebene stofit. Es wird das Verhalten des Ringes mit und ohne Reibung
gegeniibergestellt. Motivation hierzu wurde auch durch Beispiele von STEIN, WRIG-
GERS & VU VAN [1992] gegeben.

Folgende Parameter wurden verwendet:

Elastizititsmodul: ~ FEgy, = 200.0  [N/m?] Querdehnzahl: v =0.3 [

Dichte: Pring = 0.02  [kg/m?® Volumen: v=14.922 [m?]
Geometrie Ring: r; = 4.50, r, = 5.00 [m]

Dicke Ring: h =0.1 [m]

Anfangsbedingung: V, = 2.0, V, =-20 [m/s]
Penaltyfaktoren: ey = 200.0, er = 200.0 N/m]
Reibbeiwert: o =0.5 [

Zeitschrittweite: dt = 0.0025, dtpior = 1.0 [s]
Newmark-Parameter: /3 = 0.4, v=0.7 -]
Untersuchungszeit: T = 10.0, Eigenschwingzeit: Tp = 6.62 [

Der Ring wurde mit 128 bilinearen Vierknoten—Elementen in zwei Lagen diskretisiert.
Abbildung 6.28 zeigt diese Stoflvorgdnge. Als Anfangsbedingung erhilt der Ring
eine Geschwindigkeit in einem Winkel von 45 Grad. In Abbildung 6.28 (a) ist das
Verhalten ohne und in Abbildung 6.28 (b) mit Reibung dargestellt.

Zum Grundverstindnis des Stoflvorganges werden die folgenden Gleichungen aufge-
stellt.

Reibarbeit: Wiriee =p N1 Potenzielle Energie: E,,;, =mbh
Verzerrungsenergie:  Egpai = [ 3E€* dv Kinetische Energie:  Ej;, = 5 m V2
Impulsbilanz: S;(t) = [ P(t) ds dt =m AV,

Prinzipiell ist das Aufstellen der Energiebilanz und der Impulsbilanzen iiber die Zeit
mit den folgenden Groflien moglich. Unter Vernachlissigung der Einfliisse aus der po-
tenziellen Energie und der im Zeitintegrationsverfahren benotigten Dampfung lassen

sich die folgenden qualitativen Aussagen machen:
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(a) ohne Reibung (b) mit Reibung

Abbildung 6.28: Ein Ring st6ft gegen eine starre Ebene, links ohne und rechts mit
Reibung. Dargestellt sind die Strukturen jeweils in elf Schritten mit dt = 0.1 [s] in

einem Zeitraum von T = 10.0 [s].

Der Einfallswinkel des Ringes betrigt vor dem Stolvorgang in beiden Féllen 45 Grad
und die gesamte Energie ist dann noch gleich der kinetischen Energie Fy;,. Nach
dem reibungsfreien Stofl gegen die starre Ebene ist der Ausfallswinkel des Ringes
ungleich dem des Einfallswinkels. Da der Ring durch den Stof§ zu schwingen beginnt,
wird ein Teil der zur Verfiigung stehenden Energie in Verzerrungsenergie F.qin
iiberfithrt. Nach dem Stof} setzt sich die gesamte Energie aus kinetischer Fy;, und
Verzerrungsenergie Ey.q:n zusammen. Deshalb ist der Ausfallswinkel mit 37 Grad

kleiner als der Einfallswinkel.

Bei dem Stoflvorgang mit auftretender Reibung hat die in Tangentialrichtung wir-
kende Kraft Einfluss auf die Impulsbilanz. Die Tangentialgeschwindigkeit verringert
sich. Da wahrend dieses Stofles zusitzlich Reibarbeit verrichtet wird, entsteht ne-
ben der Verzerrungsenergie Fg.qin, die durch das Entfachen der Eigenschwingung
entsteht, ein Energieverlust durch Reibarbeit W, ;.. Dies fiihrt zu einem wesentlich
grofleren Ausfallswinkel von 69 Grad. Hierzu ist lediglich ein qualitativer Vergleich

mit Beispielen aus der Literatur moglich.
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6.4.2 Stof3 eines Ringes gegen eine elastische Ebene

Ziel ist neben der Untersuchung des globalen Verhaltens der Strukturen beim Stof3
auch die des lokalen Verhaltens. Hierzu gehort die Betrachtung der Kontaktspan-
nungsverlaufe. Zuerst wird der Stof} eines Ringes senkrecht gegen eine aufgelagerte
elastische Ebene, die fixiert ist, und anschliefend der Stof} eines Ringes senkrecht
gegen eine aufgelagerte Ebene, die sich in tangentialer Richtung bewegt, untersucht.
Der mit 256 Elementen diskretisierte Ring erhélt als Anfangsbedingung eine Ge-
schwindigkeit in senkrechter Richtung. Die Auflagerung der mit 86 Elementen dis-
kretisierten Ebene erfolgt an den vier Eckpunkten. Es wird ein Element fiir grofle
Starrkorperrotationen im ebenen Spannungszustand verwendet. Die Kontaktfliche

des Ringes wird als Slaveseite und die der Ebene als Masterseite gewihlt.

Folgende Parameter werden verwendet:

Geometrie Ring: Radius = 5.0, Dicke =0.5 [m]
Geometrie Ebene: Linge = 10.0, Dicke =0.5 [m]
Elastizititsmodul Ring:  Egin, = 200.0 [N/m?],  vgm, =03 [
Elastizititsmodul Ebene:  Egpene = 2000.0 [N/m?],  vgpene = 0.3 []
Dichte: PRring = 0.02, PEbene = 0.02  [kg/m?]
Anfangsbedingung Ring: 'V, = 0.0, vV, =—-2.0 [m/s]
Penaltyfaktoren: 3% = 600.0, e€r = 600.0 [N/m]
Reibbeiwert: i =04 [

Untersuchungszeit: T =30 [¢]

Zeitschrittweite: dt = 0.0025, dtpor = 0.02 [g]
Newmark—Parameter: 54 = 0.25, y =05 [
Dampfungsparameter: ap = 0.001, Bp = 0.001 [kg/s]

Ein Ring sto683t gegen eine fixierte elastische Ebene

Abbildung 6.29 zeigt die Strukturen zu drei Zeitpunkten wihrend des Stofivorganges.
Der Spannungsverlauf der Normalkraft auf der Oberfliche der Masterseite wihrend
des Stofles wird in Abbildung 6.30 dargestellt. Die Grofle der Kontaktfliche verdndert

sich wihrend des Stofivorganges. Die Hohe der Spannungen veréndert sich ebenfalls.
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Abbildung 6.29: Stof3

(b) t = 2.04

eines Ringes senkrecht gegen eine elastische Ebene. Dargestellt

ist der Ring zu verschiedenen Zeitpunkten [s].
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in Abhéngigkeit von der Zeit und der Kontaktlinie.
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Ein Ring stof3t gegen eine sich bewegende elastische Ebene

Beim Stofi des Ringes gegen eine sich bewegende elastische Ebene werden die Auf-
lager der Ebene mit einer Horizontalgeschwindigkeit von Vi = 6 [m/s] gefiihrt. Der
Ring tritt unter einer senkrecht wirkenden Anfangsgeschwindigkeit auf der rechten
Hilfte der Ebene in Kontakt, siche Abbildung 6.31 (a). Wihrend der Kontaktzeit
wird als Folge des hohen Reibbeiwertes ein fast permanenter Haftzustand gewihrlei-
stet, daher beginnt der Ring sich wihrend des Kontaktes zu drehen, siehe Abbildung
6.31 (b)—(e), und rollt iiber die Ebene. Die momentanen Geschwindigkeiten einzelner
Knoten werden hierzu qualitativ anhand von Vektoren gezeigt. Am Ende des Sto-
Bes befindet er sich auf der linken Hélfte der Ebene und besitzt nahezu die gleiche
Tangentialgeschwindigkeit wie die Ebene selbst, sieche Abbildung 6.31 (f). Deshalb
andert er seine Bewegungsrichtung und der Ausfallswinkel betragt 17 Grad, siehe
Abbildung 6.31 (g). Dieser Effekt wird beim Sport als 'topspin’ bezeichnet. Abbil-
dungen 6.32 zeigt den Verlauf der sich dabei rdumlich und zeitlich entwickelnden
Kontaktspannungen auf der als Masterseite fungierenden Ebene. Da ein permanen-
ter Haftzustand gefordert wurde, sind die Tangentialspannungen wesentlich héher

als die Normalspannungen.
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(g) t = 3.0, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0 und 8.0

Abbildung 6.31: Ein Ring st68t senkrecht gegen eine sich bewegende Ebene und
dndert seine Bewegungsrichtung. Dieser Effekt wird beim Sport als "topspin’ bezeich-
net. Dargestellt ist der Ring zu verschiedenen Zeitpunkten [s| mit den momentanen

Geschwindigkeiten einzelner Knoten (a)—(f).
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6.5 Einschlagen eines Zylinders in eine steife Form

Einschlagvorginge — Keilwirkung

Die Keilwirkung ist ein aus der Steinzeit bekanntes Phinomen. Das Einbringen eines
Keiles in einen Festkorper ist ein relativ komplexer Vorgang:

Durch einen Stof} in die Einschlagrichtung wird die Haftgrenze eines einzuschlagen-
den Gegenstandes auf der Kontaktfliche iiberwunden, und es wirkt eine Gleitreibung
entgegen der Bewegungsrichtung. Kommt der Gegenstand wieder zur Ruhe, dann
wirkt eine Haftkraft, die diesen Gegenstand weiterhin in diesem Ruhezustand hilt.
Dieser von vielen Groflen abhéngige komplexe Vorgang soll exemplarisch an einem
Beispiel untersucht werden. Das Beispiel soll dem grundlegenden Verstédndnis die-
nen. Daran anschlieflend ist eine Vielzahl von Anwendungen denkbar z. B. in der

Befestigungstechnik.

Einschlagen eines Zylinders in eine steife Form

Betrachtet werden hierzu erneut der Zylinder und die konische Form, die bereits
aus Kapitel 5.5 bekannt sind. Die Geometrien der beiden Strukturen wurden be-
reits beschrieben. Im Gegensatz zum Urbeispiel wird der Zylinder nicht statisch
eingeschoben, sondern eingeschlagen. Dieses Einschlagen des Zylinders erfolgt mit
einer Last—Zeit—Funktion, die an der Stirnseite angreift. Abbildung 6.33 zeigt diesen
Kraft-Zeit—Verlauf fiir einen dreimaligen Stof jeweils mit einer halbsinusférmigen
P(t)-Funktion, die Intensitit der Belastung wurde mit jedem Stof} gesteigert:

Aty: 0.00-0.01 [s] : 1 P(t)

Aty: 0.03-0.04 [s] : 2 P(t)

Atsz: 0.06-0.07 [s] : 3 P(t)

Die Untersuchungszeit betrigt T = 0.1 [s]. Zylinder und konische Form werden ela-
stisch abgebildet. Um Vergleichsuntersuchungen zu ermdoglichen, wurden die Struk-
turen in drei Varianten diskretisiert, siehe Abbildung 6.34: Bei Variante (a) wurden
80 Elemente fiir den Zylinder und 180 Elemente fiir die Form, bei Variante (b) wur-
den 320 und 180, und bei Variante (c) wurden 320 und 720 Elemente benutzt. Als
Lastangriffspunkte fiir die Stofunktion P(¢) dienen die Knoten am unteren Rand
des in zwei Varianten diskretisierten Zylinders. Fiir die erste Variante des Zylinders
mit einer Diskretisierung von 80 Elementen werden auf der Stirnseite symmetrisch
von innen nach auflen fortschreitend fiinf Knoten mit folgenden Maximalkriften be-
lastet: 875.0, 1750.0, 1750.0, 1750.0 und 875.0 [N]. Fiir die zweite Variante mit 320
Elementen werden dagegen symmetrisch von innen nach auflen fortschreitend neun
Knoten mit folgenden Maximalkréiften belastet: 437.5, 875.0, 875.0, 875.0, 875.0,
875.0, 875.0, 875.0 und 437.5 [N]. In beiden Féllen entspricht die Summe von 7000
IN] =1 P(t).
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Abbildung 6.33: Kraft-Zeit—Verlauf der auf der Stirnseite des Zylinders angreifenden
Belastung.

Um dynamische Effekte beriicksichtigen zu kénnen, werden das Zeitintegrationsver-
fahren nach Newmark und eine konsistente Massenmatrix benutzt. Die benétigte
Zeitschrittweite betrigt fiir Untersuchungen mit der groben Diskretisierung des Zy-
linders mit 80 Elementen dt = 5.0 107" [s], und musste bei der feinen Diskretisierung

mit 320 Elementen auf dt = 2.5 107° [s] verringert werden.

Es wurden der unsymmetrische und der symmetrisierte Augmented-Lagrange—Al-
gorithmus angewendet. Um vergleichbare Ergebnisse zu bekommen, wurde der An-
passungsprozess bei beiden Verfahren grundsétzlich zehnmal wiederholt. Folgende

Parameter wurden gewéhlt:

Zylinder:
Elastizititsmodul: ~ E = 65.0 10° [N/m?|
Querdehnzahl: v =0.32 -]
Dichte: p =2700.0 [kg/m?]
Form:
Elastizititsmodul: ~ E = 10'? [N/m?]
Querdehnzahl: v =0.32 -]
Dichte: p = T7600.0 [kg/m3]
Penaltyfaktoren: exn = e = 10° [N/m]

Reibbeiwert: p =0.3 -]
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Abbildung 6.34: Verschiedene Diskretisierungen des Zylinders und der Form.

e Numerische Dampfung durch Setzen der Newmark—Parameter auf 5 = 0.3025
und v = 0.6, und die

Die notwendige Dampfung sollte so gering wie moglich gehalten werden. Zusammen
mit den beiden Augmented—Lagrange—Algorithmen werden zwei Mo6glichkeiten der

Dampfung gegeniibergestellt. Das sind die

e Rayleigh-Dampfung durch Wahl der Parameter a.p und Sp. Bei der groben Dis-

kretisierung des Zylinders mit 80 Elementen wurden als Ddmpfungsparameter

2.0 10~ gewihlt. Bei Berechnungen mit der feinen Diskretisierung

&DzﬁD:

107°

mit 320 Elementen hat sich gezeigt, dass die Dampfung auf ap = 8p

reduziert werden konnte.

Dargestellt werden Ergebnisse von Untersuchungen, bei denen der Zylinder mit 320
und die einhiillende Form mit 720 Elementen diskretisiert wurde. Alle Varianten

fithren zu gleichen Ergebnissen.
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Zur Verdeutlichung des Ablaufes werden die zu den Untersuchungen gehorenden

e kontaktierende Strukturen zu ausgewihlten Zeitpunkten, siche Abbildung 6.35,
e Kontaktkraftverldufe, siehe Abbildungen 6.36 und 6.37,

e und Energie— und Arbeitsverldufe, sieche Abbildung 6.38
betrachtet.

Verhalten der kontaktierenden Strukturen

Die Abbildung 6.35 zeigt die Strukturen zu verschiedenen Zeitpunkten wihrend der
StoBe (a), (c) und (e) sowie in den Ruhephasen zwischen den Stéfen (b), (d) und (f).
Grundsétzlich erhoht sich die Normalkraft auf der Kontaktfliche mit der gewéhlten
Geometrie wihrend des Eindringvorganges aufgrund der Keilwirkung. Bei einem Stof3
durch die P(t)-Funktion erhoht sich diese Kraft zusétzlich. Trotz dieser Erh6hung
wird die Haftgrenze iiberschritten, der Zylinder gleitet eine gewisse Strecke in die
Form und gelangt dann wieder in der Haftzustand. Wéhrend dieses Stofles wirkt die
im Gleitzustand auftretende Reibkraft der Bewegung entgegen. Die Haftzusténde

zwischen den Stoflen hindern den Zylinder an einer riickwértigen Bewegung.

Darstellung der Kontaktkraftverldufe

Die Verldufe der Normal— und Haft— oder Reibkréifte am Zylinder, dessen Oberflache
als Slaveseite gew#hlt wurde, sind in Abbildung 6.36 dargestellt. Die Schrittweite der
Darstellung der Kontaktkraftverliufe betriigt dty, = 5.0 107* [s]. Deutlich wird die
Erhéhung der Normalkraft durch die Keilwirkung wihrend des Eindringens, sowohl
in den Schlag— als auch in den Ruhephasen. Die Reibkraft tritt wihrend der Schlag-
phasen jeweils entgegen der Bewegungsrichtung auf. Dabei treten Gleitzustéinde je-
weils in beiden Richtungen auf. In den Haftphasen existieren bei diesem Beispiel die
Tangentialkrifte, die entlang der Kontaktfliche in beiden Richtungen wirken. Er-
kennbar sind Eigenschwingungen des Zylinders in beiden Richtungen wihrend der
Haftphasen. Aus einem anderen Blickwinkel sind die Verlaufe der Normal—und Haft—
oder Reibkrifte in der einhiillenden Form, deren Oberfliche als Masterseite gewéhlt
wurde, in Abbildung 6.37 dargestellt.
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den Ruhephasen zwischen den Sté8en (b), (d) und (f).

Abbildung 6.35
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Abbildung 6.37: Kraftverldufe auf der Masterseite an der umhiillenden Form wéhrend
des Eindringvorganges in Abhéngigkeit von der Zeit und der Kontaktlinie.



6.5 Einschlagen eines Zylinders in eine steife Form 205

Zeitverldufe einzelner Energieanteile

Abbildung 6.38 zeigt die Verldufe der Verzerrungsenergie, der kinetischen Energie
und der Reibarbeit. Wéahrend der Schlagphasen setzt sich der Zylinder in Bewegung
und wird sehr stark verformt. Dies fiihrt zu Spitzenwerten bei der Verzerrungsenergie
und der kinetischen Energie. Bei der ersten Schlagphase steigt der Anteil der kineti-
schen Energie besonders hoch an. Der Verlauf der kinetischen Energie sinkt zwischen
den Stoflen wihrend der Haftphasen auf Werte nahe null, da der Zylinder im Ru-
hezustand nur geringen Eigenschwingungen unterliegt. Die im System gebundene
Verzerrungsenergie erhoht sich jeweils mit zunehmender Eindringtiefe. Reibarbeit
selbst wird nur wihrend der Schlagphasen in den Gleitzustéinden verrichtet, dabei
werden auch die kurzen Gleitphasen in riickwértiger Richtung beriicksichtigt. Die-
se zweite Gleitphase findet sich auch am Verlauf der kinetischen Energie wieder, es

bilden sich in den Schlagphasen jeweils zwei Spitzen aus.

Die erzielten Ergebnisse machen deutlich, dass die Simulation solcher komplexen
Vorgénge mit diesen Algorithmen méglich ist. Aufbauend auf Betrachtungen dieser
Zeitverldufe lassen sich vielerlei Optimierungen und Parameterstudien von Einschlag-

vorgéangen durchfiihren.

1200 T L T T T : : ; |
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800 [ """""""""""" i
£
= 600
‘@
£
<
g
> 400
[J)
c
w
200
0
-200 L L L 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
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Abbildung 6.38: Darstellung der Energieverldufe wihrend des Eindringvorganges.



206 Untersuchungen an praxisnahen Beispielen

Gegeniiberstellung der mit verschiedenen Algorithmen ermittelten Kon-
taktkraftverliaufe

Die Kraftverldufe der Normal- und der Haft— oder Reibkraft entlang der Kontaktli-
nie des mit 320 Elementen diskretisierten Zylinders werden von zwei ausgewéhlten
Zeitpunkten dargestellt. Abbildung 6.39 zeigt die Kréfte wihrend der letzten Schlag-
phase zum Zeitpunkt ¢ = 0.07 [s] und Abbildung 6.40 zeigt die Kréfte wihrend
der letzten Haftphase zum Zeitpunkt ¢ = 0.10 [s]. Auf jeder Abbildung sind die
Kraftverlaufe, die mit dem unsymmetrischen und dem symmetrischen Augmented—
Lagrange—Algorithmus jeweils mit numerischer Dampfung nach Newmark und ge-
schwindigkeitsabhéngiger Dadmpfung nach Rayleigh ermittelt wurden, dargestellt. Es
wird deutlich, dass die Kraftverldufe unabhingig vom Algorithmus sind. Die geringen
Abweichungen bei den Kraftverlaufen resultieren lediglich aus der unterschiedlichen

Déampfung.

Gegeniiberstellung der mit verschiedenen Algorithmen ermittelten maxi-
malen Eindringtiefe

Untersucht wird, ob die Eindringtiefe des dufleren Eckknotens des Zylinders abhéngig
von Algorithmen ist. In Tabelle 6.4 wurden die erreichten Eindringtiefen des &ufleren
Eckknotens des Zylinders aufgetragen. Als Maximum wird die grofite erreichte Ein-
dringtiefe und als Endwert wird der Haftzustand des letzten Zeitschrittes bei ¢ = 0.1
s] bezeichnet.

Es wurden Ergebnisse mit dem unsymmetrischen und dem symmetrisierten Augmen-
ted—Lagrange—Algorithmus mit den jeweiligen Dampfungsmoglichkeiten nach New-
mark oder Rayleigh gegeniibergestellt. Gleichzeitig wurden mit verschiedenen Dis-
kretisierungen erzielte Ergebnisse aufgetragen. Wéhrend die erreichten Maximalwerte
bei allen Varianten nahezu gleich sind, weisen die Endwerte des letzten Zeitschrittes
geringe Unterschiede auf. Bei der Dadmpfungsméglichkeit nach Newmark verédndern
sich die Werte auBerdem mit Anderung der Zeitschrittweite und Diskretisierung.

Demnach ist diese Art der Dampfung weniger brauchbar.
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Abbildung 6.39: Gegeniiberstellung von mit verschiedenen Algorithmen ermittelten

Kraftverliufen wihrend einer Schlagphase zum Zeitpunkt ¢ = 0.07 [s].
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Abbildung 6.40: Gegeniiberstellung von mit verschiedenen Algorithmen ermittelten

Kraftverliufen wihrend einer Ruhephase zum Zeitpunkt ¢ = 0.1 [s].
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Algorithmus: unsymmetrisch

Dampfung: Newmark Rayleigh

symmetrisiert

Newmark Rayleigh

Diskretisierung:  Zylinder mit 80 Elementen,

Maximum: .0893 .0894
Endwert: .0803 .0818

Form starr
.0893 .0895
.0807 .0819

Diskretisierung:  Zylinder mit 80 Elementen,

Form mit 180 Elementen

Maximum: .0893 .0894 .0893 .0895
Endwert: .0803 .0818 .0807 .0819
Diskretisierung: Zylinder mit 320 Elementen, Form starr
Maximum: .0894 .0894 .0894 .0894
Endwert: .0811 .0818 .0813 .0819

Diskretisierung: Zylinder mit 320 Elementen,

Maximum: .0894 .0894
Endwert: .0811 .0818

Form mit 180 Elementen

.0894 .0894
.0813 .0819

Diskretisierung: Zylinder mit 320 Elementen,

Maximum: .0894 .0894
Endwert: .0811 .0818

Form mit 720 Elementen

.0895 .0894
.0820 .0819

Tabelle 6.4: Gegeniiberstellung der Eindringtiefe [m] in Abhéngigkeit der Algorith-

men, Dampfungsart und Diskretisierung.
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Kapitel 7

Gegeniiberstellung experimenteller
Untersuchungen und numerischer

Simulationen

7.1 Vorbemerkungen

Fiir die numerische Simulation von Stofivorgéingen werden stoffgesetzliche Beziehun-
gen fiir das Kontakt— und Reibverhalten benétigt. Da derartige Beziehungen nur
experimentell ermittelt werden kénnen, wurden im Rahmen eines DFG—-Forschungs-
vorhabens von E1BL & HOFFMANN [1995] die Reibvorgénge zwischen Stahl und
Betonoberflichen untersucht. Dabei wurden Untersuchungen speziell zum Eindring-
verhalten eines Stahlkonus in einen Betonkreisring, wie bereits in Kapitel 2.5 auf-
gefiihrt, vorgenommen. Da bei diesen Untersuchungen konzeptbedingt die Reibkrifte
nicht direkt gemessen werden konnten, musste fiir die Auswertung ein Starrkérpermo-
dell herangezogen werden. Auf der Basis der dabei gewonnenen Versuchsergebnisse
wurde anhand dieses Modells ein druck— und geschwindigkeitsabhéingiges Reibgesetz
entwickelt.

Um die nach Beendigung des Forschungsvorhabens noch nicht erfolgte vergleichende
Gegeniiberstellung mit Hilfe der numerischen Simulation durchzufiihren, werden im

vorliegenden Kapitel die folgenden Untersuchungen vorgenommen:

e Numerische Priifung der Eignung dieses entwickelten Reibgesetzes durch Im-

plementierung in die erstellten Kontaktalgorithmen,
e Heranziehung des ermittelten Reibgesetzes zur Simulation der Versuche, und

e Uberpriifung der Eignung des vereinfachten Starrkérpermodells in Hinblick auf

die Erfassung der wesentlichen mechanischen Zusammenhénge.
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7.2 Versuchskonzeption

Versuchskonzept und Aufbau

Bei diesem DFG-Forschungsvorhaben wurde ein Stahlkonus in einen Betonkreisring
gedriickt, dessen duflere Mantelfliche von einem Stahlring begrenzt und dessen innere
Mantelfliiche konusférmig war, wobei der Offnungswinkel demjenigen des Stahlkonus
entsprach. Abbildung 7.1 zeigt das Versuchskonzept, mit dem statische und dynami-

sche Versuche durchgefiihrt wurden.

Der Stahlkonus liegt bereits mit seiner Mantelfliche auf der inneren Mantelfliche
des in Segmente geteilten Betonkreisringes vollstindig auf und stellt damit schon
vor Versuchsbeginn Kontakt zwischen Stahl und Beton her. Durch eine senkrecht
zum Betonkreisring angreifende Kraft wird der Konus in die innere Offnung des

Kreisringes eingedriickt.

Abbildung 7.1: Versuchskonzept: Eindringen eines Konus in einen Betonkreisring.

Bedingt durch die Keilwirkung will sich der Betonkreisring radial nach auflen bewe-
gen. Dem entgegen wirkt der den Betonkreisring umfassende Stahlring. Mit zuneh-
mender Eindringtiefe des Konus steigt der Anpressdruck auf der Kontaktfliche an.
Die Grofle der Kontaktflache bleibt wihrend des Eindringens konstant, da die Hohe
des Konus grofler als die des Betonkreisringes ist. Aufgrund der Keilwirkung des
Konus nehmen wéhrend des Eindringvorganges der Gleitweg und die Normalkraft

zu.

Um dabei eine hohe Eindringtiefe zu erreichen, wurde zwischen dem Stahl- und dem
Betonkreisring eine ebenfalls segmentierte Elastomerschicht angeordnet. Sie diente

zur Unterstiitzung der Federwirkung des Stahlringes.

Durch die auf den Stahlkonus einwirkende Kraft entsteht an der Kontaktfliche zwi-

schen der Mantelfliche des Konus und der inneren, geneigten Fliche des Betonkreis-
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ringes eine Reibkraft. Da diese Reibkraft konzeptbedingt nicht unmittelbar gemessen

werden kann, muss sie rechnerisch mit Hilfe des Starrkérpermodells ermittelt werden.

Der Aufbau des statischen Versuches wird in Abbildung 7.2 gezeigt. Die auf den
Stahlkonus einwirkende Anpresskraft wurde als &ufiere Kraft von einer Priifmaschine
aufgebracht. Ziel dieses statischen Versuches war die Bestimmung aller notwendigen
Groflen, um die Kréfte auf der Kontaktfliche bestimmen zu kénnen. Abbildung 7.3

zeigt den Versuchsaufbau zu Beginn (a) und wihrend des Eindringens (b).

Anschlufl an die
Prafmaschine

Stahlkonus

Elastomer -
Ringsegmente

Gleitfolie

¢ 1030 \__— Spiegelblech

Abbildung 7.2: Versuchsaufbau des statischen Versuches. Lingenangaben in [mm].

Um anschliefend dynamische Effekte beim Reibverhalten untersuchen zu koénnen,
wurde der oben erlduterte, im statischen Versuch bereits erprobte Aufbau zusam-
men mit einer Fallmassenanlage benutzt. Abbildung 7.4 zeigt den Versuchsaufbau.
Eine in einem Fallrohr gefiihrte Stahlmasse wurde durch die Schwerkraft beschleu-
nigt und stiefl von oben auf den Konus. Die einwirkende Kraft entsteht hierbei durch
einen Stofl der Fallmasse auf den Konus. Der durch den Stofl beschleunigte Konus
drang dann zentrisch in den segmentierten Betonkreisring ein. Ziel der dynamischen
Versuche war es, ebenso wie bei den statischen Versuchen, die wihrend des Eindring-
vorganges auf der Kontaktfliche entstehenden Kréfte zu ermitteln. Aufgrund des
komplexen Aufbaus, des instationdren Ablaufes und der zu messenden Beschleuni-
gungen zur Ermittlung der Massenkrifte war die Messtechnik wesentlich aufwendiger

als bei den statischen Versuchen.



214 Gegeniiberstellung experimenteller Untersuchungen und num. Simulationen

(b) Wihrend des Eindringens

Abbildung 7.3: Blick auf den Versuchsaufbau.
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Abbildung 7.4: Versuchsaufbau mit Fallmassenanlage.
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Starrkérpermodell

Da die Reibkraft konzeptbedingt nicht unmittelbar gemessen werden kann, muss sie
rechnerisch aus den im Versuch messbaren Kraft— und Weggrofien bestimmt werden.
Zur Ermittlung dient ein Starrkérpermodell. Es ist rotationssymmetrisch und besteht
aus einem oberen und einem unteren Teilsystem, die in Kontakt stehen, siehe Abbil-
dung 7.5. Anhand dieses Modells werden der Reibbeiwert u(t) und die Normalkraft
n(t) auf der Kontaktfliche ermittelt:

lP(t)

Abbildung 7.5: Zur Auswertung herangezogenes Starrkérpermodell.

Mit Hilfe der Beziehung fiir die Reibkraft r(¢) = u(t) n(t) und den Gleichgewichts-

bedingungen des oberen Teilsystems mit

Pl — i
n(t) = (t) = mucit_ (7.1)
2mri(cosa + pu(t) sine)
und des unteren Teilsystems mit
2mrys(t D
n(t) = res(t) + mp (7.2)

—2mry(sina — p(t)cosa)

ergibt sich, da die Normalkrifte n(¢) der beiden Teilsysteme auf der Kontaktfliche
gleich sind, der Reibbeiwert durch Gleichsetzen der Gleichungen (7.1) und (7.2) zu

_ —(s(t)2mrq + mpi)cosa + (P(t) — mgii)sino
ult) = (s(t)27ry + mp)sina + (P(t) — mgii)cosa (7.3)
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Die wihrend der Versuche aufgenommenen Werte fiir die Kréfte, Beschleunigungen
und Dehnungen, werden zu Kraft—Zeit—Verldufen aufbereitet. Um den Reibbeiwert—
Zeit—Verlauf zu ermitteln, werden diese Zeitverlaufe fiir die Kraft P(¢), fiir die Mas-
senkriifte mpw und mgi und fiir die im Stahlring ermittelten Ringzugkraft s(t)r, in
Gleichung (7.3) eingesetzt. Im statischen Fall sind die Massenkréfte mpw und mgi

zu vernachldssigen.

Versuchsergebnisse
Nach Durchfiihrung der experimentellen Untersuchungen und anschlieender Aus-

wertung mit dem Starrkérpermodell lieflen sich folgende Aussagen treffen:

e Der Reibbeiwert nimmt bei steigendem Druck ab. Das Verhéltnis von Reib—

zu Normalkraft ist sublinear.

e Trotz der bei dynamischen Versuchen auftretenden Schwierigkeiten kann fest-
gestellt werden, dass bei zunehmender Gleitgeschwindigkeit der Reibbeiwert

abnimmt.
e Beide Effekte iiberlagern sich.

Erste physikalische Erkldrungen wurden hierzu in Kapitel 2.5 gegeben. Die lokale
Zerstorung der Betonoberfliche nach dem Eindringen zeigt Abbildung 7.6.

Abbildung 7.6: Blick auf die Betonsegmente nach Versuchsende.
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7.3 Simulation des statischen Versuches

Numerische Modellierung des statischen Versuches
Fiir die Durchfiihrung der numerischen Untersuchungen wurde der Versuchsaufbau

mit finiten Elementen diskretisiert und unter folgenden Bedingungen modelliert:

e Diskretisiert wurde eine Hélfte des rotationssymmetrischen Aufbaus mit ins-
gesamt 2656 Elementen. Abbildung 7.7 (a) zeigt den diskretisierten Aufbau
im Ausgangszustand. Die Betonsegmente wurden in horizontaler Richtung ver-

schieblich gelagert.

e Alle Werkstoffe wurden linear elastisch abgebildet. Wegen der Segmentierung
des Betonkreisringes und der Elastomerschicht zur Vermeidung von Spannun-
gen in Umfangsrichtung wurden diese beiden Teilkorper numerisch als ebener

Verzerrungszustand behandelt.

e Als Belastung wurde eine iiber die Oberseite des Stahlkonus konstante Ver-
schiebung von 30 [mm] in insgesamt 100 Schritten von null an linear ansteigend

vorgenommen. Abbildung 7.7 (b) zeigt den Zustand nach dem Eindringen.

e Die Masterseite wurde am Konus und die Slaveseite auf den Betonsegmenten
mit jeweils 25 Knoten definiert. Als Penaltyfaktoren wurden ey = 10* [MN/m]
und er = 10 [MN/m] gewéhlt.

e Materialdaten:

Konus Betonsegment  Elastomer Stahlring
E-Modul  [MN/m?] : 210000.00  34000.00 31.25 200000.00
Querdehnzahl -] + 0.30 0.20 0.45 0.30
Dichte [kg/m?] : 8000.0 2300.0 1000.0 8000.0
Anzahl der Elemente : 320 2048 192 96

e Geometriedaten:

Eckknoten [m]  Konus Betonsegment Elastomer Stahlring
(x1,11) 0.00000 0.039  0.17000 0.00 0.480 0.04  0.505 0.04
(22, y2) 0.16942 0.039  0.48000 0.00 0.505 0.04  0.515 0.04
(x3,y3) 0.25000 0.180  0.48000 0.15 0.505 0.15  0.515 0.15
(%4, y4) 0.25000 0.230  0.23285 0.15 0.480 0.15  0.505 0.15
(5, 9s)

0.00000 0.230  0.17000 0.04
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Eine ausfiihrliche Darstellung der Untersuchungen und der wesentlichen Ergebnis-
se wird in den folgenden Abschnitten dieses Unterkapitels gegeben. Zuerst werden
dem Versuchsergebnis Untersuchungsergebnisse mit linearen Reibgesetzen, anschlie-
Bend mit anhand des Starrkdrpermodells ermittelten nichtlinearen Reibgesetzen ge-

geniibergestellt und diskutiert.

ANV W W VA W W ] ] 7777
AVAY A W W W W W W W | 177777 7 77
AW A W W W W W W 1117777 77
AV W W WV W W W W | 77777777
AN AN AV L W W W 777777 77

AW WV WV W W W W 777777777
AN W W W W W W 7717777 7
A W W W W W W 777777
AV WL VL W W T 11177777 77
AW W L W W W W W W W 1177777 17
A W VLV W W W o 77777777
AW WV WLV W W W W A § 77777 7
AW L W W W W W W W 77777 777
A VL W W W 77777777
NNV VT T 777777 A

(a) Ausgangszustand

(b) Zustand nach dem Eindringen

Abbildung 7.7: Darstellung der diskretisierten Struktur.
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Numerische Untersuchungen mit linearen Reibgesetzen

Zu Beginn der Gegeniiberstellung wurden, um das grundlegende Verhalten und den
prinzipiellen Einfluss der Reibung zu untersuchen, Berechnungen mit konstanten
Reibbeiwerten durchgefiihrt. Als Reibbeiwerte wurden 4 = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8
und 1.0 gewéhlt.

Um die Kraftverldufe der numerischen Untersuchungen mit denjenigen aus dem sta-

tischen Versuch vergleichen zu kénnen, werden

e die numerisch ermittelte Anpresskraft P(t) aus der Summation der Reaktions-
krifte an der Konusoberfliche,

e die numerisch ermittelte Stahlringzugkraft [s(¢)r,] aus der Integration der Span-

nungen o33 des Stahlringes und

e die resultierende Kontaktkraft in Normalenrichtung [27r;n(t)] aus der Summa-

tion aller Slaveknotenkrifte auf der Kontaktflache

ermittelt.

Anschlieflend wurden diese Groflen aus den verschiebungsgesteuerten numerischen
Untersuchungen denjenigen aus dem Versuch beziehungsweise den mit Hilfe des
Starrkorpermodells ermittelten Grofien gegeniibergestellt. Die Ergebnisse konnen den
Abbildungen 7.8 und 7.9 entnommen werden. Die Verldufe der Anpresskraft P(¢)
iiber der Stahlringzugkraft [s(¢)r,] und die Verldufe der Anpresskraft P(t) iiber der
resultierenden Normalkraft [277;n(t)] auf der Kontaktzone wihrend des Eindringens
sind in den Abbildungen 7.8 (a) und (b) aufgetragen. Die Verldufe der Anpresskraft
P(t) und der Normalkraft [27r;n(t)] iiber den Eindringweg [u(t)] zeigen die Abbil-
dungen 7.9 (a) und (b).

Bei den Berechnungen mit konstantem Reibbeiwert sind die Verhéltnisse der Krifte
und Wege wihrend des Eindringens jeweils konstant. Bei Verwendung unterschied-
licher Reibbeiwerte verdndern sich diese Verhiltnisse, da sich hierdurch die Grofle
und die Richtung der resultierenden Kontaktkrifte verdndern. Dieses Verhalten ist

analog zu Betrachtungen, welche am Starrkérpermodell gewonnen wurden.

Da die Verformungen des Systems bei der gew#hlten Materialkombination dieses Ver-
halten nicht beeinflussen, ldsst sich aussagen, dass das Starrkérpermodell prinzipiell

fiir die Auswertung der statischen Versuche geeignet ist.

Die auf Messungen des Versuches basierenden Grofien P(t) stehen dagegen in einem
nichtlinearen Zusammenhang mit [s(¢)r,]. Als Ursache hierfiir wird ein nichtlineares

Reibverhalten angenommen.
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Abbildung 7.8: Gegeniiberstellung von Kraft—Kraft—Verldufen von Messungen aus
dem Versuch und numerischen Berechnungen mit verschiedenen konstanten Reibbei-

werten u.
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Abbildung 7.9: Gegeniiberstellung von Kraft—Weg—Verlaufen von Messungen aus dem
Versuch und numerischen Berechnungen mit verschiedenen konstanten Reibbeiwer-

ten p.
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Zur Simulation mit nichtlinearen Reibgesetzen

Als Ergebnis der experimentellen Untersuchungen konnten die Normal- und die Reib-
kraft, die anhand der Messergebnisse und mit Hilfe des Starrkorpermodells ermit-
telt wurden, gemeinsam dargestellt werden. Als Basis fiir die Simulation und als
Vorschlag fiir ein nichtlinear druckabhéngiges Reibgesetz wurde mit Hilfe der
nichtlinearen Regressionsanalyse eine zu diesen Versuchsergebnissen passende Funk-
tion bestimmt. Diese Funktion wurde bereits in Kapitel 2.5.3 vorgestellt. Abbildung
7.10 zeigt die resultierenden Kontaktkréfte des Starrkérpermodells und den Verlauf
der dazu ermittelten Funktion. Diese resultierenden Kontaktkrifte ergeben sich in

Normalenrichtung mit [ox 277; h] und in Tangentialrichtung mit [op 27r; hj.
Die fiir die numerische Umsetzung zu einer Gleitregel umgeformte Funktion lautet:
foB,s(O'N; O'T) = 0 = —888 (1 — 670'125 ‘UN‘) + or (74)

Die zugehorige benotigte Tangente lautet:

dfsz,s(UN, UT)
dO’N

=1.11 ¢7012 low] (7.5)

Damit ergibt sich folgende Funktion fiir den Verlauf des Reibbeiwertes iiber die
Normalkraft:
s ps(on) =8.88 (1 —e W12 lonly 1 /|y (7.6)

Abbildung 7.11 stellt die Verldufe der Reibbeiwerte in Abhéngigkeit der resultie-
renden Normalkraft aus dem Versuch und des anhand dieser Funktion ermittelten

gegeniiber.

Als erste Stufe der numerischen Simulation wird analog zum Vorgehen mit dem
Starrkérpermodell lediglich mit einer resultierenden Kontaktkraft gerechnet. Dabei
wird der Kontakt nur iiber einen Slaveknoten, der in der Mitte der Kontaktfliche
angeordnet ist, hergestellt. Damit ist sichergestellt, dass analog zur Versuchsaus-
wertung die Spannungsverteilung iiber die Kontaktfliche konstant ist. Anschlieend
werden entsprechend der Diskretisierung des Modells Berechnungen mit 25 Slave-

knoten durchgefiihrt.

Aufgrund der in Abbildung 7.16 dargestellten Versuchsergebnisse ergibt sich eine
zweite Moglichkeit zur Interpretation. Bei dieser Abbildung ist der aus Messdaten
ermittelte Reibbeiwert iiber dem Eindringweg aufgetragen: Er féllt nach Durchlau-
fen eines Maximums tiber den Eindringweg linear ab. Als Folgerung daraus wird als

Alternative ein Reibgesetz vorgeschlagen, bei dem der Reibbeiwert wegabhéngig
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ist. Fiir eine Simulation mit diesem alternativen Reibgesetz wird der folgende ver-

einfachte bilineare Ansatz aufgestellt:

lgr| > 0.003 : p(gr) = 1.20—112.74 |g7|
lgr| < 0.003 : p(gr) = 0.92— 2311 |gr|

Untersuchungen mit diesem Reibgesetz werden gemeinsam mit den anderen im fol-
genden Abschnitt dargestellt.

Besonderheit bei der numerischen Umsetzung
Bei der Anwendung einer Gleitregel mit nichtlinearer Druckabhéngigkeit ergibt sich

im Rahmen des Master—Slave—Konzeptes eine prinzipbedingte Besonderheit:

e Grundsitzlich sind die Gréflen der Normalkrifte auf der Kontaktfliche abhéingig
von der Diskretisierung beziehungsweise von der Anzahl der Slaveknoten. Die Summe

aller Normalkréfte im Kontaktbereich beziehungsweise die Spannung bleibt konstant.

e Die numerische Anwendung der Gleitregel erfolgt knotenweise entlang der Kon-
taktlinie. Je feiner die Kontaktfliche diskretisiert ist, um so geringer sind im Kon-
taktfall die Betrdge der einzelnen Normalkrifte der zugehorigen Kontaktknoten. Bei
Anwendung eines sublinear druckabhéngigen Reibgesetzes wird im Gleitzustand das
Verhiltnis der Reibkraft zur Normalkraft wegen der geringeren Betrdge der Ein-
gangsgroflen relativ hoch sein. Das liegt daran, dass wegen der feinen Diskretisierung
die Normalkrifte, die als Eingangsgrofien der Gleitregel dienen, geringer sind als bei
einer groben Diskretisierung. Dies fiihrt félschlicherweise bezogen auf den gesamten
Kontaktbereich zu einer hoheren Reibkraft.

e Im nichtlinearen Fall muss daher die Anwendung der Gleitregel mit Span-
nungen oder mit Gesamtkriften bzw. gemittelten Kréiften iiber eine Fliche

erfolgen. Ansonsten sind die Ergebnisse direkt von der Diskretisierung abhéingig.
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Abbildung 7.10: Ermittlung der Funktion fs_p s aus den aus dem Versuch anhand

des Starrkorpermodells ermittelten Kraftverldufen.
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Abbildung 7.11: Ermittlung des Reibbeiwertes y15_p s aus den aus dem Versuch an-

hand des Starrkorpermodells ermittelten Kraftverlaufen.
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Untersuchungen mit weiteren Parametervariationen
Im Folgenden werden Versuchsergebnisse mit Gréflen aus numerischen Untersuchun-

gen gegeniibergestellt.

Bei diesen Berechnungen werden Varianten mit

e dem wegabhiingigen Reibgesetz u(gr),

e dem druckabhéngigen Reibgesetz fs_p s und

e dem druckabhéngigen Reibgesetz fs_p ; mit nur einem Slaveknoten

untersucht.

Abbildung 7.12 (a) zeigt den Verlauf der Anpresskraft P(t) iiber der Ringzugkraft
[s(t)r,] und Abbildung 7.12 (b) den Verlauf der Anpresskraft P(¢) iiber der Normal-
kraft [277;n(t)]. Beide Darstellungen lassen nahezu gleiche Aussagen zu: Die Losun-
gen mit druckabhéngigem Reibgesetz fs_p , stimmen sehr gut mit den Gréflen aus
dem Versuch iiberein. Die relativen Abweichungen dieser beiden L&sungen verrin-
gern sich wihrend des Eindringvorganges. Die Ursache dafiir ist in der rdumlichen
Verteilung der Reibkraft zu suchen. Am Ende des Eindringvorganges ist sie, wie im
folgenden Abschnitt noch niher erldutert wird, nahezu konstant iiber der Kontakt-
fliche. Dann ist die Reibkraftverteilung iiber die Fliche beider Rechenliufe nahezu

gleich.

Die Verldufe mit dem alternativ vorgeschlagenen wegabhingigen Reibgesetz p(gr)
stimmen besonders im mittleren Bereich weniger gut mit denen aus dem Versuch
iiberein. Eine mogliche Erkldrung hierzu wird anhand der Verldufe der Anpresskraft
P(t) und der Normalkraft [277;n(t)] iiber dem Eindringweg u(t) in den Abbildungen
7.13 deutlich. Bei den rechnerisch ermittelten Losungen ergibt sich zusammen mit
konstanten Reibbeiwerten ein lineares Verhalten, zusammen mit dem druckabhéngi-
gen Reibgesetz dagegen ein sublineares Verhalten. Bei den aus dem Versuch ermit-
telten Kraftverldufen ist jedoch erst ein Abfallen und anschliefend ein Ansteigen zu
beobachten. Fiir dieses Verhalten sind wahrscheinlich der Einfluss der Reibung in der
Lagerung oder das nichtlineare Materialverhalten des Elastomers verantwortlich: Der
Versuchsautbau lief} ein seitliches Austreten des Elastomers zu, wie in Abbildung 7.3
(b) erkennbar wird. Durch das Herausquetschen bei zunehmendem Druck verringer-
te sich die zur Federwirkung nutzbare Masse. Diese Tatsache wird beim Auftragen
der Kraftgréflen iiber den Eindringweg besonders deutlich. Der Vorschlag, alternativ
einen wegabhéingigen Reibbeiwert zu verwenden, scheint, wie aus dem nichtlinearen

Verformungsverhalten erkennbar ist, weniger realistisch zu sein.



7.3 Numerische Simulation des statischen Versuches 227

4 : : : . .
Versuch ——
Wegabhéangiges Reibgesetz -------
Druckabhéngiges Reibgesetz --------

35 | Druckabhangiges Reibgesetz ; Starrkorper - L E

Anpresskraft [MN]

0 i 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Ringzugkraft [MN]
(a) Anpresskraft P(t) iiber Ringzugkraft s(t)r,
4 T T T T T T T T T
Versuch
Wegabhangiges Reibgesetz -------
Druckabhéngiges Reibgesetz --------
35 Druckabhéngiges Reibgesetz ; Starrkoérper - -

3 - -

Anpresskraft [MN]
N
T

05 . —

0 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Normalkraft [MN]

(b) Anpresskraft P(t) iiber Normalkraft 27r;n(t)

Abbildung 7.12: Gegeniiberstellung von Kraft-Kraft—Verldufen von Messungen und

numerischen Berechnungen mit nichtlinearen Reibgesetzen.
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Abbildung 7.13: Gegeniiberstellung von Kraft—Weg—Verldufen von Messungen und

numerischen Berechnungen mit nichtlinearen Reibgesetzen.
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Abbildung 7.14: Gegeniiberstellung von Verldufen von mit nichtlinearen Reibgeset-
zen und anhand des Starrkérpermodells ermittelten Reibbeiwerten p(t) iiber die
Anpresskraft P(t).

Weiterhin sind in Abbildung 7.14 die Verldufe der Reibbeiwerte p(t) iiber die An-
presskraft P(t), in Abbildung 7.15 die Verldufe iiber die Normalkraft [277;n(¢)] und in
Abbildung 7.16 die Verlidufe iiber den Eindringweg u(t) dargestellt. Bei allen drei Dar-
stellungen verschmelzen die Verldufe der beiden druckabhéngigen Varianten wéihrend

des Eindringens ineinander.

Wie aus den Abbildungen 7.14 und 7.15 deutlich ersichtlich ist, stimmt jeweils zu
Beginn der Simulation des Eindringvorganges der mit dem vorgegebenen iiber die
Fléche konstanten Spannungsverlauf am besten mit dem anhand des Starrkérpermo-

dells aus dem Versuch ermittelten Verlauf iiberein.

Die Abweichungen dieser beiden Verldufe voneinander sind mit den auftretenden
verdnderlichen Kraftverldufen iiber die Fliche zu erkldren. Diese kénnen von dem
fiir die Versuchsauswertung verwendeten Modell nicht abgebildet werden, da es starr

ist.
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Abbildung 7.15: Gegeniiberstellung von Verldufen von mit nichtlinearen Reibgeset-
zen und anhand des Starrkérpermodells ermittelten Reibbeiwerten pu(t) iiber die
Normalkraft 27r;n(t).
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Abbildung 7.16: Gegeniiberstellung von Verldufen von mit nichtlinearen Reibgeset-
zen und anhand des Starrkérpermodells ermittelten Reibbeiwerten p(t) iiber den

Eindringweg u(t).
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Darstellung der Kraftverldufe auf der Oberfliche

Da die direkt aus dem Versuch ermittelten Kontaktkréfte lediglich mit dem Starr-
korpermodell ermittelt wurden, weisen sie einen konstanten Verlauf iiber die Kon-
taktfliche auf. In diesem Abschnitt werden die anhand der numerischen Simulation
ermittelten Kraftverldufe auf der Kontaktoberfliche dargestellt. Auf der Konusseite

befinden sich die Master— und auf der Seite der Betonsegmente die Slaveknoten.

Fiir eine zusétzliche Betrachtung sind in den Abbildungen 7.17 (a) und (b) die Kraft-
verldufe beim Eindringvorgang einer numerischen Lésung mit dem konstanten Bei-
wert, von p = 0.6 fiir die Slaveseite dargestellt. Aufgrund der Linearitit der Reibkraft
bleibt der Reibkraftverlauf r;(¢) affin zum Normalkraftverlauf n,(t). Die Kraftverldufe
sind wihrend des Eindringens iiber die Kontaktfliche stark veréinderlich. Sie sind an
den Réndern, vor allem am unteren Rand der Kontaktflichen, besonders hoch und im
mittleren Bereich relativ gleichméfBig. Die Ursache hierfiir liegt in den unterschiedli-

chen Steifigkeiten der kontaktierenden Teilkorper.

Die mit dem nichtlinearen druckabhéngigen Reibgesetz fs_p ermittelten Kraft-
verldufe sind fiir die Slaveseite in Abbildung 7.18 und fiir die Masterseite in Ab-
bildung 7.19 dargestellt. Sichtbar wird ein typisches Merkmal des Slave-Master—
Konzeptes: Beim Eindringen bewegt sich die Slaveseite mit dem Konus mit, wihrend
die Masterseite fest bleibt.

Bei Anwendung des nichtlinearen druckabhéngigen Reibgesetzes fg_p s behilt die
Normalkraftverteilung in Abbildung 7.18 (a) qualitativ ihren Verlauf gegeniiber der
Losung mit dem konstanten Reibbeiwert in Abbildung 7.17 (a) bei. Dagegen kommt
es bei der Reibkraftverteilung in Abbildung 7.18 (b) im Gegensatz zu Abbildung
7.17 (b) zum Abbau der Spitzenwerte an den Réndern der Kontaktfliche wihrend
des Eindringvorganges. Der Verlauf der Reibkréifte ndhert sich dann einem {iber die
Flidche konstanten Wert an. Der Anstieg der Reibkraft nimmt mit dem Eindringweg
ab. Die Steigung wird immer kleiner, sodass es offenbar eine maximal aufnehm-
bare Reibkraft gibt, die nicht iiberschritten werden kann. Dieses Verhalten ist
bei einem Werkstoff wie Beton vorstellbar. Tribologische Betrachtungen aus Kapitel
2.5 fithren zur folgenden Aussage: Bei der vorliegenden Werkstoffpaarung kommt es
zu Plastifizierungen und anschlieflenden Zerstérungen der Mikroerhebun-
gen des weicheren Werkstoffes. Anschlieflend erfolgt eine Interaktion mit dem
Grundmaterial, das heifit dem Werkstoff selbst. Dabei stellt sich die maximal
aufnehmbare Schubkraft als Grenze dar. Damit wird die Problemstellung durch

Fragen zur Erfassung des Betonverhaltens erweitert.
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Abbildung 7.17: Darstellung der Kraftverldufe iiber die Kontaktlinie auf der Slave-
seite am Betonsegment wihrend des Eindringvorganges mit einem konstanten Reib-

beiwert von p = 0.6.
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Abbildung 7.18: Darstellung der Kraftverldufe iiber die Kontaktlinie auf der Slave-
seite am Betonsegment wihrend des Eindringvorganges mit dem nichtlinearen druck-

abhéngigen Reibgesetz fs_p .
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Abbildung 7.19: Darstellung der Kraftverldufe iiber die Kontaktlinie auf der Master-
seite am Stahlkonus wéhrend des Eindringvorganges mit dem nichtlinearen druck-

abhéngigen Reibgesetz fs_p .
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Diskussion zum statischen Versuch

Von Nachteil fiir die Versuchsauswertung sind die Umstéinde, dass das gewihlte
Starrkérpermodell keine Verformungen beriicksichtigen kann und dass die Kontakt-
spannungsverteilung iiber die Fliche als konstant angenommen werden musste. Be-
sonders die groferen Verformungen am Ende des Versuches sind durch das Starrkor-

permodell nicht darstellbar.

Grundsétzlich schwierig zu modellieren ist der Versuchsbeginn, da sich ein Kraft-
schluss im Versuchsaufbau erst einstellen muss. Dies ist eine mdgliche Ursache fiir

den Spitzenwert des Reibbeiwertes, siehe beispielsweise in Abbildung 7.16.

Die Verwendung eines Elastomerstreifens als Feder im Versuchsaufbau fiihrte zu einer
nichtlinearen Federwirkung. Fiir eine numerische Simulation ist eine passende Feder-
kennlinie schwierig zu bestimmen, zumal das Herausquetschen des Elastomers nur
begrenzt modellierbar ist. Der Grundgedanke zur Nutzung des Elastomers entstand
durch den Zwang, die Dehnungen des Stahlringes nicht in den plastischen Bereich
geraten zu lassen. Grundséitzlich liefle sich jedoch durch Variation einer Feder ei-
ne Trennung der Untersuchung von Wegabhingigkeit und Normalkraftabhéingigkeit

erreichen.

Es hat sich herausgestellt, dass die angenommene Linearitit einzelner Groflen des
Modells bei numerischen Untersuchungen mit konstanten Reibbeiwerten erhalten
bleibt. Hierbei ist die Kontaktspannungsverteilung iiber die Flédche nicht konstant.

Die mit dem von der Normalkraft abhingigen Reibgesetz durchgefiihrten Untersu-
chungen basieren lediglich auf der mit Hilfe des Starrkérpermodells ermittelten Nor-

malkraft. Der Kraftverlauf wurde dabei als iiber die Fliche konstant angenommen.

Zukiinftig ergeben sich die folgenden weiteren Moglichkeiten:

e Durch einen iterativen Prozess konnte die Funktion, die das Reibverhalten dieses
Versuches beschreibt, noch besser, namlich auf das numerische Modell hin verifiziert
werden.

e Eine Kopplung mit elastoplastischen Stoffgesetzen fiir das Kontinuum koénnte die
Kontaktkraftverldufe beeinflussen und weitere Erkenntnisse in Bezug auf die maximal

aufnehmbare Schubkraft bringen.

Positiv zu bewerten sind weniger die quantitativen als die qualitativen, prinzipiellen
Ergebnisse und die gewonnenen Erkenntnisse iiber diesen Versuchsaufbau. Die hier
gezeigten Moglichkeiten der numerischen Simulation sollten nicht nur zur zufrieden-
stellenden Gegeniiberstellung, sondern, bestidrkt durch diese ersten Ergebnisse, als

Werkzeug fiir zukiinftige Forschungsvorhaben genutzt werden.
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7.4 Simulation des dynamischen Versuches

Abbildung 7.20 zeigt die Positionierung der messtechnischen Einbauten und das
Starrkérpermodell. Vor Beginn der Auswertung wurden zur Kontrolle der Kraftmes-
sungen die Verldufe der Impulse der Fallmasse, der Stolkraft auf den Konus und der
auf das Fundament wirkenden Kraft unterhalb des Priifk6rpers einander gegeniiber-
gestellt. Zur Uberpriifung der Kinematik des Konus wurden die Beschleunigungs-
und Weg-Zeit—Verldufe mit ihren Integrationen bzw. Differentationen verglichen.
Hierzu musste eine Moglichkeit zur Filterung geschaffen werden; die Wirkungsweise
dieser Filterung ist anndhernd gleich der eines Tiefpassfilters.

Nach erfolgreicher Durchfiihrung des dynamischen Versuches standen der Weg— und
Beschleunigungs—Zeit—Verlauf des Konus, die Dehnungs—Zeit—Verldufe des Stahlrin-

ges und der ermittelte Kraft—Zeit—Verlauf der Fallmasse zur Verfiigung.

Positionierung messtechnischer Einbauten
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Abbildung 7.20: Starrkérpermodell und Versuchsaufbau mit messtechnischen Ein-

bauten.
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Numerische Modellierung des dynamischen Versuches

Im Rahmen der numerischen Untersuchungen wurden, um sich auf die Untersuchung

des Reibverhaltens konzentrieren zu kénnen, die Modellierung durch den Wegfall der

Fallmasse und der Bodenplatte vereinfacht. Im Einzelnen wurden folgende Annah-

men getroffen:

e Geometrie- und Materialdaten sowie Lagerung stimmen mit denjenigen aus
dem statischen Versuch {iberein. Eine Hélfte des rotationssymmetrischen Auf-
baus wurde mit 680 Elementen und jeweils 13 Knoten im Kontaktbereich dis-
kretisiert. Die Last greift auf der Oberseite des Konus von der Mitte aus an
fiinf benachbarten Knoten an. Abbildung 7.21 zeigt die diskretisierte Struktur.

Das implizite Zeitschrittverfahren von Newmark mit 5 = 0.25,y = 0.50 wurde
mit einer konsistenten Massenmatrix verwendet. Die Penaltyfaktoren wurden
mit ex = 2000.0 und ez = 3000.0 [MN/m] angenommen.

Die nach mehreren Untersuchungen gewihlten Zeitschrittweiten betragen bei
verschiebungsgesteuerten Berechnungen dt = 0.5 1075 [s], bei kraftgesteuer-
ten Berechnungen mit dem Penalty—Verfahren dt = 2.0 107¢ [s] und mit dem
Augmented-Lagrange—Verfahren dt = 4.0 107% [s]. Die Schrittweite bei den
Abbildungen betriigt dt,,; = 4.0 107° [s].

Nach mehreren Voruntersuchungen wurden als minimale Ddmpfungsparame-
ter fiir Berechnungen mit dem Penalty—Verfahren 8p = 107® und mit dem
Augmented-Lagrange—Verfahren 3p = 107> fiir die Rayleigh-Dampfung er-
mittelt.
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Abbildung 7.21: Diskretisierung der Struktur mit 680 Elementen.

Um den Stofivorgang simulieren zu kénnen, wurde ein Beobachtungszeitraum von

T=0.008 [s] bendtigt. Als Reibgesetz wurde eine Kombination des anhand des sta-

tischen Versuches vorgeschlagenen Gesetzes mit einem geschwindigkeitsabhédngigen

Anteil, der ebenfalls als Versuchsergebnis in Kapitel 2.5.3 vorliegt, gekoppelt.
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Zur Integration des geschwindigkeitsabhingigen Anteils ins Reibgesetz
Auf Basis der Versuchsergebnisse des dynamischen Versuches lisst sich der Riick-
gang der Reibkraft bei zunehmender Geschwindigkeit durch den folgenden Ansatz

ausdriicken:

follorl) = e+ (1 —¢) e I'r (7.7)

Die zugehorige fiir die Linearisierung benétigte Ableitung ergibt sich zu:

M = —¢) e Tl
dor] 4170 i

Abbildung 7.22 zeigt die Verldufe der beiden Funktionen. Der geschwindigkeits-
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Abbildung 7.22: Darstellung des geschwindigkeitsabhingigen Anteils f, mit ¢ = 0.5
und d = —0.3.

abhiingige Anteil f, wurde mit den Ergebnissen des statischen Versuches zu einem
mehrparametrigen Reibgesetz gekoppelt. Damit ergibt sich der folgende auf Ver-

suchsergebnissen basierende Vorschlag:
tr = [e+ (1 —c)e? "1l [=b/a (1 — e V1] (7.9)
Die fiir die numerische Umsetzung benétigte Gleitfliche lautet:

fs_palty,tryor) = 0 < —[e+ (1 —c)ed "7 [=bja (1 — et INN] 4+ |tp|triet
(7.10)
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Im Zuge der Linearisierung entsteht ein dritter Term in der Kontaktsteifigkeitsmatrix
KGdirekt Die Herleitung dieses Terms wird in Anhang A A.7 dargestellt.

Voruntersuchungen

Zuerst wurden kraftgesteuerte Berechnungen mit dem im Rahmen des Forschungs-
vorhabens ermittelten Stofkraft—Zeit—Verlauf P(¢) durchgefiihrt. Auch nach einer
Reihe von verschiedenen Parameterstudien waren die Ergebnisse der numerischen
Untersuchungen stets unbefriedigend:

Abweichungen der Zeit—Verldufe von zu vergleichenden Gréfien aus dem Versuch und

numerischer Simulation waren nicht interpretierbar.

Deshalb wurde die M6glichkeit, verschiebungsgesteuerte Berechnungen durchfiihren
zu kénnen, genutzt. Als Eingangsgrofle wurde der gemessene Weg—Zeit—Verlauf ein-
gesetzt. Diese direkt gemessenen Werte wurden auch noch durch eine zweimalige

Integration der Messwerte des Beschleunigungsaufnehmers verifiziert.

Die Durchfiihrung der verschiebungsgesteuerten Berechnungen war erfolgreich. Auch
der Kraft—Zeit—Verlauf der Stoflkraft konnte mit Hilfe der Summierung der entspre-
chenden Knotenreaktionskrifte am oberen Ende des Konus ermittelt werden. Der
Verlauf selbst war, wie aus Abbildung 7.23 ersichtlich ist, von starken Oberschwing-
ungen {iberlagert. Ein wesentlicher Anteil der Oberschwingungen resultiert aus den
Eigenschwingungen des Konus und der Fallmasse. Die Eigenfrequenz des Konus wur-
de im Rahmen des DFG—Berichtes mit 1500 [Hz] ermittelt. Diese Frequenz findet sich
auch im vorliegenden Verlauf wieder. Ursache fiir das Auftreten dieser Oberschwin-
gungen sind Besonderheiten der Verschiebungssteuerung, denn aufgrund der gebun-
denen Freiheitsgrade ist die Schwingungsanfilligkeit sehr hoch. Auflerdem wirken
kleine Schwankungen oder Knicke des vorgegebenen Zeitverlaufes der vorgegebenen
Verschiebung aufrauhend. Dies wirkt sich auch auf die errechneten Zeitverldufe an-

derer Groflen aus.

Wegen dieser Nachteile bei verschiebungsgesteuerten Berechnungen wurden die im
Folgenden erlduterten Untersuchungen kraftgesteuert durchgefiihrt. Dabei wurde
ein anhand des verschiebungsgesteuerten Rechenlaufes ermittelter Stoflkraft—Zeit—
Verlauf eingesetzt. Abbildung 7.23 zeigt den ungefilterten und den leicht gefilterten
StoBkraft—Zeit—Verlauf der verschiebungsgesteuerten Berechnungen, sowie den aus
diesen ermittelten Stoflkraft—Zeit—Verlauf, welcher bei den folgenden der Gegeniiber-

stellung dienenden Berechnungen verwendet wurde.
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Abbildung 7.23: Ermittlung des Stoflkraft-Zeit—Verlaufes P(¢) anhand verschie-

bungsgesteuerter Berechnungen.
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Untersuchungen mit weiteren Parametervariationen

Fiir die numerische Uberpriifung des anhand der Versuchsergebnisse vorgeschlagenen
druck— und geschwindigkeitsabhiingigen Reibgesetzes wird der Versuchsablauf mit
diesem Reibgesetz und Alternativen simuliert.

Um einen Vergleich fiihren zu kénnen, wurden

e alle fiir die Auswertung mit dem Starrkorpermodell gemessenen und aufberei-

teten Zeitverldufe aus dem Versuch

e den Zeitverldufen aus der numerischen Simulation mit verschiedenen Reibge-

setzen

gegeniibergestellt. Das sind die Ringzugkraft [27r,s(¢)], die Massenkréifte des Konus
[mgii] und der Betonsegmente [mp|, die Normalkraft [277;n(t)] auf der Kontakt-
fliche, der Reibbeiwert p(t) sowie der Eindringweg u, w und die Geschwindigkeit 1,

w.

Um neben dem vorgeschlagenen Reibgesetz fs_p 4 gleichzeitig die Auswirkungen von

unterschiedlichen Reibgesetzen zu zeigen, werden zum Vergleich Untersuchungen

e mit konstantem Beiwert y = 0.6,
e mit konstantem Beiwert y = 0.8,

e mit nichtlinearem druckabhéngigen Reibgesetz fs_ps(on,0n) auf Basis des

statischen Versuches und

e mit nichtlinearem druckabhéingigen Reibgesetz und Beriicksichtigung der Tan-

gentialgeschwindigkeit fs_p (o7, on, vr) auf Basis des dynamischen Versuches
durchgefiihrt.

Da die beim Stof} der Fallmasse auf den Konus entstehende Kontaktkraft vom Reib-
verhalten des Reibgesetzes fs_p 4 abhéngig ist und bei Berechnungen mit den oben
genannten Varianten der gleiche StoBkraft—Zeit—Verlauf verwendet wurde, kénnen
und sollen die Vergleichsuntersuchungen nur die relativen Unterschiede, die durch

die Verwendung unterschiedlicher Reibgesetze entstehen, verdeutlichen.

Als effizientester Algorithmus fiir diese Untersuchungen hat sich nicht zuletzt wegen
der Rechenzeit das unsymmetrische Augmented—Lagrange—Verfahren mit einer zwei-
fachen Wiederholung des Anpassungsprozesses erwiesen. Im Folgenden werden die

Zeitverldufe der einzelnen Gréflen gegeniibergestellt:
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Beim Zugkraft—Zeit—Verlauf im Stahlring [277,5(t)], siehe Abbildung 7.24, sind grofe
Abweichungen zwischen dem Versuch und den numerischen Untersuchungen vor-
handen. Eine der Ursachen fiir diese Abweichungen liegt im Verhalten des Elasto-
mers. Hinzu kommt, dass der Ring schon bei Vorversuchen benutzt wurde und unter

Umsténden ortlich plastifiziert war.

Der Massenkraft—Zeit—Verlauf des Konus [mgii(t)] und derjenige der Betonsegmente
[mpt(t)] stimmen sehr gut mit den Versuchsergebnissen, siehe Abbildung 7.25 (a)
und (b), iiberein. Zu Beginn der Beschleunigung und am Ende der Abbremsung wird
eine Schwingung angeregt, die aufgrund der Ddmpfung nach kurzer Zeit ausklingt.
Grund fiir die Anregung der Schwingung ist vermutlich der Haft-Gleit-Ubergang zu
Beginn und der Gleit-Haft-Ubergang am Ende der Simulation. Die aufgetragenen
Signale des Beschleunigungsaufnehmers zeigen keine solche Schwingungen, da die-
se im Rahmen der Versuchsauswertung herausgefiltert wurden und der Konus am

Versuchsende nicht sofort stecken blieb.

Die Abbildungen 7.26 (a) und (b) zeigen den Weg—Zeit—Verlauf u(t) und den Ge-
schwindigkeit-Zeit—Verlauf @(t) des Konus. Die durch die verschiedenen Reibgesetze
verursachten Unterschiede zeigen sich hier sowohl im Verlauf als auch in der erreich-
ten Eindringtiefe selbst. Die Ubereinstimmung dieser Verldufe mit dem druck— und
geschwindigkeitsabhéngigen Reibgesetz ist sehr zufriedenstellend. Der Umstand, dass
bei allen numerischen Berechnungen der Konus stecken bleibt, wihrend dies im Ver-
such nicht der Fall ist, ist wahrscheinlich auf das Verhalten des Elastomers und der

unter Umsténden oOrtlichen Plastifizierung des Stahlringes zuriickzufiihren.

Der Normalkraft—Zeit—Verlauf [27rr;n(t)] auf der Kontaktoberfliche, siehe Abbildung
7.27, ist eine wesentliche Einflussgrofe fiir das Reibverhalten. Erkennbar ist das Auf-
treten der bereits oben erwidhnten Schwingungen zu Beginn der Bewegungsphase. Die

Normalkraft steigt aufgrund der Keilwirkung mit zunehmender Eindringtiefe an.

Der Reibbeiwert—Zeit—Verlauf x(t) in Abbildung 7.28 stellt das Verhéltnis von Reib-
kraft zur Normalkraft auf der Kontaktfliche dar. Es wird das reale Verhiltnis von
Normalkraft und Reibkraft wihrend des gesamten Stofivorganges und somit der
tatsdchliche Einfluss der Reibgesetze beschrieben. Die jeweiligen Richtungswechsel
und Haftphasen der Bewegungsvorginge werden sichtbar. Anhand dieses Verlaufes
wiren Schwéchen des Kontaktalgorithmus, wie numerisch bedingte Ablésungen oder
falsch errechnete Reibkréfte, erkennbar.

Dies ist nicht der Fall, der Algorithmus scheint fiir diese Aufgabenstellung sehr gut

geeignet.
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Abbildung 7.24: Gegeniiberstellung von Kraft—Zeit—Verldufen des Stahlringes
271 s(t).



244 Gegeniiberstellung experimenteller Untersuchungen und num. Simulationen

3 T T T T T T ;
Versuch ——
Druck- und geschwindigkeitsabhéngiges Reibgesetz -------
Druckabhéngiges Reibgesetz ————————
2 :

Massenkraft [MN]
o

|
=

_3 | | | | | | |
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
Zeit [s]
(a) Massenkraft des Konus m g (t)
15 T T T T T T T
i i Versuch ——
Druck- und geschwindigkeitsabhangiges Reibgesetz -------
Druckabhangiges Reibgesetz -------
1 5 S

Massenkraft [MN]

s ; | | | | i |

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
Zeit [s]

(b) Massenkraft der Betonsegmente m g (t)

Abbildung 7.25: Gegeniiberstellung von Massenkraft—Zeit—Verlaufen aus Messung
und Berechnungen mit verschiedenen Reibgesetzen.



7.4 Numerische Simulation des dynamischen Versuches

245

0.002 T T T T T T
: Versuch ——
Druck- und geschwindigkeitsabhangiges Reibgesetz -------
ob— Druckabhéngiges Reibgesetz --------
nw=0.6
-0.002 -
-0.004 -
E
o> —0.006 [
[3)
S
(o))
£
S -0.008 |
£
i}
-0.01 -
-0.012 -
-0.014 -
-0.016
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zeit [s]
(a) Eindringweg u(t)
T T T T T T T
ol i Versuch —— |
Druck- und geschwindigkeitsabhangiges Reibgesetz -------
Druckabhangiges Reibgesetz -------
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
v
£
B A e e N A e e R S
[0
x
2
e}
£
2
<
o
1 I .., s e .-ETsB i iion
V]
B o T e S R L0 T R TITI RN
" ; ; ; ; ; ; ;
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

Zeit [s]

(b) Eindringgeschwindigkeit @(t)

0.008

Abbildung 7.26: Gegeniiberstellung von Zeit—Verldufen aus Messung und Berechnun-

gen mit verschiedenen Reibgesetzen.
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Abbildung 7.27: Normalkraft—Zeit—Verlauf 27r;n(t) auf der Kontaktoberfliche.
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Abbildung 7.28: Reibbeiwert-Zeit—Verlauf u(t) als Quotient von Haft— oder Reib-
und Normalkraft.



7.4 Numerische Simulation des dynamischen Versuches 247

Zum Vergleich der Algorithmen

Um die Vorteile des Augmented-Lagrange—Verfahrens gegeniiber dem Penalty—Ver-
fahren zu zeigen, werden einige Weg— und Kraft-Zeit—Verlaufe, die mit diesen Verfah-
ren und dem druck- und geschwindigkeitsabhéingigen Reibgesetz berechnet wurden,

gemeinsam dargestellt.

Abbildung 7.29 (a) zeigt eine Gegeniiberstellung von mit verschiedenen Verfahren er-
rechneten Weg-—Zeit—Verldufen. Die Penalty-Losung zeigt eine geringere Eindringtie-
fe und somit eine gréflere Abweichung von den Versuchsergebnissen. Ursachen dafiir
sind die mit der Eindringtiefe zunehmende Penetration und die Bindung von Energie
in die als Federkraft wirkenden Kontaktkréfte. Denn trotz der Wahl von geringeren
Dampfungsparametern beim Penalty—Verfahren wird scheinbar ein gewisser Ener-
gieanteil nicht dahingehend umgesetzt, dass die Eindringtiefe erhoht und realistisch
wird. Vielmehr bewirken als Federkrifte fungierende Kontaktkréfte unrealistische
Penetrationen und speichern Energie. Abbildung 7.29 (b) zeigt eine Gegeniiberstel-
lung von mit verschiedenen Verfahren errechneten Massenkraft—Zeit—Verldufen. Der
Zeitverlauf der Penalty-Losung unterliegt relativ gleichméfligen Oberschwingungen.
Solche finden sich auch bei den Zeitverldufen in den Abbildungen 7.30. Es ist anzu-
nehmen, dass diese Schwingungen durch die bereits penetrierenden aus Federkriften
bestehenden Kontaktkréfte entstehen. Abbildung 7.30 (a) zeigt die resultierende Nor-
malkraft auf der Kontaktfliche. Ursachen fiir die Abweichungen gegeniiber den Er-
gebnissen der Augmented—Lagrange—Losung sind die geringere Eindringtiefe und die
auftretende Penetration. Der Reibbeiwert—Zeit—Verlauf, sieche Abbildung 7.30 (b),
weicht von demjenigen mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren erzielten Verlauf
ab und ist ebenfalls mit Oberschwingungen iiberlagert. Da als Eingangsgrofien fiir
das Reibgesetz die weniger realistischen Eingangsgréfien aus der Penalty-Ldsung be-
nutzt wurden, entwickelt sich eine weniger realistische Reibkraft. Mit dem Penalty—
Verfahren ermittelte Verldufe der Kontaktspannungen werden in der Abbildung 7.33
gezeigt und im folgenden Abschnitt diskutiert.

Darstellung der Kontaktspannungsverldufe

Die Abbildungen 7.31 und 7.32 zeigen die Spannungsverldaufe auf der Slave— und
auf der Masterseite wihrend des Stofivorganges. Fiir die Ermittlung der Spannungen
wurden die Knotenkréfte [27rn;(t)] oder [27rr;(t)] im Mittelbereich durch die beiden
benachbarten halbierten Elementldngen und im Endbereich durch die anliegende hal-
be Elementlénge dividiert. Zum Vergleich sind die mit dem Penalty—Verfahren ermit-
telten Spannungsverldufe in den Abbildungen 7.33 (a) und (b) aufgetragen. Auffillig
sind die durch Oberschwingungen verursachten rauheren Verldufe der Penalty—Lo-

sung und das niedrigere Maximum der dufleren Kontaktknoten auf der Slaveseite.
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Abbildung 7.29: Gegeniiberstellung von errechneten Zeitverldufen nach dem Penalty—
und nach dem Augmented-Lagrange—Verfahren.
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Abbildung 7.30: Gegeniiberstellung von errechneten Zeitverldufen nach dem Penalty—
und nach dem Augmented-Lagrange—Verfahren.
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Zum Konvergenzverhalten der unterschiedlichen Reibgesetze

Um das Konvergenzverhalten der Gleichgewichtsiteration mit den nichtlinearen Reib-
gesetzen zu untersuchen, wurde im Zuge der numerischen Simulation mit den vier
verschiedenen Reibgesetzen Vergleiche durchgefiihrt. Hierzu wurde fiir die beiden
elastischen Korper ein unsymmetrischer Kontaktalgorithmus nach dem Penalty—
Verfahren benutzt. Als Abbruchkriterium wurde das Energiekriterium mit 1.0 E—24
gewihlt. Das Konvergenzverhalten der Gleichgewichtsiterationen zu den drei Zeit-
punkten ¢; = 0.002, to = 0.004 und ¢3 = 0.006 [s] zeigt Tabelle 7.1: Es lisst sich keine
eindeutige Aussage beziiglich der nichtlinearen Reibgesetze dahingehend treffen, dass

diese zu einer geringeren Konvergenzrate fiihren.

Um die jeweilig ben6tigten Iterationen iiber die gesamte Rechenzeit T vergleichen zu
konnen, wurden in der untersten Zeile von Tabelle 7.1 die bezogene Anzahl der jewei-
lig benotigten Iterationschritte aufgetragen. Alle Berechnungen wurden auf diejeni-
ge mit dem nichtlinearen druck— und geschwindigkeitsabhéngigen Reibgesetz fs_p 4
mit der Grofe 1.00 bezogen. Die Anzahl der benotigten Iterationschritte der anderen

Reibgesetze ist mit Werten unter 1.00 geringfiigig geringer.

Verlauf der Fehlernorm ||R/|

Iterationen uw=20.6 uw=0.8 fs—ps(tn,tr)  fs—paltn,tr,vr)
t: 1 0.263 E-2  0.392 E-2 0.589 E-2 0.504 E-2
2 0.321 E-4  0.677 E-4 0.112 E-3 0.688 E—4
3 0.152 E-9 0.324 E-9 0.602 E-9 0.156 E-5
4 0.381 E-10  0.698 E-10 0.437 E-9
) 0.464 E-10
to : 1 0.711 E-2  0.517 E-2 0.462 E-2 0.511 E-2
2 0.843 E-4  0.265 E-7 0.501 E-4 0.629 E—4
3 0.331 E-6 0.311 E-8 0.591 E-9 0.196 E-9
4 0.134 E-8 0.372 E-9 0.568 E-10
) 0.116 E-9 0.449 E-10
t3 : 1 0.364 E-2  0.719 E-2 0.347 E-2 0.148 E-1
2 0.791 E-8 0.303 E-7 0.113 E-7 0.761 E-7
3 0.789 E-9 0.338 E-8 0.132 E-8 0.366 E-8
4 0.831 E-10 0.392 E-9 0.159 E-9 0.389 E-9
5) 0.471 E-10 0.431 E-10
T: Bezogene Anzahl 0.85 0.91 0.89 1.00

Tabelle 7.1: Konvergenzverhalten bei der Ermittlung des Gleichgewichtszustandes zu

verschiedenen Zeitpunkten und iiber die Gesamtzeit mit verschiedenen Reibgesetzen.
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Abbildung 7.31: Darstellung der Spannungsverldufe auf der Slaveseite am Betonseg-
ment wihrend des Stoflvorganges mit dem nichtlinearen druck— und geschwindig-

keitsabhéngigen Reibgesetz in Abhéngigkeit von der Zeit und der Kontaktlinie.
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Abbildung 7.32: Darstellung der Spannungsverldufe auf der Masterseite am Beton-
segment wihrend des Stoflvorganges mit dem nichtlinearen druck— und geschwindig-

keitsabhéingigen Reibgesetz in Abhéngigkeit von der Zeit und der Kontaktlinie.
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Abbildung 7.33: Darstellung der Spannungsverlaufe von Losungen nach dem Penalty—
Verfahren wihrend des Stoflvorganges mit dem nichtlinearen druck— und geschwin-

digkeitsabhingigen Reibgesetz in Abhéingigkeit von der Zeit und der Kontaktlinie.
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Diskussion zur Eignung des Starrkérpermodells
Mit Hilfe der hier vorgestellten numerischen Verfahren kénnen im Folgenden die
Grenzen des zur Versuchsauswertung herangezogenen Starrkdrpermodells aufgezeigt

werden.

Da bei den Versuchen konzeptbedingt weder die Normalkraft n(¢) noch die Reibkraft
r(t) direkt gemessen werden konnten, wurden sie anhand des Starrkérpermodells er-
mittelt. Dazu wurden die zu Kraft—Zeit—Verldufen P(t), [s(t)277r,], [mkii] und [mp]
aufbereiteten Messdaten in die Gleichungen (7.1), (7.2) und (7.3) eingesetzt und der
Reibbeiwert—Zeit—Verlauf u(t) ermittelt.

Im Zuge einer numerischen Simulation bietet sich zur Eignungspriifung die M&glich-
keit, die auf verschiedene Weise ermittelten Reibbeiwert—Zeit—Verldufe gegeniiberzu-
stellen:

e Der reale Reibbeiwert—Zeit—Verlauf auf der Oberfliche kann durch Summation der
Knotenkrifte auf der Kontaktfliche ermittelt werden. Der Reibbeiwert ergibt sich
dabei als Quotient aus den resultierenden Kontaktkréften in Normalenrichtung und

in tangentialer Richtung:

) = 242 (711)

e Anhand von numerischen Berechnungen kénnen mit einem vorgegebenen Reibge-

setz alle fiir die Anwendung des Starrkérpermodells benétigten Kraft—Zeit—Verlaufe
bestimmt werden. Anstatt der bei der Versuchsauswertung zu Kraft—Zeit—Verldufen
weiterverarbeiteten Messdaten kénnen hierbei die bei vorgegebenem Reibgesetz aus
den numerischen Berechnungen ermittelten Kraft-Zeit—Verldufe in die Gleichung
(7.3)

—(s(t) 2mre + mpw) cosa+ (P(t) — mgil) sina

p(t) = (s(t) 2mry + mpw) sina + (P(t) — mgi) cosa

eingesetzt werden.

Zur Uberpriifung der Auswertung mit dem Starrkérpermodell sollen die aus nume-
rischen Berechnungen auf verschiedene Weise anhand der Gleichungen (7.11) und
(7.3) ermittelten Reibbeiwert—Zeit—Verldufe 1(t) einander gegeniibergestellt werden.
Hierzu wurden zwei Varianten untersucht: Eine mit einem linearen Reibgesetz mit
i = 0.8 und eine weitere mit dem nichtlinearen druck— und geschwindigkeitsabhéngi-

gen Reibgesetz fs_p 4.
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Es ist zu erwarten, dass die Unterschiede der jeweilig zu vergleichenden Zeitverldufe
um so geringer sind, je besser das Starrkérpermodell geeignet ist, die Grofien pu(t),

n(t) und r(t) zu ermitteln.

Die mit Gleichung (7.3) und (7.11) ermittelten Verldufe der Verhéltnisse der Kon-
taktkrifte weisen jedoch, wie in den Abbildungen 7.34 (a) und (b) erkennbar wird,
Unterschiede auf: Die anhand von Gleichung (7.11) erzielten Ergebnisse entsprechen
dem vorgegebenen Reibgesetz und sind gegeniiber denjenigen von Gleichung (7.3)

frei von Oberschwingungen.

Grundsétzlich gilt, dass wihrend der Haftzustinde in den Ruhezustéinden zu Be-
ginn, beim Richtungswechsel und beim abschlieenden Steckenbleiben des Konus
der Reibbeiwert p(t) — das Verhiltnis von r(t) zu n(t) — kleiner ist als wihrend der
Gleitphasen, da die haftende Tangentialkraft kleiner ist als die Reibkraft.

Grofiere Unterschiede zwischen den mit Gleichung (7.3) und Gleichung (7.11) er-
zielten Reibbeiwert—Zeit—Verldufen werden bei diesen Haftzustéinden zu Beginn der
Bewegung, beim Richtungswechsel und beim anschliefenden Steckenbleiben sichtbar.
Scheinbar sind die Abweichungen bei Rechenldufen mit dem nichtlinearen Reibgesetz
grofler, da hier Eindringweg und damit auch Geschwindigkeit und Beschleunigung
grofler sind. Auflerdem ist dann die Reibkraft im Gleitzustand von mehreren Grofien

abhéngig, wobei sich die Ungenauigkeiten einzelner Gréflen akkumulieren.

Damit wird deutlich, dass das Starrkérpermodell zur Ermittlung des Reibbeiwert—
Zeit—Verlaufes nur begrenzt geeignet ist und eher zur Bestimmung von qualitativen
Tendenzen dienen kann. Bei dynamischen Anwendungen miissten zumindest Eigen-
frequenzen der Teilkorper ausgefiltert werden, da das Starrkorpermodell diese nicht

abbilden kann. Dies wire am numerischen Modell durchaus machbar.

Grundlegende Ursachen fiir die oben genannten Abweichungen liegen darin, dass
beim Starrkoérpermodell fiir die einzelnen Teilkérper gemittelte Groflen benutzt wer-
den. Es steht daher nur ein iiber Winkelbeziehungen gekoppelter Freiheitsgrad zur
Verfiigung. Damit sind die Kontaktkrifte iiber die Fliche konstant. Verformungen

der Fliache und des Kontinuums kénnen nicht beriicksichtigt werden.
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Diskussion zum dynamischen Versuch

Als Folge verschiebungsgesteuerter Berechnungen mit unterschiedlichen Parametern
wurde erkannt, dass der gemessene Stofikraft—Zeit—Verlauf unbefriedigenden Abwei-
chungen unterlag. Mit Hilfe dieser verschiebungsgesteuerten Untersuchungen konnte
jedoch anschlieflend, siehe Abbildung 7.23, ein entsprechender Stoflkraft—Zeit—Verlauf

ermittelt werden.

Fiir die unzuldngliche Ermittlung dieses Kraft—Zeit—Verlaufes aus dem Versuch kom-
men mehrere Ursachen in Frage. Zum einen musste, da die Kraftmessdose nicht
unmittelbar an der Kontaktstelle positioniert war, ein Teil der Kraft aus anderen
Messergebnissen addiert werden. Zum anderen ist vermutlich eine Kombination des
Eigenschwingverhaltens der Fallmasse mit dem Konus eine weitere Ursache. Hinzu
kommt, dass die Fallmasse aus mehreren verschieden geformten Teilkérpern zusam-
mengesetzt war. Der Kenntnisstand iiber ein etwaiges Eigenschwingverhalten war
relativ gering, da bei fritheren Versuchsreihen mit der Fallmassenanlage weniger der
Kraft—Zeit—Verlauf selbst als vielmehr der Impuls als integrale Grofle interessierte.
Bei diesen Versuchsreihen war, da es sich meistens um Bauteilversuche handelte, die

Schwingzeit des gestoflenen Bauteils wesentlich linger als diejenige der Fallmasse.

Proportionalitidt zwischen Eindringweg und Zugkraft im Stahlring war, wie schon
mit Hilfe der numerischen Simulation des statischen Versuches deutlich wurde, nicht
stindig gegeben. Eine Ursache dafiir kann in der nichtlinearen Federwirkung der

Elastomerschicht oder an einer Mehrfachnutzung durch Vorversuche liegen.

Gravierender Nachteil dieses Versuchskonzeptes ist es, dass die Messung der Kontakt-
krafte nicht direkt moglich ist. Deshalb wird fiir die Auswertung ein Modell benétigt,
was zu einem wesentlich hoheren Aufwand fiihrt. Grundsétzlich erschwerend wirkt
sich die Tatsache aus, dass ein Stofivorgang in der Regel in erheblichem Ausmaf

instationar ist. Dies war auch hier der Fall.

Wie bei der numerischen Umsetzung dieses Versuchs gezeigt wurde, sind die Ge-
nauigkeitsanforderungen konzeptbedingt sehr hoch. Das durch den Stof8 hervorgeru-
fenene Beschleunigen und Eindringen des Konus fiihrt zu schnellen Verdnderungen
der Trigheits— und der Kontaktkrifte. Kenntnisse iiber Filtertechniken sollten daher

besser genutzt werden.

Durch die Gegeniiberstellung von Rechenldufen mit dem Penalty—Verfahren und sol-
chen mit dem Augmented-Lagrange—Verfahren wurde deutlich, dass die Genauigkeit
durch das Augmented—Lagrange—Verfahren erhoht wird und die durch das Penalty—

Verfahren algorithmisch bedingten Verfdlschungen der Ergebnisse verschwinden.
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Positiv zu bewerten ist die Tatsache, dass der Versuchsaufbau fiir den dynamischen
Versuch unmittelbar aus dem statischen Aufbau iibernommen werden konnte und es
gelungen ist, das fiir den statischen Fall erzielte Ergebnis fiir den dynamischen Fall
zu erweitern. Der Vorschlag fiir ein nichtlineares druckabhingiges Reibgesetz konnte

um einen geschwindigkeitsabhingigen Anteil erweitert werden.

Fiir zukiinftige Versuchsreihen ergeben sich mehrere Optimierungsmoglichkeiten:

e Eine Vergroflerung des Neigungswinkels a des Konus wird das Verhéltnis der
zuriickgelegten Wege u(t) und w(t) beim Eindringen vergrofiern.

e Durch eine Verringerung des benétigten Federweges kann die Dicke der Elastomer-
schicht verringert oder auf eine solche verzichtet werden.

e Durch eine Verringerung der Masse des Konus kann eine hohere Geschwindigkeit
erzielt und die Eigenfrequenz erhéht werden.

e Um moglichst viel Arbeit in das System zu leiten, ist eine moglichst lang andau-
ernde Kontaktzeit zwischen Fallmasse und Konus anzustreben. Dabei ist die Kraft—
Zeit—Funktion moglichst exakt zu messen, da sie eine wesentliche Grundlage fiir die

Auswertung ist.

Dieses Forschungsvorhaben und die bei der Gegeniiberstellung erkennbar werdenden
Grenzen der numerischen Umsetzung der gemessenen Groflen zeigen das prinzipiel-
le Vorgehen zur Erweiterung des Wissensstandes iiber das Reibverhalten und sollen
Anstof fiir weitere Experimente und Detailuntersuchungen geben. Mit Hilfe der dar-
gestellten numerischen Moglichkeiten und der Nutzung der erzielten Ergebnisse ldsst
sich zukiinftig der Versuchsaufbau schon wihrend der Konzeptionsphase durch Pa-
rameterstudien von Material, Geometrie und Kinematik und dem Abschétzen der

Kontaktkraftverteilung optimieren.



Kapitel 8

Zusammenfassung

8.1 Bemerkungen zur Numerik

Wihrend im unsymmetrischen Fall die Anwendung der Gleitregel im Zuge der Gleich-
gewichtsiteration erfolgt, wird sie im symmetrisierten Fall nur wihrend des An-
passungsprozesses im Gleichgewichtszustand benutzt. Deshalb ist fiir das unsym-
metrische Verfahren eine Linearisierung der Reibkraft sowohl im Haft— als auch im
Gleitfall notwendig. Dabei werden mit den in jedem Iterationsschritt auftretenden
Préadiktorschritten anhand der Gleitregel die Reibkréifte bestimmt und die zu den
Haft— oder Gleitzustdnden gehorenden Weganteile ermittelt. Aufgrund des nume-
rischen Verhaltens des weggesteuerten Iterationsverfahrens entsprechen die ermit-
telten Haft— oder Gleitzustéinde sowie die Verteilung gy jedoch nicht unbedingt den
physikalischen Gegebenheiten. Da die Gleitregel beim symmetrisierten Verfahren nur
im Gleichgewichtszustand angewendet wird, hat sich herausgestellt, dass sie gut ge-
eignet ist zur physikalisch nachvollziehbaren Ermittlung von Haft-Gleitzustdnden

und Weganteilen.

Weiterhin ist bei der Anwendung der Verfahren zu beachten, dass die unsymmet-
rische und die symmetrisierte Variante des Augmented-Lagrange—Verfahrens ein un-
terschiedliches Konvergenzverhalten haben. Da bei dem unsymmetrischen Verfahren
die Gleitregel bei jedem Iterationsschritt angewendet wird, werden die korrekten
Reibkrifte schon in dieser Phase bestimmt. Alle Kontaktknoten entlang einer Kon-
taktfliche sind schon im nahezu physikalisch korrekten Zustand, bevor der Anpas-
sungsprozess durchgefiihrt wird. Der Anpassungsprozess kann beim unsymmetrischen
Verfahren jederzeit beendet werden. Wird auf die Durchfiihrung des Anpassungspro-

zesses verzichtet, geht dieses Verfahren in das Penalty—Verfahren iiber.
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Bei der symmetrisierten Variante treten Verdinderungen der Reibkrifte auf der Kon-
taktfliche beziiglich des Haft—Gleitzustandes noch nach mehreren Wiederholungen
auf, da die Gleitregel lediglich im Gleichgewichtszustand angewendet wird. Beim
symmetrisierten Verfahren muss der Prozess beobachtet und kann erst dann beendet
werden, wenn keine Verinderungen mehr auftreten. Es ist also eine Minimalanzahl

von Schleifen erforderlich.

Eine systematische Schwiche des Augmented-Lagrange—Verfahrens ist die innerhalb
eines Zeitschrittes mit der Anzahl der Wiederholungen linear steigende Rechenzeit.
Das Konvergenzverhalten zur Minimierung der Penetration und der elastischen Tan-
gentialverschiebung innerhalb eines Zeitschrittes ist lediglich linear. Fiir eine effizi-
ente Steuerung bendtigt man auflerdem Abbruchkriterien. Als Abbruchkriterien fiir
die Schleifen des Anpassungsprozesses wurden fiir das unsymmetrische und fiir das
symmetrisierte Verfahren verschiedene Kriterien gewéhlt, hierzu werden die Summe
der Penetration oder der Penaltyenergie oder relative Verdnderungen zum vorherigen

Schritt herangezogen.

Die Penaltyabhéingigkeit verschwindet nicht vollstdndig. Die gewahlten Penaltyfak-
toren haben einen Einfluss auf die Optimierung der Betrige und die Konvergenzge-
schwindigkeiten der zu erreichenden minimalen Penetrationen. Um hohere Konver-
genzgeschwindigkeiten und geringere Penetrationen zu erzielen, lassen sich die Pen-

altyfaktoren eines jeden Slaveknotens wihrend des Anpassungsprozesses verdndern.

Bei einigen Beispielrechnungen mit zwei kontaktierenden elastischen Korpern war
das Konvergenzverhalten bei symmetrischer Kontaktsuche nicht quadratisch. Der
Grund liegt hochstwahrscheinlich in der Kontaktsuche mit der ’active-set—strategie’,
bei der die Anzahl der Kontaktknoten in jedem Iterationsschritt festgelegt wird und

so zu ungiinstigen Konstellationen fithren kann.

Untersuchungen im Bereich der Dynamik z. B. mit einem impliziten Zeitschrittver-
fahren erfordern den Einsatz von Dampfung. Hierzu werden entweder die Newmark—
Parameter selbst oder ein zusitzlicher Term fiir die Rayleigh-Dampfung benutzt.

Dies fiihrt zu einem, wenn auch geringen Einfluss auf die Ergebnisse.

Das Reibverhalten ist komplex; es kann abhéngig sein von Druck, Geschwindigkeit,
Weg, Temperatur und anderen Einfliissen. Die numerische Umsetzung von nichtli-
nearen mehrparametrigen Reibgesetzen ist mdglich. Die Hauptproblematik liegt in
der Ermittlung der stoffgesetzlichen Zusammenhénge selbst. Wahrend druck— und
geschwindigkeitsabhéingige Reibgesetze lediglich von den aktuellen Eingangsgrofien
des Iterationsschrittes abhédngen, sind wegabhéingige Reibgesetze geschichtsabhéngig.
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8.2 Zusammenfassung

Problemstellung und Zielsetzung

Zu einer Vielzahl von Analysen von Kontaktproblemen gehéren Untersuchungen
iiber das lokale Verhalten im Kontaktbereich. Dabei sind im Gegensatz zur Un-
tersuchung des globalen Verhaltens besonders die Kraftverldufe auf der in Raum und
Zeit verdnderlichen Kontaktfliche von Interesse. Dies fiihrt ( als —'high—precision—

contact’=) zu hohen Anforderungen an die Genauigkeit.

Bei Tangentialbewegungen treten neben den Kraftverldufen in Normalenrichtung
auch Reibkrifte auf. Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Durchfiihrung einer re-

alistischen Simulation ist die Beschreibbarkeit des tatsidchlichen Reibverhaltens.

Folgende Zielsetzungen mussten dabei verfolgt werden:

e Entwicklung, Validierung und Anwendung von geeigneten Algorithmen zur Unter-
suchung von praxisnahen Problemstellungen,

e Integration von komplexeren Reibgesetzen zur Analyse von Reibzustinden,

e Untersuchungen von Kraftverldufen auf der Kontaktfliche und

e Gegeniiberstellung eigener experimenteller Untersuchungen und der dabei ent-
wickelten numerischen Modelle.

Nach einer Einfiihrung in den Stand der numerischen Verfahren wurde in Hinblick auf
die Problemstellung eine Vorgehensweise mit Knoten—Segment—Kontakt gewihlt, die
sich bei den verwendeten linearen Elementen auch direkt ergibt. Bei den zugehorigen
Optimierungsverfahren erschien das Augmented-Lagrange-Verfahren am geeignet-
sten, da dieses die Vorteile des Penalty—Verfahrens mit der verschiebungsgesteuerten
Losbarkeit und der konstant bleibenden Gréfie des zu 16senden Gleichungssystems
mit dem Vorteil der Lagrange-Multiplikatoren-Methode der punktweisen exakten
Losung verbindet. Im Zusammenhang mit dynamischen Anwendungen kommen die
genannten Vorteile auch zusammen mit der Moglichkeit zur Symmetrisierung des

Gleichungssystems besonders deutlich zum Tragen.

Das Reibverhalten

Es wurde ein Einblick zum Stand der Theorien in der Tribologie gegeben. In der
neueren Literatur wird der Weg beschritten, eher Zusammenhéinge und Mechanis-
men zu erkennen und systematische Niaherungen zu bevorzugen, als unvollstindige

Formeln aus Einzell6sungen anzugeben.
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Reibung gilt als Oberbegriff fiir diverse energiedissipierende Prozesse. Diese sind
e Materialzerstorung oder Plastizitét,
e Wirmeentwicklung und

e Chemische Reaktionen.

Folgende wesentliche Mechanismen agieren auf der Oberfliche:
e Adhésion,
e Abrasion oder Furchenbildung und

e Elastoplastische Deformation.

Dabei ist die Wichtung des Auftretens dieser Mechanismen von der Werkstoffpaarung

abhéngig.

Prinzipiell miissen, um das Reibverhalten einer bestimmten Werkstoffpaarung zu er-
mitteln, experimentelle Untersuchungen durchgefiihrt werden. Aus den Ergebnissen
dieser Untersuchungen koénnen Vorschlige fiir Reibgesetze gemacht werden. Fiir die
Paarung Stahl und Beton liegen eigene Versuchsergebnisse vor, die in die Kontaktal-

gorithmen durch Nutzung der Gleitregel implementiert wurden.

Kontaktbedingungen
Die Kontaktbedingungen wurden anhand der lokalen Betrachtung mit dem Master—

Slave-Konzept eingefiihrt.

Die Beschreibung der Relativbewegung in Normalenrichtung wurde durch die Ermitt-
lung des minimalen Abstandes eines Punktes des Slavekoérpers mit dem Masterkorper
durch Riickprojektion auf die Masterfliche ermittelt. Fiir die reibbedingte Kontakt-
bedingung in tangentialer Richtung wurde die Relativgeschwindigkeit von Slave— und
Masterpunkt benétigt. Somit lieBen sich die Kontaktbedingungen (Kuhn—Tucker—
Bedingungen) in Normalenrichtung und in tangentialer Richtung mit Reibung auf-

stellen.

Um das Ziel einer verschiebungsgesteuerten Losung des Problems zu erreichen, wur-
den die Bedingungen durch Einfiihrung von Penaltyfaktoren in Normalenrichtung
und tangentialer Richtung ’gelockert’. Durch diese Regularisierung sind die Kon-

taktkrifte von den Verschiebungen abhingig.

Anschlielend mussten die Kontaktbedingungen in das Prinzip der virtuellen Arbeit
integriert werden. Da die Losung implizit erfolgt, wurde auch die Linearisierung
der virtuellen Kontaktarbeit benétigt. Die Diskretisierung erfolgte beim Knoten—

Segment-Kontakt mit einem Dreiknoten—Kontaktelement.
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Augmented-Lagrange—Verfahren und Symmetrisierung

Als Optimierungsverfahren beim Knoten—Segment-Konzept bot sich die Lagrange—
Multiplikatoren—Formulierung mit nicht regularisierten Kontaktbedingungen oder
die Augmented-Lagrange—Formulierung mit erweiterten regularisierten Kontaktbe-

dingungen an. Die letztere lief§ sich in das Penalty—Verfahren iiberfiihren.

Der Losungsprozess des Augmented—Lagrange—Verfahrens wurde in zwei Phasen durch-
gefiihrt. In der ersten Phase wurden die Werte der Multiplikatoren konstant gehalten
und der aktuelle Bewegungszustand ermittelt. In der zweiten Phase wurde der Be-
wegungszustand festgehalten und die Werte der Multiplikatoren aktualisiert. Diese
beiden Phasen wurden solange mit den jeweils verbesserten Multiplikatoren durchlau-
fen, bis die Penetration oder die elastische Tangentialverschiebung nahezu eliminiert
waren und die Multiplikatoren quasi die exakte Losung erreicht hatten. Grundsétzli-
cher Vorteil dieser Aufteilung in zwei Phasen ist die Beibehaltung der quadratischen

Konvergenz bei der Gleichgewichtsiteration.

Bei der Beriicksichtigung von Reibung wurde eine Gleitregel angewendet, um die
Reibkraft und den Haft— oder Gleitzustand zu bestimmen. Dieser Umstand fiihrte
zur Entwicklung zweier Losungsvarianten, einem unsymmetrischen und einem sym-
metrischen Verfahren. Wesentlicher Unterschied ist, dass die Gleitregel bei der un-
symmetrischen Variante in der ersten Phase und bei der symmetrischen Variante in

der zweiten Phase angewendet wird.

Analyse der Algorithmen durch Anwendungen

Zuerst wurden die codierten Losungsvarianten anhand von Beispielen aus dem Schrift-
tum validiert. Anschliefend wurden typische Kontaktzustidnde anhand von praxisna-
hen, dynamischen Problemstellungen mit Hilfe der Algorithmen untersucht. Hierzu

gehorten:
e Das Rollen eines Ringes auf einer Ebene,

e das Sich-in-Bewegung-setzen eines Blockes mit Ubergingen vom Haften ins Glei-

ten,

e das Stoflen eines Ringes gegen eine Ebene — unter Betrachtung des stark verénder-

lichen Kraftverlaufs und des globalen Verhaltens — , und

e das Einschlagen eines Zylinders in eine konische Form — unter Betrachtung der

Entwicklung der Normal— und Reibkraft wihrend der Schlag— und Ruhephasen.
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Schwerpunkte waren der Vergleich der Algorithmen und die Betrachtung der Kraft-
verldufe auf der Kontaktfliche. Hierzu gehorten die Analyse von Reibzustinden wie

Haft-Gleit- Ubergiinge und auch die Integration komplexerer Reibgesetze.

Abschliefflend wurden anhand eigener experimenteller Untersuchungen die zugehori-
gen numerischen Simulationen durchgefiihrt. Die Versuche dienten der Ermittlung
des Reibverhaltens von Stahl und Beton. Auf Basis dieser Versuchsergebnisse wur-
den Reibgesetze implementiert sowie ein statischer Versuch und ein dynamischer Ver-
such numerisch nachvollzogen. Dabei wurden auch alternative Reibgesetze benutzt

und anhand der gewonnenen Erkenntnisse das Versuchskonzept diskutiert.

Ausblick

Mit den vorgestellten Algorithmen ist es mdglich, Kontaktprobleme mit Reibung
zu behandeln. Die Implementierung komplexer Reibgesetze bereitet prinzipiell keine
Schwierigkeiten. Da man zu jedem Zeitpunkt fiir einen Slave-Knoten Informationen
iiber Druck, zuriickgelegten Weg, Geschwindigkeit und Temperatur erhélt, l4sst sich
ein von diesen Groflen abhéingiges Reibgesetz mit Mehraufwand numerisch realisie-
ren. Dieser Umstand gilt als Motivation, das in der Tribologie diskutierte realistische

Reibverhalten bei Losungen von Kontaktproblemen zu beriicksichtigen.

Bis heute wurden meist nur Versuche durchgefiihrt, die geméf Zielsetzung (Ermitt-
lung der Reibkraft fiir ein Einzelproblem) zu Einzellosungen fiihrten. Um konsistente
Reibgesetze fiir bestimmte Werkstoffpaarungen aufzustellen, sollte damit begonnen
werden, alle verfiighbaren Versuchsergebnisse, die unter vergleichbaren Bedingungen
erzielt worden sind, in Abhéngigkeit aller genannten Grofien (Weg, Druck, Geschwin-
digkeit, ... ) in eine Art Datenbank aufzutragen. Anschliefend wiirde erkennbar wer-

den, in welchen Bereichen keine Versuchsergebnisse vorliegen (z. B. hoher Druck).

Experimentelle Untersuchungen zum Reibverhalten sind jedoch mit hohem Aufwand
verbunden. Deshalb sollten die numerischen Mdoglichkeiten bereits in der Planungs-
phase als Hilfe zur Entwicklung von Versuchsaufbauten und —abldufen genutzt wer-

den.
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Anhang A

Details zur Linearisierung der
Kontaktkinematik

Nicht zuletzt aufgrund der bei SCHERF [1997] aufkommenden Diskussion der Kon-
taktformulierung wird die Linearisierung der Kontaktkinematik aus Kapitel 3 iiber-
priift. Zu diesem Zweck werden die von LAURSEN [1992] angegebenen Ergebnisse der

Linearisierung in diesem Abschnitt schrittweise nachvollzogen.

A.1 Grundlegende Richtungsableitungen

In diesem Anhang stdndig wiederkehrende Ableitungen werden an dieser Stelle zu-
sammengefasst dargestellt. Es wird jeweils auf die Positionen, wo diese Ableitungen

benutzt werden, verwiesen.

Zuvor wird Allgemeines fiir das Bilden von Richtungsableitungen wiederholt:
« (1)
o) = oV tep

(2)

x (2)
e? = P tep

(A.1)

Fiir eine GroBe B(X; (1), p?) gegeben fiir alle X € T()) ergibt sich die linearisierte
Variation 6 3(X; ™M, ) mit Hilfe dieser Notation fiir die Richtungsableitung:

d
0B(X; M) = = B(X; 0", o) (A.2)

de 0
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e Fiir die erste Variation § der Abstandsfunktion in A.3 wird ") mit folgendem
Ansatz fiir die Abbildungsfunktion eines Slavepunktes von Korper (1) benotigt:

(1)

P(X) = o (X) + e (X)

Mit der entsprechenden Vorschrift der partiellen Differenziation

D() _ 8()oX _ 5()

e 06X de | oe

ergibt sich fiir die einzelnen Terme

S 0X S L)
—FO My 22 e’ _
6X F (,QZJO ) ’ 56 0 Y 56 ‘p (X) °
Als Ergebnis der Differenziation ergibt sich:
D cpgl) X « (1)
D) _ 40, "

Weiterhin wird 6 mit folgendem Ansatz fiir die Abbildungsfunktion eines Ma-
sterpunktes von Korper (2) benotigt:

P2 (Y (X)) = O (T(X) + ¢ (Y(X))

Mit der entsprechenden Vorschrift der partiellen Differenziation

D) _ol)ov oL o()

S O0Y Of de | oc

ergibt sich fiir die einzelnen Terme

5p?) 5Y o 5p?) §Y
— F@(y® er Y% _ 2 °T _ r@ (@2 _
6Y (1/)0 ) Y 55 6€ 1/)0,6 Y 5Y 55 (wo )wo,g Tﬁ?
5 6p? (@)
e (63)
o€ O€
Als Ergebnis der Differenziation ergibt sich:
D(p? (Y (X L (2) <
YO _ o9 (3 (x) + 7p0e” (A1)

e Die in A.4 benoétigte Variation zur Ermittlung des tangentialen Gleitweges ergibt

sich mit D(71), es gilt 7o = €,(§) = 92 (Y (X)) mit folgendem Lésungsansatz fiir
die Richtungsableitung:

P2 (Y(X)) = p@ (Y(X)) + 2 (Y(X))

€
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Damit ergibt sich die partielle Differenziation von D(7,) :

@) (Y : - G
D(w’aeg(xm - %)g—g P e @ PN X))

e Fiir die zweite Variation A der Abstandsfunktion in A.5 wird A[c,*o(z) (Y (X))]

benétigt. Es ergibt sich mit folgender partieller Differenziationsvorschrift

D() _A(AE  AQ)

Ae  AE Ae ' Ae

Fiir die einzelnen Terme gilt

_ «(2) —
A Y (X £ (2) — A — . (Y(X
b (YOOL g0 7y | 26 _ g Slbu FOOI
Als Ergebnis ergibt sich:
% (2) =
Des YD 0% (x))a¥’ (A6)

e Zusitzlich wird die Richtungsableitung fiir Ae, 3(£) ermittelt. Es gilt

€as(6) = T o5 = ¢ 5(Y(X))

mit folgendem Losungsansatz fiir den Masterpunkt an der Stelle € # 0:

P (Y (X)) = 2V (X)) + eul (Y (X))

Weiterhin ergibt sich aus der Differenziationsvorschrift fiir die einzelnen Terme

Ae, Ae, _
Rl e 2wy

Als Ergebnis ergibt sich:

@ (Y
PO MR _ o, () + 0 A0E” (A7
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A.2 Ableitung der tangentialen Relativbewegung

nach der Zeit

Die zeitliche Ableitung der Relativbewegung zwischen x = (X, t) und ¥ =
¢ (Y (X,t),t) muss gleich null sein. Diese Forderung wird ausgedriickt als

d

0=
dt[

eV (X, 1) — P (Y(X,1),1)] . (A-8)

Die Errechnung dieser zeitlichen Ableitungen erfolgt fiir Kérper (1) und Korper (2).
Die Ergebnisse fiir Korper (2) werden durch partielle Differenziation einschlieBlich

der Anwendung der Kettenregel ermittelt:

Ze(X, 1) = v (X, 1) (A.9)
4o _ eOT (X 0).0) OF | 9 (YK, 1)1
FeATE.0) = o ml O at

= FP@P ) T+ o (K1),

Dies fiihrt zu einem Ausdruck, der als Relativgeschwindigkeit von X definiert wird:

v(X, 1) — (Y (X, 1), 1) = F (¥ (D)) 1 Y(X.1)] (A.10)

t

Hierbei ist F ) der materielle Deformationsgradient. Die GréBen Y und ¥ lassen sich
mit Y = \Il(() )(f(X,t)) und y = \IIE )(f(X,t)) in Abhéngigkeit der Parameterebene

darstellen.
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A.3 Erste Variation der Abstandsfunktion

g(X, t) entsteht aus Bewegungen von cp,gl)(-,t) und cp,?)(-,t). Nach der Minimierung

werden die Variablen mit (7) ausgedriickt:

g=-lpM(X) — ?(Y(X))]-n (A11)

Ziel ist Variation (J) von g:
bg = o{~[pW(X) - ¢? (Y (X)) n}

= §{lleV(X) — ¢ (Y(X))lIsign(g)} (A.12)

Die Differenziation geschieht mit Hilfe der Kettenregel, d. h. Bilden von &ufleren und

inneren Ableitungen. Die duflere Ableitung lautet:

_ sign(g) 2(M(X) = (Y (X)) 0 (1)xer @) (%7
og 2 [l (X) = @Y (X)) ol (X) — (Y (X)) (A13)

Die innere Ableitung erhilt man durch Bilden der Richtungsableitungen, siche A.1.
Mit Hilfe dieser Gleichungen (A.3) und (A.4) ergibt sich:

-4 (VX)) - il

ole(X) — P (Y (X)) =¢ * (X)- ¢ (A14)

Zusammengefasst lautet die erste Variation der g—Funktion:
x (1) «(2) — —a
X)—¢  (Y(X)) —7ad] (A.1D)

59 = %wmm CGOFX) [

Aufgrund der Tatsache, dass 7,0¢" senkrecht zu n ist, kann dieses Produkt zu null

gesetzt werden. Unter Zuhilfenahme von

- - S 0(x) - o (T () (A.16)
g
vereinfacht sich die Gleichung der ersten Variation zu
(A.17)

1V x) - ¢” (T(x)) .
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A.4 Erste Variation des tangentialen Gleitweges

Als Ausgangsgleichung dient die Bedingung;:
[pV(X) = P (Y(X))] - Ta =0 (A.18)

Sie gilt, da ¢ (Y (X)) eine Projektion von ¢ (X) auf I'® ist. Die Ermittlung
erfolgt implizit:
0=5[[pM(X) - ?(Y(X))]- 7] (A.19)

Nach Anwendung der Produktregel erhélt man
0=6[p"(X) = P (Y(X))] Ta + [¢V(X) =P (Y(X))] - 670 . (A:20)

Der erste zu variierende Term ergibt sich analog zur Variation der Abstandsfunktion
(A.14) mit

Sl (X) — e (T(X)) ="

(2)

(X) - ¢ (Y(X)) - Tadl . (A-21)

Fiir den zweiten zu variierenden Term §(7,), ist der Losungsweg in A.1 dargestellt.

Mit 7, = e, (£) = @ (Y (X)) und dem Losungsansatz fiir die Richtungsableitung,

Ne3

siche A.1 Gleichung (A.5), ergibt sich
5(7a) = (€€ + o2 (Y (X)) . (A.22)

Unter Zuhilfenahme von Gleichung (A.11)

¢V (X) - p?(Y(X)) = —gn (A.23)
ergibt sich fiir den zweiten Term von (A.20) die erste Variation des tangentialen
Gleitweges:

x (1) «(2) = =B )~ =\ =B
0=[p (X)—¢ (Y(X)) =750 ] Ta—gn-[p,)(Y(X)+eas(£)df] (A.24)

Nach Umformung ergibt sich fiir 556:
—03 « (1) «(2) — «(2) =
Agds =l (X) —¢  (YX))]-Ta—ygn-[p, (Y(X))] (A.25)

mit

Aag = Mag + gn - emg({) . (A26)
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A.5 Zweite Variation der Abstandsfunktion

Ausgangspunkt fiir die Durchfiihrung der zweiten Variation ist Gleichung (A.15), das

Ergebnis der ersten Variation von dg:

sign(g — « (2) = —a
o = "D (%) - o (V)] [6" ()= 67 (V) = rad] (A.20)
Die Durchfiihrung der zweiten Variation geschieht der besseren Ubersicht wegen mit
dem Symbol A und dem Ansatz ¢ (X) = ¢ (X) + eu®(X). Aufgrund der Aqui-

valenz von A und § sowie ¢ und u sind sdmtliche Ansétze quasi identisch:

1 x (1)

A =& |2 (%) - o (TO0)] [ ®

x) - 6% (¥(x)) —raazal]

(A.28)
Nach Anwendung der Produktregel erhilt man

AGg) = —[APIX) =P XX)] e (X) ¢ (Y(X)) — 7adE]

_ x (2)

+ [M(X) =P (Y (X)) -Alp " (X) —¢ (Y(X)) —7ad']].
(A.29)

Die Variation des ersten Terms (A.29); wurde bereits in Gleichung (A.14) ermittelt:

AlpV(X) - @ (F(X))) = [1P(X) —u®(F(X)) - mAT]  (A30)

Die Variation des vierten Terms (A.29), erfolgt durch Variation der einzelnen Glieder:

« (1) )

(2)
Alp

(Y(X)) — 708 = Alp" (X)] = Alp” (V(X))] — Alra08]

(A.31)

(X) — ¢

Fiir diese drei zu variierenden Terme ergeben sich im Einzelnen:

Ao (x)=0

2 wxy) A e? (Y(x) A¢ AGY (Y(X))

Ae A& Ae Ae

—¢5 (Y(X))AE’

A(150€") = A(m5)08" +15A0E") = (e5.4(E)AE" + (uF (Y (X)) + 15268



298 Zur Linearisierung

Die Variation von §7 wurde bereits in Gleichung (A.5) gezeigt. Auf diese Weise ergibt

sich fiir den zweiten zu variierenden Term (A.29), iiber Gleichung (A.31):

[~ (V(X)AE — 68 e5,,(€)AE" — u? (YT (X))68 — 1520 ] (A.32)

Fiir weitere Umformungen wird die Gleichung (A.24) genutzt, die die Beziehungen fiir
die erste Variation des tangentialen Gleitweges darstellt. Dabei gilt unter Beachtung

der Aquivalenz von ¢ und u, § und A:

uV(X) —u?(¥Y(X)) - m,A8 = L. [u?(¥(X)) + ep,0(€)5E"]

Tp
A" ) = 7 (VX)) -1 = B (VX)) + eal@)5E] (A.3)

Die Terme (A.29); iiberfiihrt in (A.30) und (A.29), lassen sich durch diese beiden

Gleichungen (A.33) umformen zu

L V00 + €0 @) 22 V0 + €50 BE

Y
glry

= gn - [p2 (Y(X) + e,4(6)0€"] m” n- uf (Y(X)) + esa(€)0€7] . (A.34)

Unter Zuhilfenahme von Gleichung (A.11)
1 —
LX) - ¢ (¥ (X)) = -n (4.35)
g

ergibt sich eine Vereinfachung fiir den zweiten zu variierenden Term (A.29)s3 4, wobei

(A.29)4 zu (A.32) umgeformt werden konnte:
n- 08 a2 (T(X) + A 3 (X)) + es.a@0F AL + 7,068°]  (A.36)

Wegen der Orthogonalitéit von n und 7 und, da Aéfﬁ zu vernachléssigen ist, wird
TﬁA(Sgﬁ = 0 gesetzt.

Abschlieflend lésst sich die zweite Variation der Abstandsfunktion ¢ als Summe von

(A.34) und (A.36) darstellen:
Aldg) = gn- [P0 (T(X)) + ey a@AEmn - [u2 (T(X)) + 5,4 (E)AL]

(2)

+ 08P (Y(X)]+ A0 (g (Y(X))]+n- AL 6 [es,4(8)]

(A.37)
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A.6 Zweite Variation des tangentialen Gleitweges

Ausgangspunkt ist das Ergebnis der ersten Variation, Gleichung (A.24):

x (2)
- @

(X) (Y(X)) = 508" - o — gn- [ (F(X)) +ea s (E)0E7] (A.38)

Die Gleichung (A.38) wird zur Durchfiihrung der Variation in zwei Teile zerlegt:

ALY (X) = 67 (VX)) = 75087 7 | (A.39)
und
Al —gn - [p0) (T(X)) + eas(E)]0E] (A.40)

Die Durchfithrung der Variation beginnt mit Gleichung (A.39):

(2)

(X) Ta— @ (Y(X)) Ta—T5 Tadl ] (A.41)

Hierbei kénnen die drei Terme der Gleichung (A.41) jeweils getrennt variiert werden.
Es wird jeweils die Produktregel angewendet; beim ersten Term:
x (1) « (1)

A(QO (X) Ta) = A( (X)) “Tat @ (X) 'A(Ta) =@ (X) 'A(Ta) (A42)
beim zweiten Term:
AR (T(X) 1a) = AT (TX) Tam @ (T(X)) - Alra)

% (2) o x(2)

_ﬁ N
= — 4 Y(X)AE -1o— @ (Y(X))-A(1a) (A.43)
und beim dritten Term:

A(=Ta-T508") = —A(1a) 7508 — 7o A(15)08 — 1o - T5A(E)

= —A(Ta) 508 —TabE  ATs— o TZASE  (A44)

Bei allen drei zu variierenden Termen von Gleichung (A.41) muss nur noch die Va-
riation von A1, oder Atz durchgefiihrt werden, welche in A 1.1 Gleichung (A.5)

gezeigt wurde:

Aty = u@ (Y (X)) +eas (AL, Aty =u(Y(X))+e, ()AL
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Der dritte Term von Gleichung (A.44) kann aufgrund von Aégﬁ verndchlassigt wer-
den. Damit ist die Variation von Gleichung (A.39) iiber (A.41) und mit Hilfe von
(A.42), (A.43) sowie (A.44) abgeschlossen:

+e,5(8)AL] (A.45)

Die Variation von Gleichung (A.40) beginnt mit einer Anwendung der Produktregel:

Al=gn- [ (T(X)) + eap@E) = A(—gn)-[p.,

x (2)
+ (_gn) ’ A[(p,a

(Y(X)) + €a,5(€)6E"]

(Y(X)) + €a,5(€)6E"]
(A.46)

Beim ersten zu variierenden Term kann durch eine Umformung auf die bereits be-

kannten Gleichungen (A.11) und (A.14) zuriickgegriffen werden:

A(=gn) = AlpM(X) - P (Y(X))]
u(X) — u®(Y(X)) — 7508 (A.47)

Dagegen ergibt sich fiir den zweiten zu variierenden Term von (A.46) :

P (Y (X)) + eas@0F] = Alp (TX))] + Alewp@)0F + eqp(€)AFE

(A.48)

Alp

Die Variation dieser drei Terme erfolgt getrennt, wobei der dritte Term aufgrund von
Aégﬁ vernéchléssigt werden kann. Mit Hilfe der Ableitungen aus Abschnitt A.1 aus
Gleichung (A.6) und (A.7) erhélt man die folgenden Bedingungen:

APl (T(X)] = ) (T(X))oE

Alea s = ulL (T (X)) + eq,s,(€)08 AL

(07
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Die Gleichung (A.48) kann nun geschrieben werden als

AP (T(X)) + eas(®)0E]
x (2

= o0 (Y(X)AE + 0, (Y(X))0E + eq 5, (€)08° AE" (A.49)

Mit der Addition von Gleichung (A.47) und (A.49) ist die zweite Variation fiir (A.46)

abgeschlossen:

O (X) — u®(Y(X)) - AL 4] (@) (T(X)) + eas(E)0€]

—gn - [P (T(X)AE + 0, (T(X))5E + eq s, (€)08° AE"] (A.50)

Die zweite Variation des tangentialen Gleitweges lésst sich durch eine Aufteilung in
die Gleichungen (A.39) und (A.40), das Durchfiihren der jeweiligen Variationen, siehe
(A.45) und (A.50), und das anschliefende Zusammenfiihren zu folgendem Ausdruck

ermitteln:

A A(BE") =
= e 40 YX)AE - 1, - u® (T(X))0E”
— m es5.-(E) + gn - €4,5,(€))5€ AL
- m u® (Y <X>>+ea,v(Z>A?]

Diese Gleichung (A.51) ist bezogen auf u und ¢ symmetrisch. Ayp wurde in Glei-
chung (A.25) dargestellt. Die Anordnung geschieht in Hinblick auf die Ermittlung
der Steifigkeitsmatrix.



302 Zur Linearisierung

A.7 Variation der Reibkraft

Bei der Variation der Reibkraft ¢7 wird zwischen dem Haft— und Gleitzustand un-

terschieden, die Entscheidung wird mit Hilfe der Gleitregel f getroffen.

Wenn flri4" <0 tritt der Haftzustand ein, dann gilt:

n

tTn+la = t%filla (A.52)
ttT‘ial . t =B o =B A 53
Tn+1 — T, + GT maﬁ [§n+1 gn] ( . )

Fiir den Fall fﬂ‘{l > 0 tritt dagegen der Gleitzustand ein. Die Ermittlung der Reib-

kraft t$ hiingt vom Reibgesetz und somit von der Art der Gleitfliiche ab:

Variante 1 mit dem linearen druckabhingigen Reibgesetz von Coulomb:

I,

G nTla

tTn+1a = Mth+1 ||tgw-H || (A54)
n+1

Variante 2 mit dem nichtlinearen druckabhingigen Reibgesetz, dem Vorschlag fiir
die Werkstoffpaarung Stahl und Beton, basierend auf Ergebnissen des statischen
Versuches, siehe auch Kapitel 2.5 und 7.3:

t
tgn-#—la = _b/a’ (1 - ea |th+1‘ ) ||t];,n+la|| (A55)
Tt

Variante 3 mit dem nichtlinearen druckabhéngigen und geschwindigkeitsabhédngigen
Reibgesetz, dem Vorschlag fiir die Werkstoffpaarung Stahl und Beton, basierend auf

Ergebnissen des dynamischen Versuches, siehe auch Kapitel 2.5 und 7.4:

t
el = —b/a (1 —e" Itwnﬂl) (c+ (1= c)et |vT|) %
||tTn+1||

Tn+1a

(A.56)
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e Durchfiihrung der Variation von ¢y im Haftzustand:

i = tn - er MaplEhyy — Co) (A.57)
A[th ] = Altp,] + Aler mag(@yy — &) (A.58)

Altr,] gehort zum letzten Zeitschritt n und fillt heraus. Auf die Restgleichung von
(A.58) wird die Produktregel angewendet:

Attrial = €T [Amag (grﬂb-l—l - gg) + maﬂA(§£+1 o gg)] (A59)

Tn+1

Hierzu ist Durchfiihrung der partiellen Differenziation des Metrikkoeffizienten mg

notwendig:
Dmag . Ama5 Af Ama5
Ae N AE Ae Ae
Ama,@ Ag Amaﬁ
=M, : — = A&7 : —" =0
N A - ¢ Ac
Dm,,
Teﬁ = Mapy AL (A.60)
Die Differenziation zweier aufeinander folgender Inkremente lautet:
=B B =B
Damit ergibt sich fiir die Variation der Reibkraft im Haftzustand:
trial v =B =B
AtTn+1 = €r [maﬁ,'yAg (gn—l—l - gn) + maﬁAf ] (A62)
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e Ermittlung der Variation der Reibkraft ¢; fiir den Gleitzustand

Die Anwendung von Produkt— und Quotientenregel der Gleichungen (A.54), (A.55)
und (A.56) fiihren zu

t t
A |;tgn+la tTn-#-la ] — A(tgn_i_la ) Tn+1a
|| Trn+1 || || Thnt1 |

|
G (tTn+1 ) tTn+l (||tTn+1 ||)
T e | e E

(A.63)

Tr+1 || || Tr+1

Unter Vernachlissigung des Indizes 4. und 1 erfolgt die Variation von A(t%ma )
dem ersten Term von Gleichung (A.63);. Hierzu wird die totale Differenziation wie
folgt durchgefiihrt:

Dtr Aty AL N Aty Aty Ag Aty Alvp| AE Aty

—_— — 4+ — A.64
Ae  AE Ae Aty Ag Ac | Alup| AE Ae T Ac (4.64)
Zur Losung der Variante 1 (A.54) ergeben sich im Einzelnen:
AtT Ag AtT
AE ! A S R, T
A|UT| AtT
— : A A.
A 0 ; Ac 0 (A.65)
Damit ergibt sich fiir Variante 1 mit linearer Druckabhingigkeit:
t t
AtGlet e — | H (g)enAg —2 (A.66)

Fiir Variante 2 (A.55) entwickelt sich abweichend von den Differenzialen der Glei-
chungen (A.65):

—— = pealtnl (A.67)

Damit ergibt sich fiir Variante 2 mit nichtlinearer Druckabhéngigkeit:

e t
AtGlezt @ _ p a|tN\H A
P T T H AT

(A.68)
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Fiir Variante 3 (A.56) der nichtlinearen druck— und geschwindigkeitsabhéingigen
Reibkraft ergeben sich abweichend von den Differenzialen der Gleichungen (A.65):

Aty ajinl @ for] . Aty _
Are be c+(1—c)e ] : Ag = ey H(g)
AtT d Ag
=d(1- el [—b/a (1 — e '] : A
Alor] d(l—-c)e [=b/a (1 —e* ™1)] ; A = Ay
A|UT| Af B
— = L == A.
A |dt| ; ~ - A (A.69)

Damit ergibt sich die Variation des ersten Terms von Variante 3:

tr,
g
Al

AtS = et ™ [e+(1—¢) el Tl ey H(g) A

(=) e Tl [—b/a (1— e 1) ] db AL Htt”;an (A.70)

Bemerkung:
Bei Anséitzen von Reibgesetzen mit einer Wegabhéngigkeit wire das Differenzial %gT
ungleich null, und es kiime ein weiterer zu linearisierender Term hinzu, der zu einem

weiteren Term in der Steifigkeitsmatrix K%4re* fijhren wiirde.

Die Penaltyfaktoren wurden mit ey und er bezeichnet.
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Anschlieflend folgt die Variation des zweiten und dritten Terms (A.63)9 3

(Atr,)  tr, A(IE7])
Al ||1:T||2
[ Aty tr, . t5
= m Sl (T (At ) + (AT%)ir, )]
IREI 116512185 ! :
[ Atr, tr, th o tr, th

(Atr,)

- i ; ——(M)tm]
ol e AR
(Atr,  tn, thry T

(At ) tTa t’l} tTa (A a)]
= T,) —
I RN 10 e[ (e

(At t 12 e t Bt
- bTa o jz;a :bp T bT (Atr,) — jz;a :bp 11} (Tﬁ.ATQ)]
I 15 | R | 1] (1671 ([t

Nutzung der Beziehung A% - 75+ 7% - A1 =0

[Atg,  tr,  th 0§Atr,  tg,  th i, .
= TR b b b b (AT T
el ezl ezl ezl ezl el (167 )
[ At ¢ 2 At t AR
— Ta T T Tﬁ + Toc T Ta '(ATﬁ)]
R R AR AN
. th, o tr, 5 th
Unter Zuhilfenahme von pr = -—— =pr.™" , pr, = 73 » Pr = 7%
[t ] [t ]l [t ]l
Atr, 5 Alr,
||th|| pr, pT ||t ﬁ + prTa Pr - (ATﬁ)] (A71)
T

Gleichung (A.71) ergibt sich aus der Variation des zweiten und dritten Terms der
Gleichung (A.63)s,3. Nach Wiedereinfithrung von ’trial’ und 'n + 1’ und Ermittlung
von A1y aus Gleichung (A.5) ergibt sich:

trial trzal
At At

B
|[ a] - ||tbtmal

T et 1pr, +pr- [0 ©) + €5, (AL Ipfpr, (A7)
T

Damit ergibt sich die vollstdndige Variation der Reibkraft im Gleitzustand aus den
Gleichungen der einzelnen Varianten (A.66), (A.68) und (A.70) sowie Gleichung
(A.72):
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Fiir Variante 1 (A.66) mit linearer Druckabhéingigkeit ergibt sich:

At gn+l = MGNH(g)pTaAg
trial
G At T”‘HB 3 )7 FYAE 8
+ tTn+1 || btmalH [ - prTa] + Pr - [u,ﬁ (5) + 6677(§)A§ ]pT pTa
Tni1

(A.73)

Fiir Variante 2 (A.68) mit nichtlinearer Druckabhéngigkeit basierend auf Versuchs-

ergebnissen ergibt sich:

At Gnﬂ = b ¥l enH(g)pr,Ag
?ial
n+1 — — —
R O pivr] + pr-[03(©€) + es, ()AL pf pr,
Tn+1

(A.74)

Fiir Variante 3 (A.68) mit nichtlinearer Druck— und Geschwindigkeitsabhéingigkeit
ebenfalls basierend auf Versuchsergebnissen ergibt sich:
At = bet ™ et (1) e Tl ey H(g) pr Ag

+ d(1—c) et Pt [—bja (1 —e* WD) dt pr, AEP

n+1 |

trial
T, _ o
+ o, htbmﬁﬂ 02 = piwr] + pro[uE€) + s, (AL 1 pTa}
(A.75)
Fiir diesen Fall des vorgeschlagenen druck— und geschwindigkeitsabhidngigen Reib-
gesetzes wird im Zuge der in Kapitel 3 durchgefiihrten Diskretisierung hier die aus

Gleichung (A.75) entstehende direkte Steifigkeitsmatrix fiir den Gleitzustand ange-
geben:

KA O = = [per ) (e (1 0) 7)) exH{g) pr] [ (T + gNyINT
Fld (- c) e 171 [=bfa (1= et 1) dt pr) [ (T4 N (T + gN)T

— [t7] [ —(T+gNy )ITY (A.76)
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Anhang B

Herleitung zur
Kontaktsteifigkeitsmatrix fiir
Knoten—Segment—Kontakt

B.1 Isoparametrischer Ansatz nach Laursen

LAURSEN [1992] fiihrt die Diskretisierung der Kontaktzone mit isoparametrischen,
numerisch zu integrierenden Ansitzen durch. Aufgrund der konsistenten Lineari-
sierung am Kontinuum kann auf der Masterseite mit Ansdtzen hoéherer Ordnung
gearbeitet werden. Der Grad des Ansatzes ist frei wiahlbar und kann aufgrund der
gewissen Systematik der allgemeineren Herleitung mit isoparametrischen Ansétzen
flexibel genutzt werden. Es sei nochmal in Erinnerung gerufen, dass 42(2) (Y (X)) den
mit Hilfe der Minimierung zu ermittelnden Masterpunkt, und c,*o(l) (X) den Slave-
punkt beschreibt. Wiahrend der Slavepunkt ein diskretisierter Knoten ist, liegt der
Masterpunkt aber zwischen zwei Knoten auf der Masterseite v(?), deshalb bedarf
es zur Abbildung eine Interpolation. Fiir die Losung von Kontaktproblemen mit
Vierknoten—Elementen mit bilinearen Anséitzen im Kontinuum miissen bei der allge-
meinen Herleitung von LAURSEN lineare Ansétze bei den Formfunktionen N benutzt
werden. Fiir diese Formfunktionen gelten & = (1—n,n) und € [—1,1] und € € [0, 1].
Entsprechend folgen die ersten Ableitungen N;. Die zweiten Ableitungen N;; sind
gleich null. Aufgrund der Tatsache, dass die Ansétze an den Elementrindern linear
sind, entfallen einige Terme der linearisierten Grundterme der virtuellen Arbeit AG;

d. h. Terme, die die Oberflichenkriimmung beschreiben, fallen heraus:

Cas(€) =Vas = ¢24(Y (X)) =0

Fiir zweidimensionale Berechnungen erhalten die Bezeichnungen «, 5 und v den Wert
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Eins, da keine Summation stattfindet. Der Slavepunkt ist ein diskretisierter Knoten,
der Masterpunkt liegt aber zwischen zwei Knoten auf der Masterseite v, hier bedarf

es zur Abbildung einer Interpolation.

Numerische Integration und rdumliche Diskretisierung
Nach Durchfiihrung der numerischen Integration von k., und r. mit Hilfe der Gau$}-
quadratur zweiter Ordnung werden diese zusédtzlichen Gleichungen in das globale

Gleichungssystem eingebunden. Der Ansatz fiir ein Element lautet:

*

—1h h
GCe ((ph7 Lph) = /I"(l)h [t?vt(sgh + t’}]ZHt 65 ] dFt(el) (Bl)

Die rdumliche Diskretisierung ergibt sich mit:

Guloho) {3 W) BRI O + o (95 ) }

- {Zwk [60F . ¢ ]}. (B.2)

Daraus entwickelt sich der Kontaktkraftvektor eines Elementes

Nint
= U Wi(n*)re (B.3)
mit
Nt = 2 Anzahl der Integrationspunkte
n' = —\/Lg, n? = % : Stiitzstellen
Wk=1: Wichtungsfaktoren
F(n*) - Jacobi-Determinante .

Die Variation der virtuellen Arbeit nach den Verschiebungen lautet:
26 (o) = { 3R TG )
ho( ok sE ok bk ATSEL (0
b AR + 0P ALE 0]
- {Zwk Dok k’;Agbjj}

=k k k direkt® indirekt® k
_ {ZW BY§BE K Kokt jeindirekt ]Agbc} (B.4)
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Daraus ergeben sich fiir die Kontaktsteifigkeitsmatrix

Nint Nint

K. = W*j(nF)kk = U ij(nk)[klg,v + kél;rektk 4 kir}direktk] , (B.5)
k=1 k=1

sowie die folgenden Verschiebungsvektoren fiir ein Element:

w!l) Ad(V
66, = | w? | und A®, = | AdP? (B.6)
e Ad?

Fiir die Diskretisierung des Randes eines bilinearen Elementes werden folgende Vek-

toren benotigt:

n T1 0 0
N = —N1 (gl)l’l ,T = —N1 (gl)Tl ,N1 = —Nl’l(gl)l’l ,T1 = —NLI(EI)TI
~No(€)n — Ny (€T ~Noi(€)n ~ N (€)1
(B.7)

Die im Kapitel 3.6 zusammengestellten Vektoren vereinfachen sich, da die Kriimmung
im Kontaktelement e; ; = 0 ist, zu
N1 = Nl ) TIZTI ) NIIZO

1
D; = — [T+ gNy] (B.8)
mayy

Fiir den Kontaktkraftvektor ergibt sich

Nint

R, = | Wkik)rk
k=1

I‘Ig = tNN+tT1D1
t
I'ICC = tNN —+ n [T + gNl]
miy
Nint ) E
R, = U W'l =tyN+ [T +gNj]. (B.9)
k=1

Nach der Integration ergibt sich ¢7, zu by = tr,l und my; = [2. Folgende physikalische
Einheiten ergeben sich: R — [K], & — [K/L], T —[L], N; — [Jund N — [-].
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B.1.1 Normalkontakt

Nach der Linearisierung der Kontaktarbeit und Vereinfachung durch das Zu-null-
setzen der Kriimmung verbleiben die folgenden Terme bei der iiber das Volumen zu

integrierenden Kontaktarbeit in Normalenrichtung:

und

—=1 x (1)

mnog = [¢ (Y(X))] (B.10)

Unter Beachtung der Aquivalenz von § und A sowie zwischen u und ¢ lassen sich fiir
die einzelnen Terme der linearisierten Arbeit im Zuge der Diskretisierung folgende

Vektoren angeben:

s9=—n-[¢" (X) - ¢ (Y(X))] — —N
e (X)) - (VX)) — T
n-g) (YX) — -N,
i€ = 6" 00 - & (Y0 71 - gm- (6] (FOO)
— m—H[T +gNy] =Dy (B.11)

Der urspriinglich in Kapitel 3.6 angegebene Ausdruck fiir die Steifigkeitsmatrix in
Normalenrichtung veréndert sich folgendermaflen:

ke = exH()NNT +ty [-LN,NT— DNT = NiDY +n- 1, (€)D,D] |

N
mi

1 1
= eyH(g)NNT +ty [—g N, NT — [T + gN|NT — Nl—m [T + gNI]T}
11

mi mi

t
— eyH(9)NNT + m—N [—-TNT = N, 17 — gN N7 |
11

(B.12)
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Nach der numerischen Integration zweiter Ordnung fiir Slavepunkt—Mastersegment—

Kontakt erhilt man

Nint ) t
K.v, = | Whi(")kE = enH(g)NNT + l—f [—-TNT - N, 17 — Ny N7 (B.13)
k=1

mit folgenden physikalische Einheiten: my; — [LL], K — [K/L], ey — [K/L],
tvn = K], N—=[], Ny—=][], T—[L] und g— [L].

B.1.2 Tangentialkontakt

Der iiber das Volumen zu integrierende Anteil der linearisierten Konktaktarbeit fiir

die Tangentialrichtung lautet:

Atp10E' 4t A(SE) (B.14)

Da aufgrund der Wahl der Ansatzfunktionen des Slaveknoten — Mastersegments die
Kriimmung gleich null ist und nicht alle Terme beriicksichtigt werden konnen, ver-
einfachen sich die Steifigkeitsmatrizen. Der erste Term Aty — hieraus entwickelt sich
k?rekt —setzt sich zusammen aus der Variation der Tangentialkraft mit beiden mogli-
chen Zusténden, Haften und Gleiten. Die Indizes ,,;1 erscheinen wegen der impliziten,
diskreten Zeitintegration des Algorithmus.

Fiir den Zustand Haften gilt:

At? = ep[mp AL (B.15)

n+1q

Unter Beachtung der Aquivalenzen von § und A sowie u entwickeln sich die folgenden
Terme der linearisierten Kontaktarbeit im Zuge der Diskretisierung zu Vektoren:

T 1 1
ET[mHAgl](Sgl — GT’ITLH—[T + gNl] [T + gNl]T (B16)

mayy mayy

Aufgrund der Wahl der Ansatzfunktion vereinfacht sich der urspriingliche Ausdruck
der Kontaktsteifigkeitsmatrix aus Kapitel 3.6 im Folgenden:

~ —1
k?;’"e’“ = ep(my + 29;91,1(5 ) - 71)D D}

. 1 1
ke = epmy —[T + gNi | — [T + gNy]"
r mi1 mayy

m
= ep——— |TT" + gTN{ + gN,T” + ¢°NoN{|  (B.17)
mi1 M
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Nach Durchfiihrung der numerischen Integration zweiter Ordnung von kg;’"ekt I erhalt
man:
Nint

Kdzrekt H _ U Wk ji( _ ‘;_;T’[TTT + gTNT 4 gN, TT +92N1N1T] (B.18)

Nach der Integration ergeben sich folgende physikalische Einheiten: my; — [LL],
K — [K/L], er— [K/L], T— L], N;y—[]und N— [.

Fiir den Gleitzustand ergibt sich im zweidimensionalen Raum:

AtS = pexH(g)pr, Ag + pitw, . pr - [0 (©)lprpr, (B.19)

Unter Beachtung der Aquivalenzen von § und A sowie u entwickeln sich die folgenden

Terme der linearisierten Kontaktarbeit im Zuge der Diskretisierung zu Vektoren:

—1 —1 —1 -
ALG | 0E = pexH(g)pr,0€ Ag  +  pitn,, 08 pr - [u (€)lphpr,
prri -0 @) — —prT]
_ 1
58 — —[T+gNy]
mi1
Ag — —NT (B.20)
Es ergibt sich die folgende Steifigkeitsmatrix:
kdirekt 6 = —jien H(g)pr, DiNT — putyph D Ty
1 1
= —penH(g)pr [ (T + gN|NT = pitpp [ (T + gNy)| T

(B.21)

Nach der numerischen Integration zweiter Ordnung von k¥ @ fiir den Fall Gleiten

ergibt sich fiir den linearen Ansatz:

Nint

€
dzr‘ek}t G _ U Wk: — _MTNH(g)[T +gN1]NT H’ZSN [T —|— N ]TT

(B.22)
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Mit

[tz [tz
ergeben sich folgende physikalische Einheiten: my; = 1? — [LL], K — [K/L],

ey — [K/L] Ty — [L], T — [L],

N; = [Jund N — [].

Der zweite Term der linearisierten Kontaktarbeit in tangentialer Richtung lautet

tTlA(égl). Hieraus ergibt sich k?;d"ekt. Der Ausdruck setzt sich zusammen aus der

Tangentialkraft und der sich ergebenden vereinfachten Darstellung der zweiten Va-

riation des Tangentialgleitweges:

tTIA@gl) = ;7:1[
— 13 (Y(X)AE
— - uP(Y(X))eE
— 0T - [} (Y(X))]
— AT (YX)]
" (X) -7 (YX))]

Im Einzelnen ergeben sich folgende Terme unter Beachtung der Aquivalenz von &

und A sowie u und ¢ im Zuge der Diskretisierung zu Vektoren:

(2)

* 1
—T1" 90,1

Y(X)AZ — 7 - uPY(X))sZ

1
— 2T, — [T + gN,|”

1 x (2)

(X)) = AL T [p, (Y(X))]

=l

—5217'1 : [u(f)(

1
— 2—[T + gN,|TT

mi1

(B.25)

mi
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9" X) 7 (X)) - P (Y (X))
—n[ (0" (%) - &7 (¥ X)) [P (Y(X))] ]
) - V) W (T (X))
— NN1T+m—TT{ (B.26)
O (X) —u@ (¥ X)) 6, (¥(X)
—n[ "(X) —u?(YX)]- &, (Tx)] ]
T X) - (TX) 6, (T X)) ]

Aufgrund der speziellen Ansatzfunktion vereinfacht sich ki#"** folgendermaBen:

o tr 1 1
kzndzrekt _ 1 2T, ——IT N T — T N TT
er m11[( ! [ 9 1] +m11[ 9 1] 1)
1
— NNT - NiN" - —(TT] + T, T")]
11
t
= - [——(TT] + T, T")
mir =M1
2
+ —(TuN{ + N/ T]) - NNT - NiN'] (B.28)
11

Nach Durchfiihrung der numerischen Integration zweiter Ordnung von k%" ergibt

sich

Nint

Kir;direkt — U Wk:](nk)kl;:T
k=1

ir 1
= (TT] + T/T")
2

l—2g(T1N1T + N, TT) — NNT - N, N7

(B.29)

mit folgenden physikalischen Einheiten: K — [K/L], tTT — [K/L], T, — [L],
T— [L], ¢g— L], Ny —[]Jund N — [].
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B.2 Konventioneller Ansatz fiir das Dreiknoten—

Kontaktelement

Im Rahmen der Finite-Element—Methode wird die lineare Knoten—Segment Diskreti-
sierung in Zusammenhang mit bilinearen Vierknoten—Elementen durchgefiihrt. Dabei
wurde im Gegensatz zu LAURSEN [1992] der konventionelle Ansatz von WRIGGERS,
VU VAN & STEIN [1990], WRIGGERS & MIEHE [1994] sowie SCHERF [1997] beschrie-
ben und verwendet. Dieser ist anschaulicher, daher einfacher zu verstehen, aber nicht

systematisch erweiterbar und ohne numerische Integration zu verwenden:

G, = / o ltndg -+ t76E Jdr
Ie
Gc = fN5gN+fT5gT (B30)

Nach der Integration der virtuellen Kontaktarbeit iiber die Fliche und der Diskre-
tisierung ergeben sich ¢y und # als Krifte [K]. Die zugehorigen Wege [L] ergeben
sich in normaler Richtung ¢ = dgy und tangentialer Richtung 0l = §gp. Terme

mit hoheren Ableitungen, wie e, ;(§) werden bei der linearen Diskretisierung zu null,

damit ergeben sich folgende Terme:

sg=-n-1p" (X) - ¢ (Y(X))] (B.31)
und X ) ,
Ao =10 (X) = 7 (T(X)] - 71— gn- [ (T(X))] (B.32)
mit
A =my +gn- el,l(g) (B-33)

Es wird angenommen, dass der Slavepunkt ein diskreter finite Elementknoten auf
der Slaveoberfliche (1) ist, er wird als x,; bezeichnet. Der dazugehorige auf die Ober-
fliche projizierte Masterpunkt wird als ¥,,, bezeichnet. Dieser Masterpunkt y,, liegt
auf der Masteroberfléiche (2) einer linear verinderlichen Oberfliche zwischen zwei be-
nachbarten Knoten y; und y; und kann mit Hilfe der Laufvariablen & [0, 1] bestimmt

werden. Die aktuelle Segmentlinge bestimmt sich mit [ = ||y2 — y1l|.
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Abbildung B.1: Knoten—Segment—Kontakt mit dem Dreiknoten—Kontaktelement.

T = y2—yi1=IT
Y = yi+&(y2—y1) (B.34)
07 (Y(X)) Lygg(g) =Yy —y1

PVX) - eP(Y(X) — x-Fu)=x~(1-Ey1—E&: (B.35)

Der Vektor ul = [uMuPul?]” bzw. u? = [uPoMuPvPuPuP|T ist eine Testfunk-
tion (virtuelle Verschiebung) aller zu den drei Knoten x;, y1,y2 gehorenden Freiheits-

graden und charakterisiert das Kontaktelement.

Fiir die einzelnen Terme ergeben sich im Zuge der Linearisierung:

n-lp X)-—¢ (YX)] — =n-u)-(1-9u? —cul’]
T %) - 6" (V)] — =) — (1 - Ol — ul?]
n-[p) (Y(X)] — =n-u? —u?
5l —s =dgr (B.36)

Damit lassen sich angeben (n und 7 haben jeweils die Lénge 1):

bgy = —n-[ul) — (1 -9ul” —u)’] (B-37)
bgr = 7 [ul) — (1 -Du)? ~u)?]
- I ) (.33)
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Durch Einfiihrung folgender Matrizen

n T 0 0
N=|-1-9n |, T=| -1-97 |, No=| -n |, To=| -7 | (B.39)
~¢n —£T n T

lassen sich die virtuellen Verschiebungen auf der Kontaktfliche in diskreter Form

elementweise angeben:

(SgN = HTN
Sgr = uT[T—%NO] (B.40)

Die virtuelle Kontaktarbeit in normaler (6g = dgy) und in tangentialer Richtung

(661 = Sgr) an einem Element lautet:

G. = GN+GT

G. = 6Sgnty + Sgrir
G. = u'Niy+ uT[T — %Ng]f;p
G. = u'R. (B.41)

Der Kontaktkraftvektor an einem Element ergibt sich mit

R, = iyN + ip[T — I8, . (B.42)

Die auf diesem Wege definierten Vektoren entsprechen denen von Gleichung (B.9).

Denn es gelten gegeniiber Anhang B.1:

- ~ A ~ 1 A
tN:tN, tT:tT, N:N, NOZ—Nl, TZIT, TOZ—Tl/Z (B43)

Im Kontaktfall ist hier g > 0.
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B.2.1 Normalkontakt

Der Weg zur Steifigkeitsmatrix fithrt iiber die Variation der virtuellen Arbeit. Es
verbleibt die aufgrund des Ansatzes reduzierte linearisierte Kontaktarbeit in Nor-

malenrichtung.

~ ~ n y >
AGY = Adyog +iyAdg = H(g)endgAg + by [gn - [$)

min [ (Y(X)]

1og'n- [0 (T + Afn- 60 (F(X)

(Y(X))]

mit

(Y(X))] (B.44)

Unter Beachtung der Aquivalenz von § und A sowie zwischen u und ¢ entwickeln

sich folgende Terme der linearisierten Arbeit zu Vektoren:

bg=-n-1p" (X) -7 (T(X)] — -N

ol (X) - 67 (Y(X) — T

n[p, (Y(X)] — N

7P, (Y(X)] — T
—1 x (1) % (2) = T1 an  «(2) — - ax
Ei=1g" (%) - ¢ @)= 6] TR — (1IN

Es ergibt sich die folgende Steifigkeitsmatrix fiir Normalkontakt an einem Element:

K, — exH(g)NNT +iy [ZQNNT _

N

A PN 1oagon -
[T — INGING =SNG [T = INy]

!
z l

~

o t o . .
= enH(9)NNT + TN {—%NONOT + TNY 4+ NTT (B.45)

Die auf diesem Wege definierten Matrizen entsprechen denen von Gleichung (B.13),

was mit Hilfe der Gegeniiberstellungen (B.43) deutlich wird.
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B.2.2 Tangentialkontakt

Die virtuelle Kontaktarbeit in tangentialer Richtung an einem Element lautet:

AGT = / A(trdgr) dT
r

AG? = /AtTégT —|—tT A&gT dl’
r

AGT = Atrégr + trAdgr

(B.46)

Aufgrund der Variation erfolgt eine Aufteilung in zwei entsprechende Terme. Der

erste Term AfTégT entwickelt sich zu Kdirekt mit der Unterscheidung zwischen Haf-

ten und Gleiten. Die Ansatzfunktionen reduzieren sich aufgrund der sich zu null

ergebenden Kriimmung. Es entwickeln sich die folgenden linearisierten Terme der

linearisierten Kontaktarbeit aufgrund des Diskretisierungsvorganges zu Vektoren;

Im Fall Haften:

Abrdgr = ep[my AE'16E'
—1 S gx

Kg;rek:t H No] [T _ % NO]T

2
= o [TT" - %TNOT - %NOTT + ?—2

== GT[T—

~|<

NN |

Im Fall Gleiten:

Atr6€ = penH(g)pr, AgdE  +  ptnpr - [0 (€)]phpr, 66

— 2) /=
pp(i7) - P (€) — TY
_ 1 . .
e —[T—%NO]
Ag —s —-NT
mit
b7, tyi  tnT! 1 ty tr
Pr = = — - y Pr = :]-/l , Py = =
[ 11 11 A C IR

(B.47)

(B.48)

(B.49)
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o . 1 tnn 1
KA = ey 1) [T~ NN [ ST (B0

Die auf diesem Wege definierten Matrizen entsprechen denen der Gleichungen (B.18)
und (B.22), was mit Hilfe der Gegeniiberstellungen (B.43) deutlich wird.

Der zweite Term der Gleichung (B.46); irAdgy , aus dem sich K™4re* entwickelt,

setzt sich zusammen aus der Tangentialkraft und der aufgrund der sich zu null erge-

benden Kriimmung einfachen Darstellung der zweiten Variation des Tangentialgleit-

weges. Nach der Integration iiber die Fliche ergibt sich mit f = t5,/ [Kraft] und

mi1 = l2I

PrASgp = trA(6€)]

ER
=
—
o)
~
|
=/\
>
—
=
—
o
~—
=
6>
AN
—
=
—
o)
~
=
—
—~
o
[
—_
~—

Die folgenden Terme ergeben sich unter Beachtung der Aquivalenz von § und A sowie

u und ¢ im Zuge der Diskretisierung zu Vektoren:

(2)

19, Y(X)AE — 1 -u)Y(X))6E

1

— —2T,[T - %NU]T
(2)

—0¢ 71 [P (Y(X)] - A1 - [, (Y(X))]

— —Q[T—%NU]TOT (B.52)
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(B.53)

Daraus ergibt sich k¥ **" mit folgendem Ansatz:
K, = K& 4 [ g (dy(f - IRy 4 (- IRy i)
er = Ko ! 0 ;o 7 N0) Lo
NN7 + NoN” + (TT? + TOTT)]
. i . N
= Kdirekt 4 TT [ [TT§ + ToT7]

20  ~ N N N
+ Tg[TUNOT + NoT3] + NNJ -+ NN7|
(B.54)

Die auf diesem Wege definierten Matrizen entsprechen denen der Gleichung (B.29),
was mit Hilfe der Gegeniiberstellungen (B.43) deutlich wird.

Bei einer moglichen Reduzierung auf lineare Probleme ergibt sich;

Im Fall Haften:
Klinear = ¢, TT" (B.55)

Im Fall Gleiten:
K'mear — ey H(g)TN" (B.56)



