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Numerische Optimierung eines
quasi-optischen Wellentypwandlers fiir ein
frequenzdurchstimmbares Gyrotron

Kurzfassung

In dieser Arbeit wird der Entwurf eines quasi-optischen Wellentypwandlers fiir ein fre-
quenzdurchstimmbares Gyrotron vorgestellt. Ihr Schwerpunkt liegt auf der Optimierung
der Wandlung bzw. Formung der im Resonator erzeugten Wellen unterschiedlicher Fre-
quenzen. Die Untersuchungen wurden im Rahmen des HGF-Strategiefondsprojekts ,,Op-
timization of Tokamak Operation with controlled ECRH-Deposition“ durchgefiihrt. Bei
dem verwendeten Gyrotron kénnen im Resonator Moden mit Frequenzen zwischen 105
und 140 GHz erzeugt werden. Im Ausgangsfenster erhélt man mit dem entworfenen Wand-
ler fiir alle Frequenzen nahezu die jeweils gewiinschte Feldverteilung. Alle neu gewonnenen
Erkenntnisse und entwickelten Syntheseverfahren werden auf dieses praktische Beispiel an-
gewandt und verifiziert.

Es werden in dieser Arbeit die Hohlleiterantenne und das Spiegelsystem des quasi-
optischen Wellentypwandlers getrennt voneinander besprochen. Am Anfang wird bei der
Synthese der Aperturantenne der frequenzdurchstimmbare Einsatz sowohl des Vlasov-
Typs als auch des Denisov-Typs betrachtet. Als Fazit dieser Untersuchung werden die
gewonnenen entwurfsentscheidenden Parameter der einzelnen Antennen angegeben und
deren frequenzabhéngiges Abstrahlverhalten miteinander verglichen.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden neue breitbandige Entwurfsmethoden fiir die Syn-
these der Spiegeloberfldchen eines optimierten Spiegelsystems vorgestellt. Diese Spiegel
ermoglichen die optimale Formung der Welle fiir alle betrachteten Frequenzen gleicher-
maflen. Dazu werden neue Qualitédtskriterien zur breitbandigen Spiegelbeurteilung ein-
gefithrt. Die Kontur der Oberfliche muss so variiert werden, dass die Kriterien ein Op-
timum erreichen. Zur eigentlichen numerischen Optimierung werden in dieser Arbeit die
Gradientenmethode und eine erweiterte Form des Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus
entwickelt und eingesetzt. Entscheidend fiir den Einsatz der beschriebenen Algorithmen
auf einem Rechner ist ihre effiziente Realisierung.

Der theoretische Hintergrund der vorgestellten Methoden zur Synthese der Spiegelober-
fliche basiert ganz allgemein auf den Losungen der Helmholtzgleichung. Somit kénnen
diese Verfahren auch in anderen Bereichen auflerhalb der Mikrowellentechnik im Fre-
quenzbereich von der Optik bis hin zur Akustik eingesetzt werden.



Numerical Optimization of Quasi-optical Mode
Converter for Frequency Step-tunable Gyrotron

Abstract

This work concentrates on the design of a quasi-optical mode converter for a frequency
step-tunable gyrotron. Special attention is paid to the optimization of the conversion and
forming of the exited wave of different frequencies inside the resonator. The investigations
were part of the HGF-strategy-fonds-project ,,Optimization of Tokamak Operation with
controlled ECRH-Deposition®“. In the resonator of the gyrotron modes can be exited at
frequencies between 105 and 140 GHz. With the designed converter the desired field dis-
tribution at the output window for all frequencies will be approximately obtained. The
newly gained knowledge and invented synthesis methods are applied to this practical ex-
ample and verified.

In this work, the waveguide antenna and the mirror system of the quasi-optical mode
converter are presented separately from each other. At the beginning the synthesis of the
aperture antenna for a frequency step-tunable design of the Vlasov-type as well as the
Denisov-type is considered. As a conclusion of the investigation, the important parameters
for the design of all antennas are summarized and the frequency behavior is compared.
In the second part of this work new broadband design methods for the synthesis of the
mirror surface are presented. These mirrors make an optimal wave forming for all fre-
quencies equally possible. Therefore new quality criteria are introduced for the broadband
evaluation of the mirror. Afterwards the surface is varied until the criteria reach an opti-
mum. For the numerical optimization, in this work the gradient method and the extended
Katsenelenbaum-Semenov algorithm are invented and applied. The efficient realization of
the described algorithms on a computer is the significant point.

The theoretical background of the presented methods for the synthesis of a mirror system
is based on the general solution of the Helmholtz equation. Due to this, these methods can
be utilized in other fields outside the microwave applications in the range of frequencies
from optical to acoustic.
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1. Einleitung

Fiir das okonomische Wachstum der Industrieléander ist die Verfiigbarkeit von sicheren
und zukunftsfahigen Energiequellen unumgénglich. Der weltweite Fortschritt fiithrt zu ei-
ner erhohten globalen Energienachfrage. Mit der kontrollierten Kernfusion [1] ist im Prin-
zip die Moglichkeit vorhanden, durch die Verschmelzung leichter Atomkerne Energie in
nahezu unerschopflicher Menge zu gewinnen. Als natiirliches Beispiel dient die Sonne, wo
der Verschmelzungsprozess von jeweils vier Wasserstoftkernen zu einem Heliumkern fiir die
Energieerzeugung verantwortlich ist. Damit eine Fusion stattfindet, miissen die Reaktions-
partner ihre groBen Abstofungskréfte (Coulomb-Abstofung) iiberwinden. So werden erst
bei sehr hohen Temperaturen und Relativgeschwindigkeiten der Kerne Fusionsprozesse
wahrscheinlich. Bei zwei aufeinandertreffenden Kernen bilden die Kernteilchen (Nukleo-
nen) andere Kerne mit geringerer Gesamtmasse. Die betréichtliche Energie des Massen-
defekts findet sich in der Bewegungsenergie der entstandenen Reaktionsprodukte wieder.
Sie macht die Kernfusion deshalb so interessant fiir die Energierzeugung. Dabei wird ca.
viermal soviel Energie pro Nukleon frei wie bei der Spaltung eines Urankerns.

Aus einer Reihe von Fusionsreaktionen ragt die Deuterium-Tritium Reaktion der beiden
Wasserstoffisotope Deuterium (D) und Tritium (T) deutlich heraus. Sie ist von allen Re-
aktionen am wahrscheinlichsten, weil sie den groffiten Wirkungsquerschnitt besitzt und
gleichzeitig die geringste Ausgangsenergie der StofSpartner erfordert. Bei dieser Reaktion
kommt ein Fusionsreaktor mit der niedrigsten Brenntemperatur bei der gréfftmoglichen
Leistungsdichte aus. In Abbildung 1.1 ist die Reaktionsgleichung angegeben. Die Ver-

€% ®

Abbildung 1.1.: Tritium und Deuterium fusionieren zu einem Alphateilchen und einem Neutron.

schmelzungsenergie der beiden Wasserstoffisotope verteilt sich auf die beiden Reaktions-
produkte, ein Neutron mit 14,1 MeV und ein Alphateilchen (Heliumkern) mit 3,5 MeV.
Wegen des radioaktiven Zerfalls von Tritium mit einer Halbwertszeit von 12,3 Jahren,
kommt es in der Natur praktisch nicht vor. Es muss fiir die Reaktion in einer den Reak-
torraum umschlieenden Lithium-Wand (engl.: blanket) erbriitet werden. Somit ist auch
Lithium ein indirekter Bestandteil der Fusionsreaktion. Wahrend die Vorkommen fossiler
Brennstoffe zur Energieerzeugung begrenzt sind, kénnen Deuterium und Lithium aus den
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Weltmeeren praktisch unerschépflich gewonnen werden.

Treffen zwei Kerne aufeinander, so sind diese Stofle hiaufig elastisch und es kommt nur
sehr selten zur Fusion. In einem Reaktor muss deshalb das Deuterium-Tritium Gemisch so
lange eingeschlossen werden, bis sich die Anzahl der FusionstoBe erhcht. Das Gasgemisch
besitzt aufgrund der vorherrschend energiereichen elastischen Zusammenstéfle eine sehr
hohe Temperatur. Es sind fiir eine Anniherung der Kerne rund 100-10° °C notwendig.
Dabei werden die Deuterium- und Tritiumatome vollsténdig ionisiert und bilden ein Plas-
ma. Um die Fusionstemperatur zu erreichen, muss von auflen Energie zugefiihrt werden.
Ist die Plasmaeinschlusszeit geniigend lang und die Teilchendichte grof3 genug, so ist die
Energiebilanz positiv und es kommt zur Ziindung des Plasmas. Danach wird die Reakti-
on durch die kinetische Energie der erzeugten Alphateilchen aufrechterhalten. Die bei der
Fusion ebenfalls produzierten Neutronen treten kaum mit dem Plasma in Wechselwirkung
und konnen dieses verlassen. Anschliefend werden sie an der Reaktorwand abgebremst
und geben ihre kinetische Energie in Form von Wirme ab. Uber den Umweg eines kon-
ventionellen Dampfkreislaufs wird abschliefend elektrische Energie erzeugt.

Ein aktueller technologischer Ansatz zur Realisierung der Fusion sieht einen magneti-
schen Einschluss des Plasmas vor. Geladene Teilchen bewegen sich in Gegenwart eines
Magnetfeldes auf Spiralbahnen um die Magnetfeldlinien. Die Forschung verfolgt bei der
Umsetzung des magnetischen Einschlusses zwei Konzepte [2]: das Tokamak- und das Stel-
laratorprinzip.

Zur anfianglichen Aufheizung des Fusionsplasmas stehen mehrere Methoden zur
Verfiigung. Durch Einstrahlung elektromagnetischer Wellen [3] kann z. B. die Heizenergie
mit hohem Wirkungsgrad zugefiihrt werden. Ihre Absorption im Plasma ist besonders wir-
kungsvoll, wenn die Welle und die Ladungstrager bei gleicher Frequenz, also in Resonanz,
schwingen. Koppelt die Strahlung an die sich im Plasma bewegenden Elektronen an und
gibt ihre Energie an diese ab, so spricht man von der Elektronen-Zyklotron-Resonanz-
Heizung (engl.: ECRH).

Zwischen dem Fluss des einschliefenden Magnetfeldes B und der Elektronen-Zyklotron-
Resonanzfrequenz f, besteht der einfache Zusammenhang [4]: f.[GHz] = 28B[T]. Fir
einen zukiinftigen Fusionsreaktor wird ein magnetischer Fluss von etwa 4 bis 6 T notwen-
dig, was Mikrowellenfrequenzen von ca. 110 bis 170 GHz bei einer Wellenlénge von un-
gefdhr 2 mm entspricht. Aufgrund der raumlich begrenzten Wechselwirkung der Hochfre-
quenzwelle mit dem Plasma kann zusétzlich dessen radiales Temperaturprofil gedndert, ein
nichtinduktiver Strom getrieben und mégliche Instabilitdten detektiert [5] und aufgelost
[6] werden. Der ortsabhéngige magnetische Fluss B dndert sich im Plasma umgekehrt pro-
portional zum Radius und entsprechend auch die Elektronen-Zyklotron-Resonanzfrequenz
Q. = 27 f. der Elektronen, die sich im Plasma mit der Geschwindigkeit ¢ bewegen. Zum
einen kann die Resonanzbedingung [7]

nQe=w—k' -7 (1.1)

zwischen der eingestrahlten Welle und der Elektronen-Zyklotron-Resonanzfrequenz (bzw.

der n-ten Harmonischen) durch Veréndern der Einstrahlrichtung k mit Hilfe von bewegli-
chen Mikrowellenspiegeln oder zum anderen durch Variieren der Frequenz w der elektro-
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magnetischen Welle erfiillt und damit eine Ankopplung der Welle an die Elektronen des
Plasmas erreicht werden.

Zur Ziindung des Plasmas bendétigt ein zukiinftiger Fusionsreaktor eine Mikrowellenheiz-
leistung von ca. 50 MW fiir eine Zeitdauer von etwa 100 s. Bis heute existiert noch keine
Mikrowellenquelle, die eine solche Leistung aufzubringen vermag. Moderne Halbleiterbau-
elemente sind nicht einmal annédhernd in der Lage, die Vorgaben zu erreichen. Nur durch
Vakuumelektronenréhren kann eine hohe Hochfrequenz-Dauerleistung im Millimeterwel-
lenbereich erzeugt werden. Als aussichtsreichster Kandidat zum Erreichen des Ziels wird
das Gyrotron angesehen. Es ist bereits schon heute fihig, 1 MW Mikrowellenleistung im
Langpulsbetrieb bei einem Wirkungsgrad von 35% [8] zu liefern.

Untersuchungen des Plasmas in Testfusionsreaktoren haben gezeigt, dass es immer wichti-
ger wird, auftretende Instabilitaten [9] gezielt durch Mikrowellenbestrahlung unterschied-
licher Frequenz zu beseitigen. Solche Frequenzénderungen der elektromagnetischen Welle
konnen schon heute mit einem Gyrotron [10, 11, 12] erreicht werden.

Aber nicht nur in der Fusion werden Gyrotrons eingesetzt, sondern auch immer mehr
bei technologischen Prozessen [13]. Die kiirzere Wellenlédnge der vom Gyrotron erzeugten
Strahlung bietet gegeniiber anderen Haushalts- oder Industrie-Mikrowellenquellen einige
entscheidende Vorteile. Durch die kleinere Wellenlénge erreicht man homogenere Feldver-
teilungen, die eine gleichméfBige Behandlung der Materialproben erlaubt. Auf der anderen
Seite kann der Mikrowellenstrahl leicht durch Spiegel fokussiert werden, wodurch man
einen Bearbeitungsstrahl mit hoher Energiedichte erhélt. Zusétzlich erhoht sich die Ab-
sorption der Leistung im Dielektrikum mit steigender Frequenz und macht die Erwérmung
der Materialien effektiver. Mit der Mikrowellenheizung wird eine Vielzahl bekannter und
neuer Prozesstechniken, wie z. B. das Sintern und Verbinden von Hochleistungskeramiken
[14], deutlich verbessert oder iiberhaupt erst moglich. Grundsétzlich handelt es sich beim
Erwérmen mit der Mikrowelle um eine Volumenheizung und nicht wie bei den konventio-
nellen Verfahren um eine Oberflachenerwarmung, bei der nur langsam die Wéarme in das
Innere der Materialien vordingt.

Sowohl die schon heute erfolgreiche Nutzung in der Materialprozesstechnik als auch beim
zukiinftigen Einsatz bei der Kernfusion sprechen fiir eine grofie Zukunft des Gyrotrons.
Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Verbesserung des Gyrotrons liefern, um
seine Effizienz zu erhéhen. Sie stellt neue Entwurfsmethoden zur Optimierung des inter-
nen Ubertragungssystems der Mikrowellenstrahlung (quasi-optischer Wellentypwandler)
im Gyrotron vor. Im Vordergrund aller Betrachtungen steht dabei die, z. B. von der
Kernfusion geforderte, schrittweise Druchstimmbarkeit der Frequenz.

1.1. Gyrotron

Zur Erzeugung eines kohédrenten Mikrowellenstrahls sehr hoher Leistung nutzt man in
einem Gyrotron die Wechselwirkung [4] eines schwach relativistischen Elektronenstrahls
mit einem elektromagnetischen Feld innerhalb eines magnetischen Léangsfeldes aus. In
Abbildung 1.2 ist der prinzipielle Aufbau eines Gyrotrons dargestellt. Von der ringférmi-
gen Kathode werden Elektronen emittiert, durch statische elektrische Felder beschleunigt
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Abbildung 1.2.: Prinzipieller Aufbau eines Gyrotrons.

und durch das axiale Magnetfeld zu einem Hohlstrahl geformt. Dies geschieht in einem
Hochvakuum. Aufgrund einer transversalen Geschwindigkeitskomponente der Elektronen
bewegen sie sich im Magnetfeld auf einer helixformigen Bahn und rotieren (gyrieren)
mit der Elektronen-Zyklotron-Frequenz. Unter dem Einfluss des ansteigenden Magnetfel-
des wird der Elektronenstrahl in der Kompressionszone auf einen kleineren Durchmesser
fokussiert. Dabei erhoht sich, wegen der ndherungsweisen Erhaltung des magnetischen
Moments (adiabatische Invariante), der Anteil der transversalen kinetischen Energie der
Elektronen. Im anschlieSfenden Resonator wird ein Teil der Rotationsenergie der Elek-
tronen an die Hohlleiterwelle, auch Mode genannt, abgegeben. Besonders gut koppelt der
Strahl an rotierende transversale elektrische Moden (TE-Moden) an, die sich nahe an ihrer
Grenzfrequenz befinden. Der Radius des Elektronenhohlstrahls sollte moglichst identisch
mit dem transversalen Feldstédrkemaximum des zu erzeugenden Wellentyps sein. Auf der
zur Kompressionszone zugewandten Seite des Resonators wird die Welle vollsténdig re-
flektiert. Dies wird mit Hilfe einer Durchmesserverkleinerung (engl.: down-taper) erreicht,
so dass sich dort die erzeugte Mode nicht mehr ausbreiten kann. Die Mode befindet sich
an dieser Stelle im ,,cut-off“. Auf der anderen Seite des Resonators wird der Wellenleiter-
durchmesser erhoht (engl.: up-taper), so dass an dieser Storstelle nur ein Teil der Welle
reflektiert wird. Damit ist die fiir einen Resonator notwendige Riickkopplungsbedingung
erfiillt. Bei der Auslegung der Form der beiden Durchmesserdnderungen muss darauf ge-
achtet werden, dass sich moglichst nur ein geringer Anteil an Falschmoden bilden kann.
Daraus ergibt sich eine nichtlineare Querschnittsformung. Der transmittierte Anteil der
Welle kann in einem Hohlleiter mit grofferem Durchmesser weggefiihrt werden, der zusétz-
lich als Kollektor fiir die Elektronen dient. Anschliefend erfolgt eine Auskopplung tiber
ein Fenster, welches das Vakuum der Rohre vom &dufleren Luftdruck trennt.

Im Folgenden soll eine anschauliche Beschreibung der Elektronen-Zyklotron Wechselwir-
kung im Resonator gegeben werden. Es handelt sich dabei um einen relativistischen Effekt.
Bewegt sich ein Elektron mit einer Geschwindigkeit v, parallel und v, quer zu einem ho-
mogenen Magnetfeld mit der Flussdichte B, so beschreibt es eine Spiralbahn, die aus
der Uberlagerung einer gleichférmigen Lingsbewegung mit v, und einer Kreisbewegung



1.1. Gyrotron

Ey )

Abbildung 1.3.: Elektronenbewegung am Anfang (links) und am Ende (rechts) des Resonators am Beispiel
einer TEg 1,1-Schwingung.

senkrecht zum Magnetfeld mit der Elektronen-Zyklotron-Resonanzfrequenz

=L (1.2)
mey
und dem Larmorradius v
rp = Q—TC (13)
besteht. Dabei entspricht e der Elementarladung, m. der Ruhemasse des Elektrons und
1
v = (1.4)

dem relativistischen Faktor. Zur Erklarung der Wechselwirkung zwischen den Elektronen
und dem elektrischen Feld geht man von einem bereits vorhandenen hochfrequenten Wech-
selfeld, dessen Frequenz w gleich einem ganzzahligen Vielfachen der Elektronen-Zyklotron-
Resonanzfrequenz ist, aus. Im kreiszylindrischen Resonator liegt dann das elektrische Feld
in der Rotationsebene der Elektronen. Beim Eintritt des Elektronenstrahls in den Resona-
tor besitzen die Elektronen statistisch verteilte Phasen. Je nachdem in welcher Lage sich
das Elektron zur Phase des Feldes befindet, wird es durch das elektrische Feld abgebremst
und gibt Energie an dieses ab oder es wird durch das Feld beschleunigt und nimmt Ener-
gie aus diesem auf. Bei der Ab- und Aufnahme von Energie éndert sich der relativistische
Faktor und damit auch die Elektronen-Zyklotron-Resonanzfrequenz €2, der Elektronen,
die dann nicht mehr synchron mit dem elektrischen Feld sind. Am Resonatoreingang (sie-
he Abbildung 1.3) ist der Abstand der Elektronen auf der Spirale konstant. Am Ende
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dagegen ist unter dem Einfluss des elektrischen Feldes eine Phasenfokussierung, d. h. eine
Zusammenballung der Elektronen, eingetreten. Ist die Resonanzfrequenz etwas grofer als
die Elektronen-Zyklotron-Frequenz, so besitzt das elektrische Feld am Resonatorausgang
gerade eine solche Phasenlage, dass die zusammengeballte Ladung abgebremst wird und
damit Energie an das hochfrequente transversal elektrische Wechselfeld (TE-Mode) ab-
gibt. Das anfénglich bereits im Resonator vorhandene schwache Wechselfeld entsteht aus

dem Rauschen.

1.2. Moderne Hochleistungsgyrotrons

In der Vergangenheit wurde ein Gyrotron meist fiir eine einzige Frequenz ausgelegt.
Zukiinftige Anwendungen verlangen aber einen Mikrowellenstrahl mit veréinderbarer Fre-
quenz. Beispielsweise konnen in einem Fusionsrekator auftretende Plasmainstabilitdten
9] durch eingestrahlte Mikrowellen unterschiedlicher Frequenz detektiert und beseitigt
werden. Wie bereits oben beschrieben wurde, héngt die Frequenz der erzeugten elek-
tromagnetischen Welle im Gyrotron von der Elektronen-Zyklotron-Resonanzfrequenz ab.
Diese Frequenz kann z. B. durch das Einstellen des magnetischen Flusses B iiber die Ma-
gnete des Gyrotrons [15] verdndert werden. Im Resonator [16] wird dann eine neue Mode
erzeugt, bei der, aufgrund des unverdnderten Durchmessers des Elektronenhohlstrahls,
das Feldstdrkemaximum nahezu an der gleichen Stelle auf dem Hohlleiterradius liegt wie
bei der urspriinglichen Mode [17]. Diese ausgezeichnete Stelle wird Kaustikradius R, ge-
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Abbildung 1.4.: Beispiel einer Serie anregbarer Moden in einem Resonator. Der Kaustikradius R, ist iiber
der Frequenz aufgetragen.

nannt. Es ist mit einem Gyrotron grundsétzlich moglich, iiber einen grofien Bereich die
Frequenz diskret durchzustimmen [12]. In Abbildung 1.4 ist beispielhaft eine Serie von
anregbaren Moden mit ihren Kaustikradien angegeben. Es ist deutlich zu erkennen, dass
alle Moden einen &hnlichen Kaustikradius besitzen. Die Diskretisierung hat ihre Ursache
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in der begrenzten Anzahl der Moden, die in einem Hohlleiter erzeugt werden konnen. Man
spricht daher von der schrittweisen Durchstimmbarkeit eines Gyrotrons.

Folgt man den ,,verbrauchten“ Elektronen im Gyrotron entlang den divergenten magne-
tischen Feldlinien, so werden sie nach dem Durchlaufen des Resonators und des Tapers
am Kollektor aufgesammelt. Die bis jetzt beschriebene axiale Auskopplung der Mikrowel-
lenleistung iiber den Kollektorhohlleiter besitzt einige wesentliche Nachteile. Es existiert
keine rdumliche Trennung von Elektronen- und Mikrowellenstrahl. Beim Auftreffen geben
die Elektronen ihre restliche Energie in Form von Warme an die Oberfliche des Kollek-
tors ab, der gleichzeitig auch als Wellenleiter dient. Durch eine externe Kiihlung wird die
Wiirme abgefiihrt, um den Hohlleiter vor Uberhitzung und damit verbundener Deforma-
tion zu schiitzen. Man kann mit Hilfe von Zusatzspulen am Kollektor den Auftreffort der
Elektronen periodisch verschieben, um damit die mittlere Leistungsdichte zu vermindern.
Eine Erhchung der Ausgangsleistung fithrt aber wiederum zu einer gesteigerten Belastung
der Kollektorwand.

Mit einer Vergroflerung des Durchmessers wird die Leistungsdichte geringer, dafiir steigt
aber durch Modenkonversion [18] die Bildung des Falschmodenanteils an. Die hohen Re-
sonatormoden mit ihren komplizierten Feldern konnen kaum direkt und verlustarm iiber-
tragen werden. Auflerdem eignen sie sich nur sehr schlecht fiir die meisten Anwendungen.
Treten Reflexionen an der Last oder am Fenster des Gyrotrons auf, so wirken sich diese
stark auf die Oszillation im Resonator [4] aus. Es kann zu Modenspriingen und Schwan-
kungen der Ausgangsleistung fiihren.

Um diese Nachteile zu umgehen, wird, wie in Abbildung 1.5 dargestellt, in modernen
Gyrotrons eine laterale (senkrechte) Auskopplung eingesetzt. Uber einen quasi-optischen
Wellentypwandler wird die elektromagnetische Welle vom Elektronenstrahl getrennt und
in einen linearpolarisierten Gaufischen Strahl [19] umgeformt und zum Fenster geleitet.
Weiterhin kann durch Anlegen eines negativen Potentials am Kollektor [20] ein GroBteil
der unverbrauchten Elektronenparallelenergie zuriickgewonnen und damit der Gesamtwir-
kungsgrad des Gyrotrons gesteigert werden. Um zu noch hoheren Leistungen zu gelan-
gen, geht man zu koaxialen Resonatorgeometrien iiber. Diese erlauben die Verwendung
von Volumenmoden sehr hoher Ordnung und erméglichen so eine Verdoppelung der Aus-
gangsleistung [21] gegeniiber konventionellen Gyrotrons.

Besonders kritisch ist das Fenster [22], weil es sowohl den mechanischen vom Vakuum-
druck erzeugten Kréften als auch den durch das Mikrowellenfeld verursachten thermischen
Spannungen standhalten muss. Als Fenstermaterial wird heute hauptséachlich kiinstlicher
Diamant verwendet [23], da er duBerst geringe Mikrowellenverluste und gleichzeitig sehr
gute thermomechanische Eigenschaften aufweist.

1.3. Quasi-optischer Wellentypwandler

Abbildung 1.6 zeigt einen quasi-optischen Wellentypwandler, der aus einer Antenne und
drei Spiegeln zusammengesetzt ist. Bei der Hohlleiterantenne handelt es sich um eine
quasi-optische Aperturantenne, die durch Abschneiden des Wellenleiters entsteht. Sie
strahlt das im Resonator erzeugte Feld hauptsichlich lateral zur Hohlleiterachse ab.
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Abbildung 1.5.: Aufbau eines modernen Gyrotrons.
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Man unterscheidet zwei Typen von Antennen: den Vlasov-Typ und den Denisov-Typ.
Beim Vlasov-Typ [24] handelt es sich um einen glatten, manchmal leicht aufgeweiteten
abgeschnittenen Hohlleiter mit unterschiedlichen Schnittformen. Sein Abstrahlverhalten

phasenkorrigierender Spiegel

i Mikrowellenstrahl

phasenkorrigierender Spiegel

Hohlleiterantenne

Abbildung 1.6.: Quasi-optischer Wellentypwandler.

weist nur einen méfiigen Gaulanteil (ca. 80%) auf. Aufgrund der nahezu konstanten Aper-
turbelegung sind die Beugungsverluste sehr hoch. Zusétzlich werden beim Denisov-Typ
[25] gezielt im Inneren Wanddeformationen angebracht, um im Wellenleiter ein gewiinsch-
tes Modengemisch zu erzeugen. Dadurch entsteht ein fast nebenzipfelfreies Strahlungsfeld
mit einem hohen GauBanteil (> 95%). Beide Antennentypen findet man in modernen
Gyrotrons. Schon in fritheren Arbeiten wurde das Verhalten, z. B. der Vlasov-Antenne
26], fiir eine einzelne Mode bzw. Frequenz betrachtet.

Die verwendeten Spiegel lassen sich in zwei Klassen unterteilen. Zum einen werden tiefe
Spiegel [27] eingesetzt, die sowohl die Amplitude als auch die Phase der reflektierten Welle
verdndern. Im Gegensatz dazu beeinflussen flache Spiegel [28] in guter Niaherung nur die
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Phase der reflektierten Welle und werden zu ihrer Beschreibung oftmals mit dem Attribut
phasenkorrigierend versehen. Bislang befassten sich auch hier die meisten Untersuchungen
mit dem monofrequenten Spiegelentwurf. In den Veréffentlichungen [17, 28, 29, 30] werden
zur Formung der Welle monofrequente phasenkorrigierende Spiegel verwendet, die nur fiir
eine Frequenz optimiert sind. Zur Bestimmung ihrer Oberflichenstruktur kommt meist
der Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus [31] zum Einsatz. Ein Durchstimmen der Fre-
quenz liefert oftmals trotz des schmalbandigen Entwurfs recht gute Ergebnisse [12, 17].
In [32] wird die Optimierung des Spiegelsystems dann auf zwei Frequenzen ausgeweitet,
wobei hier mit einer Art ,,Mittelwert* gerechnet wird.

1.4. Ziele der Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit soll ausschliefilich der quasi-optische Wellentypwandler eines
Gyrotrons fiir den schrittweisen frequenzdurchstimmbaren Einsatz untersucht und nume-
risch optimiert werden. Bei einem gelungenen Entwurf liefert ein solcher Wellentypwandler
fiir alle betrachteten Frequenzen bzw. Wellentypen am Ausgang nahezu die gewiinschte
Feldverteilung.

Bei den bisher in der Literatur veroffentlichten Betrachtungen der Aperturantenne fehlt
eine vergleichende Ubersicht aller Typen beziiglich ihrer Frequenzdurchstimmbarkeit. In
Kapitel 2 werden nun beide Antennentypen auf ihren breitbandigen Einsatz hin unter-
sucht, Vor- und Nachteile aufgelistet und die entscheidenden Entwurfsparameter zusam-
mengestellt.

Um zukiinftig ein schrittweise iiber mehrere Frequenzen durchstimmbares Spiegelsystem
synthetisieren zu konnen, muss zuerst eine schnelle Analysemdoglichkeit vorhanden sein.
Solche Simulationswerkzeuge, wie z. B. der schnelle Feldpropagator zwischen zwei ver-
kippten Ebenen, werden durch die Veroffentlichungen [33, 34] bereitgestellt und bilden
die Grundlage dieser Arbeit. Einige dieser Hilfsmittel werden in Kapitel 3 erweitert und
andere neu erstellt. Aufbauend auf diese werden hier erstmals Verfahren entwickelt, die
eine numerische Synthese eines breitbandigen Spiegelsystems fiir eine grofle Anzahl von
Moden (z. B. eine Serie mit 9 Moden) ermoglicht. Dazu werden in Kapitel 4 drei Kriteri-
en eingefiihrt, welche die Formungsqualitiat der Spiegel beziiglich der elektromagnetischen
Welle beurteilen. Zur Synthese werden die Spiegeloberflichen gezielt variiert, so dass die
Qualitatskriterien einen extremalen Wert annehmen. Dieses Optimierungsproblem kann
iiber zwei Methoden gelost werden. Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den urspriingli-
chen Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus fiir die multifrequente Synthese flacher Spie-
gel zu erweitern (Abschnitt 4.1). Weiterhin wird die bekannte Gradientenmethode [35] in
Abschnitt 4.2 zum ersten Mal auf die breitbandige Optimierung der Spiegelkontur ange-
wendet.

Anhand eines Anwendungsbeispiels in Kapitel 5 werden die gemachten Aussagen iiber die
beiden Antennentypen iiberpriift und die zur Spiegelsynthese neu entwickelten Verfahren
verifiziert.
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2. Hohlleiterantenne

Zur Trennung der elektromagnetischen Welle vom Elektronenstrahl in einem Gyrotron
schneidet man den Resonatorausgangshohlleiter auf und strahlt die Welle in den Frei-
raum ab. Dieses als Antenne dienende Hohlleiterstiick wird in der englischsprachigen
Literatur ,,launcher” genannt. Neben dem Vlasov-Typ [36] mit einer glatten Innenwand
existiert der Denisov-Typ [37] mit gezielten Wandstorungen auf der Innenseite des Hohl-
leiters, um eine Formung des Aperturfeldes zu erreichen. Weiterhin kann der Hohlleiter-
schnitt unterschiedliche Formen annehmen. Im Folgenden werden zuerst die theoretischen
Grundlagen fiir den Entwurf einer solchen Antenne hergeleitet. Ausgehend von den Max-
wellgleichungen wird die Helmholtzgleichung hergeleitet und die Feldlésungen im zylin-
drischen Rundhohlleiter bestimmt. Dazu werden Vektorpotentialansédtze verwendet, die
es erlauben, die Losungen mit nur einer Komponente darzustellen. Aufgrund des hohen
numerischen Aufwands bei der Bestimmung der Abstrahleigenschaften der Antenne wird
hier eine Naherungslosung eingefiihrt. Dazu werden die Losungen im Hohlleiter in eine
geometrisch-optische Darstellung iiberfithrt. Anschliefend wird ein Uberblick iiber die ver-
schiedenen Hohlleiterantennen gegeben und auf deren frequenzdurchstimmbaren Entwurf
eingegangen.

2.1. Losungen im Hohlleiter

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der elektromagnetischen Felder im Hohlleiter sind die
Maxwellgleichungen im ladungsfreien p = 0 und stromfreien J = 0 Raum. Es sollen hier
nur zeitharmonische Felder mit einer Zeitabhiingigkeit von e/“* betrachtet werden. Die
Permittivitit € = ¢y und die Permeabilitdt p = o im Vakuum sind isotrop und homogen.
Dann lauten die Gleichungen:

V xE —jwpoH (2.1)
VxH = jwekE (2.2)
V-E =0 (2.3)
V-H = 0 (2.4)
Durch ineinander Einsetzen der Gleichungen (2.1) und (2.2) erhélt man
wioeoH =V x V x H=V(V-H) - V*H (2.5)
W oeE =V x V x E =V(V-E)—V?E 2.6)

11



2. Hohlleiterantenne

Diese vereinfachen sich mit (2.3) und (2.4) zu

Vzﬁ +w2,u0€0[’_j =
V2E + w2ﬂoéoﬁ =

Ol Oy

den sogenannten Helmholtzgleichungen.

2.1.1. Elektrisches Vektorpotential
Aufgrund der Gleichung (2.3) ist es moglich ein elektrisches Vektorpotential F einzufithren
[38], mit dem man das elektrische Feld

Fo—lvxF (2.9)

€0
berechnen kann. Eingesetzt in (2.1) ergibt sich daraus das magnetische Feld

1

Jwho€o

H= V x V xF. (2.10)
Mit (2.2) und (2.9) erhélt man zusétzlich die Gleichung

V x (H + jwF) =0, (2.11)
die man mit der Vektoridentitit V x (=V4),,) = 0 in

V x (H + jwF) =V x (=Vib) (2.12)

iiberfithren kann, wobei 1, einem beliebigen magnetischen Skalarpotential entspricht und
lediglich als Integrationskonstante dient. Daraus erhélt man eine weitere Beziehung fiir
das magnetische Feld

H=—jwF — Vi, (2.13)

Setzt man diesen Ausdruck mit (2.10) gleich, bekommt man eine Gleichung ausschlielich
mit Potentialen:

1 L1 3 3 3
SVUXVXF=— <V(V By V2F) = W o — jwpoVim (2.14)

€0 €0
DaV-F unabhéngig von V X F ist, nutzt man die Lorentzeichung

V- F = —jwuocotm (2.15)
und entkoppelt damit die beiden Potentiale. Aus (2.14) und (2.15) folgt

V2F + wgeoF = 0 (2.16)

12



2.1. Losungen im Hohlleiter

und aus der Divergenzbildung der Gleichung (2.13) mit (2.15) und unter Beachtung von
(2.4) erhélt man
VQ’QDm + w2u060¢m = 0. (217)

Aus der Losung der Differentialgleichung (2.16) kann mit (2.9) das elektrische und mit
(2.10) das magnetische Feld bestimmt werden. Im Weiteren wird w?upey = k2 gesetzt.
Man bezeichnet kg als die Freiraumwellenzahl. In zylindrischen Koordinaten erhélt man
aus F' mit (2.9) das elektrische Feld

~ .1 (0F, 10F, .1 (OF, OF, L1 (10F. 10(rF,)
b < Jz r a¢) €¢60 < ar 0z ) 6260 <r o r Or - (218)

Wenn F, = 0 und F, = 0 sind, so besitzt das elektrische Feld keine Komponente in
z-Richtung. Dies entspricht den transversal elektrischen Moden (TE) und es geniigt, bei
der Losungssuche von F' nur die z-Komponente F, zu betrachten. Aus (2.16) ergibt sich
die Differentialgleichung fiir £, in Zylinderkoordinaten zu

i
€0

QF, 10F, 10F, &F
— — F,=0. 2.1
8r2+7’ 8r+r28¢2+8z2 +ho k. =0 (2.19)

2.1.2. Magnetisches Vektorpotential

Statt einem elektrischen kann aufgrund von Gleichung (2.4) ebenso ein magnetisches Vek-
torpotential A eingefiihrt [38] werden. Bei der Herleitung entspricht die Vorgehensweise
der beim elektrischen Vektorpotential. Das magnetische Feld

A=-Lvxi (2.20)
Ho

kann in (2.2) eingesetzt und nach dem elektrischen Feld aufgelost werden:

E= VxVxA (2.21)

JWwtoCo

Es folgt mit (2.1) und (2.20) die Gleichung
V x (E + jwA) =0, (2.22)

die man mit der Vektoridentitit V x (—=V6,) =0 in
V x (E + jwA) = V x (=V8,) (2.23)

iiberfithren kann. 6. entspricht einem beliebigen elektrischen Skalarpotential und dient
auch hier als Integrationskonstante. Daraus ergibt sich eine weitere Beziehung fiir das
elektrische Feld

E=—jwA—Vo.. (2.24)

13



2. Hohlleiterantenne

Man erhélt eine Gleichung ausschliellich mit Potentialen, wenn man diesen Ausdruck mit
(2.21) gleichsetzt:

1 Lo ) y B}
S VUXVxA=— <V(V A) - V2A) = w2y A — jwegVo, (2.25)
Ho Ho

Da wiederum V - A unabhéngig von V X A ist, fithrt man auch hier die Lorentzeichung
V- A = —jwpee. (2.26)
durch und entkoppelt damit die beiden Potentiale. Aus (2.25) und (2.26) folgt
V2A + w2,uoeoff =0 (2.27)

und aus der Divergenzbildung der Gleichung (2.24) mit (2.26) und unter Beachtung von
(2.3) erhélt man
V20, + w?uoeohe = 0. (2.28)

Aus der Losung der Differentialgleichung (2.27) kann mit (2.20) das magnetische und
mit (2.21) das elektrische Feld ermittelt werden. Es wird nun w?ugep = k2 gesetzt. In
zylindrischen Koordinaten erhélt man aus A mit (2.20) das magnetische Feld

= 1 [(10A, 0A, .1 (0A, O0A, L1 [10(rdy) 104,
H=g— (222 _ 27 - (= -~z (22
er,uo (7’ 0¢ 0z ) +e¢,u0 ( ) ? (r or r O¢ (2:29)

Ho
Fir Ay = A, = 0 besitzt das magnetische Feld keine Komponente in z-Richtung. Dies
entspricht den transversal magnetischen Moden (TM) und die Losungssuche von A kann
sich auf die z-Komponente A, beschranken. Aus (2.27) ergibt sich die Differentialgleichung
fiir die A, Komponete in Zylinderkoordinaten zu

0z or

0?A, 104, 10%°A, 0%A,
or? Ty or T d¢? - 022 Thod: =0, (2:30)

2.1.3. Losung der Wellengleichung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die TE- und TM-Moden in der Vektorpoten-
tialschreibweise eingefiihrt. Sie bilden die Losungen der von der Form her identischen
Differentialgleichungen (2.19) und (2.30), einmal mit dem elektrischen und das andere
Mal mit dem magnetischen Vektorpotential. Beide besitzen die gleiche Form und un-
terscheiden sich nur durch die verschiedenen Randbedingungen. Abbildung 2.1 zeigt das
verwendete Koordinatensystem. Es wird nun eine verallgemeinerte Variable u eingefiihrt,
die im Fall einer TE-Mode F, und bei einer TM-Mode A, entspricht. Damit lautet die
Differentialgleichung
Pu  10u 1%  Pu

e T T 7y 2.31
8r2+7’8r+7’28¢2+622+ ov="0, (2.31)
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2.1. Losungen im Hohlleiter

Sly

Abbildung 2.1.: Hohlleiter mit zylindrischem Koordinatensystem

welche mit Hilfe eines Separationsansatzes gelost werden kann, der die -, ¢- und z-
Abhéngigkeit trennt:

u=P(r) Q(¢) R(z) (2.32)

Dieser recht willkiirliche Ansatz ist einzig und allein durch den Erfolg im glatten Rund-
hohlleiter gerechtfertigt. Wird er in (2.31) eingesetzt und durch PQR dividiert folgt daraus
mit einfachen Ableitungen

1 (d*P 1dP 1 d*Q 1d°R
- il — k2 =0. 2.
P(dr2+rdr)+Qr2d¢2+Rdz2+o 0 (2.33)

Der R-Teil ist von den Variablen der beiden anderen Teile unabhéngig und entspricht
somit einem konstanten Wert. Er kann abgespalten werden und man erhélt

1 d’°R 9
iR —k. (2.34)
Daraus folgt als allgemeine Losung:
R(z2) = Rye*ik== (2.35)

Der Rest der Gleichung (2.33) wird mit r? multipliziert

P2 (P 1dP\  1d°Q o , o,
T il — % — k3 =0. 2.
P( )+Qd¢2+r(l€0 kZ) =0 (2.36)

dr? = rdr
k2

T
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2. Hohlleiterantenne

Sowohl der P-Teil als auch der @)-Teil sind von den Variablen des anderen unabhéngig,
somit konstant und kénnen separiert werden. Es ergibt sich folgende Differentialgleichung
fiir den P-Teil

P2 (PP 1dP\ .,

S5 +-> = 2.

P(dr2+rdr)+rk’” m (2.37)
mit

P(r) = PoJu(kyr) + PuNy (Kpr) (2.38)

als Losung. J,, ist die Besselfunktion und N,, ist die Neumannfunktion, jeweils erster Art

und m-ter Ordnung [39]. Fiir N,,,(k,7) =3 0o wiirde das Feld auf der z-Achse unerlaubter
Weise unendlich werden, so dass daraus P; = 0 folgen muss. Der )-Teil

1 d*Q )
S = 2.39
Q d¢? m (2.39)
besitzt die Losung .
Q(¢) = Qoe™™?. (2.40)
Als Gesamtlosung der Gleichung (2.31) findet man somit
U(T, ¢7 Z) = POQORO Jm(krr)eijm¢€ijkzz (241)
A
0

mit k2 — k? = k2. Bei —jk.z handelt es sich um eine in +z-Richtung und bei +jk,z um
ein in —z-Richtung laufende Welle. Auflerdem bezeichnet man eine Welle mit —jm¢ als
rechtsdrehend und mit +jm¢ als linksdrehend. Die noch unbekannten Konstanten ergeben
sich aus den Randbedingungen der jeweiligen Aufgabenstellung. Hier soll nun der Fall
eines kreiszylindrischen Hohlleiters mit dem Radius @ und unendlicher Leitfahigkeit der
Wand betrachtet werden. Auf der Hohlleiterwand gelten dann folgende Randbedingungen
[40]:

Ey(r=a,¢,2) =0 W =0 (2.42)
E.(r=a,¢,2)=0 H.(r=a,¢,2) =0

Das Feld muss sich aufgrund der Rotationssymmetrie alle 27 in ¢ wiederholen, woraus
folgt, dass m nur ganze Zahlen annehmen kann.

Soll die Gesamtlosung einer TE-Mode entsprechen, also F, = u, so verschwindet aufgrund
der Randbedingungen (2.42) das tangentiale elektrische Feld. Aus (2.18) ergibt sich

1 0F.(r.¢,2)

By(r=a,¢,2)=———5=—| =0 (2.43)
und damit _—
ma(r g (ka) = 0 — kya = \1E. (2.44)
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2.2. Geometrisch-optische Hohlleiterlésung

Entspricht die Gesamtlosung aber einer TM-Mode, also A, = wu, so muss aufgrund der
Randbedingungen das zur Hohlleiterwand normale magnetische Feld in (2.29) verschwin-
den

1 OF,(r, ¢, 2)
H(r=a,¢,z2) = ——7F7—> =0 2.45
(r=a.0.2) == n0d| (2.45)
und damit
In(krr)| = J(kra) = 0 = kpa = xp0! (2.46)
gelten.

2.2. Geometrisch-optische Hohlleiterlésung

Mit Hilfe der geometrischen Optik kann die Losung in einem zylindrischen Rundhohlleiter
beschrieben werden. Dabei wird das Feld im Hohlleiter durch Strahlen dargestellt, die im-
mer wieder an der Hohlleiterwand reflektiert werden (siche Abbildung 2.2). Alle Strahlen

Kaustik

Stahl

Abbildung 2.2.: Links der Hohlleiter mit reflektiertem Strahl und dessen Projektion auf die Ebene, rechts
die Draufsicht auf die Projektionsebene.

stehen immer senkrecht auf den konstanten Phasenflichen der Welle. In der klassischen
geometrischen Optik verlauft der Pfad eines Strahls zwischen zwei Punkten P; und P,
immer so, dass die optische Entfernung zwischen diesen minimal wird:
Py
4] n(s) ds =0 (2.47)
P

Gleichung (2.47) gibt die mathematische Darstellung des sogenannten Fermatschen Prin-
zips [38] wieder. Durch Variationsrechnung erhélt man den kiirzesten optischen Weg die-
ser Gleichung. Ist der Brechungsindex n(s) wie hier im betrachteten Hohlleiter iiberall
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2. Hohlleiterantenne

konstant, dann verlduft der Pfad eines Strahls immer entlang einer Geraden. Es reicht
somit fiir die Bestimmung der Richtung eines Strahls aus, diese an genau einem Punkt
im Hohlleiter zu ermitteln, z. B. am Hohlleiterrand. Das Feld einer TE- oder TM-Mode
besitzt in der Vektorpotentialdarstellung nur eine Komponente, so dass hieraus sehr leicht
Phasenfronten ermittelt werden konnen, ohne aufwendige Koordinatentransformationen
durchfithren zu miissen. Eine Zerlegung des Feldes in eine einlaufende und eine auslau-
fende Welle ist gegeben durch

. . A . .
u = Aoy (kpr)eih=zesime TO(HS)(]{?TT’) + HP (kyr))etimoetikz (2 .48)
= " 4y, (2.49)

In der geometrischen Optik entspricht die einlaufende Welle (HT(,P -Teil) den einfallenden

Strahlen und die auslaufende Welle (H,Sf) -Teil) den reflektierten Strahlen. Ganz allgemein

kann die Hankelfunktion HY aus dem konjugiert Komplexen von J2is gewonnen werden

[41]:

m

HD(z) = (H?(2)) (2.50)

Eine Approximation von H\ fiir z > m kann man aus [42] herleiten:

2 s m ™
Hr(g)(z) ~ - Z2 - m2€](—\/z2_m2+marccos ?+Z> (251>

Im Weiteren wird nur noch die auslaufende rechtsdrehende sich in +z-Richtung fortbe-
wegende Welle betrachtet, da man fiir alle anderen Kombinationen Ergebnisse erhélt, die
sich lediglich im Vorzeichen unterscheiden. Mit der Ndherung (2.51) erhélt man die Phase
dieser Welle im Hohlleiter zu

m o
- — — . 2.52
r + meo — k,z (2.52)

arg(u®(r, ¢, z)) &~ —+/k2r2 — m? 4+ m arccos 1

Die Strahlrichtung entspricht dem Normalenvektor N der Fliche konstanter Phase ¢ (Eiko-
nal), die durch die implizite Gleichung ¢ — arg(u®®) = 0 dargestellt wird. Durch die
Bildung des Gradienten in Zylinderkoordinaten der linken Seite der impliziten Gleichung
ldsst sich der Normalenvektor [43] ermitteln:

N(’f’, ¢7 Z) = V(C_ arg(uaus(,ru ¢7 Z))) (253)
mz2 _ 1 .
~ kyll— W € + ;m €p+ k. €. (2.54)

Dabei ist zu beachten, dass die Herleitung aufgrund der N&herung in (2.51) nur fiir
k.r > m zuléssig ist. Probleme treten bei Fliistergaleriemoden auf, bei denen m =~ k.a
gilt. Ist die Approximation gerechtfertigt, so kann man die Strahlrichtung an der Hohl-
leiterwand ermitteln. Da die Pfade der Strahlen Geraden sind, ist eine Berechnung von
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2.3. Vlasov-Hohlleiterantenne

N im Inneren des Leiters nicht mehr notwendig. So erhédlt man nach dem Einsetzen von
Xmn = kra fir die Richtung N der Strahlen am Hohlleiterrand mit r = a

5 R 2 _ 2 1
N(r,¢,2) = N(r = a,¢,2) m XX o Z 6 4 k. €2 (2.55)
a a

Aus diesem Vektor lassen sich nun einige Kenngroen ermitteln (sieche Abbildung 2.2).
Unter dem Brillf)uinwinkel 1 versteht man den Winkel zwischen der z-Achse und der
Strahlrichtung N, den man aus

NT . ¢ k. k.
0s Y = — = = = 2.56
M TR - (256)

bzw.

k;
siny = /1 — cosp? = = (2.57)
0
bestimmt. Der Winkel zwischen der Projektion von N auf eine Ebene senkrecht zur z-

Achse
. 2 _ 2 1
N, = M Xinn 7 T (2.58)

€+ —m €
a R
und der €;-Richtung wird Spreizwinkel 6 genannt.

—»T —
Ny -eg m

NIl Xonn

cosf = (2.59)

Weiterhin kann man aus der Abbildung 2.2 ablesen, dass alle Strahlen tangential zu einer
zylindrischen Kaustik verlaufen, deren Radius R, sich zu

m
Xmn

0059:%:]%6:&0059:(1 (2.60)

ergibt.

2.3. Vlasov-Hohlleiterantenne

Um eine breitbandige Auslegung einer Hohlleiterantenne vornehmen zu koénnen, ist eine
Bestimmung der Feldverteilung beim Ubergang in den Freiraum notwendig. Alle numeri-
schen Verfahren benotigen einen groffien Rechenaufwand, da die in dieser Arbeit betrachte-
ten Abmessungen der Antenne bezogen auf die Wellenldngen zu sehr feiner Diskretisierung
mit vielen Unbekannten fiithrt. Vorschldge die Feldverteilung mit der Momentenmetho-
de zu bestimmen [44], scheitern momentan noch an der Rechenzeit. Um trotzdem eine
Hohlleiterantenne auslegen zu kénnen, kann man mit Hilfe der geometrischen Optik ei-
ne Niherungslosung erhalten [24, 45]. Dabei wird, wie in Abschnitt 2.2 hergeleitet, die
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2. Hohlleiterantenne

ungestorte Feldverteilung in einem unendlich langen zylindrischen Hohlleiter in eine ein-
laufende und eine auslaufende Welle zerlegt und durch optische Strahlen dargestellt. Es
wurde gezeigt, dass diese Strahlen an den Wanden reflektiert werden und tangential zu
ihrer zylindrischen Kaustik verlaufen. Schneidet man diesen Hohlleiter zu einer Antenne
auf, wie in Abbildung 2.3, so werden die Strahlen nach dem Schnitt (engl.: cut) nicht
mehr reflektiert und verlassen den Hohlleiter. Es existieren viele verschiedene Schnitte,

Kaustik

]
<L

2a6

Abbildung 2.3.: Geometrisch-optische Betrachtung eines Strahls in einer Antenne, der nach dem Hohl-
leiterschnitt in den Freiraum abgestrahlt wird.

um damit eine Hohlleiterantenne zu bilden.

Im Folgenden wird ein Verfahren zum Entwurf einer Vlasov-Antenne mit glatter Innen-
hohlleiterwand beschrieben. In Abbildung 2.5 ist die {iber dem Umfang abgerollte Hohl-
leiterwand einer solchen Antenne mit helikalem Schnitt (siche Abbildung 2.4) zu sehen.
Weiterhin ist der projizierte Pfad eines einzelnen Strahls mit seinen Reflexionspunkten
auf der Hohlleiterwand eingezeichnet und durchnummeriert. Er besitzt zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Reflexionspunkten eine Bogenldnge von 26a in ¢-Richtung und einen
Abstand Lg in z-Richtung

2asin 6

tan) = = Lp = 2asinf cot ), (2.61)

B

wie man aus Abbildung 2.3 ablesen kann. Aus diesen beiden Léngen ergibt sich der Stei-
gungswinkel o des auf die Hohlleiterwand projizierten Strahls zu

‘ 2a0  Otanv
anq = — = .
LB sin 6

(2.62)
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2.3. Vlasov-Hohlleiterantenne

oa

2ra+-

20a

i A

L Ly

Abbildung 2.4.: Vlasov-Hohlleiterantenne mit he- Abbildung 2.5.: Abgerollte Hohlleiterwand mit ein-
likalem Schnitt. gezeichnetem Strahlverlauf und ab-
strahlender Apertur (dunkel schat-
tierte Fliche) eines optimalen heli-
kalen Vlasov-Schnitts.

Da alle Strahlen parallel zueinander verlaufen, besitzt jeder genau einen Reflexionspunkt
in der schraffiert gekennzeichneten Raute, deren Breite L in z-Richtung sich zu

_ 2am 2a7 sin 6
"~ tana  ftan

(2.63)

ergibt. Die Reflexion aller Strahlen und somit die Ausbreitung in z-Richtung entspricht
einer gleichzeitigen Verschiebung dieser Raute um Lp in z-Richtung und um 260a in ¢-
Richtung. Schneidet man den Hohlleiter ab, so verlassen die Strahlen nach dem Schnitt
den Leiter. Alle austretenden Strahlen bilden zusammen eine Fléche, die sogenannte ab-
strahlende Apertur. Sie entspricht in Abbildung 2.5 der dunkel schattierten Flache. Ihre
Entstehung aus der sukzessiven Verschiebung der schraffierten Raute ist in Abbildung
2.6 angedeutet. Die Form dieser Apertur hingt bei fester Geometrie der Hohlleiteran-
tenne von der am Eingang eingespeisten Mode ab. In den folgenden Abschnitten werden
verschiedene Schnittformen und deren breitbandiges Verhalten untersucht, um daraus
Entwurfskriterien abzuleiten. Bei einem guten breitbandigen Entwurf bilden alle Moden
eine kompakte, nahezu moden- bzw. frequenzunabhéngige Form der abstrahlenden Aper-
tur. Aus der Kompaktheit kann auf eine stark gerichtete Richtcharakteristik der Antenne
geschlossen werden.

2.3.1. Helikaler Schnitt

Abbildung 2.4 und Abbildung 2.5 zeigen eine Hohlleiterantenne mit helikalem Schnitt. Als
Entwurfsparameter ist hier nur die Schnittlinge L;, einstellbar. Mit diesem ist die Form
des Schnitts vollstdndig definiert. Um die optimale abstrahlende Apertur fiir nur einen
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2. Hohlleiterantenne
1 2 3
4 5 6
Abbildung 2.6.: Ausbreitung aller Strahlen in z-Richtung entspricht der sukzessiven Verschiebung der

schraffierten Raute. Die nach dem Hohlleiterschnitt entstehende Flache wird abstrahlende
Apertur genannt.

Mode zu erhalten, muss die Schnittlinge L, = L aus Gleichung (2.63) sein. In diesem
Fall entspricht die Form und Grofle der abstrahlenden Apertur, wie in Abbildung 2.5 dar-
gestellt, der dunkel schattierten Raute, in der jeder Strahl genau einen Reflexionspunkt
besitzt.

Fiir einen breitbandigen Entwurf [26] muss das Verhalten aller auftretenden Moden bzw.
Frequenzen untersucht werden. Jede eingespeiste Mode erzeugt bei gleichbleibender An-
tennengeometrie eine unterschiedliche abstrahlende Apertur, da jede einzelne Mode ein
anderes L besitzt und somit eine andere optimale Schnittldnge L; benétigen wiirde. Um
einen Kompromiss zu finden, wird nun untersucht, wie sich die abstrahlende Apertur
verhélt, wenn zum einen der Hohlleiterschnitt L, grofier ist als das L der Mode (Lj, > L)
und zum anderen den umgekehrten Fall, wenn der Hohlleiterschnitt L, kleiner ist als das
L der Mode (Lj, < L). Die Abbildungen 2.8 und 2.7 zeigen die entstehenden Aperturen.
Die Antenne in Abbildung 2.8 mit L, < L weist keine kompakte Apertur auf, da sie

pa da
2ra 2ma
20a 20al|

Abbildung 2.7.: Abgerollte Hohlleiterwand mit  Abbildung 2.8.: Abgerollte Hohlleiterwand mit

abstrahlender Apertur (dunkel abstrahlender Apertur (dunkel
schattierte Flidche): Der Hohl- schattierte Flédche): Der Hohl-
leiterschnitt Lj ist ldnger als leiterschnitt L; ist kirzer als
das L der eingespeisten Mode das L der eingespeisten Mode
(Lh > L). (Lh < L).
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2.3. Vlasov-Hohlleiterantenne

sich um den gesamten Umfang der Antenne erstreckt und daher in alle Raumrichtungen
abstrahlen wiirde. Man erkennt in Abbildung 2.7, dass nur fiir L, > L die abstrahlende
Apertur eine starke Richtwirkung besitzt. Fiir den breitbandigen Entwurf fiir mehrere
Moden folgt daraus, dass die Lénge des Hohlleiterschnitts L; der Antenne mindestens so
grof} sein muss wie das grofite L aller betrachteten Moden.

2.3.2. Rechteckiger Schnitt

Aufgrund der Divergenz des Elektronenstrahls im Gyrotron ist es in einigen Féllen not-
wendig, die Schnittlinge L;, zu verkiirzen, damit der Elektronenstrahl beim Durchlaufen
der Hohlleiterantenne diese nicht beriihrt. Ein weiterer Grund liegt darin, dass die abge-
strahlte Welle nach der Reflexion am ersten Spiegel die Antennenspitze nicht treffen darf.
Diese Verkiirzung kann z. B. durch einen rechteckférmigen Hohlleiterschnitt mit einer
Lange L, wie in Abbildung 2.10 erfolgen. Fiir eine Mode gilt, dass die optimale verkiirzte

L L,

Abbildung 2.9.: Vlasov-Hohlleiterantenne mit  Abbildung 2.10.: Abgerollte Hohlleiterwand mit
rechteckigem Schnitt. eingezeichnetem  Strahlverlauf
und  abstrahlender  Apertur
(dunkel  schattierte  Fliiche)
eines optimalen rechteckigen
Vlasov-Schnitts.

Hohlleiterschnittlénge L, = L, sein muss [33]:

(2.64)

L -1 (1 B 27r%29)

2

Dabei entspricht % dem Modulo-Operator (Rest der Division). Auch bei dieser Antenne
andert sich die abstrahlende Apertur in Abhéngigkeit von den einzelnen Moden. Hierbei
nimmt sowohl Schnittlinge L, als auch der Offnungswinkel des Schnitts 6, Einfluss auf
die Form der abstrahlenden Apertur. In den Abbildungen 2.11, 2.12, 2.13 und 2.14 sind
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2. Hohlleiterantenne

20a||

260,.a

Abbildung 2.11.:

oa

Ly

Abgerollte Hohlleiterwand mit
abstrahlender Apertur (dunkel
schattierte Fldche): Der Hohl-
leiterschnitt L, ist ldnger als
L, und 6, ist schméiler als der
Spreizwinkel 6 der eingespeisten
Mode (L, < L, und 6 > 6,.).

20a

Abbildung 2.13.:

24

Abgerollte Hohlleiterwand mit
abstrahlender Apertur (dunkel
schattierte Fldche): Der Hohl-
leiterschnitt L, ist kiirzer als
L, und 6, ist schméiler als der
Spreizwinkel 6 der eingespeisten
Mode (L, > L, und 6 > 6,.).

20a

20,.a

Abbildung 2.12.: Abgerollte Hohlleiterwand mit

oa

2O

abstrahlender Apertur (dunkel
schattierte Fldche): Der Hohl-
leiterschnitt L, ist langer als L,
und 6, ist breiter als der Spreiz-
winkel 6 der eingespeisten Mode
(L, < L, und 6 < 6,.).

20a

Abbildung 2.14.: Abgerollte Hohlleiterwand mit

abstrahlender Apertur (dunkel
schattierte Fldche): Der Hohl-
leiterschnitt L, ist kiirzer als L,
und 6, ist breiter als der Spreiz-
winkel 6 der eingespeisten Mode
(Ly > L, und 6 < 6,.).



2.4. Denisov-Hohlleiterantenne

die vier auftretenden Kombinationen dargestellt. Mit der gestrichelten dicken Linie ist der
fiir diese Mode optimale Schnitt mit der Lénge L, und der Breite 20a eingezeichnet. Die
kompakteste Apertur mit der grofSten Richtwirkung weist die Kombination aus Abbildung
2.12 auf, bei der L, > L, und 6, > 6 gilt. Um nun zu einem breitbandigen Entwurf zu
gelangen, wahlt man fiir L, das grofite L, und fiir 6, das grofite 6 aller betrachteten Moden
26].

2.4. Denisov-Hohlleiterantenne

Bei einer Antenne vom Denisov-Typ [25] wird die Feldverteilung im Inneren des Hohl-
leiters geformt. Durch gezielte Wandstérungen (siehe Abbildung 2.15) regt man einen
ausgewahlten Anteil anderer Moden an, die dann aufgrund der konstruktiven und de-
struktiven Interferenz eine fokussierende Wirkung auf das Feld im Hohlleiter haben. Es

@rad

Abbildung 2.15.: Denisov-Hohlleiterantenne mit  Abbildung 2.16.: Betrag der H,-Komponente auf
Wandstorungen und helikalem der abgerollten Wand einer Hohl-
Schnitt. leiterantenne vom Denisov-Typ
bei Einspeisung einer TEgg g-
Mode bei 140,0 GHz.

entsteht dabei eine gauBiformige Leistungsdichteverteilung auf der abstrahlenden Apertur.
Die Form der abstrahlenden Apertur entspricht der einer Hohlleiterantenne vom Vlasov-
Typ. Um die Entstehung einer GauBverteilung herzuleiten, wird zuerst nur die axiale
Richtung betrachtet. Eine kosinusférmige Néherung der eindimensionalen Gaufiverteilung

25



2. Hohlleiterantenne

der Leistungsdichte kann mit

2 g2 b
v Z(1 b.z)?
o 37T( + cos b, z)
b, 1. T . \?
~ _371' <1 + 56]1722 + §€_Jbzz) (265)

angegeben werden. Fiihrt man eine Minimierung des Fehlerquadrats zwischen der Gauf3-
verteilung und deren Néherung durch, so erhélt man fiir b,w, = 1, 7603 eine maximale
Ubereinstimmung. Am Rand der abstrahlenden Apertur, deren Linge in z-Richtung dem
Hohlleiterschnitt L, = L entspricht, soll die Leistungsdichte und damit die Kosinusver-
teilung Null werden. Aus dieser Forderung ergibt sich die Bedingung

2m
A
Die Leistungsdichte ist proportional dem Quadrat der Amplituden der Feldstirke auf der
Hohlleiterwand. Gleichung (2.65) kann auch als das Betragsquadrat einer Uberlagerung
von drei im Hohlleiter ausbreitungsfahiger Moden interpretiert werden. Sie werden als
Haupt- und Satellitenmoden bezeichnet. Da es hier in erster Linie auf den Phasenzusam-
menhang der einzelnen Moden zueinander ankommt, werden hier aus Ubersichtsgriinden
die absolute Amplitude und die azimutalen Faktoren nicht mit aufgefiihrt:

1 ooe, 1 o
<1 + 56]%2 + 56_3%2)

b (2.66)

6—jkzlz + le—jkzgz + le—jkzgz
2

(2.67)

1 _. 1
e 1 — _](kz2_k21)z _ _](kz‘g,_kzl)z
'( + 26 + 26
Durch Koeffizientvergleich der rechten und linken Seite der Gleichung ermittelt man die

Verschiebung
27

der beiden Satellitenmoden beziiglich der Hauptmode. Eine axiale Gauflverteilung ist
damit erreicht.

Die noch fehlende Formung in azimutaler Richtung erfolgt in dhnlicher Weise wie die
axiale. Ersetzt man z durch ¢, b, durch b, und beachtet, dass die azimutale Breite der

abstrahlenden Apertur dem doppelten Spreizwinkel 260 entspricht, so erhélt man

by = —. 2.69
v =7 (2.69)
Ein zum axialen dquivalenter azimutaler Ansatz aus drei Moden ergibt, dass die beiden
Satellitenmoden um

Am = :l:g (2.70)

gegeniiber der Hauptmode verschoben sind. Fiir typische Gyrotronmoden ist der Hohllei-
terradius a ungefihr doppelt so grofi wie der Kaustikradius, so dass man die genédherte Be-
ziehung Am =~ £3 aus Gleichung (2.60) gewinnt. Fiir eine TE,, ,-Hauptmode erfiillen die
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2.4. Denisov-Hohlleiterantenne

beiden TE,,+1 ,-Satellitenmoden die axiale Bedingung (2.68) und die beiden TE,,+5 ,+1-
Moden die azimutale (2.70). In [46] wurde ein Modengemisch (siche Tabelle 2.1) aus neun
Moden zur Erzeugung einer gaufformigen Verteilung angegeben. Zur Anregung dieses

TEm—2,n+1 TEm—i—l,n TEm+4,n—1
TEm—3,n+1 TEm,n TEm+3,n—1
TEm—47n+1 TEm—Ln TEm-‘,—Q,n—l

Tabelle 2.1.: TE-Moden zur Erzeugung einer gaufiférmigen Verteilung.

Modengemisches werden Wanddeformationen in den Hohlleiter eingebracht, um damit
gezielt die erzeugten Stormoden auszunutzen. Berechnet wird die Feldverteilung im Inne-
ren des unendlich langen Hohlleiters mit Hilfe der Koppeltheorie der Moden [47, 48, 49].
Ein helikaler Modenwandler kann durch die Wandstérung

R(¢,2) = a[l + € cos (Ak,12 — Amyd) + €3 cos (Ak.oz — Amgg)] (2.71)

mit
Akz1 = kz[m,n] - kz[m:l:l,n] Aml =+l (272)
Akzg - kz[m,n] - kz[m:l:S,nq:l] Amgy = +3 (273)

beschrieben werden. €; und €, bilden die Storamplituden. Fiir eine optimale Ausbildung
der gauBiférmigen Verteilung ist eine minimale Wandlerldnge [46]

™

min — (274)
2|2kz[m,n] - kz[m—l—?),n—l] - kz[m—3,n+1]|

notwendig, damit sich die TE,, ,-Hauptmode und die beiden TE,,+3 ,+1-Satellitenmoden
phasenrichtig iiberlagern. Bei groflen Hohlleiterradien wird der Einsatz einer Denisov-
Antenne schwieriger, weil dann ein optimaler Wandler sehr lang wird. In Abbildung 2.16
ist eine typische Feldverteilung auf der abgerollten Hohlleiterwand dargestellt. Schneidet
man die Hohlleiterwand entlang der weilen Linie auf, so bildet die gaufiférmige Feldvertei-
lung (siehe gestrichelt umrandeter Bereich) die abstrahlende Apertur. Durch den geringen
Feldanteil in der Nahe des Schnitts entstehen bei der Antenne des Denisov-Typs nur ge-
ringe Beugungserscheinungen. Speist man bei dieser Hohlleiterantenne eine andere Mode
ein, so éndert sich die Feldverteilung auf der abstrahlenden Apertur. Bei verschiedenen
eingespeisten Moden kann sich die gaufiférmige Feldverteilung in die Néahe des Schnitts
verschieben, siehe Abbildung 2.17. Dabei verringert sich der Vorteil der geringen Beugung
und die Antenne biifit einen grofien Teil ihrer Richtwirkung ein. Die Qualitit dieser An-
tenne ist nicht fiir alle Frequenzen bzw. Moden gleichbleibend. Die Form des optimalen
frequenzdurchstimmbaren Schnitts wird wie beim helikalen Vlasov-Typ ermittelt, d. h.
man setzt auch hier den Hohlleiterschnitt L; gleich dem maximalen L aller betrachteten
Moden.
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Abbildung 2.17.: Abgerollte Hohlleiterwand einer Antenne vom Denisov-Typ bei Einspeisung einer
TEs33,6-Mode bei 109, 111 GHz, die fiir die TE2g s-Mode bei 140, 0 GHz ausgelegt wurde.

2.5. Bewertung der Hohlleiterantennen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden verschiedene Hohlleiterantennen vorgestellt.
Die dabei verwendete geometrisch-optische Néaherungslosung diente ausschliefllich dem
Entwurf der Schnitte und der Ermittlung der Form der abstrahlenden Apertur und nicht
zur eigentlichen Feldberechnung. Als Naherung der Aperturbelegung wiahlt man das aus-
fallende Feld des unendlich ausgedehnten Hohlleiters. Abschlieend ist zu bemerken, dass
alle Antennen ihre Einsatzbereiche haben. Eine Antenne vom Vlasov-Typ besticht durch
ihre einfache Herstellung gegeniiber dem Denisov-Typ, bei dem Wanddeformationen im
Bereich von 0,05 mm realisiert werden miissen. Auf der anderen Seite sind die Beugungs-
effekte bei einer Hohlleiterantenne vom Denisov-Typ aufgrund der geringeren Feldver-
teilung in der Nihe des Schnitts viel kleiner als bei einem Vlasov-Typ, wenn geeignete
Moden ausgewihlt werden. Will man aber eingespeiste Moden verwenden, bei denen das
fokussierte Feld auf der Schnittkante liegt, so ist fiir den breitbandigen Einsatz nur die
Verwendung einer Vlasov-Antenne moglich. Hier ist grundsétzlich ein helikaler Schnitt
einem rechteckigen Schnitt vorzuziehen, wenn es der Elektronenstrahl und die Geome-
trie der Spiegel erlauben. Seine abstrahlende Apertur ist aus der Sicht des breitbandigen
Entwurfs kompakter und besitzt eine gréfiere Richtwirkung als bei einem rechteckigen
Schnitt.
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Das Spiegelsystem des quasi-optischen Wellentypwandlers leitet die von der Antenne abge-
strahlte Welle zum Ausgangsfenster des Gyrotrons. Dabei wird der Strahl durch mehrere
Spiegel breitbandig geformt. Man mochte nach dem Fenster einen moglichst reinen Gauf3-
strahl erreichen, da dieser besonders einfach zu iibertragen ist und leicht in ein Hohlleiter
eingekoppelt werden kann. Dieses Kapitel ist in zwei Bereiche untergliedert. Den ersten
Teil bildet eine Einfithrung in die Grundlagen der Feldberechnung. Zur Auslegung der
Spiegel werden Berechnungsmethoden bendétigt, welche die Felder auf den Spiegeln liefern.
Als Methode eignet sich die Losung des Kirchhoffschen Beugungsintegrals. Im zweiten Teil
wird deren Einsatz bei der Feldanalyse im quasi-optischen Wellentypwandler besprochen.

3.1. Formale Grundlagen

Zur numerischen Analyse eines Spiegelsystems werden Methoden benétigt, mit denen das
Feld in jedem Punkt des Systems berechnet werden kann. In dieser Arbeit bildet das
Kirchhoffsche Beugungsintegral das zentrale Analysehilfsmittel. Mit diesem kann aus ei-
ner gegebenen flichigen Feldverteilung auf das gesamte Feld im Raum geschlossen werden.
In den folgenden Abschnitten wird das Kirchhoffsche Beugungsintegral auf spezielle Auf-
gabenstellungen angewandt, die bei der Simulation eines Spiegelsystems auftreten. Es
dient zur Bestimmung des Abstrahlverhaltens einer Hohlleiterantenne. Weiterhin wird
ein Weg gezeigt, wie man aus einer bekannten ebenen Feldverteilung, z. B. auf einem
Spiegel, auf das dazugehorende Feld auf einer beliebigen Ebene schliefen kann. Dabei
werden numerische Gesichtspunkte mit in die Uberlegungen einbezogen. Entscheidend fiir
einen spéteren Systementwurf ist ein niedriger numerischer Aufwand und eine geringe Re-
chenzeit bei der Analyse. Mit Hilfe der Fouriertransformation und unter Ausnutzung der
schnellen diskreten Fouriertransformation (FFT) kann der Rechenaufwand bei der Simu-
lation erheblich reduziert werden, so dass diesem Thema ein eigener Abschnitt gewidmet
ist. Der dadurch entstehende hohere analytische Aufwand ist aufgrund der Rechenzeiter-
sparnis gerechtfertigt.

In weiteren Abschnitten wird zwischen zwei Spiegelarten unterschieden. Zum einen sind
dies tiefe Spiegel, wie z. B. der quasi-elliptische Spiegel, die durch ihre rdumliche Aus-
dehnung die Amplitude des reflektierten Feldes erheblich beeinflussen und daher einen
hohen Rechenaufwand bei der Simulation beno6tigen. Auf der anderen Seite werden flache
Spiegel betrachtet, die bei der Reflexion nur die Phase des Feldes éndern und die Amplitu-
de nidherungsweise beibehalten. Bei diesen ist eine schnelle Feldberechnung mit geringem
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Rechenaufwand moglich. In diesem Zusammenhang wird auf die Reflexionseigenschaften
an idealen metallischen Oberflachen eingegangen.

3.1.1. Kirchhoffsches Beugungsintegral

Mit Hilfe des Kirchhoffschen Beugungsintegrals [50, 51] lésst sich aus einer bekannten
flachigen Feldbelegung auf das gesamte Feld innerhalb eines bestimmten Raumbereichs
schlieBen. Betrachtet wird eine Funktion u(x,y, z), z. B. eine Komponente eines Vektor-

N
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Abbildung 3.1.: Kirchhoffsches Beugungsintegral und Greenscher Satz.

potentials, im quellenfreien Raum, die die Wellengleichung

T
V2u(7) + kju(f) =0 mit 7= | y (3.1)
z

und die Randbedingungen des Freiraums erfiillt. Eine punktférmige unendlich kleine Quel-
le an der Stelle (xo, Yo, 20)

Zo
q(70) = 0(x — o) 6(y — o) 0(2 — 20) = (|7 — 7o]) mit 75 = | o (3.2)
<0

kann mathematisch durch einen Dirac-Impuls beschrieben werden. Aus dem systemtheo-
retischen Ansatz

V2g(7) + kog(7) = —a(7) = —8(|7 — 7o) (3-3)

ermittelt man die Impulsantwort der Wellengleichung. Die Losung dieser Differentialglei-
chung, die denselben Randbedingungen wie u(7) geniigt, ist analytisch berechenbar und
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3.1. Formale Grundlagen

entspricht der Greenschen Funktion [52, 53]

o o o—ikol—7o]
g(7, 7o) = g(F" — 1) = e (3.4)
mit
17— 7l = V(x — 20)2 + (y — 90)2 + (2 — 20)? (3.5)

im Freiraum. Sie ist zusétzlich von der rdumlichen Position 7 der Quelle abhéngig. Mul-
tipliziert man (3.3) mit «(7) und (3.1) mit g(¥— ) und bildet anschlieflend die Differenz
der beiden Gleichungen, so ergibt sich

wW(P)V2g(7 7o) — g(7 — 7o) V2u(7) = —u() &(|7 — 7ol). (3.6)
Integriert man beide Seiten dieser Gleichung {iber ein beliebiges Volumen V' (siehe Abbil-
dung 3.1), so erhélt man

/// (u(P) V(7 = 7o) = (7= 7o) V(7 /// (M) 6(|7 —7ol) dV. (3.7)

Das Integral iiber den Dirac-Impuls auf der rechten Seite berechnet sich zu

[ vt st =7 dV:{ R (3.8)

Nur wenn 7 innerhalb des Volumens V' liegt, liefert das Integral einen Beitrag. Die linke
Seite kann mit dem Greenschen Satz der Integralrechnung [43] in ein Oberflachenintegral
iiber die Hiille des Volumens 0V iiberfithrt werden:

[ woreat =)~ o i) av (39)
— [[ @@V~ i) - 90~ ) Vu) - R
oV

Ny beschreibt den Normaleneinheitsvektor auf der Hiille, der aus dem Volumen zeigt [54].
Somit erhélt man das Kirchhoffsche Beugungsintegral:
0 0 eV

- [ et =) gt - iy vu” Sy ar = { MG REL @
ov

Aus den Werten u(7) auf dem Rand des Volumens kann mit Hilfe dieses Integrals das
Feld u(7) an jeder Stelle 7 im Inneren des Volumens berechnet werden. Riicken Teile
dieser Integrationsflichen ins Unendliche, so kann man leicht einsehen, dass der Beitrag
der unendlich entfernten Fldchenteile verschwindend klein ist, da das Feld aufgrund der
Freiraumrandbedingungen dort gegen 0 konvergiert. In [55] wird der formale Beweis dazu
durchgefiihrt. Die Nutzbarkeit der Gleichung (3.10) fiir die Beugungstheorie [56] ist jedoch
oft eingeschrinkt, da die Werte von u(r) und deren Ableitung auf der Hiille meist nicht ge-
nau bekannt sind. Es sind Ndherungen notwendig, um trotzdem mit der Integralgleichung
(3.10) arbeiten zu kénnen.
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3. Analyse eines Spiegelsystems

3.1.2. Fouriertransformation

In diesem Abschnitt werden einige Grundlagen der Fouriertransformation besprochen, die
speziell fiir diese Arbeit benttigt werden. Eine grofie Anzahl von Literatur [57, 58, 59,
60] behandelt umfassend die Einfithrung in die Thematik. Speziell in dieser Arbeit wird
die diskrete Fouriertransformation eingesetzt, um Rechenzeit bei der Integralberechnung
einzusparen. Die eindimensionale Fouriertransformation der Funktion u(¢) wird durch die
beiden Integrale

(e}

U = Flu(t)} = / w(t)e=72m gt (3.11)

—0o0
(o)

u(t) =F U} = / U(f)e df (3.12)

— 00

beschrieben. In der Systemtheorie wird u(t) auch als Signal bezeichnet. u(t) représentiert
das Signal im Zeitbereich und U(f) im Frequenzbereich (Spektrum). Aus diesen Integralen
lassen sich verschiedene Transformationsgesetze ableiten und fiir einige spezielle Funktio-
nen u(t) kann das Ergebnis der Transformation in [61] nachschlagen werden. Betrachtet
man die Integralgleichung

(e}

y(ty) = / 2(t) f(t.to) dt, (3.13)

—0o0

so kann diese unter der Voraussetzung der Invarianz der Funktion f(t,t,), das heifit
f(t,to) = f(to —t), durch die Multiplikation der Fouriertransformierten von x(¢) und
von f(t) dargestellt werden:

Y(f)=X(f)-F(f) (3.14)
Dieser Zusammenhang wird im Ortsbereich durch die Faltung

(e}

y(ty) = / £(t) flto— 1) dt = x(to) ¥ F(to) (3.15)

— 00

ausgedriickt. Zur direkten numerischen Berechnung des Integrals (3.13) muss das Problem
diskretisiert werden, dabei geht die Integration in eine Summation und das Differential
in eine Differenz iiber. Da die Integrationsgrenzen im Unendlichen liegen, muss fiir eine
numerische Berechnung von y(¢) die Funktion z(¢) oder f(t) auBerhalb eines Intervalls
verschwinden. Bei einer Diskretisierung in N-Werte (Abtastwerte) entsteht ein Rechen-
aufwand proportional zu O(N?).

Die Integrale (3.11) und (3.12) konnen ebenfalls numerisch berechnet werden. Fiir die
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3.1. Formale Grundlagen

diskrete Fouriertransformation erhalt man

N-1

UmAf) = Flu(iAt)} =) u(ilt)e 72T amaT At (3.16)
=0
N-1

u(iAt) =F;, {UmMAS)} =Y U(mA[f)e* M3 Af (3.17)
m=0

an den diskreten Stellen ¢ = At und f = mAf. Die Summation erstreckt sich iiber
N-Abtastwerte einer Gesamtzeit T im Zeitbereich. Daraus folgt
T 1 1

At:NundAf:T:m (3.18)
fiir den Frequenzbereich. Die direkte Auswertung der Gleichungen (3.16) und (3.17) wiirde
zu einem Rechenaufwand von O(N?) fiithren. Nutzt man stattdessen die schnelle Fourier-
transformation (FFT engl.: Fast Fourier Transformation) [58, 60, 62], so sinkt der Aufwand
auf O(N ld N). Besonders vorteilhaft ist ein N, das eine Potenz von 2 ist, da dann die
giinstige Periodizitét der e-Funktion in (3.16) und (3.17) optimal ausgenutzt wird. Berech-
net man in Gleichung (3.14) die Spektren mit Hilfe der FFT, multipliziert sie miteinander
und fiihrt eine Riicktransformation mit der inversen FFT durch, so benotigt man einen
Rechenaufwand proportional zu O(N ld N). Diese Form der diskreten Faltung bietet eine
enorme Einsparung gegeniiber der direkten Methode mit einem Aufwand von O(N?). Mit
steigendem N wird dies besonders deutlich. Im Folgenden werden die Konsequenzen des
Einsatzes der schnellen diskreten Fouriertransformation betrachtet.
Abbildung 3.2 beschreibt graphisch den Zusammenhang zwischen der kontinuierlichen
und der diskreten Fouriertransformation fiir eine beliebige weder zeit- noch bandbegrenz-
te Funktion u(t). Auf der linken Seite in Abbildung 3.2a ist das kontinuierliche Signal
und rechts daneben deren Transformierten dargestellt. Durch die Abtastung mit At im
Zeitbereich wird im Frequenzbereich das urspriingliche Spektrum periodisch verschoben
und aufsummiert. Ist das Spektrum nicht bandbegrenzt oder wurde bei der Abtastung
At zu grofl gewahlt, so kommt es wie in Abbildung 3.2c¢ zu Bandiiberlappungseffekten bei
der Aufsummierung der Einzelspektren. Es wird deutlich, dass im Vergleich zum kontinu-
ierlichen Spektrum f = ﬁ die grofite noch auflosbare Frequenz im diskreten Spektrum
ist. Daraus folgt fiir diese Arbeit, dass die Abtastung des Signals im Zeitbereich nach der
groften zu beriicksichtigenden Frequenz gewéhlt werden muss. Bei einer rechnergestiitz-
ten Losung ist nur eine endliche Abtastung moglich, so dass zusétzlich die Funktion im
Zeitbereich mit einem Fenster der Breite 7" multipliziert wird (siche Abbildung 3.2¢). Im
Frequenzbereich entspricht dies der Faltung mit der Transformierten des Fensters und
fithrt dabei zu einer Welligkeit. Je schméler das Fenster gewéhlt wird, desto welliger wird
das Spektrum. Da auf einem Rechner auch im Frequenzbereich nur eine endliche Anzahl
von Werten zur Verfiigung steht, entspricht dort eine Abtastung mit A f einer periodischen
Fortsetzung des abgetasteten und gefensterten Signals im Zeitbereich (siche Abbildung
3.2g). Bei der diskreten Fouriertransformation ist somit sowohl die Funktion im Zeitbe-
reich als auch ihr Spektrum periodisch.
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Abbildung 3.2.: Zusammenhang zwischen der kontinuierlichen und der diskreten Fouriertransformation.

34



3.1. Formale Grundlagen

Als néchstes wird das Verhalten der diskreten Faltung

i

y(iAt) =Y x(kAt) f((i — k)At) At = F,H{X (mAf) F(mAf)} (3.19)

e
Il

zweier Signale untersucht. Grundsétzlich ist die direkte Berechnung der diskreten Faltung
dquivalent zu deren Bestimmung mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation. In Ab-

z(iAt) f(iA?)
t l] ¢
W, W,

y(1At) = x(iAt) * f(iAt)

—0000000

Wx—f-Wf—l

Abbildung 3.3.: Diskrete Faltung zweier zeitbegrenzter Signale.

bildung 3.3 ist symbolisch die diskrete Faltung zweier zeitbegrenzter Signale dargestellt.
Das Signal x(iAt) besitzt W, und f(iAt) W; Werte, die von Null verschieden sind. Als
Faltungsprodukt erhélt man das Signal y(iAt), welches W, +W;—1 von Null verschiedene
Werte umfasst. Bei der Verwendung der diskreten Fouriertransformation ist zu beachten,
dass die Signale im Zeit- und Frequenzbereich periodisch sind. Méchte man alle von Null
verschiedenen Werte von y(7At) mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation erhalten,
so muss y(¢At) mindestens W, + W; — 1 Abtastpunkte besitzen. Das wiederum hat zur
Folge, dass ebenfalls z(:At) und f(iAt) jeweils mindestens W, + Wy — 1 Abtastpunkte
umfassen muss. Daraus folgt, dass die Signale z(iAt) und f(iAt) zusitzlich mit Abtast-
punkten mit dem Wert Null aufgefiillt werden, da sie sich sonst falsch periodisch fortsetzen
wiirden. Umgekehrt bedeutet dies, dass nur durch Auffiillen mit Nullen auf W, + W, —1
Abtastpunkte mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation ein korrektes y(iAt) fiir alle
W, + Wy — 1 Werte ermittelt wird.

Bis jetzt wurde nur der eindimensionale Fall mit einer zeitlichen Variable ¢ betrachtet.
Ohne Schwierigkeiten kann die Fouriertransformation auf den n-dimensionalen Raum aus-
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3. Analyse eines Spiegelsystems

geweitet werden:

UF) = For o {u(@)} = / / w(@)e 2 T, dz, (3.20)
(@) =F5 L AU} = / / U(H) Tdf,...df, (3.21)

Dem # im Raum entspricht ein f im Frequenzbereich. In welcher Reihenfolge die Trans-
formationen der einzelnen Dimensionen durchgefiihrt wird, ist beliebig. Alle Gesetze im
eindimensionalen konnen leicht auf den n-dimensionalen Raum iibertragen werden. Dies
gilt natiirlich auch fiir die numerische Berechnung tiber die FFT.

3.1.3. Abstrahlung einer Hohlleiterantenne

Im Abschnitt 3.1.1 wurde bereits ganz allgemein das Kirchhoffsche Beugungsintegral
(3.10) eingefiihrt, mit dessen Hilfe nun das abgestrahlte Feld einer Hohlleiterantenne be-
rechnet werden soll. In Abbildung 3.4 ist eine Kugel mit einer durchgehenden Bohrung

AG

v

Abbildung 3.4.: Das Integrationsvolumen des Beugungsintegrals besteht aus einer durchbohrten Kugel.
Die Bohrung entspricht der Form der betrachteten Hohlleiterantenne.

dargestellt. Dabei entspricht die durchbohrte Kugel dem Volumen, iiber das im Beugungs-
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3.1. Formale Grundlagen

integral integriert werden soll. Die Oberflichenintegration umfasst die gesamte Kugelo-
berfliche und die Wand der Bohrung. Wiirde man diese Kugel unendlich weit ,,aufblasen®,
so wiirde die Kugeloberflache ins Unendliche wandern und die Héhe der Bohrung wiirde
unendlich grofl. Wie bereits erwahnt, liefern die Integrationsflichen im Unendlichen, also
die gesamte Kugeloberfliche, keinen Beitrag zur Integration. Die Bohrung entspricht der
Hohlleiterantenne bzw. der abstrahlenden Apertur mit ihrer Feldbelegung. Es reicht aus,
iiber die unendlich lange Bohrung zu integrieren. Zuerst miissen zwei Koordinatensyste-
me festgelegt werden. Der Radius der Bohrung entspricht dem der Hohlleiterantenne und
sei a. Man wihlt das Ausgangssystem 7 der abstrahlenden Apertur in zylindrischen Ko-
ordinaten und das Zielsystem 7, des abgestrahlten Feldes beispielsweise in kartesischen
Koordinaten:

7 COS ¢ X
T = 7?(33, Y, Z) = F(T, ¢7 Z) = 7 sin ¢ ) _)0 = FO(x07 Yo, ZO) = Yo (322)
z 20

Aus dem Vektorprodukt der Ableitungen von 7" nach ¢ und z erhélt man den aus dem
Volumen zeigenden Normalenvektor

R R —7rCcos ¢
N = % X g—; = | —rsing (3.23)
0

auf der Wandflache der Bohrung. Das Beugungsintegral aus (3.10) kann in die parame-
trische Darstellung der Oberfliche umgeformt werden:

u(m) = - / / (WP Vg7 — 7o) — (7 — 70)Vu(P)” - Ny dF

| =

IN| dU  (3.24)

=t

|N| dU entspricht dabei einem differentiellen Flichenstiick auf der Oberfliche. Nach der
Vereinfachung der skalaren Vektorprodukte

= /[ @oVy- ) - g7 - 7 Tu@)"
ov

9o (7 —T0) —7CoS ¢
Vg(r—rp)- N = Gy (7 —70) . —rsin ¢
gz("?_ _’0) 0

und entsprechend
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3. Analyse eines Spiegelsystems

kann das Beugungsintegral in

co 2w

/ / ( - FO) —g(F — Fo)agf)) r dgdz (3.27)

—oo 0

umgeschrieben werden. Das Integral verlduft iiber die Hohlleiterwand, so dass r = a ge-
setzt wird. Mit dieser Form des Kirchhoffschen Beugungsintegrals lésst sich aus dem Feld
u(7) auf der abstrahlenden Apertur das von der Hohlleiterantenne abgestrahlte Feld u(77)
berechnen.

Eine numerische Losung des Integrals (3.27) von —oo bis oo in z-Richtung ist nur unter
der Annahme moglich, dass die Feldbelegung der abstrahlenden Apertur nur innerhalb
eines begrenzten Intervalls von Null verschieden ist. Im Allgemeinen wird zur numerischen
Losung dieses Integrals ein Rechenaufwand von O(N?) benétigt bei jeweils N x N Ab-
tastpunkten auf der abstrahlenden Apertur und auf der Zielfliche. Betrachtet man den

Spiegel
7 \
5
7 Hohllelterantenne

Abbildung 3.5.: Beliebiger Schnitt (links vertikaler, rechts horizontaler) durch einen nicht aufgeweiteten
Hohlleiter und den ersten Spiegel.

speziellen Fall in Abbildung 3.5, bei dem der Radius der Hohlleiterantenne konstant ist
und die Zielfliche in z-Richtung parallel zur Antennenachse verlauft, so kann mit Hilfe
der FFT eine Reduktion des Rechenaufwands bei der Losung des Integrals (3.27) erreicht
werden. Diese Konstellation tritt z. B. in einem Spiegelsystem auf, in dem eine nicht auf-
geweitete Hohlleiterantenne und ein quasi-elliptischer Spiegel, dessen Form unabhéngig
von der z-Richtung ist, verwendet werden. Die Integration in z-Richtung in (3.27) kann
mit Hilfe der Faltung und im Frequenzbereich durch eine Multiplikation, wie in Abschnitt
3.1.2 beschrieben, dargestellt werden. Somit ergibt sich

[e.e]

U(xo,yoyfzo) = fzo{u(x07y0720)} = /u(xo,yo,zo) e I7m0/% dzg (3-28)
2 )

= /(U(rcosgb rsin ¢, fz())aa G(r cos ¢—xg, r sin p—yg, fo,)
0

—G(r cos p—x, 7 sin q%yo,fzo)agU(r cos ¢, r sin ¢, fzo)) r do,
r
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3.1. Formale Grundlagen

nachdem Gleichung (3.27) unter Verwendung einiger Transformationsgesetze nach z
fouriertransformiert wurde. Zur numerischen Losung der Gleichung (3.28) wird folgen-
dermafien vorgegangen: Zuerst werden die Transformierten von U (r cos ¢, rsin ¢, f,,) und
deren Ableitung nach r ermittelt. Danach wird das Integral iiber ¢ numerisch aus-
gewertet, indem man fiir jedes g, yo-Paar auf der Zielfliche die Fouriertransformierte
G(r cos ¢p—zq, T Sin ¢—yo, [,) bzw. deren Ableitung berechnet. Zum Abschluss wird dann
das Ergebnis in den Ortsbereich von z riicktransformiert. Insgesamt erreicht man bei die-
ser Vorgehensweise, dass der Rechenaufwand auf O(N? Id N) sinkt. Fiir groBe N ist der
Aufwand deutlich geringer als bei der direkten Berechnung.

3.1.4. Tiefe Spiegel

Das abgestrahlte Feld einer Hohlleiterantenne weitet sich sehr in der zy-Ebene auf und
ist kaum divergent in z-Richtung. Um moglichst das gesamte abgestrahlte Feld aufzufan-
gen, benotigt man einen groflen in der zy-Ebene fokussierenden und in der z-Richtung
ebenen Spiegel. Beim Entwurf wird auf die geometrische Optik [27, 45] zuriickgegriffen.
Die eigentliche Berechnung des Feldes erfolgt spéter mit Hilfe des Kirchhoffschen Beu-
gungsintegrals. In Abbildung 3.6 ist die Hohlleiterantenne mit dem Spiegel in Draufsicht
dargestellt. Damit die einzelnen Strahlen im Fokus bei —[; phasengleich ankommen, muss
der optische Weg aller Strahlen gleich sein. Die zwei Strahlen (0 und 1) in Abbildung 3.6
unterscheiden sich bereits am Hohlleiterrand am Ort der Abstrahlung um eine Phasen-
differenz. Mit Hilfe der Gleichung (2.52) ldsst sich diese zu

arg(u™*(r, ¢, z)) — arg(u™*(r, do, 2)) = m(¢ — ¢o) (3.29)

berechnen. Zur Umrechnung dieser Differenz in eine optische Wegldngendifferenz As in
der xy-Ebene teilt man sie durch die Wellenzahl in Ausbreitungsrichtung, hier k,, und
erhélt damit m

As(¢o, @) = k. (¢ — ¢0) = Re(@ — ¢o). (3.30)

Mit x(¢) und y(¢) in Abbildung 3.6 wird der Reflexionspunkt eines Strahls auf der Spiegel-
oberflache beschrieben:

x(¢) = R.cos¢p—I(p)sing (3.31)
y(@) = Resing +1(¢)cos¢ (3.32)

Aus Abbildung 3.6 kann die optische Wegléange
L(¢) = U(¢) + v/ (2(9) + 12)? + y(¢)? (3.33)

des Strahls 1 vom Beriihrpunkt an der Kaustik bis zum Fokus abgelesen werden. Um die
Forderung der Gleichphasigkeit aller Strahlen im Fokus zu erfiillen, muss die Differenz der
optischen Wege zweier beliebiger Strahlen verschwinden. Mit den Strahlen 0 und 1 erhélt
man

As(do, ¢) + L(¢) — L(¢o) = 0. (3.34)
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Zu dieser Differenz gehort natiirlich auch die Weglangendifferenz As der Abstrahlphasen-
differenz. Der optische Weg von der Hohlleiterwand bis zur Kaustik ist fiir alle Strahlen
gleich und muss somit nicht beriicksichtigt werden. Weiterhin folgt fiir den ausgezeichne-

Hohlleiterantenne

/ N e CE?S "
—l2 a Rcl‘v\‘ 3{ - - Sin (b /'l‘ l((b) sin (b Ve

0 ] ‘ '’
M Aperturbelegung
b — do Hohlleiterschnitt

Spiegelkontur

Abbildung 3.6.: Draufsicht auf die Hohlleiterantenne mit der Kontur eines quasi-elliptischen Spiegels.

ten Strahl mit ¢g = 3% = =2 dass I(—3) =4, 2(—%) =11, y(—%) = —R. und

i
L(—§) = ll + \/(ll + l2)2 + RZ - lg (335>
gesetzt werden kann. In die Gleichung (3 34) eingesetzt folgt daraus
T T
Ru(§+ )+ L(8) = L(=5) = Rl + 5) +1(9) + v/a(d) T b2 + 59 — by = 0. (3.36)

Diese Gleichung kann mit (3.31) und (3.32) nach [(¢) aufgelost werden:
oy MRE 48Ry cos ¢+ A1 — A9 R2 — A6 R2x + 86R.l, — n*R2 4 Aol — 41}
(6) = 8lysin ¢ + 8¢ R, + 47 R, — 8,

(3.37)
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3.1. Formale Grundlagen

Setzt man [(¢) in die Gleichungen (3.31) und (3.32) ein, so erhélt man die Kurve aller
Reflexionspunkte und damit die Kontur der Spiegeloberfliche. Dieser Spiegel wird quasi-
elliptisch genannt, weil die Kurvenform fiir R. = 0 in eine Ellipse iibergeht. Wird [,
unendlich, so strebt der Grenzwert von I(¢) gegen

(3.38)

lim 1(6) = 2R.cos¢ — 4ly + 2R.¢ + TR,
la—00 N 2sin¢ — 2

und man erhélt eine quasi-parabolische Form, die wiederum fiir R. = 0 in eine Parabel
iibergeht.

Wenn die abgestrahlten Moden einen nahezu identischen Kaustikradius R, besitzen, so
kann ein so entworfener Spiegel als sehr breitbandig angesehen werden. Fiir ein frequenz-
durchstimmbares Gyrotron muss laut Abschnitt 1.2 aber genau diese Bedingung zur An-
regung der einzelnen Moden erfiillt sein.

Zur Berechnung des abgestrahlten Feldes kommt wieder das Kirchhoffsche Beugungsinte-
gral (3.10) zum Einsatz. Auch in diesem Fall reduziert sich die Integrationsfliche auf der
Hiille des unendlich ausgedehnten Volumens auf die Spiegeloberfliche. Die Ausgangsfliche
wird durch die Koordinaten 7 der Spiegelkontur beschrieben. Als Zielkoordinatensystem
7o benutzt man z. B. kartesische Koordinaten entsprechend der Abbildung 3.6:

2(9) To
r=zy,z) =7,z)=| y(@) |, 70 ="7o(zo,¥0,20)=| % (3.39)
z 20

Es ergibt sich aus dem Vektorprodukt der Ableitungen von 7" nach ¢ und z ein nach auflen
gerichteter Normalenvektor

. OF OF Yo ()
N = a_; X 8—2 = | —24(¢) (3.40)
0

auf der Spiegeloberfliche. Dieses Ergebnis in die parametrische Form

(i) = - / / (W(FVg(F — 7o) — g(7 — 7o) V()T - Ny dF
oV

=[] worvaE =) oA vu” N0 @)
oV
des Kirchhoffschen Beugungsintegrals (3.10) eingesetzt ergibt
w 9: (7 = 7%) w(®\\' [ (@)
ai) =~ [ [ | alr=m) | = o= | w(® —ro(0) | do d
% 0 9:(7 = 7o) u(7) 0
(3.42)
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Man muss noch ergénzen, dass die Spiegeloberfliche endlich ist und man davon ausgeht,
dass auflerhalb des Spiegelrands kein Feld u(7) vorhanden ist. Damit ist das Beugungsin-
tegral numerisch l6sbar. Bei speziellen Konstellationen kann auch hier, wie in Abschnitt
3.1.3, die FFT zur Reduktion des Rechenaufwands eingesetzt werden. Zur Einsparung
von Rechenzeit vernachlissigt man zusétzlich die Ableitungen von u(7) auf dem Spiegel.

3.1.5. Ubertragung zwischen zwei Ebenen

Aus einer bekannten Feldverteilung auf einer Ebene lasst sich mit Hilfe des Kirchhoffschen
Beugungsintegrals das Feld an jedem Ort im Raum innerhalb des Integrationsvolumens
bestimmen. Das Integral kann fiir eine ebene Ausgangsfeldverteilung aufgrund der Sym-
metrieeigenschaften der Greenschen Funktion noch vereinfacht werden. In Abbildung 3.7

Abbildung 3.7.: Kirchhoffsches Beugungsintegral bei einer ebenen Feldverteilung.

wird das Koordinatensystem so gewéhlt, dass die Ausgangsebene parallel zur xy-Ebene
an der Position z liegt. Es werden kartesische Ausgangskoordinaten 7 und Zielkoordinaten
ro verwendet:

x Zo
7= F(xh%z) = Yy , To = FO('I(]uyO?ZO) = Yo (3-43)
z 20
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Das Integrationsvolumen V' des Beugungsintegrals (3.10) bildet eine Halbkugel mit un-
endlichem Radius, die sich in +z-Richtung erstreckt und deren Schnittfliche der Aus-
gangsebene entspricht. Dabei liefert die Integration iiber die Oberfliche der Halbkugel im
Unendlichen keinen Beitrag, so dass nur iiber die Ausgangsebene integriert werden muss.
Den Normalenvektor der Ebene

N==—x—=1[ o0 (3.44)

bestimmt man aus dem Vektorprodukt der Ableitungen von 7 nach z und y. Damit ergibt
sich das Beugungsintegral (3.10) in der parametrischen Darstellung der Oberfliche mit
NQ = zu

N
Ny =) 50 ) 2O ey = { M 22T gy

wobei |]\7 | dU = dz dy einem differentiellen Fliachenstiick auf der Ebene entspricht. Fiir
g(7"—19) gilt

L e~ JkolF=7o] 546
g(F"—17o) = m (3.46)
und fiir deren Ableitung nach z erhélt man
o e~ JkolT—=To] 1
—g(r—710) = ——=——5= (2 — ko + ———— | - 3.47
8Zg(r TO) 477.‘7:’_ 7:’0‘2 (Z ZO) (j 0o+ ‘F— 7:»0|) ( )
Aufgrund der Symmetrie der Greenschen Funktion gelten die Gleichungen
g(r"—10) = g(ro — 7) (3.48)
und 5 5
EQ(F_ o) = @g(Fo — 7). (3.49)
Setzt man
Zo
’FO = Fl = Yo (350)
<1

mit z — z; <0, so vereinfacht sich (3.45) zu

_ 7 7 {g(?— ) ag(:) () w do dy = u(7). (3.51)

—0o0 —00
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Andererseits ergibt (3.45) mit einem
’FO = FQ = Yo s (352)

wobei z — z5 > 0 ist,

/ / { 8u(f’) U(F)M dz dy = 0. (3.53)

—00 —OQ

Nun setzt man (z; — 2) = (2 — 29) baw. 7, — 7 = 7 — 7%, d. h. z; und 2, liegen symmetrisch
zu z (siche Abbildung 3.7). Aus (3.48) folgt

g(r—1) =g(F =) (3.54)
und mit (3.47) ergibt sich
g .. . 0 .
2 gi— ) = -2 -7 (3.5)

Damit lésst sich (3.53) umschreiben und man erhélt

_ 7 7 [g(f_ ) 20 ey T gy =0 (3.56)

—00 —O0

Bildet man die Differenz aus den Integralen (3.51) und (3.56), so ermittelt man

/ / 2u(z Ll) da dy = u(7) (3.57)

-0 =
fiir z < z;. Ersetzt man 77 durch 7, so ergibt sich eine vereinfachte Form des Kirchhoff-

schen Beugungsintegrals

u(Fy) = Qf f u(f) Lg(F—17p) de dy fiir 2z >z (3.58)
0 fir zp< 2

bzw. mit (3.49)

ul(iy) = 2_{0 {O u(F) Lg(fo —7) de dy  fiir 2z >z (3.50)

0 fir zp< 2

fiir eine ebene Ausgangsfeldverteilung u(7).
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Effiziente Berechnung

Mit der Gleichung (3.59) ist die Moglichkeit geschaffen, ausgehend von einer bekannten
Feldverteilung auf einer Ebene z = zg4,,+ das Feld an jedem Ort im Raum fiir zg > z
zu berechnen. Im Folgenden wird die Bestimmung des Feldes auf einer ebenen Zielfliche
naher betrachtet. Dabei ist die Zielebene zy = zgz;, zunéchst parallel zur Ausgangsebe-
ne. Spiter wird die Berechnung auf verkippte Zielebenen ausgeweitet. Zur Berechnung

Abbildung 3.8.: Zusammenhang zwischen zwei parallelen ebenen Feldverteilungen.

von u(7p) kann man numerisch das Integral (3.59) auf direktem Weg l6sen. Nimmt man
an, dass die Ausgangsebene und die Zielebene eine Diskretisierung von N x N besitzt,
so ermittelt man einen numerischen Rechenaufwand proportional zu O(N?). Die Diskre-
tisierung héngt von der betrachteten Wellenldnge des Problems ab. Um ein sinnvolles
Ergebnis zu erzielen, muss die Diskretisierung kleiner als die halbe Wellenlénge sein. In
dieser Arbeit erhdlt man so Werte fiir N zwischen 256 und 1024, was einer Rechenzeit
bei der direkten Losung von (3.59) von einigen Stunden entspricht. Fiir eine effiziente
Berechnung nutzt man die im Abschnitt 3.1.2 beschriebene Fouriertransformation aus,
die im diskreten rechnergestiitzten Fall in die FFT {ibergeht. Der Rechenaufwand bei der
Losung von (3.59) verringert sich damit auf O(N?(ld N)?). Aufgrund der Voraussetzung,
dass g(7y — 7) ortsinvariant ist, lasst sich die Gleichung (3.59) fiir zp > z als Faltung im
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Ortsbereich darstellen. Wird (3.59) nach zp und gy, fouriertransformiert

U(fﬂcoa fyoVZO) - fr(),yo{u(xOuyOaZO)} = / / U(l’o,yo, Zo) e—j27r(xofy0+yofy0) de’o dyo

—00 —00

= / / u\r,y, < (f$07fy0, O—Z)e ]27T($fy0+yfy0 dx dy

8
- a (fr(wfy()?ZO Z / / u\r,y, =z 6 —j2m zfyo""yfyo dx d/y

—0o0 —00

= 2 U(fuy, fyo:2) gG(fxo,fyo,zo—z) fiir zg > 2, (3.60)

0z

so kann die Fouriertransformierte der Greenschen Funktion vor das Integral gezogen wer-
den und iibrig bleibt die Fouriertransformation von u(7). Bei der Berechnung der Transfor-
mierten von g(7y —7) wurde der Verschiebungssatz der Fouriertransformation angewandt.
Am Ende steht das Produkt der Transformierten im Frequenzbereich, das einer Faltung
im Ortsbereich entspricht:

zoy0 O
u(zo, Yo, 20) = 2 u(xo, Yo, 2) S EQ(%JJO, 20—2) filr 29 > 2 (3.61)

Fouriertransformierte der Greenschen Funktion

Um (3.60) bzw. (3.61) auswerten zu konnen, ist eine genauere Betrachtung der Greenschen
Funktion (3.46)
. e_]ko‘f|
9(@) = ——= (3.62)

47 ||

notwendig. Die Fouriertransformierte der Greenschen Funktion [57] berechnet sich zu

e—j27r|z|/i
fz,y{g(m, Y, Z)} - G(fza fy> Z) - j47T/'i (363)
mit
1
K=\ a1 (3.64)

und wird Weylsche Formel genannt. Der Real- und der Imaginérteil von s sind immer
groffer Null. Eine sehr gute Néherung erhilt man durch Unterdriicken des geddmpften
(evaneszenten) Anteils der Funktion. Fiir ein imaginires , k2 < 0, und grofe z, was in
dieser Arbeit immer erfiillt ist, konvergiert die e-Funktion gegen 0, so dass man diesen
Teil vernachlassigen darf:

—j2m|z|k .

e fir 0< g2
G(fus fys 2) = Ga(foy fyr 2) = Jme = 3.65
(fzr fyr 2) (fzr fyr 2) { 0 fir 0> 2 (3.65)
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Nur fiir reelles x ist G~ von Null verschieden. Diese Unterdriickung entspricht in der
Systemtheorie einer Tiefpassfilterung. Weiterhin wird in dieser Arbeit nur der Bereich
fiir z > 0 ausgewertet, so dass fiir z < 0 die Funktion beliebig definiert werden kann.
Besonders giinstig erweist sich, wenn man den Betrag wegfallen lasst. Fiir z > 0 &ndert
sich dadurch nichts, nur fiir z < 0 wird der Exponent der e-Funktion positiv:

e;.j:: fir 0<wK?A2z>0
eJ2mzk .. 2
Calfor fr2) ~ Gonlfo, fy2) = gine 0 OSHOAZ<0 (3.66)

0 fir 0>k2A2>0
0 fir 0>k2A2<0

Man sieht, dass eine Unterscheidung in positive und negative z damit entfallen kann. Der
Vorteil dieser Funktion zeigt sich, wenn man sie in z fouriertransformiert. Sie besitzt dann
eine sehr einfache Losung:

I(fz+r) LD < 2
GmU@hJJZ{-W“ fir 0<wr (3.67)

0 fiir 0> k2

RV (3.68)

mit

Verkippte Ebenen

Es wurde bereits gezeigt, dass mit dem Kirchhoffschen Beugungsintegral und der FFT der
Ubergang zwischen zwei parallelen ebenen Feldverteilungen berechnet werden kann. Nun
soll eine Moglichkeit vorgestellt werden, die es erlaubt, diesen Vorteil fiir den Ubergang
zwischen zwei beliebigen Ebenen [34] zu nutzen. Dazu geht man von zwei kartesischen
Koordinatensystemen aus. In Abbildung 3.9 wird die Ausgangsebene durch das abc- (@)
und die Zielebene durch das uvw-Koordinatensystem () beschrieben, die beide in einem
globalen zyz-Koordinatensystem () liegen. Durch die Transformationen

T=H, @+ ke und T=H, @+ k, (3.69)

wird der Zusammenhang zwischen dem globalen und dem jeweiligen lokalen Koordina-
tensystem hergestellt. Die Matrix H, enthélt in ihren Spalten die Beschreibung der Ein-
heitsvektoren des abe-Systems ausgedriickt durch die Einheitsvektoren des xyz-Systems.
Entsprechendes gilt fiir H,. Es lidsst sich daraus leicht die direkte Transformation

G=H '-H,-@+H"- (Eu - E) (3.70)
M vV
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Abbildung 3.9.: Zwei verkippte Ebenen.

zwischen dem abc- und dem uvw-System bestimmen. Explizit aufgeschrieben ergibt sich
daraus

a mir M1z Mi3 Uu U1
a= = Mo1 M2 Mog (% + V2 =M - ﬁ—i— U (371)
ms3; Mz2 M33 w U3
U nip MNizg Nig a wy
U= (% = No1 Moy T3 b - Wo =N-ada—uw (372)
w N3 N3z N33 c w3
bzw.
ag =M -y +vU (3.73)
iy =N - dy— 0 (3.74)
mit
M:N_l;w:N-ﬁ; |M|:|N|:1. (3.75)

Die Ausgangsebene wird mit ¢ = cgpart ugd die Zielebene mit wy = wg,; beschrieben.
Ausgangspunkt der Feldberechnung beim Ubergang bildet die Gleichung (3.59) des Beu-
gungsintegrals im abc-Koordinatensystem:

u(dy) = 2 / / u(a) %g(@o — @) da dbmit ¢y > ¢ (3.76)

—0o0 —00
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3.1. Formale Grundlagen

Es wird nur der Fall fiir ¢y > ¢ betrachtet, da das Integral sonst verschwindet. Mit Hilfe
von (3.73) werden die Zielkoordinaten dy ersetzt

/ / —g (M -ty + v — a) da db (3.77)

—00 —O0

und anschlieBend die Fouriertransformierten dieser Gleichung in ug, vg, wq

U(fuo) = fuovowo{u(_’())}

_ // umwo{aag(M uo—i—v—a)}da db (3.78)

—00—00

gebildet. Im Folgenden wird diese Fouriertransformation der Greenschen Funktion

0 0 L
Fuo,vo,wo {a g( Qo — Cl)} = fuo,vo,wo {&Q(M “Ug + U — (Z)} (379)

[ o JNNe oluNNe o]

= / / / %g(]\/[ g+ U — Q) ™92 Fug dug dvg dwg

—00 —00 —O0

separat besprochen. Da man nur die Transformation im agbgco-Koordinatensystem kennt,
fithrt man eine Koordinatentransformation durch. Hierzu benotigt man die Gleichung
(3.74) und ermittelt daraus die Systemdeterminate, die sich zu

duo dvg dwg = a(uo(ao,bo,Co);gc()iio}fso;())%wo(a0>50700)) dag dby dey
= |N‘ d(lo dbo dCO

= dCLQ dbo dCO (380)

berechnet. Damit kann man das Integral (3.79) in

0 0
fuovowo{a gaO_a}:///a— do—a e —g2n(N-do—)" fuo dao dbo dCO (381)

—00—00—00
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3. Analyse eines Spiegelsystems

umschreiben. Wenn man die Komponenten des Exponenten umgruppiert, erhélt man

o ..
fuo,vo,wo {&g(a’o - a’)}

[ eIuNNe oluNe o]

9 —
_ 6]27rw fuo / / / a_ Clo—(l e—]27r(N~ao)T.fuo dag dby dcy

—00 —00 —OO

[ e IuNe olNe ]

_ ey27rw fuo / / / ag aO _ Cl e —j2mal -NT qu dag dby dcy

—00 —00 —O0
[ oJNe oluNe o]

_ ey27rw fuo / / / g Clo —Cl e ]27ra0 faO dao dbo dCO (382)

—00 —00 —O0

durch Ersetzen von

. Jao N1 N2 M3l fuo .
Jao=1 Joo | = | 112 mno2 na foo | = N fuo. (3.83)
fco N1z N2z N33 fwo

Betrachtet man Gleichung (3.82) genauer, so erkennt man, dass es sich hierbei um eine
Fouriertransformation in ag, by, co-Koordinaten mit den Frequenzen f,,, fy,, fo, handelt.
Aus diesem Grund kann man (3.82) in

a N R ionig T f. a N 5
fuo,vo,wo {%g(ao - CL)} - 6]2 Juo fambo,Co {%g(ao - a’)} (384>

umformen und in Gleichung (3.78) einsetzen:

(fuo) =2 e]2ﬂ'w fuo // ao bo,co {aa g(ao — CL)} da db (385)

—0C—00

Unter Verwendung des Verschiebungssatzes der Fouriertransformation und nach dem Dif-
ferenzieren nach ¢ erhélt man

Ulfi) = 2P / / (@) (=127 o )G (fy) € 9270 bt ele0) g

—O0C—00

= —jdn fe Il BT o () / / w(@) e 2@ Fa0 i) dq db. (3.86)

—0C—00

Das Integral kann als Fouriertransformation in a, b-Koordinaten verstanden und folgen-
dermaflen geschrieben werden:

U(fag) = —JAT foge 27800 Fu0) G fio ) U faos foo: ) (3.87)

50



3.1. Formale Grundlagen

Mit diesem Zusammenhang hat man bis jetzt noch keinen Vorteil erzielt, da bei der
Auswertung von U( f;o) im gesamten Frequenzbereich und damit das Feld im gesamten
Ortsbereich berechnet werden muss. Um als Ergebnis ausschlieflich das Feld auf einer
Ebene zu erhalten, muss U(f,) in der wo-Koordinate riicktransformiert werden. Ein ana-
lytisches Riicktransformieren erreicht man, wenn man die Ndherung G~ aus (3.67) fiir
G in (3.87) einsetzt:

U(ﬁm) ~ _j47rfcoe_j27r(6fco_wT.ﬁO)G-i-%(f;o) U(fam fb()’ C) (388>

Im néchsten Schritt betrachtet man den Dirac-Impuls

5(f60 + K'ao) = 5((1(]0_6;0)) =0 (fCO + % - fgo - fb20> (3'89)

aus G~ (3.67) im agbyco-Koordinatensystem genauer. Dieser Dirac-Impuls liefert nur
einen Beitrag, wenn das Argument a(f,,) = 0 wird:

o 1 1
a(f(10>:f00+ ﬁ_fzgo_fb%):o:> 30+fl)20+fc20:ﬁbzw ’iaoz_fco (390>

Iiao

Bei der Transformation der Frequenzvariablen in das ugvowo-Koordinatensystem bleiben
die Léngen der Vektoren erhalten, da es sich bei den Basisvektoren um Einheitsvektoren
handelt. Aus Gleichung (3.83) folgt die Umkehrung

. Juo mi1 Ma1 Mgy Jao .
Juw=1 Ju | = mi2 man ms foo | = MT fa,. (3.91)
J wo Mig Mg 133 J co

Aus der Lingentreue in (3.75) beim Ubergang zwischen den beiden Koordinatensystemen
folgt

'30+ 30+f310: 30+fb20+ gozﬁ (392)

Nun wird ein neuer Dirac-Impuls

g+ Fag) = S0 Fu)) = 0 (fwo e ) (3.93)

betrachtet fiir den

)\2

- 1 1
b(fuo):fwo_‘_\/ﬁ_ u20_f30:0:> 30+ 30+f3)0:—bZW. KUO:_fwo (394)
Kug
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3. Analyse eines Spiegelsystems

gilt. Die Argumente der beiden Dirac-Impulse (3.90) und (3.93) beschreiben die gleiche
Nulllinie, so dass zwischen beiden der Zusammenhang [57]

) o e
0(b(fue)) = 0(b(Sfulfao)s fo(fao)s fu(fan)) = 0(b(fay)) = W (alfap))  (3.99)
mit
—fug
2 o0 1
Va(foo)| = Lo )= v (3.96)
1
, _q [ T a2 g Juo 1
IVb(fa)l = |— | mar maa maz |- | fu =3 (3.97)
Fuo \ gy may mas fuwo Fouo

besteht. Die Transformation in (3.97) &dndert ebenfalls keine Léngen aufgrund von (3.75).
Somit erhdlt man aus (3.95)

Fu Juw
O(fuwo + Fug) = —05(f00 + Kay) = —Oé(fCO + Kag) (3.98)
Kag Jeo
als Ergebnis.
Setzt man (3.67) in (3.88) ein und beachtet, dass f., = —kg, ist, so ermittelt man
> j2”(c”‘a0+wT'ﬁ0)5(f + Kag) U(fag, fro,c)  fiir 0 < K2
U(fu) =9 © co T fao) F oy Jho, = Fao 3.99
(fuo) { 0 fir 0> k2 (3.99)
mit
) fo
Juw=1 T |- (3.100)
_H'/ll()
Unter Ausnutzen der Beziechung aus (3.98) und f,,, = —ky, kann diese Gleichung in
127 (ckq u?T-_;L Ka, .
vy~ f (oo 07 Su0) 0 5 fuy + biug) Ulfags Joor€)  filr 0 < w3 A < K
0 fir 0> k2 V0> kK2

(3.101)
umgeformt werden. Dabei ist zu beachten, dass zusétzlich sowohl von r,, als auch von
Ku, der Real- und der Imaginérteil immer grofler Null sein miissen. Jetzt kann diese
Gleichung miihelos in der wy-Koordinate riicktransformiert werden, da f,, explizit nur
noch im Dirac-Impuls steckt:

e 2m(erng t0T g —worug) 20 [7(f o) fiir 0 < K2 A0 < K2
U(fumfuoawo)%{ Kug (fao fbm ) = Rgg < Ky,

0 fir 0> k2 V0> kK2
(3.102)
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3.1. Formale Grundlagen

. Jao
Juo =1 T (3.103)

_Ka()

Gleichung (3.102) liefert aber nur sinnvolle Ergebnisse, wenn co(ag, by, wo) > ¢ erfiillt ist.
Ansonsten ist das Integral (3.76) Null und entsprechend muss dies fiir die Riicktransfor-
mierte von (3.102) im Ortsbereich gelten.

Zur Losung von Gleichung (3.102) wird die schnelle zweidimensionale diskrete Fourier-
transformation eingesetzt. Zuerst wird die Fouriertransformierte von u(a,b,c) auf der
Ausgangsebene in den ab-Ausgangskoordinaten berechnet. Anschliefend setzt man diese
in (3.102) ein und transformiert das Ergebnis in den wugvo-Zielkoordinaten zuriick in den
Ortsbereich. Der dabei entstehende Rechenaufwand ist proportional zu O(N?(id N)?).
Bis jetzt wurde immer in Vorwértsrichtung gerechnet. Man kann mit (3.102) aber auch von
der Zielverteilung auf die Ausgangsverteilung zuriickrechnen, indem man die Gleichung
(3.102) nach U(fa,, fo,, ¢) auflost:

—j2m(ck, +1F)T-f —wokug ) Fag - 2 2
e ( ag uQ uO)HuO U(qu, qu,wO) fU,I' 0 S Hao AO S Huo

U(faoafbovc) ~ {

0 fir 0> k2 V0> k2
(3.104)
mit
) fuo
T (3.105)
—FKag

Alle oben genannten Bedingungen miissen natiirlich auch hier erfiillt sein.

3.1.6. Flache Spiegel

Trifft eine elektromagnetische Welle auf eine ebene metallische Fliche mit einer unend-
lichen Leitfahigkeit, so wird diese vollstindig reflektiert. Es wird in Abbildung 3.10 die
Reflexion einer einfallenden ebenen Welle betrachtet. Dazu zerlegt man das Gesamtfeld

H,

Abbildung 3.10.: Reflexion einer ebenen Welle an einer ideal leitenden Fléche.
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3. Analyse eines Spiegelsystems

E(x,y, z) = Ee(x,y, z) + E“(m, Y, 2) (3.106)
H(x,y,2) = H(x,y,2) + H'(2,y, 2) (3.107)
in eine einlaufende und eine auslaufende Welle. Fiir das elektrische und magnetische Feld
in kartesischen Koordinaten kann man

Ee B

E(x,y,2) = E; e-Ihaethyythis) - pe(g g 2) = By eI ksathyytkiz) (3 108)
E° B2
Hy H '

H(z,y,z) = | H; eI ksathyythiz) (g gy 2) = Hy eI ksatkiykiz)(3.109)
H* He

schreiben. Fiir die Freiraumwellenzahl ky gilt dabei

ko = \/k:;2 + kP 4+ kS = \/kg2 + ko + ke, (3.110)

Aufgrund des bekannten Reflexionsgesetzes an einer ideal leitenden Fldche [40] ergeben
sich folgende Zusammenhénge zwischen den Komponenten der einlaufenden und auslau-

fenden Welle:

OH¢ OH?
E¢ = —_E° T _ xke: k@
v T 0z oz ° r
OH¢ OH?
By=—Ej —t=——"k= Kk (3.111)
E{= FE! H;=-— H!Fk =—-k!

Eine ebene Welle ist durch ein elektrisches Vektorpotential darstellbar

—

F(x7 y? Z) = F'e('r7 y? Z) + ﬁa(m7 y7 Z>7 (3112)

die wiederum in einen einlaufenden Anteil F® und einen auslaufenden F'* zerlegt werden
kann:

Fe EY
ﬁe(.iE, Y, Z) _ Fye 6—j(k§m+k§y+k§z)’ ﬁ“(x,y, Z) _ F; 6—j(k§x+k5y+kgz) (3113)
Fe F7

Berechnet man daraus das elektrische Feld unter Zuhilfenahme von Gleichung (2.9), so
erhdlt man

. —k;Fj+k§F; ‘
E(z,y,2) = —L | —keFEheFe | edtsetkivike) (3.114)
€0 e e e e
—kFy + K Fy
[ —kOFS 4 k2ES
Ez,y,2) = —L | —koFo 4 jope | emikiarkjyrhes) (3.115)
€0 a a a 1a
—KeFS + kO F
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3.1. Formale Grundlagen

Aus den Bedingungen (3.111) folgt durch Koeffizientenvergleich fiir die Komponenten des
elektrischen Vektorpotentials, dass

Fé= F¢
Fe= F° (3.116)
Ff=—F°

gelten muss. Andererseits kann auch das magnetische Vektorpotential A eine ebene Welle
beschreiben:

AL AL
Aé(z,y,2) = A eI Rsothiyhiz) - fo(p oy 2) = Al eI ksrtkyythiz) (3 117)
AL AL

Berechnet man aus diesen das magnetische Feld unter Zuhilfenahme von Gleichung (2.20),
so erhélt man

—kCAS + ke AS

B(r,y,2) = = | —keds+hede | emitsothvtie) (3.118)
Ho e Ae e Ae
—REAC 4 KEAC
[ RSAT L RSAS
Ho(r,y,z) = L | —kPA® + koAe | eiksathiy+hez) (3.119)

Ho\ —keAg + kaAe

Es ergibt sich mit (3.111) fiir die Komponenten des magnetischen Vektorpotentials ff,
dass

AL = A
A= A (3.120)
Ac= A

gilt.
Verschiebt man die Spiegelebene in Abbildung 3.11 um Az, so erfihrt die ebene Welle
eine Wegénderung

Al = 2Az cosa (3.121)

in Abhéngigkeit vom Reflexionswinkel

Q= arccos E (3.122)
ko

Es éndert sich die neue auslaufende Welle fiir das elektrische Vektorpotential

FXZ _ ﬁa€j2k0Azcosa (3123>
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3. Analyse eines Spiegelsystems

Abbildung 3.11.: Eine Hohendnderung der Spiegeloberfliche fithrt bei einer ebenen Welle zu einer
Wegénderung, die einer Phasendnderung entspricht.

nur um einen Phasenterm im Bezug auf das urspriingliche F am gleichen Ort. Dieser
Zusammenhang gilt natiirlich auch fiir das magnetische Vektorpotential:

_’aAz — XaeijoAzcosa (3124>

In der Praxis betrachtet man eine beliebige Welle auf der Spiegeloberfliche als lokal
eben. An jedem Ort auf dem Spiegel ldsst sich aus der einlaufenden ebenen Welle die
reflektierte bestimmen. Ist die Oberflache zusétzlich 6rtlich mit einem Az(z,y) hohenmo-
duliert, so erhélt jede reflektierte lokal ebene Welle entsprechend der Gleichung (3.123)
bzw. (3.124) eine Phasenverschiebung. Mit anderen Worten, die Amplitude der reflektier-
ten Welle bleibt aufgrund der geringen Hohenmodulation ndherungsweise gleich und nur
die Phase wird mit einem Phasenterm multipliziert Aus diesem Grund nennt man solche
Spiegel phasenkorrigierend [28]. Diese Néherung ist nur fiir kleine Anderungen Az(z,y)
gegeniiber der Wellenlédnge A erlaubt. Mit den Gleichungen (3.123) bzw. (3.124) kann fiir
beliebige einlaufende Wellen und lokale Hohenénderungen Az(x,y) auf der Spiegelflache
die reflektierte Welle bestimmt werden.

In Abbildung 3.12 wird die Reflektion einer Welle in Vektorpotentialschreibweise an ei-
nem ebenen Spiegel dargestellt. Der Spiegel besitzt ein lokales abe-Koordinatensystem,
das sich in einem globalen xyz-Koordinatensystem befindet. Um von einem System in das
andere iiberzugehen, gelte die Transformation (3.69)

T=H, G+k, (3.125)
Eine einfallende Welle ﬁfyz bzw. ffgyz in globalen Koordinaten entspricht einem
e = H, ' Fe baw. AY = H ' AC (3.126)

© bzw. A%, kann mit (3.116) bzw.
(3.120) die auslaufende Welle F%  bzw. A% bestimmt und mit

—

F° —H, F% baw. A° = H,-A° (3.127)

TYz TYz abc

im lokalen Koordinatensystem des Spiegels. Aus Fe
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3.2. Simulation eines Spiegelsystems

Abbildung 3.12.: Reflexion einer Welle in Vektorpotentialschreibweise, ausgedriickt durch unterschiedliche
Koordinatensysteme.

ins globale System riicktransformiert werden.

3.2. Simulation eines Spiegelsystems

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die mathematischen Hilfsmittel zur Feld-
berechung innerhalb eines Spiegelsystems besprochen. Es wird nun gezeigt, wie diese bei
der Simulation eines Systems zum Einsatz kommen. In Abbildung 3.13 ist ein quasi-
optisches Wandlersystem dargestellt, bestehend aus einer Hohlleiterantenne, einem quasi-
elliptischen und zwei flachen phasenkorrigierenden Spiegeln. Weiterhin ist das globale Ko-
ordinatensystem eingezeichnet, dessen x-Achse in Richtung des quasi-elliptischen Spiegels
zeigt und dessen z-Achse der Hohlleiterachse entspricht. Der Nullpunkt des Koordina-
tensystems befindet sich im Mittelpunkt der zylindrischen Antenne auf der Hohe des
Anfangspunkts des Hohlleiterschnitts. In Kapitel 2 wurde die Form und die Belegung der
abstrahlenden Apertur der Hohlleiterantenne besprochen. Fiir TM-Moden verwendet man
das magnetisch und fiir TE-Moden das elektrische Vektorpotential, welches ganz allge-
mein mit o bezeichnet wird. Das Potential dieser Belegung besitzt nur eine in z-Richtung
weisende Komponente und kann auf der Apertur in einen Amplituden- und einen Rich-
tungsteil

G=u-é, (3.128)
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phasenkorrigierender Spiegel 2

Strahlverlauf

Fensterebene

phasenkorrigierender Spiegel 1

Hohlleiterantenne

Abbildung 3.13.: Ein quasi-optisches Wandlersystem mit globalem Koordinatensystem.
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zerlegt werden. Bei der Simulation wird der skalare und der vektorielle Teil getrennt von-
einander ermittelt. Der skalare Anteil, also die Feldbelegung, wird mit Hilfe der verschiede-
nen Formen des Kirchhoffschen Beugungsintegrals berechnet, wihrend die entsprechende
Richtung sich nur bei der Reflexion an den Spiegeln éndert und leicht aus den Reflexions-
gesetzen in Abschnitt 3.1.6 bestimmt werden kann. Jeder Spiegel, die Hohlleiterantenne
und das Fenster besitzen ein eigenes lokales Koordinatensystem, das mit einer Transfor-
mation in das globale System {iiberfiihrt werden kann.

Eine typische Simulation eines quasi-optischen Wandlers sieht nun folgendermaflen aus.
Zuerst wird mit Hilfe der Gleichungen in Abschnitt 3.1.3 die von der Aperturbelegung ab-
gestrahlte Welle auf der Oberfliche des quasi-elliptischen Spiegels (siehe Abschnitt 3.1.4)
ermittelt. Im néchsten Schritt wird diese Feldbelegung an der ideal leitenden Oberfliche
mit den Gesetzen in Abschnitt 3.1.6 reflektiert. Hierbei dndert sich die Richtung des Vek-
torpotentials. AnschlieSend berechnet man wieder mittels des Kirchhoffschen Beugungs-
integrals, wie in Abschnitt 3.1.4 beschrieben, das vom quasi-elliptischen Spiegel abge-
strahlte Feld auf einer beliebigen Hilfsebene, die sich sinnvollerweise zwischen dem ersten
phasenkorrigierenden Spiegel und der Hohlleiterantenne befindet. Sie ist aus numerischen
Griinden wichtig, da ab dieser Stelle die Ubertragung nur noch zwischen Ebenen erfolgt.
Unter Ausnutzung der in Abschnitt 3.1.5 gezeigten effizienten Methoden, kann von der
Feldbelegung auf der Hilfsebene sehr schnell auf die auf dem ersten phasenkorrigerenden
Spiegel geschlossen werden. Nach der Reflexion und einer zusétzlichen Phasenkorrektur
(siche Abschnitt 3.1.6) wird das Feld mit der schnellen Ubertragung auf dem zweiten
phasenkorrigierenden Spiegel berechnet. AnschlieBend wird erneut auf dem zweiten fla-
chen Spiegel die Feldbelegung reflektiert, geformt und auf die Fensterebene iibertragen.
Bei jeder Reflexion wechselt das lokale Koordinatensystem und damit die Richtung des
Vektorpotentials.

3.2.1. Berechnung der Leistungsdichte

Die Leistungsdichte stellt einen wichtigen Kennwert fiir die Simulation dar. Ganz allge-
mein berechnet sich der Poyntingvektor S aus dem Vektorprodukt des elektrischen und

des magnetischen Feldes
1

S = 5 E x H*. (3.129)
Von besonderem Interesse ist der senkrechte Anteil der Leistungdichteverteilung auf einer
ebenen Fldche. Sie bildet ein Maf fiir den Leistungsfluss durch diese Flache. Legt man
den folgenden Betrachtungen ein lokales xyz-Koordinatensystem entsprechend Abbildung
3.8 zu Grunde, so entspricht die z-Komponente des Poyntingvektors

1 * *

S, = §(Ex H; - E, H}) (3.130)
dem gesuchten Leistungsdichteanteil. Das Feld u steht stellvertretend fiir das elektrische
F' oder das magnetische Vektorpotential A. Verwendet man das elektrische Vektorpoten-
tial, so erhdlt man mit den Gleichungen (2.9) und (2.10) das elektrische und magnetische
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Feld. Fiir das magnetische Vektorpotential nutzt man die Gleichungen (2.20) und (2.21)
aus. Im Folgenden wird ausschliellich der Fall der elektrischen Vektorpotentialdarstellung
betrachtet. Die Herleitung fiir das magnetische Vektorpotential kann entsprechend durch-
gefithrt werden. Wird « durch das lokale xyz-Koordinatensystem beschrieben, so kann es
wie in Gleichung (3.128) in einen Richtungs- ¥ und einen Amplitudenanteil u aufgespalten
werden

(&) = u(f) - . (3.131)

Setzt man nun F = @ in die Gleichungen (2.9) und (2.10) ein, so erhilt man

— 1 —
E=——V X (u-7) H = - V xV x (u-v) (3.132)
€0 JwWHo€o
mit
v, 2u(T) — vy Lu(T)
V x (u(Z) - ) = vx%u(f) ~ v (@) (3.133)
Uy 55 U(T) — Vo g, u(T)
und
2 . 2 . 2 . 2 o
vyagwu(x) — vzg—fu(z) — Uy 25 u(Z) + v, 5% u(T)
o 2 " SR >
V x V x (u(Z) - 7) = vzaf—ayu(x) — vy 5 u(E) — vy 2 u(Z) + Uz%u(aj) . (3.134)
82 —» 82 — 82 — 82 —»
Vs gags W(T) — V253 U(F) — v 52u(T) + vy 5.5, u(Z)

Nun miissen lediglich die ersten und zweiten Ableitungen von u(Z) bestimmt werden.
Dazu geht man den Umweg iiber die Fouriertransformation. Denn der Differentiations-
satz der Fouriertransformation sagt aus, dass eine Differentiation im Ortsbereich einer
Multiplikation im Frequenzbereich entspricht:

r, {%um} _ orfU(S) (3.135)

Fiir die Bildung der Ableitung %u(f’) nutzt man den Zusammenhang zwischen zwei par-
allelen Ebenen (3.60) und die Ubertragungsfunktion (3.63)

0
U(froufymzo) = 2U(fr07fyovz) @G(froafymzo_'z)

o e—j27r|zo—z|/£

= 2 U(fu’v()’fyo’z)

9z jAnk
= Ul fao: fyor 2) € 7272072 fiiir 29 > 2 (3.136)
mit
1
K=4lys I3 — 12 (3.137)
aus. Diese Gleichung kann nun nach 2, einmal
0 :
a—U(fIm fym ZO) = —J27K U(fzm fym Z) e~I2m(0=2)k iy 20> 2 (3.138)
20
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3.2. Simulation eines Spiegelsystems

bzw. zweimal
92

92 U(fros fyor 20) = — 472 K? U(fzos fuo» %) e 12028 fii 50 > 2 (3.139)
0

differenziert werden. Wird nun z = z, gesetzt, so ergibt sich der Grenzwert fiir die Ablei-
tungen zu

iU(fzo, fyor 20) = =J27K U(fays fyor 20) (3.140)

bzw.

2
8—U(f:co, Foor 20) = —47°K> U fro, fyos 20)- (3.141)

Damit kann sowohl die Fouriertransformierte des elektrischen als auch die des magneti-
schen Feldes in Gleichung (3.132) zu

U, fy + UK
f%y {E(f>} - _&U(fxa fyu ) —UgR — 'szz (3142)
Uy fo = Vafy
- 471’2 ,nyzfy szz — Uzk szz
Fay {H (f>} = = U(fe, fyr2) | —vafyk — vyf2 +upfofy, |(3.143)
Jehoto _Uﬂcfx’f - szg? - sz; - nyy’f

mit
1
2 e 2 f2 (3.144)

R =

bestimmt werden. Anschliefend transfomiert man die Komponenten der Felder wieder
zuriick in den Ortsbereich und ermittelt dann die z-Komponente des Poyntingvektors
(3.130).

Aus der gewonnenen Leistungsdichte S, kann durch Integration iiber die ebene Fldche die
Gesamtleistung

= 7 7 |S.(x,y)| dx dy (3.145)

—0o0 —O0

ermittelt werden.
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4. Synthese von
phasenkorrigierenden Spiegeln

In diesem Abschnitt wird der monofrequente und der multifrequente Entwurf eines phasen-
korrigierenden Spiegels besprochen. Im Spiegelsystem eines Gyrotrons kommen tiefe und
flache Spiegel zum Einsatz. Aufgrund des hohen numerischen Aufwands bei der exakten
Feldberechnung und der geforderten groflen Breitbandigkeit wird fiir tiefe quasi-elliptische
Spiegel die in Abschnitt 3.1.4 dargestellte geometrisch optische Synthese verwendet. In
dieser Arbeit soll dieser Spiegeltyp nicht weiter verbessert werden, so dass damit das
Hauptaugenmerk auf den Entwurf von flachen Spiegeln gerichtet ist. Als Hilfsmittel zur
Feldberechnung dienen die in Kapitel 3 angegebenen Methoden.

Die Synthese eines flachen phasenformenden Spiegels reduziert sich auf den Entwurf ei-
ner geeigneten Oberflichenstruktur oder mit anderen Worten auf die Suche nach einer
passenden Hohenmodulation Az(7). Ausgangspunkt des Verfahrens zur Bestimmung der
Modulation bildet die reflektierte Feldverteilung u(7) auf der Oberfldche des ebenen Spie-
gels in Abbildung 4.1. Sie erfahrt durch die noch zu ermittelnde Hohenmodulation Az(7)

Zo, Yo
\ -
z,y =0
. u(7) \ (7))

ebener Spiegel

N7 ()

u(r) |}

A=(F) Hohenmodulation

Abbildung 4.1.: Ebene Feldverteilungen bei der Synthese eines flachen phasenkorrigierenden Spiegels.

um(f‘) — U(F) ej2kgAz(F‘) cos (41>
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eine Phasenverschiebung (siche Abschnitt 3.1.6) und wird daher mit einem Faktor multi-
pliziert. w,,(7) entspricht dem reflektierten und durch den Spiegel phasenkorrigierten Feld.
Dieses wiederum bewirkt auf einer beliebigen Bezugsebene eine Feldverteilung w,. (7). Bei-
de héngen iiber das Kirchhoffsche Beugungsintegral (3.59)

) oo 00 . 9 .
u (o) = 2/ /um(r) &g(ro—f') dz dy

—00 —00

= 2 / /u(f’) eI 2RoAz(T) cosa %g(f’o —7) dx dy (4.2)

—00 —00

zusammen. Zur schnellen Berechnung des Integrals werden die Vorteile der FFT genutzt.
Fiir den Entwurf eines flachen phasenkorrigierenden Spiegels miissen zuerst Kriterien ge-
funden werden, die eine Aussage iiber die Qualitit der Eigenschaften eines Spiegels bzw.
einer gegebenen Modulation erlauben. Ein Spiegel erfiillt dann seine Aufgabe ,,gut“, wenn
er die einlaufende Welle bei der Reflexion in einer geeigneten Weise beeinflusst, so dass die
auslaufende Welle danach eine gewiinschte Form besitzt. Aus mathematischer Sicht ver-
gleicht das Kriterium die reale, durch die Spiegeloberfliche geformte Feldverteilung u,. ()
mit der gewiinschten wu,(7) (sieche Abbildung 4.1). Aufgrund der numerischen Durchfiihr-
barkeit handelt es sich dabei ausschliefilich um Feldverteilungen auf einer ebenen Be-
zugsflache. Ein Beispiel fiir eine reale und eine gewiinschte Feldverteilung findet man in
den Abbildungen 4.2 und 4.3. Stimmen auf der Bezugsebene die reale und die gewiinsch-

y/mm
y/mm

x/mm

Abbildung 4.2.: Reale Feldverteilung auf der Be-  Abbildung 4.3.: Gewiinschte Feldverteilung auf
zugsebene. der Bezugsebene. Es handelt sich
hierbei um eine gauBférmige Ver-

teilung.

te Verteilung iiberein, so muss das Kriterium einen Extremwert besitzen. Entscheidend
dabei ist, dass das Kriterium, oder auch Optimierungskriterium genannt, indirekt von
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4. Synthese von phasenkorrigierenden Spiegeln

der gesuchten Oberflichenform Az(7) des Spiegels abhéngt. Die Suche nach der besten
Hohenmodulation entspricht der Optimierung des Kriteriums, welches in der Variations-
rechnung Funktional genannt wird (siehe [43, 63]).

Ahnliche Problemstellungen treten in der Messdatenauswertung [64] der Optik auf. Aus
diesem Bereich stammen auch die ersten Losungsverfahren. Dort hat man das Problem,
dass man bei der Feldmessung leicht Amplituden aber nur schwer Phasen ermitteln kann.
Mit den vorgeschlagenen Verfahren ist es moglich, aus zwei Amplitudenmessungen an
verschiedenen Positionen auf der optischen Achse und der Kenntnis der Ubertragungs-
funktion zwischen beiden Messungen auf deren Phasen zu schlieflen. In der Literatur fin-
det man diese Verfahren unter dem Stichwort: Problem der Phasenriickgewinnung (engl.:
phase retrieval problem) [65, 66, 67].

Es werden im Folgenden die verschiedenen Optimierungskriterien eingefithrt und deren
Eigenschaften benannt. Alle Funktionale werden mit I(Az) bezeichnet und einfachheits-
halber mit ¢ = 1,2, 3 durchnummeriert.

Als erstes Kriterium wird die Korrelation

°f°f (7o) ltg ()| o o

(4.3)

\/ff |u, (70) | dxo dyo ff [ug(70)|? dxo dyo

zwischen dem gewiinschten uy(7p) und der wirklichen Feldverteilung w, () vorgestellt.
I'(Az) nimmt Werte zwischen 0 und 1 an und wird im Idealfall 1, wenn () und w,.(7)
identisch sind. Die Suche eines optimalen Az(7) zur Feldformung bedeutet, das Maximum
von I'(Az) zu finden.

Ein weiteres Kriterium beschreibt die Fehlerdifferenz zwischen dem Betrag der gewiinsch-
ten uy(7) und dem Betrag der wirklichen Feldverteilung u, (7). Es wird durch das Integral

IX(Az) = / (g (7o)| — ur(Fo))? dzo dyo (4.4)

reprisentiert. Dieses Qualitiitskriterium ist immer positiv und néhert sich bei guter Uber-
einstimmung der beiden Verteilungen dem Wert 0 an. Hier entspricht die Suche nach einem
optimalen Az(7) dem Auffinden eines Minimums des Funktionals 1?(Az). Zu beiden Kri-
terien ist anzumerken, dass ausschliefilich die Amplituden der Feldverteilungen verglichen
werden, ohne deren Phasen zu beriicksichtigen.

In Gleichung (4.5) ist ein weiteres Kriterium

_ / g (7o) — un(7)|? dao dyo. (4.5)

angegeben. Prinzipiell verhalten sich dieses Funktional und I?(Az) gleich. Wie man aus
der Gleichung (4.5) erkennen kann, wird hier aber zusétzlich sowohl der Amplituden- als
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auch der Phasenunterschied zwischen den beiden Feldverteilungen berticksichtigt. In die-
ser Arbeit finden nur diese drei Kriterien Verwendung. Weitere Qualitédtskriterien sind
aber sicher méoglich.

Diese vorgestellten monofrequenten Kriterien beriicksichtigen bis jetzt nur das Verhalten
bei einer festen Frequenz. Ein Spiegel im frequenzdurchstimmbaren Gyrotron soll aber
moglichst mehrere Frequenzen gleichermaflen iibertragen. Fiir einen multifrequenten Ent-
wurf der Spiegeloberflache iiber F' Frequenzen miissen die Optimierungskriterien erweitert
werden. Bestimmt man fiir alle Frequenzen das gleiche monofrequente Kriterium I} (Az)
und summiert danach alle auf

B!

tiotal(AZ) - Z ]}(Az)7 (46>

f=1

so erhilt man ein breitbandiges Qualitéatskriterium. Jedes der drei oben beschriebenen
Funktionale kann in die Summe (4.6) eingesetzt werden. Selbstversténdlich ist jede der
F realen Feldverteilungen u, (1) fiir f =1,..., F' von der Frequenz abhéngig. AuBerdem
ist es moglich fiir jede Frequenz eine gewiinschte Feldverteilung w, (7)) fir f = 1,..., F
vorzugeben. Weiterhin ist es auch denkbar, die einzelnen Kriterien in der Summe durch
Vorfaktoren zu gewichten, um damit bestimmte Frequenzen zu bevorzugen.

Nachdem nun unterschiedliche Kriterien angegeben wurden, kann im néchsten Schritt die
Variationsaufgabe beziiglich Az(7) gelost werden. Nachfolgend werden zur vereinfachten
Schreibweise alle mono- und multifrequenten Funktionale durch 7(Az) symbolisiert. Ein
analytisches Losen des Variationsproblems scheidet aufgrund der Komplexitédt der Funk-
tionale aus. Ubrig bleiben numerische Methoden, wie z. B. das Ritzsche Verfahren [43].
Bei diesem Verfahren wird aus der Variationsaufgabe eine Extremwertaufgabe gebildet.
Dazu stellt man Az(7) durch eine Summe von K Funktionen f;(7)

A=) = el @) = 3 o i) (4.7)

dar. Somit geht das Funktional {iber in eine gew6hnliche Funktion mit K Verédnderlichen
a; iber:

I(Az) = I(a) (4.8)
Zur Extremwertbestimmung des Kriteriums miissen lediglich die konstanten Koeffizienten
a; gefunden werden. Unter der Voraussetzung, dass die Funktion /(@) nach allen Koef-

fizienten a; zweimal stetig differenzierbar ist, gilt fiir einen lokalen Extremwert a,, die
notwendige Bedingung

VI(@)|—y, =0 (4.9)
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4. Synthese von phasenkorrigierenden Spiegeln

mit

vi@=| %42 |. (4.10)

21(a)
dar 1

Nach dem Auflésen nach d., kennt man das Optimum. Als zusétzliche hinreichende Be-
dingung muss die Hesse-Matrix

9%1(a) 8%1(a)
dapdap o dapdag 1
A= L . (4.11)
921(d) 921(a)
8aK,18a0 : : : 8aK,18aK,1

fiir ein relatives Minimum positiv definit und fiir ein relatives Maximum negativ definit
sein. Aus allen vorhandenen lokalen Minima wird das mit dem kleinsten Funktionswert
I(@) als globales Minimum bezeichnet. Entsprechend besitzt das globale Maximum von
allen vorhanden lokalen Maxima den grofiten Funktionswert.

In der Praxis ist das Auffinden einzelner lokaler Extremwerte meist schwer, aber trotzdem
noch durchfithrbar. Nur sehr selten ist die Bestimmung aller Extremwerte moglich. Bei
den meisten Problemstellungen, wie auch in dieser Arbeit, wire die Kenntnis der globalen
Extremwerte wiinschenswert. Man gibt sich aber oftmals bereits mit den lokalen zufrieden,
da sie bereits eine erhebliche Verbesserung darstellen.

Der prinzipielle Losungsweg zur Berechnung eines Optimums entspricht dem Auflésen
der Gleichung (4.9) nach @.,. In der Tabelle 4.1 sind die einzelnen Kriterien mit ihren
Gradienten angegeben. Ihre Herleitung findet man im Anhang A. Die Gradienten fiir die
multifrequente Optimierung (4.6) entsprechen der jeweiligen Summe

F
V(@) = VI ) (4.12)
f=1

der einzelnen Gradienten. Bedauerlicherweise entsteht bei der Gradientenbildung jeweils
ein integrales, nichtlineares Gleichungssystem, welches nicht analytisch gelost werden
kann. Es sind zur Extremwertbestimmung numerische Verfahren notwendig, die oftmals
eine schnelle numerische Berechnung des Gradienten voraussetzen.
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I'(a)

VI(a)

S ur (7o) lug (70)| dxo dyo

\/” lur (70)|? dzo dyo [ |ug(70)|? dzo dyo
o I

{//h? YWVur (7o) dzo dyo}

(h lug (Fo)| _ h3) ur(70)*

h(F) fur (7o)l
Vhihaha
o
o =[] ol deo duo
Lo
o0
ha = / lur(70)|? dzo dyo
oo
h = [ el )] deo dyo

—0o0

// Jug (7o)| — lur (F0)])? dao dyo

{// h(70)Vur (7o) dzo dyo}

o) = —olue@l—lur()), o
|ur (70)]

7/ |ug (7o) — ur(70)|? dzo dyo

{// 0)Vur (7o) dzo dyo}

h(7) = —2(ug(7o) — ur(70))*

0o oo fo(7)
Vur(fo) = j4k’ocosa// ’

fo‘l(F)

y ~ a) cos 8
u(f") €j2k0Az(1,a) cos a 879(770 _ F) dz dy
z

Tabelle 4.1.: Optimierungskriterien und deren Gradienten in Abh#ngigkeit von a.
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4. Synthese von phasenkorrigierenden Spiegeln

Wie man aus der Tabelle 4.1 entnehmen kann, lassen sich alle Gradienten in der Form

VI@) = Re / / h(7) V(7o) dzo dyo

fo(7)

= Re j4kocosa7/h(F0)7/ (4.13)

fK—'l(f)

, - 0
u(F) OB g5y — ) di dy ding dy

darstellen. Wie man leicht sieht, verursacht das Vierfachintegral einen hohen Rechenauf-
wand. Hat man die beliebigen Funktionen f;(7) festgelegt, so konnte der Gradient V(@)
direkt numerisch berechnet werden. Geht man davon aus, dass beide Flédchenintegrale in
Gleichung (4.13) mit einer Abtastung von N x N Werten gelost wiirden und die Hohen-
modulation (4.7) ebenfalls aus K Koeffizienten a; bestiinde, so wiirde man fiir die Gra-
dientenberechung von I(a@) einen Rechenaufwand proportional zu O(K - N*) benétigen.
Eine numerische Berechnung in vertretbarer Zeit ist ohne eine Aufwandsreduktion nicht
moglich. Im nun Folgenden werden Losungsansitze eingefiihrt, die den Rechenaufwand
drastisch reduzieren. In Gleichung (4.13) kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit die
Integrationsreihenfolge vertauscht werden und es ergibt sich damit

Jo(7)
VI(d) = Re < j2kg cosa//u(f') eI 2hoAz(r@) cosa . q(7) dz dy » . (4.14)

fK—.l(?)

Betrachtet man daraus das Integral
[e'e) ) a ) )
q(r) =2 h(ro) &g(ro —7) dxo dyo (4.15)

genauer, so stellt man fest, dass es dem Integral (3.76) aus dem Abschnitt 3.1.5 dhnelt. Es
lasst sich auch dieses Integral mit Hilfe der FFT mit einem Rechenaufwand proportional
zu O(N? (Id N)?) lésen. Eine ausfiihrliche Herleitung befindet sich im Anhang C. Um
den Gradienten (4.14) zu erhalten, muss nur ein einziges Mal das Integral (4.15) fir alle
7" berechnet werden.

Es wird nun noch eine spezielle Festlegung der K Funktionen f;() betrachtet, so dass der
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Berechnungsaufwand der Gleichung (4.15) sehr gering wird. Zuerst wird die Darstellung
der Hohenmodulation (4.7) modifiziert. Es wird K = N - N gesetzt und fir Az(7,a)
schreibt man

K—1 N-1N-1
Az(r,d) = Z a; fi(T) = Z Zakl Jua (7). (4.16)
i=0 k=0 1=0

ay, entspricht der zweidimensionalen Darstellung der Koeffizienten a;. Fiir fi,(7) wéhlt
man als Funktion den Dirac-Impuls und erhélt fiir die Hohenmodulation (4.16)

N-1N-1
Az(Fd) = Y ) aw d(z— kAz) 5(y — IAy)
k=0 1=0
N-1N-1
k=0 1=0
mit
kAx
z

Dieses Vorgehen beschreibt die diskrete Abtastung der kontinuierlichen Funktion Az(7),
wobei die Koeffizienten ay; den Funktionswerten an den Abtastpunkten entsprechen. Setzt
man diese Summe in das Integral (4.14) ein

O(7 — To0)
VI(d) = Re} j2kg cosa//u(f') eI 2RoAz(1@) cosa : q(r) dx dy o ,

O(F = Tn-1 N-1)

(4.19)
so reduziert sich jedes Flachenintegral aufgrund der Eigenschaften des Dirac-Impulses auf
den Funktionswert an der Stelle 7,; und man erhélt schliellich

oI(a)

8akl

= Re {ijo cos a u(7y) q(Th) eijoAz(Fkl)Cow} ) (4.20)

Betrachtet man nun noch einmal den Aufwand bei der Berechnung des Gradienten, unter
Beibehaltung der oben gemachten Gréflenangaben der Diskretisierung, so stellt man fest,
dass dieser sich auf O(N? (Id N)?) reduziert hat.

Zur eigentlichen numerischen Berechnung der Minima der Qualitéitskriterien werden in
den folgenden Abschnitten im wesentlichen zwei unterschiedliche iterative Verfahren vor-
gestellt. Die erste Methode, als Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus bezeichnet, 16st
die notwendige Bedingung in Gleichung (4.9) nach dem Extremwert auf. Dabei muss
vorausgesetzt werden, dass der gefundene Extremwert nur minimal sein kann. Mit dem
zweiten Verfahren, dem Gradienten Algorithmus, wird immer ein Minimum bestimmt, un-
abhéngig von den vorhandenen maximalen Extremwerten. Zur gezielten Suche benotigt
der Algorithmus ebenfalls den Gradienten.
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4. Synthese von phasenkorrigierenden Spiegeln

4.1. Erweiterter Katsenelenbaum-Semenov
Algorithmus

In [31] wurde der Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus zum ersten Mal erwihnt und
dessen Konvergenz bewiesen. Sein Pendant aus der Optik ist unter dem Namen Gerchberg-
Saxton Algorithmus [68] bekannt. Als Kriterium wird hier das Betragsquadrat der Feh-
lerdifferenz I*(Az) zwischen der gewiinschten wuy;(7) und der wirklichen Feldverteilung
u,¢(7p) minimiert. Zur multifrequenten Optimierung summiert man

F [o¢]
I (A2) Z//\ugf 70) — w4 (70)|? dxo dyo (4.21)
f=1"

tiber alle F' Einzelwerte auf. Von der gewiinschten Feldverteilung u,(rp) wird fiir jede
Frequenz nur der Betrag vorgegeben

g (7o) = |ug(70)| ) fiir f =1, ..., F, (4.22)

so dass die Phase 0;(7)) frei variiert werden kann. Jede dieser Phasen wird diskretisiert
und durch eine Summe von N x N Abtastpunkten

N-1N-1
ef(F0> = kal (5 ZEO — /{ZAJI()) 5(y0 — lAyO)

k=0 1=0

N-1N-1
= O (70 — Tokt) (4.23)

k=0 =0

mit
k’AZ’Q
Tow = | 1Ayo (4.24)
<0

dargestellt. Ein dhnliches Vorgehen wurde bereits bei der Approximation der Hohenmo-
dulation in Gleichung (4.17) angewendet. Das Kriterium I, ,(Az) ist damit sowohl von
den Variablen ay; als auch von 6y, abhéngig:

— —

I?otal(AZ> - ]?otal(JJ 017 i HF) (425>
In einem Minimum des Kriteriums miissen die Ableitungen

o =0,.,N—1

- = k
- 3 — _ ..
Ban L@, 0, ..., 0p) =0 fur I =0, N—1 (4.26)
P o k =0,.,N—1
— 1} ,(@ 0y, ....0p) =0fir | =0,.,N-1 (4.27)
P f =1,..,F
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4.1. Erweiterter Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus

als notwendige Bedingung verschwinden. Mit den Gleichungen (4.20) und (B.4) (letztere
ist im Anhang B hergeleitet) folgen daraus die Bestimmungsgleichungen

F

0

%[E’omz(@, Or,....08) = Z Re {j2kos cos o up (i) qp(F) e*RordzFicosal — (4 28)
i
f=1
a - n . — * — 10 £ (T
W[tgomz(a, 01, ... Op) = Re {—2ju,p(For)* gy (For)|e?® ox) L =0 (4.29)
ki

fiir alle Koeffizienten ay; und 6y;. Es handelt sich hierbei um ein sehr grofies nicht lineares
Gleichungssystem, das analytisch nicht gelost werden kann. Eine Losung des Systems
kann aber iterativ ermittelt werden. Um die folgenden Umformungen iibersichtlicher zu
gestalten, werden 7, und 7g; durch 7 und 74

F
Re {Zj%of cosa uy(r) qf(F) eijOfAZ(F)COS“} =0 (4.30)
f=1

Re {—2jurf(770)* \ugf(Fo)\ejgf(’?O)} =0 (4.31)

ersetzt. Dieses Vorgehen kommt einer unendlich feinen Abtastung oder einer kontinuier-
lichen Betrachtung gleich. Zusétzlich substituiert man

xf(7) = j2kos cosa up(r) g (1), (4.32)
so erhalt man

F
Re {Z x5 (F) eorA=) a} =0 (4.33)

=1
Re { —=2jun s (7o)" [ugs(70)[e’ T} = 0. (4.34)

In jeder der F'+ 1 Gleichungen lésst sich ein exponentieller Term vorziehen
F
Re {6j2k’01Az(F)cosa fo(,r—,») ej2Az(F')coso¢ (kof—k()l)} — Re {€j2k01Az(F)cosaA ejB} -0

f=1
(4.35)

Re {ejef(FO) (=25ur ()" |ugs(7o)])} = Re {ejef(’?O)C Pl =0, (4.36)

Das Ergebnis kann nun als ein Produkt aus zwei komplexen Zahlen aufgefasst werden.
Aus dieser Form ermittelt man sehr leicht den Realteil

Acos (2kp Az(7) cosa+ B) =0 (4.37)
Ccos (0¢(ro) + D) = 0. (4.38)
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Anschlieend schreibt man die Gleichungen so um, dass auf der linken Seite

F
1 T 1 T -
A(F) = ———— <_ _ B) — o A J2Az(7) cosa (kor—ko1)
2(7) 2ko; cosar \ 2 2k cos « (2 g {;xf(r) €
(4.39)
I 7T s .
01(70) = 5 — D = 5 — arg {~2juns(7o)" Jugs (7o)} (1.40)

nur noch Az(7) bzw. 0(rp) steht. Aus diesen impliziten Gleichungen lassen sich die Ite-
rationsformeln

F
A i+1 _ o i J2Az*(7) cos o (ko y—Fko1) 4.41
&) 2k cos a (2 arg {fz:;xf(ﬁ © (4.41)

«93}“(7?0) =7+ arg {uj;(7)} (4.42)

fiir Az(7) und (7)) bzw. fiir die Koeffizienten @ und 0 ableiten.

Am Anfang des Algorithmus wiihlt man fiir A2°(7) und alle §9(75) jeweils einen beliebigen
Startwert aus. Danach ermittelt man mit Hilfe der Gleichung (4.22) fiir alle Frequenzen
die gewiinschten Feldverteilungen (7). Aus der Héhenmodulation Az'(7) und den
Ausgangsfeldverteilungen u¢(7) werden mit den Gleichungen (4.1) und (4.2) die real vor-
handenen frequenzabhéngigen Feldverteilungen uif(Fo) auf der Bezugsebene bestimmt.
AnschlieBend berechnet man alle ¢} () mit Gleichung (4.15). Durch Einsetzen dieser Er-
gebnisse in die jeweils rechte Seite der Gleichungen (4.41) und (4.42) ermittelt man auf der
linken Seite die neuen Werte fiir Az () und 6" (%) fiir den néchsten Iterationsschritt.
Diesen Vorgang wiederholt man so oft, bis das Ergebnis sich nicht mehr dndert. Dann hat
man eine Losung der Gleichungen (4.26) und (4.27) und damit einen Extremwert gefun-
den. Der Ablauf des Algorithmus ist in Abbildung 4.4 graphisch dargestellt. In [67, 69]
wird gezeigt, dass das Kriterium der Fehlerdifferenz kein Maximum besitzt, so dass der
gefundene Extremwert immer ein Minimum darstellt. Des Weiteren wird dort auch die
Konvergenz des Iterationsverfahrens bewiesen.

Wird nur eine einzige Frequenz untersucht und man modifiziert zusétzlich die Greensche
Funktion so, dass die Integration (4.2) einer unitidren Operation entspricht, dann geht der
hier beschriebene Algorithmus in den urspriinglichen Katsenelenbaum-Semenov Algorith-
mus iiber (siche [31, 67]).

Wie grof I3(Az) wird, hingt stark von der Wahl der Anfangswerte von Az(7) ab. Hier
wird wieder das grundsétzliche Problem der Optimierung deutlich. Der Optimierungsalgo-
rithmus findet ein Minimum, trifft aber keine Aussage dariiber, ob es sich dabei um einen
globalen oder lokalen Extremwert handelt. Das heifft, dass man mit unterschiedlichen
Startwerten stark differierende Ergebnisse erhélt.
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4.2. Gradienten Algorithmus

beliebiges Az? und 6} wihlen
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Abbildung 4.4.: Ablaufdiagramm des fiir den multifrequenten FEinsatz erweiterten Katsenelenbaum-
Semenov Algorithmus.

4.2. Gradienten Algorithmus

In diesem Abschnitt wird die Gradientenmethode vorgestellt, mit deren Hilfe das Qua-
litdtskriterium I(a@) (I'(@) und I?(@)) im K-dimensionalen Raum optimiert werden kann.
Diese Methode soll ausschliellich zur Suche eines Minimums eingesetzt werden. Es ist
zu bedenken, dass durch die Multiplikation einer Funktion mit —1 am Ort eines Maxi-
mums ein Minimum mit negativem Funktionswert entsteht. Zur Minimumsuche wird ein
Iterationsverfahren vom Typ

Ti1 = @ + Nl (4.43)

vorgeschlagen, wobei h; den Vektor der Fortschreitungsrichtung bzw. Abstiegsrichtung
und )\; die Schrittweite entlang dieser Richtung im Punkt d; beschreiben. Ein beliebiges
ap bildet den Startpunkt des Verfahrens. In jedem Iterationsschritt ¢ wandert man vom
Punkt @; aus die Lénge der Schrittweite ); in Richtung des lokalen Abstiegsvektors h;
zum néchsten Punkt @;, ;. Durch geeignete Wahl von l_iz und \; lauft man sukzessiv in das
Minimum der Funktion /(@). Die Eigenschaften dieses Verfahrens, wie z. B. die Konver-
genz oder die Konvergenzgeschwindigkeit, hdngen unmittelbar vom gewéhlten Ansatz zur
Bestimmung der Fortschreitungsrichtung h; und der Schrittweite ); ab. Zur Annéherung
an ein Minimum wird man sinnvoller Weise den Fortschreitungsvektor so wihlen, dass
die Funktionswerte von /(@) in dieser Richtung abnehmen. Verschiedene Mdoglichkeiten
bei der Wahl der Fortschreitungsrichtung und der Schrittweite sowie deren Untersuchun-
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4. Synthese von phasenkorrigierenden Spiegeln

gen hinsichtlich ihres Konvergenzverhaltens sind in [35] ausfiihrlich beschrieben. Nur die
in dieser Arbeit eingesetzten Verfahren sollen nédher betrachtet werden. Zum einen wird
das direkte Gradientenverfahren - auch Verfahren des steilsten Abstiegs genannt - zum
anderen das konjugierte Gradientenverfahren besprochen.

4.2.1. Direktes Gradientenverfahren

Das einfachste Vorgehen bei der Wahl des Abstiegsvektors El besteht darin, dass man fiir
h; den negativen Gradienten —V (@) an der Stelle @; einsetzt:

hi = — VI(@)|;_s. (4.44)
Es ergibt sich fiir diesen Iterationsprozess folgende Form:
dip1 = d; — \VI(@)]5_q, (4.45)
Zusétzlich wihlt man den Schrittweiteparameter \; so, dass
I(ds1) = 1(@ + Aihs) (4.46)

entlang der Abstiegsgeraden minimal wird. Dabei muss \; > 0 sein. Man erkennt, dass
man bei dieser Methode immer in Richtung des steilsten Abstiegs, also dem negativen Gra-
dienten folgend, talwérts wandert bis man in einem Minimum ankommt. Daher stammt
auch der Name Gradientenverfahren oder Verfahren des steilsten Abstiegs. Abbildung 4.5
zeigt den Ablauf des Algorithmus in Diagrammform. Innerhalb enger nicht quadratischer
Téler der Funktion I(a@) benétigt die direkte Gradientenmethode bedauerlicherweise vie-
le Schritte, um den Boden eines Tals zu erreichen. Abbildung 4.6 stellt dieses Problem
im zweidimensionalen Raum dar. Weiterhin sind die Hohenlinien konstanter Funktions-
werte eingezeichnet. Rechts vergréfert ist der Ubergang von einem zum niichsten Punkt
abgebildet. Das Minimum entlang einer Abstiegsgeraden liegt immer am tangentialen
Beriihrpunkt mit einer Hohenlinie. Eigentlich kénnte man meinen, dass mit dem ersten
Schritt der Grund des Tals erreicht und der néchste Schritt das Tal entlang gehen wird. Es
ist dabei aber zu bedenken, dass der neue Gradient im aktuellen Punkt immer senkrecht
zur gerade gewanderten Richtung steht. Somit dreht man sich in einem Punkt immer
um 90°, was aber im Allgemeinen nicht bedeutet, dass diese Richtung dann direkt zum
Minimum fiihrt. Eine Verbesserung erreicht man mit der konjugierten Gradientenmetho-
de.

4.2.2. Konjugiertes Gradientenverfahren

Bei diesem Verfahren wird die betrachtete Funktion in jedem Schritt quadratisch approxi-
miert. Aus dem Minimum dieser quadratischen Ndherung, welches sehr einfach bestimmt
werden kann, wird der néchste Punkt der Folge gebildet. Durch mehrfaches Wiederho-
len dieses Approximierens und anschliefenden Minimierens konvergiert das Verfahren in
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Abbildung 4.5.: Ablaufdiagramm des direkten Gradienten Algorithmus.

a1

Abbildung 4.6.: Direkte Gradientenmethode angewandt auf ein enges Tal. Rechts daneben ist ein einzelner
Schritt vergroflert abgebildet.
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4. Synthese von phasenkorrigierenden Spiegeln

einem Minimum. Im Folgenden wird das Vorgehen im Einzelnen genauer erldutert. An
einem Punkt @y kann die Funktion I(a@) durch eine Taylorreihe

K-1 K-1K-1
o o1(@ 021(d)
I(a) = [(ao)—i— Z 9 ) (CLZ' a02)+ Z 90 a(a (ai — CLOi)(a]’ — aoj)—l-
=0 v la=dop i=0 j=0 LY la=adyp
1
~e o —b' - (@—dy) +5(@ - ao)" - A (d— dy)

(4.47)

quadratisch approximiert werden. Dabei entspricht ¢ dem Funktionswert und b dem ne-
gativen Gradienten an der Stelle des Punktes d@y. A bildet die Hesse-Matrix (siche Glei-
chung (4.11)) und berechnet sich aus den zweiten partiellen Ableitungen der Funktion. Zur
Minimierung dieser quadratischen Funktion ermittelt man den Gradienten

V H(@)|zeg,, = A (lmin — o) —b=0, (4.48)

A=0min

der als hinreichende Bedingung im Minimum d,,;, verschwinden muss. Ist die inverse
Matrix A~! bekannt, so kann die Stelle des Minimums sofort geméf

i = do+ A" b (4.49)

angegeben werden. Die inverse Matrix A™! kann durch zwei Matrizen H und G in einer
Matrixgleichung

At=H.-G" bzw. A-H=(G"™ (4.50)

dargestellt werden. Es ist aus der linearen Algebra bekannt, dass in den Zeilen der Matrix
G7T solche Vektoren gy, ..., i1 stehen, die eine zu den Basisvektoren (Spaltenvektoren)
A-hg, ..., A hg_y der Matrix A- H duale (oder biorthogonale) Basis darstellt. Zur Erin-
nerung sei hier erwahnt, dass ein System von linear unabhéngigen Vektoren ty, ..., Uy 1
und v, ..., Ux_1 dual genannt wird, wenn sie den Bedingungen

i - vy =0 fiir i # j und al v =1 (4.51)

1

geniigen. Damit miissen die Basisvektoren von G und A - H folgende Bedingungen
gl A-hy =0 fiir i # j und groA-hi=1 (4.52)

erfiillen. Gilt zusétlich noch . .
hl - A-h; =0 fiir i # j, (4.53)

dann bezeichnet man die Vektoren ﬁo, e h k1 als A-orthogonal oder auch konjugiert. Die
inverse Matrix A~! kann mit Gleichung (4.50) gemé&f

=

A7 =N "h - (4.54)

.
Il
=)
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4.2. Gradienten Algorithmus

berechnet werden. In die Losung (4.49) eingesetzt ergibt dies
K- K-1
— _‘)I' - 7

wobei noch einmal daran erinnert sei, dass b dem negativen Gradienten der Funktion an
der Stelle dy entspricht. Somit kann die Minimumstelle der quadratischen Approximation
in sehr einfacher Weise berechnet werden, sofern nur irgendein System konjugierter Vek-
toren bekannt ist. Die Vorgehensweise bei der Bestimmung des Minimums @,,;, kann auch
als Rekursion aufgefasst werden. Aufeinanderfolgende Punkte berechnen sich durch

Tig1 =+ N hii=0,... K—1. (4.56)

Damit lasst sich die Minimierung einer quadratischen Funktion unter Verwendung der
konjugierten Richtungen in maximal K Schritten 16sen. Es wird deutlich, wie effektiv
dieses Verfahren bei der quadratischen Minimierung ist. Betrachtet man den Gradienten
an der Stelle d@;,1, so lautet dieser geméf Gleichung (4.48)

-

V I(@)|;—g,,, = A (dix1 — o) — b. (4.57)

a1
Setzt man hier nun die Rekursionsformel (4.56) ein und formt geeignet um, so erhélt man
VI@, . = A (Gy1—do)—b=A-(a—dy)—b+NA-h
= VI(@)|z—g +NA- h;. (4.58)

Wendet man den eben gefundenen Zusammenhang auf das Vektorprodukt zwischen dem
Gradienten an der Stelle d@;;; und g; an und nutzt die Bedingung der Dualitdt (4.52) aus

<V I(FL)|5;:51,+1)T LG = (V 1(@)]5q, + NA - EZ)T -G

- (V@) 5 (45)

=a;

= (VI(@)|ss) -G (4.59)

aq

so zeigt sich, dass dieses Produkt fiir die Gradienten an allen Stellen @; identisch ist. Mit
diesem Wissen kann \; in

N=b" G =— (V@) 7=~ (VI@|s) -7 (4.60)

umgeschrieben werden.

Alle Betrachtungen sind bisher sehr allgemein gehalten. Ein konkretes System mit konju-
gierten Vektoren, die den Bedingungen (4.52) und (4.53) geniigen, wurde in [70] eingefiihrt
und bewiesen. Die Darstellung der Basisvektoren wird dort durch die Rekursionsformeln

Gitv1 = Gi — NA - ’_iz‘, ]_iz'+1 = Giy1 + %"Z‘ (4.61)
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mit
No= g _hig (4.62)
L Gr ARy RT-Ah '
AR Gor _ Gha G
S ) Jirl _ Sl * St (4.63)

(A-h)T - hy Gi - i
angegeben. Wird g; gleich dem negativen Gradienten an der Stelle a;
G ==V H@|smg, = —A- (@ — @) +b (4.64)
gesetzt, so folgt aus Gleichung (4.61) mit den Formen (4.48) und (4.56), dass
G = G —NA-h; B B
= —A-(d;—dy) +b—NA-h;
= —A- (G411 — do) +b

- V@) (4.65)

a=a;+1
dem negativen Gradienten von I(@) an der Stelle @;, 1 entspricht. Man hat nun die Grund-
lage fiir einen Algorithmus, der das Minimum einer quadratischen Funktion bestimmt,
ohne dabei explizit die Hesse-Matrix A bestimmen oder speichern zu miissen. Es wird
eine Folge von Fortschreitungsvektoren hi konstruiert, zu deren Berechnung lediglich die
Gradienten an den jeweiligen Punkten @; und die Vektoren h; und g; aus dem letzten
vorausgegangenen Schritt benotigt werden.
Alle bisher gemachten Uberlegungen bezogen sich auf die Minimierung konvexer qua-
dratischer Funktionen. In [35, 70] wird die Erweiterbarkeit des Verfahrens auf beliebige
Funktionen aufgezeigt und das Konvergenzverhalten besprochen. Das Verfahren der kon-
jugierten Richtungen erweist sich bei nicht quadratischen Funktionen ebenfalls als beson-
ders effektiv. Es ist hierbei jedoch nicht zu erwarten, dass das gesuchte Minimum nach K
Schritten erreicht werden kann. Fletcher-Reeves [70] formulierten den verallgemeinerten
konjugierten Gradienten Algorithmus entsprechend dem Ablaufdiagramm in Abbildung
4.7. Bei der Betrachtung fallt auf, dass ~; entsprechend der Gleichung (4.63) berechnet
wird. Die Bestimmung von \; iiber die Minimumsuche entlang des Fortschreitungsvektors
h; liefert genau dann das gleiche Ergebnis wie (4.62), wenn (@) eine exakt quadratische
Form hat.
Eine etwas abgewandelte Form dieses Algorithmus wurde spéter von Polak und Ribie-
re [70] entworfen. Er unterscheidet sich vom Fletcher-Reeves Algorithmus nur durch die
Berechnung von ~;:
(Gir1 = 5" - Ginn
gi - gi
Bei der Minimierung einer quadratischen Funktion geht dieser Faktor in den von Gleichung
(4.63) tiber. Fiir beliebige Funkionen gibt es Hinweise, dass der Polak-Ribiere Algorithmus
besser geeignet ist, wenn die Konvergenzgeschwindigkeit im Verlauf des Algorithmus sinkt,
da dieser dann den Fortschreitungsvektor dem negativen Gradienten erneut gleichsetzt
und damit den Algorithmus wieder neu startet.

Vi = (4.66)
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Abbildung 4.7.: Ablaufdiagramm des konjugierten Gradienten Algorithmus nach Fletcher und Reeves.
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4.2.3. Eindimensionale Minimierung

Ein wichtiger Bestandteil der Gradientenmethode ist die eindimensionale Suche nach
einem A, das die Funktion _
I(\) = I(d+ \h) (4.67)

minimiert. Dieses Problem lésst sich nach der Methode von Brent [62] in zwei Teilauf-
gaben gliedern. Zuerst muss ein Intervall [A,, A mit A\, < A. gefunden werden, wel-
ches mindestens ein Minimum umschliet. Danach kann die Suche nach der eigentlichen
Extremwertstelle \,,;, innerhalb des Intervalls beginnen.

Uber das Auffinden eines Intervalls existieren nur sehr wenige Theorien. Ausgehend von
einem beliebigen Punkt )., der den einen Intervallrandpunkt darstellt, sucht man talwarts
den zweiten Randpunkt \.. Dazu untersucht man in immer gréffer werdenden Absténden

[ I(N)

As

Abbildung 4.8.: Eindimensionale Minimierung mit Hilfe von Parabeln: Die erste Parabel wird aus den
Punkten A\i, Ay und A3 gebildet und besitzt ein Minimum bei A4. Mit den Punkten Aq,
Mg und Ao wird die zweite Parabel mit dem Minimum bei A5 festgelegt.

vom ersten Intervallpunkt die Funktionswerte. An den Ort des ersten wieder ansteigenden
Funktionswerts wird der zweite Randpunkt gesetzt. Es kommt bei der Suche nach den
Intervallrandern nur darauf an, diese moglichst schnell zu finden. Die Intervallgrofle ist
dabei eher nebenséchlich.

Im zweiten Schritt der Optimierung ermittelt man den genauen Ort des Minimums inner-
halb des gefundenen Intervalls. Dazu wéhlt man einen weiteren Punkt \,, der innerhalb
des Intervalls liegt. Als besonders giinstig bei der Wahl dieses Punktes erweist sich das
Verfahren des Goldenen Schnitts, welches in [62] besprochen wird. Aus den drei Punkten
Aa, Ay und A, sowie deren Funktionswerten bestimmt man eine Parabel, die die Funk-
tion I(\) quadratisch anndhert. Hieraus ldsst sich analytisch sehr leicht die Stelle des
Minimums

1 ()\b - )\a)z[l()‘b) B I()‘C)] B ()‘b - )\c)z[l()‘b) B I()‘a)]

ARG W W 570 W B 75 W By Wy s 6 W 15 5 R
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4.3. Bewertung der Entwurfsmethoden

der Parabel ermitteln. Ist A\, < Ay, dann wird A\, = A\, und A\, = A, gesetzt. Wenn hingegen
Az > Ay erfiillt ist, dann bildet man A\, = A\, und A\, = A,. Nun konstruiert man erneut
mit diesen drei Punkten (\,, A\, und \.) eine Parabel und bestimmt daraus das Minimum.
Nach wenigen Iterationen nidhert man sich so dem Minimum A,,;, der Funktion (). Es sei
noch darauf hingewiesen, dass dieser doch recht einfach wirkende Algorithmus nicht ganz
so problemlos eingesetzt werden kann. Wird in der Gleichung (4.68) der Nenner Null, dann
ist der Fall eingetreten, dass alle drei Punkte auf einer Geraden liegen. Ein Minimum ist
daraus nicht mehr ermittelbar. Die Minimumsuche mit Hilfe der Parabelnédherung kann
damit nicht in jedem Iterationsschritt eingesetzt werden. In so einem Fall steigt man
dann um auf das Verfahren der Intervallschachtelung unter Verwendung des Goldenen
Schnitts. Weiterhin trifft der Algorithmus keine Aussage, ob der gefundene Extremwert
der Parabel vielleicht auch ein Maximum sein kénnte. Es sind bei der Implementierung
dieses Algorithmus, sémtliche Ausnahmen mit zu beriicksichtigen.

4.3. Bewertung der Entwurfsmethoden

Mit Hilfe den vorgestellten Verfahren ist nun eine breitbandige Synthese der Oberflache
eines flachen phasenkorrigierenden Spiegels moglich. In den vorangegangenen Abschnitten
wurden der erweiterte Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus und die Gradientenmetho-
de hergeleitet. Beide Methoden zielen auf die Optimierung der Hohenmodulation Az des
schrittweise frequenzdurchstimmbaren Spiegels ab. Ihr Verhalten erweist sich in der Praxis
als auflerst stabil. Thre Effizienz héngt stark von der Geschwindigkeit ab, mit der sie die
Ableitungen des Qualitétskriteriums berechnen kénnen. Dabei ist die Gradientenmethode
beziiglich der Wahl der Funktionen f;(7) (4.7) flexibler als der erweiterte Katsenelenbaum-
Semenov Algorithmus, der als Abtastfunktion den Dirac-Impuls benotigt. Es konnen somit
auch herkémmliche flache quadratische Spiegel optimiert werden. Die Effizienz der Gra-
dientenmethode nimmt fiir andere Funktionen als den Dirac-Impuls stark ab, da dann
der Vorteil der Gradientenberechnung mit Hilfe der FFT nicht voll ausgeschopft werden
kann. Wird in beiden Verfahren der Dirac-Impuls verwendet, so hat sich gezeigt, dass
der erweiterte Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus bei gleichem Startwert oftmals in
kiirzerer Rechenzeit das bessere Endergebnis liefert als die Gradientenmethode.

Die Optimierungsverfahren liefern immer einen Extremwert, der aber nur in den seltesten
Fiéllen global ist. Beide Verfahren sind deterministisch, so dass das Endergebnis stark vom
Startwert abhéngt. Vielleicht ist zukiinftig eine Kombination dieser Verfahren mit stocha-
stischen Verfahren moglich, um damit ausschlielich globale Extremwerte zu erhalten.
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5. Anwendungsbeispiel

Abschlieflend sollen nun die in den vorangegangenen Kapiteln hergeleiteten Verfahren
auf ein Beispiel angewendet werden. Es handelt sich dabei um den Entwurf eines quasi-
optischen Wellentypwandlers fiir ein schrittweise frequenzdurchstimmbares Gyrotron. Da
es sich hierbei um den Umbau eines bestehenden Gyrotrons handelt, sind die Abmessun-
gen des Systems fest vorgegeben. In der Tabelle 5.1 sind die Moden mit ihren Frequenzen
aufgefiihrt, die im Gyrotronresonator angeregt werden kénnen. Als Hauptmode des Gy-

Mode | Frequenz
[GHZ]
TE2ss | 143,30
TE s | 140,00
TEs s | 136,66
TEy 7 | 127,44
TEq7 | 124,07
TE97 | 120,80
TE9s | 111,52
TEs6 | 108,22
TE76 | 104,92

Tabelle 5.1.: Moden und ihre Frequenzen.

rotrons wurde die TE9, g-Mode bei 140, 0 GHz ausgewéhlt. Abbildung 3.13 im Abschnitt
3.2 zeigt das hier betrachtete quasi-optische System, das aus einer Hohlleiterantenne und
drei Spiegeln besteht. Die Form des ersten Spiegels ist quasi-elliptisch. Mit den zwei nach-
folgenden phasenkorrigierenden Spiegeln wird das Feld anschlieSend weiter geformt. In
den folgenden Abschnitten wird das Verhalten unterschiedlicher Hohlleiterantennen und
der Entwurf des Spiegelsystems besprochen.

5.1. Hohlleiterantenne

Am Punkt der Einspeisung besitzt die Hohlleiterantenne einen Radius von 21,0 mm.
Fiir alle Moden aus Tabelle 5.1 ergeben sich mit den Gleichungen aus Kapitel 2 eine
Reihe von Kennwerten. Sie sind fiir den Antennenentwurf notwendig und in Tabelle 5.2
zusammengefasst. Wie man erkennen kann, weisen alle anregbaren Moden einen &hnlichen
Kaustikradius auf. Weiterhin besitzen sie aufgrund der Anregungsbedingung im Resonator
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Mode | Spreizwinkel | optimale Schnittlinge | Kaustikradius
[rad] [mm] [mm)]
TE93 s 1,13003 64,1210 8,95925
TE92 s 1,13979 63,9093 8,77349
TE2 s 1,14993 63,6424 8,57954
TE2 7 1,11730 64,5123 9,20035
TE0.7 1,12809 64,1166 8,99605
TEq9.7 1,13936 63,9271 8,78165
TE196 1,10069 64,9496 9,51255
TEis6 1,11276 64,6145 9,28592
TE 176 1,12543 64,2975 9,04650

Tabelle 5.2.: Kennwerte der einzelnen Moden.

einen einheitlichen Brillouinwinkel von 1,02478 rad. Dadurch verlauft die Ausbreitung
der Welle fiir alle Moden dhnlich. Folgt man den in Abschnitt 2.3 bzw. 2.4 gemachten
Ausfithrungen, so muss fiir eine helikale Vlasov- oder Denisov-Antenne die maximale
optimale Schnittlinge aller Moden als Hohlleiterschnittlénge gewé#hlt werden.

5.1.1. Vlasov-Hohlleiterantenne

Wiéhlt man eine helikale Hohlleiterantenne vom Vlasov-Typ aus, dann besitzt die abstrah-
lende Apertur eine homogene Feldbelegung. Thr Abstrahlverhalten weist fiir alle Moden
eine dhnliche Feldverteilung auf. In Abbildung 5.1 wurde das abgestrahlte Feld der TEs; s-
Mode auf einer 50 mm von der Hohlleiterantenne entfernten Ebene angegeben. Deutlich
sichtbar sind die grofle Breite der Strahlaufweitung und eine Feldverteilung, die bei wei-
tem nicht mit einem Gaufistrahl iibereinstimmt. Bedenkt man, dass bei der Bestimmung
der Aperturbelegung gendhert wird, so kann man davon ausgehen, dass die Beugungsef-
fekte in der Wirklichkeit noch gréfer sind. Die Formung des abgestrahlten Feldes in einen
gauBformigen Strahl muss durch ein nachfolgendes Spiegelsystem bewerkstelligt werden.

5.1.2. Denisov-Hohlleiterantenne

Aufgrund der sehr geringen Beugung am Hohlleiterschnitt und des hohen Gauflanteils des
abgestrahlten Feldes strebt man die Verwendung einer Hohlleiterantenne vom Denisov-
Typ an. In der Abbildung 5.2 sind die berechneten Hohlleiterwandbelegungen einer An-
tenne mit Wanddeformationen einschliellich dem Hohlleiterschnitt und der abstrahlenden
Apertur dargestellt. Bei den Wanddeformationen handelt es sich um eine axiale (Am = 1)
und um eine azimutale Stérung (Am = 3). Die Schnittlénge der Antenne wurde wieder
entsprechend der grofiten optimalen Schnittldnge aller abzustrahlenden Moden gewihlt.
Man erkennt deutlich, dass fiir alle Moden nur ein sehr geringer Anteil der Feldbelegung
auf dem Rand der abstrahlenden Apertur liegt. Leider kann der Wandler aufgrund der vor-
gegebenen Abmessungen des Gyrotrons nicht gréfler gewéhlt werden. Bei einer Verldnge-

83



5. Anwendungsbeispiel

Abbildung 5.1.: Abgestrahltes Feld einer helikalen Vlasov-Hohlleiterantenne einer TE3 g-Mode bei 140, 0
GHz auf einer Ebene.

rung konnten die Randiiberhohungen noch verringert und die gaufiformigen Verteilungen
noch besser ausgebildet werden. Trotzdem zeigen die Wandbelegungen bereits bei der
gewihlten Lange akzeptable Verteilungen. Somit ist fiir die betrachtete Modenreihe der
Einsatz einer Hohlleiterantenne vom Denisov-Typ moéglich. Auch hier soll nur beispielhaft
das abgestrahlte Feld der TEs; s-Mode auf einer 50 mm von der Antenne entfernten Ebene
in Abbildung 5.3 angegeben werden. Im Vergleich zum abgestrahlten Feld einer Vlasov-
Antenne in Abbildung 5.1 erkennt man deutlich eine weit grofiere Ahnlichkeit mit einem
Gaufistrahl. Aufgrund der nicht vollsténdig ausgebildeten Gaufverteilungen innerhalb der
Hohlleiterantenne treten auch bei dem abgestrahlten Feld sichtbare Randiiberhohungen
auf. Eine weitere Formung der Feldverteilung wird iiber das nachfolgende Spiegelsystem
realisiert.

5.2. Spiegelsystem

Der erste Spiegel besitzt eine quasi-elliptische Form, die aus dem Kaustikradius der Haupt-
mode bestimmt wird. Sein Verhalten bei den {ibrigen Frequenzen weist kaum Unterschie-
de auf, da alle betrachteten Moden einen ahnlichen Kaustikradius besitzen. Anschlie-
Bend erfolgt die Feinformung des Strahls iiber die beiden phasenkorrigierenden Spiegel.
Das Ziel der Strahlformung ist es, am Gyrotronausgangsfenster fiir alle Frequenzen einen
gauBformigen Strahl [71] zu erhalten. Mit Hilfe der in Kapitel 4 angegebenen Verfahren
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Abbildung 5.3.: Abgestrahltes Feld einer Denisov-Hohlleiterantenne einer TE23 g-Mode bei 140,0 GHz
auf einer Ebene.

ist eine Ermittlung der Spiegeloberfliche moglich. In den folgenden Abschnitten wird zum
besseren Vergleich der Ergebnisse der eingesetzten Verfahren ausschliellich die Korrela-
tion zwischen der gewiinschten und der wirklich vorhandenen Feldverteilung angegeben,
auch wenn zur Optimierung selbst ein anderes Qualitéatskriterium verwendet wird.

5.2.1. Spiegelsystem fiir die Denisov-Antenne

Schon bei der Abstrahlung besitzt die Hohlleiterantenne vom Denisov-Typ fiir alle be-
trachteten Frequenzen einen hohen Gauflanteil. Daher wird zuerst fiir beide phasenkorri-
gierenden Spiegel jeweils eine parabolische Form gesucht. Zur Formulierung der Hohen-

modulation Az setzt man
Az(z,y) = ax® + by? (5.1)

an. Diese Gleichung beschreibt sowohl hyperbolische als auch elliptische Paraboloide. Es
werden also Werte fiir die Parameter a und b gesucht, so dass das reflektierte und geform-
te Feld einen moglichst hohen Gauflanteil besitzt. In der mathematischen Formulierung
entspricht das der Optimierung eines der Qualitatskriterien aus Kapitel 4. Um nun diese
Optimierung durchzufiihren, wird Gleichung (5.1) in eine der Gradientenmethoden aus
Abschnitt 4.2 eingesetzt. Probleme treten bei der Suche nach einem geeigneten Startwert
fiir den Algorithmus auf. Der Algorithmus konvergiert immer in einem Extremwert, ohne
dabei zwingend in einem globalen oder zumindest in einem ,guten Extremwert zu lan-
den. Diese Problematik soll anhand des Entwurfs des ersten Spiegels genauer betrachtet
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5.2. Spiegelsystem

werden. Abbildung 5.4 zeigt die Summe der Korrelationen der neun betrachteten Fre-

Abbildung 5.4.: Summe der Korrelationen von neun Frequenzen, aufgetragen iiber den Parametern a und
b des ersten parabolischen Spiegels.

quenzen aufgetragen iiber den Parametern a und b eines parabolischen Spiegels. Bei der
Optimierung mochte man den grofiten Wert dieser Summe ermitteln. Man erkennt deut-
lich das Vorhandensein mehrerer Maxima. Der Optimierungsalgorithmus sollte deshalb
mit einem moglichst guten Anfangswert starten, um ihn schon zu Beginn in die richtige
Richtung zu lenken. Tabelle 5.3 gibt exemplarisch einen Optimierungsverlauf eines Gra-
dientenalgorithmus wieder. Bei einem sich nicht mehr &ndernden Wert der Summe der
Korrelationen bricht der Algorithmus ab. Besonders deutlich erkennt man im Verlauf des
Algorithmus die schnelle Konvergenz. Die Abbildungen 5.5, 5.6 und 5.7 geben die ur-
spriingliche, die optimierte und die gewiinschte Gaufsche Feldverteilung der TEy; s-Mode
an, um beispielhaft das typische Verhalten dieses Spiegels zu zeigen. Es ist verstéandlich,
dass das geformte Feld einer einzelnen Frequenz beim breitbandigen Entwurf nicht opti-
mal sein kann, da schliellich das Gesamtverhalten optimiert wird.

Auch beim Entwurf des zweiten phasenformenden Spiegels wird die Hohenmodulation
tiber Gleichung (5.1) angesetzt. Das Verhalten des Gradientenalgorithmus beim zwei-
ten Spiegel entspricht dem des ersten. Damit sind zwei Konturen fiir phasenkorrigierende
Spiegel gefunden. Betrachtet man die Ubereinstimmung der gewiinschten und der wirklich
vorhandenen Feldverteilung bei allen Frequenzen, so stellt man fest, dass deren Korrelati-
onswerte relativ niedrig sind. Eine Steigerung dieser Werte ist nur durch einen Konturan-
satz hoherer Ordnung zu erreichen. Wie im Kapitel 4 gezeigt wurde, bildet die Abtastung
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Schritt

a

b

Summe der neun Korrelationen

0 1O Ol W N~ O

Ne}

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

0,003000000
0,000475081
0,000463934
0,000474591
0,000463381
0,000473482
0,000463211
0,000471799
0,000463579
0,000469816
0,000463985
0,000468257
0,000464431
0,000467211
0,000464716
0,000466338
0,000464955
0,000465473
0,000465238
0,000465230
0,000465229
0,000465229

0,003000000
0,000440871
0,000451782
0,000463034
0,000473387
0,000485032
0,000493959
0,000504376
0,000511429
0,000519693
0,000524688
0,000530684
0,000533779
0,000538238
0,000539914
0,000543306
0,000544010
0,000546864
0,000546946
0,000546951
0,000546952
0,000546952

1,66040
8,34614
8,34842
8,35106
8,35348
8,35600
8,35804
8,35993
8,36128
8,36234
8,36301
8,36350
8,36380
8,36401
8,36413
8,36423
8,36427
8,36430
8,36430
8,36430
8,36430
8,36430

Tabelle 5.3.: Verlauf eines Gradientenalgorithmus bei der Optimierung des ersten parabolischen Spiegels.

Abbildung 5.5.:
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Abbildung 5.6.: Reflektierte Feldverteilung des er-
sten Spiegels mit optimierter pa-
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5.2. Spiegelsystem

x/mm

Abbildung 5.7.: Gewiinschte gauBférmige reflek-
tierte Feldverteilung des ersten
Spiegels.

der Hohenmodulation

P
F

Az(z,y) = ag, 0(z — kAx) 0(y — lAy) (5.2)

01

B
Il
Il
=)

entsprechend der Gleichung (4.17) den feinsten Ansatz mit N x N Unbekannten
(z. B. 256 x 256 = 65536). Es gibt bei diesem Konturansatz zwei prinzipielle Optimie-
rungsmoglichkeiten. Zum einen wieder iiber die Gradientenmethode, zum anderen mit
Hilfe des erweiterten Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus aus dem Abschnitt 4.1. Es
hat sich gezeigt, dass der Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus bei unterschiedlichen
Anfangswerten meist ein besseres Ergebnis liefert als die Gradientenmethoden. Daher
werden im Folgenden nur Ergebnisse des Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus préisen-
tiert. Als Anfangswert wird die oben gewonnene und optimierte parabolische Kontur
eingesetzt. Sie dient erneut dazu, den Algorithmus in die richtige Richtung zu lenken.
In der Abbildung 5.8 sind die Werte der Summe der Korrelationen aller neun Frequen-
zen bei jedem Iterationsschritt des Algorithmus aufgetragen. Es ist offensichtlich, dass
der verwendete Algorithmus trotz der vielen Unbekannten sehr schnell konvergiert und
die Summe der Korrelationen auf einen Grenzwert zulduft. Auch bei der Betrachtung
der Werte der einzelnen Korrelationen aller Frequenzen in Abbildung 5.9 ist ein gutes
Konvergenzverhalten zu erkennen. Abbildung 5.10 und 5.11 zeigen die entsprechenden
Verlaufe fiir den zweiten phasenkorrigierenden Spiegel. Am Ende der Optimierung hat
sich der anfénglich sehr niedrige Gauflanteil der Feldverteilung auf der Fensterebene auf
Werte zwischen 93,3% und 97, 7% erhoht, wenn man die beiden Ausreilern mit 86, 3%
und 90, 4% aufler Acht lidsst. Der Algorithmus kann aufgrund der gewéhlten Startwerte im
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Abbildung 5.8.: Verlauf der Summe aller neun Korrelationen bei der Optimierung des ersten phasen-

korrigierenden Spiegels.
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Abbildung 5.9.: Verlauf der neun Korrelationen bei der Optimierung des ersten phasenkorrigierenden

Spiegels.
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Abbildung 5.10.: Verlauf der Summe aller neun Korrelationen bei der Optimierung des zweiten phasen-
korrigierenden Spiegels.
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Abbildung 5.11.: Verlauf der neun Korrelationen bei der Optimierung des zweiten phasenkorrigierenden

Spiegels.
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ersten Iterationsschritt abfallen, konvergiert aber dann ohne erneute Einbriiche. Zusétz-
lich treten sehr leichte Schwankungen beim Erreichen des Endwertes auf, deren Ursache
in numerischen Ungenauigkeiten begriindet ist. Alle Werte bestétigen das Konvergenz-
verhalten des Algorithmus. Abbildung 5.12 gibt die geformten Feldverteilungen auf der
Fensterebene wieder. Im Vergleich dazu sind die Verteilungen ohne phasenkorrigierende
Spiegel in Abbildung 5.13 angegeben. In beiden Abbildungen ist die Position des Fensters
eingezeichnet. Als Wirkungsgrad n kann man das Verhéltnis

o PFenster

n (5.3)

PGesamt
aus der durch das Fenster abgestrahlten Leistung Ppepster und der Leistung Pgesam: auf
der gesamten Fensterebene angeben. Dabei nimmt 7 im optimierten Spiegelsystem je
nach betrachteter Frequenz Werte zwischen 93, 7% und 97,6% an. Im Gegensatz dazu
erhalt man fiir das nicht optimierte Spiegelsystem Werte zwischen 85, 4% und 87,1%. Die
Abbildung 5.14 zeigt die Optimierungsschritte der Kontur des ersten phasenkorrigierenden
Spiegels von der ebenen iiber die parabolisch bis zur nicht quadratischen optimalen Form.

5.2.2. Spiegelsystem fiir die Vlasov-Antenne

Der Aufwand, den Mikrowellenstrahl einer Hohlleiterantenne vom Vlasov-Typ in eine
gauBformige Verteilung zu formen, ist erheblich groler als bei einer Antenne vom Denisov-
Typ. Beim Vlasov-Typ liegt an der abstrahlenden Apertur noch keine gau3férmige Vertei-
lung vor, so dass die komplette Strahlformung mit Hilfe der beiden phasenkorrigierenden
Spiegel erfolgen muss. Um gauférmige Feldverteilungen zu erreichen, wird fiir die Hohen-
modulation der Abtastansatz (4.17) gewahlt. Auch hier stellt sich beim Optimierungsstart
das Problem, einen giinstigen Anfangswert fiir die Algorithmen zu verwenden. Als gute
Startwerte fiir beide Konturen erweisen sich parabolische Formen. Dadurch wird die Op-
timierung bereits vom Start an in die richtige Richtung geleitet. Es sei hier noch einmal
erwahnt, dass beim Entwurf einer nichtquadratischen Spiegelkontur eine Funktion mit ei-
ner groflen Anzahl an Unbekannten optimiert wird. Auch hier werden nur die Ergebnisse
des erweiterten Katsenelenbaum-Semenov Algorithmus aus Abschnitt 4.1 angegeben. Aus
dem Schaubild 5.15 kann der Verlauf der Summe der Korrelationen der neun Frequenzen
fiir den ersten phasenkorrigierenden Spiegel entnommen werden. Abbildung 5.16 gibt die
Korrelationen der einzelnen Frequenzen wieder. Die entsprechenden Diagramme fiir den
zweiten phasenkorrigierenden Spiegel sind in den Abbildungen 5.17 und 5.18 angegeben.
Auch hier hat sich der anfinglich sehr niedrige Gaulanteil der Feldverteilung auf der Fen-
sterebene am Ende der Optimierung im Mittel auf 91, 3% erhoht. Alle Kurven weisen ein
sehr dhnliches Verhalten auf und bestétigen damit das Konvergenzverhalten des Algorith-
mus. Als Ergebnis am Ausgangsfenster erhélt man die optimierten bzw. die ungeformten
Feldverteilungen, die in den Abbildungen 5.19 und 5.20 dargestellt werden. Berechnet
man auch hier den Wirkungsgrad (5.3) des Fensters, so stellt man fiir die optimierten
Spiegel fest, dass n bei den hoheren Frequenzen Werte zwischen 93,4% und 94, 8% und
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TE19,6 bei 111,52 GHz TE1s,6 bei 108,22 GHz TE17,6 bei 104,92 GHz

Abbildung 5.12.: Feldverteilungen der einzelnen Moden im Fenster mit zwei optimierten phasenkorrigie-
renden Spiegeln beim Einsatz einer Denisov-Antenne.
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TE19,6 bei 111,52 GHz TE1s,6 bei 108,22 GHz TE17,6 bei 104,92 GHz

Abbildung 5.13.: Feldverteilungen der einzelnen Moden im Fenster mit zwei ebenen nicht phasenkorrigie-
renden Spiegeln beim Einsatz einer Denisov-Antenne.
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Abbildung 5.14.: Phasenkorrigierender erster Spiegel mit ebener, mit optimierter parabolischer und mit

optimierter nicht quadratischer Kontur.
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Abbildung 5.15.: Verlauf der Summe aller neun Korrelationen bei der Optimierung des ersten phasen-

korrigierenden Spiegels.
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Abbildung 5.16.: Verlauf der neun Korrelationen bei der Optimierung des ersten phasenkorrigierenden

Spiegels.
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Abbildung 5.17.: Verlauf der Summe aller neun Korrelationen bei der Optimierung des zweiten phasen-

korrigierenden Spiegels.
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Abbildung 5.18.: Verlauf der neun Korrelationen bei der Optimierung des zweiten phasenkorrigierenden

Spiegels.

bei den drei tiefsten nur Werte zwischen 81, 7% und 83, 9% erreicht. Eine Ursache kénnte
in der ungiinstigen Wahl der Startwerte oder der gewiinschten Zielfeldverteilungen des
Optimierungsalgorithmus fiir die Synthese der Spiegeloberfléichen liegen.
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Abbildung 5.19.: Feldverteilungen der einzelnen Moden im Fenster mit zwei optimierten phasenkorrigie-
renden Spiegeln beim Einsatz einer Vlasov-Antenne.
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TE19,6 bei 111,52 GHz TE1s,6 bei 108,22 GHz TE17,6 bei 104,92 GHz

Abbildung 5.20.: Feldverteilungen der einzelnen Moden im Fenster mit zwei ebenen nicht phasenkorrigie-
renden Spiegeln beim Einsatz einer Vlasov-Antenne.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde die Optimierung des quasi-optischen Wellentypwand-
lers eines Gyrotrons unter dem Aspekt der Frequenzdurchstimmbarkeit behandelt und
die neu entwickelten Verfahren anhand eines Anwendungsbeispiels verifiziert. Betrachtet
wurde dabei der breitbandige Entwurf der Hohlleiterantenne und des Spiegelsystems.
Bei der Untersuchung der Antennen in Kapitel 2 wurde zwischen dem Vlasov-Typ und
dem Denisov-Typ unterschieden. Fiir beide Typen wurde ein Auswahlverfahren zur Be-
stimmung der optimalen Geometrieparameter fiir einen frequenzdurchstimmbaren Ent-
wurf angegeben. Abschliefend wurden die Vor- und Nachteile des Vlasov-Typs und des
Denisov-Typs herausgearbeitet und bewertet. Als Ergebnis wurde festgestellt, dass der
Vlasov-Typ sehr breitbandig arbeitet, jedoch aufgrund seiner ndherungsweisen homoge-
nen Aperturbelegung starke Beugungserscheinungen zeigt. Im Gegensatz dazu weist der
Denisov-Typ durch seine fokussierende Wirkung fiir einige Moden nur sehr geringe Beu-
gungseffekte auf. Eine optimale Wahl des Antennentyps kann nur abhéngig von der je-
weiligen Geometrie des Wandlersystems und den erzeugten Moden getroffen werden.
Erstmals wurden in dieser Arbeit Entwurfsverfahren fiir ein iiber mehrere Frequenzen bzw.
Wellentypen hinweg durchstimmbares Spiegelsystem in einem Gyrotron vorgestellt. Un-
tersucht wurden dazu sowohl tiefe als auch flache phasenkorrigierende Spiegel, wobei der
Schwerpunkt auf letzteren lag. Es wurden Methoden entwickelt, um die Oberflichenstruk-
tur eines solchen frequenzdurchstimmbaren phasenkorrigierenden Spiegels zu synthetisie-
ren. Dazu wurden die Phasen der Ausgangsfeldverteilungen auf einem Spiegel so beein-
flusst, dass sie sich den gewiinschten Zielfeldern bestmoglich annéhern. Durch Einfithren
von Qualitédtskriterien in Kapitel 4, die diese Annédherung beurteilen, wurde aus mathe-
matischer Sicht ein nichtlineares Variationsproblem beschrieben. Zur numerischen Losung
wurden zwei prinzipiell unterschiedliche Wege beschritten. Zum einen wurde der schon
langer bekannte, bisher aber nur monofrequent eingesetzte Katsenelenbaum-Semenov Al-
gorithmus (Abschnitt 4.1) fiir den multifrequenten Einsatz erweitert und zum anderen die
Gradientenmethode (Abschnitt 4.2) zur Minimumbestimmung erfolgreich auf dieses Opti-
mierungsproblem angewandt. Beide Verfahren sind nur deshalb numerisch durchfiihrbar,
weil ihr Rechenaufwand durch die effiziente Ausnutzung der FFT klein gehalten werden
kann. Dazu ist erstmals eine schnelle Berechnung des Gradienten mit Hilfe der FFT ge-
lungen. Beim Entwurf der Spiegeloberfliche gibt es keinerlei Einschrankungen beziiglich
der Form, so dass sowohl einfache parabolische mit zwei Unbekannten als auch beliebi-
ge nichtquadratische Konturen mit sehr vielen Verédnderlichen frequenzdurchstimmbar in
einer vertretbaren Rechenzeit optimiert werden konnen.
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Den Abschluss der Arbeit bildete Kapitel 5 mit dem Entwurf eines quasi-optischen Wel-
lentypwandlers fiir ein bereits vorhandenes Gyrotron. Es wurden dabei die gemachten
Aussagen beziiglich der Frequenzdurchstimmbarkeit der Hohlleiterantenne bestétigt. An-
hand des breitbandigen Entwurfs eines neuen Spiegelsystems wurden die Methoden aus
dem Kapitel 4 verifiziert und gleichzeitig die Konvergenz der Algorithmen gezeigt. Die
Wirkungsgrade im Fenster erreichten Werte von bis zu 97, 6% beim Einsatz einer Denisov-
Antenne und bis zu 94, 8% mit einer Vlasov-Antenne. Um die numerischen Simulationen
fiir das Anwendungsbeispiel durchfiihren zu kénnen, wurden alle Algorithmen auf einem
Rechner implementiert. Die dabei verwendete Programmiersprache C++ erlaubt eine ob-
jektorientierte Strukturierung, so dass die einzelnen Module leicht fiir beliebige Aufga-
benstellungen zusammengesetzt und erweitert werden konnen.

Die hier vorgestellten Verfahren zur Spiegelsynthese basieren ganz allgemein auf Losun-
gen der Helmholtzgleichung und sind somit nicht auf die Entwicklung von quasi-optischen
Wellentypwandlern fiir Gyrotrons beschrankt. Alle Entwurfsalgorithmen kénnen natiirlich
auch z. B. auf das Spiegelsystem der optischen Ubertragungsleitung [72] zwischen Gyro-
tron und Fusionsreaktor angewendet werden. Ihre Einsatzmoglichkeiten erstrecken sich
iiber das gesamte Spektrum der elektromagnetischen Wellen. Dementsprechend ist mit
den neu entwickelten Methoden der breitbandige Entwurf von optischen Spiegeln und
Linsen genauso denkbar, wie die erfolgreiche Entwicklung von Breitbandantennen mit
vorgegebener frequenzabhéngiger Richtcharakteristik.

Aufgrund der hohen Leistungen, die zur Heizung eines Fusionsreaktors aufgebracht werden
miissen, fithren bereits geringe Verluste von wenigen Prozent im quasi-optischen Wandler
in der Praxis zu erheblichen Schwierigkeiten. Zukiinftige Entwicklungen miissen bestrebt
sein, die Effizienz dieses Wandlers noch weiter zu erhéhen. So sollte der momentan noch
quasi-optische Entwurf der Hohlleiterantenne und die Berechnung der Belegung der ab-
strahlenden Apertur in nachfolgenden Arbeiten weiterentwickelt werden. Es sind bereits
gute Ansitze basierend auf der Momentenmethode [44] vorhanden, die aber aufgrund
der relativ kleinen Wellenlénge bezogen auf die Grofle der Antenne bislang einen sehr
hohen Bedarf an Rechenzeit und Speicher benttigen und deshalb momentan nicht einge-
setzt werden konnen. Ein grofler Anteil der gebeugten Leistung konnte mit einem solchen
genaueren Ansatz bestimmt und durch verfeinerte Spiegel, deren Konturen nicht durch
quadratische Funktionen dargestellt werden kénnen, aufgefangen werden. Es besteht dann
vielleicht auch die Mdoglichkeit, die Anzahl der Spiegel zu reduzieren und das Wandler-
system zu verkleinern. Verbesserte Ausgangsfeldverteilungen wiirden sich zusétzlich auch
positiv auf die Synthese der einzelnen Spiegel auswirken.

Weiterhin sollte bei den in dieser Arbeit eingefithrten Optimierungsverfahren der Spie-
geloberflichen dariiber nachgedacht werden, wie man ausschliefllich globale Extremwer-
te erhalten kann. Mit genetischen Algorithmen [73] (engl.: genetic algorithm) und dem
Verfahren der simulierten Abkiihlung [62] (engl.: simulated annealing) sind vielverspre-
chende Moglichkeiten gegeben, die aber aufgrund des hohen Rechenaufwands momentan
in vertretbarer Rechenzeit noch keine sinnvollen Ergebnisse liefern. Vielleicht kénnte eine
Kombination aus diesen stochastischen Verfahren und den in dieser Arbeit beschriebenen
deterministischen Methoden zum Ziel fiihren.
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A. Gradientenberechnung der
Kriterien

Die Gradienten entstehen aus den Ableitungen nach den K Variablen a,. Daraus folgt die
mathematische Operatorschreibweise:

v=| . (A1)

Oag 1

Bei der Bildung der Ableitung kann die Differentiation und die Integration vertauscht
werden. Fiir I*(a@) berechnet sich der Gradient zu

ff ‘urHug‘ dxg dyo

\/ff furl* dizo dyo ff lug|? dzo dyo

ff Vi uf Jug| drg dyo

\/ffuru dxqg dyo

\Y% (IO{W |ug| dg dyo — hs V\/Of:{ u, wt dzg dyo
\/h_lh2
ha Jf | Vi dradyn 5 JJ V(u ;) doo do
Vhihahs
ff (hot2ed — by ) ¥ (up ) o dyo
2v/hihahs
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Re {_f < ;ZQ} h3) ur Vu, dxg dyo}
B N

~ Re {7/ W7 )V (7) dao dyo} (A.2)

mit

(afesf — b ) e ()
Vhihahs

hl = // ‘UQ(FQ)F dl’o dyo (A4)

hy — / ()2 o dyo (A5)

hy = / (70 11y (7)o dlyo. (A6)

Der Gradient von 7?(a@) wird folgendermafien gebildet

VI ( / (Jug| = [u])? dao dyo)
://zqug\ “wrl) Y (Jug] — Jur]) dao dyo
_ 7/ —2 (|ug| — |ur]) V]| dao dyo
- 7/ —2 (Jugl — Ju,]) V/u, ug dzo dyo
/ / (ol =Vurl) G,y g g
||
{// |u9‘|ur [ur) urVu, dxg dyo}
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A. Gradientenberechnung der Kriterien

~ Re {7/ W) Vs (7)) daro dyo} (A7)

mit

N (U7 e T oL e )

wil

Es wird nun der Gradient von I3(@) berechnet:

@ = v(/ iy dio dyo)
] ( Tty dyo)
] //v =) s i
_ // 2Re {(uy — ur)* V(g —up)} dzo dyo
) { T 20 a0 9 dyo}
_ Re{ [ i i dyo} "9

mit
h(to) = —2(ug(To) — ur(7o))" (A.10)
Zum Schluss folgt noch die Ableitung von wu,(70)

VUT(Fo) = VUT(F(), C?)

V4 (2 //u(f’) ej2k0Az(F,[i)cosa %g(,r—,»o i 7;») dr dy)

_ 2// U(F) \V/ <6j2k:oAz(F,é')coso¢) agg(f»o . F) dr dy
z
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= jdko cosa/ V (Az(7,d)) u(F) efor=ra)cosa aﬁg(ﬁ) —7r)dx dy. (A.11)
z
Setzt man die Summendarstellung der Hohenmodulation
K—1
Az(F) = Az(F,d) = Y a; fi(F) (A.12)
i=0

ein, so konnen noch einige Umformungen durchgefiihrt werden:

ff fo(r—') 7?) 6g2kzoAz(F)coso¢ 59 ( Py — ,,:‘) dx dy

Vu, (7o) = jdko cos a [ £i(7) u(7) gi 2oz () cosc %9(7"0 —7) dr dy

S Freoa(7) u() er2horzMeose L g(7 — 7) dx dy
fo(7)
= jdk cosa// : u(F) el HoA=ra)cosa %g(f’o —7) dx dy (A.13)

fK—.l(?)
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B. Spezieller Gradient von I°

Dieser Gradient entsteht aus den Ableitungen von I3(6;) nach allen N x N Variablen 6 .
Mit der mathematische Operatorschreibweise

9
86ij0

folgt daraus

VI3(67f) = V (// [ug —Urf|2 dxg dyo)
=V (/ / (ugp — urg) - (ugp — upp)"™ dg dyo)

_ / / V (ttg — ttry) - gy — rg)") darg dyo

- / / 2Re { (g — trg)" V(utgs — trg)} diy dyo

= Re {// 2(ugr — urp)” Vugy dag dyo} .

(B.2)
Die Abtastung der einzelnen Phasen (7)) mittels des Dirac-Impulses
N-1N-1
05(ro) = Orr1 0(To — Towi) (B.3)
k=0 1=0
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in die Gleichung (4.22) und anschliefiend in (B.2) eingesetzt und vereinfacht ergibt

VI0;) =

;

\

/ / 25113 (7o) — e 1 (70))" gy (7o) V05 (7o) dvo dyy
5(F0 - 7?000)
[ 20 = ) s i day dyy

O—TON 1 N— 1

_2jurf(F000> Ugf 7”000

(B.4)

—2jur (7o N—1 N—1)* Ugr(TO N—1 N—1)

Zu beachten ist dabei, dass das Produkt 2ju - uyr = 2j[ugy|* rein imaginér ist und keinen

Beitrag liefert.
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C. Effiziente Gradientenberechnung

Die schnelle Berechnung der Gleichung (4.15) wird nun néher beleuchtet. Im Wesentlichen
stimmt die Vorgehensweise mit der in Abschnitt 3.1.5 iiberein. Aufgrund der Symmetrie-
eigenschaft der Greenschen Funktion kann das Integral (4.15) in

o) = // 9(7o — 7) dao dyo
_ // —gr—ro) dzo dyo (1)

umgeformt werden. Verwendet man die Koordinatensysteme aus Abschnitt 3.1.5 (7 = @
entspricht dem Koordinatensystem auf der Ausgangsebene und 7y = g bzw. 7y = dg dem
System auf der Zielebene), so kann Gleichung (C.1) durch

—2 / / (@ — @) dug dvo (C.2)

dargestellt werden. Bildet man die Fouriertransformierte dieser Gleichung in den Variablen
a, b und ersetzt anschlieBend die Greensche Funktion durch den Ausdruck (3.65), so erhélt
man

Q(far frr0) ~ 2 / / h(ily) e 72m(aofatbols) a—Gz( fay for ¢ — co) dug dvg (C.3)
C
2ff h(ﬁo) 6_.727I'(0«0fa+b0fb) %E_Jjﬂl;i;j)w duo dvo fur O S I{(zl
0 fir 0> k2
mit
1
Ka =\ 75 — 2 .fb (04)

>\2
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Um den Betrag im betrachteten Definitionsbereich (¢y > ¢) entfernen zu kénnen, multi-
pliziert man diesen mit —1 (sieche Abschnitt 3.1.5):

x j —Cco)ka .

Q(fas for0) = ) dc  jArmra
0 fir 0> k2
) S b)) e dug vy fix 0< kG o
0 fir 0> k2

Dadurch stimmt der neue Exponent fiir ¢y > ¢ mit dem urspriinglichen iiberein. Fiir den
uninteressanten Bereich ¢y < ¢ nimmt er aber neue Werte an. Ersetzt man das agbgco-
Koordinatensystem durch das ugvowo-System, dann folgt

o0 g .
[ h(to) e™I2ma5 fo i?mera quo duy  fiir 0 < K2
— 00

Q(fm fb7 C) ~
0 fir 0> k2
N [ (i) e—i2n(M-iio+9)T fa pj2mera dug dve  fiir 0 < K2 (©6)
0 fir 0> k2
mit
(e
fa - fb . (C?)
Ka

Die Integration kann als Fouriertransformation von h(iy) nach uo und vy aufgefasst wer-
den, so dass nach einigen Umformungen

H(fug; fvoawO) €—j27r(ﬁTﬂ—cna+wo(m13fa+m23fb+m33ﬁa)) fir 0<k
0 fir 0>k

Q(faafbvc) ~ {

2
a
2
a

~—~

C.8)
mit . -

fuo =M" - £, (C.9)
ibrig bleibt. Damit hat man eine Form gefunden, die effizient mit der schnellen diskreten
Fouriertransformation gelost werden kann.
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