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Zusammenfassung

Anselm Hopf:

Analyse von Fluid-Struktur-Systemen unter Verwendung eines dreieckigen
Boundary Elements mit linearem Ansatz und vollstindiger analytischer

Lésung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Analyse von Fluid-Struktur-Problemen, die u.a.
bei Storfallanalysen in der Reaktortechnik auftreten. Auslésende Ereignisse sind beispielsweise
stoBartige Krifte oder plétalich versagende Strukturen. Dabei wird die Fliissigkeit sehr stark
beschleunigt. Je nach den Gegebenheiten treten an den Fluidrdndern erhebliche dynamische
Druckbelastungen auf, die kritische Strukturverformungen verursachen kénnen.

Zur Berechnung dieser fluid-strukturdynamischen Vorginge wird im Fluidteil die Boundary-
Element-Methode (BEM) eingesetzt. Die Struktur wird mit finiten Elementen (FEM) modelliert.
Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Kopplungsverfahren basiert auf dem ”added-mass”-Konzept
und der klassischen Modalanalyse.

Fiir die Randintegralformulierung wurde Ende der siebziger Jahre der 3D-Code SING entwickelt,
bei dem Rechteckpanels mit konstanter Dipol-Verteilung verwendet werden. Fiir eine bessere Be-
schreibung beliebiger Geometrien sollen kontinuierliche Dreieckselemente mit linearen Ansatz-
funktionen eingesetzt werden. Um hypersinguldre Integrale an Ecken und Kanten zu vermeiden,
wird statt der bisher verwendeten indirekten Methode eine direkte BE-Formulierung eingefiihrt.

Das hierfiir entwickelte dreieckige Boundary Element mit linearen Ansatzfunktionen ist ein
Basisbaustein des Kopplungsverfahrens und daher auch ein wesentlicher Bestandteil der vorlie-
genden Arbeit. Es war moglich, die in den Element-Einflulkoeffizienten auftretenden Integrale
mit reguléren und singuléren Integranden vollstindig analytisch zu 16sen. Der Losungsweg der
analytischen Integrationen fiir das lineare Dreieckselement ist ausfithrlich dokumentiert. Die re-
sultierenden Losungsfunktionen konnten kompakt und iibersichtlich formuliert werden, was auch
zu einer effektiven Implementierung beigetragen hat. Insbesondere wurden die Integrallosungen
ausfithrlich getestet und sowohl analytisch als auch numerisch tiberpriift. Durch die Wahl der
homogenen Dreieckskoordinaten &, &5, €5 als Elementansitze konnte {iber die redundante Be-
ziehung &; + &, + &€ = 1 ein zweiter Integrationsweg zur Uberpriifung der analytischen Lésung
durchlaufen werden. Weiterhin ist das gesamte Quell-Code-Listing in ANSI FORTRAN 77
verfiigbar. Damit steht auch die analytische Elementlosung des linearen Dreieckselements als
Werkzeug fiir die Uberpriifung numerischer Integrationsalgorithmen zur Verfiigung.

Das vorgestellte Dreieckselement wurde in das BE-Programm SING eingebaut. Anhand von ver-
schiedenen Beispielrechnungen wird sowohl die Losung mehrerer Dreieckselemente im Verbund
iiberpriift als auch die praktische Einsatzfihigkeit des Verfahrens bei geometrisch komplexen
dreidimensionalen Problemen demonstriert.




Abstract

Anselm Hopf:

Analysis of fluid-structure interaction problems using a triangular boundary
element with linear shape functions and a complete analytical solution

The topic of this thesis is the analysis of fluid-structure interaction problems occurring e.g.
in safety investigations for nuclear plants. Initiating events are impulsive loads or postulated
failures of structures causing strong accelerations of the fluid. As a consequence, high transient
pressures occurring at the fluid boundaries may lead to critical deformations of the structures.

For such fluid-structure interaction problems, the boundary element method (BEM) is used
to describe the fluid dynamics while finite elements (FEM) have been applied to model the
structure. The coupling procedure proposed in this report is based on the "added mass” concept
and the classical modal analysis.

In the Seventies the BE problem was solved by the new developed three-dimensional code SING
using rectangular boundary element with uniform dipole distributions. For a better representa-
tion of complex geometries continuous triangular elements with linear shape functions should
now be used. To avoid hypersingular integrals in corners and on edges the direct BE method
was introduced instead of the former used indirect method.

For the direct BEM a triangular boundary element with linear shape functions was developed.
The element is a basic component of the coupling procedure and therefore an important topic
of this thesis. It was possible to carry out the integrations of the influence coefficients with
regular and singular integrands analytically. The solution scheme of the analytical integrations
for the linear triangular element is documented in detail. The final solution functions could be
formulated in a compact and clear way also resulting in an effective implementation. Especially
the solution was checked in detail with analytical and numerical tools. With the usage of the
homogeneous triangular coordinates &;, £,, €3 as shape functions, a second integration scheme
via the redundant equation & + & + &3 =1 could be applied to check the analytical solution.
Furthermore the complete source listing in ANSI FORTRAN 77 is available. With this program
the analytical solution of the linear triangular element can be used as a good tool to verify
numerical integration algorithms.

The triangular element presented in this report was implemented in the BE code SING. Different
test examples are used to validate the solution of several triangular elements in a cluster. Also
the usability of the method will be demonstrated in complex three-dimensional applications.
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Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Analyse von Fluid-Struktur-Problemen, die u.a.
bei Storfallanalysen in der Reaktortechnik auftreten. Auslésende Ereignisse sind beispielsweise
stoBartige Krifte oder plotzlich versagende Strukturen. Dabei wird die Fliissigkeit sehr stark
beschleunigt. Je nach den Gegebenheiten treten an den Fluidréndern erhebliche dynamische
Druckbelastungen auf, die kritische Strukturverformungen verursachen kénnen.

Zur Berechnung dieser fluid-strukturdynamischen Vorginge wird im Fluidteil die Boundary-
Element-Methode (BEM) eingesetzt. Die Struktur wird mit finiten Elementen (FEM) modelliert.
Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Kopplungsverfahren basiert auf dem ” added-mass”-Konzept
und der klassischen Modalanalyse.

Fiir die Randintegralformulierung wurde Ende der siebziger Jahre der 3D-Code SING entwickelt,
bei dem Rechteckpanels mit konstanter Dipol-Verteilung verwendet werden. Fiir eine bessere Be-
schreibung beliebiger Geometrien sollen kontinuierliche Dreieckselemente mit linearen Ansatz-
funktionen eingesetzt werden. Um hypersinguldre Integrale an Ecken und Kanten zu vermeiden,
wird statt der bisher verwendeten indirekten Methode eine direkte BE-Formulierung eingefiihrt.

Das hierfiir entwickelte dreieckige Boundary Element mit linearen Ansatzfunktionen ist ein
Basisbaustein des Kopplungsverfahrens und daher auch ein wesentlicher Bestandteil der vorlie-
genden Arbeit. Es war moglich, die in den Element-Einflukoeffizienten auftretenden Integrale
mit reguldren und singuldren Integranden vollstindig analytisch zu losen. Der Lésungsweg der
analytischen Integrationen fiir das lineare Dreieckselement ist ausfithrlich dokumentiert. Die re-
sultierenden Losungsfunktionen konnten kompakt und iibersichtlich formuliert werden, was auch
zu einer effektiven Implementierung beigetragen hat. Insbesondere wurden die Integrallésungen
ausfiihrlich getestet und sowohl analytisch als auch numerisch iiberpriift. Durch die Wahl der
homogenen Dreieckskoordinaten &, &,, £; als Elementansétze konnte iiber die redundante Be-
ziehung &; + & + &3 = 1 ein zweiter Integrationsweg zur Uberpriifung der analytischen Losung
durchlaufen werden. Weiterhin ist das gesamte Quell-Code-Listing in ANSI FORTRAN 77
verfiigbar. Damit steht auch die analytische Elementlosung des linearen Dreieckselements als
Werkzeug fiir die Uberpriifung numerischer Integrationsalgorithmen zur Verfiigung,

Das vorgestellte Dreieckselement wurde in das BE-Programm SING eingebaut. Anhand von ver-
schiedenen Beispielrechnungen wird sowohl die Losung mehrerer Dreieckselemente im Verbund
iiberpriift als auch die praktische Einsatzfihigkeit des Verfahrens bei geometrisch komplexen
dreidimensionalen Problemen demonstriert.




Abstract

The topic of this thesis is the analysis of fluid-structure interaction problems occurring e.g.
in safety investigations for nuclear plants. Initiating events are impulsive loads or postulated
failures of structures causing strong accelerations of the fluid. As a consequence, high transient
pressures occurring at the fluid boundaries may lead to critical deformations of the structures.

For such fluid-structure interaction problems, the boundary element method (BEM) is used
to describe the fluid dynamics while finite elements (FEM) have been applied to model the
structure. The coupling procedure proposed in this report is based on the "added mass” concept
and the classical modal analysis.

In the Seventies the BE problem was solved by the new developed three-dimensional code SING
using rectangular boundary element with uniform dipole distributions. For a better representa-
tion of complex geometries continuous triangular elements with linear shape functions should
now be used. To avoid hypersingular integrals in corners and on edges the direct BE method
was introduced instead of the former used indirect method.

For the direct BEM a triangular boundary element with linear shape functions was developed.
The element is a basic component of the coupling procedure and therefore an important topic
of this thesis. It was possible to carry out the integrations of the influence coefficients with
regular and singular integrands analytically. The solution scheme of the analytical integrations
for the linear triangular element is documented in detail. The final solution functions could be
formulated in a compact and clear way also resulting in an effective implementation. Especially
the solution was checked in detail with analytical and numerical tools. With the usage of the
homogeneous triangular coordinates £;, &, &5 as shape functions, a second integration scheme
via the redundant equation &; + & + €3 = 1 could be applied to check the analytical solution.
Furthermore the complete source listing in ANSI FORTRAN 77 is available. With this program
the analytical solution of the linear triangular element can be used as a good tool to verify
numerical integration algorithms.

The triangular element presented in this report was implemented in the BE code SING. Different
test examples are used to validate the solution of several triangular elements in a cluster. Also
the usability of the method will be demonstrated in complex three-dimensional applications.




Kapitel 1

Einleitung

1.1 Fluid-Struktur-Systeme

Seit vielen Jahren werden am Institut fiir Reaktorsicherheit (IRS) des Forschungszentrums Karls-
ruhe Storfallanalysen durchgefiihrt. Die teils selbstentwickelten Berechnungsverfahren sind nicht
nur fiir Probleme der Reaktorsicherheit geeignet, sondern auch auf wichtigen Gebieten der Ver-
fahrenstechnik, der Meerestechnik, der Luft- und Raumfahrttechnik, bei der Lagerung gefihr-
licher Giiter in Grofitanks, etc. einsetzbar. In vielen Fillen sind Strukturen, z.B. Schalen und
Balken, von Fliissigkeiten umgeben. Bei Storfillen, ausgelost durch Rohrbriiche, Explosionen,

FEM BEM

Abb. 1.1: Fluid-strukturdynamische Berechnung
eines fliissigkeitsgefiillten Tanks mit BEM/ FEM

Erdbeben, schweren Seegang usw., werden
diese Fliissigkeiten hédufig sehr stark be-
schleunigt. Je nach den Gegebenheiten tre-
ten dabei erhebliche dynamische Druckbe-
lastungen auf, die kritische Strukturverfor-
mungen verursachen kdnnen.

Zur Berechnung dieser fluid-strukturdyna-
mischen Vorgéinge wird am IRS im Fluidteil
u.a. die Boundary-Element-Methode (BEM)
eingesetzt (sieche Abbildung 1.1). Gegebe-
nenfalls erfolgt eine Ankopplung an die mit
der Finite-Element-Methode (FEM) model-
lierte Struktur, wobei hier in der Regel
kommerziell verfiigbare Programme benutzt
werden.

Fiir das BE-Verfahren wurde am IRS Ende
der siebziger Jahre das Programmsystem
SING [35, 36] entwickelt. Es eignet sich
zur Beschreibung stark transienter 3-dimen-
sionaler Stréomungsprobleme, bei denen die
Kompressibilitdt und Fluidviskositit keine
Rolle spielt. Dies ist der Fall, wenn die
Strémungsbewegungen durch schwingende
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Strukturen aufgepréigt werden (Fluid-Struktur-Wechselwirkung) oder bei anlaufenden Strémun-
gen (groBie Beschleunigungen, kleine Geschwindigkeiten).

Ein typisches Beispiel mit Fluid-Struktur-Wechselwirkung ist in Abbildung 1.1 zu sehen. Zur
Untersuchung des dynamischen Verhaltens eines fliissigkeitsgefiillten Tanks wurde die Schalen-
struktur mit finiten Elementen und die Fliissigkeit mit Boundary Elementen diskretisiert. Der
Vorteil dieser Diskretisierung ist, dafl die Boundary Elemente, quasi als Randbedingung, direkt
an die FE-Tankstruktur gekoppelt werden kénnen. Es miissen keine zusétzlichen Knotenpunkte
im Fliissigkeitsvolumen beriicksichtigt werden, d.h. es ist keine komplexe Volumendiskretisie-
rung des Fluids notwendig. Denn eigentlich sind primér die gednderten Eigenfrequenzen der
Tankstruktur von Interesse.

Ein grofler Vorteil der BEM ist also die Problemreduktion um eine Dimension von einem
3D-Problem auf ein 2D-Problem. Direkt damit verbunden ist ein wesentlich geringerer Diskre-
tisierungsaufwand im Vergleich zur FEM, da nur noch die Oberfliche des untersuchten Gebiets
diskretisiert werden muf. Ebenso sinkt die Fehlermdglichkeit bei der Netzgenerierung. Ein wei-
terer Vorteil der BEM ist, dafl sie sich auch auf Probleme mit unendlich ausgedehnten Raum-
gebieten anwenden 1d8t. Im folgenden werden jedoch nur geschlossene, interne Fluidbereiche
behandelt, wie sie vorwiegend bei der Fluid-Struktur-Kopplung von Tankstrukturen vorliegen.

Frithe Untersuchungen zur Kopplung der BEM und FEM sind in [8] und [74] zu finden. Die ersten
dreidimensionalen Anwendungen dieser Kopplungstechnik auf Fluid-Struktur-Systeme basieren
auf indirekten BE-Formulierungen [14, 29, 31, 50, 51], wobei vorwiegend Einschichtpotentiale
eingesetzt worden sind. Wahrend bei der indirekten Methode zunéchst in einem Zwischenschritt
Hilfsbelegungsfunktionen lings des Randes ermittelt werden miissen, um dann die eigentlichen
physikalischen Gréflen zu erhalten, gehen bei der sogenannten direkten Methode direkt die phy-
sikalisch interessierenden Groflen als Verfahrensvariablen ein. Die direkte BEM kommt daher
bei der BE/FE-Analyse von Fluid-Struktur-Systemen immer mehr zum Einsatz [32, 64, 65].
Der Vollstandigkeithalber seien noch die drei grundlegenden Publikationen zur Fluid-Struktur-
Kopplung [69, 75] und [76] genannt, die sich mit der klassischen Staudammberechnung unter
Erdbebenanregung befassen. Eine umfangreiche Literaturiibersicht zum Thema Fluid-Struktur-
Kopplung, insbesondere von 3D-Problemen, ist in [66] zu finden.

Bei der bisher am IRS eingesetzten BE-Formulierung werden im wesentlichen rechteckige Dipol-
Elemente mit konstanter Dipolintensitit benutzt [35]. Von Vorteil ist der relativ einfache Aufbau
dieses Verfahrens. Von Nachteil ist, dal Rechteckselemente zur Modellierung beliebig gekriimm-
ter Randflachen nur wenig geeignet sind. Aulerdem treten bei aneinanderstofienden Elementen
Singularitéten auf, die an diesen Stellen eine Auswertung sehr erschweren.

Um diese Méngel zu beseitigen, sollen in Zukunft dreieckige Boundary Elemente mit linearen
Ansatzfunktionen eingesetzt werden und andererseits eine neue BE-Formulierung eingefiihrt wer-
den, um schwierig zu handhabende hypersingulére Integrale an Ecken und Kanten zu vermeiden.
Die vorliegende Arbeit soll hierzu einen Beitrag leisten.
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1.2 Lo6sung des Fluidteils mit der direkten BEM

Bei den hier besprochenen Fluid-Struktur-Problemen handelt es sich um ruhende, gekoppelte
Systeme, die sich im Gleichgewicht befinden und plétzlich einer Stérung unterzogen werden. Die
Bewegungsgleichungen des Fluids kénnen daher mit Hilfe der klassischen Hydrodynamik mit
Stordruckansatz beschrieben werden [41, 59].

Das Verhalten einer durch Strukturen begrenzten Fliissigkeit mit niederfrequenter Anregung
ist durch die Eigenschaften Inkompressibilitit, Inviskositit und Wirbelfreiheit charakterisiert.
Weiterhin werden kleine Anderungen (— lineare Theorie) und Quellfreiheit im Innern ange-
nommen. Diese Voraussetzungen sind fiir Fluid-Struktur-Probleme gerechtfertigt, bei denen
die charakteristischen Struktureigenfrequenzen im niedrigen Frequenzbereich liegen, d.h. falls
A2, « A%, [14]. Hier entspricht \,, = c/f der akustischen Wellenlinge der im Fluid mit der
Frequenz f schwingenden Struktur, ¢ der Fluid-Schallgeschwindigkeit und A,; der charakteristi-
schen Strukturwellenlidnge.

Unter diesen Voraussetzungen gilt die Kontinuitétsgleichung
Vv =0 (1.1)

mit der Geschwindigkeit v = v(zx,t) . Bei der verwendeten EULERschen Formulierung [63] ent-
spricht  dem Ortsvektor einer gekennzeichneten Stelle im Fluidraum zum Zeitpunkt ¢. Weiter-
hin vereinfacht sich der Impulserhaltungssatz zu den EULERschen Bewegungsgleichungen

1
p==p5 +5pVv’ = —Vp (1.2)

wobei p = p(x,t) dem hydrodynamischen Druck, p der Dichte und D% der substantiellen Ab-
leitung entspricht [17, 63]. Bei kleinen Stérungen, wie sie hiufig bei Fluid-Struktur-Systemen
auftreten, kann der konvektive Term 1/2pv? vernachlissigt werden [59]. Dies fiihrt auf die
linearisierte Impulsgleichung :
p o _ ~Vp (1.3)
ot
die auch linearisierte BERNOULLI-Gleichung genannt wird. Hier ist zu erkennen, daf der
Stordruck p ein Potential fiir das Beschleunigungsfeld o darstellt. Dem hydrodynamischen
Druck p kénnen zusétzlich der hydrostatische Druck sowie Druckdnderungen durch Schwapp-
bewegungen an freien Oberflichen iiberlagert werden, die in dieser Arbeit jedoch nicht analysiert
werden. Untersuchungen hierzu sind z.B. in [65, 66] zu finden.

Wird die Divergenz der linearisierten Impulsgleichung (1.3) gebildet und die Kontinuitéts-
gleichung (1.1) beriicksichtigt, erhdlt man die LAPLACE-Gleichung fiir den hydrodynamischen

Druck p im Fluidbereich {2 [35, 54]

Pp 0% 0%
e T A T bzw.
0z? + Oy? + 022 0 2
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p=p, afl
I'=I+r,
Q
-ps, auf I
Vo s

Abbildung 1.2: Beschreibung des fluiddynamischen Problems

Auf dem Rand der Fliissigkeit gelten die Randbedingungen

P =D auf Iy (1.5)
Op . "
n = P = P auf I, (1.6)

wobei sich der Rand des Gebiets {2 aus den Réndern I} + I', = I' zusammensetzt (siche Abbil-
dung 1.2). Vorgegebene Driicke p, sind typischerweise an freien Oberflichen oder an Strémungs-
querschnitten zu finden. An den fluidbenetzten Winden entsprechen die Normalbeschleunigun-
gen v,, des Fluids den Normalbeschleunigungen &, der Struktur, wobei die Normalenrichtung
vom Fluid zur Struktur definiert ist.

Im Gegensatz zur klassischen Potentialstromung treten bei dem hier zu behandelnden transien-
ten fluiddynamischen Problem der Druck p und die Normalbeschleunigung §,, als charakteristi-
sche Losungsvariablen auf.

Da die Formulierung im Prinzip auf das klassische Potentialproblem fiihrt, werden im weite-
ren Verlauf dieser Arbeit die iiblichen Variablen, das Potential @ und dessen Normalgradient g,
verwendet. Der Druck p entspricht dem Potential @ und die Normalbeschleunigung §,, ist pro-
portional dem Normalgradienten g¢.

Damit lautet die LAPLACE-Gleichung
Vie =0 in 2 (1.7)
mit den klassischen, linearen Randbedingungen

=@, auf Iy (DIRICHLET)
q = q auf I, (NEUMANN)

D.h. auf dem Randstiick I sind die Potentiale @, vorgegebenen. Sie werden DIRICHLET- bzw.
wesentliche Randbedingungen genannt, da ¢ die Unbekannte in der LAPLACE-Gleichung ist.
Auf dem restlichen Rand I, sind die Normalgradienten g, vorgeschrieben, die auch NEUMANN-
oder natiirliche Randbedingungen genannt werden. An Ecken und Kanten kénnen u.U. so-
wohl DIRICHLET- als auch NEUMANN-Randbedingungen vorliegen. In diesem Fall spricht
man von gemischten oder CAUCHY-Randbedingungen. Zusétzlich kénnen noch sogenannte
RoBIN-Randbedingungen auftreten, die einen Zusammenhang meist in Form einer linearen
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Funktion zwischen dem Potential & und dem Normalgradienten ¢ auf dem Rand beschreiben
[5, 62].

Im Ingenieurwesen und in der angewandten Mathematik gibt es eine grofie Anzahl analoger
Feldprobleme, die ebenfalls auf die Lésung der LAPLACE-Gleichung fithren. Neben dem hier be-
sprochenen transienten fluiddynamischen Problem und dem klassischen Potentialstrémungspro-
blem sind weitere Anwendungsgebiete in Tabelle 1.1 zusammengestellt. In dieser Arbeit werden
stellvertretend als Synonyme fiir die Variablen das Potential ¢ und dessen Normalgradient ¢

verwendet.

Anwendungsgebiet Potential @ Normalgradient ¢
transiente Fluidprobleme P 8y~ g{%
(z.B. bei Fluid-Struktur-Kopplung) (Druck) (Beschleunigung)
Potentialstrémung @ Up ~ g%

(Potentialfunktion) (Geschwindigkeit)

Wirmeleitung T Gn ~ %%
(Temperatur) (WirmefluB)

; : 1%

elektrische Leitung %4 in ~ Fn
(el. Spannung) (Stromdichte)

Torsion von zylindrischen Stédben é 0~ g%
(mech. Spannungsfunktion) (Drillwinkel)

Tabelle 1.1: Analogie zwischen bekannten Potentialproblemen (LAPLACE-Gleichung)

Da es sich bei der LAPLACE-Gleichung um eine partielle Differentialgleichung vom elliptischen
Typ handelt, liegt eine klassische Randwertaufgabe vor. Zur Lésung mufl daher nicht unbedingt
ein Verfahren eingesetzt werden, bei dem iiber das gesamte Volumen integriert werden muf, wie
z.B. bei der bekannten Finite-Element-Methode [2, 4, 73] oder dem Finite-Differenzen-Verfahren.

Statt dessen kann auch die Boundary-Element-Methode [9, 27, 30] eingesetzt werden, bei der
das 3-dimensionale Problem auf die Lésung einer 2-dimensionalen Integralgleichung auf der
Randflache zuriickgefiihrt wird. In der Literatur spricht man auch vom Panelverfahren oder von

der Singularitétenmethode.

Unter der Voraussetzung eines homogenen Gebiets {2 und einer geschlossenen Oberfliche auf
dem Rand I kénnen mit Hilfe des GAUSSschen Integralsatzes Volumenintegrale in Oberflichen-
integrale iiberfithrt werden [10]

[l v = [fas
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I'sI+T,

P=0,
=49 (q unbekannt)

(¢ unbekannt)

Abbildung 1.3: Zur geometrischen Beschreibung der Randintegralgleichung

Beispielsweise kann die 3-dimensionale Potentialgleichung bzw. LAPLACE-Gleichung unter An-
wendung des 2. GREENschen Theorems in die 2-dimensionale Randintegralgleichung

9 (1 1 47 D e
r i r i 0 @eT

tiberfithrt werden [7, 9], die in der englisch-sprachigen Literatur auch mit ”GREEN’s formula”
bzw. "Boundary Integral Equation (BIE)” bezeichnet wird. Hierbei wird das zu lésende Pro-
blem um eine Dimension verringert! Auf die umfangreiche mathematische Herleitung dieser
Randintegralgleichung wird hier verzichtet. Eine umfassende Darstellung ist z.B. in [5, 9, 62] zu
finden.

Mit der Randintegralgleichung (1.10) wird das Potential &; eines beliebigen Punktes () im Raum
in Abhéngigkeit der kompletten Losung auf dem Rand beschrieben, die rechts vom Gleichheits-
zeichen steht. @ ist die Potentialverteilung auf dem Rand I' und ¢ die Gradientenverteilung
auf dem Rand I' in Richtung des Oberflichennormalenvektors n, der stets vom Gebiet (2 weg-
zeigt (siehe Abbildung 1.3). Der Gradient der Potentialverteilung in Normalenrichtung n wird
Normalgradient oder Flufl genannt

od
= = = dd = P 1.11
(131) I n gra nV (1.11)

r; = |r;| ist der Abstand vom jeweiligen Randpunkt zum Punkt (), der auch Aufpunkt ge-
nannt wird. Der Faktor ¢; ist der Raumwinkel © um den Aufpunkt (0 und entspricht einem
Oberflachenanteil einer Kugel mit dem Radius 1. Fiir Aufpunkte innerhalb des Gebiets §2 gilt
¢; =4m . Auf dem Rand I ist ¢; bei einer glatten Oberfliche nur noch halb so gro8, also 2.
Und in einer Ecke eines Quaders betrégt ¢; nur noch ein Achtel, also . Diese ¢;-Werte gelten fiir
Innenraumprobleme (interior problems). Bei Auflenraumproblemen (exterior problems) miissen
gewisse Modifikationen durchgefiihrt werden [7].

Ein wesentlicher Charakter der Randintegralgleichung ist, dafl das Potential ®; des Aufpunkts (O
nicht nur {iber die Potentialverteilung ¢ auf dem Rand bestimmt wird, sondern zusétzlich deren
Ableitungen bzw. Gradienten als Variablen miteingehen. Dies ist ein wichtiger Grund fiir die
hohe Verfahrensgenauigkeit des Randintegralverfahrens [5, 9, 24].




KAPITEL 1. EINLEITUNG 9

Die Randintegralgleichung ist der Ausgangspunkt fiir die Boundary-Element-Methode. Der Rand
wird nun mit m Boundary Elementen diskretisiert. Dadurch wird das Integral iiber den gesamten
Rand I' in eine Summe von Teilintegralen iiberfithrt. Wie oben angekiindigt werden in dieser
Arbeit lineare Dreieckselemente verwendet.

Analog zu den finiten Elementen werden nun elementspezifische Ansétze fiir die Potentialver-
teilung @ und die Normalgradientenverteilung ¢ der Boundary Elemente eingefiihrt. Die Ansdtze
setzen sich aus einer elementcharakteristischen Interpolationsmatrix /N und den Stiitzpunktwer-
ten an den Elementknotenpunkten zusammen.

(p(m,y) = N¢(m,y) 451 (1‘12)
q(z,y) = Ny(z,y) a1 (1.13)

Die diskretisierte Randintegralgleichung lautet damit

c¢+z</N¢a<)dF¢Ie) g(/ ()dqu> (1.14)

- ‘_—,__._/
h’ie Gie
bzw.
m m
6P + Z h’ie ¢Ie = Z Gie die (1'15)
e=1 e=1

Die beiden Integrale h;, und g;, sind die sogenannten Element-Einflukoeffizienten und sind
vergleichbar mit den Elementsteifigkeiten bei der FEM. Die eigentlichen Unbekannten sind
die Potentiale ¢ auf dem Randstiick I, auf dem die NEUMANN-Randbedingungen ¢, vorge-
geben sind, und die Normalgradienten ¢ auf dem restlichen Rand I, auf dem die DIRICHLET-

Randbedingungen &, vorliegen.
Die Randintegralgleichung wird nun nicht fiir einen Punkt im Innern des Gebiets {2 angesetzt,
sondern fiir die Knotenpunkte der Boundary Elemente auf dem Rand. Damit existiert fiir jeden

Randknotenpunkt jeweils eine Randintegralgleichung. Werden alle diese Randintegralgleichun-
gen zu einem Gleichungssystem geformt und nach den Variablen @ und ¢ geordnet, erhilt man

die Gleichung
(c+H)® =Gq (1.16)

wobei hier die integrierten Element-Einflulkoeffizienten wie bei der FEM in Hypermatrizen
zusammengefaflt sind. Die Diagonalmatrix C beinhaltet die Raumwinkel ¢;.

Jetzt werden die Randbedingungen @, und g, beriicksichtigt. Sie werden praktischerweise alle
auf der rechten Seite angeordnet:

- - -

cirm || = [ G HZO} (1.17)

BRIt com

Az =b (1.19)
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Schlielich erhélt man ein lineares Gleichungssystem, bei dem der Rechthandvektor b durch Aus-
multiplizieren der bekannten rechten Seite entstanden ist und die verbleibenden Unbekannten
&,, und g, in dem Losungsvektor & zusammengefait sind. Die Systemmatrix A ist im Gegensatz
zur FEM voll besetzt und unsymmetrisch. Diese numerischen Nachteile werden aber in aller
Regel durch eine geringere Anzahl von Unbekannten als bei der FEM kompensiert.

Nach der Losung dieses linearen Gleichungssystems ist die vollstdndige Losung auf dem Rand I’
bekannt und somit auch iiber die Randintegralgleichung (1.14) die komplette Lisung im gesam-
ten Gebiet 2.

1.3 Fluid-Struktur-Kopplung (BEM/FEM)

Zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens der elastischen Struktur wird die Methode der
finiten Elemente eingesetzt. Da dieses bekannte Berechnungsverfahren weit verbreitet ist und
hierzu gute Lehrbiicher [2, 4, 73] vorhanden sind, werden nur die fiir diese Arbeit wichtigsten
Sachverhalte kurz dargestellt. Ausgehend von den elementaren Gleichgewichtsbeziehungen sowie
dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen kénnen die klassischen Differentialgleichungen fiir
die Dynamik eines Kontinuums hergeleitet werden [2]. Das zeitabhingige Problem kann nun mit
einer Halbdiskretisierung im Raum beschrieben werden, bei der der Ansatz aus einem Produkt
zweier Funktionen gebildet wird. Hierbei ist die eine Funktion allein vom Ort z abhingig und
die andere allein von der Zeit t. Dieser sogenannte KANTOROVICH-Ansatz lautet beispielsweise

fiir die Druckverteilun,
& px,t) = Ny(x)pi(t) (1.20)

wobei die Matrix IN, die Ansatzfunktionen beinhaltet und im Vektor p; die zeitabhangigen
Stiitzpunktwerte der Druckverteilung zusammengefat sind (siehe auch Kapitel 2.11f.). Dieser
Ansatz tiberfiihrt die partiellen Differentialgleichungen in Raum und Zeit in gew6hnliche Diffe-
rentialgleichungen der Zeit allein. Darauf basierend 148t sich fiir eine Struktur mit einem linearem
Struktur- und Materialverhalten die bekannte diskretisierte Bewegungsgleichung

M s(t) + K s(t) = f,(t) + F(2) (1.21)

herleiten [2, 73]. Sie 148t sich folgendermafilen interpretieren: Die Trigheitskrifte aus der
Strukturmasse M mal den Beschleunigungen 8§ plus den elastischen Kréften aus der Struktur-
steifigkeit /K mal den Verschiebungen s stehen im Gleichgewicht mit den dufleren fremderregten
Kréften. Dabei sind die Druckkrifte f, des Fluids auf die benetzte Strukturoberfliche separat
beriicksichtigt. Gleichung (1.21) stellt die Bewegungsgleichung des ungeddmpften Struktur-
systems dar. Die Beriicksichtigung einer Strukturddmpfung, z.B. iiber die modale Didmpfung,
ist jedoch jederzeit méglich.

Nach Einfithrung der hergeleiteten Randintegralgleichung des Fluids (1.16) erhilt man die dis-
kretisierten Bewegungsgleichungen des gekoppelten Systems

M () + K s(t) = £,(t) + £(2) (Struktur / FE) (1.22)
(C+H)pt) = -pG3,(1) (Fluid / BE) (1.23)

Die Kopplung zwischen dem Fluid und der Struktur erfolgt iiber die identischen Driicke (Gleich-
gewichtskopplung) und den identischen Normalbeschleunigungen an den benetzten Flichen I
(kinematische Kopplung) (1.24)

(1.25)

PFluid = P Struktur

SpFluid = Sn Struktur
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Diese Kopplungsbedingungen kénnen am einfachsten fiir Boundary Elemente und finite Ele-
mente mit denselben Ansatzfunktionen fiir Druck und Beschleunigung erfiillt werden. Durch die
einheitliche Wahl der Richtung des Normalenvektors, der stets vom Fluid zur Struktur zeigt,
kann in der Praxis z.B. fiir eine FE-Schalenstruktur dasselbe Netz mit derselben Topologie der

BE-Diskretisierung des Fluids verwendet werden.

Anhand der Druckverteilung aus Gleichung (1.23) konnen nun die Knotenlasten des Fluids auf
die Struktur ermittelt werden. Unter Beriicksichtigung der DIRICHLET-Randbedingungen (1.5)
ist die Hypermatrix (C + H) reguldr und kann invertiert werden. Somit gilt

-1
p=-p(C+ H) G3, (1.26)

Dabei kénnen die Normalbeschleunigungen 8,, iiber die Beziehung
8, = L3 (1.27)

auf die globalen (kartesischen) Beschleunigungen § transformiert werden. Mit Hilfe des Prinzips
der virtuellen Arbeit werden die kinematisch #quivalenten Knotenlasten Jp aus der Druckver-
teilung p berechnet [2, 73]. Diese lauten fiir ein finites Element

foo = /NSTnp dr (1.28)
Ie

Mit dem gewéhlten KANTOROVICH-Ansatz fiir die Druckverteilung in einem Element folgt

fro = [ NInN, dT py, (1.29)
Ar‘e

Werden alle so ermittelten Knotenlasten der Elemente akkumuliert, erhilt man schlieBlich auf

Systemebene die Beziehung
f, = Bp (1.30)

bzw. mit den Gleichungen (1.26) und (1.27)

-1
f,=-pB(C+H) GL3 (1.31)
fp = - MFluid 8 (132)

Dabei entspricht M4 = pB(C + H)"'G L der hydrodynamischen Massenmatrix. Nach
Einsetzen der Beziehung (1.32) in Gleichung (1.22) reduziert sich das System der gekoppelten
Bewegungsgleichungen (1.22) ff. zur Systemgleichung

(M + Myya) 50 + K s(t) = £(2) (1.33)

Zur Strukturmasse M muf nun zusétzlich die hydrodynamische Masse Mp),;4 addiert werden,
die die Trégheitskrifte des Fluids mitberiicksichtigt. Daher wird Mgy,;4 auch als ”added mass”
bezeichnet. Diese zusitzliche Masse bewirkt u.a. eine Senkung der Eigenfrequenzen gegeniiber
der trockenen Struktur. Die hergeleitete Systemgleichung (1.33) kann schlieflich mit Hilfe der
klassischen Modalanalyse iiber das Eigenwertproblem gelést werden [1, 2, 6], was quasi in jedem
kommerziellen FE-Progammsystem implementiert ist.
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1.4 Umfang der vorliegenden Arbeit

Zur Analyse von gekoppelten Fluid-Struktur-Systemen wird ein Lésungsverfahren vorgeschlagen,
bei dem die Struktur mit finiten Elementen und das Fluid mit Boundary Elementen diskretisiert
wird. Damit die Kopplung des Randintegralverfahrens an die FE-Struktur gezielt untersucht
werden kann, sollen Boundary Elemente mit einer analytischen Losung eingesetzt werden, da
dann zumindest die Elementlésungen im gesamten Verfahren fehlerfrei sind.

Die wesentliche mathematische Arbeit bei der Anwendung der Boundary-Element-Methode ist
die Ermittlung der Element-EinfluBkoeflizienten h;, und g;,

1
h, = /N¢ % (;> dr (1.34)
I. !

1
g = / N, (7—> dr (1.35)
. i

Bei der Integration dieser Koeffizienten entstehen u.a. singuldre Integrale, wenn der Aufpunkt ()
auf dem Element liegt, iiber das integriert wird. Der Abstand r; geht dann gegen Null und der
Integrand wéchst iiber alle Grenzen. Durch die Wahl einer direkten BE-Formulierung miissen
bei den Element-EinfluBkoeffizienten nur regulére, schwach singuldre und CAUCHY Hauptwert-
Integrale ermittelt werden, bei denen stets eine Lésung existiert. Im Gegensatz hierzu treten bei
der bisher am IRS verwendeten indirekten Methode mit Dipol-Ansétzen [35] sogenannte hyper-
singuliire Integrale [20, 37, 60] auf, fiir deren Losung verschirfte Voraussetzungen (Ci-Stetigkeit)
erfilllt sein miissen. Diese Integrale sind daher insbesondere an nicht-glatten Flichen mit Ecken
und Kanten schwer zu handhaben.

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist die Bereitstellung der Element-Einflulkoeffizienten h;, und
g, fiir das ebene Dreieckselement mit linearen Ansatzfunktionen, wobei die Stiitzpunktwerte in
den 3 Elementknotenpunkten liegen sollen (kontinuierliches Element).

In der Literatur sind viele numerische Verfahren zu finden, die bei grofierer Entfernung des Auf-
punkts () vom Element mit guter Genauigkeit und effektiv arbeiten [9, 25, 40, 42, 52]. Allerdings
treten bei diesen numerischen Verfahren grofie Probleme auf, sobald sich der Aufpunkt () im
Element oder im Nahbereich des Elements befindet. Wie oben beschrieben, treten dann singulére
bzw. quasi-singuldre Integrale auf, bei deren Losung die meist adaptiven Quadraturverfahren fiir
eine gute Genauigkeit eine hohe Anzahl von GAUSs-Punkten verwenden miissen.

Es wird deswegen versucht, moglichst Boundary Elemente mit einer analytischen Lésung einzu-
setzen. In der Literatur sind hierzu halbanalytische Verfahren [57] sowie analytische Teillosungen
zu finden [13, 46, 49]. Allerdings sind die angegebenen Losungsfunktionen teils fehlerhaft doku-
mentiert und durch eine ungiinstige Wahl der geometrischen Beschreibung sehr umfangreich.

In dieser Arbeit werden die Element-Einflulkoeffizienten fiir das lineare Dreieckselement ausfiihr-
lich analytisch hergeleitet. Die resultierenden Lésungsfunktionen konnten wesentlich einfacher,
kompakter und iibersichtlicher zusammengefafit werden als in [13]. Insbesondere werden die In-
tegrallosungen ausfiihrlich getestet sowie analytisch, graphisch und numerisch iiberpriift. Hierzu
wurden auch numerische Ergebnisse aus der Literatur herangezogen. Damit die vollstindig
hergeleitete analytische Elementlésung auch zukiinftig zur Uberpriffung von numerischen
Integrationsalgorithmen effektiv eingesetzt werden kann, ist das gesamte Quell-Code-Listing
in ANSI FORTRAN 77 verfiigbar.
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Kapitel 2

Elemententwicklung — Theorie

2.1 Geometrische Beschreibung des Dreieckselements TRIA3

Es soll ein ebenes Dreieck mit geraden Kanten und beliebiger Lage im dreidimensionalen kar-
tesischen Raum verwendet werden. Seine drei Eckpunkte, die Elementknotenpunkte (D, @ und
®, sind durch die drei Ortsvektoren

z, = |y fir ¢ =1...3 (2.1)
(3x1)

2

mit den kartesischen Koordinaten z;, y; und z; bestimmt. Fiir eine einfache Notation in Matri-
zenschreibweise werden die drei Ortsvektoren in einem Hyperspaltenvektor

Ty
Ty = | &g (2.2)

(9x1)
T3
zusammengefaft [2, 73]. Damit sind alle charakteristischen Gréfien des Dreiecks, und zwar die in
Abbildung 2.1 dargestellten Seitenlidngen a,b, ¢, Dreiecksfliche A, Eckwinkel o, 3,1 und Drei-
eckshéhen hg,, by, h, bestimmt. Die Ermittlung dieser geometrischen Groflen ist im Anhang A.1
beschrieben.

Abbildung 2.1: Geometrie des Dreieckselements TRIA3
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Eine wichtige Voraussetzung bei jeder Art von Darstellung mit Boundary Elementen oder finiten
Elementen ist die Beschreibung einer Funktion an einer beliebigen Stelle innerhalb des Elements
in Abhéngigkeit der Funktionswerte an den Elementknotenpunkten. Bei der geometrischen Be-
schreibung der Fliche sollen die Koordinaten eines beliebigen Punktes in der Fliche in Abhéngig-
keit der Elementknotenpunktskoordinaten dargestellt werden.

Fiir die geometrische Beschreibung eines beliebigen Punkts in der Dreiecksfliche werden die
natiirlichen dimensionslosen Normalkoordinaten ¢;, auch "homogene Drejeckskoordinaten” oder
"baryzentrische Koordinaten” genannt, eingesetzt. Ein Punkt in einem Dreieck kann durch die
Absténde l,,1,,l; von den Dreiecksseiten beschrieben werden (siehe Abbildung 2.2). Normiert
man diese Abstdnde mit den entsprechenden Dreiecksh6hen, so erhélt man die Liniendefinition

fiir die Dreieckskoordinaten

& = 1
1 h‘c
& = ;lf- mit 0<¢&<1  fir ¢=1...3 (2.3)
a
!
& = 3
3 h’b

Abbildung 2.2: Definition der homogenen Dreieckskoordinaten

Fiir den Dreiecksschwerpunkt gilt beispielsweise & =& =§&5 =3 .

Die natiirlichen Koordinaten erweisen sich bei einer Interpolation im Dreiecksbereich als duflerst
praktisch. Sieht man die Dreieckskoordinate ¢; als Funktion an, so stellt &; ein lineares Gebirge
dar, das am Knoten (i) den Wert 1 und an den beiden anderen Knoten den Wert 0 besitzt (siehe
Abbildung 2.2).
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Da in einer Ebene ein Punkt durch 2 unabhéngige Koordinaten eindeutig beschrieben werden
kann, miissen die 3 homogenen Dreieckskoordinaten ¢;, £, und {3 voneinander abhéngig sein.
Diese Beziehung kann {iber eine alternative Definition der homogenen Dreieckskoordinaten durch
die Flichenverhéltnisse analog Abbildung 2.3 hergeleitet werden, woher auch die Bezeichnung
"Flachenkoordinaten” &, &,, &3 ihren Ursprung hat.

©)

._Al
h=7
A
&=3
¥4
AB
y “=7

x

Abbildung 2.3: Alternative Definition der homogenen Dreieckskoordinaten
iiber die Fléchenverhéltnisse

Mit 4 4 4
A +A,+4; = A baw. ji}+-f+73=1 (2.4)
und den Definitionen (2.3) ergibt sich
Sit&t+é =1 (2.5)

Diese zusétzliche Beziehung bringt, wie sich spéter zeigen wird, durch ihre Redundanz erhebliche
Vorteile bei der Uberpriifung der analytischen )L('jsungen der Integrale.

Der lineare Geometrieansatz kann mit den homogenen Dreieckskoordinaten §; und den Stiitz-
punktkoordinaten @; der drei Elementknoten folgendermafien definiert werden (siehe Abbil-
dung 2.4)

x(€1,89,83) = §1@ + a0+ E3 23 : (2.6)

(3x1)

®

Abbildung 2.4: Homogene Dreieckskoordinaten fiir einen Punkt im Dreieckselement
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Formuliert man Gleichung (2.6) in der kompakten Matrizenschreibweise

5”(51(;512),53) = Nm(f(é;gz,fa) 2z (2.7)
Ty

= [§1I3 &I3 &) | oy (2.8)
T3

wird der klassische Ansatz mit der strikten Trennung zwischen den konstanten Stiitzpunktkoor-
dinaten x; und der variablenabhingigen Interpolationsmatrix Ny (£;,&s,&3) erreicht [2]. I stellt
dabei die Einheitsmatrix der Dimension 3 dar.

Von Bedeutung ist, dafl die homogenen Dreieckskoordinaten nur in der elementcharakteristischen

Interpolationsmatrix
Np(§1,65,&3) = [&13 & 15 &515] (2.9)

(3%x9)

auftreten — und das auch in sehr einfacher Form. Der Vektor @, ist dagegen fiir ein Element
konstant.

Bei der Boundary-Element-Formulierung (1.10) treten die Normalenvektoren an der Oberfliche
auf. Fiir das Dreieckselement mufl deswegen der Normalenvektor n bestimmt werden. Die
Orientierung des Elementnormalenvektor n wird durch die Numerierungsreihenfolge der Kno-
tenpunkte (D, @, @ mit der Daumenregel der rechten Hand gem#f Abbildung 2.5 definiert.

Atn

~
v

©)

Abbildung 2.5: Definition des Normalenvektors

Die Komponenten des Normalenvektors werden in bekannter Weise iiber das Kreuzprodukt
(vektorielle Produkt) der Seitenvektoren des Dreiecks @, @13, X953, 2.B. mit x, = &y — x;
und @3 = ¢3 — ©; bestimmt
T X T .
n = —2__1 (2.10)
(3x1) |m12 X :Bls |

P
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2.2 Ansatz fiir die Potential- und Normalgradientenverteilung
im TRIA3-Element

Neben der geometrischen Beschreibung der Boundary Elemente miissen auch die Ansitze fiir
die Potential- und Normalgradientenverteilung festgelegt werden. Sie sind fiir den jeweiligen
Elementtyp charakteristisch und haben grofien Einflul auf die erzielte Genauigkeit der Losung.
Allerdings haben die Ansatzfunktionen auch einen groffen Einflufl auf die Rechenzeit insbeson-
dere bei der BEM, bei der die Ermittlung der Element-Einflukoeffizienten dem *Power-Step”

entspricht.

Der Ansatz fiir die Potentialverteilung @(z,y) auf einer Fliche wird aus einer element-
charakteristischen Interpolationsmatrix Ng(z,y) und Stiitzpunktwerten ®; an den Element-

knotenpunkten gewonnen
@(:L‘, y) = Nq:.((L‘, y) dsl (211)

(1x1) (1xn) (nx1)
wobei die Dimension n der Anzahl der Stiitzpunktwerte des gewdhlten Elementtyps entspricht.

Fiir die Richtungsableitung bzw. den Gradienten des Potentials in Normalenrichtung, der soge-
nannten Normalgradientenverteilung, ¢(z,y) = %%(a:, y) = ngrad ®(z,y) = n VP(z,y) kann
bei der BEM derselbe Ansatz wie bei den Potentialen verwendet werden

q(z,y) = Ny(z,y) q (2.12)

(1x1) (1xn) (nx1)

Im Gegensatz hierzu besitzen die Ableitungen bzw. Derivate von finiten Elementen [2, 73] i.a.
stets um einen Grad kleinere Verteilungsfunktionen bzw. Ansatzpolynome. Beispielsweise hat in
der Strukturmechanik eine lineare Verschiebungsverteilung eine konstante Dehnungs- und Span-
nungsverteilung zur Folge. Diese strenge Vorschrift mufl bei der BE-Lésung nicht eingehalten
werden [7, 24].

Da das Dreieckselement noch analytisch integrierbar sein soll, werden im folgenden fiir die Ver-
teilungsfunktionen lineare Ansédtze gewihlt. Es werden die in Kapitel 2.1 eingefiihrten homo-
genen Dreieckskoordinaten verwendet. Fiir die eindeutige Bestimmung eines linearen Ansatzes
einer Dreiecksumgebung sind 3 Stiitzwerte erforderlich. Daraus folgt fiir die Potentialverteilung
D(,, &5, &) in kompakter Matrizenschreibweise

¢(51,§2,53) = N¢(€1»§2,§3) 451 (2-13)

(1x1) (1x3) (3x1)

L4

und fiir die Normalgradientenverteilung q(¢;,&,,&3) = g—i(£1,§2,§3),

Q(fl,émfa) = Nq(€1»fza§3) qr (2.14)

(1x1) (1x3) (3x1)

Fiir die Ansétze der Verteilungsfunktionen ist weiterhin zu kliren, an welchem Ort des Boundary
Elements die Stiitzpunktwerte @; und g; gelten.
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Beim Dreieckselement TRIA3 wurde eine konforme Elementformulierung gewahlt*, d.h. die
Stiitzwerte @; und q; beziehen sich auf die jeweiligen Elementeckpunkte (D, @, 3. Damit ist
auch eine direkte Kopplung mit gewoéhnlichen finiten Elementen mdoglich, da deren Stiitzwerte
ebenfalls in den Elementknotenpunkten angegeben werden.

Fiir die Potentialverteilung werden also als Stiitzpunktwerte @; die drei Potentiale &,,$,,$; an
den Elementeckpunkten O, @), ® festgelegt

@1
& = |, (2.15)
(3x1)

¢3

Analog wird bei den Stiitzpunktwerten g; der Normalgradientenverteilung vorgegangen

- -
8_9‘5
0 onl;
o = |a| =22 (2.16)
(3% 1) ¢ on 9
3 Y-
L 6n 3

Die Verwendung der homogenen Dreieckskoordinaten &, &,, &; als lineare Ansatzfunktionen
analog Kapitel 2.1 fithrt zu einem sehr einfachen Aufbau der Interpolationsmatrizen

N¢(f(1,€2»§3) = Ng(&1,65,83) = [& & &3] (2.17)

1x3) (1x3)

Der resultierende Aufbau der linearen Ansétze der Potential- und Normalgradientenverteilung

D(€1,€9,83) = £P1+ EPy + &35 und (2.18)

(1x1)

9(&1,62:&3) = & a1+ aq0 + &35 <: g%(ﬁ»@@:ﬂ) (2.19)

(I1x1) (1x1)

ist nochmals anschaulich in Abbildung 2.6 wiedergegeben.

*Im Gegensatz zur FEM, bei der sich aus Griinden der kinematischen Vertriglichkeit die Stiitzwerte stets auf die
Eckknotenpunkte und Elementkanten beziehen, sind bei der BEM auch sogenannte nichtkonforme Elementtypen
zugelassen. Bei nichtkonformen Elementen liegen die Aufpunkte (Kollokationspunkte) innerhalb der Elemente in
gewisser Entfernung von den Elementecken und -kanten. Dadurch wird erreicht, dal im Bereich der Aufpunkte
sowohl stetig differenzierbare Ansatzfunktionen als auch eine glatte Fliche vorliegt. Z.B. werden Gleichungen
mit (hyper-) singuliren Integralen in [38, 71] mit nichtkonformen 8-Knoten-Viereckselementen und in [12, 71,
72] mit nichtkonformen Dreieckselementen gelgst. Nachteil dieses Verfahrens ist die erheblich hohere Anzahl an
Freiheitsgraden, da benachbarte Elemente getrennte bzw. keine gemeinsame Aufpunkte besitzen.
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P¢., 6.8

¢

Ez=l

Abbildung 2.6: Aufbau der linearen Verteilungsfunktionen
mit Hilfe der homogenen Dreieckskoordinaten &, &, &3
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2.3 Analytische Integration der Element-Einflulikoeffizienten

Zur Lésung der diskretisierten Randintegralgleichung (1.14)

m o (1 m 1
6% + Y /NQS% ~)are,| =Y /Nq ~ ) dr g
e=1 I, 1 e=1 I, i

werden jetzt die im Abschnitt 2.2 hergeleiteten Ansitze eingefithrt und somit der Einfluf jedes
einzelnen Boundary Elements auf den Aufpunkt (i) bestimmt. Auf Elementebene miissen nun

die Beziehungen

0 (1
/ Ny 2 (Z)dr &, = b & (2.20)
3 an Tl {(1xn) (nx1)
’ = hyy 91+ hig Py + hiz3 Dy fiir das Dreieckselement TRIA3
und
1
/Nq (“) dl'qp = g q (2.21)
r T (1xn) (nx1)
) = g1q1+ giod + 9343 fiir das Dreieckselement TRIA3

bzgl. eines beliebigen Aufpunktes (i) ermittelt werden. Die resultierenden Element-Einflufl-
koeffizienten h; und g, fiir jedes Dreieckselement A

o {1
h-:/N—mdF 2.22
(1><13) e on <7"i> ( )
A
1
g = / N, (—) dr (2.23)
(1x38) X 7

werden dann spéter iiber alle Elemente zu den Systemmatrizen H und G akkumuliert.

Fiir die Richtungsableitung -56—5( ;1—> in den h;-Einfluflkoeffizienten gilt nach der Vektoranalysis
[10, 56] 5 /1
-mn
— = = 2.24
on (ri) 3 (2:24)

so dafl man folgende Gleichungen fiir jedes Element erhélt

h, = /Nq; <_T3"> dr (2.25)

A
1
g = / N, <_> dr (2.26)
A Ti
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Mit den Ansatzfunktionen fiir das lineare Dreieckselement (2.18) und (2.19) gehen die Gleichun-
gen (2.25) und (2.26) iiber in

mo=|[6 (“T”) ar [& <”";"‘> ar - [& ("‘;") ar| (2.27)
(1x3) i i T
LA A A
= [hn hig i3] (2.28)
und i
1 1 (1
g =|[¢ <—~> ar - [& (—) ar - [& (—) dr (2:29)
(1x3) i T T
LA A A
= (91 92 il (2.30)
mit den einzelnen Element-Einflukoeffizienten h;; und g;; bzgl. des Aufpunkts
hy = /cy-(_’li”) ar - mit j=1...3 (231)
(1x1) A i
1
(1x1) A T

Es muf} also jeweils {iber die gesamte Elementdreiecksfliche integriert werden. Falls sich der
Aufpunkt (i) im Integrationsgebiet A bzw. im Boundary Element befindet, tritt wahrend der
Integration der Fall

r = 0 mit 7, = |r| = | — x|

auf.

Abbildung 2.7: Entstehung singuldrer Integrale fiir
Aufpunkte () im Boundary Element (r; — 0)
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D.h. auch die Nenner der Integranden in (2.31) und (2.32) gehen gegen Null und die Integranden
wachsen iiber alle Grenzen. Es entstehen in diesem Fall sogenannte singuldre Integrale*.

Fiir die analytische Losung der Integrale (2.31) und (2.32) kommt folgende Losungsstrategie

zum Einsatz:

Durch geeignete Transformationen lassen sich alle zu lésende Integrale auf eine In-
tegration iiber eine Dreiecksfliche zuriickfiihren, wobei sich der Aufpunkt (i) stets
in einem Eckpunkt oder senkrecht dariiber befindet (siehe Abbildung 2.8). Dies er-
leichtert die Losung der Integrale erheblich.

@

®‘.

Y =0 @

X

Abbildung 2.8: Reduktion der analytischen Integration auf zwei Standardgeometrien

*Prinzipiell lassen sich singuldre Integrale bzw. uneigentliche Integrale mit singulirem Integranden in drei
verschiedene Gruppen einteilen (f ist eine beliebige von r unabhingige Funktion):

1
/f;dF

r

1) Schwach singulére Integrale vom Typ

Die Loésung erfolgt i.a. durch eine Transformation (z.B. auf Polarkoordinaten), mit der schwach
singulére Integrale in regulire Integrale iiberfiihrt werden kdnnen,

1
/fﬁdf

r

2) Stark singulére Integrale vom Typ

die nur im Sinne des CAuCHYschen Hauptwerts [10, 47] geldst werden kénnen.

3) Hypersingulire Integrale
1 1
r

r

die u.U. nur noch im Sinne der YHADAMARD Finite Part” (HFP)-Integration ldsbar sind [21, 43].
Die HFP-Lésung eines hypersinguldren Integrals stellt die Verallgemeinerung des Konzepts des
CaucHyschen Hauptwerts dar. Im Gegensatz zu den schwach und stark singuldren Integralen sind
hypersingulire Fldchenintegrale in ihrer urspriinglichen Form i.a. nicht mehr numerisch 16sbar. Die
Integrale miissen explizit analytisch behandelt werden. Nach einer Uberfiihrung durch die HFP-
Integration kénnen dann die entstandenen Integrale mit Hilfe des CAUCHYschen Hauptwerts z.B. nu-
merisch integriert werden. Allerdings miissen nun verschirfte Voraussetzungen {C;-Stetigkeit) erfiillt
sein, damit die Losung des hypersinguliren Integrals konvergiert bzw. existiert [20, 37, 60]. Diese
Voraussetzungen schrinken die méglichen Aufgabentypen ein bzw. erschweren deren Ldsungsweg
extrem, insbesondere die Integration nicht-glatter Flichen mit Ecken und Kanten.
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Da die Integrale (2.31) und (2.32) fiir einen beliebigen Aufpunkt () im Raum analytisch gel6st
werden sollen, bietet es sich an, das Problem in drei verschiedene Félle zu unterteilen:

Fall a) Aufpunkt () liegt in einem Elementknotenpunkt (- singuldre Integrale)
Fall b) Aufpunkt () liegt innerhalb der Elementebene (— singulire und regulire Integrale)

Fall ¢) Aufpunkt () liegt auerhalb der Elementebene (— regulire Integrale)

2.3.1 Fall a) Aufpunkt liegt in einem Elementknotenpunkt

Wenn sich der Aufpunkt () in einem der drei Elementknotenpunkte des Dreiecks befindet,
entsteht bei der Integration der Element-EinfluBkoeflizienten h;; und g;; eine kritische Situation.
Wahrend der Integration geht

r, = 0 mit = |r;]

(siche Abbildung 2.9). Damit gehen auch die Nenner der zu lésenden Integrale (2.31) und (2.32)
gegen Null. Es entstehen stark singuldre Integrale, die auch CAUCHY Hauptwert-Integrale ge-
nannt werden

hy = /gj (I—’fgﬁ) ar mit j=1...3 (2.33)
(1x1) A T

und singulére Integrale

Abbildung 2.9: TRIA3-Element mit Aufpunkt im Elementknotenpunkt
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Durch eine Transformation auf die Polarkoordinaten [10] =7, und 8 mit dem Aufpunkt (®
als Ursprung kann durch die zu bildende Funktionaldeterminante (JACOBIsche Determinante)
|J| = aa TI,; =r und dem neuen Oberflichenelement dI"' =r drdf der Grad der Singularitit
der Integrale (2.33) und (2.34) jeweils um 1 erniedrigt werden. D.h. durch Kiirzen von r gehen
die stark singuldren Integrale (2.33) in schwach singuldre Integrale tiber und aus den schwach
singuldren Integralen (2.34) entstehen reguldre Integrale.

Es wird zunichst angenommen, dafi der Aufpunkt @) im Elementknotenpunkt () liegt (siehe
Abbildung 2.9). Daraus resultiert fiir den Wertebereich der Polarkoordinaten r = 7; und 6:

0<8<y (2.35)
0 <r=r; < R(9) (2.36)

mit der duBeren von 6 abhingigen Integrationsgrenze

h. _absiny
sin(a+60)  csin(a+6)

R() = (2.37)

und dem Oberfiichenelement
dl' = r drdf (2.38)

Die homogenen Dreieckskoordinaten ; lassen sich wie folgt in den neuen Variablen r und ¢
ausdriicken (vgl. auch Abbildung 2.9):

_ L _ RO)-r . 7
SR RO T TE® (259
& = -,l} = m}(l_zp—_e) (2.40)
_ly  rsing
€3 = hy Ty (2.41)

Mit diesen Beziehungen kann nun {iber die gesamte Elementdreiecksfliiche integriert werden.

Da der Radiusvektor » analog Abbildung 2.10 stets senkrecht zum Elementnormalenvektor n
steht, ist das Skalarprodukt r7m =0 und damit auch die Integrale

hyy = / / £, (_:;n)r drdd = 0 (2.42)

>
=
(<11
|
M
«©w
7
I
3l s
3
~——
=
o
3
o
5
fl
=

Dieser Sachverhalt gilt generell bei allen Elementtypen mit ebener Elementgeometrie. D.h. bei
ebenen Boundary Elementen verschwinden die Integrale hy; fiir alle Aufpunkte, die innerhalb
der Elementebene liegen.
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Abbildung 2.10: Verschwindendes Skalarprodukt rn fiir Aufpunkte
innerhalb der Elementebene bei ebenen Elementen wegen r L n

Die singulédren Integrale der Element-Einflukoeflizienten g;; werden durch die Transformation
auf Polarkoordinaten durch den r-Term (JACOBIsche Determinante) regularisiert, und kénnen
problemlos iiber r integriert werden:

Regularisierung!

1 ¥ R(0) f—f\
r
= [a(R)ar= [ [ (1-7)(F)reree
A =0 r=0
P
-/ @da (2.43)
9=0
v R(6)
912 = /fz (l) dl' = / r sin (i — 9) (l)r drdf
r he r
A 0=0 r=0
7 R2(6) sin (¢ — 0)
- / - d6 (2.44)
=0
¥ R(0)
1 rsind /1
913 = /53 <;> dI' = / W (;)rdrde
A =0 r=0
7 R2(9) sin0
_ / S 46 (2.45)
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Die verbleibenden Integrationen iiber die §-Koordinate benttigen mehrere Rechenschritte und
sind ausfiihrlich im Anhang B.1 auf Seite 115 ff. zusammengestellt. Die Endergebnisse dieser
Integrationen lauten mit der Bezeichnung A als Elementdreiecksfliche

1 A a+b+c
o = [a(5)ar =g m(Gt) (2.46)
A
1 a? —b? + c? A
gi2 = /'fz <;) dI' = e dut C—g(b“a) (2.47)
A
1 —a? +b% +c? A
913 = /53 (;) dI' = T—gll - Eg(b—a) (2.48)

Wie erwartet, sind sie fir jedes gewohnliche (nicht-degenerierte) Dreieck reguldr. Da stets
a+b > c gilt, sind sowohl der Nenner als auch der Z#hler in der Logarithmusfunktion aus
(2.46) stets grofier Null,

Wie schon in Kapitel 2.1 erwihnt, ist eine zusétzliche Uberpriifung der Integration durch die

redundante Beziehung (2.5)
3 =1-¢ & (2.49)

der homogenen Dreieckskoordinaten £; moglich:

Ji3 = /53 (%) dr

(9)

=

(1-&-&) (%) r drdé (2.50)

]
>
Io]\u‘S
2,\

6

A
Mit Gleichung (2.39) ¢, =1— =@y und (2.43) folgt

R()

P
913 :0:/07‘:/0 (%‘52) drdf
¥ Y R(6)
:0:/05—(219—)—d9—0:/“:/0§2drd9

913 = 911 — 912 (2.51)

was durch einsetzen der Gleichungen (2.46) und (2.47) leicht iberpriift werden kann. Analoge

Uberlegungen zur Uberpriifung der Integration kénnen auch fir g, = g;, — g3 durchgefiihrt
werden.

Alle bisherigen Lésungen sind fiir den Fall hergeleitet worden, daf der Aufpunkt () im Element-
knotenpunkt (D) liegt. Falls der Aufpunkt mit einem der beiden anderen Elementknotenpunkten
zusammenfillt, kénnen die dazugehorigen Element-Einflufikoeffizienten durch entsprechendes zy-
klisches Vertauschen der Dreiecksseiten a, b, ¢ in Gleichungen (2.46), (2.47) und (2.48) ermittelt
werden.
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Eine weitere Uberpriifung der Integrationsergebnisse von g, und g,3 basiert auf folgender
Untersuchung;
Da z.B. eine Spiegelung des Dreiecks gemifl Abbildung 2.11 eine dquivalente Integrations-
geometrie zur Folge hat, kann nach der Berechnung des Integrals (2.47)

a? — b2 + ¢?

g2 = —5z  mt 'C"z‘(b-a)

durch Vertauschen der Dreiecksseiten a und b die Losung fiir g;5 direkt angegeben werden
!

PN !
b2 —a? + 2 A
G183 = —5a 9u + g(a‘b)

die wieder der Gleichung (2.48) entspricht.

Abbildung 2.11: Plausibilitidtsuntersuchungen zu den Integrationen
912 und gy3
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2.3.2 Fall b) Aufpunkt liegt innerhalb der Elementebene

Fiir den Fall, da sich der Aufpunkt (i) innerhalb der Elementebene befindet, k6nnen sowohl
singuldre als auch reguldre Integrale in den Element-EinfluBkoeffizienten h;; und g;; auftreten.
Entscheidend ist, ob der Aufpunkt im Boundary Element oder aulerhalb liegt (sieche Abbil-
dung 2.12). Fiir die h;;-Koeffizienten gilt in beiden Fillen analog dem vorherigen Kapitel

hiy = /51 <_:§n) di’ = 0
A H
hiy = /52 (“;};”) dr = 0 (2.52)

‘ -rn
hi3=/53< r§>dF:0
1

Auch hier verschwindet wieder im gesamten Integrationsgebiet A das Skalarprodukt »;n =0,
da bei ebenen Boundary Elementen der Elementnormalenvektor n stets senkrecht zum Radius-
vektor 7, orientiert ist (vgl. Abbildung 2.10).

Die jetzt noch zu lésenden Integrale der gi;-Koeftizienten

G = /@ (%) dr  mit j=1...3 (2.53)
A 1

koénnen, wie schon im vorangegangenen Kapitel beschrieben, durch eine Transformation auf
Polarkoordinaten mit dem Aufpunkt () als Ursprung stets regularisiert werden. Da nun der
Aufpunkt () beliebig in der Elementebene liegen kann, erhéht sich der Aufwand fiir die Inte-
gration gegeniiber dem Fall a), bei dem sich ja der Aufpunkt in einem Elementknotenpunkt
befindet, erheblich.

~+ regulére Integrale — singulére Integrale

Abbildung 2.12: Aufpunkte innerhalb der Elementebene
mit ;L n
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Um den Integrationsaufwand und die méglichen Fehlerquellen so gering wie méglich zu halten,
wurde folgende Losungsstrategie gewéhlt:

Das zu losende Integral {iber die Elementdreiecksfliche wird in eine Summe von
3 Teilintegralen analog Abbildung 2.13 zerlegt. Dabei wird jedes einzelne Teilinte-
gral iiber eine Dreiecksfliche gebildet, bei der der Aufpunkt (i) dem Eckknoten (@)
entspricht. Nach einer geeigneten Transformation auf die homogenen Dreieckskoor-
dinaten ¢ ; der neuen Integrationsdreiecksflichen lassen sich die Teilintegrale mit den
schon bekannten Losungsformeln aus Fall a) berechnen.

®

Abbildung 2.13: Lésungsstrategie fiir die analytische Integration
bei Aufpunkten (i) innerhalb der Elementebene
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Zunéchst muf noch fiir die Integration die geometrische Lage des Aufpunkts (i) bzgl. des Drei-
eckselements beschrieben werden. Da sich der Aufpunkt in der Elementebene befindet, wird
wieder der geometrische Ansatz in Abhédngigkeit der homogenen Dreieckskoordinaten gemifl
Gleichung (2.6) ®(€1,£&5,&3) = €@ + & @y + &3 herangezogen. Die homogenen Dreiecksko-
ordinaten des Aufpunkts () werden anlehnend an das schiefwinklige Koordinatensystem w,v

geméf Abbildung 2.14 mit U;, V;, W, bezeichnet.

ol u orpsin(y—4y)
U=, %7 bsing (2.54)
_ l3 _ 2 _ Til Sin?f)i
vi= hy a  asiny (2:59)
Wi=}%l-=1-Ui-vi (2.56)

Abbildung 2.14: Geometrische Beschreibung des Aufpunkts innerhalb der Elementebene

Durch die Wahl des schiefwinkligen Koordinatensystems wu,v im Hinblick auf eine einfachere
Herleitung der Transformation im Anhang A.2 entsteht folgende Gleichung fiir die geometrische
Lage des Aufpunkts (i)
mi(Ui(; ‘ﬁ; W) = Uizy + Vizg + Wim, (2.57)
X
Im Gegensatz zu den gewohnlichen Dreieckskoordinaten &, £y, €5 konnen die normierten Koor-
dinaten Uj;, V;, W; beliebige Werte annehmen (siehe Kapitel 3.1), d.h. sie kénnen auch negativ
oder grofler 1 werden, wie z.B. U; <0 in Abbildung 2.14. Fiir den singuliren Fall, daf8 sich
der Aufpunkt im Boundary Element befindet, gilt fiir den Wertebereich von U;, V;, W, stets
0<U;,V,,W,<+1. Auch zwischen den Dreieckskoordinaten U, V;, W, existiert die bekannte
Beziehung
U+Vi+W, =1 (2.58)
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Die Zerlegung der zu lésenden Integrale (2.53) in eine Summe von Teilintegralen iiber die drei
Dreiecksflichen Ajgs, Aji3, Ajrg 188t sich folgendermaflen allgemein formulieren {39, 44]

/...dF=nl/...dF+n2/...dF+n3/...dF (2.59)

Ajos AT Aj12
bzw.
1 1 1 1
g = [&(5)ar =m [e () dr+m [g (=) dr +ns g (<) ar
A ! AVDY: ! Ajia ' JAYEEN !

mit j=1...3  (2.60)

Hierbei wurde beriicksichtigt, dafl je nach Lage des Aufpunkts (i) bzgl. des Dreieckselements
die einzelnen Teilintegrale addiert oder subtrahiert werden miissen (vgl. Abbildung 2.13). Dies
wird iiber die Vorzeichenfunktionen nq,n,, ng geregelt. Sie sind in Abhéngigkeit der homogenen
Dreieckskoordinaten U, V;, W, des Aufpunkts (i) definiert

ny, = sgn (W)
ny = sgn(U;) (2.61)
ng = sgn (V)

mit der Signumfunktion
+1 fiir >0

sgn(z) = 0 fir z=0 (2.62)
-1 fir <0

Sonderfille wie z.B. der Fall a), bei dem der Aufpunkt () im Elementknotenpunkt @) liegt
(= U=0=ny, Vi=0=mn3, W,=1=n,), werden mit Gleichung (2.60) ebenfalls abgedeckt.

1

Nach der Zerlegung folgt nun die Integration iiber die 3 neuen Dreiecksflichen Ajs3, Aj13 und
Aj12. Es entstehen Integrale der Form

1 i = A , .
/fj 2V ar fiir A. Aiazy Airgy Airz (2.63)
pé T und j=1...3

Die Addition der Teilintegrale nach Gleichung (2.60) verlangt jedoch Integrale, bei denen die
Variablen der Integranden im gleichen Koordinatensystem definiert sind. Da nun das vorhan-
dene Dreieckskoordinatensystem £, €,,¢5 sich auf das Dreieckselement und nicht auf die neue
Dreiecksfliche A’ bezieht, entstehen an den Integrationsgrenzen sehr komplizierte geometrische
Funktionen. Es ist daher giinstiger eine Transformation auf die lokalen homogenen Dreieckskoor-
dinaten £1, &), €3 der Dreiecksfliche A’ baw. Ajgs, A1z, Airz durchzufithren, wobei der neue Drei-
ecksknoten @) stets im Aufpunkt (@) liegt (vgl. Abbildung 2.15). Diese Transformation von einem
nicht-orthogonalen Koordinatensystem auf ein verschobenes und gedrehtes nicht-orthogonales
Koordinatensystem ist ausfiihrlich im Anhang A.2 auf Seite 112 ff. beschrieben. Alle geometri-
sche Grofien bzgl. des neuen Dreieckssystems sind mit einem Strich (') gekennzeichnet.
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Die Variablen &;,&,,£5 lassen sich durch die neuen Variablen wie folgt ausdriicken (siehe
Anhang A.2)

oy b oy a'
b= U+ Wy 4 g (2.64)
Qo b oo @'
b= v+ 2l WOy (265)
& =1- 52 - €3 (2-66)

Dabei beschreiben die homogenen Dreieckskoordinaten des Aufpunkts U;, V; die Verschiebung
des Koordinatenursprungs und die Variablen a4y, oy, @9, 09y u.a. die Verdrehung beider Koor-
dinatensysteme gegeneinander.

Abbildung 2.15: Geometrie im transformierten Koordinatensystem
€1, &5, &4 der Dreiecksfliche A’ (hier: A’ = Aypn)
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Werden nun Gleichungen (2.64), (2.65) und (2.66) in die zu lésenden Integrale (2.63) eingesetzt,
folgt beispielsweise fiir ¢,
1 1
/ £ (;) dr = v, / ~dr (2.67)
A A
ap b’ / ' (l)
+ = €y - dr
Al
ama'/'/<l>
+ ) &3 . dar
A/

mit r =r;. Da durch die Wahl des Dreiecks A’ der Aufpunkt (D) stets dem Dreiecksknoten @)
entspricht, kénnen bei der Losung der verbleibenden Integrale in Gleichung (2.67) direkt die
Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel verwendet werden. Fithrt man die drei Funktionen

A a4V 4+
gilr((],”b/, c”A/) = o In (m) (268)
2 _ b12 + 2 Al
Gio ((I’, bl, C,, A/) = (—z“Tclz——c— gv + 672 (bl - a') bzw. (269)

= gyp(d,V,d,A") — gg(d,¥,cd,A)  analog Kapitel 2.3.1 (2.70)

—a? 4 b2 4 2 Al
giz (a0, ¢, A') = G~ Eﬁ(bl—a') bzw. (2.71)

= gyu(d,V,d,A) - go(d, ¥, A) analog Kapitel 2.3.1 (2.72)

ein, lassen sich die einzelnen Integrale aus Gleichung (2.67) sofort angeben

[&(3) ar = gut@v,d,4) (2.73)
AI
1
/fé (;) dl’ = gi3l(a',b',cl,A’) (2.74)
Al
{
W R() Vo
/% dr = / / %r drdf = 2 /R_éﬂ o 2 29, (¥, d, A") (2.75)
Al 6=0 r=0 9=0

Hier wurden wieder die Polarkoordinaten r = r; und § mit dem Ursprung im Aufpunkt O bzw.
im Dreiecksknoten @) verwendet

06y (2.76)
0<r=r <R (2.77)
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Mit der duferen Integrationsgrenze R/(6) = (’;’3 = ’Sf’; f;',’jf;) und dem Oberflichenele-

ment dI" = r drdf wurden auch die neuen homogenen Dreieckskoordinaten

R A

¢ =1 7 (2.78)
& = T—ﬂri(:f;(ﬁ (2.79)
, _ Tsind

{3 = —-E,b‘“ (2.80)

substituiert.
Die Gesamtlosung der analytischen Integration fiir die Dreiecksfliche A’ bzw. Ajpz, A1z, Ajro

lautet nun

1
[&(5) ar = 2000 ¥,¢,4) (2.81)
A/

bl
+ alg Gi2! (al, bl, CI> AI)

!
Ooq 4
+ —zi““‘ i3 (0/, bl, C,, A,)

1
& (5) ar = 2Vigu@,v.¢4) (2.82)
AI

(22D b/

a iy (a’la bla Cla AI)

-+

A/ 6 ;) ar = 2@, ) - A/ 6 () ar - A/ &()ar ey

mit §, =1— & — &5 .
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Fiir die endgiiltige Losung der Integration iiber die 3 Dreiecksflichen muf jetzt nur noch die
Zuordnung der geometrischen Variablen fiir jede Dreiecksfliche durchgefiihrt werden (vgl. Ab-
bildung 2.16)

Ajgs a' = Ti3 oy = folein €12, €13) (2.84)
o =1y a1 = fuleip €13, €19)
d=c a9 = fol€is, €12, €13)
A = A gy = fol€iss €13,€19)
Ajrg ¢ a =y a1 = foleinr €12, €13) (2.85)
o=y oy = foleinr 13, €12)
d = ag = ful€jg; €12, €13)
Al = Ay g = fol€i2 €13, €12)
AGERE a =1y oy = fulei,ern, e3) (2.86)
b = T a1 = folejr, €13, €10)
d=a a1 = folejz, €12, €13)
Al = Ay, Qoo = foleiz, €13, €12)
mit
e'e; — e'e, cos
Lie e, e) = T— und cosyP = e e, (2.87)

Abbildung 2.16: Geometrie bei der Integralzerlegung in die drei
Dreiecksflichen Ajog, Ajrs, Ajro

Danach erfolgt die Addition der Teilintegrale nach Gleichung (2.60).
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2.3.3 Fall ¢) Aufpunkt liegt auflerhalb der Elementebene

Der letzte noch zu behandelnde Fall, bei dem sich der Aufpunkt (i) auflerhalb der Elementebene
befindet (siehe Abbildung 2.17), ist eigentlich ein klassisches Anwendungsgebiet fiir die numeri-
sche Integration, da nur noch regulire Integrale auftreten. Viele Autoren verwenden zur Lésung
der Integrale in den Boundary-Element-Einflulkoeffizienten die bekannte GAUss-Quadratur.
Noch bessere Ergebnisse liefern spezielle Quadraturverfahren, die die 1/r;- und 1/r2-Integranden
besonders berticksichtigen {11, 25, 40, 52, 57, 61]. Allerdings macht die numerische Integration
Schwierigkeiten, falls die Aufpunkte im Nahbereich des Boundary Elements liegen. Dabei kénnen
so kleine Abstédnde r; auftreten, daf sich die urspriinglich reguléren Integrale fast wie singulére
Integrale verhalten. Man spricht dann von quasi-singuléren Integralen. In diesem Fall liefern nur
noch spezielle adaptive Quadraturverfahren [25, 61] Ergebnisse mit hinreichender Genauigkeit,
allerdings auf Kosten hoherer Rechenzeiten.

In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Weg eingeschlagen:

Auch die reguliren Integrale werden fiir das lineare Dreieckselement vollstdndig analytisch geldst.
Damit ist stets eine exakte Losung vorhanden auch fiir den quasi-singuléren Fall. Selbstverstind-
lich bietet sich die analytische Lésung auch als Referenz zur Uberpriifung neuer numerischer
Verfahren an, die bei weit entfernten Aufpunkten mit ausreichender Genauigkeit wesentlich
schneller arbeiten kénnen.

i — regulére Integrale — quasi-singulére Integrale

Abbildung 2.17: Aufpunkte auflerhalb der Elementebene
mit r; # 0 wahrend der gesamten Integration
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Im Gegensatz zum Fall a) und b) verschwindet das Skalarprodukt r;n nicht, so da$$ auch fiir

die h;;-Koeflizienten
by = /gj (I-%’ﬁ> dr mit j=1...3 (2.88)
A

T

Integrale bestimmt werden miissen. AuBerdem ist der Term 7;n vorzeichenbehaftet. Liegt der
Aufpunkt ) oberhalb der Elementebene, d.h. in Richtung des Normalenvektors n, so ist dieser
Term positiv, liegt er unterhalb der Elementebene, so ist er negativ. Fiir einen bestimmten
Aufpunkt ist der Term —#;nn konstant, so daf} er vor das Integral gezogen werden kann. Dieser
Sachverhalt ist im Kapitel 3.1 nidher beschrieben.

Fiir Aufpunkte auflerhalb der Elementebene miissen also fiir das lineare Dreieckselement die

Integrale
A i

g = /5j (%) dr (2.90)
A 1

mit § = 1...3 gelost werden.
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Zur Minimierung des Integrationsaufwands und der méglichen Fehlerquellen wird im Prinzip die
gleiche Losungsstrategie wie im Fall b) gewéhlt:

Zunéchst wird die senkrechte (orthogonale) Projektion bzw. die Normalprojektion
des Aufpunkts () auf die Elementebene ermittelt, was auf den FuSpunkt des Lotes
bzw. den Projektionspunkt @) fithrt. Das zu losende Integral iiber die Elementdrei-
ecksfliche wird in eine Summe von 3 Teilintegralen analog Abbildung 2.18 zerlegt.
Dabei wird jedes einzelne Teilintegral {iber eine Dreiecksfliche gebildet, bei der der
Projektionspunkt ® stets mit dem Eckknoten @) zusammenfillt. Nach einer geeig-
neten Transformation auf die homogenen Dreieckskoordinaten 5;- der neuen Integra-
tionsdreiecksflichen entstehen Integrale, die relativ leicht zu l6sen sind. Das Integra-
tionsproblem wird also auf den Sonderfall reduziert, bei dem sich der Aufpunkt (O
senkrecht iiber dem neuen Dreiecksknoten (¥) befindet.

@
| ©)
o
A )
K
<+
s
i ©)
! B

cecmccmece—_@

O]

Abbildung 2.18: Losungsstrategie fiir die analytische Integration
bei Aufpunkten (i) aufierhalb der Elementebene
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Nach der Ermittlung des Projektionspunkts ® werden die zu l6senden Integrale h;; und g;;
nach der schon vorgestellten Methode (2.59) in eine Summe von Teilintegralen iiber die 3 Drei-

ecksflichen Apgs, Apis, Apio zerlegt (vgl. Abbildung 2.18)

hijz—rn{nl/z,f]( )dF-i—nz/{]( )dF—i—nsA/m.f]( )dr} (2.91)
gij=n1/.£]<)dF+n2/§]<>dI‘+n3/§]<> (2.92)

mit j = 1...3. Dabei sind ganz analog dem vorherigen Kapitel die Vorzeichenfunktionen

n = sgn(W,)
ny = sgn(U,) (2.93)
ng = sgn(Vy)

definiert, nun aber bezogen auf den Projektionspunkt ®.

Die homogenen Dreieckskoordinaten U, V,, W, des Projektionspunkts () lauten bzgl. des Drei-

eckselements geméfl Gleichungen (2.54) ff.

. l2 _ Tpl Sin(w_d)p)
Uy = hy b siny (2.94)
I3 rppsingy
Vo = h_b = Tasng (2.95)
l
W= =1-0,-Y, (2.96)

Abbildung 2.19: Geometrische Beschreibung des Projektions-
punkts ® bzgl. des Dreieckselements
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Nach der Zerlegung folgt nun die Integration iiber die 3 neuen Dreiecksflichen Apo3, Apiz und
Ap12. Es entstehen Integrale der Form

/ 3 (%9') dr (2.97)
i i

und fir A'= Aps, Ap13, Apiz und j=1...3
1
L — 2.98
A/’£J <Ti) . (295)

Auch hier ist es wieder giinstig, eine Transformation auf die lokalen homogenen Dreiecksko-
ordinaten £f,£5, €5 der Dreiecksfliche A’ bzw. Apes, Apis, Apie durchzufithren, wobei der neue
Dreiecksknoten (@) stets dem Projektionspunkt () entspricht (siehe Abbildung 2.20).

Analog dem Fall b) lassen sich die Variablen §;,&,,&; durch die neuen lokalen Variablen, die
wieder mit dem Strich (') gekennzeichnet sind, wie folgt ausdriicken

& = Uy + “” & + “21“ 2 (2.99)
£ = Vp a12b 52 a22a 53 (2-100)
& =146 — & (2.101)

Abbildung 2.20: Geometrie im transformierten Koordinatensystem
€1, €5, &; der Dreiecksfliche A’ (hier: A’ = Apa)
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Werden nun ¢;,&,, &5 in die zu 16senden Integrale (2.97) und (2.98) eingesetzt, folgt beispielsweise

fiir £,
1 1
/ £ (;3> dar = u, / 5 dr (2.102)
Al i i

AI

allbI// 1
o g (1) ar

Al

Goq al 1
b /gé (—3-> dar und
A’

+
T

/ £, (%-) ar = U, / % dr (2.103)

Al ! A
Oéllbl/ I<]‘>
+ &Ll — | dlf
b e 2\r

v onl /&é <l> r
Al

b T;

Die nun noch verbleibenden Integrale

/%dr, /55(%)&, /53(%)&“

At A A

und
[rar [&(r)ar /éé(l ar
FO A T A Ti

korrespondieren zum denkbar einfachsten Fall, bei dem sich der Aufpunkt () senkrecht iiber
dem Dreiecksknoten @ befindet.

Zur Losung dieser Integrale wird wieder die Transformation auf die Polarkoordinaten r und 6
0<6<yY (2.104)
0 <r < R(§) (2.105)

herangezogen, wobei der Koordinatenursprung im Eckknoten @) liegt, der ja dem Projektions-
punkt ® entspricht. Die neuen homogenen Dreieckskoordinaten 55 lassen sich dann wie folgt in

den neuen Variablen r und 8 ausdriicken

!
' 1 r
= L - 1 — 2.10
I r sin (¢ — 6)
G =4 = (2.107)
) 7 sinf
& = —‘Z = (2.108)
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Mit der dufleren von 6 abhingigen Integrationsgrenze

R(p) =

und dem neuen Oberflichenelement

sowie der Langenbeziehung

lauten jetzt die zu l6senden Integrale

/—15 dr
r

k., _ad'b sing/
sin(o/ +6) ¢ sin(o/ + 6)
dI' = r drdd
ri = \Jr2+7r2
Y R(6)
= / / —————— drdf
=0 r=0 T2 + 7'2
v R 0)

' 2
_ / / sin w r . drdo
=0 r= \/T2+T;2>>

,‘/)l R’(0 0
= / / sin drdé
6=0 7=0 7"2+7"2)
v R(6)
= / / T drdd
=0 r=0 \/ T2+T2
W R(0)
/ sin ( 1/’1 " drds
6—=0 r=0 V T2+T12)

J

3 R(0)
/ / sin @ r2 _ " dras
0 r=0

b 7“+7"

8=0 r=

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)
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Fiir die verbleibenden Integrationen sind mehrere Rechenschritte notwendig. Sie sind ausfiihrlich
im Anhang B.2 auf Seite 121 ff. zusammengestellt. Die Endergebnisse dieser Integrationen lauten

hy*(d'\ b, 1) = f;}g dar
A

= — | ¢’ — arccos _—Tgﬂi + arccos —@ﬂ (2.118)
T N e+
1
hy(a', b, c\ry) = /{é (7-4—3> dr
1

f N2 / \2
1 (E_) +1 ] —cosey' In L + (—b—) +1 (2.119)
P, TP TP
[,/0/2 +r2+a cos '] [,/b’2 +rZ+ b coso/]
— n E
2 [,/a’z—{—rg—a’ Cosﬁ’_[,/b’z—l—rg—b' cosa']

I
|
=
ﬁlg
T

ha(a',b', ¢\ r,) = /ﬁé <ri3> dr
A !
2 2
1 / / ! !
= —|In L + (2—> +1]—cosy In G (a—) +1 (2.120)
b Tp Tp Tp Tp

cos o | [g/a’2+rg+a/ cosﬂ'] [,/b’2+rg+b’ cosa’]
o (oo U vemal)|

1
Y .
917\, yry) = /; dr
AI

1
h! | [,/a’2+rg+a' cosﬂ’”,/b’2+r3+b’ cosoz']
-~ " [, [a’2 + 72 —a cosﬂ’} [1/b'2 +7r2 -V cosa’] 2121)
p ’ p
—r_cosf T, cos o/
N ¢’ — arccos | —P——— | + arccos | ——
[ (\/hffws) (\/h'c“"'g)}
1
92(alabl’cla"‘p) = /6,2 (;) dr
A !

h2 cos | [\/a’z + 72+ a' cos ﬂ'] [ b2 +Tg+ b cos a']
4, ’ ([m— a cosﬁ’] [m— b’ cosa’]) (2.122)

hi it
v B (T - ) - Bty

*Fiir die Wahl der Bezeichnungen h; und g, siehe Fufinote Seite 122
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1
93(a,>b,ac/’rp) = /éé (7) ar
A !

h2 cos o L ([,/a’z +72+d cosﬂ’] [,/b’2 + 72+ b' cos a’]) (2123)

4k [\/a’z—l—rg—a’ cosﬂ’][\/b’2+rg—b’ cosa’]

k! r2
+ 5? (\/a’z—krg - \/b’2+r§) — 7ph3(a',b',c',rp)

Die Gesamtlésung der analytischen Integration fiir die Dreiecksfliche A’ bzw. Apas, Ap13, Api2
lautet damit

1
/fz (;;3‘) dr = U, y(d',¥,¢,7p) (2.124)
Al
it} 4 T
+ ho(a', b, ¢\ ry)
/!
+ azga h3(a/’blacl,rp)
1
/ & (ﬁ) Al =V, hy(a, 0, ¢mp) (2.125)
A !
app ¥ TR,
+ . ho(a' b, ¢y 7p)
!
+ aZZG h’3(a,1blac’a7'p)
1 YA ) 1 " i
/51 ;3" dF = hl(aybac,"'p) - /52 ﬁ dF - /63 7—‘5 dF (2.126)
A ! Al i A ;
und
1 7 N Y AR R ) .
/52 ~ Al = Upg(a,b,c,mp) (2.127)
A’ !
allbl 1ot
+ b gg(a,b,c,rp)
!
n @ @ g3(a',b',c',?"p)
1 [ X
&\ )40 = Voaula,b,cmy) (2.128)
A !
a12b, A
+ gQ(a,b,c,rp)
!
+ 0220‘ g3(al, b/,Cl,T'p)

/61 (%) dl’' = gl(al,b/,c/arp) - /62 (;‘) dI' — /63 <%) dar (2.129)
A/ 1 Al i
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Fiir die endgiiltige Losung der Integration iiber die 3 Dreiecksflichen muf jetzt noch die Zuord-
nung der geometrischen Variablen fiir jede Dreiecksfliche durchgefithrt werden (vgl. Abbildung
2.21). Dabei ist zu beriicksichtigen, da$ die Dreieckshéhen hl, hy, h!, und die Winkel o/, 8,4/
aus den Dreiecksseiten a', b', ¢’ gemd Anhang A.1 eindeutig berechnet werden koénnen.

Apgs : a =1y ay = folepzs €12,€13) (2.130)
b = Tp2 Qg = fa(ep2a913ae12)
cd=c Qg = fa(ep3’612’el3)
Ogg = fa(ep35613?612)
Apya : a = Tp2 ap = fa(epl’el2’el3) (2.131)
o =1y a1 = fa(€prr€13,€12)
cd=b oy = foleps €12,€13)
Qog = fa(ep2’313a312)
Ap13 a' =1y a; = fo(€p1s €12: €13) (2.132)
b =ry a1 = foleprr €13, €10)
d =a a9 = fo(eps €12, €13)
' a9y = folepss €13, €12)
mit , 6'61 _ e'62 cos P
fule' e, e0) = 1 — cos?y und cost = €€ (2.133)

Abbildung 2.21: Geometrie bei der Integralzerlegung in die drei
Dreiecksflichen Ap23, Ap13, Ap12

Abschlielend miissen nur noch die Teilintegrale nach Gleichungen (2.91) und (2.92) akkumuliert
werden.
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Da man bei den umfangreichen Integrationen der Element-EinfluBkoeflizienten nie vor Feh-
lern sicher ist, sollten mdglichst mehrere Losungswege sowie Plausibilitdtsuntersuchungen zur
Uberpriifung herangezogen werden. So haben sich in [13] bei der Lésung der Integrale Fehler
eingeschlichen, die nicht entdeckt wurden. Eine analytische Uberpriifung der Gleichungen fand
nicht statt. Ferner sind die in [13] angegebenen Integrallésungen fiir den Fall ” Aufpunkte aufier-
halb der Elementebene” sehr unzweckméfBig dargestellt. Tatséichlich konnen die Integrationen,
wie im Anhang B.2 beschrieben, wesentlich einfacher und kompakter hergeleitet und formuliert
werden.

Fiir die Uberpriifung der Integrationen hq, hs und g,, g5 bietet sich wieder die Verwendung der
redundanten Beziehung (2.5)

&g =1-6- & (2.134)
an. Mit der Gleichung & =1 — Tt"'r(ﬁj folgt
r !

& = ) & bzw. €& = 70 & (2.135)

Diese Beziehung kann nun in hjy eingesetzt werden:

1
b= [& <ﬁ> dr
A !
1 (1
- [ () o - [ () or
A ! A '
hy = /ﬁ%@j (%) dr — hy (2.136)
A !

Die verbleibende Integration ist ausfiihrlich im Anhang B.2 beschrieben. Das Ergebnis lautet

bl bl 2 al I a/ 2
hy = — |cosa/ In| —+ (—) +1 ]+ cosff In| —+ (—) +1 (2.137)
h‘c Tp p Tp "p

2R

1 . ([,/a”-}-rg—i—a' cosﬂ’][,/b’2+rg+b' cosa']) by

2k, a? +r2 —a' cos 3 b2 + 72 — b cosa’
\/ p \/ p

Damit ist eine Beziehung vorhanden, die zur Kontrolle von hy und h; verwendet werden kann.
Setzt man die Losung fiir h, bzw. hs ein, so bestétigt man, daf die Beziehung (2.137) erfiillt
ist. Wire das nicht der Fall, so miifite mindestens eine der Lésungen oder die Beziehung (2.137)
fehlerhaft sein.
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Die Anwendung dieses Verfahrens auf den Koeffizienten g liefert mit ¢§ = Wiﬂ - &

— /gg (%) dr
Al i
r 1 (1
A Al
\ = /.R_,%H_) (Tl) dr — g, (2.138)
Al !

Die analytische Integration des letzten Integrals ist wieder im Anhang B.2 zu finden. Daraus
folgt die Beziehung

—r2 b’ b a
gs = 2h£ cosca’ In E+ - +1 + cosff' In r_ +1 (2.139)

+(%_{_47*’%/)ln([,/a’2+rg+a’cosﬁ’ /'2+'l’2+b'cosa']) .
¢ [\/al2+rrz>_a’COSﬂ'H\/Em—b’cosa']

Weiterhin kann wieder die Plausibilitdtsuntersuchung fiir die Integrationen h, und h; analog
Kapitel 2.3.1 auf Seite 27 angewendet werden. Wegen der dquivalenten Integrationsgeometrien
erhélt man z.B. nach der Berechnung von h; durch Vertauschen der Dreiecksseiten a und b sowie
der dazugehérigen Dreieckshohen und -winkel direkt die Lésung fiir h,, die wieder der Gleichung
(2.119) entspricht. Gleiche Uberlegungen gelten fiir g, und gj.

Die Koeffizienten g; und h,, die quasi der L6sung des Dreieckselements mit konstantem Ansatz
entsprechen (siehe Kapitel 4.1), konnen u.a. mit Lésungen aus der Literatur verglichen werden.
In [25] und in [18, 48] ist die analytische Lésung fiir konstante Dreieckselemente angegeben, die
ebenfalls auf der vorgestellten Integralzerlegung (2.91) und (2.92) aufbaut.
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Kapitel 3

Implementierung des
Dreieckselements TRIA3

Da die Elementlésung in vollstdndiger analytischer Form vorliegt, kann sie generell in einem
Computeralgebraprogramm [45, 58] implementiert und beliebig genau ausgewertet werden. Dies
ist z.B. bei der Uberpriifung von numerischen Integrationsverfahren neuer Boundary Elemente
wiinschenswert, bei der eine exakte Referenzlésung bendtigt wird.

Fiir den praktischen Einsatz in einem Boundary-Element-System ist jedoch eine algorithmische
Implementierung der Elementlésung notwendig, die im folgenden Abschnitt beschrieben ist.
Darauf basierend wurde das Dreieckselement TRIA3 fiir einen modularen Programmaufbau
als Unterprogramm in ANSI FORTRAN 77 codiert. Das Quell-Code-Listing befindet sich im

Anhang C.

3.1 Elementkonzept und Algorithmus

Das Elementkonzept des Dreieckselements TRIA3 ist in Abbildung 3.1 tabellarisch zusammen-

gestellt.
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TRIA3

Ebenes lineares Dreieckselement mit 3 Elementknotenpunkten
und vollstindiger analytischer Losung

Konzeption und Ansitze:

Anzahl der Knoten: 3
Geometrie: ebene Dreiecksfliche im 3D-Raum;
linearer Geometrieansatz
Freiheitsgrade: 6; pro Knoten Potential ¢ und Normalgradient ¢ = g%
Verteilungsfunktionen:  linearer Ansatz fiir & und ¢ = g—ﬁ;

Interpolation mit homogenen Dreieckskoordinaten &, &,, &,

Lage des Aufpunkts (D: beliebig (auch innerhalb des Elements und in den
Elementknotenpunkten)

Integration: vollstdndige analytische Losung (regulére,
schwach singuléire und CAUCHY-Hauptwert-Integrale)

Abbildung 3.1: Elementkonzept des Dreieckselements TRIA3
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Im Algorithmus muf zunéchst untersucht werden, ob der Aufpunkt (i) innerhalb oder auflerhalb
der Elementebene liegt. Hierzu wird der Projektionspunkt ® bestimmt, der der senkrechten
Projektion des Aufpunkts auf die Elementebene entspricht.

T, =x;— T, (3.1)
(3x1)

Abbildung 3.2: Ermittlung des Projektionspunkts ®

Der Vektor |, zwischen dem Projektionspunkt ® und dem Aufpunkt () kann in Abhingigkeit
des Elementnormalenvektors n formuliert werden

T, = (rpn)n (3.2)
(3x1)

Das Skalarprodukt r,n wird iiber

T,M = —Tim = —T N (3.3)

ermittelt, wobei r;, = &, ~ x; dem Vektor zwischen dem Aufpunkt () und dem Elementschwer-
punkt © entspricht (siehe Abbildung 3.2). Die Skalarprodukte 7, M, 7;n und 7 » sind fiir einen
Aufpunkt stets konstant. Ebenso sind sie je nach Lage des Aufpunkts () vorzeichenbehaftet, ob
dieser sich oberhalb oder unterhalb der Elementebene befindet.

Aus den Gleichungen (3.1), (3.2) und (3.3) kénnen nun die Koordinaten des Projektions-

punkts @ bestimmt werden.
z, = x; + (rin)n

= zi+(rien)n (3.4)
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Bei der Berechnung der reguléren Integrale (siche Kapitel 2.3.3) wird hdufig der Abstand
benotigt, der leicht {iber die Beziehungen (3.2) und (3.3) berechnet werden kann

s = Irpl = lrinl = I'ricnl (3'5)

(1x1)

Mit diesen Daten kann nun der prinzipielle Element-Algorithmus formuliert werden, der in Ab-
bildung 3.3 dargestellt ist.

( START TRIA3 >

/

Entfernung Aufpunkt — Element

berechnen 1, =&, — @,

Aufpunkt
vom Element sehr weit
entfernt ?

ja

nein

Projektionspunkt @ bestimmen
zp =+ (ri,n)n

[

Abstand Aufpunkt — Element-
ebene berechnen 7, = |7 n|

Liegt der
Aufpunkt in der Element-
ehene ?

nein

/ i

Fall ” Aufpunkt liegt innerhalb
der Elementebene” berechnen
(Kapitel 2.3.1, 2.3.2) = hy;, g;;

Fall ” Aufpunkt liegt auBerhalb
der Elementebene” berechnen
(Kapitel 2.3.3) = hy;, g;;

Vereinfachte Berechnung von
hijy gy (Kapitel 3.2)

|

|

V‘

END )

C

Abbildung 3.3: Prinzipieller Element-Algorithmus

Die eigentliche Berechnung der Element-EinfluBkoeflizienten h;; und g;; erfolgt in Abhéngigkeit
der Lage des Aufpunkts (i) bzgl. der Elementebene. Zunéchst wird die Implementierung fiir
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den Fall c¢) diskutiert, bei dem sich der Aufpunkt aufierhalb der Elementebene befindet. Der

Algorithmus hierfiir ist in Abbildung 3.4 skizziert.

( START Fallc) ) "Aufpunkt @) liegt aufierhalb der Elementebene”

Geometrie der 3 Integrations-
dreiecksflichen berechnen

/

Homogene Dreieckskoordinaten
Uy, Vyyy W), sowie ny,np,ng
berechnen

/

Berechnung der Transformations-
koeffizienten ayy, ...

nein

J6(z)er - f6(&)ar

Apa2a p23

berechnen, Gl (2.124) ... (2.129)

/ & (%) dr wnd [¢ (rli) dr

Apta Apta

berechnen, Gl (2.124) ... (2.129)

nein

1 1
/ ¢ (?> dr und / & (-r-;) dr
Apiz Api2

berechnen, Gl. (2.124) ... (2.129)

e

a2

i

Akkumulation der Teilintegrale
nach Gleichungen (2.91) und (2.92)

= h;j» 9ij

Sind
numerische Fehler auf-
getreten 7

je nach Lage des Aufpunkts ()
"in-plane™Berechnung (Fall b) oder
vereinfachte Berechnung (Kap. 3.2)

nein

il

(o)

Abbildung 3.4: Algorithmus zur Berechnung des Falls
"Aufpunkt () liegt aulerhalb der Elementebene”
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Nach der Integralzerlegung in die drei Integrationsdreiecksflichen Apos,Api3,Api2 (siehe
Kapitel 2.3.3) miissen die drei homogenen Dreieckskoordinaten Up, Vs W, fiir den Projektions-
punkt @) bzgl. dem Dreieckselement ermittelt werden.

l

U, = é (3.6)
_ 4

V, = " (3.7)
b

Wp:h_:]‘—UP—VP (3.8)

Da der Projektionspunkt () auch auflerhalb des Dreieckselement liegen kann, kénnen die
Abstande I, 15,13 und damit auch Up, Vp, W), negative Werte annehmen. Beispielsweise gilt fiir /3

l3 = rpl sin ¢p (3.9)
Dabei ist der Term sin, fiir das Vorzeichen verantwortlich und kann iiber das Spatprodukt
sin 1/1p = (epl X 612) n (3.10)
aus den drei Einheitsvektoren e, e;5,n ermittelt werden (siehe Abbildung 2.21). Fiir I, gilt
analog
l2 = Tp1 sin (1/) - wp) (311)
mit
sin (¢ — ¢p) = (ey3 X epl) n (3.12)

Die drei Dreieckshohen h,,hy, h, konnen schlieflich tiber die Gleichungen (A.14) bestimmt
werden.

Bei der Berechnung der Koeffizienten ayy, &g, gy, Gy fiir die Dreieckstransformationen (siehe
Gleichungen (2.130) ff.) miissen effektiv nur 6 Kombinationen

fa (epla €12, 613) fa(epl’ €13, 612)
fa(ep276127613) fa(ep2ael3’el2)
fa(ep3’812a613) fa(ep:})elS)elZ)

mit , , ’
) e€'e; — e'ey cos
€,eq e =
fa( y =1 2) 1— COS21,/)

und cosyP = e;e,

beriicksichtigt werden. Auch in diesen 6 Funktionstermen treten gleiche Skalarprodukte auf, die
bei einer Implementierung nur einmal berechnet werden miissen.

Fiir nicht verschwindende Dreiecksflichen Ap93, Api3, Apiz kénnen dann die Integrale (2.124) ff.
ausgewertet werden. Dabei treten in den Formeln (2.118)ff. einige Terme mehrmals auf, die
bei einer Implementierung jedoch nur einmal berechnet werden miissen. Bei der Herleitung
dieser Integrationsformeln im Anhang B wurde insbesondere beriicksichtigt, daf8 keine dimen-
sionsbehafteten Argumente in den Logarithmusfunktionen auftreten (z.B. Inr,), sondern nur
dimensionslose Lingenverhéltnisse [24]. Dies erleichtert ebenso die anschlieende Untersuchung
auf numerische Fehler bei der Formelauswertung und bei der Akkumulation der Teilintegrale

(siehe Kapitel 3.2).

Die Implementierung fiir den Fall, daf} sich der Aufpunkt (i) innerhalb der Elementebene befin-
det, ist im Aufbau weitgehend identisch und wird daher nicht weiter diskutiert.
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3.2 Numerische Analyse der Integrationsformeln

In Kapitel 2 ist die vollstindige analytische Losung fiir das lineare Dreieckselement hergeleitet
worden.

Trotz analytischer Losung kénnen bei der numerischen Auswertung der Integrationsformeln in
Computern Fehler auftreten, deren Ursache in der internen Zahldarstellung mit einer endlichen
Anzahl an Ziffern liegt. Beispielsweise treten in den Integrationsformeln u.a. logarithmische
und trigonometrische Funktionen mit %—Termen auf, die fiir beliebige Abstdnde r einen grofien
Wertebereich abdecken und daher empfindlich auf numerische Fehler z.B. durch Subtraktions-

ausléschung reagieren kénnen.

In diesem Kapitel werden die Integrationsformeln im Hinblick auf die Codierung néher analysiert.
Zusétzlich werden Kriterien hergeleitet, um die zu erwartenden numerischen Fehler abschétzen
zu konnen und ggfs. eine giinstigere Auswertung auszufiihren. Bei der Fehlerrechnung wird auf
die bekannte Technik der Riickwértsuntersuchung (posteriori bounds) [70] zuriickgegriffen, die
u.a. auch in kommerziellen FE-Systemen [3] erfolgreich eingesetzt wird.

Zunéichst folgt eine kurze Beschreibung der géngigen Zahldarstellungen in Computern sowie
deren Darstellungsfehler incl. der wesentlichen Effekte bei der Subtraktionsausléschung,

3.2.1 Zahlenarithmetik in Computern

In den heutigen Rechenanlagen werden im wesentlichen zwei Verfahren eingesetzt, um Zahlen
intern darzustellen [68, 70]

e Festpunktdarstellung
e Gleitpunktdarstellung

Die Festpunktdarstellung kommt in der Praxis vorwiegend bei der INTEGER-Arithmetik und
in kaufminnischen Programmen zum Einsatz. Bei den im technisch-wissenschaftlichen Bereich
interessierenden REAL-Zahlen wird sie sehr selten verwendet und wird daher hier nicht néher
diskutiert.

Bei der weit verbreiteten Gleitpunktschreibweise wird eine Zahl = durch eine Ziffernfolge fester
Linge, der Mantisse m, einer weiteren Ziffernfolge, dem Exponenten e, und einer Vorzeichenstelle
gespeichert, so dafl die darzustellende Zahl die Form

z = +m B° (3.13)

m: Mantisse
B: Basis

e: Exponent
z: REAL-Zahl

Abbildung 3.5: Zahldarstellung in Gleitpunktschreibweise

hat.
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B ist die Basis der Gleitpunktdarstellung. Die meisten Computersysteme bzw. Compiler arbeiten
im Binér- (B = 2) oder Hexadezimalsystem (B = 16).

Der Exponent e ist eine positive oder negative ganze Zahl und bestimmt in Kombination mit
der Basis B die Grofienordnung der Gleitpunktzahl (— Zahlbereich bzw. Exponentenbereich).

Mit der Mantisse m werden die eigentlichen Ziffern der Gleitkommazahl dargestellt. Sie ist daher
in Verbindung mit der Basis B fiir die Genauigkeit der Zahldarstellung verantwortlich. Fast bei
allen heutigen Computersystemen befindet sich der (fiktive) Dezimalpunkt bzw. Radixpunkt vor
der fiihrenden Mantissenstelle, so da8 m stets kleiner 1 ist. Um eine eindeutige Zahldarstellung
und eine optimale Darstellungsgenauigkeit zu erreichen, wird die Mantisse immer normalisiert,
d.h. fithrende Nullen werden durch Shiften des Exponenten e vermieden. Dadurch nimmt die
Mantisse m stets Werte zwischen & < |m| <1 ein.

Auf weitere Themen wie z.B. Vorzeichendarstellung (Einser-, Zweierkomplement), Exponen-
tendarstellung (Charakteristik), Darstellung der absoluten Null, abschneidende oder rundende
Arithmetik wird hier nicht weiter eingegangen. Eine ausfithrliche Darstellung dariiber ist in den
Standardwerken [68, 70] zu finden.

3.2.1.1 Darstellungsfehler bei Gleitpunktzahlen

Durch die endliche Anzahl an Ziffern kénnen in einem Computer nur endlich viele verschiedene
Zahlen dargestellt werden. Die reelle Zahlen zwischen zwei benachbarten Computerzahlen kann
ein Rechner nicht exakt darstellen, sondern nur approximieren. Darstellungsfehler sind daher
unumginglich.

Bei der heute iiblichen rundenden Arithmetik (im Gegensatz zur abschneidenden Arithmetik)
hat man folgenden Darstellungsfehler

T = Zgerundet = Texakt T Ay mit A4, >0 (3.14)
= Ty (1 % 6,) mit 6, >0 (3.15)
mit
z: Gleitpunktzahl

Teyaks: Teelle darzustellende Zahl
absoluter Darstellungsfehler
0y relativer bzw. normierter Darstellungsfehler (= A, /|Zqa|)

Die obere Schranke fiir den normierten Darstellungsfehler &, betrégt bei rundender Arithmetik
%Bl‘t"““‘ , wobei ¢, die maximale Anzahl der Mantissenstellen ist [70]. Der Wertebereich des
normierten Darstellungsfehler §, lautet damit

0<6,<UR = %Bl—t"‘“" (rundende Arithmetik) (3.16)
0 <6, <UR = B 'mux (abschneidende Arithmetik) (3.17)
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Diese obere Schranke wird auch Einheitsrundungsfehler UR (engl.: unit roundoff) genannt und
stellt die kleinste positive Gleitpunktzahl mit 1.0 + UR > 1.0 dar. Der Einheitsrundungsfeh-
ler ist also ein Maf fiir die Darstellungsgenauigkeit der Gleitpunktarithmetik und wird hiufig
zur Priiffung auf numerische Fehler herangezogen. UR hingt vom Computertyp und von der
Zahldarstellung des Compilers ab. UR und weitere computerspezifische Gleitpunktdaten kénnen
beispielsweise mit dem Programm MACHAR aus [53] oder iiber die LINPACK-/EISPACK-
Funktionen DIMACH bzw. RIMACH ermittelt werden. Einige dieser Daten sind in Tabelle 3.1
zusammengestellt,

Computersystem Basis { Mantissen- { unit roundoff keinste positive grofite positive
putersy B | linge tmex UR Zahl Zahl
single 24 5.96E-08 2.94E-39 (27128) | 1.70E+38 (2!27)
VAX / VMS 8 2
double 53 1.11E-16 | 5.56E-309 (271924) | 8.99E+307 (21023)
IBM / MVS single 6 6 9.54E-07 5.40E-79 (167%%) | 7.24E+75 (1653)
double 14 2.22E-16 5.40E-79 (167%%) | 7.24E+75 (16%%)
IEEE-Standard single , 24 1.19E-07 1.186-38 (271%6) | 3.40E+38 (2!%8)
(AIX, HP-UX, ...) double 53 2.22E-16 | 2.23E-308 (2710%22) | 1,80E+308 (210%4)

Tabelle 3.1: Gleitpunktarithmetik-Daten einiger Computersysteme

3.2.1.2 Numerische Fehler bei der Addition

Bei der Addition von Gleitpunktzahlen mit demselben Vorzeichen werden die Operationen

e Exponenten angleichen: Der kleinere Exponent beider Summanden wird dem gréfieren
Exponenten angeglichen, indem seine Mantisse um die entsprechende Anzahl an Stellen
nach rechts geshiftet wird (Verlust an Stellen)

e Mantissen addieren
e Frgebnis normalisieren

e u.U. iiberzihlige Stellen abwerfen

durchgefiihrt, die in Abbildung 3.6 fiir das Beispiel S =z +y mit z > y > 0 dargestellt sind.

Fehler konnen in Form des Exponenteniiberlaufs und bei der Exponentenangleichung des klei-
neren Summanden auftreten. Dieser Genauigkeitsverlust wirkt sich jedoch erst bei einer grofien
Anzahl an Summationen von kleinen Zahlen aus.
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A,
X normalisiert - + €,
X 4,
Yromalisiert+ + ey o Y Y Y Y
| verlorene _|
" Information
y mit angeglichenem T .
Exponenten bzgl. x: &=
u.U. eine Stelle Ubertrag
ot K
Snormalisien: + €s

Abbildung 3.6: Operationen bei der Addition von Gleitpunktzahlen
(hier: S=z4+y mit 2>y >0)

Im Gegensatz zur Subtraktion hingt bei der Addition die Genauigkeit des Endergebnis primér
von der Darstellungsgenauigkeit der Summanden z und y ab. Fiir die Summe S gilt [70]

S=z+y= (wexakt + yexakt) + Ag (3'18)
mit
0< Ag <max(4,,4,) bzw. (3.19)
A,A
0< g, < x(dndy) (3.20)

B ,"Dexakt + yexakt,

Diese Beziehung gilt auch fiir den Fall, da8 die Summanden z und y eventuell schon durch
vorherige Rechenoperationen fehlerbehaftet sind. Aus (3.19) ist ersichtlich, dafl die maxima-
len absoluten Fehler der Summanden direkten Einflufl auf die Genauigkeit des Gesamtergebnis

haben.

Falls die Summanden z und y reine Eingabegréfien sind, d.h. sie liegen mit voller Darstellungs-
genauigkeit vor, lautet ihr absoluter Darstellungsfehler nach Gleichungen (3.14) und (3.15)
Ay = |Teyaie| 0 und A, = [yo,014] 6, . Fiir das Endergebnis S kann dann unter Beriicksich-

tigung der guten Naherungen [2g,,.|d, = |2]d, < |2|UR und |yl 6, = |yl 6y < [y|UR die
obere Fehlerschranke
0 < Ag < max (|z|,|y|]) UR bzw. (3.21)

‘xexakt + yexakt,

(3.22)

angegeben werden. Das Gleitpunktergebnis S besitzt bei einer Addition reiner Eingabegréien
quasi die maximal mégliche Darstellungsgenauigkeit dg < UR (siehe auch Abbildung 3.6).
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3.2.1.3 Numerische Fehler bei der Subtraktion

Werden zwei Gleitpunktzahlen voneinander subtrahiert, werden folgende Computerschritte
durchlaufen:

e Exponenten angleichen: Der kleinere Exponent wird dem groéeren angeglichen, indem seine
Mantisse um die entsprechende Anzahl an Stellen nach rechts geshiftet wird (Verlust an

Stellen)
e Mantissen subtrahieren
e Ergebnis normalisieren
e u.U. Rest (unterzihlige Stellen) mit Nullen fiillen
Dabei besitzen beide Operanden dasselbe Vorzeichen. Neben dem unbedeutenden Fehler des
Exponentenunterlaufs kann bei der Subtraktion von nahezu gleich grofien Zahlen die sogenannte
Subtraktionsausléschung auftreten (siehe Abbildung 3.7). Sie zdhlt in der Praxis zu den geféhr-

lichsten numerischen Fehlern, da u.U. ein Programm mit irgendwelchen Zahlen weiterrechnet,
die mit der eigentlichen Lésung nichts mehr zu tun haben.

Fiir das Gleitpunktergebnis S gilt [70]

S=z—-y= (a"exakt - yexa,kt) + AS (3'23)
mit
0< Ag <max(4,,4,) bzw. (3.24)
max (4,,4,)
0< 6q < &y 3.25
- 5= }mexakt - yexaktl ( )
A,
X normalisiert - + e XX X XXE XX XX X
A,
y (o) KXXXXY YTV T
identisch fithrende |
~ Stellen wiex A
S=x-y: +| e=¢ |0 0 0 O O :SSSSS
Shormalisiert +| e |8 S8 8Si100000

verbleibende | verlorene |
Stellen T Stellen

Abbildung 3.7: Subtraktionsausldschung bei Gleitpunktzahlen
(hier: S=z—y mit zxy)




60 - KAPITEL 3. IMPLEMENTIERUNG DES DREIECKSELEMENTS TRIA3

Die relative Genauigkeit des Ergebnisses héngt also nicht nur von der Darstellungsgenauig-
keit der Operanden z und y ab, sondern insbesondere auch von der Groéflenordnung des
Endergebnisses S (siehe Gleichung (3.25)). Falls z und y nahezu identisch sind, wird das
Subtraktionsergebnis S und dessen Anzahl an giiltigen Mantissenstellen sehr klein, was u.U.
zu einem total unbrauchbaren Ergebnis fithren kann,

Um diesen numerischen Fehler abfangen zu konnen, wird fiir die Subtraktion S =z —y folgen-
des Testkriterium herangezogen:

Das numerische Ergebnis S sollte prinzipiell nicht kleiner als sein moglicher absoluter Fehler Ag
sein. Vielmehr sollte durch das Testkriterium eine gewisse Genauigkeit bzw. eine bestimmte
Anzahl genauer Mantissenstellen garantiert werden. Dies wird durch einen Shiftfaktor bzw.
Verstarkungsfaktor erreicht, der den moglichen absoluten Fehler Ag um die geforderte Genauig-
keit vergréfiert. Um bei einem Wechsel der Genauigkeit der Gleitkommaarithmetik (z.B. Com-
puterwechsel oder REAL-DOUBLE-PRECISION-Wechsel) die relative Rechengenauigkeit pro-
portional zu dndern, sollten keine konstanten Shiftfaktoren verwendet werden. Es ist sinnvoller,
den Shiftfaktor relativ zur Mantissenldnge in Abhéngigkeit des Einheitsrundungsfehlers UR zu
wéhlen. Falls nun

|S| < Ag- Shiftfaktor = Ag UR™" = max(4,,A,) UR™" (3.26)

mit 0 < k <1 erfiillt ist, besitzt das Ergebnis S weniger als k % (garantiert) genaue Mantissen-
stellen (siehe Abbildung 3.8). Z.B. wiren fiir £ = 0.2 weniger als 20 % der méglichen Mantissen-
stellen genau giiltig, was in der Praxis zu wenig ist. Dieses Testkriterium gilt auch fiir solche
Operanden z und y, die eventuell schon durch vorherige Rechenoperationen fehlerbehaftet sind.

X hormalisiert - + €
¥ +] e (=e) | X X XEY YY; YYY
| . garantierte Genauigkeit
A vony o
S=x-y: +| el=¢, |0 0 O :SSS: S § S
Ay
Snonnalisiert: + €s j":l S S S E 0 O 0
l verlorene
Stellen
 garantierte | max. mogliche

 Genauigkeit > fehlerbehaftete Stellen

Abbildung 3.8: Subtraktion von Gleitpunktzahlen bei verminderter Anfangsgenauigkeit
(hier: S=z—y mit z=y)
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Falls die Operanden z und y reine Eingabegrofien sind, d.h. sie liegen mit voller Darstellungs-
genauigkeit vor, lautet ihr absoluter Darstellungsfehler nach Gleichungen (3.14) und (3.15)
A, = Tyl 0y und Ay = |yeyays] J, - Fiir das Endergebnis ' kann dann unter Beriicksich-
tigung der guten Néherungen |z ,|0, ~ ||, < |2|UR und [yeal 0, =~ |y|é, < ly|UR die
obere Fehlerschranke

0 < Ag < max(ja], |y)) UR (3.27)

angegeben werden. Das Testkriterium fiir S' lautet in diesem Fall
S| < max (|z], |y|) URUR™" = max (||, [y]) UR" (3.28)

mit 0 < v <1, wobei dann bei S moglicherweise mehr als v % aller Mantissenstellen fehler-
behaftet sind. Ein typisches Beispiel fiir den Einsatz dieses Kriteriums ist der Test, ob der
Vektor r =« —y zwischen den beiden Ortsvektoren & und y dem Nullvektor entspricht. Da-
bei wird der Betrag des Vektors 7 nach Gleichung (3.28) untersucht, ob mehr als v % der giiltigen
Mantissenstellen verloren sind und somit r quasi Null ist.

3.2.2 Numerik bei der Akkumulation der 3 Teilintegrale

Prinzipiell nehmen die Integrale

/gj <l3> ar "0 mit j=1..3 (3.29)
L
A
1 stets
/ ¢, (77) dr " o (3.30)
A i

der Element-EinfluBkoeffizienten h;= —r;n f5 &;/r} dI" und g;;= [ &;/r; dI" stets positive
Werte an, da immer r; >0 ist und auch die Integration iiber die Dreiecksfliche A mit
0 < <1 immer positiv ausfillt.

Nel

Allerdings kénnen bei der Integralzerlegung geméfi Gleichungen (2.60), (2.91) und (2.92)

/§]<.>dl“_n1/§](.>dl“+n2/§]<'>dF+n3/£

A112

) (3.31)

<
3 I ot

v >

0

<

stets

0

IVA
IVA
IVA

0

die Teilintegrale [a,.» oy Jaus P2V Sa u00 Japsr A1, 2uch negative Werte annehmen. Ur-
sache hierfiir ist die Integration iiber die homogenen Koordinaten &, &, und 3, die fiir einen
beliebigen Aufpunkt (i) auch negativ sein kénnen (sieche Abbildung 2.14). Erst nach der Akku-
mulation der drei Teilintegrale verschwinden die Vorzeichen wieder.

Treten in den Summen dennoch negative Werte auf, so liegt ein numerischer Fehler durch
Subtraktionsausloschung grofier Zahlenwerte vor. Dieser Fehler kommt aber erst bei groSen
Absténden r; zum Tragen. Mit zunehmenden Abstand r; wachsen die Werte der Teilintegrale
stark an. Andererseits werden deren Summe und somit die Element-EinfluBkoeffizienten h;; und

g; immer kleiner.
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Dieses recht konservative Testkriterium kann noch weiter verbessert werden:
Ein numerischer Fehler durch Subtraktionsausléschung zweier grofler Zahlen x und y kann nach

der Beziehung (3.28) (& — 4] < max(|s], |y]) UR”
— )

abgefangen werden. Andererseits kann auch die Gréfle der Zahlen = und y abgetestet werden,
ab der ein grofler numerischer Fehler durch Subtraktionsausloschung zu erwarten ist, falls die
Grofienordnung der Differenz |z — y| bekannt ist. Kritisch wird es z.B. fiir etwa gleich grofie
und y, falls
T —y
o > 221 (3.32)

Bei der oben beschriebenen Integralzerlegung ist fiir weit entfernte Aufpunkte vom Element das
Akkumulationsergebnis, ndmlich die Element-Einflukoeffizienten h; und g;, in erster Niherung

bekannt:
hijz_rin/gj<rl3> dar mit j =1...3
A i

9 = [& (;1-) dr
A 1

Fiir grofie r; sind die r;-Terme vom Integrationsweg unabhéngig und kénnen als Konstanten vor
das Integral gezogen werden. Mit der Integrationsformel fiir homogene Dreieckskoordinaten [16]
al b! c!

a ¢b pe -
!51 {26 d4 = 24 (a+b+c+2)! (3:33)

folgt fiir grofle r;

hyy: /gj (713> ar =~ -1./ dr = _’13- (3.34)
A 1 l

5y / é,( <) ar [ ar

YA

mit der Elementdreiecksfliche A. Dabei kann fiir grofie r; z.B. der Abstand r,, zwischen dem
Aufpunkt ) und dem Elementschwerpunkt © verwendet werden (siehe Seite 51).

Grofle numerische Fehler durch Subtraktionsausléschung bei der Akkumulation der Einflu-
koeflizienten h; und g, konnen nun folgendermaflen abgefangen werden. Falls die Teilintegrale
iiber A’ = Ajgz, Aj1z, Aj1z bzw. Al = Ap23, Ap13,Ap12 und j=1...3

"W

(3.35)

Q
ﬂl;._a

1 A
Al
1 A

sind, gehen bei der Akkumulation méglicherweise mehr als v % aller Mantissenstellen verloren.
Bei diesem Testkriterium wurde beriicksichtigt, da8 fiir grofle r; die Teilintegrale betragsméfig
dieselbe Gréflenordnung besitzen.
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Falls mit diesem Testkriterium ein grofier numerischer Fehler durch Subtraktionsausléschung
vorhergesagt wird, existieren fiir den Fall grofer Entfernungen des Aufpunkts () vom Element
mehrere Losungsmoglichkeiten:

e Rechnung mit einer lingeren Mantisse (z.B. auch mit Computeralgebrasoftware [45, 58])
o Einsatz eines einfachen Quadraturverfahrens

e Verwendung der guten Naherungen

hij = —rinw fir j=1...3 (3.38)
A 1C

1c

Q

3.2.3 Numerik bei der Berechnung der Integrationsformeln

Auch bei der numerischen Auswertung der analytischen Integrationsformeln hy, hq, b3, 9y, 92, 93
gemaf Gleichungen (2.118) ff. konnen grofie numerische Fehler durch Subtraktionsausléschung
entstehen. Sie treten bei grofien Entfernungen r; des Aufpunkts (i) vom Element auf. Ebenso
koénnen sehr kleine Abstinde r, des Aufpunkts von der Elementebene bei der numerischen
Auswertung Probleme bereiten.

Analog Gleichungen (3.29) und (3.30) nehmen die sechs Integrale

1 stels
/5;(-3-)dr 0 mit j=1...3
A \T
’ 1 stets ’
/gj 7-:— dI' > 0 und A’ = Ap23,Ap13,Ap12
A’ !

bzw. h‘n h27 h3a 91: 92, 93 “;“ 0 (340)

stets positive Werte an, da immer r; >0 ist und auch die Integration iiber die drei Drei-
ecksflichen A’ mit 0 < 5; < 1 immer positiv ausfillt. Falls die Numerik fiir die oben genannten
Integrale negative Werte liefert, liegt prinzipiell ein numerischer Fehler vor. Diese Aussage ist je-
doch sehr konservativ, da auch sehr kleine positive Werte fehlerbehaftet sein kénnen. Daher folgt
nun eine detailliertere Untersuchung der Integrationsformeln hinsichtlich numerischer Fehler.

Beim Integral

1 1
o= [ dr = ~w-d)
e 7 T
—cos ' cos o
d = arccos = | — arccos | ————=
R A,
() +1 () +1

gemaB Gleichung (2.118) tritt Subtraktionsausléschung bei groffen Absténden r;, auf.
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Fiir
Tp = 00 = 12 =1
(o) +1
= d — arccos (—cos #') — arccos (cos @) = 7 — ' — o' = o/
= P—d — 0

D.h. fir grofie r, geht der Wert von d gegen ' und es erfolgt eine Subtraktionsausldéschung,.
Dieser numerische Fehler kann bei der Berechnung des Integrals h; mit

W'—d < ' UR” (3.41)

abgefangen werden. Fiir v = 0.6 wiren dann mdglicherweise mehr als 60 % aller Mantissenstel-
len fehlerbehaftet. Fiir kleine Abstinde r, des Aufpunkts (D zur Elementebene geht d — 0
und somit 1’ —d — 1’ , wobei keine kritische numerische Fehler auftreten.

Bei der numerischen Auswertung der Integrationsformeln (2.119) und (2.120)

1
A !

5

:h% In %4— (%)24-1 — cosv’ In %—J— (%)4—1
cos 8 : [,/a’2+r§+a' cosﬂ’”ﬂ/b’2+7‘g+b' cosa’]

2 n([\/m—a’cosﬂ’][\/m—b’cosa’])J

-1 In b—l—{— <£>2+1 — cosy/ In i—{- (a_’>2+1

Tp 7

cos o . [,/a’2+rg+a’ cosﬂ'][,/b’2+rg+b' cosa’]
[,/a’z +ri—a cosﬁ’: [,/b’z-i-rg — b cosa’]

kénnen ebenfalls numerische Fehler durch Subtraktionsausléschung entstehen. Da sich die nume-
rischen Untersuchungen der beiden Integrale h, und hg im Prinzip gleichen, wird im folgenden
stellvertretend das Integral h, betrachtet.
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Der Funktionswert h, h,, wird aus den drei Operanden

a o'\
z:=In{ —4+4||{—])+1

™p p
¥ A%
y := —cosy/ In —+ ;—) +1 (3.42)
p P

a’ cosfg b cosa’
__Cos o In [1 + Ve +rk ] [1 + \/b’2+rg]

2 [1__ o cos ! ][1_ Y cosa! ]

gebildet, die je nach Gréfe der Dreieckswinkel ' und 3’ miteinander addiert oder subtrahiert
werden. Da wegen der Dreiecksbeziehung o + ' + 9/ = 180° mindestens einer der beiden Win-
kel 9’ oder A kleiner als 90° ist, tritt in jedem Fall eine Subtraktion bei der Berechnung von A,
auf, bei der die gefdhrliche Stellenausloschung untersucht werden muf.

Analog den beschriebenen Gleitpunktoperationen Addition und Subtraktion mit zwei Operanden
(siehe Kapitel 3.2.1.2 und 3.2.1.3) kann fiir eine Summe S

S=ztytz (3.43)
= Sexaks T Ag

mit den drei Summanden z, y, z folgendes Testkriterium angewendet werden:
Falls
|S| < max(4,, 4,,4,) UR™" (3.44)

mit 0 < <1 erfiillt ist, besitzt das Ergebnis S weniger als k% (garantiert) genaue Mantis-
senstellen. Auch hier ist wieder der maximal mégliche Fehler Ag mit einem Shiftfaktor UR ~*
vergrofiert worden, damit fiir die Rechenoperation S = 2 &y + 2z bestimmte Anzahl genauer
Mantissenstellen garantiert werden kann.

Fiir sehr kleine Abstéinde r, nehmen die Argumente in den Logarithmusfunktionen (3.42) stark
zu, so daf} die Logarithmen in den Operanden z,y, z deutlich grofiler Null sind. In diesem Fall
kénnen als obere Fehlerschranken die Niherungen

4, = |wexakt|5m ~ |$|5z < l[L‘ UR
Ay = |Yexart) 6y ~ Y6, < |y|UR fiir sehr kleine 7, (3.45)
Az = |zexakt|6z = |z|6z < IZI UR

verwendet werden.

Beim Testkriterium (3.44) wurde direkt beriicksichtigt, dal die Operanden z, y, z eventuell schon
durch vorherige Rechenoperationen fehlerbehaftet sind. Bei den hier untersuchten Integrations-
formeln besitzen die Operanden (3.42) bei grofen Abstinden r, eine verminderte Anfangs-
genauigkeit, so daf8 nicht mehr |z, |0, = |z|d, gilt.
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Die Ursache fiir diese Ungenauigkeiten liegt in der numerisch fehlerbehafteten Ermittlung der

Logarithmusfunktionen
2
! /
m|Z + <a_> +1
Tp "p

2
! /
In L + (b—) +1 (3.46)

o’ cos ! © b cose!
g |14 ey
_ a cosp _ v cos‘a’

Falls 7, sehr grofie Werte annimmt, gehen die Argumente der Logarithmusfunktionen gegen 1 und
der resultierende Funktionswert gegen 0. Im Gegensatz zur Analytik sind bei der Gleitpunkt-
arithmetik sogar Werte identisch 0 méglich. Die drei Logarithmusfunktionen (3.46) verhalten
sich fiir grofie 7, &hnlich der Funktion

In

In(1+e¢) mit el und >0 (3.47)

desto kleiner €

desto grofler der Stellenverlust durch Exponentenangleichung
bei der Addition 1+ ¢

desto grofer der Informationsverlust

desto ungenauer das Funktionsergebnis In (1 + ¢)

desto geringer die Anfangsgenauigkeit des Operanden

d.h. je grofer r, —
_)

11

Bei immer kleiner werdenden ¢ tritt bei der Bildung der Summe 1+ ¢ ein immer grofler wer-
dender Stellenverlust ein. Dies macht sich insbesondere bei der Ermittlung des Logarithmus
In(1+¢) stark bemerkbar, da nun die fiihrende 1 entfillt. Fiir kleine e<<1 ist In (1+¢)=e.
Auch der absolute Fehler A, (1+e) entspricht dann etwa dem absoluten Fehler des Arguments
des Logarithmus

All’l (1+E) ~ A1+€ S max (AI.O’ AE) = AI.O = UR fﬁr EXK 1 (3.48)

Fir grofle Abstinde 7, konnen die absoluten Fehler der drei Operanden (3.42) nun wie folgt
abgeschétzt werden

A, < UR

4, < |cosy'| UR fiir groBe r,, (3.49)
/!

A < ICO_S'H_l UR

2
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Eine Kombination beider Fehlerkriterien (3.45) und (3.49) fiir beliebige Abstéinde r, fithrt zu
folgendem numerischen Test fiir die Summe S und somit fiir das Integral h,

(hg hg =) |S| < max(|z], |yl, ||, 1.0) UR” (3.50)

mit UR¥ = UR'™ und 0<v <1,
Analog den bisherigen Untersuchungen kann beim Integral (2.121)
/ Loy
Ti
[,/a’2+r2+a cosﬁ’][~/b’2+r2+b'cosa] W d)
= - T '(/) —d
[\/a’2+r2—a’ cosﬁ’][,/b”-i—rz b cosa ] P

mit den drei Operanden

. cln( ’2+r2+a cosﬂ’][m+b'cosa’])

9

z
a?+r2—d cosﬂ’] [, /b2 412 — b cosa’]
y = —rydf (3.51)
z = r,d
folgendes Testkriterium hergeleitet werden. Falls
91 < max (|z], |y}, |2], 1.0) UR” (3.52)

erfiillt ist, sind moglicherweise mehr als v % aller Mantissenstellen des Integralwerts g, fehlerbe-
haftet,.

Bei der numerischen Untersuchung der beiden Integrale (2.122) und (2.123)

A/ & (}-) dr
h?2 cos f 1 [\/a—'2—l-—rg+ a’ cos ﬁ’] [W"’ b cos a’]
ER [m—a’cosﬂ’“\/m—b’cosa']

2

h., T
t oo (\/b'2+'rg - \/5'2+rg> - ?hQ

g3 = /fg (%) dr
A/
h?2 cos o | [,/a’2 +72+ad Cosﬂ’] [W—%— b cos a’]
4 hy n([\/m—a’cosﬂ' [m—b’cosa’])
+ 2h—é, (\/a’2+7'g ~ \/b’z—l—rg) - %21}7,3

I

92
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wird stellvertretend das Integral g, betrachtet. g, wird aus den vier Operanden

w = h_?cosﬁ’ , [1/(1'24-7‘12)-*-(1/ COSIH'][ /bl2_|_,,~12)+bl COSOA’]
4 K [\/alz,'_rg_a/ COSﬂ/][\/bm-}-rg—-b’ cosa’]

hl
T = —2;,\/b’2+7"g
!
y = ———2hg,1/a’2+rg

7.2

—_ __P_h
Z . 9 2

(3.53)

gebildet. Dabei sind fiir groBe Abstéinde r, die beiden Terme ,{/ b2 +72 und /a2 472 domi-
nierend, so daf eine Untersuchung mit einer verminderten Anfangsgenauigkeit der Operanden
gemif Gleichung (3.48) entfallen kann.

Analog den bisherigen Uberlegungen kann ein Testkriterium fiir den Integralwert gy direkt an-

gegeben werden. Fiir Y
92 < max (jwl, |zl, |y, |2[) UR (3.54)

sind moglicherweise mehr als v % aller Mantissenstellen fehlerbehaftet.

Sollte bei einer Rechnung ein Verdacht auf einen grofien numerischen Fehler vorliegen, d.h.
eines der hergeleiteten Testkriterien erfiillt sein, muf} generell zwischen zwei Lisungsstrategien
unterschieden werden:

e Sind numerische Fehler bei sehr kleinen Abstédnden 7, des Aufpunkts zur Elementebene
zu erwarten, kann eine ”in-plane™Berechnung (Fall b) nach Kapitel 2.3.2 mit rp =0
durchgefiihrt werden.

e Bei groflen Entfernungen des Aufpunkts vom Element kénnen bei numerischen Fehlern die
schon im vorherigen Kapitel beschriebenen Lésungsmoglichkeiten angewendet werden.
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Kapitel 4

Untersuchung der TRIA3-
Elementlosung

4.1 Linearer und konstanter Anteil der Elementlésung

Fiir die Interpretation der Elementldsung des linearen Dreieckselements TRIA3 konnen mehrere
Lésungsvarianten herangezogen werden.

Ausgangspunkt ist die diskretisierte Randintegralgleichung (1.14) bzgl. des Aufpunkts (@) fiir m

Boundary Elemente m m
6P+ ) hie®Pr = ) Gie Qe (4.1)
e=1

e=1

Der Einflul der Potentialverteilung eines einzelnen Dreieckselements TRIA3 wird mit

¢1
hi & = [hy hy hgl| &, (4.2)
(1x3) (3%x1)
¢3
= hil @1 + h’i2 @2 + h’i3 453 (43)
und
[ 1 1 1 ]
hyy = —rin n1/€1 3 dF+n2/§1 3 dI' + ng & 3 dr (4.4)
1 1 1
= Apos Ap13 Ap1a -

<

[ 1 1 1 ]
hi2 = —rin|n /52 <—3) dr + D) /&2 (ﬁ) dr’ -+ g /52 (;@“) dr (4.5)
- Ap2s ! Ap13 ! Api2 ! -

[ 1 1 1 ]
by = —rin|m [ & (ﬁ) ar +ny [ ¢ (73) ar +ny [ & <73> ar| (46
1 1 1
= Apos Apya Api2 -

beschrieben (siehe Kapitel 2.3). D.h. die Elementlésung des h @-Terms wird durch eine Uberla-
gerung (Superposition) aus 3 Anteilen gewonnen. Jeder der 3 Anteile ist einer linearen Potential-
verteilung &; zugeordnet, bei der in einem der 3 Elementknotenpunkte der Stiitzpunktwert @,
vorliegt und in den beiden anderen Knoten die Potentiale verschwinden (siehe Abbildung 4.1).
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@& 6 86)

¢

Abbildung 4.1: Zerlegung einer linearen Potentialverteilung des Dreieckselements TRIA3
in 3 lineare Anteile

Bei der vorliegenden Formulierung der Ansatzfunktionen mit homogenen Dreieckskoordinaten
€1,€9, & (siehe Kapitel 2) kann eine weitere anschauliche Variante der Elementlosung hergeleitet

werden,

Wird die redundante Beziehung (2.5)
&L =1-6—¢3 (4.7)

in die Gleichung fiir einen der 3 Element-Einflufikoeffizienten h;; eingesetzt, so erhdlt man bei-

spielsweise

hyy = —rin [nl /(1 - &= &) (%3) dr' (4.8)
Apas !
g [(1-6-6) (;13-) ar
Ap13 !

+ g /(1“52"53) (77155‘) dl“]

Ap12
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[ 1 1 1
hil = —-rmn|n /773‘ ar + Ny /;“g dI' + N3 /;3‘ dl"] (49)
| i i

i
Ap2s Ap13 Ap12

[ 1 1 1 ]
+ T'i n nl / 52 <T—3 dF + ’fL2 / €2 ﬁ dF + n3 / 52 7"—3' d[‘
= Ap2s ! Ap13 ! Ap12 ! -
[ 1 1 1 ]
i i i
- Apis Ap12 -

Ap23

In den zwei letzten langen Termen tauchen wieder die beiden anderen Element-Einflufi-
koeffizienten h;, und h;y auf. Somit gilt

1 1
hil = —Tln[nl/ﬁdf+n2/7—}§df+n3/;—3—dFJ wh’iZ—h’iI} (410)

Ap23 ! Ap13 ! Ap12 !
Eingesetzt in Gleichung (4.3) samt den Beziehungen (4.5) und (4.6) erhilt man fiir den h &-Term
der Elementlésung

1 1 1
hi¢1 = ——rin[nI/ﬁdF + n2/7—"—3d[| + n3/ﬁdf]@1 (4.11)

1 i 1
Opes pl3 Ap12

+ hig (P9 — @1) + hiz (P3 — &)

bzw.
hi @1 = (hig + hig + hig) &1 + hip (B2 — By) + hig (B3 — B,) (4.12)
konstarE;r Anteil linearer Anteil

@, — @, (linearer Anteil)

linearer Anteil

@, — @, (linearer Anteil)

konstanter Anteil @

Abbildung 4.2: Zerlegung einer linearen Potentialverteilung des Dreieckselements TRIA3
in konstante und lineare Anteile




72 ‘ KAPITEL 4. UNTERSUCHUNG DER TRIA3-ELEMENTLOSUNG

Die beiden letzten Terme beinhalten die Differenzen zwischen den 3 Stiitzpunktwerten der Po-
tentialverteilung und stellen somit den linear variierenden Anteil der Elementlésung dar. Daher
148t sich die in Abbildung 4.1 vorgestellte lineare Potentialverteilung auch gemafi Abbildung 4.2

interpretieren.

Bei einer konstanten Potentialverteilung mit @, = @,= $3= @, = const. verschwinden die bei-
den linearen Terme. In diesem Fall trigt allein der Term (hj; + hiy + hy3) @; zur Lésung bei.
Damit erhdlt man "kostenlos” die analytische Losung eines Dreieckselements mit konstantem
Ansatz. Der Element-EinfluBkoeffizient h; ., fiir ein Dreieckselement mit konstanter Potential-

verteilung lautet daher

[ 1 1 1
hi const. — h‘il + hi2 + hi3 = -—-rmn|n /ﬁ dr" + 9 _/73 dr' + ng / 7—3 dr (4.13)
- Apos ! Ap13 ! Ap12 !

= —rin | h(Bpas) + nyhy(Bpis) + ng hl(pr)J (4.14)

bzw. h;cons. = 0, falls der Aufpunkt (O innerhalb der Elementebene liegt (siehe Kapitel 2.3).
Das Integral [, 1/r3 dI" wurde schon analytisch gelost und entspricht der Losungsfunktion A,
(vgl. Kapitel 2.3.3). Bei einer konstanten Potentialverteilung trégt also nur die Funktion
hy = far1/r} dI' zur Lésung bei. Die beiden anderen Lésungsfunktionen hy und hy; kommen
erst bei einer linearen Potentialverteilung im Element zum Einsatz. Dieser Sachverhalt muf ins-
besondere bei der Uberpriifung der analytischen Integrationsformeln und bei den Elementtests
beriicksichtigt werden!

Ahnliche Uberlegungen kénnen fiir den zweiten Term der Elementlésung g g durchgefiihrt werden

m

m
a® + Y hie® =) | g0 (4.15)

e=1 e=1

Wie in Kapitel 2.3 beschrieben, gilt fiir den Einfluf der Normalgradientenverteilung eines ein-
zelnen Dreieckselements TRIA3

0
9 @ =91 92 93| (4.16)
(1x3) (8x1)
a3
= Gi1dit 9i2% 1t 9i3d3 (4.17)
und
1 1
g1 = N /51 (;) dI' + n, /51( > dI' + ny /51 (;") dr (4.18)
Apas Ap12
1 1
Ap23 ! Apis Api2

Api2

o = nl/&,.(}) ar +n2/£3( )dr oy [& (}) (420
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Auch hier wird die Elementlosung des g g-Terms durch eine Uberlagerung aus 3 Anteilen ge-
wonnen. Fiir die jeweils dazugehérige lineare Normalgradientenverteilung g; gelten die gleichen
qualitativen Aussagen wie in Abbildung 4.1. Analog zum h #-Term kann nun mit der redundan-
ten Beziehung (2.5) & = 1— & — &3 einer der 3 Element-EinfluBkoeffizienten g;; umgewandelt

werden. Z.B. gilt fiir g;;

1
g1 = M /(1 — & — &) (r_) dar (4.21)
Apas !
1
+ ny /(1—52—53) (;) dr
Ap13 !
1
tny [1-6- &) (-> dr
L&
Dpi2
1 1 1
guznl/—dF+n2/T—dF+n3/r—dF (4.22)
Dpas ! Apis ! Ap1a !

[ 1 1) 1 ]
3 ! Ap13 ! Ap12 ! -

Auch in dieser Gleichung treten wieder die beiden Element-Einfluflkoeflizienten g;, und g;3 auf

und es gilt

) N
_ n1/§2<%> dr+n2/52<%> dF+n3/§2<;> dar
A Ap13 ! Api2 ! -

1 1 1

g1 = Ny /*‘— dar' + o _/7‘_ dl" + ng /;’ dr — G2 — Gis (4.23)
Apaa ! Apis ! Apye !

Mit Gleichungen (4.19) und (4.20) in die Ausgangsgleichung (4.17) eingesetzt, folgt fiir den

g q-Term der Elementlosung

1 1 1
gin:[nl/—d[’+n2/—df+n3/—df]q1 (4.24)
T 7 T
Apas Api3 pl2
+ 90 (e — 1) + 9i3 (g3 —q1)
bzw.
9qr = (Gt g+ gs)a + 9% (@—a)+ g3(s—a) (4.25)

konstanter Anteil linearer Anteil

Auch hier gelten qualitativ die gleichen Aussagen wie in Abbildung 4.2.
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Bei einer konstanten Verteilung ¢, = g, = g3 = ¢; = const. verschwinden wieder die beiden li-
nearen Terme aus Gleichung (4.25) mit den Differenzen zwischen den 3 Stiitzpunktwerten der
Normalgradientenverteilung. Somit lautet der Element-Einflukoeffizient g, .., filir ein Drei-
eckselement mit konstantem Ansatz

1 1 1
Giconst. = g1+ Gia + giz = 7y /; dI' + ny /; dI' + ng / - dar (4.26)

i i i
Ap2s Apiz Apia

Das Integral [,,1/r;dI’ wurde schon analytisch gelést und entspricht je nach Lage des Auf-
punkts () der Losungsfunktion g, bzw. 2 g;, (vgl. Kapitel 2.3). Bei einer konstanten Potentialver-
teilung trégt also nur die Funktion g; bzw. g;; zur Losung bei. Die anderen Lésungsfunktionen
92 93, 9ir und g;5 kommen erst bei einer linearen Potentialverteilung im Element zum Einsatz.
Dieser Sachverhalt muB wieder bei der Uberpriifung der analytischen Integrationsformeln und
bei den Elementtests beriicksichtigt werden!
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4.2 Diskussion der Losungsfunktionen

Die Diskussion der Elementlosung ist bei Boundary Elementen nicht so einfach wie bei den finiten
Elementen. Mit der Lisung eines einzelnen finiten Elements kann ein komplettes physikalisches
Problem untersucht werden, wie z.B. die Balkenbiegung mit einem Balkenelement. Die FE-
Losung kann dann mit den bekannten analytischen Losungen aus der Literatur verglichen und
iiberpriift werden.

Bei der direkten BEM miissen jedoch fiir ein physikalisches Problem alle Elementiosungen gleich-
zeitig und in der Summe beriicksichtigt werden.

Dennoch werden nachfolgend anhand von Zahlenbeispielen die Losungen der beiden Terme h &
und g g eines einzelnen Dreieckselements TRIA3 untersucht,

4.2.1 Funktion h® der Elementlésung

Zunichst wird die Lésung fiir den h &#-Term untersucht

m
G dsi + Z h’ie P | = Z Gie die (427)

e=1 e=1

Zuerst werden fiir ein Dreieckselement Einheitspotentiale, also ¢ = 1, in den 3 Elementknoten-
punkten vorgegeben.

1
h @& =[h; hg hgl|1| = hi+hoths (= hiconst.) (4.28)
(1x3) (3%1)
1

Es wird ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge 1 betrachtet. In Abbildung 4.3 ist die
Losung fiir einen Aufpunkt () aufgetragen, der sich auf einer Achse r bewegen kann, die senkrecht
auf der Elementebene steht. Es sind mehrere Funktionsverldufe an verschiedenen Positionen
dargestellt, wobei die Funktionswerte h @ fiir die jeweilige Lage des Aufpunkts (i) senkrecht zur
r-Achse aufgetragen sind.

Fiir Aufpunkte innerhalb der gesamten Elementebene ist der h @-Term 0, da ja die Vektoren r,
und n zueinander senkrecht stehen und somit deren Skalarprodukt verschwindet (vgl. Kapitel 2).

Im Element verlduft die Losungsfunktion h@® als punktsymmetrische HEAVYSIDE’sche Funk-
tion und hat den typischen Charakter des sogenannten Doppelschichtpotentials (engl.: double-
layer potential, siehe u.a. [24, 27, 67]). Fiir die Punktsymmetrie ist der Term —7;n in den
h-Einflulkoeffizienten verantwortlich. Nihert sich der Aufpunkt (i) von —oo der Dreiecksfléche,
nimmt seine h @-Lisung von 0 auf —2 7 ab, hat in der Elementebene den Wert 0 und nimmt von
+27 wieder auf 0 ab, wenn er gegen +oo lduft. D.h. oberhalb der Elementebene mit positiven
Normalenvektor sind die h @-Funktionswerte stets positiv und unterhalb der Elementebene stets
negativ. Im gesamten Element ist der Sprung —27/0/4+27 zu beobachten, was direkt mit dem
Raumwinkel von 27 eines Aufpunkts auf einer glatten Fliche zusammenhéingt (siche Kapitel 1).




7% KAPITEL 4. UNTERSUCHUNG DER TRIA3-ELEMENTLOSUNG

AT Ay

H+0.5

¢

= 0.5

Abbildung 4.3: Funktion h® der Elementlésung (”konstantes” Beispiel)

Auf den Kanten ist der Sprung nur noch halb so grof}, da nur der halbe Winkelbereich im Ele-
ment liegt. Denn bei benachbarten Elementen miissen auf der gemeinsamen Kante die Lésungen
addiert werden, was bei einer glatten Fliche wieder den Sprung —27/0/42n liefert.

Ganz analoge Uberlegungen gelten in den Elementecken. Der Funktionswert h & springt beim
Durchdringen der Elementebene von —a nach 0 und dann nach +«, wobei a dem jeweiligen
Eckwinkel entspricht. Bei dem betrachteten gleichseitigen Dreieck mit seinen Eckwinkeln o = %

erhilt man daher den Sprung —%/0/+%.

Auflerhalb des Elements existieren bei der Losungsfunktion h® keine Spriinge. Die Null-
durchgénge in der Elementebene sind stetig.
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Weiterhin ist die Form der Funktionsverldufe interessant. Da der Elementeinflu8l auf einen Auf-
punkt im Bereich des Elementschwerpunkts am grofiten ist, gehen hier die Funktionen mit zu-
nehmender Entfernung vom Element am langsamsten gegen Null. Die Funktionsverldufe nehmen
um so schneller ab, je weiter die 7-Achse vom Element entfernt ist. In Abbildung 4.4 sind die
Funktionsverlaufe fiir den h @-Term fiir verschiedene Positionen der r-Achsen im selben Dia-

gramm zusammengestellt.

(im Element)

(Kante) s
(im Element) ¥

Abb. 4.4: Verldufe der Funktion h @
("konstantes” Beispiel)

Die einzelnen Positionen sind mit A, B, C, ...
bezeichnet und wurden entsprechend dem dar-
gestellten Pfad in obiger Skizze gewédhlt. Die
h ®-Funktionen im Element verlaufen stets von
+ 27 nach 0. Allerdings werden die Funktions-
verliufe vom Elementschwerpunkt (Position A) in
Richtung der Kanten (Position B, C) und Ecken
immer flacher.

Interessant sind die Funktionsverldufe fiir die Po-
sition C nahe der Kante und fiir die Position D
direkt an der Kante. Im ersten Fall erfolgt der
Sprung in der Elementebene von —2 7 auf 42,
im zweiten Fall nur von —7 auf + 7. Trotzdem
liegen die Funktionsverldufe ober- und unterhalb
der Elementebene nahe beieinander.

Ein #dhnliches Verhalten ist im Bereich der Ele-
mentecken (Position F und G) zu beobachten.
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Eine etwas anschaulichere Darstellung dieser Ergebnisse erhélt man, wenn die Losung fiir eine
Ebene in einem gewissen Abstand parallel zum Element betrachtet wird.

Als erstes wurde eine Ebene unmittelbar iiber dem Dreieck gewihlt, um die 2 7-Werte sowie die
Unstetigkeiten zu veranschaulichen. Die reprisentativen Aufpunkte dieser Ebene liegen in den
Kreismittelpunkten auf den Zylinderunterseiten im Abstand e, hier numerisch 1079, {iber der
Elementebene. Die Héhe der Zylinder entspricht dem Funktionswert des Terms h ®.

6.283
@)

Abbildung 4.5: Funktionswerte h @ fiir Aufpunkte im Abstand 7 = +¢ (= 1079)
iiber der Elementebene ("konstantes” Beispiel)

AuBerhalb des Elements sind die Werte quasi 0 (siehe Abbildung 4.5). Im Element erreichen sie
das Maximum von knapp 27. Auf den Kanten liegen die Funktionswerte sehr nahe bei m und in
den Elementecken bei . Im analytischen Sinne gesehen, beschréinken sich diese Spriinge nur auf
die Linien der Elementkanten und die Punkte der Elementknoten. Strenggenommen miifiten bei
der Zylinder-Plot-Darstellung unendlich diinne Zylinder verwendet werden. Die Funktionswerte
gelten also nur an den Zylinderachsen!

Zur besseren Visualisierung wurden die Zylinder {iber dem Dreiecksschwerpunkt und den Ele-
mentecken schattiert.
In Abbildung 4.6 sind die Funktionswerte h @ fiir Aufpunkte im Abstand von r = 0.05 iiber

dem Dreieckselement aufgetragen. Dieser "schéne Wolkenkratzer” zeigt, da die Unstetigkeiten
an den Elementecken und -kanten schon deutlich abgeschliffen sind.
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5393 3

0.05

Abbildung 4.6: Funktionswerte h® fiir Aufpunkte im Abstand r

iiber der Elementebene ("konstantes” Beispiel)

Fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.5 (halbe Seitenlinge) ist der Verlauf schon weitgehend

geglittet (siehe Abbildung 4.7).

Abbildung 4.7: Funktionswerte h @ fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.5

iiber der Elementebene (”konstantes” Beispiel)



80 KAPITEL 4. UNTERSUCHUNG DER TRIA3-ELEMENTLOSUNG

Da in allen drei Elementknotenpunkten derselbe Potentialwert & = 1 = const. vorlag, wurde
bisher nur der konstante Anteil der Elementlésung untersucht. Wie in Kapitel 4.1 beschrieben,
trigt bei einer konstanten Stiitzpunktverteilung nur der Term h, = [, 1/r} dI’ zur Losung
bei. D.h. nur die Funktion h; ist bis jetzt untersucht worden und somit quasi auch nur die
Lésung eines Dreieckselements mit konstantem Ansatz. Die beiden anderen Losungsfunktionen
h, und h; kommen erst bei einer linearen Potentialverteilung im Element zum Tragen (siehe
Kabpitel 4.1).

Daher wird im néchsten Beispiel eine lineare Potentialverteilung vorgegeben. Im Elementkno-
tenpunkt ) wird &, =1 gesetzt und an den beiden anderen Knotenpunkten @; = &5 =0.

0
h @ = [hy hg hgl|1| = hy (4.29)
(1x3) (3x1)

0

Es wird wieder das gleichseitige Dreieck mit der Seitenlinge 1 betrachtet. In Abbildung 4.8 sind
mehrere Funktionsverldufe des h @-Term an verschiedenen Positionen dargestellt.

Ar
AY
1%
AT Ar
1 +0.5
a=1 h¢
\
¢1=0
-—0.5

Abbildung 4.8: Funktion h @ der Elementlésung (”lineares” Beispiel)

Im Elementknotenpunkt (2), in dem das Potential &, =1 vorgegeben ist, ist weiterhin der

Sprung —a/0/4+a mit dem Eckwinkel a = £ vorhanden.




KAPITEL 4. UNTERSUCHUNG DER TRIA3-ELEMENTLOSUNG 81

An der gegeniiberliegenden Kante a existiert jedoch kein Sprung mehr. Hier verschwindet der
h @-Einflul. Von der Kante a zum Knotenpunkt ) nimmt der Sprung linear zu. Im Element-
schwerpunkt betrégt er ein Drittel der "konstanten” Losung, also —2571 /0/ +23—”. Direkt vor dem
Elementknotenpunkt @ erreicht der Sprung sein Maximum von —2m/0/+2.

Wie beim letzten Beispiel sind auflerhalb des Elements keine Spriinge mehr vorhanden, sondern
ein gewohnlicher Nulldurchgang in der Elementebene. Gegeniiber dem letzten Beispiel neh-
men alle Funktionsverldufe mit zunehmenden Abstand des Aufpunkts () von der Elementebene
schneller ab, da jetzt nur an einem Elementknotenpunkt ein Einheitspotential vorgegeben ist.
Der Elementeinflul auf den Aufpunkt () ist jetzt geringer.

Diese Effekte kénnen anhand von Zylinder-Plots wesentlich anschaulicher dargestellt werden.

Fiir Aufpunkte in einer Ebene unmittelbar iiber dem Dreieckselement erhdlt man einen
h ®-Funktionsverlauf geméfi Abbildung 4.9.
27 &2

5.236

Abbildung 4.9: Funktionswerte h @ fiir Aufpunkte im Abstand 7 = +¢ (= 1079)
iiber der Elementebene (”lineares” Beispiel)

Der oben erwihnte lineare Anstieg von der Dreieckskante a bis zum Elementknotenpunkt (@) ist
deutlich zu erkennen. Der Anstieg iiber den Kanten b und c ist nur noch halb so grof.
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Das Maximum von 27 tritt bei der r-Achse innerhalb des Elements direkt neben dem Element-
knotenpunkt (2) auf. Der hochste Zylinder in Abbildung 4.9 erreicht nur den h #-Wert von 5.236,
da seine Zylinderachse noch relativ weit vom Elementknoten (2) entfernt ist.

Es sei daran erinnert: Eine Uberlagerung von drei Graphen mit Einheitspotentialen jeweils in
den Elementknotenpunkten fiihrt direkt wieder auf die vorgestellte Losung des ”konstanten”
Beispiels zu Beginn dieses Kapitels.

Fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.05 iiber der Elementebene sind die h $-Werte in Abbildung
4.10 aufgetragen. Auflerhalb des Elements nehmen die Funktionswerte in Richtung Element
wieder zu. Innerhalb des Elements nehmen sie zu den Kanten hin ab. Uber der Elementkante a
zwischen den Elementknoten (D) und @) sind die h @-Werte nun von Null verschieden.

3.185 FJ

Abbildung 4.10: Funktionswerte h @ fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.05
iiber der Elementebene (”lineares” Beispiel)
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Im Abstand der halben Seitenlénge ist der Verlauf wieder weitgehend geglittet (siehe Abbildung
4.11). Die Kanten des Dreiecks sind anhand der h®-Verteilung nicht mehr zu erkennen. Die
groBten h &-Werte dieser Ebene treten {iber dem Element zwischen dem Elementschwerpunkt

und dem Knotenpunkt 2) auf.

Abbildung 4.11: Funktionswerte h @ fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.5
iiber der Elementebene (”lineares” Beispiel)

4.2.2 Funktion gq der Elementlésung

Nun folgt die Untersuchung des zweiten Terms der Elementiésung ggq, der den Einflul der
Normalgradientenverteilung beschreibt

m

m
@+ Y, he®Pr = | g (4.30)

e=] e=1

Es werden fiir ein gleichseitiges Dreieckselement mit der Seitenlinge 1 Einheitswerte fiir die
Normalgradienten ¢ in den 3 Elementknotenpunkten vorgegeben. Man hat es also zunichst
wieder mit einer konstanten g-Verteilung iiber dem Dreieckselement zu tun.

1
= (g1 92 93]|1| = g1+ 92+ 93 (= Giconst.) (4.31)
1

q
(1x3) (3x1)

In Abbildung 4.12 ist die Losung fiir einen Aufpunkt (i) aufgetragen, der sich wieder auf einer
Achse r bewegen kann, die senkrecht auf der Elementebene steht.
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Abbildung 4.12: Funktion gq der Elementlésung ("konstantes” Beispiel)

Die Funktion g q ist stets positiv. Sie verlduft symmetrisch zur Elementebene und hat ihr Ma-
ximum stets in der Elementebene. Dort ist ein Knick vorhanden. Somit ist die Ableitung der
Funktion g g in diesem Punkt unstetig. Der Knick existiert fiir alle r-Achsen innerhalb des Ele-
ments sowie in den Ecken und Kanten. Dies sind typische Charaktermerkmale des sogenannten
Einschichtpotentials (engl.: single-layer potential, siehe u.a. [24, 27, 67]). Bei der vorliegenden
konstanten Normalgradientenverteilung tiber dem Dreieckselement besitzt die g g-Funktion im
Elementschwerpunkt ihr Maximum von 2.28 und nimmt kontinuierlich ab, je weiter der Aufpunkt
(O vom Element entfernt liegt.

Im Gegensatz zum h ®-Term der Elementlosung besitzt die Funktion g g keine Unstetigkeiten
bzw. Spriinge in den Ecken und auf den Kanten (vgl. Kapitel 4.2.1).




KAPITEL 4. UNTERSUCHUNG DER TRIA3-ELEMENTLOSUNG 85

In Abbildung 4.13 sind die Funktionsverldufe fiir

den g g-Term fiir verschiedene Positionen der -

Achsen (A, B, C, ...) aufgetragen. Im Gegensatz

Abb. 4.13: Verliufe der Funktion ggq zu den h @$-Funktionen dndern sich die Formen
("konstantes” Beispiel) der g q-Verldufe wenig.

Das Verhalten des g g-Terms 148t sich wieder besser anhand der Zylinder-Plot-Darstellung ver-
anschaulichen.

Fiir Aufpunkte in der Elementebene erhilt man einen g g-Funktionsverlauf gemif8 Abbil-
dung 4.14. Das kontinuierliche Gebirge wirkt nur wegen der Darstellung durch Zylinder mit
endlichen Durchmessern treppenférmig. Auch hier gelten, wie bereits im vorherigen Kapitel
erwihnt, die Funktionswerte nur an den Zylinderachsen. Interessanterweise sind die Funktions-
werte aulerhalb des Elements deutlich von Null verschieden. Die Ldsungen von benachbarten
Elementen haben daher einen grofien Einfluf.
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2.281 &
> 4 ‘J
X 7:=1 (g:=1)
] N XXX
Xxxxxlxx
\j J X X X XXX
A

Abbildung 4.14: Funktionswerte gq fiir Aufpunkte innerhalb der Elementebene r =0
("konstantes” Beispiel)

Fir Aufpunkte im Abstand r = 0.5 (halbe Seitenlinge) iiber der Elementebene ist der Verlauf
noch stirker geglittet (siehe Abbildung 4.15).

0.759

> G G G O < i
X :
LSO ;
PED D S DO .
N At :
w : =405
\ PO OO BOEE S D) :
™~ B
\J\
o @
=1 (g;=1)

q,=1

Abbildung 4.15: Funktionswerte ggq fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.5
tiber der Elementebene ("konstantes” Beispiel)
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Analog Kapitel 4.1 trédgt bei einer konstanten g-Verteilung nur der Term g¢; = [5, 1/r; dI" zur
Lésung bei. D.h. nur die Funktion g, ist bis jetzt untersucht worden. Die beiden anderen Lsungs-
funktionen g, und g; kommen erst bei einer linearen Normalgradientenverteilung im Element

zum Tragen (siehe Kapitel 4.1).
Daher wird im nichsten Beispiel eine lineare Normalgradientenverteilung vorgegeben. Im
Elementknotenpunkt (@ wird ¢, =1 gesetzt und an den beiden anderen Knotenpunkten

¢, =93 =0.
0

= (g1 92 g3l|1l] = g (4.32)
0

g q
(1x3) (3x1)

Es wird wieder das gleichseitige Dreieck mit der Seitenlinge 1 betrachtet. In Abbildung 4.16
sind mehrere Funktionsverldufe des g ¢-Term an verschiedenen Positionen dargestellt.

AT
Ar

q,=0

A | M1 f+os

1—0.5

Abbildung 4.16: Funktion gq der Elementlosung (”lineares” Beispiel)

Im Elementschwerpunkt betrdgt der g g-Wert 0.76, also nur noch ein Drittel der "konstanten”
Losung. Im Elementknotenpunkt (2), an dem der Normalgradient g, =1 vorgegeben ist, sind
die g g-Werte nicht identisch mit der "konstanten” Losung (vgl. Abbildung 4.12) sondern fallen
geringer aus. Auf der gegeniiberliegenden Kante a sind die g g-Werte nichi Null, obwohl die
Normalgradienten entlang dieser Kante verschwinden.
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Diese Eigenschaften kénnen anhand der Zylinder-Plots wesentlich anschaulicher dargestellt wer-

den. Fiir Aufpunkte in der Elementebene erhilt man einen g ¢-Funktionsverlauf geméf Abbil-
dung 4.17. Es erfolgt ein glockendhnlicher Anstieg der g g-Funktion bis zum Maximum, das

zwischen dem Elementschwerpunkt und dem Elementknotenpunkt @ liegt.

1l
on
%0
=)
=

=0

Abbildung 4.17: Funktionswerte ggq fiir Aufpunkte innerhalb der Elementebene r

("lineares” Beispiel)

Fiir Aufpunkte im Abstand 7 = 0.5 iiber der Elementebene sind die g g-Werte in Abbildung

4.18 aufgetragen. Der Verlauf ist wieder weitgehend geglattet.

0 (=0

Abbildung 4.18: Funktionswerte gq fiir Aufpunkte im Abstand r = 0.5

iiber der Elementebene (”lineares” Beispiel)
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Kapitel 5
Element-Tests

In diesem Kapitel wird das vorgestellte lineare Dreieckselement TRIA3 numerischen Tests un-
terzogen, zu denen in der Literatur Losungen zu finden sind. Oftmals sind aber dort nur die
Ergebnisse fiir konstante Elemente angegeben. Wie in Kapitel 4.1 beschrieben, kénnen an-
hand dieser Ergebnisse nur bestimmte Anteile der Elementldsung iiberpriift werden. Um diese
Beispiele jedoch auch als Referenzlésung fiir numerische Integrationsalgorithmen bei linearen
Boundary Elementen einsetzen zu koénnen, werden stets alle 6 Element-EinfluSkoeffizienten
hi1y Pigs Pizs Gi1» Giay 9i3 des Dreieckselements TRIA3 angegeben. Somit kénnen auch die linearen
Terme iiberpriift werden.

Alle Rechnungen wurden in DOUBLE PRECISION mit einer 52-Bit-Mantisse durchgefiihrt. Die
numerischen Endergebnisse wurden auf die letzte dargestellte Dezimalstelle gerundet.

In den ersten drei Beispielen wird das schon bekannte gleichseitige Dreieck mit der Seitenldnge 1
untersucht (vgl. Kapitel 4.2.1f.). Danach wird in drei weiteren Beispielen die Elementlésung
anhand eines Rechteckselements analysiert.
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5.1 DBeispiel 1
(Dreieck / Aufpunkte senkrecht iiber dem Schwerpunkt)
Als Erstes wird die Elementlosung eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlidnge 1 vorgestellt.

Die Aufpunkte liegen auf einer Achse r, die senkrecht zur Elementebene durch den Element-
schwerpunkt verlduft (siehe Abbildung 5.1).

4b®

Abbildung 5.1: Geometrie des Dreieckselements im Beispiel 1

Beispiel 1 (Dreieck / Aufpunkte senkrecht iiber dem Schwerpunkt)
Abstand des analytische Element-Einflukoeffizienten
Aufpunkts 3 3
r hiv = bz = Ry, hi const, = Zl hij 9i1 = Gi2 = Gi3 9i const. = 21 9
i= i=
100.0 0.144336E-04 0.433007E-04 0.144337E-02 0.433011E-02
50.0 0.577321E-04 0.173196E-03 0.288670E-02 0.866011E-02
10.0 0.144157E-02 0.432472E-02 0.144277E-01 0.432832E-01
5.0 0.574483E-02 0.172345E-01 0.288196E-01 0.864588E-01
1.0 0.128808 0.386423 0.138851 0.416654
0.5 0.398271 1.194813 0.253161 0.769482
0.1 1.519567 4.568701 0.580263 1.740788
0.06 1.797709 5.393128 0.663085 1.989254
0.0t 2.034422 6.103266 0.739702 2.219106
0.006 2.064398 6.193195 0.749949 2.249847
0.001 2.088395 6.265185 0.758255 2.274764
1.0E-09 2.094396 6.283185 0.760346 2.281038
0 0 0 0.760346 2.281038
~-1,0E-09 -2.,094395 -6.283185 0.760346 2.281038
-0.001 -2.088395 -6.265185 0.7582b5 2.274764

Tabelle 5.1: Element-Einfluflkoeffizienten fiir Aufpunkte senkrecht {iber dem
Elementschwerpunkt eines gleichseitigen Dreieckselements mit der Seitenléinge 1
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In Tabelle 5.1 sind die Ergebnisse fiir verschiedene Abstinde des Aufpunkts (i) vom Schwer-
punkt dargestellt. Zunichst ist wieder die Symmetrie der gi;-Koeffizienten bzgl. der Element-
ebene zu erkennen. Wie schon in Kapitel 4.2.1 beschrieben, ist fiir die Punktsymmetrie der
h;;-Einfluikoeffizienten der Term —r;n verantwortlich. Beim Durchgang des Aufpunkts senk-
recht durch die Elementebene wechselt somit nur das Vorzeichen bei den h;;-Einflukoeffizienten.

In diesem Beispiel sind alle Element-EinfluBkoeflizienten g;; bzw. h;; des gleichseitigen Dreiecks-
elements identisch, da die zu lésenden Integrale

hi; = /fj (—-:—én-) dr und (5.1)
A 1

9 = /éj (;—) dr (5.2)
A 1

die gleichen Integranden und Integrationsbereiche besitzen; also h;; = hjy = hjy = h;; und

g1 = Gio = 9ig = gi;» Mit Gleichung (4.10)

1 1 1
hil_—_——’rin[nl/r—adF+ng/—;dl—'ﬁ-ns/ﬁdf}—hiz—hm
i i i
Apas Ap13 Ap12

folgt fiir ny = ny = ng =1 und wegen der identischen Geometrien der Dreiecke Apoz = Apiz =
AplZ = AI

1 1
At
o (—mn)hy fir 7#0 mit h; = hi(Ap23) = h1(Ap13) = hi(Api2) (5.4)
Y 0 fir =0 da mln .
Analog gilt mit Gleichung (4.23)
1 1 1
9i1=nl/“dF+”2/—dF+"3/*dF—gi2—9ia
7 7 7
p23 Apis AYSY
1 1
g = 53/5 dr (5.5)
AI
9 fir 7#0 mit g; =g;(Apes) = 91(Ap13) = g1(Api2) (5.6)
g.. = .
! 2 g;v fir »=0 mit g = gy (Ais) = gy (Ais) = gy (Air2)

D.h. in diesem Beispiel werden strenggenommen nur die Funktionen hy, g; und g;; der Ele-
mentlosung getestet. Ein Teil der aufgelisteten Ergebnisse ist in [13] zu finden. In Tabelle 5.1
ist auch die Losung fiir ein Dreieckselement mit konstanten Ansatzfunktionen angegeben, die
ja jeweils der Summe h; o = hiy + by + bz und g oonet. = %1 + Yo + 93 entspricht (vgl.
Kapitel 4.1).

Der Verlauf der Funktion h; o, () ist in Abbildung 4.4 und der Verlauf der Funktion g; . ne (7)
in Abbildung 4.13 dargestellt.
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5.2 Beispiel 2

(Dreieck / Aufpunkte senkrecht iiber einer Elementecke)

In diesem Beispiel wird die schon in Kapitel 4.2.1 fI. vorgestellte lineare Elementlésung unter-
sucht. Es wird die Ldsung fiir ein gleichseitiges Dreieckselement mit der Seitenldnge 1 betrachtet,
bei dem sich der Aufpunkt (i) senkrecht iiber einer Elementecke befindet, hier z.B. iiber dem
Elementknotenpunkt ) (siehe Abbildung 5.2).

\ ¥

Abbildung 5.2: Geometrie des Dreieckselements im Beispiel 2

Beispiel 2  (Dreieck / Aufpunkte senkrecht iiber einer Elementecke)
Abstand analytische Element-BEinflukoeffizienten
des Auf- 3 3
punkts r hig hiy = hig i const. = Zl hi; Gi2 gi1 = Gia 9i conat. = 21 9i5
= J=
100.0 0.144332E-04 | 0.144327E-04 0.432986E-04 | 0.144336E-02 | 0.144334E-02 | 0.433004E-02
50.0 0.577264E-04 | 0.577177E-04 | 0.173162E~03 | 0.288661E-02 | 0.288646E-02 | 0.865953E-02
10.0 0.143799E-02 | 0.143263E-02 | 0.430325E-02 | 0.144158E-01 | 0.143978E-01 | 0.432114E-01
5.0 0.568869E-02 | 0.560534E-02 | 0.168993E-01 | 0.287249E-01 | 0.286839E-01 | 0.858927E-01
1.0 0.107603 0.822006E-01 0.272004 0.130192 0.118897 0.367987
0.5 0.264009 0.138914 0.541837 0.215280 0.173642 0.562565
0.1 0.712316 0.110055 0.932427 0.390615 0.230923 0.862462
0.05 0.839869 0.748406E-01 0.9895561 0.429268 0.2356626 0.900509
0.01 0.987166 0.242476E~01 1.,036651 0.465570 0.237721 0.941012
0.005 1.013176 0.141245E-01 1.041424 0.470569 0.237818 0.946205
0.001 1.038563b 0.375410E-02 1.046043 0.474670 0.23785656 0.950380
1.0E-09 1.047198 0.117306E-07 1.047198 0.475713 0.237867 0.951426
0 0 0 0 0.475713 0.2378567 0.961426
-1.0E-09 -1.047198 ~0.117306E-07 -1.047198 0.475713 0.237857 0.961426
-0.001 -1.,038535 -0.375410E-02 -1.046043 0.474670 0.2378565 0.950380

Tabelle 5.2: Element-EinfluBkoeffizienten fiir Aufpunkte senkrecht {iber einer

Elementecke eines gleichseitigen Dreieckselements mit der Seitenlénge 1
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Aus Symmetriegriinden sind die Element-Einflulkoeffizienten der Elementknotenpunkte @ und
(® identisch. Da der Aufpunkt () von allen 3 Elementknotenpunkten dem Knoten (2) stets am
néchsten liegt, ist der Koeffizient h,, stets grofler als h;; = h,3 bzw. g;, stets grofler als g;; = g;3
(siche Tabelle 5.2). Beim Durchgang des Aufpunkts () durch die Elementebene ist bei dem
Koeffizienten h;, der Sprung —a/0/4+a mit dem Eckwinkel o = I zu beobachten (siehe auch
S. 80ff.).

In diesem Beispiel kommen nun alle Losungsfunktionen hy, hy, hy und g;, g5, g3 der Ele-
mentlésung zum Einsatz.

Einige Werte der Koeffizienten h;; = h;5 sind auch in [13] dokumentiert. Dieses Paper ist bisher
eines der wenigen, in dem numerische Ergebnisse fiir lineare 3D-Elementansétze angegeben sind.

5.3 Beispiel 3
(Dreieck / Aufpunkte lings einer Winkelhalbierenden)

Fiir das gleichseitige Dreieckselement mit der Seitenlinge 1 werden die Element-Einflu8koef-
fizienten firr Aufpunkte in der Elementebene lings einer Winkelhalbierenden berechnet (siehe
Abbildung 5.3). Die Aufpunkte befinden sich auf einer Achse r, die lings der Winkelhalbierenden
durch dem Elementknotenpunkt 2) verlduft. Die Achse r wird positiv von ihrem Ursprung im
Elementschwerpunkt in Richtung Knotenpunkt (2) gerechnet.

Abbildung 5.3: Geometrie des Dreieckselements im Beispiel 3
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Beispiel 3 (Dreieck / Aufpunkte lings einer Winkelhalbierenden)
Abstand des analytische Element-Einflulkoeffizienten
Aufpunkts 3
T Rirs Big, higy i conat. Jiz 91 = Gia Jiconst. = Zl 9i;
i=
100.0 0.1445647E-02 0.144234E-02 0.433014E-02
50.0 0.289514E~-02 0.288259E-02 0.866033E-02
10.0 0.146490E-01 0.143308E-01 0.433108E-01
5.0 0.297586E-01 0.284624E-01 0.866833E-01
1.0 0.176362 0.136240 0.448842
0.5678350 0.469828 0.237360 0.944548
0.577350 (Ecke) 0.475713 0.237857 0.951426
0.576350 0.484218 0.238361 0.960940
0.3 0.982246 0.478369 1.938985
0 (Schwerpunkt) 0 (da vl mn) 0.760346 0.760346 2.281038
-0.16 . 0.546403 0.807360 2.161123
-0.287675 0.361566 0.634309 1.630182
-0.288675 (Kante) 0.360523 0.627855 1.616232
-0.289675 0.359497 0.621393 1.602283
-1.0 0.128074 0.154643 0.437361
-5.0 0.280830E-01 0.292918E-01 0.866666E-01
~10.0 0.142318E-01 0.145390E-01 0.433098E-01
~50.0 0.287847E-02 0.289093E-02 0.866033E-02
~-100.0 0.144130E-02 0.144442E-02 0.433014E-02

Tabelle 5.3: Element-EinfluBkoeffizienten fiir Aufpunkte lings einer
Winkelhalbierenden eines gleichseitigen Dreieckselements mit der Seitenldnge 1

Die Ergebnisse fiir verschiedene Positionen des Aufpunkts () sind in Tabelle 5.3 zusammenge-
fait. Alle Element-EinfluBkoeffizienten h;; sind 0, da fiir Aufpunkte () innerhalb der Element-
ebene stets das Skalarprodukt r;n verschwindet (siehe Kapitel 2.3). Aus Symmetriegriinden
sind wieder die Element-Einflulkoeffizienten der Elementknotenpunkte (D) und @) identisch.
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5.4 Beispiel 4
(Viereck / Aufpunkte senkrecht iiber dem Schwerpunkt)

Fir numerische Boundary-Element-Tests wird in der Literatur sehr oft das rechtwinklige Vier-
eckselement mit konstanten Ansatzfunktionen herangezogen. Daher wird nun ein quadratisches
Viereckselement mit der Seitenldnge 2 untersucht, bei dem die Aufpunkte auf einer Achse r
liegen, die senkrecht zur Elementebene durch den Vierecksschwerpunkt verlduft. Geméifs Abbil-
dung 5.4 wird nun die Vierecksfliche mit zwei Dreieckselementen TRIA3 diskretisiert.

Iz

Abbildung 5.4: Geometrie des Viereckselements im Beispiel 4

Beispiel 4 (Viereck / Aufpunkte senkrecht iiber dem Vierecksschwerpunkt)
Abstand des analytische Element-EinfluBkoeffizienten (Dreieck Aizs)
Aufpunkts
r hid = hi3 2 g = 9 gtz
100.0 0.666607E-04 0.666587E-04 0.666647E-02 0.666640E-02
50.0 0.2665671E-03 0.266539E-03 0.133317E-01 0.133312E-01
10.0 0.660733E-02 0.658765E-02 0.664680E-01 0.664020E-01
5.0 0.257473E-01 0.264474E-01 0.131776 0.131262
i.0 0.371681 0.304036 0.540129 0.506461
0.6 0.706429 0.441732 0.798647 0.694286
0.1 1.281322 0.297278 1.181226 0.862996
0.05 1.401498 0.197323 1.248196 0.87556568
0.01 1.525563 0.622042E-01 1.306596 0.881027
0.005 1.645724 0.360031E-01 1.314273 0.8812756
0.001 1.664644 0.947668E~02 1.320493 0.881368
1.0E-09 1.570796 0.290148E-07 1.322060 0.881374
0 0 0 1.322060 0.881374
-1.0E-09 -1.5670796 -0.290148E-07 1.322060 0.881374
-0.001 ~1.564644 ~-0.947668E-02 1.320493 0.881368

Tabelle 5.4: Element-Einfluflkoeflizienten des Dreiecks Ajs3 beim Beispiel 4
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Da die Diagonale zwischen den Knotenpunkten (D) und (3 auch die Symmetrieachse bzgl. der
beiden Dreieckselemente ist, geniigt es, allein die Losung des Dreiecks Aj93 mit den Element-
knotenpunkten (), @ und @) zu untersuchen (siehe hierzu auch S. 27). In Tabelle 5.4 sind die
Ergebnisse des Dreieckselements A1g3 fiir verschiedene Abstidnde des Aufpunkts (i) vom Vierecks-
schwerpunkt dargestellt. Aus dieser Dreieckslésung kann jetzt die Losung fiir die Vierecksflache
zusammengesetzt werden:

RS = 2h% (5.7)
b = hiy (5.8)
ha = 2hi3 (5.9)
hy = h5 (5.10)
g = 26% (5.11)
g = g (5.12)
93 = 29a (5.13)
gii = g (5.14)

Mit dieser zusammengesetzten Losung kann nun jede konstante oder unidirektionale, lineare
Elementldsung des Viereckselements berechnet werden.

In Tabelle 5.5 ist die Losung fiir das Viereckselement mit konstanten Ansatzfunktionen an-
gegeben, die jeweils der Summe A = Z§:1 h S 253, h und gfl,ne = Z§:1 9i;
Pz 9 2221 g{? entspricht. Auch bei diesem Rechteckselement ist bei dem konstanten Element-
Einfluikoeffizienten h{l,. der Sprung —2m/0/+27 innerhalb des gesamten Elements zu be-
obachten, wenn der Aufpunkt (i) senkrecht durch die Elementebene dringt. Einige Werte der
Koeflizienten h{l .o und g, der Vierecksgeometrie sind auch in [57] dokumentiert.

Beispiel 4 (Viereck / Aufpunkte senkrecht iiber dem Vierecksschwerpunkt)
Abstand des analytische Element-Einflulkoeffizienten (Viereck [1234)
Aufpunkts 3 3
r hiDconst. =2 Z hﬁ chonst. =2 Z gi?
y=1 j=1

100.0 0.399960E-03 0.399987E-01

50.0 0.159936E-02 0.799893E-01
10.0 0.396046E-01 0.398676
5.0 0.153884 0.789621
1.0 2.094395 3.173436
0.5 3.709181 4,583161
0.1 5.719842 6.450896
0.05 6.000637 6.743897
0.01 6.226619 6.988440
0.005 6.254901 7.019643
0.001 6.277528 7.044708
1.0E-09 6.283185 7.050989
0 0 7.050989
-1.0E-09 -6.2831856 7.050989
-0.001 -6.277528 7.044708

Tabelle 5.5: Element-Einflulkoeffizienten des konstanten Viereckselements 0934
beim Beispiel 4, das mit zwei Dreieckselementen TRIA3 diskretisiert worden ist
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5.5 DBeispiel 5
(Viereck / Aufpunkte senkrecht iiber einer Vierecksecke)

In diesem Beispiel wird ein quadratisches Viereckselement mit der Seitenlinge 2 betrachtet, bei
dem sich der Aufpunkt (@) senkrecht iiber einer Vierecksecke befindet, hier z.B. {iber dem Kno-
tenpunkt @) (siehe Abbildung 5.5). Die Vierecksfliche wird wieder mit zwei Dreieckselementen
TRIA3 diskretisiert.

Ar

b=2

Abbildung 5.5: Geometrie des Viereckselements im Beispiel 5

Da auch hier die Diagonale zwischen den Knotenpunkten () und @ die Symmetrieachse bzgl.
der beiden Dreieckselemente ist, geniigt es, allein die Losung des Dreiecks Ajgs mit den Ele-
mentknotenpunkten (1), @ und () zu untersuchen.

Beispiel 5

(Viereck / Aufpunkte senkrecht iiber einer Vierecksecke)

Abstand des

analytische Element-Einflufikoeffizienten (Dreieck Aias)

Aufpunkts
r hiy hiz hiz gh 9% g%
100.0 0.666307E-04 | 0.666387E-04 | 0.666507E-04 | 0.666547E-02 | 0.666573E~02 | 0.666613E-02
50.0 0.266092E-03 | 0.266219E-03 { 0.266411E-03 § 0.133237E-01 | 0.133269E~01 | 0.133291E-01
10.0 0.632657E-02 | 0.639816E-02 | 0,.651180E~02 | 0.656061E-01 | 0.667566E~01 | 0.661437E-01
5.0 0.219461E-01 | 0.228383E-01 | 0.244017E-01 0.124834 0.126548 0.129374
i.0 0.986925E-01 0.122273 0.242782 0.332670 0.361616 0.451504
0.5 0.934500E-01 0.1217562 0.39784b 0.382002 0.424300 0.607380
0.1 0.417893E-01 | 0.568720E-01 0.651418 0.411758 0.463800 0.810416
0.05 0.259626E-01 | 0.366006E-01 0.706162 0.413473 0.466141 0.844306
0.01 0.764899E-02 | 0.104525E-01 0.763861 0.414172 0.467103 0.873636
0.005 0.428203E-02 | 0.594404E-02 0.773404 0.414202 0.467144 0.877479
0.001 0.109210E-02 | 0.152213E-02 0.782430 0.414213 0.467159 0.880590
i.0E-09 0.311634E-08 | 0.438342E-08 0.785398 0.414214 0.467160 0.881374
0 0 0 0 0.414214 0.467160 0.881374
-1.0E-09 |~0.311534E-08]-0.438342E-08| -0.785398 0.414214 0.467160 0.881374
-0.001 ~-0.109210E-02}-0.152213E-02| -0.782430 0.414213 0.4671569 0.880590

Tabelle 5.6: Element-Einflulkoeffizienten des Dreiecks A3 beim Beispiel 5
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In Tabelle 5.6 sind die Ergebnisse des Dreieckselements Ajq3 fiir verschiedene Abstinde des
Aufpunkts () vom Knotenpunkt () zusammengefafit. Da der Aufpunkt (@) von allen 3 Element-
knotenpunkten dem Knoten (3) stets am néchsten liegt, ist der Koeflizient h;4 stets grofer als hy;
oder h;, bzw. g;3 stets grofer als g;; oder g;,. Die Losung fiir die Vierecksflache setzt sich analog
dem letzten Beispiel aus den beiden Dreieckselementen zusammen (siehe Gleichungen (5.7) bis

(5.14)).

In Tabelle 5.7 ist wieder die Losung fiir das Viereckselement mit konstanten Ansatzfunktionen
angegeben, die jeweils der Summe Al = Y3, hf e 253 e und g = Y1 95

baw. Y3.1 g5 entspricht.

Beispiel 5 (Viereck / Aufpunkte senkrecht iiber einer Vierecksecke)
Abstand des | analytische Element-Einflukoeffizienten (Viereck Ojyga4)
Aufpunkts 3 3
r hi'const. = 2 3 hi Giconst, = 2 ) 0

i=1 i=1

100.0 0.399840E-03 0.399947E-01

50.0 0.159744E-02 0.799674E-01
10.0 0.384710E-01 0.394811
5.0 0.138372 0.761511
1.0 0.927295 2.291681
0.5 1.,226095 2.827364
0.1 1.500159 3.371948
0.06 1.535450 3.447838
0.01 1.563726 3.509822
0.006 1.567261 3.517649
0,001 1.570089 3.523924
1.0E-09 1.570796 3.525494
0 0 3.525494
-1.0E-09 -1.570796 3.525494
-0.001 -1,570089 3.523924

Tabelle 5.7: Element-Einflulkoeffizienten des konstanten Viereckselements Dy934

beim Beispiel 5, das mit zwei Dreieckselementen TRIA3 diskretisiert worden ist
Beim Durchgang des Aufpunkts () durch die Elementebene ist bei dem Koeffizienten hit
der Sprung —7%/0/+% wegen dem Eckwinkel § des Rechteckselements zu beobachten.
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5.6 Beispiel 6
(Viereck / Aufpunkte ldngs einer Diagonalen)

Fiir das quadratische Viereckselement mit der Seitenlinge 2 werden die Element-Einflulkoef-
fizienten fiir Aufpunkte in der Elementebene lings einer Diagonalen berechnet. Die Aufpunkte
befinden sich auf einer Achse r, die lings der Diagonalen durch die Knotenpunkte () und ®
verlduft. Die Achse r wird positiv von ihrem Ursprung im Vierecksschwerpunkt in Richtung
Knotenpunkt (3) gerechnet. Geméf Abbildung 5.6 wird die Vierecksfliche mit zwei Dreiecksele-
menten TRIA3 diskretisiert.

Abbildung 5.6: Geometrie des Viereckselements im Beispiel 6

Da die r-Achse auch die Symmetrieachse bzgl. der beiden Dreieckselemente ist, geniigt es, allein
die Losung des Dreiecks Aj23 mit den Elementknotenpunkten 1), @ und (3) zu untersuchen.

Beispiel 6 (Viereck / Aufpunkte lings einer Diagonalen)
Abstand des analytische Element-EinfluBkoeffizienten (Dreieck Aq23)
Aufpunkts
o=y hix, b3, A3 i 95 9%
100.0 0.470233E-02 0.471402E-02 0.472690E-02
50.0 0.938151E-02 0.942790E-02 0.947580E-02
10.0 0.460294E-01 0.471171E-01 0.483936E-01
5.0 0.900861E-01 0.940982E-01 0.996290E-01
1,02 0.405328 0.456984 0.80952b
1.004 0.412370 0.465054 0.860735
1.0 (Ecke) 0 (da r.Ln) 0.414214 0.467160 0.881374
0.996 : 0.416114 0.469313 0.908943
0.98 ’ 0.424189 0.478189 0.986134
0.6 0.824616 0.7656388 1.5683142
0 (Schwerpunkt) 1.322060 0.881374 1.322060
-0.5 1.683142 0.7556388 0.824616
-0.98 0.986134 0.478189 0.424189

Tabelle 5.8: Element-Einflulkoeffizienten des Dreiecks A193 beim Beispiel 6
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In Tabelle 5.8 sind die Ergebnisse des Dreieckselements Aja3 fiir verschiedene Abstinde des
Aufpunkts () vom Vierecksschwerpunkt dargestellt. Hier sind alle Element-Einflukoeffizienten
h@ 0, da fiir Aufpunkte (f) innerhalb der Elementebene stets das Skalarprodukt =, n verschwindet

(siehe Kapitel 2.3).

Aus dieser Dreieckslésung kann jetzt die Losung fiir die Vierecksfliche zusammengesetzt werden:

hij =0 fir j=1...4, da rln (5.15)
g = 248 (5.16)
9 = 95 (5.17)
9 = 295 (5.18)
9 = ob (5.19)

Mit dieser zusammengesetzten Losung kann nun jede konstante oder unidirektionale, lineare
Elementlosung des Viereckselements berechnet werden.

In Tabelle 5.9 ist die Losung fiir das Viereckselement mit konstanten Ansatzfunktionen an-
gegeben, die jeweils der Summe AL, = Yi_y b =253 b und g7 = Yio1 95
bae- 22?:1 gi‘}- entspricht. Einige Werte der Koeffizienten gli,,; der Vierecksgeometrie sind
auch in [28], [57] und [61] dokumentiert.

Beispiel 6 (Viereck / Aufpunkte lings einer Diagonalen)
Abstand des analytische Element-Einfluflkoeffizienten (Viereck Oya34)
Aufpunkts 3 3
=y hieonat. = 2 ) hi Giconat. = 23 9
i=1 j=1
100.0 0.282845E-01
50.0 0.5656704E~01
10.0 0.283080
5.0 0.567625
1.02 3.343673
1.004 ’ 3.476318
1.0 (Ecke) 0 (da r;Ln) 3.525494
0.996 . 3.588740
0.98 3.777026
0.5 6.326291
0 (Schwerpunkt) 7.060989
-0.5 6.326291
~0.98 3.777025

Tabelle 5.9: Element-Einflulkoeffizienten des konstanten Viereckselements 01934
beim Beispiel 6, das mit zwei Dreieckselementen TRIA3 diskretisiert worden ist

Weitere numerische Beispiele fiir konstante Viereckselemente sind u.a. in [25] zu finden.
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Kapitel 6
Anwendungen

Im Institut fiir Reaktorsicherheit (IRS) wird das Randintegralverfahren vorwiegend fiir die Be-

rechnung von
e gekoppelten fluid-strukturdynamischen Vorgingen und von
e Anlaufstrémungen
In komplexen dreidimensionalen Geometrien eingesetzt. Typische Anwendungen sind u.a. in

(22, 23, 33, 34, 35] dokumentiert.

Zr Losung dieser Probleme wurde am IRS das BE-Programm SING [35, 36] entwickelt. Das
Softwarepaket ist seit 1978 im Einsatz und hat sich auch bei Anwendungsrechnungen fiir die

Industrie und Genehmigungsbehérden bewshrt.

D ag in dieser Arbeit vorgestellte lineare Dreieckselement TRIA3 wurde in den SING-FORTRAN-
Code implementiert. Im folgenden werden einige Anwendungen diskutiert, die mit SING und
dem neuen Dreieckselement analysiert worden sind.
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6.1 Wairmeleitungsproblem in einem Quader

Als Erstes wird ein klassisches Beispiel eines Potentialproblems behandelt, anhand dessen die
Losung mehrerer Dreieckselemente im Verbund iiberpriift werden kann.

Es ist das triviale Warmeleitungssproblem, bei dem ein Quader der Seitenldnge 6 auf einer Seite
eine konstante Temperatur von 300° C besitzt und auf der gegeniiberliegenden Seite die Tem-
peratur 0° C. Die vier restlichen Winde sind voll isoliert, d.h. dort liegt ein adiabater Zustand
mit der Warmefludichte ¢, =0 W/m? vor (siehe Abbildung 6.1 links). Wie schon in Kapitel 1
beschrieben, entspricht beim Warmeleitungsproblem die Temperatur T' dem Potential @ und die
Wirmeflufidichte ¢, ist proportional dem Normalgradienten g

T =0 (6.1)
. oT 0P

Dabei entspricht die Konstante A der Warmeleitfahigkeit mit der Einheit [A] = n_YVK

q=0; =2

)
¢ =300 1o=0 © $=3001
= ? q =9 q = 50 j.‘
p 6 0
¢
300
Aufgabe Lésung

Abbildung 6.1: Wirmeleitungsproblem in einem Quader

Die Lésung dieses einfachen Beispiels ist ein linearer Temperaturverlauf von der kalten zur
warmen Seite bei einem konstanten Warmeflufl (siehe Abbildung 6.1 rechts).
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Der Quader wurde gemifl Abbildung 6.2 mit 4 Dreieckselementen pro Seite diskretisiert. Das
BE-Modell besitzt somit 24 Elemente und 14 Knotenpunkte.

34

Abbildung 6.2: Idealisierung des Quaders

Da die Feldlosung bzw. die Temperaturverteilung linear ist, miissen die neuentwickelten Drei-
eckselemente mit ihren linearen Ansatzfunktionen die Losung exakt wiedergeben, was in
Abbildung 6.3 zu sehen ist. Der lineare Verlauf ist sowohl iiber eine Elementkante als auch
iiber zwei Elemente in der Seitenmitte zu erkennen. Die Vektoren in Abbildung 6.3 entsprechen

der Normalgradientenlésung gmn . ervey

300.
279,
257.
236.
214.
193, &
17
150
129
107
86

64. & o

43. F

21,

q=50.0K/m 0

Abbildung 6.3: Berechnete Temperaturverteilung des Wérmeleitungsproblems
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6.2 Blowdown-Belastung der Steuerstabfiihrungsrohre in
einem Reaktordruckbehilter

Ein wichtiger angenommener Stérfall im Genehmigungsverfahren von Druckwasserreaktoren ist
der Blowdown-Vorgang im Reaktordruckbehélter, d.h. der Ausstrémvorgang bei einem plotzli-
chen Rohrbruch im priméren Kiihlkreislauf (siehe Abbildung 6.4).

Abbildung 6.4: Blowdown-Vorgang in einem Druckwasserreaktor

In Abbildung 6.5 sind die wesentlichen Einbauten des Reaktordruckbehilters dargestellt. Im
unteren Teil des Behilters findet die Kernreaktion statt, deren Nutzenergie an einen Wasser-
kreislauf abgegeben wird. Uber dem Reaktorkern befinden sich u.a. die sogenannten Steuer-
stabfiihrungsrohre, in denen die Steuerstibe zur Kontrolle der Kernreaktion auf und ab bewegt
werden.

Bei dem angenommenen Rohrbruch am Auslafistutzen fillt der Kithlmitteldruck schlagartig nach
Bruchbeginn um 40 bar auf den Sdttigungsdruck ab. Dadurch wird das Kiihlmittel im oberen
Teil des Reaktordruckbehélters in Richtung Leck sehr stark beschleunigt. Durch die plétzliche
Umstromung der Steuerstabfilhrungsrohre entstehen an deren Oberflichen Druckdifferenzen,
die Biegebelastungen an diesen Strukturelementen erzeugen. Laut Genehmigungsvorschriften
diirfen bei einem plétzlichen Rohrbruch keine iiberh6hten Biegeverformungen dieser Steuer-
stabfiihrungsrohre auftreten, damit auch wahrend des Storfalls eine freie Steuerstabfithrung

gewdihrleistet ist.




KAPITEL 6. ANWENDUNGEN 105

* / Steuerstabstutzen

Deckel

oberer Rost

——

A
o1

Tt

___— Kiihlmittelauslafistutzen

KiihlmitteleinlaBstutzen

Steuerstabfithrungsrohr

Gitterplatte

13247

Kermbehilter

Reaktorkern

Druckbehilter

Abbildung 6.5: Aufbau eines Reaktordruckbehélters
(Mafe in [mm)])

Bei dem in Rede stehenden Problem wird die Fliissigkeit aus der Ruhe beschleunigt. Zu Beginn
des Strémungsvorgangs werden daher die Druckkréfte primér durch die Fluidbeschleunigungen
verursacht. Wihrenddessen sind die Fluidgeschwindigkeiten und die dazugehorigen Viskositéts-
effekte noch vernachlissigbar klein.

Der Startvorgang dieser hochtransienten Strémung kann analog dem in Kapitel 1 vorgestell-
ten Potentialproblem gelost werden. Allerdings ist der Einsatz dieses Verfahrens fiir spétere
Zeitpunkte nicht mehr sinnvoll, da dann grofere Reibungseffekte auftreten. Wie umfangreiche
Analysen gezeigt haben [33] liegt die Zeitgrenze etwa bei der zweifachen Periodendauer der
1. charakteristischen Struktureigenform. Weiterhin muf} beriicksichtigt werden, dafl das verwen-
dete fluiddynamische Modell eine inkompressible Fliissigkeit voraussetzt; diese Einschrinkung
ist bei Blowdown-Strémungen in Druckwasserreaktoren niherungsweise erfiillt {33].

Die Geometrie des zu untersuchenden Raums iiber dem Reaktorkern ist in Abbildung 6.6 dar-
gestellt. Dieser Raum wird in der Reaktortechnik ”oberes Plenum” genannt.
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Fiir eine Analyse mit dem neuentwickelten Dreieckselement TRIA3 wurde das obere Plenum
mit 37 Steuerstabfiihrungsrohren untersucht. Aus Symmetriegriinden mufite nur ein Viertel der
Struktur diskretisiert werden. In Abbildung 6.6 ist die Idealisierung dargestellt, wobei in der obe-
ren Abbildung die dulere Umrandung und in der unteren Abbildung nur die Symmetrieebenen

und die Steuerstabfithrungsrohre geplottet sind.

zentrale Plenumsoffoung
{hoher Druck)

N
|
\

2’0'79,12

Offnung des AuslaBstutzens
(niedrigerer Druck wegen
Druckabfall)

Steuerstabfiihrungsrohre
und Symmetrieebenen

Abbildung 6.6: Idealisierung fiir die Blowdown-Analyse

Insgesamt wurden 2594 Dreieckselemente eingesetzt. Davon entfallen 60 Elemente auf die Ideali-
sierung eines Steuerstabfithrungsrohrs. Mit 1265 Knotenpunkten besitzt das BE-Modell ebenso

viele Freiheitsgrade.
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Zum Test des Fluidmodells wird als Lastfall der zuvor beschriebene stufenférmige Druckabfall
von 40 bar betrachtet. Fiir die Fluidberechnung wurden die dicken Druckbehélterwiinde, der mas-
sive Auslaflstutzen und die Steuerstabfithrungsrohre als starr angenommen. Unter diesen Bedin-
gungen haben auch die zeitlichen Verldufe der Druckverteilung einen stufenférmigen Charakter.
Weiterhin wurden an den Knotenpunkten der Symmetrieebenen NEUMANN-Randbedingungen
mit Normalbeschleunigungen gleich Null vorgegeben.

An den grofien zentralen Plenums6ffnungen wurde der Betriebsdruck von 200 bar als konstant
vorgegeben. In Wirklichkeit nimmt dieser Druck ab, sobald die Strémung vom Reaktorkern
in das obere Plenum zunimmt. Allerdings ist in den ersten Millisekunden nach Beginn der
Anlaufstrémung dieser Druckverlust an den zentralen Offnungen vernachléssigbar gering [33].
Das Leck wird iiber die gesamte Offnung des AuslaBstutzens simuliert, an der der Druckabfall
von 40 bar auf den Séttigungsdruck von 160 bar vorgegeben wird. Fiir die Dichte des Kiihlmittels
unter Betriebsbedingungen wurde p = 665 kg/m® verwendet.

Die berechnete Druckverteilung fiir den stufenférmigen Druckabfall ist in Abbildung 6.7
dargestellt. Dreiviertel des gesamten Druckabfalls von 40bar wird innerhalb des Auslaf-
stutzens abgebaut. Die restlichen 10bar verteilen sich auf das obere Plenum. Die grofiten
Beschleunigungen von 4172 m/s? treten an der Offnung des AuslaBstutzens auf.

p [N/m?]

200.E+05
197.B+05

194 .E+05 |

Q-

166.E405 f

163.E+405 F

B,=4172.6 m/8?

160.E405 | |

Abbildung 6.7: Berechnete Druckverteilung der Blowdown-Strémung
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In Abbildung 6.8 ist die berechnete Druckverteilung in den Symmetrieebenen und an den
Oberflachen der Steuerstabfithrungsrohre zu sehen. An den Steuerstabfithrungsrohren in der
Nihe des Auslastutzens entstehen Druckdifferenzen von iiber 1 bar, die hohe aber noch tolerable

Biegequerkriifte erzeugen.

p [N/m3}

200.E+05

197.8+05

194, E+05

19

-

L E+05

189, E+05

186, E+05

183, E+05

171 . E+05

169,E+05

166.8+05

163, E+05

160.E+05 |

Abbildung 6.8: Berechnete Druckverteilung in den Symmetrieebenen
und an den Oberflichen der Steuerstabfithrungsrohre
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Anhang A

Ebene Trigonometrie

A.1 Zur Geometrie des Dreiecks

Der Vollstandigkeit halber werden in diesem Kapitel die wichtigsten geometrischen Beziehungen
am Dreieck angegeben.

Die drei Seitenléngen a, b, ¢ entsprechen den Betrigen der Seitenvektoren zwischen den Element-
knotenpunkten @, @), (®

a = |z mit X3 = 23— @y (A.1)
(3x1)

b = |m12| mit .'Blz = '.'82 - :Bl (A.2)
(3x1)

c = |$B23| mit Loz = T3 — Ty (A3)

(3%x1)

@ < acosy :| ccosa @

Abbildung A.1: Geometrische Grofilen am Dreieck




110 ANHANG A. EBENE TRIGONOMETRIE

Der Eckwinkel 9 wird fiir ein beliebiges geradliniges Dreieck iiber den Cosinussatz

c® = a® +b? —2ab costp bzw. (A.4)
2 p2_ .2
1 = arccos <9__—_|—21;b_c> (A.5)

bestimmt. Analoges gilt fiir die anderen beiden Eckwinkel a: und g.

Bei der Ermittlung der Eckwinkel ist jedoch gréfite Vorsicht geboten. Die Arcusfunktionen sind

sowohl in der Mathematik als auch bei Compilerimplementierungen in einem bestimmten Zah-
lenintervall bzgl. dem Hauptwert definiert [10]. Fiir den Arcuscosinus gilt z.B.

T = arccosy mit 0° <z < 180° fir —-1<y<+1 (A.6)

Der so ermittelte Winkel kann also Werte zwischen 0 und 180° annehmen und deckt damit den
gesamten Wertebereich fiir Winkel eines beliebigen Dreiecks mit a + £+ = 180° ab.

Fehler konnen dagegen beim Arcussinus auftreten. Hier gilt

T = arcsiny mit —90° < z < +90° fiir —-1<y<+1 (A.7)

Der Winkel kann bei diesem Standardalgorithmus nur noch maximal +90° betragen. Der Bereich
iber 90° bis 180° wird {iber die Beziehung (A.7) nie erreicht. Die Berechnung des Eckwinkels v
iber die Gleichung A = %ab siny bzw. ¥ = arcsin(%) gilt nur fiir Winkel ¢ < 90° . Somit
ist fiir ein allgemeines Dreieck die Winkelermittlung iiber die Arcussinusfunktion (A.7) nicht
giiltig. Daher sollten Dreieckswinkel stets nur iiber die Arcuscosinusfunktion (A.6) berechnet
werden.

Falls cos® tiber Gleichung (A.4) berechnet worden ist, lassen sich cos @ und cos 3 fiir ein belie-
biges Dreieck effektiver {iber ¢ cosa =b— a cosyp bzw.

cosa = b—_—%c—(?—s—w (A.8)
cosff = w (A.9)

bestimmen (vgl. Abbildung A.1).

Fiir die Ermittlung der Dreiecksfliche A bieten sich mehrere Verfahren an.

Vektoriell erhélt man die Fliche {iber das Kreuzprodukt (vektorielle Produkt) zweier Seiten-
vektoren des Dreiecks, z.B. @5 X x13. Der Betrag des resultierenden Vektors, der senkrecht zur
Dreiecksfléche steht, entspricht dem Flicheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten
Parallelogramms. Die Dreiecksfléiche entspricht genau der Hélfte dieser Vierecksflache.

1
4 =3 |Z19 X @3] (A.10)

(1x1)
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Durch Normierung des Vektors @, X &5 erhélt man gleich den Normalenvektor des Dreiecks-

elements (siehe Abbildung 2.5).
n = —2X%5 (A.11)
@xy @y Xy

Durch eine weitere skalare Auswertung der Gleichung (A.10) kann die Dreiecksfliche A z.B. auch
iiber ! 1

A= §absin¢ = §|w12||m13| sin ¢ (A.12)
ermittelt werden.

Ein numerisch giinstiges Verfahren fiir die Berechnung der Dreiecksfliche A aus den drei vorhan-
denen Seitenldngen a, b, ¢ stellt die sogenannte ”homogene Flachenformel” bzw. die ”HERONische

Formel” [10]

(@a+b+ec) (A.13)

DN |

A= \/s(s~—a)(s——b)(s~c) mit s =
dar. Hier werden alle Langenmafe gleichwertig einbezogen.

Die Dreieckshohen h,, by, h, werden ohne grofen numerischen Aufwand am einfachsten fiber

ha=3aé (=bsing =...)
hy = ?-bé (=asing =...) (A.14)
hcz% <=gisci£—7’é=bsina=...)

bestimmt, da ansonsten die Ermittlung der trigonometrischen Funktionen im Computer sehr
viel Rechenaufwand bendétigt.

Fiir die Beurteilung der geometrischen Verzerrung des Dreiecks und fiir numerische Vergleichs-
zwecke sind neben der mittleren Seitenlénge |

[ = -31-(a+b+c) (A.15)

auch der Radius des Innenkreises r_;, kurz Inkreisradius genannt,

r = ——4 mit § = }'(a+b+C) (A‘16)

min s 2

und der Radius des Umkreises r,,,, der sogenannte Umkreisradius [10],

abe a b c
— = = = 1
"max 44 2 sin « 2 sin 3 2 sin (4.17)

von Nutzen (siche Abbildung A.2).
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Abbildung A.2: Inkreis und Umkreis eines Dreiecks

A.2 'Transformation zwischen zwei Dreieckskoordinaten-
systemen

Die analytischen Integrationen der Element-Einfluflkoeffizienten lassen sich wesentlich vereinfa-
chen, falls der Aufpunkt (i) in einem Dreiecksknoten oder senkrecht dariiber liegt. Fiir einen
beliebigen Aufpunkt (i) mufl dann i.a. iiber drei Dreiecksflichen integriert werden. Hierfiir ist
jedoch notwendig, die Koordinaten des Dreieckselements in den lokalen Koordinaten der neuen
Dreiecksflichen auszudriicken.

Zunéchst wird die Transformation von einem nicht-orthogonalen (schiefwinkligen) Koordina-
tensystem auf ein im Ursprung gedrehtes nicht-orthogonales Koordinatensystem in einer Ebene
untersucht. Dabei konnen die Winkel zwischen den jeweiligen Basisvektoren beliebig verschie-
den sein. Es wird ein beliebiger Ortsvektor r mit der Lange r betrachtet. Er 188t sich in beiden
Koordinatensystemen durch eine Linearkombination aus den zwei linear unabhéngigen Einheits-
vektoren (Basisvektoren) e;, e, bzw. e}, e wie folgt darstellen:

T =ue +ve, im e;, e,-Koordinatensystem (A.18)

r = e+ ve) im €}, e)-Koordinatensystem (A.19)

Da es sich beidemal um denselben Vektor » handelt, kénnen die zwei Gleichungen gleichgesetzt

werden
ue;+ve, = u'ej+ v'ey (A.20)
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Um eine einfache Beziehung zwischen den Koordinaten u,v und u/, v’ zu erhalten, wird Gleichung
(A.20) jeweils mit dem Einheitsvektor e; und e, durchmultipliziert. Es entstehen die beiden
skalaren Gleichungen

uee, +veye; = veje + vehe
u+ vcosy = u'ele + v ehe (A.21)
und
uee, +ve, ey = uele, + vehe,
ucosy +v = u'ele, + v'ehe, (A.22)
wobei die kommutativen Skalarprodukte der normierten Basisvektoren e;e; =1 = eje, und

ejey = costp = eye; liefern. Das Aufidsen der beiden Gleichungen (A.21) und (A.22) nach u
und v ergibt

ele; — eleycosyp ,  ehe, — ehey cost A23
- 9 u 92 v ( . )
1 — cos?y 1 — cos?y)
_ ele,—elejcosy ,  ehe, — ehe; cosYP
v v (A.24)
1 — cos?y) 1 — cos?y)

Mit der Einfiihrung der Abkiirzungen

o = AT (A2
o = eyt (r20
o = A (a0
o = BT a2

die nur fiir linear unabhéngige Basisvektoren e;, e, mit cosy # +1 existieren, folgt

u = ayu + ay v (A.29)

v = ()412 UI + Ot22 ’Ul (A.-30)

bzw. in der kompakten Matrizenschreibweise

BRERdIN
v Qg Qg v

ro= T v (A.32)

D.h. ein beliebiger Vektor ' mit den Koordinaten u/,v' im gestrichenen Koordinatensystem
e!, €5 kann durch obige Transformationsvorschrift bzw. durch die Rotation T' im ungestrichenen
Koordinatensystem eq, e, als Vektor » mit den Koordinaten u,v ausgedriickt werden. Dies gilt
natiirlich auch fiir die beiden Basisvektoren e} und e5.
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Wenn die beiden nicht-orthogonalen Koordinatensysteme keinen gemeinsamen Ursprung ha-
ben, muf} bei der Transformation noch zusétzlich eine Verschiebung beriicksichtigt werden. Dies
geschieht einfach tiber eine Vektoraddition des Offsetvektors r, Die allgemeine Transformati-

onsvorschrift lautet dann
r=r+T7r (A.33)

Wird nun diese Transformation auf zwei gegeneinander verschobene und verdrehte Dreieckssy-
steme angewandt, wobei der Ursprung des gestrichenen Systems dem Punkt (i) entspricht, erhalt
man

U = Ui -+ aqq UI + Q91 ’Ul (A.34)

v o= v + apu + agv (A.35)

Mit & = g;,' und & = % sowie § = ¥, &3 =2 und U; = %i, Vi = %l lautet schliellich die
Transformationsvorschrift in den homogenen Dreieckskoordinaten

u o b oy al
b=7=U+ -84+ 2—4 (A.36)
b b b
bl /
b= =Vi+ Mg 4 B2 (A.37)
a a
& =1~ & — 53 (A-38)

mit den schon bekannten Koeffizienten ay;, oy, 044, a9y aus Gleichungen (A.25) ff.
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Anhang B

A usfiihrliche analytische Integration

Da bei einigen zu losenden Integralen die zur Zeit aktuellen Versionen der Computeralgebra-
programme MAPLE [45], MATHEMATICA (58] und REDUCE [55] keine analytische Losung
finden kénnen, werden alle Integrallésungen hergeleitet und teilweise Ergebnisse aus mathemati-
schen Formelwerken [10, 15, 19] herangezogen. In allen aufgefithrten Standardintegralen bzw.
Integrationsformeln wird die Integrationskonstante stets weggelassen. Die Variablenbezeichnun-
gen in den Integrationsformeln sind als lokal anzusehen, d.h. sie haben keinen direkten Bezug

zur laufenden Rechnung,

B.1 Integrale fiir Aufpunkte in Dreiecksknoten

g1 = A/f1 G;) dr (B.1)

bzgl. dem Aufpunkt (@), der im Dreiecksknoten (D) liegt, fiir die Elementdreiecksfliche A gelost.
Mit der in Kapitel 2.3.1 beschriebenen Transformation auf die Polarkoordinaten r und 6 und
den Beziehungen (2.39) & =1- F%?T und (2.38) dI' =r drdf ergibt sich

Zunichst wird das Integral

/w Rw)( e > drdf (B.2)
=0 r=0

L R0, ®3)
=0

Fiir die Integration iiber die #-Variable wird die duflere von 6 abhéngige Integrationsgrenze
h in ¢ .
(2.37) R(0) = 4 o = c‘;il;ﬂsglfo) eingesetzt

ab siny

= )2 20 sin (o + 6)

4
N / a+9 (B:5)

dé (B.4)
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und die Integrationsformel [10, 15]

dz x
e In {tan (5)' (B.6)
herangezogen
1¥
g1 = é[ln tan (OH_Q)‘ (B.7)
4 2 J 0=0
A ltan (9%34-)
= — ln ———e (B.8)
© A Jtan(3)]
sin (o + ¢
_A, (_..‘4745 Gl (®.9
c sin o
14 cosa

mit tan (-’2-9-) = % . Da fiir ein gewohnliches Dreieck die Grofien

l14+cosd >0 fir alle 9
sind > 0 fir 0° <4 < 180°
0° < (a+) < 180° wegen o+ -+ =180° und 0° < o, 3,7 < 180°

nie negativ werden, koénnen die Betragstriche in Gleichung (B.9) wegfallen. Mit der Dreiecks-

formel

a+ B+ = 180° (B.10)
vereinfacht sich die Gleichung
A sin(a+1/))[1+cosa]>
= = B.11
g = ([1+cos(a+1/))] sin o (B.11)
A sin (180° — 3) [1+cosa]>
= = B.12
c In <[1 + cos (180° — )] sina ( )
_ 4 ln(mnﬂ[l-l—co?a]) (B.13)
c [1—cosf] sina

Mit der Dreiecksbeziehung (Sinussatz)

a b c
= = . 4
sin o sin sin ¥ (B.14)
folgt
A b[1l+cosa]
= ¢ () (B19
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Da die Ermittlung von trigonometrischen Funktionen im Computer sehr viel Rechenaufwand
benétigt, wird Gleichung (B.15) mit dem Cosinussatz fiir ein beliebiges Dreieck

a? = b*+¢c? —2bccosa bzw. (B.16)
cosa = bz—+§—;—c:—-9—2 (B.17)
cosfB = az—-';—)—c(—j-g—b—? (B.18)
weiter vereinfacht
R e
- fu () =

Nach einer Produktzerlegung und kiirzen des Terms (—a+b+c) erhilt man die gesuchte Losung

1 A a+b+c
m = [a(;)ar = 2 m(55E) (B.21)
A
Fiir das Integral
1
g = [& () ar (B.22)
A
ergibt die innere Integration iiber r mit &, = %”b——el und dI" = r drdf
R(6) 0

o = P =9 4. g (B.23)

a

i
S

T

R%(8) sin (v — 6)

| 2
2%, dé (B.24)

Lo L—¢

0

Mit R(6) = %&E‘(% und h, = bsiny entsteht das Integral

v, ,
a? b? sin%) sin (¢ — 6)

= df B.25
912 0_/0 ? sin?(a + 6) 2b siny (B:25)

Aa ; sin (1) — 6)

I —

= dé B.26
c? 0_/0 sin?(a + 6) ( )
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das mit den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen auf

v .
é_‘f sin ¢ cos & — cos ¢ sin @ 40 (B.27)

2 2o (sin @ cos 6 + cos « sin §)?

J12 =

C

erweitert werden kann.

Da bei diesem nicht-trivialen Integral die zur Zeit aktuellen Versionen der Computeralgebra-
programme MAPLE [45], MATHEMATICA [58] und REDUCE [55] keine analytische Lésung
finden kénnen, wird auf die in der Praxis sehr niitzlichen Integraltafeln von W. GROBNER &
N. HOFREITER [19] zuriickgegriffen. Dort sind im Gegensatz zu vielen anderen Integralformel-
werken die Losungsansétze fiir die jeweiligen Integralfamilien stets angegeben. Damit ist eine
Uberpriifung und Erweiterung der Integralformeln jederzeit méglich.

Mit {19]
a+ B cosz+ysing 1 (Be—vb)+ (xc—va)cosz — (ab~ Ba)sinz
- dz = - — (B.28)
(a +bcosz +csinz)” (n—1)(a2 - b2~ c?) (a+bcosz+csing)" !

/(n— Y aa—Bb—7ve)— (n—2)(ab—Ba)cosz — (n — 2)(ac—ya)sinz d

(a+bcosz+csing) !

+

fir n>1 und o #b% +¢?

geht Gleichung (B.27) iiber in

Aa [[ —costp sina —sine cosa]?
= 29
12 c? {[ sina cos @ + cos a sin 6 ]9:0 (B.29)
j 1
T (sing sina —cosyp cos a)g/ sin & cos f + cos « sin § dO}
=0
Aa [[—sin(a+7y) 1" ; 1
= 5| —— — — df B.30
c? {[ sin (a + 6) L:o cos(a+1,l))0_/0 sin (@ + 6) } ( )
Ao [sin(a+9) /
= _2a w 1 — cos(a+1) / — df (B.31)
c sin & , 0sm a+9)

Mit der Dreiecksbeziehung o + 3 + 4 = 180° und dem Sinussatz - = sir’: 5 kann die Losung
weiter vereinfacht werden.

P
Aa |sin(180°— 3)
bl gtk et AN B — B.32
1z c? { sina 1 - cos (1807 /sm a +6) } (B:32)
9=0
Aa (sinp Aa 1
= — - —5 €OS T e [/ B.33
c? (sina 1) T2 cosﬁ/ sin (a + ) d (B:33)
0=0
A AT 1
a cos
= Z(h— = S — B.34
c? (b—a) + c ¢ / sin (a + 6) df (B.34)

~ v
v~

9
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Das verbleibende Integral ist schon beim EinfluBkoeffizienten g,; gelést worden, so dafl mit
Gleichung (B.5) folgendermaflen substituiert werden kann.

A
mo = G-+ 2L [e (D ar (B39

A
[I———
911

Zur Vermeidung von trigonometrischen Funktionen wird wieder der Cosinussatz (B.18)
cos @ = e angewendet. Die Losung lautet dann

2ac
- /f (l) dr = ﬁ:ﬁiﬁ[éln(ﬂﬁ” +f1—(b—-a) (B.36)
912—A 2\r B 2c2 Le a+b—c/] 2 '
o’ — b +c? A
= T o2 g + Zi(b“‘a) (B.37)

Das dritte zu lésende Integral
1
913 = /53 <;) dr (B.38)
A
geht mit &3 = 7_§1b£_0. und dI' = r drdf nach Integration {iber die r-Koordinate

R(6)

? 6
G13 = / rsind de (B.39)
=0 r=0
7 R?(9) sind
- / 20) snb g (B.40)
9=0 2hy

und der Variablensubstitution R(#) = ﬁ% und h, =asinty in den schon bekannten
Integraltyp

a?b? siny sinf
¢? sin?(a + 0) 2a siny

g13 = (B.41)

<|:I>\S

_ / Sln9 9 (B.42)
. sin? a+9
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bzw.,

Y
Ab sin 0
= —5 dé B.43
918 c? 0_/0 (sin @ cos 8 + cos a sin 6)? ( )

tiber. Dieses Integral 148t sich wieder mit dem Standardintegral aus [19]

a+pcosz +ysing 1 [(ﬂ0“7b)+(ac"7“)cosm'(ab_ﬁa)smz (B.44)

(e +bcosz + csinz)" = (n — 1){a®— b2 - c?) (a+bcosz+csing) !

+/(n—-1)(aa,——ﬁb—'yc)—(n—2)(ab—ﬂa)cos:c—(n~2)(ac—7a)sinz dm]

(a+bcosz +csinz)y !

fir n>1 und e®#b%+4¢?

l6sen.
Ab sin « ¥
= 27 B.45
913 c? {[ sin « cos @ + cos « sin 9} 9=0 ( )
y 1
+ cosa / - — df
o2, Sine cosf + cos a sin 6
Ab sin « 4 ? 1
= (| —- — df B4
c? {[Sin(a+0)]9:0+cosa/Sin(a+9)d } (B-46)
Ab sin & y 1
= 5 {—---1 —— df B.47
c? {sin(a-}—z/)) +cosa/ sin (o + 0) } (BA7)
Gleichung (B.47) kann wiederum mit der Dreiecksbeziehung « + 4+ 9% = 180° und dem Sinus-
satz oo = gf]’? vereinfacht werden.
Ab sina j 1
= 5 {——1 —— df B.48
913 c? {sin (180° — B)  cos ae/o sin (a + 6) } (B-48)
Ab [sina Ab 7 1
c? (sin,@ ) T cosao./o sin (o + 6) d (B49)
A bcosa A y 1
o
= —(a—b - [ ——=df B.50
c (a=b) + c ¢ / sin (a + 6) ( )
911

Mit dem Cosinussatz (B.17) cosa = 42262 orhilt man die Losun
2bc g

s = A/ga (%) ar = "O P+ [f‘— In (Ebﬁ—c)] _Am—e B

2c2 Le a+b—c/| c?
—a% + b% + 2 A
R TR x>
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B.2 Integrale fiir Aufpunkte senkrecht iiber einem Dreiecks-
knoten

In diesem Abschnitt wird die vollstdndige analytische Losung der reguliren Integrale fiir die
Einflulkoeffizienten aus Kapitel 2.3.3 hergeleitet. Dabei befindet sich der Aufpunkt () stets
senkrecht {iber dem Dreiecksknoten (1), der gleichzeitig dem FuBpunkt des Lotes bzw. dem
Projektionspunkt (P) entspricht (siehe Abbildung B.1). Der singulire Fall, wenn der Aufpunkt
® im Dreiecksknoten (@) liegt, ist im vorherigen Abschnitt B.1 analytisch gelést worden.

Die Integrationen beziehen sich auf das Referenzdreieck gemé8 Abbildung B.1, das dem Dreieck
A’ im Kapitel 2.3.3 entspricht. Um die Notation iibersichtlich zu halten, wird in diesem Abschnitt
der Strich (') bei den Variablen weggelassen.

Abbildung B.1: Geometrie bei der Integration fiir
Aufpunkte () senkrecht {iber dem Dreiecksknoten ()

Aus didaktischen Griinden werden die Integrale der EinfluSkoeffizienten in der Reihenfolge

1) hy = [{;15 dr
2) 9 = grl ar
y =G (b)ar
9 h=lb (&) ar
D m= & (#)ar
6) g, = 1{52(}) dr

gelost, weil teilweise Einzelergebnisse von vorherigen Losungen verwendet werden kénnen. Am
Ende des Kapitels folgen die Integrationen fiir die redundanten Beziehungen (2.136) und (2.138).
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Das erste Integral .
Byt = / 5 dr (B.53)
A 1

wird fiir die Integration iiber die Dreiecksfliche A mit Gleichung (2.111) ;= 4/r% 4+ r2 erweitert
und anschlieflend auf die Polarkoordinaten r und 6 mit dI' =r drdf gemif Kapitel 2.3.3

transformiert )

¥ R
/ T drde (B.54)
6=0 r=0 7"2 + 7"2

Die innere Integration iiber die r-Koordinate wird mit dem Standardintegral [10, 15)

z 1
/ @ral 0T T Vera (B.55)
durchgefithrt
vr ) R(8)
o= / T Y (B.56)
¥
1 1
N / T T Y (B.57)
=0 R? (9) + 7'}2) TP

Fir die verbleibende Integration iiber die §-Variable wird die duflere von § abhéngige Integrati-
onsgrenze (2.109) R(f) = W%WT eingesetzt

’
hy, = / o + /—da (B.58)
R ™
sin®(a-+8)
7 +6) 1
/ sin (a 6 + — (B.59)
020 \/h2+r2 sin?(a + 6) p

*Mit h; miifite strenggenommen das Integral f £,/r3 dI" bezeichnet werden. Da aber wegen &, =1— £, — &3
und [, &/rfdl = [, 1/r} dI" = hy — hy nur noch das Integral [, 1/r} dI" zu I6sen ist, wird diesem der Name
hy gegeben. Gleiches gilt fiir die Bezeichung g,. Falls die EinfluBkoeffizienten h;; fiir das Referenzdreieck gemif
Abbildung B.1 von Interesse sind, muB nach den Integrationen noch der Term (—r;n) beriicksichtigt werden,
also hy = (—=mn)hy — by — hia, hip= (=rn)hy, = (—rn)hy. Fir die g;;-Koeffizienten gilt analog
91 = 91— Gi2— %3, iz = 92, Giz= gs. Fiir den Fall, daB sich der Aufpunkt iiber einem der beiden anderen
Elementknotenpunkten befindet, kénnen die dazugehdrigen Element-Einflulkoeffizienten fiir das Referenzdreieck
durch entsprechendes zyklisches Vertauschen der Dreiecksseiten und -winkel ermittelt werden.
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Die Losung erhélt man mit der Variablensubstitution

t = cos(a+0)
dt = —sin(a+6)dé
sin(a+6) = 1—cos?(a+6) = 1 —1¢2 (B.60)

t; = t(#=0) = cosa
ty = (0 =1) = cos(a+ 1)) = cos(180°— f) = —cosf3

mit a+ B+ = 180° . An dieser Stelle mufl darauf hingewiesen werden, dafl bei einer Varia-
blensubstitution die Eindeutigkeit im Integrationsbereich gewihrleistet bleiben muf. Beispiels-
weise besteht bei der Substitution ¢ = sin(a + ) keine Eindeutigkeit mehr im interessierenden
Intervall 0° < (a + 1) < 180° . Einem ¢-Wert kénnen zwei Winkel « + 1) zugeordnet werden. Im
Gegensatz hierzu ist die Substitution ¢ = cos(a + 6) im Intervall 0° < (a+ 1) < 180° stets
eindeutig,.

Mit der oben beschriebenen Variablensubstitution geht Gleichung (B.59) iiber in

t?
1
hy, = / L dt + — (B.61)
t=t, he +rp (1~ 12) "
t2
1 1 1
Py, _c_:”gh _ 2 p

Dieses Integral 188t sich nun mit der Standardformel [10]

dz . T T ' ) x
/m'—aZ— =5 = arcsin (Z) + C) = — arccos (Z) + Oy mit arcsiny = — arccosy + 3 (B.63)
16sen
r t,=—cosf3
1 t 1
hy = — | —arccos - + =
rp hc+7‘2 Tp
- e t=t=cosa
1 —Tp €08 3 rp COS Q¢ 1
= — | —arccos | ———=| + arccos | —=—= || + — ¥
™o | e+ 2 Jh2+ 12 Tp
1 — 1, cos Tp COS
= — | ¥ — arccos | —=—= | + arccos | —pm—— (B.64)
™l \/h2+r Jh2 472
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Mit der Abkiirzung

d = arccos [ 2 wsh arccos | ~Baeo ” (B.65)
‘ hZ+12 VhZ+ 13
erhélt man das Endergebnis
: -
1 1 -7, cos 3 7, COSQ
hy = / — dI' = — | 9 — { arccos [ —— | — arccos [ ——— (B.66)
Jorf ™ Jh2 472 N
1T \
= — [ — d (B.67)
o L ]
Bei Bedarf kann die arccos-Funktion durch — arcsin ersetzt werden, da arccosy = — arcsiny + Z.

Das erste zu 16sende Integral fiir die Element-EinfluBkoeffizienten g;,

1
9t = / 2ar (B.68)
Al
geht mit 7 =/r?+72 und der Transformation auf die Polarkoordinaten r und 6 mit

dl’ = r drd@ tiiber in

drdé (B.69)

v
" Bl)r:O v7'2+7‘g
[\/r2+72 ]i(? do (B.70)

(V/R20) +72 = 1) 40 (B.71)

Mit R(8) = grpigy erhilt man die Gleichung

P
- 2 46 — B.72
5 /\/sm a+6) 75 d /rde ( )

=0

/ \/h2+r2 sin?(a + 6)

i — B.
PP sin(a+6) df — r,9 (B.73)

*Fiir die Wahl der Bezeichung g, sieche Fufinote Seite 122
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Die Anwendung der schon auf Seite 123 vorgeschlagenen Variablensubstitution

t = cos{a+6)
dt = —sin(a+0)dd
sin?(a+6) = 1—cos®(a+0) = 1 —¢t? (B.74)
t, = t(0=0) = cosa
ty = t(0 =) = cos(a+ 1) = cos(180°~ 3) = —cosf
fithrt auf
t
2 Rrr(1-8)
g1 = - T dt — rpt/) (B.75)
t=t,
¢ h2+r2 2
2 __Tg_P_ — ¢ 5
= T / o dt — r,9 (B.76)
t=t,
Da fiir den Integraltyp
a2 _z2
JaZ— p2 Jaz_ -
/—Ez—m dz = Y2 ! In ! + arccos (E) fir ¢>1 (B.77)
z?2—1 2 a2 o2 a
oot
in den Formelwerken [10, 15, 19] kein Standardintegral zu finden ist, wird diese hier hergeleitet:
Nach einer Partialbruchzerlegung in
/\/_-—_3:2 _ / a?— z?
T ) @-D(z+ 1)
2 Vai—z2
—( o’ mdac—/ 2 ) (B.78)
2 z—1
148t sich nun das erste neuentstandene Integral [ 322_51@2 dz mit der Standardformel [19]
vx L s / d i /
dr = VX b + +2ba+ B.79
-—g 0 + (G +b) (i o+ c) z—a)\/— (B.79)
mit X =adz’+2bz+é
iiberfiihren in
a’— z? T 2 dz dz
v - Sz _ - L LS B.80
/ z—1 dz @ Va?—z? +(a’=1) (z —1) Va2— z? ( )

Die verbleibenden Integrale kénnen in Standardwerken nachgeschlagen werden. Mit dem schon bekannten
Integraltyp aus [10]

dz T P x
v = aresin (7 =" " iny = - T (st
/ s arcsin (a) + C, arccos (a) + C, wegen arcsiny arccos y + o (B.81)

und der Integralformel aus [19]

~az +a’+ /(a?- a?) (a2— z?)
T -«

/ z -
(z—a)Val—a2  Vail-ao?

fir o] <a (B.82)
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erhilt man die Losung fiir das erste Integral

N7y )
/——;——_—% dz = a—a:2+arccos( ) v/a2—11In

(@®—1)(a®—2?)

— (B.83)

fir a>1

Das zweite Integral [Y-2 @ dz kann analog mit den obigen Gleichungen (B.79), (B.81) und (B.82)
geldst werden

a?+3+/(a2—1) (@®— 27 |

a2 - p2
var= ot = ve —mz—-arccos< ) Vvai—1lIn (B.84)
Trz+1 z+1

fir a>1

Nach Einsetzen der gefundenen Lésungen (B.83) und (B.84) in die Ausgangsgleichung (B.78) findet man
schliefilich die Gesamtlésung

e (e

z?—1
7 to+ /(@D (@—ah)] (-2
_ Ve’-1 In [a T (a Y-z )]( ) + arccos (2) (B.85)
2 [a2—m+ (a2—1)(a,2—a;2)](1+m) a
fir a>1
Das Argument in der Logarithmusfunktion kann weiter vereinfacht werden, da bekanntlich = ;—i% fiir
B =2 auchfiir g#0 und h# 0. D.h. falls das Verhiiltnis eh = fg erfiillt ist, kann der Ausdruck $H4
durch % ersetzt werden:
[a®+ 2+ \/(a>— 1) (a2 2?) | (1 — =)
[a2— z+ 1/(a?— 1) (a2- avz)] (1+2)
_ d®+z+/(a®-1)(a?-2?) —a’z — 2’ — 2 /(a®— 1) (a®— 2?)
a?—z++/(a?- 1) (e®— z?) + a?z — 224 z/(a® - 1) (a? - z?)
[V(@2-1)(a?=2?) —a’z + 2] + [a®— 2’ -z \/(a>— 1) (a?— 2?) ]
[V(a®=1)(a®-2?) + a?z — 2] + [a?— 22+ 3 \/(a®— 1) (a®— z?) |
_ (a2—-1)(a—22) ~ o’z + 2
(@®—1)(a?~2z?) +a?z — =z
a2 22
a?—1 -
= (B.86)

a?— 2
VA mul

Damit erhilt man das Endergebnis

/az_mz

Va2— 2 2_ -7

/ 5 T var-1 In + arccos (—:ﬁ) fir a>1 (B.87)
z2—1 2 [a z_mz a

@1

Auch hier kann wieder bei Bedarf die arccos-Funktion durch — arcsin ersetzt werden, weil arccosy =
—arcsiny +7%

Da fiir h,,r, #0, \/ hetrs \/ }T—‘; + 1 stets grofer 1 ist, kann nun die eben hergeleitete Inte-
P

gralformel ohne Emschrankungen auf das zu losende Integral (B.76) angewendet werden.
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ty ‘/_’i;ﬁzz_ﬁ
P
gl—':rp/ '_dt_’l'p’d)

2—1
t=t,
- R24r2 2t
._CT_TE_t?
T et
0N 7 ! B.88
=1, 5 n ST + arccos e - rpt (B.88)
_rr—_t .
et s
\ -S|
-~ "p - t:tl

2 ty= —cos g
b |YlHBA-2) -t rot
- (B.89)

—2—c In = + rp, arccos (—;——-;
14 75 (1—¢2) +¢ he +rg

t=t=cosa

Mit der Dreieckshdhe h, = Eb—i‘—“—"[i und dem Sinussatz — = Sig 5 = sng lubrt das Binsetzen
der Integrationsgrenzen auf die Gleichung
g h. [1 \/1+£’%+cosﬂ | 1+%§—cosa | (B.90)
1 = = n — i1 .
2 \/1+-2%—cosﬁ \/1+%§+cosa_

4+ l (—rp cosﬁ) (rpcosa) y
7 | arccos | ———— | — arccos | ————— || — r
p p
h3 + 13 Jhe+r2))

Die Betragstriche in den Logarithmusfunktionen kénnen entfallen, da die Argumente stets
grofler 0 sind wegen

2 stets

1+ 2% > +1
2 stets
Vit S 41

-1 <cosff < +1

fir  a,b,7, >0

fiir 0°<a,f < 180°
-l <cosa < +1

Somit gilt

gl-—-:ﬁﬁ N \/@® + 73 +acosf3 i b2+ 12 —beosa (B91)
2 \/a?+ 12 —acosf /02 + 12+ bcosa

— /rp ¢ — arccos ﬂ + arcecos M
/2 472 JhE+r2
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—r,cosf3

« . . . _ _ T, Co08C _
Mlt der S(.:hOIl eingefiihrten ‘.Abkurzung (B.65) d = arccos (——\/}%—W) arccos ( —m) ver
einfacht sich das Endergebnis zu

_(Llyp by (LY@t tacoss][F e +bosal B.92
91—/; =3 n([m—acosﬁ][M"bwsa]) (B
= = arccos [ 2220 _ arceas [ 12020

— hcl [\/m-i—acosﬂ”m_{_bcosa] N
) n([\/m—acosﬂ”\/m_bc(ma])—?‘p(w— ) (B.93)

Auch hier kann wieder bei Bedarf die arccos-Funktion durch — arcsin ersetzt werden, da
. — M s
arccosy = —arcsiny + 5 .

A

Als néchstes Integral wird
1
hy = / £ (73) dr (B.94)
A i

gelost. Mit r; = {/r2 + 2 und der Transformation auf die Polarkoordinaten r und 6 sowie
dI'=r drdf und & = %;‘0 kann die Ausgangsgleichung in

7
0=0 r

iiberfithrt werden. Die innere Integration {iber die r-Variable erfolgt mit der Integralformel
aus [15]

) a
/ sin dr dé (B.95)

R(6
o T2 + T2 )

/-———i— dz = — z + In (:1:-{— z? +a2) (B.96)
(22 +a2)? Va? +a?
Es entsteht
Yo, 0 r R(9)
sin r
hy = / — +ln<r+\/r2+r2) de
’ oo hy Jri+rs P
= r=0
Y
sin 6 R(6) (
= - + In R(9)+,/R2(¢9)+7'2) ~ Inr, | d0
0=/0 hy | \/R2(6) + 2 ’ P
y sin 6 R(0) 7 sin
- [- do + / snf (R(o) + JR¥0) +7‘2) d
02/0 hy . [R2(6) +72 olo hy P
_ 1oy, (B.97)
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Da die dufiere Integrationsgrenze R(f) = m’:—fm eine trigonometrische Funktion in Abhéngig-

1
keit von (o + 8) besitzt, ist es fiir die Losung der beiden verbleibenden Integrale giinstiger, den

Term sin# als Funktion von (a + 6) auszudriicken

sinf = sin[(a+6) — o]

= sin(a + ) cosa — cos(a + 6) sina (B.98)
Damit gilt
cos y R(6)
hy = = < /——sin(a+9) ——tdf (B.99)
b )Zo R2(0) + 2 )
2
sina I R(6)
+ 1ha/cos(a+0) - 2d9
b 00 R2(0) + r2 )
I,
cos 7
a ; /p2 2
+ e 0/ sin (@ + 0) In (R(H) + +/R?(6) +7’p> dé
=0
I
sin y
S /R2 2
+ h 0_/0 cos(a+6) In (R(()) + 4/ R?(6) + rp> de
I,
1 —cos®p
-
cos & sin o cos & sina 1—cosvy
_ _ locosy B.1
hs h,b I]. hb 9 -+ hb I3 + hb I4 h,b lnT‘p ( 00)

Nach dieser Unterteilung werden nun die vier Einzelintegrale der Reihe nach gelost.
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Das erste Integral I; geht mit R(f) = m%m iiber in

4
I, = / —sin(a +6) f(G) - dé (B.101)
=0 R20) +rp
j h
= /‘~ sin (a + 0) £ dé (B.102)
=0 sin (a + 0) v m + T‘g
= h, / —sinfat6) 4 (B.103)
\/h2 + 12 sin®(a + 6)

und ist identisch mit dem schon gelésten Integraltyp (B.59) von h,. Die Lésung kann daher
direkt angegeben werden

1 —r, cos 3 T, COS QY
h, — | —arccos | —2=—== | + arccos | = (B.104)
[ (\/hzwz) (\/hzws

v

I

he
= e (- ) (B.105)
p
Das Integral
4
I, = / __R6) cos (a+0)d (B.106)
R(0) +
verwandelt sich durch die Variablensubstitution
he
R = sin (a + 6)
dR _ —h,cos(a+6) = —R*cos(a+6)
dd sin’*(a+6) he
cos(a+6)df = RZC dR (B.107)
R, = R#=0) = he _ ebsing _abe
sin & ¢ sino ca
_ o h, _h, _absiny  abc _
By = RO =9) = sin(a+v) sinf  ecsinf  cb
in
R, )
I = —h, / 4R (B.108)
RR, R./R*+ 12
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Mit dem Standardintegral [10, 15]

lln

/ _ b=
zVaitaZ @
erhdlt man die Losung (ohne Betragstriche, da stets a,b,7, > 0)

R,=a
Ty +1/R2+ 12 2
I, = —h, [—lln (-p_____ﬂ)}

R

a+ vz?+ae?
T

r
p R=R,=b

Beim Integral

sin(a +6) In (R(e) + /R2(9) Jr—g) df

_ he B2 ;
< dae
sin(a+6) In <sin(a+ ) + \/sin2(a+0) +rp)

mit R(A) = Si—n%‘m wird zunéchst eine partielle Integration [10]

b b
/u'vdm = [uv]iza - /uv'da:

T=a r=a

|
Lo—e E\@

6

mit

h h3
o _ ¢ c 2
' = sin(a+9) v= <sin(a+9) * \/5in2(a+9) +rp)

dv —h, cos(a+6)

u = — cos(a+6) vo=

dg sin (a + 6) \/hg-i-rg sin?(a + 6)

durchgefiihrt. Daraus entsteht die Gleichung

6 he he AN
Iy = | —cos(a+6) In sin(a+9)+ Sin2(0~’+9)+rp 6=0

3 /¢ h, cos?(a + 6)
sin (o + 6) \/hg +r2 sin®(a + )

dé

8=0

(B.109)

(B.110)

(B.111)

(B.112)

(B.113)

(B.114)

(B.115)
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Mit cos (a + %) = cos(180°— ) = —cos 3 und sin(a + ) = sin (180°— B) = sin 8 sowie dem

: e . _b _ _¢ 5 : : : :
Sinussatz i— = - 7= iy 188t sich die Rechnung weiter vereinfachen

I; = cosfln{a+4/a®+712) + cosa In b+ 4/b% + 12 (B.116)
3 p p

v 2
/ — (zoz +9) sin (« + 6) d6
9=o sin?(a + 6) \/gfc + sin?(a + )
P

+

'c? ln;‘

Bei dem verbleibenden Integral kann wieder die bekannte Variablensubstitution

t = cos(a+0)
dt = —sin(a +6)de
sin?(@+6) = 1—cos?(a+0) = 1— 1t (B.117)

t, = t(0=0) = cosa
ty = t(0=1) = cos(a+ 1) = cos(180°— ) = —cosf

angewendet werden

I3 = cosaln <b+,/b2+r12)> + cosf In <a+\/a2+rg)

he £2
4 D / —a (B.118)
T
Pty (1—12) [ b g2
P
Die Losung des Integrals
il d L v e 2 fir o®>1 (B.119)
e = i + arcco (—) ir a”> 1
./(1—932)\/a2—:v2 ? 2va?-1 a?-s? _ e e { )
a®—1

muf} explizit hergeleitet werden, da in den Formelwerken [10, 15, 19] keine Standardformel zu finden ist:

Mit der Variablensubstitution

_ T
z = 02— 22
dz 2tz
- = B.120
dz T ( )
2
T 2 dz = 2a 1 :
= T @ ) )

geht das Integral {iber in
z

/u——sc;v_cz_‘w——“ do = /a2a—21 (s - #2) (24 1)

und nach einer Partialbruchzerlegung in

dz (B.121)

— z? 1 dz dz
= - - B.122
[imm=-a = - [ 12
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Mit den Standardintegralen aus [15]

und

/m;i% = arctanz + C; = arcsin (ﬁ) + C, = — arccos (\/E;-T-—l-> + C; (B.124)

wegen arctanz = arcsin —= | = — arccos z + T
- Vi1 22+ 1 2

ergibt sich
1

2 —= 2
T 1 1 Va2-1 z
—_——ds = In + arccos B.125
/(1—952)\/a2——m2 a’—1 [2 /’"‘“a;_l a;_l—z ] <\/z2_+7) ( )
fir a’>1
Nach vollzogener Riicksubstitution mit z = % lautet nun das Endergebnis fiir die Integralformel
2 2
2 a‘—zx +z
T 1 V e7-1 T 2
—_—— = - fii B.126
/(1 —oh Vet dz W In o + arccos (a) iir a®>1 ( )
a‘—1

2
Da die Bedingung Eg;;ﬂ = %; +1 fiir hg,r, # 0 stets groBer 1 ist, kann die eben hergeleitete
P P
Losung auf das Integral (B.118) angewendet werden

I; = cosa In <b+ +/b? +r§) + cosf In <a+ a? —T—Tg) (B.127)

= cosa In (b+\/b2+7"§> + cosf In (a+\/a2+r§)

~ ty=—cos 3

h24r2
_0_2_E_t2
hzr-l-rE2 -
-1 \ c"10 - t

2\/h'g’+r2 ) T, + arccos :
g+t
i \ _672_2_1

P “t=t=cosa

(B.128)

+
< |&
5

Das Einsetzen der Integrationsgrenzen und die Auswertung der Argumente in den In- und
arccos-Funktionen ist identisch mit dem Vorgehen in Gleichungen (B.88), (B.89) und (B.90).
Die Gesamtlosung wird daher direkt angegeben:
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= cosa In b+ b2 +r2> + cosf In (a—l— \/ a2 +r2> (B.129)

a2+r2+acosﬂ”,/ b2 + 12+ bcosa
( a2+r2—acosﬂ][,/bQ-f—r?—bcosa )

{ —rpcosf 8 Tpcosa
arccos — arccos
h2 + r2 h2 + 7l

L

+

< |

bzw.

I; = cosa ln (b—f— \/ b2 +rg> + cos 3 In (a+ \/a2+r2> (B.130)

: [\/mﬂ—acosﬂ”,/bz-%-rg-l-bmsa] th
(et )

r,cosf

. . . - T, o8& .
falls wieder die Abkiirzung (B.65) d = arccos (_\/*’IZE_TT‘_}%-) — arccos < —\/’hgT__r_g) verwendet wird.

DN —

Fir das Integral

¥
Iy = / ~In (R(f)) + /R%(9) + 7‘%) cos (o + 6) d6 (B.131)

=0
wird dieselbe Losungsstrategie wie beim Integral I, angewendet. Mit der Variablensubstitution

he
k= sin (a + 0)
dR _ —hgcos(a+8) _ —R? cos (a + 6)
dd ~ sin(a+6) h,
cos(a+6)df = Rgc dR (B.132)
R, = R(#=0) = he _ absiny _ abe _
sin a csina ca
_ _ _ he . he. _ absiny _ g,_lzg _
By = RO=9) = sin(a+1) sinf ~ ¢sinf  cb ¢

geht Gleichung (B.131) iiber in

[ o /EO)

dR (B.133)

R2
R=R,
In den Integraltafeln von W. GROBNER & N. HOFREITER [19] ist die Losung dieses Integraltyps

zu finden
/lnlw+\/:n2+a2| 4 —In [z + V27 + a2 1 o+ VT Fa®
_— dzr = - -_hn|l—
z? T

T a

(B.134)




Somit lautet das Ergebnis

~ln|R+ /R +73| 1
i — —In

™p

b[rp+\/m]
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R,=a
:l R= Rl': b
I4 = ~——in
Tp ‘a[rp+\/b2+rg]v

1 1
+hc[g ln<b+\/b2+rg) - - ln(a-{—\/az—i-rg)]

Die Betragstriche in den Logarithmusfunktionen konnten entfallen, da stets a,b,7, > 0.

T+ y/R% + 1l

R

I4=hc

(B.135)

Nach der Losung des letzten Teilintegrals kénnen nun alle vier Einzellssungen (B.105), (B.110),
(B.130) und (B.135) in die Ausgangsgleichung (B.100) eingesetzt werden

cos & sin o cos o sin « 1—cos®
hy = I I I I, — 1
3= T, Mt Tt g et h, P
cosa h
hy = — -£d B.136
== (B.136)

sina h, In b[rp+\/a_2—:7%-]
hb Tp a Tp+m]
N (Ao RN R )

cosa | ([\/a2+rg+acosﬂ][\/b2+r}%+bcosa]
n
| )

2Ry [,/a?-l—rg—a,cosﬁ] ,/b2+r}2)—bcosa]
cosa h,

+ e —2
h'b Tp

sine hy o b[Tp+\/a2+TP2>]
hy 7y a['rp+,/b2+rg]

sin o 1 1

ity M (el 22y = [02 4 12
+ e hc[b ln<b+ b +7‘p> - ln(a—l— a +7'p>}

1—cos®
T h'l’f'p
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Nach Kiirzen und Zusammenfassen erhilt man
1 . 1 1
hr=E{mmM45mG+MW+@)—5m@+¢ﬁ+@ﬂ (B.137)
+ cosa [cosa In (b-f- /b2 +r§) + cosf In (a + 4/a? +rg)]

cosar | [,/aQ—!—rg+acosﬂ”,/b2+r§+bcosa]
3 [,/ag—i—rg—acosﬂ][,/bz-krg—bcosa]

— (1 — cos ) lnrp}

Die Losung kann noch weiter vereinfacht werden, wenn die Dreieckshthe h, = Li"”é und der
Sinussatz Si— = gir?_ﬂ = 5 5 eingesetzt werden. Mit

1
h, sin o 5 In (b-l- \/b? +7‘g) + cos’a In (b-{— \/ b2 +rg>
(sinza + cosza) In (b + /b2 + Tg)
1n@+MW+@) (B.138)

il

und

1
—h, sina; In (a+\/a2+rg) + cosa cos 8 In (a+\/a2+7‘g)
= (—sina sin 8 + cos a cos ) ln<a+,/a2+rg)
cos (a + ) ln<a+\/a2+rg> mit o+ G+ =180°

= —cos®y In (a + \/a"’ + rg) (B.139)

I

schmaélert sich die Gleichung auf

hy = hlb [ln <b+ ,/b2+rg) — cosy In (a+ \/ a2 -|-7‘12,) (B.140)

cosar | [,/a2+rg+acosﬂ][,/b2+7‘g+bcosoz]
-2 n([,/a2+rg—acosﬂ“,/b2+r§—bcosa])

~ (1 = cos®)) lner
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Die Zusammenfassung der restlichen Logarithmusfunktionen liefert schliefllich das Endergebnis

mit h, = a siny

2 2
haszs(ls)df= L Ay L (i>+1 —cospIn | =4 (i)+1
x T a siny Tp T To o

V,/a2+rf,+acosﬁ”, /b2+rg+bcosa])} (B.141)
az+7~%—acosﬂ”,/b2+rg—bcosa]

|

o
o 8

Q

=3
AN
pr—————— | p——1

Der Losungsweg vom Integral

hy = / & (%) dr (B.142)

basiert quasi voll auf der vorangegangenen Losung von hy. Mit 7, = ,/r2 + ri, dI' =r drdf
und &, = l—S’—“—(w—ol entsteht die Gleichung

o R(6) , w 0 ,
hy = / [ = L drdo (B.143)
=0 r=0 \/"'2 + T%)

Nach der trigonometrischen Zerlegung

sin(y — ) = sine) cos § — cos 1 sin § (B.144)
erhilt man
] 2 h y B 0
f / smqpcos T drdo — coszp cos ¢ by, / / sin dr do
6=0 r=0 \/T2+7' ) 6=0 r=0 \/7’2""7“2)

h3
(B.145)

wobei das zweite Integral dem schon gelésten Koeffizienten hy gemi8 Gleichung (B.95) ent-
spricht. Die Losung der inneren Integration iiber r beim ersten Integral ist identisch mit der von
h3 (Seite 128) und kann sofort hingeschrieben werden:

v,
= [ 2 O () ) -, |

6=0 a R2(0) + T‘g
cosy by
he
3 sin cos 6 R(6) j sin ) cos #
- _ 2 2
- / . 0 a9+ / . 1n(R(0)+,/R (9)+7~p)da
020 a R (9) + U 00 a
2
_ sin%y nr — cos P hy, hy (B.146)
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Fiir die verbleibenden Integrationen ist es wieder giinstig, den Term cosé als Funktion von
(a+ 0) auszudriicken

cosf = cos[(a+6)—q]

= sin(a + 0) sina + cos(a + ) cos (B.147)
Es entsteht
ingsina f R(9)
hy = Z2¥sna /—sin(a+9)—-— de (B.148)
a 0\:0 R2(9) + 7‘12) )
I
iny cosa | R(6)
— snrl_h_(i(.)_s_ / cos (a + 8) ————— df
a0 R2(0) + 2
I
siny sin o 7
+ e /0 sin(a + 6) In <R(0) +./R2(0) + rg) do
I
sin 1 cos 7
- —Ei / —cos{a+6) In <R(9) +/R2(8) + rg> dé
=0
I
sin?e cos i hy,
- _7La— ln'f'p - T h3
hy = sin ¢ sino‘eI1 _ siny cosa I + sin 9 sinozI3 B sin cosaI4 (B.149)
h’a ha ha h(l
sin?y cosy hy

— —— Inr

h, P h, hs

Die Losung der vier Einzelintegrale I, I,, I, I, ist schon bekannt und kann den Gleichungen
(B.105), (B.110), (B.130) und (B.135) entnommen werden

he o= sin1y sina h, he (B.150)
2 h r
a P

B sinz/)cosah [7' +Va2+r2
hy a[r +\/b2—+_7‘—2
+ smzisma [cosa In (b—l— ,/b2+r2> + cos B In <a+ \/a2+rg>]
sinzpsinal [,/a2+rg+acosﬂ”,/ +r2+bcosa]
2h, n([,/a2+rg—acosﬂ”,/ +r2—bcosa}

a

!
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sin1y sina h,

h, rpd
N Simﬁcosaflgln b[rp+,/a2+rg]
R

sin cos & 1 P 1 )
— Thc[gln (b+,/b +rp> - Eln a+/a® + 175

sin?e

a

Inr, —

Wird hy durch Gleichung (B.137) ersetzt, erhdlt man
1 1 1
L i - fp2 2} _ = /22 1 2
hy = e { h, siny cos o [ 5 In (b + /0% + rp) - In (a +4/a? + rp>] (B.151)

+ sin sin o [cosoz In (b+ A/ b2 +r§> + cos§ In (a+ v/ a? +7‘§>]

_ siny sing " [,/a2+rg+acosﬂ][,/b2+rg+bcosa]
2 [,/a2+rg~acosﬂ][,/b2+r§—bcosa]

— siny In Tp

1
—hccoszpsina[gln<b+‘/b2+rg>— %ln<a+ a2+7'}2,)]
—cosz,/)cosoz[cosaln<b+,/b2+r3)—i—cosﬂln(a—i— a2+r3>]

N oS 1) oS o I [\/a2+r§+acosﬁ][,/b2+rg+bcosa]
2 \Ja2+r2—acosfB||4/b2+ 712 —bcosa
[ p ][ p ]

+ cosp (1 — cosep) Inrp}

bzw.
1 1 1
- ) _ ‘ i 2 b2 .2y _ 2 /02 4 r2
hy = ha{ h, (sint cos & + cos ) sin @) [b In <b+ b +rp> . In (a+ a —|—7‘p)]
+ (sin sin a — cos 9 cos a) [cosa In{b+ \/b2+rg> + cosf3 In (a+ \/a2+r§)]

(sin 9 sin @ — cos ) cos @) In [1/a2 +r§+acosﬂ}[m+bcosa]
[,/a2+rg—acosﬁ][\/m_bcosa]

- <sin2¢ —cosy + COS2’¢) In rp} (B.152)

[\ R
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Mit den trigonometrischen Beziehungen
siny cosa + cosy sina = sin (¢ + @) = sin(180°— ) = sinf
sin sina —cosy cosa = —cos (Y + @) = —cos(180°— 3) = cos 8 (B.153)
siny) 4+ cos?p = 1
geht Gleichung (B.152) iiber in

1
hy = hia{~ h, sin 8 [% In (b+\/b2+7'g) - In <a+ a2+7‘g>} (B.154)
+ cos 3 [cosa In (b-i— \/b? +7‘g) + cos 3 In (a+ \/;2 +rg>]

_cosf3 " [\/a2+7"g—|—acosﬁ][,/b2+r§+bcosa]
2 [\/a2+r§—acosﬁ”,/bQ-H"g—bcosa]

— (1 —cos) lnrp}

Analog dem Vorgehen bei h3 kann mit Hilfe der Dreieckshéhe h, = Lsci'”ﬁ und dem Sinussatz
4 £ obige Gleichung weiter vereinfacht werden, wobei die Umformungen

b
Sina _ snfB _ sy
1
—h, sin 3 5 In <b+,/b2+rg) + cos o cos B In (b+,/b2+rg)
= (—sina sin § + cos & cos B) In (b+,/b2+rg)

:cos(a-{-ﬂ)ln(b—i—,/bz*}—rg) mit o+ B+ = 180°

—cos In <b + /6% + rg) ) (B.155)

/ JE——,
h, sinﬂc% In (a+~/a2+7‘g>+ cos? In <a+ a2+rg)
= (sin2ﬂ + coszﬂ> In (a + /a2 + Tg)
= In <a +fa? + rg) (B.156)

gelten. Das Endergebnis lautet schliefllich mit h, = bsiny und den zusammengefaiten Loga-

rithmusfunktionen

1 1 a o\ b bY
h2=/§2(—3>df=—_——— In{ —+ (-——)—}-1 —costp In| —+ (—>+1
4 T b sin® o o o o

cos 3 . [m-{-ac%ﬂ][1/b2+Tg+bCOSQ])} (B.157)
2 [\/m——acosﬂ“,/w-l-rg—bcosa]

If

und
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Das Integral

g3 = / & G) dr (B.158)
A

geht nach der Transformation auf die Polarkoordinaten r und # mit dI" =r drdf, &; = ’—‘;;J“—Q

und r; = /2 + rg iiber in

=)

R
e T drdd (B.159)

ohb’\/;"z—”g

Fiir die innere Integration iiber die 7-Variable findet man in [15] die Integralformel

/12 + a2 2
= Iz ta g (a:+ m2+a2) (B.160)

— —In

2
T
/s/_—_:v2+a2 do = —= 2

g3 =
[

I—e

T

il

Somit gilt
R(6)

[ 2 2
; TAfTeFT 2
sinf | "/ P_ T, (,«+ /r2+frg)} d6

h 2 2
b r=0

g3 =

J

=0
— /wﬂrﬁ@ R2(0) + 12 ﬁz’,l (R(g)+1/R2(9)+ 2>+ﬁz’—lnr de
- hy, 2 T - 2 n "o 2 P

=0

J

=0

4
sinf R(6) sinf 72
BnT 2 JR26) + 12 A8 — / LA (R(e) - /R2(6) +r2> do
hy 2 P Jo e 2 v P

72 (1 — cos ¥)
L B.161
oh Inr, ( )

+

Der Term sinf wird nun wieder durch

sin [{a + 6) — ]
= sin(a+ 0) cosa — cos(a + 6) sina (B.162)

i

sin 6

ersetzt:
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¥
4 = C;’Za / sin (o + 6) R(9) /R2(8) + 2 d¥ (B.163)
 g=0 _
I
sin y
+ 2hoz /—cos(a+9)R(0) R%(0) +r2 df
! g0 )
A
T2 Ccos @ 9
- B2 [ ina+0)In (R(@)+,/R2(a)+rg> do
b
8=0
I3
2 sin o g
s /—cos(a+9) In (R(0)+,/RZ(9)+7«§> de
b
=0
iy
r2 (1 — cos
+ ———~——~—p( oh, ¥) Inr,
. 2 2 o 2
cos & sin & Ta COS Q@ re sina 7o (1 — cos )
_ _Tpesa 164
9 = op, ot gp fe T TaR, f T g, lit T e (BI6Y

Die Ergebnisse der Integrale I3 und I, wurden schon hergeleitet und kénnen den Gleichungen
(B.130) und (B.135) entnommen werden.

Beim verbleibenden Integral

]
I, = / sin (o + 6) R(9) \/R2(6) + 2 df (B.165)
=0

entsteht mit R(f) = Em%r—ﬁ)' der schon bekannte Integraltyp von g; analog Gleichung (B.72)

¥ %)
Iy = h —C—— 72 df B.166
5 € / \/ sin?(a + 6) +p ( )
0=0
Die Losung kann daher direkt notiert werden

_h? [ a2+7°g+acosﬂ][,/b2+rg+bcosa]
Is = 3% In ([m—acosﬁ][m—bcosa] * herpd (B.167)

} . . . fond T, COS &
wobei wieder die Abkiirzung (B.65) d = arccos (—%ﬁ%—g) — arccos ( _PTLTr'f) verwendet wor-
den ist. o oF
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Fiir die Integration von

Y
I, = /—R(G) R%(6) + 72 cos (o + ) df (B.168)
=0
bietet sich die bekannte Variablensubstitution
R = R
sin(a + 6)
dR _ —hecos(a+8) _ —R*cos(a+9)
dd = sin’(a+6) h,
h
—cos(a+6)dl = R—% dR (B.169)
R, = R@=0) = e - absiny _abe
sin « ¢ sina ca
_ N he _ he _ absing _ abc _
By, = R(6=9) = sin(a+1) sinf  csinf cb ¢
an. Damit gilt
R2
W RE+ 12
R=R,
Mit dem Standardintegral aus [10]
/ ""”2: 9 s = \/oita? — o |2EVEHE *’;’2*'“2 (B.171)
folgt die Losung
R,=a
ro+ /R +r2]] 7
Is = h, {\/R2+rg—rp In|—Y_— P B p]
| JR=R=0
blr, +4/a?+ 72
Iy = hc<\/a2 +73 — \/b2+7'g> — herp In [[ P \ﬁﬁ—g} (B.172)
a|r, + +7p

wobei die Betragstriche wieder wegfallen kénnen, da stets a,b,7, > 0.

Die Resultate (B.130), (B.135), (B.167), (B.172) der vier Teilintegrationen I3, I, I5, I konnen

nun in die Ausgangsgleichung (B.164) eingesetzt werden

2 2 &
?“p COs @ Tp sin«

2h, * " 2n,

sin o
2h,

Cos &

93 = ‘23;‘154‘

Ig —

rg (1 = cosp)
2hy, P

Inr
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_ cosa h? N [,/a2 +72+a cosﬁ”\/b2 +r§+bcosa] (B173)
98 = 2hy 2 [,/aQ+rg——acosﬂ”,/lﬂ—}—rg—bcosa] .
oS &
+ mhc'l’pd
L ( 2402 — \fi? +r2)
—Sm—ah [rp+,/ +r2]
2k " "\ ot ] ~
_ Tg;zsa [cosa 1n< ,/b2+r2) cos 8 In <a+ ,/a2+rg>]
b
N '»";%COSCVI [1/a2+rg+acosﬂ”,/b2+7“2+bc0%a]
4hy, ! [‘/a2+rg—acosﬁ”,/ b2 + 12 — bcosoz]
rg cosa h,
e
N ra smah b[ \/a2+r2]
e[t g7 rr2]
T sma { In( b2+r2) - %ln <a+,/a2+7'g)]
+ Tpl” — %) (1 z‘h‘;om/)) Inr,
Kiirzen und Zusammenfassen fithrt zu
g3 = 2b;:bla (\/ 2+7,2 _ \/b2+7‘g) (B]_74)

+ h2cosa [\/ T2+GCOSﬂM b2+ +bcosa]
[ az-i—rz—acosﬂ][\/b_‘r2 bcosa]

1 1
- /b2 1 2 ol 2 2

{h sin o [bln(b—i- b+r> " (a—i— a+r>}
[cosa In (b+\/b2+rg) + cosf3 In <a+\/a2+r%)]

_csa [./a2+r§+acosﬂ][,/b2+rg+bcosa]
2 [,/az-f-rf,—acosﬂ][,/b2+rg—bcosa]

— (1 —cos?) lnrp}

2
o
2

|

b

COS
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wobei im Summand mit der geschweiften Klammer der schon bekannte Koeflizient hy aus Glei-
chung (B.137) auftaucht. Mit h, = a sin¢ und %,2 = sine. _ L erhilt man das Endergebnis

a siny

g3 =A/§3 (;11) ar' = b (\/a2+7‘2 = \/b2+7‘2) (B.175)

e (W e [Py g,
[m—acosﬂ][\/m—bcosa]'

Auch die Losung des letzten Koeffizienten

g2 = Z P (%) dr (B.176)

verhélt sich relativ einfach, da sie auf die eben hergeleiteten Ergebnisse von g4 aufbaut. Mit

rp=4/r?+7rZ, dl' =7 drdf und & = fﬂnhaiiﬂ geht das Integral iiber in

y B sin (1) — 8) 72
g = f : _ drde (B.177)
=0 r=0 ¢ VA
Die trigonometrische Zerlegung
sin (¢ — ) = sint cosf — cos ¢ sin b (B.178)

fihrt zu

¥ R(6) 1P 9 2 z/)h v RO sin 6 r
e R T T e drdo  (B.179)
6=0 r=0

hyg, e+ 6_!_0r:0 hb ,/7"2+7'2

93

vl

mit dem schon gelosten Koeffizienten gq aus Gleichung (B.159). Die Integration iiber die
r-Variable entspricht exakt dem Vorgehen auf Seite 141, Das Ergebnis lautet

U 2 2
sin+ cos @ | R(# r T
gy = / ‘/}’L [ ;) R(6) +72 — > In (R(0)+\/R2(9)+T§> + 5 ln’“p] dé

=0
_costphy
h’a_ 93
’ sin1 cos§ R(0) y sin cos 0 72
— 2 249 — [ 2EY R Tp 2 2
- / oy B0+ b / —— 1n<R(e)+,/R (9)+7~p>d9
=0 =0
2 12
pENY Yy (B.180)

2h "p hy

a
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Die trigonometrische Erweiterung

cosf = cos[(a+6)—q]
= sin(a +0) sina + cos(a +0) cosa (B.181)

vereinfacht die nachfolgenden Integrationen zu

. , 4
g = %}‘lﬁ / sin (a + 8) R(0) 1/R2(6) + 12 d6 (B.182)
a Q:O B
Iy
sin cos « 7
- =5 /—cos(a+0)R(9) R2(0) + r2 df
a 0\=0 )
I
rgsinzpsina/w ) o (o R0 2>d9
_ TO Osm(a—{— ) n( () + 1/ R?(6) + 2
11;,—
r2 sin cos ?
i Y S 2 2
+ 9/0 cos(a +6) In (R(e) +./R2(6) +7~p) d6
I,
T2 Sin21/) cosd;h,
D _ b
+ oh, Inr, P g3
sin sin o siny cos a rg sin sin a rg sin) cos «
= - _—_— —1 B.183
9o 2ha 15 2ha I6 Zha 3 + Zha 4 ( 8 )
r2 SinZQ/) COST,bh
b7 — b
2h, P T TR %

Die vier Einzelintegrale Iy, I, I5, I, wurden schon gelést. Die Resultate kénnen den Gleichungen
(B.130), (B.135), (B.167) und (B.172) entnommen werden.

Mit der Substitution von gy durch Gleichung (B.174) entsteht nun die schon etwas zusammen-
gefaBte Formel
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gy = — 2h}: (sin cos a + cos P sin @) (\/aZ—H'g - \/32-{—7'%) (B.184)
a
R ' [,/az+r§+acosﬂ”,/b2+r3+bcosa]
+ 1h (sin® sina — cos ) cosa) In '
a [,/az—{-rg—acosﬂ][,/b2+rg—bcosa]
2 1 1
P : ; z f2 y 02\ _ 2 /02 4 2
+ 2h, h, (sin cos a + cos 9 sin ) [b In (b+ b +7°p> . ln(a+ a +rp)]
2 \ ,
— ;}? (sin®y sina — cos 1 cos a) [cosa In <b+\/b2+7'g) + cos 3 In (a+ a2+rg)]
a
re ' {,/az—{—rg—}-acosﬂ][,/b2+r§+bcosa]
+ 4;; (sin® sina — cos 9 cos a) In
a [1/0,2—{—7“3—acosﬁ][,/b2+rg~bcosa]
2
r
+ =2 (sin%yp — costp + cos®yp) Inr
2, ( )y

Unter Beriicksichtigung der trigonometrischen Beziehungen

sin1 cos @ + cos sina = sin (¢ + @) = sin(180°— F) = sinf
sinty sina — cosy cosa = —cos (¢ + @) = —cos(180°— B) = cosf8 (B.185)
sin?y + cos?yp = 1
erhédlt man

b s
gy = C;}ijﬁ< b2+ 7k — (/a2 + 1l

+ h? cos 3 I [\/a2+T§+acosﬂ][,/b2+7‘12,+bcosa]
4h, [M—acosﬂ][M—bcosa]

21 1 1
S A i Z 2 2) - = 2 2
5 h’a{ hcsm[}[b ln(b+,/b +7~p> - ln<a+\/a +7*p)]
+ cos 3 [cosa In (b—l—,/bz—l—rg) + cos 3 In <a+\/a2+rg>]
_ cosf ln([,/a2+r3+acosﬂ][,/b2+rg+bcosa])

(B.186)

5 ,

I-‘/a2+7"g ——acosﬁ][\/bz—k'rg —bcosa]

— (1 —cosv) lnrp}

Im Summanden mit der geschweiften Klammer ist wieder der Koeffizient h, geméif Gleichung

(B.154) zu finden. Mit h, = bsiny und ﬂ%ﬁ = b—%% = 1 lautet nun die endgiiltige Lésung

9o =A/g2 G) dar = ;—Z (\/b2+rg - \ﬂﬂwg) (B.187)

h% cosf | [\/U»z—l-?“g-kacosﬂ”,/bz+’r§+bcosa] Tgh
+ _4_1)Sin’gb n([ /(L2+T;2,—(LCOSﬂ][ /b2+7'r2,'—bCOSa]> - 9 2
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Fiir die redundante Berechnung des Koeflizienten h, bzw. h; gemifi Gleichung (2.136) muf noch
das verbleibende Integral
T 1
— =] dI' B.188
A/ R(8) (r?) ( )

ermittelt werden. Die Transformation auf die Polarkoordinaten 7 und @ mit dI" = r drdf und

die Beziehung r; = /72 + 2 fithren zu

r 1 y R0
A/ 5 (73) 0/0 ,«/ RO e r2) dr d6 (B.189)
Fiir die innere Integration iiber r wird die schon bekannte Integralformel aus [15]
/&Z—ZQ—); de = —ﬁ +In (:v+ m2+a2) (B.190)

herangezogen. Daraus folgt
|

] R(6)
T 1 1 T
— = | dI' = + In(7+4/r2+72 dé
[7m (&)= [ s |- + n e )
A (6) \r; Lo R(0) r2 +rl o
P
= [ - +/ ln( +,/R2(9)+r2> dé
9=/0 ,/R )+ r2 R(6)
’ 1
- 191
+ / 10 lnr, df (B.191)
=0
Mit der &dufleren Integrationsgrenze R(6) = W’}oﬁm ergibt sich
¥
/ < )dr - L /—sm(a+9) RO 49 (B.192)
R hc 20 RZ(O) + ’f’g

]

I,
v
+ / — sin (@ + 6) lnrp de
he
=0 )
I

r (1 1 1
Bl = — — B.
A/R(B) (T?) ar . I + R I + I (B.193)
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Die Lésungen der beiden Integrale I; und I3 sind bekannt und kénnen den Gleichungen (B.105)
und (B.130) entnommen werden. Das verbleibende Integral I, lautet mit der Dreiecksbeziehung

cos(a+ 1) = cos(m— ) = —cos 3

¥
1
L = / — sin(a + 0) r}’;" d6 (B.194)
8=0 ¢
1
I, = —(cosa+ cosf3) r;l'rp (B.195)

Das Einsetzen der Einzellssungen der drei Teilintegrale I, I; und I in Gleichung (B.193) ergibt
T 1
— | = |d = —
A/ R(6) (r?) .
1 \
+ = [cosa In (b—|~ 1/ b +’r§) + cosf3 In <a +4/a? +rg>]

c

(B.196)

|
o |&
IS W

1 | [,/a2+rg+acosﬁ”,/b2+rg+bcosa]
2k n([,/aZ+Tg—acosﬂ”,/b2+rg——bcosa])
b Ly

he g
— (cosa + cos f) h;;'p

Nach Kiirzen sowie Zusammenfassen der restlichen Logarithmusfunktionen erhélt man schlieflich
das Endergebnis

r 1 1 b b > a a >
/——é)— — | dl' = . cosa ln| —+ —)+1i+cosfln}]—+ —1]+1
A R(0) \r} c »  \ \"p, Tp "p |

1 ln([,/a2+r§+acosﬁ][x/b2+r§+bcosa]) (B197)

- 57 !

[,/a2 +ri-a cosﬁ] [,/b2 -|~7'g —b cosa]

c
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Das letzte noch zu l6sende Integral

r 1
/R(e) (E) dr (B.198)
A

tritt bei der redundanten Ermittlung des Koeffizienten g, bzw. g in Gleichung (2.138) auf. Mit
den Polarkoordinaten r und 6 sowie dI" =r drdf und r; = /r? +rZ folgt

T 1 y RO 1 r?
I (2} ar = / / = " drde (B.199)
Z 20 (> J | RO i
Die innere Integration iiber die 7-Koordinate fithrt mit dem Standardintegral aus [15]
z? zVa? +a? a?
/m dz = — -7 In (m-}- \/m2+a2) (B.200)
zu
¥ TR R(0)
r 1 1 | ryretry ol
— I = _ 2 2 2
/R(f)) (Ti) d / 0 5 5 In (r+\/r +rp> dé
A 020 7‘:0
j 1 0 2
= - /R2 249 — p 2 2
o/ > JR2(0) + 73 do 0/ ThE (R(e)h/R (9)+rp) d8
=0 =0
4 2
P
+ / 2R Inr, do (B.201)
=0
Mit R(8) = gaierp folgt
r 1 1 y
— 1 dI' = i 2 2 B.202
/R(e) (ri) T /Sln(a+9)R(9) R2(6) + 12 o (B.202)
A 9=0 -
Iy
2
— P 2(0 2146
2’%0/0 sin (@ + ) In (R(e) + /R )+rp> d
Iy
4
T’ sin (a + 0)
—_ 2 f_ .
5 / h Inr, df

/ r <l> ar= —p7, - 2 _p (B.203)
A
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Die drei Einzelintegrale I, I, I, wurden schon gelést. Mit den Resultaten (B.130), (B.167) und
(B.195) ergibt sich

1
- = (B2
/R < )dF 3 e 04)

1 hZ ln([\/a2+7“;2>+0008ﬁ][ b? +7’2+bcosa )

+
2h 2 [,/a2+7‘g—acos ][ 2+rZ—bcosa
2
- 272 [cosaln (b+\/b2—|—rg) + cosf In (a+\/az+r3>]
C
. r2 | [,/a2+rg+acosﬂ][ b2+r2+bcosa
n
4h, [,/a2+rg—acosﬁ” b2+7'2-—bcosa
7‘2 h, he
2hc b
2
+ 2;: (cos & + cos ) Inr,

c

und schlielich die komprimierte Losung

ro(1 —r2 b bY
— (=) dr = p el
A/R(B) (ﬁ) r 2h, cosa In " + <’p> +1 |+ cosf In (

(1)2 1

‘Klg
ﬁ

+(E+ Tg>1n o2 4+ acosf | W4+ eosal (B.205)
4  4h, [W—acosﬁ”,/bQ—i—rQ—-bcosa
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Das Dreieckselement TRIA3 ist fiir einen modularen Programmaufbau als Unterprogramm in
ANSI FORTRAN 77 codiert. Der Algorithmus orientiert sich nach den FluBdiagrammen 3.3

und 3.4.

Nach Ubergabe der Elementgeometrie und der Lage des Aufpunkts an die Element-Steuer-
routine SGHT3 werden die berechneten Element-Einflukoeffizienten hij und g;; zuriickgegeben.
Die Eingabe- und Ausgabe-Parameter sind im Programmkopf der Subroutine SGHT3 beschrieben.

c

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ0123456789+-%/()$= ,.’

C*($) SGHT3

C....

.SGHT3 .......SGHT3 .......SGHT3 .......SGHT3 .......8GHT3 ....

SUBROUTINE SGHT3 (XI, XC, X1, X2, X3, Ei2, Ei3, ELNV,

+ A, B, C, AE, ASILEN, RBIG, SGI, SHI)

ot ok o e e sk e o se sk s ool o o o o ok o o e ol o o ok ok oo s ot e ol o o o s sk o o oo ot oo koo s o ok o oo ok o

Cx

C% PROGRAMMBESCHREIBUNG:

Cx
Cx
Cxk
Cx*
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Ck
Cx

SGHT3 = CALCULATION OF THE ELEMENT INFLUENCE COEFFICIENTS
(S)MALL (G) AND SMALL (H) OF THE (T)RIA(3)~BOUNDARY
ELEMENT ON THE COLLOCATION POINT I

DIESES UNTERPROGRAMM ERMITTELT DIE ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIEN-
TEN G UND H EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES
DREIECKSELEMENT MIT GERADEN KANTEN) AUF EINEN AUFPUNKT I.

COPYRIGHT (C) 1995  ANSELM HOPF
DIESES PROGRAMM IST URHEBERRECHTLICH GESCHUETZT. ES STEHT
FUER AKADEMISCHE ZWECKE FREI ZUR VERFUEGUNG UNTER DER
BEDINGUNG, DASS
1.) DIESES ORIGINAL-LISTING SAMT COPYRIGHT-VERMERKEN
UNVERAENDERT ALS GANZES UND OHNE KOSTEN WEITERGEGEBEN
ODER KOPIERT WIRD  UND
2.) VORGENOMMENE MODIFIKATIONEN MIT EINEM AUFFAELLIGEN
VERMERK SAMT NAMEN UND DATUM GEKENNZEICHNET WERDEN.
EINE KOMMERZIELLE VERWENDUNG DIESES PROGRAMMS, AUCH
AUSZUGSWEISE, BEDARF DER GENEHMIGUNG DES AUTORS.
DIE FUNKTION DIESES PROGRAMMS WURDE AUSFUEHRLICH GETESTET.
JEDOCH UEBERNIMMT DER AUTOR KEINERLEI GEWAEHRLEISTUNG.

¥ K K X X ¥ ¥ F ¥ ¥ ¥ ¥ X OE F B OF O ¥ ¥ ¥ ¥ K H *

000001
000002
000003
000004
000006
000006
000007
000008
000009
000010
000011
000012
000013
000014
0000156
000016
000017
000018
000019
000020
000021
000022
000023
000024
000026
000026
000027
000028
000029
000030
000031
000032
000033
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Cx HINWEISE:

*
Ok s=mssssos *
Cx * DIE UEBERPRUEFUNG AUF FEHLERBEHAFTETE EINGABEDATEN *
Cx MUSS VOR DER AUSFUEHRUNG DIESES UNTERPROGRAMMS ERFOLGEN. *
Cx * DIE FUNCTION ACCURY MUSS DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP *
Cx ANGEPASST WERDEN. NAEHERE EINZELHEITEN SIND IN DER FUNCTION  *
Cx BESCHRIEBEN. *
Cx* *
Cx LITERATUR: *
Ck =z=ossmmsss *®
Cx (1) HOPF, A. *
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG *
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM #
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. *
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) *
Cx *
C* EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: *
Cx 4
Cx A = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 *
Cx AE = FLAECHE DES DREIECKSELEMENTS *
Ck ASILEN = MITTLERE SEITENLAENGE DES DREIECKSELEMENTS *
Cx B = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 ®
C c = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 2 UND 3 #
Cx ELNV = ELEMENT-NORMALENVEKTOR N DES DREIECKSELEMENTS *
Cx E12 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 *
Cx E13 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 *
Cx RBIG = ABSTAND R EINES WEIT ENTFERNTEN AUFPUNKTS I VOM *
Cx* ELEMENT, AB DEM EINE VEREINFACHTE BERECHNUNG DER *
Cx EINFLUSSKOEFFIZIENTEN DURCHGEFUEHRT WERDEN SOLL *
Cx SGI = ELEMENT-~EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3-BOUNDARY x
Cx ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I *
Cx SHI = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H EINES TRIA3-BOUNDARY x*
Cx ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I *
C* Xc = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES FLAECHENSCHWERPUNKTS C
Cx DES DREIECKSELEMENTS *
Cx XI = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES AUFPUNKTS I ®
Cx X1 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 1 *
Cx X2 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 2 *
Cx X3 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 3 %
Cx *
O st e ool s o sese o e e e ol e oo o e ko o ol o o o o ok ke e e ol o o ok ol R oK ok e ok s o ok ok e e s o ok oo e ok s ook ok ok
Cx
Cx AUTOR : A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE
Cx DATUM : 09,02.1993

Cx REVISION : 11.03.1995

C* QUELLCODE : FORTRAN
Cx*

77

* % ¥ & I %

otk ookl gtk ootk st ol sk sk oo ok stk oo o e skl o ok OO ol s R R OB o o ok ol R ok o

Cudoxde SYNTAX-FEHLER IN

VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:

IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

DOUBLE PRECISION
+

o+

DOUBLE PRECISION

INTEGER
DOUBLE PRECISION
DOUBLE PRECISION

C>>>>>>>>>> ENTRY SGHT3

Caxx% DIFFERENZVEKTOR

ELNV(1:3), E12(1:3), E13(1:3), SGI(1:3),
SHI(1:3), XC(1:3), XI(1:3), Xi(1:3), X2(1:3),
X3(1:3)

A, AE, ASILEN, B, C, RBIG

I
XIC(1:3), XP(1:3)
ACCURY, REFVAL, RIC, RIN, RP

PEODIIIDIIIDDIIIDIIIIDIDIOIIIDIIIIIIINIIIINSD

XIC = XC - XI  UND DESSEN VEKTORLAENGE BZW.

000034
000035
000036
000037
000038
000039
000040
000041
000042
000043
000044
0000456
000046
000047
000048
000049
000060
000051
000052
000063
000064
000066
000066
000067
000068
000069
000060
000061
000062
000063
000064
000065
000066
000087
000068
000069
000070
000071
000072
000073
000074
000075
000076
000077
000078
000079
000080
000081
000082
000083
000084
000085
000086
000087
000088
000089
000090
000091
000092
000093
000094
0000956
000096
000097
000098
000099
000100
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Coesokk
Coleseosk
Cokiie

Coleronok

Coekoon
Cookone
Cookokk

10

Coeseken

Coootok
Coksokerk

Cokon
Cosork
Cokones

Cootorsk
Cokon
oo

Caokmon
Cokokk

DEN ABSTAND RIC VOM AUFPUNKT I ZUM FLAECHENSCHWERPUNKT C DES
DREIECKSELEMENTS ERMITTELN (INCL. TEST AUF SUBTRAKTIONS-
AUSLOESCHUNG) :

CALL DIFFVR (XI, XC, XIC, RIC)
VORZEICHENBEHAFTETES SKALARPRODUKT RIN = XIC * N  BILDEN:
RIN = XIC(1) * ELNV(1) + XIC(2) % ELNV(2) + XIC(3) * ELNV(3)
IF (RIC .LT. RBIG) THEN

KOORDINATEN XP DES PROJEKTIONSPUNKTS P BESTIMMEN, DER DER

SENKRECHTEN PROJEKTION DES AUFPUNKTS I AUF DIE ELEMENTEBENE

ENTSPRICHT:

poi0 I1=1,3

XP(I) = XI(I) + RIN = ELNV(I)
CONTINUE
ABSTAND RP VOM AUFPUNKT I SENKRECHT ZUR ELEMENTEBENE ERMITTELN:

RP = ABS (RIN)

TEST, OB DER AUFPUNKT I INNERHALB ODER AUSSERHALB DER
ELEMENTEBENE LIEGT (TESTKRITERIUM SIEHE LITERATURANGABE (1)):

REFVAL = MAX((RIC-ASILEN),0.0D0)*ACCURY(30) + ASILEN*ACCURY(60)
IF (RP .GT. REFVAL) THEN

BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G UND H
EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS AUF EINEN AUFPUNKT I
AUSSERHALB DER ELEMENTEBENE:

CALL SGHT30 (RIN, RP, RIC, XP, X1, X2, X3, E12, E13, ELNV,
A, B, C, AE, ASILEN, SGI, SHI)

ELSE
BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G UND H
EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS AUF EINEN AUFPUNKT I
INNERHALB DER ELEMENTEBENE:

CALL SGHT3I (RIC, XP, X1, X2, X3, E12, E13, ELNV,
A, B, C, AE, ASILEN, SGI, SHI)

END IF
ELSE

VEREINFACHTE BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN FUER

SEHR WEIT ENTFERNTE AUFPUNKTE:
BHI(1) = - RIN % (AE / 3.0D0 / RIC) / RIC / RIC
SHI(2) = SHI(1)
SHI(8) = SHI(1)
SGI(1) = (AE / 3.0D0 / RIC)
SGI(2) = SGI(1)
SGI(3) = 8GI(1)
END IF

C<<<<<<<L< EXIT SGHT3 <<<<<<LL<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLKLLLLLLLLLLK

000101
000102
000103
000104
000105
000106
000107
000108
000109
000110
000111
000112
000113
000114
00011b
000116
000117
000118
000119
000120
000121
000122
000123
000124
000126
000126
000127
000128
000129
000130
000131
000132
000133
000134
000136
000136
000137
000138
000139
000140
000141
000142
000143
000144
000145
000146
000147
000148
000149
000150
000151
0001562
0001563
000164
000155
000156
000167
000158
000159
000160
000161
000162
000163
000164
000166
000166
000167
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RETURN
END

C+($) SGHT30
C.....SGHT30...... .SGHT30..... . .SGHT30.......SGHT30....... SGHT30.......

SUBROUTINE SGHT30 (RIN, RP, RIC, XP, Xi, X2, X3, E12, E13, ELNV,
+ A, B, C, AE, ASILEN, SGI, SHI)

G s s ROR AR HOR M RO KR OB A o s KR o RSO R S SR s B Sl o 0 o K R MK

Cx

C* PROGRAMMBESCHREIBUNG :

Cx

o SGHT30 = CALCULATION OF THE ELEMENT INFLUENCE COEFFICIENTS
Cx (S)MALL (G) AND SMALL (H) OF THE (T)RIA(3)-BOUNDARY
Cx ELEMENT ON A COLLOCATION POINT (O)UTSIDE THE

Cx ELEMENT PLANE

Cx

Cx DIESES UNTERPROGRAMM ERMITTELT DIE ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIEN-
Cx TEN G UND H EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES DREIECKS-
Cx ELEMENT MIT GERADEN KANTEN) AUF EINEN AUFPUNKT I AUSSERHALB
Cx DER ELEMENTEBENE.

w

%

&

*

%

#*

]

*

%

"

*

*
Cx *
C+ HINWEISE: *
Ck =======z== *
Cx % DER TEST, OB DER AUFPUNKT I AUSSERHALB DER ELEMENTEBENE LIEGT %
Cx MUSS VOR DER AUSFUEHRUNG DIESES UNTERPROGRAMMS ERFOLGEN. *
C* (D.H. RP IST STETS UNGLEICH 0.0) *
Cx * DIE FUNCTION ACCURY MUSS DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP *
Cx ANGEPASST WERDEN. NAEHERE EINZELHEITEN SIND IN DER FUNCTION &
Cx BESCHRIEBEN. *
Cx e
Cx LITERATUR: %
Ck =zzz=szzzz=x *
Cx (1) HOPF, A. #
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG %
Cox EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM *
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. *
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) *
Cx %
Cx EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: *
Cx #
Cx A = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 *
Cox AE = FLAECHE DES DREIECKSELEMENTS *
Cx ASILEN = MITTLERE SEITENLAENGE DES DREIECKSELEMENTS *
Cx B = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 *
Cx C = DREIECKSSEITE 2ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 2 UND 3 *
Cx ELNV = ELEMENT-NORMALENVEKTOR N DES DREIECKSELEMENTS *
C* Ei2 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 *
Cx E13 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 *
Cx RIC = ABSTAND VOM AUFPUNKT I ZUM FLAECHENSCHWERPUNKT C DES *
Cx DREIECKSELEMENTS *
Cx RIN = VORZEICHENBEHAFTETES SKALARPRODUKT RIN = XIC * N ®
Cx RP = ABSTAND VOM AUFPUNKT I SENKRECHT ZUR ELEMENTEBENE *
Cx SGI = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3-BOUNDARY *
Cx ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I *
Cx SHI = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H EINES TRIA3~BOUNDARY
Cx ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I *
Cx Xp = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES PROJEKTIONSPUNKTS P *
Cx X1 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 1 *
Cx X2 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 2 *
Cx X3 = KOORDINATEN (DRTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 3 *
Cx *

Gtk sk o Bk ko skl IR o Sk ok ok ook oo ok ook R R R O Sk ko KR K 3k K
Cx *

000168
000169
000170
000171
000172
000173
000174
000175
000176
000177
000178
000179
000180
000181
000182
000183
000184
000185
000186
000187
000188
000189
000190
000191
000192
000193
000194
000196
000196
000197
000198
000199
000200
000201
000202
000203
000204
000205
0002086
000207
000208
000209
000210
000211
000212
000213
000214
000216
000216
000217
000218
000219
000220
000221
000222
000223
000224
000225
000226
000227
000228
000229
000230
000231
000232
000233
000234
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C+ AUTOR : A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE
C+ DATUM : 09.02.1993

C+ REVISION : 20.12.1994

C* QUELLCODE : FORTRAN 77

Cx

Cokotto ool s ool ol ool ool ool ol ok ool ol salololsolololol ool ool ok o ol ol R e ok

* X B B o

Caokiok SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:
IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

DOUBLE PRECISION  ELNV(1:3), E12(1:3), E13(1:3), SGI(1:3),

+ SHI(1:3), XP(1:3), X1(i:3), X2(1:3), X3(1:3)
DOUBLE PRECISION A, AE, ASILEN, B, €, RIC, RIN, RP

INTEGER N(1:3)

LOGICAL ERROR

DOUBLE PRECISION  ALPHA(1:6), EP1(1:3), EP2(1:3), EP3(1:3),
+ SGJK(1:3,1:3), SHJK(1:3,1:3)

DOUBLE PRECISION  ACCURY, AP12, AP13, AP23, REDGE, REFVAL, RP1,
+ RP2, RP3, SGRBIG, SHRBIG, UP, VP, WP

C>>>>>>>5>>> ENTRY SGHT30 >>>>>>35>>3335553555355355555 0355 55555555555 35>

Cwwxo BERECHNUNG DER HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN (BARYZENTRISCHE
Cwxwox KOORDINATEN) UP, VP UND WP DES PROJEKTIONSPUNKTS P BZGL. EINES
Cioxxx DREIECKS MIT GERADEN KANTEN:

REDGE = MAX (ACCURY(20)*RP+ACCURY (40)*ASILEN,

+ MAX ((RIC/ASILEN)#%%2-1.0D0,0.0D0)*ASILEN*ACCURY(20) +
+ ASILEN*ACCURY(40))

REFVAL = MIN (REDGE, 0.2DO*ASILEN)

CALL HOMOCO (XP, Xi, X2, X3, E12, Ei3, ELNV, A, B, C, AE,
+ REFVAL, RP1, RP2, RP3, EP1, EP2, EP3, N,
+ UP, VP, WP, AP12, AP13, AP23)

Cuskwk TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENTEN ALPHA(1) BIS ALPHA(6) BERECHNEN
Cxxxx (SIEHE LITERATURANGABE (1)):

CALL ALPHAI (EP1, EP2, EP3, E12, E13, ALPHA)

C#xox BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G UND H EINES
Cxioxk TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS AUF EINEN AUFPUNKT I AUSSERHALB DER
Cresoiox ELEMENTEBENE :

Corsokenk AUFTEILUNG DER FLAECHE ZWISCHEN DEM PROJEKTIONSPUNKT P UND DEN
Coosksk 3 ELEMENTKNOTENPUNKTEN IN 3 DREIECKE. DABEI ENTSPRICHT DER
Coioxkso PUNKT P DER SENKRECHTEN PROJEKTION DES AUFPUNKTS I AUF DIE
Coootoe ELEMENTEBENE. BEI NICHTVERSCHWINDENDEN FLAECHEN ERFOLGT

Cookk DIE BERECHNUNG DER G- UND H-KOEFFIZIENTEN DES JEWEILIGEN

Coseok DREIECKS (SIEHE AUCH LITERATURANGABE (1)):

CALL NULL (SGJK(1,1), 9)

CALL NULL (SHJK(1,1), 9)
ERROR = .FALSE.
Coesodon DREIECK P-2-3 (K=1):
IF (N(1) .NE. 0)
+ CALL SGKT30 (RP, RP3, RP2, C, AP23, ALPHA(3), ALPHA(4),
+ ALPHA(5), ALPHA(6), UP, VP, A, B,
+ SGJK(1,1), SHJK(1,1), ERROR)

Gk DREIECK P-1-3 (K=2):

000236
000236
000237
000238
000239
000240
000241
000242
000243
000244
000246
000246
000247
000248
000249
000260
000261
000262
000263
000254
000265
000256
000287
000268
000259
000260
000261
000262
000263
000264
000265
000266
000267
000268
000269
000270
000271
000272
000273
000274
000275
000276
000277
000278
000279
000280
000281
000282
000283
000284
000285
000286
000287
000288
000289
000290
000291
000292
000293
000294
0002956
000296
000297
000298
000299
000300
000301
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IF (N(2) .NE. 0) 000302

+ CALL SGKT30 (RP, RP3, RP1, A, AP13, ALPHA(1), ALPHA(2), 000303

+ ALPHA(5), ALPHA(6), UP, VP, A, B, 000304

+ SGJK(1,2), SHJK(1,2), ERROR) 000306
000306

Crokeok DREIECK P-1-2 (K=3): 000307
000308

IF (N(3) .NE. 0) 000309

+ CALL SGKT30 (RP, RP2, RP1, B, AP12, ALPHA(1), ALPHA(2), 000310

+ ALPHA(3), ALPHA(4), UP, VP, A, B, 000311

+ SGJK(1,3), SHJK(1,3), ERROR) 000312
000313

Coolokek AKKUMULATION ALLER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN HJK ZU DEN 000314
Cookokk ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H UND ALLER EINFLUSS- 000315
Cookok s KOEFFIZIENTEN GJK ZU DEN ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G 000316
Cokiok EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I: 000317
000318

CALL SUMCJK (N, SHJK, SHI, ERROR) 000319

CALL SUMCJK (N, SGJK, SGI, ERROR) 000320

000321

Corokdon TEST AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG 000322
Crisote (SIEHE AUCH LITERATURANGABE (1)): 000323
000324

IF (RIC .GT. (3.0D0 * ASILEN)) THEN 000325

000326

Cooksok TEST FUER EINEN WEIT ENTFERNTEN AUFPUNKT VOM ELEMENT: 000327
000328

SHRBIG = (AE / 3.0D0 / RIC) / RIC / RIC 000329

SGRBIG = (AE / 3.0D0 / RIC) 000330

000331

CALL CHNERR (SHRBIG, N, SHJK, SHI, ACCURY(50), ERROR) 000332

CALL CHNERR (SGRBIG, N, SGJK, SGI, ACCURY(40), ERROR) 000333

000334

IF (ERROR) THEN 000336

000336

IF (RP .GT. ASILEN) THEN 000337

' 000338

Corokok GROSSER NUMERISCHER FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUS- 000339
Cooionk LOESCHUNG, DER AUFTRITT, WENN DER AUFPUNKT I VOM 000340
Cockeso ELEMENT SEHR WEIT ENTFERNT IST. DABEI STIMMEN DIE ZU 000341
Ciototon ERWARTENDEN INTEGRALWERTE MIT DER NAEHERUNG SGRBIG 000342
Cioron UND SHRBIG SEHR GUT UEBEREIN (SIEHE AUCH 000343
Cookokk LITERATURANGABE (1)): 000344
000346

SHI(1) = SHRBIG 000346

SHI(2) = SHRBIG 000347

SHI(3) = SHRBIG 000348

000349

SGI(1) = SGRBIG 000350

SGI(2) = SGRBIG 000351

SGI(3) = SGRBIG 000352

000353

PRINT % , ? sxx WARNING (SGHT30) #*%x’, 000354

+ > NUMERICAL ERROR EXPECTED.’ 000355
000366

ELSE 000357

000358

Crokokk LIEGT DER WEIT ENTFERNTE AUFPUNKT I SEHR NAH AN DER 000369
Cociee ELEMENTEBENE, WIRD EINE ’IN-PLANE’-BERECHNUNG MIT 000360
Crotokk RP=0 DURCHGEFUEHRT: 000361
000362

CALL SGHT3I (RIC, XP, X1, X2, X3, E12, E13, ELNV, 000363

+ A, B, C, AE, ASILEN, SGI, SHI) 000364
000366

END IF 000366

000367

END IF 000368
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000369

ELSE IF (ERROR) THEN 000370

000371

Cierook LIEGT DER AUFPUNKT I IM NAHBEREICH DES DREIECKSELEMENTS, 000372
Cookonk KOENNEN GROSSE NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUS- 000373
Cowkook LOESCHUNG NUR BEI DER BERECHNUNG DER TEILINTEGRALE FUER 000374
Cookook SEHR KLEINE ABSTAENDE RP DES AUFPUNKTS VON DER ELEMENT- 000376
Cokkok EBENE ENSTEHEN. DAHER ERFOLGT NUN DIE *IN-PLANE’-BERECHNUNG 000376
Coieokok MIT RP=0: 000377
000378

CALL SGHT3I (RIC, XP, X1, X2, X3, E12, E13, ELNV, 000379

+ A, B, C, AE, ASILEN, SGI, SHI) 000380
000381

END IF 000382

000383

Cooksek BEI DEN ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H MUSS ZUSAETZLICH DER 000384
Cooook VORFAKTOR - RI *« N  BERUECKSICHTIGT WERDEN: 000385
000386

SHI(1) = - RIN * SHI(1) 000387

SHI(2) = ~ RIN * SHI(2) 000388

SHI(3) = - RIN % SHI(3) 000389

000390

000391

(<<€ EXIT SGHT30 <<<<<<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLCLLLL<<< 000392
000393

000394

RETURN 000396

END 000396
000397

000398

000399

Cx($) SGHT3I 000400
C.....SGHT3I...... .SGHT3I...... .SGHT3I.......SGHT3I.......SGHT3I....... 000401
000402

SUBROUTINE SGHT3I (RIC, XI, X1, X2, X3, E12, E13, ELNV, 000403

+ A, B, C, AE, ASILEN, SGI, SHI) 000404
000405

C********************************************************************** 000406
Cw * 000407
Cx PROGRAMMBESCHREIBUNG: * 000408
Cx * 000409
Cx SGHT3I = CALCULATION OF THE ELEMENT INFLUENCE COEFFICIENTS * 000410
Cx (SYMALL (G) AND SMALL (H) OF THE (T)RIA{3)-BOUNDAR * 000411
Cx ELEMENT ON A COLLOCATION POINT (I)NSIDE THE * 000412
Cx ELEMENT PLANE * 000413
Cx * 000414
Cx DIESES UNTERPROGRAMM ERMITTELT DIE ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIEN- % 000416
Cx TEN G UND H EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES DREIECKS- * 000416
Cx ELEMENT MIT GERADEN KANTEN) AUF EINEN AUFPUNKT I INNERHALB DER * 000417
Cx ELEMENTEBENE . * 000418
Cx * 000419
C* HINWEISE: * 000420
C# sm=z=ss=z * 000421
Cx * DER TEST, OB DER AUFPUNKT I INNERHALB DER ELEMENTEBENE LIEGT * 000422
Cx MUSS VOR DER AUSFUEHRUNG DIESES UNTERPROGRAMMS ERFOLGEN. * 000423
Cx * DIE FUNCTION  ACCURY MUSS DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP * 000424
Cx ANGEPASST WERDEN. NAEHERE EINZELHEITEN SIND IN DER FUNCTION % 000425
Cx BESCHRIEBEN. * 000426
Cx % 000427
C* LITERATUR: % 000428
C* ==ssz=sss= * 000429
Cx (1) HOPF, A, * 000430
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG * 000431
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM * 000432
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. * 000433
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) * 000434
* 000435

Cx
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C* EINGABE~-/AUSGABE-PARAMETER: # 000436
Cx * 000437
Cx A = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 * 000438
Cx AE = FLAECHE DES DREIECKSELEMENTS % 000439
Cx ASILEN = MITTLERE SEITENLAENGE DES DREIECKSELEMENTS * 000440
Cx B = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 = 000441
Cx c = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 2 UND 3 * 000442
Cx ELNV = ELEMENT-NORMALENVEKTOR N DES DREIECKSELEMENTS ®* 000443
Cx E12 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 % 000444
Cx E13 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 * 000445
Cx RIC = ABSTAND VOM AUFPUNKT I 2UM FLAECHENSCHWERPUNKT C DES = 000446
Cx DREIECKSELEMENTS & 000447
Cx SGI = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3-BOUNDARY * 000448
Cx ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I * 000449
Cx SHI = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H EINES TRIA3-BOUNDARY * 000450
Cx ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I % 000451
Cx XI = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES AUFPUNKTS I * 000452
Cx X1 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 1 % 000463
Ck X2 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 2 * 000454
Cx X3 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 3 % 000456
Cx * 000466
Ciseakoteaoodee ool sk desolool okl oo sololooR SOOK Rl aof sl ok s ool kiR ok 000467
Cx * 000458
Cx AUTOR 1 A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE * 000459
Cx DATUM : 09.02.1993 * 000460
C+ REVISION : 20.12.1994 ® 000461
Cx QUELLCODE : FORTRAN 77 * 000462
Cx * 000463
kool e ol sk el oo s e s oo o s o o o o 3 o o e ko ok ok ke ok ok ok o ok ke sk sk R ok skl s ok ok kol ok okl ok 000464
0004656

Ciaokkk SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN: 000466
000467

IMPLICIT CHARACTER {(A-Z) 000468
000469

DOUBLE PRECISION  ELNV(1:3), E12(1:3), E13(1:3), SGI(1:3), 000470

+ SHI(1:3), XI(1:3), X1(1:3), X2(1:3), X3(1:3) 000471
DOUBLE PRECISION A, AE, ASILEN, B, C, RIC 000472
000473

INTEGER N(1:3) 000474
LOGICAL ERROR 0004756
DOUBLE PRECISION  ALPHA(1:6), EI1(1:3), EI2(1:3), EI3(1:3), 000476

+ SGJK(1:3,1:3) 000477
DOUBLE PRECISION  ACCURY, AI12, AIi3, AI23, REDGE, REFVAL, RI1, 000478

+ RI2, RI3, SGRBIG, UI, VI, WI 000479
000480

000481

C>>>>>>>>>> ENTRY SGHT3I >>>>>35>333>3353335533535353553355555555>5555>5> 000482
000483

000484

Cwxxd BERECHNUNG DER HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN (BARYZENTRISCHE 000486
Cwxx% KOORDINATEN) UI, VI UND WI DES AUFPUNKTS I BZGL. EINES DREIECKS 000486
Cxiokk MIT GERADEN KANTEN: 000487
000488

REDGE = MAX((RIC/ASILEN)#*%2-1.0D0,0,0D0)*ASILEN*ACCURY(20) + 000489

+ ASTILEN*ACCURY (40) 000490
REFVAL = MIN (REDGE, 0.2D0*ASILEN) 000491

CALL HOMOCO (XI, X1, X2, X3, E12, ‘E13, ELNV, A, B, C, AE, 000492

+ REFVAL, RI1, RI2, RI3, EIi, EI2, EI3, N, 000493

+ UI, VI, WI, AI12, AI13, AI23) 000494
0004956

C#xick ENTSPRICHT DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTENPUNKT 1: 000496
000497

IF ((N(2) .EQ. 0) .AND, (N(3) .EQ. 0)) THEN 000498

Csokx SONDERFALL: AUFPUNKT I = ELEMENTKNOTENPUNKT 1 000499
[ T11] (EINFACHERE BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN) 000600
CALL SGHT3N (A, B, C, AE, SGI(1), SGI(2), SGI(3), 000501

+ SHI(1), SHI(2), SHI(3)) 000602
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GOTO 999 000603

END IF 000604
000505

Couoxsiox ENTSPRICHT DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTENPUNKT 2: 000606
000607

IF ((N(1) .EQ. O) .AND. (N(3) .EQ. 0)) THEN 000508

Codon SONDERFALL: AUFPUNKT I = ELEMENTKNOTENPUNKT 2 000609
Cooksek (EINFACHERE BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN) 000510
CALL SGHT3N (B, C, A, AE, SGI(2), SGI(3), SGI(1), 000511

+ SHI(2), SHI(3), SHI(1)) 000612

GOTO 999 000513

END IF 000614
0006156

Cscxox ENTSPRICHT DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTENPUNKT 3: 000616
000617

IF ((N(1) .EQ. 0) .AND. (N(2) .EQ. 0)) THEN 000618

Cookoek SONDERFALL: AUFPUNKT I = ELEMENTKNOTENPUNKT 3 000619
Coook (EINFACHERE BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN) 000620
CALL SGHT3N (C, A, B, AE, SGI(3), SGI(1), SGI(2), 000621

+ SHI(3), SHI(1), SHI(2)) 000522

GOTO 999 000623

END IF 0005624
000526

Cxxokx TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENTEN ALPHA(1) BIS ALPHA(6) BERECHNEN 000626
C##%% (SIEHE LITERATURANGABE (1)): 000627
000528

CALL ALPHAI (EI1, EI2, EI3, Ei2, E13, ALPHA) 000529
000630

Cowokxx BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3~ 000631
Cuodokx BOUNDARY ELEMENTS AUF EINEN AUFPUNKT I INNERHALB DER ELEMENTEBENE: 000532
0005633

Cooake AUFTEILUNG DER FLAECHE ZWISCHEN DEM AUFPUNKT I UND DEN 3 000634
Coesoke ELEMENTKNOTENPUNKTEN IN 3 DREIECKE. BEI NICHTVERSCHWINDENDEN 000536
Cosksok FLAECHEN ERFOLGT DIE BERECHNUNG DER G-KOEFFIZIENTEN DES JE~ 000636
Cookonen WEILIGEN DREIECKS (SIEHE AUCH LITERATURANGABE (1)): 000637
000538

CALL NULL (SGJK(1,1), 9) 000639

ERROR = .FALSE. 000640

000541

Cokoke DREIECK I-2-3 (K=1): 000642
000643

IF (N(1) .NE. 0) 000544

+ CALL SGKT3I (RI3, RIZ, €, AI23, ALPHA(3), ALPHA(4), 000545

+ ALPHA(B), ALPHA(6), UI, VI, A, B, 000646

+ SGJK(1,1), ERROR) 000647
000548

Gtk DREIECK I-1-3 (K=2): 000649
000650

IF (N(2) .NE. O) 000651

+ CALL SGKT3I (RI3, RI1, A, AI13, ALPHA(1), ALPHA(2), 0005652

+ ALPHA(5), ALPHA(6), UI, VI, A, B, 000563

+ SGJK(1,2), ERROR) 0005664
000666

Coiorn DREIECK I-1-2 (K=3): 000656
000557

IF (N(3) .NE. 0) 000668

+ CALL SGKT3I (RI2, RI1, B, AIl2, ALPHA(1), ALPHA(2), 000569
ALPHA(3), ALPHA(4), UI, VI, A, B, 000560

+ SGJK(1,3), ERROR) 000661
000662

Cousoe AKKUMULATION ALLER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GJK ZU DEN 000663
Gk ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3-BOUNDARY 000564
Cookokk ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I: 000665
0005666

CALL SUMCJK (N, SGJK, SGI, ERROR) 000567

000668

Cokook TEST AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG 000669
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Cokodok (SIEHE AUCH LITERATURANGABE (1)): 000670
000571

IF (RIC .GT. (3.0DO * ASILEN)) THEN 000672
000673

Cesokk TEST NUR FUER EINEN WEIT ENTFERNTEN AUFPUNKT VOM ELEMENT: 000674
000575

SGRBIG = AE / 3.0D0 / RIC 0006786
000677

CALL CHNERR (SGRBIG, N, SGJK, SGI, ACCURY(40),  ERROR) 000578
000679

IF (ERROR) THEN 000580

000681

Conenk GROSSER NUMERISCHER FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCH- 000582
Colesckok UNG, DER AUFTRITT, WENN DER AUFPUNKT I VOM ELEMENT SEHR 000683
Colesolok WEIT ENTFERNT IST. DABEI STIMMEN DIE ZU ERWARTENDEN 000584
Coiokokok INTEGRALWERTE MIT DER NAEHERUNG SGRBIG SEHR GUT UEBEREIN 000585
ootk (SIEHE AUCH LITERATURANGABE (1)): 000686
000687

SGRBIG 000588
SGRBIG 0005689
SGRBIG 0005690
000691

PRINT % , ’ #%x YARNING (SGHT3I) #wx’, 000592

+ ’ NUMERICAL ERROR EXPECTED.’ 0005693
000694

END IF 000595

000696

ELSE IF (ERROR) THEN 000697

000598

ookt SYSTEMFEHLER: 000599
Cokesok ok (LIEGT DER AUFPUNKT I IM NAHBEREICH DES DREIECKSELEMENTS, 000600
Coaokedkk KOENNEN IM FALL DER ’IN-PLANE’-BERECHNUNG GROSSE NUMERISCHE 000601
Coesdene FEHLER NUR BEI FALSCHEN EINGABEWERTEN ODER BEI ZU SCHARF 000602
Cookekox GEWAEHLTEN TESTKRITERIEN BEI DER AUFTEILUNG IN 3 DREIECKE 000603
Coodokesk IM UNTERPROGRAMM HOMOCO AUFTRETEN) 000604
000605

PRINT * , * %% SYSTEM-ERROR (SGHT3I) wxx’, 000606

+ ’ FATAL NUMERICAL ERROR CAUSED BY WRONG ’, 000607

+ *INPUT DATA.’ 000608

STOP 000609

000610

END IF 000611

000612

Ckxxk BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H EINES TRIA3- 000613
Cokscik BOUNDARY ELEMENTS AUF EINEN AUFPUNKT I INNERHALB DER ELEMENTEBENE: 000614
Cwx%x (BEI EBENEN ELEMENTEN SIND FUER ALLE AUFPUNKTE, DIE INNERHALB 0006156
Cxxkk  DER ELEMENTEBENE LIEGEN, DIE ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN 000616
Ck¥%k H = 0,0, DA DER ELEMENT-NORMALENVEKTOR N STETS SENKRECHT ZUM 000617
Caxxk  RADIUSVEKTOR R ORIENTIERT IST UND SOMIT DAS SKALARPRODUKT 000618

Choxxok N « R VERSCHWINDET) 000619
000620

SHI(1) = 000621
SHI(2) = 0.0D0 000622

SHI(3) = 0.0D0 000623
000624

000625

(<<<<<<€<< EXIT SGHT3I <<<<<KCLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL<<<<<C 000626
000627

000628

999 CONTINUE 000629
000630

RETURN 000631

END 000632
000633

000634

000635

Cx($) CHNERR 000636

SGI(1)
SGI(2)
SGI(3)

L]

1
<
(=)
o
o
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C.....CHNERR.....

SUBROUTINE CHNERR (CORBIG, N, COEFJK, COEFI, ACCUR, ERROR)

..CHNERR....... CHNERR....... CHNERR.......CHNERR.....

Gtk sk ol oo i koK R ok AR OO R o KRR R KK Ao KR KK RO oK K oK

Cx
Cx
Cx
Cx
C*
C*
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Cok
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx
Ck

PROGRAMMBESCHREIBUNG :

CHNERR

= (C)(H)ECK INFLUENCE COEFFICIENTS COEFJK ON

(N)UMERICAL (E)(R) (R)ORS

DIESES UNTERPROGRAMM UEBERPRUEFT DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN

COEFJK EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES DREIECKSELEMENT

MIT GERADEN KANTEN) AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONS-
AUSLOESCHUNG. EINE NAEHERE BESCHREIBUNG IST IN DER LITERATUR-
ANGABE (1) ZU FINDEN.

LITERATUR:

(1) HOPF, A,

ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG
EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM
ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG.
DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995)

C* EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER:

Co
Cx
C*
Cx%
Cx
Cx*
Cx
Cx
Cx*
Cx
Cxk
Cx
Cx*
Cx
Cx

ACCUR
COEFI
COEFJK

CORBIG

ERROR

GENAUIGKEITSPARAMETER FUER VERGLEICHSTESTS VON
REAL-ZAHLEN (COMPUTERTYPABHAENGIG)
ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN COEF EINES
TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I
EINFLUSSKOEFFIZIENTEN COEFJK

= NAEHERUNG FUER DIE ZU ERWARTENDEN AKKUMULATIONS-

ERGEBNISSE COEFI, FALLS DER AUFPUNKT I VOM ELEMENT
SEHR WEIT ENTFERNT IST (ABSTAND RI SEHR GROSS).
FEHLER-INDIKATOR (WIRD .TRUE. GESETZT, FALLS GROSSE
NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG ZU
ERWARTEN SIND.)

SGN-VARIABLE N BZGL. DER HOMOGENEN DREIECKS-
KOORDINATEN UI, VI UND WI DES AUFPUNKTS I

******—l—*-l-*************{-*{-***********

Cole e o s e b o ok b ok 8 ol o ok ok st okl sk e s o s s s o oo oo o o ok ke ok ok ke ko o oo o ok K 3 s o o ok ok o R ok o ok ok o O M

cx
Cx
Cx
Cx
C*
Cx

AUTOR
DATUM
REVISION

QUELLCODE :

¢ A, HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE
: 14,06.1993
:20.12.1994

FORTRAN 77

* ¥ ¥ X F ®

Gk koo e s o ok o Sl o o o oo e o sk il oK 3 R 6k ko ko 3K RSBk ok o o ko ok o K sk o ok sl oK 3 R oK

Cskodk SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:

IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

INTEGER
LOGICAL

N(1:3)
ERROR

DOUBLE PRECISION  COEFI(1:3), COEFJK(1:3,1:3)
DOUBLE PRECISION  ACCUR, CORBIG

INTEGER

J, X

DOUBLE PRECISION  REFVAL

C>>>>>>>>>> ENTRY CHNERR >>3>>55353555553553055555555555553 555555555 55>>

CTESTC#*#** UEBERPREFUNG DER NAEHERUNG CORBIG:

000637
000638
000639
000640
000641
000642
000643
000644
000645
000646
000647
000648
000649
000650
000661
000652
000653
000654
000665
000666
000657
0006568
000659
000660
000661
000662
000663
000664
000665
000666
000667
000668
000669
000670
000671
000672
000673
000674
000676
000676
000677
000678
000879
000680
000681
000682
000683
000684
000685
000686
000687
000688
000689
000690
000691
000692
000693
000694
000695
000696
000697
000698
000699
000700
000701
000702
000703
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CTEST 000704
CTEST IF (CORBIG .LE. 0.0D0O) THEN 000705
CTEST COEFI(1) = 0.0D0 000706
CTEST COEFI(2) = 0.0D0 000707
CTEST COEFI(3) = 0.0D0 000708
CTEST GOTO 999 000709
CTEST END IF 000710

000711

Cxxxx BERECHNUNG DER BEZUGSGROESSE FUER VERGLEICHSTESTS VON REAL-ZAHLEN: 000712
Cwxx% (GENAUIGKEIT ACCUR SO WAEHLEN, DASS DER ECKPUNKT, DER DEM AUFPUNKT 000713
Cxoixx AM NAECHSTEN LIEGT, DEN GROESSTEN KOEFFIZIENTENWERT VON ALLEN 000714

Cxx%% DREI ECKPUNKTEN BESITZT.) - 000715
000716

REFVAL = CORBIG / ACCUR 000717
000718

Cwkxx TEST, OB GROSSE NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG 000719
Cicwok 2U ERWARTEN SIND (SIEHE LITERATURANGABE (1)): 000720
000721

DD 20 K=1,3 000722

IF (N(K) .NE. 0) THEN 000723

DO 10 J=1,3 000724

IF (ABS (COEFJK(J,K)) .GT. REFVAL) ERROR = ,TRUE. 000725

10 CONTINUE 000726
END IF 000727

20 CONTINUE 000728
000729

000730

£<<<<<<<<<< EXIT CHNERR <<<<<€<<€<<<LLLCLLLLLLCLLLLLLLLLLLLLLLCLCLLLCLCL<¢<<< 000731
000732

. 000733

999 CONTINUE 000734
000735

RETURN 000736

END 000737
000738

000739

000740

Ci($) SUMCIK 000741
Coouen SUMCJK....... SUMCJK....... SUMCJK.......SUMCJK....... SUMCJIK....... 000742
000743

SUBROUTINE SUMCJK (N, COEFJK, COEFI, ERROR) 000744
000745

Gtk dookaooR ko kSR ROl R R 3OK SOk skoR SR o IR R Rk ok ok ek kool solokalokkiokook ok 000746
Cx * 000747
Cx PROGRAMMBESCHREIBUNG: * 000748
C* * 000749
Cx SUMCJK = (8)(U) (M)MATION OF INFLUENCE (C)OEFFICIENTS * 000750
Cx COEF(J) (K) % 000751
Cx * 000762
Ck DIESES UNTERPROGRAMM AKKUMULIERT DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN * 000753
Cx COEFJK ZU DEN ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN COEF EINES * 000754
Cx TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES DREIECKSELEMENT MIT GERADEN % 000755
Cx KANTEN) BZGL. DES AUFPUNKTS I. WEITERHIN WERDEN DIE * 000756
Cx ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN COEF AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH * 000757
Cx SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG UEBERPRUEFT. EINE NAEHERE BESCHREIBUNG * 000758
Cx IST IN DER LITERATURANGABE (1) ZU FINDEN. * 000759
Cx * 000760
Cx LITERATUR: * 000761
Cx m=s===szss * 000762
Cx (1) HOPF, A. * 000763
Cx ANALYSE VON FLUID~STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG * 000764
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM * 000765
C ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. # 000766
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) * 000767
Cx * 000768
Cx EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: * 000769
Cx* % 000770
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Cx COEFI = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN COEF EINES *
C TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS BZGL. DES AUFPUNKTS I *
Cx COEFJK = EINFLUSSKOEFFIZIENTEN COEFJK *
Cx ERROR = FEHLER-INDIKATOR (WIRD .TRUE. GESETZT, FALLS GROSSE  *
Cx NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG ZU  *
Cx ERWARTEN SIND.) *
Ck N = SGN-VARIABLE N BZGL. DER HOMOGENEN DREIECKS- *
Cx KOORDINATEN UI, VI UND WI DES AUFPUNKTS I *
Cx *
CiasesoioiotopoioRloioiolo ool ofolojook doiololiok ol otk R okl kool ok ol oo ol sk sk iR siok ook ok
Cx

Cx AUTOR : A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE

Ck DATUM ¢ 22.02.1993

C# REVISION : 20.12.1994
C* QUELLCODE : FORTRAN 77

G

% 3 ® ¥ ¥ ¥

Cotesko oo ROk ol SOR H R R o SRR K K K ek o HOK S OK s R R s o ol o ol s e sl o ol o

Coteoers

SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:
IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

INTEGER N(1:3)

LOGICAL ERROR

DOUBLE PRECISION  COEFI(1i:3), COEFJK(1:3,1:3)

INTEGER J, K

C>>>>>>>>>> ENTRY SUMCJIK >>5>>>>>535335355353555555 535500355 553055555555>

Cooisk

Cookok

Cookok

10

Gk

20

30

Coon
Cokekok
Cooxxk

INITIALISIERUNG DER SUMMATIONSVARIABLE:

COEFI(1) = 0.0DO
COEFI(2)
COEFI(3) =

10
(= o)
oo
o9
o O

VORZEICHENABHAENGIGES AUFSUMMIEREN DER COEFJK:
D030 K=1, 3

IF (N(K) .EQ. +1) THEW

ADDITION:

DO 10 J

COEFI(J)
CONTINUE

1, 3

= COEFI(J) + COEFJK(J,K)

ELSE IF (N(X) .EQ. -1) THEN
SUBTRAKTION:
DO 20

J =
COEFI(J)
CONTINUE

1, 3
= COEFI(J) - COEFJK(J,K)

END IF
CONTINUE
TEST AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG:
(RESULTIERENDE INTEGRALWERTE MUESSEN STETS GROESSER NULL

SEIN.) '

IF ((COEFI(1) .LE. 0.0DO) .OR.

000771
000772
000773
000774
000775
000776
000777
000778
000779
000780
000781
000782
000783
000784
000786
000786
000787
000788
000789
000790
000791
000792
000793
000794
0007956
000796
000797
000798
000799
000800
000801
000802
000803
000804
000806
000806
000807
000808
000809
000810
000811
000812
000813
000814
000815
000816
000817
000818
000819
000820
000821
000822
000823
000824
000825
000826
000827
000828
000829
000830
000831
000832
000833
000834
000835
000836
000837
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+ (COEFI(2) .LE. 0.0D0) .OR. 000838

+ (COEFI(3) .LE. 0.0D0)) ERROR = .TRUE. 000839
000840

000841

(<<€ EXIT SUMCIK <<<<C<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLCLCCCLC< 000842
000843

000844

RETURN 0008456

END 000846
000847

000848

000849

Cx($) SGKT30 000850
C.....SGKT30.......SGKT30.......8GKT30.......5GKT30.......8GKT30....... 000861
000852

SUBROUTINE SGKT30 (RP, APR, BPR, CPR, AERAPR, ALPH1i, ALPH12, 000863

+ ALPH21, ALPH22, UP, VP, A, B, 000854

+ SGK, SHK, ERROR) 000856
000856

Cote sl oo oe o oo ol s ok e sk o sk s ool ok kol o s ok ok ok ol ok o o ok e ke e ek ok sk afole sk o s ool s ook iololokiok 000867
C % 000858
Cx PROGRAMMBESCHREIBUNG: * 000859
Cx * 000860
Cx SGKT30 = CALCULATION OF THE ELEMENT INFLUENCE COEFFICIENTS % 000861
Cx (S)MALL (G)(X) AND SMALL HK OF THE (T)RIA(3)-BOUNDARY * 000862
Cx ELEMENT ON A COLLOCATION POINT (0)UTSIDE THE * 000863
Cx ELEMENT PLANE * 000864
Cx * 000865
Cx DIESES UNTERPROGRAMM BERECHNET DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK UND % 000866
Cx HK EINER DREIECKSFLAECHE K ZWISCHEN DEM PROJEKTIONSPUNKT P UND * 000867
Cx ZWEI ELEMENTKNOTENPUNKTEN EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINE- * 000868
Cx ARES DREIECKSELEMENT MIT GERADEN KANTEN) AUF DEN AUFPUNKT I. * 000869
* DIE NAEHERE BESCHREIBUNG IST IN DER LITERATURANGABE (1) zU * 000870
Cx FINDEN. * 000871
Cx * 000872
Cx HINWEISE: * 000873
Ck =zz====== * 000874
Cx * DER PROJEKTIONSPUNKT P MUSS DEM KNOTENPUNKT 1 DER DREIECKS- * 000875
Cx FLAECHE K ENTSPRECHEN. * 000876
Cx * DER TEST, OB DER AUFPUNKT I AUSSERHALB DER ELEMENTEBENE LIEGT * 000877
Cx MUSS VOR DER AUSFUEHRUNG DIESES UNTERPROGRAMMS ERFOLGEN. * 000878
Cx (D.H. RP IST STETS UNGLEICH 0.0) % 000879
Cx % DIE FUNCTION  ACCURY  MUSS DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP * 000880
Cx ANGEPASST WERDEN. NAEHERE EINZELHEITEN SIND IN DER FUNCTION * 000881
Cx BESCHRIEBEN. * 000882
Cx ¥ DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN Gi, G2, G3 UND Hi, H2, H3 DER * 000883
Cx DREIECKSFLAECHE K BEZIEHEN SICH AUF DIE HOMOGENEN DREIECKS- % 000884
Cx KOORDINATEN DES DREIECKS K. * 000885
Cx * DIE TRANSFORMIERTEN EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK UND HK DER * 000886
Cx DREIECKSFLAECHE K BEZIEHEN SICH JEDOCH AUF DIE HOMOGENEN * 000887
Cx DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS. % 000888
C* * 000889
Cx LITERATUR: * 000890
C mzszszzz=s * 000891
Cx (1) HOPF, A. * 000892
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG * 000893
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM * 000894
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. * 000895
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) * 000896
Cx * 000897
Cx EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: * 000898
Cx * 000899
Cx A = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 % 000900
Cx AERAPR = FLAECHE DES DREIECKS K * 000901
Cx ALPH11 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT * 000902
Cx ALPH12 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT * 000903
Cx ALPH21 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT * 000904
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Co ALPH22 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT *
Cxk APR = DREIECKSSEITE A DER DREIECKSFLAECHE K %
Cx B = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 *
C* BPR = DREIECKSSEITE B DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx CPR = DREIECKSSEITE C DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx ERROR = FEHLER-INDIKATOR (WIRD .TRUE. GESETZT, FALLS GROSSE *
Cx NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG ZU *
Cx ERWARTEN SIND.) *
Cx RP = ABSTAND VOM AUFPUNKT I SENKRECHT ZUR ELEMENTEBENE *
C* SGK = EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx ZWISCHEN DEM PROJEKTIONSPUNKT P UND ZWEI ELEMENT- *
Cx KNOTENPUNKTEN EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (BZGL. *
Cx DER HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS) *
C SHK = EINFLUSSKOEFFIZIENTEN HK DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx ZWISCHEN DEM PROJEKTIONSPUNKT P UND ZWEI ELEMENT- "
Ck KNOTENPUNKTEN EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (BZGL. *
Cx DER HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS) x
Cx UP, VP = HOMOGENE DREIECKSKOORDINATEN (BARYZENTRISCHE *
Cx KOORDINATEN) DES PROJEKTIONSPUNKTS P BZGL. DES *
Cx TRIA3-ELEMENTS *
Cx *
Cesook ol K sOR s R K AR 3R 3O ok SRR R o R o R R s s R R R s ok s ool ol R ook sk
C* *
C* AUTOR ¢ A. HOPF IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE

Cx DATUM 1 11.02.1993

Cx REVISION : 20.12.1994
Cx QUELLCODE : FORTRAN 77

Cx

* X K ¥ x

Gt s o ol b e b o ol o of o o R ook s ol 3o s oo o ool e o s e ok o e s o ko sk ok oo o ok oo o s o o o o e o e sk sk R R e o

Cx*xx SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:

IMPLICIT CHARACTER (A-2Z)

LOGICAL ERROR
DOUBLE PRECISION A, AERAPR, ALPH11, ALPH12, ALPH21, ALPH22,

+ APR, B, BPR, CPR, RP, UP, VP

DOUBLE PRECISION  SGK(1:3), SHK(1:3)

DOUBLE PRECISION  ACCURY, COSALP, COSBET, COSPHI, D, Fb, F6, F7,

+ F8, F9, F10, Fii, Fi2, Fi3, F13MAX, Fi4, Fi5,
+ FG2, FG3, FH2, FH3, Gi, G2, G3, H1, H2, H3,

HA, HB, HC, PHI, REFVAL, SQRTAR, SQRTBR

C>>>>>>>>5>> ENTRY SGKT30 >>>>55>55555355555350555555555555555555555555>

Gk
Cookokok
Coesesesk

oo

Coskokn

BERECHNUNG DES VORZEICHENBEHAFTETEN COS (PHI) MIT TEST AUF
NUMERISCHE FEHLER BEI STARK VERZERRTEN DREIECKEN MIT SEHR
KLEINEM ECKWINKEL PHI:

COSPHI = 0.5D0 * (APR¥%2 + BPR**2 - CPR%%2) / (APR * BPR)
REFVAL = 1.0D0 - ACCURY(80)
IF (ABS(COSPHI) .GT. REFVAL) THEN
STARK VERZERRTES DREIECK:
ERROR = .TRUE.
GOTO 999
END IF

PHI, C0S (ALPHA), COS (BETA) UND DIE DREIECKSHOEHEN BESTIMMEN:

PHI = ACOS (COSPHI)
COSALP = (BPR - APR x COSPHI) / CPR
COSBET = (APR - BPR * COSPHI) / CPR

HA = (2.0D0 * AERAPR) / APR
HB = (2.0D0 * AERAPR) / BPR

000905
0009086
000907
000908
000909
000910
000911
000912
000913
000914
000915
000916
000917
000918
000919
000920
000921
000922
000923
000924
000925
000926
000927
000928
000929
000930
000931
000932
000933
000934
0009356
000936
000937
000938
000939
000940
000941
000942
000943
000944
000945
000946
000847
000948
000949
000950
000951
000952
000953
000954
000955
000956
000957
000958
000959
000960
000961
000962
000963
000964
000965
000966
000967
000968
000969
000970
000971
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Corkok

Gk
Codorx
Cotorrolok
Cookowk

CHECK

CHECK

Cokokok
Cokkk
Cockokok
(£ 232

CHECK
CHECK

CHECK
CHECK

Cotoskokok
Crokoiok
Cotonok

HC = (2.0D0 * AERAPR) / CPR

MEHRFACH BENOETIGTE FUNKTIONSWERTE BERECHNEN:
F5 = 1.0D0 / SQRT ((HC / RP)**2 + 1,0D0)
F6 = - COSBET * Fb
F7 = COSALP % F5
IF (ABS(F6) .GT. 1.0D0) F6 = SIGN (1.0DO, F86)
IF (ABS(F7) .GT. 1.0D0) F7 = SIGN (1.0D0, F7)
D = ACOS (F6) - ACOS (F7)
SQRTAR = SQRT ((APR / RP)*%2 + 1.0D0)
SQRTBR = SQRT ((BPR / RP)*%2 + 1,0D0)
F8 = COSBET * ((APR / RP) / SQRTAR)
F9 = COSALP * ((BPR / RP) / SQRTBR)
F10 = 0.5D0 * LOG (((1.0DO + F8) / (1.0D0 - F8)) %
+ ((1.0D0 + F9) / (1.0D0 - F9)))
F1i = LOG ((APR / RP) + SQRTAR)
Fi2 = LOG ((BPR / RP) + SQRTBR)
F13 = (0.5D0 * HC) % (RP / CPR) * (SQRTAR - SQRTBR)
F14 = (0.5D0 * HC) * (HC * F10)
F15 = 0.5D0 * RP*%2
BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN Hi, H2, H3 EINER
DREIECKSFLAECHE K AUF DEN AUFPUNKT I. DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN
H1, H2, H3 BEZIEHEN SICH DABEI AUF DIE HOMOGENEN DREIECKS-
KOORDINATEN DES DREIECKS K:
Hl = (PHI - D) / RP
H2 = (F11 - (COSPHI * F12) - (COSBET * F10)) / HA
H3 = (F12 - (COSPHI % F11) - (COSALP * F10)) / HB
H2 = ((COSALP = Fi2 + COSBET * Fi11) - F10) / HC - H3
FH2 = BPR * H2
H3 = ((COSALP * F12 + COSBET * F11) - F10) / HC - H2
FH3 = APR * H3
BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G1, G2, G3 EINER
DREIECKSFLAECHE K AUF DEN AUFPUNKT I. DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN
G1, G2, G3 BEZIEHEN SICH DABEI AUF DIE HOMOGENEN DREIECKS-
KOORDINATEN DES DREIECKS K:
Gi = (HC % F10) - RP * (PHI - D)
G2 = - F13 + (F14 *» COSBET / HA) - (F15 % H2)
G3 = F13 + (F14 % COSALP / HB) - (Fi5 * H3)
G2 = - F1b * (COSALP * F12 + COSBET * F11) / HC +
+ (0.5D0 * HC + Fi5 / HC) % F10 - G3
FG2 = BPR * G2
G3 = - F15 % (COSALP * F12 + COSBET * F11) / HC +
+ (0.5D0 * HC + F16 / HC) * F10 - G2
FG3 = APR * G3
TEST DER TEILINTEGRALE AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONS-
AUSLOESCHUNG:
(RESULTIERENDE INTEGRALWERTE MUESSEN STETS GROESSER NULL SEIN.)

IF ((G1 .LE. 0.0DO) .OR.
+ (G2 .LE. 0.0D0) .OR.
+ (G3 .LE. 0.0D0O) .OR.

000972
000973
000974
000975
000976
000977
000978
000979
000980
000981
000982
000983
000984
000985
000986
000987
000988
000989
000990
000991
000992
000993
000994
000995
000996
000997
000998
000999
001000
001001
001002
001003
001004
001006
001006
001007
001008
001009
001010
001011
001012
001013
001014
0010156
001016
001017
001018
001019
001020
001021
001022
001023
001024
001026
001026
001027
001028
001029
001030
001031
001032
001033
001034
001035
001036
001037
001038
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+ (H1 .LE. 0.0D0O) .OR.
+ (H2 .LE. 0.0D0) .OR.
+ (H3 .LE. 0.0D0)) THEN
ERROR = .TRUE.
GOTO 999
END IF

Cxwkx TEST DER TEILINTEGRALE AUF GROSSE NUMERISCHE FEHLER DURCH

Coxdr SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG, INSBESONDERE BEI WEIT ENTFERNTEN
Cxxxx AUFPUNKTEN (SIEHE LITERATURANGABE (1)):

Cxxsx (TEST, OB DAS NUMERISCHE ERGEBNIS MEHR ALS 60 PROZENT DER

C#xokx  MOEGLICHEN GENAUEN MANTISSENSTELLEN VERLOREN HAT.

Cooxdx  GENAUIGKEIT SO EINSTELLEN, DASS DER ECKPUNKT, DER DEM AUFPUNKT
Cxxdok  AM NAECHSTEN LIEGT, DEN GROESSTEN KOEFFIZIENTENWERT VON ALLEN
Cxxx%x DREI ECKPUNKTEN BESITZT.)

Crondesk Hi:
REFVAL = PHI * ACCURY (60)
IF ((PHI - D) .LE. REFVAL) THEN
ERROR = ,TRUE,
GOTO 999
END IF
Cosnok H2:

REFVAL = MAX (MAX (MAX (F1i,

+ ABS (COSPHI * F12)),
+ ABS (COSBET * F10)),
+ 1.0D0) * ACCURY (60)
IF ((H2 * HA) .LE. REFVAL) THEN
ERROR = .TRUE.
GOTO 999
END IF
Cookokok H3:

REFVAL = MAX (MAX (MAX (F12,

+ ABS (COSPHI * F11)),
+ ABS (COSALP * F10)),
+ 1.0D0) * ACCURY (60)

IF ((H3 * HB) .LE. REFVAL) THEN
ERROR = .TRUE.
GOTO 999

END IF

Coedkokxk G1:

REFVAL = MAX (MAX ((HC % F10),
+ RP % PHI),
+ 1.0D0) * ACCURY (60)
IF (G{ .LE. REFVAL) THEN
ERROR = .TRUE.
GOTO 999
END IF

Cotoeskek G2 UND G3:

n

Fi3MAX = (0.5D0 = HC) * (RP / CPR) * MAX (SQRTAR, SQRTBR)
REFVAL = MAX (MAX (F13MAX,

+ ABS (F14 x COSBET / HA)),
+ (F15 * H2)) * ACCURY (60)
IF (G2 .LE. REFVAL) THEN
ERROR = .TRUE,
GOTO 999
END IF

REFVAL = MAX (MAX (F13MAX,

001039
001040
001041
001042
001043
001044
001045
001046
001047
001048
001049
0010560
001051
001052
001063
001054
001065
001056
001057
001058
001059
001060
001061
001062
001063
001064
0010656
001066
001067
001068
001069
001070
001071
001072
001073
001074
001075
001076
001077
001078
001079
001080
001081
001082
001083
001084
001085
001086
001087
001088
001089
001090
001091
001092
001093
001094
0010956
001096
001097
001098
001099
001100
001101
001102
001103
001104
001105
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+ ABS (F14 * COSALP / HB)), 001106

+ (F156 * H3)) = ACCURY (60) 001107

IF (G3 .LE. REFVAL) THEN 001108

ERROR = ,TRUE. 001109

GOTO 999 001110

END IF 001111

001112

Ciowkx BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN HK EINER DREIECKSFLAECHE K 001113
Cxsx AUF DEN AUFPUNKT I, DESSEN SENKRECHTE PROJEKTION P AUF DIE 001114
Caxxx ELEMENTEBENE DEM ECKPUNKT 1 ENTSPRICHT, WOBEI DIESES DREIECK K 0011156
Cxsx% GEGENUEBER DEM EIGENTLICHEN TRIA3~ELEMENT VERSCHOBEN UND 001116
Cwkxk GEDREHT IST. DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN HK BEZIEHEN SICH JEDOCH 001117
Cx%%% AUF DIE HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS: 001118
001119

SHK(2) = UP % H1 + (ALPH11 * FH2 + ALPH21 % FH3) / B 001120

SHK(3) = VP * Hi + (ALPH12 % FH2 + ALPH22 * FH3) / A 001121

SHK(1) = H1 - SHK(2) - SHK(3) 001122

001123

Cwixx BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK EINER DREIECKSFLAECHE K 001124
Cxxxk AUF DEN AUFPUNKT I, DESSEN SENKRECHTE PROJEKTION P AUF DIE 001126
Cxxx* ELEMENTEBENE DEM ECKPUNKT { ENTSPRICHT, WOBEI DIESES DREIECK K 001126
Cuoikx GEGENUEBER DEM EIGENTLICHEN TRIA3-ELEMENT VERSCHOBEN UND 001127
C#xx% GEDREHT IST. DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK BEZIEHEN SICH JEDOCH 001128
C#kxx AUF DIE HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS: 001129
001130

SGK(2) = UP % G1 + (ALPHi1 * FG2 + ALPH21 % FG3) / B 001131

SGK(3) = VP * G1 + (ALPH12 * FG2 + ALPH22 * FG3) / A 001132

SGK(1) = G1 - SGK(2) - SGK(3) 001133

001134

0011356

£<<€<€<<<<<< EXIT SGKT30 <<<<<<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLCKLCK<< 001136
001137

001138

999 CONTINUE 001139
001140

RETURN 001141

END 001142
001143

001144

001145

Cx($) SGKT3I 001146
C.....SGKT3I...... .SGKT3I.......SGKT3I....... SGKT3I.......SGKT3I....... 001147
001148

SUBROUTINE SGKT3I (APR, BPR, CPR, AERAPR, ALPH11, ALPH12, 001149

+ ALPH21, ALPH22, UI, VI, A, B, 001160

+ SGK, ERROR) 0011561
001152

s e o e s oo o o o s ok o ook o s ook o ok o ok ok koK R R ok KK a0 3K sk sk ko o Ko ok ok ok o i ok ok K ok R ok ok ok 0011563
Cx * 001164
Cx PROGRAMMBESCHREIBUNG : * 001166
Cx * 001156
Cx SGKT3I = CALCULATION OF THE ELEMENT INFLUENCE COEFFICIENTS * 001167
Cx (S)MALL (G)(K) OF THE (T)RIA(3)-BOUNDARY ELEMENT ON * 001158
Cx A COLLOCATION POINT (I)NSIDE THE ELEMENT PLANE * 001159
Cx * 001160
Cx DIESES UNTERPROGRAMM BERECHNET DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK * 001161
C* EINER DREIECKSFLAECHE K ZWISCHEN DEM AUFPUNKT I UND ZWEI * 001162
Cx ELEMENTKNOTENPUNKTEN EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES * 001163
Cx DREIECKSELEMENT MIT GERADEN KANTEN). DIE NAEHERE BESCHREIBUNG * 001164
Cx IST IN DER LITERATURANGABE (1) ZU FINDEN. * 0011656
Cx * 001166
Cx HINWEISE: * 001167
Cx ===zzss== * 001168
Cx * DER AUFPUNKT I, DER IN DER DREIECKSEBENE LIEGT, MUSS DEM * 001169
Cx KNOTENPUNKT 1 DER DREIECKSFLAECHE X ENTSPRECHEN. * 001170
Cx * DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN Gi, G2, G3 DER * 001171
Cx DREIECKSFLAECHE K BEZIEHEN SICH AUF DIE HOMOGENEN DREIECKS- % 001172
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Cx

Cx KOORDINATEN DES DREIECKS K. *
Cx % DIE TRANSFORMIERTEN EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK DER ®
Cx DREIECKSFLAECHE K BEZIEHEN SICH JEDOCH AUF DIE HOMOGENEN L4
Cx DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS. *
Cx *
C* LITERATUR: *
(% me===comess *®
Cx* (1) HOPF, A. *
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG *
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM *
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. *
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) *
Cx *
C* EINGABE~-/AUSGABE-PARAMETER: *
Cx *
Cx A = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 *
Cx AERAPR = FLAECHE DES DREIECKS K *
Cx ALPH11 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT *
Coke ALPH12 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT *
Cx ALPH21 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT *
Cx ALPH22 = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENT *
Cx APR = DREIECKSSEITE A DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx B = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT i UND 2 *
Cx BPR = DREIECKSSEITE B DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx CPR = DREIECKSSEITE C DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx ERROR = FEHLER-INDIKATOR (WIRD .TRUE. GESETZT, FALLS GROSSE  =*
Cx NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONSAUSLOESCHUNG ZU  *
Cx ERWARTEN SIND.) *
Cx SGK = EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK DER DREIECKSFLAECHE K *
Cx ZWISCHEN DEM AUFPUNKT I UND ZWEI ELEMENTKNOTENPUNKTEN
Cx EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (BZGL. DER HOMOGENEN *
Cx DREIECKSKOORDINATEN DES TRIA3-ELEMENTS) *
Cx UI, VI = HOMOGENE DREIECKSKOORDINATEN (BARYZENTRISCHE *
Cx KOORDINATEN) DES AUFPUNKTS I BZGL. DES TRIA3-ELEMENTS
Cx
ok e st s e s st b g oo o sk o ok o ok ok oo e ok ok ok ok 3k ok o o oK oK 3K 3K 8 R O ook ok ok ke sk e sk ok o e sk ok ok ok o ok oK ok ok ok ok
Cx *
C* AUTOR : A, HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE *
Cx DATUM : 11.02.1993 *
Cx REVISION : 20.12.1994 *
Cx QUELLCODE : FORTRAN 77 *
*

Cxxsk SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:

+

IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

LOGICAL

ERROR

DOUBLE PRECISION A, AERAPR, ALPH11, ALPH12, ALPH21, ALPH22,

APR, B, BPR, CPR, UI, VI

DOUBLE PRECISION  SGK(1:3)

DOUBLE PRECISION Fi, F2, F3, Gi, G2, G3

C>>>>>5>>>>> ENTRY SGKT3I >>>>>55>3>5335333335555555 555555555 55555 555 >55)>

Cooik
Corsook
Cookosek
Cookokk

BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN Gi, G2, G3 EINER DREIECKS-
FLAECHE K AUF DEN AUFPUNKT I. DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G1, G2, G3
BEZIEHEN SICH DABEI AUF DIE HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN DES
DREIECKS K:

G1
Fi

LOG ((APR + BPR + CPR) / (APR + BPR - CPR)) * AERAPR / CPR
2.0D0 * G1

001173
001174
0011756
001176
001177
001178
001179
001180
001181
001182
001183
001184
001186
001186
001187
001188
001189
001190
001191
001192
001193
001194
001195
001196
001197
001198
001199
001200
001201
001202
001203
001204
001205
001206
001207
001208
001209
001210
001211
001212
001213
001214
001216
001216
001217
001218
001219
001220
001221
001222
001223
001224
001226
001226
001227
001228
001229
001230
001231
001232
001233
001234
001235
001236
001237
001238
001239
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G2 = (0.5D0 * (APR#%2 ~ BPR#%2 + CPR¥%2) % Gi

+ + AERAPR * (BPR - APR)) / CPR#%2
G3 = (0.5D0 * (~ APR¥*2 + BPR#%2 + CPR*x2) x Gi
+ - AERAPR * (BPR - APR)) / CPRAx2
CHECK G2 = G1 - G3
F2 = BPR * G2
CHECK G3 = 61 - G2
F3 = APR * G3

Cwwwx TEST DER TEILINTEGRALE AUF NUMERISCHE FEHLER DURCH SUBTRAKTIONS-
Cioksck AUSLOESCHUNG:
Cwxxx (RESULTIERENDE INTEGRALWERTE MUESSEN STETS GROESSER NULL SEIN.)

IF ((G1 .LE. 0.0DO) .OR.
+ (G2 ,LE. 0.0DO) .OR.
+ (G3 .LE. 0.0D0O)) THEN

ERROR = .TRUE,
GOTO 999
END IF

Cwoskokr BERECHNUNG DER EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK EINER DREIECKSFLAECHE K
Ciokxk AUF DEN AUFPUNKT I, DER DEM ECKPUNKT 1 ENTSPRICHT, WOBEI

Cioxx DIESES DREIECK K GEGENUEBER DEM EIGENTLICHEN TRIA3-ELEMENT

Cuoiok VERSCHOBEN UND GEDREHT IST. DIE EINFLUSSKOEFFIZIENTEN GK BEZIEHEN
Caxxx SICH JEDOCH AUF DIE HOMOGENEN DREIECKSKOORDINATEN DES

Cxx%% TRIA3-ELEMENTS:

SGK(2) = UI * F1 + (ALPH11 % F2 + ALPH21 * F3) / B
SGK(3) = VI * F1 + (ALPH12 % F2 + ALPH22 * F3) / A
SGK(1) = F1 - SGK(2) - SGK(3)

£<<<<€<<<<< EXIT SGKT3I <<<<CCLLLLLLLCLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLK

999 CONTINUE

RETURN
END

Cx($) SGHT3N
Covvns SGHT3N..... < SGHT3N....... SGHT3N..... . SGHT3N....... SGHT3N...... .

SUBROUTINE SGHT3N (A, B, C, AE, SG11, SG12, SG13,
+ SHi1, SH12, SH13)

Gt e o oo oo o oo Koo R R R e o s s oo o o ok ol s e o o koo o oo oS oo o s s s sl o o oo o sl s e o ok Ok o Ok o

Cx %
C* PROGRAMMBESCHREIBUNG: *
Cx *
Cx SGHT3N = CALCULATION OF THE ELEMENT INFLUENCE COEFFICIENTS *
Cx (S)MALL (G) AND SMALL (H) OF THE (T)RIA(3)-BOUNDARY *
Cx ELEMENT WHEN THE COLLOCATION POINT IS IDENTICAL WITH =
Cx ELEMENT (N)ODAL POINT 1. *
Cx . %
C+*  DIESES UNTERPROGRAMM ERMITTELT DIE ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIEN- %
Cx  TEN G UND H EINES TRIA3-BOUNDARY ELEMENTS (LINEARES DREIECKS-
Cx ELEMENT MIT GERADEN KANTEN), WOBEI DER AUFPUNKT I DEM *
Cx ELEMENTKNOTENPUNKT 1 ENTSPRICHT. *
Cx %
C* HINWEISE: *
Ck ==zzzss== *

%

Cx * DER AUFPUNKT I MUSS DEM ELEMENTKNOTENPUNKT 1 ENTSPRECHEN.

001240
001241
001242
001243
001244
001245
001246
001247
001248
001249
001260
001261
001252
001263
001264
001265
001266
001267
001268
001269
001260
001261
001262
001263
001264
001265
001266
001267
001268
001269
001270
001271
001272
001273
001274
001275
001276
001277
001278
001279
001280
001281
001282
001283
001284
0012856
001286
001287
001288
001289
001290
001281
001292
001293
001204
001295
001296
001297
001298
001299
001300
001301
001302
001303
001304
001306
001306
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Cx
Cx%
Cx
Cx
Cx%
Cx
Cx
Cx
C+ LITER.
Cx s==s==
Cx (1
Cx
Cx
Cx*
Cx
Cx (2
Cx
Cx
Cx
Cx (3
C*
Cx
Cx
Cx
Cx
Cx EINGA

FALLS DER AUFPUNKT I MIT EINEM ANDEREN ELEMENTKNOTENPUNKT
ZUSAMMENFAELLT, KOENNEN DIE DAZUGEHOERIGEN ELEMENT-EINFLUSS-
KOEFFIZIENTEN MIT DIESEM UNTERPROGAMM DURCH ZYKLISCHE
VERTAUSCHUNG DER EINGEGEBENEN DREIECKSSEITEN BERECHNET
WERDEN. JEDOCH MUESSEN DABEI AUCH DIE AUSGABE-PARAMETER, DIE
BERECHNETEN ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G UND H, ZYKLISCH
VERTAUSCHT WERDEN.

ATUR:

) HOPF, A.
ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG
EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM
ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG.
DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995)

) DAVEY, K. / HINDUJA, S.
ANALYTICAL INTEGRATION OF LINEAR THREE-DIMENSIONAL
TRIANGULAR ELEMENTS IN BEM.
APPL. MATH. MODELLING 13, 450-461 (1989)

) SRIVASTAVA, R. / CONTRACTOR, D.N.
EFFICIENT EVALUATION OF INTEGRALS IN THREE-DIMENSIONAL
BOUNDARY ELEMENT METHOD USING LINEAR SHAPE FUNCTIONS
OVER PLANE TRIANGULAR ELEMENTS.
APPL. MATH. MODELLING 16, 282-290 (1992)

BE-/AUSGABE-PARAMETER :

Cx
Ck A

Cx AE
Cx B

C* [

Cx SG
Cx

Ok

Cx SH
Ox

Cx

C*

= DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3
= FLAECHE DES DREIECKSELEMENTS
= DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2
= DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 2 UND 3
1. = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3-BOUNDARY
ELEMENTS, WOBEI DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTEN-
PUNKT 1 ENTSPRICHT
1. = ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H EINES TRIA3-BOUNDARY
ELEMENTS, WOBEI DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTEN-
PUNKT 1 ENTSPRICHT

************l’************{'************

s st s e oo o e e s s s o ool o ok s oo OB o o e ot o o o s s sk sk o e o e oK o oK o R R R OR SR oKOK 6 e R R 0K o

Cx

Cx AUTOR
Cx DATUM
% REVIS

: A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE
1 10.02,1993
ION : 20.12.1994

Cx QUELLCODE : FORTRAN 77

Cx

* ¥ ¥ X ¥ X

oot s s e e ol e o ol o o e s o o o 0 e o ol o o R 3 e 3 B3R 3K 3 38 S o 3 O RO OB R R R Sk K K

Cokxdx SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:

IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

DOUBLE PRECISION

A, AE, B, C, SG11, 5612, SG13, SH11, SHi2, SH13

C>>>>>>>>>> ENTRY SGHT3N >>3>3>3>5535355533535555035035033335555555555>)>

Cuic BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN G EINES TRIA3-
C#x+% BOUNDARY ELEMENTS, WOBEI DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTEN-
Cooxdk PUNKT 1 ENTSPRICHT:

CHECK
CHECK
CHECK

LOG ((A+B+C)/(A+B-2C)) =AE/C
(0.BD0 % (A%%2 - B¥*2 + C#%2) * SG11
+ AE % (B - A)) / Cxx2

SG13 = (0.BD0 * (=~ A%%2 + Bwk2 + Cxx2) * SG11
+ - AE * (B - A)) / C¥x2

8G12 = SG11 - 5G13

SG11
S5G12

001307
001308
001309
001310
001311
001312
001313
001314
001316
001316
001317
001318
001319
001320
001321
001322
001323
001324
001326
001326
001327
001328
001329
001330
001331
001332
001333
001334
001336
001336
001337
001338
001339
001340
001341
001342
001343
001344
001345
001346
001347
001348
001349
001350
001351
001352
0013563
0013564
0013656
001366
001367
001368
001359
001360
001361
001362
001363
001364
001366
001366
001367
001368
001369
001370
001371
001372
001373
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5613 = S5G11 - SG12 001374

001375

' Caoxsx BERECHNUNG DER ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H EINES TRIA3- 001376
Cixiok BOUNDARY ELEMENTS, WOBEI DER AUFPUNKT I DEM ELEMENTKNOTEN- 001377
Crxxx PUNKT 1 ENTSPRICHT: 001378

Ciiowk (BEI EBENEN ELEMENTEN SIND FUER ALLE AUFPUNKTE, DIE INNERHALB DER 001379
Cwsorw ELEMENTEBENE LIEGEN, DIE ELEMENT-EINFLUSSKOEFFIZIENTEN H = 0.0, 001380
Caxwx DA DER ELEMENT-NORMALENVEKTOR N STETS SENKRECHT ZUM RADIUSVEKTOR 001381
Ciikk R ORIENTIERT IST UND SOMIT DAS SKALARPRODUKT N * R VERSCHWINDET) 001382

001383

SH11 = 0.0D0 001384

SH12 = 0.0D0 001386

SH13 = 0.0D0 001386

001387

001388

£<<<<<<<<<< EXIT SGHT3N <<<<<<L<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLKLCL<<< 001389
001390

001391

RETURN 001392

END 001393
001394

001396

001396

Cx($) ALPHAI 001397
C.....ALPHAI....... ALPHAI.......ALPHAI.......ALPHAI....... ALPHAI,...... 001398
001399

SUBROUTINE ALPHAI (EIi, EI2, EI3, E12, E13, ALPHA) 001400
001401

oot s ook sk e e s sl ok s s o o o ke o o o e o o s sl e e oo o sl ok ok sk s dolol ks lolololoiotollolok iolok sk 001402
Cx * 001403
C* PROGRAMMBESCHREIBUNG: * (001404
Cx * 001406
Cx ALPHAI = CALCULATE ALL (A)(L)(P) (H) (&) ((I)) ® 001406
Cx * 001407
Cu DIESES UNTERPROGRAMM BERECHNET DIE 6 TRANSFORMATIONS- * 001408
Cx KOEFFIZIENTEN ALPHA(I) ANALOG LITERATURANGABE (1). % 001409
Cx * 001410
Cx HINWEISE: * 001411
Ck zm=azomzos * 001412
Cx * DIE FUNCTION ACCURY MUSS DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP * 001413
Cx ANGEPASST WERDEN. NAEHERE EINZELHEITEN SIND IN DER FUNCTION % 001414
Cx BESCHRIEBEN. * 001415
Cx * 001418
C+ LITERATUR: * 001417
Ck =zzmmmoooo * 001418
Cx (1) HOPF, A. * 001419
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG * 001420
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM % 001421
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. * 001422
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1996) * 001423
Cx * 001424
Cx EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: * 001426
Cx * 001426
Co ALPHA = TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENTEN * 001427
Cx EI1 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN PUNKT I UND KNOTENPUNKT 1 * 001428
Cx EI2 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN PUNKT I UND KNOTENPUNKT 2 * 001429
Cx EI3 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN PUNKT I UND KNOTENPUNKT 3 * 001430
Cx E12 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 * 001431
Cx E13 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 % 001432
Cx % 001433
Gttt e stk el sk ol ok ook ok skl ok sk ook SOl R ool ok s ol dotolololokaoolok ok ook 001434
Cx * 001435
Cx AUTOR ¢ A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE * 001436
C* DATUM : 10,02,.1993 * 001437
Cx REVISION : 20.12.1994 * 001438
C+* QUELLCODE : FORTRAN 77 * 001439
* 001440

Cx
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Ot et s st et ol o st o e s oo e o oo ool o s oot oo o o oo o ool o o o sk s ool oo e o ol ol o s R s e e

Cxkx SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:

IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

DOUBLE PRECISION

+

DOUBLE PRECISION

+

ALPHA(1:6), EI1(1:3), EI2(1:3), EI3(1:3),
E12(1:3), E13(1:3)

ACCURY, CONST1, CONST2, COSPHI, EIiEi12, EI1E13,

EI2E12, EI2E13, EI3E12, EI3E13, REFVAL

C>>>5>5>5>5>> ENTRY ALPHAIL >33335555555555 5555550055035 5 5555305 555055055)

Cwxxk BERECHNUNG DES VORZEICHENBEHAFTETEN COS (PHI) MIT TEST AUF
Caoksok NUMERISCHE FEHLER BEI STARK VERZERRTEN DREIECKEN MIT SEHR
KLEINEM ECKWINKEL PHI:

Gtk

Cisoleok

Cocogeok

Cokseie sk

[HE 4244

COSPHI = E12(1) * E13(1) + E12(2) * E13(2) + E12(3) * E13(3)
REFVAL = 1.0D0 - ACCURY(80)
IF (ABS(COSPHI) .GT. REFVAL) COSPHI = SIGN (REFVAL, COSPHI)

MEHRFACH BENOETIGTE KONSTANTEN BERECHNEN:

CONST1 = 1.0D0 / (1.0D0 ~ COSPHI¥x2)
CONST2 = - COSPHI % CONST1

MEHRFACH BENOETIGTE SKALARPRODUKTE BILDEN:

EI1E12 = EI1(1) *
EI1E13 = EI1(1) *
EI2E12 = EI2(1) *
EI2E13 = EI2(1) *
EISE12 = EI3(1) *

*

EI3E13 = EI3(1)

SCHLIESSLICH ALLE

ALPHA(1) = CONST1
ALPHA(2) = CONST1

ALPHA(3) = CONST1 +

ALPHA(4) = CONST1
ALPHA(B) = CONST1
ALPHA(6) = CONST1

<<<<< EXIT ALPHAI

RETURN
END
Cx($) HOMOCO
C.....HOMOCO. ..

+
+

E
E
E
E
E
E

6

<

12(1) + EI1(2) = E12(2) + EIi(3) * E12(3)
13(1) + EI1(2) * E13(2) + EI1(3) * E13(3)
12(1) + EI2(2) » E12(2) + EI2(3) * E12(3)
13(1) + EI2(2) * E13(2) + EI2(3) * E13(3)
12(1) + EI3(2) % E12(2) + EI3(3) * E12(3)
13(1) + EI3(2)  E13(2) + EI3(3) * E13(3)
TRANSFORMATIONSKOEFFIZIENTEN ALPHA BERECHNEN:

EI1E12 + CONST2
EI1E13 + CONST2
EI2E12 + CONST2
EI2E13 + CONST2
EI3E12 + CONST2
EI3E13 + CONST2

EI1E13
EI1E12
EI2E13
EI2E12
EI3E13
EI3E12

* ¥ ¥ O ¥ %

£ LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLRLLLCLCLLK

... HOMOCO.......HOMOCO.......HOMOCO...... .HOMOCO.......

SUBROUTINE HOMOCO (XI, X1, X2, X3, E12, E13, ELNV, A, B, C, AE,

REFVAL, RI1, RI2, RI3, EIi, EI2, EI3, N,
UI, VI, WI, AI12, AI13, AI23)

Cootiomso ok R AR SRR RRIOR RO IOK K ROKOK R K o R OB MR R R ok sl s ok Rl oK o

Cx

Cx PROGRAMMBESCHREIBUNG:

Cx

"«
*
*

001441
001442
001443
001444
0014456
001446
001447
001448
001449
001450
001451
001462
001463
001454
0014556
001456
001457
001458
001459
001460
001461
001462
001463
001464
001465
001466
001467
001468
001469
001470
001471
001472
001473
001474
001475
001476
001477
001478
001479
001480
001481
001482
001483
001484
0014856
001486
001487
001488
001489
001490
001491
001492
001493
001494
001496
001496
001497
001498
001499
001600
001501
001602
001603
001504
001606
001506
001507




176 - ANHANG C. PROGRAMMLISTING

Cx HOMOCO = CALCULATE (H)(0)(M)(0)GENEOUS TRIANGULAR * 001508
Cx (C) (0)ORDINATES OF POINT I * 001609
Cx * 0015610
Cx DIESES UNTERPROGRAMM ERMITTELT DIE HOMOGENEN DREIECKS- * 001611
Cx KOORDINATEN (BARYZENTRISCHE KOORDINATEN) UI, VI UND WI DES * 001612
Cx PUNKTS I BZGL. EINES DREIECKS MIT GERADEN KANTEN. * 001513
Co % 001614
Cx LITERATUR: * 001615
R —— * 0015616
Cx (1) HOPF, A. * 001517
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG % 0015618
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM * 001519
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. * 001620
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) * 001621
Cx * 001622
Cx EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: * 001623
Cx * 001524
Cx A = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 * 001528
Cx AE = FLAECHE DES DREIECKSELEMENTS * 001626
Cx AI12 = DRETECKSFLAECHE ZWISCHEN DEN PUNKTEN I, 1 UND 2 * 001627
Cx AIl3 = DREIECKSFLAECHE ZWISCHEN DEN PUNKTEN I, 1 UND 3 * 001528
Cx AI23 = DREIECKSFLAECHE ZWISCHEN DEN PUNKTEN I, 2 UND 3 * 001529
Cx B = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 * 001630
Cx C = DREIECKSSEITE ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 2 UND 3 * 001531
Cx EIl = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN PUNKT I UND KNOTENPUNKT 1 * 001632
Cx EI2 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN PUNKT I UND KNOTENPUNKT 2 % 0015633
C* EI3 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN PUNKT I UND KNOTENPUNKT 3 * 001634
Cx ELNV = ELEMENT-NORMALENVEKTOR DES DREIECKS * 001636
Cx E12 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 2 * 001636
Cx E13 = EINHEITSVEKTOR ZWISCHEN ELEMENTKNOTENPUNKT 1 UND 3 * 001637
Cx N = SGN-VARIABLE N BZGL. UI, VI UND WI % 001638
Cx REFVAL = ’KANTENKRITERIUM’, BEZUGSGROESSE FUER VERGLEICHSTESTS * 001639
Cx VON REAL~ZAHLEN (COMPUTERTYPABHAENGIG) * 001540
Cx RI1 = ABSTAND VOM PUNKT I ZUM DREIECKSKNOTENPUNKT 1 * 001541
Cx RI2 = ABSTAND VOM PUNKT I ZUM DREIECKSKNOTENPUNKT 2 * 001642
Cx RI3 = ABSTAND VOM PUNKT I ZUM DREIECKSKNOTENPUNKT 3 * 0015643
Cx UI, VI, = HOMOGENE DREIECKSKOORDINATEN (BARYZENTRISCHE % 001644
Cx WI KOORDINATEN) DES PUNKTS I BZGL., EINES DREIECKS « 0015456
Cx MIT GERADEN KANTEN * 001546
Cx X1 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES PUNKTS I * 001647
Cx X1 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 1 * 001648
Cx X2 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 2 * 001649
Cx X3 = KOORDINATEN (ORTSVEKTOR) DES ELEMENTKNOTENPUNKTS 3 * 001650
Cx * 001651
Gttt ok oo o s ol sk ek kool o sk koo o sBof ol Ok e ok ok kB RO lloR SRk kKR sk ok ook kol okl 001552
Cx * 001653
C* AUTOR : A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE * 0015564
C* DATUM ¢ 09.02.1993 * 001565
Cx REVISION : 11.01.1996 * 001556
Cx QUELLCODE : FORTRAN 77 * 0015657
Cx * 0015568
Cotaookolo ok sotkokloloRk SOl kol R kol oK ok R ok skl ik ook iollol kol lolkoRoioloksoloolokok - 001559
001560

Cowxkx SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN: 001561
001562

IMPLICIT CHARACTER (A-Z) 001563
001664

INTEGER N(1:3) 0015656
DOUBLE PRECISION EI1(1:8), EI2(1:3), EI3(1:3), ELNV(1:3), 001566

+ E12(1:3), E13(1:3), XI(1:3), Xi(1:3), X2(1:3), 001587

+ X3(1:3) 001568
DOUBLE PRECISION A, AE, AI12, AI13, AI23, B, C, REFVAL, RIi, 001569

+ RI2, RI3, UI, VI, WI 001670
0015671

INTEGER I 001572
DOUBLE PRECISION  VHELP(1:3), XICORR(1:3) 001573

DOUBLE PRECISION  HLi, HL2, HL3, SINI12, SINI13, SUM, U, V, W 0015674
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C>>>>>>>>>> ENTRY HOMOCO >>5>35355353355533555555 5005550553555 555555555>)>

Cuxok VEKTORLAENGEN RI1, RI2, RI3 UND EINHEITSVEKTOREN EI1i, EI2, EI3
Cuoxdox ERMITTELN:

CALL DIFFVR (XI, Xi, VHELP, RI1)
CALL UNITVR (VHELP, RI1, EIi)
CALL DIFFVR (XI, X2, VHELP, RI2)
‘CALL UNITVR (VHELP, RI2, EI2)
CALL DIFFVR (XI, X3, VHELP, RI3)
CALL UNITVR (VHELP, RI3, EI3)

Cookok U
Coksokok

Crokonk
ook

Coosoe

Cooddok
Gk

Crokwex VI

Gkt
Cookork
Croknk

Cokokk

Coesoot
Coekskok

Cuolork WI

Cookeson

Cooiiok

UND N(2) BERECHNEN:

VORZEICHENBEHATETEN SIN (PHI - PHII) = SINI13 UEBER DAS
SPATPRODUKT (E13 X EI1) * ELNV AUS DEN VEKTOREN Ei13, EI1 UND
ELNV BILDEN:
SINI13 = (E13(2) * EI1(3) - E13(3) * EI1(2)) * ELNV(1)
+ (E13(3) = EI1(1) - E13(1) % EI1(3)) * ELNV(2)
+ (E13(1) * EI1(2) - E13(2) * EI1(1)) * ELNV(3)
HL2 = RI1 = SINIi3
VORZEICHENBEHAFTETES U BERECHNEN:
U = 0.5D0 % A * HL2 / AE
IF ((ABS (HL2) .GT. REFVAL) .AND. ((RI3+RI1-A) .GT. 0)) THEN
UI =10
N(2) = INT (SIGN (1.0DO, UI))
ELSE
PUNKT I LIEGT IN VERLAENGERUNG BZW. AUF DER
DREIECKSKANTE A:
UI = 0.0D0
N(2) =0
END IF

UND N(3) BERECHNEN:

VORZEICHENBEHATETEN SIN (PHII) = SINI12 UEBER DAS
SPATPRODUKT (EI1 X E12) * ELNV AUS DEN VEKTOREN EIi, E12 UND
ELNV BILDEN:
SINI12 = (EI1(2) * E12(3) - EIi(3) * E12(2)) % ELNV(1)
+ (EI1(3) = E12{(1) - EI1{1) * E12(3)) * ELNV(2)
+ (EI1(1) * E12(2) - EI1(2) * E12(1)) x ELNV(3)
HL3 = RI1 % SINIi2
VORZEICHENBEHAFTETES V BERECHNEN:
V= 0.6D0 * B *x HL3 / AE
IF ((ABS (HL3) .GT. REFVAL) .AND. ((RI2+RI1-B) .GT. 0)) THEN
Vi =V
N(3) = INT (SIGN (1.0D0, VI))
ELSE
PUNKT I LIEGT IN VERLAENGERUNG BZW. AUF DER
DREJECKSKANTE B:
VI = 0.0D0
N(3) =0
END IF

UND N(1) BERECHNEN:

VORZEICHENBEHAFTETES W BERECHNEN:

W =1.0D0-0-V

HLL = W % 2,000 % AE / C

IF ((ABS (HL1) .GT. REFVAL) .AND. ((RI3+RI2-C) .GT. 0)) THEN
WI =W
N(1) = INT (SIGN (1.0DO, WI))

ELSE
PUNKT I LIEGT IN VERLAENGERUNG BZW. AUF DER

001576
001576
001577
001578
001679
001680
001681
0016582
001583
001684
001685
001586
001687
001588
001589
001590
001691
001592
0015693
001594
001595
0015696
001697
001598
001599
001600
001601
001602
001603
001604
001605
001606
001607
001608
001609
001610
001611
001612
001613
001814
001616
001616
001617
001618
001619
001620
001621
001622
001623
001624
001625
001626
001627
001628
001629
001630
001631
001632
001633
001634
001635
001636
001637
001638
001639
001640
001641
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ook DREIECKSKANTE C: 001642
WI = 0.0D0 001643

N(1) =0 001644

END IF 001646

001646

Cuxsx UNTERSUCHUNG, OB DER PUNKT I IN DEN ECKEN ODER AUF DEN KANTEN 001647
Cx¥x% DES DREIECKS LIEGT: 001648
001649

IF ((N(1) .EQ. O) .OR. (N(2) .EQ. 0) .OR. (N(3) .EQ. 0)) THEN 001650

0016561

IF ((N(1) .EQ. 0) .AND. (N(3) .EQ. 0)) THEN 001662

Cooxskk PUNKT I LIEGT IM DREIECKSKNOTEN 2: 001663
UI = 1.0D0 0016564

N(2) = 1 001656

ELSE IF ((N(1) .EQ. 0) .AND. (N(2) .EQ. 0)) THEN 001666

Codokk PUNKT I LIEGT IM DREIECKSKNOTEN 3: 001657
VI = 1.0D0 001668

N(3) =1 001659

ELSE IF ((N(2) .EQ. 0) .AND. (N(3) .EQ. 0)) THEN 001660

Cok sk PUNKT I LIEGT IM DREIECKSKNOTEN 1: 001661
WI = 1,0D0 001662

N(i) = 1 001663

ELSE 001664

Coton NACHTRAEGLICHE NORMIERUNG WEGEN VERNACHLAESSIGUNGEN: 0016656
SUM = ABS (UI + VI + WI) 001666

IF (SUM .GT. 0.0DO) THEN 001667

UI = UI / SUM 001668

VI = VI / SUM 001669

WI = WI / SUM 001670

END IF 001671

END IF 001672

001673

Crtookesok ORTSVEKTOR DES LAGEKORRIGIERTEN PUNKTS ICORR ERMITTELN: 001674
Do to I=1, 3 001676

XICORR(I) = UI * X2(I) + VI % X3(I) + WI » Xi(I) 001676

10 CONTINUE 001677
001678

Crolonok RI1 UND EIl FUER DEN LAGEKORRIGIERTEN PUNKT ICORR ERMITTELN: 001679
CALL DIFFVR (XICORR, X1, VHELP, RI1) 001680

CALL UNITVR (VHELP, RI1, EIl1) 001681

CALL DIFFVR (XICORR, X2, VHELP, RI2) 001682

CALL UNITVR (VHELP, RI2, EI2) 001683

CALL DIFFVR (XICORR, X3, VHELP, RI3) 001684

CALL UNITVR (VHELP, RI3, EI3) 001685

001686

END IF 001687

001688

Cuxxk DREIECKSFLAECHEN AI13, AI12, AI23 BESTIMMEN: 001689
001690

AI13 = ABS (UI * AE) 001691

AI12 = ABS (VI * AE) 001692

AI23 = ABS (WI * AE) 001693
001694

0016956

0<<<<<<<<<< EXIT HOMOCO <<<<<<€<<CLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLCLLLLLLCCCLLLLKL<<< 001696
001697

001698

RETURN 001699

END 001700
001701

001702

001703

Cx($) DIFFVR 001704
C.....DIFFVR.......DIFFVR.......DIFFVR.......DIFFVR..,....DIFFVR....... 001706
0017086

SUBROUTINE DIFFVR (X1, X2, X12, X12LEN) 001707

001708
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Coteok ook ook R sl oo oo Rl s ol sl ol o R s KRR HOK B sOROR RO R s Rl e e

Cx* *
C* PROGRAMMBESCHREIBUNG: *
Cx %
Cx DIFFVR = CALCULATE THE (D) (I)(F)(F)ERENCE(V)ECTO(R) AND ITS *
Cx VECTORLENGTH *
Cx *
Cx DIESES UNTERPROGRAMM ERMITTELT *
Cx * DEN VERBINDUNGSVEKTOR BZW. DEN DIFFERENZVEKTOR *
Cx* X12 = X2 - X1  ZWISCHEN DEN BEIDEN VORGEGEBENEN *
Cx VEKTOREN X1 UND X2 UND *
Cx = DEN BETRAG BZW. DIE LAENGE X12LEN DES VEKTORS Xi2. #
Cx ®
Cx HINWEISE: *
Ck =z=sm===s £
Cx * DIE FUNCTION  ACCURY MUSS DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP *
Cx ANGEPASST WERDEN. NAEHERE EINZELHEITEN SIND IN DER FUNCTION
Cx BESCHRIEBEN. *
Ck ¥
C# EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: *
Cx *
Cx X1 = VEKTOR X1 ®
C* X2 = VEKTOR X2 *
Cx X12 = VERBINDUNGSVEKTOR BZW. DIFFERENZVEKTOR X12 = X2 - X1 %
Cx X12LEN = BETRAG BZW. LAENGE DES VEKTORS X12 *
Cx *
Cotedkeste e s ok ofe e ok s sl o ok s o o o o oo s o ok o o s ook o ol el b ol sl ool e sl o ool ok s oo o
Cx

Cx AUTOR : A. HOPF  IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE

Cx DATUM : 05.02.1993

Cx REVISION : 20.12,1994
Cx QUELLCODE : FORTRAN 77
Cx

Cokotonok ol ok sk sk R R KR OROR A R KR I o Sk KR 3R o s o s o s el R RO OK o

®* ¥ ¥ X B ¥

Cwwk SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN:
IMPLICIT CHARACTER (A-Z)

DOUBLE PRECISION  X1(1:3), X12(1:3), X2(1:3)
DOUBLE PRECISION  X1i2LEN

INTEGER I
DOUBLE PRECISION  ACCURY, REFVAL, X1LEN, X2LEN

C>>>>>>>>>> ENTRY DIFFVR >>>>>3>5335355555555550555055 5535555 5505555 555>

Cuokesox BERECHNUNG DER BEZUGSGROESSE FUER VERGLEICHSTESTS VON REAL-ZAHLEN:
Cuwxwx (TEST, OB DAS NUMERISCHE ERGEBNIS MEHR ALS 80 PROZENT DER

Cookxx MOEGLICHEN GENAUEN MANTISSENSTELLEN VERLOREN HAT.)
XILEN = SQRT (X1(1)#%2 + X1(2)**2 + X1(3)*%2)
X2LEN = SORT (X2(1)#%2 + X2(2)%%2 + X2(3)%x2)
REFVAL = MAX (X1LEN, X2LEN) * ACCURY (80)
Cxiowx VEKTOR  X1i2 = X2 - X1 ERMITTELN:
DO 10 I=1,3
X12(1) = X2(1) - X1(1)

10 CONTINUE
Cxxoik LAENGE DES VEKTORS X12 BERECHNEN:

X12LEN = SQRT (X12(1)%x2 + X12(2)%*2 + X12(3)*%2)

001709
001710
001711
001712
001713
001714
001716
001716
001717
001718
001719
001720
001721
001722
001723
001724
001726
001726
001727
001728
001729
001730
001731
001732
001733
001734
001736
001736
001737
001738
001739
001740
001741
001742
001743
001744
001745
001746
001747
001748
001749
001750
001751
001752
0017563
001754
001756
001766
001767
001768
001759
001760
001761
001762
001763
001764
0017656
001766
001767
001768
001769
001770
001771
001772
001773
001774
001776




180 - ANHANG C. PROGRAMMLISTING

Caxdok TEST, OB X12 DER NULLVEKTOR IST: 001776
001777

IF (X12LEN .LE. REFVAL) THEN 001778

Coeeek X12 = NULLVEKTOR: 001779
X12(1) = 0.0D0 : 001780

X12(2) = 0.0D0 001781

X12(3) = 0.0D0 001782

X12LEN = 0.0D0 001783

END IF 001784
001785

001786

(<¢<€€<<<<< EXIT DIFFVR <<<<<<<<<<LLC<LLLLECLCLLCLLLRLLECRLLCC<<C<¢<<C<< 001787
001788

001789

RETURN 001790

END 001791
001792

001793

001794

Cx($) UNITVR 001795
C.....UNITVR....... UNITVR.......UNITVR.......UNITVR.......UNITVR....... 001796
001797

SUBROUTINE UNITVR (X, XLEN, E) 001798
001799

ool dor sl kskok dofokoRolok okl ok dolok skolofoR Kl R il ok o sk e ol f kol kol ok wkoksiolok kool 001800
Cx * 001801
C+ PROGRAMMBESCHREIBUNG: * 001802
Cx % 001803
Cx UNITVR = CALCULATE THE (U)(N)(I)(T)(V)ECTO(R) * 001804
Cx * 001805
Cx DIESES UNTERPROGRAMM NORMIERT DEN VEKTOR X ZUM EINHEITS- * 001806
Cx VEKTOR E. * 001807
Cx * 001808
Cx EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: * 001809
Cx * 001810
Cx E = EINHEITSVEKTOR NACH DER NORMIERUNG VON X * 001811
C* X = VEKTOR X % 001812
Cx XLEN = BETRAG BZW. LAENGE DES VEKTORS X * 001813
Cx * 001814
Gtk ke ol sk e ook ool sl ook ek ook ok A soR s ik e ki o ok ol kK il ROk B RoKolioloRkokk ok k- 001816
Cx * 001816
Cx AUTOR : A. HOPF IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE * 001817
Cx DATUM t 06,02,1993 * 001818
Cx REVISION : 20.12.1994 * 001819
Cx QUELLCODE : FORTRAN 77 * 001820
Cx * 001821
Cotsootolok ol kR ko dofoliokoior sk  lofokakofoRi okl kokoioR o doiolol o oioR ol ioloioloslokoRoklokoRokk 001822
001823

Coxik SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN: 001824
001825

IMPLICIT CHARACTER (A-Z) 001826
001827

DOUBLE PRECISION E(1:3), X(1:3) 001828
DOUBLE PRECISION XLEN 001829
001830

INTEGER I 001831
001832

001833

C>>>>5>>5>>>> ENTRY UNITVR >>5>3>5533>353555355555553555555553553555>55>>> 001834
001835

001836

Cxxxx NORMIERUNG VON X, FALLS X NICHT DER NULLVEKTOR IST: 001837
001838

IF (XLEN .GT. 0.0DO) THEN 001839
001840

DO 10 I=1,3 001841

E(I) = X(I) / XLEN 001842
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10 CONTINUE
ELSE
Cookok X = NULLVEKTOR:
E(1) = 0.0D0
E(2) = 0.0D0
E(3) = 0.0D0
END IF
£<<<<<<<<<< EXIT UNITVR <<<<<<<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLKLLLCLKK
RETURN
END

C%($) NULL
*DECK NULL
SUBROUTINE NULL(A,II)

e s ot oo e ok ook ok o ok ol s ook o o ok o o sk ok 3 o i o ok ok ok e o g e s ot o g ke s ol sk bl ol o sk o e ke e o oo ok e kOROK
* AUTOR:  G. HAILFINGER, KERNFORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE, I R E =
* VERSION: 2.0 FORTRANT7 *
* ®
* SETZT EINDIMENSIONALES FELD AUF NULL *
a5 s ok s o afe e e o ae o s o e ke o o o e ek o s e o ol s okl e ke o ok 3k e ko ool ol 3k e ok gk sk k3 ok e e o e ke o kK ¢ o 3 o 3k ok R koK Ok
Cx

DOUBLE PRECISION  A(x)
Cx

Do 100 I = 1,II,1

A(I) = 0.0D0
100 CONTINUE

RETURN

END
Cx($) ACCURY
C.vv ACCURY....... ACCURY.......ACCURY....... ACCURY.......ACCURY.......

FUNCTION ACCURY (ISHIFT)
0k e sk o o ook e o ol s o ok ok o 3 ok o e oK e 3 o ok ok o o sk ok 3k o ke ok 3k ok o o ok ok 3 o oK 0K oK 3 ok K 3Ok ok 30K 3k K oK 3ok
Cx *
C* PROGRAMMBESCHREIBUNG: ®
Cx *
Cx ACCURY = DETERMINATION OF AN (A)(C)(C)(U) (R)YAC(Y)PARAMETER %
Cx FOR EQUIVALENCETESTS BETWEEN REAL NUMBERS *
Cx ]
Cx DIESE FUNKTION ERMITTELT EINEN GENAUIGKEITSPARAMETER FUER *
Cx VERGLEICHSTESTS VON REAL-ZAHLEN. DER PARAMETER ACCURY *
C* ENTSPRICHT DER RELATIVEN RECHENGENAUIGKEIT, DIE SICH AUS DEM *
Cx EINHEITSRUNDUNGSFEHLER (UNIT ROUNDOFF) UND EINEM SHIFTFAKTOR X
Cx ZUSAMMENSETZT. *
Cx *
Cx HINWEISE: *
C¥ ==c====== *
C* * DIE FUNCTION ACCURY () SOLL DIE STAENDIGE BERECHNUNG DES OFT x
Cx BENOETIGTEN AUSDRUCKS  UR ** REAL (ISHIFT/100)  ERSETZEN,
Cx INDEM EIN KONSTANTER FUNKTIONSWERT IN ABHAENGIGKEIT DES *
Cx ARGUMENTS ISHIFT GELIEFERT WIRD. *
Cx * UM BEI EINEM WECHSEL DER GENAUIGKEIT DER GLEITKOMMAARITHMETIK *
Cx (Z.B. COMPUTERWECHSEL ODER REAL-DOUBLE PRECISION WECHSEL) DIE x*
Cx RELATIVE RECHENGENAUIGKEIT PROPORTIONAL ZU AENDERN, SOLLTEN %

001843
001844
001845
001846
001847
001848
001849
001850
001851
001852
0018563
001854
0018556
001856
001857
001858
001869
001860
001861
001862
001863
001864
001865
001866
001867
001868
001869
001870
001871
001872
001873
001874
001875
001876
001877
001878
001879
001880
001881
001882
001883
001884
0018856
001886
001887
001888
001889
001890
001891
001892
001893
001894
001895
001896
001897
001898
001899
001900
001901
001902
001903
001904
0019056
001906
001907
001908
001909
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Cx KEINE KONSTANTEN SHIFTFAKTOREN (Z.B. ACCURY = 1000 * UR) * 001910
Cx VERWENDET WERDEN. ES IST SINNVOLLER, DIE SHIFTFAKTOREN IN * 001911
Cx ABHAENGIGKEIT DES EINHEITSRUNDUNGSFEHLERS UR UND RELATIV ZUR * 001912
Cx MANTISSENLAENGE ZU WAEHLEN. * 001913
Cx * 001914
Cx EINHEITSRUNDUNGSFEHLER UR = 10 %% (- DIGITS) * 001915
Cx REL. RECHENGENAUIGKEIT  ACCURY = 10 sk (- SHIFT * DIGITS) * 001916
Cx % 001917
Cx DARAUS FOLGT = 001918
Cx * 001919
Cx REL. RECHENGENAUIGKEIT  ACCURY = UR % SHIFT * 001920
Cx * 001921
Cx WOBEI DER SHIFTFAKTOR RELATIV ZUR MANTISSENLAENGE MIT * 001922
Cx SHIFT = ISHIFT / 100 (ISHIFT=SHIFTFAKTOR IN PROZENT) ANGEGE- * 001923
Cx BEN WIRD. DER WERTEBEREICH DES GENAUIGKEITSPARAMETERS ACCURY = 001924
Cx LIEGT SOMIT ZWISCHEN DEM EINHEITSRUNDUNGSFEHLER (UNIT * 001926
C ROUNDOFF) UR UND 1.0 * 001926
Cx # DIE GENAUIGKEITSPARAMETER ACC() WURDEN ALLE AUSSERHALB DER * 001927
Cx IMPLEMENTIERUNG BERECHNET, DA MANCHE FORTRAN-COMPLILER * 001928
Cx KONSTANTE AUSDRUECKE WIE Z.B. * 001929
Co = 001930
Cx UR = 2,0 %k (~23) * 001931
Cx ACC(2) = UR #* 0.2 * 001932
Cx * 001933
Cx ERST ZUR LAUFZEIT AUSRECHNEN. DIES IST HIER NATUERLICH NICHT * 001934
Cx ERWUENSCHT, WEIL BEIM AUFRUF DER FUNCTION ACCURY () AUS * 001936
Cx GESCHWINDIGKEITSGRUENDEN NUR EIN KONSTANTER FUNKTIONSWERT * 001936
Cx UEBERGEBEN WERDEN SOLL. * 001937
Cx * DIE ZAHLENWERTE ACC() MUESSEN DEM JEWEILIGEN COMPUTERTYP * 001938
Cx ANGEPASST WERDEN. * 001939
Cx DAFUER KANN DER ZAHLENWERT DES EINHEITSRUNDUNGSFEHLERS (UNIT % 001940
Cx ROUNDOFF) UR FUER DEN JEWEILIGEN COMPUTERTYP Z.B. MIT DEM * 001941
Cx PROGRAMM MACHAR AUS DER LITERATURANGABE (2) ODER AUCH UEBER * 001942
Cx DIE SLATEC-/LINPACK-/EISPACK-FUNKTIONEN DiMACH BZW. RIMACH * 001943
Cx ERMITTELT WERDEN. * 001944
Cx * (001945
C% LITERATUR: * 001946
Cx ====s===== * 001947
Cox (1) HOPF, A. * 001948
Cx ANALYSE VON FLUID-STRUKTUR-SYSTEMEN UNTER VERWENDUNG * 001949
Cx EINES DREIECKIGEN BOUNDARY ELEMENTS MIT LINEAREM * 001950
Cx ANSATZ UND VOLLSTAENDIGER ANALYTISCHER LOESUNG. % 0019561
Cx DISSERTATION, UNIVERSITAET KARLSRUHE (1995) * 001952
Cx (2) PRESS, W. H. ET AL. * 001963
Cx NUMERICAL RECIPES IN FORTRAN: THE ART OF SCIENTIFIC %* 0019564
Cx COMPUTING. CAMBRIDGE UNIVERSITY PRESS (1992) = 0019566
Cx (3) WILKINSON, J. H. * 0019566
Cx RUNDUNGSFEHLER. SPRINGER-VERLAG, BERLIN / HEIDELBERG / * 001957
Cx NEW YORK (1969) * 001968
Cx (4) WILKINSON, J. H. % 001959
Cx ROUNDING ERRORS IN ALGEBRAIC PROCESSES. PRENTICE-HALL * 001960
Cx ENGLEWOOD CLIFFS / NEW YORK (1963) * 001961
Cx (6) WERNER, H. * 001962
Cx PRAKTISCHE MATHEMATIK I, SPRINGER-VERLAG, BERLIN / * 001963
Cx HEIDELBERG / NEW YORK (1975) * 001964
Cx % 001966
Ck EINGABE-/AUSGABE-PARAMETER: * 001966
Cx * 001967
Cx ACCURY = GENAUIGKEITSPARAMETER FUER VERGLEICHSTESTS VON * 001968
Cx REAL-ZAHLEN. ACCURY ENTSPRICHT DEM EINHEITSRUNDUNGS- * 001969
Cx FEHLER (UNIT ROUNDOFF) GEWICHTET MIT EINEM RELATIVEN * 001970
Cx SHIFTFAKTOR * 001971
Cx ACCURY = UR #*x REAL (ISHIFT/100) * 001972
Cx MIT ISHIFT VON 0 BIS 100 (PROZENT) * 001973
Cx ISHIFT = PROZENTUALER SHIFTFAKTOR ZWISCHEN O UND 100 (PROZENT) * 001974
Cx * 001976
C* LOKALE VARIABLEN: * 001976
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Ok =smmaszsesssssmoos * 001977
Cx ACC = BERECHNETE GENAUIGKEITSPARAMETER * 001978
Cx ACC(ISHIFT/10) = UR %% REAL (ISHIFT/100) * 001979
Cx MIT ISHIFT VON O BIS 100 (PROZENT) * 001980
Cx UR = UNIT ROUNDOFF (ENTSPRICHT DER RECHENGENAUIGKEIT BZW. * 001981
Cx DEM EINHEITSRUNDUNGSFEHLER) * 001982
Cx% * 001983
otk oo ROl R iRl Rk sl ok sk ook sk iRk oo Ok ok SRR RO ool ok koK k - 001984
Cx * 001985
Cx AUTOR ¢ A. HOPF IRS, FORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE = 001986
C* DATUM : 09.02,1993 * 001987
C% REVISION : 20.12,1994 * 001988
C+ QUELLCODE : FORTRAN 77 * 001989
C* * 001990
Gt ok kAo ol s RORoR oK o ok Sk ok ok ORIk OB R oK sk akok sk R kool iRk 0019911

001992
Caookk SYNTAX-FEHLER IN VARIABLENNAMEN VERMEIDEN: 001993
001994
IMPLICIT CHARACTER (A-Z) 001995
001996
INTEGER ISHIFT 001997
DOUBLE PRECISION ACCURY 001998
001999
DOUBLE PRECISION ACC(0:10), UR 002000
002001
002002
Ciokxx EINHEITSRUNDUNGSFEHLER (UNIT ROUNDOFF), SINGLE PRECISION: 002003
CHP-APOLLO-9000/720......HP-APOLL0O-9000/720 HP-APOLLO~9000/720.... 002004
CRISC/6000.....RISC/6000..... RISC/6000.....RISC/6000..,..RISC/6000..... 002005
CVAX/780..... VAX/780..... VAX/780..... VAX/780 002006
C PARAMETER (UR = 2.0EQ %% (-23)) 002007
c DATA ACC( 0) / 1.00000000E+00 /, 002008
C + ACC( 1) / 2.03063099E-01 /, 002009
C + ACC( 2) / 4.12346222E-02 /, 002010
C + ACC( 3) / 8.37323018E-03 /, 002011
C + ACC( 4) / 1.70029407E-03 /, 002012
C + ACC( b) / 3.45266983E-04 /, 002013
c + ACC( 6) / 7.01109836E-05 /, 002014
C + ACC( 7) / 1.42369536E-05 /, 0020156
C + ACC( 8) / 2.89099992E-06 /, 002016
C + ACC( 9) / B. 87055403E 07 /, 002017
C + ACC(10) / UR 002018
00201
Cakxk EINHEITSRUNDUNGSFEHLER (UNIT ROUNDOFF), SINGLE PRECISION: 002020
CIBM/3090...... IBM/3090......IBM/3090...... 002021
[ PARAMETER (UR = 16.0EQ #* (-B)) 002022
C DATA ACC( 0) / 1.00000000E+00 /, 002023
C + ACC( 1) / 2.50000000E-01 /, 002024
C + ACC( 2) / 6.25000000E-02 /, 002026
c + ACC( 3) / 1.562560000E-02 /, 002026
C + ACC( 4) / 3.90625000E-03 /, 002027
C + ACC( B) / 9.76562600E-04 /, 002028
o + ACC( 6) / 2.44140626E-04 /, 002029
C + ACC( 7) / 6.10361B63E-05 /, 002030
C + ACC( 8) / 1.52587891E-05 /, 002031
C + ACC( 9) / 3.81469727E-06 /, 002032
C + ACC(10) / UR / 002033
002034
Cx%xx EINHEITSRUNDUNGSFEHLER (UNIT ROUNDOFF), DOUBLE PRECISION: 002035
CHP-APOLL0-9000/720...... HP~APOLL0-9000/720 HP-APOLL0-9000/720.... 002036
CIBM/3090...... IBM/3090...... IBM/3090......IBM/3090......IBM/3090...... 002037
CIBM/3090 PARAMETER (UR = 16.0D0 %% (-13)) 002038
CRISC/6000.....RISC/6000..... RISC/6000.....RISC/6000.....RISC/6000..... 002039
PARAMETER (UR = 2.0D0 %% (-52)) 002040
DATA ACC( 0) / 1.00000000000000D+00 /, 002041
+ ACC( 1) / 2.72047051030039D-02 /, 002042
+ ACC( 2) / 7.40095979741405D-04 /, 002043
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+ ACC( 3) / 2.01340928767837D-06 /, 002044

+ ACC( 4) / 5.47742059229391D-07 /, 002045

+ ACC( B) / 1.49011611938477D-08 /, 002046

+ ACC( 6) / 4.05381695970951D-10 /, 002047

+ ACC( 7) / 1.10282894930453D-11 /, 002048

+ ACC( 8) / 3.00021363448853D-13 /, 002049

+ ACC( 9) / 8.16199271722720D-16 /, 002050

+ ACC(10) / UR / 002051
002052

Cwx¥x EINHEITSRUNDUNGSFEHLER (UNIT ROUNDOFF), DOUBLE PRECISION: 002063
CVAX/780.....VAX/780..... VAX/780..... VAX/780..... VAX/780.....VAX/780... 002054
C PARAMETER (UR = 2.0D0 *x (-B5)) 002065
C DATA ACC( 0) / 1.00000000000000D+00 /, 002066
c + ACC( 1) / 2.20970869120796D-02 /, 002057
C + ACC( 2) / 4.88281250000000D-04 /, 002068
Y + ACC( 3) / 1.07895932187889D-056 /, 002059
c + ACC( 4) / 2.38418579101562D-07 /, 002060
C + ACC( B) / 5.26835606386175D-09 /, 002061
c + ACC( 6) / 1.16415321826936D-10 /, 002062
C + ACC( 7) / 2.57243948430750D-12 /, 002063
C + ACC( 8) / b5.68434188608080D-14 /, 002064
c + ACC( 9) / 1.26607396694702D-16 /, 002065
[ + ACC(10) / UR / 002066
002067

002068

C>>>>5>>>>>> ENTRY ACCURY >>>5>>5535533335353530555555505355505555555>5> 002069
002070

002071

CTEST IF ((ISHIFT .LT. 0) .OR. (ISHIFT .GT. 100)) THEN 002072
CTEST PRINT * , ’ k% SYSTEM-ERROR (ACCURY) *u%?, 002073
CTEST + ’  ISHIFT  OUT OF RANGE.’ 002074
CTEST STOP 002075
CTEST END IF 002076
002077

ACCURY = ACC(ISHIFT/10) 002078
002079

002080

$<<€<<<<<<< EXIT ACCURY <<<<<<<<CLLLLLLLLLLLLLLLLLLLCLLLCLLLLCLLLKLLK<K< 002081
002082

002083

RETURN 002084

END 002085
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Verzeichnis der verwendeten
Symbole

Alle Matrizen und Vektoren werden durch Fettdruck kenntlich gemacht. Eine Matrix A der
Dimension n X m (n Reihen und m Spalten) wird u.a. mit A notiert. Mit AT wird die

(nXm)

Transponierte von A bezeichnet.

Alle geometrische Groen, die mit einem Strich (') gekennzeichnet sind, beziehen sich auf ein
transformiertes Dreieckskoordinatensystem.

a, b, c

Dreiecksseitenldngen

Dreiecksfliche

Basis einer Gleitpunktzahl

Raumwinkel

Diagonalmatrix der Raumwinkel ¢;

Einheitsvektor zwischen Knotenpunkt O und Knotenpunkt 2
Exponent einer Gleitpunktzahl

dufere Lasten

Drucklasten

Vektor der Einflukoeffizienten ¢ eines Elements

g Element-Einflulkoeffizienten bzgl. des Aufpunkts (0
Systemmatrix der akkumulierten g Element-Einflukoeflizienten
Vektor der Einflulkoeffizienten h eines Elements

DreieckshGhen

h Element-Einflulkoeffizienten bzgl. des Aufpunkts ()
Systemmatrix der akkumulierten h Elemens-EinfluSkoeffizienten
Einheitsmatrix der Dimension 3

Struktursteifigkeitsmatrix

Mantisse

Strukturmassenmatrix

hydrodynamische Massenmatrix ("added mass”)
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n Normalenvektor
My, Ny, N3 Signum-Variablen
N,(z,y) Interpolationsmatrix mit den Ansatzfunktionen fiir die Druckverteilung p
Ny(z,y) Interpolationsmatrix mit den Ansatzfunktionen fiir den Normalgradienten ¢
N (z,y) Interpolationsmatrix mit den Ansatzfunktionen fiir die Verschiebung s
N, (z,y) Interpolationsmatrix mit den Ansatzfunktionen fiir den geometrischen Ort x
Ng(z,y) Interpolationsmatrix mit den Ansatzfunktionen fiir die Potentialverteilung &
D1 Vektor der Druckstiitzpunktwerte eines Elements
P Druck
D1, P9y P3 Stiitzpunktwerte der Druckverteilung p
q; Vektor der Normalgradientenstiitzpunktwerte eines Elements
q Normalgradient des Potentials &
dn Wirmeflufidichte
q1, 92, 93 Stiitzpunktwerte der Normalgradientenverteilung g
7 Vektor vom Aufpunkt () zu einem Randpunkt
Tp Vektor vom Projektionspunkt ) zum Aufpunkt ()
T Radius-Polarkoordinate
7 Abstand vom Aufpunkt (i) zu einem Randpunks
o Abstand vom Projektionspunkt & zum Aufpunkt ()
R(6) duflere von § abhingige Integrationsgrenze bzgl. r
8 Verschiebungsvektor
8 Beschleunigungsvektor
5, Normalbeschleunigung
3 mittlere Seitenlinge
t Zeit
T Temperatur
U, V,, W, homogene Dreieckskoordinaten bzgl. des Aufpunkts (i)
Uy, Vpy W, homogene Dreieckskoordinaten bzgl. des Projektionspunkts €)
UR Einheitsrundungsfehler (unit roundoff)
v Fluidgeschwindigkeit
vy, Normalgeschwindigkeit
T Ortsvektor
T, Ortsvektor des Elementschwerpunkts ©
x; Ortsvektor des Aufpunkts (i)
T Ortsvektor des Projektionspunkts ®)
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Ly
Ty, ..

L9y 13, Tog

x)y’z

o, f, ¢

Oy, Qyg, Olgy, Oy

& M

]

TICDmBD

gla 527 §3

Vektor der Stiitzpunktkoordinaten eines Elements
Ortsvektor des Elementknotenpunkts @
Seitenvektoren des Dreiecks

kartesische Koordinaten des Ortsvektors @«

Dreieckswinkel

Transformationskoeffizienten

Rand

relativer Darstellungsfehler der Gleitpunktzahl z
Dreiecksbereich

absoluter Darstellungsfehler der Gleitpunktzahl z

sehr kleiner Abstand bzw. sehr kleine Grofie
Winkel-Polarkoordinate

Exponent zur Beurteilung der Genauigkeit einer Gleitpunktzahl
Exponent zur Beurteilung des Fehlers einer Gleitpunktzahl
homogene Dreieckskoordinaten

Dichte

Auflenbereich

Vektor der Potentialstiitzpunktwerte eines Elements
Potential

Stiitzpunktwerte der Potentialverteilung @

(Innen-) Bereich
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