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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Hintergrund

Ein zentrales Problem im Bereich der isoperimetrischen Ungleichungen ist das folgende:
Fiir eine gegebene vollstindige und zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigket
M bestimme man die minimale Oberfliche eines kompakten, reguldren Bereiches mit
vorgegebenem Volumen.

Prézise formuliert ist das die Frage nach dem isoperimetrischen Profil ¢, von M,
das folgendermafien definiert ist:

om 2 (0, Vol M) — (0,00), v+ inf {Area(0Q) | Vol(Q2) = v},

dabei wird das Infimum iiber alle kompakten, regulidren Bereiche © (mit festem Volumen
v) gebildet. “Regulér” soll dabei bedeuten, dass der Rand 02 von 2 eine C*°-Hyperfliche
in M ist.

Eine weitere interessante Frage ist, welche kompakten Bereiche von vorgegebenem Vo-
lumen v € (0, Vol M) die minimale Oberfliche ¢, (v) besitzen, falls solche Bereiche
iiberhaupt existieren.

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten und homogene Raume ist die Existenz solcher Be-
reiche, d.h. der Losungen des isoperimetrischen Problems gesichert: aus der geo-
metrischen Mafitheorie folgt, dass fiir jedes Volumen v ein kompakter Bereich {2 mit
Vol(©2) = v und minimaler Oberflidche existiert. Siehe dazu die Bemerkung auf Seite 13.

Auch wenn die Existenz von Loésungen des isoperimetrischen Problems in relativ allge-
meiner Form gesichert ist, sind weder die Losungen noch das isoperimetrische Profil im
allgemeinen Fall bestimmbar. Man kann das isoperimetrische Profil von M hochstens
durch geometrische Groflen von M abschétzen.

Eine Abschétzung des Profils nach oben erhilt man trivialerweise, wenn man fiir jedes
Volumen v € (0, Vol M) die Oberfliche eines beliebigen kompakten, reguliren Bereiches
mit Volumen v bestimmt, beispielsweise eines geoditischen Balles. Schwieriger ist eine
Abschétzung des Profils nach unten. Ohne Zusatzinformationen iiber die Geometrie von
M lasst sich das Profil nur trivial durch die Nullfunktion nach unten abschétzen.



Fiir die Rdume konstanter Schnittkriimmung, d.h. den euklidischen Raum R, den reell-
hyperbolischen Raum RH™ und die Sphéire S™ ist das isoperimetrische Profil bekannt.
Es gilt sogar noch mehr: fiir einen kompakten regulidren Bereich €2 gilt

Vol(2) = v und Area(02) = minimal = 2 geoditischer Ball.

Erste strikte Beweisansétze fiir die euklidische Ebene finden sich bei J. Steiner und H.A.
Schwarz Mitte des 19. Jahrhunderts. Eine Darstellung dieser Ansétze findet man bei-
spielsweise in [Bla]. Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen euklidischen Raum
wurde zuerst von E. Schmidt (1939) in [Scl] bewiesen. Die isoperimetrische Ungleichung
der Sphére S™ und des reell-hyperbolischen Raumes RH" wurde ebenfalls von E. Schmidt
in [Sc2] gezeigt.

Zentral im Beweis ist dabei die Methode der Symmetrisierung, mit der man zeigt, dass
ein Bereich mit minimaler Oberfliche invariant unter der Isotropiegruppe O(m) des zu-
grundeliegenden Raumes in einem bestimmten Punkt ist. Daraus ergibt sich, dass die
geoditischen Bille als “symmetrischste Objekte” in M das isoperimetrische Problem
16sen. Man erhilt daher sowohl das isoperimetrische Profil als Funktion der Ballober-
flachen als auch eine Charakterisierung von geoditischen Billen durch diese Extremalei-
genschaft. Das isoperimetrische Profil einer einfach zusammenhéngenden, vollstédndigen
Flache mit konstanter Schnittkriimmung K ist gegeben durch

p(v) = v(dr — Kv), K eR.

Abbildung 1.1 zeigt dieses isoperimetrische Profil fiir die Félle K = —1,0, 1.

Abbildung 1.1: Das isoperimetrische Profil von M = RH? R?, S?
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Fiir Mannigfaltigkeiten mit variabler Schnittkrimmung ist das isoperimetrische Profil
erst in wenigen Fillen bekannt. Selbst fiir das Rotationsparaboloid in R* wurde es erst
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1996 in [BC| bestimmt. Weitere Ergebnisse iiber das isoperimetrische Profil von Flichen
finden sich [HHM] und in [Pan]|. Zum Thema der isoperimetrischen Probleme im allge-
meinen Kontext verweise ich auf [BZ] und [Oss].

Die Schwierigkeit im Fall der variablen Schnittkriimmung ist, dass zum einen die Me-
thode der Symmetrisierung im Allgemeinen nicht mehr moglich ist, zum anderen, dass
die anderen Beweismethoden gewohnlich keine scharfen Abschiatzungen der Oberfliche
durch das Volumen zulassen, selbst wenn man noch weitere geometrische Gréflen wie
mittlere Kriimmung oder Laplace-Eigenwerte mit einbezieht, sieche beispielsweise [BBG]
oder [Ch2].

Die Methode der Symmetrisierung ldsst sich in gewissem Rahmen auf Produkte von eukli-
dischen und hyperbolischen Rdumen iibertragen. Damit konnten W.Y. Hsiang und W.T.
Hsiang in [HH], Theorem 1 zeigen, dass die Losungen des isoperimetrischen Problems,
also die Bereiche mit minimaler Oberfldche, in derartigen Produkten die Symmetrie des
unterliegenden Raumes besitzen. Dies bestirkt die Vermutung, dass die Losungen des
isoperimetrischen Problems in beliebigen symmetrischen Rdumen vom nichtkompakten
Typ diese Eigenschaft haben.

In demselben Artikel finden sich auch Aussagen zur Regularitit und Konvexitit der
Bereiche mit minimaler Oberflache in derartigen Produktriumen.

Weitere Ergebnisse zum isoperimetrischen Problem in symmetrischen Rdumen vom nicht-
kompakten Typ finden sich in [Hs2|. Dort wird insbesondere gezeigt, dass das isoperime-
trische Profil eines symmetrischen Raumes vom nichtkompakten Typ asymptotisch linear
ist. Diese und einige weitere Ergebnisse werden in Proposition 1.5 zusammengefasst.

1.2 Thema der vorliegenden Arbeit

Die Zwei-Punkt-Homogenen R&ume bilden eine Klasse von natiirlichen Verallgemeine-
rungen der Rdume konstanter Kriimmung mit folgender charakteristischen Eigenschaft:
M st homogen und die Isotropiegruppe Iso(M,p) operiert in jedem Punkt p € M tran-
sitiv auf den geoddtischen Sphdren um p.

Man kann also sagen, dass die geodétischen Bille wieder die “symmetrischsten Objekte”
in M sind. Man vermutet daher, dass sie —wie im Fall konstanter Kriimmung— das iso-
perimetrische Problem l6sen, zumindest im Fall der symmetrischen Rang-1-Ridume vom
nichtkompakten Typ. (Siehe Vermutung 1.7.) Dies ist eine Umformulierung der Vermu-
tung, dass die Losungen des isoperimetrischen Problems in symmetrischen Rdumen vom
nichtkompakten Typ die Symmetrie des unterliegenden Raumes haben, fiir Riume vom
Rang 1.

Eine weitere Klasse von natiirlichen Verallgemeinerungen des euklidischen Raumes erhélt
man, indem man auf die symmetrische Struktur verzichtet und beliebige Schnittkriimmun-
gen K < 0 zulésst: die Klasse der Hadamard-Mannigfaltigkeiten, also der einfach zusam-
menhdngenden, vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Schnittkriimmung
K < 0. Eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu R™ und
hat in mancher Hinsicht &hnliche Geometrie wie der euklidische Raum. Eine interes-



sante Frage ist nun, wie das isoperimetrische Profil einer n-dimensionalen Hadamard-
Mannigfaltigkeit mit dem isoperimetrischen Profil von R* zusammenhéngt.

Man vermutet, dass das isoperimetrische Profil ¢,; einer beliebigen, n-dimensionalen
Hadamard-Mannigfaltigkeit gréfler oder gleich demjenigen von R” ist:

pum(v) = ere(v), v >0,

und weiter, dass ein kompakter, reguldrer Bereich 2 C M von Volumen v genau dann
die minimale Oberfliche ¢p/(v) = @grn(v) hat, wenn er isometrisch zu einem flachen,
geoditischen Ball ist. Das ist der Inhalt von Vermutung 1.8.

In dieser Arbeit werden Beweismethoden entwickelt bzw. weiterentwickelt, die ohne die
Existenz von total geodétischen Hyperflichen auskommen und auf diese Weise geometri-
sche Ungleichungen fiir symmetrische Rang-1-Rdume und Hadamard-Mannigfaltigkeiten
ermoglichen. Besonderes Interesse gilt dabei solchen Ungleichungen, fiir die eine Gleich-
heitsdiskussion moglich ist, die also scharf sind. Dadurch wird es moglich, geodétische
Bélle iiber geometrische Extremaleigenschaften zu charakterisieren.

Die entwickelten Beweismethoden lassen sich grob dadurch ordnen, welche Methode ver-
wendet wird, um die Oberfliche eines kompakten, reguldren Bereiches mit seinem Volu-
men in Beziehung zu setzen. Dementsprechend ist die Arbeit gegliedert.

e Im zweiten Kapitel werden zunéchst spezielle radiale Vektorfelder konstruiert, mit
deren Hilfe man iiber den Divergenzsatz (Satz von Stokes) scharfe Ungleichungen

zwischen der Oberfliche, dem Volumen und dem Umkugelradius erhilt (Séitze 2.6
und 2.7).

e Im dritten Kapitel bildet eine integralgeometrische Formel von L.A. Santalé das
Bindeglied zwischen der Oberfliche und dem Volumen. Daraus ergeben sich zwei
verschiedene Charakterisierungen von Béllen in euklidischen und symmetrischen
Rang-1-Rdumen vom nichtkompakten Typ als Folgerungen der Sinus- und Cosi-
nussitze (Folgerung 3.7 und Satz 3.8).

Das isoperimetrische Profil einer Hadamard-Mannigfaltigkeit und das isoperimetri-
sche Profil eines symmetrischen Rang-1-Raums vom nichtkompakten Typ werden
iiber eine Verallgemeinerung der Holderschen Ungleichung (Proposition 3.17) nach
unten abgeschitzt (Sétze 3.19 und 3.20). Durch diese Methode ergibt sich ein wei-
terer, besonders einfacher Beweis fiir Vermutung 1.8 in Dimension 2 und ein neuer
Ansatz fiir h6here Dimensionen.

Uber die Youngsche Ungleichung erhilt man eine scharfe geometrische Abschétzung
des Standardpotentials in R” fiir n > 3 und einen neuen Beweis der isoperimetri-
schen Ungleichung in R? (Satz 3.23).

e Das vierte Kapitel beginnt mit einer Charakterisierung von Sphéren in symmetri-
schen Rang-1-Rdumen iiber eine Extremaleigenschaft ihrer zweiten Fundamental-
form (Proposition 4.3). Die Riccati-Gleichung wird im Folgenden dazu verwendet,
eine Beziehung zwischen den Oberflichenelementen von Parallelflichen zu finden
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und damit eine scharfe isoperimetrische Ungleichung zu beweisen. Neben Ober-
fliche und Volumen eines kompakten, reguléren Bereiches geht auch eine Art Mit-
telwert der mittleren Kriimmung in die Ungleichung ein (Satz 4.6).

1.3 Symmetrische Rang-1-Riume

Ein irreduzibler symmetrischer Raum von Rang 1 wird symmetrischer Rang-1-Raum
genannt. Zusammen mit den euklidischen Rdumen bilden die symmetrischen Rang-1-
Réume gerade die Klasse der Zwei-Punkt-Homogenen Riume, d.h. die Klasse der
zusammenhéngenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten X mit der Eigenschaft, dass es
zu je zwei Punktepaaren (x1, z5) und (y1,y2) aus X mit d(xy, z3) = d(yi, y2) eine Isome-
trie ® von X gibt mit ®(x;) = y; fiir i = 1, 2.

Die symmetrischen Rang-1-Rdume vom nichtkompakten Typ sind
RH™ =S0(m,1)/SO(m),
CH™ =8SU(m,1)/U(m),
HH™ = Sp(m, 1)/(Sp(m) x Sp(1)) und
OH? = F}/Spin(9),
d.h. die reell-, komplex-, quaternionisch-hyperbolischen Rdume und die hyperbolische
Cayley-Ebene. Die symmetrischen Rang-1-Ridume vom kompakten Typ sind
S™ =S0(m+ 1)/SO(m),
RP™ = SO(m + 1)/0(m),
CP™ =SU(m + 1)/U(m),
HP™ = Sp(m + 1)/(Sp(m) x Sp(1)) und
QP? = F,/Spin(9),
d.h. die Sphire, die reell-, komplex-, quaternionisch-projektiven Rdume und die projekti-

ve Cayley-Ebene. Diese Liste erhiilt man aus der Klassifikation der einfachen Liegruppen
(siehe z.B. [Wol] oder [Bes]).

Fiir symmetrische Rang-1-Riume X sei stets K € {R C,H, O} die zugrundeliegen-
de reelle Divisionsalgebra der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, der Hamilton-
Quaternionen bzw. der Cayley-Oktaven, d = dimg K ihre reelle Dimension und m > 2
die K-Dimension von X.

Die reelle Dimension von X wird mit n = dm bezeichnet und das Vorzeichen der Schnitt-
kriimmung mit e. Fiir die Rdume vom kompakten Typ ist also € = 1 und fiir diejenigen
vom nichtkompakten Typ ist € = —1. Die Metrik (-, -) auf X sei derart skaliert, dass die
Réume konstanter Schnittkriimmung gerade Schnittkriimmung e haben und die Schnitt-
kriimmung der anderen Rang-1-Rdume zwischen e und 4e liegt.

J1, ..., J4_1 bezeichnen parallele, orthogonale Endomorphismen auf 77X mit J? = —id,
k=1,..,d—1, die von der Multiplikation mit den Elementen# e der natiirlichen Basis
€, 71, ---, Ja—1 der zugrundeliegenden reellen Divisionsalgebra K erzeugt werden.
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Definition 1.1 Mit w,, bzw. ¢,_, wird das Volumen des Einheitsballes in R" bzw.
das induzierte (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphiire in R" bezeichnet,
es gilt also

213 -

T und w, = n 1

r(5) n

2

Cp—1 =

Sei X ein n-dimensionaler symmetrischer Rang-1-Raum oder R". Dann bezeichnet A(r)
das induzierte Volumen der geodétischen Hypersphire von Radius r und B(r) =
[y A(t)dt das Volumen eines geoditischen Balles von Radius r > 0. (Fir e = 1
sei dabei r < § vorausgesetzt).

Zur Vereinheitlichung des kompakten und nichtkompakten Falls werden folgende Schreib-
weisen fiir die Winkelfunktionen gebraucht: sin, steht fiir sin im Fall ¢ = 1 und fiir
sinh im Fall e = —1, entsprechend sind cos,, tan, und cot, definiert.

Fiir explizite Berechnungen von Sphiren- und Ballvolumen beachte man I'(1) = 1

I'(3) = /7 und T'(z + 1) = 2T(z) fiir alle z > 0.

Fiir X = R erhilt man A(r) = ¢, 17"~ " und fiir symmetrische Rang-1-Riume gilt

A(r) = Cam—1 sin‘:(ml)(r)% sin®*(2r).
Definition 1.2 Sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.
Dann bezeichnet SyM = {v € T,M | |v| = 1} die Menge der Einheitstangentialvek-
toren in p. Sein € S,M. Dann bezeichnet v, : R — M die Geoditische mit 7, (0) = .
Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit und p,q € M mit p # q. Dann ist pqg € S,M der
(eindeutig bestimmte) Einheits- Tangentialvektor mit vz (d(p,q)) = q.

1.4 Isoperimetrische Probleme

Definition 1.3 Ein Bereich Q in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist der Ab-
schluss einer nichtleeren, offenen und zusammenhdingenden Teilmenge von M. Ein Be-
reich heifit regulér, wenn der topologische Rand 0S) eine C*°-Hyperfliche von M ist.

Definition 1.4 Das isoperimetrische Profil einer vollstindigen, zusammenhdngen-
den Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist die Funktion

o (0, Vol M) — (0, 00), v — inf { Area(09) | Vol(Q2) = v }.
Dabei wird das Infimum dber alle kompakten, requldren Bereiche Q@ C M (mit festem

Volumen v) gebildet.

Das isoperimetrische Problem einer gegebenen m-dimensionalen vollstindigen, zu-
sammenhingenden Riemannschen Mannigfaltigkeit M lasst sich folgendermafien formu-
lieren: Zu jeder Zahl v € (0, Vol M) bestimme man diejenigen kompakten Bereiche €,
mit Vol(2) = v und @p(v) = Area(0SY,), falls sie existieren.
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Ein solcher Bereich €2, heifit Losung des isoperimetrischen Problems oder kurz isoperi-
metrische Lésung.

Eine isoperimetrische Ungleichung fiir M oder geometrische Ungleichung fiir M
ist im weiteren Sinn eine Ungleichung, die geometrische Gréflen von kompakten Bereichen
in M iiber eine Ungleichung in Beziehung setzt. Eine isoperimetrische Ungleichung im
engeren Sinn ist eine Ungleichung, die die Oberfliche eines kompakten Bereichs €2 C
M nach unten durch eine positive Funktion des Volumens Vol(2) abschétzt und so
eine Abschéitzung des isoperimetrischen Profils nach unten liefert. Eine isoperimetrische
Ungleichung heifit scharf, wenn es kompakte Bereiche gibt, die die Ungleichung mit
Gleichheit erfiillen.

Bemerkung. Ein Ergebnis der geometrischen Mafltheorie ist, dass es zu jeder Riemann-
schen Mannigfaltigkeit M, fiir die der Quotient M /T von M nach ihrer Isometriegrup-
pe I' kompakt ist und jedem v € (0, Vol(M)) eine relativ kompakte, offene Teilmenge
Q, C M von Volumen v gibt, deren Rand 02, unter allen derartigen Mengen minimales
(n — 1)-dimensionales Hausdorff-Maf§ hat. (Siehe [Mor|, 13.4. und die Bemerkung auf
Seite 131.)

Im Allgemeinen ist dieser Rand jedoch keine differenzierbare Mannigfaltigkeit, sondern
nur ein rektifizierbarer Strom (engl.: rectifiable current, siehe [Fed], S.355), mit folgender
Eigenschaft:

Ist p € 090, ein Randpunkt, dessen Tangentialkegel in einem Halbraum von T,M enthal-
ten ist, dann gibt es eine Umgebung U von p in M, sodass 02, NU eine C*°-Hyperfliche
von U ist.

Es gilt sogar, dass die Menge der regulidren Punkte (solche, deren Tangentialkegel in ei-
nem Halbraum enthalten ist) eine zusammenhéngende C'*°-Hyperfliche konstanter mitt-
lerer Kriimmung ist und dass die Menge der singuldren Punkte Hausdorff-Dimension
< n — 8 hat. Zum Beweis sieche [Alm]. Vergleiche auch [Bus], 2.1. und 3.3.

Es wird jedoch vermutet, dass fiir symmetrische Rdume vom nichtkompakten Typ iso-
perimetrische Losungen stets regulér sind, vgl. [Hs2], S. 153. Ein entsprechender Regu-
laritdtssatz liegt jedoch noch nicht vor.

Folgende Eigenschaften des isoperimetrischen Profils wurden allgemein fiir symmetrische
Réume vom nichtkompakten Typ in [Hs2] gezeigt. Da sich die Beweise fiir symmetrische
Rang-1-Riume etwas vereinfachen, wird auch ein Beweis angegeben.

Proposition 1.5 Sei X ein n-dimensionaler symmetrischer Rang-1-Raum vom nicht-
kompakten Typ und px das isoperimetrische Profil von X. Dann gilt:

(a) Seiv > 0 eine Stelle, an der px differenzierbar ist, Q* eine isoperimetrische Lisung
mit Vol(Q*) = v und H, = w die mittlere Kriimmung des requldren Teils
von 02* beziiglich der inneren Normale N. Dann gilt

Px(v) = (n—1)H.
(b) @x ist eine streng monoton wachsende, fast iberall differenzierbare Funktion.
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(c) Fiir alle v > 0 gilt
ox(v) > (dm+d—2)-v.

Beweis. Es gelten folgende Variationsformeln fiir eine differenzierbare Schar von kom-
pakten Bereichen ¢ — €2; mit 2y = " und Variationsfeld V' auf dem regulédren Teil von
0"

d

- Ammmg:_/ (n — 1)H,(N, V) dA.

Vol(€) = —/ (N,,V)dA und
0 00*

0

Sei €, eine Variation von Qx mit Vol(£2;) =: v(t) und v'(0) > 0. Dann gilt

oe(v) = lim £XFTE) = ex(v)
— €1im ex (v(t) — ox(v(0))
t—0+ v(t) —v(0)
— lim ex(v(t)) — ox(v) t
t—07t U(t) —
< pim Arealit) — Area(@) t
tso0t t Vol(€) — Vol(Q)
B 4 0Alreau(Qt)
ol vew
= (n—1)H,.

Betrachtet man nun eine Variation €2, von Q* mit v'(0) < 0, so erhélt man in analoger
Weise ¢’y (v) < (n — 1)H,. Es folgt a).

Sei K D * der kleinste Ball, der (2% enthilt. Dann beriihrt der Rand von K den
Rand von Q* in mindestens einem Punkt p. Dieser Punkt kann nur regulér sein, da sein
Tangentialkegel in dem Halbraum von 7, X enthalten ist, in dem auch der Tangentialkegel
von K enthalten ist. Die konstante mittlere Kriimmung H, des reguléren Teils von 9Q2*
beziiglich der inneren Normale N ist nicht kleiner als die von JK in p. Das folgt aus
Lemma 1.6. Ist R der Radius von K, so lisst sich die Spur der Weingarten-Abbildung
von 0K als logarithmische Ableitung des Sphirenvolumens berechnen:
d
- InA(R) = 2(d—1)coth(2R) + d(m — 1) coth(R)

> 2(d—1)+d(m—1)

= dm+d-—2.
Also folgt H, > dmtd=2 — dmtd=2 () Dy (p — 1)H, die logarithmische Ableitung des
Volumens von 0€2* in Richtung der dufleren Normale ist, folgt, dass eine geniigend kleine
Deformation von €2* in Richtung der inneren Normale sowohl das Volumen von Q* als
auch die Oberfliche von 0Q* verkleinert. Fiir jedes v < v in einer geniigend kleinen
Umgebung von v gilt demnach

px(0) < px(v).
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Also ist px streng monoton wachsend und also nach einem Satz von Lebesgue fast iiberall
differenzierbar. Es ergibt sich demnach b).

Wegen
ng(v):/(n—l)Hvdv>/(dm+d—2)dv:(dm+d—2)v
0 0

folgt nun auch c). O

Lemma 1.6 Se: X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und My, My C X zwei orien-
tierbare Hyperfliichen mit Normalen Ny, Ny, die sich in einem Punkt p € X berihren.
Dabei gelte N1(p) = No(p) und fir eine Umgebung U von p in X, dass U \ M, in genau
zwet Komponenten zerfallt und My NU ganz in derjenigen abgeschlossenen Komponente
liegt, in die die Normale Ny, weist. Dann gilt fir jeden Vektor v € T,M; = T,My:

<V’UN17 'U> Z <V’UN27 U>'

Beweis. Betrachte eine Karte © : U — R" derart, dass fiir die erste Komponente
x1(My NU) = {0} gilt und Ny(p) = Nyo(p) = 72| . Nach Voraussetzung gilt dann

—= W »
auch z1(My;NU) > 0. Seien o; : (—e,€) — M, fiir i = 1,2 zwei Kurven mit

a1(0) = 04(0) = v.
Durch die Betrachtung der entsprechenden Kurven x o g; in R* erhélt man

(01(0), Ni(p)) < (03(0), Na(p)).

Mit
(VoNij,v) = (ViNi,.,0;(0))
= h(Nil,, 0% — (Ni(p), o (0)
= —(Ni(p), 0 (0))
fiir ¢ = 1, 2 folgt nun die Behauptung. a

Bemerkung. Das isoperimetrische Profil einer vollstindigen, zusammenhingenden Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M lésst sich trivialerweise nach oben abschitzen: Zu je-
dem v € (0,VolM) sei Q, ein kompakter, reguldrer Bereich mit Vol(2) = v und
Area(0Q2) =: a(v). Dann gilt ¢y (v) < a(v). Fiir einen symmetrischen Rang-1-Raum
X vom nichtkompakten Typ erhélt man also insbesondere

ox(v) < AB'v), wv>0.

Vermutung 1.7 Fliir einen symmetrischen Rang-1-Raum X vom nichtkompakten Typ
ist das isoperimetrische Profil durch ox(v) = A(B7*(v)) gegeben und die geoditischen
Bille sind die einzigen (reguliren) Lisungen des isoperimetrischen Problems.
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Fiir die vollsténdigen, einfach zusammenh#ngenden Mannigfaltigkeiten konstanter Schnitt-
kriimmung, also fiir die Sphéren S, die euklidischen Rdume R" und die reell-hyperbolischen
Riaume RH" ist dies seit den 1940er Jahren bewiesen, siehe [DS], [Sc2]. Fiir die symmetri-
schen Rang-1-Ridume vom nichtkompakten Typ mit nichtkonstanter Schnittkriimmung
ist diese Vermutung jedoch noch offen.

Fiir den reell-projektiven Raum RP? ist diese Vermutung falsch: fiir bestimmte Wer-
te v des Volumens von €2 haben Tuben um projektive Geraden kleinere Oberfliche als
geodétische Bille desselben Volumens. Das wurde 1992 von Ritoré und Ros in [RR| be-
wiesen. In demselben Artikel wird auch das isoperimetrische Profil von RP? bestimmt.
Fiir die anderen symmetrischen Rang-1-Rdume vom kompakten Typ ist das isoperime-
trische Profil jedoch unbekannt.

Vermutung 1.8 Sei () ein kompakter, requldrer Bereich in einer n-dimensionalen Hada-
mard-Mannigfaltigkeit M. Dann gilt

Area(0Q) > n' (cn—1) " Vol(£2) =

mit Gleichheit genau dann, wenn ) isometrisch zu einem flachen Ball ist.

Diese Vermutung wurde fiir n = 2 in [Wei], fiir n = 3 in [Kle] und fiir n = 4 in [Cro]
bewiesen. Fiir die anderen Dimensionen ist diese Vermutung bis jetzt offen.
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Kapitel 2

Anséatze iiber den Divergenzsatz

2.1 Radiale Vektorfelder konstanter Divergenz

Proposition 2.1 Se: X ein n-dimensionaler euklidischer oder ein symmetrischer Rang-
1-Raum vom nichtkompakten Typ. Seio € X ein fester Punkt undr : X — R, p — d(o, p)
der Abstand zu o. Dann ist V, mit V,(0) = 0 und

B(r(p))
A(r(p))
ein Ct-Vektorfeld auf X mit divV, = 1.

Vo(p) == (gradr)(p), p#o

Abbildung 2.1: Die Funktion % fiir den Fall X = RH?

1

0.6 -

Beweis. Um zu zeigen, dass V, ein C'-Vektorfeld auf X ist, betrachte Normalkoordina-
ten x1,...,x, um o beziiglich einer beliebigen Orthonormalbasis e, ..., e,. Dann hat V,
beziiglich der Koordinatenfelder

Ei(p) = (dexp,)u,€,  up:=exp, (p), (i=1,..,n)

17



die Darstellung

v

V, ist stetig in o, denn fiir jede Nullfolge (2%, ...,x%) mit 7, := \/(z¥)? + ... + (2%)? gilt

)

A(ry,)r,

0
A(ry)ry

A(t) dt ¥ A(ry)ryay |

= lim u—)oo‘ Ay

V—00

lim
V—00

‘B(r,,)x’-’

Es bleibt also zu zeigen:

0 (B(r)x; S, 5
8—‘1;]6(14(7“)?)7 r = ZL'1++ZL'n

existiert in (0, ...,0) und ist dort stetig fiir alle i,k = 1,...,n. Fiir ¢ # k ist die partielle
Ableitung in 0 offensichtlich = 0 und ist dort auch stetig. Sei also i = k£ und h, eine
reelle Nullfolge fiir v — oo. Dann erhélt man als partielle Ableitung in 0:

B(lhy)hy
0 (B _ . Ao Y
Oz \A(r) r '

V—00 h,

A ist eine analytische Funktion. Sei A(®)(0) die erste Ableitung von A in 0 die nicht ver-
schwindet. Wegen B(0) = A(0) = ...A!=Y(0) = 0 erhilt man nach der Taylorentwicklung
um 0 also weiter

1 A(l) (0) |hu|l+1 + O(|h1/|l+2)

— iy &
v=oo 3 AD(0) |hy | 4+ O(Jh, [42)

1

o+ 1

Um festzustellen, ob diese partielle Ableitung in 0 stetig ist, setze z; = 0 fiir j # k£ und
betrachte die partielle Ableitung in (0, ..., z, ...0). Dann ist r = |z)| und es gilt

0 (B(r)xk> _ A%+ rAB - BA'2} — AB%

Dy \ A(r)r A2,2
_ 1 Bl A(awl)
A?(|ag])
2
_ 1 (z+11)z(z_11)' (AD(0))” + O(|zxl)

(2)” (AD(0))* + O(|axl)

Das strebt fiir 2, — 0 tatsiichlich gegen . Damit ist gezeigt, dass V, ein C''-Vektorfeld

i I+1°
1st.
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Es gilt V, = grad (f o r) fiir f : [0,00) — [0,00) mit f(t) = [, 2
des Laplace-Operators div grad beziiglich geoditischer Polarkoor maten um o hat nach
[He2], Proposition 11.5.26 die Form

9
o
Damit ergibt sich auf X \ {o}

divV, = divgrad(for)
A'(r)

= 10+ )
A%(r) — B(r)A'(r) N A'(r)B(r)
A2(r) A(r)?
— 1
Aus Stetigkeitsgriinden gilt auch (divV,)(o) = 1. O

Bemerkung. Durch Mittelung von Vektorfeldern V, aus Proposition 2.1 iiber beliebigen
Teilmengen von X (mit entsprechendem Maf) erhélt man weitere Vektorfelder konstanter
Divergenz 1, z.B. V und Vyq mit

Valr) = oy [V V@) wnd Vinlo) = e | Vi) dato)

Weitere Vektorfelder konstanter Divergenz erhilt man natiirlich, indem man Gradienten-
felder harmonischer Funktionen zu einem Vektorfeld konstanter Divergenz hinzuaddiert.

Mit einer dhnlichen Methode wie in Proposition 2.1 erhdlt man ein weiteres radiales
Vektorfeld W, berechenbarer Divergenz, wie im folgenden Korollar gezeigt wird. Im Fall
X =R" gilt gerade W, = nV,,.

Korollar 2.2 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ oder R™
und o € X ein fester Punkt. Dann ist das Vektorfeld W, mit W,(0) = 0 und

Wo(q) = r(q)(gradr)(q),  q#o, r(q)=d(o,q)

ein C'-Vektorfeld mit konstanter Divergenz divW, = n fir X = R" und mit Divergenz
(divW,)(q) = 1+d(m—1)r(q) coth(r(q))+2(d—1)r(q) coth(2r(q)) fir die hyperbolischen
Riume X = KH™ mit d = dimg K und K € {R,C, H, O}.

Beweis. W, ist stetig differenzierbar wegen W, = grad (%) Es gilt fiir ¢ # o

2
divW, = divgrad <5>

- (3) S (3)
A0
A0)

= 1+
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Es ergibt sich also div W, = n fir X = R" und
divW, =1+ d(m — 1) r(coth(r) + 2(d — 1) + 2(d — 1) coth(2r))

fiir symmetrische Rang-1-Raume. O

Bemerkung. Es gibt folgende Beziehung zwischen der mittleren Kriimmung und Vek-
torfeldern konstanter Divergenz:

Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und M C X eine orientierbare Hyperfliche
mit Normale N und zugehoriger Weingarten-Abbildung A : T, M — T,M, v — —V,N.
In einer Umgebung von M sei V ein differenzierbares Vektorfeld mit der Eigenschaft,
dass V' auf M ein negatives Vielfaches der Normale ist. Dann gilt

1 1
&mm4:———&VV+W/<——>.
V1 hal

Beweis. Sei Fi, ..., E, ein lokales orthonormales n-Bein. Dann gilt

SpurA = -— Z<VEiN7 E;)
i=1

a 1%
= <V i—’Ei>
2V V]|

=1
n

=D (ﬁ(VEiV, E)) + E; <||17||> W, Ez’>>

1=1

1 1
:-—ﬂmv+v<——>
V1] V1]

Proposition 2.3 Se: X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ.
Dann ist das Gradientenvektorfeld V' = grad f, einer beliebigen Busemann-Funktion

fo: X =R ¢~ tlim d(q,7,(t)) — t, (v e SX fest)

ein C'-Vektorfeld mit ||V|| = 1 und divV = dm + d — 2. Dabei sind m = dimg X und
d = dimg K, vergleiche Seite 11.

Beweis. Zunichst ergibt sich ||grad f,|| = 1 wegen ||gradd(q,-)|| = 1. Es gilt also auch
VyV =0.

Nach [HH], Proposition 3.1. ist jede Busemannfunktion in einer Hadamard-Mannigfal-
tigkeit eine C?-Funktion und es gilt (V,V)(¢) = —J.,(0) fiir jedes u € T,X mit u L V.
Dabei ist J,(t) das stabile Jacobifeld langs v_v(q)(t) mit J,(0) = u.
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Falls K[u,V] = —A? ist, folgt J,(t) = (cosh(\t) — sinh(At))U(t) fiir das Parallelfeld U
mit U(0) = u. Sei E, ..., Egy eine Orthonormalbasis in ¢ mit Eg, = V und so, dass
K[E;,V] = —1fiir i =1,...,d(m — 1) gilt. Dann erhélt man

(divV)(g) = 3 (Vi V. E)
= Y 0B
A1) 14(d—1)-2
= dm+d-—2

2.2 Anwendung auf isoperimetrische Probleme

Proposition 2.4 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ.
Dann gilt fir jeden kompakten, requldren Bereich 2 C X

Area(0Q) > (dm + d — 2) - Vol(€2).

Beweis. Die Aussage folgt natiirlich aus Proposition 1.5. Ein direkter Beweis ohne die
Verwendung der Regularitdt und Existenz von Losungen des isoperimetrischen Problems
ist der folgende.

Sei Q) C X ein beliebiger kompakter, regulirer Bereich mit dufierer Normale N auf 99
und V' das Gradientenfeld einer beliebigen Busemannfunktion. Dann folgt aus Proposi-
tion 2.3 und dem Divergenzsatz

1
1 ~
S — V,N) dA
dm—l—d—?/m( )
— A Q
dm+d—2 rea(9)

Andererseits gibt es keinen kompakten, reguldren Bereich €2, der diese Ungleichung mit
Gleichheit erfiillt, denn der Rand 9 miisste wegen V = N Niveaumenge einer Buse-
mannfunktion sein, also eine Horosphéire. Wegen der Kompaktheit ergibt sich ein Wi-
derspruch. Also gilt stets die strikte Ungleichung. a

Folgendes technisches Lemma ist an mehreren Stellen der vorliegenden Arbeit wichtig.
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Lemma 2.5 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ. Dann
ist die Funktion B(r)/A(r) fir r > 0 streng monoton wachsend und es gilt

. B(r) 1
lim = .
r—o0 A(r) dm+d—2

Beweis.

e Sei zunéchst X ein reell-hyperbolischer Raum, d.h. es gilt d = 1 und n = m. Durch
partielle Integration erhélt man zunéchst folgende Rekursionsformel fiir n > 3:

/ sinh(t)"~" d# = sinh(r)" cosh(r) — (n — 2) / sinh(#)"* cosh(£)? dt
0 0

N /0 sinh (1) bt = (cosh(r) sinh(r)" — (n — 2) /0 sinh(t)"? dt)

n—
Fiir n = 2 gilt A(r) = ¢; sinh(r) und B(r) = ¢;(cosh(r) — 1), also folgt
B(r) 1

I S . —
rso A(r) dm +d—1

Fiir n > 3 gilt A(r) = ¢,_1 sinh(r)"~" und B(r) = ¢, [, sinh(¢)"~" dt. Also ergibt
sich mit der Rekursionsformel

| sinh ()" 3 dt 1 1
= th(r) — (n —2)= = =
r—oo A(r) e — 1 (CO (r)=(n=2) sinh(r)n—1 n—1 dn+d—-2

Um zu zeigen, dass B(r)/A(r) fiir 7 > 0 streng monoton wachsend ist, reicht zu
zeigen, dass

B\' A2 - BA
- ::___jig___ > 0

& B< ya
r : 2n—2 : n
o / sinh (1)1 dt < sinh*"™*(r) ~ sinh(r)
0

(n — 1) sinh(r)»=2cosh(r) ~ (n — 1) cosh(r)

fiir alle r > 0 gilt. Da beide Seiten der zu zeigenden Ungleichung fiir r = 0 ver-
schwinden, folgt die Behauptung, wenn die Ungleichung fiir die Ableitungen der
beiden Seiten entsprechend gilt. Das ergibt sich aus

n(n — 1) sinh(r)"~! cosh(r)? — (n — 1) sinh(r)"*!
(n — 1)2 cosh(r)?

& (n — 1) cosh(r)?sinh(r)" ' < ncosh(r)?sinh(r)" ' — sinh(r)"**

& sinh(r)"*! < sinh(r)"~! cosh(r)?

sinh(r)" " <

fiir alle » > 0.
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e Fiir d > 2 lassen sich sogar relativ iibersichtliche geschlossene Formeln fiir B(r)
und B(r)/A(r) angeben. Es gilt

" : d—1
0

= cn1/ sinh ()™~ cosh(¢)* " dt
0

d—

= Cn—l/ sinh(¢)"~" (sinh(¢)* + 1) > cosh(t) dt
0

sinh(r) is
= cn_1/ g™ (2? + 1) da
0

sinh(r)2m™

Com—1""9,, , d=2
in 4m+2 in 4am
= Cam—1 (S i% +° Z(r;) ) , d=4
Cis (sinhQ(Qr)22 4+ 3sin;1(§r)20 + 3sini1§r)18 + sinlll(g)w) . d=8 (m _ 2)
Als Quotienten ergeben sich demnach
tagh(r) : d =29
m
B(T) _ tanh(r)3 tanh(r) o
= > , d=4
A(?”) 4m+2 4m cosh(r)
tanh(r)” 3 tanh(r)® 3 tanh(r)3 tanh(r) _ o
: 22 + 20(;?Losh(1")2 + 18?osh(r)4 + lfii‘osh(r)6 ’ d=8 (m - 2)

Daraus erhalt man sofort

. B(r) 1
lim = .
r—o0 A(r) dm+d—2

Die strenge Monotonie fiir » > 0 erhélt man durch Berechnen der Ableitung. Nach
langerer Rechnung erhilt man

1 —
, 2m cosh(r)?2 , d=2
B 4(m—1) sinh(r)2+4m+2
<Z> (T) = (4m-+2)4m cosh(r)? ? d=4
1368 sinh(r)®+1540 sinh(r)*+330 sinh(r)2+165 _ _
5280 cosh(r)® , d=38 (m - 2)
> 0

Satz 2.6 Sei Q) C X ein kompakter, requlirer Bereich in einem euklidischen oder sym-
metrischen Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ. Sei K D Q der kleinste Ball, der Q)
enthdlt, mit Mittelpunkt o und Radius R. Dann gilt

A(R)
Area(02) > WVOI(Q)

mit Gleichheit genau dann, wenn € ein Ball ist.
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Beweis. Das Vektorfeld V, aus Proposition 2.1 hat konstante Divergenz 1 und

B(r)
A(r)

||vo||=\

wichst nach Lemma 2.5 streng monoton in r = d(o,-). Wegen  C K gilt fiir jedes

p € 092, dass r(p) < R ist und daher ﬁg:g;g < % gilt. Sei N die suflere Normale auf

0Q2. Mit dem Divergenzsatz und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhilt man also

Vol() = /divVodV
Q

= [ o yas
o0

< [ Iaa
002

B(R)
< AR Area(092).

Es gelte nun Gleichheit. Dann folgt, dass V, auf dQ ein Vielfaches der Normale N ist
und dass fiir jeden Randpunkt p € 00 der Abstand d(p,0) = R ist. Also ist §2 der Ball
um o von Radius R. O

Satz 2.7 Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und Q0 C M ein kom-
pakter, requldrer Bereich. K sei ein geoddtischer Ball mit minimalem Radius R, der €
enthdlt. Dann gilt

Area(09Q) > %VO](Q)

mit Gleichheit genau dann, wenn ) ein flacher Ball ist.

Beweis. Sei o der Mittelpunkt von K. Zeige zunéchst, dass das Vektorfeld

2

W, = grad <%> ,  r(q) =d(o,q)
Divergenz div W, > n hat. Sei dazu ¢ # o und ey, ..., e,, eine Orthonormalbasis von T, M
mit e, = v5(r(q)). Seien E, (1) = 7g(t) und Ei(t),..., B, 1(t) die Jacobifelder lings

Yoy (t) mit £;(0) =0 und El(r(q)) = Vg, Ei(r(q)) =e; firi=1,...,n — 1. Wegen K <0
gilt firi=1,...,n—1

r(q)

(EL(r()), E(r())) = / (E!(s), El(s)) + (E!(s), Ei(s)) ds
r(q)

- / B3| — (R(Ey, i) By, E) ds

r(q)
/ 1B(s)|? ds.
0
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Fiir Vergleichs-Vektorfelder El() E,(t) léngs einer Geoditischen 7(¢) in R™ mit
E;(0) = 0, E,(t) = 7'(t) und E; ( ( )) = éi, (1 = 1,...,n) fiir eine Orthonormalbasis
€1y .-y €n vON T5(,(g))R" gilt entsprechend

r(q)

(EL(r(@), Eir(q)) = / E(s)]2 ds

= — ( 1,. n—l)

Es ergibt sich also
1
r(q)’

Es gilt [E;, E,] = 0, da Fjy, ..., E, mit Hilfe der Exponentialabbildung zu Koordinaten-
vektorfeldern fortgesetzt werden konnen. Also folgt

(Ei(r(q), Ei(r())) = (i=1,..,n—1).

(divV,)(¢) = Spur(VIV,)(q)
= Spur (V(rgradr))(q)
= Spur (V(rvg))(q)

n

= Y (Vi(rE.), B,

=1

= n.

Also folgt mit dem Divergenzsatz
1 }
Vol(2) < — / div W, dV
nJa
1 .
= / (W,, N) dA
< / AR

< —Area(Q)

n

Es gelte nun Gleichheit. Dann gilt d(o,p) = R fiir jedes p € 0. Also ist Q ein R-Ball
um o mit

Vol(2) R w,R"

Area(02)  n ¢, RV
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Auflerdem miissen die Schnittkriimmungen der 2-Ebenen, die F,, = gradr fir 0 <r < R
enthalten, alle verschwinden. Daraus folgt, dass die Schittkriimmung von €2 verschwin-
det. Also ist 2 isometrisch zu einem R-Ball in R". O

Bemerkung. Satz 2.6 und 2.7 schétzen die Oberfliche eines Bereiches iiber den Radius
R der Umkugel ab. Ersetzt man R durch den Radius des Balles mit demselben Volumen
wie €2, so hiitte man gerade die Vermutungen 1.7 und 1.8 bewiesen. Mo6glicherweise ldsst
sich dies durch geschickte Wahl des Vektorfeldes in den Beweisen zeigen.

Im Spezialfall des euklidischen Raumes ist M. Gromov ein Beweis der isoperimetrischen
Ungleichung iiber den Divergenzsatz gelungen. Dabei wird ein Vektorfeld iiber eine spe-
zielle Vergleichsabbildung konstruiert, siehe [Ber], Band II, Seite 71-73.
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Kapitel 3

Integralgeometrische Ansitze

3.1 Eine Formel von L.A. Santald

Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und 2 C M ein kompakter,
regulirer Bereich mit innerer Normale N. Mit Q° := intQ) werde das Innere von
bezeichnet.

Das Einheitstangentialbiindel SM von M werde mit dem Liouvillemaf} (der kinemati-
schen Dichte) versehen, fiir eine Definition siche [Chl], Kapitel 5. Einheitsvektoren aus
SO werden (meistens) mit dem Buchstaben 7 bezeichnet und das Liouvillema$l symbo-
lisch mit dn bezeichnet. Die Einschrinkung des Liouvillemafles auf eine Einheitssphire
5,00 ist gerade das kanonische Sphirenma$l und wird mit d, (oder ebenfalls mit dn)
bezeichnet. dn lasst sich lokal als Produkt des Riemannschen Volumenmafles dV und des
kanonischen Sphirenmafles auffassen.

Die Menge der nach innen gerichteten Einheitsvektoren auf 0f2
STOQ :={ e SM | 7(€) €92 und (N,€) >0}

ist eine (2n — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von SM, die mit dem induzierten
Maf} versehen wird. Da Elemente von ST90S stets mit £ bezeichnet werden, wird das Maf
mit d¢ bezeichnet. Es ldsst sich lokal als Produkt des Oberflichenmafles dA von 02 und
dem kanonischen Sphirenmafl auffassen. Die Einschrinkung von d¢ auf eine Hemisphére
SyofYin p € 092 wird mit d, oder wieder mit d§ bezeichnet.

Definition 3.1 Fiir £ € STOQ seien
cos = (§,N) wund r(§):=max{t>0|(0,t]) CQ}

definiert. Der Antipodenvektor von § seiant§ := —v(r(£)) € STOQ. Diese Definition
lisst sich auf Einheits- Tangentialvektoren von SQ° fortsetzen: Fiir n € SQ° seien

r(n) :=max{t >0 | v,([0,¢]) C @} und cosm = (7;](—7“(—77)),]\0

sowie ant 7 := —,(r(n)) € STON definiert, vergleiche Abbildung 3.1.
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Abbildung 3.1: Skizze zu Definition 3.1

Proposition 3.2 (Santalés Formel) Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit und 2 C

M ein kompakter, requldrer Bereich mit innerer Normale N. Dann gilt fiir jede integrier-
bare Funktion f : SQ° — R

r(€)
500 fln) dn = /5+an (/0 fGE®) dt) cos& dg (3.1)

Beweis. ([San], S. 336-338. Siehe auch [Chl], S. 231-233.) Betrachte die Menge
Q:={(t)eSTUxR|0<t<r(é}

und die Einschrankung des geoditischen Flusses ®, auf @):

©:Q— S (&) = vlt) = 2u(€).

Dann ist ® : Q — SQ° ein Diffeomorphismus: ® ist injektiv weil jede Geoditische
durch einen ihrer Tangentialvektoren eindeutig bestimmt ist. ® ist surjektiv, weil die
Exponentialabbildung exp,, : T, M — M fiir jedes q € S ein Diffeomorphismus ist. Fiir
jedes n € S,Q° gibt es deswegen néimlich ein minimales ¢y € (0,00) mit v,(—t) € 9.
Es gilt dann ®(—;, (—t0),%0) = 7.

Nach Konstruktion ist das Liouvillemafl invariant unter dem geoditischen Fluss &;.
Auf 00 ldsst sich das Volumenmafl dV als Produktmafl des Oberflichenmafles dA und
des Liéngenmafles ds auffassen, wenn s den Abstand zu 02 angibt. Deswegen gilt fiir
£ € 5o

dn(®:(&)) = (P4)«dn(§)
= (®¢).dn, dV (p)
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= (P1)dny ds(p) dA(p)
= (@), () drde
= (®)(E,N) dt de
= cos& (P;).dtd

= cos& dtd€.
Also ergibt sich Formel (3.1). O

Folgerung 3.3 Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und 2 C M ein
kompakter, requlirer Bereich in M. Dann gilt

1
— /s+aﬂr(§) cos§ dE.

Beweis. Setze f = 1. O

Vol(Q) =

Die Formel aus Folgerung 3.3 lédsst sich fiir konvexe, kompakte, regulire Bereiche in
euklidischen oder symmetrischen Rang-1-Rdumen X vom nichtkompakten Typ auch iiber
den Divergenzsatz beweisen.

Alternativer Beweis von Folgerung 3.3. Sei f : X — R eine beliebige C'*°-Funktion
mit kompaktem Triger, die auf €2 den konstanten Wert 1 hat. Nach Theorem 11.5.27 in
[He2] ist die Funktion uf: X — R mit

d(p,q)
wo) = | (/ A@m)ﬂq)dwq), pex

eine Losung der Poisson-Gleichung div grad uy = f. Mit der Bezeichnung p,(p) := d(p, q)
fiir p,q € X gilt

o)) = [ LB ) av o)

Das Vektorfeld Vy := gradu; auf X hat also konstante Divergenz 1 auf 2. Nach dem
Divergenzsatz gilt

Vol(©) = / (div V})(q) dV (g)

. / (V5N a4 ()

- -[ ( / %m)dwq)) JA(p)
= —/m (/{2%6”/((10 dA(p)
[ (L By 1 v ) o)
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Betrachte jetzt eine Folge von C'°°-Funktionen f; : X — R, £ € N mit kompaktem
Tréager, die auf €2 den Wert 1 haben und die charakteristische Funktion von €2 in der
C*>°-Topologie approximieren. Fiir jede dieser Funktionen kann Vol(€2) in dieser Weise
angegeben werden. Der zweite Summand kann also weggelassen werden.

Durch Einfiihren von geoditischen Polarkoordinaten (,&) € (0,00) x S0 und unter
Benutzung der Konvexitit erhilt man

V@) = - [ ( [ @fﬂdvm)) 4A(p)

(pe(p))

r(§)
_ /89 (/Sm/o %%dtd@) dA(p)
= Cl_l L+89T(§)Cos§d§.

|

Proposition 3.4 Sei X ein n-dimensionaler euklidischer oder symmetrischer Rang-1-
Raum vom nicht-kompakten Typ und Q2 C X ein kompakter, requldrer Bereich in X.

(a) Es gilt
1 A(r(€))
A )2 > — ——d 2
rea(9%)” > Cn1 /g+39 cos(ant ) & (3:2)
mit Gleichheit genau dann, wenn ) konvez ist.

(b) Es gilt

Vol(Q) Area(9Q) > — / B(r(€)) de (3.3)

Cn-1 J5+00

mit Gleichheit genau dann, wenn ) konvez ist.

(c) Auf STOQ sei die integrable Funktion g : STOQ — R gegeben. Dann gilt

/ g(&) cos& d¢ = g(ant &) cos§ d€. (3.4)
S+o0

5+80
Beweis.

(a) Das Volumenelement in Polarkoordinaten um p € 052 lautet

A(t)

Cn—1

dV =

dt d¢, €€ S,X, te(0,00).

Im Folgenden bezeichne

A, = {exp,(r(6)€) | £ eC 5,00}
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die Menge der “von p erreichbaren Randpunkte von 0€2”. Dann ist das Volumen-
element dV auf A, C 0Q in Polarkoordinaten um p € 02 gegeben durch

A(r(©))

A 9,
= <N,%> dé A ((N, 87">d )
A(r(€))
_cn,l o %> dé N dn,

wobei 1 die Fermi-Koordinate von 0f) mit % = N ist. Als Oberflichenelement dA
von A, ergibt sich also

A(r(8))
dA = — d
n—1 (Noe(rie))> 16 (r(€)) <
A(r(€))
Cn—1 cos(ant &) at
Es folgt A((E)
Area(02) > Area(A,) = /5+aQ P~ C(:s(ant §)df

mit Gleichheit genau dann, wenn A, = 02\ {p} ist. Nach Integration iiber 0
erhédlt man (3.2). Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn 0Q \ {p} = A4,
ist fiir alle p € 0€2. Das ist aber nach Definition genau dann der Fall, wenn jede
Geodatische, die zwei verschiedene Punkte auf 0€2 verbindet bis auf die Endpunkte
ganz im Inneren von 2 liegt, das heifft, wenn 2 strikt konvex ist.

Ungleichung (3.3) erhilt man ebenfalls durch die Verwendung von Polarkoordina-
ten um p € 02 und Integration in radialer Richtung

@ [ f " A gy ge— [ B,

-1 Sfoa  Cn-1
und anschlielender Integration iiber 0. Gleichheit gilt genau dann, wenn es fiir
jeden Punkt p € 02 und jeden Punkt ¢ € € ein verbindendes geodétisches Segment
gibt, das bis auf die Endpunkte ganz im Inneren von 2 verlduft, das heifit, fiir strikt
konvexe ).

£

Gleichung (3.4) lésst sich folgendermaflen beweisen (siehe [Cro]): Die Formel von
Santal6 (3.1) zeigt, dass der geoditische Fluss ® eine maflerhaltende Abbildung
von

Q:={ (&) |£€8T0Q, 0<t<r()}

nach SQ° ist, wenn man @ mit dem MaB cos(&)dt d€ versieht. (Q° := int Q). Also
ist auch die Inverse

o780 = Q, & (e (r(—8)), (=€)
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maferhaltend. Die Abbildung i : SQ° — SQ°, 5+ —nist ebenfalls maflerhaltend
und somit auch

Ploiod:Q —Q, (&1t)r (ant&,r(€) —1).

Fiir jede integrierbare Funktion G : () — R erhilt man also

r(§) r(§)
/ / G(£,1) cos(€) dt e = / / Glant €, 1(€) — ) cos & dt de.
StoQ J0o StoQ Jo

Setze jetzt G(&,t) = % und erhalte mit r(£) = r(ant £) die behauptete Gleichung.

O

3.2 Charakterisierung von Béillen

Definition 3.5 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum, p € X und u,v € T,X zwei
Binheitsvektoren. Dann sind die Winkel A(u,v) € [0,7] und 0(u,v), p(u,v) € [0, 3]
definiert durch:

cos AN(u,v) = (u,v)
d—1
cos? O(u,v) = Z(u, Jyv)?
k=1
cos? p(u,v) = 1—cos® A(u,v) — cos® O(u,v).

In einem geodditischen Dreieck mit den Ecken A, B, C' werden die zugehdrigen Innenwin-
kel entsprechend mit A(A),0(A), u(A) usw. bezeichnet.

Fiir die symmetrischen Rang-1-Rédume konstanter Schnittkriimmung gilt stets cosf = 0
und die Lage zweier Einheitsvektoren in einem Punkt ldsst sich bis auf Isometrie durch
den Riemannschen Winkel A beschreiben. Fiir symmetrische Rang-1-Réume lésst sich
die Lage zweier Einheitsvektoren u, v € T, X zueinander durch die beiden Winkel A(u, v)
und 6(u, v) eindeutig bis auf Isometrie beschreiben (siehe [Hsl]).

Satz 3.6 (Sinus- und Cosinussétze) (a) Sei X ein euklidischer Raum und A C X
ein geoddtisches Dreieck mit Seitenlingen a,b, c und gegeniiberliegenden Winkeln
a, B,y > 0. Dann gilt

a b c

— = —— = — und ¢ = a® + b* — 2abcos . (3.5)

sinaw  sinf8  sinvy

(b) Sei X ein hyperbolischer Raum der Schnittkrimmung —1 und A C X ein geodti-
sches Dreieck mit Seitenlingen a, b, c < oo und gegentiberliegenden Winkeln o, B,y >
0. Dann gilt

inh inh b inh
Phe _SmRY _SMRC nd cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh asinhbcosy. (3.6)

sin v sin 3 sin vy
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(c) Sei X ein symmetrischer Raum von Rang 1 mit nichtkonstanter Schnittkrimmung

zwischen —1 und —4 und A C X ein geoddtisches Dreieck mit Seitenlingen a, b, ¢ <
oo und Ecken A, B,C. Dann gelten:

cos ju(A) _cos u(B) _cos u(C) (37)
sinh a sinh b sinhc ’ '

cosf(A)  cosf(B)  cosf(C) (3.8)
sinh2¢  sinh2b  sinh2c '

und

cosh? ¢ = (cosh a cosh b — sinh a sinh b cos A(C))? + (sinh a sinh bcos 8(C))%. (3.9)

Beweis. Fiir (a) siehe z.B. [Ber], fiir (b) siehe z.B. [Bea| und fiir (c¢) siehe [AL]. O

Folgerung 3.7 (a) Sei X ein euklidischer Raum und Q2 C X ein kompakter, requldrer

Bereich. Dann ist Q genau dann ein Ball, wenn es ein p € 02 und ein R > 0 gibt
mit

2Rcos& =r(&)  fir alle & € SN
R ist in diesem Fall der Radius des Balles.

Seir X ein hyperbolischer Raum mit Schnittkrimmung —1 und Q@ C X ein kompak-
ter, requldrer Bereich. Dann ist Q genau dann ein Ball, wenn es ein p € 02 und
ein R > 0 gibt mit

coshr(§) —1
sinh (&)

R ist in diesem Fall der Radius des Balles.

tanh Rcos & = fiir alle £ € STO0.

Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ und Q C X ein
kompakter, requldrer Bereich. Dann ist Q) genau dann ein Ball, wenn es ein p € 052
und ein R > 0 gibt mit

th tanh 2 20
coth p(g) = LI tan fég;’z §4c0s0O) i i€ SO0,

Dabei ist 0(€) := 0(N,&). Die Zahl R ist in diesem Fall der Radius des Balles.

Bewelis.

()

Fiir Bélle gilt
Vpe o Vveée S;(?Q : 2Rcos& =r(§)

nach Satz 3.6 (a): Sei o der Mittelpunkt des Balles €2 und p ein beliebiger Rand-
punkt. Zu § € S;0Q betrachte das geoditische Dreieck mit den Ecken o,p und
Ye(r(€)). Dann gilt nach dem Cosinussatz

R? = R* +7(€)? = 2Rr(€) cosé = 2Rcos& = r(§).
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Umgekehrt sei nun €2 ein kompakter, regulérer Bereich mit der Eigenschaft
dpedNIR>0VEE SS90 2Rcosé =r(E).

Es bezeichne wieder

A, = {exp,(r(§)€) | £ eC 5,00}

die Menge der “von p erreichbaren Randpunkte von 0¢2”. Dann folgt zunéchst,
dass A, = 00\ {p} ist, weil die Funktion r auf S 0Q sonst nicht stetig sein konnte
(02 ist nach Voraussetzung eine differenzierbare, eingebettete n — 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit!).

Also ist jeder Punkt ¢ € 2 mit p durch genau ein geoditisches Segment verbunden,
das bis auf die Endpunkte ganz im Inneren von € liegt und das durch den Anfangs-
Tangentialvektor £ in p und seine Linge r(£) eindeutig bestimmt ist. € ist also
durch die Werte von r auf S; 02 eindeutig bestimmt. Also ist 2 ein Ball von
Radius R.

Fiir reell-hyperbolische Bille gilt
VpedQ Ve S;@Q : 2Rcos& =1(§)

nach Satz 3.6 (b): Sei o der Mittelpunkt des Balles {2 und p ein beliebiger Rand-
punkt. Zu £ € S70Q betrachte das geoditische Dreieck mit den Ecken o,p und
Ye(r(€)). Dann gilt nach dem Cosinussatz

coshr(&) —1

cosh R = cosh R cosh r(§)—cos ¢ sinh Rsinhr(§) = tanh Rcosé = —;
sinh (&)
Die umgekehrte Richtung folgt wie in (a).

Der Cosinussatz in den Rang-1-Rdumen vom nichtkompakten Typ liefert fiir Bélle
vom Radius R fiir Dreiecke o, p, v¢(r(§)) entsprechend

cosh? R = (cosh (&) cosh R — sinh 7(¢) sinh R cos €)? + (sinh 7(£) sinh R cos 8(£))?.
Nach Division durch cosh? R und Ausmultiplizieren erhiilt man

1 = cosh?r(¢) — 2tanh Rsinh r(€) coshr(€) cos € + tanh? R sinh? r(€) cos® €
+sinh? r(€) tanh® R cos? 0(&).

Das ist wegen cosh?r(¢) = 1 + sinh? r(€) #quivalent zu
0 = sinh® r(¢) (1 — 2 tanh R coth r(€) cos§ + tanh® R cos® € + tanh® R cos® 6(€)) .

Also gilt entweder r(£) = 0 (das kann aber nur fiir cos £ = 0 auftreten) oder

coth R + tanh R(cos? £ + cos? §(&))
cothr(§) = DcosE :

Die Umkehrung ergibt sich wieder wie in (a). O
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Der folgende Satz charakterisiert geodétische Bille nur iiber gewisse Winkel.

Satz 3.8 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nicht-
kompakten Typ und Q2 C X ein konvexer, kompakter, requldrer Bereich. Dann ist ) genau
dann ein Ball, wenn es einen Punkt p € 02 gibt mit

cos& = cos(ant )  fir alle & € S0

Beweis. Sei () ein Ball vom Radius R > 0 um den Mittelpunkt o und p € 02 ein
beliebiger Randpunkt. Betrachte zu £ € S0 das geoditische Dreieck bestehend aus
dem geodiitischen Segment mit Anfangs-Tangente &, Linge r(£) und Endpunkt p' sowie
den beiden geodétischen Segmenten, die die Endpunkte p und p’ mit dem Mittelpunkt
o verbinden. Dann fallen die Anfangs-Tangenten dieser beiden "radialen” Segmente mit
der (inneren) Normale N zusammen, da OS2 eine geodétische Sphire ist (Gauss-Lemma),
man erhilt also

cos S opp’ =cos€ und cos I pp'o = cos(ant &).

Die Léinge der Segmente po und p'o ist jeweils R. Fiir euklidische und hyperbolische
Réume folgt nun aus dem Sinussatz (3.5) bzw. (3.6) cos & = cos(ant £). Fiir die Rang-1-
Ré#ume nichtkonstanter Kriimmung folgt aus (3.7) und (3.8) zunéchst cos p(p) = cos pu(p’)
und cos f(p) = cosf(p') und also nach Definition 3.5

cos& = cos A(p) = cos A(p') = cos(ant £).

Sei jetzt umgekehrt €2 ein kompakter, konvexer, regulérer Bereich und p € 0€2 ein Punkt
mit cos = cos(ant &) fiir alle £ € S;700Q.

Annahme: () ist kein Ball. Dann gibt es keinen Punkt in X, von dem alle Punkte von
0%2 konstanten Abstand haben. Betrachte jetzt die Punkte auf der Geodétischen ~ mit
Anfangs-Tangente N(p). Zu 0 <t < r(N(p)) sei

P(t) := {q € 092 | ¢ ist Minimal- oder Maximalstelle von d(vy(t),-) auf 0 }.

Fiir alle Punkte ¢ € P(t) gilt nach der ersten Variationsformel, dass die geoditische
Verbindung von ¢ nach vy(¢) Anfangstangente N(gq) hat.

Behauptung es gibt ein ¢, € (0,7(N(p))) und einen Punkt p’ € P(t) \ v, sodass
d(p', (b)) # d(p, 7(to)) gilt.

Beweis der Behauptung Wire die Behauptung falsch, so wire fiir jede Zahl t €
(0,7(N(p)) und jeden Punkt ¢ € P(t)\~y die Bedingung d(q,y(t)) = d(p,y(t)) = t erfiillt.
Fiir t := T(A;M hiele das speziell, dass der Abstand von 7(ty) zu einem beliebigen Punkt
auf 00 konstant= ty ist. Dann miisste (2 aber ein Ball sein. Also ist die Behauptung
richtig.

Aus der Behauptung erhélt man nun das geoditische Dreieck mit den Ecken p, v(to)
und p', das folgende Eigenschaft hat: Die Anfangs-Tangente § € S0 des geodétischen
Segmentes von p nach p’ erfiillt
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Abbildung 3.2: Skizze zum Beweis von Satz 3.8

ant & N(p)

P > (to)

o cos€ = cos(3 1(to)ppl) # 1,
e cos(ant &) = cos( pp'y(to)) # 1 und
o d(p,7(to)) # d(p', 7(t0))-

Nach Voraussetzung des Satzes gilt nun aber cos & = cos(ant §) und daher

0 £ v(to)pp' = pp'v(to).

Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass d(p, y(to)) < d(p', v(to))
gilt. Im euklidischen und reell-hyperbolischen Fall ergibt sich mit den Sinussétzen sofort
der Widerspruch. Fiir die symmetrischen Rang-1-Rdume nichtkonstanter Kriimmung
erhdlt man zunédchst

cos pu(p) < cos u(p'), cosB(p) < cosb(p')

und damit cos& > cosant ¢ im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die Annahme
falsch und €2 ein Ball. O

Bemerkungen.

e Die Regularitdtsvoraussetzung an {2 kann abgeschwicht werden. Im allgemeinen
Fall ist OS2 ein rektifizierbarer Strom (vgl. Bemerkung auf Seite 13). Die Regularitét
des Randes muss nur in p gefordert werden. Dariiber hinaus wird die Regularitét
nur in den Punkten von P(t) benétigt (vgl. Beweis).

Diese folgt aber aus der Eigenschaft, dass ein Punkt ¢ € P(t) den Abstand d von
v(t) zu 02 maximiert (beziehungsweise minimiert). Daraus folgt, dass 02 ganz
im Ball um v(¢) mit Radius d enthalten ist (beziehungsweise ganz auflerhalb des
offenen Balles um v(¢) mit Radius d liegt). Daher muss der Tangentialkegel von
0f) in ¢ in einem Halbraum enthalten sein. Also ist ¢ ein regulidrer Punkt.
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e Der Satz lisst sich nicht in entsprechender Weise auf Punkte im Inneren von (2

verallgemeinern, d.h. es gilt fiir einen konvexen, kompakten, reguldren Bereich €2 C
X:
dgeintQ Vne S: cosn=cos(antn) # € ist ein Ball

Betrachte dazu eine Ellipse Q C R? und ihren Schwerpunkt ¢. Dann ist fiir alle
n € S,8 die Bedingung cos n = cos(ant n) erfiillt.

Eine Charakterisierung von Billen iiber alle Einheitstangentialsphéren von int (2 ist je-
doch moglich, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.9 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum vom
nichtkompakten Typ und 2 C X ein konvezxer, kompakter, requldrer Bereich. Dann gilt

fiir alle ¢ € int €2
cos(ant
/ cosantn) o .
5,0 COS n

Q st genau dann ein Ball, wenn fir alle ¢ € int Q) Gleichheit in dieser Ungleichung gilt.

Beweis. Sei ¢ € int 2 beliebig und H C 5,(2 eine beliebige Hemisphére. Dann gilt nach
Definition 3.1

/ cos(ant n) = /Cos(antn) d77+/ cos(ant (—n)) an
s, COST g COST) o cos(—n)

cos(ant cos
_ / (ant ) U,
g cosm cos(ant 7)

Die Funktion x +— x + % hat fiir z > 0 das absolute Minimum 2 bei x = 1. Es folgt also

t
/‘@%&@mz/gm:%L
5,0  COST) H

Falls Q ein Ball ist, gilt fiir jedes £ € ST0Q und damit auch fiir jedes n € SQ die Glei-
chung cosn = cos(antn). Daher gilt fiir jedes ¢ € int Q Gleichheit in der Ungleichung.
Umgekehrt sei Gleichheit fiir jedes ¢ € int 2 gegeben. Dann folgt cosn = cos(ant ) fiir
n € S, und ¢ € int Q. Daraus folgt aber cos& = cos(ant §) fiir alle £ € STIQ. Also ist
2 nach Satz 3.8 ein Ball. O

Lemma 3.10 Firn e N, n > 2 gilt:

s
2 . — Cp—1
Crn—2 / cos? asin® 2o da = .
0 2n

Beweis. Fiir eine m-dimensionale Hemisphire H gilt:

Vol(H) = m Crm—1 /2 sin™ ! o da.
0



Wegen cos? o = 1 — sin® a gilt demnach

; 2 i =2 ? s n—2 7 1)
Cr—2 cos“asin" “ada = c¢,_o sin" " ada — sin”" a dov
0 0 0

Cn—1 Cn—2 .
= — Cn sin” avdov
2 Cn 0

_ 1 c _Cn—QCn-i-l
92 n—1 cn

12y 2T T2t
2\l reghr s T

1o artPrireg
2\IE)  r(gh2r™s 5r(3)

B 2

" 2r(y)

o Cn—1

- 2n

Satz 3.11 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum vom
nichtkompakten Typ und Q2 C X ein konvezer, kompakter, requldrer Bereich. Dann gilt

2n

Area(092) < / cos?(ant £) d¢,
Cn—-1 Js+oQ

mit Gleichheit genau fiir Bille.

Beweis. Aus Gleichung (3.4) in Proposition 3.4 mit g(§) = cos{ und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung folgt

2 2
(/ cos® & df) = (/ cos & cos(ant &) df)
S+00 S+00

< / cos® £ dE - cos?(ant &) d¢
S+o0 S+o0

und somit

/ cos? £ d€ < / cos?(ant &) d¢.
S+9 S+a0
Weiter gilt fiir einen beliebigen Punkt p € 0€2 nach Lemma 3.10

/ cos? EdE = cp_y /2 cos? asin™ 2 a da = L, (3.10)
SF o0 2
P

0 n
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Also folgt

Area(0Q) <

Es gelte nun Gleichheit in der eben bewiesenen Ungleichung. Dann folgt, dass cos& =
C'-cos(ant &) fiir eine Konstante C' auf ST9Q gilt. Da sowohl cos ¢ als auch cos(ant ) fiir
geeignete £ € SQ den Wert 1 annehmen und wegen der Konvexitét von € nur Werte

2
n/ cos®(ant &) d.
Cn—-1 J5+60

im Intervall [0, 1] haben, ergibt sich C'= 1 und demnach

cos & = cos(ant §),

£ € STon.

Aus Satz 3.8 folgt schliefllich, dass €2 ein Ball ist.

Proposition 3.12 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum
vom nichtkompakten Typ und Q2 C X ein konvezxer, kompakter, requlirer Bereich. H :
[—1,1] — R sei eine stetige Funktion mit eindeutigem positivem Mazimum in 0. Dann

qgilt

Area(09Q) >

H(O)Cn—l S+a0

2 H(cos& — cos(ant &)) d€.

Gleichheit gilt genau dann, wenn 2 ein Ball ist.

Beweis. Nach Voraussetzung an H gilt trivialerweise

H(cos& — cos(ant &)) d¢ <

S+oQ

Cnng(O)Area(GQ).

Nach Satz 3.8 gilt Gleichheit genau fiir Bélle.

Proposition 3.13 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum
vom nichtkompakten Typ und 2 C X ein konvexer, kompakter, requldrer Bereich. Dann

gilt

Vol(Q) <

1

Cn—1

/ (&) cos(ant &) d€.
S+

Gleichheit gilt genau dann, wenn €2 ein Ball ist.

Beweis. Nach Lemma 3.9 und Santal6s Formel (3.1) gilt

Vol(€2)

1
f
Cn—1 Jsq
1 / Cos(antn)d
Cn—1Jgsa  COST
1 r(§) t
/ / cos(ant) e arde
Cn—1 Js+oa Jo cos §

1
/5+aQ (&) cos(ant &) d€.

Cn—1
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Es gelte nun Gleichheit in der Abschidtzung. Dann folgt fiir alle ¢ € int (2

cos(ant
/ cos(antn) , _ .
S, COST

und nach Lemma 3.9, dass () ein Ball ist. O

Ein weiteres Kriterium fiir Biille erhélt man iiber die Jensensche Ungleichung.

Proposition 3.14 (Jensensche Ungleichung) Sei E ein Mafraum mit Wahrschein-
lichkeitsmaf$ p und ¢ : R — R zweimal stetig differenzierbar mit ¢" > 0. Dann gilt fir
jede integrierbare Funktion f: E — R

" ( [ 1@ du) < [ o(f) du

wenn beide Integrale existieren. Gleichheit gilt genau dann, wenn f auf einer Menge vom
Maf$ 1 konstant ist.

Beweis. (Nach [HLP].) Sei fy := [, f(z)dp. Dann gilt mit einer gewissen Funktion ¢
auf B

o(f(2)) = ¢(fo) + &' (fo) (f () — fo) + %cﬁ"(@(x))(f(fﬂ) —fo)’, z€E

Nach Integration iiber E erhélt man

[ or@ydn = o)1+ -0+ 50" [ (7))
> ¢(fo)
’

([ rrau).

Es gelte nun Gleichheit. Dann folgt wegen ¢"” > 0, dass f(z) = fo fiir u-fast alle z € F
gilt. O

Satz 3.15 Sei X ein n-dimensionaler euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-
1-Raum vom nichtkompakten Typ und Q2 C X ein konvezer, kompakter, requldrer Bereich.
R sei der Radius des Balles mit demselben Volumen wie §2. Dann gilt fiir alle ¢ € int €2

im Inneren von €2 .

/ 7(n) dn < R,
Cn—1J 5,0

wobei 7(n) = min{t > 0 | v,(t) € 0} den Abstand von q zum Rand in Richtung n
bezeichnet. €2 ist genau dann ein Ball, wenn es ein q € int Q) gibt mit

1 _
/ 7(n)dn = R.
Cn—1Js,0

q

R st in diesem Fall der Radius des Balles und q sein Mittelpunkt.
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Beweis. Wegen der Konvexitdt ist €2 insbesondere sternférmig beziiglich ¢g. Aus der
Darstellung des Volumenelements in Polarkoordinaten um ¢ erhélt man daher

7(£)
Vol(Q2) = /SQ/O
1

- Bl

Cn—1

A(t)
—dtd,

n

B ist eine konvexe Funktion (wegen B”(t) = A'(t) > 0), also gilt nach der Jensenschen

Ungleichung
1 . 1 _
JRCCOTTEY: ( [ i dn) .
Cn—1 J 5,0 Cn—1 J 5,0

q q

Da B streng monoton wachsend ist, existiert B~! und ist ebenfalls streng monoton
wachsend. Also gilt

R = B (Vol(Q))

- B (1 / QB(f(n))dn>

7(n) dn.
Cnl/sqQ (n) dn

Aus Gleichheit in der eben bewiesenen Ungleichung folgt Gleichheit in der Jensenschen
Ungleichung. Also muss 7 auf S, konstant sein. Daraus folgt, dass €2 ein Ball ist. O

v

3.3 Anwendung auf isoperimetrische Probleme

3.3.1 Die Holdersche Ungleichung und Vermutung 1.8

Die folgende Anwendung von Folgerung 3.3 und Proposition 3.7 liefert einen weiteren,
besonders einfachen Beweis fiir Vermutung 1.8 in Dimension 2.

Proposition 3.16 Sei Q ein kompakter, requlirer Bereich in einer n-dimensionalen
Hadamard-Mannigfaltigkeit. Dann gilt

n—1

Area(02) > fni_l\/ol(Q)nT_l, C(n) = (cn_2/2 cosn1 () sin"~2(a) da)
0

n» C(n)

Fiir n = 2 gilt Gleichheit genau dann, wenn ) eine flache Kreisscheibe ist. Fiir n > 2
qilt niemals Gleichheit.
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Beweis. Nach Folgerung 3.3 und der Hélderschen Ungleichung gilt

Vol(Q) = — /5 rleeoste) de

Cn—1

1 i o . e
Cn—1 </S+aszr ©) d{f) </s+as2 cos™ () d{)

Das zweite Integral lésst sich durch Einfiihren von Polarkoordinaten auf den Hemisphéren
S oS vereinfachen: die Funktion = (€) hingt nur von dem Winkel v ab, den £ mit der
inneren Normalen NV einschlie3t. o/ lasst sich als radialer Abstand von £ zum Mittelpunkt
N der Hemisphére auffassen. Das Volumenelement der Hemisphére in Polarkoordinaten
lautet damit gerade sin™ 2 o dadf), wobei 6 die (n — 2)-Sphiire S"~? parametrisiert. Es
gilt also

IN

/ cosn 1 (€) dE = cp_s /2 cosn 1 (o) sin™ %(ev) dev.
Soa

0

Damit ergibt sich

— ( / ey d§> " C(n) Avea(0)

Das erste Integral lisst sich folgendermaflen umschreiben:

/s+as2 e = /5+8Q /or(g) nt"™" dt dg.

Sei F,(&,t) das Volumenelement in Polarkoordinaten um p € 0%, das heifit dV =
Fo(&,t) dt d§ mit t = d(p,-) und £ € SFOQ. Dann gilt

Vol(© /5 - / Fy(&,1) dt de

mit Gleichheit genau dann, wenn A, = {exp,(r(£)§) | £ €C 5,00} = 092 AuBerdem
gilt F,(&,t) > t"! fiir K < 0 nach dem Rauchschen Vergleichssatz. Es folgt

/s+aQ (&) dé = /s+asz /T(O nt" 1 dt d¢
[ [

< nArea(0Q2)Vol(Q

Vol(Q) <

Insgesamt erhilt man

1

"7 Area(9Q) 7 Vol(Q) C(n) Area(99) "+

Cn—1

Vol(Q) <

Das ist dquivalent zu
1

Area(dQ) > — L _\ol(Q)*F.

n» C'(n)
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Es gilt C(2) = /% nach Lemma 3.10. Damit ergibt sich fiir n = 2

Area(dQ) > 2y/7Vol(Q)?.

Gleichheitsdiskussion. Sei n = 2 und (2 ein kompakter, regulérer Bereich, der die
Ungleichung mit Gleichheit erfiillt. Dann folgt, dass A, = 0Q und F,(£,t) = t fir
alle p € 09, alle £ € S50 und alle t € [0,7(£)] gilt. Nach der Starrheitsaussage im
Rauchschen Vergleichssatz kann F),(€, ) = t nur dann gelten, wenn die Schnittkriimmung
in 7¢(t) verschwindet, also muss die Schnittkriimmung auf € iiberall verschwinden. €2 ist
demnach flach, und wegen A, = 02 V p, auch konvex. Aus der Gleichheitsdiskussion der
Holderschen Ungleichung folgt, dass die Funktionen cos & und r(§) auf ganz ST0S2 linear
abhéngig sind. Nach Folgerung 3.7 ist {2 also ein flacher Ball.

Sei nun n > 2. Dann kann es keinen Bereich (2 C M geben, fiir den Gleichheit in der Un-
gleichung gilt. Einerseits kann 2 wegen Folgerung 3.7 kein Ball sein, da €2 flach ist, und fiir
einen flachen Ball von Radius R fiir jedes £ € STIQ die Gleichung r(§) = 2R cos £ gelten
miisste. Fiir einen kompakten, reguldren Bereich €2, der die Ungleichung mit Gleichheit
erfiillt, ist aber notwendig cos & proportional zu r(£)"~! nach der Gleichheitsdiskussion
der Hélderschen Ungleichung.

Andererseits muss (2 wegen seiner Flachheit die isoperimetrische Ungleichung in R"
erfiillen. Diese sagt aber aus, dass der geodétische Ball mit demselben Volumen wie
Q) kleinere Oberfliche hat. Das ist ein Widerspruch zur eben bewiesenen Ungleichung.
Also gilt fiir n > 3 stets die strikte Ungleichung. a

Proposition 3.17 (Verallgemeinerte Holdersche Ungleichung) Sei E ein Mafs-
raum mit Wahrscheinlichkeitsmafl p und f,g: E — (0,00) integrierbare Funktionen auf
E. Weiter seien F,G : (0,00) — (0,00) zwei streng monoton wachsende C*-Funktionen
mit der Eigenschaft, dass

P : (0,00) x (0,00) — (0,00), (a,b) = F *(a) G *(b)

konkav ist. Dann gilt, falls alle Integrale existieren,

/Ef(x)g(a:) dp < F </E F(f(a:))dp) Gt ([E G(g(x))du).

Beweis. (Nach [HLP], Seite 81f.) Seien Fy := [, F(f(x))dp und Gy := [, G(g(x)) dp.
Dann gilt

[E f(2) g(z) dp = / O(F(f(x)), Glg(x))) dp

:/EQ(FO,Go)dMJF/Eq),(FO’GO)' (F(f(x)) —Fo> d

G(g(x)) - Go
4 / (F(f(x)) = Fo, G(g(x)) — Go) - ©"(Fy, Gy) @g(()))) - 5) o

DN =
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wobei F; = Fi(x) im Intervall zwischen F'(f(z)) und Fjp liegt und G; = G (z) im Intervall
zwischen G(g(z)) und Gy liegt. ®” ist nach Voraussetzung negativ semidefinit, also gilt

[E @) g@)dp < @(Fy.Go) /
= @(FO,GO)

= ([ ruena) e ([ clana).

0
d,u—l— q),(Fo,Go) : <0> +0

Folgerung 3.18 Sei E ein MafSraum mit WahrscheinlichkeitsmafS p und f,g : E —
(0,00) integrierbare Funktionen auf E. Weiter sei n > 2 und G : (0,00) — (0,00)
eine invertierbare C?*-Funktion mit Umkehrfunktion G : (0,00) — (0,00) und der

FEigenschaft ,
<|G (IZ)|> >0, (2>0) (3.11)

zZn—1

Dann gilt, falls alle Integrale existieren,

[ f@gans ([ f(x)”duy 6t ([ clowan) (312)

Wenn fir alle z > 0 in 3.11 die strikte Ungleichung gilt, dann gilt in Ungleichung 3.12
die Gleichheit nur fir Funktionen f, g, die auf einer Menge von Maf$ 1 konstant sind.

Beweis. Fiir den Beweis der Ungleichung bleibt zu zeigen, dass die Funktion
®(a,b) =arG7'(h),  a,b>0

konkav ist. Zunichst ist festzuhalten, dass G'(z) # 0 in jedem Punkt z := G~'(b) mit
b > 0 gilt. Man berechnet

1 11
P’ = Zagnt n
(a,b) (na zZ,a G’(z))

1-n L2 1. 11 1
o = nz 4r % n@" G'(z)
(@b) = | "1 4 CUONN

n G e

® ist konkav, wenn ®” negativ semidefinit ist. Das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle
a,b > 0 gilt: z = G7'(b) > 0 und

-1 2, (G"(2)z 1
det ®"(a,b) = “——ar - > 0.
et =" (G5 - rar) 2
Das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle a,b > 0 gilt z = G~'(b) > 0 und
n
G"(z) S 1 .
G'(z) — (n—1)z
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Die zweite Bedingung ist aber dquivalent zu

miEEN > (- 1)
R ( 'Zn(_”) >0
o (915

Wenn in Ungleichung 3.11 stets die strikte Ungleichung gilt, dann hat ®” nirgends den
Eigenwert 0. Aus dem Beweis von Proposition 3.17 folgt, dass Gleichheit dann in 3.12
nur gelten kann, wenn fast iiberall (f(z))» = Fy und G(g(z)) = G, gilt. Also miissen
f, g konstant sein auf einer Menge vom Maf§ 1. O

Bemerkung. Die Funktionen G( ) = z¢ erfiillen die geforderten Bedingungen an G in
Folgerung 3.18 genau fiir € > —*=. Es gilt ndmlich

(510 < efe-525)

Fiir den Fall ¢ = 15 entspricht Folgerung 3.18 gerade der klassischen Hoélderschen

Ungleichung. Fiir € > %5 gilt in Ungleichung 3.12 Gleichheit nur fiir Funktionen f, g,
die auf einer Menge vorn Maﬁ 1 konstant sind.

Satz 3.19 Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und G die Menge al-
ler C?-Funktionen G : (0,00) — (0,00) mit folgenden Figenschaften:

(1) G hat eine Umkehrfunktion G : (0,00) — (0, 00).

(2) Fir alle z > 0 gilt

Die Konstante K (n) sei gegeben durch

K(n) :=sup 2% (@)
Geg G-1 (26"—*2 f0% G(cos ) sin™ 2 ada)

Cn—1

Dann gilt fir jeden kompakten, requldren Bereich @ C M

1

Area(9Q) > K(n) - Vol(Q) v . (3.13)

Beweis. Der Beweis entsteht aus demjenigen von Proposition 3.16 durch Ersetzen der
klassischen Holderschen Ungleichung durch die Ungleichung aus Folgerung 3.18.
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Sei G € G. Fiir jeden kompakten, reguléren Bereich 2 C M und jedes G € G gilt nach
Folgerung 3.18 mit Wahrscheinlichkeitsmafl dpu(§) := +§a(m) auf SO0
Cn—1

Vol() = — /S () cos() e

_ Arealod) / r(6) cos(€) dute)

Areal06) ( /. r(o”du(g)) o ( R dm)

A 9} 2% % 1 2¢n s
< rea(0S2) n ~Vol(Q)= - G* 2 /2 G(cosa)sin"” ?ada | .
2 (Cpei)® Cn—1 Jo

IN

Das ist dquivalent zu

2" (Cney) ™

nwG-1 (20"—‘2 f0§ G(cos a) sin”’2ada)

Area(092) > Vol(Q) 5.

Cn—1
Diese Ungleichung gilt fiir jedes G € G. Wegen w,, = =+ folgt also

1

Area(09) > K(n) - Vol(Q) v .

Bemerkungen.

e Fiir den Beweis von Vermutung 1.8 bliebe also noch zu zeigen, dass die Konstante
K (n) aus der Ungleichung 3.13 mit der Konstanten n"a (c,_1)7% aus der isoperi-
metrischen Ungleichung von R™ iibereinstimmt (vgl. Vermutung 1.8). Das heifit, es
miisste gelten

n—1 1
ne 2w n
nTl(cn_l)% = sup - (wn)
Geg G-1 (ZC‘Z’—:f ;2 G(cos @) sin™? ada)
L n—1
2¢, 2 o
& inf G (M/ G(cos o) sin”_Qada> =
G’EQ Cn_l 0 TL

Es ist also eine C%-Funktion G : (0, 00) — (0, 00) mit folgenden drei Eigenschaften
gesucht:

(1) G hat eine Umkehrfunktion G : (0, 00) — (0, 00).

(2) Fiir alle z > 0 gilt
/ !
(CELY s,
Zn—1
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(3) G! (_201:,:2 f0% G(cos ) sin”_Qada) =2
Die Gleichheitsdiskussion liefert nédmlich, dass jedes €2, das die Ungleichung mit
Gleichheit erfiillt, flach sein muss (vgl. Beweis von Proposition 3.16). Also folgt
aus der Gleichheitsdiskussion der isoperimetrischen Ungleichung in R", dass (2 ein
geodétischer Ball sein muss.

e Die Funktionen G(z) = 277 liefern fiir n > 3 nach der Gleichheitsdiskussion von
Proposition 3.16 keine Losung des Problems: sie erfiillen zwar die Eigenschaften
(1) und (2), aber nicht Eigenschaft (3).

e Die Funktionen G(z) = 2° mit € > " liefern ebenfalls keine Losung des Problems.
Das sieht man so: gibe es ein € > "¢ mit der Eigenschaft, dass G(z) = 2¢ alle drei
Eigenschaften (1), (2), (3) erfiillt, dann miisste fiir einen flachen geodétischen Ball
Gleichheit in Ungleichung 3.13 gelten. Aus dem Beweis von Satz 3.19 folgt, dass
dann Gleichheit in der Verallgemeinerten Holderschen Ungleichung aus Folgerung
3.18 gelten muss. Das kann aber nicht sein, da fiir alle 2 > 0

<|(j;(é)|>, _ (625—1—ﬁ>'
= (Gzefﬁ),>0

gilt und ®” negativ definit wére. Bei Gleichheit in der Verallgemeinerten Holder-
schen Ungleichung miisste ®” aber den Eigenwert 0 haben.

3.3.2 Abschitzungen fiir symmetrische Rang-1-Riume

Satz 3.20 Sei X ein n-dimensionaler symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompak-
ten Typ und V die Menge aller streng monoton wachsenden C*-Funktionen G : (0, 00) —
(0, 00) mit der Eigenschaft, dass ® : (0,00)x(0,00) — (0,00), (z1,z2) — B~ (x1)G ()
konkav ist (mit B gemdf Definition 1.1), sowie

c 2
X :=sup - _
ey G-1(Xn=2 J,2 G(cosa)sin" ? « da)

Dann gilt fir das isoperimetrische Profil px : (0,00) — (0,00) von X

(IXU
> —.

Px(v) 2 By

Beweis. Nach Folgerung 3.3, Proposition 3.17 (mit F' = B) und Proposition 3.4 gilt fiir

jedes G € V:

Vol(Q2) = ! /9+89r(§) cos& d€

Cn—1
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_ Area(09) =
= S O e

e <cn1Ar2ea<aQ> [, B dg) |

_ 2
¢ (cnlArea(aQ) /S+39 Gi(cos¢) d§>

Arealdf) bt ovo1() - 61 (E / " Glcosa)sin" 2 a da) :
0

IN

<
Cn—1

Daraus folgt fiir jeden kompakten, reguldren Bereich 2 C X

Vol(9)
Area(00) = Cx - Zoava1@)

und also die Abschitzung des isoperimetrischen Profils von X. O

Bemerkung. Eine konkrete Abschitzung fiir C'y erhélt man, wenn man fiir G die Funk-
tion B einsetzt, d.h. es gilt B € V und damit

2
B-1(%n=2 f0§ B(cos a) sin"? o dar)

Cn—1

(7)( > = (?)(.

Das folgt aus

Lemma 3.21 Fiir symmetrische Rang-1-Rdume vom nichtkompakten Typ ist die Funk-
tion
@ : (0,00) x (0,00) = (0,00), (1,79) = B~ (1) B~ (22)

konkav.

Beweis. Fiir symmetrische Rang-1-Raume X gilt

sinh?™*(2r)

A(r) = cgm_y sinh@=Im (1) oY

und folglich

i((:)) = d(m — 1) coth(r) + 2(d — 1) coth(2r) > %
Also folgt rA'(r) > A(r) fir alle r > 0. Wegen B'(r) = A(r) gilt

Pl = <Agll(f;3>>’ AfEféii») B <A€il>’ A&)) ’

;I(;;S und

wobei r; ;= B~ !(z;) fiir i = 1,2 gesetzt wurde. Damit gilt %m =
—ro A

(Tl) 1
(I),I(.’Ifl,xQ) — ( A(T11)3 fﬁ?ﬁfégi) ) )
A(r1)A(rs) A(ra)3
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Abbildung 3.3: Das Volumen von Sphéren, die lineare Abschitzung (dm +d —2) - v und

die Abschiitzung fﬁf(?v';] fir X = RH? in Abhingigkeit des Volumens v

20

o 20 a0 60 80 100
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Abbildung 3.4: Das Volumen von Sphéren, die lineare Abschitzung (dm +d —2) - v und

die Abschiitzung % fiir X = CH? in Abhingigkeit des Volumens v
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Es gilt —2201) <0, weil A’ > 0 ist, und wegen rA’(r) > A(r) gilt auch

A(r)3  —
rire Al (1) A'(rg) — A(r1) A(ro)
L =0

Also ist ®” negativ semidefinit und damit ® eine konkave Funktion. O

det " =

3.3.3 Eine potentialtheoretische Anwendung
Mit Hilfe der folgenden Ungleichung und der Formel von Santal6 erhilt man einen wei-
teren Beweis fiir die isoperimetrische Ungleichung in R? und eine Abschiitzung fiir das

Standard-Potential in R™ fiir n > 3.

Proposition 3.22 (Youngsche Ungleichung) Sei ® : [0,00) — R eine stetige, streng
monoton wachsende Funktion mit ®(0) = 0. Dann gilt fir a,b >0

ab < /0 ®(z) da + /Obcpl(y) dy.

Gleichheit gilt genaw dann, wenn b = ®(a) gilt.

Abbildung 3.5: Skizze zur Youngschen Ungleichung

yz@y

b /

A

Y

Y

Beweis. Der Zusammenhang wird klar, wenn man die Integrale als Flicheninhalte in-
terpretiert, sieche Abbildung 3.5. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn (a,b) auf dem
Graph von ® liegt, d.h. genau fiir b = ®(a). O

Satz 3.23 Fir kompakte, requldre Bereiche €2 in R* mit n > 2 gilt
1 Vol(Q) =
/ / L v dap) > Y (2601 VOL(2) "7 — () 7 Area(d))
ot lp—q" w

(wn)™
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mit Gleichheit genau dann, wenn €2 ein Ball ist. Im Gleichheitsfall lautet die rechte Seite
n(wy) " Vol(Q) 5. Fiir n = 2 ergibt sich gerade die isoperimetrische Ungleichung.

Beweis. Sei R = (%ELQ)) B der Radius des Balles in R" mit demselben Volumen wie

2. Nach Folgerung 3.3 und der Youngschen Ungleichung mit ¢(¢) := 2Rt und a = cos&
sowie b = r(&) gilt

Vol(Q2) = L /s+aszr(§) cos & d€

Cn—1

1 cos& Rid r(&) s p p
2Rt t+/ —ds
Cn—1 /S+an /0 0 2R g

= / cos® £ d¢ + / / sdsdg.
Cn-1 Js+an 2Ren 1 Jsvaa Jo

Fiihre jetzt Polarkoordinaten auf den Hemisphéren S; 0 mit Mittelpunkt N ein. (N
ist die innere Normale auf 0f).) « sei dabei gerade der sphérische Abstand von N zu €.
Man erhilt weiter

IN

™

Area(052) / " cos? asin” 2o da

0
r(€) gn—1

/ / / 5 dsd dA(p).

oo \JsfoaJo  S"

Mit Lemma 3.10 erhélt man den Wert des ersten Integrals. Stelle nun das Volumenele-
ment in Polarkoordinaten um p € 0€) dar:

ch72

Cn—1

_|_

1
QRCnfl

dV = s""tdsdE, s=d(p,), &€ S o0

Damit erhélt man eine Abschétzung des zweiten Integrals nach oben. Insgesamt folgt

Vol(Q2) < %Area(aQ) + ﬁn_l /asz (/Q mde)) dA(p).

Nach Definition von r(&) ist die letzte Ungleichung genau dann mit Gleichheit erfiillt,
wenn () beziiglich jedes p € 0€) strikt sternférmig ist, d.h. genau dann, wenn € strikt
konvex ist. Es ergibt sich

1 R
———dV{(q) dA(p) > 2Rc,_ (Vol Q) — —Area(0f) )
/ag/n|p—q|"2 (@) dA(p) 1 Voll) = 57 Area(d9)
1 Q % n—1 n—1
_ Yol®)» (201 VoL — ()" Area(99))
(wn)n
Fir n = 2 ist das gerade dquivalent zur isoperimetrischen Ungleichung Area(0) >

2/7Vol(Q)z.
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Es gelte nun Gleichheit. Dann folgt aus der Gleichheit in der Youngschen Ungleichung
die Beziehung r(§) = 2R cos¢ fiir alle £ € ST9Q. Nach Folgerung 3.7 muss € also ein
Ball sein.

Fiir n = 2 ergibt sich die isoperimetrische Ungleichung, da Gleichheit genau fiir Bille gilt
und die Absténde |p—g¢| fiir p € Q2 bzw. ¢ € 2 in der Ungleichung nicht auftauchen. O

Bemerkung. Fiir n > 3 folgt daraus nicht die isoperimetrische Ungleichung, denn dann
miisste fiir jeden kompakten, regulidren Bereich 2 C R” die Ungleichung

1 n—1 n+41
/ / L V() dA®) < eass RVOL(R) = nfw,) T VOI(©)
o Jo Ip—q|"

gelten. Dass dies im Allgemeinen falsch ist, kann man an folgendem Gegenbeispiel von
E. Martensen sehen.

Betrachte den Bereich 2 C R?, dessen Rand ein Rotationsellipsoid mit den Halbachsen
a, b = a und ¢ = (1 — @)a und kleiner ,,Abplattung” 0 < o << 1 ist. Q2 wird also
parametrisiert durch
asin 6 cos @
z(0,p) = asin fsin ¢
(1 - a)acosf

mit Fldchenelement
1
dA = a®|sinf|(1 — asin®f + 5042 sin® § cos® 0 + O(a®)) df de.

Nach [Kel], S. 194 erhilt man fiir einen Punkt x = (21, 29, z3) in Q folgendes Potential

/|x_y| —Ax? — B3 — Cai+ D
mit den Konstanten
2T 2 9
A=B = —(1—-—Za——
gl-ga—ga +.)
2 4 18
C = —(1 —
3( +5a+35a +...)
D = 27ra2(1—ga—1042+ )
3 -

Nach weiteren Rechnungen erhilt man

167 426
dV (y) dA 1——a+—a?+..
Jo o eV 0 4600 = Tt g e

was grofler ist als die rechte Seite

3(ws) 3 Vol(Q) =
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Kapitel 4

Anséatze iiber die Riccatigleichung

In diesem Kapitel ist X stets ein symmetrischer Rang-1-Raum. Im Gegensatz zu den
vorangegangenen Kapiteln kann X also sowohl vom kompakten als auch vom nichtkom-
pakten Typ sein. € € {1, —1} bezeichnet dabei das Vorzeichen der Schnittkriimmung von
X, d.h. die Schnittkriimmung ist fiir K = R gerade € und liegt fiir K # R stets zwischen
€ und 4e.

Zur Vereinfachung der Notation werden die Bezeichnungen sin, fiir sin im Fall e = 1 und
fiir sinh im Fall e = —1 verwendet. Analog sind cos,, tan,, ... definiert.

Wie in den anderen Kapiteln bezeichne d die reelle Dimension der zugrundeliegenden
reellen Divisionsalgebra K € {R, C,H,Q} und m > 2 die K-Dimension des symmetri-
schen Raumes. Ji, ..., J;_1 bezeichnen parallele, orthogonale Endomorphismen auf 7'X
mit JZ = —id, kK = 1,...,d — 1, die von der Multiplikation mit den Elementen# e der
natiirlichen Basis e, j1, ..., j¢_1 von K erzeugt werden.

4.1 Charakterisierung von Sphiren

Folgendes Lemma charakterisiert die Hauptkriimmungen von geodétischen Hypersphéren
in symmetrischen Rang-1-Rdumen iiber einen rein algebraischen Zusammenhang.

Lemma 4.1 Gegeben seien zwei natirliche Zahlen d,m > 2 und ¢ € {—1,1}. Gegeben
seien weiter ay, ..., Ggm—1 € R mit der Eigenschaft

d—1
1

k=1
Dann gilt
dm—1 dm—1

d d—2
2> (|h2|+,/h§+4e)—(dm_2d+1)h§—%|h2| h2 + de—d(m—1)e

i=1 i=1
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mit Gleichheit genau dann, wenn es ein r > 0 gibt mit

a = ... =ag(m —1) =coter, Ggum-1)41 = ... = Ggm—1 = 2Ot 2r.

Beweis. Sei h; = d(mlq) ngf_l) a; und hy = ﬁ Z;} Ad(m—1)+k- Dann folgt aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

d(m—1) d—1

1 A(d — 1) 1 2
42 < —— 2 h2 < — 4.1
1S dm—1) 2 A=) T dm 1) & ()™ (4)

und aus der Dreiecksungleichung folgt
d—1 d—1 1 = d—1

hi| > |hi + ———ho| — ho| = i h 4.2
Il 2\l + Ga =k ‘d(m—l) 2‘ d(m—1);“ ‘d(m—l) 2+ (4:2)

Damit erhalt man

2
4hT + 2h3 + 4e — 4|h,| <|h,2| + /B3 +4e> + 2|ho|y/ h3 + 4e

d(m—1)

(4.1) 4 A(d—1)  2dm —6d+4
< - 2 h2+4
S Am=1) ; i (d(m—l)+ dm—1) > 2 o€
D 4 d§1a2+2dm—6d+4h2+4
S o dm-n) =T T dm 1) 2
—4|hy | <|h2| + \/h§+4e> + 2|ha|y/h3 + 4e
42 4 di12+2dm—6d+4h2+4
—_ a; + ——— €
T odim—1) =~ dm—1) 72
dm—1
1 d—1
A |— = |——n ho| + \/h2 + de | + 2|ho|\/h2 + 4
(d(m—l);a ‘d(m_1)2><| o] + /B3 + e>+|2| 2+ de

Das ist dquivalent zu

dm—1 dm—1
d d—2
N a2 > |3 i (Jhl /13 +4e)—(dm—2d+1)h§—%|h2| h2 + de—d(m—1)e.
i=1 i=1
Angenommen, es gilt Gleichheit. Dann folgt a; = ... = agpm—1) und a4pm—1)41 = ... =

Qgm—1 aus (4.1). Wegen Gleichheit in (4.2) miissen h; und hs dasselbe Vorzeichen haben,
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also muss das auch fiir a; und ag, ; zutreffen. Aus der Gleichheit in der anféinglichen
Ungleichung folgt also

2 2 2
2@1 — Agm—1 = U/Zm_l —+ 46 = 4@1 + U/dm,I - 4a1adm*1 - admfl + 46

€
< Ogm—1 = a1 — —.
a1

Sei a; = cot r fiir ein gewisses r > 0. Dann erhilt man

2(cosr — esin?r
2 cot, 2r = (cos; ")

- =cCcote T —€etan.r = Agm_1-
2coS.rsin.r

Definition 4.2 Se: X ein symmetrischer Rang-1-Raum und M C X eine orientier-
bare reelle Hyperfliche mit Normale N und zugehériger Weingarten-Abbildung A, =
—(VN)(p) : T,M — T,M bei p € M. Dann werden die Griflen Hy und Hy auf M
folgendermafen definiert:

Hy = —— S (ALN, J,N) und H, := (Spur A — (d — 1)Hy).

d(m—1)
Eine Anwendung des Lemmas liefert

Proposition 4.3 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum und M C X eine orientierba-
re, zusammenhdngende, vollstindige reelle Hyperfiiche mit Normale N und zugehdriger

Weingarten-Abbildung A.

(a) Im Fall K =R gilt Spur (A?) > —L=(Spur A). Falls € = 1 ist, gilt dabei Gleichheit
genau dann, wenn M eine geoddtische Hypersphdre ist. Falls e = —1 ust, gilt Gleich-
heit genau dann, wenn M eine total geodatische Hyperebene, eine Horosphdre, eine
aquidistante Hyperfliche oder eine geoddtische Hypersphdre ist.

(b) Im Fall K # R und |Hy| > —2¢ gilt

Spur (A*) > |Spur A| <|H2| +\/H3 + 46) — (dm — 2d + 1)H}

_dm+d—2

5 |Hy|\/HS + 4e — d(m — 1)e,

mit Gleichheit genau dann, wenn M eine geoddtische Hypersphdre ist.
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Beweis.

()

Seien K1, ..., Ky, 1 die Eigenwerte von A. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
erhélt man

m—1 m—1 2
1 1
Spur A% = 5 KZ > . ( E Ki - 1) = 71(Spur A)?
; m — ; m —

mit Gleichheit genau dann, wenn xk; = ... = k,,—1; auf M gilt. Die Behauptung
folgt jetzt aus der Klassifikation der Nabelflichen in Rdumen konstanter Schnitt-
kriimmung, siehe z.B. [Spi], Band 4, S.112, 114.

Sei N ein lokales Normalenfeld und Ei, ..., E4,, 1 ein lokales orthonormales (dm —
1)-Bein auf M mit

Ed(m71)+k = JkN, k = ]_, ceey d — 1.

Uber die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erhiilt man

dm—1 dm—1
=1 1=1
dm—1
> (AE;, E;).

=1

v

Setze a; := (AE;, E;). Dann folgt die Ungleichung aus Lemma 4.1.

Fiir e = —1 folgt aus der Gleichheit, dass alle E; Eigenvektoren von A mit zugehori-
gen Eigenwerten a; = ...a4(,—1) = cothr und a44,—1)41 = ... = agm—1 = 2coth2r
fiir gewisses r # 0 sind. Jetzt kann man entweder die Klassifikationssétze fiir reelle
Hyperflichen mit genau zwei verschiedenen Hauptkriimmungen in [MR] fiir CH™
und in [OP] fiir HH™ verwenden oder so schlieflen wie in der Gleichheitsdiskussion
im Beweis von Satz 4.6 (geht fiir alle K # R). Fiir OH? liegt ein entsprechender
Klassifikationssatz (noch) nicht vor.

Fiir e = 1 gilt dasselbe in analoger Weise. Die Klassifikationssidtze findet man im
Fall X = CP™ in [Oku] und fiir X = HP™ in [MP].

4.2 Eine scharfe isoperimetrische Ungleichung

Durch die Methode der Parallelflichen bekommt man eine scharfe isoperimetrische Un-
gleichung zwischen dem Volumen, der Oberfliche und der Kriimmung des Randes ei-
nes kompakten, reguliren Bereiches () in einem symmetrischen Rang-1-Raum X. Die

58



Kriimmung von 02 geht dabei in Form des verallgemeinerten Kriimmungsradius r von
(2 ein (siehe Definition 4.4), einer aus den Grofien H; und Hy aus Definition 4.2 abgelei-
teten Grofle. Dabei ist IV wie bisher die innere Normale von 0f2.

Je nach zugrundeliegendem Raum werden im Weiteren folgende Einschrinkungen an H;
und H, notig.

Definition 4.4 Se: X ein symmetrischer Rang-1-Raum und 2 C X ein kompakter,
requldrer Bereich. Q hat Eigenschaft (K) genau dann, wenn gilt:

e Falls X =RH™, so gilt Hy > 1 auf 0S2.
e Falls X € {CH™ HH™,0H?}, so gilt H > 1 und Hy > 2 auf 0.

Fiir einen kompakten, reguldren Bereich Q@ C X mit Figenschaft (K) ist der verallge-
meinerte Kriilmmungsradius r gegeben durch die Funktion

arccot ((Hy) falls K=R

r:ooR = { max {arccot ((H,), 5 arccot (32) } falls K € {C,H, 0}

Lemma 4.5 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ und Q2 C
X ein kompakter, requlirer Bereich. Dann hat Q) Eigenschaft (K), falls 2 in folgendem
Sinne strikt konvex ist:

Fiir jeden Punkt p € 02 gibt es einen geodétischen Ball, der €2 enthélt und dessen
Randsphére den Rand 0f2 in p beriihrt.

Beweis. Falls X = RH" ist, hat eine geoditische Hypersphére die (n — 1)-fache Haupt-
kriimmung coth R. Nach Lemma 1.6 hat der Rand 02 in jedem Punkt p € 02 hochstens
groflere Normalkriimmungen. Die mittlere Kriimmung H; von 0f2 ist also ebenfalls min-
destens coth R > 1.

Falls X € {CH™ , HH™,0QH?}, so hat eine geodéitische Hypersphiire von Radius R in
X die d(m — 1)-fache Hauptkriimmung coth R und die (d — 1)-fache Hauptkriimmung
2 coth 2R. Die zugehorigen Hauptkriimmungsrichtungen F spannen mit der inneren Nor-
male N der Sphéire Ebenen mit Schnittkiimmung —1 bzw. —4 auf. Es ergibt sich mit
Lemma 1.6 fiir die Grolen H,, Hy auf 02

H; >cothR>1 und Hs > 2coth2R > 2.

Satz 4.6 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum und 2 C X ein kompakter, requldrer
Bereich mit Eigenschaft (K) und verallgemeinertem Krimmungsradius r: 02 — R. Die
Funktionen A, B sind gemdfl Definition 1.1 gegeben. Dann gilt

Vol(Q) < /a ) ig:))

mit Gleichheit genau dann, wenn ) ein geoddtischer Ball ist. r ist in diesem Fall der
Radius des Balles.

dA (4.3)
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Bemerkungen.

e Fiir den Fall, dass X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ
ist, beachte man, dass die Funktion gg:g fiir » — oo sehr ,,;schnell” gegen den Wert

d% strebt. Siehe Lemma 2.5 und dessen Beweis.
m+d—2

e Fiir die euklidischen Rdume X = R" gilt ein entsprechender Satz, der vollkommen
analog bewiesen werden kann. Ein kompakter regulérer Bereich {2 C R" hat dabei
die Eigenschaft (K), wenn die mittlere Kriimmung H = SP%(IA) auf 0 positiv ist:

H > 0. Die Funktion r ist gegeben durch r = . Wegen B(r) = ZA(r) hat die

Ungleichung folgende einfache Form:

Vol(©2 / — dA
o0

e Der Beweis von Satz 4.6 greift eine Methode auf, die bereits in [GM] fiir Volumen-
abschitzungen in Ké&hler-Mannigfaltigkeiten mit positiver unterer Kriimmungs-
schranke verwendet wurde.

Durch Ausnutzen der speziellen Geometrie von Hyperflichen in symmetrischen
Rang-1-Réumen lésst sich die explizite Beschrinkung von H; und H, in [GM],
Theorem 5.1. vermeiden. Stattdessen geht die Kriimmung des Randes 0€) nur noch
iiber den gewichteten Mittelwert des verallgemeinerten Kriimmungsradiusses ein.

Korollar 4.7 Seien X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ und
a > dm+d—2 eine reelle Konstante. Weiter sei ) C X ein kompakter requldrer Bereich
mit Figenschaft (K) und verallgemeinertem Krimmungsradius r: 02 — R. Es gelte

1 B(r)
Area(092) Jyq A(r)

1
dA < —
a
Dann gilt
Area(092) > aVol(Q2).
Gleichheit gilt in dieser Ungleichung genau dann, wenn € ein geoddtischer Ball von

Radius p mit A(p) = a B(p) ist.

Beweis. Sei 2 C X ein kompakter, regulirer Bereich mit Eigenschaft (K) und

1 B(r) 1
Area(092) /Q A(r) dd < a

Dann folgt nach Satz 4.6

avol®) < af igj; dA(p)
< Area(09)



Es gelte nun Area(0€2) = a Vol(2). Daraus folgt einerseits
B(r)
Vol(Q2) =
= o2
und damit nach Satz 4.6, dass € ein geoditischer Ball ist. Andererseits folgt aus a Vol(Q2) =
Area(092) fiir den Radius p des Balles A(p) = a B(p). O

dA

Fiir den Beweis von Satz 4.6 wird folgendes Lemma benétigt. Durch Setzen von e = a = 0
und sing(t) = ¢ sowie cosg(t) = 1 erhilt man gerade die entsprechende Version fiir den
Beweis im euklidischen Fall.

Lemma 4.8 Zu Hy,t € R, e € {—1,1} und a > 0 sei
H,
Cu(Hy, t) := cos(at) — — sin,(at)
a
definiert. Sei H : [0,t9) — R eine stetige Funktion, die auf (0,to) differenzierbar ist und
H'(t) > H*(t) +ea®, t€(0,t), H(0)= Hy
erfillt. Dann gilt (,(Hp,t) > 0 und

H(t) > —%ln(a(Ho,t), fir alle t € [0, o).

Beweis.(Nach [Gral.) Betrachte die Funktion

H t
g(t) = { <Cos6 at — —2 sin, at> H(t) — Hy cos, at — ea sin, at} - exp (— / H(u) du> .
0

a

Sei t; die erste positive Nullstelle von cos(at) — 22 sin,(at) (moglicherweise co). Fiir
t>0mitt <tyund t <ty gilt

g (t) = {(—easin.(at) — Hycosc(at)) H(t) + <cos€(at) — % sine(at)> H'(t)

H,
+eaHysin(at) — ea® cos(at) — H*(t) <cos6 at — —2 sin, at)
a

+(Hy cos. (at) + easin.(at)) H(£)} - exp <— /0 " Hw) du>

<Cos€ at — % sin, at> (H'() — ea® — H2(£)) - exp (- /0 H(u) du)

> 0.
Weiter gilt g(0) = 0 wegen H(0) = H,. Daraus folgt
Hj cose(at) + easinc(at) 0
H(t) > — L, (Hy t 44
(t)= cos(at) — 2o sin, (at) ot 1.Ga(Ho, 1) (4.4)

fir 0 < ¢t < min{tg,?,}. Da aber H nach Voraussetzung stetig auf [0,%y) ist und
—2 In(,(Hy, t) fiir t — t; gegen oo strebt, muss ¢, < t; gelten. Daraus folgt die Be-
hauptung. a
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4.2.1 Beweis der Ungleichung

Bezeichnungen. In p € 00 sei R(p) der Abstand von p zum ersten Brennpunkt von
0 ldngs Yn(py. Dann ist fiir 0 < ¢ < R die Parallelfliche

M; == {ynp)(t) | p € 09, R(p) >t}

von M := 02 im Abstand t eine lokal wohldefinierte reelle Hyperfliche mit Normale
N; := 75 (t) und zugehoriger Weingarten-Abbildung A(t). Sei Ei(t), ..., Egn1(t) ein
orthonormales (dm — 1)-Bein auf M; mit

Ed(m71)+k(t) = Jth7 (k = 17 ) d— 1)
und Vy, E; =0 fiir i =1, ...,dm — 1. Das ist méglich wegen V.J, =0 fiir k =1,...,d — 1.
Setze a;(t) := (A(t)E;(t), E;(t)) fir i = 1,...,dm — 1. Dann sind

1 d(m—1) T
Hy(t) = ~ Hy(t) = —— .
1(2) d(m —1) ; a;(t) und 2(t) d—1 ;ad(m 1)+k(t)

gerade die Grolen Hy, Hy von M, beziiglich der Normalen N; nach Definition 4.2 und es
gllt HI(O) = Hla HQ(O) = HQ.

Der Beweis gliedert sich nun in drei Schritte.

Erster Schritt. In einem ersten Schritt werden die Kriimmungen H, (t), Hy(t) der Par-
allelfliche M, im Punkt yx(,)(¢) mit den Hauptkriimmungen einer geodétischen Sphére

S(t) von Radius r(p) — ¢ verglichen.

Sind u,v € T, X linear unabhéngig, so bezeichnet Ku,v] die Schnittkriimmung der von
u und v aufgespannten 2-Ebene.

Aus der Riccati-Gleichung A'(t) = A?(t) + R(Ny, )N, (siehe z.B. [Gra]) folgt mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgende Abschéitzung fiir die Normalkriimmungen
a;(t):

A'E;, E;)

A’E;, E;) + (R(Ny, E;) Ny, E;)

AFE;, AE;) + K[ N, E}]

AE;, E))> + K[Ny, Ej]

B { a2+e , i=1,..,dm—1)

N a?+4e , i=dm—1)+1,..,dn—1und K#R

{
{
{
{

Wieder mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man weiter

!

d(m—1) d(m—1)

1 1
- . > - 2
dm—1) D w2 dm—1) D e
=1 =1
dm-1) \ 2

\%
=
3
=
™
£
+
™
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und (falls K # R)

= ! = 2
- . S . 4.

Aus dieser Differential-Ungleichung erhédlt man mit Lemma 4.8

d(m—1)

1 9
H(t) = am =1) ZE; ai(t) 2 —z G (Hy, 1) (4.5)
und (falls K # R)
d—1
Folt) = 5= 3 tamonyei(t) = o ol 1), (46)
k=1

fiir 0 < t < R. Die rechten Seiten von (4.5) und (4.6) lassen sich weiter nach unten
durch eine Funktion von r abschitzen. Nach Definition von r gilt ndmlich gerade H, >
acote(ar) fiir a = 1,2. Daher folgen aus

oG f) = %@sme(at))

~OH ot Cu(H, t)
2 .
cos;(at) + esinZ(at) -
Ca(H,1)?
die Ungleichungen
9, 0
~ % In(,(Hy(p),t) > ~ 5 In(,(a cot.(ar(p)),t), a=1,2. (4.7)

Die rechte Seite von (4.7) ldsst sich nun als Kriimmung einer geodétischen Sphére von
Radius r(p) — t interpretieren:

0 B gt (cose(at) — cot(ar(p)) sine(at))
~r Mela cotelar(p)) 1) = = ot (ar () sin (af)

aesin,(at) + a cot.(ar(p)) cose(at)
cose(at) — cote(ar(p)) sin(at)
aesin,(at) sin(ar(p)) + a cos.(at) cos.(ar(p))
) )

cos(at) sin,(ar(p)) — sin(at) cos,(ar(p)
acos.(a

r(p) — at)
sin. (ar(p) — at)
= acot(ar(p) — at).

Es ergibt sich daher

H(t) > cot(r —t) und Hy(t) > 2cot.(2r — 2t) (4.8)
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Die Kriimmungen H,(t) und Hy(t) der Parallelfliiche M; werden also nach unten durch
die Hauptkriimmungen einer geodétischen Sphére von Radius r — ¢ abgeschitzt.

Zweiter Schritt. Mit Hilfe der Abschéitzungen aus dem ersten Schritt wird nun das
Volumenelement von €2 nach oben abgeschétzt.

Zup € 0Qund 0 <t < R(p) sei 0,(t) mit
dV7N(t) = Gp(t) -dt A dAp

die Darstellung des Volumenelements auf dem Normalenbiindel von 0f). Die Funktion
0,(t) gibt dabei anschaulich die “Dichte der Parallelfliche M, bei vy, (t) relativ zu 02
in p” an. 0,(t) hat nach [Gra], S. 216 folgende Beziehung zu Spur A,(t) :

%ln 6,(t) = —Spur A,(1).
Aus den Ungleichungen (4.5), (4.6) und (4.7) erhélt man daher

0
5 Ing,(t) = —SpurA,(t)

dm—1

= = > (LOE), E()
=1
dm—1

[l
|
]
£
=
o~
N—

I
|
.

(m — 1)Hy(t) = (d — 1) Ha(t)

d(m — 1)% In ¢ (cote(r(p)),t) + (d — 1)% In (5(2 cote(2r(p)), t).

IN

Definiere R
0,(1) := Gi(cote(r(p)), )™V - Go(2 cote(2r(p)), )"

Dann gibt ,(t) anschaulich gerade die “Dichte der Sphére S(t) mit Radius r(p) — t
relativ zu Dichte der Sphéire S(0) von Radius r(p)” an. Es folgt

o (6,0
o (épw) =0

und wegen #(0) = A(0) = 1 erhéilt man fiir alle p € dQ und alle t € [0, R(p))

0,(1) < 0,(1)- (4.9)

Dritter Schritt. Die Abschitzung des Volumenelements wird dazu verwendet, das Vo-
lumen von €2 nach oben abzuschétzen.

Zu p € 0L) bezeichne
Re(p) :=sup{t > 0 | dist(9, yn(p) (t)) =t}
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den Abstand von p zum ersten Schnittpunkt von 0€2. Dann gilt R,.(p ) R(p) < r(p) und
Vol({ynp) (Re(p)) | p € 02}) = 0. Weil r(p) die erste Nullstelle von 6,(t) ist, bekommen
wir folgende Ungleichung:

Vol(Q) = /m/R ) dt dA(p)
< /m/R 3,(t) dt dA(p)
< /m/ £) dt dA(p)

Nach den Additionstheoremen fiir sin und sinh gilt

<w> o <sine(2r(p) — 21) ) !

sin(r(p)) sine(2r(p))

Daraus folgt mit der Parametertransformation ¢ — r(p) — ¢

) B for(p) sin, (¢)4“m™=Y sin, (2¢)4!
/0 Olt)dt = sin (r(p))4m=1) sin,(2r(p))d-!
B(r(p))

Also erhilt man

4.2.2 Gleichheitsdiskussion

Die Gleichheitsdiskussion gliedert sich ebenfalls in drei Teile. Sei €2 ein kompakter, re-
guldrer Bereich mit Eigenschaft (K), (vgl. Definition 4.4), der die Ungleichung in Satz
4.6 mit Gleichheit erfiillt. Dann sind alle auftretenden Ungleichungen in den drei Be-
weisschritten Gleichungen.

e Aus der Gleichheit in der Abschéitzung im dritten Schritt folgt zunéichst
R.(p) = R(p) = r(p) fiir alle p € 0.

AuBerdem muss Gleichheit in (4.9) gelten und damit ebenfalls in (4.5), (4.6) und
(4.7) im ersten Schritt des Beweises. Nach dem Gleichheitsfall in der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung sind F (), ..., Eqn-1(t) Eigenvektoren von A(t) mit zu-
gehorigen Eigenwerten

ar(t) = ... = agem-1)(t) = cote(r—t), agm-1)+1(t) = ... = agm-1(t) = 2 cot(2(r—t))
mit den Vielfachheiten d(m — 1) und d — 1.
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e Nun wird die Codazzi-Gleichung ausgenutzt, um zu zeigen, dass die Funktion r auf
Q2 konstant ist.

Der Kriimmungstensor von X kann mit Hilfe der Endomorphismen Ji, ..., JJy_1
folgendermaflen geschrieben werden:

R(U, V)W =

€ {(U, WV — (VW)U + (di(JkU, WYJV — (JV, WY JU + 2(JU, V>JkW) }

fiir U, V,W € T X, und die Codazzi-Gleichung von My = 0f2 is gegeben durch
(R(UVIN)T = (Vo A)V — (Vv AU}

fiir Vektorfelder X,Y, die tangential an My sind. (W7 bezeichnet dabei die Ortho-
gonale Projektion von W € T,X nach 7,05).) Beachte: r ist genau dann auf 0
konstant, wenn gradr L 92 auf ganz 0€) gilt.

Im Fall K = R gilt (R(U,V)N)" = 0 fiir U, V, die tangential an 9 sind. Aus
der Codazzi-Gleichung erhélt man also fiir U, V', die tangential an 0f) sind mit
U, V]=0

0 = (Vu(AV) = A(VyV) = Vi (AU) + AV, U))"
Ul(cot.r)V — V(cot.r)U

1
= 5z ({grad r, VYU — (grad r,U)V).

Durch Betrachtung beliebiger, linear unabhingiger Vektorfelder U,V erhilt man
nun gradr L 0N und damit, dass r auf 02 konstant ist.

Betrachte nun den Fall K # R. Wihle 4y € {1,...,d(m —1)} und ky € {1,...,d—1}
beliebig und setze U = E;; sowie V = Eyin_1)4x, = Jr, N. Dann gilt

d—1
(RU,VIN)' = ¢ (0 + Y (JU, NYJLV — (J,,V,N) J U + 2(J, U, V}JkN>
k=1

= ¢ (dii —(Jp Sk N, N)(JkU)T>

k=1
= GJko U.
Aus der Codazzi-Gleichung und VyV = VU folgt

e U = (Vu(AV) = A(VyV) = Vi (AU) + A(VyU))"
= U(2cot. 2r)V — V(cot. r)U + (2 cot, 2r — cot. r)(Vy V)T,
Ji, ist parallel, also gilt ViV = Vy(Jg,N) = Jg, VN = —(coter)Jy,U. Wegen

2 cot(2r) — cot. r = —e tan, r erhélt man weiter

1
(gradr, U) Jy, N+ ——{(grad r, Jy, NYU+(—e€ tan, r)(— cot r)Jy, U.

JoU = ———
ko sin?(2r) sin?(r)
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Das ist dquivalent zu

1
(gradr,U) Jy,N = ——(gradr, Jy,N)U.

sin?(2r) sin?(r)

Weil iy und ky beliebig waren, gilt also gradr L E, ..., Eg,—1 und es folgt, dass r
konstant auf 0f ist.

SchlieBlich erhélt man durch die Betrachtung der Menge der Brennpunkte von 0¢2,
dass €2 ein Ball ist.

Betrachte dazu die Abbildung
®: 00 — X, P = YN (7).

Dann ist d® = 0. Es gilt ndmlich d®, E;(0) = J;(t), wobei J;(t) das transversale
Jacobifeld langs vy () (t) mit Anfangswerten J;(0) = E;(0) und J;(0) = AE;(0) ist.

(cose(t) — cote(r) sing(t)) E;(t) , i=1,...,dm—1)
Jilt) = { (cose(2t) — cote(2r) sin (2t))E;(t) , i=dm—1)+1,....,dm—1

hat aber gerade ¢ = r als erste Nullstelle. Also besteht ®(0f2) aus genau einem
Punkt ¢ € X und wegen R. = R = r hat jeder Punkt p € 0€) gerade Abstand r zu
g. Demnach ist 02 eine Abstandssphéire um ¢ von Radius r. a
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