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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Hintergrund

Ein zentrales Problem im Bereich der isoperimetrischen Ungleichungen ist das folgende:

F�ur eine gegebene vollst�andige und zusammenh�angende Riemannsche Mannigfaltigkeit

M bestimme man die minimale Ober�ache eines kompakten, regul�aren Bereiches mit
vorgegebenem Volumen.

Pr�azise formuliert ist das die Frage nach dem isoperimetrischen Pro�l 'M von M ,

das folgenderma�en de�niert ist:

'M : (0;VolM)! (0;1); v 7! inf fArea(@
) j Vol(
) = vg;
dabei wird das In�mum �uber alle kompakten, regul�aren Bereiche 
 (mit festem Volumen

v) gebildet. \Regul�ar" soll dabei bedeuten, dass der Rand @
 von 
 eine C1-Hyper�ache

in M ist.

Eine weitere interessante Frage ist, welche kompakten Bereiche von vorgegebenem Vo-

lumen v 2 (0;VolM) die minimale Ober�ache 'M(v) besitzen, falls solche Bereiche

�uberhaupt existieren.

F�ur kompakte Mannigfaltigkeiten und homogene R�aume ist die Existenz solcher Be-

reiche, d.h. der L�osungen des isoperimetrischen Problems gesichert: aus der geo-

metrischen Ma�theorie folgt, dass f�ur jedes Volumen v ein kompakter Bereich 
 mit

Vol(
) = v und minimaler Ober�ache existiert. Siehe dazu die Bemerkung auf Seite 13.

Auch wenn die Existenz von L�osungen des isoperimetrischen Problems in relativ allge-

meiner Form gesichert ist, sind weder die L�osungen noch das isoperimetrische Pro�l im

allgemeinen Fall bestimmbar. Man kann das isoperimetrische Pro�l von M h�ochstens

durch geometrische Gr�o�en von M absch�atzen.

Eine Absch�atzung des Pro�ls nach oben erh�alt man trivialerweise, wenn man f�ur jedes

Volumen v 2 (0;VolM) die Ober�ache eines beliebigen kompakten, regul�aren Bereiches

mit Volumen v bestimmt, beispielsweise eines geod�atischen Balles. Schwieriger ist eine

Absch�atzung des Pro�ls nach unten. Ohne Zusatzinformationen �uber die Geometrie von

M l�asst sich das Pro�l nur trivial durch die Nullfunktion nach unten absch�atzen.
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F�ur die R�aume konstanter Schnittkr�ummung, d.h. den euklidischen Raum R
m , den reell-

hyperbolischen Raum RHm und die Sph�are Sm ist das isoperimetrische Pro�l bekannt.

Es gilt sogar noch mehr: f�ur einen kompakten regul�aren Bereich 
 gilt

Vol(
) = v und Area(@
) = minimal =) 
 geod�atischer Ball:

Erste strikte Beweisans�atze f�ur die euklidische Ebene �nden sich bei J. Steiner und H.A.

Schwarz Mitte des 19. Jahrhunderts. Eine Darstellung dieser Ans�atze �ndet man bei-

spielsweise in [Bla]. Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen euklidischen Raum

wurde zuerst von E. Schmidt (1939) in [Sc1] bewiesen. Die isoperimetrische Ungleichung

der Sph�are Sn und des reell-hyperbolischen Raumes RHn wurde ebenfalls von E. Schmidt

in [Sc2] gezeigt.

Zentral im Beweis ist dabei die Methode der Symmetrisierung, mit der man zeigt, dass

ein Bereich mit minimaler Ober�ache invariant unter der Isotropiegruppe O(m) des zu-

grundeliegenden Raumes in einem bestimmten Punkt ist. Daraus ergibt sich, dass die

geod�atischen B�alle als \symmetrischste Objekte" in M das isoperimetrische Problem

l�osen. Man erh�alt daher sowohl das isoperimetrische Pro�l als Funktion der Ballober-

�achen als auch eine Charakterisierung von geod�atischen B�allen durch diese Extremalei-

genschaft. Das isoperimetrische Pro�l einer einfach zusammenh�angenden, vollst�andigen

Fl�ache mit konstanter Schnittkr�ummung K ist gegeben durch

'(v) =
p
v(4� �Kv); K 2 R:

Abbildung 1.1 zeigt dieses isoperimetrische Pro�l f�ur die F�alle K = �1; 0; 1.

Abbildung 1.1: Das isoperimetrische Pro�l von M = RH2 ;R2 ; S2
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F�ur Mannigfaltigkeiten mit variabler Schnittkr�ummung ist das isoperimetrische Pro�l

erst in wenigen F�allen bekannt. Selbst f�ur das Rotationsparaboloid in R
3 wurde es erst
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1996 in [BC] bestimmt. Weitere Ergebnisse �uber das isoperimetrische Pro�l von Fl�achen

�nden sich [HHM] und in [Pan]. Zum Thema der isoperimetrischen Probleme im allge-

meinen Kontext verweise ich auf [BZ] und [Oss].

Die Schwierigkeit im Fall der variablen Schnittkr�ummung ist, dass zum einen die Me-

thode der Symmetrisierung im Allgemeinen nicht mehr m�oglich ist, zum anderen, dass

die anderen Beweismethoden gew�ohnlich keine scharfen Absch�atzungen der Ober�ache

durch das Volumen zulassen, selbst wenn man noch weitere geometrische Gr�o�en wie

mittlere Kr�ummung oder Laplace-Eigenwerte mit einbezieht, siehe beispielsweise [BBG]

oder [Ch2].

Die Methode der Symmetrisierung l�asst sich in gewissem Rahmen auf Produkte von eukli-

dischen und hyperbolischen R�aumen �ubertragen. Damit konnten W.Y. Hsiang und W.T.

Hsiang in [HH], Theorem 1 zeigen, dass die L�osungen des isoperimetrischen Problems,

also die Bereiche mit minimaler Ober�ache, in derartigen Produkten die Symmetrie des

unterliegenden Raumes besitzen. Dies best�arkt die Vermutung, dass die L�osungen des

isoperimetrischen Problems in beliebigen symmetrischen R�aumen vom nichtkompakten

Typ diese Eigenschaft haben.

In demselben Artikel �nden sich auch Aussagen zur Regularit�at und Konvexit�at der

Bereiche mit minimaler Ober�ache in derartigen Produktr�aumen.

Weitere Ergebnisse zum isoperimetrischen Problem in symmetrischen R�aumen vom nicht-

kompakten Typ �nden sich in [Hs2]. Dort wird insbesondere gezeigt, dass das isoperime-

trische Pro�l eines symmetrischen Raumes vom nichtkompakten Typ asymptotisch linear

ist. Diese und einige weitere Ergebnisse werden in Proposition 1.5 zusammengefasst.

1.2 Thema der vorliegenden Arbeit

Die Zwei-Punkt-Homogenen R�aume bilden eine Klasse von nat�urlichen Verallgemeine-

rungen der R�aume konstanter Kr�ummung mit folgender charakteristischen Eigenschaft:

M ist homogen und die Isotropiegruppe Iso(M; p) operiert in jedem Punkt p 2 M tran-
sitiv auf den geod�atischen Sph�aren um p.

Man kann also sagen, dass die geod�atischen B�alle wieder die \symmetrischsten Objekte"

in M sind. Man vermutet daher, dass sie {wie im Fall konstanter Kr�ummung{ das iso-

perimetrische Problem l�osen, zumindest im Fall der symmetrischen Rang-1-R�aume vom

nichtkompakten Typ. (Siehe Vermutung 1.7.) Dies ist eine Umformulierung der Vermu-

tung, dass die L�osungen des isoperimetrischen Problems in symmetrischen R�aumen vom

nichtkompakten Typ die Symmetrie des unterliegenden Raumes haben, f�ur R�aume vom

Rang 1.

Eine weitere Klasse von nat�urlichen Verallgemeinerungen des euklidischen Raumes erh�alt

man, indemman auf die symmetrische Struktur verzichtet und beliebige Schnittkr�ummun-

gen K � 0 zul�asst: die Klasse der Hadamard-Mannigfaltigkeiten, also der einfach zusam-

menh�angenden, vollst�andigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Schnittkr�ummung

K � 0. Eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit ist di�eomorph zu R
n und

hat in mancher Hinsicht �ahnliche Geometrie wie der euklidische Raum. Eine interes-
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sante Frage ist nun, wie das isoperimetrische Pro�l einer n-dimensionalen Hadamard-

Mannigfaltigkeit mit dem isoperimetrischen Pro�l von R
n zusammenh�angt.

Man vermutet, dass das isoperimetrische Pro�l 'M einer beliebigen, n-dimensionalen

Hadamard-Mannigfaltigkeit gr�o�er oder gleich demjenigen von R
n ist:

'M(v) � 'Rn(v); v > 0;

und weiter, dass ein kompakter, regul�arer Bereich 
 � M von Volumen v genau dann

die minimale Ober�ache 'M(v) = 'Rn(v) hat, wenn er isometrisch zu einem achen,

geod�atischen Ball ist. Das ist der Inhalt von Vermutung 1.8.

In dieser Arbeit werden Beweismethoden entwickelt bzw. weiterentwickelt, die ohne die

Existenz von total geod�atischen Hyper�achen auskommen und auf diese Weise geometri-

sche Ungleichungen f�ur symmetrische Rang-1-R�aume und Hadamard-Mannigfaltigkeiten

erm�oglichen. Besonderes Interesse gilt dabei solchen Ungleichungen, f�ur die eine Gleich-

heitsdiskussion m�oglich ist, die also scharf sind. Dadurch wird es m�oglich, geod�atische

B�alle �uber geometrische Extremaleigenschaften zu charakterisieren.

Die entwickelten Beweismethoden lassen sich grob dadurch ordnen, welche Methode ver-

wendet wird, um die Ober�ache eines kompakten, regul�aren Bereiches mit seinem Volu-

men in Beziehung zu setzen. Dementsprechend ist die Arbeit gegliedert.

� Im zweiten Kapitel werden zun�achst spezielle radiale Vektorfelder konstruiert, mit

deren Hilfe man �uber den Divergenzsatz (Satz von Stokes) scharfe Ungleichungen

zwischen der Ober�ache, dem Volumen und dem Umkugelradius erh�alt (S�atze 2.6

und 2.7).

� Im dritten Kapitel bildet eine integralgeometrische Formel von L.A. Santal�o das

Bindeglied zwischen der Ober�ache und dem Volumen. Daraus ergeben sich zwei

verschiedene Charakterisierungen von B�allen in euklidischen und symmetrischen

Rang-1-R�aumen vom nichtkompakten Typ als Folgerungen der Sinus- und Cosi-

nuss�atze (Folgerung 3.7 und Satz 3.8).

Das isoperimetrische Pro�l einer Hadamard-Mannigfaltigkeit und das isoperimetri-

sche Pro�l eines symmetrischen Rang-1-Raums vom nichtkompakten Typ werden

�uber eine Verallgemeinerung der H�olderschen Ungleichung (Proposition 3.17) nach

unten abgesch�atzt (S�atze 3.19 und 3.20). Durch diese Methode ergibt sich ein wei-

terer, besonders einfacher Beweis f�ur Vermutung 1.8 in Dimension 2 und ein neuer

Ansatz f�ur h�ohere Dimensionen.

�Uber die Youngsche Ungleichung erh�alt man eine scharfe geometrische Absch�atzung

des Standardpotentials in R
n f�ur n � 3 und einen neuen Beweis der isoperimetri-

schen Ungleichung in R
2 (Satz 3.23).

� Das vierte Kapitel beginnt mit einer Charakterisierung von Sph�aren in symmetri-

schen Rang-1-R�aumen �uber eine Extremaleigenschaft ihrer zweiten Fundamental-

form (Proposition 4.3). Die Riccati-Gleichung wird im Folgenden dazu verwendet,

eine Beziehung zwischen den Ober�achenelementen von Parallel�achen zu �nden
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und damit eine scharfe isoperimetrische Ungleichung zu beweisen. Neben Ober-

�ache und Volumen eines kompakten, regul�aren Bereiches geht auch eine Art Mit-

telwert der mittleren Kr�ummung in die Ungleichung ein (Satz 4.6).

1.3 Symmetrische Rang-1-R�aume

Ein irreduzibler symmetrischer Raum von Rang 1 wird symmetrischer Rang-1-Raum

genannt. Zusammen mit den euklidischen R�aumen bilden die symmetrischen Rang-1-

R�aume gerade die Klasse der Zwei-Punkt-Homogenen R�aume, d.h. die Klasse der

zusammenh�angenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten X mit der Eigenschaft, dass es

zu je zwei Punktepaaren (x1; x2) und (y1; y2) aus X mit d(x1; x2) = d(y1; y2) eine Isome-

trie � von X gibt mit �(xi) = yi f�ur i = 1; 2.

Die symmetrischen Rang-1-R�aume vom nichtkompakten Typ sind

RHm = SO(m; 1)=SO(m);

CHm = SU(m; 1)=U(m);

HHm = Sp(m; 1)=(Sp(m)� Sp(1)) und

OH2 = F�4=Spin(9);

d.h. die reell-, komplex-, quaternionisch-hyperbolischen R�aume und die hyperbolische

Cayley-Ebene. Die symmetrischen Rang-1-R�aume vom kompakten Typ sind

Sm = SO(m+ 1)=SO(m);

RPm = SO(m + 1)=O(m);

C Pm = SU(m + 1)=U(m);

H Pm = Sp(m+ 1)=(Sp(m)� Sp(1)) und

OP 2 = F4=Spin(9);

d.h. die Sph�are, die reell-, komplex-, quaternionisch-projektiven R�aume und die projekti-

ve Cayley-Ebene. Diese Liste erh�alt man aus der Klassi�kation der einfachen Liegruppen

(siehe z.B. [Wol] oder [Bes]).

F�ur symmetrische Rang-1-R�aume X sei stets K 2 fR; C ; H ;O g die zugrundeliegen-

de reelle Divisionsalgebra der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, der Hamilton-

Quaternionen bzw. der Cayley-Oktaven, d = dimR K ihre reelle Dimension und m � 2

die K -Dimension von X.

Die reelle Dimension von X wird mit n = dm bezeichnet und das Vorzeichen der Schnitt-

kr�ummung mit �. F�ur die R�aume vom kompakten Typ ist also � = 1 und f�ur diejenigen

vom nichtkompakten Typ ist � = �1. Die Metrik h�; �i auf X sei derart skaliert, dass die

R�aume konstanter Schnittkr�ummung gerade Schnittkr�ummung � haben und die Schnitt-

kr�ummung der anderen Rang-1-R�aume zwischen � und 4� liegt.

J1; :::; Jd�1 bezeichnen parallele, orthogonale Endomorphismen auf TX mit J2
k = �id,

k = 1; :::; d� 1, die von der Multiplikation mit den Elementen6= e der nat�urlichen Basis

e; j1; :::; jd�1 der zugrundeliegenden reellen Divisionsalgebra K erzeugt werden.
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De�nition 1.1 Mit !n bzw. cn�1 wird das Volumen des Einheitsballes in R
n bzw.

das induzierte (n � 1)-dimensionale Volumen der Einheitssph�are in R
n bezeichnet,

es gilt also

cn�1 =
2�

n

2

�(n
2
)

und !n =
cn�1

n
:

Sei X ein n-dimensionaler symmetrischer Rang-1-Raum oder Rn . Dann bezeichnet A(r)

das induzierte Volumen der geod�atischen Hypersph�are von Radius r und B(r) =R r
0
A(t) dt das Volumen eines geod�atischen Balles von Radius r > 0. (F�ur � = 1

sei dabei r < �

2
vorausgesetzt).

Zur Vereinheitlichung des kompakten und nichtkompakten Falls werden folgende Schreib-

weisen f�ur die Winkelfunktionen gebraucht: sin� steht f�ur sin im Fall � = 1 und f�ur

sinh im Fall � = �1, entsprechend sind cos�, tan� und cot� de�niert.

F�ur explizite Berechnungen von Sph�aren- und Ballvolumen beachte man �(1) = 1,

�(1
2
) =

p
� und �(x+ 1) = x�(x) f�ur alle x > 0.

F�ur X = R
n erh�alt man A(r) = cn�1r

n�1 und f�ur symmetrische Rang-1-R�aume gilt

A(r) = cdm�1 sin
d(m�1)
� (r)

1

2d�1
sind�1

� (2r):

De�nition 1.2 Sei M eine vollst�andige Riemannsche Mannigfaltigkeit und p 2 M .
Dann bezeichnet SpM = fv 2 TpM j jvj = 1g die Menge der Einheitstangentialvek-

toren in p. Sei � 2 SpM . Dann bezeichnet � : R !M die Geod�atische mit 0�(0) = �.

Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit und p; q 2M mit p 6= q. Dann ist ~pq 2 SpM der
(eindeutig bestimmte) Einheits-Tangentialvektor mit  ~pq(d(p; q)) = q.

1.4 Isoperimetrische Probleme

De�nition 1.3 Ein Bereich 
 in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist der Ab-
schluss einer nichtleeren, o�enen und zusammenh�angenden Teilmenge von M . Ein Be-
reich hei�t regul�ar, wenn der topologische Rand @
 eine C1-Hyper�ache von M ist.

De�nition 1.4 Das isoperimetrische Pro�l einer vollst�andigen, zusammenh�angen-

den Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist die Funktion

'M : (0;VolM)! (0;1); v 7! inf fArea(@
) j Vol(
) = v g:

Dabei wird das In�mum �uber alle kompakten, regul�aren Bereiche 
 � M (mit festem

Volumen v) gebildet.

Das isoperimetrische Problem einer gegebenen m-dimensionalen vollst�andigen, zu-

sammenh�angenden Riemannschen Mannigfaltigkeit M l�asst sich folgenderma�en formu-

lieren: Zu jeder Zahl v 2 (0;VolM) bestimme man diejenigen kompakten Bereiche 
v

mit Vol(
) = v und 'M(v) = Area(@
v), falls sie existieren.
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Ein solcher Bereich 
v hei�t L�osung des isoperimetrischen Problems oder kurz isoperi-

metrische L�osung.

Eine isoperimetrische Ungleichung f�ur M oder geometrische Ungleichung f�ur M

ist im weiteren Sinn eine Ungleichung, die geometrische Gr�o�en von kompakten Bereichen

in M �uber eine Ungleichung in Beziehung setzt. Eine isoperimetrische Ungleichung im

engeren Sinn ist eine Ungleichung, die die Ober�ache eines kompakten Bereichs 
 �
M nach unten durch eine positive Funktion des Volumens Vol(
) absch�atzt und so

eine Absch�atzung des isoperimetrischen Pro�ls nach unten liefert. Eine isoperimetrische

Ungleichung hei�t scharf, wenn es kompakte Bereiche gibt, die die Ungleichung mit

Gleichheit erf�ullen.

Bemerkung. Ein Ergebnis der geometrischen Ma�theorie ist, dass es zu jeder Riemann-

schen Mannigfaltigkeit M , f�ur die der Quotient M=� von M nach ihrer Isometriegrup-

pe � kompakt ist und jedem v 2 (0;Vol(M)) eine relativ kompakte, o�ene Teilmenge


v �M von Volumen v gibt, deren Rand @
v unter allen derartigen Mengen minimales

(n � 1)-dimensionales Hausdor�-Ma� hat. (Siehe [Mor], 13.4. und die Bemerkung auf

Seite 131.)

Im Allgemeinen ist dieser Rand jedoch keine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, sondern

nur ein rekti�zierbarer Strom (engl.: recti�able current, siehe [Fed], S.355), mit folgender

Eigenschaft:

Ist p 2 @
v ein Randpunkt, dessen Tangentialkegel in einem Halbraum von TpM enthal-

ten ist, dann gibt es eine Umgebung U von p in M , sodass @
v \U eine C1-Hyper�ache

von U ist.

Es gilt sogar, dass die Menge der regul�aren Punkte (solche, deren Tangentialkegel in ei-

nem Halbraum enthalten ist) eine zusammenh�angende C1-Hyper�ache konstanter mitt-

lerer Kr�ummung ist und dass die Menge der singul�aren Punkte Hausdor�-Dimension

� n� 8 hat. Zum Beweis siehe [Alm]. Vergleiche auch [Bus], 2.1. und 3.3.

Es wird jedoch vermutet, dass f�ur symmetrische R�aume vom nichtkompakten Typ iso-

perimetrische L�osungen stets regul�ar sind, vgl. [Hs2], S. 153. Ein entsprechender Regu-

larit�atssatz liegt jedoch noch nicht vor.

Folgende Eigenschaften des isoperimetrischen Pro�ls wurden allgemein f�ur symmetrische

R�aume vom nichtkompakten Typ in [Hs2] gezeigt. Da sich die Beweise f�ur symmetrische

Rang-1-R�aume etwas vereinfachen, wird auch ein Beweis angegeben.

Proposition 1.5 Sei X ein n-dimensionaler symmetrischer Rang-1-Raum vom nicht-
kompakten Typ und 'X das isoperimetrische Pro�l von X. Dann gilt:

(a) Sei v > 0 eine Stelle, an der 'X di�erenzierbar ist, 
� eine isoperimetrische L�osung

mit Vol(
�) = v und Hv =
Spur (�rN)

n�1
die mittlere Kr�ummung des regul�aren Teils

von @
� bez�uglich der inneren Normale N . Dann gilt

'0X(v) = (n� 1)H:

(b) 'X ist eine streng monoton wachsende, fast �uberall di�erenzierbare Funktion.
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(c) F�ur alle v > 0 gilt

'X(v) > (dm+ d� 2) � v:

Beweis. Es gelten folgende Variationsformeln f�ur eine di�erenzierbare Schar von kom-

pakten Bereichen t 7! 
t mit 
0 = 
� und Variationsfeld V auf dem regul�aren Teil von

@
�:

d

dt

����
0

Vol(
t) = �
Z
@
�

hNv; V i dA und
d

dt

����
0

Area(@
t) = �
Z
@
�

(n� 1)HvhN; V i dA:

Sei 
t eine Variation von 
� mit Vol(
t) =: v(t) und v0(0) � 0. Dann gilt

'0X(v) = lim
�!0+

'X(v + �)� 'X(v)

�

= lim
t!0+

'X(v(t))� 'X(v(0))

v(t)� v(0)

= lim
t!0+

'X(v(t))� 'X(v)

t
� t

v(t)� v

� lim
t!0+

Area(
t)� Area(
0)

t
� t

Vol(
t)� Vol(
0)

=

d
dt

���
0
Area(
t)

d

dt

���
0
V (
t)

= (n� 1)Hv:

Betrachtet man nun eine Variation 
t von 
� mit v0(0) < 0, so erh�alt man in analoger

Weise '0X(v) � (n� 1)Hv. Es folgt a).

Sei K � 
� der kleinste Ball, der 
� enth�alt. Dann ber�uhrt der Rand von K den

Rand von 
� in mindestens einem Punkt p. Dieser Punkt kann nur regul�ar sein, da sein

Tangentialkegel in dem Halbraum von TpX enthalten ist, in dem auch der Tangentialkegel

von K enthalten ist. Die konstante mittlere Kr�ummung Hv des regul�aren Teils von @
�

bez�uglich der inneren Normale N ist nicht kleiner als die von @K in p. Das folgt aus

Lemma 1.6. Ist R der Radius von K, so l�asst sich die Spur der Weingarten-Abbildung

von @K als logarithmische Ableitung des Sph�arenvolumens berechnen:

d

dR
lnA(R) = 2(d� 1) coth(2R) + d(m� 1) coth(R)

> 2(d� 1) + d(m� 1)

= dm+ d� 2:

Also folgt Hv >
dm+d�2
n�1

= dm+d�2
dm�1

> 0. Da (n � 1)Hv die logarithmische Ableitung des

Volumens von @
� in Richtung der �au�eren Normale ist, folgt, dass eine gen�ugend kleine

Deformation von 
� in Richtung der inneren Normale sowohl das Volumen von 
� als

auch die Ober�ache von @
� verkleinert. F�ur jedes ~v < v in einer gen�ugend kleinen

Umgebung von v gilt demnach

'X(~v) < 'X(v):

14



Also ist 'X streng monoton wachsend und also nach einem Satz von Lebesgue fast �uberall

di�erenzierbar. Es ergibt sich demnach b).

Wegen

'X(v) =

Z v

0

(n� 1)Hv dv >

Z v

0

(dm+ d� 2) dv = (dm+ d� 2)v

folgt nun auch c). 2

Lemma 1.6 Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und M1;M2 � X zwei orien-

tierbare Hyper�achen mit Normalen N1; N2, die sich in einem Punkt p 2 X ber�uhren.

Dabei gelte N1(p) = N2(p) und f�ur eine Umgebung U von p in X, dass U nM1 in genau

zwei Komponenten zerf�allt und M2 \U ganz in derjenigen abgeschlossenen Komponente

liegt, in die die Normale N1 weist. Dann gilt f�ur jeden Vektor v 2 TpM1 = TpM2:

hrvN1; vi � hrvN2; vi:

Beweis. Betrachte eine Karte x : U ! R
n derart, dass f�ur die erste Komponente

x1(M1 \ U) = f0g gilt und N1(p) = N2(p) = @
@x1
jp. Nach Voraussetzung gilt dann

auch x1(M2 \ U) � 0. Seien �i : (��; �)!Mi f�ur i = 1; 2 zwei Kurven mit

�01(0) = �02(0) = v:

Durch die Betrachtung der entsprechenden Kurven x Æ �i in R
n erh�alt man

h�001(0); N1(p)i � h�002 (0); N2(p)i:

Mit

hrvNi; vi = hrtNij�i; �
0

i(0)i

=
d

dt
j0hNij�i ; �

0

ii � hNi(p); �
00

i (0)i
= �hNi(p); �

00

i (0)i

f�ur i = 1; 2 folgt nun die Behauptung. 2

Bemerkung. Das isoperimetrische Pro�l einer vollst�andigen, zusammenh�angenden Rie-

mannschen Mannigfaltigkeit M l�asst sich trivialerweise nach oben absch�atzen: Zu je-

dem v 2 (0;VolM) sei 
v ein kompakter, regul�arer Bereich mit Vol(
) = v und

Area(@
) =: a(v). Dann gilt 'M(v) � a(v). F�ur einen symmetrischen Rang-1-Raum

X vom nichtkompakten Typ erh�alt man also insbesondere

'X(v) � A(B�1(v)); v > 0:

Vermutung 1.7 F�ur einen symmetrischen Rang-1-Raum X vom nichtkompakten Typ
ist das isoperimetrische Pro�l durch 'X(v) = A(B�1(v)) gegeben und die geod�atischen

B�alle sind die einzigen (regul�aren) L�osungen des isoperimetrischen Problems.
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F�ur die vollst�andigen, einfach zusammenh�angenden Mannigfaltigkeiten konstanter Schnitt-

kr�ummung, also f�ur die Sph�aren Sn, die euklidischen R�aume Rn und die reell-hyperbolischen

R�aume RHn ist dies seit den 1940er Jahren bewiesen, siehe [DS], [Sc2]. F�ur die symmetri-

schen Rang-1-R�aume vom nichtkompakten Typ mit nichtkonstanter Schnittkr�ummung

ist diese Vermutung jedoch noch o�en.

F�ur den reell-projektiven Raum RP 3 ist diese Vermutung falsch: f�ur bestimmte Wer-

te v des Volumens von 
 haben Tuben um projektive Geraden kleinere Ober�ache als

geod�atische B�alle desselben Volumens. Das wurde 1992 von Ritor�e und Ros in [RR] be-

wiesen. In demselben Artikel wird auch das isoperimetrische Pro�l von RP 3 bestimmt.

F�ur die anderen symmetrischen Rang-1-R�aume vom kompakten Typ ist das isoperime-

trische Pro�l jedoch unbekannt.

Vermutung 1.8 Sei 
 ein kompakter, regul�arer Bereich in einer n-dimensionalen Hada-

mard-Mannigfaltigkeit M . Dann gilt

Area(@
) � n
n�1
n (cn�1)

1
nVol(
)

n�1
n

mit Gleichheit genau dann, wenn 
 isometrisch zu einem achen Ball ist.

Diese Vermutung wurde f�ur n = 2 in [Wei], f�ur n = 3 in [Kle] und f�ur n = 4 in [Cro]

bewiesen. F�ur die anderen Dimensionen ist diese Vermutung bis jetzt o�en.
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Kapitel 2

Ans�atze �uber den Divergenzsatz

2.1 Radiale Vektorfelder konstanter Divergenz

Proposition 2.1 Sei X ein n-dimensionaler euklidischer oder ein symmetrischer Rang-

1-Raum vom nichtkompakten Typ. Sei o 2 X ein fester Punkt und r : X ! R; p 7! d(o; p)

der Abstand zu o. Dann ist Vo mit Vo(o) = 0 und

Vo(p) :=
B(r(p))

A(r(p))
(grad r)(p); p 6= o

ein C1-Vektorfeld auf X mit divVo = 1.

Abbildung 2.1: Die Funktion
B(r)

A(r)
f�ur den Fall X = RH2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2 4 6 8 10
t

Beweis. Um zu zeigen, dass Vo ein C
1-Vektorfeld auf X ist, betrachte Normalkoordina-

ten x1; :::; xn um o bez�uglich einer beliebigen Orthonormalbasis e1; :::; en. Dann hat Vo
bez�uglich der Koordinatenfelder

Ei(p) = (d expo)upei; up := exp�1
o (p); (i = 1; :::; n)
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die Darstellung

Vo(p) =
B(r(p))

A(r(p))

nX
i=1

xi(p)

r(p)
Ei(p); r(p) := jjupjj:

Vo ist stetig in o, denn f�ur jede Nullfolge (x�1; :::; x
�
n) mit r� :=

p
(x�1)

2 + :::+ (x�n)
2 gilt

lim
�!1

����B(r�)x�iA(r�)r�

���� = lim
�!1

����
R r�
0
A(t) dt x�i

A(r�) r�

���� � lim
�!1

����A(r�) r� x�iA(r�) r�

���� = 0:

Es bleibt also zu zeigen:

@

@xk

�
B(r)

A(r)

xi

r

�
; r =

q
x21 + :::+ x2n

existiert in (0; :::; 0) und ist dort stetig f�ur alle i; k = 1; :::; n. F�ur i 6= k ist die partielle

Ableitung in 0 o�ensichtlich = 0 und ist dort auch stetig. Sei also i = k und h� eine

reelle Nullfolge f�ur � !1. Dann erh�alt man als partielle Ableitung in 0:

@

@xk

�
B(r)

A(r)

xk

r

�
= lim

�!1

B(jh� j)h�
A(jh� j) jh� j

� 0

h�
:

A ist eine analytische Funktion. Sei A(l)(0) die erste Ableitung von A in 0 die nicht ver-

schwindet. Wegen B(0) = A(0) = :::A(l�1)(0) = 0 erh�alt man nach der Taylorentwicklung

um 0 also weiter

= lim
�!1

1
(l+1)!

A(l)(0) jh�jl+1 +O(jh�jl+2)

1
l!
A(l)(0) jh�jl+1 +O(jh�jl+2)

=
1

l + 1
:

Um festzustellen, ob diese partielle Ableitung in 0 stetig ist, setze xj = 0 f�ur j 6= k und

betrachte die partielle Ableitung in (0; :::; xk; :::0). Dann ist r = jxkj und es gilt

@

@xk

�
B(r)xk

A(r)r

�
=

A2x2k + rAB �BA0x2k � AB
x2
k

r

A2r2

= 1� B(jxkj)A0(jxkj)
A2(jxkj)

= 1�
1

(l+1)!
1

(l�1)!

�
A(l)(0)

�2
+O(jxkj)�

1
l!

�2
(A(l)(0))

2
+O(jxkj)

Das strebt f�ur xk ! 0 tats�achlich gegen 1
l+1

. Damit ist gezeigt, dass Vo ein C
1-Vektorfeld

ist.
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Es gilt Vo = grad (f Æ r) f�ur f : [0;1) ! [0;1) mit f(t) =
R t
0

B(s)

A(s)
ds. Der radiale Teil

des Laplace-Operators div grad bez�uglich geod�atischer Polarkoordinaten um o hat nach

[He2], Proposition II.5.26 die Form

@2

@r2
+
A0(r)

A(r)

@

@r
:

Damit ergibt sich auf X n fog
divVo = div grad (f Æ r)

= f 00(r) +
A0(r)

A(r)
f 0(r)

=
A2(r)�B(r)A0(r)

A2(r)
+
A0(r)B(r)

A(r)2

= 1

Aus Stetigkeitsgr�unden gilt auch (div Vo)(o) = 1. 2

Bemerkung. Durch Mittelung von Vektorfeldern Vo aus Proposition 2.1 �uber beliebigen

Teilmengen vonX (mit entsprechendem Ma�) erh�alt man weitere Vektorfelder konstanter

Divergenz 1, z.B. V
 und V@
 mit

V
(p) :=
1

Vol(
)

Z



Vq(p) dV (q) und V@
(p) :=
1

Area(@
)

Z
@


Vq(p) dA(q):

Weitere Vektorfelder konstanter Divergenz erh�alt man nat�urlich, indem man Gradienten-

felder harmonischer Funktionen zu einem Vektorfeld konstanter Divergenz hinzuaddiert.

Mit einer �ahnlichen Methode wie in Proposition 2.1 erh�alt man ein weiteres radiales

Vektorfeld Wo berechenbarer Divergenz, wie im folgenden Korollar gezeigt wird. Im Fall

X = R
n gilt gerade Wo = nVo.

Korollar 2.2 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ oder Rn

und o 2 X ein fester Punkt. Dann ist das Vektorfeld Wo mit Wo(o) = 0 und

Wo(q) = r(q)(grad r)(q); q 6= o; r(q) = d(o; q)

ein C1-Vektorfeld mit konstanter Divergenz divWo = n f�ur X = R
n und mit Divergenz

(divWo)(q) = 1+d(m�1)r(q) coth(r(q))+2(d�1)r(q) coth(2r(q)) f�ur die hyperbolischen

R�aume X = KHm mit d = dimR K und K 2 fR; C ; H ;O g.

Beweis. Wo ist stetig di�erenzierbar wegen Wo = grad
�
r2

2

�
. Es gilt f�ur q 6= o

divWo = div grad

�
r2

2

�

=
@2

@r2

�
r2

2

�
+
A0(r)

A(r)

@

@r

�
r2

2

�

= 1 +
A0(r)

A(r)
r
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Es ergibt sich also divWo = n f�ur X = R
n und

divWo = 1 + d(m� 1) r(coth(r) + 2(d� 1) + 2(d� 1) coth(2r))

f�ur symmetrische Rang-1-R�aume. 2

Bemerkung. Es gibt folgende Beziehung zwischen der mittleren Kr�ummung und Vek-

torfeldern konstanter Divergenz:

Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und M � X eine orientierbare Hyper�ache

mit Normale N und zugeh�origer Weingarten-Abbildung A : TpM ! TpM , v 7! �rvN .

In einer Umgebung von M sei V ein di�erenzierbares Vektorfeld mit der Eigenschaft,

dass V auf M ein negatives Vielfaches der Normale ist. Dann gilt

SpurA =
1

jjV jjdiv V + V

�
1

jjV jj

�
:

Beweis. Sei E1; :::; En ein lokales orthonormales n-Bein. Dann gilt

SpurA = �
nX
i=1

hrEiN;Eii

=

nX
i=1

hrEi

V

jjV jj ; Eii

=

nX
i=1

�
1

jjV jjhrEiV;Eii+ Ei

�
1

jjV jj

�
hV;Eii

�

=
1

jjV jjdiv V + V

�
1

jjV jj

�
:

2

Proposition 2.3 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ.

Dann ist das Gradientenvektorfeld V = grad fv einer beliebigen Busemann-Funktion

fv : X ! R; q 7! lim
t!1

d(q; v(t))� t; (v 2 SX fest)

ein C1-Vektorfeld mit jjV jj = 1 und divV = dm + d� 2. Dabei sind m = dimK X und

d = dimR K , vergleiche Seite 11.

Beweis. Zun�achst ergibt sich jjgrad fvjj = 1 wegen jjgradd(q; �)jj = 1. Es gilt also auch

rV V = 0.

Nach [HH], Proposition 3.1. ist jede Busemannfunktion in einer Hadamard-Mannigfal-

tigkeit eine C2-Funktion und es gilt (ruV )(q) = �J 0u(0) f�ur jedes u 2 TqX mit u ? V .

Dabei ist Ju(t) das stabile Jacobifeld l�angs �V (q)(t) mit Ju(0) = u.
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Falls K[u; V ] = ��2 ist, folgt Ju(t) = (cosh(�t) � sinh(�t))U(t) f�ur das Parallelfeld U

mit U(0) = u. Sei E1; :::; Edm eine Orthonormalbasis in q mit Edm = V und so, dass

K[Ei; V ] = �1 f�ur i = 1; :::; d(m� 1) gilt. Dann erh�alt man

(div V )(q) =

dmX
i=1

hrEiV;Eii

=

dm�1X
i=1

�hJ 0Ei(0); Eii

= d(m� 1) � 1 + (d� 1) � 2
= dm+ d� 2

2

2.2 Anwendung auf isoperimetrische Probleme

Proposition 2.4 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ.

Dann gilt f�ur jeden kompakten, regul�aren Bereich 
 � X

Area(@
) > (dm+ d� 2) � Vol(
):

Beweis. Die Aussage folgt nat�urlich aus Proposition 1.5. Ein direkter Beweis ohne die

Verwendung der Regularit�at und Existenz von L�osungen des isoperimetrischen Problems

ist der folgende.

Sei 
 � X ein beliebiger kompakter, regul�arer Bereich mit �au�erer Normale ~N auf @


und V das Gradientenfeld einer beliebigen Busemannfunktion. Dann folgt aus Proposi-

tion 2.3 und dem Divergenzsatz

Vol(
) =
1

dm+ d� 2

Z



div V dV

=
1

dm+ d� 2

Z
@


hV; ~Ni dA

� 1

dm+ d� 2
Area(@
)

Andererseits gibt es keinen kompakten, regul�aren Bereich 
, der diese Ungleichung mit

Gleichheit erf�ullt, denn der Rand @
 m�usste wegen V = ~N Niveaumenge einer Buse-

mannfunktion sein, also eine Horosph�are. Wegen der Kompaktheit ergibt sich ein Wi-

derspruch. Also gilt stets die strikte Ungleichung. 2

Folgendes technisches Lemma ist an mehreren Stellen der vorliegenden Arbeit wichtig.
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Lemma 2.5 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ. Dann

ist die Funktion B(r)=A(r) f�ur r > 0 streng monoton wachsend und es gilt

lim
r!1

B(r)

A(r)
=

1

dm+ d� 2
:

Beweis.

� Sei zun�achst X ein reell-hyperbolischer Raum, d.h. es gilt d = 1 und n = m. Durch

partielle Integration erh�alt man zun�achst folgende Rekursionsformel f�ur n � 3:Z r

0

sinh(t)n�1 dt = sinh(r)n�2 cosh(r)� (n� 2)

Z r

0

sinh(t)n�3 cosh(t)2 dt

)
Z r

0

sinh(t)n�1 dt =
1

n� 1

�
cosh(r) sinh(r)n�2 � (n� 2)

Z r

0

sinh(t)n�3 dt

�

F�ur n = 2 gilt A(r) = c1 sinh(r) und B(r) = c1(cosh(r)� 1), also folgt

lim
r!1

B(r)

A(r)
= 1 =

1

dm+ d� 1
:

F�ur n � 3 gilt A(r) = cn�1 sinh(r)
n�1 und B(r) = cn�1

R r
0
sinh(t)n�1 dt. Also ergibt

sich mit der Rekursionsformel

lim
r!1

B(r)

A(r)
= lim

r!1

1

n� 1

�
coth(r)� (n� 2)

R r
0
sinh(t)n�3 dt

sinh(r)n�1

�
=

1

n� 1
=

1

dm + d� 2

Um zu zeigen, dass B(r)=A(r) f�ur r > 0 streng monoton wachsend ist, reicht zu

zeigen, dass �
B

A

�0
=

A2 � BA0

A2
> 0

, B <
A2

A0

,
Z r

0

sinh(t)n�1 dt <
sinh2n�2(r)

(n� 1) sinh(r)n�2 cosh(r)
=

sinh(r)n

(n� 1) cosh(r)

f�ur alle r > 0 gilt. Da beide Seiten der zu zeigenden Ungleichung f�ur r = 0 ver-

schwinden, folgt die Behauptung, wenn die Ungleichung f�ur die Ableitungen der

beiden Seiten entsprechend gilt. Das ergibt sich aus

sinh(r)n�1 <
n(n� 1) sinh(r)n�1 cosh(r)2 � (n� 1) sinh(r)n+1

(n� 1)2 cosh(r)2

, (n� 1) cosh(r)2 sinh(r)n�1 < n cosh(r)2 sinh(r)n�1 � sinh(r)n+1

, sinh(r)n+1 < sinh(r)n�1 cosh(r)2

f�ur alle r > 0.
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� F�ur d � 2 lassen sich sogar relativ �ubersichtliche geschlossene Formeln f�ur B(r)

und B(r)=A(r) angeben. Es gilt

B(r) = cn�1

Z r

0

sinh(t)d(m�1)

�
sinh(2t)

2

�d�1

dt

= cn�1

Z r

0

sinh(t)dm�1 cosh(t)d�1 dt

= cn�1

Z r

0

sinh(t)dm�1
�
sinh(t)2 + 1

� d�2
2 cosh(t) dt

= cn�1

Z sinh(r)

0

xdm�1(x2 + 1)
d�2
2 dx

=

8>>><
>>>:

c2m�1
sinh(r)2m

2m
; d = 2

c4m�1

�
sinh(r)4m+2

4m+2
+

sinh(r)4m

4m

�
; d = 4

c15

�
sinh(r)22

22
+

3 sinh(r)20

20
+

3 sinh(r)18

18
+

sinh(r)16

16

�
; d = 8 (m = 2)

Als Quotienten ergeben sich demnach

B(r)

A(r)
=

8>>><
>>>:

tanh(r)

2m
; d = 2

tanh(r)3

4m+2
+

tanh(r)

4m cosh(r)2
; d = 4

tanh(r)7

22
+

3 tanh(r)5

20 cosh(r)2
+

3 tanh(r)3

18 cosh(r)4
+

tanh(r)

16 cosh(r)6
; d = 8 (m = 2)

Daraus erh�alt man sofort

lim
r!1

B(r)

A(r)
=

1

dm+ d� 2
:

Die strenge Monotonie f�ur r > 0 erh�alt man durch Berechnen der Ableitung. Nach

l�angerer Rechnung erh�alt man

�
B

A

�0

(r) =

8>><
>>:

1
2m cosh(r)2

; d = 2

4(m�1) sinh(r)2+4m+2

(4m+2)4m cosh(r)4
; d = 4

1368 sinh(r)6+1540 sinh(r)4+330 sinh(r)2+165

5280 cosh(r)8
; d = 8 (m = 2)

> 0

2

Satz 2.6 Sei 
 � X ein kompakter, regul�arer Bereich in einem euklidischen oder sym-

metrischen Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ. Sei K � 
 der kleinste Ball, der 


enth�alt, mit Mittelpunkt o und Radius R. Dann gilt

Area(@
) � A(R)

B(R)
Vol(
)

mit Gleichheit genau dann, wenn 
 ein Ball ist.

23



Beweis. Das Vektorfeld Vo aus Proposition 2.1 hat konstante Divergenz 1 und

jjVojj =
����B(r)A(r)

����
w�achst nach Lemma 2.5 streng monoton in r = d(o; �). Wegen 
 � K gilt f�ur jedes

p 2 @
, dass r(p) � R ist und daher
B(r(p))

A(r(p))
� B(R)

A(R)
gilt. Sei ~N die �au�ere Normale auf

@
. Mit dem Divergenzsatz und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erh�alt man also

Vol(
) =

Z



divVo dV

=

Z
@


hVo; ~Ni dA

�
Z
@


jjVojj dA

� B(R)

A(R)
Area(@
):

Es gelte nun Gleichheit. Dann folgt, dass Vo auf @
 ein Vielfaches der Normale ~N ist

und dass f�ur jeden Randpunkt p 2 @
 der Abstand d(p; o) = R ist. Also ist 
 der Ball

um o von Radius R. 2

Satz 2.7 Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und 
 �M ein kom-
pakter, regul�arer Bereich. K sei ein geod�atischer Ball mit minimalem Radius R, der 


enth�alt. Dann gilt

Area(@
) � n

R
Vol(
)

mit Gleichheit genau dann, wenn 
 ein acher Ball ist.

Beweis. Sei o der Mittelpunkt von K. Zeige zun�achst, dass das Vektorfeld

Wo = grad

�
r2

2

�
; r(q) = d(o; q)

Divergenz divWo � n hat. Sei dazu q 6= o und e1; :::; en eine Orthonormalbasis von TqM

mit en = 0~oq(r(q)). Seien En(t) = 0~oq(t) und E1(t); :::; En�1(t) die Jacobifelder l�angs

 ~oq(t) mit Ei(0) = 0 und E 0

i(r(q)) = rEnEi(r(q)) = ei f�ur i = 1; :::; n� 1. Wegen K � 0

gilt f�ur i = 1; :::; n� 1

hE 0

i(r(q)); Ei(r(q))i =

Z r(q)

0

hE 0

i(s); E
0

i(s)i+ hE 00

i (s); Ei(s)i ds

=

Z r(q)

0

jjE 0

i(s)jj2 � hR(En; Ei)En; Eii ds

�
Z r(q)

0

jjE 0

i(s)jj2 ds:

24



F�ur Vergleichs-Vektorfelder ~E1(t); :::; ~En(t) l�angs einer Geod�atischen ~(t) in R
n mit

~Ei(0) = 0, ~En(t) = ~0(t) und ~Ei

0

(r(q)) = ~ei, (i = 1; :::; n) f�ur eine Orthonormalbasis

~e1; :::; ~en von T~(r(q))R
n gilt entsprechend

hE 0

i(r(q)); Ei(r(q))i =

Z r(q)

0

jj ~E 0

i(s)jj2 ds

= h ~E 0

i(r(q));
~Ei(r(q))i

=
1

r(q)
; (i = 1; :::; n� 1):

Es ergibt sich also

hE 0

i(r(q)); Ei(r(q))i �
1

r(q)
; (i = 1; :::; n� 1):

Es gilt [Ei; En] = 0, da E1; :::; En mit Hilfe der Exponentialabbildung zu Koordinaten-

vektorfeldern fortgesetzt werden k�onnen. Also folgt

(divWo)(q) = Spur (rWo)(q)

= Spur (r(r grad r))(q)
= Spur (r(r 0~oq))(q)

=

nX
i=1

hrEi(r En); Eiiq

= En(r)(q) + r(q)

n�1X
i=1

hrEnEi; Eiiq

� 1 + r(q)
n� 1

r(q)
= n:

Also folgt mit dem Divergenzsatz

Vol(
) � 1

n

Z



divWo dV

=
1

n

Z
@


hWo; ~Ni dA

� 1

n

Z
@


jjWojj dA

� R

n
Area(
):

Es gelte nun Gleichheit. Dann gilt d(o; p) = R f�ur jedes p 2 @
. Also ist 
 ein R-Ball

um o mit
Vol(
)

Area(@
)
=
R

n
=

!nR
n

cn�1Rn�1
:
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Au�erdem m�ussen die Schnittkr�ummungen der 2-Ebenen, die En = grad r f�ur 0 < r � R

enthalten, alle verschwinden. Daraus folgt, dass die Schittkr�ummung von 
 verschwin-

det. Also ist 
 isometrisch zu einem R-Ball in R
n . 2

Bemerkung. Satz 2.6 und 2.7 sch�atzen die Ober�ache eines Bereiches �uber den Radius

R der Umkugel ab. Ersetzt man R durch den Radius des Balles mit demselben Volumen

wie 
, so h�atte man gerade die Vermutungen 1.7 und 1.8 bewiesen. M�oglicherweise l�asst

sich dies durch geschickte Wahl des Vektorfeldes in den Beweisen zeigen.

Im Spezialfall des euklidischen Raumes ist M. Gromov ein Beweis der isoperimetrischen

Ungleichung �uber den Divergenzsatz gelungen. Dabei wird ein Vektorfeld �uber eine spe-

zielle Vergleichsabbildung konstruiert, siehe [Ber], Band II, Seite 71-73.
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Kapitel 3

Integralgeometrische Ans�atze

3.1 Eine Formel von L.A. Santal�o

Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und 
 � M ein kompakter,

regul�arer Bereich mit innerer Normale N . Mit 
0 := int
 werde das Innere von 


bezeichnet.

Das Einheitstangentialb�undel SM von M werde mit dem Liouvillema� (der kinemati-

schen Dichte) versehen, f�ur eine De�nition siehe [Ch1], Kapitel 5. Einheitsvektoren aus

S
0 werden (meistens) mit dem Buchstaben � bezeichnet und das Liouvillema� symbo-

lisch mit d� bezeichnet. Die Einschr�ankung des Liouvillema�es auf eine Einheitssph�are

Sq

0 ist gerade das kanonische Sph�arenma� und wird mit d�q (oder ebenfalls mit d�)

bezeichnet. d� l�asst sich lokal als Produkt des Riemannschen Volumenma�es dV und des

kanonischen Sph�arenma�es au�assen.

Die Menge der nach innen gerichteten Einheitsvektoren auf @


S+@
 := f � 2 SM j �(�) 2 @
 und hN; �i > 0 g

ist eine (2n� 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von SM , die mit dem induzierten

Ma� versehen wird. Da Elemente von S+@
 stets mit � bezeichnet werden, wird das Ma�

mit d� bezeichnet. Es l�asst sich lokal als Produkt des Ober�achenma�es dA von @
 und

dem kanonischen Sph�arenma� au�assen. Die Einschr�ankung von d� auf eine Hemisph�are

S+
p @
 in p 2 @
 wird mit d�p oder wieder mit d� bezeichnet.

De�nition 3.1 F�ur � 2 S+@
 seien

cos � := h�; Ni und r(�) := maxf t � 0 j �([0; t]) � 
 g

de�niert. Der Antipodenvektor von � sei ant � := �0�(r(�)) 2 S+@
. Diese De�nition

l�asst sich auf Einheits-Tangentialvektoren von S
0 fortsetzen: F�ur � 2 S
0 seien

r(�) := maxf t � 0 j �([0; t]) � 
 g und cos � := h0�(�r(��)); Ni

sowie ant � := �0�(r(�)) 2 S+@
 de�niert, vergleiche Abbildung 3.1.
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Abbildung 3.1: Skizze zu De�nition 3.1
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Proposition 3.2 (Santal�os Formel) SeiM eine Hadamard-Mannigfaltigkeit und 
 �
M ein kompakter, regul�arer Bereich mit innerer Normale N . Dann gilt f�ur jede integrier-

bare Funktion f : S
0 ! R

Z
S
0

f(�) d� =

Z
S+@


 Z r(�)

0

f(0�(t)) dt

!
cos � d� (3.1)

Beweis. ([San], S. 336-338. Siehe auch [Ch1], S. 231-233.) Betrachte die Menge

Q := f (�; t) 2 S+@
 � R j 0 < t < r(�) g

und die Einschr�ankung des geod�atischen Flusses �t auf Q:

� : Q! S
0; (�; t) 7! 0�(t) = �t(�):

Dann ist � : Q ! S
0 ein Di�eomorphismus: � ist injektiv weil jede Geod�atische

durch einen ihrer Tangentialvektoren eindeutig bestimmt ist. � ist surjektiv, weil die

Exponentialabbildung expq : TqM !M f�ur jedes q 2 S
0 ein Di�eomorphismus ist. F�ur

jedes � 2 Sq

0 gibt es deswegen n�amlich ein minimales t0 2 (0;1) mit �(�t0) 2 @
.

Es gilt dann �(�0�(�t0); t0) = �.

Nach Konstruktion ist das Liouvillema� invariant unter dem geod�atischen Fluss �t.

Auf @
 l�asst sich das Volumenma� dV als Produktma� des Ober�achenma�es dA und

des L�angenma�es ds au�assen, wenn s den Abstand zu @
 angibt. Deswegen gilt f�ur

� 2 S+
p @
:

d�(�t(�)) = (�t)�d�(�)

= (�t)�d�p dV (p)
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= (�t)�d�p ds(p) dA(p)

= (�t)�
ds

dt
(�) dt d�

= (�t)�h�; Ni dt d�
= cos � (�t)�dt d�

= cos � dt d�:

Also ergibt sich Formel (3.1). 2

Folgerung 3.3 Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und 
 �M ein

kompakter, regul�arer Bereich in M . Dann gilt

Vol(
) =
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos � d�:

Beweis. Setze f � 1. 2

Die Formel aus Folgerung 3.3 l�asst sich f�ur konvexe, kompakte, regul�are Bereiche in

euklidischen oder symmetrischen Rang-1-R�aumenX vom nichtkompakten Typ auch �uber

den Divergenzsatz beweisen.

Alternativer Beweis von Folgerung 3.3. Sei f : X ! R eine beliebige C1-Funktion

mit kompaktem Tr�ager, die auf 
 den konstanten Wert 1 hat. Nach Theorem II.5.27 in

[He2] ist die Funktion uf : X ! R mit

uf(p) =

Z
X

 Z d(p;q)

1

1

A(r)
dr

!
f(q) dV (q); p 2 X

eine L�osung der Poisson-Gleichung div grad uf = f . Mit der Bezeichnung �q(p) := d(p; q)

f�ur p; q 2 X gilt

(grad uf)(p) =

Z
X

(grad �q)(p)

A(�q(p))
f(q) dV (q):

Das Vektorfeld Vf := graduf auf X hat also konstante Divergenz 1 auf 
. Nach dem

Divergenzsatz gilt

Vol(
) =

Z



(div Vf)(q) dV (q)

= �
Z
@


hVf ; Nip dA(p)

= �
Z
@


�Z
X

hgrad �q; Nip
A(�q(p))

f(q) dV (q)

�
dA(p)

= �
Z
@


�Z



hgrad �q; Nip
A(�q(p))

dV (q)

�
dA(p)

�
Z
@


�Z
Xn


hgrad �q; Nip
A(�q(p))

f(q) dV (q)

�
dA(p):
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Betrachte jetzt eine Folge von C1-Funktionen fk : X ! R, k 2 N mit kompaktem

Tr�ager, die auf 
 den Wert 1 haben und die charakteristische Funktion von 
 in der

C1-Topologie approximieren. F�ur jede dieser Funktionen kann Vol(
) in dieser Weise

angegeben werden. Der zweite Summand kann also weggelassen werden.

Durch Einf�uhren von geod�atischen Polarkoordinaten (t; �) 2 (0;1)� S+
p @
 und unter

Benutzung der Konvexit�at erh�alt man

Vol(
) = �
Z
@


�Z



hgrad �q; Nip
A(�q(p))

dV (q)

�
dA(p)

=

Z
@


 Z
S
+
p @


Z r(�)

0

h�; Nip
A(t)

A(t)

cn�1

dt d�p

!
dA(p)

=
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos � d�:

2

Proposition 3.4 Sei X ein n-dimensionaler euklidischer oder symmetrischer Rang-1-

Raum vom nicht-kompakten Typ und 
 � X ein kompakter, regul�arer Bereich in X.

(a) Es gilt

Area(@
)2 � 1

cn�1

Z
S+@


A(r(�))

cos(ant �)
d�; (3.2)

mit Gleichheit genau dann, wenn 
 konvex ist.

(b) Es gilt

Vol(
)Area(@
) � 1

cn�1

Z
S+@


B(r(�)) d� (3.3)

mit Gleichheit genau dann, wenn 
 konvex ist.

(c) Auf S+@
 sei die integrable Funktion g : S+@
! R gegeben. Dann giltZ
S+@


g(�) cos � d� =

Z
S+@


g(ant �) cos � d�: (3.4)

Beweis.

(a) Das Volumenelement in Polarkoordinaten um p 2 @
 lautet

dV =
A(t)

cn�1

dt d�; � 2 SpX; t 2 (0;1):

Im Folgenden bezeichne

Ap := fexpp(r(�)�) j � 2� S+
p @
g
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die Menge der \von p erreichbaren Randpunkte von @
". Dann ist das Volumen-

element dV auf Ap � @
 in Polarkoordinaten um p 2 @
 gegeben durch

dV =
A(r(�))

cn�1

d� ^ dr

=
A(r(�))

cn�1 hN; @
@r
i
d� ^ (hN; @

@r
i dr)

= � A(r(�))

cn�1 hN; @
@r
i
d� ^ dn;

wobei n die Fermi-Koordinate von @
 mit @
@n

= N ist. Als Ober�achenelement dA

von Ap ergibt sich also

dA = � A(r(�))

cn�1 hN�(r(�)); 
0

�(r(�)i
d�

=
A(r(�))

cn�1 cos(ant �)
d�

Es folgt

Area(@
) � Area(Ap) =

Z
S
+
p @


A(r(�))

cn�1 cos(ant �)
d�

mit Gleichheit genau dann, wenn Ap = @
 n fpg ist. Nach Integration �uber @


erh�alt man (3.2). Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn @
 n fpg = Ap

ist f�ur alle p 2 @
. Das ist aber nach De�nition genau dann der Fall, wenn jede

Geod�atische, die zwei verschiedene Punkte auf @
 verbindet bis auf die Endpunkte

ganz im Inneren von 
 liegt, das hei�t, wenn 
 strikt konvex ist.

(b) Ungleichung (3.3) erh�alt man ebenfalls durch die Verwendung von Polarkoordina-

ten um p 2 @
 und Integration in radialer Richtung

Vol(
) �
Z
S
+
p @


Z r(�)

0

A(t)

cn�1

dt d� =

Z
S
+
p @


B(r(�))

cn�1

d�

und anschlie�ender Integration �uber @
. Gleichheit gilt genau dann, wenn es f�ur

jeden Punkt p 2 @
 und jeden Punkt q 2 
 ein verbindendes geod�atisches Segment

gibt, das bis auf die Endpunkte ganz im Inneren von 
 verl�auft, das hei�t, f�ur strikt

konvexe 
.

(c) Gleichung (3.4) l�asst sich folgenderma�en beweisen (siehe [Cro]): Die Formel von

Santal�o (3.1) zeigt, dass der geod�atische Fluss � eine ma�erhaltende Abbildung

von

Q := f (�; t) j � 2 S+@
; 0 < t < r(�) g
nach S
0 ist, wenn man Q mit dem Ma� cos(�)dt d� versieht. (
0 := int
). Also

ist auch die Inverse

��1 : S
0 ! Q; � 7! (�0
��(r(��)); r(��))
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ma�erhaltend. Die Abbildung i : S
0 ! S
0; � 7! �� ist ebenfalls ma�erhaltend

und somit auch

��1 Æ i Æ � : Q! Q; (�; t) 7! (ant �; r(�)� t):

F�ur jede integrierbare Funktion G : Q! R erh�alt man alsoZ
S+@


Z r(�)

0

G(�; t) cos(�) dt d� =

Z
S+@


Z r(�)

0

G(ant �; r(�)� t) cos � dt d�:

Setze jetzt G(�; t) :=
g(�)

r(�)
und erhalte mit r(�) = r(ant �) die behauptete Gleichung.

2

3.2 Charakterisierung von B�allen

De�nition 3.5 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum, p 2 X und u; v 2 TpX zwei

Einheitsvektoren. Dann sind die Winkel �(u; v) 2 [0; �] und �(u; v); �(u; v) 2 [0; �
2
]

de�niert durch:

cos�(u; v) = hu; vi

cos2 �(u; v) =

d�1X
k=1

hu; Jkvi2

cos2 �(u; v) = 1� cos2 �(u; v)� cos2 �(u; v):

In einem geod�atischen Dreieck mit den Ecken A;B;C werden die zugeh�origen Innenwin-
kel entsprechend mit �(A); �(A); �(A) usw. bezeichnet.

F�ur die symmetrischen Rang-1-R�aume konstanter Schnittkr�ummung gilt stets cos � = 0

und die Lage zweier Einheitsvektoren in einem Punkt l�asst sich bis auf Isometrie durch

den Riemannschen Winkel � beschreiben. F�ur symmetrische Rang-1-R�aume l�asst sich

die Lage zweier Einheitsvektoren u; v 2 TpX zueinander durch die beiden Winkel �(u; v)

und �(u; v) eindeutig bis auf Isometrie beschreiben (siehe [Hs1]).

Satz 3.6 (Sinus- und Cosinuss�atze) (a) Sei X ein euklidischer Raum und � � X

ein geod�atisches Dreieck mit Seitenl�angen a; b; c und gegen�uberliegenden Winkeln

�; �;  > 0. Dann gilt

a

sin�
=

b

sin �
=

c

sin 
und c2 = a2 + b2 � 2ab cos : (3.5)

(b) Sei X ein hyperbolischer Raum der Schnittkr�ummung �1 und � � X ein geod�ati-
sches Dreieck mit Seitenl�angen a; b; c <1 und gegen�uberliegenden Winkeln �; �;  >

0. Dann gilt

sinh a

sin�
=

sinh b

sin �
=

sinh c

sin 
und cosh c = cosh a cosh b� sinh a sinh b cos : (3.6)
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(c) Sei X ein symmetrischer Raum von Rang 1 mit nichtkonstanter Schnittkr�ummung

zwischen �1 und �4 und � � X ein geod�atisches Dreieck mit Seitenl�angen a; b; c <
1 und Ecken A;B;C. Dann gelten:

cos�(A)

sinh a
=

cos�(B)

sinh b
=

cos�(C)

sinh c
; (3.7)

cos �(A)

sinh 2a
=

cos �(B)

sinh 2b
=

cos �(C)

sinh 2c
(3.8)

und

cosh2 c = (cosh a cosh b� sinh a sinh b cos�(C))2 + (sinh a sinh b cos �(C))2: (3.9)

Beweis. F�ur (a) siehe z.B. [Ber], f�ur (b) siehe z.B. [Bea] und f�ur (c) siehe [AL]. 2

Folgerung 3.7 (a) Sei X ein euklidischer Raum und 
 � X ein kompakter, regul�arer

Bereich. Dann ist 
 genau dann ein Ball, wenn es ein p 2 @
 und ein R > 0 gibt

mit
2R cos � = r(�) f�ur alle � 2 S+

p @
:

R ist in diesem Fall der Radius des Balles.

(b) Sei X ein hyperbolischer Raum mit Schnittkr�ummung �1 und 
 � X ein kompak-

ter, regul�arer Bereich. Dann ist 
 genau dann ein Ball, wenn es ein p 2 @
 und

ein R > 0 gibt mit

tanhR cos � =
cosh r(�)� 1

sinh r(�)
f�ur alle � 2 S+@
:

R ist in diesem Fall der Radius des Balles.

(c) Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ und 
 � X ein
kompakter, regul�arer Bereich. Dann ist 
 genau dann ein Ball, wenn es ein p 2 @


und ein R > 0 gibt mit

coth r(�) =
cothR + tanhR(cos2 � + cos2 �(�))

2 cos �
f�ur alle � 2 S+

p @
:

Dabei ist �(�) := �(N; �). Die Zahl R ist in diesem Fall der Radius des Balles.

Beweis.

(a) F�ur B�alle gilt

8 p 2 @
 8 � 2 S+
p @
 : 2R cos � = r(�)

nach Satz 3.6 (a): Sei o der Mittelpunkt des Balles 
 und p ein beliebiger Rand-

punkt. Zu � 2 S+
p @
 betrachte das geod�atische Dreieck mit den Ecken o; p und

�(r(�)). Dann gilt nach dem Cosinussatz

R2 = R2 + r(�)2 � 2Rr(�) cos � =) 2R cos � = r(�):
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Umgekehrt sei nun 
 ein kompakter, regul�arer Bereich mit der Eigenschaft

9 p 2 @
 9R > 0 8 � 2 S+
p @
 : 2R cos � = r(�):

Es bezeichne wieder

Ap := fexpp(r(�)�) j � 2� S+
p @
g

die Menge der \von p erreichbaren Randpunkte von @
". Dann folgt zun�achst,

dass Ap = @
nfpg ist, weil die Funktion r auf S+
p @
 sonst nicht stetig sein k�onnte

(@
 ist nach Voraussetzung eine di�erenzierbare, eingebettete n� 1-dimensionale

Untermannigfaltigkeit!).

Also ist jeder Punkt q 2 
 mit p durch genau ein geod�atisches Segment verbunden,

das bis auf die Endpunkte ganz im Inneren von 
 liegt und das durch den Anfangs-

Tangentialvektor � in p und seine L�ange r(�) eindeutig bestimmt ist. 
 ist also

durch die Werte von r auf S+
p @
 eindeutig bestimmt. Also ist 
 ein Ball von

Radius R.

(b) F�ur reell-hyperbolische B�alle gilt

8 p 2 @
 8 � 2 S+
p @
 : 2R cos � = r(�)

nach Satz 3.6 (b): Sei o der Mittelpunkt des Balles 
 und p ein beliebiger Rand-

punkt. Zu � 2 S+
p @
 betrachte das geod�atische Dreieck mit den Ecken o; p und

�(r(�)). Dann gilt nach dem Cosinussatz

coshR = coshR cosh r(�)�cos � sinhR sinh r(�) =) tanhR cos � =
cosh r(�)� 1

sinh r(�)
:

Die umgekehrte Richtung folgt wie in (a).

(c) Der Cosinussatz in den Rang-1-R�aumen vom nichtkompakten Typ liefert f�ur B�alle

vom Radius R f�ur Dreiecke o; p; �(r(�)) entsprechend

cosh2R = (cosh r(�) coshR� sinh r(�) sinhR cos �)2 + (sinh r(�) sinhR cos �(�))2:

Nach Division durch cosh2R und Ausmultiplizieren erh�alt man

1 = cosh2 r(�)� 2 tanhR sinh r(�) cosh r(�) cos � + tanh2R sinh2 r(�) cos2 �

+sinh2 r(�) tanh2R cos2 �(�):

Das ist wegen cosh2 r(�) = 1 + sinh2 r(�) �aquivalent zu

0 = sinh2 r(�)
�
1� 2 tanhR coth r(�) cos � + tanh2R cos2 � + tanh2R cos2 �(�)

�
:

Also gilt entweder r(�) = 0 (das kann aber nur f�ur cos � = 0 auftreten) oder

coth r(�) =
cothR + tanhR(cos2 � + cos2 �(�))

2 cos �
:

Die Umkehrung ergibt sich wieder wie in (a). 2
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Der folgende Satz charakterisiert geod�atische B�alle nur �uber gewisse Winkel.

Satz 3.8 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nicht-
kompakten Typ und 
 � X ein konvexer, kompakter, regul�arer Bereich. Dann ist 
 genau

dann ein Ball, wenn es einen Punkt p 2 @
 gibt mit

cos � = cos(ant �) f�ur alle � 2 S+
p @
:

Beweis. Sei 
 ein Ball vom Radius R > 0 um den Mittelpunkt o und p 2 @
 ein

beliebiger Randpunkt. Betrachte zu � 2 S+
p @
 das geod�atische Dreieck bestehend aus

dem geod�atischen Segment mit Anfangs-Tangente �, L�ange r(�) und Endpunkt p0 sowie

den beiden geod�atischen Segmenten, die die Endpunkte p und p0 mit dem Mittelpunkt

o verbinden. Dann fallen die Anfangs-Tangenten dieser beiden "radialen" Segmente mit

der (inneren) Normale N zusammen, da @
 eine geod�atische Sph�are ist (Gauss-Lemma),

man erh�alt also

cos <) opp0 = cos � und cos <) pp0o = cos(ant �):

Die L�ange der Segmente po und p0o ist jeweils R. F�ur euklidische und hyperbolische

R�aume folgt nun aus dem Sinussatz (3.5) bzw. (3.6) cos � = cos(ant �). F�ur die Rang-1-

R�aume nichtkonstanter Kr�ummung folgt aus (3.7) und (3.8) zun�achst cos�(p) = cos�(p0)

und cos �(p) = cos �(p0) und also nach De�nition 3.5

cos � = cos�(p) = cos�(p0) = cos(ant �):

Sei jetzt umgekehrt 
 ein kompakter, konvexer, regul�arer Bereich und p 2 @
 ein Punkt

mit cos � = cos(ant �) f�ur alle � 2 S+
p @
.

Annahme: 
 ist kein Ball. Dann gibt es keinen Punkt in X, von dem alle Punkte von

@
 konstanten Abstand haben. Betrachte jetzt die Punkte auf der Geod�atischen  mit

Anfangs-Tangente N(p). Zu 0 < t < r(N(p)) sei

P (t) := fq 2 @
 j q ist Minimal- oder Maximalstelle von d((t); �) auf @
 g:

F�ur alle Punkte q 2 P (t) gilt nach der ersten Variationsformel, dass die geod�atische

Verbindung von q nach (t) Anfangstangente N(q) hat.

Behauptung es gibt ein t0 2 (0; r(N(p))) und einen Punkt p0 2 P (t) n , sodass
d(p0; (t0)) 6= d(p; (t0)) gilt.

Beweis der Behauptung W�are die Behauptung falsch, so w�are f�ur jede Zahl t 2
(0; r(N(p)) und jeden Punkt q 2 P (t)n die Bedingung d(q; (t)) = d(p; (t)) = t erf�ullt.

F�ur t0 :=
r(N(p))

2
hie�e das speziell, dass der Abstand von (t0) zu einem beliebigen Punkt

auf @
 konstant= t0 ist. Dann m�usste 
 aber ein Ball sein. Also ist die Behauptung

richtig.

Aus der Behauptung erh�alt man nun das geod�atische Dreieck mit den Ecken p, (t0)

und p0, das folgende Eigenschaft hat: Die Anfangs-Tangente � 2 S+
p @
 des geod�atischen

Segmentes von p nach p0 erf�ullt
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Abbildung 3.2: Skizze zum Beweis von Satz 3.8
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�

N(p0)

p0
r

ant �

(t0)r

� cos � = cos(<) (t0)pp
0) 6= 1,

� cos(ant �) = cos(<) pp0(t0)) 6= 1 und

� d(p; (t0)) 6= d(p0; (t0)).

Nach Voraussetzung des Satzes gilt nun aber cos � = cos(ant �) und daher

0 6=<) (t0)pp0 =<) pp0(t0):

Man kann ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit annehmen, dass d(p; (t0)) < d(p0; (t0))

gilt. Im euklidischen und reell-hyperbolischen Fall ergibt sich mit den Sinuss�atzen sofort

der Widerspruch. F�ur die symmetrischen Rang-1-R�aume nichtkonstanter Kr�ummung

erh�alt man zun�achst

cos�(p) < cos�(p0); cos �(p) < cos �(p0)

und damit cos � > cos ant � im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die Annahme

falsch und 
 ein Ball. 2

Bemerkungen.

� Die Regularit�atsvoraussetzung an 
 kann abgeschw�acht werden. Im allgemeinen

Fall ist @
 ein rekti�zierbarer Strom (vgl. Bemerkung auf Seite 13). Die Regularit�at

des Randes muss nur in p gefordert werden. Dar�uber hinaus wird die Regularit�at

nur in den Punkten von P (t) ben�otigt (vgl. Beweis).

Diese folgt aber aus der Eigenschaft, dass ein Punkt q 2 P (t) den Abstand d von

(t) zu @
 maximiert (beziehungsweise minimiert). Daraus folgt, dass @
 ganz

im Ball um (t) mit Radius d enthalten ist (beziehungsweise ganz au�erhalb des

o�enen Balles um (t) mit Radius d liegt). Daher muss der Tangentialkegel von

@
 in q in einem Halbraum enthalten sein. Also ist q ein regul�arer Punkt.
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� Der Satz l�asst sich nicht in entsprechender Weise auf Punkte im Inneren von 


verallgemeinern, d.h. es gilt f�ur einen konvexen, kompakten, regul�aren Bereich 
 �
X:

9 q 2 int
 8 � 2 Sq
 : cos � = cos(ant �) 6) 
 ist ein Ball

Betrachte dazu eine Ellipse 
 � R
2 und ihren Schwerpunkt q. Dann ist f�ur alle

� 2 Sq
 die Bedingung cos � = cos(ant �) erf�ullt.

Eine Charakterisierung von B�allen �uber alle Einheitstangentialsph�aren von int
 ist je-

doch m�oglich, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.9 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum vom

nichtkompakten Typ und 
 � X ein konvexer, kompakter, regul�arer Bereich. Dann gilt

f�ur alle q 2 int
 Z
Sq


cos(ant �)

cos �
d� � cn�1:


 ist genau dann ein Ball, wenn f�ur alle q 2 int
 Gleichheit in dieser Ungleichung gilt.

Beweis. Sei q 2 int
 beliebig und H � Sq
 eine beliebige Hemisph�are. Dann gilt nach

De�nition 3.1Z
Sq


cos(ant �)

cos �
d� =

Z
H

cos(ant �)

cos �
d� +

Z
H

cos(ant (��))
cos(��) d�

=

Z
H

cos(ant �)

cos �
+

cos �

cos(ant �)
d�:

Die Funktion x 7! x+ 1
x
hat f�ur x � 0 das absolute Minimum 2 bei x = 1. Es folgt alsoZ

Sq


cos(ant �)

cos �
d� �

Z
H

2 d� = cn�1:

Falls 
 ein Ball ist, gilt f�ur jedes � 2 S+@
 und damit auch f�ur jedes � 2 S
 die Glei-

chung cos � = cos(ant �). Daher gilt f�ur jedes q 2 int
 Gleichheit in der Ungleichung.

Umgekehrt sei Gleichheit f�ur jedes q 2 int
 gegeben. Dann folgt cos � = cos(ant �) f�ur

� 2 Sq
 und q 2 int
. Daraus folgt aber cos � = cos(ant �) f�ur alle � 2 S+@
. Also ist


 nach Satz 3.8 ein Ball. 2

Lemma 3.10 F�ur n 2 N, n � 2 gilt:

cn�2

Z �

2

0

cos2 � sinn�2 � d� =
cn�1

2n
:

Beweis. F�ur eine m-dimensionale Hemisph�are H gilt:

Vol(H) =
cm

2
= cm�1

Z �

2

0

sinm�1 � d�:
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Wegen cos2 � = 1� sin2 � gilt demnach

cn�2

Z �

2

0

cos2 � sinn�2 � d� = cn�2

 Z �

2

0

sinn�2 � d��
Z �

2

0

sinn � d�

!

=
cn�1

2
� cn�2

cn
cn

Z �

2

0

sinn � d�

=
1

2

�
cn�1 �

cn�2cn+1

cn

�

=
1

2

 
2�

n

2

�(n
2
)
� 2�

n�1
2 �(n+1

2
)2�

n+2
2

�(n�1
2
)2�

n+1
2 �(n+2

2
)

!

=
1

2

 
2�

n

2

�(n
2
)
� 4�

2n+1
2

n�1
2
�(n�1

2
)

�(n�1
2
)2�

n+1
2

n
2
�(n

2
)

!

=
2�

n

2

2n�(n
2
)

=
cn�1

2n

2

Satz 3.11 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum vom
nichtkompakten Typ und 
 � X ein konvexer, kompakter, regul�arer Bereich. Dann gilt

Area(@
) � 2n

cn�1

Z
S+@


cos2(ant �) d�;

mit Gleichheit genau f�ur B�alle.

Beweis. Aus Gleichung (3.4) in Proposition 3.4 mit g(�) = cos � und der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung folgt

�Z
S+@


cos2 � d�

�2

=

�Z
S+@


cos � cos(ant �) d�

�2

�
Z
S+@


cos2 � d� �
Z
S+@


cos2(ant �) d�

und somit Z
S+@


cos2 � d� �
Z
S+@


cos2(ant �) d�:

Weiter gilt f�ur einen beliebigen Punkt p 2 @
 nach Lemma 3.10

Z
S
+
p @


cos2 � d� = cn�2

Z �

2

0

cos2 � sinn�2 � d� =
cn�1

2n
: (3.10)
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Also folgt

Area(@
) � 2n

cn�1

Z
S+@


cos2(ant �) d�:

Es gelte nun Gleichheit in der eben bewiesenen Ungleichung. Dann folgt, dass cos � =

C � cos(ant �) f�ur eine Konstante C auf S+@
 gilt. Da sowohl cos � als auch cos(ant �) f�ur

geeignete � 2 S+
p 
 den Wert 1 annehmen und wegen der Konvexit�at von 
 nur Werte

im Intervall [0; 1] haben, ergibt sich C = 1 und demnach

cos � = cos(ant �); � 2 S+@
:

Aus Satz 3.8 folgt schlie�lich, dass 
 ein Ball ist. 2

Proposition 3.12 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum
vom nichtkompakten Typ und 
 � X ein konvexer, kompakter, regul�arer Bereich. H :

[�1; 1] ! R sei eine stetige Funktion mit eindeutigem positivem Maximum in 0. Dann

gilt

Area(@
) � 2

H(0)cn�1

Z
S+@


H(cos � � cos(ant �)) d�:

Gleichheit gilt genau dann, wenn 
 ein Ball ist.

Beweis. Nach Voraussetzung an H gilt trivialerweiseZ
S+@


H(cos � � cos(ant �)) d� � cn�1

2
H(0)Area(@
):

Nach Satz 3.8 gilt Gleichheit genau f�ur B�alle. 2

Proposition 3.13 Sei X ein euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-1-Raum
vom nichtkompakten Typ und 
 � X ein konvexer, kompakter, regul�arer Bereich. Dann

gilt

Vol(
) � 1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos(ant �) d�:

Gleichheit gilt genau dann, wenn 
 ein Ball ist.

Beweis. Nach Lemma 3.9 und Santal�os Formel (3.1) gilt

Vol(
) =
1

cn�1

Z
S


d�

� 1

cn�1

Z
S


cos(ant �)

cos �
d�

=
1

cn�1

Z
S+@


Z r(�)

0

cos(ant �)

cos �
cos � dt d�

=
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos(ant �) d�:
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Es gelte nun Gleichheit in der Absch�atzung. Dann folgt f�ur alle q 2 int
Z
Sq


cos(ant �)

cos �
d� = cn�1

und nach Lemma 3.9, dass 
 ein Ball ist. 2

Ein weiteres Kriterium f�ur B�alle erh�alt man �uber die Jensensche Ungleichung.

Proposition 3.14 (Jensensche Ungleichung) Sei E ein Ma�raum mit Wahrschein-

lichkeitsma� � und � : R ! R zweimal stetig di�erenzierbar mit �00 > 0. Dann gilt f�ur

jede integrierbare Funktion f : E ! R

�

�Z
E

f(x) d�

�
�
Z
E

�(f(x)) d�;

wenn beide Integrale existieren. Gleichheit gilt genau dann, wenn f auf einer Menge vom

Ma� 1 konstant ist.

Beweis. (Nach [HLP].) Sei f0 :=
R
E
f(x) d�. Dann gilt mit einer gewissen Funktion �

auf E

�(f(x)) = �(f0) + �0(f0)(f(x)� f0) +
1

2
�00(�(x))(f(x)� f0)

2; x 2 E:

Nach Integration �uber E erh�alt manZ
E

�(f(x)) d� = �(f0) � 1 + �0(f0) � 0 +
1

2
�00(f0)

Z
E

(f(x)� f0)
2 d�

� �(f0)

= �

�Z
E

f(x) d�

�
:

Es gelte nun Gleichheit. Dann folgt wegen �00 > 0, dass f(x) = f0 f�ur �-fast alle x 2 E

gilt. 2

Satz 3.15 Sei X ein n-dimensionaler euklidischer Raum oder ein symmetrischer Rang-

1-Raum vom nichtkompakten Typ und 
 � X ein konvexer, kompakter, regul�arer Bereich.

R sei der Radius des Balles mit demselben Volumen wie 
. Dann gilt f�ur alle q 2 int 


im Inneren von 

1

cn�1

Z
Sq


~r(�) d� � R;

wobei ~r(�) := minf t > 0 j �(t) 2 @
 g den Abstand von q zum Rand in Richtung �

bezeichnet. 
 ist genau dann ein Ball, wenn es ein q 2 int
 gibt mit

1

cn�1

Z
Sq


~r(�) d� = R:

R ist in diesem Fall der Radius des Balles und q sein Mittelpunkt.
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Beweis. Wegen der Konvexit�at ist 
 insbesondere sternf�ormig bez�uglich q. Aus der

Darstellung des Volumenelements in Polarkoordinaten um q erh�alt man daher

Vol(
) =

Z
Sq


Z ~r(�)

0

A(t)

cn�1

dt d�q

=
1

cn�1

Z
Sq


B(~r(�)) d�:

B ist eine konvexe Funktion (wegen B00(t) = A0(t) > 0), also gilt nach der Jensenschen

Ungleichung

1

cn�1

Z
Sq


B(~r(�)) d� � B

 
1

cn�1

Z
Sq


~r(�) d�

!
:

Da B streng monoton wachsend ist, existiert B�1 und ist ebenfalls streng monoton

wachsend. Also gilt

R = B�1(Vol(
))

= B�1

 
1

cn�1

Z
Sq


B(~r(�)) d�

!

� 1

cn�1

Z
Sq


~r(�) d�:

Aus Gleichheit in der eben bewiesenen Ungleichung folgt Gleichheit in der Jensenschen

Ungleichung. Also muss ~r auf Sq
 konstant sein. Daraus folgt, dass 
 ein Ball ist. 2

3.3 Anwendung auf isoperimetrische Probleme

3.3.1 Die H�oldersche Ungleichung und Vermutung 1.8

Die folgende Anwendung von Folgerung 3.3 und Proposition 3.7 liefert einen weiteren,

besonders einfachen Beweis f�ur Vermutung 1.8 in Dimension 2.

Proposition 3.16 Sei 
 ein kompakter, regul�arer Bereich in einer n-dimensionalen

Hadamard-Mannigfaltigkeit. Dann gilt

Area(@
) � cn�1

n
1
n C(n)

Vol(
)
n�1
n ; C(n) :=

 
cn�2

Z �

2

0

cos
n

n�1 (�) sinn�2(�) d�

!n�1
n

F�ur n = 2 gilt Gleichheit genau dann, wenn 
 eine ache Kreisscheibe ist. F�ur n > 2

gilt niemals Gleichheit.
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Beweis. Nach Folgerung 3.3 und der H�olderschen Ungleichung gilt

Vol(
) =
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos(�) d�

� 1

cn�1

�Z
S+@


rn(�) d�

� 1
n

�Z
S+@


cos
n

n�1 (�) d�

�n�1
n

:

Das zweite Integral l�asst sich durch Einf�uhren von Polarkoordinaten auf den Hemisph�aren

S+
p @
 vereinfachen: die Funktion cos

n

n�1 (�) h�angt nur von demWinkel � ab, den � mit der

inneren Normalen N einschlie�t. � l�asst sich als radialer Abstand von � zum Mittelpunkt

N der Hemisph�are au�assen. Das Volumenelement der Hemisph�are in Polarkoordinaten

lautet damit gerade sinn�2 � d� d�, wobei � die (n � 2)-Sph�are Sn�2 parametrisiert. Es

gilt also Z
S
+
p @


cos
n

n�1 (�) d� = cn�2

Z �

2

0

cos
n

n�1 (�) sinn�2(�) d�:

Damit ergibt sich

Vol(
) � 1

cn�1

�Z
S+@


r(�)n d�

� 1
n

C(n) Area(@
)
n�1
n :

Das erste Integral l�asst sich folgenderma�en umschreiben:Z
S+@


rn(�) d� =

Z
S+@


Z r(�)

0

ntn�1 dt d�:

Sei Fp(�; t) das Volumenelement in Polarkoordinaten um p 2 @
, das hei�t dV =

Fp(�; t) dt d� mit t = d(p; �) und � 2 S+
p @
. Dann gilt

Vol(
) �
Z
S+p @


Z r(�)

0

Fp(�; t) dt d�

mit Gleichheit genau dann, wenn Ap = fexpp(r(�)�) j � 2� S+
p @
g = @
. Au�erdem

gilt Fp(�; t) � tn�1 f�ur K � 0 nach dem Rauchschen Vergleichssatz. Es folgtZ
S+@


rn(�) d� =

Z
S+@


Z r(�)

0

ntn�1 dt d�

�
Z
@


Z
S
+
p @


Z r(�)

0

nFp(�; t) dt d� dA(p)

� nArea(@
)Vol(
):

Insgesamt erh�alt man

Vol(
) � n
1
n

cn�1

Area(@
)
1
nVol(
)

1
n C(n) Area(@
)

n�1
n

Das ist �aquivalent zu

Area(@
) � cn�1

n
1
n C(n)

Vol(
)
n�1
n :
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Es gilt C(2) =
p

c1
4
nach Lemma 3.10. Damit ergibt sich f�ur n = 2

Area(@
) � 2
p
�Vol(
)

1
2 :

Gleichheitsdiskussion. Sei n = 2 und 
 ein kompakter, regul�arer Bereich, der die

Ungleichung mit Gleichheit erf�ullt. Dann folgt, dass Ap = @
 und Fp(�; t) = t f�ur

alle p 2 @
, alle � 2 S+
p @
 und alle t 2 [0; r(�)] gilt. Nach der Starrheitsaussage im

Rauchschen Vergleichssatz kann Fp(�; t) = t nur dann gelten, wenn die Schnittkr�ummung

in �(t) verschwindet, also muss die Schnittkr�ummung auf 
 �uberall verschwinden. 
 ist

demnach ach, und wegen Ap = @
 8 p, auch konvex. Aus der Gleichheitsdiskussion der

H�olderschen Ungleichung folgt, dass die Funktionen cos � und r(�) auf ganz S+@
 linear

abh�angig sind. Nach Folgerung 3.7 ist 
 also ein acher Ball.

Sei nun n > 2. Dann kann es keinen Bereich 
 � M geben, f�ur den Gleichheit in der Un-

gleichung gilt. Einerseits kann 
 wegen Folgerung 3.7 kein Ball sein, da 
 ach ist, und f�ur

einen achen Ball von Radius R f�ur jedes � 2 S+@
 die Gleichung r(�) = 2R cos � gelten

m�usste. F�ur einen kompakten, regul�aren Bereich 
, der die Ungleichung mit Gleichheit

erf�ullt, ist aber notwendig cos � proportional zu r(�)n�1 nach der Gleichheitsdiskussion

der H�olderschen Ungleichung.

Andererseits muss 
 wegen seiner Flachheit die isoperimetrische Ungleichung in R
n

erf�ullen. Diese sagt aber aus, dass der geod�atische Ball mit demselben Volumen wie


 kleinere Ober�ache hat. Das ist ein Widerspruch zur eben bewiesenen Ungleichung.

Also gilt f�ur n � 3 stets die strikte Ungleichung. 2

Proposition 3.17 (Verallgemeinerte H�oldersche Ungleichung) Sei E ein Ma�-
raum mit Wahrscheinlichkeitsma� � und f; g : E ! (0;1) integrierbare Funktionen auf

E. Weiter seien F;G : (0;1)! (0;1) zwei streng monoton wachsende C2-Funktionen
mit der Eigenschaft, dass

� : (0;1)� (0;1)! (0;1); (a; b) 7! F�1(a)G�1(b)

konkav ist. Dann gilt, falls alle Integrale existieren,Z
E

f(x) g(x) d� � F�1

�Z
E

F (f(x)) d�

�
G�1

�Z
E

G(g(x)) d�

�
:

Beweis. (Nach [HLP], Seite 81f.) Seien F0 :=
R
E
F (f(x)) d� und G0 :=

R
E
G(g(x)) d�.

Dann gilt Z
E

f(x) g(x) d� =

Z
E

�(F (f(x)); G(g(x))) d�

=

Z
E

�(F0; G0) d�+

Z
E

�0(F0; G0) �
�
F (f(x))� F0

G(g(x))�G0

�
d�

+

Z
E

1

2
(F (f(x))� F0; G(g(x))�G0) � �00(F1; G1) �

�
F (f(x))� F0

G(g(x))�G0

�
d�;
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wobei F1 = F1(x) im Intervall zwischen F (f(x)) und F0 liegt undG1 = G1(x) im Intervall

zwischen G(g(x)) und G0 liegt. �
00 ist nach Voraussetzung negativ semide�nit, also giltZ

E

f(x) g(x) d� � �(F0; G0)

Z
E

d�+ �0(F0; G0) �
�
0

0

�
+ 0

= �(F0; G0)

= F�1

�Z
E

F (f(x)) d�

�
G�1

�Z
E

G(g(x)) d�

�
:

2

Folgerung 3.18 Sei E ein Ma�raum mit Wahrscheinlichkeitsma� � und f; g : E !
(0;1) integrierbare Funktionen auf E. Weiter sei n � 2 und G : (0;1) ! (0;1)

eine invertierbare C2-Funktion mit Umkehrfunktion G�1 : (0;1) ! (0;1) und der

Eigenschaft � jG0(z)j
z

1
n�1

�0
� 0; (z > 0) (3.11)

Dann gilt, falls alle Integrale existieren,

Z
E

f(x)g(x) d� �
�Z

E

f(x)n d�

� 1
n

G�1

�Z
E

G(g(x)) d�

�
: (3.12)

Wenn f�ur alle z > 0 in 3.11 die strikte Ungleichung gilt, dann gilt in Ungleichung 3.12
die Gleichheit nur f�ur Funktionen f; g, die auf einer Menge von Ma� 1 konstant sind.

Beweis. F�ur den Beweis der Ungleichung bleibt zu zeigen, dass die Funktion

�(a; b) = a
1
nG�1(b); a; b > 0

konkav ist. Zun�achst ist festzuhalten, dass G0(z) 6= 0 in jedem Punkt z := G�1(b) mit

b > 0 gilt. Man berechnet

�0(a; b) =

�
1

n
a

1
n
�1z ; a

1
n

1

G0(z)

�

�00(a; b) =

 
1�n
n2

a
1
n
�2z 1

n
a

1
n
�1 1

G0(z)
1
n
a

1
n
�1 1

G0(z)
�a 1

n
G00(z)

G0(z)3

!
:

� ist konkav, wenn �00 negativ semide�nit ist. Das ist genau dann der Fall, wenn f�ur alle

a; b > 0 gilt: z = G�1(b) > 0 und

det �00(a; b) =
n� 1

n2
a

2
n
�2

�
G00(z)z

G0(z)3
� 1

(n� 1)G0(z)2

�
� 0:

Das ist genau dann der Fall, wenn f�ur alle a; b > 0 gilt z = G�1(b) > 0 und

G00(z)

G0(z)
� 1

(n� 1)z
:

44



Die zweite Bedingung ist aber �aquivalent zu

(ln jG0(z)j)0 �
�

1

n� 1
ln z

�0

,
�
ln
jG0(z)j
z

1
n�1

�0
� 0

,
�
jG0(z)j
z

1
n�1

�0
� 0:

Wenn in Ungleichung 3.11 stets die strikte Ungleichung gilt, dann hat �00 nirgends den

Eigenwert 0. Aus dem Beweis von Proposition 3.17 folgt, dass Gleichheit dann in 3.12

nur gelten kann, wenn fast �uberall (f(x))
1
n = F0 und G(g(x)) = G0 gilt. Also m�ussen

f; g konstant sein auf einer Menge vom Ma� 1. 2

Bemerkung. Die Funktionen G(z) = z� erf�ullen die geforderten Bedingungen an G in

Folgerung 3.18 genau f�ur � � n
n�1

. Es gilt n�amlich

� jG0(z)j
z

1
n�1

�0
=
�
j�jz��1� 1

n�1

�0
= j�j

�
�� n

n� 1

�
z��

2n�1
n�1 :

F�ur den Fall � = n
n�1

entspricht Folgerung 3.18 gerade der klassischen H�olderschen

Ungleichung. F�ur � > n

n�1
gilt in Ungleichung 3.12 Gleichheit nur f�ur Funktionen f; g,

die auf einer Menge vom Ma� 1 konstant sind.

Satz 3.19 Sei M eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit und G die Menge al-
ler C2-Funktionen G : (0;1)! (0;1) mit folgenden Eigenschaften:

(1) G hat eine Umkehrfunktion G�1 : (0;1)! (0;1).

(2) F�ur alle z > 0 gilt � jG0(z)j
z

1
n�1

�0
� 0:

Die Konstante K(n) sei gegeben durch

K(n) := sup
G2G

2
n�1
n (!n)

1
n

G�1

�
2cn�2

cn�1

R �

2

0
G(cos�) sinn�2 � d�

�
Dann gilt f�ur jeden kompakten, regul�aren Bereich 
 �M

Area(@
) � K(n) � Vol(
)n�1
n : (3.13)

Beweis. Der Beweis entsteht aus demjenigen von Proposition 3.16 durch Ersetzen der

klassischen H�olderschen Ungleichung durch die Ungleichung aus Folgerung 3.18.
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Sei G 2 G. F�ur jeden kompakten, regul�aren Bereich 
 � M und jedes G 2 G gilt nach

Folgerung 3.18 mit Wahrscheinlichkeitsma� d�(�) := 2 d�

cn�1Area(@
)
auf S+@


Vol(
) =
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos(�) d�

=
Area(@
)

2

Z
S+@


r(�) cos(�) d�(�)

� Area(@
)

2

�Z
S+@


r(�)n d�(�)

� 1
n

G�1

�Z
S+@


G(cos �) d�(�)

�

� Area(@
)

2

2
1
nn

1
n

(cn�1)
1
n

Vol(
)
1
n �G�1

 
2cn�2

cn�1

Z �

2

0

G(cos�) sinn�2 � d�

!
:

Das ist �aquivalent zu

Area(@
) � 2
n�1
n (cn�1)

1
n

n
1
nG�1

�
2cn�2

cn�1

R �

2

0
G(cos�) sinn�2 � d�

� Vol(
)
n�1
n :

Diese Ungleichung gilt f�ur jedes G 2 G. Wegen !n =
cn�1

n
folgt also

Area(@
) � K(n) � Vol(
)n�1
n :

2

Bemerkungen.

� F�ur den Beweis von Vermutung 1.8 bliebe also noch zu zeigen, dass die Konstante

K(n) aus der Ungleichung 3.13 mit der Konstanten n
n�1
n (cn�1)

1
n aus der isoperi-

metrischen Ungleichung von R
n �ubereinstimmt (vgl. Vermutung 1.8). Das hei�t, es

m�usste gelten

n
n�1
n (cn�1)

1
n = sup

G2G

2
n�1
n (!n)

1
n

G�1

�
2cn�2

cn�1

R �

2

0
G(cos�) sinn�2 � d�

�

, inf
G2G

G�1

 
2cn�2

cn�1

Z �

2

0

G(cos�) sinn�2 � d�

!
=

2
n�1
n

n

Es ist also eine C2-Funktion G : (0;1)! (0;1) mit folgenden drei Eigenschaften

gesucht:

(1) G hat eine Umkehrfunktion G�1 : (0;1)! (0;1).

(2) F�ur alle z > 0 gilt �
jG0(z)j
z

1
n�1

�0
� 0:
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(3) G�1
�
2cn�2

cn�1

R �

2

0
G(cos�) sinn�2 � d�

�
= 2

n�1
n

n

Die Gleichheitsdiskussion liefert n�amlich, dass jedes 
, das die Ungleichung mit

Gleichheit erf�ullt, ach sein muss (vgl. Beweis von Proposition 3.16). Also folgt

aus der Gleichheitsdiskussion der isoperimetrischen Ungleichung in R
n , dass 
 ein

geod�atischer Ball sein muss.

� Die Funktionen G(z) = z
n

n�1 liefern f�ur n � 3 nach der Gleichheitsdiskussion von

Proposition 3.16 keine L�osung des Problems: sie erf�ullen zwar die Eigenschaften

(1) und (2), aber nicht Eigenschaft (3).

� Die Funktionen G(z) = z� mit � > n

n�1
liefern ebenfalls keine L�osung des Problems.

Das sieht man so: g�abe es ein � > n
n�1

mit der Eigenschaft, dass G(z) = z� alle drei

Eigenschaften (1); (2); (3) erf�ullt, dann m�usste f�ur einen achen geod�atischen Ball

Gleichheit in Ungleichung 3.13 gelten. Aus dem Beweis von Satz 3.19 folgt, dass

dann Gleichheit in der Verallgemeinerten H�olderschen Ungleichung aus Folgerung

3.18 gelten muss. Das kann aber nicht sein, da f�ur alle z > 0�
jG0(z)j
z

1
n�1

�0

=
�
�z��1� 1

n�1

�0
=

�
� z��

n

n�1

�0
> 0

gilt und �00 negativ de�nit w�are. Bei Gleichheit in der Verallgemeinerten H�older-

schen Ungleichung m�usste �00 aber den Eigenwert 0 haben.

3.3.2 Absch�atzungen f�ur symmetrische Rang-1-R�aume

Satz 3.20 Sei X ein n-dimensionaler symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompak-

ten Typ und V die Menge aller streng monoton wachsenden C2-Funktionen G : (0;1)!
(0;1) mit der Eigenschaft, dass � : (0;1)�(0;1)! (0;1), (x1; x2) 7! B�1(x1)G

�1(x2)

konkav ist (mit B gem�a� De�nition 1.1), sowie

CX := sup
G2V

2

G�1(
2cn�2

cn�1

R �

2

0
G(cos�) sinn�2 � d�)

:

Dann gilt f�ur das isoperimetrische Pro�l 'X : (0;1)! (0;1) von X

'X(v) �
CX v

B�1(2v)
:

Beweis. Nach Folgerung 3.3, Proposition 3.17 (mit F = B) und Proposition 3.4 gilt f�ur

jedes G 2 V:

Vol(
) =
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos � d�
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=
Area(@
)

2

Z
S+@


r(�) cos(�)
2

cn�1Area(@
)
d�

� Area(@
)

2
B�1

�
2

cn�1Area(@
)

Z
S+@


B(r(�)) d�

�
�

G�1

�
2

cn�1Area(@
)

Z
S+@


G(cos �) d�

�

� Area(@
)

2
B�1(2Vol(
)) �G�1

 
2cn�2

cn�1

Z �

2

0

G(cos�) sinn�2 � d�

!
:

Daraus folgt f�ur jeden kompakten, regul�aren Bereich 
 � X

Area(@
) � CX �
Vol(
)

B�1(2Vol(
))

und also die Absch�atzung des isoperimetrischen Pro�ls von X. 2

Bemerkung. Eine konkrete Absch�atzung f�ur CX erh�alt man, wenn man f�ur G die Funk-

tion B einsetzt, d.h. es gilt B 2 V und damit

CX � 2

B�1(
2cn�2

cn�1

R �

2

0
B(cos�) sinn�2 � d�)

=: ~CX :

Das folgt aus

Lemma 3.21 F�ur symmetrische Rang-1-R�aume vom nichtkompakten Typ ist die Funk-

tion

� : (0;1)� (0;1)! (0;1); (x1; x2) 7! B�1(x1)B
�1(x2)

konkav.

Beweis. F�ur symmetrische Rang-1-R�aume X gilt

A(r) = cdm�1 sinh
(d�1)m(r)

sinhd�1(2r)

2d�1

und folglich
A0(r)

A(r)
= d(m� 1) coth(r) + 2(d� 1) coth(2r) � 1

r
:

Also folgt rA0(r) � A(r) f�ur alle r > 0. Wegen B0(r) = A(r) gilt

�0(x1; x2) =

�
B�1(x2)

A(B�1(x1))
;

B�1(x1)

A(B�1(x2))

�
=

�
r2

A(r1)
;

r1

A(r2)

�
;

wobei ri := B�1(xi) f�ur i = 1; 2 gesetzt wurde. Damit gilt d

dxi
ri =

1
A(ri)

und

�00(x1; x2) =

 
�r2A

0(r1)

A(r1)3
1

A(r1)A(r2)
1

A(r1)A(r2)

�r1A
0(r2)

A(r2)3

!
:
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Abbildung 3.3: Das Volumen von Sph�aren, die lineare Absch�atzung (dm+ d� 2) � v und
die Absch�atzung
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Abbildung 3.4: Das Volumen von Sph�aren, die lineare Absch�atzung (dm+ d� 2) � v und
die Absch�atzung
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Es gilt
�r2A

0(r1)

A(r1)3
� 0, weil A0 � 0 ist, und wegen rA0(r) � A(r) gilt auch

det �00 =
r1r2A

0(r1)A
0(r2)� A(r1)A(r2)

A(r1)3A(r2)3
� 0:

Also ist �00 negativ semide�nit und damit � eine konkave Funktion. 2

3.3.3 Eine potentialtheoretische Anwendung

Mit Hilfe der folgenden Ungleichung und der Formel von Santal�o erh�alt man einen wei-

teren Beweis f�ur die isoperimetrische Ungleichung in R
2 und eine Absch�atzung f�ur das

Standard-Potential in R
n f�ur n � 3.

Proposition 3.22 (Youngsche Ungleichung) Sei � : [0;1)! R eine stetige, streng

monoton wachsende Funktion mit �(0) = 0. Dann gilt f�ur a; b � 0

ab �
Z a

0

�(x) dx +

Z b

0

��1(y) dy:

Gleichheit gilt genau dann, wenn b = �(a) gilt.

Abbildung 3.5: Skizze zur Youngschen Ungleichung

-

6y

x0

b

a

y = �(x)

Beweis. Der Zusammenhang wird klar, wenn man die Integrale als Fl�acheninhalte in-

terpretiert, siehe Abbildung 3.5. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn (a; b) auf dem

Graph von � liegt, d.h. genau f�ur b = �(a). 2

Satz 3.23 F�ur kompakte, regul�are Bereiche 
 in R
n mit n � 2 giltZ

@


Z



1

jp� qjn�2
dV(q) dA(p) � Vol(
)

2
n

(!n)
1
n

�
2cn�1Vol(
)

n�1
n � (!n)

n�1
n Area(@
)

�
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mit Gleichheit genau dann, wenn 
 ein Ball ist. Im Gleichheitsfall lautet die rechte Seite

n(!n)
n�1
n Vol(
)

n+1
n . F�ur n = 2 ergibt sich gerade die isoperimetrische Ungleichung.

Beweis. Sei R :=
�
Vol(
)

!n

� 1
n

der Radius des Balles in R
n mit demselben Volumen wie


. Nach Folgerung 3.3 und der Youngschen Ungleichung mit �(t) := 2Rt und a = cos �

sowie b = r(�) gilt

Vol(
) =
1

cn�1

Z
S+@


r(�) cos � d�

� 1

cn�1

Z
S+@


 Z cos �

0

2Rt dt+

Z r(�)

0

s

2R
ds

!
d�

=
R

cn�1

Z
S+@


cos2 � d� +
1

2Rcn�1

Z
S+@


Z r(�)

0

s ds d�:

F�uhre jetzt Polarkoordinaten auf den Hemisph�aren S+
p @
 mit Mittelpunkt N ein. (N

ist die innere Normale auf @
.) � sei dabei gerade der sph�arische Abstand von N zu �.

Man erh�alt weiter

::: =
Rcn�2

cn�1

Area(@
)

Z �

2

0

cos2 � sinn�2 � d�

+
1

2Rcn�1

Z
@


 Z
S+p @


Z r(�)

0

sn�1

sn�2
ds d�

!
dA(p):

Mit Lemma 3.10 erh�alt man den Wert des ersten Integrals. Stelle nun das Volumenele-

ment in Polarkoordinaten um p 2 @
 dar:

dV = sn�1 ds d�; s = d(p; �); � 2 S+
p @
:

Damit erh�alt man eine Absch�atzung des zweiten Integrals nach oben. Insgesamt folgt

Vol(
) � R

2n
Area(@
) +

1

2Rcn�1

Z
@


�Z



1

jp� qjn�2
dV (q)

�
dA(p):

Nach De�nition von r(�) ist die letzte Ungleichung genau dann mit Gleichheit erf�ullt,

wenn 
 bez�uglich jedes p 2 @
 strikt sternf�ormig ist, d.h. genau dann, wenn 
 strikt

konvex ist. Es ergibt sichZ
@


Z



1

jp� qjn�2
dV (q) dA(p) � 2Rcn�1

�
Vol(
)� R

2n
Area(@
)

�

=
Vol(
)

2
n

(!n)
1
n

�
2cn�1Vol(
)

n�1
n � (!n)

n�1
n Area(@
)

�
:

F�ur n = 2 ist das gerade �aquivalent zur isoperimetrischen Ungleichung Area(@
) �
2
p
�Vol(
)

1
2 .
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Es gelte nun Gleichheit. Dann folgt aus der Gleichheit in der Youngschen Ungleichung

die Beziehung r(�) = 2R cos � f�ur alle � 2 S+@
. Nach Folgerung 3.7 muss 
 also ein

Ball sein.

F�ur n = 2 ergibt sich die isoperimetrische Ungleichung, da Gleichheit genau f�ur B�alle gilt

und die Abst�ande jp�qj f�ur p 2 @
 bzw. q 2 
 in der Ungleichung nicht auftauchen. 2

Bemerkung. F�ur n � 3 folgt daraus nicht die isoperimetrische Ungleichung, denn dann

m�usste f�ur jeden kompakten, regul�aren Bereich 
 � R
n die UngleichungZ

@


Z



1

jp� qjn�2
dV (q) dA(p) � cn�1RVol(
) = n(!n)

n�1
n Vol(
)

n+1
n

gelten. Dass dies im Allgemeinen falsch ist, kann man an folgendem Gegenbeispiel von

E. Martensen sehen.

Betrachte den Bereich 
 � R
3 , dessen Rand ein Rotationsellipsoid mit den Halbachsen

a, b = a und c = (1 � �)a und kleiner ,,Abplattung" 0 < � << 1 ist. @
 wird also

parametrisiert durch

x(�; ') =

0
@ a sin � cos'

a sin � sin'

(1� �)a cos �

1
A

mit Fl�achenelement

dA = a2j sin �j(1� � sin2 � +
1

2
�2 sin2 � cos2 � +O(�3)) d� d':

Nach [Kel], S. 194 erh�alt man f�ur einen Punkt x = (x1; x2; x3) in 
 folgendes PotentialZ



1

jx� yj dV (y) = �Ax21 � Bx22 � Cx23 +D

mit den Konstanten

A = B =
2�

3
(1� 2

5
�� 9

35
�2 + :::)

C =
2�

3
(1 +

4

5
� +

18

35
�2 + :::)

D = 2�a2(1� 2

3
�� 1

5
�2 + :::)

Nach weiteren Rechnungen erh�alt manZ
@


Z



1

jx� yjdV (y) dA(x) =
16�2

3
a4(1� 4

3
� +

26

75
�2 + :::);

was gr�o�er ist als die rechte Seite

3(!3)
2
3Vol(
)

4
3 =

16�2

3
(abc)

4
3 =

16�2

3
a4(1� 4

3
�+

2

9
�2 + :::):
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Kapitel 4

Ans�atze �uber die Riccatigleichung

In diesem Kapitel ist X stets ein symmetrischer Rang-1-Raum. Im Gegensatz zu den

vorangegangenen Kapiteln kann X also sowohl vom kompakten als auch vom nichtkom-

pakten Typ sein. � 2 f1;�1g bezeichnet dabei das Vorzeichen der Schnittkr�ummung von

X, d.h. die Schnittkr�ummung ist f�ur K = R gerade � und liegt f�ur K 6= R stets zwischen

� und 4�.

Zur Vereinfachung der Notation werden die Bezeichnungen sin� f�ur sin im Fall � = 1 und

f�ur sinh im Fall � = �1 verwendet. Analog sind cos�; tan�; ::: de�niert.

Wie in den anderen Kapiteln bezeichne d die reelle Dimension der zugrundeliegenden

reellen Divisionsalgebra K 2 fR; C ; H ;O g und m � 2 die K -Dimension des symmetri-

schen Raumes. J1; :::; Jd�1 bezeichnen parallele, orthogonale Endomorphismen auf TX

mit J2
k = �id, k = 1; :::; d � 1, die von der Multiplikation mit den Elementen6= e der

nat�urlichen Basis e; j1; :::; jd�1 von K erzeugt werden.

4.1 Charakterisierung von Sph�aren

Folgendes Lemma charakterisiert die Hauptkr�ummungen von geod�atischen Hypersph�aren

in symmetrischen Rang-1-R�aumen �uber einen rein algebraischen Zusammenhang.

Lemma 4.1 Gegeben seien zwei nat�urliche Zahlen d;m � 2 und � 2 f�1; 1g. Gegeben
seien weiter a1; :::; adm�1 2 R mit der Eigenschaft

jh2j := j 1

d� 1

d�1X
k=1

ad(m�1)+kj > �2�:

Dann gilt

dm�1X
i=1

a2i �
�����
dm�1X
i=1

ai

����� (jh2j+
q
h22 + 4�)�(dm�2d+1)h22�

dm + d� 2

2
jh2j
q
h22 + 4��d(m�1)�
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mit Gleichheit genau dann, wenn es ein r > 0 gibt mit

a1 = ::: = ad(m� 1) = cot� r; ad(m�1)+1 = ::: = adm�1 = 2 cot� 2r:

Beweis. Sei h1 :=
1

d(m�1)

Pd(m�1)

i=1 ai und h2 =
1

d�1

Pd�1

k=1 ad(m�1)+k. Dann folgt aus der

Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

4h21 �
4

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

a2i ;
4(d� 1)

d(m� 1)
h22 �

4

d(m� 1)

d�1X
k=1

�
ad(m�1)+k

�2
; (4.1)

und aus der Dreiecksungleichung folgt

jh1j �
����h1 + d� 1

d(m� 1)
h2

�����
���� d� 1

d(m� 1)
h2

���� =
����� 1

d(m� 1)

dm�1X
i=1

ai

������
���� d� 1

d(m� 1)
h2

���� : (4.2)

Damit erh�alt man

0 �
�
2jh1j � jh2j �

q
h22 + 4�

�2

= 4h21 + 2h22 + 4�� 4jh1j
�
jh2j+

q
h22 + 4�

�
+ 2jh2j

q
h22 + 4�

(4:1)

� 4

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

a2i +

�
4(d� 1)

d(m� 1)
+
2dm� 6d+ 4

d(m� 1)

�
h22 + 4�

�4jh1j
�
jh2j+

q
h22 + 4�

�
+ 2jh2j

q
h22 + 4�

(4:1)

� 4

d(m� 1)

dm�1X
i=1

a2i +
2dm� 6d+ 4

d(m� 1)
h22 + 4�

�4jh1j
�
jh2j+

q
h22 + 4�

�
+ 2jh2j

q
h22 + 4�

(4:2)

� 4

d(m� 1)

dm�1X
i=1

a2i +
2dm� 6d+ 4

d(m� 1)
h22 + 4�

�4
 ����� 1

d(m� 1)

dm�1X
i=1

ai

������
���� d� 1

d(m� 1)
h2

����
!�

jh2j+
q
h22 + 4�

�
+ 2jh2j

q
h22 + 4�

Das ist �aquivalent zu

dm�1X
i=1

a2i �
�����
dm�1X
i=1

ai

����� (jh2j+
q
h22 + 4�)�(dm�2d+1)h22�

dm + d� 2

2
jh2j
q
h22 + 4��d(m�1)�:

Angenommen, es gilt Gleichheit. Dann folgt a1 = ::: = ad(m�1) und ad(m�1)+1 = ::: =

adm�1 aus (4.1). Wegen Gleichheit in (4.2) m�ussen h1 und h2 dasselbe Vorzeichen haben,
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also muss das auch f�ur a1 und adm�1 zutre�en. Aus der Gleichheit in der anf�anglichen

Ungleichung folgt also

2a1 � adm�1 =
q
a2dm�1 + 4� ) 4a21 + a2dm�1 � 4a1adm�1 = a2dm�1 + 4�

, adm�1 = a1 �
�

a1
:

Sei a1 = cot� r f�ur ein gewisses r > 0. Dann erh�alt man

2 cot� 2r =
2(cos2� r � � sin2� r)

2 cos� r sin� r
= cot� r � � tan� r = adm�1:

2

De�nition 4.2 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum und M � X eine orientier-
bare reelle Hyper�ache mit Normale N und zugeh�origer Weingarten-Abbildung Ap =

�(rN)(p) : TpM ! TpM bei p 2 M . Dann werden die Gr�o�en H1 und H2 auf M
folgenderma�en de�niert:

H2 :=
1

d� 1

d�1X
k=1

hAJkN; JkNi und H1 :=
1

d(m� 1)
(SpurA� (d� 1)H2):

Eine Anwendung des Lemmas liefert

Proposition 4.3 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum und M � X eine orientierba-

re, zusammenh�angende, vollst�andige reelle Hyper�ache mit Normale N und zugeh�origer
Weingarten-Abbildung A.

(a) Im Fall K = R gilt Spur (A2) � 1
m�1

(SpurA)2. Falls � = 1 ist, gilt dabei Gleichheit
genau dann, wennM eine geod�atische Hypersph�are ist. Falls � = �1 ist, gilt Gleich-
heit genau dann, wenn M eine total geod�atische Hyperebene, eine Horosph�are, eine

�aquidistante Hyper�ache oder eine geod�atische Hypersph�are ist.

(b) Im Fall K 6= R und jH2j > �2� gilt

Spur (A2) � jSpurAj
�
jH2j+

q
H2

2 + 4�

�
� (dm� 2d+ 1)H2

2

�dm + d� 2

2
jH2j

q
H2

2 + 4�� d(m� 1)�;

mit Gleichheit genau dann, wenn M eine geod�atische Hypersph�are ist.
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Beweis.

(a) Seien �1; :::; �m�1 die Eigenwerte von A. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

erh�alt man

SpurA2 =

m�1X
i=1

�2i �
1

m� 1

 
m�1X
i=1

�i � 1
!2

=
1

m� 1
(SpurA)2

mit Gleichheit genau dann, wenn �1 = ::: = �m�1 auf M gilt. Die Behauptung

folgt jetzt aus der Klassi�kation der Nabel�achen in R�aumen konstanter Schnitt-

kr�ummung, siehe z.B. [Spi], Band 4, S.112, 114.

(b) Sei N ein lokales Normalenfeld und E1; :::; Edm�1 ein lokales orthonormales (dm�
1)-Bein auf M mit

Ed(m�1)+k = JkN; k = 1; :::; d� 1:

�Uber die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erh�alt man

SpurA2 =

dm�1X
i=1

hA2Ei; Eii =
dm�1X
i=1

hAEi; AEiihEi; Eii

�
dm�1X
i=1

hAEi; Eii2:

Setze ai := hAEi; Eii. Dann folgt die Ungleichung aus Lemma 4.1.

F�ur � = �1 folgt aus der Gleichheit, dass alle Ei Eigenvektoren von Amit zugeh�ori-

gen Eigenwerten a1 = :::ad(m�1) = coth r und ad(m�1)+1 = ::: = adm�1 = 2 coth 2r

f�ur gewisses r 6= 0 sind. Jetzt kann man entweder die Klassi�kationss�atze f�ur reelle

Hyper�achen mit genau zwei verschiedenen Hauptkr�ummungen in [MR] f�ur CHm

und in [OP] f�ur HHm verwenden oder so schlie�en wie in der Gleichheitsdiskussion

im Beweis von Satz 4.6 (geht f�ur alle K 6= R). F�ur OH2 liegt ein entsprechender

Klassi�kationssatz (noch) nicht vor.

F�ur � = 1 gilt dasselbe in analoger Weise. Die Klassi�kationss�atze �ndet man im

Fall X = C Pm in [Oku] und f�ur X = H Pm in [MP].

2

4.2 Eine scharfe isoperimetrische Ungleichung

Durch die Methode der Parallel�achen bekommt man eine scharfe isoperimetrische Un-

gleichung zwischen dem Volumen, der Ober�ache und der Kr�ummung des Randes ei-

nes kompakten, regul�aren Bereiches 
 in einem symmetrischen Rang-1-Raum X. Die
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Kr�ummung von @
 geht dabei in Form des verallgemeinerten Kr�ummungsradius r von


 ein (siehe De�nition 4.4), einer aus den Gr�o�en H1 und H2 aus De�nition 4.2 abgelei-

teten Gr�o�e. Dabei ist N wie bisher die innere Normale von @
.

Je nach zugrundeliegendem Raum werden im Weiteren folgende Einschr�ankungen an H1

und H2 n�otig.

De�nition 4.4 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum und 
 � X ein kompakter,

regul�arer Bereich. 
 hat Eigenschaft (K) genau dann, wenn gilt:

� Falls X = RHm , so gilt H1 > 1 auf @
.

� Falls X 2 fCHm ; HHm ;OH2g, so gilt H1 > 1 und H2 > 2 auf @
.

F�ur einen kompakten, regul�aren Bereich 
 � X mit Eigenschaft (K) ist der verallge-
meinerte Kr�ummungsradius r gegeben durch die Funktion

r : @
! R; r =

�
arccot �(H1) falls K = R

max
�
arccot �(H1);

1
2
arccot �

�
H2

2

�	
falls K 2 fC ; H ;O g

Lemma 4.5 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ und 
 �
X ein kompakter, regul�arer Bereich. Dann hat 
 Eigenschaft (K), falls 
 in folgendem

Sinne strikt konvex ist:

F�ur jeden Punkt p 2 @
 gibt es einen geod�atischen Ball, der 
 enth�alt und dessen

Randsph�are den Rand @
 in p ber�uhrt.

Beweis. Falls X = RHn ist, hat eine geod�atische Hypersph�are die (n� 1)-fache Haupt-

kr�ummung cothR. Nach Lemma 1.6 hat der Rand @
 in jedem Punkt p 2 @
 h�ochstens

gr�o�ere Normalkr�ummungen. Die mittlere Kr�ummung H1 von @
 ist also ebenfalls min-

destens cothR > 1.

Falls X 2 fCHm ; HHm ;OH2g, so hat eine geod�atische Hypersph�are von Radius R in

X die d(m � 1)-fache Hauptkr�ummung cothR und die (d � 1)-fache Hauptkr�ummung

2 coth 2R. Die zugeh�origen Hauptkr�ummungsrichtungen E spannen mit der inneren Nor-

male N der Sph�are Ebenen mit Schnittk�ummung �1 bzw. �4 auf. Es ergibt sich mit

Lemma 1.6 f�ur die Gr�o�en H1; H2 auf @


H1 � cothR > 1 und H2 � 2 coth 2R > 2:

2

Satz 4.6 Sei X ein symmetrischer Rang-1-Raum und 
 � X ein kompakter, regul�arer

Bereich mit Eigenschaft (K) und verallgemeinertem Kr�ummungsradius r : @
! R. Die

Funktionen A;B sind gem�a� De�nition 1.1 gegeben. Dann gilt

Vol(
) �
Z
@


B(r)

A(r)
dA (4.3)

mit Gleichheit genau dann, wenn 
 ein geod�atischer Ball ist. r ist in diesem Fall der

Radius des Balles.
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Bemerkungen.

� F�ur den Fall, dass X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ

ist, beachte man, dass die Funktion
B(r)

A(r)
f�ur r !1 sehr ,,schnell" gegen den Wert

1
dm+d�2

strebt. Siehe Lemma 2.5 und dessen Beweis.

� F�ur die euklidischen R�aume X = R
n gilt ein entsprechender Satz, der vollkommen

analog bewiesen werden kann. Ein kompakter regul�arer Bereich 
 � R
n hat dabei

die Eigenschaft (K), wenn die mittlere Kr�ummung H =
Spur(A)

n�1
auf @
 positiv ist:

H > 0. Die Funktion r ist gegeben durch r = 1
H
. Wegen B(r) = r

n
A(r) hat die

Ungleichung folgende einfache Form:

Vol(
) � 1

n

Z
@


1

H(p)
dA(p):

� Der Beweis von Satz 4.6 greift eine Methode auf, die bereits in [GM] f�ur Volumen-

absch�atzungen in K�ahler-Mannigfaltigkeiten mit positiver unterer Kr�ummungs-

schranke verwendet wurde.

Durch Ausnutzen der speziellen Geometrie von Hyper�achen in symmetrischen

Rang-1-R�aumen l�asst sich die explizite Beschr�ankung von H1 und H2 in [GM],

Theorem 5.1. vermeiden. Stattdessen geht die Kr�ummung des Randes @
 nur noch

�uber den gewichteten Mittelwert des verallgemeinerten Kr�ummungsradiusses ein.

Korollar 4.7 Seien X ein symmetrischer Rang-1-Raum vom nichtkompakten Typ und

a > dm+d�2 eine reelle Konstante. Weiter sei 
 � X ein kompakter regul�arer Bereich
mit Eigenschaft (K) und verallgemeinertem Kr�ummungsradius r : @
! R. Es gelte

1

Area(@
)

Z
@


B(r)

A(r)
dA � 1

a
:

Dann gilt

Area(@
) � aVol(
):

Gleichheit gilt in dieser Ungleichung genau dann, wenn 
 ein geod�atischer Ball von

Radius � mit A(�) = aB(�) ist.

Beweis. Sei 
 � X ein kompakter, regul�arer Bereich mit Eigenschaft (K) und

1

Area(@
)

Z
@


B(r)

A(r)
dA � 1

a
:

Dann folgt nach Satz 4.6

aVol(
) � a

Z
@


B(r)

A(r)
dA(p)

� Area(@
):

60



Es gelte nun Area(@
) = aVol(
). Daraus folgt einerseits

Vol(
) =

Z
@


B(r)

A(r)
dA

und damit nach Satz 4.6, dass 
 ein geod�atischer Ball ist. Andererseits folgt aus aVol(
) =

Area(@
) f�ur den Radius � des Balles A(�) = aB(�). 2

F�ur den Beweis von Satz 4.6 wird folgendes Lemma ben�otigt. Durch Setzen von � = a = 0

und sin0(t) = t sowie cos0(t) = 1 erh�alt man gerade die entsprechende Version f�ur den

Beweis im euklidischen Fall.

Lemma 4.8 Zu H0; t 2 R, � 2 f�1; 1g und a > 0 sei

�a(H0; t) := cos�(at)�
H0

a
sin�(at)

de�niert. Sei H : [0; t0)! R eine stetige Funktion, die auf (0; t0) di�erenzierbar ist und

H 0(t) � H2(t) + �a2; t 2 (0; t0); H(0) = H0

erf�ullt. Dann gilt �a(H0; t) > 0 und

H(t) � � @

@t
ln �a(H0; t); f�ur alle t 2 [0; t0):

Beweis.(Nach [Gra].) Betrachte die Funktion

g(t) =

��
cos� at�

H0

a
sin� at

�
H(t)�H0 cos� at� �a sin� at

�
� exp

�
�
Z t

0

H(u) du

�
:

Sei t1 die erste positive Nullstelle von cos�(at) � H0

a
sin�(at) (m�oglicherweise 1). F�ur

t � 0 mit t < t0 und t � t1 gilt

g0(t) = f(��a sin�(at)�H0 cos�(at))H(t) +

�
cos�(at)�

H0

a
sin�(at)

�
H 0(t)

+�aH0 sin�(at)� �a2 cos�(at)�H2(t)

�
cos� at�

H0

a
sin� at

�

+(H0 cos�(at) + �a sin�(at))H(t)g � exp
�
�
Z t

0

H(u) du

�

=

�
cos� at�

H0

a
sin� at

�
(H 0(t)� �a2 �H2(t)) � exp

�
�
Z t

0

H(u) du

�
� 0:

Weiter gilt g(0) = 0 wegen H(0) = H0. Daraus folgt

H(t) � H0 cos�(at) + �a sin�(at)

cos�(at)� H0

a
sin�(at)

= � @

@t
ln �a(H0; t) (4.4)

f�ur 0 � t < minft0; t1g. Da aber H nach Voraussetzung stetig auf [0; t0) ist und

� @
@t
ln �a(H0; t) f�ur t ! t1 gegen 1 strebt, muss t0 � t1 gelten. Daraus folgt die Be-

hauptung. 2
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4.2.1 Beweis der Ungleichung

Bezeichnungen. In p 2 @
 sei R(p) der Abstand von p zum ersten Brennpunkt von

@
 l�angs N(p). Dann ist f�ur 0 � t < R die Parallel�ache

Mt := fN(p)(t) j p 2 @
; R(p) > tg

von M := @
 im Abstand t eine lokal wohlde�nierte reelle Hyper�ache mit Normale

Nt := 0N(t) und zugeh�origer Weingarten-Abbildung A(t). Sei E1(t); :::; Edm�1(t) ein

orthonormales (dm� 1)-Bein auf Mt mit

Ed(m�1)+k(t) = JkNt; (k = 1; :::; d� 1)

und rNt
Ei = 0 f�ur i = 1; :::; dm� 1. Das ist m�oglich wegen rJk = 0 f�ur k = 1; :::; d� 1.

Setze ai(t) := hA(t)Ei(t); Ei(t)i f�ur i = 1; :::; dm� 1. Dann sind

H1(t) :=
1

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

ai(t) und H2(t) :=
1

d� 1

d�1X
k=1

ad(m�1)+k(t)

gerade die Gr�o�en H1; H2 von Mt bez�uglich der Normalen Nt nach De�nition 4.2 und es

gilt H1(0) = H1, H2(0) = H2.

Der Beweis gliedert sich nun in drei Schritte.

Erster Schritt. In einem ersten Schritt werden die Kr�ummungen H1(t); H2(t) der Par-

allel�ache Mt im Punkt N(p)(t) mit den Hauptkr�ummungen einer geod�atischen Sph�are
~S(t) von Radius r(p)� t verglichen.

Sind u; v 2 TpX linear unabh�angig, so bezeichnet K[u; v] die Schnittkr�ummung der von

u und v aufgespannten 2-Ebene.

Aus der Riccati-Gleichung A0(t) = A2(t) + R(Nt; �)Nt (siehe z.B. [Gra]) folgt mit der

Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgende Absch�atzung f�ur die Normalkr�ummungen

ai(t):

a0i = hA0Ei; Eii
= hA2Ei; Eii+ hR(Nt; Ei)Nt; Eii
= hAEi; AEii+K[Nt; Ei]

� hAEi; Eii2 +K[Nt; Ei]

=

�
a2i + � ; i = 1; :::; d(m� 1)

a2i + 4� ; i = d(m� 1) + 1; :::; dm� 1 und K 6= R

Wieder mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erh�alt man weiter0
@ 1

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

ai

1
A

0

� 1

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

a2i + �

�

0
@ 1

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

ai

1
A

2

+ �

62



und (falls K 6= R)

 
1

d� 1

d�1X
k=1

ad(m�1)+k

!0

�
 

1

d� 1

d�1X
k=1

ad(m�1)+k

!2

+ 4�:

Aus dieser Di�erential-Ungleichung erh�alt man mit Lemma 4.8

H1(t) =
1

d(m� 1)

d(m�1)X
i=1

ai(t) � � @

@t
ln �1(H1; t) (4.5)

und (falls K 6= R)

H2(t) =
1

d� 1

d�1X
k=1

ad(m�1)+k(t) � � @

@t
ln �2(H2; t); (4.6)

f�ur 0 � t < R. Die rechten Seiten von (4.5) und (4.6) lassen sich weiter nach unten

durch eine Funktion von r absch�atzen. Nach De�nition von r gilt n�amlich gerade Ha �
a cot�(a r) f�ur a = 1; 2. Daher folgen aus

� @

@H

@

@t
ln �a(H; t) =

@

@t

� 1
a
sin�(at)

�a(H; t)

�

=
cos2�(at) + � sin2�(at)

�a(H; t)2
> 0

die Ungleichungen

� @

@t
ln �a(Ha(p); t) � � @

@t
ln �a(a cot�(ar(p)); t); a = 1; 2: (4.7)

Die rechte Seite von (4.7) l�asst sich nun als Kr�ummung einer geod�atischen Sph�are von

Radius r(p)� t interpretieren:

� @

@t
ln �a(a cot�(ar(p)); t) =

� @
@t
(cos�(at)� cot�(ar(p)) sin�(at))

cos�(at)� cot�(ar(p)) sin�(at)

=
a� sin�(at) + a cot�(ar(p)) cos�(at)

cos�(at)� cot�(ar(p)) sin�(at)

=
a� sin�(at) sin�(ar(p)) + a cos�(at) cos�(ar(p))

cos�(at) sin�(ar(p))� sin�(at) cos�(ar(p))

=
a cos�(ar(p)� at)

sin�(ar(p)� at)

= a cot�(ar(p)� at):

Es ergibt sich daher

H1(t) � cot�(r � t) und H2(t) � 2 cot�(2r � 2t) (4.8)
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Die Kr�ummungen H1(t) und H2(t) der Parallel�ache Mt werden also nach unten durch

die Hauptkr�ummungen einer geod�atischen Sph�are von Radius r � t abgesch�atzt.

Zweiter Schritt. Mit Hilfe der Absch�atzungen aus dem ersten Schritt wird nun das

Volumenelement von 
 nach oben abgesch�atzt.

Zu p 2 @
 und 0 � t < R(p) sei �p(t) mit

dV N (t) = �p(t) � dt ^ dAp

die Darstellung des Volumenelements auf dem Normalenb�undel von @
. Die Funktion

�p(t) gibt dabei anschaulich die \Dichte der Parallel�ache Mt bei N(p)(t) relativ zu @


in p" an. �p(t) hat nach [Gra], S. 216 folgende Beziehung zu SpurAp(t) :

@

@t
ln �p(t) = �SpurAp(t):

Aus den Ungleichungen (4.5), (4.6) und (4.7) erh�alt man daher

@

@t
ln �p(t) = �SpurAp(t)

= �
dm�1X
i=1

hAp(t)Ei(t); Ei(t)i

= �
dm�1X
i=1

ai(t)

= �d(m� 1)H1(t)� (d� 1)H2(t)

� d(m� 1)
@

@t
ln �1(cot�(r(p)); t) + (d� 1)

@

@t
ln �2(2 cot�(2r(p)); t):

De�niere
~�p(t) := �1(cot�(r(p)); t)

d(m�1) � �2(2 cot�(2r(p)); t)d�1:

Dann gibt ~�p(t) anschaulich gerade die \Dichte der Sph�are ~S(t) mit Radius r(p) � t

relativ zu Dichte der Sph�are ~S(0) von Radius r(p)" an. Es folgt

@

@t
ln

 
�p(t)

~�p(t)

!
� 0;

und wegen �(0) = ~�(0) = 1 erh�alt man f�ur alle p 2 @
 und alle t 2 [0; R(p))

�p(t) � ~�p(t): (4.9)

Dritter Schritt. Die Absch�atzung des Volumenelements wird dazu verwendet, das Vo-

lumen von 
 nach oben abzusch�atzen.

Zu p 2 @
 bezeichne

Rc(p) := supft > 0 j dist(@
; N(p)(t)) = tg
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den Abstand von p zum ersten Schnittpunkt von @
. Dann gilt Rc(p) � R(p) � r(p) und

Vol(fN(p)(Rc(p)) j p 2 @
g) = 0. Weil r(p) die erste Nullstelle von ~�p(t) ist, bekommen

wir folgende Ungleichung:

Vol(
) =

Z
@


Z Rc(p)

0

�p(t) dt dA(p)

�
Z
@


Z Rc(p)

0

~�p(t) dt dA(p)

�
Z
@


Z r(p)

0

~�p(t) dt dA(p)

Nach den Additionstheoremen f�ur sin und sinh gilt

~�p(t) =

�
cos�(t)�

cot�(r(p))

1
sin�(t)

�d(m�1) �
cos�(2t)�

2 cot�(2r(p))

2
sin�(2t)

�d�1

=

�
sin�(r(p)� t)

sin�(r(p))

�d(m�1) �
sin�(2r(p)� 2t)

sin�(2r(p))

�d�1

:

Daraus folgt mit der Parametertransformation t 7! r(p)� tZ r(p)

0

~�p(t) dt =

R r(p)
0

sin�(t)
d(m�1) sin�(2t)

d�1

sin�(r(p))d(m�1) sin�(2r(p))d�1

=
B(r(p))

A(r(p))
:

Also erh�alt man

Vol(
) �
Z
@


B(r)

A(r)
dA(p):

4.2.2 Gleichheitsdiskussion

Die Gleichheitsdiskussion gliedert sich ebenfalls in drei Teile. Sei 
 ein kompakter, re-

gul�arer Bereich mit Eigenschaft (K), (vgl. De�nition 4.4), der die Ungleichung in Satz

4.6 mit Gleichheit erf�ullt. Dann sind alle auftretenden Ungleichungen in den drei Be-

weisschritten Gleichungen.

� Aus der Gleichheit in der Absch�atzung im dritten Schritt folgt zun�achst

Rc(p) = R(p) = r(p) f�ur alle p 2 @
:

Au�erdem muss Gleichheit in (4.9) gelten und damit ebenfalls in (4.5), (4.6) und

(4.7) im ersten Schritt des Beweises. Nach dem Gleichheitsfall in der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung sind E1(t); :::; Edm�1(t) Eigenvektoren von A(t) mit zu-

geh�origen Eigenwerten

a1(t) = ::: = ad(m�1)(t) = cot�(r�t); ad(m�1)+1(t) = ::: = adm�1(t) = 2 cot�(2(r�t))

mit den Vielfachheiten d(m� 1) und d� 1.
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� Nun wird die Codazzi-Gleichung ausgenutzt, um zu zeigen, dass die Funktion r auf


 konstant ist.

Der Kr�ummungstensor von X kann mit Hilfe der Endomorphismen J1; :::; Jd�1

folgenderma�en geschrieben werden:

R(U; V )W =

�

(
hU;W iV � hV;W iU +

 
d�1X
k=1

hJkU;W iJkV � hJkV;W iJkU + 2hJkU; V iJkW
!)

f�ur U; V;W 2 TX, und die Codazzi-Gleichung von M0 = @
 is gegeben durch

(R(U; V )N)T = f(rUA)V � (rVA)UgT

f�ur Vektorfelder X; Y , die tangential an M0 sind. (W
T bezeichnet dabei die Ortho-

gonale Projektion von W 2 TpX nach Tp@
.) Beachte: r ist genau dann auf @


konstant, wenn grad r ? @
 auf ganz @
 gilt.

Im Fall K = R gilt (R(U; V )N)T = 0 f�ur U; V , die tangential an @
 sind. Aus

der Codazzi-Gleichung erh�alt man also f�ur U; V , die tangential an @
 sind mit

[U; V ] = 0

0 = (rU(AV )� A(rUV )�rV (AU) + A(rV U))
T

= U(cot� r)V � V (cot� r)U

=
1

sin2� r
(hgrad r; V iU � hgrad r; UiV ):

Durch Betrachtung beliebiger, linear unabh�angiger Vektorfelder U; V erh�alt man

nun grad r ? @
 und damit, dass r auf @
 konstant ist.

Betrachte nun den Fall K 6= R. W�ahle i0 2 f1; :::; d(m� 1)g und k0 2 f1; :::; d� 1g
beliebig und setze U = Ei0 sowie V = Ed(m�1)+k0 = Jk0N . Dann gilt

(R(U; V )N)T = �

 
0 +

d�1X
k=1

hJkU;NiJkV � hJkV;NiJkU + 2hJkU; V iJkN
!

= �

 
d�1X
k=1

�hJkJk0N;Ni(JkU)T
!

= �Jk0U:

Aus der Codazzi-Gleichung und rUV = rV U folgt

�Jk0U = (rU(AV )� A(rUV )�rV (AU) + A(rV U))
T

= U(2 cot� 2r)V � V (cot� r)U + (2 cot� 2r � cot� r)(rUV )
T :

Jk0 ist parallel, also gilt rUV = rU(Jk0N) = Jk0rUN = �(cot� r)Jk0U . Wegen

2 cot�(2r)� cot� r = �� tan� r erh�alt man weiter

�Jk0U = � 4

sin2�(2r)
hgrad r; UiJk0N+

1

sin2�(r)
hgrad r; Jk0NiU+(�� tan� r)(� cot� r)Jk0U:
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Das ist �aquivalent zu

4

sin2�(2r)
hgrad r; UiJk0N =

1

sin2�(r)
hgrad r; Jk0NiU:

Weil i0 und k0 beliebig waren, gilt also grad r ? E1; :::; Edm�1 und es folgt, dass r

konstant auf @
 ist.

� Schlie�lich erh�alt man durch die Betrachtung der Menge der Brennpunkte von @
,

dass 
 ein Ball ist.

Betrachte dazu die Abbildung

� : @
! X; p 7! N(p)(r):

Dann ist d� = 0. Es gilt n�amlich d�pEi(0) = Ji(t), wobei Ji(t) das transversale

Jacobifeld l�angs N(p)(t) mit Anfangswerten Ji(0) = Ei(0) und J 0i(0) = AEi(0) ist.

Ji(t) =

�
(cos�(t)� cot�(r) sin�(t))Ei(t) ; i = 1; :::; d(m� 1)

(cos�(2t)� cot�(2r) sin�(2t))Ei(t) ; i = d(m� 1) + 1; :::; dm� 1

hat aber gerade t = r als erste Nullstelle. Also besteht �(@
) aus genau einem

Punkt q 2 X und wegen Rc = R = r hat jeder Punkt p 2 @
 gerade Abstand r zu

q. Demnach ist @
 eine Abstandssph�are um q von Radius r. 2
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