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Einleitung

Betrachten wir in einem Banachraum X das abstrakte Cauchyproblem

u'(t) = Au(t), t>0 (1)
u(0) = =z,

wobei A der Erzeuger einer ¢o-Halbgruppe T'(t) ist, dessen Resolvente an der
Stelle is wir mit R(is, A) bezeichnen, so gilt fiir alle z € X die Formel

R(is, A)x = / e ST (t)x dt,
0

falls || T(t)]| fir ¢ — oo gegen 0 strebt. Das bedeutet, daf§ die Funktion s —
R(is, A)z unter dieser Voraussetzung die Fouriertransformierte der Abbilung
t = X[o,00) (1) T () ist.

Erfiillt umgekehrt die Resolventenfunktion eine Abschétzung der Form

_ C
| R(is, A)z]| < PR
so stellen sich die Fragen, ob T'(¢)z in einem geeigneten Sinn als inverse Fou-
riertransformierte von s — R(is, A)x interpretiert werden kann und welche
Wachstumseigenschaften diese inverse Fouriertransformierte - und damit das
Halbgruppenorbit - besitzt.

Diese Dissertation beschéftigt sich speziell mit diesen und der allgemeine-
ren Frage nach der Fouriertransformierten vektorwertiger Funktionen g, fiir
die die Abbildungen ¢t — tg(t) beschriankt sind und deren Eigenschaften.
Insbesondere sind wir an Wachstumsabschétzungen fiir diese Fouriertrans-
formierten interessiert.

Bereits aus Ergebnissen von Zygmund ([Zy]) - formuliert in der Sprache der
Besovraume - folgt, dal die Fouriertransformierte einer solchen Funktion
im Raum B%> liegt. Fiir skalarwertige Funktionen liegt die Fouriertransfor-
mierte sogar in BMO, dem Raum der Funktionen mit beschrénkter mittlerer

1



2 EINLEITUNG

Ostzillation. Genauer gesagt ist die Fouriertransformation eine stetige lineare
Abbildung vom Raum der Funktionen g mit sup,cp |tg(t)| < oo in den Raum
BMO. Dieses Ergebnis geht zuriick auf C. Fefferman. Der Schliissel zu diesem
Ergebnis ist die Hardyungleichung

JEa<cunn (et o —otine <o)

aus der man das gewiinschte Resultat durch “Dualisieren” gewinnen kann.
Dabei macht man sich zunutze, da8 der Dualraum des Hardyraums H! gerade
mit dem Raum BMO identifiziert werden kann. Letzteres ist ein beriihmter
Satz von C. Fefferman ([Fe]).

Will man dieses Vorgehen nun auf den Fall vektorwertiger Funktionen iiber-
tragen, stot man auf erhebliche Schwierigkeiten. Die beginnen damit, dafl
die Hardyungleichung im allgemeinen nicht mehr richtig ist, sondern nur in
Banachrdumen, die einen nichttrivialen Fouriertyp besitzen. Was darunter
zu verstehen ist, wird in Abschnitt 1.6 erklért.

Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, dal verschiedene Definitionen des
Hardyraums H', die im skalarwertigen Fall zusammenfallen, im vektorwer-
tigen Fall zu unterschiedlichen Rdumen fiithren. Der fiir das “Dualisieren”
am besten geeignete ist der iiber atomare Zerlegungen definierte Raum.
Mit der Definition dieses Raumes und einfachen Figenschaften desselbigen
beschéftigen wir uns in den ersten beiden Abschnitten von Kapitel 2. Den-
noch kann der Dualraum dieses Hardyraums im vektorwertigen Fall nicht
mit dem Raum der Funktionen von beschrénkter mittlerer Oszillation iden-
tifiziert werden. Die Voraussetzung die das erst garantiert, ist die Radon-
Nikodym-Figenschaft des Dualraums des zugrundeliegenden Banachraums.
Diese Feststellung ist O. Blasco ([Bl2]) zu verdanken. Blasco hat dabei die
entsprechenden Funktionenrdume auf {z € C : |z| = 1} betrachtet. Nach-
dem wir in den Abschnitten 2.3-2.5 den Raum der vektorwertigen Funktionen
von beschrankter mittlerer Oszillation definiert und die vektorwertigen Fas-
sungen wichtiger seiner FEigenschaften, inklusive der zentralen Ungleichungen
von John und Nirenberg, vorgestellt haben, bringen wir in Abschnitt 2.6 die
auf R iibertragene Version des Satzes von Blasco.

Da man beim “Dualisieren” also auf das Problem stofit, dal der Dualraum
von H}, im allgemeinen nicht mehr der Raum BMO ist, sondern nur noch
ein Raum von Maflen, setzen wir in Abschnitt 2.8 explizit voraus, dafl die
Fouriertransformierte als Funktion existiert. Falls der zugrundeliegende Ba-
nachraum einen nichttrivialen Fouriertyp besitzt, konnen wir mit Hilfe der



Hardyungleichung aus Abschnitt 2.7 beweisen, daf§ die Fouriertransformierte
dann von beschrénkter mittlerer Oszillation ist und ihre BMO-Norm nach
oben durch C||t — tg(t)||« abgeschitzt werden kann.

Setzen wir nicht mehr voraus, daf§ der zugrundeliegende Banachraum einen
nichttrivialen Fouriertyp hat, steht uns die Hardyungleichung nicht mehr
zur Verfiigung. Selbst wenn wir voraussetzen, dafl die Fouriertransformierte
durch eine Funktion darstellbar ist, konnen wir nur noch davon ausgehen, daf3
wir eine Abschétzung in der Norm des Besovraums B%> bekommen. Wir wer-
den in Abschnitt 3.3 eine niitzliche Zerlegung von beschréankten Funktionen
kennenlernen, von der ein Teil in B%:> liegt. Dieser Teil wird im letzten Kapi-
tel gerade die Fouriertransformierte einer Funktion g mit ||t — tg(t)||oc < 00
sein. Zuerst werden aber im Abschnitt 3.1 der Raum B%*> und sein Partner
B?’l, der in gewissem Sinne in die Rolle schliipfen wird, die in Kapitel 2 der
Raum H, gespielt hat, eingefiihrt. Den Part der Atome iibernehmen fiir By»'
die speziellen Atome. Genaueres hierzu ist in Abschnitt 3.2 zu erfahren.

Im letzten Kapitel werden wir die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte auf
Betrachtungen zur Asymptotik von cp-Halbgruppen und damit auf das a-
symptotische Verhalten von Losungen des abstrakten Cauchyproblems (1)
im Banachraum anwenden. Klassische Losungen gibt es hier gerade dann,
wenn die Anfangswerte x im Definitionsbereich des Halbgruppenerzeugers
A liegen. Deren Verhalten fiir ¢ — oo ist unsere besondere Aufmerksamkeit
gewidmet.

Nach einer kurzen Einfithrung zu co-Halbgruppen und deren wichtigsten Ei-
genschaften in Abschnitt 4.1 werden wir uns in den Abschnitten 4.2 und
4.3 mit Aussagen iiber das asymptotische Verhalten von Halbgruppenorbits
unter der Voraussetzung befassen, daf§ diese von beschrankter mittlerer Os-
zillation sind. Man kann dies in Analogie zu einem wichtigen Resultat, das
auf Datko und Pazy zuriickgeht, sehen, das besagt, dafl Orbits, die in einem
Raum LP((0,00), X) liegen, fiir ¢ — oo gegen 0 konvergieren und dafl eine
co-Halbgruppe exponentiell stabil ist, wenn dies fiir alle Orbits gilt.

Von grofler Bedeutung sind in der Theorie der ¢op-Halbgruppen immer Sétze,
die es erlauben, von Eigenschaften des Erzeugers einer Halbgruppe oder des-
sen Resolvente auf Eigenschaften der Halbgruppe oder deren Orbits zu schlie-
Ben. Beispielsweise ist beim abstrakten Cauchyproblem ja der Operator A
gegeben und die Losung, also die Halbgruppe, und deren Eigenschaften sind
das, woriiber man gerne etwas wiifite.

Die Frage, ob aus der gleichméfligen Beschrinktheit der Resolventenabbil-
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dung auf der rechten Halbebene die Stabilitdt der klassischen Losungen
des abstrakten Cauchyproblems folgt, war einige Jahre Gegenstand der For-
schung. Zunéchst wurden Lésungen unter verschiedenen Einschrdnkungen an
den zugrundeliegenden Banachraum gefunden, bis schliellich L. Weis und V.
Wrobel ([WeWr|) die Frage ganz allgemein positiv beantworten konnten.

Nun ist es so, dafl aus der gleichméfiigen Beschranktheit der Resolvente auf
der rechten Halbebene folgt, da sup,cg ||tR(it, A)z|| < oo fiir alle z aus
dem Definitionsbereich von A gilt. Die Fouriertransformierte der Abbildung
s — R(—is, A)x ist dann bis auf einen konstanten Faktor der Halbgruppe-
norbit T'(t)xz. Wir werden die abstrakten Ergebnisse aus Kapitel 2 und 3 auf
diese Situation anwenden, womit sich ein neuer Zugang zum Beweis des Sat-
zes von Weis und Wrobel eroffnen wird.

Dabei wird aus unserer Arbeit in Abschnitt 4.5 mit den Resultaten aus Ka-
pitel 2 leicht das zunéchst von Wrobel veroffentlichte Teilergebnis fiir Ba-
nachrdume mit nichttrivialem Fouriertyp abfallen. In Abschnitt 4.6 stellen
wir dann mit Hilfe der Aussagen aus Kapitel 3 einen neuen Beweis des Satzes
von Weis und Wrobel dar. Unsere Herangehensweise ermoglicht uns dariiber-
hinaus noch Aussagen fiir einzelne Orbits im Grenzfall so(A) = 0 zu machen,
wobei so(A) die Abszisse der gleichméBigen Beschrianktheit der Resolvente
des Erzeugers der Halbgruppe bedeuten soll.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Bezeichnungen und Konventionen

Wenn nichts anderes gesagt wird, seien in dieser Arbeit die auftretenden Vek-
torrdume stets Raume iiber C, dem Koérper der komplexen Zahlen. Auflerdem
wollen wir - um etwaigen trivialen Sonderbetrachtungen aus dem Weg zu ge-
hen - stillschweigend davon ausgehen, dafl der jeweilige Vektorraum nicht nur
aus dem Nullvektor besteht.

Ist X ein normierter Raum, so bezeichnen wir seine Norm mit || - ||x oder -
wenn nicht von einer Verwechslungsgefahr auszugehen ist - schlicht mit || - ||.
Den (topologischen) Dualraum eines topologischen Vektorraums X bezeich-
nen wir mit X*. Ist x € X und ¢ € X*, so setzen wir

<z, p >=< p,x >:= p(z).

Ist (2,3, 1) ein Mafiraum und X ein Banachraum, so verstehen wir unter
LP(Q,pu, X) fir 1 < p < oo den jeweiligen Bochnerraum. Integrale iiber
Funktionen mit Werten in Banachrdumen sind demnach als Bochnerintegrale
aufzufassen (siehe hierzu [DiUh] fiir Definitionen und Eigenschaften). Ist
das Lebesguema$, so schreiben wir kurz LP(Q, X) fiir LP(Q, pu, X). Im Fall
X = C schreiben wir auch L?(Q2) fiir LP(Q2, X).

Fiir eine lebesguemefibare Teilmenge M von R verstehen wir unter | M| deren
(Lebesgue-)Mafl. Die charakteristische Funktion von M sei definiert durch

() = 1 falls te M,
XM= 0 falls ¢ € R\M.

Mit C*°(R, X') bezeichnen wir den Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen mit Werten im Banachraum X. Mit D(R, X) bezeichnen wir den

>



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Raum der Funktionen aus C*°(R, X), die einen kompakten Triger haben.

Fiir den Tréager einer stetigen Funktion f schreiben wir auch kurz supp f. Im
Spezialfall X = C setzen wir wiederum C*°(R) := C*°(R, X) und D(R) :=
D(R, X).

Definition 1.1.1 Der Raum der schnell fallenden Funktionen, der auch als
Schwartzraum bezeichnet wird, ist definiert durch

SR, X) :={f € C®(R, X) : sup|[tFf™(t)|| < oo fiir alle n, k € Ny}.
teR

Im Fall X = C schreiben wir auch S(R) statt S(R,C). Der Unterraum
So(R, X)) des Schwartzraums sei definiert durch

So(R, X) = {f € SR, X) : /Oo £(t)dt = 0}.

Auch hier schreiben wir im Fall X = C kurz Sp(R) statt Sp(R, C).

Ein einfaches Lemma, das wir spater benotigen werden, lautet:

Lemma 1 1.2 Es sei f € Sy(R). Die Funktion F : R — C sei definiert
durch F(t f f(s)ds firt € R. Dann ist auch F' eine schnell fallende
Funktzon

BEWEIS. Aus der Definition von F folgt

:/Zf(s)ds—/toof(s)ds:O—/toof(s)ds

fiir jedes t € R. Sei im weiteren k € Ny beliebig, aber fest gewihlt. Da f eine
Schwartzfunktion ist, existiert eine Konstante C' > 0, so daf3

C
‘f(sﬂ < ’S’k+2

fiir alle s € R gilt. Damit haben wir fiir alle ¢ > 0

C/ wds

k+1 [ sk“]t
D
thrl

|F(t)]

IN



1.2. REIHEN IN BANACHRAUMEN 7
mit D := C/(k + 1). Fiir alle t < 0 gilt
t
ol < e [ s
(e 1Y
 k+1 skl |

D
[

Damit folgt
lim [¢*F(t)] =0,

|t| =00

und das bedeutet, dafl F' eine schnell fallende Funktion ist. [

Im letzten Kapitel werden (abgeschlossene) lineare Operatoren A : X D
D(A) — X (X ein Banachraum) auftreten. Unter der Resolventenmenge
eines solchen Operators verstehen wir die Menge aller z € C, fiir die z— A den
Raum D(A) bijektiv nach X abbildet und die Inverse R(z, A) := (z—A)~! als
Operator von X nach X stetig ist. Das Komplement der Resolventenmenge
in C heifit Spektrum von A.

1.2 Reihen in Banachriumen

Absolut konvergente Reihen in einem Banachraum konvergieren bekanntlich
unbedingt und der Wert von Doppelreihen ist der Wert der iterierten Sum-
mation, falls absolute Konvergenz dieser vorliegt. Etwas allgemeiner kann
man auch sagen:

Satz 1.2.1 Fir allen € N und alle ji, ..., j, € N seten z;, ;. Flemente des
Banachraums X, und es gelte

EE( () )~

Dann gelten fir jede Bijektion ¢ : N — U2 | N"

Z [0 || < 00
k=1

und



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Reihen von diesem Typ werden uns spéter im Zusammenhang mit dem ato-
maren Hardyraum H' begegnen. Der Satz, den wir dabei bendtigen, folgt
leicht aus obiger Aussage und lautet:

Satz 1.2.2 Fir alle n € N und alle ji, ..., j, € N seten f;, ;. Funktionen
aus L' (R, X)), und es gelte

fj (Z ( (Z | il e ) )) < .

Dann gelten fiir jede Bijektion ¢ : N — U2 | N"

Zum ) < oo

Zﬁo(k i (i ( (i Firro jn(t)> )) .

Jn=1

und

fiir fast alle t € R

BEWEIS. Wir setzen

g(t) :?{(;( <];Hfﬁ ..... (8] )))

fiir t € R. Nach dem Satz von Beppo-Levi haben wir

JUCIEED (Z( <]n2_1||fﬂ ..... JnnLlM) ))

Das bedeutet, dal g im Raum L'(R) liegt, und damit insbesondere g(t) < oo
fiir fast alle t € R gilt. Aus Satz 1.2.1 folgen nun leicht die behaupteten
Zusammenhénge. []

1.3 Die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion

In diesem Abschnitt wollen wir ein paar Dinge zur Hardy-Littlewood-Maxi-
malfunktion angeben. Die hier aufgefiihrten vektorwertigen Resultate folgen
entweder aus den skalarwertigen Versionen oder koénnen analog wie diese
bewiesen werden, d.h. im wesentlichen durch Ersetzen von Betragsstrichen
durch Normstriche. Die Beweise der skalarwertigen Versionen findet man in
Biichern zur harmonischen Analysis wie [GaRu] (Abschnitt II.1) und [St]
(Abschnitt 1.3).
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Definition 1.3.1 (Hardy-Littlewood-Maximalfunktion) Die Funktion
f R — X sei lokal-integrierbar. Dann heifst die durch

1
M f(t) := sup {m / Nf(s)|lds - tel, I Intervall}
I
fir t € R definierte Funktion Mf die (Hardy-Littlewood-)Mazximal-

funktion von f.

Den Operator M : f +— M f nennen wir den (Hardy-Littlewood-)Maxi-
maloperator.

Die Funktion M f ist stets nach unten halbstetig, so dal Mengen der Form
E,={teR : Mf(t) > a} fir a > 0 offen sind. Die Zusammhangskompo-
nenten offener Mengen sind in R natiirlich Intervalle.

Mit Hilfe der Maximalfunktion kann man integrierbare Funktionen in einen
beschrénkten Teil und in einen Teil mit kleinem Mittel zerlegen.

Satz 1.3.2 Es sei f € L'(R, X) und o > 0. Dann gilt fiir jede Zusammen-
hangskomponente I von E, ={t € R : M f(t) > a} die Abschdtzung

« 1
S< g fIrwa<a

Folglich qilt auch
2
B <2 [ s
Eo

Die Beschrianktheit der Funktion auf R\FE, folgt dabei aus der Tatsache,
dafl die Maximalfunktion einer lokal-integrierbaren Funktion die Funktion
majorisiert.

Satz 1.3.3 FEs sei f : R — X eine lokal-integrierbare Funktion. Dann gelten
fir fast allet € R

1
a —
2r

[ 156 = S0 ds =0 firr — 07
t—r,t+r

wmhwmi[ Jts)ds
t—r,t+r

c) [IF@)) < Mf(1).
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1.4 Vektorwertige Distributionen

Wir geben in diesem Abschnitt die Definitionen und einige Eigenschaften
von vektorwertigen Distributionen und temperierten Distributionen an. Die
Beweise kénnen jeweils analog zum skalaren Fall erbracht werden. Darstel-
lungen zu Distributionen und temperierten Distributionen im skalarwertigen
Fall findet man etwa in [Ho|, [Pet], [Ho] und [Sch]. Kollektionen der Defi-
nitionen und Resultate ohne Beweise fiir den vektorwertigen Fall kann man
[ABHN] (Anhang E) und [Am1] (Abschnitt I11.4) entnehmen. Aus diesen
Abschnitten der beiden letzten Biichern ist auch dieser Abschnitt zusam-
mengestellt.

Die beiden Rdume D(R) und S(R) seien mit ihren iiblichen Topologien ver-
sehen. Ist X ein Banachraum, so besteht der Raum der vektorwertigen Dis-
tributionen D' (R, X) aus den stetigen linearen Abbildungen von D(R) nach
X. Der Raum der vektorwertigen temperierten Distributionen S'(R, X) sei
der Raum der stetigen linearen Abbildungen von S(R) nach X. Eine tem-
perierte Distribution ist immer auch eine Distribution. Wir setzen fiir eine
Distribution bzw. temperierte Distribution f

<@, f>= f(p)

fiir ¢ aus D(R) bzw. aus S(R). Lokal-integrierbare Funktionen werden mit
der durch

<oTr>= [eofod
definierten Distribution 7% identifiziert.

Liegt ¢ in C*°(R) so ist das Produkt von ¢ und einer Distribution f erklért
durch

<P ¢ fE=<p-¢,f> (1.1)

fir ¢ aus D(R). ¢f ist damit wieder eine Distribution. Ist ¢ zudem noch
langsam wachsend, d.h.; dafl zu jedem n € Ny eine Zahl C),, > 0 und eine
Zahl m,, € N existieren, so daf3

'%(t)’ < Cp(1+|thm™ (1.2)

fiir alle t € R gilt, und ist f sogar eine temperierte Distribution, so wird
durch die entsprechende Multiplikation (d.h. in (1.1) ¢ aus S(R)) eine tem-
perierte Distribution definiert.
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Fiir n € Ny ist die n-te Ableitung einer Distribution bzw. temperierten Dis-
tribution f, definiert durch

d" d"

wieder eine Distribution bzw. temperierte Distribution.

Die Faltung g * f einer Funktion g : R — C mit einer Funktion f: R — X
ist definiert durch

g% f(t) = / ot — )f(s) ds,

sofern das Integral existiert. Ist ¢ aus S(R), so setzen wir p_(t) = p(—t)
und

Tsp(t) = p(t — s).
Die Faltung von ¢ mit einer temperierten Distribution f sei dann die Funk-
tion
t—@x* f(s):=<1(p_), f>.
t — @ f(s) ist unendlich oft differenzierbar und langsam wachsend im Sinne

von (1.2), wobei der Betrag durch die Norm ersetzt wird. Damit ist ¢ * f(s)
auch eine temperierte Distribution.

Die so fiir Distributionen bzw. temperierte Distributionen definierten Ope-
rationen Multiplikation, Ableitung und Faltung sind mit den herkémmlichen
konsistent, wenn Funktionen als Distributionen in obigem Sinne aufgefafit
werden.

1.5 Die Fouriertransformation

Die vektorwertige Fouriertransformation F ist definiert durch

FNE) = f5)i= [ (13)

fir f € L'(R, X). Die inverse Fouriertransformation F~! ist definiert durch

1

(Fs) = ls) = 5

(Ff)(=s)

fiir f € L'(R, X).
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Bezeichnet Cy(R, X) den Raum der stetigen Funktionen f von R in den
Banachraum X mit
lim f(t) =0,

|t| =00

versehen mit der Supremumsnorm, so gilt:

Satz 1.5.1 (Riemann-Lebesgue) Die Fouriertransformation F ist eine
stetige lineare Abbildung von L'(R, X) nach Cy(R, X).

Auflerdem ist die Fouriertransformation eine bijektive, stetige lineare Ab-
bildung von S(R) in sich. Die Inverse dieser Abbildung ist gerade die oben
definierte inverse Fouriertransformation auf diesem Raum. Somit konnen wir
die Fouriertransformation auf &'(R, X) definieren durch

<p,Ff>=< cp,f >=<Fop, f>
fir f € S'(R,X) und ¢ € S(R).

Verstehen wir fiir n € Ny unter s die langsam wachsende Funktion s +— s,
so gelten fiir die Fouriertransformierten der Ableitungen einer temperierten

Distribution p
F(ED) <
ds™

und fiir die Ableitungen der Fouriertransformierten einer temperierten Dis-
tribution
d"Ff
dsm

— (=)' F ("))
fir alle n € Nj.

Ist f € S(R,X) und ¢ € S(R) so gilt fiir die Fouriertransformierte der
Faltung

Flox*f)=F(p) - F(f)

Als Referenz fiir die in diesem Abschnitt aufgefithrten Resultate sei auf die
zu Beginn des vorigen Abschnitts angefithrten Biicher fiir den skalar- und
vektorwertigen Fall verwiesen.

1.6 Der Fouriertyp eines Banachraums

Versehen wir fiir eine Zahl 1 < p < 2 den Raum L'(R, X) N LP(R, X) mit
der Norm von LP(RR, X)), so liegt dieser dicht im Raum LP(R, X). Fiir X = C
ist die durch (1.3) definierte Fouriertransformation dann eine stetige lineare
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Abbildung von L'(R, X) N LP(R, X) in den Raum L4(R, X), wobei ¢ durch

die Gleichung
1 1

-+ -=1

qa p
definiert sein soll. Fiir beliebige Banachraume gilt dies zwar nach dem Satz
von Riemann-Lebesgue immer noch im Fall p = 1, ist aber fiir p > 1 in der
Regel falsch. Peetre ([Pel]) fithrte deshalb den Begriff des Fouriertyps eines

Banachraums ein.

Definition 1.6.1 Der Banachraum X hat den Fouriertyp p € [1,2], wenn
eine Zahl C, > 0 existiert, so daf fir alle f € L*(R, X) N LP(R, X)

IF Loy < Cp Il re.x)
gilt. Dabei ist q definiert durch die Gleichung 1/q+ 1/p = 1.

Jeder Banachraum hat - es wurde bereits erwidhnt - den Fouriertyp 1. Des-
halb sprechen wir davon, dafl ein Banachraum einen nichttrivialen Fouriertyp
besitzt, wenn er einen Fouriertyp echt gréfler als 1 hat.

Definiert man den Fouriertyp eines Banachraums in analoger Weise fiir Fou-
rierreihen von Funktionen auf dem Intervall [—m, 7], dann hat ein Banach-
raum den Fouriertyp p in diesem Sinn genau dann, wenn er den Fouriertyp
p in dem von uns definierten Sinn besitzt. Einen Beweis dieses Zusammen-
hangs findet man in [Kd].

Hat ein Banachraum den Fouriertyp p, so hat er auch jeden Fouriertyp
p € [1, p]. Hilbertraume haben den Fouriertyp 2, denn hier gilt die Plancherel-
Gleichung analog zum skalarwertigen Fall. Umgekehrt gilt: Hat ein Banach-
raum den Fouriertyp 2, so ist er isomorph zu einem Hilbertraum (Kwapién
[Kw]). Von Bourgain wurde bewiesen, daf die Réume mit nichttrivialem Fou-
riertyp gerade die B-konveren Raume sind ([Bol], [Bo2]). Dabei gilt:

Definition 1.6.2 Der Banachraum X ist B-konvex genau dann, wenn eine
Zahl p € (1,2] und eine Zahl C' > 0 ezistieren, so daf§ fir alle n € N und
alle xg, ..., x, € X die Ungleichung

n

g TETk

k=0

<C <Z ||9Uk||p>
k=0

erfillt ist. Dabei ist (ry,) die Folge der Rademacherfunktionen, d.h. r(t) :=
sign (sin(2%7t)).

L2((0,1),X)
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Hat X den Fouriertyp p > 1, so schreiben wir fiir die Fortsetzung der Fou-
riertransformation auf LP(R, X)) ebenfalls F. Die Definition der Fouriertrans-
formierten in diesem Sinne ist wiederum konsistent mit der Definition der
Fouriertransformierten im Sinne temperierter Distributionen.

Eine gute Ubersicht zum Thema Fouriertyp findet man im Artikel [GKKT].



Kapitel 2

Abschitzungen in H,(R, X)
und BMO(R, X)

Die Theorie der klassischen Hardyrdume als Rdume holomorpher Funktio-
nen auf der Kreisscheibe D = {z € C : |z| < 1} wurde weitgehend in
der ersten Hélfte des vergangenen Jahrhunderts entwickelt. Ein wesentlicher
Aspekt dieser Theorie ist die Charakterisierung von Eigenschaften der Funk-
tionen durch Eigenschaften ihrer “Randfunktionen”, insbesondere auch durch
die zur Randfunktion gehorende Fourierreihe. Die Charakterisierung iiber be-
stimmte Eigenschaften der Randfunktionen rechtfertigen es, die Rd&ume dieser
auf T = {z € C : |z| = 1} definierten Funktionen ebenfalls als Hardyraume
zu bezeichnen. Einen guten Uberblick zu diesem Themenkreis bietet das Buch
von Duren ([Du]).

Analog dazu kann man Hardyrdume von holomorphen Funktionen auf dem
Halbraum {s+it : ¢t > 0, s € R} und die zugehorigen Hardyrédume der Rand-
funktionen auf R betrachten. Burkholder, Gundy und Silverstein gelang es in
[BuGuSi] die Hardyrédume auf dem Halbraum als Réume harmonischer Funk-
tionen zu charakterisieren. Sie ebneten so den Weg weg von den Methoden
der komplexen Analysis hin zu Methoden der reellen Analysis. Einen weiteren
Meilenstein zu setzen, gelang Fefferman mit der Identifzierung des Dualraums
von H! mit dem Raum der Funktionen von beschrinkter mittlerer Oszillation
BMO auf R ([Fe], [FeSt]). Mit Hilfe dieser Charakterisierung des Dualraums
erhiilt man leicht die sogenannte atomare Zerlegung von H!'-Funktionen auf
R. Die Moglichkeit der atomaren Zerlegung formulierte explizit Coifman in
[Co|] und gab einen konstruktiven Beweis dafiir an.

Die erwéhnte Burkholder-Gundy-Silverstein-Charakteriserung der Hardyréu-
me holomorpher Funktionen, bzw. - was dquivalent dazu ist - harmonischer

15
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Funktionen, deren jeweilige konjugierte Funktion bestimmte Eigenschaften
erfiillt, durch Rdume harmonischer Funktionen, deren sogenannte nichttan-
gentiale Maximalfunktion in LP liegt, bzw. deren Randfunktionen, gilt im
allgemeinen nicht, wenn man Funktionen mit Werten in Banachrdumen be-
trachtet. Siehe hierzu [B]] fiir den Fall der Randfunktionen auf der Kreislinie
T.

Wir werden in diesem Kapitel den Hardyraum H*' direkt als Raum von L!-
Funktionen, die eine atomare Zerlegung besitzen, definieren, was sich fiir
unsere Zwecke als der niitzlichste Zugang herausstellen wird.

2.1 Der Raum H},(R, X)

In diesem Abschnitt werden wir den atomaren Hardyraum H. (R, X) definie-
ren und einige seiner Grundeigenschaften angeben. Die Definition der Atome

erfolgt analog zum skalarwertigen Fall. Siehe dazu etwa die entsprechenden
Abschnitten der Biicher [GaRu] und [St].

Definition 2.1.1 a) Es sei 1 < p < oo. Eine stark meflbare Funktion a :
R — X heifst (p)-Atom, falls es ein beschrinktes Intervall I gibt, so dafs
qgilt:

(i) supp a C I,

(i) (ﬁ JACE dt)’l’ <
(iii) /I a(t) dt = 0.

b) Eine stark mef$bare Funktion a : R — X heifit (00)-Atom, falls es ein
beschrinktes Intervall I gibt, so daf gilt:

(i) supp a C I,

1
(i) llall < 7
1|

(ii) /I a(t) dt = 0.

Mit Hilfe der Definition der (co)-Atome werden wir nun den Hardyraum
H,(R, X) definieren. Im niichsten Abschnitt werden wir dann exemplarisch
im Fall p = 2 zeigen, wie (p)-Atome in (co)-Atome zerlegt werden konnen.
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Definition 2.1.2 Eine stark mefibare Funktion f : R — X liegt genau dann
im Hardyraum H,(R, X), wenn eine Folge komplexer Zahlen (cy)52, und
eine Folge von (c0)-Atomen (ay)5, existieren, so dafs

(1) Z\ckl < 0o und
k=1

(it) [ = chak im Raum L'(R, X)

k=1
gelten.

Wir schreiben auch H}, statt H., (R, X), wenn keine Verwechslungsgefahr
hinsichtlich des zugrundeliegenden Banachraums besteht.

Wir definieren die Norm im Raum HL,(R, X) durch
HfHH;t(RX = lnf{Z‘Cl@‘ (cr)pzy C C, ap (00)—Atom fiir

keNund f = chak in LI(R,X)}

k=1

Wir schreiben auch || -[| g1, statt || -[| g1, x), wenn keine Verwechslungsgefahr
hinsichtlich des zugrundeliegenden Banachraums besteht.

Ist (cx)32, eine Folge komplexer Zahlen mit Y - |cx| < co und (ag)3>, eine
Folge von (0o)-Atomen, so konvergiert die Reihe Y ;7 | ¢xa), wegen

Joull = [ Nastt)lde < 1] 7 =1
I 1|
offenbar stets absolut in L!'(R, X). Dabei ist in obiger Abschiitzung I ein
Intervall, das beziiglich a; die Eigenschaften aus Definition 2.1.1 erfiillt.
Dariiberhinaus konvergiert die Reihe 220:1 cray auch punktweise fast iiberall
im Raum X, denn es gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

/Z ||ckak H dt = Z/ ||ckak H dt < Z |Ck| < 00,
R

k=1

und so liegt die Funktion ¢ — > 2 [lepar()]] in L'(R) und erfiillt damit
insbesondere Y .-, [[crax ()| < oo fiir fast alle t € R. Wir konnen also fest-
halten:
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Bemerkung 2.1.3 Ist (c¢;)72, eine Folge komplexer Zahlen mit )" - |cx| <
00, (ag)s, eine Folge von (00)-Atomen und f : R — X, so sind

(i) f= chak im Raum L'(R, X) und

k=1

(i) = ch@k punktweise fast tiberall.
k=1

dquivalent. Die Reihe Y oo | cpay, konvergiert stets absolut im Raum L'(R, X))
und punktweise fast tiberall absolut im Raum X.

Mit der iiblichen Identifizierung von Funktionen, die fast iiberall {iberein-
stimmen, stellt man unschwer fest, daf§ H!, (R, X') ein Banachraum ist.

2.2 Zerlegung von (2)-Atomen in (co)-Atome

Es ist leicht einzusehen, dafi jedes (oo)-Atom fiir jedes p > 1 auch ein (p)-
Atom ist. Andererseits liegen fiir jedes p > 1 alle (p)-Atome in H},. Der
folgende Satz beinhaltet diese Aussage im Fall p = 2. Er gilt entsprechend
auch fiir andere p > 1. Wir benétigen im weiteren jedoch nur die Aussage
fiir den Fall p = 2, und so wollen wir mit der Beschriankung auf diesen Fall
den Aufwand fiir den ohnehin langen Beweis ein wenig einddmmen.

Der Beweis ist eine Anpassung des Beweises fiir den skalaren Fall aus [GaRu]
(I11.3.12).

Satz 2.2.1 Es gibt eine Zahl C' > 0, so daf fiir jedes (2)-Atom a eine Folge
komplexer Zahlen (ci)52, und eine Folge von (00)-Atomen (ay)s, mit

oo

(i) a= chak in LY(R, X) und

k=1

(ii) Y lex| < C
k=1

existieren.

BEWEIS. Es seien a # 0 ein beliebiges (2)-Atom und [ das kleinste kompakte
Intervall mit

(i) suppa C I
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(i) (ﬁ Jlatol? dt)é <
(i) /1 a(t) dt =0

Setzen wir b(t) := |I]a(t) fiir t € R, so gilt

1
1611z ) = 1T1* lall 22 x) < \IIQm = |1 (2.1)

Den Mittelpunkt eines kompakten Intervalls J bezeichnen wir im weiteren
mit m; und setzen
J2 = [m] — \J],mJ—i— ’JH

Fir o > 0 definieren wir
Uy ={teR : M[Hb()HQ](t) > 042}.

Dabei sei M der Maximaloperator aus Abschnitt 1.3. Mit Hilfe der Abschét-
zung (2.1) und der Definition des Maximaloperators ist leicht einzusehen,
daB fiir alle a > /2 die Mengeninklusion

U, C I? (2.2)

gilt. Wir setzen im weiteren zuniichst o > /2 voraus. Es sei {I;} die Menge
der Zusammenhangskomponenten der offenen Menge U,. Nach Satz 1.3.2 gilt

o 1 9 :
s (m / [(0)] dt) <a. (2.3)

Wir setzen

b(t) , t ¢ Uy;

— 1

9o(t) := —/ b(s)ds, tel;

‘Ij’ I;
und

1

b(t)——/ b(s)ds, tel

hi(t) = 12| Ji, ’

Dann gelten b(t) = go(t) + Z h;(t) und
J

lgo (B < @ (2.4)
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fir alle ¢t € R. Die Abschétzung (2.4) folgt dabei fiir ¢ ¢ U, aus Satz 1.3.3 ¢)
und fiir ¢ € I; aus der Jensenschen Ungleichung (siehe z.B. [El] VI.1.3) und
Abschétzung (2.3).

go erfiillt damit
(i) supp go C I* wegen U, C I? und supp b C I C I?

(ii) |lgolloc < @ wegen (2.4);

(iii) /go(t) dt =0 wegen U, =Y I;.
R
Deshalb ist die Funktion ag, definiert durch

1 1
t) = ——go(t) = ———
(10() 2a|1|90() OZ|_[2|

go(t) firteR, (2.5)
ein (co)-Atom.

Mit (2.3) und (2.4) kénnen wir desweiteren wie folgt abschétzen:

1 1 ) :
m/lj 1h; (£)]] dt < <|]—j| /Ij ;1) dt)
< (ﬁ / Hb(t>H2dt> - (ﬁ / ugowdt) 26)

< a+aoa=2.

1

Wir setzen nun b;(t) = Q_hj (t) fur t € R. Die so definierte Funktion hat die
a

Eigenschaften

(i) supp b; C Ij;
(i) / by(1) dt = 0;
R

(iii) Hij%Q(R,X) < |1;] wegen (2.6 ).

Diese - und nur diese - Eigenschaften der Funktion b haben wir aber gerade
benutzt, um die Intervalle I; und die Funktionen ag, gy und h; mit ihren
entsprechenden Eigenschaften zu konstruieren.

Wenn wir by := b und Iy := I fiir das leere Indextupel () setzen, konnen wir
fiir n € Ny also induktiv folgende Definitionen machen:
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(i) Ua(jo, ‘“mjn—l) = {t €eR : M[Hbjo ----- jn71||2](t) > QQ}‘

(ii) ... ;. seien die Zusammenhangskomponenten von U, (jo, .., Jn—1)-

bj07~~~17jn—1(t)7 t ¢ Ua(jOa -'-7jn71>;

.....

""" 0, sonst
1 1
(v) Qjo,..., Jn71( ) 206|Ij0 ..... jn71|gj0 ----- Jn71( ) O‘|]]20 """ jn_1|g]0 ----- Jnfl( )

(Vi) bjy,.. 4. (t) = 2 o in(t).

Die Indizes jj sind dabei Elemente einer geeignente Indexmenge C N. g() ent-
spricht dem bisherigen gy, a() dem bisherigen ay und der Index j, entspricht
dem bisher verwendeten j.

Die so definierten Intervalle I;
hjoJl ----- Jn und bj
bjo-

05J15++3Jn und Funktionen Qjo,..on—1> 9joseedn—19

;. besitzen Eigenschaften analog zu I, ao, go, hj, und

0515005 Joo

Wir erhalten

) = go(t) + 3 b (1)

= go(t) +2a Z (gjo (t) + Z Rijo.in (t)>

= .. (2.7)

= go(t) + 2 Z <gj0 (t) + 2a Z (9;'0,3‘1 (t) + 2a Z <9jo,j1,j2 (t)+
ot 20 <gj0 77777 () D B jn(t)>

jnfl

Es gilt die Ungleichung (vgl. (2.3))

<«

E
IN
N
—~
—_
S
2
g,
3
|
—~
~
SN—
Y
jo )
Iy
\_/
Nl
—
bO
%)
S~—
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woraus insbesondere

. . 2
Untinwodn ) < o5 [ Wi )P (29

-----

J0seesdn
(2.10) n+1
< (20)" > (Lol (2.11)

jO ----- Jn
= (2a)"+? Z |Ua(Joy s Gr1)]

.jO ----- jnfl

( I,,...;, sind die Zusammenhangskomponenten von U, (jo, -, Jn—1) )

(2.9) 9
< et 3 [ B @R

(07 . - R

J0O5--+5 In—1
n 2

< e Y (2.12)

JOyeees Jn—1

(Definition von bj, ;. . )

(2.11)—(2.12) . 2\°?
< (20) H'(@) > Mo

jO ~~~~~ jn—2
(2.11)—(2.12)
<

(2.11)—(2.12)
<

() X

(2.11)—(2.12) 9\ "t
S (2a)n+1 . ?)

- (f)nﬂ 1) (2.13)

ay
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Wir haben also
4 n+1
e ¥ [ solaes (3) i (2.14)

7777 1

SUPP Gjo,.jns < (SUPP (bjo,... 51 ) \Ua(Jos - Jn=1)) U Ua(Jos -3 Jn—1)
C [jzo ..... ne1
wegen
SUPD bjo... jn1 C Ljgjus
und
Ua(Jor s jn—1) C 13 5 vl (2.2)

gilt und dal auflerdem

1905 (D] < @ vel. (24)

fiir alle t € R ist, dann sieht man

950, sl = [ Ol < 2000 ] (215)

Jos-dn—1

ein.

Mit einer solchen Eigenschaft von hj, ;. (vgl. (2.10)) ist es uns gelungen
(2.14), zu beweisen. Wir erhalten demnach analog die Abschitzung

n 4 "
2" ¥ lgoslomn <20 (2) 1 )

JOseees Jn—1

Mit (2.14) und (2.16) folgt aus (2.7)

+(20)" D hiyge (2.17)

mit absoluter Konvergenz der Reihen in L'(R, X') (Man beachte Satz 1.2.1).

Bisher hatten wir an « allein die Anforderung o > V2 gestellt. Fiir a > 4
erhalten wir aus (2.14) und (2.17)

b= 9o + Z (2@)n ' Z Gjo,...jn—1 (2'18)
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in L'(R, X). Wir setzen nun

n 1
Cjoywirin—1 = 200 (204) ’ ‘[jo ----- jn—l‘ ) m
und ¢p := ¢() = 2a.. Damit gilt
0o (2.11)—(2.13) =2 . 2\" 1
> ool | T S (2 0y (5) 1)
n=1 J0yeees In—1 n=1

— 2. g (%)n < o0 (2.19)

fir &« > 4. Wir erinnern uns an die Definition der (co)-Atome aj,
erhalten aus (2.18)

1
T b=coan+ ) | D Ciorour®ioninos (2.20)

n=1 JOs-sdn—1

Beachtet man nun noch, dafl die Norm eines (co)-Atoms in L'(R, X) stets
kleiner oder gleich 1 ist, so ist der Beweis wegen (2.19) und Satz 1.2.1
komplett. [J

2.3 Der Raum BMO(R, X)

Der Begriff einer Funktion von beschrénkter mittlerer Oszillation geht zuriick
auf John und Nirenberg ([JoNi]). Bestimmte singulére Integraloperatoren bil-
den zwar nicht L*° nach L ab, aber Funktionen aus L* auf Funktionen von
beschriinkter mittlerer Oszillation. Den Bogen zum Hardyraum H' schlug
Fefferman ([Fe|, [FeSt]), der den Raum der Funktionen von beschrinkter
mittlerer Oszillation im skalarwertigen Fall als Dualraum von H'! identifizie-
ren konnte.

Definition 2.3.1  a) Fir ein beschrinktes Intervall I und eine Abbildung
1
feL, (R X) setzen wir f:= i /f(t) dt.
I

b) Fir f € L}, (R, X) setzen wir

loc

1
171l sarox = w>m/W®—Mﬁ
I

I Intervall
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C) BMO(R,X) = {f € Ll (R,X) : HfHBMO(R,X) < OO}

loc

d) BMO(R, X) := (BMO(R, X)/|s10(

R,X)=0>'

Man sieht leicht ein, dafl die Funktionen mit

| fll Bro@.x) = 0

gerade die Funktionen sind, die fast iiberall konstant sind. Elemente von
BMO(R, X) werden wir kiinftig auch als Funktionen auffassen, indem wir
stillschweigend einen Vertreter herausnehmen und uns im Klaren dariiber
sind, da die Differenz zweier Vertreter derselben Aquivalenzklasse fast iiber-
all gleich einer Konstanten ist.

Wie im skalarwertigen Fall beweist man nachstehende Charakterisierung von
Funktionen von beschrinkter mittlerer Oszillation. Siehe etwa [CoWe| (Be-
weis zu Lemma 3.14).

Satz 2.3.2 Es seien f € Ll (R, X) und C > 0. Euistiert zu jedem be-

loc

schrankten Intervall I C R ein Element x; € X mat

1
o [0~z de < c
1] J;
so liegt f in BMO(R, X), und es gilt
£l Bro@.x) < 2C.
Ist f aus BMO(R, X), so folgt aus der Ungleichung

@I = (Ll < (1) = fi

fiir jedes beschrankte Intervall / C R und jedes ¢ € I und aus Satz 2.3.2
sofort, dafl die Funktion t — || f(¢)|| in BMO(R, C) liegt.

2.4 Wachstum der Mittel von BMO-Funkti-
onen

Beschrankte Funktionen sind offenbar von beschrankter mittlerer Oszillation.
Die Umkehrung gilt allerdings nicht. Das klassische Beispiel fiir eine unbe-
schriankte BMO-Funktion ist im skalarwertigen Fall die Abbildung ¢ — log |¢|
(Siehe etwa [GaRu] (Cor. I1.3.5)). Beim Betrachten des folgenden Satzes be-
halten wir dieses Beispiel im Hinterkopf.
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Satz 2.4.1 Es emistiert eine Konstante C' > 0, so daf fiir alle Funktionen
f € BMO(R, X) und alle t > 0 die Ungleichung

-5 [ rwa

erfiillt ist.

ds < C(1+[logt|)|| fllsmowx) — (2.21)

Insbesondere gilt fiir alle f € BMO(R, X)

¢
supt (14 |logt))™" [ || f(s)]|ds < oo. (2.22)
—t

t>0

BeEWwEIS. Fiir t > 0 sei K = K(t) die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich
|logt| + 1. AuBerdem setzen wir a = a(t) := e1°#9/%X Dann gelten o =t

und 1 1 1 1

_ —|logt] _ —[logt| _logt |logt|
|logt| =~ K — K — K —

Folglich haben wir e™! < a <e. Fiir f € BMO(R, X) setzen wir

1
fr = ﬁ/ak f(s)ds

fiir alle £ € Ny. Im Fall @ > 1 kénnen wir wie folgt abschétzen:

k
1 a
[ frsr — fell = 2 /ak f(8) = frr1ds
1
S o » 1£(s) = frtall ds
1 okt
< — — d
= 9% ) 1f(s) = frsall ds
< al|lfllBmom,x) < el fll Bmom,x)-
Falls a < 1 ist, haben wir
1 ak:Jrl
[ fosr = fell = Syrs] /—akH f(s) = frds
1 okt
< g [ 10 - fulds
1
< g M) = s
1
<

aHfHBMO(R,X) < el fllBmow,x)-
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In jedem Fall gilt demnach

[ frtr = fill < ell Fll Bmoce.x)- (2.23)

fiir alle k& € Ny. Aulerdem haben wir noch

1 [ I
— — follds = —= — foll d 2.24
i [ Mo =hlas = sz [ 156 =l s (2.24)
1o
< g | W) = Fllds+ i = fl.
Schliefflich gilt zum einen
1
o | 1Gs) = ficllds < 1 llsaoce.x (2.25)
und zum anderen
K-1
I fx = foll < | fer1 — foll (2.26)
k=0

(2.23)
<  Kellflsmowx)-

Mit (2.25) und (2.26) erhalten wir aus (2.24) die Abschétzung

1 t
% / N17(s) = foll ds < (e + DIl flzwog.x)-

Aufgrund der Definition von K gilt demnach

1 t
5 | 156) = folds < (ellogel + & + )| w0
—t

Damit ist (2.21) bewiesen. (2.22) gewinnt man aus (2.21) mit der Dreiecks-
ungleichung. [

Der Beweis von Satz 2.4.1 ist inspiriert durch den Beweis in [FeSt] dafiir, dafl
fiir eine Funktion f € BMO(R,R) stets

[0 <o

14 t2

oo

gilt. Mit Hilfe von Satz 2.4.1 1488t sich diese Aussage folgendermafien verall-
gemeinern:
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Satz 2.4.2 Ist f € BMO(R,X) und g : [0,00) — [0,00) eine monoton
fallende Funktion mit

D k2fg(2%) < o0

k=1

dann gilt o
/ LF®)llg(]) dt < oo. (2.27)

BEWEIS. Es gilt

[AICIGEES > R PC
|t[>1 2k <|t|<2k+1

Aus Satz 2.4.1 und der Monotonie von g ergibt sich

[l < o [ s
- < g2 (1 + (k4 1)log2). (2.29)

Mit der Voraussetzung >, k2%g(2%) < oo folgt aus (2.28) und (2.29) die
Endlichkeit des Integrals (2.27). O

Wie fiir den Fall p = 2 bereits angedeutet, wird durch g(t) := 1/(1 + ?)
fiir p > 1 eine Funktion definiert, die den Voraussetzungen von Satz 2.4.2
genugt.

2.5 Die Ungleichungen von John und Niren-
berg

Zu den wichtigsten Sétzen in der Theorie der Funktionen von beschrank-
ter mittlerer Oszillation gehdren zweifellos die von John und Nirenberg in
[JoNi] erstmals vorgestellten Resultate, denen wir in diesem Abschnitt in
ihren vektorwertigen Fassungen begegnen werden. Sowohl zu Satz 2.5.1 als
auch zu Korollar 2.5.2 wird in der Literatur als John-Nirenberg-Ungleichung
referenziert. Die Beweise in diesem Abschnitt stammen aus [GaRu| (Theo-
rem I1.3.8 und Corollary I1.3.10) und wurden fiir den von uns betrachteten
vektorwertigen Fall angepafit.

Satz 2.5.1 Es existieren Zahlen Cy,Cy > 0, so dafs fiir alle f € BMO(R, X),
alle beschrankten Intervalle I C R und alle s > 0

[{t eI : |If(t) = fill > s}| < Cre @/ Wlsuowx)s | (2.30)
qgilt.
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BEwEIS. Offenbar kénnen wir uns auf den Fall || f|| spo,x) = 1 beschréanken.
Sei I = (a, b] mit beliebigen reellen Zahlen a < b und « eine feste Zahl echt
grofler als 1. Dann gilt

T /||f _flldt<1<a (2.31)

Firn e Ngund £ =0,...,2" — 1 sei
Ly =@+ (b—a)k2™ a4+ (b—a)(k+1)27"].

Z, sei die Familie dieser dyadischen Teilintervalle von (a, b] der Lénge 2™ (b—

a), also
L, ={lyy : k=0,.,2" —1}.

Mit Z bezeichnen wir die Familie all dieser dyadischen Teilintervalle von (a, b],

also
= 7.

n€eNg
J1 sei die Familie aller J € Z mit der Eigenschaft:

ﬁ / 1F(6) = fill dt > a. (2.32)

und es existiert kein Intervall in Z, das J als echte Teilmenge enthilt und
(2.32) erfiillt. Die hochstens abzéhlbar vielen Elemente von J; bezeichnen
wir auch mit J;; und unterscheiden sie durch den Index .

Jedes J aus J; hat aufgrund der Definition und wegen (2.31) die Lénge
(b—a)2~™ mit geeignetem n > 1. Ist nun J das (eindeutig bestimmte) Element
von 7, 1, das J enthélt, so gilt aufgrund der Definition von J;

1
m/JHf( fz!|dt<||/||f ~ filde < 2a.

Mit (2.32) haben wir also

a<m/]|f ~ fylldt < 20 (2.33)
fir alle J € J;. Aus Satz 1.3.3 b) erhélt man leicht
1F(8) = fill < @ (2.34)

fiir fast alle t € I\ U ¢, J. Aus (2.33) folgt iiberdies sofort

1f7 = fill < 2a (2.35)
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fiir alle J € J;. Schliefilich gilt

(2.33)

VIS W AVOES AT

Jeg Jeg

1
< [ - s a

und somit .
> <~ (2.36)

Jen
Machen wir nun die gerade fiir I durchgefiihrte Zerlegung genauso fiir jedes
feste Jy; aus Ji, so erhalten wir eine Familie [J;; dyadischer Teilintervalle
von Ji; mit

1fr— fr.ll <2a (2.37)
fiir alle J € J1,,

1f @) = foll < o (2.38)

fiir fast alle ¢ € Ji;\ U e, ,J und
1
> < ~[ il (2.39)
JeJi,

Mit J» bezeichnen wir die Vereinigung der J;;. Die hochstens abzdhlbar
vielen Elemente von J, unterscheiden wir wieder mit einem Index und be-
zeichnen sie mit Jy,. Fiir fast alle ¢ € I\ |J,,, J gilt

1F(t) = fll =< 1F#) = Lol + 1oy = fill

(2.38),(2.35)
< o+ 2a,
also insbesondere
1F(E) = fill <2 2. (2.40)

Aus (2.39) und (2.36) folgt iiberdies

;!Jz,z\ < (é)Q 11. (2.41)

Induktiv erhalten wir auf diese Weise zu jedem m € N eine Familie 7,
paarweise disjunkter Intervalle .J,,; mit

1f @) = fill <m - 20 (2.42)
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fiir fast alle t € I\ J;c, J und

Zl: || < (é)m 1. (2.43)

Fiir jedes m € N und jede Zahl s mit
m-2-a<s<(m+1)-2 -«

gilt damit

(2.42)
{tel:If&)—fll>sH < D |1l
1

(2.43)
< o ™|

6—m10ga|]|.

Wegen s < (m+1)-2-a <4-m-« haben wir aber

1
—mloga < —s- ogoz,
da
und mit der Festsetzung
log v
Cy =
2 4o
ist
[{te I |IF(t) = fill > s} < e 1]
gezeigt.
Falls s < 2« ist, gilt
1
02 -8 < OgOé

und damit trivialerweise
[{t € 1 (IF(t) = fill > s} < |1] < elos@/2=Ce ),
Setzen wir noch C) := \/a, so ist (2.30) bewiesen. [

Ist f:R — X eine lokal-integrierbare Funktion und p > 1 mit

1

1 P
s (o [0 =) <o
I beschr. Intervall |]| I

so folgt aus der Jensenschen Ungleichung, da§ f in BMO(R, X) liegt. Aus
dem vorangegangenen Satz folgt, dafl auch die Umkehrung gilt.
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Korollar 2.5.2  a) Zu jedem p € (0,00) existiert eine Zahl C, > 0 mit

1
oy = | sw (o [0~ fipa)
I beschr. Intervall |I|
< Gl fllBmoex)

fir alle f € BMO(R, X). Das heifit insbesondere, dafi die Normen
|- |lp, Bro®,x) und || - || Bmor,x) fiir jedes p € (1,00) dquivalent sind.

b) Es existiert eine Zahl C > 0, so daf fiir alle f € BMO(R, X) und fiir
alle s € (0, O/HfHBMO(R,X))

1
swp / IOl gt < oo
1] J;

I beschr. Intervall
gilt.

BEWEIS. Wir betrachten jeweils nur den nichttrivialen Fall || f||zpmom x) >
0. I sei ein beliebiges beschrianktes Teilintervall von R. Wir setzen ¢(t) :=
| f(t) — f1l| fir £ € R und

|1, fallsg(t) > s
hs,t) = { 0, falls g(t) < s

Zu a): Es gilt

g(t)
/(g(t))p dt = // psP~tdsdt
I rJo
= // psP~h(s,t) dsdt
rJo
= / /psplh(s,t) dt ds
o Jr

= / psPH{t el : g(t) > s}|ds.
0

Nach Satz 2.5.1 existieren Konstanten C;,Cy > 0, so dafl

/(g(t))p dt S Cl/ pspflef(CZ/”f”BMO(R,x))s dS . ’I‘
I 0

gilt. Dies fiihrt mit Hilfe einer einfachen Substitution auf

1 e
T /(g(t))p dt <Cy-p- (||fHBMO(R,X)/C2)p/ uPle™ du.
I 0
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Damit ist die Ungleichung in a) bewiesen. Die Norméquivalenz folgt aus
dieser Ungleichung und - wir haben es bereits erwidhnt - aus der Jensenschen
Ungleichung.

Zu b): Analog wie im Beweis zu a) erhélt man

/esg(t) dt = / se®|{t eI : g(t) > u}|du
I 0
und mit Satz 2.5.1 wiederum

/ 90 gt < / " semCye /I lmsomn) gy |1
1 0

< O /Oo = (Ca/ I lamo )l gy . ||
0

= Cis[(Co/ | fll Mo, x)) — s)* - |1
fir alle Zahlen s mit 0 < s < (Co/|| fll Bmom®,x)). O

2.6 Der Dualraum von H}, (R, X)

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwéhnt, ist das Resultat von
Fefferman ([Fe],[FeSt]) fiir skalarwertige Funktionen in den vektorwertigen
Fall nicht in der Form iibertragbar, da BMO(R, X*) stets isomorph zum
Dualraum von H}, (R, X) wire. Letzteres stimmt jedoch, wenn X* die Radon-
Nikodym-Eigenschaft besitzt.

Definition 2.6.1 Der Banachraum X hat die Radon-Nikodym-FEigen-
schaft beziiglich des endlichen Mafiraums (2, %, 1) genau dann, wenn
zu jedem Vektormafl G : ¥ — X wvon beschrdnkter Variation eine Abbildung
g € LY(Q, u, X) existiert, so daf

G(E) = / gdu
E
fiir alle E € X gilt.

X hat die Radon-Nikodym-FEigenschaft genau dann, wenn X die Radon-
Nikodym-FEigenschaft beziiglich jedes endlichen Mafraums (Q, %, p) besitzt.

Fiir Definition und Eigenschaften von Vektormaflen sei auf [DiUh] verwie-
sen. Dort wird auch die Radon-Nikodym-Eigenschaft ausgiebig behandelt.
Die Radon-Nikodym-Eigenschaft besitzen beispielweise reflexive Rdume, se-
parable Dualrdume und auch die Raume LP(§2, p, X) fiir 1 < p < oo falls
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(Q, p, 2) ein nichtatomarer endlicher Mafiraum ist und X selbst die Radon-
Nikodym-Eigenschaft besitzt. Beispiele fiir Rdume, die die Radon-Nikodym-
Eigenschaft nicht besitzen sind L'([0,1]), ¢o und L>([0, 1]).

Wir benétigen im weiteren lediglich folgende Charakterisierung der Radon-
Nikodym-Eigenschaft fiir Dualraume (vgl. Theorem IV.1.1 [DiUh]):

Satz 2.6.2 Es sei 1 < p < oo und ¢~ +p~' = 1. Dann hat der Dualraum
X* von X beziiglich des endlichen Mafraums (2, %, u) die Radon-Nikodym-
Figenschaft genau dann, wenn (LP(Q, u, X))* = LY(Q, pu, X*) gilt.

Zum Beweis des zentralen Satzes dieses Kapitels benotigen wir noch ein ein-
faches Lemma.

Lemma 2.6.3 Firn € N sei die Abbildung P, : X — X definiert durch

x, falls ||z]| < n;
pTL L= n

— -z, falls |z|| > n.
]

Dann gilt
[Poz = Payll < 2 [lz — yl|

fiir alle z,y € X.

BEWEIS. Im Fall ||z, [|y|| < n ist nichts zu zeigen. Falls ||x|| und ||y|| grofer
als n sind, haben wir

x Y 1
o = oyl =ylizl)
[zl ]l - [yl
1

= (@ =lyll =yl = [lvl))

- [y

und somit

i

Also gilt

x Y 1 2
- < e =yl + el =yl ) < 5 lle = yll.
[l HyHH [l [l

2n
| Por — Pyl < me =yl <2z —yl|.

Falls ||z|| kleiner oder gleich n ist und ||y|| groBer als n ist, haben wir

ny _L v 0
i HyH(( Yyl + Nyl = n)y)
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und damit
[ Pnz = Poyll < llz =yl + [lyll = n < lo =yl + lyll = llz]l <2z =yl
Somit ist alles gezeigt. [J

Nun wollen wir zeigen, daf§ der Dualraum von H}, (R, X ) isomorph zum Raum
der X*-wertigen Funktionen mit beschréankter mittlerer Oszillation ist, wenn
X* die Radon-Nikodym-Eigenschaft besitzt. Das entsprechende Resultat fiir
die Kreislinie T dieses Analogons zu Feffermans Satz wurde zuerst von Blasco
in [BI2] bewiesen. Von Blasco stammen auch noch Verallgemeinerungen fiir
allgemeine Banachriaume ([Bl], [Bl3]). Allerdings bestehen dann die BMO-
Réume nicht mehr aus Funktionen sondern aus Vektormaflen. Das nachste-
hende Resultat steckt im wesentlichen implizit auch in [B13]. Der Beweis des
ersten Teils beruht auf dem skalarwertigen Beweis in [CoWe], der zweite Teil
auf einer Anpassung von [BI2].

Satz 2.6.4 Hat X* die Radon-Nikodym-Eigenschaft, so gilt (H.,(R, X))* =
BMO(R, X*).

BEWEIS. “D”: Es sei g zuniichst aus L>(R, X*) und f aus H. (R, X) mit
atomarer Darstellung

|/<g(t)azckak(t)> dt| = ch/ (9(t) , ar(t)) dt
k=1 k=1 Tk
= 1S [ 60— a) .
k=1 Tk
wobei g;, wie bisher durch
= [ 9y
glk ’Ik‘ g S S
definiert ist. Damit haben wir
/<g(t)> ckak(t)> dt| < > el [ 1< g(t) — g1, ax(t) >| dt
k=1 k=1 Tk

IN

1
Sl [ latt) = gl
~ 12l 1,
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Das bedeutet aber, daf3

|/< chak >dt

gilt. Da die atomare Darstellung von f beliebig gew#hlt war, folgt daraus

< Z |ck| - HgHBMO (R, X*)

'/ (ﬂ<MMm®X|Wmmm. (2.44)

Somit wird durch

1,0 = [ <glt).10)> di
ein stetiges Funktional T}, : H.,(R, X) — C mit

1Tl < llgll Bmoge.x+) (2.45)

definiert. Fiir g € BMO(R, X*) existiert das Integral

1,0 = [ <glt).50)> di

zumindest dann, wenn f € H],(R, X) eine endliche atomare Darstellung hat,

d.h.
N
f= Z CrLa.
k=1

Sei also nun f von dieser Gestalt. Wir setzen g, = P,g fiir n € N. Dabei
sei P, die in Lemma 2.6.3 definierte Abbildung. Die Abbildungen g, liegen
in L*°(R, X), und nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue strebt T, (f) fiir
n — oo gegen T,(f). Fiir ein beliebiges beschréanktes Intervall I gilt nach
Lemma 2.6.3

Jloutt) = Pagilldt <2 [ lo(0) = gl e < 211} Iglnoiexo.
1

Daraus folgt nach Satz 2.3.2

|\ gnll BMo®,x*) < 4 ||9]| BMOM®R, X*)

fiir alle n € N. Unter Zuhilfenahme von (2.45) ergibt sich

T, (P < Mlgnll o x) 1f I m2, . x) < 4 gl Broe xo Lf 1, . x)-
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Also haben wir insgesamt

Ty(F) < 4llgllsrro x| f a1, . x)-

Die Funktionen mit endlicher atomarer Darstellung liegen dicht in AL, (R, X).
Deshalb kénnen wir T}, in eindeutiger Weise zu einem stetigen linearen Funk-
tional - ebenfalls T, genannt - auf ganz H,, (R, X) fortsetzen, und es gilt

1751l < 4l9]l Brroe.x+)-

“C”: Essei T : HL(R,X) — C ein stetiges Funktional. Es sei K > 0 und
¢ € L*(R, X) mit supp ¢ C [~ K, K|. Dariiberhinaus gelte

/R o(t) dt = 0.

Ist [|¢]|L2r,x) > 0 so ist
- ©

¢ =
V2K [l 2 x)

L o) -
90K ) 7 oK

ein (2)-Atom. Nach Satz 2.2.1 folgt

wegen

1Pl a1, (rxy) < C
mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten C' und damit
el ar, @, x) < V2K Cllo] 2@ x)- (2.46)

Somit ist T fiir jedes K > 0 ein stetiges Funktional auf

Yie = {gp € IR, X) : suppy C [—K, K], /Rga(t) it = o}

versehen mit der Norm || - || 2 x). Da X* die Radon-Nikodym-Eigenschaft
besitzt, gilt nach Satz 2.6.2 fiir jedes K > 0

(L2([_K7 K]7X))*£L2([_K7 K]7X*)

Fassen wir fortan Yx als (abgeschlossenen) Unterraum von L*([—K, K], X)
auf, so existieren nach dem Satz von Hahn-Banach g; € L*([—1, 1], X*) mit

T(o) = / < gi(t).olt) > dt

1
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fiir alle ¢ € Y] und fiir alle K € N Funktionen gx 4, € L*([-K—1, K+1], X*)
mit

K+1
T0)= [ <aenltho®) > d (247
K1
fiir alle ¢ € Yi 11 und
K K
/ Greon(t) di = / gre(t) dt. (2.48)
—-K —-K

Aus (2.47) und (2.48) folgt gr11|-k, k] = gx- Durch die Festsetzung g(t) :=
gk (t) fiir t € [—K, K] erhalten wir also eine wohldefinierte Funktion g €

L2 (R, X*) mit

loc
7() = [ <g(0)olt) > de
R
fiir alle ¢ € U Yk.
K=1

Sei nun I C R ein beliebiges beschrénktes Intervall. Analog zur Herleitung
von (2.46) erhilt man fiir ein beliebiges ¢ € L*(R, X) mit supp ¢ C I und
¢l 2, x) < 1 die Abschitzung

le = xre1lla,®x) < VIIClle — xrerllzex) < 2V - C. (2.49)

Nun gilt
1 /I<&\/|_T|gl,g0(t)> dt| .

(m/Hg ngth)l = sup
1 /I<g(t), %\/’%’0[> dt| .

||<P||L2(1,X)S

Mit dem Satz von Fubini ergibt sich

1 3
(m [ st —quth) — s

||<P||L2(1’X)S

Folglich haben wir

1
t _
(I /Hg —g1l? dt) =2 sup [T MXI :
1] lell 2 s x) <1 avarl
Aus (2.49) folgt damit
(7 [lor—aPar)” < 2 s (7
1] Iell s, 5,00 <C
< 201

Die Anwendung der Jensenschen Ungleichung komplettiert den Beweis. [
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2.7 Die Hardyungleichung

Im skalarwertigen Fall gilt die Ungleichung

1/ (n)]
n+1

NE

< Cfllen (2:50)

I
=)

n

fiir alle
feH"={ge LYT) : g(n) = 0 fiir alle n < 0}.

Sie geht zuriick auf Hardy und ist unter seinem Namen wohlbekannt (siehe
z.B. [Du)).

In H' ist die Norm || - ||z1¢r) dquivalent zur Norm in H,,(T), dem analog
zu H,(R) definierten atomaren Hardyraum von auf der Kreislinie definier-
ten Funktionen, wobei a(t) = 1/(27) noch als Atom hinzukommt. Auch im
vektorwertigen Fall hat nach einem Satz von Bourgain ([Bo3]) jede Funktion
aus

H'(X)={ge L'(T,X) : g(n)=0fiir allen < 0}

eine atomare Zerlegung (wobei a(t) = (1/(27))z, ||z|| < 1 wiederum zu den
Atomen gezihlt wird), und es gilt in H'(X) die Aquivalenz der Normen

|- llzrerxy und [+ | g1, 7, x)- In [Bo2] beweist Bourgain die Ungleichung
= |/ (n)
Z n+1 <C HfHH;t(T,X) (2-51)

I
o

n

fiir vektorwertige Funktionen, falls X einen nichttrivialen Fouriertyp besitzt.
Insgesamt hat Bourgain damit also (2.50) im vektorwertigen Fall bewiesen,
falls der zugrundeliegenden Banachraum X einen nichttrivialen Fouriertyp
besitzt.

Die Giiltigkeit von (2.51) fiir alle f € H_,(T, X) in einem Banachraum X
ist nach einem Satz von Blasco und Pelczynski ([BlPe]) sogar dquivalent
dazu, da3 X einen nichttrivialen Fouriertyp besitzt. Die Arbeit bietet noch
einige andere Ergebnisse im Zusammenhang mit der Giiltigkeit von aus dem
skalaren bekannten Ungleichungen und Eigenschaften von Banachrdumen.
Weitere Resultate zu Verwandten der Hardyungleichung findet man in [B14].

Wir betrachten im folgenden die kontinuierliche Version von (2.51). Zunéchst
zeigen wir die Giiltigkeit der Ungleichung fiir Atome. Der Beweis verlauft
dabei analog zum Beweis von (2.51) in [Bo2] fiir auf der Kreislinie T definierte
Funktionen.
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Lemma 2.7.1 Der Fouriertyp des Banachraums X sei groffer 1. Dann exi-
stiert eine Zahl C > 0, so dafs

/OO lal 4 < (2.52)

5]

[e.9]

fir alle (0c0)-Atome a gilt.
BEWEIS. Fiir @ € R setzen wir a,(t) := a(t + «). Offenbar gilt
laa ()]l = lle™a(s)|l = lla(s)]l-

Folglich geniigt es, wenn wir uns auf den Fall beschrinken, dafl das Intervall
I, das beziiglich a die in Definition 2.1.1 angegebenen Eigenschaften besitzt,
von der Form [—K, K] mit einer positiven Zahl K ist. In diesem Fall haben
wir die Ungleichungskette

[Ty S ORI

1/K || 1/K ||

(Wegen 4(0) = /R alt) dt = 0)
< /T/Z (/i%umw) s (2.53)

(Dreiecksungleichung und Definition von a)

/K K
< & ( / |t|dt) ds
K J 1k \J-k

(e™" = 1/]s| < Konst. || und [la(t)[| < 1/(2K) )

= 5K
- O,

Dabei sind die Zahlen €} und C5 geeignete, von a und K unabhéingige Kon-
stanten.

X habe den Fouriertyp p > 1. Sei nun ¢ > 1 die zu p konjugierte Zahl im
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Sinne von % + % = 1. Dann haben wir die Abschétzung

~ % 1 %
|s|>1/K || R s|>1/K |s[?

(Hoéldersche Ungleichung)

1

e ( / Ha(t)!\pdt)’l’ (= ["15)”

(X hat Fouriertyp p)

< 04(/z%d0p_Klé (2.54)
([la@®)] < 1/(2K) )

— CKv 'K
Cs

Wiederum bezeichnen C5, Cy und C5 geeignete, von ¢ und K unabhingige
positive Zahlen.

Fassen wir nun (2.53) und (2.54) zusammen, so ergibt sich insgesamt die
gewiinschte Abschétzung (2.52) mit einer von a¢ und K unabhingigen Kon-
stanten C' > 0. [

Wir werden die Hardyungleichung als eine Stetigkeitsaussage iiber die Fou-
riertransformation auf H., (R, X) formulieren. Dazu definieren wir zunéchst
einmal den Bildraum.

Definition 2.7.2 Fiir einen Banachraum X sei
1
L'R,dt/t, X):={f : R— X : ts gf(t) € L'(R,X)}
Fir f € LY (R, dt/t, X) sei
1
£l 2t e x) = It = ;f(t)HLl(R,xy

Mit dieser Definition des mit 1/t gewichteten Raumes L' lautet die Hardyun-
gleichung:
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Satz 2.7.3 Der Fouriertyp des Banachraums X sei gréfser 1. Dann ist die
Fouriertransformation eine stetige lineare Abbildung von H. (R, X) nach
LR, dt/t, X).

BEWEIS. Fiir f € H},(R, X) mit der atomaren Darstellung f = Z cray gilt

k=1
nach Lemma 2.7.1

1) = el
[ < 2 /. |t|
< CZ!%\
k=1

mit einer geeigneten Konstanten C'. Deshalb gilt

H]:(f)HLl(R,dt/t,X)

k=1 k=1

< C'inf {Z lek| = f = chak mit ¢, € C und ay, Atom}

=C- Hf”H;t(R,X)-
Das bedeutet, dai F stetig von H.,(R, X) nach L'(R,dt/t, X) abbildet. O

2.8 Die schwache Fouriertransformation

Die Formulierung der Hardyungleichung im vorangegangen Abschnitt als Ste-
tigkeit der Fouriertransformation

F:HL(R X)— LY(R,dt/t, X) (2.55)

und die Betrachtungen zum Dualraum von H},(R, X) (falls X* die Radon-
Nikodym-Eigenschaft besitzt) legen die Frage nahe, ob nicht auch eine “dua-
lisierte” Form von (2.55) existiert, d.h. ob nicht die Fouriertransformation

einen geeigneten Raum “L>(R, X)” stetig nach BMO(R, X) abbildet.

Tatséchlich werden wir in diesem Abschnitt einen derartigen Satz bewei-
sen (ohne auf Voraussetzungen beziiglich einer Radon-Nikodym-Eigenschaft
angewiesen zu sein; stattdessen wird ein nichttrivialer Fouriertyp vorausge-
setzt). Jedoch miissen wir dazu die Definition der Fouriertransformation in
einer fiir unsere Zwecke geeigneten Form erweitern.
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Definition 2.8.1  a) Dy :={f € D(R) : [, f(t)dt =0}
b) LR, X):={f:R— X : t—tf(t) € L®(R, X)}

Fir f € L*(R, X) sei || fllz=@x) = It = tfO)llzerx)-

Der Raum Dy wird der Raum der Testfunktionen sein, und fiir Funktionen
aus L>*°(R, X) wiiBten wir gerne etwas iiber deren Fouriertransformierte.

Wir machen es uns im folgenden einfach und fordern zur Definition der Fou-
riertransformierten schon die Existenz einer entsprechenden Funktion.

Definition 2.8.2 Der Fouriertyp des Banachraums X sei gréfier 1, und f
sei aus L®(R,X). Dann heifit eine Funktion F € L2 (R,X) schwache
Fouriertransformierte von f genau dann, wenn

/ " g()F (1) di = / T s de

fiir alle g € Dy gilt.
Wir schreiben dann F' = F(f).

Bemerkung 2.8.3 Das Integral ffooo g(t) f(t) dt existiert fiir alle g € Dy und

alle f € Z/'J:"(R, X)), denn offensichtlich ist Dy C HL,(R,C) und damit nach
Satz 2.7.8 g € L*(R,dt/t,C), woraus sofort folgt, daf G- f ein Element von
L\(R, X) ist.

Schwache Fouriertransformierte in obigem Sinne sind nicht eindeutig, denn
mit [ ist offenbar auch F + x( eine schwache Fouriertransformierte von f.
Allerdings erhélt man auf diese Weise alle schwachen Fouriertransformierten
von f in folgendem Sinne: Sind F und F schwache Fouriertransformierten
von f, so existiert 2o € X mit F(t) — F(t) = x, fiir fast alle t € R.

Dies werden wir mit Hilfe des folgenden Lemmas zeigen.

Lemma 2.8.4 Der Fouriertyp des Banachraums X sei grofier 1, f sei aus
L>(R, X) und F = F(f). Dann gilt

/Oo < g(t), F(t) > dt — /Oo < 4(0), f(8) > dt

oo —0o0

fiir alle g € L*(R, X*) , deren Triger supp g beschrinkt ist und die

/Zg(t)dtzo

erfillen.
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BEWEIS. Es sei g eine beliebige Funktion aus L*(R, X*), deren Triiger supp g
beschrénkt ist und die -
/ g(t)dt =0

o0

erfiillt. I sei ein beschréinktes Intervall mit supp g C I. Dann existieren Funk-
tionen g, € D(R, X*) der Form

Mn
~ %
gn = (pk,nkaa
k=1

wobei die Funktionen ¢y, Elemente des Raumes D(R) sind, deren Tréger
supp Prn Teilmengen von [ sind, und zj, Elemente aus dem Dualraum
X* von X mit |z ,,[| < 1 sind, so da8 die Folge (gn) in L*(R, X*) gegen g
konvergiert. Offenbar gilt dann auch

/Z@z(s)dS:/I%(s)dsm Ig(s)dszo'

Es sei nun ¢ ein Element des Raumes D(R) dessen Triager supp 1 eine
Teilmenge von [ ist und das
/ P(s)ds =1

in(5) = Bam(s) — ¥(s) - / Grnlt) dt

—0o0

erfiillt. Wir setzen

und erhalten so Elemente ¢y, des Raumes D(R), deren Triger supp ¢in
Teilmengen von [ sind und die die Eigenschaft

/°° @k,n(S)ds:/Z%(s)ds—/(:qﬁ(s)ds./Z%(t)dt:0

oo

besitzen. Das bedeutet, daf§ die Funktionen ¢y, Elemente des Raumes D,
sind. Definieren wir nun

gn(S) = Z ‘Pk,n(s)xz,m
k=1

so gilt

(e 9]

9a(3) = G(5) — () - / Galt) dt "% g(s)

—0o0
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im Raum L?(R, X*), denn wir haben

n o0
0.

[

9l H | awa

L2(R,X*)

Somit haben wir eine Folge (g,) von Elementen des Raumes D(R, X*) ge-
funden, deren Trager supp g, Teilmengen von I sind und die

/ gn(t)dt =0
erfiillen, die im Raum L*(R, X*) gegen g konvergiert.

Die Folge (g,) konvergiert auch im Raum H., (R, X*) gegen g. Um das ein-
zusehen, geben wir uns eine beliebige Funktion h aus dem Raum L*(R, X*)

vor, deren Norm in diesem Raum nicht 0 ist, deren Tréager supp h Teilmenge
eines beschriankten Intervalls J ist und die

/00 h(s)ds =0

— 00

erfiillt. Die Funktion

~ 1
h = -h
VI Al 22 x)

ist dann ein (2)-Atom. Nach Satz 2.2.1 liegt A im Raum H,(R, X*) und es
gilt mit einer von h und J unabhéngigen Konstanten C' die Ungleichung

1Al g, xey < C,
woraus die Abschétzung

1Al ey < C - AV IRl e x)
folgt.

g und g, erfiillen gerade die Voraussetzungen, die wir an h gestellt haben.
Demnach sind g und g, Elemente von H},(R, X*), und es gilt

g =y

im Raum H} (R, X*). Nach Satz 2.7.3 folgt daraus, daB die Funktionen g
und @, im Raum L'(R,dt/t, X*) liegen. Damit existieren die Integrale

/OO < g(t)vf(t) > dt und /OO < én(t),f(t) > dt,

oo —00
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und wir haben dariiberhinaus

’/_Z < g(t), f(t) > dt—/_oo < Gu(t), f(t) > dt’

(e 9]

[ )

— 00

<9 = gallr@arse,xy - 1 fll 7= @)

n—oo

<C- Hg - gn"H;,(R,X*) ) Hf”i?o(R,X) — 0.

Wegen der Konvergenz der Folge (g,,) gegen ¢ in L*(R, X*) und der Tatsache,
dafl die Trager all dieser Funktionen Teilmengen des beschréankten Intervalls
I sind, gilt offenbar

/Oo < gu(), F(t) > dt — /OO < glt), F(t) > dt

oo

fiir n — oo. Aus der Beziehung

| <mp0sd = 3 [ <ol P > d
- k=17~

o0

_ i: <xk /_ Z orn(OF (1) dt>

k=1

o0

Y (st [ s ar)
k=1 -

- [ <aw.s0 > d

(e 9]

folgt damit durch Grenziibergang die Behauptung. [J

Das Bild der schwachen Fouriertransformation soll ja im Raum BMO(R, X)
liegen. Funktionen, die sich nur durch eine Konstante unterscheiden, iden-
tifizieren wir in diesem Raum. Dem sollte unsere Definition der schwachen
Fouriertransformierten Rechnung tragen.

Mit Hilfe des vorangegangenen Lemmas kénnen wir nun einen Satz beweisen,
der genau dies tut.
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Satz 2.8.5 Der Banachraum X habe einen Fouriertyp grifier als 1, f sei
aus L®(R, X) und F und G seien schwache Fouriertransformierte von f.
Dann existiert xqg € X mit

F(t) = G(t) + xg
fur fast alle t € R.

BEWEIS. Es sei [ ein beliebiges, beschrénktes Teilintervall von R. Wir setzen

1
=— | F(t) —
0 |f|/

und H(t) := — G(t) — xp fiir alle t € I. Dann gilt
/H £ dt — / (£) = G(t) dt — |I| - 20 = 0. (2.56)
Da L?(I, X*) normierend fiir L(I, X) ist, gilt

/< o), H(t) > dt|. (2.57)

1

HH||L2(I,X) = sup

||9||L2(I,X*)§1

Setzen wir nun fiir g € L*(I, X*) x5 := (1/|1]) [, g(t) dt und

g(t)_fs 3 tEIu
0, teR\J,

dann ist § ein Element von L*(I, X*) mit

/Oo g(t)dt = /Ig(t) dt —|I|- x5 =0. (2.58)

Nach Lemma 2.8.4 gilt deshalb

/OO < §(t), F(t) — G(t) > dt = 0. (2.59)

o0

Damit haben wir

/<g(t),H(t)> dt:/<§(t)+x;§,H(t)> dt

I = /I<§(t),H(t) > dt + <x(’§,/IH(t) dt>
(2:59.(250) < /I g(t) dt,xo> +0

s
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und somit wegen (2.57)
[ ]| z2(1,x) = 0.

Das bedeutet, da§ H(t) = 0 fiir fast alle ¢t € I gilt. Aus der Definition von H
folgt nun unmittelbar F(t) = G(t) + x fiir fast alle ¢t € I. Da das Intervall I
beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. [J

Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, eine Abschitzung der
BMO-Norm der Fouriertransformierten anzugeben, die sich im letzten Ka-
pitel als sehr niitzlich erweisen wird. Eine &hnliche Aussage fiir den Fall der
Kreislinie T findet man in [Bl5].

Satz 2.8.6 Der Banachraum X habe einen Fouriertyp gréfier als 1. Dann
existiert eine Konstante C' > 0, so daf fir alle f € L*(R, X), deren schwa-
che Fouriertransformierte existieren, gilt: Die schwache Fouriertransformier-
te F'= F(f) liegt im Raum BMO (R, X), und es gilt die Abschitzung

| Fl| Bmom,x) < CHin?o(R,X)'

BEWEIS. Fiir jedes beschrinkte Intervall I ist L?(I, X*) normierend fiir den
Raum L?(I, X). Demnach gilt
2
dt>

<ﬁ/l F(t)—ﬁ/IF(S)ds
= su ) — F
N ”S"”LQ(IE*)Sl /1<@(t)’ m% > dt (2.60)

ini t) —
Fug sup / M,F(t} dt| .
el 2 r,xs <1 /T |12

Setzen wir die Funktion (1/+/]1])(¢(t) — ¢r) auf R fort, indem wir ihr fiir
t € R\I den Wert 0 zuweisen, so ist sie ein Element von L?(R, X*). Thr Triger
ist eine Teilmenge von I, und es gilt

OOQO(t)_% .
/_det_o.

Nach Lemma 2.8.4 folgt aus (2.60)
e ] @)
— - = s)ds
111 Jr 1|

= sup /Z <%(t),f(t)> dt|.

”‘PHLZ(R’X*)Sl

S

(2.61)
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Nach der Jensenschen Ungleichung gilt

lerllza,x = VI - el < el 2, x-

Deshalb gilt
I — @rllrea,x) < 2llellezax- < 2.

Also ist die Funktion ¢ — (1/(2+/|1]))(¢(t) — ¢1) ein (2)-Atom. Aus (2.61)

folgt demnach
1 / 2 2
— dt
(m 1 )

< 2 sup /oo<d3(t),f(t)>dt‘

F(t)—‘—}’/IF(s)ds

¢ (2)—Atom 00
*|[4)
< Sl D / Dt
¢ (2)—Atom J —c0
Satz2.7.3
<

CHin?o(R,X) Sup H¢HH;t(R,X*)
¢ (2)—Atom
< COlfll=ex
mit geeigneten Konstanten €, C' > 0. Dabei wurden Satz 2.2.1 und die Tat-

sache ausgenutzt, dafl mit X auch X* einen nichttrivialen Fouriertyp besitzt.
Mit der Jensenschen Ungleichung folgt nun die Behauptung. [
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Kapitel 3

Abschitzungen im Besovraum

B

In diesem Kapitel werden wir uns den beiden vektorwertigen Besovraumen
B%>=(R, X) und By"'(R, X') widmen. Die verschiedenen skalarwertigen Beso-
vraume werden ausfiihrlich in den Biichern von Triebel ([Trl], [Tr2]) und im
Buch von Peetre ([Pe2]) behandelt.

Wir werden uns mit den sogenannten homogenen Besovraumen befassen. Ei-
ne gute Ubersicht iiber die vektorwertigen inhomogenen Besovraume bieten
die Arbeiten von Amann ([Am2]) und Schmeisser ([Sc]).

Wir werden im ersten Abschnitt dieses Kapitels die Besovraume B%2®(R, X)
und B?’l(R,X ) mit Hilfe einer geeigneten Folge von Zerlegungsfunktionen
definieren. Dann werden wir zeigen, dafl eine Klasse von recht einfach aufge-
bauten Funktionen - die sogenannten speziellen Atome - im Raum BY"' (R, X)
liegt. Damit wird es uns gelingen, eine Wachstumsabschitzung anzugeben,
die uns im letzten Kapitel enorme Dienste erweisen wird.

. [ X3 O ].
3.1 Die Riume B2*(R, X) und B, (R, X)
In diesem und in den anderen Abschnitten dieses Kapitels sei ¢ ein festes
Element aus dem Schwartzraum S(R), dem Raum der schnell fallenden Funk-
tionen mit folgenden Eigenschaften:
(i) ¢(s) >0 fiir alle s € R und ¢(s) > 0 fiir alle s € R mit |s| € (271, 2).
(ii) supp ¢ C{¢ : 271 < |¢] < 2}

o1
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o0

(i) D @(27"s) =1 fiir alle s # 0.

k=—o00

Wir setzen g (t) := 27%p(27%¢) fiir k € Z und alle t € R und erhalten so
eine Folge von Zerlegungsfunktionen, mit deren Hilfe wir nun die Besovraume
definieren konnen.

Definition 3.1.1 Fir eine temperierte Distribution f € S'(R, X) sei

HfHB?’l(R,X) = Z [par * fllrr x)

k=—o00

und
HfHBOOO(RX = Sup o * fll Lo x)-

[Kdl BV (r,x) und [ f1l poe e xy definieren keine Normen, denn fiir Polynome

der Form f(t) = Y-, t"z; sind diese GréBen 0. Wenn wir allerdings die
Distributionen modulo dieser Polynome betrachten, werden die beiden Ab-
bildungen || f|| B (R, x) Und 11| s e x) z0 Normen auf den nachstehend de-
finierten Besovraumen.

Die Nachweise fiir diesen Sachverhalt kénnen wie im skalarwertigen Fall
durchgefiihrt werden. Siehe dazu das 3. Kapitel im Buch von Peetre ([Pe2]).

Definition 3.1.2 Die Besovrdume B (R, X) und B%®(R, X) seien de-
finiert durch

BIR,X) = {f € SRX) ¢ |l sx) < o0}
und
Bgéoo(RaX> = {f € SI(R7X> HfHBO‘X)(RX < OO}

versehen mit der entsprechenden Halbnorm. Identifizieren wir temperierte
Distributionen, die sich lediglich durch eine Polynomfunktion unterscheiden,
so werden die Rdume zu Banachrdumen.

Ist f aus B (R, X) oder aus B%™(R, X), so konvergiert fiir jedes m € Z die

Reihe .
= Z Por * f

k=—o00

in 8'(R, X). Fiir f aus B} (R, X) konvergiert die Folge (s,,) fiir m — oo in
S'(R, X). Fiir f aus aus B%2®(R, X) existiert eine Folge (¢,,) in X, so daf
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die Folge (s, + ¢) in 8'(R, X) konvergiert. Falls nichts anderes gesagt wird,

meinen wir mit
[o@)
E Qo * f

k=—o0

im Zusammenhang mit diesen Besovraumen jeweils diese Konvergenz. Fiir f
aus B (R, X) oder aus B2®(R, X) gilt also stets

[e.9]

f= Z wor x [ 4+ Polynom.

k=—o0

Die Beweise fiir diese Tatsachen laufen analog zu den skalarwertigen Bewei-
sen, die man in [Pe2] (Kapitel 3) findet.

3.2 Spezielle Atome in B}

Wir wollen nun eine Klasse einfach gebauter Funktionen angeben, die Teil
des Besovraums BY"' (R, X) ist. Diese speziellen Atome sind tatséichlich auch
Atome im Sinne des vorangegangen Kapitels.
Definition 3.2.1 FEine Funktion a : R — X der Form
1
a(t) = 57 (Xito—ho)() = Xitoto+n (£))2

mit h > 0, to € R und x € X mit ||z|| <1 heifst spezielles Atom.

Bevor wir beweisen, daB spezielle Atome in B{"' (R, X) liegen und in der Norm
gleichméBig beschrénkt sind, wollen wir noch eine fiir das Weitere niitzliche
Anmerkung machen.

Fiir eine Funktion f : R — R und eine Zahl o > 0 sei die Funktion f, :
R — R definiert durch f,(t) = (1/a)f(t/«a) fir t € R. Diese Definition ist
konsistent mit der Definition der Funktionen @qr.

Ist f € L'(R,R) und o > 0, so gilt

| 1naolds= [ irras (3.1)

oo

Die fiir diesen Abschnitt fortan feste Funktion ¢ : R — R sei definiert durch
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fir t € R. Da [*°_p(s)ds = ¢(0) = 0 gilt, ist nach Lemma 1.1.2 ¢ eine
Schwartzfunktion.

Mit der Substitution u = s/2* erhilt man die Beziehung

/t o (8)ds = /t 277 p(27%5) ds

—00 —00

- /Thﬂmmt (3.2)

= 027) =20 (1)

Nun sind wir in der Lage, den angekiindigten Satz zu formulieren und zu
beweisen. Fiir den skalaren Fall findet man den Beweis in [FrJaWe]. Mit

den entsprechenden Anpassungen stammen auch Teile unseres Beweises von
dort. In [Me] (S. 192 ff) wird im skalaren Fall der Raum B{"*(R, X) iiber die
speziellen Atome definiert.

Satz 3.2.2 Fs existiert eine Konstante C' > 0, so dafs
||CLHB?’1(R,X) <C

fiir alle speziellen Atome a gilt. Uberdies konvergiert die Reihe

absolut in L'(R, X) gegen a.

BEWEIS. Ist a ein spezielles Atom, so gilt fiir die Funktion b definiert durch
b(t) := a(t — to) mit einer beliebigen Zahl ¢, € R

ok * bl L1, x) = / / ook (s — t)a(t — to) dtH ds

oo o0

_ [Z [:wﬁg_m_umwﬁm

_ [: Z:wﬁw_umwym

= |lpor * al| 1w x)

ds

dv

fiir alle k € Z. Daraus folgt, daf§ HbHB?,l(R x) = HCLHB?,I(R x) gilt. Somit geniigt
es, wenn wir uns auf spezielle Atome der Form

a(t) = %(X[h,o] (t) — xpo.m(t))x
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mit h > 0 beschrinken. Desweiteren wollen wir zunéchst h € [1,2] voraus-
setzen.

Der Fall £ < 0:

Fir k € Z mit k < 0 und ¢t € R erhalten wir mit der Substitution v =t — s

oo % alt) = / " ot — s)a(s) ds

(e 9]

_ %(/_Z(ka(t—s)ds—/ohgagk(t—s)ds):1:
_ % ( /t " e () du /tth o (1) du) ..

Beachtet man Gleichung (3.2), so erhélt man

Yok * a(t) = §(¢2k (t 4+ h) — 209k (t) + Gor (t — h))z.

Somit haben wir

2k
ook * allpim,x) < 4'ﬁH¢2kHL1(R)

@1 k+1
< 2"¢llw

fiir alle £ € Z mit k < 0. Folglich gilt

—1
D lpar # all ey < 2016llw) < oo (3.3)

k=—0c0

Der Fall £ > 0:

Fiir alle £ € Z mit £ > 0 und alle ¢t € R erhalten wir die Darstellung

puralt) = oo ([ onti—syas— [ pute-s)ds) s
= o ([Cente s m - - 9yas)

woraus A
1
i a®)] < o / om(t — s+ h) — ot —s)|ds  (3.4)
0

folgt.
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Fiir s € [0, h] gilt wegen h € [1,2] offenbar —s, h — s € [—2,2]. Mit Hilfe des
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung kénnen wir deshalb nun folgender-
maflen weiter abschétzen:

1 h
[ xa(®)| < 57 sup |(ior) ()[R ds
2h 0 pet—2,t42)
h<2 ,
< sup (2r) (w)] (3.5)
RE[t—2,t42]

Beachten wir nun noch, dafi (¢q)' () = 47%¢'(27%u) gilt und beriicksich-
tigen, dafl ¢ eine schnell fallende Funktion ist, fiir die eine Zahl C; > 0

existiert, so dafl
C1

< - -
< 14 (27Fp)?
fiir alle p € [t — 2,t + 2] gilt, so erhalten wir aus (3.5)

/(27" 1)

Iz # a(t)] < —— 14" (3.6)
p = T e 2)2 |
fir alle t < —2 und
C,47k
: (3.7)

H‘PQk * Cl(t)H < 1+ (Q,k(t _ 2))2

fiir alle t > 2. Wir konnen nun weiter abschatzen:

00 (3.6),(3.7),(3.5) -2 1
vk a(t)| dt < 47k dt
[pgx * a(t)]]

~ o L+ (27F(t+2))2

> 1
+/2 TR

1 2
- 5/ sup!so’(u)!dt)
1 J-2 peR

< 47k <[2k arctan(27%(t + 2))] iooo
+ [2’“ arctan(27%(t — 2))] iooo + 02)
C3

< =3

2k
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Dabei sind C; und C5 geeignete, von k unabhéngige positive Zahlen. Die
letzte Abschétzung liefert uns

Z [por * all 1w x) < 2Cs. (3.8)
k=0

(3.3) und (3.8) zusammengefafit bedeuten
HaHB?’l(R,X) <C (3.9)

mit einer geeigneten Konstanten C' > 0 fiir jedes spezielle Atom a mit h €
[1,2].

Im letzten Schritt des Beweises werden wir nun zeigen, daf (3.9) fiir jedes
spezielle Atom a mit beliebigem h > 0 gilt. Sie also nun h > 0 beliebig
gewithlt. Wir wihlen uns j € Z, so dal 2/h im Intervall [1, 2] liegt. Mit Hilfe
der Substitution v = 2/s ergibt sich fiir alle ¥ € Z und alle t € R

e % all) = % (/i(pyc(t—s)ds—/ohcpgk(t—s)ds)x

1 0 ‘ 2h ‘
= Q(th) /Q'h Dok (t — 2_Ju) du — /0 Dok (t _ 2—Ju) du | =

27 0 , 2h .
= Q(th) /Q'h Pok+j (2315 — u) du — /0 Dokt (th _ u) du | =

= 2j(p2k+j * oy (th).

Das bedeutet

/ oot * a(t)]] dt = / lpawes * azs(s)]] ds. (3.10)

[o@) —Oo
wenn man s = 2/t substituiert und

1 1

A9j (t) = Ea(Q_jt) = m()q,gjh,o] (t) — X[()’th] (t))$

beachtet. Die letzte Gleichungskette zeigt auch, dafl ay; ein spezielles Atom
ist, fiir das wegen 27 € [1,2] die Abschiitzung (3.9) gilt.
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Gleichung (3.10) fithrt uns nun schlielich zur gewiinschten Ungleichung

o0
H‘IHB%l(R,X) = Z 2 * all L1 (r,x)

k=—o00

(3.10) -
= Z [par+s * agil| L1 x)

k=—o00

o0
= > lew xaxlpex)

k=—o00
(3.9)
= HanHB?’l(]R,X) < C

Damit haben wir die Giiltigkeit von (3.9) fiir spezielle Atome mit beliebigem
h > 0 gezeigt.

Die Grenzfunktion der in L'(R, X) absolut konvergenten Reihe

und die L'(R, X)-Funktion a kénnen sich nicht um ein Polynom # 0 unter-
scheiden und miissen daher gleich sein. [

Funktionen aus L*(R, X) liegen offenbar in B%*(R, X). Zwischen diesen
Funktionen und den speziellen Atomen besteht folgende Dualitétsbeziehung:

Korollar 3.2.3 FEs existiert eine Konstante C' > 0, so dafs

H/a(t)f(t) dt” < Cllf N s e x) (3.11)

fir alle f € L>®(R, X) und alle speziellen Atome a : R — R gilt.
BEWEIS. Weil nach Satz 3.2.2 die Reihe
> wura
j=—00
absolut in L*(R) gegen a konvergiert, hat man

/ a®)f(t)dt = S / (0 + alt)) F(£) dt. (3.12)

j=—o00
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Fiir ein Polynom p(t) = Y% t'z; gilt
m Ny dl
[ oo walpp(t) dt = 3" (=0 3 Few *a)(0)

Wegen F(pq; * a) = para und

d
@9021(0) =0

ergibt sich
[t atopmttyar =0
Da @9 * a(t) eine Schwartzfunktion ist, gilt

/ (oo a®)f(t)dt = 3 / (o *a(t) (oo * F(B) dt.  (3.13)

k=—o00

FaBit man pqr * f als temperierte Distribution auf, so hat man iiberdies

/ (o * a(t) (e % f() At = [ % [0 %)
= [Flpa * [)I(F (o2 * a))

und damit also

/ (o al)) (g * () dt = 27 (G5 f)(gwd)

= 27 [f)(Par P2 0).
Da supp par N supp pa; = ( fiir alle j, k € Z mit |j — k| > 1 gilt, ergibt sich
[ s a®)on s g0 de =0

fir alle j,k € Z mit |j — k| > 1. Aus (3.13) folgt damit

/ (25 x a(t)) f(t) dt = k§1 / (025 * a(t)) (par * (1)) dt.
Somit gilt
H/(%j xa(t))f(t) dt” < kil/ (0o # a(D)] [[ar * f(1)]| dt

< 3 HfHngx’(]R,X) [02i * all L1 )-
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Aus (3.12) ergibt sich schlieflich

H [ats H < Bl O oo *allu

j==o0

=3 ||fHng>°°(R,X) HaHB?’l(R,C)‘

Aus Satz 3.2.2 folgt damit (3.11). O

3.3 Zwei niitzliche Abschitzungen

Die Bedeutung des folgenden Satzes liegt darin, dafl auf der rechten Seite
von (3.14) die Norm im Besovraum steht. Diese it sich nach oben durch
die Norm in L*°(R, X') abschétzen. Fiir Letztere wére die Ungleichung (3.14)
trivial. Mit der Norm im Besovraum wird sie uns jedoch im letzten Kapitel
von groflem Nutzen sein.

Satz 3.3.1 Es existiert eine Zahl C' > 0, so daf$ fir alle f € L*(R, X), alle
h >0, alle N € Ny und allet € R

t+2Nh
/ f(s)ds — ﬂ f(s)ds| < ONHf||Bg<g°°(R,X) (3.14)

qgilt.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst

/ f(s ds—m f(s)dSZkz:;/_Zak(s)f(s)ds (3.15)

fiir alle h > 0, alle N € N und alle t € R, wobei a; durch

1
ar(s) == E(X[t,t—ﬂ’“*lh}(s) - X[t+2k*1h,t+2kh](3))

definiert ist. Wir fiithren eine vollstédndige Induktion durch. Sei also fiir den
Anfang N = 1. Es gilt

/oo a(s)f(s)ds = /OO ! - (X(t,t+11 () = X(en+2m)(8)) f(8) ds

— 00

t+2h
- /f yas— o [ fGs)ds
t+h
t+h
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fir alle ~ > 0 und alle ¢ € R. Damit ist (3.15) fiir den Fall N = 1 gezeigt.

Um den Induktionsschritt zu vollziehen, setzen wir nun voraus das (3.15) fir
ein beliebiges, festes N € N gilt und zeigen, dafl die Gleichung dann auch fiir
N + 1 erfiillt ist. Es gilt

N+1

> [t
_ Z / au(5)f(s) ds + /_maNH(s)f(s)ds

(e 9]

t+2Nh S
v / f(s ds—m f(s)ds+/ any1(8)f(s)ds.

—00

Nun ist aber

) 1 1 t+2Nh 1 t+2N+1h
| evn@r@ds =55 [ 16 ds— 5o / £(s)ds.

Folglich haben wir

N+1

> [ e
t+2NVh t+2N+1h
- / fds =g [ f@ds g [ peas

2Nh
1 t+2N+1h
- f(S)dS—W/t (s) ds

fiir alle h > 0 und alle t € R. Damit ist der Induktionsschritt vollzogen.
Mit Hilfe von (3.15) ergibt sich

t4+2Nh oo
/ f(s)ds — ﬂ f(s)ds /_ a(s)f(s)ds

fiir alle h > 0, alle N € N und alle ¢t € R. Die Funktionen a5 : R — R
sind spezielle Atome. Nach Korollar 3.2.3 existiert deshalb eine Zahl C' > 0
(unabhéngig von k und N) derart, dafl

|/ _ecoscoa

N

<y

k=1

(3.16)

< OHfHBOOO (R,X)
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fur alle k = 1,..., N gilt. Damit kénnen wir schliefllich aus (3.16)

t+2Nh
/ f(s)ds — ﬂ f(s)ds

<C-N- HfHng’O(R,X)

fiir alle A > 0, alle N € N und alle ¢t € R folgern. [

Wiéhrend wir es bei lokal-integrierbaren Funktionen normalerweise streng-
genommen mit Funktionsklassen zu tun haben, machen wir im folgenden
Korollar eine Aussage iiber eine konkrete Funktion. Das bedeutet, daff in der
Ungleichung auf beiden Seiten wirklich dieselbe Funktion steht und nicht in
Wirklichkeit verschiedene Funktionen, die nur fast {iberall gleich sind.

Korollar 3.3.2 Es existiert eine Konstante C' > 0, so daf$ fir alle f €
L>*(R, X), alle h > 0, alle N € Ny und allet € R

1

t+2Nh
101 < g [ s+

Pl = s

+ C- N [[fll pos g x)
gilt.

BEWEIS. Fiir eine beliebige reelle Zahl ¢ und eine beliebige positive Zahl h
konnen wir f(t) auf folgende Weise darstellen:

S R C L Ey ARTOESIEIES

Die Aussage des Korollars folgt dann aus der umgekehrten Dreiecksunglei-
chung und Satz 3.3.1

Das letzte Korollar kann Ausgangspunkt fiir weitere Abschétzungen sein. In
der folgenden Bemerkung wollen wir in Abhéngigkeit von bestimmten Eigen-
schaften der Funktion f einige Moglichkeiten aufzeigen.

Bemerkung 3.3.3 a) Fiir

a3 [ o senas

kommen als Abschdtzungen beispielsweise in Frage:
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(i) Falls die Funktion f differenzierbar ist, gilt

h
Ce< o sup |f'(s)l-
s€[t,t+h]

(i1) Falls die Funktion f a—hdlderstetig ist, gilt

o by (LOZION )

h sE[t,t+h]
h* t) —
N U]
L+ aseptirn |t — s|®

(111) Ezistieren eine Zahl a € R und eine Zahl C' > 0, so daf8 || f(t)— f(s)]| <
C' -2 fiir alle s € [t,t+ 1] gilt, so ist mit einer geeigneten Konstanten
D = D(a) > 0 die Abschitzung

D
Ctgﬁ'Qat

fir alle h € (0, 1] mdglich.

b) Ezistiert eine Zahl C' > 0 mit der Eigenschaft, dafs

/Ou f(s)ds|| < C
fir alle w > 0 gilt, so hat man
1 t+2Np 1 t+2Nn t
wil| | < m(‘/ £()ds| + /Of(S)dS>

Wir werden von diesen Abschétzungen im letzten Kapitel profitieren.
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Kapitel 4

Anwendungen auf
Halbgruppenstabilitat

Ist A eine n x n-Matrix komplexer Zahlen und z ein Element von C", so hat
das Cauchyproblem

u'(t) = Au(t), t>0 (4.1)
u(0) = =z

gerade die Losung ez = >°37 (¢ /k!)A*z. Die Losung u(t) ist nach dem
Satz von Liapunov genau dann exponentiell stabil (Das soll hier bedeuten:
letAx|| < Ce=||z| fiir eine Zahl € > 0 und fiir alle ), wenn alle Eigenwerte
der Matrix A einen negativen Realteil haben und stabil (Das soll hier be-
deuten: |le!z] < C||z|| fiir alle t > 0 und alle ), genau dann, wenn alle
Eigenwerte von A einen Realteil < 0 und die Eigenwerte mit verschwinden-
dem Realteil halbeinfach sind. Siehe hierzu etwa Abschnitt 17 in [Wa).

Betrachtet man (4.1) nun in einem Banachraum X mit einem linearen und
dicht definierten Operator A : X D D(A) — X, dessen Resolventenmen-
ge nicht leer ist und Anfangswerte z aus X, so stellt der folgende Satz von
Hille-Phillips (zu finden etwa in [Pa]) die Verbindung zu ¢o-Halbgruppen her:

Satz 4.1 (4.1) besitzt genau dann fir jedes x € D(A) genau eine auf [0, 00)
stetig differenzierbare Losung u(t), wenn A der Erzeuger einer cy-Halbgruppe
T(t) stetiger linearer Operatoren ist.

Anwendung findet die Theorie des abstrakten Cauchyproblems (4.1) unter
ebengenannten Voraussetzungen beispielsweise bei der Untersuchung parti-
eller Differentialgleichungen. Es liegt nun auf der Hand zu fragen, welche
Moglichkeiten bestehen, das Wachstumsverhalten der Losungen von (4.1) -

65
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oder eben das Wachstumsverhalten von Orbits T'(t)x einer c¢o-Halbgruppe -
zu charakterisieren. Der erwéihnte Satz von Liapunov im Raum C" a8t sich
dabei nicht auf allgemeine Banachrédume iibertragen. Selbst dann nicht, wenn
man die Menge der Eigenwerte durch das Spektrum des Operators ersetzt.
Insofern sind andere Bedingungen vonnéten, die das Wachstumsverhalten
von Halbgruppenorbits T'(¢)x charakterisieren.

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels wenden wir uns - nach Angabe
einiger grundlegender Definitionen und Sétze zu co-Halbgruppen - der Fra-
gestellung zu, wann Orbits von Halbgruppen beschréinkt sind und welche
Zusammenhéinge zwischen dem Wachstum von Orbits ¢ +— T'(t)x und der
Eigenschaft, dafl diese im Raum BMO(R, X) liegen, bestehen.

Natiirlich ist man in den Anwendungen besonders daran interessiert, zu wis-
sen, welche Eigenschaften des Erzeugers A oder seiner Resolvente das Wachs-
tum der Losung des Cauchyproblems bestimmen. Zu diesem Themenkreis
werden wir in den Abschnitten des zweiten Teils dieses Kapitels einige Er-
gebnisse erarbeiten.

4.1 co-Halbgruppen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Definitionen und Zusammenhénge iiber
co-Halbgruppen angeben. Ausfiihrlich wird die Theorie der ¢y-Halbgruppen in
den Biichern [EnNal, [Pa], [Na], [Go] und [Da] abgehandelt. Dort findet man
auch die Beweise fiir die in diesem Abschnitt aufgelisteten grundlegenden
Aussagen.

Definition 4.1.1 Es sei X ein Banachraum. Eine Familie T(t), 0 <t < oo,
von stetigen linearen Operatoren von X nach X mit

(1) T(0) =1,
(11) T(s+t) =T(s)T(t) fir alle s,t >0,
(111) th%i T(t)x = x fir alle x € X,

heift co-Halbgruppe stetiger linearer Operatoren auf X. Wir werden
auch kurz von einer co-Halbgruppe T(t) sprechen.

Mit dem Satz von der gleichméfigen Beschréanktheit 148t sich leicht zeigen,
daB fiir jede co-Halbgruppe T'(¢) stets Zahlen M > 0 und w € R existieren,
so daB

IT@)] < Me™* (4.2)
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fiir alle ¢ > 0 gilt. Die gleichmdfige Wachstumsschranke wo(T') der co-Halb-
gruppe T'(t) sei definiert durch

wo(T) := inf {w €R : sup e ™|T(t)| < oo} . (4.3)
£>0

Der Erzeuger oder Generator A einer cp-Halbgruppe T'(t) wird folgenderma-
Ben definiert: Zunéchst sei

T(t)r —x

t—0+

D(A) = {x € X : lim existiert} .
Dann ist der Erzeuger von T'(t), der lineare Operator A : D(A) — X, defi-
niert durch T
Az := lim M
t—0+ t
fiir z € D(A). Der Erzeuger einer co-Halbgruppe ist stets ein abgeschlossener
Operator, dessen Definitionsbereich dicht in X liegt.

Sind M und w Zahlen derart, da§ (4.2) gilt, so liegen alle komplexen Zahlen
A mit Re A > w in der Resolventenmenge von A, und fiir die Resolvente von
A hat man in diesem Fall die Darstellung

R\ Az =(\—A) o = / e MT(t)z dt (4.4)
0
fiir alle z € X.

Bezeichnet nun s(A) := sup{Re A : A € Spektrum(A)} die Spektralschranke
von A, so gilt also stets

4.2 Beschrankte Orbits

Wie bereits erwahnt wurde, wichst fiir eine cp-Halbgruppe die Norm der
Operatoren T'(t) hochstens exponentiell, d.h. geeignete Zahlen M, w > 0, so
daBl die Voraussetzungen des nachstehenden Lemmas fiir eine co-Halbgruppe
erfiillt sind, existieren immer.

Lemma 4.2.1 Es seien M,w > 0 und T(t) eine co-Halbgruppe auf dem
Banachraum X mit ||T(t)|] < Me™* fiir alle t > 0. Dann gilt fir alle v € X,
alle t > 1/w mit || T(t)x|| > 0 und alle Zahlen s € (t — 1/w, ]

[T ()

T .
IT(s)a] > 1
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BEWEIS. Es gilt

eyl = T e
> 1= e
o IT(al
- Me

falls die auftretenden Groflen die Voraussetzungen des Lemmas erfiillen. [

Eine fiir unsere Zwecke niitzliche Charakterisierung der Beschrédnktheit eines
Orbits T'(t)x einer co-Halbgruppe wird durch das folgende Lemma gegeben.

Lemma 4.2.2 T(t) sei eine co-Halbgruppe auf X. Dann sind fiir jedes v € X
dquivalent:

(1) Fir alle K >0 ist
sup {/ |T(t)z||dt : I Teilintervall von [0, 00) mit |I]| < K}
I

endlich.
(ii) Es existiert eine Zahl K > 0, so dafs

sup {/ |T(t)z||dt : I Teilintervall von [0, 00) mit |I]| < K}
I

endlich ist.
(111) t — ||T'(t)x|| ist beschrdnkt.

BEWEIS. (ii) = (iii). Sei K eine positive Zahl mit der entsprechenden Eigen-
schaft. Es existieren Zahlen M, w > 0 mit 1/w < K und ||T(t)]] < Me™* fiir
alle t > 0. Wire t — ||T(t)x|| unbeschrinkt, so existierte zu jedem n € N
eine Zahl ¢, > 1/w mit

T (t,)z|| > n. (4.5)

Dann wire aber doch fiir alle ¢ € [t, — 1/w, t,] nach Lemma 4.2.1

IT(t)e] @5

T(t > .
Tl = S

(4.6)

Somit bestiinde die Ungleichung

tn n
T >
[ a5

n—1/w we
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fiir alle n € N. Das widerspréache aber der Voraussetzung.

(iii) = (1). Ist |T'(t)z| < C fiir alle t > 0, so gilt

[Ir@alae <o
1

fiir jedes beschréankte Intervall I C [0, 00). Deshalb gilt in diesem Fall (i). O

Aus Lemma 4.2.2 folgt mit dem Satz von der gleichméfiigen Beschrénktheit,
daB sup,sq || T(t)] < oo ist, falls ¢ — T'(¢)z fiir alle z € X in LP(]0, 00), X)
fiir eine feste Zahl 1 < p < oo liegt. In diesem Fall gilt sogar wo(T) < 0.
Diese Beobachtung geht im Fall p = 2 zuriick auf Datko ([Da]). Von Pazy
([Pa] Theorem 4.4.1) stammt die Verallgemeinerung fiir alle 1 < p < co. Aus
dem Beweis Letzterer wurde auch der Beweis von Lemma 4.2.2 extrahiert.
Die Tatsache, daf aus der Zugehdorigkeit von T'(t)x zu LP(]0, 00), X) fiir jedes
x € X die exponentielle Stabilitét (d.h. wo(T") < 0) der co-Halbgruppe folgt,
ist deshalb gemeinhin unter dem Namen Datko-Pazy-Lemma bekannt. Eine
quantitative Version des Datko-Pazy-Lemmas findet man in [Ne| (Theorem
3.1.8).

4.3 Orbits in BMO(R, X)

In einer gewissen Analogie zum Datko-Pazy-Lemma wollen wir in diesem
Abschnitt untersuchen, was man iiber das Wachstumsverhalten eines Orbits
T(t)zx einer co-Halbgruppe sagen kann, wenn man weif, daf§ dieser im Raum

BMO(R, X) liegt.

Satz 4.3.1 T(t) sei eine co-Halbgruppe auf dem Banachraum X. Fir ein
Element x aus X set

. T(t)e , t>0,
f't’_){ 0 . t<0

Dann sind dquivalent:

(1) f liegt im Raum BMO(R, X) und es ezistiert eine Zahl K > 0, so dajs

C’::sup{’

endlich ist.

/T(t)x dt” : I Teilintervall von [0, 0c0) mit |I]| < K}
I

(i1) supsy | T(0)z] < oo,
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BEWEIS. (i) = (ii). Fir alle 8 > o > 0 mit § — a < K und alle t > 0 gilt

T(t)r = f(t) B— /ﬁf m+( _&/1f )

Folglich haben wir

B
/ T ()] dt

IN

s)ds

——/f )ds

< = &/ Cdt + (5 — )| fllswsorz.x

= C+(B—)|fllsmorx)

fiir alle § > o > 0 mit §—«a < K. Die Beschréanktheit von t — ||T'(t)x|| folgt
nun aus Lemma 4.2.2.

(ii) = (i). Beschrankte Funktionen liegen immer auch in BMO(R, X). Mit
der Dreiecksungleichung und Lemma 4.2.2 folgt sofort die Existenz der Kon-
stanten K > 0. [

Man kann auch eine Aussage iiber das Wachstum eines Orbits machen, wenn
man lediglich weif}; dafl dieser in BMO(R, X) liegt. Um den entsprechenden
Satz zu beweisen, benttigen wir noch ein Lemma.

Lemma 4.3.2 Es seien M,w > 0 und T(t) eine co-Halbgruppe auf dem
Banachraum X mit ||T(t)|| < Me*" fir alle t > 0. Dann existiert zu jedem

x € X, fir das
‘ Ttz , t>0,
f‘“ﬁ{ 0 , t<0

in BMO(R, X) liegt, eine Zahl C' > 0 mit

IT(t)z]| < C (1 + ’ /;/w T(s)z ds

) (17)

BEWEIS. Ist t > 1/w, so gilt nach Lemma 4.2.1 fiir alle r € (t — 1/w, t] die
Ungleichung

HT(r)x_w/;/w T(s)xdsH > %’ff” _ Hw/;/wT(s)xds |

fir alle t > 1/w.
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Nach Satz 2.5.1 (John-Nirenberg-Ungleichung) folgt

oS (a(BEfef ronef)) o

fiir alle t > 1/w mit geeigneten Konstanten C7,Cy > 0. Also gilt doch

2 (55 [ L reead) <o

Das beweist (4.7). O
Der angekiindigte Satz iiber das Wachstum von Orbits in BMO(R, X) lautet
nun:

Satz 4.3.3 IstT(t) eine co-Halbgruppe auf dem Banachraum X und liegt fiir
ein Element x aus X die Abbildung

_ Ttz , t>0,
f‘tH{ 0, t<0

im Raum BMO(R, X), so ezistiert eine Zahl C' > 0 mit
1T (t)z| < C(1 + t[logt])
fiir allet > 0.

BEWEIS. Die Aussage folgt aus Lemma 4.3.2 und Satz 2.4.1. [J

4.4 Beschranktheit der Resolvente

Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt Zusammenhénge zwischen ver-
schiedenen Eigenschaften von Orbits von cy-Halbgruppen untersucht haben,
wollen wir in diesem Abschnitt Verbindungen zwischen der Asymptotik die-
ser und Eigenschaften der Resolvente des Erzeugers A der co-Halbgruppe
herstellen. Zunéchst wollen wir jedoch noch ein paar Definitionen und Re-
sultate angeben, die uns eine Einordnung der spéiteren Ergebnisse erlauben
werden.

Wie schon im ersten Abschnitt erwéhnt wurde, ist die gleichméfiige Wachs-
tumsschranke einer co-Halbgruppe T'(t) stets grofer oder gleich der Spek-
tralschranke ihres Erzeugers, das heiit, es gilt s(A) < wy(7"). Gleichheit gilt
jedoch nur in besonderen Féllen, zum Beispiel dann, wenn der Erzeuger ein
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beschrénkter Operator ist, oder - was eine Verallgemeinerung ist - wenn die
co-Halbgruppe fiir t > tg > 0 stetig in der Operatornorm ist. Dies folgt aus
dem Spektralabbildungssatz o (T(¢))\{0} = € fiir diese Halbgruppen, der
zuerst in [HiPh] gezeigt wurde. Eine noch allgemeinere Klasse bilden die c¢op-
Halbgruppen, die in “unendlich gleichméfig stetig” sind. Diese Klasse wurde
von Martinez und Mazon in [MaMa] eingefiihrt, und ebenda wird auch die
Gleichheit von Spektralschranke und gleichméfiger Wachstumsschranke fiir
Halbgruppen dieser Klasse bewiesen.

Eine weitere Klasse von cop-Halbgruppen, fiir die die gleichméflige Wachs-
tumsschranke mit der Spektralschranke des Erzeugers iibereinstimmt, bilden
die ¢o-Halbgruppen positiver Operatoren auf den Raumen LP(€, 1), wobei
(Q, i) ein o-endlicher Mafiraum ist. Fiir den Fall p = 1 wurde das zuerst von
Derndinger ([De]) bewiesen. Der Fall p = 2 ist Greiner und Nagel zu ver-
danken ([GrNa]). Fiir allgemeines p > 1 erbrachte schliefllich Weis ([Wel])
den Nachweis. Desweiteren stimmt fiir co-Halbgruppen positiver Operatoren
auf Rdumen C(K) (siehe [De]) , wobei K ein kompakter Hausdorffraum ist,
und auf Rédumen Cy(2) (siche [BaDa]), wobei 2 ein lokal-kompakter Haus-
dorffraum ist, die gleichméflige Wachstumsschranke der Halbgruppe mit der
Spektralschranke ihres Erzeugers iiberein.

Nun mag man vielleicht hoffen, daf§ im allgemeinen zumindest das Wachs-
tum der klassischen Losungen des Cauchyproblems (4.1) durch die Spektral-
schranke von A bestimmt wird, dafl also zumindest die Wachstumsschranke

w1 (T) := inf {w €R : sup e | T(t)x|| < oofiir alle x € D(A)} (4.9)
>0

der ¢p-Halbgruppe T'(t) stets gleich der Spektralschranke des Erzeugers dieser
Halbgruppe ist. Tatséchlich gilt stets s(A) < wy(T'). Gleichheit gilt beispiels-
weise fiir co-Halbgruppen positiver Operatoren auf Banachverbénden (siehe
[Neu]). Im allgemeinen stimmen Wachstumsschranke und Spektralschranke
jedoch nicht iiberein. Ein Beispiel hierfiir - sogar im Falle, dafl ein Hilbert-
raum zugrundeliegt - gab Zabczyk in [Za] an.

Das Spektrum des Erzeugers allein bestimmt also nicht das Wachstum einer
co-Halbgruppe. Auf der Suche nach anderen Groéflen, die mit Hilfe des Fr-
zeugers oder dessen Resolvente angegeben werden kénnen und die Aussagen
iiber das Wachstum der Halbgruppe erlauben, stiefl man schliellich auf die
Abszisse der gleichmdfigen Beschrinktheit der Resolvente so(A). Diese ist
definiert durch

so(A) := inf {ﬁ > s(A) : sup ||R(\A)| < oo} .

ReA\>p3
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Aus (4.4) folgt unmittelbar, daf so(A) stets kleiner oder gleich der gleichmé&Bi-
gen Wachstumsschranke der Halbgruppe ist. Falls der zugrundeliegende Ba-
nachraum X ein Hilbertraum ist, gilt sogar Gleichheit. Dies wurde fiir Kon-
traktionshalbgruppen zuerst von Gearhart in [Ge] bewiesen und dann von
Priiss in [Pr] bzw. Greiner in [Na], A-IIL.7, fiir den allgemeinen Fall gezeigt.
Fiir cp-Halbgruppen positiver Operatoren auf Banachverbdnden wiederum
gilt stets
s(A) = so(A) = wi (7).

Siehe hierzu [Na].

In diesem und in den beiden folgenden Abschnitten werden wir nun weitere
Kriterien an die Resolvente des Erzeugers einer co-Halbgruppe erarbeiten,
die das Wachstum von Orbits der Halbgruppe bestimmen. Mit Korollar 4.6.2
werden wir schliellich beweisen, daf} stets

w1 (T) < So(A)

gilt. Das bedeutet, dafl die Abszisse der gleichméfiigen Beschranktheit der
Resolvente das Wachstum der klassischen Losungen des abstrakten Cauchy-
problems (4.1) beschriankt. Ob dies gilt, war lange Zeit eine offene Frage, die
schlieBlich von Weis und Wrobel in [WeWr] beantwortet werden konnte.

Hilfsweise wollen wir noch eine weitere Wachstumsschranke einfiihren:
wa(T') := inf {w € R : sup e ||T(t)z| < oofiir alle z € D(AQ)} . (4.10)
>0

Dabei ist D(A?) der Raum aller x € D(A) mit Az € D(A), also der Defini-
tionsbereich des Operators A?. Slemrod zeigte in [S]] die Ungleichung

CUQ(T) S So(A).
Das folgende Lemma basiert im wesentlichen auf dem dortigen Beweis.

Lemma 4.4.1 A sei der Erzeuger der co-Halbgruppe T (t) auf dem Banach-
raum X . Gilt so(A) <0, so gilt

t

lim | e”*T(s)vds = R(—iv, A)x

t—o0 0

fir alle v € R und alle x € D(A). Auflerdem ist

sup < 00

veR,t>0

t
/ e 5T (s)x ds
0
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fir alle x € D(A).

Uberdies eistiert zu jeder Zahl i > so(A) und jedem x € D(A) eine Kon-
stante C = C(pu, ), so daf

IT()A ]| < G
fir alle t > 0 gilt. Insbesondere ist also wo(T') < so(A) erfiillt.

BeEWEIS. Falls wy(7) < 0 gilt, ist die Aussage trivial. Wir kénnen uns also
auf den Fall wy(7") > 0 beschrénken. Es seien «y eine beliebige Zahl, die grofier
als wy(7T') ist, u eine beliebige Zahl aus dem offenen Intervall (s¢(A),0) und «
eine beliebige positive Zahl. x sei ein beliebiges Element aus D(A). Der Weg

Ia) =T (a) Uy (a) UTs(a) UTy(«)

sei positiv orientiert. Die Teilwege I'; seien dabei gegeben durch

I'(a) = {y+is: —a<s<a}
Fo(a) = {—s+ia : —y<s< —u}
I3(a) = {p—is : —a<s<a}

Fy(a) = {s+ia: p<s<ny}
Wir wenden die Cauchysche Integralformel an und erhalten

1 v RN A)x
— e d\ = A 4.11

fiir alle t > 0. In [Pa] Theorem 1.7.4 finden wir die Beziehung

1 R\ A ¢
lim —/ e B A)z d\ = / T(s)xds. (4.12)
a—00 27T7/ Fl( ) )\ 0
Parametrisieren wir den Weg I's(«) in geeigneter Weise, so erhalten wir
L' 6)\t . R(}\,A)LE A\ = _i /'Ot e(u—f—is)t i R(:u + 7’87 A).CI? ds
270 Jry(a) A 2r J_. [+ 1s
— _ieut /04 eist . R(,LL + ZS? A)ZE ds
2 o Ww+1s

fir alle t > 0. Da
RN A)x = —RMNA((AMN—A) + Az

(z + R(\, A)Axz) (4.13)

Sl = >
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fiir alle Zahlen X\ aus der Resolventenmenge von A gilt, ist die Funktion

R(u+is, A)x
p+ s

S

ein Element von L'(R, X). Deshalb haben wir

1 6)\15 . R()\a A)x d\ Oﬂ)o _eut . F_l (

1 R(p+i-, A)x
27 I's(c) A

IR

) () (4.14)

fiir alle t > 0. Fiir den Teilweg I'y(«) machen wir die Abschétzung

A (s+ia)tR o, A
‘/ e,\t,md)\” < (v—p)- sup e (S—'l—ZOz, )T
[2(a) A p<s<y s+
< Bt sup [|R(L A 2]
« ReA>p

fiir alle £ > 0. Da supge s, [|R(A, A)|| wegen p > so(A) endlich ist, folgt

1 A
lim —/ o AT (4.15)
(@)

a—o0 270 [, A

fiir alle t > 0. Analog zu (4.15) zeigt man

1 A\ A
lim —/ e R A)e d\=0 (4.16)
T4(a) )\

fir alle t > 0. Fassen wir (4.11), (4.12), (4.14), (4.15) und (4.16) zusammen,
so ergibt sich

¢ A
R(0, Az — / T(s)xds — e - F~! (M) (t) (4.17)
0 Mt
fir alle t > 0.

Sei nun v eine beliebige reelle Zahl. Setzen wir
T(t) = eMT(t)

fiir t > 0, so ist T(t) eine co-Halbgruppe. Der Erzeuger A dieser Halbgruppe
ist gerade iv + A mit dem Definitionsbereich D(A) = D(A). Fiir die Resol-
vente gilt demnach die Beziehung R(\, A) = R(A — iv, A) fiir alle Zahlen A,

fiir die A — i in der Resolventenmenge von A liegt. Damit besteht offenbar
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die Gleichung so(A) = so(A). Somit ist die eben hergeleitete Gleichung (4.17)
auch fur T'(t) statt T'(t) giiltig. Es gilt folglich

R(—iv,A)z = R(0,A)x
t . 7
(417) / T(s)zds — e - F~! (M) (t) (4.18)
0 n+ e
t . -
0 [ 2

fiir alle ¢ > 0. Wir werden nun die Fouriertransformierte gleichméflig ab-
schitzen. Es gilt

H]___l (R(u—w%—'z-,A)x) (t)H < 1 R(,u—w—l—.z-,A)x (4.19)
JUE 2 [ 2 L1(R.X)
fiir alle t > 0. Wir benutzen erneut Gleichung (4.13) und erhalten
HR(M_W—’_.Z."A)x :/oo "R(M—iy—i—-is,fl)x s (4.20)
u+ L1(R,X) 5o n+1s

/_Oo (it is) (it i(s — )| (] + | R(u + i(s — v), A) Az]|) ds.

Da p groBer als so(A) ist, gilt

[R(p+i(s —v), A)Az|) < sup [|R(r, A || Az[| < oo. (4.21)

eT>H

Es bleibt also noch das Integral

/ h ! ds = (4.22)

oo | i8)(p +i(s — v)))|
1 1

AZM (1 +is)(p +i(s — v))] ot /s|<2|y (1 +is)(p +i(s — v))] o

abzuschatzen. Wir halten zunachst

(utis)(p+ils —v)| = V2 + s Vi +(s—v)?  (4.23)

fest. Fiir |s| > 2|v| gilt

| | > |s| = [v| = |s] lH 1\\
—v —|v — —|s| ==
s > s > s 23 25
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und damit

(4.23) 1
((utis)(ptils =v))| = Vp2+ 822+ 782 (4.24)

Folglich erhalten wir

o 1

1 (4.24) 1
/ . . ds < / ds
isiz2lv) | (1 +i8) (4 i(s — v))| 12200 /32 + 82 - /2 + 1g2

< ds
—oo P+ 5%\ + 8P
o 1
< ds
/_oo [+ s
< o0. (4.25)
Nun widmen wir uns dem zweiten Integral. Beachtet man
24 (s—v)? = 25 —2s0+1°
2 2
v v
— (\/§S — ﬁ) + ? (426)
2
> IR
- 2
so ergibt sich
(4.23)

V(2 + s2) (2 + (s — v)?)
=Vt p2(s2 4 (s = v)?) + 52(s — v)?
> VA4 (s - v)?)

=l VTGP

(4.26)
29 1wl

V2

(1 +is)(pu +i(s — v))]

||

und damit fiir v # 0

1 V2
LM i ® = /SKQW PRI

_ A2 (4.27)

|
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Aus (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.25) und (4.27) ergibt sich

o (R

sup < 00. (4.28)

£>0, vER

Da p und so(A) negative Zahlen sind, folgen wegen Gleichung (4.18)

t

lim [ e"*T(s)vds = R(—iv, A)x

t—o0 0

fiir alle v € R und

sup < 00.

veR,t>0

t
/ e T (s)x ds
0

Die Existenz der Konstanten C' = C(u, z) folgt aus (4.28), der Bezichung

THA 'z = /t T(s)vds+ A 'w = /t T(s)xds — R(0,A)x

und Gleichung (4.17). O

4.5 Der Fall: X hat Fouriertyp > 1

Dafl wy(T) < so(A) fiir B-konvexe Raume gilt, hatte Wrobel in [Wr| festge-
stellt. Die B-konvexen R&ume sind aber genau die Rdume, die einen nichttri-
vialen Fouriertyp besitzen. Daf} jeder B-konvexe Raum einen nichttrivialen
Fouriertyp hat, wurde von Bourgain in [Bo2| bewiesen. Einen Beweis dafiir,
daB jeder Raum, der einen nichttrivialen Fouriertyp besitzt auch B-konvex
ist, findet man beispielsweise in [BlPe] (S. 354). In Verbindung mit Satz 4.3.1
und Lemma 4.4.1 folgt das Ergebnis von Wrobel leicht aus unserem néchsten
Satz. Wir bedienen uns dabei den Grundlagen, die wir in Kapitel 2 gelegt
haben.

Satz 4.5.1 Der Banachraum X habe einen nichttrivialen Fouriertyp. Es
existiert eine Konstante C' > 0, so daf fir alle co-Halbgruppen T (t) mit
so(A) < 0 die Abbildung

. T(t)x , t>0,
f'tH{ 0 , t<0

fir jedes x € D(A) in BMO(R, X) liegt und
£ Broge,x) < C'sup [|BR(S, A)z|
BeR

erfillt.
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BEWEIS. Sei T'(t) eine co-Halbgruppe mit so(A) < 0 und z ein beliebiges
Element von D(A). Wir wollen Satz 2.8.6 anwenden. Sei also ¢ eine beliebige
Funktion aus Dy. Dann gilt nach Lemma 4.4.1

| eoreisawas = [ oo im [T Toeaas

—
o) o) s Jo

= lim o(B) / P () dt df
S§—0Q — 00 0
Fubini . Y BT
= lim e o(B)dB T (t)x dt
S§—0Q 0 — 00
= 27?/ o(t)T(t)x dt.
0

Damit ist die schwache Fouriertransformierte der Abbildung t — R(—it, A)x
gerade 27 f. Nach Satz 2.8.6 liegt f damit in BMO(R, X), und es gilt

[ flemo@.x) < ClR(=i Azl = g x)-
Damit folgt das Behauptete. [

Nun wollen wir uns noch dem Grenzfall so(A) = 0 widmen. Er fallt als
Korollar ab.

Korollar 4.5.2 Der Banachraum X habe einen nichttrivialen Fouriertyp. A
sei der Erzeuger der cyo-Halbgruppe T (t). Es gelte so(A) < 0, und z sei ein
Element von D(A). Ist dann X\ — AR(X, A)z auf {\ : ReX > 0} beschrdnkt,

so liegt
' Ttz , t>0,
f'tH{ 0 , t<0

in BMO(R, X)), und es gilt
I fllsmo@x) < C sup [|AR(A, A)z|.
ReA>0

Dabei hingt C' > 0 nur vom Banachraum X ab.

BEWEIS. Fiir € > 0 sei f. durch f.(t) := e < f(t) definiert. Die Halbgruppe
e~ T'(t) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 4.5.1. Deshalb gilt

erHBMO(]R,X) < CZUE I|ﬁR(iﬁ + €, A)xH (4'29)
€
Nun gilt aber wegen

BR(iB + €, A)x = Zﬁ% ~(iB+ €)R(if + €, A)x
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und
. P <1
13+e€|
offenbar
sup ||BR(i0 + €, A)x|| < sup [|AR\, A)z|| (4.30)
BER ReA>0

fiir alle € > 0. Ist nun [ ein beliebiges beschrianktes Teilintervall von R, so
folgt aus (4.29) und (4.30)

1 /

=1 [ f(s)ds

|

1
‘Ji%im/ 0= f g0

< sup || fell Bmo®.x)
e>0

(4.29),(4.30)
< C sup [AR(, Al

Re >0

Daraus folgt f € BMO(R, X) mit der gewiinschten Ungleichung. [J

dt

4.6 Der allgemeine Fall

Wir lassen nun die Voraussetzung fallen, daf§ der zugrundeliegende Raum
einen nichttrivialen Fouriertyp hat. Statt der bisherigen Abschitzung in der
Norm im Raum BMO(R, X) bekommen wir dann allerdings nur noch eine
Abschiitzung in der Norm im Raum B2 (R, X).

Satz 4.6.1 Se: X ein Banachraum. Dann existiert eine Konstante C > 0,
so dafs fir alle co-Halbgruppen T'(t) mit so(A) < 0 die Abbildung

. T(t)xr , t>0,
f'tH{ 0 , t<0

fiir jedes x € D(A) in BY®(R, X) liegt und
Hf“Bg;,OO(R,X) < Csup ||BR(iB, A)z||
BeR

erfiillt.

BEWEIS. A sei der Erzeuger einer beliebigen c¢o-Halbgruppe 7'(t) auf X mit
so(A) < 0. z sei ein beliebiges Element von D(A). Dann kann

g:PB— R(—if, A)x
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als temperierte Distribution aufgefat werden. Fiir alle ¢ € D gilt

<op> = [ ewumas
~ )
et [ o) Jim [ @) deds

0 T
et g / 2(9) / T (t)x dt df
—J -0 0

o T o
" [ () s T d
0 —o0
T

T—o00

= lim 2np(t)T(t)x dt

T—o00 0

_ QW/_OO o) f(2) dt.

(e 9]

81

Da die Fouriertransformierte der temperierten Distribution g wieder eine
temperierte Distribution ist und D(R) dicht in S(R) eingebettet ist, konnen

wir 27 f mit ¢ identifizieren.

Im weiteren sei ¢ nun die fiir die Definition von B%*(R, X) gewiihlte Funk-

tion aus S(R). Es gilt fiir jede ganze Zahl k

27 || pon * fllromx)y = 0ok * [l x)
= [|parfll Lo x)-

Damit haben wir
oo * fllree@x)y < [Pk R(i, A)z|| L1 x)
~ [ IgoR(s. Ay ds.

(e 9]

Nun gilt aber

6 = [ e Tena
L (™ gt ok

= o e (27 dt
— / e_w?ksgo(s)ds

[e.o]

= (2"9).

(4.31)
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Deshalb folgt aus (4.31)

o flimwry < [ I6C4BIRS, Ayl

—00

_ / |2(258)| | R(iB, A)z|| df
2-k-1L|g|<2— R+

< okt sup |sR(is, A) xH/ (2"8)| dB

= 2sup |sR(is, Azl Pl x)
se

fiir alle k € Z. [J
Wie bereits angedeutet, war der Weg zum Beweis von
wi(T) < so(A)

lang. Neben den angesprochenen Teilergebnissen von Slemrod ([Sl]), d.h.
wa(T') < so(A), von Wrobel ([Wr]) falls eine B-konvexer Raum zugrundeliegt
und von Gearhart und Priiss, falls ein Hilbertraum zugrundeliegt, sei hier
noch ein Ergebnis von van Neerven, Straub und Weis ([NeStWe]) erwéhnt.
In der Arbeit wurde gezeigt, daB} stets

wa(T) < s0(A)

fir alle @ > 1 gilt. Dabei ist w,(T") definiert durch
wo(T') := inf {w €R : sup e || T(t)z|| < oofiir alle z € D((w — A)a)} ,
>0

wobei w eine Zahl groBer als die gleichméfige Wachstumsschranke von 7'(t)
ist und D((w — A)®) der Definitionsbereich des Operators (w — A)®, der ge-
brochenen a-ten Potenz des Operators w — A.

Die von Weis und Wrobel ([WeWr]) schliefllich bewiesene Tatsache, dafl die
Wachstumsschranke w;(T") einer cp-Halbgruppe in jedem Banachraum stets
kleiner oder gleich der Abszisse der gleichméfigen Beschranktheit der Resol-
vente des Erzeugers der Halbgruppe ist, wollen wir nun auf eine neue Weise
mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 3 beweisen. Ein weiterer Beweis stammt
von van Neerven ([Ne2]).

Satz 4.6.2 T'(t) sei eine co-Halbgruppe auf dem Banachraum X. Ist A der
Erzeuger von T(t), so gilt wi(T) < so(A).
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BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, daf fiir alle ¢o-Halbgruppen T'(¢) mit so(A) <
0 stets wy(T) < 0 gilt, denn es gilt allgemein: Ist A der Erzeuger der c¢q-
Halbgruppe T'(t) und ist « eine reelle Zahl, dann ist o + A der Erzeuger der
co-Halbgruppe e*T'(t), und es gelten so(a+A) = a+s¢(A) und wy (e™T'(t)) =
o+ wy (T)

Es sei also so(A) < 0. Fiir z € D(A) defineren wir

. T(t)e , t>0;
f””‘tH{ 0 , t<o.

Nach Satz 4.6.1 liegt f, stets in B2®(R, X), und es gilt

||fong>°°(R,X) < Cysup || BR(iB, A)z|.
BER

Wegen
iBR(if, A)x =z + R(i3, A) Az

und so(A) < 0 folgt
1zl ooz, x) < Colllzl] + [ Az]]). (4.32)

Nach Lemma 4.4.1 ist fiir x € D(A?) die Abbildung f, beschrinkt. Nach
Korollar 3.3.2 existiert somit eine Konstante C'5 > 0, so daf} fiir alle h > 0,
alle x € D(A?), alle N € Ny und alle t > 0

IT@zll = @

1 t+2Nh

< N, /t fz(s)ds
1 t+h
[0~ nas

+C3N|| fall go g x)

gilt. Mit (4.32) ergibt sich nun

t+2Nh
IT] < ﬁ /t T(s)z ds (4.33)
—i—% /t (T(t)x —T(s)x)ds (4.34)

ANCy([lzf] + ([ Az]]) (4.35)
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fir alle h > 0, alle z € D(A?), alle N € Ny und alle ¢ > 0. Da zu jedem
x € D(A) eine Folge (x,) C D(A?) mit z,, — z und Az, — Az fiir n — oo
existiert, gilt diese Abschétzung sogar fiir alle z € D(A).

Im weiteren werden manche der auftretenden Konstanten von z € D(A)
abhéngen. Mit Hilfe von Bemerkung 3.3.3 b) und Lemma 4.4.1 erhalten wir

t+2Nh
/ T(s)xds
t

Sind Cg und w > 0 so gewdhlt, dafl | T(¢)|| < Ce2"* fiir alle ¢ > 0 gilt und
beachtet man, daf§ fiir £ > 0

1

2Nh

C
< 2Nf’1 . (4.36)

gilt, so folgt aus Bemerkung 3.3.3 a) (i)

1 t+h h
—’/ (T(t)x —T(s)x)ds|| < — sup Cg2"%| Ax||
bl J: s€lt,t+h]
< Crh2"'|| Az (4.37)

fiir alle £ > 0 und alle h € (0,1]. Fiir ¢t > 0 setzen wir nun h := 27" € (0, 1],
und N sei die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich wt ist. Schitzen wir
jetzt noch den Ausdruck (4.33) mit Hilfe von (4.36) und den Ausdruck (4.34)
mit Hilfe von (4.37) ab, so erhalten wir

Cs —wtew
S SNCigowi T C7272% | Az || + CuN (||| + || Az]])

< 405 + Cr|| Az + Cywt([|x]| + || Az])).

17 (t)]]

Damit haben wir gezeigt, daB fiir alle z € D(A)
L+ T ()]

beschrénkt ist. Das bedeutet doch aber, dafl wy(T") kleiner oder gleich 0 ist.
Mehr war nach der Bemerkung am Anfang des Beweises nicht zu zeigen. [

Abschliefiend wollen wir nun wiederum den Grenzfall so(A) = 0 betrachten.

Satz 4.6.3 A sei der Erzeuger der co-Halbgruppe T (t) auf dem Banachraum
X, und es sei so(A) < 0. Ist dann x ein Element von D(A), fir das

(i) sup |[AR(A, A)zx| < oo und
Re A>0
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/OtT(s)xds

gelten, so gilt

(1) sup < 00
>0

sup(1 + )" H|T(t)x| < oo.
>0

BEWEIS. Fiir € > 0 defineren wir

e Tt)yxr , t>0;
fe'tH{ 0 , t<0.

Nach Satz 4.6.1 liegt f. in BL®(R, X), und es gilt

el ey < Crsup I3RS + 6, A (4.38)

fiir alle ¢ > 0. Da man fiir alle § € R

&
13+ €

BR(if + €, A)x = (i + €)R(if + €, A)x

hat, gilt

5]

, sup [|[AR(\, A)z
- |Zﬁ+€|Re)\EOH (. Azl
< sup [[AR(A A)z|

Re A>0

IBR(i8 + €, A)x||

fiir alle § € R und alle € > 0. Aus (4.38) und Voraussetzung (i) folgt daher
Cy = sup 1 fell oo (g xy < 00 (4.39)
€>
Aus Satz 4.6.2 wissen wir, dafl f. eine Funktion aus L>(R, X) ist. Nach

Korollar 3.3.2 wissen wir deshalb um die Existenz einer Konstanten C3 > 0,
so daB fiir alle h,e > 0, alle N € Ny und alle ¢t > 0

e Tl = 10
< ﬁ /t fe(s)ds
1 t+h
w7 o - s

FON| fell poe g x)
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gilt. Unter Beriicksichtigung von (4.39) ergibt sich daraus
IT@al = T |If]

< — lim

(4.40)

(4.41)

+NC, (4.42)

fiir alle h > 0, alle N € Ny und alle ¢t > 0. Die einzelnen Summanden werden
nun wie im Beweis von Satz 4.6.2 abgeschétzt. Der Vollstandigkeit halber
geben wir die einzelnen Schritte an.

Mit Hilfe von Bemerkung 3.3.3 b) und Voraussetzung (ii) schitzen wir

t+2Nh
/ T(s)xds
t

ab. Sind Cg und w > 0 so gewéhlt, dafl |T'(¢))]| < Cs2** fiir alle t > 0 gilt
und beachtet man, daf fiir t > 0

1

2Nh

C
< 2N_51h (4.43)

gilt, so folgt aus Bemerkung 3.3.3 a) (i)

h
< 5 sup Cp2"| Az
sE[t,t+h]

< Cyh2vt| Az (4.44)

t+h
/t (T(t)x — T(s)x)ds

1
h

fiir alle ¢ > 0 und alle h € (0, 1]. Fiir ¢ > 0 setzen wir nun h := 27%* € (0, 1],
und N sei die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich wt ist. Schitzen wir
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jetzt noch den Ausdruck (4.40) mit Hilfe von (4.43) und den Ausdruck (4.41)
mit Hilfe von (4.44) ab, so erhalten wir

Cs —wtoyw
< IN—19—wt + Cr2 2 tHAxH + CyN

< 405 + C7HA.TH + C4wt.

17 ()]

Daraus folgt nun unmittelbar das Behauptete. [
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