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1 Begri�, Arten von Derivaten

Derivate sind Finanztitel oder Wertpapiere, deren Wert aus einer vertraglich festge-

legten Beziehung zu einer zugrundeliegenden Variablen (Basiswert, Basistitel, Un-

derlying) abgeleitet (deriviert) wird. Alternativ werden anstatt Derivat auch die

Bezeichnungen Contingent Claim oder Terminkontrakt verwendet. Bez�uglich der

Art der Abh�angigkeit des Derivats vom Basistitel gibt es grunds�atzlich keine Ein-

schr�ankungen. Wesentliches Merkmal von Terminkontrakten ist, da� der Zeitpunkt

des Gesch�aftsabschlusses vor dem Erf�ullungszeitpunkt liegt.

Grunds�atzlich lassen sich Derivate in die beiden Hauptgruppen
"
bedingte\ und

"
unbedingte\ Terminkontrakte einteilen. Die zur ersten Gruppe geh�orenden Kon-

traktarten sind in erster Linie ! Optionen, da die Erf�ullung des zugrundeliegenden

Gesch�afts (Lieferung des Basiswertes gegen Bezahlung des vereinbarten Preises) an

die Aus�ubung eines Wahlrechts einer der beiden Kontraktparteien gekn�upft (also

dadurch bedingt) ist. Beispielsweise verbrieft eine Kaufoption (Call) das Recht, das

zugrundeliegende Gut innerhalb oder am Ende einer bestimmten Frist (Optionsfrist)
gegen Bezahlung eines bei Kontraktabschlu� vereinbarten Preises (Basispreis) zu
kaufen. ImGegensatz dazu hat der Inhaber einer Verkaufsoption (Put) das Recht, das

zugrundeliegende Gut zu verkaufen. Ist die Aus�ubung des Rechts jederzeit w�ahrend
der Optionsfrist m�oglich, hei�t die Option amerikanisch. Kann eine Option nur am
Ende der Frist ausge�ubt werden, nennt man sie europ�aisch. Der Preis, den der Op-
tionsk�aufer entrichtet, hei�t auch Optionspr�amie. Da eine Option f�ur den K�aufer
nur ein Recht zur Aus�ubung, aber keine Verp
ichtung beinhaltet, erh�alt man im

F�alligkeitszeitpunkt (hier T ) folgende Auszahlung f�ur die Kaufoption:

CT = maxfST �X; 0g: (1)

In Gleichung (1) steht CT f�ur den Optionswert in T , ST f�ur den Preis des Underlyings
zu diesem Zeitpunkt und X f�ur den Basispreis der Option. Der Optionsinhaber wird
die Kaufoption also nur aus�uben, wenn er das Underlying �uber die Option g�unstiger

kaufen kann als zum herrschenden Marktpreis, d.h. falls ST > X. Ansonsten verf�allt
die Option wertlos. Auf der Grundlage einer analogen Argumentation erh�alt man f�ur

die Verkaufsoption mit PT als Optionswert in T

PT = maxfX � ST ; 0g: (2)

Grundlegende Ausf�uhrungen zu Optionen (wie z.B. modellunabh�angige Preisgren-

zen) �ndet man u.a. bei Cox und Rubinstein [7], Hull [19] oder bei Stoll und Wha-
ley [32].

In letzter Zeit lassen sich in zunehmendem Umfang neben diesen Standardoptio-

nen Emissionen sogenannter exotischer Optionen beobachten. Dieser Sammelname

steht f�ur Optionen, die wesentlich komplexere Auszahlungsfunktionen aufweisen als

die beschriebenen einfachen Puts und Calls. Ein Beispiel f�ur eine exotische Option

ist die Lookback-Option. Ist diese als Call ausgestaltet, ist ihr Basispreis durch das
Minimum der w�ahrend der Optionsfrist realisierten Preise des zugrundeliegenden
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Gutes gegeben. Ein Lookback-Put hat einen Basispreis in H�ohe des Maximums der

realisierten Kurse (vgl. Goldman, Sosin und Gatto [13]). Im Gegensatz zu Standard-

optionen ist also die Auszahlung einer Lookback-Option vom Preispfad des zugrun-

deliegenden Gutes w�ahrend der Optionsfrist abh�angig (pfadabh�angige Option). Eine

Beschreibung der breiten Palette exotischer Optionen sowie Ausf�uhrungen zu ihrer

Bewertung �ndet man z.B. bei Rubinstein [29].

In die Kategorie der unbedingten Termingesch�afte fallen u.a. ! Forwards, ! Fu-

tures und ! Swaps. Bei diesen Kontrakten existieren i.a. keine Wahlrechte f�ur die

Beteiligten, so da� das Gesch�aft stets erf�ullt wird bzw. alternativ bei F�alligkeit ein

Barausgleich statt�ndet (Cash Settlement). Ein Forward ist eine bindende Vereinba-

rung zwischen zwei Vertragsparteien �uber die Lieferung des zugrundeliegenden Gutes

an einem bestimmten zuk�unftigen Termin (Liefertermin, F�alligkeitstermin) zu einem

bei Kontraktabschlu� festgelegten Preis (Forwardpreis). Die Partei, die das Gut bei

Erf�ullung des Kontrakts am Liefertermin abnimmt, hei�t Long (Kontraktk�aufer),

die liefernde Seite wird als Short (Kontraktverk�aufer) bezeichnet. Futures sind hin-

sichtlich der Kontraktausgestaltung Forwards sehr �ahnlich. Sie sind jedoch b�orsen-

gehandelt und daher stark standardisiert. Ein wesentlicher Unterschied zwischen Fu-
tures und Forwards ist die Abrechnungstechnik. W�ahrend bei Forwards nur am Lie-

fertag Geld 
ie�t, �ndet bei Futureskontrakten ein t�agliches Settlement statt. Die
Settlementzahlung ist gegeben durch die Di�erenz der Futurespreise an zwei auf-
einanderfolgenden Abrechnungszeitpunkten. Ist diese Di�erenz positiv, erh�alt die
Long-Partei den Betrag von der Short-Seite, bei fallenden Futurespreisen erfolgt die
Zahlung in umgekehrter Richtung. Tabelle 1 zeigt die Zahlungsstr�ome von Futures-

und Forwardkontrakt. Dabei bezeichnen Ft bzw. Gt den im Zeitpunkt t herrschenden
Futures- bzw. Forwardpreis. Es ist zu beachten, da� der Futures- bzw. Forwardpreis,
der in T f�ur Lieferung in T vereinbart wird, nat�urlich dem Kassapreis des Underly-
ings entsprechen mu�, d.h. FT = GT = ST .

t = 0 t = 1 t = 2 � � � t = T

Forwardkontrakt

Preis G0 G1 G2 � � � GT = ST

Zahlungen 0 0 0 0 ST �G0

Futureskontrakt

Preis F0 F1 F2 � � � FT = ST

Zahlungen 0 F1 � F0 F2 � F1 � � � ST � FT�1

Tabelle 1: Zahlungsreihe von Futures- und Forwardkontrakt

Ein weiterer Unterschied zwischen Forward und Futureskontrakt ist, da� die Ver-
tragsparteien einen Futureskontrakt nicht mehr direkt miteinander abschlie�en. Viel-

mehr werden beide Vertragspartner des Clearinghauses der jeweiligen Terminb�orse.
Die Kontraktparteien sind ferner verp
ichtet, ein Marginkonto zu er�o�nen und dort

eine anf�angliche Sicherheitsleistung (Initial Margin) zu hinterlegen. Im Rahmen des
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oben beschriebenen t�aglichen Settlements wird dann die Ver�anderung des Futures-

preises zum Vortag dem Marginkonto gutgeschrieben bzw. belastet. Ist der Futures-

preis gegen�uber dem Vortag gestiegen (gefallen), so erh�alt die Long-Partei (Short-

Partei) die Di�erenz als Gutschrift, die Short-Partei (Long-Partei) wird belastet.

Sinkt der Stand des Marginkontos unter eine von der jeweiligen B�orse vorgegebe-

ne kritische Grenze (Maintenance Margin), so erh�alt der Inhaber des Kontos eine

Au�orderung zum Nachschu� (Margin Call). Ist er nicht in der Lage, dieser Auf-

forderung nachzukommen, wird seine Position vom Clearinghaus glattgestellt. Die

Einrichtung eines Clearinghauses in Verbindung mit Marginzahlungen soll dazu die-

nen, das Ausfallrisiko zu mildern, das beim Forwardkontrakt aufgrund der fehlenden

Handelbarkeit vorhanden ist (! Risiken von Derivaten). Als Beispiel f�ur ein Marg-

insystem sei das Risk Based Margining der Deutschen Terminb�orse (DTB) genannt

(vgl. DTB [10]).

Die hier beschriebene Abrechnungsmethode mit t�aglichem Settlement wird in neuerer

Zeit auch zunehmend f�ur Optionskontrakte verwendet. Es wird also im Zeitpunkt

des Optionskaufs keine Pr�amie bezahlt, sondern es erfolgt w�ahrend der Laufzeit ein

t�agliches Settlement. Man bezeichnet eine so abgerechnete Option als Futures-Style-
Option (im Gegensatz zur konventionellen Option mit Pr�amienzahlung beim Kauf)

(vgl. Madjlessi und Schlag [25]). Tabelle 2 stellt die Abrechnung von konventioneller
und Futures-Style-Option, beide f�allig in T , gegen�uber. Dabei bezeichnetCt (Pt) den
Preis des Calls (Puts) zum Zeitpunkt t.

t = 0 t = 1 t = 2 � � � t = T

Call

Konventionell �C0 0 0 � � � CT = maxfST �X; 0g

Futures-Style 0 C1 � C0 C2 � C1 � � � CT � CT�1 = maxfST �X; 0g � CT�1

Put

Konventionell �P0 0 0 � � � PT = maxfX � ST ; 0g

Futures-Style 0 P1 � P0 P2 � P1 � � � PT � PT�1 = maxfX � ST ; 0g� PT�1

Tabelle 2: Zahlungsreihe von konventioneller und Futures-Style-Option

Neben diesen explizit als Derivate erkennbaren Titeln k�onnen auch Konstruktionen
auftreten, in denen das Derivat nicht in so unmittelbarer Form vorliegt, sondern

nur indirekt aus der Gestaltung eines Kontrakts resultiert. Beispielsweise kann eine

Anleihe ein R�uckgaberecht des Inhabers beinhalten, d.h. der Inhaber hat das Recht,

die Anleihe innerhalb eines bestimmten Zeitraums gegen Zahlung eines bei Emission

vereinbarten Betrags zur�uckzugeben. Dieses Recht entspricht einer Verkaufsoption
auf die Anleihe, so da� bei der Bewertung der Anleihe diese Option des Inhabers

wertsteigernd zu ber�ucksichtigen ist. Als weiteres Beispiel f�ur ein implizites Derivat
sind indizierte Anleihen zu nennen, bei denen sich die Tilgungszahlung bei F�alligkeit

an einer bestimmten �okonomischen Variablen orientiert, z.B. an der In
ationsrate.

Die letzte Zahlung der Anleihe stellt somit ein Derivat auf die In
ationsrate dar, des-
sen Wert bei der Preis�ndung f�ur die Anleihe geeignet einzubeziehen ist. Es handelt
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sich dabei um ein unbedingtes Termingesch�aft, da keinerlei Wahlrecht vorliegt. In

Kaufvertr�agen f�ur Flugzeuge oder Gro�anlagen werden h�au�g Optionen auf weitere

sp�ater zu liefernde Maschinen vereinbart. Diese Rechte stellen Derivate dar, deren

Underlying z.B. durch die wirtschaftliche Entwicklung im Bereich der Passagierluft-

fahrt gegeben ist. Der Flugzeugproduzent verkauft das Recht an den K�aufer, zu ei-

nem sp�ateren Zeitpunkt f�ur seinen Anschlu�auftrag sofort Produktionskapazit�at zur

Verf�ugung gestellt zu bekommen (Anschlu�option). Die h�au�g in Leasingvertr�agen

enthaltenen Optionsbestandteile, die z.B. dem Leasingnehmer ein Vorkaufsrecht f�ur

den Leasingegengstand einr�aumen, sind analog zu interpretieren.

In der neueren Literatur zur Investitionsrechnung (vgl. z.B. Dixit und Pindyck [11])

werden zunehmend Ans�atze aus der Optionspreistheorie zur korrekten Bewertung

von Projekten verwendet. Die M�oglichkeit, den Beginn eines Projekts so lange

zu verz�ogern, bis z.B. der Absatzpreis des herzustellenden Produkts eine kritische

Schwelle �uberschritten hat, stellt eine Option dar, die in fast jedem Projekt implizit

enthalten ist. Eine ausf�uhrliche Darstellung und Analyse dieser Realoptionen �ndet

man bei Kilka [22].

Schlie�lich hat in vielen Futureskontrakten (so z.B. beim BUND-Future) die Short-
Partei bei Lieferung das Recht, aus einer vorgegebenen Menge von lieferbaren

G�utern (hier: Anleihen) eines auszuw�ahlen. Der Kontraktverk�aufer besitzt somit
eine Lieferoption (vgl. Abschnitt 5.3), und er wird das billigste der lieferbaren G�uter
zur Erf�ullung seiner Verp
ichtungen verwenden (Cheapest-to-Deliver). Grundlegende
Ausf�uhrungen zu Lieferoptionen �ndet man bei Berendes [1] und bei Madjlessi und
Schlag [25].

Desweiteren lassen sich auch Kapitaltitel einer Unternehmung als Optionen au�as-

sen, oder sie beinhalten Optionselemente. So stellt z.B. im Falle von Konkursrisi-
ko die Aktie eine Kaufoption auf das Gesamtverm�ogen der Unternehmung dar, da
die Aktion�are keinerlei Nachschu�p
icht unterliegen. Ist der Gesamtmarktwert der
Aktiva bei F�alligkeit der Verbindlichkeiten kleiner als der R�uckzahlungsbetrag der
Schulden, so tritt der Konkurs ein. Dieses Zahlungsmuster entspricht demjenigen

einer Kaufoption auf das Unternehmensverm�ogen mit einem Basispreis in H�ohe des

R�uckzahlungsbetrags der Verbindlichkeiten (vgl. z.B. Schlag [31]).

Tabelle 3 stellt die unterschiedlichen Kategorien von Derivaten noch einmal dar.

Als weiteres Klassi�kationskriterium f�ur Derivate l�a�t sich die Art des zugrunde-

liegenden Gutes heranziehen. Basistitel k�onnen Aktien, Aktienindizes (! Indizes,

Indexprodukte), Fremdw�ahrungen, Zinss�atze, Zinstitel (Anleihen), sonstige G�uter

(Metalle, landwirtschaftlicheProdukte, Roh�ol o.�a.), andere �okonomischeVariable (In-


ationsraten, Versicherungssch�aden) oder auch wieder Derivate sein. Als Beispiel f�ur
ein Derivat, das auf Verischerungssch�aden lautet, sind die an US-Terminb�orsen ge-

handelten Catastrophe Insurance Futures zu nennen. Optionen auf Futureskontrakte
(Futuresoptionen) und Optionen auf Optionen (Compound Options) sind der letzt-

genannten Kategorie zuzuordnen. Eine besondere Stellung nehmen (explizite oder

implizite) Derivate ein, deren Wert auf einer sonstigen �okonomischen Gr�o�e beruht,

die nicht den Preis eines gehandelten Gutes darstellt. Als Beispiel sei hier wiederum
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Bedingt Unbedingt

Optionen auf Forwards

Explizit Wertpapiere u.�a. G�uter Futures
Swaps

K�undigungsrechte

Lieferoptionen
Implizit Aktie als Option Indizierung

Anschlu�option

Investitionsoption

Tabelle 3: Arten von Derivaten

die oben beschriebene indizierte Anleihe genannt, die ein Derivat auf die nicht direkt

gehandelte In
ationsrate darstellt. Tabelle 4 zeigt die Klassi�kation von Derivaten

nach dem zugrundeliegenden Gut. Die Aufz�ahlung in dieser Tabelle erhebt jedoch
keinerlei Anspruch auf Vollst�andigkeit. Als weiterf�uhrende Referenz f�ur die Vielzahl
existierender Derivate sei stellvertretend Hull [19] genannt.

Underlying Bezeichnung des Derivats

Aktie Aktienoption

Aktienindex Indexoption, -future

Anleihe Anleiheoption, -future

Zinssatz Zinssatzoption (Cap, Floor, Collar)

W�ahrung W�ahrungsoption, -future

Landwirtschaftliches Gut, Metall Commodity Option, Commodity Future

Future Futuresoption

Option Compound Option

Sonstige Variable z.B. indizierte Anleihe

(z.B. In
ationsrate)

Tabelle 4: Klassi�kation von Derivaten nach dem Underlying

Als eine Sonderform von Derivaten lassen sich diejenigen Kontrakte ansehen, denen
mehrere Underlyings zugrundeliegen. Als Beispiel sei hier die sogenannte Tauschop-
tion genannt, die zu einem bestimmten zuk�unftigen Zeitpunkt den Umtausch einer

Einheit eines Gutes in eine Einheit eines anderen Gutes gestattet. Diese Option

basiert dann auf den beiden betrachteten G�utern und hat somit zwei Underlyings.

2 M�arkte f�ur Derivate

Die gro�en Terminb�orsen in den USA sind die Chicago Board Option Exchange

(CBOE), die Chicago Board of Trade (CBOT) und die Chicago Mercantile Ex-
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change (CME). An diesen drei B�orsen wird eine breite Palette derivativer Titel

von Aktienoptionen �uber Zinskontrakte bis hin zu Terminkontrakten auf landwirt-

schaftliche Produkte (z.B. Sojabohnen, Weizen) gehandelt. Die gr�o�ten europ�aischen

Terminb�orsen au�erhalb Deutschlands sind die Londoner LIFFE (London Interna-

tional Financial Futures and Options Exchange) und die MATIF (March�e �a Terme

International de France) in Paris sowie die SOFFEX (Swiss Options and Financial

Futures Exchange) in Z�urich.

Der b�orsliche Handel von Terminkontrakten in Deutschland �ndet zum gr�o�ten Teil

an der vollelektronisch ausgestalteten DTB (Deutsche Terminb�orse) statt. Die dort

gehandelten Produkte umfassen im Aktien- bzw. Indexbereich Optionen auf 20 deut-

sche Aktien sowie auf den DAX (Deutscher Aktienindex), Futureskontrakte auf den

DAX sowie Optionen auf DAX-Futures. Die Palette der Zinskontrakte umfa�t Futu-

reskontrakte auf eine idealtypische Bundesanleihe mit acht- bis zehnj�ahriger Lauf-

zeit (BUND-Future), auf Bundesanleihen mit bis zu 30-j�ahriger Laufzeit (BUXL-

Future)1, auf Bundesobligationen (BOBL-Future) sowie auf den FIBOR-Satz. Auf

den BUND- und BOBL-Future geschriebene Optionen werden ebenfalls an der DTB

gehandelt. Die umsatzst�arksten Produkte der DTB in den letzen Jahren waren
die DAX-Option, der DAX-Future sowie der BUND-Future. Eine Besonderheit der

BUND-, BOBL- und DAX-Futuresoptionen ist, da� sie im Futures-Style-Verfahren
abgerechnet werden. Einen detaillierten �Uberblick �uber die wichtigsten Terminm�ark-
te gibt Du�e [12]. Die Marktstruktur des Aktienoptionssegments der DTB wird von
L�udecke [23] ausf�uhrlich beschrieben. Tabelle 5 zeigt die Produkte der DTB mit ih-
ren Handelsvolumina im Jahre 1994 sowie die Gesamtvolumina der DTB, der CBOT,

der LIFFE, der MATIF und der SOFFEX.

Derivate werden auch au�erb�orslich gehandelt (over the counter, OTC). Dabei wer-
den von Finanzintermedi�aren Derivate u.U. genau auf die Bed�urfnisse des jeweiligen
Kunden zugeschnitten, so da� die Marktg�angigkeit dieser OTC-Produkte nur sehr
eingeschr�ankt gegeben ist. Ferner stellt aufgrund der fehlenden Absicherung durch ein
Clearinghaus das Ausfallrisiko (! Risiken von Derivaten) einen nicht vernachl�assig-

baren Faktor bei der Bewertung dieser Titel dar.

3 Einsatzbereiche von Derivaten

Derivate lassen sich wie alle Wertpapiere zu spekulativen Zwecken einsetzen. So

kann z.B. ein Investor der �Uberzeugung sein, da� ein bestimmtes Wertpapier in
n�achster Zeit an Wert gewinnen wird. In diesem Fall kann er seine Spekulation neben

dem Erwerb des Underlyings alternativ auch durch den Kauf eines Calls auf diesen
Titel realisieren. Ein wichtiger Punkt in diesem Zusammenhang ist die st�arkere

Hebelwirkung von Derivaten im Gegensatz zu den zugrundeliegenden Titeln. Dies

bedeutet, da� bezogen auf das eingesetzte Kapital bei Spekulation mit Derivaten
h�ohere prozentuale Gewinne erzielbar sind als durch den Kauf des Underlyings. Dem

steht jedoch auch ein h�oheres Verlustrisiko gegen�uber, das unter Umst�anden zum
Totalverlust des eingesetzten Kapitals f�uhren kann, wenn z.B. eine Option wertlos
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Produkt Handelsvolumen 1994

[Kontrakte]

Aktienoptionen 9.885.393

DAX-Option 23.499.552

DAX-Future 5.140.803

Option auf DAX-Future 49.642

BUND-Future 14.160.460

Option auf BUND-Future 261.110

BOBL-Future 5.647.859

Option auf BOBL-Future 46.145

BUXL-Future 89.150

FIBOR-Future 428.516

DTB gesamt 59.208.630

CBOT 219.504.074

LIFFE 153.034.471

MATIF 93.438.671

SOFFEX 27.738.574

Quelle: Deutsche B�orse AG [9].

Tabelle 5: Handelsvolumina an der DTB und anderen Terminb�orsen

verf�allt (! Risiken von Derivaten).

Neben der Spekulation stellt das ! Hedging einen wesentlichen Einsatzbereich f�ur

Derivate dar. Hierbei werden Derivate verwendet, um bestehende oder noch aufzu-
bauende Positionen im Underlying gegen nachteilige Kursbewegungen abzusichern.
Beispiele sind der Kauf einer Verkaufsoption zus�atzlich zu einer bestehenden Po-
sition im Underlying (Protective Put). In diesem Fall werden Kursr�uckg�ange des
Underlyings bis zum F�alligkeitstermin der Option ganz oder teilweise durch eine

positive Auszahlung der Option kompensiert. Der Basispreis des Puts legt dabei das

Absicherungsniveau fest. Ist dagegen der Erwerb des Underlyings f�ur einen zuk�unf-
tigen Zeitpunkt geplant, so kann ein Forwardkontrakt long oder ein Call eingesetzt
werden, um den Einstandspreis bereits heute festzuschreiben oder nach oben abzu-

sichern. Im Falle von Kurssteigerungen, die den Kauf verteuern w�urden, kann das

zugrundeliegende Gut �uber die Kaufoption gegen Bezahlung des Basispreises (und

somit billiger) erworben werden.

Ein weiteres Einsatzmotiv f�ur Derivate besteht in der Reduktion von Transaktionsko-
sten. H�alt z.B. ein Investor ein Portfolio, f�ur das er �uber eine gewisse Periode fallende

Kurse erwartet, so w�urde der vollst�andige Verkauf des Portfolios mit anschlie�en-
dem R�uckkauf dieses Risiko absichern. Es wird jedoch in den meisten F�allen mit

R�ucksicht auf die Transaktionskosten g�unstiger sein, eine Short-Position im Futu-
reskontrakt auf dieses Portfolio einzugehen. Futures weisen meist geringere explizite

(Geb�uhren und Kommissionen) und implizite (Geld-Brief-Spanne) Transaktionsko-

sten auf als die zugrundeliegenden Titel.
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4 Grundlegende Bewertungsprinzipien

Die Bewertung derivativer Titel unterscheidet sich grundlegend von den f�ur Aktien

angewendeten Modellen wie z.B. dem Capital Asset Pricing-Modell. Dieses Modell

ist ein Gleichgewichtsmodell, in dem der Preis einer Aktie dadurch bestimmt wird,

da� Investoren ihren Erwartungsnutzen maximieren und entsprechendes Nachfrage-

verhalten zeigen.

Fundamentales Prinzip bei der Bewertung von Derivaten ist dagegen der Gedanke

der Arbitragefreiheit, d.h. die Idee, da� zwei identische Zahlungsstr�ome den glei-

chen Preis haben m�ussen, da ansonsten Gewinne ohne �Ubernahme von Risiko und

ohne Kapitaleinsatz erzielt werden k�onnten, d.h. es w�urden Arbitragem�oglichkeiten

existieren.2 Ist es m�oglich, den Zahlungsstrom des zu bewertenden Derivats aus den

Zahlungsstr�omen von Finanztiteln mit bekannten Preisen nachzubilden (zu duplizie-

ren), so impliziert die Arbitragefreiheit des Kapitalmarkts, da� der Preis des Derivats

gleich dem Preis des duplizierenden Portfolios sein mu�. Ist auf dem betrachteten

Kapitalmarkt die Duplikation jedes beliebigen Zahlungsstroms aus den Titeln mit
bekannten Preisen m�oglich, so hei�t der Markt vollst�andig. Eine notwendige und
hinreichende Bedingung f�ur Marktvollst�andigkeit ist, da� zu jeder Risikoquelle ein

gehandeltes Wertpapier existiert.

Als vereinfachendes Beispiel sei zur Verdeutlichung der grunds�atzlichen Funktions-
weise arbitrageorientierter Bewertung der folgende Kapitalmarkt betrachtet. Es wer-
den zwei Wertpapiere gehandelt, ferner seien in der Zukunft (am Periodenende) zwei
Umweltzust�ande m�oglich, die eine Eintrittswahrscheinlichkeit von 0.7 bzw. 0.3 be-

sitzen. Das Wertpapier x1 (Aktie) weist im Zustand 1 eine Zahlung von 120, im
Zustand 2 eine Zahlung von 80 auf. Der heutige Preis dieses Titels sei 100. Das
Wertpapier x2 (Anleihe) weist in beiden Zust�anden eine Zahlung von 110 auf, es ist
somit risikolos. Sein heutiger Preis sei ebenfalls 100. Der risikolose einperiodige Zins
betr�agt also 10%, da aus einem heute im Wertpapier x2 angelegten Betrag von 100
mit Sicherheit ein Endverm�ogen von 110 resultiert. Zu bewerten sei ein Titel x3 mit

Zahlungen von 0 bzw. 30 in Zustand 1 bzw. 2. Dieses Derivat l�a�t sich interpretie-

ren als Verkaufsoption auf x1 mit Basispreis 110, f�allig am Ende der Periode. Die
Auszahlungsfunktion entspricht derjenigen aus Gleichung (2).

Die Methode der Duplikation arbeitet nun so, da� aus den Titeln x1 und x2 ein

Portfolio gebildet wird, dessen Zahlungen genau denen von x3 entsprechen. Das zu

l�osende Gleichungssystem lautet also

N1

 
120

80

!
+N2

 
110

110

!
=

 
0

30

!

mit N1 (N2) als der von Wertpapier x1 (x2) zu haltenden St�uckzahl. Die L�osung

im Beispiel ist durch N1 = �0:750 und N2 = 0:818 (gerundet) gegeben, so da� bei
den oben gegebenen Preisen das Portfolio �0:750 � 100 + 0:818 � 100 = 6:8 kostet.

Bei Arbitragefreiheit des Kapitalmarkts mu� dies auch der Preis des Titels x3 sein,

da ansonsten ohne Kapitaleinsatz risikolose Gewinne erzielbar w�aren. Das obige
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Gleichungssystem hat f�ur beliebige rechte Seiten eine eindeutige L�osung, so da� der

Kapitalmarkt vollst�andig ist.

Alternativ zur Duplikation l�a�t sich die Bewertung auch mittels k�unstlicher Wahr-

scheinlichkeiten durchf�uhren. Der Grundgedanke hier ist, da� die Bewertung mittels

Duplikation von den Eintrittswahrscheinlichkeiten der Umweltzust�ande unabh�angig

ist, wie aus dem vorherigen Beispiel zu erkennen ist. Im Rahmen der Preisberech-

nung mu�te an keiner Stelle auf die 'echten' Eintrittswahrscheinlichkeiten von 0.7

bzw. 0.3 der beiden Zust�ande zur�uckgegri�en werden.

Man sucht nun aus Gr�unden der Einfachheit solche Wahrscheinlichkeiten, unter de-

nen sich die heutigen Preise der Wertpapiere als ihr mit dem risikolosen Zins (ohne

Aufschlag einer Risikopr�amie) diskontierter Erwartungswert der Zahlungen am Pe-

riodenende ergeben. Die so de�nierten Wahrscheinlichkeiten bilden das �aquivalente

Martingalma� (vgl. Harrison und Kreps [14]). Es sind also k�unstliche Wahrschein-

lichkeiten �1 und �2 � 1 � �1 f�ur die beiden Umweltzust�ande am Periodenende

gesucht, f�ur die gilt

�1120 + (1 � �1)80 = 1:1 � 100:

Die L�osung im Beispiel lautet �1 = 0:75 und �2 = 1� �1 = 0:25. Berechnen wir nun
den Preis von x3 als diskontierten Erwartungswert, so erh�alt man (bei Vernachl�assi-
gung der Rundung)

0:75 � 0 + 0:25 � 30

1:1
= 6:8;

also den gleichen Preis wie mit Hilfe der Duplikationsmethode.

Diese Rechnung verdeutlicht, da� die Bewertung mit k�unstlichen Wahrscheinlich-
keiten unabh�angig von den Pr�aferenzen der Marktteilnehmer erfolgen kann, solange

der Kapitalmarkt vollst�andig ist. Es l�a�t sich zeigen, da� diese k�unstlichen Wahr-
scheinlichkeiten existieren, falls der Markt arbitragefrei ist, und da� sie dar�uberhin-
aus eindeutig sind, falls der Kapitalmarkt vollst�andig ist. Ist die Vollst�andigkeit des
Marktes nicht gegeben, existiert mindestens ein Derivat, f�ur das allein aufgrund von
Arbitrage�uberlegungen kein eindeutiger Preis bestimmt werden kann.

Die hier vorgestellte Methode l�a�t sich sofort auf den Fall mehrerer Perioden bzw. ste-
tiger Zeit (vgl. z.B. Harrison und Pliska [15]) �ubertragen. Es ist am Periodenbeginn

stets ein Portfolio aus den Basistiteln zu bilden, das den zustandsabh�angigen Wert

des Derivats am Periodenende exakt nachbildet. Fallen weder zwischenzeitliche Ent-
nahmen noch zwischenzeitliche Einzahlungen f�ur das umzuschichtende Portfolio an,
so mu� der urspr�ungliche Einstandspreis des Duplikationsportfolios dem Preis des

duplizierten Titels entsprechen. Dies soll an einer Erweiterung des obigen Beispiels

auf zwei Perioden bzw. drei Zeitpunkte verdeutlicht werden. Der aktuelle Zeitpunkt
sei t = 0, die anderen Zeitpunkte seien mit t = 1 und t = 2 bezeichnet. Es wird dabei

angenommen, da� der Kurs der Aktie in jeder Periode entweder um 20% steigt oder
um 20% f�allt. Man erh�alt ausgehend von einem Kurs von 100 die in Abbildung 1 dar-

gestellte Entwicklung des Aktienkurses und der risikolosen Anlage (Anleihe). Dabei

wird unterstellt, da� die risikolose Verzinsung stets 10% pro Periode betr�agt. Die
Berechnung der Optionswerte wird im folgenden n�aher erl�autert.
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Aktie: 144

Anleihe: 121

Verkaufsoption: 0

Aktie: 96

Anleihe: 121

Verkaufsoption: 14

Aktie: 64

Anleihe: 121

Verkaufsoption: 46

Aktie: 120

Anleihe: 110

Verkaufsoption: 3.18

Aktie: 80

Anleihe: 110

Verkaufsoption: 20

Aktie: 100

Anleihe: 100

Verkaufsoption: 6.71

Abbildung 1: Entwicklung des Aktien-, Anleihe- und Verkaufsoptionspreises

Die Auszahlung der Option mit Basispreis 110 ist am Laufzeitende in t = 2 null
f�ur Zust�ande, in denen der Aktienkurs gr�o�er ist als 110, d.h. im obersten Knoten
in Abbildung 1. In den anderen Zust�anden ergibt sich die Auszahlung als Di�erenz
zwischen Basispreis und Aktienkurs, d.h. sie betr�agt 14 bzw. 46. Betrachtet man

zun�achst die Bewertung im Zeitpunkt t = 1 im oberen Knoten, so stellt sich das
Problem, zustandsabh�angige Zahlungen von 0 bzw. 14 mit der Aktie (Wert in diesem
Knoten: 120) und der risikolosen Anlage zu duplizieren. Verkauft man 7/24 der Aktie
und kauft 42/121 Anteile des risikolosen Titels, so werden die zustandsabh�angigen
Zahlungen der Option dupliziert. Der Preis der Option in diesem Knoten entspricht
dem Preis des Duplikationsportfolios und betr�agt

�
7

24
� 120 +

42

121
� 110 = 3:18 :

Analog sind in dem Zustand mit einem Aktienkurs von 80 eine ganze Aktie zu
verkaufen und 10/11 der Anleihe zu kaufen, um die Duplikation durchzuf�uhren. Der

Optionswert betr�agt dann

�1 � 80 +
10

11
� 110 = 20 :

Schlie�lich ist in t = 0 ein Duplikationsportfolio mit den Zahlungen 3.18 bzw. 20

aufzubauen. Es sind 0.421 Anteile der Aktie zu verkaufen und 0.488 Anteile der

Anleihe zu kaufen mit einem resultierenden Optionswert von 6.71.

Alternativ lie�e sich diese Option wie oben beschrieben unter Verwendung k�unstlicher
Wahrscheinlichkeiten bewerten. Die oben berechneten Wahrscheinlichkeiten � und
1�� sind immer noch g�ultig, d.h. wir erhalten den Optionswert in t = 1 im Zustand

mit Aktienkurs 120 als diskontierten Erwartungswert:

0:75 � 0 + 0:25 � 14

1:1
= 3:18
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und damit (nat�urlich) das gleiche Ergebnis wie bei der Duplikation. Diese Proze-

dur l�a�t sich f�ur alle relevanten Knoten wiederholen, so da� man schlie�lich den

Optionswert in t = 0 erh�alt.

W�are die Option im obigen Beispiel vom amerikanischen Typ, d.h. w�are eine vor-

zeitige Aus�ubung m�oglich, so m�u�te in jedem Knoten der r�uckw�artsgerechnete Wert

der Option mit ihrem Aus�ubungswert verglichen und der h�ohere Betrag als Wert der

Option weiterverwendet werden. Abbildung 2 zeigt beispielhaft diese Vorgehenswei-

se. Der mit der dominanten Strategie (Aus�ubung oder Halten) verbundene Wert ist

dabei fettgedruckt.

s

s

s

s

s

s

Aktie: 144

Anleihe: 121

Optionswert: 0

Aus�ubung: 0

Aktie: 96

Anleihe: 121

Optionswert: 14

Aus�ubung: 14

Aktie: 64

Anleihe: 121

Optionswert: 46

Aus�ubung: 46

Aktie: 120

Anleihe: 110

Optionswert: 3.18

Aus�ubung: 0

Aktie: 80

Anleihe: 110

Optionswert: 20

Aus�ubung: 30

Aktie: 100

Anleihe: 100

Optionswert: 8.99

Aus�ubung: 10

Abbildung 2: Bewertung einer amerikanischen Verkaufsoption

Im zweiten Zeitpunkt liegt bei einem Aktienkurs von 80 die Aus�ubungszahlung von
30 �uber dem Optionswert von 20, so da� es in diesem Zustand vorteilhaft ist, die

Verkaufsoption vorzeitig auszu�uben. Der r�uckgerechneteWert der Verkaufsoption im
Ausgangszustand ergibt sich zu

0:75 � 3:18 + 0:25 � 30

1:1
= 8:99 :

Die sofortige Aus�ubung der Option liefert eine Zahlung von 10 und ist somit vorteil-
haft.

Die Tatsache, da� der Wert eines (europ�aischen oder auch amerikanischen) Derivats
als mit dem risikolosen Zins diskontierter Erwartungswert unter Verwendung der

k�unstlichen Wahrscheinlichkeiten berechnet wird, hat dazu gef�uhrt, da� diese Me-
thode als risikoneutrale Bewertung bezeichnet wird. Bei der Diskontierung des Er-

wartungswerts der Zahlungen am Periodenende wird auf den risikolosen Zins keine
Risikopr�amie aufgeschlagen, dies gilt jedoch nur unter den k�unstlichen Wahrschein-

lichkeiten. Wie oben gezeigt haben die echten Wahrscheinlichkeiten keinen Ein
u�

auf den Bewertungsproze�. Eine alternative Bewertungstechnik, die sich jedoch nur
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im Falle der Zinsunsicherheit von der risikoneutralen Technik unterscheidet, ist die

sogenannte terminrisikoangepa�te Bewertung (vgl. Abschnitt 5.2).

Eine weitere wichtige Charakteristik der Bewertung auf Grundlage der Duplikati-

on ist, da� die Umschichtung des duplizierenden Portfolios ohne Zu- bzw. Ab
u�

von Kapital erfolgt. Man bezeichnet dies auch als die Selbst�nanzierungseigenschaft

des Duplikationsportfolios. Weitergehende Ausf�uhrungen zu Bewertungstechniken

f�ur Derivate enth�alt der folgende Abschnitt.

5 Derivate { Spezielle Bewertungsfragen

5.1 Arbitrage- versus Gleichgewichtsmodelle

Auf vollst�andigen M�arkten ist grunds�atzlich die Bewertung von Derivaten auf der

Grundlage von Duplikation bzw. k�unstlichenWahrscheinlichkeiten m�oglich. Dies gilt

unabh�angig von der Art des Zufallsprozesses, der der Preisentwicklung der Basis-
titel zugrundeliegt. So folgt z.B. im sicherlich popul�arsten Bewertungsmodell f�ur

Aktien-, Index- und W�ahrungsderivate, dem Modell von Black und Scholes [4], das
Underlying einem zeit- und zustandskontinuierlichen Proze�, der eine Normalvertei-
lung seiner prozentualen Wert�anderungen impliziert. Im Modell von Cox, Ross und
Rubinstein [8] entwickelt sich der Kurs wie in dem oben dargestellten Beispiel als
multiplikativer Binomialproze�.

Werden stochastische Ein
u�faktoren in das Modell einbezogen, die nicht Preise

gehandelter G�uter darstellen (z.B. In
ationsraten), so kann die Duplikationstech-
nik nicht l�anger angewendet werden, da der Preis des Duplikationsportfolios nicht
bestimmbar ist. In diesem Fall m�ussen die Risikopr�aferenzen der Marktteilnehmer
explizit imModell erfa�t werden. Man spricht dann von einemGleichgewichtsmodell,
da die Preise f�ur Derivate im Marktgleichgewicht bestimmt werden, in dem alle In-

vestoren ihren Nutzen aus den sich bietenden Investitionsm�oglichkeiten maximieren.

Ein Beispiel f�ur diese Vorgehensweise ist das Modell von Cox, Ingersoll und Ross [6].
Die Nutzenfunktionen der Marktteilnehmerm�ussen bei der Gleichgewichtsbewertung
explizit bekannt sein, um eine Bewertung von Derivaten vornehmen zu k�onnen, was

eine drastische Einschr�ankung der Anwendbarkeit dieser Art von Modellen darstellt.

5.2 Modelle zur Bewertung von Zinsderivaten

Im Bereich der Bewertung von Zinsderivaten wurde zun�achst versucht, die Preise

zinsderivativer Instrumente { wie Anleihen, Anleiheoptionen und Anleihefutures {
lediglich abh�angig vom stochastischen Verhalten des kurzfristigen Zinssatzes zu mo-

dellieren. Der kurzfristige Zins ist dabei der Satz f�ur die Anlage bzw. Kreditaufnahme
bis ans Ende der aktuellen Periode. Bei dieser Vorgehensweise stellt sich jedoch das

Problem, da� dieser Zins selbst (im Gegensatz z.B. zu einer Aktie) kein gehandeltes

Wertpapier darstellt. Wie oben beschrieben ist dann zur Bewertung ein Gleichge-
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wichtsansatz erforderlich, in dem die Risikopr�aferenzen der Marktteilnehmer explizit

erfa�t werden, um die Preise von Anleihen verschiedener Laufzeiten bestimmen zu

k�onnen. Anschlie�end k�onnen dann Derivate auf der Grundlage dieser Anleihen mit

der oben beschriebenen Duplikationstechnik bewertet werden. Neben dem Modell

von Cox, Ingersoll und Ross [6] fallen u.a. die Ans�atze von Merton [27] und Vasi-

cek [33] in diese Kategorie. Das zentrale Problem aller dieser Modelle ist jedoch, da�

bereits die Preise von Anleihen endogen im Modell bestimmt werden. Somit kann

es zu einer Diskrepanz zwischen am Markt beobachtbaren Preisen auf der einen Sei-

te und aus dem Modell abgeleiteten Preisen auf der anderen Seite kommen. Dieser

Fehler p
anzt sich dann bei der Bewertung von Derivaten fort. Einen ausf�uhrlichen

Vergleich alternativer Zinsmodelle �ndet man z.B. bei Madjlessi [26].

Durch die Arbeiten von Ho und Lee [18], Jamshidian [20, 21] und Heath, Jarrow und

Morton [16] wurde eine neue Entwicklung eingeleitet, die als zinsstrukturkonforme

Bewertung bezeichnet wird. Dabei wird nicht nur wie in den oben beschriebenen

klassischen Modellen der kurzfristige Zins f�ur die jeweils aktuelle Periode als Zu-

standsvariable verwendet, sondern die gesamte Zinsstruktur, d.h. die Kassazinss�atze

f�ur Anlagen verschiedener Fristigkeiten.Da diese Kassazinss�atze nur aus den Preisen
gehandelter Nullkuponanleihen verschiedener Fristigkeiten ableitbar sind, werden in

diesen Modellen die Preise der Basistitel zinsderivativer Papiere als exogen gegeben
angenommen. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, da� die Arbitrageargumente,
die oben zur Bewertung von Aktienderivaten herangezogen wirden, in vollkommen
analoger Weise zur Bewertung von Zinsderivaten verwendet werden k�onnen. Fer-
ner ist sichergestellt, da� die Modellpreise f�ur Nullkuponanleihen unterschiedlicher

Laufzeiten genau den beobachteten Marktpreisen entsprechen. Die Spezi�kation ei-
ner Nutzenfunktion der Investoren ist somit nicht mehr erforderlich. Als weitere
Beispiele f�ur zinsstrukturkonforme Modelle sind die Ans�atze von Sandmann und
Sondermann [30], Black, Derman und Toy [2] sowie von Black und Karasinski [3] zu
nennen. Sie unterscheiden sich lediglich in ihren Annahmen �uber das stochastische

Verhalten der Zinsstruktur bzw. bez�uglich der exogen gegebenen Daten (jeweils Zins-
struktur und Volatilit�atsstrukturen f�ur Zinss�atze bzw. Anleiherenditen). Ausf�uhrlich

erl�auterte Beispiele f�ur die Anwendung zinsstrukturkonformer Modelle zur Bewer-

tung von Zinsoptionen �ndet man bei Madjlessi [24]. Heitmann [17] diskutiert die
Bewertung von Zinsfutures.

Liegt Zinsunsicherheit vor, kann neben der risikoneutralen Bewertung alternativ die

terminrisikoangepa�te Bewertungstechnik angewendet werden. Beide Methoden be-

ruhen auf dem Prinzip, da� k�unstliche Wahrscheinlichkeiten bestimmt werden. Bei
der risikoneutralenMethode erfolgt dies in der Weise, da� die erwartete Preisver�ande-

rung aller Finanztitel �uber die aktuelle Periode der risikolosen Verzinsung des ein-
gesetzten Kapitals entspricht. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, da� die mit

dem Aufzinsungsfaktor normierten PreiseMartingale darstellen. Die terminrisikoan-

gepa�te Methode berechnet k�unstliche Wahrscheinlichkeiten derart, da� die mit dem
Preis einer vorgegebenen Nullkuponanleihe normierten Preise aller Titel Martinga-
le sind, d.h. da� ihre erwartete Ver�anderung von Periodenbeginn bis Periodenende

null ist. Eine ausf�uhrliche Darstellung der beiden Bewertungsmethoden sowie einen
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beispielhaften Vergleich �ndet man bei Madjlessi und Schlag [25]. Jamshidian [21]

diskutiert die beiden Bewertungsmethoden in stetiger Zeit.

5.3 Lieferoptionen

Die Bewertung eines Anleihefutures mit Lieferoption, z.B. des an der LIFFE und

der DTB gehandelten BUND-Futureskontrakts, erfolgt in der Praxis h�au�g so, da�

der Forwardpreis auf die augenblicklich relativ billigste Anleihe berechnet und als

Futurespreis verwendet wird. Diese Vorgehensweise beinhaltet zwei Fehler: Erstens

stimmen Futures- und Forwardpreis bei Zinsunsicherheit nicht �uberein3, und zwei-

tens wird der Wert der Lieferoption vernachl�assigt. Die korrekte Vorgehensweise

besteht darin, in allen im Lieferzeitpunkt m�oglichen Zust�anden den Futurespreis als

das Minimum der Preise der lieferbaren Anleihen zu bestimmen und anschlie�end

auf dieser Grundlage den Futurespreis im aktuellen Zeitpunkt zu bestimmen. Dabei

kann wiederum die risikoneutrale Bewertungstechnik angewendet werden. Ritchken

und Sankarasubramaniam [28] sowie Heitmann [17] demonstrieren diese Methodik
anhand eines Beispiels, Madjlessi [26] sowie Madjlessi und Schlag [25] diskutieren sie
theoretisch. Berendes [1] f�uhrt eine empirische Untersuchung durch, um die Abwei-
chung zwischen Forward- und Futurespreis auf die beiden oben genannten Ursachen
zur�uckzuf�uhren.
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Fu�noten

1Der Handel in diesem Kontrakt wurde mittlerweile eingestellt.

2Man w�urde dann einfach den Zahlungsstrom zum niedrigeren Preis kaufen und
zum h�oheren Preis verkaufen. Diese einfache Idee ist wohl die Ursache daf�ur, da� als

dritter Einsatzbereich f�ur Derivate neben Spekulation und Hedging auch h�au�g noch
Arbitrage genannt wird. Im Gegensatz zu den beiden anderen Motiven ist jedoch die
Arbitrage unabh�angig von den �okonomischen Charakteristika des Derivats, so da�
sie im engeren Sinne kein Motiv zum Einsatz von Derivaten darstellt.

3Cox, Ingersoll und Ross [5] zeigen, da� der Futurespreis eines Titels, dessen
Wert mit steigendem Zinssatz f�allt (wie z.B. einer Anleihe), stets unter dem For-

wardpreis liegt. Es �ndet somit hier eine systematische �Ubersch�atzung des wahren
Futurespreises statt.
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