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Abstract

The objective of this dissertation is the derivation of a hierarchical formulation for the
differential and integral equations of a twelfth-order plate bending model for homogeneous
transversely isotropic materials, named after Poniatovskii and Reissner. The hierachical
characteristic means that the direct reduction from the twelfth-order equation system
automatically leads to corresponding systems of lower-order. By the first simplification
we obtain the sixth-order equation system of Reissner (and Mindlin) and, by taking the
limit of the thickness to zero or the shear stiffness to infinity, the fourth-order Kirchhoff
bending equation. The simplification from the twelfth-order to the sixth-order system is
performed by the selection of particular values for the two coupling variables.

The differential equations of the twelfth-order model are obtained by application of the
Hellinger-Reissner mixed variational principle. For the dimensional reduction we propose
as starting point an expansion of the displacements along the plate thickness in the form
of Legendre polynomials. In the sequel we determine the corresponding stress field in
order to evaluate the expression for the complementary energy density to be used in the
variational principle.

The weighted residual method leads to the corresponding system of hierarchical integral
equations allowing for the simultaneous BEM formulation of both, the sixth-order and
the twelfth-order plate models.

It is shown that the system of differential equations gives a better approximation of the
three-dimensional elasticity equations than displacement-based models. The hierarchical
reduction of the twelfth-order integral equations yields the known sixth-order equations
of van der Weeén, now for transversely isotropic materials.
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Kapitel 1

Einfiihrung, Stand der Forschung
und Ziele der Arbeit

1.1 Einfiihrung

Die Plattentheorie spielt eine grofle Rolle in der Ingenieurwissenschaft. Die verbesserten
Modelle von Reissner [78-80] und Hencky-Bolle-Mindlin [9,34,62] eignen sich fiir dicke Plat-
ten besonders gut, was fiir das klassische Modell von Kirchhoff [48] (siehe Timoshenko
und Woinowsky-Krieger [101]) nicht zutrifft. (Die Modelle von Reissner und Mindlin bzw.
Kirchhoff sind Modelle sechster bzw. vierter Ordnung, da die entsprechenden Differenti-
algleichungssysteme sechster bzw. vierter Ordnung sind.) Jedoch bedeuten die Vorziige
der REISSNERschen und MINDLINschen Modelle in keiner Weise, dass durch Verwendung
dieser Modelle zuverlissige Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungswerte erzielt wer-
den. Die Ursache ist, dass nur in seltenen Fillen die entsprechende Grundhypothese dieser
Modelle allgemeingiiltig ist, ndmlich lineare Variation der in-plane Verschiebungen (kon-
stante Rotationen) oder der in-plane Spannungen entlang der Plattendicke. Besonders
in Bereichen, in denen komplexe 3D-Spannungszustinde auftreten (Prinzip von Saint-
Venant), ist diese Grundhypothese nicht erfiillt. Um derartige lokale Phinomene erfassen
zu konnen, ist es notwendig und erwiinscht, verbesserte Plattenmodelle vorzuschlagen und
diese zu iiberpriifen.

Die Plattentheorie ist ein Zweig der Elastizitédtstheorie und Platten sind Grundele-
mente der Strukturmechanik. Die mathematischen Probleme, die mit Plattenuntersuchun-
gen verkniipft sind, haben neue grundlegende mathematische Ideen hervorgerufen oder
angeregt, wie z.B. die Verwendung des Variationskalkiils, um richtige und angemessene
Randbedingungen fiir Differentialgleichungen festzusetzen (Stoker 1942 [94]). Wir wollen
an dieser Stelle einige Verdffentlichungen iiber das klassische Plattenmodell, das bihar-
monische und sogenannte KIRCHHOFFsche Plattenmodell (Kirchhoff 1850 [48]) erwéhnen,
die u.a. mit den Namen von Poisson, Sophie Germain, Navier, Kirchhoff, Thomson (Lord
Kelvin) und Tait verkniipft sind (siehe Todhunter und Pearson 1960 [102], Love 1927 [56],
Timoshenko 1953 [99], Szab6 1972, 1976 [95,96], Jemielita 1991, 1993 [44,45]). Wir werden
uns von jetzt an mit der Entwicklung von Plattenmodellen beschiftigen, die hoherer als
vierter Ordnung sind. Trotzdem werden wir in einigen Félle, in denen es uns notwendig
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oder angemessen scheint, das KIRCHHOFFsche Modell néher erforschen, um das hier be-
trachtete Problem genauer zu erfassen. Wie schon erwihnt, die Ordnung eines Modells
bezieht sich auf die Ordnung des entsprechenden Differentialgleichungssystems.

1.2 Stand der Forschung

In Abbildung 1.1(a) ist eine unbelastete Platte mit einigen senkrecht zur Mittelfliche
verlaufenden Fasern dargestellt. Abbildung 1.1(b) stellt schematisch die Gestalt dieser
Fasern nach der Belastung dar. Die Verschiebungs- bzw. Spannungsverteilung strebt mit
zunehmender Entfernung von Stérungsgebieten (Rénder, Punkte mit rasch variierenden
Belastungen, usw.) der bei den KIRCHHOFFschen, REISSNERschen und MINDLINschen
Plattenmodelle angenommenen Losung zu (Schumann [90]). Die gestorten Gebiete, die
sich entlang des Randes eines Korpers ausbreiten, und die damit entstehenden Wirkun-
gen, ndmlich die Erhéhung der Spannungswerte, nennt man Randschichteffekte, die mit
dem SAINT-VENANTschen Prinzip verbunden sind (Schumann [90]). Die Ausdehnungen
dieser Gebiete sind stark von den Randbedingungen (Arnold und Falk [5]) und den Mate-
rialparametern abhéngig. Fiir einen Graphit-Epoxid-Verbundwerkstoff sind diese Gebiete
beispielsweise viermal groier als diejenige fiir einen isotropen Stoff (Choi und Horgan [16]).
Hohere anisotrope Verbundwerkstoffe weisen fiinfzehn Mal breitere Randschichtgebiete im
Vergleich zu isotropen Materialien auf.

7,

(@)

Randschichteffekt
'schwach stark

Lokale Effekte L‘ineare Verteilung
(b) der Verschiebungen

Abbildung 1.1: (a) Unbelastete Platte. (b) Platte unter zwei Einzelbelastungen mit der
schematischen Darstellung von Randschichtgebieten und lokalen Effekten.

Li und Babuska [53] analysierten eine eingespannte isotrope quadratische Platte
der Flidche 1x 1 und der Dicke h = 1/100 (diinne Platte) unter Wirkung einer gleichverteil-
ten Belastung. Die Elastizititslosung fiir das Biegemoment weist einen Randschichteffekt
auf. Ein Modell sechster Ordnung ist im Gegensatz zu einem Modell achter Ordnung
nicht in der Lage, diesen Effekt zu beschreiben. In Abbildung 1.2 sind die prozentualen
Fehler im Biegemoment M;; beider Modelle im Vergleich mit der exakten Losung der
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3D-Elastizitatstheorie dargestellt (fiir Punkte entlang der Achse x5 = 0 in der Nihe des
Randes z; = 0,5). Die numerischen Werte wurden mit einer FE-Methode berechnet. Die
Fehler beider Modelle sind ungefihr Null fiir |z;| < 0,4930. Die Breite der Randschicht ist
O(h). Dieses einfache Beispiel zeigt, dass die meist verwendeten Plattenmodelle sechster
Ordnung manchmal versagen bei der Beschreibung lokaler Effekte. Es ist daher sinnvoll,
Plattenmodelle h6herer Ordnung zu untersuchen.

Dass die verbesserten Modelle sechster Ordnung von Reissner [80,81] und Mind-
lin [62] nicht ausreichen, um wichtige Eigenschaften des Problems hinreichend genau dar-
zustellen, beruht meistens auf Randschichteffekten. (Delamination von Platten aus Ver-
bundwerkstoffe wire auch zu nennen) Randschichteffekte hingen mit dem Abklingverhal-
ten von Losungen elliptischer Randwertprobleme zusammen (Mieth [61]). Die Bedeutung
dieser Erscheinungen auf verschiedenen Gebieten der Technik ist in den Arbeiten von
Horgan und Knowles [37-39] zusammengefaflt.

M4(% Fehlern)

Ax
(-0,5,0,5) (0,5,0,5) 30 Plattenmodell d-(1,0)
(Modell sechter Ordnung)
25
20
- 15
N Plattenmodell d-(1,2)
1 10 (Modell achter Ordnung)
5
X1
O T t T
(0.5,-0.5) (0.5,-0.5) 0, 499 0, 4995 0,5
(a) (b)

Abbildung 1.2: (a) Eingespannte Platte der Dicke h = 1/100. (b) Prozentuale Fehler des
Biegemomentes M, fiir zwei Plattenmodelle in Randnéhe, x5 = 0.

Dank der Arbeiten von Lurje [58,59], Reissner [81,83,84], Poniatovskii [68], Vlasov
und Leontjev [112], Aksentian [3], Iyvengar, Chandrashekhara und Sebastian [41], Cheng [14],
Barrett und Ellis [7], Preufler [72,73], Chen und Archer [13], Lewinski [51], Prusakov [74]
u.a., ist heute bekannt, welche Bedingungen ein Modell erfiillen muf}, um die auftretenden
physikalischen Effekte addquat zu erfassen. Diese Bedingungen wurden beispielweise von
Gregory [30], Schwab und Wright [92] und Li, Babuska und Chen [54,55] streng mathema-
tisch gefalt und bewiesen. Es gibt z.Zt. vollstéindige Losungen nur fiir isotrope Materialien,
siehe Gregory [30], Schwab und Wright [92] und Li, Babuska und Chen [54,55]. Die Differen-
tialgleichungen der 3D-Elastizititstheorie fiir das Biegeproblem bei transversal-isotropem
Material wurden teilweise von Zhong und Luo [118] abgeleitet. Kiirzlich ist eine Arbeit von
Rossle, Bischoff, Wendland und Ramm [88] erschienen, in der das Modell d-(1,2) achter
Ordnung mathematisch analysiert wurde.

Lurje [57] und Vlasov [110]' haben 1936 bzw. 1955 eine symbolische Methode
entwickelt, um analytische Losungen einer Schicht (Scheibe + Platte) zu konstruieren

!Die Methode von Vlasov heifit Methode der Anfangsfunktionen (MIF - Method of Initial Functions).
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(siehe auch Lurje [58], Vlasov [111] und Dzanelidze [21], und besonders die Biicher von
Lurje [59] und Vlasov und Leontjev [112]). In diesen Arbeiten wurde gezeigt, dass die Ela-
stizitdtslosungen dieser Probleme als unendliches Produkt modifizierter HELMHOLTZscher
Gleichungen dargestellt werden kénnen (siehe Tabelle 1.1), die transzendente symbolische
Gleichungen sind (siehe Vlasov [111]). Es lassen sich mit dieser Methode dicke Verbund-
schichtplatten analysieren. Fiir einige Fille ergibt sich, dass Modelle hoherer Ordnung
notwendig sind [41-43]. Celep [12] hat die MIF zur Ermittlung der Eigenfrequenzen von
dicken Kreisplatten angewandt. Die erfolgreiche Anwendung dieser Methode auf schwie-
rige Plattenaufgaben wird beispielweise in der Arbeit von Galileev, Matrozov und Ver-
izhenko [27] realisiert, wobei eine Platte mit vierzig verschiedenen isotropen, transversal-
isotropen und orthotropen Schichten analysiert wurde. Cheng [14] hat die transzendenten
Gleichungen von Lurje/Vlasov erneut abgeleitet. Diese Gleichungen ergeben sich direkt
aus der dreidimensionalen Elastizitétstheorie.

Tabelle 1.1 zeigt ein Differentialgleichungssystem, dessen Ldsungsvektor exakt
den dreidimensionalen Spannungs-Verzerrungszustand fiir den Fall einer homogenen iso-
tropen Platte beschreibt,? wobei A der LAPLACEsche Operator, h die Plattendicke und
U, &, © drei Potentialfunktionen sind.? Dieses Gleichungssystem ist deshalb besonders
wichtig, da damit die Eigenschaften, d.h. genauer die Modellierungsfehler, von Platten-
modellen abgeschétzt werden kénnen.

Tabelle 1.1: ,Exaktes Modell“ des isotropen Plattenbiegungsproblems.

Name Differentialgleichung Koeffizienten

Kirchhoff [48] AU =0 -
(RPA = S2)® =0 Spi=(2n— )7

—8

Levy [50] (Schubzustand [14])

n=1

—13

Papkovich-Fadle [24,66] (RPA—=P>)© =0 P,:={)\sinA =)\ Re(\) >0}

i
1

Die drei Gleichungen in Tabelle 1.1 haben bestimmte Eigenschaften, die inne-
re und lokale (Randschicht-) Effekte beschreiben. Die Wurzeln der Gleichung sin A = A,
Re (\) > 0, weisen aufler der trivialen Losung Null, die mit der Differentialgleichung
A%V = (A? — 0) U = 0 assoziiert ist, nur komplexe (nicht reelle) Werte auf, die symme-
trisch in den vier Quadranten verteilt sind. Die Koeffizienten P, sind durch die Wurzeln
A, so definiert, dass Re(\;) < Re()\;) fiir 0 < ¢ < 7, und A\y; = o1 fiir Im (Ag;_1) > 0.
Die ersten Koeffizienten der Differentialgleichungen (letzte Spalte der Tabelle 1.1) sind
in Tabelle 1.2 angegeben. Die Funktionen ¥, & und © bestimmen exakt die Losung
des 3D-Elastizitatsproblems fiir die Biegung einer Platte. Plattenbiegungsmodelle kénnen
demzufolge iiberpriift werden, indem man die jeweiligen Gleichungen mit den Gleichungen
in Tabelle 1.1 und den entsprechenden Koeffizienten in Tabelle 1.2 vergleicht.

Wir présentieren in Tabelle 1.3 zwei Plattenmodellgruppen, die sich beziiglich
der gewihlten Ansiitze (siehe Noor und Burton [64]) unterscheiden:

28, und P, sind analytische Werte der 3D-Elastizitéitstheorie.
3Fiir die Verkniipfung dieser Potentiale mit den Spannungen o;; siehe z.B. Gregory [30].
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Tabelle 1.2: Die ersten Koeffizienten der Differentialgleichungen in Tabelle 1.1.

S, =7~ 3,141593 | P, = 7,497676 + 2, T68678i
Sy = 3w~ 9,424778 | P, = 7,497676 — 2, 768678i
Sy = 57~ 15, 707963 || Py = 13,899960 + 3, 352210

d-Gruppe: Es wird von einer a-priori-Annahme iiber den Verlauf des Verschiebungsfel-
des in Richtung der Plattendicke ausgegangen;

s-Gruppe: Es wird von einer entsprechenden Annahme beziiglich des Verlaufes des Span-
nungsfeldes ausgegangen.

Die Klassen in den d- und s-Gruppen sind mit einem Paar (n,, ny) gekennzeichnet,
das urspriinglich mit dem Grad des Polynoms des Verschiebungsfeldes verkniipft ist, siehe
Gl. (2.1); n, bzw. ng stellen die Polynomgrade der in-plane Verschiebungen bzw. der
transversalen Verschiebung dar.

Die wohlbekannten Plattenmodelle von Mindlin [62] (siehe auch Hencky [34] und
Bolle [9]) bzw. Reissner [78-80] stellen die Urspriinge der Modelle der d- bzw. s-Gruppe
dar. Da die in-plane Verschiebungen bzw. die transversale Verschiebung dieser Modelle
durch lineare (n, = 1) bzw. konstante (ns; = 0) Polynome dargestellt ist, werden diese
Modelle d-(1,0) bzw. s-(1,0) genannt.

Im russischsprachigen Raum sind einige beachtenswerte Arbeiten iiber Platten-
modelle der s-Gruppe erschienen [3,74,75], die sich meist auf Arbeiten von Poniatov-
skii [68] und Vekua [108] stiitzen. Eine Besonderheit dieser Arbeiten ist, dass die Grundva-
riablen (Verschiebungen und Spannungen) durch LEGENDREsche Polynome entlang der
transversalen Richtung approximiert werden. Aufler diesen Verfassern waren Mindlin und
Medick [63] die ersten, die eine Entwicklung der Verschiebungen durch LEGENDREsche
Polynome eingefiihrt haben (nach einem Hinweis von W. Prager, sieche Mindlin und Me-
dick [63]).

Die Fehler in den Koeffizienten S;, Sy, P, und P, der Plattenmodelle aus Tabel-
le 1.3 sind in Tabelle 1.4 zusammengefafit.* Der Koeffizient 4=(1.9)S; weist keinen Fehler
auf, da die MINDLINsche Nachkorrektur verwendet wird. Ein korrekturfreies Modell ergibt
d=(10)G; = 3,4641 bzw. einen Fehler von 10,2658% (siehe Schwab [91]). Die verschiede-
nen Koeffizienten ¢~("»7) P, (und auch *~("")P,) sind komplexwertig und hingen von
der Querkontraktionszahl v (fiir isotrope Materialien) ab im Gegensatz zu denjenigen der
Elastizitdtstheorie, den PAPKOVICH-FADLEschen Eigenwerten, die fiir isotrope Materia-
lien konstant sind, siehe Schwab und Wright [92]. In Abbildung 1.3 sind die Real- und
Imaginérteile einiger diesen Koeffizienten fiir 0 < v < 0,5 dargestellt.

4d=(nrns) g und 4= (nrns) Pobzw. s=(nmns) S, und $~(rne) Pogind Niherungswerte der Plattenmo-
delle der d- bzw. s-Gruppe.
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Tabelle 1.3: Einige Plattenbiegungsmodelle fiir isotrope Materialien.

Gruppe | Klasse | Ordnung des Dgl.
Dgl.-Systems
(1,0) 4 A2¥ = ()
AT =0
(1,0) 6
(R?A — =0982)$ =0
d

AT =0
(3.2) 12 [ (h2A — ==6252) & = 0

n=1

2

[T (R*A — ¢=G2P2)e =0

n=1
AT =0

(1,0) 6

(WA — =~ 10sH @ =0
S A% =0
(3.2) 12 [T (722 — * 42820 0

) n=1
[T (R*A—GIPYo=0 (x)

n=1

(x) Wird in dieser Arbeit hergeleitet, sieche Gl. (6.19b).

Prusakov [74] gibt den Wert *~(®2 P, = 7,331 + 3,076 an,® der fir v = 0,3
gilt.® Dieser Punkt ist in Abbildung 1.3 zusiitzlich gezeigt. Wenn wir die Approximations-
ordnung erhéhen, werden die oben gezeigten Koeffizienten natiirlich besser approximiert.
Schwab und Wright [92] geben z.B. die Koeffizienten fiir Plattenmodelle der d-Gruppe
bis zur Ordnung 26 an. Alle Koeffizienten 4~("~") P, von Schwab und Wright [92] weisen
reelle und komplexe Werte auf. Nur wenn die Zahl dieser Koeffizienten ungerade ist,”
werden die ersten komplexwertigen Koeffizienten relativ gut approximiert. Man kann er-
kennen, dass bei v = 0,3 die Werte von Prusakov [74] komplexwertig sind (¥ (2 Py =
7,331 & 3,076i), wihrend Schwab und Wright [92] reelle Werte (4~G2 P, = 7,973892
und G2 P, = 10,384875) angeben. Erst mit einem Modell 14. Ordnung werden fiir
die ersten PAPKOVICH-FADLEschen Koeffizienten befriedigende Werte erreicht, ndmlich
d_(3’4)P1(2) = 7,503 £ 4,139i. Die prozentualen Fehler (Real- und Imaginérteile) dieser
zwei Modelle sind 3,527% bzw. 11,087% fiir das Modell s-(3,2) und 1,263% bzw. 49,476%
fiir das Modell d-(3,4). Das Modell s-(3,2) zwolfter Ordnung weist noch bessere Koeffizi-
enten als das Modell d-(3,4) 14. Ordnung auf. Schwab und Wright zeigen, dass ein Modell

5In der vorliegenden Arbeit wird der entsprechende Wert *~(32) P; = 7,302 + 3, 080i abgeleitet.

6Ich konnte die originelle Referenz nicht finden: Shlenev MA, Asymptotic method for solving the
boundary-value problems of Vekua plate theory. In: Proceedings of the First All-Union School on Nume-
rical Methods for Calculating Shells and Plates (in russisch), Tbilisi University, Tbilisi, 1975, S. 269-289.

"Das entspricht den Modellen d-(3,4), d-(5,6) und d-(7,8), die Modelle 14., 20. und 26. Ordnung sind.
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Tabelle 1.4: Koeffizienten und entsprechende Fehler der Dgl. in Tabelle 1.3.

d-(1.0) g, T~ 3,141593 0%
©625, | (/245 - VI605] ~3,142467 | 2,8 % 10°%
=628, | \/2[45 + V/I605] ~ 13,043194 38, 3926%
-32)p, \/ = [3 6(7v — 2)] f(v)
oop, | P [ Vo9 fv)
s—=(10) g, V10 & 3,162278 0,6584%
s=(3:2) G, 2y/[14 — V133] ~ 3,141616 7,4 x 107'%
(323, 24/ (14 + V133] ~ 10, 105951 7,2275%
—(3.2) p, \/ o) [154 +i 77%] (%) fw)
=62)p, \/ sy Nis—i 2] Gy | f)

(x) Werden in dieser Arbeit hergeleitet, siche Gl. (6.21).

20. Ordnung benotigt wird, um den ersten PAPKOVICH-FADLEschen Koeffizienten mit
einer Genauigkeit von einer Ziffer darstellen zu konnen (Real- und Imaginérteil). Als Fol-
gerung schlieflen Schwab und Wright: Um das Randschichtproblem befriedigend l6sen zu
konnen, mufl man mindestens mit einem Modell 20. Ordnung arbeiten. Diese Folgerung
gilt jedoch nur fiir Plattenmodelle der d-Gruppe.

Die ersten Randelementmethoden zur Lésung der REISSNERschen bzw. MIND-
LiNschen Plattenmodelle wurden 1981 bzw. 1987 von van der Weeén [105-107] bzw. de
Barcellos und Silva [19] entwickelt (sieche auch Beskos [8]). Antes [4] hat statische und
dynamische Probleme mit dem s-(1,0) Modell gelést. Hartmann [33] hat Platten mit
dem d-(1,0) KIRCHHOFFschen Modell analysiert (statische Analyse). Numerische Instabi-
litdtsprobleme, wie z.B. das ,,Locking“-Phédnomen, die bei der FEM-Lo6sung von Platten-
aufgaben unter Einschluf} der Schubdeformationen gewo6hnlich auftreten, erscheinen bei
BEM-Verfahren nicht [114]. Trotzdem ist die Anzahl der Arbeiten, in denen die BEM fiir
Plattenaufgaben angewandt wird, im Vergleich zu Arbeiten mit der FEM, sehr gering.

Der Stand der Forschung wird folgendermaflen zusammengefafit:

1. Plattenmodelle hoherer Ordnung sind eine relativ neue Entwicklung der Elastizitéts-
theorie und angewandten Mathematik. Die ersten Modelle der s-Gruppe der Ord-
nung grofer als s-(1,0) wurden in der ersten Hélfte der sechziger Jahre von Ponia-
tovskii [67-70] entwickelt und blieben bis heute erstaunlicherweise fast unbekannt.®

8Poniatovskii erkannte zuerst (anscheinend ohne Kenntnis der Arbeiten von Lurje und Vlasov), dass
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Abbildung 1.3: Real- und Imaginérteile des ersten PAPKOVICH-FADLEschen Eigenwertes,
0<v<0,5.
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Abbildung 1.4: Die PAPKOVICH-FADLEsche Koeffizienten eines Modells vierzehnter Ord-
nung.

1983 hat Reissner [83] das s-(3,2) Modell nochmals hergeleitet, obwohl das Modell
schon von Poniatovskii entwickelt wurde (siehe Jemielita [45]).

2. Es wurden bis jetzt keine Integralgleichungen fiir Plattenbiegungsmodelle héherer
Ordnung entwickelt. Es sind heute nur die Integralgleichungen und die entsprechen-
den Fundamentallosungen fiir die Modelle d-(1,0) und s-(1,0) ausgearbeitet. Nur die
Modelle vierter und sechster Ordnung wurden bisher in Integralgleichungsdarstel-
lung abgeleitet.

3. Die numerische Losung dieser Plattenmodelle zur Behandlung konkreter Ingenieur-
aufgaben wurde meistens mit der FEM durchgefiihrt, wobei sich fast nur auf Modelle
der d-Gruppe beschrinkt wird. Fiir Modelle der s-Gruppe ist die Zahl der Anwen-
dungen sehr gering.

4. Am Institut fiir Technische Mechanik der Universitéit Karlsruhe wurde in den letz-
ten Jahren intensiv das Plattenmodell s-(1,0) untersucht. Es wurde eine allgemeine
Integralgleichungsdarstellung fiir transversal-isotropes Materialverhalten hergeleitet
und die darin notwendige allgemeine Fundamentall6sung analytisch berechnet und
numerisch mit der BEM gelost. Diese Fundamentallésung unterscheidet sich von den
anderen entsprechenden Fundamentallosungen, weil es die einzige widerspruchsfreie

das durch ein Variationsprinzip abgeleitete Plattenbiegungsmodell mit drei verschiedenen Differential-
gleichungstypen darstellbar ist, die in Tabelle 1.1 gezeigt wurden. Das dreidimensionale Spannungsfeld
wurde durch LEGENDREsche Polynome dargestellt.



Kapitel 1. Einfiihrung, Stand der Forschung und Ziele der Arbeit

Fundamentallgsung ist, da im Grenzfall Plattendicke h — 0 und/oder Schub-
verzerrungen in zs-Richtung v,3 — oo sich sinnvollerweise die KIRCHHOFFsche
Fundamentallsung, siehe Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117], ergibt. Die
Zerlegung dieser allgemeinen Fundamentallésung ermdoglichte eine einheitliche Inte-
gralgleichungsdarstellung fiir die KIRCHHOFFsche, REISSNERsche und MINDLINsche
Plattenbiegungsmodelle, sieche Westphal Jr., Andrd und Schnack [115].

1.3 Ziele der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung der Analysis und Numerik fiir zwei hierarchi-
sche Klassen von Plattenbiegungsmodellen der s-Gruppe. Es handelt sich dabei um die
Plattenmodelle der s-(1,0)-Klasse (das REISSNERsche Plattenmodell sechster Ordnung)
und s-(3,2)-Klasse (das REISSNER-PoONIATOVSKIIsche Plattenmodell zwolfter Ordnung).
Obgleich die Formulierung der Modelle s-(1,0) und s-(3,2) angestrebt wird, werden die
Ausgangsgleichungen so allgemein formuliert, dass die Betrachtung von Modellen beliebi-
ger Ordnung (s-(1,2) achter Ordnung, s-(3,2) zehnter Ordnung (unendlich steif in trans-
versaler Richtung), s-(3,4) 14. Ordnung, usw.) mit wenig Aufwand erméglicht wird.

Ausgangspunkt der Modelle der s-Gruppe ist ein Ansatz fiir das Spannungs-
feld (assumed stress approach). Uber eine Extremwertbildung fiir das HELLINGER-REIS-
SNERsche Prinzip werden die Differentialgleichungen mit den entsprechenden Randbedin-
gungen hergeleitet. Aquivalente Integralgleichungen werden nach der Methode des ge-
wichteten Restes gewonnen. Alle Gleichungen werden zum ersten Mal in Differential- und
Integralgleichungsdarstellung ausfiihrlich in hierarchischer Gestalt formuliert.

Die Eigenschaften dieses allgemeinen Vorgehens werden es ermdglichen, die fest
mit Randschichtproblemen verbundenen Plattenaufgaben effektiv zu l6sen, da die lokalen
Randeffekte direkt von den Fundamentallésungen beschrieben werden. Im Gegensatz dazu
ist bei den z.Zt. iiberwiegend verwendeten FE-Methoden eine aufwendige lokale Netzver-
feinerung in Randnéhe notwendig, die stark von den Randbedingungen abhéngt. Derartige
Netzverfeinerungen sind bei den Integralgleichungsverfahren in keinem Fall notwendig.’

Das Verfahren zur Berechnung der Fundamentallésungen, die in den Randin-
tegralgleichungen als Referenzlosung verwendet werden, basiert auf der Methode von
HORMANDER und kann direkt fiir andere Probleme benutzt werden. Insbesondere zur
Berechnung der allgemeinen Fundamentallésung des Problems zwolfter Ordnung kann die-
ses Verfahren eingesetzt werden. Die zunéchst unbestimmten Konstanten dieser Losung
werden durch Anwendung der Distributionstheorie, d.h. ohne Notwendigkeit von FOURI-
ERschen Transformationen, berechnet.

9Gemeint sind hier Netzverfeinerungen im Gebiet. Bei anderen Stérungsursachen, wie z.B. bei Ecken
und Kerben, sind Verfeinerungen des Randgebietes doch notwendig, um die entsprechenden Verzerrungs-
und SpannungserhShungen erfassen zu kénnen.






Kapitel 2

Die Grundgleichungen des
Plattenbiegungsproblems fiir
transversal-isotrope Materialien

2.1 Einleitung

Die Definitionen des Plattenvariablenfeldes, d.h. die Ansitze fiir Verschiebungen und
Spannungen, werden hier présentiert, wobei beide Felder explizit in Abhéngigkeit der
Querkoordinate x3 ausgedriickt werden. Aus einem allgemeinen Ansatz fiir die Verschie-
bungen wird ein entsprechender Ansatz fiir die Spannungen gewonnen. Dieses Spannungs-
feld ist die einzige Annahme, die wir fiir die Ableitung des 2D-Gleichungssystems benoti-
gen, und folglich ist die Qualitdt des Plattenmodells direkt von dem Spannungsansatz
abhingig. Es werden zusétzlich die Plattengleichgewichtsgleichungen fiir zwei Probleme
abgeleitet, ein System fiir das reale Problem und das andere fiir die Herleitung der Inte-
gralgleichungen und die Berechnung der Fundamentallosung.

Zur Variation der Indizes:

e kleine griechische Buchstaben variieren von 1 bis 2 (a, 3, 7, ... = 1, 2);
e kleine lateinische Buchstaben variieren von 1 bis 3 (i, j, k, ... =1, 2, 3);
e grofle lateinische Buchstaben variieren von 1 bis 6 (I, J, K, ... =1, 2, 3, 4, 5, 6).

2.2 Problemstellung und Anfangsdefinitionen

Sei V C R? ein beschriinktes mehrfach zusammenhiingendes Gebiet mit der konstanten
Plattendicke h = 2¢ > 0 in der z3-Richtung und der Mittelebenenfliche 2, V := Q C



2.2 Problemstellung und Anfangsdefinitionen

R* x [=h/2,h/2], wie es Abb. 2.1 zeigt. Das Gebiet Q@ C R® ist beschrinkt, mehrfach
zusammenhéngend mit dem LipscHITZstetigen Rand ' := 0Q; Q := QUT; [2,6,52]

Vi={x|TeN —c<x3<c};
S:={x|Tel,—c<uw3<cl
Ry ={z | T € Q3= *c};

T = (11,72) € R?; & := (71,22, 23) € R*. Die Réinder S bzw. I' lassen sich aus den

X1

Abbildung 2.1: Platte der Dicke h = 2¢ > 0.

Teilréndern S, und S; bzw. I, und I'; (DIRICHLETsche bzw. NEUMANNsche Teile) in der
Form S = S, U S, bzw. ' = T', U T, zusammensetzen. Es wirkt auf R, eine Belastung
¢3(®) (Kraft pro Flicheneinheit), so dass

1

0a3(m)‘$3:ic =0 und 033(36)‘I3:ic = :*:5(]3(5) :

Dies ist ein reiner Plattenbiegungszustand, siehe Friedrichs und Dressler [26], Lurje [59].
Die Randbedingungen sind:

ui(x) = u;(x) auf S, und  ti(x) =t;(x) auf S, |

wobei u;(x) die Verschiebungen und ¢;(x) die Komponenten des Randspannungsvektors
sind.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist folgender Ansatz fiir die Verschie-
bungen. Gegeben sei das Paar {r,s}, r,s € N. Als Produktansatz fiir das Biegeproblem
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wird

M

Ua() ==Y an 109 (®)cPo1(€) (2.1a)
Ic];l ;

us(®) =3 az(e1) 03" (@) g2 Pa-1 (6) (2.1b)
k=1

definiert, wobei d)gk)(i) die Plattenverschiebungen, & := x3/c, M := max{r, s}, P,(&) die

LEGENDREschen Polynome und a,, € R, n =0,...,2M — 1 sind. Weiterhin sind
agk—1 =0 fiir k>r (2.2a)
A2(k—1) ‘= 0 fiir k>s . (22b)

Zur Wahl der Koeffizienten a,, siche e.g. (2.37).

Die iiber den Querschnitt integrierten Plattenspannungen (auch Spannungsresul-
tierende genannt) ergeben sich gemifl dem Ansatz (2.1) durch

oB(@) = / tor1)0as(@)cPopy(€) des  ,  k=1,....r | (2.3a)
(k) (= ‘ d

O3 (33) = ag(k_l)O'ag(m)d—é_P(gk_l) (5) dl‘g s k= ]_, N (23b)

agg_r)(f) = / a(2k—1)033(x)cProk—1y(§) dus | k—r=1,...,s—1 . (2.3¢)

Es erweist sich als vorteilhaft, die transversalen Plattenspannungen wie folgt zu
schreiben:

oM(z) = ag’? (®) , (2.4a)

[0}

ok () = ol (7). (2.4D)

Das dreidimensionale Problem fiir die Bestimmung von u,;(x) und o;;(x) wur-
de auf eine zweidimensionale entsprechende Darstellung fiir die Bestimmung der zwei-
dimensionalen Plattenvariablen ¢§’“) (Z) und ag.c)(i) (genau gesagt, ag;) (), o) (%) und
ok=r+1) (7)) vereinfacht. Um die verschiedenen Variationsgrenzen der Indizes k in den
Plattenvariablen zu verdeutlichen, fassen wir die betreffenden Variablen in den folgenden
Vektoren und Matrizen zusammen.
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2.3 Stoffgesetz: Transversal-isotrope Materialien

. _ 1T .
[ @), oV@), ¢7@} , 1<k<min{r,s}
{00@} =8 { @), W@, 0 a<ks<r (250
{ 0, 0, qﬁgk)(i)}T , r<k<s
,
oM@ o @ o (=)
oP@) o (@) , 1 <k < min{r, s}
g(k)(f)
Sym
o (@) ol (@) 0
T@),, = o (@) 0 s<ksr, (2:5b)
0
Sym
0 0 oz
0 o (z) , r<k<s
U(k)(f)
\ Sym

(o}, = {{s"@) o ,{qu’(f)}f}T , (2.50)

r@)],,,, = @], @) (2.5d)

Wir haben 1 zum Index der Variablen in der linken Gl. (2.4b) addiert und dement-
sprechend

oW(F) == ¢5(T) (2.6)
definiert, um diese Variable (die Belastung) in 7'35;)(5), GL. (2.5b), einzufiigen.

Im néchsten Kapitel werden wir die beschreibenden Differential- und Integral-

gleichungssysteme fiir die Bestimmung der Plattenvariablen ¢>§’“’(§) und agﬁc) () ableiten.

2.3 Stoffgesetz: Transversal-isotrope Materialien

Der lineare Zusammenhang zwischen Spannungen o, () und Verzerrungen ¢;(x) ist nach
der VoigTschen Schreibweise ¢;(x) = s;j0,(x), I,J = 1,...,6 (siche Jones [46]). Ein
transversal-isotropes Material hat die Materialkonstanten E = F;, v = vy (der Elasti-
zitdtsmodul und die PoissoNsche Zahl der isotropen Fliche), Ej, G5, v13 und v3; (der
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transversale Elastizitdtsmodul, der transversale Schubmodul und die zwei transversalen
PoissoNschen Zahlen) mit der Beziehung Fv3; = Esvy3. Der (isotrope) Schubmodul ist
durch G = E/(2(1+v)) gegeben. Das Material 1a8t sich also durch fiinf Materialkonstan-
ten beschreiben. Mit den drei Stoffkonstanten

/ E3 G3 V3
= —_— = — = — 2
kE B ) kG G ) ku 3 ) ( 7)

wobei v3 1= /Vi3031, bekommen wir fiir ¢;;(x):

(@) = % {(1 1) ous(@) — v <0W(:c) + :—;(133(;,;)) M] | (2.82)
cos(@) = E—;aag(m) , (2.8b)
cs(@) = ]&ELE [o12() — vk oy () (2.8¢)

und fiir o, (x):

03 (®) =G |20 (@) + S50 @) +

2v 9
n F< (14 k20) ey (@) + (1 + V)k,,kEsg,g(:c)) 5aﬁ] , (2.9a)
705(2) =12 caa(@) (2.9b)
kiE
735(@) =5 [k,,usw(a:) +(1— )k 533(.7;)] (2.9¢)
mit
B=pB,u)=1—v—2u; . (2.9d)

Die Gleichungen fiir einen isotropen Stoff sind einfach zu gewinnen, indem man die drei
Stoffkonstanten in Gl. (2.7) gleich Eins setzt.

2.4 Das Spannungsfeld

Um die Plattengleichungen nach Reissner abzuleiten, ist es zunéchst erforderlich, den Ver-
lauf der Spannungen in der Plattendickenrichtung explizit als eine Funktion der transver-
salen Koordinate x5 auszudriicken (siehe Reissner [84]). Anstatt eines direkten Ansatzes fiir
die Spannungen zu benutzen, wie ihn Reissner [83,84] und Poniatovskii [67,68] angenommen
haben, werden wir nun den Verschiebungsansatz (2.1) verwenden, um die gewiinschten
Beziehungen zu gewinnen. Die Beziehungen zwischen Plattenspannungen und Plattenver-
schiebungen werden spéter hilfreich sein, um die nach dem HELLINGER-REISSNERschen
Variationsprinzip abzuleitenden ,neuen® Plattenverschiebungen physikalisch interpretie-
ren zu koénnen.

Zunichst sind die folgenden Gleichungen zu erfiillen:
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e Kinematikbeziehungen (e;;(x) ist der linearisierte Verzerrungstensor):

cii(®) = 5 [uas (@) + wso)] (2.10)

e Gleichgewichtsbedingungen (b;(x) sind wirkende Volumenkrifte) (z.B. Malvern [60]):
aij,j(:c) + bl(:c) =0 ; (211)
e Belastungszustand auf R.:

ous@)| =0, ow@)| = i%a(l)(i) | (2.12)

r3==tc r3==tc

Das Spannungsfeld wird nun fiir das Modell zwélfter Ordnung abgeleitet. Das
allgemeine Spannungsfeld fiir Modelle beliebiger Ordnungen ist im Anhang A présentiert.
Wir setzen r = s := 2 im Ansatz (2.1) und bekommen

vala) = ) @) + astf? @)} (55 ~3) s (2.130)
u3<w>:aoqsg”@)mzqsg%)%(1592—5— ) , (2.13D)

mit den Plattenspannungen aus (2.3) und (2.4)

c c 1 1.2
O'Sﬁ)(f) ::/ a104p(x)r3des | USB)(E) ::/ 030a5($)§ <5—3— >x3dx3 ,

—c c c2
(2.14a)
— ¢ . ¢ 1 .T2
oD (E) ::/_ ap0a3(x) dzs | o) (%) ::/_ a20a3(m)§ (150—;’— ) dzz , (2.14b)
¢ 1 x5 x2
oD (E) = / af,a?,g(a;)g <63—j —70=2 + 15) rydas (2.14c¢)
e c c

wobei die notwendigen LEGENDREschen Polynome

1 1
P& =¢ , P3(5)25(5§2—3)§ ; P5(§):§(63§4—70§2+15)§
verwendet werden.
2.4.1 Komponenten o,3(x)
Einsetzen von (2.13) und (2.10) in (2.9a) ergibt
N Y 2) )y L (%5
oas(@) = [ AY)(Z) + 15a2Baﬁ] vy +as AL (@) (55 3 ) s . (2.15)
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wobei

AR (@) = G |655(@) + 85 (@) + Mcbg’f;@)aaﬂ . k=12,
und

BO@) = 2L be o0 5

2
Die entsprechenden Plattenspannungen ergeben sich aus (2.14a):

23 g
ol =S [wAR@ + 1508l . o) = Tdal@ . (210

Aus (2.15) und (2.16) resultieren folgende Beziehungen zwischen Spannungen und
Plattenspannungen:
5 x3

@) = o | @) - oo (1- 5 5)| 2 2.17)

2¢2 |ay as 3 2

Die anderen Plattenspannungskomponenten ergeben sich aus den Gleichgewichts-
gleichungen (2.11)

Oap,6(T) + a3 3(T) +ba(x) =0 (2.18a)
O3a.0(€) + 033 3() + b3(x) =0 (2.18b)

2.4.2 Komponenten o,3(x)

Fiir den Verlauf der Volumenkrifte b, (x) iiber der Dickenrichtung wird eine &hnliche
Gleichung wie die oben abgeleitete Beziehung (2.17) angenommen (siehe Krenk [49])

hole) = o |

T2

) (@) — 5 m® @) (1 5”3—5)] T (2.19)

a 2a3 3 2 c

wobei die resultierenden Plattenvolumenkrifte m&k)(i) (k = 1,2) sich analog zu den GI.
(2.14a) ergeben

c c 1 2
mD(Z) ::/ arbo(z)zsdzs , mP(F) ::/ agbo ()= <5ﬁ— )xgdxg . (2.20)

¢ » 2

Nach Einsetzen von (2.17) und (2.19) in (2.18a) ergibt sich

uala) = 7o { o o) + ) @)
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und nach Beriicksichtigung der Randbedingungen (2.12),,

fol@®) = 4% {ail [afjﬁ)ﬁ (T) + m(al)(f)] _ 127% [afgﬁ (@) + m® (E)]}

und dementsprechend

S ] (B
oa3(x) = e\ 0op.4(T) +my’ (T) 2 +
7 2) 9) /— :U% :Ug
—2—0/2 [U ﬁ,ﬁ(m) + m&)(m)] 1-— 6; + 5; . (221)

Die entsprechenden Plattenspannungen ergeben sich aus (2.14b) zu

m—:@[m—— m—] m—:%[Q— ®—] 2.2
@) = 2L ol @) @] @ =2 [0, @)+ mP@)] . (222)

In diesem Fall ergeben sich die Beziehungen zwischen Spannungen und Platten-
spannungen aus (2.21) und (2.22)

oos(@) = [EUS)(E) < _ 5”—3) _ o) (1 - 6i—§ +5i—§>] L @)

8c | ap

2.4.3 Komponente o33(x)

Der Verlauf der Volumenkraft bs3(x) entlang der Plattendicke wird in diesem Fall ange-
nommen

by(@) = — ng})@) (1 - ”J—§> T () (1 6l +5i—§>] (2.24)

8¢ | ag c? 2a4 c?

mit den resultierenden Plattenvolumenkréften mgk) (%) (k = 1,2) analog zu den GI. (2.14b)

c c 1 2
mél)(i) ::/ apbs(x) dzs m:(f)(i) ::/ a2b3($)§ <15%— )dx3 . (2.25)

—C —C

Nach Einsetzen von (2.23) und (2.24) in (2.18b) wird

(@) = 5 {2 [ot@ +mi@)] (2 - 2+

c 3c3
3 5

@+ @] (225 E) 4 e

c

Q,

o~

erhalten und mit Beriicksichtigung der Randbedingung (2.12):

h@) = |00 @) + o (oli@) + @) |

Qo
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Fiir Biegeprobleme gilt zusétzlich die Bedingung

o33()] =0= f3(x) =0 ,

x3=0 "
woraus folgende Plattengleichgewichtsgleichung resultiert

@) = o @ +ml @) (2.26)

Die Plattenspannung o® (%) ergibt sich aus (2.14c)

oD (@) = 2 o (@) + (@) (2.27)

Damit ergibt sich die letzte Komponente des Spannungstensors

s () = é {20-(1)(5) ( s _ x—§> + B o <ﬁ Ty 53)} L (2.28)

c 3 2c2as c b

Im Anhang A wird das Spannungsfeld fiir beliebige Werte r und s im Ansatz
(2.1) abgeleitet und nicht wie hier fiir den speziellen Fall r = s := 2. Mit den Sétzen A.0.1
bis A.0.3 wird gezeigt, dass die von Reissner [83] abgeleiteten Gleichungen des Modells
zwolfter Ordnung ein Spezialfall der von Poniatovskii [67,68] abgeleiteten Gleichungen
sind. Deshalb nennen wir das entsprechende Modell zwolfter Ordnung das REISSNER-
PonriaTovskiische Plattenmodell, siehe Jemielita [45].

Poniatovskii hat einen a priori Ansatz fiir die Spannungen mittels LEGEND-
REscher Polynome benutzt, wihrend Reissner einige Uberlegungen herangezogen hat, um
ein verniinftiges (siehe Ramm [76]) Spannungsfeld vorzuschlagen (ohne eine einzige Re-
ferenz zu LEGENDREsche Polynomen). Weder Poniatovskii noch Reissner haben gezeigt,
wie das entsprechende Verschiebungsfeld aussieht.

2.5 Definition der Platteneinheitseinzelbelastungen

Um die Fundamentallsung fiir das Plattenproblem abzuleiten, ist ein System von Plat-
teneinheitseinzelbelastungen (Momente und Kréfte) notwendig, die in der Plattenebene
x5 = 0 wirken. Die Variablen fiir dieses Problem werden mit einem zuséatzlichen oberen In-
dex x gekennzeichnet. Die eigentlichen 3D-Einheitseinzelkrifte b (x) werden durch (2.19)
und (2.24) gegeben

b () = 3 [im*(l)(i) — Lm*@)(@)( — §:v_§>} x_;” , (2.29a)

2¢2 | ay 2a3

16 . 3 T
bg(a:):%{a—omg)(l)(f)( —ﬁ>——m3<2>(f) (1—6%+5%>] . (2.29b)
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Die Platteneinheitseinzelbelastungen m:(a) (Z) entnehmen wir aus den Gleichun-

gen (2.20) und (2.25)
2
(5% — 3) XT3 d.ﬁUg s
(2.30a)

* ¢ * ¢ ]_ 2
my () = ao/ Bi(x)des , miP (@) = aQ/ by(z)= (155 -~ ) dzs . (2.30b)

c c

¢ ¢ 1
m‘&(l)(f) = al/ bZ(m)x?, dx?) ) mZ(Z)(E) = a3/ bg(iﬂ)?

C C

Die Darstellung der Einheitseinzelbelastungen fiir beliebige Punkte ) = @ sind
dann durch

m;@(Q) = 8(P,Q)m}'™(P) (2.31)

)

definiert, wobei P,@ € €. Weiterhin sind §(P, Q) eine DIRACsche Distribution auf den
Punkt P und m:(a) (P) die eigentlichen Einheitseinzelbelastungen, die im Punkt P wirken.

Dabei sind mi ") (P) Einheitseinzelbiegemomente und m’;(l) (P) ist eine Einheitseinzelquer-
kraft. Diese Belastungen sind mit dem Modell sechster Ordnung assoziiert und haben eine
lineare bzw. quadratische Verteilung entlang der Plattendicke. Schliellich sind mz(z)(P)

und m’;@) (P) die entsprechenden Einheitseinzelbelastungen hoherer Ordnung, die kubisch
bzw. biquadratisch verteilt sind.

2.6 Zusammenfassung der Grundgleichungen

Die Grundgleichungen des Modells zwolfter Ordnung sind hier zusammengefafit und in
einigen Fillen leicht modifiziert.

e Verschiebungsfeld (aus den Gleichungen (2.13)):

2a 21 5 a2
uq(x) = alqﬁg)(f)xg — 73¢512) (E)Z <1 — gc_;))) T3 (2.32a)
% 21 22
un(e) = auel) (@) - 220 @) 2 (1-55) (2.320)

e Spannungsfeld (aus den Gleichungen (2.17), (2.23) und (2.28)):

371 oy, T (o, 5a3\] 23

%05(2) = 33 L—;’iﬁ) @)~ oo @) (1 50—3)] r (2.33a)
116 . x2 7 . x2 xh

O'ag(w) = % |:a—00'((11) (33) < — C—;))) — 2—(120'&2) (33) (]. — 66—3 + 5C_Z>:| 5 (233b)

732(@) = § {2&”@) ( - x—§> + 2B o) (1 L 3”—3)} D28
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e Definition der Plattenspannungen (aus den Gleichungen (2.14)):

Usﬁ)(i) ::/ a10q5(x)rsdes (2.34a)
_ “ —2a 21 > w3
0&26)(3") ::/ 7 3Uaﬁ( )— 1 (1 - 5;) rzdrs (2.34b)
o\ (@) 3:/ apoa3(T) dzy (2.34c¢)
‘=2 21 3
o (T) ;:/ %goﬁ( )4 <1—5 ) dzs (2.34d)
_ ¢ 2c%a 693 3 ah
o) () ::/ W;Ugg( )16 5 (15 - 70 +63 > rgydrs ; (2.34e)

e Plattengleichgewichtsgleichungen (aus den Gleichungen (2.22), (2.26) und (2.27)):!

Qo _ _ _

o otis@ +ml@)] —ol@ =0 . (2.352)
a3 — — _

= oBs@ rmP@)] —ol@ =0 . (2.35D)
ia;)a @)+ oM @) =0 , (2.35¢)
ayg

2

9;;;5 0@ () + 0P (@) =0 ; (2.35d)

e Plattengleichgewichtsgleichungen fiir die Fundamentallosung (aus den Gleichungen
(2.22), (2.26) und (2.27)):

ao *(1) /= * = * -
e itm] om0
az 2) = - T

- [02%7)6(:1:) +m§(2)(:c)] (@) =0 , (2.36b)
@ +mi @) =0 (2.36c)
_ 2

9; as [Uz(i) (f) + m§(2) (E)] + O—*(Z) (f) =0 . (236d)

a9 ’

Durch feste Werte der Konstanten a; lassen sich obige Gleichungen vereinfachen.
Wir wéhlen speziell, um die obigen Gleichungen zu vereinfachen,

7 7 799
Cl()::l, al:zl, g ‘= ——= , as ‘= —= , as ‘= =——=

53 (2.37)

'In diesem Fall sind die Belastungen m(a) (%) = 0, da nur die Querbelastung ¢(!) (%) wirkt, siehe die

(5)( )

Grundannahmen am Anfang des Kapitels. Die Momente m werden wir spiter brauchen, um die

Plattenverzerrungen interpretieren zu kénnen.
2In diesem Fall ist die Belastung o(!)(Z) = 0, da nur die Einheitseinzelbelastungen m*(

(siehe Gl. (2.31)).

T) wirken
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In diesen Fall erhalten wir die schon bekannten Verschiebungen, Spannungen und Platten-
gleichgewichtsgleichungen, siehe Lewinski [51]. Lewinski hat das richtige Verschiebungs-
feld des Modells zwolfter Ordnung vorgeschlagen, das zusétzlich mit dem REISSNERschen
Spannungsfeld die Differentialgleichung des Problems liefert, indem beide Felder im HEL-
LINGER-REISSNERschen Prinzip substituiert wurden. Aber es wurden keine direkten Ver-
bindungen zwischen Verschiebungen und Spannungen angegeben. Dies ist neu in dieser
Arbeit.

Es ist sinnvoll, die Grundgleichungen mit den speziellen Konstanten (2.37) zu
wiederholen, da diese Gleichungen oft benutzt werden.

e Verschiebungsfeld (Lewinski [51]):

uo(x) = ¢V (®) 235 + o2 (5)% (1 - gi—;) T3 (2.38a)
(1) oy | 1 (2) (21 AN
w(e) = o (@) + o (@) (1 - 5;) , (2.38h)

e Spannungsfeld (Reissner [83]):

Oop() = % [agg(f) +ol)@) (1~ gié)] =, (2.39)
Oa3() = % [609(@) < — i—§> + 0P (®) <1 - 632—2% + 532—%)} : (2.39b)
o33() = é [2(;(1)(@) < — i—?) + 0 (E) <1 - 252—2% + i—%)] x—c?’ ; (2.39¢)
e Definition der Plattenspannungen:
o)) == / " us(@)zs drs | (2.40a)
o 3(@) = /_ aaﬁ(m)% (1 _ g%) 2y das (2.40b)
o(T) == /C Oa3(x) dzs (2.40¢)
o) (F) = /_ Ccaag(a:)% (1—5”;—§> dzs | (2.40d)
o (F) = /_Cc 033(:1:)% (15 — 70i—§ + 63i—§> rydes (2.40e)

e Plattengleichgewichtsgleichungen:

O—(Efﬁ),ﬁ(i) _ O—ag) (E) + mg) (5) =0 , (241&)
O_((f’)a(f) + O—(f)(f) =0 ; (241b)
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e Plattengleichgewichtsgleichungen fiir die Fundamentallésung:

0;536’)6 @) — O (@) + m O @) =0 , (2.42a)
o () + miV (@) =0 | (2.42b)
o8 @) + 0O (@) + (@) =0 . (2.42¢)

Vernachléssigt man jetzt in diesen Gleichungen alle Variablen mit dem oberen
Index 2, erhélt man genau die entsprechenden Gleichungen des REISSNER-MINDLINschen
Modells sechster Ordnung. Wenn man diese Eigenschaft der Gleichungen auf die abzu-
leitenden Differential- und Integralgleichungen iibertragen kann, hat man die vollsténdig
hierarchische Darstellung des Problems. Das wird im néchsten Kapitel gezeigt.

2.7 Beispiel fiir die Einheitseinzelbelastungen

Wir geben ein Beispiel fiir die Einheitseinzelmomente mz(g)(P) und Einheitseinzelkréfte

m’;(g)(P) und die entlang der Plattendicke verteilten Krifte b7(P) an. Aus (2.29) und
(2.30) und den Konstanten (2.37) ergibt sich

o 3 *(1 *(2 51‘% T3
B(P) = — |6V (P %) 4 @(p) (165 4 5% 2.43h
3()-@ my - (P) T2 +my 7 (P) —ngg ; (2.43b)

¢ ¢ 21 2
m*(P) ::/ b:(P)zsdzs , m*P(P) ::/ bx(P)— <1 - 52) zgdxs , (2.44a)

c c 4 3c?
*(1) - (2) “ 21 x3
my ' (P):= [ bj(P)dzs , m3 7 (P):= b3(P)Z 1 —59 dzs . (2.44b)
Zuerst setzen wir mZ(l)(P) =1 und mZ(Q)(P) = 0. Aus (2.43a) ergibt sich
3 T3
bi(P)=—— 2.45
(P)= 5 (2.45)

und beide Gleichungen (2.44a) sind erfiillt. Setzen wir nun mal) (P) =0und ma® (P)=1.
Aus (2.43a) ergibt sich

3 5z2\ T3

c

und beide Gleichungen (2.44a) sind wieder erfiillt. Die Einheitseinzelmomente und die
entsprechenden Kriifte (2.45) und (2.46) sind in Abb. 2.2 gezeigt.
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Abbildung 2.2: Einheitseinzelmomente mi® und die entsprechende Krafte 0.

Nun werden die Einheitseinzelkrifte untersucht. Setzen wir mj"(P) = 1 und
mg(z)(P) = 0. Aus (2.43b) ergibt sich

)= (1- —) , (2.47)

4c

und beide Gleichungen (2.44b) sind erfiillt. Setzen wir nun m’;(l) (P) = 0und m§(2) (P)=1.
Aus (2.43b) ergibt sich

1 .7/'2 .7/'4 X
*(P) = 1 3 T o3 ) 23 .
bi(P) 8¢ < 602 504> c ’ (2.48)

und beide Gleichungen (2.44b) sind wieder erfiillt. Die Einheitseinzelkriifte und die ent-
sprechenden Kréfte (2.47) und (2.48) sind in Abb. 2.3 gezeigt.

Abbildung 2.3: Einheitseinzelkrifte mg(g) und die entsprechende Kréfte b3.

2.8 Klassifikation der Plattenmodelle
Beziiglich des gegebenen Paares {r, s} der Gl. (2.1) entspricht der Grad der Approximation
dem Grad des Ansatzes und wird durch das Paar (n,, ns) beschrieben:

(ny,mg) == (2r — 1,2(s = 1)) ,

wobei n, die Ordnung der Approximation fiir u,(x) ist, wihrend ny die entsprechende
Ordnung fiir uz(x) ist.
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Nach dem Verfahren von Reissner [78-80,83] und Poniatovskii [67,68] hat man
die Moglichkeit, zweidimensionale Modelle durch den Produktansatz fiir die Spannungen
oij(x) zu gewinnen. Um die Plattenmodelle, die nach dem Verschiebungsansatz (2.1)
bzw. nach dem REISSNERschen Spannungsansatz gewonnen werden, zu unterscheiden,
definieren wir zwei Modellgruppen, die wir die d- bzw. s-Gruppe nennen.

Wir definieren jetzt die zwei Plattenmodelle, die wir untersuchen wollen.

1. Das einfachste Modell der Hierarchie entspricht dem einfachsten Fall min{r, s} :=
1 und r = s, ein Modell sechster Ordnung, das berithmte s-(1,0) REISSNERsche
Modell (bzw. d-(1,0) MINDLINsche Modell). Die transversale Belastung ist wie eine
vorgeschriebene natiirliche (nicht integrierte) Plattenvariable (geméf Gl. (2.6)) zu
betrachten mit (siehe (2.5))

(@)}, = {0 @@ &' @} (2.492)
V(@) ol @ o (@)
@], = |0 @) 0@ 0@ (2.49b)
o @ o'@ o(@)
oder mit der Schreibweise von Reissner [83]
My () Miz(z) Qi(T)
[T(@)] = M@ Mu@) Q)| - (2.49¢)

3x3

Reissner hat im Gegensatz zu Mindlin die Spannung o33 beriicksichtigt.

2. Wenn r = s := 2 ist, bekommen wir ein Modell zwélfter Ordnung der Klasse d-(3,2)
(Preufler [72]) oder s-(3,2) (Reissner [83]) mit

(o)}, = {8 @), ) @), o) @), 00 @), 0P @), 67 @ } . (2500

( (
1 1

oS(@) oD@ )@ o @®)|  (2.50b)
( (
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2.8 Klassifikation der Plattenmodelle

Die dazwischenliegenden Modelle r := 1,s := 2 und r := 2,5 := 1, d.h. die
Modelle s-(1,2) achter Ordnung (siehe Reissner [86], Rossle et al. [88]) und s-(3,0) zehnter
Ordnung (siehe Reissner [83]), werden nicht beriicksichtigt.



Kapitel 3

Hierarchische Herleitung der
Differentialgleichungen

3.1 Einleitung

E. Reissner [81] hat ein gemischtes Variationsprinzip formuliert, das als EULERsche Glei-
chungen die Differentialgleichungen der Elastizitétstheorie, d.h. die Gleichgewichts- und
die Konstitutivgleichungen, generiert, wobei die entsprechenden Randbedingungen auch
erfiillt sind.! Das Prinzip, heutzutage als das HELLINGER- REISSNERsche Variationsprin-
zip bekannt, wurde von Reissner selbst fiir die Bestimmung der Differentialgleichungen
des Plattenmodells sechster Ordnung (Reissner [78-80]) in der Weise angewandt, dass die
Differentialgleichungen direkt und einfach abgeleitet wurden (Washizu [113], Fraeijs de
Veubeke [25]) ohne Verwendung von LAGRANGEschen Multiplikatoren. 1983 hat E. Reis-
sner [83] das Prinzip fiir die Gewinnung eines Systems zwolfter Ordnung angewandt. Das
gleiche Prinzip wird im vorliegenden Kapitel verwendet, um gleichzeitig, d.h. auf hierar-
chische Weise, die Differentialgleichungen der Modelle sechster und zwolfter Ordnung zu
gewinnen.

3.2 Das HELLINGER-REISSNERsche Variationsprinzip

Es wird zunédchst nur der Fall r = s := 2 betrachtet, d.h. es wird das Modell s-(3,2)
beriicksichtigt. Da die Gleichungen hierarchisch abgeleitet werden, betrachten wir auto-
matisch auch das Problem sechster Ordnung.

Laut C.A. Truesdell [104] wurde das Variationsprinzip zuerst von M. Born fiir zweidimensionale
Probleme entwickelt, ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen. E. Hellinger hat gleichfalls das Prin-
zip fiir dreidimensionale Probleme, auch ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen formuliert. Das
Problem wurde vollstindig von E. Reissner betrachtet, indem ein Randintegral einbezogen wurde (sie-
he Bufler [11]). Das Funktional wurde aber tatséichlich schon 1916 in der Habilitationsschrift von G.
Prange [71] hergeleitet, sieche Bufler [11].
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Das HELLINGER- REISSNERsche Variationsprinzip lautet (siehe Reissner [84], Wa-
shizu [113])

—TIg(o,u) /// o) + o (x)u(x )] dz; dzy das — //al] yn;u;(x) des dl

(3.1)

wobei o und u das Spannungs- bzw. Verschiebungsfeld, n; die Komponenten des dufe-
ren Normalenvektors auf I' bezeichnen und B(o) die Ergéinzungsenergie? sind. Fiir ein
transversal-isotropes Material ist die Ergéinzungsenergie (bei Beriicksichtigung von (2.8))3:

1 2(1+v)
Y5 (1 +v)00300p — V0aa0ps + ———003003+

B(o) := i

2vk, 033
_ EUOMO':;?, kZ . (32)

Nun kann die Integration entlang der Plattendicke durchgefiihrt werden. Bei
Beriicksichtigung des Spannungsfeldes (2.39) und Integration beziiglich 3 ergibt sich

C

1
/B(a’) drs = 1,5 D [(1 +v) gg)agg) — Vag?aéz)] +

—C

n lg(én)a(f)agn) + Lot o©,m _ peng©,m (33
2 2

Y Y
mit
2B 21
11) . 12 21 22 11
D()—m’ D2 — pH ._ : D()_ZD() : (3.4a)
an . 3 (12 — ) ._ iG(H) G122 .— 4 qo (3.4b)
5G3c ’ 21 ’ 189 ’
3v 1 4
B . 273 p12) — Y .— — gy E?2 .— —_pty 3.4
5cVIE 21 ’ 189 (349
17 8 8
(11) = 70EC3 5 0(12) = 0(21) = ﬁc(ll) s 0(22) = @C(ll) . (34(1)

Setzt man jetzt das Spannungsfeld (2.39) in das zweite Glied der Gl. (3.1) ein
und integriert erneut beziiglich x3, so folgt

Cc c

/ 0ijji drs = / [(0ag.s + 0az3)tia + (0300 + 0333) us] dzg =
= [o53s — o1 + [0 + 0 9]l . (3.5)

1
2B(O’) = 50'1‘]'61‘]'.

3Das Argument Z wird nun der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.
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wobei die ,,neuen“ Plattenverschiebungskomponenten definiert wurden:

c

Yo' =50 [ Y dzs (3.6a)
3 7 x2
90:()’1) = E Us <1 — C—;))) d.ﬂvg , (36b)
(2) 3 5 "L'g T3
gpa = @ Ueq g; ? d 3 (3 6C)
@) . T I A 3.6d
P T [ Us\ by o ) ATy (3.6d)

Setzen wir nun in diese Gleichungen den Verschiebungsansatz (2.38) ein, bekom-
men wir <p§°‘) = qﬁz(-a). Das bedeutet, dass die Verschiebungsfelder der Modelle der d- und
s-Gruppen identisch sind, wenn das wirkliche Verschiebungsfeld den Gleichungen (2.38)
genau entspricht. Ist das nicht der Fall, so entspricht das Feld goz(-a) einem gewichteten Wert

des tatséichlichen Feldes, wihrend ¢§a’ entfillt (siehe Goodier [29], Reissner [80], Fraeijs de
Veubeke [25]).*

Wir betrachten momentan drei Verschiebungsfelder:

° @Ea) (Z): die verallgemeinerten Verschiebungen des REISSNERschen Plattenmodells,

Gleichungen (3.6) (Modell der s-Gruppe);

. ¢Ea) (): die verallgemeinerten Verschiebungen eines kinematischen Modells, Glei-
chungen (2.38) (Modell der d-Gruppe); und

e u;(x): die Verschiebungen der 3D-Elastizitétstheorie.

Die Verschiebungen (3.6) konnen wir folgendermafien schreiben (siehe die Dis-

*Hitten wir mit den Gleichungen (2.32) statt (2.38) gearbeitet, wiirden wir die Werte von ag bis a3
berechnen, die in Gl. (2.37) gesetzt wurden, um cpga) = ¢§“)

noch unbestimmt bleiben.

zu bekommen. Nur die Konstante as wiirde
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kussion zwischen Reissner und Goodier bzgl. des s-(1,0) Modells in [29]):°

3 I3
2 | Il 473
o) = —— - - :
3 21 dT T
7/{“?( —50—3>$3}§dx3
3 z3
W _ “e
; 3612115‘/’3g 1x§d’
o) [T T02 Tz) 4
3 [ 52\ T3
2 Jl1=223) 22
2¢? [ ]< 302> c
o = —— — :
3 / . +21 ] 53 53 73 4
JES— RN R — x R — RN
2¢? STy 3¢2) 77 3c2) ¢
1/ 2Ty
(2) —¢
Y3 = c

1 21 x2 x2 xd
— [ |l1+=(1-5=2 1-6=2+523)d
8c [ + 4 ( 02)] ( c? + 04) 3

Man beachte, dass in den obigen Gleichungen die Integrale

3 21 522\ s 3 [21 22 22
22 (125 By 22 o5 (1-8) d
202/ 4 < 302> T 4c ) 4 ( c? @)

3 53\ w3 1 / T3 T}
= - 25 ) By — [ (1-6Z+52) 4
2c /x?’ ( 3 02> c 80/ ( 2 o) 4

5Man merke, dass die Nenner gleich Eins sind.

(3.7b)

(3.7¢)

(3.7d)



Kapitel 3. Hierarchische Herleitung der Differentialgleichungen

31

gleich Null sind. Es ergibt sich demzufolge

3 T
52 (U] ?3 dxs
gofll) = _CC , (3.8a)
3 I3
2a | 1l dos
3 [ 2
ORI , (3.8b)

goff) = - - , (3.8¢)

-« _ (3.8d)

Es wird deutlich, dass die Verschiebungen @Ea) einen Mittelwert bzgl. der Po-

lynome des Ansatzes fiir 0,3 und 0,3 (Gleichungen (2.39a) und (2.39b)) des Verschie-
bungsfeldes u; entlang der Plattendicke darstellen. Wenn die Verschiebungen u; genau
den Gleichungen (2.38) entsprechen, gibt es keine Unterschiede zwischen @Ea) und gzﬁz(-a).
Stimmen die Verschiebungen w; nicht mit (2.38) iiberein, werden aber noch die Mittelwerte
durch die Gleichungen (3.6) beriicksichtigt.

Die Integration des letzten Gliedes von (3.1) liefert:

c

//%mmmmr://pww%+@wmﬂmwr:/$%9@, (3.9)

Ty —c Ty —c Iy
da n3 = 0 auf S. Hierbei ist der Spannungsvektor

£t = afﬁ)ng : t:(f) = 0'[(36)71/3 : (3.10)



3.3 Herleitung der Differentialgleichungen aus dem Prinzip von
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Das HELLINGER-REISSNERsche Prinzip lautet nun fiir die 2D-Variablen:

1 v
- HR(Ta 90) = // {2(1 _ V2)D(¢n) [(]‘ + V)O-'(yG)O-'(yZ) - l/O',(Yﬁ)O'gZ)] +
Q
B @0 4 %Gw%y)agn) n %Cwmaama(n) n

+ [0%,)0 — "l

W) + [0',(;@ + U(w)}gpgw)} dz; doy — /tl@)@(w dr , (3.11)
Iy

wobei 7 das Plattenspannungsfeld (siehe Gl. (2.5d)) und ¢ das ,neue* Plattenverschie-
bungsfeld sind mit (vergleiche (2.5a) und (2.5¢))

. . 1T .
[ @), @), @)} ,1<k<min{rs}

{P@)}, =1 { @), @), 0} ,s<k<r . (3.12a)
{ 0, 0, gogk)(i)}T ,r<k<s
le@},, = {{eV@) - ™M@} } . (3.12b)

3.3 Herleitung der Differentialgleichungen aus dem
Prinzip von Hellinger-Reissner

Die Extremwertbildung des Funktionals (3.11) liefert die konstitutiven Gleichungen, die
Gleichgewichtsgleichungen und die Randbedingungen des betrachteten Plattenproblems

mit
ollx ollx
ollp = —=4¢ —0p =
R= 57 0T T 55 0%
Ollg . (¢  Ollg Ollg Ollg Ok o (o)
= 50.°) + 5ol + 5o + 5© 4 S =0 . (3.13)
aa((fﬂ) s 80&6) O0c(2) agpg) 8(,0:(36) 3

Als Ergebnis der obigen Variationen erhalten wir nach partieller Integration

e aus der Variation bzgl. ofﬁ):

1

(n)
o e [+ 1108 = v06us] +

7Y

1
— B — (09 + o©) =0 (3.14a)

2 )
und die Randbedingungen
0© =3 auf T, | (3.14b)
&) = ff) = Efﬁ)nﬁ» auf I'y ; (3.14c)
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e aus der Variation bzgl. 0&5):

GEgn _ O _ 8 — (3.15a)

« )

und die Randbedingungen

gpgg) = @ég) auf '), | (3.15b)
9 =79 =50n, auf T, ; (3.15¢)

e aus der Variation bzgl. o®
— B®6() 4 0CIg@) 4 B =0 (3.16)

e aus der Variation bzgl. goff)

0&"’2’5 —0® =0 ; (3.17)
e aus der Variation bzgl. gogg)
ol +o9 =0 . (3.18)

Aus den Variationen der Plattenspannungen haben wir die Elastizitdtsgleichun-
gen fiir das Plattenproblem abgeleitet, Gl. (3.14a), (3.15a) und (3.16). Aus den Variationen
der Verschiebungen haben wir die Plattengleichgewichtsgleichungen erhalten, Gleichun-

gen (3.17) und (3.18), die vorher schon direkt abgeleitet wurden, siehe Gleichungen (2.41)

(mit m = 0, siehe (2.35)). AuBerdem haben wir die Randbedingungen aus den Variatio-
nen der Plattenspannungen (ausgenommen ¢(?)) erhalten, Gleichungen (3.14b), (3.14c),

(3.15b) und (3.15c¢).
Die Gl. (3.14a) konnen wir folgendermaflen umschreiben:

1—v (é) (é) 2v

O'fﬁ) = D(fTI) 5 gooiﬁ + 80;’& + E@Eﬂéaﬁ} + (1 + V)D(gn)E(n7)U(7)5a/3 . (319)

Aus den Gleichungen (3.15a) bekommen wir

olt) = . LT g G0 (0@ + 2 ) (3.20a)
a G(12) () GO I a o 1(22) a 3, ] ) :
1 GG (22)
1 1T GV ]
2) _ 2 (2) 1 (1)
O-&) - ) G(lg)G(gl) G(22) _Qo(a) + 903,a - G(H) (‘10&) + 903,a>_ . (320b)
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Hier begegnet uns die erste Kopplung zwischen den Modellen s-(1,0) und s-(3,2).
Wir definieren nun die erste Kopplungsvariable (aus den Gleichungen (3.4)):

1 fiir das Modell s-(1,0)
kg = = . (3.21)

_ S 28
1 G(11)G(22) 9% fiir das Modell s-(3,2)

AuBerdem konnen wir fiir die anderen Konstanten in den Gleichungen (3.20)

1 1—v 5 1 1—v 5
— 2 —9D22) -
Gan =D 9 9.2 G G2 =9D 9 9.2 kG s (322&)
G129 GeY 1
_9 , - (3.22b)
G2 4 G 21
schreiben.
Wir definieren weiter
)
N = N (kg, G3,¢) := kpke=— . 3.23
(kr,G3,c) REGY 5 ( )
Damit haben wir aus den Gleichungen (3.20)
W _ pwi =¥y w0 9
05" =D == A o) + 950 — Z o +903a) (3.24a)
1-—- 1
o) =9peV=_L {9053’ + ol — o (o0 +o 1&)] , (3.24b)

erhalten.

Als Schlussfolgerung dieses Abschnitts werden die abgeleiteten Gleichungen grup-
piert:

e Konstitutivgleichungen (Gleichungen (3.19), (3.24) und (3.16))

1-— 2
g((fﬁ) — D& : v [gofln)ﬁ +90§?L 4 _VV@%fsaﬁ] +(1 +y)D(f”)E(’”)a(7)5a5 7

1
(3.25a)
1—v 9
o) = pan) > \2 [@&1) i 905,2 - (90&2) + (pﬂ)} : (3.25b)
1—v 1
P = 9D =\ [90&2’ + o — o (o0 + wéi)] : (3.25¢)
@ - _L [geaye) _ a0 _ @ 3.25d
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e Gleichgewichtsbedingungen (Gleichungen (3.17) und (3.18))

08, —o® =0, (3.26a)
ol +o® =0 . (3.26D)

e Randbedingungen (Gleichungen (3.14b), (3.14c), (3.15b) und (3.15¢)) auf I,

oY =2  aufl, (3.27)

1O =79 aufr, | (3.28)

i =

mit den gegebenen Randspannungen (Gleichungen (3.14¢) und (3.15¢))

19 =5%ns (3.29a)
79 =50n, . (3.29b)

3.4 Grundgleichungen des Hilfsproblems

Um das betrachtete Problem weiter vereinfachen zu kénnen, definieren wir die Vektoren

Uj = 902('1) ) U(3+i) = %(2) ) (3.30a)
ti=tM L e =t (3.30b)

Die Verschiebungen sind jetzt durch ug und die Randspannungen durch ¢x ge-
geben, wobei die lateinischen Grofibuchstaben von 1 bis 6 laufen. Die Losung in einem
unendlichen Gebiet unter dem Einfluss von Einheitseinzelbelastungen ist als Fundamen-
tallosung bekannt. Die Gewichtsfunktionen, die im néchsten Kapitel benttigt werden, um
die entsprechenden Integralgleichungen des Problems abzuleiten, wenn wir die Methode
des gewichteten Restes anwenden werden, sind genau diese Fundamentallésungen. Daher
haben wir das folgende Problem

L17 (0g) ws(Q) = —F1; (0q) 4;(Q) (3.31)

zu 16sen, wobel Ly; (0g) = Ly (0/024(Q)) ein linear elliptisches Differentialgleichungs-
system ist (siehe Vladimirov [109]), F7 (Og) beliebige Differentialoperatoren sind und dg
die partielle Ableitung nach @ bezeichnet. ¢;(Q) stellt einen bekannten Vektor dar. Fiir
die Fundamentallosung gilt (siehe (2.31))

L1y () u3(Q) = —mi(Q) = —0(P,Q)m7(P) (3.32)

wobei

T
* *(1 *(1 *(1 *(2 *(2 *(2
{m }6 = {ml( )7m2( )7m3( )7m1( )7m2( )7m3( )} (333)
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3.5 Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen

Einheitseinzelbelastungen (siehe Gleichungen (2.42)) und u%(Q) die entsprechenden Ver-
schiebungen sind.

Die Gleichgewichtsgleichungen

o b =0, (3.34)

mit den Einheitseinzelkréiften b aus (2.43), liefern die Plattengleichgewichtsgleichungen
02586,)6 — O O = | (3.35a)

o) 4 5 4 s =0 | (3.35D)

Diese sind identisch mit den Gleichungen (2.42), die direkt aus den Gleichungen der
Elastizitdtstheorie hergeleitet wurden.

3.5 Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen

Da die 3D-Spannungen durch 2D-Plattenspannungen ersetzt wurden, werden wir in die-
sem Abschnitt die Plattenverzerrungen definieren (siehe Reissner [82], Lewinski [51]). Um
das zu ermoglichen, werden wir das Prinzip der virtuellen Arbeit anwenden, indem wir
die Plattengleichgewichtsgleichungen beriicksichtigen.

In Verbindung mit den Plattenspannungen afﬁ), ag) und ¢©, den primiren Va-

riablen, werden wir als duale Variablen die Plattenverzerrungen /fgfﬂ) und £ definieren.

Mit den Plattengleichgewichtsgleichungen (2.41) und den Randbedingungen (3.28) lautet
das Prinzip der virtuellen Arbeit (Washizu [113], Lewiriski [51])

_ / {[09, = 0 +m®] 660 + [06) + 09 60} a2+
Q

+ / [t?)—fﬁ.@] 5o9dr =0, (3.36)

Iy
wobei &pgg) virtuelle Verschiebungen sind, mit &pgg) =0 auf [',.

Partielle Integration liefert (Reissner [82])

| 18l (394 565) =

:/[mg)&pg)—ka(‘f)&pg@] dQ—l—/[tEg)&pgg)] dr . (3.37)

Q r

Daher ergeben sich die Plattenverzerrungen:

/ifﬁ) = go(ag)ﬁ : (3.38a)
K 1= ol + o) (3.38b)

’

Durch Anwendung der Gl. (3.37) hat Lewinski gezeigt, dass das Randwertproblem
richtig formuliert ist (LAX-MILGRAMscher Satz, Existenz und Eindeutigkeit der Losung).
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3.6 Spannungs-Verzerrungsbeziehungen

Wir werden nun die Spannungen a(gﬁ), ol und 0@ als Funktionen der Verzerrungen (3.38)

schreiben. Zuerst betrachten wir o2, G1. (3.25d). Aus den Gleichungen (3.25a) folgt

o8 = (14 v)DE [y

o5 + 2E’(TI’Y)O-(’Y)] ) (3.39)

(m)
Py

Aus GI. (3.25d) erhalten wir

[0(22) —2(1+v) (D(H)E(12)2 + D(22)E(22)2)]U(2) = (1+ V)D(ﬁn)E(@)gOg?g _ g0§,2) n

+ [2(1+v)(DMWEEM) 4 pED EEIEEDY — c(9] 60 (3.40)

Mit den Koeffizienten aus (3.4) koénnen wir schreiben®

02 _ o1 + ) (DI R 4 pe2 pe2?y — ¢4 Vs) e 5.41
( + V)( + ) 63(1 _ l/) Y ( a)
21+ v) (DI EIEM) 4 pe2 g2 gy _ 62 — 1 Prs) (v, v5) ey (3.41b)
1—v ’ '
wobei
a(v,v3) = 63(1 —v) — 1213 (3.42)
und [(v, v3) iber (2.9d) gegeben ist.
Fiir die Gl. (3.40) haben wir
QW) c@,@ _ (1 4 o) pn ged i _ @ 115040 e (3.43)
63(1 — v) vy 1—v
oder
2079 v 4851 v
@27 7 L E.EoM 2 73 E<Eo?
“ 2 oy, 1/3)C Byt 2 oy, 3)0 By +
218295 (1 — v) E
- U=v) B o) _ go3Be1s) ) (3.44)
4 a(v,is) ¢ (v, v3)

Wir haben nun eine Gleichung fiir (® in Abhingigkeit der Verschiebungen und
der Belastung. Fiir das Modell s-(1,0) miissen natiirlich alle Variablen mit oberem Index 2
vernachlissigt werden. Auflerdem miissen alle Glieder, die mit «(v,v3) und/oder B(v, vs)
multipliziert sind, gleichfalls weggelassen werden, sieche Fufinote 6. In diesem Sinn sind
a(v, v3) und (v, v3) die zweiten Kopplungsvariablen. Fiir die erste Kopplungsvariable
kg siehe Gl. (3.21).

6Die Koeffizienten beziehen sich hier nur auf das Modell s-(3,2) und werden weiter als Koeffizienten
mit oberem Index 2 gekennzeichnet.
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Nun konnen wir die Gleichungen fiir afﬂ) weiter bearbeiten. Mit den folgenden

Beziehungen (sieche Gl. (3.4))

pe2) _ Ao pey _ 2L

E(ll) — 21E(12)
’ 9 ’ 4

puy (3.45)
konnen wir Gl. (3.44) schreiben als

207 13 ) 693 12,

B12),@) _ U0y

10 Oé(l/, 1/3) Y 10 a(L V)
623 ]. — RE E,‘ 3
; ( l/)l/3 :())2) 33/3(1/, 7/3) (11)0_(1) . ( 46)

4 a(v,vz) a(v, vs)

Substituiert man die obige Gleichung in (3.25a) und verwendet (3.45), so resultiert

1 1—v (1) (1) 2v 297 (1 + l/)k'l,Vg
o =D el 2 (1457 ) o) +

693 (1+v)vs ke @
093 A Hvs 1o o) u501 - )20 .
+ 20 a(y, ]/3) V390'y,'y ( V) 02 g03 B +
B(Va 1/3)

a(v, vs)

+ D(ll)(]_ + I/)E(ll) |:]_ — 33 :| 0'(1)(5a5 R (3473)

2) 1—v 2) 2) 2v 154 (1 + l/)k'l,Vg
Oap = D(22)T [9004,6 tPa T -5 (1 + 5 alns) SOEYZZY(Saﬁ +

33 (1+v)vs ke (2
2 pe) =T o, o0 105(1 — ) L@ | 4,
+ 5 Ot(V, 1/3) V3<10fyfy ( ) 2 ¥3 B +
B(Val/?))

a(v, vs)

©DEY( 4 ) ECY [1—308 ]a“)éag . (347D)

Die Konstitutivgleichungen (3.47), (3.24) und (3.44) konnen wir dann schreiben

USﬁ) — Dj'\‘fw M D (20) n Dj‘(ngog” I Df\‘fqa(l) ’ (3.48a)
Tos = Dhi' KLy y + DR + DY + Dao (3.48b)
ol = D& g>+D K (3.48¢)
o = Depk + DYk “ , (3.48d)
ol = DTMKEJB) + DTPH&ﬂ) +D 90§, )+ DpgoV | (3.48¢)
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wobei
Dot — pn L s Suas + 12_—”V (1 + %%) 5aﬁ579] . (3.492)
DY = pan(q 4 )619030[(573;)%579 , (3.49b)
DY =D (1 + 1/)62437 (;(_V’VV)S?’ i—féaﬂ : (3.49¢)

Dy} =BWé,; (3.494)
DBl D(22)(1 + y)@iéaﬁé 9 (3.49¢)
pM 5 av,vs)

154 (1 4+ v)k,vs

v 2v v
5a76,30 + (Sagéﬁfy + : (1 + ?W) (Sa/g(sfyg] , (349f)

1 )1/3 kE
DS, = _DE(1 4 g3 L= Vs ke 0o 3.49
PT ( +V) CY(V l/3) 2 B > ( g)
Dy =B®6,5 | (3.49h)
D3, =-Dir (3.491)
Dip = —Dpr (3.49j)
D, 218205 (1—v) By (3.49K)
e 4 a(v,rs) ¢ '
Dy, = 693202 1%8) (3.491)
a(v, vs)
1
Dy’ = D(”)T)\Qéaﬁ : (3.49m)
o 9 1—
DY = —ZD(”) 5 “N250s (3.49n)
o 3 1—
D2, = —?D(ZQ 5 =%, (3.490)
1—
DY =9pP»__—_ 5 U \2605 (3.49p)
mit
BW := DU (1 4 p)EMW |1 - 33001 1) (3.50a)
alv,v)|
B® := D) (1 4+ v)E@Y {1 _ 50821 )} : (3.50b)
a(v, vs)
Mit (3.45); haben wir
DYy =Dy . D3 =Dy . (3.51)

Die Gleichungen (3.48) konnen so vereinfacht werden, dass daraus direkt die
Gleichungen des Modells s-(1,0) gewonnen werden. Aus den Gleichungen (3.48) ergeben
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sich die Gleichungen des Modells s-(1,0)

1 aByl (1 «
oty = DYkl + DY o) (3.52a)
ol = DYk (3.52b)

und nach Vernachlissigung der Glieder, in denen die Kopplungsvariable a(v, v3) auftaucht
mit der entsprechenden Kopplungsvariable kr := 1 aus (3.21):

1—v 2v

D?\‘fw — piy 5 5(17(559 + (5a9557 + :5(1&579 ) (3'533)
D?\‘fq — BWs,, (3.53b)
o 1—v
DQﬁ = A2DUG (3.53¢)
B = (1+»)DIWEMW (3.53d)
5
)\2 — Q—CQkG . (3536)

Mit den Gleichungen (3.4) und den Verzerrungen aus (3.38) erhalten wir die
Konstitutivgleichungen des s-(1,0) Modells, sieche Westphal Jr., Andrd und Schnack [115]

(1) 1—v kgl/g

2v
_ ORI | 1
0y = D—; {goaﬁ + Ppat T ngg(saﬁ} s V)A%Eoi 6ap (3.54a)
o) = pl=¥y [ () 4 (1’] (3.54b)
« - 2 goa @3,a ’ .

wobei D = DD,

Fiir das Problem s-(3,2) haben wir unter Verwendung von (3.49i), (3.49j) und
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(3.51)

mit

Dy’ =

Eé

1
3 |:— (5a76,80 + 6a9557) + QOZM(V, V3)(5a5579:| s

1+v

0
fo; = anp(v,13)EcSa50,

Dj'\‘fT = apyr (v, v3)e/ EsEdap
2

c

D?fq = ﬁMq(l/, V3)—5a,3 )

D;ﬁ“ﬁ —

af
Dpr =

kg
TE 1
— {14——1/ (6a’y(5B9 + 5a05ﬁ7) + 2ap(v, ’/3)5aﬁ579] ’

apr(v,v3)cN/EsEdqs
2

c

Dj‘iﬁ = 5Pq(l/, V3)—5a,3 )

ke
Es

Dy = ar(v, 1/3)7 ;

-DTq - BTq(l/a V3) )

af _
Dy =
B _

D =

28
1_50G36aﬁ )
—-21
TCGi&(Sa,B
441
— (30,
5 0
(v.5) v 630(1 —v) + 297k,v3 — 91302
ay (v, v3) =
MADES T 2 10a(v, v3) ’
231 V2
np(V;vs) = 5 (1—v)a(v,vs)
—2079  wvs
anr (v, vs) = 2 a(v, )
2u3 6(1 —v) — 1102
Parg v, vs) = l—v  a(v,vs) :
(v, v5) v 315(1 —v) + 154k, v3 — 45103
ap(v,v3) =
U Sa(v, vs) ’
—4851 Vs
aPT(l/a V3) = 92 Oé(l/ VS)
B v3  49(1 —v) — 992
BPq(Va V3) - 2(1 —l/) Oé(l/, 1/3) )
218295 1—-v
ar(v,vs) == 4 a(v,vs)
5(1/7 V3)

BTq(Va 1/3) = —693

a(v, vs)

(3.55a)

(3.55D)
(3.55¢)

(3.55d)

(3.55€)
(3.55¢)

(3.55g)

(3.55h)
(3.551)

(3.55)
(3.55K)

(3.551)

(3.56a)

(3.56D)
(3.56¢)
(3.56d)
(3.56¢)
(3.56f)

(3.56g)
(3.56h)

(3.56i)
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Mit den Gleichungen (3.49i), (3.49j) und (3.51) erhalten wir schliefilich

0&1,5? DBty (1) + DB (72) + Do P +Df‘éfqg(1) , (3.57a)
ooy = DCWK“(} + D) + Dl + Digo™ (3:57b)
o) = Dg H(ﬁ) JrDasﬁ(ﬁ) , (3.57¢)
o = DD 4 DD | (3.57d)
o = DMTH&,B)’ DPT“(aﬁ) +D ‘P:(), '+ DTqU( . (3.57e)

Hier konnen wir schon einige Symmetrien sehen, die im néchsten Abschnitt néher
untersucht werden.

3.7 Die LaME-NAVIERschen Gleichungen

Wir setzen die Gleichungen (3.57) in die Gleichgewichtsgleichungen (3.26) ein. Es ergibt
sich ein Gleichungssystem fiir die Plattenverschiebungen @Ea), was den LAME-NAVIER-

schen Gleichungen des Plattenmodells s-(3,2) entspricht. Die notwendigen Ableitungen
der Gleichungen (3.57) sind einfach zu berechnen und ergeben sich zu

Uélﬁ), = D37 k0.5 + D3iE pyos + Ditrths s + Ditytss (3.58a)
Ugﬁ), = D?\éfw’iw s+ D ﬂwpw,ﬁ + Dy @03,6 + quQP),ﬁ , (3.58b)
0lh =D Kpsa + Dgipssa (3.58¢)
o = Dgstissa + DS ppsa - (3.58)

Setzen wir nun (3.58) in die Gleichungen (3.26) ein, so ergibt sich

1 — UV 1 + 9
D— {‘P&I,)ﬁﬁ = N0 + == (1 7] s — Xpha + 7300 +
7 (1 + l/) (2) 9 (2) 1
2 — =9 =-BWsl (3,59
3(1_,/) ﬂaﬁ+4 [ 77] 3,0 On > ( a)
1— 9 9
D—— - {AQ%OS,L + W00 = TN Zkzwéﬂa} = —FWoM (3.59b)
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1—v 9 9
D B - D 7y2,M )2 2)
2 { 4 [ 977] gpa,a 4 3,00 + 9 4 [ + 77] goaﬂ +
+94>\2 o) —9 Csog } oM (3.59d)
wobei”
(v, v3) 27_vs (3.60a)
= vV, V3) i —m ————— .OUa
Y YV, V3 5 Oj(l/,l/3)
55(1 + l/)l/3 kE 9
= kp,c) = ——— 2 .60b
n=n(v,vs, ke, c) ) ko (3.60D)
- 12375 (1 — 12 kg
¢ = (v, kg, 0) = —2 AL —\ (3.60c)
FU=1, (3.60d)
F@ .= —693§ EZ Zz; , (3.60e)
D:=DW | (3.60f)

Die LAME-NAVIERschen Gleichungen wurden hierarchisch abgeleitet; sie gelten
folglich fiir beide Modelle s-(1,0) und s-(3,2). Um die Gleichungen des Modells s-(1,0) zu
gewinnen, miissen alle hierarchischen Koeffizienten der Gleichungen (3.4) mit mindestens
einem oberen Index 2 gleich Null gesetzt werden. (Es bleiben nur die Koeffizienten D),
GO EOD und €Y iibrig.) Zusitzlich miissen alle Glieder, die mit «(v,vs) multipli-
ziert sind, die zweite Kopplungsvariable, vernachléssigt werden. (Das bedeutet, dass auch
v(v,v3), n(v,vs, kg, c) und ((v,vs, kg, ¢) verschwinden miissen.) Schlielich ist die erste
Kopplungsvariable kg aus (3.21) zu beriicksichtigen.

Das Gleichungssystem (3.59) wird folgendermafien notiert

L,u,=—FoV (3.61)
mit
T
{u}, —{wﬁl), T O R R —905,2)} , (3.62a)
(F},:={BWa,, BWa,, FO By, B®y,, FO}" = (3.62b)
[ A]sxs [LAB]sxs
(Lo = (3.62¢)
[LB]sxs Sym

"Es ist anzumerken, dass die folgenden griechischen Konstanten die Kopplungsvariable o enthalten,
und sind demzufolge fiir das Problem s-(1,0) zu vernachlissigen.
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3.7 Die LamME-NavieErRschen Gleichungen

2

0
ore und 035 = Dradrs verwendet. Die

Komponenten von {u}, sind die Verschiebungen beziiglich des REISSNER-P ONIATOVSKII-
schen Modells, die wir durch die Einfiihrung des Spannungsfeldes im HELLINGER- REISSNER-
schen Prinzip mit den Gleichungen (3.6) definiert haben. Mit dem Vektor (3.62a) ist L,
nun symmetrisch.

Hier wurden die Bezeichnungen 0, =

Die 3 x 3 Untermatrizen in (3.62c) sind:

A— v, 220,
L], = it 5 ! A= N 40v,82, N0, , (3.63a)
—A2A
- Lom
[\ +v,,0% Vv, ;0% (97 — )\2)81_
L], = % ! ; y VO N Hv,,05 (In—2)d| (3.63b)
X0, —\20, A
(A —9X2 11,82, v, 3, 9(\2 + 1), |
L], :=¥1;V A—9N 41,82, 9(\2+n)d, :
- 90~ )\QA)- Sym

(3.63¢)

wobei A = 92 der zweidimensionale LAPLACEsche Operator ist. Die iibrigen Variablen
sind

1+
S l-v

28 28
Vy = [1+7]VV y Vup = 55TV 5 Vg = |:1+_7:| Vy » Uyt (364)

27 27

Die Gleichungen des s-(1,0) Modells lassen sich wieder direkt aus den oben gezeig-
ten Gleichungen einfach gewinnen. Durch Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung
- wie schon vorher erklirt - erhalten wir das LAME-NAVIERsche System entsprechend dem
Modell s-(1,0) (siehe Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117]):

Lijuj = —FiO'(l) (365)
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mit
T
{u}, = {909) 0y - wél)} , (3.66a)
(F},:={BWa, BWa, FO}" (3.66b)
A = A2 41,02 v, 02 A0,
1-v 2 2 2
[L]sxs = D—5 A= X +1,02 N2, : (3.66¢)
—A2A

Sym






Kapitel 4

Hierarchische Herleitung der
Integralgleichungen

4.1 Einleitung

Die Integralgleichungen der Elastizitdtstheorie, und hier besonders fiir Plattenbiegungs-
probleme, konnen z.B. durch den BETTIschen Reziprozititssatz oder mittels der Methode
des gewichteten Residuen abgeleitet werden (Brebbia, Telles und Wrobel [10], Gaul und
Fiedler [28], Hong und Chen [35]). Wihrend im vorigen Kapitel die hierarchischen Differen-
tialgleichungen hergeleitet wurden, werden wir nun die hierarchischen Integralgleichungen
herleiten, um so das vorgelegte Problem mit der Randelementmethode 16sen zu kénnen.

4.2 Hierarchische Integralgleichungen fiir die Verschie-
bungen

Nach der Methode des gewichteten Residuen miissen die Fehler der (approzimierten)
Losung des Differentialgleichungssystems minimiert werden. Betrachtet werden die Gleich-
gewichtsgleichungen (3.26) und die Randbedingungen (3.27) und (3.28),

et = O'((llﬂﬂ WL inQQ | (4.1a)
et = aa+01 #0 inQ | (4.1b)
g3te = a((fﬁ)ﬂ —oP£0 nQ (4.1c)
=0+ #£0 inQ | (4.1d)
el =wuy—; #0 auf I';, , (4.1e)
el =t -1 #0 auf T'; | (4.1f)

mit u; und ¢; aus den Gleichungen (3.30).
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Die Methode des gewichteten Residuen sagt aus, dass

/6IyIdQ = /5{yIdF—/6£zI dl’ . (4.2)

Q T Ty

Zur Bestimmung der Integralgleichungen werden die Gewichtsfunktionen

y' =uj (4.3)
2=t (4.3b)

definiert, wobei u} bzw. t7 bekannte Verschiebungen bzw. Spannungsvektoren des Hilfspro-
blems sind. Das einfachste Hilfsproblem ist das mit nur einer konzentrierten Einheitsbela-
stung in jeder Koordinatenrichtung. Die entsprechende Losung heiflit Fundamentallosung.

Damit ergibt sich aus Gl. (4.2)

[ 168, = oyt + (o0 + 00 + (0 = o)t + (02 + 02)us] a2 =
Q

T Iy
Partielle Integration liefert, mit Beriicksichtigung der Gleichungen (3.10),
/ [(USﬂ),g — 0&1))1@ + (aal,)a + 0(1))u§ + (O’fﬁ)ﬁ - aéz))u;ra + (Uéz)a + 0(2))ug] dQ =
Q
= [ ot 00w+ 130) + 0+ 0 (1 1) — o] A2+
Q

+/a<l>u§d9+/t,u;dr . (4.5)

Q r

Damit wird aus Gl. (4.4)

a

/ [agﬁ)u;ﬁ + a&l) (u; + uga) + a(?ugmﬁ + 0((12) (u§+a + ug,a) — a(z)ug] dQ) =
Q

= / truk dT + / s dl + / (ur — ;)5 dT + / oWMurdQ (4.6)
Q

Ty It Iy

gewonnen.

Die Konstitutivgleichungen fiir das eigentliche Problem entnehmen wir den Glei-
chungen (3.57), von denen die entsprechenden Gleichungen fiir die Fundamentallésung
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U;(g) = Dy *( ) 4+ Dyt :(2) + DMTSO3( ", (4.7a)
U;(ﬁ) _ Daﬁw *( ) + Daﬂ79 *(2) + DPT903( ) , (4.7b)

a() l)aﬂ () +_l)aﬂ *() : (4,73)
o*? = D%@HZ( ) Daﬁﬁﬁ( ) (4.7d)
0" = ~Difray’ — Dk + Drel” (4.7)

sind, da die Belastung () fiir die Fundamentallosung verschwindet (siehe Gleichungen
(2.42)).

Den Integrand auf der linken Seite der Gleichung (4.6) konnen wir dadurch um-
formen, dass wir unter Beriicksichtigung der in den Gleichungen (3.38) gegebenen Verzer-
rungen die Gleichungen (3.57) einsetzen:

asﬁ)mg(ﬁl) + %1) U 4 Uéﬂ)ﬁa(ﬁ) + O'( ) (2) — a(z)ug =
= D5k} ] + (DR + Dk wrV) +
+ [Dy kL) +D“W’ ('”;) + DB +qua( >]n;(§> + [Dosl) + DD RA® +
- [- DMTn&ﬂ) DPT/i(aB) + Drug + Drgoug . (4.8)

Aus den Gleichungen (3.49) ergeben sich folgende Symmetrien

D?\c/lﬁfw _ nyMGaﬁ : D?\z/[ﬁgg — D’Ygoéﬁ , Dlajﬁ79 — D];eaﬁ , (49&)
Dy =D}, Dgs = Dy D§’ = Dg* . (4.9b)

Durch Vertauschung einiger Indizes erhalten wir anstelle der Gl. (4.8) die Bezie-
hung

AU + AR 3] o=
= D31 k) + D31’ 68 + DYy + Do V] k5D + [DIED + DEer@] sy +
[D79a5 Elﬁ)+D70aB 515)+D7TU6+D ()] () [DQSH()JFDM ()],‘iﬁ()jL

— [~ Dyfprl — DPngg + Drug + DpgoM]ug . (4.10)

Mit den Symmetrien (4.9) resultiert

A A LB 4o

a 9 a 9 2 9 a 1

aﬁ 0 (1) aﬁ 0 (2) *(2) af *(2)
+ [DR kgg + DE a6+D7Tu6+D ()]nw —|—[DQSI£()+D U]nﬁ +
- [~ DMTHgﬁ) DPTKEIﬁ) + Drug + DrgoM]ug , (4.11)

o],



50 4.2 Hierarchische Integralgleichungen fiir die Verschiebungen

bzw.

0&1,62“;(61) + 0(1) *(1) 4 U%fﬁg) + 0(2) *(2) _ 0(2)u’g —
[DC%/B’W *(1) Daﬁ’ﬁ *(2) DMTUG] (1 ) [DC%/B *(1) Dg/i"ig( )]H(l) +

’79 «
(DY + DY *(2> + D] e y [D%@HE” D 57w +
— [~ D}k — DYty +DTu6]u6—|— [Dyvﬁq K1)+ DRSS — Drguglo® . (4.12)

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.7) folgt

oD 4 oW 402D 4 6@ — oy
= Wk + kD 4 2Dl 4 gx D@ @y
+ [Dyp ki) + DY REY — Dpguglo™ . (4.13)

Den obigen Ausdruck koénnen wir iiber €2 integrieren. Unter Verwendung der
Gleichungen (3.38) resultiert

[ o 4 o0 5,0) + 0+ 0 (5 1) — o] a2 =

Q
= / [Uzg)uaﬁ + 0 (ug + uza) + U;g)ugmﬁ + 0 (U + Us) — 0*Pug] dQ +
Q

+ / (D5t 5+ Doty o 5 — Drquglo®dQ . (4.14)
Q

Nun setzen wir diese Gleichung in Gl. (4.6) ein

/ [a;g)uaﬁ + 03 (uq + uza) + Uzg)u;»,m,ﬁ + 08P (Ussa + Usa) — 0 Pug| dQ +
Q

/ [D§7 s + Dot o 5 — Drqug| otV dQ =
Q

:/tfu;dr+/(uI—aI)t;err/a(Uu;dQ . (4.15)
Q

r I

wobei die Integrale {iber die Teilrénder I', und I'; zu Integralen iiber den gesamten Rand
I’ zusammengefasst wurden (Griindemann [32]):

r Ty Iy
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Mittels einer weiteren partiellen Integration des ersten Integrals auf der linken
Seite der Gl. (4.15) ergibt sich
/ [U;(ﬁl)ua,g +o0 )(ua + us a) + U;g)u3+a,ﬂ + 02(2) (U3+a + ug a) — o )ug] dQ2 =
Q
= —/ [(a;g; — 03}”) Ug + Uz(,é)U?, + (02(62?3 — 02(2)> U3 4o + (szi) + o*®) UG] dQ +
Q
+ /u;t’} dar . (4.17)
r
Aus den Gleichungen (4.15) und (4.17) ergibt sich
- / [(0;(51?3 - 03(1)> Ug + agfé)ug + (02532)6 - 03(2)> Ugtq + (a;(,i) + 0*(2)) ug] dQ +
Q
r Q
= /t,u; dT + / (ur —@r)t5dl + /U(l)u§ dQ . (4.18)
Q

r Iy

Aus den Gleichgewichtsgleichungen (2.42) oder (3.35) folgt

/m’;uIdQJr/u]t’;dF:/tIu’;dF—l—

r r
+/[ DSk g+ us — DEous, o 5 + Drqug| oV dQ , (4.19)

Q

wobei
(4.20)

/U,]t;dF:/ﬂ[t;dF—i—/uﬂf;dF .

r Ty I't

Dabei sind m} die Einzelbelastungen, die auf den Kollokationspunkt P € Q*
wirken und die wir mit den Bezeichnungen (3.33) und (2.31) folgendermafien schreiben

konnen:
(4.21)

mi(Q) == d(P,Q)m3(P) ,

my =

mit
[arr@an=rr) (122)

Q
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wobei f eine stetige Funktion ist.
Nun kénnen wir schreiben (Eshelby [23], Brebbia, Telles und Wrobel [10])

vy =u5(Q) = U (P,Q)mi(P) , (4.23a)
= 15(Q) i Ty (P.Qmi (P) | (4.231)

wobei Ur; (P, Q) und T7;(P, Q) Verschiebungen und Spannungen im Punkt @) in der Rich-
tung J darstellen, wenn eine Einzelbelastung im Punkt P in Richtung I wirkt (siehe
Gl. (3.32)).

Wir setzen die Gleichungen (4.21) und (4.23) in Gl. (4.19) ein und erhalten durch
Betrachtung der Eigenschaft (4.22) ein System von sechs Integralgleichungen fiir einen
Punkt P €

U](P) +/T[J(P, q)uJ(q) dl' = /U[J(P, q)tj(q) dF+

+/ [—D?\qula,ﬁ(P’ Q) + Ups(P, Q)] oM(Q)dQ +
)

+ [ [~DRUn0sP.Q) + DrUn(P.Q)] V(@2 . (420
Q

wobei P und () Kollokations- bzw. Feldpunkte in €2 sind, wihrend p und ¢ entsprechende
Punkte auf I darstellen.

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (3.49d), (3.49h), (3.491), (3.60d) und
(3.60e), resultiert!

ur(P) + / Trs(P,q)us(q)dl = / Uy (P, q)ty(q) AT + / Ur(P,Q)oV(Q)dQ , (4.25a)

mit

Ur(P,Q) = —=BWUraa(P,Q) + FOUL(P,Q) +
— BOUrs100(P,Q) + FAUG(P,Q) . (4.25b)

Die Gleichungen (4.25a) sind die SOMIGLIANAschen Identitéten fiir die Verschie-
bungen u; in einem Punkt P € (). Dies sind die Integralgleichungen fiir das Problem
s-(3,2). Bevor wir das obige Gleichungssystem weiter behandeln, zeigen wir nun, dass
die entsprechenden Gleichungen des Modells s-(1,0) direkt aus diesem Gleichungssystem
hergeleitet werden kénnen.

!Die Koeffizienten des Gebietsintegrals sind dieselben Koeffizienten, die auf der rechten Seite der
LamE-Navierschen Gleichungen (3.61) erscheinen.
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Fiir das Modell s-(1,0) bekommen wir aus den SOMIGLIANAschen Identitéten

w(P)+ [ TyPau@dr = [VyPo@ar+

4 / (=B Ui a(P,Q) + FOU(P,Q)] e (Q)d | (4.26)
Q

da in diesem Fall die Indizes von 1 bis 3 variieren und die Koeffizienten B und F®
Null zu setzen sind. Aus den Gleichungen (3.50a), (3.60d), (3.4) und (3.23) bekommen wir
durch Vernachlissigung des Gliedes, das « enthélt, fiir das Modell s-(1,0) (sieche Westphal
Jr., Schnack und de Barcellos [117])

w(P)+ [ TP dr = [Us(Pat(@ar +
I/3]€G

' - —=1 o) o
+ / [Uz:z(P,Q) (l_y))\ZkEU,a,a(P,Q) (Q)dQ . (4.27)

Q

In den Gleichungen (4.25a) tauchen die Variablen u;(Q) und t;(Q) auf I' und
ur(P) in Q auf. Deshalb miissen zuerst die noch unbekannten Randwerte berechnet wer-
den. Dazu wird in (4.25a) der Grenzprozel P € {2 gegen den Rand p € T vollzogen (siehe
Griindemann [32], Brebbia, Telles und Wrobel [10])

ur(p) + ll_f)% Trs(p, q)us(q)dl = ;1_133 Urs(p,q)ts(q)dl’ +
I—To+4T: I-T.+4T:
+lim / Ur(p, QoM (Q)dQ | (4.28)
e—
Q+Qc

wobei S(p,e) eine Kugel der Fliche Qs(p) ist, Q:(p) := Qs(p)\Q mit dem Rand I's(p),
[.(p) := Ts(p) N T und I'.(p) = T's(p)\I'-(p). Daraus ergibt sich der Ubergang Q2 —
Q+Q(p) und ' - T —=T.(p) + T (p).

Das linke Integral kénnen wir folgendermaflen ausdriicken:

lim Trs(p, @)us(g) AU = lim [ Tpy(p, q)us(g) AT +

e—0
I—De+T. r-re

+tiny [ T10(p.0) [as(0) — w0 00 +usp) [y [ Tostpgyar| . (429)

T. Le

Da die Verschiebungen stetig sind, verschwindet das obige zweite Integral auf der
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rechten Seite. Fiir die linke Seite der Gl. (4.28) haben wir

wr(p) + s (p) | lim / Tys(p,q)dl | + / Ty (p, q)us(q) T =

li
e—0
T r

= u;(p) |0rs + lim / Trs(p,q)dl| + / Trr(p,q)us(q)dl’ . (4.30)

T. r

Das letzte Integral ist Cauchy-singulédr. Wir definieren

crs(p) =615 + lii%/TIJ(pa q)dl (4.31a)
e

cry(P) =017 - (4.31Db)

Die SoMiGLIANAsche Identitéten fiir einen beliebigen Punkt p sind:

CIJ(p)UJ(p)+/T1J(p,Q)UJ(Q) dF:/UIJ(p7Q)tJ(Q) dF+/U1(p, Q)M (Q)dQ .

r r Q
(4.32)

Mit diesem Gleichungssystem sind alle Plattenverschiebungen und Randspan-
nungsvektoren bestimmt. Das System gilt auch fiir die Berechnung der Verschiebungen
in inneren Punkten P € €, siehe Gl. (4.31b). Fiir das Modell s-(1,0) ergibt sich (siehe
Gl. (4.27))

cz-j(p)uz-(p)Jr/Tij(p, q)u;(q) dF:/Uij(p, q)tj(q)dI’ +

T T
vske

+Q/ [Um(p,Q)—mUm,a(P,Q) o(Q)d . (4.33)

4.3 Integralgleichungen fiir die Spannungen

Um die Integralgleichungen fiir die Plattenspannungen zu gewinnen, setzen wir die SoO-
MIGLIANAschen Identititen in die Konstitutivgleichungen (3.47), (3.24) und (3.25d) ein.
Es ist zu beachten, dass die Ableitungen im Gleichungssystem (4.32) alle auf den Punkt
@ bezogen sind, und dass gilt:

(4.34)
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Im folgenden gilt, dass alle Ableitungen auf den Punkt () bezogen sind. Die
Ableitung der Gl. (4.32) fiir einen inneren Punkt P liefert

U,],a(P) = _/‘Uljya(P, q)tJ(q) dF"—/T[J,a(P, q)uJ(q) dF+

r r

— / Uro(P,Q)oc™M(Q)dQ . (4.35)

Wir ersetzen nun die Gleichungen (4.25a) und (4.35) in den Konstitutivgleichun-
gen und erhalten:

AP = [Vass(P.ats@ = [ Toss (Pa)usta)dr +

r r

+ / Sas(P, Q)0 (Q) A2 + BWoW(P)d,s ,  (4.36a)
Q

A(P) = [ Vass(Pa)t@)ar = [ Toss(Prayus(a) dr +

+ / Sas(P,Q)oV(Q)dQ , (4.36b)

Q

Ufﬁ)(P) :/Ua?)-i-,BJ(Pa 7)ts(q) dF_/TaB-i-,BJ(Pa q)u,(g) dl" +
r r
+ / Sasis(P,Q)oM(Q)dQ + BPoW(P)s,s ,  (4.36¢)
Q

o) (P) = /UaGJ(P; q)ts(q)dl’ — /TQGJ(P, q)uy(q)dl +

+ / Sas(P, Q)M (Q)dQ ,  (4.36d)

Q

o (P) = / Uses (P, q)ts(q) dT — / Tsss(P, q)uy(q)dl +

r
+ / Sus(P, Q)M (Q) dQ + Go M (P) . (4.36e)
Q
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Die verwendeten Tensoren sind:

297 (1 + v)k,vs

1—v 2v
Upsy = —DY U, Usjo+ — 14+ —"—"2V U, .0,
BJ 2 J,8 + BJ, + 1 .y + 10 Oé(l/, 1/3) vJ,yYap +

693 pan (L +v)vs

k
|:2]/3U3+7J’7 + 45(1 — V)C—§U6J:| 6aﬁ y (437&)

20 a(v, vs)
1—v 2v 297 (1 4+ v)kyvs
Tngy = —DWY T, Toja+ — 14+ —"—"22) T, b,
B8J 2 J,8 + B, + 1 yy + 10 O{(l/, 1/3) vJ,7YaB +
693 (14 v)vs kp
- TOD(II)W |:2V3T3+7J,7 + 45(1 - l/)gTGJ (5a/3 s (437b)
1—v 2v 297 (1 + v)k,vs
Sas = —DWY Unp+ Usa 14+ =2\ U, b,
g 2 BFUsat 1T Ty a(v, v3) 0es | +
693 . (1+v)vs kg
_ 2_0D( )m 21/3U3+%7 + 45(1 — V)§U6 6aﬁ s (437C)
_ panl=ryo _ _9 _
Uass = D 9 A Uas U3J,a 4 (U3+aJ UGJ,a) ) (437(1)
_pmwl=velr o9 _
Ta3J =D 9 A Ta] T3J,a 4 (T3+aJ T6J,a) ) (4376)
1-— 9
Saz = D‘“’T”A? [Ua ~Usa = 7 (Usa = Ua,a)] , (4.37f)
1—v 2v 154 (1 + v)k,vs
Uaz+ps = —D®? 5 |:U3+aJ,ﬁ +Usipr0+ 1-, <1 + ?W> U3+7J,75aﬁ] +
33 (1+v)s kg
—Ep@ T T onU 105(1 — v)—=Uss | da 4.37
5 a(v, vs) Vslhay +105(1 = v) 2 8| Peb (4.37g)
1—v 2v 154 (1 4+ v)k,v;
Tosip; = —D@ Tsia Tyipga+ — 14+ ——22) Ty ) 6,
3487 5 3tass T A3epra o\ L (v, ) 3470708 | T
33 (1+v)s kg
—=pEy L 7 o, T 105(1 — v)—=Tgs | 0a 4.37h
5 a(v, vs) vsTysn +105(1 - v) 2 8| Peb o ( )
1—v
Sesrp = —D®) 5 [U3+a,,3 + Usip,a +
2v 154 (1 4+ v)k,v;
— |1+ ——— U Oa
+ 1—v ( 5  a(v,vs) > 1 ’3] +

_ 3B peyd+vrs

kg _
5 (v, v5) {21/3U~m +105(1 — V)§U6:| Sap , (4.371)
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Uass = 9D L2y [U3+aJ ~ Vs = 57 (Uas - UaJ,a)] , (4.37))
Toss = 9D(22)1_TV)\2 {TH&J —T670 — 2—11 (TaJ — ng,a)] , (4.37Kk)
S6=09 D(22)1_TV A2 {Um —Usp — 2—11 (Ua — U?,,a)] : (4.371)
Uses = 0(122) [EMUpos + E®Ussiar — Uss] (4.37m)
Ts7 = 0(122) [EMT o + E®Tosiar — Tos] (4.37n)
S36 = 0(122) [EM?) Saa + E® Sagias — Us| (4.370)
G = 0(122) [2E0HBM 4 2pEIBE) _ cUD) (4.37p)

4.4 Der Fundamentaltensor 77;

Aus den Gleichungen (3.10) ergibt sich fiir den Spannungsvektor der Fundamentallésung

Q) = (P.Qns(P) ., #(Q) =0V (P,Q)na(P) ,
t5a(Q) = (P, Q)ns(P) ,  t5(Q) = ot P(P,Q)na(P) . (4.38)

Aus den Gleichungen (4.23b) folgt

ta(Q) = Tia (P, Q)mj(P) , 53(Q) = T(P,Q)mi(P)
t310(Q) = Tr34a(P, Q)m7(P) ,  #(Q) = Tis(P, Q)m7(P) . (4.39)

Aus den Gleichungen (4.38) und (4.39) bekommen wir (Westphal Jr. [114])

Ti(P,Qmi(P) = 04? (P,Q)na(P) . (4.40)
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Hieraus resultiert der Fundamentaltensor TI J
Tra(P,Q) = 055" (P, Q)ns(P)
Tr3(P,Q) = oy, ( Q)na(P)
Ti3+a(P, Q) = U ( Q)ns(P)

Trs(P, Q) = 02(2”( Q)na(P) . (4.41)
Die Tensoren 02531)], 02(1)1, 0;(62)[ und 03(2)1 stellen verallgemeinerte Krifte dar,

die von den in den Richtungen I wirkenden Einzelbelastungen verursacht werden. Die

Spannungen az(ﬁg) und 04 erhalten wir aus den Gleichungen (3.47) und (3.24):

*(1) — D(ll) l—v * * 2v 1 a’? (]. + V)k,,Vg s
Tob > s T e T T U T T0 al) ) %) T

L 093 han (L v)vs

* ke |
20 (v, v3) [21/3u3+7,7 —45(1 — V)§u6:| Sap , (4.42a)

ol = DV [ g,

=] ©

(uhy0 + ug,a)] , (4.42b)

) 1—yp 2 154 (1+V)k1/l/3
) = DI iyt gt T (14 S 0]

2 5  a(v,vs)
33 o2y (L +v)vs * ke .
+ ED( )W 21/3”%’7 — 105(]_ — V)?UG 60‘6 y (4:4:2C)
*(2) _ D(22)1_VA2 * * 1 4.49d
O ' = 9 T U3 yq + Ug o — 21 (u +ug a) : ( 42 )

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.23a) ergibt sich

«()1 _ D(H)l Iy o 2v ) E(l +v)k,v3 U s
OB 5 [ Ia,p T Ulga + 11— + 10 7&(1/, ) rvy0ap | +

693 Hay (L +v)vs ki
20 a(v, vs)

|:2V3U[3+%7 - 45(1 - l/) U]6:| (Saﬁ 5 (443&)

1—v 9
0'2(1)1 = D(II)TA2 |:U[a + U]3,a - Z (UI3+a + UIG,a):| ) (443b)
* 1—-v 2v 154 (1 +v)k,v
Ua(ﬁz)l = D® [U13+a,,3 + Urs1,0 + 11— (1 + —w> UI3+7,75aﬂ] +

2 5  a(v,us)
§D(22) (1+v)vs
5 a(v, vs)

k
[21/3UM —105(1 — y)c—’jU,ﬁ] 0up , (4.43¢)

SO _ gpenl =V

1
» 5 )\ {UBM + Ulg0 — 31 (Ura + Umya)] ) (4.43d)

Der Tensor Ty in den Gleichungen (4.41) lisst sich demzufolge aus Kombinatio-
nen verschiedener Ableitungen des Tensors Uy; ausdriicken.
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4.5 Integralgleichungen fiir das Modell s-(1,0)

Die Integralgleichungen fiir das Modell s-(1,0) erhalten wir in hierarchischer Weise aus
den bisherigen Gleichungen. Die Integralgleichungen fiir die Verschiebungen sind durch
GL. (4.33) gegeben. Die Spannungen erhalten wir aus den Gleichungen (4.36a) und (4.36b):

)P = [UVuss(Peaptila) 0 — [ Toss(Poyus(a) ar +

T T
vske

+/ [Ua,ga(P, Q) — mva,%(Pa Q) U(l)(Q) d§2 +
Q

vska

mg(l) (P)(Saﬂ y (444&)

+

s(P) = / Uns; (P, )t,(q) dT" — / Tusy (P q)u;(q) dT +
T T
vskg

. _ (a0 . (4
+ [ V(@) - 25 (. 0)] @0 . (aam)

Die verwendeten Tensoren ergeben sich aus den Gleichungen (4.37):

1—v 2v
Uaﬁj =-D 5 |:Uaj,ﬁ + Uﬁj,a + EUWW(Saﬁ] , (4‘453)
1—v 2v
Taﬁj =-D 5 |:Taj,ﬁ + Tﬁj,a + :Tyméaﬁ] , (445b)
1—v 2v
Vags = =D 5 [Ua%,yg + Upypya + :Ug%fyg(sag] , (4.45c¢)
1
UOé3j =D V)‘Q [Uaj - U3j,a] ) (445d)
1—v
Tosj =D A [Taj - T3j,a] ) (4.45e)
1—-v ,
Va33 — A [Ua'y,'y - U3'y,'yo¢] (445f)
mit
Va53 = Uaﬁ'y,'y ) Vazs = Ua?ry,'y - (446)

Den Spannungstensor entnehmen wir den Gleichungen (4.41):

Tia(P,Q) = 025" (P.Q)ns(P)
Tis(P, Q) = o2V (P, Q)na(P) (4.47)
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4.5 Integralgleichungen fiir das Modell s-(1,0)

mit (siehe Gleichungen (4.43))

; 1—v 2v

02(61) = D—2 [Um,ﬁ +Uiga + Eindxﬁ ’ (4.482)
. 1-—

0_;(1)1 - D 5 l/>\2 [Uia + Ui3,a] . (448b)

Fiir gleichverteilte Belastungen o(!)(Q) werden auch die Gebietsintegrale (4.33) durch
dquivalente Randintegrale ersetzt

/ {Um(p, Q) — %Um,a(p, Q)} oM(Q)dQ =

= o / {A,a(p,Q)—%Um(p,Q) na(g)dl’ ,  (4.49)

r

als auch die Gebietsintegrale (4.44)

1/3]€G

/ |:Uai3(P7 Q) - mVaB(R Q)} 0(1)(Q) d2 =
=000 | {Yaw(P: )~ U (Poa) | ma(@) T (450)

Fiir die Definition der obigen Tensoren siehe Abschnitt 6.7 und Anhang B.



Kapitel 5

Entkopplung der
Differentialgleichungen

5.1 Einleitung

Die Gleichungen, die wir in diesem Kapitel herleiten werden, werden zwei wichtige Zwecke
erfiillen. Erstens werden wir die Qualitdt der Modelle beurteilen kénnen, indem wir einen
direkten Vergleich mit der 3D-Elastizitdtstheorie und andere Plattenmodelle vornehmen.
Zweitens erweisen sich die hier abgeleiteten Gleichungen als hilfreich zur Berechnung der
skalaren Fundamentallosung, wie im néchsten Kapitel gezeigt wird.

Um das LAME-NAVIERsche Differentialgleichungssystem weiter zu bearbeiten,
werden wir den HELMHOLTZschen Zerlegungssatz anwenden. Wir bekommen folglich drei
verschiedene Gleichungssysteme (siehe Tabelle 1.1):

e Kirchhoff;
e Levy (Schubzustand);

e Papkovich-Fadle (fiir transversal-isotrope Materialien).

5.2 Der HELMHOLTZsche Zerlegungssatz

Um die LAME-NAvViERschen Gleichungen weiter zu bearbeiten, definieren wir die Ver-
schiebungsfunktionen (L AMEsche Potentiale) ¥(€) und & (siehe Eringen und Suhubi [22],
Preufier [72], Lewiniski [51])

VA eagwgi)ﬁ , dO = gpéﬁ% , (6.1)

wobei €,5 das Permutationssymbol (LEVI-CiviTAscher Tensor) ist. Wir erhalten ein Sy-
stem fiir die Bestimmung von ¥ welches dem Schubzustand entspricht, und ein Sy-
stem fiir die Bestimmung von ®© und <p:(f), welches den KIRCHHOFFschen und den



5.2 Der HELMHOLTZsche Zerlegungssatz

PApPkOVICH-FADLEschen Systemen entspricht. Diese Potentiale korrespondieren mit dem
HELMHOLTZschen Zerlegungssatz (siehe Tran-Cong [103], Gregory [31]).

Der Einfachheit halber wiederholen wir die LAME-NAVIERschen Gleichungen
(3.59)

1—v 1+v 9
D— {Asog) = N+ T [1+ 7] ebng — X+ A0 +

7(1+v 9
40+ 3 o) wg‘z} _ B0 (620)

3(1—

9
- Z)\QA@:()’Q)} = —FWsM (6.2b)

5.2.1 Losung fiir ¥©

Nach Multiplikation der Gleichungen (6.2a) und (6.2c) mit €, und Differentiation beziiglich
£ mit anschlieBender Einfithrung von (6.1); erhalten wir wegen €,5(+) g = 0 (siehe Le-
winski [51]):

9
ATD 22 4 Z)\Q\I;(Q) =0, (6.3a)
9 21 21
X200 4 AT - 922 \2g) = g (6.3D)
4 4 4
oder
2 9y
A— ) —A o) 0
1 _ (6.4)
A2 A—9| (1@ 0

Die Losungen lauten:
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e 5-(1,0) Modell (Reissner [79])
[R2A — =08 M =0 | (6.5a)
08 = 10k ; (6.5b)

e 5-(3,2) Modell (Lewinski [51])
WA — 6282 [12A — 6252 ¢ = | (6.6a)

(3G = 2\/{14 + (—1)a\/@] ka (6.6b)

Eine wichtige Schluifolgerung aus den Gleichungen (6.5) und (6.6) ist das Auf-
treten nur eines Materialparameters, ndmlich kg. Deshalb nennen wir diese Gleichungen
Schubgleichungen (shear equations), sieche Cheng [14].

Wir vergleichen jetzt diese Gleichungen mit den entsprechenden Gleichungen der
3D-Elastizitdtstheorie (siehe Lurje [58] und Cheng [14]) und mit den entsprechenden Glei-
chungen des hierarchischen Verschiebungsverfahren von Schwab und Wright [92], aus de-
nen sich die d-(3,2) Modelle von Preufier [72,73] und Chen und Archer [13] als Spezialfiille
ergeben.

Tabelle 5.1 zeigt die prozentualen Fehler fiir die Modelle der s- und d-Gruppe im
Vergleich mit den Koeffizienten der 3D-Elastizitdtstheorie S; und S, fiir Modelle zwolfter
Ordnung.

Tabelle 5.1: Prozentuale Fehler der Schubkoeffizienten fiir Plattenmodelle zwolfter Ord-
nung.

3D-Elastizititslosung | Sy =7 | Sy =37

Fehler der s-Gruppe | 0,00074% | 7,23%
Fehler der d-Gruppe | 0,028% | 38,39%

Die Schubkoeffizienten kénnen wir fiir beliebige Modelle s-(n,, ns) (siehe Ponia-
tovskii [68]) oder d-(n,,ns) (siehe Schwab [91]) bestimmen. Tabelle 5.2 zeigt im oberen
Teil die Koeffizienten *~("rms)S; i = 1 bis 5, fiir Modelle sechster, zwolfter, 18., 24. und
30. Ordnung. Die Koeffizienten fiir die Modelle s-(1,0) und s-(3,2) ergeben sich direkt aus
den Gleichungen (6.5b) und (6.6b)." Im unteren Teil sind die Koeffizienten @=(rms)g;
i = 1 bis 5, gezeigt. Fiir das Modell d-(3,2) stimmen die Koeffizienten mit denen von
Preufler [72,73] und Chen und Archer [13] iiberein. In den Ansétzen von Poniatovskii und
Schwab wurden LEGENDREsche Polynome benutzt, wihrend Preufler und Chen und Ar-
cher gewohnliche Polynome benutzt haben.

I Poniatovskii arbeitete mit transversal-isotropen Materialien, wihrend Schwab isotrope Materialien
beriicksichtigte.
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5.2 Der HELMHOLTZsche Zerlegungssatz

Tabelle 5.2: Schubkoeffizienten.

s-Gruppe (Poniatovskii [68])

Plattenmodell | S /vkq So/Vka Ss/Vka | Si/VEa | Ss/Vka
s-(9,8) 3,1416 9,4248 15,7176 23,0580 | 43,0417
Fehler (%) 4,3x1071% | 5,5x107%|6,1 x 1072 | 4,8513 52,2289
s-(7,6) 3,1416 9,4249 15,9505 29,6460
Fehler (%) |1,3x 10" |1,7x 1073 | 15439 | 34,8086
5-(5,4) 3,1416 04432 | 18,7338
Fehler (%) 1,7%x 1077 0,1952 19,2633
5-(3,2) 3,1416 10,1060
Fehler (%) | 7,4x107* | 17,2275
5-(1,0) 3,1623
Fehler (%) 0,6584
d-Gruppe (Schwab [91])
Plattenmodell S So Sy Sy S
d-(9,8) 3,1416 9,4248 15,7622 24,8765 | 70,5267
Fehler (%) 8,2x 107" [ 1,1 x107*|3,4x 107" | 13,1205 | 149,4374
d-(7,6) 3,1416 9,4268 16,6063 46,3195
Fehler (%) 1,7x1079 | 2,1 x10°? 05,7191 110,6280
d-(5,4) 3.1416 95512 971828
Fehler (%) | 1,3x107° | 1,3414 | 73,0511
d-(3,2) 3,1425 13,0432
Fehler (%) | 2,8x10°% | 38,3926
d-(1,0) 3,4641
Fehler (%) 10,2658

Werte fiir 3D, isotropes Material: S; = (2i — 1)m, i = 1,2, ... (Cheng [14]).
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5.2.2 Losungen fiir ¢ und gp:(f)

Nach Differentiation der Gleichungen (6.2a) und (6.2c) nach « und anschlieflender Einfiihrung
von (6.1)s erhalten wir

1 9., 71
A-Ng Vg al o0 - 2aph 4 |20 4 LY A 6O 4
1—v 1" TE1=
9 12 (2 —2 BY (1)
+4()\ In) Ay A, (6.7a)
9, Tl+w 9 21 21 , 2l1+wv 28
SN AL OO 422NN 4 [Z2A — 92 N2 4 22 1+~ Al 0®
{4 +31—ﬂ] T e Ty T TT U N
21 @ _ _—2 B
94 (A% +17) Apy =1 DAU . (6.7b)

Die Einfiihrung von (6.1), in die Gleichungen (6.2b) und (6.2d) liefert

9 9 -2 FO
VoW £ N2 = 200 — ZNAGY = o (6.82)
9 9 21
— 5 (¥ o) e - ZAQA@S}) +97 (A +n) 0¥ +
21 , @ -2 F®
2 (N2A - =" oM (6.
+94()\ ¢) 3 — 5 (6.8b)
Die Gleichungen (6.7) und (6.8) liefern das System
Gijvj = —KioW i,j=1,2,3,4 , (6.9)
wobei
T
{’0}4 = {(I)(l) ) @(2) ) _901(31) ) _901(32)} ) (6103“)
1
(K}, = {BYA , BOA, FO FOV (6.10b)

[GA]2><2 A[C;ABLM
(G, = , (6.10c)

[GAB]sz [GB]zxz
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und

(1+v,)A— )\ 2 (s A+ A?)

G, = : (6.11a)
Z(1+v,) A =9\

Sym

C
[GAB]ZXQ — m ) (611b)
0% (¥ )
—\2A 927
03
[GB]2X2 = m (611C)

—92L (A’A = ()

Sym

Die auftretenden Konstanten ergeben sich aus Gl. (3.64).

Bemerkung: Bei der Herleitung des Gleichungssystems multiplizierten wir die

Gleichungen (6.7) und (6.8) mit 3(1:_ 0y
Mit der Bezeichnung
k
- ME (6.12)
ka
sind die Losungen des Systems (6.9):
e Modell s-(1,0) (Reissner [79], Panc [65])
DAY = — (14— p2A| o0 1
[ + 1001 = 2)kp o (6.13a)
2kpa — vs)
DAz = |1 = Bhea = 1) o n | S0 13b
¥3 10(1 . l/)k'E o ) (6 3 )
e Modell s-(3,2) (Lewinski [51])
DA ey (124)° + ¢ (n2A) +1] @) = g0, (6.14a)
DA? [e; (W2A)" + ¢ (h2A) +1] ) = haoV (6.14b)
wobei sich die Koeffizienten ¢, ergeben (Reissner [85]):
126 — 12112
= 6.15
T 108960(1 — 12)k% (6.15)
o= —TBG TS (6.15b)

C45(1 — v)kg
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Die Koeffizienten ¢, und h, sind:

2kpe — 11vs
g :=—1+ 90(1 = V)kp y)kEh2A+
11(79 + 101v) v3 — 990(1 + v)skpe + 126(1 — v)
a 498960(1 + v)(1 — v)2k2,
(12 — 1102) 13
~997920(1 + v) (1 — v)2k3,

(n2A)* +

(h*A)° | (6.16a)

2kE‘G — U3 2 (1 + 1/3)(1 — 1/3) ) 2
=S HG p2N h2A
92 20001 — ks = 18901+ ) (L — )i (R2A)"+
(98 — 99v2) v3

20956320(1 + v)(1 — v)2k3,

+ (h2A)* | (6.16b)

20kgq — 11us
hy =1-— —90(1 - h2A +
N 11 (79 + 101v) v2 + 990(1 + v) (2kpg — 313) kg + 126(1 — v)
498960(1 + v)(1 — v)2k%
(2kpe — v3) (12 — 1103)
~997920(1 + v)(1 — v)2k3,

(h2A)? +

(h2A)° | (6.16¢)

V3 9 (1 +w3)(1 —v3) 2 A\ 2

hy = —————h*A — h*A
? 210(1 — v)kg 1890(1 + v)(1 — v)k% (h°a)"+

(2I€EG — 1/3) (98 — 991/32)

20956320(1 + v)(1 — v)2k3,

+ (n2A)* . (6.16d)

Fiir ein isotropes Material und v = 0, 3 stimmen die Werte von ¢, mit denen von
Lewinski [51] iiberein.

Die Durchbiegung der Mittelebene entnehmen wir aus Gl. (2.38b) mit den Rota-
(€.

tionen @3’:
DA? ey (W2A)" + ¢ (12A) +1] ws| =0l (6.17)
x3=0
wobei
21 3
wi=el) e 2 [Lsg el (6150
16kEG — 71/3 2
=1— —/—————h°A
y 20—k T

11 (41 — 5) 12 + 198(1 + v) (2kpe — 3v3) kpa — 252(1 — v)
* 99792(1 + v)(1 — v)2k2,
(2kpg — v3) (10 — 1103)
798336(1 + v)(1 — v)2k3,

(2a)" +

(n2A)* . (6.18b)
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Das Gleichungssystem (6.14) kénnen wir folgendermafien darstellen:
DA [R?A — = G2P2] [p2A — * BAP2 9@ = (+ GDp s 32p) g6 | (6.19a)
DAZ2 [th _ s—(3,2)P12] [th _ s—(3,2)P22] 90:(3&) _ (s—(3,2)P1 s—(3,2)P2)2 hoo) (6.19b)
wobei

57(3’2)P2 — 36(]. + l/)l{fE

= 2T VRE ) 54 (ke —
! 126—121u§{ 54 (ke —vs) +

14

v 2\/117 {14{45(1 —v) = 22(1 + v) (kg — 21/3)kEG] —11(83 — 27u)u§}} (6.20)

5_(372)

und =32 P, der konjugiert komplexe Wert von P, ist. Fiir einen isotropen Stoff

erhalten wir

36 (1 — 12) | 399 — 29712
s=(32)p2.— "2 7 ) (154 M— . 6.21
LT 196 1212 e 1— 12 (6:21)

Fiir eine gleichverteilte Belastung ist Ac(® = 0. In diesem Fall folgt aus Gl.
(6.13D)

DA%V = o) (6.22)

was der biharmonischen KIRCHHOFFschen Gleichung entspricht. Jedoch sind noch drei
Randbedingungen zu erfiillen. Wir erhalten dieselbe Gleichung aus der entsprechenden
Gleichung des Modells s-(3,2), indem wir o = 1 in Gl. (6.14b) setzen und den Ubergang
h — 0 betrachten.

Analytische Losungen fiir bestimmte Probleme sind méglich, indem die Gleichun-
gen (6.13)-(6.21) beriicksichtigt werden (fiir die Modelle s-(1,0) bzw. d-(1,0) siehe Salerno
und Goldberg [89] bzw. Dym und Shames [20]).

5.3 Schlussuntersuchung des hergeleiteten Differen-
tialgleichungssystems

Wir werden nun die Qualitdt der im vorherigen Abschnitt abgeleiteten Differentialglei-
chungen untersuchen. Die Verschiebungs- und Spannungsfelder der Modelle der s-Gruppe
sind im Vergleich mit den Modellen der d-Gruppe von héherer Ordnung,? siehe Glei-
chungen (2.39) fiir die Spannungen und Gleichungen (3.7) fiir die Verschiebungen o).
Aufgrund dieser Tatsache konnen wir schon voraussagen, dass die Differentialgleichun-
gen der s-Gruppe den entsprechenden Gleichungen der d-Gruppe iiberlegen sind. Diese

Aussage werden wir nun zeigen.

Fiir das Modell d-(3,2) sind 0,5 = O(z3), 043 = O(23) und o33 = O(z3), da die Spannungen durch
die Konstitutivgleichung anstatt durch Integration der Gleichgewichtsgleichungen berechnet werden.
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Das homogene Gleichungssystem (6.6a) fiihrt fiir beide GroBen ¥(®) auf dieselbe
Gleichung (siehe Preufer [72]). Es sei

U@ = gl gl (6.23)

Somit lassen sich die Losungen ¥(®) aus zwei Anteilen zusammensetzen, die den beiden
Differentialgleichungen

(h2A — =628 wl) =0 (6.24a)
(h2A — =028 ) wl) =0 (6.24b)

geniigen miissen, wobei

=628, = 2\/[14 - \/133] ka = 3,141615768\/ka

s—(3,2)52 — 2\/[14 + \/133] ke = 10,10595123+/ kg .

Beide Teillosungen klingen rasch ab, wobei die erste Gleichung am wichtigsten
ist, da *~328, < =28, ist und \Ifgg) nur in einem sehr schmalen Randbereich wirksam
ist (siehe Preufler [72], Lewinski [51]).

In den Differentialgleichungen fiir die Durchbiegung (6.19b) sind zwei Operatoren
beteiligt, der klassische biharmonische Operator und zwei modifizierte HELMHOLTZsche
Gleichungen mit den Parametern * 32 P, und * (32 P,. Den Operator A? kénnen wir
folgendermafen darstellen (sieche Zimmermann [119)):

h'A% = (R°A = 0%) (A —0%) . (6.25)

Fiir die Gl. (6.19b) erhalten wir nun

(a) . 12(1 — 1/2)h

[T (A =7) (PA =72) 9 = ———= (n71)" hao™ (6.26a)
v=0

mit
To = 0 R n = s_(3’2)P1 R T = S_(3’2)P2 , (626b)

da s—(3,2)P2 — s—(3,2)F1.

In (6.26a) haben wir auf der linken Seite dieselben Differentialoperatoren fiir die
zwei Komponenten gogl) und gogz) der Durchbiegung. Da die modifizierte HELMHOLTZsche
Gleichung eine Randschichtgleichung ist (vergleiche mit den Gleichungen (6.24)), ist das
Abklingverhalten beider Durchbiegungskomponenten gleich. A2 ist der einzige nicht ab-
klingende Anteil (die biharmonische Gleichung), der im ganzen Plattengebiet wirksam

1st.
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5.3 Schlussuntersuchung des hergeleiteten Differentialgleichungssystems

Tabelle 5.3: Die ersten Zehn PAPKOVICH-FADLEschen Eigenwerte fiir das Biegeproblem.

k Py
0 0
1,2 | 7,4976762777763854983 + 2, 7686782829873215325:

3,4 | 13,899959713976464002 £ 3, 35220988485350490521

5, 6 | 20,238517707830020965 £ 3, 71167676797524991137:

7,8 | 26,554547265491559985 £ 3, 9831416403399617498:

9,10 | 32,859741005069862594 £ 4, 1932514704312085707:

11,12 | 39, 158816520064986741 £ 4, 36679511767061842131
13,14 | 45,454071464355111349 £ 4, 5146404494813027697
15,16 | 51,746768302821786748 £ 4, 64342795705189645801
17,18 | 58,037662059094268410 £ 4, 7575151180816208907:

19,20 | 64, 327233713285566916 £ 4, 8599166478970964147:

Die Parameter 75 und 71 der Gleichung (6.26a) sind Approximationen des ersten
PapkovicH-FADLEschen Eigenwertes, welche den Wurzeln der transzendentalen Glei-
chung (siehe Cheng [14], Timoshenko und Goodier [100], Papkovich [66], Fadle [24], Ric-
ci [87])

sin P =P (6.27)
mit nicht negativen Realteilen entsprechen.

Die unendlichen Wurzeln dieser Gleichung sind komplexwertig (ausgenommen der
trivialen Losung Py = 0) und treten in Vierer-Gruppen auf, jeweils einer pro Quadrant.?
Die ersten zehn Wurzeln, zusammen mit der trivialen Losung F,, sind in Tabelle 5.3
angegeben.

Der Koeffizient *~-? P, in Gl (6.20) hat einen wesentlichen Imaginirteil fiir
ein isotropes Material und fiir |v| < 1, siehe Gl. (6.21). Die Real- und Imaginérteile fiir
v € [0,1/2] sind in Abbildung 5.1 zusammen mit dem Elastizitatswert P; aufgetragen.
Man erkennt, dass * 2 P, nur eine sehr geringe Variation bzgl. v aufweist, was aus Gl.
(6.21) direkt zu sehen ist.

Die von Preufler [72,73] und Chen und Archer [13] berechneten PAPKOVICH-
FaDLEschen Werte =32 P, sind in Abbildung 5.2 aufgetragen. Diese Werte sind reelle
Zahlen fiir v > 2/7. Man beachte die gute Anniherung der Werte *~32) P, im Vergleich
mit G2 Py

3Wenn P eine Losung ist, dann sind auch —P, P und —P Losungen.
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Abbildung 5.1: Real- und Imaginérteile des ersten PAPKOVICH-FADLEschen Eigenwertes,
0<v<0,5.
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Abbildung 5.2: Real- und Imaginérteile des ersten PAPKOVICH-FADLEschen Eigenwertes,
0<rv<0,5.

Abbildung 5.3 zeigt wieder den Verlauf von *~G2 P, nun fiir —5 < v < 5. Hier
ist der Unterschied zwischen *~ 32 P, und P, klein.*

Die entsprechenden Werte P fiir transversal-isotrope Materialien kann man aus
der Verdffentlichung von Horgan [36] ermitteln, was noch durchzufiihren wire.

Im n#chsten Kapitel werden wir zeigen, dass sich die Fundamentallésung fiir das
Problem s-(3,2) durch die Lésungen der biharmonischen, Schub- und HELMHOLTZschen
Differentialgleichungen (6.6) und (6.19b) berechnen 1a8}t.

4 Ausgenommen ist die Umgebung von v = +,/126/121, in der *~(:?) P; singulir ist (siehe G1. (6.21)).
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Abbildung 5.3: Real- und Imaginérteile des ersten PAPKOVICH-FADLEschen Eigenwertes,
-5 <v <5,



Kapitel 6

Die allgemeine Fundamentall6sung

6.1 Einleitung

Die allgemeinen skalaren Fundamentallosungen beider Probleme, s-(1,0) und s-(3-2), wer-
den in diesem Kapitel abgeleitet. Wir benutzen die HORMANDERsche Methode, um die
skalaren Fundamentallosungen zu berechnen. Durch Anwendung der Theorie der Distribu-
tionen werden die zunéchst unbestimmten Konstanten dieser Losungen so bestimmt, dass
die Fundamentallésung eine verallgemeinerte DIRACsche Deltafunktion darstellt. Freie
Konstanten werden nicht zu Null gesetzt, so dass unsere Losung keinen Spezialfall, son-
dern die allgemeinen Fundamentallosungen darstellt.

6.2 Ansatz fiir die Bestimmung der Tensoren U;; und
Ui,

Wir betrachten das hierarchische LAME-NAVIERsche System (siehe Gleichungen (3.61)
bzw. (3.65)),

L[JUJ(Q) = —F]O'(l)(Q) . (6].)
Zur Bestimmung der Fundamentallgsung entnehmen wir aus Gl. (4.23a)
ui(Q) == Uk (P, Q)mk(P) . (6.2)

Die Belastungen der Fundamentallosung sind verallgemeinerte DirRACsche Deltafunktio-
nen mit dem Aufpunkt in P,

FroW(Q) := 6(P,Q)mj(P) . (6.3)

Fiir die Fundamentallosung setzen wir die Gleichungen (6.2) und (6.3) in Gl. (6.1)
ein und erhalten

LijUks(P,Q) = —6(P,Q)drx - (6.4)
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6.3 Berechnung der Determinante

Diese sind die LAME-NAVIERschen Gleichungen fiir die Fundamentallgsung. Die-
ses Differentialgleichungssystem kann weiter vereinfacht werden. Zuerst verwenden wir,
dass (Hormander [40])

L??]LKJ = L[JLCI(OJ = det(L)(SH( s (65)

wobei L die Kofaktormatrix von L und det(L) die Determinante von L ist. Wir fiihren
folgenden Ansatz ein:

Uks(P,Q) = LE,G(P,Q) . (6.6)

Das System (6.4) vereinfacht sich zu

det(L)G(P,Q) = —0(P,Q) . (6.7)

Es wird zuerst das Problem (6.7) gelost. Danach setzen wir die skalare Fun-
damentallésung G(P, Q) in (6.6) ein, um die Fundamentallosung Uy ;(P, Q) des LAME-
NAviErschen Systems (6.4) zu bestimmen. Die anderen Fundamentaltensoren, die zur
Losung der Integralgleichungen benotigt werden, lassen sich durch Ableiten von Uy ; bzw.
Uy; berechnen (siehe Kapitel 4). Die allgemeine Fundamentallsung des Problems s-(1,0)
ist in Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117] angegeben.

6.3 Berechnung der Determinante

Die Fundamentallosungen beider Probleme s-(1,0) und s-(3,2) werden durch die Deter-
minanten der Matrizen L, Gleichungen (3.61) und (3.65), berechnet. Fiir G3(P, @) und
Gs(P, (), welche die skalaren Fundamentallosungen des Problems s-(1,0) bzw. s-(3,2)
darstellen, gilt nach GI. (6.7),

det[L],,Gs(P,Q) = ~3(P,Q) . (6.8)
det[L],,,Go(P,Q) = ~3(P,Q) . (6.8b)

Die Berechnung von det[L],, , kann per Hand durchgefiihrt werden. Zur Berech-
nung von det[L], , sind die Rechenschritte aber zu kompliziert. Zur Automatisierung
dieser Aufgabe wird das Computer-Algebra-Programm MAPLE angewendet. Es ergeben
sich folgende Losungen:

e Fiir das Problem s-(1,0):

det[L], ., = — (%)2 DPNAP[A =N (6.9)
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e Fiir das Problem s-(3,2):

3\ /1-rv\*
det[L]6><6 = (1—28> < 5 > 136)\2
A?[28A% — 280A°A + 2250 [aA® + DA +¢] ,  (6.10)

wobei
a := 1400\*[55 (1 + v) v + 54] | (6.11a)
b:= 56 [1215(1 — v) (119 + 10X%) n — 28¢ (55(1 + v)y + 54)] (6.11b)
¢:=—6075(1 — v)A\*[243(1 — v)n® — 28¢((1 + v)v + 2)] . (6.11c)

Diese Determinanten kénnen wir folgendermafien schreiben:

det[L],, = Az (R2A)” [R2A — +~(0082] (6.12a)

det[L],,, = As (h*A)" [R2A — D8] [n2A — (282
(A = G2AP?) [RPA — AP (6.12D)

Ay = — (1;V>2(%>3>\2 : (6.13a)

9282994875(1 + v)ky (1 —v\° /[ D\°® .,
Ag = — 1
O 863(1 — v) — 1212|7272 ( 2 ) ) A (6.13b)

und A aus Gl (3.23) mit h = 2c.

mit

Diese Differentialgleichungen entsprechen genau den Gleichungen, die im vor-
herigen Kapitel hergeleitet wurden. Fiir das Problem s-(1,0) haben wir einen biharmoni-
schen Operator A? (siehe Gl. (6.13b)) und einen metaharmonischen (modifizierten HELM-
HOLTZschen) Operator [h*A — *~(L0S?] (siehe GI. (6.5a)).

Fiir das Problem s-(3,2) haben wir wieder einen biharmonischen Operator und
vier metaharmonische Operatoren, siehe Gleichungen (6.6a) und (6.19b). Bei den metahar-
monischen Operatoren miissen die LAPLACEschen Operatoren der unbekannten Funktion
multipliziert mit einem kleinen Zahlenfaktor und dem kleinen h? den Betrag der Funkti-
on selbst ergeben, d.h. die Lésungsfunktionen miissen Exponentialfunktionen mit grofien
Exponenten enthalten,! also vom Rande her rasch abklingen. Dabei ist der Zahlenfaktor
s=(1L9)S% nur etwa ein Zehntel des Wertes von =082 d.h. diese Losung ist nur in
einem noch schmaleren Randbereich wirksam (siehe Preufier [72]).2 Alle metaharmoni-
schen Operatoren klingen rasch vom Rande aus ab und werden daher Randschichtope-
ratoren genannt. Der einzige nicht abklingende Operator ist der biharmonische Operator

LFiir y(z) — a 'y’ (z) = 0 ist y(z) = Ce®®, wobei C eine Konstante ist.
2Die metaharmonischen Gleichungen werden folgendermafien geschrieben:

h2
-]

wobei $~(10)§~2/5=(1,0) G2 — 10, 3478 (siehe GI. (6.6b)).
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(siehe Poniatovskii [68]). Es ist zu erkennen, dass die Fundamentallosung aller im Ka-
pitel 5 hergeleiteten Gleichungen Randschichteffekte enthilt. Ein Produkt modifizierter
HELMHOLTZschen Gleichungen fiir die skalare Fundamentallosung wie (6.12) tritt auch
fiir anderen Operatoren auf, wie z.B. fiir thermoelastische Probleme, sieche Tehrani und
Eslami [97].

6.4 Die skalare Fundamentallosung GG

Partikuldre Fundamentallosungen fiir die obigen Gleichungen sind bekannt (siehe z.B.
Cheng, Antes und Ortner [15]). Die allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen
(6.12) sind
e der biharmonische Operator, A%V}, (r) = 0 (innere Losung):
Vi(r) == Cir?lnr + Cylnr + Car? + Cy (6.14)
wobei ('} — C}y beliebige Konstanten sind;
e der metaharmonische Operator, [A — k%] V,,(r) = 0 (Randschichtlésung):
Vm(T') = C5K0(I€T) + CGI()(HT') s (615)

wobei C5 und Cg beliebige Konstanten und Iy(r) und Ky(r) modifizierte BESSELsche
Funktionen nullter Ordnung und zweiter Art sind (siehe Abramowitz und Stegun [1]),
mit

— k= s~0G /h = X fiir das Problem s-(1,0) (A aus GI. (3.23));
— K ist gleich A\, p=1,...,4 fiir das Problem s-(3,2), wobei

A= BAS b dpi= GGk (6.16a)
Ay =P /h A= GAPy (6.16b)

Die allgemeinen Fundamentall6sungen sind:

e Problem s-(1,0)
Gs(r) :== Cir?Inr + Colnr + Cyr? + Oy + Cs Ko (Ar) + Cely(Mr) (6.17)

e Problem s-(3,2)

4
GB(’I“) = 017“2 1117" + 02 1117" + 037”2 —+ 04 + Z O(4+1)K0(Zl) + Z O(8+z)IU(Zz) 5

wobei
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6.5 Die Bestimmung der Koeffizienten

Die Koeffizienten C; bis Ci5 sind so zu bestimmen, dass die Gl. (6.8b) mit der verallgemei-
nerten DIRACschen Deltafunktion auf der rechten Seite erfiillt wird. Fiir die Berechnung
der Konstanten C bis Cg in Gl. (6.17) siche Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117].
Das Problem 18t sich durch die Anwendung der Theorie der Distributionen und mittels
partieller Integration (zweite GREENsche Formel) losen.

Die Losungen der Gleichungen (6.8), die in den Gleichungen (6.17) und (6.18)
angegeben sind, gelten fir r = |P — Q| # 0. In diesem Fall sind die Gleichungen (6.8)
homogen. Fiir den Fall r = 0 sind die Gleichungen (6.8) aber singulér. Fiir das Problem
s-(3,2) haben wir, geméf der Theorie der Distributionen (siehe Stakgold [93])

(Go(r), det[L],,o(r)) = —¢(0) ,  ¢(r) e D(R) , (6.20)

wobei (a,b) das duale Produkt zwischen a € D'(R?*) und b € D(R?) ist; D(R?) ist der
Raum der Testfunktionen in R? und D'(R?) der dazugehorige duale Raum, der Raum der
Distributionen.

Mit A, (p=1,...,4) aus den Gleichungen (6.16) schreiben wir fiir Gl. (6.12b)
4
det[L],,, = Ag (h*A) ] [a - 7] (6.21)
i=1
Aus den Gleichungen (6.20) und (6.21) ergibt sich
N
<G6(7"), Ag (*A) H [A = )7 ¢(r)> = —¢(0) . (6.22)
i=1

Wir wenden die zweite GREENsche Formel

dv

/ AW — wAv] dQ = / {vi—: - wa] ar (6.23)

sechs Mal zur partiellen Integration an und erhalten (siche Abb. 6.1)3

.od d
3Auf I ist @() :—5(-).
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Abbildung 6.1: Geometriedarstellung fiir die partielle Integration.

_ / Go(rAT] [ - ] dﬁY) dr + / diﬁy)A [T (a2 6(r)ar+

_ / AGs(r) [T [A = A dﬁg) dr + / Adcg;(r) []1a -] e(r)dr +

)

1
4
1 ] [A = N] g(r)dl +

)

_/NGG(r)H[A—Ag] %Y)dnr/ydaﬁr(r)

3

_/NH[A—Af] Gs(r)%f")dm/ﬁﬂ [A =] dGG:T)W)d”

=1
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Die Ableitungen von Gg(r), Gl. (6.18), sind:

dGs(r) =Cyr (21 +1)+Cl+20 —24:0 AN K (2) +
ar e oy T 2 G
4
+ Z Cig+iAili(z)
=1
4 4
AG(;(?”) = 401 (1117” + 1) + 403 + Z 0(4-1—1))\7,2[(0(37,) + Z O(g_H))\ZZ[()(Zl) s
=1 =1
dGs(r) 1 < !
6
AT =40 ; Clary 2K (21) + ; ClsnNeT(2)
4 4
AQGﬁ(’I“) = Z O(4+”)\?K{)(22) + Z C(gﬂ))\ffg(zz) y
i=1 i=1
dGe(r) & .
6
AQT = - ; Clar AP K1 (z:) + ; Clarp N T(zi)
4
A?[A =X Go(r) = Cuspht [\ — M| Ko(z:) +
=2
4
1=2
dGe () -
A? [A = A7 d6r = - 2:0(4“))\@5 (A7 = AT] KO (2) +
=2
4
1=2
2 4
A?TT A = M) Go(r) =D Crra i [A = M) [\ = A3] Ko(z) +
=1 =3

4

+ 2 Coshi [N = 2] [\ = ] Do(=0)

1=3

(6.25a)

(6.25b)

(6.25¢)

(6.25d)

(6.25e)

(6.25f)

(6.25g)

(6.25h)
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2 4
dGg(r
AT 18 A S5 = =30 Cuvadt 3 =) [ =] s +
4
+ Y O [N = N] [N = 23] (=) . (6.250)
=3
3 3
A?TT (A = A7) Go(r) = M T [A = A7) {CsKo(za) + Cralo(za)} (6.25j)
=1 =1
: dGs(r) :
4
AT A= A] Go(r)=0 . (6.251)

Nun kénnen wir die Integrale in Gl. (6.24) analysieren. Die Integrale 1, 3, 5, 7, 9
und 11 sind regulér und verschwinden fiir den Grenziibergang ¢ — 0. Um die Integrale 2,
4,6, 8 und 10 zu regularisieren, setzen wir (in der angegebenen Reihenfolge):

02 == C5 + 06 + C7 + Cg y (6.26&)
1

Cr = [C5A2 + CeA2 + CoM2 + Cs)Y] (6.26b)

CsAl + CoXy + CoXS + CgAp =0 (6.26¢)

CoAs [M2 — M| + CoAg [M2 — A2] + Cs)p [N )\2] =0, (6.26d)

Cog [N = N2 N2 =] +CsAf [N =N M=% =0 . (6.26¢)

Das letzte Randintegral in Gl. (6.24) gibt uns die notwendige Singularitit, so dass
aus Gl. (6.25k)

1
Cs = 6.27
S AT, A2 — A2 (6:27)

folgt.
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Daraus ergeben sich folgende Beziehungen:

_)\i
=—2 _IN2 NN N2 a2\ 6.28
Ch INZNINZ [ 4 1] [ 4 2] [ 4 3] 8 ( a)
NZA2AZ 4+ A2AZN2 4 N2A2)02 4 A2)02)2
C, = 212273 2 3)\42)\2)\23 4N 4N N2 [AZ_A%] [)‘?L_AS] [/\i—/\i] Cs , (6.28b)
A1 = A [\ = A3
Cy = Cs 6.28¢
PN N - (6.28¢)
)\2 2
Co = { AQ} % ; Cs (6.284)
A1 = N = A
C7 = )\4 [)\2 )\2] [)\2 g] 08 (6286)
= h4)\4H T (6.28F)
Co=0 , (6.28¢)
Cio=0, (6.28h)
011 - 0 ) (6281)
Ciz =0 . (6.28))

Die Konstanten Cy, Ciy, C1; und Ciy ergeben sich aus der Regularititsbedingung fiir
£ — oo (siehe Brebbia, Telles und Wrobel [10], Kerr und El-Sibaie [47]).

Analog zum Problem s-(1,0) sind zwei Konstanten frei, C5 und Cy. Wir setzen
diese Konstanten aber nicht gleich Null, wie es normalerweise gemacht wird. Wir behan-
deln folglich die allgemeine Fundamentall6sung und kénnen so die Tensoren Ury, Tr; usw.
mit verbesserten Eigenschaften herleiten, siche Westphal Jr., de Barcellos und Tomés
Pereira [116]. Die Konstanten C5 und Cy werden folgendermaflen gewé&hlt:

Cg = F108 , C4 = FQCg . (629)

Damit sind alle Konstanten als Funktion der Konstanten Cy geschrieben. Daher kann Cy
in sdmtlichen Tensoren, die in den Integralgleichungen benotigt werden, ausgeklammert
werden. F] und F5 sind frei wahlbare Konstanten.

6.6 Berechnung der Kofaktoren

Um den Tensor Uk ; berechnen zu kénnen, brauchen wir die Kofaktoren der Matrix Ly s,
siehe Gl. (6.6). Die Kofaktoren werden folgendermaflen geschrieben (siehe Gl. (3.62c))

(LY),. [T0).

L), = . (6.30)
Ly,

Sym
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Die Element der Matrix [L;"Lm sind:

Ly = 36K)\2A2{ (A — ] {25A2A2 [28 (1 +v4) (1+vg) — 27ui3] +

+2A [ . 14§(28 (1+va) (14 vp) — 27v33) +

+ 977(1477(281/A +27vp — 54vp + 55) + 25X (28(1 + v4) — 27vaB) )] +
+ 22507 (28¢(1 + v4) — 2431°) }5aﬁ +
— {25)\2A2 [28vp(1 +va) — 27055 +
+ A {25% <1877 (28(1 4 va) — 2Tvap) — A° (28vp(1 + va) — 2705 — 252(1 + v4)) ) +
— 28¢ (28vp(1 + va) — 2Tvap) + 2527 (28(1 + va) + 27(vp — 2VAB))} +
—\? [225A2 (277 (28(1 + va) — 2Tvap) + 2560°(1 + VA)) +
_ 28g(28y3(1 +ua) = 27 (va+ 12, + 1) ) +

o’ (28 (28v4 + 27vp — 54vap) + 55)} }835} , (6.31a)

LY, = —36K A% [28A% — 280A°A + 225)"]
[ (28v4 — 2Tvap + 28) + 250*(1 + v4)] Do, (6.31b)

Ly =Lg. (6.31c)

LY = 4K A% [28A% — 280A%A + 225)]

[A [28 (14 v4) (1 +vp) — 273,] — 225X (1 +w4) | , (6.31d)
wobei
K = LD5(1 —v)® (6.32)
= 32768 ' '

Die Kofaktoren wurden mit dem Programm MAPLE berechnet. Die auftretenden
Operatoren sind im wesentlichen von der Form

Aa 8aB7 8{17 1

sowie Produkte dieser vier Grundoperatoren bis A*.
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Man erkennt, dass die partiellen Ableitungen nur in den Formen 0,5 und 0,
auftreten. Alle partiellen Ableitungen hoherer Ordnung ergeben sich in der Form von
LAaPLACEschen Operatoren.

Die Ausdriicke der Kofaktoren werden noch vereinfacht, indem adiquate Kon-
stanten definiert werden. (Beispielweise kann die Konstante 28 (1 +v4) (1 + vg) — 27v4p
in GL (6.31) als neue Konstante definiert werden.) Es ist auch mdoglich, die notwendigen
Rechenschritte zur Berechnung aller Tensoren mit dem Programm MAPLE zu automati-
sieren.

Wichtig fiir die Realisierbarkeit der allgemeinen Fundamentallsung ist die fol-
gende Komponente des Kofaktors:

LY. = 189K {225)\4 +28A% — QSOAZA] {A2A3 {28 + 284 — 2TV5 5 + 28vp + QSVAVB] +
+ A? [24377%3 + 4957% — 250 — 5dnupA? — 28(va — 486v451° + 450n)\% — 28¢ +
+ 504X%van — 432X %v 451 — 28vpC + 271/313( — 28u4vpC + 252v41° — 25)\21/B:| +
+ A2A {252@,4 — 450nA\? — 2925n% + 54Cvap + 28vp( + 2804“] +

— 225A4¢} (6.33)

In dieser Komponente des Kofaktors gibt es ein Glied, das keinen Differentialope-
rator enthilt, ndmlich —9568125K\8C. Das hat zur Folge, dass bei der Berechnung von
Uss aus Gl. (6.6) die Konstante Cy der Fundamentallsung (6.18) nicht eliminiert wird.
Die anderen Komponenten des Kofaktors sind reine Differentialoperatoren.

Im Anhang C geben wir LY in der Form an, die mit dem MAPLE-Programm
berechnet wurde, wobei & = 0, und &2 = 0%, zu setzen ist (siche Constanda [17]).

6.7 Die allgemeine Fundamentall6sung des Problems
s-(1,0)

Wir werden zunéchst zeigen, dass die in Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117]
abgeleitete allgemeine Fundamentallgsung des Problems s-(1,0) widerspruchsfrei ist. Diese
Losung lautet:

B 1

- 4xD(1 —v)

Uag(T) = —Uga(T)

Uap(r) {[4B()\r) -(1-v) ln(alr)]éaﬁ — [4A()\r) +(1- V)]T,Oﬂ”,ﬁ} ,

=D In(ayr)rrq

Uss(r) = 8%1) {T2 {ln(alr) _ %] _ ﬁ ln(azr)} | (6.34)
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wobei
2 1
A(z) == Ky(z) + 2 <K1(z) - ;) : (6.35a)
1 1
Darin sind a; und s freie Konstanten, die sich aus C3 und C} ergeben, z := Ar und
A= Q%Zkg (siehe Gleichungen (6.17), (6.19) und (3.23)).

Abbildung 6.2: Kreisférmiger Plattenausschnitt mit dem Radius r.

Das Gleichgewicht eines kreisformigen Plattenausschnittes, der durch eine Ein-
heitseinzelbelastung im Mittelpunkt P beansprucht wird (siehe Abb 6.2), ergibt in Polar-
koordinaten (r, #) (siehe Reismann [77], S. 143) mit m’ =0

U () = %gj)rlnr , (6.36a)
w(T) = % |:7“2 <lnr — %) — ﬁlnr : (6.36b)

wobei 1, (€) die radiale Rotation und w(®) die Durchbiegung bezeichnen. Die Rotationen
beziiglich der Achsen z, sind durch

Uo(T) = U (T)7 4 (6.37)
gegeben, wobei r; = cosf und r 5 = sin §. Daraus folgt
., —m3
Ya(@) = S n(r)rra (6.38)
_ ms | o 1 8
= nr— ) = ———lnr| . 38
(@) 8mD [r (nr 2) (1 —v)A? nr (6.38b)
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Aus GI. (4.23a) ergibt sich mit m* = 0* und m} = 1:

w =Usy | (6.39a)
Y =Us . (6.39Db)

Vo =up =Usq (6.40a)

Diese Schlussfolgerung kann man nur mit Hilfe der allgemeinen Fundamentall6sung von
Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117] ziehen. Mit der weitverbreiteten Funda-
mentallésung von van der Weeén [106,107] und Constanda [18] ist es nicht mdglich, diese
Schlussfolgerung zu ziehen. Deshalb benutzen wir die Bezeichnung allgemeine Fundamen-
tallosung, weil die freien Konstanten beriicksichtigt werden und die daraus resultierende
Fundamentallosung widerspruchsfrei ist.

Abschlieend wird die obige Fundamentallosung U;;(r) so zerlegt (siehe Westphal
Jr., Andrd und Schnack [115]), dass auf einer Seite die KIRCHHOFFsche Lésung U (r)
wiedergegeben wird, wihrend auf der anderen Seite die REISSNER- und MINDLINsche
Losung UM (r) dargestellt wird, d.h. Uy;(r) = UM (r) = UK (r) + US"(r), wobei U3 (r)
die Fundamentallosung infolge reiner Schubverzerrungen darstellt. Diese lauten

17
USs(r) = 5| I (@rr) Sas +mars |
1
Uog(r) = —U?ﬁ(r) =D In(aqr)rry
UK(T)—T—2 _ln(a 7")—1 : (6.41)
BT gD [V 2| ‘
1
US () = 5=y [BOas = A pe]
Usg(r) =Usi(r) =0,
~1
Sh ] . 42
Uss'(r) DI =)\ n(ayr) (6.42)

6.8 Beispiel fiir das Modell s-(1,0) (Probleme K, Sh
und RM)

Eine fest eingespannte MINDLINsche Kreisplatte mit dem Radius a = 1/2 unterliegt einer
gleichverteilten Einheitsbelastung o). In diesem Fall werden die Gebietsintegrale durch
dquivalente Randintegrale ersetzt, siehe Gl. (4.49) und (4.50). Fiir dieses Problem sind die
analytischen Losungen sowohl fiir das KIRCHHOFFsche als auch fiir das REISSNERsche und

“Da in diesem Fall die wirkenden Einheitseinzelmomente gleich Null sind.
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6.8 Beispiel fiir das Modell s-(1,0) (Probleme K, Sh und RM)

MINDLINsche Modell bekannt (siehe [20,106,115]). Die Losung des REISSNERschen Modells

1st
arom s (1) = {1_ (Z) ] {1_ (Z) *201} ’
16D 2
3 (l)u(l)(r) = [1 - <C) ] . ;
a’o a a
ug(r) =0,
16 72
(D) () = _ r
o () =14 v(1+C) = B+v) (5)
16 2
AGE
2 1 r
aoD o (r) = P
oMy =0, (6.43)
wobei
4 h\?
Ci=Cy=——— =] . 6.44
P 3k(1— ) <a> (6.44)

Fiir das MINDLINsche Modell ist Cy := 0 und fiir das KIRCHHOFFsche Modell sind C| =
CQ = 0.

Da es keine Ecke gibt, sind die Lésungen der Probleme RM und K in Einstim-
mung, wenn die Platte diinn ist (oder wenn der transversale Schubmodul sehr grof ist),
obgleich nur zwei Randbedingungen fiir das KiIRCHHOFFsche Problem erforderlich sind.

Wir analysieren eine isotrope Platte (k¢ = 1), mit k* = 5/6 und v = 0, 3.
Die Platte wird mit 8 quadratischen Randelementen diskretisiert. Fiir die numerische
Integration werden 10 GAUss-Integrationspunkte verwendet und fiir die Integration der
logarithmischen Singularititen wird die kubische Transformation von Telles eingesetzt [98].

Die Probleme RM, Sh und K sind in der Lage, das Randwertproblem getrennt
zu 16sen, wie in Tabelle 6.1-6.5 gezeigt ist. Fiir die normalisierten Werte von Gl. (6.43),
héngen die KIRCHHOFFschen Lésungen nicht von der Plattendicke ab, wie in Gl. (6.43)
und Tabelle 6.1 gezeigt ist. Fiir eine diinne Platte ist das Problem Sh verantwortlich
fiir die Schubkrifte in inneren Punkten, die im Problem K nicht beriicksichtigt sind.
Wird die Platte dicker, weist das Problem Sh eine zusétzliche Durchsenkung auf, die das
KircHHOFFsche Modell nicht erfasst. Das KIRCHHOFFsche Modell ist in diesen Fall ,,zu
steif. Um es zu entscheiden, ob die gelieferten Werte eines KIRCHHOFFschen Problems in
einem inneren Punkt annehmbar sind, ohne das Problem RM zu l6sen, kann das Problem
Sh eingesetzt werden. Stimmen die Verschiebungen oder Biegemomente nicht iiberein,
sind zu den entsprechenden KIRCHHOFFschen Werte diese Werte zu addieren.

Es wurde keine Symmetrie des Problems beriicksichtigt. Demzufolge ist es in
diesen Fall nicht mdglich, die Randwerte des Biegemoments aé;) zu berechnen. Wenn



Kapitel 6. Die allgemeine Fundamentall6sung

87

der Innenpunkt in der Nidhe des Randes ist, treten fast-singulére Integrale auf, was im
Programm noch nicht berticksichtigt wurde. Deswegen sind gréflere Fehler fiir einige Werte
in den Fall 7/a =~ 1 zu erwarten.
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6.8 Beispiel fiir das Modell s-(1,0) (Probleme K, Sh und RM)

Tabelle 6.1: Problem K: BEM und analytische Werte fiir die Kreisplatte h/a = 0,0002

und h/a = 0,5.
64D 16D _16 0o 2,
ato(d) U a3o() Yo a2q(1) P00 a2q(1) Trr acl) or
r/a | Analyt./BEM | Analyt./BEM | Analyt./BEM | Analyt./BEM | Analyt./BEM
0,000 || 1,0000/0,9979 | 0,0000/0,0000 | 1,3000/ 1,2986 | 1,3000/ 1,2086 | 0,0000/ 0,0000
0,100 || 0,9801/0,9780 | 0,0990/0,0989 | 1,2810/ 1,2796 | 1,2670/ 1,2656 | -0,1000/ 0,0000
0,200 | 0,9216/0,0196 | 0,1920/0,1918 | 1,2240/ 1,2226 | 1,1680/ 1,1666 | -0,2000, 0,0000
0,300 | 0,8281/0,8262 | 0,2730/0,2727 | 1,1290/ 1,1276 | 1,0030/ 1,0016 | -0,3000, 0,0000
0,400 | 0,7056/0,7038 | 0,3360/0,3356 | 0,0960/ 0,9945 | 0,7720/ 0,7707 | -0,4000, 0,0000
0,500 || 0,5625/0,5609 | 0,3750/0,3745 | 0,8250/ 0,8232 | 0,4750/ 0,4739 | -0,5000, 0,0000
0,600 | 0,4096/0,4082 | 0,3840/0,3835 | 0,6160/ 0,6134 | 0,1120/ 0,1111 | -0,6000, 0,0000
0,700 | 0,2601/0,2589 | 0,3570/0,3565 | 0,3690/ 0,3650 | -0,3170/-0.3181 | -0,7000, 0,0000
0,800 | 0,1296/0,1287 | 0,2880/0,2874 | 0,0840/ 0,0776 | -0,8120/-0.8151 | -0,8000, 0,0000
0,900 || 0,0361/0,0354 | 0,1710/0,1700 | -0,2390/-0.2487 | -1,3730/-1.3835 | -0,9000/ 0,0000
0,920 | 0,0236/0,0230 | 0,1413/0,1402 | -0,3082/-0.3180 | -1,4931/-1.5067 | -0,9200, 0,0000
0,940 | 0,0135/0,0131 | 0,1094/0,1080 | -0,3788/-0.3877 | -1,6159/-1.6327 | -0,9400, 0,0000
0,960 || 0,0061/0,0058 | 0,0753/0,0736 | -0,4510/-0.4669 | -1,7413/-1.7547 | -0,9600/ 0,0000
0,980 || 0,0016/0,0014 | 0,0388/0,0371 | -0,5248/-0.5766 | -1,8603/-1.9015 | -0,9800/ 0,0000
0,998 | 0,0000/0,0000 | 0,0040/0,0016 | -0,5024/-0.2821 | -1,9868/-1.4034 | -0,9980, 0,0000
1,000 || 0,0000/0,0000 | 0,0000/0,0000 | -0,6000/— | -2,0000/-1.9606 | -1,0000/-0,9785
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Tabelle 6.2: Problem Sh: BEM und analytische Werte fiir die Kreisplatte h/a = 0, 0002.

64D

16D

].6 (1)

00" | 3,00 | 20 | 2w |
r/a BEM BEM BEM BEM BEM
0,000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000
0,100 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 | -0,1000
0,200 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,2000
0,300 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3000
0,400 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,4000
0,500 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5001
0,600 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6004
0,700 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,7011
0,800 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,8027
0,900 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9063
0,920 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9272
0,940 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9479
0,960 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9690
0,980 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0093
0,998 || 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6530
1,000 || 0,0000 0,0000 — 0,0000 -0,9810
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6.8 Beispiel fiir das Modell s-(1,0) (Probleme K, Sh und RM)

Tabelle 6.3: Problem RM: BEM und analytische Werte fiir die Kreisplatte h/a = 0,0002.

64D
atc(l)

16D

—Uu
3o !

16 o
a?o(l) 700

— o
a0 """

Analyt./BEM

Analyt./BEM

Analyt./BEM

Analyt./BEM

Analyt./BEM

0,000

1,0000/0,9978

0,0000/0,0000

1,3000/ 1,2986

1,3000/ 1,2986

0,0000/ 0,0000

0,100

0,9801/0,9779

0,0990/0,0989

1,2810/ 1,2796

1,2670/ 1,2656

-0,1000/-0,1000

0,200

0,9216/0,9195

0,1920/0,1918

1,2240/ 1,2226

1,1680/ 1,1666

-0,2000,/-0,2000

0,300

0,8281/0,8261

0,2730/0,2727

1,1290/ 1,1275

1,0030/ 1,0016

-0,3000/-0,3000

0,400

0,7056/0,7038

0,3360/0,3356

0,9960/ 0,9944

0,7720/ 0,7707

-0,4000,/-0,4000

0,500

0,5625/0,5609

0,3750/0,3745

0,8250/ 0,8231

0,4750/ 0,4738

-0,5000/-0,5002

0,600

0,4096/0,4082

0,3840/0,3834

0,6160/ 0,6134

0,1120/ 0,1111

-0,6000/-0,6009

0,700

0,2601/0,2585

0,3570/0,3565

0,3690/ 0,3650

-0,3170/-0.3181

-0,7000/-0,7025

0,800

0,1296/0,1286

0,2880/0,2874

0,0840/ 0,0776

-0,8120/-0.8151

-0,8000/-0,8065

0,900

0,0361,/0,0354

0,1710/0,1700

-0,2390/-0.2487

-1,3730/-1.3835

-0,9000/-0,9149

0,920

0,0236/0,0230

0,1413/0,1402

-0,3082/-0.3180

-1,4931/-1.5067

-0,9200/-0,9344

0,940

0,0135/0,0131

0,1094/0,1080

-0,3788/-0.3877

-1,6159/-1.6327

-0,9400/-0,9471

0,960

0,0061/0,0058

0,0753/0,0735

-0,4510/-0.4669

-1,7413/-1.7546

-0,9600/-1,0167

0,980

0,0016,/0,0014

0,0388/0,0370

-0,5248/-0.5766

-1,8693/-1.9015

-0,9800/-1,4880

0,998

0,0000/0,0000

0,0040/0,0015

-0,5924/-0.2822

-1,9868/-1.4032

-0,9980/19,7424

1,000

0,0000/0,0000

0,0000/0,0000

-0,6000/—

-2,0000/-1.9608

-1,0000/-0,9786
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Tabelle 6.4: Problem Sh: BEM und analytische Werte fiir die Kreisplatte h/a = 0, 5.

64D

16D

].6 (1)

00" | 3,00 | 20 | 2w |
r/a BEM BEM BEM BEM BEM
0,000 | 4,5636 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 0,0000
0,100 | 4,5179 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 | -0,1000
0,200 || 4,3807 0,0000 0,0000 0,0000 -0,2000
0,300 || 4,1522 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3000
0,400 | 3,8322 0,0000 0,0000 0,0000 -0,4000
0,500 || 3,4207 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5001
0,600 || 2,9176 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6004
0,700 || 2,3228 0,0000 0,0000 0,0000 -0,7011
0,800 || 1,6354 0,0000 0,0000 0,0000 -0,8027
0,900 || 0,8544 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9063
0,920 || 0,6867 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9272
0,940 || 0,5153 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9479
0,960 | 0,3401 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9690
0,980 || 0,1598 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0093
0,998 || 0,0028 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6530
1,000 || 0,0000 0,0000 — 0,0000 -0,9810




92

6.8 Beispiel fiir das Modell s-(1,0) (Probleme K, Sh und RM)

Tabelle 6.5: Problem RM: BEM und analytische Werte fiir die Kreisplatte h/a = 0, 5.

16D

—u
3o !

16 (1)
a?a() o0

16
-
a?o(l) rr

Analyt./BEM

Analyt./BEM

Analyt./BEM

Analyt./BEM

Analyt./BEM

0,000

5,5714/5,5578

0,0000/ 0,0000

1,3000/ 1,2962

1,3000/ 1,2962

0,0000/-0,0000

0,100

5,5058/5,4923

0,0990/ 0,0987

1,2810/ 1,2772

1,2670/ 1,2632

-0,1000,/-0,1000

0,200

5,3102/5,2968

0,1920/ 0,1914

1,2240/ 1,2202

1,1680/ 1,1642

-0,2000,/-0,2000

0,300

4,9881/4,9750

0,2730/ 0,2721

1,1290/ 1,1252

1,0030/ 0,9992

-0,3000/-0,3000

0,400

4,5456/4,5329

0,3360/ 0,3348

0,9960/ 0,9923

0,7720/ 0,7681

-0,4000,/-0,4000

0,500

3,9911/3,9789

0,3750/ 0,3735

0,8250/ 0,8216

0,4750/ 0,4707

-0,5000/-0,5001

0,600

3,3353/3,3235

0,3840/ 0,3821

0,6160/ 0,6132

0,1120/ 0,1066

-0,6000/-0,6005

0,700

2,5915/2,5798

0,3570/ 0,3544

0,3690/ 0,3671

-0,3170/-0.3250

-0,7000/-0,7014

0,800

1,7753/1,7628

0,2880/ 0,2843

0,0840/ 0,0832

-0,8120/-0.8255

-0,8000/-0,8034

0,900

0,9047/0,8892

0,1710/ 0,1653

-0,2390/-0.2395

-1,3730/-1.3974

-0,9000/-0,9076

0,920

0,7258/0,7092

0,1413/ 0,1351

-0,3082/-0.3099

-1,4931/-1.5194

-0,9200/-0,9287

0,940

0,5457/0,5280

0,1094/ 0,1026

-0,3788/-0.3828

-1,6159/-1.6423

-0,9400/-0,9494

0,960

0,3645/0,3457

0,0753/ 0,0678

-0,4510/-0.4430

-1,7413/-1.7833

-0,9600/-0,9707

0,980

0,1826/0,1611

0,0388/ 0,0294

-0,5248/-0.4871

-1,8693/-1.9960

-0,9800/-1,0118

0,998

0,0183/0,0028

0,0040/-0,0012

-0,5924/-0.5697

-1,9868/-1.1168

-0,9980/-0,6538

1,000

0,0000/0,0000

0,0000/ 0,0000

-0,6000/—

-2,0000/-1.9627

-1,0000/-0,9798




Kapitel 7

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein hierarchisches Differential- und Integralgleichungssy-
stem zur Berechnung von Plattenbiegungsproblemen hergeleitet. Es wurden zwei Platten-
modelle beriicksichtigt: 1) das bekannte REISSNERsche Modell sechster Ordnung s-(1,0)
und 2) das REISSNER-PONIATOVSKIIsche Modell zwolfter Ordnung s-(3,2). Es wurde
gezeigt, wie die Differential- und Integralgleichungen des Modells s-(1,0) durch Vereinfa-
chungen aus dem Modell s-(3,2) gewonnen werden konnen. Die Einfiihrung transversal-
isotroper Materialien in die Konstitutivgleichungen hat sich zur Interpretation der resul-
tierenden Gleichungen als vorteilhaft erwiesen. Mit den hergeleiteten Gleichungen kénnen
transversale Effekte durch die Materialkonstanten kg, k, und kg leicht verfolgt werden.
Die entsprechenden Gleichungen fiir isotrope Materialien kénnen daraus direkt gewon-
nen werden. Durch Anwendung des HELMHOLTZschen Zerlegungssatzes wurde gezeigt,
dass das hier hergeleitete 2D-Differentialgleichungssystem die bessere Anniherung an das
3D-Problem im Vergleich mit Plattenmodellen der d-Gruppe liefert.

Im zweiten Kapitel wurden die rdumlichen Verschiebungs- und Spannungsfelder
so dargestellt, dass sich der Verlauf beider Felder in Dickenrichtung iiber die Plattenhohe
in Form von LEGENDREschen Polynomen ergibt. Der Verlauf der Plattenspannungen wur-
de direkt vom Verschiebungsansatz hergeleitet. Die Bedeutung der durch das HELLINGER-
REISSNERsche Variationsprinzip hergeleiteten Plattenverschiebungen wurde erklért, in-
dem der urspriingliche Verschiebungsansatz eingesetzt wurde. Es wurden gleichzeitig die
Gleichgewichtsgleichungen fiir eine beliebige Plattenbelastung und fiir ein System von
Einzelbelastungen hergeleitet, die zur Herleitung der Integralgleichungen notwendig sind.

Im dritten Kapitel wurden die hierarchischen Differentialgleichungen durch An-
wendung des HELLINGER-REISSNERschen Variationsprinzips hergeleitet. Kopplungsvaria-
blen wurden so definiert, dass das Modell s-(1,0) direkt aus dem Modell s-(3,2) abgeleitet
werden kann. Es wurden die LAME-NAVIERschen Gleichungen fiir beide Modelle prisen-
tiert.

Im vierten Kapitel wurden die hierarchischen Integralgleichungen fiir Verschie-
bungen und Spannungen abgeleitet. Die notwendigen Tensoren zweiter und dritter Stufe
wurden als Ableitungen des Verschiebungstensors Uy prisentiert.
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Kapitel 7. Zusammenfassung

Im fiinften Kapitel wurden die LAME-NAVIERschen Differentialgleichungen durch
die Anwendung des HELMHOLTZschen Zerlegungssatzes entkoppelt. Drei Gleichungssyste-
me haben sich ergeben. Es wurde durch direkten Vergleich mit den entsprechenden Glei-
chungen der 3D-Elastizitédtstheorie gezeigt, dass die Differentialgleichungen der Modelle
der s-Gruppe eine passendere Beschreibung als diejenigen der d-Gruppe liefern.

Im abschlielenden Abschnitt der Arbeit wurden die allgemeinen Fundamentallsun-
gen betrachtet. Fiir das Problem s-(1,0) wurde gezeigt, dass die allgemeine Fundamen-
tallosung widerspruchsfrei ist. Fiir das Problem s-(3,2) wurde die allgemeine skalare
Fundamentallosung hergeleitet. Alle Informationen der drei Differentialgleichungsfamilien
(KircHHOFFsche, Schub- und PAPKOVICH-FADLEsche Gleichungen) sind in der allgemei-
nen Fundamentallosung enthalten. Sowohl fiir das Problem s-(1,0) als auch fiir das Pro-
blem s-(3,2) sind zwei freie Konstanten vorhanden. Die Fundamentallgsung des Problems
s-(1,0) wurde so zerlegt, dass die entsprechende Fundamentallgsung des KIRCHHOFFschen
Modells direkt aus der Fundamentall6sung des REISSNER-MINDLINschen Modells gewon-
nen wurden, UM (r) = U5 (r) + UK (r).

Die Integralgleichungen ermdoglichen es, die fest mit Randschichtproblemen ver-
bundenen Plattenaufgaben effektiv zu 16sen, da die lokalen Randeffekte direkt von den
Fundamentallésungen beschrieben werden. Im Gegensatz dazu ist bei den z.Zt. iiberwie-
gend verwendeten FE-Methoden eine aufwendige lokale Netzverfeinerung in Randnéihe
notwendig, die stark von den Randbedingungen und den Materialparametern kg, k, und
k¢ bei transversal-isotropen Materialien abhingt. Derartige Netzverfeinerungen sind bei
den Integralgleichungsverfahren in keinem Fall notwendig, da keine inneren Netze erfor-
derlich sind.



Anhang A

Das Spannungsfeld

Hier wird das Spannungsfeld fiir transversal-isotrope Materialien bestimmt. Ausgangs-
punkt ist der Ansatz (2.1). Die Definition der LEGENDREschen Polynome (RODRIGUESsche
Gleichungen) und einige bekannte Beziehungen zwischen ihnen lauten (k,7 € Np):

Py(€) = ﬁj—gk (-1 (Ala)
Py (€) = 5 [(26+ DER(O) — kP (©)] (Alb)
d%a(g) — (2k — 1) Py_(€) + d%m_m © . (Alc)
1 2/(2k+1) wenn k=i
/ P& Py(€) dé = . (A1d)
-1 0 wenn k #£ i

Durch mehrmaliges Anwenden der Gl. (Alc) ergibt sich:

Pyi—1)(€) = k_Zi(zu — 1)Pejn(€) (A2a)

Pl 1)(6) = :(41 +1)Py() (A2b)

Ply1)(6) = 3;1(42- +1) ilw ~1)Pe;1)(€) (A2)
mit Pi(€) = e Pu(6)

Wir brauchen zusétzlich die folgenden Lemmata:
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LEMmMA A.0.1

m k m m
Sy =S "
k=1 i=1 k=1 i=k

wobei A; ein Vektor ist (i=1,...,m), m € N.

BEWEIS A.0.1 Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. Fiir m=1 haben wir A; =
Aq. Zundchst nehmen wir an, dass die Behauptung firk = 1,... ,m gilt. Wir zeigen dann,
dass die Behauptung auch firk=1,... ,m+1 gilt.

1 m—+1

D! SR A )Y A=

=1 =1

3
+

vy

m+1 m+1 m+1 m+1
—ZAkZZ+ZAk ZZ—ZAkZZ .
k=1 =k i=m+1 1=

LEMMA A.0.2

??‘

—1 7

By iy A=) A iy B, (A4)

1 =1 g7=1 k=1 i=k j=i+1

NgE

wobei A; und B; Vektoren sind (i=1,... ,m), m € N.

BEWEIS A.0.2 Der Beweis erfolgt wieder durch vollstindige Induktion. Fiir m=1 ist die
Behauptung trivialerweise erfillt. Fir m=2 haben wir

2
Z ZA _AIZ' Y Bj = ByA; = A\ B

i=1 =1 j=it1
Wenn (A4) gilt, miissen wir einfach zeigen, dass

m+1 m+1 m+1 m+1

IILS 3 SN SES i) o

=1 j=1 i=k j=i+1

Es folgt dann mit dem Lemma A.0.1

m+1 ) i
SESIOIIE 3D 3 LT ) oIS
=1 = i=1 j=1 i=1 =
m m m m—+1
S AYY B AN Y B
k=1 i=k j=i+1 i=k j=m+l1
m m  m+l m+1 m+1  m+1
IO NDIED WD 3D WL
k=1 i=k j=i+1 i=k j=i+1

Zunichst haben wir, mit Anwendung des Ansatzes (2.1), die Gleichungen (2.10)-
(2.12) zu erfiillen.
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SATz A.0.1 Unter Beriicksichtigung des Verschiebungsansatzes (2.1), des Stoffgesetzes
(2.9) und der kinematischen Beziehungen (2.10) ist das Spannungsfeld

@)= @, (45)
Oq = — o, _
B 2c2 £ gy ) B (2k—1)
mit den Plattenspannungen
Ugcﬁ)(f) ::/ a2k 1)0ap(®)cPor—1)(§) das . (A6)

BEWEIS A.0.3 Man setzt (2.1) in (2.10) ein und durch Anwendung von (2.9) resultiert

M
Tap(@) = [a(Zkl)Ag}) (@) cPar—1)(§) +
k=1
k-1 i
+ axp 1) B (@) Y (40 + 1) (4] — 1)ePo; 1)(§)
i=1 j=1
mit
_ _ _ 2v (1 + kv _
A @) = G [olh@) + o) @)| + %@’g(m)&aﬁ ,
_ 2v(1+v)kk _
Bai @) i= G0 (@00
FEs folgt durch Anwendung vom Lemma A.0.2
M M M
Uag(m) = Z {a(gkl)Agcﬁ) (f) + (4k‘ — 1) 2(4] —+ 1) Z aQ(l—l)ng(f) } chk_l(f) .
k=1 j=k I=j+1

Setzt man jetzt diese Gleichung in (A6) ein unter Beachtung von (Ald), so folgt

_ 2¢2 _ z ud _
Ué?(m) = 1% — 1 ek {a(Qk—l)Aflkg)(m) +(4k—1) ) (45 +1) Z a2(l—1)Bg%(33) } C.
j=k l=7+1
Aus den letzten zwei Gleichungen resultiert die Gl. (Ab). O

Um die anderen Spannungskomponenten abzuleiten, verwenden wir nun die Gleich-
gewichtsgleichungen (2.11), wobei der Verlauf von b;(x) sinngemif nach dem Satz A.0.1
folgendermaflen angenommen wird:

FOLGERUNG A.0.3 Der Verlauf der Volumenkrifte b, (x) (der spiter zur Ableitung der
Integralgleichungen ndtig ist) ergibt sich zu (siehe Krenk [49])

M

o) = = S L0 @) P (6) (A7)

o 2¢2 — Q2k-1)
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mit
m&k)(f) :/ a(Qk,l)ba(iv)CP(gk,l)(é‘) d;L‘3 . (A8)

Die integrierten Volumenkréafte mi) (%) stellen dufere Plattenbiegungsmomente

dar, die zur Deutung der Plattenverzerrungsdefinitionen hilfreich sind.

Die Gleichgewichtsgleichungen kénnen wir wie folgt schreiben

0app(T) + 0azs(®) + bo(x) =0 (A9a)
O3aa(T) + 0333(x) +b3(x) =0 . (A9b)

Die Spannungen o,3 sind durch folgenden Satz gegeben.

SATz A.0.2 Unter Bericksichtigung der Gleichgewichtsgleichungen (A9a) ergibt sich aus
(A5) und (A7) unter Beachtung des Belastungszustandes fir die Schubverzerrung (2.12):

M

1 _
Oa3(T) = = U&k)(m) [PQ(k—l)(g) - P2k(§)] (A10)
2c 1 Clg(kfl)
mit den Plattenspannungen
¢ d Py
O'(gk)(f) I:/ ag(k_l)O'ag(CB)(Qilié_l)(g) dlUg (All)

und den Plattengleichgewichtsgleichungen
_ A2(k—1 k) (= _
ol (@) = 2 (o) @) + mP(@)] (A12)
(2k—1)
BEWEIS A.0.4 Setzt man (Ab) und (A7) in (A9a) ein und integriert die resultierende
Gleichung, so ergibt sich unter Bericksichtigung von (Alc) und (2.12)

M

ouala) = 5 Y- - [0, (@) 4 @) | [Pasc(© - Pt

k=1 a(2k_1)

Verwendet man die Definition (A11), so ergibt sich mit (A2a) und (Ald)

agm(m):@(k_l){ ! [aé?ﬁ(f)—i-m&k)(i)]}

A(2k—-1)

Mit der Herleitung der zwei obigen Gleichungen ist der Beweis vollstindig. a

FOLGERUNG A.0.4 Der Verlauf der wirkenden Volumenkrdifte by(x) ergibt sich zu

I N
(@) = 50 2y ™ @ [P () = P (A13)
mat
¢ d Py
mgk)(f) = /Ca2(k1)b3(m)(237§1)(§) dzs . (A14)
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Die Variablen m{" (), GL. (A8), die aus den parallel zur Plattenebene integrierten
Volumenkriften b, (x) resultieren, stellen wirkende Momente dar. Die Variablen mi (@),
Gl. (A14), die aus der senkrecht zur Plattenebene integrierten Volumenkraft b3(x) folgen,
beschreiben wirkende Kriéfte.

Die letzte Komponente des Spannungstensors erhalten wir aus folgenden Satz:

SATZ A.0.3 Aus der Gleichgewichtsgleichung (A9b) ergibt sich unter Bericksichtigung
der Gl. (A13)

1 2(4k — 1) 1
P — Py P, Al
{4k—3 2k—3)(§) @k —3)@k+ 1) (2k 1)(§)+4k+1 (2k+1)(§)} (A15)
mit der Gleichgewichtsgleichung
Wy T ) (1) (=
o\ (T) = oo n(T) +my’(T)| . (A16)
0

Die Spannung o33(x) verursacht keine Plattenspannung fir das Modell sechster Ordnung
(r =s:=1) (nur o) (Z) tritt auf, und das ist die Belastung). Die Gleichgewichtsgleichung
(A16) ist von der Definition der Plattenspannungen, in der osz beteiligt ist, unabhdingig.
Die folgende Plattenspannung gilt insbesondere fiir das Modell zwdlfter Ordnung (r=s:=2):

o rt(T) = / a(2i-1)033(@) P2 1) (§) ds imr+l=2...,s (A17)

mit der entsprechenden Gleichgewichtsgleichung fiir r = s := 2

2
o (@) = =2 |60 (@) + mi? (@)| (A18)
99as, ’

BEWEIS A.0.5 Setzt man (A10) und (A13) in der Gleichgewichtsgleichung (A9b) ein
unter Beachtung von (Alc) und (2.12), so resultieren (A15) und (A16). Setzt man danach
(A15) in (A17) ein unter Bericksichtigung von (Ald), so folgt

® L | A N i
- N ~N
(i—r-l—l)(—) 02a(2i—1) i/[: (Ua’a s ) 1 2(4k — 1) 1
o T)=—"" —
11 Qo) -3 (4k—3)[@dk+1)  dk+1

Firr =s:=2 sind M = 2 und v = 3. Von der obigen Gleichung kann die Gleichge-
wichtsgleichung (A18) direkt abgeleitet werden. O






Anhang B

Die Tensoren fiir die Probleme K, Sh
und RM

Wir geben hier die vollstdndigen Fundamentaltensoren fiir die Probleme K, Sh und RM.
Die Normalenableitung ist v, 1= 7 4n, .

(1 —
To{; (T) = ( V) {T,ﬁna + T,néaﬂ + [’}nﬂ - QT,ﬂr,n]r,a} )

(r)
TE(r) = _—1{ [(1 + v)In(aqr) + 1/] ne + (1 — y)r,ar,n} ,
Ti(r)=0 . (B1)

-1
T} (r) = W{ArKl()\r) [7 100 + (0ap — 2707 5)7 0] +
+2A(\r) [r}anﬂ + 7 gNa + ((5a5 — 47“7047“75)7",“] } ,
2
Tf?,h(r) ;\—W{B(Ar)na — A(Ar)r,ar,n} ,
Takr) =0,
TEhr) = S (B2)
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Uife (r) = Ufla(r) + U (r)

i, i,

-1
Uc[sz,'y(r) = drDr {T,a(sﬂ’y +r ﬁ(ScW + [6 27”@7“”3]7“,7} )

Uofgﬁ(r) = —U{gw(r) = m{ In(a7)00y + T,arﬁ} ,

1
U:gﬁ(r) = 47TD7“ln(0417“)7",7 ) (B3)

U0 = sha

+ A(Ar) [7" gy + 7,500y + (5a,3 - 47",047",6)7",7] } ;
U(f?fl'y( ) _U?:gc?'y( )_0 ’

{)\’I“Kl()\'r) [5aﬁ - ’I“’a?",ﬁ] Ty +

Ty

Sh _
U33’7(T) - wD(1—v)A\2r (B4)
USRS (r) = UE;(r) + U3 (r)
1—v N
Uaigy (1) = W{T,a% + 7500y + [P0as — QT,aT,B]T,v} )
-1
Ufﬁg,(r) = H{ [(1 +v)In(agr) + l/] Sap + (1 — y)r,ar,g} ,
U(ﬁgﬂ(r) =0 )
Uks(r) =0 . (B5)
1
Uam( r)= Sy {)\TKl()\T) [r,oﬁm + (5a7 — 27“,&7",7)7",5] +
+ 2A(N7) [7.a0py + 7800y + (0ap — 47,07 5)7 4] } ,
Uozﬂ?)( ) 0 )
\2
an( = %{B()\T)dlg — A()\r)ryarﬁ} ,
T a
Unas(r) = 52 (B6)

2rr
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TEM(r) = TE (r) + T3 (r)

atj atj atj

D(1—v)? 1+ 3v
K _
Topy(r) = — 5 {”a% + 1800y + 7 "N0ag
—2[(rang +751a)75 + (radpy + 70077 0]
— 2 [r,arﬁm + 7",77",“60[5] + 87“7057",57“777“7“} ,
To{%i’)(r) =0 )
To{gﬁ(r) =0 )
Tyss(r) =0 (B7)
D(1—v)

T(fﬁ’;(r) =3 { — NP Ko(Ar) [ (ralsy + 7 g0ay) Ty + (Fanp + 7 06 — 4701 g7 0) 5] +
+ 2Ar Ky (Ar) [ (ng — 3rar) 65y + (ng — 3r,a7 ) 0oy +

— (2rargny +3rar ng + 3r g7 ne + 2 (0ap — 8rar g) AT a)] +

+ 4ANr) [(ng — 4r o1 0) 0y + (g — 47 7 1) 0an + (1 — 4747 ) 00p +

— 4((7“”3717 + T,vn,g)r,a + (na — 6r,ar,n)r,5rﬁ)] } ,

73(r) = 20X

yp- {)\TKl()\T) [r,ang + (na — 2r,ar,n) T,g] +
+ 2A(\r) [r,an/g + 1 gng + (5a5 — 4r,ar,5)r,n] } ,

—D(1 = v))\?
To“gfg(r) = %{)\TKK)\T) [T,gna + (5a5 — 2r,ar,5)r,n] +
+2A(\r) [r}anﬁ + 7 gNa + ((Saﬂ — 47“7047“75)7",“] } ,
2
735 = P B ) 4 1]n, - WA + 2 rar) (Bs)

Vit (r) = Vi (r) + Vi (r)

1—v

VaIE(T) = W{éaﬁ — 27",a7“7g} s

VE@r) =0 . (B9)
ché’h(r) = )

(B10)
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AT (r) = A (r) + A7a(r)

T2

A (1) =
08(") = 105D
3

{[4In(c17) = 3]dap + 2[4 1In(cir) — 1 rarg} |

AK (r) = 12;@{4111(@17«) —3}r. . (B11)
Agis(r) =0,
Sh _ -r _
A3%(r) = D=2 {2In(asr) — 1}r, . (B12)

V() = Yl () + V()

aif
K —(L—=v)r
YO&/W(T) = 647 {[4 111(0417”) o 1] [raa(557 + 70,/36017] +
4(1

+ [% In(air) — 17005 + 47 a7 574}

VEg(r)=0 . (B13)
Yag(r) =0,

1

Ya%hﬂ(r) = —{ [2 In(cwr) — 1]5a5 + 27“7047“75} ) (B14)

&



Anhang C

Der Differentialoperator Lifﬂ

Der Differentialoperator LY , der mit dem Computer-Algebra-System MAPLE berechnet
wurde, lautet:

LY, = —189)\2K( — 25A2A* <A (28 +28v, — 2TV% + 28up + ngA,,B> _

gf(zguAuB 9T+ 28Z/A)> n

A3 <A (12150%1 + 784¢ + 6300\ vz — 12600n)\? + 6300\ v 4vp — 138607 + 63001* +

6300\ v 4 + T84v4v5¢ + 136081 450% — 6075\ WA 5 + T84vp(¢ + 784(v4 — 7056041 —
75612 5C — 12600%2 — 68047721/B> . 53( 6804772 — 00X — 6075X12 5 + 6300\ 14
+ 6300\ vavg — TOON* + T84v4v5¢ — 12600%2 + 12150%1 — 68041°vs — 75614 5C

+ 13608v450* — 70560471 + 784@A)> + A2A? <9A( — 12150%1 — 1484¢ + 199357

+ 70560 41> + 68047% v + 756045 — 1484Cv4 — 13608v451° + 1260002\ — 784vp(
— T84v4vp¢ + 12600%2) — £ (784C + 10885577 4+ 5625\ v — 12600n\? + 784v5(¢
+5625\* — 7056¢ + 113400%2 — 109350%1 + 612361°vp + 68041 45¢ — 12247204 51°

+ 63504147 — 13356(1/A>> +22501A <9A(28§ —243% 4+ 28C1/A>

s (45077)3 — 19355 — 56¢ — 28upC + 252§VA)> . 50625)\6@%)

%1 := N’vapn

%2 = Nvn






Literaturverzeichnis

1]

2]

3]

[10]

[11]

[12]

[13]

Abramowitz M, Stegun TA: Handbook of mathematical functions. New York : Dover,
1965.

Ainsworth M, Arnold M: Construction and analysis of optimal hierarchical models of
boundary value problems on thin circular and spherical geometries. SIAM Journal
on Scientific Computing 22(2):673-703, 2000.

Aksentian OK: On stress concentrations in thick plates. PMM Journal of Applied
Mathematics and Mechanics 30(5):1146-1155, 1966.

Antes H: Static and dynamic analysis of Reissner-Mindlin plates. In [8], S. 312-340.

Arnold DN, Falk RS: Asymptotic analysis of the boundary layer for the Reissner-
Mindlin plate model. SIAM Journal on Mathematical Analysis 27(2):486-514,
1996.

Babuska I, Li L: The problem of plate modeling: Theoretical and computational
results. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 100(2):249-273,
1992.

Barrett KE, Ellis S: An exact theory of elastic plates. International Journal of
Solids and Structures 24(9):859-880, 1988.

Beskos DE (Hrsg.): Boundary element analysis of plates and shells. Berlin : Sprin-
ger, 1991.

Bolle L: Contribution au probleme linéaire de flexion d'une plaque élastique. Bulle-
tin Technique de la Suisse Romande T73:281-285 + 293-298, 1947.

Brebbia CA, Telles JCF, Wrobel LC: Boundary element techniques. Theory and
applications in engineering. Berlin : Springer, 1984.

Bufler H: A unified representation of variational principles in non-linear elasticity.
Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Mechanik (ZAMM) 80(1):53-59, 2000.

Celep Z: On the axially symmetric vibration of thick circular plates. Ingenieur-
Archiv 47:411-420, 1978.

Chen PS, Archer RR: Solutions of a twelfth order thick plate theory. Acta Mecha-
nica 79(1-2):97-111, 1989.



108

Literaturverzeichnis

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

Cheng S: Elasticity theory of plates and a refined theory. ASME Journal of Applied
Mechanics 46(3):644-650, 1979.

Cheng AH-D, Antes H, Ortner N: Fundamental solutions of products of Helm-
holtz and polyharmonic operators. Engineering Analysis with Boundary Elements
14(2):187-191, 1994.

Choi I, Horgan CO: Saint-Venant’s principle and end effects in anisotropic elasticity.
ASME Journal of Applied Mechanics 44(3):424-430, 1977.

Constanda C: Some comments on the integration of certain systems of partial dif-
ferential equations in continuum mechanics. Journal of Applied Mathematics and

Physics (ZAMP) 29:835-839, 1978.

Constanda C: A mathematical analysis of bending of plates with transverse shear
deformation. London : Longman Scientific & Technical, 1990.

de Barcellos CS, Silva LHM: A boundary element formulation for the Mindlin’s
plate model. In: Brebbia CA, Venturini WS (Hrsg.), BETECH 87. Southampton :
Computational Mechanics, 1987, S. 123-130.

Dym CL, Shames IH: Solid mechanics. A wvariational approach. New York :
McGraw-Hill, 1973.

Dzanelidze GYu: Survey of the work published in the USSR on the theory of the
bending of thick and thin plates (russische Version urspriinglich von 1948). Ame-
rican Mathematical Society Translations, Series 1, 2:231-257, 1962.

Eringen C, Suhubi E: Elastodynamics. Volume II: Linear theory. New York : Aca-
demic Press, 1975.

Eshelby JD: Elastic inclusions and inhomogeneities. In: Sneddon IN, Hill R (Hrsg.),
Progress in Solid Mechanics II, Amsterdam : North-Holland, 1961, S. 87-140.

Fadle J: Die Selbstspannungs-Eigenwertfunktionen der quadratischen Scheibe.
Ingenieur-Archiv 11:125-149, 1941.

Fraeijs de Veubeke BM: A course in elasticity. New York : Springer, 1979.

Friedrichs KO, Dressler RF: A boundary-layer theory for elastic plates. Communi-
cations in Pure and Applied Mathematics 14(1):1-33, 1961.

Galileev SM, Matrosov AV, VerizhenkoVE: Method of initial functions for layered
and continuously inhomogeneous plates and shells. Mechanics of Composite Mate-
rials 30(4):386-392, 1994.

Gaul L, Fiedler C: Methode der Randelemente in Statik und Dynamik. Braun-
schweig: Vieweg, 1997.

Goodier JN: Discussion of the paper [79]. ASME Journal of Applied Mechanics
13(3):A249-A252, 1946.



Literaturverzeichnis

109

[30]

[31]

32]

33]
[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]
[47]

Gregory RD: The general form of the three-dimensional elastic field inside an iso-
tropic plate with free faces. Journal of Elasticity 28(1):1-28, 1992.

Gregory RD: Helmholtz’s theorem when the domain is infinite and when the field
has singular points. Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics
49(3):439-450, 1996.

Griindemann H: Randelementmethode in der Festkorpermechanik. Leipzig : Fach-
buchverlag, 1991.

Hartmann F: Static analysis of plates. In [8], S. 1-34.

Hencky H: Uber die Beriicksichtigung der Schubverzerrung in ebenen Platten.
Ingenieur-Archiv 16(1):72-76, 1947.

Hong H-K, Chen J-T: Derivations of integral equations of elasticity. Journal of
Engineering Mechanics 114(6):1028-1044, 1988.

Horgan CO: On Saint-Venant’s principle in plane anisotropic elasticity. Journal of
Flasticity 2(3):169-180, 1972.

Horgan CO: Recent developments concerning Saint-Venant’s principle: An update.
Applied Mechanics Review 42(11):295-303, 1989.

Horgan CO: Recent developments concerning Saint-Venant’s principle: A second
update. Applied Mechanics Review 49(10) (Part 2):S101-S111, 1996.

Horgan CO, Knowles JK: Recent developments concerning Saint-Venant’s principle.
In: Hutchinson JV, Wu TY (Hrsg.), Advances in Applied Mechanics, Band 23, 1983,
S. 179-269.

Hormander L: Linear partial differential operators. Berlin : Springer, 1964.

Iyengar KTSR, Chandrashekhara K, Sebastian VK: On the analysis of thick rec-
tangular plates. Ingenieur-Archiv 43(5):317-330, 1974.

Iyengar K'TSR, Chandrashekhara K, Sebastian VK: Method of initial functions in
the analysis of thick circular plates. Nuclear Engineering and Design 36:341-354,
1976.

Iyengar KTSR, Pandya SK: Application of the method of initial functions for the
analysis of composite laminated plates. Ingenieur-Archiv 56:407-416, 1986.

Jemielita G: On the winding paths of the theory of plates (in polnisch). Warszawa
: Wydawnictwa Politechniki Warszawskiej, 1991.

Jemielita G: On the winding paths of the theory of plates. Journal of Theoretical
and Applied Mechanics (Mechanika Teoretyczna i Stosowana) 31(2):317-327, 1993

Jones RM: Mechanics of composites materials. New York : McGraw-Hill, 1975.

Kerr AD, El-Sibaie M: Green’s functions for continuously supported plates. Journal
of Applied Mathematics and Physics (ZAMP) 40:15-38, 1989.



110

Literaturverzeichnis

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

Kirchhoff GR: Uber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe.
Journal fir die reine und angewandte Mathematik 40(1):51-88, 1850.

Krenk S: Theories for elastic plates via orthogonal polynomials. ASME Journal of
Applied Mechanics 48(4):900-904, 1981.

Levy M: Mémoire sur la théorie des plaques élastiques planes. Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées 30:219-306, 1877.

Lewinski T: On the twelfth-order theory of elastic plates. Mechanics Research Com-
munications 17(6):375-382, 1990.

Lewinski T, Telega JJ: Plates, laminates and shells. Asymptotic analysis and ho-
mogenization. Singapore : World Scientific, 2000.

Li L, Babuska I: Accuracy of some plate models for clamped-in boundary conditions.
Communications in Applied Numerical Methods 8(4):211-217, 1992.

Li L, Babuska I, Chen J: The boundary layer for p-model plate problems. Part I.
Asymptotic analysis. Acta Mechanica 122:181-201, 1997.

Li L, Babuska I, Chen J: The boundary layer for p-model plate problems. Part II.
Boundary layer behavior. Acta Mechanica 122:203-216, 1997.

Love AEH: A treatise on the mathematical theory of elasticity, 4. Ausgabe. Cam-
bridge : Cambridge University Press, 1927.

Lurje AI: On the problem of the equilibrium of plates of variable thickness (in
russisch). Trudy Leningradskogo Industrial’nogo Instituta, Heft 6:57-80, 1936.

Lurje AL: On the theory of thick plates (in russisch). Prikladnaja Matematika i
Mechanika 6(2-3):151-168, 1942.

Lurje AI: Three-dimensional problems of the theory of elasticity (russisch von 1955).
New York : Interscience, 1964.

Malvern LE: Introduction to the mechanics of a continuous medium. Englewood
Cliffs, New Jersey : Prentice Hall, 1969.

Mieth H-J: Uber abklingende Lésungen elliptischer Randwertprobleme (Prinzip von
Saint-Venant). Dissertation, Technische Hochschule Darmstadt, 1975.

Mindlin RD: Influence of rotatory inertia and shear on flexural motions of isotropic,
elastic plates. ASME Journal of Applied Mechanics 18(1):31-38, 1951.

Mindlin RD, Medick MA: Extensional vibrations of elastic plates. ASME Journal
of Applied Mechanics 26(4):561-569, 1959.

Noor AK, Burton WS: Assessment of shear deformation theories for multilayered
composite plates. Applied Mechanics Review 42(1):1-13, 1989.

Panc V: Theories of elastic plates. Leyden : Noordhoff, 1975.



Literaturverzeichnis

111

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

[77]

78]

[79]

[80]

[81]

Papkovich PF: Uber eine Form der Losung des byharmonischen Problems fiir
das Rechteck. Comptes Rendus (Doklady) de I’Academie des Sciences de ['URSS
27(4):334-338, 1940.

Poniatovskii VV: Theory for plates of medium thickness. PMM Journal of Applied
Mathematics and Mechanic 26(2):478-486, 1962.

Poniatovskii VV: On the theory of bending of anisotropic plates. PMM Journal of
Applied Mathematics and Mechanic 28(6):1247-1254, 1964.

Poniatovskii VV: Uravneniia teorii anizotropnih plastinok (Die Gleichungen der
anisotropischen Plattentheorie). Issledovanija po uprogosti i plastiténosti, Sbornik
4, Izdat. Leningradskogo Universiteta, S. 3-28, 1965.

Poniatovskii VV: Utotchnennaia teoriia transversal’no izotropnih plastin (Verbes-
serte Theorie fiir transversal-isotropische Platten). Issledovanija po uprogosti i
plastitcnosti, Sbornik 6, Izdat. Leningradskogo Universiteta, S. 72-92, 1965.

Prange G: Das Extremum der Formdnderungsarbeit. Habilitationsschrift Techni-
sche Hochschule Hannover, 1916. Herausgegeben von K. Knothe. Reihe Algoris-
mus, Heft 31. Miinchen : Institut fiir Geschichte der Naturwissenschaften, 1999.

Preufler G: FEine Erweiterung der KIRCHHOFFschen Plattentheorie. Dissertation.
Technische Hochschule Darmstadt, 1982.

Preufler G: Eine systematische Herleitung verbesserter Plattengleichungen.
Ingenieur-Archiv 54:51-61, 1984.

Prusakov AP: Construction of twelfth-order bending equations for a transversely
isotropic plate. International Applied Mechanics 29(12):1001-1007, 1993.

Prusakov AP: Analysis of the theory of bending of transversally isotropic plates.
International Applied Mechanics 32(7):554-559, 1996.

Ramm E: From Reissner plate theory to three dimensions in large deformation shell
analysis. Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Mechanik (ZAMM) 80(1):61—
68, 2000.

Reismann H: FElastic plates. Theory and applications. New York : John Wiley, 1988.

Reissner E: On the theory of bending of elastic plates. Journal of Mathematical
Physics 23(4):184-191, 1944.

Reissner E: The effect of transverse shear deformation on the bending of elastic
plates. ASME Journal of Applied Mechanics 12(2):A69-A77, 1945.

Reissner E: On bending of elastic plates. Quarterly of Applied Mathematics
5(1):55-68, 1947.

Reissner E: On a variational theorem in elasticity. Journal of Mathematical Physics
29(2):90-95, 1950.



112

Literaturverzeichnis

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

Reissner E: On the theory of transverse bending of elastic plates. International
Journal of Solids and Structures 12(8):545-554, 1976.

Reissner E: A twelfth order theory of transverse bending of transversely isotropic
plates. Zeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik (ZAMM) 63(7):285—
289, 1983.

Reissner E: Reflection on the theory of elastic plates. Applied Mechanics Review
38(11):1453-1464, 1985.

Reissner E: On a generalization of some formulas of the theory of moderately thick
elastic plates. International Journal of Solids and Structures 23(6):711-717, 1987.

Reissner E: On the equations of an eighth-order theory for nonhomogeneous trans-
versely isotropic plates. International Journal of Solids and Structures 31(1):89-96,
1994.

Ricci L: Tavola di radici di basso modulo di un’equazione interessante la scienza
delle costruzioni. Rivista di Ingegneria 1(2):150-156, 1951.

Rossle A, Bischoff M, Wendland W, Ramm E: On the mathematical founda-
tion of the (1,1,2)-plate model. International Journal of Solids and Structures
36(14):2143-2168, 1999.

Salerno VL, Goldberg MA: Effect of shear deformations on the bending of rectan-
gular plates. ASME Journal of Applied Mechanics 27(1):54-58, 1960.

Schumann W: Theoretische und experimentelle Untersuchungen tiber das de Saint-
Venantsche Prinzip, speziell mit Anwendung auf die Plattentheorie. Dissertation,
Eidgendssische Technische Hochschule in Ziirich, 1955.

Schwab C: Hierarchic models of elliptic boundary value problems on thin domains —
a-posteriori error estimation and Fourier analysis. Habilitation Thesis, Stuttgart
Universitit, 1995.

Schwab C, Wright S: Boundary layers of hierarchical beam and plate models. Jour-
nal of Elasticity 38(1):1-40, 1995.

Stakgold I: Boundary value problems of mathematical physics, Vol. 1. New York :
MacMillan, 1967.

Stoker JJ: Mathematical problems connected with the bending and buckling of
elastic plates. Bulletin of the American Mathematical Society 48(4):247-261, 1942.

Szabé I: Die Geschichte der Plattentheorie. Die Bautechnik 49(1):1-8, 1972.

Szabo I: Die Entwicklung der Elastizitéitstheorie im 19. Jahrhundert nach Cauchy.
Die Bautechnik 53(4):109-116, 1976.

Tehrani PH, Eslami MR: Boundary element analysis of coupled thermoelasticity
with relaxation times in finite domain. AIAA Journal 38(3):534-541, 2000.



Literaturverzeichnis 113

[98] Telles JCF: A self-adaptive co-ordinate transformation for efficient numerical eva-
luation of general boundary element integrals. International Journal for Numerical
Methods in Engineering 24(5):959-973, 1987.

[99] Timoshenko SP: History of strenght of materials. New York : McGraw-Hill, 1953.

[100] Timoshenko SP, Goodier JN: Theory of elasticity, 3. Ausgabe. Auckland : McGraw-
Hill, 1982.

[101] Timoshenko SP, Woinowsky-Krieger S: Theory of plates and shells, 2. Ausgabe.
Auckland : McGraw-Hill, 1959.

[102] Todhunter I, Pearson K: A history of the theory of elasticity and of the strength of
materials. Bande I, II-I und II-II. New York : Dover, 1960.

[103] Tran-Cong T: On Helmholtz’s decomposition theorem and Poisson’s equation with
an infinite domain. Quarterly of Applied Mathematics 51(1):23-35, 1993.

[104] Truesdell CA: Essays in the history of mechanics. Berlin : Springer, 1968.

[105] van der Weeén F: Rand-integraalvergelijkingen voor het plaatmodel van Reissner.
Ph.D. Thesis, Rijksuniversiteit Gent, Belgien, 1981.

[106] van der Weeén F: Application of the boundary integral equation method to Reis-
sner’s plate model. International Journal for Numerical Methods in Engineering
18(1):1-10, 1982.

[107] van der Weeén F: Application of the direct boundary element method to Reissner’s
plate model. In: Brebbia CA (Hrsg.), 4th International Seminar Boundary Element
Method (BEM ), Southampton, 1982, S. 487-499.

[108] Vekua IN: Shell theory: General methods of construction. Boston : Pitman, 1985.

[109] Vladimirov VS: Equations of mathematical physics. New York : Marcel Dekker,
1971.

[110] Vlasov VZ: Die Methode der Anfangsfunktion in einer Aufgabe der Elastizititstheo-
rie (in russisch). Izvestija Akademii Nauk SSSR, Otdelenie Techniceskich Nauk,
Heft 7:49-69, 1955.

[111] Vlasov VZ: The method of initial functions in problems of the theory of thick
plates and shells. In: International Union of Theoretical and Applied Mechanics
(IUTAM), Proceedings of the 9th International Congress for Applied Mechanics,
Brussel, 1957, S. 321-330.

[112] Vlasov VZ, Leontjev NN: Beams, plates and shells on elastic foundations. Jerusa-
lem : Israel Program for Scientific Translations, 1966.

[113] Washizu K: Variational methods in elasticity and plasticity, 3. Ausgabe. Oxford :
Pergamon, 1982.



114

Literaturverzeichnis

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

Westphal Jr. T: Direkte Anndherung der REISSNERSchen und MINDLINschen Plat-
tenmodelle durch die Randelementmethode (in portugiesisch). MSc Thesis, Univer-
sidade Federal de Santa Catarina, Brasilien, 1990.

Westphal Jr. T, Andrd H, Schnack E: Some fundamental solutions for the Kirchhoff,
Reissner and Mindlin plates and a unified BEM formulation. Engineering Analysis
with Boundary Elements 25(2):129-139, 2001.

Westphal Jr. T, de Barcellos CS, Tomas Pereira J: On general fundamental solutions

of some linear elliptic differential operators. FEngineering Analysis with Boundary
Elements 17(4):279-285, 1996.

Westphal Jr. T, Schnack E, de Barcellos CS: The general fundamental solution of
the sixth-order Reissner and Mindlin plate bending models revisited. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering 166(3-4):363-378, 1998.

Zhong Z-H, Luo J-H: Theory and refined theory of elasticity for transversely isotro-
pic plates and a new theory for thick plates. Applied Mathematics and Mechanics
9(4):375-389, 1988.

Zimmermann G: On the asymptotic theory of plates. Acta Mechanica 50(1-2):49—
58, 1983.



