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Abstract

The objective of this dissertation is the derivation of a hierarchical formulation for the

di�erential and integral equations of a twelfth-order plate bending model for homogeneous

transversely isotropic materials, named after Poniatovskii and Reissner. The hierachical

characteristic means that the direct reduction from the twelfth-order equation system

automatically leads to corresponding systems of lower-order. By the �rst simpli�cation

we obtain the sixth-order equation system of Reissner (and Mindlin) and, by taking the

limit of the thickness to zero or the shear sti�ness to in�nity, the fourth-order Kirchho�

bending equation. The simpli�cation from the twelfth-order to the sixth-order system is

performed by the selection of particular values for the two coupling variables.

The di�erential equations of the twelfth-order model are obtained by application of the

Hellinger-Reissner mixed variational principle. For the dimensional reduction we propose

as starting point an expansion of the displacements along the plate thickness in the form

of Legendre polynomials. In the sequel we determine the corresponding stress �eld in

order to evaluate the expression for the complementary energy density to be used in the

variational principle.

The weighted residual method leads to the corresponding system of hierarchical integral

equations allowing for the simultaneous BEM formulation of both, the sixth-order and

the twelfth-order plate models.

It is shown that the system of di�erential equations gives a better approximation of the

three-dimensional elasticity equations than displacement-based models. The hierarchical

reduction of the twelfth-order integral equations yields the known sixth-order equations

of van der Wee�en, now for transversely isotropic materials.
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Kapitel 1

Einf�uhrung, Stand der Forschung

und Ziele der Arbeit

1.1 Einf�uhrung

Die Plattentheorie spielt eine gro�e Rolle in der Ingenieurwissenschaft. Die verbesserten

Modelle von Reissner [78{80] und Hencky-Bolle-Mindlin [9,34,62] eignen sich f�ur dicke Plat-

ten besonders gut, was f�ur das klassische Modell von Kirchho� [48] (siehe Timoshenko

und Woinowsky-Krieger [101]) nicht zutri�t. (Die Modelle von Reissner und Mindlin bzw.

Kirchho� sind Modelle sechster bzw. vierter Ordnung, da die entsprechenden Di�erenti-

algleichungssysteme sechster bzw. vierter Ordnung sind.) Jedoch bedeuten die Vorz�uge

der Reissnerschen und Mindlinschen Modelle in keiner Weise, dass durch Verwendung

dieser Modelle zuverl�assige Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungswerte erzielt wer-

den. Die Ursache ist, dass nur in seltenen F�allen die entsprechende Grundhypothese dieser

Modelle allgemeing�ultig ist, n�amlich lineare Variation der in-plane Verschiebungen (kon-

stante Rotationen) oder der in-plane Spannungen entlang der Plattendicke. Besonders

in Bereichen, in denen komplexe 3D-Spannungszust�ande auftreten (Prinzip von Saint-

Venant), ist diese Grundhypothese nicht erf�ullt. Um derartige lokale Ph�anomene erfassen

zu k�onnen, ist es notwendig und erw�unscht, verbesserte Plattenmodelle vorzuschlagen und

diese zu �uberpr�ufen.

Die Plattentheorie ist ein Zweig der Elastizit�atstheorie und Platten sind Grundele-

mente der Strukturmechanik. Die mathematischen Probleme, die mit Plattenuntersuchun-

gen verkn�upft sind, haben neue grundlegende mathematische Ideen hervorgerufen oder

angeregt, wie z.B. die Verwendung des Variationskalk�uls, um richtige und angemessene

Randbedingungen f�ur Di�erentialgleichungen festzusetzen (Stoker 1942 [94]). Wir wollen

an dieser Stelle einige Ver�o�entlichungen �uber das klassische Plattenmodell, das bihar-

monische und sogenannte Kirchhoffsche Plattenmodell (Kirchho� 1850 [48]) erw�ahnen,

die u.a. mit den Namen von Poisson, Sophie Germain, Navier, Kirchho�, Thomson (Lord

Kelvin) und Tait verkn�upft sind (siehe Todhunter und Pearson 1960 [102], Love 1927 [56],

Timoshenko 1953 [99], Szab�o 1972, 1976 [95, 96], Jemielita 1991, 1993 [44, 45]). Wir werden

uns von jetzt an mit der Entwicklung von Plattenmodellen besch�aftigen, die h�oherer als

vierter Ordnung sind. Trotzdem werden wir in einigen F�alle, in denen es uns notwendig
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oder angemessen scheint, das Kirchhoffsche Modell n�aher erforschen, um das hier be-

trachtete Problem genauer zu erfassen. Wie schon erw�ahnt, die Ordnung eines Modells

bezieht sich auf die Ordnung des entsprechenden Di�erentialgleichungssystems.

1.2 Stand der Forschung

In Abbildung 1.1(a) ist eine unbelastete Platte mit einigen senkrecht zur Mittel
�ache

verlaufenden Fasern dargestellt. Abbildung 1.1(b) stellt schematisch die Gestalt dieser

Fasern nach der Belastung dar. Die Verschiebungs- bzw. Spannungsverteilung strebt mit

zunehmender Entfernung von St�orungsgebieten (R�ander, Punkte mit rasch variierenden

Belastungen, usw.) der bei den Kirchhoffschen, Reissnerschen und Mindlinschen

Plattenmodelle angenommenen L�osung zu (Schumann [90]). Die gest�orten Gebiete, die

sich entlang des Randes eines K�orpers ausbreiten, und die damit entstehenden Wirkun-

gen, n�amlich die Erh�ohung der Spannungswerte, nennt man Randschichte�ekte, die mit

dem Saint-Venantschen Prinzip verbunden sind (Schumann [90]). Die Ausdehnungen

dieser Gebiete sind stark von den Randbedingungen (Arnold und Falk [5]) und den Mate-

rialparametern abh�angig. F�ur einen Graphit-Epoxid-Verbundwerksto� sind diese Gebiete

beispielsweise viermal gr�o�er als diejenige f�ur einen isotropen Sto� (Choi und Horgan [16]).

H�ohere anisotrope Verbundwerksto�e weisen f�unfzehn Mal breitere Randschichtgebiete im

Vergleich zu isotropen Materialien auf.

F2
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Lineare Verteilung
der Verschiebungen

Abbildung 1.1: (a) Unbelastete Platte. (b) Platte unter zwei Einzelbelastungen mit der

schematischen Darstellung von Randschichtgebieten und lokalen E�ekten.

Li und Babu�ska [53] analysierten eine eingespannte isotrope quadratische Platte

der Fl�ache 1�1 und der Dicke h = 1=100 (d�unne Platte) unter Wirkung einer gleichverteil-

ten Belastung. Die Elastizit�atsl�osung f�ur das Biegemoment weist einen Randschichte�ekt

auf. Ein Modell sechster Ordnung ist im Gegensatz zu einem Modell achter Ordnung

nicht in der Lage, diesen E�ekt zu beschreiben. In Abbildung 1.2 sind die prozentualen

Fehler im Biegemoment M11 beider Modelle im Vergleich mit der exakten L�osung der
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3D-Elastizit�atstheorie dargestellt (f�ur Punkte entlang der Achse x2 = 0 in der N�ahe des

Randes x1 = 0; 5). Die numerischen Werte wurden mit einer FE-Methode berechnet. Die

Fehler beider Modelle sind ungef�ahr Null f�ur jx1j < 0; 4930. Die Breite der Randschicht ist

O(h). Dieses einfache Beispiel zeigt, dass die meist verwendeten Plattenmodelle sechster

Ordnung manchmal versagen bei der Beschreibung lokaler E�ekte. Es ist daher sinnvoll,

Plattenmodelle h�oherer Ordnung zu untersuchen.

Dass die verbesserten Modelle sechster Ordnung von Reissner [80, 81] und Mind-

lin [62] nicht ausreichen, um wichtige Eigenschaften des Problems hinreichend genau dar-

zustellen, beruht meistens auf Randschichte�ekten. (Delamination von Platten aus Ver-

bundwerksto�e w�are auch zu nennen) Randschichte�ekte h�angen mit dem Abklingverhal-

ten von L�osungen elliptischer Randwertprobleme zusammen (Mieth [61]). Die Bedeutung

dieser Erscheinungen auf verschiedenen Gebieten der Technik ist in den Arbeiten von

Horgan und Knowles [37{39] zusammengefa�t.

0
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30

0,499 0,4995 0,5

(Modell sechter Ordnung)

(a)

Plattenmodell d-(1,0)

Plattenmodell d-(1,2)
(Modell achter Ordnung)

M (% Fehlern)

x1

(b)

x

x1

(0,5 , -0,5)

(0,5 , 0,5)(-0,5 , 0,5)

(-0,5 , -0,5)

2
11

Abbildung 1.2: (a) Eingespannte Platte der Dicke h = 1=100. (b) Prozentuale Fehler des

Biegemomentes M11 f�ur zwei Plattenmodelle in Randn�ahe, x2 = 0.

Dank der Arbeiten von Lurje [58, 59], Reissner [81, 83, 84], Poniatovskii [68], Vlasov

und Leontjev [112], Aksentian [3], Iyengar, Chandrashekhara und Sebastian [41], Cheng [14],

Barrett und Ellis [7], Preu�er [72, 73], Chen und Archer [13], Lewi�nski [51], Prusakov [74]

u.a., ist heute bekannt, welche Bedingungen ein Modell erf�ullen mu�, um die auftretenden

physikalischen E�ekte ad�aquat zu erfassen. Diese Bedingungen wurden beispielweise von

Gregory [30], Schwab und Wright [92] und Li, Babu�ska und Chen [54, 55] streng mathema-

tisch gefa�t und bewiesen. Es gibt z.Zt. vollst�andige L�osungen nur f�ur isotrope Materialien,

siehe Gregory [30], Schwab und Wright [92] und Li, Babu�ska und Chen [54,55]. Die Di�eren-

tialgleichungen der 3D-Elastizit�atstheorie f�ur das Biegeproblem bei transversal-isotropem

Material wurden teilweise von Zhong und Luo [118] abgeleitet. K�urzlich ist eine Arbeit von

R�ossle, Bischo�, Wendland und Ramm [88] erschienen, in der das Modell d-(1,2) achter

Ordnung mathematisch analysiert wurde.

Lurje [57] und Vlasov [110]1 haben 1936 bzw. 1955 eine symbolische Methode

entwickelt, um analytische L�osungen einer Schicht (Scheibe + Platte) zu konstruieren

1Die Methode von Vlasov hei�t Methode der Anfangsfunktionen (MIF - Method of Initial Functions).
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(siehe auch Lurje [58], Vlasov [111] und D�zanelidze [21], und besonders die B�ucher von

Lurje [59] und Vlasov und Leontjev [112]). In diesen Arbeiten wurde gezeigt, dass die Ela-

stizit�atsl�osungen dieser Probleme als unendliches Produkt modi�zierterHelmholtzscher

Gleichungen dargestellt werden k�onnen (siehe Tabelle 1.1), die transzendente symbolische

Gleichungen sind (siehe Vlasov [111]). Es lassen sich mit dieser Methode dicke Verbund-

schichtplatten analysieren. F�ur einige F�alle ergibt sich, dass Modelle h�oherer Ordnung

notwendig sind [41{43]. Celep [12] hat die MIF zur Ermittlung der Eigenfrequenzen von

dicken Kreisplatten angewandt. Die erfolgreiche Anwendung dieser Methode auf schwie-

rige Plattenaufgaben wird beispielweise in der Arbeit von Galileev, Matrozov und Ver-

izhenko [27] realisiert, wobei eine Platte mit vierzig verschiedenen isotropen, transversal-

isotropen und orthotropen Schichten analysiert wurde. Cheng [14] hat die transzendenten

Gleichungen von Lurje/Vlasov erneut abgeleitet. Diese Gleichungen ergeben sich direkt

aus der dreidimensionalen Elastizit�atstheorie.

Tabelle 1.1 zeigt ein Di�erentialgleichungssystem, dessen L�osungsvektor exakt

den dreidimensionalen Spannungs-Verzerrungszustand f�ur den Fall einer homogenen iso-

tropen Platte beschreibt,2 wobei � der Laplacesche Operator, h die Plattendicke und

	, �, � drei Potentialfunktionen sind.3 Dieses Gleichungssystem ist deshalb besonders

wichtig, da damit die Eigenschaften, d.h. genauer die Modellierungsfehler, von Platten-

modellen abgesch�atzt werden k�onnen.

Tabelle 1.1:
"
Exaktes Modell\ des isotropen Plattenbiegungsproblems.

Name Di�erentialgleichung KoeÆzienten

Kirchho� [48] �2	 = 0 -

Levy [50] (Schubzustand [14])
1Q
n=1

(h2�� S
2
n
) � = 0 Sn := (2n� 1)�

Papkovich-Fadle [24, 66]
1Q
n=1

(h2�� P
2
n
)� = 0 Pn := f�j sin� = �;Re (�) > 0g

Die drei Gleichungen in Tabelle 1.1 haben bestimmte Eigenschaften, die inne-

re und lokale (Randschicht-) E�ekte beschreiben. Die Wurzeln der Gleichung sin� = �,

Re (�) > 0, weisen au�er der trivialen L�osung Null, die mit der Di�erentialgleichung

�2	 � (�2 � 0)	 = 0 assoziiert ist, nur komplexe (nicht reelle) Werte auf, die symme-

trisch in den vier Quadranten verteilt sind. Die KoeÆzienten Pn sind durch die Wurzeln

�n so de�niert, dass Re(�i) < Re(�j) f�ur 0 < i < j, und �2i = �2i�1 f�ur Im (�2i�1) > 0.

Die ersten KoeÆzienten der Di�erentialgleichungen (letzte Spalte der Tabelle 1.1) sind

in Tabelle 1.2 angegeben. Die Funktionen 	, � und � bestimmen exakt die L�osung

des 3D-Elastizit�atsproblems f�ur die Biegung einer Platte. Plattenbiegungsmodelle k�onnen

demzufolge �uberpr�uft werden, indem man die jeweiligen Gleichungen mit den Gleichungen

in Tabelle 1.1 und den entsprechenden KoeÆzienten in Tabelle 1.2 vergleicht.

Wir pr�asentieren in Tabelle 1.3 zwei Plattenmodellgruppen, die sich bez�uglich

der gew�ahlten Ans�atze (siehe Noor und Burton [64]) unterscheiden:

2Sn und Pn sind analytische Werte der 3D-Elastizit�atstheorie.
3F�ur die Verkn�upfung dieser Potentiale mit den Spannungen �ij siehe z.B. Gregory [30].
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Tabelle 1.2: Die ersten KoeÆzienten der Di�erentialgleichungen in Tabelle 1.1.

S1 = � � 3; 141593 P1 = 7; 497676 + 2; 768678i

S2 = 3� � 9; 424778 P2 = 7; 497676� 2; 768678i

S3 = 5� � 15; 707963 P3 = 13; 899960 + 3; 352210i

d-Gruppe: Es wird von einer a-priori-Annahme �uber den Verlauf des Verschiebungsfel-

des in Richtung der Plattendicke ausgegangen;

s-Gruppe: Es wird von einer entsprechenden Annahme bez�uglich des Verlaufes des Span-

nungsfeldes ausgegangen.

Die Klassen in den d- und s-Gruppen sind mit einem Paar (nr; ns) gekennzeichnet,

das urspr�unglich mit dem Grad des Polynoms des Verschiebungsfeldes verkn�upft ist, siehe

Gl. (2.1); nr bzw. ns stellen die Polynomgrade der in-plane Verschiebungen bzw. der

transversalen Verschiebung dar.

Die wohlbekannten Plattenmodelle von Mindlin [62] (siehe auch Hencky [34] und

Bolle [9]) bzw. Reissner [78{80] stellen die Urspr�unge der Modelle der d- bzw. s-Gruppe

dar. Da die in-plane Verschiebungen bzw. die transversale Verschiebung dieser Modelle

durch lineare (nr = 1) bzw. konstante (ns = 0) Polynome dargestellt ist, werden diese

Modelle d-(1,0) bzw. s-(1,0) genannt.

Im russischsprachigen Raum sind einige beachtenswerte Arbeiten �uber Platten-

modelle der s-Gruppe erschienen [3, 74, 75], die sich meist auf Arbeiten von Poniatov-

skii [68] und Vekua [108] st�utzen. Eine Besonderheit dieser Arbeiten ist, dass die Grundva-

riablen (Verschiebungen und Spannungen) durch Legendresche Polynome entlang der

transversalen Richtung approximiert werden. Au�er diesen Verfassern waren Mindlin und

Medick [63] die ersten, die eine Entwicklung der Verschiebungen durch Legendresche

Polynome eingef�uhrt haben (nach einem Hinweis von W. Prager, siehe Mindlin und Me-

dick [63]).

Die Fehler in den KoeÆzienten S1, S2, P1 und P2 der Plattenmodelle aus Tabel-

le 1.3 sind in Tabelle 1.4 zusammengefa�t.4 Der KoeÆzient d�(1;0)
S1 weist keinen Fehler

auf, da dieMindlinsche Nachkorrektur verwendet wird. Ein korrekturfreies Modell ergibt
d�(1;0)

S1 = 3; 4641 bzw. einen Fehler von 10; 2658% (siehe Schwab [91]). Die verschiede-

nen KoeÆzienten d�(nr ;ns)Pn (und auch s�(nr;ns)Pn) sind komplexwertig und h�angen von

der Querkontraktionszahl � (f�ur isotrope Materialien) ab im Gegensatz zu denjenigen der

Elastizit�atstheorie, den Papkovich-Fadleschen Eigenwerten, die f�ur isotrope Materia-

lien konstant sind, siehe Schwab und Wright [92]. In Abbildung 1.3 sind die Real- und

Imagin�arteile einiger diesen KoeÆzienten f�ur 0 � � � 0; 5 dargestellt.

4 d�(nr;ns)Sn und d�(nr;ns)Pn bzw. s�(nr;ns)Sn und s�(nr;ns)Pn sind N�aherungswerte der Plattenmo-
delle der d- bzw. s-Gruppe.
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Tabelle 1.3: Einige Plattenbiegungsmodelle f�ur isotrope Materialien.

Gruppe Klasse Ordnung des Dgl.

Dgl.-Systems

d

(1,0) 4 �2	 = 0

(1,0) 6
�2	 = 0�

h
2�� d�(1;0)

S
2
1

�
� = 0

(3,2) 12

�2	 = 0
2Q

n=1

�
h
2�� d�(3;2)

S
2
n

�
� = 0

2Q
n=1

�
h
2�� d�(3;2)

P
2
n

�
� = 0

s

(1,0) 6
�2	 = 0�

h
2�� s�(1;0)

S
2
1

�
� = 0

(3,2) 12

�2	 = 0
2Q

n=1

�
h
2�� s�(3;2)

S
2
n

�
� = 0

2Q
n=1

�
h
2�� s�(3;2)

P
2
n

�
� = 0 (?)

(?) Wird in dieser Arbeit hergeleitet, siehe Gl. (6.19b).

Prusakov [74] gibt den Wert s�(3;2)
P1 = 7; 331 + 3; 076i an,5 der f�ur � = 0; 3

gilt.6 Dieser Punkt ist in Abbildung 1.3 zus�atzlich gezeigt. Wenn wir die Approximations-

ordnung erh�ohen, werden die oben gezeigten KoeÆzienten nat�urlich besser approximiert.

Schwab und Wright [92] geben z.B. die KoeÆzienten f�ur Plattenmodelle der d-Gruppe

bis zur Ordnung 26 an. Alle KoeÆzienten d�(nr;ns)Pn von Schwab und Wright [92] weisen

reelle und komplexe Werte auf. Nur wenn die Zahl dieser KoeÆzienten ungerade ist,7

werden die ersten komplexwertigen KoeÆzienten relativ gut approximiert. Man kann er-

kennen, dass bei � = 0; 3 die Werte von Prusakov [74] komplexwertig sind ( s�(3;2)P1(2) =

7; 331 � 3; 076i), w�ahrend Schwab und Wright [92] reelle Werte ( d�(3;2)P1 = 7; 973892

und d�(3;2)
P2 = 10; 384875) angeben. Erst mit einem Modell 14. Ordnung werden f�ur

die ersten Papkovich-Fadleschen KoeÆzienten befriedigende Werte erreicht, n�amlich
d�(3;4)

P1(2) = 7; 503 � 4; 139i. Die prozentualen Fehler (Real- und Imagin�arteile) dieser

zwei Modelle sind 3,527% bzw. 11,087% f�ur das Modell s-(3,2) und 1,263% bzw. 49,476%

f�ur das Modell d-(3,4). Das Modell s-(3,2) zw�olfter Ordnung weist noch bessere KoeÆzi-

enten als das Modell d-(3,4) 14. Ordnung auf. Schwab und Wright zeigen, dass ein Modell

5In der vorliegenden Arbeit wird der entsprechende Wert s�(3;2)P1 = 7; 302+ 3; 080i abgeleitet.
6Ich konnte die originelle Referenz nicht �nden: Shlenev MA, Asymptotic method for solving the

boundary-value problems of Vekua plate theory. In: Proceedings of the First All-Union School on Nume-
rical Methods for Calculating Shells and Plates (in russisch), Tbilisi University, Tbilisi, 1975, S. 269{289.

7Das entspricht den Modellen d-(3,4), d-(5,6) und d-(7,8), die Modelle 14., 20. und 26. Ordnung sind.
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Tabelle 1.4: KoeÆzienten und entsprechende Fehler der Dgl. in Tabelle 1.3.

d�(1;0)
S1 � � 3; 141593 0%

d�(3;2)
S1

q
2
�
45�

p
1605

�
� 3; 142467 2; 8� 10�2%

d�(3;2)
S2

q
2
�
45 +

p
1605

�
� 13; 043194 38; 3926%

d�(3;2)
P1

r
20

1� �

h
3�

p
6(7� � 2)

i
f(�)

d�(3;2)
P2

r
20

1� �

h
3 +

p
6(7� � 2)

i
f(�)

s�(1;0)
S1

p
10 � 3; 162278 0; 6584%

s�(3;2)
S1 2

q�
14�

p
133
�
� 3; 141616 7; 4� 10�4%

s�(3;2)
S2 2

q�
14 +

p
133
�
� 10; 105951 7; 2275%

s�(3;2)
P1

r
36(1��2)

126�121�2

h
154 + i

q
77322�297�

2

1��2

i
(?) f(�)

s�(3;2)
P2

r
36(1��2)

126�121�2

h
154� i

q
77322�297�

2

1��2

i
(?) f(�)

(?) Werden in dieser Arbeit hergeleitet, siehe Gl. (6.21).

20. Ordnung ben�otigt wird, um den ersten Papkovich-Fadleschen KoeÆzienten mit

einer Genauigkeit von einer Zi�er darstellen zu k�onnen (Real- und Imagin�arteil). Als Fol-

gerung schlie�en Schwab und Wright: Um das Randschichtproblem befriedigend l�osen zu

k�onnen, mu� man mindestens mit einem Modell 20. Ordnung arbeiten. Diese Folgerung

gilt jedoch nur f�ur Plattenmodelle der d-Gruppe.

Die ersten Randelementmethoden zur L�osung der Reissnerschen bzw. Mind-

linschen Plattenmodelle wurden 1981 bzw. 1987 von van der Wee�en [105{107] bzw. de

Barcellos und Silva [19] entwickelt (siehe auch Beskos [8]). Antes [4] hat statische und

dynamische Probleme mit dem s-(1,0) Modell gel�ost. Hartmann [33] hat Platten mit

dem d-(1,0) Kirchhoffschen Modell analysiert (statische Analyse). Numerische Instabi-

lit�atsprobleme, wie z.B. das
"
Locking\-Ph�anomen, die bei der FEM-L�osung von Platten-

aufgaben unter Einschlu� der Schubdeformationen gew�ohnlich auftreten, erscheinen bei

BEM-Verfahren nicht [114]. Trotzdem ist die Anzahl der Arbeiten, in denen die BEM f�ur

Plattenaufgaben angewandt wird, im Vergleich zu Arbeiten mit der FEM, sehr gering.

Der Stand der Forschung wird folgenderma�en zusammengefa�t:

1. Plattenmodelle h�oherer Ordnung sind eine relativ neue Entwicklung der Elastizit�ats-

theorie und angewandten Mathematik. Die ersten Modelle der s-Gruppe der Ord-

nung gr�o�er als s-(1,0) wurden in der ersten H�alfte der sechziger Jahre von Ponia-

tovskii [67{70] entwickelt und blieben bis heute erstaunlicherweise fast unbekannt.8

8Poniatovskii erkannte zuerst (anscheinend ohne Kenntnis der Arbeiten von Lurje und Vlasov), dass
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Abbildung 1.3: Real- und Imagin�arteile des ersten Papkovich-Fadleschen Eigenwertes,

0 � � � 0; 5.
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Abbildung 1.4: Die Papkovich-Fadlesche KoeÆzienten eines Modells vierzehnter Ord-

nung.

1983 hat Reissner [83] das s-(3,2) Modell nochmals hergeleitet, obwohl das Modell

schon von Poniatovskii entwickelt wurde (siehe Jemielita [45]).

2. Es wurden bis jetzt keine Integralgleichungen f�ur Plattenbiegungsmodelle h�oherer

Ordnung entwickelt. Es sind heute nur die Integralgleichungen und die entsprechen-

den Fundamentall�osungen f�ur die Modelle d-(1,0) und s-(1,0) ausgearbeitet. Nur die

Modelle vierter und sechster Ordnung wurden bisher in Integralgleichungsdarstel-

lung abgeleitet.

3. Die numerische L�osung dieser Plattenmodelle zur Behandlung konkreter Ingenieur-

aufgaben wurde meistens mit der FEM durchgef�uhrt, wobei sich fast nur auf Modelle

der d-Gruppe beschr�ankt wird. F�ur Modelle der s-Gruppe ist die Zahl der Anwen-

dungen sehr gering.

4. Am Institut f�ur Technische Mechanik der Universit�at Karlsruhe wurde in den letz-

ten Jahren intensiv das Plattenmodell s-(1,0) untersucht. Es wurde eine allgemeine

Integralgleichungsdarstellung f�ur transversal-isotropes Materialverhalten hergeleitet

und die darin notwendige allgemeine Fundamentall�osung analytisch berechnet und

numerisch mit der BEM gel�ost. Diese Fundamentall�osung unterscheidet sich von den

anderen entsprechenden Fundamentall�osungen, weil es die einzige widerspruchsfreie

das durch ein Variationsprinzip abgeleitete Plattenbiegungsmodell mit drei verschiedenen Di�erential-
gleichungstypen darstellbar ist, die in Tabelle 1.1 gezeigt wurden. Das dreidimensionale Spannungsfeld
wurde durch Legendresche Polynome dargestellt.



Kapitel 1. Einf�uhrung, Stand der Forschung und Ziele der Arbeit

9

Fundamentall�osung ist, da im Grenzfall Plattendicke h �! 0 und/oder Schub-

verzerrungen in x3-Richtung 
�3 �! 1 sich sinnvollerweise die Kirchhoffsche

Fundamentall�osung, siehe Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117], ergibt. Die

Zerlegung dieser allgemeinen Fundamentall�osung erm�oglichte eine einheitliche Inte-

gralgleichungsdarstellung f�ur dieKirchhoffsche, Reissnersche undMindlinsche

Plattenbiegungsmodelle, siehe Westphal Jr., Andr�a und Schnack [115].

1.3 Ziele der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung der Analysis und Numerik f�ur zwei hierarchi-

sche Klassen von Plattenbiegungsmodellen der s-Gruppe. Es handelt sich dabei um die

Plattenmodelle der s-(1,0)-Klasse (das Reissnersche Plattenmodell sechster Ordnung)

und s-(3,2)-Klasse (das Reissner-Poniatovskiische Plattenmodell zw�olfter Ordnung).

Obgleich die Formulierung der Modelle s-(1,0) und s-(3,2) angestrebt wird, werden die

Ausgangsgleichungen so allgemein formuliert, dass die Betrachtung von Modellen beliebi-

ger Ordnung (s-(1,2) achter Ordnung, s-(3,2) zehnter Ordnung (unendlich steif in trans-

versaler Richtung), s-(3,4) 14. Ordnung, usw.) mit wenig Aufwand erm�oglicht wird.

Ausgangspunkt der Modelle der s-Gruppe ist ein Ansatz f�ur das Spannungs-

feld (assumed stress approach). �Uber eine Extremwertbildung f�ur das Hellinger-Reis-

snersche Prinzip werden die Di�erentialgleichungen mit den entsprechenden Randbedin-

gungen hergeleitet. �Aquivalente Integralgleichungen werden nach der Methode des ge-

wichteten Restes gewonnen. Alle Gleichungen werden zum ersten Mal in Differential- und

Integralgleichungsdarstellung ausf�uhrlich in hierarchischer Gestalt formuliert.

Die Eigenschaften dieses allgemeinen Vorgehens werden es erm�oglichen, die fest

mit Randschichtproblemen verbundenen Plattenaufgaben e�ektiv zu l�osen, da die lokalen

Rande�ekte direkt von den Fundamentall�osungen beschrieben werden. Im Gegensatz dazu

ist bei den z.Zt. �uberwiegend verwendeten FE-Methoden eine aufwendige lokale Netzver-

feinerung in Randn�ahe notwendig, die stark von den Randbedingungen abh�angt. Derartige

Netzverfeinerungen sind bei den Integralgleichungsverfahren in keinem Fall notwendig.9

Das Verfahren zur Berechnung der Fundamentall�osungen, die in den Randin-

tegralgleichungen als Referenzl�osung verwendet werden, basiert auf der Methode von

H�ormander und kann direkt f�ur andere Probleme benutzt werden. Insbesondere zur

Berechnung der allgemeinen Fundamentall�osung des Problems zw�olfter Ordnung kann die-

ses Verfahren eingesetzt werden. Die zun�achst unbestimmten Konstanten dieser L�osung

werden durch Anwendung der Distributionstheorie, d.h. ohne Notwendigkeit von Fouri-

erschen Transformationen, berechnet.

9Gemeint sind hier Netzverfeinerungen im Gebiet. Bei anderen St�orungsursachen, wie z.B. bei Ecken
und Kerben, sind Verfeinerungen des Randgebietes doch notwendig, um die entsprechenden Verzerrungs-
und Spannungserh�ohungen erfassen zu k�onnen.





Kapitel 2

Die Grundgleichungen des

Plattenbiegungsproblems f�ur

transversal-isotrope Materialien

2.1 Einleitung

Die De�nitionen des Plattenvariablenfeldes, d.h. die Ans�atze f�ur Verschiebungen und

Spannungen, werden hier pr�asentiert, wobei beide Felder explizit in Abh�angigkeit der

Querkoordinate x3 ausgedr�uckt werden. Aus einem allgemeinen Ansatz f�ur die Verschie-

bungen wird ein entsprechender Ansatz f�ur die Spannungen gewonnen. Dieses Spannungs-

feld ist die einzige Annahme, die wir f�ur die Ableitung des 2D-Gleichungssystems ben�oti-

gen, und folglich ist die Qualit�at des Plattenmodells direkt von dem Spannungsansatz

abh�angig. Es werden zus�atzlich die Plattengleichgewichtsgleichungen f�ur zwei Probleme

abgeleitet, ein System f�ur das reale Problem und das andere f�ur die Herleitung der Inte-

gralgleichungen und die Berechnung der Fundamentall�osung.

Zur Variation der Indizes:

� kleine griechische Buchstaben variieren von 1 bis 2 (�, �, 
, : : : = 1, 2);

� kleine lateinische Buchstaben variieren von 1 bis 3 (i, j, k, : : : = 1, 2, 3);

� gro�e lateinische Buchstaben variieren von 1 bis 6 (I, J, K, : : : = 1, 2, 3, 4, 5, 6).

2.2 Problemstellung und Anfangsde�nitionen

Sei V � R
3 ein beschr�anktes mehrfach zusammenh�angendes Gebiet mit der konstanten

Plattendicke h � 2c > 0 in der x3-Richtung und der Mittelebenen
�ache 
, V := 
 �
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R
2 � [�h=2; h=2], wie es Abb. 2.1 zeigt. Das Gebiet 
 � R

2 ist beschr�ankt, mehrfach

zusammenh�angend mit dem Lipschitzstetigen Rand � := @
; 
 := 
 [ �; [2, 6, 52]

V := fx j x 2 
;�c < x3 < cg;
S := fx j x 2 �;�c < x3 < cg;
R� := fx j x 2 
; x3 = �cg;

x := (x1; x2) 2 R
2 ; x := (x1; x2; x3) 2 R

3 . Die R�ander S bzw. � lassen sich aus den

x1

x2

x3

Ω

R+

x1

x2

x3

c
c

Ω

Γ

S

Abbildung 2.1: Platte der Dicke h � 2c > 0.

Teilr�andern Su und St bzw. �u und �t (Dirichletsche bzw. Neumannsche Teile) in der

Form S = Su [ St bzw. � = �u [ �t zusammensetzen. Es wirkt auf R� eine Belastung

q3(x) (Kraft pro Fl�acheneinheit), so dass

��3(x)
��
x3=�c

:= 0 und �33(x)
��
x3=�c

:= �1

2
q3(x) :

Dies ist ein reiner Plattenbiegungszustand, siehe Friedrichs und Dressler [26], Lurje [59].

Die Randbedingungen sind:

ui(x) = �ui(x) auf Su und ti(x) = �ti(x) auf St ;

wobei ui(x) die Verschiebungen und ti(x) die Komponenten des Randspannungsvektors

sind.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist folgender Ansatz f�ur die Verschie-

bungen. Gegeben sei das Paar fr; sg, r; s 2 N . Als Produktansatz f�ur das Biegeproblem
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wird

u�(x) :=

MX
k=1

a2k�1�
(k)
�
(x)cP2k�1(�) ; (2.1a)

u3(x) :=

MX
k=1

a2(k�1)�
(k)
3 (x)

d

d�
P2k�1(�) (2.1b)

de�niert, wobei �
(k)
i
(x) die Plattenverschiebungen, � := x3=c, M := maxfr; sg, Pn(�) die

Legendreschen Polynome und an 2 R, n = 0; : : : ; 2M � 1 sind. Weiterhin sind

a2k�1 := 0 f�ur k > r ; (2.2a)

a2(k�1) := 0 f�ur k > s : (2.2b)

Zur Wahl der KoeÆzienten an siehe e.g. (2.37).

Die �uber den Querschnitt integrierten Plattenspannungen (auch Spannungsresul-

tierende genannt) ergeben sich gem�a� dem Ansatz (2.1) durch

�
(k)

��
(x) :=

Z
c

�c

a(2k�1)���(x)cP(2k�1)(�) dx3 ; k = 1; : : : ; r ; (2.3a)

�
(k)
�3 (x) :=

Z
c

�c

a2(k�1)��3(x)
d

d�
P(2k�1)(�) dx3 ; k = 1; : : : ; s ; (2.3b)

�
(k�r)
33 (x) :=

Z
c

�c

a(2k�1)�33(x)cP(2k�1)(�) dx3 ; k � r = 1; : : : ; s� 1 : (2.3c)

Es erweist sich als vorteilhaft, die transversalen Plattenspannungen wie folgt zu

schreiben:

�
(k)
�
(x) � �

(k)
�3 (x) ; (2.4a)

�
(k�r+1)(x) � �

(k�r)
33 (x) : (2.4b)

Das dreidimensionale Problem f�ur die Bestimmung von ui(x) und �ij(x) wur-

de auf eine zweidimensionale entsprechende Darstellung f�ur die Bestimmung der zwei-

dimensionalen Plattenvariablen �
(k)

i
(x) und �

(k)

ij
(x) (genau gesagt, �

(k)

��
(x), �

(k)
� (x) und

�
(k�r+1)(x)) vereinfacht. Um die verschiedenen Variationsgrenzen der Indizes k in den

Plattenvariablen zu verdeutlichen, fassen wir die betre�enden Variablen in den folgenden

Vektoren und Matrizen zusammen.
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n
�
(k)(x)

o
3

:=

8>>><
>>>:

�
�
(k)
1 (x); �

(k)
2 (x); �

(k)
3 (x)

	
T

; 1 � k � minfr; sg�
�
(k)
1 (x); �

(k)
2 (x); 0

	
T

; s < k � r ;�
0; 0; �

(k)
3 (x)

	
T

; r < k � s

(2.5a)

�
�
(k)(x)

�
3�3

:=

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2
6664
�
(k)
11 (x) �

(k)
12 (x) �

(k)
1 (x)

�
(k)
22 (x) �

(k)
2 (x)

�
(k)(x)

3
7775
Sym

; 1 � k � minfr; sg

2
6664
�
(k)
11 (x) �

(k)
12 (x) 0

�
(k)
22 (x) 0

0

3
7775
Sym

; s < k � r ;

2
6664
0 0 �

(k)
1 (x)

0 �
(k)
2 (x)

�
(k)(x)

3
7775
Sym

; r < k � s

(2.5b)

�
�(x)

	
3M

:=

�n
�
(1)(x)

oT
3

; � � � ;
n
�
M)(x)

oT
3

�T
; (2.5c)

�
� (x)

�
3�3M

:=
h�
�
(1)(x)

�
3�3

; � � � ;
�
�
(M)(x)

�
3�3

i
: (2.5d)

Wir haben 1 zum Index der Variablen in der linken Gl. (2.4b) addiert und dement-

sprechend

�
(1)(x) := q3(x) (2.6)

de�niert, um diese Variable (die Belastung) in �
(1)
33 (x), Gl. (2.5b), einzuf�ugen.

Im n�achsten Kapitel werden wir die beschreibenden Di�erential- und Integral-

gleichungssysteme f�ur die Bestimmung der Plattenvariablen �
(k)

i
(x) und �

(k)

ij
(x) ableiten.

2.3 Sto�gesetz: Transversal-isotrope Materialien

Der lineare Zusammenhang zwischen Spannungen �J(x) und Verzerrungen "I(x) ist nach

der Voigtschen Schreibweise "I(x) = sIJ�J(x), I; J = 1; : : : ; 6 (siehe Jones [46]). Ein

transversal-isotropes Material hat die Materialkonstanten E � E1, � � �12 (der Elasti-

zit�atsmodul und die Poissonsche Zahl der isotropen Fl�ache), E3, G3, �13 und �31 (der
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transversale Elastizit�atsmodul, der transversale Schubmodul und die zwei transversalen

Poissonschen Zahlen) mit der Beziehung E1�31 = E3�13. Der (isotrope) Schubmodul ist

durch G = E=(2(1+�)) gegeben. Das Material l�a�t sich also durch f�unf Materialkonstan-

ten beschreiben. Mit den drei Sto�konstanten

kE :=

r
E3

E
; kG :=

G3

G
; k� :=

�3

�
; (2.7)

wobei �3 :=
p
�13�31, bekommen wir f�ur "ij(x):

"��(x) =
1

E

�
(1 + �)���(x)� �

�
�

(x) +

k�

kE
�33(x)

�
Æ��

�
; (2.8a)

"�3(x) =
1 + �

kGE
��3(x) ; (2.8b)

"33(x) =
1

k
2
E
E

h
�33(x)� �k�kE�

(x)

i
(2.8c)

und f�ur �ij(x):

���(x) =G
h
"��(x) + "��(x) +

+
2�

�

� �
1 + k

2
�
�
�
"

(x) + (1 + �)k�kE"33(x)

�
Æ��

i
; (2.9a)

��3(x) =
kGE

1 + �
"�3(x) ; (2.9b)

�33(x) =
kEE

�

h
k��"

(x) + (1� �)kE "33(x)

i
(2.9c)

mit

� � �(�; �3) := 1� � � 2�23 : (2.9d)

Die Gleichungen f�ur einen isotropen Sto� sind einfach zu gewinnen, indem man die drei

Sto�konstanten in Gl. (2.7) gleich Eins setzt.

2.4 Das Spannungsfeld

Um die Plattengleichungen nach Reissner abzuleiten, ist es zun�achst erforderlich, den Ver-

lauf der Spannungen in der Plattendickenrichtung explizit als eine Funktion der transver-

salen Koordinate x3 auszudr�ucken (siehe Reissner [84]). Anstatt eines direkten Ansatzes f�ur

die Spannungen zu benutzen, wie ihn Reissner [83,84] und Poniatovskii [67,68] angenommen

haben, werden wir nun den Verschiebungsansatz (2.1) verwenden, um die gew�unschten

Beziehungen zu gewinnen. Die Beziehungen zwischen Plattenspannungen und Plattenver-

schiebungen werden sp�ater hilfreich sein, um die nach dem Hellinger-Reissnerschen

Variationsprinzip abzuleitenden
"
neuen\ Plattenverschiebungen physikalisch interpretie-

ren zu k�onnen.

Zun�achst sind die folgenden Gleichungen zu erf�ullen:
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� Kinematikbeziehungen ("ij(x) ist der linearisierte Verzerrungstensor):

"ij(x) =
1

2

�
ui;j(x) + uj;i(x)

�
; (2.10)

� Gleichgewichtsbedingungen (bi(x) sind wirkende Volumenkr�afte) (z.B. Malvern [60]):

�ij;j(x) + bi(x) = 0 ; (2.11)

� Belastungszustand auf R�:

��3(x)
���
x3=�c

:= 0 ; �33(x)
���
x3=�c

:= �1

2
�
(1)(x) : (2.12)

Das Spannungsfeld wird nun f�ur das Modell zw�olfter Ordnung abgeleitet. Das

allgemeine Spannungsfeld f�ur Modelle beliebiger Ordnungen ist im Anhang A pr�asentiert.

Wir setzen r = s := 2 im Ansatz (2.1) und bekommen

u�(x) = a1�
(1)
�
(x)x3 + a3�

(2)
�
(x)

1

2

�
5
x
2
3

c2
� 3

�
x3 ; (2.13a)

u3(x) = a0�
(1)
3 (x) + a2�

(2)
3 (x)

1

2

�
15
x
2
3

c2
� 3

�
; (2.13b)

mit den Plattenspannungen aus (2.3) und (2.4)

�
(1)

��
(x) :=

Z
c

�c

a1���(x)x3 dx3 ; �
(2)

��
(x) :=

Z
c

�c

a3���(x)
1

2

�
5
x
2
3

c2
� 3

�
x3 dx3 ;

(2.14a)

�
(1)
�
(x) :=

Z
c

�c

a0��3(x) dx3 ; �
(2)
�
(x) :=

Z
c

�c

a2��3(x)
1

2

�
15
x
2
3

c2
� 3

�
dx3 ; (2.14b)

�
(2)(x) :=

Z
c

�c

a5�33(x)
1

8

�
63
x
4
3

c4
� 70

x
2
3

c2
+ 15

�
x3 dx3 ; (2.14c)

wobei die notwendigen Legendreschen Polynome

P1(�) = � ; P3(�) =
1

2

�
5�2 � 3

�
� ; P5(�) =

1

8

�
63�4 � 70�2 + 15

�
�

verwendet werden.

2.4.1 Komponenten ���(x)

Einsetzen von (2.13) und (2.10) in (2.9a) ergibt

���(x) =
h
a1A

(1)

��
(x) + 15a2B

(2)

��

i
x3 + a3A

(2)

��
(x)

1

2

�
5
x
2
3

c2
� 3

�
x3 ; (2.15)
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wobei

A
(k)

��
(x) = G

�
�
(k)

�;�
(x) + �

(k)

�;�
(x) +

2� (1 + k
2
�
�)

�
�
(k)

;

(x)Æ��

�
; k = 1; 2;

und

B
(2)

��
(x) = G

2�(1 + �)k�kE

c2�
�
(2)
3 (x)Æ�� :

Die entsprechenden Plattenspannungen ergeben sich aus (2.14a):

�
(1)

��
=

2c3

3
a1

h
a1A

(1)

��
(x) + 15a2B

(2)

��

i
; �

(2)

��
=

2c3

7
a
2
3A

(2)

��
(x) : (2.16)

Aus (2.15) und (2.16) resultieren folgende Beziehungen zwischen Spannungen und

Plattenspannungen:

���(x) =
3

2c2

�
1

a1
�
(1)

��
(x)� 7

2a3
�
(2)

��
(x)
�
1� 5

3

x
2
3

c2

��
x3

c
: (2.17)

Die anderen Plattenspannungskomponenten ergeben sich aus den Gleichgewichts-

gleichungen (2.11)

���;�(x) + ��3;3(x) + b�(x) = 0 ; (2.18a)

�3�;�(x) + �33;3(x) + b3(x) = 0 : (2.18b)

2.4.2 Komponenten ��3(x)

F�ur den Verlauf der Volumenkr�afte b�(x) �uber der Dickenrichtung wird eine �ahnliche

Gleichung wie die oben abgeleitete Beziehung (2.17) angenommen (siehe Krenk [49])

b�(x) =
3

2c2

�
1

a1
m

(1)
�
(x)� 7

2a3
m

(2)
�
(x)
�
1� 5

3

x
2
3

c2

��
x3

c
; (2.19)

wobei die resultierenden Plattenvolumenkr�afte m
(k)
� (x) (k = 1; 2) sich analog zu den Gl.

(2.14a) ergeben

m
(1)
�
(x) :=

Z
c

�c

a1b�(x)x3 dx3 ; m
(2)
�
(x) :=

Z
c

�c

a3b�(x)
1

2

�
5
x
2
3

c2
� 3

�
x3 dx3 : (2.20)

Nach Einsetzen von (2.17) und (2.19) in (2.18a) ergibt sich

��3(x) =
�3
4c

�
1

a1

h
�
(1)

��;�
(x) +m

(1)
�
(x)
i
x
2
3

c2
+

� 7

2a3

h
�
(2)

��;�
(x) +m

(2)
�
(x)
i�

x
2
3

c2
� 5

6

x
4
3

c4

��
+ f�(x)
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und nach Ber�ucksichtigung der Randbedingungen (2.12)a

f�(x) =
3

4c

�
1

a1

h
�
(1)

��;�
(x) +m

(1)
�
(x)
i
� 7

12a3

h
�
(2)

��;�
(x) +m

(2)
�
(x)
i�

und dementsprechend

��3(x) =
1

8c

�
6

a1

h
�
(1)

��;�
(x) +m

(1)
�
(x)
i�

1� x
2
3

c2

�
+

� 7

2a2

h
�
(2)

��;�
(x) +m

(2)
�
(x)
i�

1� 6
x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
: (2.21)

Die entsprechenden Plattenspannungen ergeben sich aus (2.14b) zu

�
(1)
�
(x) =

a0

a1

h
�
(1)

��;�
(x) +m

(1)
�
(x)
i

; �
(2)
�
(x) =

a2

a3

h
�
(2)

��;�
(x) +m

(2)
�
(x)
i

: (2.22)

In diesem Fall ergeben sich die Beziehungen zwischen Spannungen und Platten-

spannungen aus (2.21) und (2.22)

��3(x) =
1

8c

�
6

a0
�
(1)
�
(x)

�
1� x

2
3

c2

�
� 7

2a2
�
(2)
�
(x)

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
: (2.23)

2.4.3 Komponente �33(x)

Der Verlauf der Volumenkraft b3(x) entlang der Plattendicke wird in diesem Fall ange-

nommen

b3(x) =
1

8c

�
6

a0
m

(1)
3 (x)

�
1� x

2
3

c2

�
� 7

2a2
m

(2)
3 (x)

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
(2.24)

mit den resultierenden Plattenvolumenkr�aftenm
(k)
3 (x) (k = 1; 2) analog zu den Gl. (2.14b)

m
(1)
3 (x) :=

Z
c

�c

a0b3(x) dx3 ; m
(2)
3 (x) :=

Z
c

�c

a2b3(x)
1

2

�
15
x
2
3

c2
� 3

�
dx3 : (2.25)

Nach Einsetzen von (2.23) und (2.24) in (2.18b) wird

�33(x) =
�1
8

�
6

a0

h
�
(1)
�;�

(x) +m
(1)
3 (x)

i�
x3

c
� x

3
3

3c3

�
+

� 7

2a2

h
�
(2)
�;�

(x) +m
(2)
3 (x)

i�
x3

c
� 2

x
3
3

c3
+
x
5
3

c5

��
+ f3(x)

erhalten und mit Ber�ucksichtigung der Randbedingung (2.12)b:

f3(x) =
1

2

�
�
(1)(x) +

1

a0

�
�
(1)
�;�

(x) +m
(1)
3 (x)

��
:
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F�ur Biegeprobleme gilt zus�atzlich die Bedingung

�33(x)
��
x3=0

:= 0 =) f3(x) = 0 ;

woraus folgende Plattengleichgewichtsgleichung resultiert

�
(1)(x) =

�1
a0

h
�
(1)
�;�

(x) +m
(1)
3 (x)

i
: (2.26)

Die Plattenspannung �(2)(x) ergibt sich aus (2.14c)

�
(2)(x) =

c
2
a5

99a2

h
�
(2)
�;�

(x) +m
(2)
3 (x)

i
: (2.27)

Damit ergibt sich die letzte Komponente des Spannungstensors

�33(x) =
1

8

�
2�(1)(x)

�
3
x3

c
� x

3
3

c3

�
+

693

2c2a5
�
(2)(x)

�
x3

c
� 2

x
3
3

c3
+
x
5
3

c5

��
: (2.28)

Im Anhang A wird das Spannungsfeld f�ur beliebige Werte r und s im Ansatz

(2.1) abgeleitet und nicht wie hier f�ur den speziellen Fall r = s := 2. Mit den S�atzen A.0.1

bis A.0.3 wird gezeigt, dass die von Reissner [83] abgeleiteten Gleichungen des Modells

zw�olfter Ordnung ein Spezialfall der von Poniatovskii [67, 68] abgeleiteten Gleichungen

sind. Deshalb nennen wir das entsprechende Modell zw�olfter Ordnung das Reissner-

Poniatovskiische Plattenmodell, siehe Jemielita [45].

Poniatovskii hat einen a priori Ansatz f�ur die Spannungen mittels Legend-

rescher Polynome benutzt, w�ahrend Reissner einige �Uberlegungen herangezogen hat, um

ein vern�unftiges (siehe Ramm [76]) Spannungsfeld vorzuschlagen (ohne eine einzige Re-

ferenz zu Legendresche Polynomen). Weder Poniatovskii noch Reissner haben gezeigt,

wie das entsprechende Verschiebungsfeld aussieht.

2.5 De�nition der Platteneinheitseinzelbelastungen

Um die Fundamentall�osung f�ur das Plattenproblem abzuleiten, ist ein System von Plat-

teneinheitseinzelbelastungen (Momente und Kr�afte) notwendig, die in der Plattenebene

x3 = 0 wirken. Die Variablen f�ur dieses Problem werden mit einem zus�atzlichen oberen In-

dex ? gekennzeichnet. Die eigentlichen 3D-Einheitseinzelkr�afte b?i (x) werden durch (2.19)

und (2.24) gegeben

b
?

�
(x) =

3

2c2

�
1

a1
m
?(1)
�

(x)� 7

2a3
m
?(2)
�

(x)
�
1� 5

3

x
2
3

c2

��
x3

c
; (2.29a)

b
?

3(x) =
1

8c

�
6

a0
m
?(1)
3 (x)

�
1� x

2
3

c2

�
� 7

2a2
m
?(2)
3 (x)

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
: (2.29b)
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Die Platteneinheitseinzelbelastungen m
?(�)

i
(x) entnehmen wir aus den Gleichun-

gen (2.20) und (2.25)

m
?(1)
�

(x) := a1

Z
c

�c

b
?

�
(x)x3 dx3 ; m

?(2)
�

(x) := a3

Z
c

�c

b
?

�
(x)

1

2

�
5
x
2
3

c2
� 3

�
x3 dx3 ;

(2.30a)

m
?(1)
3 (x) := a0

Z
c

�c

b
?

3(x) dx3 ; m
?(2)
3 (x) := a2

Z
c

�c

b
?

3(x)
1

2

�
15
x
2
3

c2
� 3

�
dx3 : (2.30b)

Die Darstellung der Einheitseinzelbelastungen f�ur beliebige Punkte Q � x sind

dann durch

m
?(�)

i
(Q) := Æ(P;Q)m

?(�)

i
(P ) (2.31)

de�niert, wobei P;Q 2 
. Weiterhin sind Æ(P;Q) eine Diracsche Distribution auf den

Punkt P und m
?(�)

i
(P ) die eigentlichen Einheitseinzelbelastungen, die im Punkt P wirken.

Dabei sindm
?(1)
� (P ) Einheitseinzelbiegemomente undm

?(1)
3 (P ) ist eine Einheitseinzelquer-

kraft. Diese Belastungen sind mit dem Modell sechster Ordnung assoziiert und haben eine

lineare bzw. quadratische Verteilung entlang der Plattendicke. Schlie�lich sind m
?(2)
� (P )

und m
?(2)
3 (P ) die entsprechenden Einheitseinzelbelastungen h�oherer Ordnung, die kubisch

bzw. biquadratisch verteilt sind.

2.6 Zusammenfassung der Grundgleichungen

Die Grundgleichungen des Modells zw�olfter Ordnung sind hier zusammengefa�t und in

einigen F�allen leicht modi�ziert.

� Verschiebungsfeld (aus den Gleichungen (2.13)):

u�(x) = a1�
(1)
�
(x)x3 �

2a3

7
�
(2)
�
(x)

21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3 ; (2.32a)

u3(x) = a0�
(1)
3 (x)� 2a2

7
�
(2)
3 (x)

21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

�
; (2.32b)

� Spannungsfeld (aus den Gleichungen (2.17), (2.23) und (2.28)):

���(x) =
3

2c2

�
1

a1
�
(1)

��
(x)� 7

2a3
�
(2)

��
(x)
�
1� 5

3

x
2
3

c2

��
x3

c
; (2.33a)

��3(x) =
1

8c

�
6

a0
�
(1)
�
(x)

�
1� x

2
3

c2

�
� 7

2a2
�
(2)
�
(x)

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
; (2.33b)

�33(x) =
1

8

�
2�(1)(x)

�
3� x

2
3

c2

�
+

693

2c2a5
�
(2)(x)

�
1� 2

x
2
3

c2
+
x
4
3

c4

��
x3

c
; (2.33c)



Kapitel 2. Die Grundgleichungen des Plattenbiegungsproblems f�ur

transversal-isotrope Materialien 21

� De�nition der Plattenspannungen (aus den Gleichungen (2.14)):

�
(1)

��
(x) :=

Z
c

�c

a1���(x)x3 dx3 ; (2.34a)

�
(2)

��
(x) :=

Z
c

�c

�2a3
7

���(x)
21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3 dx3 ; (2.34b)

�
(1)
�
(x) :=

Z
c

�c

a0��3(x) dx3 ; (2.34c)

�
(2)
�
(x) :=

Z
c

�c

�2a2
7

��3(x)
21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

�
dx3 ; (2.34d)

�
(2)(x) :=

Z
c

�c

2c2a5

693
�33(x)

693

16c2

�
15� 70

x
2
3

c2
+ 63

x
4
3

c4

�
x3 dx3 ; (2.34e)

� Plattengleichgewichtsgleichungen (aus den Gleichungen (2.22), (2.26) und (2.27)):1

a0

a1

h
�
(1)

��;�
(x) +m

(1)
�
(x)
i
� �

(1)
�
(x) = 0 ; (2.35a)

a2

a3

h
�
(2)

��;�
(x) +m

(2)
�
(x)
i
� �

(2)
�
(x) = 0 ; (2.35b)

1

a0
�
(1)
�;�

(x) + �
(1)(x) = 0 ; (2.35c)

�c2a5
99a2

�
(2)
�;�

(x) + �
(2)(x) = 0 ; (2.35d)

� Plattengleichgewichtsgleichungen f�ur die Fundamentall�osung (aus den Gleichungen

(2.22), (2.26) und (2.27)):2

a0

a1

h
�
?(1)

��;�
(x) +m

?(1)
�

(x)
i
� �

?(1)
�

(x) = 0 ; (2.36a)

a2

a3

h
�
?(2)

��;�
(x) +m

?(2)
�

(x)
i
� �

?(2)
�

(x) = 0 ; (2.36b)

�
?(1)
�;�

(x) +m
?(1)
3 (x) = 0 ; (2.36c)

�c2a5
99a2

h
�
?(2)
�;�

(x) +m
?(2)
3 (x)

i
+ �

?(2)(x) = 0 : (2.36d)

Durch feste Werte der Konstanten ai lassen sich obige Gleichungen vereinfachen.

Wir w�ahlen speziell, um die obigen Gleichungen zu vereinfachen,

a0 := 1 ; a1 := 1 ; a2 := �7

2
; a3 := �7

2
; a5 :=

7

2

99

c2
: (2.37)

1In diesem Fall sind die Belastungen m
(�)
3 (x) = 0, da nur die Querbelastung �(1)(x) wirkt, siehe die

Grundannahmen am Anfang des Kapitels. Die Momente m
(�)
� (x) werden wir sp�ater brauchen, um die

Plattenverzerrungen interpretieren zu k�onnen.
2In diesem Fall ist die Belastung �(1)(x) = 0, da nur die Einheitseinzelbelastungen m

?(�)
i

(x) wirken
(siehe Gl. (2.31)).
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In diesen Fall erhalten wir die schon bekannten Verschiebungen, Spannungen und Platten-

gleichgewichtsgleichungen, siehe Lewi�nski [51]. Lewi�nski hat das richtige Verschiebungs-

feld des Modells zw�olfter Ordnung vorgeschlagen, das zus�atzlich mit dem Reissnerschen

Spannungsfeld die Di�erentialgleichung des Problems liefert, indem beide Felder im Hel-

linger-Reissnerschen Prinzip substituiert wurden. Aber es wurden keine direkten Ver-

bindungen zwischen Verschiebungen und Spannungen angegeben. Dies ist neu in dieser

Arbeit.

Es ist sinnvoll, die Grundgleichungen mit den speziellen Konstanten (2.37) zu

wiederholen, da diese Gleichungen oft benutzt werden.

� Verschiebungsfeld (Lewi�nski [51]):

u�(x) = �
(1)
�
(x)x3 + �

(2)
�
(x)

21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3 ; (2.38a)

u3(x) = �
(1)
3 (x) + �

(2)
3 (x)

21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

�
; (2.38b)

� Spannungsfeld (Reissner [83]):

���(x) =
3

2c2

�
�
(1)

��
(x) + �

(2)

��
(x)
�
1� 5

3

x
2
3

c2

��
x3

c
; (2.39a)

��3(x) =
1

8c

�
6�(1)

�
(x)

�
1� x

2
3

c2

�
+ �

(2)
�
(x)

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
; (2.39b)

�33(x) =
1

8

�
2�(1)(x)

�
3� x

2
3

c2

�
+ �

(2)(x)

�
1� 2

x
2
3

c2
+
x
4
3

c4

��
x3

c
; (2.39c)

� De�nition der Plattenspannungen:

�
(1)

��
(x) :=

Z
c

�c

���(x)x3 dx3 ; (2.40a)

�
(2)

��
(x) :=

Z
c

�c

���(x)
21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3 dx3 ; (2.40b)

�
(1)
�
(x) :=

Z
c

�c

��3(x) dx3 ; (2.40c)

�
(2)
�
(x) :=

Z
c

�c

��3(x)
21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

�
dx3 ; (2.40d)

�
(2)(x) :=

Z
c

�c

�33(x)
693

16c2

�
15� 70

x
2
3

c2
+ 63

x
4
3

c4

�
x3 dx3 ; (2.40e)

� Plattengleichgewichtsgleichungen:

�
(�)

��;�
(x)� �

(�)
�
(x) +m

(�)
�
(x) = 0 ; (2.41a)

�
(�)
�;�

(x) + �
(�)(x) = 0 ; (2.41b)
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� Plattengleichgewichtsgleichungen f�ur die Fundamentall�osung:

�
?(�)

��;�
(x)� �

?(�)
�

(x) +m
?(�)
�

(x) = 0 ; (2.42a)

�
?(1)
�;�

(x) +m
?(1)
3 (x) = 0 ; (2.42b)

�
?(2)
�;�

(x) + �
?(2)(x) +m

?(2)
3 (x) = 0 : (2.42c)

Vernachl�assigt man jetzt in diesen Gleichungen alle Variablen mit dem oberen

Index 2, erh�alt man genau die entsprechenden Gleichungen des Reissner-Mindlinschen

Modells sechster Ordnung. Wenn man diese Eigenschaft der Gleichungen auf die abzu-

leitenden Di�erential- und Integralgleichungen �ubertragen kann, hat man die vollst�andig

hierarchische Darstellung des Problems. Das wird im n�achsten Kapitel gezeigt.

2.7 Beispiel f�ur die Einheitseinzelbelastungen

Wir geben ein Beispiel f�ur die Einheitseinzelmomente m
?(�)
� (P ) und Einheitseinzelkr�afte

m
?(�)
3 (P ) und die entlang der Plattendicke verteilten Kr�afte b?i (P ) an. Aus (2.29) und

(2.30) und den Konstanten (2.37) ergibt sich

b
?

�
(P ) =

3

2c2

�
m
?(1)
�

(P ) +m
?(2)
�

(P )

�
1� 5

3

x
2
3

c2

��
x3

c
; (2.43a)

b
?

3(P ) =
1

8c

�
6m

?(1)
3 (P )

�
1� x

2
3

c2

�
+m

?(2)
3 (P )

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

��
; (2.43b)

und

m
?(1)
�

(P ) :=

Z
c

�c

b
?

�
(P )x3 dx3 ; m

?(2)
�

(P ) :=

Z
c

�c

b
?

�
(P )

21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3 dx3 ; (2.44a)

m
?(1)
3 (P ) :=

Z
c

�c

b
?

3(P ) dx3 ; m
?(2)
3 (P ) :=

Z
c

�c

b
?

3(P )
21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

�
dx3 : (2.44b)

Zuerst setzen wir m
?(1)
� (P ) = 1 und m

?(2)
� (P ) = 0. Aus (2.43a) ergibt sich

b
?

�
(P ) =

3

2c2
x3

c
; (2.45)

und beide Gleichungen (2.44a) sind erf�ullt. Setzen wir nunm
?(1)
� (P ) = 0 undm

?(2)
� (P ) = 1.

Aus (2.43a) ergibt sich

b
?

�
(P ) =

3

2c2

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

c
; (2.46)

und beide Gleichungen (2.44a) sind wieder erf�ullt. Die Einheitseinzelmomente und die

entsprechenden Kr�afte (2.45) und (2.46) sind in Abb. 2.2 gezeigt.
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αx

x3

α
(1)m αb mα

(2)
αb

2c

Abbildung 2.2: Einheitseinzelmomente m
?(�)
� und die entsprechende Kr�afte b?�.

Nun werden die Einheitseinzelkr�afte untersucht. Setzen wir m
?(1)
3 (P ) = 1 und

m
?(2)
3 (P ) = 0. Aus (2.43b) ergibt sich

b
?

3(P ) =
3

4c

�
1� x

2
3

c2

�
; (2.47)

und beide Gleichungen (2.44b) sind erf�ullt. Setzen wir nunm
?(1)
3 (P ) = 0 undm

?(2)
3 (P ) = 1.

Aus (2.43b) ergibt sich

b
?

3(P ) =
1

8c

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
x3

c
; (2.48)

und beide Gleichungen (2.44b) sind wieder erf�ullt. Die Einheitseinzelkr�afte und die ent-

sprechenden Kr�afte (2.47) und (2.48) sind in Abb. 2.3 gezeigt.

αx

x3

(1)m3 3b m3
(2)

3b

2c

Abbildung 2.3: Einheitseinzelkr�afte m
?(�)
3 und die entsprechende Kr�afte b?3.

2.8 Klassi�kation der Plattenmodelle

Bez�uglich des gegebenen Paares fr; sg der Gl. (2.1) entspricht der Grad der Approximation
dem Grad des Ansatzes und wird durch das Paar (nr; ns) beschrieben:

(nr; ns) :=
�
2r � 1; 2(s� 1)

�
;

wobei nr die Ordnung der Approximation f�ur u�(x) ist, w�ahrend ns die entsprechende

Ordnung f�ur u3(x) ist.
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Nach dem Verfahren von Reissner [78{80, 83] und Poniatovskii [67, 68] hat man

die M�oglichkeit, zweidimensionale Modelle durch den Produktansatz f�ur die Spannungen

�ij(x) zu gewinnen. Um die Plattenmodelle, die nach dem Verschiebungsansatz (2.1)

bzw. nach dem Reissnerschen Spannungsansatz gewonnen werden, zu unterscheiden,

de�nieren wir zwei Modellgruppen, die wir die d- bzw. s-Gruppe nennen.

Wir de�nieren jetzt die zwei Plattenmodelle, die wir untersuchen wollen.

1. Das einfachste Modell der Hierarchie entspricht dem einfachsten Fall minfr; sg :=
1 und r = s, ein Modell sechster Ordnung, das ber�uhmte s-(1,0) Reissnersche

Modell (bzw. d-(1,0) Mindlinsche Modell). Die transversale Belastung ist wie eine

vorgeschriebene nat�urliche (nicht integrierte) Plattenvariable (gem�a� Gl. (2.6)) zu

betrachten mit (siehe (2.5))

�
�(x)

	
3

:=
n
�
(1)
1 (x); �

(1)
2 (x); �

(1)
3 (x)

o
T

; (2.49a)

�
� (x)

�
3�3

:=

2
6664
�
(1)
11 (x) �

(1)
12 (x) �

(1)
1 (x)

�
(1)
12 (x) �

(1)
22 (x) �

(1)
2 (x)

�
(1)
1 (x) �

(1)
2 (x) �

(1)(x)

3
7775 (2.49b)

oder mit der Schreibweise von Reissner [83]

�
� (x)

�
3�3

:=

2
6664
M11(x) M12(x) Q1(x)

M12(x) M22(x) Q2(x)

Q1(x) Q2(x) q3(x)

3
7775 : (2.49c)

Reissner hat im Gegensatz zu Mindlin die Spannung �33 ber�ucksichtigt.

2. Wenn r = s := 2 ist, bekommen wir ein Modell zw�olfter Ordnung der Klasse d-(3,2)

(Preu�er [72]) oder s-(3,2) (Reissner [83]) mit

�
�(x)

	
6

:=
n
�
(1)
1 (x); �

(1)
2 (x); �

(1)
3 (x); �

(2)
1 (x); �

(2)
2 (x); �

(2)
3 (x)

oT
; (2.50a)

�
� (x)

�
3�6

:=

2
6664
�
(1)
11 (x) �

(1)
12 (x) �

(1)
1 (x) �

(2)
11 (x) �

(2)
12 (x) �

(2)
1 (x)

�
(1)
12 (x) �

(1)
22 (x) �

(1)
2 (x) �

(2)
12 (x) �

(2)
22 (x) �

(2)
2 (x)

�
(1)
1 (x) �

(1)
2 (x) �

(1)(x) �
(2)
1 (x) �

(2)
2 (x) �

(2)(x)

3
7775 (2.50b)

oder in der Schreibweise von Reissner [83]

�
� (x)

�
3�6

:=

2
6664
M11(x) M12(x) Q1(x) P11(x) P12(x) S1(x)

M12(x) M22(x) Q2(x) P12(x) P22(x) S2(x)

Q1(x) Q2(x) q3(x) S1(x) S2(x) T (x)

3
7775 : (2.50c)
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Die dazwischenliegenden Modelle r := 1; s := 2 und r := 2; s := 1, d.h. die

Modelle s-(1,2) achter Ordnung (siehe Reissner [86], R�ossle et al. [88]) und s-(3,0) zehnter

Ordnung (siehe Reissner [83]), werden nicht ber�ucksichtigt.



Kapitel 3

Hierarchische Herleitung der

Di�erentialgleichungen

3.1 Einleitung

E. Reissner [81] hat ein gemischtes Variationsprinzip formuliert, das als Eulersche Glei-

chungen die Di�erentialgleichungen der Elastizit�atstheorie, d.h. die Gleichgewichts- und

die Konstitutivgleichungen, generiert, wobei die entsprechenden Randbedingungen auch

erf�ullt sind.1 Das Prinzip, heutzutage als das Hellinger-Reissnersche Variationsprin-

zip bekannt, wurde von Reissner selbst f�ur die Bestimmung der Di�erentialgleichungen

des Plattenmodells sechster Ordnung (Reissner [78{80]) in der Weise angewandt, dass die

Di�erentialgleichungen direkt und einfach abgeleitet wurden (Washizu [113], Fraeijs de

Veubeke [25]) ohne Verwendung von Lagrangeschen Multiplikatoren. 1983 hat E. Reis-

sner [83] das Prinzip f�ur die Gewinnung eines Systems zw�olfter Ordnung angewandt. Das

gleiche Prinzip wird im vorliegenden Kapitel verwendet, um gleichzeitig, d.h. auf hierar-

chische Weise, die Di�erentialgleichungen der Modelle sechster und zw�olfter Ordnung zu

gewinnen.

3.2 Das Hellinger-Reissnersche Variationsprinzip

Es wird zun�achst nur der Fall r = s := 2 betrachtet, d.h. es wird das Modell s-(3,2)

ber�ucksichtigt. Da die Gleichungen hierarchisch abgeleitet werden, betrachten wir auto-

matisch auch das Problem sechster Ordnung.

1Laut C.A. Truesdell [104] wurde das Variationsprinzip zuerst von M. Born f�ur zweidimensionale
Probleme entwickelt, ohne Ber�ucksichtigung der Randbedingungen. E. Hellinger hat gleichfalls das Prin-
zip f�ur dreidimensionale Probleme, auch ohne Ber�ucksichtigung der Randbedingungen formuliert. Das
Problem wurde vollst�andig von E. Reissner betrachtet, indem ein Randintegral einbezogen wurde (sie-
he Bu
er [11]). Das Funktional wurde aber tats�achlich schon 1916 in der Habilitationsschrift von G.
Prange [71] hergeleitet, siehe Bu
er [11].
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Das Hellinger-Reissnersche Variationsprinzip lautet (siehe Reissner [84], Wa-

shizu [113])

��R(�;u) :=

ZZZ
V

�
B(�) + �ij;j(x)ui(x)

�
dx1 dx2 dx3 �

ZZ
Su

�ij(x)njui(x) dx3 d� ;

(3.1)

wobei � und u das Spannungs- bzw. Verschiebungsfeld, nj die Komponenten des �au�e-

ren Normalenvektors auf � bezeichnen und B(�) die Erg�anzungsenergie2 sind. F�ur ein

transversal-isotropes Material ist die Erg�anzungsenergie (bei Ber�ucksichtigung von (2.8))3:

B(�) :=
1

2E

�
(1 + �)������ � ������� +

2(1 + �)

kG
��3��3+

� 2�k�

kE
����33 +

�
2
33

k
2
E

�
: (3.2)

Nun kann die Integration entlang der Plattendicke durchgef�uhrt werden. Bei

Ber�ucksichtigung des Spannungsfeldes (2.39) und Integration bez�uglich x3 ergibt sich

cZ
�c

B(�) dx3 =
1

2(1� �2)D(��)

�
(1 + �)�

(�)


�
�
(�)


�
� ��

(�)



�
(�)

��

�
+

+
1

2
G

(��)
�
(�)


�
(�)



+
1

2
C

(��)
�
(�)
�
(�) � E

(��)
�
(�)



�
(�) (3.3)

mit

D
(11) :=

2Ec3

3(1� �2)
; D

(12) = D
(21) := 0 ; D

(22) :=
21

4
D

(11)
; (3.4a)

G
(11) :=

3

5G3c
; G

(12) = G
(21) :=

1

21
G

(11)
; G

(22) :=
4

189
G

(11)
; (3.4b)

E
(11) :=

3�3

5c
p
E3E

; E
(12) = E

(21) :=
1

21
E

(11)
; E

(22) :=
4

189
E

(11)
; (3.4c)

C
(11) :=

17c

70E3

; C
(12) = C

(21) :=
8

153
C

(11)
; C

(22) :=
8

1683
C

(11)
: (3.4d)

Setzt man jetzt das Spannungsfeld (2.39) in das zweite Glied der Gl. (3.1) ein

und integriert erneut bez�uglich x3, so folgt

cZ
�c

�ij;jui dx3 =

cZ
�c

��
���;� + ��3;3

�
u� +

�
�3�;� + �33;3

�
u3

�
dx3 =

=
�
�
(�)


�;�
� �

(�)



�
'
(�)



+
�
�
(�)

;


+ �
(�)
�
'
(�)
3 ; (3.5)

2B(�) :=
1

2
�ij"ij .

3Das Argument x wird nun der �Ubersichtlichkeit halber weggelassen.
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wobei die
"
neuen\ Plattenverschiebungskomponenten de�niert wurden:

'
(1)
�

:=
3

2c2

cZ
�c

u�
x3

c
dx3 ; (3.6a)

'
(1)
3 :=

3

4c

cZ
�c

u3

�
1� x

2
3

c2

�
dx3 ; (3.6b)

'
(2)
�

:=
3

2c2

cZ
�c

u�

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

c
dx3 ; (3.6c)

'
(2)
3 :=

1

8c

cZ
�c

u3

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
dx3 : (3.6d)

Setzen wir nun in diese Gleichungen den Verschiebungsansatz (2.38) ein, bekom-

men wir '
(�)
i

= �
(�)
i
. Das bedeutet, dass die Verschiebungsfelder der Modelle der d- und

s-Gruppen identisch sind, wenn das wirkliche Verschiebungsfeld den Gleichungen (2.38)

genau entspricht. Ist das nicht der Fall, so entspricht das Feld '
(�)
i

einem gewichteten Wert

des tats�achlichen Feldes, w�ahrend �
(�)
i

entf�allt (siehe Goodier [29], Reissner [80], Fraeijs de

Veubeke [25]).4

Wir betrachten momentan drei Verschiebungsfelder:

� '
(�)

i
(x): die verallgemeinerten Verschiebungen des Reissnerschen Plattenmodells,

Gleichungen (3.6) (Modell der s-Gruppe);

� �
(�)

i
(x): die verallgemeinerten Verschiebungen eines kinematischen Modells, Glei-

chungen (2.38) (Modell der d-Gruppe); und

� ui(x): die Verschiebungen der 3D-Elastizit�atstheorie.

Die Verschiebungen (3.6) k�onnen wir folgenderma�en schreiben (siehe die Dis-

4H�atten wir mit den Gleichungen (2.32) statt (2.38) gearbeitet, w�urden wir die Werte von a0 bis a3
berechnen, die in Gl. (2.37) gesetzt wurden, um '

(�)
i

= �
(�)
i

zu bekommen. Nur die Konstante a5 w�urde
noch unbestimmt bleiben.



30 3.2 Das Hellinger-Reissnersche Variationsprinzip

kussion zwischen Reissner und Goodier bzgl. des s-(1,0) Modells in [29]):5

'
(1)
�

=

3

2c2

cZ
�c

[u�]
x3

c
dx3

3

2c2

cZ
�c

�
x3 +

21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

�
x3

c
dx3

; (3.7a)

'
(1)
3 =

3

4c

cZ
�c

[u3]

�
1� x

2
3

c2

�
dx3

3

4c

cZ
�c

�
1 +

21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

���
1� x

2
3

c2

�
dx3

; (3.7b)

'
(2)
�

=

3

2c2

cZ
�c

[u�]

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

c
dx3

3

2c2

cZ
�c

�
x3 +

21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

��
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

c
dx3

; (3.7c)

'
(2)
3 =

1

8c

cZ
�c

[u3]

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
dx3

1

8c

cZ
�c

�
1 +

21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

���
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
dx3

: (3.7d)

Man beachte, dass in den obigen Gleichungen die Integrale

3

2c2

cZ
�c

21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3
x3

c
dx3 ;

3

4c

cZ
�c

21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

��
1� x

2
3

c2

�
dx3 ;

3

2c2

cZ
�c

x3

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

c
dx3 ;

1

8c

cZ
�c

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
dx3

5Man merke, dass die Nenner gleich Eins sind.
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gleich Null sind. Es ergibt sich demzufolge

'
(1)
�

=

3

2c2

cZ
�c

[u�]
x3

c
dx3

3

2c2

cZ
�c

[x3]
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dx3

; (3.8a)
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dx3
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dx3

; (3.8b)
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=
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2c2

cZ
�c
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�
1� 5

3

x
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dx3

3

2c2

cZ
�c

�
21

4

�
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

��
1� 5

3

x
2
3

c2

�
x3

c
dx3

; (3.8c)

'
(2)
3 =

1

8c

cZ
�c

[u3]

�
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
dx3

1

8c

cZ
�c

�
21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

���
1� 6

x
2
3

c2
+ 5

x
4
3

c4

�
dx3

: (3.8d)

Es wird deutlich, dass die Verschiebungen '
(�)
i

einen Mittelwert bzgl. der Po-

lynome des Ansatzes f�ur ��� und ��3 (Gleichungen (2.39a) und (2.39b)) des Verschie-

bungsfeldes ui entlang der Plattendicke darstellen. Wenn die Verschiebungen ui genau

den Gleichungen (2.38) entsprechen, gibt es keine Unterschiede zwischen '
(�)

i
und �

(�)

i
.

Stimmen die Verschiebungen ui nicht mit (2.38) �uberein, werden aber noch die Mittelwerte

durch die Gleichungen (3.6) ber�ucksichtigt.

Die Integration des letzten Gliedes von (3.1) liefert:

Z
�u

cZ
�c

�ijnjui dx3 d� =

Z
�u

cZ
�c

�
���n�u� + �3�n�u3

�
dx3 d� =

Z
�u

t
(�)

i
'
(�)

i
d� ; (3.9)

da n3 = 0 auf S. Hierbei ist der Spannungsvektor

t
(�)
�

:= �
(�)

��
n� ; t

(�)
3 := �

(�)

�
n� : (3.10)
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3.3 Herleitung der Di�erentialgleichungen aus dem Prinzip von

Hellinger-Reissner

Das Hellinger-Reissnersche Prinzip lautet nun f�ur die 2D-Variablen:

� �R(� ;') :=

ZZ



(
1

2(1� �2)D( �)

�
(1 + �)�

( )


�
�
(�)


�
� ��

( )



�
(�)

��

�
+

� E
( �)

�
( )



�
(�) +

1

2
G

( �)
�
( )


�
(�)



+
1

2
C

( �)
�
( )
�
(�) +

+
�
�
( )


�;�
� �

( )



�
'
( )



+
�
�
( )

;


+ �
( )
�
'
( )
3

)
dx1 dx2 �

Z
�u

t
( )

i
'
( )

i
d� ; (3.11)

wobei � das Plattenspannungsfeld (siehe Gl. (2.5d)) und ' das
"
neue\ Plattenverschie-

bungsfeld sind mit (vergleiche (2.5a) und (2.5c))

�
'
(k)(x)

	
3

:=

8>>><
>>>:

�
'
(k)
1 (x); '

(k)
2 (x); '

(k)
3 (x)

	
T

; 1 � k � minfr; sg�
'
(k)
1 (x); '

(k)
2 (x); 0

	
T

; s < k � r�
0; 0; '

(k)
3 (x)

	T
; r < k � s

; (3.12a)

�
'(x)

	
3M

:=
n�
'
(1)(x)

	T
3

; � � � ;
�
'
M)(x)

	T
3

oT
: (3.12b)

3.3 Herleitung der Di�erentialgleichungen aus dem

Prinzip von Hellinger-Reissner

Die Extremwertbildung des Funktionals (3.11) liefert die konstitutiven Gleichungen, die

Gleichgewichtsgleichungen und die Randbedingungen des betrachteten Plattenproblems

mit

Æ�R =
@�R

@�
Æ� +

@�R

@'
Æ' =

=
@�R

@�
(�)

��

Æ�
(�)

��
+
@�R

@�
(�)
�

Æ�
(�)
�

+
@�R

@�(2)
Æ�

(2) +
@�R

@'
(�)
�

Æ'
(�)
�

+
@�R

@'
(�)
3

Æ'
(�)
3 = 0 : (3.13)

Als Ergebnis der obigen Variationen erhalten wir nach partieller Integration

� aus der Variation bzgl. �
(�)

��
:

1

(1� �2)D(��)

�
(1 + �)�

(�)

��
� ��

(�)



Æ��

�
+

� E
(��)

�
(�)
Æ�� �

1

2

�
'
(�)

�;�
+ '

(�)

�;�

�
= 0 (3.14a)

und die Randbedingungen

'
(�)
�

= '
(�)
�

auf �u ; (3.14b)

t
(�)
�

= t
(�)

�
� �

(�)

��
n� auf �t ; (3.14c)
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� aus der Variation bzgl. �
(�)
� :

G
(��)

�
(�)
�
� '

(�)
�
� '

(�)
3;� = 0 (3.15a)

und die Randbedingungen

'
(�)
3 = '

(�)
3 auf �u ; (3.15b)

t
(�)
3 = t

(�)

3 � �
(�)
�
n� auf �t ; (3.15c)

� aus der Variation bzgl. �(2)

� E
(2�)

�
(�)

��
+ C

(2�)
�
(�) + '

(2)
3 = 0 ; (3.16)

� aus der Variation bzgl. '
(�)
�

�
(�)

��;�
� �

(�)
�

= 0 ; (3.17)

� aus der Variation bzgl. '
(�)
3

�
(�)
�;�

+ �
(�) = 0 : (3.18)

Aus den Variationen der Plattenspannungen haben wir die Elastizit�atsgleichun-

gen f�ur das Plattenproblem abgeleitet, Gl. (3.14a), (3.15a) und (3.16). Aus den Variationen

der Verschiebungen haben wir die Plattengleichgewichtsgleichungen erhalten, Gleichun-

gen (3.17) und (3.18), die vorher schon direkt abgeleitet wurden, siehe Gleichungen (2.41)

(mit m
(�)
� = 0, siehe (2.35)). Au�erdem haben wir die Randbedingungen aus den Variatio-

nen der Plattenspannungen (ausgenommen �(2)) erhalten, Gleichungen (3.14b), (3.14c),

(3.15b) und (3.15c).

Die Gl. (3.14a) k�onnen wir folgenderma�en umschreiben:

�
(�)

��
= D

(��) 1� �

2

�
'
(�)

�;�
+ '

(�)

�;�
+

2�

1� �
'
(�)

;

Æ��

�
+ (1 + �)D(��)

E
(�
)

�
(
)
Æ�� : (3.19)

Aus den Gleichungen (3.15a) bekommen wir

�
(1)
�

=
1

1� G
(12)

G
(21)

G(11)G(22)

1

G(11)

�
'
(1)
�

+ '
(1)
3;� �

G
(12)

G(22)

�
'
(2)
�

+ '
(2)
3;�

��
; (3.20a)

�
(2)
�

=
1

1� G
(12)

G
(21)

G(11)G(22)

1

G(22)

�
'
(2)
�

+ '
(2)
3;� �

G
(21)

G(11)

�
'
(1)
�

+ '
(1)
3;�

��
: (3.20b)
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3.3 Herleitung der Di�erentialgleichungen aus dem Prinzip von

Hellinger-Reissner

Hier begegnet uns die erste Kopplung zwischen den Modellen s-(1,0) und s-(3,2).

Wir de�nieren nun die erste Kopplungsvariable (aus den Gleichungen (3.4)):

kR :=
1

1� G
(12)

G
(21)

G(11)G(22)

=

8>>><
>>>:

1 f�ur das Modell s-(1,0)

28

25
f�ur das Modell s-(3,2)

: (3.21)

Au�erdem k�onnen wir f�ur die anderen Konstanten in den Gleichungen (3.20)

1

G(11)
= D

(11) 1� �

2

5

2c2
kG ;

1

G(22)
= 9D(22) 1� �

2

5

2c2
kG ; (3.22a)

G
(12)

G(22)
=

9

4
;

G
(21)

G(11)
=

1

21
(3.22b)

schreiben.

Wir de�nieren weiter

�
2 � �

2(kR; G3; c) := kRkG
5

2c2
: (3.23)

Damit haben wir aus den Gleichungen (3.20)

�
(1)
�

= D
(11) 1� �

2
�
2

�
'
(1)
�

+ '
(1)
3;� �

9

4

�
'
(2)
�

+ '
(2)
3;�

��
; (3.24a)

�
(2)
�

= 9D(22) 1� �

2
�
2

�
'
(2)
�

+ '
(2)
3;� �

1

21

�
'
(1)
�

+ '
(1)
3;�

��
; (3.24b)

erhalten.

Als Schlussfolgerung dieses Abschnitts werden die abgeleiteten Gleichungen grup-

piert:

� Konstitutivgleichungen (Gleichungen (3.19), (3.24) und (3.16))

�
(�)

��
= D

(��) 1� �

2

�
'
(�)

�;�
+ '

(�)

�;�
+

2�

1� �
'
(�)

;

Æ��

�
+ (1 + �)D(��)

E
(�
)

�
(
)
Æ�� ;

(3.25a)

�
(1)
�

= D
(11) 1� �

2
�
2

�
'
(1)
�

+ '
(1)
3;� �

9

4

�
'
(2)
�

+ '
(2)
3;�

��
; (3.25b)

�
(2)
�

= 9D(22) 1� �

2
�
2

�
'
(2)
�

+ '
(2)
3;� �

1

21

�
'
(1)
�

+ '
(1)
3;�

��
; (3.25c)

�
(2) =

1

C(22)

h
E

(2�)
�
(�)

��
� C

(21)
�
(1) � '

(2)
3

i
: (3.25d)
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� Gleichgewichtsbedingungen (Gleichungen (3.17) und (3.18))

�
(�)

��;�
� �

(�)
�

= 0 ; (3.26a)

�
(�)
�;�

+ �
(�) = 0 : (3.26b)

� Randbedingungen (Gleichungen (3.14b), (3.14c), (3.15b) und (3.15c)) auf �u

'
(�)
i

= '
(�)
i

auf �u ; (3.27)

t
(�)
i

= t
(�)

i
auf �t ; (3.28)

mit den gegebenen Randspannungen (Gleichungen (3.14c) und (3.15c))

t
(�)

�
= �

(�)

��
n� ; (3.29a)

t
(�)

3 = �
(�)
�
n� : (3.29b)

3.4 Grundgleichungen des Hilfsproblems

Um das betrachtete Problem weiter vereinfachen zu k�onnen, de�nieren wir die Vektoren

ui := '
(1)
i

; u(3+i) := '
(2)
i

; (3.30a)

ti := t
(1)
i

; t(3+i) := t
(2)
i

: (3.30b)

Die Verschiebungen sind jetzt durch uK und die Randspannungen durch tK ge-

geben, wobei die lateinischen Gro�buchstaben von 1 bis 6 laufen. Die L�osung in einem

unendlichen Gebiet unter dem Ein
uss von Einheitseinzelbelastungen ist als Fundamen-

tall�osung bekannt. Die Gewichtsfunktionen, die im n�achsten Kapitel ben�otigt werden, um

die entsprechenden Integralgleichungen des Problems abzuleiten, wenn wir die Methode

des gewichteten Restes anwenden werden, sind genau diese Fundamentall�osungen. Daher

haben wir das folgende Problem

LIJ (@Q) uJ(Q) = �FIJ (@Q) qJ(Q) (3.31)

zu l�osen, wobei LIJ (@Q) � LIJ (@=@x�(Q)) ein linear elliptisches Di�erentialgleichungs-

system ist (siehe Vladimirov [109]), FIJ (@Q) beliebige Di�erentialoperatoren sind und @Q
die partielle Ableitung nach Q bezeichnet. qJ(Q) stellt einen bekannten Vektor dar. F�ur

die Fundamentall�osung gilt (siehe (2.31))

LIJ (@Q) u
?

J
(Q) = �m?

I
(Q) = �Æ(P;Q)m?

I
(P ) ; (3.32)

wobei

�
m

?
	
6

:=
n
m
?(1)
1 ; m

?(1)
2 ; m

?(1)
3 ; m

?(2)
1 ; m

?(2)
2 ; m

?(2)
3

oT
(3.33)
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Einheitseinzelbelastungen (siehe Gleichungen (2.42)) und u?
J
(Q) die entsprechenden Ver-

schiebungen sind.

Die Gleichgewichtsgleichungen

�
?

ij;j
+ b

?

i
= 0 ; (3.34)

mit den Einheitseinzelkr�aften b?i aus (2.43), liefern die Plattengleichgewichtsgleichungen

�
?(�)

��;�
� �

?(�)
�

+m
?(�)
�

= 0 ; (3.35a)

�
?(�)
�;�

+ Æ�2�
?(2) +m

?(�)
3 = 0 : (3.35b)

Diese sind identisch mit den Gleichungen (2.42), die direkt aus den Gleichungen der

Elastizit�atstheorie hergeleitet wurden.

3.5 Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen

Da die 3D-Spannungen durch 2D-Plattenspannungen ersetzt wurden, werden wir in die-

sem Abschnitt die Plattenverzerrungen de�nieren (siehe Reissner [82], Lewi�nski [51]). Um

das zu erm�oglichen, werden wir das Prinzip der virtuellen Arbeit anwenden, indem wir

die Plattengleichgewichtsgleichungen ber�ucksichtigen.

In Verbindung mit den Plattenspannungen �
(�)

��
, �

(�)
� und �(�), den prim�aren Va-

riablen, werden wir als duale Variablen die Plattenverzerrungen �
(�)

��
und �

(�)
� de�nieren.

Mit den Plattengleichgewichtsgleichungen (2.41) und den Randbedingungen (3.28) lautet

das Prinzip der virtuellen Arbeit (Washizu [113], Lewi�nski [51])

�
Z



nh
�
(�)

��;�
� �

(�)
�

+m
(�)
�

i
Æ'

(�)
�

+
�
�
(�)
�;�

+ �
(�)
�
Æ'

(�)
3

o
d
 +

+

Z
�t

h
t
(�)

i
� t

(�)

i

i
Æ'

(�)

i
d� = 0 ; (3.36)

wobei Æ'
(�)
i

virtuelle Verschiebungen sind, mit Æ'
(�)
i

= 0 auf �u.

Partielle Integration liefert (Reissner [82])Z



�
�
(�)

��
Æ'

(�)

�;�
+ �

(�)
�

�
Æ'

(�)
�

+ Æ'
(�)
3;�

� �
d
 =

=

Z



�
m

(�)
�
Æ'

(�)
�

+ �
(�)
Æ'

(�)
3

�
d
 +

Z
�

�
t
(�)
i
Æ'

(�)
i

�
d� : (3.37)

Daher ergeben sich die Plattenverzerrungen:

�
(�)

��
:= '

(�)

�;�
; (3.38a)

�
(�)
�

:= '
(�)
�

+ '
(�)
3;� : (3.38b)

Durch Anwendung der Gl. (3.37) hat Lewi�nski gezeigt, dass das Randwertproblem

richtig formuliert ist (Lax-Milgramscher Satz, Existenz und Eindeutigkeit der L�osung).
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3.6 Spannungs-Verzerrungsbeziehungen

Wir werden nun die Spannungen �
(�)

��
, �

(�)
� und �(2) als Funktionen der Verzerrungen (3.38)

schreiben. Zuerst betrachten wir �(2), Gl. (3.25d). Aus den Gleichungen (3.25a) folgt

�
(�)




= (1 + �)D(��)
�
'
(�)

;


+ 2E(�
)
�
(
)
�
: (3.39)

Aus Gl. (3.25d) erhalten wir

�
C

(22) � 2(1 + �)
�
D

(11)
E

(12)2 +D
(22)

E
(22)2

��
�
(2) = (1 + �)D(��)

E
(�2)

'
(�)

;

� '

(2)
3 +

+
�
2(1 + �)

�
D

(11)
E

(11)
E

(12) +D
(22)

E
(22)

E
(21)
�
� C

(12)
�
�
(1)

: (3.40)

Mit den KoeÆzienten aus (3.4) k�onnen wir schreiben6

C
(22) � 2(1 + �)

�
D

(11)
E

(12)2 +D
(22)

E
(22)2

�
=

�(�; �3)

63(1� �)
C

(22)
; (3.41a)

2(1 + �)
�
D

(11)
E

(11)
E

(12) +D
(22)

E
(22)

E
(21)
�
� C

(12) = �11�(�; �3)
1� �

C
(22)

; (3.41b)

wobei

�(�; �3) = 63(1� �)� 121�23 (3.42)

und �(�; �3) �uber (2.9d) gegeben ist.

F�ur die Gl. (3.40) haben wir

�(�; �3)

63(1� �)
C

(22)
�
(2) = (1 + �)D(��)

E
(�2)

'
(�)

;

� '

(2)
3 � 11

�(�; �3)

1� �
C

(22)
�
(1) (3.43)

oder

�
(2) =

2079

2

�3

�(�; �3)
c

p
E3E'

(1)

;


+
4851

2

�3

�(�; �3)
c

p
E3E'

(2)

;


+

� 218295

4

(1� �)

�(�; �3)

E3

c
'
(2)
3 � 693

�(�; �3)

�(�; �3)
�
(1)

: (3.44)

Wir haben nun eine Gleichung f�ur �(2) in Abh�angigkeit der Verschiebungen und

der Belastung. F�ur das Modell s-(1,0) m�ussen nat�urlich alle Variablen mit oberem Index 2

vernachl�assigt werden. Au�erdem m�ussen alle Glieder, die mit �(�; �3) und/oder �(�; �3)

multipliziert sind, gleichfalls weggelassen werden, siehe Fu�note 6. In diesem Sinn sind

�(�; �3) und �(�; �3) die zweiten Kopplungsvariablen. F�ur die erste Kopplungsvariable

kR siehe Gl. (3.21).

6Die KoeÆzienten beziehen sich hier nur auf das Modell s-(3,2) und werden weiter als KoeÆzienten
mit oberem Index 2 gekennzeichnet.
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Nun k�onnen wir die Gleichungen f�ur �
(�)

��
weiter bearbeiten. Mit den folgenden

Beziehungen (siehe Gl. (3.4))

E
(11) = 21E(12)

; E
(22) =

4

9
E

(12)
; D

(22) =
21

4
D

(11) (3.45)

k�onnen wir Gl. (3.44) schreiben als

E
(12)

�
(2) =

297

10

�
2
3

�(�; �3)
'
(1)

;


+
693

10

�
2
3

�(�; �3)
'
(2)

;


+

� 6237

4

(1� �)�3

�(�; �3)

kE

c2
'
(2)
3 � 33

�(�; �3)

�(�; �3)
E

(11)
�
(1)

: (3.46)

Substituiert man die obige Gleichung in (3.25a) und verwendet (3.45), so resultiert

�
(1)

��
= D

(11) 1� �

2

�
'
(1)

�;�
+ '

(1)

�;�
+

2�

1� �

�
1 +

297

10

(1 + �)k��3

�(�; �3)

�
'
(1)

;

Æ��

�
+

+
693

20
D

(11) (1 + �)�3

�(�; �3)

�
2�3'

(2)

;

� 45(1� �)

kE

c2
'
(2)
3

�
Æ�� +

+D
(11)(1 + �)E(11)

�
1� 33

�(�; �3)

�(�; �3)

�
�
(1)
Æ�� ; (3.47a)

�
(2)

��
= D

(22) 1� �

2

�
'
(2)

�;�
+ '

(2)

�;�
+

2�

1� �

�
1 +

154

5

(1 + �)k��3

�(�; �3)

�
'
(2)

;

Æ��

�
+

+
33

5
D

(22) (1 + �)�3

�(�; �3)

�
2�3'

(1)

;

� 105(1� �)

kE

c2
'
(2)
3

�
Æ�� +

+D
(22)(1 + �)E(21)

�
1� 308

�(�; �3)

�(�; �3)

�
�
(1)
Æ�� : (3.47b)

Die Konstitutivgleichungen (3.47), (3.24) und (3.44) k�onnen wir dann schreiben

�
(1)

��
= D

��
�

M
�
(1)


�
+D

��
�

MP
�
(2)


�
+D

��

MT
'
(2)
3 +D

��

Mq
�
(1)

; (3.48a)

�
(2)

��
= D

��
�

PM
�
(1)


�
+D

��
�

P
�
(2)


�
+D

��

PT
'
(2)
3 +D

��

Pq
�
(1)

; (3.48b)

�
(1)
�

= D
��

Q
�
(1)

�
+D

��

QS
�
(2)

�
; (3.48c)

�
(2)
�

= D
��

SQ
�
(1)

�
+D

��

S
�
(2)

�
; (3.48d)

�
(2) = D

��

TM
�
(1)

��
+D

��

TP
�
(1)

��
+DT'

(2)
3 +DTq�

(1)
; (3.48e)
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wobei

D
��
�

M
= D

(11) 1� �

2

�
Æ�
Æ�� + Æ��Æ�
 +

2�

1� �

�
1 +

297

10

(1 + �)k��3

�(�; �3)

�
Æ��Æ
�

�
; (3.49a)

D
��
�

MP
= D

(11)(1 + �)
693

10

�
2
3

�(�; �3)
Æ��Æ
� ; (3.49b)

D
��

MT
= �D(11)(1 + �)

6237

4

(1� �)�3

�(�; �3)

kE

c2
Æ�� ; (3.49c)

D
��

Mq
= B

(1)
Æ�� ; (3.49d)

D
��
�

PM
= D

(22)(1 + �)
66

5

�
2
3

�(�; �3)
Æ��Æ
� ; (3.49e)

D
��
�

P
= D

(22) 1� �

2

�
Æ�
Æ�� + Æ��Æ�
 +

2�

1� �

�
1 +

154

5

(1 + �)k��3

�(�; �3)

�
Æ��Æ
�

�
; (3.49f)

D
��

PT
= �D(22)(1 + �)693

(1� �)�3

�(�; �3)

kE

c2
Æ�� ; (3.49g)

D
��

Pq
= B

(2)
Æ�� ; (3.49h)

D
��

TM
= �D��

MT
; (3.49i)

D
��

TP
= �D��

PT
; (3.49j)

DT = �218295

4

(1� �)

�(�; �3)

E3

c
; (3.49k)

DTq = �693�(�; �3)
�(�; �3)

; (3.49l)

D
��

Q
= D

(11) 1� �

2
�
2
Æ�� ; (3.49m)

D
��

QS
= �9

4
D

(11) 1� �

2
�
2
Æ�� ; (3.49n)

D
��

SQ
= �3

7
D

(22) 1� �

2
�
2
Æ�� ; (3.49o)

D
��

S
= 9D(22) 1� �

2
�
2
Æ�� (3.49p)

mit

B
(1) := D

(11)(1 + �)E(11)

�
1� 33

�(�; �3)

�(�; �3)

�
; (3.50a)

B
(2) := D

(22)(1 + �)E(21)

�
1� 308

�(�; �3)

�(�; �3)

�
: (3.50b)

Mit (3.45)3 haben wir

D
��
�

PM
= D

��
�

MP
; D

��

SQ
= D

��

QS
: (3.51)

Die Gleichungen (3.48) k�onnen so vereinfacht werden, dass daraus direkt die

Gleichungen des Modells s-(1,0) gewonnen werden. Aus den Gleichungen (3.48) ergeben
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sich die Gleichungen des Modells s-(1,0)

�
(1)

��
= D

��
�

M
�
(1)


�
+D

��

Mq
�
(1)

; (3.52a)

�
(1)
�

= D
��

Q
�
(1)

�
(3.52b)

und nach Vernachl�assigung der Glieder, in denen die Kopplungsvariable �(�; �3) auftaucht

mit der entsprechenden Kopplungsvariable kR := 1 aus (3.21):

D
��
�

M
= D

(11) 1� �

2

�
Æ�
Æ�� + Æ��Æ�
 +

2�

1� �
Æ��Æ
�

�
; (3.53a)

D
��

Mq
= B

(1)
Æ�� ; (3.53b)

D
��

Q
=

1� �

2
�
2
D

(11)
Æ�� ; (3.53c)

B
(1) := (1 + �)D(11)

E
(11)

; (3.53d)

�
2 :=

5

2c2
kG : (3.53e)

Mit den Gleichungen (3.4) und den Verzerrungen aus (3.38) erhalten wir die

Konstitutivgleichungen des s-(1,0) Modells, siehe Westphal Jr., Andr�a und Schnack [115]

�
(1)

��
= D

1� �

2

�
'
(1)

�;�
+ '

(1)

�;�
+

2�

1� �
'
(1)

;

Æ��

�
+

kG�3

(1� �)�2kE
�
(1)
Æ�� ; (3.54a)

�
(1)
�

= D
1� �

2
�
2
h
'
(1)
�

+ '
(1)
3;�

i
; (3.54b)

wobei D � D
(11).

F�ur das Problem s-(3,2) haben wir unter Verwendung von (3.49i), (3.49j) und
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(3.51)

D
��
�

M
=
Ec

3

3

�
1

1 + �

�
Æ�
Æ�� + Æ��Æ�


�
+ 2�M(�; �3)Æ��Æ
�

�
; (3.55a)

D
��
�

MP
= �MP (�; �3)Ec

3
Æ��Æ
� ; (3.55b)

D
��

MT
= �MT (�; �3)c

p
E3EÆ�� ; (3.55c)

D
��

Mq
= �Mq(�; �3)

c
2

kE
Æ�� ; (3.55d)

D
��
�

P
=

7Ec3

4

�
1

1 + �

�
Æ�
Æ�� + Æ��Æ�


�
+ 2�P (�; �3)Æ��Æ
�

�
; (3.55e)

D
��

PT
= �PT (�; �3)c

p
E3EÆ�� ; (3.55f)

D
��

Pq
= �Pq(�; �3)

c
2

kE
Æ�� ; (3.55g)

DT = �T (�; �3)
E3

c
; (3.55h)

DTq = �Tq(�; �3) ; (3.55i)

D
��

Q
=

28

15
cG3Æ�� ; (3.55j)

D
��

QS
=
�21
5
cG3Æ�� (3.55k)

D
��

S
=

441

5
cG3Æ�� (3.55l)

mit

�M(�; �3) =
�

1� �2

630(1� �) + 297k��3 � 913�23
10�(�; �3)

; (3.56a)

�MP (�; �3) =
231

5

�
2
3

(1� �)�(�; �3)
; (3.56b)

�MT (�; �3) =
�2079

2

�3

�(�; �3)
; (3.56c)

�Mq(�; �3) =
2�3

1� �

6(1� �)� 11�23
�(�; �3)

; (3.56d)

�P (�; �3) =
�

1� �2

315(1� �) + 154k��3 � 451�23
5�(�; �3)

; (3.56e)

�PT (�; �3) =
�4851

2

�3

�(�; �3)
; (3.56f)

�Pq(�; �3) = � �3

2(1� �)

49(1� �)� 99�23
�(�; �3)

; (3.56g)

�T (�; �3) = �218295

4

1� �

�(�; �3)
; (3.56h)

�Tq(�; �3) = �693�(�; �3)
�(�; �3)

: (3.56i)
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Mit den Gleichungen (3.49i), (3.49j) und (3.51) erhalten wir schlie�lich

�
(1)

��
= D

��
�

M
�
(1)


�
+D

��
�

MP
�
(2)


�
+D

��

MT
'
(2)
3 +D

��

Mq
�
(1)

; (3.57a)

�
(2)

��
= D

��
�

MP
�
(1)


�
+D

��
�

P
�
(2)


�
+D

��

PT
'
(2)
3 +D

��

Pq
�
(1)

; (3.57b)

�
(1)
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= D
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Q
�
(1)

�
+D

��

QS
�
(2)

�
; (3.57c)

�
(2)
�

= D
��

QS
�
(1)

�
+D

��

S
�
(2)

�
; (3.57d)

�
(2) = �D��

MT
�
(1)

��
�D

��

PT
�
(2)

��
+DT'

(2)
3 +DTq�

(1)
: (3.57e)

Hier k�onnen wir schon einige Symmetrien sehen, die im n�achsten Abschnitt n�aher

untersucht werden.

3.7 Die Lam�e-Navierschen Gleichungen

Wir setzen die Gleichungen (3.57) in die Gleichgewichtsgleichungen (3.26) ein. Es ergibt

sich ein Gleichungssystem f�ur die Plattenverschiebungen '
(�)

i
, was den Lam�e-Navier-

schen Gleichungen des Plattenmodells s-(3,2) entspricht. Die notwendigen Ableitungen

der Gleichungen (3.57) sind einfach zu berechnen und ergeben sich zu

�
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�
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�
�;� +D
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�
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 3;� +D

��

Pq
q3;� ; (3.58b)
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��3;� ; (3.58c)
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�;�
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��3;� +D

��

S
��3;� : (3.58d)

Setzen wir nun (3.58) in die Gleichungen (3.26) ein, so ergibt sich
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�
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�
'
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3;�

)
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�
(1)
;�

; (3.59c)
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D
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(
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�
'
(1)
�;�

� 9

4
�
2
'
(1)
3;�� + 9
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�
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4
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)
= �F (2)

�
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; (3.59d)

wobei7


 � 
(�; �3) :=
297

5

�
2
3

�(�; �3)
; (3.60a)

� � �(�; �3; kE; c) :=
55(1 + �)�3

�(�; �3)

kE

kG
�
2
; (3.60b)

� � �(�; �3; kE; c) :=
12375

28

(1� �
2)

�(�; �3)

kE

k
2
G

�
4
; (3.60c)

F
(1) := 1 ; (3.60d)

F
(2) := �693�(�; �3)

�(�; �3)
; (3.60e)

D := D
(11)

: (3.60f)

Die Lam�e-Navierschen Gleichungen wurden hierarchisch abgeleitet; sie gelten

folglich f�ur beide Modelle s-(1,0) und s-(3,2). Um die Gleichungen des Modells s-(1,0) zu

gewinnen, m�ussen alle hierarchischen KoeÆzienten der Gleichungen (3.4) mit mindestens

einem oberen Index 2 gleich Null gesetzt werden. (Es bleiben nur die KoeÆzienten D(11),

G
(11), E(11) und C

(11) �ubrig.) Zus�atzlich m�ussen alle Glieder, die mit �(�; �3) multipli-

ziert sind, die zweite Kopplungsvariable, vernachl�assigt werden. (Das bedeutet, dass auch


(�; �3), �(�; �3; kE; c) und �(�; �3; kE; c) verschwinden m�ussen.) Schlie�lich ist die erste

Kopplungsvariable kR aus (3.21) zu ber�ucksichtigen.

Das Gleichungssystem (3.59) wird folgenderma�en notiert

L
IJ
u
J
= �F

I
�
(1) (3.61)

mit

fug
6
:=
n
'
(1)
1 ; '

(1)
2 ; �'(1)

3 ; '
(2)
1 ; '

(2)
2 ; �'(2)

3

o
T

; (3.62a)

fFg
6
:=
�
B

(1)
@1 ; B

(1)
@2 ; F

(1)
; B

(2)
@1 ; B

(2)
@2 ; F

(2)
	T

; (3.62b)

[L]
6�6

:=

2
6664
�
L

A

�
3�3

�
L

AB

�
3�3

�
L

B

�
3�3

3
7775
Sym

: (3.62c)

7Es ist anzumerken, dass die folgenden griechischen Konstanten die Kopplungsvariable � enthalten,
und sind demzufolge f�ur das Problem s-(1,0) zu vernachl�assigen.
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Hier wurden die Bezeichnungen @� �
@

@x�
und @

2
��
� @

2

@x�@x�
verwendet. Die

Komponenten von fug
6
sind die Verschiebungen bez�uglich des Reissner-Poniatovskii-

schen Modells, die wir durch die Einf�uhrung des Spannungsfeldes imHellinger-Reissner-

schen Prinzip mit den Gleichungen (3.6) de�niert haben. Mit dem Vektor (3.62a) ist LIJ
nun symmetrisch.

Die 3� 3 Untermatrizen in (3.62c) sind:
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; (3.63a)
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;

(3.63c)

wobei � � @
2
��

der zweidimensionale Laplacesche Operator ist. Die �ubrigen Variablen

sind

�
A
:= [1 + 
] �� ; �

AB
:=

28

27

�� ; �

B
:=

�
1 +

28

27



�
�� ; �� :=

1 + �

1� �
: (3.64)

Die Gleichungen des s-(1,0) Modells lassen sich wieder direkt aus den oben gezeig-

ten Gleichungen einfach gewinnen. Durch Vernachl�assigung der Glieder h�oherer Ordnung

- wie schon vorher erkl�art - erhalten wir das Lam�e-Naviersche System entsprechend dem

Modell s-(1,0) (siehe Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117]):

Lijuj = �Fi�(1) (3.65)
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mit
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; (3.66a)
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; (3.66b)
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Kapitel 4

Hierarchische Herleitung der

Integralgleichungen

4.1 Einleitung

Die Integralgleichungen der Elastizit�atstheorie, und hier besonders f�ur Plattenbiegungs-

probleme, k�onnen z.B. durch den Bettischen Reziprozit�atssatz oder mittels der Methode

des gewichteten Residuen abgeleitet werden (Brebbia, Telles und Wrobel [10], Gaul und

Fiedler [28], Hong und Chen [35]). W�ahrend im vorigen Kapitel die hierarchischen Di�eren-

tialgleichungen hergeleitet wurden, werden wir nun die hierarchischen Integralgleichungen

herleiten, um so das vorgelegte Problem mit der Randelementmethode l�osen zu k�onnen.

4.2 Hierarchische Integralgleichungen f�ur die Verschie-

bungen

Nach der Methode des gewichteten Residuen m�ussen die Fehler der (approximierten)

L�osung des Di�erentialgleichungssystems minimiert werden. Betrachtet werden die Gleich-

gewichtsgleichungen (3.26) und die Randbedingungen (3.27) und (3.28),

"
� = �

(1)

��;�
� �

(1)
�
6= 0 in 
 ; (4.1a)

"
3 = �

(1)
�;�

+ �
(1) 6= 0 in 
 ; (4.1b)

"
3+� = �

(2)

��;�
� �

(2)
�
6= 0 in 
 ; (4.1c)

"
6 = �

(2)
�;�

+ �
(2) 6= 0 in 
 ; (4.1d)

"
I

u
= uI � uI 6= 0 auf �u ; (4.1e)

"
I

t
= tI � tI 6= 0 auf �t ; (4.1f)

mit uI und tI aus den Gleichungen (3.30).
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Die Methode des gewichteten Residuen sagt aus, dassZ



"
I
y
I d
 =

Z
�t

"
I

t
y
I d��

Z
�u

"
I

u
z
I d� : (4.2)

Zur Bestimmung der Integralgleichungen werden die Gewichtsfunktionen

y
I = u

?

I
; (4.3a)

z
I = t

?

I
(4.3b)

de�niert, wobei u?
I
bzw. t?

I
bekannte Verschiebungen bzw. Spannungsvektoren des Hilfspro-

blems sind. Das einfachste Hilfsproblem ist das mit nur einer konzentrierten Einheitsbela-

stung in jeder Koordinatenrichtung. Die entsprechende L�osung hei�t Fundamentall�osung.

Damit ergibt sich aus Gl. (4.2)
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Partielle Integration liefert, mit Ber�ucksichtigung der Gleichungen (3.10),
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Damit wird aus Gl. (4.4)
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gewonnen.

Die Konstitutivgleichungen f�ur das eigentliche Problem entnehmen wir den Glei-

chungen (3.57), von denen die entsprechenden Gleichungen f�ur die Fundamentall�osung
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sind, da die Belastung �(1) f�ur die Fundamentall�osung verschwindet (siehe Gleichungen

(2.42)).

Den Integrand auf der linken Seite der Gleichung (4.6) k�onnen wir dadurch um-

formen, dass wir unter Ber�ucksichtigung der in den Gleichungen (3.38) gegebenen Verzer-

rungen die Gleichungen (3.57) einsetzen:
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Aus den Gleichungen (3.49) ergeben sich folgende Symmetrien
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Durch Vertauschung einiger Indizes erhalten wir anstelle der Gl. (4.8) die Bezie-

hung
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Mit den Symmetrien (4.9) resultiert
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bzw.
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Durch Einsetzen der Gleichungen (4.7) folgt
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Den obigen Ausdruck k�onnen wir �uber 
 integrieren. Unter Verwendung der

Gleichungen (3.38) resultiert
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Nun setzen wir diese Gleichung in Gl. (4.6) ein
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wobei die Integrale �uber die Teilr�ander �u und �t zu Integralen �uber den gesamten Rand

� zusammengefasst wurden (Gr�undemann [32]):
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Mittels einer weiteren partiellen Integration des ersten Integrals auf der linken

Seite der Gl. (4.15) ergibt sich
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Aus den Gleichungen (4.15) und (4.17) ergibt sich
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Aus den Gleichgewichtsgleichungen (2.42) oder (3.35) folgt
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Dabei sind m
?

I
die Einzelbelastungen, die auf den Kollokationspunkt P 2 
?

wirken und die wir mit den Bezeichnungen (3.33) und (2.31) folgenderma�en schreiben

k�onnen:

m
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wobei f eine stetige Funktion ist.

Nun k�onnen wir schreiben (Eshelby [23], Brebbia, Telles und Wrobel [10])

u
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J
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J
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I
(P ) ; (4.23a)
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J
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J
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?

I
(P ) ; (4.23b)

wobei UIJ(P;Q) und TIJ(P;Q) Verschiebungen und Spannungen im Punkt Q in der Rich-

tung J darstellen, wenn eine Einzelbelastung im Punkt P in Richtung I wirkt (siehe

Gl. (3.32)).

Wir setzen die Gleichungen (4.21) und (4.23) in Gl. (4.19) ein und erhalten durch

Betrachtung der Eigenschaft (4.22) ein System von sechs Integralgleichungen f�ur einen

Punkt P 2 
:

uI(P ) +

Z
�

TIJ(P; q)uJ(q) d� =

Z
�

UIJ(P; q)tJ(q) d� +

+

Z



h
�D��

Mq
UI�;�(P;Q) + UI3(P;Q)

i
�
(1)(Q) d
 +

+

Z



h
�D��

Pq
UI3+�;�(P;Q) +DTqUI6(P;Q)

i
�
(1)(Q) d
 ; (4.24)

wobei P und Q Kollokations- bzw. Feldpunkte in 
 sind, w�ahrend p und q entsprechende

Punkte auf � darstellen.

Unter Ber�ucksichtigung der Gleichungen (3.49d), (3.49h), (3.49l), (3.60d) und

(3.60e), resultiert1
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mit

UI(P;Q) = �B(1)
UI�;�(P;Q) + F

(1)
UI3(P;Q) +

� B
(2)
UI3+�;�(P;Q) + F

(2)
UI6(P;Q) : (4.25b)

Die Gleichungen (4.25a) sind die Somiglianaschen Identit�aten f�ur die Verschie-

bungen uI in einem Punkt P 2 
. Dies sind die Integralgleichungen f�ur das Problem

s-(3,2). Bevor wir das obige Gleichungssystem weiter behandeln, zeigen wir nun, dass

die entsprechenden Gleichungen des Modells s-(1,0) direkt aus diesem Gleichungssystem

hergeleitet werden k�onnen.

1Die KoeÆzienten des Gebietsintegrals sind dieselben KoeÆzienten, die auf der rechten Seite der
Lam�e-Navierschen Gleichungen (3.61) erscheinen.
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F�ur das Modell s-(1,0) bekommen wir aus den Somiglianaschen Identit�aten
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da in diesem Fall die Indizes von 1 bis 3 variieren und die KoeÆzienten B
(2) und F

(2)

Null zu setzen sind. Aus den Gleichungen (3.50a), (3.60d), (3.4) und (3.23) bekommen wir

durch Vernachl�assigung des Gliedes, das � enth�alt, f�ur das Modell s-(1,0) (siehe Westphal

Jr., Schnack und de Barcellos [117])
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In den Gleichungen (4.25a) tauchen die Variablen uI(Q) und tI(Q) auf � und

uI(P ) in 
 auf. Deshalb m�ussen zuerst die noch unbekannten Randwerte berechnet wer-

den. Dazu wird in (4.25a) der Grenzproze� P 2 
 gegen den Rand p 2 � vollzogen (siehe

Gr�undemann [32], Brebbia, Telles und Wrobel [10])
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wobei S(p; ") eine Kugel der Fl�ache 
S(p) ist, 
"(p) := 
S(p)n
 mit dem Rand �S(p),

�"(p) := �S(p) \ � und �"(p) = �S(p)n�"(p). Daraus ergibt sich der �Ubergang 
 !

 + 
"(p) und �! �� �"(p) + �"(p).

Das linke Integral k�onnen wir folgenderma�en ausdr�ucken:
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Da die Verschiebungen stetig sind, verschwindet das obige zweite Integral auf der
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rechten Seite. F�ur die linke Seite der Gl. (4.28) haben wir

uI(p) + uJ(p)
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Das letzte Integral ist Cauchy-singul�ar. Wir de�nieren
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cIJ(P ) = ÆIJ : (4.31b)

Die Somiglianasche Identit�aten f�ur einen beliebigen Punkt p sind:
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(4.32)

Mit diesem Gleichungssystem sind alle Plattenverschiebungen und Randspan-

nungsvektoren bestimmt. Das System gilt auch f�ur die Berechnung der Verschiebungen

in inneren Punkten P 2 
, siehe Gl. (4.31b). F�ur das Modell s-(1,0) ergibt sich (siehe

Gl. (4.27))
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4.3 Integralgleichungen f�ur die Spannungen

Um die Integralgleichungen f�ur die Plattenspannungen zu gewinnen, setzen wir die So-

miglianaschen Identit�aten in die Konstitutivgleichungen (3.47), (3.24) und (3.25d) ein.

Es ist zu beachten, dass die Ableitungen im Gleichungssystem (4.32) alle auf den Punkt

Q bezogen sind, und dass gilt:

@

@x�(P )
(�) = � @

@x�(Q)
(�) : (4.34)
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Im folgenden gilt, dass alle Ableitungen auf den Punkt Q bezogen sind. Die

Ableitung der Gl. (4.32) f�ur einen inneren Punkt P liefert
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 : (4.35)

Wir ersetzen nun die Gleichungen (4.25a) und (4.35) in den Konstitutivgleichun-

gen und erhalten:
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Die verwendeten Tensoren sind:
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S�3+� = �D(22) 1� �

2

�
U3+�;� + U3+�;� +

+
2�

1� �

�
1 +

154

5

(1 + �)k��3

�(�; �3)

�
U3+
;
Æ��

�
+

� 33

5
D

(22) (1 + �)�3

�(�; �3)

�
2�3U
;
 + 105(1� �)

kE

c2
U6

�
Æ�� ; (4.37i)



Kapitel 4. Hierarchische Herleitung der Integralgleichungen

57

U�6J = 9D(22) 1� �

2
�
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; (4.37m)
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; (4.37n)
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B
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: (4.37p)

4.4 Der Fundamentaltensor TIJ

Aus den Gleichungen (3.10) ergibt sich f�ur den Spannungsvektor der Fundamentall�osung

t
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Aus den Gleichungen (4.23b) folgt

t
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Aus den Gleichungen (4.38) und (4.39) bekommen wir (Westphal Jr. [114])
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Hieraus resultiert der Fundamentaltensor TIJ :
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Die Tensoren �
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und �
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� stellen verallgemeinerte Kr�afte dar,

die von den in den Richtungen I wirkenden Einzelbelastungen verursacht werden. Die

Spannungen �
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Durch Einsetzen der Gleichungen (4.23a) ergibt sich
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Der Tensor TIJ in den Gleichungen (4.41) l�asst sich demzufolge aus Kombinatio-

nen verschiedener Ableitungen des Tensors UIJ ausdr�ucken.
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4.5 Integralgleichungen f�ur das Modell s-(1,0)

Die Integralgleichungen f�ur das Modell s-(1,0) erhalten wir in hierarchischer Weise aus

den bisherigen Gleichungen. Die Integralgleichungen f�ur die Verschiebungen sind durch

Gl. (4.33) gegeben. Die Spannungen erhalten wir aus den Gleichungen (4.36a) und (4.36b):
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Die verwendeten Tensoren ergeben sich aus den Gleichungen (4.37):

U��j = �D1� �

2

�
U�j;� + U�j;� +

2�

1� �
U
j;
Æ��

�
; (4.45a)

T��j = �D1� �

2

�
T�j;� + T�j;� +

2�

1� �
T
j;
Æ��

�
; (4.45b)

V��3 = �D1� �

2

�
U�
;
� + U�
;
� +

2�

1� �
U�
;
�Æ��

�
; (4.45c)

U�3j = D
1� �

2
�
2
�
U�j � U3j;�

�
; (4.45d)

T�3j = D
1� �

2
�
2
�
T�j � T3j;�

�
; (4.45e)

V�33 =
1� �

2
�
2
�
U�
;
 � U3
;
�

�
(4.45f)

mit

V��3 = U��
;
 ; V�33 = U�3
;
 : (4.46)

Den Spannungstensor entnehmen wir den Gleichungen (4.41):

Ti�(P;Q) = �
?(1)i
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(P;Q)n�(P ) ;
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(P;Q)n�(P ) (4.47)
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mit (siehe Gleichungen (4.43))
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F�ur gleichverteilte Belastungen �
(1)(Q) werden auch die Gebietsintegrale (4.33) durch

�aquivalente Randintegrale ersetzt
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als auch die Gebietsintegrale (4.44)
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F�ur die De�nition der obigen Tensoren siehe Abschnitt 6.7 und Anhang B.



Kapitel 5

Entkopplung der

Di�erentialgleichungen

5.1 Einleitung

Die Gleichungen, die wir in diesem Kapitel herleiten werden, werden zwei wichtige Zwecke

erf�ullen. Erstens werden wir die Qualit�at der Modelle beurteilen k�onnen, indem wir einen

direkten Vergleich mit der 3D-Elastizit�atstheorie und andere Plattenmodelle vornehmen.

Zweitens erweisen sich die hier abgeleiteten Gleichungen als hilfreich zur Berechnung der

skalaren Fundamentall�osung, wie im n�achsten Kapitel gezeigt wird.

Um das Lam�e-Naviersche Di�erentialgleichungssystem weiter zu bearbeiten,

werden wir den Helmholtzschen Zerlegungssatz anwenden. Wir bekommen folglich drei

verschiedene Gleichungssysteme (siehe Tabelle 1.1):

� Kirchho�;

� Levy (Schubzustand);

� Papkovich-Fadle (f�ur transversal-isotrope Materialien).

5.2 Der Helmholtzsche Zerlegungssatz

Um die Lam�e-Navierschen Gleichungen weiter zu bearbeiten, de�nieren wir die Ver-

schiebungsfunktionen (Lam�esche Potentiale) 	(�) und �(�) (siehe Eringen und Suhubi [22],

Preu�er [72], Lewi�nski [51])

	(�) := ���'
(�)

�;�
; �(�) := '

(�)

�;�
; (6.1)

wobei ��� das Permutationssymbol (Levi-Civit�ascher Tensor) ist. Wir erhalten ein Sy-

stem f�ur die Bestimmung von 	(�), welches dem Schubzustand entspricht, und ein Sy-

stem f�ur die Bestimmung von �(�) und '
(�)
3 , welches den Kirchhoffschen und den
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Papkovich-Fadleschen Systemen entspricht. Diese Potentiale korrespondieren mit dem

Helmholtzschen Zerlegungssatz (siehe Tran-Cong [103], Gregory [31]).

Der Einfachheit halber wiederholen wir die Lam�e-Navierschen Gleichungen

(3.59)
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5.2.1 L�osung f�ur 	(�)

Nach Multiplikation der Gleichungen (6.2a) und (6.2c) mit ��� und Di�erentiation bez�uglich

� mit anschlie�ender Einf�uhrung von (6.1)1 erhalten wir wegen ���(�);�� = 0 (siehe Le-

wi�nski [51]):
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Die L�osungen lauten:
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� s-(1,0) Modell (Reissner [79])�
h
2�� s�(1;0)

S
2
1

�
	(1) = 0 ; (6.5a)

s�(1;0)
S1 :=

p
10kG ; (6.5b)

� s-(3,2) Modell (Lewi�nski [51])�
h
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�
	(�) = 0 ; (6.6a)

s�(3;2)
S� := 2

rh
14 + (�1)�

p
133

i
kG : (6.6b)

Eine wichtige Schlu�folgerung aus den Gleichungen (6.5) und (6.6) ist das Auf-

treten nur eines Materialparameters, n�amlich kG. Deshalb nennen wir diese Gleichungen

Schubgleichungen (shear equations), siehe Cheng [14].

Wir vergleichen jetzt diese Gleichungen mit den entsprechenden Gleichungen der

3D-Elastizit�atstheorie (siehe Lurje [58] und Cheng [14]) und mit den entsprechenden Glei-

chungen des hierarchischen Verschiebungsverfahren von Schwab und Wright [92], aus de-

nen sich die d-(3,2) Modelle von Preu�er [72,73] und Chen und Archer [13] als Spezialf�alle

ergeben.

Tabelle 5.1 zeigt die prozentualen Fehler f�ur die Modelle der s- und d-Gruppe im

Vergleich mit den KoeÆzienten der 3D-Elastizit�atstheorie S1 und S2 f�ur Modelle zw�olfter

Ordnung.

Tabelle 5.1: Prozentuale Fehler der SchubkoeÆzienten f�ur Plattenmodelle zw�olfter Ord-

nung.

3D-Elastizit�atsl�osung S1 = � S2 = 3�

Fehler der s-Gruppe 0,00074% 7,23%

Fehler der d-Gruppe 0,028% 38,39%

Die SchubkoeÆzienten k�onnen wir f�ur beliebige Modelle s-(nr; ns) (siehe Ponia-

tovskii [68]) oder d-(nr; ns) (siehe Schwab [91]) bestimmen. Tabelle 5.2 zeigt im oberen

Teil die KoeÆzienten s�(nr;ns)Si, i = 1 bis 5, f�ur Modelle sechster, zw�olfter, 18., 24. und

30. Ordnung. Die KoeÆzienten f�ur die Modelle s-(1,0) und s-(3,2) ergeben sich direkt aus

den Gleichungen (6.5b) und (6.6b).1 Im unteren Teil sind die KoeÆzienten d�(nr;ns)Si,

i = 1 bis 5, gezeigt. F�ur das Modell d-(3,2) stimmen die KoeÆzienten mit denen von

Preu�er [72, 73] und Chen und Archer [13] �uberein. In den Ans�atzen von Poniatovskii und

Schwab wurden Legendresche Polynome benutzt, w�ahrend Preu�er und Chen und Ar-

cher gew�ohnliche Polynome benutzt haben.

1Poniatovskii arbeitete mit transversal-isotropen Materialien, w�ahrend Schwab isotrope Materialien
ber�ucksichtigte.
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Tabelle 5.2: SchubkoeÆzienten.

s-Gruppe (Poniatovskii [68])

Plattenmodell S1=
p
kG S2=

p
kG S3=

p
kG S4=

p
kG S5=

p
kG

s-(9,8) 3,1416 9,4248 15,7176 23,0580 43,0417

Fehler (%) 4; 3� 10�16 5; 5� 10�6 6; 1� 10�2 4,8513 52,2289

s-(7,6) 3,1416 9,4249 15,9505 29,6460

Fehler (%) 1; 3� 10�11 1; 7� 10�3 1,5439 34,8086

s-(5,4) 3,1416 9,4432 18,7338

Fehler (%) 1; 7� 10�7 0,1952 19,2633

s-(3,2) 3,1416 10,1060

Fehler (%) 7; 4� 10�4 7; 2275

s-(1,0) 3,1623

Fehler (%) 0,6584

d-Gruppe (Schwab [91])

Plattenmodell S1 S2 S3 S4 S5

d-(9,8) 3,1416 9,4248 15,7622 24,8765 70,5267

Fehler (%) 8; 2� 10�14 1; 1� 10�4 3; 4� 10�1 13,1205 149,4374

d-(7,6) 3,1416 9,4268 16,6063 46,3195

Fehler (%) 1; 7� 10�9 2; 1� 10�2 5,7191 110,6280

d-(5,4) 3,1416 9,5512 27,1828

Fehler (%) 1; 3� 10�5 1,3414 73,0511

d-(3,2) 3,1425 13,0432

Fehler (%) 2; 8� 10�2 38; 3926

d-(1,0) 3,4641

Fehler (%) 10,2658

Werte f�ur 3D, isotropes Material: Si = (2i� 1)�, i = 1; 2; : : : (Cheng [14]).
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5.2.2 L�osungen f�ur �(�) und '
(�)
3

Nach Di�erentiation der Gleichungen (6.2a) und (6.2c) nach � und anschlie�ender Einf�uhrung

von (6.1)2 erhalten wir

�
�� �

2 +
1 + �

1� �
(1 + 
)�

�
�(1) � �

2�'
(1)
3 +

�
9

4
�
2 +

7

3

1 + �

1� �

�

�
�(2) +

+
9

4

�
�
2 � 9�

�
�'

(2)
3 =

�2
1� �

B
(1)

D
��(1) ; (6.7a)

�
9

4
�
2 +

7

3
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1� �

�

�
�(1)+

9

4
�
2�'

(1)
3 +

�
21

4
�� 9

21

4
�
2 +

21

4

1 + �
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�
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28
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�
�

�
�(2)+

� 9
21

4

�
�
2 + �

�
�'

(2)
3 =

�2
1� �

B
(2)

D
��(1) : (6.7b)

Die Einf�uhrung von (6.1)2 in die Gleichungen (6.2b) und (6.2d) liefert

�
2�(1) + �

2�'
(1)
3 � 9

4
�
2�(2) � 9

4
�
2�'

(2)
3 =

�2
1� �

F
(1)

D
�
(1)

; (6.8a)

� 9

4

�
�
2 � 9�

�
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4
�
2�'

(1)
3 + 9

21

4

�
�
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�
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+ 9
21

4

�
�
2�� �

�
'
(2)
3 =

�2
1� �

F
(2)

D
�
(1)

: (6.8b)

Die Gleichungen (6.7) und (6.8) liefern das System

Gijvj = �Ki�
(1)

; i; j = 1; 2; 3; 4 ; (6.9)

wobei

fvg
4
:=
n
�(1)

; �(2)
; �'(1)

3 ; �'(2)
3

o
T

; (6.10a)

fKg
4
:=

1

E

�
B

(1)� ; B
(2)� ; F

(1)
; F

(2)
	T

; (6.10b)

[G]
4�4

:=

2
6664
�
G

A

�
2�2

�
�
G

AB

�
2�2

�
G

AB

�T
2�2

�
G

B

�
2�2

3
7775 ; (6.10c)
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und

�
G

A

�
2�2

:=
c
3

3(1 + �)

2
6664
(1 + �

A
)�� �

2 9
4
(�

AB
�+ �

2)

21
4
[(1 + �

B
)�� 9�2]

3
7775
Sym

; (6.11a)

�
G

AB

�
2�2
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c
3

3(1 + �)

2
6664

�
2 �9

4

�
�
2 � 9�

�

�9
4
�
2 921

4

�
�
2 + �
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3
7775 ; (6.11b)

�
G

B

�
2�2

:=
c
3

3(1 + �)

2
6664
��2� 9

4
�
2�

�921
4
(�2�� �)

3
7775
Sym

: (6.11c)

Die auftretenden Konstanten ergeben sich aus Gl. (3.64).

Bemerkung: Bei der Herleitung des Gleichungssystems multiplizierten wir die

Gleichungen (6.7) und (6.8) mit
c
3

3(1 + �)
.

Mit der Bezeichnung

kEG :=
kE

kG
(6.12)

sind die L�osungen des Systems (6.9):

� Modell s-(1,0) (Reissner [79], Panc [65])

D��(1) = �
�
1 +

�3

10(1� �)kE
h
2�

�
�
(1)

; (6.13a)

D�2
'
(1)
3 =

�
1� (2kEG � �3)

10(1� �)kE
h
2�

�
�
(1) ; (6.13b)

� Modell s-(3,2) (Lewi�nski [51])

D�
h
c1

�
h
2�
�2
+ c2

�
h
2�
�
+ 1
i
�(�) = g��

(1)
; (6.14a)

D�2
h
c1

�
h
2�
�2
+ c2

�
h
2�
�
+ 1
i
'
(�)
3 = h��

(1)
; (6.14b)

wobei sich die KoeÆzienten c� ergeben (Reissner [85]):

c1 :=
126� 121�23

498960(1� �2)k2
E

; (6.15a)

c2 := � kEG � �3

45(1� �)kE
: (6.15b)
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Die KoeÆzienten g� und h� sind:

g1 := �1 + 2kEG � 11�3

90(1� �)kE
h
2�+

� 11 (79 + 101�) �23 � 990(1 + �)�3kEG + 126(1� �)

498960(1 + �)(1� �)2k2
E

�
h
2�
�2
+

� (12� 11�23) �3

997920(1 + �)(1� �)2k3
E

�
h
2�
�3

; (6.16a)

g2 := � 2kEG � �3

210(1� �)kE
h
2�+

(1 + �3)(1� �3)

1890(1 + �)(1� �)k2
E

�
h
2�
�2
+

+
(98� 99�23) �3

20956320(1 + �)(1� �)2k3
E

�
h
2�
�3

; (6.16b)

h1 := 1� 20kEG � 11�3

90(1� �)kE
h
2�+

+
11 (79 + 101�) �23 + 990(1 + �) (2kEG � 3�3) kEG + 126(1� �)

498960(1 + �)(1� �)2k2
E

�
h
2�
�2
+

� (2kEG � �3) (12� 11�23)

997920(1 + �)(1� �)2k3
E

�
h
2�
�3

; (6.16c)

h2 := � �3

210(1� �)kE
h
2�� (1 + �3)(1� �3)

1890(1 + �)(1� �)k2
E

�
h
2�
�2
+

+
(2kEG � �3) (98� 99�23)

20956320(1 + �)(1� �)2k3
E

�
h
2�
�3

: (6.16d)

F�ur ein isotropes Material und � = 0; 3 stimmen die Werte von c� mit denen von

Lewi�nski [51] �uberein.

Die Durchbiegung der Mittelebene entnehmen wir aus Gl. (2.38b) mit den Rota-

tionen '
(�)
3 :

D�2
h
c1

�
h
2�
�2
+ c2

�
h
2�
�
+ 1
i
u3

���
x3=0

= y�
(1)

; (6.17)

wobei

u3 := '
(1)
3 +

21

4

�
1� 5

x
2
3

c2

�
'
(2)
3 ; (6.18a)

y := 1� 16kEG � 7�3

72(1� �)kE
h
2�+

+
11 (41� 5�) �23 + 198(1 + �) (2kEG � 3�3) kEG � 252(1� �)

99792(1 + �)(1� �)2k2
E

�
h
2�
�2
+

+
(2kEG � �3) (10� 11�23)

798336(1 + �)(1� �)2k3
E

�
h
2�
�3

: (6.18b)
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Das Gleichungssystem (6.14) k�onnen wir folgenderma�en darstellen:

D�
�
h
2�� s�(3;2)

P
2
1

� �
h
2�� s�(3;2)

P
2
2

�
�(�) =

�
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P2

�2
g��
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; (6.19a)

D�2
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P
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'
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3 =

�
s�(3;2)

P1
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; (6.19b)

wobei
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P

2
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36(1 + �)kE

126� 121�23

(
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�
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r
77
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n
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h
45(1� �)� 22(1 + �)

�
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�
kEG

i
� 11(83� 27�)�23

o)
(6.20)

und s�(3;2)
P2 der konjugiert komplexe Wert von s�(3;2)

P1 ist. F�ur einen isotropen Sto�

erhalten wir

s�(3;2)
P

2
1 :=

36 (1� �
2)

126� 121�2

2
4154 + i

s
77
322� 297�2

1� �2

3
5 : (6.21)

F�ur eine gleichverteilte Belastung ist ��(1) = 0. In diesem Fall folgt aus Gl.

(6.13b)

D�2
'
(1)
3 = �

(1)
; (6.22)

was der biharmonischen Kirchhoffschen Gleichung entspricht. Jedoch sind noch drei

Randbedingungen zu erf�ullen. Wir erhalten dieselbe Gleichung aus der entsprechenden

Gleichung des Modells s-(3,2), indem wir � = 1 in Gl. (6.14b) setzen und den �Ubergang

h! 0 betrachten.

Analytische L�osungen f�ur bestimmte Probleme sind m�oglich, indem die Gleichun-

gen (6.13)-(6.21) ber�ucksichtigt werden (f�ur die Modelle s-(1,0) bzw. d-(1,0) siehe Salerno

und Goldberg [89] bzw. Dym und Shames [20]).

5.3 Schlussuntersuchung des hergeleiteten Di�eren-

tialgleichungssystems

Wir werden nun die Qualit�at der im vorherigen Abschnitt abgeleiteten Di�erentialglei-

chungen untersuchen. Die Verschiebungs- und Spannungsfelder der Modelle der s-Gruppe

sind im Vergleich mit den Modellen der d-Gruppe von h�oherer Ordnung,2 siehe Glei-

chungen (2.39) f�ur die Spannungen und Gleichungen (3.7) f�ur die Verschiebungen '
(�)
i
.

Aufgrund dieser Tatsache k�onnen wir schon voraussagen, dass die Di�erentialgleichun-

gen der s-Gruppe den entsprechenden Gleichungen der d-Gruppe �uberlegen sind. Diese

Aussage werden wir nun zeigen.

2F�ur das Modell d-(3,2) sind ��� = O(x33), ��3 = O(x23) und �33 = O(x3), da die Spannungen durch
die Konstitutivgleichung anstatt durch Integration der Gleichgewichtsgleichungen berechnet werden.
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Das homogene Gleichungssystem (6.6a) f�uhrt f�ur beide Gr�o�en 	(�) auf dieselbe

Gleichung (siehe Preu�er [72]). Es sei

	(�) := 	
(�)
1 +	

(�)
2 : (6.23)

Somit lassen sich die L�osungen 	(�) aus zwei Anteilen zusammensetzen, die den beiden

Di�erentialgleichungen �
h
2�� s�(3;2)

S
2
1

�
	
(�)
1 = 0 ; (6.24a)�

h
2�� s�(3;2)

S
2
2

�
	
(�)
2 = 0 ; (6.24b)

gen�ugen m�ussen, wobei

s�(3;2)
S1 := 2

rh
14�

p
133

i
kG = 3; 141615768

p
kG ;

s�(3;2)
S2 := 2

rh
14 +

p
133

i
kG = 10; 10595123

p
kG :

Beide Teill�osungen klingen rasch ab, wobei die erste Gleichung am wichtigsten

ist, da s�(3;2)
S1 <

s�(3;2)
S2 ist und 	

(�)
2 nur in einem sehr schmalen Randbereich wirksam

ist (siehe Preu�er [72], Lewi�nski [51]).

In den Di�erentialgleichungen f�ur die Durchbiegung (6.19b) sind zwei Operatoren

beteiligt, der klassische biharmonische Operator und zwei modi�zierte Helmholtzsche

Gleichungen mit den Parametern s�(3;2)
P1 und s�(3;2)

P2. Den Operator �2 k�onnen wir

folgenderma�en darstellen (siehe Zimmermann [119]):

h
4�2 �

�
h
2�� 02

� �
h
2�� 02

�
: (6.25)

F�ur die Gl. (6.19b) erhalten wir nun

1Y
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�
h
2�� �

2



� �
h
2�� �
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�
'
(�)
3 =

12(1� �
2)h

E
(�1� 1)

2
h��

(1) (6.26a)

mit

�0 � 0 ; �1 � s�(3;2)
P1 ; � 1 � s�(3;2)

P2 ; (6.26b)

da s�(3;2)
P2 =

s�(3;2)
P 1.

In (6.26a) haben wir auf der linken Seite dieselben Di�erentialoperatoren f�ur die

zwei Komponenten '
(1)
3 und '

(2)
3 der Durchbiegung. Da die modi�zierte Helmholtzsche

Gleichung eine Randschichtgleichung ist (vergleiche mit den Gleichungen (6.24)), ist das

Abklingverhalten beider Durchbiegungskomponenten gleich. �2 ist der einzige nicht ab-

klingende Anteil (die biharmonische Gleichung), der im ganzen Plattengebiet wirksam

ist.
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Tabelle 5.3: Die ersten Zehn Papkovich-Fadleschen Eigenwerte f�ur das Biegeproblem.

k Pk

0 0

1, 2 7; 4976762777763854983� 2; 7686782829873215325i

3, 4 13; 899959713976464002� 3; 3522098848535049052i

5, 6 20; 238517707830020965� 3; 7167676797524991137i

7, 8 26; 554547265491559985� 3; 9831416403399617498i

9,10 32; 859741005069862594� 4; 1932514704312085707i

11,12 39; 158816520064986741� 4; 3667951176706184213i

13,14 45; 454071464355111349� 4; 5146404494813027697i

15,16 51; 746768302821786748� 4; 6434279570518964580i

17,18 58; 037662059094268410� 4; 7575151180816208907i

19,20 64; 327233713285566916� 4; 8599166478970964147i

Die Parameter �0 und �1 der Gleichung (6.26a) sind Approximationen des ersten

Papkovich-Fadleschen Eigenwertes, welche den Wurzeln der transzendentalen Glei-

chung (siehe Cheng [14], Timoshenko und Goodier [100], Papkovich [66], Fadle [24], Ric-

ci [87])

sinP = P (6.27)

mit nicht negativen Realteilen entsprechen.

Die unendlichen Wurzeln dieser Gleichung sind komplexwertig (ausgenommen der

trivialen L�osung P0 = 0) und treten in Vierer-Gruppen auf, jeweils einer pro Quadrant.3

Die ersten zehn Wurzeln, zusammen mit der trivialen L�osung P0, sind in Tabelle 5.3

angegeben.

Der KoeÆzient s�(3;2)
P1 in Gl. (6.20) hat einen wesentlichen Imagin�arteil f�ur

ein isotropes Material und f�ur j�j < 1, siehe Gl. (6.21). Die Real- und Imagin�arteile f�ur

� 2 [0; 1=2] sind in Abbildung 5.1 zusammen mit dem Elastizit�atswert P1 aufgetragen.

Man erkennt, dass s�(3;2)
P1 nur eine sehr geringe Variation bzgl. � aufweist, was aus Gl.

(6.21) direkt zu sehen ist.

Die von Preu�er [72, 73] und Chen und Archer [13] berechneten Papkovich-

Fadleschen Werte d�(3;2)
P1 sind in Abbildung 5.2 aufgetragen. Diese Werte sind reelle

Zahlen f�ur � > 2=7. Man beachte die gute Ann�aherung der Werte s�(3;2)
P1 im Vergleich

mit d�(3;2)
P1.

3Wenn P eine L�osung ist, dann sind auch �P , P und �P L�osungen.
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Abbildung 5.1: Real- und Imagin�arteile des ersten Papkovich-Fadleschen Eigenwertes,

0 � � � 0; 5.
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Abbildung 5.2: Real- und Imagin�arteile des ersten Papkovich-Fadleschen Eigenwertes,

0 � � � 0; 5.

Abbildung 5.3 zeigt wieder den Verlauf von s�(3;2)
P1, nun f�ur �5 � � � 5. Hier

ist der Unterschied zwischen s�(3;2)
P1 und P1 klein.

4

Die entsprechenden Werte Pk f�ur transversal-isotrope Materialien kann man aus

der Ver�o�entlichung von Horgan [36] ermitteln, was noch durchzuf�uhren w�are.

Im n�achsten Kapitel werden wir zeigen, dass sich die Fundamentall�osung f�ur das

Problem s-(3,2) durch die L�osungen der biharmonischen, Schub- und Helmholtzschen

Di�erentialgleichungen (6.6) und (6.19b) berechnen l�a�t.

4Ausgenommen ist die Umgebung von � = �

p
126=121, in der s�(3;2)P1 singul�ar ist (siehe Gl. (6.21)).
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Abbildung 5.3: Real- und Imagin�arteile des ersten Papkovich-Fadleschen Eigenwertes,

�5 � � � 5.



Kapitel 6

Die allgemeine Fundamentall�osung

6.1 Einleitung

Die allgemeinen skalaren Fundamentall�osungen beider Probleme, s-(1,0) und s-(3-2), wer-

den in diesem Kapitel abgeleitet. Wir benutzen die H�ormandersche Methode, um die

skalaren Fundamentall�osungen zu berechnen. Durch Anwendung der Theorie der Distribu-

tionen werden die zun�achst unbestimmten Konstanten dieser L�osungen so bestimmt, dass

die Fundamentall�osung eine verallgemeinerte Diracsche Deltafunktion darstellt. Freie

Konstanten werden nicht zu Null gesetzt, so dass unsere L�osung keinen Spezialfall, son-

dern die allgemeinen Fundamentall�osungen darstellt.

6.2 Ansatz f�ur die Bestimmung der Tensoren UIJ und

Uij

Wir betrachten das hierarchische Lam�e-Naviersche System (siehe Gleichungen (3.61)

bzw. (3.65)),

LIJuJ(Q) = �FI�(1)(Q) : (6.1)

Zur Bestimmung der Fundamentall�osung entnehmen wir aus Gl. (4.23a)

u
?

J
(Q) := UKJ(P;Q)m

?

K
(P ) : (6.2)

Die Belastungen der Fundamentall�osung sind verallgemeinerte Diracsche Deltafunktio-

nen mit dem Aufpunkt in P,

FI�
(1)(Q) := Æ(P;Q)m?

I
(P ) : (6.3)

F�ur die Fundamentall�osung setzen wir die Gleichungen (6.2) und (6.3) in Gl. (6.1)

ein und erhalten

LIJUKJ(P;Q) = �Æ(P;Q)ÆIK : (6.4)
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Diese sind die Lam�e-Navierschen Gleichungen f�ur die Fundamentall�osung. Die-

ses Di�erentialgleichungssystem kann weiter vereinfacht werden. Zuerst verwenden wir,

dass (H�ormander [40])

L
co

IJ
LKJ = LIJL

co

KJ
= det(L)ÆIK ; (6.5)

wobei Lco die Kofaktormatrix von L und det(L) die Determinante von L ist. Wir f�uhren

folgenden Ansatz ein:

UKJ(P;Q) := L
co

KJ
G(P;Q) : (6.6)

Das System (6.4) vereinfacht sich zu

det(L)G(P;Q) = �Æ(P;Q) : (6.7)

Es wird zuerst das Problem (6.7) gel�ost. Danach setzen wir die skalare Fun-

damentall�osung G(P;Q) in (6.6) ein, um die Fundamentall�osung UKJ(P;Q) des Lam�e-

Navierschen Systems (6.4) zu bestimmen. Die anderen Fundamentaltensoren, die zur

L�osung der Integralgleichungen ben�otigt werden, lassen sich durch Ableiten von UKJ bzw.

Ukj berechnen (siehe Kapitel 4). Die allgemeine Fundamentall�osung des Problems s-(1,0)

ist in Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117] angegeben.

6.3 Berechnung der Determinante

Die Fundamentall�osungen beider Probleme s-(1,0) und s-(3,2) werden durch die Deter-

minanten der Matrizen L, Gleichungen (3.61) und (3.65), berechnet. F�ur G3(P;Q) und

G6(P;Q), welche die skalaren Fundamentall�osungen des Problems s-(1,0) bzw. s-(3,2)

darstellen, gilt nach Gl. (6.7),

det[L]
3�3
G3(P;Q) = �Æ(P;Q) ; (6.8a)

det[L]
6�6
G6(P;Q) = �Æ(P;Q) : (6.8b)

Die Berechnung von det[L]
3�3

kann per Hand durchgef�uhrt werden. Zur Berech-

nung von det[L]
6�6

sind die Rechenschritte aber zu kompliziert. Zur Automatisierung

dieser Aufgabe wird das Computer-Algebra-Programm MAPLE angewendet. Es ergeben

sich folgende L�osungen:

� F�ur das Problem s-(1,0):

det[L]
3�3

= �
�
1� �

2

�2

D
3
�
2�2

�
�� �

2
�

; (6.9)
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� F�ur das Problem s-(3,2):

det[L]
6�6

=

�
3

128

�2�
1� �

2

�4

D
6
�
2

�2
�
28�2 � 280�2�+ 225�4

��
a�2 + b�+ c

�
; (6.10)

wobei

a := 1400�2
�
55 (1 + �) 
 + 54

�
; (6.11a)

b := 56
�
1215(1� �)

�
11� + 10�2

�
� � 28�

�
55(1 + �)
 + 54

��
; (6.11b)

c := �6075(1� �)�2
�
243(1� �)�2 � 28�

�
(1 + �)
 + 2

��
: (6.11c)

Diese Determinanten k�onnen wir folgenderma�en schreiben:

det[L]
3�3

= A3

�
h
2�
�2 �

h
2�� s�(1;0)

S
2
1

�
; (6.12a)

det[L]
6�6

= A6

�
h
2�
�2 �

h
2�� s�(3;2)

S
2
1

� �
h
2�� s�(3;2)

S
2
2

�
�
h
2�� s�(3;2)

P
2
1

� �
h
2�� s�(3;2)

P
2
2

�
(6.12b)

mit

A3 := �
�
1� �

2

�2�
D

h2

�3

�
2
; (6.13a)

A6 :=
9282994875(1 + �)kE

8[63(1� �)� 121�2
z
]� 21 �

2
2

�
1� �

2

�6�
D

h2

�6

�
4 (6.13b)

und � aus Gl. (3.23) mit h = 2c.

Diese Di�erentialgleichungen entsprechen genau den Gleichungen, die im vor-

herigen Kapitel hergeleitet wurden. F�ur das Problem s-(1,0) haben wir einen biharmoni-

schen Operator �2 (siehe Gl. (6.13b)) und einen metaharmonischen (modi�ziertenHelm-

holtzschen) Operator
�
h
2�� s�(1;0)

S
2
1

�
(siehe Gl. (6.5a)).

F�ur das Problem s-(3,2) haben wir wieder einen biharmonischen Operator und

vier metaharmonische Operatoren, siehe Gleichungen (6.6a) und (6.19b). Bei den metahar-

monischen Operatoren m�ussen die Laplaceschen Operatoren der unbekannten Funktion

multipliziert mit einem kleinen Zahlenfaktor und dem kleinen h2 den Betrag der Funkti-

on selbst ergeben, d.h. die L�osungsfunktionen m�ussen Exponentialfunktionen mit gro�en

Exponenten enthalten,1 also vom Rande her rasch abklingen. Dabei ist der Zahlenfaktor
s�(1;0)

S
�2
2 nur etwa ein Zehntel des Wertes von s�(1;0)

S
�2
1 , d.h. diese L�osung ist nur in

einem noch schmaleren Randbereich wirksam (siehe Preu�er [72]).2 Alle metaharmoni-

schen Operatoren klingen rasch vom Rande aus ab und werden daher Randschichtope-

ratoren genannt. Der einzige nicht abklingende Operator ist der biharmonische Operator

1F�ur y(x)� ��1y0(x) = 0 ist y(x) = Ce�x, wobei C eine Konstante ist.
2Die metaharmonischen Gleichungen werden folgenderma�en geschrieben:�

1�
h2

s�(1;0)S2
�

�

�
;

wobei s�(1;0)S�2
1 = s�(1;0)S�2

2 = 10; 3478 (siehe Gl. (6.6b)).
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(siehe Poniatovskii [68]). Es ist zu erkennen, dass die Fundamentall�osung aller im Ka-

pitel 5 hergeleiteten Gleichungen Randschichte�ekte enth�alt. Ein Produkt modi�zierter

Helmholtzschen Gleichungen f�ur die skalare Fundamentall�osung wie (6.12) tritt auch

f�ur anderen Operatoren auf, wie z.B. f�ur thermoelastische Probleme, siehe Tehrani und

Eslami [97].

6.4 Die skalare Fundamentall�osung G

Partikul�are Fundamentall�osungen f�ur die obigen Gleichungen sind bekannt (siehe z.B.

Cheng, Antes und Ortner [15]). Die allgemeinen L�osungen der Di�erentialgleichungen

(6.12) sind

� der biharmonische Operator, �2
Vb(r) = 0 (innere L�osung):

Vb(r) := C1r
2 ln r + C2 ln r + C3r

2 + C4 ; (6.14)

wobei C1 � C4 beliebige Konstanten sind;

� der metaharmonische Operator, [�� �
2]Vm(r) = 0 (Randschichtl�osung):

Vm(r) := C5K0(�r) + C6I0(�r) ; (6.15)

wobei C5 und C6 beliebige Konstanten und I0(r) undK0(r) modi�zierteBesselsche

Funktionen nullter Ordnung und zweiter Art sind (siehe Abramowitz und Stegun [1]),

mit

{ � := s�(1;0)
S1=h = � f�ur das Problem s-(1,0) (� aus Gl. (3.23));

{ � ist gleich �p, p = 1; : : : ; 4 f�ur das Problem s-(3,2), wobei

�1 :=
s�(3;2)

S1=h ; �2 :=
s�(3;2)

S2=h ; (6.16a)

�3 :=
s�(3;2)

P1=h ; �4 :=
s�(3;2)

P2=h : (6.16b)

Die allgemeinen Fundamentall�osungen sind:

� Problem s-(1,0)

G3(r) := C1r
2 ln r + C2 ln r + C3r

2 + C4 + C5K0(�r) + C6I0(�r) ; (6.17)

� Problem s-(3,2)

G6(r) := C1r
2 ln r + C2 ln r + C3r

2 + C4 +

4X
i=1

C(4+i)K0(zi) +

4X
i=1

C(8+i)I0(zi) ;

(6.18)

wobei

zi = �ir : (6.19)
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6.5 Die Bestimmung der KoeÆzienten

Die KoeÆzienten C1 bis C12 sind so zu bestimmen, dass die Gl. (6.8b) mit der verallgemei-

nerten Diracschen Deltafunktion auf der rechten Seite erf�ullt wird. F�ur die Berechnung

der Konstanten C1 bis C6 in Gl. (6.17) siehe Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117].

Das Problem l�a�t sich durch die Anwendung der Theorie der Distributionen und mittels

partieller Integration (zweite Greensche Formel) l�osen.

Die L�osungen der Gleichungen (6.8), die in den Gleichungen (6.17) und (6.18)

angegeben sind, gelten f�ur r = jP � Qj 6= 0. In diesem Fall sind die Gleichungen (6.8)

homogen. F�ur den Fall r = 0 sind die Gleichungen (6.8) aber singul�ar. F�ur das Problem

s-(3,2) haben wir, gem�a� der Theorie der Distributionen (siehe Stakgold [93])



G6(r); det[L]6�6

�(r)
�
= ��(0) ; �(r) 2 D(R2) ; (6.20)

wobei ha; bi das duale Produkt zwischen a 2 D0(R2) und b 2 D(R2) ist; D(R2) ist der

Raum der Testfunktionen in R2 und D0(R2) der dazugeh�orige duale Raum, der Raum der

Distributionen.

Mit �p (p = 1; : : : ; 4) aus den Gleichungen (6.16) schreiben wir f�ur Gl. (6.12b)

det[L]
6�6

= A6

�
h
2�
�2 4Y

i=1

�
�� �

2
i

�
: (6.21)

Aus den Gleichungen (6.20) und (6.21) ergibt sich

*
G6(r); A6

�
h
2�
�2 4Y

i=1

�
�� �

2
i

�
�(r)

+
= ��(0) : (6.22)

Wir wenden die zweite Greensche Formel

Z



[v�w � w�v] d
 =

Z
�

�
v
dw

dn
� w

dv

dn

�
d� (6.23)

sechs Mal zur partiellen Integration an und erhalten (siehe Abb. 6.1)3

3Auf �" ist
d

dn

�
�

�
= �

d

dr

�
�

�
.
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Ωε

r =

ε
r

Ω*

Γ *

Γε

Abbildung 6.1: Geometriedarstellung f�ur die partielle Integration.

�
Z
�"

G6(r)�

4Y
i=1

�
�� �

2
i

� d�(r)
dr

d� +

Z
�"

dG6(r)

dr
�

4Y
i=1

�
�� �

2
i

�
�(r) d� +

�
Z
�"

�G6(r)

4Y
i=1

�
�� �

2
i

� d�(r)
dr

d� +

Z
�"

�
dG6(r)

dr

4Y
i=1

�
�� �

2
i

�
�(r) d� +

�
Z
�"

�2
G6(r)

4Y
i=2

�
�� �

2
i

� d�(r)
dr

d� +

Z
�"

�2dG6(r)

dr

4Y
i=2

�
�� �

2
i

�
�(r) d� +

�
Z
�"

�2
�
�� �

2
1

�
G6(r)

4Y
i=3

�
�� �

2
i

� d�(r)
dr

d� +

+

Z
�"

�2
�
�� �

2
1

� dG6(r)

dr

4Y
i=3

�
�� �

2
i

�
�(r) d� +

�
Z
�"

�2

2Y
i=1

�
�� �

2
i

�
G6(r)

�
�� �

2
4

� d�(r)
dr

d� +

+

Z
�"

�2

2Y
i=1

�
�� �

2
i

� dG6(r)

dr

�
�� �

2
4

�
�(r) d� +

�
Z
�"

�2

3Y
i=1

�
�� �

2
i

�
G6(r)

d�(r)

dr
d� +

Z
�"

�2

3Y
i=1

�
�� �

2
i

� dG6(r)

dr
�(r) d� +

+

Z

?�
"

�(r)�2

4Y
i=1

�
�� �

2
i

�
G6(r) d
 = � 1

A6h
4
�(0) : (6.24)
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Die Ableitungen von G6(r), Gl. (6.18), sind:

dG6(r)

dr
= C1r (2 ln r + 1) + C2

1

r
+ 2C3r �

4X
i=1

C(4+i)�iK1(zi) +

+

4X
i=1

C(8+i)�iI1(zi) ; (6.25a)

�G6(r) = 4C1 (ln r + 1) + 4C3 +

4X
i=1

C(4+i)�
2
i
K0(zi) +

4X
i=1

C(8+i)�
2
i
I0(zi) ; (6.25b)

�
dG6(r)

dr
= 4C1

1

r
�

4X
i=1

C(4+i)�
3
i
K1(zi) +

4X
i=1

C(8+i)�
3
i
I1(zi) ; (6.25c)

�2
G6(r) =

4X
i=1

C(4+i)�
4
i
K0(zi) +

4X
i=1

C(8+i)�
4
i
I0(zi) ; (6.25d)

�2dG6(r)

dr
= �

4X
i=1

C(4+i)�
5
i
K1(zi) +

4X
i=1

C(8+i)�
5
i
I1(zi) ; (6.25e)

�2
�
�� �

2
1

�
G6(r) =

4X
i=2

C(4+i)�
4
i

�
�
2
i
� �

2
1

�
K0(zi) +

+

4X
i=2

C(8+i)�
4
i

�
�
2
i
� �

2
1

�
I0(zi) ; (6.25f)

�2
�
�� �

2
1

� dG6(r)

dr
= �

4X
i=2

C(4+i)�
5
i

�
�
2
i
� �

2
1

�
K1(zi) +

+

4X
i=2

C(8+i)�
5
i

�
�
2
i
� �

2
1

�
I1(zi) ; (6.25g)

�2

2Y
i=1

�
�� �

2
i

�
G6(r) =

4X
i=3

C(4+i)�
4
i

�
�
2
i
� �

2
1

� �
�
2
i
� �

2
2

�
K0(zi) +

+

4X
i=3

C(8+i)�
4
i

�
�
2
i
� �

2
1

� �
�
2
i
� �

2
2

�
I0(zi) ; (6.25h)
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�2

2Y
i=1

�
�� �

2
i

� dG6(r)

dr
= �

4X
i=3

C(4+i)�
5
i

�
�
2
i
� �

2
1

� �
�
2
i
� �

2
2

�
K1(zi) +

+

4X
i=3

C(8+i)�
5
i

�
�
2
i
� �

2
1

� �
�
2
i
� �

2
2

�
I1(zi) ; (6.25i)

�2

3Y
i=1

�
�� �

2
i

�
G6(r) = �

4
4

3Y
i=1

�
�
2
4 � �

2
i

�
fC8K0(z4) + C12I0(z4)g ; (6.25j)

�2

3Y
i=1

�
�� �

2
i

� dG6(r)

dr
= �

5
4

3Y
i=1

�
�
2
4 � �

2
i

�
f�C8K1(z4) + C12I1(z4)g ; (6.25k)

�2

4Y
i=1

�
�� �

2
i

�
G6(r) = 0 : (6.25l)

Nun k�onnen wir die Integrale in Gl. (6.24) analysieren. Die Integrale 1, 3, 5, 7, 9

und 11 sind regul�ar und verschwinden f�ur den Grenz�ubergang "! 0. Um die Integrale 2,

4, 6, 8 und 10 zu regularisieren, setzen wir (in der angegebenen Reihenfolge):

C2 = C5 + C6 + C7 + C8 ; (6.26a)

C1 =
1

4

�
C5�

2
1 + C6�

2
2 + C7�

2
3 + C8�

2
4

�
; (6.26b)

C5�
4
1 + C6�

2
2 + C7�

2
3 + C8�

4
4 = 0 ; (6.26c)

C6�
4
2

�
�
2
2 � �

2
1

�
+ C7�

4
3

�
�
2
3 � �

2
1

�
+ C8�

4
4

�
�
2
4 � �

2
1

�
= 0 ; (6.26d)

C7�
4
3

�
�
2
3 � �

2
1

� �
�
2
3 � �

2
2

�
+ C8�

4
4

�
�
2
4 � �

2
1

� �
�
2
4 � �

2
2

�
= 0 : (6.26e)

Das letzte Randintegral in Gl. (6.24) gibt uns die notwendige Singularit�at, so dass

aus Gl. (6.25k)

C8 =
1

2�A6h
4�44

Q3

i=1 [�
2
4 � �2

i
]

(6.27)

folgt.
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Daraus ergeben sich folgende Beziehungen:

C1 =
��24

4�21�
2
2�

2
3

�
�
2
4 � �

2
1

� �
�
2
4 � �

2
2

� �
�
2
4 � �

2
3

�
C8 ; (6.28a)

C2 =
�
2
1�

2
2�

2
3 + �

2
2�

2
3�

2
4 + �

2
3�

2
4�

2
1 + �

2
4�

2
1�

2
2

�
2
1�

2
2�

2
3

�
�
2
4 � �

2
1

� �
�
2
4 � �

2
2

� �
�
2
4 � �

2
3

�
C8 ; (6.28b)

C5 = ��
4
4 [�

2
4 � �

2
2] [�

2
4 � �

2
3]

�
4
1 [�

2
1 � �

2
2] [�

2
1 � �

2
3]
C8 ; (6.28c)

C6 = ��
4
4 [�

2
4 � �

2
1] [�

2
4 � �

2
3]

�
4
2 [�

2
2 � �

2
1] [�

2
2 � �

2
3]
C8 (6.28d)

C7 = ��
4
4 [�

2
4 � �

2
1] [�

2
4 � �

2
2]

�
4
3 [�

2
3 � �

2
1] [�

2
3 � �

2
2]
C8 (6.28e)

C8 =
1

2�A6h
4�

4
4

Q3

i=1 [�
2
4 � �

2
i
]
; (6.28f)

C9 = 0 ; (6.28g)

C10 = 0 ; (6.28h)

C11 = 0 ; (6.28i)

C12 = 0 : (6.28j)

Die Konstanten C9, C10, C11 und C12 ergeben sich aus der Regularit�atsbedingung f�ur

"!1 (siehe Brebbia, Telles und Wrobel [10], Kerr und El-Sibaie [47]).

Analog zum Problem s-(1,0) sind zwei Konstanten frei, C3 und C4. Wir setzen

diese Konstanten aber nicht gleich Null, wie es normalerweise gemacht wird. Wir behan-

deln folglich die allgemeine Fundamentall�osung und k�onnen so die Tensoren UIJ , TIJ usw.

mit verbesserten Eigenschaften herleiten, siehe Westphal Jr., de Barcellos und Tom�as

Pereira [116]. Die Konstanten C3 und C4 werden folgenderma�en gew�ahlt:

C3 = F1C8 ; C4 = F2C8 : (6.29)

Damit sind alle Konstanten als Funktion der Konstanten C8 geschrieben. Daher kann C8

in s�amtlichen Tensoren, die in den Integralgleichungen ben�otigt werden, ausgeklammert

werden. F1 und F2 sind frei w�ahlbare Konstanten.

6.6 Berechnung der Kofaktoren

Um den Tensor UKJ berechnen zu k�onnen, brauchen wir die Kofaktoren der Matrix LKJ ,

siehe Gl. (6.6). Die Kofaktoren werden folgenderma�en geschrieben (siehe Gl. (3.62c))

[Lco]
6�6

:=

2
6664
�
L
co

A

�
3�3

�
L
co

AB

�
3�3

�
L
co

B

�
3�3

3
7775
Sym

: (6.30)
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Die Element der Matrix
�
L
co

B

�
3�3

sind:

L
co

B��
= 36K�2�2

(�
�� �

2
��

25�2�2
h
28 (1 + �A) (1 + �B)� 27�2

AB

i
+

+ 2�
h
� 14�

�
28 (1 + �A) (1 + �B)� 27�2

AB

�
+

+ 9�
�
14�(28�A + 27�B � 54�AB + 55) + 25�2 (28(1 + �A)� 27�AB)

�i
+

+ 225�2
�
28�(1 + �A)� 243�2

��
Æ�� +

�
�
25�2�2

�
28�B(1 + �A)� 27�2

AB

�
+

+�

�
25�2

�
18� (28(1 + �A)� 27�AB)� �

2
�
28�B(1 + �A)� 27�2

AB
� 252(1 + �A)

��
+

� 28� (28�B(1 + �A)� 27�AB) + 252�2 (28(1 + �A) + 27(�B � 2�AB))

�
+

� �
2

�
225�2

�
2� (28(1 + �A)� 27�AB) + 25�2(1 + �A)

�
+

� 28�
�
28�B(1 + �A)� 27

�
�A + �

2
AB

+ 1
� �

+

9�2
�
28 (28�A + 27�B � 54�AB) + 55

���
@
2
��

)
; (6.31a)

L
co

B�3
= �36K�2�2

�
28�2 � 280�2�+ 225�4

�
�
� (28�A � 27�AB + 28) + 25�2(1 + �A)

�
@� ; (6.31b)

L
co

B3�
= L

co

B�3
; (6.31c)

L
co

B33
= 4K�2�2

�
28�2 � 280�2�+ 225�4

�
h
�
�
28 (1 + �A) (1 + �B)� 27�2

AB

�
� 225�2 (1 + �A)

i
; (6.31d)

wobei

K :=
9

32768
D

5(1� �)5 : (6.32)

Die Kofaktoren wurden mit dem ProgrammMAPLE berechnet. Die auftretenden

Operatoren sind im wesentlichen von der Form

� ; @�� ; @� ; 1

sowie Produkte dieser vier Grundoperatoren bis �4.
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Man erkennt, dass die partiellen Ableitungen nur in den Formen @�� und @�

auftreten. Alle partiellen Ableitungen h�oherer Ordnung ergeben sich in der Form von

Laplaceschen Operatoren.

Die Ausdr�ucke der Kofaktoren werden noch vereinfacht, indem ad�aquate Kon-

stanten de�niert werden. (Beispielweise kann die Konstante 28 (1 + �A) (1 + �B)� 27�2
AB

in Gl. (6.31) als neue Konstante de�niert werden.) Es ist auch m�oglich, die notwendigen

Rechenschritte zur Berechnung aller Tensoren mit dem Programm MAPLE zu automati-

sieren.

Wichtig f�ur die Realisierbarkeit der allgemeinen Fundamentall�osung ist die fol-

gende Komponente des Kofaktors:

L
co

A33
= 189K

�
225�4+28�2� 280�2�

��
�
2�3

�
28+ 28�A� 27�2

AB
+28�B +28�A�B

�
+

+�2

�
243�2�B + 495�2 � 25�4 � 54��B�

2 � 28��A � 486�AB�
2 + 450��2 � 28� +

+ 504�2�A� � 432�2�AB� � 28�B� + 27�2
AB
� � 28�A�B� + 252�A�

2 � 25�2�B

�
+

+ �
2�

�
252��A � 450��2 � 2925�2 + 54��AB + 28�B� + 280�

�
+

� 225�4�

�
(6.33)

In dieser Komponente des Kofaktors gibt es ein Glied, das keinen Di�erentialope-

rator enth�alt, n�amlich �9568125K�8�. Das hat zur Folge, dass bei der Berechnung von

U33 aus Gl. (6.6) die Konstante C4 der Fundamentall�osung (6.18) nicht eliminiert wird.

Die anderen Komponenten des Kofaktors sind reine Di�erentialoperatoren.

Im Anhang C geben wir Lco
A11

in der Form an, die mit dem MAPLE-Programm

berechnet wurde, wobei �1 � @1 und �
2
1 � @

2
11 zu setzen ist (siehe Constanda [17]).

6.7 Die allgemeine Fundamentall�osung des Problems

s-(1,0)

Wir werden zun�achst zeigen, dass die in Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117]

abgeleitete allgemeine Fundamentall�osung des Problems s-(1,0) widerspruchsfrei ist. Diese

L�osung lautet:

U��(r) =
1

4�D(1� �)

n�
4B(�r)� (1� �) ln(�1r)

�
Æ�� �

�
4A(�r) + (1� �)

�
r;�r;�

o
;

U�3(r) = �U3�(r) =
1

4�D
ln(�1r)rr;� ;

U33(r) =
1

8�D

�
r
2

�
ln(�1r)�

1

2

�
� 8

(1� �)�2
ln(�2r)

�
; (6.34)
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wobei

A(z) := K0(z) +
2

z

�
K1(z)�

1

z

�
; (6.35a)

B(z) := K0(z) +
1

z

�
K1(z)�

1

z

�
: (6.35b)

Darin sind �1 und �2 freie Konstanten, die sich aus C3 und C4 ergeben, z := �r und

�
2 =

5

2c2
kG (siehe Gleichungen (6.17), (6.19) und (3.23)).

*

*

*

(1)

(1)

(1)

θ

x2

x1
m2

m1

m3

σrr

σrσr

θ

r

P

Abbildung 6.2: Kreisf�ormiger Plattenausschnitt mit dem Radius r.

Das Gleichgewicht eines kreisf�ormigen Plattenausschnittes, der durch eine Ein-

heitseinzelbelastung im Mittelpunkt P beansprucht wird (siehe Abb 6.2), ergibt in Polar-

koordinaten (r, �) (siehe Reismann [77], S. 143) mit m?

�
= 0

 r(x) =
�m?

3(P )

4�D
r ln r ; (6.36a)

w(x) =
m
?

3(P )

8�D

�
r
2

�
ln r � 1

2

�
� 8

(1� �)�2
ln r

�
; (6.36b)

wobei  r(x) die radiale Rotation und w(x) die Durchbiegung bezeichnen. Die Rotationen

bez�uglich der Achsen x� sind durch

 �(x) =  r(x)r;� (6.37)

gegeben, wobei r;1 = cos � und r;2 = sin �. Daraus folgt

 �(x) =
�m?

3

4�D
ln (r)rr;� ; (6.38a)

w(x) =
m
?

3

8�D

�
r
2

�
ln r � 1

2

�
� 8

(1� �)�2
ln r

�
: (6.38b)
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Aus Gl. (4.23a) ergibt sich mit m?

�
= 04 und m?

3 = 1:

u
?

�
= U3� ; (6.39a)

u
?

3 = U33 : (6.39b)

Aus den Gleichungen (6.34), (6.38) und (6.39) folgt schlie�lich mit �� := 1:

 � = u
?

�
� U3� ; (6.40a)

w = u
?

3 � U33 : (6.40b)

Diese Schlussfolgerung kann man nur mit Hilfe der allgemeinen Fundamentall�osung von

Westphal Jr., Schnack und de Barcellos [117] ziehen. Mit der weitverbreiteten Funda-

mentall�osung von van der Wee�en [106, 107] und Constanda [18] ist es nicht m�oglich, diese

Schlussfolgerung zu ziehen. Deshalb benutzen wir die Bezeichnung allgemeine Fundamen-

tall�osung, weil die freien Konstanten ber�ucksichtigt werden und die daraus resultierende

Fundamentall�osung widerspruchsfrei ist.

Abschlie�end wird die obige Fundamentall�osung Uij(r) so zerlegt (siehe Westphal

Jr., Andr�a und Schnack [115]), dass auf einer Seite die Kirchhoffsche L�osung UK

ij
(r)

wiedergegeben wird, w�ahrend auf der anderen Seite die Reissner- und Mindlinsche

L�osung URM

ij
(r) dargestellt wird, d.h. Uij(r) � U

RM

ij
(r) = U

K

ij
(r) + U

Sh

ij
(r), wobei USh

ij
(r)

die Fundamentall�osung infolge reiner Schubverzerrungen darstellt. Diese lauten

U
K

��
(r) =

�1
4�D

h
ln (�1r) Æ�� + r;�r;�

i
;

U
K

�3(r) = �UK

3�(r) =
1

4�D
ln (�1r) rr;� ;

U
K

33(r) =
r
2

8�D

�
ln (�1r)�

1

2

�
; (6.41)

U
Sh

��
(r) =

1

�D(1� �)

h
B(�r)Æ�� � A(�r)r;�r;beta

i
;

U
Sh

�3 (r) = U
Sh

3� (r) = 0 ;

U
Sh

33 (r) =
�1

�D(1� �)�2
ln(�2r) : (6.42)

6.8 Beispiel f�ur das Modell s-(1,0) (Probleme K, Sh

und RM)

Eine fest eingespannte Mindlinsche Kreisplatte mit dem Radius a = 1=2 unterliegt einer

gleichverteilten Einheitsbelastung �(1). In diesem Fall werden die Gebietsintegrale durch

�aquivalente Randintegrale ersetzt, siehe Gl. (4.49) und (4.50). F�ur dieses Problem sind die

analytischen L�osungen sowohl f�ur dasKirchhoffsche als auch f�ur dasReissnersche und

4Da in diesem Fall die wirkenden Einheitseinzelmomente gleich Null sind.
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Mindlinsche Modell bekannt (siehe [20,106,115]). Die L�osung des Reissnerschen Modells

ist

64D

a4�(1)
u
(1)
3 (r) =

�
1�

�
r

a

�2��
1�

�
r

a

�2
+ 2C1

�
;

16D

a3�(1)
u
(1)
r
(r) =

�
1�

�
r

a

�2� r
a
;

u
(1)

�
(r) = 0 ;

16

a2�(1)
�
(1)
rr
(r) = 1 + � (1 + C2)� (3 + �)

�
r

a

�2
;

16

a2�(1)
�
(1)

��
(r) = 1 + � (1 + C2)� (1 + 3�)

�
r

a

�2
;

�
(1)

r�
(r) = 0 ;

2

a�(1)
�
(1)
r
(r) = �r

a
;

�
(1)

�
(r) = 0 ; (6.43)

wobei

C1 = C2 :=
4

3k2(1� �)

�
h

a

�2

: (6.44)

F�ur das Mindlinsche Modell ist C2 := 0 und f�ur das Kirchhoffsche Modell sind C1 =

C2 := 0.

Da es keine Ecke gibt, sind die L�osungen der Probleme RM und K in Einstim-

mung, wenn die Platte d�unn ist (oder wenn der transversale Schubmodul sehr gro� ist),

obgleich nur zwei Randbedingungen f�ur das Kirchhoffsche Problem erforderlich sind.

Wir analysieren eine isotrope Platte (kG = 1), mit k2 = 5=6 und � = 0; 3.

Die Platte wird mit 8 quadratischen Randelementen diskretisiert. F�ur die numerische

Integration werden 10 Gauss-Integrationspunkte verwendet und f�ur die Integration der

logarithmischen Singularit�aten wird die kubische Transformation von Telles eingesetzt [98].

Die Probleme RM, Sh und K sind in der Lage, das Randwertproblem getrennt

zu l�osen, wie in Tabelle 6.1-6.5 gezeigt ist. F�ur die normalisierten Werte von Gl. (6.43),

h�angen die Kirchhoffschen L�osungen nicht von der Plattendicke ab, wie in Gl. (6.43)

und Tabelle 6.1 gezeigt ist. F�ur eine d�unne Platte ist das Problem Sh verantwortlich

f�ur die Schubkr�afte in inneren Punkten, die im Problem K nicht ber�ucksichtigt sind.

Wird die Platte dicker, weist das Problem Sh eine zus�atzliche Durchsenkung auf, die das

Kirchhoffsche Modell nicht erfasst. Das Kirchhoffsche Modell ist in diesen Fall
"
zu

steif\. Um es zu entscheiden, ob die gelieferten Werte eines Kirchhoffschen Problems in

einem inneren Punkt annehmbar sind, ohne das Problem RM zu l�osen, kann das Problem

Sh eingesetzt werden. Stimmen die Verschiebungen oder Biegemomente nicht �uberein,

sind zu den entsprechenden Kirchhoffschen Werte diese Werte zu addieren.

Es wurde keine Symmetrie des Problems ber�ucksichtigt. Demzufolge ist es in

diesen Fall nicht m�oglich, die Randwerte des Biegemoments �
(1)

��
zu berechnen. Wenn
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der Innenpunkt in der N�ahe des Randes ist, treten fast-singul�are Integrale auf, was im

Programm noch nicht ber�ucksichtigt wurde. Deswegen sind gr�o�ere Fehler f�ur einige Werte

in den Fall r=a � 1 zu erwarten.
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Tabelle 6.1: Problem K: BEM und analytische Werte f�ur die Kreisplatte h=a = 0; 0002

und h=a = 0; 5.

64D

a4�(1)
u3

16D

a3�(1)
u�

16

a2�(1)
�
(1)

��

16

a2�(1)
�(1)rr

2

a�(1)
�(1)r

r=a Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM

0,000 1,0000/0,9979 0,0000/0,0000 1,3000/ 1,2986 1,3000/ 1,2986 0,0000/ 0,0000

0,100 0,9801/0,9780 0,0990/0,0989 1,2810/ 1,2796 1,2670/ 1,2656 -0,1000/ 0,0000

0,200 0,9216/0,9196 0,1920/0,1918 1,2240/ 1,2226 1,1680/ 1,1666 -0,2000/ 0,0000

0,300 0,8281/0,8262 0,2730/0,2727 1,1290/ 1,1276 1,0030/ 1,0016 -0,3000/ 0,0000

0,400 0,7056/0,7038 0,3360/0,3356 0,9960/ 0,9945 0,7720/ 0,7707 -0,4000/ 0,0000

0,500 0,5625/0,5609 0,3750/0,3745 0,8250/ 0,8232 0,4750/ 0,4739 -0,5000/ 0,0000

0,600 0,4096/0,4082 0,3840/0,3835 0,6160/ 0,6134 0,1120/ 0,1111 -0,6000/ 0,0000

0,700 0,2601/0,2589 0,3570/0,3565 0,3690/ 0,3650 -0,3170/-0.3181 -0,7000/ 0,0000

0,800 0,1296/0,1287 0,2880/0,2874 0,0840/ 0,0776 -0,8120/-0.8151 -0,8000/ 0,0000

0,900 0,0361/0,0354 0,1710/0,1700 -0,2390/-0.2487 -1,3730/-1.3835 -0,9000/ 0,0000

0,920 0,0236/0,0230 0,1413/0,1402 -0,3082/-0.3180 -1,4931/-1.5067 -0,9200/ 0,0000

0,940 0,0135/0,0131 0,1094/0,1080 -0,3788/-0.3877 -1,6159/-1.6327 -0,9400/ 0,0000

0,960 0,0061/0,0058 0,0753/0,0736 -0,4510/-0.4669 -1,7413/-1.7547 -0,9600/ 0,0000

0,980 0,0016/0,0014 0,0388/0,0371 -0,5248/-0.5766 -1,8693/-1.9015 -0,9800/ 0,0000

0,998 0,0000/0,0000 0,0040/0,0016 -0,5924/-0.2821 -1,9868/-1.4034 -0,9980/ 0,0000

1,000 0,0000/0,0000 0,0000/0,0000 -0,6000/| -2,0000/-1.9606 -1,0000/-0,9785
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Tabelle 6.2: Problem Sh: BEM und analytische Werte f�ur die Kreisplatte h=a = 0; 0002.

64D

a4�(1)
u3

16D

a3�(1)
u�

16

a2�(1)
�
(1)

��

16

a2�(1)
�
(1)
rr

2

a�(1)
�
(1)
r

r=a BEM BEM BEM BEM BEM

0,000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,100 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,1000

0,200 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,2000

0,300 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3000

0,400 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,4000

0,500 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5001

0,600 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6004

0,700 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,7011

0,800 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,8027

0,900 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9063

0,920 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9272

0,940 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9479

0,960 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9690

0,980 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0093

0,998 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6530

1,000 0,0000 0,0000 | 0,0000 -0,9810
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Tabelle 6.3: Problem RM: BEM und analytische Werte f�ur die Kreisplatte h=a = 0; 0002.

64D

a4�(1)
u3

16D

a3�(1)
u�

16

a2�(1)
�
(1)

��

16

a2�(1)
�(1)rr

2

a�(1)
�(1)r

r=a Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM

0,000 1,0000/0,9978 0,0000/0,0000 1,3000/ 1,2986 1,3000/ 1,2986 0,0000/ 0,0000

0,100 0,9801/0,9779 0,0990/0,0989 1,2810/ 1,2796 1,2670/ 1,2656 -0,1000/-0,1000

0,200 0,9216/0,9195 0,1920/0,1918 1,2240/ 1,2226 1,1680/ 1,1666 -0,2000/-0,2000

0,300 0,8281/0,8261 0,2730/0,2727 1,1290/ 1,1275 1,0030/ 1,0016 -0,3000/-0,3000

0,400 0,7056/0,7038 0,3360/0,3356 0,9960/ 0,9944 0,7720/ 0,7707 -0,4000/-0,4000

0,500 0,5625/0,5609 0,3750/0,3745 0,8250/ 0,8231 0,4750/ 0,4738 -0,5000/-0,5002

0,600 0,4096/0,4082 0,3840/0,3834 0,6160/ 0,6134 0,1120/ 0,1111 -0,6000/-0,6009

0,700 0,2601/0,2585 0,3570/0,3565 0,3690/ 0,3650 -0,3170/-0.3181 -0,7000/-0,7025

0,800 0,1296/0,1286 0,2880/0,2874 0,0840/ 0,0776 -0,8120/-0.8151 -0,8000/-0,8065

0,900 0,0361/0,0354 0,1710/0,1700 -0,2390/-0.2487 -1,3730/-1.3835 -0,9000/-0,9149

0,920 0,0236/0,0230 0,1413/0,1402 -0,3082/-0.3180 -1,4931/-1.5067 -0,9200/-0,9344

0,940 0,0135/0,0131 0,1094/0,1080 -0,3788/-0.3877 -1,6159/-1.6327 -0,9400/-0,9471

0,960 0,0061/0,0058 0,0753/0,0735 -0,4510/-0.4669 -1,7413/-1.7546 -0,9600/-1,0167

0,980 0,0016/0,0014 0,0388/0,0370 -0,5248/-0.5766 -1,8693/-1.9015 -0,9800/-1,4880

0,998 0,0000/0,0000 0,0040/0,0015 -0,5924/-0.2822 -1,9868/-1.4032 -0,9980/19,7424

1,000 0,0000/0,0000 0,0000/0,0000 -0,6000/| -2,0000/-1.9608 -1,0000/-0,9786
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Tabelle 6.4: Problem Sh: BEM und analytische Werte f�ur die Kreisplatte h=a = 0; 5.

64D

a4�(1)
u3

16D

a3�(1)
u�

16

a2�(1)
�
(1)

��

16

a2�(1)
�
(1)
rr

2

a�(1)
�
(1)
r

r=a BEM BEM BEM BEM BEM

0,000 4,5636 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,100 4,5179 0,0000 0,0000 0,0000 -0,1000

0,200 4,3807 0,0000 0,0000 0,0000 -0,2000

0,300 4,1522 0,0000 0,0000 0,0000 -0,3000

0,400 3,8322 0,0000 0,0000 0,0000 -0,4000

0,500 3,4207 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5001

0,600 2,9176 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6004

0,700 2,3228 0,0000 0,0000 0,0000 -0,7011

0,800 1,6354 0,0000 0,0000 0,0000 -0,8027

0,900 0,8544 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9063

0,920 0,6867 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9272

0,940 0,5153 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9479

0,960 0,3401 0,0000 0,0000 0,0000 -0,9690

0,980 0,1598 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0093

0,998 0,0028 0,0000 0,0000 0,0000 -0,6530

1,000 0,0000 0,0000 | 0,0000 -0,9810
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Tabelle 6.5: Problem RM: BEM und analytische Werte f�ur die Kreisplatte h=a = 0; 5.

64D

a4�(1)
u3

16D

a3�(1)
u�

16

a2�(1)
�
(1)

��

16

a2�(1)
�(1)
rr

2

a�(1)
�(1)
r

r=a Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM Analyt./BEM

0,000 5,5714/5,5578 0,0000/ 0,0000 1,3000/ 1,2962 1,3000/ 1,2962 0,0000/-0,0000

0,100 5,5058/5,4923 0,0990/ 0,0987 1,2810/ 1,2772 1,2670/ 1,2632 -0,1000/-0,1000

0,200 5,3102/5,2968 0,1920/ 0,1914 1,2240/ 1,2202 1,1680/ 1,1642 -0,2000/-0,2000

0,300 4,9881/4,9750 0,2730/ 0,2721 1,1290/ 1,1252 1,0030/ 0,9992 -0,3000/-0,3000

0,400 4,5456/4,5329 0,3360/ 0,3348 0,9960/ 0,9923 0,7720/ 0,7681 -0,4000/-0,4000

0,500 3,9911/3,9789 0,3750/ 0,3735 0,8250/ 0,8216 0,4750/ 0,4707 -0,5000/-0,5001

0,600 3,3353/3,3235 0,3840/ 0,3821 0,6160/ 0,6132 0,1120/ 0,1066 -0,6000/-0,6005

0,700 2,5915/2,5798 0,3570/ 0,3544 0,3690/ 0,3671 -0,3170/-0.3250 -0,7000/-0,7014

0,800 1,7753/1,7628 0,2880/ 0,2843 0,0840/ 0,0832 -0,8120/-0.8255 -0,8000/-0,8034

0,900 0,9047/0,8892 0,1710/ 0,1653 -0,2390/-0.2395 -1,3730/-1.3974 -0,9000/-0,9076

0,920 0,7258/0,7092 0,1413/ 0,1351 -0,3082/-0.3099 -1,4931/-1.5194 -0,9200/-0,9287

0,940 0,5457/0,5280 0,1094/ 0,1026 -0,3788/-0.3828 -1,6159/-1.6423 -0,9400/-0,9494

0,960 0,3645/0,3457 0,0753/ 0,0678 -0,4510/-0.4430 -1,7413/-1.7833 -0,9600/-0,9707

0,980 0,1826/0,1611 0,0388/ 0,0294 -0,5248/-0.4871 -1,8693/-1.9960 -0,9800/-1,0118

0,998 0,0183/0,0028 0,0040/-0,0012 -0,5924/-0.5697 -1,9868/-1.1168 -0,9980/-0,6538

1,000 0,0000/0,0000 0,0000/ 0,0000 -0,6000/| -2,0000/-1.9627 -1,0000/-0,9798



Kapitel 7

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein hierarchisches Di�erential- und Integralgleichungssy-

stem zur Berechnung von Plattenbiegungsproblemen hergeleitet. Es wurden zwei Platten-

modelle ber�ucksichtigt: 1) das bekannte Reissnersche Modell sechster Ordnung s-(1,0)

und 2) das Reissner-Poniatovskiische Modell zw�olfter Ordnung s-(3,2). Es wurde

gezeigt, wie die Di�erential- und Integralgleichungen des Modells s-(1,0) durch Vereinfa-

chungen aus dem Modell s-(3,2) gewonnen werden k�onnen. Die Einf�uhrung transversal-

isotroper Materialien in die Konstitutivgleichungen hat sich zur Interpretation der resul-

tierenden Gleichungen als vorteilhaft erwiesen. Mit den hergeleiteten Gleichungen k�onnen

transversale E�ekte durch die Materialkonstanten kE, k� und kG leicht verfolgt werden.

Die entsprechenden Gleichungen f�ur isotrope Materialien k�onnen daraus direkt gewon-

nen werden. Durch Anwendung des Helmholtzschen Zerlegungssatzes wurde gezeigt,

dass das hier hergeleitete 2D-Di�erentialgleichungssystem die bessere Ann�aherung an das

3D-Problem im Vergleich mit Plattenmodellen der d-Gruppe liefert.

Im zweiten Kapitel wurden die r�aumlichen Verschiebungs- und Spannungsfelder

so dargestellt, dass sich der Verlauf beider Felder in Dickenrichtung �uber die Plattenh�ohe

in Form von Legendreschen Polynomen ergibt. Der Verlauf der Plattenspannungen wur-

de direkt vom Verschiebungsansatz hergeleitet. Die Bedeutung der durch das Hellinger-

Reissnersche Variationsprinzip hergeleiteten Plattenverschiebungen wurde erkl�art, in-

dem der urspr�ungliche Verschiebungsansatz eingesetzt wurde. Es wurden gleichzeitig die

Gleichgewichtsgleichungen f�ur eine beliebige Plattenbelastung und f�ur ein System von

Einzelbelastungen hergeleitet, die zur Herleitung der Integralgleichungen notwendig sind.

Im dritten Kapitel wurden die hierarchischen Di�erentialgleichungen durch An-

wendung des Hellinger-Reissnerschen Variationsprinzips hergeleitet. Kopplungsvaria-

blen wurden so de�niert, dass das Modell s-(1,0) direkt aus dem Modell s-(3,2) abgeleitet

werden kann. Es wurden die Lam�e-Navierschen Gleichungen f�ur beide Modelle pr�asen-

tiert.

Im vierten Kapitel wurden die hierarchischen Integralgleichungen f�ur Verschie-

bungen und Spannungen abgeleitet. Die notwendigen Tensoren zweiter und dritter Stufe

wurden als Ableitungen des Verschiebungstensors UIJ pr�asentiert.
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Kapitel 7. Zusammenfassung

Im f�unften Kapitel wurden die Lam�e-Navierschen Di�erentialgleichungen durch

die Anwendung des Helmholtzschen Zerlegungssatzes entkoppelt. Drei Gleichungssyste-

me haben sich ergeben. Es wurde durch direkten Vergleich mit den entsprechenden Glei-

chungen der 3D-Elastizit�atstheorie gezeigt, dass die Di�erentialgleichungen der Modelle

der s-Gruppe eine passendere Beschreibung als diejenigen der d-Gruppe liefern.

Im abschlie�enden Abschnitt der Arbeit wurden die allgemeinen Fundamentall�osun-

gen betrachtet. F�ur das Problem s-(1,0) wurde gezeigt, dass die allgemeine Fundamen-

tall�osung widerspruchsfrei ist. F�ur das Problem s-(3,2) wurde die allgemeine skalare

Fundamentall�osung hergeleitet. Alle Informationen der drei Di�erentialgleichungsfamilien

(Kirchhoffsche, Schub- und Papkovich-Fadlesche Gleichungen) sind in der allgemei-

nen Fundamentall�osung enthalten. Sowohl f�ur das Problem s-(1,0) als auch f�ur das Pro-

blem s-(3,2) sind zwei freie Konstanten vorhanden. Die Fundamentall�osung des Problems

s-(1,0) wurde so zerlegt, dass die entsprechende Fundamentall�osung des Kirchhoffschen

Modells direkt aus der Fundamentall�osung des Reissner-Mindlinschen Modells gewon-

nen wurden, URM

ij
(r) = U

Sh

ij
(r) + U

K

ij
(r).

Die Integralgleichungen erm�oglichen es, die fest mit Randschichtproblemen ver-

bundenen Plattenaufgaben e�ektiv zu l�osen, da die lokalen Rande�ekte direkt von den

Fundamentall�osungen beschrieben werden. Im Gegensatz dazu ist bei den z.Zt. �uberwie-

gend verwendeten FE-Methoden eine aufwendige lokale Netzverfeinerung in Randn�ahe

notwendig, die stark von den Randbedingungen und den Materialparametern kE, k� und

kG bei transversal-isotropen Materialien abh�angt. Derartige Netzverfeinerungen sind bei

den Integralgleichungsverfahren in keinem Fall notwendig, da keine inneren Netze erfor-

derlich sind.



Anhang A

Das Spannungsfeld

Hier wird das Spannungsfeld f�ur transversal-isotrope Materialien bestimmt. Ausgangs-

punkt ist der Ansatz (2.1). Die De�nition der Legendreschen Polynome (Rodriguessche

Gleichungen) und einige bekannte Beziehungen zwischen ihnen lauten (k; i 2 N0):

Pk(�) :=
1

2kk!

dk

d�k

�
�
2 � 1

�k
; (A1a)

P(k+1)(�) =
1

k + 1

�
(2k + 1)�Pk(�)� kP(k�1)(�)

�
; (A1b)

d

d�
Pk(�) = (2k � 1)P(k�1)(�) +

d

d�
P(k�2)(�) ; (A1c)

Z 1

�1

Pi(�)Pk(�) d� =

8><
>:

2=(2k + 1) wenn k = i

0 wenn k 6= i

: (A1d)

Durch mehrmaliges Anwenden der Gl. (A1c) ergibt sich:

P
0

2(k�1)(�) =

k�1X
j=1

(4j � 1)P(2j�1)(�) ; (A2a)

P
0

(2k�1)(�) =

k�1X
j=0

(4j + 1)P2j(�) ; (A2b)

P
00

(2k�1)(�) =

k�1X
i=1

(4i + 1)

iX
j=1

(4j � 1)P(2j�1)(�) (A2c)

mit P
0

k
(�) � d

d�
Pk(�).

Wir brauchen zus�atzlich die folgenden Lemmata:
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Lemma A.0.1

mX
k=1

k

kX
i=1

Ai =

mX
k=1

Ak

mX
i=k

i ; (A3)

wobei Ai ein Vektor ist (i = 1; : : : ; m), m 2 N.

Beweis A.0.1 Der Beweis erfolgt durch vollst�andige Induktion. F�ur m=1 haben wir A1 =

A1. Zun�achst nehmen wir an, dass die Behauptung f�ur k = 1; : : : ; m gilt. Wir zeigen dann,

dass die Behauptung auch f�ur k = 1; : : : ; m+ 1 gilt.

m+1X
k=1

k

kX
i=1

Ai =

mX
k=1

k

kX
i=1

Ai + (m+ 1)

m+1X
i=1

Ai =

=

mX
k=1

Ak

mX
i=k

i+

m+1X
k=1

Ak

m+1X
i=m+1

i =

m+1X
k=1

Ak

m+1X
i=k

i : 2

Lemma A.0.2

mX
k=1

Bk

k�1X
i=1

i

iX
j=1

Aj =

mX
k=1

Ak

mX
i=k

i

mX
j=i+1

Bj ; (A4)

wobei Ai und Bi Vektoren sind (i = 1; : : : ; m), m 2 N .

Beweis A.0.2 Der Beweis erfolgt wieder durch vollst�andige Induktion. F�ur m=1 ist die

Behauptung trivialerweise erf�ullt. F�ur m=2 haben wir

B2

1X
i=1

i

iX
j=1

Aj = A1

2X
i=1

i

2X
j=i+1

Bj =) B2A1 = A1B2 :

Wenn (A4) gilt, m�ussen wir einfach zeigen, dass

m+1X
k=1

Bk

k�1X
i=1

i

iX
j=1

Aj =

m+1X
k=1

Ak

m+1X
i=k

i

m+1X
j=i+1

Bj :

Es folgt dann mit dem Lemma A.0.1

m+1X
k=1

Bk

k�1X
i=1

i

iX
j=1

Aj =

mX
k=1

Bk

k�1X
i=1

i

iX
j=1

Aj +Bm+1

mX
i=1

i

iX
j=1

Aj =

=

mX
k=1

Ak

mX
i=k

i

mX
j=i+1

Bj +

mX
k=1

Ak

mX
i=k

i

m+1X
j=m+1

Bj =

=

mX
k=1

Ak

mX
i=k

i

m+1X
j=i+1

Bj =

m+1X
k=1

Ak

m+1X
i=k

i

m+1X
j=i+1

Bj : 2

Zun�achst haben wir, mit Anwendung des Ansatzes (2.1), die Gleichungen (2.10)-

(2.12) zu erf�ullen.
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Satz A.0.1 Unter Ber�ucksichtigung des Verschiebungsansatzes (2.1), des Sto�gesetzes

(2.9) und der kinematischen Beziehungen (2.10) ist das Spannungsfeld

���(x) =
1

2c2

MX
k=1

4k � 1

a(2k�1)
�
(k)

��
(x)P(2k�1)(�) (A5)

mit den Plattenspannungen

�
(k)

��
(x) :=

Z
c

�c

a(2k�1)���(x)cP(2k�1)(�) dx3 : (A6)

Beweis A.0.3 Man setzt (2.1) in (2.10) ein und durch Anwendung von (2.9) resultiert

���(x) =

MX
k=1

"
a(2k�1)A

(k)

��
(x)cP(2k�1)(�) +

+ a2(k�1)B
(k)

��
(x)

k�1X
i=1

(4i+ 1)

iX
j=1

(4j � 1)cP(2j�1)(�)

#

mit

A
(k)

��
(x) := G

h
�
(k)

�;�
(x) + �

(k)

�;�
(x)
i
+
2� (1 + k

2
�
�)

�
�
(k)

;

(x)Æ�� ;

B
(k)

��
(x) := G

2� (1 + �) k�kE

�
�
(k)
3 (x)Æ�� :

Es folgt durch Anwendung vom Lemma A.0.2

���(x) =

MX
k=1

(
a(2k�1)A

(k)

��
(x) + (4k � 1)

MX
j=k

(4j + 1)

"
MX

l=j+1

a2(l�1)B
(l)

��
(x)

#)
cP2k�1(�) :

Setzt man jetzt diese Gleichung in (A6) ein unter Beachtung von (A1d), so folgt

�
(k)

��
(x) =

2c2

4k � 1
a(2k�1)

(
a(2k�1)A

(k)

��
(x) + (4k � 1)

MX
j=k

(4j + 1)

"
MX

l=j+1

a2(l�1)B
(l)

��
(x)

#)
c :

Aus den letzten zwei Gleichungen resultiert die Gl. (A5). 2

Um die anderen Spannungskomponenten abzuleiten, verwenden wir nun die Gleich-

gewichtsgleichungen (2.11), wobei der Verlauf von bi(x) sinngem�a� nach dem Satz A.0.1

folgenderma�en angenommen wird:

Folgerung A.0.3 Der Verlauf der Volumenkr�afte b�(x) (der sp�ater zur Ableitung der

Integralgleichungen n�otig ist) ergibt sich zu (siehe Krenk [49])

b�(x) =
1

2c2

MX
k=1

4k � 1

a(2k�1)
m

(k)
�
(x)P(2k�1)(�) (A7)
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mit

m
(k)
�
(x) =

Z
c

�c

a(2k�1)b�(x)cP(2k�1)(�) dx3 : (A8)

Die integrierten Volumenkr�afte m
(k)
� (x) stellen �au�ere Plattenbiegungsmomente

dar, die zur Deutung der Plattenverzerrungsde�nitionen hilfreich sind.

Die Gleichgewichtsgleichungen k�onnen wir wie folgt schreiben

���;�(x) + ��3;3(x) + b�(x) = 0 ; (A9a)

�3�;�(x) + �33;3(x) + b3(x) = 0 : (A9b)

Die Spannungen ��3 sind durch folgenden Satz gegeben.

Satz A.0.2 Unter Ber�ucksichtigung der Gleichgewichtsgleichungen (A9a) ergibt sich aus

(A5) und (A7) unter Beachtung des Belastungszustandes f�ur die Schubverzerrung (2.12):

��3(x) =
1

2c

MX
k=1

1

a2(k�1)
�
(k)
�
(x)

�
P2(k�1)(�)� P2k(�)

�
(A10)

mit den Plattenspannungen

�
(k)
�
(x) :=

Z
c

�c

a2(k�1)��3(x)
dP(2k�1)(�)

d�
dx3 (A11)

und den Plattengleichgewichtsgleichungen

�
(k)
�
(x) =

a2(k�1)

a(2k�1)

h
�
(k)

��;�
(x) +m

(k)
�
(x)
i

: (A12)

Beweis A.0.4 Setzt man (A5) und (A7) in (A9a) ein und integriert die resultierende

Gleichung, so ergibt sich unter Ber�ucksichtigung von (A1c) und (2.12)

��3(x) =
1

2c

MX
k=1

�
1

a(2k�1)

h
�
(k)

��;�
(x) +m

(k)
�
(x)
i� �

P2(k�1)(�)� P2k(�)
�

:

Verwendet man die De�nition (A11), so ergibt sich mit (A2a) und (A1d)

�
(k)
�
(x) = a2(k�1)

�
1

a(2k�1)

h
�
(k)

��;�
(x) +m

(k)
�
(x)
i�

:

Mit der Herleitung der zwei obigen Gleichungen ist der Beweis vollst�andig. 2

Folgerung A.0.4 Der Verlauf der wirkenden Volumenkr�afte b3(x) ergibt sich zu

b3(x) =
1

2c

MX
k=1

1

a2(k�1)
m

(k)
3 (x)

�
P2(k�1)(�)� P2k

�
(A13)

mit

m
(k)
3 (x) =

Z
c

�c

a2(k�1)b3(x)
dP(2k�1)(�)

d�
dx3 : (A14)
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Die Variablenm
(k)
� (x), Gl. (A8), die aus den parallel zur Plattenebene integrierten

Volumenkr�aften b�(x) resultieren, stellen wirkende Momente dar. Die Variablen m
(k)
3 (x),

Gl. (A14), die aus der senkrecht zur Plattenebene integrierten Volumenkraft b3(x) folgen,

beschreiben wirkende Kr�afte.

Die letzte Komponente des Spannungstensors erhalten wir aus folgenden Satz:

Satz A.0.3 Aus der Gleichgewichtsgleichung (A9b) ergibt sich unter Ber�ucksichtigung

der Gl. (A13)

�33(x) =
1

2

MX
k=1

1

a2(k�1)

h
�
(k)
�;�

(x) +m
(k)
3 (x)

i
�

�
1

4k � 3
P(2k�3)(�)�

2(4k � 1)

(4k � 3)(4k + 1)
P(2k�1)(�) +

1

4k + 1
P(2k+1)(�)

�
(A15)

mit der Gleichgewichtsgleichung

�
(1)(x) = � 1

a0

h
�
(1)
�;�

(x) +m
(1)
3 (x)

i
: (A16)

Die Spannung �33(x) verursacht keine Plattenspannung f�ur das Modell sechster Ordnung

(r = s := 1) (nur �(1)(x) tritt auf, und das ist die Belastung). Die Gleichgewichtsgleichung

(A16) ist von der De�nition der Plattenspannungen, in der �33 beteiligt ist, unabh�angig.

Die folgende Plattenspannung gilt insbesondere f�ur das Modell zw�olfter Ordnung (r=s:=2):

�
(i�r+1)(x) =

Z
c

�c

a(2i�1)�33(x)cP(2i�1)(�) dx3 ; i� r + 1 = 2; : : : ; s (A17)

mit der entsprechenden Gleichgewichtsgleichung f�ur r = s := 2

�
(2)(x) =

c
2
a5

99a2

h
�
(2)
�;�

(x) +m
(2)
3 (x)

i
: (A18)

Beweis A.0.5 Setzt man (A10) und (A13) in der Gleichgewichtsgleichung (A9b) ein

unter Beachtung von (A1c) und (2.12), so resultieren (A15) und (A16). Setzt man danach

(A15) in (A17) ein unter Ber�ucksichtigung von (A1d), so folgt

�
(i�r+1)(x) =

c
2
a(2i�1)

4i� 1

8>><
>>:

MX
k=1

�
�
(k)
�;� +m

(k)
3

�
a2(k�1)

2
664

k=i+1z }| {
1

4k � 3
�

k=iz }| {
2(4k � 1)

(4k � 3)(4k + 1)
+

k=i�1z }| {
1

4k + 1

3
775
9>>=
>>; :

F�ur r = s := 2 sind M = 2 und i = 3. Von der obigen Gleichung kann die Gleichge-

wichtsgleichung (A18) direkt abgeleitet werden. 2





Anhang B

Die Tensoren f�ur die Probleme K, Sh

und RM

Wir geben hier die vollst�andigen Fundamentaltensoren f�ur die Probleme K, Sh und RM.

Die Normalenableitung ist r;n := r;�n� :

T
RM
ij (r) = T

K
ij (r) + T

Sh
ij (r)

T
K

��
(r) =

�(1� �)

4�r

n
r;�n� + r;nÆ�� +

�
�̂n� � 2r;�r;n

�
r;�

o
;

T
K

�3(r) = 0 ;

T
K

3�(r) =
�1
4�

n�
(1 + �) ln(�1r) + �

�
n� + (1� �)r;�r;n

o
;

T
K

33 (r) = 0 : (B1)

T
Sh

��
(r) =

�1
2�r

n
�rK1(�r)

�
r;�n� +

�
Æ�� � 2r;�r;�

�
r;n

�
+

+ 2A(�r)
�
r;�n� + r;�n� +

�
Æ�� � 4r;�r;�

�
r;n

�o
;

T
Sh

�3 (r) =
�
2

2�

�
B(�r)n� � A(�r)r;�r;n

	
;

T
Sh

3� (r) = 0 ;

T
Sh

33 (r) =
�r;n
2�r

: (B2)
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U
RM
ij;� (r) = U

K
ij;�(r) + U

Sh
ij;�(r)

U
K

��;

(r) =

�1
4�Dr

n
r;�Æ�
 + r;�Æ�
 +

�
Æ�� � 2r;�r;�

�
r;


o
;

U
K

�3;
(r) = �UK

3�;
(r) =
1

4�D

�
ln(�1r)Æ�
 + r;�r;


	
;

U
K

33;
(r) =
1

4�D
r ln(�1r)r;
 : (B3)

U
Sh

��;

(r) =

�1
�D(1� �)r

n
�rK1(�r)

�
Æ�� � r;�r;�

�
r;
 +

+ A(�r)
�
r;�Æ�
 + r;�Æ�
 +

�
Æ�� � 4r;�r;�

�
r;


�o
;

U
Sh

�3;
(r) = �USh

3�;
(r) = 0 ;

U
Sh

33;
(r) =
�r;


�D(1� �)�2r
: (B4)

U
RM
�ij (r) = U

K
�ij(r) + U

Sh
�ij(r)

U
K

��

(r) =

1� �

4�r

n
r;�Æ�
 + r;�Æ�
 +

�
�̂Æ�� � 2r;�r;�

�
r;


o
;

U
K

��3(r) =
�1
4�

n�
(1 + �) ln(�1r) + �

�
Æ�� + (1� �)r;�r;�

o
;

U
K

�3�(r) = 0 ;

U
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Anhang C

Der Di�erentialoperator Lco
A11
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, der mit dem Computer-Algebra-System MAPLE berechnet
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