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Kurzfassung

Zur Datenmodellierung in Geo�Informationssystemen �GIS� sind neben geometrischen und seman�
tischen Gesichtspunkten auch topologische Aspekte zu ber�ucksichtigen� W�ahrend die topologischen
Beziehungen� die sich auf graphentheoretische Ans�atze zur�uckf�uhren lassen� schon sehr gut erforscht
sind� stellt sich die Situation bei zwei� bzw� dreidimensionalen Relationen etwas anders dar�

In der vorliegenden Arbeit werden topologische Beziehungen und deren Rolle in GIS er�ortert� Dar�
auf aufbauend wird ein Konzept zur Abbildung und Verwaltung dieser Beziehungen vorgestellt� das
auf dem Modell der Quasi�Zellenzerlegung �kurz q�Zellenzerlegung� basiert� Diese Zerlegung ist das
Ergebnis einer Anpassung der aus der algebraischen Topologie bekannten Zellenzerlegung an die An�
forderungen in GIS� Das Modell ber�ucksichtigt die wesentlichen topologischen Invarianten� so da	
der Raum mit Hilfe der Beziehungen zwischen den Elementen der q�Zellenzerlegung� den q�Zellen�
hinreichend beschrieben ist� Die Zerlegung des Raumes in Verbindung mit der Abbildung der topo�
logischen Relationen seiner Elemente erm�oglicht die Analyse ebenso wie die Pr�ufung auf Konsistenz
und Plausibilit�at dieser Beziehungen�

Dabei ist zu ber�ucksichtigen� da	 die q�Zellenzerlegung im Unterraum IRp durchgef�uhrt wird und ledig�
lich strukturelle Beziehungen der q�Zellen untereinander abgebildet werden� Damit kann beispielsweise
eine zielgerichtete Analyse der topologischen Beziehungen nur unter Hinzuziehung der Semantik er�
folgen� Dies macht deutlich� da	 die q�Zellenzerlegung auf einem relativ hohen Abstraktionsniveau
statt
ndet� Die Gesamtzahl der strukturellen Beziehungen bleibt dadurch verh�altnism�a	ig gering�

In diesem Modell k�onnen alle topologischen Relationen als Mengenbeziehungen betrachtet werden� Da�
mit kann beispielsweise auch die Plausibilit�atspr�ufung auf Mengenoperationen zur�uckgef�uhrt werden�
Da die moderne Informatik diese Sicht mit der Einf�uhrung von entsprechenden Mengendatentypen
unterst�utzt� kann die Bearbeitung des q�Zellenkomplexes �uber geeignete Mengenoperatoren erfolgen�

Aufbauend auf dem oben angedachten mathematischen Modell wird ein auf der Basis der Object
Modeling Technique erstellter Implementierungsentwurf f�ur den IR� und den IR� unterbreitet� Die
Verallgemeinerung f�ur den IRn ist formal durchgef�uhrt� bedarf aber f�ur n � � noch der Interpretation�

Abstract

In addition to geometric and thematic aspects� the topologic model is one of the three main topics
of data�modeling in GIS� This thesis suggests a generalized kind of cell decomposition which is called
q�cell decomposition to map the topological relations between n�dimensional objects� The object itself
is regarded to be an aggregation of the above mentioned geometric� thematic and topologic properties�
whereas the topology of an object is build up by q�cells which are the elements of the q�cell decom�
position� The di�erent q�cells are not unique� because they are situated in a toplogic space where
the Hausdor��criterion is not full
lled� Nevertheless the whole decomposition gets its meaning by the
thematic informations of the objects� So a topologic query with respect to an object would analyse its
topologic properties� This means that the topologic relations between the q�cells the object consists
of are examined�

To manage the various relations between the elements of the q�cell decompostion� a suitable data
structure is presented� Based on this data structure the topologic relations are stored in such a way
that the space is described by its topologic invariants� This includes incidence and adjacency for
example� Although the data structure is independent of an implementation� an object orientated
implementation is recommended� Furthermore the model considers arbitrary dimensions� but only the
D and �D could be interpreted reasonably at present�

The main obstacle of this toplogic model is the formation of the q�cell decomposition� As a consequence
appropriate algorithms must be found�
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� Einleitung

��� Allgemeines zur Topologie

Die Topologie ist ein verh�altnism�a	ig junger Zweig der Mathematik� Erste Arbeiten gehen auf Gottfried
Wilhelm Leibniz �����	�
��� zur�uck� der nach einem Kalk�ul suchte� mit Hilfe dessen er unabh�angig von
Ma	verh�altnissen geometrische Beziehungen ausdr�ucken konnte� Der damals von Leibniz verwendete
Begri� f�ur diese Methoden war Analysis Situs � Im weiteren ist in diesem Zusammenhang auch das im
Jahre ���� von Leonhard Euler ��
�
	�
�� formulierte Br�uckenproblem zu nennen� Ebenso wie der
Polyedersatz werden diese Fragestellungen nach heutiger Au�assung einem Teilgebiet der Topologie�
der sogenannten Graphentheorie� zugeordnet� Auch Carl Friedrich Gau� ��


	���� hat auf dem Feld
der Topologie richtungweisende Beitr�age geleistet� die zum Teil erst mit der Ver�o�entlichung seines
Nachlasses bekannt wurden� In seinen Aufzeichnungen verwendete Gau	 noch den Begri� Geometria
Situs anstelle von Topologie �Gau	�Bd� ��� Im Jahre ���� wurde von Johann Benedikt Listing ���	
��� der neue bis heute gebr�auchliche Begri� Topologie eingef�uhrt�

Durch die Arbeiten von Georg Cantor ����	���� wurde die Topologie entscheidend beein�u	t� und
es entwickelte sich unter diesem Eindruck die sogenannte mengentheoretische Topologie� Es war Felix
Hausdor� ���	������ der hierzu die entsprechenden De
nitionen formulierte� Nach diesem Mathe�
matiker ist auch ein f�ur diese Arbeit sehr wichtiges Trennungsaxiom benannt� Neben der mengentheo�
retischen Topologie hat sich in j�ungster Zeit noch der Zweig der algebraischen Topologie entwickelt�
Er hat seinen Ursprung in der Theorie der Simplexe� Mit Hilfe der Topologie kann man viele z�T�
abstrakte Zusammenh�ange im gew�ohnlichen Raum darstellen� um dadurch eine bessere Vorstellung
von ihnen zu bekommen�

Zur L�osung naturwissenschaftlich�technischer Probleme wurde schon sehr fr�uh von topologischen Be�
ziehungen Gebrauch gemacht� Bereits Gustav Robert Kirchho� ����	�
� verzichtete nicht zuletzt
aufgrund der besseren �Ubersicht auf die lagerichtige Darstellung elektrischer Netze und beschr�ankte
sich dabei auf die Wiedergabe des Netzes als Graph in Form einer Knoten�Kantenstruktur �Kirchho��
������ Diese Vorgehensweise wird in der Elektrotechnik auch heute noch zur Visualisierung umfangrei�
cher Schaltungen angewandt und 
ndet deshalb auch in GIS�Anwendungen der Versorgungswirtschaft
ihren Niederschlag �z�B� �Bernhardt �������Schilcher�Kaltenbach�Roschlaub ����� S� ���f��
�Chwilkowski ����� S������ In der Chemie wurde zur Darstellung von Isomeren bereits von Ar	
thur Cayley ����	���� und James Josef Sylvester ����	�
�� auf graphentheoretische Strukturen
zur�uckgegri�en� J� Sylvester verwendete erstmalig den Begri� Graph im heutigen Sinne�

Was den rein anschaulichen Teil der Topologie betri�t� wird dieser h�au
g auch etwas salopp als die
Geometrie auf der Gummihaut bezeichnet� Mit dieser Bezeichnung soll das Augenmerk vor allem auf
die sogenannten topologischen Invarianten gelenkt werden wie beispielsweise die Nachbarschafts� oder
die Schnittpunkttreue� Wollte man weniger salopp� aber trotzdem ohne gr�o	eren Formalismus� den
Sachverhalt aus dem ersten Satz dieses Absatzes ausdr�ucken� so k�onnte man auch ganz allgemein von
stetigen Abbildungen sprechen und zur Veranschaulichung der betrachteten Beziehungen das Rechteck
und den Kreis heranziehen� Denn diese beiden Gebilde haben ganz o�ensichtlich gemeinsame Eigen�
schaften� die unabh�angig von der Metrik sind�

��� Die Bedeutung der Topologie f�ur Geo�Informationssysteme

Mittlerweile umfa	t der Begri� Geo�Informationssysteme �GIS� eine Vielzahl sehr unterschiedlicher
Anwendungen� die sich sowohl im Ma	stab als auch in der Thematik stark unterscheiden� Dement�
sprechend variieren auch die Anforderungen an die Topologie� Diese reichen von relativ einfachen Fra�
gestellungen zur Netzverfolgung� wie sie beispielsweise in Netzinformationssystemen �NIS� gefordert
werden� bis hin zu komplexen dreidimensionalen Beziehungen� wie sie in Geb�audeinformationssyste	
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men �GebIS� vorkommen�� Diese Vielfalt ist neben anderen ein weiteres Argument� das gegen das
general purpose GIS spricht �Schilcher�Kaltenbach�Roschlaub ����� S� �����

Die Relevanz dieses Wissensgebiets f�ur das Geo�Informationswesen ist o�enkundig� Nach allgemein
anerkannter Au�assung geh�ort neben der Geometrie und der Semantik auch die Topologie als ei�
genst�andiger Teil zur Modellbildung in GIS� In diesem Zusammenhang ist es interessant� die De
nition
der Topologie� wie sie einem Lehrbuch zu GIS entnommen werden kann� n�aher zu betrachten� Nach
�Bill�Fritsch ����� besch�aftigt sich die Topologie

� � � �mit den nichtmetrischen r�aumlichen und strukturellen Beziehungen beliebiger Ele�
mente in abstrakten R�aumen��

Diese De
nition macht deutlich� da	 dem Raumverst�andnis der Topologie nicht notwendigerweise
ein euklidischer Raum zugrunde liegen mu	� Bereits im Konzept zum Amtlichen Topographisch	
Kartographischen Informationssystem �ATKIS� wird deutlich zwischen einer rein topologischen und
einer rein geometrischen Ebene unterschieden �Abbildung ���

Dieser Entwurf bildet die topologischen Zusammenh�ange als Knoten�Kantenstruktur ab� Die klare
Trennung zwischen Geometrie im engeren Sinne und der Topologie erlaubt im allgemeinen �dies wird
an sp�aterer Stelle noch belegt� eine bessere �Uberpr�ufung des Datenbestandes und nach der Bereinigung
der topologischen Fehler auch dessen Analyse�

Vor allem der zweite Aspekt spielt bei Energieversorgungsunternehmen �EVU� eine besondere Rolle
��Bernhardt ����� z�B� S� ���� �Grepel�Sch�uller ������ In einem Bereich� in dem die Netztopolo�

�In �Ulmer�Sester�Fritsch ����� S� �	
 werden Geb�audeinformationssysteme als echte Untermenge von GIS
betrachtet�
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gie von herausragender Bedeutung ist� sollen bereits beim Erfassen der Daten� die korrekte Topologie
gepr�uft und auf Inkonsistenzen untersucht werden� Diese Forderung wird verst�andlich� wenn man sich
vor Augen f�uhrt� da	 die galvanische Verkn�upfung einer ���kV�Freileitung mit einem gew�ohnlichen
Hausanschlu	 keinen Sinn macht� Dieses Beispiel zeigt gleichzeitig auf anschauliche Weise� wie to�
pologische Beziehungen im Analysebereich eingesetzt werden k�onnen� denn wenn der Datenbestand
netzlogisch widerspruchsfrei erfa	t ist� kann anschlie	end relativ einfach auch eine Netzverfolgung
durchgef�uhrt werden�

Wenn in obigem Abschnitt vor allem auf Anwendungen im Versorgungsbereich abgehoben wird� so
soll das nicht hei	en� da	 beispielsweise im reinen Liegenschaftskataster topologische Fragestellungen
keine Rolle spielen� Als Beispiel sei hier die �Uberlappung zweier Flurst�ucke genannt� die im Normalfall
nicht vorkommen kann� Auch hier sind geeignete Werkzeuge zu entwickeln� die u� U� auf topologischen
Beziehungen aufbauen� um derartige F�alle aufzudecken �Rath�Auerbach ������

Ausgehend von der De
nition eines GIS�� das die

� � � Erfassung� Verwaltung� Analyse und Pr�asentation von Informationen mit Raumbe�
zug� � �

zum Ziel hat� gilt es nat�urlich zu ber�ucksichtigen� da	 die Topologie in jedem der Teilbereiche ihre
Spuren hinterl�a	t� D� h� topologische Beziehungen m�ussen erfa	t und gespeichert werden� damit man
sie sp�ater auch analysieren kann� Ob topologische Beziehungen auch pr�asentiert werden m�ussen� h�angt
von der Anwendung ab� Am Beispiel des Energieversorgers aus dem vorangegangenen Absatz ist diese
Frage sicher zu bejahen� da es f�ur ein Unternehmen dieser Sparte von erheblicher Relevanz ist� wie die
Verkn�upfungen im Netz vorliegen� Das Ergebnis dieser Visualisierung k�onnte beispielsweise ein Graph
sein� der die verschiedenen Knoten �z� B� Schieber� Schalter� Ventile usw�� und die sie verbindenden
Kanten �z� B� Haltungen� Leitungen usw�� als sogenannten Schemaplan wiedergibt� Im Gegensatz dazu
mag es fraglich sein� ob die Pr�asentation der Topologie bei einer reinen Katasteranwendung sinnvoll
ist��

��� Zielsetzung der Arbeit

In dieser Arbeit wird der Frage nachgegangen� welche Bedeutung die verschiedenen in der Topologie
de
nierten R�aume f�ur GIS haben� Dabei soll vor allem er�ortert werden� inwieweit die allgemeinere
Deutung des Begri�s Raum aus der Topologie Vorteile f�ur GIS bringt� Bei diesen Untersuchungen soll
in erster Linie der mengentheoretische Gesichtspunkt topologischer Beziehungen in GIS beleuchtet
werden� Unter diesem Aspekt wird auch die Datenbank bzw�� um etwas pr�aziser zu sein� die dort
abgelegte Information betrachtet� Die Analysen sollen dann in einem Implementierungsvorschlag f�ur
topologische Strukturen gipfeln� der m�oglichst vielseitig einsetzbar sein soll� Es wird dabei ein Ansatz
angestrebt� der es erlaubt� s�amtliche Fragestellungen im Zusammenhang mit topologischen Problemen
durch reine Mengenoperationen zu l�osen�

Im folgenden werden Inhalt und Aufbau der Arbeit kurz skizziert� Nach der Einf�uhrung werden
zun�achst in Kapitel  die mathematischen und daran anschlie	end einige Grundlagen aus der In�
formatik� sofern sie diese Arbeit ber�uhren� aufgef�uhrt� Daran anschlie	end werden einige Methoden
zur Modellierung von Daten dargestellt� auf die in Kapitel � zur�uckgegri�en wird� Der n�achste The�
menkreis behandelt dann einige Gesichtspunkte aus dem Bereich GIS und Topologie� Es wird dabei
sowohl theoretischen als auch praktischen Gesichtspunkten nachgegangen� In Kapitel � werden an�
schlie	end einige topologische Fragestellungen des IR� n�aher er�ortert� um daraus Folgerungen f�ur den

�Gemeint sind die Betriebsmittel�
�In Abh�angigkeit der Ziele� die mit einem GIS verfolgt werden sollen� setzen die verschiedenen Autoren voneinander

abweichende Schwerpunkte �z� B� �Burrough ���
� �Bill�Fritsch ����
� �Maguire�Goodchild�Rhind ����
 oder
�Bartelme ����
� und gewichten die oben genannten Teilaspekte unterschiedlich�

�Davon bleibt die Analyse topologischer Beziehungen nat�urlich unber�uhrt� Denn zweifellos ist die Frage nach Nach�
bar�urst�ucken zu einem gegebenen Flurst�uck sinnvoll �siehe auch �Al�Taha�Frank ����
��
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IR� abzuleiten� Darauf aufbauend werden dann Vorschl�age zur Implementierung von zwei� und drei�
dimensionalen Datenstrukturen mit topologischem Hintergrund unterbreitet� Zusammenfassung und
Ausblick bilden den Abschlu	 der Arbeit und stellen nochmals die wichtigsten Ergebnisse heraus bzw�
zeigen weitere Perspektiven�



� � �

� Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen f�ur die darauf folgenden Ausf�uhrungen vorgestellt� Die ma�
thematischen Darstellungen beruhen im wesentlichen auf �J�anisch ������ �Kuhn ������ �Lipschutz
������ �Meschkowski ����� �Ossa ����� sofern es um die allgemeine Topologie geht� Die To�
pologie des IR� sowie die Ausf�uhrungen zu den Simplizial� und Zellenkomplexen st�utzen sich auf
�Alexandroff ������ �Ker�ekj�art�o ����� �Schubert ����� und �Newman ������ Die Ausf�uhrun�
gen zur Graphentheorie gehen auf �Volkmann ����� zur�uck� Die hier genannten Werke werden im
Text als Quelle nicht gesondert nachgewiesen� Probleme aus Randgebieten oder Fragestellungen� die
f�ur diese Arbeit von besonderer Bedeutung sind� werden selbstverst�andlich separat angegeben�

��� Metrische R�aume

Da der metrische Raum unserer Anschauung am n�achsten liegt� soll er als erster vorgestellt werden�

Eine Funktion hei	t Metrik �Distanzfunktion�� wenn sie folgenden Bedingungen gen�ugt�

M� � d�a� b�� � und d�a� a� � ��
M� � d�a� b� � d�b� a��
M� � d�a� c�� d�a� b� � d�b� c� �Dreiecksungleichung��
M� � Aus a �� b folgt d�a� b� � ��

����

d wird dabei als der Abstand von a und b bezeichnet� Aus dem oben Gesagten ergibt sich f�ur das
�Tupel aus dem IR� mit a � �a�� a�� und b � �b�� b�� durch

d�a� b� �
q
�a� � b��� � �a� � b��� ���

die sogenannte nat�urliche oder auch euklidische Metrik� Die euklidische Metrik l�a	t sich dabei auch
auf den IRn verallgemeinern�

Da	 neben der euklidischen noch unz�ahlige weitere Metriken denkbar sind� verdeutlicht die sogenannte
diskrete oder auch triviale Metrik� die wie folgt de
niert ist�

d�a� b� �

�
� falls a �� b

� falls a � b
����

In diesem Zusammenhang wird sp�ater auch der Abstand zweier Mengen von Bedeutung sein� Legt man
dabei die Beziehung �� zugrunde� dann ist der Abstand zweier Mengen A und B in einem gegebenen
metrischen Raum durch

d�A�B� �

�
� falls A � B � �
� falls A � B �� �

����

de
niert� Die gleiche Beziehung gilt auch� wenn eine der Mengen nur aus einem einzigen Punkt besteht�

Ein weiteres Beispiel f�ur eine Distanzfunktion ist der sogenannte Hamming�Abstand� Dieser Begri�
stammt aus der Codierungstheorie und bezeichnet ein Ma	� das die Fehlerkorrektur von Codes cha�
rakterisiert �Rohling ������ In diesem Zusammenhang soll der Hamming�Abstand� ausgehend von
seiner De
nition� einen anderen Akzent bekommen�

Nimmt man zwei gleichlange Worte eines Codes und vergleicht sie Stelle f�ur Stelle� so nennt man
die Anzahl der verschiedenen Stellen den Hamming�Abstand d dieser beiden Worte� Am Beispiel der
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A� ��������

C� ��������

��������� d � �

A� ��������

B� ��������

��������� d � 

Abbildung � Der Hamming�Abstand am Beispiel des ASCII�Codes

Buchstaben A und C des ASCII�Codes �siehe Abbildung � sieht man sofort� da	 diese beiden W�orter
nach obiger De
nition den Abstand d � � haben�

Verallgemeinert man obige De
nition und wendet sie auf einen ganzen Code an� so ist der Hamming�
Abstand des gesamten Codes gerade dem Minimum des Hamming�Abstands unterschiedlicher Code�
W�orter von gleicher L�ange� Daraus ergibt sich f�ur den ASCII�Code ein Hamming�Abstand d von ��
Formal l�a	t sich der Hamming�Abstand zweier W�orter folgenderma	en ausdr�ucken�

d �
nX
i��

di�si� ti�� mit di �

�
� falls si � ti
� falls si �� ti

����

Dabei bezeichnen i die i�te Stelle im Wort s bzw� t und n die L�ange des Wortes� Man beachte� da	
durch diese Distanzfunktion eine Metrik auf einem Code de
niert wird �Heuser� ��� S� ����

��� Der allgemeine topologische Raum

In diesem Abschnitt soll die vorangegangene De
nition eines Raumes verallgemeinert werden� Als
erstes wird gekl�art� was unter einem topologischen Raum zu verstehen ist� Eine Menge T hei	t ein
topologischer Raum� wenn zu jedem a 	 T mindestens eine �Umgebung genannte� Teilmenge U�a� 
 T

existiert� die folgende Eigenschaften hat�

T�� Jedes Element a ist in jeder seiner Umgebungen U�a� als Element enthalten� a 	 U�a��

T�� Zu zwei Umgebungen U��a� und U��a� gibt es stets eine Umgebung V �a�� die im Durchschnitt
von U��a� und U��a� enthalten ist� V �a� 
 U��a�� U��a��

T�� Ist b ein Element aus einer Umgebung U�a�� so gibt es mindestens eine Umgebung U�b�� die in
U�a� enthalten� U�b� 
 U�a��

T�� Jede Obermenge einer Umgebung von a ist Umgebung von a�

Die Elemente eines solchen topologischen Raums hei	en Punkte� Die Axiome T�� T� und T� de
nieren
dabei eine sogenannte Umgebungsbasis von a�

Im folgenden soll gezeigt werden� da	 es sich beim topologischen Raum tats�achlich� wie oben behauptet�
um eine Verallgemeinerung des metrischen Raums handelt� Ausgehend von einem metrischen Raum
M und dem Mengensystem

U�a� � fxjx 	 M � d�x� a� � kg ����

wird f�ur jedes k � � eine Umgebungsbasis von a gebildet� Im eindimensionalen Raum �d� h� der Menge
der reellen Zahlen� ist dies das Intervall �a � k� a � k� �siehe Abbildung ��� in der Ebene sind es
alle Punkte innerhalb eines Kreises �siehe Abbildung �� und im IR� ist es die o�ene Vollkugel� Mit
�� ist gleichzeitig auch die Bedingung T� erf�ullt� es verbleiben die Punkte T� � T�� Mit d�a� a� �
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aa�k a�k

Abbildung �� Das Intervall �a� k� a� k�

� � k� f�ur alle k � � ist bereits T� gezeigt� De
niert man mit U��a� � k� und mit U��a� � k�
zwei Umgebungen von a� wobei k� und k� zwei positive Zahlen sind und k� � k�� dann gilt U��a� 

U��a� und U��a� � U��a� � U��a�� womit durch V �a� � U��a� die Bedingung T� erf�ullt ist� T� kann

�uber die Dreiecksungleichung abgeleitet werden� Gegeben ist U�a� mit d�a� x� � k und b 	 U�a�� also
d�a� b� � k� � k� Ferner sei U�b� gegeben durch d�b� y� � k�� wobei k� � k� � k�k�� k� � ��� Dann ist
d�a� y� � d�a� b� � d�b� y� � k� � k� � k und somit U�b� 
 U�a�� was wiederum T� erf�ullt�

2k
1

a

k
kb

Abbildung �� Die Umgebung von a

Damit ist gezeigt� da	 jeder metrische Raum als topologischer Raum aufgefa	t werden kann� Damit
l�a	t sich der topologische Raum T als echte Obermenge des metrischen Raumes M au�assen �siehe
Abbildung ���

Topologischer Raum

Hausdor�scher Raum

Metrischer Raum

�

�

�

�

�

�

�

�
�
�

�
�

Abbildung �� Der topologische Raum T als Obermenge zum metrischen Raum M

Im Abschnitt �� wurde bereits gezeigt� da	 der Hamming�Abstand eine Metrik auf einen Code de
�
niert� Verallgemeinert kann nun mit der oben gemachten Aussage festgestellt werden� da	 jeder Code�
f�ur den ein Hamming�Abstand angegeben werden kann� gleichzeitig auch einen topologischen Raum
darstellt� Der ASCII�Code w�are demnach z�B� auch ein topologischer Raum�
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Es folgt eine Erweiterung der Axiome T� � T�� Ein topologischer Raum hei	t separiert� wenn die fol�
gende Bedingung erf�ullt ist�

T�� Zu zwei beliebigen aber verschiedenen Punkten a und b des Raumes T gibt es stets Umgebungen
U�a� und U�b�� deren Durchschnitt leer ist� U�a�� U�b� � ��

Ein topologischer Raum� der zus�atzlich zu den Eigenschaften T� � T� auch noch die Eigenschaft
T� erf�ullt� wird auch Hausdor�scher� separierter oder T� Raum genannt� Die Bedingung T� allein
bezeichnet man als das Hausdor�kriterium� Neben dem Hausdor�kriterium sind in der Mathematik
noch weitere Trennungsaxiome� die weitere topologische R�aume charakterisieren� �ublich� Da sie f�ur
diese Arbeit von untergeordneter Bedeutung sind� wird an dieser Stelle nicht n�aher auf sie eingegangen�

Im weiteren wird der Zusammenhang zwischen einem metrischen und einem T��Raum n�aher betrachtet�
Ausgangspunkt sei die Behauptung� jeder metrische Raum ist auch ein T��Raum� Gegeben seien zwei
Punkte a� b 	 X � wobei a �� b� Nach M� ist dann d�a� b� � �� Die beiden o�enen� i�a� n�
dimensionalen o�enen Kugeln G und H haben den Radius r � �

�
mit den Mittelpunkten a bzw�

b� Es wird nun behauptet� da	 die beiden Kugeln nicht disjunkt sind �der Beweis wird �uber einen
Widerspruch erbracht�� Dann gibt es einen Punkt p mit d�a� p� � �

�
und d�b� p� � �

�
� Mit M�

ist dann d�a� b� � �
�

� �
�

� �
��� Dies steht aber im Widerspruch zur Ausgangsannahme� da	

d�a� b� � �� Folglich sind G und H disjunkte o�ene Kugeln bzw� Mengen und damit ist X ein
Hausdor�scher Raum� womit die Ausgangsbehauptung bewiesen w�are�

Neben den mit T��T� gegebenen De
nitionen kann ein topologischer Raum auch auf eine zweite Art
de
niert werden�

Ausgehend von einer nichtleeren Menge X und einem System von Teilmengen T von X wird eine
Topologie auf X durch die folgenden Axiome de
niert�

A�� X und � geh�oren zu T �

A�� Die Vereinigung beliebiger Mengen von T geh�ort zu T �

A�� Der Durchschnitt endlich vieler Mengen von T geh�ort zu T �

Die Mengen von T hei	en o�ene Mengen und das Paar �X� T � hei	t ein topologischer Raum� Wenn in
den folgenden Ausf�uhrungen auf die De
nitionen eines topologischen Raumes Bezug genommen wird�
sind� sofern nicht ausdr�ucklich ausgeschlossen� immer die oben aufgef�uhrten Axiome A��A� gemeint�

Neben den bisher genannten De
nitionen sind noch weitere denkbar� Insbesondere seien in diesem
Zusammenhang die Kuratowski�schen H�ull� bzw� Kernaxiome genannt� die ebenfalls eine Topologie
charakterisieren �Kuhn ����� S� ����� Da diese Darstellung f�ur die vorliegende Arbeit aber keinen
neuen Gesichtspunkt bringt� soll auf diese Axiome nicht n�aher eingegangen werden�

��� Topologische Abbildungen

Ein weiterer wichtiger Aspekt topologischer R�aume ist deren Stetigkeit� die wie folgt de
niert ist�

X und Y seien topologische R�aume und f � X � Y eine Abbildung von X in Y � f hei	t stetig in
t 	 X � wenn es zu jeder Umgebung von f�t� U�f�t�� eine Umgebung U��t� gibt� mit der Eigenschaft
f�U��t�� 
 U�f�t��� Ist f in jedem Punkt stetig� dann ist f global stetig�

Eine bijektive Abbildung f eines topologischen Raums X in einen topologischen Raum Y hei	t eine
topologische Abbildung� wenn die Funktionen f und f�� stetig sind� Topologische Abbildungen werden
auch als hom�oomorphe Abbildungen bezeichnet� Die beiden R�aume X und Y hei	en dann topologisch

�aquivalent�
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Da diese Gruppe von Abbildungen im folgenden noch eine gr�o	ere Rolle spielen wird� soll an dieser
Stelle etwas ausf�uhrlicher auf sie eingegangen werden� Geometrisch l�a	t sich das oben Gesagte sehr
leicht vergegenw�artigen� wie die beiden F�alle in Abbildung � deutlich machen� Demnach erf�ullt die
Abbildung eines Kreises auf einen W�urfel o�ensichtlich alle Bedingungen� die an eine hom�oomorphe
Abbildung gestellt werden� w�ahrend die Abbildung eines W�urfels auf seine Diagonale dies nicht tut�
Die Begr�undung daf�ur ist relativ einfach� da die Forderung nach Umkehrbarkeit der Abbildung nicht
gegeben ist� Jedem Punkt der Diagonale m�ussen zwei Punkte des W�urfels zugeordnet werden� die
Abbildung ist somit nicht bijektiv�

Abbildung �� Die Abbildung des W�urfels auf seine Diagonale und die des Kreises auf den W�urfel

Der in Abbildung � dargestellte Sachverhalt ist genau betrachtet lediglich ein Sonderfall eines allgemei�
neren Zusammenhangs� der in der einschl�agigen mathematischen Literatur als der Brouwer�sche Satz

�uber die Invarianz der Dimensionszahl bekannt ist� Dieser Satz besagt� da� es keine hom�oomorphe
Abbildung zwischen den Punkten eines n	dimensionalen und eines �n �m�	dimensionalen �m � ��
Raumes geben kann� Der Beweis kann zumindest f�ur das in Abbildung � gegebene Beispiel relativ
einfach erfolgen�

Sei k der Umfang eines Kreises im IR�� der mittels einer Abbildung auf ein zun�achst beliebiges Intervall
I �a�b� abgebildet wird� Wenn diese Abbildung eine topologische ist� mu	 sie stetig sein� wie zuvor
bereits ausgef�uhrt wurde� Dann mu	 aber die Umgebung eines beliebigen Punktes U�x� nach �  U�� x�
abgebildet werden� was nichts anderes hei	t� als da	 die Umgebung des Originals im Bild wieder eine
Umgebung zu x ist� Dies kann aber nicht f�ur alle Punkte und f�ur beliebige Umgebungen gegeben
sein� denn o�ensichtlich mu	 der Kreis an irgendeiner Stelle aufgetrennt werden� damit die Punkte
auf das Intervall I abgebildet werden k�onnen� Aber genau f�ur diese Stelle ist die oben geforderte
Bedingung nach Stetigkeit nicht erf�ullt� da zwei benachbarte Punkte an ganz verschiedenen Stellen�
n�amlich einmal nach a und zum anderen nach b� abgebildet werden� Die Abbildung kann somit keine
topologische sein�

Der vorangegangene Satz von Brouwer ist im Grunde nichts anderes als eine Folgerung aus dem
Jordan�schen Kurvensatz � der wegen seiner Bedeutung f�ur GIS und seiner Anschaulichkeit in Abschnitt
�� gesondert vorgestellt wird� Letztlich bauen alle anschaulichen Beweise f�ur den Satz von Brouwer
im IR� und IR� auf dem Theorem von Jordan auf�

��� Der Vergleich von Topologien

Oftmals gilt es zwei Topologien zu einem gegebenen topologischen Raum miteinander zu vergleichen�
Das Ma	 daf�ur bildet die Feinheit� Die Feinheit wird dabei �uber die folgende Festlegung beschrieben�
Seien T� und T� zwei Topologien in X und sei weiterhin T� 
 T�� dann nennt man T� feiner als T�
oder T� gr�ober als T��

Nach dieser De
nition enth�alt damit die feinere Topologie mehr Elemente als die grobe� Weiterhin
kann eine gr�obste und eine feinste Topologie angegeben werden� Die gr�obste Topologie auf X besteht
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aus X selbst und der leeren Menge� Diese Topologie wird auch als die triviale oder die indiskrete Topo�
logie bezeichnet� Demgegen�uber wird die feinste Topologie durch das System aller o�enen Teilmengen
beschrieben� Diese Topologie ist auch unter dem Namen diskrete Topologie bekannt�

Die bisher gemachten Ausf�uhrungen machen deutlich� da	 verschiedene Topologien auf X de
niert
werden k�onnen� Es gibt feinere und gr�obere Topologien� die allerdings nicht unbedingt einer strengen
Ordnung unterliegen� Es sind auch Topologien denkbar� die nicht miteinander vergleichbar sind�

Ein kleines Beispiel soll diese Ausf�uhrungen verdeutlichen� Gegeben sei X � fa� b� cg sowie T� �
f�� X� fag� fb� cgg� T� � f�� X� fbg� fa� cgg und T� � f�� X� fag� fbg� fcg� fa� bg� fa� cg� fb� cggg� Es gilt
nun ganz o�ensichtlich T�  T� und auch T�  T�� d� h� T� und T� sind gr�ober als T�� T� und T�
sind demgegen�uber nicht miteinander vergleichbar� T� bildet f�ur das gegebene Beispiel die feinste� also
diskrete Topologie� da sie die Menge aller Teilmengen von X darstellt� T� � f�� Xg w�are im Gegensatz
dazu die indiskrete Topologie�

��� Homotopien

Existieren zwischen topologischen R�aumen zwei stetige Abbildungen f und g mit f� g � X � Y � dann
hei	en diese homotop �f � g�� wenn es eine dritte stetige Abbildung h � X � ��� ��� Y gibt� so da	
gilt� h�x� �� � f�x� und h�x� �� � g�x� f�ur alle x 	 X � Die Abbildung h wird Homotopie genannt�
wobei sie mitunter auch als stetige Deformation von f in g bezeichnet wird� Diese sehr allgemeine
De
nition spielt im Rahmen dieser Arbeit nur insofern eine Rolle� als sie die Voraussetzung f�ur eine
auf sie aufbauende De
nition liefert� Es handelt sich dabei um die Homotopie von Wegen� Gegeben
seien zwei feste Punkte p und q 	 Y � wobei Y 
 IC und X � ��� ��� h mu	 nun noch den folgenden
Bedingungen gen�ugen� ht��� � p� und ht��� � q f�ur alle t� Dieser Zusammenhang ist in Abbildung �
wiedergegeben�

0

p

q
1h  = g

h  = f

Abbildung �� Beispiel zur Homotopie

��	 Topologische Beziehungen im IR� und im IR�

Wegen ihrer Anschaulichkeit und auch ihrer Bedeutung f�ur GIS wird den topologischen Beziehungen
im IR� und im IR� ein gesonderter Abschnitt gewidmet� Um einige der nachstehenden Begri�e zu
kl�aren� folgen zun�achst verschiedene allgemeine De
nitionen�

Eine geordnete Menge IM hei	t beschr�ankt� wenn sie eine obere und eine untere Schranke hat� Die
Menge ist dar�uber hinaus auch noch zusammenh�angend� wenn es keine Partitionen in IM gibt� Eine
Partition in IM ist genau dann gegeben� wenn IM in ein System IP � fID� IBg zerlegt werden kann�
wobei ID und IB jeweils o�ene Mengen sind� Eine Zerlegung von IM liegt dann vor� wenn es sich bei
ID und IB jeweils um nichtleere� disjunkte Mengen handelt� deren Vereinigung gerade IM ergibt�

Gegeben sei eine Menge IM� Dann ist p 	 IM genau dann ein innerer Punkt von IM� wenn es eine
Umgebung U�p� von p gibt� die vollst�andig zu IM geh�ort� Ein Gebiet G� das Teilmenge von IM ist�
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liegt genau dann vor� wenn je zwei innere Punkte von G durch einen Weg� der vollst�andig in G liegt�
verbunden werden k�onnen� Die Grenzpunkte� die nicht zum Gebiet geh�oren� werden Rand !s von G
genannt� Daraus folgt� da	 jede Umgebung des Randes U� !s� sowohl Punkte enth�alt� die zum Gebiet
geh�oren als auch solche� die nicht zum Gebiet geh�oren�

Diese wenigen einf�uhrenden Worte gen�ugen� um einen der zentralen S�atze� um die sich diese Arbeit
drehen wird� zu formulieren� Eine einfach geschlossene Kurve bestimmt in der Ebene genau zwei
Gebiete und ist mit dem Rand dieser beiden Gebiete identisch� Aus diesem nach Jordan benannten
Satz ergeben sich mehrere Schlu	folgerungen� wovon eine bereits in Abschnitt � vorweggenommen
wurde� Eine weitere Aussage� die besonders f�ur die Beweisf�uhrung gern herangezogen wird� ist die
folgende� Jeder Punkt einer einfach geschlossenen Kurve ist sowohl im Innern als auch im �Au�eren der
Kurve erreichbar� Speziell f�ur diese Arbeit ist die nachfolgend getro�ene Beziehung von fundamentaler
Bedeutung� Das topologische Bild eines Gebiets in der Ebene ist wieder ein Gebiet�

Nachdem der Jordan�sche Kurvensatz mit seinen Folgerungen vorgestellt wurde� wird im folgenden
auch auf seine Umkehrung hingewiesen� die von nicht minderer Bedeutung ist� Eine beschr�ankte�
abgeschlossene Punktmenge� die in der Ebene zwei Gebiete bestimmt� und deren Punkte in beiden
Gebieten erreichbar sind� ist eine einfach geschlossene Kurve� d� h� sie l�a�t sich topologisch auf den
Kreis abbilden� Aus diesem Satz folgt unmittelbar� da	 beispielsweise alle geschlossenen Kurven im IR�

zum Kreis hom�oomorph sind und somit alle topologischen Aussagen� die f�ur den Kreis gemacht werden
k�onnen� auch f�ur diese Kurven G�ultigkeit haben� Aufgrund dieses Satzes werden an den verschiedensten
Stellen im nachfolgenden Text die Beweise nur f�ur eine bestimmte geschlossene Kurve ausgef�uhrt und
anschlie	end verallgemeinert�

Mit dem Jordan�schen Kurvensatz hat man jetzt ein elegantes Hilfsmittel� um den Satz �uber die In�
varianz der Dimensionszahl �siehe S� ��� auch auf andere Art beweisen zu k�onnen� Dies soll nochmals
am Beispiel des Kreises und der Menge der reellen Zahlen aufgezeigt werden� Die Ausgangsvorausset�
zungen lauten jetzt� Der Kreis als geschlossenes Polygon teilt die Ebene in ein inneres und ein �au	eres
Gebiet� Da der Kreis in der Ebene eine beschr�ankte Menge darstellt� mu	 er als topologisches Ab�
bild wieder eine beschr�ankte Menge erzeugen� Auf der Zahlengerade sei dies das halbo�ene Intervall
�a�b�� Das �au	ere Gebiet ist o�ensichtlich unbeschr�ankt� woraus zu schlie	en ist� da	 es aus dieser
unbeschr�ankten Menge einen Punkt x geben mu	� f�ur den nach der Abbildung x � a gilt� Aus der
gleichen Menge mu	 es aber auch einen anderen Punkt y geben� f�ur den y � b gilt� Nachdem nun
diese Punkte in der Ebene �uber irgendeinen Weg erreichbar sind� ist dies im Bild nach oben getro�ener
Feststellung nicht mehr m�oglich� D� h� die Abbildung ist nicht stetig� was sie aber sein m�u	te� wenn es
sich um eine topologische handeln sollte� Der Beweis �uber den Wegzusammenhang kann f�ur beliebige
Dimensionen nicht durch eine Verallgemeinerung der oben gewonnen Einsichten erbracht werden�

Aus den bisherigen Ausf�uhrungen lassen sich die h�au
g verwendeten topologischen Invarianten wie
etwa Nachbarschaftstreue� Schnittpunkttreue und Geschlossenheit ableiten� �Uber die De
nition des
Gebietes ist auch die Beziehung innen und au�en ebenso wie die Eigenschaft Randpunkt festgelegt�

�Newman ����� S����� gibt einen allgemeing�ultigen Beweis des Jordan�schen Kurvensatzes f�ur belie�
bige Dimensionen� F�ur den IR� ergeben sich dabei einige wichtige Zusammenh�ange� Als Verallgemei�
nerung zu dem IR� bildet im IR� die �Zelle den Rand !s eines Gebietes G und trennt G von Gc� dem zu
G komplement�aren Gebiet� Anschaulich gesprochen bezeichnet !s ein inneres und ein �au	eres Gebiet�
Allgemein l�a	t sich zeigen� da	 eine �p � ���Sph�are �p � �� � � � � �n� zwei Gebiete im IRp bestimmt�
Die Sph�are selbst bildet dabei den Rand dieser Gebiete� Dies gilt nebenbei bemerkt auch f�ur den IR��
denn der Punkt� also die ��Sph�are� teilt den Zahlenstrahl ebenfalls in zwei disjunkte Gebiete�

Zuletzt wird f�ur den IR� noch der Begri� des Umlaufsinns eingef�uhrt� Da in der Ebene alle geschlosse�
nen Gebiete hom�oomorph zum Kreis sind� erfolgt die De
nition am Beispiel des Kreises� Dem Umlauf�
sinn des Kreises entspricht eine zyklische Ordnung von drei vom Mittelpunkt ausgehenden Strahlen�
Dem anderen Umlaufsinn entspricht die entgegengesetzte zyklische Ordnung� Auf ein Dreieck �uber�
tragen ist die Indikatrix eines Dreiecks� d� h� die zyklische Ordnung seiner Eckpunkte� dem Umlaufsinn
des Kreises �aquivalent�
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��
 Teilr�aume

Gegeben sei ein topologischer Raum X und eine nichtleere Teilmenge T von X � Es existiert nun eine
Abbildung f � die jedem Element der Menge T ein Element aus X zuordnet� f ist dar�uber hinaus im
allgemeinen injektiv� Es gilt also f � T � X � Die Abbildung f wird Inklusion oder Injektion von T in
X genannt� T selbst wird als Teil	 oder Unterraum bezeichnet�

Eine andere Darstellung� die allerdings im Kontext dieser Arbeit aussagekr�aftiger ist� kann durch die
folgende De
nition gegeben werden�

Gegeben sei der topologische Raum �X�H�� Weiterhin sei T eine nichtleere Teilmenge von X � Dann
ergibt sich mit H� aus H � T � P�T �� wobei H 	 H� eine Topologie auf T � P�T � bezeichnet dabei die
Potenzmenge von T � Das Paar �T�H�� hei	t Unter� oder Teilraum von �X�H��

Folgendes Beispiel soll die Ausf�uhrungen verdeutlichen�

Sei X � IR � IN und T � IR� dann bildet das Paar �T�H�� mit H� � R einen Unterraum�

��� Simplexe und Simplizialkomplexe

Die Punkte x��	� x��	� x��	� � � � � x�p	 �insgesamt p�� Punkte� sind in allgemeiner Lage� wenn die Vekto�
ren

x��	 � x��	� x��	� x��	� x��	� x��	� � � � � x�p	 � x��	 ����

linear unabh�angig sind� Die Punkte x��	� x��	� x��	� � � � � x�p	 stehen dabei f�ur x�j	 � �x�� x�� x�� � � � � xn��
j � �� ��  � � � � n� Ist �� erf�ullt� dann sind auch

x�i	 � x�j	� � � � � f�ur i � �� �� � � � � � p und j fest mit i �� j

linear unabh�angig� Sind die Punkte in allgemeiner Lage� dann hat die von ihnen aufgespannte Hyper�
ebene L die Dimension p und besteht aus den Punkten

x �
pX

j��

�jx
�j	� �j 	 IR�

pX
j��

�j � ��

Die �j hei	en baryzentrische Koordinaten von x� Ist w �	 L� dann sind die p� Punkte w� x��	� x��	� x��	� x�p	

ebenfalls in allgemeiner Lage�

Sind die Punkte x��	� x��	� x��	� � � � � x�p	 	 Rm in allgemeiner Lage� dann wird die Menge

s � sp �

��
�

pX
j��

�jx
�j	

������
pX

j��

�j � �� und �j � � f�ur � j � �� �� � � � � � p

��
	 ����

als Simplex bezeichnet� Man sagt auch sp wird von den Ecken x�j	 aufgespannt�

Die oben getro�ene Festlegung kann sehr kompakt in folgender De
nition ausgedr�uckt werden� Ein
p�dimensionales Simplex �p�Simplex� im IRm�m � p� ist die konvexe H�ulle von p � � Punkten in
allgemeiner Lage�

Betrachtet man die Punktmenge x�j	� j � �� �� � � � � � p� aus denen sich das Simplex zusammensetzt
als Punkte eines topologischen Raumes� dann sind zwei Simplexe sp und s�p zueinander hom�oomorph�
Diese topologische Abbildung entspricht einer bijektiven Zuordnung der Ecken von sp zu denen von
s�p� Demnach gibt es nach den Regeln der Kombinatorik �p � ��" verschiedene Abbildungen von sp
nach s�p� Um hier Eindeutigkeit zu erzielen� de
niert man geordnete Simplexe� Dies geschieht durch
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die vollst�andige Durchnumerierung der Ecken� womit eine Reihenfolge festgelegt ist� Sind die beiden
Simplexe sp und s�p in dieser Weise geordnet� dann gibt es nur noch genau eine Abbildung� die die
Eckenordnung erh�alt�

Jede nichtleere Teilmenge der Menge aller Ecken eines Simplex sp be
ndet sich wieder in allgemeiner
Lage und spannt somit ebenfalls ein Simplex auf� Jedes dieser resultierenden Simplexe hei	t Seite von
sp� Bezeichnet man eine solche Teilmenge von q Elementen �q � p� von sp mit sq und die verbleibende
Menge mit sr� so sagt man� sr ist die sq gegen�uberliegende Seite� Damit liegt jeder Ecke von sp eine
p��� dimensionale Seite gegen�uber� Die Vereinigung aller Seiten von sp hei	t geometrischer Rand von
sp und wird mit !sp bezeichnet� Aus dieser Festlegung ergibt sich ein Problem f�ur das ��Simplex� das
durch die folgende De
nition beseitigt wird� F�ur das ��Simplex ist der geometrische Rand leer�

0 1 2

Abbildung �� Beispiele f�ur ein �������Simplex und einen simplizialen Komplex im IR�

Eine Menge von Simplexen wird simplizialer Komplex genannt� wenn er den beiden folgenden Bedin�
gungen gen�ugt�

S�� Geh�ort das Simplex sp zu S� dann geh�ort auch jede Seite von sp zu S�

S�� F�ur je zwei Simplexe aus S ist der Durchschnitt entweder leer oder eine gemeinsame Seite�

simpliziale Abbildung isomorphe simpliziale Komplexe

a b

Abbildung �� Eine simpliziale Abbildung und zwei isomorphe simpliziale Komplexe

Die Abbildung v eines Simplizialkomplexes Ks auf einen Simplizialkomplex Ls hei	t simplizial� wenn
sie jedes Simplex von K a#n auf L abbildet� Die Abbildung v ist im allgemeinen weder injektiv noch
surjektiv �siehe Abbildung �a�� Eine simpliziale Abbildung ist bereits durch die Einschr�ankung auf die
Abbildung der Ecken vonKs und Ls festgelegt� Einen Sonderfall bilden dabei zwei Simplizialkomplexe�
f�ur die eine simpliziale Abbildung existiert� die sowohl injektiv als auch surjektiv und damit bijektiv
ist� Die beiden Simplizialkomplexe werden dann als isomorph bezeichnet� Gem�a	 den in Abschnitt �
getro�enen De
nitionen kann diese spezielle Abbildung auch als hom�oomorph bezeichnet werden�
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Aus den bisher getro�enen Aussagen m�ussen nachfolgend noch einige wichtige Schlu	folgerungen ge�
zogen werden� Danach k�onnen Simplizialkomplexe nicht beliebig angeordnet sein� ihr Aufbau mu	
gewissen Regeln gen�ugen� So ist beispielweise die Figur in Abbildung �� kein simplizialer Komplex� da
laut De
nition ein Simplex eine konvexe H�ulle bezeichnet und ein Simplizialkomplex aus Simplexen
bestehen mu	� die allenfalls eine gemeinsame Seite haben d�urfen� Diese Regel ist in Abbildung ��
gleich f�ur mehrere Simplexe verletzt�

Abbildung ��� Ein Gegenbeispiel f�ur einen Simplizialkomplex

��� Zellenkomplexe

Die Verallgemeinerung der simplizialen Komplexe stellen die sogenannten Zellenkomplexe dar� die im
folgenden n�aher beschrieben werden� Vor der De
nition der Zellenkomplexe gilt es aber noch einige
Begri�e zu kl�aren� Es ist Ep �

Pp
i�� x�i � �� p � �� die abgeschlossene Einheitskugel des IRp und

Sp�� �
Pp

i�� x
�
i � �� p � �� die p���dimensionale Sph�are des IRp� Hier stellt sich das Problem� wie die

��dimensionale abgeschlossene und o�ene Einheitskugel zu behandeln ist� F�ur den Fall p � � de
niert
man deshalb die abgeschlossene ��dimensionale Einheitskugel E� und die entsprechende o�ene Sph�are
S�� � ��

Mit Hilfe dieser Festlegungen kann ein Zellenkomplex Z in einem separierten topologischen Raum� der
in Zellen aufgeteilt ist� wie folgt beschrieben werden�

Z�� Jede Zelle enth�alt genau einen Punkt von Z�

Z�� Zu jeder p�dimensionalen Zelle zp von Z gibt es eine stetige Abbildung f � die Ep in Z derart
abbildet� da	 Ep � Sp�� hom�oomorph auf zp abgebildet wird und f�Sp��� f�ur p � � in der
Vereinigung endlich vieler Zellen von Z mit kleinerer Dimension als p enthalten ist �p 	 IN� p �
pmax��

Z�� Eine Teilmenge von Z ist abgeschlossen� wenn ihr Durchschnitt mit der abgeschlossenen H�ulle
einer jeden Zelle jeweils abgeschlossen ist�

Die Bedingung Z� stellt sicher� da	 der Raum in Zellen aufgeteilt ist� Aufgrund dieser Eigenschaft
spricht man auch von einer Zellenzerlegung�Z� in Verbindung mit Z� besagt weiterhin� da	 der Aufbau
von Z rekursiv beschrieben werden kann� Danach ergibt sich Zq
� aus Zq durch Hinzuf�ugen der �q����
Zellen� Die Grundbausteine liefern die ��Zellen�

Nach den obigen Ausf�uhrungen sind demnach die Beispiele b und c aus Abbildung �� zul�assige Zel�
lenkomplexe� w�ahrend das Beispiel a gegen die Bedingung Z� verst�o	t� Das vierte Beispiel �d� ist
ebenfalls keine zul�assige Zellenzerlegung� da diese Figur nicht hom�oomorph zur o�enen Einheitskugel
ist� Im Gegensatz dazu stellt das letzte Beispiel wieder einen g�ultigen Zellenkomplex dar� da die beiden
o�enen �Zellen jeweils topologisch auf E�nS� abgebildet werden k�onnen�
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Abbildung ��� Beispiele f�ur zul�assige und unzul�assige Zellenzerlegungen im IR�

An dieser Stelle mu	 auf einen wichtigen Unterschied der Zellenkomplexe zu den Simplizialkomplexen
aufmerksam gemacht werden� Die Forderung Z� umfa	t im wesentlichen die Existenz einer topologi�
schen Abbildung der o�enen p�Zelle auf die o�ene p�Einheitskugel �EpnSp���� Es wird somit keine
konvexe Menge mehr vorausgesetzt� Insofern sind die Bedingungen� die man an einen Zellenkomplex
stellt� schw�acher als diejenigen� die an einen Simplizialkomplex gestellt werden�

Dar�uber hinaus umfa	t die Bedingung Z� auch die Forderung nach einer endlichen H�ulle f�ur jede
n�Zelle� Aus diesem Grund wird diese Eigenschaft auch als H�ullenendlichkeit bezeichnet� Dies wird
f�ur die sp�ateren Ausf�uhrungen noch von Bedeutung sein�

Die De
nition Z� wiederum bezieht sich auf unendliche Zellenkomplexe und hat die Aufgabe� Son�
derf�alle aufzufangen� Von daher hat sie f�ur diese Arbeit nicht die gleiche Bedeutung wie die beiden
anderen� Dabei spielen ausschlie	lich praktische Gr�unde eine Rolle� da unendliche Zellenkomplexe in
GIS nicht abgebildet werden k�onnen�

��� Quasi�Zellenkomplexe

In diesem Abschnitt erf�ahrt die in Abschnitt �� getro�ene De
nition eines Zellenkomplexes Z ei�
ne weitere Verallgemeinerung� Die Motivation� die sich hinter dieser Erweiterung verbirgt� wird an
sp�aterer Stelle in Kapitel � gegeben�

Einleitend soll noch nachstehende Bezeichnungsweise eingef�uhrt werden� Es sei ID�� ID� � � � � IDq das
kartesische Produkt der paarweise zueinander disjunkten Menge von Attributen� IDq steht dabei f�ur
die Menge aller q�Tupel�

Eine Quasi�Zellenzerlegung setzt einen topologischen Raum IRp � IDq voraus� in dem alle Punkte das
Hausdor�kriterium erf�ullen� Die Zerlegung erfolgt dabei im Unterraum IRp und mu	 den nachstehenden
Bedingungen gen�ugen�

Q�� Eine Quasi� oder q�Zelle zp hat einen �au	eren Rand !zpa und f�ur p � � n �n � �� � �� � � �m�
innere R�ander !zpi � Es gilt� !zpj � !zpk � � f�ur j �� k� wobei k� j die Menge der R�ander durchlaufen�
Die q���Zelle ist hom�oomorph zu ��� ��� Die Menge aller q�Zellen wird als Quasi�Zellenkomplex
oder als q�Zellenkomplex Q bezeichnet�

Q�� F�ur die randbildenden zp���Zellen mu	 gelten� da	 jeweils die endliche Vereinigungsmenge eines
Teils der zp�� hom�oomorph zu Ep��nSp�� ist�

Q�� Es gilt zpi � z
q
j � � f�ur p � q und z

p
i � z

q
j � � oder zpi � z

q
j � z

p
i � z

q
j f�ur p �� q�
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Q�� Es sind nur endliche q�Zellenkomplexe zugelassen�

Das Bedingung Q� in Verbindung mit Q� fordert sowohl von den inneren als auch vom �au	eren
Rand von zp� da	 sie hom�oomorph zur o�enen Einheitskugel sind� Die R�ander d�urfen sich dabei nicht
schneiden� F�ur den Sonderfall der q � ��Zelle wird ebenso verfahren wie in Abschnitt ��� d� h� f�ur
p � � gilt Ep � � und Sp�� � ��

W�ahrend Z� im Zusammenhang mit den Zellenkomplexen den Schnitt von Zellen vermeiden soll� ist
dieser Fall durch Q� explizit zugelassen� Aus Q� in Verbindung mit Q� kann f�ur diesen Fall dann die
Forderung abgeleitet werden� da	 zwei Zellen zq und zp gemeinsame innere oder �au	ere Randpunkte
haben m�ussen�

Die beiden Bedingungen Q� und Q� sind vor allem praktischer Natur� Sie dienen letztlich nur dazu�
unangenehme Ausnahmef�alle zu vermeiden� Q� sichert daher die Existenz eines endlichen Randes�
w�ahrend Q� die Zahl der Zellen begrenzen soll� Beide De
nitionen ber�uhren in gewisser Weise Imple�
mentierungsaspekte in GIS� deren Sinn in Kapitel � n�aher erl�autert wird�

Wie aus den vorangegangenen Ausf�uhrungen ersichtlich ist� handelt es sich bei IDq um einen Raum�
der durch die Attribute aufgespannt wird� Dies k�onnen beispielsweise Farbe� Strichst�arke oder Lini�
enart ebenso aber auch Sachdaten wie z� B� Objektschl�ussel� Stra	enbreite oder Temperatur sein� IDq

beschreibt somit als Raum den Bereich der semantischen Objektmodellierung� Diese sehr allgemeine
Au�assung macht es allerdings notwendig� den Begri� Identit�at in bezug auf Zellen neu zu fassen�
Die Quasi�Identit�at ist wie folgt de
niert� Zwei Zellen sind quasi	identisch oder q	identisch� wenn sie
nur im Unterraum IDq voneinander unterschieden werden k�onnen� Dies bedeutet umgekehrt� da	 zwei
geometrisch und topologisch identische Elemente �uber ihre Semantik� also im Raum IDq� dennoch zu
unterscheiden sind�

Nach dieser De
nition unterscheiden sich die q�identischen Zellen folglich im IRp nicht� Dieser Sachver�
halt ist f�ur GIS von herausragender Bedeutung� da es hier sehr h�au
g vorkommt� da	 Objekte in ihrer
graphischen Auspr�agung rein geometrisch gleich sind� aber aufgrund ihrer Attribute durchaus unter�
schieden werden k�onnen� Die vollst�andige Identit�at zweier q�Zellen soll allerdings nach Voraussetzung
�wegen Hausdor�kriterium� nicht zugelassen sein�

Mit der Einf�uhrung obiger De
nition geht eine f�ur die Zellenkomplexe sehr wesentliche Eigenschaft
verloren� Denn ein so zusammengesetzter Quasi�Zellenkomplex kann nicht mehr als Ger�ust aufge�
fa	t werden �vgl� dazu �Schubert ����� S� ������ Der Verlust dieser Eigenschaft mu	 aber in Kauf
genommen werden� damit zumindest ein Teil der Theorie aus dem Bereich der algebraischen Topolo�
gie angewendet werden kann� Die q�Zellen haben von daher die Eigenschaften eines Gebietes� wie es
begri$ich in Abschnitt �� eingef�uhrt wurde�

Der Einfachheit halber wird f�ur die folgenden Abschnitte nachstehende Konvention getro�en�

� Wenn von �������� � � �p�Zellen die Rede ist� dann sind sie immer als das Ergebnis einer Quasi�
Zellenzerlegung zu sehen und folglich als q����q����q��� � � q�p�Zelle zu interpretieren� Sind dage�
gen Zellen im Sinne der Axiome Z� � Z� gemeint� dann wird dies ausdr�ucklich erw�ahnt�

Diese Festlegung hat weiter keinen tieferliegenden Sinn� sie soll lediglich Schreibarbeit ersparen�

���� �Uberlagerungen

Eine �Uberlagerung zu einem topologischen Raum X liegt dann vor� wenn es einen Raum  X und eine
surjektive Abbildung f �  X � X gibt� wobei jeder Punkt x 	 X eine o�ene Umgebung U�x� hat�
die die folgende Eigenschaft besitzt� Das Urbild f���U�x�� ist die Vereinigung von disjunkten o�enen
Mengen  U�x�� �mit � 	 Indexmenge %� aus  X� wobei f� eine hom�oomorphe Abbildung von  U�x��
auf U�x� darstellt�
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Der Raum X hei	t dann der �uberlagerte Raum� der Raum  X der �uberlagernde Raum� Abbildung �
verdeutlicht diesen Zusammenhang� Das Bild der Umgebung U�x� wird dabei als Faser bezeichnet� die
Umgebung  U�x�� liegt dabei auf dem Blatt B�� Die M�achtigkeit der Faser �uber X wird als Bl�atter�
zahl bezeichnet� Aus der oben beschriebenen Eigenschaft folgt� da	 die Abbildung f �  X � X immer
zumindest lokal hom�oomorph ist� Im Zusammenhang mit dieser Arbeit werden keine weiteren �Uber�
lagerungen ben�otigt� insbesondere wird auf die Einf�uhrung der verzweigten �Uberlagerung vollst�andig
verzichtet�

X
x

x

x

2 X
~x

1

3

Abbildung �� Der Raum X und seine �Uberlagerung

���� Graphentheorie

Grunds�atzlich best�unde an dieser Stelle die M�oglichkeit� Graphen auf zwei verschiedene Arten ein�
zuf�uhren� Zum einen k�onnte man den geometrischen Weg �uber die De
nition im euklidischen Raum
beschreiten� zum anderen kann als Alternative dazu der Graph auch auf abstrakte Art eingef�uhrt
werden� In dieser Arbeit wird von der zweiten M�oglichkeit Gebrauch gemacht� da diese Anschauung
dem behandelten Sto� n�aher liegt und damit auch auf die Einf�uhrung einer Metrik verzichtet werden
kann�

Ausgehend vom kartesischen Produkt� das eine Menge S durch Multiplikation mit sich selbst �also
S � S� in die Menge der geordneten Paare �s� t�� mit s� t 	 S �uberf�uhrt� bilden �s� t� und �t� s�
verschiedene Elementpaare� Das Produkt besteht somit aus k� geordneten Paaren� Als ungeordnet
bezeichnet man die Paare dann� wenn �s� t� und �t� s� nicht unterschieden werden� Das Produkt wird
dann mit S & S bezeichnet� Es umfa	t k�k���� voneinander verschiedene Elemente� Auf der Grund�
lage dieser De
nition betrachten wir nun zwei Mengen N mit den Elementen �n�� n�� � � �� und E mit
den Elementen �e�� e�� e�� � � ��� die zueinander elementfremd sind� Dann erzeugt die Abbildung 	 von
E in N & N einen Graphen� 	 wird als die dem Graphen zugeordnete Inzidenzabbildung bezeichnet�
Die Elemente von E werden Kanten� die von N Knoten genannt� Alle Algorithmen im Umfeld der
Graphentheorie verwenden direkt oder indirekt die zuvor beschriebene Inzidenzabbildung�

Im folgenden sollen noch einige allgemeine Begri�e im Zusammenhang mit Graphen behandelt werden�
Zwei Graphen G � �N�E� und G� � �N �� E�� hei	en isomorph� wenn zwischen ihren Mengen E
und E� sowie N und N � eineindeutige Zuordnungen bestehen� Beispiel a und b in Abbildung �� sind
zueinander isomorph� Ein Graph hei	t pl�attbar oder planar� wenn sich seine Kanten nicht schneiden
bzw� wenn er keine geometrische Realisierung im IR� hat� Beispiel b in Abbildung �� ist o�ensichtlich
planar� aber auch Graph a in derselben Abbildung ist es� da er zu Graph b isomorph ist� Graph c
hingegen ist nicht planar� da sich die Kanten e� und e� schneiden� ohne an der Stelle einen Knoten zu
haben�
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Abbildung ��� Beispiele f�ur Graphen

F�uhrt man neben den Begri�en Knoten und Kanten noch die Masche als Element ein� die die von
Kanten umschlossene Fl�ache bezeichnen soll� so ergibt sich daraus die bereits von L� Euler gefundene
Beziehung f�ur planare Graphen� C � n � e � f � � wobei C die sogenannte Charakteristik
und n� e� f die Knoten� Kanten bzw� Maschen darstellen� Bei dieser Formel ist zu ber�ucksichtigen�
da	 der Au	enraum ebenfalls eine Masche darstellt� Im Beispiel von Abbildung �� hat der Graph b
o�ensichtlich f�unf Punkte� f�unf Kanten und zwei Maschen� was mit � � � �  �  zum richtigen
Ergebnis f�uhrt� Die strenge Beziehung f�ur planare Graphen ebenso wie die allgemeinere Beziehung
n � e � f �  f�ur nichtplanare Graphen� wird in GIS h�au
g zur Konsistenzpr�ufung eingesetzt�

Kanten von Graphen k�onnen bestimmte Eigenschaften haben� die den gesamten Graphen charak�
terisieren� So k�onnen beispielsweise Kanten gerichtet sein� so da	 sie nur in bestimmten Richtungen
durchlaufen werden k�onnen� Man spricht dann von einem gerichteten Graphen� Des weiteren kann eine
Kante gewichtet sein� was zum Begri� des gewichteten Graphen f�uhrt� Erreicht man einen beliebigen
Knoten eines Graphen auf zwei unterschiedlichen Wegen� so enth�alt er Zyklen� Die drei Graphen aus
Abbildung �� geh�oren dieser Gruppe an�

Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Elementen des Graphen �Knoten� Kanten und Maschen� werden
mit den Begri�en Inzidenz und Adjazenz zum Ausdruck gebracht� F�ur den Graphen als Gesamtheit
kann dies auch mit Hilfe der Matrizenschreibweise in Form der Inzidenzmatrix I bzw� Adjazenzmatrix
A geschehen� Dabei gelten die folgenden grundlegenden Beziehungen�

A � ITI ����

Im Zusammenhang mit dieser Arbeit sind noch einige weitere Begri�e aus dem Bereich der Graphen�
theorie einzuf�uhren� Zun�achst ist dies der Begri� des zusammenh�angenden Graphen� der aus dem
Blickwinkel der Geometrie wie folgt de
niert ist� Ein Graph hei�t zusammenh�angend� wenn es zu je	
weils zwei verschiedenen Kanten mindestens einen Weg gibt� Diese Bedingung ist Voraussetzung f�ur
die De
nition des Baumes� die besagt� Ein zusammenh�angender Graph� der keine geschlossenen Kan	
tenz�uge �Zyklen� enth�alt� hei�t Baum� Mehrere B�aume bilden einen Wald� Im Abschnitt ����� wird
dieser Sachverhalt noch weiter ausgebaut�

���� Ordnungen

Im Zusammenhang mit topologischen Punktmengen wird besonders in Kapitel � der Begri� der Ord�
nung eine bedeutende Rolle spielen� An dieser Stelle soll der Begri� Ordnung wie folgt de
niert werde�
Eine Menge O mit den Elementen a� b� c besitzt eine Relation �� die eine Ordnung��srelation� auf O
de
niert� wenn die drei folgenden Voraussetzungen erf�ullt sind

O� a � a�

O� falls a � b und b � a� dann ist a � b�
O� falls a � b und b � c� dann ist a � c�

�����
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Das Paar �O��� hei	t dann eine geordnete Menge� Die Ordnung kann auch auf Mengen von Mengen
erweitert werden�

Erf�ullt eine Relation die unter O� genannte Bedingung� so wird sie als re�exiv bezeichnet� Ist dagegen
O� erf�ullt� wird sie als antisymmetrisch bezeichnet� Gilt demgegen�uber O�� so ist die Relation transitiv�
Damit eine Ordnung auf einer Menge de
niert ist� mu	 folglich eine re�exive� antisymmetrische und
transitive Relation auf dieser Menge gegeben sein�

Bei einigen Betrachtungen bez�uglich topologischer Punktmengen wird auch der Zermelo�sche Wohl�
ordnungssatz gebraucht werden� Dieser Satz besagt� da	 sich jede Menge wohlordnen l�a	t� Es bleibt
zu kl�aren� was unter Wohlordnung zu verstehen ist� Die De
nition dazu lautet� Eine Menge O hei	t
wohlgeordnet� wenn jede nichtleere Teilmenge von O ein erstes Element hat�
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� Grundlagen zur Datenverwaltung in GI�Systemen

Entsprechend der De
nition auf Seite �� ist nach allgemein anerkannter Au�assung die Langzeitspei�
cherung von Daten eine der zentralen Anforderungen� die an ein GIS gestellt wird� In diesem Kapitel
werden daher die verschiedenen M�oglichkeiten der Langzeitspeicherung� soweit sie die hier behandelte
Problematik ber�uhrt� er�ortert� Die Speicherung von Daten in Datei� Systemen wird dabei von vorn�
herein ausgeklammert� da sie nicht mehr zeitgem�a	 und im �ubrigen mit gro	en Nachteilen verbunden
ist� Im Vordergrund des Interesses stehen vor allem die Charakteristika der verschiedenen Ans�atze�
weniger z� B� die Algebra� die darauf aufbaut�

Die wesentliche Motivation zu den folgenden Ausf�uhrungen ist in Kapitel � gegeben� Dort werden die
hier vorgestellten Strukturen als die Tr�ager der Semantik betrachtet� Anschlie	end gilt es nachzuwei�
sen� da	 diese Strukturen auch als topologische Punktmengen aufgefa	t werden k�onnen� die dar�uber
hinaus auch noch das Hausdor�kriterium erf�ullen� Dies wiederum ist Voraussetzung f�ur die Zul�assigkeit
der in Kapitel � durchgef�uhrte q�Zellenzerlegung� f�ur deren Elemente Klassen abgeleitet werden�

��� Datenbankmodelle

In den folgenden Abschnitten werden die derzeit aktuellen Datenbankmodelle vorgestellt� Es sind dies
der Reihe nach das Netzwerkmodell� das relationale Modell und das objektorientierte Modell� Nicht
er�ortert wird dagegen das hierarchische Modell� weil es heute nahezu keine Rolle mehr spielt� Dar�uber
hinaus ergibt sich in GIS� im Gegensatz zu vielen anderen Anwendungen� noch das Problem� da	 sich
die hier auftretenden F�alle oftmals nicht in eine hierarchische Struktur pressen lassen� die vor allem
Beziehungen der Art � �m voraussetzt�

Ebenso wie das hierarchische Modell gewisserma	en unter den Tisch f�allt� werden auch die verschiede�
nen Sichten der Anwender� die des Datenbankadministrators und die des Systemmanagers� die zu den
Datenbankschemata f�uhren� nicht n�aher ausgef�uhrt� Gleiches gilt f�ur den Vergleich der verschiedenen
Modelle untereinander� da es in dieser Arbeit nicht darum geht� die Vorteile des einen den Nachteilen
des anderen Modells gegen�uberzustellen� Alle Ausf�uhrungen zum Thema Datenbanken st�utzen sich
auf �Vossen�Witt ������ �Lang�Lockemann ������ �Gabriel�R�ohrs ����� und �Vossen ������

����� Das Netzwerkmodell

Von den hier behandelten Datenbankmodellen ist das Netzwerkmodell das �alteste� Es basiert auf
den Arbeiten der Data Base Task Group �DBTG� des CODASYL �COnference on DAta SYstem
Language��Komitees und wird daher h�au
g auch als das CODASYL�Modell bezeichnet� Nach einem
ersten Vorschlag von ���� lag schlie	lich ���� ein international anerkannter Quasi�Standard vor�

Die erste Strukturierungsregel dieses Modells sieht als Informationstr�ager einen Satz �record� vor�
der wiederum aus verschiedenen atomaren Standardtypen �z� B� Zeichen� ganze Zahl usw�� besteht�
Als n�achst h�ohere Strukturierungsm�oglichkeit ist die Zusammenfassung zusammengeh�origer Records
mittels Verkettung zu einem Set vorgesehen� Records k�onnen aber nicht nur innerhalb eines Sets
miteinander verbunden werden� es ist auch eine Verkettung von Records �uber die Setgrenzen hinweg
zugelassen� Dieses Charakteristikum hat dem Modell letztlich den Namen gegeben� In Abbildung ��
ist das Netzwerkmodell in seiner einfachsten Variante wiedergegeben�

Da dieses Datenbankmodell in neueren GIS�Anwendungen nicht mehr zum Einsatz kommt� soll es an
dieser Stelle nicht weiter vertieft werden� zumal das f�ur diese Arbeit Notwendige mit der Abbildung ��
bereits zum Ausdruck gebracht wurde� Zusammenfassend soll an dieser Stelle lediglich nochmals auf die
zentrale Bedeutung des Records hingewiesen werden� auf die an sp�aterer Stelle noch zur�uckgekommen
wird�
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Abbildung ��� Strukturierung im Netzwerkmodell

����	 Das relationale Modell

Dieses Datenbankmodell� das auf �Codd ����� zur�uckgeht� ist das derzeit am h�au
gsten eingesetzte�
Auch in GIS hat es sich einen wichtigen Platz erobert und wird nach wie vor in Theorie und Praxis
eingehend diskutiert �siehe z� B� �Pecher ������ �Singer ������ �Br�uck ������ �Powitz�Riemer
����� oder �Fritsch ����� S� ����� Kennzeichnend f�ur dieses Modell ist die Aggregierung von Da�
tens�atzen� die sich wie im Netzwerkmodell ebenfalls aus atomaren Komponenten� zusammensetzen�
zu sogenannten Relationen�

Im folgenden soll der im vorangegangenen Absatz er�orterte Sachverhalt etwas formaler dargestellt
werden�

Seien A�� A�� � � �An paarweise verschiedene Attributnamen und ID�� ID� � � � IDn die jeweils zugeh�origen
Mengen �Dom�anen�� dann hei	t jede Teilmenge R aus dem kartesischen Produkt ID�� ID�� � � �� IDn

eine n�stellige Relation �uber ID�� ID� � � � IDn� Sie besteht somit aus einer zeitlich ver�anderlichen Menge
von Tupeln� Die Dom�anen selbst bestehen wiederum aus den schon in Abschnitt ����� angesprochenen
atomaren Datentypen� Es besteht dabei aufgrund des Bildungsgesetzes keine Ordnung innerhalb der
Menge der n�Tupel �siehe �Langran ����� S� �����

Die Menge aller Tupel l�a	t sich sehr einfach in Form von Tabellen darstellen �siehe Tab� ��� Nicht
zuletzt wegen dieser eing�angigen Darstellung in Verbindung mit der daraus resultierenden leichten
Erlernbarkeit der Abfragesprache hat das relationale Modell eine derartige Verbreitung gefunden�

Leitungsnummer Leitungsart Material Verlegedatum � � � � � �

� HW Sb �������� � � � � � �
 ZW GG ������� � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� VW PVC ������� � � � � � �

Tabelle �� Die Relation �Rohrleitung� mit einigen Tupel

Auf der Basis obiger De
nitionen sind zahlreiche Operationen denkbar� deren mathematischer Ansatz
auf der sogenannten relationalen Algebra fu	t� Es handelt sich dabei im wesentlichen um ein Abfrage�
modell� das auf Mengenoperationen basiert� F�ur diese Arbeit sind nun weniger die Operationen selbst�
als vielmehr die Voraussetzungen� die an den Abfragemechanismus gestellt werden� von besonderer Be�
deutung� Dieser Sachverhalt f�uhrt unmittelbar zur sogenannten Schl�usselbedingung� Letztlich besagt
diese Bedingung nichts anderes� als da	 zu jedem beliebigen Zeitpunkt t jedes Tupel einer Relation R

�uber ein oder mehrere Attribute Ai eindeutig zu identi
zieren ist� Das Attribut� das die Identi
zierung
des Tupel erm�oglicht� nennt man den Schl�ussel � Wird die Eindeutigkeit erst �uber mehrere Attribute
erreicht� so spricht man von einem zusammengesetzten Schl�ussel � Die Schl�usseleigenschaft und die

�Wie sp�ater noch gezeigt wird� spielen die Anzahl und die Art der Datentypen f�ur diese Arbeit keine Rolle� weshalb
an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen wird�
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Konsequenz� die sich daraus f�ur die verschiedenen Operationen auf Relationen ergibt� brauchen in
diesem Zusammenhang nicht weiter vertieft zu werden� Wichtig ist einzig die Tatsache� da	 sich jedes
Tupel durch eine wie auch immer geartete Kombination der atomaren Komponenten identi
ziert�

Da die Operatoren Vereinigung � Di�erenz � Projektion und Selektion jeweils nur auf eine Relation wir�
ken� ist es leicht einzusehen� da	 die Schl�usseleigenschaft� auf die es im folgenden vor allem ankommt�
davon unber�uhrt bleibt� Sie bleibt auch dann erhalten� wenn eine Vereinigung �join� einer Relation
R mit einer anderen Relation S zu einer Ergebnisrelation E erzeugt wird� Denn letztlich l�a	t sich
jeder Join auf ein kartesisches Produkt zur�uckf�uhren� wo jedes Tupel seine Schl�usseleigenschaft aus
der Ursprungsrelation in die Ergebnisrelation mitnimmt und dadurch diese Eigenschaft in gewisser
Weise erbt�

����� Das objektorientierte Modell

Obwohl es f�ur objektorientierte Datenbanksysteme noch keine verbindliche internationale Norm� gibt�
wie das etwa beim relationalen Modell der Fall ist� mu	 dieser Ansatz aufgrund seiner zunehmenden
Bedeutung mit in die Betrachtungen aufgenommen werden� Besonders im Bereich der GI�Systeme ist
das babylonische Sprachgewirr� was die Terminologie angeht� besonders gro	� �Fritsch�Anders� �����
versuchen in ihrer Ver�o�entlichung etwas Licht ins Dunkel dieser Materie zu bringen� Neben einer
feinen Di�erenzierung der Begri�e strukturell objektorientiert und verhaltensm�a	ig objektorientiert�
die beide mehr die Sicht des Anwenders widerspiegeln� steht in dieser Arbeit eher der dritte Begri�
der vollen Objektorientierung im Mittelpunkt� Ausf�uhrlich ist dieses Konzept z�B� in �Lang� Locke�
mann ����� oder auch �Heuer ����� beschrieben� spezieller im Zusammenhang mit GIS auch in �Bill
������ �Benning�Berzen� ����� erl�autern den objektorientierten Ansatz am Beispiel eines Geb�audein�
formationssystems�

F�ur diese Arbeit ist der Begri� der Objektidentit�at von besonderer Bedeutung� Deshalb wird dieser
Gesichtspunkt im folgenden n�aher beleuchtet� Dies erfordert zun�achst eine weitergehende De
nition
des Begri�s Objekt� W�ahrend das Objekt bisher mehr aus fachlicher Sicht betrachtet wurde� z�B�
die Rohrleitung mit ihren verschiedenen Attributen �siehe Tab� ��� so erf�ahrt nun der Begri� Objekt
einen neue Bedeutung� Als Objekt soll in diesem Zusammenhang die Gesamtheit von Datenspeicher
und Verhaltensregeln in Verbindung mit der Objektidentit�at verstanden werden� Jedes Objekt besitzt
verschiedene Attribute� die sich wiederum aus den bereits angesprochenen atomaren Datentypen zu�
sammensetzen� Daneben sind aber auch Referenzen auf andere Objekte zugelassen� was beispielsweise
im relationalen Datenmodell nicht m�oglich ist� Die Identit�at eines Objekts ist jetzt an einen soge�
nannten Objekt�Identi
zierer gebunden� der im Idealfall auch nach dem Untergang des Objekts nicht
mehr vergeben wird� Die Identit�at des Objekts ist damit nicht mehr an die Attribute gekn�upft� wie
das beim relationalen Modell der Fall ist�

Hinsichtlich der Attribute kennt der objektorientierte Ansatz eine Besonderheit� die kurz erl�autert
werden soll�

Typisierung� Grunds�atzlich sind drei verschiedene Arten der Typisierung zu unterscheiden� Als erstes
w�are dabei die sogenannte schwache Typisierung zu nennen� die die zeitabh�angige Zugeh�origkeit
eines Attributs oder einer Variablen zu einem bestimmten Datentyp vorsieht� Dies hat zur
Folge� da	 der Typ erst zur Laufzeit festgestellt werden kann� Als zweites kann davon die
strenge Typisierung unterschieden werden� die ebenfalls f�ur gleiche Attribute und Variablen
unterschiedliche Datentypen zul�a	t� Im Unterschied zur ersten Variante besteht hier allerdings
die klare Forderung der eindeutigen Typzugeh�origkeit zur �Ubersetzungszeit� Als letztes ist dann
noch die strikte Typisierung zu erw�ahnen� die nur noch Attribute und Variablen kennt� deren
Typ bereits bei der Vereinbarung feststeht� Alle drei Arten der Typisierung� mit all ihren Vor�
und Nachteilen� sind g�angig�

�Der ODMG����Standard ist zwar ein De�facto�Standard� hat aber beispielsweise nicht den Rang einer ISO�Norm�
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Diese besondere Auspr�agung des Attributs wird an sp�aterer Stelle noch speziell zu behandeln sein�

��� Geometriedaten

Im Rahmen einer umfassenden Behandlung des Themas Topologie in Verbindung mit GIS ist die Dis�
kussion der Graphik unabdingbar� zumal sie aus Sicht der Nutzer die o�ensichtlichste Schnittstelle
zum Menschen ist� Obwohl heutige GI�Systeme im allgemeinen die hybride Darstellung von graphi�
schen Informationen unterst�utzen� wird hier zun�achst die klassische Darstellung in der Einteilung von
Raster� und Vektordaten beibehalten� da auf diese Weise auch gezieltere R�uckverweise gegeben werden
k�onnen�

��	�� Rasterdaten

Die kleinste Einheit der Rastergraphik ist die sogenannte Rastermasche oder Rasterzelle� die � im
zweidimensionalen Fall in Anlehnung an die Bildverarbeitung � auch als Pixel bezeichnet wird� Im
dreidimensionalen Raum spricht man dann vom Voxel� Die einzelne Zelle ist dabei zumeist rechteckig�
es sind aber auch Dreieck� oder Sechseckstrukturen m�oglich� Dem von einer Zelle �uberdeckten Gebiet
wird eine bestimmte Information� auch Attribut oder Grauwert genannt� zugeordnet� Die Bit�Tiefe�
d�h� die L�ange des einer Zelle zugeordneten Speicherplatzes� betr�agt in der Regel zwischen � �Bitmap�
und � �CMYK� Bit� Diese Einteilung suggeriert zwar� da	 das Attribut immer eine Farbe sein mu	�
in der Realit�at ist dies aber in den wenigsten F�allen gegeben� Die Art der Information kann von einer
H�ohenangabe �z�B� digitales Gel�andemodell� �uber Angaben zur Hangneigung oder Bev�olkerungsdichte
bis zur Darstellung von Niederschlagsmengen nahezu jede thematische Information enthalten� Der
Attributwert kann aber auch Schl�ussel f�ur ganz andere Informationen sein� Theoretisch ist es auch
denkbar� da	 ein Pixel mehrere Attribute bzw� Informationen enth�alt� in der Praxis macht man davon
allerdings selten Gebrauch� da dadurch die algorithmisch relativ einfachen Basisoperationen wieder
komplizierter w�urden�

Das Rasterbild als Ganzes kann als Matrix aufgefa	t werden� auf die ohne gro	e Schwierigkeit zahl�
reiche Operationen ausgef�uhrt werden k�onnen� Die wichtigste davon ist die Verschneidung� wobei die
Matrixelemente zweier Bilder jeweils �uber logische Operatoren �logisches UND� logisches ODER� lo	
gisches NICHT � miteinander verglichen werden� um daraus weitere Informationen abzuleiten� Ein
Beispiel daf�ur w�are die Verschneidung eines Bildes� dessen Attribute aus Hangneigungen bestehen�
mit einem Bild� dessen Attribute Aufschlu	 �uber die Niederschlagsmenge geben� woraus etwa erosi�
onsgef�ahrdete Gebiete abgeleitet werden k�onnten�

Die topologischen Beziehungen der einzelnen Rasterzellen zueinander sind in �Molenaar�Fritsch
����� S� �f� ausf�uhrlich beschrieben� Diese Relationen beschr�anken sich im wesentlichen auf Nach�
barschaftsbeziehungen�

��	�	 Vektordaten

In der Welt der Vektoren wird jegliche Geometrie durch den Punkt ausgedr�uckt �vgl� �Frank� ���� S�
����� Im zweidimensionalen Raum wird beispielsweise die Gerade durch zwei Punkte und die Fl�ache
durch einen geschlossenen Polygonzug� dessen Ecken auch wieder Punkte sind� dargestellt�

Auf der Basis dieser Vorgaben sind nat�urlich zahlreiche Datenstrukturen denkbar� Dabei k�onnen im
wesentlichen zwei Arten von Vektordatenmodellen unterschieden werden �Findeisen� ����� S� ����� Es
sind dies�

� geometrische und

� topologische
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Vektormodelle� Beide Gruppen kennen eine Vielzahl von Implementierungen� wobei aber der zweiten
Gruppe im Bereich GIS die gr�o	ere Bedeutung zukommt� Aus diesem Grund werden diese Daten�
strukturen in Abschnitt ����� gesondert vertieft�

��	�� Hybride Datenformate

Als hybrides Datenformat bezeichnet man die �Uberlagerung von Vektor� und Rastendaten� W�ahrend
in den meisten Anwendungen vor einigen Jahren noch die strikte Trennung von Raster� und Vektor�
formaten vorherrschte� erlauben moderne GIS�Anwendungen zumeist deren �Uberlagerung �siehe dazu
eine Trendanalyse von �Bill ����� ebenso �J�ager ����� oder aus Anwendersicht �J�ager ������ �Stahl
����� S� ���� �Klingenberg�Sievers�Jourdan ������ �Petersen�Mauss ����� S� �� oder �Richter
������� Der Vorteil f�ur den Nutzer ist vor allem in der Unterst�utzung der anstehenden Arbeiten zu
sehen� So erleichtern beispielsweise Hintergrundbilder die Digitalisierarbeit sehr� On�screen�digitizing
ist ohne diese �Uberlagerung gar nicht denkbar�

Die �Uberf�uhrung der Formate in das jeweils andere kann f�ur die Richtung Vektor�Raster als weitest�
gehend gel�ost betrachtet werden� w�ahrend der umgekehrte Weg� die Konvertierung von Rasterdaten
ins Vektorformat� noch mit einigen Schwierigkeiten verbunden ist �siehe z� B� �K�olbl u� a� �����
�Stengle�Nebiker�Zanini ������ �Spiess�Brandenberger ����� oder �Kind�Oechsle�Bauer
������� Aber auch hier k�onnen� zumindest was die topologischen Beziehungen angeht� die wesentlichen
Aspekte als gel�ost betrachtet werden�

��� Datenstrukturen

����� Listen

In der elektronischen Datenverarbeitung spielt diese Datenstruktur wegen ihrer Flexibilit�at eine ganz
entscheidende Rolle� Listen �engl� lists� �siehe beispielsweise �Mehlhorn ����� S� ��� oder �Zietlow
������ verkn�upfen eine nichtleere Menge von Datenelementen� von denen jedes Element mit Ausnahme
des letzten einen Nachfolger und mit Ausnahme des ersten einen Vorg�anger hat� Nach dieser De
nition
hat jedes der einzelnen Elemente eine feste Position innerhalb der Kette� und damit besteht zwischen
den Elementen eine Ordnungsrelation� Auf Listen werden normalerweise folgende grundlegende Ope�
rationen angewandt�

�� F�uge Elemente ein �u�U� nach bestimmten Kriterien��

� Suche Elemente�

�� Entferne Elemente�

Ausgehend von der oben genannten De
nition einer Liste sind zahlreiche Implementierungen denkbar�
Die naheliegendste davon ist die einfach verkettete Liste �engl� singly	linked list�� d�h� jedem Daten�
element wird ein Zeiger auf die Adresse des Nachfolgers mitgegeben� der im Fall des letzten Elements
auch leer sein kann� da dieses Element keinen Nachfolger hat �siehe Abbildung ���� Hat im Gegensatz
dazu jedes Element auch noch einen Zeiger auf seinen Vorg�anger� dann spricht man von einer doppelt
verketteten linearen Liste �engl� doubly	linked list�� In diesem Fall hat nat�urlich das letzte Element
keinen Zeiger auf seinen Nachfolger und das erste Element keinen auf seinen Vorg�anger�

Verallgemeinert man die oben getro�ene De
nition einer Liste und gibt jeweils dem letzten Element
die Adresse des ersten mit� so entsteht eine Ringstruktur� Diese Ringstrukturen� wie die einfachen
Listen auch� k�onnen mehrfach ineinander verschachtelt sein� wodurch wiederum komplexere Struk�
turen �Vielfachringe� entstehen� Diese Strukturen sind in �Findeisen� ����� S� ��f� sehr anschaulich
beschrieben�



� � �

� � � � u

Abbildung ��� Die einfach verkettete Liste

In Abh�angigkeit der Operationen� die auf eine Liste zugelassen sind� werden weitere Sonderformen
unterschieden� Als erstes ist hier der Keller �engl� stack� zu nennen� Hierbei handelt es sich um eine
Liste� deren Elemente immer am Anfang eingef�ugt werden� Dabei rutschen die nachfolgenden Elemente
weiter nach unten �in den Keller�� Entnommen werden die Elemente ebenfalls nur vom Anfang der
Liste �last in � 
rst out�� In Anlehnung an die englischsprachige Beschreibung dieses Vorgangs wird
diese Liste auch als LIFO�Liste bezeichnet�

Eine weitere Liste� auf die nur bestimmte Operationen ausgef�uhrt werden d�urfen� ist die sogenann�
te Schlange �engl� queue�� Im Gegensatz zum Keller wird die Schlange immer am Ende erweitert�
Entnommen werden aber die Elemente wie beim Keller nur vom Anfang� Aus der Reihenfolge der
Bearbeitung der Elemente ergibt sich das Prinzip� zuerst rein � zuerst raus �engl� �rst in 	 �rst out��
Davon leitet sich� ebenfalls in Anlehnung an die englische Bezeichnung� das Akronym FIFO�Liste� das
alternativ zum Begri� Schlange �ublich ist� ab�

Weitere Listenformen� die in Sonderf�allen zur Anwendung kommen k�onnen� sind die Skip�Liste� Bags
und Sets� Skip�Listen werden vor allem zur Implementierung von W�orterb�uchern herangezogen und
sollen vor allem die Suche nach Eintr�agen verk�urzen �Ottmann�Widmayer� ������ Ihr Organisations�
prinzip ist dem der Hash�Tabelle mit Verkettung sehr �ahnlich �siehe Abbildung ���� Der Unterschied
besteht lediglich darin� da	 die Skip�Liste keine Hash�Funktion verwendet� sondern dem Listenprinzip
entsprechend sequentiell arbeitet�

Der oben bereits erw�ahnte Bag hat demgegen�uber die Eigenschaft� da	 er Datenelemente ungeordnet�
einzig in der Reihenfolge ihres Auftretens aufnimmt� Dabei wird keine R�ucksicht darauf genommen�
ob Datenelemente mehrfach vorkommen� Sinnbildlich wird das durch einen Sack veranschaulicht� in
den man die Dinge einfach der Reihe nach einpackt� Der Bag hat folglich im allgemeinen kein a priori
festgelegtes Ordnungskriterium� so da	 man nicht sagen k�onnte� ein Element sei gr�o	er oder kleiner
als ein anderes�

Im Gegensatz dazu l�a	t der Set� eine weitere Realisierung einer linearen Liste� diese Eigenschaft nicht
zu� Ein Set verkn�upft nur Datenelemente� die voneinander verschieden sind�

����	 Hashing

Eine weitere� sehr e�ektive Art der Speicherung von Datens�atzen ist die sogenannte gestreute Speiche	
rung � f�ur die in der Literatur h�au
g der englische Begri� hashing verwendet wird �siehe �Mehlhorn

�����S� ���� oder auch �Sedgewick ���� S� ������ Grundidee dieses Verfahrens ist die Zuordnung
von einer Menge K� bestehend aus q Datens�atzen� die ihrem Aufbau nach nicht notwendigerweise
gleich sein m�ussen� zu einer Menge A von insgesamt p unterschiedlichen Adressen� Die Zuordnung
selbst geschieht �uber die Hash�Funktion h � K � A� die aus der Menge der Datens�atze die Zu�
ordnung zur Menge der Adressen de
niert� Dabei werden zwei Dinge stillschweigend vorausgesetzt�
Erstens� es existiert zu jedem Element von K ein Schl�ussel� der es erm�oglicht� die einzelnen Elemente
zu unterscheiden� Zweitens wird davon ausgegangen� da	 es eine Funktion h gibt� mit deren Hilfe die
Zuordnung durchgef�uhrt werden kann� Die erste Bedingung der beiden oben genannten Bedingungen
ist leicht zu erf�ullen� zumal der Schl�ussel� wie sp�ater noch gezeigt werden wird� nicht unbedingt ein�
deutig sein mu	� Probleme bereiten dann nur Datens�atze� die identisch sind� Hier stellt sich aber die
Frage nach dem Sinn� n gleiche Datens�atze abspeichern zu wollen� Schwieriger als die Suche nach dem
zweckm�a	igen Schl�ussel k ist die nach einer geeigneten Hash�Funktion h� G�angige Verfahren dazu sind
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das sogenannte Divisionsrest	 und das Faltungsverfahren � Ist k numerisch� so l�a	t sich im allgemeinen
mit k � mod p� mit p als h�ochstem zu vergebenden Adressenindex aus A� leicht eine brauchbare
Funktion angeben� Ist k dagegen alphanumerisch� so f�uhrt eher das Faltungsverfahren zum Ziel� Das
Prinzip dieses Verfahrens beruht auf dem Grundgedanken� da	 sich jeder komplexe Schl�ussel in einen
einfacheren Schl�ussel numerischer Art �uberf�uhren l�a	t� In Abbildung �� ist am Beispiel der Schl�ussel
S � f� �� �� ��� � �� ��� ��� ��g das Divisionsrestverfahren mit der Hash�Funktion h�x� � x mod �
mit Verkettung im Fall der Kollision n�aher dargestellt� Die Hash�Tabelle hat in diesem Beispiel insge�
samt sieben Zellen�
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Abbildung ��� Hash�Tabelle mit Verkettung bei Kollision

Da der Schl�ussel� wie oben bereits erw�ahnt� nicht �uber die gesamte Grundmenge K eindeutig sein
mu	� stellt sich sofort die Frage� wie in den F�allen zu verfahren ist� in denen die Hash�Funktion
f�ur unterschiedliche Datens�atze die gleiche Adresse liefert� F�ur diesen Kollisionsfall sind verschiedene
L�osungsans�atze denkbar� Ein Weg besteht darin� Datens�atze� f�ur die die gleiche Adresse berechnet
wird� nach dem Muster der linearen Liste miteinander zu verketten� Eine andere M�oglichkeit zur Be�
handlung von Kollisionen besteht darin� f�ur entsprechende Schl�ussel nach einem festgelegten Verfahren
neue Adressen zu suchen� G�angige Verfahren dazu sind die lineare und die quadratische Verschiebung �
Erh�alt man nach der Auswertung von h�k� den Wert einer bereits belegten Adresse� so untersuche man
die Adresse� die sich aus h�k�� i � c ergibt� wobei c eine Konstante� die m�oglichst teilerfremd zu p sein
sollte� und i eine nat�urliche Zahl ist� i beginnt dabei mit � und wird bei jeder weiteren Kollision f�ur
den gleichen Datensatz einfach um � erh�oht� Die quadratische Verschiebung verwendet im Gegensatz
dazu als Zuschlag nicht eine Konstante c� sondern das Quadrat der nat�urlichen Zahlen beginnend bei
�� Die allgemeine Hash�Funktion ergibt sich damit zu h�k� � i��

����� B�aume

Nach dem Verst�andnis der Graphentheorie sind B�aume nichts anderes als Graphen� die keine Zy�
klen enthalten �siehe Abbildung ���� Ein Baum besteht prinzipiell nur aus Knoten �engl� nodes��
die �uber Kanten �engl� branches� miteinander verbunden sind� Die Bezeichnungen der Strukturele�
mente eines Baums sind zum Teil der Natur entlehnt� zum anderen sind sie der Nomenklatur der
Familienstammb�aume entnommen� Im folgenden soll der allgemeine Aufbau eines Baumes und einige
seiner wichtigsten Auspr�agungen beschrieben werden� Die Ausf�uhrungen beruhen im wesentlichen auf
�Mehlhorn ������ �Sedgewick ���� S� ���� und �Zietlow ������
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Abbildung ��� Beispiele f�ur B�aume

Das wichtigste Strukturelement eines Baumes bildet der Knoten� Er hat im allgemeinen mindestens
einen Nachfolger �engl� child�� zu dem er wiederum Vorg�anger �engl� parent� ist� Die Zahl der Nachfol�
ger� die jeder Knoten haben kann� legt dessen Rang oder Ordnung fest� Vor allem zur Unterst�utzung
rekursiver Algorithmen fordert man� da	 jeder Knoten eines Baumes die gleiche Ordnung d hat� Diese
Forderung impliziert aber nicht die Existenz der Nachfolger� Ein Knoten kann von daher auch leere
Nachfolger haben� d� h� es sind auch nicht�existierende Nachfolger zugelassen� Ein Knoten der unter�
sten Stufe wird auch als Blatt �engl� leave� bezeichnet� Dieser Knoten hat dann keinen Nachfolger
bzw� nur leere Nachfolger� Der Knoten� der keinen Vorg�anger hat� wird Wurzel �engl� root� genannt�
Ausgehend von diesen De
nitionen kann jeder Knoten� sofern er nicht Blatt oder Wurzel ist� als Wur�
zel eines Teilbaumes �engl� subtree� betrachtet werden� Die Menge der Knoten� die nicht gleichzeitig
Bl�atter sind� werden als innere Knoten bezeichnet�

Ein weiteres wichtiges Charakteristikum eines Baumes ist seine H�ohe� die �uber den maximalen Abstand
eines Blatts zu seiner Wurzel de
niert ist� Ausgehend von diesem Abstandsbegri� kann jedem Knoten
ein Abstand zurWurzel zugeordnet werden� Danach k�onnen verschiedene Knoten den gleichen Abstand
zur Wurzel haben� Diese Knoten werden zu Ebenen oder Niveaus zusammengefa	t� die wiederum
ausgehend von der Wurzel� die den Abstand � zu sich selbst hat� von � beginnend ganzzahlig bis zum
entferntesten Blatt bzw� Knoten durchnumeriert werden�

Bisher wurden lediglich strukturelle Eigenschaften von B�aumen beschrieben und diskutiert� Nun ist
aber ein Baum� jedenfalls in diesem Zusammenhang� kein Selbstzweck� sondern er dient vornehmlich
dem Speichern und Suchen von Informationen� Wie schon in den vorangegangenen Abschnitten spielt
dabei der Schl�ussel eines Datensatzes eine ganz entscheidende Rolle� denn nach diesem Kriterium wird
die Information im Baum gespeichert� In GIS kommt vor allem B�aumen� die eine Speicherung von
Daten aus dem IR� und IR� unterst�utzen� eine besondere Bedeutung zu� Vertreter dieser Gruppe sind
der KD�Baum� der Quadtree und der Oktogonbaum�

Eine andere Klasse von B�aumen mit besonderen Eigenschaften sind die h�ohenbalancierten B�aume�
Mit Hilfe dieser Konstrukte ist es m�oglich� die Zeit� die man zur Suche eines bestimmten Knotens
braucht� zu vermindern� Als Beispiel daf�ur k�onnen die B�aume b und c aus Abbildung �� herangezogen
werden� O�ensichtlich ist die Anzahl der Knoten und damit der Schl�ussel bei beiden B�aumen gleich�
wobei aber die Zahl der Ebenen bei b um eins gr�o	er ist� Dadurch erh�oht sich die Zeit� in der man
einen bestimmten Knoten erreichen kann� Im ung�unstigsten Fall kann ein Baum zur verketteten Liste
entarten �siehe Abschnitt ������� wodurch sich die mittlere Pfadl�ange von log�n� � � auf n� ver�andert
�vorausgesetzt alle Schl�ussel sind gleich wahrscheinlich�� Unter den h�ohenbalancierten B�aumen nehmen
die sogenannten AVL�B�aume� benannt nach ihren Entwicklern Adelson�Velskii und Landis� wegen ihrer
verh�altnism�a	ig einfachen Handhabbarkeit �siehe z� B� �Hermainski� ����� eine besondere Stellung
ein� Diese L�osung bildet einen Kompromi	 zwischen Laufzeitverhalten und Aufwand beim Aufbau des
Baumes�



� �� �

Als letzter interessanter Vertreter aus der Gruppe der B�aume soll noch der Heap erw�ahnt werden�
Nach der De
nition ist ein Heap ein bin�arer Baum� der folgenden Eigenschaften gen�ugt�

� Der Schl�ussel in jedem Knoten soll gr�o	er oder gleich seinen beiden Nachfolgern sein�

Aus dieser Bedingung folgt� da	 der gr�o	te Schl�ussel in der Wurzel zu 
nden ist� Am Beispiel des
Heaps kann sehr sch�on gezeigt werden� da	 die Implementierung des Heaps nicht notwendigerweise
in Anlehnung an die Strukturierung als Baum� die eine Verzeigerung nahelegen w�urde� erfolgen mu	�
Die Realisierung kann ebenso �uber ein Feld erfolgen� wie in Abbildung �� zu sehen ist� Es ergibt sich
damit jeder Nachfolger zu einem gegebenen Knoten mit dem Index j zu j bzw� j � ��
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Abbildung ��� Beispiel f�ur einen Heap und seine Implementierung als Feld
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Abbildung ��� Die Abbildung der Realit�at als Graph

����� Spezielle Datenstrukturen f�ur GIS

Viele der oben genannten klassischen Datenstrukturen sind im Zusammenhang mit GIS verallgemei�
nert worden� Dies war n�otig� weil sie in ihrer origin�aren Form oftmals nur f�ur eindimensionale Probleme
geeignet waren �siehe beispielsweise das Hash�Verfahren�� Einige dieser Verallgemeinerungen sind bei�
spielsweise der KD�Baum� das n�dimensionale Hash�Verfahren und der Quadtree� Details zu diesen
Strukturen sind in �Neureither ���� S� ��� zu 
nden� Da die genannten Formen der Datenorgani�
sation f�ur diese Arbeit eine eher untergeordnete Rolle spielen� wird auf eine ausf�uhrliche Darstellung
verzichtet�

Neben den oben aufgez�ahlten Datenstrukturen� die nicht nur im GIS�Umfeld zum Einsatz kommen�
gibt es auch solche� die speziell f�ur Anwendungen mit Raumbezug entwickelt wurden� Der bekannteste
Vertreter dieser Gruppe d�urfte die sogenannte DIME�Struktur �Dual Independent Map Encoding� sein�
Diese Datenstruktur wurde Anfang der ��er Jahre vom amerikanischen Bureau of Census eingesetzt
�Peucker�Chrisman� ������ Obwohl sie damit schon recht alt ist� kann ihr Aufbau f�ur die Klasse der
topologisch orientierten Datenstrukturen als richtungweisend bezeichnet werden�
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Abbildung �� Die DIME�Struktur an einem Beispiel
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Abbildung �� Die topologischen Beziehungen der TIGER�Datenstruktur

Kern der DIME�Datenstruktur bildet das Geradenst�uck� dessen Anfangs� und Endpunkt als Knoten
bezeichnet werden �siehe Abbildung ��� Durch die Festlegung von Anfang und Ende erf�ahrt die
Gerade eine Orientierung� wodurch die Bezeichnung von linkem und rechtem Nachbarn bez�uglich der
Gerade eindeutig wird�

Es ist o�ensichtlich� da	 diese Struktur nicht alle topologischen Beziehungen ber�ucksichtigt� Z�B� ist
es nicht m�oglich� mit obiger Struktur zu kl�aren� ob sich zwei Fl�achen �uberlappen� beziehungsweise
dieser Fall ist in dieser Struktur nicht vorgesehen� Des weiteren sind Knoten� wie sie in diesem Zu�
sammenhang eingesetzt werden� nicht immer echte Knoten� im Sinne der Graphentheorie� Die Kante
k�onnte ebenso ohne Informationsverlust von A nach B gehen� womit zus�atzlich zur Vereinfachung
des Graphen auch noch Speicherplatz gespart werden w�urde� Tats�achlich wurde diese Verbesserung
auch vorgeschlagen und in der Datenstruktur mit dem Namen POLYVRT �Polygon�Converter� auch
realisiert �Peucker�Chrisman� ������

An dieser Stelle darf eine spezielle Datenstruktur nicht fehlen� Es handelt sich dabei um das soge�
nannte TIGER�System �Topologically Integrated Geographic Encoding and Reference 
le�� das seit
einiger Zeit die Basis der Datenstruktur des U�S� Bureau of Census bildet �siehe �Marx ����� und
�Sobel ����� oder auch �Findeisen� ������� Die wesentlichen topologischen Aspekte� unter Aussparung
vieler anderer Informationen� sind in Abbildung � wiedergegeben� Diese schon allein unter topologi�
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schen Gesichtspunkten sehr komplexe Struktur ist das Ergebnis der konsequenten Weiterentwicklung
der oben genannten DIME�Struktur �uber die POLYVRT��Polygon�Converter� und die GEOGRAF�
Datenstruktur� Sie enth�alt vielf�altige topologische Beziehungen� auf die an sp�aterer Stelle noch Bezug
genommen wird�

Neben diesen sehr bekannten Datenstrukturen werden in der Forschung eine Vielzahl weiterer Ans�atze
diskutiert� Beispielhaft daf�ur seien �Laurini�Thompson� ����� S� ���� und �Walter�Fritsch �����
S� ���� genannt�
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� Modellierungs� bzw� Entwurfsmethoden

��� Modellierungsaspekte in GIS

Beim Entwurf von GIS�Anwendungen ergibt sich zun�achst das Problem� welche Objekte� f�ur das
anstehende Projekt von Bedeutung sind und in welcher Wechselwirkung sie zueinander stehen� Die
Datenmodellierung besteht nun darin� den genannten Sachverhalt zu kl�aren� d�h� die relevanten Ob�
jekte zu de
nieren und deren gegenseitige Ein�u	nahme zu modellieren� Die g�angigste Einteilung des
Modellierungsprozesses gibt �Bill�Fritsch ����� mit der Einteilung in

� geometrische�

� topologische�

� und semantische bzw� thematische

Datenmodellierung� Dieser Modellierungsansatz l�a	t alle Implementierungsfragen au	en vor� was aus
Anwendersicht sicher vern�unftig ist� �Behr ����� unterteilt etwas feiner in die Schritte

� konzeptueller und

� geometrisch�graphischer Entwurf sowie

� Verhalten und Funktion

� und Metainformation�

�Kaltenbach ����� und �Scheuring ����� S� ��f� dagegen z�ahlen in ihrer Einteilung auch Imple�
mentierungsaspekte auf und kommen damit zur Einteilung in

� konzeptionelles�

� logisches

� und physikalisches Modell�

Die Unterschiede sowie die Vor� und Nachteile� die die verschiedenen Vorgehensweisen haben� brauchen
an dieser Stelle nicht weiter vertieft zu werden� Dagegen mu	 das Gemeinsame der Ans�atze noch etwas
hervorgehoben werden�

Alle Vorschl�age zur Datenmodellierung stellen die Objekte� die den Anwendungen zugrunde liegen� in
den Mittelpunkt des Interesses� In diesem Zusammenhang steht zun�achst der Betrachter�Anwender
mit seiner ausschlie	lich von fachlichen Belangen gepr�agten Sicht im Vordergrund� Der Anwender legt
zun�achst alle Objekte mit ihren spezi
schen Attributen und allen �ubrigen Charakteristika fest� wobei
hierzu auch die geometrischen und die topologischen zu z�ahlen sind� Alle �ubrigen Schritte sind dann
nicht mehr Sache des Anwenders� denn es geht dann nur noch darum� das festgelegte Konzept zu
implementieren�

Da das konzeptuelle Modell letztlich immer das Abbild der Realwelt darstellt� sollten generell einige
Entwurfsvorgaben beherzigt werden �siehe dazu �Behr ������� Das Modell sollte demnach

� relevant�

� einfach�

�In diesem Zusammenhang ist der Begri� Objekt immer im Sinne von fachlichem Objekt zu sehen� Er unterscheidet
sich damit im allgemeinen vom Objektbegri�� wie er in der Informatik verwendet wird�
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� �ahnlich und

� klar

sein� Aus den bisher getro�enen Ausf�uhrungen wird deutlich� da	 die Erstellung des Konzepts den
weiteren Verlauf ma	gebend bestimmt� denn dieser Schritt legt sowohl Komplexit�at als auch Umfang
der Anwendung fest� Entsprechend viel Sorgfalt mu	 bei diesem Schritt aufgewendet werden� damit
im nachhinein keine Entwurfsl�ucken auftreten�

����� Implementierungsunabh�angige Darstellung der Objekte und deren Wechselwir�
kung

Nach dem bisher Gesagten bleibt die Frage nach einer formalen Darstellung der Objekte und ihrer
Wechselwirkungen noch unbeantwortet� Eine Entwurfsmethode� die speziell f�ur die Belange eines GIS
entwickelt wurde� existiert derzeit noch nicht� Es kann dar�uber hinaus dahingestellt bleiben� ob eine
derart spezielle Entwurfstechnik �uberhaupt sinnvoll ist� Im Software�Engineering haben sich aber
einige allgemeing�ultige Methoden durchgesetzt� die im folgenden n�aher beleuchtet werden�

In der Vergangenheit hat sich das sogenannte Entity	Relation	Modell �ERM� bzw� das Entity	Relation	
Diagramm �ERD� als sehr brauchbar erwiesen� Obwohl diese Darstellungsweise grunds�atzlich imple�
mentierungsunabh�angig ist� wird sie sehr h�au
g im Zusammenhang mit dem relationalen Datenbank�
modell genannt� Diese Methode ist dazu geeignet sowohl die Objekte als auch deren Wechselwirkung
graphisch darzustellen� Auch f�ur den Laien ist sie relativ leicht zu erlernen und zu interpretieren�
Sie stellt somit eine �benutzerfreundliche Schnittstelle� zwischen der Anwender� und der Implemen�
tierungsseite dar �Vossen�Witt ������ Nachteil dieser Entwurfsmethode ist� da	 sie lediglich die
statischen Beziehungen der Objekte untereinander abbildet und dar�uber hinaus keine funktionalen
und dynamischen Aspekte ber�ucksichtigt �Lang�Lockemann ����� S� �����

Die Entwurfssprache TROLL versucht das Modellierungsproblem mittels sprachlicher Konstrukte zu
l�osen �siehe �Saake ����� oder �Jungclaus u�a� ������� Es werden sowohl Objekttypen als auch
deren Verhalten beim Eintritt bestimmter Ereignisse �events� ebenso wie das Verhalten gegen�uber
anderen Objekten quasi�sprachlich beschrieben� Das geschieht nach bestimmten formalen Vorgaben�
so da	 dieser Entwurf mit Hilfe eines Konverters fast vollst�andig ins Zielsystem �ubertragen� d�h�
implementiert� werden kann� Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt auf der Hand� Der Zeitraum von
der konzeptuellen Phase bis zur endg�ultigen Implementierung wird dadurch enorm verk�urzt� Diese
Ersparnis wird allerdings durch eine wesentlich komplexere und damit zeitaufwendigere Entwurfsphase
erkauft� Ein weiterer Nachteil dieses L�osungsansatzes ist seine Un�ubersichtlichkeit� W�ahrend es dem
Experten sicherlich keine Schwierigkeiten bereitet� den seitenlangen Pseudo�Code zu verstehen� tut
sich der Laie damit eher schwer� In der Praxis ist es aber gerade in der konzeptuellen Phase von
gro	er Bedeutung� da	 sich der Anwender mit seinen Ideen und Vorstellungen wieder
ndet�

Die OMT �Object Modelling Technique� vermeidet die Nachteile der beiden letztgenannten Entwurfs�
methoden� Sie baut im wesentlichen auf graphische Entwurfselemente und ist somit sehr anschaulich�
Daneben enth�alt sie auch Konstrukte� die es erlauben� funktionale und dynamische Abh�angigkeiten
darzustellen� Weiter soll an dieser Stelle nicht auf die OMT eingegangen werden� da sie an sp�aterer
Stelle �siehe Abschnitt ��� noch detailliert vorgestellt wird�

Neben den bisher genannten Methoden gibt es noch weitere� deren Bedeutung allerdings bei weitem
nicht so gro	 ist wie die der oben aufgez�ahlten Entwurfswerkzeuge� �Kaltenbach ����� erw�ahnt in
diesem Zusammenhang unter anderem auch die Ebenentechnik� die Objektklassentechnik� topologische
Datenstrukturen und CAD�Datenstrukturen� Daneben gibt es weitere Methoden� die sich in einzelnen
Firmen als Standard etabliert haben�

An dieser Stelle sollte auch das rapid	prototyping genannt werden� weil diese Entwurfsmethode vor al�
lem in der Praxis h�au
g erw�ahnt wird� Dazu mu	 aber gesagt werden� da	 es sich hierbei nicht um eine
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Entwurfsmethode im eigentlichen Sinne handelt� sondern vielmehr um eine Vorgehensweise� bei der es
darum geht� von der konzeptuellen Phase m�oglichst schnell zu einer prototypischen Implementierung
zu gelangen�

����	 Die Implementierung von konzeptuellen Entw�urfen

In diesem Abschnitt werden die beiden Entwurfsschritte logischer Entwurf und Implementierungsent�
wurf dargestellt� Beide haben die Eigenschaft� nicht mehr systemunabh�angig zu sein�

Das logische Konzept hat zum Ziel� den in der konzeptuellen Phase entwickelten Entwurf auf ein
Daten�bank�modell �siehe Abschnitt ���� zu �ubertragen� Hier sind in der Praxis oftmals bestimmte
Vorgaben einzuhalten� da neue Anwendungen h�au
g in bestehende GI�Systemumgebungen integriert
werden und diesen ein bestimmtes Datenmodell zugrunde liegt� Am Beispiel eines relationalen Modells
wird dieser Schritt noch etwas weiter ausgearbeitet �siehe dazu �Behr ������� Objekte bzw� Objekt�
klassen werden in diesem Modell im allgemeinen als Relation abgebildet� Beziehungen der Objekte
untereinander k�onnen als Fremdschl�ussel realisiert werden und f�ur die Attribute m�ussen geeignete Da�
tentypen aus dem zur Verf�ugung stehenden Umfang von atomaren Typen gefunden werden� In dieser
Phase gilt es auch zu pr�ufen� ob die verschiedenen Normalformen eingehalten sind� da w�ahrend der
konzeptuellen Phase gr�o	tenteils intuitiv gearbeitet wird und zun�achst nur die Belange des Anwenders
zum Tragen kommen� Dadurch kann es durchaus vorkommen� da	 der logische Entwurf nicht ohne
gr�o	ere Probleme erstellt werden kann und eventuell mehrere Iterationen durchlaufen mu	�

Nach Abschlu	 des logischen Entwurfs kann dann die eigentliche Implementierungsphase beginnen�
Hier gilt es nun den im vorangegangenen Schritt erarbeiteten Entwurf m�oglichst optimal zu imple�
mentieren� Optimal hei	t in diesem Zusammenhang beispielsweise� da	 Datenzugri�e im relationalen
Modell durch die Vergabe von Indizes verbessert werden k�onnen� Generell sollten die Transaktionszei�
ten m�oglichst kurz gehalten werden� Ein weiterer Gesichtspunkt dieses Schritts sind die Sichten und
Berechtigungen der Nutzer� Hierzu z�ahlen auch die Belange des Datenschutzes ebenso wie in dieser
Phase eventuell betriebsinterne Vereinbarungen zwischen der Betriebsleitung und dem Personalrat zu
ber�ucksichtigen sind� Die letztgenannten Aspekte k�onnen allerdings auch schon beim logischen Entwurf
zum Tragen kommen�

��� Die Object�Modelling�Technique

Die OMT ist eine Methode des Software�Engineerings� die den objektorientierten Ansatz konsequent
in allen Phasen des Softwareentwurfs unterst�utzt� Sie wird vor allem in Kapitel � zur Anwendung
kommen� wo sie zum Entwurf von Klassen zur Speicherung topologischer Informationen herangezogen
wird� In diesem Abschnitt kann nat�urlich nur eine sehr komprimierte Zusammenfassung dieser Methode
gegeben werden� die nicht ann�ahernd den Anspruch auf Vollst�andigkeit erhebt� Eine sehr ausf�uhrliche
Darstellung ist in �Rumbaugh u� a�� ����� zu 
nden� Dennoch ist von Anfang an auf eine wichtige
Einschr�ankung hinzuweisen� die sich in gewisser Weise auch auf den Entwurf durchpaust� Es wird
n�amlich von vornherein eine objektorientierte Implementierung angestrebt� Dies wird vor allem deshalb
betont� da die OMT grunds�atzlich f�ur jede Implementierung� sei es als Datenbankanwendung� sei es
als reine Programml�osung� geeignet ist�

In diesem Sinne stellt die OMT wichtige Hilfsmittel zur Verf�ugung� um die in Kapitel � zu de
nierenden
Klassen zu strukturieren� Von den im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Modellierungsaspekten
ist f�ur diese Arbeit aber lediglich der topologische von Bedeutung� Da viele Aspekte der Objektmodel�
lierung bereits in Abschnitt ����� behandelt wurden� werden die folgenden Ausf�uhrungen zu Klassen
und Instanzen sehr knapp gehalten� Im Prinzip wird lediglich die OMT�Syntax vorgestellt� die f�ur die
Behandlung des vorgestellten Problems von Bedeutung ist�

�Die Begri�e Entwurf und Konzept werden hier als Synonyme betrachtet�
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��	�� Die Darstellung von Klassen und Instanzen

Objektklassen �Klassen� werden nach der OMT�Syntax als Rechteck dargestellt� wobei der Name der
Klasse in fetter Schrift in die Klassenbox geschrieben wird� Instanzen zu einer Klasse werden dagegen
durch ein abgerundetes Rechteck visualisiert� wobei der Klassenname� von dem die Instanz abgeleitet
ist� ebenfalls in fetter Schrift und in Klammern eingeschlossen dargestellt wird� Der Instanzname selbst
wird in normaler Schrift geschrieben� Abbildung  veranschaulicht diesen Zusammenhang�

(Flurstück)

22/11
(Flurstück)

(Flurstück)

22/12
Flurstück

Klassen Instanzen

Abbildung � Beispiele f�ur Klassen und Instanzen

Attribute� die de
nitionsgem�a	 innerhalb einer Klasse eindeutig sein m�ussen� folgen im n�achsten Teil
der Klassenbox und werden vom Klassennamen durch einen Strich getrennt� Neben dem Namen des
Attributs k�onnen weitere Angaben aufgef�uhrt werden� Dies kann z� B� der Datentyp� der Wertebereich
o� �a� sein� Bei der Darstellung von Instanzen werden im zweiten Teil der Box ebenfalls die Attribute
angegeben� wobei man hier die konkreten Werte au��uhrt� Der Name des Attributs entf�allt an dieser
Stelle� da er einerseits die �Ubersicht st�ort und andererseits aus der Klasse� dem die Instanz zugeordnet
ist� jederzeit abzuleiten ist� Dieser Zusammenhang ist in Abbildung � verdeutlicht�

Methoden werden im dritten Teil der Klassenbox angegeben� der ebenfalls durch einen Strich vom

�ubrigen Teil abgetrennt wird� Die Methoden erscheinen ebenso wie die Attribute mit ihrem Namen�
wobei hier ebenfalls zus�atzliche Einzelheiten angegeben werden k�onnen� Dies k�onnen beispielsweise
die Argumentenliste mit ihren Datentypen und die R�uckgabewerte sein� F�ur Instanzen entf�allt diese
Darstellung� da sie als reale Objekte die Methoden tats�achlich direkt aus der Klassenzugeh�origkeit
ableiten �siehe Abbildung ���

��	�	 Relationen zwischen Objekten

Relationen zwischen Objekten beschreiben Verkn�upfungen� die h�au
g auch als Assoziationen bezeich�
net werden�� Mit diesen Verkn�upfungen wird die konzeptuelle oder die physikalische Verbindung zwi�
schen Klassen zum Ausdruck gebracht� Das Vorhandensein von Verkn�upfungen zwischen Objektklas�
sen wird durch eine Verbindungslinie zwischen den beteiligten Klassen zum Ausdruck gebracht� Die
Assoziation selbst erh�alt oft einen Namen� um die Art der Beziehung zu verdeutlichen� Aus dieser
Beziehung ergeben sich u� U� Rollen� die als zus�atzliche Kennzeichnung ebenfalls an die Klassenbox
geschrieben werden� Dadurch wird der Entwurf klarer und leichter lesbar� Abbildung � gibt f�ur das
bisher Gesagte ein Beispiel� Das Schaubild macht gleichzeitig auch deutlich� da	 die Notation f�ur Klas�
sen und Instanzen bis auf die bekannten Unterschiede identisch ist� In den weiteren Beispielen werden
daher nur noch die Klassen aufgef�uhrt�

Einer Verkn�upfung k�onnen� wie einer Klasse selbst� auch Attribute mitgegeben werden� Diese Attri�
bute werden dann folgerichtig als Verkn�upfungsattribute bezeichnet� Durch die Hinzunahme solcher
Attribute wird der Entwurf �exibler und damit wartungsfreundlicher� Die OMT�Syntax unterst�utzt
diese Vorgehensweise und modelliert Verkn�upfungsattribute� wie in Abbildung � dargestellt� Dabei
ist zwischen der einfachen Modellierung als Attribut �Abbildung �a� und der Modellierung als eigene
Klasse �Abbildung �b� zu unterscheiden�

	Dadurch sollen u� a� auch Verwechslungen mit dem Relationenmodell vermieden werden�
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Nummer: integer:(not Null)

(Flurstück)

22

(Flurstück)

22

12

InstanzenKlasse

Unternummer: integer

Vorname: string (not Null)

Fläche: real

Nachname: string (not Null)
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Abbildung �� Das Beispiel aus Abbildung  erweitert um einige Attribute

Nachname: string (not Null)

Fläche: real

Eigentümer_anzeigen(eigentümer):void

Vorname: string (not Null)

Unternummer: integer

Nummer: integer:(not Null)

Klasse
Flurstück

Umfang_berechnen(liste_der_bilder): umfang

Abbildung �� Das Beispiel aus Abbildung � erweitert um einige Methoden

Sofern nur eine Nutzungsart und ein Flurst�uck betrachtet wird� sind die Beispiele in Abbildung
� wenig �uberzeugend� Ber�ucksichtigt man allerdings den Umstand� da	 eine Nutzungsart mehrere
Flurst�ucke �uberdecken kann und ein Flurst�uck von mehreren Nutzungsarten �uberdeckt sein kann�
ergibt sich eine m � m �many to many��Beziehung zwischen den beiden Klassen� die den Einsatz
von Verkn�upfungsattributen schon einsichtiger macht� F�ur diese Multiplizit�at der Assoziation wird
die in Abbildung �a aufgef�uhrte Schreibweise verwendet� Die Beziehung m � m wird dabei mit je�
weils einem schwarzen Punkt an beiden Enden der die Assoziation ausdr�uckenden Linie kenntlich
gemacht� Besteht dagegen nur eine � � m�Multiplizit�at� dann wird der schwarze Punkt nur an der�
jenigen Klasse aufgef�uhrt� die mehrfach vorkommen kann� Neben dieser Schreibweise besteht nach
dem OMT�Syntaxregelwerk auch noch die M�oglichkeit� die Multiplizit�at explizit anzuschreiben� Ab�
bildung �b macht von dieser Notation Gebrauch �es besteht die Multiplizit�at � oder mehr�� ohne da	
allerdings dadurch die Bedeutung ver�andert w�urde�

Bisher wurden in diesem Abschnitt lediglich Beziehungen zwischen jeweils zwei Instanzen bzw� Objekt�
klassen betrachtet� Diese Art der Beziehung wird als bin�are Assoziation bezeichnet� Dar�uber hinaus
sind aber auch Beziehungen denkbar� die drei oder noch mehr Objektklassen betre�en� Diese werden
dann als tern�are bzw� n	�are Assoziationen bezeichnet� Diese Unterscheidung braucht hier nicht weiter
vertieft zu werden� da es sich zeigen wird� da	 alle im Zusammenhang mit dieser Arbeit auftauchenden
Assoziationen auf bin�are zur�uckgef�uhrt werden k�onnen�

Selbstverst�andlich kann eine Klasse auch eine Assoziation auf sich selbst besitzen� Dies kommt in
Abbildung � zum Ausdruck� Die hier dargestellte Beziehung hat jeweils Vertreter der eigenen Klasse
zum Gegenstand� Es besteht allerdings eine Beschr�ankung� die darin zum Ausdruck kommt� da	 nur
Assoziationen zwischen verschiedenen Instanzen zugelassen sind� Tats�achlich w�urde eine Assoziation
einer Instanz mit sich selbst einer Tautologie entsprechen� die bei bestimmten Implementierungen
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Abbildung �� Die Darstellung von Assoziationen zwischen Klassen bzw� Instanzen
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Abbildung �� Verkn�upfungsattribute am Beispiel zweier Klassen

Klasse

...

...

...

Gebiet
überlappt

wird überlappt

Abbildung �� Die Assoziation einer Klasse auf sich selbst

u� U� eine Rekursion ohne Abbruchkriterium zur Folge h�atte� Am Beispiel der Fl�achen macht diese
Assoziation aber durchaus Sinn� sofern die Fl�achen keine ebene P�asterung darstellen�

��	�� Vererbung

Vererbung wird in der OMT�Notation durch ein Dreieck dargestellt� wobei die Spitze des Dreiecks mit
der Oberklasse verbunden wird� Die Schachtelungstiefe bzw� die Zahl der Generalisierungsebenen� die
jeweils eine Beziehung Vorfahre und Nachfahre bezeichnen� sollten nach den allgemein geltenden Re�
geln des Software�Engineerings vier Stufen nicht �uberschreiten� da ansonsten die �Ubersichtlichkeit des
Entwurfs abnimmt� Die Darstellung der Vererbung ist in Abbildung � an einem Beispiel aufgezeigt�

Erbt eine Klasse von mehreren Oberklassen Attribute oder Methoden� so spricht man von Mehrfach�
vererbung� Dieses Konstrukt erlaubt das Design von sehr �exiblen Entw�urfen� In bezug auf Mehr�
fachvererbung unterscheidet die OMT�Syntax zwischen solchen Unterklassen� die disjunkt zueinander
sind� und solchen� die sich �uberlappen� Sind die Klassen disjunkt� dann wird die Darstellungsweise
aus Abbildung � verwendet� �Uberlappen sich die Unterklassen� so wird die Dreiecks��ache gef�ullt
dargestellt� Ein Beispiel f�ur Mehrfachvererbung gibt Abbildung ��
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User

objekt_1 objekt_2 objekt_3 objekt_4

Datum

Standard_attr.Grundkarte

Abteilung

Abbildung �� Ein Beispiel f�ur Mehrfachvererbung
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Punkt Linie Fläche

Festpunkt Gebäudepunkt Grenzpunkt
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rechts: real
hoch: real
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Primitiv

Abbildung �� Vererbung �uber mehrere Ebenen

Beim Aufbau von Klassenhierarchien sollte man den folgenden Grundsatz einhalten� In der Verer�
bungshierarchie sollten nur echte is	a�Beziehungen verwendet werden� Abbildung � liefert dazu ein
einfaches Beispiel� Die Mehrfachvererbung k�onnte in diesem Fall dadurch vermieden werden� da	 man
die Klasse der �Standardattribute� auf die h�ochste Hierarchieebene stellt� Damit w�urden alle Anwen�
dungsschalen �von denen es neben der Grundkarte noch weitere geben kann� diese Attribute erben�
Dies h�atte aber zwei Nachteile zur Folge�

� Es besteht hier keine echte is	a�Beziehung�

� Die Schachtelungstiefe w�urde allein aufgrund der Standardattribute um eins vergr�o	ert werden�

��	�� Aggregation

Aggregation bezeichnet die Beziehung ist	Teil	von zwischen zwei Objektklassen� Sie ist somit von der
Vererbung� die f�ur die Relation ist	ein steht� deutlich zu unterscheiden� Dennoch haben sie viele Ge�
meinsamkeiten� denn sowohl die Vererbung als auch die Aggregation lassen sich sehr anschaulich durch
eine Baumstruktur darstellen� Im Fall der Aggregation f�uhrt das immer dann zu einem �ubersichtlichen
Entwurf� wenn eine Beziehung � � m �one	to	many� vorliegt und sich die Aggregation �uber mehrere
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Ebenen erstreckt� Im Prinzip kann die Aggregation als eine Sonderform der Assoziation aufgefa	t
werden� bei der zum einen die Beziehung � � m gilt und die Verkn�upfungsattribute als eigene Klasse
modelliert werden� Syntaktisch wird die Aggregation in der OMT�Notation durch eine kleine Raute
zum Ausdruck gebracht� Abbildung �� zeigt dies an einem Beispiel�

Flur FlurstückGemeinde

Abbildung ��� Ein Beispiel f�ur Aggregation

Je nach Anwendung lie	e sich die Hierarchie in diesem Beispiel nach oben z�B� �uber Kreis� Regierungs�
bezirk� Bundesland und Bundesrepublik noch weiter fortschreiben� Das Beispiel macht nochmals den
Unterschied zur Vererbung deutlich� denn ganz o�ensichtlich ist ein Flurst�uck keine Flur und schon
gar keine Gemeinde und dennoch stehen alle drei in einer direkten hierarchischen Beziehung�
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� Die Verkn	upfung von Topologie und GIS

��� Datenstrukturen und topologische R�aume

In den folgenden Abschnitten gilt es nachzuweisen� da	 die in Kapitel � vorgestellten Datenstrukturen
einen separierten topologischen Raum aufspannen� Es wird sich dann zeigen� da	 das vorgestellte
Modell nur dann gilt� wenn diese Voraussetzung erf�ullt ist� Dabei wird davon ausgegangen� da	 wie
zuvor schon angedeutet� diese Strukturen die Tr�ager der Objektsemantik sind�

����� Die n�Tupel aufgefa�t als topologische Punktmenge

In diesem Abschnitt soll untersucht werden� ob die Inhalte der verschiedenen Relationen einer rela�
tionalen Datenbank auch als Punkte im Sinne der Topologie aufgefa	t werden k�onnen� Dabei mu	
zun�achst festgestellt werden� da	 die n�Tupel untereinander in keiner Ordnungsrelation stehen� so da	
man die Beziehung gr�o	er oder kleiner auf die einzelnen n�Tupel nicht anwenden kann �siehe Abschnitt
������ In der Praxis kann das durchaus anders aussehen und ist im Grunde eine Implementierungsfrage
des Relationen�Modells� Hier soll allerdings der Allgemeinfall er�ortert werden�

Ausgangspunkt der �Uberlegungen ist dabei das Codewort oder einfach das Wort im Sinne der Codie�
rungstheorie� wie es bereits im Zusammenhang mit dem Hamming�Abstand eingef�uhrt wurde �siehe
Seite ���� Die einzelnen n�Tupel einer Relation werden nun einfach als jeweils ein Wort betrachtet�
wobei die W�orter jeweils die gleiche L�ange haben� Diese Aussage st�utzt sich auf den Aufbau der
Tupel� die alle die gleiche Zahl an Attributen besitzen� die ihrerseits wiederum einem bestimmten Da�
tentyp angeh�oren� An fr�uherer Stelle wurde bereits gezeigt� da	 zumindest einige der Attribute auch
tats�achlich vorhanden sind� Es sind dies die Schl�usselattribute� Andere dagegen k�onnen durchaus
unde
niert bleiben�

Nachdem dieser Sachverhalt herausgearbeitet ist� wird als n�achstes untersucht� ob auf diese n�Tupel
die Topologieaxiome� wie sie in Abschnitt � beschrieben wurden� angewendet werden k�onnen� Im
folgenden wird nun eine Menge X betrachtet� die sich wie folgt zusammensetzt� X � fx� � x�� x� �
� � �� xmg� wobei jedes xi 	 f�� �g und m 	 IN die L�ange des n�Tupels in Bit bezeichnet� Die einzelnen
xi stehen dabei f�ur die einzelnen Bits des n�Tupels� m kann dabei aus der Anzahl und den Datentypen
der einzelnen Dom�anen abgeleitet werden� Bildet man die zu X geh�orige Potenzmenge G� dann hat
man mit �X�G� die feinste Topologie gefunden� Diese Topologie kann als Obermenge aller weiteren
Topologien betrachtet werden� die alle gr�ober sind als die angegebene� Aufgrund der De
nition des
relationalen Modells �siehe Abschnitt ����� erf�ullt diese Topologie auch die Anforderungen� die an
die triviale Metrik gestellt werden �siehe Seite ��� da der Abstand zwischen zwei Punkten immer
mindestens � ist�

Am Beispiel der Relation �Rohrleitung� aus Abschnitt ���� soll der Sachverhalt verdeutlicht wer�
den� Dabei werden zur Vereinfachung einige Einschr�ankungen vorausgesetzt� Die Leitungsnummer sei
numerisch� wobei die ganze Zahl durch zwei Byte dargestellt wird� Dar�uber hinaus sei die Leitungs�
nummer gleichzeitig auch das Schl�usselattribut� Des weiteren sei die Leitungsart mit dem Datentyp
�Charakter� und der L�ange zwei Zeichen vereinbart� Alle �ubrigen Attribute sollen keine Rolle spielen
bzw� sind nicht vorhanden� Danach s�ahen die Tupel wie in Tabelle  dargestellt aus�

Analog dazu kann auf einem etwas h�oheren Abstraktionsniveau auch der Weg �uber die Dom�anen
eingeschlagen werden� Nach Abschnitt ���� sind die Attribute einer Dom�ane paarweise orthogonal
zueinander� Das kartesische Produkt ID�� ID�� � � �� IDn f�uhrt damit ebenfalls zur feinsten Topologie�
sofern man s�amtliche Attribute jeder Dom�ane in Betracht zieht� Unter Ber�ucksichtigung der Schl�us�
seleigenschaft bzw� der De
nition des kartesischen Produkts ist der Abstand zweier beliebiger Tupel
immer mindestens � und die Punktmenge erf�ullt damit die Voraussetzungen einer trivialen Metrik�

Erg�anzend zu den bisherigen Ausf�uhrungen kann der Nachweis� da	 die n�Tupel einen topologischen
Raum aufspannen� auch auf andere Art erbracht werden� Wie die obigen Ausf�uhrungen deutlich ge�
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Tabelle � Das Tupel aus Abschnitt ���� in �bin�arer� Schreibweise

macht haben� besitzen alle n�Tupel einer Relation die gleiche L�ange und k�onnen danach als ein Wort
�siehe Hamming�Abstand in Abschnitt ��� aufgefa	t werden� Demnach kann man f�ur die n�Tupel eine
Distanzfunktion� n�amlich den Hamming�Abstand� angeben und erh�alt damit einen metrischen Raum
�X� d�� Der Hamming�Abstand d ist dabei immer mindestens �� Diese Eigenschaft wird durch den
eindeutigen Schl�ussel� den jedes n�Tupel haben mu	� gesichert� Wenn aber die Tupel einen metrischen
Raum bilden� sind immer auch die Topologieaxiome erf�ullt� Dar�uber hinaus ist gleichzeitig auch das
Hausdor�kriterium nachgewiesen�

����	 Datenbankobjekte aufgefa�t als topologische Punktmenge

L�a	t man im objektorientierten Modell� wie es in Abschnitt ����� beschrieben ist� die sogenannte
schwache Typisierung zu� dann kann das Objekt nicht mehr als Record mit fester Satzl�ange betrach�
tet werden� weil die Attribute sowohl hinsichtlich ihrer Anzahl als auch hinsichtlich ihres Datentyps
unterschiedlich sein k�onnen� Eine M�oglichkeit zu zeigen� da	 die Objekte einer objektorientierten Da�
tenbank dennoch als topologische Punktmenge aufgefa	t werden k�onnen� k�onnte �uber die Axiome
A� � A� erfolgen� Stattdessen wird hier aber ein Umweg vorgeschlagen� der den Nachweis auf sehr
einfache Weise erm�oglicht�

Betrachtet man das Objekt OG ganz allgemein als einen Satz von zun�achst unbestimmter L�ange� so
kann man sich diesen aus seiner Objekt�ID Oi und der Menge seiner Attribute Ai zusammengesetzt
denken� Die Menge aller Identi
er �Bezeichnung in Anlehnung an die gebr�auchlichere engl� Schreib�
weise� soll dabei mit IMi �

Pn
j��Oi bezeichnet werden� Diese Anschauung folgt im wesentlichen

den Ausf�uhrungen von �Mayr�Dittrich�Lockemann ����� S� ������ die im dortigen Zusammen�
hang auf die Zuordnung von Attributen und�oder Objekten eingehen� Nach dieser Au�assung kann
diese Zuordnung auch als Assoziation aufgefa	t werden �siehe Abschnitt ��� und Abbildung ��a��
Die Zuordnung ist dabei eindeutig und umkehrbar� mithin bijektiv� was in der Mengenschreibweise in
Abbildung ��b zum Ausdruck kommt�

Betrachtet man die Menge IMi gesondert� dann ist aufgrund der De
nition eines Identi
ers klar� da	
je zwei Elemente dieser Menge den Hamming�Abstand d � � haben und somit die Axiome M� � M��
die eine Metrik de
nieren� erf�ullt sind� Es spielt dabei keine Rolle� wie Oi letztlich festgelegt wird� Es
kann dies z�B� numerisch oder alphanumerisch geschehen� Aus der Sicht der Codierungstheorie gen�ugt
es� da	 der Code� der die verschiedenen Objekte identi
ziert� f�ur jedes Objekt gleich lang ist� Dies ist
sicher immer der Fall� da �uber die L�ange dieses Codes der Adre	raum festgelegt wird und dieser f�ur
jedes Objekt gleich sein mu	� Demnach erf�ullen die Objekt�IDs die Anforderungen� die an eine Metrik
gestellt werden� und damit nach Abbildung � auch die� die von einem topologischen Raum gefordert
werden�

Der Raum X ergibt sich analog zu Abschnitt ����� mit X � fx��x�� � � ��xm�arg� wobei xi 	 f�� �g
und m die Anzahl der Bits ist� die den Adre	raum festlegen� ar steht dabei als Platzhalter f�ur die
Attribute und kann als Konstante betrachtet werden� Der so de
nierte Raum �X� d� ist ein metrischer
Raum und damit ein Sonderfall des topologischen� der dar�uber hinaus auch das Hausdor�kriterium
erf�ullt�
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Abbildung ��� Die Zuordnung zwischen Objekt�ID und den zugeh�origen Attributen

����� Record�basierte Strukturen aufgefa�t als topologische Punktmenge

In diesem Abschnitt wird das oben Behandelte verallgemeinert und auf alle record�basierten Daten�
strukturen ausgeweitet� Prinzipiell gilt es hier vier verschiedene F�alle zu unterscheiden�

�� S�atze mit 
xer L�ange und einem eindeutigen Schl�ussel�

� S�atze mit 
xer L�ange ohne eindeutigen Schl�ussel�

�� S�atze mit variabler L�ange und einem eindeutigen Schl�ussel�

�� S�atze mit variabler L�ange ohne eindeutigen Schl�ussel�

Fall eins und Fall drei sind im Grunde genommen in den Abschnitten ����� und ���� bereits behan�
delt� Jeder Satz� der sich aus atomaren Datentypen zusammensetzt und eine 
xe L�ange hat� entspricht
einem n�Tupel� wie es im relationalen Fall oben bereits behandelt wurde� Ebenso entspricht ein Re�
cord mit variabler L�ange� aber einem festem Schl�ussel� einem Objekt� das wie oben gezeigt in einen
Schl�usselanteil und einen Attributanteil zerlegt werden kann� F�ur diesen Fall wurde ebenfalls gezeigt�
da	 er den Bedingungen einer topologischen Punktmenge gen�ugt� Es verbleiben damit die F�alle zwei
und vier�

����� Record�basierte Strukturen ohne Schl�ussel

Zun�achst wird Punkt zwei aus obengezeigter Fallunterscheidung n�aher behandelt� Als Beispiel soll
zun�achst der in Abschnitt ����� aufgef�uhrte Bag herangezogen werden� Diese Struktur zeichnet sich
durch eine feste Satzl�ange aus� die S�atze k�onnen jedoch mehrfach vorkommen� Da der Bag aber eine
Sonderform der Liste ist� handelt es sich folglich um eine geordnete Menge� Dies zeigt sich beispielsweise
schon an der De
nition der S�atze� die im allgemeinen einen Verweis auf zumindest den Nachfolger
haben� der �ublicherweise auch mit nachfolger bezeichnet wird� Es kann also f�ur je zwei beliebige S�atze
Si und Sj�i �� j� aus einer gegebenen Menge IMG von S�atzen die Beziehung Si  Sj oder Sj  Si
angegeben werden� Gilt diese Aussage f�ur ein beliebiges Paar� dann gilt sie auch f�ur jede beliebige
Teilmenge IMK � fSkjSk 	 IMG� k � ��  � � �g� Die Menge IMG gen�ugt demnach den Bedingungen
O� � O� aus Abschnitt ��� und dar�uber hinaus noch den Bedingungen� die an eine Wohlordnung
gestellt werden� Die Menge ist folglich wohlgeordnet� Damit kann eine Abbildung f dieser Menge auf
die Menge der nat�urlichen Zahlen IN angegeben werden� IN wiederum kann als separierter topologischer
Raum gedeutet werden� Da f bijektiv ist� sind die beiden R�aume topologisch �aquivalent� Damit ist
gezeigt� da	 auch der Bag den Bedingungen T� � T� gen�ugt�
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Neben dem Bag ist auch der Record� wie er im Netzwerkmodell zur Anwendung kommt �siehe Ab�
schnitt ������� ein weiterer wichtiger Vertreter dieser Gruppe� Denn auch im Netzwerkmodell ist hin�
sichtlich des Satzinhalts keine Restriktion vorhanden� d�h� es kann durchaus mehrere S�atze mit glei�
chem Inhalt geben� Aber auch diese S�atze unterliegen den gleichen Bedingungen� wie sie f�ur den Bag
gelten� Dies kommt in Abbildung �� deutlich zum Ausdruck�

Die gleiche Beweisf�uhrung kann z�B� auch f�ur das Hashing mit Verkettung herangezogen werden� Hier
kann die Abbildung allerdings nicht auf die Menge IN beschr�ankt bleiben� Es gilt vielmehr eine Funktion
f zu suchen� die die Elemente ei der Hash�Tabelle auf IN� IN �jetzt aufgefa	t als topologischer Raum�
abbildet� f weist dem �Tupel als ersten Wert den Index aus der Hash�Tabelle zu� der zweite ergibt
sich aus der Ordnungszahl innerhalb der Kette� f�ei�� IN � IN ist somit gefunden� Diese Abbildung
ist bijektiv� woraus wiederum folgt� da	 die beiden R�aume topologisch �aquivalent sind� Damit k�onnen
die Elemente einer Hash�Tabelle ebenfalls als topologische Punktmenge aufgefa	t werden�

Diese Beweisf�uhrung kann f�ur beliebige Dimensionen erweitert werden� Wobei jetzt eine Funktion der
Art f�ei�� IN� � IN� � � � �� INn anzugeben ist� Eine derartige Funktion kann aber �uber die Indizes
der Hash�Tabelle und die Ordnungszahlen innerhalb der Ketten immer angegeben werden� so da	 die
im vorangegangenen Absatz aufgef�uhrte Beweisf�uhrung analog angewendet werden kann�

����� Strukturen ohne feste L�ange

Zuletzt mu	 noch der Beweis erbracht werden� da	 auch Strukturen mit variabler L�ange ebenfalls
als topologische Punktmenge aufgefa	t werden k�onnen� In diesen F�allen kann nicht mehr der rela�
tiv einfache Weg �uber den Hamming�Abstand eingeschlagen werden� da dieser eine feste Wortl�ange
voraussetzt� Es gilt folglich eine andere L�osung zu suchen�

Gegeben sei die Menge IL� die aus den beiden Elementen � und � besteht� also� ILi � f�� �g� X sei die
Menge bestehend aus IL� � IL� � IL� � � � �� ILn� wobei n 	 IN und endlich sein soll��� Weiterhin sei
die Menge F bestehend aus dem System aller Teilmengen von X gegeben� Diese sogenannte diskrete
Topologie ist die feinste� die angegeben werden kann� Im Raum �X�F� kann somit jede beliebige
Bitfolge� deren Semantik zun�achst unbestimmt ist� abgebildet werden�

Jeweils ganz bestimmte Teile dieser Bitfolge sind dabei die Tr�ager der Semantik� die zu einer bestimm�
ten Zeit t eindeutig sein mu	� Daraus folgt� da	 sich diese Teilmengen zum Untersuchungszeitpunkt
t nicht �uberlappen d�urfen� da ansonsten deren Semantik nicht eindeutig w�are� Die Menge ist folglich
trennbar und damit Hausdor�sch�

����� Zusammenfassung

In den Abschnitten ����� bis ����� wurde gezeigt� da	 alle g�angigen Datenstrukturen als topologische
Punktmenge gedeutet werden k�onnen� die dar�uber hinaus das Hausdor�kriterium erf�ullen� Dies wird
in Kapitel � im Zusammenhang mit der Quasi�Zellenzerlegung und der q�Identit�at von Bedeutung
sein�

Prinzipiell h�atte der Nachweis �uber das Vorliegen eines separierten topologischen Raumes auch �uber
den Adre	raum bzw� den physikalischen Speicher gef�uhrt werden k�onnen� Dies st�unde aber im Wider�
spruch zur Vorgehensweise in der Informatik� die generell bestrebt ist� abstrakte Modelle zu entwickeln
�siehe dazu z�B� �Heuer �������

Verallgemeinert man den Gedanken aus ������ dann gilt mit G � fX � �g als der indiskreten Topologie
die folgende Beziehung f�ur jede weitere Topologie U �

G � U � F �

�
Die Forderung nach Endlichkeit hat rein praktische Gr�unde�
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Es sind somit noch viele weitere Topologien denkbar� die aber alle als Untermenge von F betrachtet
werden k�onnen� Jede dieser Topologien bildet ihrerseits wieder einen topologischen Raum� Damit ist
gezeigt� da	 auch beliebige bin�are Strukturen mit unterschiedlicher L�ange die Bedingungen� die an
eine Topologie gestellt werden� erf�ullen� Da diese Strukturen zu einem beliebigen Zeitpunkt t jeweils
semantische Einheiten bilden� sind diese Punkte trennbar� der Raum ist somit separiert� Interpretiert
man X als den Adre	raum� dann ist man mit dieser Darstellung schon sehr nahe am physikalischen
Speicher�

��� Topologie und Zeit

Unter den zahlreichen Ver�o�entlichungen zum Thema Topologie in GIS wirken die Beitr�age� die den
Zusammenhang zwischen der Zeit und der Topologie behandeln� auf den ersten Blick etwas befremd�
lich� Dies h�angt vor allem damit zusammen� da	 die meisten Autoren das Thema Topologie eher
statisch betrachten und damit im allgemeinen Zust�ande� die zeitlich konstant sind�

Eine sehr ausf�uhrliche Darstellung des Themenkomplexes GIS und Zeit gibt �Langran ����� �wesent�
lich kompakter� daf�ur aktueller auch in �Bill ������� In �Langran ����� wird zun�achst allgemein �uber
die Problematik Zeit und ihre Abbildung in GIS diskutiert� Dabei wird vor allem auf die unterschiedli�
chen Zeitskalen aufmerksam gemacht �siehe S� ���� Des weiteren weist der Autor auf die Schwierigkeit
hinsichtlich der Objektidentit�at hin� die sich bei zeitlichen �Anderungen des Objekts ergeben� So ist
z� B� zu fragen� ob ein Flurst�uck nach einer Teilung als Objekt noch weiter existiert� eventuell in einem
der neu entstandenen Flurst�ucke� oder ob etwa ein Geb�aude� das abgerissen und an der gleichen Stelle
wieder aufgebaut wird� noch dasselbe Geb�aude ist� Bejaht man diese Frage� so bleibt zu kl�aren� ob
dies immer noch zutri�t� wenn das Geb�aude � m versetzt wieder aufgebaut wird usw� Wie aus diesen
wenigen Beispielen deutlich wird� ist es sehr schwierig� hier allgemeing�ultige Kriterien zu 
nden� die
diese Fragen eindeutig kl�aren�

Objekte Zeit �a bu u u�
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Abbildung �� Die Ver�anderung in Abh�angigkeit von der Zeit am Beispiel von vier Objekten im
zeitlichen Intervall �a�b�� Beginn oder Ende einer Gerade kennzeichnet jeweils den Aufgang oder den
Untergang eines Objekts �nach �Langran ����� S� �����

Tri�t man f�ur diese F�alle eine Entscheidung� so kann der Zeitraum zwischen zwei Ver�anderungen eines
Objekts als Kante und der Zeitpunkt der Ver�anderung selbst als Knoten aufgefa	t werden� und man ist
wieder bei topologischen Beziehungen angelangt �siehe �Raafat�Yang�Gauthier ������� Graphisch
ist dieser Sachverhalt in Abbildung � wiedergegeben� Neben diesen topologischen Beziehungen� die
das Objekt gewisserma	en zu sich selbst hat� gibt es auch bei zeitlicher Modellierung nach wie vor
die topologischen Beziehungen zu anderen Objekten� die nat�urlich ebenfalls einer zeitlichen Ver�ande�
rung unterliegen� Beispielsweise �andern sich die Nachbarschaftsverh�altnisse zwischen den Flurst�ucken
nach einer Grundst�ucksteilung auch dann� wenn man die im vorangegangenen Absatz angesprochene
Objektidentit�at zweifelsfrei gekl�art hat� Vor allem in Netzanwendungen lassen sich noch zahlreiche



� �� �

weitere Beispiele 
nden� Besonders Objekte� deren Sinn gerade darin liegt� topologische Beziehungen
herzustellen oder aber auch zu unterdr�ucken� sind hervorragend dazu geeignet� als konkrete Anwen�
dung zeitlich variabler Topologien zu dienen� Schalter� Schienen �in Stromanwendungen�� Schieber�
Ventile usw� geh�oren dieser Kategorie an� Hinsichtlich der Trennbarkeit ergeben sich im Zusammen�
hang mit der Zeit Schwierigkeiten �siehe �Langran ����� S� ������ wie an einem Beispiel gezeigt
wird�

Es sei eine Relation mit dem Namen �Flurst�uck� gegeben� die als Schl�usselattribut die Flurst�ucks�
nummer hat� Neben einigen weiteren Attributen sei auch ein Attribut Nutzungsart gegeben� das zum
Zeitpunkt t� den Wert a habe� Zum Zeitpunkt t� soll dieses Attribut den Wert b erhalten� aber
nach geraumer Zeit �t�� wieder auf a zur�uckgesetzt werden� Topologisch gesehen bilden die jeweiligen
Ver�anderungszeitpunkte die Knoten� die allerdings in diesem konkreten Beispiel nicht voneinander
trennbar w�aren� da die beiden Tupel zum Zeitpunkt t� und zum Zeitpunkt t� vollkommen gleich sind
und eine Trennbarkeit �uber eine Ordnungsrelation� wie sie in Abschnitt ��� dargestellt und in Ab�
schnitt ���� n�aher beschrieben wurde� nicht m�oglich ist� Dar�uber hinaus w�are bereits zum Zeitpunkt
t� die Schl�usselbedingung verletzt� da die Ver�anderung ein weiteres Tupel mit dem gleichen Schl�ussel
erzeugen w�urde�

L�osungen liegen bereits seit langem in den verschiedensten Varianten vor �z�B� �Snodgrass�Ahn
������ �Ariav ������ �Clifford�Tansel ������ �Gadia ������� Sie lassen sich im wesentlichen in
drei Kategorien einteilen� Vorschl�age� die auf der Tabellen�Ebene ansetzen� solche� die auf der Tupel�
Ebene wirksam werden und solche� die auf Attribut�Ebene aufsetzen� �Griefahn ����� gibt eine sehr
ausf�uhrliche �Ubersicht zu dieser Thematik und stellt die neueren Entwicklungen im Zusammenhang
mit den relationalen Datenbanken und der Zeit vor�
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Abbildung ��� Ein Objekt und seine topologischen Verkn�upfungen unter Ber�ucksichtigung der Zeit

Abbildung �� verdeutlicht diesen Sachverhalt in graphischer Form� Die Objekte sind dabei als Punkte
wiedergegeben� wobei die topologischen Beziehungen als Kanten dargestellt sind� Die Beziehungen� die
ein Objekt zum Zeitpunkt ti zu anderen Objekten hat� sind hier in der Ebene als Graph dargestellt�
Dieser Graph ist im allgemeinen nicht mehr planar�

��� Topologische Beziehungen zwischen zwei Fl�achen im IR�

Ein sehr interessanter L�osungsvorschlag zur Beschreibung topologischer Beziehungen im IR� ist in den
Ver�o�entlichungen von �Egenhofer�Franzosa� ������ �Egenhofer� Clementi� Felice� ����� und
�Egenhofer� Franzosa� ������� zu 
nden� Als Idee liegt diesen Arbeiten das ��Intersektion�Modell

��Die Liste der Arbeiten zu dem hier behandelten L�osungsansatz ist bei weitem nicht vollst�andig�
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���intersection�model� zugrunde� mit Hilfe dessen topologische Beziehungen beschrieben werden� Da�
mit man die vier Schnittmengen bilden kann� wird ein Gebiet G� entsprechend der topologischen
Sichtweise in die o�ene Menge aller inneren Punkte G� und den geschlossenen Rand 
G zerlegt�
Die Beziehung von zwei Gebieten G� und G� wird nun durch die Bildung der vier Schnittmengen
�
G� � 
G�� G

�

� �G
�

��
G��G
�

��G
�

�� 
G�� beschrieben� wobei jede Schnittmenge nur den Wert � oder
�� bzw� � oder � annehmen kann� Aus der Menge aller m�oglichen Kombinationen dieses ��Tupels kri�
stallisieren sich acht Elemente heraus� denen eine topologische Bedeutung beigemessen werden kann�
Diese acht Beziehungen sind in Abbildung �� dargestellt�
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Abbildung ��� Die topologischen Beziehungen zwischen zwei Gebieten im IR� �nach �Egenho�
fer�Franzosa� ���� S� �����
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Abbildung ��� In beiden F�allen ergibt sich als das gleiche Muster ���������

Betrachtet man nun zwei Paare von Gebieten Gi�i � �� � und Gj�j � �� �� in einem beliebigen to�
pologischen Raum X und bildet f�ur beide dieser Gebiete das bin�are Muster der ��Tupel nach dem
oben dargestellten Modell� dann zeigt sich� da	 Gebiete mit gleichen topologischen Beziehungen auch
gleiche Muster bilden� Die Umkehrung dieser Beziehung gilt allerdings nicht� So ist das bin�are Muster
keine hinreichende Bedingung daf�ur� da	 auch gleiche topologische Beziehungen vorliegen� Abbildung
�� macht dies deutlich� Das ��Tupel f�ur beide Muster ist ���������� obwohl die beiden Figuren nicht
zueinander hom�oomorph sind� Beispielsweise ist ganz o�ensichtlich die Kardinalit�at der Schnittpunk�
te� eine der topologischen Invarianten� nicht erf�ullt� Zur weiteren Di�erenzierung sind folglich noch
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andere Kriterien heranzuziehen� In Abbildung �� kann dies dadurch geschehen� da	 die Schnitte der
beiden R�ander durchnumeriert werden� wobei hier von einem vorgegebenen Umlaufsinn auszugehen
ist� �Egenhofer�Franzosa ����� zeigen damit� da	 auch solche topologischen Beziehungen zu un�
terscheiden sind� die mit der oben gezeigten Vorgehensweise nicht zu l�osen waren�

Neben diesem Modell existiert noch ein zweites� das als ��Intersektion in der Literatur bekannt ist
�siehe z� B� �Egenhofer�Franzosa ������ �Winter ����b� oder auch �Egenhofer�Mark �������
Beide Modelle brauchen in diesem Zusammenhang nicht weiter vertieft zu werden� da in dieser Arbeit
ein anderer Weg zur Beschreibung der topologischen Beziehungen eingeschlagen wird�

��� Normen� die topologische Aspekte enthalten

Topologische Aspekte sind auch Gegenstand einiger Normen� In diesem Zusammenhang interessieren
die f�ur GIS bedeutsamen Normen �ISO �	

� �als Grundlage von DIGEST�� �ISO 
����� und die
daraus abgeleitete europ�aische Norm� die derzeit in der vorl�au
gen Fassung �prENV 
	
��� �prENV

	���� und �prENV 	���

� als Vornorm zur Verf�ugung steht� Damit liegen zwei unabh�angige Nor�
men vor� die auf Inhalte topologischer Art untersucht werden k�onnen� Die zuvor genannten Normen
de
nieren sogenannte Datenbeschreibungssprachen �engl� Data Description Language DDL�� wobei die
aus der �ISO 
������
� abgeleitete Sprache auch mit dem Namen EXPRESS bezeichnet wird� Von
diesen beiden Normen enth�alt aber nur die europ�aische Vornorm ��prENV 
	
� S� ���� Informatio�
nen hinsichtlich topologischer Modellbildung� Derzeit beschreibt sie lediglich topologische Beziehungen
im IR� �ebd� S� ��� In den folgenden Abschnitten wird diese Norm hinsichtlich der Abbildung von to�
pologischen Beziehungen untersucht�

����� Der Knoten

Gem�a	 dem europ�aischen Normvorschlag �siehe �prENV 
	
�� S� ��� sind zwei Auspr�agungen
von Knoten�� vorgesehen� verbundene und unverbundene bzw� isolierte Knoten� F�ur einen isolierten
Knoten k�i wird lediglich die Beziehung

� liegt in Masche

festgehalten� Der verbundene Knoten k�v kennt dagegen zwei Formen� zum einen den Knoten k�a� der
gleichzeitig Anfangs� oder Endpunkt einer Kante ist� und den Knoten k�e � der lediglich Element einer
Kante k� ist� Daraus ergeben sich f�ur k�a die topologischen Beziehungen

� ist Anfangspunkt f�ur n Kanten und

� ist Endpunkt f�ur n Kanten�

F�ur k�e existiert demgegen�uber nur die Aussage

� ist Element von n Kanten�

Aus topologischer Sicht wird hier vor allem von der Randpunkteigenschaft des Knotens und der
Beziehung innen und au	en Gebrauch gemacht� Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang noch
die Tatsache� da	 dieser Entwurf eine Identit�at� wie sie in �Bollmann�Grugelke�Lux ����� �siehe
Abbildung ��� angegeben ist� nicht vorsieht�

Dar�uber hinaus mu	 noch auf den Sachverhalt Knoten k�e ist Element einer Kante hingewiesen werden�
Dieser Knoten ist f�ur Berechnungen in Graphen nicht verwertbar� Der Grund daf�ur kann aus der in
Abschnitt �� beschriebenen Inzidenzabbildung hergeleitet werden� Danach kann k�e zwar Element
der Menge N der Knoten sein� allerdings wird keine der Kanten aus E auf ihn abgebildet� Folglich
kann nur die Aussage es gibt keinen Weg zu k�e aus diesem Sachverhalt gewonnen werden� Er nimmt
damit die gleiche Rolle wie der unverbundene Knoten ein�

��Es werden die in der Norm verwendeten Begri�e beibehalten�
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����	 Die Kante

Die Kante ist verglichen mit dem Knoten in ihrem Aufbau etwas komplizierter� Sie zeichnet sich durch
insgesamt acht topologische Beziehungen aus� die im folgenden kurz skizziert werden�

� Sie beginnt an einem Knoten und

� endet an einem Knoten�

� Die Kante ist orientiert und hat linksliegend � bis n Maschen ebenso

� hat sie rechtsliegend � bis n Maschen�

� Am Endpunkt zeigt sie auf die n�achstliegende rechte Kante�

� am Endpunkt zeigt sie auf die n�achstliegende linke Kante�

� Am Anfangspunkt zeigt sie auf die n�achstliegende rechte Kante�

� am Anfangspunkt zeigt sie auf die n�achstliegende linke Kante�

Dar�uber hinaus sind noch einige Eigenschaften festgehalten� die sich aus der Umkehrbeziehung erge�
ben� dies sind

� die � bis n Knoten� die Element der Kante sind und

� die � bis n geschlossenen Umringe� zu denen die Kante geh�ort�

An dieser Stelle lohnt es sich� das Konzept dieses topologischen Entwurfs etwas n�aher zu beleuchten�
Dabei f�allt auf� da	 jede Kante bis zu n Maschen als Nachbarn haben kann��� Dies ist aber� legt man
die Theorie streng aus� zun�achst ein Widerspruch zu den Folgerungen� die sich aus dem Jordan�schen
Theorem ergeben� Danach trennt ein Strahl die Ebene in genau zwei Halbebenen� wonach dann jede
Kante genau einen rechten und genau einen linken Nachbarn haben mu	�

C

A

B
da

b
c

Abbildung ��� Drei �Zellen� die sich �uberlappen

Diesem theoretischen Ansatz steht eine etwas andere Sicht der GIS�Praxis gegen�uber� Wie Abbildung
�� deutlich macht� liegen in GIS Kanten oftmals als Teile von komplexeren Gebilden �z�B� Fl�achen�
vor� Die Abbildung zeigt drei Fl�achen� die sich gegenseitig �uberlappen� Bezeichnet man nun die Kante�
die sich aus der Verbindung vom Knoten a nach d ergibt� mit k� dann hat k drei linke� dies sind die
Fl�achen A� B und C� und zwei rechte� n�amlich B und C� benachbarte Fl�achen� Ganz o�ensichtlich

��Der Au�enraum z�ahlt ebenfalls als Masche� weshalb immer mindestens eine Masche vorhanden sein mu��
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ist die im vorangegangenen Absatz getro�ene Annahme nur dann richtig� wenn der �Uberlappungsfall
ausgeschlossen wird� Dies kann durch die Zerlegung der Ebene in kleinste Fl�acheneinheiten erreicht
werden�

Will man aus den topologischen Beziehungen den gr�o	tm�oglichen Nutzen ziehen� dann ist es un�
umg�anglich� strenge Ma	st�abe an die Abbildung dieser Relationen anzulegen� Dies wird von der vor�
liegenden Norm nicht unterst�utzt� In der Konsequenz f�uhrt dies dazu� da	 Systeme mit einer schwachen
Topologie bevorzugt werden� Denn beim Austausch von Daten zwischen den Systemen mu	 u� U� die
komplexe topologische Struktur beim Datenaustausch erst aufgebaut werden� Sinnvoll w�are dagegen
der umgekehrte Weg� Topologisch schwache Systeme sollten beim Datenexport veranla	t werden� eine

'
saubere� Struktur zu erzeugen�

����� Die Masche

Die Masche hat die folgenden Charakteristika�

� Sie hat einen �au	eren Umring und

� sie enth�alt keinen oder mehrere innere geschlossenen Polygone�

� Sie enth�alt � bis n isolierte Knoten und

� sie liegt links von � bis n Kanten ebenso wie

� sie rechts von � bis n Kanten liegt�

Es f�allt zun�achst auf� da	 die Masche verh�altnism�a	ig einfach aufgebaut ist und da	 ganz zentrale
topologische Beziehungen� wie beispielsweise die Nachbarschaft� nicht gef�uhrt werden� Diese Relationen
sind zwar nicht explizit� sehr wohl aber implizit enthalten� Die Nachbarn zu einer gegebenen Masche
k�onnen� um beim obigen Beispiel zu bleiben� �uber ihren Umring gefunden werden� Dieser setzt sich aus
mindestens einer Kante zusammen� die ihrerseits Informationen �uber die linken und rechten Maschen
enth�alt�

��� Die Abbildung topologischer Zusammenh�ange in Datenstrukturen

Die Wechselwirkung zwischen der Topologie von Objekten im IR� und ihrer Abbildung als Daten�
struktur soll am Beispiel des Graphischen	Programm	Generators �GPG�� der von der Firma IBM im
Rahmen des GTIS�Projekts entwickelt wurde� dargestellt werden� GPG bezeichnet eine Makrosprache�
die speziell auf den Bereich GIS zugeschnitten ist� Diese Sprache erlaubt die Abbildung topologischer
Beziehungen direkt in der Datenstruktur� wobei dazu ein bemerkenswerter L�osungsansatz gew�ahlt
wurde� Da diese Struktur noch nicht sehr bekannt ist� wird sie im folgenden etwas detaillierter vorge�
stellt�

GPG kennt im wesentlichen f�unf verschiedene sogenannte Typklassen von Objekten� deren strukturel�
ler Aufbau fest vorgegeben ist� Aus den Typklassen k�onnen dann beliebige weitere Objektklassen ��

abgeleitet werden� F�ur diese Arbeit ist besonders der strukturelle Aufbau von drei dieser Typklassen
von Bedeutung� die im weiteren kurz vorgestellt werden�

Die erste Typklasse� das sogenannte Typ���Objekt zeichnet sich durch folgenden strukturellen Aufbau�
den man durchaus als Hierarchie ansehen kann� aus�

� Alle Objekte geh�oren einer bestimmten Anwendungsebene �Layer� an�

��Der Begri�
�
Klasse� darf in diesem Zusammenhang nicht mit dem heute �ublichen verwechselt werden� Die Unter�

schiede spielen allerdings f�ur diese Arbeit keine Rolle und brauchen daher nicht n�aher ausgef�uhrt zu werden�
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� Sie bilden mindestens einen aber h�ochstens zwei sogenannte absolute Punkte �A�P���

� Jedes Objekt hat mindestens einen und h�ochstens zwei sogenannte Punktverbinder �P�V���

� Es folgt auf der n�achsten Stufe das eigentliche Objekt mit ��n Attributen�

� Auf der untersten Hierarchiestufe sind die Bilder angesiedelt� wovon i� a� mindestens eines vor�
handen sein mu	�

Schematisch ist dieser Aufbau wie in Abbildung �� wiedergegeben�

LAYER

A.P.

P.V.

BILD

OBJEKT

Abbildung ��� Prinzipieller Aufbau der Datenstruktur

a b

LAYER

BILD

P.V.

BILD

P.V. P.V.

A.P.

LAYER

A.P. A.P.

P.V.

OBJEKT OBJEKT

Abbildung ��� Struktureller Aufbau der Typklassen  und �

Erg�anzend zu Abbildung �� mu	 noch erw�ahnt werden� da	 an jedem absoluten Punkt n Punktver�
binder vorhanden sein k�onnen und an jedem Punktverbinder wiederum m Objekte zusammenlaufen
k�onnen� Netzlogisch� d�h� beispielsweise galvanisch oder hydraulisch verkn�upft sind die Objekte aber
nur� wenn sie sich einen Punktverbinder teilen� Durch diesen strukturellen Aufbau wird festgelegt� in
welchen F�allen Flu� m�oglich ist� Daraus ergeben sich vielf�altige Analysemethoden� auf die sp�ater noch
eingegangen wird�

Objekte� die der Typklasse � angeh�oren� haben genau den Aufbau� wie er in Abbildung �� dargestellt
ist� Am Beispiel der n�achsten Typklasse wird der Unterschied bzw� die Bedeutung der einzelnen
Komponenten sehr schnell deutlich �siehe Abbildung ��a�� Sie haben die folgende Auspr�agung�



� �� �

� Sie geh�oren einer bestimmten Anwendungsebene �z�B� Grundkarte� an�

� Sie bilden genau zwei absolute Punkte�

� Sie haben zwei Punktverbinder und zwar an jedem absoluten Punkt einen�

� Es sind ��n Attribute zugelassen �in der Abbildung auf der Objektebene angesiedelt��

� und sie k�onnen �� n Bilder haben�

Abbildung ��� Drei �uber Verbindungsmu�en verbundene Kabel

P.V.

Bild_0 BILD 3 BILD 4

LAYER

P.V. P.V.

A.P. A.P.

P.V.

BILD 1 BILD 2

OBJ. 3OBJ. 0 OBJ. 4OBJ. 1 OBJ. 2

Abbildung ��� Die Datenstruktur zu Abbildung ��

Abbildung ��� Die Verbindungsmu�en aus Abbildung �� sind durch Schalter ersetzt

Der schematische Aufbau dieser Objekte ist in Abbildung ��a wiedergegeben� Die letzte Gruppe von
Objekten� sie geh�oren der Typklasse � an� zeichnen sich dadurch aus� da	 sie lediglich einen absoluten
Punkt� aber zwei Punktverbinder haben �siehe Abbildung ��b�� Die verbleibenden Typklassen �vier
und f�unf� bieten lediglich zus�atzliche Ausgestaltungsm�oglichkeiten zu den bereits aufgez�ahlten und
bringen von daher f�ur die Thematik dieser Arbeit keine neuen Gesichtpunkte�

Betrachtet man die vorgestellten Typklassen aus dem Blickwinkel der Graphentheorie� dann sieht
man� da	 die einzelnen Typklassen eine direkte Entsprechung in dieser Terminologie haben� Die Ele�
mente der Typklasse � und � stellen dabei Punkte dar� wobei das verbleibende Element �Typklasse
� die Kante repr�asentiert� Allerdings stellt erst der P�V� einen Knoten im Sinne der Graphentheorie
dar� wie sp�ater noch gezeigt wird� Die strukturelle Abbildung der Beziehung zwischen Maschen ist in
diesem Modell nicht vorgesehen� Bei der Implementierung von GIS�Anwendungen wird nun versucht�
die auftretenden Problemstellungen mit Hilfe der oben dargelegten Bausteine zu l�osen� Am Beispiel
von drei Stromleitungen� die �uber Mu�en miteinander verkn�upft sind� soll dies kurz erl�autert werden�
Abbildung �� zeigt dabei die Situation im Grundri	� w�ahrend Bild �� die zugeh�orige Datenstruktur
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darstellt� Dem Beispiel liegt dabei die Annahme zugrunde� da	 es sich bei den Kabeln um physisch ge�
trennte Objekte handelt� die �uber die Mu�en �Verbindungsmu�en� galvanisch miteinander verbunden
werden sollen�

Verfolgt man in Abbildung �� ausgehend vom Objekt den jeweiligen Aufbau der Struktur� so erkennt
man� da	 die Objekte �Mu�en� der Typklasse � angeh�oren und alle Eigenschaften erf�ullen� die an ein
derartiges Objekt gestellt werden� Die Leitungen folgen in ihrem strukturellen Aufbau der zweiten
Typklasse� Jeweils zwei Objekte der Typklasse  teilen sich einen Punktverbinder eines Objekts der
Typklasse � �zum einen OBJ�� mit OBJ� und OBJ� mit OBJ���� Dies bringt den Sachverhalt Objekte
sind miteinander verbunden zum Ausdruck� d� h� im genannten Beispiel ist Flu� m�oglich� die Leitungen
sind also galvanisch verkn�upft� Das folgende Beispiel� das auf diesem direkt aufbaut� soll dieser eher
statischen Sichtweise eines Teil�Netzes eine dynamische Komponente geben�

Das Beispiel �Abbildung ��� zeigt wiederum ein Teil�Netz einer Stromanwendung� wobei diesmal die
Mu�en durch Schalter ersetzt sind� Diese Situation ist nat�urlich aus Benutzersicht grundverschieden
vom vorangegangenen Beispiel� Hier soll aber nicht die Nutzersicht im Vordergrund stehen� sondern
der topologische Aspekt dieser Schaltung� Die Gemeinsamkeit� die dieses Beispiel mit dem vorange�
gangenen hat� wird vor allem an der Datenstruktur deutlich �siehe Abbildung ���

P.V.

BILD 3 BILD 4

LAYER

P.V. P.V.

A.P. A.P.

P.V.

BILD 1 BILD 2

OBJ. 3OBJ. 0 OBJ. 4OBJ. 1 OBJ. 2

Bild 0

Abbildung �� Die Datenstruktur zu Abbildung ��

In diesem Beispiel teilen sich nur noch zwei Objekte der Typklasse  einen gemeinsamen P�V� �n�amlich
OBJ� und OBJ���� Die anderen beiden Objekte sind zwar mit dem gleichen Objekt wie vorher ver�
bunden� aber nicht mehr mit dem gleichen Punktverbinder� Nach De
nition ist damit kein Flu� mehr
m�oglich� die Objekte sind also nicht mehr galvanisch verbunden� Das Beispiel macht deutlich� da	
nicht der A�P� sondern der P�V� die Funktion eines Knotens �ubernimmt� Diese Modellierung macht es
m�oglich� durch relativ geringe Eingri�e die Netzlogik vollst�andig zu �andern�

����� Die Entkoppelung von Geometrie und Topologie

Die spezielle Datenstruktur des GPG wird vor allem deshalb so detailliert ausgef�uhrt� weil bei diesem
Konzept die vollst�andige Trennung von Geometrie und Topologie realisiert ist� Dies mag im allgemei�
nen wenig sinnvoll erscheinen� erlaubt aber in Sonderf�allen sehr e�ektive L�osungen� Dies soll an einem
Beispiel belegt werden�

Abbildung �� zeigt eine Sammelschiene� an die zwei Kabel angeschlossen sind� Es werden dabei zwei
F�alle unterschieden�

� Der Schalter auf der Schiene ist geschlossen und�
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Schiene mit Schalter

Datenstruktur

Kabel 2

Kabel_1

A. P.

P. V.

Schiene Kabel_2

P. V.

Kabel 2Kabel 1 Kabel 1

Schiene Kabel_2

P. V. P. V.

A. P.

Kabel_1

Abbildung ��� Gegen�uberstellung Topologie � Geometrie

P.V. P.V. P.V.

Objekt_a Objekt_b

Bild_a Bild_b

DatenstrukturRealität

b

a

Leitungen

Zwei zueinander parallele

Abbildung ��� Zwei Leitungen und ihre zugeh�orige Datenstruktur als Beispiel zur Trennung von To�
pologie und Geometrie

� der Schalter auf der Schiene ist o�en�

F�ur beide Schaltungen ist jeweils die daraus entstehende Datenstruktur wiedergegeben�

Aus der Abbildung ist sofort ersichtlich� da	 die geometrische Auspr�agung der beteiligten Objekte nicht
durch eine hom�oomorphe Abbildung in die der Datenstruktur zugrunde liegende Form des Knoten�
Kanten�Modells �uberf�uhrt werden kann� Die beiden Kabel kommen in der Graphik nie miteinander in
Ber�uhrung� obwohl sie im Fall des geschlossenen Schalters galvanisch verbunden sind� Das Argument�
die Kabel seien �uber die Schiene verbunden� die ihrerseits die Funktion einer Kante im Sinne der
Graphentheorie �ubernimmt� kann entkr�aftet werden� indem man sich klar macht� da	 eine �ahnliche
Struktur auch dann entstehen kann� wenn gar keine Schiene vorhanden ist� Dieser Sachverhalt ist in
Abbildung �� verdeutlicht���

��Um die Abbildungen auf das Wesentliche zu beschr�anken� wurden in Abbildung �� die Layer�Ebene und in Abbildung
�� die Layer� und die A�P��Ebene weggelassen�
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����	 Pr�ufverfahren basierend auf topologischen Beziehungen

Die oben vorgestellte Datenstruktur l�a	t� gewisserma	en im Post�processing� eine Vielzahl von Pr�ufun�
gen zu� die alle ausschlie	lich auf topologischen Beziehungen beruhen� Selbstverst�andlich sollte bereits
beim Erfassen auf die korrekte Struktur geachtet werden� d� h� die Erfassungssoftware sollte bereits
daf�ur sorgen� da	 kein inkonsistenter Datenbestand entsteht� In der Praxis ist dies aber nicht immer
m�oglich� Z�T� sind hier die Ursachen in fehlerhafter Software �Software�Bugs� zu suchen� in ande�
ren F�allen kann es aber auch an den Datenquellen liegen� weil beispielsweise versucht wird� zwei
unterschiedliche Datenstrukturen ineinander zu �uberf�uhren� was in den wenigsten F�allen vollst�andig
gelingen kann�
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Abbildung ��� Darstellung der Baubl�ocke in der DIME�Struktur �nach �U�S� Bureau of Census

�����S� �����

Die Pr�ufung� die beispielsweise speziell in der Struktur des GPG durchgef�uhrt werden kann� soll im
folgenden skizzenhaft umrissen werden� Dabei wird davon ausgegangen� da	 alle Objektklassen� die in
diesem Abschnitt als Beispiele herangezogen werden� auch tats�achlich existieren� d� h� im Design der
Anwendung als solche de
niert sind und auch die entsprechenden Instanzen bestehen� Dies vorausge�
setzt lassen sich die folgenden zwei gro	en Kategorien unterscheiden�

� Pr�ufung von Verbindungen� die erw�unscht sind bzw� vorhanden sein m�ussen� Beispielsweise w�are
die Verbindung einer Flurst�ucksgrenze mit einem Grenzpunkt am Anfangs� und Endpunkt eine
solche Bedingung� Ebenso wie ein Grenzpunkt� der mit keiner Flurst�ucksgrenze verbunden ist�
auch eine Verletzung dieser Forderung w�are�

� Pr�ufung auf Verbindungen� die nicht erw�unscht sind� Dies betri�t beispielsweise die Verbindung
zweier Rohre� die unterschiedlichen Objektklassen angeh�oren� weil ihre Durchmesser unterschied�
lich sind�

Konzeptionell kann diese Pr�ufung �uber eine �Konsistenzmatrix� erfolgen� wobei die Verbindungsarten
in � Klassen n�amlich �mu	�� �kann� oder �darf nicht� eingeteilt werden k�onnten� F�ur eine Anwendung
im Grundkartenbereich besteht dann die Entwurfsm�oglichkeit� wie sie in Tabelle � dargestellt ist� Da
die Matrix symmetrisch ist� gen�ugt die Kenntnis der oberen Dreiecksmatrix�

Auch auf der Basis der DIME�Datenstruktur sind Pr�ufungen topologischer Art denkbar und werden
auch eingesetzt �U�S� Bureau of Census ������ Ein Beispiel zu einem Test der Knoten und Kanten
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Flurst�ucksgrenze Grenzpunkt Geb�audegrenze Geb�audeeckpunkt � � �

Flurst�ucksgrenze k m k n � � �

Grenzpunkt � � � n k n � � �

Geb�audegrenze � � � � � � k m � � �

Geb�audeeckpunkt � � � � � � � � � n � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

Tabelle �� Matrix der Verbindungsarten bezogen auf den absoluten Punkt �k� kann� m� mu	� n� darf
nicht�

�der Originalliteratur folgend als Segmente bezeichnet� wird im folgenden kurz ausgef�uhrt� Abbil�
dung �� verdeutlicht dies graphisch� wobei die Segmentnummer aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit in
Klammern gesetzt ist�

Segmentnr� von Knoten nach Knoten linker Nachbar rechter Nachbar

� � � � � � � � � � � � � � �

�� � � � � � ���

�  � ��� ���

� � � �� ���

� � � ��� ���

�� �� � �� ���

�� � �� �� � � �

� � � � � � � � � � � � � � �

Tabelle �� Tabelle der ungeordneten Segmente

Segmentnr� von Knoten nach Knoten linker Nachbar rechter Nachbar

�  � ��� ���

� � � ��� ��

�� �� � �� ���

� � � ��� ���

Tabelle �� Tabelle der geordneten Segmente

Soll nun beispielsweise ein Knoten �uberpr�uft werden� ist folgende Vorgehensweise denkbar�

� Suche alle von einem Knoten zu� oder abgehenden Segmente�

� Ordne im n�achsten Schritt die Segmente derart� da	 alle Segmente am gleichen Knoten enden� Ist
diese Bedingung f�ur ein Segment nicht erf�ullt� dann werden Anfangs� und Endpunkt vertauscht�
was die Vertauschung des linken und des rechten Nachbarn nach sich zieht�

� Danach wird zum ersten Element der Liste das Segment gesucht� dessen linker Nachbar gleich
dem rechten des ersten ist� Auf diese Art werden alle Segmente geordnet �siehe Tab� ���
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Der Knoten gilt als korrekt� wenn der linke Nachbar des ersten Segments und der rechte Nachbar des
letzten Segments gleich sind� Das Verfahren basiert auf der Ordnung der Segmente im Gegenuhrzeiger�
sinn� Es ist ebenso einfach wie durchschlagend� wenn es darum geht� Inkonsistenzen im Datenbestand
aufzudecken� Neben dieser Pr�ufung sind weitere im Einsatz� wie z�B� die Pr�ufung der Baubl�ocke und
der Test f�ur bestimmte Segmente� Allen Verfahren ist gemeinsam� da	 sie algorithmisch sehr einfach
zu implementieren sind� da die Idee� auf denen der Test beruht� zumeist ebenfalls sehr einfach ist�

�Kufoniyi�Molenaar�Bouloucos ����� gehen hier noch einen Schritt weiter und abstrahieren
von einer vorgegebenen Datenstruktur� Mit Hilfe der ��Intersektion �siehe Abschnitt ���� werden all�
gemeine topologische Pr�ufungsans�atze vorgestellt� die f�ur alle vektororientierten Daten geeignet sind�
�Seiler�Vonder M�uhll ����� zeigen auf� da	 topologische Pr�ufungen auch auf den Schnittstellen�
formaten durchgef�uhrt werden k�onnen�

����� Die Analyse von topologischen Beziehungen

Eng verkn�upft mit dem vorigen Abschnitt� wenn auch mit ganz anderer Zielsetzung� ist die Analy�
se topologischer Strukturen� Stand bisher die Frage im Vordergrund� Wie sind die Daten bescha�en
bzw� sind sie konsistent� vollst�andig und plausibel� so kann der Kernsatz dieses Abschnitts wie folgt
formuliert werden� Was kann aus den vorhandenen Daten abgeleitet werden� Diese allgemeine Fra�
ge stellt sich im entsprechenden Kontext jeweils anders� Das EVU beispielsweise will wissen� ob sich
im St�orungsfall eventuell auch alternative Versorgungswege 
nden lassen �siehe �Grepel�Sch�uller
������ Im Bereich der Fahrzeugnavigation ergeben sich dazu parallele Problemstellungen �z�B� �ZfV
Sonderheft �������� �Claussen ����� oder �R�oder ������� W�ahrend die letztgenannten Beispiele
zur Analyse topologischer Beziehungen auf der Basis einer Knoten�Kanten�Struktur beruhen� erfor�
dert beispielweise die Analyse epidemiologischer Ph�anomene� auch was deren Topologie angeht� er�
heblich komplexere Modelle� Hier mu	 neben dem Raum auch noch die Zeit mitgef�uhrt werden �siehe
�Berg�Ah�e� �������

öffentlich genutzt

genutzt

privat

privat genutzt

68

111 112

84 91
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Abbildung ��� Beispiel zur �Anderung der topologischen Beziehungen unter dem Ein�u	 der Generali�
sierung

��	 Topologische Beziehungen und Generalisierung

In der klassischen Kartographie umfa	t die Generalisierung drei Hauptaspekte� Es sind dies im Ein�
zelnen die Geometrie� die Semantik und die Zeit� Jeder dieser Aspekte unterliegt wiederum den sie�
ben elementaren Vorg�angen wie Vereinfachen� Vergr�o�ern� Verdr�angen� Zusammenfassen� Ausw�ahlen�
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Klassi�zieren und Bewerten �z�B� �Hake�Gr�unreich ����� S� ������� Jeder dieser Punkte kann sei�
nerseits wieder Auswirkungen auf bestehende topologische Beziehungen haben� Zu diesem Thema hat
vor allem Molenaar �in �Molenaar ������ �Molenaar ����� und �Molenaar ������ wesentliche
Beitr�age geleistet� auf die im folgenden Bezug genommen wird�

Der Einstieg in die Problematik kann am einfachsten �uber ein Beispiel gegeben werden� Abbildung ��
soll den Ausschnitt eines Datenbestandes darstellen� der ausschlie	lich Flurst�ucke enthalten soll� Die
Darstellung erfolgt dabei parzellenscharf� Beim �Ubergang vomMa	stabm� auf den Ma	stabm�� wobei
m� � m� sei� wird jetzt nur noch zwischen �o�entlich und privat genutzten Flurst�ucken unterschieden�
Dieser �Ubergang im Ma	stab hat tiefgreifende Auswirkungen� Es entsteht ein Objekt� das sich aus
vielen Einzelobjekten zusammensetzt �Aggregierung�� wodurch v�ollig neue topologische Beziehungen
entstehen��� Das Flurst�uck ��� h�ort beispielsweise auf als solches zu existieren und gibt seine Nach�
barschaftsbeziehungen an ein �ubergeordnetes ab� Dabei gehen o�ensichtlich all jene Nachbarschafts�
beziehungen verloren� die Objekte mit jeweils dem gleichen Merkmal �n�amlich Privatgrundst�uck oder
Grundst�uck der �o�entlichen Hand zu sein� zueinander haben� So verlieren beispielsweise die Grenzen
des Flurst�ucks mit der Nummer ��� zu denen mit der Nummer ��� und �� ihre Bedeutung� wodurch
auch die Nachbarschaftsbeziehungen verlorengehen� Die Beziehung zum Grundst�uck mit der Nummer
�� ist die einzige� die bestehen bleibt� wobei auch sie ihre Qualit�at �andert� da in diesem Bestand
lediglich noch Nachbarschaften zu �o�entlich genutzten Fl�achen gef�uhrt werden�

Die Analyse der Nachbarschaftsbeziehungen fallen aber in den beiden Ma	st�aben durchaus unter�
schiedlich aus� Auf die Frage� wie viele privat genutzte Fl�achen an �o�entlich genutzte Fl�achen grenzen�
erh�alt man einmal die Antwort vier� im anderen Fall sind es lediglich zwei� Diese Problematik ist auch
in ATKIS von Bedeutung� wie Beines in �Beines ����� und �Beines ����� aufzeigt� Der Artikel gip�
felt ganz klar in der Aussage� da	 grunds�atzlich eine klare Trennung zwischen dicht besiedelten und
weniger dicht besiedelten Gebieten bez�uglich der De
nition von �Kleingebieten� getro�en werden mu	�
da ansonsten� aufgrund von Fl�achenverschmelzungen und �vereinigungen� zuviel Information verloren
geht�

��
 Die Unsicherheit topologischer Beziehungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurde bisher immer von eindeutigen topologischen Beziehungen
ausgegangen� Diese Annahme beruhte auf einer idealisierten Modellvorstellung� die in der Realit�at
in den seltensten F�allen tats�achlich erreicht wird� �Winter ����a��� weist in seiner Dissertation auf
diesen Punkt hin und zeigt� da	 aufgrund der begrenzten Me	genauigkeit auch die daraus abgeleiteten
topologischen Beziehungen einer gewissen Unsicherheit unterliegen� Obwohl sich die Arbeit� wie der
Titel schon zum Ausdruck bringt� auf topologische Beziehungen zweier Fl�achen bezieht� sind damit
implizit auch andere Beziehungen� wie z� B� die Beziehung ber�uhrt zwischen zwei Linien� betro�en�

Die endg�ultige Kl�arung der Beziehung zwischen zwei Fl�achen kann dabei nicht mehr auf der Basis rein
topologischer Aussagen erfolgen� �Winter ����a� bedient sich dazu statistischer Methoden� die nicht
ohne den Abstandsbegri�� also ein metrisches Ma	� auskommen� Dies ist weiter nicht verwunderlich�
da die Topologie mit ihrem wesentlich gr�oberen Umgebungsbegri� nicht die geeigneten Werkzeuge zur
Verf�ugung stellt� um dieser Problematik gerecht werden zu k�onnen�

��Die �ubrigen �Anderungen werden an dieser Stelle nicht er�ortert�
��Kompakter auch in �Winter ����b
 wiedergegeben�
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 Von der Topologie des IR� zur Topologie des IR�

	�� Allgemeine topologische Beziehungen im IR�

�Bollmann�Grugelke�Lux ����� S� ���� geben eine allgemeine �Ubersicht zu den topologischen
Beziehungen in der Ebene �siehe Abbildung ���� Sieht man sich diese Zusammenstellung genauer an�
dann f�allt auf� da	 zwar die Identit�at ��Zelle zu ��Zelle ebenso wie die von ��Zelle zu ��Zelle aufgef�uhrt
ist� nicht aber die von �Zelle zu �Zelle� Bei n�aherer Betrachtung stellt sich dann aber heraus� da	
die Einbeziehung der Identit�at� gleichg�ultig auf welcher Ebene� Probleme mit sich bringt� Dies soll im
folgenden er�ortert werden�

0-Zelle

0-Zelle

2-Zelle

1-Zelle

2-Zelle1-Zelle

Abbildung ��� Topologische Beziehungen von Objekten �nach �Bollmann�Grugelke�Lux ����� S�
����

Gesetzt den Fall� die Identit�at der ��Zelle sei zugelassen� Dann hat die ��Zelle zi die Umgebung U�zi�
und eine zweite ��Zelle zj die Umgebung U�zj�� Nach Voraussetzung kann jetzt nicht mehr in jedem
Fall f�ur U�zi� und U�zj� eine Umgebung gefunden werden� f�ur die gilt� U�zi��U�zj� � �� da zi und zj
gleich sein k�onnen� Damit ist auch das Hausdor�kriterium nicht mehr erf�ullt� die Punkte sind folglich
nicht mehr in jedem Fall trennbar� Daran kn�upft sich unmittelbar die Frage� welchen Nutzen eine
derartige Vorgehensweise f�ur GIS haben kann� denn o�enbar sind derartige Objekte nicht voneinander
zu unterscheiden und infolgedessen ebensowenig zu analysieren�

Obige Aufz�ahlung von topologischen Beziehungen kann folglich nur f�ur Objekte im fachlichen Sinne�
also unter Hinzunahme der semantischen Information aus der Datenbank� gelten� F�ur diesen Fall
wurde bereits in Abschnitt ������ gezeigt� da	 diese Objekte� sofern der Anwendung eine Datenbank
zugrunde liegt� in jedem Fall trennbar sind� Damit verliert aber der Begri� Identit�at seine Bedeutung
und kann allenfalls in bezug auf die graphische Ausgestaltung des Objekts angewendet werden �siehe
auch die Ausf�uhrungen in Abschnitt �����

Die praktische Relevanz dieser Aussagen l�a	t sich an einem Beispiel leicht nachweisen� Gegeben sei
ein zu ���( �uberbautes Grundst�uck� was in Innenst�adten eher die Regel als die Ausnahme ist� Dann
liegen die ��Zellen Grenzpunkt und die ��Zellen Geb�audeeckpunkt graphisch �bzw� geometrisch� �uber�
einander� obgleich es ganz o�ensichtlich unterschiedliche Objekte sind� Das gleiche gilt f�ur die ��Zellen
Geb�aude� und Flurst�ucksgrenzen ebenso wie f�ur das Geb�aude in seiner Gesamtheit und das Flurst�uck

��In der Ver�o�entlichung werden die Begri�e Punkt� Linie und Fl�ache verwendet� Im Gegensatz dazu werden hier alle
Elemente als Zellen gedeutet�
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als Vertreter der �Zellen� Die Geometrie ist somit gleich� w�ahrend die Semantik jeweils eine andere ist�
Um hier Eindeutigkeit zu erzielen� wird im folgenden auf die De
nition der q�Zellen zur�uckgegri�en�
D� h� jede x�Zelle �mit x � �� �� � ist als quasi � x�Zelle im Sinne der De
nition von Abschnitt ���
zu deuten� Das gleiche tri�t auch auf Abbildung �� zu�

Nachdem dieser Sachverhalt gekl�art ist� bleibt festzustellen� da	 die Beziehung �Zelle zu �Zelle
tats�achlich fehlt� Dar�uber hinaus f�uhren �Bollmann�Grugelke�Lux ����� lediglich vier �mit der
Identit�at f�unf� Relationen zwischen zwei �Zellen auf� Vergleicht man diesen Entwurf mit dem aus
Abschnitt ���� dann fehlen in Abbildung �� mindestens noch drei weitere Beziehungen� Es ist dies
beispielsweise die Unterscheidung zwischen enth�alt und die dazu inverse Beziehung wird enthalten�
Da in der obengenannten Darstellung auf die Bezeichnung der Gebiete verzichtet wird� spielt dem�
nach die inverse Relation keine Rolle� es verbleiben also noch zwei topologische Eigenschaften� die
nicht aufgef�uhrt sind� Es handelt sich dabei um die beiden Beziehungen bedeckt und wird bedeckt� Sie
unterscheiden sich von der Relation innerhalb dadurch� da	 sie mit dem Rand des Gebietes� das sie
bedecken� eine gemeinsame ��Zelle haben� Damit sind die beiden Entw�urfe miteinander verglichen und
die Unterschiede dargestellt� Trotz der etwas gr�oberen Einteilung von �Bollmann�Grugelke�Lux
����� wird dieses Modell als Grundlage der Modellierung der Beziehungen von �Zellen herangezogen�
da sich herausstellen wird� da	 die etwas feinere Darstellung aus Abschnitt ��� auch auf andere Art
erreicht werden kann� Ausgangspunkt der �Uberlegungen bleibt daher Abbildung ���

Im folgenden soll anhand der Aufz�ahlung der topologischen Verh�altnisse in der Ebene gekl�art werden�
ob tats�achlich alle Beziehungen gef�uhrt werden m�ussen oder ob einige davon entbehrlich sind� Dies
f�uhrt letztlich zu der Fragestellung� welche Invarianten gen�ugen� um die topologischen Beziehungen
vollst�andig wiederzugeben� Erg�anzend sei an dieser Stelle nochmals daran erinnert� da	 die Bezie�
hung ber�uhrt im Fall einer q�Zellenzerlegung immer eine Grenzwertbetrachtung ist� da alle Mengen
grunds�atzlich o�en sind�

����� Die Beziehungen der ��Zelle

Die erste Beziehung� die entbehrlich zu sein scheint� ist die Beziehung ��Zelle liegt nicht �uber anderer
��Zelle z�i � Die Begr�undung dazu lautet folgenderma	en� De
niert man die beiden Mengen IM und
IMc� wobei IM die Menge von ��Zellen z�i bezeichnet� die die Beziehung liegt �uber f�ur eine ganz be�
stimmte ��Zelle z�� teilen und die Menge IMc als die Menge von ��Zellen z�j � die diese Beziehung nicht
teilen� dann gen�ugt die Kenntnis einer Menge� um die andere zu bestimmen� Es reicht somit aus�
ein Mengensystem M bestehend aus Teilmengen IMi� die jeweils f�ur ein bestimmtes z�i die Beziehung
liegt �uber wiedergeben� zu kennen� Daraus kann nach obiger Feststellung ohne Problem auch das dazu
disjunkte Mengensystem Mc abgeleitet werden� F�ur praktische Zwecke gen�ugt es daher� lediglich eine
von beiden Beziehungen abzubilden� Zur Implementierung entscheidet man sich sinnvollerweise f�ur
das Mengensystem M� da es im allgemeinen kleiner ist als die zugeh�orige Komplement�armenge Mc�

Ganz analog zum vorangegangenen Fall verh�alt es sich mit den Beziehungen in Spalte drei und vier
der ersten Zeile aus Abbildung ��� Auch hier kann ein Mengensystem M angegeben werden� das aus
den Teilmengen IMj

�� besteht� die aber nunmehr die Beziehung z�i 	 z�j wiedergeben� Auch in diesem
Fall ist es sinnvoll� das Mengensystem� das die Beziehung explizit ausdr�uckt� abzubilden�

Die letzte Beziehung der ersten Zeile betri�t das Verh�altnis der ��Zelle zur �Zelle� Der Fall ��Zelle
z�i innerhalb bzw� au�erhalb einer gegebenen Zelle z�� kann v�ollig analog zum Fall ��Zelle 	 ��Zelle
behandelt werden�

Etwas anders gelagert ist dagegen der Fall ��Zelle z�i ist Element des Randes !s�k der �Zelle z�k� !s�k
besteht nach den Ausf�uhrungen aus Kapitel  aus �p � ���Zellen� im vorliegenden Fall also aus ��
Zellen� Formal kann dies als !s�k �

Pn
j�� z

�
j � mit j als Index f�ur die beteiligten ��Zellen� geschrieben

�	Man beachte� da� sich das Mengensystem M ebenso wie die Teilmengen IMj von denen des vorigen Absatzes unter�
scheiden� Die Bezeichnung wurde dennoch beibehalten� da eine Verwechslung nicht m�oglich ist� weil jeweils die beteiligten
Elemente z entsprechend ihrer Dimension indiziert sind�
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werden� Geht man jetzt davon aus� da	 dieser Rand f�ur alle �Zellen z�k bekannt ist� dann erh�alt man
daraus mit R �

Sn
k�� !s�k das Mengensystem aller R�ander von allen �Zellen� wobei der Index k f�ur die

k�te �Zelle steht� Einige S�atze weiter oben wurde bereits die Beziehung zwischen der ��Zelle und der
��Zelle behandelt� Diese �Uberlegung f�uhrte zu dem Ergebnis� da	 es gen�ugt� die Beziehung z�i 	 z�j
abzubilden� Setzt man dies als gegeben voraus� dann ist mit der Kenntnis des Mengensystems R diese
Beziehung ebenfalls bekannt� Folglich reduziert sich das Abbilden der Beziehung ��Zelle und �Zelle
auf die F�alle� ��Zelle innerhalb von �Zelle und die Kenntnis des Mengensystems R�

����	 Die Beziehungen der ��Zelle

Von den vier F�allen� die zwei ��Zellen in Abbildung �� betre�en� k�onnen zwei in einem Satz abgehandelt
werden� Es sind dies die F�alle ��Zelle z�i liegt �uber ��Zelle z�j und der dazu komplement�are Fall ��Zelle
z�i liegt nicht �uber ��Zelle z�j � Es gen�ugt dabei� wie oben schon festgestellt� lediglich die Beziehung
liegt �uber abzubilden� um beide F�alle exakt wiederzugeben� Die beiden anderen F�alle� die die ��
Zelle betre�en� ber�uhrt und schneidet� m�ussen demgegen�uber noch etwas n�aher betrachtet werden�
Geht man genau von den in der Graphik gegebenen Voraussetzungen aus� dann kann man feststellen�
da	 diese beiden F�alle mittels einer hom�oomorphen Abbildung ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen�
Sie sind von daher als topologisch �aquivalent anzusehen und bed�urfen keiner Unterscheidung� Dies
gilt allerdings nur solange� als keine der beteiligten ��Zellen gleichzeitig auch Rand einer �Zelle ist�
Dieser Zusammenhang wird weiter unten noch behandelt� Bez�uglich zweier ��Zellen gen�ugt es also� die
Beziehungen ber�uhrt und liegt �uber abzubilden� Legt man den �Uberlegungen eine q�Zellenzerlegung
zugrunde� dann mu	 lediglich der Fall liegt �uber abgebildet werden�

Die restlichen vier Beziehungen betre�en die Relation ��Zelle zu �Zelle� Auch hier kann� mit der
gleichen Argumentation� wie sie bereits bei der ��Zelle angewendet wurde� auf die Abbildung der
��Zelle au�erhalb der �Zelle verzichtet werden�

Es verbleiben die F�alle ��Zelle z�j schneidet und ber�uhrt �Zelle z�k � Beiden Beziehungen ist gemeinsam�
da	 die Schnittmenge zwischen !s�k und z�j zumindest einen Punkt enth�alt� Im Fall der Ber�uhrung ist
dies ein gemeinsamer Punkt� im anderen Fall k�onnen es sowohl ein als auch zwei Punkte sein� Ber�uhrt
die ��Zelle z�j den Rand !s�k � dann braucht dies nicht abgebildet zu werden� da� vorausgesetzt !s�k ist
bekannt� dieser Fall dem der Ber�uhrung zweier ��Zellen entspricht� Dieser ist aber bereits behandelt�
Auch hier werden die Beziehungen durch die q�Zellenzerlegung wesentlich vereinfacht� Denn beide
F�alle k�onnen �uber die Existenz gemeinsamer Randpunkte beschrieben werden�

Hat z�j einen gemeinsamen Ber�uhrpunkt mit !s�k und es liegt nicht die Beziehung ber�uhrt vor� dann
mu	 ein Randpunkt von z�j innerhalb von z�k liegen� Diese Beziehung ist aber auch schon abgebildet�
Denn der Rand von z�j ist eine ��Zelle und die Relation ��Zelle innerhalb �Zelle wird nach obigen
Ausf�uhrungen abgespeichert� Falls zwei gemeinsame Punkte zwischen !s�k und z�j vorliegen� dann kann
dies auf die zweimalige Ber�uhrung von z�j mit !s�k zur�uckgef�uhrt werden� Diese Beziehung ist folglich

�aquivalent zur zweimaligen Ber�uhrung und braucht trotz unterschiedlicher Bedeutung nicht abgebildet
zu werden� In diesem Absatz gilt� wie bereits in den beiden vorangegangenen� da	 die Einf�uhrung der
q�Zellenzerlegung die Beziehungen vereinfacht� Die Beziehung innerhalb mu	 zwar gef�uhrt werden� die
Ber�uhrung demgegen�uber nicht�

����� Die Beziehungen der 	�Zelle

Die Beziehung zwischen der �Zelle z�i und z�j ist Gegenstand der letzten Er�orterung zu Abbildung ���
Auch hier braucht lediglich die Beziehung innerhalb abgebildet zu werden� da man die dazu komple�
ment�are daraus ableiten kann�

Die Relation z�i ber�uhrt z�j kann �uber den Rand gekl�art werden� Da die R�ander !s�i und !s�j aus ��
Zellen bestehen� f�uhrt dies zu einer Beziehung von ��Zelle zu ��Zelle und ist damit bereits mehrfach
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diskutiert worden� Der verbleibende Fall� der mit �uberlappt zu bezeichnen ist� wird in Abschnitt �����
n�aher diskutiert�

	�� Allgemeine topologische Beziehungen im IR�

In diesem Abschnitt geht es darum� die von �Bollmann�Grugelke�Lux ����� erarbeitete Gra�
phik �siehe Abbildung ��� um die Beziehungen der ��Zelle zu erweitern� Fa	t man diese Graphik als
Matrix auf� dann ergibt sich die ��Zelle mit ihren topologischen Relationen zu den anderen x�Zellen
�x � ������� durch einfache R�anderung der bestehenden Relationen� Es gen�ugt dabei� lediglich die
letzte Spalte zu betrachten� da sich die topologischen Verh�altnisse symmetrisch zueinander verhalten�
Abbildung �� gibt eine Zusammenfassung dieser Beziehungen�
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Abbildung ��� Die topologischen Relationen der ��Zelle im IR�

Bevor die einzelnen Relationen im Detail er�ortert werden� gilt es� vorweg die verschiedenen Begri�e
aus der letzten Spalte von Abbildung �� n�aher zu erl�autern� Die beiden einfachsten der aufgef�uhrten
Beziehungen� die Relation innerhalb und au�erhalb� sind selbsterkl�arend und bed�urfen von daher
keiner weiteren Erl�auterung� Aus diesem Grund wird in der folgenden detaillierten Untersuchung auch



� �� �

nicht gesondert auf sie eingegangen� �Ahnlich verh�alt es sich mit der Beziehung durchdringt� obwohl
hier bereits verschiedene F�alle zu unterscheiden sind� So ist es beispielsweise durchaus etwas anderes�
ob eine ��Zelle ein Gebiet in dem Sinne kreuzt� da	 Anfangs� und Endpunkt au	erhalb liegen� oder
ob einer der beiden Punkte innerhalb liegt� Diese Fragen werden im Detail weiter unten diskutiert�
Als sehr komplex kann sich die Relation ber�uhrt erweisen� Im Falle der Ber�uhrung einer �Zelle mit
einer ��Zelle k�onnen dabei beispielsweise drei verschiedene Beziehungen gemeint sein� die Ber�uhrung
in einem gemeinsamen Punkt� die Ber�uhrung in einer gemeinsamen Linie oder die Ber�uhrung der
�Zelle als Ganzes� wodurch die �Zelle zum Rand !s der ��Zelle w�urde� Jede der drei aufgef�uhrten
Beziehungen bezeichnet etwas v�ollig anderes� auch sie werden weiter unten n�aher diskutiert� Dar�uber
hinaus sei an dieser Stelle noch auf die Identit�at zweier zp�Zellen hingewiesen� Dieser Zusammenhang
wird in Abschnitt ����� behandelt�

In den folgenden Abs�atzen sollen� analog zu den Ausf�uhrungen im IR�� die einzelnen Beziehungen
n�aher betrachtet werden� Es geht dabei vor allem darum� eine m�oglichst zeit� und ressourcenschonende
L�osung zur Abbildung dieser Relationen in ein GIS zu 
nden�

��	�� Die topologischen Beziehungen der ��Zelle zur ��Zelle

Von oben beginnend steht als erste Relation die der ��Zelle zur ��Zelle� Diese Abbildung kann in
Anlehnung an die im vorangegangenen Abschnitt getro�enen Feststellungen erfolgen� Die Menge IM
bezeichne dabei die Menge aller ��Zellen z�i � die innerhalb einer ��Zelle z�l liegt� Ist diese Menge
bekannt� dann ist auch deren Komplement IMc bekannt� das die Menge aller au�erhalb liegenden
Punkte bezeichnet� Daraus l�a	t sich weiterhin das Mengensystem Mi �

Sn
i�� IMi f�ur alle Punkte� die

innerhalb von ��Zellen zi liegen� angeben� Unter normalen Umst�anden ist die Menge IM der Punkte�
die innerhalb einer ��Zelle liegen� aber kleiner�� als deren Komplement� Es macht damit also Sinn� die
Menge IM abzubilden�

Die Beziehung ber�uhrt braucht nicht abgebildet zu werden� wie die folgenden Zeilen beweisen werden�
Ist der Rand !s�l der ��Zelle bekannt� und das soll im folgenden zun�achst ohne Angabe der Absicht
als gegeben vorausgesetzt werden� dann sind alle �Zellen z�k bekannt� die diesen bilden� Die Menge
dieser �Zellen wird mit IM� bezeichnet� Jede �Zelle wiederum bildet die Relation Punkt innerhalb
ab� Dar�uber hinaus wird die Information �uber den Rand der �Zelle ebenfalls bei diesen gef�uhrt
�siehe Abschnitt ����� Damit kann ein ber�uhrender Punkt auch dann gefunden werden� wenn er Teil
des Randes !s�k der �Zelle ist� Diese �Uberlegung kann vollkommen analog auf den Rand der ��Zelle
weitergef�uhrt werden� Der Zusammenhang l�a	t sich formal wie folgt ausdr�ucken� z�i 	 !s�l der ��Zelle z�l
kann zur�uckgef�uhrt werden auf den Fall z�i 	 IM� oder z�i 	 IM� oder z�i 	 IM�� wobei IM� die Menge
der R�ander der Elemente von IM� bezeichnet und IM� die der R�ander von IM�� Dies gilt nur unter
der Voraussetzung� da	 der Rand jeder p�Zelle� der aus p� ��Zellen besteht� bekannt ist� Unter dieser
Annahme ist es folglich �uber��ussig� die Beziehung z�i 	 !s�l explizit abzubilden�

��	�	 Die topologischen Beziehungen der ��Zelle zur ��Zelle

Neben den Beziehungen innerhalb und au�erhalb� auf die in diesem Abschnitt nicht mehr eingegangen
wird� ist in diesem Zusammenhang vor allem der Fall ber�uhrt als interessant anzusehen� Bei n�aherer
Betrachtung stellt man fest� da	 man hinsichtlich der Beziehung ber�uhrt eine Fallunterscheidung tre�en
mu	� Es sind hier zun�achst die F�alle ber�uhrt in einem Punkt und ber�uhrt als Ganzes bzw� ist Teil des
Randes voneinander zu trennen� Wobei der erste Fall nochmals bez�uglich der Ber�uhrung mit einer
�Zelle� einer ��Zelle oder einer ��Zelle zu unterscheiden ist ebenso wie der zweite Fall hinsichtlich
der Beziehung innerhalb einer �Zelle und liegt �uber ��Zelle zu di�erenzieren ist� Es gilt somit f�unf
unterschiedliche Arten der Ber�uhrung einer ��Zelle mit einer ��Zelle zu er�ortern�

�
Siehe Abschnitt ������
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Als erstes wird die Ber�uhrung der ��Zelle mit der ��Zelle in einem Punkt diskutiert� Wie oben bereits
festgestellt� mu	 dieser Punkt auf dem Rand !s�l der l�ten ��Zelle liegen� Dieser setzt sich aber aus n
�Zellen zusammen� Der Punkt kann also Element einer dieser �Zellen sein� Tri�t das zu� dann ist
dies mit der Beziehung �Zelle enth�alt ��Zelle aufgefangen �siehe Abschnitt ����� Mithin kann es aber
sein� da	 die Ber�uhrung nicht an der �Zelle statt
ndet� sondern an deren Rand !s�k� der von ��Zellen
gebildet wird� Aber auch dieser Fall wurde in Abschnitt ��� bereits behandelt� denn dort wurde die
Relation ��Zelle z�j enth�alt ��Zelle z

�
i schon ber�ucksichtigt bzw� ist u� U� aufgrund der q�Zellenzerlegung

gar nicht m�oglich� Die ��Zelle kann zuletzt auch noch Element des Randes !s�j der ��Zelle sein� Nach
Voraussetzung wird dieser aber bei der betro�enen ��Zelle abgebildet� D� h� auch diese Beziehung
braucht nicht bei der ��Zelle gef�uhrt zu werden� Zusammenfassend kann also gesagt werden� ist der
Rand !s�l einer ��Zelle z�l bekannt� dann ist mit den vorangegangenen Ausf�uhrungen gezeigt� da	 die
Abbildung ber�uhrt in einem Punkt nicht bei der betro�enen ��Zelle gef�uhrt werden mu	�

Im folgenden wird die Ber�uhrung der ��Zelle z�j mit der ��Zelle z�l diskutiert� wobei jetzt angenommen
wird� da	 die ��Zelle vollst�andig innerhalb einer randbildenden �Zelle z�j liegt��� Wenn nun� wie oben
bereits vorausgesetzt� der Rand !s�l der Zelle z�l bekannt ist� dann reduziert sich das gesamte Problem
auf den Fall� z�j 	 z�k � der bereits in Abschnitt ��� ausf�uhrlich diskutiert wurde�

Der letzte Fall� den es zu er�ortern gilt� betri�t die Relation ��Zelle z�j liegt �uber ��Zelle z�m� die zum
Rand !s�l von z�l geh�ort� vor dem Hintergrund der Fragestellung bzw� des Sachverhalts� da	 die ��Zelle
z�j die ��Zelle z�l vollst�andig ber�uhrt� Dieser Fragestellung wird in Abschnitt ����� n�aher nachgegangen�

��	�� Die topologischen Beziehungen der 	�Zelle zur ��Zelle

Bei der Betrachtung der in diesem Abschnitt behandelten Beziehungen werden die topologische Eigen�
schaften innerhalb und au�erhalb ebenfalls nicht mehr behandelt� da sie bereits weiter oben ausf�uhrlich
dargestellt wurden und sich in diesem Zusammenhang kein neuer Gesichtspunkt ergibt� Statt dessen
wird gleich auf die wesentlichen Aspekte eingegangen� Es wird von vornherein eine q�Zellenzerlegung
vorausgesetzt� wodurch die Durchdringung ausgeschlossen ist�

Zun�achst geh�ort die Relation ber�uhrt dazu� Auch hier gilt es� wie dies schon in anderen Abschnitten
n�otig war� mehrere F�alle voneinander zu unterscheiden�

� ber�uhrt in einem Punkt�

� ber�uhrt mit einer Kante und

� ber�uhrt vollst�andig� d� h� ist Teil des Randes der betrachteten ��Zelle�

Die Ber�uhrung in einem Punkt ist wiederum in die F�alle

� Punkt 	 ��Zelle�

� Punkt 	 ��Zelle und

� Punkt 	 �Zelle

zu zerlegen� Ebenso ist der Fall ber�uhrt mit einer Seite in

� Seite liegt innerhalb einer �Zelle und

� Seite ist Teil des Randes einer �Zelle
��Diese Forderung wird sp�ater nochmals genauer diskutiert�
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aufzuteilen�

Als erstes wird der Fall ber�uhrt in einem Punkt behandelt� Da der Ber�uhrpunkt z�i Element des
Randes !s�l der ��Zelle z�l ist� ist er damit zwangsl�au
g auch Element des Randes !s�l � der sich wie
folgt zusammensetzt� !s�l �

Sn
k�� z

�
k � Diese Problemstellung wurde aber bereits im vorangegangenen

Abschnitt diskutiert�

Die Fragestellung� ob eine �Zelle eine ��Zelle mit einer Seite ber�uhrt� kann �uber einen Analogieschlu	
ebenfalls auf das Problem ��Zelle z�j 	 z�k zur�uckgef�uhrt werden� Auch dies wurde bereits in Abschnitt
��� gekl�art�

Als letzter Punkt bleibt die Frage nach der vollst�andigen Ber�uhrung der betrachteten �Zelle z�k mit
der ��Zelle z�l � Dies kann nur bedeuten� da	 z�k vollst�andig zum Rand !s�l von z�l geh�ort� Die Kenntnis
dieses Randes wird aber als bekannt vorausgesetzt� womit auch diese Beziehung gekl�art w�are� Dies gilt
auch f�ur den Sonderfall� der in Abbildung �� dargestellt ist� Es handelt sich dabei um eine �Zelle z�k� �
die vollst�andig Teil des Randes !s�l von z

�
l ist� Gleichzeitig liegt sie aber auch vollst�andig innerhalb einer

randbildenden �Zelle z�k von !s�l � Soll die Modellierung in �Ubereinstimmung mit den Ausf�uhrungen
auf Seite �� erfolgen� dann mu	 z�k� als eigene q�Zelle abgebildet werden� Diesem Sachverhalt wird in
Abschnitt ����� noch weiter nachgegangen�

A

B

Abbildung ��� Die Ber�uhrung der �Zelle A mit der ��Zelle B

��	�� Die topologischen Beziehungen der ��Zelle zur ��Zelle

Als letzte Beziehung wird die Relation zweier K�orper untereinander betrachtet� Diese Beziehung l�a	t
sich nach Abbildung �� in die folgenden Relationen einteilen�

� K�orper A enth�alt K�orper B�

� Die dazu inverse Beziehung� K�orper B ist in K�orper A enthalten�

� Die beiden K�orper haben keine gemeinsamen Elemente� sind also disjunkt�

� Die beiden K�orper ber�uhren sich� wobei die Art der Ber�uhrung in die F�alle� mit einem Punkt�
mit mit einer Linie und mit einer Fl�ache zu unterscheiden ist�

� Die letzte Relation behandelt schlie	lich die gegenseitige Durchdringung der beiden K�orper�

Die ersten vier der insgesamt f�unf aufgef�uhrten Punkte wurden in analoger Weise bereits in den fr�uher�
en Abschnitten behandelt� Lediglich der letzte� der Fall des gegenseitigen Durchdringens� wirft neue
Gesichtspunkte auf� Da die Er�orterung dieser Beziehung ohne die Quasi�Zellenzerlegung nicht aus�
kommt� sei auf den Abschnitt ����� hingewiesen� wo auf die spezielle Fragestellung n�aher eingegangen
wird�
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� Entwurf eines Modells zur Integration topologischer Strukturen


�� Vor�uberlegungen

���� Zielvorgaben

In diesem Kapitel wird ein Modell zur Integration topologischer Eigenschaften vorgestellt� S�amtliche
Ausf�uhrungen gr�unden auf den bisher gemachten �Uberlegungen� Zuvor gilt es allerdings die Zielvor�
gaben klar zu de
nieren�

Um die Vorteile einer topologisch ausgereiften Datenstruktur nutzen zu k�onnen� sind deren besonde�
re Erfordernisse im Zusammenhang mit GIS zu er�ortern� Eine einfache Knoten� und Kantenstruktur
wird dabei den heutigen Anforderungen sicherlich nicht mehr gerecht� vielmehr m�ussen ebenso die
vielf�altigen Beziehungen� die beispielsweise Fl�achen untereinander haben� abgebildet werden� Im Hin�
blick auf die ��D�Funktionalit�at moderner GIS �siehe dazu auch �Ulmer�Sester�Fritsch ������
sind dahingehend ebenfalls die entsprechenden topologischen Beziehungen zu ber�ucksichtigen�

Geht man davon aus� da	 topologische Strukturen vor allem dazu dienen� einen Datenbestand auf
Vollst�andigkeit und Plausibilit�at hin zu �uberpr�ufen� um anschlie	end die zugrundeliegenden topologi�
schen Beziehungen zu analysieren� dann ergeben sich damit die folgenden allgemeinen Forderungen�

� Die Struktur mu	 das Knoten�Kantenmodell und

� sie mu	 die vielf�altigen Beziehungen zwischen Fl�achen �im IR�� und K�orpern �zus�atzlich im IR��
unterst�utzen�

Zur L�osung der Anforderungen stehen prinzipiell zwei verschiedene Ans�atze zur Auswahl� Der erste
verkn�upft topologische und geometrische�� Eigenschaften bzw� leitet topologische Verh�altnisse aus
geometrischen ab �die Geometrie als Tr�ager der Topologie�� der andere trennt klar zwischen Topologie
und Geometrie� Als Vertreter der ersten Gruppe kann beispielsweise die DIME�Struktur herangezo�
gen werden� da hier die Knoten keine Knoten im Sinne der Graphentheorie sind� sondern vielmehr
Knickpunkte von Polygonen� deren Existenz von der Geometrie herr�uhrt �siehe Abbildung ��� Ein
Gegenbeispiel dazu w�are die ATKIS�Struktur� die zumindest im Entwurf klar zwischen topologischen
und geometrischen Elementen unterscheidet �siehe Abbildung ���

���	 Das Objekt und seine topologischen Eigenschaften

Wie in der Einleitung in Abschnitt ��� bereits angedeutet wurde� geht es in diesem Kapitel um den
Entwurf eines Modells zur Abbildung topologischer Beziehungen in GIS� Die Darstellung wird dabei
auf der Grundlage der OMT�Syntax erfolgen und soweit ausgearbeitet� da	 eine Implementierung di�
rekt daraus abgeleitet werden kann� Der Entwurf wird auf der Basis der in dieser Arbeit aufgef�uhrten
mathematischen Grundlagen erfolgen� insbesondere wird er sich an die in Abschnitt ��� getro�enen
Ausf�uhrungen anlehnen� Es wird dabei versucht� m�oglichst allgemein zu bleiben� was dazu f�uhrt� da	
einige Ausf�uhrungen sehr komplex werden� Dies erweckt beim Leser unter Umst�anden den Eindruck�
derartige Strukturen seien zu kompliziert und damit unhandlich� Dem ist aber nicht so� vielmehr sind
die hier unterbreiteten Vorschl�age als eine Art Obermenge aller topologischen Fragestellungen zu sehen�
von denen im Einzelfall immer nur eine Untermenge tats�achlich implementiert wird� da viele der erar�
beiteten Beziehungen nicht ben�otigt werden� Die Implementierung ist damit direkt mit der Problem�
stellung korreliert� die mit dem GIS gel�ost werden soll� Die Ver�o�entlichungen von �Petersen�Maus
������ wo es u� a� um Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Fl�achen geht� und die von �Bartelme
������ �Claussen ����� oder auch �Timpf�Egenhofer ������ wo es vornehmlich um Verkehrswege

��Hier ist die Geometrie im engeren Sinne gemeint�
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und Routenplanung geht� verdeutlichen den Unterschied der topologischen Fragestellungen� die den
verschiedenen Anwendungen innewohnt�

Generell umfa	t das Datenmodell nicht nur den statischen Teil der Fragestellung� sondern behandelt
auch die dynamische Seite �Brodie�Mylopoulos�Schmidt ����� S� ����� Dem wird dadurch Rech�
nung getragen� da	 die Relationen der Objekte untereinander mit modelliert und diskutiert werden�
Alle Details zur Implementierung bleiben aber ausgeklammert und werden damit nicht behandelt�

sachdaten

objekt

topologie geometrie

Abbildung ��� Das Objekt als Aggregat verschiedener Eigenschaften

Geht man von dieser Pr�amisse aus� dann bietet sich eine Modellierung topologischer Beziehungen �uber
die Vererbung an� An einem Beispiel soll dies kurz diskutiert werden� Ausgehend vom fachlichen Ob	
jekt� das kann beispielsweise ein Flurst�uck sein� k�onnen die topologischen Strukturen gewisserma	en

�uber die Absicht� die mit ihrer Hilfe verfolgt wird� vererbt werden� Dies scheint auf den ersten Blick
o�ensichtlich� kann aber im Einzelfall zu durchaus unterschiedlichen Implementierungen f�uhren� Am
Beispiel der Flurst�ucke kann dies n�aher verdeutlicht werden� Die geometrische Struktur des Flurst�ucks
legt zun�achst eine Modellierung als Fl�ache bzw� als geschlossenes Polygon nahe� Diese Vorgehensweise
ist aber dann unzweckm�a	ig� wenn lediglich Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Flurst�ucken unter�
einander betrachtet werden sollen� Da es sich bei Flurst�ucken um eine ebene P�asterung handelt� ist
die �Uberlappung zweier Flurst�ucke ausgeschlossen� Ebenso l�a	t ihre Ber�uhrung auf eine direkte Nach�
barschaftsbeziehung schlie	en �dies entspricht dem Fall tri�t in Abbildung ���� Demnach gen�ugt es
in diesem speziellen Fall das Flurst�uck als Punkt �also als ��Zelle� und alle Beziehungen zu Nachbar�
�urst�ucken als Kanten zu modellieren� was schlie	lich dem Modell eines sogar planaren ungerichteten
Graphen entspricht��� An diesem Beispiel zeigt sich deutlich� da	 zumindest bei diesem Beispiel die
topologische Sicht des Graphen der geometrischen �uberlegen ist�

Da nach dem Satz von Brouwer �siehe S� ��� keine topologischen Abbildungen von der Dimension n
in die Dimension n � � m�oglich sind� m�ussen topologische Beziehungen f�ur jede Dimension gesondert
beschrieben werden� In den folgenden Abschnitten wird daher die Dimension der Objekte eine wichtige
Rolle spielen�

Bevor mit der eigentlichen Entwurfsarbeit begonnen wird� mu	 noch auf einen Punkt besonders hinge�
wiesen werden� Wenn in den nachstehenden Abschnitten beispielsweise von ��Zellen�Objekten die Rede
ist� dann sind� sofern nicht ausdr�ucklich etwas anderes gesagt wird� immer Objekte mit der Eigenschaft
einer ��Zelle gemeint� Das bedeutet aber im Umkehrschlu	 nicht� da	 das Objekt damit zwangsl�au
g
punktf�ormig ist� wie weiter oben bereits gezeigt wurde� Die Idee� die den folgenden Ausf�uhrungen zu�
grunde liegt� fu	t auf der Vererbung der topologischen Eigenschaften oder Beziehungen der Objekte�
d� h� ein bestimmtes Objekt wird als topologische �� bis ��Zelle modelliert unabh�angig von den �ubrigen
Daten �siehe Abbildung ��� und der fachlichen Bedeutung� Die Zellen selbst sind in diesem Kapitel
aber immer als Elemente einer q�Zellenzerlegung zu sehen�

Quasisprachlich kann der Zusammenhang auch als objekt is a X	cell �wobei X 	f������g� ausgedr�uckt
werden� Das Objekt erh�alt damit neben den Sachdaten und der Geometrie �siehe Abbildung ���

��Der umgekehrte Fall� die Modellierung einer t�Zelle als �t� ���Zelle� macht keinen Sinn�
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1-Zelle 2-Zelle 3-Zelle0-Zelle

topologie

Abbildung ��� Die topologische Modellierung des Objekts

zus�atzlich noch topologische Beziehungen �siehe Abbildung ��� Die topologischen Beziehungen der
einzelnen Zellen m�ussen dabei noch gekl�art werden� Dies ist Gegenstand der nachstehenden Abschnitte�

���� Welche topologischen Beziehungen werden abgebildet�

Die Idee� die dem Konzept der hier vorgestellten Arbeit zugrunde liegt� basiert auf einer Mischung
von topologischen Invarianten und der Theorie der Zellenkomplexe� Es wird dabei ausschlie	lich auf
die Verallgemeinerung der Quasi�Zellenkomplexe �siehe Abschnitt ���� zur�uckgegri�en� Die Ergeb�
nisse aus Abschnitt ���� �ie	en hier mit ein� zum Teil werden sie aber auch aus einem etwas anderen
Blickwinkel neu gedeutet� Dar�uber hinaus tritt erstmals das eigentliche Objekt� um dessen topologi�
sche Beziehung es letztlich geht� in den Vordergrund� In diesem Zusammenhang mu	 nochmals an die
De
nition einer Quasi�Zellenzerlegung erinnert werden� Dort wird explizit darauf abgehoben� da	 die
Zerlegung im Unterraum IR� oder IR� vorgenommen wird� d� h� die verschiedenen Zellen zti sind im
Unterraum u�U� nicht zu unterscheiden �wom�oglich noch nicht einmal unter Hinzuziehung der Geome�
trie�� dennoch sind sie einem Objekt zugeordnet und damit �uber die Sachdaten eindeutig identi
zierbar
�siehe dazu die Ausf�uhrungen der Abschnitte ��������

Wie in Kapitel  bereits er�ortert� besteht der Rand einer p�Zelle aus �p� ���Zellen� Ist der Rand jeder
p�Zelle bekannt� so kann daraus die Nachbarschaft zweier p�Zellen abgeleitet werden� Diese Nachbar�
schaftsbeziehung kann ausgehend von der Dimension p bis zur Dimension � der ��Zelle erfolgen� deren
Rand nach De
nition � ist� Man kann also von einem rekursiven Aufbau der Nachbarschaftsbeziehung
sprechen� wobei das Abbruchkriterium die ��Zelle ist� Demnach ist die Kenntnis des Randes jeder p�
Zelle von Vorteil� da damit zum einen die Nachbarschaft und zum anderen die Randpunkteigenschaft
abgebildet wird� Zieht man die Bedingung Q� aus Abschnitt ��� hinzu� dann kann damit auch die
Schnittpunkttreue erfa	t werden�
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Abbildung �� Beispiele zur Schnittpunkttreue und zur Nachbarschaft

Die drei Beispiele in Abbildung � machen die verschiedenen Arten von Nachbarschaft deutlich� Fall
�a� zeigt die einfache Kreuzung� die daran zu erkennen ist� da	 zwei Objekte bestehend aus mehreren
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��Zellen einen gemeinsamen Randpunkt haben� Das n�achste Beispiel �b� zeigt die reine Nachbarschaft�
die durch den gemeinsamen Rand zweier ��Zellen� die jeweils zu verschiedenen Objekten geh�oren� zum
Ausdruck kommt� Der letzte Fall macht die Nachbarschaft zweier �Zellen deutlich� Dieser Fall ist von
der Inklusion deutlich zu unterscheiden� da im vorliegenden Fall nicht der gesamte Rand von O� auch
zu O� geh�ort�

Ein weiterer Punkt� der vorab gekl�art werden kann� betri�t die Existenz bzw� die Nichtexistenz be�
stimmter Relationen� Beide Beziehungen sind wichtig und aussagekr�aftig� es mu	 aber nur eine von
beiden abgebildet werden� da sich die andere �uber das Komplement ergibt� So ist beispielsweise die
Beziehung ��Zelle z�i liegt innerhalb �Zelle z�j �zugelassen nach Axiom Q� aus Abschnitt ���� und die
dazu disjunkte Beziehung z�i liegt au�erhalb �Zelle z�j durch die Abbildung einer Beziehung vollst�andig
beschrieben� Dies gilt ebenso f�ur die Menge IM� aller ��Zellen� die innerhalb und die Menge IMc

� aller
��Zellen� die au�erhalb einer bestimmten �Zelle zji liegen� Die n�achste Verallgemeinerung das Men�
gensystem M� aller ��Zellen betre�end� die innerhalb der Menge aller �Zellen liegen und die Menge
aller ��Zellen betre�end� die au�erhalb der Menge aller �Zellen liegen� gilt ebenfalls� Da nun die Men�
ge IM� im allgemeinen kleiner sein wird als die Menge IMc

�� ist es sinnvoll� lediglich IM� abzubilden
und IMc

� daraus abzuleiten� Diese Ausf�uhrungen gelten f�ur alle Beziehungen zwischen r�Zellen� die
innerhalb�au�erhalb von s�Zellen liegen� wobei r � s sein mu	� F�ur den Fall r � s sind die genannten
Relationen nicht de
niert bzw� widersprechen den Forderungen Q� �Q��
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Abbildung ��� Beispiele zur Beziehung innen�au�en

Abbildung �� verdeutlicht die Ausf�uhrungen an einigen Beispielen� So ist unter �a� der Fall ��Zelle
O� liegt innerhalb von O�� Die Tatsache� da	 die ��Zelle hom�oomorph zum o�enen Intervall ��� �� ist
und die ��Zelle dem Schaubild zufolge innerhalb dieses Intervalls liegen mu	� macht dieses Beispiel
besonders anschaulich� Unter �b� wird die Situation O� innerhalb und O� au�erhalb beschrieben� wobei
O� eine ��Zelle und O� eine ��Zelle ist� Fall �c� demonstriert die Situation O� innerhalb O�� wobei O�

und O� einen gemeinsamen Randpunkt haben�

Das letzte der vier Beispiele zeigt eine unzul�assige Quasi�Zellenzerlegung� da sich der Rand von O��
der aus ��Zellen besteht� und O� schneiden� Dies ist ein Versto	 gegen Forderung Q� aus Abschnitt
���� wonach der Schnitt zwischen Zellen gleicher Dimension entweder leer oder eine der beteiligten
Zellen sein mu	�

Das bisher Gesagte l�a	t sich auch als Beziehung der t�Zelle zti zu den Mengen IMs� bestehend aus
s�Zellen� ausdr�ucken �mit � � s� t � p� wobei p � � � je nach der Dimension des Raumes� in dem
man sich bewegt���� wobei zti zu jeweils einer Teilmenge von IMs f�ur festes s in einer bestimmten
topologischen Beziehung steht� Diese Beziehungen k�onnen systematisiert werden und f�ur t gelten
folgende Feststellungen�

� Die Beziehung q	identisch kommt im IRp f�ur jede t�Zelle als Mengenbeziehung genau einmal vor
�z�B� ��Zelle ist q�identisch zu n weiteren ��Zellen��

��Die maximale Dimension des zu betrachtenden Raumes kann sich dabei noch �andern �siehe dazu Kapitel ��
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� Rand von kommt f�ur t � p ebenfalls f�ur jede t�Zelle h�ochstens einmal vor�

� Hat Rand� taucht als Mengenbeziehung f�ur alle t�Zellen genau einmal auf�

� Die Relation t�Zelle enth�alt s�Zelle �s � t� t � �� kommt f�ur die t�Zelle t�mal vor�

� Die Beziehung innerhalb dagegen kommt �p� t��mal vor�

Aus der obigen Zusammenfassung kann folgende Formel f�ur den Allgemeinfall abgeleitet werden�

b � � � t � p� t � � � p ������

An dieser Formel ist bemerkenswert� da	 sie unabh�angig von der Dimension der betrachteten Zelle
zpi ist� Die Beziehungen sind allein abh�angig von der Dimension des Raumes� Damit lassen sich bei�
spielweise f�ur p �  insgesamt � Mengenbeziehungen 
nden� die es abzubilden gilt� Auf dieser Basis
k�onnen die topologischen Beziehungen auf beliebige Dimensionen erweitert werden� wobei es noch zu
kl�aren gilt� ob dies f�ur p � � Sinn macht�

Ein interessanter Gesichtspunkt zu dieser Thematik ergibt sich aus der Fragestellung� ob ein Objekt
unterschiedliche topologische Eigenschaften haben kann� Dies w�urde bedeuten� da	 ein Objekt gleich�
zeitig als r�Zelle und als �r � s��Zelle �� � r� s � p� modelliert sein kann� Dies ist grunds�atzlich
zu bejahen� wobei dahingestellt bleibt� in welchen F�allen dies sinnvoll ist� Allerdings ist es durchaus
einzusehen� da	 ein Objekt in verschiedenen Kontexten unterschiedliche topologische Beziehungen
besitzt� Auch dazu kann das schon etwas strapazierte Beispiel des Flurst�ucks mit seinen Modellie�
rungsm�oglichkeiten herangezogen werden� Wie schon an fr�uherer Stelle ausgef�uhrt� gibt es F�alle� in
denen es sinnvoll ist� das Flurst�uck als ��Zelle zu modellieren� Dies ist beispielsweise dann interessant�
wenn es nur darum geht� die Nachbarschaftsbeziehungen abzubilden �vollkommen analog dazu ist
auch die Modellierung eines Siedlungsgebietes einmal als Fl�ache und als Verkehrsknoten�� Wesentlich
komplexer sind demgegen�uber die topologischen Beziehungen bei der Modellierung als �Zelle� die die
Obermenge zum ersten Modellansatz darstellt� Durch die unterschiedliche Modellierung wird die Art
der Analyse nachhaltig beein�u	t� denn ein einfacheres Modell bringt v�ollig andere Analysem�oglich�
keiten mit sich� Aber genau dieser E�ekt kann u� U� erw�unscht sein�


�� Der Entwurf von Klassen f�ur den IR�

�	�� Der Entwurf topologischer Objektklassen f�ur ��Zellen

F�ur ��Zellen� es handelt sich dabei zumeist um punktf�ormige Objekte� wie beispielsweise Polygon�
punkte� Hydranten� Verkehrsknoten aber unter Umst�anden auch um Fl�achen� die lediglich als Punkt
modelliert werden� wie z� B� Siedlungsgebiete� sind folgende topologische Beziehungen von besonderer
Bedeutung �siehe Abbildung ����

� Die ��Zelle ist q�identisch zu n anderen ��Zellen�

� Sie ist Anfangs� oder Endpunkt einer ��Zelle�

� Dar�uber hinaus kann sie sich innerhalb einer �� oder einer �Zelle be
nden�

Bei s�amtlichen Beziehungen wird von einer � �m�Beziehung ausgegangen� d� h� ein Punkt kann gleich�
zeitig auf mehreren Geraden liegen oder er kann Anfangspunkt mehrerer Geraden sein usw� In diesem
Zusammenhang gilt es� auch die Bedeutung der Punkte zu kl�aren� die Element einer ��Zelle sind� zumal
die Punktmengen� die die ��Zelle ausmachen� laut De
nition unendlich ist� In Abbildung �� sind sie als
��Zellen� die sich innerhalb einer ��Zelle be
nden� dargestellt� wobei der Terminus innerhalb als Ersatz
f�ur die Bezeichnung ist Element von gew�ahlt wurde� Gemeint sind hier aber tats�achlich nur solche
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Abbildung ��� Exemplarische Darstellung der Beziehung ��Zelle zur �� bzw� �Zelle
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Abbildung ��� Die topologischen Beziehungen der ��Zelle

Punkte� denen von der Anwendungsseite her besondere Bedeutung zukommt� Als Beispiel daf�ur kann
der topographische Punkt genannt werden� der weder Anfangs� noch Endpunkt einer Bruchkante ist�
und dem somit nur interpolierende Bedeutung zukommt� Dennoch hat der Anwender im allgemeinen
aus den verschiedensten Gr�unden ein starkes Interesse� derartige Punkte festzuhalten� Es bleibt zu
kl�aren� wie diese Beziehungen modelliert werden k�onnen� Dies soll in den folgenden Graphiken mit
Hilfe der OMT erl�autert werden �Abbildung ����

Nach ���� m�ussen hier f�unf Beziehungen stehen� was auf den ersten Blick auch so zu sein scheint� Sieht
man sich die Beziehungen etwas genauer an� dann erkennt man� da	 die Relation hat Rand nicht auf�
taucht� Dies h�angt mit den in Abschnitt �� getro�enen De
nitionen zusammen� Danach ist der Rand
einer ��Zelle leer und braucht somit nicht abgebildet zu werden� Damit hat man aber eine Beziehung
zuviel� Dies h�angt mit einer weiteren Besonderheit der ��Zelle zusammen� die ihre Randeigenschaft
betri�t� Prinzipiell m�u	te zwischen der Eigenschaft Anfang von und Ende von �siehe Abbildung ���
nicht unterschieden werden� da die ��Zelle in beiden F�allen als Rand betrachtet werden kann� Folglich
liegt die Relation ist Rand von �siehe beispielsweise Abbildung ��� auf der Hand� Von dieser Modellie�
rung wurde aus mehreren Gr�unden abgesehen� Der Hauptgrund betri�t das Knoten��Kantenmodell�
Denn in der Praxis treten h�au
g sogenannte gerichtete Graphen auf �z�B� in Anwendungen� die im
Zusammenhang mit Verkehr stehen�� Derartige Graphen k�onnen aber nur modelliert werden� wenn
ein Umlauf de
niert ist� der wiederum von der Numerierung der Knoten �bzw� der q�Ketten� abh�angt�
Dies wird dadurch erreicht� da	 nach diesem Ansatz zwischen Anfangs� und Endknoten unterschieden
wird� Ist auf dieser Ebene ein Umlauf de
niert� hat auch die daraus abgeleitete ��Zelle einen entspre�
chenden Umlaufsinn� Dieser Modellierungsansatz weicht beispielsweise von dem der �Zelle ab� wo
lediglich die reine Randpunkteigenschaft festgehalten wird�

Fa	t man die bisherigen �Uberlegungen zusammen� dann stellt man fest� da	 auf eine Beziehung ver�
zichtet wird� da sie keine verwertbare Information speichern w�urde und daf�ur eine zweite in zwei
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Abbildung ��� Exemplarische Darstellung der Beziehungen ��Zelle zur ��� ��� �Zelle

Relationen zerlegt wurde� In der Summe kommt man damit auf die in ���� geforderte Anzahl von
Beziehungen�

�	�	 Die Modellierung von ��Zellen

Typische Vertreter dieser Gruppe sind ��dimensionale Objekte wie beispielsweise Flurst�ucksgrenzen�
Stra	en� Fluglinien oder Leitungen� All diese Objekte legen eine Modellierung als ��Zelle nahe� Einige
charakteristische Beziehungen sind in Abbildung �� wiedergegeben� In dieser Graphik soll besonders
auf die Situation in der ersten Spalte und der zweiten Zeile aufmerksam gemacht werden� Dort kreuzen
sich zwei ��Zellen� was aber in dieser Form eine Verletzung von Q� zur Folge h�atte� da z�i � z�j �� ��
Am Schnittpunkt mu	 sich folglich eine ��Zelle be
nden �durch einen Kreis dargestellt�� die Rand !s
von insgesamt vier ��Zellen ist� Als Rand geh�ort die ��Zelle keiner der ��Zellen an� womit Q� erf�ullt
ist� Diese Zerlegung mu	 gegebenenfalls beim Erfassen der Objekte durchgef�uhrt werden�

Die ��Zelle hat folgende topologische Eigenschaften�

� Die ��Zelle ist q�identisch zu n ��Zellen�

� Sie beginnt und endet an genau einer ��Zelle� Durch diesen Umstand ist gleichzeitig auch eine
Orientierung de
niert�

� Die ��Zelle enth�alt n ��Zellen und

� sie kann innerhalb von n �Zellen liegen�

� Die ��Zelle kann Rand von n �Zellen sein� Durch die Orientierung der ��Zellen ist damit auch
die Beziehung innen und au	en� bzw� links� oder rechtsliegend de
niert�

Mit Hilfe der OMT k�onnen diese Beziehungen wie in Abbildung �� dargestellt werden� Hinsichtlich des
Schnitts zweier ��Zellen sei auf die Ausf�uhrungen im vorangegangenen Absatz hingewiesen� Insbeson�
dere ist zu bemerken� da	 auch Situationen� wie sie in Abbildung �� wiedergegeben sind� unterschieden
werden k�onnen� W�ahrend sich in Abbildung ��a jeweils vier ��Zellen einen gemeinsamen Randpunkt
teilen� sind es in Abbildung ��b aufgrund der Zellenzerlegung sechs�

�	�� Die Modellierung von 	�Zellen

�dimensionale Objekte wie Geb�aude� Siedlungsgebiete oder ganze L�ander legen eine Modellierung als
�Zelle nahe� Obwohl nach ���� auch f�ur die �Zelle f�unf topologische Beziehungen zu erwarten sind�
gibt es tats�achlich nur vier� da die �Zelle im IR� nicht Rand einer Zelle noch h�oherer Dimension sein
kann� F�ur die �Zelle sind die folgenden topologischen Beziehungen charakteristisch�
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Abbildung ��� Die ��Zelle als Ergebnis einer q�Zellenzerlegung
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�� Der Entwurf von Klassen f�ur den IR�

Der hier angestrebte Entwurf� und das war letztendlich der Grund f�ur die ausf�uhrliche Behandlung
der Simplizial� und der Zellenkomplexe� geht vom schritt� sprich dimensionsweisen Aufbau der topo�
logischen Beziehungen aus� Demnach besitzen alle p�Zellen �p 	 f�� �� � �g� des IR� die topologischen
Eigenschaften des IR� erweitert um die der p�Zelle zur ��Zelle� Diese Idee war die Motivation zur
Einf�uhrung der Quasi�Zellenkomplexe� da sie den Anforderungen zur Abbildung topologischer Bezie�
hungen in GIS am ehesten gen�ugen� Gem�a	 ���� sind im IR� sechs unterschiedliche Beziehungen der
t�Zelle zur s�Zelle zu erwarten� Diese Relationen werden in den nachstehenden Abschnitten dargestellt�

���� Die Modellierung von ��Zellen

Die Modellierung der topologischen Beziehungen des Punktes kann im Prinzip aus Abschnitt ����

�ubernommen werden� Das Modell ist allerdings entsprechend zu erweitern� Dies kann anhand der in
Abbildung �� gegebenen Darstellung erfolgen� Danach besitzt der Punkt im IR� alle topologischen
Eigenschaften� die er auch im IR� hat� erg�anzt um die Beziehungen zum K�orper� Es sind dies die Inva�
rianten innerhalb� au�erhalb und ber�uhrt� Gem�a	 den bisherigen Ausf�uhrungen gen�ugt es allerdings�
lediglich die Beziehung innerhalb zu f�uhren� da sich die �ubrigen aus anderen Beziehungen ableiten
lassen bzw� anderweitig abgebildet werden�

���	 Die Modellierung von ��Zellen

Da es in diesem Abschnitt wenig Neues auszuf�uhren gilt� soll in diesem Zusammenhang die Gelegenheit
genutzt werden� um im IR� nochmals auf die q�Zellenzerlegung einzugehen �siehe Abbildung ���� Tri�t
ein Objekt� das als ��Zelle modelliert ist� auf den Rand !s�l einer ��Zelle z�l � dann ist nach Q� �siehe
Abschnitt ���� die Existenz einer gemeinsamen Zelle gefordert� da sich !s�l aus �Zellen zusammensetzt
und der Schnitt zweier Zellen ungleicher Dimension entweder leer oder eine der beteiligten Zellen
ergeben mu	� Dies hat zur Folge� da	 die ��Zelle aufzuteilen ist� Am Schnittpunkt entsteht eine ��
Zelle� die den Rand der ��Zelle bildet� Damit ist die Schnittmenge zwischen !s�l und der betrachteten
��Zelle leer� Innerhalb von z�l sind alle Bedingungen� die an eine q�Zellenzerlegung gestellt werden�
erf�ullt� da der Schnitt zwischen der ��Zelle und z�l gerade die ��Zelle selbst ergibt� Endet das Objekt
innerhalb des K�orpers� dann liegt somit eine g�ultige q�Zellenzerlegung vor �siehe Abbildung ��a�� Tritt
es dagegen wieder aus �siehe Abbildung ��b�� dann mu	 auch an der Austrittstelle so verfahren werden
wie an der Eintrittstelle� Ist dies geschehen� dann liegt wieder eine g�ultige q�Zellenzerlegung vor� Man
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Abbildung ��� Eine ��Zelle durchdringt eine ��Zelle
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Abbildung �� Die topologischen Beziehungen der ��Zelle im IR�

beachte� da	 das Objekt selbst� das nach Voraussetzung als ��Zelle modelliert wurde� jetzt mindestens
zwei ��Zellen umfa	t� Der Rand !s�j der ��Zellen geh�ort nat�urlich ebenfalls zum Objekt�

���� Die Modellierung von 	�Zellen

Da auch in diesem Abschnitt keine Besonderheit zu erwarten ist� wird f�ur diese Relation nochmals ein
Beispiel zur q�Zellenzerlegung einge�ochten� Abbildung �� zeigt ein Objekt in Form eines W�urfels� das
von einem anderen Objekt in Form eines Quadrats durchdrungen wird� Das erste Objekt ist dabei als
��Zelle modelliert� w�ahrend das zweite als �Zelle dargestellt ist� Geht man die Voraussetzungen der
Reihe nach durch� dann ist gem�a	 der Forderung Q� zun�achst festzustellen� da	 sowohl der W�urfel z�l
als auch das Quadrat z�k einen �au	eren Rand !s�a bzw� !s�a haben� w�ahrend f�ur den inneren Rand �zu
untersuchen� da p �  bzw� p � �� gilt� !s�i � !s�i � � � Es gilt daher� !s�a � !s�i � � � !s�a � !s�i � �� Damit
sind die von Q� geforderten Voraussetzungen erf�ullt� Beide Zellen sind auch h�ullenendlich� womit Q�

ebenfalls erf�ullt ist� Nach Q� mu	 z�l � z�k entweder leer oder eine der beteiligten Zellen sein� da die
beiden Zellen unterschiedliche Dimensionen haben� Dies ist genau dann erf�ullt� wenn das Quadrat in
zwei Fl�achen z�k� und z�k� zerlegt wird� wovon die eine vollst�andig au	erhalb und damit z�l � z�k� � �
und die andere vollst�andig innerhalb liegt� wobei dann gilt� z�l � z

�
k�

� z�k� � Damit ist auch Q� erf�ullt�
Dadurch ist aber zwangsl�au
g !s�l � !s�k �� �� und es entstehen weitere topologische Beziehungen� Q� ist
im gegebenen Beispiel ganz o�ensichtlich erf�ullt und braucht von daher nicht n�aher untersucht werden�

Im Ergebnis f�uhrt also die q�Zellenzerlegung dazu� da	 in diesem speziellen Beispiel ein Objekt zwar als
�Zelle modelliert ist� tats�achlich aber zwei �Zellen umfa	t� n�amlich zum einen die innere �Zelle �in
Abbildung �� gepunktet dargestellt� und zum anderen die �au	ere �Zelle �die durchgezogenen Linien��
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Abbildung ��� Beispiel einer q�Zellenzerlegung im IR�
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Abbildung ��� Die topologischen Beziehungen der �Zelle im IR�

���� Die Modellierung von ��Zellen

Da die ��Zelle in diesem Zusammenhang zum erstenmal auftaucht� m�ussen einige Worte hinsichtlich
ihrer Modellierung gesagt werden� Auch hier liegt es nahe� ��dimensionale Objekte wie z� B� R�aume�
geologische Schichten oder ganze Fabrikhallen als ��Zellen zu modellieren� Die Beziehungen� denen
die ��Zelle unterliegt� folgen ihrem Aufbau nach den gleichen Gesetzm�a	igkeiten� wie sie im IR� auch
gegeben sind� Nach ���� sind f�ur die ��Zelle im IR� insgesamt sechs topologische Beziehungen von
Bedeutung� abz�uglich der Relation Rand von� womit f�unf �ubrig bleiben�

Die ��Zelle ist im IR� das komplexeste Gebilde� Aus diesem Grund wird auch f�ur diese Zelle eine
Zellenzerlegung exemplarisch dargestellt� Ausgangspunkt sind zwei Objekte in Form von W�urfeln�
die als ��Zellen modelliert sind �siehe Abbildung ���� Damit die Durchdringung eine zul�assige q�
Zellenzerlegung darstellt� m�ussen Q� � Q� erf�ullt sein� Mit !z�a� �

P�
k�� z

�
k�

und !z�a� �
P�

k�� z
�
k�

und
!z�i� � !z�i� � � sind die Bedingungen Q� und Q� f�ur jede einzelne ��Zelle erf�ullt� Es folgt daraus weiter�
da	 jede der ��Zellen durch ihre �au	ere H�ulle beschrieben ist�

Nach Q� mu	 f�ur zwei ��Zellen gleicher Dimension z�� � z�� � � gelten� Dies kann nur erf�ullt werden�
wenn der Durchdringungsbereich �gestrichelt dargestellt� als eigene ��Zelle modelliert wird� so da	
jedes der beiden Objekte aus zwei ��Zellen besteht� Hinsichtlich der Endlichkeit des resultierenden
Zellenkomplexes besteht im gegebenen Beispiel kein Zweifel� Es kann sich damit unter Ber�ucksichtigung
obiger Ausf�uhrungen bei Abbildung �� um einen g�ultigen q�Zellenkomplex handeln�


�� Allgemeine Implementierungsaspekte

Nachdem nun die verschiedenen Klassen vorgestellt wurden� mu	 konsequenterweise noch ein Wort
zur Implementierung gesagt werden� Da s�amtliche topologischen Beziehungen in Form von Mengen
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Abbildung ��� Zwei Objekte modelliert als ��Zellen im IR�
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Abbildung ��� Die topologischen Beziehungen der ��Zelle im IR�

bzw� Mengenbeziehungen vorliegen� sollte die Implementierung diesen Aspekt nat�urlich ber�ucksich�
tigen� Dem kommen die neueren Entwicklungen der modernen Programmiersprachen sehr entgegen�
So unterst�utzt beispielsweise die Standard Template Library� wie sie f�ur C�� demn�achst als Norm
verabschiedet wird �nach �Breymann ����� oder auch �Josuttis ������� mit dem Datentyp Set bzw�
Map �siehe Seite �� genau die hier geforderten Operationen�

Damit kann �uberall dort� wo mit Hilfe der OMT�Syntax eine multiple topologische Beziehung zwi�
schen zwei Zellen aufgebaut wurde� der Datentyp Set bzw� Map eingesetzt werden� um diese Relation
abzubilden� Dazu ist nat�urlich ein eindeutiger Schl�ussel n�otig� denn die abzulegenden Objekte m�ussen
nach Voraussetzung eindeutig identi
zierbar sein� Dies kann beispielsweise im Relationen�Modell �uber
den Schl�ussel und im objektorientierten Modell �uber die Objektidentit�at �zumindest theoretisch�� die
laut De
nition eindeutig sein mu	� realisiert werden�


�� Aufbau der Struktur

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten die Wechselwirkung der verschiedenen Objekte unter�
einander diskutiert wurde� stellt sich im Anschlu	 daran unmittelbar die Frage� wie der Aufbau dieser
Struktur bewerkstelligt werden kann� Dieses Problem ist nat�urlich nicht isoliert zu sehen� sondern mu	
im Zusammenhang mit der Erfassung der Daten bzw� deren Herkunft betrachtet werden�

Werden die Daten digitalisiert �es spielt dabei keine Rolle ob am Digitalisiertisch oder am Bildschirm��
mu	 f�ur jedes Objekt� das erfa	t wird� vor seinem Einbringen in die Datenbasis eine Sequenz von Ana�
lysen durchlaufen werden� Diese Sequenz ist davon abh�angig� wie das entsprechende Objekt modelliert
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Abbildung ��� Die Erzeugung topologischer Beziehungen bei der Erfassung

Es wird dabei davon ausgegangen� da	 der PunktH soeben neu erfa	t wurde und nun in die Datenbasis

�ubernommen werden soll� Folgende Voraussetzungen seien gegeben� Es existieren bereits zwei Instanzen
der Klasse Stra�e� die topologisch betrachtet als �Zellen implementiert sind� H geh�ore demgegen�uber
der Objektklasse Hydrant an und sei als ��Zelle modelliert� Weiterhin wird davon ausgegangen� da	
die Anwendung die Abbildung topologischer Beziehungen zwischen Stra�e und Hydrant erforderlich
macht�

Bei der �Ubernahme in die Datenbasis mu	 jetzt folgende Pr�ufung durchgef�uhrt werden�

� Liegt der Hydrant innerhalb einer Stra	e oder

� ist er Rand von einer Stra	e�

Im vorgestellten Beispiel ist die erste Frage bereits mit �ja� zu beantworten� wodurch klar ist� da	 die
Beziehung Hydrant innerhalb Stra�e sowie Stra�e enth�alt Hydrant abzulegen ist� Es sind dies also die
in Abbildung �� aufgef�uhrte Beziehung der ��Zelle zur �Zelle und die in Abbildung �� dargestellte
Relation der �Zelle zur ��Zelle�

Im oben ausgef�uhrten Beispiel k�onnte noch die Beziehung Stra�e zu Stra�e von Interesse sein� Geht
man von Abbildung �� aus� dann tre�en Haupt� und Nebenstra	e direkt aufeinander� Nach Q� mu	
ihre Schnittmenge leer sein� was im vorliegenden Fall gegeben ist� da der Rand der �Zelle nicht zur
Menge selbst geh�ort� Allerdings kann dadurch ihre Nachbarschaft festgestellt werden� Diese sehr ein�
fache Modellierung der Klasse Stra	e erlaubt noch nicht das Navigieren� wie es beispielsweise eine
Anwendung zur Fahrzeugnavigation vorsieht� Dies k�onnte erst durch die etwas komplexere Modellie�
rung von Fahrbahnen erreicht werden�


�	 Beispiel

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel vorgestellt� um den bisher eher theoretischen Betrachtungen
etwas Praxisbezug zu geben� Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit beschr�ankt sich die Darstellung auf
den IR�� Bei den in Abbildung �� dargestellten Objekten soll es sich um zwei Flurst�ucke F� und F�
handeln� durch die zwei Leitungen L� und L� von nicht n�aher spezi
zierter Art verlaufen� Die beiden
Leitungen seien am Punkt M miteinander verbunden �z�B� durch eine Mu�e� falls man die Leitungen
als Stromleitungen interpretiert�� Das Objekt P sei ein Sendemast�

Die Tatsache� da	 es sich bei den Flurst�ucken um �dimensionale Gebilde handelt� legt eine Imple�
mentierung als �Zelle nahe� Analoges tri�t auf die Leitungen und den Sendemast zu� die als �� bzw�
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Abbildung ��� Ein Beispiel

als ��Zelle modelliert werden� Die q�Zellenzerlegung sieht dann wie in Abbildung �� dargestellt aus�
Zur besseren �Ubersicht sind die ��Zellen mit kleinen und die ��Zellen mit etwas gr�o	eren Zahlen
wiedergegeben� Die �Zellen sind mit Kleinbuchstaben bezeichnet�

1

2

3 4 5
6

7
8

9

10

11 12 13

9 10

4

6

11

12
157

1 2 3

5

8
1413

a

b

Abbildung ��� Die Zellenzerlegung zu Abbildung ��

Auf diesen Datenbestand sollen die folgenden Analysen und Plausibilit�atskontrollen durchgef�uhrt wer�
den�

�� Welche Leitungen sind mit Leitung L� verbunden�

� Auf welchem Flurst�uck be
ndet sich der Sendemast�

�� Welche Grundst�ucke werden von Leitung L� und L� durchquert�

�� Welche Objekte kommen in M zusammen�

�� Wie viele und welche Flurst�ucke grenzen an das Flurst�uck F��

�� Gibt es Leitungen� die kein Grundst�uck durchqueren�
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�� Das Objekt L� besteht topologisch gesehen aus der Menge IML�
� f��� �� ��g von ��Zellen�

deren Rand !s� aus der Menge IM �s� � f� �� �� ��g von ��Zellen besteht� Diese wiederum enthalten
die Information� von welchen ��Zellen sie den Rand bilden �siehe Abbildung ���� Diese Menge
besteht aus den Elementen IMz� � f��� �� ��� ��g� Die L�osung besteht aus der Menge IM �
�IML�

� IMz� �
c � f��g� D� h� L� ist mit dem Objekt verbunden� zu dem die ��Zelle mit der

Nummer �� geh�ort� Dies ist laut Graphik das Objekt L�� Damit ist der erste Punkt bereits
gekl�art�

� Die Frage� auf welchem Grundst�uck sich der Sendemast be
ndet� kann direkt aus der Beziehung
��Zelle innerhalb �Zelle abgelesen werden �siehe Abbildung ���� Diese Beziehung wird explizit
abgebildet und bereitet von daher keine Schwierigkeiten� Im Beispiel ist es das Objekt� dem die
�Zelle a zugeordnet ist�

�� Durch die Beziehung ��Zelle innerhalb �Zelle kann gekl�art werden� welche Grundst�ucke von den
Leitungen L� und L� durchquert werden� Die Menge der ��Zellen IM�

L�
� f��� �� ��g hat dabei

die beiden �Zellen IM�
L�

� fa� bg zum Ergebnis� F�ur L� erh�alt man IM�
L�

� fbg� Die Vereinigungs�
menge IM�

L�
� IM�

L�
� IM�

v � fa� bg ergibt die Menge aller �Zellen� die von Leitungen durchquert
werden� Dar�uber hinaus k�onnte auch ermittelt werden� ob beispielsweise L� vollst�andig innerhalb
eines Grundst�ucks verl�auft� Danach m�u	te gelten� IM�

L�
innerhalb a � IM�

L�
innerhalb b� was aber

nicht zutri�t�

�� Die Suche nach Objekten� die bei Objekt M zusammentre�en� kann wie die vorletzte Frage
ebenfalls ohne Umwege aus der Struktur der ��Zellen abgelesen werden� Es gen�ugt� dabei zu
pr�ufen� f�ur welche ��Zellen die ��Zelle Rand �also Anfangs� oder Endpunkt� ist� Man erh�alt
dann die Menge IMM � f��� ��g� Die zugeh�origen Objekte sind die Gesuchten�

�� Das Flurst�uck F� enth�alt �uber die zugeordneten �Zellen Informationen �uber seinen Rand �siehe
Abbildung ���� Dieser ist gegeben mit !s � f�� �� �� �� �� ��g� Die ��Zelle wiederum bildet die
Relation Rand von ab� die als Menge betrachtet f�ur dieses Beispiel IM�

z � fa� bg ergibt� Es sei
dabei dahingestellt� ob eine p�Zelle zu sich selbst Nachbar ist� Die zugeh�origen Objekte sind die
gesuchten Nachbarn�

�� Die letzte Frage ist eine Plausibilit�atspr�ufung und kommt im Bereich der Analyse sicher nur in
konstruierten Beispielen wie dem vorliegenden zum Tragen� Topologisch kann der Fall auf die
Pr�ufung Welche �	Zelle� die einem Objekt Leitung zugeordnet ist� liegt in keiner 	Zelle� die ei	
nem Flurst�uck zugeordnet ist zur�uckgef�uhrt werden� Dies mu	 nat�urlich ebenfalls f�ur mindestens
einen weiteren Randpunkt zutre�en� Formal ist also die Menge IM�

L��L�
� f��� �� ��� ��� ��g zu

untersuchen� Die Analyse zeigt� da	 dies f�ur die ��Zellen �� und �� zutri�t� Entsprechendes tri�t
auch auf jeweils einen Randpunkt zu� n�amlich die beiden ��Zellen  und ��
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� Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit werden die Probleme topologischer Fragestellungen in GIS er�ortert� Des weiteren
wird eine Methode zur Modellierung topologischer Information in GIS vorgestellt� Die Grundlage dazu
bildet die Theorie der Quasi�Zellenkomplexe� die als Weiterentwicklung der Zellenkomplexe verstanden
wird� Die Quasi�Zellenkomplexe vereinigen sowohl Eigenschaften der algebraischen als auch solche der
mengentheoretischen Topologie in sich� Die Elemente einer Quasi�Zellenzerlegung hei	en q�Zellen�

Das vorgeschlagene Bildungsgesetz dieser Zerlegung wird f�ur den IRp angegeben und ist somit auf
beliebige Dimensionen erweiterbar� F�ur die in GIS interessierenden F�alle des IR� und IR� werden
topologische Beziehungen zwischen den q�Zellen abgeleitet� die direkt implementiert werden k�onnen�
Es wird weiterhin vorgeschlagen� den verschiedenen Objekten in GIS Eigenschaften dieser q�Zellen zu
geben� die damit topologische Attribute bekommen� Durch diese Vorgehensweise beschr�ankt sich die
Analyse� ebenso wie die Pr�ufung topologischer Beziehungen auf reine Mengenoperationen�

Bisher wurde noch kein Versuch unternommen� das Modell in eine Anwendung zu implementieren�
Dies kann ausgehend von der Modellierung der ��Zelle und ihren Beziehungen zur ��Zelle und zu
Zellen gleicher Dimension Schritt f�ur Schritt erfolgen� Das Problem bei der Implementierung wird die
q�Zellenzerlegung selbst sein� Hier gilt es leistungsf�ahige Algorithmen zu 
nden� die die geforderte
Struktur aufbauen und verwalten k�onnen�

Da ein objektorientierter Ansatz zur Durchf�uhrung der Zellenzerlegung naheliegt� wird� aufgrund der
engen Verkn�upfung zwischen den Objekten und den Methoden� den Algorithmen eine zentrale Be�
deutung zukommen� Dabei sind auch die r�aumlichen Zugri�smechanismen mitentscheidend f�ur die
Praxistauglichkeit des vorgestellten Verfahrens� Dies gilt allerdings nur f�ur den Teil der topologi�
schen Beziehungen� der direkt aus der Geometrie abgeleitet werden k�onnen� was nach den bisherigen
Ausf�uhrungen nicht auf alle Relationen zutri�t�

Auf der theoretischen Seite ist dar�uber hinaus noch zu pr�ufen� ob eine Erweiterung auf den IR�� wobei
die vierte Dimension als Zeit zu deuten w�are� durchgef�uhrt werden kann� Die Schwierigkeit wird dabei
vor allem in der Interpretation der Beziehungen liegen� Hier k�onnten u� U� die neueren Forschungen
im Bereich der Datenbanken bez�uglich der Granularit�at der Zeit interessante Impulse geben�
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Symbolverzeichnis

IM bezeichnet eine Menge von Elementen� Im Text k�onnen Mengen zweifach indiziert
vorkommen� wobei der hochgestellte Index die Dimension der betrachteten Elemente
angibt und der tiefgestellte Index der Unterscheidung von Mengen mit Elementen
gleicher Dimension dient�

IMc das hochgestellte c steht f�ur die komplement�are Menge�

M�R kalligraphische Buchstaben stehen f�ur Mengensysteme� Falls Verwechslungen m�oglich
sind� erh�alt das Mengensystem zus�atzlich einen Index�

!s� ein Punkt �uber einem Buchstaben steht f�ur den Rand einer p�Zelle� Ein hochgestell�
ter Index gibt die Dimension der Zelle an �nicht die des Randes"�� Ein tiefgestellter
Index unterscheidet verschiedene R�ander von Zellen gleicher Dimension� Tiefgestell�
te Indizes f�ur R�ander werden allerdings nur in Ausnahemef�allen verwendet�

� leere Menge�S
symbolisiert die Vereinigungsmenge�T
symbolisiert die Schnittmenge�

� logische Negation

� logisches und

� logisches oder

zp steht f�ur eine Zelle der Dimension p�
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