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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die steigenden Anforderungen, bedingt durch den Umweltschutz, erfordern
heute wirtschaftlichere Verbrennungsmotoren mit geringerer Schadsto�-
semission. Durch die hohen Sicherheitsstandards und die komfortable
Ausstattung werden die modernen Automobile schwerer, welches einen
zus�atzlichen Energieverbrauch mit sich bringt. Um den Verbrauch auf der
Gegenseite zu senken, muss die Energie besser genutzt werden, indem der
Wirkungsgrad der Antriebsaggregate verbessert wird. Um diesen hohen
Anforderungen gerecht zu werden, wird der Verbrennungsproze� in einem
modernen Motor durch eine Vielzahl von Sensoren �uberwacht und stetig
optimiert.
Die Z�undkerze stellt bei dem fremdgez�undeten Otto-Motor ein wichtiges
Glied in diesem Verbrennungsprozess dar. F�ur eine optimale Verbrennungs-
einleitung muss sich zum Z�undzeitpunkt ein st�ochiometrisches Gemisch am
Ort des Z�undfunkens be�nden. Da dieses durch zyklische Schwankungen
des Motors und Bauteiltoleranzen nicht immer gew�ahrleistet ist, verspricht
eine herk�ommliche Z�undkerze mit nur ca. einem Millimeter Funkenstrecke
keine sichere Entammung. Es kann zu Z�undaussetzern kommen, die
einen unrunden Lauf des Motors und erh�ohten Schadsto�aussto� zur Folge
haben. Eine Vergr�o�erung der Funkenstrecke zur Erzielung einer besseren
Entammung hat zwangsl�au�g die Erh�ohung des Z�undbedarfs zur Folge.
Dies ist nicht nur mit bautechnischen Problemen bei der Bereitstellung der
Hochspannung in der Z�undeinheit (Z�undspule) verbunden, sondern auch
mit einem erh�ohten Isolationsaufwand.
Der Z�undspannungswert wird aber auch von einer Reihe von Parame-
tern z.B. Geometrie der Elektroden, Druck und Gaszusammensetzung
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bestimmt. Eine Optimierung bzw. eine Herabsetzung des Z�undbedarfs setzt
ein tiefgehendes Verst�andnis der physikalischen Prozesse voraus, welche
in der Gasentladung statt�nden. Eine entsprechende Dimensionierung
der Z�undanlage erfordert Kenntnisse �uber die Korrelation zwischen dem
Z�undspannungswert und den einschl�agigen Z�undparametern.

1.2 Zielsetzung

Der Zusammenhang zwischen dem Z�undspannungswert und den Z�undpa-
rametern soll in dieser Arbeit untersucht werden, indem mikroskopische
Prozesse quantitativ erfasst werden. Es soll im einzelnen untersucht werden,
in welcher Form die Z�undparameter in diese Prozesse eingehen und in wie
weit sie das Z�undverhalten beeinussen.
Der wichtigste Prozess hierbei ist die Ionisation, die zu einer Vermehrung der
Ladungstr�ager im Gas und folglich zu der Erh�ohung der Leitf�ahigkeit f�uhrt.
Ma�gebend f�ur die Plasma bzw. Funkenentstehung sind dementsprechend
das Vorhandensein und die Entstehung von Startladungstr�agern, sowie
deren Vermehrung. Die Funkenbildung kommt der selbst�andigen Erzeugung
und Vermehrung der Ladungstr�ager gleich. Es soll folglich herausgefun-
den werden, unter welchen Bedingungen und mit welchen Einstellungen
der Z�undparameter eine Verselbst�andigung der Ladungstr�agererzeugung
erm�oglicht wird.
Die Betrachtung der Vermehrung der Ladungstr�ager w�ahrend der Entla-
dungsentwicklung kann grunds�atzlich auf zwei Ebenen erfolgen, erstens die
mikroskopische und zweitens die makroskopische Ebene. Diese unterscheiden
sich in der Behandlung der Ladungstr�ager und Erfassung deren kollektiven
Verhaltens. W�ahrend auf der mikroskopischen Ebene die Ladungstr�ager
individuell betrachtet werden, bilden diese in der makroskopischen Betrach-
tung die Elemente eines Kollektives (Kontinuum), welches sich homogen
verh�alt.
In der mikroskopischen Modellvorstellung werden die Bahnen der La-
dungstr�ager und die einzelnen St�o�e jeglicher Art (Ionisation, Anregung,
elastischer Sto�) nachgebildet. Das Verhalten des kollektiven Systems ist
das Ergebnis des Zusammenwirkens einzelner Teilchen. Diese Beschreibung
ist aus diesem Grund f�ur eine beliebige Anzahl oder Verteilung der La-
dungstr�ager m�oglich, da das Kollektiv keine Bedingungen an die einzelnen
Teilchen stellt. Der Rechenaufwand w�achst jedoch mit der Anzahl der im
Modell einbezogenen Spezies und Teilchen.
Soll die Vermehrung der Ladungstr�ager makroskopisch erfasst werden, so ist
dies mit der Modellvorstellung verbunden, dass die Ladungstr�ager (System-
gr�o�e) das Gesamtsystem beeinussen k�onnen und dass ein in�nitesimale
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�Anderung der Systemgr�o�e eine �Anderung des Systems verursacht. Diese
Kausalit�at kann demzufolge �uber Di�erentialgleichungen (DGL�s) erfasst
werden. Da die Ladungstr�ager der Systemgr�o�e unterstellt sind, m�ussen
diese einer Energieverteilung (z.B. Maxwell-Verteilung) gehorchen, damit
sie sich �uber Dichten (Systemgr�o�e) beschreiben lassen. Der Rechenauf-
wand ist hierbei unabh�angig von der Anzahl der Ladungstr�ager, dieses
Modell scheitert allerdings daran, dass sich die Anfangsphase, w�ahrend der
nur wenige Ladunsgtr�ager beteiligt sind, gem�a� keiner Energieverteilung
beschreiben l�asst.
In dieser Arbeit wird ein Hyridmodell vorgestellt, welches die zwei o.g.
Modelle vereint. So erfolgt zun�achst eine mikroskopishe Betrachtung
der Entladungsentwicklung und folglich eine individuelle Verfolgung der
Ladungstr�ager. Wachsen diese �uber eine bestimmte Anzahl hinaus, so dass
sie sich mit einer Erergieverteilung beschreiben lassen, werden sie danach
durch Teilchendichten beschrieben. Die weitere Entwicklung der Entladung
wird �uber Di�erentialgleichungen makroskopisch erfasst. Aus diesem Grund
wird diese Arbeit wie folgt konzipiert:
Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen der elektrischen Entladung
sowie die darin vorkommenden mikroskopischen Prozesse vorgestellt. Es
wird weiterhin auf die bisherigen Entladungsmodelle und Gesetzm�a�igkeit
eingegangen.
Auf Grund der komplizierten Kopplung der verschiedenen Di�erential-
gleichungen ist eine geschlossene analytische L�osung nicht m�oglich. Eine
numerische L�osung, die eine r�aumliche Diskretisierung voraussetzt, ist
unumg�anglich. Im dritten Kapitel wird die Art der Diskretisierung disku-
tiert und ein neues eÆzientes Verfahren f�ur die Triangulierung vorgestellt.
Ferner werden Techniken zu Verbesserung der Qualit�at der �niten Elemente
(Dreiecke) erl�autert.
Im vierten Kapitel erfolgt die mikroskopische Betrachtung sowie die damit
verbunden Rechentechniken. Es wird die Monte-Carlo-Technik vorgestellt
und neue Techniken zu Lokalisierung der Ladungstr�ager sowie der abschlie-
�ende �Ubergang zu der Dichtebeschreibung werden darin er�ortert.
Sowohl f�ur die erste als auch f�ur die zweite Phase der Entladung m�ussen die
elektrischen Felder ermittelt werden, indem die Potentialgleichung gel�ost
wird. Es handelt sich hierbei um eine elliptische DGL, die sich vorzugsweise
mit der �nite Elemente Methode (FEM) l�osen l�a�t. Diese Methode wird im
f�unften Kapitel hergeleitet und ihre Implementierung vorgestellt.
In der zweiten Phase der Entladung (makroskopische Betrachtung) handelt
es sich im wesentlichen um die L�osung von gekoppelten Transport-
Gleichungen. Da die Erhaltungss�atze beachtet werden m�ussen, ist es
vorteilhaft, einen konservativen L�osungsansatz heranzuziehen. Diese
Vorz�uge weist die Finite Volumen Methode (FVM) auf. Diese Methode wird
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vorgestellt und es werden bei der Implementierung Parallelen zu der FEM
diskutiert.
Die Parameter dieser Transport-Gleichungen sind abh�angig von
der elektrischen Feldst�arke und aus diesem Grund ist die simul-
tane L�osung der Potentialgleichung unerl�asslich. Bisherige Arbeiten
[Ste89, Geo99, Mor88, Hug79, Hug88] versuchten das Problem mit dem FC-
FEM (Flux-corrected-FEM) zu l�osen, indem sie die DGL�s einheitlich mit
der FEM l�osten und anschlie�end, um die Erhaltungss�atze zu beachten, eine
Korrektur der Fl�usse durchf�uhrten. Um diesen Fehler zu beheben, werden
beide L�osungsverfahren (FEM und FVM) kombiniert. Diese Kombination
und die damit verbundenen Rechentechniken werden ebenfalls im f�unften
Kapitel vorgestellt.
Um die Simulation zu untermauern, wurden experimentelle Untersuchungen
durchgef�uhrt, die im sechsten Kapitel ausf�uhrlich dargestellt werden.
Im siebten Kapitel

"
Ergebnisse\werden Rechenbeispiele vorgestellt und

ein Durchschlagskriterium wird erarbeitet. Es werden anschlie�end die
Ergebnisse der Simulation mit den Ergebnissen der Experimente verglichen.
Im achten Kapitel folgt eine Zusammenfassung mit Ausblick.
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Kapitel 2

Grundlagen der

Gasentladung

Eine hochisolierende Gasstrecke kann unter dem Einuss hoher elektrischer
Feldst�arken leitf�ahig werden. Die dazu notwendige Feldst�arke korreliert stark
mit einer Reihe von Parametern, z.B. Gaszusammensetzung, Druck und Geo-
metrie der Funkenstrecke. Der makroskopische �Ubergang vom quasi unend-
lichen Widerstand zum hohen Leitwert l�a�t sich durch mikroskopische Pro-
zesse erkl�aren, die die Qualit�at und Schnelligkeit dieses Phasen�uberganges
weitgehend beeinussen. Die Abbildung (2.1) zeigt eine typische station�are
Strom-Spannungscharakteristik einer Funkenstrecke mit einem Vorwider-
stand. Diese l�a�t sich in zwei Bereiche unterteilen. Im ersten Bereich verl�auft
die Entladung unselbst�andig, wohingegen sie sich im zweiten weitgehend ver-
selbst�andigt. Die Selbst�andigkeit bezieht sich dabei auf die Erzeugung neuer
Ladungstr�ager, die die Leitf�ahigkeit in der Gasstrecke aufrechterhalten. Im
Bereich der unselbst�andigen Entladung geschieht dies �uber �au�ere Einwir-
kungen, die im zweiten Bereich eine untergeordnete Rolle spielen, da andere
physikalische Prozesse einsetzen, die selbst�andig verlaufen.
Da dieser �Ubergang mit einer abrupten Abnahme des Widerstandes der Fun-
kenstrecke verkn�upft ist, wird der Spannungseinbruch (Zustandes�anderung
zwischen den Punkten A und B in der Abb. (2.1)) elektrische Gasentladung
genannt. Dieser �Ubergang wird mit der Durchschlags- bzw. Z�undspannung
(UD) gekennzeichnet. Diese Arbeit besch�aftigt sich im wesentlichen mit der
unselbst�andigen Entladung sowie der Abh�angigkeit der Durchschlagsspann-
nung von den physikalischen Vorg�angen in dieser Phase. Die selbst�andige
Entladung wird zwecks Ausarbeitung von Kriterien angerissen, nach denen
die Durchschlagsspannung bestimmt wird.
Der Bereich der unselbst�andigen Entladung besteht aus drei Phasen:
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Abbildung 2.1: station�are Strom-Spannungscharakteristik

Die ohm�sche Phase Die vorhandenen, sowie die durch �au�ere Einwir-
kungen neu erzeugten Ladungstr�agern driften zu den entsprechenden
Elektroden hin. Auf Grund der quasi konstanten Elektronendichte
macht die Driftgeschwindigkeit den Strom aus. Da die Beweglichkeit
der Elektronen bei den schwachen Feldern feldunabh�angig ist, ist der
Strom folglich proportional zum elektrischen Feld und somit zur Span-
nung.

Die S�attigungsphase Die Erzeugungsrate der Ladungstr�agern in der Gas-
strecke ist gleich der Rate derer, die auf die entsprechenden Elektroden
prallen und neutralisiert werden.
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Die Phase der Gasverst�arkung Die Elektronen entnehmen dem elektri-
schen Potential soviel Energie, dass sie Gasteilchen ionisieren k�onnen.
Es kommt hiermit zu einer Vermehrung der Ladungstr�ager. Es wird in
diesem Zusammenhang von Gasverst�arkung gesprochen.

Je nachdem mit welcher Anstiegsanke die Spannung hochgefahren wird und
abh�angig davon, ob die Funkenstrecke abgeschirmt ist oder nicht, beeinus-
sen die 3 Phasen mehr oder minder den Wert der Durchschlagsspannung.
Eine Entladung kommt zustande, indem sich ein Plasma zwischen beiden
Elektroden ausbildet. Die Intensivierung gewisser Vorg�ange, die im folgen-
den einzeln er�ortert werden, m�undet in einen elektrisch leitf�ahigen Kanal.
In diesem Zusammenhang wurden die folgenden 3 Punkte in dieser Arbeit
ausgiebig untersucht:

� Startelektronen

� die Stochastik der Lawinenbildung ausgehend von wenigen Elektronen

� das deterministische Wachstum der Lawine und die Transition zwi-
schen Lawine und Kanal.

2.1 Die mikroskopischen Vorg�ange in einer

Gasentladung

2.1.1 Die Emissionsprozesse, Startelektronen

Ein Elektron hei�t lawinenwirksam, wenn es die gesamte Strecke zur
Verst�arkung ausnutzt. Dies geht aus dem Hintergrund des exponentiellen la-
winenartigen Wachstums der Ladungstr�ager hervor. Aus dem Grund werden
die wirksamsten Startelektronen vorzugsweise aus der Kathode emittiert. Die
wichtigsten Prozesse hierbei sind [Neu97, Yah98]:

Photoemission Tri�t ein Photon mit einer Energie h�, die gr�o�er als die
Austrittsarbeit des Metalls � ist, auf die Kathode, kann es ein Elek-
tron aus der Kathode herausl�osen. Da eine typische Austrittsarbeit
bei Metallen etwa � = 5 eV betr�agt, muss das Photon im UV-Bereich
oder dar�uber liegen. An das Z�undvolumen im Motor gelangt solche
Strahlungen aufgrund der dicken Abschirmung durch die Motorzylin-
der nicht. Die Photoemission wird deshalb nur wirksam, wenn w�ahrend
der Lawinenbildung angeregte Teilchen sich unter Abgabe hochenerge-
tischer Photonen abregen und diese die Kathode tre�en, falls sie nicht
vom Gas absorbiert werden. Kurz vor der Z�undung herrschen im Mo-
torraum aber hohe Dr�ucke und die Absorbtionswahrscheinlichkeit ist
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proportional zum Druck. Die Photonenerzeugungsrate ist proportional
zur Elektronendichte. Nach dem Prinzip der Lawinenbildung sind ho-
he Dichten nur kurz vor der Anode vorzu�nden. Der weite Weg zur
Anode erschwert diesen Prozess, da die Absorbtionswahrscheinlichkeit
PA proportional zu ex, wobei x der Abstand vom Erzeugungsort des
Photons. Aus diesen Gr�unden wird dieses Ph�anomen in dieser Arbeit
nicht weiter betrachtet.

Thermoemission Bei gen�ugend hoher Temperatur besitzen einige Elektro-
nen aufgrund der Verschmierung der Fermiverteilung im Metall eine
kinetische Energie, die gr�o�er ist als die Austrittsarbeit. Da die Mittel-
elektrode der Z�undkerze solche Temperaturen nicht erreicht, wird die
Thermoemission ebenso nicht weiter betrachtet.

Feldemission Die Elektronen an der Grenzschicht (Metall-Gas) k�onnen
die Potentialbarriere, deren H�ohe der Austrittsarbeit entspricht,
nicht ohne weiteres �uberwinden. Durch Anlegen eines �au�eren Feldes
wird diese Barriere zu einem Potentialberg, der von Elektronen
quantenmechanisch durchtunnelt werden kann (Siehe Abbildung 2.3).
Die Feldemission wurde im Rahmen einer Zusammearbeit mit dem

φ

x x

φ

Abbildung 2.2: Potentialbarriere ohne und mit Anlegen eines elektrischen
Feldes

MPI-MF in Stuttgart ausgiebig untersucht (Siehe A). Es hat sich
herausgestellt, dass die Feldemission f�ur die Startelektronen keinen
wesentlichen Beitrag leisten kann.

Sekund�arelektronenemission Be�nden sich positive Ionen in der N�ahe
der Kathode, gelingt wenigen Elektronen aus den Valenz-Band (stark
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gebunden) die Coulomb-Potentialbarriere zu tunneln. Um das System
zu relaxieren, f�allt ein Elektron aus dem Leitungsband hinunter und
die dabei freigesetzte Energie kann im g�unstigsten Fall auf ein weiteres
Elektron �ubertragen werden. Ist diese �ubertragene Energie gr�o�er als
die Austrittsarbeit, wird das Elektron aus der Kathode emittiert.
Der Prozess ist folglich abh�angig von der Ionisierungsenergie der
ionisierten Teilchen, der Austrittsarbeit, der F�ahigkeit der Teilchen,
Schwingungsenergien aufzunehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Elektron aus dem Valenz- und nicht aus dem Leitungsband zur
Neutralisierung des positiven Ions variiert zwischen 10�3 und 0.1 und
wird �uber den zweiten Townsend�schen KoeÆzienten ausgedr�uckt
(I).
Diese Quelle der Startlektronen erkl�art als einzige die Dynamik der
Durchschlagsspannung.

2.1.2 Die Gasprozesse

Tri�t ein Elektron auf ein neutrales Teilchen, kann es elastisch (ohne Ener-
gieverluste) oder inelastisch mit diesem sto�en. Im zweiten Fall kann es
abh�angig von der Energie des Elektrons zu einem Ionisationsprozess kom-
men.

e- + A ! e- + e- +A+ : (2.1)

Das Elektron kann das Atom auch elektronisch anregen

e- + A ! e- +A� : (2.2)

Die Vibrations- und Rotationsanregungen sind f�ur die Gasentladung bis auf
die Verluste der kinetischen Energie nicht von Belang. Diese Verluste spiegeln
sich dennoch in der Driftgeschwindigkeit und IonisationseÆzienz wieder.
Handelt es sich bei dem Teilchen um ein elektroaÆnes Atom oder Molek�ul,
kann es zu einer Anlagerung kommen:

e- + A ! A� : (2.3)

Die angeregten Teilchen senden bei der Abregung Photonen, die andere Gas-
teilchen mit einer niedrigeren Ionisierungsenergie ionisieren k�onnen:

h � � + A ! e- +A+ : (2.4)

Hiermit lassen sich die wichtigsten Prozesse im Gas beschreiben. Im
Zusammenspiel zwischen der Stossh�au�gkeit und der Menge an Energie,
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die ein Elektron zwischen den St�ossen dem elektrischen Feld entnimmt,
l�a�t sich eine mittlere Wahrscheinlichkeit der obigen Prozesse ermitteln. So
beschreibt der 1. Townsend�sche KoeÆzient � die Anzahl der pro L�angen-
einheit Flugwegs erzeugten Elektronen-Ionen-Paare. Analog beschreibt �
die Anzahl der Anlagerungsst�osse entlang des Flugwegs. Diese Gr�o�en sind
eine Funktion vom Verh�altnis E=p, reduzierte Feldst�arke genannt. F�ur die
im weiteren beschriebenen Modelle ist der e�ektive IonisierungskoeÆezient
�eff = � � � von Bedeutung. In diesen Modellen wird die Rekombina-
tion zwischen einem Elektron und einem positiven Ion (e- + A+ ! A)
aufgrund der sehr geringen Stosswahrscheinlichkeit bzw. geringen Dichten
vernachl�assigt.

2.2 Die Durchschlagsmodelle

Es handelt sich hierbei im wesentlichen um zwei Modelle, die sich bei
vielen Gasen bew�ahrt haben. Sie veranschaulichen dennoch nur die Physik
des Durchschlags im homogenen Feld. Der inhomogen Fall wird hier nicht
betrachtet, da dieser f�ur die Z�undkerze nicht relevant ist. Die Homogenit�at
bezieht sich hierbei auf die Verteilung der elektrischen Feldst�arke zwischen
beiden Elektroden. Die Modelle decken auch quasi homogene Anordnung ab,
verlieren aber ihre G�ultigkeit bei Elektrodenkon�gurationen, bei denen eine
Ionisation vor der Anode aufgrund des schwachen Feldes ausgeschlossen ist.
Die Modelle sind folglich f�ur Kon�gurationen g�ultig, in denen die Ionisation
nicht r�aumlich lokal (Korona) ist.
Beide Modelle gehen von einer lawinenartigen Gasverst�arkung (eine lineare
di�erentielle Zunahme angenommen) aus. Dies hat zu Folge, dass die
Ladungstr�ager ein tropfenf�ormiges Gebilde, Lawine genannt, erzeugen,
wobei die Elektronen den Kopf der Lawine bilden, wohingegen die tr�agen
Ionen den Schwanz gestalten. Die Elektronenmultiplikation wird in diesen
Modellen der Einfachheit halber �uber die gesamte Verst�arkungsstrecke mit
dem o.g. 1. Townsend�schen KoeÆzienten erfasst.

2.2.1 Das Townsend Modell

Starten N0 Elektronen an der Kathode (x = 0), ionisieren sie auf ihrem Weg
Richtung Anode Gasteilchen. Dieser Vermehrungsprozess kann quantitativ
festgehalten werden. Es be�nden sich im Kopf der Lawine an der Stelle x

N(x) = N0 exp

xZ
0

(�� �) dx = N0e
�effx (2.5)
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Elektronen. Die Au�osung des Integrals ist aufgrund der angenommenen
Feldhomogenit�at m�oglich. Es entstehen hierbei genauso viele Ionen, die Rich-
tung Kathode wandern. Sie l�osen mit einer Wahrscheinlichkeit i neue Start-
elektronen (Nsec) aus, die ihrerseits neue Elektronenlawinen starten. Damit
diese Kette nicht unterbrochen wird, muss gelten:

Nsec = N0: (2.6)

Dies ist �aquivalent zu der Bedingung:

e�effd = KG =
�e�
� �  + 1: (2.7)

In Worten ausgedr�uckt hei�t es, dass jede Elektronenlawine soviel positive
Ionen hinterlassen soll, die mindestens ein Nachfolgeelektron (Sekund�arelek-
tron) herausl�osen m�ussen, damit diese Ionisationskette nicht unterbrochen
wird [Tow10, Bey86, Sal88, Mee40].

2.2.2 Das Streamer Modell

W�achst die Elektronenlawine �uber einen kritischen Wert (106 bis 108

[Rae64, K�uc96, Bey86, Sch23]) hinaus, kommt es zwangsl�au�g aufgrund der
Ladungstrennung zur Bildung eines eigenen elektrischen Raumladungsfel-
des. Dieses Feld kann das von au�en angelegte Laplace Feld stark verzerren.
In diesem Fall wird das Feld hinter dem Kopf der Lawine im selben Ma�e
geschw�acht, wie es davor verst�arkt wird. Dies f�uhrt dazu, dass diese Lawine
(Mutterlawine genannt) quasi zum Stehen kommt. Das verst�arkte Feld vor
dem Kopf beg�unstigt weitere Ionisationen und vor allem die Aussendung
hochenergetischer Photonen, die zur Bildung selbst�andiger Tochterlawinen
im Raum zwischen Mutterlawine und Anode f�uhren. Es handelt sich um
einen sogenannten anodengerichteten Streamer. Ebenso kann es �uber die-
sen Weg zur Bildung neuer Tochterlawinen zwischen dem Lawinenkopf und
Kathode kommen, die von unten Anschluss an die Mutterlawine �nden. Es
wird von einem kathodengerichteten Streamer gesprochen. Werden diese Ak-
tivit�aten (Bildung von Tochterlawinen) intensiviert, kommt es zur Bildung
eines leitf�ahigen Kanals. Dieses Modell setzt aber voraus, dass die Lawinen
so weit wachsen k�onnen, dass sie von ihrem eigenen Feld gebremst werden.
Aus diesem Grund tri�t diese Modellvorstellung nur auf gr�o�ere Abst�ande
(ab d = 1.5 cm, siehe 2.4) zu [Hon65].
Da einer Kanalbildung grunds�atzlich ein Streamer vorausgeht, stellt sich die
Frage, inwiefern das Townsend Modell tragbar ist. Ob es zur Bildung von
Lawinengenerationen kommt, h�angt prim�ar vom zu Verf�ugung stehenden
Raum ab. Wenn es der ersten Lawine nicht gelingt, ein starkes Raumla-
dungsfeld zu bilden, so dass das Grundfeld lokal ausgel�oscht wird und eine
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Abbildung 2.3: Streamer Durchschlag: kathoden- und anodengerichteter
Streamer

Kanalbildung m�oglich ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Tochter- bzw.
Nachfolgelawinen diesen Prozess einleiten, gr�o�er.

2.3 Das Paschengesetz

Wird das Townsend Modell herangezogen, l�a�t sich bei der Annahme eines
homogenen Feldes und eines feldunabh�angigen I eine Gesetzm�a�igkeit her-
leiten, nach der die Durchschlagsspannung einer Funkenstrecke eine Funktion
vom Produkt p � % bzw. p � d ist. Die Paschenkurve stellt die experimentelle
Veri�zierung des Paschengesetzes und stellt dieses auf Grund ihrer �ofteren
Verwendung und leichteren Handhabung in den Hintergrund [Pas89]. Sie
wird h�au�g zur Dimensionierung oder zu einer ersten groben Absch�atzung
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der Durchschlagsspannung verwendet [Sch23, Win71, Oku97].
Die Paschenkurve wurde experimentell in vielen Arbeiten auf ihre G�ultig-
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Abbildung 2.4: Die Paschenkurve f�ur Luft

keit hin �uberpr�uft und f�ur Abst�ande zwischen einigen 100 µm und einigen
10 cm, sowie f�ur Dr�ucke zwischen 10�3 mbar bis zu etwa 20 bar veri�ziert
[Oku97, Opp74]. In [Win71] sind Me�daten f�ur Durchschl�age in Luft aus
verschiedenen Ver�o�entlichungen zusammengetragen und dargestellt. In Ab-
bildung 2.4 ist diese Kurve f�ur Luft wiedergegeben. Dabei wurden bei allen
Messungen relativ gro�e Abst�ande verwendet. So bewegen sich die verwen-
deten Abst�ande f�ur die Paschenkurve in Luft zwischen 0.33 und 400 mm.
Die Paschenkurve wird dennoch von der Gesetzm�a�igkeit getragen, nach der
eine Ionenlawine (Hinterlassenschaft der Elektronenlawine) mindestens ein
Sekund�arelektron erzeugen muss. Die Vorg�ange der Ionisation nach diesem
Modell �nden nur im Gas statt. Dies erkl�art den linken Ast der Paschenkur-
ve: Um auf einen k�urzeren Weg verst�arkter ionisieren zu k�onnen, m�ussen die
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Elektronen schneller beschleunigt werden. Charakteristisch f�ur die Paschen-
kurve ist das Minimum, unterhalb dessen kein Durchschlag m�oglich ist (bei
Luft Umin=300 V bei p�d = 0.008 mm�bar).

2.3.1 Statistische Analyse der dynamischen Z�undspan-

nung

Die letzten Betrachtungen gelten f�ur die statistische Z�undung (Spannung
wird unendlich langsam erh�oht, Laufzeit der Ladungstr�ager sind k�urzer als
Ruhezeit der Spannung zwischen den Erh�ohungen). Bei praktischen Anwen-
dungen (z.B. Z�undkerze) muss die Z�undung in einer sehr kurzen Zeit er-
folgen. Aus dem Grund wird die Spannung mit einer steilen Anstiegsanke
hochgefahren. Dies ist mit einer Verschiebung und einer extremen Verbrei-
tung der H�au�gkeitsverteilung verbunden. In der Abbildung (2.5) ist eine
typische H�au�gkeitsverteilung (die einh�ullende eines Histogramms mit ei-
ner Klassenbreite von �U = 300 V) einer klassischen Z�undkerze (Sticksto�,
Elektrodenabstand d = 1 mm, p = 1 bar, A = 3 kV/�s Anstiegsgeschwin-
digkeit und f = 40Hz Wiederholungsfrequenz) zu sehen.
Au�er der ausgesprochen breiten Streuung von �U = 3 kV sind die zwei
Maxima nicht konform mit der Theorie der dynamischen Durchschlagsspan-
nung, die hier im folgenden kurz vorgestellt wird:
Die von L�ob [L�ob05] entwickelte Theorie beschreibt die Z�undwahrscheinlich-
keit P:

P =

(
0; wenn q � 1;

1� 1
q ; ansonsten:

(2.8)

q wird dabei in Anlehnung am Townsend Modell berechnet zu:

q = (exp(�d)� 1): (2.9)

Eine solche Verteilung hat ein einziges Maximum, wobei die Breite
tats�achlich proportional zu der Anstiegsgeschwindigkeit bleibt [Rad01].
M�ogliche Gr�unde f�ur diese Abweichungen k�onnen sein:

� Fehlen von Startelektronen zum Zeitpunkt des Erreichens der stati-
schen Z�undspannung.

� Fluktuation in der Entwicklung der Elektronenlawine, die sich auf die
Gesamtentladung ung�unstig auswirken k�onnen.

� Dynamik des Townsend-Mechanismus: Laufzeit der Ionen ist in der
selben Gr�o�enordnung wie die Zeitkonstante, mit der die Spannung
hochgefahren wird.
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Abbildung 2.5: H�au�gkeitsverteilung des Z�undbedarfs

Der erste Punkt kann ausgeschlossen werden, denn es kann durch Messungen
nachgewiesen werden, dass Stromaktivit�aten (Lawinenbildungen) bereits bei
90% der statistischen Spannung zu verzeichnen sind (siehe Kapitel 7). Daraus
folgt, dass gen�ugend Ladungstr�ager bei Erreichen der statistischen Spannung
vorhanden sind. Diese Arbeit legt im theoretischen Teil den Schwerpunkt auf
den zweiten Punkt (Fluktuation in der Lawinenbildung), wobei die Dynamik
der Townsend-Lawinen nur teilweise erfasst wird. Es wird berechnet, wie
sich eine Nachfolgelawine auf die Mutterlawinen auswirkt, ohne dem Punkt
nachzugehen, wie die diese Sekund�arelektronen herausl�ost. Die Laufzeiten
der einzelnen Lawinen, die f�ur die oben beschriebene Streuung verantwortlich
sind, werden in diesem Modell nicht mit erfasst.
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Netzgenerierung

Um den Aufwand der Feldberechnung zu minimieren, ist ein Netz zu
verwenden, das unterschiedliche lokale Dichten der Diskretisierung zul�a�t.
Solche unstrukturierten Netze haben den Vorteil, dass interessante Gebiete
feiner diskretisiert werden, ohne dass sich die lokale hohe Dichte auf
weniger interessante Gebiete fortsetzt. Im Laufe des Z�undungvorgangs
k�onnen aufgrund der Ladungstrennung und starken Elektronenvermehrung
innerhalb der Elektronenlawine hohe Raumladungsdichten entstehen. Die
Raumladung steht somit nicht nur unter dem Einu� des Laplace-Feldes
sondern auch unter dem des selbst erzeugten Feldes. Aufgrund dieser
Feldverzerrung kommt es zu hohen Gradienten, die eine feinere lokale
Nachdiskretisierung erfordert. Eine grobe Diskretisierung in Gebieten mit
hohen Gradienten kann zu gravierenden Fehlern f�uhren(siehe 5.1.1).
Im Gegensatz dazu besteht die M�oglichkeit, geometrisch bedingte Nachver-
feinerung zu vermeiden, indem Stellen, an denen hohe Gradienten erwartet
werden, von vornherein dichter diskretisiert werden. Die implemtierte Dis-
kretisierung zeichnet sich durch eine ad�aquate Reaktion auf die Geometrie
aus, welche eine eventuelle Ber�ucksichtigung von Mikrostrukturen auf der
Kathode zul�a�t, ohne einen gro�en Nachdiskretisierungsaufwand.
Ein stetiger �Ubergang zwischen Gebieten unterschiedlicher Dichte tr�agt
wesentlich dazu bei, numerische Probleme zu vermeiden.
Auf dem Gebiet der Finiten Elemente haben sich Dreiecke aufgrund ihrer
leichten Handhabung als einfachste geometrische Gebilde bew�ahrt und
werden hier ebenfalls benutzt. Im Wesentlichen haben sich zwei Methoden
der Triangulierung durchgesetzt: Die Delaunay-Triangulation und die
Fortschreitende-Front (Advancing front).
Bei der Delaunay Triangulierung werden Knoten sukzessiv in eine bereits
bestehende sehr grobe und einfache Triangulation eingef�ugt.Kriterium f�ur
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das Einf�ugen von Knoten k�onnen eine zu geringe Diskretisierungsdichte
oder eine zu schlechte Qualit�at der bestehenden Triangulierung sein. Die
eingef�ugten Knoten werden mit den benachbarten Knoten verbunden, so
dass die Gleichwinkeligkeit angestrebt wird (Siehe dazu 3.6). Zur Erstellung
des anf�anglichen Netzes wird ein gro�es Dreieck gebildet, das das gesamte
Gebiet umschlie�t. Die ersten Knoten auf dem Rand, deren Verbindung die
Diskretisierung des Randes darstellt, werden unter Heranziehen der obigen
Kriterien mit den bestehenden Knoten verbunden. Die O(N2) Komplexit�at
der Delaunay Triangulation r�uhrt daher, dass die Knotenfreiheit der
Umkreise der Dreiecke gew�ahrleistet sein mu�.
Die zweite Methode der Triangulierung bildet am Anfang keine An-
fangstriangulation, sondern eine sog. Anfangsfront. Sie besteht aus dem
diskretisierten Rand. Ausgehend von dieser Front werden ins Gebiet
hineinwachsende Dreiecke generiert. Nicht mehr zur Verf�ugung stehende
Randelemente werden aus der Front herausgenommen und neu erstellte
Dreieckseiten werden in die Front eingef�ugt. Diese Art der Diskretisierung
wird erschwert durch die aufwendige dynamische Verwaltung der Front.
In dieser Arbeit wird eine neue Methode der Triangulierung vorgestellt, die
schneller ist(Ordnung O(N))und gro�e Schwankungen zwischen Element-
gr�o�en unterdr�uckt [Yah01a]. Die Triangulierung besteht im wesentlichen
aus 6 Schritten.

� Bildung polygonaler Voronoi-Diagramme

� Streifenbildung

� Triangulierung

� Behandlung der Unregelm�a�igkeiten

� Relaxation

� Gl�attung

Die aufgef�uhrten Punkte werden im einzelnen behandelt.

3.1 Voronoi-Diagramme

Um eine ad�aquate Reaktion der Netzgenerierung auf die Geometrie zu erzie-
len, m�ussen kritische Stellen fr�uhzeitig erkannt werden. Die kritischen Stellen
sind in der Regel konvexe Scheitelpunkte oder Rundungen mit einem kleinen
Kr�ummungsradius, da sie eine Reihe konvexer Scheitelpunkte darstellen.
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Die Voronoi-Diagramme stellen eine elegante Zerlegung des Gebietes in Sub-
dom�anen dar, die einzelnen Elementen auf dem Rand zugeordnet werden
k�onnen. Ein Subdom�ane (hier Voronoi-Gebiet genannt) besteht aus der Men-
ge aller Punkte, die n�aher zu einem Element liegen, als zu den restlichen Ele-
menten. Ein Element ist dabei entweder ein St�uck Gerade oder ein konvexer
Scheitelpunkt auf dem Rand. Die einzelnen Gebiete werden folglich entweder
von Randelementen oder medialen Achsen begrenzt. Eine mediale Achse ist
hierbei die Menge der bestehenden Bisektoren, wobei ein Bisektor die Menge
der Punkte ist, die den gleichen Abstand zu zwei Randelementen haben. Je
nach Kon�guration kann ein Bisektor ein St�uck Gerade, eine Parabel oder
eine Kombination von beiden sein. Zur Bildung der Vornoi-Diagramme wer-
den die Bisektoren an den Punkten beendet, an denen sie sich schneiden
(siehe Abb. 3.1).

Randelemente
Bisektoren
Abgeschnittene
Bisektoren

Abbildung 3.1: Abschneiden von Bisektoren

An konvexen Punkten werden gro�e Gradienten erwartet und deswegen emp-
�ehlt sich, die Stellen m�oglichst dicht zu diskretisieren. Da konvexen Punkten
gleich eigene Gebiete zugeordnet werden, besteht die M�oglichkeit, diese Ge-
biete sehr dicht zu diskretisieren. Somit werden kritische Stellen bereits in
der Vorzerlegung ber�ucksichtigt. Es wird hier nicht auf die mathematischen
Hintergr�unde der Voronoi-Diagramme eingegangen und es sei deswegen auf
die Literatur hingewiesen [Ber92],[Cav74], [Che89], [G�ur92], [Lee86], [Pre88],
[Sri92], [Tit99], [Wip97]. In der Abb. (3.2) ist ein Beispiel solcher Dissektio-
nen zu sehen.

Es entsteht ein Netz, das zum Teil aus Parabelst�ucken besteht, die als
n�achstes zu linearisieren sind. Die Subdom�anen entstehen, indem die End-
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Abbildung 3.2: Voronoi-Diagramm eines polygonalen Gebietes

punkte der einzelnen St�uck Geraden der medialen Achse, sofern sie nicht auf
dem Rand liegen, auf den Rand projiziert werden.
Durch die oben beschriebene Vorgehensweise k�onnen unproportionale Sub-
dom�anen entstehen, im Besonderen bei unterschiedichen Gr�o�enordnungen
der Mikrostrukturen und des Gesamtgebiets. Eine elegante Behandlung sol-
cher unpropotionalen Subdom�anen (nun Splitter genannt) l�a�t sich unter
Ber�ucksichtigung von benachbarten Subdom�anen durchf�uhren [Hal00]. Zu
diesem Zweck werden die Elemente zu Doppelementen zusammengef�ugt.
Dies verleiht der Unterteilung mehr Struktur. �Uber die Gruppierung las-
sen sich Splitter erkennen und behandeln. Die Behandlung der Splitter ist
unterschiedlich und h�angt von ihrer Unproportionalit�at ab [Lee86, Hal00].
L�angliche Splitter werden z.B. weiter unterteilt und zu d�unne Splitter wer-
den v�ollig entfernt bzw. mit den benachbarten Subdom�anen verschmolzen.
In den Abbildungen (3.3) und (3.4) sind Beispiele einer solchen Gruppierung
und Splitterbehandlung zu sehen.

3.2 Streifenbildung und Triangulation

Die Streifenbildung ist eine neue Methode der Diskretisierung, die wesentlich
schneller als die o.g. Methoden ist. Im Gegensatz zu der Triangulierung nach
dem Prinzip der fortschreitenden Front oder zu der Triangulierung nach
dem Delaunay Kriterium, hat die Triangulierung eines Streifens nach der
hier implementierten Methode die Komplexit�at O(N). Die Idee hinter der
Streifenbildung, ist die Verwandlung der Aufgabe der Diskretisierung des
Gesamtgebiets in die einfache Diskretisierung einzelner Streifen. Weiterhin
hat die Streifenbildung den Vorteil, dass sich die Diskretisierung eines
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Abbildung 3.3: Bildung Doppelelemente

Abbildung 3.4: Entfernung von Splittern

Streifens unabh�angig von den restlichen Streifen durchf�uhren l�a�t. Das
hei�t f�ur die Triangulierung, dass nur die Reihenfolge der aufgenommenen
Knoten eine Rolle spielt und nicht deren geometrische Position. Dies
setzt aber voraus, dass die maximale Breite eines Streifens etwa genau so
gro� wie das in dem Streifen aufgenommene Dreieck ist (keine weiteren
Diskretisierungsschritte innerhalb eines Streifens sind zu vollziehen).
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Die Streifenbildung geschieht durch Aufnahme von Zusatzknoten entlang
der medialen Achse (Schnittmenge der Subdom�anen). Anschlie�end werden
die Knoten jeweils auf das Randelement projiziert. Es entstehen l�angliche
Vierecke und im Falle konvexer Scheitelpunkte Dreiecke, deren Breite in
etwa der der gew�unschten Finiten Elemente entsprechen.
In der Abbildung 3.5 ist ein Beispiel einer Streifenbildung zu sehen. Die
Helligkeit der Knoten entspricht der Reihenfolge ihrer Aufnahme. Es besteht
weiterhin die M�oglichkeit, die Dichte der Knoten um einen konvexen Schei-
telpunkt zu beeinussen, indem deren Verteilung durch eine logarithmische
Funktion vorgegeben wird.

Abbildung 3.5: Streifenbildung

Im folgenden wird die Delaunay-Triangulation kurz vorgestellt.
De�nition:
Die Delaunay-Triangulation �� maximiert unter allen m�oglichen Triangu-
lationen � einer gegebener Punktekon�guration das Maximum �(�) des
kleinsten Winkels der Dreiecke t 2 � .
Die Delaunay-Triangulation kann als Kriterium verstanden werden.
Kriterium:
Eine Triangulation �� ist eine Delaunay-Triangulation, wenn sich kein



22 Kapitel 3. Netzgenerierung

Knoten anderer Dreiecke im Umkreis der einzelnen Dreiecke be�nden.

D

C

B

A

C
ABC

D

C

B

A

C
ABD

C
ACD

Abbildung 3.6: Das Delaunay Kriterium

Wie bereits oben dargestellt hat die hier beschriebene Triangulation die
Komplexit�at O(N), wobei N die Anzahl der Knoten ist. Das impliziert,
dass das Delaunay-Kriterium nicht auf seine Erf�ullung �uberpr�uft werden
muss (siehe 3.8). Das ist realisierbar, da die optimale Triangulation eines
Vierecks der Bildung der k�urzesten Diagonale entspricht (siehe B).
Das Netz besteht in dieser Phase aus drei- und viereckigen Streifen, die
als rechtwinklige Trapeze und gleichschenklige Dreiecke betrachtet werden
k�onnen (Siehe Abbildung 3.8 ).
Die Triangulierung geschieht auf folgende Weise: Den Ecken wird der Wert
1 und den neu aufgenommenen Knoten wird der Wert 0 zugewiesen. Es
werden die 010 Ecken abgeschnitten und anschlie�end erhalten die neu
entstandenen Ecken mit dem Wert 0 den Wert 1. Die Vorschrift wird
eingehalten, bis eine 1001 Kombination auftritt. In diesem Falle wird
die k�urzere Diagonale gebildet. Die Handhabung mit den nat�urlichen
Zahlen beschleunigt die Triangulierung, da im Gegensatz zur Delaunay
Triangulation nicht auf die geometrische Position der Nachbarn geachtet
wird. Die einzige komplexere Operation ist die eventuelle Berechnung der
Diagonale im Falle einer 1001 Kombination.
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Abbildung 3.7: Abschneiden einer Ecke
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Abbildung 3.8: Triangualtion eines Streifens
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3.3 Behandlung der Unrelm�a�igkeiten

Trotz zufriedenstellender Triangulierung treten an manchen Stellen sowohl
am Rand als auch im Inneren Unregelm�a�igkeiten auf, die behoben werden
m�ussen. Es handelt sich dabei um Knoten mit einem zu kleinen Grad
(Anzahl der direkten Nachbarn). Da gleichschenklige Dreiecke angestrebt
werden, ist ein Grad von 6 im Inneren bzw. 4 am Rand optimal. Ziel
der Behandlung ist, dass jeder Knoten im Inneren bzw. am Rande einen
Mindestgrad von 5 bzw. genau 4 hat, Konvexe Scheitelpunkte sind ausge-
nommen.
Behandlung des Randes:
Wenn der Knoten den Grad 3 besitzt, wird er entfernt, wie in der Abbildung
3.9 dargestellt. Im Falle eines Knoten vom Grad 5, wird die Diagona-
le des Trapezes ausgetauscht,woraufhin der Knoten genau den Grad 4
erh�alt(siehe3.10).

K3

Abbildung 3.9: Behandlung der Randknoten mit dem Grad 3

Behandlung der inneren Unregelm�a�igkeiten:
Ziel ist es, den Grad der Knoten im Inneren auf ein Minimum von 5
anzuheben. Ein Knoten mit dem Grad 4 wird entfernt und im entstandenen
Trapez wird die k�urzeste Diagonale gebildet. Besitzt der Knoten den Grad
3, wird er g�anzlich entfernt.

Der oben beschriebene Ablauf muss mehrmals durchgef�uhrt werden, da sich
die Gesamtkon�guration nach jedem Schritt �andert.

3.4 Relaxation und Gl�attung

In einem weiteren Schritt wird nun das Gitter relaxiert. Hierbei werden die
Kanten so umsortiert, dass die Anzahl der Nachbarn an jedem Knoten in
etwa gleich wird [Fre91]. In diesem Schritt wird nicht auf die geometrische
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Abbildung 3.10: Behandlung der Randknoten
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Abbildung 3.11: Behandlung der Knoten mit dem Grad 4

Position der Knoten geachtet, sondern nur die Anzahl der Nachbarn
ber�ucksichtigt.
Nach der Relaxation hat jeder Knoten im Mittel den optimalen Grad von 6
bzw. 4.
Bei der Gl�attung werden die Knoten r�aumlich derart verschoben, dass
m�oglichst exakte gleichseitige Dreiecke entstehen. Unter allen Dreiecken
mit der gleichen Fl�ache, hat das Gleichseitige den kleinsten Umfang. Daher
wird angestrebt, jeden Knoten in den Mittelpunkt seiner direkten Nachbarn
zu r�ucken (Laplace Gl�attung). Es gilt deswegen den folgenden Ausdruck zu
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Abbildung 3.12: Behandlung der Knoten mit dem Grad 3

Abbildung 3.13: Vertauschen von Kanten, um den Grad benachbarter
Knoten anzugleichen

minimieren (Kr�afteminimierung):

nX
i=0

� � jKNij ! Minimum: (3.1)

Hierbei sind Ni die direkten Nachbarn und � ist eine Proportionalit�atskon-
stante (Federkonstante). Die L�osung der obigen Gleichung lautet:

(xneu; yneu) =

nP
i=0

(xi; yi)

n
(3.2)

Die Randknoten d�urfen aber nur entlang des Randes verschoben werden.
Daraus ergibt sich eine zus�atzliche Nebenbedingung. Es handelt sich somit
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um eine Lagrange Aufgabe, deren L�osung sich zwar analytisch herleiten
l�a�t, aber die geometrische L�osung ist eleganter und l�a�t sich mit einem
geringeren Aufwand implementieren (Siehe dazu B.2).

3.5 Nachdiskretiserung

Abbildung 3.14: Nachdiskretisierung

Werden die Gradienten der L�osungsgr�o�en zu gro�, f�uhrt dies zu numerischen
Ungenauigkeiten. In diesem Fall muss die Diskretisierung lokal verfeinert
werden. F�ur die Nachdiskretisierung gibt es mehrere Vorgehensweisen. Die
Erste besteht darin, im Mittelpunkt eines bereits bestehenden Dreiecks einen
neuen Knoten zu erzeugen und diesen mit den Knoten des urspr�unglichen
Dreiecke zu verbinden. Die Anzahl der involvierten Dreiecke verdreifacht
sich. Der neu aufgenommene Knoten hat aber einen Grad von 3 und besitzt
daher eine ung�unstige Topologie (Siehe 3.3). Auch eine Vertauschung der
Kanten f�uhrt nicht zu einer wesentlichen Verbesserung der Topologie. Die
zweite Vorgehensweise, die etwas umst�andlicher ist, besteht darin, Zusatz-
knoten auf den Kanten des Dreiecks zu erzeugen. Aus diesem Grund werden
die Kanten des zu verfeinernden Dreiecks lokalisiert. Es entstehen dadurch
drei Kon�gurationen: Dreiecke mit einem, zwei oder drei Zusatzknoten, je
nachdem wie die Dreiecke in dem betro�enen Gebiet liegen.
Im ersten Fall wird der Knoten mit dem gegen�uberliegenden Knoten ver-
bunden. Im zweiten Fall werden die beiden Zusatzknoten miteinander ver-
bunden und das Trapez nach der Regel der k�urzesten Diagonale unterteilt.
Im letzten Fall bei drei Zusatzknoten werden diese miteinander verbunden.
Es enstehen dadurch vier Dreiecke innerhalb des urspr�unglichen Dreiecks.
Die Zusatzknoten haben je nach Kon�guration den Grad 5 oder 6. Nur am
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Rande des zu verfeinernden Gebietes entstehen unter bestimmten Bedin-
gungen Knoten mit dem Grad 4. Diese werden �ahnlich wie im Kapitel 3.3
behandelt. Die Netze werden nach der Nachdiskretiserung nochmals rela-
xiert und gegl�attet, um einen homogenen �Ubergang zwischen den Gebieten
unterschiedlicher Dichte zu gew�ahrleisten.

Abbildung 3.15: Ein Netz verschiedener Dichten
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Monte Carlo Simulation

4.1 Motivation

Liegt das �ubliche Modell der elektrischen Entladung zugrunde, wonach we-
nige Startelektronen die Entladung herbeif�uhren, ist dies mit der folgenden
Vorstellung verbunden: Die Elektronen werden vom elektrischen Feld be-
schleunigt und erleiden je nach der dem Feld entnommenen Energie elasti-
sche oder inelastische St�o�e. Die letzteren k�onnen im g�unstigsten Fall zu
Ionisationsprozessen und somit zu einer Vermehrung der Elektronen f�uhren.
Diese Vermehrung (Elektronenmultiplikation) verl�auft nach einer Anlauf-
phase lawinenartig und wird, wie folgt, beschrieben:

N(x+�x) = N(x) +N(x) ��x: (4.1)

Diese Beschreibung tri�t allerdings nur auf ein makroskopisches Kollektiv
zu, wobei der IonisierungskoeÆzient � die Anzahl der Elektronen (Bruchteil
von N), die auf der Strecke �x neutrale Teilchen ionisieren, wiedergibt. Es
handelt sich dabei um einen �uber das Kollektiv gemittelten Wert, wenn sich
eine Geschwindigkeitsverteilung (�ahnlich der Maxwell Verteilung) eingestellt
hat. Diese Beschreibung auf einzelne Elektronen zu �ubertragen ist aus dem
Grund nicht zul�assig. Die Elektronenvermehrung in der ersten Phase
(wenige statistisch verteilte Elektronen) ist ein Produkt zuf�alliger Ereignisse
und verh�alt sich dabei stochastisch-deterministisch. Ein Schwerpunkt dieser
Arbeit ist die Untersuchung der Korrelation zwischen dem stochastischen
Verhalten der Elektronenlawine in der Anfangsphase der Z�undung und der
Streuung der Durchschlagsspannung. Um die Zuf�alligkeit der Ereignisse
abzubilden, wird auf die Monte Carlo Technik zur�uckgegri�en. Dabei
werden die einzelnen Wahrscheinlichkeiten mit Zufallszahlen verglichen.
Ein Ereignis �ndet demnach statt, wenn dessen Wahrscheinlichkeit kleiner
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als die gew�urfelte Zufallszahl ist. Diese einfache Technik wird eingesetzt,
um die Bahnen einzelner Elektronen (und sonstiger geladener Teilchen) zu
verfolgen und folglich mikroskopisch zu beschreiben.
Erreichen die Ladungstr�ager eine gewisse Dichte, stellt sich ein Mittelwert
s�amtlicher Transportparameter ein. Die Ladungstr�ager bilden ein Kollektiv,
dessen makroskopisches Verhalten die mikroskopischen Ereignisse �uber
Mittelung der Stossparameter getreu wiedergibt. Des weiteren ist der Re-
chenaufwand einer Monte-Carlo-Simulation (MCS) proportional zu der Zahl
der Ladungstr�ager, was die Grenzen solcher Rechenverfahren kennzeichnet.
Dadurch dass die MCS nicht nur das stochastische, sondern auch das
deterministische Verhalten gut beschreibt, stellt sie eine erprobte aber
rechenaufwendige M�oglichkeit dar, Stossparameter zu ermitteln.

Entladungsbeschreibung

Direkte Lösung
der BG

MCS

Fluidmodell

Transportparameter

 N >> 1

Ja

Ja

Nein

Nein Messungen

einfache
Geometrie

Abbildung 4.1: Alternativen zur Beschreibung der Entladungsentwicklung
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Eine schnellere Alternative (siehe 4.1) als die MCS hinsichtlich der Ermitt-
lung der Sto�parameter bietet die L�osung der Boltzmanngleichung an.

Æf

Æt
+ v

Æf

Ær
+
eE

m
� Æf
Æv

=

�
Æf

Æt

�
coll

: (4.2)

Um das Gas zu beschreiben, muss die Verteilungsfunktion f(r;v; t) im Pha-
senraum mit den Volumenelementen dr3 ermittelt werden. Die Anzahl der
Teilchen in diesem Raum ergibt sich hierbei zu:

dn = f(r;v; t)d3r d3v; (4.3)

wobei eE f�ur die Kraft des elektrischen Feldes steht. Die linke Seite der
Boltzmann-Gleichung (ballistischer Teil) ist das totale Di�erential der
Verteilungsfunktion f und beschreibt die Entwicklung des Systems, solange
keine Kollisionen statt�nden. Auf der rechten Seite werden s�amtliche
Kollisionen erfa�t. F�ur die Modellierung der elektrischen Entladung ist eine
genaue Kenntnis des Kollisionstermes von entscheidender Bedeutung. Ist
die Boltzmann-Gleichung gel�ost, lassen sich s�amtliche Entladungsparameter
bestimmen: Ladunsgtr�agerdichte, Driftgeschwindigkeit, Ionisation- und
AnlagerungskoeÆzient [Bir91], [Vah94], [Ver94], [Ras99], [Ser99], [Pfe99]
F�ur den Kollisionsterm auf der rechten Seite der Boltzmann-Gleichung,
sowie f�ur die unten beschriebene Monte Carlo Simulation, werden zun�achst
die Wirkungsquerschnitte des zu untersuchenden Gases ben�otigt.
Einen angenehmeren Ausweg zur Ermittlung der Stossparameter stellt die
Interpolation experimentell gewonnener Werte dar, sofern sie vorliegen.
Diese Werte liegen f�ur die meisten g�angigen Gase vor. Handelt es sich dage-
gen um exotische Gase oder vor allem um Gasgemische (wie im Z�undraum
eines Motors) muss auf die zwei o.g. Alternativen zur�uckgegri�en. Bei
Gasgemischen darf keine Mittelung oder Gewichtung der Gasbestandteile,
um das Verhalten des Gases zu beschreiben, vorgenommen werden. Dies
f�uhrt zu gro�en Fehlern ([Asc89]).
In dieser Arbeit wurden ausschlie�lich die Gase Sticksto� und Luft un-
tersucht. F�ur beide Gase liegen eine Reihe von experimentellen Werten
vor ([Bad72]). Aus dem Grund wurde das Monte-Carlo Verfahren nur um
das stochastische Verhalten zu erfassen und nicht um die Stossparameter
zu ermittlen verwendet. F�ur sp�atere Berechnungen (Fluidmodell) werden
experimentelle Werte verwendet.
Es folgt eine Beschreibung der Monte Carlo Simulation und dann ein
Beispiel f�ur die Entwicklung einer Lawine aus einem einzigen Elektron.
Anschlie�end wird der Einuss der Stochastik auf die Lawinenentwicklung
untersucht.
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4.2 Modellbeschreibung

Eine mikroskopische Beobachtung der Lawine besteht in der Verfolgung der
Bahnen der Ladungstr�ager, die Erfassung von deren Stosswahrscheinlichkeit
und Absch�atzung der m�oglichen Verhalten nach einem Stoss. Die Kollisions-
wahrscheinlichkeit eines Elektrons mit einem Gasteilchen in einer d�unnen
Gasschicht ergibt sich zu:

PStoss = n �(v) dz; (4.4)

wobei n f�ur die Gasdichte und � f�ur den Wirkungsquerschnitt stehen. Das
Elektron und die Gasteilchen werden als Kugeln angesehen und die d�unne
Gasschicht besteht aus einer Schicht Gasteilchen. Das Elektron der Gesch-
widigkeit v ben�otigt die Zeit dt um die d�unne Schicht ohne Kollision zu
durchqueren. So l�a�t sich (4.4) folgenderma�en schreiben:

PStoss = n�(v)vdt = !(v) dt; (4.5)

wobei ! die Stossfrequenz darstellt. Wird (4.5) als di�erentielle Zunahme
der Anzahl der Elektronen verstanden, l�a�t sich die Wahrscheinlichkeit eines
Zusammenstosses w�ahrend der Zeit t herleiten zu:

P (t) = e�!(v)dt: (4.6)

Der totale Querschnitt ist de�niert als die Summe der Wirkungsquerschnitte
der elastischen, Vibrations-, Anregungs-, Ionisations- und Anlagerungsst�o�e.

�ges = �elas + �vibr + �anreg + �ion + �anlag : (4.7)

Die Elektronen in der Gasentladung werden durch das elektrische Feld
beschleunigt und ihre Geschwindigkeiten nehmen linear zu. Die Stossh�au�g-
keit zwischen einem Elektron und einem Gasteilchen h�angt bei gegebenem
Stossquerschnitt und konstanter Dichte nur von der Elektronenenergie ab.
Aus diesem Grund werden die Bahnen einzelner Elektronen simuliert, indem
sie in kleine Teilabschnitte zerlegt werden. So l�asst sich die Stosswahr-
scheinlichkeit eines Elektrons der Geschwindigkeit v(t) zum Zeitpunkt t im
Zeitraum t bis t+�t als Gegenwahrscheinlichkeit von (4.5) beschreiben:

P (t) = 1� exp(�!(v) dt) (4.8)
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Es wird angenommen, dass ein Elektron w�ahrend der Zeit �t keine St�o�e
erf�ahrt und nur den elektrischen Kr�aften ausgesetzt ist. Nach dieser Flugzeit
werden die Koordinaten im Phasenraum f�ur alle Elektronen nach dem
folgenden Schema korrigiert.

vneu = valt +
q
mE�t

xneu = xalt + v�t
(4.9)

In der zweiten Gleichung ist der Mittelwert aus der alten und neuen
Geschwindigkeit zu nehmen. Dies ergibt sich aus der L�osung der Di�erenti-
algleichung:

dx

dt
= v(t) = v(t0) +

Z t

t0

q

m
E dt: (4.10)

Anschlie�end werden die Sto�wahrscheinlichkeiten s�amtlicher Elektronen be-
rechnet. Sie werden mit, von einem Zufallsgenerator erzeugten und im Inter-
vall 0:::1 gleichm�a�ig verteilten, Zufallszahlen ([Bro91],[Pro99]) verglichen.
Ist die Zufallszahl kleiner als die Sto�wahrscheinlichkeit, �ndet ein Zusam-
mensto� statt, ansonsten iegt das Elektron weiter. Findet ein Zusammen-
sto� statt, gilt es, die Art der Kollision (elastischer Sto�, Schwingung, Anre-
gung, Anlagerung, Ionisation) zu bestimmen, indem eine Zufallszahl mit den
einzelnen Sto�wahrscheinlichkeiten verglichen wird. Die Wahrscheinlichkeit
einzelner Stossarten lassen sich wie folgt bestimmen:

P (Stossarti) =
�Stossarti
�ges

; (4.11)

wobei sich �ges nach (4.7) berechnen l�a�t. Es gilt
P

i P (Stossarti) = 1.

Je nachdem was f�ur einen Sto� stattgefunden hat, lassen sich die
neuen Geschwindigkeiten nach Tabelle (4.1) berechnen. Das Se-
kund�arelektron eines Ionisationsprozesses besitzt die Geschwindigkeit
v2sek = (1 ��)(v2vor � 2

mEioni), wobei � dem Aufteilungsfaktor entspricht,
nach dem die zwei Elektronen die verbliebene Energie einer Ionisation
aufteilen. Nach diesen Berechnungen m�ussen f�ur alle Elektronen, die
kollidiert haben, neue Richtungen ermittelt werden. Dies geschieht dadurch,
dass die Elektronen eine elastische Drehung um einen Winkel ' (Pseu-
dozufallszahl aus dem Intervall 0 { 2�) nach dem folgenden Schema erfahren:

vnach =

�
cos ' �sin '
sin ' cos '

�
vvor: (4.12)
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Abbildung 4.2: Wirkungsquerschnitt von N2

Im Anschluss an die Korrektur wird die Zeit um �t erh�oht und der gesamte
Algorithmus wiederholt (siehe 4.4).

Der Rechenaufwand besteht darin, die Stossquerschnitte s�amtlicher Stossar-
ten und deren relative Wahrscheinlichkeit zu berechnen und die Korrektur
der Koordinaten (x;v) durchzuf�uhren. Die dynamische Verwaltung der Da-
ten stellt die n�achste Schwierigkeit dar. Die Abbildung 4.4 zeigt die eine
schematische programmiertechnische Realisierung der MCS. Die Elektronen
werden in einem dynamischen Feld verwaltet. Jedes Elektron iegt in der
Zeit �T frei. Seine Stosswahrscheinlichkeit wird dann mit einer Zufallszahl
(Rnd) verglichen. Kommt es zu einem elastischen oder zu gar keinem werden
die Koordinaten korrigiert. Sollte es aber zu einem elastischen Stoss kom-
men, werden neue Teilchen erzeugt und den entsprechenden dynamischen
Feldern hinzugef�ugt.
Um den Rechenaufwand zu reduzieren, werden die Stossquerschnitte ana-
lytisch beschrieben, indem sie in kleinen Intervallen durch Polynome und
einfache Funktionen approximiert werden. Sowohl bei der Vibration als
auch bei der Anregung werden nur die wahrscheinlichsten Linien ber�uck-
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Abbildung 4.3: Die einzelnen Stosswahrscheinlichkeiten abgeleitet von der
Abb. 4.2.

sichtigt. Im unteren Beispiel (N2) sind 7 Schwingungs- und 13 Anregungs-
zust�ande ber�ucksichtigt worden. Da bei solchen St�o�en, die Schwingungs-
bzw. die Anregungsenergie subtrahiert wird, f�uhrt die Annahme der kleinsten
Energischwelle bei derartigen St�ossen zu Erh�ohungen der gesamten System-
energie. In dieser Arbeit wurde eine mittlere Energieschwelle abgezogen, in
Abh�angigkeit davon, welche Zust�ande und mit welcher Wahrscheinlichkeit
diese involviert sind. Au�erdem wurde auf die Verwaltung der angeregten
Teilchen verzichtet, da die Photoionisation in diesem Modell nicht betrach-
tet wird.

4.3 Kombination mit der Feldberechnung

Die Monte-Carlo-Simulation wurde in dieser Arbeit nur in der Anfangsphase
der Z�undung eingesetzt. In dieser Phase ist eine Feldverzerrung aufgrund der
schwachen Raumladung (R�uckkopplung) ausgeschlossen. Daf�ur ist die An-
zahl der Ladungstr�ager zu gering und deren r�aumliche Verteilung ung�unstig.
Handelt es sich um ein homogenes Feld, ist eine Feldberechung �uber�ussig.
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Tabelle 4.1: Geschwindigkeit der Elektronen nach einem Sto�
Kollisionsart vnach = f(vvor)

Elastischer Sto� v2nach = v2vor
Anregung v2nach = v2vor � 2

mEanre

Ionisation v2nach = �(v2vor � 2
mEioni)

Anlagerung vnach = 0

    :

    :

Positive
 Ionen

Pos 1

<Rnd

?Rnd
Elas.Stoß

Anregung

Anlagerung

Ionisation

Neg n+1

Elek i, korrigiert

Stoßwahrscheinlichkeit

Stoßart

Pos i

Pos n

    :

Negative 
Ionen

Elektronen

Elek n

Elek 1

Elek i

Neg n

    :

Neg i

Neg 1

    :

    :

Anr n

Anr i

Anr 1

Angeregte
Teilchen

Anre n+1 Pos n+1

    :

    :

Elek n+1

Abbildung 4.4: Ablauf der Monte Carlo Simulation zur Beschreibung einer
elektrischen Entladung.
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Eine Kombination mit einer Feldberechnung ist allerdings unerl�asslich, so-
bald das Feld Inhomogenit�aten aufgrund einer geometrischen Kon�guration
aufweist. Die Elektronen sollen dem Feld ausgesetzt werden, das an der Stel-
le wirkt, an der sie sich be�nden.
Dazu geh�ort eine schnelle und e�ektive Technik zu Lokalisierung der La-
dungstr�ager. Die Netze, die der r�aumlichen Diskretisierung der Laplace-
Gleichung dienen, bestehen aus Dreiecken. An den Knoten der Dreiecken
wird das Potential und in einem zweiten Schritt das elektrische Feld inner-
halb der Dreiecke ermittelt. Bei einem linearen Ansatz (siehe 5.1.1) wird
von einem konstanten Feld innerhalb eines �niten Elements ausgegangen.
Aus diesem Grund ist es ausreichend, das Dreieck zu ermitteln, in dem sich
das Elektron be�ndet. Somit ist das Feld bekannt, das auf das Elektron
wirkt. F�ur eine genauere Berechnung besteht die M�oglichkeit das Feld an
den Knoten und dann an einem beliebigen Punkt innerhalb des Dreiecks
durch lineare Interpolation zu ermitteln. So wird ein homogenerer Feld�uber-
gang zwischen den einzelnen Dreiecken gew�ahrleistet. Dieser Aufwand kann
entfallen, wenn die Diskretisierung dementsprechend fein genug ist. Zur Lo-
kalisierung der Ladunsgtr�ager wurde eine neue Technik entwickelt.

-

Abbildung 4.5: Technik zur Lokalisierung der Ladungstr�ager: Nur die ge-
strichelten Dreiecke werden der zus�atzlichen Untersuchung unterzogen.
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Es wird bereits bei der Netzdiskretisierung die l�angste Kante im Netz be-
rechnet. Es wird durch die Dreiecke gegangen und die Koordinaten des er-
sten Knoten des Dreiecks werden ermittelt. Ist der Abstand zwischen dem
Elektron und dem Knoten gr�o�er als die L�ange der l�angsten Kante, so be�n-
det sich das Dreieck nicht in der N�ahe des jeweiligen Dreiecks. Anderenfalls
werden die Koordinaten der restlichen Knoten ermittelt. Da die Knoten im
positiven Uhrzeigersinn angeordnet sind, so be�ndet sich das Elektron stets
links von den einzelnen Kanten des Dreiecks, sollte das Dreieck das Elektron
enthalten. Seien A, B und C die Knoten des Dreiecks und P der Aufent-
haltsort des Elektrons. Be�ndet sich P innerhalb des Dreiecks (ABC), so
gilt:

��!
AB ��!AP; ��!BC ���!BP; �!CA���!CP � 0 (4.13)

Diese Bedingung kann so verstanden werden, dass die Summe der von ABP ,
BCP und CAP aufgespannten Fl�achen gleich der Fl�ache ABC sein muss.
Wenn dies nicht der Fall ist, ist mindestens eines der obigen Kreuzproduk-
te negativ. Es sind aber nur wenige Dreiecke, die dieser zus�atzlichen Su-
che unterzogen werden, da nur solche mit Knoten innerhalb des Kreises
K(P; l�angste Kante) in Frage kommen (siehe 4.5). Diese Technik zur Lo-
kalisierung wird am Anschluss der MCS eingesetzt, wenn die Verteilung der
Ladungstr�ager �uber Dichten beschrieben werden soll. Es wird an dieser Stelle
so verfahren, dass die Spezies in einem Dreieck aufsummiert und durch die
Fl�ache dividiert werden. Daraus ergibt sich die Dichte innerhalb der Drei-
ecke. Die Ermittlung der Dichte an den Knoten l�auft �uber die Mittelung der
umgebenden Dichten.

n(P ) =
1

r

rX
i=0;P2Di

n(Di); (4.14)

wobei r f�ur die Anzahl der umgebenden Dreiecke, die P enthalten, steht. Die
andere Alternative, den Beitrag der einzelnen Elektronen zu der Dichte an
den Knoten zu berechnen, ist mit gro�em Rechenaufwand verbunden, bringt
jedoch keine besonderen Vorteile.
Dieser Schritt darf allerdings erst vollzogen werden, wenn gen�ugend Ladungs-
tr�ager vorhanden sind (eine glatte Geschwindigkeitsverteilung). Dies garan-
tiert, dass die Ladungstr�ager in einer Zelle (einem �niten Element) Maxwell
verteilt sind, um ein Fluidmodell anwenden zu d�urfen.
Dieselbe Technik zu Lokalisierung wurde au�erdem genau so erfolgreich ein-
gesetzt, wenn ein Netz dichter diskretisiert werden sollte. Das urspr�ungliche
und das neue dichtere Netz werden aufeinander gelegt. Die Knoten des neuen
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Netzes werden im alten lokalisiert. Durch Interpolation (in der Regel linear)
werden die einzelnen Gr�o�en (Elektronendichte, Dichte der positiven Ionen,
... ) an den entsprechenden Knoten ermittelt. Da die Ladungserhaltung da-
bei gew�ahrleistet werden muss, wird im Anschluss notfalls eine Skalierung
vorgenommen. Diese Technik stellt damit eine sehr erprobte und eÆziente
Methode, eine Simulation mit einem dichteren Netz weiterzuf�uhren, ohne
gro�en Aufwand zu betreiben.

4.4 Beispielrechnungen

Im folgenden Beispiel wird eine Spannung von U=15 kV an zwei parallel
angeordneten Elektroden im Abstand von d=3 mm angelegt. Ein einzelnes
Elektron wird mittig in unmittelbarer N�ahe der Kathode mit einer ver-
schwindenden Energie aufgebracht (siehe 4.6, das erste Bild). Es handelt
sich bei der folgenden Simulation um Sticksto� unter Atmosph�arendruck.
Ein Zeitschritt von �T=10 fs wurde gew�ahlt, womit gew�ahrleistet wird,
dass 10 Schritte der mittleren freien Wegl�ange eines Elektrons mit einer
Energie von 20 eV entsprechen [Wel92].
In den Abbildungen (4.6) und (4.7) stehen die dunklen senkrechten Striche
f�ur die Elektronen und die hellen waagrechten f�ur die positiven Ionen. Die
Lawinenform ist deutlich zu erkennen. Die Elektronen bilden dabei den
schnellen Kopf der Lawine, wobei die Ionen den Schwanz bilden. Ebenso
ist die Di�usion bzw. die Verbreitung der Lawine gut zu erkennen. Sie ist
nicht auf elektrische Kr�afte zur�uckzuf�uhren, sondern auf die St�o�e mit den
neutralen Teilchen.
Aus den Daten k�onnen folgende Gr�o�e extrahiert werden:

� Die Driftgeschwindigkeit:

vd(tn) =
x(tn)� x(tn�1)

�T
; (4.15)

wobei x den Schwerpunkt der Elektronenlawine darstellt. Wird die
Gleichung (4.1) umgestellt, l�a�t sich

� der IonisierungskoeÆzient folgenderma�en beschreiben:

� =
N(tn)�N(tn�1)

x(tn)� x(tn�1)
(4.16)

� Die mittlere Energie folgenderma�en berechnen:

Em =
1

n

nX
i=0

1

2
mev

2
i ; (4.17)
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Abbildung 4.6: Die stochastische Entwicklung einer Elektronenlawine, Mo-
mentaufnahmen im Bereich 0 bis 5:0 ns

wobei vi f�ur den Betrag der Geschwindigkeit des i-ten Elektrons und
n f�ur die Anzahl der Elektronen steht.

�Ahnlich lassen sich die weiteren (hier unwesentlich) Stossparameter bestim-
men; z.B. der Anlagerungskoe�zient, die Beweglichkeit, die Di�usion.
In der Abb. 4.8 ist die exponentielle lawinenartige Elektronenvermehrung
zu beobachten. Interessant dabei ist die Fluktuationszeit tF von etwa 5 ns ,
die vergeht, bis sich ein homogenes Kollektiv bildet.
Aus der logarithmischen Darstellung und der Ermittlung der Schwerpunkte
kann der IonisierungskoeÆzient ermittelt werden. Eine weitere Kenngr�o�e
zur Beurteilung der Stabilit�at des Kollektives stellt die mittlere Energie
dar. In der Abbildung (4.9) ist ebenso die Fluktuationszeit von etwa 5 ns
zu erkennen.

Aus der logarithmischen Darstellung und der Ermittlung der Schwerpunkte
kann der IonisierungskoeÆzient ermittelt werden. Eine weitere Kenngr�o�e
zur Beurteilung der Stabilit�at des Kollektives stellt die mittlere Energie
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Abbildung 4.7: Die deterministische Weiterentwicklung der Elektronenla-
wine aus 4.6, Momentaufnahmen im Bereich 5:0 bis 7:5 ns

dar. In der Abbildung (4.9) ist ebenso die Fluktuationszeit von etwa 5 ns
zu erkennen.
Als n�achstes wird ein Beispiel f�ur die Dichteberechnung mittels dem oben
beschriebenen Algorithmus zur Lokalisierung der Ladungstr�ager vorgestellt.
Es emp�ehlt sich zun�achst ein grobes Netz zu verwenden und dieses entlang
der Richtung zu verfeinern, in der die Elektronenlawine w�achst. F�ur sp�atere
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Abbildung 4.8: Elektronenzahl, linear und logarithmisch aufgetragen.

Anwendungen kann das Netz an anderen Stellen beliebig nachverfeinert
werden. Dabei wird die oben erl�auterte Interpolationstechnik eingesetzt.
In der Abbildung (4.10) ist links die r�aumliche Teilchenverteilung zu sehen.
Die Ausdehnung der Lawine betr�agt 0.8 mm und sie ist etwa 0.2 mm breit.
In der Mitte ist die zugeh�orige Elektronendichte und rechts die Ionenver-
teilung zu sehen, wobei die Teilchendichten logarithmisch zwischen 0 (hell)
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Abbildung 4.9: Verlauf der mittleren Energie

und 104 Teilchen/mm2 (dunkel) dargestellt sind. Die Ladungstrennung ist
deutlich zu erkennen : W�ahrend die Elektronen im Lawinenkopf (dunkel)
konzentriert sind, bilden die positiven Ionen den Schwanz der Lawine
(heller).
Des weiteren ist die Unsymmetrie der Lawinen zu erkennen. Sie ist einerseits
auf die stochastische Entwicklung der Lawine zur�uckzuf�uhren, anderseits auf
die Abbildung der Elektronen auf die Dreiecke (Digitalisierungsfehler). Der
zweite Fehler l�a�t sich minimieren, indem das Netz entsprechend verfeinert
wird.
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Abbildung 4.10: links: R�aumliche Teilchenverteilung der Elektronen und
Ionen, Mitte: Elektronendichteverteilung, rechts: Dichteverteilung der posi-
tiven Ionen.

4.5 Einuss der Stochastik auf die Gesamt-

entladung

Das folgende Beispiel verdeutlicht den Einuss der Fluktuation auf die
Gesamtentladung. Es werden zwei Elektronenlawinen beobachtet, die
unter den gleichen Bedingungen, wie im obigen Beispiel initiiert wurden
(U=15 kV, d=3 mm, ein Elektron mittig aufgebracht). Beide Entladungen
wurden �uber einen Zeitraum von �T = 10 ns simuliert.
Zun�achst werden die r�aumlichen Verteilungen beider Lawinen verglichen
(siehe Abbildung 4.11).
Die zweite Lawine hat eine Ausdehnung von 0.85 mm und ist um �0.07 mm
gr�o�er als die erste, obwohl die Anzahl der Ladungstr�ager viel kleiner ist als
bei der ersten Lawine. Dies h�angt damit zusammen, dass die Ionisierungs-
vorg�ange nicht eÆzient waren. Indem die Elektronen weniger ionisieren,
behalten sie ihre kinetische Energie und kommen schneller vorw�arts.
In der Abbildung (4.12) wurde die Anzahl der Elektronen beider Lawinen
logarithmisch aufgetragen. Deutlich zu sehen ist, dass die �Aste nach der



4.5. Einuss der Stochastik auf die Gesamtentladung 45

Abbildung 4.11: Vergleich der geometrischen Verteilung beider Lawinen

jeweiligen Fluktuationszeit parallel verlaufen. Beide Lawinen wachsen
exponentiell und zwar mit der gleichen Wachstumsrate (beide Kollektive
sp�uren das identische elektrische Feld und folglich die gleichen elektrischen
Kr�afte). Der Grund f�ur den Unterschied in der Entwicklung der beiden �Aste
ist die Fluktuation in den ersten Nanosekunden. Sie f�uhrt in diesem Beispiel
zu einer um den Faktor 1000 verschiedenen Anzahl der Elektronen.

Dieser Faktor von 1000 kann unter Umst�anden daf�ur verantwortlich sein,
dass die erste Lawine einen Durchschlag herbeif�uhrt, die zweite aber nicht.
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Abbildung 4.12: Vergleich der Elektronenzahl
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L�osungsverfahren

5.1 Die Finite Elemente Methode

Die FEM eignet sich besonders gut, um elliptische Di�erentialgleichungen
zu l�osen, insbesondere Poisson- und Laplace-Gleichungen [Ric86], [Sch93],
[Ste98], [Zie97], [Gro94], [Hac91], [Kna00], [M�ol97], [Smi70]. Es folgt
zun�achst eine allgemeine Herleitung der L�osung der Poisson-Gleichung
f�urs elektrische Potential, die sich ohne weieteres auf andere Potentiale
�ubertragen l�a�t. u steht dabei f�ur das Potential und f f�ur den St�orterm. Im
Fall der Laplace Gleichung ist der St�orterm Null.

5.1.1 Grundlagen

Def: Klassische L�osung:
sei f 2 C(
) und g 2 C(@
). Eine Funktion u hei�t (klassische) L�osung der
Randwertaufgabe:

�
dX
i=0

@2

@x2i
� u = f in 
; (5.1)

und

u = g auf @
; (5.2)

wenn u 2 C2(
)
T
C(
) und (5.1) f�ur alle x 2 
, sowie (5.2) f�ur alle x 2 @


gilt.
Die obigen Gleichungen (5.1,5.1) lassen sich �uber die Variationsformulierung
l�osen. Die klassische L�osung u soll in C1(
) liegen, w�ahrend die Testfunktion
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in v 2 C10 (
) sein soll. Es gilt:

f(x) = �4 u(x); (5.3)

welches zum folgenden Ausdruck �aquivalent ist:

f(x) � v(x) = �4 u(x) � v(x): (5.4)

Durch die Integration beider Seiten, Einf�uhrung des Skalarproduktes und
Anwendung des Gauss�schen Satzes l�a�t sich der obige Ausdruck, wie folgt,
ausdrucken:

< f; v >0=

Z



ru(x) � rv(x) dx = a(u; v); (5.5)

wobei a(u; v) eine Bilinearform darstellt (siehe C). So erf�ullt eine klassische
L�osung der Randwertaufgabe die Identit�at:

a(u; v) =< f; v >0; f�ur alle v 2 C10 (
): (5.6)

Folglich ist ein u 2 V mit a(u; v) =< f; v >0 f�ur alle v 2 V gesucht.
Die Variationsgleichung ist �aquivalent zu einem Minimierungsproblem, das
so formuliert werden kann:
Gesucht ist ein u 2 V wobei

F (u) = minfF (v)jv 2 V g (5.7)

und

F (v) =
1

2
a2(v; v)� b(v) (5.8)

ist.
Die Minimierungsaufgabe entspricht physikalisch einer minimalistischer
Verteilung der elektrostatischen Energie im Rechengebiet. Durch Nullsetzen
der Ableitung von F (v) geht die �Aquivalenz beider Ans�atze (Variation und
Minimierung) hervor [Sch97a].
Sei Vn ein Vektorraum mit der Basis f'1::::'Mg, d.h dim Vn < 1, dann
lautet die Ritz-Galerkin Approximation der Variationsgleichung:
Gesucht un =

PM
i=1 �i'i 2 Vn mit a(un; v) =< f; v >0 f�ur alle v 2 Vn.

Dieser Ausdruck l�a�t sich nach einigen Umformungen folgenderma�en
formulieren:

MX
i=1

a('i; 'i) � �i = b('i) f�ur alle i = 1:::M; (5.9)
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und in einer Matrixschreibweise:

S � ' = B (5.10)

mit S = (a('j ; 'i))i;j 2 R
M�M , ' = (�1; :::; �M )T und B = (b('i))i.

Die oben aufgef�uhrte Herleitung ist unabh�angig von der Art der Diskretisie-
rung. F�ur die obige Betrachtung ist die Zahl M (Anzahl der St�utzstellen),
die die Dimension des Vektorraums darstellt, von Bedeutung.
In dieser Arbeit wurde aufgrund seiner leichten Handhabung in Verbindung
mit der Dreiecksdiskretisierung der lineare Ansatz verwendet. Das Potential
wird hierbei innerhalb eines Dreiecks mit einer linearen Funktion approxi-
miert:

' = a � x+ b � y + c: (5.11)

Die Potentiale an den Knoten eines Dreiecks (i, j, k) lauten 'i, 'j und
'k . Das Potential innerhalb eines Dreiecks l�asst sich dann als Funktion der
Potentiale an den Knoten ausdr�ucken:

' = Ni � 'i +Nj � 'j +Nk � 'k; (5.12)

mit

Ni =
1

2F
� [(xjyk � xkyj) + (yj � yk)x+ (xk � xj)y]: (5.13)

F steht hierbei f�ur die Fl�ache des Dreiecks. Nj und Nk lassen sich analog
herleiten, indem die Indizes im positiven Uhrzeigersinn getauscht werden.
Die Ni, Formfunktionen genannt, besitzen die Pyramideneigenschaft, welche
gew�ahrleistet, dass '(xi; yi) = 'i:

Ni(xj ; yj) =

(
1 f�ur i = j

0 ansonsten .
(5.14)

Die Stei�gkeitsmatrix S aus (5.10) wird berechnet, indem die Beitr�age der
einzelnen Dreiecke zusammenaddiert werden.

a('j ; 'i) = �
Z



r'j � r'i dx = �
Z

P
K2


r'j � r'i dx (5.15)

Ai;j beschreibt die symmetrische Beeinussung der Knoten i und j bzw.
den Einuss der Nachbarknoten auf den i-ten Knoten, wenn gilt i = j. Zur
Berechnung der Beitr�age werden deshalb nur die Dreiecke, die die Knoten i
und j gleichzeitig enthalten, herangezogen. Da nur wenige Dreiecke zu Ai;j
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beitragen, ist es sinnvoller die Beitr�age der Dreiecke einzeln zu berechnen
und in der Stei�gkeitsmatrix zu assemblieren (siehe 5.16).

a('j ; 'i) = �
Z
P

i;j2K

K2


r'j � r'i dx (5.16)

Zur Auswertung der Integrale emp�ehlt sich die Einf�uhrung der baryzentri-
schen Koordinaten [Sch97a]. Sie erm�oglichen eine geschlossene analytische
L�osung der Integrale. So l�asst sich der Beitrag von einem Dreieck, welches
die Knoten i und j enth�alt, zu der Stei�gkeitsmatrix folgenderma�en berech-
nen:

aij = �
Z
r'i � r'j dx = �

Z
(
@Ni

@x

@Nj

@x
)(
@Ni

@y

@Nj

@y
) dx dy (5.17)

Wenn die einzelnen Integrale ausgeschrieben und anschlie�end nach Koor-
dinatentransformation ausgewertet werden, dann tr�agt das Dreieck (i,j,k)
zur gesamten Stei�gkeitsmatrix mit der folgenden 3� 3 Matrix bei:

S(l) =
1

2

0@z2 + z3 �z3 �z2
�z3 z1 + z3 �z1
�z2 �z1 z1 + z2

1A (5.18)

wobei sich zk, k = 1; 2; 3 wie folgt berechnen l�a�t:

zk =
1

2F
((yj � yk)(yk � yi) + (xk � xj)(xi � xk)) (5.19)

Sollte der St�orterm (elektrische Raumladung) mitber�ucksichtigt, bzw. die
Poisson Gleichung gel�ost werden, muss das obige GLS (5.10) um einen Term
erweitert werden.

[S]f'g+ [T ]f�g+ fBg = 0 (5.20)

Dabei l�asst sich der Beitrag eines Dreiecks zur Matrix T folgenderma�en
berechnen:

tij = �
Z
K

NjNi dx dy (5.21)

Hier wird �ahnlich wie bei der Berechnung der Beitr�age zur Stei�gkeitsmatrix
verfahren. So liefert das Dreieck (i,j,k) den folgenden Beitrag:

S(l) =
F

12

0@2 1 1
1 2 1
1 1 2

1A (5.22)
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Bei bekannter Raumladung wird [T ]f�g ausmultipliziert und zu B addiert
und die Form des GLS (5.10) wird wieder hergestellt.
Die Matrix S ist, wie es aus (5.18) und der entsprechenden Bilinearform
hervorgeht, symmetrisch und positiv de�nit. Aufgrund der Tatsache, dass
jeder Knoten eine begrenzte Anzahl von Nachbarn hat, ist die Matrix
schwach besetzt. Bei dieser Art von Matrizen spielt die Bandbreite eine
wichtige Rolle bei der Beschleunigung der Konvergenz iterativer L�osungsver-
fahren. Die Bandbreite entspricht der maximalen Entfernung der Eintr�age
von der Diagonale. Um die Bandbreite zu minimieren emp�ehlt sich eine
Umnummerierung der Knoten. Der in diese Arbeit eingesetzte Algorithmus
von Cuthill und McKee mit der Bildung von Abstandsklassen liefert eine
zufriedenstellende Bandbreite. Auf die Algorithmen wird hier aber nicht
eingegangen [Sch97a].

5.1.2 Einbringung der Randwerte

Als n�achstes werden die bekannten Randwerte eingebracht. Wenn z.B. das
Potential des i-ten Knoten bekannt ist, werden jeweils die i-te Spalte und
die i-te Reihe auf 0 gesetzt, bis auf das Element Ai;i, das auf 1 gesetzt wird.
Auf der rechten Seite (RHS) wird bi auf das bekannte Potential gesetzt und
von den restlichen Eintr�agen das Produkt ai;j � '� abgezogen (siehe 5.23).0BBBB@

a11 ::: 0 ::: a1n
::: ::: 0 ::: :::
0 0 1 0 0
::: ::: 0 ::: :::
an1 ::: 0 ::: ann

1CCCCA
0BBBB@
'1
:::
'i
:::
'n

1CCCCA�

0BBBB@
b1 + a1;i � '�i

:::
'�i
:::

bn + an;i � '�i

1CCCCA = 0 (5.23)

Angesichts der Tatsache, dass nR Randwerte bekannt sind, reduziert sich
die Aufgabe auf die L�osung eines Gleichungssystems der Gr�o�e n�nR = ni,
wobei n die Anzahl der Knoten ist. Zwar reduziert das o.g. Verfahren von
Cuthill und McKee die Bandbreite durch eine radikale Umnumerierung der
Knoten, es macht aber keine Aussage �uber die Verteilung der Knoten mit
dem bekannten Potential. Die Aufgabe der Einbringung der Randwerte
l�auft letztendlich �uber eine Reduzierung der Matrixgr�o�e von n auf n-nR
hinaus. Sind die Knoten mit bekanntem Potential in der Matrix verstreut,
gibt es zwei Alternativen.

� Die Gesamtmatrix mit n Knoten wird berechnet. Dies impliziert, dass
die Randknoten, obwohl bekannt, neu berechnet werden. Zwar kon-
vergiert das L�osungsverfahren schneller, der Rechenaufwand ist aber
insgesamt gr�o�er.
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� Die Randwerte werden aussortiert. Es entsteht dabei eine Gleichungs-
system der Gr�o�e ni, was an und f�ur sich eine kompakte Darstellung
darstellt. Die Sortierung erfordert dennoch zwei zus�atzliche Listen:
Die erste f�ur die Sortierung und die zweite f�ur die R�ucksortierung,
damit jedem Knoten wieder das richtige Potential zugewiesen wird.

In dieser Arbeit kommt es bereits bei der Umnummerierung zwecks Reduk-
tion der Bandbreite zu der Versetzung der Knoten mit einem bekannten
Potential ans Ende der Knotenliste. Dies kann zu einer Verbesserung der
Bandbreite f�uhren, verschlechtert sie aber keineswegs. Es entsteht die
Matrixstruktur wie in Abbildung (5.1) beschrieben ist. Die vorgestellte
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Abbildung 5.1: Matrixstruktur

Struktur vermeidet zugleich die zwei o.g. Nachteile. Eine reduzierte Matrix
f�ur einen L�osungsvektor der Gr�o�e ni wird berechnet, ohne sortieren zu
m�ussen. Da die Matrix symmetrisch ist, wird auf die Berechnung der
Teilmatrizen A2 und C verzichtet.
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Wenn die Randwerteeinbrigung nach dem obigen Schema durchgef�uhrt
wird, werden nur die Teilmatrizen B und D herangezogen. Die Teilmatrix B
wird auf die RHS gebracht, was aufgrund ihrer Kompaktheit systematisch
verl�auft. Wenn die Einbringung der Randwerte nach dem oben aufgef�uhrten
Schema durchgef�uhrt wird, stellt sich heraus, dass die Eintr�age in der
Teilmatrix D �uber�ussig sind. Diese Erkenntnis veranlasst eine weitere
Reduzierung des Rechenaufwandes. Wenn sich die Randwerte nicht �andern,
ist es sinnvoller die Eintr�age von B nicht zu speichern, sondern sofort auf die
rechte Seite zu bringen. Ist dies nicht der Fall, werden B und A1 getrennt
gespeichert.

5.1.3 Matrixspeicherung

Aufgrund der geometrischen Kon�guration (die einzelnen Knoten sind nur
mit wenigen Knoten verbunden), ist die Stei�gkeitsmatrix schwach besetzt.
Die Tatsache legt die Notwendigkeit einer anderen Art der Speicherung als
die klassische Matrixspeicherung (n-Liste aus n-gro�en Spalten) nah. Die
Daten sollen so gespeichert werden, dass der Speicherbedarf so gering wie
m�oglich gehalten wird, ohne die Zugri�sschnelligkeit zu beeintr�achtigen. Die
CRS (compressed row storage) Methode hat sich in dieser Hinsicht sehr gut
bew�ahrt [H�ol98], [Sch97b]. Dabei werden nur die von Null verschiedenen Ein-
tr�age gespeichert. In einer weiteren Liste werden die Indizes der Eintr�age auf
der Diagonale gespeichert. In der dritten Liste werden die zu den Eintr�agen
in der ersten Liste zugeh�origen Spaltenindezes gespeichert [Dau01]. Der di-
rekte Zugri� ist mit einer Suche verbunden, die bedingt durch die geringe
Anzahl der Eintr�age in Kauf genommen werden kann. So entspricht Ai;j dem
Element in der ersten Liste mit dem entsprechenden Spaltenindex j in der
dritten Liste. Die Zahl in der i-ten Stelle der zweiten Liste gibt den Index an,
ab welchem gesucht wird. Da die Matrix schwach besetzt ist, ist die Anzahl
der Quereintr�age sehr klein(1 bis 6), so dass die Suche schnell abgeschlossen
wird.
Au�erdem sind die Suchschleifen selten, denn es wird nicht oft auf die Ein-
tr�age direkt zugegeri�en. Viel h�au�ger wird berechnet, welchen Beitrag die
Eintr�age in einer Operation leisten.
Bei einer Aufgabe, bei der sich die Dirichlet-Bedingungen st�andig �andern
(ansteigenden Spannung, HF) und bleibender Diskretiserung emp�ehlt sich
die Matrix in ihrer invertierten Form zu speichern. Die L�osung des LGS
bedarf in diesem Falle nur einer Vektor-Matrix-Multiplikation. Die invertier-
te Matrix ist allerdings voll besetzt. Es muss je nach Aufgabe abgesch�atzt
werden, ob eine rechenaufwendige sowie eine speicherintensive Invertierung
lohnt.
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Die Teilmatrix D soll unabh�angig von A1 nach dem RKS-Schema gespei-
chert werden, um eine schnelle und eÆziente Einbringung der Randwerte
auf der RHS zu gew�ahrleisten.

5.1.4 L�osung der Di�erentialgleichung

Da die Matrix schwach besetzt, symmetrisch und positiv de�nit ist, bie-
tet sich das CG-Verfahren (Congugated Gradient) an. Es handelt sich da-
bei um ein iteratives Verfahren, das sp�atestens nach n Schritten konver-
giert [Sch97b],[Sch97a]. Ma�geblich f�ur die Schnelligkeit der Konvergenz ist
die spektrale Konditionszahl (das Verh�altnis des gr�o�ten zu dem kleinsten
Eigenwert der Matrix). Diese wird haupts�achlich von der Matrixstruktur
(Bandbreite) bestimmt. Um eine weitere Beschleunigung der Konvergenz
herbeizuf�uhren, emp�ehlt sich eine Vorkonditionierung. Die vorkonditionier-
te Matrix ist "�ahnlich" zur Stei�gkeitsmatrix, besitzt dennoch eine kleinere
Konditionszahl. Dies f�uhrt zu besseren Suchvektoren und somit schneller
zur L�osung. So wird statt des urspr�unglichen Gleichungssystems Ax = b ein
�aquivalentes System ~A~x = ~b aufgestellt, wobei ~A = M�1

1 AM�1
2 , ~x = M2x

und ~b = M�1
1 b ist. Die erste Gleichung beschreibt die sogenannte Vorkon-

ditionierung der Matrix A mit den Vorkonditionierungs{matrizen M1 und
M2. Sie besitzen die Eigenschaft, dass sie leicht invertierbar sind und die Ma-
trix A gut approximieren bzw. zerlegen. Es wird n�amlich angestrebt, dass
A � M1M2. In dieser Arbeit ist die unvollst�andige Cholesky-Zerlegung IC-
CG (Incomplete Cholesky Congugated Gradient) implementiert worden. Die
Vorkonditionierung hat sich als geeignet zur Beschleunigung der Konvergenz
herausgestellt, obwohl die Cholesky-Zerlegung an sich einen Zusatzaufwand
darstellt.
Bei vielen zu berechnenden Aufgabenstellungen �andert sich das Netz im
Laufe der Berechnung nicht. Aus diesem Grund emp�ehlt sich, die Matrix
in ihrer invertierten Form zu speichern, und zur L�osung des GLS eine Matrix-
Vektor-Multiplikation durchzuf�uhren. Dies hat allerdings den Nachteil, dass
eine Invertierung die Komplexit�at O( 43N

3� 1
3n) hat. Hinzu kommt, dass die

invertierte Matrix vollbesetzt ist.
In dieser Arbeit wurde zu Techniken gegri�en, die die Nachteile der umst�and-
lichen und rechenintensiven Invertierung reduzieren. Zun�achst wird die Ei-
genschaft der positiven De�nitheit der Matrix ausgenutzt.
Es gilt: Eine symmetrische Matrix A = (aik) 2 R

n�n ist genau dann positiv
de�nit ist, wenn der Gau��sche Eliminationsprozess bei Diagonalstrategie
mit n positiven Pivotelementen durchf�uhrbar ist [Sch97b]. So k�onnen die
Diagonalelmente als Pivotelemente dienen. Dies erspart eine Suche nach dem
gr�o�ten Pivotelement in der verbliebenen Matrix, eine Zeilenvertauschung
und eine R�uckvertauschung der Spalten nach dem Eliminationsschritt. So



5.1. Die Finite Elemente Methode 55

l�a�t sich der vereinfachte Algorithmus folgenderma�en formulieren.
Algorithmus
f�ur l = 0; 1; ::n:

pivot = All

All = 1=pivot
f�ur i = l + 1; l+ 2; ::n:

Ai;k = Ai;lAl;l=pivot
f�ur j = k + 1; k + 2; ::j:

Ai;j = Ai;j �Ai;lAl;j

Somit wird der Invertierungsaufwand zun�achst auf O(N3) herabgesetzt. Des
weiteren beh�alt die invertierte Matrix ihre Symmetrie. Im Laufe der Inver-
tierung wird die Matrix allerdings unsymmetrisch und erst im letzten Schritt
gewinnt sie wieder ihre Symmetrie. Eine Speicherung der Gesamtmatrix im-
pliziert au�er dem doppelten Speicherbedarf den doppelten Rechenaufwand.
In dieser Arbeit wurde ein Algorithmus entwickelt, der mit der halben Matrix
auskommt. Er beruht auf der kurzzeitigen Wiederherstellung der Symmetrie
im Verlauf der Invertierung.
Sei At die Matrix A nach t Schritten, wenn Att als Pivotelement herange-
zogen wird. So sieht die teilweise gebrochene Symmetrie der Matrix wie in
Abbildung (5.2) dargestellt ist. Es gilt:

At
ij = Aji falls i; j � t

At
ij = �Aji falls i < t < j oder j < t < i
At
ij = Aji falls i; j > t

(5.24)

Diese Matrixstruktur entsteht, indem die Elemente in der Teilmatrix
Z noch unber�uhrt sind und die Elemente der Teilmatrix X zweifach
der Operation der Elimination unterzogen wurden. Unter der Beachtung
der Dynamik der gebrochenen Symmetrie l�a�t sich die Symmetrie zur
Durchf�uhrung der Operation, solange Att als Pivotelement gilt, wieder
herstellen und zwar nach dem oben genannten Schema. Demnach l�a�t sich
die Invertierung der Matrix dank der Teilsymmetrie mit der H�alfte des
Speicherbedarfs durchf�uhren. Der entsprechende Algorithmus sieht dann
wie folgt aus.
Algorithmus
f�ur l = 0; 1; ::n:

pivot = All

All = 1=pivot
f�ur j = 0; 2; ::l� 1:

f�ur i = 0; 1; ::j:
Ai;j = Ai;j +

Ai;l�Aj;l

pivot
f�ur j = l+ 1; l + 2; ::n:

f�ur i = 0; 1; ::l� 1:
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Abbildung 5.2: Matrixstruktur w�ahrend der Invertierung

Ai;j = Ai;j � Ai;l�Al;j

pivot
f�ur i = l+ 1; l + 2; ::j:

Ai;j = Ai;j � Al;i�Al;j

pivot
f�ur j = l + 1; l+ 2; ::n:

Al;j = � Al;j

pivot
f�ur i = 0; 1; ::l� 1:

Ai;j =
Ai;j

pivot

Der Algorithmus hat demnach die Komplexit�at O(n
3

2 ). Zwar besitzt
eine Cholesky Zerlegung dieselbe Komplexit�at und ist unter Umst�anden
schneller, aber das weiterentwicklte Gauss-Jordan Verfahren hat den
entscheidenen Vorteil, dass die urspr�ungliche Matrix in die invertierte
�uberf�uhrt wird. Bei der Cholesky Zerlegung werden die zerlegte Matrix, ihre
Inverse und das Produkt der Multiplikation (die invertierte Matrix) seperat
gespeichert. F�ur die oben beschriebenen Anwendungen ist w�ahrend der
Invertierung die Speicherung der Stei�gkeitsmatrix in ihrer urspr�unglichen
Form �uber�ussig. Diese wird zu der invertierten Matrix �uberf�uhrt.
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5.2 Die Finite Volumen Methode

Zur L�osung der Transportgleichungen eignet sich die Methode der Finiten
Volumen (FVM) aufgrund der besseren Erhaltungseigenschaften besser
als die Methode der Finiten Elemente (FEM) [Dau01], [Cli88], [Hir91],
[Kna00], [Nol93]. Die Gewichtungsfunktion ist in Subdom�anen gleich 1
und sonst Null. Durch die Bildung des Residuums wird gew�ahrleistet,
dass die Summe der Fl�usse in einer solchen Subdom�ane gleich Null ist.
Diesbez�uglich ist die FEM aufgrund der besonderen Gewichtsfunktion
(Galerkin Ansatz, Formfunktion) nicht konservativ. Aus diesem Grund
wurde in der vorliegenden Arbeit die Transportgleichung mittels der FVM
gel�ost.
Die Transportgleichungen, die eine elektrische Entladung (Lawinenbildung)
beschreiben, solange der hei�e Lichtbogen noch nicht vorhanden ist, haben
die folgende Form:

@ne
@t

�r(Kerne � ce � ne) + (�� �)ne = fe ; (5.25)

@np
@t

+r(cp � np) + �ne = fp ; (5.26)

und

@nn
@t

�r(cn � nn) + �ne = fn : (5.27)

Hierbei stehen @
@t f�ur die zeitliche Ableitung, c f�ur die jeweilige Geschwin-

digkeit der Spezies, Ke f�ur die Elektronendi�usion, f f�ur die jeweilige
Speziesquelle, � f�ur den Ionisierungs- und � f�ur den AnlagerungskoeÆzien-
ten. Da diese Gr�o�en von der elektrischen Feldst�arke abh�angig sind, muss
die Poisson-Gleichung f�ur das elektrische Potential simultan gel�ost werden.

4' = �(ne + nn � np) (5.28)

Aufgrund der Tatsache, dass die Dichte der Ladungstr�ager in die Poisson
Gleichung eingeht, handelt sich um eine selbstkonsistente L�osung.
Die negativen Ionen werden hier vernachl�assigt und die Simulation wird auf
die restlichen Spezies beschr�ankt. Des weiteren wird die Photonenstrahlung
im Quellterm au�er acht gelassen. Die Sto�ionisation ist um 2 Gr�o�enord-
nung st�arker als die Photoionisation [Ste99].
Hier erfolgt eine allgemeine Herleitung der r�aumlichen und zeitlichen
Diskretisierung der obigen Transportgleichungen nach der FVM. Zun�achst
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werden die mathematischen Grundlagen des FV-Ansatzes vorgestellt und
die Netzerweiterung (Bildung der Volumina) beschrieben. Anschlie�end
werden die Kombination beider L�osungsverfahren und die Einbringung der
Randbedingungen diskutiert.

5.2.1 Grundlagen

Zu L�osen sei die folgende Gleichung:

@u

@t
+ Lu = f ; (5.29)

wobei

Lu = �r(Kru� c � u) + r � u (5.30)

F�ur die geometrische Diskretiserung wird die Zeitableitung zun�achst au�er
acht gelassen. Die folgende Randwertaufgabe wird betrachtet:

�r(Kru� c � u) + r � u = f in 

u = 0 auf @
:

(5.31)

Es wird �ahnlich wie bei der FEM �uber das Gesamtgebiet integriert, indem die
Integrale �uber Teilgebiete aufsummiert werden. Ein Teilintegral sieht dann
wie folgt aus:Z


i

�r(Kru� cu) dx+

Z

i

ru dx =

Z

i

f dx; i 2 �: (5.32)

Der Gauss�sche Satz �ndet hier Anwendung und es wird entlang der R�ander
eines Kontrollvolumens integriert. Es gilt: @
i =

S
�j2�i

. Daraus folgtR

i
r(Kru� cu) dx =

R
@
i

�(Kru� cu) d�

=
P

j2�i

R
�j
�ij(Kru� cu) d�

(5.33)

Die feldabh�angigen Gr�o�en werden hier durch Mittelwerte approximiert:

kj�ij � �ij = const > 0; �ij � cj�ij � ij = const; (5.34)

Des weiteren muss die Strecke �ij m�oglichst realit�atsnah beschrieben
werden, um das letzte Integral korrekt wiederzugeben.

rj�ij � rij(u(ai) + (1� rij)u(aj): (5.35)

Hieraus folgt:
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Abbildung 5.3: Kontrollvolumen und Diskretisierung

R

i
r(Kru� cu) dx � P

j2�i
f�ij u(ai)�u(aj)dij

�ij [riju(ai) + (1� rij)u(aj)]gmij

(5.36)

Die zwei anderen Terme lassen sich folgenderma�en approximieren:R

i
ru dx � r(ai)u(ai)mi = riu(ai)miR


i
f dx � f(ai)mi = fimi

mit mi =j 
i j (5.37)

Nach einigen Umformungen und Anwendung der diskreten Variationformu-
lierung kann die Aufgabenstellung folgenderma�en formuliert werden:
Finde ein uh, wobei gilt:

ah(uh; vh) = hf; vhi0;h f�ur alle vh 2 Vh: (5.38)

Hierbei ist

ah(uh; vh) := a0h(uh; vh) + bh(uh; vh) + dh(uh; vh) (5.39)

wobei,

a0h(uh; vh) :=
X
i2�

vi
X
j2�i

�ij(ui � uj)
mij

dij
(5.40)
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bh(uh; vh) :=
P

i2� vi
P

j2�i
[rijui + (1� rij)uj ]ijmij

dh(uh; vh) :=
P

i2� vi
P

j2�i
riuivimi

< f; vh >0;h :=
P

i2� vi
P

j2�i
fivimi

ah(uh; vh) :=
P

i2� vif
P

j 6=i:@K3aj
f�ij ui�ujdij

�
ij [rijui + (1� rij)uj ]gmK

ij + riuim
K
i g

(5.41)

Die Kontrollvolumina bestehen aus Teildreiecken (siehe 5.3). Zur Aufstel-
lung der Stei�gkeitsmatrix wird folglich der Beitrag von jedem Dreieck
zum jeweiligen Kontrollvolumen berechnet, weshalb sich eine �ahnliche
Art der Assemblierung wie bei den FEM anbietet. Sie unterscheiden sich
nur hinsichtlich der Symmetrie. Die Stei�gkeitsmatrix, wie es aus den
Bilinearformen zu entnehmen ist, ist unsymmetrisch. Dennoch sind die
Nulleintr�age in der Matrix symmetrisch. Die Matrix wird nach einer dem
CRS verwandten Technik gespeichert [Dau01]. �Ahnlich wie bei den FEM
lassen sich die Beitr�age zun�achst zu einer 3� 3 Matrix aufstellen, bevor sie
zur Gesamtstei�gkeitmatrix zusammengefasst werden.

S(l) =
1

2

24 a11 a12 a13
:: a22 ::
:: :: a33

35 (5.42)

hierbei ist:

a11 = mK
12(

�12
d12

+ r1212) +mK
13(

�13
d13

+ r1313) + r1m
K
1 (5.43)

Die Diagonaleintr�age lassen sich analog zu a11 berechnen. Die Quereintr�age
ergeben sich bei Auswertung des obigen Ausdrucks zu:

a12 = mK
12(�

�12
d12

+ 12(1� r12): (5.44)

Die Unsymmetrie ensteht dadurch, dass die Knoten unterschiedliche Ein-
�usse aufeinander aus�uben, in Abh�angigkeit davon, in welche Richtung die
Spezies ie�en. Der gerichtete Konvektionsterm wird mit dem Gewichtungs-
parameter [Kna00],[Dau01] beschrieben.
Andererseits entfallen, wenn die Di�usion wegf�allt, bestimmte Quereintr�age.
Da die Spezies in eine bestimmte Richtung ie�en, �ubt der Knoten, zu dem
die Spezie ie�t, keinen Einuss auf den Knoten, aus dem die Spezie abie-
�en und somit entstehen Nullbeitr�age. Die Beitr�age kommen dann entweder
oberhalb oder unterhalb der Hauptdiagonale, je nachdem wohin die Spezies
ie�en. Wenn dies der Fall ist, wird die CRS-Technik zur Speicherung der
Matrix herangezogen, jedoch mit dem Unterschied, dass unterschieden wer-
den muss, in welche Richtung die Spezies ie�en. Dies geschieht �uber das
Vorzeichen der Beitr�age.
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Da die Ionen langsamer sind als die Elektronen, ist der Konvektionsbeitrag in
der Stei�gkeitsmatrix untergeordnet. Es besteht die M�oglichkeit, die Kon-
vektionsbeitr�age in gr�o�eren Zeitabst�anden zu betrachten. Dies bedeutet,
dass nur die Quellterme betrachtet werden, die sich auf die Hauptdiagonale
ansiedeln. In diesem Fall wird nur die Hauptdiagonale gespeichert, welches
eine beachtliche Beschleunigung der Vektor-Matrix-Multiplikation mit sich
bringt.
F�ur die Zeitdiskretisierung wird die folgende Anfangs-Randwert-Aufgabe im
Raum-Zeit-Zylinder QT = 
� (0; T ); T > 0 betrachtet:
F�ur gegebene Funktionen f : QT �! R und u0 : 
 �! R ist eine Funktion
u : QT �! R zu bestimmen mit:

@u
@t + Lu = f in QT

u = 0 auf ST = @
� (0; T )
u = u0 auf QT = 
� f0g

(5.45)

wobei L f�ur eine Funktion u : 
 �! R den Di�erentialausdruck: Lu =
�r(Kru� cu) + ru bezeichnet.
Die Aufgabe lautet folglich: Finde eine Funktion uh 2 L2((0; T ); Vh); uh(0) =
u0h und

h d
dt
uh(t); vhi0 + a(uh(t); vh) = hf(t); vhi0 (5.46)

f�ur alle vh 2 Vh; t 2 (0; T ).

Sei f'igMi=1 eine Basis von Vh, uh(t) =
PM

i=1 �i(t)'i. F�ur jedes t 2 (0; T ) ist
dann die diskrete Variationsgleichung �aquivalent zuPM

j=1h'j ; 'ii0 d�j(t)dt +
PM

j=1 a('j ; 'i)�j(t) = hf(t); 'ii0
f�ur alle i 2 f1; :::Mg: (5.47)

Mit der Stei�gkeitsmatrix A = (a('j ; 'i))ij , der Massenmatrix
B = (h'j ; 'ii0)ij und den Vektoren � = (hf(t); 'ii0)i sowie �0 = (�0i)i
ergibt sich f�ur � = (�i)i folgendes System linearer gew�ohnlicher Di�erential-
gleichungen mit konstanten KoeÆzienten:

B d
dt�(t) +A�(t) = �(t); t 2 (0; T );

�(0) = �0
(5.48)

B ist eine Diagonalmatrix aufgrund der Tatsache, dass die Eintr�age nur
auf der Hauptdiagonale vorzu�nden sind (Dies geht aus der entsprechenden
Bilinearform hervor). Diese Eigenschaft ist insofern vorteilhaft, als dass
eine aufwendige Matrixinvertierung entf�allt. B l�asst sich direkt invertieren
und auf die rechte Seite (RHS) bringen. Die Massenmatrix enth�alt die
Fl�ache der jeweiligen Kontrollvolumina. Dies entspricht einer Gewichtung
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der jeweiligen Fl�usse. Die obige Gleichung gewinnt die folgende Form:

d
dt �̂(t) +B�1A�(t) = B�1�(t); t 2 (0; T );

�(0) = �0
(5.49)

5.2.2 Das duale Netz

Die Kontrollvolumina werden gewonnen, indem das duale Netz gebildet
wird. Das duale Netz ist �aquivalent zu den Voronoigebieten einer Delaunay
Triangulation und somit bilden sie die Menge der Punkte, die zu einem
Knoten n�aher sind als zu den restlichen Knoten. Dies impliziert, dass
zur Bildung des dualen Netzes die Bildung der Mittelsenkrechten der
Dreiecksseiten ausreicht. Die Annahme ist zutre�end, wenn das Netz
gutartig ist (Grad der Knoten betr�agt �uberall 6 und die Dreiecke sind
m�oglichst gleichseitig). Da dies nicht immer gew�ahrleistet ist, vor allem
an Stellen mit hohen Dreiecksdichtegradienten wird von dieser Technik
abgewichen. Gerade an solchen Stellen kann es vorkommen, dass sich die
Mittelsenkrechten au�erhalb des Dreieckes tre�en. Dies bringt gravierende
Strukturprobleme bei der Aufstellung der Stei�gkeitsmatrix mit sich.
Dieser Ansatz wurde modi�ziert, indem die Schwerpunkte der Dreiecke
verbunden wurden. Dies stellt einen gr�o�eren Aufwand bei der Erstellung
des dualen Netzes dar und setzt mehr Information (Schnittpunkte der
Verbindungen mit den Dreiecken) voraus. Ein gutartiges Netz stellt dies
bereit, worin eine systematische Aufstellung der Stei�gkeitsmatrix durch
Zusammenz�ahlen der Beitr�age der Teildreicke ohne weiteres m�oglich ist.
Wenn die Dreiecke gleichseitig sind, stimmt der Schnittpunkt der Mit-
telsenkrechten mit dem Schwerpunkt �uberein. Ein zus�atzlicher Aufwand
entsteht durch die Integration entlang des Randes eines Volumens. Der
Normalenvektor entlang einer Kante muss ermittelt werden, was im Falle
einer Mittelsenkrechten der Seite des Dreieckes entspr�ache. Der Aufwand
besteht somit darin, die Schwerpunkte der Dreiecke zu ermitteln, die
Schnittpunkte und die dadurch entstehenden Teilvolumen in den einzelnen
Dreiecken zu berechnen (siehe 5.3).
Im folgenden ist ein Beispiel f�ur die Erstellung des Dualen Netzes zum Netz
(3.15) zu sehen:

5.2.3 Kombination beider L�osungsverfahren

Da die Parameter in den Transportgleichungen stark feldabh�angig sind, ist
eine Ermittlung der elektrischen Feldst�arke unumg�anglich. Des weiteren
kann es durch Zunahme der Dichte der Ladungstr�ager zu einer Feldverzer-
rung kommen. Die simultane L�osung der Poisson Gleichung f�urs elektrische
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(a)

(b)

Abbildung 5.4: (a)Verbindung der Schwerpunkte (b)Bildung des Dualen
Netzes
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Potential geschieht folgenderma�en:
In einem Zeitschritt wird die Poisson Gleichung gel�ost, die als Eingangspa-

FVM FEME Φ

n
e

n
p

Abbildung 5.5: Kombination von FEM und FVM

rameter die bekannte Elektronen- und die Ionendichte voraussetzt (siehe
Abb. 5.5). Das Potential wird diskret gel�ost und in einem weiteren Schritt
wird die Feldst�arke vektoriell ermittelt. Die feldabh�angigen Parameter der
Transportgleichung werden bestimmt und die Bewegung der Ladungstr�agern
wird berechnet. Der Vorteil des dualen Netzes ist, dass nach wie vor die
L�osung an den Knoten ermittelt wird, obwohl die L�osungsans�atze sehr
unterschiedlich sind.

5.2.4 Randbedingungen

Da die auf den Elektroden gebundene Ladung die freien geladenen Teilchen
im Raum nur �uber das anliegende Potential beeinusst, wird die Elektronen-
und Ionendichte auf dem Rand zu Null gesetzt. Die Tatsache, dass die
Elektronen in der Anode aufgesaugt und die positiven Ionen an der Ka-
thode neutralisiert werden, wird folglich durch Einhaltung der Randwerte
beschrieben. Dies impliziert, dass, �ahnlich wie bei der FEM, die Beitr�age
zum Rand hin nicht berechnet werden. Dies bedeutet eine Minimierung des
Rechenaufwands.
Sollen Feldemissionsstr�ome bzw. Sekund�arstr�ome mitber�ucksichtigt werden,
m�ussen die Knoten in unmittelbarer N�ahe zum Rand manipuliert werden.
Zur Beschreibung der Feldemission wird so verfahren, dass die Stromdichten
(Fl�usse) an der Kathode und in derer unmittelbarer N�ahe der Kathode
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gleich gesetzt werden.

jFE :=
(ne(R) + ne(Rv))

2
ve =

ne(Rv)

2
ve; (5.50)

wobei R bzw. Rv jeweils f�ur einen Knoten auf bzw. unmittelbar vor dem
Rand steht. Die Gleichsetzung der Stromdichten �ndet in der Mitte zwi-
schen den Knoten statt. Dort l�a�t sich die Feldst�arke ermitteln und somit
die Elektronengeschwindigkeit. Die hier berechneten Elektronendichten wer-
den zu den Knoten addiert.
Bei der Betrachtung des Sekund�arstroms wird allerdings auf andere Weise
verfahren: Die Anzahl der herausgel�osten Elektronen ist proportional zu den
an der Kathoden neutralisierten positiven Ionen. Die Proportionalit�at wird
mit dem zweiten Townsend�schen KoeÆzienten i beschrieben. F�ur die Be-
rechnung werden den Knoten auf dem Rand imagin�are Dichten zugewiesen.
Es gilt demnach f�ur einen Knoten auf dem Rand zum Zeitpunkt t:

nte = i n
t
p (5.51)

Bevor die Ionen neutralisiert werden, wird deren Dichte berechnet: Sie be-
tr�agt in einem Zeitschritt:

nt+1p (R) = ntp(V R) � FV R � p �� � 1=FR (5.52)

Zu diesem Zeitpunkt l�osen die Ionen Elektronen heraus:

nt+1e (R) = i n
t
p(R): (5.53)

Im n�achsten Zeitschritt wandern die Elektronen Richtung Anode:

nt+2e (V R) = nt+1e (R) � FR � e �� � 1=FVR: (5.54)

(5.55) in (5.52) eingesetzt, ergibt:

nt+2e (V R) = ntp(V R)vpknvekn�T
2; (5.55)

wobei nur die skalaren Werte der Geschwindigkeiten (in Richtung des Nor-
malvektors) einbezogen werden, da sowohl die Normalvektoren der jeweiligen
Kontrollvolumina als auch die Geschwindigkeiten in entgegesetzten Richtun-
gen zeigen (Siehe 5.6).

5.2.5 Wahl des Zeitschritts

Bei der zeitlichen Diskretisierung wurde der Einfachheit halber das explizite
Euler-Verfahren vorgezogen. Dabei wird das Di�erential durch einen Di�e-
renzenoperator ersetzt:

�t+1 = �t(E ��TB�1A) + �TB�1A�(t); (5.56)
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vp

np ve

ne

Abbildung 5.6: Der Sekund�arstrom

wobeiE die Einheitsmatrix darstellt. Somit steht die erste Bedingung f�ur den
Zeitschritt und zwar, dass der Beitrag �TB�1A auf der Diagonale kleiner
als eins ist. Die zweite Bedingung wird der Str�omungsmechanik entnommen
und lautet:

�T � vmax

lmin
(5.57)

Am Anfang der Simulation kommt es zu keiner Feldverzerrung, welches eine
R�uckkopplung ausschlie�t. Sobald es zu einer gegenseitigen Beeinussung
zwischen Ladungstr�agerdichten und elektrischer Feldst�arke kommt, ist
die Wahl des Zeitschrittes von gro�er Bedeutung. Die Annahme eines
ad�aquaten Zeitschrittes ist mit der Annahme, dass sich das elektrische Feld
w�ahrenddessen nicht �andert, verbunden. Kurz vor dem Durchschlag und
somit der �uberexponentiellen Zunahme der Ladungstr�ager kommt es zu
starken Feldverzerrungen bzw. zu gro�en Feldst�arken. Eine Herabsetzung
des Zeitschrittes ist unumg�anglich. Ein zu gro�er Zeitschritt f�uhrt zu viel
zu gro�en Ladungstr�agerdichten, die physikalisch nicht mehr sinnvoll sind.
Au�erdem stellt sich das Problem der um Gr�o�enordnung unterschiedlichen
Beweglichkeit der Elektronen und Ionen. W�ahrend Elektronen sich im
mm/ns-Bereich fortbewegen, ist die Geschwindigkeit der Ionen um 2
Gr�o�enordung kleiner. Da die gr�o�ere Geschwindigkeit f�ur die Bestimmung
des Zeitschrittes ma�geblich ist, bewegen sich die positiven Ionen w�ahrend-
dessen nur unwesentlich.
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Experimente

Zur Durchf�uhrung der me�technischen Untersuchungen von Gasentladungen
wurden zwei Me�systeme aufgebaut. Das erste System dient der Ermittlung
der Feldst�arken, bei denen sich eine Feldemission einsetzt. Hierbei wird die
Abh�angigkeit der Durchschagsspannung von der Schlagweite und dem Druck
untersucht und auf ihre Konformit�at mit der Paschenkurve hin �uberpr�uft.
Da Paschen die Sekund�arelektronen auf den Aufprall von positiven Ionen
auf die Kathode zur�uckf�uhrt, d�urfte der Einsatz von Feldemission als Zu-
satzquelle von Startelektronen zu einer Anreicherung von Ladungstr�agern
in der Gasstrecke und somit zu einer Senkung der Durchschlagsspannung
f�uhren. Die Abbildung (6.1) zeigt die notwendige mittlere Feldst�arke, um
den Durchschlag in Abh�angigkeit der Schlagweite der Gasstrecke herbei-
zuf�uhren. Diese Werte der Feldst�arken werden von der Paschenkurve (2.3)
abgeleitet. Die Messungen wurden bei sehr niedrigen Dr�ucken durchgef�uhrt,
um p � d � �m�bar Bereiche abzudecken. Die gemessenen Durchschlagsspan-
nungen entsprechen dann nur der reduzierten Feldst�arkeE=p. Die Elektronen
im Metallverband sp�uren aber das reale und nicht das reduzierte Feld. Um
hohe reale Feldst�arken zu erreichen, muss dagegen bei sehr kleinen Schlag-
weiten und gleichzeitig bei hohem Druck gemessen werden. Ein Einsatz der
Feldemission kann an einer Verachung der Kurve im �m-Bereich erkannt
werden. Au�erdem d�urfte dieser Einsatz eine starke Materialabh�angigkeit
(auf Grund der unterschiedlichen Austrittsarbeiten) aufweisen.

Der zweite Me�aufbau [Yah01b] besch�aftigt sich mit den Townsend�schen
Strommultiplikation (die letzte Phase in der unselbst�andigen Entladung in
der Abb. 2.1), in der Zeit in der die Funkenstrecke noch hochohmig ist. Er
wurde prim�ar zur Untersuchung der Fluktuationen in der Stromvervielfa-
chung kurz vor dem Durchschlag konzipiert. Die Idee, die hinter dem Aufbau



6
8

K
a
p
itel

6
.
E
x
p
erim

en
te

1
E
-3

0
,0
1

0
,1

1
1
0

1
0
0

1

1
0

1
0
0

Zündfeldstärke / kVmm
-1

p
d

 / m
m
b
a
r

A
b
b
ild

u
n
g
6
.1
:
A
b
h
�a
n
g
ig
k
eit

d
er

Z
�u
n
d
feld

st�a
rk
e
v
o
m

A
b
sta

n
d

steck
t,
ist

d
ie
F
eststellu

n
g
,
in

w
elch

er
W
eise

d
ie
F
lu
k
tu
a
tio

n
in

d
er

D
u
rch

-
sch

la
g
ssp

a
n
n
u
n
g
a
u
f
d
ie
a
n
f�a
n
g
lich

e
F
lu
k
tu
a
tio

n
in

d
er

E
lek

tro
n
en
law

in
en
{

m
u
ltip

lika
tio

n
zu
r�u
ck
zu
f�u
h
ren

ist.
D
ie

E
n
tw
ick

lu
n
g
d
er

E
lek

tro
n
en
law

in
e

v
erl�a

u
ft
sto

ch
a
stisch

-d
eterm

in
istisch

,
so
d
a
ss
a
m
A
n
sch

lu
ss
a
n
d
ie
F
lu
k
tu
a
ti-

o
n
d
ie
L
aw

in
en

b
ei
ein

er
festen

F
eld

st�a
rk
e
im
m
er

g
leich

a
n
w
a
ch
sen

m
�u
�
ten

.
S
tim

m
t
d
ie
T
h
ese

d
er
o
b
ig
en

K
o
rrela

tio
n
m
�u
�
ten

d
ie
S
tro

m
k
u
rv
en

n
a
ch

ein
er

k
u
rzen

F
lu
k
tu
a
tio

n
,
d
ie
m
esstech

n
isch

n
ich

t
erfa

ssb
a
r
ist,

p
a
ra
llel

v
erla

u
fen

.
D
ie
F
lu
k
tu
a
tio

n
l�a
�
t
sich

a
n
ein

er
p
a
ra
llelen

V
ersch

ieb
u
n
g
d
er

S
tro

m
k
u
rv
en

erk
en
n
en
.

6
.1

M
e
ssu

n
g
e
n
z
u
m

E
in

u
�
d
e
r
F
e
ld
e
m
issio

n

Im
R
a
h
m
en

v
o
n
u
m
fa
n
g
reich

en
U
n
tersu

ch
u
n
g
en

v
ersch

ied
en
er

P
h
�a
n
o
m
en
e

im
Z
u
sa
m
m
en
h
a
n
g
m
it
d
em

T
h
em

a
"
elek

trisch
e
G
a
sen

tla
d
u
n
g
"
[H
a
r0
0]
w
u
r-

d
e
d
er
A
u
fb
a
u
a
u
f
d
er
A
b
b
ild
u
n
g
(6
.2
)
v
erw

en
d
et.

In
d
ieser

A
rb
eit

w
u
rd
e
er

p
rim

�a
r
d
a
zu

v
erw

en
d
et,

d
ie
P
a
sch

en
k
u
rv
e
n
eu

zu
v
erm

essen
D
ie

P
a
sch

en
k
u
rv
e
b
esch

reib
t
d
ie

A
b
h
�a
n
g
ig
k
eit

d
er

D
u
rch

sch
la
g
ssp

a
n
n
u
n
g

v
o
m
P
ro
d
u
k
t
p�d

,
w
o
b
ei
p
f�u
r
d
en

D
ru
ck

u
n
d
d
f�u
r
d
ie
S
ch
la
g
w
eite

steh
en
.

N
a
ch

P
a
sch

en
u
n
terlieg

t
d
ie

D
u
rch

sch
la
g
ssp

a
n
n
u
g
ein

er
G
esetzm

�a
�
g
ig
k
eit



6.1. Messungen zum Einu� der Feldemission 69

(Paschengesetz, siehe 2.3), wonach sie nur vom Produkt beider Parameter
abh�angt. Diesem Gesetz liegt ein Modell zugrunde, das nur die Stossionisati-
on im Gas und die Ausl�osung von Elektronen aus der Kathode ber�ucksichtigt.
Dieses Modell und folglich das daraus abgeleitete Gesetz haben sich bew�ahrt
[Dak71]. Das Paschenminimum beschreibt hierbei eine Spannung, unterhalb
derer kein Durchschlag m�oglich ist. In gewissen Kon�guration ist es m�oglich
hohe reale Feldst�arken zu erreichen, um den Durchschlag herbeizuf�uhren.
Bei solchen Feldern kann eine Feldemission nicht mehr ausgeschlossen wer-
den. Die Feldemission reichert die Gastrecke mit Startelektronen an, die die
Gasionisation unterst�utzen k�onnen. Dies f�uhrt zu einer Senkung der Durch-
schlagsspannung gegen�uber dem vom Paschengesetz vorausgesagten Wert.
Mit Gleichspannung bzw. einer sehr langsam ansteigenden Rampe kann die
statische Durchschlagspannung ([Bey86]) hinreichend genau bestimmt wer-
den. Da der Einsatz der Feldemission nur m�oglich ist, wenn die betro�ene
Elektrode auf dem negativeren Potential liegt, analog z.B. zur Mittelelektro-
de einer Z�undkerze, wurde bei diesen Untersuchungen eine negative Polarit�at
gew�ahlt.
Insbesondere bei Schlagweiten im Submillimeterbereich stellen die genaue
Einstellung des Nullpunktes, ohne Sch�adigung der Ober�ache, und die sehr
feine Justierung der Schlagweite hohe mechanische Anforderungen dar. Dies
wurde sowohl bei der Konzeption als auch bei der Durchf�uhrung der Versu-
che ber�ucksichtigt.

6.1.1 Me�aufbau

In Abbildung 6.2 ist der Me�aufbau zur Erfassung der Durchschlagsspan-
nung bei verschiedenen Schlagweiten und Dr�ucken dargestellt.
Die Anordnung besteht im wesentlichen aus einer Funkenstrecke, wobei
die Masseelektrode (Plattenelektrode, Messing) fest �xiert ist, w�ahrend die
zweite Elektrode (je nach einzustellender Schlagweite wird eine Kugel oder
eine Spitze verwendet) auf einem Lineartisch mit Schrittmotor befestigt ist,
der bei einer Schrittweite von �d =1 µm einen maximalen Reproduzier-
barkeitsfehler bei der Abstandseinstellung von % =± 0,5 µm besitzt. Bei
der Wahl der Elektrode muss darauf geachtet werden, dass das Feld stets
homogen bleibt, um die Bedingungen der Paschenkurve zu erf�ullen.
Die besonderen Anforderungen an die Genauigkeit der Abstandseinstellung
f�uhren dazu, dass die Ober�ache der Platten keine Mikrostrukturen aufwei-
sen darf. Durch Polieren der Platten mit Poliermittel der Korngr�o�en von
� =0,25 µm weisen die entstehenden Ober�achen eine gemittelte Rauhig-
keitstiefe Rz von 180 nm nach. Die Annahme einer glatten Ober�ache ist
somit gew�ahrleistet.
Die Spannung wird �uber einen Vorwiderstand von R = 5 M
 � 10% an
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Abbildung 6.2: Me�aufbau zur Bestimmung der Durchschlagsspannung f�ur
Schlagweiten von d=1 �m bis 6 mm [Har00].

einen Kondensator von C = 50 pF angelegt, der parallel zur Funkenstrecke
liegt. Durch den hohen Vorwiderstand wird die Entladung elektrisch vom
Hochspannungsger�at getrennt. Als Hochspannungsquelle dient dabei der
Hochspannungsgenerator Heinzinger 30-1000, der bis zu 30 kV Gleichspan-
nung beider Polarit�aten liefern kann und der �uber eine IEC{Schnittstelle
[IEC60625] ansteuerbar ist.
Die Auswahl des Kondensators ist bedingt durch die Menge an Ladung, die
bei einem Durchschlag auf die Gegenseite ie�en, und detektiert werden
muss. Gleichzeitig muss ein Spannungszusammenbruch festgestellt werden.
So erf�ullt der obige Kondensator die Aufgabe f�ur Abst�ande oberhalb von
d=10 �m. Unterhalb dieses Abstandes wurde ein kleinerer Kondensator
mit d=10 pF verwendet. Das h�angt damit zusammen, dass bei Mikrome-
terabst�anden die geossene Ladung in der Regel sehr klein ist, so dass der
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Spannungseinbruch am Kondensator kaum messbar ist.
Um die Durchschlagsspannung m�oglichst genau zu bestimmen, wird ein
Oszilloskop eingesetzt, welches eine obere Grenzfrequenz von fober=1 GHz
und eine Abtastfrequenz von fabtast=4 GS/s besitzt. Hierbei wird auf den
Spannungszusammenbruch getriggert. Zur Messung der Spannung wird ein
Hochspannungstastkopf mit einer Abschw�achung von K=1000, C=3 pF
Kapazit�at und einer Bandbreite von fband=75 MHz eingesetzt.
Der Hochspannungsgenerator und das Oszilloskop werden von einem PC
aus �uber einen IEC{Bus gesteurt. Der Schrittmotor ist �uber eine spezielle
Verkabelung mit einer Schrittmotorkarte verbunden, die als ISA{Karte im
PC steckt. Mit einem Me�programm, das unter LabVIEW von National
Instruments l�auft, k�onnen Schlagweite und Spannungsanstiegsgeschwindig-
keit vorgegeben werden. Zudem wird durch das Programm automatisch vor
jeder Messung der Nullpunkt bestimmt und nach dem Durchschlag werden
die Spannungswerte abgespeichert.

6.1.2 Durchf�uhrung der Messungen

Die Versuche wurden auch bei Umgebungsdruck innerhalb der Druckkam-
mer durchgef�uhrt. Somit wird ausgeschlossen, dass die Startelektronen nicht
auf einer Photoemission zur�uckzuf�uhren sind.
Zur reproduzierbaren Abstandseinstellung wird vor jeder Messung der Null-
bzw. Ber�uhrungspunkt bestimmt. Dabei kann es, insbesondere bei einer
Spitze{Platte{Anordnung, zu einer Besch�adigung der Ober�achen kommen,
wenn die Elektroden unkontrolliert und fest gegeneinander gepresst werden.
Aus diesem Grund wird eine Spannung von 50 V an die Funkenstrecke
angelegt und die Elektrode auf dem Lineartisch mit dem Schrittmotor
langsam und kontrolliert auf die Gegenelektrode zu bewegt. Nach jedem
Schritt wird �uberpr�uft, ob die Spannung zusammenbricht. Folglich wird
gew�ahrleistet, dass tats�achlich der erste Kontakt der Elektroden detektiert
wird und eine Besch�adigung der Elektroden kann praktisch ausgeschlossen
werden.
Danach wird die Funkenstrecke mit dem Schrittmotor auf den zu ver-
messenden Abstand eingestellt. Die Spannung wird dann sehr schnell
auf den Wert hoch gefahren, bei dem ein Durchschlag ausgeschlossen ist.
Dieser Wert kann von der Paschenkurve abgeleitetet werden, z.B. 70%
vom Durchschlagsspannungswert. Anschlie�end wird die Spannung langsam
erh�oht. Dabei ist es wichtig, dass die Spannungserh�ohungen nur einen mini-
malen Verschiebungsstrom verursachen, dessen Einuss auf die Entladung
unbekannt ist. Die Spannung muss dann nach jeder Erh�ohungen �uber eine
Zeit, die mindestens zwei Gr�o�enordnungen gr�o�er als die Entladungszeiten
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ist, konstant gehalten werden.
Im Moment des Durchschlags der Funkenstrecke triggert das Oszilloskop
auf die positive Spannungsanke. Das Spannungssignal wird digitalisiert
und zum PC �ubertragen. Aus der digitalisierten Spannungskurve werden die
Werte der letzten 50 ns vor dem Zusammenbruch der Spannung arithmetisch
gemittelt, um die tats�achlich anliegende Spannung ohne digitales Rauschen
(knapp 2%) bestimmen zu k�onnen.

6.1.3 Ergebnisse

Der oben beschriebene Aufbau dient der Ermittlung der Durchschlagsspan-
nung in Abh�angigkeit der Schlagweite und des Druckes. Diese Abh�angigkeit
wird vom Paschengesetz (2.3) wiedergegeben, wobei nur das Produkt beider
Gr�o�en ma�gebend ist.

1E-3 0,01
0,1

1

 Dakin
 10 mbar
 1 bar

U
D
 /
 k
V

p d / mm bar

0,1 1

Abbildung 6.3: Die Durchschlagsspanung in Abh�angigkeit der Schlagweite
f�ur die Dr�ucke p = 10 mbar und p = 1 bar verglichen mit [Win71]
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In der Abbildung (6.3) wird diese Abh�angigkeit vom Produkt (p�d) wieder-
gegeben, wobei nur die Schlagweite variiert und der Druck als Parameter
konstant gehalten wurde. Die Durchschlagswerte werden mit aus der Li-
teratur [Win71] entnommenen Werten verglichen. Hieraus gehen folgenden
Erkenntnisse hervor:

� Bei niederem Druck (p = 10mbar) ist das Paschenminimum gut zu
erkennen.

� F�ur gr�o�ere p�d Werte (p�d > 0.2 mm bar) stimmen die Messungen
mit der Paschenkurve aus [Win71] gut �uberein. F�ur diese Werte ist
auch zu erkennen, dass nur das Produkt aus Schlagweite und Druck
ma�gebend ist.

� Sind die p d Werte kleiner als p�d = 0.2 mm bar, liegen die Messungs-
werte tendenziell �uber die Paschenkurve aus [Win71]. Auf diesen Punkt
wird noch ausf�uhrlich eingegangen.

� f�ur Umgebungsdruck gibt es kein ausgepr�agtes Minimum. Die Span-
nung steigt unterhalb von einem Wert p�d = 8�m bar nicht wieder
an.

Der letzte Punkt soll im folgenden ausf�uhrlich erl�autert werden: Der Durch-
schlag erfolgt an der Stelle, an der die Z�undbedingungen am g�unstigsten
sind, bzw. an der Stelle mit dem niedrigsten Z�undspannungsbedarf. Stimmt
die These, laut der die Durchschlagsspannung im Nahdurchschlagsbereich
gr�o�er als das Paschenminimum ist, sucht sich der Z�undfunke die Stelle
entlang der Kathodeober�ache, die einen Abstand von d = 8 �m zu
Anode hat. Der Durchschlagsspannungswert entspricht folglich dem von
d = 8 �m, selbst wenn die Schlagweite kleiner ist (siehe Abb. 6.4). Bei
Umgebungsdruck w�are folglich bedingt durch die Messtechnik ein Plateau
zu erwarten. Die Tatsache, dass das Paschenminimum unterschritten wird,
ist ein Beleg daf�ur, dass der Durchschlag an der k�urzesten Strecke statt�ndet
[Ger59, Boy55].

Werden die Durchschlagsspannungen durch die jeweiligen Abst�ande dividiert
k�onnen die entsprechenden Z�undfeldst�arke ermittelt werden. Die Abh�angig-
keit der Z�undfeldst�arke von der Schlagweite bei Umgebungsdruck, verglichen
mit den von der Paschenkurve abgeleiteten Werte, ist in Abb. (6.5) darge-
stellt.
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Abbildung 6.4: Erl�auterung des Paschenminimums

Die Abweichungen von der Paschenkurve ist unterhalb der Schlagweite d
= 5 �m deutlich zu erkennen. Dies entspricht realen Feldst�arken von E =
50 kV/mm und h�oher. Diese Feldst�arken tauchen bei einer herk�ommlichen
Z�undkerze aber nicht auf. Eine typische Z�undspule liefert eine maximale
Spannung von U = 30 kV bei einem Abstand von d = 1 mm. Aus diesem
Grund kann die Feldemission zur Bereitstellung von Startelektronen ausge-
schlossen werden.
Im folgenden soll die Abweichung der Messungen von der Paschenkurve
im Bereich p�d = 0.01 - 0.5 mm bar diskutiert werden. Die Abbildung 6.6
zeigt die Abh�angigkeit der Durchschlagsspannung von der Schlagweite bei
Umgebungsdruck. Die erste Messung wurde innerhalb der Druckkammer
(Stahl, 2 cm dick) durchgef�uhrt, wohingegen die zweite Messung au�erhalb
der Druckkammer stattfand.

Es ist deutlich erkennbar, dass die Messung au�erhalb der Druckkammer
einen niedrigeren Z�undbedarf aufweist. Dies steht in Zusammenhang mit
der Problematik der Startelektronen. Au�erhalb der Druckkammer gelan-
gen UV-Strahlungen zur Kathode und l�osen �uber Photoemission zus�atz-
liche Startelektronen aus. Diese Startelektronen sind f�ur die Senkung der
Durchschlagsspannung verantwortlich. Die Messung au�erhalb der Druck-
kammer weist eine bessere �Ubereinstimmung mit der o.g. Paschenkurve auf.
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Abbildung 6.5: Z�undfeldst�arke in Abh�angigkeit der Schlagweite bei Um-
gebungsdruck

Dies ist damit zu erkl�aren, dass die Versuche aus [Win71] in einem o�e-
nen Raum durchgef�uhrt wurden, bzw. in einer Druckkammer aus Molybd�an
(UV-durchl�assig).
Zur Best�atigung der These, dass die Feldemission bei hohen realen
Feldst�arken zur Senkung der Durchschlagsspannung f�uhrt, wurden die Pa-
schenkurve im Bereich d = 5 bis 10 �m mit zwei verschiedenen Metal-
len, unterschiedlicher Austrittsarbeit (Aluminum WA=4.28 eV, Wolfram
WA=4.49 eV), durchgef�uhrt. Aluminium mit seiner kleineren Austrittsar-
beit hat einen kleineren Z�undbedarf, wie aus Abbildung (6.7) ersichtlich
wird.
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Abbildung 6.6: Vergleich zwischen den Messungen inner- und au�erhalb
der Druckkammer

6.2 Aufbau zur Erfassung der Stromvervielfa-

chung

6.2.1 Aufbau des Me�kreises

In Abbildung (6.8) ist der Me�aufbau zur Erfassung kleiner und schneller
Str�ome dargestellt [Yah01b].

Die Anordnung besteht im wesentlichen aus einer Funkenstrecke, wobei
die untere Elektrode nicht auf Masse liegt, sondern ein Potential nahe Mas-
se besitzt. Mittels der oben befestigten und isolierten Mikrometerschraube
wird der Abstand zwischen den Elektroden eingestellt. Bei diesem Aufbau
ist eine exakte Einstellung des Abstandes wie im vorigen Kapitel beschriebe-
nen Aufbau nicht erforderlich, denn es handelt sich um qualitative Messun-
gen. Au�erdem werden f�ur diese Untersuchungen nur Abst�ande gr�o�er als
d = 0.1 mm eingestellt. Um die Homogenit�at des Feldes zu gew�ahrleisten,
werden Kugeln als Gegenelektroden verwendet. Die Ber�uhrungstechnik zur
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Abbildung 6.7: Vergleich der Z�undspannung im �m-Bereich f�ur zwei Me-
talle unterschiedlicher Austrittarbeit

Bestimmung des Nullpunktes ist aus diesem Grund nicht so kritisch wie im
Falle einer spitzen Gegenelektrode.
Die Funkenstrecke wird vom Hochspannungsgenerator durch einen hochoh-
migen Widerstand und eine Koppelkapazit�at getrennt. Ma�geblich f�ur diese
Kapazit�at ist die zylindrische Anordnung der metallischen Scheibe und der
Au�enwand unterhalb der Mikrometerschraube. Bei der Konzeption wurde
darauf geachtet, dass die Fl�ache der Scheibe so gro� wie m�oglich ist und dass
der Abstand von der Au�enwand gro� genug bleibt, um elektrische Teil- oder
Entladung zwischen der Scheibe und der Au�enwand zu verhindern.
Die Funkenstrecke be�ndet sich in einer Druckkammer, die Unter- bzw.
�Uberdruckmessungen erm�oglicht. Des weiteren lassen sich wie im ersten Auf-
bau �au�ere Einwirkungen (H�ohen- , UV-Strahlung...) ausschlie�en.
Da die untere Elektrode ein schwebendes Potential besitzt, kann diese ein
beliebiges Potential annehmen. Dieses Potential soll aber gegen�uber dem
Potential der Gegenelektrode auf der Hochspannungsseite vernachl�assigbar
bleiben. Sollte eine Lawine entstehen, ie�t ein schneller aber schwacher
Strom. Dieser sucht seinen Weg zur Masse und tri�t auf die Elektronik, die
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Abbildung 6.8: Me�aufbau zur Erfassung der Stromvervielfachung

in der Abbildung (6.9) dargestellt ist. Der Strom wird zun�achst mittels eines
Operationsverst�arkers (OP) in eine Spannung konvertiert. Dies ist mit einer
Invertierung verbunden. Im zweiten Abschnitt wird die Spannung verst�arkt.
Der 50
 Ausgang des OP�s wird �uber BNC zum o.g. Oszilloskop gef�uhrt.

Die Variation des Widerstandes an der Konvertierungseinheit erm�oglicht die
Erweiterung des Messbereiches, allerdings auf Kosten der Emp�ndlichkeit.
Sollte es allerdings zu einem Durchschlag kommen, ie�en kurzzeitig hohe
Str�ome, die zu einer Sch�adigung der emp�ndlichen Elektronik f�uhren k�onnen.
Aus diesem Grund wurde die Elektronikeinheit mit einer Schutzschaltung
am Eingang versehen. Diese besteht aus 4 Dioden, die den �ubrigen Teil der
Schaltung kurzschlie�en, sobald ein Stromschwelle �uberschritten wird.
Die zu messenden Str�ome liegen im µA { Bereich. Flie�t ein Strom von
100 µA so entsteht zwischen der unteren Elektrode und der Masse eine
Spannung von 100 µA � 50 
 = 5 mV. Dieses Potential auf der unteren
Elektrode kann als Masse angenommen werden.
Die Spannung wird �ahnlich wie bei dem im vorigen Kapitel dargestellten
Aufbau �uber einen Tastkopf gemessen. Es wird ebenfalls der gleiche Hoch-
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Abbildung 6.9: Elektronik zur Stromverst�arkung

spannungsgenerator eingesetzt und auf �ahnlicher Weise angesteuert.

6.2.2 Durchf�uhrung der Messungen

Bei den Versuchen zur Messung der Stromvervielfachung wurden Abst�ande
von 0.1 mm und gr�o�er eingestellt. Dies erspart eine aufwendige Justierung
wie im vorigen Aufbau. Der Nullpunkt wird �uber die weiter oben beschrie-
bene Ber�uhrungstechnik eingestellt, allerdings manuell. Zu einer Sch�adigung
kommt es in der Regel nicht, da die Hochspannungselektroden Kugeln sind.
Anschlie�end wird der gew�unschte Abstand eingestellt.
Da der Aufbau der Messung von schwachen Str�omen dient, die bei der
Entwicklung der Elektronenlawine entstehen, sollen Verschiebungsstr�ome,
die durch pl�otzliche Spannungserh�ohungen induziert werden k�onnen, ausge-
schlossen werden. Der �Ubertrager am Eingang der elektronischen Schaltung
d�ampft langsam ver�anderliche Str�ome (in diesem Fall Verschiebungsstr�ome),
hat aber den Nachteil, dass er auch schnell ver�anderliche Str�ome, die es zu
messen gilt, mitd�ampft. Auf diese Einheit zur D�ampfung langsam ver�ander-
licher Str�ome wurde bei diesen Untersuchungen verzichtet. Aus diesem
Grund wurde die Spannung noch langsamer erh�oht als bei den Versuchen
zur Bestimmung der statistischen Durchschlagsspannung. Je nach einge-
stellter Polarit�at soll das Oszilloskop im Moment des Durchschlags auf die
entsprechende Spannungsanke getriggert werden. Sowohl das Spannungs-
als auch das Stromsignal werden digitalisiert und zum PC �ubertragen.
Das Stromsignal, das in Spannung konvertiert wurde, soll wieder mit
Ber�ucksichtigung der jeweiligen Verst�arkung in Strom umgerechnet werden.
Zwar wurde der Aufbau prim�ar zur Erfassung kleiner Str�ome kurz vor dem
Durchschlag konzipiert, seine Funktionalit�at kann aber erweitert werden.
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Indem es auf den Strom anstatt der Spannung getriggert wird, kann mit
diesem Aufbau festgestellt werden, ob Elektronenlawinen entstehen, die
nicht unmittelbar zur Z�undung f�uhren.
Diese Art der Messung erlaubt eine Aussage �uber die Dynamik der Z�undung.
Eine Elektronenlawine, die nicht zum Durchschlag f�uhrt, hinterl�a�t positive
Ladungstr�ager, die mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit Elektronen aus
der Kathode herausl�osen, wenn sie sich in derer N�ahe be�nden. Diese Elek-
tronen k�onnen Lawinen bilden, die zum Durchschlag f�uhren oder zumindest
den Raum mit Ladungstr�agern bereichern. Solche Messungen erlauben
zugleich eine Aussage �uber die Herkunft lawinenwirksamer Startelektronen.
Diese Elektronenlawinen induzieren Str�ome, die me�bar sind, sobald sie
eine Triggerschwelle �uberschreiten. Diese Art der Messungen ist mit einem
EMV-Problem verbunden, da der Aufbau auf sehr kleine Str�ome reagiert.
Diese Str�ome k�onnen �uber Kabeln, die kurzzeitig als Antennen fungieren,
eingekoppelt werden. Der Aufwand einer Zusatzschirmung wird umgangen,
indem die Triggerschwelle hoch angesetzt wird, mit der Konzession, dass
kleine Lawinen nicht mehr erfasst werden k�onnen. Die Triggerschwelle
muss vor jeder Messung neu ermittelt werden. Ein �ublicher Wert f�ur die
Schwelle ist Isch = 1.5 µA (dieser Wert muss je nach Verst�arkung in der
Elektronik f�ur das Oszilloskop umgerechnet werden). Wichtig bei solchen
Messung ist es, darauf zu achten, dass die Spannung nicht zusammenbricht.
Es sollte aus diesem Grund folgenderma�en vorgegangen werden: Der
Durchschlagsspannungswert wird in einem ersten Versuch ermittelt. Die
Spannung wird Auf 70% dieses Wertes eingestellt und es wird auf den Strom
getriggert. Sollte kein Strom detektiert werden (die Lawinen sind noch zu
klein), wird die Triggerschwelle reduziert oder die Spannung wird langsam
erh�oht.

6.2.3 Ergebnisse

Die Aufzeichnung der Spannung und des Stroms einer Funkenstrecke kurz
vor dem Durchschlag ist in Abbildung (6.10) dargestellt. Es handelt sich
dabei um zwei Messungen bei Atmosph�arendruck mit einer Kugel-Platte-
Anordnung bei einem Abstand von d = 0.8 mm. Die Durchschlagsspannung
ist in beiden Messungen ann�ahernd gleich. Au��allig ist der unterschiedli-
che Stromverlauf, obwohl die exponentielle Stromvervielfachung ann�ahernd
die gleiche Anstiegsanke zeigt. Die erste Messung stellt einen

"
satten

\Durchschlag dar, da der Strom vor der Stromanstiegsanke auf Null war
und dessen Anstieg unvorsehbar ist. Die zweite Messung entspricht wohin-
gegen einen

"
weichen \Durchschlag. Der Elektronenlawine, die zum Durch-

schlag f�uhrt, gehen kleinere unwirksame Lawinen voraus (hier Lawinenakti-
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vit�aten genannt). Diese Lawinenaktivit�aten induzieren einen Strom vor der
Anstiegsanke (Strom ungleich Null).
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Abbildung 6.10: Stromvervielfachung kurz vor dem Durchschlag

Der
"
weichen \Durchschlag l�a�t die Frage o�en, wie die o.g. Lawinenak-

tivit�aten vor dem Durchschlag mit dem Z�undbedarf zusammenh�angen.
Indem es bei dem obigen Aufbau auf den Strom getriggert wird, ist es
m�oglich diese Voraktivit�aten von dem Durchschlagsprozess zu extrahieren.
Bei dieser Betrachtung ist es wichtig, die Spannung bzw. die Feldst�arke
zu ermitteln, oberhalb welcher diese Aktivit�aten sp�urbar (messbar) sind.
Der Verlauf des von Elektronenlawinen induzierten Stromes ist in der
Abbildung (6.11) dargestellt. Es handelt sich bei diesen Messungen um
eine Kugel-Platte-Anordnung bei einem Abstand von d=0.4 mm unter
Atmosph�arendruck. Die Anordnung schl�agt bei einer Spannung von UD �
2.4 kV) durch. Bei den Messungen auf der Abbildung (6.11) blieb die
Spannung konstant. Dies impliziert, dass der Ladungs�ubertrag nicht zu
einem Spannungseinbruch f�uhrt.
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Abbildung 6.11: Lawinenbildung, die nicht zum Durchschlag f�uhren

Die Korrelation zwischen der Ladungsmenge (Fl�ache unter der Stromkurve)
und der anliegenden Spannung ist gut zu erkennen. Die Fl�ache kann nicht
direkt als Kriterium herangezogen werden, da der Strom ab einem Maximal-
wert von I = 35 �m aufgrund der S�attigung des Verst�arkers abgeschnitten
wird.
Um die Fluktuationsursachen zu erforschen, wurden 5 Durchschlagsversuche
durchgef�uhrt und dabei die Spannung und der Strom aufgenommen (siehe
Abb. 6.12). Es handelt sich hier wieder um eine Kugel-Platte-Anordnung bei
einem Druck p=1 bar und einer Schlagweite d=1 mm.

Die Lawinenentwicklung verl�auft nicht einheitlich, obwohl die Durchschlags-
spannung fast identisch ist. Zwar verlaufen alle Stromkurven nach einer
gewissen Fluktuationszeit parallel, diese Fluktuation ist aber nicht in der
Lawinenentwicklung wieder zu erkennen, sondern in den verschiedenen
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Abbildung 6.12: Lawinenbildung, die zum Durchschlag f�uhren

Aufbauzeiten (Die Zeit, die zwischen der Entstehung der Lawinen bis zum
deterministischen exponentiellen Verlauf vergeht).



Kapitel 7

Ergebnisse

In diesem Kapitel wird die Entladungsentwicklung vorgestellt, angefangen
bei der Townsend�schen Gasvest�arkung bis hin zu der Kanalbildung. Die
erste Phase der Entladung wird mit der Monte-Carlo-Technik erfasst, da
eine Dichtebeshreibung bei der geringen Anzahl der Ladungstr�ager nicht
zul�assig ist. Die mikroskopische Betrachtung wird durchgef�uhrt, solange
keine R�uckwirkung auf die Feldverteilung eintritt und sie wird abgebrochen,
sobald eine Dichtebeschreibung zul�assig ist. Ist dies geschehen, tritt das
Fluidmodell in Kraft. Anhand der Kopplung der Transport- mit der Poten-
tialgleichung wird dann gezeigt, wie die Verzerrung des elektrischen Feldes
die Entladungsentwicklung beg�unstigt. Dieses Rechenmodell wird anschlie-
�end zur Ausarbeitung eines Durchschlagskriteriums herangezogen. Dieses
Kriterium unterscheidet sich von den �ublichen (Townsend und Streamer)
Kriterien. Dieser Unterschied wird ausgiebig diskutiert. Abschlie�end �ndet
ein Vergleich der simulierten Durchschlagsspanungen mit der experimentell
ermittelten Werten statt und die Abweichung beider Werte wird diskutiert.
F�ur die folgenden Beispiele wurde eine einheitliche Anordnung verwendet:
Platte-Platte-Anordnung (unendlich ausgedehnte Elektroden, homogenes
Feld) bei einem Abstand d = 1 mm und einem Druck p = 1 bar. Als Gas
wurde Sticksto� ausgew�ahlt. Das Geschehen vor der Anode ist entscheidend
f�ur die Streamerbildung und deswegen wird dieser Bereich feiner diskrtisiert
(siehe Abb. 7.1).

In der Abbildung 7.2 sind die Kontrollvolumen des interessierenden Gebietes
nahe der Anode stark vergr�o�ert dargestellt.

Der Zeitschritt in der Monte-Carlo-Simulation wurde auf 10�5 ns und f�ur
die weitere deterministische Entwicklung auf 10�2 ns festgelegt. In den
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Abbildung 7.1: Eingesetztes Netz f�ur die durchgef�uhrten Berechnungen

fortgeschrittenen Phasen der Enladungsentwicklung wurde dieser Zeitschritt
weiter auf 10�3 ns herabgesetzt. Diese Herabsetzung erweist sich in den
Stabilisierungsbereichen als sehr wichtig. In diesen Bereichen stellt sich ein
elektrisches Feld, welches eine gewisse Verteilung der Ladungstr�agerdichten
stabilisiert.

7.1 Beispiel einer fehlgeschlagenen Entladung

Das erste Beispiel zeigt die Entwicklung einer Elektronenlawine, die mit
einem einzelnen Elektron begonnen wurde. Die Lawinenentwicklung ist
unter dem Einuss von einer Potentialdi�erenz unterhalb der Durchschlags-
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Abbildung 7.2: Kontrollvolumen in der N�ahe der Anode stark vergr�o�ert

spannung. Nach der Paschen-Kurve betr�agt die Durchschlagsspannung UD

= 5 kV. Da �au�ere Einwirkungen wie UV-Strahlung ausgeschlossen werden,
kann bis 20% �Uberspannung angenommen werden (siehe 6.6). Infolgedessen
wird eine Spannung U = 5.9 kV angelegt. Das erste Elektron wird mittig
eingebracht und seine weitere Entwicklung wird zun�achst mittels der
Monte-Carlo-Technik verfolgt. Nach 3.5 ns l�a�t sich die Elektronenlawine
hinreichend genau �uber Dichten beschreiben.

a) 3.5 ns b) 4.0 ns c) 4.6 ns d) 4.8 ns

Abbildung 7.3: Die deterministische Entwicklung der Elektronenlawinen
einer fehlgeschlagenen Entladung: r�aumliche Verteilung der Elektronendich-
te.

In der Abbildung (7.3, a) ist die Dichteverteilung der Elektronen nach dieser
ersten Phase zu �nden, bei der eine R�uckkopplung auf Grund der schwachen
Raumladung ausgeschlossen wird. Dabei wird die im Kapitel 4 vorgestellte
Technik zu Lokalisierung der Ladungstr�ager herangezogen. Die Dichte wird
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hierbei logarithmisch dargestellt, wobei die �au�erste geschlossene Linie der
H�ohenlinie 104 Teilchen/mm3 entspricht. Eine H�ohenlinie entspricht ferner
einer halben Gr�o�enordnung.
In der Abbildung 7.3 wird die weitere deterministische Entwicklung der
Lawinen �uber weitere 1.3 ns dargestellt. Hierbei wurde wie oben erl�autert
die Transport- (FVM) in Kombination mit der Poisson-Gleichung (FEM)
gel�ost.

a) 3.5 ns b) 4.0 ns c) 4.6 ns d) 4.8 ns

Abbildung 7.4: Entwicklung der r�aumlichen Verteilung der positiven Ionen

Analog wurden Momentaufnahmen der Dichte der positiven Ionen in der
Abbildung 7.4 festgehalten. Im Gegensatz zu der Elektronenverteilung wird
die Verteilung der positiven Ionen nicht gegl�attet, da der konvektive Term
in der entsprechenden Gleichung nicht ins Gewicht f�allt. W�ahrend der
gesamten Rechenzeit von fast 5 ns bleiben die Ionen beinahe stehen. F�ur die
sp�atere Diskussion um die Tauglichkeit der Modelle sei hier erw�ahnt, dass
die Elektronenlawine insgesamt knapp 3000 positive Ionen hinterlassen hat.

Die Spannung ist in diesem Fall unzureichend, um eine Gasverst�arkung
herbeizuf�uhren, dass eine Feldverzerrung zu Folge hat. Die Elektronenlawine
wird von der Anode absorbiert, wie in der Abbildung 7.3 dargestellt ist. Der
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Abbildung 7.5: Verlauf der Potentiallinien

Verlauf der Potentiallinien (�U � 50 V) in der Abbildung (7.5) 4.8 ns nach
Anlauf der Elektronenlawine, sind nahezu parallel und daraus folgt, dass
keine Feldverzerrung stattgefunden hat und folglich keine nennenswerte
Raumladung entstanden ist.

7.2 Beispiel einer erfolgreichen Lawinenent-

wicklung

Im zweiten Beispiel wird die gleiche Anordnung bei gleicher r�aumlichen Dis-
kretisierung betrachtet. Die Spannung wird hierbei auf U = 6.9 kV gesetzt.

Um eine eventuelle R�uckwirkung der Ladungstr�ager auf die Verteilung des
elektrischen Feldes zu vermeiden, wurde die Monte-Carlo-Simulation nur f�ur
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a) 2.5 ns b) 2.7 ns c) 3.1 ns

d) 3.7 ns

e) 4.5 ns

e) 5.6 ns

Abbildung 7.6: Entwicklung der Elektronenlawine unter dem Einuss einer
Spannung oberhalb der Durchschlagsspannung

die ersten 2.5 ns durchgef�uhrt. Die Ausbeute an Elektronen (siehe 7.6, a) ist
zwar gr�o�er als im ersten Beispiel, eine R�uckwirkung ist dennoch nicht zu
vorhanden. In der Abbildung (7.6) ist der weitere Verlauf der Elektronenla-
wine zu erkennen. Au��allig hierbei ist die Persistenz (es erscheint so, als ob
die Elektronenlawine Widerstand gegen ihre Absorbtion leistet) der Lawine
nach 5 ns. Es entsteht ein Gleichgewicht zwischen der Rate an Elektronen,
die neu erzeugt werden, und deren, die in die Anode verschwinden. Indem
immer mehr positive Ionen erzeugt werden, kommt es zu einer merklichen
Feldverzerrung, die diese Persistenz beg�unstigt.

Der in der Abbildung 7.7 dargestellte Verlauf der Potentiallinien 5.6 ns nach
dem Anlauf der Lawine hat zwei Merkmale, die f�ur den Durchschlag ent-
scheidend sind:

� An der Stelle, an der die Elektronen in die Anode verschwinden, r�ucken
die positivsten Potentiallinie Richtung Kathode vor. Zwischen der letz-
ten Linie und der Anode ist der Raum quasi feldfrei. Die Elektronen
sp�uren ein sehr schwaches Feld und werden daran gehindert, schnell in
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Abbildung 7.7: Verlauf der Potentiallinien

die Anode zu verschwinden. Das Gleichgewicht stabilisiert sich.

� hinter dem Kopf der Lawine ist eine starke Feldverzerrung zu erken-
nen, welche eine zus�atzliche Ionisierung beg�unstigt. Dies f�uhrt zu einer
weiteren Stabilisierung des Gleichgewichts zwischen neu erzeugten und
in die Anoden verschwindenden Elektronen.

7.3 Beispiel einer Nachfolgelawine

Das oben beschriebene Gleichgewicht beg�unstigt allerdings keine Um-
kehr der Lawine und folglich die Bildung eines leitf�ahigen Kanals. Ein
Streamer entsteht dadurch, dass eine zweite Lawine anl�auft, solange das
Gleichgewicht anh�alt. Die Abbildung (7.8) zeigt eine Nachfolgelawine (Ein
Elektron mittig angesetzt und mittels der MCS 2ns verfolgt). Es �ahnelt der
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Ausgangsposition der ersten Lawine.

t t+0.5 ns t+0.8 ns t+1.2 ns

Abbildung 7.8: Auswirkung einer Nachfolgelawine

Nach 1 ns �ndet die Nachfolgelawine Anschlu� an die erste Lawine und ein
Kanal �o�net sich Richtung Kathode. Im Unterschied zu der Entwicklung
der Mutterlawine, w�achst die Nachfolgelawine viel schneller, so dass sie
dem starken Feld hinter dem Kopf der Mutterlawinen (siehe Abb. 7.7)
ausgesetzt ist. Die Feldverzerrung hinter der Kopf der Mutterlawine, die in
der Abbildung 7.9 zu erkennen ist, h�alt an. Dadurch, dass neue Elektronen
zu der N�ahe der Anode gelangen, wird das Gleichgewicht f�ur eine kurze Zeit
gest�ort. Die Potentiallinien aus der Abbildung 7.9 direkt vor der Anode
verachen sich und lassen eine weitere Gasverst�arkung zu. Kurze Zeit
danach stellt sich ein neues Gleichgewicht in dieser Region, allerdings mit
h�oheren Elektronenerzeugungsraten.

Der zuerst gestarteten Elektronenlawine gelingt es nicht, einen kathodenge-
richteten Streamer zu erzeugen, da die ben�otige Zeit bzw. der n�otige Raum
dazu nicht ausreichend ist, um sich weiter zu einer gr�o�eren Raumladung zu
vermehren, die eine eigene Bremsung weit weg vor der Anode erm�oglicht.
Nur unter der Annahme, dass die Elektronen an der Anode erhalten bleiben
und nicht in diese verschwinden, ist eine Umkehrung des Feldes denkbar.
Wird in diesem Beispiel die Spannung weiter erh�oht, werden Dichten
erreicht, die eine Feldumkehrung beg�unstigen. Dieser Fall ist aber f�ur die
Z�undung bei kleinen Abst�anden nicht von Belang und wird hier nicht weiter
betrachtet, da die entsprechenden Spannungen realit�atsfern sind.
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Abbildung 7.9: Vergleich der geometrischen Verteilung beider Lawinen

Die zweite Lawinen (Nachfolgelawine genannt) kann mitten im Z�undraum,
vorzugsweise direkt hinter dem Kopf der Lawine entstehen, da auf Grund
des starken Feldes viele Anregungsst�o�e statt�nden. Diese k�onnten im
g�unstigsten Fall zu einer Photoionisation f�uhren. Denkbar ist ebenso, dass
die Photonen die Kathode tre�en und dort Elektronen ausl�osen. Der erste
Fall ist prim�ar bei Gasgemischen interessant, bei denen die Gasbestandteile
unterschiedliche Ionisierungsnergien aufweisen (z.B. Luft). Die zwei F�alle
wurden in dieser Arbeit nicht untersucht und k�onnten den Ansatzpunkt
weiterer Arbeiten darstellen.
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tung dar. Die simulierte Durchschlagsspanung ist aus dem Grund oberhalb
der von der Paschenkurve vorausgesagte Wert. Der Abstand d = 1 mm ist
eine typische Schlagweite f�ur einen Townsend-Durchschlag, nach dem meh-
rere Generationen an dem Durchschlag beteiligt sind. Dies stimmt mit der
Simulation dahingehend �uberein, dass eine Nachfolgelawine erforderlich ist,
um den Durchbruch zu erzielen. Dabei hat die erste Lawine keineswegs die
Aufgabe, das Gleichgewicht zu erhalten, bis die Nachfolgelawine den Durch-
bruch erzielt. Die Mutterlawine sollte vielmehr so viele positive Ionen erzeu-
gen, so dass bei ihrem Aufprall auf die Kathode mindestens ein Elektron
herausgel�ost wird. Dieses kann wiederum eine neue Lawine starten und die
Ionisationskette wird nicht unterbrochen. Wird dieses Kriterium herangezo-
gen, gen�ugt die erste Spannung von U = 5.9 kV zum Durchbruch, da ca. 3000
positive Ionen w�ahrend der Lawinenentwicklung erzeugt wurden. Selbst mit
einem zweiten Townsend�schen KoeÆzienten I von 10�3 sind mindestens
zwei Sekund�arelektronen vorhanden. Diese k�onnen neue Generationen von
Elektronenlawinen starten und die Kette der Ionisation aufrechterhalten. In
diesem Beispiel ist die Fluktuation in der Anfangsphase der Z�undung, in
der wenige Elektronen beteiligt sind (Monte-Carlo-Phase), zweitrangig. Dies
h�angt damit zusammen, dass die Z�undfeldst�arke extrem hoch ist und somit
der Elektronenlawinen sehr fr�uh ein deterministisches Verhalten aufgezwun-
gen wird, indem die Elektronen einer gerichteten Bewegung folgen. Wird
dagegen das Townsend�sche Durchschlagskriterium herangezogen, nach dem
ein Elektron bei einem I von 10

�3 mindestens 1000 weitere Elektronen und
folglich genau so viele positive Ionen generieren soll, damit die Ionisations-
kette ununterbrochen bleibt, reicht eine viel kleinere Feldst�arke (� 5kV=mm)
aus. Die Fluktuation in der Ausl�osung der Sekund�arelektronen, die in dieser
Arbeit nicht mit erfasst wird, ist viel gr�o�er. Dies ist auf den sehr klei-
nen Wert des 2. Townsend�schen KoeÆzienten zur�uckzuf�uhren. Dieser Wert
gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein positives Ion ein Elektron aus
der Kathode bei dessen Neutralisierung herausl�ost. In Anbetracht der Tat-
sache, dass die Ionen einige �s brauchen, bis die Kathode erreichen, ist diese
zeitliche Fluktuation gr�o�er als die der Lawinenentwicklung.
Diese Betrachtung zeigt eine weitere Schw�ache des Paschengesetzes. Die
Form des Durchschlags (Townsend oder direkter Streamer) h�angt einzig vom
Abstand und nicht wie bisher angenommen vom Produkt aus Abstand und
Druck ab. Der Druck beeinusst lediglich die Stosswahrscheinlichkeit und
die IonisationseÆzienz, nicht aber die r�aumliche Verteilung der Lawine bis
auf die zweitrangige Druckverbreitung. Daraus folgt, dass sogar ein h�oherer
Druck beim selben Abstand dieselbe Entladungsform aufweist: Das Gleichge-
wicht h�alt solange an, bis eine Nachfolgelawine den Durchbruch herbeif�uhrt.
Dieser Verlauf ist in der Abbildung 7.11 zu erkennen. Die Entladungskurve
kann in 3 Bereichen unterteilt werden:
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� Anlaufsphase: eine wirksame Lawine w�achst exponentiell in Richtung
Anode.

� Gleichgewichtsphase: Die Lawine erreicht ein Gleichgewicht. Der leich-
te Anstieg in der Stromkurve ist damit zu erkl�aren, dass die Dichte der
positiven Ionen kontinuierlich w�achst, wobei die Dichte der Elektronen
konstant bleibt. Die Feldverzerrung ist um so gr�o�er, je l�anger diese
Phase anh�alt, da die Zahl der positiven Ionen weiter zunimmt und die
Di�erenz der Dichten (Poisson-Gleichung) ebenfalls.

� Durchbruchphase, worin eine Nachfolgelawine den Anschlu� an die
Mutterlawine �ndet.

I

t

Anlaufphase

Gleichgewichtsphase

Durchbruch

Abbildung 7.11: Der typische Stromverlauf einer Townsend-Entladung

Je nach dem wie das Feld vorverzerrt ist, wird der Durchbruch mehr und
minder leicht erzielt. Dies spiegelt sich in der Anzahl der Nachfolgelawinen
wieder, die den Durchbruch herbeif�uhren. Wenn dieser Strom mit der im Ka-
pitel 6.2.1 beschriebenen Elektronikeinheit aufgenommen werden sollte, wird
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nur die letzte Phase aufgezeichnet. Dies ist auf die Tatsache zur�uckzuf�uhren,
dass die Elektronikeinheit zur Messung schneller (exponentiell ansteigende)
Str�ome konzipiert ist. Die verschiedenen Steilheiten in den Stromkurven aus
6.10 sind auf die unterschiedliche Dauer der zweiten Phase, denn es werden
nur Elektronenlawinen aufgenommen, die die Kanalbildung herbeif�uhren
und nicht die, die der Stabilisierung der Gleichgewichtszone dienen. Die
Vorverzerrung durch persistente Elektronenlawinen oder sogar durch hohe
Dichte von positiven Ionen im Falle v�ollig absorbierter Elektronenlawine
ergeben unterschiedliche elektrische Felder. Die Anstiegsgeschwindigkeit des
Stroms richtet sich nach diesen Feldern.
Das Simulationtool eignet sich sehr gut, die Transportph�anomene in Zusam-
menhang mit der Vermehrung der Ladungstr�ager zu beschreiben, kann aber
die Selbst�andigkeit der Entladung bei kleinen Abst�anden (1 - 10 mm) nicht
wiedergeben. Dies h�angt im wesentlichen mit der Physik der Entladung
an sich zusammen. Es sind mehrere Generationen an der Entladung
beteiligt, derer r�aumliche Verteilung entscheidend ist. Es l�asst sich sehr gut
veranschaulichen, wie eine Nachfolgelawine einer persistenten Mutterlawine
dazu verhilft, den Kanal zu bilden. Das Berechnungsprogramm kann
aber in seiner jetzigen Ausf�uhrung keine Aussage dar�uber machen, wie
die Mutterlawinen in irgendeiner Form ihre Nachfolgerin verantworten kann.



Kapitel 8

Zusammenfassung und

Ausblick

Eine elektrische Entladung beginnend mit wenigen Ladungstr�ager bis
hin zu einem hoch leitf�ahigen Plasma l�a�t sich keineswegs einheitlich
beschreiben oder modellieren. In der vorliegenden Arbeit ist es gelungen, ein
Hybridmodell f�ur die elektrische Entladung zu erstellen, das die Entladungs-
entwicklung sowohl auf mikroskopischer als auch makroskopischer Ebene
beschreibt. Die Schwierigkeit einer Dichtebeschreibung in der Anfangsphase
einer elektrischen Entladung, in der nur wenige Ladungstr�ager beteiligt sind,
wird �uber die mikroskopische individuelle Betrachtung der Ladungstr�ager
umgangen. W�achst die Zahl der Ladungstr�ager �uber eine Grenze hinweg,
die eine Dichtebeschreibung zul�asst, kann die weitere Entladungsentwick-
lung mit einem Fluidmodell erfasst werden. Dabei musste eine Reihe von
gekoppelten Di�erentialgleichungen gel�ost werden.
Da eine geschlossene analytische L�osung nicht existiert, war eine numerische
L�osung, die eine r�aumliche Diskretisierung voraussetzt, unumg�anglich.
Die Wahl �el hierbei auf Grund ihrer Flexibilit�at und der M�oglichkeit
der lokalen Nachverfeinerung auf unstrukturierte Gitter. Es wurde ein
Netzgenerierungsverfahren entwickelt, das sich weitgehend an der Methode
der Bildung von Voronoi-Subdom�anen anlehnt. Die Triangulierung als
solche wurde allerdings mit einem neu entwickelten Verfahren durchgef�uhrt
(siehe Kapitel 3), welches auf die Triagulierung von Streifen in den Sub-
dom�anen basiert. Da eine solche Triangulierung die Komplexit�at O(n)
besitzt, handelt sich hierbei um eine deutliche Verbesserung gegen�uber der
klassischen Delaunay-Triangulation (O(n2)).
Bei der mikroskopischen Betrachtung wurde die Monte-Carlo-Technik er-
folgreich angewandt. S�amtliche Sto�parameter wurden in �Ubereinstimmung
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mit experimentellen Daten reproduziert. Es ist gelungen mit dieser Technik,
die exponentielle Entwicklung der Elektronenlawine wiederzugeben und
die Fluktuation in der Phase vor dem deterministischen Kollektivverhalten
quantitativ zu erfassen.
Bei reduzierten Feldst�arken zwischen 3 und 5 kV/mm�bar l�asst sich gut
zeigen, dass die Fluktuation in der Lawinenentwicklung unter Umst�anden
entscheidend ist, ob die heranwachsende Elektronenlawine den Durchschlag
herbeif�uhren kann oder nicht (siehe Kapitel 4).
Um die Feldst�arke zu ermitteln, der die geladenen Teilchen ausgesetzt
sind, m�ussen diese zun�achst lokalisiert werden. Eine neue und eÆziente
Lokalisierungstechnik wurde in dieser Arbeit entwickelt und erfolgreich
eingesetzt. Das elektrische Feld wurde hierbei aus dem entsprechenden
Potential abgeleitet, dass durch die L�osung der Poisson-Gleichung gewonnen
wurde. Da es sich hierbei um eine elliptische Di�erntialgleichung handelt,
wurde diese mit der Finite Elemente Methode gel�ost. Die Aufstellung der
Stei�gkeitsmatrix geschieht nach einer Vorsortierung der Dirichlet-Werte,
die den Rechenaufwand reduziert. In der ersten Phase wird eine R�uck-
wirkung der Raumladung auf die Feldverteilung ausgeschlossen, weshalb
die Feldberechnung nur einmal durchgef�uhrt wird. Das Gleichungssystem
wurde zu diesem Zweck mit dem ICCG-Verfahren iterativ gel�ost.
Die weitere deterministische Entwicklung der Lawine wird �uber Transport-
gleichungen erfasst, in die feldabh�angige Gr�o�en eingehen. Zur L�osung der
Transportgleichungen wird die Finite Volumen Methode verwendet, da sie
als einzige konservativ ist. Um die Feldabh�angigkeit zu erfassen, wird die
Poisson Gleichung simultan gel�ost.
Die Entladungsentwicklung, die sich weitgehend bei mm-Abst�anden vom
klassischen Streamer-Durchschlag unterscheidet, wurde anhand der Simu-
lationen veranschaulicht. Ein neues Durchschlagskrietrium hierf�ur wurde
aufgestellt und seine Druckunabh�angigkeit diskutiert. Eine ausf�uhrliche
Diskussion zu diesem Punkt ist in Kapiel 7 zu �nden.
Um die Simulationen zu untermauern, wurden experimentelle Untersu-
chungen durchgef�uhrt. Der experimentelle Teil befasste sich einerseits mit
der Problematik der Startelektronen, anderseits mit der Messung von
Entladungstr�omen. In diesem Zusammenhang wurde anhand der Druck-
verzweigung der Paschenkurve im �m-Bereich die Feldst�arke ermittelt, die
eine Feldemission beg�unstigt (siehe hierzu 6). In einem weiteren Schritt und
mittels einer neuartigen Messmethode von Entladungsstr�omen (siehe 6.2)
wurde nachgewiesen, dass es zu Lawinenaktivit�aten im Vorfeld der Entla-
dung kommt, ohne dass ein Durchbruch erreicht wird. Dies weist darauf hin,
dass zum Zeitpunkt des Erreichens der statischen Durchschlagsspannung
gen�ugend Ladungstr�ager im Z�undvolumen vorhandens sind. Mit dem
selben Aufbau wurde festgestellt, dass der Entladungsstrom unterschiedlich
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schnell w�achst, obwohl die selben Randbedingungen herrschen. Dies steht
in Einklang mit der aus der Simulation gewonnenen Erkenntnis, dass eine
Mutterlawine das elektrische Feld unterschiedlich vorverzerren kann, bis die
Nachfolgelawine Anschluss �ndet.
Das bestehende Simulationswerkzeug, welches im Rahmen dieser Arbeit
entwickelt worden ist, l�a�t sich ohne gro�en Aufwand erweitern, um andere
Entladungse�ekte zu erfassen.

Ausblick

Die Simulationen wurden ausschlie�lich f�ur Sticksto� durchgef�uhrt. Eine
Einbeziehung vom Sauersto�, und folglich der Elektronenanlagerung im
Gas, k�onnte eine interessante Erweiterung der bestehenden Monte-Carlo und
Fluidmodelle darstellen. Eine experimentelle Untersuchung der dynamischen
Durchschlagsspannung und vor allem der Entladungsstr�ome im dynamischen
Fall k�onnten weiterhin die Abweichung von der L�ob-Theorie erkl�aren. Des
weiteren stellt eine physikalische Untersuchung des zweiten Townsend�shen
KoeÆzienten und dessen Einbeziehen in einem kombinierten r�aumlich ge-
trennten Monte-Carlo-Fluid Modell eine sinnvolle Erweiterung der beste-
henden Modelle dar.
Als Abschluss dieser Arbeit erfolgt eine synergetische Betrachtung des elek-
trischen Durchschlags, die den Schwerpunkt f�ur weitere Arbeiten darstellen
k�onnte.
Die Synergie (die Lehre des Zusammenwirkens) als neuer Wissenschaftzweig
beschreibt, in welchem Ma�e mikroskopische Vorg�ange makroskopische Er-
scheinungen beeinussen [Ach99, Hak92, Hak97, Hak90]. Synergetische Ef-
fekte treten in Erscheinung, sobald ein Phasen�ubergang vollzogen wird, wo-
bei die neue Phase makroskopisch v�ollig neue Eigenschaften besitzt. Das be-
ste Beispiel, wie das Zusammenwirken von Untersystemen einen Phasen�uber-
gang herbeif�uhrt, stellt der Laser dar. Mit Erh�ohung des Stroms verskla-
ven langlebige Prozesse Kurzlebige. Es wird dabei von Ordnern gesprochen.
Ab einer Verst�arkungsschwelle gewinnen die Induktionsornder die Oberhand
�uber die Ordner der spontanen Emission. Ein Gasdurchschlag erfolgt eben-
so nach Zusammenwirken von mikroskopischen Untersysteme. Im folgenden
sind die synergetischen Eckpunkte des Gasdurchschlags aufgelistet:

� Das System be�ndet sich au�erhalb des thermodynamischen Gleichge-
wichts: Der Spannungsgenerator liefert die n�otige Energie stets nach.

� Ein Phasen�ubergang wird vollzogen: vom nicht leitenden Gaszustand
zum hoch leitenden Plasma.
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� Der Phasen�ubergang erfolgt bei der �Uberschreitung eines Synergiepa-
rameters: elektrische Feldst�arke.

� Kurz vorm Durchschlag �nden Fluktuationserscheinungen statt. Elek-
tronenlawinen entstehen, f�uhren aber nicht zwangsl�au�g zum Durch-
schlag.

� Kleine Elektronenlawinen werden zum Verschwinden verurteilt, wo-
hingegen gr�o�ere, deren eigenes Feld das Laplace Feld kompensiert,
beg�unstigen ein �Uberleben der Ionisationskette. Die Entladung orga-
nisiert sich selbst, indem sie sich verselbst�andigt.

� Beim Gasdurchschlag wird ebenso von Verst�arkung im Zusammenhang
mit der Entstehung der Elektronenlawine gesprochen.



Anhang A

Anhang zur Feldemission

A.1 Ziele der Untersuchung

Im Rahmen der Untersuchungen auf dem Gebiet der Z�undung wurde eine
starke Korrelation zwischen dem Z�undbedarf und dem Material der Innen-
elektrode beobachtet. Die Z�undung wird nach der �ublichen Vorstellung von
wenigen Elektronen eingeleitet, die sich durch sukzessive St�o�e mit den Luft-
teilchen lawinenartig vermehren, bis sie einen leitf�ahigen Kanal bilden. Die
o.g. Korrelation legte die Vermutung nahe, dass die Feldemission f�ur die Be-
reitstellung der Startelektronen verantwortlich ist. Kurz vor der Z�undung
herrschen sehr hohe Feldst�arken(10::20kV/mm), die aufgrund der Uneben-
heit der Kathode (Mikrostrukturen) um den Faktor 2 bis 3 lokal verst�arkt
werden. Des weiteren spielt die Austrittsarbeit des Metalls eine ma�gebliche
Rolle beim Tunnele�ekt. Die Tunnelwahrscheinlichkeit lautet[Che93]:

T / exp(
4
p
2m

3e~

�3=2

E
); (A.1)

wobei m f�ur die Elektronenmasse, e f�ur die Elementarladung, ~ f�ur das Wir-
kungsquantum, E f�ur das herrschende Feld in unmittelbarer N�ahe zur Ka-
thode und � f�ur die Austrittsarbeit stehen. Aus dem obigen Ausdruck ist zu
entnehmen, dass die Herabsetzung der Austrittsarbeit bei gleicher Tunnel-
wahrscheinlichkeit eine eÆziente Reduktion der Feldst�arke bzw. des Z�und-
bedarfs bedeutet.
Ziel der folgenden Untersuchung war folglich:

� Theoretische Absch�atzung der Austrittarbeit von Platinober�achen

� Ver�anderung der Austrittarbeit in Abh�angigkeit von der Feldst�arke

� Einuss von Fremdatomen-Adsorbaten
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Im folgenden werden zuerst die Rechenmethoden und anschlie�end die er-
stellten Strukturmodelle kurz vorgestellt. Die Ergebnisse werden dann dis-
kutiert und im Anschluss wird die Gesamtarbeit zusammengefasst.

A.2 Rechenmethoden

Aus heutiger Sicht ist die Quantenmechanik die Grundlage f�ur die quan-
titative Beschreibung der Wechselwirkung von Elektronen und Atomker-
nen und somit die Behandlung von Festk�orpern auf mikroskopischer Ebene.
Das quantenmechanische Vielteilchensystem eines Festk�orpers kann nicht
exakt gel�ost werden. Deswegen ist es notwendig, Modellannahmen zu ent-
wickeln und N�aherungen durchzuf�uhren. Ein f�ur theoretische Festk�orperun-
tersuchungen geeignetes und sehr erfolgreiches Verfahren ist die lokale Dich-
tefunktionaltheorie. Zu n�aheren Angaben sei auf [Mey98] verwiesen.

Der vollst�andige Hamilton-Operator bH f�ur ein System aus NK Atomkernen
und Ne Elektronen lautet:

bH = bTK + bTe + bVK�K + bVK�e + bVe�e (A.2)

bTK und bTe bezeichnen die Operatoren der kinetischen Energie der Atomker-
ne und der Elektronen. Die �ubrigen Operatoren beschreiben die Coulomb-
Wechselwirkung der Teilchen untereinander. Eine exakte Behandlung ei-
nes gegebenen Vielteilchensystems erfordert die L�osung der allgemeinen
Vielteilchen-Schr�odingergleichung (SG):

bH j	i = Ej	i (A.3)

wobei 	 = 	(r1:::rNe
;R1::RNK

). ri und Rj bezeichnen dabei die Ortskoor-
dinaten des i-ten Elektrones und j-ten Ions.
Aufgrund der stark unterschiedlichen Massen der Teilchen lassen sich nach
Born und Oppenheimer die Kern- und Elektronensysteme entkoppeln. Da-
nach k�onnen die Ortskoordinaten der Atomkerne in die Elektronen-SG als
Parameter eingesetzt werden. Durch deren Variation kann die g�unstigste
Kernkon�gurationmit minimaler Gesamtenergie ermittelt werden. Diese sta-
tische Relaxation l�a�t sich durch Kr�afteberechnung beschleunigen.
Zur Berechnung der Gesamtenergie wird der Satz von Hohenberg und Kohn
herangezogen, wonach gilt:

Eel
0 (R�) = Eel[n0] (A.4)

Hierbei steht R� f�ur die Kon�guration der Atomkerne. In Worten ausge-
dr�uckt hei�t dies, dass die Grundzustandsenergie Eel

0 durch die Grundzu-
standsdichte n0 der Elektronen eindeutig festgelegt wird.
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Zur Bestimmung der Grundzustandesdichte und der Grundzustandsenergie
der Elektronen werden die folgenden Gleichungen iterativ bis zur Selbstkon-
sistenz gel�ost:n

(� ~
2

2m )4+ veff (r)
o
'i(r) = "i'i(r)

veff (r) = vext(r) + vH [n] + vxc[n]

n(r) =
PNe

i=1 j 'i(r) j2
(A.5)

wobei das externe Potential vext f�ur den Einuss der Ionen auf die
Elektronen, das Hartree Potential vH f�ur die elektrostatische Wech-
selwirkung der Elektronen untereinander und vxc f�ur die Austausch-
Korrelationswechselwirkung stehen. Sie fasst alle nicht durch die klassi-
sche Elektrostatik ber�ucksichtigten quantenmechanische Vielteichene�ekte
zusammen. Die obige Selbstkonsistenzschleife sieht dann folgenderma�en
aus:

n0 ! v1eff ! '1i ! n1 ! v2eff ::: (A.6)

Bei der lokalen Dichten�aherung (LDA), wird das Austausch- und Korrela-
tionsfunktional Exc[n] durch einen lokalen Ansatz angen�ahert, was hei�t,
dass das entsprechende Potential am Ort r nur von der Elektronendichte am
Ort r abh�angt. Das Funktional kann f�ur ein homogenes Elektronengas mit
Hilfe von Quanten-Monte-Carlo-Verfahren mit hoher Genauigkeit berechnet
werden und f�ur ein inhomogenes Elektronengas in parametrisierter Form
dargestellt werden.
F�ur die Berechnung eines kristallinen Festk�orpers werden des weiteren
das Bloch�sche Theorem herangezogen, das die Periodizit�at des Kristalls
ber�ucksichtigt. Die Berechnungen werden deshalb innerhalb der 1. Brillouin-
Zone durchgef�uhrt. Au�erdem lassen sich mittels der Kristall-Raumgruppen
die Symmetrieeigenschaften innerhalb einer solchen Zone ausnutzen, um
den Rechenaufwand zu verringern.
Eine weitere sinnvolle N�aherung besteht darin, die Rumpfelektronen als
eingefroren zu betrachten. Es werden Pseudopotentiale gebildet, die den
Einuss der Atomkerne und der Rumpfelektronen auf die Valenzelektronen
als Einheit wiedergeben.
Um die Valenzelektronen zu beschreiben, verwendet das Rechenverfahren
am MPI-MF [Mey98] nicht nur ebene Wellen sondern auch noch stark
lokalisierte Funktionen (mixed basis). Das ist sehr vorteilhaft, da die
p- Valenzwellenfunktionen der Hauptgruppenelemente B, C, N und O
bzw. d-Valenzwellenfunktionen des �Ubergangesmetalls Pt relativ stark am
Kernort lokalisiert sind.
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A.3 Modellbeschreibung

Eine Ober�ache, derer Orientierung mit Hilfe der Miller�schen Indizes be-
schrieben wird, reduziert die Symmetrie eines Kristalls in einer Richtung.
Das Rechenverfahren am MPI-MF behandelt aber nur periodische Systeme.
Aus dem Grund wird Die Ober�ache modelliert, indem periodisch fortgesetz-
te Superzellen aus Kristallschichten (siehe Abbildung A.1) gebildet werden.
Das Vakuum zwischen den Schichten ist ebenfalls im Superzellenvolumen
enthalten. Diese Schichtanordnung gilt ebenso f�ur Adsorbate, die sich even-
tuell auf der Ober�ache niederlassen. So verliert das Bloch�sche Theorem
nicht seine G�ultigkeit. Diese Erweiterung bringt den Nachteil mit sich, dass
sich die einzelnen Kristall�lme bei zu geringer Vakuumschichtdicke gegensei-
tig st�oren k�onnten. Es soll ein Kompromiss zwischen minimaler gegenseitigen
St�orung der Filme und notwendigem Rechenaufwand gefunden werden.

{

Vakuum

Volumenatome

Adsorbat

Superzelle

Oberflächenatome

}Kristallfilm

Abbildung A.1: Schematische Darstellung einer Superzelle
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Die Tatsache, dass die Ober�achenatome die Periodizit�at in einer Richtung
nicht zu sp�uren bekommen, bewegt sie dazu, ihre elektronische Kon�guration
zu �andern. Ein Kristall�lm muss deswegen so gro� sein, dass die Kristall{
atome in der Mitte des Films und an der Ober�ache richtig wiedergegeben
werden. Der Rechenaufwand ist proportional zu der dritten Potenz der An-
zahl der Teilchen in der Superzelle.
Die Energie und die Elektronendichte werden durch das Selbstkonsistenz-
verfahren berechnet und daraus die Kr�afte auf die Atomkerne ermittelt. Die
Kernorte werden in Richtung der Kr�afte solange bewegt, bis die Kr�afte eine
Schranke unterschreiten. Der Kristall gilt dann als relaxiert und seine Ge-
samtenergie ist minimal.
Die Vakuumenergie entspricht dem Wert des elektrostatischen Potential in
der Mitte des Vakuumbereiches. Die Fermienergie wird aus den Besetzungs-
zahlen der Energiezust�ande ermittelt. Die Di�erenz der beiden Werte ergibt
die Austrittsarbeit (Siehe Abbildung A.2).
Die Addition der Adsorbate ist mit dem Nachteil verbunden, dass diese auf-

Evac
φ

EF

n

Vtot

0.0

V,E,n

x

Abbildung A.2: Schematischer Verlauf des Potentials und der Valenzla-
dungsdichte an der Ober�ache. Die schwarzen Kugeln stehen f�ur die Io-
nenr�umpfe (vgl. [W�ur97]).

grund der Periodizit�at nicht einzeln lokal, sondern als �achenhafte Monolage
modelliert werden muss.
Das Einbeziehen der externen Feldst�arke erfolgt mittels eines zus�atzlichen
elektrostatischen Potentials, das in der SG mitber�ucksichtigt wird [Ben98].
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Das Elektronengas nahe der Ober�ache reagiert mit einer Zusatzabschir-
mung auf dieses externe Potential, was eine "sp�urbare" Senkung der Aus-
trittsarbeit entgegenwirkt.

A.4 Ergebnisse

Reine Pt-Ober�ache:
Dazu wurden die (001) und die (111) Ober�achen simuliert. Die zwei Ober-
�achen unterscheiden sich in der Anordnung der Atome. Der Vakuumbereich
wurde solange ausgedehnt, bis keine sp�urbare �Anderung der Austrittsarbeit
zu vermerken war.

0.0 1.0 2.0 3.0

Abstand / Pt Gittereinheit a

1.0

0.0
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2.0
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 / 
R
yd

be
rg

pt5vac1
pt5vac3
pt5vac5
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Abbildung A.3: Einuss der Vakuumdicke auf den Potentialverlauf

Ober�ache � in eV Ober�achenenergiedichte in Ryd/Bohr2

(001) 5.96 2.691 10�3

(111) 5.97 2.266 10�3

Aus der obigen Tabelle geht hervor, dass die (111)-Ober�ache energe-
tisch g�unstiger ist. In der Literatur ([Fom75], [Van91], [Wac95], [Skr91],
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[Skr92],[Met91]) liegen die experimentellen Werte im Bereich 5.32 bis
6.22 eV. Die Simulationen ergeben Werte, die tendenziell h�oher sind. Die
berechneten Werte sprechen f�ur die Zuverl�assigkeit der Berechnungen am
MPI-MF.
Einuss der externen Feldst�arke:
In einem weiteren Schritt wurde eine Spannung zwischen den Kristall�lmen
angelegt, die so dimensioniert wurde, dass sie der Feldst�arke in unmittelba-
rer N�ahe der Kathode entspricht. Die Berechnung wurde stellvertretend f�ur
eine (001) Ober�ache durchgef�uhrt. Die erste Feldst�arke ist eine typische
Z�undfeldst�arke.

Feldst�arke in kV/mm �� in eV
14 0:022
140 0:069

Die Abh�angigkeit der Austrittsarbeit von der Feldst�arke ist folglich nicht
signi�kant. Die Feldst�arke 140 kV/mm, die nur bei elektrischen Durch-
schl�agen im �m-Bereich vorkommt, stellt eine physikalische Obergrenze dar.
Adsorbate:
Der dritte Teil der Berechnungen stellt die Untersuchung von Relaxations-

metallische Fortsetzung

on top

Lochplatz

Oberfläche

Abbildung A.4: Adsorbtionsm�oglichkeiten, reine metallische Fortsetzung,
Lochplatz, on top.

e�ekten bei Adsorbaten an der Ober�ache dar. Stellvertretend wurde das
Element C ausgew�ahlt. Zu diesem Zweck wurde die (001)-Ober�ache mit
den folgenden Adsorbtionsm�oglichkeiten untersucht: Eine reine Fortsetzung
der Metallatomposition, Adsorbat im Loch (hollow), Adsorbat direkt auf
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dem Ober�achenatom (on top)(siehe Abbildung A.4).

Adsorbatstelle � in eV Adsorptionsenergie � in Ryd � in eV
bulk 6:24 �0:5099 -6.9346
hollow 6:29 �0:5077 -6.9047
on top 6:41 �0:4627 -6.2927

Aus der Rechnung geht hervor, dass die Adsorbtion in Fortsetzung der Me-
tallatompositionen energetisch g�unstiger ist als die zwei anderen Kon�gu-
rationen. Dies stimmt mit experimentellen Beobachtungen �uberein. In der
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Abbildung A.5: Austrittsarbeit in Abh�angigkeit der adsobierten Monola-
geelemente

Abbildung (A.5) ist der Einuss der Adsorbate Li, Be, B, C, N und O auf
die Autrittsarbeit zu sehen.
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A.5 Zusammenfassung

Das Berechnungsprogramm am MPI-MF [Mey98] ist in der Lage, Ober-
�achene�ekte sehr gut nachzubilden. Die Austrittsarbeit einer reinen Pt-
Ober�ache wurde hinreichend genau abgesch�atzt. Der Einuss externer
Feldst�arken wurde untersucht und als nicht signi�kant f�ur die Z�undung fest-
gestellt. Weiterhin wurde der Einuss von Adsorbat-Monolagen von Ele-
menten der zweiten Reihe im Periodensystem untersucht. Eine eventuelle
Beimengung von Bor scheint eine Reduzierung der Austrittsarbeit mit sich
zu bringen, der Beitrag bleibt aber minimal. Adsorbate aus Li und Be haben
deutlich st�arkere E�ekte (vgl. [Man98]), sind jedoch f�ur die Z�undkerze ohne
praktische Relevanz.



Anhang B

Anhang zur

Netzgenerierung

B.1 Triangulation

Der Triangulation der Streifen liegt der folgende Satz zugrunde:

Satz: Die Menge der Knoten A;B;C und D bilden ein Trapez. Die
Delaunay Triangulation entspricht der Bildung der k�urzesten Diagonale.

Beweis: Das Trapez sei nicht gleichschenklig und AC sei die k�urzere Dia-
gonale. � = hDACi, � = hDBCi,  = hADCi und Æ = hBCDi, d1 = AC,
d2 = BD. So d1 < d2 und Æ < .
zu zeigen: � < �.

d

sin�
=

d1

sin Æ
res.

d

sin�
=

d2

sin 
=) sin�

sin�
=

d2

d1

sin Æ

sin 
> 1 =)

=) sin� > sin� =) � > �

Dies geht aus der Tatsache hervor, dass � und � spitze Winkeln sind,  und
Æ dagegen stumpfen Winkeln. Wenn � und � stumpfe Winkeln sind, so ist
der Satz trivial.
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A B

d1 d2

D
Cd

a b

g d

Abbildung B.1: Illustration des Satzes

B.2 Gl�attung

Die Aufgabe der Gl�attung besteht darin, den folgenden Term zu minimieren:
S = jKR1j+ jKR2j+ jKN1j+ jKN2j ; (Siehe B.2).
Da jKR1j + jKR2j = jR1R2j = const , reduziert sich die Aufgabe zu der
Minimierung des folgenden Ausdrucks:

S0 = jKN1j+ jKN2j (B.1)

Es wird die Ellipse betrachtet, mit den zwei Brennpunkten N1 und N2,
die die Gerade g in T ber�uhrt. Eine wichtige Eigenschaften der Ellipse lautet:

jTN1j+ jTN2j = 2 � at; (B.2)

hierbei ist at die L�ange der Halbachse ET . Wenn die Ellipse vergr�o�ert wird,
entsteht eine Ellipsenschar mit zwei Schnittpunkten der folgenden Eigen-
schaften:

jIiN1j+ jIiN2j = 2at; i = 1; 2: (B.3)

Wird die Ellipse in�nitisemal vergr�o�ert, beschreiben Ii die Gerade g. Das
Minimum der Parabel be�ndet sich dann genau in T .
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Abbildung B.2: zum Beweis der Existenz einer einzigen L�osung in der
Gleichung B.1

Eine weitere Eigenschaft der Ellipse ist, dass die Senkrechte auf der
Tangente in T den Winkel < N1TN2 > in zwei gleich gro�e Winkeln
teilt.(Siehe B.3)
Da

b

c
=

a

d
(B.4)

und au�erdem

b+ a = const (B.5)

folgt

a = const � d

c+ d
; (B.6)

was sich mit vertretbarem Aufwand implementieren l�a�t.
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c

b a

d

Abbildung B.3: Ellipseneigenschaft



Anhang C

Anhang zu FEM und

FVM

C.1 Mathematische Grundlagen

De�nition: Bilinearform

Sei V ein Vektorraum, < �; � > ist eine Bilinearform ()
< u; v1 + v2 >=< u; v1 > + < u; v2 > f�ur alle u; v1; v2 2 V und
< u; � v >= � < u; v > f�ur alle u; v 2 V; � 2 R

De�nition: Skalarprodukt

Sei V ein Vektorraum, < �; � > ist ein Skalarprodukt ()

� < �; � > ist eine Bilinearform,

� < �; � > ist symmetrisch, d.h.< u; v >=< v; u > f�ur alle u; v 2 V ,

� < �; � > ist positiv, d.h.< u; u >� 0 f�ur alle u 2 V und

� < �; � > ist de�nit, d.h.< u; u >= 0() u = 0 f�ur alle u 2 V .

Das Skalarprodukt wird mir dem folgenden Ausdruck bezeichnet < �; � >0.
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