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Statische und dynamische FE{Stabilit�atsuntersuchungen anSiloschalen mit ungleichf�ormiger Sch�uttgutf�ullungK. Schweizerhof; R. Hauptmann; K. Knebel; M. Raabe; Th. RottnerInstitut f�ur Mechanik, Universit�at KarlsruheZusammenfassungSch�uttgutgef�ullte Siloschalen werden durch Innendruck und Axialdruck aus dem eingela-gerten F�ullgut beansprucht. Durch die Wandreibung bzw. Haften zwischen Sch�uttgut undSiloinnenwand entstehen in der Siloschale Druckspannungen in Meridianrichtung und infol-ge des Sch�uttgutdruckes Zugspannungen in Umfangsrichtung. Bei d�unnwandigen Stahlzy-linderschalen wird trotz der Zugbeanspruchung in Umfangsrichtung das Stabilit�atsversageninfolge der L�angsbelastung ma�gebend. F�ur einen Beulnachweis nach den ma�gebenden Re-gelwerken DIN 18800 Teil 4 [4] bzw. ECCS [6] darf bislang der Ein
u� der Bettung und diedamit verbundene Steigerung der Traglast, obwohl experimentell best�atigt, nicht ber�uck-sichtigt werden, da bisher keine verl�a�lichen Absch�atzungen zur quantitativen Erh�ohungder axialen Versagenslast von Zylinderschalen durch die st�utzende Wirkung des Sch�uttgutsvorliegen.Im Rahmen des Sonderforschungsbereichs Silo (SFB 219) [23], [13], [15], [17], [26] und[14] wurden umfangreiche experimentelle und numerische Untersuchungen direkt miteinan-der gekoppelt durchgef�uhrt. Es war das erkl�arte Ziel, mit Hilfe der Simulation ein besseresVerst�andnis des Tragverhaltens sch�uttgutgef�ullter, st�ahlerner Silo{Kreiszylinderschalen un-ter Ber�ucksichtigung der geometrischen und strukturellen Imperfektionen zu gewinnen undweitere Kriterien f�ur praktische Berechnungsverfahren zu erhalten. Auf diese Untersuchun-gen soll mit einer speziellen Fokussierung auf die Nutzung transienter FE{Simulationeneingegangen werden. Es wird gezeigt, da� mit den transienten Untersuchungen verl�a�licheAussagen �uber Nachbeulminima m�oglich sind, die �uberraschend gut mit den Bemessungs-werten nach den Vorschriften �ubereinstimmen.1 Einf�uhrungBei sch�uttgutgef�ullten zylindrischen Siloschalen w�are es manchmal sehr f�orderlich, wenn dasSch�uttgut beim Beulfall als st�utzend angesetzt werden k�onnte. Das Beulen wird durch dieL�angsbelastung infolge Haften bzw. infolge Wandreibung des Sch�uttguts an der Schalenwandhervorgerufen. Hinzu kommen noch die Belastungen durch das Eigengewicht der Schale sowiedurch den Aufbau am oberen Schalenende. Versuche mit ruhendem Sch�uttgut haben gezeigt,da� die Erh�ohungen der Beullasten verglichen zu leeren Zylindern betr�achtlich sein k�onnen.Im Rahmen des SFB 219 Silos wurden daher umfangreiche Untersuchungen an Stahlsilosdurchgef�uhrt, siehe [15], [26], [14], [17] und [13]. Mit Hilfe klar de�nierter Versuche solltenGrundlagen f�ur Berechnungen mit m�oglichst wenigen Unsicherheiten gescha�en werden.Dazu wurden die Strukturen { Silosch�usse mit 1000 mm L�ange { sehr sorgf�altig vermes-sen bzw. wo notwendig sehr sorgf�altig hergestellt und zuerst klar de�nierten Belastungen{ reiner Axiallast und Wasserlast { unterworfen, um dann den Realfall mit der nicht sogut �uberschaubaren Sch�uttgutf�ullung anzugehen. Auf diese Untersuchungen wird in einem�Uberblick in Abschnitt 2 eingegangen.



Die �ublichen rechnerischen Untersuchungen mit Finite Element Programmen beruhenauf der Annahme statischer Lasten, sofern das Stabilit�atsverhalten gesucht ist. Stabilit�ats-versagen ist dann angezeigt, wenn die Stei�gkeitsmatrix singul�ar wird. Bei statischer Be-trachtung k�onnen dem Stabilit�atspunkt { Verzweigungs{ oder Durchschlagspunkt { folgendeLast{Deformationspfade mit fallendem und eventuell sp�ater wieder ansteigendem Kurven-verlauf berechnet werden. Damit lassen sich eventuell noch h�ohere Maxima und im weiterenVerlauf auch manchmal das Nachbeulminimum ermitteln. Bei komplexen Strukturen wie axi-al belasteten Zylindern, die notwendigerweise mit sehr feinen Netzen diskretisiert werden,ist letzteres kaum m�oglich, da numerisch zu viele Probleme insbesondere Konvergenzschwie-rigkeiten wegen vieler lokaler Beulprobleme auftreten.Es stellt sich dabei die Frage nach der Relevanz der auf den ersten Stabilit�atspunktfolgenden statischen Untersuchungen, da das Einfallen von Beulen mit endlicher Geschwin-digkeit erfolgt und damit zus�atzlich zu urspr�unglich vorhandenen Imperfektionen weitereSt�orungen der jeweiligen Gleichgewichtslagen vorliegen. Dies ist insbesondere bei ungleichverteiltem Sch�uttgut zu erwarten, wie es im Normalfall selbst bei sorgf�altigem Einbringenvorliegt. Bei 
ie�endem Sch�uttgut entstehen im allgemeinen Fall Schlotbildung und Br�ucken-bildung, die zu sehr unterschiedlicher Belastung der Schalenwand f�uhren. Au�erdem bestehtdie Frage, inwieweit FE{Stabilit�atsuntersuchungen beim Fall "einseitige St�utzung\ in der�ublichen Form der Betrachtung von Tangentenmatrizen aussagekr�aftig sind.Daher wird alternativ zu den bekannten statischen Untersuchungen auch das dynamischeVerhalten untersucht, indem von Anbeginn die Belastung mit vorgegebener Geschwindigkeitaufgebracht wird. Es ist zu erwarten, da� sich eine Gl�attung des L�osungspfads einstellt undda� sich Nachbeulminima mit geringerem numerischem Aufwand ermitteln lassen. Hierbeiist allerdings zu diskutieren, ob mit diesem Vorgehen nicht wesentliche Informationen �uberVerzweigungs{ und lokale Durchschlagpunkte verlorengehen.2 Versuche an Siloschalen2.1 VersuchsprogrammDie die Versuchsk�orper beschreibenden Kennwerte sind in Tabelle 1 aufgef�uhrt. Es wurdenzun�achst Versuche mit de�nierten Belastungen, wie reine Axialbelastung sowie Axialbela-stung bei gleichzeitig wirkendem hydrostatischen Innendruck durchgef�uhrt. Diese Experi-mente sollten eine Veri�kation des mechanischen Modells, eine Identi�kation der Systempa-rameter sowie eine Kontrolle der verwendeten Rechenprogramme erm�oglichen.In n�achsten Schritt wurden Versuche mit axialbelasteten Kreiszylindern bei ruhenderSandf�ullung durchgef�uhrt. Die veri�zierten mechanischen Modelle und das verwendete Re-chenverfahren erm�oglichten, aufbauend auf Vergleichen mit den experimentellen Ergebnissender Sch�uttgutversuche, den Ein
u� einer Sch�uttgutbettung auf die H�ohe der Versagens-last der Schale zu untersuchen. In einem dritten Schritt erfolgten dann Beulversuche mitbewegter Sandf�ullung, d.h. zuerst station�arem Sch�uttgutumlauf und schlie�lich pl�otzlicherEntleerung.Die verwendeten Kreiszylinder entsprachen in ihrem Durchmesser den Abmessungenkleinerer, in der Praxis verwendeter Silobauwerke. Mit dem Einsatz solcher Gro�modellewird das Auftreten von Ma�stabse�ekten verhindert.Es sei bemerkt, da� die geringe Anzahl der Versuche keine statistischen Aussagen hin-sichtlich des Sch�uttgutein
usses auf die Versagenslast der Kreiszylinderschale zul�a�t. Dies



R=tVersuchsart Belastung Anzahl der �� (DIN 18800 T 4) L=RVersucheReiner 650/850/1100 1,4; 1,6; 1,8 1,6Veri�kations- Axialdruck 1 / 1 / 1versuche Axialdruck und 650/850/1100 1,4; 1,6; 1,8 1,6Wasserf�ullung 1 / 1 / 1Axialdruck und 650/850/1100 1,4; 1,6; 1,8 1,6ruhendes Sch�uttgut 1 / 2 /4Versuche mit Axialdruck und 650/850/1100 1,4; 1,6; 1,8 1,6Sch�uttgut- bewegtes Sch�uttgut 1 / 1 / 1f�ullung (station�ar)Axialdruck und 650/850/1100 1,4; 1,6; 1,8 1,6bewegtes Sch�uttgut 1 / 1 / 1(instation�ar)Tabelle 1: Versuchsprogramm und Kennwerte der Versuchsk�orperwar auch nicht das Ziel der Versuche, da sie ausschlie�lich der Veri�kation der verwende-ten Rechenmodelle dienen sollten, f�ur die die Versuchsk�orper daher besonders kontrolliertgefertigt und vermessen wurden.2.2 Versuchsk�orper und VersuchsaufbauBei der Planung der Versuchsk�orperherstellung wurde auf eine m�oglichst eigenspannungs-arme Fertigung geachtet. Die anschlie�ende Vermessung bez�uglich der radialen Formabwei-chungen der fertigen Zylinder erfolgte mittels eines hochgenauen Koordinatenme�ger�ates.Der Durchmesser der Versuchsk�orper D = 1250 mm wurde durch die Dimensionen desim Silopr�ufstand aufgebauten, bereits von Kn�odel [15] verwendeten Modellsilos vorgegeben.Die H�ohe H = 1000 mm der Zylinder wurde so gew�ahlt, da� keine L�angenein
�usse hinsicht-lich des Stabilit�atsverhaltens auftreten konnten. Um eventuelle, die Veri�kation der Versuchest�orende plastische E�ekte beim Stabilit�atsversagen zu vermeiden, wurde nur Schalenmateri-al mit hoher Streckgrenze verwendet. Der Schalenwerksto� bestand aus zur Herstellung vonTrapezpro�len verwendeten verzinkten Stahlblechen von 0,6 mm bis 1,0 mm Dicke. Nachdem Anbringen der Flansche wurden die Versuchsk�orper auf einer Karusselldrehmaschineplaneben bearbeitet.Um der Forderung nach genau de�nierten Randbedingungen bestm�oglichst nachzukom-men, wurden die Veri�kationsversuche unter einer 25 MN{Pr�ufmaschine durchgef�uhrt. DiePresse bot wegen ihrer massiven Ausf�uhrung ideale Bedingungen f�ur die gesamte Versuchs-durchf�uhrung und f�ur die Einhaltung der geforderten Randbedingungen. Die Sch�uttgut-versuche mit Sandf�ullung wurden in einem eigens daf�ur vorgesehenen Silopr�ufstand durch-gef�uhrt.Imperfektionen und ImperfektionsmessungDie fertiggestellten Versuchsk�orper wiesen durchgehend nur moderate geometrische Imper-fektionen auf; dies ist u.a. auf die eigenspannungsreduzierende Fertigung zur�uckzuf�uhren.Die Messung der Imperfektionen erfolgte hochgenau mit einem Koordinatenme�ger�at mit



einem quadratischen Raster von 1; 8� (19,63 mm) in Umfangsrichtung und 20 mm in Meri-dianrichtung. Damit ergab sich eine Anzahl von 9800 Me�punkten je Zylinder. Ein typischesBild f�ur einen Zylinder ist in Bild 1 gegeben.0�: 90�:
Bild 1: Gemessene Imperfektionen, �uberh�oht dargestellt, Zylinder 850{ALVeri�kationsversucheBild 2 zeigt eine Skizze des Versuchsaufbaus der Veri�kationsversuche. Der Pr�ufk�orper warzentrisch zwischen zwei beidseitig planbearbeiteten 60 mm dicken Lasteinleitungsplatten ausStahl S 235 angeordnet. Die Lastaufbringung erfolgte �uber einen Hydraulikkolben zwischenLastplatte und dem Pressenhaupt.
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Bild 2: Versuchsaufbau der Veri�kationsversuche und der Sch�uttgutversucheBei den mit zus�atzlichem hydrostatischen Innendruck durchgef�uhrten Versuchen wurdeein speziell angefertigter, pa�genauer Zylinder aus textilbewehrter Kunststo�folie in denStahlzylinder eingelegt. Aus diesem f�uhrte ein Rohr, �uber das die gew�unschte Druckh�oheeingestellt werden konnte, durch eine in der oberen Lasteinleitungsplatte angeordnete �O�-nung.Das Stabilit�atsversagen trat bei allen Versuchsk�orpern schlagartig ein, begleitet von ei-nem lauten Knall. Ein vorzeitiges lokales Einbeulen war bei keinem der Versuche zu beob-achten. Alle Versuchsk�orper zeigten Versagensmuster in Form von Rautenbeulen.Versuche im Silopr�ufstandDas Versuchssilo, siehe Bild 2, wurde zentrisch in einen Pr�ufrahmen eingebaut, der zurEinleitung der zus�atzlich zur Sch�uttgutbelastung auf die Versuchsk�orper aufzubringendenVertikalbeanspruchung diente. Das Silo stand auf einer aufgest�anderten Standzarge, in die



der Auslaufkegel eingeh�angt war. Der zu pr�ufende Zylinderschu� lag auf dem planbearbeite-ten Flansch des Auslaufkegels auf. �Uber dem Pr�ufk�orper waren drei weitere dickwandigereZylindersch�usse mit planbearbeiteten Aufstands
�achen montiert. Den Abschlu� nach obenbildete ein aufgesetzter Kegel. �Uber an diesem Kegel angebrachte seitliche Bef�ull�o�nungenwurde das Sch�uttgut in das Silo eingebracht. Ein Ventil am unteren Ende des Auslaufkegelserm�oglichte einen kontrollierten Sch�uttgutabzug.F�ur eine Beschreibung der Me�einrichtung und {anordnung wird auf [26] verwiesen.Der als Sch�uttgut verwendete "Karlsruher Sand\ ist ein Quarzsand mit Korngr�o�enzwischen 0,3 mm und 0,8 mm. Die Wichte 
 dieses Sch�uttgutes schwankt je nach Verdich-tungsgrad zwischen 14,0 kN=m3 und 16,8 kN=m3.Die aus dem Sch�uttgut �uberWandreibung in das Silo eingetragene Axialbelastung konntewegen der maximal m�oglichen F�ullh�ohe von 4 m nicht auf die zum Versagen der Pr�ufk�orpererforderlichen Werte gesteigert werden. Aus diesem Grunde mu�te die zus�atzliche zum Er-reichen des Stabilit�atspunktes notwendige Axialbeanspruchung �uber einen Hydraulikkolben,der sich gegen das obere Querhaupt des Pr�ufrahmens abst�utzte, eingetragen werden. Derdurch dieses Vorgehen erzeugte Beanspruchungszustand (Axial{ / Radialbeanspruchung)weicht etwas von dem in hohen, sch�uttgutgef�ullten Silos ab. Jedoch kann er als gute Ann�ahe-rung an die in Silos tats�achlich vorherrschende Systembelastung betrachtet werden, da derSch�uttgutruhedruck schnell mit der �ubersch�utteten H�ohe ansteigt, um sich dann nur nochgeringf�ugig zu erh�ohen.Das Versagen der Zylinder k�undigte sich zumeist durch ein leises Knistern des Versuchs-zylinders und einen deutlichen Abfall der durch die Kraftme�dose abgelesenen Axialbe-anspruchung an. Das Versagen trat stets durch das Einfallen mehrerer Rautenbeulen ein.Nach dem ersten Versagen des Zylinders wurde die Axialbelastung wieder erh�oht, um eineResttragf�ahigkeit des Zylinders zu bestimmen.Zusammenfassung der Versuchsergebnisse1. Die durchgef�uhrten experimentellen Untersuchungen zeigen den positiven E�ekt vonhydrostatischem Innendruck bzw. einer ruhenden Sch�uttgutf�ullung auf die H�ohe derVersagenslast der untersuchten Zylinder auf. Die ermittelten Beulwerte liegen im obe-ren Bereich der aus der Literatur bekannten Versuchswerte. Dies ist auf die eigen-spannungsreduzierte Fertigung der Versuchsk�orper und die sorgf�altige Ausbildung derZylinderenden zur�uckzuf�uhren.2. Es zeigt sich die aus anderen Versuchsreihen bekannte Abh�angigkeit des Beulwertesvom R=t- Verh�altnis.3. Trotz planbearbeiteter Zylinderenden bzw. Lasteinleitungsplatten wurden deutlicheUngleichf�ormigkeiten in der Verteilung der Membranl�angsspannungen �uber dem Scha-lenumfang ermittelt [26], die auf sehr kleine Unebenheiten der Aufstands
�achenzur�uckzuf�uhren sind.4. Die im Experiment lokal vorliegende Innendruckbeanspruchung durch Sch�uttgut bzw.Bettungsstei�gkeit des Sch�uttguts konnte aus versuchstechnischen Gr�unden nicht be-stimmt werden. Daher mu�te ein idealisierender gleichm�a�iger Ansatz des Innendrucksbzw. der Bettungsstei�gkeit erfolgen.5. Die Ergebnisse der Versuche mit bewegtem Sch�uttgut zeigen deutliche Reduktionender Beullasten im Vergleich zu den Versuchen mit ruhendem Sch�uttgut.



3 Stabilit�atsuntersuchungen mit Finiten Elementen, allge-meine BemerkungenIm Rahmen der Untersuchungen wurden moderne nichtlineare Schalenelemente [9], [7] ein-gesetzt. Diese weisen keine Versteifungse�ekte auf und haben sich in zahlreichen weiterenUntersuchungen sowohl an linearen als auch nichtlinearen Aufgabenstellungen bew�ahrt. ImFalle eines nichtlinearen Problems wird das nichtlineare Gleichungssystem, das im Falle vonVerschiebungsans�atzen wie folgt lautet,G(u; �) = R(u)� �P = 0 (1)f�ur eine inkrementell iterative L�osung z.B. mit einem Newton-Verfahren linearisiert. F�ur denm-ten Lastschritt und die n-te Iteration lautet das zugeh�orige lineare GleichungssystemKT (un) ��u = R(un)� �mP:Hierbei sind R der Vektor der inneren Kr�afte, P der Lastvektor, � der Lastfaktor und KTdie Tangentenstei�gkeitsmatrix. Der Zuwachs der Verschiebungen in der n-ten Iteration istdann �u. Der Vektor der Verschiebungen im n+ 1-sten Iterationsschritt lautet dannun+1 = un +�u:Die sogenannte "Numerische\ Stabilit�atsanalyse nutzt die Eigenschaft, da� die Tangen-tenstei�gkeitsmatrix im Fall einer Verzweigung bzw. eines Durchschlagens singul�ar wird,aus. F�ur eine ausf�uhrliche Erl�auterung sei auf Brendel/Ramm [2] sowie auf die umfassendeDiskussion in [16],[19] verwiesen. Im Fall einer statischen Betrachtung kann die Tangenten-stei�gkeitsmatrix als eine quadratische Funktion eines quasi Normalzustandes u0 multipli-ziert mit dem aktuellen Lastwert � dargestellt werden. Damit ergibt sich f�ur den Fall einersingul�aren Stei�gkeitsmatrix ein quadratisches Eigenwertproblem siehe [18]. Die L�osung istallerdings sehr aufwendig, daher wird �ublicherweise auf den aktuellen Gleichgewichtszustandnormiert, was letztlich auf ein lineares Eigenwertproblem f�uhrt, siehe [2]:KT�u = [KL + �(K�L +KuL +K�NL +KuNL)]�u = 0:Dessen Implementierung in Finite Element Programme ist relativ einfach und in vielenF�allen { insbesondere dann, wenn der Last{Verschiebungspfad fast linear verl�auft { kanndamit eine sehr gute Aussage �uber die Stabilit�atslast getro�en werden. Bei st�arker nichtli-nearen Problemen emp�ehlt sich die sogenannte begleitende lineare Eigenwertanalyse, beider begleitend zur nichtlinearen Berechnung am jeweiligen Lastniveau mit dem aktuellenVerschiebungszustand lineare Eigenwertprobleme gel�ost werden. � ist dann ein Multiplikati-onsfaktor f�ur die aktuelle Last, d.h. bei � = 1 ist dann der Stabilit�atspunkt erreicht. Damitsind oft gute Vorhersagen �uber die Stabilit�atslast m�oglich.Verzichtet man auf die Vorhersageeigenschaft und nutzt nur die Untersuchung der ak-tuellen Stei�gkeitsmatrix auf Singularit�at, ergibt sich neben der �ublichen Beobachtung desVorzeichens der Determinante ein sehr einfaches und e�zientes Verfahren, da nur der ersteEigenwert der Tangentenstei�gkeitsmatrix zu bestimmen ist. Wriggers/Wagner/Miehe [29],siehe auch [30], nutzen dies f�ur die direkte Bestimmung von Stabilit�atspunkten, indem dasStandardeigenwertproblem KT (u)� = 0 als zus�atzliche Bedingung zur L�osung der nichtli-nearen Gleichungen hinzugef�ugt wird. Eine Klassi�kation der Singularit�at l�a�t sich dann wiefolgt vornehmen: �TP 6= 0 zeigt einen Durchschlagspunkt an, �TP = 0 zeigt einen Verzwei-gungspunkt an. F�ur eine umfangreiche Diskussion dieses Vorgehens { im Schrifttum unter



dem Namen "Erweiterte Systeme\ bekannt, Anwendungen und kleinere Erweiterungen seiauf [29], [28] und [10] verwiesen.Es sei bemerkt, da� sich damit bei vielen Problemen sehr e�zient und ohne die Bestim-mung eines Last{Verformungspfades Stabilit�atslasten berechnen lassen. Allerdings wird beider Methode nicht gesichert, da� der erste singul�are Punkt oder der singul�are Punkt mitder niedrigsten Beullast gefunden wird. Damit ist der eigentliche Vorteil der erweitertenSysteme bei komplexeren Aufgabenstellungen nicht vorhanden. F�ur den Einsatz in der Be-rechnungspraxis geh�ort es daher nur zum Bereich unterst�utzender Methoden und ist nur f�urParameteruntersuchungen als sicheres Recheninstrument zu betrachten.Reale Systeme wie imperfekte Kreiszylinder unter Axialbelastung zeichnen sich oft da-durch aus, da� die Verzweigungspunkte entfallen und die Lastverformungspfade sich quasials Kurven f�ur eine Abfolge von Durchschlagproblemen ergeben, d.h. viele Bereiche mit ab-fallenden Last{Verformungskurven enthalten. Ein solcher Abfall ist aber physikalisch nurbei einer Verschiebungssteuerung einer Belastung m�oglich. Nimmt gleichzeitig auch nochdie ma�gebende Verschiebung ab, dann ist dies nur ein Kurvenbereich mit theoretischemWert, wenn die Verschiebung nicht zur�uckgefahren werden kann.In allen F�allen mit abfallenden (instabilen) Kurven�asten ist es o�en, inwieweit die jewei-ligen Vorbeul�aste Stabilit�at garantieren, so da� diese auch f�ur Entwurfszwecke nutzbar sind.Dies ist die oft gestellte Frage nach der Sensitivit�at der Last{Verformungspfade gegen�uberSt�orungen, seien dies Lasten, geometrische Randbedingungen oder Imperfektionen. Bei Be-trachtung des �au�erst umfangreichen Schrifttums l�a�t sich feststellen, da� mit sinnvollemAufwand nur eine Einzelfalluntersuchung gegen�uber einer bestimmten, de�nierten St�orungdurchgef�uhrt werden kann. Allgemeine Sensitivit�atsuntersuchungen gegen�uber beliebigenSt�orungen erscheinen derzeit nicht durchf�uhrbar, wenngleich dies die Untersuchungen von[27], [25] und [24] angeben. Eine genauere Betrachtung zeigt aber, da� die bestimmten Sen-sitivit�aten nicht gesichert ermittelt werden k�onnen. �Ahnlich sind die Untersuchungen von[3] bez�uglich der wesentlichen Imperfektionen bei stabilit�atsgef�ahrdeten Schalen sehr erfolg-reich f�ur die betrachteten F�alle. Allerdings ist auch hier schon wegen der Begrenztheit derDiskretisierung und der Zahl der berechneten Eigenwerte und -formen nicht gesichert, da�wirklich die wesentliche Imperfektion ermittelt wurde.Au�erdem ist die Wirklichkeit des Beulens nicht ein statisches Durchfahren eines Last{Verformungspfades sondern ein zeitlich sehr schnell ablaufender Vorgang, so da� kinetischeE�ekte durchaus eine Rolle spielen. D.h. die nichtlinearen Gleichungen (1) sind dann umTr�agheits{ und D�ampfungsterme zu erg�anzen. Damit lauten die linearisierten Gleichungenf�ur ein sogenanntes implizites Zeitintegrationsverfahren:M��u+CT� _u+KT�u = P� FIMit M als Massenmatrix, CT als D�ampfungsmatrix, � _u als Vektor der Geschwindigkei-ten, ��u als Beschleunigungsvektor und FI als Vektor der verallgemeinerten inneren Kr�aftef�ur das jeweilige Zeitintegrationsverfahren. Wird mit �y = _u und � _y = �u eine Trans-formation in den Phasenraum vorgenommen, so lassen sich Bedingungen f�ur Stabilit�at imjeweiligen Zeitschritt/Lastzustand angeben (siehe z.B. [16])." �y� _y # = " 0 I�M�1KT �M�1CT # " �u� _u #+ " 0M�1(P� FI) #Notwendige Bedingungen f�ur Stabilit�at sind:Sp(M�1CT ) � 0 und detKT � 0;



E = 2; 0 � 105 Nmm2� = 0; 3� = 7; 85 � 10�6 kgmm3Bild 3: Rechenmodell und Materialdatenf�ur asymptotische Stabilit�at:Sp(M�1CT ) � 0 und detKT > 0:Allerdings sei auch hier bemerkt, da� damit keine Sensitivit�aten f�ur den allgemeinen Fallangegeben werden k�onnen, sondern nur Einzelfallbetrachtungen mit eindeutig vorgegebenemSystem und Belastung m�oglich sind. Damit ist die Nutzung dieser Gleichungen f�ur allgemeineEntwurfszwecke kaum m�oglich.Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� mit Nutzung der heutigen Berechnungsin-strumente und der algorithmischen Hilfsmittel zwar sinnvolle Hinweise auf Schw�achen vonStrukturen hinsichtlich des Stabilit�atsversagens gegeben k�onnen, da� gesicherte Aussagenzur Stabilit�at aber nur im Einzelfall m�oglich sind. Die Untersuchungen in den folgendenAbschnitten wurden unter diesem Gesichtspunkt durchgef�uhrt.4 Statische Stabilit�atsuntersuchungen an SiloschalenBegleitend zu den in Abschnitt 2 beschriebenen Versuchen wurden zahlreiche numerischeUntersuchungen mit Finiten Elementen durchgef�uhrt, die in den Dissertationen von Ummen-hofer [26] und Knebel [14] ausf�uhrlich dokumentiert sind. Ziel dieser vorwiegend statischenStabilit�atsuntersuchungen war, eine erste Vorhersage f�ur die experimentelle Versagenslastzu gewinnen. Parallel wurden Untersuchungen mit dem kommerziellen Programm ANSYS[1] und dem institutseigenen FE{Paket FEAP{MeKa [22] vorgenommen, die mit sehr unter-schiedlichen Randbedingungen, Diskretisierungen und unterschiedlichen Finiten Elementenerfolgten. Damit waren auch einige Unsicherheiten in der Erfassung der Wirklichkeit ab-gedeckt. Im Folgenden wird aus Gr�unden der Platzlimitierung nur auf die numerischenUntersuchungen mit FEAP{MeKa eingegangen.Die Berechnungen erfolgten mit dem in Bild 3 dargestellten Rechenmodell, den dortangegebenen Materialdaten sowie der in Tabelle 2 angegebenen Geometrie.Zylinder 1100{AL 1100{B1 850{AL 850{B2 650{AL 650{B11100{AW 1100{IP 850{AW 650{AWRadius R 625 625 625 625 625 625H�ohe h 966 1000 966 1000 966 1000Dicke t 0.56 0.56 0.67 0.67 0.95 0.95Tabelle 2: Geometrie der untersuchten Zylinder



RandbedingungZylinder a b c d1100{AW (leer) 192 193 137 1871100{AW 232 241 185 226Fexp=178 kN; FnumFexp 1.30 1.35 1.04 1.27Verh�altnis Fexp:Fnum;leer 0.93 0.92 1.30 0.95850{AW (leer) 273 273 241 246850{AW 322 340 310 344Fexp=287 kN; FnumFexp 1.12 1.18 1.08 1.20Verh�altnis Fexp:Fnum;leer 1.05 1.05 1.19 1.17650{AW (leer) 472 471 434 435650{AW 623 655 609 633Fexp=520 kN; FnumFexp 1.20 1.26 1.17 1.22Verh�altnis Fexp:Fnum;leer 1.10 1.10 1.20 1.20

Randbedingungen:oberer Randa) gelenkig, w�olbbehindertb) eingespannt, w�olbbehindertc) gelenkig, w�olbfreid) eingespannt, w�olbfreiunterer Randgelenkig, w�olbbehindert
Tabelle 3: Vergleich der experimentellen und numerischen ErgebnisseF�ur die Diskretisierung wurden 9200 vierknotige Schalenelemente basierend auf einer so-genannten Reissner-Formulierung, siehe [7], [9] mit der bekannten Schubinterpolation nachBathe/Dvorkin [5] eingesetzt. F�ur die imperfekte Geometrie wurden die exakten Me�datenverwendet. Die Axialbelastung erfolgt �uber eine Einzellast am oberen Rand in Zylinderl�angs-richtung; am oberen Rand wird durch Kopplung der Freiheitsgrade in L�angsrichtung einestarre Platte im Rechenmodell erzeugt. Ansonsten werden die Freiheitsgrade des oberenRandes radial unverschieblich aber verdrehbar angenommen. Der untere Rand ist v�olligunverschieblich, gelenkig gelagert. F�ur die Diskussion von Variationen wird auf [14], [26]verwiesen.Die statischen Berechnungen erfolgten mit Hilfe begleitender Eigenwertuntersuchungensowie mit Hilfe erweiterter Systeme. Die Belastung der Zylinder mit Wasserinnendruck undmit Sch�uttgutf�ullung erfolgte in der numerischen Berechnung so, da� zuerst der Wasserdruckbzw. der Druck infolge Sch�uttgutf�ullung aufgebracht wurde. Dann wurde die Axialbelastungschrittweise aufgebracht und die Stabilit�atslast ermittelt.F�ur die oben angegebenen Geometrien und Randbedingungen sind die Ergebnisse dernumerischen Untersuchungen f�ur reine Axialbelastung sowie Wasser{ und Axialbelastung inTabelle 3 den experimentellen Ergebnissen gegen�ubergestellt. Es zeigen sich die bekanntenAbweichungen zwischen Experiment und Berechnung, die hier auf die gemessenen minima-len Randaufstandsimperfektionen, sowie leicht anderen Randbedingungen wie geringf�ugigerEinspannung und L�angsverschieblichkeit mit Kontakt zur�uckzuf�uhren sind.Weitergehende numerische Berechnungen der Last{Verformungspfade �uber den erstenStabilit�atspunkt hinaus zeigen den in Bild 4 f�ur den Zylinder 1100-AL dargestellten Ver-lauf. �Ahnliche Verl�aufe ergeben sich f�ur andere Zylindergeometrien. Typisch ist f�ur alleKurven { besonders ausgepr�agt f�ur die d�unnwandigeren Zylinder, da� sich ein komplexerVerlauf der Nachbeul�aste ergibt. Die Berechnungen sind nur mit sehr kleinen Lastschrittendurchf�uhrbar, sie konvergieren oft nur sehr schlecht; echte Nachbeullasten d.h. vollst�andi-
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Verschiebung [mm]Bild 4: Zylinder 1100{AL: Last{Verschiebungsdiagramm aus statischer Berechnungge Kurvenverl�aufe bis zur Endverschiebung des Versuchs lassen sich mit �uberschaubaremAufwand nicht bestimmen. Auch eine Visualisierung der Verschiebungszust�ande in den ver-schiedenen Punkten der Nachbeul�aste l�a�t keinen Hinweis auf das weitere Beulverhalten zu.D.h. es sind praktisch keine Aussagen �uber Nachbeullasten mit Hilfe statischer Untersu-chungen m�oglich.5 Stabilit�atsuntersuchungen mit transienter BelastungDie Unzul�anglichkeiten der statischen Stabilit�atsuntersuchungen insbesondere die numeri-schen Probleme f�uhrten zur Frage, ob nicht die reale Abbildung des Belastungsprozesses�uber eine transiente Berechnung zu Aussagen �uber die Nachbeullasten f�uhren k�onnte. Hier-zu wird die Belastung durch den Wasserdruck und das Sch�uttgut wie vor statisch und nur dieAxialbelastung �uber eine starre Lastplatte mit einem vorgegebenen Geschwindigkeitspro�lsiehe Bild 5 zeitver�anderlich aufgebracht. Dabei werden die Tr�agheitsterme selbstverst�and-lich aktiviert.Wird z.B. das Newmark-Verfahren [12] ohne D�ampfung verwendet, so ergibt sich imZeitschritt t+�t die folgende Gleichung f�ur den Verschiebungszuwachs in der k-ten Iteration:(K+ 4�t2M) ��uk = R�Fk�1 �M � 4�t2 (t+�tuk�1 �t u)� 4�t t _u�t �u�Mit t als Zeitschritt, f�ur den die Gr�o�en Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleu-nigung bekannt sind, und mit �t f�ur die Zeitschrittgr�o�e. Es sei bemerkt, da� die e�ektiveStei�gkeitsmatrix ~K ~K = K+ 4�t2Minfolge des Massenterms fast immer positiv de�nit ist. F�ur kleinere Zeitschrittweiten ist sieimmer positiv de�nit, da dann der Massenterm dominiert.F�ur die Information �uber die Stabilit�at eines Verschiebungszustandes ist die e�ektiveStei�gkeitsmatrix oder deren Determinante nicht verwendbar, d.h. die Beurteilung der Sta-bilit�at ist ohne zus�atzliche Ma�nahmen wie z.B. die gesonderte Untersuchung der Eigenwerteder Tangentenstei�gkeitsmatrix nicht m�oglich. Um St�orungen bzw. deren Ein
u� auf das



Verhalten zu ber�ucksichtigen, m�u�te au�erdem im Sinne einer Ljapunowschen Stabilit�atsbe-trachtung immer eine vollst�andige Berechnung von Beginn der St�orung an bis zum Ende derBetrachtungszeit erfolgen. F�ur eine ausf�uhrliche Diskussion sei auf [19] und [11] verwiesen.Au�erdem w�aren auch noch aus algorithmischen Gr�unden Variationen der Zeitschritt-weiten vorzunehmen, um nicht als Folge zu gro�er Schrittweiten �uber Verzweigungspunkteoder lokale Durchschlagspunkte "hinwegzurechnen\.Als Vorteil einer transienten Berechnung des zwar origin�ar langsamen quasistatischenProblems mit der Belastung durch eine sehr steife Lastplatte, d.h. fast starren K�orper, istauch noch die direkte Ber�ucksichtigung des Kontakts bzw. der M�oglichkeit des L�osens desKontakts zwischen Platte und Zylinder am oberen und unteren Rand zu nennen. Stabilit�atunter Einbeziehung von Kontaktrandbedingungen kann bekannterma�en nicht mit Hilfeder Betrachtung der Tangentenstei�gkeitsmatrizen erfa�t werden, da gerade beim L�osenbzw. Kontaktieren Tangentenmatrizen nicht existieren. Dies ist insbesondere bei axialbe-lasteten Zylinderschalen, bei denen beim Beulen auch in L�angsrichtung kleinste Verschie-bungsm�oglichkeiten (W�olbbehinderung oder nicht !) eine deutliche Reduktion der Beullastbewirken, von hoher Wichtigkeit. Bei der st�andig vorw�artsschreitenden Zeitintegration wirddurch die Kontaktproblematik zwar die Konvergenzgeschwindigkeit bei stark wechselndemKontakt herabgesetzt, aber dennoch konvergiert die nichtlineare L�osung infolge der Domi-nanz der Massenmatrix relativ gut.
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Zeit [sec] vuBild 5: Lastplatte, Geschwindigkeitspro�l f�ur die transiente BelastungErste Testberechnungen [14] mit der Betrachtung einer dynamischen Beanspruchung inL�angsrichtung mit dem in Bild 5 angegebenen Geschwindigkeitspro�l, zeigten einen wei-teren, urspr�unglich etwas �uberraschenden E�ekt, n�amlich da� die Nachbeullasten relativunabh�angig von der Geschwindigkeit der Lastaufbringung waren und im Nachbeulbereicheinen weitgehend konstanten Wert annahmen. Au�erdem zeigte sich bei weiteren Unter-suchungen, da� die Nachbeullasten der imperfekten leeren Zylinder ausgezeichnet mit dennach DIN 18800 Teil 4 [4] berechneten Beullasten korrelierten. Die mit der numerischenSimulation berechneten Beullasten lagen alle knapp oberhalb der Beullasten nach DIN.Die systematische Untersuchung wurde f�ur alle angegebenen Zylinder sowohl leer alsauch mit Wasserf�ullung sowie mit Sch�uttgutf�ullung unter Ber�ucksichtigung des Interaktions-modells durchgef�uhrt. Hierzu wurde sowohl mit expliziter Zeitintegration und sehr kleinenZeitschritten mit LS-DYNA [8] als auch mit impliziter Zeitintegration und unterschiedlicherZeitschrittweite mit FEAP-MeKa [22] gearbeitet. Die explizite Zeitintegration hat den Vor-



teil, da� keine Gleichungsl�osung erforderlich ist und die hochfrequenten Wellen beim Beulensehr gut aufgel�ost werden."Last/kN
0

30

60

90

120

150

180

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4Verschiebung/mm

"Last/kN "kin.Energie/Nm
0

30

60

90

120

150

180

0.3638 0.364 0.3642 0.3644 0.3646
0

1

2

3

4

Verschiebung/mmBild 6: Zylinder AL{1100: Last{Verschiebungsdiagramm f�ur v = 0,01mm/s
X

Z

disp. scale factor =  2.000E+01

X

Z

disp. scale factor =  2.000E+01

X

Z

disp. scale factor =  2.000E+01

X

Z

disp. scale factor =  2.000E+01

X

Z

disp. scale factor =  2.000E+01

X

Z

disp. scale factor =  2.000E+01Bild 7: Zylinder 1100{AL: Deformation bei v = 0; 01mm/s, 20{fach �uberh�oht dargestellt.Um den Ein
u� der Belastungsgeschwindigkeit auf den Beulproze� zu zeigen, wur-de sowohl mit sehr kleiner Geschwindigkeit der Lastplatte vp = 0,01mm/sec, mit vp =1 mm/sec implizit sowie mit vp = 150mm/sec = 0,54 km/h explizit gerechnet. Der Last-Verschiebungsverlauf, dargestellt in Bild 6, f�ur die kleinste Geschwindigkeit, gibt einen gutenEinblick in den Beulprozess, der sehr pl�otzlich in einem Verschiebungsbereich von 0,0003mmabl�auft. Dabei wird ein kleiner Teil der potentiellen Energie in kinetische Energie umgewan-delt, was sich in sehr kurzwelligen Schwingungen bemerkbar macht. Das Gesamtbeulen, sieheBild 7, geht von einer einer lokalen gr�o�eren Beule aus, die in ein globales Beulmuster �uber-geht, das im mitteleren Zylinderbereich dem aus Experimenten bekannten Rautenmusterentspricht. Die Punkte in den Kurven in Bild 6 geben Informationen �uber den zugeh�origenLast{/Verschiebungszustand.



Bei einer Steigerung der Geschwindigkeit um den Faktor 100 zeigt sich keine Steigerungder Beullast und der Nachbeullast; der Beulprozess wird jedoch auf 0,03mm gestreckt. Diedabei entstehende kinetische Energie ist zwar um 30% gr�o�er als bei der kleinen Geschwin-digkeit aber dennoch sehr klein verglichen mit der potentiellen Energie. Auch der visuelleBeulverlauf ist, soweit aus den Verformungsbildern entnehmbar, identisch und hier dahernicht dargestellt.Die hohe Geschwindigkeit mit einer weiteren Steigerung um den Faktor 150 f�uhrt letzt-lich zu einer deutlichen Anhebung der Beullast um mehr als 50%, siehe Bild 8; das Beu-len tritt auch bei einer erheblich gr�o�eren Verschiebung auf. Bemerkenswert ist, da� keinenennenswerte Steigerung der Nachbeullast gegen�uber den kleinen Geschwindigkeiten zu be-obachten ist. Zur Durchf�uhrung der Berechnung und der Darstellung ist zu bemerken, da�ohne D�ampfung gerechnet wurde und f�ur die Darstellung im Nachbeulbereich ein Filter f�urdie hochfrequenten Anteile eingesetzt wurde. Die Enddeformation nach 5mm Verschiebungin Bild 8 zeigt ein klares Rautenbild mit deutlicherer Pr�agung als bei den zu einer sehr vielkleineren L�angsverschiebung geh�orenden Beulen der impliziten Berechnungen.

050100150200250300

0 1 2 3 4 5
F[kN]

Verschiebung [mm]

vv
v

� DIN18800 Teil 4Fl = 33 kN� VersuchFmax = 135 kNFend = 48 kN

15 fache 6 fache {Vergr�o�erung der VerschiebungenBild 8: Zylinder 1100{AL nur Axiallast: Last{Verschiebungsdiagramm und Deformations-bilder bei v = 150mm/sNach diesen Erfahrungen wurden alle weiteren Berechnungen mit der hohen Geschwin-digkeit durchgef�uhrt. Die sehr gute �Ubereinstimmung der "dynamischen\ Nachbeullastenmit den Beullasten der DIN 18800 zeigte sich auch f�ur einen leeren, d�unnwandigen Zylinder1100{IP mit einer k�unstlichen lokalen Imperfektion. Die daf�ur berechnete Nachbeullast ist



auch fast identisch mit den Nachbeullasten der beiden anderen d�unnwandigen Zylinder mitgemessenen Imperfektionen.Auch f�ur die F�alle mit gleichf�ormigen hydrostatischem Innendruck sowie Wasserdruckergab sich eine sehr gute �Ubereinstimmung der Nachbeullast mit den Werten nach DIN, dienur f�ur konstanten hydrostatischen Innendruck angegeben sind, siehe Bild 9. Das Beulengeht infolge des Innendrucks, der Zugspannungen hervorruft und die lokalen Imperfektionenin Umfangsrichtung quasi gl�attet, von den beiden R�andern aus und ist durch gr�o�ere Beulenim niedereren Innendruckbereich gekennzeichnet.
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15 fache 6 fache {Vergr�o�erung der VerschiebungenBild 9: Zylinder 1100{AW, konstanter Innendruck und Axiallast: Last{Verschiebungsdia-gramm und Deformationsbilder6 Gleichf�ormige und ungleichf�ormige Sch�uttgutbelastungDas Verhalten von Sch�uttgut und Schale ist durch die Interaktion zwischen den beidenPartnern gepr�agt. Um dies korrekt zu erfassen, w�are es wegen der r�aumlich stark ver�ander-lichen Packung im Prinzip erforderlich, das stark nichtlineare Verhalten des Sch�uttguts miteiner r�aumlichen Finite Element Diskretisierung zu erfassen. Die genaue Beobachtung zeigtaber, da� die Wanddeformationen w�ahrend des Beulvorgangs sehr klein sind. Damit l�a�tsich die Interaktion �uber ein einfaches Spannungs{Verschiebungsgesetz abbilden, das die inBild 10 angegebene Form annimmt. Die unterschiedlichen Sch�uttgutmaterialien und derenunterschiedliche Packung machen sich dann nur mit unterschiedlichen Stei�gkeiten c0, der
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Bild 10: Interaktionsmodell Sch�uttgut{Silowandverschiebung f�ur die FE{Simulationsogenannten Bettung bemerkbar, die im Prinzip r�aumlich ver�anderlich sind. F�ur Verschie-bungen nach au�en wird angenommen, da� der Innendruck in der Ausgangslage erhaltenbleibt. Dies hat sich in verschiedenen Untersuchungen zur genaueren Erfassung der Interak-tion [20], [21] best�atigt.Es sei allerdings bemerkt, da� schon einfacher Sand f�ur unterschiedliche Packdich-ten abh�angig von der F�ullung und von der Art der Entleerung Stei�gkeitswerte voncmin = 0,002 N/mm3 bis cmax = 0,13 N/mm3 aufweisen kann. Um diesen Ein
u� gesondertzu untersuchen, wurden statische Stabilit�atsanalysen, d.h. nichtlineare Berechnungen biszum ersten Stabilit�atspunkt mit Variationen der wesentlichen Interaktionsparameter sowohlmit gleichm�a�iger als auch mit ungleichm�a�iger Verteilung durchgef�uhrt. Wie zuvor wurdeder Innendruck zuerst aufgebracht, dann wurde bei konstantem Innendruck die Axialbela-stung erh�oht. Bei gleichm�a�iger Verteilung zeigte sich erwarteterweise, siehe Bild 11, da�bei niedrigem Innendruckwert p0 eine geringe Erh�ohung der Stei�gkeit zu einem anf�ang-lich sehr starken Anheben der Beullast f�uhrt, da� bei einem h�oheren Innendruck sich dieStei�gkeits�anderungen nicht so gravierend aber dennoch merkbar auswirken. Die Beullastenliegen aber auch bei steifem Sch�uttgut und h�oherem Innendruck nur in der H�ohe der klas-sischen Beullast. F�ur eine ausf�uhrliche Diskussion der Auswirkungen sei auf die Arbeit vonKnebel [14] verwiesen, in der auch die unterschiedlichen Wanddickenverh�altnisse und dieunterschiedlichen Imperfektionen betrachtet und gewertet werden. Die im Versuch beobach-teten Beullasten liegen im erwarteten Mittelfeld der Druck{ bzw. Stei�gkeitsverh�altnisse;eine �Ubereinstimmung zwischen Versuch und Berechnung ist aber wegen der unbekannten
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15 fache 6 fache {Vergr�o�erung der VerschiebungenBild 12: Zylinder 1100{B1, gleichf�ormige Sch�uttgutbelastung und Axialdruck: Last{Verschiebungsdiagramm und DeformationsbilderPackdichte der Sch�uttgutf�ullung und den unbekannten Druckwerten im Versuch nicht zuerreichen, auch wenn mit plausiblen Werten gerechnet werden kann.Sinnvoller f�ur praktische Zwecke d.h. eine Nutzung f�ur den Entwurf erscheint die �Uber-pr�ufung der Rechenmodelle und die Variation der unbekannten Parameter f�ur das Sch�uttgutmit den genau gemessenen Geometriewerten. Damit lassen sich dann generelle qualitativeKenntnisse gewinnen, insbesondere wenn man sich auf die Betrachtung der Nachbeulwertetransienter Berechnungen beschr�ankt. F�ur gleichf�ormig in Umfangsrichtung und L�angsrich-tung verteilte Sch�uttgutparameter ergeben sich neben den in [14] dargestellten Ergebnissentransienter Untersuchungen wieder Nachbeulwerte, die sich in die Ergebnisse f�ur die Zylin-der unter ausschlie�licher Axialbelastung bzw. Axialbelastung mit Innendruck gut einordnenlassen. Erwarteterweise erh�oht sich die Beullast infolge der Stei�gkeit des Sch�uttguts, aberder Nachbeulwert bleibt auch in diesem Fall f�ur einen l�angeren Verschiebungsweg konstant,siehe Bild 12. Wird der Nachbeulwert mit dem Wert nach DIN 18800 Teil 4 f�ur Axiallastund Innendruck verglichen, so zeigt sich, da� letzterer deutlich unter dem berechneten Wertaus der FE{Simulation bleibt. Eine Variation des gemessenen Imperfektionsbildes in einebeliebige lokale Imperfektion bringt zwar einen deutlich ver�anderten Verlauf im eigentlichenBeulbereich, aber der letztlich erreichte Nachbeulwert ist wieder fast identisch mit dem f�urdenselben Zylinder mit anderen Imperfektionen berechneten Wert. Der Ein
u� der Bettungdurch das Sch�uttgut macht sich auch in der Beulentwicklung im Zylindermantel bemerkbar,siehe Bild 12. Es ergeben sich bei den gemessenen Imperfektionen des Zylinders 1100{B1



zuerst kleine lokale Beulen im Mittelbereich der Schale und am Rande, dann vertiefen sichdie Beulen vom Rande her, bis sich schlie�lich zum Ende des Belastungsvorgangs ein rau-tenf�ormiges Beulmuster einstellt. Deutlich wird, da� das Beulmuster sehr viel hochwelligerist als ohne Sch�uttgutf�ullung bzw. nur mit Innendruck.Die Untersuchungen in [14] haben gezeigt, da� sich die Rechenmodelle sehr gut f�urAbsch�atzungen des st�utzenden Ein
usses des Sch�uttguts im Falle ungleichm�a�iger Sch�utt-gutf�ullung eignen, wie sie infolge Schlot- oder Br�uckenbildung in realen Silos oft auftritt,siehe Bild 13.
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Bild 13: Folge unregelm�a�iger Flie�zust�andeAm Beispiel des d�unnwandigen Zylinders 1100{B1 wurden unregelm�a�ige Belastungs-zust�ande untersucht. Hierzu wurde die unregelm�a�ige Verteilung mittels eines ungleichf�ormi-gen Druckbildes modelliert, siehe Bild 14, alternativ wurde zus�atzlich eine Bettung imDruckbereich angesetzt, sofern sich eine Verschiebung der Wand nach innen ergab. Die Stu-dien zeigten f�ur die Untersuchungen bei Schlotbildung erwarteterweise, da� die Breite derSt�orzone mit den Beulwellen und der H�ohe der Beullast korreliert ist, siehe z.B. Bild 14. Hierf�uhrte eine St�orzonenbreite von 30� zu niedrigeren Beullasten wie eine Breite von 90�. DieBeullasten liegen infolge der Imperfektion sogar teilweise unterhalb der Werte f�ur den leerenZylinder. F�ur weitere statische Untersuchungen insbesondere auch bei Br�uckenbildung seiauf die Ergebnisse in [14] verwiesen.
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Bild 14: Variation der SchlotausbildungDie transienten Untersuchungen bei festen Werten f�ur die Innendruckverteilung ergabwieder das bei den vorigen Berechnungen beobachtete Bild. Die Nachbeullast f�allt auf einenweitgehend konstanten Wert ab, der deutlich �uber dem Beulwert nach DIN 18800 f�ur einen



leeren Zylinder liegt, siehe Bild 15. Wird der Druck nur in einem sehr kleinen Bereichder St�orzone zu Null gesetzt, so entspricht der Nachbeulwert sogar dem DIN Wert mitgleichf�ormigem Innendruck. Wird alternativ zus�atzlich eine Bettung d.h. eine Stei�gkeitc0 in den Druckbereichen angenommen, so liegt der Nachbeulwert deutlich oberhalb desBeulwertes nach DIN mit Innendruck. D.h. die Annahme eines v�ollig leeren Zylinders beiSchlotbildung scheint etwas zu konservativ und k�onnte eventuell durch das Modell einer mitgleichf�ormigem Innendruck gest�utzten Schale ersetzt werden. Damit lie�e sich auch der Last-fall Schlotbildung bei einer sinnvollen Eingrenzung mit einfachen Mitteln ber�ucksichtigen.Die Entwicklung des Beulbildes geht wie in Bild 15 dargestellt von der lokalen St�orung aus,zeigt einen leichten Randein
u� und breitet sich dann �uber die ganze Schale aus. Das letzteBeulbild zeigt dann wieder das �ubliche Rautenmuster, das bei den ausschlie�lich druck-gest�utzten Schalen niedrigwelliger ist als im Fall zus�atzlicher Bettung mit c0.
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15 fache 6 fache {Vergr�o�erung der VerschiebungenBild 15: Zylinder 1100{B1, Schlotbildung ' = 90�, � = 0:8 � ' und Axialdruck: Last{Verschiebungsdiagramm und Deformationsbilder7 Zusammenfassung und AusblickDie Stabilit�atsuntersuchung von sch�uttgutgef�ullten Siloschalen ist stark von der Unsicher-heit in den lastbestimmenden und zum Teil auch st�utzenden Parametern gepr�agt. Obgleichim Prinzip sehr genaue statische numerische Stabilit�atsuntersuchungen mit Finiten Elemen-ten m�oglich sind, mu� aber auch deutlich auf die Grenzen der M�oglichkeiten hingewiesen



werden. So lassen sich mit statischen Stabilit�atsanalysen nur im Sonderfall f�ur komplexeSchalen vollst�andige Last{Verschiebungspfade bis hin in den Nachbeulpfad d.h. auch bishin zu sogenannten Nachbeulminima ermitteln. Die Simulation st�o�t bei den hier betrachte-ten axial belasteten Schalen im Regelfall auf au�erordentliche numerische Schwierigkeiten,die die Verfahren f�ur praktische Zwecke als nicht empfehlenswert ausweisen. Aussagen �uberStabilit�atslasten, d.h. maximal aufbringbare Axialbelastungen erscheinen als nicht sehr ge-sichert, auch wenn mit Hilfe von Parameteruntersuchungen zumindest qualitativ und zumTeil auch quantitativ Ein
�usse gut ermittelbar sind.Als Alternative scheinen f�ur Entwurfszwecke Untersuchungen mit dynamischer Bela-stung, wie sie mit zeitlich leicht ver�anderlicher Aufbringung der Axialbelastung hier f�urSiloschalen mit sehr unterschiedlicher Sch�uttgutverteilung gezeigt wurden, geeignet. Diedamit ermittelten Nachbeullasten geben in vielen F�allen imperfekter Siloschalen gute Hin-weise auf tragbare Belastungen, die auch quantitativ abgesichert sind, wie die Vergleichemit der entsprechenden Norm zeigen. Dies gilt f�ur den gesamten Bereich der im Rahmender Untersuchungen betrachteten d�unnwandigen und m�a�ig dickwandigen Siloschalen. Be-achtenswert ist, da� bei der transienten Berechnung die numerischen Schwierigkeiten nichtmehr vorliegen. Auch bei sehr langsamer Aufbringung l�a�t sich selbst bei Ber�ucksichtigungvon Kontaktbedingungen problemlos Konvergenz erzielen, sofern nicht zu gro�e Lastschrittegew�ahlt werden. Interessant war die Beobachtung, da� sich in den betrachteten F�allen nacheinem aufgebrachten Verschiebungsweg immer ein fast konstanter Nachbeulwert weitgehendunabh�angig von der Belastungsgeschwindigkeit einstellte. Bisher durchgef�uhrte Variationenin den Imperfektionsbildern best�atigten diese Beobachtung. Weiterf�uhrende Untersuchungensind derzeit im Gange und sollen zur Beurteilung �ahnlich belasteter Strukturen eingesetztwerden.8 Schrifttum[1] ANSYS: Users Manual for Revision 5.3, Swanson Analysis System Inc., Houston, 1995.[2] B. Brendel, E. Ramm: Linear and Nonlinear Stability Analysis, Int. Conference Eng.Application of the F.E. Method, Oslo, 1979.[3] M. Deml, W. Wunderlich: Direct evaluation of the `worst' imperfection shape in shellbuckling, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 149, 201{222, 1997.[4] DIN 18800 Teil 4: Stahlbauten, Stabilit�atsf�alle, Schalenbeulen, Normenausschu� Bauwe-sen, Deutsches Institut f�ur Normung e.V., Beuth Verlag GmbH, Berlin, November 1990.[5] E.N. Dvorkin, K.J. Bathe: A continuum mechanics based four node shell element forgeneral nonlinear analysis, Eng. Comp., 1, 77{88, 1984.[6] ECCS: Buckling of Steel Shells, European Recommendations, Fourth Edition, No. 56, Eu-ropean Convention for Structural Steelwork, 1988.[7] H. Gebhardt: Finite Element Konzepte f�ur schubelastische Schalen, Dissertation, Uni-versit�at Karlsruhe, 1990.[8] J.O. Hallquist: LS-DYNA Users Manual, LSTC report 1007 Rev. 2 Livermore SoftwareTechnology Corporation, Livermore, California 1994.[9] R. Hauptmann: Strukturangepa�te geometrisch nichtlineare Finite Elemente f�urFl�achentragwerke, Dissertation, Universit�at Karlsruhe, 1997.[10] P. Helnwein: Zur initialen Absch�atzbarkeit von Stabilit�atsgrenzen auf nichtlinearenLast-Verschiebungspfaden elastischer Strukturen mittels der Methode der FinitenElemente, Dissertation, Technische Universit�at Wien, 1996.



[11] M.W. Hilburger; A.M. Waas; J.H. Starnes Jr.: Modeling the Dynamic Response andEstablishing Post-buckling/Post Snap-Thru Equilibrium via a Transient Analysis,Transactions of the ASME, 64, 590{595, 1997.[12] T.J.R. Hughes: The Finite Element Method, Prentice Hall, Englewood Cli�s, New Jersey,1987.[13] K. Knebel, U. Peil, U. Schulz, K. Schweizerhof, T. Ummenhofer: Stabilit�at von st�ahlernenSilozylinderschalen bei Belastung mit ruhendem und bewegtem Sch�uttgut, SFB 219Silo Abschlu�bericht an die DFG, Universit�at Karlsruhe, 1997.[14] K. Knebel: Stabilit�at von Stahlzylindern mit unilateralen Randbedingungen bei sta-tischer und dynamischer Beanspruchung, Dissertation, Universit�at Karlsruhe, 1997.[15] P. Kn�odel: Stabilit�atsuntersuchungen an kreiszylindrischen st�ahlernen Silosch�ussen,Dissertation, Universit�at Karlsruhe, 1995.[16] W. Kr�atzig: Eine einheitliche statische und dynamische Stabilit�atstheorie f�ur Pfad-verfolgungsalgorithmen in der numerischen Festk�orpermechanik, Z. angew. Math.Mech 6:7, 203{213, 1989.[17] T. Licht: Spannungen in d�unnwandigen Stahlsilos infolge von Sch�uttgutbelastung,Dissertation, Universit�at Karlsruhe, 1996.[18] P. Nawrotzki, W. Kr�atzig, U. Montag: A uni�ed computational stability concept forconservative and non-conservative shell responses, Computers & Structures 64:1{4, 221{238, 1997.[19] E. Riks; C.C. Rankin; F.A. Brogan: On the solution of mode jumping phenomena inthin-walled shell structures, Comp. Meth. Appl. Mech. Eng. 136, 59{92, 1996.[20] G. Rombach: Sch�uttgutbeanspruchungen von Silozellen { Exzentrische Entleerung,Dissertation, Universit�at Karlsruhe, 1991.[21] C. Ruckenbrod:Dynamische Ph�anomene bei der Entleerung von Silozellen, Universit�atKarlsruhe 1995.[22] K. Schweizerhof und Mitarbeiter: FEAP{MeKa, Institut f�ur Mechanik, Universit�at Karlsru-he, 1988{98. Aufgebaut auf: R.L. Taylor: A Finite Element Analysis Program, University ofCalifornia, Berkeley, USA, 1991.[23] Sonderforschungsbereich SFB 219: Silobauwerke und ihre spezi�schen Beanspruchun-gen. Abschlu�bericht an die DFG, Universit�at Karlsruhe, 1997.[24] I. Spohr: St�orenergie-Konzept f�ur den elasto-plastischen Beulsicherheitsnachweis be-liebig belasteter Schalen, Institut f�ur Statik, Technische Universit�at Braunschweig, 1998.[25] G. Tranel: Stabilit�atsnachweis beliebiger Schalen mit dem Konzept der St�orenergie,Dissertation, Technische Universit�at Braunschweig, 1994.[26] Th. Ummenhofer: Stabilit�atsverhalten imperfekter zylindrischer Stahlsiloschalen {experimentelle und numerische Untersuchungen, Dissertation, Universit�at Karlsruhe,1996.[27] W. Wagenhuber: Imperfektionssensitivit�at und rechnerischer Nachweis der Beulsi-cherheit d�unner Schalen, Dissertation, Technische Universit�at Braunschweig, 1989.[28] W. Wagner: Zur Behandlung von Stabilit�atsproblemen der Elastostatik mit der Me-thode der Finiten Elemente, Forschungs{ und Seminarberichte aus dem Bereich Mechanikder Universit�at Hannover, Bericht F 91/1, 1991.[29] P. Wriggers, W. Wagner, C. Miehe: A quadratically convergent procedure for the calu-lation of stability points in �nite element analysis, Comput. Methods Appl. Mech. Eng.,70, 329{347,1988.[30] P. Wriggers, J.C. Simo: A general prodedure for the direct computation of turningand bifurcation points, Int. J. Num. Meth. Eng., 30, 155{176, 1990.


