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Teil 1

OR—Modelle fiir Probleme der
Gebietsaufteilung






Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung und Ziele der Arbeit

Das Problem der Aufteilung eines geographischen Gebietes in kleinere Einheiten mit
Hilfe von Methoden des Operations Research (OR) zu behandeln, hat eine Tradition,
die mehrere Jahrzehnte zuriickreicht. Sie ist motiviert durch Aufgaben wie

e Wahlkreiseinteilung,
e Verkaufsgebietsgestaltung,
e Abgrenzung der rdumlichen Zustindigkeit von Serviceeinrichtungen,

die sich in der Praxis regelméfig stellen und die in der Regel eine grofle Anzahl
moglicher Losungen zulassen. Die daraus resultierende Komplexitdt des Entschei-
dungsproblems macht Rechnerunterstiitzung wiinschenswert, und es existieren —
nicht tiberraschend — viele Vorschlige in der OR-Literatur fiir geeignete Modelle
und Verfahren. Die vorliegende Arbeit kniipft hier an und hat im Kern das Ziel, auf-
zuzeigen, daf} sich aus dem Studium sog. gleichmdfsiger Baumzerlegungen Verfahren
fiir die Gebietsaufteilung gewinnen lassen, die unter Gesichtspunkten wie Machtigkeit
und Effizienz leistungsfihiger als herkommliche Methoden sind.

Dabei wird das Thema auf breiter Basis behandelt; im einzelnen sind unsere Ziele

die folgenden:

1. Darstellung des Anwendungskontexts. Die unterschiedlichen Anwendungssitua-
tionen, in denen ein Gebietsaufteilungsproblem mit Hilfe von OR-Methoden
behandelt werden kann, sollen besprochen werden. Gemeinsamkeiten und Un-

terschiede dieser Anwendungen sollen deutlich werden.

2. Unabhdngigkeit von einer speziellen Anwendung. Durch Konzentration auf die

Gemeinsamkeiten der Anwendungsbereiche sollen Modelle untersucht werden,

3



FEinleitung

die anwendungsiibergreifend einsetzbar sind. Wir geben damit hochaggregier-
ten Modellen, die wenige wesentliche Aspekte enthalten, den Vorzug.

Wahlkreiseinteilung und Verkaufsgebietsgestaltung haben eng verwand-
te KEigenschaften. Grob gesagt, geht es darum, Bezirke zu bilden, die
,verniinftige* geographische Eigenschaften haben und die dariiberhinaus
»fair“, also gleich grof}, sind. Ob ,,Groe“ sich dabei auf die Bevélkerungs-
zahl oder auf ein Maf} wie Umsatzpotential oder Arbeitslast bezieht, spielt
aus Sicht eines OR-Modells in der Regel keine Rolle. Die OR-Literatur zu
Problemen der Gebietsaufteilung enthilt viele Beispiele des Austauschs
von Modellen zwischen verschiedenen Anwendungsbereichen. So wurde
das bekannte GEOLINE-Modell von Hess et al. [50] urspriinglich fiir
die Wahlkreiseinteilung entworfen, dann fiir Verkaufsgebiete iibernommen
(Hess und Samuels [51]) und erweitert (Fleischmann und Paraschis [35]),
und schliefilich in den vergangenen Jahren wieder (mit Ergdnzungen) fiir
die Wahlkreiseinteilung benutzt (George et al. [42], Hojati [52]).

3. Analyse bekannter Modelle zur Gebietsaufteilung. Die Figenschaften von Mo-
dellen und Verfahren des Operations Research werden haufig vor allem an Hand
praktischer Beispiele demonstriert. Dies trifft auch fiir das Problem der Gebiets-
aufteilung zu. Daneben ist jedoch das tiefere Versténdnis solcher Verfahren ein
anzustrebendes Ziel. In dieser Arbeit soll dazu beigetragen werden, fokussiert
auf sog. location—allocation Modelle fiir die Gebietsaufteilung.

Nahezu alle Arbeiten im OR zur Gebietsaufteilung gehen von einer end-
lichen Menge an kleinsten Gebietseinheiten (KGE) aus, und gruppieren
diese zu Bezirken. Location—allocation bedeutet, zunichst fiir jeden zu
bildenden Bezirk ein Zentrum festzulegen (location) und dann simultan
diesen Zentren die KGE zuzuordnen (allocation). Im allgemeinen soll die
Zuordnung zu einem nahegelegenen Zentrum erfolgen, gleichzeitig aber
sollen balancierte, d.h. moglichst gleichgrofle, Bezirke gebildet werden. Ne-
ben location-allocation Modellen wurden andere vorgeschlagen (siehe 3.2),

die in dieser Arbeit nur eine untergeordnete Rolle spielen.

4. Entwicklung neuer Verfahren zur Gebietsaufteilung, basierend auf der Zerle-
gung baumformiger Graphen. Schwerpunkt unserer Arbeit ist die Entwicklung
von Algorithmen, mit denen sich Losungen fiir die untersuchten Modelle be-
rechnen lassen. Dafiir arbeiten wir mit einem heuristischen Ansatz, der unseres
Wissens bisher nur von Maravalle und Simeone [66] im Rahmen der Gebietsauf-
teilung benutzt wurde. Er besteht in der Losung von Zerlegungsproblemen fiir
baumférmige Graphen. Bedingt durch die Baumstruktur sind diese Probleme
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aus algorithmischer Sicht hiufig ,gutartig®. Unser Ziel ist es, dieses Kapital zu

nutzen.

Die aus Anwendungssicht wichtige Forderung nach geographisch zusam-
menhingenden Bezirken erfordert zur modellméfigen Erfassung den Be-
zug auf einen geeigneten Nachbarschaftsgraphen der KGE. In location—
allocation Modellen mufl dann mit diesem Graph gearbeitet werden, was
ihre Losung in der Regel zu einem N’P-schweren Problem macht. Hier
kann die Einschrinkung auf einen baumférmigen Graphen zu einem poly-

nomial lésbaren Problem fithren.

5. Fingehendes Studium der gleichmdjfigen Baumzerlegung. Die Untersuchung des
Problems der gleichméfiigen Baumzerlegung soll nicht ausschliefllich im Hin-
blick auf die Nutzbarmachung in Algorithmen fiir Gebietsaufteilungsmodelle
geschehen. Der Verfasser ist der Ansicht, daf§ die gleichmé&flige Baumzerlegung
ein eigenstindig zu sehendes, interessantes Forschungsgebiet ist, und mdochte

auch dazu einen Beitrag leisten.

Gleichméflige Baumzerlegung wird in unserer Arbeit als die Partition eines
eckengewichteten baumférmigen Graphen in Teilbdume moglichst gleichen
Gewichts verstanden. Fiir dieses Problem lassen sich verschiedene Modelle
angeben (vgl. Tab. 4.1, S. 73); es hat neben der Gebietsaufteilung viele

andere Anwendungen, vor allem in der Informatik.

6. Implementierung bekannter und neuer Algorithmen in einem Softwaresystem.
Die entwickelten Verfahren sollen getestet und mit herkémmlichen Verfahren
verglichen werden. Dazu wurde das Softwaresystem GAMOR, programmiert,

das eine ganze Reihe solcher Verfahren zur Verfiigung stellt.

»GAMOR ist Akronym von ,, Gebiete aufteilen mit Operations Research—
Methoden®. Das implementierte System umfafit neben den Algorithmen
eine einfache Schnittstelle zur Problemspezifikation und grafische Ausga-

bemdéglichkeiten.

1.2 Aufbau der Arbeit

Unsere Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Teil I behandelt Anwendungen und grund-
legende Modellbildungen des OR fiir die Gebietsaufteilung. Ferner wird das Software-
system GAMOR vorgestellt. Teil IT untersucht das Problem gleichméfliger Baumzer-
legung; vorwiegend aus algorithmischer Sicht. Teil III fiihrt das Material der ersten
beiden Teile gedanklich zusammen. Modelle fiir die Gebietsaufteilung, hauptséichlich
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vom location—allocation Typ, werden analysiert und neue Verfahren, basierend auf
gleichméfliger Baumzerlegung, werden vorgeschlagen.

Teil T (Kapitel 1 — 3) Teil IT (Kapitel 4 — 6)
OR~Modelle fiir Probleme Gleichm#Bige Baum-
der Gebietsaufteilung zerlegung

Teil 111 (Kapitel 7 — 9)

Gebietsaufteilung mit
gleichméfiger Baum-
zerlegung

Ubersicht von Teil I:

Kapitel 2 stellt Anwendungen der Gebietsaufteilung dar. Dabei werden solche An-
wendungen beriicksichtigt, die tatsdchlich in der OR-Literatur untersucht wor-
den sind. Die meiste Aufmerksamkeit hat die Einteilung von Wahlkreisen und
die Gestaltung von Verkaufsgebieten gefunden. Insbesondere fiir Wahlkreise
stellen wir auch die bundesdeutsche Situation dar, da es unseres Wissens kei-
ne entsprechende Arbeit aus dem Operations Research gibt. Schwerpunkt des
Kapitels ist es, wesentliche Kriterien, die eine anwendungsiibergreifende Bedeu-
tung haben, herauszuarbeiten.

Kapitel 3 behandelt grundlegende Modelle fiir die Gebietsaufteilung und demon-
striert beispielhaft die Verwendung von GAMOR zur Berechnung von Losun-
gen solcher Modelle. Grundlegende Modelle beschréinken sich auf die in Kapitel
2 als wesentlich erkannten Kriterien und erreichen dadurch eine hohe Allge-
meinheit. Wir skizzieren die verschiedenen Modell-Typen, die in der Literatur
zu finden sind; im weiteren Verlauf der Arbeit (Teil III) werden Modelle vom

location—allocation Typ untersucht.

Ubersicht von Teil II:

Kapitel 4 fiihrt in die Problemstellung der gleichméfligen Baumzerlegung ein. Zu-
néchst wird Baumzerlegung in allgemeiner Form untersucht, der Schwerpunkt
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liegt auf geeigneten Algorithmen. Danach wird auf Modelle fiir das Ziel der
gleichméfligen Zerlegung eingegangen, die meisten davon sind bereits in der
Literatur zu finden. Ein Schwerpunkt ist die Diskussion von Fragen der Pro-
blemkomplexitit, da ihr aus algorithmischer Sicht eine wichtige Bedeutung zu-

kommt.

Kapitel 5 entwickelt Algorithmen mit polynomialem Aufwand fiir Baumzerlegungs-
probleme, in denen die maximale Abweichung von einem Zielwert fiir das Ge-
wicht der Teilbdume minimiert werden soll. Unseres Wissens war es bisher
nicht bekannt, dafl diese Problemstellungen polynomial l6sbar sind. Aus An-

wendungssicht ist die maximale Abweichung jedoch ein wichtiger Parameter.

Kapitel 6 prisentiert ein Branch&Bound-Verfahren fiir eines der in Kapitel 5 be-
handelten Probleme, da der polynomiale Algorithmus zu dessen Lésung eine
Laufzeitabschitzung von hohem Grad aufweist. Das Branch&Bound—Verfahren
wird durch Testrechnungen als sehr effizient erwiesen. Dies macht es insbeson-
dere praktikabel fiir die Verwendung in Algorithmen fiir die Gebietsaufteilung.

Ubersicht von Teil III:

Kapitel 7 untersucht ein klassisches Zuordnungsmodell fiir Gebietsaufteilungspro-
bleme, deren Topologie durch Punkte der Ebene charakterisiert ist. Fiir dieses
Modell haben sich zwei Losungswege etabliert. Der erste ist das Losen der
linearen Relaxation (ein Transportmodell) mit anschlieBendem Runden. Wir
verwenden gleichméflige Baumzerlegung, um dieses Runden in einem optima-
len Sinn durchzufiihren. Der zweite, gemeinhin als besser eingeschitzte Weg,
ist die Verwendung einer Heuristik vom Lagrangen Typ. Wir arbeiten heraus,
da diese, mehr auf Erfahrung beruhende Einschétzung einer tiefergehenden
Analyse nicht standhilt.

Kapitel 8 behandelt Modelle mit Netzwerk—Topologie. In ihnen kann die Forderung
nach geographisch zusammenhéngenden Bezirken abgebildet werden. Jedoch
resultiert dies im allgemeinen in schwierigen Optimierungsproblemen. Mit Hilfe
von gleichméfliger Baumzerlegung 148t sich jedoch ein effizienter Algorithmus
zur heuristischen Behandlung des Problems konstruieren.

Kapitel 9 beschiftigt sich mit der Berechnung von Zentren fiir die Bezirke in Ge-
bietsaufteilungen. Dies ist der location Schritt in location—allocation Verfahren.
Schwerpunkt des Kapitels ist die Verbesserung einer von Hojati [52] vorgeschla-

genen Lagrange—Heuristik zur Bestimmung moglichst guter Zentren.
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Kapitel 2

Gebietsaufteilung im

Anwendungskontext

Die Untersuchung von Modellen fiir die Gebietsaufteilung im Operations Research ist
durch einen Kreis ganz unterschiedlicher Anwendungen motiviert. Sie sollen in diesem
Kapitel diskutiert werden. Dabei dienen folgende Uberlegungen als Leitlinien:

1. Zunéchst ist festzustellen, dafl die iiberwiegende Zahl der Arbeiten, die Gebiets-
aufteilung zum Gegenstand haben, jeweils auf einen der Anwendungsbereiche
fokussieren. Selten findet man eine Diskussion des ,,Gebietsaufteilungsproblems
an sich“. Die Tendenz im Operations Research, dafl Modellbildungen aus ih-
rem Anwendungskontext gelost und als grundlegende Modelle etabliert und
erforscht werden, ist im Bereich der Gebietsaufteilung bisher nur wenig zu be-
obachten.

2. Auf der anderen Seite erweist es sich, dafi die jeweiligen Entscheidungssituatio-
nen typische gemeinsame Eigenschaften aufweisen, trotz der ganz unterschied-
lichen Anwendungen. Folglich sind die entwickelten OR—Modelle &hnlich, zum
Teil sogar direkt von einer Anwendung auf die andere iibertragbar.

3. In dieser Arbeit wird bei der Untersuchung der Entscheidungssituation ,,Ge-
bietsaufteilung* von einem konkreten Anwendungsbereich abstrahiert. In Anbe-
tracht von Punkt zwei erscheint dies prinzipiell gerechtfertigt.! Auf der anderen
Seite sollen und kénnen die Anwendungen nicht ignoriert werden. Im wesentli-
chen muf sich ihre Darstellung aber auf das beschrianken, was sich in den Ar-
beiten mit OR-Hintergrund niedergeschlagen hat. So kann die Darstellung des
Themas Wahlkreisgestaltung nicht mit der Kompetenz des Verfassungsrechtlers

'Fiir eine detaillierte Begriindung siehe Seite 33.

9
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erfolgen, ebensowenig wie die Planung von Verkaufsgebieten vom Standpunkt
des Marketing—Experten aus referiert werden kann.

Aus diesen Uberlegungen ergeben sich drei Ziele fiir das vorliegende Kapitel:

1. Die Anwendungen der Gebietsaufteilung sollen so ausfiihrlich besprochen wer-
den, daf} ein , plastischer” Eindruck vom Problemkontext unserer Arbeit ent-
steht. Dem vor allem an der Praxis interessierten Leser soll es dadurch moglich
sein, das Thema der Arbeit zu iiberblicken.

2. Die anwendungsiibergreifende Perspektive unserer Arbeit soll begriindet wer-
den, indem deutlich gemacht wird, daf} die fiir die jeweiligen Anwendungen
essentiellen Kriterien dieselben, oder zumindest einander dhnlich sind.

3. Durch Literatur-Uberblicke soll ein Einstieg zu den jeweiligen Anwendungsbe-

reichen gegeben werden.

2.1 Wahlkreiseinteilung

Die Bildung von Wahlkreisen ist ein in vielen Demokratien verwendetes Mittel fiir die
direkte Wahl der Abgeordneten. Die Festlegung der Wahlkreiseinteilung ist dabei in
der Regel dem Gesetzgeber vorbehalten, da sie ein zentrales Moment der Demokratie
darstellt. Die Dauerhaftigkeit einer vorgenommenen Einteilung ist jedoch begrenzt.
Verénderungen der Abgeordnetenzahl oder Verdinderungen in der Bevélkerungsver-
teilung machen eine Anpassung der Wahlkreisgrenzen oder eine vollstindige Neu-
abgrenzung notwendig. Das Problem der Einteilung des Wahlgebietes in Wahlkreise
tritt somit regelméfBig auf.

Seit etwa 1960 werden Vorschlédge fiir rechnergestiitzte Verfahren zur Wahlkreis-
abgrenzung gemacht. Neben der Uberzeugung, daf sich die gesetzlich vorgegebenen
Anforderungen an die Wahlkreiseinteilung gut in einer mathematischen Modellbil-

dung einfangen lassen, diirften vor allem zwei Motive dafiir ausschlaggebend sein:

1. In den Vereinigten Staaten, aus denen ein grofler Teil der Vorschlige stammt,
gibt es immer wieder harte politische Auseinandersetzungen iiber Wahlkreisein-
teilungen, die in juristische Verfahren bis hinauf zum Supreme Court miinden.

Im Raum steht dabei das Problem des sogenannten gerrymandering,? womit im

2Der Begriff entstand aus Zusammenziehung des Namens von Elbridge Gerry (1744-1814), sei-
nerzeit Gouverneur von Massachussetts, mit dem Wort ,salamander“. Um seine Wiederwahl zu
sichern, setzte Gerry eine Wahlkreiseinteilung durch, die einen salamanderférmigen Wahlkreis ent-
hielt. Dieser Wahlkreis umfafite die ,Hochburgen“ von Gerrys Anhingern (di Cortona et al. [29,
S. 141)).
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weitesten Sinne der Versuch bezeichnet wird, durch geeignete Wahlkreisgrenzen
den Wahlausgang zu beeinflussen.? Durch die Verwendung ,,neutraler Verfah-
ren, die keine demographischen Daten einbeziehen, soll gerrymandering verhin-
dert werden. Ein Rechenverfahren, das ohne Bezug auf solche Daten abliuft,
konnte die Rolle eines iiber jeden Verdachts der Parteinahme erhabenen Schlich-

ters einnehmen.

2. Die Wahlkreisgestaltung mufl bevolkerungsstatistische Daten einbeziehen. Da
diese heute in elektronischer Form vorliegen, ist es naheliegend, fiir das Wahl-
kreisproblem Rechner einzusetzen. Insbesondere wenn das Datenmaterial sehr
umfangreich ist, wird die Handhabung der Aufgabe dadurch vereinfacht. In
natiirlicher Weise stellt sich damit die Frage nach entscheidungsunterstiitzen-

den Verfahren.

Im n#chsten Abschnitt gehen wir auf Lander ein, fiir die Vorschlige zur Wahlkrei-
seinteilung mit Operations Research Verfahren in der Literatur zu finden sind. Fiir
Deutschland ist dem Autor keine solche Arbeit bekannt, wir gehen aber der Fra-
ge nach, ob die Modelle auch auf die deutsche Situation anwendbar wéren. Einen
Uberblick zu rechtlichen Fragen der Wahlkreisgestaltung in einer Vielzahl westlicher
Demokratien gibt ein Gutachten des Max—Planck—Instituts fiir ausldndisches &ffent-
liches Recht und Vélkerrecht [39].

2.1.1 Vorschlige zur Wahlkreiseinteilung mit OR—Methoden

Eine Zusammenstellung und umfassende Verarbeitung der OR-Literatur zum Wahl-
kreisproblem bis 1996 bietet Teil III der Monographie ,,Evaluation and Optimization
of Electoral Systems® von di Cortona et al. [29]. Darin wird das Problem linder-
iibergreifend studiert; das ist moglich, denn die sich aus gesetzlichen und juristischen
Vorgaben ergebenden Kriterien sind in den unterschiedlichen Demokratien dhnlich.*
Ziel der folgenden Darstellung ist es, solche Kriterien fiir verschiedene Demokratien
beispielhaft aufzuzeigen, und damit die Anwendungsseite stiarker zu betonen, als dies
bei di Cortona et al. [29] der Fall ist.

3Unterschieden werden: 1. partisan gerrymander, 2. bipartisan gerrymander und 3. racial gerry-
mander (siehe Mehrotra et al. [71]). Das erste ist Manipulation der Wahlkreisgrenzen zum Nutzen
einer Partei, die zweite Variante ist die abgesprochene Aufteilung des Wahlgebiets mit dem Ziel, die
Amtsinhaber zu schiitzen, das dritte die Schwichung oder Stérkung des Gewichts von Minderheiten.

4Es ist anzumerken, daf8 nicht in allen Demokratien das Wahlkreisproblem auftritt; zum Beispiel
haben Israel und die Niederlande ein reines Verhéltniswahlrecht und deshalb keine Wahlkreiseintei-
lung.



12 Gebietsaufteilung im Anwendungskontext

2.1.1.1 Vereinigte Staaten

Die amerikanische Verfassung enthielt urspriinglich zwar Vorgaben, wie die Anzahl
der Kongrefi-~Abgeordneten auf die Mitgliedsstaaten zu verteilen sei, jedoch nicht
dariiber, wie die Wahl der Abgeordneten in den Bundesstaaten stattfinden sollte.
Zum Teil verwendeten die Bundesstaaten Wahlkreise, die je einen Abgeordneten
wihlten (single-member districts), zum Teil wurden alle Abgeordneten von allen
Biirgern gew#hlt, wobei jeder eine der Anzahl der Abgeordneten entsprechende Stim-
menzahl hatte (multi-member districts) (Mehrotra et al. [71]). Durchgesetzt hat sich
jedoch die erste Vorgehensweise. In moderner Zeit werden im Zehnjahres—Rhythmus
die Bevolkerungsstatistiken neu erhoben. Unter Beriicksichtigung dieser Daten wird
gegebenenfalls die Anzahl der Abgeordneten der einzelnen Bundesstaaten neu fest-
gelegt, was nachfolgend eine Neueinteilung der Wahlkreise n6tig macht.

Zum Teil sind die Vorgaben, die bei einer solchen Einteilung zu beriicksichtigen
sind, gesetzlich festgelegt,® zum Teil beruhen sie auf Grundsatzurteilen des Supre-

me Court. Folgende Kriterien werden in der Literatur genannt (siehe zum Beispiel
Altman [5]):

1. Das one person one vote Prinzip fordert, dafl alle Stimmen gleiches Gewicht
haben. Erreicht wird dies durch Wahlkreise mit gleicher Bevolkerungszahl. Die
Auslegung des Prinzips ist infolge eines Urteils aus den sechziger Jahren heute
sehr streng, die Abweichung von der mittleren Grofle betrigt in den meisten
Bundesstaaten weniger als ein Prozent.

2. Das Kriterium der contiguity fordert geographisch zusammenhéingende Wahl-
kreise.

3. Das ,Beachten traditioneller Grenzen® fordert eine Ubereinstimmung von Wahl-
kreisgrenzen mit solchen von Gemeinden und Bezirken (counties).

4. Vor allem durch die Problematik des gerrymandering ist die Forderung nach
Kompaktheit (compactness) der Wahlkreise motiviert. Wéhrend die Idee dieses
Kriteriums, daf3 die Form von Wahlkreisen rund und geschlossen, anstatt lang
und diinn oder méanderférmig sein soll, einleuchtend erscheint, ist die Umset-
zung der Forderung Gegenstand intensiver Diskussion. Bis heute gibt es keine

Ubereinstimmung in der Frage, was Kompaktheit genau bedeutet, und wie sie

5Da die Kriterien nicht in der Verfassung verankert sind, wurden entsprechende Gesetze immer
wieder vom Kongrefl verabschiedet. Es ist jedoch umstritten, ob der Kongrel dazu berechtigt ist,
beziehungsweise, ob er die Anwendung der Gesetze erzwingen darf (Altman [5]).
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gemessen werden kann.®

Aufbauend auf diesen Kriterien wurde eine Vielzahl von Operations Research Verfah-
ren zur Wahlkreiseinteilung vorgeschlagen. Die Modelle haben aufgrund des dritten
Kriteriums eine diskrete Struktur, das heifit, es werden geographische Einheiten wie
counties, oder auch kleinere Einheiten mit statistischer Bedeutung, zu Wahlkreisen
zusammengefafit. Dabei werden hinsichtlich der Anzahl an Wahlberechtigten gleich-
grofle Bezirke gebildet, die sowohl die Zusammenhangsforderung beachten, als auch
eine geeignet operationalisierte Kompaktheit aufweisen (siehe Tabelle 2.1 auf Seite
16).

2.1.1.2 Kanada

Das kanadische Wahlrecht sieht zunichst eine Aufteilung der Anzahl der Sitze im
Parlament (House of Commons) auf die Provinzen vor und nachfolgend die Bildung
einer entsprechenden Anzahl an Wahlkreisen in den Provinzen. Alle zehn Jahre ist
basierend auf den jeweils aktuellen Zensusdaten die Wahlkreiseinteilung zu {iber-
priifen.

Fiir den Wahlkreis—Zuschnitt sind folgende Kriterien mafgeblich (0.V. [39]):

1. Wahlrechtsgleichheit soll durch gleiche Bevolkerungszahlen in den Wahlkreisen
gewihrleistet werden. Es ist das Ziel moglichst gleichgrofler Wahlkreise an-
zustreben. Eine Abweichung von maximal 25 Prozent vom Mittel, in Ausnah-
mefillen 50 Prozent, ist zuléssig, wenn dies zur Erfiillung der unter 2. genannten

Forderungen nétig ist.

2. Die Wahlkreiseinteilung mufl beachten: communities of interest, communities
of identity, historical patterns und eine handhabbare geographische Grofle der
Wahlkreise.

Vorschldge aus der OR-Literatur zur Wahlkreiseinteilung in Kanada finden sich
in Bourjolly et al. [18] und Hojati [52]. Sie beziehen sich nicht auf die Einteilung der
Wabhlkreise einer gesamten Provinz, sondern auf regional begrenzte Problemstellun-
gen. Wihrend Bourjolly et al. [18] neben dem Kriterium der Bevolkerungsgleichheit
und einem Kompakheitsmafl auch eine Modellierung fiir Interessengleichheit in die
Methode einbeziehen, entspricht das Modell von Hojati [52] weitgehend den OR-
Modellen fiir die Wahlkreiseinteilung in den Vereinigten Staaten.

%Horn und Hampton [53], Niemi et al. [80] und Young [113] diskutieren eine Vielzahl von Kom-
paktheitsmaflen.
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2.1.1.3 Neuseeland

Das Neuseeldndische Recht fiir die Wahl des Parlaments wurde in Folge eines Re-
ferendums im Jahr 1993 von einem Mehrheitswahlsystem angelséchsischer Prigung
in ein gemischtes Verhiltniswahlsystem nach deutschem Vorbild umgewandelt. In-
folgedessen wurde die Anzahl der Wahlkreise um etwa ein Drittel auf ungefdhr 60
verringert, was einen vollstdndigen Neuzuschnitt notig machte.

Die folgenden Kriterien werden beim Wahlkreiszuschnitt beachtet (George et al.
[42]):

1. Bevolkerungsgleichheit in allen Wahlkreisen; Abweichungen bis zu fiinf Prozent

sind zul&ssig, um weiteren Forderungen zu geniigen.

2. Keine Uberschneidung mit natiirlichen Barrieren wie FluBliufen oder Gebirgs-

ziigen.
3. Beachtung gewachsener Verkehrs— und Kommunikationsrouten.
4. Beachtung von communities of interest.
5. Moglichst geringe Verdnderung zuvor bestehender Wahlkreisgrenzen.

Dariiber miissen die Kriterien des geographischen Zusammenhangs und der Kom-
paktheit beriicksichtigt werden, sie ergeben sich jedoch nur implizit aus dem FElectoral
Act of New Zealand.

Anpassungen der Wahlkreisgrenzen an die aktuelle Bevolkerungsentwicklung miis-
sen alle fiinf Jahre vorgenommen werden. Somit tritt das Problem der Wahlkreisein-
teilung regelmiflig auf. Seine Komplexitét ist bedingt durch die Tatsache, dafl die
Wabhlkreise auf Basis von sehr kleinen statistischen Raumeinheiten (sog. meshblocks)
gebildet werden, die jeweils hochstens 200 Einwohner umfassen. In Neuseeland sind
ungefidhr 35,000 solcher meshblocks definiert.

Aufgrund des Problemumfangs wird eine erste Wahlkreiskarte mit Unterstiitzung
von OR—Methoden erstellt. Ausgehend davon wird durch einen manuellen Planungs-
prozefl und Diskussion innerhalb der Wahlkreiskommission die Wahlkreiseinteilung
schlieBlich festgelegt (George et al. [42]).

2.1.1.4 TItalien

In ITtalien werden 75 Prozent der 630 Parlamentsabgeordneten in Einmannwahlkrei-
sen direkt gewihlt, die restlichen 25 Prozent nach dem Verhiltniswahlrecht. Wegen
des Prinzips des gleichen Wertes der Stimmen mufl die Wahlkreiskarte regelméfig
hinsichtlich der Bevolkerungsentwicklung iiberpriift werden (0.V. [39, S. 655]).
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In Ricca und Simeone [92] werden alternative Wahlkreiseinteilungen fiir verschie-
dene Regionen I[taliens hinsichtlich der Kriterien Bevolkerungsgleichheit, Kompakt-
heit und Ubereinstimmung mit Verwaltungsgrenzen bewertet. Dabei werden nur geo-

graphisch zusammenhéngende Wahlkreise gebildet.

2.1.1.5 Wales

Die Bildung von Wahlkreisen in Wales fiir Wahlen auf européischer Ebene wird von
Nygreen [81] studiert. Das (recht einfach strukturierte) Entscheidungsproblem be-
steht darin, die 38 bestehenden nationalen Parlamentswahlkreise zu vier Europa—
Wabhlkreisen zusammenzufassen; diese miissen geographisch zusammenhingend sein
und der Zielsetzung gleicher Bevolkerungszahl soweit wie moglich entsprechen.

Um die Bildung von ,,bananenférmigen* Wahlkreisen zu vermeiden, beriicksichtigt
die Studie zusétzlich ein einfaches Kompaktheitskriterium.

2.1.1.6 Uberblick ausgewiihlter OR—Studien

Eine Auswahl der Vorschlige, das Wahlkreisproblem mit Hilfe von Operations Re-
search Verfahren zu 16sen, ist in Tabelle 2.1 aufgefiihrt. Angegeben ist, welche Krite-
rien in der jeweiligen Studie einbezogen wurden. Das Kriterium , traditionelle Gren-
zen“ umfaft die Beachtung von bestehenden Verwaltungsgrenzen und / oder geo-
graphischen Barrieren. Kompaktheit ist in den USA politisch motiviertes Kriterium
(Verhindern von gerrymandering), in anderen Lindern hat es eher praktische Be-
deutung zur Berechnung einer Einteilung mit ,verniinftig® geformten Wahlkreisen.
Unter ,,demographische Daten* wird die Beriicksichtigung von Informationen iiber
die Bevolkerungsstruktur, z.B. hinsichtlich Rassenzugehorigkeit oder sozialer Schicht,

zusammengefaft.

2.1.2 Wahlkreiseinteilung in Deutschland

Im folgenden werden die Rahmenbedingungen und das Vorgehen bei der Wahlkrei-
seinteilung fiir die Wahl des Deutschen Bundestages dargestellt. Da dem Autor keine
OR-Studie bekannt ist, die auf die deutsche Situation Bezug nimmt, soll ein Vergleich
mit den zuvor geschilderten Verhiltnissen in anderen Léndern kliren, inwieweit die

dafiir entwickelten OR—-Ansitze iibertragbar sind.”

"Dieser Abschnitt beruht auf einer Studienarbeit, die im Sommer 2000 am Lehrstuhl fiir Anwen-
dungen des Operations Research, Universitit Karlsruhe, durchgefiihrt wurde.
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2.1.2.1 Regelung durch das Bundeswahlgesetz

Im deutschen Wahlsystem, das eine Mehrheits— und eine Verhéltniswahlkomponente
hat, wird die Halfte der Bundestagsabgeordneten direkt gewahlt. Dazu ist Deutsch-
land in 299 Wahlkreise eingeteilt, diese Einteilung wird durch das Wahlkreisneuein-
teilungsgesetz von 1998 [43] festgelegt.®

Die Kriterien fiir die Wahlkreiseinteilung ergeben sich aus dem Bundeswahlgesetz.
Sie sind dort wie folgt festgelegt (§3 Abs. 1 BWG, zitiert nach [20, 21]):

1. Die Landergrenzen sind einzuhalten.

2. Die Zahl der Wahlkreise in den einzelnen Lindern mufl deren Bevolkerungsan-

teil soweit wie moglich entsprechen.

3. Die Bevolkerungszahl eines Wahlkreises soll von der durchschnittlichen Bevolke-
rungszahl der Wahlkreise nicht um mehr als 15 vom Hundert nach oben oder
unten abweichen; betrigt die Abweichung mehr als 25 vom Hundert, ist eine

Neuabgrenzung vorzunehmen.
4. Der Wahlkreis soll ein zusammenhéngendes Gebiet bilden.

5. Die Grenzen der Gemeinden, Kreise und kreisfreien Stidte sollen nach Méglich-

keit eingehalten werden.

Die unterschiedliche Gewichtung der Kriterien ergibt sich aus der jeweiligen Formu-
lierung (,mufl“, ,soll“,  soll nach Mdoglichkeit). Aufgrund der ersten beiden Bestim-
mungen ist die Wahlkreiseinteilung in jedem Bundesland gesondert vorzunehmen,
zuvor muf} aufgrund der Bevolkerungszahlen die Anzahl der Wahlkreise jedes Bundes-
landes festgelegt werden. Die zuléssigen Grenzen fiir die Abweichung von der exakten
Bevolkerungsgleichheit sind explizit angegeben. Dabei gibt es einen Toleranzbereich
zwischen 15 und 25 Prozent, der zur Beriicksichtigung der anderen Kriterien genutzt

werden kann, soweit diese als vorrangig angesehen werden.

2.1.2.2 Anderungen der Wahlkreiseinteilung

Aufgrund von regionalen Verédnderungen in den Bevélkerungszahlen ist es notwendig,
die bestehende Wahlkreiseinteilung regelméflig zu iiberpriifen. Diese Aufgabe hat in
Deutschland die vom Bundesprisidenten ernannte stidndige Wahlkreiskommission. Sie
erstattet in jeder Legislaturperiode einen Bericht, geméf§ §3, Abs. 5, Satz 3 BWG:

8Die vollstindige Neueinteilung 1998 wurde nétig, weil die Anzahl der Abgeordneten ab der
15. Wahlperiode (Beginn voraussichtlich 2002) auf 598 festgelegt ist, wihrend sie gegenwiirtig 656
betriigt (jeweils ohne Uberhangmandate) und es folglich bis zur Bundestagswahl von 1998 insgesamt
328 Wahlkreise gab.
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,Die Wahlkreiskommission hat die Aufgabe, iiber Anderungen der Bevél-
kerungszahlen im Wahlgebiet zu berichten und darzulegen, ob und welche
Anderungen der Wahlkreiseinteilung sie im Hinblick darauf fiir erforder-
lich hiilt. Sie kann in ihrem Bericht auch aus anderen Griinden Ande-
rungsvorschlige machen.

Anderungen der Wahlkreiseinteilung miissen per Gesetz vom Bundestag beschlos-
sen werden. Ausgangspunkt ist dabei der Bericht der Wahlkreiskommission. Bis Mitte
der neunziger Jahre war die Neigung des Gesetzgebers, den Anderungsvorschliigen zu
folgen, eher gering. Seit der Bundestagswahl von 1994, bei der in erheblichem Um-
fang Uberhangmandate anfielen, und aufgrund des Umstandes, da8 dies durch grofBe
Ungleichgewichte in der Bevolkerungszahl der Wahlkreise mitbedingt war, wird dem
Problem der Wahlkreiseinteilung eine erhéhte Aufmerksamkeit zuteil. So wird die
erst seit 1998 bestehende Einteilung in 299 Wahlkreise schon in der laufenden Legis-
laturperiode Anderungen erfahren; davon sind moglicherweise mehr als 50 Wahlkreise
betroffen (FAZ vom 10.11.2000 [36]).

Aus den Berichten der Wahlkreiskommission [109, 110] 148t sich die Tendenz er-
schlieBen, die Auswirkungen der nétigen Anderungen auf die Wahlkreiseinteilung so
gering wie moglich zu halten. Selbst bei Hinzukommen oder Wegfall eines Wahlkreises
in einem Bundesland, wird angestrebt, mit Anderungen in einem regional begrenzten
Gebiet auszukommen. Die plausible Vorstellung, dal bei Verdnderung der Anzahl an
Wahlkreisen eine vollstindige Neueinteilung im betroffenen Bundesland vorgeschla-
gen wiirde, trifft nicht zu. Ein Grund hierfiir kann zum Beispiel darin gesehen werden,
daf} ein personliches Verhiltnis von Wahlkreis—Abgeordneten zu ,,ihrer” Bevolkerung
besteht, das moglichst nicht zerrissen werden soll. Nach Schreiber [95, S. 110] , sind
Stabilitit und Kontinuitdt der Wahlkreiseinteilung Voraussetzungen fiir die Effekti-
vitéit der politischen Arbeit der Parteien und ihrer Funktionstriger®.

2.1.2.3 Ubertragbarkeit der OR-Studien aus anderen Lindern

Die durch das Bundeswahlgesetz definierten Kriterien, die bei der Wahlkreiseintei-
lung zu beachten sind, entsprechen denen in Demokratien, fiir die Operations Re-
search Modelle zum Wahlkreisproblem vorgeschlagen worden sind. Deshalb ist die
Ubertragbarkeit solcher Modelle grundsitzlich positiv einzuschitzen.

Auf der anderen Seite ist hervorzuheben, dafl viele der OR—Verfahren dazu ent-
worfen sind, eine Wahlkreiseinteilung ,,von Null ausgehend® zu berechnen. Dies steht
im Konflikt mit der Praxis in Deutschland, notwendige Anderungen durch moglichst
geringe Modifikationen der Wahlkreiskarte zu realisieren. Daher erscheint es fiir die
deutsche Situation angebracht, vor allem solche Verfahren in Betracht zu ziehen,
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welche zur Modifikation einer existierenden Einteilung dienen. Insbesondere die in di
Cortona et al. [29] ausfiihrlich diskutierten, auf lokaler Suche basierenden Ansitze,
wiren hierbei in Betracht zu ziehen. Die in Teil III entwickelten Verfahren folgen
jedoch der Mehrzahl der OR-Studien und berechnen Gebietsaufteilungen vollstindig

neu.

2.2 Verkaufsgebiete und Betreuungsgebiete fiir

Vertreter

Die Planungsaufgabe der Einteilung von Verkaufsgebieten tritt in allen Unterneh-
men auf, die mit einem Verkaufs-Auflendienst operieren und den einzelnen Auflen-
dienstmitarbeitern Kunden(-regionen) exklusiv zuordnen. Skiera [103, Kap. 1.1] stellt
heraus, daf§ es sich um eine (hinsichtlich Kosten und Umsatz) bedeutsame und re-
gelméfig auftretende Planungsaufgabe handelt. Andererseits ist die im allgemeinen
uniiberschaubare Vielzahl der moglichen Losungen ein starkes Hindernis bei der rein
manuellen Bearbeitung des Problems. Deshalb wurden im Operations Research etli-
che Modelle und Verfahren vorgeschlagen, um Entscheidungsunterstiitzung zu leisten.
Einige haben sich etabliert und diirften auch in der Praxis zum Einsatz kommen.

Die Fragestellung tritt jedoch nicht nur im Zusammenhang mit Verkaufstitig-
keit auf. Auch die Betreuung von Kunden, organisatorischen Untereinheiten oder
technischen Einrichtungen wird hiufig durch Mitarbeiter geleistet, die in einem ex-
klusiv zugeordneten geographischen Gebiet tétig sind. Die OR-Literatur behandelt
ebenfalls das Problem der Einteilung solcher Betreuungsgebiete. Da oft vergleichbare
Kriterien angelegt werden wie bei der Einteilung von Verkaufsgebieten, behandeln
wir die Anwendungsbereiche gemeinsam. Entscheidend ist fiir uns der Aspekt, daf} es
sich um Gebiete handelt, die von einem ,, Vertreter” (im weitesten Sinn) betreut wer-
den, wobei dies mit vor-Ort—Téatigkeit, also dem Bereisen seines Gebietes verbunden
ist.

2.2.1 Kriterien fiir die Einteilung von Verkaufs- und Vertre-

tergebieten.

Die wesentlichen, in der Literatur zur Einteilung von Verkaufs- und Vertreterge-
bieten genannten Aspekte untergliedern wir im folgenden in organisationsbezogene,
geographische und téatigkeitsbezogene Kriterien.
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2.2.1.1 Organisationsbezogene Kriterien

Anzahl der Gebiete. Héiufig werden Vertretergebiete fiir eine gegebene Mitarbei-
terzahl geplant. Dann ist eine feste Anzahl an Gebieten zu erstellen; viele Modelle der
Literatur beriicksichtigen diesen Aspekt. Jedoch wird auch oft auf die Interdependenz
der Planungsaufgaben ,,Gréfle der Verkaufsmannschaft“ und ,, Gebietsaufteilung® hin-
gewiesen. Folglich sind auch Modelle vorgeschlagen worden, die von einer variablen
Anzahl an Gebieten ausgehen.

Kleinste geographische Einheiten. Vertretergebiete werden in der Regel nicht
auf der Basis einzelner (Kunden-) Adressen eingeteilt. Vielmehr werden zunéchst klei-
ne geographische Einheiten (KGE) gebildet und dann durch Zusammenfassung der
KGE zu Gebieten eine Einteilung erzielt. Die dadurch gegebene organisatorische Ver-
einfachung hat zwei Aspekte.

1. Die Komplexitéit des Problems wird verringert, wenn es auf der Basis von KGE
gelost wird. Aulerdem wird dadurch eine diskrete Struktur aufgeprigt, die in

entscheidungsunterstiitzenden Verfahren ausgenutzt werden kann.

2. Daten auf der Basis von KGE sind oft einfacher zu gewinnen, als auf der Basis
von Einzeladressen. Dies betrifft zum Beispiel Entfernungen oder Umsatzpo-
tentiale.

Der Aspekt der Datenbeschaffung hat entscheidende Bedeutung, insbesondere beim
Einsatz von OR—Verfahren. Durch die Wahl der KGE wird der Aufwand der Datenbe-
schaffung stark beeinflufit. Skiera [103] diskutiert fiir die Verkaufsgebietseinteilung in
Deutschland die Vor- und Nachteile von Postleiteinheiten® und politischen Gemein-
den oder Kreisen als Basis fiir die Definition der KGE. Er kommt zum Ergebnis, ,,die
Einteilung auf der Basis von Postleiteinheiten [...] langfristig als vorteilhafter ein-
zustufen (Skiera [103, S. 15]). Ahnliche Uberlegungen diirften fiir Vertretergebiete
anderer Art gelten.

Exklusive Zuordnung. Die Forderung, jede KGE einem Gebiet exklusiv zuzuord-

nen, ist ebenfalls aus organisatorischen Uberlegungen motiviert.

1. Es wird Transparenz iiber Zusténdigkeiten erzielt.

9Mit Postleiteinheiten bezeichnet werden die 95 Postleitregionen (zwei fiihrende Stellen der Post-
leitzahl), die 718 Postleitbereiche (drei fiihrende Stellen) und die 8279 Postleitzahlengebiete (gesam-
te Postleitzahl) (siehe Skiera [103, S. 13]).
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2. Konkurrenzeffekte innerhalb der Verkaufsmannschaft werden vermieden, wenn
nur ein Auflendienstmitarbeiter fiir die Kunden einer KGE zusténdig ist. Au-

Berdem werden so langfristige Kundenbeziehungen ermdéglicht.

3. Auf der Basis von KGE anfallende Daten kénnen direkt einem Mitarbeiter zuge-
ordnet werden. Dies ist zum Beispiel bei der Leistungsbeurteilung von Nutzen.

Zusammenfassung. Das Problem der Einteilung von Verkaufs— und Vertreterge-
bieten hat aufgrund von organisatorischen Uberlegungen eine einfache Struktur: Eine
endliche Menge von KGE ist in Teilmengen (die jeweils einem Gebiet entsprechen)
aufzuteilen, jede KGE mufl in genau einer Teilmenge enthalten sein. Diese kom-
binatorische Struktur macht das Problem gut fiir den Einsatz von OR-Verfahren

zugéinglich.

2.2.1.2 Geographische Kriterien

Kriterien, die die Geographie moglicher Vertretergebiete betreffen, sind vor allem
dadurch motiviert, dafy die Vertreter vor Ort tétig sind und ihr Gebiet bereisen. Es
resultieren folgende Anforderungen (Zoltners und Sinha [115, S. 1242]):

1. Die Gebiete sollen geographisch zusammenhingend sein.

2. Geographische Gegebenheiten miissen beriicksichtigt werden, zum Beispiel Hin-
dernisse wie FluBldufe oder Gebirgsriicken.

3. Vertriiglichkeit mit dem Verlauf von Fernstrafien soll gegeben sein.!”

Vertreterstandorte. Da die Mitarbeiter ihr Gebiet bereisen, werden sie ihren
Standort zweckméifBigerweise innerhalb des Gebiets haben. Soll eine neue Einteilung
vorgenommen werden, ist zu kldren, ob bisherige Standorte beizubehalten sind, oder
neue Standorte simultan geplant werden sollen. Die Erreichbarkeit des Betreuungs-
gebietes kann im Grunde genommen nicht ohne Bezug auf den Standort bewertet
werden. Die OR-Modelle zur Einteilung von Vertretergebieten beziehen deshalb in
aller Regel Standorte ein, entweder feststehend oder als Planungsgrofe.

19Damit ist wohl gemeint, daf die Anzahl der Schnittpunkte der Gebietsgrenzen mit einer solchen
Strafle klein sein soll und daf} innerhalb eines Gebietes verlaufende Fernstrafien sich nach Moglichkeit
auch dort kreuzen.
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Entfernungen, Reisezeiten und Kompaktheit. Wiéhrend es vor einigen Jah-
ren noch {iblich war, Entfernungen zwischen KGE mittels einer einfachen Formel aus
Koordinaten abzuleiten, und daher auch diskutiert wurde, welches Distanzmaf} aus
Anwendungssicht angemessen ist (Cloonan [25]), kann heute davon ausgegangen wer-
den, daf} detaillierte Informationen iiber Reisezeiten in elektronischer Form verfiigbar
sind. Damit 148t sich ein realistisches Mafl verwenden, wenn Gebiete einzuteilen sind,
die bereist werden miissen.

In dieser Hinsicht sind die Modelle der Literatur jedoch zumeist universell ver-
wendbar. Sie beziehen in der Regel Groflen d;, ein, welche die Entfernung oder auch
Reisezeit von Standort ¢ zu KGE v angeben. Es ist der Wahl des Anwenders iiber-
lassen, wie er diese Werte bestimmt.

Der Wunsch nach gut zu bereisenden Gebieten wird durch das Kriterium der
Kompaktheit zum Ausdruck gebracht. Im Zusammenhang mit Vertretergebieten wird
der Begriff in der Regel so verstanden, daf} die Reisezeit innerhalb jedes Gebietes klein

sein soll. Typischerweise ist ein Maf§ der Form ), d;,, zu minimieren, summiert wird
dabei iiber die KGE des i—ten Gebietes.

2.2.1.3 Tatigkeitsbezogene Kriterien

Balancierung. Die geographischen Anforderungen an Vertretergebiete beziehen
sich vor allem auf das Bereisen. Letzteres ist jedoch nur Mittel zum Zweck, die ei-
gentliche Tétigkeit der Mitarbeiter stellt Verkaufen, Beratung, Wartung o.4. dar.
Im Hinblick auf diese Aufgaben ist in vielen Féllen das Kriterium der Balancierung
wesentlich. Es bezeichnet keine Eigenschaft eines einzelnen Gebietes, sondern be-
zieht sich auf den Wunsch nach einer Gleichartigkeit der Gebiete hinsichtlich der
auszuiibenden Tétigkeit. Die Motivation dafiir ist das Ziel einer Gleichbehandlung
der Mitarbeiter. So sollen Verkaufsgebiete ein dhnliches Umsatzpotential aufweisen,
damit alle Verkdufer gleiche Chancen haben. Genauso soll die Arbeitsbelastung, zum
Beispiel gemessen als Anzahl erforderlicher Besuche, gleichmiflig auf die Gebiete
verteilt sein. Dieses Kriterium wird auch bei nicht verkaufs—bezogenen Téatigkeiten
angewendet.

Abstrahiert man von der konkreten Fragestellung, so ist unter Balancierung die
gleichméBige Verteilung eines oder mehrerer Aktivitdtsmafle iiber die Gebiete zu
verstehen. Typischerweise wird dieses Mafl aus KGE-bezogenen Werten aggregiert,
in der Regel durch Addition. Bezeichnet man es als ,,Gréfle“ der Gebiete, entspricht
der Balancierung die Schaffung mdoglichst gleichgrofler Gebiete.

Maximierung des Deckungsbeitrages. Im Zusammenhang mit Verkaufsgebie-
ten hat die bisher in Theorie und Praxis vorherrschende Erstellung balancierter
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Gebietseinteilungen immer wieder Kritik erfahren, verstérkt in jiingerer Zeit (Zolt-
ners und Sinha [115, S. 1253], Skiera [104]). So fiihrt Skiera [104, S. 724] aus, da8
,Gleichartigkeit an sich kein Ziel darstellen kann“ und die ,offensichtlich 6kono-
misch sinnvollere Vorgehensweise“ die Maximierung des Deckungsbeitrages ist. Die
Umsetzung dieses Programms fiihrt zu Optimierungsmodellen, die sich deutlich von
denen mit Balance-Bedingung unterscheiden (siehe Drexl und Haase [31], Skiera
und Albers [105] und Wartenberg [112] fiir solche Modelle).!" Die vorliegende Ar-
beit fokussiert auf Balance—orientierte Modelle. Auch wenn fiir Verkaufsgebiete das
Kriterium der Balancierung in Frage zu stellen ist, wird es fiir nicht verkaufsbe-
zogene Tatigkeiten seine Bedeutung behalten. Dariiberhinaus ist zu fragen, inwie-
weit die Deckungsbeitrags-maximierende Verkaufsgebietseinteilung die traditionelle
Vorgehensweise ersetzen wird. Das Kriterium der Balancierung kann daher fiir die

Gestaltung von Vertretergebieten nach wie vor als wesentlich eingeschétzt werden.

2.2.2 OR-Literatur zu Verkaufs— und Vertretergebieten

Ein Uberblick der Literatur soll die vorangegangene Darstellung der Kriterien bei der
Einteilung von Verkaufs— und Vertretergebieten erginzen. Tabelle 2.3 wurde nicht
mit dem Ziel einer vollstdndigen Auflistung aller Studien erstellt, vielmehr fanden
die nach Einschitzung des Autors wichtigen Arbeiten Aufnahme in die Ubersicht.
Einen #lteren Uberblick #hnlichen Aufbaus geben Howick und Pidd [54]. Dariiber
hinaus stellt Wartenberg [112, Tab. 3.3] synoptisch fiir die meisten der Studien das

jeweils benutzte Optimierungsmodell dar.

Unser Ziel ist es, hervorzuheben, welche Beriicksichtigung die Kriterien des vor-
angegangenen Abschnittes in den Arbeiten finden. Tabelle 2.2 stellt die Kriterien
und ihre in Tabelle 2.3 benutzten Ausprigungen zusammen. Ein 4%/ —“~Eintrag
bedeutet, dafl das jeweilige Kriterium in der Studie beriicksichtigt /nicht bertick-
sichtigt ist. Beim Kriterium der Balance wird zusétzlich durch ,mult® das simultane

Balancieren mehrerer Aktivitdtsmafle angezeigt.

Die Spalte ,Bemerkungen®“ in Tabelle 2.3 enthilt Hinweise auf einen gingigen
Namen des Modells und ggf. auf das Kapitel in dieser Arbeit, in welchem das Modell
ndher beschrieben und untersucht wird.

' Die wesentliche Zutat solcher Modelle ist die Definition einer geeigneten, iiblicherweise nichtli-
nearen, Response-Funktion, mit der der Umsatz in Abhéngigkeit von Besuchszeit, Erreichbarkeit,
Marketingmafinahmen usw. auf Basis der KGE geschitzt wird. Die Summe dieser Funktion {iber
alle KGE bildet die zu maximierende Zielfunktion des Modells.
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Art Kriterium Ausprigungen in Tabelle 2.3
organisations- | Anzahl der Gebiete fix / variabel
bezogen Exklusive Zuordnung der KGE + / -
geographisch | Kompaktheit + /-
geograph. Zusammenhang + /-
Standorte fix / variabel
tiatigkeits- Balance mult / + /-
bezogen Deckungsbeitrag / Umsatz + /-

Tabelle 2.2: Kriterien bei der Einteilung von Vertretergebieten

2.3 Andere Anwendungen

Die meisten Anwendungen von OR-Studien zum Thema Gebietsaufteilung stam-
men aus den Bereichen Wahlkreiseinteilung und Verkaufsgebietgestaltung. Jedoch
sind auch Arbeiten mit anderen Anwendungen zu finden. Diese werden im folgenden

besprochen.

2.3.1 Einzugsgebiete von sozial-sanitiren Einrichtungen und

Schulen
2.3.1.1 Sozial-sanitire Bezirke

Bei der Bildung sozial-sanitirer Verwaltungsbezirke werden territoriale Einheiten
(z.B. Gemeinden) zu Bezirken zusammengefafit, um einen definierten Zusammenhang
zwischen den vorhandenen medizinischen Versorgungseinrichtungen (Krankenhiuser,
Zahnkliniken) und der Bevolkerung zu schaffen. Dabei nennt die Literatur (siehe
Tabelle 2.4 auf Seite 32) vor allem folgende Kriterien:

1. Die Bevolkerungszahl jedes Bezirks muf} innerhalb vorgegebener Schranken lie-

gen.

2. Die Kapazitit der Einrichtungen muf} in jedem Bezirk zur medizinischen Ver-
sorgung der Bevolkerung ausreichen.

3. Jeder Bezirk soll sich iiber ein geographisch zusammenhingendes Gebiet er-

strecken.

4. Die Erreichbarkeit der Einrichtungen fiir die Bevdlkerung soll moglichst gut

sein.
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Die angelegten Kriterien sind denen bei Wahlkreis— und Verkaufsgebietseintei-
lung zu vergleichen. Kompaktheit als Maf fiir gute Erreichbarkeit und Balance der
Bezirksgrofle sind neben geographischem Zusammenhang die wesentlichen Zielset-

zungen.

2.3.1.2 Schulbezirke

Durch die Festlegung von Einzugsbereichen von Schulen wird eine Zuordnung von
Wohngebieten zu Schulen geschaffen. Dadurch wird neben vereinfachter Verwaltung
erreicht, dal Schiiler aus einer Wohnnachbarschaft in der Regel auch dieselbe Schu-
le besuchen. Daneben ist im Rahmen von Entwicklungsprogrammen die simultane
Planung von Schulstandorten und —kapazitidten mit den Einzugsbereichen zu leisten.
Schulbezirke teilen also eine gegebene Region in kleinere Einheiten auf. Daher ist bei
der Planung solcher Einzugsbereiche ein Gebietsaufteilungsproblem zu l6sen, wobei
folgende Kriterien mafigeblich sind (zu Literatur siehe Tabelle 2.4, Seite 32):

1. Die maximale oder durchschnittliche Entfernung bzw. Wegzeit der Schiiler zu

ihrer Schule soll mdéglichst klein sein.

2. Kaparzitétsschranken sind zu beachten, um eine gleichméfige Auslastung der
Schulen zu erreichen.

3. Das Rassengleichgewicht soll gewahrt werden. Diese Zielsetzung wird in Studien

aus den Vereinigten Staaten genannt.

4. Geographische Gegebenheiten, wie Zugehorigkeit zum gleichen Verwaltungsbe-
zirk oder andererseits Trennung durch Fluf$ldufe sind zu beriicksichtigen.

Auch hier sind die angelegten Kriterien den bisher diskutierten dhnlich.

2.3.2 Zustindigkeitsbezirke von Serviceeinrichtungen

Ein Teil der Serviceeinrichtungen des offentlichen Bereichs erbringen ihren Dienst
nicht an einem festen Ort, sondern vielmehr verteilt {iber eine geographische Region.
Ahituv und Berman [3] bezeichnen dies als distributed service networks. Beispiele
dafiir sind Straflenrdumung im Winter, Abfall-Entsorgung oder das Rettungswesen.

Da solche Dienste in der Regel mit einer Flotte von Fahrzeugen (im folgenden
Server genannt) operieren, kann es, je nach Arbeitsweise des Dienstes, erforderlich
sein, die Region in Zustindigkeitsbezirke fiir die Server aufzuteilen. Jeder Server ist
dann in einem abgegrenzten Gebiet fiir die Erbringung des Dienstes zusténdig.

Fiir alle drei genannten Beispiele gibt es Arbeiten aus dem Operations Research,
die sich mit der Gebietsaufteilung fiir solche Server beschéftigen. Im folgenden wird
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auf die dabei angelegten Kriterien eingegangen. Grundsitzlich ist zu sagen, daf} alle
Arbeiten die starke Interdependenz der Gebietsaufteilung mit anderen Entscheidun-

gen betonen, so zum Beispiel der Standort— oder Tourenplanung.

2.3.2.1 Straflenrdumung im Winter

Zunéchst wird man im Zusammenhang mit der Straflenrdumung im Winter ein Pro-
blem der Tourenplanung sehen. Dies betrifft jedoch vor allem die operative Ebene.
Van Oudheusden et al. [83] betonen daneben das (iibergeordnete) Problem der Bil-
dung von Zustindigkeitsbezirken (districting). Der wesentliche Gesichtspunkt ist,
dal diese Bezirke unabhingig von einander operieren: in jedem ist mindestens ein
Fahrzeug-Depot angesiedelt und die Routenplanung erfolgt ausschliellich auf Bezirk-
sebene.

Innerhalb der Bezirke sind verschiedene Aufgaben zu erfiillen, zum Beispiel vor-
beugendes Streuen und Streuen bei bereits bestehender Eisglitte; sie erfordern un-
terschiedliche Salzmengen und daher unterschiedliche Touren. Deshalb kann sich die
Einteilung der Bezirke nicht ausschliellich an den Touren orientieren. Van Oudheus-
den et al. [83] fiihren folgende Kriterien an:

1. Die Bezirke sollen balanciert (hinsichtlich Gesamtstrafienléinge) und kompakt

sein.
2. Die Bezirke sollen die Planung guter Touren erlauben.

3. Die Bezirke sollen robust sein, das heiflt, die verschiedenen auszufiihrenden
Aufgaben gleichermaflen unterstiitzen.

4. Die Uberlappung benachbarter Bezirke soll méglichst gering sein.

Bei der Planung von Bezirken von politischen Gemeinden als Flédcheneinheiten aus-
zugehen, wird dem Problem nicht gerecht. Vielmehr sollte die Zusammenfassung von
elementaren Zyklen (elemental cycles) des Stralennetzes'? zu Bezirken vorgenommen
werden. Uberlappung von Bezirken findet dann nur auf Strafenabschnitten statt,
an denen zwei Bezirke aneinandergrenzen. Die Planung guter Touren wird mdoglich,
da die Stralenabschnitte jedes Bezirkes weitgehend am Stiick durchfahren werden

konnen (eulerscher Graph).

12Es handelt sich hier um einen graphentheoretischen Begriff, der von einem (eingebetteten)
ebenen eulerschen Graphen ausgeht. Die Fliachen dieses Graphen kénnen schachbrettartig eingeteilt
werden; die elementaren Zyklen sind dann die begrenzenden Kanten der Flichen derjenigen Farbe,
zu welchen nicht die duflere Fliche gehort.
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Wird nur der Prozefl der Zusammenfassung der elementaren Zyklen zu Bezir-
ken betrachtet, sind die angelegten Kriterien weitgehend in Ubereinstimmung mit
denen in anderen Anwendungen: Kompaktheit, Balance und geographischer Zusam-
menhang. Hinzu kommt, dafl in die Bewertung der Bezirkseinteilung eine einfache
Abschétzung der bendtigten Anzahl an Streufahrzeugen einfliet (Muyldermans et
al. [78]).

2.3.2.2 Abfall-Entsorgung

Nach Hanafi et al. [47] ist bei der Planung der stidtischen Miillentsorgung zunéchst
die Bildung von Sektoren (sectors) vorzunehmen, in einem zweiten Schritt wird die
Fahrtroute der Miillwagen innerhalb der Sektoren festgelegt. Im Hinblick auf die
Kosten ist es vorteilhaft, Sektoren mit moglichst balancierten Routen zu bilden; das
sind solche mit moglichst ausgewogenem Arbeitsaufwand bei der Entsorgung.

Drei Ziele werden daher betrachtet (Hanafi et al. [47]):

1. Der maximale zeitliche Aufwand aller Sektoren soll méglichst klein sein.

2. Der zeitliche Aufwand in jedem Sektor soll einem Zielwert moglichst nahe kom-

men.

3. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten jedes Sektors soll moglichst klein
sein. Damit wird angestrebt, dafl ein Sektor wihrend des Einsammelns der
Abfille moglichst am Stiick durchfahren werden kann, beziehungsweise nur sel-

ten verlassen werden muf.

Ein Sektor wird durch eine Menge von Straflenziigen gebildet, in denen an ei-
nem festen Wochentag der Abfall entsorgt wird. Es ist durchaus mdoglich, dafl ein
StraBlenzug zu mehreren Sektoren gehort, also mehrfach in einer Woche angefahren
wird. Hierdurch ist ein Unterschied zu anderen Anwendungen der Gebietsaufteilung
gegeben: Die Sektoren insgesamt bilden keine Partition der Menge der Straflenziige,
sondern iiberdecken diese; im allgemeinen mehrfach. Wird jedoch ein fester Wochen-
tag betrachtet, kann jeder Straflenzug nur zu einem Sektor gehoren.

Das Problem der Sektorbildung bei der Abfallentsorgung hat also Parallelen zu
anderen Gebietsaufteilungsproblemen, es werden Einheiten zu Sektoren zusammen-
gefafit und Kriterien der Balance und des geographischen Zusammenhangs sind we-
sentlich. Andererseits unterscheidet sich seine Struktur von Problemen mit echtem
Aufteilungscharakter (das heifit Bildung einer Partition) und damit auch von den in
der vorliegenden Arbeit untersuchten Modellen.
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2.3.2.3 Server des Rettungswesens

Auch im Zusammenhang mit Diensten des Rettungswesens wird der Begriff des
districting gebraucht (Swersey [107, Kap. 7]). Hier bezeichnet er die Bildung von
Gebieten (sog. primary response areas; Baker et al. [7]), in welchen organisatorisch zu-
sammengefafite mobile Einheiten im Rettungswesen auf eintretende Unfille, Brinde
usw. reagieren. Durch Gebietsaufteilung wird eine primére Zusténdigkeit der Server
fiir die Ereignisse festgelegt.

Wesentliche Kenngréfien im Rettungswesen sind zum Beispiel die durchschnitt-
liche bzw. die maximale erwartete Antwortzeit auf eintretende Ereignisse oder die
Wahrscheinlichkeit, daf§ beim Eingang einer Meldung kein Server verfiigbhar ist. Ein
wichtiges Kriterium ist auch die gleichmifBiige Verteilung der Arbeitslast (workload)
auf die Server.

Die Planung von primary response areas dient (neben anderen Zielen) dazu, die
erwartete Antwortzeit zu minimieren und die Arbeitslast gleichméflig aufzuteilen
(Baker et al. [7]). Dies kann als Kompaktheits— und Balance—Zielsetzung interpretiert
werden. Gegeniiber den bisher vorgestellten Anwendungden der Gebietsaufteilung ist
jedoch zu sagen, dafl geographische Eigenschaften der Gebiete weniger beriicksichtigt
werden, und dafl auf der anderen Seite die Modelle fiir das Rettungswesen in der Regel
stochastisch sind.'® Deshalb ist ein deutlicher Unterschied zu den Modellen unserer

Arbeit gegeben.

2.3.3 Clusterbildung fiir regional bezogene Daten

Ziel der Clusteranalyse ist die Zusammenfassung von Daten zu Klassen, die moglichst
dhnliche Daten enthalten, und die untereinander moglichst verschieden sind. Wenn
die Daten einen regionalen Bezug haben, zum Beispiel geographische Daten sind,
und der ,,Ort“ eines Datums Beriicksichtigung findet, kann die Clusteranalyse als
Problem der Gebietsaufteilung im weiteren Sinne aufgefaf3t werden.

Tatséchlich sind der Literatur zur Clusteranalyse Begriffe wie regional clustering
(Maravalle und Simeone [66]) oder contiguity—constrained clustering (Gordon [45],
Murtagh [75], Murtagh [76]) zu finden, denen die Vorstellung der Clusterbildung von
Daten mit Bezug auf einen (geographischen) Ort oder auf eine Nachbarschaftstruk-
tur zugrundeliegt. Jedoch handelt es sich hiufig nicht um die Bildung geographischer

Gebiete im engeren Sinne, der Ort eines Datums kann einfach ein Punkt in einem

13S0 wird das Eintreten von Ereignissen in kleinen Flicheneinheiten oft als Poisson—Prozefl mo-
delliert und die Verfiigbarkeit der Server iiber ein Warteschlangen—Modell erfaft (siche zum Beispiel
Filippi und Romanin-Jacur [34]).
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Koordinatensystem sein, zum Beispiel in der Bildverarbeitung der ,,Ort“ eines Bild-
punktes (Pixel).

Dieser Unterschied zu den zuvor beschriebenen Anwendungen kénnte jedoch au-
Ber acht gelassen werden, sobald man sich auf die Modellebene begibt. Wesentlicher
erscheint die Abgrenzung auf Basis der Ziel-Kriterien.

1. Die Zusammenfassung dhnlicher Daten zu Clustern ist dem Ziel kompakter
Bezirke dann vergleichbar, wenn in die Messung der Ahnlichkeit ein Wert fiir
die riumliche Entfernung eingeht.!

2. Die Nebenbedingung, zusammenh#ngende Bezirke zu bilden, entspricht derje-

nigen fiir Cluster beim contiguity—constrained Clustering.

3. Das BalanceZiel der Bildung gleichgroBer Bezirke fordert dufere Ahnlichkeit
der Bezirke, dagegen sollen Cluster aus Daten gebildet werden, die homogen

sind; es wird somit innere Ahnlichkeit angestrebt.

Vor allem aufgrund des letzten Unterschiedes fillt das Clustern von rdumlichen Daten
nicht unter die in dieser Arbeit untersuchten (Modelle fiir) Gebietsaufteilungsproble-
me. Auch wenn, wie in Maravalle und Simeone [66], die Cluster aus geographischen
Gebietseinheiten gebildet werden, und somit Gebieten entsprechen, ist mit der inne-
ren Ahnlichkeit eine grundsitzlich andere Zielsetzung gegeben.'?

2.3.4 TUberblick ausgewihlter Studien

In Tabelle 2.4 ist eine Auswahl aus der OR-Literatur zu den in den vorangehenden
Abschnitten vorgestellten Anwendungen der Gebietsaufteilung aufgefiihrt.
Aufgrund des breiten Anwendungsspektrums gibt es keinen einheitlichen Kriteri-
enkatalog in diesen Arbeiten. Dennoch lassen sich in vielen Fillen Kriterien identifi-
zieren, die aus unserer Sicht zu den Grundkriterien der Gebietsaufteilung gehoren.

1. Die Menge der kleinsten Gebietseinheiten ist in Bezirke aufzuteilen (Partition).

2. Ein Ma# fiir die Ausdehnung oder die geographische Geschlossenheit eines Be-
zirkes oder fiir die Ndhe der Einheiten eines Bezirkes untereinander geht ein.
(Kompaktheit)

4 {berlicherweise wird ein solches Ma beim Clustern regional-bezogener Daten beriicksichtigt,
neben einem MaB der Ahnlichkeit der ,eigentlichen® Datenvektoren (siche Murtagh [76]).
'5Interessant ist jedoch, dafl der in den Teilen IT und III dieser Arbeit verfolgte Ansatz, Verfahren

fiir die Gebietsaufteilung auf der Basis von Baumzerlegungsalgorithmen zu entwickeln, von Maraval-
le und Simeone [66] zuerst fiir das regional clustering benutzt wurde. Somit ist trotz Unterschieden
in den Zielsetzungen eine verfahrensméfige Verwandtschaft zur Clusterbildung gegeben.
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3. Geographischer Zusammenhang der Bezirke wird gefordert.

4. Die Grofle der Bezirke hinsichtlich eines anwendungsspezifischen Aktivitdtsma-
Bes wird bewertet oder unterliegt Bedingungen. Im weitesten Sinne bezeichnen
wir dies als Balance, hiufig handelt es sich dabei auch um Kapazititsrestrik-

tionen.'®

Tabelle 2.4 gibt wieder, inwieweit die in den Studien verwendeten Kriterien fiir die
Gebietsaufteilung diese Grundkriterien umfassen.!” Damit wird das Verhiltnis der
Studien zur Sichtweise des Gebietsaufteilungsproblems in der vorliegenden Arbeit
deutlich, da wir uns an einfachen Modellen fiir die Grundkriterien orientieren. Dies

wird im folgenden Kapitel entwickelt.

16Die Kapazitit kann fiir verschiedene Serviceeinrichtungen unterschiedlich sein, dadurch ist die
Bildung verschieden grofler Bezirke moglich. Trotzdem auch Kapazititsrestriktionen unter dem
Stichwort ,,Balance* zu fassen, erscheint angemessen, da es sich um Bedingungen an die Bezirksgrofie

handelt.
"Der Eintrag ,relax“ bedeutet, da8 ein Boolesches Kriterium in abgeschwiichter Form beachtet

wird.
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Kapitel 3

Grundmodelle fiir die

Gebietsaufteilung

Die Untersuchung des Problems der Gebietsaufteilung fokussiert in der vorliegen-
den Arbeit auf grundlegende Modellbildungen, also solche, die wenige wesentliche
Aspekte des Aufteilen eines geographischen Gebietes in kleinere Einheiten einbezie-
hen. Nicht jede Situation, vor die sich der Praktiker gestellt sieht, wird sich mit
solchen Modellen abbilden lassen. Eine Vielzahl zusétzlicher Bedingungen kdnnen in
der jeweils vorliegenden Entscheidungssituation gegeben sein, die in den diskutier-
ten Modellbildungen nicht beriicksichtigt sind. Dennoch lassen mehrere Griinde die

Untersuchung solcher hochaggregierten Modelle lohnenswert erscheinen.

1. Die in den Modellen eingefangenen Aspekte kdnnen eine ausreichend gute Ap-
prorimation der realen Situation sein. Dies wird belegt durch viele Arbeiten,
in denen mit solchen Modellen Entscheidungsunterstiitzung fiir reale Probleme

geleistet worden ist.!

2. Die Modelle kbnnen zum FErzeugen einer Anfangslosung eingesetzt werden, die
von Hand, oder mit Hilfe speziell angepafiter Verfahren, verbessert wird; dabei
flielen die zunéichst unberiicksichtigten Aspekte der Planungssituation ein.

3. Die Allgemeinheit der Modelle sichert ein breites Anwendungsspektrum. Es wur-
de im vorangehenden Kapitel dargestellt. So unterschiedliche Problemstellun-
gen wie Wahlkreisgestaltung oder das Festlegen von Gebieten fiir Kundenbe-
treuer lassen sich mit demselben OR-Modell erfassen.?

'Tn der Praxis iibernommen wurden zum Beispiel Wahlkreise, die nach dem in George et al. [42]
vorgestellten Modell berechnet wurden, oder Verkaufsgebiete gemafi dem Modell in Fleischmann

und Paraschis [35]. Auf letzteres gehen wir in 7.2.6 ein.
2So wurde das GEOLINE-Modell urspriinglich fiir Wahlkreiseinteilung entworfen (Hess et al.

33
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4. Die Grundmodelle kénnen als Prototypen fiir die Entwicklung reichhaltigerer
Modelle, die zusétzliche Aspekte der Praxissituation einbeziehen, verwendet
werden. In aller Regel werden sich die Variablen und Beziehungen des Grund-

modells auch im verfeinerten Modell wiederfinden.

5. Die Analyse der Modelle erhellt die zugrundeliegende Entscheidungssituation
,Gebietsaufteilung®. Dies kann dem Entscheider wertvolle Informationen iiber
das zu lésende Problem geben.?

Im folgenden wird auf Voraussetzungen und , Bausteine“ der im dritten Teil der
Arbeit untersuchten Modelle fiir die Gebietsaufteilung eingegangen. Aufgrund der
Beschriankung auf wesentliche Aspekte sprechen wir von Grundmodellen. Sie integrie-
ren solche Kriterien, fiir die in Kapitel 2 eine anwendungsiibergreifende Bedeutung
erkennbar wurde.

Anschlieflend wird in Abschnitt 3.3 dargestellt, wie sich Probleme der Gebietsauf-
teilung im Softwaresystem GAMOR représentieren und Losungen dafiir berechnen
lassen. In GAMOR sind Verfahren, die auf den Grundmodellen basieren, implemen-
tiert. Dies umfafit sowohl etablierte Algorithmen aus der Literatur, als auch die im
Verlauf der Teile IT und IIT dieser Arbeit entwickelten Verfahren.

3.1 Annahmen in den Grundmodellen

3.1.1 Generelle Voraussetzungen

Kleinste Gebietseinheiten (KGE). Wir gehen davon aus, daf das aufzuteilende
Gebiet als eine Menge V' kleinster Gebietseinheiten (KGE) gegeben ist, und dafl durch
Zusammenfassen dieser KGE das Gebiet in Bezirke aufgeteilt wird. Obwohl die KGE
flichenhafte Gebilde sind, werden sie zumeist als punktférmig lokalisiert angenom-
men. (Diese topologischen Voraussetzungen diskutieren wir im néchsten Abschnitt.)

Zentren. Jeder Bezirk ist durch einen geographischen Ort, sein Zentrum, charak-
terisiert. Die Modelle des Kapitels 7 setzen gegebene Zentren voraus; Verfahren zur
Bestimmung von Zentren(-orten), zum Beispiel im Fall bekannter Bezirke, sind Ge-
genstand von Kapitel 9. Wir bezeichnen die Menge der Zentren mit /.

[50]), dann fiir Verkaufsgebiete tibernommen (Hess und Samuels [51]) und erweitert (Fleischmann
und Paraschis [35]), und schliefllich in den vergangenen Jahren wieder (mit Ergidnzungen) fiir die

Wabhlkreiseinteilung benutzt (George et al. [42], Hojati [52]).
3Hier sei als Beispiel auf Satz 7.13 vorgegriffen, der eine a priori Aussage macht iiber die maximale

Verletzung der exakten Gleichheit der Bezirksgrofien; letztere ist in der Regel nicht realisierbar.
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Anzahl Bezirke. Alle im weiteren Verlauf diskutierten Modelle gehen von ei-
ner vorgegebenen Anzahl zu bildender Bezirke aus. Wir bezeichnen diese Anzahl
durchgéingig mit p. Die Menge der Zentren ist hiufig I = {1,...,p}.

Eindeutige Zuordnung der KGE. Jede KGE soll genau einem Bezirk zugewie-
sen werden. Dazu werden Bezirke B;, i € I, gebildet, die eine Partition der Menge V'

darstellen, also

0#B;CV, BinB;=0, i,jeli#j, uwd |(JB =V

el

Balancierung. Die zu bildenden Bezirke sollen hinsichtlich eines Groflen—Attribu-
tes moglichst gleich grof§ sein. Dieses Attribut wird additiv aggregiert aus entspre-
chenden Attributen der KGE. Wir gehen also davon aus, dal zu jeder KGE v € V
ein positives Attribut w, € Ryq gehort, und dafl die Grofle des Bezirks B; C V' durch

w(B;) = Z Wy

vEB;

gegeben ist. Mit

uz%}jm
vev
bezeichnen wir die mittlere Grofle der Bezirke. Im Idealfall sollte jeder Bezirk eine
GroBe von p haben. Diese Zielsetzung bezeichnen wir als Balance—Bedingung. Sie
148t sich in der Regel nicht gleichzeitig mit der eindeutigen Zuordnung aller KGE
erreichen. Deshalb streben die Modelle danach, ein moglichst hohes Mafl an Balance

der Bezirksgroflen zu erzielen.

Zusammenhang. Jeder Bezirk soll aus einer geographisch zusammenhéingenden
Landflache bestehen. Ein Modell, das diese Forderung explizit beriicksichtigt, bendtigt
Informationen dariiber, welche KGE benachbart sind. Wird das Benachbartsein mit-
tels eines Graphen! G = (V, E), dessen Ecken die KGE sind, beschrieben, so muf} das
Modell diesen Graphen einbeziehen. In den einfacheren Modellen des Kapitels 7 ist
dies nicht realisiert. Zusammenhéngende Bezirke kénnen deswegen nicht zugesichert
werden, oft werden sie jedoch indirekt als Folge von Kompaktheit erreicht. Modelle,
die den Graphen G explizit beriicksichtigen, werden in Kapitel 8 vorgestellt.

4Zu graphentheoretischen Begriffen in dieser Arbeit siehe S. 229.
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Kompaktheit. Die Zielsetzung einer kompakten Gebietsaufteilung wird model-
liert, indem die Minimierung eines distanzbasierten Mafles angestrebt wird. Ist d;,
die Entfernung zwischen der KGE v und dem Zentrum des Bezirkes B;, so soll die
gewichtete totale Entfernung

p

Z Z Wy

i=1 vEB;

moglichst klein sein.

3.1.2 Topologische Voraussetzungen

Gebietsaufteilungsprobleme ,leben“ in der Ebene, beziehen Orte und Entfernungen
ein und haben deshalb eine topologische Komponente. Im Hinblick auf die Modell-
bildungen ist es dabei sinnvoll, zwei verschiedene Grundstrukturen zu unterscheiden:
Ebene Modelle und Netzwerk—Modelle.’

Im ersten Fall werden KGE und Zentren als Punkte der Ebene betrachtet und
die Entfernung zwischen ihnen mittels Entfernungsmessung in der Ebene bestimmt.
Hierfiir kommt zum Beispiel die euklidische Distanz in Betracht.

In Netzwerk—Modellen entsprechen die KGE den Ecken eines Graphen, dessen
Kanten positive Werte als Liangen zugeordnet sind. In der Regel ist der Graph in die
Ebene eingebettet und Kanten verlaufen zwischen benachbarten KGE. Die Entfer-
nung zwischen zwei KGE wird gemessen als Linge des kiirzesten Weges im Graphen,
der diese KGE verbindet. Jedes Zentrum ist ebenfalls mit einer Ecke des Graphen
assoziiert und entspricht somit dem Ort einer KGE. Dadurch wird es moglich, Ent-
fernungen zwischen Zentren und KGE zu bestimmen.

Aus Sicht des Praktikers mag der semantische Unterschied zwischen diesen bei-
den topologischen ,settings“ nicht sehr bedeutsam sein. Auf die Modelleigenschaften
wirkt er sich aber deutlich aus. Dies wird bereits deutlich, wenn man sich vor Augen
fiihrt, da3 der Graph zur Entfernungsmessung in Netzwerk—Modellen mit dem Nach-
barschaftsgraph der KGE {ibereinstimmt (siehe den Stichpunkt ,, Zusammenhang® in
3.1.1). Deshalb untersuchen wir ebene Modelle und Netzwerk-Modelle in gesonderten
Kapiteln (siehe Tabelle 3.1).

°Im (viel umfangreicheren) Forschungsgebiet der Standortplanung mit OR-Methoden wird in
der Regel dieselbe Unterscheidung zwischen ebenen Modellen und Netzwerk—Modellen vorgenom-
men (siehe z.B. Domschke und Drexl [30]); dies vor allem, weil sich jeweils ganz unterschiedliche
Strukturen ergeben und auch unterschiedliche Verfahren erforderlich sind.
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Modelle in der Ebene Modelle auf Netzwerken
(Kapitel 7) (Kapitel 8)
Ecken des
KGE, Zentren | Punkte in der Ebene Nachbarschaftsgraphen der
KGE

. z.B. euklidisch oder . .
Distanzmessung ) o kiirzeste Wege im Graphen
quadriert—euklidisch

Zusammenhang | nicht beriicksichtigt Teil des Modells

Tabelle 3.1: Topologische Modelleigenschaften

3.2 Modell-Typen

Die Modellbildungen im OR fiir Probleme der Gebietsaufteilung sind iiberwiegend
Optimierungsmodelle. Dabei lassen sich im wesentlichen drei Typen identifizieren:
location—allocation Ansétze, set—partitioning Ansitze und heuristische Verfahren, die
keine Methoden der mathematischen Programmierung einbeziehen. Alle drei Typen
werden im folgenden kurz charakterisiert und jeweils Stirken und Schwichen be-
nannt. Die in Teil IIT behandelten Modelle sind iiberwiegend dem location—allocation

Typ zuzuordnen.

3.2.1 Location—allocation Modelle

Location-allocation Modelle orientieren sich an einer Sicht des Gebietsaufteilungs-
problems, die verbal folgendermaflen wiedergegeben werden kann:

Bestimme p Zentren(orte) und ordne diesen kleinste Gebietseinheiten ein-
deutig zu, so dafl zusammenhdngende Bezirke mit einem mdglichst hohen
Mafs an Kompaktheit und Balance erzielt werden.

Das Problem der Festlegung von Zentren und das Zuordnen von KGE zu diesen
Zentren sind zwei Schritte zur Bestimmung einer Gebietsaufteilung. Diese Schrit-
te konnen nacheinander, ggf. wiederholt, durchlaufen werden, oder auch in einem
Modell zusammengfafit sein (siehe Kapitel 9).

Unter Umsténden ist jedoch das Festlegen von Zentren nicht erforderlich, zum
Beispiel wenn diese den Heimatorten von Vertretern entsprechen und ein Umziehen
nicht in Frage kommt. Dann ist es vor allem der Zuordnungsschritt, der modellmafBig
erfalt werden muf.

Der wesentliche Vorteil des location—allocation Ansatzes ist die Moglichkeit, auch

sehr groe Probleme mit vielen KGE zu behandeln. Dies zeigen zum Beispiel George
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et al. [42], die Wahlkreise fiir Neuseeland auf der Basis von 35000 KGE erstellen. Sie
fiihren das Zuordnungsproblem im Kern auf das Losen eines Netzwerkflui—Problems
zuriick, fiir welches die genannte Groflenordnung leicht zu beherrschen ist.

Unter den in Abschnitt 3.1 aufgefiihrten Voraussetzungen l483t sich das Problem
der Gebietsaufteilung gut mit dem location—allocation Ansatz erfassen. Es sind auch
Erweiterungen denkbar, wie zum Beispiel das Balancieren mehrerer Attribute (Zolt-
ners und Sinha [115]).

Dennoch ist der Ansatz nicht sehr flexibel. Um ein lineares Programm in den die
Zuordnungsaufgabe beschreibenden Variablen

1 KGE v wird Zentrum i zugeordnet,
T —
0 sonst

zu erhalten, miissen die einbezogenen Groflen sich auf lineare Terme in diesen Va-
riablen abbilden lassen. Dies schrinkt zum Beispiel die Verwendung von Kompakt-
heitsmafien ein.b

Trotz seiner eingeschriankten Flexibilitédt bauen viele Arbeiten, die Gebietsauftei-
lungsprobleme mit Optimierungsmethoden l6sen, auf dem location—allocation Ansatz
auf (zum Beispiel Fleischmann und Paraschis [35], Hess et al. [50], Hess und Samu-
els [51], Hojati [52], Marlin [68], Ronen [93], Zoltners und Sinha [115]). Auch unter
den einschrinkenden Annahmen des Abschnitts 3.1 lassen sich somit realitdtsnahe
Modelle formulieren.

3.2.2 Set—partitioning Modelle

Die set—partitioning Modellen zugrundeliegende Sicht der Gebietsaufteilung lautet:

Generiere (viele) Kandidaten—Bezirke als Teilmengen der KGE und be-
stimme eine ,qute Partition der Gesamtmenge der KGE in solche Teil-

mengen.

Wiederum sind zwei Verfahrensschritte zu erkennen, zunichst das Erzeugen von Be-
zirken (d.h. KGE-Teilmengen), die als Kandidaten fiir eine gute Gebietsaufteilung in
Frage kommen, und dann das Lésen eines set—partitioning Problems aufbauend auf
diesen Teilmengen. Beide Schritte konnen nacheinander ausgefiihrt werden (Garfinkel
und Nemhauser [41], Nygreen [81]) oder simultan (Mehrotra et al. [71]).

Der Vorteil des set—partitioning Ansatzes ist seine grofiere Flexibilitit gegeniiber
den location—allocation Modellen. Durch Realisierung eines geeigneten Generators

630 sind Mafle, die Durchmesser oder Umfang der Bezirke beriicksichtigen, nicht durch lineare
Terme in den z;, auszudriicken.
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fiir die Kandidatenbezirke lassen sich vielfialtige Anforderungen an gute Bezirke ab-
bilden.”

Auf der anderen Seite sind mit set—partitioning Modellen aufgrund der stark
anwachsenden kombinatorischen Komplexitéit nur kleine Problemstellungen losbar.
Die in der Literatur gelosten Beispiele haben sémtlich weniger als 100 KGE. Trotz-
dem kann die Anzahl der Kandidatenbezirke schon sehr grof§ sein, und somit ein
rechnerisch aufwendiges set—partitioning Problem zu lésen sein.® Hierin ist ein ent-
scheidender Nachteil des Ansatzes zu sehen.

3.2.3 Heuristische Verfahren

Mit heuristischen Verfahren sind an dieser Stelle Methoden gemeint, die nicht auf
dem Lo&sen von mathematischen Programmen beruhen. In Anlehnung an Ricca und

Simeone [92] fiihren wir die wichtigsten Ideen auf:

e Beim Fat-up Ansatz wird ein Bezirk nach dem anderen, ausgehend von jeweils
einer KGE am Rand des (noch) aufzuteilenden Gebietes, durch sukzessives
Hinzufiigen benachbarter KGE gebildet. Ein Bezirk ist fertig, wenn er eine
ausreichende Grofle hat. (Ein Beispiel einer solchen Heuristik ist in Mehrotra
et al. [71] zu finden.)

e Beim Zusammenfassen von Teilbezirken wird zunéchst jede KGE als ein Teilbe-
zirk aufgefalt. Dann werden in jedem Schritt benachbarte Teilbezirke vereinigt
(wenn dadurch kein zu groer Teilbezirk entsteht); das Verfahren bricht ab,
wenn die gewiinschte Anzahl an Bezirken gebildet ist. (Als Beispiel sei Deckro
[28] genannt.)

o Multi—kernel growth ist mit dem location—allocation Ansatz verwandt. Zunéchst
werden einige KGE als ,,Samen® ausgewéhlt; danach wird um jeden Samen ein
Bezirk gebildet, indem KGE nach wachsender Entfernung hinzugefiigt werden,
bis der Bezirk die angestrebte Grofie hat.

e Verfahren der lokalen Suche verédndern eine Gebietsaufteilung durch Austausch
von einzelnen KGE zwischen benachbarten Bezirken. Dabei wird eine Verbesse-
rung der Aufteilung hinsichtlich der einbezogenen Zielsetzung(en) angestrebt.

"Zum Beispiel wird von Garfinkel und Nemhauser [41] ein Kompaktheitsmaf verwendet, das den

quadrierten Durchmesser von Bezirken einbezieht.
8In Mehrotra et al. [71] werden fiir ein Problem mit 51 KGE und sechs Bezirken insgesamt 802

Kandidaten—Bezirke erzeugt, das heifit, es wird bereits ein set—partitioning Problem mittlerer Grofle
gelGst.
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Géngige Erweiterungen der lokalen Suche wie Simulated Annealing oder Tabu—
Suche kommen auch hier in Betracht (di Cortona et al. [29, S. 179]).

Wesentlicher Vorteil heuristischer Ansétze ist ihre grofie Flexibilitéit hinsichtlich der
Integration und Beriicksichtigung anwendungsspezifischer Kriterien. Auflerdem ist
ihre Implementierung in einer Programmiersprache in der Regel recht einfach aus-
zufiithren. Ein Riickgriff auf einen guten Solver fiir lineare Programme ist im Ge-
gensatz zu den Verfahren, die auf mathematischer Programmierung beruhen, nicht
notig.

Auf der anderen Seite 148t sich das Verhalten solcher Heuristiken zumeist schlecht
analysieren. Wie ,gut“ die erzeugte Gebietsaufteilung sein wird, 148t sich a priori
kaum feststellen. Qualitédtsaussagen a posteriori werden in der Regel durch Erzeugen
und Vergleichen wvieler Losungen gewonnen. Folglich kénnen nur relative Qualitéten

gemessen werden.

3.2.4 In dieser Arbeit untersuchte Modelle

In Teil ITI dieser Arbeit werden Modelle untersucht, die konzeptionell auf dem location-
allocation Ansatz beruhen. Folgende Uberlegungen begriinden diese Entscheidung.

1. Alle in Abschnitt 3.1 dargestellten Modell-Aspekte lassen sich abbilden.

2. Grofle Probleme, denen sehr viele KGE zugrundeliegen, lassen sich mit dem
location—allocation Ansatz handhaben.

3. Die Modelle sind aufgrund ihrer Struktur (mathematisches Programm) einer
Analyse gut zugénglich.

4. Die vorzustellenden Verfahren sind ein Anwendungsfall der Methoden gleich-
mafiger Baumzerlegung, die in Teil II entwickelt werden.

3.3 GAMOR: Ein System zur Berechnung von Ge-

bietsaufteilungen

Um die in Teil III darzustellenden Verfahren zur Berechnung von Gebietsaufteilun-
gen testen zu konnen, wurde das Softwaresystem GAMOR? entwickelt. Neben der
Implementierung der Algorithmen umfafit es einfache Dateiformate zur Spezifikation
von Gebietsaufteilungsproblemen; zusétzlich zur Ausgabe des Ergebnisprotokolls in

YGAMOR ist Akronym fiir ,Gebiete aufteilen mit Operations Research-Methoden*.
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Textform ist eine graphische Ausgabe zur Visualisierung der berechneten Aufteilung
moglich.

Bezogen auf Ein— und Ausgabemoglichkeiten wurde damit bei weitem nicht der
Funktionsumfang kommerziell verfiigbarer Softwaresysteme zur Bearbeitung regional
bezogener Daten realisiert. Diese Geographischen Informationssysteme'® bieten ne-
ben den sehr weit entwickelten Moglichkeiten zur Darstellung geographischer Daten
in Form von thematischen Karten zum Teil auch Funktionen zur Berechnung von
Gebietsaufteilungen. Hier diirften jedoch einfache Heuristiken vorherrschend sein. In
GAMOR dagegen liegt der Schwerpunkt auf der Methodenseite.

3.3.1 Realisierung von GAMOR
Bei der Realisierung von GAMOR waren die folgenden Zielsetzungen wesentlich.

1. Das System soll einen einfachen Zugriff auf die implementierten Algorithmen
erlauben. Insbesondere soll es méglich sein, auch viele Probleme in Folge ohne
manuelle Eingriffe zu berechnen; dies ist zum Test von Verfahren in der Regel

erforderlich.

2. Das System soll sehr einfach um neue Algorithmen erweitert werden konnen.
Dies ist notwendig, da die Entwicklung von Verfahren und ihre Implementie-
rung Hand in Hand gehen. Insbesondere soll es mdglich sein, Verfahren aus

bestehenden Teilen nach dem Baukastenprinzip zusammensetzen zu kénnen.
Aus diesen Anforderungen resultierten die folgenden Entscheidungen.

1. Die Steuerung von GAMOR erfolgt iiber Kommandoparameter und Parame-
terdateien. Dadurch steht unter dem Betriebssystem UNIX ohne Implementie-
rungsaufwand eine Kontrollsprache in Form von Shellskripten oder auch der
Sprache Perl (Wall et al. [111]) zur Verfiigung. Die Realisierung einer Fen-
sterumgebung als Benutzerschnittstelle wurde demgegeniiber fiir entbehrlich

gehalten.

2. Die Implementierung wurde in der objektorientierten Sprache FEiffel (Meyer
[73]) vorgenommen. Durch die durchdachten Konzepte dieser Sprache wird eine
sichere Wiederverwendung fertiger Softwareteile in sehr vorteilhafter Weise un-
terstiitzt. Vor allem in spiteren Phasen der Arbeit an GAMOR konnte davon
profitiert werden; die Implementierung von OR—Verfahren nach dem Bauka-

stenprinzip und in kiirzester Zeit war durchaus moglich.

10Fine Marktiibersicht und Beurteilung der um das Jahr 1996 in Deutschland verfiigharen Systeme
gibt Wartenberg [112].
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Abbildung 3.1: Kleinste Gebietseinheiten des Tafelbeispiels und ihr Nachbarschafts-
graph

3.3.2 Ein Beispiel fiir die Verwendung von GAMOR

Im folgenden wird anhand eines ,, Tafelbeispiels* die Verwendung von GAMOR . de-
monstriert. Dazu wird erldutert, wie das gegebene Problem sich darstellen 148t, und
wie sich ganz verschiedene Gebietsaufteilungen ergeben konnen, abhéngig davon,

welcher Algorithmus ausgewéhlt wird.

3.3.2.1 Definition der Problemstellung

Abbildung 3.1 zeigt das aufzuteilende ,,Gebiet“. Die 16 KGE sind Dreiecke oder Qua-
drate. In GAMOR ist der Umrifl der KGE in Form von Polygonziigen definierbar.
Desweiteren kann zu jeder KGE eine Nummer, ein Name und die Lage eines Zen-
trums,!! das zum Beispiel zur Entfernungsmessung benutzt wird, angegeben werden.

Fiir unser Beispiel wurde folgende Datei verwendet.

ANZAHL = 16
{ NUMMER = 1 NAME = "A-Dorf"

{ (3000,1000) (4000,1000) (4000,2000) (3000,2000) } }
{ NUMMER = 2 NAME = "B-Dorf"

{ (4000,1000) (5000,2000) (4000,2000) } }
{ NUMMER = 3 NAME = "C-Dorf"

H7Zentren von KGE haben mit den Bezirkszentren (siehe 3.1.1) nur indirekt zu tun. Das Zentrum
einer KGE ist der Ort, an welchem sie punktformig lokalisiert angenommen wird.
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{ (3000,2000)
NUMMER = 4
{ (3000,2000)
NUMMER = 5
{ (4000,2000)
NUMMER = 6
{ (2000,3000)
NUMMER = 7
{ (2000,3000)
NUMMER = 8
{ (3000,3000)
NUMMER = 9
{ (1000,4000)

P N = T S N N

(3000,3000)
(4000,2000)
(5000,2000)
(2000,4000)
(3000,3000)
(4000,3000)

(2000,4000)

(2000,3000)
(4000,3000)
(5000,3000)
(1000,4000)
(3000,4000)
(4000,4000)

(2000,5000)

{ NUMMER = 10 ZENTRUM = (2250,4500)

{ (2000,4000)
{ NUMMER = 11

{ (3000,4000)
{ NUMMER = 12
{ (4000,4000)
NUMMER = 13
{ (2000,5000)
NUMMER = 14
{ (3000,5000)
NUMMER = 15
{ (2000,6000)
NUMMER = 16
{ (3000,6000)

P N SN SN

(3000, 4000)
(4000,4000)
(5000, 4000)
(3000,5000)
(4000,5000)
(3000,6000)

(4000,6000)

(3000,5000)
(4000,5000)
(5000,5000)
(3000,6000)
(4000,6000)
(3000,7000)

(3000,7000)

GAMOR: Ein System zur Berechnung von Gebietsaufteilungen

I

(3000,3000)
(4000,3000)
I

(2000,4000)
(3000,4000)
(1000,5000)
(2000,5000)
(3000,5000)
(4000,5000)
(2000,6000)
(3000,6000)

(2000,7000)

I
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I
I

I
H}
H}
H}
H}
H}
H}
I
I

Das Format ist weitgehend selbsterkldrend. Wird fiir eine KGE kein Zentrum vorge-

geben, so wird von GAMOR der Schwerpunkt der durch den Polygonzug umschlos-

senen Fliche als Zentrum angenommen.'? Das ,Koordinatensystem* in GAMOR ist
vereinbarungsgemif ein 10000 x 10000 Quadrat.

In Abbildung 3.1 wird rechts der Nachbarschaftsgraph der KGE gezeigt; die ge-
brochenen Strecken entsprechen den Kanten und verbinden die Zentren der KGE.

Dieser Graph wird in einer eigenen Datei definiert, sie hat folgende Gestalt.

ECKENZAHL=16
KANTENZAHL=21
2 ; 849.837
4 ; 1000

5 ; 849.837
5 ; 1000
8

1

o S N R

; 1000

8 11 ; 1000

11 12
11 14
14 16
34 ;
37 ;
7 8 ;
7 10
10 11

; 1000
; 1000
; 849.837
849.837
849.837
1000

; 1000
; 1000

10 13 ; 1000

13 14 ; 1000

13 15 ; 1000

15 16 ; 849.837
6 7 ; 849.837

6 9 ; 849.837

9 10 ; 1000

Zu jeder Kante ist ihre Linge angegeben. Diese kann, anders als hier, von der eukli-

dischen Entfernung der Zentren abweichen. So kénnen zum Beispiel Straflendistan-

12Gjehe 7.1.1 fiir eine Formel zur Schwerpunktberechnung.
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zen oder Fahrtzeiten in mit GAMOR, berechneten Gebietsaufteilungen beriicksichtigt
werden.

Die Definition des Nachbarschaftsgraphen in einer separaten Datei ist sinnvoll,
da durchaus mehrere, unterschiedlich bewertete, Graphen zu einer Datei mit KGE-
Daten gehoren kénnen.

In einer dritten Datei wird nun das eigentliche Gebietsaufteilungsproblem defi-

niert.

KARTENDATEI = "beispiel"

ADJAZENZ NUMMER = 1

ANZAHL BEZIRKE = 5

ELEMFLATTRIBUTE = { 201; 102; 103; 201; 202; 103; 201; 202;
203; 201; 200; 201; 200; 202; 203; 100 }

Die ersten beiden Zeilen dienen der Auswahl von KGE-Daten und des ersten der zu-
gehorigen Nachbarschaftsgraphen. Danach wird die Anzahl der zu bildenden Bezirke
angegeben. In den letzten beiden Zeilen werden die zu den KGE gehérenden Groflen-
attribute definiert.'® Sie sind hier so gewihlt, daf sie, bis auf eine kleine Stérung,
proportional zur Fliche der KGE sind.

Die Problemstellung unseres Tafelbeispiels lautet damit:

Teile das Gebiet aus Abbildung 3.1 in fiinf Bezirke auf, die moglichst
gleiche Fldche haben und moglichst kompakt sind.

3.3.2.2 Berechnungsbeispiele mit GAMOR

(Die folgenden Berechnungsbeispiele dienen nur der Demonstration von GAMOR; es
soll nicht der Versuch gemacht werden, die Ideen der in Teil III entwickelten und
dargestellten Algorithmen zu erldutern.)

In einem ersten Versuch rufen wir GAMOR auf:
gamor -p tafelbsp -vl1 -nb -d2

Der Kommandoparameter -v wéhlt das Verfahren; hier das mit der Nummer Eins.
Es ist das klassische GEOLINE—Verfahren von Hess und Samuels [51] (siehe 9.2.1).
Der Parameter -n legt die maximale Anzahl der Iterationen fest. Der Parameter -d2
legt fest, dafl Entfernungen iiber kiirzeste Wege im Nachbarschaftsgraphen gemessen

werden sollen.'*

13In GAMOR werden die KGE als Elementarfiichen bezeichnet. Diese Benennung verwendet
Hanssmann [48]. Wie das Beispiel zeigt, 148t sie sich nicht schon abkiirzen und wird deswegen in
dieser Arbeit nicht verwendet.

4Dies ist im GEOLINE-Modell urspriinglich nicht vorgesehen (es werden quadriert—euklidische
Distanzen verwendet); jedoch ist es eine naheliegende Modifikation.
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1 2
| +24. 96
4 5
+7. 96
+42. 30
(-11.15
13 14
-64. 07

Abbildung 3.2: Gebietsaufteilungen berechnet mit dem GEOLINE—Verfahren und
mit dem Verfahren von Zoltners und Sinha [115].

Die berechnete Gebietsaufteilung ist im linken Teil der Abbildung 3.2 zu sehen.
Die gebildeten Bezirke sind By = {1,4,5}, B, = {3,6,7,9}, B3 = {8,11,12}, B, =
{2,13,14} und Bs = {10,15,16}. Die hell unterlegten Zahlen geben die prozentuale
Abweichung von der mittleren Bezirksgrofie an. Das Maximum betrigt absolut 10.8%.
Unbefriedigend ist, da§ zwei Bezirke (B4 und Bj;) nicht zusammenhéngend sind.

Daher machen wir einen zweiten Versuch. Nun verwenden wir Verfahren Nummer
Zwei, es wurde von Zoltners und Sinha [115] vorgeschlagen (siehe 7.3). Das Ergebnis
des Aufrufs

gamor -p tafelbsp -v2 -nb -d2

ist im rechten Teil von Abbildung 3.2 dargestellt. Es wurden die Bezirke B; =
{1,2,4,5}, By = {3,6,7,9}, B3 = {8,10,11,12}, B, = {13,14,16} und Bs = {15}
berechnet. Nun sind die Bezirke zusammenhéngend, (dies ist eine Folge des Ver-
fahrens, vgl. Satz 8.1 auf S. 192), jedoch von sehr ungleicher Gréfie. Die maximale
Abweichung betriigt absolut ungefihr 64% (Bezirk Bs).



46 Grundmodelle fiir die Gebietsaufteilung

Ein dritter Versuch mit dem auf gleichméfiger
Baumzerlegung beruhenden Verfahren nach
Algorithmus 8.2 (S. 203) bringt ein weiteres 1 2
Ergebnis. Die Gebietsaufteilung wird berech- (+24. 96

net mit 4 5
gamor -p tafelbsp -v7 -mb -d2 +7. 96

Der P ter -m legt ei Maximalzahl
(Der Parameter -m legt eine Maximalza -29. 03[ +6. 73

an TIterationen fest.) Diese Lésung verein- 10

bart den Vorteil zusammenhéngender Bezir-
ke mit einer méfligen Abweichung der Be- 1
zirksgroflen vom Mittel. Die Bezirke sind
B, = {1,2,4,5}, By = {3,6,7,9}, B; =
{8,11,12}, B, = {10,13}, Bs = {14,15,16}.

-10. 62
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Kapitel 4
Grundlagen

Nachdem in Teil T das Problem der Gebietsaufteilung aus Anwendungssicht darge-
stellt und Aspekte grundlegender Modellbildungen diskutiert wurden, wird in den
folgenden Kapiteln mit der Untersuchung der gleichmdfsigen Baumzerlegung die Ba-
sis fiir neue Algorithmen zur Gebietsaufteilung geschaffen.

Dabei ist die Untersuchung breit angelegt. Manche Ergebnisse gehen iiber das in
spiteren Kapiteln benétigte hinaus. Der Autor ist jedoch der Uberzeugung, daf sich

dieser ,,Umweg® lohnt; aus zwei Griinden:

1. Das Problem der gleichméfligen Baumzerlegung ist in der Literatur hiufig un-
tersucht worden, und dies vollig losgelost vom Kontext der Gebietsaufteilung.
Es existiert somit das Baumzerlegungsproblem als eigenstidndige Fragestellung,
und zu diesem Forschungsfeld soll in Teil 1T beigetragen werden. Er ist so an-
gelegt, dafl die bisher aufgeworfenen Fragen nur noch den Hintergrund des
Gedankengangs bilden, man kann die Kapitel 4 bis 6 auch fiir sich allein lesen.

2. Je nach personlicher Interessenlage wird der Leser die Untersuchungen zum
Problem der gleichméfligen Baumzerlegung als eher | theoretisch empfinden,
und schnell wieder zur Gebietsaufteilung zuriick kommen wollen. Hierzu ist
zu sagen, dafl mit der spidteren Anwendung der Baumzerlegungsverfahren in
Teil 1T das Ziel verfolgt wird, dem Thema , gleichméflige Baumzerlegung ein
Anwendungsfeld hinzuzufiigen, das bisher wenig wahrgenommen wurde. Dazu
ist es aber notig, zundchst die Fragestellung der gleichméfiigen Baumzerlegung

in einer gewissen Griindlichkeit aufgearbeitet zu haben.

In diesem Kapitel wird die Thematik grundlegend angegangen. Zunéchst werden
das allgemeine Baumzerlegungsproblem und geeignete Losungsverfahren diskutiert.
In 4.2 werden Modelle fiir das gleichméflige Zerlegen von Biumen vorgestellt, viele
davon sind zuvor in der Literatur untersucht worden. Abschnitt 4.3 erweitert be-

49
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kannte Ergebnisse zur aus algorithmischer Sicht wichtigen Komplexititsfrage. Die
Sdtze in 4.4 haben ergéinzenden Charakter, hier geht es um Verallgemeinerungen des
Baumzerlegungsproblems auf die Partitionierung von nicht zyklenfreien Graphen.

4.1 Das allgemeine Baumzerlegungsproblem

Zunichst ist es erforderlich, Begriffe und Notation einzufiihren, die mit Baumen im

Zusammenhang stehen.

4.1.1 Bezeichnungen

Biaume sind Graphen' mit einer speziellen Struktur: Ist V die Eckenmenge und E
die Kantenmenge, so ist der Graph G = (V, E) ein Baum genau dann, wenn G
zusammenhéngend ist und |E| = |V| — 1 gilt. Eine dquivalente Definition fiir Bidume
fordert: G ist zusammenhéngend und zyklenfrei. Dies impliziert zum Beispiel, daf} es
in einem Baum mit |V| > 2 stets mindestens zwei Ecken vom Grad eins gibt, wir
bezeichnen solche Ecken als Endecken. Fiir den Grad einer Ecke v schreiben wir im
folgenden grad(v).

4.1.1.1 Notation

Sei T = (V, E) ein Baum. Ein Teilbaum T" von T ist ein nichtleerer zusammenhéngen-
der Subgraph von T, also selbst wieder ein Baum. Wir schreiben hierfiir 7" <T'. Ein
Teilbaum 7" ist eindeutig durch seine Eckenmenge V(T") # () bestimmt. Hiufig
schreiben wir kurz v € T" anstelle von v € V(T”). Ist V' Eckenmenge eines Teilbau-

mes von T, so schreiben wir oft T'(V") fiir diesen, von V' induzierten, Teilbaum.

Pfade. Der (eindeutig bestimmte) Pfad Plu,v] von u nach v in einem Baum T
ist die kiirzeste Eckenfolge (v = wuy,ug,...,upy = v) so dal u; und w; + 1 in T
adjazent sind, ¢ = 1,...,k — 1.2 Wir betrachten auch den offenen Pfad P(u,v) :=
Plu,v]—{u, v} und die sinngemé&f definierten Pfade Plu, v) und P(u, v]. Man beachte,
dal P(u,v), Plu,v) und P(u,v] leer sein konnen.

Wurzelbdume. Ein Wurzelbaum ist ein Baum, in dem eine Ecke vy € V als Wurzel
ausgezeichnet ist. Somit kann man durch Festlegung einer Wurzel einen jeden Baum
zum Wurzelbaum machen. Wurzelbdume haben die fiir Algorithmen wichtige Eigen-
schaft, dafl auf der Eckenmenge eine Ordnung besteht. Sie hingt von der Wurzel vy

1Zu graphentheoretischen Begriffen in dieser Arbeit siehe S. 229.
2Kantenrichtungen spielen hierbei keine Rolle.
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ab und ist wie folgt definiert:
V= U <= v E Plu,uv.

Die Wurzel vy ist das minimale Element beziiglich dieser Ordnung, die maximalen
Elemente werden als Bldtter bezeichnet. Ein Wurzelbaum hat also stets mindestens
ein Blatt.

Da man sich Wurzelbdume iiblicherweise als an der Wurzel ,,aufgehéingt® vorstellt,
bedeutet v <,, v anschaulich, daff v ,,iiber” v im Baum liegt. Der Vorgdinger pre, (v)
von v # vy ist die Ecke direkt iiber v, d.h. das erste Element von P (v, vg].

Der in v wurzelnde Teilbaum T ist durch die Eckenmenge {u € V : v <, u}
charakterisiert. Die Ecken u € T?° — {v} heilen Nachfolger von v. Fiir die direkten
Nachfolger von v verwenden wir die Bezeichnung Séhne, dies sind die Ecken in S7° :=
{u eV :v=pre, (u)}. Die Blétter sind also die Ecken ohne Séhne.

Die beziiglich <,, kleinste Ecke v in einem Teilbaum 7" von T ist eindeutig
bestimmt, wir schreiben v = min_, V(7") und sprechen von v als der Wurzel von

T'. Die direkten Nachfolger eines Teilbaumes 71" sind wie folgt definiert:

S (T") = (U s) — V(1.
veT

Hat in einem textlichen Zusammenhang unserer Arbeit ein Baum eine feste Wur-
zel, so verzichten wir bei den auf sie bezugnehmenden Groflen auf ihre Nennung, d.h.
wir schreiben v < u, pre(v), T, S, und S(7").

In einem Wurzelbaum besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen den Kanten
und den von der Wurzel verschiedenen Ecken. Dabei korrespondiert zu jeder solchen
Ecke diejenige Kante, die sie mit ihrem Vorgéinger verbindet. Ist also v € V' — {wp},

so bezeichnen wir mit e(v) die zu v gehrende Kante.?

Kontraktion, Quotienten. FEine in Algorithmen auf Graphen h&ufig benotigte
Operation ist die Kontraktion von Kanten. Fiir einen Wurzelbaum T bedeutet die
Kontraktion von e(v), daf

e v und e(v) aus T entfernt werden,*

3Man beachte, da8 wir keinen Bezug auf eine mogliche Kantenrichtung nehmen. Insbesondere
fordern wir nicht, daf§ Kantenrichtung und die Ordnung < in einem Wurzelbaum in Beziehung
zueinander stehen.

4Gewohnlich wird die Kontraktion einer Kante eines Graphen so definiert, dafl diese Kante
und ihre inzidenten Ecken entfernt und durch eine neue Ecke ersetzt werden. In unserer Defini-
tion iibernimmt pre(v) die Rolle der neuen Ecke. Der algorithmische Vorteil ist, daf keine neuen
,Eckennamen* beriicksichtigt werden miissen.
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e die Kanten zwischen v und seinen Séhnen nun mit pre(v) inzidieren. (Folglich

sind Ecken aus S, nun Element von Spe).)

Der aus der Kontraktion von e = e(v) hervorgehende Wurzelbaum heifit Quotient von
T nach e, wir bezeichnen ihn mit T'/e oder auch (da e durch v eindeutig bestimmt ist)
mit 7'/v. Haufig werden mehrere Kanten kontrahiert. Ist also V' C V — {vg}, so ist
T/V" der Wurzelbaum, der aus 7" durch Kontraktion aller Kanten aus {e(v) : v € V'}
hervorgeht. (Die Reihenfolge hat dabei keinen Einflul auf das Ergebnis.) Insbesondere
ist auf diese Weise das Resultat T/ Plu,v) der Kontraktion eines Pfades Plu,v) mit
u > v definiert. Die triviale Quotientenbildung 7'/() hat das Ergebnis T

4.1.1.2 Einige Klassen von Bdumen

Fiir Biume mit einem speziellen Aufbau werden besondere Bezeichnungen verwendet.

In unserer Arbeit sind die folgenden Baum—Klassen von Interesse.

Ketten: Alle Ecken haben einen Grad von hochstens zwei.

Eine Kette: ® ® o ° °

Sterne: (Hochstens) eine Ecke hat einen Grad grofler als eins.

Ein Stern:

Sternketten, ,Raupen“: Der Baum enthélt eine Kette und jede Kante inzidiert mit

(mindestens) einer Ecke dieser Kette.

Eine Raupe: '\I/'I X E .(.

Spinnen: (Hochstens) eine Ecke hat einen Grad grofer als zwei.

[-Spinnen, | > 1: Eine Spinne mit ,Beinen“ der Linge [. Genauer:
grad(v) > 2 und grad(u) =1 = |P(v,u]|=1.

Die 1-Spinnen sind also gerade die Sterne.

Eine 2—-Spinne:



4.1 Das allgemeine Baumzerlegungsproblem 53

d—-Baume: Alle Ecken haben haben den Grad d oder den Grad eins. Zusétzlich gibt

es eine ,zentrale“ Ecke v, so dal |P[v,u]| = const fiir alle Ecken u mit Grad
eins.
d-Baume, d=3: d=4:

4.1.2 Problemstellung der Baumzerlegung

Es sei ein Baum 7' = (V, E') und eine Menge 7 von Teilbdumen von T gegeben. Die
Elemente von 7T bezeichnen wir als zuldssige Teilbdume. Eine (Baum-—)Zerlegung von
T ist eine Menge 7 = {T7,..., T} C T zuléssiger Teilbdume, so daB V(17), ..., V(T})
eine Partition der Eckenmenge V' bilden:

V=V(I)u---uV(Ty) V(T)nV(T;) =0 fir1 <i<j<s.

Wir bezeichnen mit P(T,T) die Menge aller solcher Zerlegungen.

Das Optimierungsziel bei der Baumzerlegung ist es, eine ,giinstigste® Zerlegung
zu bestimmen, in folgendem Sinne: Jeder Teilbaum 7' € T sei mit ,Kosten“ ¢T"
bewertet. Die Kosten der Zerlegung m = {T7,...,T.} ergeben sich durch Addition,

S

e = Z T}
i=1
Die Aufgabe lautet nun: Bestimme 7 € P (T, T) mit e kleinstmoglich.

Bei den Kosten ¢T" wird man zunéchst an reelle Werte denken. Im Hinblick auf
die Anwendungen im Teil III miissen wir hier jedoch verallgemeinern. Wir setzen
lediglich voraus, dafl die Kosten einem geordneten Monoid entstammen. Dies ist wie
folgt definiert:

Definition 4.1
Das Tripel (M, +, <) ist ein geordnetes Monoid, falls gilt:

i. M ist nichtleere Menge,
ii. '+’ ist assoziative und kommutative Verkniipfung auf M,
iii. <’ ist eine lineare Ordnung® auf M, und

% Andere Bezeichnungen: totale Ordnung oder vollstéindige Ordnung. Sie ist charakterisiert durch
die Axiome (giiltig fiir alle mq,m2,ms € M): Reflexivitit (m1 < mq), Antisymmetrie (my <
ma Ama < my = my = me), Transitivitdt (mq1 < ma Ams < mg = my < mg3) und Vergleichbarkeit
(my < mg Vmy <my).
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iv. fiir alle my, mg, m3 € M mit m; < my gilt my + mz < my + ms.

Damit kénnen wir die im Baumzerlegungsproblem nétigen Operationen durchfiihren:
Berechnung der Kosten einer Partition als Summe der Kosten ihrer Teilbdume und
Vergleich von zwei Partitionen hinsichtlich ihrer Kosten.

Bemerkung 4.2 (Komplexitdt der Monoid—Operationen)
Aus algorithmischer Sicht ist wichtig, welcher Rechenaufwand mit den Operationen
Addition zweier Elemente und Vergleich zweier Elemente beziiglich der Ordnung in
einem Monoid M verbunden ist. Die uns interessierenden Monoide (siehe 7.2.5) haben
die Eigenschaft, daf§ diese Operationen mit konstantem Aufwand O(1) durchfiihrbar
sind.

Dariiberhinaus ist der Aufwand fiir die Berechnung der Funktion ¢ : 7 — M wich-
tig. Fiir die von uns betrachteten Monoide ist er typischerweise linear in der Eckenzahl
des Urbild-Teilbaumes. Mit anderen Worten: Die Komplexitit der Berechnung von

', T e T, ist O(|V(T"))).
Die folgende Definition fait die Ausfiihrungen zusammen.

Definition 4.3 (Allgemeines Baumzerlegungsproblem (BZP))
Gegeben seien

ein Baum T = (V| E),

eine Menge 7 von Teilbdumen von T,
ein geordnetes Monoid (M, +, <),

e cine Bewertungsfunktion ¢ : T — M.

Problem: Entscheide, ob P(T,T) # 0 ist, und bestimme in diesem Fall eine Zerle-
gung m = {T{,..., T} € P(T,T), die exr = )}_, T} minimiert.

Hiufig tritt das allgemeine Baumzerlegungsproblem mit einer Beschrankung der
Anzahl von Teilbdumen in der gesuchten Partition auf. Es wird gefordert, dafl |7| = p
ist, mit einem p € {1,...,|V|}. Wir bezeichnen die Menge aller solcher Zerlegungen
mit P,(T,T).

Definition 4.4 (Allgemeines p—~Baumzerlegungsproblem (p—BZP))

Gegeben sei eine Instanz des allgemeinen Baumzerlegungsproblems und zusétzlich
einp e {l,...,|V|}.

Problem: Entscheide, ob P,(T, T) # 0 ist, und bestimme in diesem Fall eine Zerle-
gung m = {17,..., 1)} € P,(T,T), die cr = »_7_, T} minimiert.

Die Definitionen 4.3 und 4.4 sind in dieser Form bisher wohl nicht in der Literatur
zu finden. Jedoch wurden #hnliche Probleme untersucht; zum Beispiel das Packen
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von Teilbdumen (Aghezzaf et al. [1], Barany et al. [9]; sieche auch Magnanti und
Wolsey [65, Kap. 7]), oder das allgemeine Baumzerlegungsproblem mit reellwertiger
Kostenfunktion ¢ (Shaw [99]; vgl. 4.1.4).

4.1.3 Losung mit dynamischer Programmierung
4.1.3.1 Losung des allgemeinen BZP

Zur Losung des allgemeinen Baumzerlegungsproblems bietet sich die Methode der dy-
namischen Programmierung an®. Sie ist ein gerne gewihlter Ansatz fiir Optimierungs-
probleme, denen eine Baumstruktur zugrundeliegt.” Thre Idee ist, die Optimalldsung
fiir das betrachtete Problem aus den Losungen von Teilproblemen zusammenzuset-
zen. Voraussetzung ist demnach, dafl das sogenannte Optimalititsprinzip gilt: Es gibt
Optimallésungen des Gesamtproblems, die aus Optimallésungen von Teilproblemen
aufgebaut sind. Daf} dies fiir unser allgemeines Baumzerlegungsproblem der Fall ist,
werden wir im folgenden sehen.

Die Teilprobleme des allgemeinen BZP bestehen in der Aufgabe, Teilbdume von
T optimal zu zerlegen. Hierbei miissen nicht alle Teilbdume betrachtet werden. Ande-
rerseits ist es notig, die zu untersuchenden Teilbdume in eine Bearbeitungsreihenfolge
zu bringen. Beides wird erreicht, indem durch Auszeichnung einer (beliebigen) Ecke
vg € V als Wurzel der Baum 7' zu einem Wurzelbaum gemacht wird. Die dadurch
definierten Teilbdume 77°, v € V, werden nach abnehmender Ordnung <, der Ecken
v bearbeitet, mit anderen Worten, von den Blédttern zur Wurzel.

Zur genauen Darstellung der Vorgehensweise fithren wir einige Bezeichnungen ein.
Wir gehen dabei von einer festgelegten Wurzel vy in 7" aus und beziehen uns nicht

mehr explizit auf sie. Es sei
To:={T' €T :veT und v < u fiir alle u € T"} (4.1)

die Menge der zuldssigen Teilbdume, die in v wurzeln. Die 7,, v € V, bilden also eine

::U'R.

u€Ty

Partition von 7. Ferner sei

al

Dies ist die Menge der zulissigen Teilbiume von T;,. Offenbar gilt 7, = T.
Das Teilproblem fiir den Teilbaum 7;, lautet nun:

Entscheide, ob P(T,,7,) nicht leer ist und bestimme in diesem Fall eine

giinstigste Zerlegung von 7T,.

SEine ausfiihrliche Darstellung der dynamischen Programmierung gibt Ibaraki [55, Kap. 6,7]
"Aghezzaf und Wolsey [2] und Barany et al. [9] 16sen dem allgemeinen BZP dhnliche Problem-

stellungen mit dynamischer Programmierung.
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Um die erste Moglichkeit, dafl es keine Zerlegung von 7), in zuléssige Teilbdume
gibt, in einer kompakten Formulierung der dynamischen Programmierung beriick-
sichtigen zu konnen, erweitern wir das Monoid M um ein Symbol co mit den Eigen-

schaften

i. m # oo fiir alle m € M,
ii. m < oo fiir alle m € M, und

iii. m + oo = oo fiir alle m € M U {oo}.

Die optimalen Kosten zu einem Teilproblem sind damit gegeben durch

falls P(T, Ty) = 0,
Clw) =1 Rl P T) =0 (4.2)
min{er : 7 € P(T,,7T,)} sonst.

Das allgemeine Baumzerlegungsproblem (fiir 7') besteht in der Berechnung von C'(v)
und, falls C'(vy) < oo, in der Bestimmung eines entsprechenden © € P(T,T).
Dazu werden die C'(v) in der folgenden Weise im Baum aufsteigend berechnet:

Proposition 4.5 (Rekursion fiir das allgemeine BZP)
Es sei v € V und fiir alle u € T,, u # v sei C(u) bereits berechnet. Dann gilt die
Rekursionsgleichung

C(v) = min{cT" + Z C(u): T €T} (4.3)

ueS(T")

Beweis. Die Aussage folgt aus den Eigenschaften des Monoids M, insbesondere iv.,
in Definition 4.1. OJ

Proposition 4.5 bringt das Optimalitatsprinzip zum Ausdruck: Eine optimale Zerle-
gung von 7' ist aus optimalen Zerlegungen von Teilbdumen von 7' zusammengesetzt.
Es ergibt sich unmittelbar das folgende Verfahren zur Berechnung einer optimalen

Zerlegung 7*.

Algorithmus 4.1 Lésung des allgemeinen Baumzerlegungsproblems

Input: allgemeines BZP gemé&f Definition 4.3

Output: optimale Zerlegung 7* oder , keine zuldssige Zerlegung*
1: procedure Rechne vorwirts begin
2:  for all v € V von den Bléittern zur Wurzel do
3 Berechne C'(v) geméf (4.3)
4: if C(v) < oo then T*(v) sei minimierend in (4.3) end if
5. end for
6: end
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7. procedure Rechne riickwérts begin
8: if C(vy) < oo then

9: = {T*(vg)}; 7* := 1)

10: while 7' # () do

11: Wihle T' € 7'

12: 7= U{T}; o =r" = {T'}Uu{T*(v):ve ST}
13: end while

14: gib_aus 7*

15:  else

16: gib_aus ,keine zuléssige Zerlegung“

17: end if

18: end

Bemerkung 4.6 (Komplexitit des allgemeinen Baumzerlegungsproblems)
Der Aufwand zur Losung des allgemeinen BZP besteht darin, |V|-mal das Optimie-
rungsproblem (4.3) zu 16sen. Dessen Eigenschaften sind somit ausschlaggebend fiir
die Komplexitit eines Baumzerlegungsproblems. Ist zum Beispiel |7 | polynomial in
der GrofBe der Problembeschreibung, so ist das allgemeine BZP polynomial 16sbar.
Dies ist insbesondere der Fall, wenn 7 explizit in der Problembeschreibung gegeben
ist.

Ein anderer interessanter Fall polynomialer Losbarkeit sind Ketten, wie die néch-
ste Proposition zeigt. Dagegen ist das allgemeine BZP fiir Sterne N'P—schwer. (Pro-
position 4.8)

Proposition 4.7 (Polynomialitit des allgemeinen BZP fiir Ketten)

Es gelte Bemerkung 4.2 iiber die Komplexitét der Operationen beziiglich des Monoids
M. Ferner sei fiir jeden Teilbaum T" von T' mit Aufwand O(|V (T")|) die Zugehorigkeit
zu T entscheidbar. Dann ist der Aufwand zur Losung des allgemeinen BZP fiir Ketten
O([V[*).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dafl eine Ecke vom Grad eins als Wurzel ausge-
zeichnet ist. Dann ist |7, < |[V(T,)| < |V| fiir alle v € V, daher sind in (4.3)
O(|V]) Teilbdume 7" zu betrachten. Fiir jeden dieser Teilbdume kann die Summe
I+ 3 s Cu) mit Aufwand O(|V(T7)|) berechnet werden. 0O

Proposition 4.8 (Allgemeines BZP fiir Sterne)
Das allgemeine BZP ist fiir die Baumklasse der Sterne N'P—schwer.
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Beweis. Wir geben eine Transformation des (NP-schweren) Rucksackproblems ® auf
ein BZP mit sternformigem Baum 7.
Durch ¢; > 0, w; > 0,¢=1,...,n und b > max; w; sei eine Instanz des Ruck-
sackproblems
max {ch : Zwi <b,IC{l,...,n}}

icl iel
gegeben. Sei T' ein Stern mit n + 1 Ecken 0,1,...,n, wobei 0 die zentrale Ecke sei.
Setze wg := 0 und

T={T'aT:) w <b}

‘€T

Fiir 7" € T gibt es die beiden Mdglichkeiten 7" = ({i}, () fiir ein 7 € {1,...,n} oder
0 € T'". Das Monoid M seien die reellen Zahlen R mit der gewdéhnlichen Addition
und Ordnung. Fiir 7" € T setze

0 T' = ({i},0) mitie{1,...,n},
- ZiET’ Ci O E TI.

T =

Sei T der Teilbaum in einer optimalen Zerlegung von 7', der die Ecke 0 enthilt. Es
ist einfach zu sehen, daf die Indizes der zu 0 adjazenten Ecken in 7|} eine optimale
Lésung des Rucksackproblems bilden. O

4.1.3.2 Lo6sung des allgemeinen p—BZP

Wir wenden uns nun der Losung des p-Baumzerlegungsproblems zu. Hierbei ist die
Vorgehensweise analog zu den bisherigen Ausfiihrungen. Jedoch vergrofiert die zusétz-
liche Bedingung, dafl nur Zerlegungen von 7" in p Teilbdume zul&ssig sind, den Umfang
der zu betrachtenden Teilprobleme. Sei

7y := min{p, [V(T,)[}
fiir v € V; fiir 1 < g < @, definieren wir

00 falls P, (T, T,) = 0,

C(v,q) := _
©.9) min{cr : 7 € Py(T,,T,)} sonst.

Dies ist der optimale Losungswert fiir das Zerlegen von T, in ¢ Teilbdume.

8Rucksackprobleme gehéren zu den bekanntesten Problemen der Kombinatorischen Optimie-
rung. Eine umfassende Darstellung bringt die Monographie von Martello und Toth [70]. Die neuesten
Entwicklungen lassen sich zum Beispiel aus Martello et al. [69] entnehmen.
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Proposition 4.9 (Rekursion fiir das allgemeine p—BZP)
Seiv € V und fiiru € Ty, u # v und ¢ € {1,...,q,} sei C(u,q') bereits berechnet.
Dann ist

C(v,q) = min{cT" + Z Clu,q,):T" €T, Z @, =q—1,1<4q, <q}. (44)

ueS(T") u€S(T")

Bei der Losung des Optimierungsproblems (4.4) sind nun nicht mehr nur die
T' € 7T, zu betrachten, sondern es ist zusitzlich eine optimale , Aufteilung® der
Teilbaum—Anzahl ¢ — 1 auf die unterhalb von 7" wurzelnden Teilbidume zu finden.

Algorithmus 4.2 Lésung des allgemeinen p—Baumzerlegungsproblems

Input: allgemeines p—BZP geméifl Definition 4.4

Output: optimale Zerlegung 7* oder , keine zuldssige Zerlegung*

1: procedure Rechne vorwirts begin

2:  for all v € V von den Bléittern zur Wurzel do

3 for allqge {1,...,q,} do

4 Berechne C(v, q) gemif (4.4)

5: if C'(v,q) < oo then

6 T*(v,q) und {¢}(v,q) : u € S(T*(v,q))} seien minimierend in (4.4)
7 end if

8 end for

9: end for

10: end

11: procedure Rechne riickwirts begin
12:  if C'(vg,p) < oo then

13: 7= {(T*(vo,p),p)}; 7 := 10

14: while 7’ # () do

15: Wihle (T",q') € 7'

16: =" U{T"}

17: v i=min, V(T); o' =1 — {(T",¢")} U{T*(u, ¢ (v",¢")) :u e S(T")}
18: end while

19: gib_aus 7*

20: else

21: gib_aus ,keine zuléssige Zerlegung*

22: end if

23: end

Beim Riickwértsrechnen werden in der Hilfsmenge 7’ gegeniiber Algorithmus 4.1
nun Paare (7", ¢') festgehalten, wobei T” ein Teilbaum in der optimalen Partition 7*
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ist und ¢' die Anzahl Teilbdume, in die T,y zerlegt werden muf (v' die Wurzel von
T".

Bemerkung 4.10 (Komplexitéit des allgemeinen p—BZP)

Auch fiir das allgemeine p-Baumzerlegungsproblem gilt: Ist |7| polynomial in der
Problembeschreibung, so ist das p—BZP polynomial. Dies erfordert allerdings, dafl
zu jedem T" im Optimierungsproblem (4.4) die optimalen ¢/, u € S(T"), iiber eine
weitere dynamische Programmierung berechnet werden. Wir skizzieren dies kurz:

Optimale ¢, bei festem 7" in (4.4): Sei 7" € 7, fest in (4.4). Sei S(T") =
{us,...,ux}. Zur Vereinfachung schreiben wir §; fiir g,,. Wir haben das Optimie-

rungsproblem

k k
min ZC(Ui,Qi) unter ZQZ' =¢-1,1<¢<q
i=1

=1

zu losen. Dazu definieren wir
) ! !
C(l.q) =min{> Clus,q:): Y qi=0q,1<q <}
i=1 i=1

fir 1 <I<kundl<¢q <q—1—(k—1). Gesucht ist somit C'(k,q — 1). Es lift sich

mittels der Rekursionsformel
C(l,q") = min{C(u;,¢") + C(l — 1,¢' — ¢") : ¢" durchliiuft alle relevanten Werte}

berechnen. Sie ist verankert in

C(l,¢) =C(u,q), 1<¢<qg—-1-(k—-1)

Die optimalen ¢; werden durch Riickwértsrechnung bestimmt.

Der Aufwand fiir die Berechnung von C(k,q — 1) ist O(gk) = O(p|V]). Somit
148t sich (4.4) polynomial lsen, wenn |7,| polynomial ist. Im Fall von Ketten ist
|S(T")] <1, deshalb ist (4.4) besonders einfach 1sbar:

Proposition 4.11 (Polynomialitét des allgemeinen p—BZP fiir Ketten)
Unter den Voraussetzungen wie in Proposition 4.7 ist der Aufwand zur Loésung all-
gemeinen p-BZP fiir Ketten O(p|V|?).

Beweis. Der Aufwand zur Losung von (4.4) ist O(|V(T,,)|?), fiir jeden Teilbaum T" €
T, muBl ¢T" berechnet werden und |S(7”)| < 1. Ferner muf} (4.4) O(p|V|)-mal gelost
werden. O

Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen, daf} eine Endecke als Wurzel gewihlt ist.
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Bemerkung 4.12 (Allgemeines p—BZP fiir Sterne)

Ist ein spezielles BZP NP-schwer, so gilt dies auch fiir das zugehoérige p—BZP, in
welchem die zuléssigen Zerlegungen auf solche mit p Teilbdumen beschrinkt sind.
Somit folgt aus Proposition 4.8 unmittelbar, dal das allgemeine p—BZP fiir Sterne
N P-schwer ist.

4.1.4 Losung mit Spaltenerzeugung

Die Entwicklung von Algorithmen fiir kombinatorische Optimierungsprobleme, die
auf der Formulierung eines solchen Problems als (gemischt—ganzzahliges) lineares
Programm beruhen, hat sich als auflerordentlich erfolgreicher Ansatz erwiesen. Da-
her ist es naheliegend, auch fiir das allgemeine Baumzerlegungsproblem diese Vor-
gehensweise zu untersuchen. Die im folgenden dargestellten Uberlegungen beziehen
sich zum grofien Teil auf die Arbeit von Shaw [99], und dhnliche Darstellungen in
Shaw [100] und Cho und Shaw [23]. Implizit ist dieses Material bereits in den umfas-
senderen Arbeiten von Barany et al. [9] und Aghezzaf et al. [1] enthalten (siehe auch
Magnanti und Wolsey [65, Kap. 7]).

4.1.4.1 BZP als lineares Programm und Spaltenerzeugung

Zunéchst ist die Voraussetzung zu machen, dal das Monoid M in Definition 4.3 die
Menge der reellen Zahlen R ist, ausgestattet mit der iiblichen Addition und Ordnung.
Fiir jeden Teilbaum 7" € T sei a(T") € {0,1}", n = |V|, der Inzidenzvektor von V (T")
in V', also

1 veV(T,

0 sonst,

a(T), = firveV.

Mit Hilfe der 0-1-Matrix A = (a(7") : T' € T), deren Spalten durch die a(T")
gebildet werden, 1483t sich das allgemeine BZP in der Form eines set—partitioning
Problems!? schreiben:

mianT'xT/ unter Az =1, 2 € {0,1}I", (4.5)
T
Die zuléssigen Zerlegungen von 1" sind eindeutig durch die zuldssigen Losungen x
dieses Modells charakterisiert.
Die Matrix A ist eine sogenannte Knoten—Teilbaum—Inzidenzmatriz, also eine Ma-
trix, deren Spalten Ecken—Inzidenzvektoren von Teilbdumen eines (festen) Baumes
sind. Set—partitioning (und set—packing) Probleme mit einer solchen Matrix haben

10Siehe zum Beispiel Nemhauser und Wolsey [79, S. 6] fiir eine Einfiihrung grundlegender kom-
binatorischer Optimierungsprobleme
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die hier wesentliche Eigenschaft, dafl sie durch ihre lineare Relaxation vollstindig
beschrieben sind.

Satz 4.13 ([65, Th. 7.1])

Ist A eine Knoten—Teilbaum-Inzidenzmatrix, so sind alle Extremalpunkte des Poly-
eders Py = {x € R' : Az <1,z > 0} ganzzahlig. (t = |T| ist die Anzahl der Spalten
von A.)

Die Aussage iibertriigt sich unmittelbar auf die Seite {z € R' : Az = 1,2 > 0} von
P4 und wir erhalten

Korollar 4.14

Das lineare Programm

mianT'mT/ unter Ar=1,2>0 (4.6)
T

16st das allgemeine BZP.

Es stellt sich nun die Frage, ob diese theoretisch interessante und ansprechende Aus-
sage algorithmisch ausgenutzt werden kann. Zunéchst ist klar, daf3 eine naive Losung
von (4.6) zum Beispiel mit dem Simplex—Verfahren nicht in Frage kommt, denn dieses
lineare Programm hat im allgemeinen sehr viele Spalten. Typischerweise ist fiir ein
BZP die Menge T der zuléssigen Teilbdume nicht explizit gegeben, sondern durch
gewisse Bedingungen charakterisiert. Dann ist ein exponentielles Anwachsen von |7|
in der Grofe der Problembeschreibung der Normalfall.

Es ist eine iibliche Vorgehensweise, lineare Programme mit sehr vielen, implizit
beschriebenen Spalten, iiber ein Spaltenerzeugungsverfahren zu 16sen. Der Gedanke
dabei ist, dal nur wenige der Spalten zu einer optimalen Basis gehoren und daf} es
dann geniigt, ein eingeschrinktes lineares Programm mit diesen Spalten zu l6sen.

Wir stellen die Vorgehensweise am Beispiel des linearen Programms (4.6) dar.

Das Verfahren der Spaltenerzeugung. Sei A’ eine Matrix, deren Spalten eine
(i. allg. kleine) Teilmenge der Spalten von A sind und 7" die diesen Spalten entspre-
chenden Teilbdume. Es wird das Restricted Master Problem (RMP)

mianT'xT/ unter Az =1,2>0 (4.7)
T
zum Master Problem (MP) (4.6) gelost. Seien A,, v € V, optimale Dualvariablen zu
(4.7). Genau dann ist die optimale Losung von RMP optimal fiir MP, wenn

T’ = a(T)A, >0 firalleT €T —T'

veV
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gilt. Diese Bedingung bedeutet, dal die reduzierten Kosten aller in RMP unberiick-
sichtigten Spalten nichtnegativ sind. Um sie zu verifizieren, wird das Subproblem
(SP)
v* = min{cT" — Z N T €T} (4.8)
veT
gelost. Ist v* > 0, so ist MP gelost, andernfalls wird der Inzidenzvektor des in SP
optimalen Teilbaumes den Spalten von A’ hinzugefiigt und dann RMP reoptimiert.

Die Vorgehensweise, das BZP mit Hilfe von (4.6) und Spaltenerzeugung zu 16sen,
erscheint attraktiv. Denn das Problem, eine optimale Baumzerlegung zu finden,
ist damit im wesentlichen zuriickgefiihrt auf mehrfaches Losen von (4.8), die Be-
stimmung eines optimalen Teilbaumes; hinzu kommen Iterationen des Simplex—
Verfahrens, die unproblematisch sind.

Konsequent umgesetzt wird diese Idee von D. X. Shaw. Er verfeinert das dar-
gestellte Spaltenerzeugungsverfahren, indem er die spezielle Struktur der Matrix A
fiir das BZP ausnutzt, und entwickelt ein sog. limited column generation Verfahren.
Dieses Verfahren wird in mehreren Publikationen dargestellt (Cho und Shaw [23],
Shaw, [99], Shaw, [100]) und dabei algorithmisch fiir die Losung spezieller BZPe zum
Einsatz gebracht. Deshalb soll hier niher darauf eingegangen werden.

Es sei jedoch vorweggenommen, was die Erkenntnis daraus sein wird: Limited
column generation nach Shaw ist nichts anderes als die Dynamische Programmierung
geméfl Algorithmus 4.1. Diese Tatsache, die aus einem einfachen Zusammenhang
zwischen den C'(v) in Algorithmus 4.1 und den Dualvariablen A, in RMP folgt, geht
zum Beispiel aus Magnanti und Wolsey [65, Seite 578, Bemerkung (ii)] hervor.

Warum Shaw seinen Lesern den naheliegenden Algorithmus 4.1 vorenthélt und
sie den ,,Umweg® iiber (4.6) und das limited column generation Verfahren fiihrt,
bleibt unklar. Die Aquivalenz der Verfahren an sich ist ein interessanter Punkt, der
Erwédhnung verdient. Shaw vermittelt jedoch den Eindruck, mit limited column ge-
neration sei algorithmisch eine Neuentwicklung erfolgt.'! Dies ist nicht der Fall.

4.1.4.2 Limited Column Generation nach Shaw

Wir folgen der Darstellung in Shaw [100]. Zunéchst wird die Matrix A’ als Einheits-
matrix initialisiert. Es wird somit die Voraussetzung gemacht, daf§ fiir alle v € V' die
Teilbdume ({v}, () zuléssig sind. (Dies kann ggf. durch Festlegung von sehr hohen
Kosten fiir diese Teilbdume erreicht werden.) Die optimalen Dualvariablen in RMP

"Zum Beispiel in Cho und Shaw [23, S. 318]: Our computational experiments indicate that the
Limited Column Generation is a very efficient approach for these models. Man beachte auch den
Titel der Arbeit Shaw [100].
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sind dann durch A\, = ¢({v}, ) gegeben. Ferner wird der Baum T" durch Auszeichnung
einer Wurzel geordnet.

Shaws Uberlegung ist es, in den Iterationen des Spaltenerzeugungsverfahrens beim
Losen des Subproblems (4.8) nicht alle Spalten zu den Teilbdumen in 7 zu betrachten,
sondern nur zu solchen, die in einer festen Ecke v wurzeln. Das heifit, (4.8) wird ersetzt
durch

ve :=min{cT" — Z N T ET} (4.9)
veT"
(7, ist in (4.1) definiert, man beachte 7, # ().) Dies bezeichnet Shaw als die locally
most violated (LMV) reduzierten Kosten. Sie werden fiir alle Ecken v € V' von den
Bldttern zur Wurzel berechnet, wobei jeweils die Matrix A’ aktualisiert und RMP
neu gelost wird. Dabei &ndert sich nur der Wert der einen Dualvariable A,,

A = Ay + 7. (4.10)

Es ist also nicht nétig, zur Optimierung von RMP ein explizites Simplex—Verfahren

heranzuziehen.

Algorithmus 4.3 Limited column generation, [100, S. 373]
1. Al:=1
2. Ay i=c({v},0),veV
3: for all v € V' von den Blidttern zur Wurzel in T do
4y e=min{cd" =Y At T € Ty} /* siehe (4.9) */
5. if 7, < 0 then

6: ersetze die zu ({v}, () gehorende Spalte von A’ durch den Inzidenzvektor
eines optimalen Teilbaumes in der Berechnung von ;.

7 Ay =N+ 70

8: end if

9: end for

Satz 4.15 ([100, Th. 1])
Algorithmus 4.3 16st das lineare Programm (4.6).

Der Beweis ist recht einfach durch vollstindige Induktion zu fiihren. Fiir uns von
Interesse ist die bereits angekiindigte Aquivalenz der Algorithmen 4.1 und 4.3, die
sich aus dem folgenden Satz ergibt.

Satz 4.16
Nach der Iteration zu v € V' in den Algorithmen 4.1 (Vorwértsrechnung) und 4.3 gilt

Ao =C(v) = > C(u). (4.11)

u€eSy
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Die Berechnung der LMV reduzierten Kosten (4.9) ist dquivalent zur Rekursionsglei-

chung (4.3) der dynamischen Programmierung.

Beweis. Ist v ein Blatt, so ist 7, = {({v},0)} und damit v; = 0. Somit gilt A,
c({v},0) am Ende der Iteration zu v in Algorithmus 4.3. Andererseits ist offensichtlich

Cv) = c({v},0).
Sei v kein Blatt und (4.11) gelte fiir alle v > v. Algorithmus 4.3 stehe am Beginn
der Iteration zu v. Dann ist fiir 77 € 7,

D dr=c{o},0)+ ) [cw) - D Cu)

ver U,,E7£T’ ues,
=c({u},0)+ ) C( = Y. Clu
V' ES,AV (T ueS(T") =S,
c({v},0) + Z C( v' Z C(u),
v €Sy ueS(T")

wobei wir die letzte Gleichung durch Addition und Subtraktion von Zv,esva(T,) C(v")
erhalten. Wir setzen nun zur Abkiirzung ¢, := c({v},0) + >, s C(v') und erhalten

damit
Z Ay = Cv - Z C

v'eT’ ueS(T")

Somit geht (4.9) {iber in

vy = —C + min{cT" + Z C(u): T € T,},
ueS(T")
was bis auf die Konstante —(, das Optimierungsproblem (4.3) ist. Dies zeigt die
zweite Behauptung des Satzes. Es ist also v = —(, + C'(v). Offenbar ist ¢, > C(v)
(man beachte ({v},0) € 7, in (4.3)) und damit v} < 0.
Ist v} negativ, so erhalten wir (4.11) durch Einsetzen von 7} in die Aktualisie-
rungsvorschrift (4.10), die in Zeile 7 von Algorithmus 4.3 ausgefiihrt wird.

)\v = )\v—i_’-}/: :C({U}ﬂ(b) C’U+O Z C
v €Sy
Andernfalls wird \, nicht veriandert und ist

=c({v},0) +0=c({v},0) = G+ Clv - O

v' €Sy
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4.1.4.3 p—BZP als 0—1-Programm

Wir stellen die Frage, ob sich die Uberlegung, BZP als lineares Programm mit Spal-
tenerzeugung zu losen, auch auf das allgemeine p-BZP iibertragen 14f3t. Wie in Ab-
schnitt 4.1.4.1 machen wir die Voraussetzung, dal das Monoid M in Definition 4.4
durch R gegeben ist. Mit der Matrix A erhalten wir die folgende Formulierung von
p—BZP als set—partitioning Problem mit Zusatzbedingung:

mianT'mT/ unter Az =1, lz =p, z € {0,1}/7, (4.12)
T
Wegen der Zusatzbedingung gilt hier jedoch kein Korollar 4.14 entsprechender Satz.
Vielmehr hat der Polyeder
Piy,={reR: Az =11z =p, 2 >0}

im allgemeinen nichtganzzahlige Extremalpunkte.

Beispiel 4.1
Sei T eine Kette mit drei Ecken. Die Matrix

11100
A= 11010
10001

ist eine Knoten—Teilbaum-Inzidenzmatrix fiir 7. Der Polyeder {Az = 1, x > 0} hat
nur die ganzzahligen Extremalpunkte (man beachte Satz 4.13)

(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,1) und (0,0,1,1,1).

Dagegen hat P4 die Extremalpunkte
(0,1,0,0,1) und (3,0,3,%,3).

Aus dem Beispiel folgt, dafy das lineare Programm

mianT'xT/ unter Az =1,1lz=p, x>0 (4.13)

T

im allgemeinen nur eine untere Schranke fiir den optimalen Wert von (4.12) liefert.
Fiir die Berechnung einer optimalen Losung von (4.12) kann ein Verzweigungsverfah-
ren (Branch&Bound) eingesetzt werden. In der Regel wird es notig sein, dabei die zu

den Knoten des Suchbaumes gehérenden linearen Relaxationen der Form (4.13) nicht

explizit, sondern implizit mit Spaltenerzeugung zu lésen. Diese Technik ist unter dem
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Namen BranchéPrice bekannt, siehe zum Beispiel Barnhart et al. [10]. Als Beson-
derheit sei erwédhnt, dafl ein Verzweigen iiber die beiden Aste 2 = 0 und zp = 1 fiir
eine Variable 27+ mit gebrochenem Wert in der Optimallésung von (4.13) ungeeignet

ist und andere Verzweigungsschemata herangezogen werden miissen.!?

4.2 Modelle fiir gleichmiflige Baumzerlegung

Nachdem wir das Baumzerlegungsproblem in einer allgemeinen Form eingefiihrt und
untersucht haben, wenden wir uns der gleichméfligen Baumzerlegung zu. Dabei han-
delt es sich um spezielle Baumzerlegungsprobleme, die sich fast durchgéngig als Pro-
bleme vom Typ BZP oder p-BZP herausstellen werden.

Die Idee der gleichméfligen Baumzerlegung ist einfach. Der Baum 7T ist mit nicht-
negativen Eckengewichten versehen; Teilbdume erhalten ein Gewicht, das als Summe
der Gewichte ihrer Ecken definiert ist. 7" soll so zerlegt werden, daf} alle Teilbdume
moglichst gleichschwer sind.

Wir gehen von einem eckengewichteten Baum 7' = (V, E, w) aus. Die Abbildung
w:V — Rso ordnet jeder Ecke v € V' ein nichtnegatives Gewicht w, zu. In additiver
Weise 148t sich damit jedem Teilbaum 7" < T das Gewicht

wT' = Z Wy

VeV (T")

zuschreiben. Es sollen Zerlegungen 7 = {77, ..., T} bestimmt werden, fiir welche die
Gewichte w17, ..., wT! moglichst gleich grof sind.

Die Quantifizierung des Terms ,,moglichst gleich grof“ kann auf ganz unterschied-
liche Weise vorgenommen werden. Die uns wesentlich erscheinenden Modellbildungen
sollen im folgenden vorgestellt werden (siehe 4.2.2). Viele davon sind auch in der Li-

teratur zu finden.

4.2.1 Ein Klassifikationsschema fiir Baumzerlegungsproble-

me

Um zu einer iibersichtlichen und einheitlichen Benennung der Modelle zu kommen,
fiihren wir ein Klassifikationsschema ein. Es ist an die von Problemen der Ablaufpla-

12Die Bedingung x7+ = 0 im Spaltenerzeugungs—Subproblem (4.8) zu beriicksichtigen, heifit,
den Teilbaum T’ unter den méglichen Losungen von (4.8) auszuschlielen. Wire gerade er die
Optimallosung, miilte die nichstbeste Losung bestimmt werden. Dadurch wird die Struktur des
Problems (4.8) zerstort. (Das Berechnen der k—besten Losung eines Optimierungsproblems ist im
allgemeinen deutlich schwieriger, als die Bestimmung der Optimallésung.)
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nung'® bekannte Notation angelehnt. Das Schema besteht aus vier Positionen in der
Form

Position 1 / Position 2 / Position 3 / Position 4
deren Bedeutung im folgenden ausgefiihrt wird.

Position 1 ist der Typ des zu zerlegenden Graphen. Im wesentlichen behandeln wir
das Zerlegen von Bidumen, doch lassen sich die Modelle zumeist auch fiir das Zerlegen
eines zusammenhéngenden Graphen in zusammenhéngende Subgraphen formulieren.

Beispiele fiir Eintrége sind

T Ein Baum ist in Teilbdume zu zerlegen.

G Ein zusammenhiingender Graph ist in zusammenhiingende volle Subgraphen'*

zu zerlegen.

P Ein zusammenhingender planarer Graph ist zu zerlegen wie bei G.

Position 2 sind gegebenenfalls Restriktionen, die die Menge 7T der zuldssigen
Teilbdume charakterisieren. Beispiele fiir Eintrige sind

L Das Gewicht aller Teilbdume (bzw. Subgraphen) in der Zerlegung ist nach unten
beschrankt.

U Wie L, Beschriankung nach oben.

Zent Eine Teilmenge Z C V ist als Zentren ausgezeichnet. Jeder Teilbaum (bzw.

Subgraph) muf genau ein Zentrum enthalten.'®

2-Zent Wie Zent, jedoch bilden die Menge Z der Zentren und die restlichen Ecken
V — Z eine 2-Farbung des Baumes (bzw. Graphen); alle Kanten verlaufen
zwischen Z und V — Z.

Ist in der Problemstellung keine Beschrinkung an die Menge der zuléssigen Teilbdume

“ in Position 2.

vorhanden, kennzeichnen wir dies durch einen ,,-
Position 3 sind gegebenenfalls Restriktionen, welche die zuléssigen Zerlegungen
beschreiben. Der Eintrag p bedeutet, da nur Zerlegungen mit p (nichtleeren) Teil-
bdumen (bzw. Subgraphen) zuléssig sind. Die Abwesenheit dieser Restriktion wird
durch einen ,,-“ kenntlich gemacht.

3Fiir Scheduling—Probleme siehe zum Beispiel Blazewicz et al. [16] und Pinedo [89)].

4Ein voller Subgraph ist durch eine Teilmenge der Ecken und alle zwischen diesen Ecken verlau-
fenden Kanten definiert.

5Diese und die folgende Restriktion ist durch die Anwendungen in der Gebietsaufteilung moti-

viert.
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Position 4 ist die Zielsetzung des Modells, das heifit, die Angabe der Zielfunktion.
Beispiele fiir Eintrige sind

minimax Das Gewicht des schwersten Teilbaumes (bzw. Subgraphen) in der Zer-

legung ist zu minimieren.

maximin Das Gewicht des leichtesten Teilbaumes (bzw. Subgraphen) ist zu maxi-

mieren.

A Die Differenz zwischen dem Gewicht des schwersten und dem des leichtesten

Teilbaumes ist zu minimieren.

I.ll, Sei p ein vorgegebener Wert, den die Gewichte der Teilbdume (bzw. Sub-
graphen) in der Zerlegung mdoglichst gut approximieren sollen. Dazu definie-
ren wir zu einer Zerlegung m = {T7,...,T.} den Vektor o(m,p) = (wT] —
..., wT, — u). Seine Komponenten sind die Differenzen zwischen tatséchli-
chem und gewiinschtem Gewicht der Teilbdume. Zielsetzung ist nun, eine Zer-
legung zu finden, welche fiir gegebenes 1 < p < oo die p~Norm von d minimiert.
Dabei ist die p~Norm eines Vektors = (21, ..., zs) wie iiblich definiert durch

(o, al)? 1< p < o0,

zllp = (1, ..., @) |, =
max;— s |r;|  p=oo.

Fiir p = 1 ergibt sich zum Beispiel die Minimierung der totalen (absoluten)
Abweichung der Teilbaum—Gewichte von p, fiir p = oo die Minimierung der

maximalen Abweichung von .
max || Die Anzahl der Teilbdume in der Zerlegung ist zu maximieren.
min || Die Anzahl der Teilbdume ist zu minimieren.

4 Es handelt sich um ein Entscheidungsproblem, das heif}t, es ist gefragt, ob eine
Zerlegung mit den durch Position 2 und 3 spezifizierten Eigenschaften existiert.

Bezug auf mehrere Problemstellungen. Nimmt eine Aussage auf mehrere Pro-
blemstellungen Bezug, kann dies natiirlich dadurch geschehen, dafl sie alle in der
soeben eingefiihrten Notation aufgezidhlt werden. Doch kann dies umsténdlich sein,
wenn es sich um viele Probleme handelt. Deshalb lassen wir die Mdéglichkeit zu, an
den Positionen 1 bis 4 Alternativen anzugeben, die in Klammern [...] gesetzt sind.
So ist zum Beispiel [P,T]/ - /[-,p]/3 gleichbedeutend mit der Aufzihlung der vier
(trivialen) Entscheidungsprobleme P/- /- /3, P/-/p/3, T/-/- /3 und T/ - /p/3.
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4.2.2 Probleme der gleichméifligen Baumzerlegung

Die folgende Darstellung von Problemen der gleichméfiigen Baumzerlegung dient
einem dreifachen Ziel.

1. Eine kurze verbale Beschreibung soll die jeweilige Fragestellung verdeutlichen.

2. Es soll gezeigt werden, dafl die Probleme bis auf wenige Ausnahmen allgemeine
Baumzerlegungsprobleme im Sinne von Abschnitt 4.1 sind.

3. Wir geben Hinweise, ob und wo das jeweilige Problem in der Literatur auf-
taucht.

Eine Ubersicht der Problemstellungen gibt Tabelle 4.1 auf Seite 73.

Als Bemerkung zum zweiten Punkt sei gesagt, dafl die auftretenden Monoide
(vgl. Definition 4.1) (ausschliefllich) M = (R, +, <) und M = (R, max, <) sind. Das
erste ist die Menge der reellen Zahlen, versehen mit ihrer gewohnlichen Addition und
Ordnung. Das zweite Monoid ist die Menge der reellen Zahlen, wobei das Ergebnis der
(Monoid—)Addition zweier Zahlen als ihr Maximum in R definiert ist; die Ordnung
ist die gewohnliche Ordnung in R.

Maximin/Minimax—Probleme. Der Baum 7' = (V, E, w) soll so in p Teilbdume
zerlegt werden, dafl das Gewicht des leichtesten Teilbaumes maximiert bzw. das
Gewicht des schwersten Teilbaumes minimiert wird. In unserer Klassifikation sind
dies die Probleme T/ - /p/maximin und 7'/ - /p/minimax. Es sind allgemeine p—
Baumzerlegungsprobleme (siehe Definition 4.4): Setze T = {T" : T'a T}, M =
(R, max, <) und ¢I" = —wT bzw. ¢I" = +wT. Problem 7'/ - /p/maximin wird unter-
sucht in Frederickson [38] und in Perl und Schach [87]. T'//-/p/minimax ist Gegenstand
von Becker et al. [13] und von Perl und Vishkin [88] und wird in Frederickson [38]

erwahnt.

Minimierung der Abweichung von Zielgewichten. Das erste Problem die-
ser Art ist 7'/ - /- /||.||,, das heifit, die Minimierung der p-Norm des Vektors § =
(wT{ — p,...,wT! — p) der Abweichungen der Teilbaumgewichte von einem Ziel-
wert 1. Es handelt sich um ein allgemeines Baumzerlegungsproblem (siehe Definition
4.3). Hierzu setzen wir 7 = {T'" : T"< T} und im Fall p < oo M = (R,+, <),
cT" = |wT" — plP. (Damit wird die p—te Potenz der Norm minimiert, was dquivalent
ist zur Minimierung der Norm selbst.) Im Fall p = oo ist M = (R, max, <) und
cI'" = |wT' — | die erforderliche Definition. Wihrend Problem 7'/ - /- /||.||, in der Li-
teratur unseres Wissens keine Erwéhnung findet, gibt es einige Arbeiten, die sich mit
seiner p-BZP Variante 7'/ - /p/||.||, befassen. Hierbei wird ¢ = w7T'/p angenommen,
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es soll also die p—~Norm der Abweichungen vom mittleren Gewicht der p Teilbdume
minimiert werden. Messe [72] befaft sich mit 7'/- /p/||.||: fiir die Baumklasse der Ket-
ten. De Simone et al. [102] erweitern dies auf Sterne, Ketten, Raupen und 2-Spinnen.
Das Problem T/ - /p/||.|| fiir Ketten behandeln Liverani et al. [63].

Aus Anwendungssicht interessant ist ferner T'/Zent/ - /||.||,. Ist Z C V' die Menge
der Zentren, soist T = {T": T'< T, |V(T") N Z| = 1} zu definieren, um das Problem
in die Form eines BZP zu bringen. Weiter kann nun angenommen werden, daf fiir
jedes Zentrum z € Z ein spezifisches Zielgewicht p, vorgegeben ist. Das heifit, es ist
die p-Norm von § = (w7} — p1,).cz iiber alle Zerlegungen {77 : z € Z} (wobei z € T})
zu minimieren. Daraus ergibt sich unmittelbar die Wahl von ¢I”, T" € T. Problem
T/Zent/ - /||.||, ist bislang nicht untersucht worden.

Minimierung der Spannweite. In Problem 7/ - /p/A ist das Ziel, den Baum
T so in p Teilbdume zu zerlegen, dafl die Differenz zwischen grofitem und klein-
stem Teilbaumgewicht minimiert wird. Im Gegensatz zu den anderen in diesem Ab-
schnitt présentierten Problemen, ist dies kein allgemeines Baumzerlegungsproblem.
Der Grund ist, daf} sich die Zielfunktion nicht als ,Summe® der Teilbaumgewichte
in einem Monoid darstellen 148t. Lucertini et al. [64] behandeln T/ - /p/A fiir die
Baumklasse der Ketten.

Probleme mit gewichtsbeschrinkten Teilbdumen. Sind in einem Problem der
gleichméfigen Baumzerlegung Schranken fiir die Gewichte der Teilbdume vorgegeben,
so erhilt man hiufig anstelle von Optimierungsproblemen Entscheidungsprobleme.
So ist bei T'/L/p/3 die Frage, ob es eine Zerlegung des Baumes in p Teilbdume gibt,
die alle ein vorgegebenes Mindestgewicht haben. Es ist also ein p—BZP mit der Menge
zuldssiger Teilbdume 7 = {T": T'< T, wT' > L}. Ist die Anzahl der Teilbdume nicht
vorgegeben, so ist es interessant, sie zu maximieren. Dies ist Problem T'/L/-/ max |r|,
das ein BZP ist, wie die Wahl M = (R, +, <) und ¢I" = —1 zeigt. T/L/ - / max |r|
ist einfach zu l6sen; zum Beispiel wird in Perl und Schach [87] auf dieses Problem
eingegangen.

In einer Variante mit Zentren kénnen individuelle Schranken L, vorgegeben wer-
den. In Problem T'/Zent, L, /- /3 ist also die Frage, ob es eine Zerlegung von T gibt, in
welcher jeder Teilbaum genau ein Zentrum z enthélt und ein Gewicht von mindestens
L, hat. Fiir das BZP definieren wir 7 = {T": T'«T,wT' > L, mit{z} = V(T")NZ},

Analog zu den Problemen mit unteren Gewichtsschranken sind die Probleme
T/U/p/3, T/U/-/min|r| und T/Zent, U,/ - /3 definiert, in denen die Teilbdume ein
vorgegebenes Gewicht nicht iiberschreiten diirfen. Die Referenz zu T'/U/ - / min ||
ist Kundu und Misra [61].
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Ein grofler Teil von Kapitel 5 betrifft die Lésung von Problemen, in welchen
untere und obere Gewichtschranken vorgegeben sind. Das einfachste Problem ist
T/L,U/ - /3: Gibt es eine Zerlegung von T, in welcher alle Teilbdume ein Gewicht
zwischen oberer und unterer Schranke haben? Dies ist ein BZP wie die Festlegung
T=AT": T'«T,L < wT" < U} zeigt. Das Problem findet sich unseres Wissens
nicht in der Literatur. Die p-BZP Variante der Fragestellung, T'/L,U/p/3, wird in
Lucertini et al. [64] fiir den Fall von Ketten untersucht. Weiter 148t sich auch eine
Variante unter der Beriicksichtigung von Zentren definieren, dies ist das Problem
T/Zent, L, ,U,/ - /3, in welchem die Schranken vom jeweiligen Zentrum abhingen

konnen.

4.3 Komplexitit von Problemen der gleichméfi-

gen Baumzerlegung

Im folgenden bringen wir Ergebnisse zur Komplexitéit der Probleme der gleichméfi-
gen Baumzerlegung. Es wird sich dabei herausstellen, daf§ die Grenze zwischen po-
lynomial losbaren und NP-schweren (und damit wahrscheinlich nicht polynomial
l6sbaren) Problemen quer durch die Problemstellungen aus Tabelle 4.1 hindurch
verlduft. Probleme, in denen ein vorgegebenes Teilbaumgewicht bestmdoglich zu ap-
proximieren ist, sind, auler im Fall der Maximumnorm, N"P-schwer. (Dieser Ausnah-
mefall wird in Kapitel 5 eingehend untersucht.) Die meisten anderen Probleme sind

bekanntermaflen polynomial l6sbar. Eine Zusammenfassung aller Ergebnisse bietet
Tabelle 4.2 auf Seite 80.

4.3.1 N P-schwere Probleme

Das bisher einzige Nachweis eines N'P—schweren Problems der gleichméfBigen Baum-
zerlegung stammt von De Simone et al. [102]. Die Autoren zeigen, da8 T/ - /p/||-||1
fiir die Klasse der 2-Spinnen A P-schwer ist. Dazu wird eine Transformation des
Referenzproblems PARTITION (Garey und Johnson [40, S. 223]) verwendet.

Im folgenden verallgemeinern wir dieses Resultat, indem wir die Konstruktion
etwas abwandeln, und zeigen so fiir eine Reihe weiterer Probleme der gleichméfligen
Baumzerlegung, daf} sie auf 2-Spinnen NP-schwer sind. Auf der anderen Seite stellt
sich heraus, daf§ alle diese Probleme fiir 1-Spinnen, also Sterne, polynomial sind. Dies
ist mit anderen Polynomialitéts—Resultaten Gegenstand des néchsten Abschnitts.

Satz 4.17
Fiir jedes 1 < p < oo sind die Probleme T'/-/-/||.||,, T/-/p/||-||, und T'/2-Zent/-/||.||,
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fiir die Baum-Klasse der 2-Spinnen N'P—schwer.

Beweis. Wir fiithren den Beweis durch Transformation von PARTITION auf die im
Satz genannten Problemstellungen. Eine Instanz von PARTITION ist gegeben durch
n positive Zahlen wy, ..., w,; es ist zu entscheiden, ob eine Teilmenge I C N :=
{1,...,n} existiert, fiir die wl =Y, ;w; = wN/2 =13 cw; gilt.

Zu einer solche Instanz definieren wir eine 2-Spinne 7" mit Eckengewichten wie
folgt. Ecke 0 sei ,,im Zentrum*“ und dazu adjazent seien die Ecken 1,... n. Adajzent
zu i € N sei jeweils die Endecke i'. Wir setzen wq := 1, Ecke i bekommt Gewicht w;,
und fiir ¢’ setzen wir wy := wN/2 + 1 — w;/2.

Das Gewicht von T ist somit wT = 1+wN+(n—1)wN/24+n = (n+1)(1+wN/2).
Fiir Problem T'/- /p/||.||, setzen wir p := n+1, daraus ergibt sich pr = 1+ wN/2. Fiir
Problem T'/- /- /||.||, wihlen wir ;1 gerade mit diesem Wert. Fiir Problem T'/2-Zent/ -
/l|l, setzen wir Z := {0} U{¢':i€ N} und p, = p, z € Z.

Nun zeigen wir zweierlei; aus beidem zusammen folgt die Behauptung der Pro-

position.

1. Wenn die Antwort fiir das PARTITION-Problem positiv ist, dann gibt es eine
Zerlegung 7* von T, die fiir jedes der drei Probleme zulissig ist, mit Wert

et = (ZieN |wi/2|p)1/p-

2. Gibt es eine Zerlegung m von T mit e = (3,5 |wi/2]?)!/?, so gibt es ein
I C N mit wl = wN/2.

Zu 1.:Sei I C N mit wl = wN/2. Wir definieren Teilbdume 7§, T}, ..., T, durch
V(Ty) ={0}UTI und

N oiel,
vy = fiir i € N.
{i,'} 1€ N—-1,

Es folgt wTj = 1+wN/2 = pund wT] = p£w;/2,i € N. Daraus ergibt sich fiir 7* =
{T3,T},...,T.} der Wert er* = (3, |wi/2]?)"/?. Wegen |7*| = p und der Tatsache,
daB [T/ N Z| =1 fiir i = 0,1,...,n, ist 7* fiir alle drei Baumzerlegungsprobleme
zuldssig.

Zu 2.: Sei umgekehrt 7 eine Zerlegung mit er = (3, [wi/2|°)"/?. Sei T} € =
der Teilbaum, der die Ecke 0 enthélt. Setze Ny := {i € N : i’ € Tj}. Wir werden
zeigen, dafl Ny = () ist. Dann folgt, da es Teilbdume T mit i’ € T} fiir i € N in der
Zerlegung 7 gibt und da$ fiir diese w1 = p £ w;/2 ist. Hieraus ergibt sich

(er)? 2 [Ty =l + 3 T =l > 3 |5

1EN 1EN

p
Y
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also wTj = pund damitist I = {i € N : 7 € T} Losung des PARTITION-Problems.
Angenommen, Ny # (). Dann ist wT§ > 1+ wNy/2 + |No|u, somit

! wNU p ng P Wy P
\wTy — pl? > |1+ + (|No| = 1) z‘1+ 5 21+Z‘? :
1€Np
Dies fiihrt wegen
w; |
P> lhwT! = ul? ‘_Z
ey > Ty =P+ Y |5
1€EN—Np
zum Widerspruch zur Voraussetzung iiber cr. 0

Die néchste Komplexititsresultat betrifft die Zerlegung mit Gewichtsschranken

auf BAumen mit Zentren.

Proposition 4.18
Problem T /2-Zent, L,,U,/ - /3 ist N'P—vollstéindig fiir die Klasse der 2-Spinnen.

Beweis. Das Problem ist offenbar in N'P. Um NP-Vollsténdigkeit zu zeigen, trans-
formieren wir wiederum das PARTITION-Problem. Eine Instanz sei gegeben durch
wi,...,w, > 0. Die Ecken der 2-Spinne seien wie im Beweis von Proposition 4.17
numeriert. Wir setzen wy = 0 und wy = 0 fiir alle i'. Ferner sei w; das Gewicht der
Ecke i, i € N. Sei Z = {0} U{i' : i € N}. Setze Ly = Uy = wN/2, Ly = 0 und
Uy = w;.

Es ist nun sehr leicht zu sehen, dafl eine Losung des PARTITION-Problems genau
dann existiert, wenn das sperzifizierte Baumzerlegungsproblem vom Typ
T/2-Zent, L,,U,/ - /3 eine zuliissige Zerlegung besitzt. O

Bemerkung 4.19

Der Grund fiir die Aussage von Proposition 4.18 ist die Moglichkeit, die Schranken
L,, U, fiir alle Zentren unabhingig voneinander zu wéhlen. Im néichsten Kapitel wer-
den wir zeigen, da§ das Problem T'/Zent,U, — L, = const/ - /3 polynomial 16sbar
ist.

4.3.2 Polynomial l6sbare Probleme

Nun wenden wir uns Aussagen iiber die Polynomialitit von Problemen der gleichmé8i-
gen Baumzerlegung zu. Dabei steht zunichst die Aussage der polynomialen Losbar-
keit im Vordergrund. Ein weiterer Schritt ist in einer solchen Situation die Suche
nach moglichst effizienten polynomialen Algorithmen. Hierfiir verweisen wir auf die
entsprechende Literatur.

Daf} das allgemeine Baumzerlegungsproblem fiir Sterne nicht polynomial ist, ha-
ben wir in Proposition 4.8 festgestellt. Daher soll zunéchst gezeigt werden, daf} dies
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fiir die speziellen Probleme der gleichméfligen Baumzerlegung anders ist. Dies betrifft
insbesondere die im letzten Abschnitt auf 2-Spinnen als N/P-schwer erwiesenen Pro-
blemstellungen. Die Probleme T'/Zent/-/||.||, und T'/Zent, L., U,/ - /3 sind fiir Sterne
trivial 16sbar, weil dabei die Zentrenbedingung die moglichen Zerlegungen determi-
niert.'® Fiir die anderen beiden Probleme verallgemeinert das folgende Ergebnis ein
Resultat in De Simone et al. [102], betreffend Problem T/ - /p/||.||1 auf Sternen.

Satz 4.20

Sei T = (V, E,w > 0) ein eckengewichteter Stern mit zentraler Ecke 0 und dazu ad-
jazenten Ecken 1,2, ..., n, wobei oBdA w; < wy < --- < w, gelte. In einer Zerlegung
von T sei T; der Teilbaum, der die Ecke 0 enthélt. Dann gibt es optimale Zerlegungen
fiir die Probleme T'/- /- /||.||, bzw. T/~ /p/||.ll,, 1 < p < oo, mit V(Tj) = {0,1,...,k}
wobei k > 0 bzw. k =n —p+ 1 ist.

Beweis. Der Beweis beruht auf einem Vertauschungsargument. Sei zunéichst 1 < p <
oo. Wir stiitzen uns auf die Konvexitdt der Funktion R 3 z +— |z|’.
Es gilt offenbar: Ist ¢ : R — R konvex und A, B,A € R mit A > B und A > 0,

So ist
p(A) — (A = A) > p(B) — ¢(B - A).

Sei nun 7* eine optimale Zerlegung und I := V(T}) — {0}. Gibt es ein i € I
und ein ' € {1,...,n} — I mit w; > wy, so sei 7' die Zerlegung, in welcher i’ zu T}
hinzugefiigt wird und i einen eigenen Teilbaum bildet. Wir zeigen e’ < er*. Setze
dazu A := wog+wl — pu, B := w; — pund A := w; —wy. Dann ist A > B und A > 0.
Wir erhalten fiir ¢ : x — |z|?

(Cﬂ'*)p — (Cﬂ")p |w0 + wl — M|P + |wz' — w; + wy — M|p
—|wo + wl — w; +wy — p|’ — Jw; — pl?
= @(4) + (B - A)—p(A—-A) —(B)

> 0.

Im Fall p = oo folgt cr* > en' aus der Tatsache, daf fiir A, B,A € R mit A > B
und A > 0 offenbar gilt

max{|A|, |B — A} > max{|B|,|A - A[}.

O

16Ist die zentrale Ecke des Sterns Zentrum, gibt es nur eine zuléissige Zerlegung, andernfalls gibt
es |Z| zuldssige Zerlegungen. Siehe auch Korollar 4.22.
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Korollar 4.21
Der Losungsaufwand fir T/ - /- /|||, bzw. T/ - [p/||.|l, (1 < p < o00) auf Sternen ist
O(nlogn) bzw. O(n), wobei n = |V| — 1 die Anzahl der Endecken ist.

Beweis. Fiir Problem T'/ - /- /||.||, dominiert das Sortieren der Endecken nach ihrem
Gewicht den Aufwand, und fiir T/ - /p/||.||, ist das (n — p + 1)-kleinste Element in
der Menge der Gewichte zu bestimmen. 0

Korollar 4.22
Sei T' ein Stern wie in Satz 4.20 und Z C V eine Menge von Zentren, 0 ¢ Z. In einer
optimalen Losung von T'/Zent/ - /||.||, enthélt T} dasjenige Zentrum z € Z, fiir das

w, — j, minimal ist.

Beweis. Da T genau ein Zentrum enthilt, liefert das Vertauschungsargument aus dem
Beweis von Satz 4.20 die Behauptung, wenn wir A := wy + wl — pu,, B := w, — p,
und A := (w, — p,) — (wy — p1) setzen. O

Die Polynomialitit der Probleme T'/-/-/||.||,, T/ - /p/||-||, und T'/Zent/ - /||.||, fiir
Ketten folgt aus den Propositionen 4.7 und 4.11. Wir zeigen nun, dafl aus Korollar
4.21 die Polynomialitéit dieser Probleme fiir Raupen abgeleitet werden kann. Fiir
T/ - /p/l|-ll1 ist dieses Resultat in De Simone et al. [102] zu finden. Wir {ibernehmen

die dortige Beweisidee.

Proposition 4.23
Fiir 1 < p < oo sind die Probleme T/ - /- /||.ll,, T/ - /p/||-||, und T/ Zent/ - /||.||, fiir
Raupen polynomial.

Beweis. Eine Raupe T' = (V, E) besteht aus einem Pfad P = {vg,vy,...,vs} und
dazu adjazenten Endecken. Die Idee ist nun, alle Teilbdume, die aus einem festen
Abschnitt P’ von P und einer beliebigen Teilmenge der dazu adjazenten Endecken
bestehen, simultan zu betrachten. Hierzu wird (gedanklich) P’ zu einer einzelnen
Ecke zusammengezogen, unter Addition der Eckengewichte in P’. Dann entspricht
das Optimieren iiber alle diese Teilbdume einem Zerlegungsproblem auf einem Baum
mit Stern—Struktur.

Zur formalen Darstellung dieser Idee wihlen wir vy als Wurzel von T', so dafl vy <
vy < -+ - < v, gilt. Wir behandeln zundchst Problem T/ - /- /||.||,, und untersuchen,
wie es mit Algorithmus 4.1 auf Seite 56 gelost werden kann. Ist v € V — P, so ist v
ein Blatt und die Berechnung von C(v) ist trivial. Um fiir ein v € P den Wert C'(v)
zu bestimmen, haben wir in (4.3) iiber alle 7" € 7T, zu optimieren. Diese Menge teilen

wir folgendermafien auf: Sei fiir u € P, u > v

Tow ={T' €T :V(IT'")NP={u:v=u < u}}
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Offenbar ist

und wir konnen (4.3) schreiben als

C(v) = min | J{min{cT"+ Y  C@):T € T,.}}.

ucP u'eS(T")
UV

Die innere Minimierung besteht gerade darin, in optimaler Weise eine Teilmenge der
zu P = {u' : v < u' < u} adjazenten Blétter ,abzuschneiden®. Wie bereits erldutert,
kann diese Aufgabe mit Satz 4.20 gelost werden.

Analog ergibt sich die Polynomialitdt von 7'/ - /p/||.||, indem in (4.4) fiir 7,
obige Aufteilung verwendet wird. Und auch fiir 7/Zent/ - /||.||, wird mit dieser Idee
Polynomialitéit bewiesen, wobei auf Korollar 4.22 zuriickzugreifen ist. O

Um zu einer brauchbaren Aufwandsabschéitzung fiir die Probleme in Propositi-
on 4.23 zu kommen, muf} eine detailliertere Analyse der auszufithrenden Operationen
vorgenommen werden, als dies der gegebene Beweis zulédfit. Aus Platzgriinden verzich-
ten wir jedoch darauf. Ein grofier Teil der Arbeit von De Simone et al. [102] besteht
in der Entwicklung eines polynomialen Algorithmus mit guter Laufzeitabschéitzung
fir T/ - /p/||.||: auf Raupen.

Nun bringen wir einige andere Resultate iiber Polynomialitdt von Problemen aus
Tabelle 4.1.

Satz 4.24
Die Probleme T/L/-/ max |r| und T/U/ -/ min || sind mit linearem Aufwand Iésbar
(fiir beliebige Baume).

Der Beweis fiir T/L/ - / max |r| ist sehr einfach; man findet ihn zum Beispiel bei Perl
und Schach [87]. Fiir T/U/ - / min|r| sei auf Kundu und Misra [61] verwiesen.

Korollar 4.25
Die Probleme T/[L,U]/p/3 sind mit linearem Aufwand lésbar.

Beweis. Lose T/L/-/ max |r| bzw. T/U/-/ min |r| und vergleiche p mit dem optimalen
Zielfunktionswert. O

Korollar 4.26
Die Probleme T/ - /p/maximin und T/ - /p/minimax sind polynomial lésbar.

Beweis. Fiir T/ - /p/maximin: Bestimme den optimalen Zielfunktionswert durch
Binérsuche iiber L im Intervall [0, wT] und jeweiligem Losen von T/L/p/3.
Eine analoge Vorgehensweise 16st 7'/ - /p/minimax mit Hilfe von 7/U/p/3. O
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Der Aufwand fiir das Losen von T/ /p/maximin beziehungsweise T'/- /p/minimax
ist damit O(|V||logwT|). In der Literatur sind verschiedene Algorithmen mit streng
polynomialem Aufwand (also ohne Abhéngigkeit von |logwT|) fiir diese Probleme
zu finden. So lésen Perl und Schach [87] T/ - /p/maximin mit der sogenannten
shifting Methode in O(p?rd(T) + pn). (Hierbei ist rd(T) der Radius des Baumes,
also die halbe Linge des lingsten Pfades von T.) Von Frederickson [38] wird der
Nachweis gefiihrt, da§ sich T/ - /p/maximin sogar in O(n) l16sen 148t, dabei werden
fortgeschrittene Datenstrukturen eingesetzt und der Algorithmus ist sehr kompli-
ziert. Fiir T/ - /p/minimax entwickeln Becker et al. [13] einen shifting Algorithmus
mit Laufzeit O(prd(T) + pn); verbessert wird dies von Perl und Vishkin [88] auf
O(rd(T)p(p + log d) + n) (d ist der maximale Eckengrad in T'). Auch fiir dieses Pro-
blem hilt Frederickson [38] einen Algorithmus mit linearer Laufzeit fiir realisierbar.

Die nun folgenden Resultate waren unseres Wissens bisher nicht bekannt und
gehoren zu den wesentlichen Ergebnissen unserer Arbeit. Wir beweisen sie in Kapitel
5.

Satz 4.27
Die Probleme T/L,U/ - /3, T/L,U/p/3 und T/Zent,U, — L, = const/ - /3 sind
polynomial l6sbar.

Durch Binérsuche ergibt sich daraus die Polynomialitit von Problemstellungen zur

Minimierung der maximalen Abweichung vom Zielgewicht der Teilbdume:

Satz 4.28
Die Probleme T/ - /- /||-|locs T/ - /P/||-||cc und T'/Zent/ - /||.||x sind polynomial I6sbar.

Die Problemstellungen des Satzes 4.28 sind im Hinblick auf die Anwendungen
in der Gebietsaufteilung besonders interessant, denn die maximale Abweichung der
Bezirksgroflen von ihrem Mittel ist ein wichtiges Maf. Dieser Umstand unterstreicht
die Bedeutsamkeit der hierfiir erzielten Polynomialitéits—Resultate, die den Fall p =
oo von der bei p < 0o gegebenen Situation (siehe Satz 4.17) unterscheiden.

4.4 Komplexitit verwandter Problemstellungen

Die Theoreme des vorangehenden Abschnitts betreffen Modelle fiir das gleichmafige
Zerlegen eines Baumes in Teilbdume. Eine Verallgemeinerung davon sind die ent-
sprechenden Fragestellungen fiir das Zerlegen eines zusammenhéingenden Graphen
in zusammenhéngende Subgraphen. Wir fithren wir an dieser Stelle zur Erginzung
Komplexititsresultate fiir solche Zerlegungsprobleme an. Es zeigt sich, daf} alle Pro-

bleme N P-schwer werden, wenn von Biumen zu Graphen mit Zyklen iibergegangen
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Problem Komplexitit, Referenz

allg. Baume 2—-Spinnen Sterne Ketten Raupen
T/ - /p/maximin O(n) bzw. O(p*rd(T) + pn)

[38] bzw. [87]
T/ - /p/minimax O(n) bzw. O(rd(T)p(p + logd) + n)

[38] bzw. [88]
T/-/- /I, (NP-schwer)  NP-schwer O(nlogn) polynomial  polynomial
1<p< Satz 4.17 Kor. 4.21  Prop. 4.7 Prop. 4.23
T/ /p/ll-lh (NP-schwer)  NP-schwer O(n) O(np) O(n?p)

[102] [102] [102] [102]

T/ /p/l, (NP-schwer)  N'P-schwer O(n) polynomial  polynomial
1<p< Satz 4.17 Kor. 4.21  Prop. 4.11 Prop. 4.23
T/(2-)Zent/ - /|||, (N P-schwer) NP-schwer trivial polynomial  polynomial
1<p<oo Satz 4.17 Kor. 4.22  Prop. 4.7 Prop. 4.23
T/ /-l O(n® logwT) O(nlogn)

Satz 5.23 Kor. 4.21
T/ /p/ll-ll O(p*n* logwT) O(n) O(nplog p)

Satz 5.24 Kor. 4.21  [63]
T/Zent/ - /||l O(p*n*logwT) trivial

Satz 5.26 Kor. 4.22
T/-/p/A O(n’*plogn)

[64]

T/L/-/max|r| bzw.  O(n)
T/U/ -/ min|r| [87] bzw. [61]
T/IL,U]/p/3 O(n)

Satz 4.25
T/L,U/-/3 O(n?), falls L < n(U — L); O(n®) sonst O(n)

Satz 5.19 [64]
T/L,U/p/3 O(p®nt), falls L < p(U — L); O(pn*) sonst  O(n)

Satz 5.20 [64]
T/ Zent, O(p*>n?)
U,— L, =const/ /3 Satz 5.22
T/2-Zent,L.,U./-/3 (NP-schwer)  NP-schwer

Prop. 4.18

Tabelle 4.2: Komplexitéit von Problemen der gleichméfligen Baumzerlegung.
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wird. Zum Teil 148t sich auch nachweisen, daf§ die Probleme N P—schwer im strengen
Sinn sind, das heifit, auch bei , kleinen* Eckengewichten noch AP-schwer bleiben.

Die Konsequenz daraus ist, dafl Modelle fiir die Gebietsaufteilung, die auf dem
Zerlegen des Nachbarschaftsgraphen der KGE in zusammenhéingende Subgraphen
basieren, im allgemeinen nicht effizient gelost werden konnen. Sich auf das Zerlegen
eines geeignet gewihlten Geriistes dieses Graphen zuriickzuziehen, wie dies zum Bei-
spiel in Abschnitt 8.3 vorgenommen wird, erscheint daher als sinnvoller heuristischer
Weg.

Die Verallgemeinerung der gleichméfligen Baumzerlegung auf zusammenhéngende
Graphen wird in offensichtlicher Weise vorgenommen.

Gegeben sei ein zusammenhingender Graph G = (V, E), dessen Ecken mit Ge-
wichten w, > 0, v € V versehen sind. Eine Zerlegung 7 = {G7,...,G}} in zusam-
menhingende Subgraphen ist gegeben, wenn die V(G;) eine Partition der Menge
V' bilden und alle G} zusammenhéngend sind. Das Gewicht eines Subgraphen ist
wqG = Zuev(cg) w,. Alle Modelle des Abschnitts 4.2.2 zur Messung der Gleichméfig-
keit (beziiglich der Subgraphengewichte) einer Zerlegung (siehe Tabelle 4.1) lassen
sich unmittelbar von Bdumen auf die allgemeinere Situation zusammenhingender
Graphen iibertragen.

Im folgenden wird auf verschiedene Klassen von Graphen Bezug genommen. Pla-
nare Graphen sind dadurch charakterisiert, daB sie sich ohne Uberschneidungen von
Kanten in der Ebene ,zeichnen“ lassen. Bipartite (oder paare) Graphen haben nur
Zyklen gerader Lénge, eine dquivalente Charakterisierung solcher Graphen ist durch
die Moglichkeit einer 2-Féarbung gegeben. Gittergraphen sind Graphen deren Ecken-
menge die Form V = {(4,7) : 1 < i < k,1 < j < I} mit k,I > 1 hat, wobei
die Kanten waagrecht und senkrecht benachbarte Ecken verbinden, das heifit es ist
E = {((i1,71), (i2,J2)) = |i1 — 2| + |41 — j2| = 1}. Gittergraphen sind planar und
bipartit.

In der Notation unseres Klassifikationsschemas (siehe Abschnitt 4.2.1) werden
planare Graphen mit P, bipartite Graphen mit B und Gittergraphen mit Grid be-
zeichnet.

Beispiel 4.2
Problem P/ - /p/maximin ist die Aufgabe, einen planaren Graphen so in p zusam-
menhéngende Subgraphen zu zerlegen, dafl das Gewicht des schwersten Subgraphen
minimiert wird.

Bei Problem Grid/ - /p/minimax ist ein Gittergraph in p zusammenhéngende
Subgraphen zu zerlegen und dabei das Gewicht des leichtesten Subgraphen zu maxi-
mieren. Dabei wird nicht verlangt, dafl die Subgraphen selbst Gittergraphen sind.

Das Entscheidungsproblem, ob ein bipartiter Graph in zusammenhingende Sub-
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graphen mit Gewicht zwischen den Schranken L und U zerlegt werden kann, ist mit
B/L,U/ - /3 bezeichnet.

Proposition 4.29
Alle in Tabelle 4.1 aufgefiihrten Problemstellungen sind fiir Gittergraphen mit k = 3
NP-schwer.

Beweis. Von Becker et al. [12] wird die Aussage fiir Grid/ - /p/minimax bewiesen.
Dazu wird eine Transformation des Problems PARTITION verwendet. Wir zeigen,
daf} diese Transformation fiir alle Modelle in Tabelle 4.1 die Zugehorigkeit zur Kom-
plexititsklasse N'P—schwer liefert.

Sei wy, ..., w, eine Instanz von PARTITION (vgl. Beweis von Satz 4.17). Seien
V=A(,75): 1 <i<3,1<j<n} die Ecken eines Gittergraphen mit drei Reihen.
Wir weisen den Ecken Gewichte wie folgt zu:

w(l,j) =w(3,5) =0,  w(2,j)=w;, i=1,....n.

Sei W := 7 | w;. Es gebe eine Teilmenge J C {1,...,n} mit >, ;w; = W/2.
Dann sind die beiden Mengen

Vi={1j):j=1...,n}U{(2,j): jeJ}

und

Vi={2):5¢3u{B,j):j=1...,n}

Eckenmengen zusammenhéngender Subgraphen mit Gewicht /2. Gibt es anderer-
seits solche Subgraphen, dann ist die Antwort fiir vorliegende Instanz von PAR-
TITION positiv.

Man iiberzeugt sich nun leicht, daf3 sich durch Lésen jeder beliebigen Problem-
stellung in Tabelle 4.1 (mit Grid/ ... anstelle T/ ...) entscheiden l#8t, ob zwei zu-
sammenhéngende Subgraphen mit Gewicht W/2 existieren. Dabei ist jeweils eine
geeignete Instanz zu definieren. Zum Beispiel setzt man in Grid/ - /p/||.||, p = 2 und
p = W/2. Fiir Grid/Zent/ - /||.||, wahlt man eine Ecke aus der ersten Reihe und
eine aus der dritten als Zentren. In Problemen mit Schranken setzt man jeweils L
und / oder U gleich W/2. O

Aus Proposition 4.29 folgt, dal gleichméflige Zerlegung in zusammenhéngende
Subgraphen auch fiir planare und fiir bipartite Graphen N P—-schwer ist. Dariiber-
hinaus 148t sich fiir die meisten der Problemstellungen aus Tabelle 4.1 leicht zeigen,
daB sie im Fall bipartiter Graphen sogar N"P—schwer im strengen Sinne sind. Dies
beruht auf einem Komplexitétsresultat fiir folgendes Problem.
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Definition 4.30 (Zerlegung in zwei zusammenhingende Subgraphen (2ZS))
Gegeben sei ein zusammenhéngender bipartiter Graph G = (V, E) und eine Schranke
U>Vi/2.

Problem: Entscheide, ob es eine Zerlegung von V' in zwei Mengen V; und V5 gibt, mit
|Vi| < U, i=1,2, wobei die von V; und V3 erzeugten Subgraphen zusammenhéngend

sind.

Satz 4.31
Das Entscheidungsproblem 27ZS ist N'P-vollsténdig.

Dieses Ergebnis findet sich in der kontinuierlich fortgesetzten Liste der N'P—
vollstdndigen Probleme (Johnson [56]). Es bildet die Grundlage fiir die néchste Pro-

position.

Proposition 4.32
Folgende Problemstellungen sind N"P-schwer im strengen Sinn:

B/ - [p/maximin B/ - /p/|.ll, — B/[L,U]/p/3 B/L,U/p/3
B/ - /p/minimax B/Zent/-/|.||, B/L/-/max|r| B/U/ - /min|r|
B/ - /p/A B/Zent,[L,,U,]/-/3 B/Zent,L,,U,/- /3

Beweis. Eine Transformation von 2ZS auf jede der Problemstellungen ist sehr einfach,
da 27ZS bereits ein Problem der gleichmifligen Graphenzerlegung ist.

Ist p Teil der Probleminstanz, so setze man p = 2. Ist eine obere Schranke beteiligt,
so wihle man sie gleich der Schranke U in 2ZS. Eine untere Schranke setze man zu
L:=W —U. Als Zielgewicht wihle man u := |V|/2.

Die angefiihrten Probleme mit Zentren haben dieselbe Komplexitéit wie 27S, da
man durch sukzessive Wahl aller Eckenpaare als Zentren jede Instanz von 2ZS auf
das Losen einer polynomialen Anzahl Instanzen des Zentrenproblems zuriickfiihren
kann.

Fiir B/ - /p/A ist genau dann der optimale Zielfunktionswert kleiner oder gleich
2(U — |V]/2) (man beachte, daB8 nur in zwei Subgraphen zerlegt wird), wenn 2ZS
16sbar ist. O
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Kapitel 5
Polynomiale Verfahren

In diesem Kapitel entwickeln wir mehrere Hauptergebnisse des Teils IT unserer Arbeit.
Sie betreffen die polynomiale Losbarkeit von gleichméfiigen Baumzerlegungsproble-
men, in denen untere und obere Gewichtsschranken fiir die Teilbdume vorgegeben
sind, und die verwandten Probleme der Minimierung der maximalen Abweichung

von vorgegebenen Zielgewichten.!

Als Schliissel wird sich das Losen einer abgeschwichten Version des SUBSET
SUM Problems herausstellen. Unter gewissen Voraussetzungen kann dies mit poly-
nomialem Aufwand geschehen, basiert auf der Tatsache, daBl Rucksack—Probleme
mit polynomial beschrinkten Koeffizienten in der Nebenbedingung polynomial 16sbar
sind. Da diese Eigenschaft auch fiir Rucksackprobleme mit baumférmigen sogenann-
ten Prdzedenzbedingungen besteht, konnen wir auch ein abgeschwichtes SUBSET
SUM Problem mit Baumstruktur polynomial 16sen, wenn geeignete Voraussetzungen
erfiillt sind. In unseren Verfahren fiir die gleichméflige Baumzerlegung bei zweiseitiger
Gewichtsbeschrinkung ist dies der Fall. So gewinnen wir Algorithmen mit polyno-

mialem Aufwand.

5.1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt leiten wir die grundlegenden Resultate her, auf denen die poly-

nomialen Algorithmen zur gleichméifigen Baumzerlegung aufgebaut sind.

1Vgl. hierzu die Sétze 4.27 und 4.28.

85
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5.1.1 Das Problem WEAK SUBSET SUM (WSS)
5.1.1.1 Definition von WSS

SUBSET SUM ist ein bekanntes NP—vollstindiges Problem (Garey und Johnson
[40, S. 223]). Es ist wie folgt definiert.

Definition 5.1 (SUBSET SUM Problem)
Gegeben sind n Zahlen wy, ..., w, € Z — {0} und ein B € Z.
Problem: Entscheide, ob es eine Menge () £ I C {1,...,n} gibt mit

wI:Zwi:B.

iel
Die Optimierungsvariante von SUBSET SUM lautet: Maximiere wl unter der
Nebenbedingung wlI < U. Fiir sie und fiir die Entscheidungsvariante gilt die folgende

Aussage:

Satz 5.2 (Komplexitit von SUBSET SUM)
Der Aufwand zur Losung von SUBSET SUM ist O(n ), |w;|). Fiir den Fall, daB alle

w; positiv sind, reduziert sich dies auf O(n max; w;).

Der ersten Aussage des Satzes liegt der wohlbekannte Algorithmus mit dynamischer
Programmierung nach Bellman [14] zugrunde. Das zweite Ergebnis ist neuen Datums
(Pisinger [90]) und beruht auf einer anders angelegten dynamischen Programmierung.
Beide Verfahren 16sen SUBSET SUM mit pseudopolynomialem Aufwand.

Wir fiihren nun eine Abschwichung von SUBSET SUM ein.

Definition 5.3 (WEAK SUBSET SUM Problem (WSS))
Gegeben sind n Zahlen wy, ..., w, € Z — {0} und Schranken L,U € Z, mit L < U.
Problem: Entscheide, ob es eine Menge () £ I C {1,...,n} gibt mit

L<wl<U. (5.1)

5.1.1.2 Ein Verfahren zur L6sung von WSS

WSS kann offenbar durch die Optimierungsvariante von SUBSET SUM gel6st wer-
den. Deshalb gilt Satz 5.2 sinngem&fl auch fiir WSS. Jedoch machen die dahinter
stehenden Algorithmen keinen Gebrauch von der Grofle der Liicke U — L.

Im Falle positiver w; und U > L kann WSS mit einem Approximationsver-
fahren fiir (die Optimierungsvariante von) SUBSET SUM von Kellerer et al. [59,
Th. 7,8] gelost werden. Der Aufwand dafiir ist O(min{n/e, n + 1/¢%log(1/)}), mit
e = (U — L)/U. Dieser Algorithmus ist fiir unsere Zwecke allerdings nicht geeignet,
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da wir spiter das WSS mit baumférmigen Prézedenzbedingungen l6sen werden; eine
Verallgemeinerung des Verfahrens auf diesen Fall ist nicht in direkter Weise moglich.

Deshalb entwickeln wir im folgenden ein anderes, einfacheres Verfahren fiir WSS.
Es kann in 5.1.3 leicht auf den Fall mit Zusatzbedingungen angepaft werden. Fiir den
Spezialfall von WSS mit positiven w; erreicht es jedoch nicht die Laufzeitabschéitzung
des Verfahrens von Kellerer et al. [59].

Die Voraussetzung fiir unser Verfahren ist U — L > 0. Es muf} also ein ,jechtes”
WSS, das kein SUBSET SUM Problem ist, vorliegen. Das Verfahren basiert darauf,
die w; durch Division mit Rest in w; = b;A + ¢; zu zerlegen. Dabei sind b; € Z und
0 < |ei| < A mit sign(b;) = sign(¢;) = sign(w;) eindeutig bestimmt. Der Divisor
A wird so klein gew#hlt, daB fiir je zwei Teilmengen I, I, C {1,...,n} stets gilt
|cI; — cIy] < U — L. Zum Beispiel ist A = (U — L)/n hinreichend klein.

Es sei B := ) max(b;,0) und B~ := > min(;,0). Fiir B € {B~,...,B*"}
betrachten wir die beiden Rucksackprobleme

¢B)=min{) ¢ Y b=BTC{l...,n}} (5.2)
i€l icl
und
eB)=max{) ¢:» bj=BIC{l,... n}}. (5.3)
i€l icl
Ist die Nebenbedingung ) .., b; = B erfiillbar, so kénnen, weil 0 < ¢(B) — ¢(B) <
U — L ist, nur drei Fille eintreten:

1. ¢(B)+ BA>U
2. ¢(B)+BA<L
3. {c(B) + BA,&(B)+ BAYN[L, U # 0

Im dritten Fall 16st die zu ¢(B) beziehungsweise zu ¢(B) gehorende Teilmenge I
das WSS, in den anderen beiden Fillen gibt es keine solche Losung, die gleichzeitig
bl = B erfiillt.

Unser Verfahren fiir WSS besteht nun darin, fiir alle B € {B~,...,B"} die
Rucksackprobleme (5.2) und (5.3) zu l6sen, und jeweils zu priifen, welcher der drei
Fille vorliegt. Eine Instanz von WSS ist offenbar genau dann zuléssig, wenn fiir
mindestens ein B der dritte Fall eintritt.

Zum Losen der Rucksackprobleme verwenden wir in bekannter Weise dynamische
Programmierung. Sei zum Beispiel fiir (5.2)

C(j,B)=min{) ¢: Y b=BTC{l,... j}}

i€l el
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(C(j, B) = 400, falls kein zuléssiges I existiert.) Die C'(j, B) werden fir 1 < j <n

und B € {B~,..., B"} rekursiv berechnet durch
c B = by,
c(1,B)=¢{" !
400 B 7£ bl,

und fiir j > 2 (mit b = max(b;,0), b; = min(b;,0))

min{c; + C(j —1,B—b;),C(j —1,B)} Be{B +bf,....B"+b},

+00 sonst.

C(j,B) =

(5.4)
Am Ende ist mit ¢(B) = C'(n, B) das Rucksackproblem (5.2) fiir alle B gelost. Analog
werden die ¢(B) berechnet.
Der Rechenaufwand zur Losung des WSS ist somit O(n(BT — B7)). Da |b;| <
|w;|/A = n|w;|/(U — L) ist, erhalten wir die erste Aussage des folgenden Satzes.

Satz 5.4 (Komplexitit von WSS)
Der Aufwand zur Losung von WSS ist O(n* Y, |w;|/(U — L)). Fiir den Fall, daf$ alle
w; positiv sind, ist der Aufwand O(n*U/(U — L)).

Beweis. Die zweite Aussage nutzt die Tatsache aus, dafl fiir nichtnegative b; und c¢;
die Rucksackprobleme (5.2) und (5.3) nur fiir B € {0,..., |U/A]} gelost werden
miissen. (Fiir grofere B ist stets ¢(B) + BA > U.) O

Beim Vergleich der Sétze 5.2 und 5.4 zeigt sich, dafl unser Verfahren fiir WSS
im Vorteil gegeniiber einer Losung mittels SUBSET SUM ist, sobald U — L > n
beziehungsweise, bei positiven w;, U — L > n? ist.? Unter geeigneten Voraussetzungen
iiber die Grofle der Liicke U — L hat unser Verfahren streng polynomialen Aufwand:

Korollar 5.5

Ist p € {1,...,n} und max; |w;] < p(U — L), so lost unser Verfahren WSS mit
Aufwand O(pn®). Sind alle w; positiv und ist L < p(U — L), so ist der Aufwand
O(pn?).

Beweis. Beide Aussagen folgen direkt aus Satz 5.4, man beachte ) . |w;| < nmax; |w;|
und U/(U — L) = 1+ L/(U — L). O

Die Aussagen von Korollar 5.5 3 sind der Schliissel fiir unsere polynomialen Algo-

rithmen zur Baumzerlegung mit zweiseitigen Gewichtsschranken. In den néichsten Ab-

2Letzteres beruht auf dem Umstand, dal WSS fiir positive w; und max; w; < U/n trivial ist.
3Sie widersprechen nicht der Tatsache, da8 wir das Losen von WSS mit Hilfe von Rucksackpro-

blemen vornehmen. Das Rucksackproblem ist zwar NP-schwer, aber die Instanzen, die unter den
Voraussetzungen der Korollars gelost werden miissen, haben die Eigenschaft, Nebenbedingungsko-
effizienten polynomialer Grofle aufzuweisen und sind somit polynomial 16sbar.
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schnitten werden wir zeigen, daf} sie bestehen bleiben, wenn wir dem WSS baumf6érmi-

ge Priazendenzbedingungen hinzufiigen.

5.1.1.3 WSS mit mehreren Bedingungen.

Der Umstand, dafl WSS bei nicht zu kleiner Liickengréfie U — L polynomial 16sbar ist,
ist nicht mehr gewéhrleistet, wenn mehrere Bedingungen der Form (5.1) gleichzeitig
zu beachten sind.

Eine Instanz sei gegeben durch k Paare von Schranken L;, U; und kn Zahlen
wi; (j=1,...,k, i =1,...,n). Das Problem, zu entscheiden, ob es eine Menge I C
{1,...,n} gibt, mit L; < 3., wj; < Uj fiir alle j, ist N'P-vollsténdig, falls k > 2 ist.
Denn diese Fragestellung umfafit die Entscheidungsvariante des Rucksackproblems,
auch wenn die Liicken U; — L; beliebig grof§ gewéhlt werden.

Einen Spezialfall mit £ = 2, den wir spéter bendétigen, bringt der folgende Satz.
Er behandelt das Problem, gleichzeitig eine Bedingung der Form (5.1) und eine Glei-

chung zu erfiillen.

Satz 5.6
Gegeben seien

e nichtnegative Zahlen wyy, w12, ..., Wiy € Z>o, héchstens m < n davon positiv,
e Schranken 0 < L < U und
e ganze Zahlen wqy, s, . .., Wy, € Z.

Es sei W~ = " min(wsy;,0) und W+ = "  max(wy,0). Die Frage, ob eine
Menge I C {1,...,n} existiert, fiir die
L < wII:ZwM <U und wZI:Zin =W
icl i€l

ist, kann fiir alle W € {W~, ..., W™*} mit einem Aufwand von

entschieden werden.

Beweis. Wir zerlegen die w;; durch Division mit Rest, wie oben die w;, in w;; =
biA+c;. (b € Z>p, 0 < ¢; < A.) Dabei wihlen wir A = (U — L)/m. Da héchstens m
der ¢; positiv sind, ist |c[; — ¢ly| < U — L fiir alle I, I, C {1,...,n}. Die gegebene
Problemstellung kann deshalb durch das Losen der Rucksackprobleme mit doppelter
Nebenbedingung

¢(B,W)=min{cl: bl = Byw,I =W,I C{1,...,n}}
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und

¢(B,W)=max{cl: bl = BywI =W,I C{1,...,n}}

fir alle B € {0,..., [U/A]} und W € {W~,..., W'} entschieden werden.

Diese Rucksackprobleme werden mit dynamischer Programmierung mit einem
Aufwand von O(n|U/AJ(WT — W™)) gelost. (Man betrachte Zwischenlgsungen der
Form C(j, B,W) und eine Rekursion analog (5.4).) O

Noch spezieller als Satz 5.6 ist das folgende Ergebnis. Darin sind die wsy; Null oder
Eins, die wy; diirfen auch negativ sein. Der Losungsaufwand hat dieselbe Komplexitét
wie der des einfachen WSS nach Definition 5.3. Auch diesen Satz werden wir spéter

verwenden.

Satz 5.7

Gegeben seien

e ganze Zahlen wyy,wis,...,w, € Z
e Schranken L < U und
e Zahlen Wa1, W2, . .., W, € {0, ]_}

Die Frage, ob eine Menge I C {1,...,n} existiert, fiir die
ngII:ZwugU und wZI:Zin:W
i€l i€l

ist, kann fiir W € {0,1} mit einem Aufwand von

0 (nzz il /(U - L))

=1

entschieden werden.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 5.6 werden die wy; zerlegt in wy; = b;A+¢; (b; € Z,
0 < |g| < A, sign(c;) = sign(wy;)), hier mit dem Divisor A = (U — L)/n. Es sind
die angefiihrten Rucksackprobleme ¢(B,W) und ¢(B,W) zu lésen, hier jedoch fiir
Be{B ...,B*} und W € {0,1}. (B~ = >, min(b;,0), Bt = ). max(b;,0)). Der
Aufwand hierfiir ist O(n(B*™ — B7)), die durch die zweite Nebenbedingung wel = W
hinzugefiigte Komplexitét ist lediglich ein konstanter Faktor. 0J

5.1.2 Rucksackprobleme mit Prizedenzbedingungen

Die Herleitung von Satz 5.4 zeigt, dal das Losen des WSS im wesentlichen auf Ruck-
sackprobleme zuriickgefithrt wird. Als néichsten Schritt zur Untersuchung des WSS
mit Baumstruktur stellen wir in diesem Abschnitt Material {iber das Rucksackpro-

blem mit Prizedenzbedingungen zusammen.



5.1  Vorbereitungen 91

5.1.2.1 Definitionen
Definition 5.8 (Rucksackproblem mit Prizedenzbedingungen)
Gegeben sind n Gegensténde 1,2,...,n und eine Ordnung < auf N = {1,...,n}.
Gegenstand i hat das ,Gewicht“ b; € Z (siehe Bemerkung 5.9) und die Kosten ¢; € Z.
Ferner ist B € Z die Kapazitit des Rucksacks.
Problem: Bestimme I C N, I # (), das }_,_, ¢; minimiert und die Bedingungen

Y bi=B und i€l j<i= jeI

icl
erfiillt.
Bemerkung 5.9
Unsere Definition des Rucksackproblems mit Prézedenzbedingungen unterscheidet
sich von der Literatur (Boyd [19], Leensel et al. [62], Park und Park [85], Samphaiboon
und Yamada [94]) darin, dafl wir auch b; < 0 zulassen und fordern, daf§ der Rucksack
mit Gleichheit gefiillt wird. Insofern ist die Interpretation der b; als Gewichte und von
B als Kapazitit nicht ganz treffend. Wir verwenden jedoch der Einfachheit halber

die {ibliche Terminologie.

Das Rucksackproblem mit Prizedenzbedingung ist N"P—schwer im strengen Sinn
(Garey und Johnson [40, S. 247]). Fiir uns interessant ist der spezielle Fall, in dem die
Ordnung < eine baumférmige Struktur hat. Dann ist das Problem, wie das gew6hn-
liche Rucksackproblem, in pseudopolynomialer Zeit 16sbar. Dieses Resultat wird von
Garey und Johnson [40, S. 248] erwéhnt.

Definition 5.10 (Baum—Rucksackproblem (TKP))

Gegeben ist die Menge V = {1,...,n} als Ecken eines Wurzelbaumes 7" = (V, E).
Die entsprechende Ordnung auf V' (siehe 4.1.1.1) sei mit < bezeichnet. Zu v € V
sind b, € Z Gewicht und ¢, € Z Kosten von v. Weiter ist die Kapazitit B gegeben.
Problem: Lose das Rucksackproblem (im Sinn der Definition 5.8) mit den Ge-
genstidnden v € V und den durch < gegebenen Prézedenzbedingungen.

Das TKP* ist also die Aufgabe, einen die Wurzel enthaltenden (nichtleeren) Teil-
baum von 7" mit Gewicht B zu finden, der minimale Kosten hat.

5.1.2.2 Algorithmen fiir TKP

Fiir das TKP sind verschiedene pseudopolynomiale Algorithmen vorgeschlagen wor-
den. Sie basieren alle auf dynamischer Programmierung, unterscheiden sich jedoch

darin, wie der Baum traversiert wird. Der iibliche bottom-up Ansatz’ fiihrt zu einem

“Die englische Bezeichnung tree knapsack problem wurde von Johnson und Niemi [57] eingefiihrt.
SWir haben ihn in Abschnitt 4.1.3 zur Losung des allgemeinen Baumzerlegungsproblems ver-

wendet.
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Aufwand von O(nB?), B = Y_"_, |b,|. Johnson und Niemi [57] 16sen das TKP mit
einem sogenannten left-to-right Ansatz; mit Aufwand O(nC), C = >"0_, |eyl.

Da wir auf die Lésung des WEAK SUBSET SUM Problems mit Baum—Prézedenz
abzielen und ausnutzen wollen, dafl die b, polynomial sein kénnen, ist fiir unsere
Zwecke am besten geeignet der depth—first Ansatz von Cho und Shaw [22]. Er fiihrt
zu einem Aufwand von O(nB), dies entspricht dem Aufwand fiir das gewhnliche
Rucksackproblem. Aufgrund unserer abweichenden Definition des TKP (Bemerkung
5.9) dndern wir das Verfahren von Cho und Shaw [22] leicht ab.

Die folgende Darstellung ist auf das Wesentliche beschrénkt und unterscheidet sich
(durch die Verwendung rekursiver Prozeduren) deutlich von der bei Cho und Shaw
[22]. (Dort findet der Leser ein ausfiihrliches Rechenbeispiel, das gegebenenfalls zur
Einsicht in das Verfahren beitragen kann.)

Notation. Im folgenden setzen wir fiir das TKP voraus, dafl die Numerierung
der Gegenstinde eine Traversierung des Baumes in Tiefensuche induziert. Somit ist
v = 1 die Wurzel und fiir jedes v € V gilt, daf} die Gegenstinde u > v die Num-

mern v + 1,...,v 4+ [ haben. Den Gegenstand max{u : u > v} = v + [ bezeichnen
wir mit last(v) (auch wenn v ein Blatt ist). Es ist der letzte Gegenstand bei der
Tiefensuche-Traversierung von T,.® Daraus folgt: Sind die Séhne S, = {uy,...,us}
von v nach wachsender Numerierung sortiert, so ist V(T,) = {v,v + 1,...,v +
I} = {v,uq,... last(ug), ..., ..., ug,...,last(ux)} und last(ux) = last(v). Ferner ist
last(1) = n.

Losung des TKP. Die dynamische Programmierung berechnet im , Vorwirts®—
Teil (Algorithmus 5.1) Zwischenergebnisse C'(v,u,b), die den optimalen Zielfunkti-
onswert fiir das Teil-TKP mit durch {1,...,u} gegebenen Gegenstéinden und Kapa-
zitdt b angeben, unter der Bedingung, dafl v in der Lésung enthalten ist. Dabei ist
u € {v,last(uq),...,last(ug)} und b € {B~,...,B*} mit B~ = Y min(b,,0) und
Bt =3 max(b,,0).

Um eine kompakte Darstellung des Verfahrens zu ermdglichen, fiigen wir einen
Dummy—Gegenstand 0 hinzu mit 0 = pre(1) und by = ¢ = 0. Die Prozedur
TKP_vorwérts initialisiert und startet die Berechnung der C(v,u,b). Am Ende ist
mit C'(1,n, B) der optimale Zielfunktionswert des TKP ermittelt.

Die Prozedur vorwarts berechnet fiir ihr Argument v mit S6hnen u; < us < --- <
uy, sukzessive die Werte C(v,v,b), C(v,last(u1),b),...,C(v,last(ug),b). Wihrend
C(v,v,b) in den Zeilen 7 und 8 initialisiert wird, geschieht die Berechnung von

SWir erinnern an die in 4.1.1.1 eingefiihrte Notation.
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Algorithmus 5.1 Rechne vorwirts TKP
procedure TKP vorwérts begin

1:

2 C0,0,0) ;= 400, be{B,...,B*} — {0}
3. C(0,0,0) :=0
4

)

vorwérts(1)
: end

6: procedure vorwirts(v) begin /* berechnet C(v,last(v), b) fiir alle b */
7. C(v,v,b) := C(pre(v),v —1,b—b,) +¢,, be{B +0b},...,B"+10,},
8:  C(v,v,b) := +00, sonst.

9: for all u € S, do /* aufsteigend sortiert */

10: vorwarts(u)

11: C(v,last(u),b) := min{C(v,u — 1,b), C(u,last(u),b)}, be{B~,...,B"}
12:  end for

13: end

C(v,last(u;),b) in Zeile 11. Dabei sind zwei Félle moglich: Entweder enthélt die opti-
male Teillosung nicht den Gegenstand wu;, dann sind nur Gegenstinde aus
{1,...,last(u;—1) = v — 1} in der Teillésung, oder aber u; ist Element der optimalen
Teillosung, dann ist deren Wert bereits beim rekursiven Aufruf von vorwarts (u;) in
Zeile 10 berechnet worden. (Fiir i = 1 gilt der erste Fall sinngemifl wegen u; —1 = v.)

Es ist leicht zu sehen, dal die Aufrufe von vorwarts beim Ablauf von Algorithmus
5.1 gerade in der Reihenfolge der Ecken-Numerierung erfolgen. Diese entspricht einer

Tiefensuche—Traversierung des Priazedenzen—Baumes und erklirt so die Bezeichnung
als depth first Ansatz bei Cho und Shaw [22].

Riickwirtsrechnung. Da die Riickwértsrechnung fiir die dynamische Program-
mierung zur Losung des TKP nicht ganz offensichtlich ist, geben wir den entspre-
chenden Algorithmus an. Er setzt voraus, daf in den Variablen z(v, u, b) festgehalten
wird, welcher Term in Zeile 11 von vorwadrts das Minimum ergibt. Genauer setzen
wir z(v,u,b) = 0, falls das Minimum durch C(v,u — 1,b) gegeben ist (u ist nicht in
der optimalen Teillosung), und z(v,u,b) = 1 im anderen Fall (C'(u,last(u), b) ist das
Minimum).

Algorithmus 5.2 berechnet die Menge V' der Gegenstiande in der optimalen Los-
ung, falls das TKP iiberhaupt eine Losung besitzt. Die globale Variable b enthilt
das Gewicht des noch zu konstruierenden Teils des Losungsteilbaumes. Wesentlich
ist, da die S6hne der Ecke v in der Prozedur riickwdrts nun in der Reihenfolge

absteigender Nummerierung bearbeitet werden (Zeile 10).
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Algorithmus 5.2 Rechne riickwérts TKP
procedure TKP _riickwirts begin

1:

2: if C(1,n, B) = +oo then

3 STOP /* TKP unlésbar */
4:  else
)

6

7

V' :=0; b:= B; riickwirts(1)

. end

8: procedure riickwirts(v) begin

9. V' :=V'U{v}

10: for all u € S, do /* absteigend sortiert */
11: if z(v,u,b) =1 then

12: riickwérts(u)

13: end if

14:  end for

15 b:=0b—b,

16: end

Aufwand zur Losung des TKP. Wie bereits definiert, ist B = Y.0_ |b,| =
B* — B. Es ist leicht zu sehen, daf} die folgende Aufwandsabschitzung gilt:

Proposition 5.11

Die Vorwértsrechnung mit Algorithmus 5.1 hat Zeit- und Speicheraufwand O(nB);
der Zeitaufwand fiir die Riickwértsrechnung mit Algorithmus 5.2 ist O(n). Somit sind
Zeit- und Speicheraufwand zur Losung des TKP O(nB).

Bemerkung 5.12

Die Vorwértsrechnung ermittelt den optimalen Zielfunktionswert des TKP nicht nur
fiir die Kapazitit B, sondern fiir alle Kapazititen b € {B~,..., Bt}. (Fiir ande-
re ,rechte Seiten“ ist das TKP auf jeden Fall unlésbar.) Da fiir jedes solche b die
Riickwirtsrechnung in linearer Zeit durchgefiihrt werden kann, lassen sich die opti-
malen Losungen des TKP fiir alle ,interessanten* Kapazititen mit derselben Zeit-
komplexitit O(nB) ermitteln, wie die Bestimmung der einen Lésung mit rechter Seite
B.

5.1.3 Das Problem TREE WEAK SUBSET SUM (TWSS)

Wir fiihren nun das Konzept der baumférmigen Prizedenzbedingungen und das
WEAK SUBSET SUM Problem aus 5.1.1 zusammen. Das dadurch gegebene Problem
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TWSS ist der Schliissel zur Losung von Baumzerlegungsproblemen mit zweiseitiger
Gewichtsbeschrinkung. Problem TWSS wurde unseres Wissens in der Literatur noch
nicht betrachtet.

5.1.3.1 Definition von TWSS

Definition 5.13 (TREE WEAK SUBSET SUM Problem (TWSS))
Gegeben ist ein gewichteter Wurzelbaum 7' = (V, E,w) mit Wurzel vy € V und
Eckengewichten w, € Z und ferner Schranken L,U € Z mit L <U.

Problem: Entscheide, ob es einen Teilbaum 7" < T gibt, der die Wurzel enthélt und
L < wT' < U erfiillt.

Bemerkung 5.14

Fiir das WSS (Definition 5.3) haben wir die triviale Voraussetzung w, # 0 gemacht.
In einem TWSS konnen dagegen Ecken mit Gewicht 0 auftreten. Weiter ist festzu-
stellen, dal das Gewicht der Wurzel vy irrelevant fiir die Problemstellung ist, denn v
muf} auf jeden Fall Element der Lésung sein. Somit kann das Gewicht der Wurzel um
einen beliebigen Wert verdndert werden, wenn gleichzeitig L und U um denselben
Wert abgeéindert werden.

5.1.3.2 Lo6sung von TWSS

TWSS kann mittels TKP gelost werden, indem fiir alle rechten Seiten

Be{Ww ..., Wr}n|[L,U]
mit
W~ = Zmin(wv, 0), Wt = Zmax(wv, 0),

die Zuléssigkeit von TKP mit Gewichten w, gepriift wird; dabei ist die Wahl der Ziel-
funktionskoeffizienten beliebig. Somit ist TWSS 16sbar mit Aufwand O(n_,_, [wy).
(Man &ndere w,, auf 0 ab.)

Dies ist jedoch ungiinstig, sobald U — L > n ist, denn dann liefert der folgende
Satz eine bessere Abschitzung. Er entspricht Satz 5.4 fiir das WSS.

Satz 5.15

Sei U > L. Dann ist der Aufwand zur Lésung von TWSS O(n? 37, |w,|/(U — L)),
n = |V|. Fiir den Fall, da8 alle w, nichtnegativ sind (v # wvy), ist der Aufwand
O(n*U/(U — L)).
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Beweis. Die Vorgehensweise ist identisch mit derjenigen in der Herleitung von Satz
5.4. Dort werden die Grofien ¢(B) und ¢(B) durch das Lésen von Rucksackproblemen
mit Aufwand O(n(Bt — B7)) bestimmt. Hier sind nun analog TKPs zu l6sen, da-
zu wird das Verfahren aus dem vorangehenden Abschnitt verwendet, das denselben
Rechenaufwand hat (siehe Bemerkung 5.12). Wie ausgefiihrt, ist das Gewicht w,,
irrelevant. Daher wird es in der Aussage des Satzes nicht beriicksichtigt. 0

Zusammenfassend geben wir das Verfahren zur Lésung von TWSS im FallU —L >
|V] in Pseudo—Code Darstellung an. Der Fall U — L < |V| wird, wie oben ausgefiihrt,
als TKP mit den Verfahren aus dem letzten Abschnitt behandelt.

Algorithmus 5.3 Losung des TWSS fiir U — L > |V/|
Input: T = (V,E,w), vy, L,U gemifB Definition 5.13
Output: ,unzulissig® oder 7" < T mit vy € 7" und L < wT' < U.
: A= (U-L)/|V]|
byy =Cpo =0; Li=L —wy,; U:=U —w,,
. fiir alle v # vy berechne b, € Z, ¢, mit
byA+c, =w,, 0<|e,| <A, sign(b,) = sign(c,) = sign(w,)

4: if w, > 0 fiir alle v # vy then

5 BT :=0; BT:=|U/A|

6: else

7. B7:=) min(bh,,0); BT :=)" max(b,,0)
8: end if

9: for all Be {B~,...,B"} do

10:  ¢(B) :==min{cI": T'<«T,vy € T',bT" = B}
11:  ¢(B) :=max{cI": T'<T,vy € T',bT" = B}
12: end for

13: for all B€ {B~,...,B*} do

14:  if L <¢(B)+ BA < U then

15: gib zu ¢(B) gehorendes T" aus; STOP
16: end if

17: if L <¢B)+ BA < U then

18: gib zu ¢(B) gehorendes 7" aus; STOP
19:  end if

20: end for

21: gib_aus ,unzuléssig”

Der wesentliche Teil des Verfahrens steckt in den Zeilen 9 bis 12 und wird mittels
Algorithmus 5.1 in O(|V|(B* — B™)) Schritten ausgefiihrt. (Fiir die Berechnung von
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¢ ist dort in Zeile 11 das min durch ein max zu ersetzen.) Im Fall der Losbarkeit
erfolgt die Konstruktion des auszugebenden Teilbaumes 7" (Zeilen 15, 18) durch
Riickwértsrechnung geméfl Algorithmus 5.2.

TWSS mit zwei Bedingungen. Die bisherigen Ausfiihrungen haben gezeigt, dafl
das Losen von TWSS vollig analog zum Losen von WSS ist. Daher ist unmittelbar
klar, dafl auch die Sitze 5.6 und 5.7 direkt iibertragen werden kénnen. Wir beno6tigen
dies in den néichsten Abschnitten.

Satz 5.16
Gegeben seien ein Wurzelbaum T = (V, E,wy,w,) mit zweifachen Eckengewichten
wiy € Zso und wy, € Z. Hochstens m < |V| der w, seien positiv. Weiter seien
0 < L < U zwei Schranken und W~ =) min(ws,,0), W =5 max(ws,,0).

Die Frage, ob ein Teilbaum T' <T existiert, der die Wurzel enthélt und fiir den

L<wT <U und wT' =W

ist, kann fiir alle W € {W~—, ..., W™} mit einem Aufwand von

entschieden werden.

Satz 5.17
Gegeben seien ein Wurzelbaum T = (V, E,w,wy) mit Wurzel vy und zweifachen
Eckengewichten wy, € Z und ws, € {0,1}. Weiter seien L < U zwei Schranken.

Die Frage, ob ein Teilbaum T' T existiert, der die Wurzel enthélt und fiir den

L<wT <U und wT' =W
ist, kann fiir W € {0,1} mit einem Aufwand von
OV > |wwl/(U-L)
veV—{uvo}
entschieden werden.

Hier ist die Grofle von wy,, unerheblich, da eine Verdnderung dieses Wertes bei gleich-
zeitiger Verdnderung von L und U um denselben Betrag ein dquivalentes Problem
ergibt.
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5.2 Losung von T/L,U/ - /3

In diesem und den folgenden Abschnitten werden polynomiale Lésungsverfahren fiir
Probleme der gleichmifligen Baumzerlegung, bei denen die zuldssigen Teilbdume
durch untere und obere Gewichtsschranken charakterisiert sind, entwickelt. Das Kern-
problem ist dabei die Losung von Instanzen von TWSS mit polynomialem Aufwand.
Wir beginnen in diesem Abschnitt mit der Problemstellung T/L,U/ - /3 (vgl. 4.2.2).

5.2.1 Voriiberlegungen

In einer Instanz von T/L,U/ - /3 sind ein eckengewichteter Baum 7" = (V, E, w),
w : V — Z>o und Schranken U, L € Z>y mit U > L gegeben. Zu entscheiden ist,
ob eine Zerlegung von T in zulissige Teilbdume existiert. Ein Teilbaum 7" < T ist
zuldissig, wenn sein Gewicht zwischen L und U liegt.

Die Grundstruktur unseres Verfahrens entspricht Algorithmus 4.1 zur Lésung des
allgemeinen Baumzerlegungsproblems. Dazu wéhlen wir eine beliebige Ecke in T" als
Wurzel aus. Da eine Zerlegung von 7' in zuléssige Teilbdume gesucht ist, definieren
wir die Kosten solcher Teilbdume als ¢I" := 0, somit ist

Cw) 0 T, kann in zuléssige Teilbdume zerlegt werden,
v) =

o0 sonst.

Ziel ist nun die Berechnung von C(v) gem#fi Gleichung (4.3), wenn alle C'(u) fiir

u > v bekannt sind.

Beobachtung 1. Genau dann ist C'(v) = 0, wenn es einen in v wurzelnden zuléssigen
Teilbaum 7" von T'(v) gibt, fiir den C'(u) = 0 fiir alle u € S(7T") gilt.

Daraus folgt, dafl Ecken u € T, mit C'(u) = oo aus T, ,herausdividiert* werden

kénnen, wir also die Betrachtung auf den Baum

Ty :=T,/{u>v: C(u) = o0}
beschriinken kénnen.” Dabei ist folgende Regel beachten:

Wird eine Ecke u herausdividiert, so wird ihr Gewicht w, zum Gewicht

ihres Vorgingers addiert, das heiflt wpreu) := Wpre(u) + Wa-

Im folgenden bezeichnen wir einen zuliissigen Teilbaum 7" < T, der in v wurzelt,
als Lisungsteilbaum. AuBerdem ist fiir eine Ecke u € T, S, die Menge ihrer Séhne in
Tv und Tu der Teilbaum von Tv, der v und alle Nachfolger enthélt.

"Quotientenbildung wird in 4.1.1.1 eingefiihrt.
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In unserem Verfahren werden die beiden Félle L < n(U — L) und L > n(U —
L), n = |V|, unterschiedlich behandelt. Der Grund ist, daf§ die Problemstellung in
den beiden Féllen unterschiedliche Eigenschaften hat, die algorithmisch ausgenutzt

werden.

5.2.2 Lo6sung im Fall L <n(U — L)

Die Frage, ob ein Losungsteilbaum existiert, wird durch das Losen eines TWSS auf 7,
entschieden. Da alle w, fiir Ecken in diesem Baum nach Voraussetzung nichtnegativ
sind, konnen wir zur Aufwandsabschéitzung die zweite Aussage in Satz 5.15 heranzie-
hen. Wir erhalten eine Komplexitit von O(|T,|?U/(U — L)) = O(n*(14 L/ (U — L))).
Da wir uns im Fall L < n(U — L) befinden, ergibt dies einen Aufwand von O(n?) zur
Bestimmung von C'(v).

5.2.3 Loésung im Fall L > n(U — L)

Wie in 5.2.2 ist unser Ziel, die Bestimmung von C'(v) auf das Losen eines TWSS Pro-
blems zuriickzufiihren. Jedoch kann nicht mit einer unmittelbaren Anwendung von
Satz 5.15 eine polynomiale Laufzeit garantiert werden. Wegen L > n(U — L) hilft die
zweite Aussage des Satzes nicht weiter. Auch die Summe der w,, u € T, kann zu grof
sein, um {iber die erste Aussage von Satz 5.15 eine polynomiale Laufzeitabschéitzung
zu erhalten. Deswegen analysieren wir im folgenden die Problemeigenschaften im Fall
L > n(U — L) genauer. Dabei wird sich herausstellen, da§ durch eine Modifikation
des Problems Satz 5.17 anwendbar wird. Damit erhalten wir dann die gewiinschte
Abschétzung.

Fiir u € T),, u # v, gibt es nach Voraussetzung eine Zerlegung von T, in zuliissige
Teilbdume, wir bezeichnen mit ¢, deren Anzahl. Da wir notwendige Bedingungen fiir
die Zerlegbarkeit von T, ableiten wollen, gehen wir davon aus, daB auch 7T, in eine
Anzahl von ¢, zuldssigen Teilbdumen zerlegbar sei.

Beobachtung 2. Fiir alle Ecken u € T, ist ¢, eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, T, ist sowohl in ¢’ als auch in ¢" > ¢ zuliissige Teilbdiume
zerlegbar. Dann ist ¢"L < wT, < ¢'U. Daraus folgt (¢" — ¢)L < ¢ (U — L) und
daraus L < ¢'(U—L). Nun ist ¢’ < n, denn jeder Teilbaum mufl mindestens eine Ecke
enthalten. Somit erhalten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung L > n(U — L).

Il

Wir setzen nun

AQ(U) =qu — Z Qu' -

u' €Sy
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Damit erhalten wir eine Abschitzung des Gewichts von w,.

Hilfssatz 5.18
Fiir u € T, gilt

Ay(u)L —n(U - L) <w, <Ay(u)L+n(U — L). (5.5)

Beweis. Da fiir T,, eine zulédssige Zerlegung in ¢, Teilbdume existiert, ist g, L < wT, <
¢.U. Wir erweitern den linken und mittleren Term dieser Ungleichung zu

Ay(u)L + Z qul < w, + Z wTy < quU. (5.6)

u’egu Ulegu

Auch fiir alle v’ € S, existiert eine zuliissige Zerlegung von T, in ¢, Teilbiume; wir
ziehen die Ungleichungen ¢, L < wT, < ¢,U von (5.6) ab und erhalten

AQ(U)L_ Z QU.’(U_ L) <w, < un_ Z qu’L-

u’Egu u,egu

Subtraktion und Addition von ¢,L auf der rechten Seite ergibt

Agu)L =" qu(U = L) < w, < Ay(u)L+ q,(U - L).

u' €Sy

Da jeder Teilbaum in den Zerlegungen von T, und T, mindestens eine Ecke enthilt,
ist sowohl ¢, < n als auch Zu,e g qQw <N und wir gewinnen die behauptete Ab-
schdtzung (5.5). O

Eine erste Konsequenz aus Hilfssatz 5.18 ist Ay(u) > 0, weil sonst wegen der
Voraussetzung L > n(U — L) die rechte Seite in (5.5) negativ wire, ein Widerspruch

zu w, > 0. Wir ben6tigen nun eine weitere Formel.

Beobachtung 3. Sei 7" Losungsteilbaum. Dann ist Y, . Ag(u) = 1.

u€eT’
Beweis. Da g, eindeutig bestimmt ist (Beobachtung 2), mufl ¢, = 1 + Zueé(T') Qu
sein. Dies ergibt durch ,, Aufblihen“ die Behauptung. OJ

Sei u € T,. Da T, in zulissige Teilbiume zerlegbar ist, gilt Beobachtung 3
sinngemé&fl auch fiir den in u wurzelnden Teilbaum in einer solchen Zerlegung. Mit

Ay(u) > 0 folgt daraus Ay(u) € {0,1}:
Beobachtung 4. Fiir alle u € T, gilt A,(u) € {0,1}.

Wir definieren nun zu jeder Ecke u € T, u # v zwei Gewichte durch wy, :=
wy, — Ag(u)L und wyy, := Ay(u). Ferner setzen wir wy, := w, und wy, := 0. Falls ein

Losungsteilbaum 1" existiert, tritt wegen der Eindeutigkeit von ¢, und Beobachtung
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3 einer von zwei Féllen ein: Entweder ist Ay(v) =0, dann ist w7’ =1 und L — L <
wT" < U — L oder es ist Ay(v) =1, dann ist wyT" = 0 und L < wyT" < U. Daher
kann die Entscheidung, ob es einen Losungsteilbaum gibt, auf die Beantwortung

folgender Fragen zuriickgefiihrt werden:

e Gibtes T'<T, mitve T, 0 < w, T’ < U — L und w,T" = 1?
e Gibtes T'<T, mit ve T', L < uyT" < U und wyT" = 07?

Beides sind TWSS Probleme mit einer zusétzlichen Bedingung, wobei die Voraus-
setzungen von Satz 5.17 erfiillt sind.® Nach Hilfssatz 5.18 gilt fiir u # v |wy,| <
n(U — L) und somit Y 7 oy [wia| < n|V(T,)|(U — L). Aus Satz 5.17 erhalten wir
eine Aufwandsabschiitzung von O(n|V (T,)?) = O(n?) fiir die Entscheidung, ob es
einen solchen Losungsteilbaum gibt. Damit ist jedoch C(v) bestimmt.

5.2.4 Zusammenfassende Darstellung des Verfahrens

Zusammenfassend geben wir das Verfahren fiir 7/L, U/ - /3 in Pseudo—Code Dar-
stellung an (Algorithmus 5.4). In jeder Iteration der Hauptschleife (Zeilen 2-29) wird
ein Losungsteilbaum zur aktuellen Ecke v gesucht. In Zeile 5 ist ein TWSS Problem
zu 16sen, hierfiir wird Algorithmus 5.3 verwendet, der Aufwand ist O(n?). In den
Zeilen 14 und 16 sind TWSS Probleme mit einer Zusatz-Bedingung zu l6sen, der
Aufwand ist nach Satz 5.17 O(n*), wie oben gezeigt. In Zeile 21 wird ein gefundener
Losungsteilbaum zu einem Teilbaum von T expandiert, indem die in T ausdividierten
Ecken wieder eingefiigt werden.

Algorithmus 5.4 endet mit der Ausgabe ,,unzulissig“, oder es kénnen durch Riick-
wirtsrechnung von der Wurzel zu den Blittern (siehe Algorithmus 4.1) unter den
T*(v),v € T, Teilbiume von T bestimmt werden, die eine zuliissige Zerlegung bilden.

Wir fassen das Ergebnis von Abschnitt 5.2 zusammen.

Satz 5.19
Der Aufwand zur Losung des Problems T /L,U/ - /3 mit Algorithmus 5.4 ist im Fall
L <n(U~- L) O(n*) und im Fall L > n(U — L) O(n®), n = |V]|.

5.3 Losung von T/L,U/p/3

In der Problemstellung 7'/L,U/p/3 sind ein eckengewichteter Baum 7' = (V, E, w),
w:V — Z>g, Schranken L,U € Z mit U > L > 0 und ein p € {1,...,|V|} gegeben;
gefragt ist, ob eine Zerlegung von 7' in p zuléssige Teilbdume, d.h. solche mit Gewicht
zwischen L und U, existiert.

8Wegen der Eindeutigkeit von ¢, kann nur eines der beiden Probleme losbar sein.
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Algorithmus 5.4 Rechne vorwérts T/L, U/ - /3

Input: 7' = (V,E,w — Zx), vy, L,U € Z>y, L<U

Output: ,unzulissig® oder 7 und zulissige Teilbiume T*(v) < T, v € T
1. T:=T;Cw):=00,v€EV
2: for all v € V von den Blattern zur Wurzel in 7" do

3: T =0

4: if L <n(U — L) then

5: if TWSS fiir T}, v, L, U zuliissig then

6: T’ sei Losung

7: end if

8: else /XL >n(U-L)*/

9: ¢v *= Anzahl Teilbdume in zuléssiger Zerlegung von T, ueT, u #v
10: Ag(u) = qu = ez, G weT, utv

11: Wiy = Wy, — Ay(u)L, u € T, u#v

12: Way = Ng(u), u € Ty, u # v

13: Wiy = Wy; Wy =0

14: if 37" aT, mitve T, 0<wT <U— L, w,T' =1 then
15: T' sei Losung

16: else if 37" «T, mit v e T', L < w,T" < U, w,T" = 0 then
17: T' sei Losung

18: end if

19: end if

20:  if T" # () then

21: C(v) :== 0; T*(v) := expandiere(T")

22: else

23: if v = vy then

24: gib aus ,,unzulissig*”

25: else

26: T:=T/v

27: end if

28: end if

29: end for
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Im Gegensatz zur Problemstellung des letzten Abschnittes ist T'/L,U/p/3 ein p—
BZP, wir greifen deshalb fiir unser Losungsverfahren auf die Rekursion (4.4) zuriick.
Dazu wird eine beliebige Ecke vy in V' als Wurzel ausgewihlt und die Kosten zuléssiger
Teilbdume T" werden auf ¢T” := 0 gesetzt. Esist firv € Vund 1 < ¢ <p

0 T, kann in ¢ zuldssige Teilbdume zerlegt werden,
C(v,q) =

oo sonst.

Zu berechnen sei C'(v, q), bereits bestimmt seien die C(u,¢') fiir alle uw € T, u # v
und 1 < ¢’ < p. Wir setzen @, := {¢' : C(u,q') = 0}. Ecken u mit @, = () sind
nicht Kandidaten fiir Wurzeln von Teilbdumen in zuléssigen Zerlegungen und kénnen
daher aus T, herausdividiert werden:

T, =T,/{ueT,: Q,=0}.

Das Gewicht dieser Ecken wird dabei zum Gewicht des jeweiligen Vorgéngers addiert.
Gesucht ist ein Lisungsteilbaum T' < T, zu v und ¢, also ein Baum mit v € T”,
L < wT' < U, fiir den es zu allen u € S(T") ein ¢, € Q,, gibt mit > uedan = q— 1.
Wie im vorangehenden Abschnitt unterscheiden wir fiir das Losungsverfahren zwei
Félle. Der Fall L > p(U — L), den wir zuerst betrachten, wird véllig analog behandelt,
wie der Fall L > n(U — L) fiir das T/L,U/ - /3 Problem. Dagegen sind fiir den Fall
L < p(U — L) zusitzliche Uberlegungen nétig.

5.3.1 Loésung im Fall L > p(U — L)

Zuniichst stellen wir fest, daB |Q,| = 1 ist fiir alle u € T, u # v und da$ |Q,| < 1 ist.
Der Beweis hierfiir ist analog zu dem der Beobachtung 2 in 5.2.3. Da uns interessiert,
welche Eigenschaften im Fall der Zerlegbarkeit von 7T, gegeben sind, nehmen wir
|Q,| = 1 an. Somit sind fiir alle u € T, eindeutig bestimmte ¢, (Qu, = {¢.}) gegeben.
Es sei
M) i=gu — 3w,
w' €S,y

wobei S, die S6hne von u in 7}, sind.

Der Beweis von Hilfssatz 5.18 148t sich ebenfalls {ibertragen und ergibt hier, daf§
fiir alle w in T, gilt

Ay(u)L —p(U - L) <w, <Ay (u)L+p(U —L). (5.7)

Wie in Abschnitt 5.2.3 schlieflen wir, da Aj(u) € {0,1} ist. Ferner gilt fiir jeden
Losungsteilbaum 7" die Gleichung ) v A,(u) = 1. Es folgt, dafl entweder ¢, =
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> e, Qu oder g, =1+ 37 & q, ist, so dafl nur fiir einen dieser beiden Werte von
q = g, liberhaupt C'(v, ¢) = 0 sein kann. Die Iteration {iber ¢ kann in der Berechnung
von C(v, q) entfallen.

Wiederum wird die Existenz eines Losungsteilbaumes mit Satz 5.17 gepriift. Wir
setzen wie oben wy, = w, — Ag(u)L und wyy, := Ay(u) fiir u € T, u # v und weiter

W1y = Wy, Way := 0. Folgende Fragen sind nun zu beantworten:

e Gibtes T'<aT, mitve T", 0 < uyT' < U — L und w,T" = 1?7
e Gibtes T'<T, mit v € T", L < unT' < U und wyT" = 0?

Ist die Antwort auf die erste Frage positiv, so ist C(v,q,) = 0 fiir ¢, = Y .5
und C(v,q) = oo fiir alle anderen ¢. Entsprechendes gilt bei der zweiten Frage fiir
=1+ Zueé‘u Qu-

Der Aufwand fiir die Beantwortung der beiden Fragen ist O(pn?), n = |[V|. Dies
ergibt sich aus Satz 5.17 und (5.7), da diese Ungleichung |wy,| < p(U — L) impliziert.

5.3.2 Losung im Fall L < p(U — L)

Im Gegensatz zum Fall L > p(U — L) kann hier durchaus |Q,| > 1 fiir u € T,
vorkommen. Um C(v,q) = 0 festzustellen, miissen daher neben einem Teilbaum
T aT,, v €T mit L < wIl" < U auch Zahlen ¢, € Q, fiir u € 5’(T’) bestimmt
werden, deren Summe ¢ — 1 ergibt. Dadurch wird das TWSS Problem fiir 7" mit
einem Auswahlproblem gekoppelt. Durch eine geeignete Konstruktion 148t sich dieses
zusammengesetzte Entscheidungsproblem jedoch auf ein TWSS auf einem ,,groflen*
Wurzelbaum T mit zweifachen Eckengewichten abbilden. Im folgenden geben wir
diese Konstruktion an und weisen dann mit Hilfe von Satz 5.16 einen polynomialen
Aufwand fiir die Bestimmung von C(v, ¢) nach.

Der zu konstruierende Baum 7' = (V, E) entspricht in seiner Struktur 7, wobei
jede Ecke u € T,, u # v durch eine Kette von |Q,| Ecken ersetzt ist (siche Abbildung
5.1). Genauer sei

Ve={o}U{w:ueT,utvlec{l,. . ., |Qu}} (5.8)

Die Kantenmenge F und die Orientierung auf 7' werden festgelegt, indem wir fiir

jede Ecke in V den Vorgiénger angeben: v ist die Wurzel von T und fiir @, setzen wir

Uj—1 [ > 1,
re(u;) = 5.9
pre(t) [pre(u)]"Qu‘ [=1. (59)
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Abbildung 5.1: Konstruktion von 7" am Beispiel der Ecke u

Jeder Ecke in V werden zwei Gewichte zugewiesen. Das Gewicht w; ist bestimmt
durch
0 1<I<Qul

wi(v) =w, und w(y)= (5.10)
Wy = |Qul

Weiter ist

wy(v) =1+ Z min @y (5.11)
ueS,
und zur Definition von wy (1) seien ¢; < ¢ < --- < @i die Elemente von @,. Wir
setzen
— 1<l <k=|Qul

wyliy) = 4 T = Q. (5.12)

Beobachtung 1. Die Losungsteilbdume zu v,q von T, entsprechen eineindeutig
den Teilbdumen T" < T mit v € T’, L<wT <Uund wyT" = q.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Konstruktion von T. Der einem Losungs-
teilbaum 7" entsprechende Teilbaum 7" enthilt genau die folgenden Ecken:

e die Ecke v
o U, 1 <1< |Qy, firjedesue T u#wv
 dy,..., 0y fiir jedes u € S(T"), wobei das [-kleinste Element von @, als ¢,

ausgewihlt ist.?

9Man beachte, dafl im Fall I = 1 hier keine Ecken zu T" hinzukommen.
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Es ist leicht nachzupriifen, daB wy7" = w1’ und wyT" =1+ Zueg(T,) qu = q gilt. O
Das néchste Ergebnis zielt auf die Anwendung von Satz 5.16.

Beobachtung 2. Es ist |V| < p|V|. Hochstens |V| der wy (i), @ € V, sind positiv,

alle anderen sind Null. Ferner ist Y. ;. |wa(u)| = O(p|V]).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen unmittelbar aus der Konstruktion von 7.
Die dritte Abschiitzung erhilt man wie folgt. Zunichst ist fiir u € T, mit k = |Qy|

k

Z lwa ()| < g — a1 + |§u|10 < (|§u| + 1)p,
=1

daraus folgt

Do lwa@)| =walv) + Y D (i)

dEV uef’v;u?év lzl,---:‘Qﬂ
<1+S0p+ D (S +1)p
uETv,u;év

< 2|Vip=O(p|V]).

Aus Satz 5.16 erhalten wir nun, daf fiir alle 1 < ¢ < p mit Aufwand
OVI(VIU/(U = L)) plV])

entschieden werden kann, ob ein Losungsteilbaum zu v und ¢ existiert. Da nach
Voraussetzung U/(U — L) =1+ L/(U — L) < 1 + p ist, ergibt dies einen Aufwand
von

O(p*n’), n=|[V].

5.3.3 Zusammenfassende Darstellung des Verfahrens

Eine Pseudo—Code Darstellung des Verfahrens fiir T/L,U/p/3 ist Algorithmus
5.5. Seine Grundstruktur entspricht der Vorwértsrechnung in Algorithmus 4.2.

In jeder Iteration der Hauptschleife (Zeilen 2 bis 36) wird fiir eine feste Ecke
v das Vorhandensein von Losungsteilbiumen zu allen ¢ € {1,...,p} gepriift. Dies
geschieht in den Zeilen 5 (Fall L < p(U — L) bzw. 19 und 22 (Fall L > p(U — L)).
Dazu werden jeweils TWSS Probleme mit zusétzlicher Nebenbedingung gemifl den
Satzen 5.16 bzw. 5.17 gelost.

Der Operator expandiere (Zeilen 9, 27) fiigt Ecken, die aus 7" herausdividiert

wurden, in 7" ein und liefert somit einen Teilbaum von 7. Die Formel in Zeile 10 zur
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Algorithmus 5.5 Rechne vorwérts T/L,U/p/3
Input: T = (V,E,w — Z>g), vo, p € {1,...,|V|}, L,U € Z»y, L<U
Output: ,unzulissig® oder: T und Q, # 0 fiir v € T mit p € Q. ; weiter T*(v, q)<T
fiir v € T, q € Q,; schlieBlich ¢*(v,q) fir v € T, ¢ € Q,, u € S(T*(v,q))
1:T:=T;Cv,q) =00, v €V, 1<q<p; Qy:=0,veEV
2: for all v € V von den Bléittern zur Wurzel in T do

3 if L <p(U — L) then

4: ausgehend von T, konstruiere T'(V, E), wy, wy gemiB (5.8) bis (5.12)
5: for all g € {1,...,p} mit: IT'aT mitveT', L < wT' < U, wT" = q do
6: C(v,q) = 0; Qv := @ U {q}

7 Vii={w}U{ueT,: ueT firl=|Q.}

8: T’ := Teilbaum von T, mit der Eckenmenge V'

9: T*(v,q) := expandiere(7T")

10: 0 (v,q) == min Qy + >, v wo(lly), u € S(T")

11: end for

12: else /*L>p(U—-L)*/

13: for all u € T, u # v aufsteigend in 7, do

14: Qu € Qu J* esgilt |[Qu =1 */

B )= g — Tes, o

16: Wiy 1= Wy — Ag(u)L; way == Ay(u)

17: end for

18: Wiy 1= Wy; Wy =0

19: if 37" <«aT, mitve T, 0<wT <U—L, wT =1 then
20: T’ sei Losung

21: o 7= e, Qui Qv = {aw}

22: elseif 37" <«T, mitve T, L <w/T' <U, wyT" =0 then
23: T’ sei Losung

24: Qo =1+ s, G @v = {a}

25: end if

26: if Q, # () then

27 C(v,qy) := 0; T*(v, q,) := expandiere(T")

28: (v, qu) = qu, u € S(T")

29: end if

30: end if

31:  if v = vy und (Q, =0 oder p ¢ Q,) then

32: gib aus ,,unzulissig*

33:  else if Q, = ) then
34: T:=T/v

35:  end if

36: end for
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Berechnung der ¢* (v, ¢) ist durch die Konstruktion von 7" begriindet (siehe Abbildung
5.1): Fiir jede Ecke u € S(T") ist nach Wahl von V' (Zeile 7) die (eventuell leere)
Kette mit den Ecken 4y, ..., in 7" enthalten, wobei 0 < [ < k = |Q,| gilt. Somit
hat die Summe in Zeile 10 den Wert

o+ (@—q)+ -+ (@1 —a) = g1,

ist also Element von @,. Es ist leicht nachzupriifen, dafl

L+ Y qi(v,g) =) walit) =g

ueS(T") €T

gilt, indem die linke Seite geeignet ,,aufgebldht“ wird.

Algorithmus 5.5 endet mit der Ausgabe ,unzuléssig“ oder es kann unter den
berechneten T*(v, q) und ¢} (v, q) durch Riickwértsrechnung geméf Algorithmus 4.2
eine zuldssige Zerlegung von 7" in p Teilbdume bestimmt werden.

Das Ergebnis dieses Abschnitts fait der folgende Satz zusammen:

Satz 5.20
Der Aufwand zur Losung des Problems T)/L,U/p/3 mit Algorithmus 5.5 ist O(p*n*)
im Fall L < p(U — L) und O(pn*) im Fall L > p(U — L), n = |V].

5.4 Losung von T'/Zent,U, — L. = const/ - /3

Eine Instanz des Problems T'/Zent, U, — L, = const/ - /3 ist folgendermaflen definiert
(vgl. 4.2.2): Gegeben ist ein eckengewichteter Baum T' = (V, E,w), w : V. — Zx,,
eine Menge Zentren Z C V und Schranken L,,U, € Zx,, wobei U, — L, > 0 nicht
von z abhingt. Ein Teilbaum 7" < T ist zuléssig, wenn er genau ein Zentrum z € 7
enthélt und sein Gewicht zwischen den zu diesem Zentrum gehorenden Schranken L,
und U, liegt. Es ist zu entscheiden, ob eine Zerlegung von 7' in zulédssige Teilbdume
existiert.

Um Algorithmus 4.1 als Grundstruktur unseres Verfahrens verwenden zu kénnen,
setzen wir wie in den vorangegangenen Abschnitten ¢7" := 0 fiir alle zuldssigen T",
folglich ist

Cw) 0 T, kann in zuléssige Teilbdume zerlegt werden,
v) =

oo sonst.

Ziel ist nun die Berechnung von C(v) gem#fi Gleichung (4.3), wenn alle C'(u) fiir
u > v bekannt sind. Ecken u mit C'(u) = oo werden aus T, herausdividiert,

Ty :=T,/{u>v: C(u) = o0}
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da sie nicht als Wurzeln von Teilbdumen in zuléssigen Zerlegungen in Frage kommen.

Dabei wird nach folgender Regel verfahren:

Beim Herausdividieren einer Ecke u wird ihr Gewicht dem Gewicht ih-
res Vorgéngers pre(u) hinzuaddiert. Ferner wird pre(u) Zentrum, wenn u

Zentrum ist.

Die Moglichkeit, dafl pre(u) selbst bereits Zentrum sein kann, fiihrt zur folgenden
Uberlegung:

Beobachtung 1. Wird bei der Berechnung von 7T, eine Kante kontrahiert, fiir die
beide Enden Zentren sind, so ist C'(v) = oo.

Wir gehen daher im folgenden davon aus, daf der in Beobachtung 1 genannte Fall
nicht eingetreten ist.

Beobachtung 2. Alle Blitter von 7, sind Zentren.

Beweis. Ist u Blatt und nicht in Z, so enthélt T, kein Zentrum. Folglich ist C'(u) = oo
und w« nicht in Tv enthalten. O

5.4.1 Der Fall ve 7

Zuerst betrachten wir den Fall, daf§ bei der Bestimmung von C'(v) die Ecke v ein
Zentrum ist. Dann ist ein in v wurzelnder Teilbaum 7" von T, gesucht, der kein
weiteres Zentrum enthilt. Wir bezeichnen daher die Ecken aus R := {u € T, :
Plu,v) N Z = 0} als relevante Ecken. (Man beachte, dal auch v € R ist.)

Beobachtung 3. Sei v € Z. Ist T' < T, zuliissig und v € 7", so enthélt 7" nur
relevante Ecken.

Mit T'(R) bezeichnen wir den Teilbaum von T, dessen Eckenmenge R ist.

Beobachtung 4. Sei v € Z. Es ist C(v) = 0 genau dann, wenn es einen in v
wurzelnden Teilbaum 7" von T'(R) gibt mit L, < wT'" < U,,.

Aus Beobachtung 4 folgt, da8 wir zur Bestimmung von C'(v) ein TWSS zu lésen
haben. Das néchste Ergebnis ist eine Abschitzung der Grofle der darin auftretenden
Eckengewichte.

Hilfssatz 5.21
Ist u € R, u # v, so ist w, < (U, — L,)|Z|.
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Beweis. Fiir u' € T, sei mit Z, := ZﬂV(Tu/) die Menge der Zentren in T, bezeichnet.
Nach Voraussetzung ist u kein Zentrum. Daher kann 7, disjunkt zerlegt werden
in
Z,= | Zv. (5.13)
w'€S,
(Wegen Beobachtung 2 sind die Mengen auf der rechten Seite nicht leer.) Weiter
existiert eine zulissige Zerlegung von T, denn es ist u € T}, also C'(u) = 0. Daraus
folgt

Linke und rechte Seite dieser Ungleichung kénnen wir aufblihen“ zu (man beachte

(5.13))
wo+ Y wly < > Y UL (5.14)

U’Ggu ulegu ZGZuI

Andererseits existiert auch zu v’ € S, eine zuléssige Zerlegung von T, somit ist

Wird diese Ungleichung fiir alle v’ € S, von (5.14) subtrahiert, erhalten wir
w' €Sy 2€Z,

und die rechte Seite ist nach (5.13) gleich »_ ., U, — L..
Nun héngt in unserer Problemstellung U, — L, nicht von 2 ab, und ist somit gleich
U, — L,. Wir erhalten die Behauptung w, < |Z|(U, — L,). O

Da nach Beobachtung 4 ein TWSS auf T(R) zu l6sen ist, und nach Hilfssatz
5.21 gilt }° cp gy wu/(U — L) < [R||Z], ergibt sich mit Satz 5.15 ein Aufwand
O(|R*|R||Z|) = O(|RJ?|Z|) zur Bestimmung von C(v).

5.4.2 Der Fall v & 7

Die Vorgehensweise im Fall v ¢ Z wird auf die bisherige Untersuchung zuriickgefiihrt.
Nach Beobachtung 1 ist ein zuliissiger Teilbaum 7" von T, gesucht, der in v wurzelt.
T' mufl genau ein Zentrum enthalten, und es kommen hierfiir nur solche Zentren

z € T, in Frage, fiir die P[z,v] kein weiteres Zentrum enthilt. Setzen wir daher
Z'={z»wv:z2€ Z P(z,0]NZ = 0},

so mufl 7" genau einen der Pfade P[z,v], z € Z', enthalten.
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Das Problem der Bestimmung von C'(v) la8t sich also 16sen, indem wir fiir jedes
z € Z' den Baum T,/P[z,v), in dem nun v € Z ist, mit den oben hergeleiteten
Methoden untersuchen. Wird fiir einen dieser Biume ein zuléissiger, in v wurzelnder

Teilbaum gefunden, so ist C(v) = 0, andernfalls C'(v) = cc.

5.4.3 Zusammenfassende Darstellung des Verfahrens

Wir stellen das Verfahren in Pseudo-Code dar (Algorithmus 5.6). Da verschiedene
Baume eine Rolle spielen (7', T, T), kennzeichnen wir fiir Pfade und Zentren—Mengen
durch Akzente, auf welchen Baum sie sich beziehen (P[u, v], Z, usw.). Im Verlauf des
Algorithmus werden Kontraktionen ausgefiihrt, die den Baum verindern, deshalb
wird mit einer Kopie T gearbeitet (Zeile 1). Die Bedingung in Zeile 3 priift, ob es
unterhalb von v Zentren gibt, nur dann kann C(v) = 0 sein. In den Zeilen 4 bis
8 werden die moglichen Zentren fiir den gesuchten zuléssigen Teilbaum bestimmt.
Durch Riickfiithrung auf das TWSS wird in den Zeilen 9 bis 18 entschieden, ob es
einen zuldssigen Teilbaum gibt, der in v wurzelt. Sobald ein solcher gefunden ist
(Zeile 14), wird C'(v) = 0 gesetzt und der Teilbaum festgehalten (Zeile 15), wobei die
vorgenommenen Kontraktionen riickgéngig gemacht werden (Operator expandiere),
um einen Teilbaum von T zu erhalten. In den Zeilen 21 bis 29 wird gepriift, ob
Unzuldssigkeit bereits erkennbar ist, andernfalls wird, wenn C(v) = oo ist, in Zeile
30 die Ecke v aus dem Baum herausdividiert.

Nach Abschlufl von Algorithmus 5.6 kann mittels trivialer Riickwértsrechnung wie
sie in Algorithmus 4.1 angefiihrt wird, eine zuldssige Zerlegung von T' als Teilmenge
von {T*(v) : v € T} bestimmt werden.

Da der Aufwand zur Losung eines TWSS in Zeile 14 wie oben bemerkt O(|Z||R|?)
ist, und Zeile 14 innerhalb zwei verschachtelten ,for all“ Schleifen steht, erhalten wir
folgende Abschéitzung fiir den Gesamtaufwand:

Satz 5.22
Der Aufwand zur Losung des Problems T/ Zent, U, — L, = const/- /3 mit Algorithmus
5.6 ist O(p*n*), n=|V|, p=17|.

5.5 Losung von ||.|.—Problemen

Die Minimierung der maximalen Abweichung der Teilbaumgewichte von einem vorge-
gebenen Zielwert p kann unmittelbar auf die Verfahren der vorangehenden Abschnitte
zuriickgefiihrt werden. Es sei zum Beispiel eine Instanz des Problems T/ - /- /||.||s
vorgelegt, also ein eckengewichteter Baum 7" = (V, E, w — Z>() und p. Der optima-
le Zielfunktionswert (* wird durch Bindrsuche bestimmt: Ist fiir ein ¢ das Problem
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Algorithmus 5.6 Rechne vorwérts T'/Zent, U, — L, = const/ - /3
Input: T = (V,E,w — Zx), vy, Z, L,,U, € Z>o, U, — L, unabhéngig von z € Z
Output: ,unzulissig® oder T und zulissige Teilbiume T*(v) < T, v € T

. T:=T;7Z:=7;C(v):=00,v€EV

2: for all v € V von den Blittern zur Wurzel in T do

3. if V(T,)NZ # 0 then

4 if v € Z then

5 Z":={v}

6: else

7 7' ={2¢€7Z:z=v, P(z,v)NZ =0}

8 end if

9: for all z € Z' do

10: if C(v) = oo then

11: T :=T/Plzv); Z:=ZU{v} J¥ T=T, falls z=v */
12: R:={ueV(T): u>wv, Plu,v)nZ =0}
13: T(R) := Teilbaum von T mit Eckenmenge R
14: if IT'<T(R), v € T', L, < wl' < U, then
15: C(v) := 0; T*(v) := expandiere(T")

16: end if

17: end if

18: end for

19:  end if

20: if C'(v) = oo then

21: if v = vy then

22: gib aus ,,unzuléssig®; STOP

23: else if v € Z then

24: if pre(v) € Z then

25: gib aus ,,unzuléssig®; STOP

26: else

27 Z := Z U {pre(v)}

28: end if

29: end if
30: T:=T/v
31: end if

32: end for
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T/L,U/-/3mit L:=pu—(, U := p+ ¢ losbar, so ist ¢* < ¢, andernfalls gilt (* > (.

Da wir 0 < pu < wT voraussetzen kénnen (andernfalls ist die vorliegende Instanz
von T/ -/ - /|||l trivial), kann der Suchbereich fiir (* zunéchst auf das Intervall
[0, wT] beschrankt werden. Wird fiir ¢ jeweils die Mitte des verbliebenen Intervalls
gewdhlt, halbiert sich mit jedem getesteten Problem T'/L,U/ - /3 die Lénge dieses
Intervalls und ¢* ist nach O(logwT) solcher Tests bestimmt. Somit folgt aus Satz
5.19 unmittelbar

Satz 5.23
Der Aufwand zur Lésung von T/ - /- /||.]|s ist O(n®logwT), n = |V|.

Analog ergibt sich fiir das Problem T'/- /p/||.|| eine polynomiale Komplexitéit aus
Satz 5.20. Auch hier kommt ein Faktor logwT hinzu, denn wieder kénnen wir anneh-
men, dafl 0 < p < wT ist. (Fiir alle p < 0 hat T/ - /p/||.||s dieselbe Optimallosung,
genauso fiir alle p > wT.)

Satz 5.24
Der Aufwand zur Lésung von T/ - /p/||.l|ec ist O(p*n* logwT), n = |V].

Zuletzt wird Problem T'/Zent/ - /||.||sc durch die folgenden Uberlegungen auf das
Losen von O(log wT') Instanzen vom Typ T'/Zent, U, — L, = const/- /3 zuriickgefiihrt.
Fiir jedes Zentrum z ist ein Zielgewicht pu, fiir den z enthaltenden Teilbaum gegeben.
Die maximale Abweichung des Gewichts der Teilbdume von ihrem Zielgewicht ist
zu minimieren. Sei (* dieses Minimum. Wie oben erhalten wir (* durch Bin&rsuche:
Setze fir ¢ > 0 L, := pu, — ¢ und U, := p, + ¢. Dadurch wird eine Instanz von
T/Zent,U, — L, = const/ - /3 definiert. Ist sie unzulissig, so muf§ ¢* > ( sein,
andernfalls ist (* < (. Der folgende Hilfssatz zeigt, dafl die Suche nach ¢* a priori
auf ein Intervall beschrinkt werden kann, dessen Lénge hochstens w71 betrdgt. Dabei
wird beriicksichtigt, dafl auch negative Zielgewichte fiir die Teilbdume, oder solche,

die grofer sind als wT', vorgegeben sein kénnen.!°

Hilfssatz 5.25
Es seien ¢; := 0, (3 := max{—pu, : p, < 0} und (3 := max{p, — wT : p, > wT}.
(Dabei ist max () = 0.) Dann gilt fiir (* die Ungleichung

max{(i, (2, 3} < ¢ < wT + max{(, (2, G} (5.15)

Beweis. Zuerst zeigen wir die linke Ungleichung in (5.15). ¢* > (; ist trivial. (* > (s
gilt, weil jeder Teilbaum nichtnegatives Gewicht hat (Voraussetzung w > 0). Weiter
folgt ¢* > (3 aus der Tatsache, dal wT’ < wT gilt fiir jeden Teilbaum 7".

1°0b die Wahl solcher Zielgewichte sinnvoll ist, ist hier nicht zu diskutieren, jedenfalls soll sie
nicht per Definition (des Problems T'/Zent/ - /||.||co) ausgeschlossen werden.
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Die rechte Ungleichung in (5.15) ergibt sich wie folgt. Jeder Teilbaum T”, fiir
dessen Zentrum z gilt p, < 0, hat |wT" — p,| < wT — p,. Genauso erfiillt jeder
Teilbaum mit Zentrum z, fiir das p, > wT gilt, |wT" — p,| < p,. Alle anderen
Teilbdume (0 < p, < wT) haben |wT' — p,| < wT. Somit 148t sich ¢*, die maximale

Abweichung (im Optimum), abschétzen durch

(" < max{max{wTl — p, : p, <0}, max{p, : p, > wl — p.}, wT}
= max {wT + (o, wT + (3, wT + (1}

OJ

Aus dem Hilfssatz und Satz 5.22 erhalten wir nun eine Abschéitzung fiir den
Aufwand zur Losung eines T'/Zent/ - /||.||s Problems.

Satz 5.26
Der Aufwand zur Losung von T/ Zent/ - /||| ist O(p*n*logwT), p = |Z|, n = |V|.



Kapitel 6

Ein Branch&Bound—Verfahren fiir
T/ - /p/|l-llc

In diesem Kapitel wird ein Branch&Bound-Verfahren fiir das Baumzerlegungspro-
blem T/ - /p/|-|| vorgestellt. Nach Satz 5.24 ist dieses Problem mit polynomialem
Aufwand l6sbar, aufbauend auf Algorithmus 5.5. Da auf der anderen Seite die Lauf-
zeit eines Branch&Bound—Verfahrens schlecht a priori analysiert werden kann, ist
die Frage nach der Motivation fiir dessen Entwicklung und Darstellung aufzuwerfen.
Folgende Griinde sprechen dafiir:

1. Das Branch&Bound—Verfahren wurde entwickelt, als die polynomiale Losbar-
keit von Problem T'/ - /p/||.||sc noch nicht bekannt war.

2. Die Laufzeitabschitzung in Satz 5.24 ist von hohem Grad. Daher ist nicht
sicher, ob sich das dahintersteckende Verfahren (dynamische Programmierung)
in der Praxis als effizienter erweist, als das Branch&Bound—Verfahren. Fiir
letzteres zeigen Tests, dal es auch grofie Probleme effizient 16sen kann (siehe
6.2).

3. Das Branch&Bound—Verfahren ist Teil von GAMOR und wird insbesondere in
8.3 zur Berechnung von Gebietsaufteilungen verwendet.

6.1 Darstellung des Verfahrens

Die prinzipielle Architektur von Branch&Bound—Verfahren wird als bekannt vor-
ausgesetzt.! Unser Verfahren fiir T/ - /p/||.|| folgt diesem Aufbau. Wir beschrei-
ben zunéchst den Suchbaum und stellen dann die Berechnung unterer und oberer

'Es sei zum Beispiel auf Ibaraki [55] verwiesen, als eine der vielen Darstellungen in der Literatur.
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Schranken dar. Hierauf folgt die Beschreibung von Reduktionskriterien, welche die
Verkleinerung des Suchbaumes zum Ziel haben.

Eine Présentation des Verfahrens unter Beriicksichtigung aller Details wire an
dieser Stelle zu umfangreich. Wir verweisen dafiir auf Schroder [96]. Dort ist auch
eine Diskussion einiger Design—Entscheidungen zu finden, die hier nicht wiederholt
wird. Vielmehr bringen wir das Verfahren in der Zusammensetzung, die sich in um-

fangreichen Testrechnungen am effizientesten erwiesen hat.

Voraussetzungen. Unser Branch&Bound—Verfahren zur Losung von T/ - /p/|].||s
macht zwei Voraussetzungen an die Probleminstanzen, die eine leichte Einschrinkung

gegeniiber der Definition dieses Problems in 4.2 darstellen.

e Die Eckengewichte w,, v € V, des zu zerlegenden Baumes 7' = (V, E') miissen
ganzzahlig und positiv sein.
e Das Zielgewicht p mufl das mittlere Gewicht der Teilbdume sein, das heifit

p=wT/p.

Hinsichtlich des Einsatzes des Verfahrens in Algorithmen fiir die Gebietsaufteilung
sind diese Einschrinkungen nicht wesentlich. Denn dabei entsprechen die Eckenge-
wichte den (stets positiven) Groenattributen der KGE, welche (ggf. nach Skalie-
rung) auf ganzzahlige Werte gerundet werden konnen. Ferner ist die Minimierung
der Abweichung von der mittleren Grdfie der Bezirke das in der Praxis normalerwei-
se angestrebte Ziel.

Fiir die Darstellung des Branch&Bound—Verfahrens ist es zweckméfig, fiir den
Baum T eine Wurzel vy € V zu wéihlen, und 7" als Wurzelbaum aufzufassen. Die
Wahl der Wurzel ist beliebig und wird fiir das ganze Verfahren beibehalten. Wir
erinnern an die in 4.1.1.1 eingefiihrte Notation, insbesondere an die durch die Wurzel
gestiftete Ordnung < auf den Ecken.

Weiter ist es von Vorteil, Zerlegungen von T durch Eckenteilmengen zu beschrei-
ben, welche die Wurzel enthalten. Ist 7 = {17, ...,T.} eine Zerlegung von T, so sind
die Wurzeln der Teilbdume durch v; = min, V(T}), i = 1,..., s gegeben, dabei muf}
fiir genau ein ¢ gelten v; = vy. Ist andererseits V' C V eine Teilmenge der Ecken, die
vo enthilt, so wird dadurch in eindeutiger Weise eine Zerlegung 7(V") von T definiert:
In dieser Zerlegung sind die Ecken in V' die Wurzeln der Teilbdume, das heifit, 7(V")
wird gebildet, indem die Kanten e(v), v € V' — {wy}, aus T entfernt werden. Jede
p-elementige Teilmenge V', die die Wurzel enthilt, definiert eine zulissige Zerlegung
fiir das Problem T/ - /p/||.||oo- Thr Zielfunktionswert ist

er(V') = max{|wT] — p|: i=1,...,p}.
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6.1.1 Der Suchbaum
6.1.1.1 Awufbau des Suchbaumes

Knoten des Suchbaumes. Im Suchbaum des Branch&Bound—Verfahrens wird
das Problem, unter allen zuléssigen Zerlegungen von 7' die beste zu finden, in Teilpro-
bleme zerlegt. Diese sind den Knoten zugeordnet und es wird jeweils eine Teilmenge
der Zerlegungen untersucht und bewertet.

Eine solche Teilmenge der Zerlegungen ist durch zwei (disjunkte) Teilmengen der
Ecken charakterisiert, auf folgende Weise: V! C V mit vy € V' enthiilt Ecken, die
zwingend als Wurzel eines Teilbaumes vorgeschrieben sind. V? C V mit VN V! =)
enthilt Ecken, die als Wurzel eines Teilbaumes verboten sind. Die Teilmenge der

Zerlegungen ist damit gegeben durch
{r(V): V' 2VL V' NVO =0}

In jedem Knoten des Suchbaumes wird ein Teilproblem untersucht. Ein Knoten
¢ ist daher ein Paar ¢ = (V° V) mit

VOvicvy, vPnvli=0, v, eV

Ferner ist

Py(T, @) :={xn(V"): V'O VLV NV =0, |V'| = p}

die Menge der zuldssigen Zerlegungen unter den im Knoten ¢ untersuchten.

Struktur des Suchbaumes. Der Knoten ¢y = ({vg},?) bildet die Wurzel des
Suchbaumes. Offenbar ist P, (T, ¢y) die Menge aller Zerlegungen von T in p Teilbdume,
und damit die Menge aller zuléssigen Zerlegungen fiir das Problem T/ - /p/||.||s-
Ein Knoten ist ein Blatt des Suchbaumes, wenn P,(T, ¢) einelementig ist. Dies
ist genau dann der Fall, wenn |V'| = p oder |V°| = |V| — p ist. Die entsprechende
(zuléissige) Zerlegung ist gegeben durch 7(V') beziehungsweise 7(V — V?0).
Ist ein Knoten kein Blatt, so ist die Menge

VIi=Vi(g)=V - (V°uVv?

der freien Ecken jedenfalls nicht leer. Um die Nachfolgerknoten von ¢ zu bilden, wird
eine Ecke v € V/ ausgewihlt; die Nachfolgerknoten sind dann

o =V'u v}V und o' = (VO Viu{v)).

Die Bildung der Nachfolgerknoten wird als Verzweigen des Knotens ¢ bezeichnet.
Es ist klar, daB8 P,(T, ¢) durch P,(T, ¢') und P,(T, ¢") in zwei disjunkte Teilmengen

aufgeteilt wird.
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Die Struktur des Suchbaumes ist nicht statisch festgelegt, sondern ergibt sich
dynamisch. Zum Beispiel entscheidet die Auswahlregel fiir die Ecke v € V7 beim
Verzweigen, welches die Nachfolgerknoten von ¢ sind.

6.1.1.2 Das Ausloten und das Reduzieren von Knoten

Ziel des Branch&Bound—Verfahrens ist die Bestimmung einer Zerlegung 7 € P, (T, ¢o),
die e minimiert. Dazu wird dieses Problem durch Verzweigen in Teilprobleme auf-
teilt. Andererseits ist fiir die Effizienz entscheidend, den untersuchten Teil des Such-
baumes méoglichst klein zu halten. Hierzu wird das Ausloten und das Reduzieren von
Knoten eingesetzt.

Beide Techniken basieren auf der Kenntnis einer (moglichst guten) zuléissigen
Zerlegung 7*. Dies ist die beste bisher durch das Verfahren bestimmte Losung.

Ausloten. Zum Ausloten eines Knotens ¢ wird gew6hnlich eine untere Schranke

[b berechnet, also ein Wert, der
Ib < min c¢P(T, )

erfiillt. ¢ ist ausgelotet, wenn [b > cn* gilt. Ein ausgeloteter Knoten muf} nicht
verzweigt werden.

In unserem Branch&Bound—Verfahren ist es jedoch geschickter, (b nicht explizit
zu berechnen. Fiir die verwendete untere Schranke (siehe 6.1.4) wire dies ungleich
aufwendiger, als den Test

st 1b > a7¢

mit o« = cr* auszufiihren. Bei positiver Antwort auf diesen Test ist der Knoten

ausgelotet.

Reduzieren. Reduzieren eines Knotens ¢ ist der Ubergang zu einem Nachkommen
¢, wobei
er” < min ¢(Py(p) = Pp(¢))

gilt. Die Mengen V? und/oder V! werden somit vergroflert; zu beachten ist, daf§ die
dadurch von der weiteren Untersuchung ausgeschlossenen Zerlegungen nicht besser
sind als 7*.

In unserem Verfahren werden zwei Kriterien zum Reduzieren verwendet, eines
erlaubt das Hinzufiigen einer freien Ecke zu V°, das andere zu V. Sie kénnen auch

mehrfach hintereinander angewendet werden (siehe 6.1.3).
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6.1.1.3 Heuristische obere Schranke

Ausloten und Reduzieren sind umso wirksamer, je besser die Zerlegung 7* ist. Neben
diesen Operationen ist es daher wichtig, moglichst schnell gute Zerlegungen zu finden.

Erreicht der Suchvorgang ein Blatt des Suchbaumes, ist dadurch eine zuléssige
Zerlegung m von T bestimmt. Falls diese besser ist als 7*, wird die Aktualisierung
7 := 7 vorgenommen.

Verlafit man sich allein auf diesen Mechanismus zur Gewinnung zuléssiger Losun-
gen, ist es nahezu zwingend, den Suchbaum per Tiefensuche zu traversieren. Unser
Verfahren sollte nicht auf diese eine Strategie festgelegt sein, deshalb wurde eine Heu-
ristik zur Berechnung einer zuléssigen Zerlegung 7, ausgehend von einem Knoten ¢,
eingebaut (siehe 6.1.5). Dabei wird 7 so bestimmt, da8 7 € P, (T, ¢) gilt.

6.1.1.4 Untersuchung eines Knotens

Die folgende Prozedur untersuche_knoten zeigt, wie die skizzierten Bausteine des
Branch&Bound—Verfahrens zusammenspielen. In den folgenden Abschnitten werden

sie detailliert besprochen.

Algorithmus 6.1 Untersuchen eines Knotens im Suchbaum

1. procedure untersuche_knoten(y) begin
2: if @ ist Blatt then

3 aktualisiere ggf. 7*;

4. else

5: reduziere ¢ soweit wie moglich

6 if ¢ ist Blatt then

7 aktualisiere ggf. 7*;

8 else if ¢ kann nicht ausgelotet werden then
9 berechne heuristisch 7 € P, (T, ¢)
10: aktualisiere ggf. 7*;

11: verzweige ¢

12: end if

13:  end if

14: end

Zu Zeile 6 ist anzumerken, dafl ein Knoten durch Reduzieren zu einem Blatt
werden kann. In Zeile 8 ist zu testen, ob die untere Schranke fiir ¢ gréfler oder gleich
cr* ist. Ist das Resultat negativ, so kann ¢ nicht ausgelotet werden; die Bedingung
in Zeile 8 ist dann erfiillt.

Ist es nétig, ¢ zu verzweigen, werden die beiden Nachfolgerknoten zunéchst ei-
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ner Liste der zu untersuchenden Knoten hinzugefiigt. Aus dieser Liste wird dann
in geeigneter Weise der nichste Knoten fiir untersuche knoten ausgewéhlt. Details
hierzu sind in Schréder [96] zu finden.

6.1.2 Einige Definitionen

Zur Darstellung der Verfahrensbestandteile Reduzieren, Ausloten und heuristische
obere Schranke werden einige Definitionen und Bezeichnungen benétigt.

Der Wald F¥. Zu einem Knoten ¢ = (V° V1) des Suchbaumes gehért in natiirli-
cher Weise ein Wald F'¢, der aus dem Baum 7 folgendermaflen gewonnen wird:

e Zuniichst werden alle Kanten e(v), v € V! — {1y}, aus T entfernt, dadurch
werden |V'| Biume gebildet.

e Aus diesen Biumen werden die Elemente von V° herausdividiert, wobei das
Gewicht zusammenfallender Ecken addiert wird.

Der Wald F¢ spiegelt somit die im Knoten ¢ vorliegenden Entscheidungen des
Branch&Bound-Verfahrens wieder. Zu jeder Ecke v € V! gibt es eine Komponente
in %, deren Wurzel v ist. Wir bezeichnen diese Komponente mit 7,7.
Ist v € VI eine freie Ecke, so gehort sie zu einer Komponente von F¥. Den in v
wurzelnden Teilbaum innerhalb dieser Komponente bezeichnen wir ebenfalls mit 7,7.
Damit sind fiir v € VUV die (Teil-)Béume T definiert; die Anzahl der Ecken

in einem solchen Baum sei n,.2 Offenbar gilt

> ny =V + V). (6.1)

veVl

Die Anzahl zu entfernender Kanten. Fiir jede Zerlegung aus P,(T, ¢) gibt es
eine ihr entsprechende Zerlegung von F'?; sie wird gebildet, indem einige Komponen-
ten weiter aufgeteilt werden. Insgesamt sind

simp =V

Kanten aus F'¥ zu entfernen, um einen Wald zu erhalten, der einer zulédssigen Zer-
legung von T entspricht. Sei nun fiir v € V' 5, (beziehungsweise s,) die maximale
(minimale) Anzahl an Kanten die hierbei aus T entfernt werden kann (muf).
Beobachtung 1. Es gilt

S, = min{s*,n, — 1} und s, = max {0,s* — |V/| + (n, — 1)}.

2Hier ist es nicht nétig, einen oberen Index ¢ zu schreiben, da im folgenden stets auf einen festen
Knoten ¢ Bezug genommen wird.
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Beweis. Die linke Formel ist offensichtlich. Fiir die rechte Gleichung beachte man die
Tatsache, daB in den Biumen T¥, v € V! — {v}, maximal Zuevl—{v} n, — 1 Kanten

entfernt werden kénnen, zusammen mit (6.1). O

Die Imbalance. Die Imbalance ist ein Maf}, mit welchem die Auswirkung des

Hinzufiigens einer freien Ecke zu V! auf den Zielfunktionswert abgeschiitzt wird.
Sei T, v € V!, eine Komponente von F¥ und v € T¥, u # v. Es bestehe die

Absicht, aus T/ insgesamt s Kanten zu entfernen. Falls die Kante e(u) darunter ist,

betrigt die maximale Abweichung vom mittleren Gewicht p mindestens

wly —wTy

- M .

s—¢

Die Variable ( ist die Anzahl der Kanten, die aus 7)? entfernt wird, sie wird opti-

(6.2)

Y

T
imb(u, s) = min maX{ bl —p
¢<6<¢ ¢+1

miert unter der Annahme, daf} die beiden aus dem Entfernen von e(u) resultierenden
Teilbdume in Komponenten genau gleichen Gewichtes unterteilt werden kénnen. Da-
bei muf} ¢ zwischen ¢ und ( liegen, wobei
(=min{s—1,n, — 1} und (=max{0,5 —1—(n, —n, — 1)}
= max {0, s — n, + 1y}
gelten.
Den Wert imb(u, s) bezeichnen wir als Imbalance von u beziiglich s. Das folgende

Ergebnis zeigt, dafl die Minimierung iiber  nicht explizit ausgefiihrt werden mu#.
Die Imbalance kann daher mit konstantem Zeitaufwand berechnet werden.

Satz 6.1
Sei 0 = (s + 1)wT? /wT¥ — 1. Fiir das minimierende ¢ in (6.2) gilt
¢ falls( < o,
(=4¢ falls¢> o,
|o| oder [o] sonst.

Der Beweis des Satzes ist in Schroder [96] zu finden.

6.1.3 Kriterien fiir das Reduzieren

In unserem Branch&Bound—Verfahren werden zwei Reduktionskriterien benutzt.

Mit dem ersten Kriterium kann gegebenenfalls V? erweitert werden. Es sei ¢ =
(VO V1) der aktuelle Knoten und 7* die bisher beste zulissige Zerlegung. Sei weiter
v € V! mit 5, > 1 und u € T, u # v. Falls die Ungleichung

e < min {imb(u, s) : max{l,s,} < s <35,} (6.3)
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erfiillt ist, kann die Kante e(u) in einer besseren Zerlegung als 7* nicht entfernt sein.
Denn sonst miifiten in einer solchen Zerlegung aus 7)¥ s Kanten (fiir ein s zwischen
max{1, s, } und 5,) entfernt sein, und die maximale Abweichung von u betriige damit
mindestens imb(u, s). Es kann also V? := V° U {u} gesetzt werden.

Das zweite Kriterium dient der VergréSerung von V. Ist u € V/ und
e <wy + Wpre(u) — M (im Baum T¢, v € V!, der u enthilt) (6.4)

so muf} die Kante e(u) in jeder besseren Zerlegung als 7* entfernt sein. Denn sonst
enthielte die Zerlegung einen Teilbaum mit einem Gewicht von mindestens p + em*;
die Menge V! kann daher um u erweitert werden.

In (6.4) beachte man, dafl die Eckengewichte aufgrund des Herausdividierens von
V%in F¥ im allgemeinen grofer sind, als in 7. Das Kriterium zieht also die im Knoten
¢ getroffenen Entscheidungen in Betracht.

Ablauf des Reduzierens. In jedem Knoten werden die freien Ecken im allgemei-
nen mehrfach durchlaufen, um Reduktionen aufgrund von (6.3) und (6.4) zu versu-
chen. Denn durch das Anwenden eines Kriteriums auf eine Ecke wird méglicherweise
erreicht, dafl danach auch eine andere Ecke (6.3) oder (6.4) erfiillt (was zuvor nicht
der Fall war). Genauer kann das Vergrofern von VO die Giiltigkeit von (6.3) oder
(6.4) fiir andere Ecken nach sich ziehen. Das Erweitern von V' kann dagegen nur
(6.3) fiir andere Ecken giiltig werden lassen.

In unserem Branch&Bound-Verfahren wird zunéchst (6.3) solange angewendet,
wie dies moglich ist. Darauf wird (6.4) fiir alle (noch) freien Ecken gepriift. Ergeben
sich dabei Erfolge, so wird zu (6.3) zuriickgekehrt. Das Reduzieren endet, wenn fiir
keine freie Ecke mehr (6.3) oder (6.4) erfiillt ist.

Aufwand fiir das Reduzieren. In unserer Implementierung ist der Aufwand fiir
das Reduzieren eines Knotens O(|V|?p). (Siehe Schréder [96] fiir eine Analyse.)

6.1.4 Das Ausloten: Test einer unteren Schranke

Nach dem Reduzieren des aktuellen Knotens wird versucht, ihn mit Hilfe einer unte-
ren Schranke auszuloten. Wir verwenden eine Schranke, die auf der Verwandtschaft
der Probleme T'/- /p/maximin und 7'/- /p/minimax mit dem zu lésenden T'/- /p/||.||s
Problem basiert. (Hierbei mufl ;1 = wT /p gelten, was durch unsere Voraussetzungen
(siehe Seite 116) gewihrleistet ist.)
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6.1.4.1 Ausloten des Wurzelknotens

Ist L* der optimale Zielfunktionswert von 7'/ - /p/maximin fiir 7" und ¢* derjenige
von T/ - /p/||-]| s, s0 gilt
L* > p—c,
denn die optimale Zerlegung fiir T/ - /p/||.||s ist auch fiir T/ - /p/maximin zuléssig
und hat fiir dieses Problem den Zielfunktionswert p — c*.
Genauso erfiillt der optimale Zielfunktionswert U* von 7'/ - /p/minimax die Be-

ziehung
U <p+c.

Aus beiden Ungleichungen folgt
¢ > max{U" — pu,pp— L*} =: 1b.

Der rechte Term definiert unsere untere Schranke im Fall des Wurzelknotens ¢y.
Wesentlich ist nun die Beobachtung, daf§ die Berechnung von (b recht aufwendig
ist, denn dazu miissen die Probleme T’/ - /p/maximin und 7'/ - /p/minimax gelost
werden (vgl. die Erorterung nach Korollar 4.26 auf Seite 78). Andererseits kann der
Test
Ist b > a? (6.5)

fiir & € R in linearer Zeit ausgefiihrt werden, gestiitzt auf das Losen der Probleme
T/[L,U]/p/3 (siehe Korollar 4.25). Zum Ausloten wird jedoch nur dieser Test mit
a = cr* (fiir die bisher beste Zerlegung 7*) bendtigt.

In dieser einfachen Form ist die Idee allerdings nur im Wurzelknoten ¢, anwend-
bar. Tiefer im Suchbaum besitzt der Wald F'¥ im allgemeinen mehrere Komponenten
und es ist a priori nicht klar, wie die Anzahl s* der noch zu bildenden Teilbdume
auf diese Komponenten aufgeteilt werden soll. Daher ist zunéchst unbekannt, wie die
Anzahl der Teilbdume zu wihlen ist, wenn fiir eine Komponente 7)¥ die Probleme
vom Typ T'/[L,U]/p/3 gelost werden. Fiir das Ausloten vom Wurzelknoten verschie-
dener Knoten ist somit eine verfeinerte Betrachtung notig. Aus ihr ergibt sich dann
auch die genaue Vorgehensweise beim Ausloten des Wurzelknotens.

6.1.4.2 Ausloten beliebiger Knoten

Sei ¢ = (VO V1) der aktuelle Knoten des Suchbaumes und v € V. Eine partielle
untere Schranke [b,(q) ist eine untere Schranke fiir das Baumzerlegungsproblem 7% /-
/q/]]-|ls0, also die Zerlegung der Komponente 7Y von F'* in ¢ Teilbdume mit dem Ziel
die maximale Abweichung von p zu minimieren. (Hierbei ist 4 = wT /p das ,,globale®
mittlere Gewicht.) Fiir alle ¢ € {1,...,n,} ist dieses Problem zuléssig.
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Ist nun fiir alle v € V! und alle jeweils zuléssigen ¢ eine partielle untere Schranke
bekannt, so 1a8t sich daraus eine untere Schranke [b fiir alle Zerlegungen aus P, (T, ¢)

gewinnen:

Ib = min {maxIb,(q,) : 5, < g, — 1 <3, fiir alle v € V' und

S (g -1) =5 (66)

veVl

Darin wird iiber alle Tupel (g,),cy1 minimiert, die eine mégliche Aufteilung der noch
abzuschneidenden s* Teilbdume auf die Komponenten von F'¥ charakterisieren. Fiir
das minimierende Tupel ist die maximale partielle Schranke eine untere Schranke fiir
den Knoten ¢. (Fiir einen Beweis siehe Schroder [96, Proposition 2.3].)

Eine enumerierende Berechnung von (6.6) wére unvertretbar aufwendig. Deshalb
muf} die partielle Schranke so definiert werden, daf (6.6) effizient berechnet werden
kann. Aus der in 6.1.4.1 dargestellten Idee 148t sich eine solche Schranke gewinnen.

Fir v € V! und ¢ € {1,...,n,} sei U}(q) der optimale Zielfunktionswert des
Problems T¢/ - /q/maximin und L%(q) der von T¥/ - /q/minimax. Die Definition

unserer partiellen unteren Schranke lautet

Ib,(q) = max {Uy; (q) — p, 1 — Ly (q)}- (6.7)

Sie stimmt mit der oben eingefiihrten unteren Schranke fiir den Wurzelknoten ¢
iberein. Nun bezeichne fiir o € R5

Qu(a) ={qg: 1 <q<n,, lby(q) < a}.

Wie oben erlautert, ist unsere Absicht die Verwendung von a = e¢r*. Die Grundlage
fiir die effiziente Ausfithrung des Tests (6.5) ist das folgende Ergebnis.

Satz 6.2
Fir v € V! und o € Ry ist Q,(a) ein (mdglicherweise leeres) Intervall ganzer
Zahlen.

Den Beweis und die Berechnung von @),(a) bringen wir nach dem entscheidenden
Resultat:

Korollar 6.3
Essei Q! (o) = Qu(a)N{s, +1,...,5,+ 1}, v € V. Fiir die Schranke lb geméf (6.6)
und (6.7) gilt: Es ist [b > « genau dann, wenn eine der Bedingungen

i. Q! () =0 fiir einv eV,
ii. Y oy (min @) (o) — 1) > s,
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iii. Y, o1 (max Q) (a) — 1) < s*
wahr ist.

Beweis. Die Bedingung [b > « ist dquivalent zur Aussage

Es gibt kein Tupel (¢,)yevt mit s, < g, — 1 <5, fiir alle v und
Z (gy — 1) = s* und maxlib,(q,) < « (6.8)

vevl
vevl

und damit auch zu

Es gibt kein Tupel (g,)yey mit q, € Q! () fiir alle v und Z (gp — 1) =s". (6.9)
veVv?!
Weil alle Q! (o) (moglicherweise leere) Intervalle ganzer Zahlen sind, ist (6.9) dqui-

valent zu i. bis iii. O

Die Uberpriifung der Bedingungen i. bis iii. (und damit das Ausloten von ¢) ist tri-
vial, wenn die Intervalle ), («) berechnet sind. Letzteres kann nun auf das Losen der
Probleme 7, /L/ - / max || und T)¢ /U/ - / min |r| mit geeignet gewéhlter Gewichts-
schranke L beziehungsweise U zuriickgefiihrt werden.

Beweis von Satz 6.2. Es ist lb,(q) < o genau dann, wenn
Uilq) <p+a und  Li(q) >p—« (6.10)

gilt. Wegen der Ganzzahligkeit der Gewichte in T'? sind auch U} (q) und L} (q) ganz-
zahlig. Damit ist (6.10) &quivalent zu

Us(q) < [pu+a—1] und  Li(q) > |p—a+1] (6.11)

Ist die linke Bedingung fiir ein ¢ erfiillt, dann gilt dies offenbar auch fiir alle ¢' €
{¢+1,...,n,}. Das minimale solche ¢ findet man durch Lésen von 7. /U/ - / min ||
mit U = [y + a — 1]. Es sei mit ¢}, bezeichnet.

Genauso findet man das maximale ¢, fiir das die rechte Bedingung in (6.11) gilt,
durch Losen von T2 /L/ - /max |r| mit L = | — a4+ 1]; es sei mit ¢; bezeichnet.

Damit gilt

Qu(a) ={1,...,qrt N {ag, -, no}.
U

Aufgrund von Satz 4.24 kann somit @,(«) mit Aufwand O(|V(T?)|) bestimmt
werden. Damit erhalten wir das zentrale Ergebnis iiber das Ausloten in unserem
Branch&Bound—Verfahren.

Korollar 6.4

Der Test, ob ein Knoten ¢ des Suchbaumes basierend auf der Schranke lb geméf3
(6.6) und (6.7) ausgelotet werden kann, ist mit Aufwand O(|V'|) durchfiihrbar.
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Algorithmus 6.2 Berechnung einer Zerlegung von 7', ausgehend von F'¥
Input: Wald F¥ zum aktuellen Knoten ¢ = (V°, V') und s,, v € V1,
Output: V' mit 7(V') € P,(T, ¢)

L F'=F% V.=Vl ¢ =5, firveV!

2: while |V'| < p do

3:  wihle v € V' mit s, >0

4:  wihle u € T} so, daB$ imb'(u, s/,) minimal ist; dabei sei ¢ minimierend in (6.12)
5. entferne die Kante e(u) aus F”

6: s, =Cs =5 —C—1

7. Vi=V'U{u}

8: end while

6.1.5 Heuristik zur Berechnung einer oberen Schranke

Sei o = (V°, V1) der aktuelle Knoten. Wenn er nicht ausgelotet werden kann, wird
eine Heuristik zur Berechnung einer Zerlegung m € P, (T, ¢) eingesetzt. Sie beruht auf
der Idee, zunéchst V' = V! zu setzen, und dann s* freie Ecken mit kleiner Imbalance
zu V' hinzuzufiigen. Fiir die Zerlegung 7 = 7(V"”) gilt dann 7 € P, (T, ¢).

Dabei werden aus der Komponente 7%, v € V!, insgesamt s, Ecken gewihlt, mit
S, < 5y <5, und ZveVl sy, = s*. Die s, werden zuvor so bestimmt, daf3 sie einer
Losung von (6.6) entsprechen, wobei jedoch eine anders definierte partielle untere
Schranke zugrunde gelegt wird.?

Es sei u € V/ und T die Komponente von F¥, die u enthiilt. Eine kleine Tm-
balance imb(u, s,) von u ist ein Indiz dafiir, dafi es giinstig ist, die Kante e(u) zu
entfernen, wenn 77 in s, + 1 Teilbdume zerlegt wird; dadurch ist unsere Heuristik
motiviert.

Im Lauf der Heuristik (Algorithmus 6.2) werden aus F¥ Kanten entfernt. Der
resultierende Wald wird mit F” bezeichnet. Er umfafit zu jedem v € V' eine in v
wurzelnde Komponente 7). Fiir die weiteren Ecken w € F’ ist T, der Teilbaum, der
von u und allen seinen Nachfolgern in F' gebildet wird. Weiter wird durch s die
Anzahl der noch aus 7] zu entfernenden Kanten angegeben, v € V'. Die Imbalance
wird nach der Formel

U U U
wly —wT,  wT,

s—( s+1

. b/ _ .
imb'(u, s) = min max R

6<C<¢

)

{‘ wT,  wT!

} (6.12)

berechnet. Man beachte, da§ im Unterschied zu (6.2) in der Heuristik mit dem ,,lo-
kalen® mittleren Gewicht wT)/s+ 1 gearbeitet wird; dies hat sich in Testrechnungen

3Fiir die Details verweisen wir auf Schréder [96]. Die zugrundegelegte partielle Schranke wurde
im vorangehenden Abschnitt aus Platzgriinden nicht diskutiert.
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als vorteilhafter erwiesen (siehe Schroder [96, Abschnitt 4.2]).

Wie der folgende Satz zeigt, mufl die Frage nach einer Giite-Garantie fiir die
Heuristik negativ beantwortet werden. Die zugrundeliegenden Instanzen von T/ -
/p/||-]|0 sind jedoch sehr speziell. Geht man von den Rechenergebnissen des néichsten
Abschnitts aus, ist erkennbar, da} Algorithmus 6.2 im allgemeinen eine gute Losung
liefert.

Satz 6.5
Fiir k > 2 gibt es einen eckengewichteten Baum T* und p, € Z-, mit folgenden
FEigenschaften:

e Algorithmus 6.2 berechnet (im Wurzelkonten ¢, des Suchbaumes) eine Zerle-
gung mit Zielfunktionswert k — 1.
e Der optimale Zielfunktionswert der Instanz T%/ - /p/||-|l betrégt Eins.

Beweis. Wie folgende Abbildung zeigt, konstruieren wir 7% als Spinne mit einem
langen Bein, bestehend aus k(k — 1) Ecken, und k& — 1 Beinen der Linge &k + 1.

k + 1 Ecken /

oo o - P (k—1)-mal

.

Das Gewicht aller Ecken der Beine ist Eins; der zentralen Ecke weisen wir ein Gewicht

~”

k(k — 1) Ecken

von k+1 zu. Damit ist wT* = 2k%. Nun setzen wir p;, := 2k; dies ergibt ein mittleres
Gewicht u = wT*/p;, = k.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl Algorithmus 6.2 (unabhéingig von der gewihlten
Wurzel von T*) zunéichst 2k — 2 Teilbdume vom Gewicht ;. abschneidet: k — 1 davon
werden durch die jeweils dufleren k£ Ecken der kurzen Beine gebildet; weitere k£ — 1
entstehen durch Zerlegen des langen Beines. Der verbleibende Stern vom Gewicht 2k
mufl nun noch in zwei Teilbdume zerlegt werden. Dies ist nur mdoglich, indem eine
Endecke abgeschnitten wird und fiir sich einen der beiden Teilbdume bildet. Damit
betriagt die maximale Abweichung der Teilbaumgewichte vom Mittel & — 1.
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Optimal dagegen ist es, das lange Bein in k£ Abschnitte der Lange k—1 zu zerlegen
und die kurzen Beine direkt an der zentralen Ecke abzuschneiden. So entstehen k +
(k —1) + 1 = p; Teilbdume mit Gewicht & — 1 oder &k + 1. 0O

6.2 Rechenergebnisse

Die in Schroder [96] présentierten Rechenergebnisse fiir unser Branch&Bound—Ver-
fahren dienten vor allem dem Ziel, die bestmd&gliche Konfiguration des Verfahrens zu
finden; sie sollen hier nicht noch einmal aufgefiihrt werden. Ziel dieses Abschnitts ist
vielmehr die Uberpriifung der Frage, ob der Algorithmus effizient genug ist, um in
Verfahren fiir die Gebietsaufteilung zum Einsatz zu kommen, insbesondere bei groflen
Problemen.

Die Rechenergebnisse dieses Abschnitts basieren daher auf der Anwendung des
Branch&Bound—Verfahrens auf grofle, zufillig generierte Baume mit Eigenschaften,
die durch die Absicht der Anwendung in Teil IIT motiviert sind.

6.2.1 Testprobleme
6.2.1.1 Zufillige Bidume

Die zufiillige Erzeugung von Biumen orientiert sich an folgenden Uberlegungen.

1. Es sollen mittlere und grofle Probleme gerechnet werden. Daher ist eine Ecken-
zahl zwischen 100 und 1000 sinnvoll.

2. Mit Blick auf die Anwendung wird davon ausgegangen, dafl die Biume Geriiste
von ebenen Graphen sind. Es ist somit zu erwarten, dafl die Eckengrade klein
sind.

Der einfache Algorithmus 6.3 zur Generierung zufilliger Bdume orientiert sich an
diesen Uberlegungen.
In der &ufleren Iteration (Zeilen 3 bis 12) wird zur Ecke v die Anzahl s ihrer S6hne

zufillig bestimmt. Dabei wird folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung verwendet:

slo 1 2 3 4
P04 02 025 0.1 005

Tabelle 6.1: Wahrscheinlichkeit fiir Anzahl der S6hne
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Algorithmus 6.3 Erzeugen eines zufilligen Baumes mit kleinen Eckengraden.
Input: Eckenzahl n

Output: 7' = (V,E) mit |V]| =n

1 V:={1,...,n}

2 v:=1Lu:=1

3: while u < n do

4:  wibhle zufillig s € {0, ...,4} mit Wahrscheinlichkeit gem&f Tabelle 6.1
if v=vund s =0 then s :=1 end if

if s+u >n then s :=n — u end if

while s > 0 do
u:=u+1;s:=5—-1
E:=FEU{(v,u)}

10: end while

11: v:i=v+1

12: end while

In der inneren Schleife (Zeilen 7 bis 10) werden die Kanten zwischen der Ecke v
und ihren Séhnen erzeugt. Die Zeilen 5 und 6 dienen lediglich dem Abfangen von
Randfillen.

6.2.1.2 Zufillige Eckengewichte
Zufillige Eckengewichte wurden mit zwei verschiedenen Verteilungen generiert.

1. Gleichverteilte ganzzahlige Gewichte aus {50, ...,1000}.

2. Logarithmisch-normalverteilte Gewichte. Dazu wurden mit der Methode nach
Teichroew (Knuth [60, S. 112]) N(0, 1)—verteilte Zufallszahlen x1, ..., x, gezo-

gen und diese wurden mittels
wy, = |exp(z, +9)]
auf (angenihert) LOG(9, 1)—verteilte Gewichte transformiert.

Mit dem Modell der zweiten Variante wurde versucht, Probleme zu simulieren,
in denen die Eckengewichte den Bevolkerungszahlen in kleinsten Gebietseinheiten
(KGE) entsprechen. Dies ist zum Beispiel fiir den Anwendungsbereich der Wahl-
kreisgestaltung eine plausible Annahme. Dem Modell liegt die Idee zugrunde, dafl
Bevolkerungszahlen aus (exponentiellen) Abnahme— oder Zunahme—Prozessen her-

vorgehen, wobei die Anderungsrate einer Normalverteilung geniigt.*

“Inwiefern dieses Modell realitéitsnah ist, kann hier nicht weiter untersucht werden. Letztlich
miifite das seitens der Bevolkerungsgeographie entschieden werden. Die in Bir [8, S. 46] abgebil-
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6.2.1.3 Menge der Testinstanzen

Erzeugung der gewichteten Bidume. Zun#chst wurde mit Algorithmus 6.3 je
ein Baum mit |V| € {100, 250,500, 1000, 1500} generiert. Zu jedem dieser Béume
wurden zehnmal sowohl gleichverteilte, als auch logarithmisch-normalverteilte Ge-
wichte erzeugt. Damit standen zu jeder Eckenzahl und jedem Gewichte-Typ zehn
eckengewichtete Badume zur Verfiigung.

Wahl der Teilbaumzahl p. Zunichst war die Idee, fiir jeden eckengewichteten
Baum zehn verschiedene Instanzen von T/ - /p/||.|| zu 16sen, mit Werten von p, die
gleichméBig im Intervall {1, ..., |V|} verteilt sind. Fiir die Biume mit gleichverteilten
Eckengewichten wurde dies auch so durchgefiihrt.

Im Fall logarithmisch-normalverteilter Gewichte ist es jedoch nicht sinnvoll, p
deutlich groBer als |V'|/10 zu wihlen. Denn sonst ist in der Regel das Gewicht einiger
Ecken deutlich grofler als das mittlere Gewicht u der Teilbdume; somit ist jede Losung
optimal, die einen Teilbaum enthélt, welcher nur aus der Ecke maximalen Gewichtes
besteht. Daher sind Instanzen mit grofiem p (relativ zu |V|) sehr einfach 16sbar.

Fiir logarithmisch-normalverteilte Gewichte wurden daher Instanzen mit fiinf ver-

schiedenen Werten p gelost, die sich aus
p=1|V]i/90] mit ¢ € {3,5,7,9,11}

ergeben.

6.2.2 Testergebnisse

Die Testergebnisse konnen den Tabellen 6.2 und 6.3 enthnommen werden. Jede Zeile
enthélt die aggregierten Ergebnisse fiir zehn Instanzen, in denen derselbe Baum der
GroBe |V| = n in p Teilbdume zerlegt wurde; mit jeweils anderen Eckengewichten.

Angegeben ist die Grofle des Suchbaumes (Anzahl der Knoten), gemittelt iiber
zehn Instanzen, sowie die minimale und die maximale Grofle fiir diese Instanzen.
Ferner ist die die minimale, die mittlere und die maximale Rechenzeit angegeben.
Die Einheit sind CPU-Sekunden auf einem PC mit Pentium-Prozessor und 500MHz
Taktfrequenz. Die letzte Spalte ist fiir beide Tabellen unterschiedlich und wird unten
erldutert.

dete Lorenzkurve der Bevolkerungsverteilung in Deutschland zeigt jedoch deutlich das Prinzip der
Konzentration, das heit, viele kleine und wenige sehr groBe Gemeinden. Ahnlich verhalten sich die
logarithmisch—normalverteilten Zufallszahlen.
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Knoten Suchbaum CPU-Sekunden tavg/ (PN?)
nop min  avg max min  avg  max %108
100 5 1 2.4 9 0.08 0.09 0.10 1.760
100 15 1 3.6 9 0.08 0.11 0.16 0.713
100 25 1 2.4 7 0.08 0.10 0.15 0.416
100 35 1 6.3 13 0.07 0.21 042 0.594
100 45 1 7.0 25 0.10 0.23 0.45 0.516
100 55 2 9.1 21 0.13 0.42 0.77 0.927
100 65 1 3.7 7 0.10 0.17 0.34 0.489
100 75 2 6.5 13 0.11  0.20  0.38 0.808
100 85 3 7.7 15 0.12 0.18 0.25 1.200
100 95 1 1.8 4 0.06 0.08 0.11 1.700
250 12 1 7.1 22 0.49 0.53 0.69 0.712
250 37 1 9.1 25 049 0.74 1.09 0.320
250 62 1 7.2 20 0.48 0.96 2.30 0.247
250 87 6 16.2 28 1.04 251 5.76 0.462
250 112 7 173 47 1.12 296  5.72 0.423
250 137 3 175 35 1.18  4.08 9.28 0.578
250 162 4 9.3 12 1.02 229 5.65 0.416
250 187 8§ 18.2 41 1.14 212 411 0.538
250 212 2 226 69 0.63 1.46 3.33 0.614
250 237 1 5.4 12 0.35 0.52 0.7 0.641
000 25 1 154 64 211 248  3.39 0.396
500 75 4 10.3 17 2.29  3.15  4.30 0.168
000 125 2 7.0 13 1.92  3.13  4.95 0.100
500 175 o 241 65 2.03 18.94 47.90 0.433
500 225 7 259 73 11.10 23.18 59.61 0.412
500 275 9 34.0 123 10.70 30.27 48.94 0.538
500 325 2 164 29 4.33 22.89 44.66 0.523
500 375 10 21.3 43 4.42 10.88 20.43 0.348
500 425 11 16.9 25 331  5.05 6.76 0.269
500 475 1 129 46 1.51  2.88  6.03 0.460
1000 50 1 16.1 35 10.89 13.07 16.22 0.261
1000 150 12 21.6 56 13.74 21.71 35.39 0.145
1000 250 4 126 36 10.34 37.92 160.58 0.152
1000 350 30  59.8 96 72.08 168.73 302.45 0.482
1000 450 25 62.0 122 43.64 333.82 606.30 0.742
1000 550 18  34.3 o7 72.64 314.14 633.68 0.698
1000 650 7 18.5 43 29.08 104.38 225.51 0.298
1000 750 17 319 46 27.18 48.20 75.09 0.193
1000 850 21 31.8 48 23.62 34.88 47.86 0.233
1000 950 3 10.7 22 11.26 14.34 20.16 0.287

Tabelle 6.2: Testergebnisse fiir gleichverteilte Eckengewichte
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Knoten Suchbaum CPU-Sekunden tavg/ n?
n D min  avg max min avg max %105
100 1 1.0 1 0.08 0.08 0.09 0.820
100 5 1 3.5 13 0.08 0.09 0.12 0.910
100 7 1 3.1 7 0.09 0.10 0.12 0.980
100 10 1 4.1 11 0.08 0.11 0.14 1.080
100 12 1 5.8 17 0.08 0.12 0.17 1.170
250 8 1 2.9 7 0.48 0.49 0.52 0.790
250 13 1 44 15 0.48 0.51  0.57 0.819
250 19 1 15.0 43 0.48 0.65 0.85 1.037
250 25 1 47 17 0.15 0.55 0.74 0.875
250 30 1 4.1 16 0.07 045 0.83 0.722
500 16 1 10.5 29 2.14 226  2.43 0.902
500 27 1 144 55 207 242 3.34 0.969
500 38 1 10.6 53 2.11 248 4.30 0.990
500 50 1 4.7 16 142 215 298 0.862
500 61 1 2.9 11 0.27 166 3.41 0.662
1000 33 1 186 52 8.84 10.11 13.03 1.011
1000 55 7 20.1 45 9.87 12.74 18.44 1.274
1000 77 1 7.6 28 8.29 9.58 12.09 0.958
1000 100 1 8.9 54 2.72 8.67 15.82 0.867
1000 122 1 4.1 20 0.64 7.61 31.75 0.761
1500 50 5 19.1 64 20.67 23.69 28.01 1.053
1500 83 1 131 34 19.00 27.29 48.16 1.213
1500 116 1 8.7 29 18.47 24.23 37.30 1.077
1500 150 1 7.4 31 11.92 22.03 47.99 0.979
1500 183 1 2.4 9 1.56 11.64 43.07 0.517

Tabelle 6.3: Testergebnisse fiir logarithmisch-normalverteilte Eckengewichte
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6.2.2.1 Gleichverteilte Eckengewichte

Wie aus Tabelle 6.2 hervorgeht, nimmt die Suchbaumgréfie nur sehr moderat mit der
Problemgréfie zu. Der gréfite Suchbaum aller gelésten 400 Instanzen hat 123 Knoten,
dies zeigt, dafl die Komponenten des vorgestellten Branch&Bound—Verfahrens sehr
wirksam sind.’

Weiter ist zu erkennen, dafl die Rechenzeit sowohl von der Eckenzahl n als auch
von p abhéngt. Insbesondere fiir Instanzen, in denen p um n/2 liegt, steigt sie stark an.
LaBt man diese einmal aufler acht, konnen alle Probleme in Rechenzeiten unter einer
Minute gelést werden. Damit erscheint das Verfahren geeignet, um in Algorithmen
fiir die Gebietsaufteilung auch bei groflen Problemen zum Einsatz zu kommen.

In der letzten Spalte von Tabelle 6.2 wird versucht, eine empirische Aufwands-
abschitzung des Branch&Bound—Verfahrens fiir die geldsten Instanzen vorzunehmen.
Numerisch wird die Hypothese gepriift, daf§ der Aufwand nicht stirker wachst als
O(pn?), wobei p = min{p,n — p} ist. Dazu wird die mittlere Rechenzeit der zehn
Instanzen jeder Spalte durch pn? dividiert und in einen Bereich um Eins normiert.
Die Tatsache, dafl die Werte der letzten Spalte mit zunehmender Problemgréfie ten-
denziell abnehmen, 1:i8t die Hypothese gerechtfertigt erscheinen.®

Dieses Ergebnis ist insbesondere bedeutsam fiir die am Eingang des Kapitels
aufgeworfene Frage nach dem Sinn eines Suchbaum—Verfahrens fiir ein als polynomial
erwiesenes Problem. Die Komplexitit in Satz (5.23) ist O(p*n*logwT) und damit
um GroBlenordnungen schlechter als der empirische Aufwand des Branch&Bound-
Verfahrens. Ferner ist die Abhéngigkeit von der Grofle der Gewichte ein Nachteil der
dynamischen Programmierung gegeniiber dem Branch&Bound. Beim gegenwiértigen
Stand ist letzteres Verfahren fiir den praktischen Einsatz zur Losung von T/ /p/||. ||
Problemen wohl vorzuziehen; in GAMOR ist dem Rechnung getragen.

6.2.2.2 Logarithmisch—normalverteilte Eckengewichte

Tabelle 6.3 zeigt, dafl auch im Falle logarithmisch-normalverteilter Eckengewichte
das Branch&Bound—Verfahren effizient das T/ - /p/||.||cc Problem lost. Selbst bei
Baumen mit 1500 Ecken liegt die mittlere Rechenzeit unter einer halben Minute. Die
generierten Suchbdume sind klein, maximal (bei 250 Instanzen) waren 64 Knoten
notig, um die optimale Losung zu finden und ihre Optimalitdt nachzuweisen.

’Dabei kann auf keinen der Bestandteile Reduzieren, Ausloten und obere Schranke Heuristik
verzichtet werden, wie in Schroder [96] demonstriert wurde.

6Nicht dargestellt ist der Umstand, daf sich fiir den Nenner pn'® zunehmende Quotienten erge-
ben. Das empirische Wachstum des Rechenaufwandes wird daher einem Exponenten zwischen 1.5
und 2 folgen.
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Da bei fester Eckenzahl mit zunehmendem p die Probleme eher einfacher zu 16sen
sind (vgl. die Diskussion in 6.2.1.3), wurde in der letzten Spalte von Tabelle 6.3 (im
Unterschied zu Tabelle 6.2) die Hypothese gepriift, dafi das empirische Wachstum
der mittleren Rechenzeit O(n?) ist. Die Werte zeigen, daf diese Annahme plausibel
ist. Auch dieses Resultat ist ein starkes Argument fiir die praktische Einsetzbarkeit
des Branch&Bound—Verfahrens.
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Kapitel 7

Modelle und Verfahren fiir ebene

Probleme

Im dritten Teil unserer Arbeit werden bekannte Modelle und Verfahren fiir die Ge-
bietsaufteilung analysiert und neue entwickelt. Ein Schwerpunkt stellt dabei die An-
wendung von gleichméfBiger Baumzerlegung in solchen Verfahren dar. Auf diese Weise
werden die Gedankenstringe der Teile I und II, die bisher weitgehend nebeneinander

liefen, zusammengefiihrt.

Wie in 3.1.2 ausgefiihrt wurde, ist es sinnvoll, eine Unterscheidung von ebenen Mo-
dellen (in denen KGE und Zentren Punkten der Ebene entsprechen) und Netzwerk—
Modellen (KGE und Zentren sind Ecken eines Graphen) vorzunehmen. In diesem
Kapitel werden Modelle vom ersten Typ behandelt; Netzwerk—Modelle sind Gegen-
stand von Kapitel 8.

Am Anfang steht ein bereits 1965 von Hess et al. [50] vorgeschlagenes Modell fiir
die Zuordnung von KGE zu Zentren, das im Laufe der Jahre immer wieder verwendet
und weiterentwickelt wurde. Da es sich um ein lineares Programm mit sehr vielen
bindren Entscheidungsvariablen handelt, hat es sich durchgesetzt, eine lineare Re-
laxation zu l6sen und durch Runden zu einer ganzzahligen Losung zu kommen. Wir
zeigen in 7.2.4 und 7.2.5, daB} mit gleichméfBiger Baumzerlegung das Rundungspro-
blem im optimalen Sinn gel6st werden kann. Daraus ergibt sich auch eine einfache
Abschéatzung fiir die maximale Abweichung der Bezirksgréflen vom Mittel, die beim

Runden in Kauf genommen werden muf} (Satz 7.13).

Berechnungsbeispiele. An verschiedenen Stellen werden in diesem und den fol-
genden Kapiteln Rechenverfahren durch Berechnungsbeispiele mit GAMOR, veran-
schaulicht. Dabei werden reale Karten (Frankreich, Deutschland) zugrundegelegt; ein
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Erzeugen ,zufilliger Karten“ wurde nicht fiir sinnvoll gehalten.

In diesen Beispielen sind die Groflenattribute fiir die KGE proportional zu ih-
rer Fliche festgelegt. Wére die Bevolkerungsverteilung vollig homogen, wiirden so
Bezirke mit (nahezu) Bevolkerungsgleichheit generiert. Doch ist nicht die (unzutref-
fende) Homogenitdts—Annahme fiir uns entscheidend. Motivation fiir die Festlegung
der KGE-Groflenattribute proportional zur Fliche ist vielmehr die Tatsache, dafl
sich auf diese Weise die Balance der Bezirksgrofien optisch wiedergeben 1483t; durch
die Bildung von Bezirken nahezu gleicher Fléache.

Den Berechnungsbeispielen liegen somit keine Datenséitze aus der Praxis zugrun-
de. Es wird jedoch deutlich, da} die Berechnung von Gebietsaufteilungen, die auf
solchen Daten beruhen, mit GAMOR ohne weiteres méoglich ist.

Zufillig erzeugte Testprobleme. Fiir einige Untersuchungen war die Bereitstel-
lung einer ausreichend grofien Anzahl von (zufiilligen) Testproblemen erforderlich.
Instanzen solcher Testprobleme wurden folgendermaflen erzeugt: Die KGE-Orte wur-
den zufillig gleichverteilt als Punkte im Quadrat bestimmt. Die Groflenattribute w,
der KGE wurden, wie in 6.2.1.2 beschrieben, auf zwei Arten zuféllig gezogen: gleich-
verteilt beziehungsweise logarithmisch-normalverteilt. Als Nachbarschaftsgraph der
KGE wurde der sog. Gabriel-Graph der KGE-Orte gewéhlt; in diesem Graph sind
zwei Orte adjazent, falls der Kreis, dessen Durchmesser die Verbindungsstrecke dieser
Orte ist, keine weiteren Orte enthélt (siehe z.B. Gordon [45, S. 19] fiir Eigenschaften
des Gabriel-Graphen).

7.1 Ein klassisches Zuordnungsmodell fiir die Ge-

bietsaufteilung

7.1.1 KGE und Zentren als Punkte der Ebene

Zunichst machen wir einige Voriiberlegungen, die mit der Reprisentation von KGE
und Zentren als Punkte der Ebene einhergehen.
Sei V' die Menge der KGE. Jede KGE v € V wird in einem Punkt mit den
Koordinaten
(ost,,nord,) € R?

lokalisiert angenommen. Dies kann zum Beispiel die Lage der bedeutendsten Kom-
mune in der KGE sein.

'Es wire auch zu fragen, was ein geeignetes Modell solcher Karten sein kénnte. Was sind we-
sentliche Kenngroflen einer Karte von KGE-Umrildaten? Was wére eine angemessene Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir diese Grofen?
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Wenn jedoch keine Information iiber die geographische Struktur innerhalb der
KGE vorliegt, kann ihr in folgender Weise ein punktférmiger Ort zugeschrieben wer-
den. Dazu mufl eine Umrifllinie der KGE in Form eines geschlossenen jordanschen

Polygonzugs

KU = ((011}7 nlll)a ety (01517 ng)a (013}4-17 ng-l—l)) mit (018}4-17 nls}—l—l) = (011}7 nlll)
und
(0!, n}) € R? I=1,...,s

bekannt sein.? Eine plausible Wahl fiir den Ort von v ist der Schwerpunkt der von
K, umschlossenen Fliache. Er wird mittels der diskreten Integralformeln

:1 D (ofniy — njol,) (0] + 0f44)
3 2 (0fnfy —njo}y,)

ost,

und

nord, :1 > (0pni = njoj ) (nf +nf,))

3 > =i (ofnf g — njo}y,)
berechnet. Die Moglichkeit einer solchen Schwerpunktberechnung ist in GAMOR,
realisiert, da hier KGE durch ihre Grenzlinie beschrieben sind (vgl. 3.3.2).

Die Zentren I = {1,...,p} der (zu bildenden) Bezirke sind wie die KGE durch

Punkte, mit Koordinaten

(Ost;, Nord;) € R?, i e,

charakterisiert.
Ausgehend von den Punkten lassen sich nun Entfernungen d;, zwischen Zentren
und KGE berechnen. Hierfiir gibt es verschiedene Vorschldge in der Literatur. Wir

besprechen kurz die wichtigsten.

Euklidische Distanzen. Die Entfernung zwischen Zentrum i € [ und KGEv € V
ist

d;y = ((Osti — osty,)? + (Nord; — nord,J)Q)l/2 )
Dies entspricht der Luftlinienentfernung und stellt eine plausible Art der Entfer-

nungsmessung dar (Cloonan [25]).

2Ein Polygonzug ist jordansch, wenn sich die Verbindungsstrecken der Punkte des Polygonzugs
nicht schneiden. (Aufler in den gemeinsamen Endpunkten benachbarter Strecken.)
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Quadrierte euklidische Distanzen. Hierbei ist die Formel zur Berechnung der

Distanz

dy, = (Ost; — ost,)? + (Nord; — nord,)*.

Diese Art der Entfernungsmessung erscheint zunichst merkwiirdig, da sie kaum als
tatsichliche Entfernung interpretiert werden kann. Dennoch wird sie von vielen Au-
toren verwendet (Fleischmann und Paraschis [35], George et al. [42], Hess et al. [50],
Hess und Samuels [51], Hojati [52], Marlin [68]). Nach Einschéitzung des Verfassers

gibt es dafiir zwei Griinde.

1. Inlocation-allocation Modellen ist der location Schritt besonders einfach umzu-
setzen, wenn mit quadriert euklidischen Distanzen gearbeitet wird (vgl. 9.1.1.1).
Diese Begriindung wird in der Literatur hiufig zugunsten dieser Art der Di-

stanzmessung vorgebracht.

2. Ebenso wichtig erscheint aber eine Beobachtung, die in 7.3.2 herausgearbei-
tet wird, und die auch im allocation Schritt fiir die Verwendung von quadriert
euklidischen Distanzen spricht. In diesem Fall ndmlich wird die Ebene in Ge-
biete aufgeteilt, die konvexen Polygonen entsprechen und damit eine Tendenz
zur Bildung von Bezirken, die der intuitiven Vorstellung von kompakter Form

entsprechen, geschaffen.

7.1.2 Das Zuordnungsmodell nach Hess et al.

Bereits 1965 wurde von Hess et al. [50] ein lineares Programm vom Typ der Zuord-
nungsmodelle zur Gewinnung kompakter und balancierter Bezirke aus einer Menge
von KGE vorgeschlagen.

Die Zuordnung von KGE zu Zentren wird mit Hilfe der Variablen

1 KGE v wird Zentrum i zugeordnet,
Tiy =
0 sonst
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beschrieben. Das Modell lautet 4

(ZP) min Z iy Wy Ty (7.1a)
unter wa =1 (veV) (7.1b)
i€l
p(l=7) <> wyiy < p(l+7) (iel) (7.1¢)
veV
T € {0,1} (veV,iel) (7.1d)

Jede KGE muf} genau einem Zentrum zugeordnet werden, dies wird durch die Ne-
benbedingungen (7.1b) abgesichert.

Da w, die Grofle der KGE v ist (hinsichtlich des anwendungsspezifischen Attri-
buts), ergibt sich die Grofile des Zentrum i entsprechenden Bezirks als ZUEV Wy Ly
Das Ziel balancierter BezirksgroBen wird mit den Nebenbedingungen (7.1c) model-
liert. Jeder Bezirk mufl eine Grofle haben, die innerhalb einer maximal erlaubten
relativen Abweichung 7 > 0 (der sogenannten Toleranz) von der mittleren Grofle
= ey Wo/p liegt.

Die Zielfunktion (7.1a) mifit die totale gewichtete Entfernung der KGE von den
Zentren. Thre Minimierung strebt danach, jede KGE einem moglichst nahegelegenen
Zentrum zuzuordnen. Dadurch werden kompakte Bezirke gebildet, zumindest unter
der Voraussetzung, dafl die Zentren ,,sinnvoll“ im aufzuteilenden Gebiet verteilt sind.

Die Verwendung des 0-1-Programms ZP in praktischen Situationen wird durch
die in aller Regel grole Anzahl an Bindrvariablen allerdings eingeschrinkt. Bei einem
Problem mit 500 KGE, die in 50 Bezirke zusammenzufassen sind, hat ZP bereits
25000 Binirvariablen; eine auch fiir moderne Solver erhebliche Grofenordnung.®

3Fiir die Bezeichnungen der auftretenden Grofen erinnern wir an 3.1.

“Das von Hess et al. [50, S. 1004] formulierte Modell ist umfangreicher als das hier dargestellte;
es umfafit noch Variablen zur Bestimmung der Lage der Zentren. Da wir diesen Aspekt gesondert
in Kapitel 9 behandeln, beschrinken wir uns hier auf den Zuordnungsteil des Modells.

°In GAMOR besteht die Moglichkeit, das Modell ZP (7.1) dem sehr leistungsfihigen Solver
CPLEX, gegenwértig in der Version 6.6, zur Bearbeitung zu {ibergeben. Nach Erfahrungen des Au-
tors ist es durchaus moglich, damit Probleme von der im Text angesprochenen Grofe in vertretbarer
Zeit auf einem PC zu l6sen.

Andererseits kommt es ebenfalls vor, da8i CPLEX auch bei kleinen Problemen (z.B. 100 KGE)
scheitert. Entweder wird keine zuléissige Losung gefunden, oder auch nach sehr langer Rechenzeit
ist die Liicke zwischen unterer und oberer Schranke noch sehr grof}; schliellich pafit der aufgebaute
Suchbaum nicht mehr in den Speicher des Rechners. Dies tritt zum Beispiel bei ungiinstiger Lage
der Zentren oder bei (zu) klein gewihlter Toleranz 7 auf.

Problematisch aus Praxissicht ist somit, daf3 das Losen von ZP mit einem Standard—Solver wie
CPLEX kein robustes Verfahren darstellt. Die im weiteren Verlauf des Kapitels entwickelten Ver-
fahren zur heuristischen Lsung von ZP haben diesen Nachteil nicht.
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Hinzu kommt, daf} eine maximal zuldssige Abweichung 7 vom Groflenmittel vor-
gegeben werden muf}. Dies kann schwierig sein, wenn sich ein solcher Wert nicht in
natiirlicher Weise aus der Anwendungssituation ergibt. Dann muf} eine willkiirliche
Festsetzung von 7 vorgenommen werden. Ideal wiren perfekt balancierte Bezirke,
die alle genau die Grofle p haben, doch ist dieses aufgrund der diskreten Natur des
Zuordnungsproblems in der Regel nicht moglich. Auch bei Vorgabe eines zu kleinen
7 kann ZP unl6sbar sein; dabei ist a priori nicht klar, wo die Grenze liegt.

Aus diesen Griinden werden in der Literatur Modelle vorgeschlagen, die als Re-
laxationen von ZP betrachtet werden konnen:

1. Eine hdufig gewihlte Moglichkeit, zuerst bei Hess et al. [50] zu finden, ist
die Relaxation der Ganzzahligkeitsbedingung (7.1d), gleichzeitig kann 7 = 0
gesetzt werden. Das resultierende lineare Programm ist ein effizient l6sbares
Transportproblem. Es erzeugt perfekt balancierte, kompakte Bezirke, wobei
allerdings einige KGE nicht eindeutig einem Bezirk zugeordnet sind. Mit Run-
dungsverfahren wird dies nachtréglich sicher gestellt. Diese Vorgehensweise ist
Gegenstand von Abschnitt 7.2.

2. Eine anderer Weg, vorgeschlagen von Zoltners und Sinha [115], ist die Relaxati-
on der Balance-Bedingungen (7.1¢), indem sie mit Lagrange—Multiplikatoren in
die Zielfunktion gebracht werden. Das resultierende 0—1-Programm ist trivial
zu 16sen und hat kompakte Bezirke als Ergebnis. Durch ein geeignetes iteratives
Anpassen der Multiplikatoren, wobei viele Gebietsaufteilungen erzeugt werden,
wird eine Aufteilung mit balancierten Bezirken bestimmt. Diesen Zugang zur

heuristischen Losung von ZP analysieren wir in 7.3.
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7.2 KGE-Zentren—Zuordnung mittels Transport-
modell und Splitauflésung

7.2.1 Das Transportmodell

Wir gehen aus vom ganzzahligen Programm ZP (7.1), setzen 7 = 0, und relaxieren
die Ganzzahligkeitsbedingung. Damit erhalten wir das lineare Programm

(TP) min Z i Wy T i (7.2a)
unter wa =1 (veV) (7.2b)
icl
Zwvxw =/ (1€1) (7.2¢)
veV
Tiy >0 (veV,iel) (7.2d)

fiir die Zuordnung von KGE zu Zentren. Das Modell TP hat die Struktur des wohlbe-
kannten Transportproblems. Zu seiner Losung existieren effiziente Verfahren, Klassi-
ker des Operations Research.®

Diese Eigenschaft von TP macht es méglich, auch sehr grofie Gebietsaufteilungs-
probleme damit anzugehen. Zum Beispiel 16sen Fleischmann und Paraschis [35] ein
Problem mit 1400 KGE und 168 Zentren, bei George et al. [42] werden sogar iiber
35000 KGE zugeordnet; in beiden Studien wird TP bzw. ein sehr nahe verwandtes
Modell eingesetzt.

Jedoch ist das Ergebnis von TP (siehe Abbildung 7.1) im allgemeinen keine zu-
friedenstellende Losung des Gebietsaufteilungsproblems, denn nicht alle Variablen
werden im Optimum ganzzahlig sein. Folglich gibt es KGE, die mehreren Zentren
(anteilig) zugeordnet sind. Dies ist Anlaf} zu folgender

Definition 7.1
Eine KGE v € V| fiir die in der optimalen Lésung von TP mehrere Variablen x;,,
1 € I, positive Werte haben, heifst Split.

Aufgrund von Bedingung (7.2b) ist ein Split zwar vollstéindig zugeordnet, aber eben
nicht eindeutig. Zum Beispiel ist er zu 40% einem Zentrum i und zu 60% einem
Zentrum i’ zugeordnet. Wir bezeichnen die Menge der Splits im folgenden mit V5.
Um zu einer Gebietsaufteilung ohne Splits zu kommen, muf} ein Verfahren auf
die optimale Losung von TP angewendet werden, das jeden Split eindeutig einem
Zentrum zuordnet. Dabei kommen (nur) solche Zentren in Betracht, denen bereits

6Als neuere Quelle sei zum Beispiel Dantzig und Thapa [27] genannt.
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Abbildung 7.1: Losung von TP (7.2). Die eingezeichneten Verbindungslinien entspre-
chen nichtganzzahligen Variablen. Splits (vgl. Def. 7.1) sind weify dargestellt.
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ein Teil des jeweiligen Splits zugeordnet ist. Auf diese Weise wird die durch das
Losen von TP gewonnene Information einbezogen. Algebraisch gesprochen, werden
die nichtganzzahligen Variablen in der Optimallésung von TP auf ganzzahlige Werte

gerundet.

7.2.2 Splitauflésung und Splitadjazenz

Den Prozefl der eindeutigen Zuordnung der Splits, der sich an das Optimieren von
TP anschliefit, nennen wir Splitauflosung. Er wird in diesem und den folgenden Ab-
schnitten eingehend studiert. Hier stellen wir die Frage, welche Gegebenheiten bei
der Splitauflésung zu beriicksichtigen sind.

Zunichst interessiert, wieviele Splits iiberhaupt vorkommen kénnen. Das folgende,
in der Literatur oft angefiihrte Ergebnis zeigt, daf} es stets weniger Splits als Bezirke
gibt.

Proposition 7.2
In einer optimalen Basislosung von TP ist die Anzahl an Splits héchstens p — 1.

Zur Voraussetzung der Proposition ist folgendes zu sagen: Wenn die optimale Losung
von TP eindeutig ist, entspricht sie einer Ecke des durch die Nebenbedingungen (7.2b)
bis (7.2d) beschriebenen Polyeders im RIVIM und ist somit Basislésung. Die iiblichen
Verfahren zur Losung von TP, wie zum Beispiel der Simplex—Algorithmus, liefern
jedoch auch im Falle eines mehrdeutigen Optimums eine Basislosung.

Eine Basislosung ist dadurch charakterisiert, daf§ die Spalten der Nebenbedin-
gungsmatrix des linearen Programms TP zu Variablen mit positivem Wert linear
unabhéngig sind. Dies hat die folgende, wohlbekannte Interpretation: Der Subgraph
des bipartiten Graphen

G=(UV,IxV), (7.3)
dessen Kanten den Variablen mit positivem Wert (in einer Basislosung von TP) ent-
sprechen, enthilt keinen Zyklus.” Um Proposition 7.2 zu beweisen, betrachten wir
denjenigen Subgraphen von G, dessen Kanten den gebrochenen Variablen entspre-
chen.

Definition 7.3

Gegeben sei eine optimale Basislosung (z;,) von TP. Der bipartite Graph T° =
(US, E%) mit U = TUV*® und

E% ={(i,v): 0 <z <1}

heiflt Splitadjazencz.

" Andernfalls kénnte man die Spalten der Nebenbedingungsmatrix von TP, die den Zykluskanten
entsprechen, durch Summierung mit alternierenden Vorzeichen zum Nullvektor kombinieren.
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Abbildung 7.2: Splitadjazenz zum Beispiel aus Abbildung 7.1.

In Abbildung 7.2 wird diese Definition veranschaulicht.

Beweis von Proposition 7.2. Jede Kante von T inzidiert mit genau einem Split
und jeder Split hat mindestens einen Grad von zwei in 7. Daraus folgt |ES| > 2|V5|.
Da T zyklenfrei ist, gilt |ES| < [I| + [V — 1. Somit ist [V < |[I|-1=p—1. O

Proposition 7.2 ist somit eine triviale Konsequenz aus der Struktur des linea-
ren Programms TP. Thr Nutzen wird deutlich, wenn die Splitauflésung durch einen
menschlichen Entscheider ,von Hand“ vorgenommen wird. Es ist gesichert, dafl in
der Regel nur ein kleiner Teil der KGE betroffen ist, die Aufgabe also iiberschaubar
ist.

Auf der anderen Seite wurden fiir die Splitauflosung Heuristiken vorgeschlagen,
die sich auf dem Rechner ausfiihren lassen.

7.2.3 Eine einfache Heuristik zur Splitauflosung

In der Lésung von TP ist die Grofle jedes Bezirks exakt gleich der mittleren Grofle p,
wenn die zugeordneten Anteile der Splits in der Bezirksgrofie beriicksichtigt werden.
Deshalb ist eine unausweichliche Konsequenz jedes Verfahrens zur Splitauflésung,
dafl Abweichungen von der mittleren Grofle in Kauf genommen werden miissen.

Auf der anderen Seite ist es aufgrund der Balance-Bedingung wiinschenswert, dafl
diese Abweichungen klein sind. Die folgende Idee einer Heuristik zur Splitauflésung
liegt daher auf der Hand:

Ordne jeden Split demjenigen Zentrum zu, zu welchem in der optimalen

Léosung von TP der grifste Anteil dieses Splits gehort.
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Abbildung 7.3: Heuristik AssignMAX zur Splitauflésung.

Abbildung 7.3 veranschaulicht diese Heuristik; in Pseudo—Code Darstellung lautet

sie wie folgt.

Algorithmus 7.1 Heuristik AssignMAX zur Splitauflésung

Input: optimale Basislésung (x;,) von TP
1: for allv € V° do
2:  1*:€argmax{wz; : 1 €I}
3:  ordne KGE v Zentrum * zu
4: end for

Der Vorschlag, Splitauflosung mittels AssignMAX vorzunehmen, wurde bereits
1971 von Hess und Samuels [51] gemacht. Auch in der kiirzlich erschienenen Arbeit
von George et al. [42] kommt diese Heuristik zum Einsatz.

Naheliegend ist die Frage, inwieweit mit AssignMAX das Ziel erreicht wird, die
Abweichung der Bezirksgroflen vom Mittel p klein zu halten. Im folgenden Beispiel
7.1 resultiert die Anwendung von AssignMAX in einer grofleren Abweichung, als der
minimal méglichen. Dariiberhinaus zeigt das Beispiel, da} der Quotient zwischen
diesen Abweichungen beliebig grofl werden kann. Somit gilt der

Satz 7.4
Die Heuristik AssignMAX hat keine endliche Garantie fiir das Ziel der Minimierung
der maximalen Abweichung der Bezirksgrofien von ihrem Mittel f.

Beispiel 7.1
Der Input von AssignMAX ist eine optimale Basislosung des linearen Programms
TP. Wir konstruieren direkt diese Losung, ein dazu , passendes” Programm TP 1483t
sich leicht angeben.

Eine Basislosung von TP ist charakterisiert durch die Spezifikation

e ciner Splitadjazenz T° = (I UV*®, EY),
o der GroBe w,, v € V¥, der Splits, und
e der Grofle W;, i € I, der Bezirke ohne ihre jeweiligen Anteile an den Splits.
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Daraus ergibt sich die mittlere Grofie der Bezirke zu

(ST

und die Variablen z;,, (i,v) € E°, haben eindeutig bestimmte Werte aufgrund der
Zyklenfreiheit von T%.

In unserem Beispiel withlen wir fiir 7 die Struktur eines d-Baumes (siehe 4.1.1.2).
Dabei ist d > 4 beliebig. Die Eckenmenge sei gegeben durch

Vei=1{1,...,d},
I:={0,1"...,1%" ... ....d",....d7"},
die Kantenmenge durch
ES = {(v,0): ve VU {(v,v)): v eV j=1,...,d—1}.

(Fiir d = 4 ist so der auf Seite 53 rechts gezeigte d-Baum gegeben.) Die Grofle von
KGE und Bezirken setzen wir zu

Wy = d+ 1; v e VS; WO = 17 va = 2d7 Uj el - {0}

Daraus ergibt sich eine mittlere Gréfle von p = 2d + 1. Die Bezirke zu den Endecken

v/ in T° sind um eins kleiner als 4, somit ist

1 1
LTyigp——"=— 5.
v w, d+1
Da v zu d — 1 solcher Endecken adjazent ist, gilt fiir die verbleibende Kante (0, v)
1 2
v=1—-(d-1)—=——.
o, el e

AssignMAX ordnet daher jeden Split v € V* dem Zentrum 0 zu. Der zugehérige
Bezirk hat danach die Grofle 14+d(d+1), die Abweichung vom Mittel ist

1+d(d+1)— (2d+1)| = d* — d.

Ordnet man dagegen alle Splits einem von 0 verschiedenen (adjazenten) Zentrum
zu (einer Endecke also), erhélt man einerseits Bezirke der GroBe 3d + 1 und anderer-
seits solche der Groflen 2d bzw. 1. Damit ist die maximale Abweichung vom Mittel
gleich

max {|3d +1— (2d+ 1), |2d — (2d + 1)|, |1 — (2d + 1)|} = max {d, 1,2d} = 2d.

Fiir d > 4 ist dies kleiner, als die durch AssignMAX produzierte maximale Abwei-
chung. Ferner kann der Quotient (d? — d)/2d beliebig grofi werden. O
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Die Beispiel 7.1 zugrundeliegende Optimalbasis von TP ist recht artifiziell und
dhnliches wird kaum aus einem praktischen Gebietsaufteilungsproblem resultieren.
Insbesondere ist das starke Anwachsen der Eckengrade in 7" in der Praxis nicht
zu erwarten. Somit zeigt das Beispiel eher die theoretischen Grenzen der Heuristik
AssignMAX auf. Bei kleinen Eckengraden ergibt sich aus dem folgenden Satz gege-
benenfalls eine niitzliche Abschéitzung der maximalen Abweichung von p, die aus der
Anwendung von AssignMAX resultiert.

Satz 7.5 (worst case fiir AssignMAX)
Sei §y = max {grad(v) : v € V}, §; = max {grad(i) : i € I} (Grade bezogen auf
T%) und w = max {w, : v € V}. Dann ist die mit AssignMAX erzielte maximale

Abweichung der Bezirksgréfien von i nicht grofer als (1 — 1/0y)671.

Beweis. Sei i ein Zentrum. Es gilt

n= Zwvxiv = Z WyTiy + Z Wy -

veV veVS veV VS
ZTip=1

AssignMAX ordne einen Split v € V° dem Zentrum 7 zu. Dann ist
Ty = max {xy, : i € I, 1y, > 0}.

Die Anzahl der positiven x;,, i’ € I, ist gleich grad(v) in T°. Damit gilt z;, >
1/ grad(v). Durch das Zuordnen von v zu i kommt somit héchstens w, (1 —1/ grad(v))
zur Bezirksgréfle von ¢ hinzu. Daher iibersteigt die maximale Bezirksgrofle ;4 um nicht
mehr als (1 — 1/8y)drw.

Auf der anderen Seite ist z;, auf jeden Fall nicht grofer als 1/2, wenn der Split v
dem Zentrum ¢ nicht zugeordnet wird. Somit ist die minimale Bezirksgroe hochstens
(1/2)67 kleiner als p1. Diese Abweichung ist nicht grofer als (1—1/0y )8, da 6y > 2.

Il

Bemerkung 7.6

Fiir das Beispiel 7.1 ergibt die Abschétzung in Satz 7.5 eine obere Schranke von
(1—1/d)d(d+ 1) = d* — 1. Die tatsiichlich von AssignMAX produzierte Abweichung
ist gleich d®—d. Dies zeigt, daB das Beispiel (nahezu) einen worst case fiir AssignMAX
darstellt.

7.2.4 Optimale Splitauflésung durch Baumzerlegung

Die Heuristik AssignMAX des letzten Abschnitts ist ein Verfahren zum Auflésen der
aus der Losung von TP resultierenden Splits. Sie dient dem Ziel, die (unvermeidbaren)
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Abweichungen der Bezirksgrofien von ihrem Mittelwert klein zu halten. Das von
AssignMAX verwendete Kriterium stellt jedoch nur eine lokale Betrachtungsweise
des Splitauflésungsproblems dar.

Um zum Ziel einer optimalen Splitauflésung zu kommen, ist es noétig, sich vor
Augen zu halten, dafl die Entscheidung, welchem adjazenten Bezirk ein bestimmter
Split zugeordnet wird, durchaus Einflufl darauf hat, in welcher Weise andere Splits
aufgelost werden sollten. Es ist daher notwendig, diese gegenseitigen Abhingigkeiten
in Betracht zu ziehen.

In 7.2.2 wurde mit der Splitadjazenz bereits die hierfiir wesentliche Struktur defi-
niert. Splits und adjazente Zentrum bilden zusammen einen bipartiten, zyklenfreien
Graphen (siehe Definition 7.3). Unser Ziel ist es nun, Verfahren zur optimalen Split-
auflésung anzugeben, die auf der Struktur der Splitadjazenz beruhen. Dabei wird das
in Teil IT entwickelte Material zur gleichméfligen Baumzerlegung angewendet.

Die grundlegende Idee ist einfach. Jede Moglichkeit, die Splits (in einer beliebigen
Weise) aufzulésen, entspricht eineindeutig einer Baumzerlegung der Splitadjazenz in
Teilbdume, die jeweils genau ein Zentrum enthalten. Dabei gehen wir davon aus, dafl
die Splitadjazenz baumformig ist, daf also neben der Zyklenfreiheit auch Zusammen-
hang gegeben ist. (Durch Einfiigen geeigneter Kanten kann diese Voraussetzung stets
gesichert werden.) Das Gewicht der Teilbdume in der Zerlegung entspricht der Grofie
der Bezirke nach der Splitauflosung. Die Zielsetzung, moglichst gleichgrofle Bezirke
zu erzielen, entspricht der Zielsetzung der gleichméfligen Baumzerlegung im Sinne
von Abschnitt 4.2.

Die optimale Losung eines solchen Baumzerlegungsproblems beriicksichtigt im-
plizit alle Moglichkeiten der Zerlegung des Baumes. Daraus folgt: Wird Splitauflésung
vorgenommen, indem die Splitadjazenz in einer optimalen Weise , gleichméflig“ zer-
legt wird, so werden dabei implizit alle Moglichkeiten der Splitauflosung beriick-
sichtigt. Dies rechtfertigt die Sprechweise von einer optimalen Splitauflésung. Unter
allen denkbaren Moglichkeiten, die Splits aufzulésen, wird diejenige gewéhlt, welche
die grofite Gleichméfligkeit der Bezirksgréflen nach sich zieht. Hierbei ist jedoch klar,
dafl noch nicht préazisiert ist, was , grofite Gleichméfligkeit® bedeutet — ebenso wie
in 4.2 verschiedene Modelle der gleichméfligen Baumzerlegung eingefiihrt wurden.

7.2.4.1 Gleichmiflige Baumzerlegung der Splitadjazenz

Wir gehen im folgenden davon aus, daf die Splitadjazenz T = (U®, E®) (siche
Definition 7.3) ein Baum ist.® In diesem sind durch U® = I U V¥ zwei verschiedene

8Der Fall, da8 T° nicht zusammenhingend ist, kann durchaus eintreten. (Er ist genau dann
gegeben, wenn die optimale Basislosung von TP degeneriert ist.) Jedoch stellt dies kein ernsthaftes
Problem dar, denn es gibt zwei einfache Moglichkeiten, damit umzugehen. Die erste Moglichkeit ist,
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, Typen® von Ecken gegeben, die den Zentren beziehungsweise den Splits entsprechen
(vgl. Abb. 7.2). Wir betrachten Zerlegungen von T in Teilbdume, die jeweils genau
ein Zentrum enthalten und bezeichnen solche Zerlegungen als zuldssig. Ist 7 = {T} <
TS : i € I} eine zuliissige Zerlegung, so enthiilt Teilbaum 7! gerade das Zentrum
i € I. AuBerdem enthélt 7] eine (eventuell leere) Teilmenge der dazu adjazenten
Splits. Auf diese Weise ist jeder Split genau einem (adjazenten) Zentrum zugeordnet,
mit anderen Worten ist durch 7 das Resultat einer Splitauflésung gegeben.
Andererseits ist klar, dafl umgekehrt jedes solche Resultat durch eine geeignete

Zerlegung 7 charakterisiert werden kann. Wir halten daher fest:

Proposition 7.7 (Splitauflésung durch Baumzerlegung)
Jedes Resultat einer Splitauflosung entspricht eineindeutig einer zuldssigen Zerlegung
von T,

Aus einer Splitauflésung resultiert die Grofle der entstehenden Bezirke. Der durch
Zentrum ¢ gegebene Bezirk hat die Gréfie

Z w, + Grofe aller zugeordneten Splits.

veV VS
Tip=1

Der erste Summand hingt nicht von der Splitauflésung ab, es ist die Grofie aller

KGE, die bereits durch Losen von TP dem Zentrum i eindeutig zugeordnet wurden.
Wir geben daher jeder Ecke i € I von T° das Gewicht

Wii= Y w, (7.4)

veV-V*S
Tip=1

Sei weiter

W, = w, (7.5)

das Gewicht der Split-Ecken v € V¥ (was lediglich einer einheitlichen Notation
mit grofigeschriebenem W dient). Dadurch haben wir T zu einem eckengewichteten

Baum gemacht und es ist nun klar, daf3 der folgende Zusammenhang besteht:

Proposition 7.8
Das Gewicht jedes Teilbaumes in einer zulissigen Zerlegung m von T ist die Gréfe

des ihm entsprechenden Bezirkes nach der durch m représentierten Splitauflosung.

auf jede Zusammenhangskomponente (dies sind Biume) getrennt ein Verfahren der gleichmiBigen
Baumzerlegung anzuwenden, die zweite ist das Einfiigen von Kanten (i,v) des Graphen (7.3) in
den Wald T, fiir die x;, = 0 gilt. Hierbei werden gerade soviele Kanten eingefiigt, dafl ein Baum
entsteht, wobei Kanten mit kleinem Wert d;,w, zu bevorzugen sind. (Zum Beispiel kann man die
den Basisvariablen mit Wert 0 entsprechenden Kanten wihlen.)
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Das Ziel balancierter Bezirke bedeutet daher, daf eine zulissige Zerlegung von 7
zu bestimmen ist, in welcher die Gewichte WT!, i € I, dem mittleren Gewicht
p moglichst nahe kommen.? Daher kénnen wir auf die Modelle zur gleichmiiBigen
Baumzerlegung aus Teil II zuriickgreifen. Die folgende Tabelle gibt die wesentlichen

Zusammenhénge wieder.

Zielsetzung fiir optimale Splitauflésung. Erzie- | Modell fiir die gleichméBi-
le gleichméfige Bezirksgroflen durch Minimierung | ge Baumzerlegung der Split-

der... adjazenz (siche 4.2.2)
totalen Abweichung (von der mittleren Grofie) T/2-Zent/ - /|.]|1
Standardabweichung T/2Zent/ - /.||

maximalen Abweichung (von der mittleren Grofle) | T'/2—Zent/ - /|| ||~

Tabelle 7.1: Optimale Splitauflosung durch gleichméfige Baumzerlegung

Auch andere Zielsetzungen sind denkbar, doch sind die wesentlichen hier auf-
gefiihrt. Insbesondere der Minimierung der maximalen Abweichung kommt fiir die

Praxis grofle Bedeutung zu.

7.2.4.2 Komplexitit optimaler Splitauflésung

Aufgrund des in Tabelle 7.1 dargestellten Zusammenhangs lassen sich nun in Teil II
entwickelte Ergebnisse direkt iibertragen. Dies betrifft insbesondere Komplexitétsre-

sultate aus 4.3.

Korollar 7.9 (Komplexitit der optimalen Splitauflésung)
Optimale Splitauflosung zur Minimierung der totalen Abweichung der Bezirksgréfen
von ihrem Mittel ist N'P—schwer. Dasselbe gilt fiir die Minimierung der Varianz der

Bezirksgrofen.

Das Korollar folgt im wesentlichen aus Satz 4.17. Dabei ist jedoch zu beachten, dafl
nicht einfach die Aussage iibertragen werden kann. Der Grund ist, daf} nicht alle
Instanzen von T'/2-Zent/ - /||.||, der gleichmé&figen Zerlegung einer Splitadjazenz (in
der die Eckengewichte nicht beliebig gewéhlt werden konnen), entsprechen. Jedoch
iiberzeugt man sich leicht, daf} die in der Transformation zum Beweis von Satz 4.17
verwendete Probleminstanz FEckengewichte aufweist, die eine Interpretation als Spli-

tadjazenz erlauben.

9Man beachte die leicht ersichtliche Beziehung p = Y ovey Wo/P = WT?S /p, p = ||, das heift,
die mittlere Bezirksgrofle stimmt mit dem mittleren Gewicht iiberein.
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Korollar 7.10 (Komplexitit der optimalen Splitauflésung)
Splitauflosung zur Minimierung der maximalen Abweichung der Bezirksgréfien von
ihrem Mittel ist ein polynomial l16sbares Problem.

Dieses Ergebnis folgt direkt aus Satz 4.28. Er wird durch die Verfahren aus Kapitel
5 bewiesen, wobei an dieser Stelle vor allem Algorithmus 5.6 bedeutsam ist, denn er
behandelt Biume mit Zentren. Seine Komplexitit ist O(p*n?) (Satz 5.22), sie geht
direkt in die Aussage von Satz 5.26 ein, der den Losungsaufwand fiir 7'/Zent/ - /.||,
durch O(p*n*log wT) abschiitzt. Hierbei ist n die Anzahl aller Ecken und p die Anzahl
der Zentren.

Die Splitadjazenz T° hat hochstens n = 2p — 1 Ecken und p Zentren, somit
resultiert eine Komplexitit von O(p®logwV’) der optimalen Splitauflésung zur Mini-
mierung der maximalen Abweichung.

Zunichst ist die Garantie der Polynomialitit ein wichtiges Resultat, aber die
Abschétzung durch ein Polynom sechster Ordnung kann fiir praktische Fragestellun-
gen nicht befriedigen. Doch ist hier Spielraum zur Verbesserung gegeben, denn dieses
fiir ein gleichmé&Biges Baumzerlegungsproblem mit Zentren hergeleitete Ergebnis 148t
zwei Eigenschaften der Splitadjazenz aufler acht.

1. Die Zentren sind in der Splitadjazenz nicht beliebig angeordnet. Durch die
Tatsache, da8 7 Subgraph eines bipartiten Graphen ist, wechseln sich Ecken
vom Zentren— und vom Split-Typ in 7° gewissermafien ab.

2. Die Eckengrade in der Splitadjazenz sind in praktischen Problemstellungen

klein, sie werden kaum fiinf oder sechs iibersteigen.

Im folgenden Abschnitt verfeinern wir daher die Ideen aus Teil II, um zu praktikablen

Verfahren fiir die optimale Splitauflosung zu kommen.

7.2.5 Praktikable Verfahren zur optimalen Splitauflosung

Unser Ziel ist die Entwicklung von Verfahren, die die soeben angefiihrten Eigen-
schaften der Splitadjazenz ausnutzen. Einige Vorbemerkungen mogen diesen léngeren
Abschnitt motivieren.

1. Es werden Ideen des Teils II zur gleichmé&figen Baumzerlegung auf die spezielle
Struktur des Splitadjazenz angepafit. Dies bedingt einen etwas breiten Forma-
lismus und gibt dem folgenden einen technischen Charakter. Auf der Ideenebene
kommt jedoch nichts Neues hinzu.

2. Das Ergebnis wird ein sehr allgemeines Verfahren (Algorithmus 7.2) zur op-
timalen Splitauflésung sein, das sich fiir die in Tabelle 7.1 aufgefiihrten Ziele
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einsetzen l483t; sich dariiber hinaus jedoch auch fiir mehrkriterielle Fragestel-
lungen eignet (siehe 7.2.5.4). In praktischen Féllen hat dieses Verfahren lineare
Laufzeit (Bemerkung 7.12).

3. Wir erhalten eine schéne Abschéitzung fiir die maximale Abweichung der Be-
zirksgroBen vom Mittel bei Verwendung des Verfahrens (Satz 7.13).

4. Speziell fiir die Minimierung der maximalen Abweichung, einem wichtigen Ziel
in der Praxis, 148t sich durch Anwendung der Ideen aus 5.4 eine polynomiale
Laufzeit beweisen; dies mit besserer Abschétzung als der nach Korollar 7.10
angegebenen (siehe 7.2.5.6).

7.2.5.1 Vorbemerkungen

Die Struktur der Splitadjazenz T = (U®, E®) (siehe Definition 7.3) ist baumférmig;
jede Ecke ist entweder Split oder Zentrum. Jede Kante verbindet einen Split mit
einem Zentrum, und alle Endecken sind Zentren. Diese Eigenschaften von T geben
AnlaB, den Algorithmus 4.1 fiir das allgemeine Baumzerlegungsproblem zu spezialisie-
ren. Dabei wird vorausgesetzt, dafl die zuldssigen Teilbdume dadurch charakterisiert
sind, daf sie genau eine Zentren—Ecke enthalten. Es ist also mit den Bezeichnungen
von 4.1.2
T={T"= (U, E)aT": |UnI|=1}.

Algorithmus 4.1 setzt voraus, dafl eine Ecke als Wurzel des zu zerlegenden Baumes
ausgezeichnet ist. Im Fall von 7 wiithlen wir eine Ecke vy € I als Wurzel, dies ist
jedoch nur eine technische Vereinbarung.

Wir machen nun wie in 4.1.2 die Voraussetzung, daf3 die zuldssigen Teilbdume
mit ,Kosten* aus einem geordneten Monoid M (Definition 4.1) bewertet sind,

c: T — M.

Damit abstrahieren wir zunéchst von der Zielsetzung einer gleichméfiigen Baumzerle-
gung der Splitadjazenz, wie sie im vorangehenden Abschnitt herausgearbeitet wurde.
Der Nutzen wird sich spéter erweisen.

Die Kosten einer zuléssigen Zerlegung m = {7 : ¢’ € I} ergeben sich zu cr =
> ier €17 (Addition in M), zu bestimmen ist eine Zerlegung minimaler Kosten. Wie
in 4.1.3 wird dies durch dynamische Programmierung ,,von den Blittern zur Wurzel*

realisiert, hier beriicksichtigen wir jedoch die spezielle Struktur von 7',

Notation. Zu einer Ecke u € U® sei T, der Teilbaum von 7', der in u wurzelt. Da

wir in den Rekursionsgleichungen vier Fille zu unterscheiden haben, schreiben wir
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fiir die Zwischenoptima hier nicht C'(u) wie in (4.2), sondern verwenden die folgende
Notation (sieche Abbildung 7.4):

Fiir eine Zentrum-Ecke u € I seien die Kosten einer optimalen Zerlegung von T,
mit o (u) bezeichnet, fiir eine Split-Ecke v € V' dagegen mit B(u). Sei u € I. Die
Kosten einer optimalen Zerlegung des Teilbaumes, der aus 7, und dem Vorginger
pre(u) besteht, bezeichnen wir mit o/ (u). Ist dagegen v € V¥, so bezeichnen wir mit
f'(u) die Kosten einer optimalen Zerlegung des Waldes, der aus T, durch Entfernen
der Ecke u resultiert.

Da ein zuléssiger Teilbaum 7" = (U’, E') von T durch seine Ecken bestimmt ist,

verwenden wir ferner die Notation ¢(U") fiir ¢T".

7.2.5.2 Rekursionsgleichungen fiir die optimale Zerlegung von T°

Unser Ziel ist die Entwicklung von Rekursionsgleichungen fiir o, o’ und g, 3. Alle
Blitter von 7 sind Zentren—Ecken. Ist u ein solches Blatt, so ist offenbar

a(u) = c({u}) und o' (u) = c({u, pre(u)}). (7.6)

Ist dagegen u € [ kein Blatt, so setzen sich die Eckenmengen aller zuléssigen, u
umfassenden, Teilbdume zusammen aus wu, einer Teilmenge der Séhne von u und
gegebenenfalls der Ecke pre(u). Ist ein Sohn «’ € S, in einem solchen Teilbaum nicht
enthalten, so ist der in ' wurzelnde Baum T, optimal zu zerlegen, durch 5(u) sind
die entsprechenden Kosten gegeben. Ist «' jedoch im Teilbaum enthalten, so ist der
Wald T,, — {u'} zu zerlegen, mit optimalen Kosten 3'(u'). Die Rekursionsgleichung
fiir a(u) lautet also

a(u) = min c({u} U S") Z B (u Z B(u'). (7.7)

S'CS,
u'es’ u' €8y =S5’

Die Gleichung fiir o'(u) ist nahezu dieselbe, jedoch werden per Definition die Teil-
bédume beriicksichtigt, die pre(u) enthalten:

o' (u) = min e({u, pre(u)} U S’ Z B (u Z Bu'). (7.8)

S'CSy
u'eS’ u' €Sy -5’

Die Zwischenoptima «(u) und «'(u) fiir eine Ecke u € I werden also berechnet aus
den Zwischenoptima S(u') und £'(u') fiir alle S6hne von w.

Genauso berechnen sich die 3, 8 aus den «a,a’. Sei dazu v € V°. In einer opti-
malen Zerlegung von T, mufl u genau einer Zentrum-Ecke v’ € S, zugeordnet sein.
Fiir alle anderen Schne u" ist T,» optimal zu zerlegen, die Kosten hierfiir sind a(u").
Weiter ist T, U {pre(u') = u} optimal zu zerlegen, das heifit zu Kosten von o' (u’).



Abbildung 7.4: Bezeichnungen fiir Zwischenoptima in der dynamischen Programmierung fiir die Zerlegung von 7°°.
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Wir erhalten damit

f(u) = min o/ (u") + Z a(u”). (7.9)

u' €Sy
u" €Sy —{u'}

Fiir die Gleichung zur Berechnung von /3'(u) beachte man, daf « darin keinem seiner
Sohne, sondern dem Vater zugeordnet wird,

Blu) =Y o). (7.10)

u' €Sy

Die Gleichungen (7.6) bis (7.10) erlauben die Berechnung der Zwischenoptima in 7
von den Blittern aufsteigend, bis schlieBlich mit «(vy) die Kosten einer optimalen
Zerlegung 7* von T bestimmt sind. Durch Riickwiirtsrechnung wird dann 7* selbst
ermittelt. Algorithmus 7.2 fafit das Verfahren zusammen. Es ist eine Anpassung des
einfachen Algorithmus 4.1 zur Baumzerlegung an die spezielle Struktur der Splitad-

jazenz.

Algorithmus 7.2 Zerlegung von 7" mit minimalen Kosten
Input: Splitadjazenz T° = (U, E%) = (VS U I, E®)
Output: Zerlegung 7* mit Kosten cr*

1: wahle Wurzel vy € 1

2: for all u € U® von den Bliittern zur Wurzel do

3: ifuel then

4: if u ist Blatt then

5: Berechne a(u),a/(u) geméB (7.6)
6: else if © = vy then

7 Berechne «(u) gemaf (7.7)
8: else

9: Berechne «(u) gemaf (7.7)
10: Berechne o/(u) geméf (7.8)
11: end if

12:  else /*ue VS */

13: Berechne ((u) gemif (7.9)
14: Berechne f'(u) gemif (7.10)
15: end if

16: end for

17: en* = a(vy)
18: Bestimme 7* durch Riickwértsrechnung
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7.2.5.3 Aufwand der optimalen Zerlegung von 7°

Mit Algorithmus 7.2 148t sich eine optimale Zerlegung 7* der Splitadjazenz in ei-
nem sehr allgemeinen Sinn bestimmen. Unten werden wir Beispiele fiir interessante
Monoide und Kostenfunktionen ¢ geben. Doch zunéchst schiatzen wir den Aufwand
zur Bestimmung von 7* ab. Die maximalen Grade §; und dy seien wie in Satz 7.5
definiert.

Proposition 7.11
Der Aufwand zur Berechnung einer kostenminimalen Zerlegung der Splitadjazenz ist
O(6,2|I| + oy V7).

Beweis. Der erste Summand schitzt den Aufwand fiir (7.7) und (7.8) ab. Dabei
wird angenommen, dafl der Aufwand zur Berechnung der Funktion ¢ proportional
zur Eckenzahl des Teilbaumes ist,'® und das Minimum durch Enumeration iiber alle
Teilmengen S’ C S, bestimmt wird. Wegen |S,| < 6; — 1 und dem Umstand, daf}
sowohl o und o zu berechnen sind, ergibt sich ein Exponent von 6;.

Der zweite Summand entspricht dem Aufwand zur Berechnung von (7.9) und
(7.10). O

Bemerkung 7.12

Ein Aufwand zur Berechnung einer optimalen Zerlegung von 7° mit einem expo-
nentiellen Term erscheint zun#chst wenig niitzlich. Wir erinnern jedoch daran, dafl
in praktischen Problemstellungen die Splitadjazenz kleine Grade aufweist. Nehmen
wir eine feste obere Schranke fiir den Maximalgrad an — zum Beispiel fiinf oder
sechs — so ergibt sich in Proposition 7.11 ein linearer Aufwand zur Bestimmung der
optimalen Zerlegung.

Auch die Heuristik AssignMAX (Algorithmus 7.1) hat einen linearen Aufwand.
Thr Ziel ist eine balancierte Grofle der Bezirke nach der Splitauflosung. Mit Algorith-
mus 7.2 halten wir nun ein viel méchtigeres Werkzeug in der Hand, um balancierte

Bezirke zu bestimmen, ebenfalls bei linearem Aufwand (in praktischen Fillen).

7.2.5.4 Balancierte Bezirke mit optimaler Zerlegung von 7°

Durch geeignete Wahl des Monoids M und der Kostenfunktion ¢ lassen sich mit
Algorithmus 7.2 die in Tabelle 7.1 aufgefiihrten Operationalisierungen des Ziels ba-
lancierter Bezirksgroflen im optimalen Sinn 16sen. Dazu wird jeweils das Baumzerle-

gungsproblem in der rechten Spalte optimal geldst.

YOFiir den Aufwand der Operationen im Monoid M siehe Bemerkung 4.2.
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Fiir die Minimierung der totalen Abweichung der Bezirksgrofien von der mittleren
GroBe p wihlen wir M = (R, +, <) und

c(U) = > Wy -yl (U c U%) (7.11)
uel’
(Die Eckengewichte W, werden in (7.4) und (7.5) definiert.)
Analog ist die Vorgehensweise zur Minimierung der Standardabweichung der Be-
zirksgrofen. Wir wihlen M = (R, +, <) und

(U =1 D Wu—ul’ (U'cvt)  (112)
uel’
(Genauer wird so die Varianz minimiert, dies ist jedoch #quivalent zur Minimierung
der Standardabweichung aufgrund der Monotonie der Quadratwurzelfunktion.)

Zur Minimierung der maximalen Abweichung von p ist M = (R max, <) und
¢ wie in (7.11) zu wihlen. Dadurch erhalten wir einen praktikablen Algorithmus
zur Minimierung der maximalen Abweichung. Er ist, wie oben ausgefiihrt, jedoch
nur bei beschrinktem Maximalgrad &; polynomial. Nach Korollar 7.10 ist anderer-
seits das Problem generell polynomial l6sbar. In 7.2.5.6 werden wir zeigen, daf} eine
polynomiale Implementierung von Algorithmus 7.2 im Fall M = (R, max, <) und
Kosten ¢ geméf (7.11) auch bei unbeschréinktem Maximalgrad moglich ist. Dies wird
eine Bestédtigung von Korollar 7.10 liefern, jedoch mit einer verbesserten Aufwands-
abschétzung.

Zuvor jedoch soll die Méchtigkeit von Algorithmus 7.2 zur optimalen Splitauf-
16sung, die aus seiner Allgemeinheit herriihrt, anhand eines weiteren Beispiels seiner
Anwendung demonstriert werden. Es wird durch folgende Uberlegung motiviert.

Die Minimierung der maximalen Abweichung der Bezirksgrofilen vom Mittel p
hat aus Praxissicht grofle Bedeutung. Es wird dabei jedoch nur der kleinste oder
der grofite Bezirk in der Zielfunktion beriicksichtigt. Deshalb ist denkbar, daf selbst
nach einer optimalen Splitauflésung unter diesem Kriterium eine verbesserte Balance
moglich bleibt, indem Splits, die zu Bezirken mit einer niher am Mittelwert liegenden
Grofe gehoren, anders zugeordnet werden, ohne dafl dabei die mazimale Abweichung
vergrofert wird. Oder anders formuliert: Das Problem T//2-Zent/ - /|||« hat fiir T
in der Regel keine eindeutige Optimallosung.'!

Aus diesem Grunde ist es sinnvoll, unter allen Optimallésungen von 7'/2-Zent/ -
/||-|| eine auszuwihlen, die ein weiteres Zielkriterium, zum Beispiel die Minimierung

der totalen Abweichung, optimiert. Damit wird der Praxisforderung nach moglichst

"Dje kleinstmogliche maximale Abweichung wird im allgemeinen aus einer ,,lokalen“ Gegebenheit
herriihren (zum Beispiel einem sehr grofien Split), fiir andere Bereiche der Splitadjazenz sind dann
verschiedene Splitauflésungen moglich, die durch das Zielkriterium nicht bewertet werden.
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kleiner maximaler Abweichung Rechnung getragen, zusétzlich jedoch wird der Spiel-
raum ausgenutzt, der sich aus diesem Kriterium ergibt.

Im Kern ist die Idee also, ein Problem mit mehreren, nach Prioritéit geordneten
Zielkriterien, zu 16sen. Mit Algorithmus 7.2 ist dies ohne weiteres moéglich — lediglich
M und ¢ sind geeignet zu definieren. Wir zeigen dies am diskutierten Beispiel, wobei
die allgemeine Idee leicht zu sehen ist.

Optimale Splitauflésung bei zwei Zielkriterien. Wir definieren
M=(RxXR®, <),
dies ist die Menge R? mit lexikographischer Ordnung
(m1,ma) <iex (M7, my) <= my < mj oder (m; =mj Amy < mj)
und folgender ,,Addition“:
(my,ma) @& (my, mb) = (max{my, m|}, mo +m)).

Man iiberzeugt sich leicht, dal dies ein geordnetes Monoid im Sinne der Definition

4.1 ist. Nun wird
C(U,) = <| Z Wu _HJ|7 | Z Wu _:U’|>

uel’ uel’
gesetzt. Dann berechnet Algorithmus 7.2 unter allen Splitauflésungen, die die maxi-
male Abweichung der Bezirksgrofien vom Mittel 4 minimieren, diejenige mit gering-
ster totaler Abweichung.

Eine weitere niitzliche Definition von ¢ beriicksichtigt ein Kompaktheitsmaf} als
nachgeordnetes Optimierungsziel. Die Eckenmenge U’ eines zuléssigen Teilbaumes
besteht aus einer Zentrum-Ecke u € I und dazu adjazenten Split-Ecken U”, das
heifit U" = {u} U U". Dies fiihrt zu einem Beitrag von

E duuu U)uu = E duuu Wuu
u' ey u' ey

im Kompaktheitsmafl des Modells ZP (7.1a) — (7.1d). Wird also

oU") = e({up UT") = <| S We-ul ¥ dw>

uel’ u et

gesetzt, so bestimmt Algorithmus 7.2 unter allen Splitauflésungen mit kleinster maxi-
maler Abweichung der Bezirksgréflen von pi, diejenige, die zur am meisten kompakten
Gebietsaufteilung fiihrt.
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7.2.5.5 Worst—case Abschitzung der maximalen Abweichung

In Satz 7.5 wurde die mit der Heuristik AssignMAX erzielbare maximale Abweichung
der Bezirksgrofien von p im schlechtesten Fall abgeschétzt. Wir zeigen nun, wie sich
dies durch optimale Splitauflésung mit Algorithmus 7.2 verbessern 148t.

Satz 7.13
Sei w = max{w, : v € V*}. Die durch Splitauflésung mit Algorithmus 7.2 (mit
M = (R,max, <) und ¢ gemif (7.11) gewéhlt) erzielte maximale Abweichung der

Bezirksgrofien von p ist nicht gréfler als w.

Beweis. Sei M = (R, max, <) und ¢ gemé&f (7.11) definiert. Dann gehen die Rekursi-
onsgleichungen (7.6) bis (7.10) iiber in

o(w)= W, —p|  and /() = Wy Woregs) — 1 (7.13)

falls u € I Blatt ist, und fiir alle anderen u € I in (es sei max 4'(S") := max{f'(u") :
u" € S’} usw.)

a(u) = min max {|Wu + Z Wy — ul|, max 3'(S"), max 5(S, — S')} (7.14)

575 res’
u

o (u) = g’ncg} max {|Wu + Wore(u) + Z W, — |, max 8'(S"), max B(S, — 5!)}

u'es’
(7.15)
und fiir u € V¥ erhalten wir
Bu) = I,Igs“ max {(v"), max (S, — {u'})} (7.16)
B'(u) = max a(Sy) (7.17)

Wir zeigen die Behauptung des Satzes, indem durch Induktion von den Blittern zur
Waurzel in T% bewiesen wird, daf$ fiir alle Ecken u € U® «a(u), o/(u) < w beziehungs-
weise B(u), f'(u) < w gilt.

Fiir ein Blatt v € I gilt W, < p und Wy + Wyewy = p, denn es ist Wy, +
Wore(u)Tupre(u) = p aufgrund von (7.2c), (7.4) und (7.5). Somit sind a(u) und o (u)
nicht grofer als Wey < w. Dies verankert die Induktion.

Fiir 5 und ' ist der Induktionsschritt aufgrund der Gleichungen (7.16) und (7.17)
trivial.

Es verbleibt daher, den Induktionsschritt fiir (7.14) und (7.15) durchzufiihren.
Der mittlere und rechte Term in den Maximum—Ausdriicken dieser Gleichungen ist
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aufgrund der Induktionsvoraussetzung nicht grofier als w, unabhéngig von der Menge
S’. Sei u € I kein Blatt. Aus (7.2¢) folgt dhnlich wie oben

Wu < M und Wu + Wpre(u) + Z Wu’ > K-
u' €Sy
Nun ist Wyre)y < w und Wy < w fiir o' € S’ nach Definition von w. Es gibt also
eine Menge S’ C S, mit

p—w<W,+ Y Wy < p+.
wes’
Dies zeigt, dal auch der erste Term in den geschweiften Klammern in (7.14) durch
w abgeschitzt werden kann. Somit ist o(u) < w.
Analog ist o/ (u) < w, weil eine Menge S” mit

p= 0 < Wyt Worey + > W < ptw

u'es”

existiert. n

7.2.5.6 Minimierung der maximalen Abweichung mit polynomialem A uf-
wand

Um zu einer polynomialen Implementierung von Algorithmus 7.2 im Fall des Pro-
blems T'/2-Zent/ - /||.]|s zu kommen, ist es ausreichend, die Optimierungsprobleme
(7.7) und (7.8) in polynomialer Zeit zu l6sen. Wir zeigen, wie dies auf Satz 5.4
(Komplexitidt des WEAK SUBSET SUM Problem) zuriickgefiihrt werden kann. Da-
bei beschrinken wir uns auf die Bestimmung von «(u) nach (7.7), fiir (7.8) ist die
Vorgehensweise genau dieselbe.

Wie im Beweis von Satz 7.13 gezeigt, nimmt (7.7) im Fall der Problemstellung
T/2-Zent/ - /.||~ die Form

= mi W, Wy — "(S’ S, — S 7.18
a(u) = min max {| + 32 W = il ma (1), s >} (7.18)
an. Dieses Minimierungsproblem wird in eine Folge von Entscheidungsproblem um-
gewandelt, indem der optimale Zielwert «(u) durch Binérsuche bestimmt wird. Sei

dazu

h(S") = max {|Wu + Z Wy — p|, max 8'(S"), max (S, — S')} (S" C Sy)

u'es’

(7.19)
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wobei wir hier und in folgendem ein festes u € I betrachten, das kein Blatt von 7
ist. Es gilt somit
a(u) = min h(S").

S'CS,
Satz 7.13 liefert zunéichst die Information a(u) € [0, w]. Durch Losen des folgenden
Entscheidungsproblems kénnen wir dieses Intervall halbieren. Sei H := @/2.

Existiert S’ C S, mit h(S") < H? (7.20)

Im Fall einer positiven Antwort ist a(u) € [0, w/2], andernfalls ist a(u) € (w/2, w].
Die Suche wird fortgesetzt, indem H als Mitte des verbleibenden Intervalls gesetzt
und (7.20) erneut gelost wird. Gehen wir von ganzzahligen Groflenattributen w, der
KGE aus, so sind die moglichen Werte von «(u) diskret, wobei zwischen zwei Ganz-
zahlen hochstens zwei dieser Werte liegen. (Man beachte, dafl p trotz ganzzahliger w,
nicht ganzzahlig sein muf.) Mit O(logw) Tests der Form (7.20) kann somit das In-
tervall fiir o(u) so verkleinert werden, dafl es nur noch einen moglichen Wert enthilt.
Damit ist schliefllich «(u) bestimmt.

Wir wenden uns der Frage zu, wie das Entscheidungsproblem (7.20) geldst wird.
Dazu sei H ein fester Wert. Drei einfache Beobachtungen, die sich unmittelbar aus
(7.19) ergeben, dienen als Reduktionskriterien.
Beobachtung 1. Gibt es ein v’ € S, mit S(v') > H und §'(v') > H, so ist die
Antwort in (7.20) negativ.
Beobachtung 2. Ist v’ € S, mit f(u') > H und f'(uv') < H, so ist u € S’ in jeder
Losung von (7.20).
Beobachtung 3. Ist v’ € S, mit f(v') < H und p'(u") > H, so ist u ¢ S’ in jeder
Losung von (7.20).

Sei nun

R=R(H):={u' €8,: ()< Hund f'(v") < H}
die Menge der relevanten Sohne von u (beziiglich H). Sei weiter
W(H) =W, +Y (Wy: €S, u)<H< B(u).
Aufgrund unserer Beobachtungen und (7.19) ist Problem (7.20) #quivalent zu
Existiert ' C R mit |[W(H)+ Y _ W, —p| < H? (7.21)
u'eR!
Die Zuriickfithrung dieser Frage auf das WEAK SUBSET SUM Problem ist nun

offensichtlich. Wir setzen L := py— W(H) — H und U := y — W (H) + H. Damit ist
(7.21) dquivalent zu

Existiert B C R mit L < Y W, <U? (7.22)

u'€R’
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Nach Satz 5.4 ist der Aufwand zum Losen des WSS (7.22) O(|R|* Y cp W /(U—-L)).
Durch Abschétzen von W, v’ € R, weisen wir nach, dafl dies polynomial ist.

Hilfssatz 7.14
Fiir v’ € R(H) ist Wy < 2pH (p = |I|).

(Der Beweis folgt unten.) Aufgrund von Hilfssatz 7.14 ist der Aufwand fiir (7.22)
O(p|R(H)[?). Das Minimum a(u) 1i8t sich daher in O(p|S,|*log @) Rechenschritten
bestimmen. Wir erhalten den folgenden Satz, der Proposition 7.11 im hier vorlie-
genden Fall verbessert; die exponentielle Abschitzung wird durch eine polynomiale
ersetzt.

Satz 7.15

Der Aufwand zur Berechnung einer Zerlegung der Splitadjazenz, die die maximale
Abweichung der BezirksgroBen vom Mittel i minimiert, ist O(53|I|? logw + 0y |V5])
(w = max{w, : v € V°}).

Hilfssatz 7.14 entspricht genau dem Hilfssatz 5.21 in 5.4. Die Argumentation des
dortigen Beweises kann unverédndert iibernommen werden und muf} lediglich formal
an die hier vorliegende Situation angepafit werden. Wir bringen den Beweis dennoch,
um keine Liicke entstehen zu lassen.

Beweis von Hilfssatz 7.14. Sei v' € R = R(H). Das Gewicht des Teilbaumes T}, ist
WT,, ferner bezeichnen wir mit p,, = |I N Ty/| die Anzahl der Zentrum—Ecken in
Tw. Aus f(u') < H folgt WT,y < pw(pp + H). AuBerdem impliziert f'(u') < H fiir
alle u" € S,/ die Abschitzung WT,» > p,»(n — H). Die Beziehungen

WTy=Wy+ Y WTp und  pe= > pw

u"es, u"€S,,

sind trivial, fiir die rechte beachte man «’ ¢ I. Durch Subtraktion erhalten wir

Wy < pu ,U,—|—H Z Do M H = pw2H.

u” €S,

Wegen p,, < p folgt daraus die Behauptung. O

7.2.6 Partielle Splitauflésung bei beschriankter Abweichung

In den Abschnitten 7.2.4 und 7.2.5 wurde gezeigt, wie optimale Splitauflésung mit
Hilfe von dynamischer Programmierung, basierend auf der Splitadjazenz, umgesetzt
werden kann. Insbesondere die Minimierung der maximalen Abweichung der Bezirks-

grofien vom Mittelwert p wurde eingehend diskutiert.
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In der Praxis sind jedoch Situationen gegeben, in denen eine bestimmte Abwei-
chung vom Mittelwert nicht {iberschritten werden darf. Wenn diese kleiner ist, als die
aus einer optimalen Splitauflésung resultierende Abweichung, ist es nicht moglich, mit
der bisher vorgestellten Vorgehensweise — Losung des linearen Programms TP (7.2)
und vollstindige Splitauflosung — zu einer zulédssigen Gebietsaufteilung zu gelangen.

Als Ausweg in einer solchen Situation wird von Fleischmann und Paraschis [35]
die Abschwichung von Zuléssigkeit in einer anderen Richtung vorgeschlagen. Wenn
darauf verzichtet wird, alle Splits aufzulosen, kann im allgemeinen eine kleinere ma-
ximale Abweichung erzielt werden, denn in der Lésung von TP sind die Bezirksgrofien
perfekt balanciert; die maximale Abweichung betrigt Null.

Fleischmann und Paraschis [35] haben daher Heuristiken entwickelt, die moglichst
viele Splits auflésen und die verbleibenden so auf adjazente Zentren verteilen, dafl Be-
zirke entstehen, deren Grofle die erlaubte Abweichung vom Mittel nicht iiberschreitet.
Es sind somit Verfahren zur partiellen Splitauflosung bei beschréinkter Abweichung.
Das Ergebnis eines solchen Verfahrens ist eine Gebietsaufteilung mit einigen KGE,
die anteilig mehreren (benachbarten) Gebieten zugeordnet sind. Durch (manuelle)
Nachbearbeitung kénnen diese KGE unterteilt und dadurch klare Gebietsabgrenzun-
gen hergestellt werden.

Aus folgenden Griinden gehen wir in diesem Abschnitt auf Heuristiken zur parti-
ellen Splitauflésung ein.

1. In diesem Zusammenhang wurde zuerst die Struktur der Splitadjazenz fiir das
Lésen von Gebietsaufteilungsproblemen ausgenutzt. Darin kann die Wurzel fiir
unsere Verfahren zur optimalen Splitauflésung gesehen werden.

2. Heuristiken zur partiellen Splitauflésung kénnen in Praxissituationen hilfreich
sein, wenn eine zuléssige Abweichung vom Mittel der Bezirksgrofien nicht iiber-
schritten werden darf.

3. Fleischmann und Paraschis [35] geben zunéchst eine einfache Heuristik an, die
wir hier sukzessive Toleranzvergrifferung nennen. Sie wird dann jedoch als nicht
wirksam genug verworfen, und die Autoren entwickeln die deutlich komplexere
local assignment Heuristik. (Letztere werden wir aus Platzgriinden nicht dar-
stellen.)

Unseres Erachtens benutzen Fleischmann und Paraschis bei der sukzessiven
Toleranzvergroferung eine ungeeignete Zielfunktion und erhalten deswegen eine
unbefriedigende Wirksamkeit. Wir schlagen daher eine andere Zielfunktion vor.
Rechentests zeigen, dafl damit die sukzessive Toleranzvergréflerung genauso
erfolgreich im Auflésen von Splits ist, wie die local assignment Heuristik.
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7.2.6.1 Sukzessive Toleranzervergréflierung

Wir geben zunichst die Heuristik sukzessiver Toleranzvergroflerung nach Fleisch-
mann und Paraschis [35, S. 526] an. Auf eine verbale Beschreibung folgt die formale
Darstellung.

Zunichst wird das lineare Programm TP (7.2) (S. 143) gelost. Aufgrund der
Nebenbedingung (7.2¢) betrégt die erlaubte Toleranz Null. Nun werden alle ganz-
zahligen Variablen in der Losung von TP fixiert und das Problem mit einer Toleranz
7' > 0 fiir die restlichen Variablen erneut gelost. Somit werden die Nebenbedingungen
(7.2c) ersetzt durch

p(l =7 < wyry < p(l+7) (iel) (7.23)
vev
Sind in der Losung beziiglich dieser relaxierten Bedingungen weitere Variablen ganz-
zahlig, so werden auch diese fixiert. Darauthin wird die Toleranz weiter vergrofiert
und das Problem mit den verbliebenen Variablen erneut geldst.

[terativ wird so versucht, moglichst viele Variablen auf ganzzahlige Werte zu
fixieren. Abgebrochen wird, wenn 7' mit der maximal zuléssigen Toleranz 7 iiberein-
stimmt. Die Erhohung von 7' geschieht jedesmal um einen festen Betrag 7/s, wobei
s die vorgegebene Anzahl der Iterationen ist.

Mit dem schrittweisen Erhohen der Toleranz verbindet sich die Erwartung, im
allgemeinen mehr Variablen fixieren zu kénnen, als wenn sofort 7/ = 7 gesetzt wiirde.
Testrechnungen zeigen, dafl dies tatséchlich meistens der Fall ist.

Das Fixieren aller Variablen x;,, i € I, zu einer KGE v bedeutet, dafl v eindeutig
zugewiesen ist. Daher ist das Ziel der Heuristik, mdglichst viele der Splits in der
Loésung von TP aufzul6sen, ohne die zuléssige Toleranz 7 zu iiberschreiten.

Das von Fleischmann und Paraschis berichtete Problem der mangelnden Wirk-
samkeit dieser Heuristik liegt unseres Erachtens in der Zielfunktion (7.2a). Sie ent-
spricht nicht der eigentlichen Absicht. Wenn durch Vergrolern von 7’ die Nebenbe-
dingungen gelockert werden, tendiert die Zielfunktion (7.2a) dazu, fiir jeden Split v
die Variable x;, fiir das ndchstgelegene Zentrum ¢ in der Splitadjazenz zu erhohen.

Heuristisch sinnvoller ist es jedoch, die Variable zu demjenigen Zentrum zu er-
hohen, das bereits den grofiten Anteil an der KGE v hat. Eine Zielfunktion die dieser
Absicht entspricht, 148t sich leicht angeben. Mit ihr fiihrt sukzessive Toleranzver-
groflerung zu Ergebnissen, die denen der local assignment Heuristik vergleichbar sind
(siehe 7.2.6.3). Da letztere deutlich komplizierter ist, priiferiert der Verfasser die suk-

zessive Toleranzvergroflerung als Heuristik zur partiellen Splitauflésung.

Formale Darstellung. Die Heuristik der sukzessiven Toleranzerhhung ist Algo-

rithmus 7.3. In jeder Iteration dieses Verfahrens wird ein lineares Programm geldst,
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mit jeweils verdnderten Koeffizienten. Es hat die folgende Gestalt.

(LP(, ¢, L u)) min Y Gow i (7.24a)
unter wa =1 (veV) (7.24Db)
icl
p(l =7 <> wyry <p(l+7) (€] (7.24c¢)
veV
liv < Xi < Uiy (’U € V, 1€ [) (724(1)

Variablenfixierungen werden in Algorithmus 7.3 durch das Gleichsetzen von unterer
und oberer Schranke vorgenommen. In der ersten Iteration ist 7' = 0. Aufgrund der
Initialisierung von ¢, [ und u stimmt das geloste LP(0, (, 1, u) mit TP (7.2) iiberein.
In dessen Losung haben die meisten Variablen ganzzahlige Werte und werden fixiert.
Mit einer um A7 vergroferten Toleranz wird die néchste Iteration ausgefiihrt.

Algorithmus 7.3 Sukzessive Toleranzerh6hung zur Splitauflésung
Input: Anzahl Iterationen s > 0, maximale Toleranz 7

Output: Losung (z;,) /* Zuordnung von KGE zu Zentren */

1: Gy = diw, fiir alle i, v
2: [ := 0 und uy, := 1 fiir alle 7,v
337 :=0; Ar:=7/s
4: while 7 < 7 do
5. (z4) sei Optimallosung von LP(7,(, 1, u) (7.24)
6: forallie I, veV do /* fixiere ganzzahlige Variablen */
7 if z;, = 0 then u;, := 0 end if
8: if z;, =1 then [;, := 1 end if
9: end for
10:  Aktualisiere ggf. Zielfunktion ((;,) /* siehe Text */

1: =74+ Ar
12: end while

Ab der zweiten Iteration ist das Ziel die Auflésung moglichst vieler Splits der Op-
timallosung von TP. In der Version von Fleischmann und Paraschis [35] der Heuristik
wird, wie oben ausgefiihrt, die Zielfunktion dabei nicht verdndert. Damit entfillt das
Aktualisieren in Zeile 10. Unser Ziel ist jedoch, die Splitauflésung giinstig zu beein-
flussen, indem die Zielfunktion geeignet gewéahlt wird.

Naheliegend ist es, die Vergroferung des Wertes von Variablen knapp iiber Null
teuer zu machen, dagegen die Vergroferung von Variablen nahe an Eins billig. Wir
verwenden deshalb das Ergebnis der k—ten Iteration um die Zielkoeffizienten fiir die
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(k + 1)—te Iteration festzulegen. Dazu setzen wir in Zeile 10

fiir alle nichtganzzahligen Variablen z;,. (Da die anderen Variablen durch die Schran-
ken fixiert sind, ist die GroBe ihres Zielkoeffizients ohne Bedeutung.) Mit dieser Ziel-
funktion ist der Wert der Lésung der k—ten Iteration gerade die Anzahl der gebroche-
nen Variablen. Da in der (k+ 1)—ten Iteration die Nebenbedingungen (7.24c) weniger
strikt ist, wird die neue Losung einen kleineren Wert haben, dazu miissen in der
Tendenz Variablen mit Wert nahe an Eins vergrofiert und solche mit Wert nahe an
Null verkleinert werden.

Um zu iiberpriifen, wie sich die vorgeschlagene Modifikation der Zielfunktion auf
die Anzahl an verbleibenden Splits auswirkt, wurde eine grofle Zahl an Testproble-
men mit beiden Varianten der Heuristik gerechnet. Dariiber berichten wir in 7.2.6.3.
Jedoch kann bereits aufgrund folgender Uberlegung erwartet werden, daf mit der
modifizierten Zielfunktion im allgemeinen mehr Splits aufgel6st werden kénnen.

Man nehme an, dafl mit s = 1 nur eine Iteration zur Splitauflosung in Algorithmus
7.3 gemacht wird. Wie grofl mufl 7 gewiahlt werden, damit alle Splits aufgelést werden
kénnen?

Die urspriingliche Zielfunktion ordnet einen Split dem n#chstgelegenen Zentrum
zu. Dies wird im allgemeinen eine groflere maximale Abweichung von p ergeben, als
wenn jeder Split wie in der Heuristik AssignMAX (Algorithmus 7.1) zugeordnet wird.
Letzteres wird durch die gemé8 (7.25) modifizierte Zielfunktion erreicht. Damit nun
alle Splits in nur einer Iteration aufgel6st werden kénnen, mufl 7 mindestens so grof3
sein, wie diese maximale Abweichung. Fiir die modifizierte Zielfunktion kénnen daher
im allgemeinen bei kleinerem 7 in einer Iteration alle Splits aufgelost werden.

Aus diesem Grund ist zu erwarten, dafl die Anzahl der verbleibenden Splits bei
einer Zielfunktion geméf (7.25) geringer ist.

7.2.6.2 Die local assignment / deassignment Heuristiken

Wie oben erwihnt, wird die local assignment Heuristik von Fleischmann und Pa-
raschis [35] aus Platzgriinden hier nicht dargestellt. Thre Idee ist jedoch einfach zu
erkldren.

Thr Ziel ist die Fixierung moglichst vieler Variablen von LP (7', (, [, u) (7.24) auf
ganzzahlige Werte, ohne dafl das verbleibende Problem unzulissig wird. Zunéchst
wird das Problem (wie in Algorithmus 7.3) mit 7/ = 0, / = 0 und u = 1 gel6st, dies
ist das Transportproblem TP (7.2). Die Variablen mit ganzzahligem Wert werden
fixiert (durch Setzen der Schranken l;, bzw. u;,). Dann wird 7" = 7 gesetzt, wodurch

sich der zuléssige Bereich von (7.24) vergrofiert. Dieser Spielraum wird nun von der
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local assignment Heuristik benutzt, um nichtganzzahlige Variablen z;, auf Eins zu
fixieren, und damit Splits vollsténdig einem Bezirken zuzuordnen.

Fleischmann und Paraschis zeigen, dafl es moglich ist, aufgrund , lokaler® Kriterien
zu entscheiden, ob eine solche Fixierung das lineare Programm LP(7,(, [, u) zuléssig
beléaft (daher der Name der Heuristik). Diese Kriterien nutzen ganz entscheidend die
Baum-Struktur der Splitadjazenz aus.

Eine ganz #hnliche Vorgehensweise setzt Hojati [52] zur partiellen Splitauflésung
ein. Es liegt nahe, sie in Analogie zu Fleischmann und Paraschis [35] als local de-
assignment Heuristik zu bezeichnen, denn Hojati fixiert Variablen auf Null. Um zu
priifen, ob LP(7,(, [, u) dabei zuléssig bleibt, verwendet Hojati einen LP Solver: Es
wird probehalber fiir eine Variable die Schranke u;, = 0 gesetzt, mit dem Solver
Zuléssigkeit gepriift, und im negativen Fall u;, auf Eins zuriickgesetzt. Dann wird
mit der néchsten Variabeln in gleicher Weise verfahren.

Der Riickgriff auf einen LP Solver erscheint dabei zwar bequem, ist aber ande-
rerseits unndétig; es lassen sich ohne weiteres zur local assignment Heuristik analoge
Kriterieren angeben, wann die Fixierung einer Variablen auf Null das lineare Pro-
gramm LP(7, (, [, u) zuléssig beldft. (In GAMOR ist die local deassignment Heuristik
durch Einbeziehung solcher Kriterien implementiert.)

Als Motivation fiir seine Heuristik nennt Hojati [52] das unbefriedignede Ver-
halten der local assignment Heuristik auf den von ihm untersuchten Problemdaten.
Grundsétzlich sind die beiden Heuristiken jedoch als dquivalent anzusehen, denn ob
man durch assignment oder durch deassignment mehr Splits auflost, hingt letztlich
nur von der Reihenfolge ab, in welcher die Variablen fixiert werden. Die folgenden
Rechentests sollten daher auch priifen, ob die local deassignment im Mittel mehr
Splits auflost.

7.2.6.3 Rechenergebnisse

Die folgenden sechs Verfahrensvarianten zur partiellen Splitauflésung wurden auf
etwa eintausend zufiillig erzeugte Gebietsaufteilungsprobleme angewendet.'?

local assignment Heuristik (Fleischmann und Paraschis [35])

local deassignment Heuristik (Hojati [52])

sukz. Toleranzerh6hung, ¢;, = d;,w,, s =5 (Fleischmann u. Paraschis [35])
sukz. Toleranzerhéhung, (;, = 1/x4, s =1

B O QW

sukz. Toleranzerhéhung, (;, = 1/x;,, s =5
F  sukz. Toleranzerhdhung, ¢;, = 1/24, s = 25

127Zur Erzeugung dieser Testprobleme siche S. 138.
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Untenstehende Tabelle zeigt die aufsummierte Anzahl der verbliebnen Splits fiir je-
weils eine Teilmenge dieser Probleme und eines der Verfahren A bis F. Zusammenge-
faflt wurden dabei Probleme mit gleicher Anzahl n an KGE. Die Anzahl p der Bezirke
wurde variiert, auf jede Kombination von n und p entfielen zehn oder zwanzig Pro-
blemstellungen. Jedes dieser Einzelprobleme wurde mit vier verschiedenen Werten
von 7 gelost.!® So ergeben sich zum Beispiel fiir n = 50 insgesamt 3 x 20 x 4 = 240

Probleme.
Anzahl verbliebener Splits
n P #Prob A B C D E F
50 5,7,10 240 995 1000 1194 1020 1007 1008
100  10,13,20 240 1750 1748 2187 1784 1738 1722

250 17,25,33,49 320 4404 4484 5720 4565 4392 4354
500  25,33,49,64 160 2880 2940 3900 3026 2883 2871
1000 49,64,100 120 3283 3294 4525 3442 3259 3206

1080 13312 13466 17526 13837 13279 13161

Aus den Ergebnissen lassen sich folgende Schliisse ziehen.

1. Sukzessive Toleranzerhohung ist bei Verwendung der Zielfunktion (;, = d;,w,
in LP(7,(, [, u) zur Auflésung von Splits deutlich weniger wirksam als die local
assignment Heuristik (Spalten A und C). Dies wurde bereits von Fleischmann
und Paraschis [35] beobachtet.

2. Sukzessive Toleranzerhthung mit der von uns vorgeschlagenen Zielfunktion
(7.25) ist schon bei moderater Anzahl an Iterationen in Algorithmus 7.3 im
Durchschnitt besser als die local assignment Heuristik (Spalten A und E). Nur
eine Iteration durchzufiihren, ist unzureichend (Spalte D); sehr viele Iterationen

bewirken noch eine gewisse Verbesserung (Spalte F).

3. Die local assignment Heuristik schneidet im Durchschnitt besser ab, als die
local deassignment Heuristik (Spalten A und B). Dies steht im Gegensatz zur
Feststellung von Hojati [52], der allerdings nur einen Problemdatensatz be-

trachtet.'*

13Die Wahl von 7 orientierte sich dabei an der aus optimaler Splitauflssung resultierenden ma-
ximalen Abweichung vom Mittel u. Der Wert von 7 betrug jeweils 5%,10%,20% und 40% dieser

Abweichung.
4Hojati [52] gibt Problemdaten und Ergebnisse vollstindig an. Daher war es moglich, die Berech-

nungen mit GAMOR nachzuvollziehen. Wir erhielten mit der local deassignment Heuristik sechs
und mit der local assignment Heuristik fiinf verbleibende Splits. Auch wenn das Ergebnis von der
Reihenfolge abhéingt, in der die Variablen fixiert werden, ist die Aussage von Hojati, mit der local as-
signment Heuristik hétte keiner der zehn Splits aufglést werden kdnnen, nicht ganz nachvollziehbar.
Mit der local deassignment Heuristik verbleiben bei Hojati ebenfalls sechs Splits.



7.3  Lagrange-Relaxation und Subgradienten—Verfahren 171

7.3 KGE-Zentren—Zuordnung mittels Lagrange—

Relaxation und Subgradienten—Verfahren

Im vorangehenden Abschnitt 7.2 haben wir dargestellt, wie durch Losen des Trans-
portproblems (7.2) und nachfolgender Splitauflésung eine Zuordnung der KGE zu
den Zentren berechnet werden kann. Diese Vorgehensweise kann als primales Ver-
fahren interpretiert werden. Im folgenden gehen wir auf ein duales Verfahren ein,
das von Zoltners und Sinha [115] fiir die Losung von Gebietsaufteilungsproblemen
vorgeschlagen wurde.

Zunéchst stellen wir das Verfahren vor. Danach geben wir eine anschauliche In-
terpretation dafiir und schliellich arbeiten wir die Beziehungen zur Vorgehensweise
in Abschnitt 7.2 heraus. Dabei wird deutlich werden, daf} letztere als methodisch

iiberlegen angesehen werden muf.!

7.3.1 Das Verfahren von Zoltners und Sinha

Das von Zoltners und Sinha [115] vorgeschlagene Verfahren kann als Lagrange-
Heuristik angesehen werden. Ausgehend von einer Lagrange-Relaxation!® des Zu-
ordnungsmodells (7.1) wird mit dem Subgradienten—Verfahren der Lagrange-Dual
approximativ gelost. Dabei ist man aber in erster Linie nicht am Wert der La-
grangefunktion oder an den Lagrange-Multiplikatoren sondern an den Losungen
der Lagrange-Subprobleme interessiert. Dies sind — in gewissem Sinne — prima-
le Losungen, die KGE-Zentren—Zuordnungen charakterisieren. Unter den im Verlauf
der Iterationen des Subgradienten—Verfahrens berechneten dieser Losungen wihlt
man schlieffilich die beste hinsichtlich der vorgegebenen Zielsetzung, die in diesem
Fall in der Balance der entsprechenden Gebietsaufteilung gegeben ist.

Es ist also festzuhalten, dafl im Unterschied zur géngigen Verwendung von La-
grange—Relaxation und Subgradienten—Verfahren in der ganzzahligen Programmie-
rung, hier das Ziel nicht in der Berechnung einer unteren Schranke fiir den optimalen
Zielfunktionswert eines gemischtganzzahligen linearen Programms besteht.

Ausgangspunkt des Verfahrens ist das ganzzahlige Programm (7.1) mit 7 = 0,

15Diese Tatsache ist etwas iiberraschend, denn Zoltners und Sinha [115] zielten mit ihrem Ansatz
auf eine Verbesserung der von Hess und Samuels [51] entwickelten Methode ,, Transportproblem und
Splitauflosung®. Es wird deutlich, da§ durch die optimale Splitauflésung mittels Baumzerlegung das

eigentliche Kernproblem gelost wird.
16 Anwendungsorientiere Darstellungen der Verwendung von Lagrange-Relaxation in der ganz-

zahligen Programmierung findet man zum Beispiel in Ahuja et al. [4] und in Reeves [91]. Eine
tiefergehende Einfithrung geben Parker und Rardin [86].
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also
(ZP0) min Z iy Wy Ty (7.26a)
unter wa =1 (veV) (7.26Dh)
icl
Zwvxw =/ (i€l (7.26¢)
veV
Ty € {0,1} (veV,iel) (7.26d)

Dieses Programm ist in der Regel unzuléssig. Nun werden die Balance-Bedingungen
(7.26¢) relaxiert und mit den Lagrange—Multiplikatoren \;, 7 € I, in die Zielfunktion
gebracht; wir erhalten das Lagrange-Subproblem

C(\) = min > (dip — M)woi +p Y N (7.27a)

unter wa =1 (veV) (7.27Dh)
i€l

T € {0,1} (veV,iel) (7.27c)

Dieses Problem besitzt die triviale Losung
C(\) = Zwv min{d;, — \;} + /LZ)\i.

Das heif3t, zu v € V wird fiir ein ¢, das d;, — \; minimiert, z;, = 1 gesetzt; alle anderen
Zj, sind Null.

Beobachtung 1. Es ist der Fall denkbar, dal das minimierende Zentrum ¢ zu einer
KGE v nicht eindeutig ist. Wie soll eine solche Mehrdeutigkeit aufgelost werden?
Diese Frage wird von Zoltners und Sinha [115] nicht angesprochen. Sie scheint auf
den ersten Blick auch nebensichlich zu sein. Naheliegend ist es zum Beispiel, eine
zufillige Auswahl von 7 zu treffen, wenn es mehrere den Term d;, — A; minimierende
Zentren zu einer KGE gibt. Die aufgeworfene Frage wird jedoch in Abschnitt 7.3.3

als ein Kernproblem erkannt werden.
Zur approximativen Losung des Lagrange—Duals
(LD) C* =max C(\) unter A€ R’ (7.28)

wird das Subgradienten—Verfahren verwendet. Hierzu geben Zoltners und Sinha [115]
keine Details an (z.B. zur Wahl der Schrittweite, Abbruchkriterien, etc.). Aus einer
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optimalen Losung (z;,) des Lagrange—Subproblems wird in jeder Iteration des Ver-
fahrens der Subgradient (7;) mit

= un— Zwvl‘iv
v

gebildet, und die Lagrange—Multiplikatoren werden geméf

aktualisiert. Dann wird das Lagrange-Subproblem erneut geltst. Die Schrittweite x
wird im Verlauf des Verfahrens zunehmend verkleinert und tendiert gegen Null.

Diskussion. Durch die Losung des Lagrange-Subproblems ist eine (von A\ abhéngi-
ge) Zuordnung von KGE zu Zentren gegeben. Dabei wird jede KGE ihrem néchstgele-
genen Zentrum zugeordnet, wobei die modifizierten Distanzen d;, — \; zugrundegelegt
werden. Anschaulich wird durch die Aktualisierungsvorschrift (7.29) der Multiplika-
tor fiir Bezirke, die kleiner sind als p, vergroflert, fiir zu grofle Bezirke dagegen ver-
kleinert. Dadurch werden die modifizierten Distanzen entsprechend verdndert, so dafl
in der nichsten Iteration zum Beispiel das Zentrum eines vorher zu kleinen Bezirkes
yattraktiver fiir die KGE wird. Das Subgradienten—Verfahren tendiert somit dazu,
den Lagrange-Multiplikatoren Werte zu geben, die eine balancierte Gebietsaufteilung
als Losung des Lagrange-Subproblems hervorbringen.

Da in jeder Iteration eine KGE-Zentren—Zuordnung berechnet wird, kann nun
die beste hinsichtlich der gewdhlten Balance-Messung (maximale Abweichung von
u, totale Abweichung,. .. ) als Ergebnis des Verfahrens festgehalten werden.

Der Vorteil der Vorgehensweise nach Zoltners und Sinha [115] gegeniiber der
Bestimmung einer Gebietsaufteilung mittels Transportproblem und Splitauflésung,
scheint somit vor allem darin zu bestehen, daf} hier viele Gebietsaufteilungen berech-
net werden, unter denen dann die beste gew#hlt werden kann, wihrend im zweiten
Fall nur eine Gebietsaufteilung bestimmt wird. Da die Tendenz des Subgradienten—
Verfahrens zu balancierten Bezirken geht, wird man erwarten, dafl so moglicherweise
eine besser balancierte Gebietsaufteilung bestimmt werden kann, als mit den Metho-
den des Abschnitts 7.2. Wir werden jedoch zeigen, daf} dies nur sehr selten vorkommen
kann (siehe 7.3.3).

7.3.2 Anschauliche Interpretation des Verfahrens

Um eine anschauliche Interpretation des Verfahrens von Zoltners und Sinha [115] zu
geben, erinnern wir daran, dafl in diesem Kapitel KGE und Zentren durch Punkte
der Ebene reprisentiert sind (siehe 7.1.1).
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Abbildung 7.5: Einzugsbereiche fiir drei Zentren bei euklidischen und quadriert—
euklidischen Distanzen.

Wie oben erldutert, wird eine KGE-Zentren-Zuordnung gebildet, indem jede
KGE dem (genauer: einem) nichstgelegenen Zentrum beziiglich der modifizierten
Distanzen d;, — A\; zugeordnet wird. Betrachten wir dieses Vorgehen aus Sicht der
Zentren, so werden Zentrum i alle KGE zugeordnet, die innerhalb seines Finzugsbe-

reiches

E() ={x e R?: di(z) — N < dj(x) — \;Vj £} (7.30)

liegen. Dabei ist d;(x) die Entfernung von = nach (Ost;, Nord;) beziiglich der zugrun-
degelegten Distanzmessung (siehe 7.1.1). KGE, die auf dem Rand von £ (i) liegen (fiir
die keine echte Ungleichung in (7.30) besteht), kénnen auch einem anderen Zentrum
zugeordnet werden.

Es ist klar, dafl das Innere und die Rénder der Einzugsbereiche aller Zentren eine
Partition der Ebene bilden. Sie kann als eine Gebietsaufteilung der Ebene interpre-
tiert werden (wobei Rénder nicht eindeutig zugewiesen sind).

Man beachte nun, daf diese Gebietsaufteilung nur durch die Lage der Zentren und
die Lagrange-Multiplikatoren \;, ¢ € I, bestimmt ist. Das Subgradienten—Verfahren
verdndert die Multiplikatoren, und verschiebt so die Grenzen der Einzugsbereiche.
Dabei ist die Tendenz, die Ebene so aufzuteilen, dafl die Gesamtgrofle der KGE in
allen Einzugsbereichen etwa gleich ist.

Wir mdéchten diese Betrachtung noch ein wenig vertiefen. Die geometrische Ge-
stalt einer solchen Gebietsaufteilung der Ebene wird wesentlich durch die Art der
Distanzmessung, die Definition von d;(x) also, bestimmt (siehe Abbildung 7.5).

Haben zwei Zentren ¢ und j angrenzende Einzugsbereiche, so ist die gemeinsame
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Grenze durch die Gleichung

gegeben. Fiir die euklidische Distanz ist dies die Gleichung eines Hyperbelastes, denn
gerade die Punkte z gleicher (euklidischer) Entfernungsdifferenz von (Ost;, Nord;)
und (Ost;, Nord;) erfiillen (7.31).'” Die Grenzen der Einzugsbereiche bestehen daher
aus Abschnitten von Hyperbeldsten.

Wird dagegen die quadrierte euklidische Distanz zugrundegelegt, so sind die sich
aus Gleichung 7.31 ergebenden Grenzen Geradenabschnitte, also Strecken. Die fol-
gende Eigenschaft der Aufteilung der Ebene bei dieser Art der Distanzmessung zeigt,

warum sie gerade sie attraktiv ist.

Proposition 7.16
Fiir quadrierte euklidische Distanzen sind die Einzugsbereiche £ (i) (eventuell entar-

tete) konvexe Polygone.

Beweis. £(i) ist die Menge aller Punkte z = (21, x2), die das Ungleichungssystem

erfiillen. Fiir quadrierte euklidische Distanzen d;(x) und d;(z) fallen die Quadrate
von z; und zy heraus, so dafl wir lineare Ungleichungen in x; und x5 erhalten. Die
dadurch definierte Teilmenge des R? ist ein konvexes Polygon, das leer oder eine
Strecke sein kann. O

7.3.3 Beziehung zur Vorgehensweise in 7.2

Sowohl das Verfahren von Zoltners und Sinha [115] als auch die Vorgehensweise in
7.2 haben als Ausgangspunkt das ganzzahlige Programm ZP0 (7.26). Aufgrund von
(7.26¢) hat es im allgemeinen keine zuléssigen Losungen. Wéhrend in 7.2 nun der
Weg beschritten wurde, die lineare Relaxation TP (7.2) zu l6sen und dann durch
Splitauflésung (also Runden der gebrochenen Variablen) eine ganzzahlige Lésung zu
bestimmen, die méglichst balanciert ist, 16sen Zoltners und Sinha [115] approximativ
den Lagrange-Dual LD (7.28), der sich durch Relaxation von (7.26¢) ergibt. Unter
den Losungen der Lagrange-Subprobleme (diese sind ganzzahlig) wird dabei die am
besten balancierte gewéhlt.

17Speziell fiir \; = \; erhalten wir die Mittelsenkrechte der beiden Zentrenorte. Ist die Differenz
zwischen A; und A; betraglich grofier als die Entfernung der Zentrenorte, so ist der Hyperbelast
nicht definiert, andernfalls schneidet er die Verbindungsstrecke der Zentrenorte senkrecht.
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Damit haben beide Vorgehensweisen einen gemeinsamen Ausgangspunkt und ein
gemeinsames Ziel. Es stellt sich daher die Frage nach einem Vergleich. Wie wird
das Ziel moglichst balancierter Bezirke ohne gesplittete KGE besser erreicht? Im
folgenden soll gezeigt werden, dafl die Vorteile bei der Methode ,, TP mit optimaler
Splitauflésung“ nach 7.2 liegen.

Die Basis des Vergleichs beider Verfahren ist der folgende Satz, der fiir Leser, die
mit Lagrange-Relaxation vertraut sind, keine Uberraschung darstellt.

Satz 7.17

Die optimalen dualen Variablen (im Sinne der linearen Programmierung) \f, i € I,
zu Nebenbedingung (7.2c) in TP lésen den Lagrange—Dual LD.

Beweis. Es sei X = {(x;,) € {0,1}P*" : > . x;, = 1 fiir alle v}. (Nach (7.27) wird
C(A) fiir gegebene Multiplikatoren A = (;) durch Minimierung iiber X berechnet.)
Aus einem zentralen Satz iiber den Lagrange-Dual (siehe Nemhauser und Wolsey
[79, Th. 6.2, S. 327]) folgt, dafl LD &quivalent zum Problem

min Z iy Wy Ty (7.32a)

unter Zwvxw =/ (1€1) (7.32b)
veV

(ziy) € conv(X) (7.32¢)

ist. Dies ist insbesondere fiir endliches X (was hier gegeben ist) ein lineares Pro-
gramm, und dessen optimale duale Variablen zu (7.32b) lésen LD.

Die konvexe Hiille conv(X) fiir X ist hier einfach zu beschreiben, es ist'®

conv(X) = {(5) € R™ : Y " ay, = 1 fiir alle v, 27, > 0}

Damit ist (7.32) gerade das Programm TP (7.2) und es folgt die Behauptung. O

Satz 7.17 wirft die Frage auf, warum Zoltners und Sinha [115] den Lagrange—
Dual mit dem Subgradienten—Verfahren approximativ lésen, wo doch das Transport—
Problem TP effizient gelost werden kann. Wére es nicht besser, direkt mit den op-
timalen Lagrange—Multiplikatoren zu arbeiten? Die folgende Beobachtung zeigt auf,
welche Problematik dabei besteht.

Beobachtung 2. Fiir optimale duale Variablen A}, i € I, zu Nebenbedingung (7.2c)
in TP gilt: Fiir jede gesplittete KGE v € V¥ in der Lésung von TP wird das Minimum
von

diy — Af, e,

18Dies folgt zum Beispiel aus der totalen Unimodularitéit der Koeffizientenmatrix der X beschrei-

benden Gleichungen.
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fiir alle Zentren ¢ angenommen, die zu v in der Splitadjazenz benachbart sind. Ins-

besondere ist das minimierende ¢ nicht eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz vom komplementéiren Schlupf. Zunéchst
besteht die duale Nebenbedingung

)\i + W, 0y, S div- (733)

(0, seien die dualen Variablen zu den Nebenbedingungen (7.2b) von TP.) Daraus
ergibt sich im Optimum (fiir jede KGE v) d;, — Af > w, 0} fiir alle i.

Nun ist fiir Basisvariablen x;, in der optimalen Losung von TP (dazu gehoren
alle Variablen mit Wert echt zwischen 0 und 1, denen die Kanten der Splitadjazenz
entsprechen) die Ungleichung (7.33) mit Gleichheit erfiillt. Dies zeigt die Behauptung.

0

Beobachtung 2 macht deutlich, daf§ das von Zoltners und Sinha [115] vernachléssig-
te Problem der Mehrdeutigkeit bei der Losung des Lagrange-Subproblems (siehe
Beobachtung 1 in 7.3.1) gerade dann zu Tage tritt, wenn dabei mit den optimalen
Lagrange-Multiplikatoren gearbeitet wird. Die an sich naheliegende Regel, Mehr-
deutigkeiten per Zufallsentscheidung aufzul6sen, entspricht damit einer zufilligen
Splitauflésung.

Anders formuliert heif3t das: Die Problematik, die auftretenden Mehrdeutigkeiten
im Lagrange-Subproblem bei optimalen Multiplikatoren zu behandeln, ist dquivalent
zur Problemstellung der Splitauflésung, wie sie in Abschnitt 7.2.2 formuliert wurde.
Bei Verwendung von A} steht man somit vor der Frage der optimalen Splitauflosung
in ihrer ganzen Komplexitit.

Das damit aufgeworfene Problem ist jedoch fiir Zoltners und Sinha [115] tatséich-
lich vernachléssigbar, da sie nicht mit optimalen Lagrange-Multiplikatoren arbeiten.
Vielmehr werden diese durch das Subgradienten—Verfahren nur approximiert. Folg-
lich werden Mehrdeutigkeiten in aller Regel nicht auftreten, und es ist nicht nétig,
sich Gedanken iiber deren systematische Behandlung zu machen. Es kann davon aus-
gegangen werden, daf} in jeder Iteration die ); eindeutig eine Gebietsaufteilung als
Losung des Lagrange—Subproblems determinieren.

Haben wir mit der eingehenden Untersuchung des Splitauflésungsproblems in 7.2
also vollig Unnétiges geleistet? Ist der von Zoltners und Sinha [115] eingeschlagene
Weg der einfachere und elegantere?

Die Antwort darauf ergibt sich, wenn man das Verhalten des Subgradienten—
Verfahrens genauer in den Blick nimmt. Bis auf ,, Einschwingvorgénge® in den ersten
Iterationen schwanken die Multiplikatoren — darauf zielt das Verfahren! — nahe

um ihren optimalen Wert. Durch eine kleine Abweichung werden zwar die Mehrdeu-
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tigkeiten im Lagrange-Subproblem vermieden, andererseits wird die dabei erzeug-
te Gebietsaufteilung in aller Regel unter denen zu finden sein, die sich durch eine
Splitauflésung aus der Losung von TP gewinnen lassen. Bezeichnen wir die Menge
der durch Splitauflssung erreichbaren Gebietsaufteilungen mit G°, so lift sich die
Suche nach balancierten Gebietsaufteilungen per Subgradienten—Verfahren dahinge-
hend interpretieren, dafl (ganz iiberwiegend) Gebietsaufteilungen aus G erzeugt und
hinsichtlich des Balance—Ziels bewertet werden.

Optimale Splitauflssung ist die Bestimmung der besten Gebietsaufteilung in G°
hinsichtlich dieses Ziels und wurde in 7.2 durch Baumzerlegung erreicht. Das Subgra-
dienten—Verfahren dagegen leistet vor allem ein Durchsuchen der Menge G°, in der
Hoffnung, durch ausreichend lange Suche eine gut balancierte Gebietsaufteilung zu
finden.

Damit kann optimale Splitauflésung als der direkte Weg zum Ziel angesehen wer-
den, wihrend die Vorgehensweise von Zoltners und Sinha [115] mehr einer etwas
unsystematischen Suche entspricht.

Betrachtet man dies unter Effizienzgesichtspunkten, wird der Unterschied noch
deutlicher. Wéahrend die optimale Splitauflésung aufgrund der in Praxis-Problemen
kleinen Grade in der Splitadjazenz auch fiir grofle Probleme in Sekundenbruchteilen
vorgenommen werden kann, miissen fiir das Subgradienten—Verfahren Dutzende bis
Hunderte Iterationen ausgefiihrt werden. Bei grofien Problemen erfordert dies durch-
aus Rechenzeiten im Minutenbereich.!® Zwar wird dabei hiufig die Gebietsaufteilung
gefunden, die aus optimaler Splitauflésung hervorgeht, doch hat man auch hierfiir
keine Gewihr.

Bemerkung 7.18

Der Leser mag die voranstehenden Ausfiihrungen moglichweise etwas unprézise fin-
den. Die stets auftauchende ,,im allgemeinen“~Einschrinkung hat jedoch einen ein-
fachen Grund. Ein Satz mit der Aussage

Die Vorgehensweise ,, Transportproblem und Splitauflésung“ nach 7.2 be-
stimmt nie eine schlechter balancierte Gebietsaufteilung, als sie durch das
Subgradienten—Verfahren erzielt werden kann.

ist nicht korrekt. Es sind durchaus Beispiele konstruierbar, in denen es auflerhalb
der Menge G° eine besser balancierte Gebietsaufteilung gibt, als alle darin liegen-
den, und es lassen sich Lagrange-Multiplikatoren angeben, fiir die diese Gebiets-
aufteilung Losung des Lagrange—Subproblems ist. Neben der Tatsache, daf3 solche
Beispiele eben konstruiert sind, ist es aber vor allem nicht wahrscheinlich, dafl das

198olche Rechenzeiten wurden beim Experimentieren mit diesen Verfahren in GAMOR gemessen.
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Subgradienten—Verfahren in einem solchen Fall gerade die ,richtigen Multiplikato-
ren trifft. In mehreren hundert gerechneten Testproblemen tauchte kein einziger Fall

auf, der eine Ausnahme zum angefiihrten ,,Satz“ darstellt.
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Kapitel 8

Modelle und Verfahren fiir
Probleme auf Netzwerken

Wie in Kapitel 2 deutlich wurde, ist der geographische Zusammenhang der gebil-
deten Bezirke eine wesentliche Forderung in Problemen der Gebietsaufteilung. Ein
Bezirk, der aus mehreren, nicht zusammenhéngenden, Teilen besteht ist — je nach
Anwendung — unerwiinscht oder sogar unzuléssig. Die Modelle und Verfahren des
vorangehenden Kapitels kdnnen den Zusammenhang der gebildeten Bezirke nicht
garantieren, da sie keine Information iiber Nachbarschaft von KGE einbeziehen. In
diesem Kapitel werden Modelle vorgestellt, in denen die KGE Ecken eines Graphen
sind und die KGE jedes gebildeten Bezirks einen zusammenhingenden Subgraphen

induzieren.

8.1 Topologische Ausgangssituation

8.1.1 KGE als Ecken eines Graphen

Werden die KGE als Ecken eines ungerichteten Graphen G = (V, E) aufgefaft, so
wird dadurch eine Relation, gegeben durch die Kantenmenge F, zwischen den KGE
zum Ausdruck gebracht. Die naheliegendste Interpretation einer solchen Relation ist
die Nachbar-Beziehung: Eine Kante e = (u,v) € E modelliert die Eigenschaft, daf}
die KGE u und v benachbart sind.!

Die Vorstellung von Nachbarschaft mufl dabei zunéchst abstrakt gesehen wer-
den. Zum Beispiel konnte sie zum Ausdruck bringen, dal v und v als Flachen ein
Stiick gemeinsame Grenze haben. Jedoch kann eine solche, auf einem rein geographi-

'Wir verwenden die gerichtete Schreibweise fiir Kanten als Ecken-Paar, fassen sie hier jedoch
als ungerichtet auf. Folglich wird nicht zwischen den Kanten (u,v) und (v, u) unterschieden.
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schen Kriterium beruhende Nachbarschaftsdefinition fiir eine Anwendungssituation
ungeeignet, sein, in der das Bereisen der Bezirke im Vordergrund steht. Wenn die
gemeinsame Grenze zweier KGE ein Flufllauf ohne Briicke ist, wird man von ihrer
Nachbarschaft wenig Nutzen haben. Benachbartsein sollte dann durch das Vorhan-
densein einer geeigneten Verkehrsverbindung zwischen den KGE definiert sein.

Diese Uberlegung zeigt, dafl der Graph G unter Beriicksichtigung der zugrunde-
liegenden Anwendung gewonnen werden mufl. Dies kann bei einer groflen Menge an

KGE einen nicht unerheblichen Aufwand in der Datenaufbereitung bedeuten.?

In den meisten Fillen wird G zumindest im groben eine geographische Nachbar-
schaft der KGE widerspiegeln. Dies hat eine aus modelltheoretischer Sicht interes-
sante Eigenschaft zur Konsequenz: Der Graph G (wir bezeichnen ihn im folgenden
als Nachbarschaftsgraph) ist im allgemeinen planar. Deswegen ist die Annahme eines
diinnen Graphen G mit |E| = O(]V|) gerechtfertigt, mit einem kleinen Quotienten
aus Kantenzahl und Eckenzahl. Fiir die Laufzeitabschiatzung von Algorithmen kann
aus dieser Annahme oft ein Vorteil gezogen werden.

Zusitzlich kann davon ausgegangen werden, dafl eine Einbettung von G in die
Ebene bekannt ist. In 7.1.1 wurde der Ort einer KGE als Punkt in der Ebene R?
angenommen. Werden die Ecken des Nachbarschaftsgraphen nun durch diese Punk-
te und die Kanten (zwischen benachbarten KGE) durch ihre Verbindungsstrecken
reprisentiert, so erhilt man eine im allgemeinen iiberkreuzungsfreie Einbettung des

Graphen in die Ebene.

Bezirkszentren. Auch in Modellen mit Netzwerk—Topologie spielen Zentren von
Bezirken eine wichtige Rolle. Im Gegensatz zu ebenen Modellen, in denen die Zent-
renorte nicht mit dem Ort von KGE iibereinstimmen miissen (siehe 7.1.1), ist es bei
Netzwerk—Modellen sinnvoll, die Zentren als Teilmenge der KGE zu beschreiben. Sie
sind dann durch eine p-elementige Teilmenge Z C V' gegeben; jedes Zentrum i € Z
hat einen zugeordneten Bezirk B(i). Dabei wird man die Vorstellung haben, daf
das Zentrum selbst Teil dieses Bezirkes ist (also i € B(i)), insbesondere, wenn das

Zentrum in der Anwendung zum Beispiel dem Wohnort eines Vertreters entspricht.

2Fiir das auf Seite 205 gezeigte Beispiel der deutschen Kreise und kreisfreien Stédte mit 544 KGE
wire eine manuelle Erstellung von G zu aufwendig gewesen. Da fiir die KGE aber Umrifidaten in
Form von Polygonziigen vorlagen, wurde durch einen geeigneten Algorithmus festgestellt, welche
KGE ein Stiick gemeinsamer Grenze besitzen und auf diese Weise ein Graph bestimmt, der nur
noch eine geringfiigige manuelle Nachbearbeitung erforderte. Der Graph hat 1320 Kanten.
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8.1.2 Distanzmessung iiber kiirzeste Wege

Zur Bestimmung der Entfernung zweier KGE stehen zunéchst die in 7.1.1 vorge-
stellten Distanzmafle zur Verfiigung, die von Koordinatenpaaren (ost,, nord,) fiir die
KGE ausgehen. Da mit dem Graphen G nun jedoch mehr Information bereitsteht,
ist es sinnvoll, ein Distanzmaf} einzubeziehen, das auf kiirzesten Wegen in G basiert.
Wir bezeichnen es als KW-Distanz.

Grundlage dafiir ist eine nichtnegative Bewertung der Kanten von G
d: F— Rzo.

Sie kann zum Beispiel durch die euklidische Entfernung der Koordinaten benachbar-
ter KGE gewonnen werden, oder auch durch eine Abschétzung der Reisezeit zwischen
solchen KGE.

Ausgehend von d wird die Distanzmatrix
D = (D)

bestimmt, deren Eintréige fiir Paare u,v von KGE die Linge des kiirzesten Weges
zwischen v und v in G angeben.

Dabei ist allgemein ein (gerichteter) Weg in einem (gerichteten) Graphen G =
(V,E) eine Folge eq,...,e; von Kanten e; = (u;,v;) € E, mit v; = w4y fir i =
1,...,k—1, wobei uy,...,u; paarweise verschieden sind.? Ein Weg von u nach v ist
gegeben, wenn u; = u und v = v ist. Die Lénge eines Weges ist Zle d(e;), und fiir
einen kiirzesten Weg von u nach v schreiben wir KW {u, v]. Wir setzen voraus, daf} d
die Dreiecksungleichung erfiillt, das heifit fiir (u,v) € E ist KW/u,v] = (u,v).

Die Distanzmatrix D ist definiert durch
Dy =Y (d(e) : e € KW[u,v]).

Aufgrund der Dreiecksungleichung ist D, = d(u,v) fiir (u,v) € E. Wir kénnen also
D als Fortsetzung von d auf alle Paare von Ecken ansehen.

Ist G wie in 8.1.1 ein ungerichteter Graph, so konnen in der Definition des Weges
die Kanten ,,in beiden Richtungen® benutzt werden. Die Lénge d einer Kante héngt
dabei nicht von der Richtung ab und die Matrix D ist folglich symmetrisch.

3Erklirung: Um kiirzeste Wege sowohl im ungerichteten wie im gerichteten Fall einzufiihren,
wird hier ,iiberladene“ Notation verwendet. In gerichteten Graphen sollen kiirzeste Wege gerichtet
sein. Der hier vornehmlich interessierende Nachbarschaftsgraph der KGE wird jedoch wie in 8.1.1
als ungerichtet aufgefafit.
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Berechnung der Distanzmatrix. Zur Berechnung kiirzester Wege gibt es promi-

4 am bekanntesten diirfte der Dijkstra—Algorithmus sein. Damit

nente Algorithmen,
werden die kiirzesten Wege von einer festen Ecke zu allen anderen Ecken bestimmt,
mithin eine Zeile der Matrix D. In der Implementierung mit Bindr-Heap ist der Auf-
wand dafiir O(|E|log|V'|). Zur Berechnung von D sind also O(|V||E|log |V|) Schritte
notig.

Aufgrund der in 8.1.1 diskutierten Voraussetzung |E| = O(|V]) kann der Auf-
wand zur Berechnung von D mit O(|V]?1log|V|) angenommen werden. Im Fall eines
planaren Graphen G kann man mit spezialisierten Verfahren den logarithmischen
Faktor loswerden (Frederickson [37]). Jedoch ist der Dijkstra—Algorithmus einfach zu
implementieren und |V| wird wenige Tausend selten iibersteigen, so dafl der Einsatz

eines solchen Spezialverfahrens in der Praxis wohl nicht nétig ist.

8.1.3 Modellierung der Zusammenhangsbedingung

Die entscheidende Motivation fiir die Untersuchung von Gebietsaufteilungsmodellen
mit Netzwerk—Topologie ist die Forderung nach geographisch zusammenhingenden
Bezirken. Sie wird modelliert durch die Bedingung, dafl die KGE jedes Bezirks B C V'
einen zusammenhingenden Subgraphen von G induzieren. Diese graphentheoretisch
elegante Formulierung ist bei der Umsetzung in Optimierungsmodellen jedoch ziem-
lich unhandlich. Im folgenden diskutieren wir einige Moglichkeiten dafiir.

8.1.3.1 Schnittformulierung des Zusammenhangs

Eine gingige Umsetzung der Zusammenhangsbedingung basiert auf Schnitten im
Graphen. Fiir den Fall der Modellierung zusammenhingender Bezirke, 1483t sie sich
folgendermaflen realisieren. Ist U C V', U # (), so muf} eine zusammenhéingende Teil-
menge B von V| die nicht ganz in U liegt, mindestens eine Ecke aus der Nachbarschaft

N(U) enthalten. Dabei ist die Nachbarschaft definiert durch
N({U)={veV —U: es gibt eine Kante (v,u) € E oder (u,v) € E mit u € U}.

Hier wird also der Schnitt zwischen U und seinem Komplement zugrundegelegt.
Eine Modellierung des Zusammenhangs durch Nebenbedingungen in den Varia-
blen
1 KGE v gehort zum i—ten Bezirk,
e 0 sonst,

“Eine umfassende Darstellung ist zum Beispiel in Ahuja et al. [4] zu finden.
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lautet damit

> > <—|U| +me> +% <—|U| +me> . (8.1)

veEN(U) uelU ueV

Dabei gibt es fiir jedes Paar aus einer Teilmenge U C V, U # () und einem i € I =
{1,...,p} eine Nebenbedingung. Die rechte Seite ist genau dann positiv, wenn der
i—te Bezirk alle Ecken aus U und insgesamt mehr als |U| Ecken enthilt. Dann aber
muf} auch die linke Seite positiv (und ganzzahlig) sein. Offenbar reicht es aus, (8.1)
fiir zusammenh#ngende U zu formulieren.’

Ein gravierender Nachteil dieser Zusammenhang—Modellierung ist die exponenti-
elle Anzahl an Nebenbedingungen, die sie erfordert. Nur in Verfahren, die mit einer
impliziten Problemformulierung arbeiten, 148t sie sich einsetzen. Auflerdem ist nicht
klar, wie gut die algorithmischen Eigenschaften dieser Nebenbedingungen sind, mit
anderen Worten, wie gut sie die zuléssigen Losungen bei Relaxation der Ganzzahlig-
keitsbedingung fiir die x;, charakterisieren.

8.1.3.2 Flufformulierung des Zusammenhangs

Eine andere gingige Modellierung von Zusammenhang, die das Problem der expo-
nentiellen Anzahl von Nebenbedingungen umgeht, basiert auf Mehrgiiter—Fliissen.
Da wir den Ansatz nicht weiterverfolgen, beschrinken wir uns auf eine Skizzierung.

Der Einfachheit halber gehen wir von einer gegebenen Menge Z C V', |Z| = p, an
Zentren aus. Ein Bezirk B(i) C V mit Zentrum ¢ € Z ist zusammenhingend, wenn
fiir jede KGE v € B(i) in G ein Weg nach i existiert, der ganz in B(7) verlduft. Dieser
Weg wird nun durch den Fluf} eines Gutes von v nach 7 charakterisiert.

Der FluB findet in einem Netzwerk G = (V, E) mit Eckenmenge V statt, in
welchem jedes Paar in G adjazenter Ecken durch zwei entgegengesetzt gerichtete
Kanten verbunden ist. Die Zugehérigkeit von v zu B(i) wird durch die Binérvariable
;, beschrieben. Zusitzlich gibt es zu jeder Kante e von G eine (ebenfalls binire)
FluBvariable x§,. Zwei Gruppen von Nebenbedingungen sind nun nétig. Erstens die
Inkompressiblitdtsbedingung fiir den Flufl des zu v und 7 gehérenden Gutes an der
Ecke u,

0 fiir u # i, v,

Sl N M = s, firu=o,

/., ’ E P (! E . .
u': (u,u)€ u's (uu)€ —Zi fiir u = 3.

Drex! und Haase [31] verwenden eine einfachere Nebenbedingung als (8.1); sie machen dabei
jedoch die Voraussetzung, dafl jeder Bezirk sein Zentrum enthiilt.
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Abbildung 8.1: Zusammenhingende Bezirke; zum Teil entsprechen sie nicht dem
Kompaktheitsziel.

und zweitens eine Bedingung, die dafiir sorgt, da§ die Ecke u zu B(i) gehort, wenn
durch sie das Gut einer anderen Ecke v nach ¢ flieft,

Z ngf ) < Tiy-

u': (v u)eE

Gegeniiber der Formulierung in 8.1.3.1 kommt dieses Modell mit einer polynomia-
len Anzahl von Nebenbedingungen aus. Jedoch ist die Variablenzahl von der Ordnung
O(|E||V]|p), und die Anzahl an Nebenbedingungen ist ©(|V|?p). Auch fiir Probleme
mit diinnem Graphen liegt damit eine etwa kubisch wachsende Anzahl Binérvaria-
blen und Nebenbedingungen vor, fiir grofie Probleme (|V| &~ 1000) ist dies nicht
handhabbar.

8.1.3.3 Verstirkte Zusammenhangsformulierungen

Neben den algorithmischen Problemen, die die bisher vorgestellten Modellierungen

von Zusammenhang aufwerfen, ist auch die Frage zu stellen, ob sie den Erfordernissen
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der Praxis gerecht werden. Denn Zusammenhang der Bezirke allein reicht in der Re-
gel zur Charakterisierung guter Gebietsaufteilungen nicht aus. So sind in Abbildung
8.1 zwar alle Bezirke geographisch zusammenhéngend, doch zum Beispiel ist rechts
im Bild ein mianderformiger Bezirk zu erkennen, der im Hinblick auf das Kompakt-
heitsziel vermutlich nicht akzeptabel wére. In der Praxis sind beide Kriterien wichtig,
Zusammenhang und Kompaktheit. Zusammenhang der Bezirke als Teilmengen der
Ecken von G im graphentheoretischen Sinn ist daher in aller Regel nicht ausreichend.

Mehrfach wurde deshalb in der Literatur vorgeschlagen, die Zusammenhangsfor-
derung zu verstirken (Mehrotra et al. [71], Zoltners und Sinha [115]). Wir stellen
diese Konzepte im folgenden vor.

KW-Zusammenhang. Hierbei wird von gegebenen Bezirkszentren Z C V', |Z] =
p ausgegangen. Zu jedem i € Z wird ein Baum T'(7) = (V, E(i)) definiert. E(i) ist
die Vereinigung der kiirzesten Wege aller Ecken v € V' nach ¢, das heif}t,

E(i)= |J EWl,i. (8.2)
veV—{i}
Daf T'(7) Baumstruktur hat, ist bei Eindeutigkeit der kiirzesten Wege offensichtlich,
andernfalls kénnen geeignete Wege gewéhlt werden. Der Baum 7'(i) wird nun als
Wurzelbaum mit Wurzel ¢ aufgefafit.

Ein Bezirk B(i) zu ¢ ist nur dann zuléssig, wenn B(i) einen Teilbaum von T'(7)
induziert, der 7 enthélt. Neben dem graphentheoretischen Zusammenhang ist hier ein
Kompaktheitsaspekt einbezogen, denn mit einer KGE v miissen auch alle KGE, die
auf dem kiirzesten Weg KW v, ] zum Zentrum i liegen, Teil des Bezirkes sein. Im
folgenden bezeichnen wir solche Bezirke als KW-zusammenhdngend.

Der Vorteil dieser verstirkten Formulierung ist ein zweifacher. Erstens entspricht
sie mehr der Vorstellung guter Bezirke und zweitens, und das ist wesentlich, ist sie
sehr einfach zu modellieren. Dazu reichen die Nebenbedingungen

Tiy < i pre,(v) (1€ Z,veV —{i}) (8.3)

aus, wobei pre;(v) den Vorgénger von v in T'(i) angibt.

Prizedenz—Zusammenhang. Auf der anderen Seite wurde das Konzept KW-
zusammenhéngender Bezirke auch als zu einschrinkend empfunden (Zoltners und
Sinha [115]). Eine Abschwichung, die immer noch stérker als blofler Zusammen-
hang ist, wird erzielt, wenn an die Stelle des Wurzelbaumes T'(i) eine Prézedenz mit
Eckenmenge V und Wurzel i tritt.® Die Kantenmenge dieser Prizedenz wird aus einer

6Eine Prizedenz ist ein kreisfreier gerichteter Graph. Besitzt sie eine Wurzel, ist diese von allen
Ecken aus durch einen gerichteten Weg erreichbar.
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Teilmenge von E gebildet, indem deren Elementen eine Richtung , hin zur Wurzel®
aufgeprigt wird. Im Unterschied zum Wurzelbaum ist die Vorgingerbeziehung in
einer Prizedenz nicht eindeutig. Daher wird (8.3) ersetzt durch

T <Y T (ieZveV—{i}) (8.4)
uw€Pre; (v)
wobei Pre;(v) die Menge der (direkten) Vorginger von v in der zur Wurzel i gehdren-
den Prizedenz bezeichnet. Mit v mufl also mindestens ein Vorgénger von v zum
Bezirk B(i) gehoren.

Eine solche Préizedenz verwenden Mehrotra et al. [71]. In ihrem Modell sind alle
Kanten von G mit Eins bewertet (d(e) = 1 fiir alle e € E). Aus (8.2) ergibt sich
daher kein Baum (da die kiirzesten Wege vielfach nicht eindeutig sind), sondern,
durch Aufpriagen der Richtung hin zu ¢ auf die Kanten, eine Prézedenz. Mehrotra et
al. verwenden in ihrem Modell die Nebenbedingungen (8.4).

Geriist—Zusammenhang. Die Konzepte von KW- und Prézedenz—Zusammen-
hang sind beziiglich gegebenen Zentren Z C V definiert. Wenn solche Zentren nicht
ohne weiteres verfiighar sind, ist es niitzlich, eine Zusammenhangsformulierung zu
haben, die ohne sie auskommt, andererseits aber algorithmisch einfacher zu hand-
haben ist, als die Formulierungen von 8.1.3.1 und 8.1.3.2. Die Idee hierzu ist recht
naheliegend und erméglicht — im Rahmen unserer Arbeit besonders interessant —
die Anwendung gleichméfliiger Baumzerlegung. Dieselbe Idee wird von Maravalle und
Simeone [66] im Kontext des regional clustering (siche 2.3.3) verwendet.

Man wihle im Graphen G in geeigneter Weise ein Geriist T = (V, E'), mit
E' C E. Ein Bezirk, dessen zugehorige KGE einen Teilbaum von 7T induzieren, ist
T —zusammenhdngend. Unmittelbar einsichtig ist, dal er einem zusammenh#ngenden
Subgraphen von G entspricht. Andererseits sind nicht alle zusammenhéingenden Sub-
graphen auch T—zusammenhéngend.

Daraus lassen sich nun zwei wesentliche Vorteile ziehen. Erstens kann durch die
Wahl von T die Gestalt zuldssiger Bezirke beeinflufit werden, so dafl Gebietsauftei-
lungen wie in Abbildung 8.1 vermieden werden. Zweitens konnen nun Verfahren der
Baumzerlegung angewendet werden, um ausgehend von 7' eine Gebietsaufteilung zu
bestimmen. Da das Zerlegen eines Baumes in Teilbdume algorithmisch viel besser
zu handhaben ist, als das Zerlegen eines zusammenhéngenden Graphen in zusam-
menhingende Subgraphen (siehe 4.3 und 4.4), er6ffnen sich Perspektiven, auch sehr
grofle Gebietsaufteilungsprobleme zu l6sen, in denen die Zusammenhangsforderung
nicht vernachlissigt werden darf.

Vorschlige fiir die Auswahl eines Geriistes 7" machen wir in 8.3.2. Zuvor unter-
suchen wir die Auswirkung der Einbeziehung von KW-Distanzen in die Modelle von



8.2 Diskussion der Ubertragbarkeit von Verfahren fiir ebene Probleme 189

Kapitel 7.

8.2 Diskussion der Ubertragbarkeit von Verfahren

fiir ebene Probleme

Die in 7.2 und 7.3 vorgestellten Modelle und Verfahren machen nicht explizit die Vor-
aussetzung, daf} die einbezogenen Distanzen d;, aus einem ebenen Modell abgeleitet
werden. Deshalb erscheint es naheliegend, diese Verfahren auch einzusetzen, wenn
mit einem Distanzmaf} gearbeitet wird, das aus kiirzesten Wegen gewonnen wird
(siehe 8.1.2). Bei genauerem Hinsehen zeigt sich jedoch, daf§ die Art der Distanzmes-
sung das Verhalten der Verfahren stark beeinflussen kann. Dies wird im folgenden
diskutiert.

8.2.1 Transportmodell bei KW-Distanz

Das Modell TP (7.2) minimiert eine Zielfunktion, in welche die Entfernung d;, zwi-
schen Zentren ¢ und KGE v eingeht. Durch die Wahl von Zentren Z C V und
Berechnung der Distanzmatrix D des Graphen G ist es moglich, durch Setzen von

div = Di'u (85)

diese Entfernung als KW-Distanz zu messen.
Durch Lésen von TP kann dann eine Gebietsaufteilung berechnet werden. Zu-
néchst wird man vielleicht vermuten, dafl das Ergebnis sich nur wenig von demjenigen

unterscheidet, das man bei quadriert—euklidischen Distanzen erhalten wiirde.

Beispiel 8.1

Die Abbildungen 8.2 und 8.3 zeigen, dafl diese Vermutung unzutreffend ist. Die ex-
trem ungiinstige Lage der Zentren in diesem Beispiel wurde gewihlt, um den Unter-
schied deutlich herauszubringen. Fiir quadriert—euklidische Distanzen ist die Lésung
von TP eine Gebietsaufteilung, in welcher die Bezirke eine einigermafien akzeptable
Gestalt haben. Bei Verwendung von KW-Distanzen hingegen bestehen die gebilde-
ten Bezirke aus verstreut durcheinander liegenden Bruchstiicken, so dafl von einer
Gebietsaufteilung eigentlich nicht gesprochen werden kann.

Neben dem Eindruck, da} man aufgrund von Beispiel 8.1 das Modell TP nicht
mit auf KW-Distanz basierender Zielfunktion 16sen sollte, stellt sich die Frage nach
der Ursache fiir das aufgezeigte Phéinomen. Letztere ist in den additiven Beziehungen
zwischen den Zielkoeffizienten D;, zu suchen, die sich aus ihrer Gewinnung als Linge
kiirzester Wege ergibt. Sie bewirken, dafl das duale Programm zu TP in hohem
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Abbildung 8.2: Losung von TP fiir ein Problem mit ungiinstigen Zentren bei
quadriert—euklidischen Distanzen. (Weifle KGE sind gesplittet.)

Abbildung 8.3: Lésung des Problems von Abb. 8.2, jedoch KW-Distanzen. Die ,,Be-
zirke® bestehen aus verstreut liegenden Bruchstiicken.
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Abbildung 8.4: Lésung mit Subgradienten—Verfahren fiir ein Problem mit ungiinsti-
gen Zentren bei quadriert—euklidischen Distanzen.

Mafle degeneriert ist. Fiir TP bedeutet dies, dafl es im allgemeinen viele optimale
Basislosungen gibt. Wird dieses Transportproblem mit einem Standard-Loser wie
CPLEX optimiert, so besteht kein Einflul auf die Auswahl der zuriickgegebenen
Lésung.

Aus diesem ergibt sich aber auch ein Hinweis, wie man dem Problem zu Leibe
riicken kann. Duale Degeneriertheit bedeutet eine starke Abhéingigkeit zwischen den
Spalten des primalen Problems. TP hat zuviele Variablen, wenn mit KW-Distanzen
gearbeitet wird. In Abschnitt 8.3 wird mit einem Min-Kosten—Flufiproblem, das in
der Regel viel weniger Variablen hat, diese Schwierigkeit behoben.

8.2.2 Lagrange—Relaxation bei KW-Distanz

In 7.3 wurde die Berechnung einer Gebietsaufteilung iiber das Subgradienten—Ver-
fahren basierend auf Lagrange-Relaxation vorgestellt. Der Verwendung von KW-
Distanzen in der Zielfunktion (7.26a) beziehungsweise (7.27a) gemé&f (8.5) steht
zunichst nichts im Wege. Doch wie im Fall des Transportmodells kann diese Ent-
scheidung starke Auswirkungen auf die Gestalt der Losung haben.

Beispiel 8.2
Die Abbildungen 8.4 und 8.5 zeigen die Losungen fiir Beispiel 8.1, die vom Sub-
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Abbildung 8.5: Losung des Problems von Abb. 8.4, jedoch KW-Distanzen. Die KGE
sind im wesentlichen auf drei Bezirke verteilt. Es sind nur acht Zentren zu sehen, da

zwel Bezirke leer sind.

gradienten—Verfahren geliefert werden; sowohl fiir quadriert—euklidische als auch fiir
KW-Distanzen. Die erste Gebietsaufteilung (Abb. 8.4) enthélt einen unzusammen-
hdngenden Bezirk. Da hier der Nachbarschaftsgraph G in die Berechnung nicht ein-
ging, ist dies nicht weiter iiberraschend. Die Notwendigkeit von Modellen, die G
einbeziehen, wird jedoch erneut deutlich.

Die auf der Basis von KW-Distanz berechnete Gebietsaufteilung (Abb. 8.5) ist
wie die in Abbildung 8.3 unbrauchbar. Drei der zehn zu bildenden Bezirke enthalten
nahezu alle KGE und zwei Bezirke sind leer.

Die Ursache fiir das in Beispiel 8.2 beobachtete Verhalten wird in folgendem Satz
deutlich.

Satz 8.1

Es werde das Lagrange—Subproblem (7.27) mit KW-Distanz gemé# (8.5) gelst. Falls
fiir alle KGE v € V das minimierende Zentrum i € Z eindeutig bestimmt ist, sind
die gebildeten Bezirke leer oder KW-zusammenhédngend.

Beweis. Die KGE v € V sei dem Zentrum ¢ zugeordnet. Sei u die auf v folgende Ecke
in KW{v,i]. Es geniigt zu zeigen, daf§ auch u dem Zentrum i zugeordnet wird.
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Nach Voraussetzung ist
Dip — X\ < Djy — ), fiix j #1i.
Ferner ist D;, = Dj,, + d(u,v) und Dj, < Dj, + d(u,v). Daraus folgt
Diy, + d(u,v) — \j < Djy, + d(u,v) — A; fiir j # 1,

und dies zeigt die Behauptung. 0

Satz 8.1 geht auf Zoltners und Sinha [115] zuriick. Dort wird er ohne die Eindeu-
tigkeitsvoraussetzung ,bewiesen“, diese ist jedoch unverzichtbar. Andernfalls muf}
durch eine geeignete Vorgehensweise bei der Auflésung von Mehrdeutigkeiten fiir
den Zusammenhang der gebildeten Bezirke gesorgt werden.

Die extreme Lage der Zentren in Beispiel 8.2 erlaubt nicht die Bildung von
yverniinftigen® KW-zusammenhéngenden Bezirken; dies erklirt die Gebietsauftei-
lung in Abbildung 8.5. Wenn mit KW-Distanz gearbeitet wird, kann nur bei einer
angemessenen Lage der Zentren mit dem Subgradienten—Verfahren eine brauchbare
Gebietsaufteilung erzeugt werden. Dann ist auch Satz 8.1 niitzlich, da er den Zusam-
menhang der gebildeten Bezirke gewéhrleistet. Da das Subgradienten—Verfahren die
optimalen Lagrange—Multiplikatoren nur approximativ berechnet, ist die Eindeutig-
keitsvoraussetzung des Satzes 8.1 im allgemeinen erfiillt.

8.2.3 Zusammenfassung

In den vorangehenden Abschnitten wurde das Verhalten der Verfahren aus 7.2 und
7.3 bei Zugrundelegung von Netzwerk—Topologie diskutiert. Diese Verfahren setzen
Zentren voraus, die in diesem Fall durch eine p—elementige Teilmenge der KGE gege-
ben sind. Die in die Zielfunktion eingehenden Distanzen d;, werden als KW-Distanz

realisiert.

Wenn die Lage der Zentren nicht so ist, dal die Bezirke ,,um sie herum® gebildet
werden konnen, stellen sich die Verfahren als unbrauchbar heraus.

Um Gebietsaufteilungsprobleme mit Netzwerk—Topologie zu bearbeiten, sind des-
halb Methoden nétig, die entweder unabhéngig von (der Lage von) Zentren sind, oder
die Bestimmung guter Zentren erméglichen. Der ersten Moglichkeit wird im folgenden
Abschnitt nachgegangen, die zweite ist Gegenstand von Kapitel 9.
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8.3 Gebietsaufteilung durch gleichmiflige Baum-

zerlegung

Modelle fiir die Gebietsaufteilung, in denen die Zerlegung des Graphen G in zusam-
menhéngende Subgraphen in voller Allgemeinheit formuliert ist, sind algorithmisch
problematisch (siehe 8.1.3). Deshalb wird hier der in 8.1.3.3 eingefiihrte Begriff des
T-Zusammenhangs zugrundegelegt, um Verfahren fiir die Gebietsaufteilung zu ge-

winnen, in denen der Zusammenhang der gebildeten Bezirke gewéhrleistet ist.

8.3.1 Geriist—zusammenhingende balancierte Bezirke

Es sei T' = (V, E') ein Geriist von G. (Wie T gewéihlt werden kann, ist Gegenstand
des néchsten Abschnitts.) Jede Baumzerlegung 7 = {77,...,T;} von T induziert
eine Gebietsaufteilung, in welcher die den Ecken eines Teilbaumes 7 entsprechen-
den KGE jeweils einen Bezirk bilden, also B, = V(T/). Jeder dieser Bezirke ist
T-zusammenhéngend. Somit lassen sich iiber Baumzerlegung von T" Gebietsauftei-
lungen gewinnen, in denen alle Bezirke zusammenhéngend sind. Damit wird ein aus
Anwendungssicht wesentliches Kriterium erfiillt.

Um zusétzlich das Ziel einer balancierten Gréfle der Bezirke zu erreichen, ist eine
gleichméflige Baumzerlegung von 71" vorzunehmen. Die Eckengewichte w,, v € V,
sind dabei die Grofenattribute der KGE.

Wird zum Beispiel das Problem 7'/ - /p/||.||s gelost, so ist das Ergebnis eine Ge-
bietsaufteilung, die die maximale Abweichung von der mittleren Grofle g minimiert;
dies unter allen Aufteilungen in T—zusammenhingende Bezirke.

In Teil IT wurden Verfahren entwickelt, mit denen sich die maximale Abweichung
von £ auch fiir die Zerlegung groer Baume mit vertretbarem Aufwand (im Sinne des
Optimums) minimieren 148t. Damit konnen nun grole Gebietsaufteilungsprobleme
(|V| > 500) mit Zusammenhangsforderung effizient bearbeitet werden.

Die Zielsetzung der Minimierung der totalen Abweichung von p oder der Vari-
anz der Bezirkgrofien hingegen fiihrt auf N“P—vollstéindige Baumzerlegungsproble-
me fiir 7' (siehe Satz 4.17). Da wir hierfiir keine Algorithmen entwickelt haben,
konnen wir in dieser Arbeit solche Balance-Modelle in nicht mit dem Konzept des

T—7Zusammenhangs kombinieren.”

Bezirkszentren. Die Beriicksichtigung von Bezirkszentren Z C V, |Z| = p, ist bei

diesem Zugang ohne weiteres moglich. Ist zu jedem Zentrum ein Bezirk zu bilden,

"In 7.2.5 wurden derartige Balance-Modelle bei ebenen Problemen behandelt.
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der dieses Zentrum enthélt, so wird dies durch Losen des Problems T'/Zent/ - /||.||s
erreicht. Nach Satz 5.26 ist das mit polynomialem Aufwand moglich.

8.3.2 Auswahl des Geriistes

Durch gleichméflige Baumzerlegung eines Geriistes 7' des Graphen G' werden zwei
wichtige Ziele der Gebietsaufteilung beriicksichtigt, Balance und Zusammenhang.
In der Regel kann auf die Kompaktheit der Bezirke aber nicht verzichtet werden
(sieche Abbildung 8.1). Die Idee ist daher, die Freiheit bei der Auswahl von T zu
nutzen, um Distanzinformation zu beriicksichtigen. Damit soll erreicht werden, dafl
die gleichméfige Zerlegung von T' Bezirke generiert, die Kompaktheitsanforderungen

geniigen.

8.3.2.1 Verwendung des Minimalgeriistes

Eine naheliegende Idee zur Auswahl des Geriistes T ist die Verwendung des (genauer:
eines) Minimalgeriistes, des mit der Kantenbewertung d ausgestatteten Graphen G
(siehe 8.1.2).* Mit den bekannten Algorithmen von Kruskal oder Prim li8t sich das
Minimalgeriist effizient berechnen. Unter der Voraussetzung, dal G ein diinner Graph
mit |E| = O(|V]) ist, betrigt der Aufwand dafiir O(|V|log [V'|) (Ahuja et al. [4, Seite
534]).

Beispiel 8.3

Abbildung 8.6 zeigt zwei Gebietsaufteilungen, die durch gleichméfige Baumzerlegung
des Minimalgeriistes gewonnen sind. Wéhrend sich fiir p = 4 eine Aufteilung ergibt,
in der die Bezirke einigermaflen kompakt und gut balanciert sind (maximale Abwei-
chung 1.61%), ist in der Losung fiir p = 6 ein sehr deformierter Bezirk enthalten und
die maximale Abweichung ist mit etwa 22% unbefriedigend.

Beispiel 8.3 macht deutlich, dafy das Minimalgeriist im allgemeinen nicht geeignet
ist, wenn durch gleichméflige Baumzerlegung eine Gebietsaufteilung bestimmt werden
soll, die neben Balance und Zusammenhang der Bezirke auch dem Kompaktheitsziel

gerecht wird.

8.3.2.2 Verwendung der Optimalbasis eines Fluflproblems

Eine Erkldrung fiir Beispiel 8.3 ist die Tatsache, dafl das Minimalgeriist keine Infor-
mation iiber die Zahl der zu bildenden Bezirke enthilt. Ferner kann nicht erwartet

8Ein Minimalgeriist T = (V,E') hat unter allen Geriisten von G eine minimale Summe
> e d(e) der Kantenbewertungen. Ublich ist auch die Bezeichnung minimaler spannender Baum.
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Abbildung 8.6: Gebietsaufteilungen durch Losen von T/ - /p/||.||s mit p = 4 bezie-
hungsweise p = 6 fiir das Minimalgeriist des Nachbarschaftgraphen G.
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werden kann, daf} ein einzelnes Geriist fiir jedes p zu einer brauchbaren Aufteilung
fiihrt.

Zur Gewinnung eines Geriistes, das sowohl Distanzaspekte als auch die Anzahl
der zu bildenden Bezirke einbezieht, schlagen wir deswegen die Verwendung der Opti-
malbasis eines geeigneten Minimalkosten—Flufiproblems vor. Die effiziente Losbarkeit
solcher Probleme und die Tatsache, daf§ ihre Basen (im Sinn der linearen Program-
mierung) Wald—Struktur haben, machen diesen Ansatz geeignet.

Bei der Definition des Flufiproblems gehen wir von einer p—elementigen Teilmenge
K der Ecken von G aus. Die Elemente von K bilden die Senken des Problems. Sie
kénnen auch als ,,Stiitzpunkte® fiir die Berechnung des Geriistes angesehen werden.?

Das Netzwerk G. Sei G = (V, E) das (bereits in 8.1.3.2 eingefiihrte) Netzwerk, in

dem jedes Paar in GG adjazenter Ecken u und v durch zwei entgegengesetzt gerichtete

Kanten verbunden ist. Die (Einheits—)Fluflkosten fiir diese beiden Kanten sind gleich

und entsprechen der durch die Kantenbewertung d von GG gegebenen Distanz von u

und v. Wir schreiben daher d(u, v) fiir die Flufkosten auf der Kante (u,v) in G.
Das Minimalkosten—Flufiproblem MF ist gegeben durch

(MF) min Z d(u’iv)yuv (86&)
(u,v)eE'
Wy veV -—-K
TR ST -
u: (v,u)€F u: (uw)eE wy—p veEK

Yuw Z 0 (U;U) € E (860)

Jede KGE v € V — K ist eine Quelle und bringt einen Fluf} der Stiarke w, hervor;
in jede Senke v € K fliefit ein Flufl von w, — pu. Der Fluf} in die Senken kann als
Netto—Zuflul angesehen werden, der sich aus einem Brutto—Zuflufl von p abziiglich
w, ergibt.

Das folgende Ergebnis ist wohlbekannt und liefert ein Geriist 7' fiir die gleichmafi-

ge Baumzerlegung.

Proposition 8.2
Ist G zusammenhiingend, so ist das lineare Programm MF lésbar, und die den Ba-
sisvariablen (einer jeden Basis) entsprechenden Kanten bilden ein Geriist von G.

9Die Senken sind ein den Bezirkszentren #hnliches Konzept. Wir treffen dennoch eine begriffliche
Unterscheidung, da die Senken keine unmittelbare Bedeutung fiir die zu bildenden Bezirke haben;
sie dienen lediglich der Berechnung des Geriistes.
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Abbildung 8.7: Gebietsaufteilung durch Losen von T/ - /p/||.||«c wobei T aus der
Optimalbasis von MF mit zufilligen Senken gewonnen wurde.

Ist die Optimalbasis von MF nicht degeneriert, so bilden die Kanten mit positivem
FluB in der Optimallésung ein Geriist von G. Andernfalls muB die Basisinformation
aus dem verwendeten LP-Loser gewonnen werden.

Aus dem zur Optimalbasis von MF gehérenden Geriist von G wird nun direkt ein
Geriist T = (V, E') von G gewonnen. Dabei sind u und v genau dann adjazent in T,
wenn zwischen ihnen eine Basiskante verlduft.

Es ist klar, dal die Wahl der Senken entscheidenden Einflufl auf die Gestalt von T’
und damit auf die durch Baumzerlegung gewonnene Gebietsaufteilung hat. Bei einer
zufilligen Auswahl der Menge K zum Beispiel ist nicht zu erwarten, dafl kompakte

Bezirke erzielt werden.

Beispiel 8.4
Abbildung 8.7 zeigt eine Gebietsaufteilung, die durch gleichméflige Baumzerlegung
des aus der Optimalbasis von MF gebildeten Geriistes 1" errechnet wurde. Dabei wur-
den die vier Senken zufillig gewahlt. Auch hier treten wie in Beispiel 8.3 deformierte
Bezirke auf.

Andererseits ist die gute Balance (maximale Abweichung 4.52%) erwartungs-
gemaf, denn in die Senken von MF tritt ein Brutto—Flufl von p ein; hieraus resultiert
im allgemeinen eine gute Zerlegbarkeit von 7" in Teilbdume mit einem Gewicht von

ungefdhr p.
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Beispiel 8.4 macht die Notwendigkeit eines geeigneten Verfahrens zur Bestimmung
der Senken deutlich. Ein solches Verfahren wird im folgenden Abschnitt entwickelt.
Darauf aufbauend kénnen dann durch Lésen von MF und Baumzerlegung Gebietsauf-

teilungen berechnet werden, in denen auch die Kompaktheit der Bezirke befriedigt.

8.3.3 Berechnung von Senken fiir das Fluflproblem MF

Fiir die Berechnung der Senken fiir das Flufiproblem MF (8.6) schlagen wir vor, von
einem Geriist 7 von G (zum Beispiel dem Minimalgeriist) auszugehen und K optimal
(im Sinne der Zielfunktion von MF) zu wihlen, unter der Voraussetzung, dafl nur auf
den Kanten von T ein FluB stattfinden darf. (Die Richtung der Kanten wird dabei
nicht beriicksichtigt.) Das Flufiproblem MF wird damit in gewissem Sinne umgekehrt,
indem zurerst ein Geriist (also eine Basis) gewéhlt wird, und dann optimale Senken
dazu bestimmt werden. Wird anschlielend MF mit diesen Senken geldst, erhélt man
als Optimalbasis ein im allgemeinen von T verschiedenes Geriist.

Somit ergibt sich in natiirlicher Weise ein alternierendes Verfahren zur Bestim-
mung der Senken. Da der Zielfunktionswert von MF sich von Schritt zu Schritt
hochstens verkleinern kann, konvergiert er gegen ein (lokales) Minimum, das bei ei-
ner (bis auf pathologische Ausnahmen) eindeutig bestimmten Menge K angenommen
wird. Erfahrungsgeméf} sind nur wenige Iterationen auszufiihren, bis diese Menge K
gefunden ist.

Der algorithmische Vorteil der Bestimmung von optimalen Senken zu einem Ge-
rist T von G liegt in der effizienten Losbarkeit dieses Problems, bedingt durch die
Baumstruktur. Wir nutzen also auch an dieser Stelle die Tatsache, dafl Optimierungs-
probleme auf Graphen oft polynomial l6sbar sind, wenn der Graph baumférmig ist.

Wie werden optimale Senken zu einem Geriist bestimmt? Wir entwickeln im fol-
genden zwei Verfahren. Das erste ist eine Heuristik mit linearer Laufzeit. Gelingt es,
mit ihr eine zuldssige Menge an Senken zu bestimmen, ist diese auch optimal. Fiir
den Fall des Scheiterns der Heuristik 16sen wir das Problem mit dynamischer Pro-
grammierung, der Aufwand dafiir ist O(p?|V|). ErfahrungsgemiB ist die Heuristik
jedoch in der Mehrzahl der Fille erfolgreich.

8.3.3.1 Eine Rundungsheuristik zur Bestimmung optimaler Senken

Essei T = (V, E') ein Geriist von G, mit den Eckengewichten w,, v € V. Wir wiihlen
eine beliebige Ecke vy € V als Wurzel und fassen T als Wurzelbaum auf. Es sei an
die in 4.1.1.1 eingefiihrte Notation erinnert.

Fiir v € V sei die Variable s, die Anzahl der Senken in Tv. Zunéchst ist s,, = p
vorgegeben. Da in jede Senke ein Brutto—Flufl von p hineinflief8t, ist fiir v # vy der
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Algorithmus 8.1 Rundungsheuristik fiir optimale Senken beziiglich T
1: Syy =D
2: for allv € V—{v,} do
3 sy :=|wl,/p+0.5]
4: end for
5: if s,, v € V, erfiillen (8.8) then
6
7
8
9

K:={veV:s —> 5 5 =1}
. else
. gib aus ,gescheitert”
. end if

Fluf} auf der Kante zwischen v und pre(v) betragsméBig gleich
\wT), — syp)-
Unser Ziel ist daher die Berechnung von

min Z d(v, pre(v))|wT, — sypl. (8.7)

veV—{vo}

Dabei sind die Nebenbedingungen

Sy — Z sy €{0,1} (veV) (8.8a)

uegv
Sy € L> (veV —{v}) (8.8b)
Svo =P (88C)

einzuhalten. (Die erste Bedingung sichert, daf} jede Ecke hochstens einmal Senke sein
kann.)

Zur Motivation der Heuristik dividieren wir die Zielfunktion (8.7) durch . Ohne
Beriicksichtigung der Nebenbedingungen ist dann klar, daf§ der optimale Wert fiir s,
sich durch Runden von w7,/ ergibt, weil dies den Term |wT,/u — s,| minimiert.

Die Heuristik (Algorithmus 8.1) besteht deshalb einfach darin, s, firv € V—{v,}
in dieser Weise zu berechnen, und dann zu priifen, ob die Nebenbedingungen (8.8)
erfiillt sind. Dies betrifft vor allem (8.8a); wenn diese Bedingung fiir die s, besteht,
so ist die Menge K der optimalen Senken durch diejenigen Ecken gegeben, fiir die
die linke Seite in (8.8a) den Wert eins hat. Es ist klar, daf§ dies genau p Ecken sind,
wenn (8.8) erfiillt ist.

Falls die durch Runden berechneten s, die Nebenbedingungen verletzen, scheitert
die Heuristik. Das folgende Beispiel zeigt, dafl dies vorkommen kann.
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Beispiel 8.5

Bei diesen beiden Biumen sei die hochste Ecke Wurzel, die Gewichte w, und die
Anzahl der Senken p seien wie angegeben. Fiir p ergibt sich ein beiden Féllen der
Wert drei.

Fiir den linken Baum berechnet die Heuristik s, = 0 fiir die Blatter und s, = 2
fiir die zentrale Ecke. Damit ist fiir diese Ecke (8.8a) verletzt.

Beim rechten Baum ist fiir die Blitter s, = 1 und fiir die zentrale Ecke s, = 4,

daher erhilt man in (8.8a) sogar einen negativen Wert.

Das folgende Ergebnis ist offensichtlich.

Proposition 8.3
Der Aufwand von Algorithmus 8.1 ist O(|V]).

8.3.3.2 Berechnung optimaler Senken mit dynamischer Programmierung

Fiir den Fall des Scheiterns der Rundungsheuristik aus Algorithmus 8.1 wird das
durch (8.7) und (8.8) gegebene Optimierungsproblem mit dynamischer Programmie-
rung geldst. Wie in 8.3.3.1 wiihlen wir eine beliebige Wurzel vy € V' fiir 7.

Sei dazu C'(v,s) der optimale Zielfunktionswert fiir den Teil-,Baum®, der aus
T, und der Kante (v,pre(v)) besteht,'® wenn dieser s Senken enthilt. Gesucht ist
C(vo, p).-

Um Rekursionsgleichungen fiir C'(v, s) zu entwickeln, ist die Definition eines wei-
teren Zwischenziels notig. Ist S = {ui,...,u,} die Menge der Schne von v, so sei
C (v,i,s) der optimale Zielfunktionswert fiir den Teilbaum, der aus v, den Kanten
(uy,v), ..., (uj,v) und den T,,,, ..., T, gebildet wird, wenn dieser Teilbaum s Senken

enthélt. (Fiir i = 0 besteht der Teilbaum nur aus der Ecke v.)

Die Rekursionsgleichungen fiir die Vorwértsrechnung von den Bléttern zur Wurzel

0Tst v die Wurzel, so kann gedanklich eine solche Kante hinzugefiigt werden.
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lauten wie folgt:

~ 0 € 10,1},

C(0,0,5) = € {01} (8.9)
oo sonst,

C(v,i,s) =min {C(u;, ) +C(v,i—1,5—5): 0< s < s}

fir 1 <i <k,, v kein Blatt,  (8.10)
und

Clo.5) = Clv.ky. 5) + d(v, pre(v))|wT, — sp| 0<s < |V(T,)], (8.11)

o0 sonst.

Proposition 8.4
Der Aufwand fiir die Vorwiértsrechnung zur Bestimmung optimaler Senken fiir T ist
O(p*|V1).

Beweis. Der Aufwand wird dominiert durch die Berechnung von O(2|V'|p) Zwischen-
zielen der Form C(v,1, s) in (8.10). O

Die optimalen s, werden dann durch Riickwértsrechnung ermittelt. Darin werden
die Sohne von v in umgekehrter Reihenfolge uy,,...,u; betrachtet und jeweils s,,
aus dem (wihrend der Vorwértsrechnung festgehaltenen) in (8.10) minimierenden
s' bestimmt. Der Aufwand fiir die Riickwértsrechnung ist O(]V|). Damit gilt das
folgende Ergebnis.

Satz 8.5
Mit dynamischer Programmierung geméf (8.9) bis (8.11) koénnen optimale Senken
fir T mit Aufwand O(p?|V'|) bestimmt werden.

8.3.4 Zusammenfassende Darstellung und Beispiele

8.3.4.1 Zusammenfassung

Zusammengefafit ist unsere Vorgehensweise zur Bestimmung einer Gebietsaufteilung
in T—zusammenhéngende, balancierte und kompakte Bezirke in Algorithmus 8.2.
8.3.4.2 Praktische Umsetzung

Die praktische Umsetzung von Algorithmus 8.2 in GAMOR, wurde folgendermaflen
vorgenommen. In Zeile 2 wird eine Implementierung des Verfahrens von Prim be-
nutzt. Problem MF (Zeile 10) wird mit dem Solver CPLEX gelost. In Zeile 13 wird
das Branch&Bound Verfahren aus Kapitel 6 benutzt.
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Algorithmus 8.2 Berechnung einer Gebietsaufteilung bei Netzwerktopologie
Input: gewichteter Graph G = (V, E,w,d) und p € {1,...,|V|}

Output: Bezirke By,..., B, C V, zusammenhéngend in G, die eine Partition von
V bilden
1: Bilde Netzwerk G ausgehend von G (siehe Seite 197)
2: Berechne Minimalgeriist T von G
3: weiter := True; K := ()
4. while weiter do
5. Wende Rundungsheuristik (Algorithmus 8.1) zur Berechnung einer Senken—

Menge K auf T an
if Heuristik gescheitert then
berechne K mit dynamischer Programmierung (siehe 8.3.3.2)
end if
if K unverdndert then weiter := False end if
10:  Lose Minimalkosten FluBproblem MF (8.6) auf G; T sei Optimalbasis
11: end while
12: T = (V, E',w) sei Geriist von G, das T entspricht
13: Lose Baumzerlegungsproblem T/ - /p/||.||s fiir T

14: B; := Eckenmenge des i—ten Teilbaumes in der Zerlegung, i € |

8.3.4.3 Beispiele

Beispiel 8.6

Abbildung 8.8 zeigt zwei Gebietsaufteilungen, die mit Algorithmus 8.2 berechnet
wurden. Ein Vergleich mit Abbildung 8.6 macht deutlich, da} hier das zur Baum-
zerlegung verwendete Geriist sehr viel besser das Ziel balancierter und kompakter
Bezirke unterstiitzt. Algorithmus 8.2 erscheint geeignet fiir das Design praxistaugli-
cher Gebietsaufteilungen.

Hierbei ist vor allem der Gesichtspunkt der Effizienz hervorzuheben. Die Gesamt-
rechenzeit betrug fiir jede der Aufteilungen in Abbildung 8.8 etwa 0.15 Sekunden.
Die While—Schleife in den Zeilen 4 bis 11 wurde jeweils dreimal durchlaufen. Nur fiir
p = 6 war dabei (in der ersten Iteration) der Riickgriff auf dynamische Programmie-
rung zur Bestimmung der Senken erforderlich. Das Problem 7'/ - /p/||.|| konnte in
beiden Féllen im Wurzelknoten des Suchbaumes gelést werden, die Rechenzeit dafiir

betrug ungefihr 0.8 Sekunden.

Beispiel 8.7
Um die Effizienz von Algorithmus 8.2 fiir grofle Probleme zu testen, wurde eine
Gebietsaufteilung mit 25 Bezirken auf der Basis von 544 KGE (die deutschen Kreise
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Abbildung 8.8: Gebietsaufteilungen mit p = 4 beziehungsweise p = 6, berechnet mit
Algorithmus 8.2
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Abbildung 8.9: Gebietsaufteilung mit |V'| = 544 und p = 25 berechnet mit Algorith-

mus 8.2
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und kreisfreien Stédte) berechnet (Abb. 8.9).

Die Gesamtrechenzeit dafiir betrug etwa fiinf Sekunden, wovon 4.3 Sekunden auf
das Branch&Bound in Zeile 13 entfielen. Es mufiten 23 Knoten des Suchbaumes
abgearbeitet werden, bis die optimale Baumzerlegung bestimmt war. Die While—
Schleife in den Zeilen 4 bis 11 muflte fiinf mal durchlaufen werden, wobei im ersten

Durchlauf dynamische Programmierung zur Bestimmung der Senken nétig war.

Aus Beispiel 8.7 kann der Schlufy gezogen werden, dafl mit Algorithmus 8.2 auch
Gebietsaufteilungen mit vielen KGE bei Netzwerk-Topologie und Zusammenhangs-
bedingung sehr effizient berechnet werden kénnen.

8.3.5 Vorteile gegeniiber herkdmmlichen Verfahren

Der in GAMOR realisierte Algorithmus 8.2 aus 8.3.4 verbindet verschiedene Eigen-
schaften in einer Weise, die ihn gegeniiber herkommlichen Verfahren vorteilhaft er-

scheinen 148t.

1. Es werden keine im voraus gegebenen Bezirkszentren bendtigt.
2. Es werden stets zusammenhéngende Bezirke erzeugt.

3. Das Verfahren ist sehr effizient (siehe Beispiel 8.7).

Auch das Verfahren von Zoltners und Sinha [115] bildet in aller Regel zusammen-
hiingende Bezirke, wenn es mit KW-Distanzen benutzt wird (Satz 8.1).'" Jedoch ist
der Algorithmus bei diesem Distanz-Typ auf gut gewéhlte Bezirkszentren angewiesen
(Beispiel 8.2). Auflerdem benétigt das Subgradienten—Verfahren eine deutlich lingere
Rechenzeit, als Algorithmus 8.2.'2 Selbst wenn gute Bezirkszentren bekannt sind, ist
daher die hier entwickelte Vorgehensweise im Vorteil gegeniiber dem Verfahren von
Zoltners und Sinha [115].

Die Berechnung einer Gebietsaufteilung durch Lésen des Transportproblems und
anschlieende Splitauflosung (siehe 7.2) erzeugt sehr hiufig unzusammenhéingende
Bezirke, auch wenn durch Verwendung von KW-Distanzen der Nachbarschaftsgraph
der KGE indirekt einbezogen, und von gut verteilten Bezirkszentren ausgegangen
wird.'® Daher ist dieser Ansatz im Falle einer strikten Zusammenhangsforderung

nicht geeignet.

HUnter einigen hundert zufillig erzeugten Testproblemen wurde nur in einem Fall eine Gebiets-

aufteilung mit unzusammenhéngenden Bezirken berechnet.
L2Fiir die erwiihnte Menge an Testproblemen war die Rechenzeit des Subgradientenverfahrens

(bei guten gegebenen Bezirkszentren!) in GAMOR im Durchschnitt drei bis vier mal linger, als die

von Algorithmus 8.2.
BFiir die Testprobleme traten in der Mehrzahl der Gebietsaufteilungen unzusammenhingende

Bezirke auf.



Kapitel 9

Verfahren zur Zentrenbestimmung

(simultane Standortplanung)

Ein Teil der Modelle fiir die Gebietsaufteilung in den Kapiteln 7 und 8 geht von a prio-
ri gegebenen Zentren der Gebiete aus. Aus den Beispielen in 8.2 wird erkennbar, daf§
die Wahl der Zentren entscheidenden Einflufl auf die berechnete Gebietsaufteilung
hat. Deshalb sind Verfahren notwendig, mit denen sich geeignete Zentren bestimmen

lassen.

Auch aus Anwendungssicht ist dies bedeutsam. Da die Kompaktheit der Gebiets-
aufteilung unter Bezugnahme auf Zentren gemessen wird (siehe zum Beispiel (7.1a),
S. 141), empfehlen sich die Zentrenorte als Standorte von Vertretern oder Orga-
nisationseinheiten, denen die Betreuung der Gebiete unterliegt; insbesondere beim
Bereisen der Gebiete ist dies der Fall. Die Bestimmung giinstiger Zentren entspricht
somit der Planung geeigneter Vertreterstandorte.

Methodisch gehoren die im folgenden vorgestellten Verfahren zur Disziplin der
Standortplanung im Operations Research. Dieses sehr umfangreiche Forschungsfeld
kénnen wir jedoch nur streifen. Verschiedentlich verweisen wir deshalb auf wei-

terfihrende Literatur.

Das Kaptiel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 9.1 wird dargestellt, wie zu gege-
benen Bezirken optimale Zentren bestimmt werden kénnen. Dies wird in 9.2 benutzt,
um alternierend Zentren und Gebietsaufteilungen zu berechnen, und so schliellich zu
einem (lokalen) Optimum zu kommen. Jedoch ist dieses location allocation Prinzip
sensibel gegeniiber der Wahl der Startzentren. Deshalb wurde von Hojati [52] eine
Lagrange—Heuristik zur Bestimmung (global) optimaler Zentren vorgeschlagen; wir
gehen darauf in 9.3 ein. Da die Heuristik nach Erfahrung des Autors aber nicht zufrie-
denstellend arbeitet, schlagen wir Erweiterungen vor. Rechentests zeigen, dafl damit

ein wirkungsvolles Verfahren zur Bestimmung guter Zentren gegeben ist.

207
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9.1 Optimale Zentren bei gegebener Gebietsauf-

teilung

Beim location—allocation Prinzip werden alternierend Gebietsaufteilungen und Zen-
tren bestimmt. Daher stellen wir zunéchst die Frage, wie sich fiir eine gegebene
Gebietsaufteilung optimale Bezirkszentren berechnen lassen. Sie fiihrt direkt auf das
Median—Problem der Standortplanung, das (angepafit an unseren Kontext) folgen-
dermaflen definiert ist.

Definition 9.1 (Median einer Menge von KGE)

Seien

e B C V eine Teilmenge der KGE,
W, > 0, v € B, Gewichte der KGE,
Z eine Menge zuldssiger Zentren,

o d: ZxV — Ryy.

Ein z € Z, das
ZWUd(z,v) (9.1)

vEB

minimiert, heilt Median von B.

Die Funktion d dient zur Messung der Distanz zwischen KGE und méglichen Zentren.
Die Gewichte der KGE werden zum Beispiel durch W, := w, festgelegt. Fiir die Wahl
von Z und d sind im Kontext unserer Arbeit folgende M6glichkeiten von Interesse.

1. In Modellen mit ebener Topologie ist Z = R? und d ist die euklidische oder die
quadriert—euklidische Distanz (vgl. S. 139).

2. In Modellen mit Netzwerk—Topologie ist Z = B und d ist zum Beispiel die
KW-Distanz (vgl. 8.1.2).

Der Median z eines Bezirks B ist der giinstigste Standort fiir die Betreuung dieses
Bezirks, wenn der Aufwand durch die Funktion (9.1) gemessen wird. Indem fiir jeden
Bezirk einer Gebietsaufteilung ein Median als Zentrum festgelegt wird, bestimmt
man eine Menge Z optimaler Zentren.

Die Berechnung des Medians wird durch Verfahren aus der Standortplanung
ermoglicht. Fiir die unter 1. und 2. aufgefiihrten Beispiele fiir Z und d fiihren wir im
folgenden geeignete Verfahren an.
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9.1.1 Berechnung des Medians bei ebenen Problemen

In ebenen Problemen der Standortplanung ist jeder Punkt der Ebene R? als Standort
zuliissig.! Eine Zusammenstellung von Verfahren zur ebenen Standortplanung gibt
Hamacher [46]. Hier benotigen wir nur die einfachsten.

9.1.1.1 Quadriert—euklidische Distanzen

Wie in 7.1.1 seien (ost,, nord,) € R?*, v € V die Orte der KGE. Ferner sei (Ost,, Nord,)
das zu bestimmende Zentrum. Fiir

d(z,v) = (Ost, — ost,)” + (Nord, — nord,)?

wird der Median mit einer einfachen geschlossenen Formel berechnet:

Ost, ZUEB W, ost, ZUEB W, nord,
ZUEB WU ZUEB WU

Zum Beweis wird die Funktion (9.1) nach (Ost,, Nord,) differenziert.
Der Aufwand zur Berechnung der optimalen Zentren bei gegebener Gebietsauf-

Nord, = (9.2)

teilung mit Bezirken B;, © = 1,...,p, ist fiir quadriert—euklidische Distanzen somit
O, |Bil) = O(|V]).
9.1.1.2 Euklidische Distanzen
Ist die Distanzfunktion durch
d(z,v) = ((Ost, — ost,)* + (Nord, — nordv)2)1/2

2

gegeben,” so laf}t sich der Median nicht durch eine geschlossene Formel berechnen.

Die Iterationsvorschrift des Weiszfeld—-Algorithmus
(Osth* Nord*™') = ¢ (Ost*, Nord"),

wobei ¢ : R2 — R? durch

o) = X i ostnord,

mit

Yo (¢) = 7(C1, G2) =

4%
- und () = ’
((Gr = 0sty)® + (G — nord,j)Q)l/2 (€) ;7 (€)

'Hiufig wird auch nur eine Teilmenge Z der Ebene zugrundegelegt, zum Beispiel wenn es ver-

botene Bereiche fiir den Median gibt.
2Tn diesem Fall wird der Median auch als Steiner—-Weber Standort bezeichnet.
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gegeben ist, liefert jedoch im allgemeinen eine Folge von Punkten, die gegen den
Median konvergiert. Dazu darf dieser allerdings nicht mit dem Ort (ost,, nord,) ei-
ner KGE iibereinstimmen. Ein Kriterium zur Uberpriifung dieses Falls und weitere
Informationen zum Weiszfeld-Algorithmus findet man in Hamacher [46, Abschnitt
2.1.5].

9.1.2 Berechnung des Medians bei Netzwerk—Topologie

In Modellen mit Netzwerk—Topologie ist es sinnvoll, als Zentren nur die Knoten
des Netzwerkes zuzulassen (vgl. S. 182). Dariiberhinaus sollte das Zentrum eines
Bezirkes in diesem enthalten sein. Die Berechnung des Medians ist somit trivial, da
die Funktion (9.1) iiber die endliche Menge Z = B minimiert wird.

Der Aufwand zur Bestimmung des Medians ist in diesem Fall O(|B|?), unter der
Voraussetzung, daf die Distanz d(z,v) in konstanter Zeit berechnet werden kann.
Werden KW-Distanzen d(z,v) = D,, zugrundegelegt und ist die Distanzmatrix D
(siehe S. 183) bekannt, so ist diese Voraussetzung erfiillt.

Zur Bestimmung der Mediane aller Bezirke, also der Menge optimaler Zentren,
ergibt sich damit ein Aufwand von O(Y°0_, |B;|*) = O(JV']?).

9.2 Bestimmung von Zentren mit dem location—

allocation Prinzip

9.2.1 Das GEOLINE—Modell

Das location—allocation Prinzip ist die alternierende Bestimmung von Zentren und
die Zuordnung von KGE zu diesen Zentren. Begonnen wird mit der Festlegung einer
ersten Zentrenmenge Z°, den Startzentren. Diesen werden die KGE zugeordnet, zum
Beispiel durch Lésen des Transportproblems TP (7.2). Dadurch wird eine Gebietsauf-
teilung definiert (die Splits enthalten kann). Fiir die Bezirke dieser Gebietsaufteilung
werden Mediane, d.h. optimale Zentren, mit den Methoden des vorangehenden Ab-
schnitts bestimmt. Die so erhaltene Zentrenmenge Z' erlaubt das erneute Berechnen
einer Gebietsaufteilung. In dieser Weise wird zwischen den Schritten location und
allocation abgewechselt, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist.

Dieses Prinzip wurde von Hess et al. [50] fiir die Gebietsaufteilung zunéchst im
Zusammenhang der Einteilung von Wahlkreisen eingefiihrt, und etablierte sich dann
als GEOLINE-Modell fiir die Verkaufsgebietsgestaltung (Hess und Samuels [51]).
Spéiter verwendeten es in modifizierter Form zum Beispiel auch Fleischmann und
Paraschis [35].
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Algorithmus 9.1 GEOLINE Verfahren (location—allocation)

1: Wihle Startzentren Z°.
2: k:=0
3: repeat
4: k:=k+1
Berechne Distanzen d;,, i € Z¥ 1, v € V.

)

6:  (w;y) sei optimale Losung von TP (7.2).

7. Runde gegebenenfalls () auf ganzzahlige Werte.

8: 7% sei Menge der Mediane (mit W, = w,x, in (9.2))
fiir die Bezirke.

9: until Z¥ = Z*=! oder k = max_iteration

Das GEOLINE-Verfahren in der Form von Hess und Samuels [51] arbeitet mit
quadriert—euklidischen Distanzen (Zeile 5) und Splitauflssung mittels AssignMAX
(Zeile 7; siehe 7.2.3). Fleischmann und Paraschis [35] fiihren das Runden nur in
der letzten Iteration durch und verwenden dabei die in 7.2.6 vorgestellte partielle
Splitauflésung.

Algorithmus 9.1 abstrahiert von solchen Festlegungen. Alternative Distanz—Mo-
delle (euklidisch, kiirzeste Wege) oder Rundungsverfahren (optimale Splitauflésung
unter verschiedenen Kriterien) lassen sich integrieren, indem die Zeilen 5 und 8 be-
ziehungsweise 7 entsprechend ausgefiihrt werden. In GAMOR ist das GEOLINE—
Verfahren in dieser modularen Form integriert, das gewiinschte Distanzmodell und
das Rundungsverfahren lassen sich {iber Kommandoparameter auswéhlen.

9.2.2 Konvergenz des location—allocation Prinzips

In praktischen Fillen konvergiert Algorithmus 9.1 recht schnell, es gilt Z¥ = Z#-!
zumeist fiir ein £ < 10. Hess und Samuels [51] merken jedoch an, dal Konvergenz
nicht gesichert ist, wenn (z;,) in jeder Iteration gerundet wird — es kann vorkommen,
daf} der Algorithmus Zentrenmengen zyklisch durchlauft. Deshalb ist es sinnvoll, eine
Maximalzahl max_iteration an Iterationen vorzugeben (Zeile 9).

Wird auf das Runden in Zeile 7 verzichtet, so 148t sich Konvergenz einfach nach-
weisen. Wesentliche Faktoren sind dabei, dafl die Anzahl der Basislosungen von TP
endlich ist und daB die Zielfunktion Zi,v d; Wy T von Iteration zu Iteration abnimmt.
Um ein zyklisches Verhalten auszuschlieflen, sind neben dem Verzicht auf das Runden

zwel Voraussetzungen notig.

1. Die Basen von TP werden (zum Beispiel lexikographisch) geordnet, im Falle
einer Mehrdeutigkeit der optimalen Basislosung wird in Zeile 6 von Algorithmus
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9.1 die beziiglich dieser Ordnung kleinste gewéhlt.

2. Fiir den Fall einer nichteindeutigen optimalen Zentrenmenge in Zeile 8 wird
ebenfalls nach einer festen Regel Z* ausgewéhlt.

Unter Beachtung dieser Voraussetzungen bestimmen sich Optimallésungen von TP
und Zentrenmengen Z* gegenseitig in eindeutiger Weise. Zusammen mit dem Ab-
nehmen der Zielfunktion von Iteration zu Iteration schliefit dies ein Kreisen aus.
Konvergenz, also Terminierung mit Z¥ = Z¥~! in Algorithmus 9.1, ergibt sich dann

aus dem Endlichkeits—Argument.

9.2.3 Abhéngigkeit von den Startzentren

Die durch das location—allocation Prinzip schliefllich bestimmte Zentrenmenge ist
von den Startzentren Z° abhiingig und wird in der Regel kein globales Optimum
darstellen. Hess und Samuels [51] empfehlen daher ein mehrmaliges Durchlaufen mit
jeweils unterschiedlichen Startzentren. Jedoch stellt die Wahl der Startzentren ein
gewisses Problem dar.

Die Bestimmung moglichst guter Zentren und die simultane Berechnung einer
Giitegarantie dafiir ist Gegenstand des néchsten Abschnitts. Die Menge Z der zuléssi-
gen Zentren ist darin durch die Menge der KGE gegeben. Durch diese Einschrinkung
gegeniiber ebenen Modellen 148t sich die Fragestellung in Gestalt eines warehouse lo-

cation Problems formulieren.

9.3 Eine Lagrange—Heuristik zur Bestimmung op-

timaler Zentren

Hojati [52] bestimmt die Zentren der Bezirke mit einer Lagrange—Heuristik, die auf
einer Formulierung des Problems als kapazitiertes warehouse location Problem ba-
siert. Die Heuristik ist eine vereinfachte Version der von Beasley [11] vorgestellten
Vorgehensweise zur Losung verschiedener grundlegender Standortprobleme.

In der von Hojati dargestellten Form ist das Verfahren nach Erfahrungen des Au-
tors jedoch nicht besonders erfolgreich in der Berechnung von guten Bezirkszentren.
Daher schlagen wir im folgenden Modifikationen vor, die zu besseren Ergebnissen

fithren. Sie seien kurz skizziert, bevor wir eine detaillierte Darstellung bringen.

1. Hojati [52] dualisiert in Anlehnung an Beasley [11] Nachfrage— und Kapazitéts—
Nebenbedingungen. Wir dualisieren dagegen nur die Nachfrage-Bedingungen.
Das Lagrange-Subproblem ist trotzdem trivial 16sbar, und es ist nur die halbe
Anzahl Lagrange—Multiplikatoren im Subgradienten—Verfahren zu optimieren.
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2. Hojati verwendet eine sehr einfache primale Heuristik, in der nur die besten
gefundenen Lagrange—Multiplikatoren beriicksichtigt werden. Dies ist im allge-
meinen ungeniigend. Wir schlagen vor, Algorithmus 9.1 als primale Heuristik
zu verwenden. Dies ist recht aufwendig, da viele Transportprobleme gelost wer-
den miissen. Es konnen jedoch sehr gute Losungen damit bestimmt werden;
dies rechtfertigt unserer Ansicht nach den Aufwand .

9.3.1 Optimale Zentren: Ein kapazitiertes warehouse locati-

on Problem
9.3.1.1 Formulierung des Modells

Hojati [52] formuliert das Problem optimaler Zentren in folgender Weise als kapazi-
tiertes warehouse location Modell.

(WLP) min Y diw, i, (9.3a)
unter wa =1 (veV) (9.3b)
eV
Zwlew = uz; (ieV) (9.3¢)
veV
Z 2 =D (9.3d)
eV
0<umxy <1 (i,v € V) (9.3e)
z € {0,1} (ieV) (9.3f)

Es kann als Erweiterung von TP (7.2) aufgefalt werden, wobei hier die bindren
Variablen z; die Entscheidung modellieren, ob KGE i € V' ein Zentrum ist (z; = 1)
oder nicht (z; = 0). WLP ist somit ein gemischtganzzahliges Programm. Man beachte,
daf hier der Index i nicht aus der Menge I = {1,...,p} stammt, sondern iiber alle
KGE variiert. Die Menge Z moglicher Zentren stimmt also mit der Menge V' der
KGE iiberein.

Gegeniiber der iiblichen Definition des warehouse location Problems? ist anzu-
merken, daf} hier die Standortvariablen z; nicht in der Zielfunktion auftauchen, das
Modell also keine Fixkosten einbezieht. Dient die Suche nach guten Bezirkszentren
tatsichlich einer Standortentscheidung fiir die Betreuung der Bezirke, k6nnen mit
der Standorteinrichtung und -unterhaltung verbundene Fixkosten jedoch problemlos
in das Modell integriert werden.

3Siehe zum Beispiel Domschke und Drexl [30, S. 53].
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Auflerdem kommt gegeniiber der iiblichen Definition die Nebenbedingung (9.3d)
hinzu; sie legt fest, dafl gerade soviele Zentren zu bestimmen sind, wie die Gebietsauf-
teilung Bezirke enthalten soll. (9.3d) ist in der Formulierung von WLP entbehrlich;
bei der vorzunehmenden Lagrange—Relaxation ist diese Bedingung jedoch von Nut-

zen.

9.3.1.2 Losungsverfahren fiir WLP

Das Programm WLP unter Riickgriff auf einen Solver fiir gemischtganzzahlige Pro-
gramme wie CPLEX zu l6sen, ist nur fiir kleine Probleminstanzen moglich. Ob-
wohl dieser Loser durch Schnittebenen die lineare Relaxation von WLP erheblich
verschérft, treten schon bei Instanzen mit |V| = 100 KGE und p = 20 Schwierigkei-
ten auf, WLP optimal zu l6sen. Dies wurde bei entsprechenden Experimenten mit
GAMOR beobachtet. Probleme der Grofie |V| = 50 bereiten CPLEX (in der Versi-
on 6.6 des Losers) dagegen keine Schwierigkeiten. Da wir an Verfahren fiir grofiere
Probleme interessiert sind, bieten sich Heuristiken an.

Lagrange-Heuristiken haben den Vorteil, dafl man neben einer Losung des Pro-
blems eine Giitegarantie fiir diese Losung erhélt. Im Zusammenhang mit dem ka-
pazitierten warehouse location Problem werden solche Heuristiken als besonders er-
folgreich empfohlen.? Deshalb gehen wir im folgenden auch diesen Weg, der fiir die
Bestimmung von Zentren in der Gebietsaufteilung bereits von Hojati [52] beschritten
wurde. Die Unterschiede unseres Ansatzes sind oben (S. 212) erwihnt.

9.3.2 Eine Lagrange—Heuristik zur Losung von WLP
9.3.2.1 Lagrange—Relaxation von WLP

Hojati [52] dualisiert die Nachfrage-Nebenbedingungen (9.3b) und die Kapazitits—
Nebenbedingungen (9.3c), um zu einer Lagrange—Relaxation von WLP zu kommen.
Hier dagegen werden nur die Nachfrage-Bedingungen dualisiert. Nach Cornuejols
et al. [26, Th. 1] stimmen die erzielbaren unteren Schranken (das Optimum des
jeweiligen Lagrange—Duals) fiir beide Vorgehensweisen iiberein.

Im zweiten Fall miissen jedoch nur die halbe Anzahl Lagrange—Multiplikatoren op-
timiert werden, was ein besseres Konvergenzverhalten des Subgradienten—Verfahrens
erwarten la8t. Die Losung des Lagrange-Subproblems ist in beiden Fillen trivial

durch Sortierung auszufiihren.

4Cornuejols et al. [26, S. 283] schreiben in Bezug auf das kapazitierte WLP: ,We recommend the
use of Lagrangian heuristics rather than the usual greedy or interchange—type heuristics.“
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Das Lagrange—Subproblem fiir Multiplikatoren o, € R (zu (9.3b)) lautet

C(o) = min Z(dwwv — 0p)Tiy + Z Oy (9.4)

0,0

unter (9.3¢) — (9.3f)

Wird zunéchst fiir jedes ¢ € V' das Rucksackproblem mit stetigen Variablen

vi(0) = min Z(divwv — 0y)Tiy

v

unter E WyLiy =

v

0<ux, <1 (veV)

gelost (im wesentlichen durch Sortieren nach zunehmendem Quotienten (d;,w, —
0y)/w,), so ist auch (9.4) ein Rucksackproblem:

C(o) = min Z%(U)zi (9.5a)

unter Z Zi=p (9.5b)

3

5 e {0,1} (ieV) (9.5¢)

Aufgrund seiner simplen Nebenbedingung wird es gelost, indem die z; zu den p
grofiten Zielfunktionskoeffizienten +;(0) zu Eins und die verbleibenden zu Null ge-
setzt werden. Um (9.3¢) zu erfiillen, wird zum Schluf§ z;, = 0 gesetzt, wenn z; = 0
ist (fiir alle i,v € V).

9.3.2.2 Darstellung der Heuristik

Unsere Heuristik fiir WLP (Algorithmus 9.2) kombiniert das Subgradienten—Verfah-
ren zur Berechnung einer unteren Schranke mit dem location—allocation Prinzip zur
Gewinnung moglichst guter zuldssiger Losungen von WLP. Dabei werden die Start-
zentren in Algorithmus 9.1 in jeder Iteration entsprechend der optimalen Losung
des Lagrange—Subproblems gewéhlt. Auf diese Weise geht duale Information in die

primale Heuristik ein.

Algorithmus 9.2 Lagrange-Heuristik fiir WLP
1: 0,:=0,v e V;bestlb:= —oc0; best_ub:= +o00; k:=1.0
2: repeat

3:  Berechne Optimalldsung von (9.4) wie in 9.3.2.1 beschrieben:
(zi)iev und (z4);pev mit Zielfunktionswert C'(o)
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4:  best_lb:= max{C(0),best_Ib}
5 ZV={ieV:z=1}
6:  Fiihre Algorithmus 9.1 mit Startzentren Z; aus (ohne Runden in Zeile 7); dies
liefert eine zuléssige Losung von WLP mit Zielfunktionswert ub.
7. best_ub := min{ub, best_ub}
8:  Berechne Subgradient: n, :=1—-> 2, v €V
9:  Aktualisiere Lagrange-Multiplikatoren:
0y =0y + K((best_ub — C(0))/ > ycv o) My VEV
10:  Aktualisiere & /* siehe Text */
11: until Abbruchkriterium erfiillt

9.3.2.3 Anmerkungen zur Implementierung

Wahl der Schrittweite. Der Parameter x bestimmt die Schrittweite, mit der die
Lagrange—Multiplikatoren in Richtung des Subgradienten verdndert werden (Zeile
9). Es ist géngige Praxis, x im Laufe des Subgradienten—Verfahrens in geometrischer
Weise zu verkleinern, also

K :=TK,

wobei r € (0, 1) fest gewéhlt ist. Diese Verkleinerung wird immer dann vorgenommen
(Zeile 10), wenn seit der letzten Verkleinerung in N aufeinanderfolgenden Iterationen
keine Verbesserung von best_lb erreicht wurde. Hojati [52] verwendet r = 0.5 und
N = 30. In unserer Implementierung kénnen die Parameter r und N frei gewihlt
werden.

In Reeves [91, S. 270] wird empfohlen, den Schrittweiten—Parameter mit x = 2 zu
initialisieren. Fiir unsere Heuristik haben wir die Erfahrung gemacht, daf dies ein zu
grofer Wert ist, empirisch ist die Initialisierung mit dem Wert 1.0 besser (Zeile 1).°

Abbruchkriterien. In folgenden Situationen wird Algorithmus 9.2 beendet.

1. Die relative Abweichung (best_ub — best_lb) /best_ub ist kleiner als eine vorgege-

bene Toleranz, zum Beispiel 0.005.

Damit hat man ein Optimalititszertifikat fiir die beste in Zeile 6 bestimmte
Losung von WLP in der Hand. Aufgrund einer hiufig gegebenen Dualitdtsliicke
(positive Abweichung zwischen optimalem Zielfunktionswert von WLP und op-
timalem Wert des Lagrange—Duals) wird dieses Kriterium allerdings selten er-

reicht.

®Mit einem Startwert x = 2 wurde beobachtet, daf die Lagrange-Funktion C'(¢) in den ersten
Iterationen stark abnimmt; erst nachdem k kleinere Werte angenommen hat, tritt das gewiinschte
Anwachsen der Lagrange—Funktion ein.
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2. Die quadrierte Norm ), .- 72 des Subgradienten ist (nahe bei) Null. In diesem
Fall sind die Lagrange—Multiplikatoren optimal.

3. Der Schrittweiten—Parameter  fillt unter einen kleinen Wert, zum Beispiel
0.001.

Dies ist das haufigste Abbruchkriterium. Es ist sinnvoll, da bei sehr kleinem
x nur noch marginale Verdnderungen der Multiplikatoren und der Lagrange-
Funktion C'(o) stattfinden.

Reduktionskriterien. Aufgrund dualer Information ist es haufig moglich, Reduk-
tionen vorzunehmen, also Variablen zu fixieren. Fiir WLP ist dies vor allem fiir die
ganzzahligen Variablen z; interessant. Wir haben ein Kriterium implementiert, das
es erlaubt, z; auf Null zu fixieren.

Ist fiir ein ¢ € V' in der optimalen Losung des Rucksackproblems (9.5) z; = 0 und
gilt

C(0) +vi(o) —vir(o) > best_ub

fir ein ', das unter allen j mit z; = 1 den Wert 7;(0) maximiert, so kann z; auf
Null fixiert werden. Der Grund ist, dafl die linke Seite der Ungleichung eine untere
Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert ist, wenn z; = 1 gilt.

Das Fixieren von z; = 0 verkleinert das Lagrange—Subproblem (v;(0) muf} nicht
mehr berechnet werden) und vereinfacht die primale Heuristik (4 mufl nicht mehr als

mogliches Zentrum beriicksichtigt werden).

Losen von Transportproblemen. Im Verlauf von Algorithmus 9.2 sind in Zeile
6 viele Transport—Probleme zu l6sen. Dies kann bei groflen Problemen sehr zeitauf-

wendig sein. Mit zwei Mafinahmen haben wir versucht, den Aufwand zu begrenzen.

1. Der Parameter max_iteration in Algorithmus 9.1 wird nicht zu grof§ gewéhlt,
zum Beispiel mit dem Wert 10.

2. Jede Zentren—Menge, fiir die das Transportproblem gel6st wurde, wird in einer
Hash-Tabelle festgehalten. Algorithmus 9.1 wird abgebrochen, wenn ein Z* ge-
neriert wird, das in der Tabelle gespeichert ist. Weitere [terationen wiirden nur
bereits vorgenommene Berechnungen wiederholen und sind damit iiberfliissig.
Auf diese Weise wird erreicht, daf kein Transportproblem mehrfach gelést wird.

9.3.3 Rechenergebnisse

Die Anwendung der Lagrange—Heuristik 9.2 auf eine gréflere Zahl von Testproblemen
soll Informationen iiber den durchschnittlichen Rechenzeitaufwand und die Qualitét
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der berechneten Bezirkszentren (im Sinne der Zielfunktion von WLP) liefern. Letz-
teres ist durch Vergleich von best_ub und best_[b am Ende der Heuristik moglich.

Eine grofle Abweichung zwischen diesen Werten kann durch ein unbefriedigen-
des Verhalten der primalen Heuristik verursacht sein, oder auch durch eine grofle
Dualitétsliicke fiir die gewihlte Lagrange-Relaxation von WLP. (Wir machen die
Annahme, daf§ das Subgradienten—Verfahren den Lagrange-Dual annidhernd optimal
16st.) Da in vielen Fillen tatséchlich eine grole Abweichung gegeben ist, haben wir
fiir kleine Probleme (|V| < 100) die Optimallésung von WLP mit dem Solver CPLEX
berechnet. Die Ergebnisse zeigen, dafl die primale Heuristik sehr gute Losungen lie-
fert, und tatséichlich in vielen Féllen eine grofle Dualitétsliicke vorliegt.

9.3.3.1 Ergebnisse der Lagrange—Heuristik

Tabelle 9.1 zeigt die Ergebnisse von Algorithmus 9.2.° Die ersten beiden Spalten
enthalten die Dimension der Probleme; n = |V ist die Anzahl der KGE und p die
Anzahl der Bezirke. Fiir jede dieser Groflenklassen wurden mehrere Probleme gerech-
net, ihre Anzahl steht in der vierten Spalte. Dabei wurde jedes der Probleme zweimal
behandelt. Im ersten Durchlauf wurde die Entfernungsmessung zwischen den Orten
der KGE durch quadriert—euklidische Distanz vorgenommen, im zweiten Fall durch
KW-Distanz. Die Zeilen von Tabelle 9.1 geh6éren somit paarweise zusammen, die
jedem Zeilenpaar zugrundeliegenden Testprobleme unterscheiden sich nur durch die
Koeffizienten d;, in der Zielfunktion (9.3a). Die dritte Spalte der Tabelle kennzeichnet
das jeweilige Distanzmodell.

Die Qualitét der erzielten Losungen ist in den Spalten fiinf und sechs aufgefiihrt.
Fiir jedes Testproblem wurde die relative Abweichung der am Ende erzielten besten
unteren Schranke best_lb von der besten gefundenen Losung (mit Zielfunktionswert
best_ub) ermittelt. Der Durchschnitt und das Maximum der prozentualen Abweichung
iiber alle Testprobleme einer Zeile sind angegeben. Spalte ,#opt* gibt die Anzahl
der Probleme an, fiir welche die relative Abweichung unter 0.5% lag; dies wurde als
Optimalititszertifikat angesehen.

Die letzten beiden Spalten der Tabelle geben die Rechenzeit fiir obere Schranke
(Algorithmus 9.1) und untere Schranke (Subgradienten—Verfahren) in Algorithmus
9.2 gemittelt iiber die Testprobleme jeder Zeile an. Die Eintrége sind CPU-Sekunden
auf einem PC mit 800 MHz Pentium-Prozessor.

Aus den Werten in Tabelle 9.1 lassen sich folgende Schliisse ziehen.

1. Nur in wenigen Féllen gelingt es der Heuristik, die Optimalitdt der besten

bestimmten Zentrenmenge zu garantieren. In der Regel betrigt die relative

SEs wurde mit 7 = 0.5 und N = 20 gerechnet. Zur Erzeugung der Testprobleme siche S. 138.
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(ub—1b)/ub
n P d Anz. avg% max% #opt tub tw
20 5 qe 20 4.55 19.61 4 1.24 3.38
20 5 kw 20 2.98 8.60 5t 1.20 3.20
20 7 qe 20 7.15 17.75 3.10 4.89
50 7 kw 20 4.26 14.29 2 2.40 4.13
20 10 qe 20 11.80 24.32 4.01 4.69
50 10 kw 20 6.52 12.00 3.59 4.73
100 10 qe 20 5.06 13.05 52.33 21.68
100 10 kw 20 2.73 6.24 1 39.70 20.81
100 13 qe 20 8.95 19.30 66.98 22.28
100 13 kw 20 4.16 10.30 52.98 23.59
100 20 qe 20 13.68 28.07 72.62 19.77
100 20 kw 20 6.65 14.41 65.90 21.18
250 17 qe 10 4.25 6.47 1011.03 154.27
250 17 kw 10 2.27 3.84 850.76 149.25
250 25 qe 10 5.57 10.13 1014.33 167.01
250 25 kw 10 3.39 9.24 875.16 150.75
250 33 qe 10 11.78 20.48 804.56 123.93
250 33 kw 10 4.98 9.46 876.82 140.16
250 49 qe 10 16.51 37.96 663.69 103.45
250 49 kw 10 10.10 20.45 763.49 132.15
500 25 qe 2 4.74 5.34 6669.99 645.30
500 25 kw 2 2.25 2.60 4722.77 611.40
500 33 qe 2 7.98 10.02 5474.15 525.62
500 33 kw 2 3.08 3.66 5532.46 636.30
500 49 qe 2 9.63 10.90 5080.45 471.23
500 49 kw 2 5.48 7.21 3546.48 635.58
500 64 qe 2 11.46 12.16 5875.23 552.58
500 64 kw 2 5.13 5.27 5088.85 562.99

Tabelle 9.1: Rechenergebnisse fiir Algorithmus 9.2
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Abweichung der Schranken mehrere Prozent, sogar Abweichungen tiber 20 Pro-
zent kommen héufig vor. Wie oben ausgefiihrt, kann daraus kein Schluf} iiber
die Qualitdt der besten gefundenen L&sung gezogen werden. Jedoch ist der

Informationswert einer ,,Giitegarantie* von iiber 20% eher gering.

2. Die Abweichungen nehmen mit abnehmendem Quotienten n/p zu. Je weniger
KGE im Durchschnitt auf einen Bezirk entfallen, desto mehr nimmt die durch
die Heuristik gelieferte Information ab.

3. Bei KW-Distanzen ist die Liickengrofie regelméflig kleiner als bei quadriert—
euklidischen Distanzen. Dabei ist in etwa ein Faktor von zwei fiir die Zeilenpaare
in Tabelle 9.1 zu beobachten.”

4. Die Rechenzeit wichst mit zunehmender Problemgrofie stark an; vor allem be-
trifft dies den Aufwand fiir die obere Schranke. Der Parameter max_iteration
in Algorithmus 9.1 wurde auf 10 gesetzt. Somit wurden sehr viele Transport-
probleme gelost, was den hohen Rechenzeitbedarf erklért.

9.3.3.2 Qualitidt der Schranken

Tabelle 9.2 vergleicht fiir Probleme mit n = 50 und n = 100 die von Algorithmus 9.2
bestimmten Schranken mit dem optimalen Zielfunktionswert der jeweiligen Proble-
me, der mit dem Solver CPLEX (Version 6.6) bestimmt wurde. Alle Probleme der
Dimension n = 50 konnten problemlos in Rechenzeiten von unter fiinf Minuten opti-
mal gelost werden (vorletzte und letzte Spalte). Fiir n = 100 konnte nur ein Teil der
Probleme gelost werden, da der maximal zur Verfiigung gestellte Speicher von 200
MByte fiir den Branch&Bound—-Suchbaum in einigen Fillen nicht ausreichte. Spalte
vier gibt die Anzahl der von CPLEX optimal gelosten Probleme an (von jeweils 20).

Die fiinfte Spalte enthélt die Anzahl der Probleme, bei denen die von Algorith-
mus 9.2 gefundene beste Losung optimal war. Die durchschnittliche und maximale
prozentuale Abweichung der oberen und unteren Schranke vom optimalen Zielfunkti-
onswert ist in den folgenden Spalten angegeben. Die Rechenzeiten fiir die Schranken
entsprechen denen in Tabelle 9.1.

Die Daten lassen folgende Schluf3folgerungen zu:

1. Die obere Schranke liefert in den meisten Féllen die Optimallosung. Fiir alle
(von CPLEX optimal gelosten) Probleme liefert sie eine Losung, die weniger
als ein Prozent vom Optimum abweicht.

"Dieser multipliaktive Zusammenhang 148t sich wohl dadurch erkldren, dafl die Zielfunktions-
koeffizienten in (9.3a) bei quadriert—euklidischen Distanzen ungefihr dem Quadrat derjenigen bei
KW-Distanzen gleichkommen.
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2. Die beste untere Schranke weicht regelméfiig um einige Prozent vom Optimum
ab, manchmal {iber 20%. Unter der Voraussetzung, dafl das Subgradienten—
Verfahren den Lagrange-Dual annihernd optimal 16st, 148t dies auf eine im
allgemeinen grofle Dualitétsliicke schlielen. Die groflien Abweichungen zwischen
den Schranken in Tabelle 9.1 lassen sich somit wohl durch diese Liicke erkléren.

3. Die Schwierigkeit des Problems WLP zeigt sich an dem groflen Zeit- und Spei-
cheraufwand, den CPLEX schon bei 100 KGE benétigt. Unter den Problemen
mit n = 100 und p = 20 konnten bei quadriert—euklidischer Distanzmessung
nur 25 Prozent optimal geldst werden.®

9.3.3.3 Iterationenzahl bei Berechnung der oberen Schranke

Der Aufwand zur Berechnung der oberen Schranke in Algorithmus 9.2 wichst nach
Tabelle 9.1 mit zunehmender Problemgrofie stark an. Die gewéhlte Einstellung von
max_iteration=10 fiir die primale Heuristik 9.1 kénnte zu grof3 sein. Versuche mit
einem kleineren Wert sollten priifen, ob auch dadurch Rechenzeit eingespart werden
kann. Tabelle 9.3 stellt die Ergebnisse dar.

Fiir jeden der Werte max_iteration=1,2,5 sind Spalten entsprechend denjenigen
aus Tabelle 9.2, welche die obere Schranke betreffen, aufgefiihrt. Es ergeben sich die
folgenden Beobachtungen.

1. Wird lediglich eine Iteration von Algorithmus 9.1 durchgefiihrt, so erhilt man
eine nur mangelhafte Heuristik zur Losung von WLP. Die aus der Losung des
Lagrange-Subproblems resultierende Zentrenmenge Z° (Zeile 5 von Algorith-
mus 9.2) stellt in der Regel keine gute Losung von WLP dar. Der Zielfunk-
tionswert der besten im Verlauf von Algorithmus 9.2 bestimmten solchen Zen-
trenmenge kann mehr als 50 Prozent iiber der Optimallosung liegen.’

2. Werden dagegen zwei Iterationen durchgefiihrt, fiihrt dies zwar zu einer un-
gefihren Verdoppelung der Rechenzeit, doch die Abweichung von der Opti-

mallosung liegt nun unter fiinf Prozent; im Durchschnitt unter einem Prozent.

8Versuche, auch ein Problem mit n = 250 mit CPLEX zu 16sen, waren auf ganzer Linie erfolglos.
Nach mehreren Stunden Rechenzeit war die Speichergrenze von 200 MByte erreicht, die Liicke
zwischen oberer und unterer Schranke des Branch&Bound lag trotzdem noch bei 18 Prozent. Zum
Vergleich: Dasselbe Problem wurde von der Lagrange—Heuristik in weniger als zehn Prozent der
Rechenzeit gel6st; mit einer Abweichung der Schranken von 0.76%.

9 Auf Seite 213 wurde ausgefiihrt, daf§ die von Hojati [52] verwendete Heuristik ungeniigend ist;
hier wird der Grund ersichtlich. Hojatis Heuristik wihlt als Losung von WLP die Zentrenmenge Z°
zu den Lagrange—Multiplikatoren, die die beste untere Schranke ergeben. Obwohl in den Spalten zu
max_iteration=1 in Tabelle 9.3 die Lagrange—Multiplikatoren aller Iterationen Beriicksichtigung
finden, sind die Ergebnisse unbefriedigend.
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3. Bei fiinf Iterationen betrdgt die maximale Abweichung vom Optimum weni-
ger als ein Prozent, bei einer nochmaligen Verdoppelung des Aufwandes. Die
Ergebnisse fiir fiinf [terationen unterscheiden sich sowohl hinsichtlich Qualitéit
der Losung als auch Rechenzeit nur wenig von denen in Tabelle 9.2, wo mit
maximal zehn Iterationen gerechnet wurde. Dies zeigt einen Konvergenzeffekt.
Durch die auf Seite 217 beschriebene Technik wird ein wiederholtes Lésen glei-
cher Transportprobleme vermieden und die primale Heuristik kann oft nach
wenigen [terationen abgebrochen werden, wenn sie zu keiner neuen Schranke
fiihrt.



Zusammenfassung und Ausblick

Beitrige der Arbeit

Hauptziel der vorliegenden Arbeit war die Untersuchung von OR-~Modellen zur Auf-
teilung geographischer Gebiete; vor allem ging es dabei um die Entwicklung von
Algorithmen, die auf gleichméfliger Baumzerlegung basieren. Motivation dieses An-
satzes ist die Tatsache, dafl Optimierungsprobleme auf Bdumen in der Regel einfacher
zu 16sen sind, als solche auf Graphen mit Zyklen. Im folgenden fassen wir die wesent-
lichen Beitridge der Arbeit zusammen.

1. Zunéchst wurde in Kapitel 2 die Anwendungsseite umfassend dargestellt. Fiir
den Praktiker, der sich vor ein Gebietsaufteilungsproblem gestellt sieht, er-
gibt sich daraus eine Referenz, in die er sein Problem einordnen kann. Es wird
deutlich, welche (anwendungsiibergreifenden) Kriterien bei Gebietsaufteilungs-

problemen im allgemeinen relevant sind.

2. Gleichméflige Baumzerlegungen wurden in Teil II untersucht. Es wurde ein
Klassifikationsschema fiir Optimierungsprobleme diesen Typs eingefiihrt (Ab-
schnitt 4.2). Damit wird die Literatur zum Thema in einen einheitlichen Rah-
men gebracht. Ferner wurden Komplexitdtsergebnisse diskutiert und ergénzt
(Abschnitt 4.3). Eigenentwicklungen wurden fiir Probleme mit Zielfunktion
vom Typ || - ||c (Minimierung der maximalen Abweichung vom mittleren Ge-
wicht der Teilbdume) geleistet:

e Es wurde (unseres Wissens zum ersten Mal) nachgewiesen, daf§ die Pro-
bleme T/ - /- /|| |loos T/ - /P/|-|oc und T'/Zent/ - /||.||cc polynomial lésbar
sind (Kapitel 5).

e Da die dafiir entwickelten polynomialen Algorithmen eine hohe Laufzeit—
Komplexitit haben, wurde fiir das aus Anwendungssicht besonders in-
teressante Problem T/ - /p/||.|| ein effizientes Branch&Bound-Verfahren
vorgestellt (Kapitel 6).

225
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3. Durch Anwendung gleichméfiger Baumzerlegung wurden in Teil ITI neue Ver-
fahren fiir location—-allocation Modelle der Gebietsaufteilung erarbeitet.

e Das Runden einer durch das Transportproblem generierten Losung auf
ganzzahlige Werte (die sog. Splitauflésung) kann mit gleichméBiger Baum-
zerlegung in einem optimalen Sinn unter vielfiltigen Zielsetzungen vorge-
nommen werden; dies in der Regel sehr effizient. (Abschnitte 7.2.4 und
7.2.5)

e Die Bestimmung von Bezirken, die der Zusammenhangsforderung geniigen,
kann durch gleichméfige Baumzerlegung auch fiir groie Probleme (iiber
500 KGE) mit Rechenzeiten im Sekundenbereich realisiert werden. Ein we-
sentlicher Vorteil gegeniiber dem Subgradienten—Verfahren von Zoltners
und Sinha [115] ist, dal dabei keine Bezirkszentren vorgegeben werden
miissen. (Abschnitt 8.3)

4. Die Bestimmung von Bezirkszentren / Vertreterstandorten (der location Schritt)
wurde in Kapitel 9 behandelt. Beitrag unserer Arbeit ist dabei die Weiter-
entwicklung der von Hojati [52] vorgeschlagenen Lagrange—Heuristik zu einem
Verfahren, das sehr gute Losungen liefert (empirisch nicht schlechter als ein

Prozent vom Optimum).

Fragestellungen fiir weitere Forschung

Im folgenden zeigen wir Aspekte auf, wie zukiinftige Forschung die Ergebnisse der

vorliegenden Arbeit weiterfithren kann.

Erweiterung auf Modelle mit mehreren Aktivitdtsmaflen. Gebietsaufteilun-
gen mittels Anwendung gleichméfiger Baumzerlegung in location—allocation Model-
len zu berechnen, ist der Grundgedanke unserer Arbeit. Jedoch kann diese Idee allge-
meiner verstanden werden, als es ihre konkrete Ausgestaltung in den Kapiteln 7 und
8 nahelegt. Darin wurden Biume als Basisstruktur von Transport— oder Netzwerk-
fluBproblem gewonnen. Diese Mdoglichkeit geht verloren, wenn allgemeinere Modelle
zur Zuordnung von KGE zu Zentren zum Einsatz kommen.

Besonders wire hierbei an Modelle zu denken, die mehr als ein Groflenattribut
der KGE einbeziehen.!® Um dennoch Nutzen aus der kombinatorisch einfachen Struk-
tur von Baumzerlegungen zu ziehen, wéren Heuristiken zu entwickeln, die aus der

Basisinformation allgemeinerer Modelle einen Baum (oder Béume) extrahieren. Wie

108plche Modelle sind insbesondere fiir die Einteilung von Verkaufsgebieten von Bedeutung, wenn
mehr als ein Aktivitdtsmafl balanciert werden muf$ (Zoltners und Sinha [115]).
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in 7.2.5.4 beispielhaft gezeigt wurde, kann das Zerlegen eines Baumes (in diesem
Fall der Splitadjazenz) auch beziiglich mehrerer Kriterien unter Umsténden effizient

durchzufiihren sein.

Verbesserte polynomiale Algorithmen zur gleichméfligen Baumzerlegung.
Die in Kapitel 5 entwickelten Algorithmen fiir gleichméflige Baumzerlegung unter
|| - ||co—Zielsetzung haben eine polynomiale Laufzeit, jedoch sind die Abschétzungen
von hohem Grad. Hier wére zu fragen, ob sich durch eine Verfeinerung der Analyse ein
niedrigerer Grad beweisen 1a83t, oder es wéren Algorithmen mit besserem Laufzeit-
verhalten zu entwickeln. Ein weiterer ,Schonheitsfehler unserer Algorithmen ist die
Abhéngigkeit ihrer Laufzeit von der Grofle der Eckengewichte. Willkommen wéren

Verfahren, die im strengen Sinn polynomial sind.!'!

Zentrenbestimmung unter Einbeziehung von KW-Zusammenhang. Das
in Kapitel 9 von Hojati [52] iibernommene Modell WLP (9.3) kann um das Konzept
des KW-Zusammenhangs erweitert werden, indem Ungleichungen der Form

Ty < Ti,pre;(v)

(vgl. 8.1.3.3) hinzugefiigt werden. Die in 9.3.2.1 vorgenommene Lagrange-Relaxation
fiihrt dann immer noch zu einem einfachen Subproblem, das mit dynamischer Pro-
grammierung gelost werden kann. Mit einer geeigneten primalen Heuristik konnte
darauf aufbauend eine Lagrange-Heuristik fiir die Bestimmung guter Bezirkszentren
konstruiert werden, welche die Zusammenhangsforderung fiir die Bezirke einbezieht.

"Versuche, die streng polynomiale sog. shifting Methode vom Spezialfall kettenformiger Baume
(der in Liverani et al. [63] behandelt ist) auf den allgemeinen Fall des Problems 7'/ - /p/||.l|lcc Zu
iibertragen, waren bisher nicht erfolgreich. (Dies wurde dem Verfasser auch von den Autoren der
zitierten Arbeit mitgeteilt.)
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Glossar graphentheoretischer

Begriffe

In der vorliegenden Arbeit wird nur von Grundbegriffen aus der Graphentheorie
Gebrauch gemacht; wir setzen voraus, daf der Leser damit vertraut ist.!? Da die
Graphentheorie jedoch keine einheitliche und allgemein verwendete Benennung ihrer
Konzepte hervorgebracht hat, soll die folgende Liste helfen, im Zweifelsfall zu kléren,
was die in unserer Arbeit benutzten Begriffe bedeuten.

Die Anordnung der Aufstellung folgt dem Alphabet. Gegebenenfalls verweisen
wir auf Stellen im Text, die eine Definition oder ausfiihrlichere Erlduterung bieten.

adjazent sind zwei —Fcken, wenn sie mit einer gemeinsamen —Kante —inzidieren.
Baum Ein —zusammenhingender Graph G = (V, E) mit |E| = |V|—1. Siehe S. 50.
Baumzerlegung Siehe S. 53.

bewerteter Graph —FEcken und / oder —Kanten sind reelle Werte zugeordnet,
sie werden als Gewichte bzw. Lingen bezeichnet. Oft sind sie auf nichtnegative

oder positive Werte beschriankt.

bipartiter Graph Die Eckenmenge V von G = (V| E) 148t sich aufteilen in zwei
Teilmengen V', V" die beide einen —Subgraphen mit leerer Kantenmenge
—induzieren. Mit anderen Worten: jede —Kante in G —inzidiert mit einer

—TFEcke aus V' und mit einer aus V".
Blatt In einem —Wurzelbaum eine —FEcke ohne —Sohne.

d—-Baum FEin spezieller Typ von —Baum, siehe S. 4.1.1.2.

12T ehrbiicher zur Graphentheorie sind (unter vielen anderen) Berge [15], Jungnickel [58] oder
Volkmann [108]. Darin wird weitaus mehr Material behandelt, als in unserer Arbeit eine Rolle
spielt.
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diinner Graph Ein —Graph aus einer Familie von Graphen, fiir welche die Kanten-
zahl nicht stiarker anwéchst als die Eckenzahl, d.h. |[E| = O(|V]). Zum Beispiel
bilden die —planaren Graphen eine solche Familie.

ebener Graph Synonym zu —planarer Graph.
Ecke Element der Eckenmenge V' eines —Graphen G = (V, E).

Einbettung, eingebetteter Graph Ein —Graph, dessen —FEcken durch Punkte
und dessen —Kanten durch diese Punkte verbindende Jordankurven in der
Ebene reprisentiert sind.

Von Interesse sind vor allem @berkreuzungsfreie Einbettungen, das heifit: (i) die
Jordankurven verschiedener Kanten schneiden sich nicht in Punkten, die keine
Ecke reprisentieren und (ii) die Jordankurve keiner Kante enthélt den Punkt
zu einer mit dieser Kante nicht —inzidenten Ecke.

Endecke eines —Baumes ist jede —Ecke vom —Grad 1 in diesem Baum.

eulerscher Graph Ein —Graph, in welchem alle —Ecken einen geraden —Grad
haben.

gerichteter Graph Ein —Graph, in dem die Kantenrichtung ausdriicklich beachtet

wird.

gerichteter Weg Ein —Weg, in welchem jeweils Anfang und Ende benachbarter

Kanten mit einer gemeinsamen Ecke inzidieren.
Gittergraph Ein spezieller Typ von —Graph, siehe 4.4.
Grad einer —Ecke ist die Anzahl der mit ihr —inzidenten —Kanten.

Graph Definiert durch Eckenmenge V' # () und Kantenmenge E. Fiir unsere Zwecke
ist es auchreichend, E als Teilmenge von V x V —{(v,v) : v € V'} zu definieren.
V und FE sind endlich. (Wir betrachten nur einfache endliche Graphen.)

Per Definition sind die —Kanten gerichtet, die Richtung spielt jedoch oft keine
Rolle und wird dann ,, vergessen“ (—gerichteter Graph, —ungerichteter Graph).

induzierter Subgraph Eine nichtleere Teilmenge V' der Eckenmenge des —Gra-
phen G = (V, E) induziert den —Subgraph G’ = (V' E') mit E' = {(u,v) €
E:uveV'}.

inzident sind eine —Ecke v und eine —Kante e, wenn v Anfang oder Ende von e
ist.
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Kante Element der Kantenmenge eines —Graphen. Die Kante (u, v) hat den Anfang
u und das Ende v. In —ungerichteten Graphen wird die Richtung einer Kante
vergessen; folglich bezeichnet hier (u,v) und (v, u) dieselbe Kante.

Kette Ein spezieller Typ von —Baum, siehe S. 4.1.1.2.

Kontraktion einer —Kante ist das Entfernen der Kante aus dem Graphen bei
gleichzeitiger Identifikation der mit ihr —inzidenten —Ecken. Wir verwenden
Kontraktion nur in —Wurzelbdumen (siehe 4.1.1.1).

In einem mit Eckengewichten —bewerteten Graph werden beim Kontrahieren
die Gewichte zusammenfallender Ecken addiert.

Kreis Ein —gerichteter Weg, der —Zyklus ist.

Nachbarschaftsgraph (In dieser Arbeit) ein —Graph, der das Benachbartsein klein-
ster Gebietseinheiten (KGE) beschreibt. Siehe 8.1.1.

Nachfolger einer —Ecke v in einem —Wurzelbaum sind alle Ecken, die beziiglich
der Ordnung grofler sind. Anschaulich sind es die Ecken ,unterhalb®“ von v,
ohne v selbst. Siehe 4.1.1.1.

Netzwerk Synonym zu —gerichteter Graph. Die Bezeichnung wird verwendet, wenn
auf den Kanten des Graphen ein Fluf} ,stattfindet®.

Pfad Folge paarweise verschiedener —FEcken, wobei benachbarte adjazent sind. (Wir
verwenden den Begriff nur fiir Bdume, hier sind Pfade eindeutig durch die
Angabe der ersten und der letzten Ecke bestimmt. Siehe 4.1.1.1.)

planarer Graph Ein —Graph, der sich iiberkreuzungsfrei in die Ebene —einbetten
148t

Prizedenz Ein —gerichteter Graph ohne —Kreise.

Quotient Ein —Graph, der durch —Kontraktion einer oder mehrerer —Kanten
eines Graphen gebildet wird. Siehe 4.1.1.1.

Raupe Ein spezieller Typ von —Baum, siehe S. 4.1.1.2.

Sohn In einem —Wurzelbaum ein —Nachfolger einer Ecke v, der zu v —adjazent
ist. Siehe 4.1.1.1.

Spinne Ein spezieller Typ von —Baum, siehe S. 4.1.1.2.

Stern Ein spezieller Typ von —Baum, siehe S. 4.1.1.2.
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Subgraph des —Graphen G = (V| E) ist jeder Graph G’ = (V' E') mit V' C V
und E' C E.

Teilbaum Ein —zusammenhéingender —Subgraph eines —Baumes. Siehe 4.1.1.1.

ungerichteter Graph Ein —Graph, in welchem die Richtung der —Kanten aus-
driicklich vergessen wird. (Damit einher geht die Identifikation der Kanten (u, v)
und (v, u).)

Vorginger

In einem —Wurzelbaum ist der Vorginger einer von der —Wurzel verschiede-
nen —FEcke diejenige Ecke, unter deren —S6hnen v ist. Siehe 4.1.1.1.

In einer —Prézedenz sind die Vorgénger einer Ecke v alle Ecken, die Ende einer
Kante mit Anfang v sind.

Wald Ein —Graph, der aus einem —Baum durch Entfernen von —Kanten hervor-
geht.

Weg Eine Folge von —Kanten, wobei benachbarte mit einer gemeinsamen —Ecke
—inzidieren und nicht benachbarte Kanten nicht mit einer gemeinsamen Ecke
inzidieren. Erlaubt ist jedoch, daf} die erste und die letzte Kante mit einer ge-
meinsamen Ecke inzidieren (—Zyklus), mit dieser darf dann aber keine andere

Kante des Weges inzidieren.

Siehe auch —gerichteter Weg.

Wurzel
In einem —Wurzelbaum eine besonders ausgezeichnete —Ecke.

In einer —Prézedenz eine Ecke, welche von allen anderen Ecken aus durch einen
—gerichteten Weg erreichbar ist. (Eine Prézedenz kann hochstens eine Wurzel

besitzen.)

Wurzelbaum FEin —Baum, in welchem eine —Ecke als Wurzel ausgezeichnet ist.
Dies stiftet eine Ordnung auf den Ecken, in der die Wurzel das minimale Ele-
ment ist. Siehe 4.1.1.1.

wurzeln Ein —Teilbaum eines —Wurzelbaumes, der von einer —Ecke v und allen
ihren —Nachfolgern —induziert wird, wurzelt in v. Siehe 4.1.1.1.

zusammenhingender Graph Ein —Graph, in welchem zu jedem Paar von —
Ecken ein —Weg existiert, dessen erste —Kante mit der einen Ecke und dessen

letzte Kante mit der anderen Ecke —inzidiert.
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Zyklus Ein —Weg, dessen erste und letzte Kante mit einer gemeinsamen — Ecke
—inzidieren. Hat der Weg nur zwei Kanten, miissen diese in zwei gemeinsamen

Ecken inzidieren.
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