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1 Einleitung

Ein klassisches Problem der angewandten Mathematik von gro�er praktischer Bedeu-
tung liegt in der Berechnung der allgemeinen L�osung einer Di�erentialgleichung. Mit
dem Aufkommen der Computeralgebra erfuhr diese Aufgabe noch eine Versch�arfung:
Die Konstruktion der L�osung soll algorithmisch erfolgen. Diese Forderung erweist sich
jedoch als zu stark, so da� man sich mit geringeren Zielen zufrieden geben mu�.

In der moderneren mathematischen Literatur �ndet sich nicht viel zu dieser Thema-
tik. Hier liegt der Schwerpunkt auf Existenz- und Eindeutigkeitss�atzen. Solche S�atze in
gr�o�erer Allgemeinheit zu formulieren, erfordert aber eine Abschw�achung des Begri�s
einer L�osung und f�uhrt so z.B. zur Distributionentheorie oder zur Theorie der Sobolev-
R�aume. Das erlaubt jedoch kein konstruktives Arbeiten mehr.

In der �alteren Literatur (damit ist gemeint etwa Mitte bis Ende des letzten Jahrhun-
derts) erfolgte eine viel st�arkere Betonung konstruktiver Verfahren. So stammen viele
der Methoden und Tricks zum L�osen von Di�erentialgleichungen aus jener Zeit. Es fehlte
jedoch eine allgemeine Theorie, die die Behandlung gr�o�erer Klassen von Gleichungen
erm�oglicht. Die Fundamente der meisten, heute in der Computeralgebra verwendeten
Algorithmen wurden aber bereits damals gelegt. Als Beispiel m�ochte ich nur die Ent-
wicklung der Theorie der Lie-Gruppen nennen, die im Zuge der Suche nach einer Galois-
Theorie f�ur Di�erentialgleichungen erfolgte.

Die vorliegende �Ubersichtsarbeit soll kurz die Probleme von L�osungsalgorithmen dar-
stellen und einige in der Computeralgebra verwendete mathematische Verfahren zur Be-
handlung von Di�erentialgleichungen vorstellen. Der Schwerpunkt wird dabei auf forma-
len Methoden liegen, d.h. auf Methoden, die keinen Gebrauch von expliziten L�osungen
machen. Die formale Theorie im engeren Sinne behandelt der letzte Abschnitt. Einen aus-
f�uhrlichen �Uberblick mit zahlreichen Referenzen vermittelt der Artikel von Singer [21],
der auch auf viele o�ene Fragen hinweist.
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2 Aufbau und Probleme von L�osungsalgorithmen

�Ublicherweise versteht man unter einem Algorithmus ein Verfahren, das aus zul�assigen
Eingaben nach einer festen Vorschrift in endlich vielen Schritten Ausgabewerte berechnet.
Um ein solches Verfahren zum L�osen von Di�erentialgleichungen zu entwickeln, reicht
jedoch die in der Einleitung gegebene Formulierung des Problems nicht aus. Vor allem
die Forderung des Terminierens bewirkt starke Einschr�ankungen.

Als erstes mu� daher eine genaue Spezi�kation des Problems erfolgen. Das erfordert
insbesondere die Beantwortung folgender zwei Fragen: Welche Klasse von Di�erential-
gleichungen soll der Algorithmus behandeln und zu welcher Funktionenklasse sollen die
L�osungen geh�oren? Eine Antwort k�onnte z.B. sein: homogene lineare gew�ohnliche Di�e-
rentialgleichungen mit Koe�zienten aus einem Di�erentialk�orper und liouvillesche Funk-
tionen. Dies sind { vereinfacht ausgedr�uckt { alle Funktionen, die sich mit Hilfe von
+;�; �; =;p ; exp; log sowie exp

R
schreiben lassen. Im Prinzip geh�oren alle Ausdr�ucke

dazu, die keine speziellen Funktionen wie z.B. Bessel-Funktionen enthalten.

Wie schon die angegebenen Beispiele zeigen, ist es hierbei wichtig, Klassen zu w�ahlen,
die auch e�ektiv behandelt werden k�onnen. Dies erkl�art die gro�e Bedeutung der Di�e-
rentialalgebra f�ur L�osungsalgorithmen. Algebraische Funktionenk�orper eignen sich zum
algorithmischen Rechnen wesentlich besser als die in der Funktionalanalysis �ublichen
Banach-R�aume.

Das Terminieren des Algorithmus sichert in der Regel ein Strukturtheorem. Es liefert
zum einen eine Entscheidungsprozedur f�ur die Existenz von L�osungen, zum anderen gibt
es eine endliche, konstruierbare L�osungsdarstellung an. Ein aus Anf�angervorlesungen be-
kanntes Beispiel bildet die Integration rationaler Funktionen. Grob gesprochen, sagt hier
das Strukturtheorem aus, da� sich die Stammfunktion einer rationalen Funktion als die
Summe einer rationalen Funktion, mehrerer Logarithmen und mehrerer Arcustangens-
Terme schreiben l�a�t.

Der eigentliche L�osungsalgorithmus nimmt dann die Form eines konstruktiven Be-

weises des Strukturtheorems an, denn dieser liefert gerade die gesuchte Vorschrift zur
Konstruktion von L�osungen in der gew�unschten Form. Die Mathematik, die dabei auf-
tritt, hat meistens wenig mit Di�erential- und Integralrechnung zu tun. Die bekannten
Algorithmen zur Integration algebraischer Funktionen beruhen z.B. wesentlich auf der
algebraischen Geometrie; zur Behandlung gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen ben�otigt
man die Darstellungstheorie endlicher Gruppen.

Sucht man nach L�osungsalgorithmen in diesem strengen Sinne, so erlebt man eine Ent-
t�auschung. F�ur gr�o�ere Klassen von Di�erentialgleichungen existiert bisher ein einziger :
der Singer-Algorithmus [20,23] (mittlerweile auch h�au�g als Kova�cic-Singer-Ulmer-Algo-
rithmus bezeichnet) zur Berechnung liouvillescher L�osungen homogener linearer gew�ohn-
licher Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung mit Koe�zienten aus K(x), wobei K eine
endlich erzeugte Erweiterung von Q ist. Dieser Algorithmus entzog sich bisher einer
Implementierung und seine Komplexit�at ist wohl auch zu gro�, als da� er f�ur Gleichungen
h�oherer als dritter Ordnung vern�unftig angewendet werden k�onnte.

Als Spezialfall des Singer-Algorithmus kann der unabh�angig entwickelte Kova�cic-Algo-
rithmus [11] angesehen werden. Er behandelt Gleichungen zweiter Ordnung und wurde
von Saunders inMACSYMA implementiert [18] (sp�ater auch von Bronstein inMAPLE). Die
Tatsache, da� erst vor kurzem gezeigt werden konnte, da� er tats�achlich dem Singer-Algo-
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rithmus f�ur den Fall n = 2 entspricht, demonstriert die Komplexit�at dieser Algorithmen.
Wenn man andererseits bedenkt, da� es hier immer noch um einzelne lineare gew�ohnliche

Di�erentialgleichungen geht, kann man sich leicht ausmalen, was f�ur eine Komplexit�at
bei Algorithmen f�ur Systeme nichtlinearer partieller Di�erentialgleichungen zu erwarten
ist.

Die Komplexit�at bildet aber nicht das einzige Problem. Elementare �Uberlegungen
zeigen bereits, da� f�ur allgemeinere Klassen von Di�erentialgleichungen in der Regel
keine endlichen L�osungsdarstellungen mehr existieren. So besitzen z.B. lineare partielle
Di�erentialgleichungen meistens unendlich dimensionale L�osungsr�aume. Chaotische L�o-
sungen nichtlinearer Gleichungen passen sicherlich nicht in einen di�erentialalgebraischen
Formalismus.

Eine gro�e Rolle f�ur den Singer-Algorithmus spielt auch die Tatsache, da� der L�o-
sungsraum einer linearen gew�ohnlichen Di�erentialgleichung die Struktur eines Vektor-
raums mit a priori bekannter endlicher Dimension besitzt. Bei nichtlinearen Gleichungen
gilt dies nicht mehr. Es gibt lediglich die Klasse der Gleichungen mit einem nichtlinea-
ren Superpositionsprinzip, d.h. Gleichungen, deren allgemeine L�osung sich (nichtlinear)
durch endlich viele partikul�are L�osungen ausdr�ucken l�a�t. Ein Theorem von Lie bestimmt
ihre allgemeine Form [12]. F�ur sie k�onnte man sich am ehesten eine Weiterentwicklung
des Singer-Algorithmus vorstellen.

Denef und Lipshitz gelangten f�ur Potenzreihenl�osungen sogar zu wesentlich st�arkeren
Aussagen [6]. So konnten sie beweisen, da� das Problem, ob ein System polynomialer
gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen eine konvergente Potenzreihenl�osung besitzt, nicht
entscheidbar ist. Dasselbe gilt ereits f�ur die Frage, ob eine nichtverschwindende L�osung
existiert. Ferner zeigten sie, da� es Systeme partieller Di�erentialgleichungen gibt mit
unendlich vielen Potenzreihenl�osungen, von denen keine berechenbar ist.

Selbst wenn f�ur diese theoretischen Fragen befriedigende Antworten gefunden werden
k�onnten, blieben noch eine Reihe von praktischen Problemen bei der Anwendung. Das
beginnt bereits mit dem Speicherplatz. Schon bei den Integrationsalgorithmen zeigte
sich, da� die Behandlung gr�o�erer Klassen von Funktionen zu extrem umfangreichen
Programmen f�uhrt, die auf kleineren Anlagen nicht mehr installiert werden k�onnen.

Aus der Sicht eines Physikers liegt eine gro�e Schw�ache von L�osungsalgorithmen in
dem Zwang, die Klasse der m�oglichenL�osungsfunktionen nach Kriterien der algebraischen
Konstruierbarkeit auszuw�ahlen. Es gibt keinen physikalischen Grund, von der Wellen-
funktion eines Elektrons zu verlangen, da� sie liouvillesch sein soll. Ganz im Gegenteil ist
es sogar zu erwarten, da� in L�osungen physikalisch interessanter Di�erentialgleichungen
spezielle Funktionen der mathematischen Physik wie eben z.B. Bessel-Funktionen auftre-
ten. Folgerichtig schreiben auch Davenport, Siret, Tournier [4]: Solutions in �nite form to

a di�erential equation are very useful, if there are any. But there are no such solutions

to most di�erential equations in physics.

Als letztes m�ochte ich noch das Problem der Zweckm�a�igkeit allgemeiner L�osungen
von Di�erentialgleichungen erw�ahnen. Die Hauptmotivation f�ur die Berechnung einer
symbolischen L�osung an Stelle einer numerischen liegt in dem Gewinn an Einsicht und
Verst�andnis. Es stellt sich nun die Frage, wieviel Einsicht eine L�osung vermitteln kann,
deren Ausdruck mehrere Seiten Papier f�ullt? Die L�osung einer Di�erentialgleichung, die
realistische E�ekte beschreiben soll, wird in der Regel keine einfache Funktion sein, da
sie sonst nicht die nat�urliche Komplexit�at der Ph�anomene wiedergeben kann.
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Aus diesen �Uberlegungen lassen sich mehrere Konsequenzen f�ur das praktische Ar-
beiten mit Di�erentialgleichungen ziehen:

� L�osungsalgorithmen sind zwar mathematisch sehr interessant aber f�ur Anwender zu
ine�zient und zu aufwendig.

� Man sollte versuchen, soweit wie m�oglich ohne explizite L�osungen auszukommen.
� Falls man wirklich eine Di�erentialgleichung l�osen mu�, ist es in der Regel g�unstiger,
entweder numerische Methoden oder heuristische Algorithmen zu benutzen.

Die formale Theorie kn�upft an den zweiten Punkt an. Bei vielen Anwendungen
ben�otigt man eigentlich keine L�osung in geschlossener Form sondern daraus abgeleitete
Gr�o�en wie z.B. Erhaltungss�atze. Im weitesten Sinne besch�aftigt sich die formale Theorie
damit, solche Gr�o�en ohne die Kenntnis von L�osungen direkt durch Manipulationen der
Gleichungen zu gewinnen.

3 Mathematische Methoden f�ur Di�erentialgleichungen

Obwohl zur Zeit also nur ein echter L�osungsalgorithmus f�ur Di�erentialgleichungen exi-
stiert, kennt die Computeralgebra zahlreiche Verfahren zu ihrer Behandlung. Die wenig-
sten davon sind algorithmisch; viele h�angen von Heuristiken ab. Die angestrebten Ziele
k�onnen sehr unterschiedlich seien. Zahlreiche Ans�atze streben eine Vereinfachung des
Ausgangsproblems an: nichtlineare Gleichungen sollen in lineare, partielle in gew�ohn-
liche �uberf�uhrt werden; gekoppelte Gleichungen sollen entkoppelt werden; die Ordnung
der Gleichungen soll reduziert werden.

Ein anderes Ziel liegt in der Entwicklung von Normalformen, die Klassi�kationen
erm�oglichen. Eng damit verwandt ist das �Aquivalenzproblem. In der mathematischen
Physik interessiert man sich h�au�g f�ur eine �Uberpr�ufung der (vollst�andigen) Integrabili-
t�at oder f�ur die Konstruktion von Erhaltungsgr�o�en.

Die zur Zeit in der Computeralgebra f�ur Di�erentialgleichungen benutzte Methoden
lassen sich grob in drei Gruppen einteilen: di�erentialalgebraische, di�erentialgeometri-
sche und sonstige. Viele Verfahren kombinieren nat�urlich Elemente aus mehreren Rich-
tungen.

Innerhalb der Di�erentialalgebra [9,10] k�onnen wiederum zwei Str�omungen unter-
schieden werden. Die di�erentielle Galois-Theorie versucht analog zur rein algebraischen
Galois-Theorie, aus der di�erentiellen Galois-Gruppe Informationen �uber die L�osbarkeit
der Gleichung zu gewinnen und diese zur Konstruktion der L�osung einzusetzen. Der
Singer-Algorithmus stellt das prominenteste Ergebnis dieser Theorie dar.

Daneben gibt es die Theorie der Di�erentialpolynome, in der versucht wird, die kom-
mutative Algebra und hier insbesondere die konstruktive Idealtheorie zu kopieren. Z.B.
sucht man nach Gr�obner-Basen f�ur Di�erentialideale [2]. Das bereitet aber deutlich mehr
Probleme als im algebraischen Fall, da der Ring der Di�erentialpolynome nicht mehr
noethersch ist.

Trotzdem konnte diese Theorie bereits mit einigem Erfolg zum automatischen Schlies-
sen und zum automatischen Beweisen eingesetzt werden. Die Grundlage bildet dabei die
sogenannte Wu-Ritt-Methode [27]. Wu gelang es mit ihr z.B., das Newtonsche Gravitati-
onsgesetz aus den Kepler-Gesetzen herzuleiten [28].
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Charakteristisch f�ur di�erentialalgebraische Ans�atze ist, da� nur die algebraischen
Eigenschaften der Di�erentiation (d.h. Linearit�at und Leibnitz-Regel) eingehen. Di�eren-
tialpolynome sind f�ur beliebige Derivationen de�niert. Im allgemeinen treten daher in
der Di�erentialalgebra keine unabh�angigen Variablen (nach denen abgeleitet wird) auf.
In konkreten Anwendungen besitzt der zugrunde liegende Di�erentialk�orper allerdings
praktisch immer die Form k(x) und die Ableitung nach x de�niert die Derivation.

Die di�erentialgeometrischen Methoden orientieren sich an dem Ansatz der alge-
braischen Geometrie. Jeder Di�erentialgleichung1 wird ein geometrisches Objekt (eine
Untermannigfaltigkeit) im sogenannten Jetb�undel [19] zugeordnet. Das Jetb�undel kann
man sich als einen Raum vorstellen, der neben den abh�angigen und unabh�angigen Va-
riablen der Di�erentialgleichung auch die Ableitungen der abh�angigen Variablen nach
den unabh�angigen als zus�atzliche Koordinaten2 besitzt. Die Di�erentialgleichung kann
in diesem Raum als eine algebraische Gleichung angesehen werden, zu der nat�urlich eine
Nullstellenvariet�at geh�ort.

Dieser geometrische Ansatz erlaubt sofort in nat�urlicher Weise Symmetrien von Dif-
ferentialgleichungen zu de�nieren: Symmetrien sind Transformationen, die die Unter-
mannigfaltigkeit invariant lassen. Die Symmetrieanalyse von Di�erentialgleichungen ist
rechentechnisch sehr aufwendig und fand daher erst mit dem Aufkommen der Computer-
algebra starke Beachtung. Mittlerweile existieren bereits zahllose Programme hierf�ur. Ich
m�ochte an dieser Stelle nur ein neueres Packet erw�ahnen, CRACKSTAR von Wolf [26].
Es stellt wohl das zur Zeit leistungsst�arkste auf diesem Gebiet dar.

Im Rahmen dieser kurzen �Ubersicht kann nicht n�aher auf die Konstruktion und die
Anwendung von Symmetrien eingegangen werden. Eine kurze Aufz�ahlung von Stich-
punkten sollte aber gen�ugen, um die Vielzahl der M�oglichkeiten zu demonstrieren; f�ur
genauere Informationen sei auf die Literatur [1,14] verwiesen:

� Symmetrien transformieren L�osungen wieder in L�osungen. Eine partikul�are L�osung
erzeugt so eine ganze Familie von L�osungen.

� Durch Symmetriereduktion kann bei partiellen Di�erentialgleichungen die Anzahl
der unabh�angigen Variablen, bei gew�ohnlichen die Ordnung reduziert werden.

� Das Noether-Theorem erlaubt die Konstruktion von Erhaltungsgr�o�en aus Symme-
trien.

� Es gibt einen Zusammenhang zwischen Symmetrien und Separationsans�atzen [13].
� Symmetrien besitzen eine gro�e Bedeutung f�ur das �Aquivalenzproblem von Di�eren-
tialgleichungen.

� Es gibt Zusammenh�ange zwischen der Existenz von Symmetrien und der voll-
st�andigen Integrabilit�at [7].

� : : :

Man kann ohne �Ubertreibung feststellen, da� f�ur nichtlineare partielle Di�erentialglei-
chungen praktisch alle systematischen Ans�atze und Techniken auf Symmetriemethoden
beruhen.

1 Wenn im folgenden von einer Di�erentialgleichung gesprochen wird, ist damit immer auch ein

System von Di�erentialgleichungen gemeint.
2 Diese neuen Koordinaten sind von den alten algebraisch unabh�angig. Di�erentiell sind sie
nat�urlich abh�angig, was den gro�en Unterschied zur algebraischen Geometrie bewirkt.
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Zu den sonstigen Methoden z�ahlen in erster Linie Potenzreihenans�atze und die Ana-
lyse von Singularit�aten. Reihenl�osungen in der Umgebung von Singularit�aten berechnet
z.B. das Programm DESIR der Gruppe um Della Dora [4,5]. Eine ganz andere Anwen-
dung von Singularit�aten besteht in der Painlev�e-Analyse [8], die in letzter Zeit vor allem
im Zusammenhang mit der vollst�andigen Integrabilit�at [25] wieder viel Aufmerksamkeit
gefunden hat. Hierbei wird untersucht, ob die L�osung bewegliche Singularit�aten enth�alt,
d.h. Singularit�aten, deren Lage von den Anfangsbedingungen abh�angt. Daneben gibt es
z.B. noch Versuche mit Integraltransformationen und vieles mehr (siehe [21]).

4 Formale Theorie

Im Sinne der obigen De�nition von formalen Methoden als Verfahren, die ohne explizite
L�osungen auskommen, geh�oren praktisch alle im letzten Abschnitt erw�ahnten Methoden
zur formalen Theorie. Meistens versteht man jedoch unter der formalen Theorie ein viel
engeres Gebiet. Den gr�o�ten Teil davon enthalten die B�ucher von Pommaret [15,16], die
auch Anwendungen in der theoretischen Physik bringen. Etwas andere Schwerpunkte
setzt die Schule von Vinogradov [22,24], auf die hier jedoch nicht n�aher eingegangen
werden kann.

Die formale Theorie benutzt die di�erentialgeometrische De�nition einer Di�eren-
tialgleichung, verwendet aber auch viele abstrakte algebraische Methoden wie z.B. die
Spencer-Cohomologie. W�ahrend ihr theoretischer Rahmen schon weit ausgebaut ist, fehlt
es noch an praktischen Anwendungen. Ans�atze hierzu existieren bisher in erster Linie in
der Kontrolltheorie. Durch ihre starke Algebraisierung erscheint die formale Theorie je-
doch sehr gut f�ur die Computeralgebra geeignet. Der gr�o�te Teil der Theorie ist auch
konstruktiv.

Im Zentrum der Theorie steht der Begri� der formalen Integrabilit�at3. Eine anschauli-
che Interpretation liefert die Aussage, da� es nur bei formal integrablen Systemen m�oglich
ist, f�ur das Cauchy-Problem eine formale Potenzreihenl�osung Ordnung f�ur Ordnung aus-
zurechnen. Die Betonung liegt dabei auf Ordnung f�ur Ordnung und nicht auf Potenzreihe.
Die formale Theorie hat nichts mit den oben erw�ahnten Reihenans�atzen zu tun.

Aus Platzgr�unden kann ich wieder nur eine Reihe von Stichpunkten erw�ahnen und
verweise f�ur alle Details auf die oben angegebene Literatur. Obige, anschauliche Deutung
der formalen Integrabilit�at legt nahe, da� f�ur analytische, formal integrable Systeme ein
sehr allgemeiner Existenzsatz gilt (Cartan-K�ahler-Theorem), da dann die Konvergenz der
formalen Potenzreihenl�osung gezeigt werden kann. Alleine deshalb ist es schon interes-
sant, mit formal integrablen Systemen zu arbeiten.

Alles andere als naheliegend ist dagegen der Satz, da� jede Di�erentialgleichung
durch endlich viele Di�erentationen und Projektionen (Eliminationen) in ein l�osungs�aqui-
valentes, formal integrables System �uberf�uhrt werden kann (Cartan-Kuranishi-Theorem).
Bei den Projektionen entstehen neue, von den Ausgangsgleichungen unabh�angige Di�e-
rentialgleichungen. Man bezeichnet sie h�au�g als Integrabilit�atsbedingungen, da sie durch
�Uberkreuzableiten entstehen. Jede L�osung des urspr�unglichen Systems erf�ullt sie auto-
matisch. Ein formal integrables System enth�alt alle seine Integrabilit�atsbedingungen.

3 Nicht zu verwechseln mit der oben erw�ahnten vollst�andigen Integrabilit�at!
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In dem klassischen Beispiel von Janet [17]

uzz + yuxx = 0 ; (1)

uyy = 0 (2)

ergeben sich die Bedingungen

uxxy = 0 ; (3)

uxxxx = 0 : (4)

Das zugeh�orige, formal integrable System besteht daher aus allen Gleichungen vierter
Ordnung, die aus (1){(4) durch Di�erentation erzeugt werden k�onnen. Tats�achlich nimmt
man hier jedoch sogar die Gleichungen f�unfter Ordnung, um ein involutives System zu
erhalten. Ich kann hier allerdings nicht auf den recht technischen Unterschied zwischen
formal integrabel und involutiv4 eingehen.

Nicht zu verwechseln mit den Integrabilit�atsbedingungen sind die Kompatibilit�atsbe-

dingungen f�ur die rechte Seite bei inhomogenen Systemen. So besitzt das System

@iu(x) = fi(x) (5)

trivialerweise nur L�osungen, wenn f�ur die Funktionen fi

@ifj(x) = @jfi(x) (6)

gilt. Ohne die Voraussetzung, da� das System involutiv ist, kann keine Aussage �uber die
Anzahl und die Ordnung der auftretenden Kompatibilit�atsbedingungen getro�en werden.
Bei involutiven System bereitet weder das noch die explizite Konstruktion der Bedingun-
gen Schwierigkeiten.

Durch die �Uberf�uhrung in ein formal integrables System kann die Dimension des L�o-
sungsraums eines linearen Systems partieller Di�erentialgleichungen bestimmt werden.
Insbesondere kann sofort entschieden werden, ob er endlich oder unendlich dimensional
ist. Eine Information, die f�ur viele Anwendungen eine gro�e Bedeutung besitzt.

Eine hervorstechende Eigenschaft der formalen Theorie ist, da� f�ur die konkrete
Durchf�uhrung all dieser Rechnungen (Konstruktion eines �aquivalenten, involutiven Sy-
stems, Bestimmung der Integrabilit�ats- sowie der Kompatibilit�atsbedingungen) lineare
Algebra ausreicht. Die Verwendung formaler Methoden f�uhrt sie auf die Behandlung li-
nearer Gleichungssysteme zur�uck. Ihre Anzahl und ihre Gr�o�e sowie das Auftreten sym-
bolischer Eintr�age legen allerdings den Einsatz eines Computeralgebrasystems nahe.

In [17] werden all diese Fragen f�ur obiges Beispiel von Janet abgehandelt. Eine der
laufenden Arbeiten unserer Gruppe besteht in der Umsetzung des Cartan-Kuranishi-
Theorems in einen Algorithmus und dessen Implementation in dem Computeralgebra-
system AXIOM. Dabei sollen auch sofort alle Kompatibilit�atsbedingungen konstruiert
werden.

4 Der hier verwendete Begri� der Involutivit�at ist sch�arfer als der der Cartanschen Theorie [3].

Ein nach Cartan involutives System ist formal integrabel, da es alle seine Integrabilit�atsbe-

dingungen enth�alt. Es kann durch eine endliche Anzahl von Di�erentationen in ein involutives
System im Sinne der formalen Theorie �uberf�uhrt werden.
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Koordinatentransformationen �y = �y(y), die durch partielle Di�erentialgleichungen
beschrieben werden, bilden sogenannte Lie-Pseudogruppen. Ein prominentes Beispiel lie-
fern die volumenerhaltenden Transformationen, die der Di�erentialgleichung j@�y=@yj = 1
(j@�y=@yj bezeichne die Jacobi-Determinante) gehorchen. Als weiteres Beispiel seien die
symplektischen Abbildungen der Mechanik genannt.

Diese und weitere f�ur die theoretische Physik interessante Transformationsgruppen
wurden bisher kaum f�ur die Symmetrieanalyse von Di�erentialgleichungen herangezogen.
Die formale Theorie bietet hierzu den n�otigen Formalismus. Man mu� dabei allerdings
beachten, da� sie nur Transformationen der abh�angigen Variablen betrachtet, w�ahrend
die herk�ommliche Symmetrietheorie abh�angige und unabh�angige Variablen gleich behan-
delt. Dies r�uhrt von dem Wunsch her, auch di�erentialalgebraische Methoden einsetzen
zu k�onnen. Dort gibt es ja, wie bereits oben erw�ahnt, im allgemeinen keine unabh�angigen
Variablen.

Lie-Gruppen geh�oren als Spezialfall zu den Lie-Pseudogruppen. Bei ihnen sind die
zugeh�origen Di�erentialgleichungen vom endlichen Typ. Vern�unftiges Arbeiten mit Lie-
Pseudogruppen erfordert die formale Integrabilit�at der de�nierenden Gleichungen. Bei
einer Symmetrieanalyse mu� auch das zu untersuchende System formal integrabel sein.
Die Verallgemeinerung der f�ur Lie-Symmetrien entwickelten Methoden auf Lie-Pseudo-
gruppen und die Entwicklung von Algorithmen zu ihrer praktischen Handhabung werden
ein Schwerpunkt der k�unftigen Arbeit unserer Gruppe bilden.
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