p-adische Hurwitzriume

Zur Erlangung des akademischen
Grades eines

DOKTORS DER
NATURWISSENSCHAFTEN

von der Fakultat fiir Mathematik der
Universitat Karlsruhe
genehmigte

DISSERTATION
von

Dipl.-Math. Patrick Erik Bradley
aus Windsor/Ontario, Kanada

Tag der miindlichen Priifung: Mittwoch, 26. Juni 2002
Referent: Prof. Dr. Frank Herrlich
Korreferent: Prof. Dr. Claus Giunther Schmidt



Vreme trece, vreme vine,
Toate-s vechi si noua toate;
Ce e rau st ce e bine

Tu te-ntreaba si socoate;

Nu spera $1 nu ai teama,

Ce e val, ca valul trece;

De te-ndeamna, de te cheama,
Tu ramaz la toate rece.

(Mihai Eminescu (1850-1889): Glossa)

De aceea voi face pentru poporul acesta minuni fara seaman. fntelepcz’unea celor
intelepti se va pierde si istetimea celor isteti va pieri. (Is. 29, 14)



Vorwort

Hurwitzraume sind Modulrdume fiir endliche verzweigte Uberlagerungen von
Kurven. Teilriume ihrer p-adischen Varianten sind Modulrdume fiir Uberlage-
rungen durch Mumfordkurven. Diese zu beschreiben ist das Thema der vorlie-
genden Arbeit.

Da erfahrungsgeméfl ,, normale“ Menschen sich in der p-adischen Welt nur schwer
zurechtfinden, gibt es eine etwas langere Einfithrung in die p-adische Geometrie.
Grofle Teile der Abschnitte 1-3 entstanden bei einer Vortragsreihe zur Vorbe-
reitung der Angehorigen des Lehrstuhls Schmidt auf einen Vortrag von Yves
André tiber [And02].

In Abschnitt 1 gibt es einen kurzen Abriss der rigid analytischen Geometrie.

Abschnitt 2 erweitert diese Theorie durch die Berkovichgeometrie. Dies hat den
Vorteil, dass es endlich Mannigfaltigkeiten gibt, die mit einer richtigen Topologie
versehen sind, dass Wege in der iiblichen Weise erklart werden kénnen und die
Uberlagerungstheorie funktioniert.

Das Problem, dass die topologische Fundamentalgruppe einer p-adischen Man-
nigfaltigkeit zu klein ist, wurde letztlich durch André verniinftig gelost, indem
er den Begriff der Uberlagerung ausdehnte und so die ,temperierte“ Funda-
mentalgruppe bekam. Vor ihm erschuf de Jong seine , étalen* Uberlagerungen.
Die damit gewonnene étale Fundamentalgruppe ist jedoch viel zu grofl. Der
Abschnitt 3 verdient seinen Namen durch die Orbiversionen dieser Fundamen-
talgruppen fiir Orbifaltigkeiten. . .

Mithilfe der Orbifundamentalgruppe 7{*"(8, 5) gewinnen wir ganz leicht einen

Teichmiillerraum fiir Hurwitzriume von Uberlagerungen durch Mumfordkur-
ven mit fester Galoisgruppe. Einige Quotienten von 7$™(8,35) sind ndmlich
Bass-Serre-Fundamentalgruppen von Graphen von Gruppen, mit denen Herr-
lich geeignete Teichmiillerrdume basteln konnte. Von diesen miissen nur die
passenden ausgewiahlt werden — et voila! — ist er in diesem Abschnitt 4 kon-

struilert.

Eine eindimensionale Orbifaltigkeit heifit Mumfordorbifaltigkeit, wenn sie eine
Galoisiiberlagerung durch eine Mumfordkurve zuldsst. Kato und André befass-
ten sich intensiv mit Mumfordorbifaltigkeiten, deren zugrunde liegende Kurve
der P! ist und drei markierte Punkte hat (, Mumford-Schwarz-Orbifaltigkeiten*).
Die Frage, unter welchen Bedingungen eine gegebene Orbifaltigkeit eine Mum-
fordorbifaltigkeit ist, lieBen beide aufler Acht. Abschnitt 5 nicht.



In Abschnitt 6 wird versucht, diejenigen Hurwitzraume von Abschnitt 4, die
Uberlagerungen der projektiven Gerade parametrisieren, in den Hurwitzriu-
men fiir Uberlagerungen des P! durch beliebige Kurven wiederzufinden. Heraus
kommt dabei ein virtueller riemannscher Existenzsatz. Nebenbei wird erwéahnt,
dass Harbater das inverse Galoisproblem iiber Q, mittels Uberlagerungen von
IP’(l@p durch Mumfordkurven (vom HM-Typ) loste. Hier wird hervorgehoben,
dass er dabei fiir jede Gruppe eine richtige Mumfordkurve (also Geschlecht
> 2) nehmen darf.

Die Arbeit ist mit sehr vielen Beispielen durchsetzt.

Danken mochte ich an erster Stelle Herrn Prof. Frank Herrlich fiir die Anregung
zu dieser Arbeit und fiir die Betreuung wihrend ihrer Entstehung. Er betreute
auch die vorausgehende und vorbereitende Diplomarbeit. Seine oft erwdhnte
offene Tiir erwies sich mal wieder als sehr wertvoll.

Weiter danke ich Stefan Kiihnlein, der Fragen meinerseits zwar mit ,, Ich ken-
ne mich doch in p-adischer Geometrie nicht aus!“ beantwortete, dennoch oft
unterstiitzend beitragen konnte.

Herrn Prof. Yves André sei gedankt fiir die Ubermittlung von [AndIII], einem
fiir mich sehr wertvollen Artikel. Auch er wurde nicht von dummen Fragen
verschont, die er zufriedenstellend beantworten konnte.

Eine Friihversion wurde von Stefan Kiihnlein Korrektur gelesen. Dalfiir sei eben-
falls gedankt.

Ich danke den Leuten am Lehrstuhl Schmidt des Mathematischen Instituts II fiir
geduldiges Zuhoren und Stellen vieler Fragen wihrend der eingangs erwédhnten
Vortragsreihe.

Fiir die freundliche Ubernahme des Korreferats méchte ich schlieBlich Herrn
Prof. Claus-Giinther Schmidt danken.
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1 Einfiihrung: Etwas rigid analytische Geometrie

1.1 Die Tateuniformisierung elliptischer Kurven

Bekanntlich sieht die Uniformisierung komplexer elliptischer Kurven E so aus:
E=C/A

mit einem Gitter A in C.

Wie soll so etwas p-adisch bewerkstelligt werden? Die additive Gruppe von
C, kennt ndmlich keine nicht trivialen diskreten Untergruppen. Gébe es eine
derartige Untergruppe A C C,, so wére fiir alle n € N und alle , Gitterpunkte®
A € A stets p" A\ € A. Folglich enthielte A den Haufungspunkt

0= lim p"A.

n—oo

Widerspruch!

Um diesem Umstand beizukommen, erinnerte sich Tate [Ta71] der komplexen
Exponentialfunktion: er betrachtete mit ihrer Hilfe die multiplikative Teiluni-
formisierung
E =~ C*/q

Und immerhin: fiir ¢ € C; mit [q] < 1 ist q” eine diskrete Untergruppe von
C, und CF /g% eine elliptische Kurve. Letzteres gilt, da die der komplexen
multiplikativen Uniformisierung entsprechenden Reihen p-adisch konvergieren
[Si94, V.3.1]. Solch eine elliptische Kurve heifit eine Tatekurve. Tates Resultat
lautet:

Satz. Genau dann ist eine elliptische Kurve E iber C, eine Tatekurve, wenn
fir thre j-Invariante gilt:

je| > 1.
In diesem Fall hat E schlechte (multikativ zerfallende) Reduktion.

Hierfiir erfand Tate die Theorie der rigid analytischen Varietdten. Diese sind
mit einer Grothendiecktopologie versehen. Die erste Uberraschung hier ist, dass
im Sinne der Grothendiecktopologie tatsidchlich eine Uniformisierung vorliegt,
dass ndmlich C einfach zusammenhéingend ist.
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1.2 Affinoide Varietiten

Sei K, |- | ein nicht trivial, nicht archimedisch vollstindig bewerteter Korper.

Weiter sei
o={z e K ||z] <1} der Bewertungsring

m={z € K| |z| <1} das Bewertungsideal
k=o0/m der Restklassenkorper

von K. Die Potenzreihenalgebra

T, := K(X1,...,X,)

— feK[[Xl,...,Xn]]‘f: Zame, lim |ay,| =0

meNr |0

heilt die Tatealgebra (der strikt konvergenten Potenzreihen) tiber K (hier sei
X = (Xy,...,X,) und m € N* Multiindex). Wir bemerken noch kurz, dass es
egal ist, welche von R" herriihrende Norm auf N* gewahlt wird. Sie sind alle
dquivalent.

Versehen mit der Gaufinorm ||, dem maximalen Koeffizientenbetrag, ist 7), eine
noethersche, faktorielle K-Banachalgebra. Alle ihre Ideale sind abgeschlossen
[BGR&4, 6.1.1/3].

Definition 1.1. Eine K -affinoide Algebra ist ein Quotient A = T,,/a mit einem
Ideal a von T,. A bekommt die Quotientennorm

£+ al == dist(f, ) = inf {lgl}.

Morphismen K -affinoider Algebren sind K -Algebrahomomorphismen A — B.

Bemerkung 1.2. K-affinoide Algebren sind noethersche Banachalgebren, und
Morphismen sind stetig (wegen ,noethersch*) [BGR84, 6.1.3/1].

Wir kénnen nun die Kategorie der K-affinoiden Varietdten definieren: Die Ob-

jekte sind
SpA=(Max A, A),

und die Morphismen sind
SpA — SpB = (c"0),

wobei A eine K-affinoide Algebra und Max A ihr Maximalspektrum, d.h. die
Menge aller ihrer maximalen Ideale, 0: B — A ein Morphismus K-affinoider
Algebren und ¢*: Max A — Max B der induzierte Morphismus der Maximal-
spektren ist.
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Bemerkung 1.3. 0% ist wohldefiniert.

Beweis. Sei x € Sp A. Fiir das zugehdrige maximale Ideal m, € Max A ist
A/m, ein endlicher Erweiterungskérper von K. Die Noethernormalisierung
[BGRS84, 6.1.2] gibt uns ndmlich eine endliche Einbettung einer Tatealgebra T,
in den Korper A/m,. Also ist T, ein Korper, folglich n = 0, d.h. T, = K.
Wegen o~ 1(m,) = ker (B — A/m,) ist die K-Algebra B/o~!(m,) eine endliche
Unteralgebra von A/m,, also ein Kérper. Somit ist o~!(m,) € Max B. [

Wie in Funktionalanalysis und algebraischer Geometrie iiblich schreiben wir fiir
re€SpAund fe A
f(z):=f modm,

als Element von K, dem algebraischen Abschluss von K. Die Elemente von A
werden als Funktionen Max A — K aufgefasst. K wird mit der eindeutigen
Betragsfortsetzung von | - | bewertet.

Definition 1.4. Fine Teilmenge U C Sp A heifit ein affinoider Bereich wvon
Sp A, falls es eine affinoide Algebra Ay und einen Morphismus ¢: Sp Ay —
Sp A mit (Sp Ay) C U gibt, und fir jeden Morphismus ¢¥: Sp B — Sp A mit
Y(Sp B) C U genau eine Abbildung ezistiert, sodass das Dreieck kommutiert:

Sp Ay

7 %
7

7

e

Sp B - Sp A

Lemma 1.5. Es ist ¢ injektiv und o(Sp Ay) = U.
Beweis. [BGR84, 7.2.2/1] O

Die kanonische Topologie auf einer affinoiden Varietét ist die von den affinoiden
Bereichen erzeugte Topologie.

Bemerkung 1.6. Es gibt Faserprodukte:
Sp A xsp, 5 SpC = Sp A®pC'.
Dabei sei AQpC die Komplettierung von A ®p C beziiglich der Norm

ol = inf i ol
gzzlaz@)ci B
i=

Die Komplettierung des Tensorproduktes erfillt die UAE des Tensorproduktes
fir stetige B-Morphismen in der Kategorie der B-Banachmoduln.
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Behauptung. Sind A, B und C K -affinoid, so ist es auch AQgC.

Beweis. [BGR84, 6.1.1/10] Sei zundchst B = K. Die stetige Surjektion ¢: T, —
C ist nach Banach offen und strikt (d.h. die Norm auf C' ist dquivalent zur Quo-
tientennorm). Mit etwas Analysis folgt:

idA ®(,0: A@KTn — A@KC

ist strikt. Schalten wir nun fiir A = T;,/a die Surjektion T;,&x T, — AQxT,
vor, sehen wir, dass A®xC affinoid ist.

Der allgemeine Fall wird auf den obigen zuriickgefiihrt. [l
Als Folge gilt [BGR84, 7.2.2/5]

Lemma 1.7. Durchschnitte affinoider Bereiche von Sp A sind affinoid.

1.3 Rigid analytische Riume
Definition 1.8. Eine Grothendiecktopologie auf einer Menge X besteht aus
1. einer Menge S von Teilmengen von X, den zuldssigen offenen Mengen,

2. einer Familie {Cov U}yes zulissiger Uberdeckungen {U;}ic; von U € S
mit U; € S

mat
1.UVeS=UnNnvVes
2.Ue€ S={U} € CovU

3. U € S, {Ui}iel i~ COVU, {Uij}jeji - COVUZ' Vi e [ = {Uij}ie[,jeji i~
CovU

4. UV ESmitV CU, {Ulics € CovU = {V N U;}ic; € CovV

Fiir affinoide Varietdten X = Sp A gibt es die schwache G-Topologie: die zuléssi-
gen Mengen sind die affinoiden Bereiche von X, und die zuldssigen Uberdeckun-
gen zulissiger Mengen sind die endlichen Uberdeckungen durch affinoide Berei-
che von X.

Mit der Mengeninklusion als Morphismen bildet eine Grothendiecktopologie auf
X eine Kategorie &(X), deren Objekte die zuldssigen offenen Mengen sind.
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Definition 1.9. Eine Pragarbe auf X ist ein kontravarianter Funktor
&(X) — Ab, Ring etc.

FEine Garbe auf X ist eine Prdgarbe, welche die tublichen Garbenaxiome fiir
zuldssige Mengen und Uberdeckungen erfiillt.

Beispiel 1. Die Struktur(pré-)garbe auf X = Sp A
Ox:U=SpB~ Ox(U)=B
i1st ezne Garbe. Dies folgt aus

Satz 1.10 (Azyklizititssatz von Tate). Sei 4 = {U;} eine zulissige Uber-
deckung von X. Dann ist 4 fir den Cechkomplex C"(M, Ox) azyklisch, d.h. die

Sequenz

0 — Ox(X) - O, 0,) L CHU, Ox) — ...
15t exakt.
Ox(X)=A4, ¢=0

Korollar 1.11. 1. HY(8,0x) =
0, q # 0.

2. Ox st eine Garbe.

Beweis. 1. Klar.
2. Mit U; = Sp A; ist die Sequenz

0+ A JTA -5 CHw, 0x)

exakt. Dabei sind

e: f = (f

v)i,  d: (fi)i = (f;

vinu; — filviou, )i -

[
Sei (X, Ox) ein lokal G-geringter Raum (iibliche Definition, nur mit G-Topologie).
Definition 1.12. (X, Ox) heifft eine rigid analytische Varietat dber K, falls
gilt:
1. (a) O und X sind zuldssig offen in X

(b) Seien U zuldssig offen in X und V. C U. FExistiert eine zuldssige
Uberdeckung {U;}icr von U mit V N U; zuldssig offen in X fir alle
1 €1, so stV zuldssig offen in X.
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(c) Sei s = {U;}ies Uberdeckung einer zulissig offenen Menge U von X .
Hat 1 eine Verfeinerung (eine Uberdeckung B = {V;}ic; von U mit
7:J = 1T und V; C UyVj € J) durch zuldssige offene Mengen in X,
so ist U € CovU.

2. X hat eine zuldssige affinoide Uberdeckung, d.h. eine zuldssige Uberdeckung
{X;}ier durch affinoide Varietiten (X;, Ox

Xi)'
Definition 1.13. Ein Morphismus rigid analytischer Varietiten (X,0x) —
(Y, Oy) ist ein Morphismus lokal G-geringter Raume tber K.
1.4 Die Tateabbildung
Fir K-affinoide Algebren A gelten folgende Bezeichnungen
A" ={f e Allflap <1}, tA) :={f € A[|flap <1}, A:=A/t(A).

mit |flsyp = max, |f(z)]. Wegen der Stetigkeit induziert ein Morphismus

¢: B — A eine Abbildung ¢°: B° — A°, also einen k-Algebrahomomorphismus
¢: B — A. Dies auch noch funktoriell, d.h. wir haben den Reduktionsfunktor

K-affinoide Varietiten — k-affine Varietiiten, Sp A+ Sp A, ¢ — @.

Dabei sei Sp A := (Max A, A) — in diesem Abschnitt kennen wir offenbar noch
nicht den Begriff ,Schema®. Siehe auch die unten stehende Anmerkung.

Sei x € Sp A. Dann gibt es die kanonische Abbildung o: A — A/m,. Diese
induziert wiederum &: A — A/m,. Da A/m, iiber K endlich algebraisch ist,
ist auch A/m, endlich algebraisch iiber k, also ein Korper. Dies bedeutet

ker 5 € Max A.
Wir bekommen deshalb eine Abbildung (die Tateabbildung )
ma: SpA = SpA, z— T

mit dem Punkt Z zu m; := ker& € Sp A. Sie ist funktoriell, denn sie induziert
den Reduktionsfunktor:
SpA-—*~SpB

) |s

Sp A —5~5p B
Es gilt der wichtige Satz [Ta71] oder [BGR84, 7.1.5/4]
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Satz 1.14 (Tate). Die Tateabbildung ist surjektiv.

Anmerkung. Es ist etwas unbefriedigend, dass die rigid analytische Tateabbil-
dung nicht auf das volle Spektrum (richtiger) affiner Varietiten abbildet. Mit-
hilfe von Berkovich [Ber90] bekommen wir (im ndchsten Abschnitt) eine bessere
Tateabbildung . . .

1.5 Beispiele

Sei K algebraisch abgeschlossen.

1.
2.
3.

Es ist Sp K = (pt, K) und Sp K = Spk.
Sp K(T) =D und D = A}
Ist X =SpK(T,T7') = {z € K| |2] = 1}, so ist wegen

K(T,T™") = K{z,y)/(zy - 1) = { > a1 Jim_Ja,| = 0}

n=—oo

X =Spk[t,t7 1] = AL\ {0}.
Sei X = Sp K(T',nT) mit |n| =r € (0,1) N |K*|. Es ist X der Kreisring
{zeK|r<|z|<1}=SpK(z,y)/(zy — ).

Und X = Sp k[z,y]/(xy) ist das Achsenkreuz. Die Tateabbildung IT: X —
X leistet folgendes: Fiir Z € X, ist [I71(Z) ein offener Kreis im Rand und

II"'(Doppelpunkt) = {r < |z| < 1}.

. Nach [Gr68, 5.2] ist jeder zusammenhingende affinoide Bereich X des P!

das Komplement offener Kreisscheiben:



2 P-ADISCHE MANNIGFALTIGKEITEN 14

Die Reduktion X sieht dann etwa so aus

Jede Komponente ist ein Zariski-offener Teil einer affinen Gerade. Dies
wurde in [Brad98, 2.5] explizit berechnet.

2 p-adische Mannigfaltigkeiten

Rigid analytische Raume sind etwas unbefriedigend in ihrer Handhabung, da
sie nur mit einer Grothendiecktopologie ausgestattet sind. Ihre Strukturgarben
sind als solche fiir die jeweilige Grothendiecktopologie zu verstehen. Zudem
sind Wege stets trivial. V. Berkovich ist es jedoch gelungen [Ber90], ihnen eine
verniinftige Topologie zu geben, beziiglich der sie lokal wegzusammenh&ngend
und lokal einfach zusammenhéngend sind.

2.1 Affinoide Riume
2.1.1 Gel’fandspektrum

Sei A eine normierte Algebra iiber einem bewerteten Korper (K, | |x).

Definition 2.1. Mit M(A) bezeichnen wir die Menge aller beschrinkten mul-
tiplikativen Halbnormen x: A — Rso mit x|k = | |k, das (Gel’fand-)Spektrum
von A.

Wir wiederholen kurz die Begriffe:

Eine Halbnorm ist eine Funktion x: A — Ry, die positiv semidefinit ist und die
Bedingung x(Af) = |A|x - x(f) fiir alle A € K, f € A sowie die (gewohnliche)
Dreiecksungleichung erfiillt. Eine Halbnorm heif3t beschrdnkt, wenn ein C' > 0
existiert mit x(f) < C|f| fir alle f € A. Und multiplikativ bedeutet x(f -g) =

x(f) - x(g) fur alle f, g € A.
Bemerkung 2.2. Fir jede Finheit f € A* und jedes x € M(A) gilt x(f) = |f].
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Beweis. Wegen x(f") < C|f"| ist zuniichst x(f) < v/C|f|. Da n beliebig war,
folgt x(f) < |f], d.h. es ist C = 1 wiihlbar. Da aber auch f~! € A, haben wir
dieselbe Ungleichung fiir f~!. Wegen der Multiplikativitit von x folgt daher
die Behauptung. ]

Wie in der Funktionalanalysis iiblich wird die Menge M (A) mit der schwéchsten
Topologie versehen, fiir die alle Einsetzungsabbildungen

Ef}: M(A) = Rso, x = x(f)
mit f € A stetig sind.

Ab jetzt sei (A, | |) eine Banachalgebra iiber einem vollstéindig und nicht trivi-
al bewerteten Korper (K| |k). Ein beschrankter Homomorphismus zwischen
normierten kommutativen K-Algebren ¢: A — B heiflt zuldssig, falls die Quo-
tientennorm auf A/ ker ¢ dquivalent zur Restriktion der Norm von B auf ¢(A)
1st.

Definition 2.3. Eine kommutative Banach-K-Algebra heifst K-affinoid, falls es
r1y...,Tn > 0 und ewnen zuldssigen Epimorphismus K(rl_lTl, o) — A
gibt. Fine K-affinoide Algebra heifst strikt, falls ri = --- = r, = 1 gewdhlt
werden kann.

Hier sei K (r{'Ty,...,r;'T;) die K-Algebra der Potenzreihen f = 3 a, 1™
meN"

im |ap|r{" - r' = 0 und m = (my,...,m,). Die

—00

wit T = (T, T), | "

strikt K-affinoiden Algebren sind genau die K-affinoiden Algebren aus Ab-
schnitt 1.

Bemerkung 2.4. Affinoide Algebren sind noethersch, alle thre Ideale sind ab-
geschlossen [Ber90, 2.1.3], und fir striktes A gibt es eine kanonische Abbildung
Max A — M(A), die einen Homéomorphismus von Max A auf eine dichte Teil-
menge von M(A) induziert [Ber90, 2.1.15].

2.1.2 Gel’fandspektrum und Restklassenkorper

Sei z € M(A) und | |, die zugehorige Halbnorm (da wir gerne von Punkten
sprechen, sehen wir uns gendotigt, diese Unterscheidung zu machen). Zwar ist | |,
kein Algebrahomomorphimus, dennoch (und der Grund wird alsbald ersichtlich

werden), sprechen wir vom Kern von | |,. Es ist ndmlich p, := ker| |, :=
(] 1.)~1({0}) ein (abgeschlossenes) Primideal von A:
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Erstens ist 0 € ker | |,. Zweitens ist wegen der Dreiecksungleichung mit f und
g auch f 4+ g € ker| |;, und schlieflich sorgt die Multiplikativitiat dafiir, dass
mit f auch g - f fiir jedes g € A im Kern von | |, liegt. Also ist p, ein Ideal.
Die Primidealeigenschaft von p, ist klar, da R ein Korper ist.

So bekommen wir eine stetige Abbildung
M(A) — Spec A, © — p,.

Die induzierte Norm auf A/p, setzt sich zu einer Bewertung auf F(z) :=

Quot A/p, fort. Die Komplettierung H(z) = l*{(;) hiervon wollen wir den
analytischen Restklassenkdrper von x nennen.

Fiir f € A sei f(z) := x.(f) das Bild von f unter der kanonischen Abbildung
Xz: A — H(x). Wie iiblich werden Elemente von A als Funktionen auf M (A)
aufgefasst, deren Bildpunkte aber in verschiedenen Zielmengen liegen.

Beispiel 2. Beginnen wir erst esnmal mit K = C, den komplexen Zahlen. Die
allgemeine Theorie von [Ber90] beschrdankt sich nicht auf nicht archimedisch
bewertete Grundkérper. Die C-Algebra der auf dem komplexen Finheitskreis
konvergenten Potenzreihen C(z) ist mit der Supremumnorm | |syp eine Banach-
algebra. Nach Lemma 2.8 und Gel’fand-Mazur (aufer C gibt es keine kom-
plezen Banachdivisionsalgebren [Rud92, 10.14]) ist M (C(z)) homdéomorph zu
Max C(z) mit der Gel’fandtopologie, nach [Rud92, 11.9] also kompakt (mit den
Bezeichnungen von Definition 2.7 ist X(C(z)) = Homc(C(z), C) = Max C(z) ).

Beispiel 3. Seir K algebraisch abgeschlossen. In der rigiden Geometrie ist
Sp K(T) = D(0,1%) die abgeschlossene Finheitskreisscheibe. In M (K(T)) tre-
ten die vier Sorten von Punkten auf:

1. Jedes © € D(0,1%) liefert eine multiplikative Halbnorm
Xe: K(T) = Rso, f = |f(2)|k.
2. Jede Kreisscheibe D(z,rt) C D(0,1%) mit r € |K*| liefert

N - K<T> — RZO7 f = |f|D(x,r+) ‘= Sup |f(§)‘K7
&eD(z,rt)

ein Element von M(K(T)).
3. Dasselbe gilt, falls r ¢ |K*|.
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4. Sei schliefllich D := {D,} eine absteigende unendliche Familie abgeschlos-
sener Kreisscheiben in D(0,17). Dann nehmen wir

X K<T> — IRZ(% f = |f|D = igf|f|Daa
als multiplikative Halbnorm. Ist o := (D4 # 0, so ist entweder o = {z},

«
ein Punkt, also x = x, der Sorte 1, oder o = D eine Kreisscheibe und
X = np der Sorte 2. Im Fall o0 = () bekommen wir eine neue Sorte von

Punkten in M(K(TY).

Die Sorte 1 heifit klassische Punkte, die anderen generische (Berkovich-)Punkte.
Dass es keine weiteren Sorten von Punkten gibt, sehen wir nach [Ber90, 1.4.4]
so: fiir gegebenes | - | € M(K(T)) sei D := {D(z,|T — z|") C D(0,1%)}.
Es ist D eine unendliche absteigende Familie von Kreisscheiben, und es st
T — z|p = |T — z| fir alle x € K. Da multiplikative Halbnormen auf K(T)
durch ihre Werte auf den Polynomen T — x, x € K, vollstindig bestimmt sind,
gt |-1=1-Ip.

Fir den Restklassenkérper eines Punktes x € M (K (T)) gilt:

1. Ist z ein klassischer Punkt, so ist H(z) = K. [BGR84, 6.1.2/3]

2. Ist x generisch der Sorte 2, so ist H(z) = K und |H(z)| = |K]|.

8. Ist x generisch der Sorte 3, so ist H(x) = K und |H(x)*| ist die von |K*]|
und r erzeugte Untergruppe von (Rxg, ).

4. Ist © ein Punkt der Sorte 4, so ist H(z) eine Erweiterung von K mit
derselben Wertehalbgruppe wie K.

Lemma 2.5. Die nicht archimedischen Kugeln
D(0,r%) := M(K (r{'T1,...,r ' T))
sind kompakt.
Beweis. Auf A = K(r{'Ty,...,r-'T,) nehmen wir natiirlich die GauBnorm

| |sup- Da A uniform ist (dies bedeutet, dass die Norm potenzmultiplikativ ist),
ist die Gel’fandtransformation

A= ] Hz) = GA), fe (f(@))sena
€M (A)

ein isometrischer Isomorphismus [Ber90, 1.3.2], also sind M(A) und M (G(A))
zueinander homoéomorph (G(A) ist eine normierte K-Algebra). Es ist aber
M (G(A)) hombomorph zur Cech-Stone-Kompaktifizierung von M(A) [Ber90,
1.2.3]. O



2 P-ADISCHE MANNIGFALTIGKEITEN 18

Satz 2.6. Es ist M(A) nicht leer, hausdorffsch, kompakt.
Beweis. M(A) # 0: Fiir striktes A haben wir die Inklusion

0 # Max A C M(A),

die jedem maximalen Ideal m von A den Lift des Betrags von A/m C K (der
algebraische Abschluss von K') auf A zuordnet:

Xm - AﬁRZOa f'_> |f+m‘f(

Im Fall A nicht strikt sei zuniichst A = K(r~'T) mit r = (ry,...,7,) und
T = (T,...,T,). Sei p € (K*)" mit |p|x < r (komponentenweise). Dann gilt
fiir die Kugeln:

0 # D(0, |pli) € D(O,r")

via der Inklusionsabbildung x — X|x¢—17y. Ist schlieBlich A = K (r~'T)/a fiir
ein Ideal a C K (r~ 1T, so ist

M(A)=V(a):={x € D(0,r") | ker| |, D a},
und fiir p € (K*)" mit |p|x < r gilt
0% V(aE(|p|'T)) = V(a) N D(0,|pl) C M(A).

hausdorffsch: Seien = # y zwei verschiedene Punkte in M(A). Ohne Ein-
schrinkung gibt es ein f € A mit

(@) ]3¢y < [f () laey)-
Es gibt reelle r mit | f(z)|3@) < r < |f(¥)|3(). Dann sind

Ui={z€ M(A) | |f (Dl <7} Vi={z € M(A) |1 < |f()ls)

disjunkte offene Umgebungen von z und y.

kompakt: Ist A = K{(r~'T)/a, so ist M(A) = V(a) C D(0,r") Zariski-
abgeschlossen in der kompakten Kugel D(0,r"). Zariski-abgeschlossene Teil-
mengen sind aber abgeschlossen. ] O

Anmerkung. Winschenswert wire es wohl, den Beweis von [Rud92] zu tiber-
tragen, aber er beruht massiw auf der Tatsache, dass die komplexe Einheits-
kreisscheibe kompakt ist. Wair konnen daher nur tber lokalen Kérpern auf ein

Analogon zu Banach-Alaoglu [Rud92, 3.15] hoffen (um die Kompaktheit der ri-
giden Einheitskreisscheibe zu verwenden).
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Definition 2.7. Ein nicht trivialer und beschrdankter Algebrahomomorphismus
x: A — F in einen bewerteten Korper F heifst ein Charakter von A. Die Menge
aller Aquivalenzklassen von Charakteren von A bezeichnen wir mit X(A). Zwei
Charaktere x': A — F und x": A — F’ heiffen dabei dquivalent (x ~ x’), wenn
ein Charakter x: A — F und Einbettungen F — F', F — ' existieren, sodass
das Diagramm

kommutuert.
Lemma 2.8. Es gibt eine Bijektion M(A) — X(A).

Beweis. Wir geben zwei zueinander inverse Abbildungen an.

a: M(A) = X(A), z— (xa: A — H(x), f— f(z))
B:X(A) — M(A), [x: A=F] —= (| |y: A= Rso, fr—=|x(f)lr)

Es ist x, tatsichlich ein Charakter, und 3 ist wohldefiniert.
a o =id: Zum Charakter x: A — F bekommen wir z € M(A) als

=]l A= Ry, = |xX()lF-

Mit « wird daraus
Xe: A= H(z), fr— f(z).

Wegen ker | |, = ker(x) faktorisiert x iiber die kanonische Abbildung A — F(x),
es ist daher F(z) isomorph zu einem Teilkérper von F. Dies impliziert x ~ x,.
Boa=id: Esist a(r) = x,. Da aber |xu(f)|sw = [f(z)| = |fls ist (die
letzte Gleicheit folgt aus der Definition der Quotientennorm), haben wir die
Behauptung gezeigt. []

Indem wir die Bijektion zu einem Homoomorphismus erklaren, identifizieren wir
manchmal M (A) mit X(A). Dies definiert gerade die Gel’fandtopologie auf X(A)
— die schwichste Topologie, fiir die die Einsetzungsabbildungen x +— x(f)
stetig sind.
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2.1.3 Affinoide Bereiche

Fir strikt affinoide Algebren kennen wir affinoide Bereiche von Max A [BGRS84,
7.2]. Dies fiihrt zu

Definition 2.9. Sei A eine strikt affinoide K-Algebra, und sei X = M(A). Ein
strikt affinoider Bereich von X st der Abschluss eines affinoiden Bereichs von
Max A in X. FEin affinoider Bereich von X ist eine abgeschlossene Teilmenge
V C X, fir die es eine K -affinoide Algebra Ay und einen beschrdnkten Homo-
morphismus p: A — Ay gibt, die folgender UAE genitigen: Zu jedem beschrink-
ten Homomorphismus K -affinoider Algebren 1p: A — B mit¢*: M(B) -V C
M(A) gibt es einen beschrinkten Homomorphismus Ay — B, der das Dia-

N

gramm,

A

kommautativ macht.

Berkovich zeigt, dass der Homomorphismus A — Ay durch V' eindeutig be-
stimmt ist. Es ist ndmlich M (Ay) = V. Auflerdem ist Ay eine flache A-Algebra
[Ber90, 2.2.4].

Nun konnen wir die Strukturgarbe eines strikt affinoiden Raums einfiihren.
Sei 6(X) die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die endliche
Vereinigung affinoider Bereiche von X sind — die speziellen Teilmengen von X.

Fiir V € &(X) sei V = {V;}ic; eine endliche Uberdeckung von V durch affinoide
Bereiche von X. Da der Durchschnitt zweier affinoider Bereiche wieder affinoid
ist [BGR&4, 7.2.2/5], ist

Ay = ker 1_‘[14‘/‘Z — H Avim/‘j

el (i,5)eIxI

fiir V € &(X) wohldefiniert, da Ay zudem nicht von der Uberdeckung V
abhéngt: der Azyklizitdtssatz 1.10 gilt auch hier [Ber90, 2.2.5]. Die Struk-
turgarbe auf X ist dann die (Pra-)Garbe

U F(U, OX) = lgn Ay

VeS(X), VCU

(U durchlduft dabei die offenen Mengen von X).
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Definition 2.10. Das Paar (X,Ox) heifit ein strikt K-affinoider Raum. FEin
Morphismus (M (A), Opa)) — (M(B),Oppy) strikt K-affinoider Raume ist
ewn Morphismus lokal geringter Rdaume, der von einem beschrdinkten Homomo-
morphismus p: B — A herrihrt (hier ist er dann einfach x — x o @).

Bemerkung 2.11. Die Zuordnung A — (M (A), Opr(a)) ist ein trever kontra-
varianter Funktor von der Kategorie der strikt K-affinoiden Algebren in die
Kategorie der lokal geringten Rdume.

2.1.4 Die Reduktionsabbildung

Fiir eine kommutative Banachalgebra A, | | ist die Menge

A= {f e Al p(f) < 1)
ein Ring und
t(A) :={reAlplf) <1}
ist ein Ideal in diesem Ring. Dabei bezeichne p(f) = lim {/|f"| den Spek-
n—oo

tralradius von f € A, eine beschrinkte Halbnorm auf A [Ber90, 1.3.3.] Wir
definieren

A= A°Jt(A).

Ein beschrinkter Homomorphismus ¢: A — B kommutativer Banachalgebren
induziert Ringhomomorphismen ¢°: A° — A° und ¢: A — B. Insbesondere
gibt es fiir jeden Punkt x € M (A) einen Homomorphismus ¥, : A — H(z). Da
H(z) ein Korper ist, ist ker(,) ein Primideal von A. Mit

k(Z) :== Quot(A/ ker(¥,)),

erhalten wir eine Korpereinbettung k(z) — JH(z) und folgende Abbildung

m: M(A) — Spec A, =+ ker(X,),
die Reduktionsabbildung (oder auch Tateabbildung).

Bemerkung 2.12. 1. Ist die Norm auf A trivial, dann ist A° = A und
t(A) = Nil(A). In diesem Fall stimmt die Abbildung w: M(A) — Spec A =
Spec A nicht mit der Abbildung M(A) — Spec A, = — ker(x,) aus Unter-
abschnitt 2.1.2 dberein [Ber90, 2.4].

2. Ist die Bewertung auf K nicht trivial und A eine strikt K -affinoide Algebra,
s0 stimmt m|\ax 4 mit der Tateabbildung Max A — Max A 1diberein [Ber90,
2.4].
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3. In jedem Fulle ist A eine reduzierte endlich erzeugte k-Algebra [BGR84,
6.3.4/3] (die Reduziertheit ist wegen der Multiplikativitat des Spektralradius
klar).

Definition 2.13. Eine nicht leere abgeschlossene Teilmenge Z einer affinoiden
Menge X = M(A) heifit ein Rand von X, falls alle f € A ihr Mazimum
wrgendwo in 4 annehmen. Nach dem Lemma von Zorn existieren minimale
Rdnder. Falls es in X einen kleinsten Rand gibt, so heifit er der Shilovrand
O*(X) von X.

Es gilt folgende Verallgemeinerung des Satzes von der Surjektivitit der Tateab-
bildung.

Satz 2.14. Sei A eine strikt K -affinoide Algebra. Bezeichne X = M(A), X =
Spec A, )_(gen = {generische Punkte der irred. Komp. von X}. Dann gilt:

1. Die Reduktionsabbildung m: X — X ist surjektiv.

2. Fiir jedes T € Xgen gibt es genau ein x € X mit w(z) = . Falls |Alsyp =
|K|, dann ist K(z) — H(x) fir derartiges = ein Isomorphismus.

3. X hat einen Shilovrand: O**(X) = 7 (Xgen)-

Beweis. [Ber90]. Vorab: Nach [BGR84, 6.2.3/3] ist p(f) = | f]sup-
1. geht wie der Satz von Tate (Satz 1.14)

2. Sei zunéichst X irreduzibel mit generischem Punkt Z. Jedenfalls ist 7 (| |syp) €
)_(gen, da | |sup eine Norm ist: der zugehorige Charakter xgup: A — F(| |sup) ist
injektiv, somit auch ygyp.

Sei nun x € 7~ 1(z). Wir behaupten, dass | |, = | |sup gilt: falls |flsyp = 0 ist,
gilt f € Nil(A) und damit |f(z)| = 0. Falls aber |f|s,, > 0 ist, existieren nach
[BGR84, 6.2.1/4] ein a € K* und ein n > 1 mit |f|,, = |a|. Fir g :=a™'f"
gilt |glsup = 1. Wegen g € A°\ t(A) folgt |g(z)| = 1. Also ist |f(z)| = | f]sup-
Dies aber bedeutet 7~1(z) = {z}.

Falls |A|syp = | K| ist, nehmen wir ohne Einschrénkung an, dass A reduziert sei.
Dann ist Quot(A) tiberall dicht in H(z). Also hat jedes Element aus H(z) einen
Lift § € Quot(A) mit |flsuyp = |g|sup- Nach Voraussetzung existiert ein a € K

a”lf

a~lg
Elementen aus A° \ t(A) geschrieben werden. Dies zeigt K (Z) = H(x).

Sei nun X beliebig. Fiir 7 € X, sei f € A° mit f(Z) # 0 und derart, dass
f auf allen irreduziblen Komponenten von X verschwindet, auf denen Z nicht
liegt. Mit B := A(f™1) gilt M(B) = X(f™') ={z € X | |f(z)| = 1}. Es folgt

mit | flsup = |glsup = |a|- Somit kann der Lift auch als , einem Quotient von
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1 (z) € X(f!). Wegen B = A[f~!] und |Blsyp = |Alsup ([BGR84, 7.2.6))
folgt 2., da die Aussage fiir B gilt.

3. Sei f € A°\ t(A). Dann gibt es eine Komponente von X, auf der f nicht
verschwindet, also ein # € Xy, mit f(Z) # 0. Sei  := 7~ !(z). Dann ist
|f(z)] =1 =|f|sup- Also nimmt tatséchlich jedes f € A irgendwo auf der endli-
chen Menge m!(Xgen) ihr Maximum an. Es liegt also ein (offenbar minimaler)
Rand vor. Wegen der Endlichkeit ist er auch Shilovrand. []

Beispiel 4. Sei K = C,. Es ist fir D = D(0,17) der Shilovrand o**(D) =
{| lsup}: tatschlich ist D = AL .

2.2 Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden seien alle affinoiden Mengen stets strikt affinoid. Mit Int(X/Y)
sei das topologische Innere von X C Y im topologischen Raum Y gemeint.

Definition 2.15. Ein quasiaffinoider Raum ist ein Paar ((U,O), ), wobei
(U,0) ein lokal geringter Raum ist und ¢: U — X eine offene Einbettung
in einen affinoiden Raum X ist. Ein Morphismus ((U,0),¢) — ((U',0'),¢)
quastaffinoider Rdaume 1st ein Morphismus 0: U — U’ lokal geringter Rdume,
fiir den V- — V' ein Morphismus affinoider Rdaume ist, wenn V C U, V' C U’
affinoide Bereiche und 6(V') C Int(V'/U’) ist.

Bemerkung 2.16. Es ist V. — V' vom beschrinkten Homomorphismus
ALy — O'(Int(V'/U") — 00 (Int(V'/U")) — Ay
induziert.

Definition 2.17. Sei (X,0x) ein lokal geringter Raum. FEin K-analytischer
Atlas auf X ist eine Familie K -quasiaffinoider Raume 4 = {((U;, Ox|v,), i) tier
(die Karten von 4 genannt werden), sodass

1. Y eine offene Uberdeckung von X ist und

2. (UinUj, i) = (U;NUj, ;) fir allei,j € I ein Isomorphismus quasiaffi-
noider Raume ust.

FEin quasiaffinoider Teilraum (U, ) von X heifst vertraglich mit U, falls die
Abbildungen (U NU;, p;) = (UNU;, ) fir alle i € I Isomorphismen quasiaf-
finoider Raume sind. Zwei Atlanten von X heiflen vertraglich, falls stets alle
Karten des einen Atlanten mit dem anderen Atlas vertrdglich sind.
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Bemerkung 2.18. Vertriglichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Atlanten von X.

Definition 2.19. Ein lokal geringter Raum mit einer Vertrdglichkeitsklasse K -
analytischer Atlanten heifit ein K-analytischer Raum. Fin Morphismus K-
analytischer Raume X — Y st esn Morphismus f: X — Y lokal geringter
Raume, fir den Atlanten {(U;, i)} auf X und {(Vj,¢;)} auf Y existieren,
sodass die von f induzierten Abbildungen (U; N f~1(V}), @) — (V;,4;) fir alle
1 € I und j € J Morphismen quasiaffinoider Riume sind.

Die Morphismen hingen dabei nur von den Vertraglichkeitsklassen von Atlanten
auf X und Y ab, wir bekommen also eine Kategorie K-An.

Definition 2.20. Ein parakompakter K-analytischer Raum S, in dem jeder
Punkt eine Umgebung besitzt, die zu einem affinoiden Bereich eines glatten
analytischen Raums isomorph ist, heifit eine K-Mannigfaltigkeit. Eine C,-
Mannigfaltigkeit nennen wir auch eine p-adische Mannigfaltigkeit.

Begriffe: Ein Hausdorffraum X heifit parakompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von X eine lokal endliche Teiliiberdeckung enthélt. Ein n-dimensionaler
K-analytischer Raum heif3t glatt, wenn er lokal einen étalen Morphismus nach
A% zulésst.

Beispiel 5. 1. D, die Finheitskreisscheibe ist eine Mannigfaltigkeit, die selbst
nicht glatt ist.

2. Der n-dimensionale affine Raum A" = M(K[X;,...,X,]) (wir erinnern
uns, dass fir jede normierte K -Algebra A der Raum M (A) gebildet werden
darf) ist eine glatte Mannigfaltigkeit. Erist die Vereinigung aller affinoider
Kugeln um Null.

3. Die projektive Gerade P! = A' U {oo} ist die Einpunktkompaktifizierung
der affinen Gerade. Als solche ist sie ebenfalls eine glatte Mannigfaltigkeit.

Anmerkung. Es klingt sicher etwas unschon, wenn Mannigfaltigkeiten nicht
automatisch glatt sind. Doch wir werden spdter wie in [Andlll] hdufig mit
affinoiden Kreisscheiben zu tun haben, von denen wir uns winschen, dass sie
auch Mannigfaltigkeiten genannt werden dirfen. Y. André bezeichnet in seinen
Werken nach [Andlll] mit ,Mannigfaltigkeiten® nur noch parakompakte glatte
analytische Rdume, was sicher wesentlich natirlicher ist.
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2.2.1 Wege

Wir zeigen zunéchst, dass A! = M(K[X]) wegzusammenhéngend ist. Wir
definieren den Radius von Punkten

0, x der Sorte 1
r: A 5 R oz (e, x = 1, . der Sorte 2 oder 3
inf der Radien der D, € D, x = np der Sorte 4

(,Sorte wie in Beispiel 3), und fiir p > r(z) definieren wir Kreisscheiben:

A. Ist p > r(z), so gibt es genau eine abgeschlossene Kreisscheibe D vom
Radius p, die = enthéilt. Es sei also D(z, p*) := D.

B. Ist p = r(z) und = = n,,(,) der Sorte 2 oder 3, so sei D(z,r(x)") :=
D(y,r(x)%).
C. Ist schlieBlich p = r(z) und z der Sorte 1 oder 4, so sei D(z,r(z)") := {z}.

Daraus machen wir wieder Punkte. Sei

K :={D(z,p") |z € A, p>r(z)}.

Dann sei
XD, A.
p: K — Al D(z,p*) — Nyr(z), B-
x, C.

Fiir z,y € Al sei 7(x,y) der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe,
die x und y enthalt. Mit

1st
._ 1
Upy = E;,y U eg,y C A

abgeschlossen, homéomorph zum reellen Einheitsintervall und sogar der (injek-
tive) Weg in A! von = nach y. Also ist Al sogar einfach zusammenhingend.
Allgemein gilt

Satz 2.21. Analytische Raume sind lokal wegzusammenhdngend [Ber90, 3.2.1].

Ein Resultat von Tragweite ist
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Satz 2.22. Mannigfaltigkeiten sind lokal kontrahierbar [Ber99]

Es gibt also universelle topologische Uberlagerungen. Wir wollen uns damit
begniigen, den eindimensionalen Fall zu verstehen.

Definition 2.23. Ein zusammenhdngender, lokal kompakter hausdorffscher to-
pologischer Raum X heift ein Quasipolyeder, falls

1. Die Topologie von X eine Basis aus offenen Mengen U hat mait

(a) UL\ U ist endlich,
(b) fir alle x,y € U, © # y ezistiert genau eine abgeschlossene Teilmenge
Uy y C U und ein Homéomorphismus ¢: [0, 1] — £, mit p(0) = = und
p(1) =y.
2. Alle zusammenhdngenden offenen Teilmengen von X sind abzdhlbar im

Unendlichen, d.h. bei der Finpunktkompaktifizierung X U {oo} des lokal
kompakten Raumes X hat oo eine abzdhlbare Umgebungsbasis.

Fin Quasipolyeder X heifit einfach zusammenhingend, falls 1.(b) auch fir U =
X qilt.

Bemerkung 2.24. Sei X ein Quasipolyeder.

1. Lokal kompakte zusammenhdngende Teile von X sind Quasipolyeder.

2. Zu disjunkten abgeschlossenen Teilmengen 3, T C X ¢ibt es genau eine ab-
geschlossene Teilmenge ls, r C X und einen Homoéomorphismus ¢: [0, 1] —
Uy mit 9(0) € X, p(1) € T und byp NE = {z}, bsr NT = {y}. Weiter
15t

éE,T \ {I’, y} -
{z € X | ¥ und T liegen in verschiedenen Zsh.komp. von X \ {z}}

Ist X C X zusammenhdngend abgeschlossen, so ist die Retraktion

X%zl TEx
T . , L )

zweiter Endpunkt von lyx, =€ X\ X
stetig.

Einfach zusammenhingende Quasipolyeder X werden folgendermaflen kompak-
tifiziert. Sei

X := {<| < ist partielle Ordnung auf X und Vz,y € X 3*sup(z,y),
sowie z <y =>Vzel,,:x < z<y}
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Eine Einbettung X — X bekommen wir so:
L:X—>X, r—<, mity <, z:& z2€/l,,.

Basis fiir eine Topologie auf X sind die in X relativ kompakten Teilmengen
von X und die Mengen U C X , sodass U Zusammenhangskomponente eines
Punktes z € X mit nicht kompaktem Abschluss und U die Vereinigung von U
und denjenigen <€ X := X \ X mit £5 N U # §. Dabei sei fiir z € X

6z ={ye X |z <y}

Offenbar ist ¢5? hom&omorph zu [0, 1] oder ein Punkt, und fiir <€ 90X ist (3
homoomorph zu [0, 1).

Definition 2.25. 1. Ein einfach zusammenhdngendes Quasipolyeder X heifst
speziell, falls fiir alle <€ X eine Abbildung ©: X — [0, 1] existiert, die fiir
jedes x € X eine ordnungserhaltende homdomorphe Einbettung (5 — [0, 1]
induziert.

2. Ein Quasipolyeder heifit speziell, falls jedes einfach zusammenhdngende
Teilquasipolyeder speziell ist.

Satz 2.26. Finfach zusammenhdngende Quasipolyeder sind kontrahierbar [Ber90,
4.1.6].

Korollar 2.27. P! ist einfach zusammenhdingend.

Beweis. P! ist ein einfach zusammenhéngendes spezielles Quasipolyeder [Ber90,
4.2.1]. ]

2.2.2 Skelette

Sei X ein einfach zusammenhingendes Quasipolyeder. Die zusammenhéingen-
de Hiille einer abgeschlossenen Teilmenge ¥ C X bezeichnen wir mit Ly (X).

Offenbar ist
Lx(Z) = | oy

T,yeX

Nach [Ber90, 4.1.3] ist A(X) := X NL;(0X) ein kontrahierbares Polyeder, und

es gibt einen Hom6omorphismus
0(A(X)) —» 0X

(die Rénder sind als Mengen gleich: 0A(X) = 0X N A(X)). A(X) besteht
aus den Punkten von X, die keine zusammenhingende offene Umgebung mit
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einem einzigen Endpunkt besitzen. Falls X hdéchstens einen Endpunkt besitzt,
ist A(X) leer.

Fiir beliebige Quasipolyeder X sei A(X) die Menge aller Punkte von X, die
keine einfach zusammenhingenden Quasipolyeder mit einem einzigen Endpunkt
als offene Umgebung zulassen.

Definition 2.28. A(X) heifit das Skelett von X.
Es gilt [Ber90, 4.1.4]

Satz 2.29. 1. A(X) ist eine abgeschlossene Teilmenge von X, die genau
dann leer ist, wenn X ein einfach zusammenhdngendes Quasipolyeder mat
hochstens einem Endpunkt ist.

2. A(X) st ein Polyeder, das keinen Punkt enthdlt, der eine zu [0, 1) homdo-
morphe offene Umgebung besitzt. Falls X kompakt ist, ist es auch A(X).

3. Die Zusammenhangskomponenten von X \ A(X) sind einfach zusammen-
hangende Quasipolyeder, die einen Endpunkt in A(X) haben.

Fiir spezielle Quasipolyeder X ist A(X) ein starker Deformationsretrakt von
X [Ber90, 4.1.6]. AuBerdem hat X eine universelle topologische Uberlagerung
Q — X, Q ist ein einfach zusammenhingendes spezielles Quasipolyeder, und es
gilt

Q/m(X) =2 AX).
[Ber90, 4.1.8]. Allgemeiner gilt fiir proendliche Gruppen G, die stetig auf
operieren:

()G = A(QG)
[Ber90, 4.1.7].

2.2.3 Analytische Skelette

Sei X eine nicht singulére irreduzible projektive Kurve iiber C,. Es gibt eine
reine affinoide Uberdeckung 4 von X, sodass Xy =: X semistabil ist [vdP84].
Sei my: X — Xy die Tateabbildung. Als topologischer Raum ist X ein
zusammenhingendes spezielles Quasipolyeder, das Skelett A(X?") ist ein zu-
sammenhingender lokal endlicher topologischer Graph [Ber90, 4.3.1 und 4.3.2].
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Bekanntlich gilt fiir die Fasern der Tateabbildung (z.B. [Ber90, 4.3.1] oder Re-

ferenzen darin):

Punkt, falls z € Xgen
Ty 1(:%) ist ein ¢ offener Kreis, falls z € X, ist.

offener Kreisring, falls & € )_(sing

In jedem Fall ist die Faser ein spezielles einfach zusammenhéngendes Quasipo-
lyeder. Im Fall von Punkt oder Kreisscheibe ist das Skelett leer. Und im Fall
des Kreisrings haben wir zwei Enden:

—_—

T () = 7 () U {z1, 22} mit zy, 19 € OM(X).

Dann ist also A(7g'(Z))hom&omorph zum offenen Einheitsintervall. Fiir den
Abschluss der Faser in X unterscheiden wir zwei Félle:

1. T liegt auf zwei Komponenten von X. Dann ist
—1/=\d —1(~
Ty (2)7 = my (2).

2. Z liegt auf nur einer Komponente von X. Dann ist

—_—

g (2) = 1y (%) /2,
wobei die Aktion von Z, lediglich die beiden Enden identifiziert.

Nun kénnen wir einen Graph Ag(X) definieren: Die Eckenmenge ist 9*%(X),
und die Kanten sind die Abschliisse der Skelette A(m'(Z)) in X (also ho-
moomorph zu [0,1] oder [0,1)). Ay(X) heiit das analytische Skelett von X
beziiglich 1. Die verschiedenen semistabilen Reduktionen unterscheiden sich
durch eine Folge von Kantenkontraktionen (Auf- und Niederblasen irreduzibler
Komponenten [vdP84, 1.1]). Aus diesem Grund sprechen wir, falls der Graph
Ay(X) reduziert ist (d.h. alle Ecken Valenz > 3 haben), vom analytischen
Skelett A*(X) von X schlechthin.

Wir konnen folglich die analytische Reduktion im topologischen Sinne als De-
formationsretrakt auf der Kurve auffassen!

Satz 2.30. Es ist A(X™) das mazimale Subpolyeder von A*(X) ohne End-
punkte [Ber90, 4.3.2].
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3 Ein Zoo von Fundamentalgruppen

In der p-adischen Geometrie wurde alsbald festgestellt, dass die topologische
Fundamentalgruppe einer p-adischen Mannigfaltigkeit viel zu klein ist. Dies
liegt daran, dass es zu viele topologisch einfach zusammenhingende Mengen
gibt. Aquivalent umformuliert: es gibt zuwenig topologische Uberlagerungen
einer gegebenen Mannigfaltigkeit. So ist etwa die beliebte Uberlagerung der
punktierten Einheitskreisscheibe z — 2" keine topologische Uberlagerung, da
punktierte Kreisscheiben einfach zusammenhéngend sind. Aus diesem Grund
schwiichte A. de Jong den Begriff der Uberlagerung ab, um etwas bessere Fun-
damentalgruppen zu bekommen. Diese Abschwéichung war jedoch Yves André
zuviel, was ihn zu seinen temperierten Uberlagerungen fiihrte, die seiner Mei-
nung nach immer die p-adisch richtigen Fundamentalgruppen liefern.

Das meiste dieses Kapitels steht in [AndIII].

3.1 Faserfunktoren

Definition 3.1. Se: S eine K -Mannigfaltigkeit. Ein geometrischer Punkt von S
ist ein Morphismus 5: M (2) — S, wobei (X2, | |) eine algebraisch abgeschlossene

vollstindige Erweiterung von (K, | |) ist — es ist  eine normierte K -Algebra,
daher ist M () wohldefiniert.

Mit s := §(M(S2)) € S meinen wir stets den Bildpunkt des geometrischen
Punktes s.

Definition 3.2. Eine Uberlagerung von S ist ein analytischer Morphismus
f:S"— S, sodass S eine offene Uberdeckung 4 hat mit der Eigenschaft:

VU e d: fHU) =]V

und alle fly,: Vi = U sind endlich.

Ein Morphismus von Uberlagerungen von S ist ein kommutatives Dreieck

N

Die Kategorie, die wir erhalten, nennen wir Covg.

S/
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Um Fundamentalgruppen erkliaren zu kénnen, fiihren wir den Faserfunktor ein.
Diesen brauchen wir als Ersatz fiir Homotopieklassen von Wegen, die wir nur
fiir Berkovichwege (Wege in der Berkovichtopologie) kennen. Letztere liefern
wie immer die topologische Fundamentalgruppe. . .

Definition 3.3. Unter der geometrischen Faser eines geometrischen Punktes
5: M(Q2) — S wvon S unter der Uberlagerung f: S’ — S wverstehen wir die
Menge aller Liftungen von 5 zu geometrischen Punkten von S’:

Sl
lf kommutiert

gl

f_1(§) =18: M(Q) = 5

Der Faserfunktor ist der kovariante Funktor
Fss: Covg — Sets, (f: S'— S) — f1(3).

Falls aus dem Zusammenhang klar ist, um welche Mannigfaltigkeit S es gerade
geht, schreiben wir blof F} fiir den Faserfunktor.

Sei nun Covy eine volle Unterkategorie von Covg, die stabil ist unter Bildung von
Zusammenhangskomponenten, Faserprodukten und Quotienten iiber S. Letz-
teres bedeutet:
Fiir (S' — S) € Covy sei R C S’ x5 S’ eine Aquivalenzrelation, die zugleich
Vereinigung von Zusammenhangskomponenten sei. Dann soll (S’/R — S) auch
in Covy liegen.

Wir definieren nun die Fundamentalgruppe als Automorphismengruppe des ein-
geschrénkten Faserfunktors Fy := F§; := Fs|covy:

71(S,5) := Aut Fy .

Um die Fundamentalgruppe zu topologisieren, nehmen wir als Einsumgebungs-
basis die Stabilisatoren

B = {Stab, , C 73(S5,5) | (S' —5 S) € Covy, & € f71(5)}.

Bemerkung 3.4. Es ist tatsdchlich B durchschnittsstabil, B also tatsdachlich
eine Umgebungsbasis der Eins. Desweiteren ist B stabil unter Konjugation mat
Elementen aus 7}(S,5), somit sind Gruppenverknipfung und Inversenbildung
stetig in der von B erzeugten Topologie. Die Fundamentalgruppe ist mit dieser
Topologie also eine topologische Gruppe.
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Nun kommen wir zu unserem Zoo von Fundamentalgruppen. e wird fiir gewisse
(Tier-)arten von Uberlagerungen stehen, die zu einer Reihe von Fundamental-
gruppen fiithren werden.

Definition 3.5. e = ét : Eine Uberlagerung (S’ IR S) € Covg heifit étale,
falls eine offene Uberdeckung % von S existiert, sodass YUY =11 V; fir alle
U € U gilt und alle f|y.: V; = U endlich étale sind.

o = alg : Fine Uberlagerung f: S’ — S heifit algebraisch (bei [AndIIl] oder
[dJ95] endlich-étale), falls f € Cov und als Morphismus endlich ist.

o = top : Eine Uberlagerung f von S heifit topologisch, falls in der Situation
von & = alg alle fly,: Vi = U Isomorphismen sind.

e = temp : Eine Uberlagerung f: S' — S heifit temperiert, falls eine topologi-
sche Uberlagerung T' — T ewistiert, sodass das Diagramm kommutiert:

i

o

- S

Dabei sei der obere Pfeil ein Quotient tiber S.

Topologische Uberlagerungen sind natiirlich nur der Vollstéindigkeit halber mit
aufgefiihrt.

Bemerkung 3.6. Ist S' — S eine étale Uberlagerung, so ist notwendig S’ eine
Mannigfaltigkeit.

Beispiel 6. Sei T eine Tatekurve dber C, (p # 2). Die Legendregleichung

y> = z(x — 1)(xz — \) fir die elliptische Kurve T liefert zusammen mit der

universellen topologischen Uberlagerung von T eine Uberlagerung
X 1
C —-T—-1Ig,
die aufSerhalb der vier Verzweigungspunkte 0,1, A, oo temperiert ist.

Lemma 3.7. Es ist Covis™ eine volle Unterkategorie von Cove.

Beweis. [Andlll, 11.2.5], [dJ95]. Sie beweisen sogar, dass die Verkettung einer
étalen mit einer algebraischen Uberlagerung (egal in welcher Reihenfolge) eine
étale Uberlagerung ist. ]



3 EIN ZOO VON FUNDAMENTALGRUPPEN 33

Beispiel 7. Die Uberlagerung
f: D—D, z— 2",

der punktierten p-adischen Einheitskreisscheibe ist algebraisch, aber fiir n > 2
nicht topologisch. Der Grund hierfiir ist, dass der nicht klassische Punkt sup
nur sich selbst als Urbild hat.

Alternativ konnen wir auch anfiihren, dass D topologisch einfach zusammen-
hdngend ist, da D eine lokal kompakte zusammenhdngende Teilmenge des ein-
fach zusammenhdingenden Quasipolyeders P! ist (solche Mengen sind offenbar
auch einfach zusammenhdingende Quasipolyeder).

Bemerkung 3.8. 1. Fir e € {ét,alg, top,temp} ist Covy stabil unter Zu-
sammenhangskomponentenbildung, Faserprodukten und Quotienten tiber S.

2. ﬁOp(S, 5) stimmt mit der Gruppe von Homotopieklassen von Berkovichwe-

gen tberein und ist daher diskret.

3. Es st W?lg(S, 5) eine proendliche topologische Gruppe. Fir char K = 0
und S = X, die Analytifizierung einer glatten algebraischen Varietdt,

stimmt WTlg(S, §) mit der grothendieckschen algebraischen Fundamental-
gruppe ©8(X, 5) iberein [AndIll, 1.4.1].

4. Wir haben einen Homéomorphmismus zwischen den topologischen Rdumen

3(S,5) > lim w(S, 5)/ Staby,

Stab;,j,

gl .
)

Insbesondere ist w5 (S, 5) ein separierter, prodiskreter topologischer Raum
[AndIII, 1.4.2].

Mit den iiblichen Methoden folgt nun

Satz 3.9. Der angereicherte Funktor

F: Covy — m1(S,5) — Sets

in die Kategorie der diskret topologisierten Mengen mit stetiger w3 (S, 5)-Aktion
von links 1st voll treu und induziert eine Aquivalenz von Kategorien

{disj. U von e-Ul./S} — m}(S,5) — Sets.
Dabei entsprechen zusammenhdingende Uberlagerungen den 71 (S, 5)-Bahnen.

Beweis. [Andlll, 1.4.5] O
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Korollar 3.10. 1. 7}(S, 5) ist genau dann eine prodiskrete topologische Grup-
pe, wenn zusammenhdngende Uberlagerungen in Covyg einen Galoisabschluss
haben.

2. Ist Cov’y® eine volle Unterkategorie von Covy, dann ist 73%(S,3) die pro-
endliche Komplettierung von m3(S,s).

Beweis. 1. folgt direkt aus dem Satz.

—_—

2. Die proendliche Komplettierung 73(S, 5) ist der projektive Limes tiber alle
endlichen Quotienten 73 (S, 5)/ StabS, +. Nach dem Satz gehéren dazu endliche
o-Uberlagerungen, also algebraische Uberlagerungen. Dies aber bedeutet nach
dem Satz

73(S,5)/ Staby, o & m}%(S, 5)/ Stabg’s, |

—_—

mithin 73(S, 5) = 78(S, 5). O

Bemerkung 3.11. 1. Es ist nach dem Korollar 7%(S, 5) = 7i™?(S, 5).

2. Der topologische Gruppenhomomorphismus w,"™ (S, 5) — mP(S, 5) ist sur-
jektiv, da die letztere Gruppe diskret ist (nach [AndIIl, 1.4.8] hat 7" (S, 5)
dichtes Bild in WtOp(S 5) ). Dass die erste Gruppe eine topologische ist, folgt
aus der folgenden Tatsache [AndlIll, 2.1.2]:

3. Covig™ kennt Galoisabschliisse“. Dazu nehmen wir ohne Einschrinkung
ewne temperierte Uberlagerung der Bauart

[T 2T 2 g

mit T topologisch einfach zusammenhingend und T/S galoissch. Diese
Uberlagerung ist galoissch, da die folgende Sequenz exakt ist

1 — 7 (T,%) = AutgT — Auts T — 1,

und wir T/ Autg T = S haben. Dass diese Wahl von temperierten Uberla-
gerungen keine Einschrankung ist, sehen wir so: Covz}g und Covgﬁp kennen
Galoisabschliisse. Fiir topologische Uberlagerungen haben wir die ubliche
Galoistheorie via T/T, der universellen topologischen Uberlagerung von
T. Quotienten der Galoisiiberlagerung f haben thren Galoisabschluss un-
terhalb von f. Dieser ist ebenfalls temperiert.

Wichtig ist folgender
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Satz 3.12. Fir iwrreduzible nicht singuldre projektive algebraische Kurven S tiber
K ist m°P(S, 5) frei, endlich erzeugt (und damit diskret).

Beweis. Nach [Ber90, 4.3.2] ist S ein spezielles Quasipolyeder und das Skelett
A(S) Teilgraph des analytischen Graphen A**(S). Genauer sind ihre Bettizah-
len gleich und hdéchstens gleich dem Geschlecht g von S. Wir behaupten

mP(S,5) = m(A(S)).

Sei Q — S die universelle topologische Uberlagerung. [Ber90, 4.1.8] gibt uns
ein kommutatives Diagramm

AQ)—Q
| s
A(S)— 5

Es ist wegen der Retraktion 2 — A(€2) sogar kartesisch. Es folgt daher leicht,
dass der linke Pfeil universell in der Kategorie der Grapheniiberlagerungen von
A(S) ist. Also gilt die Behauptung. Insgesamt folgern wir, dass WEOP(S, 5) frei
in hochstens g Erzeugern ist. ]

Korollar 3.13. 1. Eindimensionale reduzierte affinoide Rdume sowie lokal
kompakte Teile glatter projektiver Kurven haben freie, endlich erzeugte to-
pologische Fundamentalgruppen.

2. Ewndimensionale Mannigfaltigkeiten haben freie topologische Fundamental-
gruppen.

3. Quasiprojektive Kurven haben dieselbe topologische Fundamentalgruppe wie
thre projektiven Abschliisse.

Beweis. 1. Sei X eindimensional, affinoid. Ihre Normalisierung X’ liegt endlich
tiber X und ist nach [vdP80] in eine projektive Kurve S’ affinoid einbettbar.
Insbesondere ist X' ein spezielles Quasiunterpolyeder von S, das Skelett A(X")
ist daher ein Teilgraph von A*'(S’). Es folgt (X', %) C m*(S’,5). Die
Behauptung fiir X’ ist nun ein bekanntes Resultat der kombinatorischen Grup-
pentheorie [Ser80, Theorem 5]. Da X aus X' durch Verkleben endlich vieler
Punkte entsteht, entsteht A(X) aus A(X’) durch Hinzufiigen von Kanten. Wir
sahen im Beweis des vorangehenden Satzes, dass Fundamentalgruppen sich bei
Skelettbildung nicht &ndern. Der zweite Teil von 1. ist klar, da lokal kompakte
Teile spezieller Quasipolyeder selbst solche sind.
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2. Sei die Mannigfaltigkeit S zunéchst glatt. Da S parakompakt ist, gibt es
eine abzihlbare reine lokal endliche affinoide Uberdeckung 4 = {U;}. Es sei
$ so gewahlt, dass alle U; beziiglich der Uberdeckung $; = U; N 4 semista-
bile Reduktion hat [vdP84] (nachdem Uj; in eine projektive Kurve eingebettet
wurde). Das Skelett A(S) entsteht nun durch Verkleben der Graphen A(Uj;)
mit endlicher Bettizahl langs ihrer Durchschnitte. Somit ist auch A(S) ein
lokal endlicher Graph und hat freie Fundamentalgruppe m}°*(S, 5). Dass die to-
pologische Fundamentalgruppe von S mit der Graphenfundamentalgruppe von
A(S) iibereinstimmt ergibt sich wie im Beweis von Satz 3.12 aus der Retraktion
S — A(S), die sich aus den lokalen Retraktionen verkleben lasst.

Im allgemeinen Fall normalisieren wir die affinoiden Teile wie in 1.

3. Die analytischen Skelette beider Kurven unterscheiden sich nur um endlich
viele Enden (fiir jeden herausgenommenen Punkt kommt ein Ende hinzu). Die
Graphenfundamentalgruppen sind somit gleich. H

Anmerkung. In [dJ95, 5.3] wird die Isomorphie 7,(S,5) = m (A(S)) fiir
eindimensionale S in der Sprache der formellen und rigiden Geometrie gefiihrt.

Bemerkung 3.14. 1. Eine Einsumgebungsbasis B in ;" (S, 5) besteht aus
den abgeschlossenen Normalteilern H mit Wiemp(S 5)/H = Aut(T/S), wo-
bei T — T die topologisch universelle Uberlagerung einer algebraischen
Galoistiberlagerung T' — S ist.

2. Fir eindimensionale S ist die Komplettierungsabbildung """ (S,5) —
7'8(S, 5) injektiv [AndIIlL, 2.1.6].

Beweis. 1. Offensichtlich.

2. Sei H € ‘B, also T' — S eine algebraische Galoisiiberlagerung mit G :=
™ (S,5)/H = Aut(T/S). G enthilt als Normalteiler von endlichem Index
eine freie Gruppe, nidmlich 7% (T,%), und ist somit residuell endlich. Dann

ist aber auch m“"P(S,5) = lim m""*(S, 5)/H residuell endlich: sei dazu g €
He®s

7™ (S, 5)\{1}. Dann existiert ein Quotient G von ;"™ (S, 5), fiir den prg(g) #
1 ist, wobei prg: m™(S,5) — G die kanonische Projektion ist. Aber, da G
residuell endlich ist, hat G einen Normalteiler N von endlichem Index, der
pra(g) nicht enthilt. Dann liegt aber g nicht in pr;'(N), einem Normaltei-
ler von "™ (S,5) von endlichem Index. SchlieBlich gilt fiir residuell endliche
Gruppen, dass die kanonische Abbildung in ihre proendliche Komplettierung
injektiv ist. ]
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Beispiel 8. Es liegt m;"™ (IP’(lcp \{0, 1, ¢}, 5) dicht in Fy, der proendlichen Kom-
plettierung der freien nicht abelschen Gruppe in 2 Erzeugern. Diese temperierte
Fundamentalgruppe spielt eine wichtige Rolle in einer geometrischen Beschrei-

bung der lokalen absoluten Galoisgruppe Gal(Q,/Q,) [And02].

Fiir Galoisiiberlagerungen kennt die Topologie eine exakte Sequenz der Funda-
mentalgruppen. Wir kennen sie auch:

. G : . . .
Lemma 3.15. Se: S’ /—> S eine endliche étale Galoisiiberlagerung. Dann st

die Sequenz
1 — ™ (8, 5) = m"™(S,5) - G — 1

exakt.

Beweis. [AndlIII, 2.1.8] O

3.2 Wege

Sei S eine zusammenhéngende K-Mannigfaltigkeit. Nach Satz 2.21 ist S weg-
zusammenhéingend. Wir wollen aber auch die Existenz étaler Wege skizzieren.

Seien 5, geometrische Punkte von S.

Definition 3.16. Ein in S verlaufender e-Weg von 5 nach t ist ein Isomorphis-
mus von Funktoren

a: F7 — F7 .

Bemerkung 3.17. 1. Ein Element von 73} (S, s) ist nichts anderes als ein in
S wverlaufender geschlossener o-Weg, der in s beginnt und endet.

2. Ein top-Weqg 5 ~ t ist dasselbe wie eine Homotopieklasse von Berkouvich-
wegen in S von s nach t.

3. Wegen Covg C Covf’gt gibt es eine stetige Abbildung
pee: Iso( L, FEY) — Iso(Fs, FY).

Dabei werde die Topologie auf der Menge Iso(Fy, Fy) von den Stabg  oa
mit a: F — F7 erzeugt.

Entscheidend ist

Lemma 3.18. Es ist pgiop Surjektiv, d.h. es existiert zu jedem Paar §,t ein
¢taler Weg 5~ t, der in S verlduft.
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Beweisskizze. [AndlIl, 1.3.3], [dJ95, 2.9]. Lifte einen top-Weg 7: 5~ ¢ auf die
universelle topologische Uberlagerung von S und finde dort einen étalen Weg
(dies ist die Hauptarbeit) mit demselben Anfangs- und Endpunkt wie . Der
Pushforward ist dann ein étaler Weg in S von 5 nach . []

3.3 Tangentiale Basispunkte

Tangentiale Basispunkte fiir Fundamentalgruppen von Kurven gehéren im Kom-
plexen zu Einbettungen des Funktionenkorpers in den Korper der Puiseuxrei-
hen in einem unendlich fernen Punkt der Kurve. Diese Einbettungen hingen

wiederum nur vom Tangentialvektor % und nicht vom lokalen Parameter z ab

[Del89] oder [SchmO01].

Das Problem, dass die Gaufinorm von K (z) nicht auf den Kérper der Pui-
seuxreihen fortsetzbar ist, und wir daher keine generischen Berkovichpunkte
bekommen, umgeht Y. André in [Andlll, 2.2] dadurch, dass er nur temperierte
Uberlagerungen der Tangente (= Al) im unendlich fernen Punkt zulisst.

Sei K algebraisch abgeschlossen der Charakteristik Null. Sei weiter S eine zu-
sammenhingende eindimensionale K-Mannigfaltigkeit. Fiir einen klassischen
Punkt 0 € S sei S := S\ {0}. Der Punkt 0 hat eine Umgebungsbasis aus Kreis-
scheiben um 0. Nach Gabber-Liitkebohmert (Satz 3.22) gilt fir jede temperierte
Uberlagerung f € Covi™, dass

flyipy: FHD) = D

fiir hinreichend kleine punktierte Kreisscheiben D um 0 eine disjunkte Vereini-
gung von Kummeriiberlagerungen von beschranktem Grad ist:

[[D— (D)
triv\\ | ltemp
DD

Der rechte senkrechte Pfeil ist daher temperiert, und wir bekommen einen Funk-

tor
temp

temp
Covg — — CovD

Ist Tgy = Al- der Tangentialraum an 0, so kénnen wir mit dem Isomorphismus

t t
Cov' P 5 Cov ot
D T
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verketten und bekommen so fiir jeden geometrischen Punkt ¢ von Tg)o einen
Faserfunktor

ttemp COVtemp . COV;S_mp - m) f — f—l(F)
5,0

Sei nun ¢ € T5~70 ein solcher tangentialer Basispunkt.

Satz 3.19. Fir jeden geometrischen Punkt 5 von S existiert ein temp-Weg
5~ t. Mit anderen Worten:

Ftemp ~ Ftemp
TS 07

Beweis. Der Beweis von der Existenz étaler Wege ldsst sich fast wortlich iiber-
tragen [AndIIl, 2.2.3]. O

Korollar 3.20. Es existieren die Fundamentalgruppen m, "™ (S,t ) mit tangen-
tialen Basispunkten t (sowie ihre o-Abkommlinge fir Covy C COVtemp unter den
iblichen Stabilitdtsvoraussetzungen).

3.4 Beispiele

Im folgenden sei K = C,.

Beispiel 9. Es ist 7;""P(P',5) = n""(A},5) = 1, da beide Gruppen dicht
in der jeweiligen algebraischen Fundamentalgruppe liegen. Hieraus folgt sofort
TP (P', 5) = 1 (wegen der Surjektion auf die topologische Fundamentalgruppe).

Beispiel 10. Ist S eine projektive algebraische Kurve tiber C, und S Zariski-
offen in S, so gilt
tOp(S 5) = ﬂ'lop(S 5).

Insbesondere ist P\ {(1,...,(.} stets topologisch einfach zusammenhingend.

Beweis. Dies ist die Aussage von Korollar 3.13.3. ]

Bemerkung 3.21. Wir haben bereits gesehen, dass P' ein einfach zusam-
menhdngendes spezielles Quasipolyeder ist (Korollar 2.27). Fir solche sind
dann auch lokal kompakte Teilmengen einfach zusammenhdngend.

Beispiel 11. Fiir G,, = P!\ {0, 00} gilt
T (G, 1) = 78(Gyy 1) 2 Z,
da zusammenhdingende algebraische Uberlagerungen iber G,, kummersch sind:

G, — G, z— 2".
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Beispiel 12. Se: S eine elliptische Kurve iber C,. Hat S gute Reduktion, dann
ist S topologisch einfach zusammenhdngend. Da algebraische Uberlagerungen
S — S Isogenien sind, hat auch S’ gute Reduktion. Hieraus folgt

TP (S 5) = 18(S, 5) = 72 .

Ist im andern Fall S eine Tatekurve mit universeller topologischer Uberlagerung
G — Gy, /q% = S, so sieht unsere Sequenz von Fundamentalgruppen

1 — 1™ (G, 1) = m™(S, 1) = mP(S,1) = 1
(wir schreiben Tatekurven als Multiplikativgruppen) so aus:
1= Z— 1™ (8,1) > Z — 1.
Da ™ (S, 1) C 7*'8(S,1) =2 72 abelsch ist, folgt
T (8,1) 2 L X 7.

Satz 3.22 (Gabber-Liitkebohmert). Jede algebraische Uberlagerung der p-
adischen punktierten Finheitskreisscheibe D ist diber einer hinreichend kleinen
punktierten Kreisscheibe um 0 eine disjunkte Vereinigung von Kummeriberla-
gerungen.

Beweis. [Liit93] O
Beispiel 13. Se: S =D, die p-adische FEinheitskreisscheibe.

1. Genau dann ist eine endliche Gruppe Quotient von WTlg(D, 0), wenn sie
von thren p-Sylowgruppen erzeugt wird.

2. Eine nicht triviale algebraische Galoistberlagerung von D ist etwa die Artin-

Schreier-Uberlagerung D ﬂ) D, z+— 2P — 2.
3. Es ist m,""P(D,0) = W?lg(ﬂ), 0).

Beweis von 1. Sei G ein endlicher Quotient von 73¥(I),0). Nach [Liit93, 2.11]
gehort hierzu ein kommutatives Diagramm

/Gy
X =
N

Dabei sei GG der von den p-Sylowgruppen erzeugte Normalteiler von G.

D
triv

|

D
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Ist umgekehrt G = G, so ist nach einem Spezialfall der Abhyankarvermutung

(der von Raynaud bewiesen werden konnte [Ray94]) G als Galoisgruppe X 18,
Al einer zusammenhingenden algebraischen Uberlagerung der affinen Gerade
realisierbar. ]

Beispiel 14. Die punktierte Einheitskreisscheibe D st kum-zusammenhdngend.

Gemeint ist ¢ = kum: Sei COVI]B)um die Kategorie der endlichen disjunkten Verei-
nigungen von Kummeriiberlagerungen iiber ID. Sie ist stabil unter Zusammen-
hangskomponenten, Faserprodukten und Quotienten iiber D. Da Kummeriiber-
lagerungen zyklisch galoissch sind, ist Wlf“m(ﬂj), 5) eine topologische Gruppe, die
topologisch isomorph zu 7, ist (da es zu jedem Grad genau eine Kummeriiber-
lagerung gibt).

Beweis. Es ist Cov%]g)um eine volle Unterkategorie von Covg. Nach Bemerkung

3.17 erhalten wir fiir zwei geometrische Punkte 5, von D eine Abbildung
Petgum s 180(FE', FEY) — Iso( FE™ ) FF™).
Lemma 3.18 sagt, dass die linke Menge nicht leer ist. Also ist die rechte Menge

auch nicht leer, und wir haben einen Kummerweg 5 ~» ¢, der in D verlduft. [

Die Inklusion COVI]B)um C Cov%)lg (volle Unterkategorie) gibt einen topologischen

Gruppenhomomorphismus

p: 78D, 0) — 7D, 0)
Wir behaupten nun:
Bemerkung 3.23. ¢ ist surjektiv.

Beweis. Sei D. die punktierte Kreisscheibe vom Radius e. Offenbar haben wir
die Identifikation: _ '
m(D,0) 2 lim 77" (D.,0).
0<e<1

Letztere Gruppe kommt vom induktiven System der Kategorien Covlgum her.
Wir haben aber auch den Funktor

al . um
Covi® — lim covl;js =y Al

0<e<1
Dabei ist f. der Pullback von f:
X.—X
d
D.—D
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Fiir kleine € ist nach Gabber-Liitkebohmert (Satz 3.22) f. € Covkum der Funk-
tor also wohldefiniert. Mit der Identifikation von eben ergibt dles einen topolo-
gischen Gruppenhomomorphismus

W: 7D, 0) — 72D, 0).

Leicht einzusehen ist, dass @0 = id ist. Beachte dabei, dass der Morphismus ¢
den alg-Weg v = (7¢) auf folgenden kum-Weg abbildet: zunichst ist jedes yg €
Aut f71(0), wenn f die zugehorige Uberlagerung ist. Fiir kleine ¢ nehmen wir
dann das entsprechende ¢ € Aut f= ( ). Setze f. fort zur kum-Uberlagerung
f: X — D. Dies ergibt 4¢ € Aut f~1(0). Dann ist ¢(7) = (3a). O

Beispiel 15. Fir die punktierte p-adische Einheitskreisscheibe D gilt
(D), 5) = 728D, 5) = 78D, 5) X Z.

Beweis. Die erste Gleichheit gilt, weil D topologisch einfach zusammenhiingend
ist.

Bemerkung 3.23 gibt uns eine exakte Sequenz
1 78D, 5) 5 78D, 5) 5 7D, 5) — 1
In der Tat haben wir fiir die Inklusion ¢: D — ID den natiirlichen Funktor

COV%g — COValg X = X xpD,

der uns einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢*: 7'8(D, 5) — m (D, 5) lie-
fert. Da Wege aus ¢*(72'8(I, 5)) von Faserautomorphismen unverzweigter Uber-
lagerungen von D herkommen, ist offenbar .*(7*¥(ID, 5)) C ker(k).

Umgekehrt ist ein Weg v = (vf) (f durchlduft alle algebraischen Galoisiiber-
lagerungen X — D) aus ker(x) von der Gestalt, dass immer wenn f iiber eine
Kummeriiberlagerung faktorisiert, der zugehorige Faserautomorphismus trivial
ist. Lassen wir alle derartigen Uberlagerungen weg, verbleiben nur Uberlagerun-
gen, die sich zu algebraischen Uberlagerungen der vollen Einheitskreisscheibe
fortsetzen lassen. Also ist v € o*(78(I), 5)).

Es ist ¢* injektiv. Wir haben eben gesehen, dass +* das ,,Auffiillen mit Einsen*
ist: Fiir jede verzweigte endliche Galoisiiberlagerung f von D steht an der
entsprechenden Stelle in ¢*(vy) eben v; = 1.

SchlieBlich operiert X (I, 5) trivial auf 7*¢(DD), 5):

Gehen wir zur Sequenz von Quotienten iiber:

l1>N—-G—>Z,—1
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so haben wir das kommutative Diagramm

X—>ID)

/\ /2
/N

wobei der waagrechte Pfeil von einer unverzweigten Uberlagerung f: X ~= D
herrithrt. Fir kleine € ziehen wir uns auf Dg zuriick:

triv.
Xe——=D,

N Jr2

Do

Es ist f.: X, — D, eine triviale Uberlagerung, und folglich operiert Z, trivial
auf Aut f71(5) (Wir haben ohne Einschrinkung angenommen, dass 5 hinrei-
chend nahe am Nullpunkt liegt). O

Anmerkung. Y. André [Andlll, 2.3.7] beweist die Ezaktheit der dualen Se-
quenz .
1+ 78(D, 5) « 78D, 5) « m"™(D), 5) « 1

um auf dasselbe Ergebnis zu kommen.

Beispiel 16. Sei S := A\ {(1,...,(n} das Komplement von m Punkten im
Al'. Ist 5 ein geometrischer Punkt von S und sind t; tangentiale Basispunkte
in ¢ (i=1,...,m), so sei oy: t; ~ 5 ein temp-Weg in S. Fir kleine € gibt es
einen topologischen Monomorphismus (der von «; abhingt)

©;: 7, = Wlfum( (G),t ) — Wiemp(S,t_;) o Wiemp(S, 5) .

Zeichnen wir links einen topologischen Erzeuger «y aus, so fassen wir y; := p;(7y)
als lokale Monodromie auf.

temp-Weg
-1
a; tangentialer
Vi e kum-Weg
5 Qi Gi
temp-Weg

Es gilt (mit () sei die normale Hille gemeint)
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Satz 3.24.
T (8,5) = (Y1, s )

Eine natiirliche Frage ist, ob wie im Komplexen die lokalen Monodromien so
wahlbar sind, dass

T (S,5) = (Y1, .+ s i)
oder mit zusétzlicher lokaler Monodromie 74, in co € P!\ Al
gilt. Diese Frage beantwortet Y. André negativ [AndIII, 6.4.6].

3.5 Orbifaltigkeiten
Sei K von Charakteristik Null.

Definition 3.25. Eine K-Orbifaltigkeit 8 = (S, (Z;,€;)) ist ein normaler K-
analytischer Raum S mit einer lokal endlichen Familie (Z;) von irreduziblen
Divisoren und natirlichen Zahlen e; > 0.

Eine Orbikarte von 8 ist ein analytischer Morphismus ¢: W — V C S mit
o W ist eine K-Mannigfaltigkent.
e v € Covy.
o Auflerhalb Z := U Z;i U Ssing 1st @ eine temperierte Galoistiiberlagerung, die
tuber Z; mit dem Z]nde:z: e; verzweigt.

Wir setzen generell voraus, dass Orbifaltigkeiten durch Orbikarten iiberdeckbar
sind. Sei weiter S := S\ Z.

Definition 3.26. Fin Morphismus f: 8’ — 8 von Orbifaltigkeiten ist ein Mor-
phismus S — S, sodass S mit Orbikarten o' : W' — V' dberdeckt ist und
Orbikarten o: W — V C S existieren, sodass das Diagramm

W/L’)V/—>SI

| [

W—=V— g
kommutiert.

Beispiel 17. Sei § = (S, (Zi,ei)ig) und J = {i € I | ¢, > 1}. Dann ist
(S, (Z;, ei)z‘ej) als Orbifaltigkeit isomorph zu 8.



3 EIN ZOO VON FUNDAMENTALGRUPPEN 45

Bemerkung 3.27. Es ist die Kategorie der K-Mannigfaltigkeiten in nahelie-
gender Weise eine volle Unterkategorie der Kategorie der K-Orbifaltigkeiten.

Definition 3.28. Ein Morphismus f: 8 — 8 heifit eine Orbiiiberlagerung,
falls der zugrunde liegende Morphismus f: S — S in Covg liegt, und fiir jede
Orbikarte o' : W' — V' C 8" die Komposition fop: W' — f(V') eine Orbikarte
von S ist.

Bemerkung 3.29. 1. Wir bekommen so eine Kategorie Covs.

2. Sind 8 und 8 Mannigfaltigkeiten, so ist eine Orbitiberlagerung 8’ — 8
nichts anderes als eine temperierte Uberlagerung.

Beispiel 18. Genau dann ist (Al,(0,e)) — (Al,(0,¢)), z — 2", ein Mor-
phismus, wenn €' | ne, und genau dann eine Orbiiberlagerung, wenn e = ne
15t.

Beweis. Es geniigt die Betrachtung des Diagramms folgender Orbikarten:

Al LAl

Al _>6, Al
z

Der linke senkrechte Pfeil muss dann die Abbildung z + 2z« sein, woraus alles
folgt. ]

Im Gegensatz zur komplexen Welt gibt es hier keine universellen temperierten
Uberlagerungen, deshalb:

Definition 3.30. Eine Orbifaltigkeit heiffit uniformisierbar, falls sie eine globale
Orbikarte hat.

Beispiel 19. Wie im Komplezen gilt fir K algebraisch abgeschlossen:
Genau dann st (IF’l, (G, ei)izow',n) uniformisierbar, wennn > 2 oder wennn = 1

und ey = ey ist [AndlIl, 4.4.5].

Bemerkung 3.31. Sei 8§ uniformisierbar und (f: 8’ — 8) € Covg. Dann ist
die Restriktion f~1(S) — S eine temperierte Uberlagerung.

Beweis. [Andlll, 4.4.5] O

Die urspriingliche Idee fiir die Erfindung der Orbifaltigkeiten war es, Quotienten
von Mannigfaltigkeiten zu studieren:
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Definition 3.32. Sei 8§ = (S, (Z;,¢;)) eine zusammenhingende Orbifaltigkeit.
Es operiere eine diskrete Gruppe G eigentlich diskontinuierlich als Gruppe von
Automorphismen auf 8. Dann sei der Orbiquotient die Orbifaltigkeit

$/G = (5/G,(D-G,ep-|Gp),

wobei D die Z; und ein Vertretersystem der Primdivisoren von S mit nicht
trivialem Stabilisator Gp durchlduft. Dabei sei ep =1 fiir D ¢ {Z;}.

Bemerkung 3.33. Fir Orbiquotienten mit virtuell torsionsfreiem G st die
kanonische Abbildung 8 — 8/G eine Orbiiberlagerung [AndIIl, 2.1.9].

Das fiir uns wichtigste Tierchen im Zoo kann nun eingefiithrt werden. Sei dazu
8 eine zusammenhingende uniformisierbare Orbifaltigkeit. Wegen der Unifor-
misierbarkeit haben wir einen Restriktionsfunktor

temp

Res: Covg — Covg
Fiir ihn gilt [AndIII, 4.5.2]

Satz 3.34. Res ist voll treu. Das Bild sind die temperierten Uberlagerungen
S — S, die sich zu verzweigten Uberlagerungen S' — S fortsetzen lassen mit
normalem S' und Verzweigungsindez e(Z;;) | e; fir jeden Primdivisor Z;; iiber
Zi. Diese Kategorie ist stabil unter Zusammenhangskomponenten, Faserpro-
dukten, Quotienten, disjunkten Vereinigungen und Galoisabschliissen tiber S.

Skizze. Wie in Beispiel 18 gilt egj = = fiir Z;; iiber Z; mit Verzweigungsindex
ij

e(Zi;) = nij. Dazu wird Kiehls Satz tiber die Existenz tubularer Umgebungen

gebraucht [Kie67]. Fiir die volle Treue benétigen wir die Fortsetzbarkeit tempe-

rierter Uberlagerungen von Mannigfaltigkeiten zu verzweigten Uberlagerungen
[AndIII, 2.1.11]. []

Definition 3.35. Sei 5 ein geometrischer Punkt von S = S\ Z (fir die Orbi-
faltigkeit §). Dann definieren wir

Fs5:= Fg?;np o Wfrb(S, 5) := Aut Fy 5.
ovg

mP(8, 5) heift die Orbifundamentalgruppe von 8 mit Basispunkt 5.

Bemerkung 3.36. 1. Nach Satz 3.34 kann Covg als volle Unterkategorie von
Covgemp aufgefasst werden. Dies gibt der Orbifundamentalgruppe w¢™ (8, 3)
die Struktur einer topologischen Gruppe, und wegen der Galoisstabilitdt
von Covg ist T'*(8,5) prodiskret.



3 EIN ZOO VON FUNDAMENTALGRUPPEN 47

2. Folgendes Diagramm von Funktoren kommutiert

{disj. U von orb-Ul von 8} —%£ {disj. U von temp- Ul von S}

gl l%

orb(S S) m( temp(S S) m

Daber entsprechen den offenen Normalteilern die Galoistiiberlagerungen und
umgekehrt.

Fiir Orbiquotienten nach endlichen Gruppen haben wir ebenfalls die exakte

Sequenz von Fundamentalgruppen (vgl. Lemma 3.15)

. G . : : .
Lemma 3.37. Sei f: & /—> S eine endliche Quotientenorbiiberlagerung. Dann
ist fiir jedes 5’ in der geometrischen Faser f~1(5) die Sequenz

1 — 70™(8,5) = 79™(8,5) = G — 1
exakt.

Beweis. Die Funktorialitit von 7™ liefert einen natiirlichen Morphismus topo-
logischer Gruppen

a: (8 5) = 7 (8, 5).
a ist injektiv: Das System aller zusammenhéngender galoisscher Orbiiiberlage-
rungen, die iiber f faktorisieren, ist kofinal in Covgrb Es folgt:

9P(8,5) = lim Aut(X/8) = lim Aut(X'/8)

XECOVOrb X’ECovgﬁb
D lim Aut(X'/8) = ™8, 5).
X'ECOVEEb

Vgl. auch den Beweis von [AndIII;1.4.12(b)].

G ist als Automorphismengruppe einer Orbiiiberlagerung von 8 Quotient von
7P (8, 5). Also gibt es eine Surjektion

B Worb( 5) > G.

Es ist dabei ker 8 die Menge aller v € 7{*"(8,5), die f~1(5) punktweise fest
lassen, also gleich im « (beachte dass jedes v € im« sich zu einem Faserauto-
morphismus iiber § liften lisst). O

Beispiel 20. Die e-fach punktierte Kreisscheibe 8, := (D, (0,¢€)) ist eine uni-
formisierbare Orbifaltigkeit. Als globale Orbikarte dient

Sog=D — 8, z > 2°.
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Die exakte Sequenz dazu lautet

1 — 78(D) - 79™(8.) = Z. — 1

und wie in Beispiel 15 operiert die Galoisgruppe Z. trivial auf W?lg(D). Daher
qilt
0 (Se) = w1 ¥(D) x Z/eZ,
und wegen T (D) = 72'8(D) x Z (Beispiel 15) folgt
TP (D) & Hm ay™(S,) .
eeN

Beispiel 21. Die Orbifaltigheit $ = (P}Cp, (0,2), (1,2), (00,2), (A, 2)) mit A ¢

{0,1, 00} ist uniformisierbar durch eine elliptische Kurve E ﬂ) S, die der
Gleichung y* = z(z — 1)(x — \) geniigt (es seip # 2). Die exakte Sequenz

1 — 1™ (E,1) = 719™(8,5) = Zy — 1
sagt uns, dass im Fall |\||X — 1| = 1 (gute Reduktion)
(8, 5) = 72 % Zy
und im Fall |[M|\ — 1] # 1 (Tatekurve)
m(8,5) = (Z x 1) x Zs

ist. Die Operation von Zy auf der Fundamentalgruppe der elliptischen Kurve
wird in 4.3.1 beschrieben werden.

Anmerkung. Im Gegensatz zur komplexen Orbifundamentalgruppe hdngt die
p-adische Orbifundamentalgruppe von der relativen Lage der Orbipunkte (; zu-
einander ab.

4 Teichmiillerrdume

4.1 Mumfordkurven vom Geschlecht g > 2

Sei C' eine Mumfordkllrve iber C, von Geschlecht g > 2. Thre stabile Reduktion
ist eine Kurve iiber [},, deren Schnittgraph das Geschlecht g hat. Wir haben
bereits gesehen (Satz 3.12), dass

= WEOP(C, 5) = F,,
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die topologische Fundamentalgruppe von C, frei in g Erzeugern ist, da sie iso-
morph zur Fundamentalgruppe des Graphen ist (Satz 3.12). Wir haben die
universelle topologische Uberlagerung

oL e

mit 2 C IP’(ICP, und I' operiert diskontinuierlich auf €2. Dies liefert eine treue
Darstellung F, — PGLy(C,) der freien Gruppe als Schottkygruppe [GvP80].

Die Menge &, aller Darstellungen F,, — PGLy(C,) ist eine affine C, Varietit:
S, = PGLy(C,)?,

und die Menge T, der treuen diskontinuierlichen Darstellungen von Fj ist ein
offener analytischer Bereich von G:

> 1,

Spur? ; —
TeT, & VoeF,\{l}: ‘ ot (T(O’))

wobei 4 € GLo(C,) ein Vertreter von v € PGLy(C,) sei. Die Ungleichung ist

nédmlich die Bedingung dafiir, dass eine p-adische Mobiustransformation hyper-
bolisch ist [GvP80, 1.1.3].

Es operiert PGLy(C,) auf T, durch Konjugation, und

%, := PGLy(C,)\%,

ist der Teichmillerraum zu F,.

Die Teichmiillermodulgruppe I'; := Out Fy, operiert durch Vorschalten, und wir

bekommen eine Uniformisierung des Modulraums 91, der Mumfordkurven von
Geschlecht g¢:
/Ty =My,

der analytisch offen im Modulraum M, aller irreduziblen projektiven Kurven
vom Geschlecht g liegt (nach [Liit83] stimmt die analytische Unterraumstruktur
mit der analytischen Quotientenraumstruktur auf 90, iiberein).

Den Beweis dieses Sachverhalts skizzieren wir kurz [Her84].
Zunichst ist

{z’g/rg = PGLy(Cy)\(T,y/ Aut Fy),

da innere Automorphismen von Fj trivial auf ‘fg operieren. Schliefflich sind

zwei Mumfordkurven C' und C’ genau dann isomorph, wenn ihre Fundamental-
gruppen " (C, 5) und 7;°*(C", 5') in PGLy(C,) konjugiert sind [Mum72].



4 TEICHMULLERRAUME 50

Dass T, einfach zusammenhiingend ist, zeigt [Ger81] folgendermaflen: Fiir einen
fest gewihlten stabilen endlichen Graph T' sei M, (T) := {C € M, | C =T},
wobei C der duale Graph zum Schnittgraph der zu C gehérigen reduzierten
stabilen Kurve sei. Es kann nun gezeigt werden, dass

M, (T') = 9B,(T')/ Aut T

mit B, (') analytisch offen in CY~* und Stabr, (B,(T')) = AutT.

Zur Dimension von 9M,. Sei T' ein maximaler Teilbaum des Graphen I'. Die g
Kanten von I' \ T" erzeugen die Bass-Serre-Fundamentalgruppe von I':

(T2 F,.

Via 7 € T, definiert jede Kante von I'\ 7" eine hyperbolische Mobiustransforma-
tion . Diese hat zwei verschiedene Fixpunkte z, y € P! und einen Multiplikator
t € CJ. Festlegung der Fixpunkte 0, 1, co ldsst uns 3g — 3 Koordinaten fiir den
Modulraum.

In der Tat ist der Teichmiillerraum auch zusammenh&ngend: dazu lassen wir
Doppelverhiltnisse von Fixpunkten hyperbolischer Transformationen von eben
gegen die Werte 0, 1 oder oo gehen und kommen so von einem B,(I') zu einem
B,(I"), wo der Graph I"” aus I' durch Kontraktion einer Kante hervorgeht. Dies
zeigt, dass ‘ig rigid analytisch zusammenhéngend ist. Somit ist der Teichmiiller-
raum auch fiir die Berkovichtopologie zusammenhingend.

Wir haben den analytischen Raum ‘fg mithilfe seiner klassischen Punkte defi-
niert. Gerritzen zerschneidet ihn scheinbar in ,,offene“ Teile B,(I"). Diese sind
aber nicht zulédssig offen — besser gesagt: die scheinbar disjunkten B,(I") iiber-
lappen sich eben doch, und zwar auf generischen Punkten (von Kreisscheiben)!
Solch nicht klassische Punkte sind einfach Familien von Darstellungen der Fun-
damentalgruppe, die zu Familien von Mumfordkurven iiber einer Kreisscheibe
gehoren. Ein direkter Berkovichweg von 91, (I") nach 9, (I") etwa ist eine ana-
lytische Familie von Mumfordkurven, bei denen faserweise als Reduktionsgraph
stets I' oder I auftritt.

4.2 Diskontinuierlich uniformisierbare Mumfordkurven

[Her85] kann allgemeinere Modulrdume von Mumfordkurven uniformisieren. Sei
hierzu N eine endlich erzeugte Gruppe. Die Menge G(IV) aller Darstellungen

N — PGLy(C,) ist wieder eine algebraische Varietédt und die Menge T(NN) der
treuen diskontinuierlichen Darstellungen ein offener analytischer Unterraum.
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Im Fall, dass T(N) nicht leer ist, bekommen wir in dhnlicher Weise wie vorhin
einen groben Modulraum 9(N) fir Uberlagerungen

o X

von Mumfordkurven C' von Geschlecht g(C) = rg N, die auBerhalb des Ver-
zweigungsortes temperiert sind. Es enthéalt ndmlich N einen freien Normalteiler
F von endlichem Index, der ein kommutatives Dreieck

[T(F)

Ql Cl

lendlich
C

/T(N)

induziert. Es kann nun bewiesen werden, dass

M(N) = Z(N)/Out N
gilt.

Sind (; die kritischen Werte von € /—N> C und e; die zugehorigen Verzwei-
gungsindizes, so bekommen wir eine Orbifaltigkeit C = (C, ((;, €;)) zusammen
mit einer globalen Orbikarte

o e
Der Modulraum 9(N) parametrisiert somit alle Mumfordkurven, die als Orbi-

faltigkeit N-uniformisierbar sind.

Bruchstiicke von Hurwitzraumen bekommen wir auf folgende Weise. Fixiere
F = F; in N und setze

Autp(N) :={a € Awt N |a(F) = F}, Outp(N):=Autp(N)/Inn(N).

Der durch
—___ /Outp(N)

T(N)

M(N, F)

/ Out N

M(N)

definierte Modulraum 9(N, F') iiber 9M(N) parametrisiert endliche verzweigte
Uberlagerungen von Mumfordkurven, die in das erste kommutative Dreieck
passen.
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4.3 Mumfordorbifaltigkeiten

Definition 4.1. Eine Orbifaltigkeit 8 = (S, (¢, e;)y) heifit eine Mumford-
orbifaltigkeit, falls eine globale Galoisorbikarte

_ G -
0: S /—> S
mit einer Mumfordkurve S' existiert. Ist S = P', so sprechen wir von ei-

ner rationalen Mumfordorbifaltigkeit, und falls zudem noch n = 2 1ist, von ei-
ner Mumford-Schwarz-Orbifaltigkeit. In diesem Fall ist die Indexmenge meist
{0,1,00}.

Sei Q' 2 & die universelle topologische Uberlagerung von S’, und sei N, :=
Aut(2,8). Dann ist

o Mg
eine Galoisorbiiiberlagerung, das folgende Diagramm kommutiert und hat ex-
akte Zeilen [AndIIl, 4.5.8]:

1 _>7r‘iemp(5v/, 5/) —>7T?rb(8, §) —G—1

| |

1—mi%(5 &) Ny G—1

und die senkrechten Abbildungen links (dichtes Bild, Zielgruppe diskret) und
in der Mitte sind surjektiv (trivial), wihrend rechts die Identitét steht.

Lemma 4.2. Es st N, isomorph zu einer Fundamentalgruppe eines Graphen
von Gruppen.

Beweis. Sei i eine reine Uberdeckung von S, die die ¢; trennt (d.h. #{my(¢) |
i =0,...,n} = n+ 1) und eine semistabile Reduktion von S liefert. Wir

betrachten S*—,J als Graph und bekommen einen Graph von Gruppen (S_u, Nw)

aus folgendem kommutativen Diagramm

(S, V)

(unten stehen Graphen) mit Fundamentalgruppe mp> (S'_u, Ncpo) = N,. ]
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Wir sehen sogar: jede Ecke des Graphen g(’p “1(g) ist eine rationale Kurve iiber
dem Restklassenkorper, also ist S total degeneriert, d.h. eine Mumfordkurve.

Auf ,,galoissch” kann verzichtet werden:

Bemerkung 4.3. Das endliche Bild einer Mumfordkurve ist eine Mumfordkur-
ve. Insbesondere ist fiir jede Mumfordorbifaltigkeit 8 = (S, (G, e;)) die Kurve S
eine Mumfordkurve.

Beweis. [Brad98, Satz 5.24] O
Bemerkung 4.4. Einer Uberlagerung von Graphen von Gruppen der Gestalt

AAR (T, N.)

\ lcov
/Ne >
(5 )
entspricht eineindeutig eine Untergruppe N von N, der wiederum eineindeutig

eine Orbitberlagerung

o g

/ N\ gorb

entspricht, wenn 8" = (U'/N, (Gj, €ij)) mit (;; dber §; und e;; der Verzweigungs-

index von (;j tber ¢ (i = 0,...,n). Also ist Cov(gN ) — Covg eine volle
Ve

Unterkategorie, und wir bekommen einen Morphismus der Fundamentalgrup-

pen
7irb(8) — 72 (Su, N )

mit dichtem Bild, also eine Surjektion.

Sei fiir unsere Karte ¢

(8, 5) —= PGLy(C,p)

diskont.

die Menge aller Darstellungen von 7{™(8, 5), die iiber treue diskontinuierliche

T(p) = |
N‘P

Darstellungen von N, faktorisieren. Nach dem Homomorphiesatz ist die indu-
zierte Abbildung
T(p) = T(N,)
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bijektiv, wir bekommen also auf T(y) die Struktur einer Mannigfaltigkeit trans-
portiert.

Wir halten nun die Galoisgruppe G fest. Sei K(8) die Menge aller Isomorphie-
klassen von Mumfordgaloisorbikarten ¢: S’ — 8 mit Aut(S’,8) = G. Nach
Riemann-Hurwitz ist das Kartengeschlecht g(¢) = g(S’) = ¢’ konstant, und wir
konnen definieren (das Geschlecht von S sei g):

9a(8) = ) M(N,, Fy).

PER(S)

Den Hurwitzraum fiir Uberlagerungen iiber Mumfordkurven vom Geschlecht g
bekommen wir nun folgendermaflen: Sei

MOrb,(e)

die Unterkategorie der Kategorie der Orbifaltigkeiten, die aus den eindimensio-
nalen Mumfordorbifaltigkeiten von Geschlecht g mit Verzweigungsindexfolge e
gebildet wird.

Definition 4.5. Der Modulraum
5(Ge= | 9(8)

8eMOrb,(e)

heift der Mumford-Hurwitzraum fir G-Uberlagerungen mit Signatur e von
Mumfordkurven vom Geschlecht g.

In Abschnitt 6 sehen wir, dass $,(G, e) nur endlich viele Komponenten hat.

4.3.1 Beispiel: Tateorbifaltigkeiten

Wir untersuchen Galoisiiberlagerungen mit G = Z5. Die einfachste nicht zu
triviale Orbifaltigkeit ist 8, := (P, (0,2),(1,2), (c0,2), (A, 2)). Genau dann
ist im Fall p # 2 8, eine rationale Mumfordorbifaltigkeit (genauer sollte hier
gesagt werden: Tateorbifaltigkeit), wenn |A[|]A — 1| # 1 ist. Die Gleichung
y?> = z(z — 1)(z — \) gibt uns eine Orbikarte ¢: T' — 8, mit einer Tatekurve T
und Galoisgruppe Zs. Es ist

90(Z2,2,2,2,2) = {N € C, | N[N — 1] £ 1} = M(Zy % Zs, Z) .

Der rechte Modulraum ist durch die Orbikarte mit der universellen Uberlage-
rung der Tatekurve gegeben:

/Zz*Zz
(C; — 8)\
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mit Galoisgruppe 755(I') &2 Z, * Z, wobei I' der Graph von Gruppen in einer

Reduktion von ¢ ist:

Wir wiirden gern die zugehérige Surjektion 7: 7™ (8y,5) — 725(T') verstehen.
Dabei ist 79™(8),3) X (Z X Z) x Zy 271 (Zy x Zs).

Die letzte Isomorphie holen wir aus folgendem

Lemma 4.6. Sei 8§ eine Mumfordorbifaltigkeit mit einer endlichen globalen Ga-

- /q —
loisorbikarte p: S’ /—> 8 mit einer Mumfordkurve S’ und der universellen to-
pologischen Uberlagerung v : @ — S’. Dann kommutiert folgendes Diagramm
und hat exakte Zeilen und Spalten:

1 1 1

11— (Q,0) — 1™ (Q,0) —1—1

1— 7" (S, 5) ——=7{™(8, 3) G 1

1—m?(5,8) —np (S, No) — G —1

1 1 1

Dabei ist Y eine die Verzweigungspunkte von ¢ trennende reine Uberdeckung
von S und N die Deckgruppe von pop: ) — 8.

Beweis. Die unteren zwei Zeilen sind das Diagramm eingangs Abschnitt 4.3,
die linke Spalte ist nach Lemma 3.15 und die mittlere Spalte nach Lemma 3.37
exakt. Die Kommutativitit der oberen beiden Késtchen ist klar, da der linke
der beiden oberen betreffenden Pfeile die Identitat ist. ]
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In unserem Fall sieht das exakte Gitter so aus:

1 1 1

Uns interessiert die Aktion von Zy * Z5 auf YA

Behauptung. Die beiden Erzeuger von Zs x Zs invertieren den topologischen
Erzeuger von 7.

Beweis. Im Komplexen spaltet die analoge mittlere Zeile derart, dass Z, die
beiden Erzeuger der topologischen Fundamentalgruppe des Torus jeweils in-
vertiert (in der Mitte steht dann die topologische Orbifundamentalgruppe der
entsprechenden Orbifaltigkeit). Fiir die Operation von Z; auf der algebraischen
Fundamentalgruppe des Torus sollte das Entsprechende passieren. Dann ist die
p-adische Behauptung jedenfalls fiir elliptische Orbikarten mit guter Redukti-
on gezeigt. Fiir Tatekurven als Orbikarten diirfte da nichts anderes passieren,
oder?

Nun kommt der richtige Beweis fiir die Operation von Z5 in der mittleren Zeile,
der fiir beliebige elliptische Kurven 7" funktioniert. Sei ¢, : €2,, — T eine tem-
perierte Uberlagerung. Diese ist ein Gruppenhomomorphismus. Im Fall, dass
T gute Reduktion hat, ist ¢, eine Isogenie. Im anderen Fall kénnen wir ruhig
annehmen, dass ¢, die universelle Uberlagerung einer Isogenie ist (dies ist nicht
unbedingt nétig). Sei o, die Involution auf 2, iiber derjenigen von 7. Liften
wir die Involution ¢ — ¢! von T auf €2,,, so bekommen wir eine Abbildung

O €n: Ly — Dy, w i w L

- en(w),
mit €,(w) € ker ¢,,. Es ist ¢, stetig und ker ¢,, diskret, also

e, = const = o, (1) .



5 BESTIMMUNG ALLER MUMFORDORBIFALTIGKEITEN 57

Es ist 0 := (0,) € 79(8),5) \ 7}™(T, 1) und ¢ := (g,) € 7 "">(T, 1), und die
Involution operiert durch Konjugation auf der abelschen Fundamentalgruppe

ﬂ_‘iemp(T’ E) N ﬂ_‘iemp(T, E)’ v = (0—5) -y (05)—1 — U’Yo'_l ; ’)/_1.

Die letzte Gleichheit rechnen wir fiir jedes ¢, nach. Hier ist die Faser der Eins
(die wir als Basispunkt wéhlen diirfen) gleich der Deckgruppe G,,. Dann ist
Yo € Gy, (s€iy = (7)) die Translation z — x -, und es gilt fiir alle 7 € ¢ (1)

-1

’an(x) = O'n’)/an(CC) = Un7n($_1) = Jn(x : 771) = 771_1 T = 771_1($) )

also yIn = -1,
Zur mittleren Spalte: Zs x Zy ist einfach das freie Produkt zweier Kopien von
(o). O

Bemerkung 4.7. Ubrigens kann auch elementar gezeigt werden, dass genau
dann eine gegebene Einbettung ZoxZy — PGLy(C,) diskret ist, wenn in ZyxZy =
(s) * (t) die Erzeuger s und t bis auf PGLy-Konjugation die Fizpunktmenge
{0,1, A\, 00} mit |A||A — 1] # 1 besitzen. [GvP80, [X.§2]

5 Bestimmung aller Mumfordorbifaltigkeiten

5.1 Bestimmung

Hier behandeln wir die Frage, wann eine gegebene Orbifaltigkeit eine Mumford-
orbifaltigkeit ist, d.h. eine globale Galoisorbikarte besitzt, die eine Mumford-
kurve ist.

In Bemerkung 4.3 sahen wir, dass die Orbifaltigkeit selbst notwendigerweise
eine Mumfordkurve sein muss. Als néchstes wollen wir die Reduktionsgraphen
von Mumfordorbifaltigkeiten genauer untersuchen.

Sei Q C P! ein spezielles Quasipolyeder. Operiert eine diskrete Gruppe G
diskontinuierlich auf 2, so wird eine Operation auf dem Skelett A(€2), einem
Baum, induziert [Ber90,4.1.7]. Ist X = Q/G eine nicht singulire irreduzible
projektive Kurve, so gibt es eine reine affinoide Uberdeckung 4 von X, sodass

A()/G = Ay(X)
ist. Wir definieren als Quotientenskelett den topologischen Graph von Gruppen

(Aﬂ(X)7 Go)
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Gegeben sei nun eine endlich erzeugte diskrete Gruppe N C PGLy(C,). Es gibt
ein spezielles Quasipolyeder Q*(N) C P, dessen Skelett A*(N) als Spitzen die
Limespunkte von N und die Fixpunkte der Elemente von NV endlicher Ordnung
besitzt.

Definition 5.1. Das Quotientenskelett I'*(N) := (A*(N)/N, N,) heifst der Ka-
tograph zu N.

Anmerkung. In [Kat00] werden Quotientenskelette fir p-adische Dreiecks-
gruppen untersucht.

Natiirlich gibt es auch das spezielle Quasipolyeder Q(N) = P\ L(NV), das Kom-
plement der Limespunkte £(N) von N in P!. Dazu gehort ein Quotientenskelett
I'(N) = (A(N)/N, N,) mit A(N) = A(2(N)). I'(IV) ist ein endlicher Graph
von Gruppen. Die Abbildung Q(N) — Q(N)/N ist eine Orbiiiberlagerung, und
der Quotient ist eine Mumfordkurve.

Ein Katograph hat endlich viele Spitzen, d.h. Kanten, die homéomorph zu [0, 1)
sind. Diese entsprechen eineindeutig den kritischen Werten der Uberlagerung

Q(N) — Q(N)/N.
Thre Anzahl errechnet sich wie folgt:

Satz 5.2. Sei C' die Anzahl der zyklischen Eckengruppen, ¢ die Anzahl der
zyklischen Kantengruppen von I'(N). FEbenso seien D bzw. d die Anzahl der
nicht zyklischen Ecken- bzw. Kantengruppen von I'(N). Dann gilt

#0T*(N) = 3(D — d) + 2(C — ¢).

Beweis. Sei zunichst I'*(N) ein Baum. [Kat00] folgend, zerlegen wir den Baum
in seine rreduziblen Komponenten, diese sind maximale Teilbdume T; mit nicht
trivialen Kantengruppen und zugleich Katobdume fiir ihre Fundamentalgrup-
pen N; C N. Dabei ist N freies Baumprodukt der N; und

#OT*(N) =Y #0T,.

Sei daher T := I'*(NN) ein irreduzibler Katobaum. Nach [Kat00] ldsst sich T°
auf folgende Weise aus den Katobdumen der Ecken- und Kantenstabilisatoren
(diese sind endlich!) zusammen kleben: Sei dazu N = G7 *y G5 ein amalga-
miertes Produkt von Gruppen. Dann ist 7" = I'*(G1)#p-m)I'*(G?2), ein Graph
von Gruppen, der durch Verkleben der Katographen I'*(G7) und I'*(G3) langs
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Graphen-von-Gruppen-Morphismen I'*(H) — I'*(G;) und I''(H) — I'*(Gy)
entsteht. Er macht das Diagramm

[™(H) I(G1)

l |

I*(Gy) —T"(G1) o) (G2)

kartesisch und erfiillt eine entsprechende UAE. Nach [Kat00, Proposition 3.9]
ist jeder irreduzible Katobaum lokal von dieser Gestalt.

Katographen endlicher Gruppen sehen so aus (wir wollen sie elementare Ka-
tobdume nennen): Im Fall p > 5 haben sie nur eine Ecke:

je nachdem, ob der Stabilisator zyklisch ist oder nicht. Ist p < 5, so gibt
es auch elementare Katobaume, die auch Kanten (homdomorph zu [0, 1]) be-
sitzen. Deren Fundamentalgruppen sind nicht zyklisch. Zu Segmenten mit
Enden lassen sie sich im Fall zyklischer Kantengruppen folgendermaflen verkle-
ben (wir tun dies exemplarisch fiir zwei nicht zyklische Gruppen amalgamiert
tiber einer zyklischen Gruppe): zunichst sitzt an jedem Ende als Stabilisator
die Zerlegungsgruppe (zyklisch) des Verzweigungspunktes. Die zu verklebenden
Enden verwandeln wir mittels Homoomorphismen in unendlich lange Geodéti-
sche. Nun verkleben wir gemaf [Kat00]:
T1 . T2 .

~R ~R
20, m <0

iber Ty: m

mit Klebemorphismen
o1:To = T1, t = [t|, @o: Ty =T, t— —|1 —t|

gibt das Segment = [0, 1] mit Spitzen
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T1 ﬁTOTQ .

>

Wir verifizieren nun am Ergebnis die Formel. Da es fiir p > 5 keine diskontinu-
ierlich einbettbaren Segmente mit nicht zyklischer Kantengruppe gibt [Her82],
haben wir in diesem Fall die Formel fiir Katobdume bewiesen.

Fiir p < 5 verklebt Kato, um Dreiecksgruppen zu erhalten, elementare Ka-
tobaume langs Katobdumen nicht zyklischer Kantengruppen. Es treten dabei
folgende Fille auf, die auch bei mehr als drei Spitzen die einzigen sind:

e Beide Klebemorphismen sind injektiv.
e Eine Achse von T wird in einem der Klebemorphismen geklappt.
e Eine Achse von T wird in beiden Klebemorphismen geklappt.

Die Formel wird auch hier in jedem Falle verifiziert.
Zur Illustration seien p = 5 und Ty = I'*(D;), 11 = I'*(A5), 1o = I (D1om)-

3 3
T1 Tl lj TOTQ
Asevg - 5 Asevg
DDU1 DlOmpvl
5 D5
2 ) 2 10m
Tz,
klappe in vg
2 2
TO T2

Vo LM, Vo

U1 klappe in vy DlO'rm’Ul

2 Dé\S 2/ \10m

Beachte, dass der Punkt vy in T} eine Ecke ist, aber nicht in T{ oder T5: dort
ist er ein markierter Punkt o auf der Spitze, die als Halbegerade R>( angesehen
wird.

Sei nun I' = T'*(V) ein Katograph von positivem Geschlecht g. Da der Klebe-

vorgang lokal ist, verifizieren wir die Formel an einem maximalen Teilbaum T
von I'. Er hat mindestens soviele Spitzen wie I', die iiberschiissigen verkleben
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sich wie oben zu Kanten von I' \ 7" mit nicht trivialem Stabilisator. Eventuelle
weitere Kanten von I' \ 7" (mit Stabilisator 1) liefern keinen Beitrag. O

Anmerkung. Diese Formel gibt es schon versteckt in [Her85] in der Dimen-
sionsformel fir Teichmillerrdaume T(I') fir Mumfordkurven in einem 9(N)
mit festem Reduktionsgraph von Gruppen I'. Man muss sich nur noch daran

erinnern, dass in

dimE([) =39 -3+ 3(D —d) +2(C —¢)

die Zahl n die Anzahl der markierten Punkte ist.

Es gilt

Satz 5.3. Genau dann ist eine eindimensionale Orbifaltigkeit eine Mumford-
orbifaltigkeit, wenn sie eine globale galoissche Orbikarte besitzt, fir die das
zugehorige Quotientenskelett ein Katograph ist.

Beweis. Sei § = (S, (¢;,¢;)) die Orbifaltigkeit.

= ist ziemlich klar: Fiir eine Orbikarte ¢: C ﬁ> S sei w: 0 — C die uni-
verselle topologische Uberlagerung der Mumfordkurve C. Dann ist w o ¢ die
Quotientenabbildung nach einer diskreten Gruppe N C PGLy(C,), und der
Quotientengraph (A*(N)/N, N,) ist ein Katograph.

«<: Sei C' — 8§ eine Karte, dessen zugehoriges Quotientenskelett ein Katograph
zu N sei. Als Fundamentalgruppe eines Graphs von Gruppen mit endlichen Un-
tergruppen von PGLy(C,) als Eckengruppen enthélt N einen freien Normalteiler
H von endlichem Index [GvP80, 1.§3]. Sei Q C P! deren Regularitiitsbereich.
Dann gibt es ein kommutatives Dreieck

oL x

to
Y

S
mit einer Mumfordkurve X. Der senkrechte Pfeil ist eine globale Orbikarte. [

5.2 Orbipunkte

Um anhand der Verzweigungspunkte Aussagen dariiber machen zu kénnen, ob
eine globale Mumforduniformisierung méglich ist oder nicht, beobachten wir,
dass diejenigen Ecken von I'*(N), von denen 2 oder 3 Spitzen ausgehen, gene-
rische Punkte minimaler Kreisscheiben sind, welche die 2 oder 3 zugehdrigen
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kritischen Werte enthalten. Im Fall von 3 Spitzen an einer Ecke bilden die 3
zugehorigen markierten Punkte ein gleichseitiges Dreieck. Ecken mit genau ei-
ner Spitze geben Punkte, die von allen anderen Paaren oder Tripeln weiter weg
sind als jene im Paar oder Tripel untereinander. Teilbdume im Katograph, bei
denen an jeder Ecke genau eine Spitze sitzt, geben Familien von Kreisringen,
in deren Randkomponenten jeweils genau ein Punkt (des Teilbaums) liegt.

z.B. bedeutet

Denken wir daran, dass in Rénder offene Kreisscheiben hineinpassen, und dass
dies schwierig zu zeichnen ist.

Als notwendige Bedingung haben wir deshalb eine Trennbarkeit der Orbipunkte
auf eben genannte Weise. Dies ist sozusagen die korrekte Verallgemeinerung
der ,,geometrischen Bedingung“ aus der Diplomarbeit [Brad98]. In Abschnitt
6.2 erarbeiten wir eine , kombinatorische Bedingung“ fiir das Vorliegen einer
Mumfordorbifaltigkeit.

Beispiel 22. Wir sahen, dass 8y (|A\| = 1) fir p # 2 genau dann eine Tateor-
bifaltigkeit ist, wenn |\ — 1| < 1 gilt. Wie sieht die Sache fir p =2 aus?

Die Legendregleichung der Tatekurve sagt uns jedenfalls, dass genau dann eine
Tateorbifaltigkeit vorliegt, wenn |\ — 1| < |2| ist. Es gibt aber auch noch andere
Orbikartenmorphismen!

Behauptung. Genau dann ist Sy eine rationale Mumfordorbifaltigkeit, wenn
IA—1| <1 st

Beweis. Mit Herrlichs Liste fiir Segmente von Gruppen [Her82] kénnen wir fol-
genden Katobaum ansetzen
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Dzn Dzn
Zzn

(an den Enden stehen die Verzweigungsordnungen). Die Dicke des Kreisrings
tiber der Kante ist dabei [Her82, Lemma 3] gleich 1 — |1 — (y»| fiir eine primitive
2"-te Einheitswurzel (o». Fiir hinreichend grofles n sehen wir

1 !
—— > |1 = )|,

2n

I~

[l

Der Kreisring zur Kante des Katobaums fiir Zs x Zs hat im Fall p = 2 {ibrigens
die Dicke 1—|2| = ;. Eine Orbikarte, die obigen Katobaum liefert ist z.B. durch
eine Tatekurve T gegeben, die in das Diagramm passt

T

| N

T’ —2>8)\
mit einer Isogenie pon.

Beispiel 23 (Rationale Mumfordorbifaltigkeiten mit 4 Orbipunkten).
Wair geben hier alle moglichen diskontinuierlich einbettbaren Segmente mit 4
Enden und Verzweigungsindizes an:

€1 €1

62 62

Die Formel 5.2 sagt uns, dass B in jedem Falle zyklisch sein muss, und Herrlichs
Liste gibt uns die erlaubten Gruppen. Dabei seien | > 1 beliebig und m, m' > 1
pPrIm 2u p.
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p>D
B Z | Zs Zy Zs 2>
A D, I 0] I (@) T I (@) T D,, D,
(61762) (272) (273) (273) (275) (274) (273) (375) (374) (373) (27m) (2,]7)
A D, I Dy 0] D, I (@) T Ds I (@) T D, D,
(ef,€5) [ (2,2) | (2,3) (2,2)[(2,3) (2,2) [ (2,5) (2,4 (2,3) (2,2)|(3,5) (3,4 (3,3) (2,m) (2,p)
p=25:
B Zl Z4 Zg ZZ
A D, |o I O T o T D, Ds
(61,62) (272) (2a3) (2a5) (274) (2a3) (3a4) (373) (27m) (275)
A’ D, |0 D, |I o T Dy |0 T D, Ds
(e1,e3) [ (2,2) [ (2,3) (2,2) | (2,5) (2,4) (2,3) (2,2) |(3,4) (3,3) (2,m') (2,5)
p=3:
B Z | Zs Zy Z3 2y
A D, 1 @) T T D, Ds
(61762) (272) (273) (273) (273) (373) (27m) (273)
A D, 1 Dy 0 D, T Ds,, T D, Ds
(eh,e5) [(2,2)1(2,3) (2,2)](2,3) (2,2)|(2,3) (2,2) (3,3) (2,m')]|(2,3)
p=2
B Z |7z Z3 Zy
A D, 1 T Dy,
(617 62) (27 2) (27 3) (27 3) (27 m)

Al D, | Ds |T Ds |D, D, D,
(e e5) [(2,2)](2,3) (2,2)](2,3) (2,2)](2,m") (2,4) (2,2)

Natirlich darf B auch trivial sein (alle p):

A Lm, Zy,
(617 62) (ma m) (p7 p)
Al Lt Zy,

(e1,€3) | (m',m') (p,p)
Wir sehen: die Verzweigungsindizes sind fiir ungerade p stets entweder gleich
oder prim zu p, fir p =2 gibt es noch das Ausnahmequadrupel (2, m;2,4).

6 Inverse Galoistheorie

6.1 Die groflen Hurwitzraume

Sei G eine endliche Gruppe und r > 0 eine natiirliche Zahl. Fried betrachtet
fiir einen beliebigen Korper der Charakteristik Null K-Isomorphieklassen von

G
G-Galoisiiberlagerungen X /—> P!, die iiber r Punkten verzweigen.
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Zusammen mit Volklein kann er zeigen [FrV9l1]:

Satz 6.1 (Fried, Volklein). 1. Es gibt eine glatte Q- Varietit Hy' (G)q, die
ein grober Modulraum fiir iber r Punkten verzweigende G-Galoistiberlage-
rungen von P! ist.

2. Hat G triviales Zentrum, so ist Hmn(G) ewn feiner Modulraum.

Diese Hurwitzraume sind allerdings nicht zusammenhéingend, und Komponen-
ten miissen nicht auch iiber QQ definiert sein. Das Problem der inversen Ga-

loistheorie ist es eben, absolut irreduzible, iiber QQ definierte Komponenten zu
finden.

S. Wewers zeigt [Wew98, Theorem 3], dass es ein iiber Z definiertes Modell
Hi™(G) gibt, das auch ein (feiner oder grober, je nach Z(G)) Modulraum fiir
gewisse G-Uberlagerungen iiber P} ist, und dass

Hi2(G)e = HE2(G) 920

gilt.

Uns interessiert mehr das p-adische Modell H . (G) := H, mn(G) ®z C, des Hur-
witzraums. Eine moglichst genaue Beschreibung des Ortes

90, (G Uf)oGe C Ho,(G)

— e durchliuft die r-Tupel (eq, ..., e,) — der Uberlagerungen durch Mumford-
kurven wire wiinschenswert.

Sei p: X — A P}~ eine endliche algebraische Uberlagerung iiber einem alge-

braisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik Null, die iiber den Punkten
(1,...,( mit den Ordnungen ey, ..., e, verzweigt. Sie ist gegeben durch einen
surjektiven topologischen Gruppenhomomorphismus

A B(P\ {¢h, ..., ¢}, 8) — Aut(p) = G.

Sind 7, ..., topologische Erzeuger von w?lg(IP’l \ {G,...,¢ ), 8), so sind die
gi = ¥(vi), i = 1,...,r Erzeuger von G der Ordnung e¢;. Mit den Konjuga-
tionsklassen C; der ; in G definieren wir den Verzweigungstyp C := (Cy, ..., C;)
der Uberlagerung o.

Im Komplexen beispielsweise ist 7; ein geschlossener topologischer Weg in P! \
{1, ..., ¢}, der nur um ¢; lauft, und Lift auf X gibt eine Permutation der Faser
gi € Aut(p).
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Konjugation bedeutet Wechsel des Erzeugendensystems.

Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist [V96, 4.32]

Satz 6.2 (Riemannscher Existenzsatz — komplex). Genau dann gibt

: : . G .
es eine endliche Galoisiberlagerung X /—> Pt vom Verzweigungstyp C =
(Cy,...,C,), wenn Erzeuger q1,...,g, von G existieren mit g1---g, = 1 und
g, €C; firi=1,...,r.

6.2 Der Mumfordkurvenort

6.2.1 Die HM-Komponenten

In [Har87] realisiert Harbater alle endlichen Gruppen als Galoisgruppen iiber
Q,(T), indem er zyklische Uberlagerungen

P! 5 P!, 2z 2"

geschickt verklebt. Er bekommt galoissche Mumfordorbikarten fiir rationale
Orbifaltigkeiten 8§ = (P, (C1,e1), ..., (Cor, e2/)) mit €; = e;4, fiir 1 = 1,...,7.
Dabei miissen nach Abschnitt 5 die Orbipunkte schén in Paare (;, (;4, trenn-
bar sein, d.h. von einer Ecke des zugehorigen Katobaums gehen stets entweder
genau zwei oder gar keine Spitzen aus. Die Eckengruppen sind zyklisch und
die Kantengruppen trivial. An das Verzweigungsdatum C = (Cy, ..., Cy,) mit
Konjugationsklassen C; der Deckgruppe G der Karte muss Harbater aber die
Bedingung stellen, dass ein Vertreter in C der Gestalt

(gla"'agragl_la"'7gr_1)

existiert. Dieser Vertreter heiit H(arbater)M (umford)- Vertreter von C.

M. Fried rechnet nach, dass unter der folgenden Bedingung an G und C mit
HM-Vertreter der Teilraum Hy(G, C) des Hurwitzraums 3y 9,(G) mit Verzwei-
gungsdatum C eine Komponente (wir nennen sie eine HM-Komponente) ist
[Fr93, 3.21]:

HM. Wird aus C ein beliebiges Paar (verschieden nummerierter) inverser Konju-
gationsklassen entfernt, so erzeugt jedes Vertretersystem der verbliebenen
Konjugationsklassen die Gruppe G.

Aus den Betrachtungen in Abschnitt 6.4 folgt

Satz 6.3. Ist G eine endliche Gruppe, so enthalten HM-Komponenten im Hur-
witzraum Ho o, (G) genau dann Mumfordorbifaltigkeiten, wenn G ein Quotient
eines freien Baumprodukts zyklischer Gruppen ist.
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Beweis. Jeder endliche Baum mit zyklischen Eckengruppen und trivialen Kan-

tengruppen kann wie in Abschnitt 6.4 diskontinuierlich einbettbar gemacht wer-
den. ]

Es folgt das harbatersche Resultat:

Korollar 6.4. Jede endliche Gruppe G ist Galoisgruppe einer Uberlagerung
S — P! mit einer Mumfordkurve S.

Beweis. G wird von ihren zyklischen Untergruppen Gbj, ..., G, erzeugt und ist
somit Quotient des freien Produkts G * - - - x G,. ]

Korollar 6.5. Jede HM-Komponente von H o, (G) enthdlt Uberlagerungen von
Mumfordorbifaltigkeiten durch Mumfordkurven.

Beispiel 24 (Zyklische Gruppen).

Sei n > 1 zu p prim. Fiir jeden HM-Teilraum Hy(Z,,, C) vom Verzweigungstyp
C = (C4, 0y, Cs,Cy) ist der Mumfordkurvenort $y(Z,, C) nach dem vorange-
henden Korollar nicht leer. Hier ist C von der Gestalt C, = (¢,¢™1,¢¥, (™) mit
einer n-ten Einheitswurzel und v € {1,...,n—1} ist. Die zugehorige Gleichung
mit Parameter A\ lautet

y" =x(xr — 1)l(x — )\)”_l.

Bereits Ullrich [Ul81] zeigte, dass es A gibt, fiir welche die Gleichung einer
Mumfordkurve vorliegt.

6.2.2 Katobidume mit trivialen Kantengruppen

Hier sind natiirlich nur Kanten homéomorph zu [0, 1] gemeint.

Da in den folgenden Unterabschnitten die HM-Bedingung immer weiter aufge-
weicht werden soll, wird auch das Bestimmen von Komponenten immer schwie-
riger. Wir begniigen uns daher mit Existenzaussagen.

Da die Fundamentalgruppe eines Baums von Gruppen von den Eckenstabili-
satoren erzeugt wird, wird hier unsere Galoisgruppe G als Quotient ebenfalls
von den Eckengruppen erzeugt. Von jeder Ecke mit nicht trivialem Stabilisator
gehen zwei oder drei Enden aus. Der Katobaum entsteht durch Anheften von
Katobdumen nicht hyperbolischer Mumford-Schwarz-Orbifaltigkeiten an einem
Baum, indem zusétzliche Kanten eingefiigt werden. Jene Orbifaltigkeiten sind
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iiber Q definiert. Daher haben wir lokale Monodromien vy, Yo bZW. Y0, 71, Voo
(je nach Anzahl der Enden), welche die Relation

Y0V =1 bzW. Y717V = 1

erfillen.

Umgekehrt gibt es zu jedem System C = (C4, ..., C;) von Konjugationsklassen
von G mit der Eigenschaft, dass Vertreter v, € C; existieren und die Menge
{1,...,r} sich so in Paare und Tripel partitionieren lasst, dass fiir jedes Paar
1,7 bzw. fiir jedes Tripel 7, 7, k die Relation

Yivy =1 bzw. iy =1

gilt, eine rationale Mumfordorbifaltigkeit, die eine Mumfordkurve als Karte
mit genau diesem Verzweigungsverhalten hat. In diesem Fall wollen wir C
mumfordsch nennen.

Dies liefert die bestmégliche direkte Ubertragung des riemannschen Existenz-
satzes fiir Mumfordkurven:

Satz 6.6 (Riemannscher Existenzsatz — mumfordsch). Sei G eine endli-
che Gruppe. Der Mumford-Hurwitzraum $o(G, C) st nicht leer, wenn C mum-
fordsch ist.

6.2.3 Virtuelle Verzweigung

Die Motivation fiir diesen Unterabschnitt ist das Beispiel [AndlIII, 6.4.6] einer
Mumford-Schwarz-Orbifaltigkeit, deren Orbifundamentalgruppe nicht von lo-
kalen Monodromien 7, v; in den Orbipunkten 0, 1 topologisch erzeugt wird. Es
lasst sich auch keine lokale Monodromie v, in oo finden mit vp7y17, = 1. Der
riemannsche Existenzsatz gilt also allgemein nicht. Der Grund ist, dass schon
eine uniformisierende p-adische Dreiecksgruppe dies alles verbietet. Da es sich
um eine Fundamentalgruppe eines Baums von Gruppen handelt, wissen wir was
zu tun ist. ..

Gegeben sei ein Verzweigungsdatum (Z,C) = (G, ...,¢,Ch, ..., C,) fir eine

endliche Mumfordorbikarte ¢: S’ ﬁ> S einer rationalen Mumfordorbifaltigkeit
8. Der Katobaum T zu ¢ sieht mehr Verzweigung. Sei dazu T seine Sta-
bilisierung. Im Abschnitt 5.1 sahen wir, dass T" durch Verkleben elementarer
Katobdume derart entsteht, dass von jeder Ecke hochstens 3 Spitzen & oder
Kanten e mit nicht trivialem Stabilisator ausgehen. Ist p > 5, sind alle Kanten-
gruppen von 7', demnach auch von 7", zyklisch. Wir betrachten nun eine Ecke v
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von T mit nicht trivialem Stabilisator GG,. Je nachdem, ob G, zyklisch ist oder
nicht, gehen von v zwei oder drei Enden € oder Kanten e mit nicht trivialem
Stabilisator aus (ausschliefilich Kanten oder Enden ist durchaus méglich). Da
T Verklebung elementarer Katobdume ist, gibt es wieder (lokal gesehen) lokale
Monodromien 7, und ~e, die G, erzeugen und die Relation

H%'H%:l

ed'v E4v

erfiillen. Dabei soll z 4’ v (oder auch v ' z) bedeuten: x geht von v aus und
hat nicht trivialen Stabilisator.

Falls aber p < 5 ist, kann es in 7" auch nicht zyklische Kantengruppen geben. In
diesem Fall gibt es in 1" Ecken v mit nicht zyklischem Stabilisator G, von denen
aber nur zwei Spitzen oder Kanten mit nicht trivialem Stabilisator ausgehen.
Da Eckengruppen von den Stabilisatoren der ausgehenden Kanten und Spitzen
erzeugt werden, bekommen wir fiir derartige Ecken v unsere Relationen so: sei
E V' v die Kante oder Spitze, fiir welche Gg # 1 zyklisch ist, und e ' v die
Kante mit nicht zyklischem Stabilisator. Es seien nun ~q ein Erzeuger von Gg
und 71, v2 Erzeugende von G, mit

H v = 1.

i€{0,1,2}

Definition 6.7. Die in obiger Weise ausgewdhlten Erzeuger der Kantengruppen
heiflen die virtuellen lokalen Monodromien von T".

Lokal kénnen wir uns in etwa folgendes Bild machen:

lokale lokale
virtuelle Y0 Monodromie virbuelle Monodromie
lokal o lokal Vy—’%o
okale o okale "M
Monodromien Monodromien

mit der Relation [] v =1. Es gilt
i€{0,1,00}

Lemma 6.8. 735(T) wird von den lokalen und den virtuellen lokalen Monodro-
maen erzeugt. Dies gilt auch fir G selbst.
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Definition 6.9. Ein Verzweigungstyp C = (Ci,...,C,) zu G heifit virtuell
mumfordsch, wenn es fir ¢« = 1,...,r Vertreter v; € C; gibt und Elemente
Yrils---,Ys € G\ {1}, sodass sich {1,...,s} in endlich viele Paare und Tripel
derart zerlegen ldsst, dass gilt:

1.G=(71,--,7s)-

2. Fir jedes Paar oder Tripel I der Partition gilt []~v; = 1 und (vi)ier ist in
il
PGLy(C,) einbettbar.

Auf diese Weise gelingt mit den Methoden aus Abschnitt 6.4 die Ubertragung
aus dem Komplexen:

Satz 6.10 (Virtueller riemannscher Existenzsatz). Sei G eine endliche

: : : = /G :
Gruppe. Genau dann gibt es eine Galoisiberlagerung S /—> P! vom Verzwei-
gungstyp C mit einer Mumfordkurve S, wenn C wvirtuell mumfordsch ist.

Folgende Fragen ergeben sich in natiirlicher Weise:

Frage 1. Lassen sich die virtuellen Monodromierelationen auf die Orbifunda-
mentalgruppe liften?

orb

Frage 2. Erzeugen die (virtuell) lokalen Monodromien m™ (8, ) topologisch?

Zu Frage 1. Die Frage bedarf einer Erlauterung. Die Orbipunkte der rationa-
len Mumfordorbifaltigkeit kommen in Einer- bis Dreiergriippchen daher. Der
Einfachheit halber mogen es zwei Dreiergriippchen. Von den beiden Ecken mit
den Stabilisatoren G; und G5 gehen also je drei Spitzen in einem wie Kato-
graphen gebildeten Quotientenskelett A einer beliebigen Galoisorbikarte aus.
AuBlerdem sind sie durch eine Kante mit Stabilisator H verbunden. Wir halten
einen Schnitt in die universelle Uberlagerung von A als Baum von Gruppen fest
und stellen uns vor, dass er durch Verkleben in etwa so entstanden sein mag;:

70

00 4! 4! T0 00
a1>( : o )%7'1 ~ O] ><71"“’7m>< 'al
UOO ’Ym ’Ym TOO UOO

Too

Dabei seien die Baume links stabilisierte Quotientenbdume fiir G; und Go mit
G1=1(00,01,000s Y1y - - s Ym)y G2 = (T0, T1, Toos Vs« - s Yy Und H = {71, ..., Vo)



6 INVERSE GALOISTHEORIE 71

m m
mit Relationen [[ o;- [[v =1bzw. [ 7-][[~v =1, woraus sich
ie{0,1,00}  j=1 i€{0,1,00}  j=1
leicht virtuelle Monodromierelationen gewinnen lassen. Die Frage ist, ob jeder
vorkommende Quotientenbaum einer gegebenen rationalen Mumfordorbifaltig-

keit auf diese Weise entsteht. (]

Zu Frage 2. Hier stellt sich die Frage, ob endlich viele virtuelle lokale Mono-
dromien (d.h. Erzeugende fiir die Kantengruppen) geniigen. Um die Methoden
des folgenden Unterabschnitts anwenden zu konnen werden Formeln fiir die
Anzahlen fiir Spitzen der vorkommenden Quotientenbdume benétigt. []

Am liebsten wiirden wir jetzt unserem Zoo ein weiteres Tierchen hinzufiigen:
die Fundamentalgruppe 7" (8, 5) als Faserfunktorautomorphismengruppe fiir
Orbiiiberlagerungen von & durch Mumfordkurven. Dann wiirden wir diese
Arbeit mit der Beantwortung (ohne wenn und aber) der beiden Fragen fir
it (8 5) kronen. Zwar lisst die zugehorige Kategorie CovE™ Quotien-
ten iiber 8§ zu, doch mit den Faserprodukten hapert es. Ob beim Verkleben
zweier Karten eine Mumfordkurve herauskommt, hingt sehr davon ab, wie die

,Bléatter” miteinander verheftet werden. Im Allgemeinen klappt dies eben nicht.
Uns bleibt die allgemein iibliche Methode: wir setzen
[rm(8) = lim @™ (A(p)),

@

wobei ¢ alle Mumfordgaloisorbikarten von 8§ durchliduft und A(y) der Kato-
baum zu ¢ ist. In diese Gruppe gibt es einen topologischen Morphismus von
7**(8,5) mit dichtem Bild, und sie erlaubt das Erwiinschte (zweimal ,Ja“),
falls die Kartenzahl endlich ist.

6.2.4 Endlichkeit der Kartenzahl

Mit der Kartenzahl einer Mumfordorbifaltigkeit 8 meinen wir die Anzahl aller
Isomorphieklassen stabilisierter Katographen fiir Mumfordgaloisorbikarten von
8 bei fester Galoisgruppe G (deshalb wére wohl , Katozahl“ angebrachter?).

Satz 6.11. Die Kartenzahl fir § ist ber vorgegebener Galoisgruppe G endlich.

Beweis. Die Vorgabe der Gruppe G beschriankt zunéchst die Gréfle der Ecken-
gruppen G, von Katographen, da GG, C G ist.

Sei zuerst & eine rationale Mumfordorbifaltigkeit. Weiter seien alle Ecken-
gruppen nicht trivial in einem Katobaum T, einer zu betrachtenden Karte
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0: S" — 8. Ist in einem Segment von T,, das wir als diskontinuierlich ein-
bettbar und stabil annehmen diirfen, die Kantengruppe nicht trivial, so sind
nach Herrlichs Liste [Her82] nicht beide Eckengruppen zugleich zyklisch. Also
gehen von diesem Segment mindestens drei Spitzen oder Kanten mit nicht tri-
vialem Stabilisator aus. Es folgt, dass die Eckenzahl von Katobdumen fiir § mit
ausschlieflich nicht trivialen Kantengruppen beschréinkt ist, da es laut [Kat00]
nur endlich viele Isomorphieklassen von Katobdumen mit genau drei Spitzen
und beschriankter Stabilisatorordnung gibt.

Sei nun ¢ eine Karte, fiir die 7}, auch triviale Eckengruppen haben darf. Ist
T ein maximaler Teilbaum von 7, mit lauter trivialen Eckengruppen, so hat T’
keine Ecke von Valenz 2 (in T'). Es folgt, dass die Anzahl der Ecken mit Valenz
1 in 7T, wenn ¢ lauft, beschrinkt ist, da fiir jede solche Ecke aus Griinden der
Stabilitdt mindestens zwei Enden in T, ausgehen.

Somit ist die Behauptung fiir alle rationalen Mumfordorbifaltigkeiten gezeigt.
Fiihre nun im allgemeinen Fall die obigen Betrachtungen fiir einen Fundamen-
talbereich (als Baum von Gruppen) des Katographen in seiner universellen
Uberlagerung aus. []

Bemerkung 6.12. Wir sehen [Kat00] (Kartenzahlendlichkeit fir dreipunktige
rationale Mumfordorbifaltigkeiten) als Induktionsanfang fir die Endlichkeit der
Kartenzahl beliebiger Mumfordorbifaltigkeiten.

Der Beweis des Satzes zeigt sogar

Korollar 6.13. Der Mumford-Hurwitzraum $,(G,e) hat bei vorgegebener Si-
gnatur e = (e1, ..., e,), Galoisgruppe G und Quotientengeschlecht g nur endlich
viele Komponenten.

Beweis. Im Fall g = 0 sahen wir, dass es fiir festes r nur endlich viele Katobdume
mit r Spitzen gibt, deshalb geniigen endlich viele Orbifaltigkeiten &, sodass

90(Gre) = | J9a(8)
S

eine disjunkte Vereinigung ist.

Fiir g > 0 sahen wir, dass es nur endlich viele Fundamentalbereiche fiir Kato-
graphen gibt. Also kommen wir auch hier mit nur endlich vielen 8 fiir 9,(G, e)
aus.

In jedem Falle geniigen endlich viele M, (N), die endlich iiber den nach [Her85]
zusammenhingenden Herrlich-Modulrdumen 9t(N) liegen. Folglich hat der
Mumford-Hurwitzraum nur endlich viele Komponenten. ]
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Korollar 6.14. Sei 8§ = (S, ((1,€1), .- -, (Cu, en)) eine Mumfordorbifaltigkeit von
Geschlecht g. Dann wird ITT™™(8) (topologisch) erzeugt von freien Erzeugern
e1,-..,eq und endlich vielen (virtuell) lokalen Monodromietripeln o, Y1, Yoo mMil
der Relation Y9717~ = 1, unter denen genau n Tripel mit nicht nur virtuellen
Monodromien sind.

Beweis. II™™(8) ist ein projektiver Limes der Fundamentalgruppen der Ka-
tographen. Da nach dem Beweis von Satz 6.11 die Eckenzahl durch die An-
zahl der Orbipunkte von & beschrankt ist, setzen wir fiir rein virtuelle Tripel

_ G _
Ye,05 Yeo,1> Vop,00 €iner Karte p: S’ EAENS (S" Mumfordkurve)

. ,:
Yo =8 YT e i=0,1,00,
1 sonst

und wir bekommen topologische Erzeuger v; := (v,). Die anderen Tripel v,
einer Karte bestehen aus Erzeugern der Zerlegungsgruppe von einem bis drei
Orbipunkten und héchstens zwei virtuellen Monodromien, von denen (je nach
Karte) auch eine trivial sein darf. Dies liefert ein einziges Tripel v; := (7y.)
topologischer Erzeuger von II""(8) mit der gewiinschten Relation. ]

Beispiel 25 (Alle rationalen 4-Punkt-Mumfordorbifaltigkeiten). Sei 8§ =

(P, (0, eq), (1, €1), (00, ex), (A, €)) eine rationale Mumfordorbifaltigkeit. Neben

Beispiel 23, das uns Segmente durch Verkleben zweier elementarer Katobdume

liefert, gibt es noch die Méglichkeit, Katographen der Dreiecksgruppen aus [Kat00]
miternander oder mit elementaren Katographen zu verkleben:

N SN

ST TN T TN

So hat beispielsweise die Tateorbifaltigkeit Sy fiir p # 2 nur Segmente als Ka-

tobdume, wahrend es fiir p = 2 mehr Katobdume gibt.

6.3 Zyklische Galoisiiberlagerungen explizit
Beginnen wir etwas allgemeiner.

Lemma 6.15. Bei einer endlichen Galoisiiberlagerung durch eine Mumfordkur-
ve ist die Anzahl der Verzweigungspunkte gerade.
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Beweis. Sei C — 8 die endliche Orbiiiberlagerung, C' die Mumfordkurve. Gehen
wir zur topologisch universellen Uberlagerung von C' iiber:

Q—>C

o

Die Verzweigungspunkte der Uberlagerung entsprechen eineindeutig den I'-
Bahnen der Fixpunkte elliptischer Elemente von GG. Die Fixpunkte einer el-
liptischen Transformation liegen jedoch nicht in derselben I'-Bahn. Denn sei s
elliptisch mit den Fixpunkten z und y und y = vz fiir v € I'. Dann ist auch
s7 ein Lift von s mod I' (G liegt im Normalisator von I'!) mit z = v 1y als ei-
nem Fixpunkt, und nach der UAE der universellen top-Uberlagerung Q — Q/T
folgt s = s7. Dann aber kann z kein reguldrer Punkt sein. Daf} iiberhaupt
nur endlich viele Verzweigungspunkte vorliegen, liegt an der Endlichkeit der
Klassenzahl I'-konjugierter elliptischer Elemente von G. []

Lemma 6.16. Se: G = G x---xG, ewn freies Produkt von Gruppen. Dann liegt
jedes Element s # 1 endlicher Ordnung in genau einem Konjugat eines der G;.

Beweis. s liegt ohnehin nur in Konjugaten eines der Faktoren G; [LS77, IV.1.6],

ohne Einschrinkung sei s sogar in ;. Dann lisst sich die Gleichung s = ¢~ la;g

mit a; € G; und ¢ # 1 leicht ad absurdum fiihren. ]

6.3.1 Freie Produkte zyklischer Gruppen

Sei nun G = (sg) * - - - * (s,,,) das m—fache freie Produkt der zyklischen Gruppe
Z, = Z/nZ mit sich und operiere diskontinuierlich auf dem P! mit Regula-
ritdtsbereich Q. Nach der UAE des freien Produkts gibt es zum durch s; — 1
definierten Isomorphismus (s;) = Z,, der Faktoren von G genau einen Gruppen-
homomorphismus ®: G — Z,,, sodass fiir jedes ¢ das Diagramm kommutiert.

(si)
N
G Zn

Es sei [' der Kern dieser Abbildung.

Bemerkung 6.17. Da die Kommutatorfaktorgruppe G/|G, G] endlich ist, gilt
Q/G = P'. [GvP80, VIII,4.3]

Satz 6.18. I' ist fret vom Rang m(n — 1).
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Beweis. Die Elemente von I' sind Worte in den s; der Gestalt s* - - - s}, deren

Exponentensumme durch n teilbar ist. Ein Verfahren von K. Reidemeister
[Reid27] liefert m(n — 1) Erzeugende fur I':

Je o—d=b1 o _ -
5p8iSy” ,J=1,...,n—=1,¢=1,...,m,

dessen Unverkiirzbarkeit wir mit der Riemann-Hurwitz-Formel fiir das Ge-
schlecht g von C'= Q/T" in der zugehorigen Uberlagerung

C — 8= (P (¢,n),..., (Cm,n))

vom Grad n nachweisen konnen. In der Tat ist
20 —2=-n+2-n(m+1)

oder dquivalent
g=m(n—1).

Die Uberlagerung ist ndmlich genau in den I' Bahnen der Fixpunkte der s;,
die alle elliptisch sind, total verzweigt. Jene Fixpunkte sind reguldr, da s;
nach Lemma 6.16 genau eine Ecke, also insbesondere nur endlich viele Ecken,
des Baums zu G fest ldsst [Her80, Satz 6]. Weiter ist I' torsionsfrei, denn
nicht triviale Elemente endlicher Ordnung sind zu einem nicht trivialen Element
eines der Faktoren (s;) konjugiert, haben also Exponentensumme inkongruent 0
mod n und kénnen daher nicht in I liegen. Es ist G Fundamentalgruppe eines

. . .. G
Baums von Gruppen 7' mit universeller Uberlagerung T /—> T. Da nun der
Quotient T'/T ein Graph mit trivialen Eckengruppen ist, folgt: T ist frei. []

Das in Satz 6.18 gefundene Erzeugendensystem zerlegt I' in m Untergruppen
vom Rang n — 1, die sg-invariant sind. Sei dazu I'; = (yi1,...,%ip-1) mit

—i—1 .
Yij = sf)sisoj . Dann ist

Yiji-1, fallsj:2,...,n—1
50 — 8_1 N n—1 -1
i 0 N0 (H %-,,> fir j = 1.
v=1

Die entsprechenden diskontinuierlichen Gruppen G; = (s¢) * (s;) mit zugehori-
gem gewoOhnlichem Bereich (2; ergeben Orbikarten

CZ’ - Qz/FZ — Sz = (Hﬂ? (07 n): (17 n)7 (007 n)7 ()\17 n))
mit Deckgruppe Z,. Die Mumfordkurve C; ist vom Geschlecht g; = n — 1.
Weiter ist 2 = () €;, denn ein gewo6hnlicher Punkt fiir G ist auch fir alle G;

i=1
gewohnlich und umgekehrt.
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Bemerkung 6.19. Es ist & die zusammenhdngende Summe der §;:
S=1",8;.

Beweis. Der Quotientenbaum fiir G ist ein m-eckiger Baum mit Eckengrup-
pen Z, und trivialen Kantengruppen. Im Katobaum zu G sind folglich alle
Katobaume zu G;

n n
Zn 7,
n n
durch jeweils eine Kante verbunden. ]

Lemma 6.20. Se: C ﬂ S eine Orbikarte einer beliebigen Mumfordorbifaltig-
keit 8. Dann sind alle Eckengruppen im zugehorigen Katograph zyklisch und
die Kantengruppen trivial.

Beweis. Die Stabilisatoren von Ecken im Katograph sind Untergruppen der
Deckgruppe Z,. ]

6.3.2 Uberlagerungen von Primzahlgrad

Die Verzweigungspunkte seien 0, 1, oo und A mit |A| = 1. Wir wollen die Lage
von A moglichst genau bestimmen, bei der die Orbifaltigkeit &) eine Mumford-
kurve mit zyklischer Deckgruppe als Orbikarte zulédsst. Es gelte daher ey = e
und e; = e). Der Einfachheit halber sei der Grad n = ¢ eine von p und von 2
verschiedene Primzahl. Wir gehen zunéchst von einer diskontinuierlichen Grup-
pe G = (s) * (t), einem freien Produkt von zwei Kopien der Gruppe der g—ten
Einheitswurzeln, aus. Ganz konkret seien fiir eine primitive g—te Einheitswurzel
¢ die beiden Erzeuger von G als gebrochen—lineare Transformationen gegeben.
s sei durch die Matrix
= (01)
01

beschrieben, wiahrend ¢ die Konjugation mit der Transformation

~(31)
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sel:

A—1\ (-1 X—(

s hat die Fixpunkte 0 und oo, t die Fixpunkte 1 und A. Hieraus kénnen wir

o :_i_<AC—1Au—§x>

alle iiber 0,1, \, oo verzweigten Galoisiiberlagerungen durch Mumfordkurven
bekommen, indem wir alle freien Normalteiler vom Index g der Gruppe G =
(s) * (t) = Z, * Z, explizit beschreiben.
Fir f =1,...,q — 1 liefern die Abbildungen

or: G — Zy, st

alle normalen Schottkyuntergruppen von G vom Index ¢, ndmlich I'y = ker ¢y.
Und dies sind alle, da jeder Gruppenhomomorphismus ¢: G — Z, iiber das
direkte abelsche Produkt G = (s) x (t) faktorisiert:

G——5
\ 4
Gab
und ¢ durch Nachschalten eines Automorphismus von Z,, auf die Gestalt

Priss (bt ¢

gebracht werden kann (hier sind mit s und ¢ deren Bilder in G* gemeint).
Die mit dem Reidemeisterverfahren gewonnenen Erzeuger fiir die Schottkygrup-

pe I'y lauten
_ipefi L (AC=1)¢ A1 -¢)
%’f—StS F=i— <<——i—f(<—_1) /\_C )

A—1
mit 2 = 1,...,q — 1. Eine Transformation ist genau dann hyperbolisch, wenn
der Betrag ihrer normierten Spur gréfler als Eins ist. Wegen

A+ DA (C+¢™)

Spir =

P7if N—1
und det v,y = ¢!~/ bedeutet dies (der Fall A = ( = —1 kann nicht eintreten):
Spis)” _ - _ _
oL > 1 Pt < A= () = 1+ = (T < 1

Die Gleichheit gilt, da die Differenz der beiden entsprechenden Ausdriicke einen
Betrag kleiner oder gleich |\ — 1| hat. Im Falle

A =1 =1+ =+
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konnen wir also sofort sagen, dafl I'y nicht diskontinuierlich ist und daher kei-
ne Mumfordkurve vorliegt. Im anderen Fall miissen wir nur nachpriifen, ob
(oder wann) ein Fundamentalbereich fiir die Operation von I'y existiert. Der
isometrische Kreis fiir 7; ist jedoch

(-2,
I%f:{z—méurf <|A=1
und der fiir %_—fl
_ H =g
171}1_{2—% C—lC <|A=1]|¢,

wie sofort aus den entsprechenden Matrizen abgelesen werden kann, und es gilt
fiir deren affinoide Abschliisse

+ + + + _ + + + +
I, N I%,f1 =0, ; NI} =0, I%.,f1 N I%,fl =0 und I N I%-’fl = 0.

Das Komplement dieser offenen Kreise im P' ist also ein Fundamentalbereich
fir I'y.

G. van Steen [vSt82, 3.2] konnte mit Hilfe von Thetafunktionen nun Gleichungen
fiir die zugehorigen Kurven bekommen, daher haben wir das Resultat

Satz 6.21. Genau dann beschreibt die Gleichung
y! = z(z — 1)%z — \)°

mit 1 < a,b < q, |A\| = 1 und ungerader Primzahl q eine Uberlagerung des P!
durch eine Mumfordkurve, wenn b = q — a und

A=1 <1+ = ¢+
mit af =1 mod q ist.

Beweis. G. van Steen sieht, dass zu ¢y mit af =1 mod ¢ die Gleichung mit
b = g — a gehért. In Lemma 6.20 sahen wir, dass zyklische Uberlagerungen
durch Mumfordkurven allgemein durch freie Produkte von zyklischen Gruppen
uniformisiert werden. ]

Anmerkung. Wie wir bereits wissen, hat die Schranke fir |\ — 1|
e:=e(q, f) =11+ = (¢+¢7Y)
den Wert 1 [Her82, Lemma 3].



6 INVERSE GALOISTHEORIE 79

6.3.3 Uberlagerungen von nicht primem Grad

Die iiber vier Punkten verzweigte Uberlagerung sei hier durch das Paar (G, T)
realisiert mit G = (s) * (t) und einer freien Gruppe I'. Die Ordnung der Erzeu-
genden s und ¢ seien d und e. Eine Surjektion G — Z,, liefert die gewiinschte
Orbikarte.

Der Fall d | e.

Dann ist n = e, da sonst die obere Kurve nicht zusammenhéingend ist. Ist ¢
primitive n—te Einheitswurzel und f = %, so liefert die durch

sl te ¢

definierte Abbildung G — Z,, eine Basis fiir [': sei

J —Jj-1
v= ) s@) ",
dann ist
{vij=tyt " i=1,....f, j=1,...,d—1}
eine Basis fiir I'. Eine Rechnung wie im vorigen Abschnitt liefert eine Schranke
e < 1 fir |A —1].
Der Fall ggT(d,e) = 1.

Hier ist notwendig n = ed. Liften wir einen Automorphismus der oberen Kurve
mit Ordnung n zu o € G, so kénnen wir annehmen, dass o bei der Abbildung
G — Z, auf ¢ abgebildet wird. Mit ¢ wie in Abschnitt 6.3.2 sei 7 = ¢ loyp. Ist

%= () 7 ()77
SO 1st , .
(3 —1 . .
{72]:(0'(1) fY](O'd) |Zzl,...,d_l,le,---,e_l}

eine Basis fiir I'. Wie vorher lisst sich auch hier eine Schranke < 1 fiir [\ — 1]
finden.

Der Fall d f e und e [ d.

Es ist n = kgV(d, e), und es sei | = ggT(d,e). Sei X eine Mumfordkurve. Es
faktorisiert die Uberlagerung:

Xty —pl
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mit X — Y vom Grad [, und Y — P! verzweigt iiber denselben Punkten wie
die urspriingliche Uberlagerung X — P!. Auch Y ist eine Mumfordkurve, und
nach dem vorhergehenden Fall ist |A — 1] < e < 1.

Gilt umgekehrt die Abschitzung fiir hinreichend kleine ¢, so gibt es einen pas-
senden Katobaum, und X ist Mumfordkurve.

In jedem der Fille geniigt X einer Gleichung
Y = (o - 1)(0 — A"

(s. 6.2)

6.4 Realisierung von Galoisgruppen

Wir realisieren viele endliche Gruppen als Decktransformationsgruppen von Or-
bikarten rationaler Mumfordorbifaltigkeiten

c 5P

wobei K eine hinreichend grofle endliche Erweiterung von @Q, ist. Die Grup-
pe G nennen wir dann Mumford-realisierbar oder einfach realisierbar. Ist das
Kartengeschlecht gréfler oder gleich 2, so nennen wir G mit hoherem Geschlecht
realisierbar.

In Abschnitt 6.3 haben wir sicher die zyklischen Gruppen Z,, mit n = p oder
mit ggT(n,p) = 1 realisiert. Dazu brauchten wir lediglich Katographen der
Form

Zulassige Verzweigungsindizes an den Enden geben dann eine Mumfordkurve
C, die in das kommutative Dreieck

Q—C

/ﬁ I8

IP)l
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passt. Dabei ist © die universelle topologische Uberlagerung von C' und N
die Fundamentalgruppe des Katographen. Selbstverstéandlich gibt es die Reali-
sierung P! — P! aller zyklischer Gruppen, die genau iiber 0 und oo verzweigt
(genau solche verklebt Harbater fiir die Losung des Realisierungsproblems). Um
aber von den anderen zyklischen Gruppen sicher sagen zu konnen, ob auch sie
mit hoherem Geschlecht realisierbar sind, konnen wir so vorgehen:

Fiir zyklische p-Potenzgruppen Z,- finden wir nach Herrlichs Liste kein passen-
des Segment! Eine solche Uberlagerung kann scheinbar héchstens mit Index p
verzweigen, was jedoch nur fiir » = 1 geht. Dieselbe Fundamentalgruppe wie

Ly Ly
hat aber die diskontinuierlich einbettbare Strecke
Zyr Z,1 2, Zp——Zp Zy  Z, Zy

Nun konnen wir weiter wie in Abschnitt 6.3.2 verfahren.

Sei nun G eine endliche Gruppe. Wir iibersetzen den Beweis von [Har87, 2.3]
in die Sprache der Graphen von Gruppen. Dazu nehmen wir an, G werde von
zwei bereits realisierten Untergruppen H; und Hj erzeugt. Es seien also zwei
rationale Mumfordorbifaltigkeiten

81 = (IPﬂ? (Clla 611)7 ) (Clq; elq)), 82 — (Pla (<2,q+17 62,q+1)7 SRS (CQT) 627“))

H H.
und Orbikarten ¢q: C} Q S1, po: Cy Q> S92, mit Mumfordkurven Cj, Cy
gegeben. Sei T; der Katobaum zu ¢;. Die Uberlagerung ¢; induziert einen
Morphismus von Graphen von Gruppen, der das Diagramm kartesisch macht

c, s,

L

Ui T

Sei T" = T; v eine zusammenhiéingende Summe des Katobaums mit einer Ecke
v. Dies soll bedeuten, dass an irgend einer Ecke von 7; eine Kante (ohne
Gruppen) e mit Endpunkt v an ihrem Anfangspunkt angehingt werde (auch
wenn die Notation nicht wohldefiniert aussieht!). T'; definieren wir iiber das
kartesische Diagramm

/Hil J/Hi
T+ —T;

1 Kontr.
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Schlieflich seien

Nun ist A7\ A; = G x e fiir i = 1,2 und wir kdnnen A7 — T;" lings der
Morphismen (A} \ A; — T\ T}) & (G x e ~= ¢) verkleben und erhalten

G AL T =T T =TTy

Offenbar ist A zusammenhéngend und 7" ein Katobaum zu einer r-fach punk-

tierten Orbifaltigkeit § = (IP’l, (Cij» €ij) =12 ) Lift von ¢ gibt eine Orbikarte
j= T

L,

mit einer Mumfordkurve C' und Decktransformationsgruppe G.

Bemerkung 6.22. Es ist offenbar § = 811 89 ebenfalls eine zusammenhdngen-
de Summe (im dblichen Sinn).

Eine beliebige zyklische Gruppe schreiben wir als Z,,, x Z,» mit ggT(p, m) =1
und verkleben wie eben (und Harbater urspriinglich) die Uberlagerungen

P! 5P, 2 2™ bzw. z+— 2

zZu

p m
\Zp’“ Ly . Zp Zm/
S Ty Zye Z, 1\

P m

Riemann-Hurwitz ergibt Kartengeschlecht > 2 und wir halten fest:

Satz 6.23. Jede endliche Gruppe ist mit hoherem Geschlecht Mumford-reali-
sierbar.

Beispiel 26. Die Diedergruppen haben wir ibrigens in Beispiel 22 mit Tate-
kurven realisiert. Die D,, mit m prim zu oder gleich p sind maithilfe von
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mit héherem Geschlecht realisierbar. Dies gibt fiir die D, mit v > 1 keine
diskontinuierlich einbettbare Graphen von Gruppen. Machen wir das Segment
wie ber Zy instabil,

Dy Zp Zp

Zyr Z p Z, 1

so 1st die Welt wieder in Ordnung.
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