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Abstract

Reliability Confidence Intervals for Ceramic Components
as Obtained from the Bootstrap Method

Fracture of ceramic components is governed by the multiaxial Weibull theory.
Due to the inherent scatter in fracture behaviour of ceramics, strength and li-
fespan predictions are prone to statistical uncertainty. In this report, a strategy
for the assessment of uncertainty in the estimation of the failure probability
of ceramic components due to the scatter of material data is presented. Confi-
dence intervals for the failure probability are obtained by means of stochastic
re-sampling methods. A considerable computational effort can be saved by using
neural networks to calculate the failure probability. The strategy presented in
this report may be applied for different purposes: estimation of the reliability of
a ceramic component, identification of parameters for an experimental investiga-
tion, interpretation of experimental results, and developement of a strategy to
obtain samples or experimental data.

Kurzfassung

Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit kera-
mischer Bauteile auf Grundlage der Bootstrapmethode

Das Versagensverhalten keramischer Bauteile wird durch die mehrachsige Wei-
bulltheorie beschrieben. Wegen der Streuung koénnen Festigkeits- und Lebens-
dauervorhersagen nur mit einer statistischen Unsicherheit getroffen werden. In
diesem Bericht wird ein Verfahren vorgestellt, welches die Auswirkung des Stich-
probenumfangs und der Messgrofie zur Bestimmung der Materialparameter auf
die statistische Unsicherheit der Ausfallwahrscheinlichkeit quantitativ abschétzen
kann. Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit werden durch Simu-
lationsmethoden bestimmt. Die zur Bestimmung der Ausfallwahrscheinlichkeit
benotigte Rechenzeit kann durch den Einsatz Neuronaler Netze reduziert werden.
Das vorgestellte Verfahren kann zu unterschiedlichen Zwecken eingesetzt werden:
Bewertung der Zuverléssigkeit von Bauteilen, geeignete Bestimmung von Para-
metern fiir experimentelle Untersuchungen, Beurteilung der Aussagekraft von
Messungen und Entwicklung von Strategien zur Erhebung von Stichproben oder
Durchfiithrung von Messungen.
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Einleitung

Herstellungsbedingte Fehler und Sprodigkeit sind die Ursachen fiir die statistische
Streuung der Festigkeit und der Lebensdauer von Komponenten aus keramischen
Werkstoffen. Diese Streuung erzwingt die Anwendung statistischer Methoden zur
Auslegung von Bauteilen. Statt einer Bauteilfestigkeit oder einer Lebensdauer
ist nur die Angabe einer Versagenswahrscheinlichkeit zu einem gegebenen Zeit-
punkt moglich. Eine erste phdnomenologische Beschreibung des Versagensverhal-
tens von Ketten durch Weibull [1] auf der Grundlage des Modells des schwichsten
Kettengliedes (,,weakest link theory*) lie§ sich auf die Keramik iibertragen. Eine
Beschreibung des sproden Versagens mit Hilfe der linear-elastischen Bruchme-
chanik erfolgte durch Batdorf und Crose [2], was die Behandlung mehrachsi-
ger Spannungszustinde erlaubte. Die Berechnung der Versagenswahrscheinlich-
keit von Bauteilen unregelmifliger Geometrie ist bei analytischer Kenntnis des
Spannung oder einer geschlossen darstellbaren N&herungslosung moglich [3, 4].
Praktikabel wurde sie durch die Entwicklung von Programmsystemen, welche
die zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit erforderliche numerische Inte-
gration iiber den Spannungsverlauf durchfiihren, und deren Anbindung an Fi-
nite Elemente Programme. Zunichst war das an der Universitdt Karlsruhe und
am Forschungszentrum Karlsruhe entwickelte Programm STAU auf die Berech-
nung der spontanen Ausfallwahrscheinlichkeit komplexer Bauteile unter mehr-
achsigen Spannungszustdnden beschrinkt. Die aktuelle Version des Programm-
paketes STAU ist in der Lage, das unterkritische Risswachstum, Belastungstests,
transiente Last und temperaturabhingige Materialparameter zu beriicksichtigen
[5]. Allerdings ist es nicht moglich, die statistische Unsicherheit des Ergebnisses
aufgrund der Streuung der Materialdaten anzugeben. Die vorliegende Arbeit will
daher Verfahren vorstellen, welches fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Bau-
teils aus Keramik nicht nur eine Zahl, sondern einen Vertrauensbereich liefert.
Da die gesetzlichen Bestimmungen in Bezug auf die Qualitétssicherung immer
strenger werden, ist es sinnvoll, auch Kenntnisse iiber die statistische Verteilung
der Ausfallwahrscheinlichkeit des zu bewertenden Bauteils zu besitzen. Hierzu
wird ein nichtparametrisches Simulationsverfahren, die sogenannte ,,Bootstrap-
methode”, eingesetzt. Dieses Verfahren nutzt nur die Ergebnisse der Experimen-
te, die zur Materialcharakterisierung durchgefiihrt werden und erfordert insbe-
sondere keine Annahme iiber die unbekannte Verteilung der Ausfallwahrschein-



lichkeit. Wie bei allen statistischen Simulationen ist auch hier die Rechenzeit
eine kritische Grofle, vor allem bei komplexen Anwendungen mit zeitabhéngiger
thermisch-mechanischer Belastung. Daher liegt es nahe, den Zusammenhang zwi-
schen Materialparametern und Ausfallwahrscheinlichkeit durch Neuronale Netze
abzubilden, die in diesem Zusammenhang als extrem flexibles Werkzeug zur In-
terpolation eingesetzt werden.

Die Arbeit beginnt mit einer Darstellung des in [3], [4] und [5] beschriebenen
Verfahrens zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit keramischer Bauteile.
In Kapitel 2 wird die nichtparametrische Bootstrapmethode vorgestellt und ge-
zeigt, wie durch deren Verwendung Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrschein-
lichkeit gewonnen werden koénnen.

In Kapitel 3 werden Neuronale Netze vorgestellt. Dabei wird insbesondere auf
das Training und die Qualitit der Approximation durch die Neuronalen Netze
eingegangen.

In Kapitel 4 wird die Zusammenarbeit der Bootstrapmethode, des Programmpa-
ketes STAU und der Neuronalen Netze und die programmtechnische Realisierung
dieses Zusammenwirkens erldutert.

In Kapitel 5 werden Konfidenzintervalle der Ausfallwahrscheinlichkeit angegeben,
die aus verschiedenen Datenbasen hervorgehen. Anhand der ermittelten Vorher-
sageunsicherheit wird eine Strategie zur effizienten und zielgerichteten Erhebung
von experimentellen Daten aufgezeigt. Auflerdem wird ausfiihrlich auf weitere
Zielrichtungen wie die Bauteilbewertung und vergleichende Bewertung von Stich-
proben eingegangen, zu denen die Bootstrapmethode bei der Bewertung von kera-
mischen Bauteilen eingesetzt werden kann. Weiterhin wird das numerische Ver-
halten an verschiedenen Beispielen dargestellt, so dass der Arbeitsaufwand bei
einer Anwendung abgeschétzt werden kann. Hierbei wird auch deutlich, welches
Potential zur Einsparung von Rechenzeit Neuronale Netze bieten.



Kapitel 1

Versagensverhalten von Keramik

Die Streuung der mechanischen Eigenschaften keramischer Werkstoffe ist charak-
teristisch fiir diese Klasse von Werkstoffen. Eine deterministische Versagenspro-
gnose wird diesem Sachverhalt nicht gerecht. Statt dessen kann nur eine Versa-
genswahrscheinlichkeit fiir ein Bauteil oder eine Probe angegeben werden, wofiir
die Anwendung statistischer Methoden und Verfahren bei der Bauteilauslegung
erforderlich ist.

1.1 Spontanes Versagen

Keramische Bauteile enthalten herstellungsbedingt , Fehler”, wie beispielsweise
Poren, Einschliisse oder Ausscheidungen einer Phase an Korngrenzen. Fiir die
Beschreibung des durch diese Fehler verursachten spontanen Versagens von Ke-
ramik hat sich das folgende Modell etabliert [3]:

1. Die Fehler konnen als bruchmechanische Risse angesehen werden.

2. Die Grofle und damit die Festigkeit eines Fehlers ist eine Zufallsgrofie im
Sinne der Statistik.

3. Die Lage der Fehler im Bauteil ist ebenfalls eine Zufallsgréfie und unterliegt
einer Gleichverteilung.

4. Die Orientierung der Fehler im Raum oder an der Oberfliche unterliegt
ebenfalls einer Gleichverteilung.

5. Die Festigkeiten der einzelnen Fehler sind voneinander statistisch unabhéngig.

6. Das Versagen eines Fehlers ist gleichbedeutend mit dem Versagen des ge-
samten Bauteils.



Durch die Verwendung der linear-elastischen Bruchmechanik (Punkt 1) wird der
Zusammenhang zwischen der Fehlergrofie oder Risslédnge a, der anliegenden Be-
lastung o, dem Spannungsintensitidtsfaktor K; und der geometrischen Form, die
sich im Faktor Y wiederspiegelt, festgelegt:

Der in Gleichung (1.1) angegebene Spannungsintensitétsfaktor K stellt die Be-
lastungsgrofie dar. Versagen erfolgt, wenn die Belastungsgréfie einen kritischen
Wert K. iiberschreitet. Bei mehrmodaler Belastung wird die Belastungsgrofie
Keq liber eine einachsige Vergleichsspannung o, die eine zum Modus I gleich-
wertige Belastung eines mehrachsig belasteten Bauteils ist [6], wie folgt definiert:

Kleq - UeqY \/a

Ein Uberblick iiber verschiedene Vergleichsspannungskriterien ist in 6, 7, 8] ge-
geben. Die Vergleichsspannung wird aus der Normalspannung o, und der Schub-
spannung 7 am Ort des Risses bestimmt, die aus den Hauptspannungen o; und
099 wie in Abb. 1.1 dargestellt hervorgehen:

011

On

o
\ 22

Abb. 1.1: Normal- und Schubspannung am ebenen Riss

Ausdriicke fiir die Normal- und die Schubspannung werden im Anhang hergeleitet
(s. GL (7.1) und (7.2)). Untersuchungen haben ergeben, dass keramische Werk-
stoffe unter mehrmodaler Beanspruchung hiufig modus-/-gesteuert, also schub-
spannungsunempfindlich, versagen [6]. Daher wird in dieser Arbeit das Normal-
spannungskriterium verwendet. Fiir die Vergleichsspannung gilt dann:

Ocq = On
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Als Konsequenz aus Punkt 6 ist der Fehler mit der ungiinstigsten Kombination
aus Orientierung, Festigkeit und anliegender Vergleichsspannung versagensrele-
vant. Allgemein versagt ein einzelner Fehler spontan unter mehrachsiger Last,
wenn der Spannungsintensitidtsfaktor K., einen kritischen Wert K. iiberschrei-
tet, d. h.

Kleq 5 K. = UeqY\/a_c (12)

Gleichung (1.2) kann leicht auf zeitabhéingige Probleme verallgemeinert werden.
Versagen tritt dann ein, wenn die Spannungsintensitétsfaktor Kjeq(t) zu einem
Zeitpunkt £ (0 < £ < t) einen kritischen Wert K.(t) iiberschreitet.

Kreq(t) = Kre = 0eq(t) Y Vao(t) (1.3)

Zu einer gegebenen Last oey(t) gehort eine kritische Rissldnge ac(¢) und umge-
kehrt. Fiir den Sonderfall einer konstanten Last ergibt sich unmittelbar aus (1.3),
dass das Versagen entweder gar nicht oder sofort bei Aufbringung der Last ein-
tritt.

Da Lage, Orientierung und Festigkeit der Fehler einer statistischen Streuung un-
terliegen (s. S. 9), ist eine deterministische Versagensprognose unméglich. Da der
Fehler mit dem ungiinstigsten Spannungsintensititsfaktor zum Versagen fiihrt,
liegt es nahe, mit Hilfe der Extremwertstatistik einen Ausdruck fiir die Versa-
genswahrscheinlichkeit herzuleiten. Dazu wird das auf S. 9 vorgestellte Modell
um folgende Annahmen {iber die unbekannte Verteilung der Fehlerfestigkeit er-
weitert [3, 5]:

7. Die Anzahl der Fehler im Bauteil ist poissonverteilt.
8. Die Fehlerfestigkeit hat eine untere Grenze o,, = 0.

9. Die Verteilung der Fehlerfestigkeit ist um o,, = 0 in eine Taylorreihe ent-
wickelbar und die ersten M Ableitungen im Punkt 0., = 0 sind Null.

Aus der statistischen Theorie der Extremwerte folgt, dass die Verteilung der Feh-
lerfestigkeit im Anziehungsbereich einer von drei mdoglichen Grenzverteilungen
liegt [9]. Es ldsst sich zeigen, dass die Annahmen 8 und 9 eine notwendige Bedin-
gung und ein hinreichendes Kriterium fiir die Lage im Anziehungsbereich einer
Weibullverteilung darstellen [9]. Die Verteilung der Bauteilfestigkeit und damit
die Ausfallwahrscheinlichkeit als Grenzverteilung der Fehlerfestigkeit ist somit
fiir den Spezialfall einer homogenen statischen Last durch

o

F(o) =1 - exp |- (g)m} (1.4)

gegeben [5]. Die Herleitung ist in [5] sehr ausfiihrlich dargestellt, so dass auf
eine Wiederholung hier verzichtet werden kann. In anderen Herleitungen [3, 4]
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wird die im Vergleich zu Punkt 9 einschréinkende Annahme getroffen, die Ver-
teilung der Risslinge unterliege einer Paretoverteilung. Die Parameter m und
b werden als Weibullexponent bzw. Weibullmodul bezeichnet. Diese Parameter
beschreiben die statistische Unsicherheit der Ausfallwahrscheinlichkeit. Vor der
Verallgemeinerung von (1.4) auf inhomogene und zeitabhingige Lastfille, sollen
noch der Mechanismus des unterkritischen Risswachstums und die Bestimmung
der Materialparameter diskutiert werden.

1.2 Versagensverhaten mit Beriicksichtigung
des unterkritischen Risswachstums

Die natiirlichen, durch den Herstellungsprozess entstandenen Fehler kénnen im

Betrieb, auch unter konstanter Last, ,wachsen®, d. h. langer werden bzw. an Fe-

stigkeit verlieren. Dieser Mechanismus wird als unterkritisches Risswachstum be-

zeichnet und kann die Lebensdauer eines keramischen Bauteils erheblich mindern.
da

Experimentell hat sich gezeigt, dass die Risswachstumsgeschwindigkeit &} nur

vom Spannungsintensititsfaktor der Modus-I-Belastung K; = o +/aY abhéngt:

da

5 = D)

Graphisch sehen die sogenannten fi—‘tl—K -Kurven wie folgt aus:

In ()

In (;é’c>

Abb. 1.2: i—‘t‘—K—Kurve in doppelt-logarithmischer Darstellung

Im Bereich I in Abb. 1.2 findet kein unterkritisches Risswachstum statt, da der
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Spannungsintensititsfaktor K; unterhalb eines Schwellwertes Ky liegt. Die Exi-
stenz eines solchen Schwellwertes wurde bisher nur fiir Glas nachgewiesen, welches
dasselbe Versagensverhalten zeigt. Bei Keramiken ist Bereich I im Allgemeinen
nicht nachweisbar.

Im Bereich Tl in Abb. 1.2 breitet sich der Riss instabil aus bzw. ein Versagen
steht unmittelbar bevor. Fiir die Beschreibung des Versagensverhaltens ist da-
her in erster Linie der Bereich II in Abb. 1.2 von Bedeutung. Aus dem linearen
Verlauf im Bereich I folgt, dass dort das Risswachstum durch ein Potenzgesetz

beschrieben werden kann:
da K[ "
— = A*. 1.5
dt <KIC> ( )

Durch Integration von (1.5) ldsst sich eine Bedingung fiir das Versagen nach
unterkritischem Risswachstum ableiten [5]. Fiir n # 2 gilt:

2—n

a0 2 a0 = | (0) L OB [on@a)

Das Integral in (1.6) beschreibt die Rissverlingerung infolge der Belastung. Man
kann die Bedingung fiir das Versagen eines Risses auch mit Hilfe der Vergleichs-
spannung oe, ausdriicken. Eine Umrechnung mit Gl. (1.3) ergibt:

n—2

Gull) = 0elt) = | on2(1) + % [ om©a (1.7)

Der Vorfaktor des Integrals in (1.7) wird mit & bezeichnet:

2 K%,

B=—Ff————
A Y2 (n—2)

B enthélt mit der Risszdhigkeit K., dem Geometriefaktor Y und dem Para-
meter A* alle Informationen iiber den Riss und das Material. Die Parameter
B und n werden als ,Parameter des unterkritischen Risswachstums®“ oder als
Risswachstumsparameter bezeichnet.

1.3 Bestimmung der Materialparameter

Die Festigkeit eines keramischen Werkstoffes wird durch die Weibullparameter der
Inertfestigkeit beschrieben. Das Versagensverhalten eines keramischen Werkstof-
fes ldsst sich sowohl durch die Weibullparameter der Lebensdauer als auch durch
die in Abschnitt 1.2 definierten Risswachstumsparameter charakterisieren. Die in
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dieser Arbeit zur Verfiigung stehenden Messwerte wurden im Rahmen des Son-
derforschungsbereiches 483 ,Hochbeanspruchte Gleit- und Friktionssysteme aus
Basis ingenieurkeramischer Werkstoffe“! der Universitit Karlsruhe (TH) und des
Forschungszentrums Karlsruhe zur Charakterisierung der Al,O3-Keramik F99,7
des Herstellers Friatec erhoben. Die Bestimmung der Materialparameter erfolgte
durch dynamische und statische Vierpunktbiegeversuche. Die Versuche wurden
am Institut fiir Werkstoffkunde I? der Universitit Karlsruhe und am Zentralla-
boratorium des Institutes fiir Keramik im Maschinenbau®, ebenfalls Universitit
Karlsruhe, durchgefiihrt.

Die Bestimmung der Weibullparameter m und b erfolgt durch dynamische Biege-
versuche bei hohen Belastungsgeschwindigkeiten im Bereich des Plateaus (s. Abb.
1.3). Die Bestimmung der Risswachstumsparameter aus statischen Biegeversu-
chen mit dem Lastniveau o erfolgt mit der Maximum-Likelihood-Methode fiir die
Weibullverteilung [10], da die Lebensdauer wie die Festigkeit einer Weibullvertei-
lung unterliegt [3, 8]. Die Weibullparameter der Lebensdauerverteilung werden
mit m* und £y bezeichnet:

F(f) = 1 — exp [— (%)m]

m* und ty werden aus einer Messung, bestehend aus dreiflig Proben, bestimmt.
Die Umrechnung in die gebrauchlichen Risswachstumsparameter n und B erfolgt
durch [3]:

m B2
m = und to =
n—2 om

(1.8)

Bei Versuchen zur Bestimmung der Lebensdauer kommt es vor, dass einerseits
Proben unmittelbar nach Aufbringung der Last versagen und andererseits Pro-
ben ohne Versagen die gesamte Versuchsdauer iiberstehen. Die Beriicksichtigung
dieser sogenannten ,,Sofortbriiche und ,,Durchliufer” bereitet keinerlei Schwie-
rigkeiten. Die Anzahl der Durchldufer wird mit &, und die Gesamtversuchsdauer
mit x., bezeichnet. Die Anzahl der Sofortbriiche bezeichnet man mit k,, und ei-
ne im Vergleich zur Versuchsdauer sehr kurze Zeitspanne, in der die Effekte der
Lastautbringung abklingen, mit x,,. Eine innerhalb dieser Zeitspanne versagen-
de Probe gilt als Belastungs- oder Sofortbruch. In diesem etwas komplizierteren
Falle gilt fiir die Weibullparameter m* und ¢, [3, 10]:

y .
]_ * * 1 * "

tg = | — m kopx™ —kpna™ 1.9

0 N+ kun (Zz:; Z; + obZob + 9 unLyn )] ( )

lim folgenden kurz als ,,SFB 483“ bezeichnet
2im folgenden kurz als ,JWK I“ bezeichnet
3im folgenden kurz als ,,JKM-ZL“ bezeichnet
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und

N

N
0 :Zlnxi 4k Inzy, +

*
i=1

N
* * 1 *
Yo Inay + kepall Inaon + skl N2y,

= (1.10)

* * 1 *
T + kopxlp + 5kunxumn
i=1

Die Ausdriicke sind im Anhang (Abschnitt 7.2 auf Seite 60ff) hergeleitet. Bei
Versuchen zur Bestimmung der Inertfestigkeit treten keine Sofortbriiche und
Durchldufer auf, und in den Gleichungen (1.9) und (1.10) ist ¢, durch b und
m* durch m zu ersetzen. Auflerdem bezeichnen die z; in diesem Falle keine Zeit-
punkte, zu denen ein Versagen stattgefunden hat, sondern Versagensspannungen.
Zur Bestimmung der Risswachstumsparameter im dynamischen Vierpunktbiege-
versuchen wurden drei verschiedene niedrige Belastungsgeschwindigkeiten gewéhlt.
Pro Belastungsgeschwindigkeit liegt eine Stichprobe vom Umfang fiinfzehn vor.
Der Einfluss des unterkritischen Risswachstums héngt sehr stark von der Be-
lastungsgeschwindigkeit ¢ ab. Bei niedrigen Belastungsgeschwindigkeiten haben
die Risse ausreichend Zeit zu wachsen, und das Bauteil versagt bei einer ver-
gleichsweise geringen Last. Bei groflen Belastungsgeschwindigkeiten hingegen tritt
Versagen ein, bevor sich die Risse merklich verl&ngern konnten. Daher ist die Ver-
sagensspannung og in diesem Bereich von der Belastungsgeschwindigkeit ¢ un-
abhéngig. Der vom unterkritischen Risswachstum beeinflusste Bereich erscheint
in Abb. 1.3 als linearer Verlauf, der Bereich hoher Belastungsgeschwindigkeiten
als Séttigungswert o, [3].

Inop

O¢ —

Ino

Abb. 1.3: Abhéngigkeit der Versagensspannung og von der Belastungsgeschwin-
digkeit ¢ in doppelt-logarithmischer Darstellung
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Die Risswachstumsparameter n und B werden aus der Steigung und dem Achsen-
abschnitt der Ausgleichsgeraden durch die Mediane der Versuchsreihen bestimmt,
die bei geringen Belastungsgeschwindigkeiten gemessen wurden [3]. Es gilt:

In s
1na+n

1
In op = - In [(n+1)Boy?] (1.11)

Diese Auswertung ist nur korrekt, wenn (1.5) gilt. Die Weibullparameter der
Inertfestigkeit werden aus der Versuchsreihe bestimmt, die bei einer Belastungs-
geschwindigkeit im Sattigungsbereich gemessen wurde. Damit liegen Ausdriicke
fiir die Materialparameter m, b, n und B vor. Die Streuung der mechanischen Ei-
genschaften und der grundsitzliche Stichprobencharakter von Messungen hat zur
Konsequenz, dass die Gleichungenn (1.8) — (1.11) statistische Schétzer zur Be-
stimmung der Materialparameter darstellen, die somit einer statistischen Streu-
ung unterliegen.

Diese Uberlegungen behandeln nur Lastfiille, in denen der Rissfortschritt durch
(1.5) beschrieben werden kann, also Félle mit konstanter oder monotoner Be-
lastungsgeschwindigkeit. Das Risswachstum bei periodischen oder schwingenden
Beanspruchungen wird durch

ﬂ — At AK"

dN K.
beschrieben, was im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt wird. Dabei bezeich-
nen N die Zahl der Lastwechsel und A K; die sogenannte Schwingbreite.

1.4 Ausfallwahrscheinlichkeit keramischer Bau-
teile

In diesem Abschnitt werden die Ausdriicke fiir die Berechnung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit, also die Verallgemeinerungen von (1.4) auf allgemeine Lastfille,
angegeben und kurz diskutiert. Die spontane Ausfallwahrscheinlichkeit eines ke-
ramischen Bauteils unter mehrachsiger Last ist gegeben durch [3]:

1 1 Oeq \
-1 - | = - Q dVv 1.12
Py exp - /4 / < 0) dQ d ( )

14 Q

Vo bezeichnet das Einheitsvolumen. Die Integration in (1.12) geht iiber das Bau-
teilvolumen V' (Volumenintegral) und die Rissorientierung 2. In Gleichung (1.12)
bezeichnet oy den volumenunabhingigen Weibullparameter, der sich aus b wie
folgt ergibt:

B 1 1 Oeq\™
oo = b %/4ﬁ/(0*) dQdv (1.13)
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o* ist die maximale Randfaserspannung der Vierpunktbiegeprobe oder, falls b mit
einer anderen Versuchsanordnung bestimmt wird, eine fiir die jeweilige Proben-
geometrie charakteristische Spannung. In jedem Fall ergibt sich durch (1.13) der
geometrieunabhéngige Weibullparameter oy, eine Materialkenngréfle, die nicht
mehr von der Versuchsanordnung oder der Probengeometrie abhéingt, mit der
b bestimmt wurde [3, 5]. Eine Verallgemeinerung auf zeitabhiingige Lasten mit
Beriicksichtigung des unterkritischen Risswachstums ergibt folgenden Ausdruck
fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit [5]:

Vo
J

4
n—2 2 ' n
e eq (T
mit S = max <O-q7(£)> + UO/<UQ( )) dtl
£€(05t] o) B o
0

Der Integrand S in (1.14) ist Ausdruck fiir die kritische Spannung aus Gl. (1.7),
versehen mit einer Maximumsbildung iiber die Zeit. Diese ist notwendig, da fiir
das Versagen jeweils die maximale an einem Ort im Intervall [0; ] erfahrene kri-
tische Spannung mafigeblich ist. Dadurch wird die Ausfallwahrscheinlichkeit eine
monoton wachsende Gréfle. Der Ausdruck

reprisentiert den Einfluss des unterkritischen Risswachstums. Fiir den Fall, dass
dieses unberiicksichtigt bleibt, reduziert sich der Integrand & auf

a5 [}

Dieser Ausdruck beschreibt den Anteil der spontanen Ausfallwahrscheinlichkeit
unter zeitabhingiger Last. Gleichung (1.14) driickt die Abhéngigkeit der Aus-
fallwahrscheinlichkeit Py von den Schétzern fiir die Materialparameter m, oy,
n und B, die einer statistischen Streuung unterliegen, aus. Die Abhéngigkeit
der Ausfallwahrscheinlichkeit von den Randbedingungen, vom Lastfall und von
der Bauteilgeometrie sind deterministischer Natur und werden in diesem Zusam-
menhang festgehalten und nicht weiter beachtet. Die Ausfallwahrscheinlichkeit
ist aufgrund der Abhéngigkeit von den Materialparametern eine Zufallsvariable.
Gleichung (1.14) stellt deshalb in Verbindung mit (1.8) — (1.11) einen statistischen

1 1
Pe(t) =1 — exp __/E/S dQdVv (1.14)
0

1 m
n—2
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Punktschétzer fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit Py dar. Es gilt:

R 1 1

. 13 . m
n—2 ~2 ! n
mit S = | max <Ue‘17(£)> + U_P/ <Ue<i(t)> da¢’
B ) (o))

gelost] 9
Dabei sind m, 6o, 7 und B die statistischen Schitzer fiir die Materialparame-
ter. Im folgenden werden die Akzente bei den Materialparametern m, oy, n und
B nicht mehr verwendet. Der Punktschétzer P; unterliegt einer statistischen
Verteilung, die zunichst unbekannt ist. In Abschnitt 2.1 wird darauf genauer

1
n—2

eingegangen.
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Kapitel 2

Die nichtparametrische
Bootstrapmethode

Die nichtparametrische Bootstrapmethode ist ein verteilungsfreies statistisches
Verfahren zur Schéitzung eines Funktionals s, etwa fiir den Mittelwert, einer Ver-
teilungsfunktion F' durch das entsprechende Funktional der empirischen Vertei-
lungsfunktion F' einer Stichprobe. Die Realisierung erfolgt durch eine spezielle
Form der Monte-Carlo-Simulation. Da dieses Verfahren in dieser Arbeit zur Be-
stimmung von Konfidenzintervallen eingesetzt wird, wird auf letztere vor der
Erlduterung der Bootstrapmethode genauer eingegangen.

2.1 Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrschein-
lichkeit

Die statistische Verteilung des Schitzers 75f fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit
héngt nicht nur von der Unsicherheit der Materialparameter, sondern auch vom
Lastfall, der Geometrie und den Randbedingungen ab. Ziel dieser Arbeit ist es,
ein Verfahren zur Bestimmung der Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrschein-
lichkeit zu etablieren und erstmals anzuwenden.

Grundproblem bei der Bestimmung von Konfidenzintervallen zu einem gegebe-
nen Konfidenzniveau « ist die Bestimmung der unteren und oberen Grenzen 6,
und 6,;,, so dass

gilt. In GL. 2.1 bezeichnet 6 den (hiufig nicht bekannten) wahren Wert fiir den
Schitzer . Das von Oun und 6, gebildete Intervall enthélt den wahren Wert
0 mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — 2a;, wenn eine Stichprobe erhoben und
das Intervall bestimmt wird [11]. Dabei sind die Intervallgrenzen 6,, und 6y,
Zufallsgroflen. Sie und die Intervalllinge héngen also von der Stichprobe ab, mit
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der 0y, und 6., bestimmt werden [12]. Im Allgemeinen beschrinkt man sich auf
symmetrische Konfidenzintervalle. In diesem Falle gilt:

P{O >0} =P{0 <bun} =«

Konfidenzintervalle lassen sich einfach bestimmen, wenn die Verteilung der Stich-
probenfunktion bekannt ist. Eine Verteilungsannahme fiir den Schétzer 75f ist
hochst spekulativ. Zur Schitzung von Konfidenzintervallen fiir Py ist man daher
auf die Ausnutzung nichtparametrischer Simulationsverfahren angewiesen [13].
Das Simulationsverfahren soll unabhéngig von Lastfall, Geometrie, Randbedin-
gungen und Streuung der Materialparameter auf dem Rechner laufen. Bevor die
Bestimmung der Konfidenzintervalle in Abschnitt 2.3 aufgegriffen wird, soll die in
dieser Arbeit verwendete nichtparametrische Bootstrapmethode vorgestellt wer-
den:

2.2 Durchfiihrung der Bootstrapsimulation

Die nichtparametrische Bootstrapmethode [14, 15] gehort zur Klasse der so-
genannten ,Resamplingverfahren®, bei denen durch Simulation mit einem Zu-
fallszahlengenerator neue, sogenannte ,, Bootstrapstichproben x* = (x3,... ,z%)
nach einer vorgegebenen Verteilung F' erzeugt werden. Diese neu erzeugte Stich-
probe wird mit demselben Stichprobenfunktional s ausgewertet wie die Original-
stichprobe x = (zy,... ,zy):

b = s(x")

Mit 6* wird also der Wert von s fiir die Realisierung x* bezeichnet. Fiir den
Schitzer 6, der sich aus der Originalstichprobe ergibt, gilt:

~

6 =s(x)

Ziel ist es, Informationen iiber die Verteilung des Schitzers 0 zu erhalten. Speziell
bei der nichtparametrischen Bootstrapmethode wird jede Bootstrapstichprobe x*
durch N-maliges Ziehen mit Zuriicklegen aus der Originalstichprobe generiert.

Nr. 11213456789 (10(11 (12|13 14| 15
Original- tla el f1f1r 11111
stichprobe x
Realisierung einer
Simulation x*

Tab. 2.1: Beispiel fiir eine Bootstrapsimulation

20



Das entspricht einer Simulation aus der Originalstichprobe x = (z1,... ,xy), wo-
bei jedem z; die Wahrscheinlichkeit % zugeordnet wird. Jede Bootstrapstichprobe
enthélt also ausschliefllich Elemente 2, die auch schon in der Originalstichprobe x
enthalten sind, allerdings nicht notwendig alle, dafiir jedoch i. a. einige mehrfach.
Tabelle 2.1 zeigt ein Beispiel fiir ein Simulationsergebnis x* aus einer Stichprobe
x vom Umfang N = 15. Bei der Erzeugung von x* wurden also x; und z, gar
nicht gezogen, x3 dreimal, z, einmal usw. Der Umfang der Stichproben x und x*
betrigt in beiden Féallen N = 15. Ein Grundgedanke der Methode ist der Verzicht
auf eine Annahme iiber die Verteilung F' der Grundgesamtheit, der die Stichprobe
x entstammt. Mit einer solchen Annahme liefle sich die Verteilung des Schétzers
0 analytisch oder zumindest numerisch bestimmen. Eine solche Annahme wére
in den meisten Fillen sehr hypothetisch und einschrinkend. Als Schétzer fiir die
Verteilung F' der Grundgesamtheit dient die empirische Verteilung F', nach der die
neuen Stichproben generiert werden. Die empirische Verteilung der Originalstich-
probe F dient als nichtparametrischer Schitzer fiir die unbekannte Verteilung F'
der Grundgesamtheit.

geschétztes Bootstrapsimulation
Wabhrscheinlich- —  x* = (27, ..., z})
Reale Umgebung keitsmodell P, 0y L
.ﬂ 0% = s(x*)
unbekanntes _Stlchprobe Bootstrapstichprobe

Wahrscheinlich-  — X = (21, ..., L)
keitsmodell P, 6 il

. Bootstrapumgebung

On = s(x)

Stichprobenfunktion

Abb. 2.1: Schematische Darstellung der Bootstrapmethode nach Efron & Tibshi-
rani [14]

Die empirische Verteilung £ der Originalstichprobe wird als die Realisierung mit
der grofiten Beobachtungswahrscheinlichkeit betrachtet. Die Verwendung von F
als nichtparametrischen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir F' ist der Kernpunkt
der nichtparametrischen Bootstrapmethode. Durch ihn wird aus der Original-
stichprobe x ein Schiitzer F' der Grundgesamtheit F' konstruiert. Diese Vorge-
hensweise zur Erzeugung von Bootstrapstichproben x*® (b =1,..., Np) ist cha-
rakteristisch fiir die Methode und gab ihr ihren Namen. Die Ubertragung von
Aussagen von der Originalstichprobe x auf die Grundgesamtheit F' erfolgt durch
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Generierung und Auswertung von Ny Bootstrapstichproben x*?, (b=1,... , Ng).
Die Verteilung des Schitzers 6 bzw. Konfidenzintervalle fiir diesen werden aus der
empirischen Verteilung der Bootstrapschitzer 0* bestimmt. Abschnitt 2.3 wird
sich mit dieser Thematik befassen. Eine schematische Darstellung der Bootstrap-
methode ist in Abb. 2.1 gegeben.

2.3 Konstruktion von Bootstrapkonfidenzinter-
vallen

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion von Konfidenzintervallen aus den
Ergebnissen der Bootstrapsimulation vorgestellt. Gegeben sei hierzu ein Konfi-
denzniveau «, fiir das ein zweiseitiges Konfidenzintervall konstruiert wird. Die
gewiinschte Uberdeckungswahrscheinlichkeit ist also 1 — 2cv. In dieser Arbeit wer-
den einheitlich 90%-Konfidenzintervalle verwendet, d. h. a = 0,05. Wenn s einer
Normalverteilung unterliegt, erhélt man ein Konfidenzintervall durch Bildung des
arithmetischen Mittels

I 1 NB 1 NB
N nxb *b
=g 0= R s ()
B =1 B =1
und der Standardabweichung
Ng
1 ——12
o oot = *b _ 9*]
S€hoot NB 1 bEZI [S(X )

der Bootstrapreplikationen 6*:

~

0 € [@ + 2o - S€poot 3 O0F — za-ééboot]
— [@ 1,645 S0po0 ; 0F + 1,645-§eb00t] (2.2)
Ze = ®7'a) = ®71(0,05) ~ —1,645
Der Konstruktion in (2.2) liegt die Annahme einer Normalverteilung ® der Boot-
strapreplikationen ** zugrunde. Will oder kann man eine derartige Annahme

nicht treffen, erfolgt eine Bestimmung des Konfidenzintervalls aus der empiri-
schen Verteilung Kpootstrap der Bootstrapreplikationen [14, 15]:

0 € [Kg, (a); Kg,. (1-a)] (2.3)

Bootstrap Bootstrap

Der Konstruktion in (2.3) liegt keine Verteilungsannahme zugrunde. Sie beruht
auf der in Abschnitt 2.2 diskutierten Annahme, dass die empirische Verteilung
F' der Originalstichprobe x ein Schitzer fiir die unbekannte Verteilung F' der
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Grundgesamtheit ist. Die Intervallgrenzen in (2.2) und in (2.3) sind jeweils die
a- bzw. (1 — a)-Quantile der zugrundegelegten Verteilung.

Die empirischen Konfidenzintervalle kann man durch eine sogenannte , Biaskor-
rektur® modifizieren [15]. Zur Konstruktion dieser , biaskorrigierten“ Konfiden-
zintervalle nimmt man an, es existiere eine monoton steigende Transformation
dn(x), so dass

P{on(Oy) — on(0) + 20 < 2} = U(2) (2.4)

fiir alle moglichen Verteilungen gilt. In Gl. (2.4) ist ¥ eine stetige, symmetri-
sche Verteilung, hiufig die Standardnormalverteilung ®, und der von F' und N
abhéngige Summand z; ein Korrekturterm zur Biaskorrektur. Die Transformati-
on ¢y (z) bewirkt, dass die Intervalle nach (2.2) und (2.3) nahezu deckungsgleich
werden [14]. Auflerdem hat sie im Falle ¥ = ® eine Normierung und eine Varianz-
stabilisierung [15] zur Folge. Gleichung (2.4) gilt exakt, falls ¢x(s) der Verteilung
U mit dem Mittelwert ¢N(éN) — 2o unterliegt. Zur Konstruktion von Konfiden-
zintervallen benotigt man das a- und das 1 — a-Quantil. Fiir das a-Quantil 6,
gilt:

Oo = o5 (dn(0n) + 20 + 2a) (2.5)
mit z, = ¥ (). Wenn (2.4) auch fiir F' gilt, erhéilt man

KBootstrap(éN) = P{ ¢N(é7\z) - ¢N(éN) + 20 S 7z} = U(z)

Damit wird auch die Bedeutung von z; klar:

~

20 = \IJ_I(KBootstrap (QN)) (26)

was durch Abbildung 2.2 veranschaulicht wird.

Die Grofle zg ist das Maf fiir die sogenannte , Biaskorrektur®, die das Konfidenz-
intervall verschiebt. Richtung und Betrag der Verschiebung hingen von der Lage
des Schétzers aus der Originalprobe ab. Sind die Ergebnisse der Bootstrapsimu-
lationen mehrheitlich gréfler als der Schétzer aus der Originalprobe, gilt zy < 0.
Dann werden die Simulationsergebnisse é*Nb als tendenziell zu grof} interpretiert,
und das Intervall wird zu kleineren Werten verschoben. Aus Gleichung (2.4) und
der Symmetrie von ¥ erhilt man [15]

Il —a = ¥(—z,)

= \If(qu(?N) = on(0a) + 20)
= P{on(0%) — dn(Ox) < dn(0y) — dn(0a) )
= P{0y < 0y (on(0x) — 20 — 2a) }

Daraus geht hervor, dass
¢J_\ZI(¢N(0AN) - %0 — ZOé) = I(]golotstrap(1 o Oé)
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0,6 f
KBootstrap(eN)

04}

02} KBootstrap

0,0 . . .
00 Zp 0,2 0,4 0,6 e0,8 1,0
N

Abb. 2.2: Bestimmung der Korrekturgrofie zg

gilt. Man ersetzt nun das Konfidenzniveau a durch beliebige 0 < z < 1 und
erhilt:

Klgolotstrap(x) = ¢]7\71(¢N(0AN) - \11_1(1‘) - ZOé)
woraus sich zusammen mit der Definition von 6, (s. GL. (2.5))

ga:K_l (\I/(Za+220))

Bootstrap

ergibt. Als Konfidenzintervall erhilt man konsequenterweise als Verallgemeine-
rung von (2.3)

9 € [Klgolotstrap (\Il (2 20 + Za)) ; Klgolotstrap (\Il (QZO - Za))} (27)
mit —z1 o = 2, < 0 wegen der Symmetrie von ¥ und wegen 0 < a < % Mit die-
ser Konstruktion ist aus der empirischen Verteilung der Bootstrapsimulationen
durch Bestimmung der Quantile fiir aypgen und agpen €in Konfidenzintervall ent-
standen. Aus Gl. (2.7) geht hervor, dass das Konfidenzintervall ohne ,, Biaskorrek-
tur®, also fiir zo = 0 gerade das empirische Konfidenzintervall der Verteilung der
Bootstrapreplikationen ist. Der Schitzer O aus der Originalstichprobe bestimmt
Betrag und Richtung der , Biaskorrektur® nach Gl. (2.6). Die , Biaskorrektur* ist
nur durch den in Abschnitt 2.2 beschriebenen und in Abb. 2.1 skizzierten Uber-
gang moglich geworden, da zur ,Biaskorrektur® der , wahre Wert“ der Zielgrofie
0 bendstigt wird. In der ,realen Umgebung® (s. Abb. 2.1) sind weder § noch F
bekannt. Man erhélt lediglich einen Schétzer Oy aus der Stichprobe x. Der Uber-
gang zur , Bootstrapumgebung® erfolgt durch die Betrachtung der empirischen
Verteilung F der Stichprobe x als nichtparametrischen Schitzer fiir die Vertei-
lung F' der Grundgesamtheit. In der ,,Bootstrapumgebung® ist der ,,wahre Wert“
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des statistischen Schétzers mit éN bekannt. Aus F lassen sich in natiirlicher Wei-
se Stichproben x* entnehmen und auswerten: 6% = s(x**). Aus der empirischen
Verteilung der Bootstrapreplikationen é*Nb werden Konfidenzintervalle bestimmt,
die mit dem (in der ,Bootstrapumgebung®) wahren Wert der Zielgrofie 6y einer
,Biaskorrektur® unterzogen werden konnen.

2.4 Realisierung der Bootstrapsimulationen

In diesem Abschnitt soll kurz dargelegt werden, wie die Bootstrapsimulation
fiir die in Abschnitt 1.3 beschriebenen Stichproben (s. Abb. 2.3) durchgefiihrt
wird. Eine genaue Erlduterung des Simulationsalgorithmus’ ist erforderlich, da die
Weibull- und die Risswachstumsparameter aus mehreren Stichproben geschétzt
werden sollen. Hier sind die die beiden Fille aus Abschnitt 1.3 zu unterscheiden:
Im Falle der Charakterisierung der Lebensdauer mit statischen Biegeversuchen
gehen sowohl die Weibullparameter der Lebensdauerverteilung als auch die der
Inertfestigkeit jeweils aus einer Stichprobe vom Umfang N = 30 hervor. Wird das
Festigkeits- und das Lebensdauerverhalten mit dynamischen Biegeversuchen cha-
rakterisiert, gehen die Risswachstumsparameter aus drei Stichproben vom Um-
fang N = 15 und die Weibullparameter der Inertfestigkeit aus einer Stichprobe
vom Umfang N = 15 hervor. In beiden Féllen ist fiir jede Stichprobe getrennt
eine Bootstrapsimulation durchzufiihren. Fiir die Erhebung aus vier Stichproben
vom Umfang N = 15 zeigt die folgende Tabelle ein mdogliches Ergebnis einer
Bootstrapsimulation:

Nr. des Wertes |1 |2 |34 |56 |7[8]9]|10 11|12 |13 |14 |15
1. Stichprobe [0 (0|3 |1|2|1]|0|1|0[ 2|0 2]0]|2]1
2. Stichprobe 1(1y1|1{3j0(1y0{0}2|1}2]0|1]|1
3. Stichprobe |4 |/0(0[1]{0|3(0|0(1| 2| 1]0|2]0]1
4. Stichprobe (0|0 |1(2]|0|1(1(5]0]0 |30 |0] 2|0

Tab. 2.2: Beispiel fiir eine Bootstrapsimulation aus vier Stichproben

Eine Bootstrapsimulation besteht also aus vier einzelnen Ziehungen fiir vier Nive-
aus der Belastungsgeschwindigkeit ¢. Bei der ebenfalls in Abschnitt 1.3 erwidhnten
Erhebung aus je dreiffig dynamischen und statischen Vierpunktbiegeversuchen
sind es zwei. Bei der Simulation mit vier Stichproben ergab sich, dass ein Fiinf-
tel der Simulationsergebnisse fiir die weitere Auswertung nicht verwendet werden
kann. Das Ergebnis einer Simulation ist genau dann physikalisch nicht interpre-
tierbar, wenn die Steigung der Ausgleichsgeraden durch die Mediane null oder
negativ wird. Prinzipielle Ursache ist die Risswachstumsgeschwindigkeit der ver-
wendeten Al,Os-Keramik. Ein durch ein ungiinstiges Simulationsergebnis beding-
ter negativer Risswachstumsexponent ist offensichtlich nur dann ausgeschlossen,
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Abb. 2.3: Stichproben zur Bestimmung der Risswachstumsparameter, erhoben
bei 61=0,9, 5,=4,62, 63=91 und 6,=958 M Pa/s bei Raumtemperatur

wenn der kleinste Wert einer Stichprobe, erhoben bei einer Belastungsgeschwin-
digkeit o; grofler ist als der grofite Wert Stichprobe, erhoben bei der néchstklei-
neren Belastungsgeschwindigkeit ¢; ;. Durch eine andere Wahl der Belastungsge-
schwindigkeiten oder durch einen grofleren Stichprobenumfang pro Belastungsge-
schwindigkeit liefle sich der Anteil der nicht interpretierbaren Simulationsergeb-
nisse reduzieren. Da keine Moglichkeit bestand, auf den Stichprobenumfang oder
die gewihlten Belastungsgeschwindigkeiten Einfluss zu nehmen, ist eine Ande-
rung der Bootstrapstrategie erforderlich, um diese Daten fiir eine Simulation ver-
wenden zu konnen. Es wurde jede Simulation, die zu einem negativen oder extrem
schwachen Risswachstums fiihrte, durch eine neue Simulation ersetzt. Durch diese
Mafinahme wurde der Einfluss des unterkritischen Risswachstums iiberschétzt, da
Simulationsergebnisse mit schwachem oder fehlendem Risswachstum unberiick-
sichtigt blieben. Das Problem der nicht interpretierbaren Simulationsergebnisse
wirft die Frage nach der Interpretierbarkeit der Stichproben selbst auf. Eine si-
gnifikante Abhéngigkeit der Versagenslast og von der Belastungsgeschwindigkeit
o ist theoretisch naheliegend und experimentell bestitigt [3] (s. auch Abb. 1.3).
Abb. 2.3 legt nahe, dass sich die 3. Stichprobe in der Ndhe bzw. im Bereich des
Sattigungswertes, der Inertfestigkeit, befindet, die bei ¢, gemessen wird. Dass die
Versagensspannung signifikant steigt, ldsst sich durch einen paarweisen Vergleich
der einzelnen Stichproben mit dem Wilcoxonrangsummentest [16] zeigen.

Fiir die Stichprobenpaare 1 und 3, 2 und 4 und 1 und 4 lehnt der Test die Hypo-
these ab, die Stichproben entstammten derselben Grundgesamtheit. Damit ist ein
signifikanter Anstieg der Versagensspannung bis zum Sattigungswert statistisch
abgesichert. Die Daten weisen damit ein Risswachstum experimentell nach. Aus
Abb. 2.3 geht hervor, dass bei 3 und 7,4 leichte Abweichungen von der Weibullge-
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Probe | 1 | 2|3 | 4
1 X |+ |—1-
2 X |+ | —
3 X | +

Tab. 2.3: Paarweiser Wilcoxonrangsummentest mit Konfidenzniveau o« = 0, 1

raden zu vermuten sind, was durch Abb. 2.4 bestéitigt wird. Diese Abweichungen
beeinflussen die Weibullauswertung nicht, fiihren bei der Bootstrapsimulation je-
doch zu starken Streuungen bei den Weibullparametern. Aus den in Abb. 2.3
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Abb. 2.4: Weibulldarstellung der dynamischen Biegeversuche

und 2.4 dargestellten dynamischen Biegeversuchen erhélt man die Weibullpara-
meter m = 15 und b = 383 M Pa. Als Risswachstumsparameter ergeben sich
B =14.000 M Pa?/s und n = 41, 5. Die Zahlenwerte sind in Tab. 7.1 auf Seite 63
im Anhang aufgefiihrt. Die Probenabmessungen betrugen 3 mm in der Hohe, 4
mm in der Tiefe und 50 mm in der Breite bei Rollenabstéinden von 20 mm oben
und 40 mm unten.
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Kapitel 3

Neuronale Netze

Der Versuch, den Lernprozess von Lebewesen zu verstehen und in der Informa-
tik zu nutzen, hat zur Entwicklung der ,Neuronalen Netze® gefiihrt. Der Na-
me ,,Neuronales Netz“ ist vom Begriff Neuron = Nervenzelle abgeleitet, da die
Vorginge der Informationsiibermittlung in einem Neuronalen Netz denen in ei-
nem System von Nervenzellen dhneln. Die bislang entwickelten Netze sind in der
Lage, komplexe Zusammenhénge zu erlernen, wobei der Lernprozess entfernt an
den Lernprozess von Lebewesen zum Erlernen elementarer Fahigkeiten erinnert.

3.1 Grundlagen

Ein Neuronales Netz A kann als Abbildung eines Tupels x = (z1,... ,x7) € R!
auf ein Tupel y = (yi,...,y.) € IR" betrachtet werden. Das Einsatzgebiet
erstreckt sich teilweise auch auf sehr komplizierte Zusammenhénge. Neuronale
Netze werden bei der Losung von direkten Nidherungs- und Vorhersageproble-
men, bei inversen Problemen, wie der Optimierung und der Identifizierung von
Parametern, oder bei Problemen der Klassifizierung, wie der Erkennung bestimm-
ter Bildmuster eingesetzt [17, 18]. Der Anwender kann durch geeignete Wahl von
Parametern die Féahigkeiten eines Neuronalen Netzes in eine gewiinschte Rich-
tung lenken, indem er z. B. steuert, dass das Netz eher interpolieren als klassi-
fizieren soll. Ein weiterer Vorteil gegeniiber anderen numerischen Verfahren ist,
dass Neuronale Netze nahezu unabhéngig vom vorliegenden Zusammenhang zu
handhaben sind und trotz dieser Tatsache in vielen Fillen sehr gute Ergebnisse
liefern. Andere Interpolationsverfahren, wie z. B. die lineare Regression, setzen
einen bestimmten Zusammenhang zur Anwendbarkeit voraus oder miissen fiir
jeden Zusammenhang angepasst werden. Neuronale Netze erlernen den Zusam-
menhang x — y durch Trainingsbeispiele, indem sie interne Parameter, die
synaptischen Gewichte, so anpassen, dass ein durch Beispiele gegebener Zusam-
menhang reproduziert wird. Diese Anpassung heifit Lernprozess und erfolgt unter
Verwendung eines Optimierungsverfahrens. Das trainierte Netz ist dann in der
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Lage, den durch die Beispiele definierten Bereich zu reproduzieren, wenn die Bei-
spiele, das Netz und der zu reproduzierende Zusammenhang so geartet sind, dass
das Netz diesen erlernen kann. Diese Bedingung ist dann nicht erfiillt, wenn die
Beispiele mehrdeutig oder nicht vollstdndig sind. Fiir Extrapolationen eignet sich
ein solches Netz nicht unbedingt. Zur Wiedergabe eines kontinuierlichen Zusam-
menhangs werden sogenannte , Feedforward-Netze“ verwendet.

Neuron k
Eingénge | -1 O @ o= Ok Aktivierungs-
x1 O Wi funktion
P Ausgan
X O Wi > Y o) Yk gang
Summation
x; O Wy
Synaptische Gewichte

Abb. 3.1: Skizze eines Neurons

Das Neuron erhilt Eingangsdaten z;, die nach Multiplikation mit den synapti-
schen Gewichten wy; zur Aktivierung v, aufsummiert werden. Weiterhin hat jedes
Neuron noch einen Schwellwert ©, der entscheidet, ob das Neuron einen Aus-
gangswert y, > 0, 5 liefert. Der Schwellwert © wird wie ein synaptisches Gewicht

wyo mit dem Eingabewert xqg = —1 behandelt. Daraus folgt
I
v = Z Wi Lj mit Wro = O und xg = —1 (3.1)
i=0

Die Aktivierung v, wird gemif

ye = ¥ (vr) (3.2)

auf den Ausgang y, des Neurons abgebildet. ¢ ist hierbei die sogenannte Aktivie-
rungsfunktion. Als Aktivierungsfunktion konnen z. B. Stufen- oder Rampenfunk-
tionen dienen, aber auch stetige Funktionen wie der Tangenshyperbolikus oder,
wie in der vorliegenden Arbeit, die Sigmoidalfunktion [19]

1
1+4+ev

Y ]—oo;+oo[ — J0;1] Y(v) =

Ein Neuronales Netz besteht aus einer geordneten Struktur von Neuronen, die
in Schichten angeordnet sind. Erforderlich sind die Eingabeschicht, deren Neu-
ronenzahl mit der Zahl der Eingabeparameter {ibereinstimmen muss, und die
Ausgabeschicht, deren Neuronenzahl mit der Zahl der Ausgabeparameter iiber-
einstimmen muss. Zwischen beiden Schichten kénnen verdeckte Schichten ange-
ordnet sein, deren Neuronenzahl frei wihlbar ist, wobei die Zahl der Schichten
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und die Zahl der Neuronen je Schicht die Giite der Approximation beeinflussen
konnen. Die Skizze einer moglichen Anordnung mit zwei verdeckten Schichten
findet sich in Abb. 3.2.

Abb. 3.2: Skizze eines Neuronalen Netzes mit zwel verdeckten Schichten

Die einzelnen Schritte bei der Berechnung eines Ergebnisses durch das Neuronale
Netz sehen in Anlehnung an Gln. (3.1) und (3.2) wie folgt aus [17]:

Y; = I
J
(n) _ (n) , (n—-1)
Vo = Zwkj Y;
j=0

= (o)
wobei n hier die Nummer der Schicht bezeichnet.

3.2 Der Lernprozess

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Schritte des Lernprozesses dar-
gestellt. Wiahrend des Lernprozesses werden die synaptischen Gewichte so an-
gepasst, dass der Zusammenhang y = N(x) wiedergegeben wird. Zu diesem
Zweck miissen Trainingsbeispiele in Form von Eingabetupeln x und Ergebnissen
d = (di,...,d;) zur Verfiigung stehen, die bekannt sein miissen. Die zu Beginn
nach einer Gleichverteilung im Intervall [—1;1] zufiillig belegten synaptischen
Gewichte w;; werden im Laufe des Prozesses durch das sogenannte , Rprop“-
Verfahren so angepasst, dass die Grofle

Np L
£=% (Z (dl,,, - yl‘fpv)f) +107% Y Wi, (3.3)
kj

p=1 =1
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moglichst klein wird [19]. Der erste Summand in (3.3) bezeichnet die Summe
der Fehlerquadrate zwischen dem Ausgabetupel des Netzes yz(,N) und dem zum
p-ten Trainingsbeispiel gehdrenden Ergebnistupel d,. Dazu werden die Quadra-
te der synaptischen Gewichte w,%j, versehen mit dem Faktor 107", addiert. Die
Wahl des Parameters k entscheidet, ob das Neuronale Netz eher dazu neigt, den
Zusammenhang x — y zu interpolieren oder zu klassifizieren [19]. Da es im

vorliegenden Fall darum geht, den Zusammenhang
Pr: RxRxRxR — [0;1] Py = Pr(m,o9,n,B)

in Gl. (1.16) moglichst gut zu approximieren, handelt es sich um ein Interpola-
tionsproblem. Fiir klassifizierende Netze ist k > 6 die rechte Wahl, fiir interpo-
lierende Netze sollte 5 2 k = 6 gewihlt werden. Der optimale Wert von x héingt
aufferdem wegen der Summation iiber diese in Gl. (3.3) von der Anzahl der syn-
aptischen Gewichte ab [19]. Die Zahl der synaptischen Gewichte berechnet sich
aus der Zahl der Schichten Ng und der Zahl der Neuronen pro Schicht N; wie
folgt:

Ng—1

Nsyn.GeW. - Z (Nz =+ 1) ’ Ni—l—l (34)

=1

Die fiir diese Arbeit erforderlichen Berechnungen wurden mit der Voreinstellung
k = 6 durchgefiihrt. Eine Wahl von x < 4 veranlasst den Trainingsalgorithmus im
wesentlichen, synaptische Gewichte klein zu halten. Die Approximation der Trai-
ningsbeispiele tritt in den Hintergrund, und die Interpolationsfahigkeit des Net-
zes ist dementsprechend schlecht. Die Struktur der verwendeten Netze bestand
zunichst aus zwei verdeckten Schichten mit jeweils acht Neuronen. Die Ausgabe-
schicht bestand obligatorisch aus einem Neuron fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit,
die Eingabeschicht aus vier Neuronen. Bei Vernachlissigung des unterkritischen
Risswachstums wére eine Eingabeschicht aus zwei Neuronen erforderlich, da die
Ausfallwahrscheinlichkeit dann nur noch von den Weibullparametern m und o
abhéngt. Die Zahl der Trainingsbeispiele muss grofl genug sein, damit die synap-
tischen Gewichte festgelegt werden konnen. Wenn die Zahl der Trainingsbeispiele
nicht ausreicht, um die synaptischen Gewichte festzulegen, bleiben diese unbe-
stimmt, und die Fédhigkeit des Netzes zur Interpolation und zur Approximation
ist eingeschréankt.

3.3 Aufbereitung von Eingangsdaten

Die Werte des Ausgabetupels miissen wegen des Wertebereichs der Sigmoidal-

funktion auf ein Intervall Z = [ — A; 1 + A] transformiert werden [17]. Verbrei-
tet ist die Wahl Z = [;2]. Da der Trainingsprozess die Grofie £ (s. Gl. 3.3)),

die die Summe aller absoluten Fehler enthilt, zu minimieren versucht, spielen
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die Trainingsbeispiele mit Ausgabewerten am oberen Rande des Wertebereiches
eine entscheidende Rolle, wihrend die Trainingsbeispiele mit Ausgabewerten am
unteren Rande des Wertebereiches insbesondere dann die Wahl der synaptischen
Gewichte kaum beeinflussen, wenn sich der Wertebereich iiber mehrere Gréfien-
ordnungen erstreckt. Ein Neuronales Netz ist nicht in der Lage, einen derartigen
Zusammenhang so zu erlernen, dass die Approximation bezogen auf den relativen
Fehler im gesamten Wertebereich gut ist. Ahnliche Probleme kénnen auftreten,
wenn sich der Wertebereich einer Eingabegrofie iiber mehrere Gréflenordnungen
erstreckt. Abhilfe schafft in einem solchen Fall eine Transformation der Daten auf
entsprechende Wertebereiche oder eine andere Wahl der Eingabegrofien.

Bei der vorliegenden Anwendung sind beide Mafinahmen erforderlich, da die Rea-
lisierungen des Risswachstumsparameters B innerhalb der Bootstrapsimulation
iiber mehr als eine Gréflenordnung schwanken. Als Eingabedaten zur Charakteri-
sierung des Risswachstums werden deshalb die Weibullparameter der Lebensdau-
erverteilung oder Steigung und Achsenabschnitt verwendet. Die Wertebereiche
der Risswachstumsparameter n und B sind zur Verdeutlichung der in Tab. 3.1
aufgefiihrt.

Charakterisierung des Risswachstums mit dynamischen Biegeversuchen (1.11)
Eingabegrofie Nr.
1 2 3 4
m oo[M Pal Steﬁmg 1 Al(;lh[s(egl ibi()jhl?léz—z]
n+1 n+1 c
€ [10,0;30,3] | € [323;368] | € [1,0-107%4,3-107?] € [5,78;5,89]
— n € [22,5;99, 3] B € [1;2-10°]
Charakterisierung des Risswachstums mit statischen Biegeversuchen (1.8)
m oo[MPa] Efponerrrllt Weibullpar%r?f:cfr
€ [7,6;22,8] | € [340;402] € [0, 18;0, 46] €[6,7;12,2]
— n € [25,9;99,0] Be[4-107%4-10°]

Tab. 3.1: geeignete Wahl der Eingangsdaten fiir Neuronale Netze

Diese Wahl der Eingabegroflen vermeidet die oben genannten Probleme und
ermoglicht die Anwendung der Neuronalen Netze in diesem Fall.
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3.4 Beurteilung der Approximationsqualitit ei-
nes Netzes
Wiéhrend des Trainings der Neuronalen Netze wird laufend ein relativer Fehler

a ausgegeben, den 9 von 10 Trainings- bzw. Validierungsbeispiele unterschreiten.
Die relativen Fehler pro Ausgabeneuron [ und Trainingsbeispiel p

—d
81y = [9p — di | (3.5)
7 | dip

werden geordnet, und der Wert « ergibt sich als 90%-Quantil. Es gilt also 6;,, < «
in 9 von 10 Fillen. Anhand des Wertes a kann der Anwender einen Eindruck von
der Qualitdt der Approximation gewinnen. Akzeptabel sind Werte im Bereich
a5 0,1[19].

Der sogenannte mittlere Trainingsfehler F, eine Grofle die ebenfalls wihrend
des Trainings ausgegeben wird, kann auch zur Beurteilung der Approximation
herangezogen werden. Es gilt:

Np L
1 2
e (S - ) 36)

p=1 I=1

Auch hier ist man auf praktische Erfahrungen angewiesen, um einen Wert fiir F
nennen zu konnen, bis zu dem die Approximation durch die Netze akzeptiert wer-
den kénnen. Es hat sich gezeigt, dass Netze mit einem Trainingsfehler F 2, 102
keine brauchbaren N&herungen mehr liefern [19]. In diesem Fall ist das Neurona-
le Netz nicht in der Lage, aus den Trainingsbeispielen einen Zusammenhang zu
erlernen.
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Kapitel 4

Inhaltliche Einordnung

In diesem Kapitel wird ein Verfahren zur Berechnung von Konfidenzintervallen fiir
die Ausfallwahrscheinlichkeit keramischer Bauteils nach Gl. 2.7 vorgestellt. Das
Verfahren besteht aus einer Kombination von nichtparametrischer Bootstrap-
methode, dem Programmpaket STAU und Neuronalen Netzen. Ein derartiges
parameterfreies Verfahren zur Schitzung von Konfidenzintervallen fiir die Aus-
fallwahrscheinlichkeit liegt bislang nicht vor. Es vorzustellen, anhand von vorhan-
denen Materialdaten und Finite-Elemente-Modellen zu testen und zu etablieren,
ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.

4.1 Zusammenarbeit der Verfahren

Statistische Grundlage zur Bestimmung der Konfidenzintervalle fiir die Ausfall-
wahrscheinlichkeit sind die Stichproben zur Bestimmung der Weibullparameter
m und oy und der Risswachstumsparameter n und B. Verfahren zur Bestim-
mung von Konfidenzintervallen fiir die Weibullparameter sind seit langem be-
kannt [20, 21]. Fiir die Bestimmung der Risswachstumsparameter sind Verfahren
bekannt, die jedoch keine Aussagen zu Konfidenzintervallen machen. Zur Be-
stimmung der Ausfallwahrscheinlichkeit selbst gibt es u. a. die Programmpakete
STAU [7] und CARES [22], die in der Industrie und in der Forschung Anwendung
finden, allerdings nicht weit verbreitet sind. Zur Bestimmung von Konfidenzin-
tervallen liegt dagegen kein Standardverfahren vor, weil es fiir jede Geometrie
und jeden Lastfall gesondert anzupassen wére. Die vorgestellte Kombination aus
Bootstrapmethode, STAU und Neuronalen Netzen beseitigt nun diese Liicke und
stellt eine Moglichkeit bereit, Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrscheinlich-
keit zu schétzen. Da zur deren Bestimmung auch eine empirische Verteilung der
Materialparameter erzeugt wird, kénnen die Bootstrapkonfidenzintervalle fiir die
Materialparameter ebenfalls bestimmt werden. Die numerischen und statistischen
Verfahren, die hier kombiniert werden, sind fiir sich betrachtet bereits etabliert.
Vor einer Darstellung der Zusammenarbeit werden die verwendeten numerischen
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und statistischen Werkzeuge aus unterschiedlichen Gebieten noch einmal kurz
erldutert:

e STAU: Postprozessor zur Weiterverarbeitung von Ergebnissen einer Finiten-
Elementq—Analyse, Programmpaket zur Berechnung der Ausfallwahrschein-
lichkeit Py

e Bootstrapmethode: Parameterfreies statistischen Verfahren zur Schiatzung
der Unsicherheit einer Zielgréfie, im vorliegenden Fall Py

e Neuronale Netze: Extrem flexibles numerisches Werkzeug, im vorliegenden
Fall verwendet zur Reproduktion eines durch einige Beispiele definierten
Zusammenhanges zum Zwecke der Rechenzeitersparnis

e _Biaskorrektur”: Zur Bootstrapmethode gehorendes Verfahren zur Schéitzung
von Konfidenzintervallen aus der Verteilung der Bootstrapreplikationen und
dem Schétzer aus der Originalstichprobe.

4.2 Ubersicht

1. Datenerhebung bzw. Versuchsdurchfithrung und Auswertung

— Bereitstellung einer Datenbasis fiir STAU und die Bootstrapsimulati-
on, d. h. Planung und Durchfiihrung der Experimente

— Durchfiihrung der Bootstrapsimulation, d. h. Erzeugung von Ny ~ 10*
neuen Bootstrapstichproben, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben

— Schétzung der Materialparameter aus der Originalstichprobe und den
Bootstrapstichproben, wie in Abschnitt 1.3 beschrieben
(Gln. (1.8) — (1.11))

2. Auswertung der Bootstrapsimulation

(2a) alleinige Verwendung von STAU

— Auswertung der Bootstrapstichproben, d. h. Berechnung von Ny
Realisierungen von P nach GI. (1.16)

(2b) Approximation durch Neuronale Netze

— Training der Neuronalen Netze mit Np Trainingsbeispielen von
(Np 2 10?), die mit STAU berechnet wurden.

— Auswertung der Bootstrapstichproben, d. h. Berechnung von Ny
Realisierungen von Py mit den trainierten Neuronalen Netzen

3. Statistische Auswertung der Ergebnisse der Simulation

— Statistische Schétzung des Konfidenzintervalls aus den Ny Realisierungen
fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit nach Gl. (2.7) und dessen Interpretation
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Bereitstellung einer Datenbasis
Planung und Durchfiihrung
der Experimente

!

Durchfiihrung der Bootstrapsimulation
Erzeugung der Bootstrapstichproben

!

Bestimmung von m, gy, n und B
YV Ny Simulationsergebnisse

v p

‘ Training der Neuronalen Netze

Bootstrapschéitzer i
fiir P; mit STAU

Bootstrapschétzer
fiir Py mit trainierten Netzen

pY v

Schétzung des
Konfidenzintervalls

!

‘ statistische Interpretation ‘

Tab. 4.1: Darstellung der gesamten Prozedur als Flussdiagramm
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4.3 Programmtechnische Anbindung der Boot-
strapmethode an das Programmpaket STAU

In diesem Abschnitt soll die programmtechnische Realisierung der Methode zur
Schétzung von Konfidenzintervallen dargelegt werden.

Bootstrapsimulation

Aus dem Flussdiagramm in Tabelle 4.1 geht hervor, dass zunéchst die eigent-
liche Bootstrapsimulation erfolgt. Diese Aufgabe iibernimmt ein autarkes Pro-
gramm. Es erzeugt aus der Originalstichprobe durch Ziehen mit Zuriicklegen
Bootstrapstichproben und bestimmt zu jeder Bootstrapstichprobe die Material-
parameter. Die eigentliche Simulation {ibernimmt ein Zufallszahlengenerator der
IMSL-Bibliothek, der N natiirliche, gleichverteilte Zufallszahlen aus {1,..., N}
liefert.

Bereitstellung der Materialparameter

Statische Biegeversuche zur Bestimmung der Risswachstumsparameter werden
mit der Maximum-Likelihood-Methode (Gl. (1.9) und (1.10)) ausgewertet, dy-
namische Versuche nach (1.11). Die Weibullparameter der Lebensdauervertei-
lung werden nach (1.8) in die Risswachstumsparameter n und B umgerechnet.
Die Weibullparameter der Inertfestigkeit werden stets nach (1.9) und (1.10) be-
stimmt. Da das Programmpaket STAU iiber eine Option fiir Parameterstudien
verfiigt, werden die Materialparameter in entsprechendem Format iibergeben [7].
Des weiteren liegt eine empirische Verteilung der Materialparameter vor, aus der
nach (2.7) Bootstrapkonfidenzintervalle bestimmt werden konnen.

Berechnungen mit STAU

In der Variante ohne Verwendung der Neuronalen Netze erfolgt die Berechnung
der Ausfallwahrscheinlichkeit mit STAU fiir alle Ny Bootstrapsimulationen. Bei
Wabhl der Option fiir Parameterstudien berechnet STAU fiir jeden gegebenen Satz
von Materialparametern die Ausfallwahrscheinlichkeit und legt Ergebnisdateien
in wohldefiniertem Format [7] an. Das Programm zur Bestimmung der Materi-
alparameter und STAU bilden gemeinsam die programmtechnische Realisierung
des in Kapitel 2 eingefiihrten Stichprobenfunktionals s.

Bestimmung des Bootstrapkonfidenzintervalls

Die Auswertung, d. h. die Bestimmung des Konfidenzintervalls nach (2.7) aus
der empirischen Verteilung der Ausfallwahrscheinlichkeit und der , Biaskorrek-
tur® erfolgt anschlieBend durch ein speziell entwickeltes Programm. Dazu werden
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alle aus Bootstrapreplikationen berechneten Werte fiir die Ausfallwahrscheinlich-
keit aus den Ergebnisdateien von STAU gelesen.

Die Grenzen des Konfidenzintervalls werden dann in ein geeignetes Graphikpro-
gramm {ibertragen. Da eine Festlegung auf eine einheitliche Darstellung oder auf
ein bestimmtes Graphikprogramm hinderlich ist, erfolgt die Einbindung in die
Graphik manuell.

4.3.1 Variante mit Verwendung der Neuronalen Netze

Die Auswertung vieler Bootstrapstichproben mit dem Programmpaket STAU
nimmt erfahrungsgemséss seht viel Rechenzeit in Anspruch. Um auch fiir komple-
xe Finite-Elemente-Modelle realer Bauteile die Konfidenzintervalle fiir die Aus-
fallwahrscheinlichkeit mit der Bootstrapmethode bestimmen zu kénnen, ist man
darauf angewiesen, viele Bootstrapstichproben in angemessener Zeit auszuwer-
ten. Dies wird durch eine alternative Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit
erreicht. Der komplexe numerische Zusammenhang aus Gl. (1.16) wird durch Neu-
ronale Netze approximiert, d. h. es werden bis auf die Trainingsbeispiele alle Boot-
strapstichproben mit Neuronalen Netzen ausgewertet. Von den zahlreichen Fahig-
keiten der Neuronalen Netze profitiert diese Anwendung hauptséchlich von der
Flexibilitdt bei der Reproduktion numerischer Zusammenhinge. Die Ergénzung
der Neuronalen Netze ermoglicht die Auswertung von Bootstrapstichproben in
grofler Zahl und rundet das Verfahren ab. Werden Neuronale Netze zur Berech-
nung der Bootstrapreplikationen verwendet, dndert sich die Vorgehensweise in
einigen Punkten, die im folgenden besonders hervorgehoben werden.

Bootstrapsimulation

Die Bootstrapsimulation verlduft exakt so, wie bei der Variante ohne Verwendung
der Neuronalen Netze.

Bereitstellung der Materialparameter

Statische Biegeversuche zur Bestimmung der Risswachstumsparameter werden
mit der Maximum-Likelihood-Methode (Gl. (1.9) und (1.10)) ausgewertet, dyna-
mische Versuche nach (1.8) und (1.11). Die Weibullparameter der Inertfestigkeit
werden stets nach (1.9) und (1.10) bestimmt. Da das Programmpaket STAU
iiber eine Option fiir Parameterstudien verfiigt, werden die Materialparameter in
entsprechendem Format iibergeben [7]. Im Gegensatz zur Variante ohne Verwen-
dung der Neuronalen Netze reicht es hier aus, nur die Np Materialparameter fiir
STAU bereitzustellen, die als Trainingsbeispiele verwendet werden. Die aus den
Bootstrapsimulationen gewonnenen Materialparameter miissen dem Neuronalen
Netzen zur Verfiigung gestellt werden. Die Materialparameter fiir die Np Trai-
ningsbeispiele stehen dariiberhinaus dem Trainingsprogramm zur Verfiigung. Um
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eine Schwankung der Materialparameter iiber viele Groflenordnungen zu vermei-
den (s. 3.3), werden den Neuronalen Netzen nicht die Risswachstumsparameter,
sondern die Weibullparameter der Verteilung der Lebensdauer, falls die Lebens-
dauer mit statischen Biegeversuchen charakterisiert worden ist, oder Steigung
und Achsenabschnitt, falls die Lebensdauer mit dynamischen Biegeversuchen cha-
rakterisiert worden ist, als Eingabedaten iibergeben. Wie in der Variante ohne
Verwendung der Neuronalen Netze liegt eine empirische Verteilung der Material-
parameter vor, aus der nach (2.7) Bootstrapkonfidenzintervalle bestimmt werden
konnen.

Berechnungen mit STAU und Vorbereitung des Trainings

Bei Verwendung der Neuronalen Netze erfolgt die Berechnung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit mit STAU nur fiir die Trainingsbeispiele. Anschlielend werden die
Daten der Trainingsbeispiele, bestehend aus Materialparametern und zugehoriger
Ausfallwahrscheinlichkeit, via Eingabedatei dem Trainingsprogramm fiir Neuro-
nale Netze iibergeben.

Training der Neuronalen Netze

Das Training der Neuronalen Netze erfolgt durch ein speziell aus der freien Softwa-
re SNNS (Stuttgart Neural Network Simulator)! entwickeltes Programm, welches
auch in [19] verwendet wurde. Das Ergebnis des Trainingsprozesses ein automa-
tisch generiertes Unterprogramm, welches eine N&herung fiir (1.16) darstellt.

Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit

Dieses Unterprogramm wird in ein Hauptprogramm eingebunden und berechnet
alle Bootstrapreplikationen. Es liefert eine empirische Verteilung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit. In der Variante mit Verwendung Neuronaler Netze bilden das Pro-
gramm zur Bestimmung der Materialparameter und das vom Trainingsprogramm
erzeugte Unterprogramm gemeinsam die programmtechnische Realisierung des in
Kapitel 2 eingefiihrten Stichprobenfunktionals s.

Bestimmung des Bootstrapkonfidenzintervalls

Die Bestimmung des Konfidenzintervalls und die graphische Anbindung erfolgt
ebenso wie bei der Variante ohne Neuronale Netze. Der Aufruf einzelner Program-
me wie z. B. der des Trainingsprogramims fiir Neuronale Netze, des Compilers oder
des Hauptprogramms erfolgt durch Shellskripte.

Lerhiltlich unter http://www-ra.informatik.uni-tuebingen.de/SNNS/
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Kapitel 5

Ergebnisse

In diesem Kapitel sollen Ergebnisse gezeigt werden, die mit der nichtparametri-
schen Bootstrapmethode berechnet wurden. Die Beispiele gehen auf unterschied-
liche Zielrichtungen ein. Mit der Bootstrapmethode lassen sich Parameter eines
geplanten Experiments im Vorfeld zur effizienteren Ausnutzung von Ressourcen
geeignet festlegen. Weiterhin lassen sich Bauteile bewerten, beispielsweise um die
Erfiillung einer vorgegebenen Spezifikation nachzuweisen. Als Beispiele wurden
Materialdaten und Finite-Elemente-Modelle verwendet, die im Rahmen des SFB
483 gewonnen wurden.

5.1 Festlegung geeigneter Randbedingungen fiir
Versuche zur Bestimmung der Lebensdauer

Insbesondere bei Versuchen zur Bestimmung der Lebensdauer héingt die Ausfall-
wahrscheinlichkeit von Proben im Versuch empfindlich von Randbedingungen,
wie z. B. der Geometrie oder dem gewéhlten Lastniveau ab. Anhand eines Bei-
spiels soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, wie mit der Bootstrapmethode ein
Lastniveau fiir Lebensdauerversuche festgelegt werden kann.

5.1.1 Ausgangssituation und Aufgabe

Es soll ein Lastniveau fiir statische Vierpunktbiegeversuche festgelegt werden.
Aussagekriftig sind die Versuchsergebnisse nur, wenn hochstens etwa 1/3 So-
fortbriiche und héchstens 1/3 sogenannte Durchldufer vorhanden sind. Vorgege-
ben sind der Stichprobenumfang mit N = 30 und die Dauer des Versuchs mit
T = 500 h. Zur Vorhersage des Lastniveaus und des Versagensverhaltens steht
eine Stichprobe aus dynamischen Biegeversuchen zur Verfiigung, die in Abb. 2.3
und 2.4 auf Seite 27 beschrieben ist.
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5.1.2 Bestimmung des Lastniveaus

Zur Bestimmung des Lastniveaus wird die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Biege-
balkens in Abhéngigkeit von der Last nach T = 500 h berechnet, was in Abb. 5.1
(links) als Kurve dargestellt ist. Die senkrechten Linien bezeichnen die 90%-

1,0
41079 }
0,8
31070 }
0,6
a” a” 21079}
0,4 1
1079 }
0,2 4
OF
0,0 1
200 250 300 350 310 320 330 340 350 360
FN] FIN]

Abb. 5.1: Ausfallwahrscheinlichkeit nach 7' = 500 A (links) und nach Beginn des
Versuchs (rechts) in Abhéngigkeit von der Last

Konfidenzintervalle fiir ausgewihlte Lastniveaus. Man erkennt, dass sich fiir ein
Lastniveau von F' = 350 N eine Ausfallwahrscheinlichkeit 0,7 < P; < 1,0 ergibt.
Zur Abschitzung der Zahl der Sofortbriiche muss die spontane Ausfallwahrschein-
lichkeit in Abhingigkeit von der Last berechnet werden. Hierzu geniigt es, das
zum Lastniveau von F' = 350 N gehorende Konfidenzintervall zu berechnen. Man
erkennt, dass mit dem spontanen Versagen einer Biegeprobe nicht zu rechnen ist.

5.1.3 [Ergebnisse der statischen Biegeversuche

In diesem Abschnitt werden die Versuchsergebnisse und die Vorhersage miteinan-
der verglichen. Nachdem urspriinglich eine Versuchszeit von 7" = 500 h vorgesehen
war, wurden die Rechnung und der Versuch wegen eines Durchldufers auf insge-
samt 1" = 850 h ausgedehnt.

In Abb. 5.2 ist die empirische Verteilungsfunktion der Ausfallwahrscheinlich-
keit als Treppenfunktion in Rot dargestellt. Die gemessenen Werte fiir die Le-
bensdauer sind in Tab. 7.2 auf Seite 63 im Anhang angegeben. Die mit STAU
berechnete Ausfallwahrscheinlichkeit auf Grundlage der Originalstichprobe ist
als griine Kurve dargestellt. Zusétzlich sind zu ausgewihlten Zeitpunkten 90%-
Bootstrapkonfidenzintervalle als senkrechte Balken eingetragen. Der in Blau dar-
gestellte Konfidenzschlauch ergibt sich durch lineare Interpolation dieser 90%-
Konfidenzintervalle. Man erkennt, dass der berechnete und der gemessene Verlauf
der Ausfallwahrscheinlichkeit fiir ¢ 2 20.000 s &~ 5,5 h gut iibereinstimmen. Am
Ende des betrachteten Zeitraumes von 7' = 850 h hatte eine Probe nicht versagt.
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Abb. 5.2: Ausfallwahrscheinlichkeit als Funktion der Zeit bis ¢ = 14 h (links) und
bis T" = 850 h (rechts)

Somit lieferte die Messung Ergebnisse, die den in Abschnitt 5.1.1 gestellten An-
forderungen entsprachen. Man erkennt, dass der berechnete und der gemessene
Verlauf im Rahmen der statistischen Unsicherheit {ibereinstimmen.

Aus den gemessenen Werten fiir die Lebensdauer und den Inertfestigkeiten kann
nach [3] die Abhéngigkeit der Risswachstumsgeschwindigkeit vom Spannungsin-
tensitatsfaktor K; ohne Annahme eines Potenzgesetzes berechnet werden. Die
Ergebnisse dieser Auswertung sind in Abb. 5.3 dargestellt.

d a/ dt 10% r
107 dynamische
[m/s] Biegung
10%
Weibull-
10° F auswertung
1070 F
10" F
1072 F
1 1 1
0,6 0,7 0,8 0,9 1
K/Kic

Abb. 5.3: Gemessene %¢-K-Kurve mit Weibullauswertung (aus [23])

Dabei entspricht jedem Punkt in Abb. 5.3 eine gemessene Lebensdauer. Die
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frithen Briiche, dargestellt in der steil ansteigenden Treppenfunktion in Abb. 5.2
entsprechen den Punkten bei grofler Risswachstumsgeschwindigkeit, die von der
Weibullgeraden abweichen. Man erkennt, dass die Weibullauswertung im Bereich
der langsam wachsenden, d. h. spit versagenden Risse mehr oder minder zuféllig
mit dem tatséchlichen Verlauf iibereinstimmt. Im Bereich der frith versagenden
Risse ist der Risswachstumsexponent n geringer als vorhergesagt, was zu hoheren
Ausfallwahrscheinlichkeiten im Bereich ¢ < 20.000 s fiithrt [23]. Der Verlauf der
Kurve in Abb. 5.3 zeigt, dass der Spannungsintensititsfaktor K; bei den friih ver-
sagenden Proben nicht mehr im linear verlaufenden Bereich liegt (s. Abb. 1.2),
sondern im Bereich I, bei dem ein Versagen unmittelbar bevorsteht und der
durch die Weibullauswertung nicht erfasst wird. Liegt der Spannungsintensitéts-
faktor jedoch im Bereich I, so ist das Bauteil fiir einen praxisrelevanten Einsatz
zu hoch belastet. Eine Weibullauswertung ist im Falle einer Abweichung vom Po-
tenzgesetz (1.5) nicht mehr moglich. Liegt ein Risswachstumsgesetz vor, welches
keine Potenzform hat, so ist eine Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit mit
STAU in der vorliegenden Form nicht mehr méglich. Hier wére eine komplette
Anpassung der Integration an ein neues Risswachstumsgesetz erforderlich, was
mit sehr hohem Aufwand verbunden ist.

5.2 Vergleich und Bewertung von Datenbasen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, welche Auswirkung die Wahl einer Da-
tenbasis auf die Vorhersageunsicherheit der Materialparameter und der Ausfall-
wahrscheinlichkeit hat.

Die Ergebnisse der statischen Biegeversuche stellen eine weitere Stichprobe dar,
die sich als Grundlage fiir eine Bootstrapsimulation eignet. Neben dieser Be-
stimmung der Risswachstumsparameter n und B aus statischen Biegeversuchen
wurden zusitzlich dreiffig dynamische Biegeversuche zur Bestimmung der Wei-
bullparameter m und oy der Inertfestigkeit durchgefiihrt. Die Kombination dieser
beiden Stichproben wird mit dem Kiirzel ,,30/30“ gekennzeichnet. Die Vorhersa-
geunsicherheit, die sich unter Verwendung dieser Daten ergibt, soll mit der ver-
glichen werden, die sich unter Verwendung der in Abschnitt 1.3 beschriebenen
Daten abschétzen ldsst. Diese Daten, bestehend aus drei Stichproben vom Um-
fang N = 15 zur Bestimmung der Risswachstumsparameter n und B und einer
Stichprobe vom Umfang N = 15 zur Bestimmung der Inertfestigkeit werden mit
»15/15/15/15% bezeichnet. Aus beiden Erhebungen lassen sich Werte zu neuen
Stichproben zusammenfassen. Die Stichproben, die der Bestimmung der Weibull-
parameter m und oy der Inertfestigkeit dienen, lassen sich mit dem Wilcoxon-
Rangsummentest [16] derselben Grundgesamtheit zuordnen. Dieses Testergebnis
rechtfertigt die Kombination zu einer Stichprobe vom Umfang N = 45. Dies
erméglicht zwei Kombinationen der Daten: Eine Kombination aus drei Stichpro-
ben vom Umfang N = 15, erhoben bei geringen Belastungsgeschwindigkeiten &
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zur Bestimmung der Risswachstumsparameter, und der Stichprobe vom Umfang
N = 45 zur Bestimmung der Inertfestigkeit. Diese erste Kombination wird mit
»15/15/15/45% bezeichnet. Die zweite Kombination besteht aus der Stichprobe
vom Umfang N = 30, den Ergebnissen der statischen Biegeversuche, und der
Stichprobe vom Umfang N = 45 zur Bestimmung der Inertfestigkeit. Diese er-
ste Kombination wird mit ,30/45% bezeichnet. Es folgt eine kurze tabellarische
Aufstellung aller Stichproben, die im Rahmen des SFB 483 erhoben und zur Bau-
teilbewertung und zur Auswertung der statischen Versuche eingesetzt wurden.

Stichproben- | Stichproben- | Stichproben- | Stichproben-
Kiirzel umfang umfang umfang umfang
01, 09, O3 statische Last 0 — o0 insgesamt
30/30 - 30 30 60
15/15/15/15 | 15,15, 15 - 15 60
30/45 - 30 45 75
15/15/15/45 | 15, 15,15 - 45 90

Tab. 5.1: Definition weiterer Stichproben durch Kombination

5.2.1 Vergleich der Datenbasen in Bezug auf die Zuverlis-
sigkeitsanalyse

In diesem Abschnitt werden die zur Materialcharakterisierung erhobenen Daten,
wie in Tabelle 5.1 definiert, im Hinblick auf die Vorhersageunsicherheit in der
Zuverldssigkeitsanalyse verglichen und bewertet. Sowohl fiir die Materialparame-
ter als auch fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit wird die Unsicherheit durch Anga-
be der 90%-Konfidenzintervalle charakterisiert. Zur Bestimmung wurden jeweils
Ny = 2.000 Simulationen verwendet. Eine Approximation der Gleichungen zur
Bestimmung der Materialparameter durch Neuronale Netze macht hier keinen
Sinn, da die Auswertung der Gleichungen (1.8) — (1.11) kaum Rechenzeit in An-
spruch nimmt.

Die 90%-Konfidenzintervalle fiir die Weibullparameter m und oq sind in Abb. 5.4
(links) gegeneinander aufgetragen. Die Punkte bezeichnen die Maximum-Likeli-
hood-Schitzer, die sich aus der Originalstichprobe ergeben. Da die Weibullpara-
meter nur von den Werten zur Bestimmung der Inertfestigkeit abhéngen, spielen
hier nur die 15, 30 bzw. 45 Werte eine Rolle. Man erkennt, dass 30 statt 15 Proben
eine deutliche Verringerung der Vorhersageunsicherheit mit sich bringen, weitere
15 Proben hingegen nicht. Dieses Verhalten ist hinreichend bekannt [20, 21]. Die
90%-Konfidenzintervalle fiir die Risswachstumsparameter n und B sind ebenfalls
in Abb. 5.4 (rechts) gegeneinander aufgetragen. Der Risswachstumsparameter B
héngt wegen GI. (1.11) auch noch von den Werten zur Bestimmung der Inertfe-
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Abb. 5.4: Materialparameter fiir die Inertfestigkeit (links) und das unterkritische
Risswachstum (rechts)

stigkeit ab, weshalb sich Anderungen fiir die Risswachstumsparameter ergeben,
beriicksichtigt man zusétzliche Werte zur Inertfestigkeit. Das relativ grofie Kon-
fidenzintervall fiir den Parameter B bei Verwendung der mit statischen Biege-
versuchen erhobenen Stichproben ist durch die Art der Simulation bedingt. Die
Stichprobe enthilt einen Durchldufer, der den Wert fiir B grofl werden l&sst.
Wird die durchlaufende Probe bei der Simulation nun mehrfach gezogen, ergibt
sich ein entsprechend grofler Wert fiir B. Da vom oberen Rand der empirischen
Verteilung bei der Bestimmung des Konfidenzintervalls nur 5% unberiicksichtigt
bleiben, schlielt das Intervall so hohe Werte fiir B ein.

30/45 —
15/15/15/45 *
15/15/15/15

30/30 e

07 08 09 1,0

Abb. 5.5: Ausfallwahrscheinlichkeit der Biegeprobe am Ende der Versuchsdauer,
berechnet mit verschiedenen Datenbasen

Der statische Biegeversuch wurde mit unterschiedlichen Kombinationen von Da-
ten, wie in Tabelle 5.1 definiert, simuliert. In Abb. 5.5 sind die Konfidenzin-
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tervalle der Ausfallwahrscheinlichkeit fiir die verschiedenen Stichproben darge-
stellt. Man erkennt, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit am Ende der Versuchs-
dauer auf Basis unterschiedlicher Daten mit unterschiedlicher Prizision vorher-
gesagt werden kann. In Abb. 5.5 fiihren die Daten zur Lebensdauer aus stati-
schen Versuchen (Kombinationen ,30/30% und ,,30/45%) zu schérferen Vorhersa-
gen als die Daten aus dynamischen Versuchen (Kombinationen ,15/15/15/15%
und ,,15/15/15/45“). Aus diesen Berechnungen ist ersichtlich, dass es nicht allein
auf den Stichprobenumfang ankommt, sondern dass die Art der Messung, mit
der eine Grofle bestimmt wird, sich auf die Vorhersageunsicherheit der Zielgrofie
auswirken kann. Die Bootstrapmethode bietet nun die Moglichkeit, diese Aus-
wirkung quantitativ abzuschétzen. In Abschnitt 5.3 wird dieses Verhalten mit
Stichproben unterschiedlichen Umfangs zur Charakterisierung der Lebensdauer
vertieft.

Die grofie Unsicherheit bei der Bestimmung des Risswachstumsparameters B bei
der Vorhersage aus statischen Versuchen iibertrigt sich nicht auf die Ausfallwahr-
scheinlichkeit, denn fiir grole Werte von B bleibt das Risswachstum praktisch
unberiicksichtigt, da das Zeitintegral (1.15) keinen Beitrag mehr liefert. Die Aus-
fallwahrscheinlichkeit konvergiert fiir groe Werte von B gegen den Wert, der sich
bei Versagen ohne Risswachstum ergibt.

5.3 Strategien zur Versuchsfiithrung

In Abschnitt 5.1 wurde die Vorhersageunsicherheit verschiedener Stichproben auf
die Ausfallwahrscheinlichkeit und die Materialparameter bestimmt. Es wurde ge-
zeigt, dass sowohl der Stichprobenumfang als auch die Strategie der Erhebung
einen Einfluss auf die Vorhersageunsicherheit haben. Der Vergleich der Vorher-
sageunsicherheit dynamischer und statischer Biegeversuche hat gezeigt, dass eine
geschickte Strategie zur Erhebung der Stichprobe weitaus grofleres Potential be-
sitzt, eine geringere Vorhersageunsicherheit zu erreichen als die Erhohung des
Stichprobenumfangs. Die Umfinge der in Abschnitt 5.1 verwendeten Stichpro-
ben unterscheiden sich nur in der Zahl der Versuche zur Bestimmung der In-
ertfestigkeit, die das Versagensverhalten eines statisch belasteten Biegebalkens
nicht mafigeblich beeinflusst. Weiterhin sind die Daten zur Lebensdauer nicht
mit dem Potenzgesetz (1.5) vereinbar, wie in Abb. 5.3 zu sehen ist. Daher soll
der Zusammenhang zwischen Erhebungsstategie, Stichprobenumfang und daraus
resultierender Vorhersageunsicherheit anhand von Stichproben aufgezeigt werden,
die zu den verwendeten Modellen passen. Zu diesem Zweck wurden Stichproben
mit dem Zufallszahlengenerator erzeugt, bei denen die Lebensdauer mit gleicher
Anzahl von Proben auf verschiedene Weise charakterisiert worden ist. Zum Ver-
gleich wurde eine weitere Serie von Stichproben generiert, die sich von der ersten
im Gesamtumfang unterscheidet.
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5.3.1 Generierte Stichproben

Um den Einfluss der Art der Erhebung und des Umfanges charakterisieren zu
kénnen, wurden folgende Stichproben generiert: Eine Stichprobe zur Charakte-
risierung der Lebensdauer mit statischen Biegeversuchen vom Umfang 100, be-
zeichnet mit ,,100%, eine Stichprobe aus je zwanzig dynamischen Biegeversuchen
bei fiinf verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten, bezeichnet mit ,,5 - 20“ und
eine Stichprobe aus je fiinfzig dynamischen Biegeversuchen bei zwei verschiedenen
Belastungsgeschwindigkeiten, bezeichnet mit ,,2-50%. Alle Belastungsgeschwindig-
keiten liegen unterhalb der Belastungsgeschwindigkeit, bei der die Inertfestigkeit
gemessen wird. Die Inertfestigkeit selbst wird mit dreiflig dynamischen Biegever-
suchen charakterisiert. Bei der Generierung der statischen Biegeversuche wurden
Durchlédufer oder Sofortbriiche vernachléssigt. Weiterhin wurden nach diesem Mu-
ster drei Stichproben vom Gesamtumfang sechzig generiert: Eine Stichprobe zur
Charakterisierung der Lebensdauer mit statischen Biegeversuchen vom Umfang
60, bezeichnet mit ,,60“, eine Stichprobe aus je zwolf dynamischen Biegeversu-
chen bei fiinf verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten, bezeichnet mit ,,5-12%
und eine Stichprobe aus je dreiflig dynamischen Biegeversuchen bei zwei verschie-
denen Belastungsgeschwindigkeiten, bezeichnet mit ,,2 - 30“. Die parametrischen
Simulationen erfolgten nach einer Weibullverteilung. Dabei wurden die Parame-
ter verwendet, die aus den in Abschnitt 5.2 vorgestellten Messreihen hervorgehen.
Alle generierten Stichproben sind noch einmal in Tab. 5.2 zusammengefasst:

Stichproben- Stichproben- | Stichproben-
Kiirzel umfang umfang umfang
01,09,03,04,05 | statische Last insgesamt

100 - 100 100
5-20 | 20, 20, 20, 20, 20 - 100
2-50 50, -, —, —, 50 - 100

60 - 60 60
5-12 | 12,12,12,12, 12 - 60
2-30 30, -, —, -, 30 - 60

Tab. 5.2: Zusammenfassung der generierten Stichproben

Die Inertfestigkeit wurde mit dreiflig dynamischen Biegeversuchen charakterisiert,
was in Tab. 5.2 nicht aufgefiihrt ist. Fiir alle Stichproben in Tab. 5.2 wurde die
Vorhersageunsicherheit fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit bestimmt. Als Beispiel
wurde der statische Biegeversuch mit der bereits in Abschnitt 5.1.2 aufgegebenen
Belastung von F' = 350 N verwendet. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.6 dargestellt.

Man erkennt die sehr scharfe Vorhersage, die mit statischen Versuchen erzielt
werden kann. Sdmtliche Bootstrapreplikationen lagen auf oder bei Eins, so dass
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Abb. 5.6: Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit der Biegeprobe,
berechnet unter Verwendung verschiedener Datenbasen

ein Konfidenzintervall nicht dargestellt werden kann. Hétte man bei der Generie-
rung Durchldufer beriicksichtigt, so wire eine grofiere Unsicherheit zu erwarten.
Offensichtlich erreicht man bei statischen Biegeversuchen bereits bei vergleichs-
weise geringem Stichprobenumfang eine scharfe Vorhersage. Bei Betrachtung der
dynamischen Biegeversuche erkennt man ebenfalls, dass ein Stichprobenumfang
von einhundert keine wesentliche Verringerung der Vorhersageunsicherheit ein-
bringt, unabhéngig davon, wie viele Proben bei welchen Belastungsgeschwindig-
keiten vermessen werden. Die Vorhersageunsicherheit ldsst sich hingegen erheblich
mindern, indem man eine gréflere Zahl von Belastungsgeschwindigkeiten wéhlt.
Dieses Resultat ist plausibel, denn die Risswachstumsparameter werden aus der
Steigung und dem Achsenabschnitt der (Ausgleichs-)Geraden durch die Mediane
bestimmt. Die Bootstrapsimulation sorgt fiir eine starke Schwankung der Media-
ne bei einer einzelnen Belastungsgeschwindigkeit. Bei Verwendung von nur zwei
verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten wirken sich diese Schwankungen auf
die Parameter der unterkritischen Risswachstums aus, da bei zwei verschiedenen
Belastungsgeschwindigkeiten keine Ausgleichsgerade bestimmt wird. Bei fiinf ver-
schiedenen Belastungsgeschwindigkeiten hat ein Ausreifler bei einem der Mediane
nur eine vergleichsweise geringe Schwankung der Materialparameter zur Folge.
Deshalb ist die Vorhersageunsicherheit bei Verwendung von fiinf Belastungsge-
schwindigkeiten weitaus geringer.

In diesem Beispiel legt die quantitative Abschétzung der Vorhersageunsicherheit
fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit also nahe, das Risswachstum mit statischen Bie-
geversuchen zu charakterisieren. Ist dies z. B. aus Zeitgriinden nicht méglich,
legt die Untersuchung nahe, dynamische Versuche bei mehreren Belastungsge-
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schwindigkeiten und etwas groflerem Stichprobenumfang durchzufiihren. Derar-
tige Uberlegungen und Untersuchungen lassen sich auf viele Félle iibertragen, in
denen Zielgréflen aus Stichproben oder Messungen gewonnen werden.

5.4 Bestimmung des Umfangs von Stichproben

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich die Bootstrapmethode einsetzen lasst,
um den erforderlichen Umfang einer Stichprobe bei einmal festgelegter Erhe-
bungsstrategie so abzuschitzen, dass eine vorgegebene Breite des Konfidenzin-
tervalls unterschritten wird. Die Vorgehensweise gleicht einem Suchen, eine echte
,Berechnung® des Stichprobenumfangs ist auf diese Weise nicht mdglich, jedoch
dienen diese Untersuchungen als Vorbereitung zur Losung des ,inversen Pro-
blems“, d. h. der Bestimmung des Stichprobenumfangs bei gegebener Vorhersa-
geunsicherheit. Zur Darstellung der Vorgehensweise reicht es aus, die Vorhersa-
geunsicherheit der Weibullparameter m und b zu bestimmen. Das Beispiel der
Weibullparameter bietet sich an, da zu diesen bereits eine parametrische Metho-
de zur Bestimmung der Konfidenzintervalle entwickelt wurde [20] und sich somit
Vergleichsmoglichkeiten bieten. Es wird eine Stichprobe verwendet, mit der eine
SizNy-Keramik charakterisiert worden ist [24]. Die Stichprobe hat den Umfang
N = 405 und bietet sich daher fiir diese Untersuchung geradezu an. Aus den 405
Werten {01, ... , 0405} wurden sechs Stichproben {o, ... ,on} mit N=15, 30, 50,
100, 200 und 405 unter Beibehaltung der gemessenen Reihenfolge gebildet.

990 990
980 ; 980
970 ; 970
__ 960 5 __ 960
g g
S 950 S 950
= 50 =
940 ; 940
930 200 1 930
920 405 A 920 15 50
910 910
12 14 16 18 20 22 24 26 12 14 16 18 20 22 24 26
m m

Abb. 5.7: Konfidenzintervalle der Weibullparameter, berechnet mit Ng = 2.000
Simulationen aus Bootstrapsimulationen (links) und nach [20] (rechts)

In Abb. 5.7 sind die 90%-Konfidenzintervalle fiir die Weibullparameter m und
b dargestellt. Das linke Bild enthilt die aus Bootstrapsimulationen gewonnenen
Intervalle, das rechte Bild enthélt zum Vergleich die analytisch gewonnenen Inter-
valle nach [20], die fiir Stichprobenumfinge von 200 und 405 nicht mehr verfiigbar
sind. Bei dieser Untersuchung handelt es sich um eine numerische Berechnung des
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Konvergenzverhaltens der entsprechenden Zielgrofie in Abhéngigkeit von der An-
zahl der Messwerte. Man kann aus Abb. 5.7 einen Stichprobenumfang ablesen,
bei dem eine gegebene Vorhersageunsicherheit fiir die Weibullparameter m und
b unterschritten wird. Fiir kompliziertere Stichprobenfunktionen, etwa fiir die
Risswachstumsparameter oder die Ausfallwahrscheinlichkeit liegen keine tabel-
lierten Werte oder asymptotische Ndherungen zur Bestimmung von Konfidenzin-
tervallen vor, so dass man in diesen Féllen ganz auf parameterfreie Verfahren wie
die Bootstrapmethode angewiesen ist. Will man einen minimalen Stichproben-
umfang ermitteln, der eine gegebene Vorhersageunsicherheit unterschreitet, sind
weitere Simulationen erforderlich. Die Bootstrapmethode lésst sich selbstredend
ebenso mit einer anderen Zielgréfle anwenden. Sind lediglich die Materialpara-
meter m und b bekannt, kann so vorgegangen werden, dass fiktive Stichproben
unterschiedlichen Umfangs z. B. fiir die Inertfestigkeit durch eine parametrische
Simulation nach einer (Weibull-)verteilung erzeugt werden und mit diesen eine
entsprechende nichtparametrische Simulation z. B. fiir die Ausfallwahrscheinlich-
keit durchgefiithrt wird. Diese Vorgehensweise bietet sich vor allem bei verglei-
chenden Untersuchungen zum Einsatz verschiedener Materialien an.

5.5 Bauteilbewertung

In diesem Abschnitt werden exemplarisch fiir die Bewertung eines Bauteils die
Konfidenzintervalle der Ausfallwahrscheinlichkeit fiir eine Kupplungsscheibe aus
Al;O3 berechnet.

5.5.1 Beschreibung des Modells

Es handelt sich hier um die Modellierung und Auswertung eines Modellversuches
zur Tribologie an einem Trockenreibungspriifstand, der am Institut fiir Werk-
stoffkunde I im Rahmen des Sonderforschungsbereiches durchgefiihrt wurde. Der
Kupplungsscheibe dienten sechs Graugussbolzen als Reibpartner, die alle mit spe-
ziell angefertigten Adaptern im Priifstand befestigt sind. An der Antriebswelle
des Priifstandsmotors sind eine Halte-, eine Zentriervorrichtung und eine Momen-
tenmessnabe fiir die Kupplungsscheibe angebracht. Die Vorrichtung besteht im
wesentlichen aus einer Grund- und einer Halteplatte, zwischen denen die Kupp-
lungsscheibe kraftschliissig geklemmt wird. Auf der Gussseite ist eine Halteplatte
auf einer Grundplatte angebracht. Die Halteplatte tragt die sechs Graugussbol-
zen als Reibelemente, die einzeln gefedert sind. Die Kupplungsscheibe rotiert
wihrend des Versuchs mit konstanter Winkelgeschwindigkeit und wird kraftge-
steuert via Lingsfiihrung gegen die Reibpartner gepresst. Der Entwurf und das
FE-Modell wurden am Institut fiir Werkstoffkunde I erstellt. Alternativ wurden
als Reibpartner auch sogenannte ,,Pellets“ aus Al,O3 verwendet. Modelliert wur-
de eine Aufheizphase von ¢ = 100 s, an deren Ende die Ausfallwahrscheinlichkeit
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infolge der aufgebrachten transienten thermisch-mechanischen Belastung berech-
net wurde. Weitere Details zur Versuchsdurchfithrung sind in [25] enthalten. Das
FE-Modell enthélt einige Vereinfachungen, wie z. B. die Reduzierung auf zwei
Dimensionen und die Vernachléssigung des Abriebs bei den Graugussbolzen. Das
FE-Netz der Kupplungsscheibe ist in Abb. 5.8 (links) skizziert. Die statistische

+79,2 MPa
+69,0 MPa
2 +58,8 MPa
+48,6 MPa
+38,4 MPa

+28,2 MPa
+17,9 MPa

;73
-2,47 MPa
| 1207 MPa

1

Abb. 5.8: Finite-Elemente-Netz (links) und Spannungsverteilung (o1;) (rechts)
der Kupplungsscheibe

Auswertung betrifft natiirlich nur die Keramikplatte, deren Spannungsverteilung
(011) in Abb. 5.8 (rechts) graphisch dargestellt ist. Als Datenbasis fiir die Simu-
lation wurde die in Tabelle 5.1 definierte Stichprobe ,,30/30 verwendet.

5.5.2 Resultate

Fiir die Kupplungsscheibe wird nun die Ausfallwahrscheinlichkeit am Ende der
Aufheizphase berechnet. Zur Uberpriifung der Konvergenz werden Ny = 250;
500; 1.000; 2.000; 5.000; 10.000 und 20.000 Simulationen verwendet und die in
Abschnitt 2.3 beschriebenen , biaskorrigierten* 90%-Bootstrapkonfidenzintervalle
bestimmt. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.9 links dargestellt.

Der Punkt in Inneren der Intervalle bezeichnet den Schétzer fiir die Ausfallwahr-
scheinlichkeit von 6-10~7, der sich aus der Originalstichprobe unter Verwendung
von Gleichung (1.16) ergibt. Man sieht, dass Konvergenz bei etwa Ng = 2.000 ein-
tritt. Dieses Verhalten stimmt mit den Erfahrungswerten in [14] {iberein. Daher
werden fiir den Vergleich mit der Approximation durch Neuronale Netze nur diese
Ng = 2.000 Beispiele herangezogen. Die Ergebnisse der Optimierung und damit
die Nédherungswerte fiir Ausfallwahrscheinlichkeit hingen von den Startwerten
der synaptischen Gewichte ab. Um diesen Einfluss auszuschalten, wurden bei der
Approximation durch Neuronale Netze immer jeweils zehn Neuronale Netze fiir
eine Zahl Np von Trainingsbeispielen trainiert (Np = {100, 200, 300, 400, 500} ).
Diese Netze berechnen fiir jede Simulation eine Realisierungen fiir die Ausfall-
wahrscheinlichkeit, aus deren empirischer Verteilung die Konfidenzintervalle be-
stimmt werden. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.9 rechts dargestellt. Die waage-
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Abb. 5.9: Ausfallwahrscheinlichkeit der Kupplungsscheibe in Abhingigkeit von
der Zahl der Bootstrapsimulationen (links) und Giite der Approxima-
tion der Konfidenzintervalle fiir Ng = 2.000 durch Neuronale Netze in
Abhéngigkeit von der Zahl der Trainingsbeispiele (rechts)

rechten Balken bezeichnen die Grenzen des Konfidenzintervalls fiir die Ausfall-
wahrscheinlichkeit bei Ng = 2.000 Simulationen, wie es schon in Abb. 5.9 links
dargestellt ist. Die Fehlerbalken stellen die Unsicherheit der Approximation durch
Neuronale Netze dar. Dargestellt sind einheitlich Fehlerbalken mit der 1,96-fachen
Breite der Standardabweichung, was, eine Normalverteilung vorausgesetzt, einer
Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 95% entspricht. Erzeugt wurden sie durch
Mittelung iiber zehn Netze. Man erkennt, dass die Approximation durch die Neu-
ronalen Netze hervorragend ist, auch wenn das Ergebnis der Bootstrapsimulation
nicht alle Fehlerbalken schneidet. Eine Angabe der Ausfallwahrscheinlichkeit auf
zwei Dezimalstellen macht ohnehin keinen Sinn, da die Streuung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit aufgrund der empfindlichen Abhéngigkeit von den Materialparame-
tern grof ist (s. GL. 1.16).

5.5.3 Einfluss der Datenbasis auf die Vorhersageunsicher-
heit

Wihrend in Abschnitt 5.5.2 die Vorhersageunsicherheit mit der Datenbasis aus
statischen Biegeversuchen (,,30/30%) gezeigt wurden, werden hier zum Vergleich
seien hier die Ergebnisse des Modells der Kupplungsscheibe aufgefiihrt, berechnet
mit der Daten aus dynamischen Biegeversuchen (,,15/15/15/15% wie in Tabelle
5.1 definiert).

Man erkennt, dass auf dieser Datenbasis eine Ausfallwahrscheinlichkeit vorherge-
sagt wird, die mit 6 - 107! drei GroéBenordnungen von der Vorhersage durch die
andere Datenbasis abweicht. Ein Vergleich der Abbildungen 5.9 und 5.10 (jeweils
links) zeigt einerseits die Uberlappung der Konfidenzintervalle und damit die
Vertréaglichkeit der beiden Vorhersagen, andererseits jedoch die schlechtere Vor-
hersageunsicherheit aufgrund der Datenbasis aus dynamischen Biegeversuchen in
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Abb. 5.10: Ausfallwahrscheinlichkeit der Kupplungsscheibe in Abhingigkeit von
der Zahl der Simulationen (links) und Giite der Approximation durch
Neuronale Netze in in Abhéngigkeit von der Zahl der Trainingsbei-
spiele (rechts)

Bezug auf die Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit, da sich das
mit Daten aus dynamischen Versuchen berechnete Konfidenzintervall iiber sechs
GroBenordnungen erstreckt (107% bis 107'2), im Gegensatz zu vier Grifienord-
nungen bei Verwendung der Daten aus statischen Biegeversuchen. Aus Abb. 5.10
rechts ist weiterhin ersichtlich, dass die Approximation der oberen Grenze des
Konfidenzintervalls mit Neuronalen Netzen im Vergleich zur Verwendung der
Daten aus statischen Biegeversuchen geringfiigig schlechter ist, da sich hier eine
etwas stirkere Abhingigkeit von der zufilligen Belegung der synaptischen Ge-
wichte zeigt.

5.6 Abhéangigkeit der Konfidenzintervalle vom
Startwert des Zufallszahlengenerators

Zur Durchfiihrung einer Bootstrapsimulation ben6tigt man statistisch unabhéngi-
ge, zufillige Zahlenfolgen, die einer diskreten Gleichverteilung in 1,..., N unter-
liegen. Auf dem Rechner kénnen Vorgénge, die solche Folgen liefern, bislang nicht
realisiert werden. Statt dessen kommen Algorithmen zum Einsatz, die determini-
stische Folgen von Zahlen liefern. Diese Zahlen sehen gleichverteilt und statistisch
unabhéngig aus. Fiir diese Algorithmen hat sich der Begriff ,, Zufallszahlengenera-
tor“ eingebiirgert. Fiir die Bootstrapsimulationen, mit denen die in dieser Arbeit
vorgestellten Ergebnisse gewonnen wurden, wurde ein Zufallszahlengenerator aus
einer mathematischen Unterprogrammbibliothek (IMSL von Visual Numerics)
verwendet.
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5.6.1 Schwankung der Bootstrapkonfidenzintervalle

Um den Einfluss verschiedener Realisierungen der Bootstrapsimulationen abzu-
schitzen, wurden die in Abb. 5.5 dargestellten Konfidenzintervalle fiir die Ausfall-
wahrscheinlichkeit am Modell des Biegebalkens mit den Daten aus dynamischen
(in Abb. 5.11 rechts) und statischen (in Abb. 5.11 links) Biegeversuchen insgesamt
zehnmal berechnet, wobei der Zufallszahlengenerator jeweils mit einem anderen
Startwert initialisiert wurde, so dass sich andere Realisierungen ergaben.

Realisierung
Realisierung

0,92 0,94 0,96 0,98 1,00 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
Pt Pt

Abb. 5.11: Darstellung der Konfidenzintervalle, berechnet aus den statischen Ver-
suchen (,,30/30%, links) und den dynamischen Biegeversuchen bei ver-
schiedenen Belastungsgeschwindigkeiten (,,15/15/15/15%, rechts) un-
ter Verwendung von zehn verschiedenen Startwerten fiir den Zufalls-
zahlengenerator inklusive Darstellung der Mittelwerte in Blau und der
Fehlerbalken in Griin

In Abb. 5.11 sind die Konfidenzintervalle fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir
zehn verschiedene Startwerte des Zufallszahlengenerators in Rot dargestellt. Aus
den zehn Realisierungen wurden Mittelwert und Streuung der unteren Grenze
des Intervalls, die als 95%-Fehlerbalken aufgetragen ist, berechnet. Die statisti-
sche Schwankung der unteren Grenze ist trotz der empfindlichen Abhéingigkeit der
Ausfallwahrscheinlichkeit von den Materialparametern klein gegeniiber der Ge-
samtlinge der Intervalle. Die Lage der Konfidenzintervalle stimmt mit Abb. 5.5
iiberein, so dass die durch die Variation des Startwertes bedingten Schwankungen
vernachlissigt werden konnen. Eine Darstellung der oberen Grenze macht wenig
Sinn, da alle Schiatzungen sehr nahe bei Eins liegen, so dass Schwankungen und
Fehlerbalken kaum darstellbar sind und auch keinen Erkenntnisgewinn bringen.

5.6.2 Approximationsverhalten der Neuronalen Netze

In diesem Abschnitt soll ein Beispiel fiir eine Berechnung der Konfidenzintervalle
durch Neuronale Netze gezeigt werden. Hierzu wurde fiir die in Abschnitt 5.6.1
untersuchten Beispiele eine Approximation mit Neuronalen Netzen berechnet.
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Untersucht wurde die ausschliefllich mit dynamischen Versuchen erhobene Stich-
probe (,,15/15/15/15%). Es wurden fiir jeden Startwert fiir je Np = 100, ... ,500
Trainingsbeispiele wie schon bei der Untersuchung der Kupplungsscheibe (s. Ab-
schnitte 5.5.2 und 5.5.3) zehn Neuronale Netze trainiert und die 95%-Fehlerbalken
aufgetragen (s. Abb. 5.9 und 5.10). Die Ergebnisse sind in Abb. 5.12 dargestellt.
Diese Berechnungen wurden mit der Standardeinstellung x = 6 durchgefiihrt.
Dabei wurde, wie in Abschnitt 5.6.1 nur die Schwankung der unteren Grenze
bzw. deren Giite der Approximation durch die Neuronalen Netze untersucht. Bei
Verwendung der aus dynamischen Biegeversuchen (,,15/15/15/15%) gewonnenen
Daten ist die Approximation der Konfidenzintervalle wie gewiinscht moglich. Be-
reits bei 300 Trainingsbeispielen ergibt sich eine Intervallgrenze, die mit der ohne
Approximation berechneten so gut iibereinstimmt, dass man das Ergebnis einer
beliebigen Realisierung als Intervallgrenze angeben kénnte. Offensichtlich sind die
Neuronalen Netze in diesem Fall in der Lage, den Zusammenhang (1.16) wieder-
zugeben.

Neuronale Netze sind jedoch nicht in der Lage, jeden beliebigen Zusammenhang
zu approximieren. Die Qualitdt der Approximation ldsst sich mit den in Abschnitt
3.3 angedeuteten und in [19] ausfiihrlich erliuterten Mafinahmen erheblich ver-
bessern.

5.7 Potential zur Rechenzeitersparnis durch den
Einsatz Neuronaler Netze

Es wurde gezeigt, dass die wiederholte Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit
zumindest im Prinzip durch Neuronale Netze geleistet werden kann.

Zum Abschluss sollen noch Anhaltspunkte dafiir gegeben werden, wie grof§ das
Potential zur Einsparung von Rechenzeit durch den Einsatz Neuronaler Netze
ist. Benotigt eine STAU-Rechnung die Zeit Tsray, ist fiir die Berechnung aller
Ng Simulationen die Gesamtzeit tyessTau = TsTav N erforderlich. Die insgesamt
benotigte Rechenzeit fiir Neuronale Netze setzt sich zusammen aus der Rechenzeit
fiir die Np Trainingsbeispiele, die Trainingszeit T'r..;, der Netze selbst, die von der
Netzstruktur und der Zahl der Trainingsbeispiele abhéngt, und der Rechenzeit
des trainierten Netzes fiir die Ny Simulationen. Soll {iber Ny Netze gemittelt
werden, ist dies aufler bei den Trainingsbeispielen ebenfalls zu beriicksichtigen:

toesNN = T51AU - Np + Trivain(Vp) - Nx + Tn - N - Nx (5.1)

Txy ist hier die Zeit, die das Netz braucht, um eine Simulation komplett zu be-
rechnen. In Tab. 5.3 sind die Rechenzeiten zusammengestellt:

Zur Anzahl der synaptischen Gewichte siehe Gl. (3.4). Die grofle Streuung erklért
sich durch die ungleichméflige Auslastung des Rechners. Es war nicht mdoglich,
die Rechnungen allein auf einem Prozessor laufen zu lassen. Aus der Tabelle geht
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Abb. 5.12: Konvergenzverhalten der Neuronalen Netze, berechnet mit Daten aus
dynamischen Biegeversuchen (,,15/15/15/15%)
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Anzahl Zahl der .. .. | Rechenzeit
der synap- Trfalnlng.s— R?chenzelt fiir s
. : zeiten fiir fiir 2.000 . T —
Trainings- | tischen ein Nets Beispiele Trainings- | ‘fsesNN
beispiele | Gewichte beispiele
100 121 17,3+ 1,55 | 1,5+£0,3s 0,5h 20
200 121 33,7£4,2s |10,94+0,2s 1,0h 10
300 121 50,1£6,9s | 0,94+0,2s 1,5h 7
400 121 64,7£0,9s | 0,94+0,3s 2,0h 5
500 121 80,6 £1,1s | 0,94+0,3s 2,5h 4
100 193 27,1+0,7s | 1,2+£0,7s 0,5h 20
200 193 52,5+2,7s | 1,24+0,4s 1,0h 10
300 193 77,44+0,9s | 1,2+£0,4s 1,5h 7
400 193 102,4+0,7s | 1,2+ 0,45 2,0h 5
500 193 127,4+0,8s | 1,2+ 0,45 2,5h 4

Tab. 5.3: Rechenzeit verschiedener Netze bei unterschiedlicher Zahl von Trai-
ningsbeispielen

hervor, dass fiir die Berechnung aller 2.000 Beispiele mit STAU etwa 10 h benétigt
werden, was etwa Tsray = 18 s pro Rechnung entspricht. Die benétigte Zeit zum
Training der Netze hingt aufler von der Anzahl der Trainingsbeispiele noch von
der Struktur des Netzes ab. Hier wurde die in Abschnitt 3.2 definierte Geometrie
mit zwei verdeckten Schichten zu je acht Neuronen verwendet. Zum Vergleich
wurden dieselben Rechnungen mit Netzen gestartet, die eine zusétzliche verdeck-
te Schicht bestehend aus acht Neuronen besitzen. Man sieht, dass der Aufwand
zum Training etwas steigt. Viel wichtiger ist aber der zusétzliche Bedart an Trai-
ningsbeispielen und der damit verbundene Mehraufwand, denn die Berechnung
der Trainingsbeispiele nimmt fast die komplette Rechenzeit in Anspruch.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, eine Methode zur Bestimmung von Konfidenzinter-
vallen fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit zu erarbeiten. Zu diesem Zweck wurde
die nichtparametrische Bootstrapmethode eingesetzt, indem die Bootstraprepli-
kationen mit dem Programmpaket STAU berechnet wurden. Zur Reduzierung
der Rechenzeit wurden als Variante Bootstrapreplikationen mit Neuronalen Net-
zen berechnet. Die Zusammenarbeit der verschiedenen numerischen Methoden
aus unterschiedlichen Anwendungsgebieten und deren programmtechnische Rea-
lisierung wurden ausfiihrlich erldutert. Die Bestimmung von Konfidenzinterval-
len wurde alternativ mit Neuronalen Netzen durchgefiihrt. Exemplarisch wur-
de gezeigt, welches Potential zur Einsparung von Rechenzeit die Approximation
mit Neuronalen Netzen bietet. Anhand mehrerer Anwendungsbeispiele mit un-
terschiedlichen Zielrichtungen wurden die Einsatzmdglichkeiten diskutiert. Dabei
wurde auch dargelegt, mit welchem numerischen Verhalten der Anwender rech-
nen muss.

Ein moglicher Anwendungsfall ist die Bauteilbewertung, bei der es um die quanti-
tative Abschitzung der Vorhersageunsicherheit kleiner Ausfallwahrscheinlichkei-
ten geht, was bei der Qualitdtssicherung Einsatzpotential bietet. Die meisten Ein-
satzmoglichkeiten liegen jedoch bei der Planung von Experimenten. So ist es mit
Hilfe der Bootstrapmethode mdoglich, Parameter fiir Versuche vor Durchfiihrung
der Experimente sinnvoll abzuschétzen. Dariiber hinaus bestehen Moglichkeiten,
den Umfang von Stichproben, die Art ihrer Erhebung und den Einfluss von Stich-
proben auf Zielgroflen wirkungsvoll zu beurteilen. Damit eignet sich die Boot-
strapmethode, Strategien zur Erhebung von Daten zu entwickeln.
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Anhang

Berechnung der Normal- und Schubspannung

Die Berechnung der Normal- und Schubspannung am Riss erfolgt durch Trans-
formation des diagonalisierten Spannungstensors o;; auf Kugelkoordinaten r, 9
und ¢. Diese Transformation wird beschrieben durch

Orr  Or9  Orp 011 0 0

-1
Ogr 099 Ogyp == .A 0 0992 0 A
Opr Op9 Oupp 0 0 o33

mit der Transformationsmatrix A4~!

sin ¥ cos ¢ sin ¢ sin @ cos v
O . 0(x,y,2)
A = rcostcosp rcosvsing —rcost =300
—rsindsing 7rsindsinp 0 (r.9,9)/
In Kugelkoordinaten sieht die (transformierte euklidische) Metrik wie folgt aus:
1 00 10 0
gi=A'[ 01 0] A=|0 r? 0
0 01 0 0 72sin®¥

Deren Komponenten werden fiir den Ubergang zu physikalischen Komponenten
des Spannungstensors bendétigt
Uij
_> . —
Vit /95
Zur Berechnung der Normal- und Schubspannung werden die physikalischen Kom-
ponenten o,,, 0,9 und o,, bendtigt. Man erhélt schlieflich

Uij

On = 0pp = sin?¥ cos? ¢ - 011 + sin® ¥ sin® ¢ - 099 + cos?V - o33 (7.1)
fiir die Normalspannung o, und

o9 = sind cosV cos? p - 011 + sind cos sin ¢ - g9y — sindcosV - o33

Orp, = — sind cosp sing + o1; + sin?d sing sinp - o9

T = /0% + o2, (7.2)

fiir die Schubspannung 7 [4, 6].
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Maximum-Likelihood-Schitzer fiir die Weibull-
verteilung

Herleitung der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Weibullparameter b und m
unter Beriicksichtigung von Durchldufern und Sofortbriichen. Die Weibullvertei-
lung hat folgende Verteilungsfunktion

piy=1-on - (3)'

und damit folgende Dichte

o) = 285 2 () - (3]

Die Maximum-Likelihood-Methode schitzt die Parameter b und m so, dass die
gemeinsame Dichte der gemessenen Stichprobe fiir die Schitzer b und m maximal
wird. Die gemeinsame Dichte ist die sogenannte Likelihood-Funktion L:

N

Lewss o saw) = [T A (o) FP @)1 = Pz

1=1

Hierbei sind die z; die Messwerte und zo, bzw. x,, die Stellen, an denen die
Verteilung abgeschnitten ist. ko, bzw. ky, bezeichnen die jeweils Anzahl der Werte
2 Zop bzw. < xy,. Zur Bestimmung der Parameter m und b leitet man In L ab.
Wegen L > 0 und wegen der strengen Monotonie von In ist dies moglich.

N N m N
1
InL = mg lnxi—g lnxi—lenb+Nlnm—<g> g xy"
i=1

b bt [1—ex [ (22)"]] < kot e

Mit 0 = ag;)L erhilt man:
N
N
0 = " (—m)b ™t Zx;” — kop(—m)b ™ L2

_ gy P [— (5=)"] %(%yﬁ




erlaubt eine explizite Berechnung von b in Abhéngigkeit von m, der Messwerte
x; und der Grenzen x,, bzw. z, :

m

N
1
m(N + k) = bims (Z ™ + kopa™ + §kxm>
i=1

1 al 1
b = "+ kopxl + —kyn 7.4
<Zz:1: Z; + bLob + 2 xun) ( )

N+ kun

m

N
1 1
N+ kun (Zl T+ Kovop, + 5’“”)]

Der letzte Ausdruck entspricht Gl. (1.9). Fiir m erhélt man durch 0 = 2I2L eine
implizite Gleichung, wobei ebenfalls (7.3) verwendet wird:

0 = Zlnxi — Nlnb+ % —zlv;(%)mln (%) — ko (%)mln (%)

b
N m N m N
N 1 1 ob\
0 = Zlnxi—Nlnb—{—E—(E) Za:i” lnxi—{—<g> lanwT—kob<%> In x4
i=1 j

=1
+ ok (%b)mlnb — ko [% ‘”—)m _ 1] In 2y + kun [1 (x—)m _ 1] Inb

N N
0 = — 1 3 kunl un
m+; nx; + ne

N
1 1
- ;x;” Inz; + kopxly In o, + §kunxumn In xun]
1 N 1
+ Inbd [b—m (Z w;’n + kobl‘g{; + §kun$$1) — N — kun] (75)
i=1
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Setzt man (7.4) in (7.5) ein, so erhélt man:

al N
0 = > Inzi+kwnnz, + -
i=1
N
doal Inx; + kopaly Inxop, + %kunxum In z,,

— (N 4 k)=

N
1

Yo a7+ koprlp + sk

i=1

N
doal + kopxlh + %kunxumn
+ b [ =N = kyy + (N + kun) =

1
Tt + kol + Shun iy
i=1

m ist damit durch folgende implizite Gleichung gegeben:

N N
0 :Zlnxi + kg I Zyy + —
m

i=1
N
Yol Inw; + kopxly Inaop + %kunxum In 2y,

— (N + kyy) =

N

m m 1 m
Z ’Ii + kOb"L‘ob + 2kunxun
=1

Der letzte Ausdruck entspricht Gl. (1.10). Die hergeleiteten Ausdriicke (1.9) und
(1.10) und finden sich auch in [3, 8, 10].

Ergebnisse der Experimente

Der Vollsténdigkeit halber seien hier noch die Ergebnisse der zur Bootstrapsimu-
lation verwendeten dynamischen und statischen Vierpunktbiegeversuche angege-
ben. Tab. 7.1 enthélt die vier Messreihen zu je fiinfzehn Messungen (Bezeichnung
»15/15/15/15% laut Abschnitt 5.2), wie in Abb. 2.3 und 2.4 auf Seite 27 darge-
stellt. Tab. 7.2 enthilt die zwei Messreihen zu je dreiffig Messungen (Bezeichnung
»30/30% laut Abschnitt 5.2), wie in Abb. 5.2 und 5.3 auf Seite 42 dargestellt. Der
zweite Wert in Tab. 7.2 stellt mit 3117600 s ~ 850 h die Versuchsdauer und damit
den Durchldufer dar. Die Versuchslast von 350 N entspricht einer Randfaserspan-
nung von 290,5 MPa. Die verwendeten Korrekturfaktoren nach [20] betragen
0,908 fiir N = 15, 0,955 fiir N = 30 und 0,9705 fiir N = 45.
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Nr. | 61 =0,9MPa/s | 63 =4,62MPa/s | 65 = 91MPa/s | 64 = 958 M Pa/s
1 378,8 334,9 346,7 356,7
2 352,0 350,0 401,0 379,6
3 325,2 360,9 396,1 315,5
4 336,2 323.1 334,1 345,5
5 342,2 368,8 411,6 364,7
6 369,1 347,2 311,1 356,4
7 3244 329,7 397,9 403,4
8 361,3 354,6 346,2 399,0
9 3484 368,3 384,7 415,0
10 345,0 364,2 383,8 3472
11 318,9 332,1 376,6 399,6
12 349.,6 352,8 386,3 357,0
13 335,7 371,5 335,4 378,5
14 322,3 359.4 348,5 376,2
15 355,4 362,6 396,5 378,5
= m=15, b=383MPa, B=14.000MPa*s, n=41,5
Tab. 7.1: Ergebnisse der dynamischen Biegeversuche des IWK I, alle Werte in

Tab. 7.2: Ergebnisse der dynamischen und statischen Biegeversuche des IKM-ZL

MPa.

dynamische Versuche [MPa] statische Versuche [s]

Nr. 1-10 | Nr. 11-20 | Nr. 21-30 | Nr. 1-10 | Nr. 11-20 | Nr. 21-30
295,5 369,8 392,2 6803 13 26640
298,1 375,3 393,3 3117600 1800 18
300,1 377,1 394,1 108 11 33480
313,2 378,3 394,9 9720 23760 69
315,0 379,6 401,8 9 8 97920
319,7 382,7 406,8 3960 227 270680
331,0 382,7 415,3 51840 65 10
357,5 386,0 420,3 87 163080 12240
366,3 389,0 420,8 885600 20700 33840
366,5 390,7 452,3 29 15 360

= m=10,8, b=3389MPa, B=23370MPas, n—44,9
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