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Einleitung

Geometrische Objekte werden zur Darstellung im Rechner durch funktionale, para-
metrische oder implizite BIEhen beschrieben. &liiend erstereuf'eine Freiformmo-
dellierung nur eingeschrikt einsetzbar sind, haben sich parametrischehéi in B-
Spline- oder BZzier-Darstellung in vielen CAD-Systemen als Standard etabliert. Sie
bieten den Vorteil einer einfachen und effizienten Auswertbarkeit in einzelnen Punkten
sowie einer intuitiven Handhabbarkeit durch Steuerung decHdigestaliber meist
wenige Kontrollpunkte. Demgegehér steht die Darstellung mit implizitendehien,

bei der geometrische Objekte durch Gleichungen in den Koordinaten ihrer Punkte be-
schrieben werden. In diesem Fall3i' sich insbesondere das ZugeyKeitsproblem
einzelner Punkte einfacto$én. Auch die Schnittpunktbestimmung mit einer Gera-
den, die beispielsweise beim “Raytracing’- (Strahlverfolgungs-) Verfahren zur Gene-
rierung photorealistischer Bilder vermehrt auftritt, ist Flachen in impliziter Darstel-

lung effizienter alsdi parametrische BEhen berechenbar (siehe z.B. [Hart '93] oder
[Bloomenthal & Bajaj '97]).

1985 entwickelte Sederberg ([Sederberg '85]) eireziBf-Darstellung di' algebrai-
sche Féichen, das sind implizite &then, die durch eine polynomiale Gleichung be-
schrieben werden. Diese Darstellung wurdatepu.a. von Dahmen ([Dahmen 89,
Dahmen & Thamm-Schaar '93]) verwendet, unol@ere Fichenverbiide aus alge-
braischen Richenaitken zusammenzusetzen. Warren ([Warren '86]) formulierte Kri-
terien fir den glatterUbergang zwischen algebraischeadténsicken.

Die nach Ebenen einfachsten algebraischechgn sind sogenannte Quadriken, die
durch ein Polynom zweiten Grades in Punktkoordinaten beschrieben werden. Sie be-
sitzen nicht nur zahlreiche geometrische Eigenschaften, die sich zur Modellierung aus-
nutzen lassen, sondern lassen sich auch einfach auswerten und zu glatten, das heif3t
tangentialebenenstetigenaEhienverboiden zusammensetzen. Weiterhin sind beliebi-

ge drei- und viereckige, eben berandetachEnaicke sehr einfach in eine rationale
Parameterdarstellung vom Maximalgrad vier bzw. Bigrad (@p€riihrbar.

In dieser Arbeit werden verschiedene Fragestellungen, die im Zusammenhang mit
Quadriken und aus ihnen zusammengesetztachieriverbinden auftreten, behandelt.

1



2 Einleitung

Im ersten Kapitel werden anhand einiger Grundlagen aus der projektiven Geometrie
die im folgenden verwendeten Notationen kurz eingef Das zweite Kapitel faldt
wichtige Eigenschaften von Quadriken zusammaur. &€n sinnvollen Einsatz von
Quadriken zum geometrischen Modellieren ist eine Konvertierung zwischen den ein-
gangs enahnten verschieden Darstellungsformenwrscht. Daher befassen sich Ka-
pitel drei und vier mit der rationalen Parameterdarstellung von Quadriken.

Schon 200 v. Chr. kannte Appolonius eine quadratische Parametrisierung des Krei-
ses (siehe [Blaschke '54]), des “ndichsten” Kegelschnittes. Da in modernen CAD-
Systemen Kurven bevorzugt durch rationale Splines beschrieben werden, wurden in
den letzten Jahren vermehrt rationale Kreisdarstellungen untersucht (u.a. in
[Piegl & Tiller ‘89, Hsu et al. '93, Chou '95, Piegl & Tiller '97]). Bisher war jedoch
eine glatte periodische Parametrisierung ragerd zweidimensionaler Quadriken, wie
z.B. des Kreises, nicht bekannt. Kreise werden in zahlreichen Modellienwgeg
berotigt und missen @éif numerische Berechnungen mindestens ein- bis zweimal stetig
differenzierbar parametrisiert sein. In Kapitel drei dieser Arbeit werden daher Kon-
struktionsverfahren, Stetigkeitsbetrachtungen und Minimalgradsbestimmungsn -

ne Darstellung des gesamten Kreises als periodischen rationalen Spline angegeben.
Entsprechende Parametrisierungen ragariKegelschnitte ergeben sich als projektive
Bilder. Desweiteren werden digberlegungen auf ovale Quadriken erweitert.

Hipparch (180-125 v. Chr) verwendete bereits die stereographische Projektion auf
der Kugel ([Blaschke '54]), doch erst 1993 zeigten Dietz, Hoschek uwrted”
([Dietz et al. '93]), dal3 sich jede rationale Parametrisierung einer Quadrik mittels
einer verallgemeinerten stereographischen Projektion gewirafén Diese Tatsa-

che wurde unter anderem dazu verwendet, Bedingungen aufzustellen, unter denen
ein rationales quadratisches Dreieckspatch auf einer Quadrik liegt. Weitere Kriteri-
en fiir rationale quadratische Dreieckspatche auf Quadriken finden sich bereits in
[Sederberg & Anderson '85], [Boehm & Hansford '91] und [Niebuhr '92], bzvatsp™

auch bei [Degen '96] und [Albrecht '98a]. In Kapitel vier wird ein Kriterium von
Niebuhr erweitert und eine einfache analytische Formulierung abgeleitet. Anhand
dieser analytischen Formulierung lassen sich einige Eigenschaften ratioealer-B”
Darstellungen dreieckiger Quadrikemské ablesen und insbesondere dieziBf-
Darstellung eines Dreieckspatches auf einer Quadrik aus ihrer impliziten Gleichung
unmittelbar konstruieren.

Der Hauptteil der Arbeit ist Quadrikensplines gewidmet, das sirdtHén, die aus
dreieckigen Quadrikenstken glatt zusammengesetzt sind. Mit ihnen lassen sich
beliebig vorgegebene Punkte eines Dreiecksnetzes mit zugeordneten Tangentialebe-
nen interpolieren. 1989 wurden Quadrikensplines von Dahmen im CAGD eimgef”
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([Dahmen '89]), der sie anhand ihrer algebraischen Gleichung berechnet, sich jedoch
auf einen analytisch einfachen Spezialfall beaokt. Der in dieser Arbeit beschriebe-

ne geometrische Zugang bietet zahlreiche Vorteile: Zum einengdicht er die Kon-
struktion allgemeinerer Quadrikensplines. Weiterhin lassen sich Aussdigdén
Einflul3 der Freiheitsgrade auf die geometrische Gestalt dehElgewinnen. Daber
hinaus ergibt sich durch Dualisierung der Konstruktion eine weitere Klasse von Qua-
drikensplines, die nur in bestimmtemli€n mit der Klasse der primalen Quadriken-
splinesubereinstimmt. Schliel3lich ergeben sich die Powell-Sabin-Splinekwstise
guadratisch€''-Funktionen zur Interpolation funktionaler Daten, als Spezialfall eines
nur aus Paraboloiden zusammengesetzten Quadrikensplines.

In Kapitel finf wird die geometrische Konstruktion von Quadrikensplines, die Punk-

te und zugeordnete Tangentialebenen eines Dreiecksnetzes interpolieren, beschrieben.
Da sich drei beliebig vorgegebene Punkte und Tangentialebenen nicht durch eine ein-
zige Quadrik interpolieren lassen, mul} jedes Dreieck durch ein sogenanntes “Ma-
kroelement”, einem Richenverbund aus sechs Quadrikedstn, interpoliert wer-

den. Die Anordnung der dreieckigen Quadrikensegmente folgt hierbei dem Powell-
Sabin-Split ([Powell & Sabin '77]). Die den Quadrikenskéen paarweise gemeinsa-

men Randebenen treffen sich in einer Geraden, der Transversalengeraden, auf der
ein allen Quadriken des Makroelementes gemeinsamer Punkt mit Tangentialebene frei
gewahlt werden kann. Durch diesen “Nabenpunkt”, seine Tangentialebene, die gege-
benen Eckdaten sowie die Randebenen sind die Quadriken des Makroelementes ein-
deutig bestimmt und lassen siaghér einfache harmonische Vaitrisse mit Hilfe von
Quadrikeniischeln konstruieren. Da zwei benachbarte Makroelemente im allgemei-
nen nicht glatt aneinanderstof3erysaén sie durch ein &henaick aus vier weiteren
Quadrikensicken verbunden werden. Die Tangentialebenenstetigkeit des verbinden-
den Fhchenaickes erfordert jedoch, dafd die Tangentialebenen in den Nabenpunkten
angrenzender Makroelemente gewissen lineareraApigkeiten gemgen und die ent-
sprechenden Transversalen koplanar sind.

Die bei der Wahl der Transversalen und Tangentialebenen in den Nabenpunkten be-
stehenden Freiheitsgrade werden in Kapitel sechs behandelt. Hierin wird gezeigt, daf}
sich die globalen Bedingungen an die Tangentialebenen durch eine lokale Konstrukti-
on, bei der jedem Eckpunkt ein Freiheitsgrad in Form eines Gewichtes zugeordnet ist,
erfillen lassen. Die sich ebenfalls global auswirkenden Koplaatab&dingungeruf”
benachbarte Transversaleoriien nur bei Verfeinerung der gegebenen Daten durch ei-
ne lokale Konstruktion garantiert werden. Weiterhin werden ein globaler Algorithmus
zur Konstruktion gltiger Transversalensysteme angegeben und spezielle Transversa-
lensysteme diskutiert.



4 Einleitung

Kapitel sieben befalt sich mit dualen Quadrikensplines, die sich dibentragung

der geometrischen Konstruktion eines Quadrikensplines in den Dualraum ergeben.
Diese Dualisierung ergibt eine weitere Klasse von Quadrikensplines, dieimspé-

zielle Transversalensysteme mit der Klasse der primalen Quadrikenspbeesiri-
stimmit.

In Kapitel acht wird gezeigt, wie sich durch eine spezielle Wahl der Nabenelemente,
zugelorigen Tangentialebenen und Transversalen Quadrikensplines ergeben, die nur
aus Paraboloiden zusammengesetzt sind. Diese definieren gerade die von Powell und
Sabin ([Powell & Sabin '77]) konstruiertenugtkweise quadratischefi'-Funktionen

zur Interpolation funktionaler Daten, die sogenannten Powell-Sabin-Splines.

Fir diesen Spezialfall lassen sich Konvexsdussagen gewinnen, die geometrisch und
algebraisch darstellbar sind und eine unvaltstige Aussage von Carnicer und Dah-
men ([Carnicer & Dahmen '92J)ber die Konvexdt von Powell-Sabin-Interpolanten
korrigieren. In Kapitel neun werden diese Kriterien hergeleitet und Verfahren be-
reitgestellt, die konvexe Interpolanten garantieren. Hierzu wird unter anderem un-
tersucht, wie konvexe Funktionen abgetastet werdesseri, damit der zugehge
Powell-Sabin-Interpolant konvex ist. Durch geometristhzerlegungen lassen sich
die Konvexititskriterien auch auf Makrolemente allgemeiner Quadrikensplines erwei-
tern. Weiterhin &3t sich die Konvexdtt' des zwei benachbarte Makroelemente verbin-
denden Rdichensicks durch eine einfache analytische Ungleichung aicsen.

Werden die Freiheitsgrade in der Konstruktion der Quadrikensplinesunlitk”
gewdhlt, ergeben sich zum Teil unemwschte Artefakte oder sehr welligea€Ehen.
Kapitel zehn befal3t sich daher mit dema@h von Quadrikensplines. Hierzu werden
zuréchst Kuimmungen einer Quadrik aus ihrer impliziten Darstellung berechnet. Die
bei der GHttung parametrischer &then angewendeten Energiefunktionad@rnien

auch tir durch implizite Gleichungen beschriebene Quadrikensplines eingesetzt wer-
den, da die numerische Auswertung der auftretenden Integrale keine Parametrisierung
der FEche erfordert. Mgliche Verfahren zur Optimierung der Freiheitsgrade, um ei-

ne “ansprechende” &the zu erhalten, werden diskutiert. Ihre genauere Untersuchung
und praktische Umsetzung bietet RawmWeitere Forschungen.

Zusammenfassend seien hier die Hauptresultate der Arbeit nochmalsutwfgEs

wird erstmalig ein Verfahren zur Konstruktiaff-stetiger stickweise rationaler pe-
riodischer Kreisdarstellungen angegeben.ubarhinaus endidt die Arbeit eine all-
gemeine geometrische Konstruktion von Quadrikensplines, die dualisierbar ist und
insbesondere Powell-Sabin Interpolanten als Spezialfall ergibt. Weiterhin wird ein
Konvexitdtskriterium tir Powell-Sabin-Interpolanten abgeleitet und auf Quadriken-
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splinesubertragen. Der allgemeine Zugang liefertdsihinaus Freiheitsgraderf”
einen Géttungsprozel3.

An dieser Stelle m¢hte ich Herrn Prof. Dr. H. Prautzsch herzlialr flie Betreuung
meines Promotionsvorhabens und seine Unierstig wahrend der letzten Jahre dan-
ken. Auch Herrn Prof. Dr. J. Hoschek gilt mein Dank fie Ubernahme des Kor-
referates und zahlreiche wertvolle Anregungen. Schliel3liobhte"ich noch meine
Kollegen erv@hnen, die mir in vielen Diskussionen und mit tatftiger Untersitzung
bei praktischen Problemen mit Druckern, Rechnern etc. sehr hilfreich waren.



Kapitel 1

Projektive Geometrie

In diesem Abschnitt werden einige Grundlagen aus der projektiven Geometrie kurz
zusammengefaldt, um vor allem die in dieser Arbeit verwendeten Notationen vorzustel-
len. Rir weitergehende Informationen sei beispielsweise auf [Boehm & Prautzsch '94]

und [Schaal '80] verwiesen.

1.1 Homogene Koordinaten

Im Rahmen dieser Arbeit werden Punlatdicherweise durch ihre affinen oder euklidi-
schen Koordinater = [z y]'im IR* bzw.x = [z y z|'im IR’ beschrieben. Im Zu-
sammenhang mit Quadriken ist es jedoelufng vorteilhaft, den affinen Raum um sei-

ne Fernpunkte zu erweitern und im somit entstandenen projektiven Raum zu arbeiten.
Punkte des projektiven Raumes werden durch homogene Koordinatér, x; 5]

im P? bzw.x = [v¢ x; w2 w3]" im P? beschrieben, die zur Unterscheidung mit
hohlen Buchstaben bezeichnet werden. Die Koordinatenvekiowenl pz (p # 0)
bezeichnen denselben Punkt. Seine affinen Koordinaten ergeben sich durch Division
der Koordinaten, x, und evtl.3 durch die homogenisierende Koordinate

x1 /%0
71/ ] bzw. x = { T9/xg ] )

X =
1’2/1’0 1}3/1'0

Verschwindetr, SO beschreibt einen Fernpunkt - eine Richtung - des affinen Rau-
mes.

Geraden- und Ebenengleichungen der Faxm- x¢)'n = x'n + d = 0 vereinfachen
sich im projektiven Raum zu einem Skalarprodukt der homogenen Punktkoordinaten
mit dem Koeffizientenvekta der Ebene,

oo + uizy + ... = Uz = pld nt][ll = 0.

X

6



1.2 Doppelverhltnis 7

Die Menge der Hyperebenen bildet ebenso wie die Menge der Punkte einen projek-
tiven Raum, den sogenannten Dualraum. Dessen Elemente werden in analoger Weise
durch Ebenenkoordinatéhbeschrieben. Dies sind die bis auf einen gemeinsamen ho-
mogenen Faktor festgelegten Koeffizienten der Ebenengleichung. Zur Unterscheidung
von Ebenen und Punkten werden homogene Ebenenkoordinaten durch geschweifte
Grol3buchstaben beschrieben. Dabei bezeidiresiwohl die Ebene als auch den sie
beschreibenden Koordinatenvektor und ihre Gleichidiig) = ¢/» = 0. Die Punkte

der Ebené/ bilden also die bsung der Gleichung(x) = 0.

Im projektiven Raum der Ebenen lassen sich Aussagen und Konstruktionen in gleicher
Weise formulieren bzw. durctifiren wie im Punktraum. Werden diese Aussagen bzw.
Konstruktionen nun in den Punktraum aakiibertragen, indem die Punkte des Hyper-
ebenenenraumes als Ebenen des Punktraumes usw. interpretiert werden, ergeben sich
die sogenannten dualen Aussagen und Konstruktionen.

Schnitt und Vereinigung werden im Rahmen dieser ArbeitmihdU bezeichnet. So
schreibt sich die Schnittgerade zweier Ebenen im RauraisB oder die Verbin-
dungsgerade zweier Punkte als b. Fiir manche Berechnungen sind die homogenen
Koordinaten von Schnitten oder Vereinigungen erforderlich, die s alternieren-

de Produkte berechnen. Die Ebenenkoordinaten der Edierexgeben sich zaAbAc

und analog ergeben sich die homogenen Koordinaten des Schnittpunktes der Ebenen
A, BundC zuAA BAC.

1.2 Doppelverraltnis

Einen zentralen Begriff in der projektiven Geometrie bildet das Doppediteis von

vier kollinearen Punkten, b, ¢, d. Bezeichner: = [ap a;]',b = [bo b, ... die
homogenenund = a;/aqg, 3 = b1/bo,...dieinhomogenen Koordinaten kollinearer
Punkte beaglich eines beliebigen Koordinatensystems der aufgespannten Geraden, so
berechnet sich das Doppelvaitmis wie folgt:

_loe] |be] _a—v  B-1n
DV[obed] := odl  bd ~a=5 ' 5-7

Das Doppelverdltnis ist unabhigig vom verwendeten Koordinatensystem. Ist insbe-
sondere einer der Punkte ein Fernpunkt, so wird das Doppeléeihzum Teilverhlt-
nis.

Besonderes Interesse gilt dem Fall, da das Doppelitait DViebed] = —1
betrégt. Die Punkten undb werden dann durch und d harmonisch getrennt bzw.
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befinden sich in harmonischer Lage bzaglindd . Ist beispielsweisé ein Fernpunkt,
so iste der Mittelpunkt der Punkte undb. Diese Eigenschaft wird wie in Abbildung
1.1 haufig zur Konstruktion des vierten harmonischen Punktes herangezogen.

harmonische Lage
Abbildung 1.1: Harmonische Lage.

Der Satz von Menelaos beschreibt die Kollinegriton Punkteruber Doppelveralt-
nisse auf Dreiecksseiten.

Satz 1.1 (Satz von Menelaos{segeben seien ein Dreieekb ¢ sowie ein beliebiger
Punkty, der auf keiner Dreiecksseite liegt. Seien weiteshjn= ycNab, y,. = yanbe,
y.« = YbNca. Auf den Seiten des Dreiecks seierazzigch Punkte,, # v, %bc 7 Yoe
%ea 7 Yoo Wi€ IN Abbildung 1.2 geahilt.

Dann sind die Punkte,;,z,. undz., genau dann kollinear, wenn

DViab 2z ya) - DVIb e rpe ¥4 - DV[COZea Yoo] = —1.

Die affine Version dieses Satzes findet sich z.B. in [Boehm & Prautzsch '94].

a Yab [b Rab

Abbildung 1.2: Satz von Menelaos.
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1.3 Projektive Abbildungen

Geraden- und doppelvaltiiistreue Abbildungen zwischen projektiveaurien sind
sogenannte projektive Abbildungen. Sie lassen sich in homogenen Koordinaten durch
eine Matrixmultiplikation realisieren:

X — Ax.

Im n-dimensionalen projektiven Raum ist eine projektive Abbildung dur¢h Punk-
te in allgemeiner Lage und ihre Bilder eindeutig festgelegt.

Eine projektive Abbildung eines projektiven Punktraumes in seinen Dualraum wird als
Korrelation bezeichnet. So wird beispielsweise die Zuordnung eines Punktes zu seiner
Polarebene begjlich einer fest vorgegebenen Quadrik durch eine spezielle Korrela-
tion, eine sogenannte Polatfbeschrieben. Auch die weiter oben beschriebene Dua-
litat wird durch Korrelationen vermittelt.



Kapitel 2
Quadriken

Quadriken sind algebraische Kurven bzwa¢hén zweiten Grades, d.h. Kurven und
Flachen, die sich implizit durch ein Polynom zweiten Grades in affinen, euklidischen
bzw. homogenen Koordinaten beschreiben lassen. Quadriken haben nicht zuletzt auf-
grund ihres niedrigen Grades einige angenehme Eigenschaften, die bei der Kurven-
und FEchenmodellierung genutzt werden. In diesem Abschnitt werden Quadriken
kurz definiert und klassifiziert sowie einigeatpi’ bewtigten Eigenschaften zusam-
mengefalit.

2.1 Definition
Die Gleichung
XtAX—I—QatX—I—oz:[lxt]lZaAt]l}l(]:O (2.1)
A

mit einer symmetrischen MatriA beschreibt eine QuadriR in affinen Koordinaten
x. In homogenen Koordinatenschreibt sich die gleiche Quadrik af$\x = 0. Ist die
Matrix A regubir (d.h.det A = 0), heil3t die Quadrik regal; andernfalls singal.

Die homogene Darstellung der Gleichung hat neben ihrer einfachen symmetrischen
Gestalt weitere Vorteile. So berechnet sich der Tangentialrduem die durch 2.1
definierte Quadrik2 in einem Punkk € Q durch eine einfache Matrixmultiplikation

X = Ax.

Punkte und zugeordnete Tangentialebenen werden im folgenden immer durch den
gleichen Buchstaben (beispielsweisend P) beschrieben. Zusammen bilden sie ein
Kontaktelement, das auch durc bezeichnet wird.

10



2.2 Kegelschnitte 11

Die Polargerade bzw. -ebene zu einem beliebigen Puekgibt sich gleichermalien
als) = Ay. Hierbei ist der Pol der Ebeng beziglich der Quadrik? die Spitzey des
(eventuell nicht reellen) Tangentenkegels an den Schnitpvomt Q.

2.2 Kegelschnitte

Kegelschnitte sind Quadriken in der Ebene und ergeben sich u.a. als ebener Schnitt mit
einem Kreiskegel. Endit die Schnittebene die Kegelspitze, ergibt sich ein siagul”
Kegelschnitt, der entweder aus einer oder zwei Geraden besteht oder zu einem Punkt
entartet. Andernfalls ergibt sich ein regut Kegelschnitt - eine Ellipse, Hyperbel
oder Parabel.

Projektiv sind alle regaien Kegelschnitteadquivalent (siehe beispielsweise
[Boehm & Prautzsch '94]). Durch Auszeichung einer Ferngeradgn={ 0) lassen

sich jedoch in der verbleibenden affinen Ebene Unterscheidungen vornehmen. Eine
Ellipse schneidet die Ferngerade gar nicht, eine Parabel tangiert sie in einem Punkt
und eine Hyperbel schneidet die Ferngerade in zwei Punkten. Wird nun ein Punkt
[0, 1, x,]" der Ferngerade in die Kegelschnittgleichung (2.1) eingesetzt und die Dis-
kriminante der sich ergebenden quadratischen Gleichung /in, bestimmt, ergibt

sich folgendes analytisches Kriterium zur Unterscheidung der Kegelschnitte: Ist

< Hyperbel
det A ¢ = ¢ 0, soistder Kegelschnitt (2.1) eing Parabel
> Ellipse

Jeder reguie Kegelschnittdl3t sich quadratisch rational parametrisieren. In der pro-
jektiven Geometrie finden sich dazu einige Verfahren. Eines dieser Verfahren, die ste-
reographische Projektion, wird in Abschnitt 3.4hei erdiutert.

Satz von Brianchon

Da die symmetrische Matrig nur sechs unalamgige Koeffizienten besitzt, ist je-

der Kegelschnitt bereits durchurif Bestimmungswerte (Punkte und Tangenten) in
gerugend allgemeiner Lage eindeutig festgelegt. Folglich sind sechs beliebig vorgege-
bene Tangenten nicht unadoigig voneinander, sondern geyeh gewissen Alarigig-
keiten, wie sie im Satz von Brianchon formuliert werden:

Satz 2.1 (Satz von Brianchon)Die Geraden eines Sechsseits sind genau dann Tan-
genten an einen Kegelschnitt, wenn sich die Verbindungsgeradenupegbegender
Eckpunkte in einem Punkt schneiden.

Fallen je zwei der sechs Seiten des Sechsseits zusammen, so ergibt sich die spezielle
Konfiguration in Abbildung 2.1 rechts.
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Abbildung 2.1: Satz von Brianchon.

Harmonische Verhéltnisse
Bei Kegelschnitten finden sich in naticher Weise harmonische Valriisse:

Bemerkung 2.2 Auf einer beliebigen Geraden werden ein Punkt und seine Polare
beziglich eines die Gerade nicht tangierenden regah’ Kegelschnitts von den Schnitt-
punkten mit dem Kegelschnitt harmonisch getrennt.

Diese wohlbekannte Eigenschatt ist sehr einfach einsichtig, da sich alle Kegelschnitte
projektiv (i.e. unter Beibehaltung von Doppelvaltmissen) auf einen Kreis abbilden
lassen (siehe Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: Harmonische Veslthisse bei Kegelschnitten.

Zweibogenkonstruktion

Liegt ein Kegelschnitk’, mit einem weiteren Kegelschnitt; und einer Doppelgera-
deng im Buschel, d.hK, = K; + pG?, so haben die beiden Kegelschnitte in den
Schnittpunkten mit der Geraden gemeinsame Tangenten. Aus zwei Kegelsmipgnitth ™
auf Ky bzw. K, laf3t sich dann wie in Abbildung 2.3 eine Kurve tangentenstetig zu-
sammensetzen. Derartige Kurven werden im folgendefvadésbogenbezeichnet, die
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Doppelgeradg, die die beiden Bgen trennt, wirdJbergangs-, Besfir- oderTrenn-
geradegenannt.

Drei beliebig vorgegebene Kontaktelemente, d.h. Punkte und Tange

und , liegen im allgemeinen nicht auf einem Kegelschnitt (vergleiche Satz 2.1),
konnen aber nach Vorgabe einer Trenngeradesiurch p durch einen Zweibogen
mit C''-Kontakt entlangg interpoliert werden. Dieser Zweibogen ist durch die drei
Kontaktelemente und die Trenngerade eindeutig festgelegt undukeniarmonische
Verhéltnisse konstruiert werden. Auf der Trenngeraden existiert n@pnoch ein
zweites, beiden KegelschnitiQén gemeinsames Kontaktelen@.tAus Bemerkung

2.2 folgt, dafx und der Schnittpunld der Tangente im mit der Trenngerade@i von

den Tangenter® und @ harmonisch getrennt werden. Diese Eigenschaftigentr
Konstruktion des gesuchten Zweibogens, siehe Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Zweibogenkonstruktion

Konstruktion 2.3 (Zweibogen) Gegeben seien drei Kontaktelemeit [b] und[p|
sowie eine Trenngeradé durch p, die wedere nochb enthalt. Die Punkteg, b

und p seien nicht kollinear, die zugehgen Tangenten haben keinen gemeinsamen
Schnittpunkt und enthalten nur genau einen der Puakteoderp.

Seien weiterhii = G N A, b = G N B die Schnittpunkte der Tangenten mit der
Trenngeraden und undb die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangénieit .4 und

B. Konstruiere den vierten harmonischen Pusikizw.b zue, @ unda bzw.b, b und

b. DannistQ = &b die zweite gemeinsame Tangente beider Kegelschgétbund

Q@ N G = q der gemeinsame Behtpunkt. Die beiden Kegelschnitte des Zweibogens

sind durcha] bzw.[b] eindeutig festgelegt.
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2.3 Quadrikenim Raum

Klassifikation

Im Gegensatz zu Kegelschnitten finden sich bei ragui ‘Quadriken (Rang = 4)

im reellen dreidimensionalen projektiven Raum zwei Klassen projekfiuvalenter
Quadriken, die sogenannten ringfiigen und ovalen Quadriken. Singu”Quadri-
ken teilen sich in kegelige Quadriken (RaAg= 3), sich schneidende Ebenenpaare
(RangA = 2) und Doppelebenen (Rardg= 1).

Anhand von Ebenenschnitten lassen sich diese und weitere Unterscheidungen charak-
terisieren. Jede Ebene schneidet eine Raumquadrik in einem Kegelschnitt. Der Schnitt
der Quadrik mit einer ihrer Tangentialebenen ealitiden Beuhrpunkt als Doppel-

punkt, der Kegelschnitt zeafit somit in ein (evtl. zusammenfallendes) Geradenpaar
mit dem Betihrpunkt als singaien Punkt (siehe Abbildung 2.4). Tangentialebenen-
schnitte lohnen somit zur projektiven Unterscheidung von Quadriken ohne plana-
re Komponenten verwendet werden (siehe beispielsweise [Boehm & Prautzsch '94],
S.141):

Lemma 2.4 (Projektive Aquivalenzklassen) Eine Quadrik ist genau dann oval, ke-
gelig oder ringbrmig, wenn eine beliebige Tangentialebene sie in einem konjugiert
komplexen, doppelahlenden oder reellen Geradenpaar schneidet.

Abbildung 2.4: Schnitt einer Quadrik mit ihrer Tangentialebene.

Bemerkung 2.5 Die projektive Klassifikation von Quadriken ohne ebene Komponen-
ten (RangA > 2) lal3t sich folgendermal3en analytisch ausdkén: Ist

< ovale Quadrik
detA ¢ = ; 0, dann beschreibt Gleichung (2.1) eire kegelige Quadrik; .
> Ringquadrik
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Zur Bestimmung der affineAquivalenzklassen wird wie bereits im zweidimensiona-

len Fall der Schnitt mit der Fernebene untersucht. Zu den ovalen QuadakiEmalas
Ellipsoid, das keinen reellen Schnitt mit der Fernebene besitzt, das elliptische Parabo-
loid, das die Fernebene tangiert und das zweischalige Hyperboloid, das die Fernebene
in einem reellen regalen Kegelschnitt schneidet. Die Ringquadriken teilen sich in
einschalige (elliptische) Hyperboloide, die einen regel Schnitt mit der Fernebene
besitzen, und hyperbolische Paraboloide, die die Fernebene tangieren. Die kegeligen
Quadriken lassen sich analog unterteilen. Da im Rahmen dieser Arbeitim allgemeinen
singuBre Rlle ausgeschlossen sind, wird auf diese Quadriken naméingegan-

gen. Durch Untersuchung gewisser Invarianten der UntermAtrmn A laf3t sich die

affine Unterscheidung auch analytisch beschreiben. Biregsicht hiewber findet sich

u.a. in [Flaquer et al. '92].

Implizite B ézier-Darstellung von Quadrikensticken

Sederberg ([Sederberg '85)Hite eine implizite Bzier-Darstellungdi algebraische
Flachen ein. Er verwendet ein Referenztetraedesrvsv, und schreibt die implizite
Gleichung der Fdche in baryzentrischen Koordinates (A, ..., A;)" beaiglich die-

ses Tetraeders. Da baryzentrische Koordinaten spezielle projektive Koordinaten sind,
entspricht diese Darstellung dem Resultat einer projektiven Koordinatentransformati-
on.Seix = YL v, = VLY A = 1mitV = [v;---v,v; = (1 v;)'. Dann
schreibt sich die Gleichung der Quadgkaus Gleichung (2.1) als

iz = IVIAVT = [I'Bl = 0.

Mit den multivariaten Bernsteinpolynomea; (1) = “jfw)\’i)\é)\’g)\g vom Grad
zwei als Basisfunktionen ergibt sich hieraus unmittelbar dégi&-Darstellung der

Quadrikengleichung:

4
[It[B[I = Zbijleijkl(u) = 0. (22)
=1
Die Koeffizientens,, der Matrix B entsprechen dene&ier-Koeffizienterb. .., mit
denr- bzw. s-ten Einheitsvektorem, bzw. ¢,. Da projektive Transformationen den
Typ einer Quadrik nichafidern, kann die Klassifikation aus Bemerkung 2.5 auch mit
Hilfe der Matrix B vorgenommen werden.

Bemerkung 2.6 Die Quadrik@ entlalt genau dann einen der Tetraedereckpunkte
wennb,., = 0. Weiter ist eine Eben¥; genau dann die Tangentialebene @nn v,,

wenn eine Konstante existiert, so dalui‘alle j # i gilt b., .., = aV;(v;), wobei
v; = [Lv]".
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Buischel undC'-Ubergange
Die durch die Gleichung

Q)\ = QO + )\Qoo

beschriebenen Quadriken bilden ein Quadrikesaél. Durch jeden Punkt des projek-
tiven Raumes existiert genau eine Quadrik dasdbéls. Jede Quadrik, enthalt den
Schnitt@, N Q,, der im allgemeinen aus einer algebraischen Kurve vierten Grades
besteht. Entartet diese Kurve wie in Abbildung 2.5 rechts zu einem doghééreien
Kegelschnitt, so befiren sich alle Quadriken der Schands dieser Schnittkurve. In
diesem Fall getren die Ebene des Kegelschnitts als Doppelebene undmigs tieser
Schnittkurve barhrende Tangentialebenenkegel zuos&hiel und spannen ebenfalls
das Quadrikenischel auf.

Abbildung 2.5: Quadrikenischel.

Umgekehrt nissen je zwei Quadriken mif'!-Kontakt in einer Ebene zu einem
Buschel gebien, das die Beiirebene als Doppelebene ahtEine Verallgemei-
nerung dieser Aussageirfalgebraische Bthen beliebigen Grades findet sich in
[Warren '86]. Die gemeinsamen Tangentialebersergk der Schnittkurve beider Qua-
driken hillen den Tangentialebenenkegel durch den Pol deulBebene bexgjlich
beider Quadriken ein. Somit ist dét*-Kontakt zweier Quadriken in einer Ebene be-
reits garantiert, falls drei nicht kollineare Punkte und Tangentialebehereinstim-
men, da hierdurch Bahirebene und Tangentialebenenkegel eindeutig festgelegt sind:

Lemma 2.7 Alle Quadriken mit drei gemeinsamen Kontaktelemeftgn|b],
geloren zum Bschel + M4?, wobeil/ die Punktebenebc und K den eindeutigen
Tangentialebenenkegel dufah], [b ] und|c | bezeichne. Folglich haben si# -Kontakt
in der Ebené/.
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Korollar 2.8 Zwei Quadriken mi€'!-Kontakt entlang einer Kurve geren notwendig
zu einem durch drei gemeinsame Kontaktelemente aufgesparugeneBund umge-
kehrt. Insbesondere ist die gemeinsame Kurve ein (dopddizder) Kegelschnitt.

In Bemerkung 2.13 wird die explizite Gleichung dessBhelsC + A\4? hergeleitet.

2.4 Interpolation mit Quadriken

Quadrikenlschel lonnen zur einfachen Konstruktion interpolierender Quadriken her-
angezogen werden. Hierzu seien drei beliebige umagige Kontaktelemente], [b],

gegeben.

Definition 2.9 Ein Tripel von Kontaktelementgn | heilRtunabhéangig, wenn
die vier Punktey, b, c und. AN B NC projektiv unablangig sind und keiner der Punkte
a, b, ¢ in zwei der Ebenend, B, C enthalten ist. Ein Tripela][b]c, [a]b ¢ odera b
¢ heil3t unabhigig, wenn es zu einem unaiigigen Tripel von Kontaktelementer]

erganzt werden kann.

Annahme 2.10 (Unabfaingigkeitsvoraussetzung)im folgenden werden zur Vermei-
dung von Spezialsituationen immer unahbige Tripel von Punkten und/oder Kon-
taktelementen vorausgesetzt.

Drei unablaingige Kontaktelemenfe], [b], [c] kbnnen im allgemeinen nicht durch
eine einzige Quadrik interpoliert werdenakE es eine derartige interpolierende Qua-
drik, so beatihde ihr Schnitt mit der Punktebeaé ¢ aus einem Kegelschnitt, der be-
reits durch &inf Bestimmungselemente festgelegt ist. Folgliadten die drei Punkte
und Tangentialebenen gewissen Bedingungengemn, wie sie beispielsweise im Satz
von Brianchon (siehe Satz 2.1) formuliert sind. Dieser Sachvedfasich analytisch
wie folgt ausducken:

Lemma 2.11 Drei unablangige Kontaktelemente|, [b], [¢] liegen genau dann auf
einem Kegelschnitt, werfm], [b], und[c] Brianchons Konfiguration bilden (vergl.
Abbildung 2.1). Dies ist genau dann der Fall, wenn die Punkté, ¢ und die
zugelorigen Tangentialebened, B, C folgende Gleichung euflen:

A(b)B(c)C(0) = B(a)C(b)A(c).

Beweis:
Die Ebene des &chels4 B durche wird durch

B(c) A — Ac) B
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dargestellt. Brianchons Bedingung ist somit genau darulleriienn die vier Ebenen
B(c) A—A(c) B, A(b)C—C(b) A, C(a) B—B(a)Cunda A b A ¢ einen gemeinsamen
Schnittpunkt besitzen. Das iaguiivalent zu
0 = [(B(c)A— A(c)B) A(A(b)C —C(b)A) A (C(a)B —B(a)C)] [aAbAc]
= (A(c)C(b)B(a) — B(c)A(b)C(a))[AANBAC] [aAbAC],
woraus aufgrund der projektiven Unartgigkeit der Punkte, b, c und AN B NC die
Aussage des Lemmas unmittelbar folgt. O

Lemma 2.11 bleibt auch danmigyg, wenn.A, B undC als Geraden in der Ebenéc
interpretiert werden. In diesem Fall kann der Faktar b A ¢ im Beweis weggelassen
werden.

Guo ([Guo'91]) leitet wesentlich aufwendiger eiaguivalente Darstellung dieser
Gleichung aus der algebraischen Gleichung der Quadrik dlafco | und|c] her.

Ein weiteres Kriterium, wann drei Kontaktelemente auf einem Kegelschnitt liegen,
beinhaltet die folgende Bemerkung:

Bemerkung 2.12 Drei unabteingige Kontaktelemente], [b], [c]liegen genau dann
auf einem Kegelschnitt, wenn die Tangentialebefesmd C den Punkta und den
Schnittpunké der Tangentialebenel mit der Verbindungsgeradeh ¢ harmonisch
trennen. Ein spezielles projektives Bild dieses Sachverhalts ist in Bild 2.6 dargestellt.

171 A
Abbildung 2.6: Kegelschnitt.

Ist die Brianchon-Bedingung verletzt,okfien die Kontaktelemente durch einen
Flachenverbund aus sechs Quadrikeds¢h interpoliert werden. Dies wird in Kapitel
5 ndher behandelt. Existiert jedoch ein Kegelschnitt durch die Kontaktele
und, so Eft sich nach Lemma 2.7 ein ganzassBliel interpolierender Quadriken
bestimmen.
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Bemerkung 2.13 Der eindeutig bestimmte Tangentenkegetiurch die Kontaktele-
mentg o], [b]und[c]enthelt ¢ und liegt mit dem Ebenenpaat 5 und der Ebene

Y = aAbAs mits = AABAC
= B(o) A(b)C — B(a)C(b) A — C(a) A(b)B

im Blschel (siehe Abbildung 2.7). Damit schreibt siClals
K = —2A(c)B(c)VV' + V(c)*(AB' + BAY)

und spannt gemeinsam mit der Ebene
U =aAbAc

das QuadrikenbSchel auf, das die Kontaktelemepi¢ [b] und[c]interpoliert.

S

Abbildung 2.7: Tangentialebenenkegel durch drei Kontaktelemente.

Durch jeden Punkt; des Raumes existiert eine eindeutig bestimmte Quagyikles
Buschels durcfu], [b], [c]. Die Lage vory bestimmt den projektiven Typ der Quadrik

Q,. Da jeder Kegel von seinen Tangentialebenen eialifahird, wird als “Aul3eres”

des Kegels derjenige von ihm berandete Teil des Raumes bezeichnet, der die Tangenten
enthalt. Damit ARt sich folgendes Lemma formulieren:

Lemma 2.14 Die QuadrikQ, durch drei Kontaktelemente], [b]und[c] und einen
weiteren Punkg ist genau dann oval, wennim Inneren des Tangentialebenenkegels
K liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

A(e)B(c) K(g) > 0. (2.3)

K ist hierbei die Gleichung des Tangentialebenenkegels aus Bemerkung 2.13.
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Beweis:

Die QuadrikQ, = —K(q)UU" + U(qg)*K ist nach Bemerkung 2.5 genau dann oval,
wenn die Determinante ihrer beschreibenden Matrix (hier auchQpibezeichnet)
negativ ist. Da sie sich nicht direkt berechnaft"wird @, mit der regudiren Matrix

[a b ¢ s] multipliziert. Mit V(c) = —|abes| und

Q, e = (U(g))* (V(c))*B(a)A
Q, b = (U(q))* (V(e))*A(b)B
Q, ¢ = (U(q))*{2A(c)B(c)|obes|V + [abes|*(B(c)A + A(c)B)}

Q,s = —K(qg)|abes|U
ergibt sich die Determinante

Qg [ebes]| = [Qq[abes| = —2(U(q))® K(q) (A(b)) (B(e)) Alc) B(c)-
|obesl® A B (aAbAs) (aAbAC).

Mithilfe der Beziehung
[A B (aAbAs)(aAbAc)] =

0 B(a) 0
= (AABA(aAbAs)) (aAbAc) = | Ab) 0 0 ]
A(c) B(c) —|abes|

berechnet sich schliel3lich die Determinante @yzu
Q4| = —2(U(9))" K(a) abes|” (A(b))* (B(0))* Alc) B(c),

woraus die Ungleichung 2.3 unmittelbar folgt.

Seir = A A B AU der Schnittpunkt der Tangentialebendrund B mit der Punk-
tebene/. Als Schnittpunkt zweier Tangenten &nliegt er nach den hier geaflten
Bezeichnungen auf3erhalb des Tangentialebenenkiég&msetzen in die Kegelglei-
chung ergibt:

K(r) = —2A(c)B(c) (V(r))? + 0.
Damit ist die Ungleichung (2.3) gleichbedeutend damit, dal3
K(r) K(q) < 0,

d.h.g undr auf verschiedenen Seiten des Kegels liegen. O
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Rationale Parametrisierung von
Kreisen

Die neben Geraden einfachsten geometrischen Objekte sind Kreise. Aufgrund ihrer
Symmetrie und Einfachheit treten sie in zahlreichen Anwendungen wie beispielsweise
bei der Modellierung von Rotationafthen oder im Musterentwurf auf.

In CAD-Systemen werden Kurven unddaélhien laufig durch rationale Splines, d.h.
stlickweise rationale Kurven, beschrieben, weswegen in den letzten Jahren vermehrt
nach rationalen Kreisdarstellungen gesucht wurde (siehe z.B. [Piegl & Tiller ‘89,
Hsu et al. '93, Chou '95, Piegl & Tiller '97]). Bereits 200 v. Chr. kannte Appolonius
eine quadratische Parametrisierung des Kreises und Hipparch (180-125 v. Chr) ver-
wendete die stereographische Projektion auf der Kugel (siehe [Blaschke '54]).

Piegl & Tiller ([Piegl & Tiller '89]) beschrieben 1989 einelstkweise quadratische ra-
tionale Parametrisierung und zeigtenuwaihinaus, dal® durch quadratische rationale
C''-Splines nicht der gesamte Kreis darstellbar ist.

Chou ([Chou '95]) besdiftigte sich spter mit der Darstellung des gesamten Kreises
durch ein einziges rationales Segment. Hierzu ist mindestens Grad 4, mit positiven
Gewichten sogar Grad 5 erforderlich; die zugegé periodische homogene B-Spline-
Darstellung ist jedoch nicht differenzierbar.

In den vorangehenden Arbeiten findet sich keine glatte Parametrisierung des gesamten
Kreises. Da zahlreiche numerische Verfahren, die beim geometrischen Modellieren
zum Einsatz kommen, differenzierbare Parametrisierungen erfordern, wird hier eine
einfache Methode zur Konstruktion einer 1-mal differenzierbaren periodischen B-
Spline-Darstellung des Kreises vorgestellt. Diese ist von minimalem Grg&iehe

auch [Bangert & Prautzsch '97a]). Grundlage dieser Darstellung ist die stereographi-

21
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sche Projektion, die im folgenden Abschnitt kurz vorgestellt wird.

3.1 Stereographische Projektion

Die stereographische Projektion bildet eine projektive Ebene auf eine beliebige Qua-
drik ab. Seien hierzu eine Gerade bzw. Ebéhe= {y|U/'y = 0}, eine Quadrik

Q = {x|x'Qx = 0}, sowie ein Punkt € Q, das Projektionszentrum, gegeben. Jeder
Punkty der Ebené/ wird durch die stereographische Projektion auf den Schnittpunkt
der Gerader y mit der Quadrik@ abgebildet. Jeder Punkt der Ebene wird hierdurch
genau einem Punkt der Quadrik zugeordnet; die Schnittgerade (der Schnittpunkt) zwi-
schen der Tangentialebene (Tangentelanz und der Eben& wird aufz abgebildet.

Die Beziehungen zwischen Bildund Urbildy ergeben sich somit zu:

x = (22'Qy)y + (y'Qy)z
y = —(Uz)x + (U%)z.

Bemerkung 3.1 Isty(¢) bzw.y(u, v) eine rationale Parametrisierung der Gerade bzw.
Ebenels, so liefert die stereographische Projektion eine rationale Parametrisierung
der Quadrik. Jede Parametrisierung eines regeh Kegelschnitts kanabér stereo-
graphische Projektion gewonnen werden. Bei Raumquadriken gilt das jedoch nicht
mehr (siehe u.a. [Dietz '95]).

Abbildung 3.1: Stereographische Projektion.
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3.2 Konstruktion einer rationalen Parametrisierung des
Kreises

Seiz = [w x y]' eine periodische Parametrisierung des Einheitskreises in homogenen
Koordinaten mito als homogenisierender Koordinate, d.h.

1}2 _I_ y2 — w2‘
Wie im vorigen Abschnitt bereits eafint, ergibt sich jede rationale Parametrisierung
x(t) des Kreises aus einer rationalen Parametrisieqtyy = [r(¢) p(¢) 0]° der
Geradeny = 0 durch stereographische Projektion,

p2_|_r2

2pr (3.2)

r? — p?

mit Zentrume = [1 0 — 1], siehe Abbildung 3.2.

C
Abbildung 3.2: Stereographische Projektion.

Fur eine periodische Parametrisierung des Kreises ist somit eine periodische Parame-
trisierung der Geraden= 0 als Urbild der stereographischen Projektion erforderlich.
Jede derartige Parametrisierung ergibt sich jedoch durch Zentralprojektion mit Zen-
trumc einer geschlossenen Kurve umwie in Abbildung 3.3.

Der Einfachheit halber stellen wir diese Kurve alg) = [p(¢) r(¢)]* beaiglich eines
affinen Koordinatensystems mit Ursprungnd Einheitsvektorefi 0]’ und[0 1] dar.
Die Koordinatenspaltep und[p/r 1]* bezeichnen somit den gleichen Punkt auf der
Geradery = 0 und die Punkte, p undp = [p r]* liegen auf einer Geraden.

Sei nunp(t) eine geschlossene periodische Kurveaym(t) die durch Projektion aus
¢ induzierte Parametrisierung der Gerager 0 undx(¢) das Bild der Geraden unter
stereographischer Projektion. Bei jedem Umlauf ygh) um ¢ werden Gerade und
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Ay

Abbildung 3.3: Zentralprojektion.

Kreis durchp(t) undx(¢) zweimal durchlaufen. I1gb(¢) punktsymmetrisch zu, d.h.
gilt p(t) = —p(t + m) mit einer Konstantem:, so sind beide Durchlife von Kreis
und Gerade gleich parametrisiert, d.tw flie Parameterundt + m ergeben sich die
gleichen Punkte auf Kreis bzw. Gerade. Die Koordinatendarstellung\rat jedoch
verschiedene Vorzeichen pro Durchlauf.

Da eine periodische Darstellung des Kreises keine zwei unterschiedlichen Parametri-
sierungen pro Durchlauf erlaubt, ergibt sich zusammenfassend:

Satz 3.2 Jede periodische stkweise rationale Kreisdarstellungt) ergibt sich durch
Projektion einer geschlossenen periodischen polynomialen Kpfvg die symme-
trisch zum Projektionszentrumist, auf die Geradg = 0 und anschlieRender stereo-
graphischer Projektion mit Zentrumder Geraden auf den Kreis.

Bemerkung 3.3 Eine periodische sitkweise rationale Parametrisierung eines belie-
bigen Kegelschnitts ergibt sich als projektives Bild der Kreisdarstelking

Beispiel 3.4 Mit Hilfe der oben dargestellten Konstruktion wird eine Darstellung
des Kreises als differenzierbarer periodischer Spline vierten Grades ermittelt. Sei
a=90°/m,m € IN,m > 2,und

| cos(3a + 2ia)

P: = sin(3a + 2iar) |-
Weiterhin bezeichnév?(t) die stickweise quadratischen B-Spline-Funktiondyer
den Knoten,: +1,: + 2,7+ 3. Dannist

p(t)=>_p:N/(t)

iel

ein punktsymmetrischer Spline mit) = —p(¢+m). Abbildung 3.4 zeigt diese Kurve
fur m = 3.
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Abbildung 3.4: Punktsymmetrische Splinekurve

Einsetzen in (3.1) liefert die zugetige Parametrisierung des Kreises als atkweise
guartischerC!-Spline,

2(t) =D wN}(t),

wobeiN} die B-Spline-Funktioneaber den Knoteni/3], | (i+1)/3],..., (i + 5)/3],
|| := max{: < z|i € Z} bezeichnet. Die Kontrollpunkte sind wie folgt gegeben (ver-
gleiche auch Abbildung 3.5):

1
R34l = ccos(fB +4la £ a)
| esin(f + 4la + a)
i w
%31 = dcos(f + 4la)
| dsin(8 4+ 4la) (32)
= 2a —90°

1/ cos a
(cos? a4 2)/(3cos? @)

= (2cos*a — cos? a +2)/(3 cos? a)

£ a0
Il

Bemerkung 3.5 Die Kreisdarstellungz(¢) ist rotationssymmetrisch beglich Rota-
tionen um den Winkel.

Bemerkung 3.6 Die Konstruktion aus Beispiel 3.4ft sich nicht mita = 90°
(m = 1), d.h. mit nur einem Splinesegment, duah&n. In ([Chou '95]) wird der
gesamte Kreis durch ein quartisches Segment beschrieben, bei dem jedoch Null als
Gewicht auftritt. Diese Darstellun@f3t sich auch nicht periodisch glatt fortsetzen.

Beispiel 3.7 Abbildung 3.6 zeigt ein einschaliges Rotationshyperboloid mit zugeh”
gem Kontrollnetz einer Tensorprodukt-B-Spline-Darstellung vom Grad (2,4).
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t — 0 8
Abbildung 3.5: Der Kreis als periodischer Spline.
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Abbildung 3.6: Einschaliges Rotationshyperboloid mit zugyefem Kontrollnetz.

3.3 Positive Gewichte

Positive Gewichte in der Parameterdarstellung der Splinekurve haben numerische Vor-
teile, u.a. liegt auch die Kurve in der konvexenllé der zugebiigen Kontrollpunkte.

Chou bewtigt fur eine Kreisdarstellung mit positiven Gewichten ein Polynanftén
Grades (siehe Bemerkung 3.6). Zum Vergleich werden in diesem Abschnitt die Ge-
wichte der Bzier-Darstellung der vorher konstruierten Kreissegmente untersucht.

Im vorangehenden Beispiel ergeben sich deziBf-Punkte der Parametrisierung aus
den Spline-Kontrollpunkter; in Gleichung (3.2) zu

1 1
§(ﬂ1 + %3), %2, %3, %4, 5(?4(4 +25), etc,

die Gewichte, d.hw-Koordinaten, sind somit alle positiv.

Im allgemeinen Fall ergibt sich diesRier-Darstellung eines beliebigen Kreissegments

2k+2 | Wy
le(t) = Z Ty Blzk-l_z(t)

=0 .
i Y
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aus der Bzier-Darstellung des zugetigen Segmentgs’ des Urbildep

k+1

p(t) =3

1=0
und der Produktformelit' Bernsteinpolynome (siehe [Farin '90], S. 65). Insbesondere
ergibt sich die homogenisierendeKoordinate zu:

2% +2 min(k+1,7) E4+1\[k+1
( ) )wj = Z (pipj—i + rirj—i) ; .

J t=max(0,j—k—1) ‘] —

" B

T

Beschreibt das Segmexithochstens einen Halbkreis, so kann aufgrund der nachfol-
gend gezeigten Symmetrieeigenschaften ohne Eiaskhrig angenommen werden,
dafRp’ vollstandig im ersten Quadranten der-Ebene liegt. Dies bedeutet aber

0 < po,7n
0 < pi,rm fure=0...k,

woraus sich die Positiatt der Gewichtev, unmittelbar ergibt:

Lemma 3.8 Die Bézier-Darstellung der Segmente der periodischarglstiéise ratio-
nalen Kreisdarstellung aus Lemma 3.2 besitzt positive Gewichte.

3.4 Stetigkeitsordnung

Jede periodische Parametrisierutig) des Einheitskreises ist mittels stereographi-
scher Projektion mit einer geschlossenen Kysig verkntipft, die punktsymmetrisch
zum Projektionszentrum verlauft. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal? die Stetig-
keitsordnungen vop(¢) undx(t) Ubereinstimmen.

Ist p(¢) C*-stetig, so ist nach Gleichung 3.1 audh) k-mal stetig differenzierbar.u#”
die Umkehrung betrachten wir die inverse stereographische Projektion, die den Kreis
2? + y* = w? auf die Geradé- p 0]' abbildet. Sie wird durch

w+y
T

0

(3.3)
0

fUrx # [1 0 1]* bzw.x # ¢ beschrieben.

T
2p-[p{wy] bzw. 2r-p=

Da w keine Nullstellen besitzt, dinen wir ohne Einsclarkung der Allgemeinheit
annehmen, dafy positiv ist. Dann sind wegefw — y)(w + y) = * die einzelnen
Faktorenw — y undw + y nichtnegativ und es gilt

p="ty(w—y)/2 und r==x/2p
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bzw.

p=a/2r und r=+/(w+y)/2.

Da nur entwedep oderr das Vorzeichenim = [1 0 1]* bzw.x = ¢ andern, existiert
immer eine Darstellung vop, die die gleiche Stetigkeitsordnung widesitzt. Damit

gilt:

Lemma 3.9 Die Parametrisierunger(t) undp(¢) aus Lemma 3.2 besitzen die gleiche
Stetigkeitsordnung.

Bemerkung 3.10 Ist die homogene Darstellungt) des Kreises:-mal stetig diffe-
renzierbar, sind auch die affinen Koordinatenfunktion¢tw undy /w n-mal differen-
zierbar.z /w undy/w kdnnen jedoch auch glatter sein. Insbesondefi Bich zeigen,
dalR3n = 2k-fach stetig differenzierbare symmetrische affine Darstellungen des Kreises
auch2k + 1-mal differenzierbar sind (siehe hierzu [Bangert & Prautzsch '97a]). Dies
verallgemeinert die Aussage von Piegl und Tiller ([Piegl & Tiller '89ly iz = 0.

3.5 Minimaler Grad und Segmentanzahl

Seienz, y, w stlickweise polynomiale Funktionen ohne gemeinsamen Teiler. Dann
sind auchv — y undw + y teilerfremd. Wegeriw — y)(w + y) = «* lalt siche = 2pr

so faktorisieren, daf3 noeh— y = 2p? undw + y = 22, siehe [Kubota '72]. Folglich

ist auchp sttickweise polynomial und der Grad venst doppelt so hoch wie der Grad
vonp.

Da Polynome nicht periodisch sind, mplf3stickweise polynomial vom Grad + 1
sein. Folglich erfordert eink-fach differenzierbare Parametrisierung des Einheitskrei-
ses den Minimalgradk + 2.

Das B-Spline-Kontrollpolygon einer periodischen, punktsymmetrischen Kpitve-
steht aus einer geraden Anzahl von mindestens vier Kontrollpunkten.

Ist p vom Gradn und Stetigkeitsordnungr — 1), so stimmen die Anzahl ihrer B-
Spline-Kontrollpunkte und die Anzahl ihnrer Segmeuateeiein. Folglich bestelt aus
mindestens 4 Segmentenalwénd die Kreisdarstellungvom Grad2n mindestens 2
Segmente erfordert. Zusammenfassend ergibt sich:

Lemma 3.11 Eine periodische, stkweise rationale”*-Parametrisierungx(t) des
Kreises hat den Minimalgra2lk + 2 und bemtigt mindestens zwei Segmente.
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3.6 Symmetrische Darstellungen

Zur Untersuchung von Symmetrieeigenschaftenaf@nwird ohne Einschainkung der
Allgemeinheitangenommen, da(®)) = ¢. Daraus folgt:(0) = 0. Seia(¢) der Winkel
p(0),c, p(¢) und 3(¢) der Winkelx(0), [1 0 0]*,x(¢) vergleiche Bild 3.7. Wir machen
hier Gebrauch von der Tatsache, dal3 der Peripheriewinlel halbe Perimeterwin-
kel 3 ist.

€ =X P(O)
Abbildung 3.7: Peripheriewinkel.

Unter Verwendung dieser Winkel lassen sich Kreis- und Urbildparametrisierung wie
folgt schreiben:

1
(1) = £(8) { ~sin g ] . p(t) = pla) [
cos [3

Aus der Formel (3.1)di die stereographische Projektion folgt dann
£B) = £(20) = p* 41" = pla).

Ist die Kurvep(t) invariant unter Rotationen mit Zentrusmum den Winkeky, dann
gilt

pla) = pla+¢),
woraus
£(8) = &(8 +29)

und somit die Invarianz vonunter Drehungen um den Ursprung mit WinRkelfolgt:

Cos o
sin o

Lemma 3.12 Ist p(t) rotationssymmetrisch beglich Rotationen ura um den Winkel
¢, dann istx(¢) rotationssymmetrisch beglich Rotationen um den Ursprung um den
Winkel2¢.
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Ist weiterhinp symmetrisch zur Geraden durclundp(t), dann gilt
pla+8) = pla—10). a=alt)
und somit

§(8+20) =&£(B—-26), B =p(1)
Folglich istx symmetrisch zur Geraden durch den Urspr{ing 0]* undx(t).

3.7 Kugeln

Die Konstruktion glatter periodischer Parametrisierungerikireise Hf3t sich nicht auf
Kugeln ubertragen. Zuachst ist die stereographische Projektion auf die Kugel keine
Bijektion zwischen Ebene und Kugel. Weiterhin ist es niclugiich, einen ebenen
Bereich differenzierbar und singulaiténfrei auf die gesamte Kugel abzubilden, siehe
beispielsweise ([Prautzsch & Trump ’'92]).

Es ist jedoch roglich, die Kugel durch verschiedene Dreiecks- oder Vierecks-

flachengaicke zuuberdecken. Farin, Piper und Worsey (1987) stellen Oktanten der
Kugel dar und Dietz zeigte 1995, da@rfibeliebig vorgegebene ebene Randkurven

(Kreise) ein Tensorprodukt-Patch vom Grad (2,4) auf der Kugel existiert. In Anleh-
nung an die Wirfeltopologie &3t sich somit die gesamte Kugel mit 6 Tensorprodukt-

flachen vom Grad (2,4)berdecken.

Darstellungen niedrigeren Grades der gesamten Kugel sind jedoch nodiicim™
Angenommen, es existiertehquadratische Dreieckspatches mit insgesaiatken,

die die Kugeluberdeckten. Nach [Dietz '95], Theorem 3.4, gilt, dal3 die Winkelsumme
in jedem Patch80° betrdgt. Es folgt

v - 360° = Summe aller Winkek f - 180°

und damitv = f/2. Da insgesam¢ = 3f/2 Randkurven existieren, ist Euler’'s Glei-
chungv — e + f = 2 verletzt und somit die Annahme falsch.

Gleichermal3en ist es urmglich, die gesamte Kugel in biquadratische Tensorprodukt-
flachengaicke zu zerlegen. Jedes derartige Patch kamlich in zwei quadratische
Dreieckssticke zerlegt werden.

Da jede irreduzible Parametrisierung der Kugel von geradem Grad ist ([Dietz et al. '93)),
kann die Kugel nicht in Dreiecks- bzw. Viereckspatche zerlegt werden, deren Grad
kleiner als 4 bzw. (2,4) ist.



Kapitel 4

Rationale quadratische
Dreiecksflachensticke auf
Quadriken

Wahrend Raytraceprogramme zur photorealistischen Darstellung achédfl bevor-

zugt mit Netzen und impliziten BEhen arbeiten, basieren die meisten Modellierpro-
gramme auf parametrischen Kurven una@dHfén. Aus diesem Grund sind Konver-
tierungen zwischen den Darstellungsmethoderuasglit. In den vorangehenden Be-
trachtungeruber Quadriken wird ihre implizite Darstellung verwendet. Jede Quadrik
laf3t sich jedoch auch rational parametrisieren, was in den letzten Jahren ausgiebig er-
forscht wurde. In diesem Abschnitt werden einige weitere Aspekte der Erkennung und
Konstruktion quadratischer Dreieckatlhiensicke auf Quadriken dargestellt.

4.1 Kiriterien

Jedes dreieckige &thenaick auf einer Quadrikadt sich mithilfe der stereographi-
schen Projektion rational parametrisieren. In der Dissertation von Dietz ([Dietz '95])
findet sich eine ausfirliche Eorterung dieser Methode. Schneiden sich die drei Rand-
kegelschnitte des QuadrikensKs in einem Punkt, so findet sich eine quadratische Pa-
rametrisierung, im allgemeinen Fall werden jedoch rationale Polynome vom Grad vier
berdtigt.

Umgekehrt wurde seiafigerem das Problem diskutiert, unter welchen Bedingungen
ein rationales quadratisches Dreieckspatch auf einer Quadrik liegitréNd eine ratio-

nale quadratische Kurve immer einen Kegelschnitt beschreibt, kann ein quadratisches
Dreieckspatch auf einer &the vierten Grades liegedberlegungen hierzu finden sich

31
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u.a bei [Sederberg & Anderson '85, Boehm & Hansford '91, Niebuhr '92, Dietz '95,
Degen '96, Albrecht '98a]. Einige Ergebnisse seien an dieser Stelle kurz abfgef”

Seib(u, v, w) = Y by B (v, v, w) die rationale Bzier-Darstellung eines nichtdege-
nerierten quadratischen Dreieckspatches in homogenen Koordinaten. Dann bezeichnen
Uy = bozo A bor1 A booz, Uy = booz A bior A bago Undis = bago A bi1g A by die
Randebenen des Patches.

Ein geometrisches Kriterium wird durch folgenden Satz gegeben:

Satz 4.1 (Boehm & Hansford 1991, Dietz 1995p liegt genau dann auf einer re-
gularen Quadrik, wenib nicht auf einem Kegel liegt, die drei Randkegelschnitte sich
in einem Punkg mit koplanaren Tangenten schneiden und die Anzahl der Randkur-
vensegmente durehO oder 2 betagt.

Niebuhr ([Niebuhr '92]) entwickelte aus einer Idee von Sederberg & Anderson ein
einfaches hinreichendes Kriteriumarfquadratische Dreieckafthenaicke auf Qua-
driken:

Satz 4.2 (Niebuhr 1992)Sind die Randkurven einer rationalen quadratischen Drei-
ecks-®zier-FEche Kegelschnitte, so zerfallen die Bilder der drei ebenen Schnitte -
bestimmt durch die drei Ebenen der Randkurven - in Geradenpaare:

u=20 Und ul([bzoo u + [b110 2v + [b101 211)) = u=170
v=0 und Z/[z([buo 2u + b v + bois 211)) = v =0
w=0 und Z/{3([bl()1 2u + [bon 2v + [booz w) =: w = 0.

Fur den Fall, dal? die Geradem = 0, v = 0 undw = 0 zusammenfallen, ist
die rationale quadratische DreieckseBier-FEche Parameterdarstellung einer nicht
zerfallenden Fichen zweiter Ordnung.

Mit den “Bildern der drei ebenen Schnitte” bezeichnet Niebuhr diejenigen Kurven
im Parameterraum, die sich durch den Schnitt der Randeld¢nait dem Dreiecks-
flachenaick ergeben.

In einem kirzlich erschienen Artikel von Albrecht findet sich ein analytisches Krite-
rium, das auch zerfallende Quadriken umfal3t, jedoch recht komplexe Berechnungen
erfordert und trotz des geometrischen Ursprualger die Veronese-Quadrik relativ
unanschaulich bleibt. Ist die Determinante der Matrix

1 1 1 1

B =
byoo  bo2o booz  bous
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und sind weiterhin3k,, bzw. 3F,, die Determinanten der Matrizen, die sich durch
Ersetzen defk + 1)-ten Spalte inB durch[l bo]" bzw. [1  byi0)* ergeben, so
schreibt sich Korollar 2 in [Albrecht '98b] wie folgt:

Satz 4.3 (Albrecht 1998)Das nichtdegenerierte rationale quadratischeziEr-FEchenatick
b in Standardform (d.h. mit Eckgewichten 1) liegt genau dann auf einer Quadrik, wenn
die Kontrollpunkteb, ;, und Gewichtev,;;; die folgenden Gleichungen atfén:

_4“)%01“)(2)115?015110151201 + w%mﬁ?m(ﬁfm)z + w(2n15110152 =0
— 4w}y wiiowgy (87081018510 + 80181100501 + B11081015501)
+ w%01w110(2[3?01[3f01[3f10 + 5?10(5?01)2)
- w101w0115f0152 + w110w3115111052 =0
— 4w} gwiorwgy (V1681108501 + 811087018110 + Bio1105110)
+ w%10w101(25?105f105f01 + 5?01(5?10)2)
- w110w0115f1052 + w101w3115110152 =

2 2 A0 a1 A2 2 10 3 \2 2 22 a2
—4wi10W51151 10011081010 T wnoﬁuo(ﬁuo) + wo BrieB” =

Im Gegensatz hierzaft sich Niebuhrs Kriterium in Satz 4.2 analytisch sehr einfach
fassen und anwenden. Déerhinaus ist et regubire Quadriken sogar notwendig:

Satz 4.4 Ein nichtdegeneriertes quadratisches PatcHiegt genau dann auf einer
reguldren Quadrik, wenn es auf keinem Kegel liegt und

Z/II[bZOO 22/{2[bllO 22/{3[blOl
Rang 22/{1&)110 Z/{z[bozo 22/{3&)011 — ]_ (41)
22/{1 [b101 22/{2[bOll Z/{3[bOOZ

Beweis:

Der Schnitt des Patché&smit den Ebenefy; , I/, undi/; entspricht im Parameterraum
je zwei Geraden, die in Satz 4.2 aufgleft sind.

Die erste Gerade beschreibt das Urbild der Randkiies (U1bao0 Uibi1o Uibior ),
Wz - (Z/IZ[bIIO Z/[z[bozo Z/[z[bon)t Und W3 — (u;;[bl()l Z/{3[b()11 Z/{3[b()02)t b|lden d|e Spal-
ten der Matrix aus Gleichung (4.1) und beschreiben die Geraden), © = 0 und
w = () aus Satz 4.2.

Ist Gleichung (4.1) effilt, so fallen die Geraden = 0, v = 0 undw = 0 aus Satz 4.2
zusammen, unb liegt auf einer reg@ien Quadrik.

Ist umgekehrt Teil einer regudren Quadrik, dann beschreibt die Parametrisierung
eine stereographische Projektion aus dem Parameterraum auf die Quadrik. Die drei
GeradenV;, W, und W5 bestimmen die Fundamentalgerade im Paramterraum, die
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durch die Parameterabbildung auf das Projektionszenirum U, A Uy A Us ab-
gebildet wird. W;, W, and W5 missen somit paarweise linear ablgig sein, also
Gleichung (4.1) edllen . O

Bemerkung 4.5 Gleichung (4.1) istdi' ein rationales quadratisches Dreieckspatch
auf einem Kegel nicht notwendig elit (siehe [Niebuhr '92]).

4.2 Anwendungen und Bemerkungen

Eine ringiormige, kegelige bzw. ovale Quadrik wird von jeder ihrer Tangentialebenen
in einem reellen Geradenpaar, einer Doppelgeraden bzw. einem konjugiert komplexen
Geradenpaar geschnitten (siehe Lemma 2.5). Folglich trifft ein beliebiger Kegelschnitt
auf einer Quadrik eine beliebige, ihn nicht tangierende Tangentialebene in zwei reellen
verschiedenen, zusammenfallenden oder zwei konjugiert komplexen Punkten. Beim
Schneiden der Tangentialebeie= bgoz A bo11 A bior in beee Mit dem Randkegel-
schnitt in der Ebenés = by A bogo A by ergibt sich eine quadratische Gleichung,

die genau dann eine doppetitdénde losung besitzt, wenn ihre Diskriminante Null

ISt:

Lemma 4.6 Ein rationales quadratisches Dreieckspatch auf einem Kegallenot-
wendigerweise die folgende Bedingung:

(V3[bzoo)(V3[bozo) - (V3[b110)2 =0, (4.2)

wobeiVs; = bgoz A bo11 A b1 die Tangentialebene ihqg, beschreibt.

In [Albrecht '98a] wird eineahnliche Formulierung dieses Kriteriums relativ aufwen-
dig Gber die Berechnung der Gaul3scheadniung hergeleitet. Eine ausitliche Ab-
handlunguber rationale Patche auf Kegeln findet sich in der Dissertation von Niebuhr
([Niebuhr’92]).

Lemma 4.7 Drei unabtangige Kontaktelemente (siehe Definition 2.9) liegen genau
dann auf einer Quadrik, wenn der Satz von Brianchon in der Ebene der drei Punkte
erfullt ist (vergleiche 2.11). In den &ier-Punkten eines rationalen quadratischen
Dreieckspatches dckt sich diese Bedingung wie folgt aus:

|[bozo bo11 booz [buo| |[booz b1o1 b2oo [bo11| |[bzoo b110 bozo [b101| =

4.3
= |[bozo bo11 booz [b101| |[booz b1o1 b2oo [b110| |[bzoo b110 bozo [bo11|- (4.3)
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Bemerkung 4.8 Gleichung (4.3) ist quadratisch in jedem dee&ér-Punkte. Insbe-
sondere ist sie nur von den Punkten ahbig und unabarigig von den jeweiligen
Gewichten. Sollen nunufif beliebig vorgegebeneeBier-Punkte so durch einen sech-
sten Punkt ergrfizt werden, dal3 das resultierende Dreieckspatch auf einer Quadrik
liegt, muf3 dieser sechste Punkt notwendig auf der durch Gleichung (4.3) definierten
Quadrik liegen.

Beispiel 4.9 Sind alle Punkte bis auf einen Eckpunkt, £Be, gegeben, so muld dieser
genald Bemerkung (4.8) auf der durch

1% (booz A brot A bor1) - (brio A bozo A brog )% —
22! (booz A bro1 A brio) « (b11o A bozo A bor1)'x = 0,

€1 = Uibiio, €2 = Uibier, definierten Quadrik liegen. Sie ealhinsbesondere die
funf gegebenen Punkigo;, bozo, bio1, boi1, bi1o. Die Tangentialebene

T = e1p1booz A bror A borr — €2p2b110 A bozo A bors

(p1 = |biiobozobioiboii], p2 = [boozbioibiiobori|) im Punktbg; schneidet die
Quadrik in den Geraden

bo11 + pebiio + e1bior), v € IR
boi1 + v(e2biio + e1bior + pibooz + paboze), 1 € IR.

Die Quadrik ist folglich ringdrmig.

Lemma 4.10 Gleichung (4.1) isaguivalent zu

sttty | = 0 U (4.4)
i A, | = 0 U0 @5)
st Ao, | = 0 U (45)
ti s | = " @7

Diese Gleichungen sind wiederwaquivalent zu

(4.4) und(4.5) und(4.7) und Brianchons Bedingung-.3). (4.8)
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Beweis:
Da das FRiichensick nicht degeneriert ist, igif,by10 # 0 und by, # 0 und
Gleichung (4.1) isaquivalent zu

QZIEZOO B ul[bZOO QZZEHO B ul[bZOO ;ZSEIOI
14110 — o:U-b 282020 — 2U-b 34011
22/II[bIOI 2o 22/{2[bOll sl Z/{3[bOOZ

Dies istdquivalent zu den Gleichungen (4.4) - (4.7). Aus den Gleichungen (4.5) und
(4.6) folgt Brianchons Bedingung (4.3):

=
>

(Zfﬁ [buo) (Uz[bo11)(u3[b1o1) (U:a[bo11)(uz[bo11)(u1 [booz)

(U1[b101)(7/{2[bl10)(u3[bou)7

~ =
e
Z 2

(

und umgekehrt ergibt sich Gleichung (4.6) aus den Gleichungen (4.3) und (4.5):
(4.3) (Urbio1)(Usbr1o)(Usborr) (4.5)

U br1o) (Usb = =" (Usbo1)(Lhb

( 1 110)( 3 101) (Uz[bon) ( 3 011)( 1 002)
Folglich sind die Gleichungen (4.4) - (4.7) und somit auch Gleichung &gtivalent
zu (4.8). 0

Zur Uberpuifung, ob ein ein rationales quadratisches Dreieckzid-Patch auf einer
Quadrik liegt, missen laut Satz 4.3 (siehe [Albrecht '98b]) aahst neun %4 Deter-
minantens, i, aus den erweiterten Koordinaten von je viegzZsrpunkten bestimmt
werden. Anschlie3end werden vier Gleichungen aus zweimal drei und zweimal sieben
Summanden aufgestellt, die quartisch in den gegebenen Gewichten und kubisch in den
berechneten Determinanten sind.

Liegt das untersuchte rationale quadratische DreieeaeBPatch nicht auf einem
Kegel, ertillt also nicht Gleichung (4.2), s@Rt sich die Zugeadrigkeit zu einer Qua-

drik wesentlich effizienter bestimmen: Gleichung (4.1) erfordert ebenfalls die Bestim-
mung von neun %4 Determinanteid/;b,;, die sich jedoch aufgrund ihrer symme-
trischen Struktur durch drei alternierende Produkte und danach neun Skalarprodukte
bestimmen lassen. AnschlieRend ist nurdirpuifung von vier quadratischen Glei-
chungen (4.4) - (4.7) erforderlich. Weiterhin weisen die Gleichungen eine symmetri-
sche Struktur und je nur zwei Summanden auf. Derdie Gleichungen (4.4) - (4.7)
wesentlich geringere erforderliche Aufwand wiegt bei weitem die notwerldigs-
prifung auf ein kegeliges Patch gafGleichung (4.2) auf.

Bemerkung 4.11 Die Gewichte eines nicht degenerierten rationalen quadratischen
Dreieckspatches, dessere#ér-Punkte den Satz von Brianchon (Gleichung 4.3)
erfullen, konnen so berechnet werden, dald das Patch auf einer Quadrik liegt. Diese
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Quadrik ist bereits durch die &/ier-Punkte eindeutig festgelegt, da sie den Schnitt-
punkt der Randeben&sy, N U, N U; enthalten mul? (siehe Satz 4.1). Die Eckgewich-

te konnen ohne Einschrikung zu eins normiert werden (siehe z.B. [Farin '90] oder
[Hoschek & Lasser '89]). Die “inneren” Gewichte ;o undw,o; ergeben sich aus den

in den Gewichten quadratischen Gleichungen (4.4) und (4.7). Anschlie3end berechnet
sich wo; linear aus Gleichung (4.5). & die Wahl der Gewichte gibt es daher vier
Moglichkeiten entsprechend den vieoichkeiten, die Randsegmente des Patches zu
wahlen. Nach Gleichung (4.8) liegt dasdehienstick auf einer Quadrik.

Sind drei Punkte und Tangentialebenen gegeben, die Brianchons Bedinguitenerf”
kann ein interpolierendes rationales quadratisches Dreieckspatch auf einer Quadrik
wie folgt bestimmt werden:

Konstruktion 4.12 (Interpolierendes rationales Dreieckspatch)Wéhle den Schnitt-
punktg der Randebenen, der gleichzeitig eine eindeutige Quadrik aus der Schar in-
terpolierender Quadriken festlegt (siehe Bemerkung 2.7). Die inneegieBPunkte
ergeben sich als Schnittpunkte der Randebene durch je zwei Eckpunkiemiingdien
entsprechenden Tangentialebenen. Die Eckgewichte werden zu eins normiert, die in-
neren Gewichte bestimmen sich dann aus Bemerkung 4.11.
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Die Schnittpunktbestimmung einer Geraden mit eine@cké& &3t sich tir implizite
Flachen wesentlich einfacher algrfparametrische BEhen bsen. Aus diesem Grund
wurden unter anderem Splines aus algebraischachEhaicken entwickelt. Die ne-
ben Ebenen einfachsten impliziteraElien sind Quadriken, mit denen sich tangential-
ebenenstetige BEhenverbiide konstruieren und zaizlich Punkte eines Dreiecksnet-
zes mit zugeordneten Tangentialebenen interpolieren lassen.

Diese Eigenschaften wurden zuerst von Dahmen ([Dahmen '89]) watdrspon Guo

([Guo '91]) ausgenutzt, um sogenannte Quadrikensplines zu berechnen. Sie verwen-
den die implizite BZzier-Darstellung von Sederberg ([Sederberg '85]) zur Darstellung
der Quadrikensegmente sowie die Idee des Powell-Sabin-Splits ([Powell & Sabin *77]).
Im Gegensatz zu Dahmens und Guos rein analytisch-algebraischen Ansatz werden in
diesem Abschnitt Quadrikensplines zur Interpolation gegebener Punkt- und Tangen-
tialebenendaten geometrisch hergeleitet. Neben einer Verallgemeinerung der Verfah-
ren von Dahmen und Guo, die inshesondere die Powell-Sabin-Interpolanten als Spe-
zialfall enthelt, ergibt sich hierdurch auch eine geometrische Interpretation der Frei-
heitsgrade.

Zunachst wird die Interpolation eines einzigen Dreiecks durch ein aus sechs Quadri-
kensticken bestehendes sogenanntes Makroelement dargestellt. Im Anschluld werden
die Luicken zwischen je zwei benachbarten Makroelementen durch vier weitere Qua-
drikensegmente gefit.

5.1 Konstruktion des Makroelementes

Gegeben sei eiratimliches Dreiecksnetz, dessen Eckpunkten Tangentialebenen zuge-
ordnet seien. Weiterhin seien in jedem Dreieck die Uaalgijkeitsvoraussetzungen

38
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aus Definition 2.9 erflt.

Betrachten wir zuachst ein einzelnes Dreieckc des gegebenen Dreiecksnetzes wie
in Abbildung 5.4(a). Drei beliebige Kontaktelementkén nicht durch eine einzige
Quadrik interpoliert werden, da im allgemeinen kein Kegelschnitt durch die Kontakit-
elementea], [b],[c]existiert (siehe Abschnitt 2.4). Auch eine Interpolation durch drei
oder vier tangentialebenenstetig anschlieRende Quadnilakestie in Abbildung 5.1

ist nicht moglich.

Existiert beispielsweise eine Anordnung wie in Abbildung 5.1 Mitte, so werden die
gegebenen Kontaktelemente durch drei Quadrikekst mit gemeinsamem Kontakt-
elemen{p| interpoliert. Die Kegelschnitte durdh], bzw.[b], [¢] bzw.[¢],
und[p]auf je einer dieser Quadriken schneiden sich in einem Punkt mit koplanaren
Tangenten. Nach [Dietz '95] lassen sich diese Kegelschnitte bereits durch eine ein-
zelne Quadrik interpolieren. Dies steht jedoch im Widerspruch zur allgemeinen Wahl
der Kontaktelementg |, [b], [¢]. Dieser Widerspruch kann auchbér die analytische
Formulierung des Satzes von Brianchon (Lemma 2.11) hergeleitet werden. Die Kon-

taktelementeo |, [b] bzw.[b], [¢] bzw.[c], [¢] und[p] miissen jeweils der Gleichung

aus Lemma 2.11 gexgén:

Ab)B(p)P(a) = B(a)P(b)A(p)
Be)C(p)P(b) = C(b)P(c)B(p)
Cla)A(p)P(e) = Ale)P(e)C(p).

Aufmultiplizieren der drei linken bzw. rechten Seiten ergibt, daf3 auch die Kontaktele-
mente|a], [b], [¢] dem Satz von Brianchon gegén, somit auf einem Kegelschnitt
liegen.

Eine Anordnung wie in Bild 5.1 rechts kann durch Betrachtung @aid3-Darstellung
der einzelnen Quadrikensegmente ausgeschlossen werden.

°b b

Abbildung 5.1: Makroelement (links) und unaskige Splits .

Drei beliebige Kontaktelemente lassen sich jedoch durch einen tangentialebenensteti-
gen FEchenverbund aus sechs Quadrikecisth, der im folgenden alakroelement
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bezeichnet wird, wie in den Abbildungen 5.1 links und 5.4 (c) dargestellt, interpo-
lieren. DieUbergangsebenen zwischen den Quadrikesktii sind wie beim Powell-
Sabin-Splitangeordnet und treffen sich in einer gemeinsdaraaaversalen Geraden
(vergleiche Abbildung 5.4(b)). Auf dieser Transversalen kann noch ein allen sechs
Quadriken des Makroelementes gemeinsames Kontaktelfnei gewahlt wer-

den.

Definition 5.1 Ein Kontaktelemerlip], das allen sechs Quadriken eines Makroele-
mentes gemeinsam ist, wird &lsibenelemenbezeichnet. Der Punkt hei3tNaben-
punkt des Makroelements.

Da alle Betihrebenen die Transversale enthalten, muf3 folglich noch ein zweiter Na-
benpunkiy auf ihr liegen. Aus detyberlegungen in Bemerkung 2.2 und der Zweibo-
genkonstruktion (2.3) folgt, daf3 die TangentialebeRaimd @ die gegebenen Punkte

g, b, ¢ und den Schnittpunkt ihrer Tangentialebenen mit der Transvesshles har-
monisch trennen. Hierdurch lassen sich analog zur Zweibogenkonstruktion drei Punkte
konstruieren, die die Tangentialebe®aind damit den zweiten Nabenpunkauf der
Transversalen festlegen (siehe Abbildung 5.2).

Abbildung 5.2: Konstruktion des zweiten Nabenelementes.

Die drei Kontaktelemente ], [p] und|g] kdnnen durch eine ganze Schar Quadriken
mit C''-Kontakt in der Ebenepq interpoliert werden. Aus den Quadrike:ﬂn:’hel
bzw.[b] suchen wir nun je ein Eleme; bzw. Q, mit C'-Kontakt in

der Trenneben& zwischeno undb. Hierzu konstruieren wir einen Zweibogen (siehe
Abbildung 2.3) in der Ebenepb, der sich wie in Abbildung 5.3 als Schnitt dieser
Ebene mitQ; und @, ergibt. Wir erhalten einen zweiten Bénpunktz in der Trenne-
benel/, durch den die gesuchten Elemente der Quadrikenscharen eindeutig festgelegt
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sind. DaQ; undQ; in drei Kontaktelementeip], [q] und[x], dessen Tangentialebene
durch die Tangenten an den Kegelsc %z und an den Zweibogen festgelegt ist,
tbereinstimmen, haben sig-Kontakt in der Trennebene. Die Quadrikén und Q,
sind hierbei eindeutig.

Abbildung 5.3: Ebener Schnitt durch zwei Quadriken niit@ergang.

Analog lassen sich die weiteren vier Quadriken des Makroelementes konstruieren. Die
Tangentialebenenstetigkeit deaétienverbundes ist durch dieig&helzugetrigkeit

der einzelnen Quadriken garantiert. So gem beispielsweis€; und Q¢ zum Qua-
drikenhische(a|[p][q], haben folglichC'-Kontakt in der Ebenepq (vergl. Bemer-

kung 2.7). Zusammenfassend ergibt sich folgende Konstruktion:

Konstruktion 5.2 (Makroelementkonstruktion) Wahle eine geeignete transversale
Gerade, ein Nabenelemgni] mit p auf der Transversalen, sowie wie in Abbildung
5.4(b) sechdJbergangsebenen durch die Transversale und je einen Eckpunkt bzw. je
einen inneren Punkt der Kanten des Dreiegks.

Bestimme die Schnittpunkieb, ¢ der Tangentialebened, B, C mit der Transversa-
len. Konstruiere die Tangentialebe@eso, daRP und Q die Punktepaare @, b b und
¢ ¢ jeweils harmonisch trennen. Der zweite Nabenpuné&tgibt sich als Schnitt der
Tangentialeben@ mit der Transversalen.

Bestimme den Schnittpunides Zweibogens || p |[b] mit der Trennebend zwischen
a undb. Die QuadrikenQ; und Q, ergeben sich als Quadriken des®helqo]

bzw.[b] durchx. Analog lassen sicks, . . ., Q¢ konstruieren.

Aus der Konstruktion folgt also:

Lemma 5.3 Die Ausgangsdatefu], [b], [c], die gevahlte Transversale, das Na-
benelemenfip | und dieUbergangsebenen legen die Quadriken des Makroelementes
vollstindig und eindeutig fest.
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Durch die Kanten des Dreiecks werden nun die Berandungsebenen des Makroelemen-
tes so gewhlt, daf3 sie sich in einem Punkauf der transversalen Geraden treffen.

5.2 Verbinden zweier Makroelemente

Benachbarte Makroelemente lassen sich im allgemeinen leider nicht direkt tangential-
ebenenstetig anschlie3en, da ihre Randkurven, selbst wenn sie in der gleichen Ebene
liegen, im allgemeinen verschieden sind. Unter gewissen Bedingungen karucée L~
zwischen ihnen jedoch mit vier weiteren Quadrikec&en, die wie in den Abbildun-

gen 5.8(b) und 5.7 angeordnet sind, glattuliefverden. Hierzu wird zuachst die
folgende einfache Eigenschaft dét-Vererbung beatigt, die aus Lemma 2.7 folgt:

C'-Vererbung

Zwei Quadriken haben genau dafi-Kontakt in einer Eben®, wenn sie im Bischel
Q + A\V% ) € IR, liegen, wobeiQ eine der beiden Quadriken bezeichnet. Dieser
C'-Kontakt inV wird an alle Quadrikenpaare

Q + p?* und (Q + NV?) + ul? (5.1)

mit C'-Kontakt mit @ bzw. @ + AV? in einer beliebigen Ebenél vererbt, da
(Q + AV + uld? = (Q + uld?) + V2

Fir jeden Punkiz in )V existiert genau ein solches Quadrikenpaar duchkiehe
Abbildung 5.6. Folglich ergibt sich:

Lemma 5.4 Seien@ undQ + A\V? zwei Quadriken mi€!-Kontakt in). Dann haben
auch die eindeutig bestimmten Quadrik@nt- x4/ und Q@ + A\V?% + ud?, die @ und
Q + AV? in U benihren und durch einen gemeinsamen Punkt V gehen, einen
C'-Kontakt inZ/: der C''-Kontakt “vererbt” sich.

Bemerkung 5.5 Seiera|, [p] |b] drei beliebige Kontaktelemente utdeine Ebene
durchp. Dann bilden alle Quadrikenpaare durgh], [p|bzw.b], [p ] mit C'-Kontakt
in U ein Blischel von Quadrikenpaaren der Form 5.1 misBhielparametet:.

Bemerkung 5.6 Stimmer@ undQ + AV? tiberein, dann auck® + p24? und Q + pd? +
AV2,
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(d)

Abbildung 5.4: Konstruktion des Makroelementes: (a) Einzeldreieck mit Normalen,
(b) Unterteilung des Dreiecks an der transversalen Geraden (Powell-Sabin-Spilit), (c)
sechs tangentialebenenstetig anschlieRende Quadtkkas{d) Makroelement.



44 Kapitel 5 Quadrikensplines

Abbildung 5.5: Zwei benachbarte Makroelemente.

U
Q Q + pld?
Y
)4
\
Q + AV? Q + pdd® + AV?

Abbildung 5.6: C-Vererbung.

Ubergangskonstruktion

Durch vier Quadrikensitke R, R, R, und R, wie in Abbildung 5.7 kinnen zwei
benachbarte Makroelemente glatt verbunden werden. Die mit einem Querstrich verse-
henen GoRRen gebien dabei jeweils zum zweiten Makroelement.

Wie in der Konstruktion von Dahmen und Guo nehmen wir an, daf3 die Quadriken-
segmente?;, Q, und Q,, Q, der Makroelemente durch eine gemeinsame Eléne
getrennt werden, die Transversalérund £ der benachbarten Makroelemente somit
koplanar sind. Weiterhin bezeichnerbzw. r die Schnittpunkte der Randkurven der
beiden Makroelemente durehb mit der Trennebené/. Die Licke zwischen den
Makroelementen kann nun durch folgende Konstruktiomtfefierden:

Konstruktion 5.7 (Ubergangskonstruktion) Wéhle eine beliebige Ebeng durch
ab so, daf’ beide Makroelemente auf verschiedenen Seitey iegen. Die Kontakt-
elementér],[a], und[r | definieren einen Zweibogen in der Ebene mit Trennebene
V. Dieser Zweibogen triff in a und einem zweiten Punkt
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Abbildung 5.7: Verbinden zweier benachbarter Makroelemente.

SeiR, die eindeutig bestimmte Quadrik duremit C'*-Kontakt zuQ, in der Ebene
arb, sei weiterhirR; die Quadrik durchr mit C*-Kontakt zuR, in der Trenneben¥.

Konstruiere die dihgsl/ tangentialebenenstetig aR; bzw. R, anschlieRenden Qua-
driken R, und R, durchb. Der C*-Kontakt zwischer@; und R, bzw.R; und R,
vererbt sich aul, undR, bzw.R, undR, (sieche Lemma 5.4).

Bemerkung 5.8 Sind Q, und Q, identisch, dann auct®, und R, bzw.R; und R,
(siehe Bemerkung 5.6).

Glattheitsbedingung

Die vier QuadrikerR, R, R, und R, verbinden die Makroelemente genau dann
tangentialebenenstetig, wenn ai®hund 9, C'*-Kontakt besitzen. Der folgende Satz
formuliert ein einfaches Kriteriunuf 'diesenC''-Kontakt:

Satz 5.9 Seix, der Schnittpunkt der Geraderio mit der Tangentialeben® im Na-
benpunkip. Der Schnittpunkt vonb mit der Ebene im 8Schel der Tangentialebenen
AundB durchp werde mity, bezeichnet. Die entsprechenden Punkte des Nachbarm-
akroelementes seien wie in Abbildung 5.7 mit Querstrichen versehen.

Dann lassen sich zwei Makroelemente genau dann tangentialebenenstetig verbinden,
wenn die Doppelveditnisse

DV [abx,y,] = DV |abx,y,]
Ubereinstimmen.

Die Tangentialebenen inanRR; undQ; miissen nach Konstruktion 5.7 niahiber-
einstimmen. Wird jedoch die Tangentialebeén p verdndert, saandert sich auch
die Tangentialeben® in r an Q,. Die EbeneP kann sogar so varidert werden, daf
die Tangentialebenen inanRR, undQ, lbereinstimmen. Der Zusammenhang zwi-
schenR undP wird durch eine projektive Abbildung beschrieben, die im folgenden
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i

—

(d)
Abbildung 5.8: Konstruktion des Keils: (a) Benachbarte Makroelemente, () rig’
aus vier Quadrikengtken, (c) einzelne QuadrikenskKe, (d) Quarikenspline.
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Abbildung 5.9: Doppelverdtnisse.

hergeleitet wird.

Gegeben seien zwei Kontaktelemehi¢und[b] sowie zwei weitere Punkie und

g. Die Schnittpunkte der Tangentialebendrbzw. B mit der Geradempq seien wie

in Abbildung 5.2 also undb bezeichnet. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
projektive Abbildungr mit Fixpunkteng, @, b und b, die jede Ebené®’ durch p

auf eine Eben&®’ durch g abbildet, so daf®’ und Q’ die Punktepaare @ bzw.b b
harmonisch trennen.

Bemgrkung ?.10Ist P eine beliebige Ebene duroh, Q die Ebene durchy, so
daR P und Q die Punktepaarea bzw.bb harmonisch trennen, s@Rt sich eine
Abbildungsmatrix? vonr wie folgt angeben:

D

a
(@
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I
(@)
[@]]
(on
R
!OX‘
|
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]
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[@]]
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|
-

?
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)
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Mit Hilfe dieser Abbildungr laf3t sich folgendes Lemma formulieren:

Lemma 5.11 Es existieren genau dann zwei Quadrikén bzw. Q, durch die Kon-

taktelementéu| bzw.[b] mit C'-Kontakt in einer beliebig vorgegebenen

Ebene( durchp undg , wennz(P) = Q. In diesem Fall sind die beiden Quadriken
eindeutig bestimmt.
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Beweis:

Die Kegelschnittéo|[p|g bzw.[b][p|g auf den Quadrike, bzw.Q, legenuiber har-
monische Verhltnisse je eine Tangentegrund damit die TangentialebenéP) = Q
eindeutig fest. Existieren also die beiden Quadriken, somi#3 = Q gelten.

Gilt umgekehrtr(P) = Q, so erfillen die gegebenen Kontaktelemente Brianchons
Bedingung (vergl. Bemerkungen 2.11 und 2.12), es existiert somit je eine Schar inter-
polierender Quadriken dur¢h] bzw.[b][p][q] Der Zweibogena | trifft

seine Trennebené in p und einem zweiten Kontaktpunkt Dieser Punkk legt aus
jedem Bischel eine Quadrik; bzw. Q, eindeutig fest. D&; und Q, die Kontakt-
elementgp|, [g] und[z]gemeinsam haben, haben sie eidérKontakt kings!{ . Da
weiterhin jedes Paar von Quadrik€h Q. mit C''-Kontakt lingsl/ den Zweibogen

enthalten muf3, sind diese Quadriken eindeutig. O

Die Tangenten der Kegelschnifig] p [b] bzw.[c] ¢ [b]in p bzw. g schneiden die
Geradeob in zwei Punkterg, bzw. z,. Enthélt P den Punkt,, so existiert nach Be-

merkung 2.7 bereits eine einzige Quadrik durch die Kontaktelenehie |, [b]und
den Punkiy, insbesondere fallen die beiden Quadriken aus Lemma 5.11 zusammen.
Folglich entfalt @ = =(7P) den Punkt,.

Sei wie in Satz 5.9y, der Schnittpunkt voro b mit der Ebene im BSchel der
Tangentialebened und B durchp und seiy, analog definiert. Die Punktg b, y,und
z, sind - ebenso wie, b, y, undz, - in harmonischer Lage (siehe Abbildung 2.6). Da
die Punktey, b undz, aufa, b undz, abbildet, mufl3 wegen der Doppelvatmistreue
projektiver Abbildungen auch, aufy, abgebildet werden. Folglich gilt:

DViebx,y,] = DViebx%,y,]. (5.2)

Mit diesenUberlegungendRt sich nun Satz 5.9 beweisen:

Beweis von Satz 5.9:

Wir wenden Lemma 5.11 und die nachfolgendé#irerlegungen nacheinander auf die
Kontaktelementéo | und[b] und anstelle vofp| und|q] auf[p][r], [r][s],
und[r|[p] (mit jeweils anderen Abbildunger) an, wobe{s] ein (nach Konstruktion
existierendes) gemeinsames Kontaktelement der QuadiRikeR; , R, , R, darstellt.

Hieraus wird zuathst die Notwendigkeit der Doppelvaitriisbedingung gefolgert.
Bilden die QuadrikenR; , Ry , R, , R, eine glatte Verbindung zwischen den
Makroelementen, so gilt nach Lemma 5.11 und Gleichung (5.2)

DViebx,y,] = DV[ebxy,] = DViebx,y,] =

= DV[ebx%y;] = DV[abx,y,]. (5:3)
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Stimmen umgekehrt die Doppelveadiisse DViebx,y,] und DV [abx, y,] Uberein,
so haben die Tangentialebenen vBn und Q; in r einen gemeinsamen Punkt
Weiterhin beahren sie auBerdem den Zweibogeti o |[r ], sind folglich identisch. Da
R1 R, bzw.Q,; Q, zwei Quadrikenpaare mit!-Kontakt kingg/ sowie gemeinsamem
Zweibogerja] sind, haben aucR; undQ; bzw. R, und Q, einenC*-Kontakt
in der Zweibogenebene. O

Bemerkung 5.12 Nach Lemma 5.11 existierearfQ = = (P) zwei Quadriken durch

[a], [p], bzw.[b], [p], [g] Folglich erfillen beide Tripel von Kontaktelementen

den Satz von Brianchon (siehe Satz 2.1), was sich nach Lemma 2.11 in zwei linearen
Bedingungenui' Q ausducken &13t:

Alp)P(g)Q(e) = P(a)Q(p)A(q)
B(p)P(q)Q(b) = P(b)Q(p)B(a)

Mit der Zusatzbedingun@(g) = 0 berechnet sicl® wie folgt:

m(P) = Q = A(g) B(p) P(e) - (bApAa)
+ A(p) B(ag) P(b) - (eApAag)
+ A(p) B(p) P(a) - (eAbAGg).

Lemma 5.13 Das Doppelverhlinis aus Satz 5.@&l3t sich analytisch wie folgt darstel-
len:

DViebzx,y,| = —

Ist insbesondereP(z) = 0 in Hesse-Normalform gegeben umdin erweiterten
Koordinaten, so bezeichn®{(a) den euklidischen Abstand zwischeand P usw.

Beweis:
Der Schnittpunkk,, der Kantesb mit der Tangentialeberie im Nabenpunkt schreibt
sich als

%, = P(b)a — P(a)b.

Die Ebend A(p))B — (B(b)).A im Biuischel der TangentialebengihundB entlelt den
Punktp und schneidet die Kantéb in

o = (B(P)A(b))e — (A(p)B(e))b.

Aus der Definition des Doppelvedtinisses ergibt sich sofort die Behauptung. O
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Bemerkung 5.14 Das Makroelement besitzt zwei Nabenelemente, d.h. zwei allen
Quadrikensegmenten gemeinsame Kontaktele@tmd auf der transversalen
Geraden. Im Beweis von Satz 5.9 sind sie beliebig austauschbar. Faglight sich

das Doppelveraltnis aus Lemma 5.13 nicht, weprdurchq ersetzt wird.

Bemerkung 5.15 Das Produkt der drei Doppelvedithisse auf den Kanten des Drei-
ecksabc ist unablangig vo. Werden die Schnittpunkte der Geradé&nmit P bzw.
der Ebene im BSchelAB durchp mit x,, bzw.y,, bezeichnet und die Punktg., y,.,
%.. Undy,, analog definiert, dann gilt nach Lemma 5.13:

A(b) B(c) C(a)
B(a) C(b) Afe) -

Folglich sind drei beliebige Punkte,,, z., z., auf den Kantemb, be, ca genau dann
kollinear, wenn

v = DV [O[bﬂabyab] - DV [[bcxbcybc] - DV [Coxcayca] = -

DV[G [b Zap yab] : DV[[b C Zp ybc] : DV[® 0 Zcq yca] = 7.

Diese Bedingung verallgemeinert den Satz von Menelaos (siehe Satz kB mit.
Der Spezialfally = —1 tritt genau dann ein, wenn Brianchon’s Bedingung fie
Kontaktelement |, [b]und[c] erfilllt ist, siehe Lemma 2.11.

Beispiel 5.16Bild 5.10 zeigt den Kotiigel eines VW-&fers. Zur Konstruktion der
Flache wurde ein Dreiecksnetz durch einen Quadrikenspline interpoliert. Die freien
Parameter wie Transversalen und Nabenelemente wurderalgderi Abschnitten 6.2
und 6.4 zudllig gewahlt. Die resultierende Gestalt der&the B3t bedauerlicherweise
sehr zu wnscherubrig. Einige Anatze, die Gestalt des Interpolantahér die Wahl

der freien Parameter zu beeinflussen, finden sich in den Abschnitten 9 und 10.

Beispiel 5.17In Abbildung 5.11 wurde eine Birne durch einen Quadrikenspline mo-
delliert.

5.3 Beézier-Darstellung der Quadrikensplines

Zur Visualisierung der hier konstruierten Quadriken beispielsweise mit dem Raytrace-
programm PovRay wird eine algebraische Gleichungbgh Daher wird in diesem
Abschnitt kurz die Bernstein@ier-Darstellung der impliziten Quadrikengleichungen
beziglich eines jeweiligen Referenztetraeders angegeben, um inshesonderattie zus”
lichen Freiheitsgrade im Vergleich zu Dahmen und Guo auch analytisch zu erfassen.
Die Notation folgt der Notation in Gleichung 2.2 im Abschniti€ér implizite BSzier-
Darstellungen. Bemerkung 2.6 garantiert die Interpolationsbedingung.
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Abbildung 5.10: Kotfligel eines VW-Kafers, durch einen Quadrikenspline interpoliert.

Abbildung 5.11: Durch Quadrikensplines modellierte Birne.

Darstellung des Makroelements

Jedes Makroelement besteht aus Quadrikensegmenten, die durch Tetraeder berandet
werden. Beaglich dieser Hilltetraeder wird die implizite Bzier-Darstellung der Qua-
drikengleichungen angegeben.

Die Quadriken@;,..., Qs des Makroelementes werden somit bgizxch der Re-
ferenztetraedety,, yz, by, yz by, yz, ... dargestellt. Hierbei bezeichnen =

ve0 + b + vee, v, + 15 + 1. = 1, den DurchstoB3punkt der Transversalen durch die
Punktebene ung,, = a0+ Bapb (aap + B = 1) usw. den Schnittpunkt der Trenne-
bene zwischen undb mit der Kanteob, sowiez einen Punkt auf der Transversalen
(vergleiche Abbildung 5.12). Zur Vereinfachung seien im folgenden alle Punkte in
erweiterten Koordinaten angegeben. Diezigrkoeffizienter;,,;, (r = 1,...,6) der
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Bézier-Darstellung der Quadriké&h,. schreiben sich dann wie folgt:

bgooo =0

bimo = aA(yu) b%mo = BB(Yap) bifmo = BB(yy.)

61010 = aAly) b%om = 3B(y) bifom = BB(y)

61001 - oz.A(z) b%om = 56(1) 6?001 = 56(1)

b(lJ{(zn = Ozabb%OOI + ﬁabbfom s (5 4)
béﬁo = aabbiom + ﬁabb%mo .
b(lJZ?JO = aabbyio0 + Babbiion

Doozo = Vab%om + Vbbifom + Vcb?om

boor1 = Vab%om + Vbbifom + Vcb?om

66002 =d

Der frei wéhlbare Koeffizient! = b{,, legt den Nabenpunkt = py + (1 — p)z auf
der Transversalen fest. Hierbei gilt die Beziehung

2
P r P r

d=— (1 ) boozo - 2 (1 )600117
- P - P

bzw. umgekehrt:

1% o _66011 + \/(66011)2 - 66020 66011
1—p a boo20 '

Die Tangentialeben® im Nabenpunkt wird durch die Gewichie 5 und~ bestimmt

(vergleiche hierzu Abschnitt 6.2):

Ple)  Pb) Pl

Alp) = Blp) = Clp)

Diese Gewichte verpern auch die im Vergleich zur Konstruktion von Dahmen
zusitzlich gewonnen Freiheitsgrade (siehe hierzu Bemerkung 6.1). Dahmens Ein-

schiankungen ergeben sich dadurch, daf? die Gradienten der impliziten Darstellung
in den Eckpunkten normiert sind.

a oy =

Ubergangskonstruktion

Betrachten wir exemplarisch die Verbindung zweier benachbarter Makroelemente mit
gemeinsamen Kontaktelementer und[b]. Die Trenneben® durchab trifft zz in
einem Punku = nz + iz, n + 7 = 1. Der Punktu a3t sich weiterhin schreiben als

U=Eyy + Gy + &2 = Gy + &y + Gz, Y L=) &L=1
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Abbildung 5.12: Referenztetraeder.

Die vier Quadrikensegmente deulking auf den QuadrikeR, R,, R, R, werden
durch die Tetraedety,uz, by, ,uz, ay,uz undby,uz berandet. Die Bzier-
Koeffizientenc],,, bzw. ¢, (- = 1,2) der impliziten Bizierdarstellungen voR,

bzw. R, beaiglich dieser Tetraeder ergeben sich dann wie folgt (wobei die mit einem
Querstrich versehenen @én, da sie sicholiig analog ergeben, nicht alle explizit
aufgetihrt sind):

1/2 1/2

Cijor  — bz’jol

1/2 1/2 1/2 1/2

01(/J10 = 5151{00 + 5251{)10 + 5351{)01 = O‘A(“)

1/2 1/2 1/2 1/2 _1/2

00{10 = flboéoo + 5250{10 + 5350{01 = 00{10 (5_5)

Qb .A(cu) + B3 B(U)
comtn = Ebler + Eabghiy + Esbibe

1 1 1
€0020 PCoo11 T+ (1 - P)Coon-
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Freiheitsgrade

Die im vorigen Abschnitt vorgestellte Konstruktion beinhaltet eine ganze Reihe von
Freiheitsgraden, wie beispielsweise die Wahl der Transversalen, der Randebenen und
Nabenelemente. Whrend einige dieser Daten nahezoilig”frei gewdhlt werden
konnen, nussen manche globalen Adgigkeiten gerecht werden. Saussén bei-
spielsweise die transversalen Geraden benachbarter Patche koplanar sein oder die
Tangentialebenen in den Nabenpunkten gewisse lineare Beziehungigmetfi die-

sem Abschnitt werden bglichkeiten dargelegt, diese freien Komponenten passend zu
wahlen.

6.1 Wahl der Randebenen und Nabenpunkte

Die einzelnen Quadrikensegmente eines Quadrikensplomasski’'so ungristig abge-
schnitten werden, daf3 tcher” und Mehrfachkomponenten in deméthénverbinden
auftreten. Liegt beispielsweise bei einem Makrolement der Schnittpunkt einer Tan-
gentialebene mit der Transversalen aul3erhalb des berandenden Tetraeders, so kann in
einer Umgebung des zugatigen Eckpunktes das Makroelement wie in Abbildung
6.1 links komplett auRerhalb des Tetraeders liegen. Dahmen schlug zur Vermeidung
dieser Flle vor, jedes Segment wie in Abbildung 6.1 redhiter’die Dreiecksebenen
hinaus in einem zweiten Tetraeder fortzusetzen, was jedoch nicht die Einschichtigkeit
und den Zusammenhang deaEtiensegmente garantiert. Guo ([Guo '95]) verwendete
die Idee eines zweiten berandenden Tetraeders wimtef Sogenannte “bitetrahedral
patches” ein, bei denen wie in Abbildung 6.2 zwei Makroelemente pro Dreieck bzw.
zwei Verbindungs#chen pro Dreieckskante kombiniert werden.

Zu jedem Makroelement wird ein weiteres Makroelementaj@tydas mit dem er-

sten und der Doppelebene durch die gegebenen PunkteugohBI liegt, d.h. einen
C'-Ubergang entlang der Punktebene besitzt. Hiecnnkh die Nabenpunkte belie-

big gewahlt werden, die Wahl der Tangentialebene eines Nabenpunktes legt jedoch die

54
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Abbildung 6.1: Unerwischte “locher” und Mehrschichtigkeiten in derdelhie.

zweite fest. Jedes der beiden Makroelemente wird durch einen Tetraeder begrenzt, die
das zugebrige Punktdreieck als gemeinsame Seitmife besitzen und deren vierte
Tetraederspitzen ober- bzw. unterhalb der Punktebene liegen.

Abbildung 6.2: Guos Konstruktion mit zwei Makroelementen.

Guo gibt Kriterien an, wie die freien Koeffizientéf,,, der impliziten Bizierdarstel-

lung der einzelnen Quadrikensegmente gelwverden mssen, damit die zusammen-
gesetzten Makroelemente einschichtig und zusamaregdrid sind. Diese sind auch

fur die hier vorgestellte allgemeinere Konstruktiantgj und lassen sich unmittelbar

in Bedingungen an die Lage der Nabenpunkte umrechnen. Die augeh Tangen-
tialebenen rassen sich aufgrund deuBchelzugebrigkeit in der Punktebene schnei-
den. Aus der Eindeutigkeit des Makroelementes (siehe Lemma 5.3) folgt umgekehrt,
daf} die beiden Makroelemente inug&hel liegen, wenn sich die Tangentialebenen in
den Nabenpunkten in der Punktebene schneiden. WerdarbsreGewichte in den
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Eckpunkten wie im folgenden Abschnitt berechnet, so sind die Gewicitbdide
Makroelemente die gleichen.

Die Einschichtigkeit und Polstellenfreiheit der Keis#dk 'sich ebenso durch Schranken
fur die jeweils frei vehlbaren Koeffizienten garantieren. Auch higgéi auf [Guo '95]
verwiesen.

6.2 Wahl der Tangentialebenen in den Nabenpunkten

Satz 5.9 beschreibt lineare Afafgjigkeiten zwischen den Tangentialebenen in den Na-
benpunkten benachbarter Makroelementes. #shlith das Kontaktelemenp] des
einen Makroelementes festgelegt, aBti'sich die Tangentialebefeim Nabenpunkt

p des Nachbarpatches nur noch um die Gefaddrei drehen. In dieser Beschreibung
sind die Abtahgigkeiten global, sie lassen sich jedoch durch eine lokale Konstruktion
erfillen.

Zulassige Tangentialebenenkonfigurationen, d.h. Konfigurationen, die den Bedingun-
gen von Satz 5.9 gewgén, lassen sichamilich einfach durch Zuordnung eines festen
Gewichtes zu den Punkten des gegebenen Netzes gewinnen. Die Tangentialebenen in
den Nabenpunkten bestimmen sich daunjédes Dreieck lokal aus einem linearen
Gleichungssystem, das nur noch von den Daten des jeweiligen Dreiecksgibh™
Betrachte hierzu eine Menge von Dreieckeh,. .., 7; }, die die Triangulierung der
Datenpunktey;,: = 1,...,n, festlegen. Weiterhin bezeichpg den Nabenpunkt des

zum DreiecK7,, getorenden Makroelementes.

In diesem Abschnitt wird zu jedem Nabenpupkteine Tangialeben®,, bestimmt, so
dal die Tangentialebenen die Doppelattisbedingung aus Satz 5@ falle Kanten
der Triangulierung etfilen.

Hierzu seien den Eckpunkten beliebige Gewichtey; zugeordnet, so dal3 in jedem
Dreiecke;a;0; mit Nabenpunkp,, mindestens ein Gewicht von Null verschieden ist.
Die Ebener,,, die sich als bsung des linearen Gleichungssystems

Pula) = oaAilp,), [=1i,5,k
{mm ~ 1)

ergeben, bilden dann eine askige Menge von Tangentialebenear Bas Doppel-
verhdltnis aus Satz 5.9 beglich der Kanten; o, ergibt sich mmlich nach Lemma
5.13

DV [(D,' Q; X y] = —7 (62)
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Das Doppelveraltnis heingt somit nur vorje; | und und nicht mehr von den
Nabenpunkten und Tangentialebenen ab.

Bemerkung 6.1 Werden alle Gewichte; gleich eins gewafilt und sind die Gleichun-
gen aller Tangentialebenen in Hesse-Normalform gegeben, ergeben sich genau die
speziellen Quadrikensplines von Dahmen ([Dahmen '89]).

Beispiel 6.2 In Bild 6.3 werden vier verschiedene Quadrikensplines dargestellt, die
alle die gleichen sechs Kontaktelemgai¢ eines Ellipsoids interpolieren. Oben links
wurden die Nabenpunkie, beliebig und die zugeltigen Tangentialebener), wie in
Bemerkung 6.1 geaff' Dahmens Konstruktion gait. Oben rechts wurden die Na-
benpunkte auf das Ausgangsellipsoid gelegt. Links unten wurden die Gewiclate

riiert, so dald dauberhinaus die Tangentialebenen in den Nabenpunkten das Ellipsoid
berihren. Der Spline rechts unten besteht aus zwei verallgemeinerten Powell-Sabin-
Interpolanten (siehe Abschnitt 8), die das Ellipsoid exakt rekonstruieren.

ag

N 3

Abbildung 6.3: Sechs Kontaktelemente eines Ellipsoids durch vier verschiedene Qua-
drikensplines interpoliert.
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6.3 Zulassige Konfigurationen

Satz 6.3 Ist der stickweise lineare Interpolant des gegebenen Dreiecksnetzesohom™
morph zu einer Scheibe oder Kugel, a8t'sich jede zalssige Menge von Tangential-
ebenen wie in Gleichung 6.2 durch den Eckpunkten zugeordnete Gewichte bestimmen.
Fur andere Netze ist in manchen Eckpunkten mehr als ein Gewicht erforderlich, um
alle zuHssigen Tangentialebenenkonfigurationen zu erhalten.

Beweis: Gegeben sei ein beliebiges Dreiecksnetz. Besitzt das Dreiecksnetz einen
Rand, ist es also nicht geschlossen, dann lassen sich ohne Bmaahg die Drei-

ecke des Netzes so durchnumerieren, daf? jedes Drgidck » = 2,..., f maximal

zwei Kanten mit den vorhergehenden Dreiecken. ., 7,—; gemeinsam hat. Ist das
Netz geschlossen, so gelte diese Anordnumg = 2,..., f — 1.

Jedem Dreiecl, mit Eckpunktenp; , a; , a; wird eine EbenéP,, zugeordnet, so daf
Py, ..., Py die Doppelverhltnisbedingung von Satz 5.9 elten. Durch

v PV(GI)
- AR
werden den Eckpunkten des DreieGksGewichte zugeordnet. Bis auf einen gemein-

samen Faktor bestimmen diese drei Gewichte durch das lineare Gleichungssystem
(6.1) die Tangentialeber2, im Nabenpunkt eindeutig und umgekehrt.

l:ivjvkv (63)

Jedem Eckpunktdtinen jedoch mehrere verschiedene Gewichte zugeordnet werden,
die jedoch im Falle einer zatsigen Tangentialebenenkonfiguration nicht mehr un-
abhengig sind und fast alle ohne EinsahKung gleich gesetzt werdenrien.

Dazu gehen wir folgendermal3en vor:

Fir das Dreieck; wahlen wir die Gewichte; beliebig und legen damit entsprechend
der Gleichung (6.3) eine Tangentialebene fest. Jedes Drgjachkt - > 1, hat mit ei-

nem weiteren DreiecK, (mitx < v) eine Kantey,a; gemeinsam. Wir setzeyf := of
unde? := of. Hat7, eine zweite Kante, beispielsweisgo,, mit einem Dreiecky,
gemeinsam, wobei < v, so wahlen wiraj, derart, dafky} : o/ = ap : o}, um die
Doppelverlaltnisbedingung von Satz 5.9 zu garantieren, siehe Gleichung (6.2). Exi-
stiert kein solches Dreieck,, wahlen wira} beliebig. Folglich lohnen in jedem Punkt
freie Gewichte beliebig geailt werden, vahrend andere durch die Doppelvalthis-
bedingung von Satz 5.9 festgelegt sind. In jedem Punkt existiert jedoch mindestens ein
frei wahlbares Gewicht.

Fir offene Netze ist diese Konstruktion immer durdifar, in einem geschlossenen
Netz ist jedoch das letzte Dreie@k von drei bereits durchlaufenen Dreiecken, z.B.
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Te, Ta, T, umgeben. Wir wahlen die Gewichter/, o/ und af wie bisheruber die
Beziehungem! := af, ozf == af und of durch ozf Dol = o) : op. Die

Doppelverlaltnisbedingung aus Satz 5.9 ist auch auf der letzen Kante erfllt,
wenn

of cal = ol :at. (6.4)

Ist das geschlossene Netz orientierbar, dann ist (6.4) immelitetfi diesem Fall
orientieren wir alle Dreieckskanten im Gegenuhrzeigersinn und ordnen jeder orien-
tierten Kanten,a; eines Dreieckd, das Teilverltnisay : o7 zu. Das Produkt aller
Teilverhéltnisseuber alle Dreiecke ergibt folglich eins. Weiterhin sind die zwei einer
Kante zugeordneten Teilvealtiiisse invers zueinander, da jede Kante in ihren beiden
angrenzenden Dreiecken umgekehrt orientiert ist. Folghéh §ich das Produkt aller
Teilverhéltnisse auch als

Abbildung 6.4: Teilverhltnisse auf den Kanten.

Betrachten wir nun die freien Gewichte. Ist das Netz berandet, so ergeben sich im
ersten DreiecK/; drei freie Gewichte. In jedem weiteren Dreiegk ergeben sichr

freie Gewichte, wobei zwei minus die Anzahl der mify, ..., 7,-; gemeinsamen
Kanten betagt. Insgesamt ergibt sich somit

w =34+ 2(f—=1) — Emen

mit e, alS Anzahl der inneren Kanten. Sailie Anzahl aller Kanter; die Anzahl der
Eckpunkteg das Geschlecht des Netzes undie Anzahl seiner Randkomponenten.
Aus der Euler-PoincarFormel

v+ f—e=2—29g—h
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und
3f = € -I' Cinner

ergibt sich dann

w = ]- -I' 2f — Cinner
]- -I' (3f — € — einner) - f -I' €
= v—1+4 29+ h.

Firg = 0 undh = 1 ist der lineare Interpolant des Netzes hlammiorph zu einer
Scheibe und folglich die Anzahl der freien Gewichte= ». Nur in diesem Fall erhal-
ten wir somit alle zudSsigen Tangentialebenenkonfigurationbar die vorangehende
Konstruktion mit genau einem freien Gewicht pro Eckpunkt.

Ist das Netz geschlosseh & 0) und orientierbar, bleibt die Anzahl freier Gewichte
fur alle Dreiecke mit Ausnahme des letzten die gleiche, im letzten Dreieck ist sie null.
Die Gesamtzahl der Freiheitsgrade ergibt somit:

w = v 4+ 2g.

Somit kbnnen wir auch hier nuiui"'Netze, deren linearer Interpolant hoomiorph zu
einer Kugel ist (d.hg = 0), alle zuBssigen Tangentialebenenkonfigurationen durch
genau ein freies Gewicht pro Punkt beschreiben. O

6.4 Transversalensysteme

Um die Vererbung de€'!-Kontakts zwischer®, undQ, auf R, und’R, bzw. R, und

R, zu garantieren, mssen die transversalen Geraden benachbarter Makroelemente
koplanar gewhlt werden. In diesem Abschnitt werden aahst verschiedene speziel-

le Transversalensysteme und dann eine Strategie zur passenden Bestimmung solcher
“Transversalensysteme” dargestellt.

Jedem Dreieck des gegebenen Netzes mul3 eine transversale Gerade zugeordnet wer-
den, in der sich die Trennebenen zwischen den einzelnen Quadriken des Makroele-
mentes schneiden. Diese Transversalarssai gewissen globalen Adofgigkeiten
gerugen, die in der folgenden Definition zusammengefalit sind:
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Definition 6.4 (Transversalensystem)Eine Menge von Gerade@; ;. heil3t Trans-
versalensysteneines Dreiecksnetzes, falls:

1. Jedes Dreieck;a,a; wird von einer Transversaleg, ;; im Inneren geschnitten.

2. FHir benachbarte Dreiecke o o, unde,;o;o; spannen die Geradeh, ;; undg,
eine Ebené/,; auf.

3. Die Ebené/;; schneidet die gemeinsame Kawte; der Nachbardreiecke im
Inneren.

Dahmen ([Dahmen '89]) nennt hierzu einige Systeme:

e Sterntransversalen:Ist der stickweise lineare Interpolant des Dreiecksnetzes
sternbrmig, so lonnen alle Transversalen durch einen Sternpunkt dschél”
und beispielsweise den Inkreismittelpunkt des jeweiligen Dreieckslgkewér-
den.

e Umkreistransversalen: Sind alle Dreiecke der Triangulierung spitzwinklig, so
bilden die Geraden senkrecht zur Dreiecksifié durch den Umkreismittelpunkt
ein Transversalensystem.

Ein anderes Transversalensystem wird durch die Geraden
G = {HNAi(x) = AjA; () = AeAi(%)}, (6.5)

mit beliebigen Konstanteh gebildet. Dieses Transversalensystem bewirkt zahlreiche
Vereinfachungen in der Konstruktion des Quadrikensplines.

Die Geradeg,;; entrelt insbesondere den Schnittpunkt der Tangentialebehgn
A; und A;. Damit trennen die Nabenpunkie . und g;; den Schnittpunkt der
Tangentialebened,; N A; N A; und den DurchstoB3punkt der Transversalen durch die
Dreiecksebeng,;, = Gi;x N (e; U o; U ax) harmonisch. Die Ebenefd;; enthalten
die Schnittgeraded; N A,. In der Doppelveraltnisbedingung von Satz 5.9 fallen
somit die zu benachbarten Dreieckenc; o, und o; o; o; gelorenden Punkte
((.A, N A]) + [pijk) N ((D,' U 0]‘) und ((./4, N ./4]) + [pl»ﬂ) N ((D,’ U 0]‘) - dort Yp bzw.

y, genannt - zusammen. Folglich schneiden sichifgkefi des Transversalensystems
G.jr) zulassige innere Tangentialebergn, undP;;; benachbarter Makroelemente auf
der Kanteo;a;. Eine derartige Menge zagsiger Tangentialebenen wird durch Ebenen
P« parallel zu den zugednigen Dreieckem; o a0, gebildet.

Bemerkung 6.5 Sind insbesondere alle gewichteten Ebenengleichuagéyix) = 0
in Hesse-Normal-Form gegeben, so bestéhi, aus allen Punkten mit gleichem
Abstand zu den Ebenefy, A; und A;.
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Bemerkung 6.6 Ein Problem bei der Verwendung des Transversalensystembe-

steht in der passenden Wahl der Gewichiteso dal’ die Transversalen die zugagén
Dreiecke und die von ihnen aufgespannten Trennebenen die entsprechenden Kanten im
Inneren schneiden.

Die Transversalg,;;, schneidet die Ebenga;ay in

Yiie = dije0; + djpi0; + diijoy, (6.6)
mit

dije = —XjAj(ar) AdeAi(e;) + AiAi(ar) AeAi(o;) + AiAi(ay) Aj A (ek)

(siehe hierzu Abschnitt 6.6). Sind die Puniten erweiterten Koordinaten gegeben,
so schneidet die Transversdlg; das Dreiecko;a;a; genau dann im Innern, wenn

dijk djki dkij
d d d
Die Trennebené/;; schneidet die Kante; a; im Punkt

>0,

> 0,

>0, d=dijk+ djgi + diij-

yij = XiAi(gj)ai + XA (ei)g;,
also genau dann in ihrem Inneren, wenn
)\,'.Ai(cl]j) . )\]‘A]‘(Oi) > 0.

Leider ist keines der drei oben angegebenen Transversalensysteme bei allen Da-
tensitzen verwendbar. Die folgende Konstruktion beschreibt jedoch einen Algorith-
mus, nach dem ein globales Transversalensytem ermittelt werden kann.

Konstruktion 6.7 (Transversalensystem)Ein Transversalensystem zu einem gege-
benen Dreiecksnetz kann wie folgt bestimmt werdenadhst 'werden die Dreiecke

des Netzes wie im Beweis von Satz 6.3 so angeordnet, daf3 jedes Dreieck (bis auf gege-
benenfalls ein DreiecK; ) maximal zwei vorher auftretende Nachbarn besitat. d&s

erste DreiecK/; wird nun eine Transversale nach einer beliebigen Strategie bestimmt.

Hat das DreiecK/,, nur einen einzigen Nachbaf, mit < y, so wird eine passende
Transversal&;, durch einen inneren Punkt vof bestimmt, so daf? die v@h, undg,
aufgespannte Ebene das Innere der gemeinsamen Kante der Nachbardreiecke schnei-
det.

Existieren zwei Nachbardreieckg und7, von7, mity > X, > v, so lassen sich
aus den Ebenenischeln durch die Transversalép bzw.G, je eine Ebene ausaflen,
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die das Innere der gemeinsamen Kanten ¥pand7, bzw.7, und7, treffen und de-
ren Schnittgerade - die Transversalg - das Innere des DreiecKg, schneidet.

Im Falle geschlossener Netze gibt es ein Dreigcldessen drei Nachbardreiecken be-
reits eine Transversale zugeordnet ist. Findet sich hierzu keine passende Transversale
Gy, so kann das Dreieck wie im folgenden Abschnitt unterteilt werden.

Die Lage der Transversalen nimmt grof3en Einflul3 auf die Gestalt desariggsh”
Makroelementes, wie die Abbildungen 6.5, 6.6 und 6.7 zeigen.

Abbildung 6.5: Willkiirlich gewahlte Transversale.

Abbildung 6.6: Transversale senkrecht zur Dreiecksebene.
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Abbildung 6.7: Aus gegebenen Normalen gemittelte Transversale.

6.5 Vermeidung globaler Abhangigkeiten

Bei der Bestimmung von Transversalensystera&m $ich (siehe Bemerkung 6.6) nicht
immer einfach garantieren, daf3 die Transversalen das Innere der Dreiecke und die auf-
gespannten Trennebenen das Innere der Dreieckskanten schneiden. Durch Untertei-
lung der Dreieckesbc des urspuinglichen Netzes in je drei Dreieckéyd, ade und

dbc kann dieses globale Problem jedoch umgangen werden.

Hierzu wird zuraichst zu jedem Dreieclbc ein beliebiger Punkd gewahlt. Weiterhin

wird zu jeder Kante des Ausgangsdreiecks eine Trennebene bestimmt, die die Kante im
Inneren schneidet. Die drei Trennebenen schneiden sich in einemABwkth den
Geraden in den Trennebenen so ghiwiverden, dafl? sie das Innere der Dreiadbe

ade bzw. dbc schneiden. Diese Geraden bilden ein passendes Transversalensystem;
der resultierende Quadrikenspline besteht im wesentlichen aus 36 Quadrikensegmen-
ten pro Dreieck des Ausgangsnetzeshwend ein “gewhnlicher” Quadrikenspline

nur zwolf Segmente pro Dreieck betigt.

Abbildung 6.8: Unterteilung.
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Bemerkung 6.8 Eine Verallgemeinerung der Makroelement-Konstruktion mit drei un-
abhéingigen Transversalen liefert einenaelhienverbund aus 12 Quadrikensegmenten
wie in Abbildung 6.9. Die Konstruktion dieses Quadrikensplines ist rein lokal und
bervtigt circa 18 Quadrikensegmente pro Dreieck (siehe [Bangert & Prautzsch '99b]).

Abbildung 6.9: Verallgemeinertes Makroelement.

6.6 Ein Beispielmakroelement

In diesem Abschnitt werden exemplarisch ein spezielles Makroelement konstruiert und
die algebraischen Gleichungen seiner Quadriken aufgestellt. Die Berechnungen wer-
den ir die spezielle Wahl der Transversalen durch den Schnittpunkt der vorgegebenen
Tangentialebenen durchgsirt. Weiterhin wird die Tangentialebene im Nabenpunkt
parallel zur Ebene der gegebenen Punkteadety™

Gegebene Punkte und Tangentialebenen

Seien alsog, b, ¢ die gegebenen Eckpunkte des Makroelementes in erweiterten
Koordinaten, i.ec = [1 a’]*. Die zugelotigen Tangentialebenengleichungén und
C seien so normiert, dal3 die Transversale durch

G = {| Alx) = B(x) = C()} (6.7)

beschrieben wird. Sie erdghi“insbesondere den Schnittpunkt= A A B A C der
Tangentialebened, B undC. Sei

y = oy + Byb + e, (6.8)

der Durchstol3punkt der Transversalen durch die Punktebéne o A b A c. Dabei
konnen die homogenen Koordinaten wohne Einschainkkung so normiert werden,
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daR Ay = By = Cy = 1, womit sich die Koeffizienter,, 3, und ~, wie folgt

berechnen:
Al oy 1 oy 1
Bt {o b @} B, =11l=18,]=m"|1],
ct Yy 1 Ty 1
das heifl3t
ay +( — BeCb + AcCb + AbBe)
By = 3l BeCa — AeCo + AcBa) (6.9)
Yy Al BaCb + AbCa — AbBa).

Hierbei bezeichne

Al Ao Ab Ac
M:= | B o b c|=1|Ba Bb Bc|,
Ct Ca Cb Cc
und
Ao Ab Ac
M :=detM = | Ba Bb Bec | = AbBcCa + AcBalCb = Ss, (6.10)
Ca Cb Cc

das nach den Unabhgigkeitsvoraussetzungen (2.10) aus Abschnitt 2.4 von Null ver-
schieden ist.

Nabenpunkte und Tangentialebenen
Der frei gevahlte Nabenpunkp laf3t sich auf der Transversalen dugabnds als
P=y+ps

(mit einem geeigneten Faktpy und damit der zweite allen Quadriken des Makroele-
mentes gemeinsame Nabenpunlais

g=y—ps=p—2ps

darstellen. Dies folgt unmittelbar aus der harmonischen Lage der Pynpktg undg,
die bei der speziellen Wahl der Transversalen dargégeben ist.

Aus den letzten beiden Gleichungen und der Normierungynangibt sich somit:

Alp) = B(p) =C(p) = Aly)=... = Alg) =... = L. (6.11)
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Die Tangentialebene ip wird parallel zur Punktebengoc gewahlt. Dag, b undc in
erweiterten Koordinaten dargestellt sind, getiga), P(b) undP(c) bis auf eine
gemeinsame Konstante den euklidischen Abstand der jeweiligen Punkte von der Ebene
P, der in diesem Fall in allen drei Punktabéreinstimmt, an. Folglictal3t sichP aus

P(a) = P(b) = P(c) = 1,P(p) = 0 in ahnlicher Weise wig zu

P = apA + ppB + ypC + 6pS (6.12)

ap 1
P 1

berechnen. Dies ergibufdie Koeffizienten

mit

, P(p)=ap+ Bp+yp+dppSs=0,

ap + (=BcCb + BeCo + BoCb)

Bp = 57 ( Aclb — AcCo + AbCa) (6.13)
v = 37 ( AbBe + AcBa — AbBo) '

op ;—]\14 ( ap  + Bp + vP)

Analog bestimmt sich die Tangentialebenejin
Q = apA + BpB + vpC — pS,
mit Q(a) = Q(b) = Q(c) = 1. Damit gilt:

Pg = (ay+ By +y) —pPs
= (ay+ 8y + )+ (ap + Bp +7pr)
= op.

Die Summe aller Elemente vdrir! und~* stimmentiberein und werden im folgen-
den durch

1
L:=oay+08y+7 = ap+0p+p = 57302733/ (6.14)
abgekirzt.

Die Zweibogenkonstruktion

Durch die spezielle Wahl des Transversalensystems schreibt sittbdigangsebene
zwischen den Quadriked, undQ, alsi/ = A — B. Der Schnittpunky,, dieser Ebene
mit der Kantenb ergibt sich zu

y, = UN (cb) = (Ab)a + (Bo)b. (6.15)
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Der Zweibogen|a] besteht aus den Kegelschnit®n durcha] und

einen weiteren Punki,, in ¢/ bzw.[b][p]undq,,. Hierbei ergibt sichy,, Uber die
harmonische Lage der Punkte

saib = (@AbAP)ANAAB = (Ab)(Ba)p — (Bp){(Ab)a + (Ba)b}
= (A[k))(BO)[p - ypv s yp unanb

ZUu

G = (AD)(Bo)p — 2y, (6.16)

Die Quadrikengleichung

Sei K der durcho] definierte Tangentialebenenkeg®, die Ebene durcla,
p, g. Dann ist die QuadrikQ, des Makroelementes durfi| q,, die eindeutig
bestimmte Quadrik desB¢helsC + AW? durchg,, und schreibt sich als

Q= WthC(%b) - Q(W%b)zlc- (6.17)

Eine Gleichung des Tangentialebenenkedélsrgibt sich beispielsweise wie folgt
(siehe auch Abbildung 2.7):

K = —2PaQaVV' + (Va)’(PQ'+ QP"), (6.18)
mit
V=(PAQANA)ApAqg=QpPgA — OpAqP — ApPqQ.

Da es hierbei auf einen homogenen Faktor nicht ankommt, wird der Einfachheit halber
im folgenden

1
V= 5{73 +Q} — LA=apA+ 3pB+vpC — (ap + fp +7p)A (6.19)

gesetzt.

Die Ebenenpq berechnet sicber das alternierende Produkt zu

W = zl—po/\[p/\q:o/\y/\s
= Ay{Bo A + CaB — BaC — CoA} (6.20)
(Boa—Cao)A + CaB — BaC.

Einsetzen der Gleichungen 6.11 und 6.19 in 6.18 ergibt

K = =2VV" + PQ' + QP
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Aus Gleichung 6.16 folgt:

A(Qab) = —AbBa
B(oy) = —AbBa
Clgy) = AbBo — 2AbCa — 2BaCb = —2y,M — Ab Ba

Plo,) = —2(Ab+ Ba)
Q(a,) = —2(Ab+ Ba) + (AbBa)Qp

Viaw) = 3{P() + Qo)) ~ LA(@a)
= 2L(AbBa) — 2(Ab + Ba) = Q(qy)
apA(ta) + BpB(ow) + 7PC(Aw) — (ap + Bp 4+ 7p) Algw)
= —2ypy,M

und durch Einsetzen in die vorangehende Gleichung:

K(Qab) = _QV(qab)z + Q(qab)P(qab)
~2Q(a,,){2L AbBc}
= SLM~pv, (AbBa).
Mittels

W(g,) = (Ba—Ca)A(dy) + CaB(q,) — Ballg,) = 2y, BaM

und der vorangehenden Gleichung ergibt sich schlief3lich aus (6.17) die Gleichung der
QuadrikQ; :

Satz 6.9 Die QuadrikQ; des durch die Kontaktelemerjig, [b] und[c], die Trans-
versaleG aus Gleichung 6.7 und das Nabenelen@tfestgelegten Makroelementes
gerugt der Gleichung:

Q, = vp LAbWW! — 4, M BoK. (6.21)

Die Gleichungen der Ebend’ und des Kegel& ergeben sich aus (6.20) und (6.18).
Die QuadrikenQ,,..., Qs ergeben sich analog durch passende Vertauschung der
Punkteg, b undc.
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Gleichungen

Fir spetere Berechnungen werden hier einige Gleichungen bereitgestellt:

Wa
Wb
We
Ws
Wp
Wy

2LA
2L{1 — LAb}A + LAL{P + Q}
20{1 — LAc}A+ LAAP + Q}
— 2?8

M
2LP
2LQ

L{P + Q}

(6.22)
—2y,BaM LA
—2v, M L{(Ba — Ab)A + AbB}

2y, Bal?*S

P

—2v,BaM LP
—2y,BaM L Q
—v,BaM L{P + Q}
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Duale Quadrikensplines

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion der Quadrikensplines in den Dualraum
ubertragen, wodurch sich eine weitere Klasse von Quadrikensplines ergilbtchain”
werden hierzu einige grundlegenden Betrachtungen angestellt und im Anschlul? der
Zusammenhang zwischen dualen und primalen Splines hergestellt.

Die Ebenen des dreidimensionalen projektiven Raums sind die Punkte inmoziggeh ™
Dualraum und umgekehrt. Eine Quadrik des Dualraums wird als Tangentenquadrik be-
zeichnet. Ist sie regat, so beteht sie aus den Tangentialebenen an eine Punktquadrik
des Primalraumes. Alle im folgenden betrachteten Quadriken werden alaregul”
ausgesetzt. Zwei Punktquadriken, die seds einer Eberié benihren, werden durch

zwei Tangentenquadriken ntit'-Kontakt in einem Punkt eingeilit. Dieser Punkt ist

die Spitze des gemeinsamen Tangentenkegels, daglazjeder der beiden Punkt-
quadriken polar zutbergangseberié ist.

Ein Quadrikenspline im Dualraunulhit folglich einen FEchenverbund aus tangential-
ebenenstetig zusammengesetzten Punktquadrikensegmenten ein. Dieser “Punktspline”
im Primalraum wird im folgenden aldualer Spline bezeichnet.

Bemerkung 7.1 Eine Korrelation bildet einen Quadrikenspline auf einen Spline aus
Tangentenquadriken ab, der einen dualen Splinewdinh”

Ein Makroelement im Primalraum wird durch ein Tangentenmakroelement eiliigeh”

Die Schnittgerade der zwei Tangentialebenen, die allen sechs Punktquadriken des Ma-
kroelementes gemeinsam sind, ist die transversale Gerade des Tangentenmakroele-
mentes. Auf dieser “dualen Transversalen” liegen die Spitzen der den benachbarten
Quadriken des Makroelementes gemeinsamen Tangentialebenenkegel. Dies entspricht
im primalen Fall der Tatsache, daf3 alle sechsuBe¥benen zwischen je zwei benach-
barten Punktquadriken eines Makroelementes die primale Transversale enthalten. Zu-
sammenfassend ergibt sich:
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Lemma 7.2 Jedes primale Makroelement ist auch ein duales Makroelement und um-
gekehrt.

Zwei Nachbarmakroelemente wurden durch vier Quadrikensegmente glatt verbunden.
In der Konstruktion wurde hierbei eine gemeinsame, von den benachbarten Trans-
versalen aufgespannte Kontaktebeneldéide Patche zugrundegelegingis der die
QuadrikenQ;, R, R4, Q; die QuadrikerQ,, R, R, Q; benihren (siehe Abbildung

5.7). Bei der dualen Konstruktion entstehen hier jedoch im allgemeinen vier verschie-
deneUbergangsebenen, da die vier gemeinsamen Tangentialebenenkegi! wod

@2, Ry undR,,... wie in Abbildung 7.1 im allgemeinen verschiedene Spitzen haben.
Folglich liefert im allgemeinen die duale Konstruktion eine andere Klasse von Qua-
drikensplines, ein dualer Quadrikenspline kann nicht durch eine primale Konstruktion
gewonnen werden.

Abbildung 7.1: Tangentenkegel.

Lemma 7.3 Liegt das spezielle Transversalensyst@m aus Gleichung (6.5) in Ab-
schnitt 6.4 zugrunde, so fallen die Spitzen der Tangentialebenenkeg@lwomd Q,,

R undR,,... mit dem Schittpunktxz,= %, der TangentialebeneR und P mit der ge-
meinsamen Kantgb zusammen. Dies folgt unmittelbar aus Gleichung (5.3) im Beweis
des Satzes 5.9,d8 =y, =y, =y, = ¥,

In diesem Fall ist somit die Konstruktion selbstdual und das duale Transversalensystem
schreibt sich als

Lijg = {X X (0;) = p;X(0;) = ped(ow)},

wobeiL,;;; den Schnitt aller Ebenef’ bezeichnet. Insbesondere liegt die Gerédg
in der Ebene],»ojok.
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Abbildung 7.2: Duales Doppelveahiis.

Der duale Spline edilt analogerweise die Doppelvaliisbedingung von Satz 5.9,
wie beispielsweise unmittelbar aus Bemerkung 5.13 folgt. Urasgidje Konfigura-
tionen von Nabenpunkten und Tangentialebengreiffien dualen Spline zu erhalten,
kann die gleiche Konstruktion wie im primalen Fall angewandt werden. Die Gleichun-
gen (6.1) sind symmetrisch im Nabenpugkund seiner Tangentialeberiz Folg-

lich kdnnen entweder Nabenpunkte vorgegeben und die nuigeim Tangentialebe-
nen passend zur Doppelvaittmisbedingung aus Satz 5.9 berechnet werden oder um-
gekehrt Tangentialebenen durch die dualen Transversalen frahgfamd das lineare
Gleichungssystem nach den Nabenpunkten aogg@/érden.

Bemerkung 7.4 Auch die Konstruktion verallgemeinerter Makroelemerait I1Sich
dualisieren (vergleiche [Bangert & Prautzsch '99b]). Ein duales verallgemeinertes
Makroelementdl3t sich auch durch die primale Konstruktion gewinnen und umgekehrt.
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Abbildung 7.3: Primaler und dualer Quadrikenspline.



Kapitel 8
Powell-Sabin-Interpolanten

Die Anordnung der Segmente eines Makroelementes folgt dem Powell-Sabin-Split.
Die Zusammenarige gehen jedoch wesentlich weiter: durch den geometrischen Zu-
gang zu Quadrikensplines ergeben sich Powell-Sabin-Splines als spezielle Quadriken-
splines. In diesem Abschnitt werden die Zusamnaege @her eréiutert.

8.1 Powell-Sabin-Interpolanten

Ein Powell-Sabin-Interpolant ist eineuskweise quadratische bivariate Funktion. Er
interpoliert Funktionswertg(p,) und GradienterV f(p,), die tiber einem Dreiecks-
gitter in der Parameterebene angeordnet sind. Zur Konstruktion des Interpolanten wird
jedes Dreieclp,p,p,, durch Einfigen eines Unterteilungspunkies, im Dreiecksin-

neren und je eines Unterteilungspunkies auf den Kanterp,p,in sechs Dreiecke
P;P;;Pijr unterteilt. Zu jedem dieser Dreiecke wird eine quadratische Funktion be-
stimmt, die Engs der Dreieckskantefi'-stetig an dieuber den angrenzenden Drei-
ecken definierten Funktionen anschlief3t.

Damit zwei Powell-Sabin-Elementeébér benachbarten Dreiecken, etpip;p, und
p,p,p;, entlang der gemeinsamen Kanig; einenC'-Kontakt haben, mssen die
Punktep, ., p,; undp,; kollinear sein. Powell und Sabin zeigten 1977, da bei ge-
gebenen Unterteilungspunkten der quadratig¢hénterpolant existiert und eindeutig
bestimmt ist.

Der Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit des Interpolanten eridigt die
Konstruktion der BZzier-Ordinaterb)’;, b/%; etc. deruber den Dreieckem,p, pij.
P,P,;P:; etc. definierten quadratischen Polynomsegmente. Wie in Abbildung 8.2 dar-
gestellt, legen die Funktionswertép,) die Bézier-Ordinateruber den Abszissep,
fest. Die angrenzenden Ordinatét}, undby; werdenuiber den Abszisseip; +p;;)/2

75



76 Kapitel 8 Powell-Sabin-Interpolanten

in den durch die Gradienten festgelegten Tangentialebeneahde®erC!-Ubergang
zwischen zwei benachbarten quadratischen Funktionen erfordert die Kollateknit”
Punkte

(P, + P;;)/2 P (p; +Pi;)/2
S R R S

bzw.

(P; + Pii)/2 (Pi; + Pij)/2 (P; + Pij)/2
bzgk ) bzgk ) b]zk .
101 011 101

Wird zusdtzlich noch die letzte Ordinatg,, so gevahlt, dald die Punkte

(Pi + Pijr)/2 (P; + Piji)/2 (Pr + Piji) /2 und | Piik
by by ] ZE b |
koplanar sind, so haben je zwei zu benachbarten Dreigehgip, ;. getorende Funk-

tionen einerC'-Ubergang.

Da die Unterteilungspunktp, ., p,; undp,; kollinear sind, besteht automatisch ein
C'-Ubergang zwischen benachbarten Powell-Sabin-Elementen:d2ieBOrdinaten
vk bk b und bl definieren eine Ebene - die gegebene Tangentialebaher-
den zugebiigen Abszissemw;, (p; + P,;)/2, (P; + pP;;)/2 und(p; + p;;)/2 ; ana-
log liegen die durch die Ordinatedy, b5, bk, b und by, und ihre Abszissen
(Pi + Pi;) /2, (Pij + Piji) /2, Pijs (P, + Pij)/2 und(p;; + p;j;)/2 definierten Punkte
in einer Ebene.

231 __ 1,213
6200 - 6200

123 __ 1,213
0 o 6020
o) 6123

110

312 __ 1321
6200 - 6200

132 __ 1312
6020 - 6020

Abbildung 8.1: Powell-Sabin-Interpolant.

123 __ 1132
6200 - 6200
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8.2 Powell-Sabin-Interpolanten als Quadrikensplines

Die im vorigen Abschnitt gegebenenu®stellen und Funktionswerte definieren Punk-
te p, eines eumlichen Dreiecksnetzes, die Gradientéfip,) legen zugebrige Tan-
gentialebene®; fest:

Bemerkung 8.1 Sind die Funktionswertg; einer Funktionf zu Stitzstellenp, und
die entsprechenden Gradient®ty (p,) gegeben, so schreiben sich die Punktals

1 1
P, = P; = P; ” @ = 172737
f(p;)

bi
und die zugetrigen Tangentialebenen als

—f(p;) + P,V £f(p:) ]

P = —Vf(p:)

1

Diese Punkte und Tangentialebenen lassen sich durch einen Quadrikenspline interpo-
lieren, der bei einer speziellen Wahl der Nabenelemente und Randebenen mit einem
Powell-Sabin-Splinebereinstimmt:

Satz 8.2 Wird der Nabenpunkp aller Makroelemente als Fernpunkt der z-Achse

und die zugetrige Tangentialebene als Fernebene ghilvund liegen zwazlich die
Randebenen der jeweiligen Quadrikensegmente parallet-Achse, so sind die Ma-
kroelemente Powell-Sabin-Elemente. Benachbarte Makroelemente stof3en direkt tan-
gentialebenenstetig aneinander, die Keilkonstruktion kann entfallen. Der resultierende
Quadrikenspline ist der Powell-Sabin-Interpolant mit den Durchsto3punkten der je-
weiligen Transversalen durch die Parameterdreiecke als Unterteilungspunkt.

Beweis:

Jede Quadrik, die die Fernebend imenihrt, ist ein Paraboloid, das eine quadratische
Funktionuber derz-y-Ebene definiert. Die Randebenen der Paraboloidsegmente des
Makroelementes zerlegen diey-Ebene in die gleichen Teildreickabér denen die
Segmente des Powell-Sabin-Interpolanten definiert sind. Die Eindeutigkeit des Ma-
kroelementes und des Powell-Sabin-Elementes zeigtlbegeinstimmung.

Da hier die Nabenelemente der benachbarten Makroelermbeteinstimmen, kann
nach Lemma 5.4 die Keilkonstruktion entfallen: die Quadrikenp@ar&®, und Q;

Q, mit C''-Kontakt in der durch benachbarte Transversalen aufgespannten &bene
haben auclf'!-Kontakt in der Ebenebp. O

Satz 8.2 &3t sich tir beliebige Punktdaten verallgemeinern:



78 Kapitel 8 Powell-Sabin-Interpolanten

Abbildung 8.2: Powell-Sabin-Interpolant als Quadrikenspline mit speziellen Transver-
salen.

Korollar 8.3 Gegeben sei ein Dreiecksnetz mit den Eckpunkten zugeordneten Tangen-
tialebenen. Ist der stkweise lineare Interpolant des Dreiecksnetzes stemif und

liegt das Netz ganz in einem Halbraum, der von einer Elfedearch einen Sternpunkt

p berandet wird, so kann das Netz durch ein projektives Bild eines Powell-Sabin-
Splines interpoliert werden. Hierzu wird der Sternpupkals Nabenpunkt und die
EbeneP als zugeordnete Tangentialebene gbli”

Ein Beispiel hierzu findet sich in Abbildung 8.3.

Fir Powell-Sabin-Splines sind viele Konstruktionen einfachenalaffgemeine Qua-
drikensplines: Die Konstruktion des vierten harmonischen Punkteslds zweite
Nabenelement wird zur Mittelpunktskonstruktion. Werden die Transversalen spezi-
ell durch den Schnittpunkt der Tangentialebenen der zuggdm Dreiecke gewfilt,

so sind die Tangentialebenen im zweiten Nabenpunkt eines Makroelementes jeweils
parallel zur zugetrigen Dreiecksebene.uF diesen Spezialfall werden imaafisten
Kapitel Konvexititsbetrachtungen angestellt.

Beispiel 8.4 Bild 8.3 zeigt zwei Quadrikensplines, die die gleichen Kontaktelemente
interpolieren. Links oben wurden die Nabenelemepid so variiert, daR sich
eine “optisch” glatte und scbrie Fiiche ergibt. Links unten wird ein verallgemeinerter
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Powell-Sabin-Interpolant, bei dem alle Nabeneleménjg zusammenfallen, gezeigt.
Rechts sind die einzelnen Splines in ihre Makroelemente undaugemKeile zerlegt.

)

Abbildung 8.3: Quadrikenspline (oben) und projektives Powell-Sabin-Element (unten)
zu den gleichen Kontaktelementen.

Multivariate Powell-Sabin-Splines

In [Bangert & Prautzsch '99a] wird eine multivariate Verallgemeinerung der Powell-
Sabin Splines vorgestellt. Hierzu wird ein Simplgx...p, des Parameterraums
IR"~" durch Einfigen eines inneren Punktpg ; auf jeder ¢2-1)-dimensionalen
Seitep,, ...p,,, in Teilsimplexep, p;,, --- Pi.. zerlegt.Uber jedem dieser Teil-
simplexe existiert dann eine eindeutig bestimmte quadratische Funkti@i' ralber-

gang an den &idern, die Funktionswerte und erste Ableitungen in den Eckpunk-
ten des Ausgangssimplex interpoliert. Die aus diesen quadratischen Funktionen zu-
sammengesetzteustkweise quadratisch@!-Funktion f(x) definiert ein multivariates
Powell-Sabin-Element. Stimmen die Unterteilungspunkte auf gemeinsamen Seiten-
flachen angrenzender Simplaxeeiein und sind die inneren Punkig ,, bzw.p, .,
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der Simplexe mit dem gemeinsamen inneren Punkt der Seittiefh, . kollinear, so
ist auch delC''-Anschlu zum Nachbarsimplex gatrleistet.

Abbildung 8.4: Parametersimplexe eines trivariaten Powell-Sabin-Splines.

Die Nullkontur f(x,y, z) = 0 des trivariaten “Powell-Sabin-Splines” definiert einen
Quadrikenspline, der einer Simplexzerlegung des Raumes einbeschrieben ist. Wer-
den beispielsweise die Funktionswefig,) = f(p,) = f(p;) auf Null gesetzt, so
beschreibt die Nullkontur des Powell-Sabin-Interpolanten im Simplgx, p; P1234
ein Makroelement. Ein Makroelement in einem Nachbarsimplex; p p,;,5 wird
durch einen Keil aus vier Quadrikensken, die den Simplexe; p;; P1o4 P1234s

P1 P12 P124 P23ass P2 P12 Pi24 Pi2ss UNAP, Pyy Pras Posys €iNbeschrieben sind, verbun-
den. Die Transversalgp,,;p,,5, UNd pyssPssys SiNd hierbei nicht mehr zwangalfig
koplanar. Stattdessen ist jedoch die Wahl der Trennebengischen den Makroele-
menten eingeschrnikt, da sie mit der gemeinsamen Randehene, p, der Ausgangs-
simplexe zusammenfallen muf3.
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Konvexitat

Ein wichtiges Kriterium bei der Beurteilung von Interpolationsverfahren ist die Form
des resultierenden Interpolanten. Spezielles Interesse gilt hierbei der Frage, ob konve-
xe Daten durch einen konvexen Interpolanten rekonstruiert werden.

In diesem Abschnitt werden zaaofist verschiedene Kriterieurf'die Konvexitt

von Quadrikensttken dargestellt. Hieraus werden Bedingungerkbnvexe Powell-
Sabin-Interpolanten abgeleitet sowie Verfahren bereitgestellt, die konvexe Interpolan-
ten garantieren. Schlie3lich werden diese Ergebnisse auf allgemeine Quadrikensplines
ubertragen.

9.1 Konvexe Quadrikensticke

In der Literatur (beispielsweise in [Carnicer & Garcia-Esnaola '98]) finden sich zahl-
reiche mehr oder wenigequivalente Definitionen von Konveait'In dieser Arbeit
wird im wesentlichen folgende Aussage zugrundegelegt:

Definition 9.1 Eine reguére, tangentialebenenstetige, zusamnaagende RAChe ist
genau danrkonvex, wenn sie ganz auf einer Seite jeder ihrer Tangentialebenen liegt.

Hiermit folgt notwendig, dal’ die Gauf3scheukrimungi™ einer konvexen Eche im-
mer nichtnegativ ist (vergleiche z.B. [Laugwitz '68], S. 50f), da nur dann daelid”
lokal auf einer Seite der Tangentialebene liegt.

Jede Tangentialebene an eine rovghige, kegelige bzw. ovale Quadrik schneidet diese
wie in Abbildung 2.4 in einem reellen Geradenpaar, einer Doppelgeraden bzw. einem
konjugiert komplexen Geradenpaar (und somit nur einem reellen Punkt). Folglich muf3
ein streng konvexes Quadrikensk notwendig Teil einer ovalen Quadrik, d.h. eines

81
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einschaligen Hyperboloids, eines Ellipsoids oder eines elliptischen Paraboloids sein.
Wird die Quadrik in homogenen Koordinaten durch

Mz = 0
beschrieben, so ist sie genau dann oval, wenn
detM < 0.

Da jede Tangentialebene an eine Quadrik das gleiche Verhalten zeigt, die Gaul3sche
Krummung somit in jedem Punkt der Quadrik das gleiche Vorzeichen besitziggen”
jeweils die Auswertung der Eigenschaften in einem Punkt. Insbesondere gilt:

Bemerkung 9.2 Eine Quadrik ist genau dann oval und insbesondere ein auf ihr lie-
gendes Dreieckspatch genau dann streng konvex, wenn eine beliebige Tangentialebene
an die Quadrik einen Kegelschnitt auf der Quadrik, der deruBgsuinkt der Tangen-
tialebene nicht entt, in keinem reellen Punkt schneidet.

Konvexitatskriterien fur quadratische Dreiecksféichensticke auf Quadriken

Die geometrischen Kriterien des vorangehenden Abschnitts werden nun zur Herleitung
analytischer Kriterien eingesetzt. Ein rationales quadratisches Drehafidick
b(u,v,w) = Y lbijxBi(u,v,w) auf einer Quadrik ist genau dann konvex, wenn
es auf einer ovalen Quadrik liegt. Wird Bemerkung 9.2 auf die Tangentialebene
V = booz A bior A boir in beez und die gegemberliegende Randkurveo( = 0)

mit Bézier-Punktem,og, b0 Undbgzg angewandt, so ergibt sich durch Einsetzen der
Kurve in die Ebenengleichung und Bestimmung der Diskriminante der quadratischen
Gleichung:

Lemma 9.3 Das zusammerimgende rationale quadratische Dreiecistiénsiick
b(u,v,w) auf einer Quadrik ist genau dann konvex, wenn

V(b20o) V(bo2o) — (V([b110))2 > 0, V= Dbgoz Abior Abor.
Ist das FEichenatick integral (beispielsweise als Graph einer quadratischen Funktion),

so kann it V(x) der Abstand des jeweiligen Punkteson der Ebend’ eingesetzt
werden.

Diese Gleichung findet sich iaquivalenter Form auch in [Albrecht '98a], wo sie
jedochuber die explizite Berechnung der Gaul3schearKmung hergeleitet wird.
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9.2 Konvexe Powell-Sabin-Interpolanten

Ein Powell-Sabin-Interpolant besteht aus dreieckigen Quadrikekest” Da sie stetig
differenzierbar zusammengesetzt sind [Powell & Sabin '77], ist der Interpolant trivia-
lerweise konvex, wenn alle Teidfthen konvex sind (vergleiche hierzu beispielsweise
[Grandine '89]). Folglich lassen sich die Ergebnisse der beiden vorangehenden Ab-
schnitte zur Charakterisierung konvexer Powell-Sabin-Interpolanten heranziehen. Ins-
besondere gert es, ein einzelnes Powell-Sabin-Element zu betrachten.

Konvexitatsbedingungen

Gegeben seien drei Punkte ¢ = 1,2, 3, mit zugeordneten Tangentialeber@n die

wie in Bemerkung 8.1 durch Parameterwepte Funktionswertey; und Gradienten

V f(p,;) festgelegt sind. Die Daten seien streng konvex - beispielsweise von einer
streng konvexen Funktionin den Parameterwertqs) abgetastet.

Definition 9.4 Punktep, = [1 p, p:]' eines Dreiecksnetzes mit zugeordneten Tan-
gentialebenerP; bilden einestreng konvexe Konfiguration wenn das Netz in jedem
Punkt ganz auf einer Seite der zugeordneten Tangentialebene liegt. Dies ist gleichbe-
deutend damit, daf3 sich die Tangentialebenengleichungen so normieren lassen, dal

Qi 1= /P,([p]) > 0, Vl?é] (91)

Bemerkung 9.5 Ergeben sich die Tangentialebenengleichungen wie in Bemerkung
8.1 aus Daten, die von einer streng konvexen Funkfi@bgetastet wurden, so sind
diese Ungleichungen wegen

ai; = =Vf(p)p;—p;) + f(p;)— f(pi) (9.2)
1

= 5(13]‘ —p;)Hs(p; +0(p; — P;))(P, — P;), 0€l0,1],

und der positiven Definitheit der Hesseform im Falle strenger Koratgritner ertillt.

Der Graph einer streng konkaven Funktion bildet im Sinne von Definiton 9.1 ebenfalls
eine streng konvexe &the. Daher wird im folgenden zwischen konkaven und kon-
vexen Funktionen nicht unterschieden; isimlich f konvex, so ist-f konkav und
umgekehrt.

Wir werden uns weiterhin auf die Konstruktion spezieller Powell-Sabin-Interpolan-
ten beschaiken, bei denen die Transversglg. jedes Dreieck,p,p, den Schnitt-
punkts;;, der Tangentialeben&?, P; undP;, enthalt. Hierzu wird vorausgesetzt, dafd
die Punkte und Tangentialebenen jedes Dreieakahtassoziiert sind, das heil3t, die
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Transversalery;;; das Punktdreieck,p,p, im Inneren schneiden. Dies ist gleich-
bedeutend damit, dal3 die Projektip)), des Tangentialebenenschnittpunkggs auf
die z-y-Ebene im Inneren des zugmigen Parameterdreieckgp,p, liegt (wie in
[Carnicer & Dahmen '92] vorausgesetzt). Dieser Pymkt ist der Unterteilungspunkt
fur das Powell-Sabin-Element.

Lemma 9.6 Die Punktep, und Tangentialebene;, des Dreieckep;p,p,, Sind genau
dann wohlassoziiert, wennifalle zyklischen Permutationen vén j, k) gilt:

d,’jk = QA + Ay — Apza4k > 0. (93)

Obwonhl diese Aussage auch in [Carnicer & Dahmen '92] zu finden ist, soll sie mit den
hier verwendeten Notationen bewiesen werden:

Beweis:

Werden der Fernpunkt, = [0 0 0 1])* der z-Achse und der Schnittpunkt;, =
P;NP;NPy, der Tangentialebenen in die Tangentialebenengleichungen aus Bemerkung
8.1 eingesetzt, so ergibt sich

Vi : ’P,(ﬂ\z) =1, VDI’eiECkepipjpk: P,(S,]k) = 0.

Die Transversald.s;;; schreibt sich somit al§x|P:(x) = P;(x) = Pi(x)} und
schneidet die Punktebepgp;p, im Punkt

Yiie = dijep; + djrip; + diijpy,

mit Py(y,;1.) = aijapar; + ajiarzai > 0, furl =1, 5, k (siehe hierzu die Gleichungen
6.8 und 6.9). Die baryzentrischen Koordinaten ypp haben somit die gleichen Vor-
zeichen wie die/; ;.. Folglich liegty, ., genau dannim Inneren des Punktdreiecks bzw.
die gegebenen Daten sind wohlassoziiert, wenn alle Koeffiziefyfepositiv sind. O

Entgegen einer Aussage von Carnicer und Dahmen ([Carnicer & Dahmen '92]) mul3
der spezielle Powell-Sabin-Interpolant zu wohlassoziierten Daten einer konvexen
Funktion nicht konvex sein ([Floater '97]).

Mit einer Zusatzforderung an die Tangentialebenafdt ISich die Konvexdt des
Powell-Sabin-Splines garantieren. Hierzu werden die Schnittplinkler Punktebe-

ne p;pqps Mit den GeraderP; N P, (den Schnittgeraden der Eben®n und Py)
berotigt, wobei wie oben alle zyklischen Permutationen yon, k) betrachtet wer-

den. Die Punkté; bilden dasTangentendreieck das sich durch den Schnitt der Tan-
gentialebenen mit der Ebene der drei Punkte ergibt (siehe Abbildung 8.2). Hiermit ist
das gegebenenfalls unendliche Dreieck gemeint, das das Punktdreiesdk enth”
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Abbildung 9.1: Powell-Sabin-Interpolanten zu streng konkaven Daten mit wohlasso-
ziierten Tangentialebenen.

Satz 9.7 Gegeben seien Punkte, p», ps mit wohlassoziierten Tangentialeberien

P,, Ps, die eine streng konvexe Konfiguration bilden. Das hierdurch wie in Abbildung
8.2 bestimmte Powell-Sabin-Element mit projiziertem Schnittpypkder Tangen-
tialebenen als Unterteilungspunkt ist genau dann konvex, wenn das Tangentendreieck
t,¢,ts endlich ist (siehe die Abbildungen 9.1 und 9.2).

Beweis:

Die Aussage von Satz 9.7 folgt unmittelbar aus der geometrischen Konstruktion des
Powell-Sabin-Interpolanten. Hierzu wird die Konvextgdussage von Bemerkung 9.2
verwendet, derzufolge eine Quadrik genau dann oval ist, wenn eine beliebige Tangen-
tialebene einen beliebigen reguth Kegelschnitt auf der Quadrik, der den @er”

punkt nicht enthlt, in keinem reellen Punkt schneidet.
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t,
Ps3
P2
t,
P1
ts

Abbildung 9.2: Unendliches und endliches Tangentendreieck.

Dementsprechend wird die Tangentialebene im zweiten allen Quadriken des Makro-
elementes gemeinsamen Nabenpungtésgleich dem Fernpunkt) mit den Zwei-

b6gen in den Randebenen des Makroelementes geschnitten. Die Tangentialebene ist
aufgrund der speziellen Wahl der Transversalen parallel zur Dreiecksebene. Der Zwei-
bogen besteht aus 2 Paralmgbi, die jeweils den Fernpurfktder z-Achse enthalten

und deren zweite gemeinsame Tangente ebenfalls parallel zur Dreiecksebene liegt (sie-
he Abbildung 8.2). Damit nun kein Schnitt zwischen beispielsweise den Kegelschnit-
ten des Zweibogens durgh und p,und der Tangentialeben@ auftritt, missen der
DurchstoR3punki; vonP; N P, durch die Dreiecksebeng p,ps sowie der Punkps

auf verschiedenen Seiten der Kaptgo, liegen. Mit Bemerkung 9.2 folgt sofort die
Aussage von Satz 9.7. O

Korollar 9.8 Das Tangentendreieck ist genau dann endlich, wenn die Tangentialebene
P; im Nabenpunkt es nicht trifft.

Bemerkung 9.9 Der Powell-Sabin-Interpolant zu wohlassoziierten Daten mit den
projizierten Tangentialebenenschnittpunkten als Unterteilungspunkten ist genau dann
konvex, wenn die zugefigen Bézier-Polygone konvex sind. Diese Tatsache folgt
unmittelbar aus dem Beweis von Satz 9.7 und Abbildung 8.2.

Willemans und Dierckx [Willemans & Dierckx '94] beschreiben die Konvaixg&ines
allgemeinen Powell-Sabin-Elementes durctofwngleichungen, um damit konve-

xe Approximanten zu berechnen. Da die Konvaixjedes Quadrikensegmentes wie in
Lemma 9.3 durch eine einzige Ungleichung beschrieben werden kamenweéreits
sechs Ungleichungen hinreichend. In der speziellen Situation von Satz 9.7 kann diese
Zahl sogar auf drei verringert werden.

Lemma 9.10 Seia,; wie in Gleichung 9.1 definiert und weiter

bijk 1= aij aji + @i az; — aij aji, (9.4)
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mit einer zyklischen Permutatidn j, k) von(1, 2, 3). Das Tangentendreiedkt,ts ist
genau dann endlich, werin,s, by3; undbs;, alle positiv sind. Da hierbei homogene
Faktoren in den Ebenengleichungen ausgeklammert welemeki, kannuf a,; auch
der Euklidische Abstand(P;, p,) zwischen der Eberie; und dem Punkp; eingesetzt
werden.

Beweis:

Das Tangentendreiedkt,t; ist genau dann endlich, wenmrfalle Permutationen
(1,4,k) von (1,2, 3) die Punktet, undp, auf verschiedenen Seiten der Kapig,
liegen. Liegtp;, auf der Kantgp;p, so verschwindeh; ;.. Fallenp;, undt; zusammen,
So istb;;, < 0. Dab; ;i linear inpy, ist, istb; ;; genau dann positiv, werty undp;, auf
verschiedenen Seiten der Kapig; liegen. 0

Bemerkung 9.11 Die Gro3enb;j;; unddy;; sind dual zueinander, denn eine Vertau-
schung der Indizes, d.h. eine Ersetzung ¥gmlurcha;, und damit eine Vertauschung
von Punkten mit Ebenen und umgekeliréiiihrt die eine GoR3e in die andere.

Bemerkung 9.12 Die Koeffizienterb;;; und d;;; entsprechen den Koeffizientem,
Bp, vp undeay, By, v, aus den Gleichungen (6.13) und (6.9) in Abschnitt 6.6.

Bemerkung 9.13 (Multivariate Verallgemeinerung) Satz 9.7 und das Konvexis-
kriterium (9.4) lassen sicholiig analog aufrn-variate Powell-Sabin-Splinegbér-
tragen. Hierbei mufuber jederm-dimensionalen Randithe (» = 1,...,n) das
jeweilige Tangentialebenensimplex endlich sein (siehe [Bangert & Prautzsch '99a]).

9.3 Zuordnung passender Tangentialebenen

Die Konvexittsbedingungen aus Gleichungen (9.4) und (9d8)nken zur Konstruk-
tion konvexerC'-Interpolanten eingesetzt werden. Aghst werden Punkten eines
Dreiecksnetzes passende Tangentialebenen zugeordnet, so dal’ derigeggezi-
elle Powell-Sabin-Spline konvex ist.

In [Carnicer & Dahmen '92] wird ein Algorithmus zur Zuordnung wohlassoziierter
Tangentialebenen zu den Punkten eines konvexen Dreiecksnetzes angegeben. Dieser
Algorithmus bestimmt Tangentialebenen, die die folgende Summe

Z (aij(a —a;;)’ 4 ajila — aji)’ + onila — agi)® + din(d — dijk))
Dreieckap,»[pj[pk

minimieren. Durch die Bedingung aus Satz 9.7 kann er um den Summangén—
b;jr) erweitert werden, um zaZlich die Tangentialebenenbedingung zu garantieren.
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9.4 Abtasten konvexer Funktionen

Der im vorigen Abschnitt beschriebene Algorithmus zur Konstruktion konvexer
Powell-Sabin-Interpolanten ordnet gegebenen Punkten eines Dreiecksnetzes Tangen-
tialebenen zu, so dal3 der zugelgé Powell-Sabin-Spline konvex ist. Sind jedoch die
Tangentialebenen bereits vorgegeben und sollen sie nicahdert werden, mssen

die gegebenen Daten durch atiiche Kontaktelemente verfeinert werden. Ob der In-
terpolant konvex ist, &rigt davon ab, wo neue Kontaktelemente eingeterden.

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie konvexe Funktionen abgetastet werden
mussen, d.h., wie die zu interpolierenden Daten g@dtwverden mssen, damit sich

ein konvexer Powell-Sabin-Interpolant ergibt. Hieraus werden einigatadegur Ver-
feinerung gegebener Dreiecksnetze abgeleitet.

Beispiel 9.14 Die Funktionf(x) = f(z,y) = x? + y? ist streng konvex. Durch den
GradientenV f = [2z 2y]* sind in Punkterp, = [1 x; y; 2?7+ y?]' Tangentialebenen
P, =[x} +y? —2x; — 2y, 1] festgelegt. Hiermit ergibt sichuf die GréRen aus

den Gleichungen (9.1), (9.3) und (9.4):

a; = 2wy — 2yy; + oaf + xf + oyl + oy

= |p;—pjl* > 0,
i = (Ipi —p,I° + i — Pl = [P — B, 117) b, — Pull?* =
beii = (Ilpi = pyl* + b = pill® = llpx = 2;11%) Ilp, — Pel®

Beispielsweise ist;;; positiv, wenn
Ipi —p,lI* + P —pill” — I — Pl > O,
d.h.

2|lp; — p;ll Ip; — Pill cos(Z(p; — P;» P; — Pi)) > 0.

Folglich sind die Daten genau dann wohlassoziiert, kann also der projizierte Schnitt-
punkt der Tangentialebenen als Unterteilungspunktagginverden, wenn alle Drei-
ecke in der Parameterebene spitzwinklig sind.

Bemerkung 9.15 (Zusammenhang mit Voronoi-Diagramm)Das Voronoi-Mosaik
einer Menge von Punktgs in der Ebene kann mit Hilfe des Paraboloids

s = f(x) =2 4y
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erzeugt werden. Die Tangentialebenerip, f(p,)) an das Paraboloid definieren ein
konvexes Tangentenpolyeder. Es ist durch den Rand des Schnittes dexursdbr”

Pi:z—f(p;) + (P, —x)Vf(p;,) >0

gegeben. Die Projektion der Kanten des Tangentenpolyeders auf die Parameterebene
ergibt die Kanten des Voronoi-Mosaiks zur Punktmegmgsiehe hierzu beispielsweise
[Edelsbrunner '87], S. 24 1). Die zugehge Delaunay-Triangulierung ist gerade die
Triangulierung, die zum eindeutig bestimmten konvexen linearen Interpolanten der
Punkte(p,, f(p;)) gelort. Die projizierten Schnittpunkte der Tangentialebenen, d.h.
die Eckpunkte der Voronoi-Zellen, sind die Umkreismittelpunkte der Dreiecke. Diese
kdnnen genau dann als Unterteilungspunkte €inen Powell-Sabin-Interpolanten
gewahlt werden, wenn sie im Inneren der Punktdreiecke liegen, d.h. also, wenn die
Parameterdreiecke alle spitzwinklig sind.

\Voronoi-Kante

Abbildung 9.3: Voronoi-Mosaik und Delaunay-Triangulierung.

Bemerkung 9.16 Eine beliebige quadratische konvexe Funktigfx) beschreibt
ebenfalls ein Paraboloid, das durch eine affine Transformation aus dem Paraboloid aus
Beispiel 9.14 bzw. Bemerkung 9.15 hervorgeht. In.dgrEbene wird diese Transfor-
mation bis auf Translation durch eine Matri beschrieben, die mit der Hesse-Form

H; der Funktionf Uber die Beziehun@/; = B B zusammerdrigt.

Die Bedingung (9.3)ui" die Wohlassoziiertheit der Daten und die Tangentialebe-
nenbedingung (9.4) schreiben sich genauso wie in Beispiel 9.14, nur dal3 in die-
sem Fall nicht die euklidische Metrik, sondern die durch die Hesse-Mafyixiurch

< u,v >= u'H,v festgelegte Metrik zugrundegelegt wird. Die Beziehungen zum
Voronoi-Mosaik sind gleichermaf3en analog bgiech der Metrik< u, v >.
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Powell-Sabin-Interpolanten besitzen quadratiscteziBion. Sind also die Funktions-
werte f(p,) Uber Abszissem, von einer quadratischen Funktion abgetastet, so wird
diese unabdrigig von der Wahl des Unterteilungspunktes rekonstruiert. Dies folgt un-
mittelbar aus der Eindeutigkeit des Powell-Sabin-Interpolanten. Folglich ist jeder be-
liebige Powell-Sabin-Interpolant zu einer beliebigen konvexen quadratischen Funktion
wieder konvex.

Da jede Funktion lokal durch eine quadratische Funktion approximiert werden kann,
sollte eine gengend feine Abtastung einer konvexen Funktion die Kone¢xies zu-
gelorigen Interpolanten garantieren. Im Fall beliebiger Powell-Sabin-Interpolanten ist
die Uberprifung der Konvexit jedoch sehr aufwendig (siehe [Chang & Davis '84],
[Willemans & Dierckx '94]), weswegen wir diesen Sachverhalt nurdén speziellen
Interpolanten mit den projizierten Tangentialebenenschnittpunkten als Unterteilungs-
punkten untersuchen.

Fur diesen speziellen Interpolanten reduziert sich insgesamt die Anzahl der Konve-
xitatsbedingungen auf diedtte. Im folgenden wird gezeigt, dafl3 sich diese Kriteri-
en geometrisch ausdaitken lassen, so beispielsweise die Wohlassoziiertheit in einem
Winkelkriteriumahnlich wie in Beispiel 9.14. Bei gegénd feiner Abtastung impli-
ziert die Wohlassoziiertheit sogar die Tangentialebenenbedingung.

Sei im folgendenf eine streng konvexe, bivariate Funktion von hinreichend hoher
Differenzierbarkeitsordnung. Taylorentwicklung yp ergibt:

F(Pa+1) = F(po) +h'Vf(po) + shHy(po)h + O(h?),

Vf(po+h) = Vf(py) + H(po)h +r(pg, h).

Das Konvexititskriteriuma;; > 0 ist nach Bemerkung 9.4 eift. Werden die beiden
vorangehenden Gleichungen in (9.2) eingesetzglenién fir «,;:

1
5 = §(Pz—Pj)Hf(Po)(Pz—Pj) + Rij,
wobei R;; eine Summe von Termen mindestens dritter Ordnunigjn-p,), (p; — Po)
und (p, — po) bezeichnet. &’ das Folgende wird die AbkZung

H;j == 1/2(p; — p;)Hs(po)(p; — P;) eingetihrt.

Die Wohlassoziiertheit der Daten wird gaffiGleichung (9.3) durch die Gi8én
dijk = aijag, + apar; — apjap
= (Hij + Rij)(Hjr + Rj) + (Hix + Rir)(Hiy + Rij) —
—(Hij + Rij)(Hjx + Rjp)

= Hyy (b~ ) Hy(po)(ps — )} + Fin
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beschrieben, wobeF;;;, fur eine Summe von Termen mindestensftén Grades
in (p; — P;),(P; — Po),--. Steht. Analog ergibt sichuf"die Golzenb,;;, die die
Tangentialebenenbedingung (9.4) beschreiben,

bijk = agajr+ aaj — aijag;
1 _
= Hij§{(pi — i) Hi(po)(P; — Pr)} + Fijie-

Auch hier fassen die Termg;;;, Summanden mindestensrfiten Grades inp; —
p;),(P; — Po) - - - ZUSammen.

Da die TermeH;; etc. aufgrund der positiven Definitheit der Hesseform immer po-
sitiv sind, verhalten sich die Vorzeichen dgf. bzw. d;;; in einer gemgend klei-
nen Umgebung voip, wie die Vorzeichen vor(p; — p;)H;(po)(p; — pi) bzw.

(Pi — Pu)H;(Po)(P; — Pr)-
H(p,)ist positiv definit und symmetrisch, folglich auch diagonalisierbar:

o) = )| 0

wobei u, v die Eigenvektoren vorf;(p,)zum gofiten Eigenwert\,,,, bzw. zum
kleinsten Eigenwerk,,,,,, sind. Mit

B = lﬂom— \/;)mﬁ][uv]t

ergibt sich somit

(p; — P;) Hy(Po)(P; — Pr) =
o= L(B(p; — p;), B(p;, — p1)

Geometrisch beschreillt, : x — Bx eine Abbildung, die die durchH;(p,)x = 1
beschriebene Ellipse auf einen Kreis abbildet. Die Tefme- p,) H;(p,)(pP; — P.)
sind somit positiv, wenn die Dreieckep ;p, nach dieser Abbildung spitzwinklig sind.

|B(p; — ;)| |B(pP; — Pi)| cosa,
).

Abbildung 9.4: AbbildungP, mit beaiglich der MetrikH; spitzwinkligem Dreieck.

Mithilfe der durch die MatrixH; induzierten Metrik< u,v > = uH;(0)v ergibt
sich zusammenfassend:
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Satz 9.17 Sind die gegebenen Daten von einer konvexen Fun§tiaogegriffen und

die Punktdreiecke klein genug, dann ist der wie oben konstruierte Powell-Sabin-
Interpolant genau dann konvex, wenn die Parameterdreiecke spitzwinkligliobzies
durch die Hessematrix vofiin jedem Punkp, induzierte Skalarproduki H(p,)v

sind.

Im folgenden untersuchen wir die durch die Hessemdirjxnduzierte Metrik etwas
genauer, indem wir rechte Winkel charakterisieren:

Satz 9.18 Zwei Richtungem, v sind genau dann orthogonal heglich der durch die
HessematrixH;(p,) induzierten Metrik, wenn sie konjugiert hegich der “Hesse-
Ellipse” &£: xH;(py)x = 1 sind. Dies istaquivalent dazu, da undv konjugierte
Richtungen der funktionalen &the[x’ f(x)]’ in p, sind.

Beweis:
Die zweite Fundamentalmatrix einer funktionaleadHe[x’ f(x)]" in p, ist

1
H = (hij) = Hy(po)-
o e
Diese legt die Dupinsche Indikatrix
1 0 ¢
{3’3’&{ 0 + & 1 ]7[§1§2]H[§1]i1}
fo(Po) fy(Po) ’

in der Tangentialebene vay, fest.

Abbildung 9.5: Projizierte Dupin’sche Indikatrix.

Wird die Dupinschen Indikatrix ip, senkrecht auf die Parameterebene projiziert,
ergibt sich eine Ellips€, die dhnlich zur Hesse-Ellipsg ist, d.h.£ lakt sich durch
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eine Streckung mit Zentrum, in & Uberfihren. Konjugierte Richtungen heglich &,

& und somit auch begjlich der funktionalen FElche entsprechen einander.

Die erste Aussage des Satzes folgt unmittelbar aus der Definition konjugierter Rich-
tungen. 0

Bemerkung 9.19 Hauptktimmungslinien sind spezielle konjugierte Linien und bilden
folglich ein Netz orthogonaler Linien beglich der jeweils lokal durch die Hessema-
trix induzierten Metrik.

Satz 9.18 kann dazu verwendet werden, Dreiecke zu konstruieren, diglibkzier
durch die Hesse-Form induzierte Metrik spitzwinklig sind.

Bezeichnem undv zwei konjugierte Richtungen ip,, so sind nach Satz 9.18 die
Vektorenu und v orthogonal beaglich der durchd,(p,) induzierten Metrik. Das
durchp,, 2hu undhu + kv aufgespannte Dreieck besitzt unabgig vom Verlaltnis

h : k in den Eckpunktemp, bzw.p, + 2ku spitze Winkel. Ist der Winkel des Dreiecks
in p, + hu + kv gréBer als 90, so KRt sich. unter Beibehaltung voi so weit
herabsetzen, dal3 das Dreieckuigich der speziellen Metrik spitzwinklig wird.

ipo—l—hu—l—kv i
4/\”

2hu

?po—l— u—l—kv

Abbildung 9.6: Dreiecke.

Diese Konstruktion spitzwinkliger Dreieckaft sich unter Verwendung eines Net-
zes konjugierter Linien, beispielsweise ufnimungslinien, sogar global vornehmen.
Eine konvexe Funktiory kann folglich so abgetastet werden, dal’3 der zoggk”
Powell-Sabin-Interpolant konvex ist. Dies setzt allerdings voraus, daf3 das Netz konju-
gierter Linien keine Ausnahmepunkte besitzt, in denen das Netz keiraregWier-
ecksnetz mehr ist, sich also beispielsweise mehr als zwei konjugierte Linien treffen.
Werden beispielsweise die gimimungslinien als konjugiertes Netz gavit; so bilden

die Nabelpunkte der funktionalenddhie solche Ausnahmepunkte, in deren Umge-
bung die Ktimmungslinien ein sehr irreqariés Verhalten aufweiserokiien (siehe

z.B. [Maekawa et al. '96]).

Sei also die durch den Graphen vpdefinierte Féiche so nach undv parametrisiert,
dal3 die Parameterlinien ein reguds Vierecksnetz konjugierter Linien bilden, d.h.
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keine Ausnahmepunkte auftreten:

1
u

x(u, v ] = p(x(u,v)) = q(u,v).
F(x(u,v))

Die Punkteu,; mit passend gealiltem Startpunkii,, und
1 0
ui+1j:uij+hi[0]7 uz]‘+1:uz]‘+k[1]7

bilden ein Rechtecksgitter in dét, v)-Parameterebene. Da die Parameterlinien kon-
jugiert beziglich der Hesse-Ellipsé sind, wird das Gitterdi' genigend kleine Werte

h; und k auf ein bemglich der durch die Hesse-Matrix induzierte Metrigh@rungs-
weise rechtwinkliges Gittex,; = x(u;;) in der z-y-Parameterebene abgebildet. Im
folgenden werden alle Winkelangaben auf die jeweils lokal déf¢hnduzierte Me-
trik bezogen.

In das Gitterx;; in derz-y-Parameterebene wird ein Dreiecksgitter aus den Dreiecken

Aijt Xy Xiy2j Xip141, @+ gerade

Ayt Xij Xiyo; Xip1j-1, ¢+ gerade

eingepalit (siehe Abbildung 9.7).

hi L hy | hy [hs | |

RN
NAVAY.
ANV

ﬂ’uoo Tlloz Tll 4 Tﬁoes

Abbildung 9.7: Dreiecksagitter.

AN

Sindh; und k klein genug, so sind nach obigétberlegungen die folgenden Winkel
beziglich der durch(x;;) induzierten Metrik kleiner als 90

aij = L(Xit25 Xij Xip1j41)s Bij = L(Xigp1 41 Xigaj Xij)
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Ist fiir festes einer der Winkel

Vii = L(Xij Xig1j41 Xiga ;)
stumpf, so wird die Schrittweitg; solange halbiert, bisufalle ; der Winkel~;; we-

niger als 90 betrdgt und somit alle Dreiecka,; spitzwinklig sind. kir die Dreiecke
A,;; wird analog vorgegangen.

Durch sukzessive Anpassung aller Schrittwetgmrgibt sich ein Dreiecksgitter aus
spitzwinkligen Dreiecken. Nach Satz 9.17 ist der zuay&€ Powell-Sabin-Interpolant
konvex:

Satz 9.20 Jede konvexe Funktiawbéer einem kompakten Definitionsbereiaf?t sich
so abtasten, daf3 der zugwige Powell-Sabin-Interpolant konvex ist.

Beweis:

Es genigt zu zeigen, dal3 zu jeder konvexen Funkifaimer kompaktem Definitions-
bereich ein Netz konjugierter Linien ohne Ausnahmepunkte gefunden werden kann.
Besitzt der Graph vori keine Nabelpunkte, s@aft sich die Fiche nach Kwinmungs-

linien parametrisieren, die unser gesuchtes Netz bilden.

Ein Nabelpunkt auf der funktionalenddhe liegt vor, wenn derber der Hesse-Ellipse

in der Parameterebene errichtete orthogonale Zylidtlelurch die Tangentialebene
in einem Kreis geschnitten wird. Wird zur gegebenen Funkfiain linearer Term

[ dazuaddiert, so varidert sich die Hesse-Matrix nicht, konjugierte Richtungen von
fund vonf 4+ [ stimmen somiuberein. Auch der Zylindeg verdndert sich nicht,
wahrend die Tangentialebene gekippt wird. Da das Ebarsatiel durclp, i.a. genau
zwei Ebenen endit, die ausZ einen Kreis ausschneiden, existieren in jedem Para-
meterwertp, genau zwei lineare Termeund —/, so dal die funktionale &thef + [
einen Nabelpunkt ip, besitzt.

Uber dem kompakten Definitionsberei@®l sich somit ein linearer Terhfinden, so
dal3 der Graph vori + [ auf dem gesamten Definitionsbereich keinen Nabelpunkt be-
sitzt. Die Knimmungslinien der durcki+ [ definierten funktionalen Bhe bilden ein
regulires Netz konjugierter Linien des Graphen yon O

Da konvexe Daten immer durch eine konvexe Funktion interpoliert werdendd
und das Dreiecksgittex;; immer so gewhlt werden kann, dafd es gegebene Punkte
enthelt, folgt:

Korollar 9.21 Konvexe Datendtinen immer so verfeinert werden, dald die Tangen-
tialebenen wohlassoziiert und die Tangentialebenendreiecke endlich sind.

Das Auffinden effizienter Verfeinerungen bleibt weiteren Untersuchunberassen.
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9.5 Konvexe Makroelemente

Die Konstruktion konvexer Powell-Sabin-Splines wie im vorangehenden Abschnitt
stellt einige Bedingungen an die Daten. Um jedoch beispielsweise die Wohlassoziiert-
heit zu ertillen, missen gegebenenfalls die Dreiecke sehr stark verfeinert werden, was
in einer grofRen Anzahl von Patchen resultiert. Allgemeine Quadrikensplines besitzen
hingegen zustzliche Freiheitsgrade, die eingesetzt werdemiein, um u.a. die Wohl-
assoziiertheitsbedingung direkt, d.h. ohne Verfeinerung, zu garantieren. Daher werden
in diesem Abschnitt Bedingungearfdie Konvexitit von Makroelementen aufgestellt.

Bei beliebigen Transversalensystemen werden Komsskietrachtungen sehr kom-
plex. Entfalt jedoch die Transversale eines Dreiecks den Schnittpunkt der den Eck-
punkten zugeordneten Tangentialebenen, so lassen sich die Katsiegitachtungen

fur Powell-Sabin-Elemente aus dem vorigen Kapitel auf das Makroelembentra-

gen. Ein beliebiges Makroelemeafit'sich projektiv auf die Powell-Sabin-Konfigura-
tion abbilden, indem einer der Nabenpunkte auf den Fernpunki-dehse und sei-

ne Tangentialebene auf die Fernebene abgebildet werden. Jedes Quadsikein&s
konvexen Makroelementes ist Teil einer ovalen Quadrik, das projektive Bild ebenfalls.
Zusammen mit Korollar 9.8 folgt hieraus:

Satz 9.22 (Konvexes MakroelementEin Makroelement, dessen Transversale den
Schnittpunkt der Tangentialebenen exithist genau dann konvex, wenn die Tangen-
tialebene im Nabenpunkt das Tangentendreieck nicht schneidet.

Bemerkung 9.23 Durch eine Perspektiat, die den Schnittpunkt der Tangentialebe-
nen geradenweise und die Dreiecksebene punktweis@aBtskéinn ein konvexes Ma-
kroelement in ein konvexes Makroelement mit einem beliebigen Nabenpunkt auf der
Transversalaibertihrt werden.

Im vorigen Abschnitt waren die Powell-Sabin-Splines durch die gegebenen Daten be-
reits vollséindig festgelegt. Allgemeine Quadrikensplines haben mehr Freiheitsgrade,
die in der Wahl des Durchsto3punktes der Transversalen durch die Punktebene, der
Nabenpunkte und zugeordneten Tangentialebenen bestehen. Um jedtshespfa-

che Aussagember die Konvexdt der Keile machen zudkinen, werden die Tangen-
tialebenen im Nabenpunkt im folgenden wieder auf Ebenen parallel zu den jeweiligen
Punktebenen eingeseimkt.

Analytisches Konvexittskriterium

Die Konvexittskriterien (9.4) und (9.3) lassen sichahnlicher Weiseui Makroele-
mente formulieren. Diese allgemeinen Kriterieonkién direkt aus den Quadrikenglei-
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chungen in Satz 6.9 abgeleitet werden.

Die gesamte Notation in diesem Abschnitt folgt Abschnitt 6.6. Die Eckpunkieind

¢ des untersuchten Makroelements seien in erweiterten Koordinaten gegeben und ihre
zugelorigen Tangentialebenen so normiert, daf’ die Transversale dufdlix) =

B(x) = C(x)} wie in Gleichung (6.7) gegeben ist. Da die Daten eine konvexe
Konfiguration bilden, lassen sie sich atidich so normieren, daf? das Einsetzen eines
Punktes in eine beliebige Tangentialebenengleichung einen nichtnegativen Wert ergibt,
z.B.:

Ab >0, Bc>0, Ca>0,...,

was im folgenden vorausgesetzt wird.

Das Makroelement durdhu] besteht aus sechs Quadrikén , ..., Qs mit

zwei gemeinsamen Nabenelemeund. Hier wird exemplarisch die Quadrik

Q: durch[a] und den durch den Zweibogea| in Gleichung (6.16)
bestimmten Punkd,, untersucht@; ist genau dann oval, wenn die Determinante ihrer
beschreibenden Matrix aus Gleichung (6.21) negativ ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn

0 > det : Q- |a b p g

= 2'4L %{A&)B@L — (Ab+ Ba)}
Ab
= 4L Bo LM,
mit 2 = —2y,BaML undy = z(Ba — Ab)Ab/Ba. Die GroRenL, M, ~,
und vp ergeben sich aus den Gleichungen (6.10), (6.14), (6.9) und (6.13). Unter

Berticksichtigung positiver Faktoren folgt zusammenfassend:

Lemma 9.24 Die Quadrik@Q; des Makroelementes ist genau dann konvex, wenn

vyyp L > 0.
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Dieses Ergebnisaldt sich auch auf andere Art erhalten, indenubksichtigt wird,
daBQ; mit der EbenéV = o U p U g und dem durcha][p] und[g] festgelegten
Tangentenkegél im Buschel liegt. Nach Lemma 2.14 aus Abschnitt 2.4 ist die durch
den Punkt, festgelegte Quadri, des BischelsK + AW? genau dann oval, wenn
mit den Darstellungen in den Gleichungen (6.18), (6.20) und (6.16) gilt:

K(g,) - PaQa > 0,
was sich unter Bexcksichtigung der Gleichungen (6.22) zu
8y, LM Ab Ba > 0,

umformen &3t und somiauivalent zur Aussage von Lemma 9.24 ist.

Ist das Makroelement konvex, so liegt der Durchsto3pynkto,a + 5,b + ~,c der
Transversalen durch die Punktebene auf derselben Seitd woab oderc. Aufgrund
der speziellen Normierung der Tangentialebenen in Abschnitt 6.8.gilt = 1. Somit
ist die homogenisierende Koordindte= o, + 3, + v, vony positiv. Sind umgekehrt
die Koeffizientena,, 3,,v, und ap, p,vp alle positiv, dann ist auch ihre Summe
L positiv. Hieraus folgt mit Lemma 9.24 und symmetrischen Betrachtungedié
Ubrigen Quadriken des Makroelementes:

Korollar 9.25 Das in Abschnitt 6.6 berechnete Makroelement zu konvexen Ausgangs-
daten ist genau dann konvex, wenn

ay, >0,3,>0,7v >0 und ap > 0,8p > 0,vp > 0.

Bemerkung 9.26 Ist einer der Koeffizientem,, 5, oder ~, negativ, schneidet die
Transversale das zugeh(e Dreieck nicht in einem inneren Punkt. Das Transversa-
lensystem ist nicht zasig.

9.6 Konvexe Keilkonstruktion

Zwei benachbarte Makroelemente eines Quadrikensplines durch die Kontaktelemente
[a],[b], [c] bzw.[a], [b], [¢] werden durch einen Keil aus vier Quadrik&n, R, R,

undR, glatt verbunden (vergl. Abschnitt 5.2). In diesem Abschnitt wird untersucht,
unter welchen Bedingungen der Keil zwischen zwei konvexen Makroelementen, die
wie im vorangehenden Abschnitt konstruiert wurden, konvex ist. Auckig Konve-

xitat eines Keils ist bereits hinreichend, daf3 er nur aus ovalen Quadriken besteht.

Der Keil ist durch die Randebenen des Makroelementes und eine E/béue:hidie
Kanteab, die Betihrebene zwischen den Quadrikenpaaf@p, (R;) und (R, R:)
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vollstandig festgelegt (siehe die Konstruktion 5.7). Die Wahl der ERenerden wir

weiter unten einsclariken, um zu einfachen Aussageaoei die Konvexiat der Keile

zu gelangen. Die QuadrikéR;, undR,, R, undR,, sowieQ; undQ, des einen bzw.

Q, und Q, des anderen Makroelementes ud@en sich in der gleichen Ebebng die

die Transversalen der Makroelemente sowie in unserem Spezialfall die Schnittgerade
der Tangentialebenes und 5 enthalt.

Seienr undr wie in Abbildung 5.5 die Randpunkte der Makroelemente inldieer-
gangseben# . Die Bezeichnungen in diesem Abschnitt folgen denjenigen in der Kon-
struktion 5.7 sowie dem vorigen und Abschnitt 6.6. Insbesondere sind die Rynkte
b, ¢, ¢, r undr in erweiterten Koordinaten gegeben untallt sich als4 - B darstellen.

Die TangentialebeneR bzw. R in r bzw.r sind parallel zur Geraderb, da wegen

der speziellen Transversalenwahl die Pole der Ebeheziglich aller Quadriker®,

R1, Ry und@Q; in einem Punkk, zusammenfallen (siehe Lemma 7.3). Weil die Tan-
gentialebenen in den Nabenpunkten im vorigen Abschnitt parallel zur entsprechenden
Punktebene gea¥ilt wurden, ist dieser Punkt der Fernpunkt der Geraéten

x, = a—b = Pn(aUb).

Aus der Paralleldat vonR undR zuab und der Normierung der Koordinaten ven
undb folgt:

Ra = Rb und Re = Rb.

Die Trenneben& zwischen den QuadrikeR; und R; bzw. R, und R, durchab
wird hier speziell durch die Schnittgerade der Tangentialebddemd R gewdhit.
Fir die Zweibogenkonstruktion in der Ebetier liegt somit ein besonders einfacher
Spezialfall vor. Die beiden Kegelschnitigén durcho| und[r]bzw.[c] und|[r ]| mit
tangentenstetigetdbergang dings) treffen sich in einem zweiten Punkt Da sich
die Tangenten im undr an den Zweibogen in der Trennebewdreffen, istu durch
die harmonische Lage van/ NV N (eUrUr), uundRNR N (aUrUr) festgelegt
(siehe Abbildung 9.8). Dieser Punkilegt die tangentialebenenstetig @ bzw. 9,
anschlieRenden Quadrik@ undR; mit C'!-Kontaktin) eindeutig fest.

Weiterhin existiert auf dem Kegelschnitt du@ und noch ein zweiter Punkt,
in der Ebené/, der nach Bemerkung 2.2 mit den Punkiém VY N (e Ur Ur), r und
UnN AN (eUrUr)in harmonischer Lage ist. Auch durch diesen Punktind den
C'-Kontakt mitQ; in der Ebenerb ist die QuadrikR, vollstandig bestimmt. Insbe-
sondere ist sie genau dann oval, wenn der Popkn Inneren des Kegel§ liegt, der
Q; in der Ebenarb benihrt (siehe Lemma 2.14 in Abschnitt 2.4).
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Abbildung 9.8: Zweibogen in der Ebener.

Diese Eigenschaft wird zur Herleitung eines Konvatgkriteriums @i das Verbin-
dungssiick der beiden Makroelemente herangezogen.

Der Punktr, ergibt sich mit den Normierungen aus den Abschnitten 6.6 und 9.5 aus

UNAN(eUrUr) = (A-B)AAA(aATAT) = (Ar)r — (Ar)r
V = (Ro)R — (Ra)R
UNVYN(eUrUur) = (RaRr)r + (RaRe)r

und
nr = {(RoaRr)r + (RaRe)rH(Ar) + {(Ar)r — (Ar)r}(RaRr)
uber harmonische Vedithisse:

r. = {(ReRr)r + (RaRr)r}(Ar) — {(AF)r — (Ar)r}(RoRr)
= {ArReRF — AFrRaRr}r + 2{Ar Ra Rr}r. (9.5)
Der KegelX, der die Quadrik?, in der Ebenexrb bemnihrt, bestimmt sich aus den
Kontaktelementefu |, [r]und[a], wobeia den zweiten Schnittpunkt der Kanie mit

der QuadrikQ, darstellt. Nach Bemerkung 2.2 liegtit o, y, undx, in harmonischer
Lage. Also folgt mity, = (Ab)a + (Ba)b (siehe Gleichung (6.15)) ung = o — b:

@ = (Ab — Ba)a + 2(Ba) b. (9.6)

Da die GeradeUb und die Geradeln B polar beziglich der Quadril?; sind, entlalt
die Tangentialebene indie Schnittgerade vod und 5:

A =2AbB + (Ba — Ab) A. (9.7)
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Bei der Konstruktion des Kegels wird wie in Bemerkung 2.13 vorgegangen. Die
Ebene

W= (ANANR)UeUa
bestimmt sich aus

Ao = 2AbBa = Ag
Ra = (Ab+ Bo)Ra

und ergibt
W = Ra(Ba A + AbB) — (AbBao)R.
Einsetzen der Punkteundr liefert:
Ar = Ar(Ab + Bo)
Wr = ArRa(Ab + Ba)
Wr = ArRo(Ab+ Ba) — (AbBo)Rr.
Der Tangentialebenenkedel|[a][r ] schreibt sich nach Bemerkung 2.13 als
K = —2Ar Ar (WW'} + (Wr){A A" + A A}
Die QuadrikR, ist nach Lemma 2.14 genau dann oval, wenn
K(r.) Ar Ar > 0.
Einsetzen von Gleichung (9.5) in die Kegelgleichung ergibt
K(ra) = —8(Ab+ Ba)(Ar)*(Re)*Rr Re(Ab Ba) | ABRR| |cbr|.

woraus aus Symmetriagnden und unter Becksichtigung positiver Faktoren zusam-
menfassend folgt:

Lemma 9.27 Der Keil zwischen den quroelemen@ bzw. mit

Randpunktem undr in der gemeinsameldbergangseben# ist genau dann konvex,
wenn

Rr Re |ABRR| |obre| < 0. (9.8)
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ANB ANBNR

Abbildung 9.9: Schnitt des Quadrikensplines mit der Eléne

Geometrische Interpretation

Das Konvexititskriteriums 9.8dR3t sich durch Bedingungen an die Lage der Randebe-
nen der Makroelemente eifén:

Lemma 9.28 Sind die Randebenaibr undabr angrenzender streng konvexer Ma-
kroelemente so geahlt, dal3

AN BN R undr auf derselben Seite vanu b U r liegen und (9.9)

{ AN BN R undr auf verschiedenen Seiten v&nliegen und
o undr auf derselben Seite voR liegen,

dann ist der Keil zwischen den Makroelementen streng konvex (siehe Abbildung 9.9).

Beweis: Zum Beweis werden wir verwenden, dal3 sich die homogenisierende Koor-
dinate eines Punktesdurch Einsetzen in die Gleichung der Ferngeragleergibt.
Damit liegen zwei Punkte undr in beliebigen homogenen Koordinaten genau dann
auf der gleichen Seite einer Ebefiewenn

E(x) E(r) E(x) E(r) >0
gilt.
Damit und mit den Normierungen des vorangehenden Abschnitts schreibt sich Bedin-
gung (9.9) als

RIAANBAR)-E(ANBAR)-R(r) <0,
{ (@AbAR)(P) - EGAABAR)- (AANBAR) (eAbAT) >0,
R(r) > 0.

Mit
(ANBAR)aAbAr)=AbBrRa + BaRbAr > 0,

folgt Gleichung (9.8) und somit die Konveaitdes Keils unmittelbar. O
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Bemerkung 9.29 Zu den vier Kontaktelementen zweier benachbarter Dreiecke, die
eine konvexe Konfiguration bildergitien Randebenen und Nabenpunkte so bestimmt
werden, dal? der sie verbindendeaEhenverbund konvex ist (siehe die Abbildungen
9.10 und 9.11). Die analytische Formulierung dieser Beziehung erfordert jedoch kom-
plexe Berechnungen, auf die hier verzichtet wird. Weiterhin bleibt noch zu untersuchen,
inwieweit sich die Ab#rigigkeiten global etfilen lassen.

Abbildung 9.10: Konvexer Keil.

\ '

Abbildung 9.11: Nichtkonvexer Keil .
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Bemerkung 9.30 In Abschnitt 8.2, Seite 80, werden Nullmengen trivariater Powell-
Sabin-Splines betrachtet. Da der Schnitt einer konvexen Menge mit einer (Hyper-)
Ebene wiederum konvex ist, kann das Konegsttriterium tir multivariate Powell-
Sabin-Interpolanten aus [Bangert & Prautzsch '99a] auf diese speziellen Quadriken-
splines angewendet werden. Diese Zusamiaagd und ihre Auswirkungenussen

noch genauer untersucht werden.



Kapitel 10

Glatten von Quadrikensplines

Bei der Konstruktion der Quadrikensplines existieren zahlreiche Freiheitsgrade, deren
willk'urliche Wahl zu unerwrischten Artefakten oder zu sehr welligeaé¢Hén tihren

kann (siehe hierzu Abschnitt 6.1 und die Abbildungen 5.10, 5.11 und 6B dich

der lokale Einflul3 der Freiheitsgrade noch relativ gut geometrischuakssh; so sind

die globalen Auswirkungen nur schwer abatar.

In diesem Kapitel werden einige Aaige zur Gdttung von Quadrikensplines vorge-
stellt, in denen die Freiheitsgrade optimal géwerden sollen, um aglichst “an-
sprechende” EIchen zu erhalten. Dieses “optische” Kriterium muf3aalst eine ma-
thematisch falRbare Form erhalten. Hierzu werdeankiriungen einer Quadrik aus
ihrer impliziten Darstellung berechnet. Danach werden Energiefunktionale definiert,
mit denen die Glattheit einer &the bewertet werden kann. Schliel3lich werden Strate-
gien zur Auswertung dieser Funktionale vorgestellt. Die Anpassung der Freiheitsgrade
zur Optimierung der Glattheitsfunktionale wird StatirfZukiinftige Untersuchungen
bieten.

10.1 Krummungen

Anhand verschiedener Knimungen kann die Glattheit eineraElie beurteilt wer-

den. Winschenswert ist eine aglichst gleichmaRige Kummungsverteilung ent-
lang der gesamten &the oder zumindest eine geringe Oszillation deurifimiung.

Zur Beurteilung der Kmimmung einer Flche stehen verschiedeneukimungsma-

3e zur Veriigung, beispielsweise die Hauptknimungen, die mittlere und Gaul3sche
Krummung. Sie berechnen sich im wesentlichen aus den ersten und zweiten Ablei-
tungen einer beliebigen reguEén Parametrisierung derdélie. Insbesondere sind sie
(eventuell bis auf Vorzeichen) invariant unter reeli Umparametrisierungen und
Bewegungen.

105
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Seieng;; = x;x; die Fundamentalgiien erster Arth;; = x,;n die Fundamental-
groRen zweiter Art einer Parametrisierua@; , y2) der FEiche. Dann ergeben sich die
Gaul3sche Kinmungk™ bzw. die mittlere KuimmungH als

K = det[(g;)™" (hi)], bzw. H = % Spurl(gi)™ (ki)

Die Hauptkiimmungen
/il/z = H :l: \/Hz—_[(

sind die Eigenwerte der Matrifg;;)~" (h;;), die zugebtigen Hauptkaimmungsrich-
tungen die entsprechenden Eigenvektoren.

Im folgenden werden Formeln hergeleitet, die dieiriiungen einer Quadrik direkt
aus ihrer impliziten Gleichung’ Az = 0 ermitteln. Mittels stereographischer Projek-
tion (siehe Abschnitt 3.1) wird hierzu zaadfist eine Parametrisierung deaéhé be-
stimmt, aus der sich die parametrisierungsinvariantaminungen in einem Punkt
%o gemald obiger Formeln berechnen lassen. Da dignriungen bewegungsinvariant
sind, kbnnen wir weiterhin ohne Besamkung der Allgemeinheit annehmen, dal3 die
Quadrikx'Ax = 0 den Punkiz, = [1 0 0 0])* enthalt und dort die Tangentialebene
Xo = Axg = [0 0 0 5] besitzt, d.h., daR die Matrik von folgender Form ist:

00 0 0
0 . ;
8

Die z-Achse des Koordinatensystems schneidet die Quadrik in einem zweiten Punkt
z = [10046]*, der als Zentrum der stereographischen Projektionagéwiird (ver-
gleiche hierzu Abschnitt 3.1). Die Bildebene sei die TangentialeBgge = 0 mit

y=[ly1y0]" = [1y0].
Diese stereographische Projektion ergibt folgende Parametrisierung der Quadrik:
2 = cy — dz,

wobeic = ¢(y) = (22'Ay) undd = d(y) = (y'ay). In euklidischen Koordinaten folgt
somit

x(c—d) = [_ngl.

Insbesondere ist{o) = %o, ¢(0) = 263 undd(o) = 0.
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Zur Berechnung der Kmhmungen werden zachst die Ableitungen nagh undys,,
die mit den Indizes 1 und 2 gekennzeichnet sind, bereitgestellt:

cy, + ey ] Cx(er— dy),

| —did
CyZ —I_ CZY _ _
- _dz(s ] X(Cz d2)7
cyqi1 + 21y + ey ] —2x1(e; — dy) — x(e1n — diy),

- Yiz T 1Yy T oYy + 2y | x1(cy — dy)—
—d125

—X2(01 - d1) - X(C12 - d12)7

€Yo + 2¢2y5 + 22y — 2X5(e2 — dz) — X(e22 — da2).

¢ =26(0 + yr1a13 + ya0ra3),

X1 (C — d) =
X9 (C — d) =
Xll(C — d) =
X12(C — d) =
X22(C — d) =
Hierbei ist

1 = 2506137

G = 2506237

C11 = C12 = Cy2

=0,

d = Oényf + 2001211Y2 + Oézzyga
di = 2(any + a2y2),
dy = 2(a12y1 + a22y2),

d11 = 2@11,
d12 = 2@12,
dzz = 2@22,

und

|

d:dlzdzzo,

0
]7 YZzlllv Yijzo'

Auswerten der Ableitungen in = o ergibt:
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Fir die Fundamentalgfien folgt somit

g =1 G12 =0 9oz = 1
hll = —Ozll/ﬁ h12 = —0512/6 h22 — —Oézz/ﬁ,

und damit fir die Gaul3sche Kiiimung

Q10 — O, det A
g A

Die mittlere Kimmung berechnet sich folglich zu:

K =

g tlentan)

2 B

Aus der Bewegungsinvarianz der Fundamentdfgri und der Kiinmungen folgt:
Satz 10.1Die Gaul3sche Krinmung einer Quadrik

x'Ax + 2a'x + a = 0
in einem Punkk, betrdgt

o al
a A
la+ Axgl*

Bezeichnem: und v zwei orthonormale Vektoren in der Tangentialebene xgnso
bestimmt sich die mittlere Kimmung zu
1 (u'Au+ viAv)

H = — . 10.2
2 |a+ Axg| (10.2)

Beweis:

SeiXy, = Az = pB[—xing n}]" die Tangentialebene imy, = [1 x,]" und sei
f# = |a+ Axo|. Der Normalenvekton, werde durch zwei Vektorea undv zu einem
Orthonormalsystem eagzt.

Dann bildet die Bewegung

t u'
o _ 1 o 1 B R
x—=2% = Bz = —BXOB] X], B = Vt ],
ng
die Quadrik auf die Standardkonfiguration ab:
1 0
_ 0 5 _ 0 _
Xy = 0 5 XO =B t.XO = 0 = B tAﬂo.
0 8
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Die Quadrik schreibt sich somit ak$B~'AB™'z = z'Az = 0 mit

0 0 0 16}

0 u'Au u'Av u'Ang
0 viAu v'Av viAng
# niAu n{Av n}An,

A = B'AB™! =

Damit ergibt sich

. det A det(B~'AB™") det A
M= = T
und
0 - _l(@u + 0722)7
2 8
woraus wegen der Parametrisierungs- und Bewegungsinvarianz demhkirigen die
Behauptung folgt. O

Beispiel 10.2In einem Punkik, = r[cos¢cost cos@sinyy sin ¢]' ergeben die
Krummungen der Kugel* = r?* mita = o, « = —r? und den normierten Tangenten-
vektorenu, v :

. 1 (u? 4 v?) 1
I&(XO) = r_zv H(XO) = _T = —;
Beispiel 10.3 Das hyberbolische Paraboloid = zy besitzt mita = [0 0 1]*, o = 0,
a;4—; = 1, a;5 = 0 sonst, inx, = o die Krimmungen
K(o) = —1 und H(o) = 0.
10.2 Ghtten

In Kapitel 6 wurden die Freiheitsgrade der Quadrikensplinekonstruktion untersucht.
Diese bestehen in der Wahl der Randebenen der einzelnen Quadrikensegmente, der
damit verknipften Wahl der transversalen Geraden, sowie der Wahl der Nabenelemen-
te. Die Wahl der Randebenen kann nicht auf einfache Weise analytisch formuliert und
insofern kaum di eine Optimierung der Bthengestalt verwendet werdéthnliches

gilt fur die transversalen Geraden, dieuwdaathinaus komplexen globalen Adoigig-

keiten gengen missen (siehe Abschnitt 6.4).

Die Wahl der Nabenelementaft sich jedoch einfach durch analytische Gewich-
te steuern. Der Nabenpunkt wird hierbei durch eine Koordinate auf der Transver-
salengeraden festgelegt und eine zuggje Tangentialebene kann algdiing des
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Gleichungssystems (6.1) berechnet werden (siehe die Abschnitte 6.2 und 6.6). Diese
Losung langt von Gewichten ab, die den Eckpunkten des gegebenen Dreiecksnetzes
beliebig zugeordnet werdemhiiien. Damit ergibt sich je ein Freiheitsgrad pro Dreieck

des gegebenen Netzes sowie je ein weiterer pro Eckpunkt des Netzes. Diese Freiheits-
grade lohnen nun in einem @ttungsprozel’ variiert werden.

Das GHtten parametrischer &hen wirdublicherweise auf die Minimierung gewis-
ser “Glattheitsfunktionale” zurckgetihrt. In diese Glattheitsfunktionale gehen ver-
schiedene Kuinmungsmalf3e und deren erste Ableitungen ein. In [Greiner '91] wird
beispielsweise die “thin plate energy” eindyer einem Definitionsbereich parame-
trisierten FécheF' durch

Ju(F) = /Qa(/if + k3) + 2(1 — b)rykg dw (10.3)

mit Hauptkiimmungen:; undx, und Materialkonstantem, b gegeben. Mit Hilfe der
Gauf3schen und mittleren Kmmung &3t sich Gleichung (10.3) umformulieren zu

Ju(F) = /szH? 4 2(1—a—b)K do. (10.4)

Da sich die Gauf3sche und mittlereutninung einer Quadrik nach dem vorangehen-
den Abschnitt direkt aus ihrer impliziten Gleichung bestimmen lassennéai die
Integranden in (10.3) und (10.4) audlr implizit dargestellte Quadrikensplines auf-
gestellt werden.

Die Integrale lassen sich auctrfparametrische BEhen nur numerisch auswerten.
Hierzu werden in ausgalten Punkten der &the die Werte des Integranden be-
stimmt und mit bestimmten Gewichten multipliziert aufsummiert. Soroitrien die
Integrale auchui’ implizit dargestellte Quadrikensegmente mit Hilfe von Integrati-
onsformeln ausgewertet werden. Integrationsformatmiéhrdimensionale Integrale
finden sich in zahlreichen NumerikbFiern, beispielsweise in [Stroud '74].

Die einfachste Integrationsformel liefert die Verallgemeinerung der Trapezfounel f~
eindimensionale Integrale. Angewendet auf die dreieckigen Quadrikensegmente der
Quadrikensplines ergibt sich, dal’ aghst der Integrand in den Eckpunkten der Seg-
mente ausgewertet wird. Nicht vorgegebene Eckpunkte berechnen sich hierbei durch
den Schnitt einer Kante des berandenden Tetraeders mit der Quadrik, d.h. dseoh L~
einer quadratischen Gleichung. Die aus den Gleichungen (10.1) und (10.2) erhaltenen
Krummungswerte werden in den Integranden in (10.4) eingesetzt und anschliel3end
aufsummiert. Mit einem Drittel der BEhe des von den Eckpunkten aufgespannten
Dreiecks multipliziert ergibt sich einedtierung @i das Integral/,, des Segmentes.
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Die Genauigkeit des Integrals kann durch Unterteilung des Quadrikensegmentes oder
Anwendung komplexerer Integrationsformeln@nhiverden.

Die “thin-plate-energy” des gesamten Quadrikensplines, die sich durch Aufsummieren
der Energien der einzelnen Quadrikensegmente ergibt, kann nun angigkéit von

den vorher beschriebenen Gewichten, die die Nabenelemente festlegen, berechnet
werden. Dieser Ausdruck kann mit einem Optimierungsverfahren minimiert werden.
Die Auswahl geeigneter Optimierungsverfahren und anderer Energiefunktionale bietet
Raum tir weitere Untersuchungen.
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