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Charakterisierung des Betrages reeller Determinanten
mit Hilfe von Funktionalgleichungen

Peter Volkmann!

Es bezeichne R den Bereich der reellen Zahlen, und es sei N = {1,2,3,...}.
Fiir n € N werden die Elemente von R" als Spalten aufgefaft, insbesondere
sind

1 0
0 :
e = . N )
: 0
0 1

Nach [4] 16st f : R" — R die Funktionalgleichung

(1) max{f(z +y), f(x—y)} = f(x)+ fly) (z,y € R")

genau dann, wenn f(z) = |a(z)| mit einer additiven Funktion o : R" — R
ist. (Dabei kann statt R™ auch eine beliebige Abelsche Gruppe genommen
werden; eine Pexidersche Form von (1) wird in [3] behandelt.) Dieses Resultat
fithrt zur nachfolgenden Charakterisierung von

(2) F(zy,...,x,) = |det(zq,...,2,)| (21,...,2, € R"),
welche #hnlich ist zur Charakterisierung der Funktion F(xq,...,x,)
= det(xy,...,z,) als eine n-lineare Funktion mit den weiter unten stehenden

Eigenschaften (C), (D).
Satz. Mitn € N sei

(3) F:R"x --xR" > R.
————

n mal
FEs gilt (2) genau dann, wenn F die folgenden Bedingungen erfillt:

(A) Beziiglich jeder Verdnderlichen ist F eine Ldsung von (1), d.h.: Sind
A1y .oy A1, Qfiy - -y 0y € R™, s0 wird (1) geldst durch

(4) f(z) =F(ay,...,ap 1,2, 0ks1,...,0,) (x € R").

! AnliBlich eines Gastaufenthaltes an der Universitit Katowice im Friihjahr 2003.




(B) Fiir die Funktionen (4) gilt f(Ax) = |M|f(z) (A € R,z € R").

(C) Der Wert von F ist Null, wenn zwei Argumente dbereinstimmen; fir
1<k<Il<n git also

F(ala sy A1, Ty Q15 -+ -5 A1, Ty Qg1 - -aan) = 0.
(D) F(eq,...,e,) =1.

Beweis. Die Funktion (2) hat die Eigenschaften (A), (B), (C), (D). Umgekehrt
folgt im Falle n = 1 die Form (2) bereits aus (B), (D). Es sei nun n > 2, und
fiir die Funktion (3) werde (A), (B), (C) und (D) vorausgesetzt. Nach Sperner
[5], S. 117 ff. gilt (2), falls neben (B), (D) noch folgende beiden Bedingungen
erfiillt sind:

(5) F(xy,...,m,) >0,

6) F(...,a,...,b,...)=F(...,a+b,....b,...) =F(...,a,...,a+0b,...).
Wegen (A) gilt nun nach [4]
(7) F(xy,. .. mn) = |o(zy)|

mit einer von xy,...,Tk 1,Tks1,-- -, T, abhingigen additiven Funktion « :
R" — R. Daraus folgt zunichst (5). Zum Nachweis von (6) stellen wir uns
dort im linken Term @ an der k-ten und b an der [-ten Stelle vor (k < [), und
wir verwenden (7) mit z; = b. Dann wird

also a(b) = 0 (nach (C)), und weiter

F(...,a+b,...,b,...) = |a(a+0b)|=la(a)+ a(d)| = |a(a)]
= F(...,a,...,b,...).

Das beweist die linke Gleichung in (6); analog gilt F(...,a,...,b,...) =
F(...,a,...,a+Db,...).

Zusatz. Der Satz bleibt richtig, wenn (B) durch folgende Bedingung ersetzt
wird:

(B") Mit einer (beliebigen) Norm || - || : R® — R ist

SUp{F (z1,...,2n) | X1,...,xn € R™;||21]] < 1,..., ||zn] <1} < o0.



Beweis. Zunéchst gilt (B') fiir die Funktion (2). Umgekehrt folgt (B) aus (A)
und (B’): Aus (A) folgt (iiber (7)) fiir m € N
F(...,mzg,...) = |a(mzg)| = |ma(xy)| = m|la(zg)| = mF (..., x,...).

Entsprechend 1483t sich m aus jedem Argument von F" herausziehen, also kann
(4) geschrieben werden als

(8)f(x) =m" 'F(ar/m,... a5 1/m,x,ap11/m, ..., an/m)(x € R",m € N).

Sind in (7)

(9) ol llzeall kgl s leall < 1

so folgt aus (B') fiir die additive Funktion o : R — R die Giiltigkeit von
sup{|a(zy)| | zr € R", ||xk|] < 1} < o0,

also ist « stetig und damit linear, insbesondere also homogen (vgl. Aczél [1]).

(7) liefert dann

(10)  F(x1,..., A\Tky ..y 20) = (N F (21, ..oy 2py .oy 20) (A€ Ry, € R™),

falls noch (9) gilt. In (8) werde nun m aus N so grofi gewéhlt, da8 (9) fiir

r; = a;/m (j = 1,...,n;j # k) erfiillt ist. Dann werde in (8) z durch

Az ersetzt: Es kann (10) angewandt werden, und es ergibt sich so f(A\z) =

I\f(z) (\ € R,z € R").

Bemerkung. Der Beweis des Satzes beruht auf einer Charakterisierung der
Funktion (2) durch die Eigenschaften (B), (D), (5), (6). Nach Brocker [2], S.
91 wird diese Funktion bereits durch (B), (D), (6) charakterisiert. Den Herren
Kollegen Volker Drumm und Stefan Kiihnlein verdanke ich die Hinweise auf

2], [5].
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