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Einleitung

Die lineare Optimierung, die das Problem der Minimierung oder Maximie-
rung einer linearen Funktion unter Beriicksichtigung einer endlichen Anzahl
linearer Nebenbedingungen behandelt, ist ein wichtiges Anwendungsgebiet
der Mathematik. Sie findet Verwendung in vielen Teilen der numerischen
Mathematik, wie zum Beispiel bei der Behandlung bestimmter Typen von
Anfangs- und Randwertaufgaben bei gewéhnlichen und partiellen Differen-
tialgleichungen, bei Approximationsaufgaben oder in der Spieltheorie. Auch
in wichtigen Anwendungsgebieten wie der Volks- und Betriebswirtschafts-
lehre wird sie eingesetzt. Gerade im Bereich betriebswirtschaftlicher Pro-
blemstellungen hat sich ein eigenstdndiges Forschungsgebiet von inzwischen
grofler wirtschaftlicher Bedeutung entwickelt, das unter dem Begriff Opera-
tions Research zusammengefafit wird und in dem die lineare Optimierung
eine zentrale Rolle einnimmt.

Aufgrund der wachsenden Leistungsfahigkeit moderner Rechenanlagen
ist die Behandlung umfangreicher Optimierungsprobleme, die ohne dieses
technische Hilfsmittel nicht 16sbar waren, eine Routineaufgabe der Numerik
geworden. Die Entwicklung moderner Algorithmen zielte daher bislang stets
auf eine Steigerung der Effizienz und die Begrenzung des numerischen Auf-
wands. Dies fiihrte nach umfangreichen Forschungen und Untersuchungen
Mitte der 80er Jahre zu Innere-Punkt-Methoden, die wegen ihres polyno-
mial begrenzten Rechenaufwandes den bis dahin konkurrenzlosen Simplex-
Algorithmus in vielen Féllen ersetzen. Die vorliegende Arbeit basiert sowohl
auf dem heute als ,Stand der Technik® zu bezeichnenden asymptotischen
Iterationsverfahren der Innere-Punkt-Methode als auch auf der Technik des
direkten Simplex-Verfahrens. Hierbei ist es gelungen, eine Synthese der
Vorziige beider Verfahren zu realisieren. Das asymptotische Verfahren lie-
fert mit geringem numerischen Aufwand eine gute Niherungslésung. Das
direkte Verfahren startet im Anschlufl an aussichtsreicher Stelle, so dafl der
Aufwand begrenzt bleibt, und bestimmt die optimale Losung in Form eines
Einschlusses. Im Vordergrund steht hierbei die Problematik der Kontrolle
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numerisch ermittelter Losungen. Die Tatsache, dafl bei der Ausfiihrung
eines numerischen Algorithmus auf einem Rechner die tatséchliche reelle
Operation durch sogenannte Gleitpunktoperationen ersetzt wird, macht
den Finsatz einer nach mathematischen Gesichtspunkten definierten Rech-
nerarithmetik notwendig. Hierdurch werden Aussagen iiber die Qualitat
der berechneten Ergebnisse auch nach vielen Millionen Rechenoperationen
moglich.  Unter Qualitdt des Ergebnisses wird hierbei der Nachweis der
Existenz und gegebenenfalls auch Eindeutigkeit einer berechneten Lésung
sowie deren Optimalitdt und Zulassigkeit, die das Erfiillen aller Nebenbe-
dingungen aus der Problemstellung bedeutet, verstanden. Dies ist mit Hilfe
intervallanalytischer Prinzipien, der Fixpunkttheorie und einer program-
miersprachlichen Umgebung, die, wie PASCAL-XSC, eine mathematisch
prazise definierte Rechnerarithmetik zugdnglich macht, auch auf dem Rech-
ner nachpriifbar. Die Notwendigkeit der automatischen Ergebnisverifika-
tion gerade bei ,,groen” Anwendungsproblemen, bei denen Zulassigkeit und
Optimalitdt der Losung nicht mehr durch einfache Plausibilitatspriiffungen
abgeschédtzt werden kénnen, gewinnt immer stirker an Bedeutung, wenn
numerische Verfahren, beispielsweise zur Behandlung sicherheitskritischer
Optimierungsmodelle, in der Praxis eingesetzt werden. Diese Liicke im Be-
reich der Kontrolle numerischer Berechnungen, die in der Reihe der existie-
renden Verfahren zur Lésung linearer Optimierungsaufgaben besteht, wird
mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren erstmals geschlossen.

In den folgenden einleitenden Abschnitten wird eine allgemeine Moti-
vation und ein Uberblick iiber die historische Entwicklung der Lésungs-
methoden im Gebiet der linearen Optimierung gegeben. Dabei wird die
Zielsetzung der Arbeit definiert und der Zusammenhang zu verwandten For-
schungsgebieten und Verdffentlichungen aufgezeigt.

Die fiir das selbstverifizierende Losungsverfahren notwendigen mathe-
matischen Grundlagen der Rechnerarithmetik und der Intervallrechnung
sowie die allgemeinen Definitionen und S&tze der Optimierungstheorie
sind im ersten Kapitel zusammengestellt. Hier werden auch die Theo-
rien des Barriere-Verfahrens, der Methode der Lagrangeschen Multiplika-
toren und des Newton-Verfahrens als die wesentlichen Komponenten der
Innere-Punkt-Methode vollstdandig hergeleitet und anhand einzelner Bei-
spiele erldutert.

Das eigentliche Thema der Arbeit, die automatische Ergebnisverifika-
tion in der linearen Optimierung, behandelt Kapitel 2. Es wird, ausgehend
vom Karmarkar-Algorithmus in seiner urspriinglichen Form, die d&quivalente
primale Innere-Punkt-Methode entwickelt. Der Ubergang zur numerisch
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stabileren und aus Verifikationssicht besser kontrollierbaren primal-dualen
Innere-Punkt-Methode, die sich auf den Aussagen der Dualitatssatze der li-
nearen Optimierung begriindet, ist vollstdndig dargestellt. Auf der Grund-
lage der Theorie des Simplex-Algorithmus wird ein Verfahren vorgestellt,
das, ausgehend vom Resultat der primal-dualen Innere-Punkt-Methode, die
Optimalitat der zugehdrigen Basis-Losung verifiziert und gegebenenfalls be-
nachbarte, ebenfalls optimale Basis-Losungen bestimmt.

Nach einer Présentation der fiir die Ergebnisverifikation notwendigen
Anderungen und Erginzungen einzelner Verfahrenskomponenten folgt, als
zentrales Resultat dieser Arbeit, die vollstandige algorithmische Darstellung
der theoretischen Herleitung. Das kombinierte Losungsverfahren liefert ga-
rantierte Aussagen tiber die Existenz einer Losung des Optimierungspro-
blems, sowie {iber die Zulassigkeit einer gefundenen Lésung und gegebe-
nenfalls iiber deren Eindeutigkeit. Es bestimmt weiterhin einen Einschluf}
des optimalen Zielfunktionswertes und Einschlieflungen aller (numerisch)
optimalen Basis-Lésungen.

Eine Implementierung des Verfahrens ist in der wissenschaftlichen Pro-
grammiersprache PASCAL-XSC angegeben. Durch das in die Sprache in-
tegrierte allgemeine Operatorkonzept ist es moglich, die nach dem Semi-
morphismus-Prinzip definierten Grundverkniipfungen fiir reelle Gleitpunkt-
zahlen und den dariiber definierten Vektoren und Matrizen, sowie die ent-
sprechenden Intervalldatentypen iiber die iiblichen mathematischen Sym-
bole anzusprechen. Dies ermdglicht eine nahezu unverianderte Ubertragung
der mathematischen Notation des Verfahrens in ein modular aufgebautes
Programm zur Loésung linearer Optimierungsaufgaben mit automatischer
Ergebnisverifikation.

Lineare Optimierungsprobleme und
Anwendungsgebiete

Zahlreiche Fragestellungen aus Technik, Naturwissenschaften und Wirt-
schaftswissenschaften fithren auf Optimierungsaufgaben, die man zumin-
dest ndherungsweise durch ein mathematisches Modell beschreiben kann.
Ein lineares Optimierungsproblem, auch lineares Programm (LP) genannt,
behandelt die Aufgabenstellung, eine lineare Zielfunktion (f : IR" — IR)
unter Beriicksichtigung endlich vieler linearer Nebenbedingungen, die in
Gleichungs- und Ungleichungsform vorliegen, zu minimieren oder maximie-
ren.

Ein typisches Beispiel hierfiir stammt aus der Produktionsplanung. In
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einem Betrieb kénnen drei verschiedene Produkte P1, P2 und P3 unter Ver-
wendung von vier Ressourcen R1, R2, R3 und R4 (Rohstoffe, Maschinen
etc.) hergestellt werden. Die zur Herstellung einer Einheit eines Produktes
notwendigen Ressourcen, die Verfligharkeit der jeweiligen Ressourcen so-
wie der mogliche Gewinn je Einheit eines Produktes sind in der folgenden
Tabelle angegeben:

Ressourcen | P1 P2 P3| Kapazitdt
R1 13 2 30
R2 4 2 1 25
R3 3 4 3 45
R4 2 3 5 50
Gewinn 5 8 4

Man versucht nun die Mengen 1, x5, 3 der herzustellenden Produkte so zu
bestimmen, dafl der Gewinn maximal wird. Das fithrt zu der Aufgabe:

maximiere flz) = dxq + 8xg + 4as
unter den Nebenbedingungen 1 + 3xe + 223 < 30
41’1 + 21’2 + T3 S 25
31’1 —|— 41’2 —|— 41’3 S 45
21’1 + 31’2 + 51’3 S 50
und 120, 920, x32>0.

Diese Klasse von Optimierungsaufgaben hat besonders breiten Eingang
in viele Anwendungen aus den Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften
gefunden (siehe [51] und [533]). Die Ursache dafiir ist, daf} sehr viele kon-
krete Probleme in diese Aufgabenklasse fallen, die dann einheitlich mit ei-
nem sehr effizienten Berechnungsverfahren behandelt werden kénnen. Es
besteht auch ein Zusammenhang zwischen linearen Optimierungsproble-
men und Optimierungsaufgaben, die nicht-lineare Terme in der Zielfunk-
tion oder den Nebenbedingungen zulassen. Oft kann ein allgemeines Opti-
mierungsproblem durch sukzessive Lésung linearer Optimierungsprobleme
gelost werden. Fiir manche schwierige Aufgabenstellung kann die lineare
Programmierung zur Berechnung einer Naherungslésung verwandt werden.

Bei vielen wissenschaftlichen Beobachtungen ist es notwendig, zu einer
Funktion, die nur durch Meflwerte oder eine Kurve gegeben ist, einen analy-
tischen Ausdruck zu finden, der diese Funktion approximiert. Ein &hnliches
Problem kann sich auch bei einer Funktion ergeben, die durch eine Formel
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gegeben ist, wenn diese Formel entweder zu kompliziert oder tiir die gefor-
derten Zwecke ungeeignet ist (zum Beispiel wenn eine Funktion integriert
werden soll, ihr Integral aber nicht durch elementare Funktionen darstellbar
ist).

Sei beispielsweise auf dem reellen Intervall [a, b] eine stetige Funktion
f :la,b] = IR und ein von m stetigen Funktionen vy,...,v, : [a,b] — IR
erzeugter Funktionenteilraum V = {v = X7 a,v; | o € IR} gegeben (z.B.
mit v; = 2° die Menge der Polynome von maximalem Grade m). Gesucht
wird eine Funktion v € V. die f moglichst gut anndhert, wobei dies in der
folgenden Bedeutung gemeint ist:

i f(0) = max ) = 3 (o] (0.1)
Bei (0.1) spricht man von der besten Tschebyschew-Approximation.
Man betrachte zunédchst die diskrete Tschebyschew-Approximation

1 = ;= Vi, .2
Juin o) = max |f; ;avyl (0.2)

wobeil v;; die j-te Komponente des Vektors v; € IR" bezeichne. Nun ist V
ein von den m Vektoren vy, ..., v, erzeugter Teilraum des IR". Fithrt man
dann den Wert f(«) als eine neue Variable ein, d.h. a,41 := f(«), so ist
(0.2) &quivalent zu der folgenden linearen Optimierungsaufgabe:

minimiere Qpa1 (0.3a)

unter den Nebenbedingungen —ay,41 < fj — Zozivij < anq1 (0.3b)
=1

fir je{l,...,n}

Um jetzt eine Naherungsaufgabe fiir (0.1) zu bekommen, kann man n
Punkte #4,...,t, in [a, b] wahlen und die Aufgabe (0.3) mit

f]‘ = f(t]‘) und UZ']‘ = vi(t]‘) (04)

benutzen. Da es moglich ist, die Tschebyschew-Approximation (0.1) auf
die Losung eines allgemeinen (nicht-linearen) Gleichungssystems zuriick-
zufithren, kann die durch (0.3) und (0.4) erhaltene Naherungslosung als
Startwert bei der numerischen Behandlung dieses Gleichungssystems ver-
wendet werden.
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Neben den genannten, eher theoretischen Problemstellungen treten in
der Praxis oft &hnliche Optimierungsprobleme auf. In den Wirtschaftswis-
senschaften sind dies neben der Produktionsplanung auch Fragen der Preis-
politik und Personalplanung. Sténdig miissen hierbei Entscheidungen tiber
die Preisgestaltung getroffen werden, wobei die Finfliisse von Nachfrage,
langfristiger Produktionsentwicklung und gesamtékonomischen Einfliissen
in zum Teil sehr komplexen Modellen abgebildet werden. Auch am Kapi-
talmarkt gewinnen rechnergestiitzte Optimierungsverfahren, zum Beispiel
bei der Zusammenstellung des Portfolios eines Aktienfonds, an Bedeutung.
Modelle, die auf lineare Optimierungsprobleme fiithren, finden sich auch bei
Werkstoffanalysen und der Qualititssicherung. Bei der Uberpriifung der
Reinheit eines pharmazeutischen Produktes, die fiir eine Zulassung durch
die Aufsichtsbehorden garantiert sein muf, werden die (moglicherweise toxi-
schen) Reaktionsmoglichkeiten der im Produkt nachgewiesenen chemischen
Nebenprodukte abgeschitzt. Typische Problemstellungen ergeben sich auch
im Bereich des Transportwesens, wo etwa die Routenplanung und der Perso-
naleinsatz in einem Speditionsunternehmen ,alltdgliche* Optimierungsaut-
gaben sind. Auch die Bestiickung eines Flugzeuges und die Wechselwirkung
zwischen Flugstrecke, Gewicht, Wettereinfliissen und Kerosinverbrauch las-
sen sich in dieser Weise modellieren, um eine Minimierung der Kosten zu
erreichen [53].

Uberblick iiber die Entwicklung
der Losungsmethoden

In den Jahren vor 1984 wurde die Frage nach dem Loésungsalgorithmus fiir
lineare Optimierungsprobleme nahezu ausnahmslos mit einem Hinweis auf
die 1947 von George Dantzig entwickelte Simplex-Methode beantwortet [12].

Wie weithin bekannt ist, stellt die Simplex-Methode ein iteratives Ver-
fahren dar, das auf einer fundamentalen Eigenschaft aller linearen Optimie-
rungsprobleme beruht:

Eine optimale Lésung eines linearen Optimierungsproblems liegt
in einer Ecke des durch die linearen Nebenbedingungen definier-
ten konvexen zuldssigen Bereiches.

Ausgehend von einer Startecke bewegt sich der Simplex-Algorithmus in je-
dem Iterationsschritt zu einer benachbarten Ecke, wobei der Wert der Ziel-
funktion f verbessert wird. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis
keine Verbesserung mehr moglich ist. Die zuletzt bestimmte Ecke stellt
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eine optimale Losung dar. Aufgrund der Tatsache, dafl die Anzahl der
Ecken beschrankt und endlich ist, kann (unter schwachen Voraussetzungen )
die Konvergenz des Verfahrens garantiert werden.

Auch wenn alternative Strategien von Zeit zu Zeit vorgestellt und ge-
testet wurden, so erreichten diese Techniken bis in die jlingere Vergangenheit
den Simplex-Algorithmus in puncto Zuverlassigkeit und Geschwindigkeit
nicht. Aus diesem Grund blieb der Simplex-Algorithmus unumstritten die
Nummer 1 unter den Lésungsmethoden fiir lineare Optimierungsprobleme,
auch wenn hier die Problematik der theoretischen Komplexitat dieses Ver-
fahrens nicht unerwéhnt bleiben darf.

Eine derartige Fixierung auf die Simplex-Methode hatte unterschied-
liche Auswirkungen auf das Forschungsgebiet Lineare Optimierung. Aus
vornehmlich historischen Griinden umgibt sich der Simplex-Algorithmus
mit einer Vielzahl an Spezialausdriicken wie zum Beispiel zuldssige Basis-
Lésung oder Tableau, die wenig Ahnlichkeit zu Begriffen der allgemeinen
Optimierungstheorie haben, und sogar der Name Simplex-Algorithmus ist
mehrfach belegt. Dies liegt unter anderem an der unbestreitbaren militari-
schen Bedeutung des Forschungsgebietes und sollte Anfang der 40er Jahre
beim Kriegsgegner gezielt Verwirrung stiften [18]. Die lineare Optimierung
wurde daher von vielen als ein von der allgemeinen Optimierung vollstandig
unabhéngiges Gebiet betrachtet, was wiederum dazu fiithrte, dafl neue Ent-
wicklungen in der linearen Programmierung (fast) ausschliefilich Abwand-
lungen der Simplex-Methode waren.

Im Gegensatz dazu zeichnete sich das Gebiet der allgemeinen, nicht-
linearen Optimierung durch eine konstante Entwicklung neuer Methoden
und Strategien aus, wobei im Laufe der Zeit verschiedene Losungsmethoden
bevorzugt wurden. In den 60er Jahren wurden beschrankte Optimierungs-
probleme meist in unbeschrankte Teilprobleme tiberfiithrt, wobei insbeson-
dere Strafkostenverfahren wie das Penalty- oder Barriere-Verfahren zum
Einsatz kamen, die beide die Strategie verfolgen, eine zusammengesetzte
Funktion, die sowohl die Zielfunktion als auch den Einflufl der Nebenbedin-
gungen widerspiegelt, zu minimieren. Klassische Barriere-Verfahren, ange-
wandt auf Nebenbedingungen in Ungleichungsform, fithren auf eine zusam-
mengesetzte Funktion, die eine uniiberwindbare positive Singularitat (Bar-
riere) am Rand des zuldssigen Bereiches enthalt. Hierdurch wird in jedem
[terationsschritt eine strikte Zuléssigkeit der Iterierten wahrend des Appro-
ximationsprozesses garantiert. In den 70er Jahren wurden nicht-lineare be-
schrankte Optimierungsprobleme vorzugsweise mit Hilfe sequentieller qua-
dratischer Programmierungsmethoden, die eine Folge beschrankter Teilpro-
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bleme auf der Basis Lagrangescher Funktionen behandeln, gelost.

Obwohl Barriere-Methoden in den 60er Jahren vielfach eingesetzt und
eingehend analysiert wurden, haben sie in den 70er Jahren stark an Popula-
ritdt eingebiifit, nicht zuletzt wegen einerseits inhérent schlechter Kondition
des numerischen Verfahrens sowie andererseits deutlich geringerer Effizienz
im Vergleich zu alternativen Lésungsstrategien.

Aus heutiger Sicht stellt sich die Situation seit 1984 sowohl fiir lineare
als auch fiir allgemeine Problemstellungen in der Optimierung wesentlich
anders dar. Dies ist nicht zuletzt auf die unbefriedigende theoretische Kom-
plexitét des Simplex-Algorithmus zuriickzufithren.

Bei der Losung kleiner und mittlerer Probleme erweist sich die Simplex-
Methode unverandert als extrem effizient, wobei die Anzahl der Iterationen
allgemein nur ein kleines Vielfaches (2-3) der Problemgrofie betragt. Da
die Zahl der Ecken des zuldssigen Bereiches, der durch ein (LP) definiert
wird, endlich ist, konvergiert das Verfahren in der Regel — allerdings kann
die Anzahl der Ecken exponentiell mit der Dimension des Problems wach-
sen. Das bekannteste Beispiel in diesem Zusammenhang ist der ,twisted
cube® (Klee/Minty [33]), der ein lineares Optimierungsproblem mit n Un-
bekannten und 2n Nebenbedingungen représentiert. Die Standardversion
des Simplex-Algorithmus mit Pivotisierung passiert in diesem Fall alle 27
Ecken des zuldssigen Bereiches. Der ,worst case* Aufwand des Simplex-
Verfahrens, das heifit die maximale Anzahl arithmetischer Operationen, die
zur Losung eines allgemeinen (LP) notwendig sind, hangt dementsprechend
exponentiell von der Dimension des Problems ab. Der grofie Unterschied
zwischen in praktischen Anwendungen festgestelltem O(3n) und worst case
Aufwand O(2") ist allerdings ein bisher ungeldstes Phanomen. Ob zum
Beispiel eine (bisher unentdeckte) Pivotisierungsstrategie die Komplexitat
des Simplex-Algorithmus verringern kénnte, ist eine offene Frage.

Seit in den 60er und 70er Jahren Komplexitédtsuntersuchungen an Be-
deutung gewonnen haben, besteht eine weitgehende Ubereinstimmung, daB
ein Algorithmus nur dann als schnell bezeichnet wird, wenn sein Aufwand
polynomial beschrénkt ist. Dies bedeutet, dafl die Zahl der Operationen,
die zur Losung der Problemstellung ben&tigt werden, durch ein Polynom in
n nach oben beschrénkt werden kann. Die Simplex-Methode erfiillt diese
Bedingung eindeutig nicht. Obwohl sich das Verfahren in der Praxis auch
bei Problemen grofler Dimensionen erfolgreich einsetzen lieff und 148t, blieb
die Suche nach einem beweisbar polynomial beschrankten Algorithmus ein
zentrales Thema.

1979 verdffentlichte Leonid Khachian [30] den ersten Algorithmus zur
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Lésung linearer Optimierungsprobleme, dessen Aufwand polynomial be-
grenzt ist. Khachians Ellipsoid-Methode beruht aut bekannten Techniken
der allgemeinen, nicht-linearen Optimierung, die unter anderem auf Shor,
Yudin und Nemirovsky [48] zuriickgehen. Beachtenswert ist die Tatsache,
dafl Khachians Theorie unabhangig von den kombinatorischen Figenschaf-
ten linearer Optimierungsprobleme ist. Statt dessen wird eine Folge von
Ellipsoiden konstruiert, wobei jedes Folgenelement die optimale Lésung
enthélt und gleichzeitig echt im Inneren des vorhergehenden Folgenelemen-
tes liegt. Die Ellipsoid-Methode generiert verbesserte Iterierte im Sinne ei-
ner sukzessiven monotonen Verkleinerung der Umgebung der Losung. (Die
Iterierten, die durch die Simplex-Methode generiert werden, tithren eben-
falls zu einer verbesserten Naherung der Losung, indem der Zielfunktions-
wert verbessert wird. Es wird allerdings keine Information iiber die Néhe
zur tatsachlichen Losung gegeben.)

Wesentlich in Bezug auf den polynomialen Aufwand der Ellipsoid-
Methode sind die sogenannten &ufleren und inneren Schranken der opti-
malen Losung. Die &uflere Schranke garantiert ein einschlielendes Anfangs-
ellipsoid zu Beginn des Verfahrens. Die innere Schranke, die eine geforderte
Néahe zur exakten Losung garantiert, wird durch die Grofle des zuletzt be-
stimmten Ellipsoids definiert.

Trotz der Eigenschaft, dal der Aufwand des Verfahrens polynomial be-
grenzt ist, erwies sich die Ellipsoid-Methode in praktischen Anwendungen
als wenig erfolgreich. Der Aufwand zur Loésung praktischer Optimierungs-
probleme lag fast immer in der Gré8enordnung des ,,worst case® und der ist,
wenn auch polynomial begrenzt, sehr grofl. Dementsprechend behielt der
Simplex-Algorithmus seine Vorrangstellung in allen praktischen Laufzeitver-
gleichen. Die Entwicklung der Ellipsoid-Methode fithrte auf die unerwartete
Anomalie, daf} ein Algorithmus, dessen Aufwand theoretisch polynomial be-
grenzt ist, im Vergleich mit einem Algorithmus mit exponentiellem ,worst
case” Aufwand in Bezug auf die Geschwindigkeit in der Praxis schlechter
abschneidet. Die Frage nach einem Losungsalgorithmus fiir lineare Opti-
mierungsprobleme, dessen Aufwand polynomial begrenzt ist und der in der
Praxis effizient einsetzbar ist, blieb daher offen.

Die Ankiindigung Narendra Karmarkars [27] 1984, eine neue Innere-
Punkt-Methode entwickelt zu haben, deren Aufwand polynomial begrenzt
ist und die im praktischen Vergleich mit dem Simplex-Algorithmus konkur-
renzfdhig und oft sogar iiberlegen ist, hat zu immensem 6ffentlichen Inter-
esse gefiihrt. In Praxis und Forschung wurden daraufhin zahlreiche Unter-
suchungen durchgefiihrt, die die vorteilhaften Eigenschaften des Karmarkar-
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Algorithmus auch fiir sehr grofie Anwendungen bestétigten [36]. Als duflerst
problematisch erwies sich zunéchst die theoretische Untersuchung des Al-
gorithmus auf Grund seiner komplizierten Darstellung und seiner schein-
bar geringen Verwandtschaft zu bekannten Verfahren. Dies verzogerte eine
marktfadhige Implementierung mit universeller Einsetzbarkeit bis 1989. Erst
als es Gill u.a. [19] gelang, eine Aquivalenz zwischen Karmarkar-Algorithmus
und den klassischen Barriere-Methoden zu zeigen, was zu einer wesentlichen
Vereinfachung der Herleitung, Motivation und des Verstdndnisses fiihrte,
fand eine intensive Forschung im Bereich der Grundlagen der linearen und
allgemeinen Optimierung statt. Im Gegensatz zum Simplex-Algorithmus
sind Innere-Punkt-Methoden ganz offensichtlich auch auf allgemeine Pro-
blemstellungen anwendbar, denn Barriere- und Penalty-Verfahren sowie
die Methoden der Lagrangeschen Multiplikatoren wurden gerade fiir diese
Zwecke entwickelt. Es ist inzwischen gelungen, quadratische, nicht-linear
konvexe und zum Teil kombinatorische Probleme erfolgreich mit Innere-
Punkt-Methoden zu 16sen [28].

Die zentrale Strategie der Innere- Punkt-Methode ist die Konstruktion ei-
ner Folge kontinuierlich parametrisierter, unbeschréankter Optimierungspro-
bleme, deren Losungen asymptotisch gegen die exakte Losung konvergieren.
Das Verfahren 1a8t sich ganz grob wie folgt beschreiben.

1. Wéhle einen Parameter p > 0.

2. Konstruiere ein (zum Ausgangsproblem asymptotisch &quivalentes)
unrestringiertes Optimierungsproblem beziiglich des Parameters .

3. Lose das unrestringierte Optimierungsproblem unter Verwendung
klassischer (allgemeiner) Verfahren.

4. Berechne den Zielfunktionswert.

5. Priife, ob der Zielfunktionswert hinreichend nahe am Optimum liegt.
Falls nein: verkleinere den Parameter ¢ und gehe zu 2;
sonst: Loésung gefunden.

Ausgehend von einem (strikt) zuldssigen Startpunkt im Innern des
zuldssigen Loésungsbereiches nédhert sich der Iterationsprozefl in jedem
Schritt des Karmarkar-Algorithmus der exakten Losung an, wéhrend der
Parameter p gegen 0 geht. Auf Grund von Barriere-Termen wird ein Ver-
lassen des zuldssigen Bereiches verhindert. Kurze und tibersichtliche Be-

schreibungen des Verfahrens finden sich in [45], [55] und [63].
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Anforderungen an aktuelle Algorithmen und
Implementierungen

Bei komplexen Problemstellungen, die mathematisch formuliert und nume-
risch gel6st werden kénnen, ist der Einsatz leistungstdhiger Prozessoren und
moderner Rechnerarchitekturen Stand der Technik. Bei der Entwicklung
neuer Rechnergenerationen stehen seit langem Rechengeschwindigkeit und
Speicherkapazitat als Fortschrittsziele an erster Stelle. Die beeindruckenden
Erfolge auf diesem Gebiet erméglichen die Bearbeitung immenser Daten-
mengen, wie sie beispielsweise bei Optimierungsmodellen in der Produkti-
onsplanung grofler Industrieunternehmen auftreten, mit akzeptablem Zeit-
aufwand. Vielfach werden Modelle entsprechender Dimension, das heif}t
mehrere tausend Unbekannte und einige tausend Nebenbedingungen, bei
Simulationen und Parameterstudien eingesetzt. Berechnungen dieser Art
werden in der Regel unter Verwendung der von der Hardware-Industrie zur
Verfiigung gestellten Gleitpunktarithmetik durchgefiithrt. Diese Technik, bei
der die tatsdchlichen reellen Operationen durch Gleitpunktoperationen er-
setzt werden, birgt aber bei jeder ausgefithrten Rechenoperation die Gefahr
von Rundungsfehlern und Ausléschungen in sich, die das Berechnungsergeb-
nis zum Teil erheblich verfélschen kénnen. Im Falle linearer Optimierungs-
probleme kann dies zu Losungen fithren, die Nebenbedingungen verletzen
oder die weit entfernt von der tatséchlich optimalen Lésung liegen. Es
ist auch méglich, dafl ein Ergebnis fiir eine Optimierungsaufgabe berech-
net wird, obwohl sie gar keine zulédssige Lésung besitzt oder obwohl ihre
Zielfunktion unbeschrankt ist (siehe Kapitel 4). Solch fehlerhafte Ergeb-
nisse konnen mittels herkémmlicher Fehlerrechnung wegen der uniiberseh-
baren Anzahl an Rechenoperationen weder kontrolliert noch durch simple
Plausibilitatsuntersuchungen iiberpriift werden. Zur Uberwindung dieser
Problematik mufl der Rechner in die Lage versetzt werden, automatisch
die Kontrolle seiner Berechnungen durchzufiihren. Dies wird durch die
Definition einer Rechnerarithmetik nach mathematischen Gesichtspunkten
ermoglicht, bei der die Grundoperationen fiir reelle Gleitpunktzahlen nach
dem Semimorphismus-Prinzip bestimmt werden. Diese wurde von Kulisch

und Miranker in [39], [41] und [42] angegeben.

Auf der Basis einer prézise definierten Rechnerarithmetik ist die Imple-
mentierung einer Intervallarithmetik moglich, die als zentrales Hiltsmittel
der Ergebnisverifikation dient. Die Realisierung dieser Hilfsmittel ist in die
wissenschaftlichen Programmiersprachen PASCAL-XSC [31], C-XSC [32]
und ACRITH-XSC [61] integriert. Durch ein allgemeines Operatorkonzept
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ist es moglich, die reellen Grundoperationen sowohl fiir Skalare als auch fiir
Vektoren und Matrizen sowie die entsprechenden Intervalldatentypen mit
den iiblichen mathematischen Symbolen anzusprechen.

Neben diesen hardware-nahen Hilfsmitteln der Arithmetik und der Pro-
grammiersprache gilt in der Numerik ein wesentliches Augenmerk der al-
gorithmischen Seite der Problemlésung komplexer Aufgabenstellungen. Es
wird allgemein verlangt, dafl der Rechenaufwand fiir die Lésung eines Pro-
blems abhéangig von dessen Dimension polynomial begrenzt bleibt, um in
der Praxis mit vertretbaren Rechenzeiten arbeiten zu kénnen. Da gerade
auf diesem Gebiet der Simplex-Algorithmus wegen des exponentiellen An-
stiegs seines theoretischen Rechenaufwandes teilweise unbefriedigende Er-
gebnisse liefert, fiihrten zahlreiche Forschungsprojekte auf die Innere-Punkt-
Methoden, fiir die ein nur polynomiales Anwachsen des Rechenautwandes
mit der Problemdimension beweisbar ist. Wenig Engagement gab es dem-
gegeniiber auf dem Gebiet der Kontrolle der Berechnungsergebnisse, der
sogenannten automatischen Ergebnisverifikation. Die von einem (schnel-
len und effizienten) Losungsalgorithmus gelieferten Berechnungsergebnisse
muften aufgrund der Uniiberschaubarkeit der ausgegebenen Datenmengen
quasi ,geglaubt® werden und konnten nur durch Vergleichsrechnungen mit
leicht verédnderten Anfangswerten und Randbedingungen ,iiberpriift® wer-
den. Daf} derartige ,,Plausibilitatspriifungen® keine Garantie iiber die Kor-
rektheit der Berechnungsergebnisse liefern kann, liegt auf der Hand. Mitte
der 80er Jahre wurden daher von Rump [57] und Jansson ([24], [25]) Un-
tersuchungen durchgefiihrt, die zu einem a-posteriori Verfahren zur Verifi-
kation der Berechnungsergebnisse des Simplex-Algorithmus fithrten. Eine
prazise Beschreibung und eine frei verfiighare Implementierung des Verfah-
rens findet sich in [20]. Auch auf dem verwandten Gebiet der globalen
Optimierung hat es in den letzten Jahren eine Vielzahl von Aktivitaten und
Lésungsstrategien zur automatischen Ergebnisverifikation gegeben, die zum
Teil sogar im Vergleich des Rechenaufwandes herkémmlichen Naherungsver-

fahren tiberlegen sind. Veréffentlichungen hierzu stammen unter anderem
von Csendes [11], Jansson [26] und Ratz [54].

Fiir die Innere-Punkt-Methode, die den ,state of the art“ Losungsal-
gorithmus fiir grofle lineare Optimierungsprobleme darstellt, ist die Veri-
fikation der Berechnungsergebnisse allerdings noch eine offene Frage. Zur
SchlieBung dieser Wissensliicke leistet die vorliegende Arbeit einen Beitrag.
Es wird eine geschlossene Zusammenstellung der mathematischen Grundla-
gen der linearen Optimierung (Optimalitatshbedingungen, konvexe Optimie-
rung) gegeben. Darauf aufbauend werden die drei wesentlichen Komponen-
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ten der Innere-Punkt-Methode — das Barriere-Verfahren, die Methode der
Lagrangeschen Multiplikatoren und das Newton-Verfahren — vollstindig
hergeleitet und mit einzelnen Beispielen beschrieben. Unter Verwendung
dieser Komponenten folgt eine kompakte und {ibersichtliche Darstellung
der primal-dualen Innere-Punkt-Methode und eine detaillierte Beschreibung
der fiir die Verifikation der Berechnungsergebnisse notwendigen Ergénzun-
gen des Algorithmus. Um den Nachteil des asymptotischen Verfahrens, das
immer nur eine Naherung, nicht aber einen Einschluff der exakten Loésung
liefern kann, zu iiberwinden, werden in einem anschlieBenden direkten Veri-
fikationsschritt alle optimalen Basis-Losungen bestimmt. Zusammenfassend
wird ein vollstindiger selbst-verifizierender Losungsalgorithmus fiir lineare
Optimierungsprobleme présentiert und bis zur praktischen Einsetzbarkeit
implementiert. Der Algorithmus garantiert Aussagen sowohl {iber die Exi-
stenz einer Losung, als auch tiber deren Optimalitit und Zulassigkeit. Es
werden Einschliefungen fiir den optimalen Zielfunktionswert und fiir gege-
benenfalls alle optimalen Basis-Losungen bestimmt. Falls méglich, wird die
Eindeutigkeit der bestimmten optimalen Lésung verifiziert. Zur automati-
schen Uberpriifung dieser Aussagen auf dem Rechner werden die Hilfsmit-
tel der Rechner- und Intervallarithmetik eingesetzt und die Prinzipien der
Fixpunkttheorie ausgenutzt. Durch die Implementierung in PASCAL-XSC
kann einerseits die mathematische Notation der entwickelten Algorithmen
beibehalten werden, und es ist andererseits moglich, das entstandene Pro-
gramm auf alle gdngigen Rechnerplattformen zu iibertragen. Eine austiihr-
bare Version der Verfahrens fiir Personal Computer und Workstations wird
auf einem allgemein zugénglichen FTP-Server der Universitdt Karlsruhe
zur Verfligung gestellt.



Kapitel 1

Mathematische und
arithmetische Grundlagen

1.1 Bezeichnungen und Darstellungen

In der vorliegenden Arbeit bezeichnet stets

IR die Menge der reellen Zahlen,
R" die Menge der n-dimensionalen Vektoren iiber IR und
IR die Menge der (m x n)-Matrizen tiber IR.
Fiir einen Vektor x € IR™ bzw. eine Matrix A € IR™*" werden die Kompo-

nenten durch untere Indizes und Aufzéhlungen oder Folgen von Vektoren
bzw. Matrizen durch obere geklammerte Indizes gekennzeichnet. Es be-

zeichnet
v, € IR die -te Komponente des Vektors z,
) e IR" den k-ten Vektor in einer Aufzdhlung oder Folge,
e € IR" den n-dimensionalen Einsvektor, d.h. e; = 1,
a;. € IR" die i-te Zeile der Matrix A,
a.; € IR" die ¢-te Spalte der Matrix A,
a;; € IR die j-te Komponente der i-ten Zeile der Matrix A,
AT ¢ R™™ die Transponierte der Matrix A,
Al e R die Inverse der Matrix A und

diag(z) = X € IR"*" die (n X n)-dimensionale Diagonalmatrix mit

X“' = Z;.
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Fiir die inneren und &ufleren Multiplikationen von reellen Zahlen, Vekto-
ren und Matrizen wird stets das Symbol ,,-“, das wie iiblich auch weggelassen
werden dart, verwandt. Das Skalarprodukt zweier Vektoren a,b € IR" wird
somit beispielsweise bezeichnet durch

GT'b:Zai'bi.
=1

Fiir eine reelle Funktion f: D C IR" — IR mit f € C*(D) bezeichnet

()
2L(r)
Vi) =| "
(@)
den Gradienten von f und
92 f 92 f 92 f
@(l’) Az 0w (l’) T Oz dmp (l’)
92 f 92 f 92 f
sz(l') _ dzodzq (l’) @(l’) T Oz dzp (l’)
92 92 92
axnafl’l (l’) awnafl’g (l’) e ﬁ(l’)

die Hesse-Matrix von f.
Fiir eine reelle Funktion g : D C IR™ — IR™ mit ¢ € C*'(D) bezeichnet

%(:p) %(:p) %(:p)

S2(y) Sn(y) ... D2(y

gy = By = | # #=) )
Oz :

() ) . fm()

die Jacobi-Matriz von g.
Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix fiir m = n symmetrisch,

und es gilt auBerdem mit g(x) = Vf(x) die Beziehung J,(x) = V*f(z) [60].

Definition 1.1.1 Sei A € IR"*" eine symmetrische Matrix und = € IR",
dann heifit der Ausdruck

Q(A,x) = Y Ajjusx;

1,5=1

quadratische Form von A und x. Die Matrix A heiflt dann
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positiv definit, wenn gilt Q(A,x) > 0, fiir alle x # 0,
positiv semidefinit, wenn gilt Q(A,x) > 0, fiir alle 2 # 0.

Spezielle Bezeichnungen der Optimierungstheorie sind

(LP) das (primale) lineare Optimierungsproblem in Standard-
form,

GrundLLP) das (primale) lineare Optimierungsproblem in Grundform,

(

(DP) das duale lineare Optimierungsproblem,

(ECP) das durch Gleichungen beschrankte Optimierungsproblem,

(ICP) das durch Ungleichungen beschriankte Optimierungspro-
blem,

B(x | u)  die Barriere-Funktion bzgl. des Barriere-Parameters g,
L{x, ) die Lagrangesche Funktion,

B bzw. N die Menge der Basis- bzw. Nichtbasis-Indizes,

B; bzw. v;  Basis- bzw. Nichtbasis-Index,

A\ B die Menge A ohne die Menge B und
Ap die Teilmatrix der Matrix A bestehend aus den Spaltenvek-
toren (au gy, ..., aup,,)-

1.2 Rechnerarithmetik

Da auf einer Rechenanlage nur endlich viele Zahlen darstellbar sind, muf} die
Menge der reellen Zahlen auf eine Teilmenge, die sogenannten Gleitpunkt-
zahlen oder auch Maschinenzahlen, abgebildet werden. Entsprechendes gilt
fiir die Vektoren und Matrizen iiber den reellen Zahlen. Auflerdem miissen
auch die exakten arithmetischen Grundoperationen 4+, —, - und / fiir die
inneren und dufleren Verkniipfungen der reellen Rdume auf dem Rechner
durch die sogenannten Gleitpunktoperationen oder auch Maschinenopera-
tionen approximiert werden. Kontrolliertes wissenschaftliches Rechnen auf
einer Rechenanlage erfordert daher eine mathematisch exakte Definition
der Rechnerarithmetik. Diese wurde von Kulisch und Miranker in [39], [40],
[41] und [42] angegeben. In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten
Begriffe und Schreibweisen aus diesem Bereich erlautert.
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Es bezeichnen stets

R die Menge der Maschinenzahlen,
VR  die Menge der n-dimensionalen Vektoren tiber R und
MR die Menge der (m x n)-Matrizen {iber R.

Die reellen Raume werden so auf die Maschinenrdume abgebildet, dafl gilt

R > R
VIR > VR
MIR > MR

Abbildung 1.1: Die Rdume des numerischen Rechnens (Teil 1)

Im folgenden sei S ein Raum der linken Spalte und 7' der zugehorige
Raum der rechten Spalte aus Abbildung 1.1.

Definition 1.2.1 Die Abbildung O : S — T mit den Eigenschaften

(R1) Oa=a firalleaeT, (Projektion)

(R2) «<b = Oa<Ob firallea,be s (Monotonie)

heilt Rundung. Eine Rundung heifit antisymmetrisch, wenn gilt
(R3) O(—a)=—-0Oa firalleaeS.

Eine Rundung heifit nach unten gerichtet (nach oben gerichtet), wenn gilt
(R4) Oa<a¢ (Qa>a) firalleacS.

Alle inneren und duBeren Verkniipfungen 4+, —, - und / in S werden durch
die Gleitpunktverkniipfungen B, H, @ und [ in T" approximiert, die tiber
das Prinzip des Semimorphismus definiert sind.

Definition 1.2.2 Eine antisymmetrische Rundung O : S — T heifit Semi-
morphismus, wenn alle inneren und dufleren Verkniipfungen in 7' durch

(RG) a@b:=0(ao0b) firallea,beT undo e {+,—,-/}

definiert sind.
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Die dadurch erklarten Verkniipfungen fiir Elemente aus T werden stets
zunachst in S ausgefithrt und das FErgebnis erst dann wieder nach T' gerun-
det. Semimorphe Verkniipfungen sind damit von mazimaler Genauigkeit,
in dem Sinne, daf} zwischen dem in S berechneten Verkniipfungsergebnis
a o b und seiner Approximation a @ b in T" kein weiteres Element aus T'
liegt (vgl. [39], [41]). Fiir die Produktraume ist dies komponentenweise zu
verstehen.

Beispiel 1.2.1 Das Skalarprodukt zweier Gleitpunktvektoren a,b € VR
wird {iber den Semimorphismus definiert durch

an::D(a-b):D(gai-bi).

Bemerkung: Nachfolgend wird das zuvor als allgemeines Rundungssymbol
gebrauchte Zeichen O fiir die antisymmetrische Rundung zur nachstgelege-
nen Maschinenzahl verwandt. Die nach unten bzw. nach oben gerichteten
Rundungen zur néchstkleineren bzw. nachstgroferen Maschinenzahl wird
mit 7 bzw. A bezeichnet. Fiir sie gilt die Identitét

V(—z)=—Ax firallex e S.

Die Bezeichnung fq(x) wird fiir die Maschinenauswertung einer Funktion
f, d.h. einer Berechnung des Funktionswertes unter Verwendung der ge-
rundeten Operationen H, B, O und [, verwendet. Der Begriff maximale
Genauigkeit wird auch im Zusammenhang mit Maschinenauswertungen fq

von Funktionen f : IR — IR, die durch
folz) :=0(f(2))

ebenfalls {iber den Semimorphismus definiert sind, verwandt.

1.3 Intervallarithmetik

Das wesentliche Hilfsmittel zur Berechnung von Schranken fiir die Lésung
eines numerischen Problems und damit zur Gewinnung von garantierten
Aussagen ist die Intervallrechnung. Fine ausfiihrliche Definition und Dar-
stellung der Intervallrechnung findet sich in [2], [3] oder [47], eine Einfithrung
z.B. in [20]. Die Behandlung der zugehorigen Maschinenintervallarithmetik
wird in [39] und [41] beschrieben. Im folgenden wird eine Zusammenstellung
der wichtigsten Begriffe und Eigenschaften gegeben.
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Definition 1.3.1 Die Menge [a] := [a,a] := {z € R | a < x < @} mit
a,a@ € IR heifit reelles Intervall.

a = inf a heiit Infimum oder Unterschranke von [a], @ = sup a heilit Supre-
mum oder Oberschranke von [a].

Ein Intervall [a] heiflt Punktintervall , wenn gilt ¢ = @.

Bezeichnet [IR die Menge der Intervalle iiber IR, so kann man weiter in
Analogie zu den Raumen iiber den reellen Vektoren VIR, sowie den reellen
Matrizen M IR die Réume VI IR bzw. M IR der Vektoren bzw. der Matrizen
iiber den reellen Intervallen einfithren. Entsprechendes gilt wiederum fiir die
Komplexifizierungen I€', VIQ und MI1C dieser Raume. In der Abbildung
1.2 ist der Zusammenhang zwischen den Rédumen der reellen Intervalle und
denen der Maschinenintervalle noch einmal graphisch dargestellt.

IR D IR
VIR > VIR
MIIR > MIR

Abbildung 1.2: Die Rdume des numerischen Rechnens (Teil 2)
Vergleiche und Teilmengenbeziehungen werden mengentheoretisch inter-

pretiert und sind fiir Vektoren und Matrizen genau dann erfiillt, wenn sie
fiir alle ihre Komponenten erfillt sind. Fiir [a], [b] € TR gilt

[a] =[] <= a=bA a@a=0b, (1.1)
[a] T[] <= a>b A a<h, (1.2)
[d) C[b] < a>bAa<b (1.3)

Die Verbandsoperationen N und U fiir [a], [b] € [IR sind definiert durch

[6] := [max{a,b}, min{a,b}], (Schnitt)
[b] := [min{a,b}, max{a,b}], (Intervallhiille)

wobei [a] N [b] nur definiert ist, falls max{a, b} < min{@, b} erfiillt ist. Die
intervallarithmetischen Operationen werden definiert durch

[a]o [b] :={aob]|a€[a], be b}, (1.4)
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wobei [a],[b] € IR und o € {+,—,-,/}. Die explizite Berechnung dieser
Intervalloperationen kann durch

@] + [0] = la+b a+d],

[a] — [0] = [a—b, a-1,

[a) - [b] = [min{ab,ab,ab,ab}, max{ab,ab,ab,ab}],
[a] / [b0] = [a.a] [1/b, 1/b] fir O ¢ [0]

erfolgen. Dabei kann die Bildung des Minimums bzw. des Maximums in
der Multiplikation durch vorherige Untersuchung der Intervallgrenzen in
den meisten Féllen vermieden werden.

Addition und Multiplikation sind kommutativ und assoziativ, es gilt
jedoch nur die sogenannte Subdistributivitit

[a] - (6] + [€]) € [a] - [0] + [a] - [¢] (1.5)

fiir Intervalle [a], [b], [c] € TIR. Eine weitere, zentrale Eigenschaft der Inter-
valloperationen ist die Inklusionsisotonie

a€la) N be[b] = aobé€la]old]
[a] S [e] A [b] Cld] = [a]o[b] € [c]o]d]

fir alle o € {4+, —,-,/} mit a,b € IR und [a], [b],[c], [d] € TIR.
Fiir [a] € TIR kann man die folgenden Hilfsgrofen definieren:

m(la]) = %(g +a) (Mittelpunkt),
d([a]) = @—a (Durchmesser),
|[a]] := max{|z| |z € [a]} (Betrag).

Mittelpunkt, Durchmesser und Betrag sind fiir Vektoren und Matrizen je-
weils komponentenweise definiert. Fiir [a], [b] € IR gelten die Beziehungen

d(la] £[0]) = d([a]) + d([b]), (1.6)
d(la] -[o]) < d([a]) - |[o]] + d([b)) - |[all, (1.7)
]+ (6]l < |la]l + [[0]], (1.8)
la] - [81] = |la]l - [[8]]- (1.9)

Die Beweise finden sich z.B. in [2].
Mit Hilfe der Intervallarithmetik ist es moglich, den Wertebereich ei-
ner Funktion einzuschliefen. In diesem Zusammenhang verwenden wir fiir

Funktionen f: D — IR mit D C IR oder D C IR" die Bezeichnungen
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f([z]) fur den Wertebereich von f, d.h. {f(x) |« € [¢]}, und

fu([x]) fur die Intervallouswertung der Intervallerweiterung oder auch
FEinschlieffungsfunktion f; von f,

wobei fiir f([z]) und f;([z]) stets die Beziehung

fz]) € fo(l=])

gilt. Entsprechende Bezeichnungen gelten auch fiir vektorwertige Funk-
tionen. Die natirliche Intervallerweiterung einer Funktion f erhdlt man,
indem man alle auftretenden Variablen durch entsprechende Intervalle und
alle Operationen durch die zugehorigen Intervalloperationen ersetzt. Fiir
Punktintervalle bzw. Punktintervallvektoren als Argumente von f gilt stets

fle) = fule)

Auch fiir die Intervallerweiterungen gilt die Inklusionsisotonie

a€la] = f(a) € fy(la])
[a] C[b] = fy([a]) € fu([0]).

Beim Rechnen mit Intervallen auf einer Rechenanlage mufl die Menge
der reellen Intervalle auf die Menge der Maschinenintervalle abgebildet wer-
den. Dazu werden die Intervallgrenzen durch gerichtete Rundungen auf
Maschinenzahlen abgebildet. Man beachte jedoch, daf ein Intervall auch
nach diesem Ubergang auf ein Maschinenintervall

la] :=[a,a] C [Va, Aa] :={x € R|Va <2 < AG va, Au € R}

samtliche reellen Werte zwischen den Grenzen reprasentiert, also nach wie
vor das gesamte Kontinuum abdeckt. Entsprechendes gilt fiir die Vektoren
und Matrizen tiber den reellen Intervallen. Somit miissen auch die exakten
arithmetischen Grundoperationen +, —, - und / fiir die inneren und &ufe-
ren Verkniipfungen der reellen Intervallrdume auf dem Rechner durch die
sogenannten Maschinenintervalloperationen approximiert werden.

Im folgenden sei 1.5 ein Raum der linken Spalte und I'T" der zugehorige
Raum der rechten Spalte aus Abbildung 1.2.

Definition 1.3.2 Die Abbildung & : 1S — [T mit den Eigenschaften

(R1)  Ola]=[a] furalle [a] € IT,
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(R2)  [a¢] €[] = Ola] € OB fir alle [a], [b] € 19,
(R3)  O(—[a]) = =Cla]  fir alle [a] € 1S,
(R4)  [a] € Ola] fiir alle [a] € 15,

heifit antisymmetrische, nach aulen gerichtete Rundung oder auch Inter-
vallrundung. Die Rundung < ist eindeutig bestimmt (vgl. [39], [41]).

Alle inneren und &uBeren Verkniipfungen +, —, - und / in 1S werden
durch die Maschinenintervallverkniipfungen €, &, <& und ¢ in [T appro-
ximiert, die tiber das Prinzip des Semimorphismus durch

(RG)  [a] @ [b] :== O([a] o [b]) fiwr alle [a], [b] € IT
und o € {+,—,-,/}

definiert sind.

Die Inklusionsisotonie gilt fiir die Maschinenoperationen in der Form
€Ela] ANbeb] = aobela]olb Cla] © [}
[ Al Cld = [a] & [b] €O [d]

N =

[a]
fir alle o € {4+, —,-,/} mit a,b € T und [a], [b],[c], [d] € IT.

Die Bezeichnung fo([x]) wird fiir die intervallméfiige Maschinenauswer-
tung einer Funktion f, d.h. einer Berechnung einer Obermenge des Funk-
tionswertebereiches auf [x] unter Verwendung der gerundeten Operationen
&, &, & und ¢, verwendet. Der Begriff maximale Genauigkeit wird

auch im Zusammenhang mit Maschinenauswertungen fo von Funktionen

f:1IR — IIR, die durch

ebenfalls {iber den Semimorphismus definiert sind, verwandt.

1.4 Allgemeine Optimierungsprobleme

Ein Optimierungsproblem behandelt die Aufgabenstellung, eine Funktion
[+ IR" — IR beziiglich einer Teilmenge M des IR" zu optimieren. Die
Menge M wird durch endlich viele Nebenbedingungen in Gleichungs- oder
Ungleichungsform beschrieben.
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Definition 1.4.1 Gegeben seien eine Funktion f : I[R" — IR und eine
Menge M C IR"™. Das allgemeine Optimierungsproblem stellt man in der
Form

min f(x) (1.10)

zeM

dar. Man sagt auch, daf§ die Funktion f unter der Nebenbedingung © € M
zu minimieren ist.

Die zu minimierende Funktion f des Optimierungsproblems (1.10) heifit
Zielfunktion. Die Menge M wird zuldssiger Bereich genannt. Ein Punkt
x € IR" heiBt zulissiger Punkt von (1.10), wenn x € M gilt. Ein Punkt
T € M mit f(Z) = min f(x) fir alle # € M heifit optimale Losung von
(1.10).

Definition 1.4.2 Im Gebiet der Optimierungstheorie unterscheidet man
zwischen unrestringierten Optimierungsproblemen (ohne Nebenbedingun-
gen), bei denen der zuléssige Bereich der gesamte IR" ist, und restringierten
Optimierungsproblemen (mit Nebenbedingungen), deren zuldssiger Bereich
eine echte Teilmenge des IR™ ist. In der Regel wird der zuléssige Bereich M
durch Ungleichungen der Form

gi(z)>0 (t=1,...,m) (1.11)

mit ¢; : IR" — IR beschrieben, d.h. M = {& € R" | ¢g;/(x) > 0,0 =
L,...,m}.

Definition 1.4.3 Das durch (1.10) beschriebene Problem heifit nicht-line-
ares Optimierungsproblem, falls mindestens eine der Funktionen aus (1.11)
oder f selbst nicht-linear ist.

Definition 1.4.4 Unter einem linearen Optimierungsproblem, auch linea-
res Programm (LP) genannt, versteht man die Aufgabenstellung, eine li-
neare Funktion unter Beriicksichtigung endlich vieler linearer Restriktionen
zu optimieren. Dargestellt wird dies in der Standardform:

minimiere  f(z) = clz
(LP) unter den Nebenbedingungen — Az = b
und x > 0

wobei z € IR" der Variablenvektor der zu optimierenden Zielfunktion
f(z) = Tz ist, ¢ € IR". Die Nebenbedingungen werden durch eine (m x n)
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Matrix A und einen m-dimensionalen Vektor 6 bestimmt. z > 0 heiBt Vor-
zeichenbedingung oder Nichtnegativititsbedingung, wobei 0 fiir den Nullvek-
tor steht und die Relation ,,>“ komponentenweise gilt. Nebenbedingung
und Vorzeichenbedingung werden unter dem Begriff Restriktionen zusam-
mengefafit. Bezeichnet die Menge

M:={reR"| Az = b,z >0}
den zuldssigen Bereich, dann 148t sich (LP) alternativ als

min ¢! z
zeEM

schreiben (vgl. (1.10)).

Es gilt allgemein fiir ein korrekt gestelltes (LP), dal A vollen Rang hat
und daf}

m<n

ist, d.h. die Zeilenzahl der Matrix A ist kleiner als die Spaltenzahl. Aufgrund
der Theorie der linearen Gleichungssysteme miifite namlich im Fall m > n
(mindestens) eine der folgenden Aussagen zutreffen:

e Durch Az = b ist o eindeutig bestimmt und die Losung des Glei-
chungssystems ist dann gleichzeitig die Losung des Optimierungspro-

blems (LP), falls 2 > 0 gilt. Sonst hat (LP) keine Lésung.
e Die Gleichung Az = b ist unvertriglich, d.h. (LP) hat keine Losung.
e Finige Gleichungen sind linear abhéngig und damit redundant.

Das Gleichungssystem der Nebenbedingungen Az = b eines (LP) ist so-
mit unterbestimmt. Gerade dies eréffnet einen grofien und eben auch inter-
essanten Spielraum fiir die Wahl des Losungsvektors z, der die Zielfunktion
optimieren soll.

Optimierungsprobleme kénnen in unterschiedlicher Form vorliegen, es ist
jedoch stets moglich, sie in die Standardform (LP) zu iiberfithren. Folgende
Abweichungen sind méglich:

o Gegeben ist ein lineares Optimierungsproblem in seiner Grundform

(GrundLP)
minimiere  f(z) = 'z
(GrundLP) unter den Nebenbedingungen — Az < b
und x > 0
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wobei die Nebenbedingungen in Ungleichungsform vorliegen.

Durch die Einfithrung von m zusétzlichen nicht-negativen Variablen
S1y+ .5 Sm, den sogenannten Schlupfvariablen, wird das Optimierungs-
problem erweitert. Fiir jedes ¢ wird die Ungleichung A;, -z < b; durch
die Schlupfvariable s; in eine Gleichungsnebenbedingung A;. - x4 s; =
b; umgewandelt. Wird gleichzeitig die Zielfunktion f(z) = ¢
verdndert, d.h. die Schlupfvariablen tragen nichts zur Zielfunktion bei,
so kann das (GrundLP) als ein dquivalentes Optimierungsproblem in
Standardform formuliert werden:

z nicht

minimiere  f(z) = &7
(LP) unter den Nebenbedingungen — Az = b
und xr > 6,
mit @ = (21,..., %0, 81,...8m), ¢ = (c1,...,¢,,0,...,0) und A =

(A, I,), wobei I, die m-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne.

e Gesucht ist das Maximum einer Zielfunktion f(z). Durch einen Uber-
gang zu — f(x) wird die Standardform erreicht.

e Die Vorzeichenbedingungen « > 0 konnen wegfallen oder schon in den
Nebenbedingungen enthalten sein.

e Liegt eine Ungleichung der Form ¢;(x) < 0 vor, dann 148t sich dies
offenbar durch Multiplikation mit —1 auf die Standardform —g;(x) >
0 zuriickfiihren.

e Eine Gleichung ¢;(z) = 0 ist gleichbedeutend mit den zwei Unglei-
chungen ¢;(z) > 0 und —g,;(x) > 0.

Diese Standardform dient einer kurzen und einheitlichen Formulierung. Bei
der Verwendung iiblicher Naherungsverfahren ist es aber nicht sinnvoll, vor
Anwendung eines Losungsverfahrens Gleichungen in Ungleichungen umzu-
wandeln, da nach [22] Gleichungsrestriktionen numerisch meistens einfacher
zu behandeln sind als Ungleichungen. Beim Einsatz von Intervallmethoden
wie sie in spateren Kapiteln angegeben werden, erweist es sich allerdings als
sinnvoll und z.T. sogar notwendig, Nebenbedingungen, die in Gleichungs-
form vorliegen, in Ungleichungen umzuwandeln, um beispielsweise auch auf
dem Rechner zulassige Punkte eines (LP) bestimmen zu kénnen.
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1.5 Optimalitatsbedingungen

Es wird zunédchst ganz allgemein die Minimierung einer zweimal stetig diffe-
renzierbaren Funktion f : IR" — IR iber einer Teilmenge M C IR" betrach-
tet. Man unterscheidet hierbei zwischen notwendigen und hinreichenden
Optimalitatsbedingungen fiir die Existenz eines lokalen Minimums.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts werden speziell konvexe allgemeine
Optimierungsprobleme betrachtet, die die Eigenschaft haben, dafl jedes lo-
kale Minimum auch ein globales Minimum ist. Desweiteren wird der Satz
von Kuhn und Tucker angegeben, der eine wichtige Bedeutung fiir die kon-
vexe Programmierung erlangt hat.

1.5.1 Notwendige und hinreichende
Optimalitidtsbedingungen
Definition 1.5.1 Sei M C IR" eine offene Menge und f : M — IR eine

Funktion. Ein Punkt @ € M heifit lokaler Minimalpunkt (bzw. lokaler
Mazimalpunkt) von f, falls eine Umgebung U C M von I existiert, so daf

[(@) < fz)  (bzw. f(7) = [(z))

fir alle z € U.

Ein Punkt & € M heift globaler Minimalpunkt (bzw. globaler Maximal-
punkt) von f, falls

(@) < flz)  (bzw. f(Z) = f(z))
fir alle x € M.

Will man zur Lésung allgemeiner Optimierungsprobleme sukzessive in
Richtung abnehmender Zielfunktionswerte fortschreiten (Variation entlang
einer Strecke), um Minimalpunkte zu finden, so ist man natiirlich nur an
Richtungen interessiert, lings derer man wenigstens ein Stiick vorangehen
kann, ohne den zuldssigen Bereich zu verlassen. Dies fiithrt auf den Begriff
einer zuldssigen Richtung.

Definition 1.5.2 Sei @ € M ein zuldssiger Punkt. Ein Vektor Az € IR"
heit zulidssige Richtung in z, falls es eine reelle Zahl 7 > 0 gibt, so daf fiir
alle 7 mit 0 < 7 <7 der Punkt x + 7 Az zuldssig ist, d.h. = + 7 Az € M.
Die Menge aller zulissigen Richtungen in @ € M bezeichnet man mit Z(x).
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Satz 1.5.1 (Notwendige Optimalititsbedingung) : Sei M C IR" und f :
M — IR stetig partiell differenzierbar. Ist ¥ € M lokaler Minimalpunkt von
f, dann gilt fiir alle zuldssigen Richtungen AZ € Z(%)

Azl Vf(z) > 0. (1.12)

Beweis: Fiir jedes 7 mit 0 < 7 < 7 ist der Punkt 2(7) =z + 1Az € M.
Sei fiir 0 < 7 < 7 die Funktion ¢(7) = f(x(7)) definiert, dann hat ¢
ein lokales Minimum in 7 = 0, da ¥ lokaler Minimalpunkt von f ist. Die
Zwischenwertform liefert

9(1) = 9(0) = ¢'(0) - 7 + o(7). (1.13)

Wiare ¢'(0) < 0, dann wére fiir einen hinreichend kleinen Wert 7 > 0 die
rechte Seite von (1.13) negativ und somit g(7)—g¢(0) < 0. Dies widersprache
der Aussage, daf} ¢g ein lokales Minimum in 7 = 0 besitzt. Es folgt daher,
daB ¢'(0) = AzT - Vf(z) > 0. 0

Satz 1.5.1 besagt, daf es keine zuldssige Richtung in  gibt, in der der
Zielfunktionswert f(x) verkleinert werden kann. Ein Punkt @ € M, der die
Bedingung (1.12) erfiillt, heifit stationdrer Punkt von f auf M.

Fiir einen inneren Punkt © € M, fiir den es eine e-Umgebung gibt, die
vollstandig in M liegt, ist Z (&) = IR". (1.12) ist dann nur zu erfiillen, wenn
V(i) = 0 ist. Damit folgt unmittelbar aus Satz 1.5.1:

Satz 1.5.2 (Notwendige Optimalitidtsbedingung erster Ordnung) Sei M C
IR" offen und f : M — IR stetig partiell differenzierbar. Ist T innerer Punkt
von M sowie lokaler Minimalpunkt von f auf M. Dann gilt

V(7)) = 0.

Dieser Satz ist insbesondere fiir allgemeine Optimierungsprobleme ohne Ne-
benbedingungen von Bedeutung, da in diesem Fall M = IR" ist und jeder
Punkt aus M somit innerer Punkt von M ist.

Satz 1.5.3 (Hinreichende Optimalitatsbedingung) FEs sei M C IR" und
[+ M — IR zweimal stetig differenzierbar. x sei ein innerer Punkt von M.
Ist Vf(z) = 0 und V() positiv definit, dann ist z lokaler Minimalpunkt
von [ auf M.

Ist Vf(Z) = 0 sowie V*f(2) nur positiv semidefinit, so stellt dies ledig-
lich die notwendige Optimalititsbedingung zweiter Ordnung dafiir dar, dafl
ein innerer Punkt ¥ von M lokaler Minimalpunkt von f auf M ist. Zum
Beweis von Satz 1.5.3 und der letzten Aussage vergleiche etwa [22].
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1.5.2 Konvexe Optimierungsprobleme

Die Idee der Variation entlang einer Strecke, die es Euler erlaubte, ,Cur-
ven zu finden, denen eine Eigenschaft im hochsten oder geringsten Grade
zukommt® (siehe [13]), fithrte zu einer abstrakten notwendigen Bedingung
fiir Minimallésungen einer Funktion, die auf einem Vektorraum definiert
ist. Der erst Anfang des 20. Jahrhunderts gefundene Begriff einer konvexen
Funktion sorgt zusammen mit der Idee der Variation fiir einen einfachen
und eleganten Zugang zur Optimierungstheorie.

Es ist bei der Loésung allgemeiner Optimierungsprobleme sehr niitzlich,
wenn jeder lokale Minimalpunkt der Zielfunktion auch globaler Minimal-
punkt ist. Die wichtigste Funktionenklasse, die diese Anforderung ertiillt,
ist die Klasse der konvexen Funktionen, die auch bei der Formulierung li-
nearer Optimierungsprobleme auftritt.

Definition 1.5.3 Eine nicht-leere Teilmenge K C IR™ heifit konvex, wenn
fir alle 7 mit 0 < 7 < 1 und fiir alle 1, 25 € K gilt

Tar+ (1 — 1)z € K.

Definition 1.5.4 K sei eine konvexe Teilmenge des IR". Eine auf K de-
finierte Funktion f : K — IR heifit konver, wenn fiir je zwei Punkte
1,29 € K und alle 7 mit 0 < 7 <1 gilt

flroi+ (L=7)22) < 7 f(21) + (1= 7)f(22). (1.14)
f heiit konkav, wenn gilt
flroi+ (L=7)22) 2 7 f(21) + (1 = 7)f(2). (1.15)

Definition 1.5.5 f : K — IR heifit streng konvex (bzw. streng konkav),
wenn in (1.14) (bzw. (1.15)) fiir 1 # x5 echte Ungleichungen stehen.

Korollar 1.5.4 FEine lineare Funktion f : IR" — IR ist auf jeder konvexen
Teilmenge des IR" sowohl konvex als auch konkav.

Aus der Definition {iber konvexe und konkave Funktionen folgt unmit-
telbar, dafl eine Funktion f : K — IR konvex ist, wenn die Funktion —f
konkav ist und umgekehrt. Die Maximierung einer konkaven Funktion kann
deshalb stets auf die Minimierung einer konvexen Funktion zuriickgefiihrt
werden.

Es werden nun einige Satze tiber konvexe Mengen und Funktionen ange-
geben, deren Beweise sich unmittelbar aus den Definitionen dieser Begriffe
ergeben.
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Satz 1.5.5 Seien K C IR" eine konvexe Menge und fi,...,f, : K — IR
konvexe Funktionen. Dann ist auch jede nicht-negative Linearkombination
der Funktionen fi,..., fn

f=>7nfi mtr;>0 (i=1,...,m)
=1

eine konvexe Funktion.

Satz 1.5.6 Seien K C IR" eine konvexe Menge und f : K — IR eine
konvexe Funktion sowie a € IR. Dann sind die abgeschlossene Menge

{z € K| f(z) < a} und die offene Menge {x € K| f(x) < a} konvex.

Satz 1.5.7 Sind Ky,...,K,, C IR" konvexe Mengen, so ist auch deren
Durchschnitt K1 N Ky N ...N K, konvex.

Aus den Sétzen 1.5.6 und 1.5.7 folgt, dafl der zuldssige Bereich M, ge-
geben durch die Ungleichungen ¢;(#) < 0 (¢ = 1,...,m), konvex ist, wenn
die Funktionen ¢4, ..., ¢, konvex sind.

Definition 1.5.6 Das in (1.10) beschriebene allgemeine Optimierungspro-
blem heifit konver, wenn der zulassige Bereich M und die Zieltunktion f
konvex sind.

Da, wie schon eingangs erwdhnt, die meisten Restriktionen von allge-
meinen Optimierungsproblemen durch Gleichungen und Ungleichungen be-
schrieben werden, ist es nun wichtig festzustellen, wann gewisse Funktionen
konvex sind. Fs werden nun zwei wichtige Kriterien fiir die Konvexitét einer
Funktion angegeben, zum Beweis siehe etwa [17].

Satz 1.5.8 (Subgradientenungleichung) Sei K C IR" eine konvexe Menge
und f : K — IR einmal stetig differenzierbar. f ist auf K genau dann
konvex, wenn fir alle v1,z5 € K gilt

flxg) — flzy) > (20 — 21) T Vf(21).

Satz 1.5.9 Sei K C IR" eine konvexe Menge, die innere Punkte enthalte,
und sei f : K — IR zweimal stetig differenzierbar. f ist auf K genau
dann konvex (streng konvex), wenn die Hesse-Matrix V*f(x) fiir allex € K
positiv semidefinit (positiv definit) ist.
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Man kann nun den folgenden grundlegenden Satz tiir konvexe allgemeine
Optimierungsprobleme angeben:

Satz 1.5.10 Sei K C IR" eine konvexe Menge und f : K — IR konvex.
Dann gilt:

(a) Die Menge K aller globalen Minimalpunkte von f auf K ist konvex.
(b) Jeder lokale Minimalpunkt von f auf K ist auch globaler Minimalpunkt.

Zum Beweis siehe Neumann [50].

Bemerkung: Ist die Funktion f : K — IR in Satz 1.5.10 streng konvex, so
wird das globale Minimum von f auf K in héchstens einem Punkt z € K
angenommen.

Satz 1.5.11 (Notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingung fiir
konvexe Funktionen) Sei K C IR" eine konvexe Menge, f : K — IR eine
konvexe, stetig differenzierbare Funktion und ¥ € K. Gilt

AZTVf(Z) >0 (1.16)

fiir alle zulédssigen Richtungen A% € Z(%), dann ist & globaler Minimalpunkt
von [ auf K.

Beweis: Sei @ ein Minimalpunkt von f auf K. Fiir alle Az € Z(%) und
0<7<1ist 24 7AZ € Z(7) und somit

flz+7Az)— f(2)

T

>0
Der Grenziibergang mit 7 — 0 ist wegen der Monotonie des Differen-
zenquotienten konvexer Funktionen erlaubt und liefert (1.16). Andererseits

folgt aus (1.16) mit Satz 1.5.8 fiir alle Az € Z(2)
F@ + A7) — f(7) > AZTVf(2) > 0,
d.h. Z ist Minimalpunkt von f auf K. a

Der Satz 1.5.11 besagt anschaulich, dafl ein Punkt ¥ € K genau dann ein
globaler Minimalpunkt von f auf K ist, wenn es keine zulédssige Richtung
in @ gibt, in der der Zielfunktionswert f(x) verkleinert werden kann. Fiir
allgemeine restringierte Optimierungsprobleme ist die Optimalitédtsbedin-
gung (1.16) sehr unhandlich, da sich die Menge der zuldssigen Richtungen
Z(%) im allgemeinen nicht in einfacher Weise durch die Nebenbedingungen
ausdriicken 1a8t (siehe etwa [22]).
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Korollar 1.5.12 Fiir ein unrestringiertes allgemeines Optimierungspro-
blem vereinfacht sich die Optimalitdtsbedingung (1.16) zu Vf(z) = 0.

Dies ist eine Motivation fiir die Idee der Innere-Punkt-Methoden, die
Losung eines restringierten allgemeinen Optimierungsproblems durch eine
Folge von Losungen unrestringierter Optimierungsprobleme (vgl. Definition
1.4.2) zu approximieren.

1.6 Barriere-Verfahren

Die urspriingliche Motivation (um 1960) fiir ein Strafkostenverfahren wie
das Barriere- oder Penalty-Verfahren war die Tatsache, dafl keine numerisch
effektiven Algorithmen zur Lésung restringierter Optimierungsprobleme der
Form (1.10) (vgl. Definition 1.4.2) verfiighar waren, wahrend fiir unrestrin-
gierte Probleme gute Techniken entwickelt waren. Es ist auch heute noch
ein wesentlicher Vorteil der Strafkostenverfahren, daf} sie restringierte Op-
timierungsprobleme mit Hilfe von unrestringierten Problemen l6sen, die im
allgemeinen wesentlich einfacher zu behandeln sind.

Dabei verfolgen die Strafkostenverfahren zwei oftmals in Konflikt zu-
einander stehende Ziele, namlich die Zielfunktion zu minimieren und die
Restriktionen zu erfiillen.

Man betrachte das restringierte allgemeine Optimierungsproblem (1.10)

min f(x).

zeM

Trivialerweise kann man (1.10) mit Hilfe einer Indikatorfunktion

)0 firzeM
op () ._{ o fiirx & M (1.17)

von M als unrestringiertes Optimierungsproblem formulieren, denn

min f(z) & min {f(z) +om(x)}.
Durch die Addition des Terms (1.17) zur Zielfunktion f(x) wird das Verlas-
sen des zuldssigen Bereiches M mit einer ,unendlichen® Strafe belegt.

Numerischist f(a)4déam(x) wegen der Unstetigkeit von ép7(2) am Rande
von M natiirlich nicht zu gebrauchen, auch dann nicht, wenn man oo in
(1.17) durch eine grofie positive Zahl ersetzt.
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Man versucht daher bei den Strafkostenverfahren dp/(x) mit Hilfe einer
mindestens stetigen, moglichst auch differenzierbaren Funktion zu appro-
ximieren. Fiir die Wahl dieser Funktionen werden in der Literatur eine
Vielzahl an Vorschlagen gemacht (vgl. [8], [15]).

Ziel eines Barriere-Verfahrens ist die Bestimmung der optimalen Lésung
eines restringierten Optimierungsproblems. Das Verfahren startet an einem
inneren Punkt des zulédssigen Bereichs M und bewegt sich mit Hilfe ei-
nes Gradienten-Verfahrens in Richtung der optimalen Lésung. Hierbei wird
das Verlassen des zuldssigen Bereiches M durch eine geeignete Straffunktion
oder einem sogenannten Barriere-Term verhindert. Eine wichtige Vorausset-
zung fiir den Einsatz von Barriere-Methoden ist deshalb, dafl der zuléssige
Bereich M, der im allgemeinen durch Ungleichungen (1.11)

hi(z) >0 (i=1,...,m)

gegeben ist, innere Punkte besitzt. Im weiteren wird nun der zuléssige
Bereich M als konvex vorausgesetzt.

Definition 1.6.1 Mit
Mi={z € R" | hi(z) >0 (i=1,...,m)}
wird die nicht-leere Menge der inneren Punkte von M bezeichnet. Die

Punkte 2 € ]\04 heiflen strikt zuldssig.

Definition 1.6.2 Eine Funktion b : ]\O4—> IR heifit Barriere-Term beziiglich
M, falls gilt

b(x) ist stetig in ]\04, (1.18a)

b(z) >0 Va €M, (1.18b)
b(x) — oo, falls  sich dem Rand von M néhert. (1.18¢)

Sind die Funktionen h; (¢ = 1,...,m) stetig, so wird

b(x) := i hzzl')

=1

als der klassische inverse Barriere-Term bezeichnet.
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Definition 1.6.3 Eine Funktion B :]\04 x(0,00) — IR mit einem Barriere-
Parameter p > 0 definiert als

Bz | p) = f(z) + - blz)
heifit Barriere-Funktion, falls b(x) ein Barriere-Term ist.

Wahlt man nun eine streng monoton fallende Nullfolge positiver Zah-
len (), so erhélt man fiir jedes [ € IN das aus dem urspriinglichen
restringierten Optimierungsproblem (1.10) abgeleitete Problem

min B(z | pV) := f(e) + 4V - b(2), (1.19)

zeR"

dessen Minimalstelle mit () bezeichnet sei. Startet man zur Loésung von

(1.19) fiir [ = 1 mit einer strikt zuldssigen Anfangslésung z(®) € M und
verwendet dann als Ausgangslosung fiir (1.19) mit [ > 1 stets die im vorher-
gehenden Iterationsschritt berechnete optimale Losung Z-1. so verhindert
die Eigenschaft (1.18¢c) des Barriere-Terms b(x) automatisch ein Verlassen
des zuldssigen Bereiches M.

Man kann also zur Losung von (1.19) ein Losungsverfahren fiir unrestrin-
gierte Optimierungsprobleme verwenden und erhélt somit eine Punktfolge
(2WY)1epv, deren Haufungspunkt ein globaler Minimalpunkt des Ausgangs-
problems mingeas f(2) ist. Ist das Optimierungsproblem nicht konvex, so
liefert ein Losungsverfahren fiir unrestringierte Minimierungsprobleme, wie
schon weiter oben erwidhnt, oftmals nur ein lokales Minimum. Folglich ist
der Haufungspunkt der Punktfolge (7)), im allgemeinen auch nur ein
lokaler Minimalpunkt.

Die Eigenschaften (1.18) der Definition 1.6.2 gestatten einen Konver-
genzbeweis flir das Verfahren der Barriere-Methoden. Wesentlich fiir das
Verfahren sind hierbei insbesondere die Figenschaften (1.18a) und (1.18c¢).
Oftmals wird die Eigenschaft (1.18b) auch etwas modifiziert angegeben. So
wird etwa die Logarithmus-Funktion

b(x):=— in;ln(hl(x))

bevorzugt als Barriere-Term benutzt, da sie aufgrund der Singularitat bei
Null die wesentlichen Eigenschaften (1.18a) und (1.18¢) der Definition 1.6.2
erfiillt.

Auf diese Weise kann ein durch Ungleichungen beschranktes Minimie-
rungsproblem in eine Folge von unbeschrankten Minimierungsproblemen
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iiberfithrt werden, deren Minima gegen die Minimalstelle des Ausgangspro-
blems streben.

Strategie: Ein Optimierungsproblem mit Ungleichungen als Nebenbedin-
gungen (inequality constrained problem ICP)

minimiere  f(x)

(ICP) unter den Nebenbedingungen h;(x) > 0, (:=1,...,m)

wird durch eine Folge von Optimierungsproblemen mit einer Barriere-
Funktion als Zielfunktion

m

min B(a | 1) = f(2) = u 3 In(hi(x)) (1.20)

n
celR =1

ersetzt, die durch positive Barriere-Parameter Y gewichtet werden und
deren Minimum unter Verwendung eines Minimierungsverfahrens fiir unre-
stringierte Optimierungsprobleme bestimmt werden kann.

Satz 1.6.1 (Fiacco/McCormick) Bezeichnet ) die Minimalstelle der Bar-
riere-Funktion B(z | nV) und & das Minimum des (ICP), so gilt:

70— fiir ,u(l) — 0.

Zum Beweis siehe Fiacco und McCormick [14].

Zur Illustration der Barriere-Methode betrachte man folgendes
Beispiel 1.6.1

minimiere flz) = 2z
unter den Nebenbedingungen hy(z)=2—1 > 0 und

Die entsprechend (1.20) konstruierte Barriere-Funktion lautet

B(x | p) = f(x) — len(m(m)) =22 —p(In(z —1)+In(3—2) ).

Fir die Parameterwerte ¢ = 0.5, 0.25 und 0.1 n&hern sich die minima-
len Funktionswerte und die Minimalstellen der entsprechenden Barriere-
Funktionen B(x | 0.5), B(x | 0.25) und B(x | 0.1) der optimalen Losung
des Ausgangsproblems f(1) = 2 an (siehe Abbildung 1.3).
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10 + ‘ .

0 | | |
0.5 1=h 15 2 2.5 3= hy x

Abbildung 1.3:  Die Barriere-Funktion fir verschiedene Parameter p und

die Zielfunktion f(x) = 2x aus Beispiel 1.6.1.

Algorithmische Beschreibung
Algorithmisch 1a8t sich die Barriere-Methode durch Algorithmus 1.6.1 be-

schreiben:

Algorithmus 1.6.1: BarriereMethod (f, h, 2, z(®)

1. {Initialisierung.}
[:= —1; lpax := 100; £ := 10712 § := 107°°; wahle 4(© > 0;

2. {Priife, ob 2 ein strikt zulédssiger Punkt ist, d.h. hi(:zj(o)) >0V}
CheckFeasibiIity(h,:1;(0));

3. repeat
(a) 1:=141;
(b) if I > 0 then wihle 0 < p) < p(=Y;
(c) {Bilde die (neue) Barriere-Funktion.}
Bz | 40) = f(2) — S In(hi(2));
i=1

(d) {Bestimme z(), das Minimum von B(z | u").}

0 = mi ().
¢ = min Bl [ p);
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until (|70 —20-Y] <) or (pl) < 8) or (I = lmax);

4. return z;

Bemerkung: Zur Bestimmung des Minimums z() von B(z | ¢) in Schritt
3d mufB die Nullstelle des Gradienten von B(x | u{V) ermittelt werden.

n

. . 1
VxB(l'(l) | /N)) = Vf(l'(l)) - ,U(l) Z WV}% =0

=1

Um die Barriere-Methode anwenden zu koénnen, ist es notwendig, eine

zulissige Anfangslosung x(©) € ]\04 zu finden. Dies kann aber bei manchen
Optimierungsproblemen zu einem gesonderten Problem fiihren.

1.7 Methode der
Lagrangeschen Multiplikatoren

Die folgende Idee von J. L. Lagrange (1788) hat eine fundamentale Bedeu-
tung in der Optimierungstheorie erlangt [34].

Sei U eine beliebige Menge und seien f, ¢ : U — IR beliebige Funktionen.
Die Suche nach einer Minimallésung von f auf U unter der Nebenbedingung
€ M mit M :={x € U | g(x) =0} kann durch folgenden Vorgang ersetzt
werden:

Man finde ein A € IR derart, dafl das Minimum & € U der unrestringier-
ten Funktion f(x) — Ag(x) in M liegt, d.h. dafl & die Gleichung ¢(2) = 0
erfilllt. Offenbar gilt dann fiir alle + € M die Ungleichung

f(@) = [(2) = Ag(a) < f(x) = Aglx) = [(a).

Dieser Ansatz a8t sich unmittelbar aut mehrere Nebenbedingungen iiber-
tragen und fithrt zu folgender hinreichenden Bedingung fiir Lésungen re-
stringierter Optimierungsprobleme (vgl. Definition 1.4.2).

Lemma 1.7.1 (Lagrangesches Lemma) Sei f:U — IR, g = (¢1,---,9m) :
U— IR™ und M = {x € U | g(x) = 0} ein Optimierungsproblem mit
Gleichungen als Nebenbedingungen (equality constrained problem ECP)

minimiere  f(x)

(ECP) unter den Nebenbedingungen ¢;(x) = 0, (j=1,...,m)
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Sei der Lagrangesche Multiplikator A = (\,...,A\,)T € IR™ ein m-
dimensionaler Vektor derart, dall ein ¥ € M eine Minimallésung der La-
grangeschen Funktion

L) = f(x) - i \gi()

auf U ist.

Dann ist © eine Minimallésung von [ auf M.
Beweis: Fiir x € M gilt:

F(@) = f(@) = Mg(@) < fz) = Ng(a) = f(2).

a

Das Lagrangesche Lemma liefert eine allgemeine hinreichende Bedingung fiir
Minimallésungen restringierter Aufgaben, die auch in Funktionenrdumen
verwendbar ist. Lagrange hat seine Methode bereits bei Variationsaufgaben
benutzt. Bei der Verwendung des Lagrangeschen Lemmas im IR™ beachte
man die folgende

Bemerkung: Sei U eine Teilmenge des IR" und seien f:U — IR,
9= 1(91,---,9m) : U — IR™ differenzierbar. =~ Nach dem Lagrangeschen
Lemma gilt es, ein A € IR™ so zu finden, daf} fiir einen Punkt z =
(x1,...,2,) € IR" gilt:

(i) x erfiillt die geforderten Nebenbedingungen, d.h.

gi(x)=0 fir je{l,....m}. (1.21)

(ii) « ist eine globale Minimallésung der Funktion
Lz, ) = f(x) = 3_ Ajgi(x).
7=1

Eine notwendige Bedingung fiir das Erfiillen der Bedingung (ii) ist nach
Satz 1.5.2 VL(x,\) = 0. Das fithrt zu den zusitzlichen n Gleichungen

5, 0 .
aj(x)—Z:Ajag’(x):o fir e {l,...,n} (1.22)

Ly
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Mit (1.21) und (1.22) bekommt man ein System von (n 4+ m) Gleichun-
gen (i.a. nicht-linear) fir die (n +m) Unbekannten (x1,..., 25, A1, .., An).
Aber durch das Auffinden einer Losung (Z1,. .., Z,, M, ... ,Xm) von (1.21)
und (1.22) erhalt man im Falle & € U nur einen Kandidaten fiir die Mini-
mallosung von f auf M :={z € U | g(z) = 0}.

Es bleibt noch zu priifen, ob (Z4,...,%,) eine Minimallésung der Funk-
tion L(x, X) = flx) =27, ngj(x) auf IR" ist.

Ist die zu dem berechneten gehorige Funktion L(x, X) konvex, dann
ist (siehe Korollar 1.5.12) & eine Minimalldsung von L(l’,j\) und mit dem
Lagrangeschen Lemma auch eine Minimallésung von f auf M. Bei zweimal
stetig differenzierbaren Funktionen garantiert die positive Definitheit von
VL(z, X), dal 7 eine globale Minimalstelle von f auf M ist (siehe Satz
1.5.11).

Satz 1.7.2 (Lagrangesche Multiplikatorenregel) Sei U C IR" eine offene
Umgebung von & und seien f : U — IR und ¢ = (¢1,...,9m) : U — IR™ aus
(ECP) stetig differenzierbare Funktionen, wobei m < n ist. Hat die Funk-
tion f auf M an der Stelle  ein lokales Extremum und hat die Jacobi-Matrix

J, (%) vollen Rang, so existiert ein X derart, daB gilt

o (wr@ENY _(vi@e - (@) 3
VL(Z,\) = ( Vi L(7, ) ) —( (@) ggf)( )) )_

Zum Beweis siehe Walter [60].

Lineare Nebenbedingungen

Definition 1.7.1 Der hier zu behandelnde Spezialfall eines Optimierungs-
problems mit linearen Nebenbedingungen in Gleichungsform (linear equality
constrained problem LECP) ist definiert als

(LECP)

minimiere flz)

unter den Nebenbedingungen g¢(x)=Ax—b = 0,
wobei A eine (m x n)-Matrix mit vollem Rang ist. Zu beachten ist, daff die
Matrix A die Jacobi-Matrix J,(x) der linearen Nebenbedingungen g(x) =

Az — b =0 ist.

N € IR("=™)*" begeichne eine Matrix, deren Spalten eine Basis des Null-
raumes von A bilden, d.h. eine Basis des Unterraumes fiir dessen Vektoren
p gilt: Ap = 0.
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Lemma 1.7.3 Notwendige Bedingungen dafiir, dal r eine lokale Lésung
von (LECP) ist, sind

Az —b=0 (Zuléssigkeit) (1.23a)
Vi(z) — ATA =0 fiir ein bel. A (Optimalitédt 1. Ordnung)(1.23b)
NT.-V*(z)-N >0 (Optimalitédt 2. Ordnung) (1.23c)

Hinreichende Optimalitdtsbedingung fiir & ist, daB (1.23a) und (1.23b) gel-
ten und daB NT - V>f(Z) - N positiv definit ist.

Beweis: Die Aussage des Lemmas folgt direkt aus der Anwendung des

Satzes 1.7.2 auf das (LECP). O

Die Optimalitatsbedingung 1. Ordnung besagt, dafl der Gradient von f
an einem optimalen Punkt als Linearkombination der Spalten von AT darge-
stellt werden kann, d.h. Vf(7) liegt im Bildraum von AT. Der Lagrangesche
Multiplikator X definiert die Koeffizienten dieser Linearkombination und ist
eindeutig, falls A vollen Rang besitzt (was bei der allgemeinen Definition

eines LP vorausgesetzt wird).
Die Lagrangesche Funktion fir das (LECP) lautet

L(z,\) = f(z) = AT - (Az — b),

wobei der Lagrangesche Multiplikator A ein m-dimensionaler Vektor ist.

Die Optimalitatsbedingung Vf(z) — ATX = 0 (1.23b) 1aBt sich in
der Form interpretieren, dafl der Gradient der Lagrangeschen Funktion
beziiglich x verschwindet, wenn A = . Diese Bedingung ist auflerdem &qui-
valent zu der Aussage NTVf(z) = 0, d.h. die Projektion des Gradienten
Vf(Z) in den Nullraum von A verschwindet. Die Optimalitatsbedingung
1. Ordnung (1.23b) ist daher analog zu der Bedingung Vf(Z) = 0 im unre-
stringierten Fall zu sehen.

Die gesuchten Werte Z und )\, die die Zulassigkeitsbedingung (1.23a)
und die Optimalitatsbedingung (1.23b) erfiillen, kénnen durch das Losen
des Gleichungssystems aus (n + m) Gleichungen

Vi(z,\) = ( %ﬁﬁﬁi; ) _ ( Vf(/@;:f” ) ~ 0

unter Verwendung des Newton-Verfahrens (siehe Abschnitt 1.9.1) bestimmt
werden. Die Gleichungen besagen anschaulich, dafl sowohl der Gradient der
Lagrangeschen Funktion beziiglich = als auch der Vektor der Nebenbedin-

gungen Az — b gleich Null sein sollen.
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L2 : T I
SR _ r1+ 229 =2 —
. . s x1$2:7'...._
2.5 G PP
2 _
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Abbildung 1.4: Zur Lagrangeschen Multiplikatorenregel: Héhenlinien
der Zielfunktion f(x) fir verschiedene Funktionswerte 7
und die Nebenbedingung ¢(x) = 2 zu Beispiel 1.7.1.

Beispiel 1.7.1 Bestimme den maximalen Funktionswert von f(x) = xya9
unter der Nebenbedingung x1 + 225 = 2, & > 0 (vgl. Abbildung 1.4).

Wendet man die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren auf das
Problem

minimiere flz) = a2
unter den Nebenbedingungen g¢g(x) = vy + 229 — 2 0

an, so lautet die resultierende Lagrangesche Funktion:
L{x,A) = 229 — X - (21 + 229 — 2).

Zur Losung des Problems bestimmt man eine Nullstelle des Gradienten von
L(x, A). Dafiir ergibt sich das Gleichungssystem

V(e \) = ( ViL(z,A) ) _ ( Vi(2)— () A ) _ ( 0 )

VA L(x, ) g(x) 0

und man erhalt



1.8 Kuhn-Tucker-Bedingungen 41

Damit ist 74 = ) und T, = 2). R

Durch Substitution in zy + 22, — 2 = 0 folgt 2\ + IN=2= =1

unddamlt(i;):(i)undsomitfmaxzf(1):%.
2 2

1.8 Kuhn-Tucker-Bedingungen

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen ermoglichen eine Verallgemeinerung der
klassischen Multiplikatorenmethode von Lagrange zur Bestimmung von Ex-
trema unter Nebenbedingungen fiir den Fall, dal die Nebenbedingungen
nicht nur Gleichungen, sondern auch Ungleichungen enthalten. Hierbei
betrachtet man das allgemeine Optimierungsproblem in der Standardform
(1.10), wobei der zulassige Bereich durch die Ungleichungen

gegeben ist.
Gegeben seien die Lagrangesche Funktion L : R"™*™ — R mit dem
Vektor der Lagrangeschen Multiplikatoren A := (A1,..., \,,)T als

m

Lz, A) Z i9i(x) = f(x) — )‘Tg(l')v

wobei g = (g1,...,9m) : IR" — IR™.
Nun wird der Begriff des Sattelpunktes einer Lagrangesche Funktion
eingefiihrt.

Definition 1.8.1 Ein Punkt (f,S\)T € IR"™ heiBt Sattelpunkt von L,
wenn

L(#,)) < L(7,) < L(z,\) V&€ R" )\ e R (1.24)
mit A > 0 gilt.
Man kann nun folgenden Satz zeigen, zum Beweis siehe Neumann [51]:

Satz 1.8.1 Ist (f,X) mit A > 0 Sattelpunkt von L, so ist & eine opti-
male Lésung des restringierten allgemeinen (nicht-linearen) Optimierungs-
problems.

Fir die Umkehrung des Satzes 1.8.1 bendtigt man die Konvexitat des
Optimierungsproblems sowie die folgende sogenannte Slaterbedingung:



42 1 Mathematische und arithmetische Grundlagen

Ist g; nicht-linear, so gibt es ein z’ € IR"
mit ¢g;(2') <0 (y=1,...,m).

Bei nicht-linearen Funktionen ¢4, ..., ¢, impliziert die Slaterbedingung, daf}
der zuldssige Bereich M innere Punkte enthélt.

Satz 1.8.2 (Satz von Kuhn und Tucker) Ist die Slaterbedingung erfiillt, so
ist & genau dann optimale Lésung des konvexen allgemeinen Optimierungs-
problems, wenn L einen Sattelpunkt (z,\) mit A > 0 besitzt.

Zum Beweis siehe [51].

Die Sattelpunktbedingung (1.24) stellt eine globale Bedingung fiir die
Lagrangesche Funktion dar, die im allgemeinen schwer nachpriifbar ist. Sind
die Funktionen f,¢,..., g, stetig differenzierbar und konvex, so 1at sich
die Sattelpunktbedingung in Satz 1.8.2 durch &quivalente lokale Bedingun-
gen ersetzen, zum Beweis siehe [22]:

Satz 1.8.3 Ist die Slaterbedingung erfillt und sind die Funktionen
fry91...., 9, stetig differenzierbar und konvex, so ist ¥ genau dann opti-
male Lésung des beschrinkten allgemeinen Optimierungsproblems, wenn
die folgenden Kuhn-Tucker-Bedingungen gelten:

VI@) - AV = 0

Il
o

> Aigi(@)
7=1

9 (@

A

VAN

Beispiel 1.8.1 Man betrachte das allgemeine (nicht-lineare) Optimie-
rungsproblem

minimiere (x; —1)? + 23

unter der Nebenbedingung x4 x5 > 2.
Die Funktionen f und ¢ mit

flar, 2) = (21 — 1)2 + 51/'3 und  g(xy,29) 1= —xy — 23 + 2
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sind auf IR? konvex. Mit

O ( 201 =2 ) and  Vg(x) = ( » )

21’2

lauten die Kuhn-Tucker-Bedingungen

At —1)—A = 0
2y —A = 0
M=F—T2+2) = 0
Fi4T,—2 > 0

A > 0.

Fir A = 0 folgt aus den ersten beiden Gleichungen x; = 1, 22 = 0. Dieser
Punkt ertiillt jedoch nicht die Restriktion xy + x5 — 2 > 0. Fiir A > 0 folgt
aus der dritten Gleichung 3 = 2 — 1 und die beiden ersten Gleichungen
liefern 5 = z; — 1. Hieraus erhilt man z; = 1.5 und z, = 0.5. Dieser
Punkt erfiillt die Restriktion z; + 25 —2 > 0. 7 = (1.5,0.5)7 und X =1ist
also die optimale Losung.

1.9 Newton-Verfahren und
Verifikation der Nullstelle

Sei F': IR" — IR" eine stetig differenzierbare Funktion und bezeichne Jr
die dazugehorige Jacobi-Matrix. Das Problem der Nullstellenbestimmung
fiir die Funktion £,

F(z)=0, (1.25)

kann mit Hilfe eines Iterationsverfahrens der Form

2D () 4 (AL

gelost werden. Der Skalar o(*) ist ein positiver Parameter fiir die Schritt-
weitensteuerung.

Definition 1.9.1 Ein spezielles Verfahren dieser Art stellt das Newton-
Verfahren

24 1= o) — o® (Jo(a®)) " P2 (1.26)

dar, wobei (JF(x(k))) ' die Inverse der Jacobi-Matrix bezeichnet.
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Dafl das Newton-Verfahren vorteilhafte Konvergenzeigenschaften in der
Néhe einer Nullstelle besitzt, zeigt der folgende

Satz 1.9.1 (Konvergenz des Newton-Verfahrens) Gegeben sei eine Abbil-
dung F' : IR" — IR", ein ¢ > 0 und ein & mit F(Z) = 0, so daB F in einer
e-Umgebung U(Z,e) von ¥ differenzierbar ist. Weiterhin sei die Jacobi-
Matrix Jp(Z) invertierbar.

Dann existiert ein & > 0, so daB fiir ein (®) € U(%,8) mit der Iteration

P (k) (JF(x(k)))_l P2

eine Folge {x®)} wohldefiniert ist und gegen & konvergiert. Es gilt fiir alle
k: 2™ e U(z,6).
Falls %) 2 z fiir alle k, dann gilt dariiber hinaus

2 — 3|

lim — =, (>0 konstant,

d.h. die Folge {|z" — Z|} konvergiert quadratisch.

Zum Beweis siehe [6].

Die Eigenschaft des Newton-Verfahrens, die Nullstelle einer differenzier-
baren Funktion zu bestimmen, wird ausgenutzt, um das Verfahren auf ein
unbeschranktes Optimierungsproblem anzuwenden. Nach Satz 1.5.2 lautet
die notwendige Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung fiir eine Minimalstelle z
der Funktion f:

Vi(z)=0 (1.27)
Sei nun f eine auf IR" zweimal stetig differenzierbare Funktion, d.h. f €
C?. Fiir den Fall, daB f nur auf einer Teilmenge M C IR" differenzierbar
ist, gilt das folgende analog. Um die Minimalstelle einer zweimal stetig
differenzierbaren Funktion f(x) zu bestimmen, ersetzt man die Funktion

F(z) in der Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens (1.26) durch Vf(x).

Definition 1.9.2 Allgemein hat das Newton-Verfahren fir reellwertige n-
dimensionale unrestringierte Optimierungsprobleme dann die Form

LD ) _ () (sz(xw)))‘l V()

wobei vorausgesetzt wird, dal die Inversen der Hesse-Matrizen
1

(sz(x(k)))_ existieren und dafl die Newton-Korrektur

Aa® = — (V2 (2)) " Wf(2)
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eine Abstiegsrichtung (d.h. AzFWVf(2®) < 0) ist. Die Newton-Korrektur

wird als Losung des linearen Gleichungssystems
Vi (a™)Ae® = —vf(2®)

bestimmt. Allgemein wird eine solche Methode zur Nullstellenbestimmung
als Gradienten-Methode bezeichnet.

Algorithmische Beschreibung
Der Newton-Algorithmus kann in der folgenden Form dargestellt werden:

Algorithmus 1.9.1: NewtonMethod (f, 2@, z*+V Err)
1. {Initialisierung.}
k= —1; kpax := 5; Err := ,No Error®;

2. repeat
(a) k:=k+ 1; approx := false ;

(b) {Bestimme die Newton-Korrektur Az aus Definition 1.9.2.}
Iss_aprx (V2f(z®)), =V f (™)), Az, Err);

(¢) {Bestimme die neue Iterierte z(*+1)}
D) = (R . Ax;
(d) {Uberpriife den Grad der Verbesserung der Niherung.}

if ||+ — 2®)|| < ¢ then approx := true ;

until approx or k = k. or Err <> ,No Error®;

3. return D Frp

Die in Schritt 2b eingesetzte Prozedur Iss_aprx 16st ein lineares Gleichungs-
system mit einem beliebigen iiblichen Néherungsvertahren. Zur Beschrei-

bung sei auf den PASCAL-XSC User’s Guide [52] verwiesen.

1.9.1 Anwendung des Newton-Verfahrens
auf die Lagrangesche Funktion

Gesucht sei das Minimum der Lagrangeschen Funktion (vgl. Abschnitt 1.7)

Lz, A) = f(x) — A g(x),
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d.h. die Lésung fiir

VI(z,\) = ( gjgi; ) = ( Vi) = (2)A ) = 0. (1.28)

Die Newton-Iteration zur Losung dieses Systems wird definiert durch:

dFHD = 2B AR
A+ — AR AN

wobei (Az®) AX®)) ¢ R durch die Losung des Gleichungssystems

Az k)

v (350

) R RCRC) (1.29)

bestimmt wird. Man erhalt also:

(k) (k)T (k) (k)
V(M) A0y = ( Ag(k) M() )7 V(2™ A0 = ( V. L(x ;)\ ) )

mit
H® — VQML(:I;(]“) )\(k)) MF) — Jg(x(k))‘
Das Gleichungssystem (1.29) hat dann die Form:

(k) (k)T (k) (k) \(®)
H M [ Az _ V, Lz A) ‘ (1.30)
Um0 NG o(2)

1.9.2 Verifikation der Nullstelle des Gradienten

Da die exakte Losung des Nullstellenproblems (1.27) i.a. weder berechenbar
noch im Maschinenzahlenformat darstellbar ist, ist die numerische Bestim-
mung einer EinschlieBung der gesuchten Lésung von Interesse. Die im fol-
genden dargestellte a-posteriori Methode geht von einer Naherungslésung
T des Problems (1.27) aus und iiberpriift, ob eine Umgebung [z] von &
eine Nullstelle enthédlt. Anstelle eines Bisektionsverfahren als a-posteriori

Y Y

Methode, wird hier ein Verfahren verwandt, das auf intervallanalytischen
Prinzipien und der Fixpunkt-Theorie basiert. Grundlegende Angaben zu
dieser Thematik finden sich in [16] und [37].

Unter der Voraussetzung, dafl f : [R" — IR" auf [2] € [IR" zweimal
stetig differenzierbar ist, liefert die Zwischenwertform, daf fiir alle x4, x5 €
[x] gilt:
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es existiert ein & = (£y,...,&,) mit & € [z], so dafB}
Vf(21) = Vf(x2) = V(£) - (21 — 22)

Fiir den folgenden EinschlieBungssatz ben6tigt man das

Lemma 1.9.2 Seien [z], [z] € [IR" Intervallvektoren und sei [B] € TIR"*"
eine Intervallmatrix. Falls gilt

(2] + [B][«] C [],

dann gilt fiir alle Punktmatrizen B € [B], daB der Spektralradius p(B) < 1
ist.

Zum Beweis siehe [7].
Eine wesentliche Rolle bei Verifikations- und Einschliefungsverfahren
spielt der

Satz 1.9.3 (Fixpunktsatz von Brouwer) Jede stetige Selbstabbildung
f: IR" — IR™ einer nichtleeren, konvexen, kompakten Menge [¢] C IR"
hat mindestens einen Fixpunkt in [z].

Zum Beweis siehe Heuser [21], S. 603 ff.

Wir wollen nun einen Satz angeben, der sowohl die Existenz als auch
die Eindeutigkeit einer Losung des Nullstellenproblems (1.27) garantiert und
dessen Voraussetzungen auf einem Rechner automatisch tiberpriift werden
kénnen.

Satz 1.9.4 (1. EinschlieBungssatz) Seien ein Intervallvektor [x] € [IR" und
ein Vektor ¥ € [z] gegeben und sei die Funktion [ : [x] — IR" zweimal stetig
differenzierbar. Wenn gilt

o

N(z]) =7~ R-Vf(@) + (1= R-V*([z]) ) - [2] C [2] (1.31)

fiir eine gegebene Matrix R und eine Intervallauswertung der Hesse-Matrix
V?*f iiher ganz [z], dann folgt

1. die Matrix R und alle Punkt-Hesse-Matrizen V*f(£) mit ¢ € [z] sind

nicht-singuldr und

2. der Gradient Vf hat genau eine Nullstelle T in [z].
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Beweis: Angenommen n(z) := x — R - Vf(x) sei auf [¢] stetig. Da f
zweimal stetig differenzierbar ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz fiir
die Vektoren x,7 € [z] eine Punktmatrix V?f(£) mit ¢ € [z], fiir die gilt

n(z) = o—R( V@) + V() (z-7))
= PR V@) +(I-R- V(&) ) (x—7) € N(z]).

Satz 1.9.3 liefert hierfiir die Existenz eines Fixpunktes z der Funktion n in
[2]. Mit Lemma 1.9.2 folgt weiterhin, daf alle Punktmatrizen B € ( I-R-

sz([l'])) nicht-singular sind. Aus der Betrachtung der Eigenwerte aller
Matrizen B folgt sofort, dafl auch die Matrix R sowie alle Punktmatrizen
V?f(€) € V*f([z]) mit £ € [x] nicht-singulér sind. Somit folgt aus

#=n(i)=7—R- V@),

dafl der Gradient Vf an der Stelle = eine Nullstelle hat. Sei y eine weitere
Nullstelle von Vf in [z]. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz eine
Punktmatrix V2f(z)) € V*f([2]) fiir die gilt Vf(7) = Vf(2) + V*f(¥)(z —
7). Aus der Nicht-Singularitét von V*f(¢) folgt aber 7 = 7. O

Nach den Voraussetzungen des FinschlieBungssatzes 1.9.4 kann die Ma-
trix R € IR™™" beliebig gewédhlt werden. Es ist allerdings offensichtlich,
daf die Bedingung (1.31) um so eher erfiillt sein wird, je ndher R an der

Inversen der Hesse-Matrix ( V?f(7) )_1 liegt.
Daf der Satz 1.9.4 auch auf dem Rechner anwendbar ist, zeigt das

Korollar 1.9.5 (Defekteinschlieffung) Seien [u] aus dem Raum der Maschi-

nenintervallvektoren VIR und ¥ € [u] aus dem Raum der Maschinenvekto-

ren VR gegeben und sei f : & < (6 U [u]) — IR"™ zweimal stetig differenzier-

bar. Wenn gilt

No([u]) 1= =R Vfo(3) + O ([ = R Vfo(# & ([0 U[u]) ) & [u] C [u]
(1.32)

fiir eine gegebene Matrix R und eine Maschinenintervallauswertung der

Hesse-Matrix V*fe iiber ganz T & (6 U [u]), dann folgt

1. die Matrix R und alle Punkt-Hesse-Matrizen V*f(¢) € Vfo(T &
(0 U [u])) sind nicht-singulér und

2. der Gradient Vf hat genau eine Nullstelle & in T & [u].
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Beweis: Im Unterschied zu Satz 1.9.4 muf} der Intervallvektor [x] € TIR"
durch & & [u] ersetzt werden. Auflerdem ist zu beriicksichtigen, dafl Satz
1.9.4 weiterhin gilt, wenn N ([x]) durch eine Obermenge No([x]) ersetzt wird

(vgl. Abschnitt 1.3), solange die Bedingung No([x]) c [x] erfilllt bleibt. O

Bemerkung:

1. Wenn es gelingt, die Bedingung (1.32) auf einem Rechner nach-
zupriifen, kann ein Verfahren angeben werden, das die Existenz und
die Findeutigkeit der Nullstelle des Gradienten Vf garantiert. Zudem
wird als Ergebnis des Verfahrens ein Intervall ¥ & [u] angegeben, in
dem die Losung 7 liegt, d.h. man hat mit dem Durchmesser des Inter-
valls gleichzeitig sogar eine garantierte, verifizierte Fehlerabschatzung
der berechneten Lésung zur Verfiigung.

2. Der sogenannte Verifikationsschritt, d.h. die Berechnung von Ne([u])
und die Uberpriifung der Inklusionsbedingung (1.32) wird in einer
Schleife durchgefiihrt, da die Inklusionsbedingung, die auch als Ab-
bruchbedingung fiir diese Schleife herangezogen wird, durchaus erst
nach einigen Iterationen erfiillt sein kann.

3. In den Schritten 1 und 2d des folgenden Algorithmus wird das im Ite-
rationsprozefl befindliche Intervall etwas vergréflert, was im weiteren
als e-Aufblihung bezeichnet wird. Die e-Aufblihung fiir ein reelles
Gleitpunktintervall [z] € TR ist als

] e im { [e] + [—&,e] - d([2]) falls d([z]) #0

I:x] —I_ [_xminy xmln] SOHSt

definiert, wobei ¢ eine positive reelle Zahl ist, d([z]) den Durchmesser
des Intervalls [z] bezeichnet und 2, die kleinste positive darstell-
bare Maschinenzahl des zugrundeliegenden Maschinenzahlsystems R
ist. Da die Startndherung i.a. nicht die exakte Losung des Optimie-
rungsproblems enthélt und der Iterationsprozefl sich méoglicherweise
der Losung immer starker annéhert ohne sie tatsachlich zu erreichen,
kann zu dem Hilfsmittel der e-Aufblédhung gegriffen werden, um die
Erfolgsaussichten des Verfahrens zu erhdhen. Vor dem Start eines
neuen [terationsschrittes wird die aktuelle Iterierte etwas aufgeblaht,
so daf} der Algorithmus

[u] D) = No([u)®)
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abgewandelt wird in

[u]®) = [u]®) > e
[u]*+D == No([u]™)

Zur Illustration der Prinzips siehe auch [20], Seiten 47 und 51 ff.

Algorithmische Beschreibung

Das Vorstehende fiithrt auf das folgende Verfahren zur Verifikation der
Nullstelle der Gradienten einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
f + IR" — IR" und kann in der hier angegebenen algorithmischen Form
dargestellt werden:

Algorithmus 1.9.2: Verification (f,Z,[z], unique)
1. {Initialisierung.}
k= —1; kpax := 5; Err := “No Error”;
[u]© :=[0] = ¢; [h] := R® Vfo(T);

2. repeat
(a) k:=k+1;
(b) {Bestimme den Verifikationsschritt aus Definition 1.32.}
[W]**1 = —[h]

+O (1= R-VHo( & (0U [u]™) ) @ [u]®;
(¢) {Uberpriife die Existenz und Eindeutigkeit der Nullstelle.}

o

unique := [u]*+) C [u]®);

(d) if not unique
{Fiihre eine e-Aufbldhung durch, um die Inkusion im}
{néchsten Schritt zu erreichen. }

[u] -+ 1= [u] 4+ sa 2

until unique or k = kp.y;

3. return [z] := 7 + [u]*tY): unique;
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1.10 Terminologie der Theorie des
Simplex-Algorithmus

Die in Kapitel 2 folgende Diskussion der Innere-Punkt-Methode —als
Losungsverfahren fiir lineare Optimierungsprobleme wird zeigen, daf} dieses
asymptotische Verfahren nicht in der Lage ist, mit einer endlichen Anzahl
an Iterationsschritten die exakte Losung eines (LP) zu bestimmen. Durch
das Mitverwenden der Strategie der Barriere-Methode wird, ausgehend von
einem strikt zulassigen (inneren) Startpunkt, in jedem Iterationsschritt ein
neuer, ebenfalls strikt zuldssiger Punkt generiert. Ein zentraler Satz der
linearen Optimierungstheorie (s.u.) besagt aber, dal im Falle der Existenz
einer optimalen Lésung eines gegebenen

minimiere  f(z) = clz
(LP) unter den Nebenbedingungen Az = b
und x > 0

(Ae IR"™ "™ be IR™, c,x € IR") ein optimaler Losungsvektor hochstens m
von Null verschiedene Komponenten besitzt. Geometrisch betrachtet ent-
spricht jeder zuldssige Punkt mit maximal m von Null verschiedenen Kom-
ponenten einer Ecke des durch die Nebenbedingungen des (LP) definierten
konvexen Polyeders M :={x € IR" | Ax = b,z > 6} Hierdurch wird klar,
daf die exakte Losung des (LP) immer ein Randpunkt ist. Im Gegensatz
zur unbeschrankten Iterationszahl bei Innere-Punkt-Verfahren steht nun die
Tatsache, dafl die Anzahl dieser Eckpunkte (1) = #Lm), betragt und da-
mit endlich ist. Auf diesen Aussagen basiert das von Dantzig entwickelte
Simplex-Vertahren, das die Eckpunkte nacheinander auf Optimalitdt hin
tiberpriift. Fiir eine vollstandige Erlauterung dieser Zusammenhénge sei
auf die einfithrenden Werke von Collatz und Wetterling [10] oder Morlock
und Neumann [51] verwiesen.

Losungen des Gleichungssystems Ax = b, bei denen genau n — m
Komponenten des Vektors = gleich Null sind, kénnen durch eine Zerle-
gung der rechteckigen Matrix A, die aus den Spaltenvektoren (a.1,. .., ax,)
besteht, in zwei Teilmatrizen Ag und Ay beschrieben werden. Ap =
(G gyy .-y 0xp,) ist dabei eine nicht-singuldre m x m Teilmatrix mit den
Spaltenvektoren a. s, der Matrix A und Ax = (dupy,- .-\ uy,_,,) ist die
m x (n —m) Teilmatrix bestehend aus den tibrigen Spalten der Matrix A.

Definition 1.10.1 Die Indexmenge B = {31,...,08,} C {1,...,n}, die die
nicht-singulére quadratische Matrix Ag bestimmt, heifit Basis-Indexmenge
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des (LP). Die Indexmenge N := {v1,...,vp_m} := {1,...,n}\ B wird als
Nicht-Basis-Indexmenge bezeichnet.

Fiir eine gegebene Zerlegung B und N kann das lineare Gleichungssy-
stem Az = b in der Form

AB'J}B—I-AN'J}N:Z) (133)

dargestellt werden, wobei z = (v, zy)" der analog zerlegte Losungsvektor
ist. Multipliziert man die Gleichung (1.33) mit der Inversen A4, so erhlt
man

:I;B:A}Bl-b—H-xN mit H::AE-AN.

Zerlegt man ¢ = (cp,cy)! entsprechend, so kann die Zielfunktion in der
Form

T T T T (a-1 T
clx=cg-rptey-ay = cg-(Ag-b—H-an)+cey-an

= cp-Ap b—(cg-H—cy)-an.
angegeben werden. Daraus folgt fiir z = (25, zx) T
CTJ}:CE'A_B}Z)—ZJE'J}N mit zy:= H' - cg — cn. (1.34)

Das heifit, dafl sowohl die m Variablen x g als auch der Wert der Zieltunktion
durch die n — m Komponenten des Vektors xy bestimmt sind.

Definition 1.10.2 Eine Basis-Losung (beztiglich der Basis-Indexmenge B)
ist eine Losung « beziiglich der Nebenbedingungen Az = b aus (LP), deren
n —m Komponenten zy gleich Null sind.

x::(xB,xN)T mit xp:= Az -b und zy:=0.

Gilt zusétzlichz > 0 (d.h. zp := AZb > 0), dann heifit + € M eine zuldssige
Basis-Lésung. Der Wert der Zielfunktion ist dann f = ¢tz = ¢ AZb. Der
Vektor zy aus (1.34) heifit der Vektor der reduzierten oder relativen Kosten,
da er angibt, wie stark die Zielfunktion von xx abhéngt.

Liefert f(x) eine Minimallosung fiir das (LP), so heifit @ eine zuldssige op-
timale Basis-Ldsunyg.

Es gilt nun der oben erwidhnte

Satz 1.10.1 (Fundamentalsatz der linearen Optimierung) Gegeben sei ein
lineares Optimierungsproblem (LP) in Standardform, wobei A eine (m x n)
Matrix vom Rang m ist. Dann gilt:
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(i) Falls es eine zuldssige Lésung gibt, so existiert auch eine zuldssige
Basis-Lésung.

(ii) Falls es eine zuldssige optimale Lésung gibt, so existiert auch eine
zuldssige optimale Basis-Lésung.

Zum Beweis siehe Luenberger [44].



Kapitel 2

Innere-Punkt-Methoden und
Ergebnisverifikation

2.1 Karmarkar-Algorithmus

2.1.1 Beschreibung

Das 1984 von Karmarkar entwickelte Projektionsverfahren [27], auch Kar-
markar-Algorithmus genannt, basiert aut einem linearen Optimierungspro-
blem der Form

minimiere  f(z) = =
(KarP) unter den Nebenbedingungen é:z; = 0,
etr = 1,
z > 0

Y

wobei A eine reelle (m x n)-Matrix ist, ¢ und @ € IR" und e ein n-
dimensionaler Vektor mit 1 in allen Komponenten ist. Weiterhin nimmt
Karmarkar an, daf§ fiir die optimale Losung & von (KarP) der Zielfunkti-
onswert f(&) =0 ist.

Da (KarP) nicht der Standardform eines linearen Optimierungsproblems
(LP) (vgl. Definition 1.4.4) entspricht, zeigte Karmarkar, da jedes (LP) in
die Form (KarP) transformiert werden kann [27].

Zur folgenden Kurzbeschreibung vergleiche z.B. Richter [55]. Der Kar-
markar-Algorithmus startet an einer Anfangsnaherung (%) der Loésung von
(KarP), fiir die Az(® = 0, eT2(® = 1 und 2(® > 0 gilt. Der Algorith-
mus bewegt sich mit Hilfe von projektiven Transformationen zu einer neuen
Néherung 2.
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Sei T'(x) := % mit der Diagonalmatrix X, deren Diagonalele-

mente die Komponenten von 2(°) sind, eine projektive Transformation, die
(0)

2©) in % - ¢ abbildet. Die Matrix B sei definiert als l Ai{p ] und der

Vektor 6 € IR" sei definiert als

§=a(1-B"(BB")'B) Xk (2.1)

wobei der positive Parameter « die Schrittweite steuert. Ein neuer Punkt
¢ € IR" wird dann bestimmt durch

lee—l—(S
n

und die neue Niherung (M) erhilt man durch die Inverse der projektiven
Transformation 77(¢), die definiert ist als

XO¢
(1) _ ey
=T = Ty

Karmarkar zeigt, dafl bei einer geeigneten Wahl von « in (2.1) in
O(n*°K) Tterationen eine Néherungslosung & bestimmt wird, fiir die

f(&) < 275K f(2©) gilt, wobei

n

K =3 [los(lag | +1) 4 11, 22)

i=0

mit a;p = b; und ag; = ¢;, der Zahl der notwendigen Bits entspricht, die
fiir die Darstellung der Komponenten von A, b und ¢ bendtigt werden [27].
Die Bezeichnung [-] steht fiir den ganzzahligen Anteil des eingeklammerten
reellen Ausdrucks.

Um die Komplexitat seines Algorithmus zu beweisen, fiihrte Karmarkar
die Potentialfunktion

pl) = () = X In(e)

ein. Er zeigt, dafl die Potentialfunktion bei einer geeigneten Wahl des Para-
meters a zumindestens um einen konstanten Wert in jedem Iterationsschritt
reduziert wird. Dies liefert die gewiinschte Aussage iiber die Komplexitét
des Verfahrens (vgl. [4]). Allerdings erwies sich die von Karmarkar in seiner
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ersten Verdffentlichung vorgeschlagene Wahl des Parameters o in der Praxis
(und insbesondere im Vergleich zum Simplex-Algorithmus) als ungeeignet,
da sie in allen Fallen zur maximal méglichen Anzahl an Iterationen fiihrte.

Wesentlich ist die Tatsache, da das Projektionsverfahren von Karmar-
kar als ein beschranktes Newton-Verfahren beziiglich der Potentialfunktion
p(x) hergeleitet werden kann. Dies fithrt zu den in den folgenden Abschnit-
ten beschriebenen Herleitungen des Karmarkar-Algorithmus mit Hilfe all-
gemeiner logarithmischer Barriere-Methoden.

Bei der Verwendung des urspriinglichen Algorithmus stellte insbeson-
dere die Konvertierung eines linearen Optimierungsproblems in Standard-
form (LP) in die homogene Form Karmarkars (KarP) eine Schwierigkeit
dar. Karmarkars Vorschlag fiihrte auf eine Verdoppelung der Dimension
der Nebenbedingungsmatrix A.

A

Y

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung des Karmarkar-Algorithmus

2.1.2 TIllustration

Der Iterationsprozefl des Karmarkar-Algorithmus fithrt durch das Innere des
zuldssigen Bereiches M (vgl. Abbildung 2.1). Ausgehend von einem strikt

zuldssigen Punkt (%) eM springt der Iterationsprozef} fiir einen i.a. rela-
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tiv groflen Startwert des Barriere-Parameters in Richtung des analytischen
Zentrums des zulassigen Bereiches und nahert sich dann asymptotisch der
optimalen Losung z.

2.1.3 Aufwandsabschitzung

Der Simplex-Algorithmus besticht unverdndert durch seine Effizienz und
Zuverlassigkeit bei kleinen, z.T. aber auch bei mittleren und gréfleren An-
wendungen, den sogenannten ,real-world“-Problemen. Zur Problemlésung
wird hierbei haufig nur ein kleines Vielfaches (2-3) der Problemdimension
an Iterationsschritten benétigt. Da die Zahl der Ecken eines beliebigen (LP)
endlich ist, konvergiert das Simplex-Verfahren unter relativ schwachen Vor-
aussetzungen garantiert. Nachteilig wirkt sich hingegen die Tatsache aus,
daf die Zahl der Ecken exponentiell mit der Dimension des Problems wachst.
Ein typisches Beispiel ist der ,gedrehte Quader®, ein Beispiel von Klee und
Minty [33], der ein (LP) mit n Unbekannten und 2n Ungleichungen als Ne-
benbedingungen bestimmt. Der Standard-Algorithmus sucht im Laufe des
Iterationsprozesses alle 2" Ecken auf. Die ,worst-case® Komplexitat des
Simplex-Algorithmus ist somit exponentiell abhéngig von der Dimension
des Problems. Daf} dieser Fall in der Praxis nur sehr selten eintritt, ist ein
bislang ungeklértes Phanomen.

Der Karmarkar-Algorithmus stellt nach einer Reihe von weniger erfolg-
reichen Versuchen die erste Losungsstrategie dar, deren Komplexitit poly-
nomial begrenzt ist und die auch im praktischen Einsatz mit dem Simplex-
Algorithmus konkurrieren kann. Im Vergleich erreicht diese Innere-Punkt-
Methode einen Beschleunigungsfaktor von ca. 50 gegeniiber dem traditio-
nellen Simplex-Algorithmus bei zahlreichen komplexen Anwendungen.

Bei Problemgrofien kleiner Dimension (n < 100) behélt das Simplex-
Verfahren noch in den meisten Féallen einen Vorteil, da der Rechenaufwand
h&ufig nur bei O(3n) liegt, wihrend der Karmarkar-Algorithmus durch den
problemabhéngigen Wert K aus (2.2), der i.a. wesentlich grofier als 3n ist,
bestimmt wird. Bei mittleren Problemdimensionen (100 < n < 10000) keh-
ren sich diese Verhédltnisse im Durchschnitt bereits um, da hier der Aufwand,
den der Simplex-Algorithmus benétigt, in der Regel quadratisch ansteigt,
wohingegen der Aufwand des Karmarkar-Algorithmus mit O(K') quasi un-
verdndert bleibt. Bei grofien linearen Optimierungsproblemen (n > 10000)
erweist sich Karmarkar als deutlich iiberlegen mit einem Aufwand von
O(n*°K) gegeniiber beobachteten O(n*) bis O(rn®) fiir den Simplex. Diese
Vergleiche werden in Abbildung 2.2 nochmals zusammengestellt.
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Vergleichkriterium H Simplex ‘ Karmarkar
Autor G. Dantzig (1947) | N. Karmarkar (1984)
Aufwand bzgl. Problem-
dimension n Durchschnitt Durchschnitt
n < 100 O(3n) O(K)
100 < n < 10.000 O(n?) O(K)
n > 10.000 O(n*) O(n°K)
worst case o(2") O(n*°K)
Konvergenz i.a. garantiert asymptotisch
behandelbare linear linear,
Problemklassen (nicht-linear) konvex,
kombinatorisch

Abbildung 2.2:  Vergleich von Simplex- und Karmarkar-Algorithmus
Mit K aus (2.2)

Auf Grund der Aquivalenz zwischen dem Karmarkar-Algorithmus und
den klassischen Barriere-Verfahren ist es moglich, dieses Verfahren, im Ge-
gensatz zum Simplex-Algorithmus, auch auf nichtlineare Optimierungspro-
bleme anzuwenden. Der zentrale Gedanke der Innere-Punkt-Methoden ist
die Konstruktion einer stetig von einem Parameter abhangenden Folge von
Néherungslosungen, die asymptotisch gegen die exakte Losung konvergiert.
Wihrend sich der Parameter seinem Grenzwert néhert, beschreibt die Folge
der Naherungen einen glatten Graphen, dessen geometrische Eigenschaften
analysierbar sind.

2.2 Primale Innere-Punkt-Methode

Die primale Innere-Punkt-Methode bezeichnet eine Kombination aus Barri-
ere-Verfahren, Lagrangescher Multiplikatorenregel und Newton-Verfahren,
die einen zum Karmarkar-Algorithmus dquivalenten Losungsansatz fiir li-
neare Optimierungsprobleme darstellt.

Man geht von einem linearen Optimierungsproblem in Standardform

minimiere  f(z) = clz
(LP) unter den Nebenbedingungen Ar = b,
z > 0
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aus, das folgende Bedingungen erfiillt:

(i) es existieren innere Punkte x EZ\OL d.h. die Menge M der Punkte x,
fiir die gilt: Az = b und = > 0, ist nicht leer, und

(ii) A € IR™*" hat vollen Rang.

Mit Hilfe der Barriere-Methode (vgl. Abschnitt 1.6) wird das (fir g — 0
dquivalente) Problem ohne Ungleichungen in den Nebenbedingungen gebil-
det. Die Nicht-Negativititsbedingungen @ > 0 aus (LP) werden durch den
Barriere-Term —p 3% In(a;) in die Zielfunktion f(x) aufgenommen und
man erhélt das nur noch durch lineare Nebenbedingungen in Gleichungs-

form beschrankte (LECP)

minimiere  B(x | p) = c'a —p ) In(z;)
Pt (2.3)

unter den Nebenbedingungen Az = b.

Die Nebenbedingungen in Gleichungsform Az = b & Ax — b = 0 werden
eliminiert, indem man die unbeschriankte Lagrangesche Funktion fir das

Problem (2.3) konstruiert (vgl. Abschnitt 1.7)

Liayy | ) = T — 3" In(w:) — 7 (Az — b), (2.4)

=1

wobei y € IR™ der Vektor der Lagrangeschen Multiplikatoren ist. Nach
Lemma 1.7.1 gilt, daB fiir eine Minimalstelle (&, y) von (2.4) der Vektor &
Minimallésung des (LECP) (2.3) und damit hier auch des (LP) ist. Die Op-
timalitatsbedingungen 1. Ordnung fiir den hier zu behandelnden Spezialfall
eines Optimierungsproblems mit linearen Nebenbedingungen in Gleichungs-
form (2.3) lautet dann nach Lemma 1.7.3

V. L c—pXle— ATy
Vit = gp )= (T ) m0 e

wobei X eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente die Variablen x;
sind und e = 1 ein entsprechend dimensionierter Vektor ist.
Ausgehend von der Hessematrix

Vi L (V%,L)T
2 _ rx zy
VL(x7y|:u)_(V2wa 0
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VieL(z,y |p) = pX? und
V%Uy[’(wvy lp) = VQZ/I’L(‘rvy | 1) = A

erhilt man ein (m + n)-dimensionales lineares Gleichungssystem zur Be-
stimmung der Newton-Korrektur (vgl. Anwendung des Newton-Verfahrens

auf die Lagrangesche Funktion (1.30))

M(X(k))—z AT Az k) c— IM(X(k))—le_ ATy(k)
A 0 ) \Ay® ] —Az® 4+ '

Unter der Annahme, da () ein innerer Punkt des zuléssigen Bereiches ist,
d.h. 2™ >0 und Az® = b fiir (k=0,1,...), kann dies umgeformt werden
in

M(X(k))—z AT ‘ Az k) I /L(X(k))_le _ ATy(k)
A 0 Ay 0 ‘

Fithrt man y**) := y® 1 Ay als neue Variable ein, so kann das Glei-
chungssystem in die Form

(1 )30 ) () e

gebracht werden.

Da die Hessematrix V2, L = (X )2 wegen der Voraussetzung z*) > 0
fir (k= 0,1,...) nicht-singulér ist, kann die 1. Teilgleichung aus (2.6) mit
(V2. L)' = %(X(k))2 multipliziert werden, so dafl man die Gleichungen

1
AzF) = —(X(k))2 ( ATy(k‘H) —c+ /L(X(k))_le ) bzw. (2.7a)
7
1
Ax® = g8 4 Z(XWN2ATy D) _ (2.7b)
7

erhilt. Der Lagrangesche Multiplikator y**1) wird bestimmt, indem die

1. Teilgleichung aus (2.6) mit A(X®)2 multipliziert wird und die Voraus-
setzung Azt = A(2® + Az®) = b = AAzP®) = 0 fir (k= 0,1,...)

ausgenutzt wird:

AXEN2 AT = (X2 — pAXPe = AXE(XPe— pe). (2.8)
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Da A nach Voraussetzung (ii) vollen Rang hat und z® #£ 0 ist, ist die
Matrix A(X®)2AT positiv definit [64]. Lést man (2.8) nach y*+1) auf und
setzt dies in (2.7a) ein, so erhdlt man

1
Az®) = _Zx®px® . x® p, (2.9)
1
mit 1
P=1-X®AT (AXBXEAT) " AXG), (2.10)

(k+1)

so daf} die neue lterierte x bestimmt wird als

24— (B g (B A p(B) (2.11)

fiir einen geeigneten Schrittweitenparameter a®). Entsprechend der in Ab-
schnitt 1.6 beschriebenen Barriere-Methode wird fiir den néchsten Iterati-
onsschritt der Barriere-Parameter p®) auf p#+t) = 7u4®) mit 0 < 7 < 1,
reduziert und so der Algorithmus fortgefiihrt.

Die Aquivalenz zwischen der Newton-Korrektur (2.9) zur Bestimmung
der Abstiegsrichtung und dem Richtungsvektor ¢ des Karmarkar-Algorith-
mus (2.1) wird von Gill et al. [19] mit folgendem Satz gezeigt.

Satz 2.2.1 Wird der nachfolgend beschriebene primale Newton-Barriere-
Algorithmus (vgl. Algorithmus 2.2.1) mit der Abstiegsrichtung (2.9) auf ein
lineares Optimierungsproblem in Karmarkars Form (KarP) angewandt, so
existiert fiir jeden Iterationsschritt ein p, so daff (2.1) und (2.9) identisch
sind.

Mit Hilfe dieses Satzes ist der Nachweis gegeben, dafl der Karmarkar-
Algorithmus ein Spezialfall der allgemeinen logarithmischen Barriere-Me-
thoden ist, die in diesem Abschnitt als die primale Innere-Punkt-Methode
bezeichnet wurde.

Algorithmische Beschreibung

Eine algorithmische Darstellung der primalen Innere-Punkt-Methode bein-
haltet eine ,duflere® und eine ,innere“ Iteration. In der dufleren Iteration
(Iterationsindex [) wird der Barriere-Parameter p sukzessive verkleinert,
wahrend in der inneren Iteration (Index k) der Newton-Algorithmus ver-
wandt wird, um das Minimum des aktuellen Barriere-Problems, d.h. der
Lagrangeschen Barriere-Funktion (2.4), anzunahern.
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Algorithmus 2.2.1: PrimalNewtonBarriereMethod (c, A, b, z(®, 2())
1. {Initialisierung.}
[:= —1; lpax := 100; £ := 10712 § := 107°°; wahle 4(© > 0;
2. {Priife, ob () ein strikt zuldssiger Punkt ist, d.h.}
{2 >0 und Az® =, }

CheckFeasibility (A, b, z(%));

3. {Starte die Barriere-Iteration (vgl. Algorithmus 1.6.1).}
repeat {Barriere-Iteration mit Index [.}

(a) l:=14+1; k:=—1;

(b) if I > 0 then wihle 0 < p) < p(=Y;

(c) {Bilde die (neue) Lagrangesche Barriere-Funktion.}

Lia,y | 1) i= "a — pO S0 Ina) — y* (Ax — b);

(d) {Bestimme (), )T das Minimum von L(z,y | p¥) mit}
{dem Newton-Verfahren (vgl. Algorithmus 1.9.1). }
NewtonMethod (L, (20, 400y (g bk+1) 1y (LAY Fyp)s

(e) #0) 1 pUHLD, ) (1),

until (|20 — 20Y) < &) or (uD) < §) or | = lpa;

4. return 3O,

Fiir die in Schritt 2 verwandte Prozedur CheckFeasibility zur Uberpriifung
der Zuléssigkeit der Startlésung wird auf die Beschreibung in Abschnitt
2.4.1 verwiesen.

2.3 Primal-duale Innere-Punkt-Methode

2.3.1 Dualitatssatze

Einer Minimierungsaufgabe der linearen Optimierung (LP) kann eine duale
Maximierungsaufgabe zugeordnet werden [10]. Der Zusammenhang zwi-
schen primalem und dualem Problem kann fiir die Bestimmung eines nume-
risch iiberpriifbaren Kriteriums fiir die Qualitdt der Losung genutzt werden.
Gegeben seien das primale Optimierungsproblem

minimiere  f(x)
(LP) unter den Nebenbedingungen Ax

X

IV
o o 0
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und das dazu duale Optimierungsproblem
by
c

maximiere  ¢(y)

(DP7) unter den Nebenbedingungen ATy

IA

Y

Es ist zu beachten, dal (DP’) nicht vorzeichenbeschrankt ist.

Definition 2.3.1 Durch die Einfiihrung von Schlupfvariablen z;, (¢« =
L,...,n)in (DP’) erhalt man das zu (DP’) dquivalente duale Optimierungs-
problem in Standardform

maximiere gly) = bly
(DP) unter den Nebenbedingungen ATy +:2 = &,
z > 0.

Es gelten nun die folgenden Dualitdtssdtze.

Satz 2.3.1 Ist « zuldssiger Punkt des (LP) und y zuldssiger Punkt des
(DP), so gilt:
f(x) = g(y).

Satz 2.3.2 Das (LP) besitzt genau dann eine endliche Lésung, wenn das
(DP) eine Losung besitzt. Die Extremwerte beider Probleme sind (wenn sie
existieren) identisch, d.h. f(&) = g(7).

Satz 2.3.3 Besitzen beide Optimierungsprobleme, das (LP) und das (DP),
zuldssige Punkte, so besitzen auch beide Probleme Optimallésungen.

Zum Beweis siehe Collatz und Wetterling [10].

Aus den Sdtzen 2.3.1 und 2.3.3 folgt, daBl man eine beidseitige Ein-
schlieffung des Optimalwertes f(%) = ¢(y) durch das Paar aus primalem
und dualem Optimierungsproblem erhélt.

gy®) < g(i) = J(2) < fa®), (k=0,1,..)

Dies fiihrt zu der Idee, (LP) und (DP) simultan zu lsen, da so in jedem
Schritt des Iterationsprozesses eine EinschlieBung des tatsidchlichen Opti-
malwertes geliefert wird, iiber deren Durchmesser eine Abschédtzung der
Qualitat der Losung moglich ist.

Definition 2.3.2 Der Abstand der Zielfunktionswerte eines zuldssigen
Punktes des primalen Problems z*) und eines zulissigen Punktes des dualen
Problems y*) wird als

gap®) = f(a®)) — g(y*))

definiert und mit Dualitatslicke bezeichnet.
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2.3.2 System aus primalem und dualem Optimie-

rungsproblem
Betrachtet wird nun das Paar aus primalem und dualem Programm in Stan-
dardform:
minimiere  f(z) = clz
(LP) unter den Nebenbedingungen Ax = b,
x > 0,
und
maximiere gly) = bly
(DP) unter den Nebenbedingungen ATy +:2 = &,
z > 0,

das folgende Bedingungen erfiillt:

(i) es existieren strikt innere Punkte fiir das LP, d.h. die Menge der
Punkte z, fiir die gilt: Az = b und = > 0, ist nicht leer,

(ii) es existieren strikt innere Punkte fiir das DP, d.h. die Menge der
Punkte (y, z), fiir die gilt: ATy + z = ¢ und 2 > 0, ist nicht leer, und

(iii) A € IR™*" hat vollen Rang.

Die entsprechenden logarithmischen Barriere-Funktionen lauten (analog
zum primalen Fall (2.3)):

minimiere  Brp(z | p) = e — p 0 In(z;)
unter den Nebenbedingungen Az = b.

und

maximiere  Bpp(y, z | 1) = bly + p 0, In(z;)
unter den Nebenbedingungen ATy + 2 = c.

Die unbeschrinkten Lagrangeschen Funktionen sind dann (analog zu (2.4))
Lip(e,y [ p) = o —p) In(z;) —y' (Av —b) (2.12a)
i=1

Lpp(x,y,z | p) = by4pu > In(z) — e (ATy 4+ 2 —¢). (2.12b)

=1
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Es bezeichnen X und Z Diagonalmatrizen, deren Diagonalelemente die
Komponenten der Vektoren z und z sind.  Durch die Berechnung aller
partieller Ableitungen, die gleich Null gesetzt werden, erhalt man zunachst

(vel. (2.5))

Volip(z,y | p) = c—pXle— ATy
VyLlip(z,y[p) = —Az+b
V.Lpp(z,y,z |p) = —(ATy+z—¢)

(
V,Lpp(x,y,z|p) = b— Az
V.Lpp(z,y,z | p) = pZte— Xe.

Durch einige algebraische Umformungen von

c—puXte—Aly = 0 |V,Lpp: —ATy=2—c¢
c—,uX'le—I—z—c =0

uZlte—Xe = 0 |V.Lpp

—,uX'le—I—Z =0

bzw. aufgrund von Dublizitat ergeben sich drei Gleichungssysteme

Ax =b, x>0 (2.13a)
Aly+2 =¢, 2>0 (2.13b)
XZe = pe. (2.13c)

Die Bedingungen (2.13a) und (2.13b) geben die iibliche primale und duale
Zulassigkeit an und (2.13¢) entspricht fiir 4 — 0 der Dualitétsliicke

gap = f(x)—gly)

= 'y — bTy
= (ATy+2)"a — (Ax)Ty
- .

Dieses Gesamtsystem entspricht der Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung
(vgl. (1.28))

—Ax + b
V(LLP, LDP) = —ATy —z+4c =0 (214)
XZe— pe

deren Nullstelle mit dem Newton-Verfahren bestimmt werden kann.

Der Startpunkt (z(@,y© 2©) erfille die Bedingungen Az® = b,
ATy 4 20 = ¢ 20 > 0 und 2(® > 0, d.h. er sei ein strikt zuldssiger
Punkt.
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Mit der Hesse-Matrix

A 0 0
V{Lip, Lpp)=| 0 AT 1 |, (2.15)
Z 0 X

die sofort angegeben werden kann, erhalt man die Newton-Iteration (1.30)

A 0 0 Az TLP
0 AT ] Ay = 'Dp 5 (216)
Z 0 X Az Ty

rop = b—Al‘,

wobei

rpp = —ATy—Z—I—cund
r, = pe—XZe

den primalen bzw. dualen Residuenvektor und die Dualitdtslicke bezeichne.
Aus der zweiten Zeile des Gleichungssystems (2.16) folgt

Az =rpp — ATAy.
Durch Substitution von Az in der dritten Gleichung erhélt man

ZAxz+ XAz = r,
ZA:L'—I—X(TDP—ATAy) = pe— XZe
X_IZAJ}—I-TDP—ATA]J = uX'e—Ze

X_IZAJ}—ATA]J = ,uX_le—Z—er
= ,uX_le—z—l—ATy—l—z—c
= ,uX_le—c—I—ATy

und damit fiir Az und Ay das System

A 0 Az 1\ TLP
( X'z AT ) ( —Ay ) - ( pXte —c+ Aly ) ' (2.17)

Da x und z echt positive Vektoren sind, ist die Matrix X 'Z eine regulire
Diagonalmatrix. Verwendet man (X 7)™ zur Eliminierung von Az in der
zweiten Gleichung aus (2.17), so folgt

(AZ'XAD Ay =b— pAZ e + AZ Xrpp. (2.18)
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Um (2.16) zu lésen, geniigt es also, zunachst Ay durch das lineare Glei-
chungssystem (2.18) zu bestimmen und anschlieflend

Az = er—ATAy und
Az = Z'r,— XAz)

direkt zu berechnen. Dies hat insbesondere zur Folge, dafl der Berech-
nungsaufwand fiir die einzelne Newton-Korrektur der primal-dualen Innere-
Punkt-Methode gegeniiber der primalen Methode praktisch unverdndert
bleibt.

Vergleicht man die Beschreibungen von Karmarkar-Algorithmus, pri-
maler und primal-dualer Innere-Punkt-Methode, so ist zu erkennen, daf} in
allen Fillen eine Matrix von Typ ADAT konstruiert wird, wobei D eine Dia-
gonalmatrix ist. Die Komponenten der Matrix D unterscheiden sich zwar
von Vertahren zu Verfahren, der Rechenaufwand eines Newton-Schrittes al-
lerdings nur unwesentlich. Ausgehend von dieser Ahnlichkeit lassen sich
sofort zwei Vorteile der primal-dualen Methode erkennen.

Zum einen ist fiir zuldssige Vektoren = und y bzw. 2z die aktuelle Dua-
litatsliicke gap = ¢’'x — bTy stets bekannt und es gilt

gap =clx —bly = (ATy + )Tz — (Az)Ty = 272 >0, (2.19)

da ATy 4+ z = c aus (DP) und Az = b aus (LP) gilt, sowie Dualitéitssatz
2.3.1 anwendbar ist. Dies liefert in jedem Iterationsschritt eine berechenbare
Grenze fiir die Nihe von ¢! 2 zum optimalen Wert ¢’2. Sei ¢’z — b1y = j3.
Da nach der Aussage von Dualititssatz 2.3.2 gilt ¢f4 = b7y, erhilt man

e —cls =5+ b1y — by

Da weiterhin bekannt ist, dal die Zielfunktion ¢(y) von (DP) durch g
maximiert wird, gilt 679 > bTy fiir alle dual zuldssigen Vektoren y, d.h.
by — b7y <.

Entsprechend gilt fiir alle primal zuldssigen Vektoren z: ¢z — c¢f'a > 0.
Hieraus folgt, dal die numerisch exakt berechenbare Dualitdtsliicke 3 fiir
ein Paar x,y eine obere Grenze fiir den Abstand zum optimalen Zielfunk-
tionswert angibt:

0<cla—c"i< I¢]

Der zweite Vorteil der primal-dualen Methode ist die Méglichkeit, den
Schrittweitenparameter o im Newton-Schritt fiir das primale (agzp) und das
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duale Problem (app) getrennt zu wéihlen, d.h. der Newton-Schritt hat die
Form

D= Ry Oé(L]}))AJ}(k)
gyt = ) 4 Oé(DkI)DAy(k)
A= )y oz(DkI)gAz(k).

Wie in Abschnitt 2.4.2 ndher beschrieben wird, ist dadurch eine un-
abhédngige Steuerung der Newton-Korrekturen beziiglich der primalen und
dualen Naherungslésungen méglich, die das Verfahren erheblich beschleu-
nigt.

2.4 Verifikation

2.4.1 Zulissigkeit des Startpunktes z(¥) und der Ite-
rierten

Sowohl die primale Innere-Punkt-Methode (vgl. Abschnitt 2.2) als auch
die primal-duale Innere-Punkt-Methode (vgl. Abschnitt 2.3) setzen fiir die
erfolgreiche Verwendung des Verfahrens die Existenz eines strikt zulassigen
Startpunktes z(®) bzw. (2, y© 2(©) voraus, d.h. eines Punktes, der echt
im Innern des zulassigen Bereiches von (LP) bzw. (LP) und (DP) liegt. Dies
bedeutet im primalen Fall (2.13a)

Az =b und x>0
sowie im dualen Fall (2.13b)
ATy—I—Z:c und z > 0.

Da auf einem Rechner im Rahmen der Maschinenzahlen i.a. keine Gleich-
heit (Ax = b) erreicht werden kann (siehe Beispiel 2.4.1), muf fiir den Nach-
weis der Zuldssigkeit eines Punktes x zu dem &quivalenten Grundproblem
(GrundLP) (vgl. Abschnitt 1.4) tibergegangen werden. Hierzu wird davon
ausgegangen, dafl das im Algorithmus behandelte (LP) in seiner Standard-
form aus einem gegebenen Grundproblem (GrundL.P) durch die Einfithrung
von Schlupfvariablen sq,..., s, (vgl. Abschnitt 1.4) hervorgegangen ist:

Ty

minimiere  f(x) =

(LP) unter den Nebenbedingungen — Ax

und x

(VAR
o o q
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mit © = (F1,.. ., Tny 81, 8m), ¢ = (Ciy. 360, 0,...,0) und A = (ﬁ,]m),
wobei [,,, die m-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne. Das duale Problem
lautet dann

maximiere gly) = bly
(DP) unter den Nebenbedingungen ATy +: = ¢
und z > 0,
wobei z = (Z1,...,Zn,11,. .., 1) der duale Schlupfvariablenvektor sei. Wird

nun das Grundproblem

4

minimiere f(¥) = ¢'T
(GrundLP) unter den Nebenbedingungen — Az < b
und r > 0

Y

fir die Uberpriifung der strikten Zuldssigkeit eines Startpunktes
(gj(o),y(o),z(o)) fir das (LP) verwandt, so ist dies vollstandig durch die
Uberpriifung von Ungleichungen moglich. Fiir den Nachweis der strikten
Zuléssigkeit im primalen Fall sind dann ndmlich die Bedingungen:

x>0  fir den erweiterten Vektor & und

A% <b  fiir das nicht-erweiterte Grundproblem
sowie fiir den dualen Fall

z >0  fir den erweiterten Vektor Z und
ATy <&  fiir das nicht-erweiterte Grundproblem

gleichbedeutend mit (2.13a) und (2.13b).
Zur Erlauterung der Problematik wird folgendes Beispiel angegeben:

Beispiel 2.4.1 Geben sei das (LP)

minimiere flz) = (1,1,1,0,0) -
1 2 0 03 0 3
(LP) u.d.NB ( L 11 0 05 ) ‘o= ( 5
und r >

Ausgehend von einer 2-stelligen Dezimalarithmetik sind folgende Zwischen-
ergebnisse moglich:

1.7
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aber wegen o O(2/3) = 0.67 # 2

1.8

: 1 2003 0 3
- ( - ) ® ( )
T >0 und '\ £ :

0.67 111 0 05 3

0.4

Dies liegt daran, dafl die Zahl % in einer 2-stelligen Dezimalarithmetik nicht
darstellbar ist. Wird jedoch auf das Grundproblem

minimiere flg)y = (1,1,1) -2
(GrundLP) u.d.NB. ( 20 ) 7z < 3 )
1 11 - 3
und x > 0.

iibergegangen, so kénnen

1.7
MD>s0=7V=1 1 |>0 und b2 0-§W§ 3
| 11 1 3

und

1.8
D >0=79 =1 1 | >0 und b2 0-§@§ 3
| 11 1 3

als zulassige Punkte identifiziert werden.

Praktisch kann die Uberpriifung der Zulissigkeit einer Iterierten auf dem
Rechner nur garantiert werden, wenn eine Intervallarithmetik zur Verfiigung
steht, die alle auftretenden Rundungsfehler berticksichtigt. Mit Hilfe der
gerichteten Rundung fiir arithmetische Operationen ist auch die Vergleichs-
operation, wie sie zur Uberpriifung der abgewandelten Gleichungsbedingun-
gen Ar < bund ATy < ¢ benétigt werden, auf dem Rechner entscheidbar.
Steht zusétzlich ein exaktes Skalarprodukt zur Vertiigung, das ein Ergebnis
mit nur einer Rundung liefert, so ist eine Minimierung der Uberschitzung
bei der Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes moglich.

Diese Ungleichungsbedingungen sind somit auch auf dem Rechner im
Rahmen der Maschinenzahlen erfiillbar und fiir die Verifikation der Zuléssig-
keit der Startlosung verwendbar. Die Prozedur zur Uberpriifung der
Zuléssigkeit kann dann in der folgenden Form algorithmisch beschrieben
werden:
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Algorithmus 2.4.1: CheckFeasibility (A,b,c,x,y, z, primal, dual)

1. {Priife Nicht-Negativitidtsbedingungen}
primal := x > 0;
dual := z > 0;

2. {Priife ,,Gleichungsbedingungen*}
if primal or dual then
begin {Bestimme Teilmatrix und Teilvektoren }
A= Al..m,1..n—m; T = T e
€= Cl.p—m;
primal := A7 < b;
dual := ATy < &
end

3. return primal, dual;

Da es ein Charakteristikum der Innere-Punkt-Methoden ist, dafl der
[terationsproze vollstandig im Innern des zuldssigen Bereiches verlauft,
miissen die oben angegebenen Bedingungen fiir die primale und duale
Zuléssigkeit auch in jedem Barriere-Schritt und sogar in jedem Newton-
Schritt, der Teil des Barriere-Schrittes ist, erfiillt sein. D.h. die Pro-
zedur CheckFeasibility wird nicht nur zur Uberpriifung des Startpunktes
(2@, 4 2()) benstigt, sondern auch im Verlauf des Iterationsprozesses
fiir alle (z® y®) (7)) 2 B. zur Steuerung der Schrittweite im Newton-
Verfahren (vgl. Algorithmus 2.4.2).

2.4.2 Steuerung der Parameter o und p

Um das Wechselspiel zwischen dem Parameter « fiir den Newton-Schritt
(2.16) und dem Barriere-Parameter p zu beschreiben, wird zunéchst die
primal-affine Methode dargestellt.

Definition 2.4.1 Die primal-affine Methode stellt eine Abwandlung der in
Abschnitt 2.3 beschriebenen primalen logarithmischen Barriere-Methode fiir
lineare Optimierungsprobleme dar, in der die Newton-Korrektur Az®*) in
(2.9) durch

Az® = —xWpxKl, (2.20)

ersetzt wird. Die Richtung des Vektors Az(®) entspricht dem Grenzwert der
Richtung der Newton-Korrektur aus (2.9) fiir x*) — 0.
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Eine entscheidende Voraussetzung fiir Innere-Punkt-Methoden ist, daf
der Iterationsprozefl im Inneren des zulédssigen Bereiches stattfindet. Dies
wird durch den Barriere-Parameter p beeinflufit. FEs ist naheliegend, daf}
eine Wahl von o!®) in (2.11), die den Newton-Schritt méglichst nahe an den
Rand des zuldssigen Bereich fiihrt, am effizientesten ist.

Geht man von dem Problem

minimiere  f(z) = — Y In(a;)
unter den Nebenbedingungen Az = b

aus, dessen Optimalstelle das (analytische) Zentrum des zulassigen Bereichs
ist, so fiihrt eine Anwendung der Newton-Methode auf die Optimalitétsbe-
dingung 1. Ordnung zu

Az = X®) pe (2.21)

mit P aus (2.10).

Dies zeigt, dafl der Newton-Schritt (2.9) der primalen logarithmischen
Barriere-Methode aus einem zentrierenden Term (2.21), der dem Erreichen
des Randes entgegenwirkt, und einem affinen Term (2.20), der zur optimalen
Losung fithrt, besteht. Wahrend fiir groBe p*) der Iterationsprozef aufgrund
des zentrierenden Anteils durch das Innere des zuldssigen Bereichs fiihrt,
bewegt sich der Proze$ fiir 4*) — 0 in Richtung der optimalen Losung.

2.4.2.1 Parameter o fiir die Newton-Iteration

Nach der Berechnung der Newton-Korrektur in (2.16) mit Az in z-Richtung
und (Ay, Az)T in Richtung der y-z-Ebene ist der Erhalt der Zulassigkeit der
neuen Iterierten

UESY 2(F) Ax
yED = | y® |+ (app,app,app) - | Ay
(k1) (k) Az

(vgl. Definition 1.9.2) durch eine geeignete Wahl der Schrittweitenparame-
ter arp und app zu garantieren. Die Wahl der Parameter wird bestimmt
durch den groBtmoglichen Wert, bei dem der Rand des zuldssigen Bereiches
erreicht wird, d.h. bei dem eine der Komponenten von x oder z zu Null
wird. Mit arp und app seien diese grofBtméoglichen Werte fiir die Parameter
bezeichnet:

Az; < 0} und (2.22a)
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(%)

~ . Z;
Qpp = mMin § —
K3

Az < 0} . (2.22D)

<

Um ein Verlassen des Inneren des zulédssigen Bereiches zu verhindern,
wird der tatsédchliche Wert fiir die Schrittweiten allerdings kleiner gewéhlt:

arLp = T@Lp und app = T@Dp

mit 0 <7 < 1.

Die Uberpriifung der Zulissigkeit aller Tterierten (z®), y®, ®)) (& =
0,1,...) wird auch im Rahmen der Newton-Iteration (wie in Abschnitt 2.4.1
beschrieben) durch die Prozedur CheckFeasibility aus Algorithmus 2.4.1
iibernommen. Im Laufe zahlreicher numerischer Tests des hier vorgestell-
ten Verfahrens hat es sich als sinnvoll erwiesen, die Parameter app und
Gpp zundchst um einen Faktor 7 = 0.9 zu verringern, falls ein maximaler
Newton-Schritt auf dem Rechner zum Verlassen des zuldssigen Bereiches
fithrt. Dieser Vorgang wird maximal fiinf mal wiederholt, bevor arp bzw.
app gleich Null gesetzt wird. Falls weder in der xz-Richtung des primalen
Problems noch in der y-z-Ebene des dualen Problems ein zuléassiger Newton-
Schritt moglich ist, d.h. app = app = 0, so muf} das gesamte Vertahren der
primal-dualen Innere-Punkt-Methode abgebrochen werden, da eine weitere
Verbesserung des Ergebnisses bei gleichzeitiger Garantie der Zulassigkeit
der Iterierten nicht moglich ist.

Algorithmisch 1Bt sich das beschriebene Vorgehen folgendermafien dar-
stellen.

Algorithmus 2.4.2: FeasibleNewtonStep (A, b, ¢, z®), y®) 2(*),
Az, Ay, Az,
g 1) gy (Uet1) (k1) )
1. {Initialisierung.}
tmax = 9; 7 := 0.9; Err := ,No Error®;
3. {Priife die primale und duale Zuléssigkeit der neuen Iterierten.}
CheckFeasibility (A, b, ¢, x¥+1) ¢+ 40 " brimal, dual);

4. {Behandlung der primalen Zulassigkeit (vgl. (2.13a)).}
if not primal then
begin

{Bestimme die maximal zulassige Newton-Korrektur.}

o5
Alxi | AJ}Z < 0},

i :=0; arp := min{—
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while (not primal) and (¢ < i) do
begin
=01+ 1;
2D = () 4o p - Ax;
CheckFeasibility (A, b, ¢, (k+D) 1) 241 primal, dual);
{Verringere die Newton-Korrektur.}
app ‘=T - QLp;
end;
if not primal then
begin app := 0; 2+
end;

5. {Behandlung der dualen Zulassigkeit (vgl. (2.13b)).}
if not dual then

k)

= 2 end;

begin
{Bestimme die maximal zulassige Newton-Korrektur.}
AP
i := 0; app := min{—3- [ Az < 0};

while (not dual) and (i < iy,x) do
begin
=01+ 1;
y*D = (B 4 app - Ay
k) = R 4 app - Az,
CheckFeasibility (A, b, ¢, (k+D) 1) 241 primal, dual);
{Verringere die Newton-Korrektur.}
Qpp (= T Qpp,
end;
if not dual then
begin app := 0; y*F+D) .=y ), 4
end;

6. if (OéLp = 0) and (OéDp = 0)
then Err := ,No feasible Newton-step possible

7. return gD gt (D)

2.4.2.2 Parameter p fiir die Barriere-Iteration

Fiir den erfolgreichen Einsatz des Barriere-Verfahrens (vgl. Algorithmus
1.6.1 in Abschnitt 1.6) ist bei der Wahl des Barriere-Parameters p*) le-
diglich zu beachten, dafl es sich um eine streng monoton fallende Folge
(" — 0 handelt. Um allerdings zu garantieren, daB der Iterationsprozef
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der primal-dualen Innere-Punkt-Methode in jedem Schritt zu einer Verbes-
serung des Ergebnisses, d.h. zu einer Reduktion der Dualitdtsliicke fiihrt,
muf (,u(k))k:mw die im folgenden hergeleiteten Bedingungen erfiillen.

Bezeichne gap(0) die aktuelle Dualitatsliicke im k-ten Schritt der Itera-
tion.

gap(0) = ) — Ty
(Z(k))Tx(k)‘

Sei weiter & = min{arp,app} > 0. Dann erhdlt man fiir den (k + 1)-ten
Schritt, der sich aus (2.16) ergibt

gap(a) = (Z(k) + OéAZ)T(l'(k) + aAux)
(zN)T2® 1 o ( (T Az + (2T A2 ) + a?AzT Az

Die primale (2.13a) und duale (2.13b) Zulassigkeitsbedingung bedeuten, daf
es Az = —ATAy und AAx = 0 gibt, so daB (A2)TAz = 0. Man erhilt so

gap(a) = gap(0) + « (( AQNN )T e+ ( XHWAL )T e)
= gap(0) + « (Z(k)Al' + X(k)Az) e.
Mit der Definition von r, aus (2.16) folgt
gap(a) = gap(0) + a(pe — XW7ZWe)Te
= gap(0) + a(np — gap(0)). (2.23)
Aus diesen Umformungen folgt das

Lemma 2.4.1 Seien gap(0) und gap(a) mit a = min{arp,app} > 0 wie
oben definiert und sei die Beziehung (2.16) fiir die Berechnung des Newton-
Schrittes gegeben, dann erhélt man aus (2.23)

< gapT(O) — gap(a) < gap(0).

Fiir die praktische Anwendung der primal-dualen Innere-Punkt-Methode
erwies es sich allerdings als sinnvoll, den Barriere-Parameter p in grofieren
Schritten zu verringern (siehe [45]). Zur Berechnung des neuen Barriere-
Parameters wird die Vorschrift

T _
pF ) = fir k=0,1,...
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D B n? falls n <5000
(n) = ny/n falls n > 5000

verwandt, die eine substantielle Verringerung der Dualitatsliicke in jedem
Barriere-Iterationsschritt garantiert.

Algorithmus 2.4.3: Gety (b,c,,y, z, Err)
1. {Initialisierung.}
n := ProblemDimension; § := 107%%; Err := “No Error”;
2. {Wahle dimensionsabhangigen Divisor D(n).}
if n <5000 then D :=n? else D := n\/n;

3. {Bestimme neuen Parameter .}

._ DualityGap (v,c,0,9.2) .
Hnew = D ?

4. {Uberpriife, ob fipew > 6.}
if (ftnew < 6) then Err:=  Wrong Parameter®;

5. return (i, Err;

2.4.3 Abwandlung des Newton-Verfahrens

Das in jedem Barriere-Schritt zu behandelnde Optimierungsproblem, d.h.
die Nullstellenbestimmung fiir die Gradienten der Lagrangeschen Barriere-
Funktionen, wird mit dem in Abschnitt 1.9 beschriebenen Newton-
Verfahren gelost. Wie in (2.16) beschrieben, fiihrt die Berechnung der
Newton-Korrektur auf die Lésung eines linearen Gleichungssystems, die mit
Hilfe des Naherungslosers Iss_aprx [52] bestimmt wird. Die im folgenden
angegebene Beschreibung einer Abwandlung des Newton-Verfahrens nutzt
zum einen die spezielle Form des linearen Gleichungssystems (2.16) aus, wo-
durch der Berechnungsaufwand fiir die Newton-Korrektur (Az, Ay, Az) auf
ein System der Grofie (m x m) anstelle der vollen Systemgrofie (2n + m) x
(2n 4+ m) reduziert wird. Die zweite Anderung bezieht sich auf die eigentli-
che Newton-Korrektur Az aus Definition 1.9.1 bzw. 1.9.2, der, aufgespalten
in Az, Ay und Az, im Ablauf der Prozedur 2.4.2 FeasibleNewtonStep be-
stimmt wird, um die Zuléssigkeit der neuen Iterierten (z(+1) k41 o (k+1))
zu gewahrleisten.

Algorithmus 2.4.4: FeasibleNewtonMethod (A, b, ¢, i, (), y(©@ 2©),

1. {Initialisierung.}
k= —1; kmax := 5; § := 107'%; Err := ,No Error*;
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2. repeat
(a) k:=k+1; approx := false ;
(b) {Bestimme die Residuenvektoren zu (2.16).}
rop = F ok (b—A:z;(k));
rpp = F#x* (ATy(k) + 2R — c) ;

r, = #*(,ue—X(k)Z(k)e);
(c) {Bestimme die Newton-Korrektur (Axz, Ay, Az,) aus}
{Definition 1.9.2. }

X = diag(:z;(k)); 7 = djag(z(k));
Iss_aprx ( AZTX AT b — UAZ e — AZ X rpp, Ay, Err );
Az = #*(—TLP—ATA?J);
Ar = e (£, - X)),
(d) {Bestimme die neue zulissige Iterierte (1) ¢+ 0410y

FeasibleNewtonStep (A, b, ¢, 2,y 2
D)y D) 2D Err);

(¢) {Uberpriife den Grad der Verbesserung der Nullstelle.}

L) ()
if ( any ) — ( y(F) ) < 6 then approx := true ;

2l

L (k+1) (k)

until approx or k = k. or Err <> ,No Error®;

3. return g0 o0t (1) - ppps
In Schritt 2e wird die Maximum-Norm

[llo := max || (2.24)

.....

des Abstands zweier aufeinanderfolgender Iterierten z(), z(+1) als Ab-
bruchkriterium fiir das Newton-Vertahren verwandt.

2.4.4 Verifikation der Existenz und Eindeutigkeit
der Losung

In jedem Barriere-Schritt wird ein neues Paar Lagrangescher Barriere-
Funktionen Lpp und Lpp (2.12) gebildet. Ziel der primal-dualen Innere-
Punkt-Methode ist es, in jedem Iterationsschritt mit Hilfe der rasch kon-
vergierenden Newton-Iteration eine Nullstelle der Gradienten von Lpp und
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Lpp zu bestimmen, da diese Optimalititsbedingung 1. Ordnung nach Ko-
rollar 1.5.12 hinreichend fiir die Existenz einer Extremalstelle der ak-
tuellen Né&herungsfunktion ist. Um die Effizienz des Verfahrens zu er-
halten, wird wédhrend des Iterationsprozesses im primal-dualen Innere-
Punkt-Algorithmus das Minimum des vom Barriere-Parameter p() abhéngi-
gen Funktionenpaares Lpp(x,y | ) und Lpp(z,y,z | p¥) nur nihe-
rungsweise mit dem in Abschnitt 2.4.3 beschriebenen Algorithmus 2.4.4
FeasibleNewtonMethod berechnet.

Unter dem Gesichtspunkt der Verifikation des Berechnungsergebnisses
des Verfahrens ist es notwendig, nach Abschlufl des Iterationsprozesses die
Existenz und Eindeutigkeit einer Nullstelle der Gradienten von Lpp und
Lpp und damit des eigentlichen Optimierungsproblems (LP) nachzuweisen.

Bei einem fehlerfreien Ablauf des Iterationsverfahrens ist die Existenz
einer Losung des Optimierungsproblems (LP) durch den Nachweis eines pri-
mal zuldssigen Punktes @ und eines dual zuldssigen Punktes (y, z) unter Aus-
nutzung der Aussage von Dualitdtssatz 2.3.3 garantiert. Die Eindeutigkeit
der optimalen Losung wird mit Hilfe des Algorithmus 1.9.2 Verification aus
Abschnitt 1.9 tiberpriift. Ist eine Verifikation der Findeutigkeit moglich, so
ist die Existenz weiterer optimaler Lésungen ausgeschlossen, d.h. insbeson-
dere, dal nicht mehrere Ecken des zulédssigen Bereiches optimale Lésungen
sein kénnen.

2.4.5 Einschluf3 des optimalen Zielfunktionswertes

Aufgrund des Dualitdtssatzes 2.3.1 gilt fiir alle zuldssigen Iterierten
([2]D, [y]D, [2]D), (I = 0,1,...), daB die Dualitétsliicke bestimmt wird als

das Supremum von

F([2]0) = g([y]") = "]V = 0T [y]D = ([ D) ]

(vgl. Definition 2.19), d.h.

gap = sup ( ([])7[2]0 ).

Um auf dem Rechner eine garantierte obere Schranke fiir den Abstand zum
exakten optimalen Funktionswert f(Z) numerisch bestimmen zu kénnen,
werden erneut das exakte Skalarprodukt in Verbindung mit der gerichteten
Rundung eingesetzt. Algorithmisch fithrt dies auf
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Algorithmus 2.4.5: DualityGap (b, ¢, [z],[y], [2])

1. {Berechnung der Dualitétsliicke, d.h. Bestimmung einer oberen}

{Schranke fiir den Fehler des optimalen Funktionswertes. }
DualityGap := sup ( ##(cl[z] — bl [y]) );
{oder}

DualityGap := sup ( [2] &[] )§
2. return DualityGap;

DaBl an dieser Stelle die Intervall-Version des Algorithmus, die sich unmit-
telbar aus der reellwertigen Version ergibt, angegeben wird, liegt in der
Tatsache begriindet, dafl nicht nur die Optimalitatsliicke fiir Punktlésun-
gen bestimmt werden soll, sondern auch eine Obergrenze der Dualitatsliicke
fiir intervallméafBige EinschlieBungen des Zielfunktionswertes, die durch den
Verifikationsschritt aus Abschnitt 2.4.4 entstehen.

2.4.6 Primal-dualer Innere-Punkt-Algorithmus

Der vollstindige, das Berechnungsergebnis verifizierende Algorithmus zur
Bestimmung des optimalen Zielfunktionswertes eines linearen Optimie-
rungsproblems (LP), das in der in Abschnitt 2.4.1 beschriebenen Standard-
form vorliegt, gliedert sich in mehrere Komponenten.

Zunichst wird die strikte Zuldssigkeit einer Startlésung fiir das gegebene
(LP) und das dazu korrespondierende duale Optimierungsproblem (DP)

mit der Prozedur CheckFeasibility verifiziert (%), y(®), 2(%) EZ\(Z[) Daf die
Startlosung echt im Innern der zuldssigen Bereiche von (LP) und (DP)
liegt, ist eine notwendige Voraussetzung fiir den erfolgreichen Finsatz des
Barriere-Verfahrens (vgl. Abschnitt 1.6).

Das eigentliche Innere-Punkt-Verfahren besteht aus einer dufleren Ite-
ration, der Barriere-Iteration, und einer inneren lIteration, dem Newton-
Verfahren, das in jedem Barriere-Schritt zur Bestimmung der Minimalstelle
der aktuellen Barriere-Funktion verwandt wird.

Die Anwendung der Theorie der Lagrangeschen Multiplikatoren (Ab-
schnitt 1.7) und des Barriere-Verfahrens (Abschnitt 1.6) auf ein lineares
Optimierungsproblem (LP) fiihrt auf ein Paar logarithmischer Lagrange-
scher Barriere-Funktionen Lpp und Lpp aus (2.12). Diese stellen ein un-
restringiertes Optimierungsproblem dar, das (fiir einen Barriere-Parameter
p — 0) aquivalent zum Grundproblem ist (vgl. Abschnitt 2.3.2). Das Ab-
bruchkriterium fiir das Innere-Punkt-Verfahren ist die relative Gréfle der
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Dualitétsliicke, die aufgrund der Dualitidtssétze aus Abschnitt 2.3.1 eine
obere Schranke fiir den relativen Fehler des berechneten optimalen Ziel-
funktionswertes liefert. Mit der Forderung

)™ — " [y]™ _ DualityGap (b, c, [], [y]. [])

I+ BT | I+ [ BT[] | = e

und einem Wert von ¢ = 107! werden 10 iibereinstimmende Dezimalziffern
zwischen primalem und dualem Zielfunktionswert garantiert, wobei durch
die Verwendung der Intervallarithmetik und der Funktion DualityGap eine
Verifikation dieses Finschlusses des Zielfunktionswertes moglich ist.

Um in jedem Iterationsschritt des Barriere-Verfahrens eine Verringerung
der Dualitatsliicke zu garantieren, wird der Barriere-Parameter ;Y gemiB
der in Abschnitt 2.4.2.2 beschriebenen Strategie mit der Funktion Gety
bestimmt.

Die Minimalstelle des Funktionenpaares Lip(z,y | #V) und Lpp(z,y, 2 |
¢} wird nun naherungsweise mit dem in Abschnitt 2.4.3 beschriebenen
Algorithmus 2.4.4 FeasibleNewtonMethod berechnet.

Der vollstindige Algorithmus zur verifizierten Lésung linearer Optimie-
rungsprobleme unter Verwendung der primal-dualen Innere-Punkt-Methode
baut auf dem Prinzip des Algorithmus 2.2.1 PrimalNewtonBarriereMethod
auf. Er nutzt dabei die in Abschnitt 2.3 beschriebenen Zusammenhénge
zwischen primalem (LP) und dualem Problem (DP) sowie die in den Ab-
schnitten 2.4.1 bis 2.4.5 eingefithrten Hilfsmittel zur Kontrolle der Berech-
nungsergebnisse aus.

Die Eingabeparameter fiir den Lésungsalgorithmus sind die Daten des li-
nearen Optimierungsproblems in der erweiterten Standardform (LP), die in
Form einer (m x n)-dimensionalen reellen Matrix A, eines m-dimensionalen
Vektors b und eines n-dimensionalen Vektors ¢ gegeben sind, wobei die
Voraussetzungen, dafl A vollen Rang hat und dafl die Zahl der Unbekann-
ten x; grofler ist als die Zahl der Nebenbedingungen, d.h. m < n, ertiillt
sein miissen. Weiterer Eingabeparameter ist eine primal und dual zuléssige
Startlosung (2@, y(©, ) mit 2, 2 ¢ R" und y© € R™.

Ist die Startlésung als innerer Punkt verifiziert, so startet die Lagrange-
Barriere-Iteration beziiglich des Barriere-Parameters (). Formal werden
nun die primale und duale Lagrangesche Barriere-Funktion beziiglich des
neuen Barriere-Parameters () gebildet (vgl. (2.12)). Fiir dieses Funktio-
nenpaar, das ein unbeschranktes nicht-lineares Optimierungsproblem dar-
stellt, wird die Nullstelle des Gradienten (Optimalitatshedingung 1. Ord-
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nung)
Az — b
V(LLP, LDP) == ATy +z—c =0
XZe— pe

mit Hilfe des Newton-Verfahrens bestimmt. Auf Grund der speziellen Ge-
stalt des Nullstellenproblems fiithrt die Berechnung der Newton-Korrektur
auf das ((2n 4+ m) x (2n + m))-dimensionale Gleichungssystem (2.16). Um
die Zulassigkeit aller Iterierten im Newton-Verfahren zu gewéhrleisten, wird
allerdings die abgewandelte Version des Newton-Algorithmus eingesetzt,
die im vorangegangenen Abschnitt 2.4.3 FeasibleNewtonMethod angegeben
wurde.

Falls die Minimalstelle (z(:#+1) 5k (kD) fiir das Funktionenpaar
Lpp und Lpp numerisch ausreichend angendhert werden konnte, wird das
Resultat der Newton-Iteration als neue Iterierte (z(+1, ¢+ »(+1)) des
Barriere-Verfahrens iibernommen.

Fiir diese aktuelle Naherungslosung wird eine Oberschranke fiir den rela-
tiven Fehler des optimalen Zielfunktionswertes unter Ausnutzung der Dua-
litdtssatze der linearen Optimierung (vgl. Abschnitt 2.3.1) bestimmt. Die
Dualitétsliicke wird mit der Funktion DualityGap aus Abschnitt 2.4.5 be-
rechnet, wobei exaktes Skalarprodukt und gerichtete Rundung eingesetzt
werden, um eine Garantie iiber die Anzahl der richtigen Ziffern des berech-
neten Optimalwertes abgeben zu kénnen.

Das Verfahren bricht ab, wenn die gewiinschte relative Genauigkeit des
Ergebnisses (Dualitatsliicke < ¢) garantiert werden kann, wenn eine vor-
gegebene maximale Anzahl an Iterationsschritten /., tiberschritten wird
oder wenn ein Fehler in einem Teilschritt des Verfahrens aufgetreten ist.

Ausgegeben werden — im Falle eines fehlerfreien Ablaufes des Iterati-
onsverfahrens — eine zuldssige Naherungslosung sowie ein Einschlufl des
optimalen Funktionswertes, die die gewiinschten Genauigkeitsanforderun-
gen erfiillen. Falls méglich, wird die Eindeutigkeit der primal bzw. dual
zulédssigen optimalen Lésungen garantiert. Ist ein Fehler wahrend des Ite-
rationsprozesses aufgetreten, so wird dieser in textueller Form als Ausga-
beparameter Msg zuriickgegeben.

Algorithmus 2.4.6: PrimalDualMethod ( A, b, ¢,z 40 0

unique, primal, dual, Msg, Err)

Y

1. {Initialisierung.}
[:= —1; lpay := 100; ¢ = 107'%; Msg := ,, “; Err := ,No Error*;
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2. {Priife die strikte Zulassigkeit der Startlosung (z(®), y(@, ()3
{dh. Az©® = b, ATy© 1+ 20 = ¢ 2 > 0, und 2 > 0. }
CheckFeasibility (A, b, ¢, 29, 5 2 primal, dual);
if not (primal and dual) then Err := ,Initial solution not feasible®

3. {Lagrange-Barriere-Iteration bzgl. Iterationsparameter p.}
if (Err = ,No error) then
repeat

(a) 1:=141;
(b) {Bestimme neuen Parameter .}
pl) = Getpu (b, ¢, 2D,y W, 20 u =1 Err);
(c) {Bilde die neuen Lagrange-Barriere-Funktionen.}
Lep(e,y | V) = "o — p 320 In(ay) — y" (Az — b);
Lpp(,y,2 | p0) = 0"y 4+ p 370, In(z;) — a"(ATy + 2 — ¢);
(d) {Bestimme das Minimum ( g(bR+1) g (Lh+1) o (1) )T}
{fir Lpp (2.12a) und Lpp (2.12b), d.h. bestimme die}

{Nullstelle von V(Lpp, Lpp). }
FeasibleNewtonMethod ( A, b, ¢, u(!), £(10) ¢y(b0) - (1,0),
PRy (1) (k1) Err),

(e) {Bestimme die neue lterierte.}
if Err = “No Error” then

begin D) = g (GhD). (41 = g (k1) (1) .= (Lk+D). end
(f) {Bestimme die Dualitétsliicke.}
Gap = DualityGap ( (b, ¢, 2(+1), y(+D)_2(+1) ),

until Gap < e or [ = [, or Err <> ,No Error“

4. {Uberpriife, ob die ermittelte optimale zulissige Losung  }
{eindeutig ist und ob ggf. auch eine Umgebung der Losung}
{zuldssig ist und die Optimalitatsbedingung erfiillt. }
[f] := Tl U Ty 1),

Verification ( A, b, ¢, uV), x(H1) 1y (+1) (1)
2]+ [y )+, [0, unique);

CheckFeasibility (A, b, ¢, [2]"F1), [y]( (+1) ), [2]U+Y)] primal, dual);
Gap = DualityGap ( b, c, [2]+D), [y ]<l+l> 2]+ );
if unique and primal and dual and Gap < ¢ then

Msg := ,,Uniqueness of optimal solution verified.*
else

Msg := ,,Optimal solution probably not unique.“
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5. return D) o U0 0D T f) unique, primal, dual, Msg, Err);

2.4.7 Einschluf} aller optimalen Basis-Losungen

Von Interesse sind bei der Losung eines linearen Optimierungsproblems
nicht nur ein Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes sondern auch
die optimale Basis-Indexmenge und die zuldssige optimale Basis-Losung.
Der primal-duale Innere-Punkt-Algorithmus aus Abschnitt 2.4.6 bestimmt
sehr effizient einen Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes und eine
zuldssige Naherung des optimalen Losungsvektors. Da der so bestimmte
Vektor per Definition ein innerer Punkt des zuldssigen Bereiches M := {a €
IR" | Az = b,z > 0} ist — die optimale Basis-Lésung eines (LP) hingegen
immer ein Fckpunkt vom M ist — kann diese Naherung, speziell in nume-
risch kritischen Fallen, deutlich ,,entfernt® von der Optimalstelle liegen. Ist
die Losung eines (LP) nicht eindeutig, so ist dies sogar die Regel.

Definition 2.4.2 Es bezeichne f,,; den optimalen Zielfunktionswert, Vop
die Menge der optimalen Basis-Indexmengen und X, die Menge der
zuldssigen optimalen Basis-Ldsungen eines linearen Optimierungsproblems

(LP).

Es ist das Ziel, EinschlieBungen fiir fopi, Vope und Xope zu berechnen. Der
im folgenden angegebene Algorithmus 2.4.13 berechnet ein Intervall [f],
eine Menge von Indermengen V = {BW, ... B®} und eine Menge von
Intervallvektoren X = {[z]M, ... [2]®)} mit [z]®) € TIR", fiir die die drei
Bedingungen

L. f0pt S [f]
2. BeVoype =BV
3. x € Xopy = es existiert ein BY ey mitz € [l‘](i) ex

erfiillt sind.

Die folgende a-posteriori Methode, die bereits von Hammer, Hocks,
Kulisch und Ratz in [20] verdffentlicht ist, liefert entweder die genannten
EinschlieBungen [f], V und X, welche die Bedingungen 1, 2 und 3 erfiillen,
und garantiert somit die Existenz einer optimalen Losung fiir das (LP), oder
sie gibt eine Fehlermeldung zuriick, die besagt, daf} keine FinschlieBungen
berechnet werden konnten. Das letztere ist der Fall, wenn die Menge der
zulassigen Punkte M leer ist, wenn die Zielfunktion auf M unbeschrankt ist
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oder wenn die Teilmatrix Ap beziiglich der optimalen Basis-Indexmenge B
(numerisch) singular ist.

Sei B € V eine Indexmenge {f31,...,8,} C {1,...,n} und seien [zp],
[y], []sy mit v € N :={v1, ... v} i= {1,...,n}\ B Intervallvektoren,
die die Losungen der linearen Gleichungssysteme

AB T = b (225&)
Ay = cp (2.25D)
A hey = au, (2.25¢)

einschliefen. Diese LosungseinschlieBungen werden mit dem selbstverifi-
zierenden Gleichungssystemldser Iss des PASCAL-XSC Systems bestimmt
(siehe PASCAL-XSC User’s Guide [52]). Ist dieser Algorithmus erfolgreich,
so ist die Nicht-Singularitat der reellen Matrix Ap garantiert [56].

Es wird definiert

2] = (sl [, [z8] =0

[zn] = A%‘[?J]—CN

[z] = ([zBl.[zn])", [en]:=0 (2.26)
[H% = ([hleprs s [Plvmen)

/] = gzl 0D [y].

Definition 2.4.3 Das sogenannte [Intervalltableau [T beziiglich einer
Basis-Indexmenge B € V hat die Form

e (Bl
[f] [ZN]T L] P T B1vn—m
[1]:= = : : ) . (227)
[J?B] [H] : : :
(@] | s =+ [ Boimnm

Fiir den selbsverifizierenden Losungsalgorithmus sind die folgenden zwei
Satze, die von Krawczyk [38] und Jansson [24] bewiesen wurden, von zen-
traler Bedeutung.

Satz 2.4.2 Sei B € V eine Basis-Indexmenge des (LP) und sei [T] das
entsprechende Intervalltableau.

1. Falls fiir die Intervallvektoren [xg] und [zn] aus (2.26) die Bedingungen
zp >0 und zy>0 (2.28)

erfiillt sind, dann besitzt das (LP) eine eindeutige optimale Losung,
die in [x] enthalten ist. Dariiber hinaus gilt Vope = B und fope € [f].
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2. Falls B € Vp, dann gilt

Ist Bedingung (2.28) erfiillt, so heifit das (LP) basisstabil, d.h. das lineare
Optimierungsproblem hat eine eindeutige Lésung. Die Ungleichungen aus
(2.29) stellen eine notwendige Bedingung dafiir dar, daf B eine optimale
Basis-Indexmenge des (LP) ist. Diese Basis-Indexmengen sind allerdings
nur von Interesse, wenn das (LP) nicht basisstabil ist.

Der zweite Satz gibt an, wie eine EinschlieBung der Menge aller benach-
barten Basis-Indexmengen L fiir B bestimmt werden kann, wobei B € V,,
und die B’ € L sich in genau einem Index von B unterscheiden. Jede
benachbarte Basis-Indexmenge bestimmt eine neue benachbarte Ecke des
zuldssigen Bereiches M. Satz 2.4.3 liefert ein hinreichendes Kriterium fiir
die Bestimmung einer Liste von Basis-Indexmengen, die eine echte Ober-
menge derjenigen benachbarten Basis-Indexmengen ist, die optimale Basis-
Losungen reprasentieren.

Satz 2.4.3 B sei eine Basis-Indexmenge des (LP), fiir die Tp > 0 und
Zn > 0 gilt. Sei [T das entsprechende Intervalltableau und sei L definiert
als die Menge aller Indexmengen B’ = (B\{#})U{v} mit 3 € Bundv € N,

fiir die eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

0¢<[z],, hg, >0 und 28 < min{ g | hg, >0, g€ B} (2.30)
hﬁu hﬁy

0 € [z]g, hg, <0 und = Zmax{_&’ | hg, <0, v EN}.(2.31)
hﬁy hﬁl/

Falls B € V,p, dann gilt LDL.

Der folgende Algorithmus 2.4.7 berechnet das Intervalltableau [T] aus
(2.27), wobei die selbstverifizierende Routine zur Loésung linearer Glei-
chungssysteme Iss der PASCAL-XSC Systems verwandt wird. Scheitert
die Prozedur Iss, so wird eine Fehlermeldung zuriickgegeben.

Algorithmus 2.4.7: ComputeTableau (A,b,¢c, B, N ,[T], Err)
1. {Initialisierung.}
Err:= ,No Error*;

2. {Bestimme die Losung der Gleichungssysteme (2.25).}
o5 (A, b [s], Ere); [on] == 05 [25] = 0
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Iss (AL, cg, [y], Err);
for v € N do
Iss (A, @, [P]wn, Err);
if Err # “No Error” {in allen Iss Aufrufen} then

return Err := ,Submatrix Ag probably singular®;
3. {Berechne die Komponenten des Intervalltableaus [T7].}
[2] = ([zs],[z8])";
[en] = AR [y] = ews
[H] = ([Ploys s [,
[/ = cp-[zsl 0B - [y);

4. return [T'], Err;

Mit Algorithmus 2.4.8 wird tiberpriift, ob das zur aktuellen Basis-
Indexmenge B gehorende Intervalltableau [T] eine basisstabile Losung des
(LP) reprasentiert. Wird die Bedingung (2.28) erfiillt, so folgt daraus die
Eindeutigkeit der optimalen Basis-Losung, d.h. B =V D Vo, [¢] = X D
Xopt und [f] D fopt- Weitere Berechnungen sind daraufhin nicht mehr nétig.

Algorithmus 2.4.8: BasisStable ([T])
1. {Priife, ob zg > 0 (vgl. (2.28)).}
for 3 € 5 do
if z; < 0 then return I[sStable := false;

2. {Priife, ob zy > 0 (vgl. (2.28)).}
for v € V do
if 2, < 0 then return IsStable := false;

3. return IsStable := true;

Algorithmus 2.4.9 wird eingesetzt, um zu entscheiden, ob das zur aktuel-
len Basis-Indexmenge B gehorende Intervalltableau [T] eine moglicherweise
(d.h. numerisch) optimale Losung des (LP) représentiert. Das bedeutet
Be{BY ... . BOY =V DV, [z] € X = {[«]V,... [2]®} D &, und
[f] 2 fopt- Ist die Bedingung (2.29) erfiillt, dann werden B, [z] und [f] in

die Liste der optimalen Basis-Lésungen aufgenommen.

Algorithmus 2.4.9: PossiblyOptimalSolution ([7])

1. {Priife, ob Tp >= 0 (vgl. (2.29)).}
for 3 € 5 do
if 75 < 0 then return [sOptimal := false;
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2. {Priife, ob Zy >=0 (vgl. (2.29)).}
for v € N do
if Z, < 0 then return IsOptimal := false;

3. return IsOptimal := true;

Mit den Algorithmen 2.4.10 und 2.4.11 wird tiberpriift, ob der zuléssige
Bereich M leer ist oder ob die Zielfunktion ¢!z auf M unbeschrinkt ist.
Hierzu wird das Intervalltableau [T'] untersucht. M ist moglicherweise (d.h.
numerisch) leer, fall es keinen Index v € N gibt, so daf [h]g, < 0 fiir alle
Indizes 7 € B mit 0 € [2]g gilt. Die Zielfunktion ist moglicherweise (d.h.
numerisch) unbeschrankt auf M, falls es keinen Index 3 € B gibt, so daf
[R]g, > 0 fiir alle Indizes v € N mit 0 € [z], gilt.

Algorithmus 2.4.10: EmptySolutionSet ([77])

1. {Initialisierung.}

IsEmpty := false;

2. {Priife, ob fiir alle g € B mit 0 € [2]g ein}
{v € N mit hg, < 0 existiert. }
for 5 € B with 0 € [z]; do

while (not [sEmpty) do
IsEmpty .= true;
for v € N do
if 25, < 0 then
IsEmpty = false; exitio100p;

3. return IsEmpty;

Algorithmus 2.4.11: Unbounded ([77])
1. {Initialisierung.}
IsUnbounded := false;

2. {Priife, ob fiir alle v € N mit 0 € [z], ein}
{8 € B mit kg, > 0 existiert. }
for v € AV with 0 € [2], do

while (not IsUnbounded) do
IsUnbounded := true;
for 5 € 5 do
if L, > 0 then
IsUnbounded := false; exXitior100p;

3. return IsUnbounded;
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Fir die aktuelle Basis-Indexmenge B bestimmt Algorithmus 2.4.12 die
Menge der benachbarten Basis-Indexmengen £, die mogliche Kandidaten
fiir weitere optimale Basis-Indexmengen sind. Eine echte Obermenge aller
tatsichlich moglichen Kandidaten wird durch eine Uberpriifung der Bedin-
gungen aus Satz 2.4.3 ermittelt.

Algorithmus 2.4.12: NeighboringList ([7],8,\)
1. {Initialisierung.}
L:=0;
2. {Bestimme eine Liste von benachbarten Basis-Indexmengen, die}
{mogliche Kandidaten fiir eine optimale Losung sind }

{(vgl. Satz 2.4.3). }

(a) {Suche nach Kandidaten v € N und 8 € B durch eine }
{Bestimmung des minimalen Koeffizienten aus [x]s/[h]s.}
{(vgl. (2.30)). }
forall v € NV with 0 € 2, do

{Bestimme das Minimum aller T3/hg, aus Spalte v.}
colmin := min(Tg/hg, );
{Bestimme Kandidaten g € B fiir einen Indextausch.}
if gﬁ/ﬁgy < colmin then

{Bestimme die neue Basis-Indexmenge.}

B (B\ {3)}) U {v}:

L:=L+ B

(b) {Suche nach Kandidaten $ € B und v € N durch eine }
{Bestimmung des minimalen Koeffizienten aus [z],/[}]s,}
{(vgl. (2.31)). }
for all 8 € B with 0 € 25 do

{Bestimme das Maximum aller z, /hgs, aus Zeile 3.}
rowmax := max(z,/hg,);
{Bestimme Kandidaten v € N fiir einen Indextausch.}
if 7,/hs, > rowmax then

{Bestimme die neue Basis-Indexmenge.}

B= (B\ {3)}) U {v}:

L:=L+ B

3. return L;

Der nun folgende Algorithmus EncloseBasicSolution bestimmt Einschlie-
Bungen fiir den optimalen Zielfunktionswert fp,, fir die komplette Menge
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der optimalen Basis-Indexmengen V,,, und die Menge der zulédssigen opti-
malen Basis-Losungen X, eines linearen Optimierungsproblems (LP). Wie
bereits erwahnt, wird eine optimale Basis-Indexmenge B, als Eingabepa-
rameter des Algorithmus bendtigt.

Waihrend des Ablaufes des Algorithmus 2.4.13 wird in Schritt 2a eine
Basis-Indexmenge B aus der Liste der Kandidaten fiir eine optimale Basis-
Indexmenge C ausgewahlt und gleichzeitig die Liste der bereits untersuchten
Basis-Indexmengen & aktualisiert. In Schritt 2b wird das Intervalltableau
(2.27) unter Verwendung von Algorithmus 2.4.7 bestimmt. Anschlieflend
wird mit Algorithmus 2.4.8 tiberpriift, ob die aktuelle Basis-Indexmenge B
eine basisstabile Losung représentiert. Ist dies nicht der Fall, wird in Schritt
2d mit Hilfe der Algorithmen 2.4.10 und 2.4.11 entschieden, ob das gege-
bene (LP) unzuléssig ist, d.h. M ist leer oder ¢!z ist auf M unbeschrinkt.
In Schritt 2e wird die Optimalitédt der aktuellen Lésung mit Algorithmus
2.4.9 verifiziert. Ist diese Verifikation moglich, so wird sie in der Liste der
optimalen Basis-Losungen X,,, gespeichert. Anschlieend wird mit Algo-
rithmus 2.4.12 die Liste der Kandidaten fiir eine optimale Basis-Indexmenge
L bestimmt.

Algorithmus 2.4.13: EncloseBasicSolution (A, b, ¢, Bstart, [ ], V, X, No, Err)

1. {Initialisierung.}
Err := |No Error*; Fkyax := 100;
k:=0; C:=Bgauy; E:=0; V:i=0; X:=0; No:=0;

2. {Iteration.}
repeat

(a) {Bestimme die Indexmengen B und N .}
select BeC; C:=C\B; £:=EUB;
N:={1,...,n}\B;

(b) {Berechne das Intervalltableau [T].}
ComputeTableau (A, b, ¢, B, N, [T], Err);
if Err # ,No Error” then exit,cpeat-lo0p

(c¢) {Priife, ob das Tableau basisstabil ist.}
if BasisStable ([7]) then
{Speichere den optimalen Wert, die optimale Indexmenge}
{und die optimale Losung. }
[F]i= b [enl; &= ([zn), [ea)T; V= B; Noi= No+ 1,
return [f]. V. X;
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(d) {Priife, ob der zuldssige Bereich leer ist oder ob}
{die Zielfunktion unbeschrankt ist. }
if EmptySolutionSet ([77]) then

Err := | Set of feasible solutions is empty*;
eXit epeat-loop
if Unbounded ([77]) then

Err := ,Objective function is unbounded*;
eX|trepeat-loop

(e) {Priife, ob die aktuelle Losung moglicherweise optimal ist.}
if PossiblyOptimalSolution ([7]) then
{Speichere den optimalen Wert, die optimale Indexmenge}
{und die optimale Losung. }
U= 10k [en); & = & U ([en], [oa])
V:=VUB; No:= No+1;
{Bestimme die Menge der benachbarten Basis-Indexmengen.}
L := NeighboringlList ([T], B, N);
L:=(L\NE)\C; C:=CUL;

(f) k:=Fk+1,;

until (C =0) or (k = kmax);
3. {Priife, ob Fehler aufgetreten sind.}

if (k= kmax) then Err :=  Maximum number of iterations exceeded*;
if (No=0) then Err := ,Initial basic index set is not optimal;

4. return [f],V, X, Err;

Der Algorithmus 2.4.13 bricht in den Schritten 2b oder 2d mit einer
Fehlermeldung ab, falls [T] nicht berechnet werden kann, oder wenn eine
der Bedingungen aus Schritt 2d erfillt ist.

[T'] kann nicht berechnet werden, wenn in Algorithmus 2.4.7 die Losung
der linearen Gleichungssysteme (2.25) scheitert. Das Auftreten dieses Feh-
lers ist ein Hinweis darauf, dafl die aktuelle Teilmatrix Apg tatsachlich oder
y,humerisch® singulér ist.

Die Abbruchbedingungen in Schritt 2d deuten auf einen leeren zuléssigen
Bereich M oder auf eine unbeschrankte Zielfunktion hin. In diesem Fall ist
keine Berechnung von EinschlieBungen fiir fop, Vope und X, moglich.

Die Basis-Indexmenge B+ € V wird durch eine Untersuchung des Re-
sultats der primal-dualen Innere-Punkt-Methode in Algorithmus 2.4.6 be-
stimmt.
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Gilt fiir die Intervallvektoren [xg] und [y], die die exakten Losungen der
linearen Gleichungssysteme

Ap-xp =0, AE'?JZCB

einschlieBen, die Bedingung Tp > 0 und Z > 0 wobei [2] := AL - [y] — cn,
dann ist durch Satz 2.4.2 bewiesen, dafl B (numerisch) eine optimale Basis-
Indexmenge des (LP) ist. Damit gilt: By := B € V.

Algorithmus 2.4.14: DetermineBase (x,y, z, Bstart)
1. {Initialisierung.}
m := upperbound(y); n := upperbound(x);
Bstart := 0; limit := min(z) - max(z);
2. {Bestimme die Indizes, die Kandidaten fiir die Basis-Indexmenge}

{Bstart sind. }
for.:=1ton do
if z; > limit then
Bstart := Bstart U i;

3. {Priife Korrektheit von Bgar. }
if (size(Bstars) < m) then

Err := ;Wrong basic index set determined.®
if not (Tp > 0 and zZy > 0) then
Err := ;Wrong basic index set determined.*

4. return By, Err;

2.4.8 Vollstandiger Algorithmus

Durch die Kombination der Algorithmen PrimalDualMethod aus Abschnitt
2.4.6 und EncloseBasicSolution aus Abschnitt 2.4.7 ist die Moglichkeit gege-
ben, die Vorteile der Innere-Punkt-Methode beziiglich des Rechenaufwandes
und die Vorteile des Simplex-Verfahrens beziiglich der Lésungseinschliefung
miteinander zu verbinden. Ausgehend von einer primal und dual zulassi-
gen Startnaherung (), © und 2 fiir ein gegebenes (LP) in Standard-
form (vgl. Definition 1.4.4) wird durch die selbstverifizierende primal-duale
Innere-Punkt-Methode eine garantiert zuldssige Naherungslésung z, ¥ und
Z bestimmt, die den optimalen Zielfunktionswert f,,; = ¢!z auf mindestens
10 Dezimalstellen genau approximiert. Zusitzlich wird ein verifizierter Ein-
schlul von f,, ebenfalls auf 10 Dezimalstellen genau bestimmt. Als weitere
Information liefert das Verfahren gegebenenfalls eine Verifikation der Ein-
deutigkeit der theoretischen optimalen Lésung . Ausgehend von diesem
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Resultat wird eine optimale Basis-Indexmenge Bg;,,; bestimmt. Durch den
nun moglichen Wechsel auf das diskrete Simplex-Verfahren kénnen neben
einem Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes auch EinschlieBungen
der optimalen Basis-Losung bzw. aller optimalen Basis-Losungen bestimmt

werden.

Der folgende Algorithmus fafit die Kombination der Losungsverfahren

zusaminern.

Algorithmus 2.4.15: Combination

1.

{Eingabe der Daten des (LP).}
Input (A, b, ¢, 2@, 5, -);

{Berechne einen Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes fop¢}
{und zuléssige Naherungen ,7,Z der optimalen Losung mit }
{der primal-dualen Innere-Punkt-Methode. }
PrimalDualMethod ( A, b, ¢, 2, y© 2 3 7 Z [f],

unique, primal, dual, Msg, Err);

{Bestimme eine optimale Basis-Indexmenge Bgar- }
DetermineBase (7, ¥, Z, unique, Bytart, Er1);

. {Berechne Einschliefungen fiir den optimalen Zielfunktionswert }

{zopt, die Menge aller optimalen Basis-Indexmengen V,,; und die}
{Menge aller optimalen Basis-Losungen X, }

EncloseBasicSolution (A, b, ¢, Bstart, [ ], V, X, No, Err);

{Ausgabe der verifizierten Berechnungsergebnisse. }
Output (2,9, 2, [f], unique, V, X, Err);



Kapitel 3

Realisierung und
Implementierung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einigen Details der praktischen
Durchfithrung der Innere-Punkte-Methode und ihrer Implementierung auf
dem Rechner. Durch die Implementierung der in Kapitel 2 beschrie-
benen primal-dualen Innere-Punkt-Methode in der Programmiersprache
PASCAL-XSC [31], ergibt sich mit der Portabilitdt des entsprechenden
Compilers die Moglichkeit, das Verfahren auf einer groflen Palette von Rech-
nern in identischer Form zu verwenden. Damit besteht die Méglichkeit, un-
ter Verwendung von leistungsféhigen Grofirechnern auch , grofie® Probleme,
wie sie in der Praxis vorkommen, zu behandeln. Im folgenden werden kurz
die wichtigsten Merkmale von PASCAL-XSC erldutert und im Anschluf}
daran wird ndher auf die Implementierung des Verfahrens eingegangen. Eine
Beschreibung zur interaktiven Benutzung des Programms befindet sich in
Kapitel 4.

Um den Rahmen dieser Arbeit nicht zu sprengen, wird auf die
vollsténdige Wiedergabe des Quellcodes verzichtet, dessen voller Umfang
etwa 4000 Programmzeilen betragt. Der vollstindige Quellcode wird, wie
in der Einleitung angedeutet, auf einem FTP-Server der Universitat Karls-
ruhe zur Verfiigung gestellt. Hier werden vielmehr nur die wichtigsten Teile
oder beispielhafte Ausziige angegeben, die Einblick in die Implementierung
geben sollen. Wie bereits frither erwédhnt, sind alle in Kapitel 2 angegebenen
Algorithmen in Verbindung mit den Details zur praktischen Durchfiihrung
nahezu direkt auf den Rechner tibertragbar.
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3.1 Pascal-XSC

Die Programmiersprache PASCAL-XSC, eine Erweiterung von PASCAL

fiir wissenschaftliches Rechnen, wurde mit dem Ziel entwickelt, ein machti-

ges Werkzeug fiir die numerische Lésung wissenschaftlicher Probleme zur
Verfiigung zu stellen. Die neuen Sprachkonzepte von PASCAL-XSC erlau-
ben einen einfachen Zugriff auf die zugrundegelegte, mathematisch exakt
erklarte und implementierte Rechnerarithmetik in den iiblichen Raumen
des numerischen Rechnens (siehe [39], [41], [42]). Uber Standard-PASCAL
hinaus umfafit PASCAL-XSC die folgenden fiir diese speziellen Anwendun-

gen wichtigen Konzepte:

e Universelles Operatorkonzept (benutzerdefinierte Operatoren)

e Operatoren und Funktionen mit beliebigem Ergebnistyp

e Uberladen von Prozeduren, Funktionen, Operatoren und Zuweisungen
o Modulkonzept

e Dynamische Felder

e Standarddatentypen interval, ivector, imatrix, rvector usw.

e Kontrollierte Rundung

o Hochgenaue Arithmetik und Standardfunktionen fiir alle Standardda-
tentypen

e Exakte Ausdrucksauswertung (#-Ausdriicke)

Wiéhrend die reelle Arithmetik im Sprachkern verankert ist, werden Inter-
vallarithmetik, Vektorarithmetiken (reell und intervallméafig) und Matrixa-
rithmetiken (reell und intervallméflig) in Form von Modulen bereitgestellt.
Sowohl die Maschinenoperationen B, B, @ und [1 als auch die Maschinen-
intervalloperationen €, &, < und ¢ koénnen sprachlich durch die iiblichen
Operatoren +, -, * und / angesprochen werden. Die Auswahl der Operation
(reell oder intervallméBig) erfolgt abhangig vom Typ der Operanden. Fiir
eine ausfithrliche Beschreibung der Sprache wird auf [31] verwiesen.

Der aktuelle Sprachumfang von PASCAL-XSC bzw. des Compilers er-
laubt grofitenteils eine komfortable Programmierung der fiir das Verfahren
benotigten Hilfsmittel (Datenstrukturen, Operationen, Arithmetiken), die
iiber die bereits vorhandenen Konzepte hinausgehen. Auf einige Details der
Implementierung wird im folgenden eingegangen.
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3.2 Verifikationshilfsmittel

3.2.1 Zulassigkeitspriifung

Das in Abschnitt 2.4.1 beschriebene Verfahren zur Uberpriifung der
Zuléssigkeit eines Startpunktes bzw. einer Iterierten tragt der Problema-
tik Rechnung, dafl Rundungsfehler und Einschrankungen des darstellbaren
Zahlenbereiches auf dem Rechner die Ergebnisse beeinflussen. Durch die
Méglichkeit, Rechenoperationen in PASCAL-XSC mit den iiblichen Ope-
ratoren und vorgegebener Rundungsrichtung nach oben A bzw. unten v/
auszufithren, ist sowohl ein gesicherter Vergleich der Ergebnisse einer Ma-
schinenzahloperation (z.B. Az < b) als auch die Durchfithrung von Maschi-
nenintervalloperationen (z.B. A[x] < b) moglich. Ein weiterer wesentlicher
Vorteil der Spracherweiterung fiir wissenschaftliches Rechnen ist das Vor-
handensein eines exakten Skalarproduktes. Die Zahl der notwendigen Run-
dungen fir die Berechnung eines Matrix-Vektor-Produktes wird dabei auf
eine Rundung je Losungsvektorkomponente reduziert, was auch in nume-
risch kritischen Fallen noch eine korrekte Uberpriifung der Relation Az < b
erlaubt.

Die beiden Prozeduren CheckFeasibility (vgl. Algorithmus 2.4.1) fir
reelle Parameter und Intervallparameter verwenden die Module mv_ari fiir
die reelle und mvi_ari fiir die Intervall-Matrix-Vektor- Arithmetik.

global
procedure CheckFeasibility(
A : rmatrix; <{ Procedure checks, }
b, ¢ . rvector; { if actual solution }
X, V, 2 . rvector; <{ is feasible F
var primal, dual : boolean); {-——-———-—-—-—-——-——- F
var
A_ : rmatrix[1b(A,1) . .ub(A,1),1b(A,2). .ub(4,2)-ub(A,1)];
c_ : rvector[1b(c)..ub(c)-ub(a,1)];
X_ : rvector[1b(x)..ub(x)-ub(4,1)];
1, J : 1nteger;
begin
primal := positive(x); { Primal nonnegativity }
dual = positive(z); { Dual nonnegativity }
for 1:=1b(A,1) to ub(A,1) do { Determine sub-matrix }

for j:=1b(A,2) to ub(A,2)-ub(A,1) do A_[1i,j] := A[i,j];
for i:=1b(c) to ub(c)-ub(A,1) do c_[i] cl[i];{ Determine sub-vec.}

for i1:=1b(x) to ub(x)-ub(A,1) do x_[i] x[1];
{ Primal/dual feasibility }
if not (A_*>x_ <= b) then primal := FALSE;

if not (transp(A)*>y <= c¢)  themn dual := FALSE;
end;
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3.2.2 Parameter

Die fiir das Iterationsverfahren der primal-dualen Innere-Punkt-Methode
wichtigen Parameter « (siehe Abschnitt 2.4.2.1) und g (siehe Abschnitt
2.4.2.2) werden als Funktionen realisiert. Die maximal zuldssigen Para-
meter app fiir die Newton-Korrektur des primalen Problems und app des
dualen Problems werden entsprechend den Vorschriften aus (2.22a) und
(2.22b) bestimmt. Durch die Verwendung der gerichteten Rundung wird
ein Uberschitzen des Parameters, die eine Verletzung einer oder mehrerer
Nebenbedingungen zur Folge hétte, vermieden.

global
function maxAlpha( x, dx : rvector): real; { Determine max. Newton }
var { step size F
1 : 1lnteger;
Alpha : real,;
begin
Alpha := 1;

for i:=1b(x) to ub(x) do
if (dx[i]l < 0) then
if ( -x[i]/<dx[i] < Alpha) then Alpha := -x[i]/<dx[i];
maxAlpha := Alpha;
end;

Der Barriere-Parameter p wird Problemdimensionsabhéngig bestimmt
(vgl. Algorithmus 2.4.3). Die fiir die Berechnung der Dualitatsliicke ver-
wandte Prozedur DualityGap ist in einem getrennten Modul implementiert,
das in Abschnitt 2.4.5 erlautert wird.

const delta = 1e-50;

global
function GetMu( b, ¢ : rvector; { Determine appropriate new }
X, y, z : rvector; { barriere parameter F
var Err : string) : real;
var
n : 1lnteger;

mu_old, D, mu : real;

begin
n := ub(x) - 1b(x) + 1;
if (n <= 5000) then D := sqr(n)
else D := sqrt(n);
mu := DualityGap(b, ¢, x, y, z) / D;
if (mu <= delta) then Err := ’Err: Wrong parameter mu’;
GetMu := mu;
end;
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3.2.3 Spezielles Newton-Verfahren

Die in Abschnitt 2.4.3 beschriebene Abwandlung des allgemeinen Newton-
Verfahrens, wird auf der Basis der Algorithmen 2.4.2 FeasibleNewtonStep
und 2.4.4 FeasibleNewtonMethod implementiert. Als sinnvoller Wert hat
sich 2. = 5 flir die maximale Anzahl der Newton-Iterationen ergeben,
da dies auf Grund der quadratischen Konvergenz des Verfahrens in der
Regel nicht iiberschritten wird und wegen des hohen Rechenaufwands ei-
nes einzelnen Iterationsschrittes praktischerweise nicht tiberschritten wer-
den sollte. Abbruchkriterium fiir die Newton-Iteration ist § = 10719
als Vergleichsgrofie fiir den Abstand zweier aufeinanderfolgender Iterierten
beziiglich der Maximum-Norm (vgl. (2.24)).

Die Berechnung der Newton-Korrektur erfolgt in der Prozedur
FeasibleNewtonStep unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung, den
zuldssigen Bereich der Optimierungsproblems (LP) nicht zu verlassen. Die
Erfiilllung dieser Bedingung wird durch die Berechnung der Schrittweiten-
parameter arp und app (sieche Abschnitt 3.2.2) angestrebt und durch die in
Abschnitt 2.4.1 beschriebenen Prozedur CheckFeasibility iiberpriift. Die
Vorgabe des Verkleinerungsfaktors 7 = 0.9 fiir die Newton-Korrektur (wie
in Abschnitt 2.4.2.1 angegeben) hat sich im praktischen Einsatz als sinnvoll
erwiesen.

const
i_max = 5;

procedure FeasibleNewtonStep( { Compute maximum F
A : rmatrix; { feasible Newton step }
b, ¢ : rvector; { in primal and dual F
x_0, y_0, z_0 . rvector; { direction not F
dx, dy, dz : rvector; { touching the boundary}
var x_k, y_k, z_k . rvector; { of the feasible F
var Err : string); { region ¥
______________________ 1
var
alpha_LP, alpha_DP : real;
1 : 1lnteger;
primal, dual : boolean;
begin
x_k = x_0 + dx;
y-k =y 0+ dy;
z_k = z_0 + dz;
CheckFeasibility(4, b, ¢, x_k, y_k, z_k, { Check feasibility }
primal, dual); { of initial solution }

if not(primal) then { Handle primal }
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begin { feasibility }
i := 0; alpha_LP := maxAlpha(x_k, dx);
while not(primal) and (i < i_max) do
begin
1= 1+1;
x_k := x_0 + alpha_LP * dx;
CheckFeasibility(4, b, ¢, x_k, y_k, z_k, primal, dual);
alpha_LP := 0.9 * alpha_LP; { Shrink Newton }
{ step size F
end;
if not(primal) then
begin
alpha_LP := 0;
x_k := x_0;
end;
end;

{ ...}
end;

if (alpha_LP = 0) and (alpha_DP = 0) then
Err := ’Err: No feasible Newton step possible’;

end; { procedure FeasibleNewtonStep }

Die soeben angegebene Prozedur FeasibleNewtonStep kommt als zen-
traler Teil des eigentlichen Newton-Verfahrens zum Einsatz, das in der fol-
genden Prozedur FeasibleNewtonMethod mit groftmaoglicher Ahnlichkeit
zur mathematischen Beschreibung von Algorithmus 2.4.4 programmtech-
nisch realisiert ist.

const
maxNewtonSteps = b5;
Epsilon = 1E-10;
global
procedure FeasibleNewtonMethod( { Modified interval F
A : rmatrix; { Newton methode to F
b, ¢ : rvector; { verify existence and }
mu : real; { uniqueness of minimum }
{ of the actual F
var x_k, y_k, z_k : rvector; { lagrangian barriere F
var Err : string); { function ¥
{--—— ¥
var
x_old, dx : rvector[1b(x_k)..ub(x_k)J;
y_old, dy : rvector[1b(y_k)..ub(y_k)];
z_old, dz : rvector[1b(z_k)..ub(z_k)];
X : rmatrix[1b(x_k)..ub(x_k),1b(x_k)..ub(x_k)];
Z,7_1 : rmatrix[1b(z_k)..ub(z_k),1b(z_k)..ub(z_k)];
T_P : rvector[1b(b). . ub(b)];
r_ D : rvector[1b(c)..ub(c)];
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e, r_mu : rvector[1b(c)..ub(c)];
approx, primal, dual : boolean;
k, ErrCode : 1lnteger;
begin
k := 0;
repeat { Newton step }
k := k + 1; approx := FALSE; {---—— F

x_old := x_k; y_old := y_k; z_old := z_k;

e := 1; X := diag(x_old); Z := diag(z_old);

r_P = b - Axx_old;

r D := transp(A)*y_old + z_old - c;

r_mu := muxe — (X*Z)*e;

Z_1 := Z; diag_minv(Z_1, ErrCode);{ Z_1 = approx. inverse of Z }

if (ErrCode <> 0) then
Err := ’Err: Inversion of diagonal matrix failed’;

if (Err = ’No Error’) then

begin { Compute Newton correction }
1ss_aprx(A*(Z_1#X)#transp(4), {f-------------—---

r_ P - A*Z_1*r_mu — A¥(X*Z_1)*r_D,
dy, ErrCode);
if (ErrCode <> 0) then

Err := ’Err: Linear system solver failed’;
dz := -r_D - transp(A)*dy;
dx = Z_1*( r_mu - X¥dz );

end;

if (Err = ’No Error’) then

FeasibleNewtonStep(4, b, c, { Determine new iterate }
x_old, y_old, z_old,{-——————————-——-—————

dx, dy, dz,
x_k, y_k, z_k, Err);

if (Err = ’No Error’) then { Determine accuracy of }

if (MaxNorm(x_k - x_old) < Epsilon) and{ approximation

(MaxNorm(y_k - y_old) < Epsilon) and{----------—-———————-——-

(MaxNorm(z_k - z_old) < Epsilon)
then approx := true;

until approx or (Err <> ’No Error’) or (k = maxNewtonSteps);

end; {FeasibleNewtonMethod}

3.2.4 Ergebnisverifikation

Im Rahmen der Ergebnisverifikation werden garantierte Aussagen tiber:
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o Zuléssigkeit des Startpunktes, aller Iterierten im Iterationsprozeff und
der optimalen Lésung;

Verifikation der Existenz einer optimalen Losung;

Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes;

o Gegebenenfalls die Eindeutigkeit einer optimalen Lésung.

Die auf dem Rechner verifizierbare Zuldssigkeitsprifung wird, wie in Ab-
schnitt 3.2.1 angegeben, mit Hilfe des Programmierwerkzeuges PASCAL-
XSC und der hierdurch verwendbaren, prézise definierten Rechnerarithme-
tik realisiert.

Die Frage der Existenz einer Losung fiir ein gegebenes lineares Opti-
mierungsproblem kann durch den Nachweis der Voraussetzungen fiir den
Dualitétssatz 2.3.3 ebenfalls durch die Prozedur CheckFeasibility beant-
wortet werden. Falls es moglich ist, die Zulassigkeit eines Punktes 2(®) des
primalen Problems (LP) und eines Punktes (y*), 2(*)) des dualen Problems
(DP) zu verifizieren, liefert Satz 2.3.3 sofort den Existenzbeweis fiir eine
optimale Losung des Optimierungsproblems.

Einen garantierten Einschluf} fiir den optimalen Zielfunktionswert liefert
der Dualititssatz 2.3.1, nach dem fiir alle zuldssigen Punkte =) des prima-
len Problems (LP) und (y®), 2(¥) des dualen Problems (DP) die Beziehung
f(x®) > g(y™) gilt. Implementiert ist diese Berechnung in Form des in
Abschnitt 2.4.5 angegebenen Algorithmus DualityGap , der sowohl fiir reelle
als auch fiir Intervallparameter zur Verfiigung steht.

global
function DualityGap( b, ¢ : rvector; { Determine duality gap}
X, ¥, z : rvector): real;{ for real arguments }
begin {-—— 5
DualityGap := #>(c*x — b*y);
end;
global
function DualityGap( b, ¢ : rvector; { Determine duality gap}
X, ¥, z : ivector): real;{ for interval arg.
begin {- 5
DualityGap := sup(##(c*x - b*xy));
end;

Um ggf. die Findeutigkeit der Losung des linearen Optimierungspro-
blems, die insbesondere den Fall mehrere optimaler Eckpunkte des zul&ssi-
gen Bereichs ausschliefit, nachzuweisen, werden die Bedingungen des Brou-
werschen Fixpunktsatzes 1.9.3 in Form einer Intervallversion des Newton-
Verfahrens gepriift. Das in Abschnitt 1.9.2 vorgestellte Verfahren, welches in
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Algorithmus 1.9.2 Verification zusammengefafit wurde, ist in seiner mathe-
matischen Formulierung fast unverédndert in eine PASCAL-XSC Prozedur
iibertragen worden. Hierfiir war es notwendig, die primalen und dualen
Lésungsvektoren 7, 3, z zu einem Vektor 4 zusammenzufassen. Die Bestim-
mung des Gradienten und der Hesse-Matrix erfolgt beztiglich der Eingangs-
daten A, b, ¢, 11, %,y und Z entsprechend den Herleitungen (2.14) und (2.15)
aus Abschnitt 2.3.2. Die fiir die Realisierung des Inklusionsschrittes not-
wendige e-Aufblahung wird mit einem in praktischen Tests [46] ermittelten
e-Wert von 107 durchgefiihrt.

global
procedure Verification( { Newton methode to F
A : rmatrix; { verify existence and }
b, ¢ : rvector; { uniqueness of minimum }
mu : real; { of the actual F
x_tilde, y_tilde, z_tilde : rvector; { lagrangian barriere F
var x_incl, y_incl, z_incl : 1vector; { function F
var unique : boolean; {--—-—--———--——-mmmm—— 5
var Err : string );
var
u_tilde : rvector[l..ub(x_tilde)+ub(y_tilde)+ub(z_tilde)];
u_incl, u_old, h : ivector[l..ub(x_tilde)+ub(y_tilde)+ub(z_tilde)];
R : rmatrix[1..ub(x_tilde)+ub(y_tilde)+ub(z_tilde),
1..ub(x_tilde)+ub(y_tilde)+ub(z_tilde)];
help, : imatrix[1..ub(x_tilde)+ub(y_tilde)+ub(z_tilde),
1..ub(x_tilde)+ub(y_tilde)+ub(z_tilde)];
Basis : rvector[l..ub(y_tilde)];
EpsilonInflation,
ErrCode : 1lnteger;
begin

DetermineBasis(x_tilde, y_tilde, z_tilde, unique, Basis, Err);

if unique and (Err = ’No Error’) then
begin
{ Compose one vector out of primal and dual solutions }
u_tilde := compose(x_tilde, y_tilde, z_tilde);
EpsilonInflation := 0;

R := hess(A,b,c, mu, u_tilde); { Compute approximate inverse }
minv(R, ErrCode); { of Hessian matrix F
if (ErrCode <> 0) then

writeln(’matrix inversion failed in verification’);

u_incl := blow(intval(null(u_incl)),eps); { Perform epsilon }
{ inflation F
h := R * grad(A, b, ¢, mu, u_tilde);

repeat { Verification step }
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EpsilonInflation := EpsilonInflation + 1; unique := false;
u_old := u_incl;

help := hess(4,b,c, mu, u_tilde +* (u_tilde + u_incl) );
u_incl := -h + ##( 1d(R) - R#help) * u_incl;

if (u_incl in u_old)
then unique := true { Verify uniqueness }
else u_incl := blow(u_incl,eps); { Perform epsilon inflation }

until unique or (EpsilonInflation = maxEpsilonInflations);

decompose(u_incl, x_incl, y_incl, z_incl);{ Restore primal and }

x_incl := x_tilde + x_incl; { dual solution vectors}
y_incl := y_tilde + y_incl;
z_incl := z_tilde + z_incl;

end;

end; {procedure Verification}

3.3 Primal-duale Innere-Punkt-Methode

Das vollstindige Innere-Punkt-Verfahren wird durch die Prozedur
PrimalDualMethod, die in einem PASCAL-XSC Modul PrimalDualIPM
vereinbart ist, realisiert. Um den modularen Aufbau dieses Programmteils
zu erldutern, sind in Abbildung 3.1 in einer baumartigen Struktur die Bezie-
hungen der Einzelmodule zueinander und zum Hauptmodul PrimalDualIPM
angegeben.

Das FeasibilityModule stellt die Prozedur CheckFeasibility fiir re-
elle und Intervallparameter zur Verfiigung. Eingangsparameter der in Ab-
schnitt 3.2.1 beschriebenen Prozedur CheckFeasibility zur Zuldssigkeit-
spriffung sind die Daten des linearen Optimierungsproblems (LP) A b, ¢
und die reellen bzw. intervallméafigen Daten iiber die primalen x und dua-
len (y, z) Punkte.

Im VerificationModule werden sowohl die Funktion DualityGap als
auch die Prozedur Verification angegeben. Die in Abschnitt 3.2.2 ndher
beschriebene Funktion DualityGap zur Berechnung der Dualitétsliicke (vgl.
Definition 2.3.2) und damit eines Einschlusses des optimalen Zielfunktions-
wertes bendtigt als Eingabeparameter die Koeffizienten der primalen und
dualen Zielfunktion ¢ und b sowie die Koeffizienten der aktuellen primal
und dual zuldssigen Punkte z und (y,z). Die Prozedur Verification
tiberpriift, ausgehend von einer Ndherung 7,7,z die Eindeutigkeit einer
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/ VerificationModule }

FeasibilityModule w ParameterModule

e

OutputModule }

NewtonModule

PrimalDuallPM

Abbildung 3.1: Der modulare Programmaufbau

Nullstelle fiir die gegebene Lagrangesche Barriere-Funktion, die durch die
Daten des linearen Optimierungsproblems (LP) A, b, ¢ und den aktuellen
Barriere-Parameter p bestimmt ist. Vergleiche hierzu Abschnitt 3.2.2.

Das ParameterModule stellt die Funktionen maxAlpha und GetMu be-
reit. maxAlpha wird zur Berechnung der Schrittweitenparameter app und
app im Newton-Iterationsschritt eingesetzt. Fiir weitere Erlauterungen
wird auf die Abschnitte 1.9, 2.4.2.1 und 3.2.3 verwiesen.

Eine modifizierte Version des Newton-Verfahrens wird in Form der Pro-
zedur FeasibleNewtonMethod im NewtonModule vereinbart. Die Beson-
derheiten des Vertahrens sind dem Abschnitt 2.4.3 zu entnehmen. Ein-
gangsparameter sind hierbei die Lagrangesche Barriere-Funktion, die durch
die Daten des linearen Optimierungsproblems (LP) A, b, ¢ und den aktuel-
len Barriere-Parameter p bestimmt ist. Als Ergebnis wird eine Nidherung
der Nullstelle des Gradienten der Lagrangeschen Barriere-Funktion in den
Vektoren (¥, y®) 2% zuriickgegeben.

Das OutputModule steuert und formatiert die Ausgabe der Zwischen-
ergebnisse und des Endergebnisses sowie die Préasentation der verifizierten
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Aussagen iiber Zulassigkeit, Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des li-
nearen Optimierungsproblems (LP).

Die eigentliche Schnittstelle der selbstverifizierenden primal-dualen
Innere-Punkt-Methode ist im Modul PrimalDualIPM implementiert. Die
globale Prozedur PrimalDualMethod 16st ein lineares Optimierungspro-
blem, das in Standardform vorliegt. Notwendige Eingabeparameter sind
die Daten des (LP) A, b, ¢ sowie primale und duale Startpunkte 2(® und
(y©, ), Nach einer Uberpriifung der Zulassigkeit der Startpunkte
wird das Barriere-Verfahren gestartet. Hierzu wird der aktuelle Barriere-
Parameter pu bestimmt, die Nullstelle des Gradienten der Lagrangeschen
Barriere-Funktion (bzgl. ) bestimmt und die sich daraus ergebende Dua-
litatsliicke berechnet. Falls das Barriere-Iterationsverfahren erfolgreich ver-
lief, wird nachgewiesen, ob das gegebene Optimierungsproblem eine ein-
deutige optimale Losung besitzt. Als Ausgabeparameter liefert die Pro-
zedur neben einer zuldssigen Naherung 0,y 2() der optimalen Losung,
die den exakten optimalen Zielfunktionswert auf eine relative Genauigkeit
von ¢ = 107!% approximiert, auch einen verifizierten Einschlufi des exak-
ten optimale Zielfunktionswertes. Durch den Nachweis der Zuléssigkeit der
primalen und dualen N&herungslésungen ist gleichzeitig auch die Existenz
einer optimalen Losung garantiert. Zusatzlich wird, falls méglich, die Ein-
deutigkeit der Losung fiir das gegebene (LP) nachgewiesen und eine ent-
sprechende Information ausgegeben. Die Implementierung des in Abschnitt
2.4.6 angegebenen Algorithmus 2.4.6 ist im folgenden angegeben.

const
maxBarriereSteps = 100;
Epsilon = 1E-10;
global procedure PrimalDualMethod( { Primal-dual interior ¥
A : rmatrix; { point method for solving }
b, ¢, x_0, y_0, z_0 : rvector; { linear optimization F
var x_1, y_1, z_1 : rvector; { problems with verification}
var x_incl, y_incl, z_incl : ivector; { of the optimality and F
var value : interval;{ feasibility of the result.}
var unique : boolean; { If possible, the F
var Msg : string; { uniqueness of the optimal }
var Err : string); { solution is guaranteed. }
var {--——— ¥
1 : 1lnteger;
mu, Gap : real;
primal, dual : boolean;
begin
Err := ’No Error’; Msg := ’’; 1 := 0; { Initialisation }

mu := 1E+5; unique := false; {-—— F
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x_1 :=x_0; y_.1 :=y_0, z_1 := z_0,;
CheckFeasibility(A,b,c, x_0,y_0,z_0, primal,dual); { Check feasi- }
if not(primal and dual) then { bility of ini-}
begin { tial solution }
if not(primal) then
Err := ’Err: Initial solution primal infeasible’;
if not(dual)  then
Err := ’'Err: Initial solution dual infeasible’;
if (not primal) and (not dual) then
Err := ’Err: Initial solution primal and dual infeasible’;
end;
if (Err = ’No Error’) then
repeat { Barriere step }
{— ’
1 = 1+1;

{ Determine new barriere parameter }

if (1>1) then mu := GetMu(b,c, x_ 1,y 1,z 1, Err);

{ Contruct the new pair of Lagrangian barriere functions related }

{ to the barriere parameter mu
if (Err = ’No Error’) then

}

FeasibleNewtonMethod(A,b,c, mu, { Determine zero of the gradient}

x_1,y_1,z_1,{ of the pair of Lagrangian F
Err); { barriere functions using a ¥
{ modified Newton method F
Gap := DualityGap(b,c, x_1,y_1,z_1); { Determine duality gap }
if (1 > maxBarriereSteps) and (Gap > Epsilon) then
Err := ’Err: Maximum number of barriere steps exceeded’;
ScreenOutput(l, A,b,c, x_1,y_1,z_1, Gap);
until (Gap <= Epsilon) or (Err <> ’No Error’);
if (Err = ’No Error’) then
begin
value := (¢ * x_1) +*x (b * y_1); { Determine optimal value }
Verification(A, b, ¢, mu, x_1, y_1, z_1, { Verify uniqueness }
x_incl, y_incl, z_incl, unique);{ of the zero of F
{ the gradient ¥

if unique then Msg := ’ Uniqueness of optimal solution verified.’;

end;

end; {procedure PrimalDualMethod}
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3.4 Einschlufl aller optimalen
Basis-Loésungen

Die in Abschnitt 2.4.7 vorgestellten Algorithmen zur Besimmung von
EinschlieBungen fiir den optimalen Zielfunktionswert z,,,, die Menge aller
optimalen Basis-Indexmengen V,,, und die Menge aller optimalen Basis-
Lésungen X, werden im Modul EnclosureModule zusammengefafit. Auf
die Implementierung des Datentyps einer linear verketteten Liste zur Spei-
cherung der Mengenlisten V und X kann an dieser Stelle nicht eingegangen
werden. FEine Dokumentation kann der Verdffentlichung [20] entnommen
werden. Der Datentyp BaseList wird in einem separaten Modul lop_ari
definiert.

Die Algorithmen ComputeTableau, BasisStable , PossiblyOptimalSolution ,
EmptySolutionSet, Unbounded, NeighboringlList und die globale Prozedur
EncloseBasicSolution werden mit Hilfe der wissenschaftlichen Programmier-
sprache PASCAL-XSC nahezu unverdndert in den folgenden Quelltext

iibertragen.

{----———"-"""—— ¥
{ Compute the interval tableau F
{ ([z] | [ditt ) ¥
{ [t3 := (-——---- Fomm ) ¥
{ ([x]_B | [H] ). ¥
{-----——"""-"-—— ¥
procedure ComputeTableau( A : rmatrix;
b, ¢ . rvector;
Base, NonBase : IndexSet;
var TT ; imatrix;
var Err : integer);
var
A_B : rmatrix[1..ub(A,1), 1..size(Base)];
AN : rmatrix[1..ub(A,1), 1..size(NonBase)];
c_B . rvector[l..size(Base)];
c_N : rvector[l..size(NonBase)];
xx_B, yy : ivector[l..size(Base)];
dd : ivector[1l..size(NonBase)];
HH : imatrix[1l..size(Base), 1..size(NonBase)];
ZZ : interval;
Index, local_Error : integer;
1, jJ, m, n : 1lnteger;

begin { procedure ComputeTableau }

m
n :

ub(A,1);
ub(4,2);

{ Determine submatrices and subvectors according to index sets Basel}
{ and NonBase >



3.4  FEinschluf aller optimalen Basis-Lésungen

107

{ Solve linear systems of equations }
1ss(A_B, b, xx_B, local_Error);

if (local_Error = NoError) then
lss(transp(A_B), c_B, yy, local_Error);

Index := 0;
if (local_Error = NoError) then
for i:=1 to (n-m) do
begin
Index := NextIndex(Index,NonBase);
if (local_Error=NoError) then
1ss(A_B, A[*,Index], HH[*,i], local_Error);
end;

if (local_Error = NoError) then

A_B := extract(A, Base); { Determine submatrices}
A_N := extract(A, NonBase); { and subvectors accor-;
c_B := extract(c, Base); { ding to B and N F
c_N := extract(c, NonBase); {--— F

begin
dd := transp(A_N) * yy - c_N; { Compute components of }
zz = (¢_B * xx_B) ** (b * yy); { interval tableau }
TT[1,1] := zz; {--—— ¥
for j:=2 to (n-m+1) do
TTL1,3] := dd[j-1];
for i:=2 to (mt+1) do
TT[i,1] := xx_B[i-1];
for i:=2 to (mt+1) do
for j:=2 to (n-m+1) do
TT[i,j] := HH[i-1,3-11;
end
else Err := SubmatrixSingular;
end; { procedure ComputeTableau }
{—— ’
{ Determine whether the interval tableau [T] represents a basis F
{ stable solution, i.e. ([x]_B.inf > 0) and ([d].inf > 0). F
{--— ’

function BasisStable(TT : imatrix) : boolean;
var IsStable : boolean;
1,] : 1lnteger;
begin
IsStable := true; 1 :=1; j := 1;
while ( (i < ub(TT,1)) and IsStable ) do
begin
i = i+1; { [x]_ B = [T 1i,1] (i =2 .. m+1) }
if (TT[i,1].1inf <= 0) then IsStable := false;
end;
while ( (j < ub(TT,2)) and IsStable ) do
begin
j =g+l {[d] = [T_1,7] (j =2 .. n-m+1) }
if (TT[1,j].inf <= 0) then IsStable := false;
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end;
BasisStable := IsStable;
end;

{ Determine whether the interval tableau [T] represents a possibly }
{ optimal solution, i.e ([x]_B.sup >= 0) and ([d].sup >= 0)

function PossiblyOptimalSolution(TT : imatrix) : boolean;
var IsOptimal : boolean;

1,] : 1lnteger;
begin
IsOptimal := true; 1 :=1; j := 1;
while ( (i < ub(TT 1)) and IsOptimal ) do
begin

i = i+1; { [x]_ B = [T 1i,1] (i =2 .. m+1) }
if not( TT[i,1].sup >= 0 ) then IsOptimal := false;
end;
while ( (j < ub(TT,2)) and IsOptimal ) do
begin
j =g+l L [d] = [T_1,57] (G =2 .. n-m+1)
if not( TT[1,j].sup >= 0 ) then IsOptimal := false;
end;
PossiblyOptimalSolution := IsOptimal;
end;

(.

{ Check whether the set of feasible solutions 1s empty, i.e. not for }
{ all(beta in B) with (0 in [x]_beta) there exists a (nu in N) with }
{ ([H]_beta,nu < 0) 1

function EmptySolutionSet(TT : imatrix) : boolean;
var IsEmpty : boolean;
1,] : 1lnteger;
begin
IsEmpty := false; 1 := 1;
while (not IsEmpty) and (1 < ub(TT,1)) do

begin
1= 1+1;
if (0 in TT[i,1]) then
begin
IsEmpty := true;
J = 1;
while IsEmpty and (j < ub(TT,2)) do
begln
] J+1;
it (TT[l j].sup < 0) then IsEmpty := false;
end;
end;
end;
EmptySolutionSet := IsEmpty;
end;
e }

{ Check whether the objective function is unbounded, i.e. not for all}
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{ (nu in N) with (0 in [d]_nu) there exists a (beta in B) with F
{ ([H]_beta,nu > 0) 1
{------------ 5

function Unbounded(TT : imatrix) : boolean;
var IsUnbounded : boolean;
1,] : 1lnteger;
begin
IsUnbounded := false; J := 1;
while (mot IsUnbounded) and (j < ub(TT,2)) do

begin
] = J+1;
if (0 in TT[1,j]) then
begin
IsUnbounded := true;
i:=1;
while IsUnbounded and (i < ub(TT,1)) do
begin
1= 1+1;
if (TT[i,j].inf > 0) then IsUnbounded := false;
end;
end;
end;
Unbounded := IsUnbounded;
end;
- 3
{ Determine list of neighboring basic index sets L for index set Basel}
{ that are good candidates for being optimal basic index sets. ¥
e }
function Neighboringlist(TT : imatrix; Base, NonBase : IndexSet)
BaselList;
var
L : Baselist;
NewBase : IndexSet;
1, jJ, m, n : 1lnteger;
beta, nu, Counter : 1integer;
colmin, rowmax : real;
xx, dd, HH : interval;
begin
m := size(Base); n := m + size(NonBase); { Initialization }
L := nil; {-—— F
colmin := maxReal; { Search for candidates (nu }
for j := 1 to (n—m) do { in N) and (beta in B) by F
begin { determining of the minimum }
dd := TT[1,j+1]; { of the quotients F
if (0 in dd) then { [x]_beta / [H]_beta,nu F
begin {---— F
for i:=1 to m do { Determine minimum of F
begin { [xJ]_beta / [H]_beta,nu }
xx := TT[i+1,1]; { for column nu of [T] F
HH := TT[i+1,j+1]; {--— F

if ((HH.Inf > 0) and (xx.Sup/<HH.Inf < colmin)) then
colmin := xx.Sup/<HH.Inf;
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end; { (beta in B) }

for i:=1 to m do { Determine candidate (beta}
begin { in B) for exchange of ¥
xx := TT[i+1,1]; { indices F
HH := TT[i+1,j+1]; {rm >
if (HH.Sup > 0) and (xx.Inf/<HH.Sup <= colmin) then
begin { Determine new index }
beta := GetIndex(i,Base); { set and add it to L }
nu := GetIndex(j,NonBase); {-———--——--———------— F
NewBase := Base — [beta] + [nul;
insert(L, NewBase);
end;

end; { (beta in B) }
end;
end; { (nu in N) }

rowmax := —-maxReal; { Search for candidates (beta }
for i := 1 to m do { in B) and (nu in N) by F
begin { determining of the maximum }
xx := TT[i+1,1]; { of the quotients F

if (0 in xx) then { [d]_nu / [H]_beta,nu F
begin {---— F

for j:=1 to (n-m) do { Determine maximum of }

begin { [d]_nu / [H]_beta,nu }

dd := TT[1,j+1]; { for row beta of [T] F

HH := TT[i+1,j+1]; {mmmm >

if ((HH.Sup < 0) and (dd.Inf/>HH.Sup > rowmax)) then
rowmax := dd.Sup/>HH.Sup;
end; { (nu in N) }

for j:=1 to (n-m) do { Determine candidate }
begin { (nu in N) for exchangel}
dd := TT[1,j+1]; { of indices F
HH := TT[i+1,j+1]; {mmmm >
if (HH.Inf < 0) and (dd.Inf/>HH.Inf >= rowmax) then
begin { Determine new index }
beta := GetIndex(i,Base); { set and add it to L }
nu := GetIndex(j,NonBase); {f--— F
NewBase := Base — [beta] + [nul;
insert(L, NewBase);
end;

end; { (nu in N) }
end;
end; { (beta in B) }

Neighboringlist := L;
end; { function Neighboringlist }

o }
{ Recursive procedure to determine 1list of possible basic index sets,}
{ if the number of base indices is not m. ¥
{ oo ’
procedure CandidatelList( Base : IndexSet;

NonBase : IndexSet;

depth . Integer ;

var CList : Baselist);
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var 1,alpha : 1lnteger;
Used_alpha : IndexSet;

begin
if (depth > 0) then
begin
if (depth > 1) then
begin
Used_alpha := [J;
for i := 1 to ((size(NonBase)-depth)+1) do
begin
alpha := GetIndex(i,NonBase);
Used_alpha := Used_alpha + [alphal;
Candidatelist(Base + [alphal, NonBase - Used_alpha,
depth-1, CList);
end;
end
else
for i := 1 to size(NonBase) do
begin
alpha := Getindex(i, NonBase);
Base := Base + [alphal;
insert(CList, Base);
Base := Base - [alphal;
end;
end;

if (depth = 0) then insert(CList, Base);
end;

{ Determination of enclosures for the solutions of a linear opti-
{ mization problem: (z =ctt * x = max! )
(P ( A*x=b )
( x >= 0 )
with an initial optimal basic index set.

global procedure EncloseBasicSolution
( A ;. rmatrix;
b, ¢, B_start_Vector . rvector;
var z interval;
var V ;. rmatrix;
var X imatrix;
var No, Err : 1lnteger

var
B_start : IndexSet;
Base, NonBase : IndexSet;
L, CList, E : Baselist;
TT codmatrix[1..1+Cub(b)), 1..1+Cub(c)-ub(b))];
k, m, n, 1, maxNo : integer;
depth : 1lnteger;

begin { global procedure EncloseBasicSolution }

);
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Err := NoError;
m := ub(A,1); n := ub(4a,2); { Determine dimension of problem }

if (n <= m) or (m < 1) or (n < 1) or (n > maxDim){ Check dimensions}
or (ub(V,1) <> ub(X,1)) then {f—— F
Err := WrongDimension
else { Err <> WrongDimension }
begin
depth := 0;
B_start := []; E := nil; CList := nil; { Initialization }
k :=0; V:=0; X :=0; No :=0; maxNo := ub(V,1);

for i:=1 to m do { Determination of start base }
if (trunc(B_start_Vector[i])=-1) then depth := depth+1
else B_start := B_start +[trunc(B_start_Vector[i])]
NonBase := [1..n]-B_start;
Candidatelist(B_start,NonBase,depth,CList);

H

repeat { until empty(CList) }

Base := select(CList); { Select Base out of}
NonBase := [1..n] - Base; { CList and update }
delete(CList, Base); insert(E, Base); { examined list E }

{--——— ¥

ComputeTableau(A, b, ¢, Base, NonBase, TT, Err);
if (Err = NoError) then

if BasisStable(TT) then

begin
No := No + 1, { Store unique F
z = TT[1,1]; { optimal solution }
X[No,*] := Solution(TT, Base, NonBase); {-———————————- F
V[No,*] := Base;

end

else { not basis stable }
begin
if EmptySolutionSet(TT) then Err := SolutionSetIsEmpty
else if Unbounded(TT) then Err := FunctionUnbounded

else if PossiblyOptimalSolution(TT)
and (Err = NoError) then

begin
No := No + 1, { Store optimal }
if (No = 1) then z:= TT[1,1] { solution F

else z:= TT[1,1] +% z; {-————--------—-—~ F
X[No,*] := Solution(TT, Base, NonBase);
V[No,*] := Base;

L := NeighboringlList(TT,Base,NonBase); { Determine }
remove(L, E); remove(L, CList);{l1ist of neighboring}
{ basic index sets }
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append(CList, L); { Compute new list of candidates }
end; {-—— ¥
end;

k := k+1;

until empty(CList) or (Err <> NoError)
or (k = kmax) or (No = maxNo);

if (Err = NoError) then { Determine error code }
if (not empty(CList)) and (k = kmax) then {--—---------—--—— 5
Err := IterationError
else if (No = 0) then Err := StartIndexSetNotOptimal

else if (No = maxNo) and (not empty(CList)) then

Err := SolutionMatrixTooSmall;
FreeAll(CList); FreeAll(E);
end; { Err <> WrongDimension }

end; { global procedure EncloseBasicSolution }

{—— ’
{ Module initialization part 7
{-- ’
begin

Rplus := intval(0,maxReal);
end.



Kapitel 4

Numerische Tests und
Anwendungsbeispiele

Zum Test des in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus wurden eine Viel-
zahl aus der Literatur bekannter Testfunktionen verwandt. Im folgenden
wird das Verhalten des Algorithmus fiir verschiedene kritische Problemfélle
betrachtet. Bei der ersten Gruppe handelt es sich um eine aus der Literatur
(vgl. z.B. [20], [35], [78]) bzw. aus der offentlich zugénglichen Datenbank
Netlib [49] stammende Sammlung von Standardtestproblemen, die oft zum
Vergleich von verschiedenen Algorithmen zur linearen Optimierung heran-
gezogen werden. In der zweiten Gruppe finden sich einige Beispiele, die
wahrend der Entwicklungsphase des Algorithmus Verwendung fanden, um
dessen Arbeitsweise zu kontrollieren. Fiir jedes Testbeispiel wird zu Beginn
der entsprechenden Abschnitte die Definition des linearen Optimierungs-
problems angegeben. Als Resultat folgen die Ergebnisse des Verfahrens,
d.h.

1. Fiir die verifizierte Innere-Punkt-Methode Angaben iiber

a) die Zahl der bendtigten Iterationsschritte,

(
(b) die Zulassigkeit der primalen und dualen Naherungslosung,

c) die Existenz einer optimalen Lésung,

d

e’ e’ e’ N

(
(d) einen Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes mit einer re-
lativen Toleranz von ¢ = 10719,

(e) (gegebenenfalls) die Eindeutigkeit einer optimalen Losung und

(f) eine Naherung ¥ des optimalen Losungsvektors 7.
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2. Fiir den anschliefenden Simplex-Schritt

(a) ein Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes
(b) die Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen und

(c¢) EinschlieBungen der zugehorigen Basis-Losungsvektoren.

Eine typische Bildschirmeingabe und -ausgabe ist im Anhang angegeben.

4.1 Standardtestprobleme

Beispiel 4.1.1 Als erstes wird das in der Einleitung angegebene Optimie-
rungsproblem aus der Produktionsplanung behandelt [35]. Die Standard-
form des zu einem Minimierungsproblem umformulierten (LP) lautet:

minimiere  f(z) = =51 — 8z3 — 43
a1
1 32100 0 T2 30
4 210100 13 25
u.d.NB. 3430010 2 = 45
23500 0 1 55 50
S4

und Tiy S Z 0
Das verifizierende Optimierungsverfahren liefert als Ausgabe:

1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 21

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja

(d) EinschluB des optimalen Zielfunktionswertes: — [—83.22999999957]

e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: ja
)

(
(f

Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Naherungslosung

1.499999999998054
9.499999999994822
7.117387809820147 - 1012
T=| 3.558693904338395- 10712
1.118446655712257 - 10~ 11
2.500000000005568
1.849999999998408 - 10!
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2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes: [—83.5]
(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 1

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

Dies bedeutet, dafl der mazimale Gewinn fiir das urspriingliche Maxi-
mierungsproblem 83.5 Geldeinheiten betrdgt, wobei von Produkt P1 1.5
Einheiten und von Produkt P2 9.5 Einheiten hergestellt werden, wahrend
das Produkt P3 nicht produziert wird. Die Resultate konnten exakt, d.h.
als Punktintervalle bestimmt werden.

Um die Fahigkeiten des hier entwickelten Verfahrens zu demonstrieren,
wird an dieser Stelle ein Transportproblem untersucht, das bereits von Jan-
sen, Roos und Terlaky [23] fiir den Vergleich zahlreicher (z.T. kommerzieller)
Programmpakete zur linearen Optimierung (LP-Pakete) verwandt wurde.

Beispiel 4.1.2 Man betrachte das unbalancierte Transportproblem fiir drei
Unternehmen und drei Markte.

minimiere  f(z) = Z?:l 2?21 CijTij

u.d.NB. Z?:l Tij+ 8 = a; (l = 1,2,3)
Y vij—di=b;  (j=1,2,3)
und xij,si,dj >0 (l,] = 1,2,3)

Die Transportkosten von Unternehmen i zu Markt j betragen ¢;; = 1, (¢, =
1,2,3). Die vorhandenen Bestande bei Unternehmen ¢ seien a1 = 2, ag = 6
und a3 = 5. Die vorgegebenen Absatzmengen auf den Mérkten j betragen
jeweils b; =3, (j = 1,2,3).

In [23] sind fiir dieses Transportproblem die Ergebnisse von fiinf be-
kannten LP-Paketen (CPLEX, LINDO, OSL, PC-PROG, XPRESS-MP)

verdffentlicht, die um eigene Resultate ergdnzt wurden. Die verwendeten
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LP-Paket Losungsmethode max. Problemgréfie|  Preis
CPLEX Simplex- oder Innere-Punkt-Methode 7 645 US$
LINDO Simplex-Methode 2000 90 US$
OSL Simplex- oder Innere-Punkt-Methode 7 1660 US$
PC-PROG Simplex-Methode 500 1795 hFl
XPRESS-MP | Simplex-Methode 7 7
Ip_solve Simplex-Methode 30000 frei
IPM Innere-Punkt-Methode ? ?
LOQO Innere-Punkt-Methode systemabhéngig frei
LPverify Simplex- und Innere-Punkt-Methode systemabhéngig frei

Abbildung 4.1: Programmpakete zur linearen Optimierung

LP-Pakete und die jeweiligen Resultate sind im folgenden tabellarisch zu-
sammengestellt.

Die Angaben der Abbildung 4.1 zu den eingesetzten LP-Paketen {iber
Lésungsmethode, maximale Problemgréfle und Preis sind den Informatio-
nen des offentlich zugénglichen WIOR Gopher Server [62] des Instituts fiir
Wirtschaftstheorie und Operations Research (WIOR) der Universitat Karls-
ruhe entnommen.

LP-Paket primale Losung duale Lésung
T11 |®12 |T13 |L21 T2z [L23 | T31 |32 | T33 |Y1|Y2|Y3|Y4|Ys|Ys
CPLEX 0 2 0 2 1 3 1 0 0 01010 (1|1 |1
LINDO 2 0 0 0 0 2 1 3 1 01010 (1|1 |1
OSL 0 2 0 2 1 3 1 0 0 01010 (1|1 |1
PC-PROG 0 0 0 0 3 1 3 0 2 01010 (1|1 |1
XPRESS-MP |0 0 2 3 3 0 0 0 1 01010 (1|1 |1
Ip_solve 0 0 0 0 1 3 3 2 0
IPM 0.6210.62{0.62{1.45|1.45(1.45]0.93]0.9310.93|0 [0 |0 |1 |1 |1
LOQO dual unzuldssig
LPverify siehe Abbildung 4.3 0 |0 |0 | 1 | 1 | 1

Abbildung 4.2: Ergebnisse der LP-Pakete

In Abbildung 4.2 ist zu erkennen, daf} fiir dieses recht einfache Optimie-
rungsproblem kaum zwei LP-Pakete identische Resultate fiir die primale
Lésung liefern.

Mit Hilfe des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens ist eine verifizierte
Bestimmung eines Finschlusses des optimalen Zielfunktionswertes, einer pri-
mal und dual zulédssigen Naherungslésung und dariiber hinaus aller optima-
len Basis-Indexmengen mit den dazugehorigen Basis-Lésungen moglich. Ein
Auszug der numerischen Resultate ist in Abbildung 4.3 zusammengestellt.
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LPverify . . . ;;rimaie Lés;mg . . . . Sschlu;;fvari&;ble;l :

Naherung|1.66|0.16/0.01{0.01|2.10{0.01|1.26|0.80{2.82]0.12|3.76|0.12|/0 |0 (O

(]P0 112 [[o] |[o] [[o] |21 [fo] [ [[] [[3] |[o] [[4] [[0] [[o]|[o]][0]
[2)P21[2) |[0] |[0] |[0] |[3] [[0] |[1] {[0] |[3] |[0] |[3] |[1] [[0]|[0]|[0]
[)P5) 1) |[0] |[0] |[0] ([3] [[0] |[2] [[o] |[3] |[1) |[3] [[0] [[0]|[0]|[0]
[2)4 12 |[0] (0] |[] |[2] (0] |[0] {2 |[3] |[0] |[4] |[0] [[0]|[0]|[0]
[2)P5 1) ([ (o) |[0] ([2] [[0] |[2] [[0] |[3] |[0] |[4] |[0] |[[0]|[0]|[0]
[)29 112 |[0] (0] |[] ([3] (0] |[0] [[o] |[3] |[0] |[2] |[2] [[0]|[0]][0]
[)2D1[0] |[0] |[0] |[0] |[3] [[] |[3] [[0] |[2] |2 |[2] (0] [[0]|[0]|[0]
[)2%)1[0] |[0] (0] |[] ([3] [0 |[2] [[o] |[3] |[2) |[2] (0] [[0]|[0]|[0]
[P 1[o] |[0] |[1) |[0] ([3] [[0] |[3] [[O] |[2] |[) |[3] |[0] [[0]|[0]|[0]
[)P191[2) |[0] |[0) |[] ([0] |[] |[0] [[3] |[2] |[0] |[4] |[0] |[[0]|[0]][0]
[)1D1[0] |[0] |[2) |[3] ([3] [[0] |[0] [[o] |[1] |[0] |[0] |[4] [[0]|[0]][0]
[2)P22)1[2) |[0] |[0] |[0] ([0] [[2] |[1] [[3] |[1] |[0] |[4] (0] |[[0]|[0]][0]
[)(25%)H[0] |[2] |[0) |[2] (1] [[3] |[4] {[o] |[0] |[0] |[0] |[4] [[0]|[0]|[O]
[)P52)1[0] |[0] |[0] |[0] |[1] [[3] |[3] (2] |[O] |[2) |[2] |[0] [[0]|[0]|[0]
[)P59 J[0] |[2] |[0] [[3] [0} [[3] |[0] [[x] |[0] (0] |[0] |[4] [[0]|[0]|[0]

Abbildung 4.3: Ergebnisse von LPverify

Das Ergebnis zeigt, dai (fast) alle LP-Pakete eine richtige, d.h. opti-
male Losung fiir Beispiel 4.1.2 liefern. Die Frage nach weiteren optimalen
Loésungen wird allerdings nicht beantwortet. In der praktischen Anwen-
dung ist es allerdings interessant, iiber eine mogliche Wahlfreiheit informiert
zu sein. Diese bedeutet ndmlich, dafl weitere Nebenbedingungen, die bis-

her unberiicksichtigt blieben, in die Formulierung des Optimierungsproblem
aufgenommen werden kénnen.

Das verifizierende Optimierungsverfahren liefert als Ausgabe:

1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 7

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja
(d) Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes: (3 oo900999990]

(e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: nein
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(f) Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Ndherungslosung

2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

1.662592226802926
1.158172061040926 -
9.967411158993619 -
7.672977827561021 -
2.089048300101242
7.714370407636476 -
1.260677994950243
7.951344938234448 -
2.823182184362477
1.219164555030455 -
3.757078217546782
1.210053268638344 -
2.877896394625857 -
2.877895765381127 -
2.877896389919158 -

1071
10~2
1072

1072
1071
1071
1071
0=

1o~
0=

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes:

(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen:

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

[9.0]

66

siehe Abbildung 4.3

Beispiel 4.1.3 Um die Funktionsweise des Verfahrens im Falle numerischer
Instabilitdt zu demonstrieren, ist im folgenden ein lineares Optimierungs-
problem angegeben, dessen Zielfunktionskoeffizienten in einem GréBenord-
nungsbereich von 100 Zehnerpotenzen schwanken. Die auftretende Restrik-
tionsmatrix A liegt in der Nahe einer singuldren Matrix. Diese Konstella-
tion hat zur Folge, dafl herkémmliche Lésungsverfahren die Problemstellung
entweder gar nicht 16sen kénnen oder eine unzuléssige bzw. nicht-optimale

Néaherungslosung als Resultat liefern.

lautet:
minimiere  f(z) = -2.8z; — 1.725 — 3.1e3— 2.7- 10724 — 107125
2.8
2.8
u.d.NB. Az = 2.8
2.8
2.8

und x

v
o

Das lineare Optimierungsproblem
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wobei
0.9879 1.8-1075 2.8.1071° ¢ 10710
2.8.-1071° 0.99 1.9-107" 0 0
1.4-10720 2.8.1071°% 0.9879 0 0
2.8.1071% 2.8.1071°% 0 0.9879 0

AT 2.8-1071 2.8.10719 0 0 0.9879

1.00123 2.8.10719 0 0 0
2.8.1071° 1 0 0 1010
3.8.107°9 0 0.9879 0 1010
2.8.1071% 2.8.1071°% 0 0.9879 0
2.8-10719 2.8.1071° 0 0 0.9879

Das verifizierende Optimierungsverfahren liefert als Ausgabe:
1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 21

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja
(d) EinschluB des optimalen Zielfunktionswertes: [—21.530333507}]
(e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: nein
(f) Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Ndherungslosung

2.834294966715412
2.828231293237656
2.834294968320602
1.417147484563215
~ 1.417147484419765
2.730036004349582 - 10712
4.511580942991243 - 1012
2.499083611531827- 10712
1.417147484563215
1.417147484419765

2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes:

[—21.53033350712427

(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 4
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(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

2.83429496671818)]
2.828231293242214]
2.834294968323107]
2.8342949691264359]
2.834294968839529)]
0
0

2)B0 =

[
[
[
[
|
[
[
[
[
[

)

0
0

]
]
]
]
]

2.83429496671818))
2.828231293242214]
2.834294968323107]
2.8342949691264359]
0

1B = |

o O

]
]
]
]
0]
2.83429496883952]

—r—r—r—r— —r— — — —

2.83429496671818)]
2.828231293242217]
2.834294968323107]
0]

2.834294968839527)]
]
]

]
2.8342949691264359]

0]

o o O

— e ——— —
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2.83429496671818))
2.828231293242213]
2.834294968323107]
0
0

o o O

]
]
]
]
]

8342949691264
.83429496883952]]

— e r— —— — —

N DN

Dies bedeutet, dafl 4 optimale Basis-Losungen existieren, fiir die die zu-
gehérigen Zielfunktionswerte im Intervall [—21.5303335071242]] liegen.

Beispiel 4.1.4 Das zur [llustration des Barriere-Verfahrens verwandte Op-
timierungsproblem (vgl. Beispiel 1.6.1 und Abbildung 1.3) [58] kann eben-
falls als lineares Optimierungsproblem formuliert werden.

minimiere  f(z) = 2z
-11 0 * -1
s (7 00)(2)-(3)
52
und  x,s, >0
Das verifizierende Optimierungsverfahren liefert als Ausgabe:
1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 34

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja
(d) Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes: [2-oo00000000]
(e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: ja
(f) Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Ndherungslosung

1.000000000008328
T=| 8.328091653078450- 10~12
1.999999999991672
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2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes: [2.0]
(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 1

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

Dies bedeutet, dafl der minimale Funktionswert 2 betrdgt und dafl der
Lésungsvektor = 1, sy = 0 und sy = 2 ist.

Beispiel 4.1.5 Fiir das folgende Beispiel aus [9] benétigt der Simplex-
Algorithmus 2" — 1 Iterationsschritte

minimiere  f(z) = — 1821 — 5502 — =23
L1
1 00100 2 1
u.d.NB. 310010.23:5
1
L 321001 S 25
$3

und Tiy S Z 0
Das verifizierende Optimierungsverfahren liefert als Ausgabe:
1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 4

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja

(d) Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes: [—1. 2800008099

e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: ja
)

(
(f

Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Naherungslosung

9.999999999740720 - 10~*

2.592962541471672 - 101
. 2.187499999910866 - 10!
2.592962532942723 - 10~
2.499999999805525
3.241203167619102 - 101
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2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes: [—1.5]
(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 1

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

SONO N O

[1.
>
[x] = [
[2.
[0.

4.2 Spezielle Testprobleme

Um die Korrektheit des Verfahrens zu priifen, werden im folgenden einige
akademische Problemstellungen behandelt, deren (ggf. eindeutige) optimale
Lésung bereits bekannt ist. Die Probleme wurden fiir verschiedene Ziel-
funktionen und Dimensionen gelést, um die Relation zwischen Anzahl der
Iterationen und Problemdimension veranschaulichen zu kénnen.

Die Standardform des Testproblems lautet:

minimiere  f(x) = c1ay ... cpap
1 + S1 = 2

u.d.NB. : :
Tl + S = 2
und iy 8, > 0,
d.h. die Dimension setzt sich zusammen aus n = 2k Unbekannten und

m = k Nebenbedingungen.

Fiir negative Zielfunktionskoeffizienten ist der exakte optimale Zielfunk-
tionswert 2 - % ¢;. Sind alle Koeffizienten echt kleiner als 0, so ist die
optimale Loésung theoretisch eindeutig. Fiir positive ¢; ist der optimale
Zielfunktionswert 0.

Beispiel 4.2.1 Fiir die Dimension £ =5 = n = 10 und einer Zielfunktion
mit ¢; = =28 fiir e = 1,..., k liefert das verifizierende Optimierungsvertah-
ren als Ausgabe:
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1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 18

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja
(d) EinschluB des optimalen Zielfunktionswertes: [—2.29095999999. 1()1]
)
)

e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: ja

(
(f

Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Naherungslosung

_ { 1.999999999998703 fir i=1,....5
TiT ) 1.297000602223812- 10712 fir i=6,...,10

2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes:
o T 10

(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 1

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

Der optimale Zielfunktionswert ist —28 und wird auf mindestens 10 Stellen
genau eingeschlossen.

Beispiel 4.2.2 Fiir die Dimension £ =5 = n = 10 und einer Zielfunktion
mit ¢ = =28 fir « = 1,...,k — 1 und ¢; = 0 liefert das verifizierende
Optimierungsverfahren als Ausgabe:

1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 18

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: ja
(d) Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes: [—22.5509000000]

(e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: nein
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(f) Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Ndherungslosung

1.999999999998248 fir 7=1,...,4
z; = ¢ 1.000000000000000 fir ¢=25,10
1.751892568999259 - 10~ 12 fir ¢=6,...,9

2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes: [—22.35999599999959]
(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 2

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

m(m)_{ [2.0] fir i=1....5

und

Der optimale Zielfunktionswert ist —22.4 und wird auf mindestens 10
Stellen genau eingeschlossen. Der optimale Lésungsvektor ist allerdings
nicht eindeutig, da die letzte Komponenten x5 bzw. s; frei zwischen 0 und
2 gewahlt werden kénnen.

Beispiel 4.2.3 Interessant ist auch die Beobachtung, daf} die Dimension
des Optimierungsproblems nur geringen Einflufl auf die Zahl der Iterations-
schritte hat. Dies bestatigt die Komplexitatsbetrachtungen aus Abschnitt
2.1 eindrucksvoll. Fiir die Dimension & = 100 = n = 200 und einer Ziel-
funktion mit ¢; = =3 fiir ¢« = 1,...,k liefert das verifizierende Optimie-
rungsverfahren als Ausgabe:

1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: 14

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
primal + dual zuléssig
c) (LP) besitzt endliche optimale Lésung;: ja
(c) ( p g j
(d) Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes:
s 10

(e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: ja
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(f) Zum Zielfunktionswert gehorige zulassige Ndherungslosung

T1=...=Z1090 = 1.999999999999990 wund

§1=...= %00 =9.923543470390585- 1071
2. Verifizierte Resultate des anschlieenden Simplex-Schrittes

(a) Einschlufl des optimalen Zielfunktionswertes: [—600]
(b) Anzahl der optimalen Basis-Indexmengen: 1

(c¢) EinschlieBungen der optimalen Basis-Losung(en)

%1 = ... = %100 = [20] und

§1 =...= glOO = [00]

Der optimale Zielfunktionswert ist -600 und wird auf mindestens 10 Stellen
genau eingeschlossen.

Beispiel 4.2.4 Die Uberpriifung eines Optimierungsproblems auf seine
Losbarkeit hin wird durch das folgende Beispiel aus [20] demonstriert. Die-
ses Problem zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, eine (durch die Ne-
benbedingungen) nicht beschrankte Zielfunktion zu haben. Dies bedeutet,
dafB keine dual zuldssigen Punkte existieren. Aus der Umkehrung der Dua-
litatssatze 2.3.2 und 2.3.3 folgt, daff das (LP) keine endliche optimale Losung
besitzt.

minimiere  f(2) = =502y — 92y — 1074023
Ty
1 0100 s 50
u.d.NB. 0 1 01 0] -] 23 | = 200
100 18 0 0 1 T4 5000
Ts
und =z;>0

Das verifizierende Optimierungsverfahren liefert als Ausgabe:

1. Verifizierte Resultate der primal-dualen Innere-Punkt-Methode

(a) Anzahl der Iterationsschritte: -

(b) Zulassigkeit der Losungsvektoren x und (y, z):
Startlosung dual unzuléssig

(¢) (LP) besitzt endliche optimale Losung: nein
(d) Einschluf des optimalen Zielfunktionswertes: —

(e) (LP) besitzt eine eindeutige optimale Losung: nein



Anhang A

Das Programm LPverify

An dieser Stelle wird eine kurze Erlduterung zur Verwendung des Pro-
gramms LPverify an Hand des Beispiels 4.1.5 gegeben. Der Aufruf des
Programms zur verifizierten Lésung eines linearen Optimierungsproblems
lautet

LPverify .

Gegeben ist ein (LP) in Standardform

minimiere  f(z) = clz
(LP) unter den Nebenbedingungen Az = b
und x > 0

wobei # € IR" der Variablenvektor der zu optimierenden Zielfunktion
f(z) = Tz ist, ¢ € IR*. Die Nebenbedingungen werden durch eine m x n
Matrix A und einen m-dimensionalen Vektor b bestimmt.

Eingabedaten fiir das Programm sind:
e Dimension des (LP): m,n

Zielfunktionskoeffizienten: ¢

Restriktionsmatrix: A

e rechte Seite der Restriktionen: b

(zuldssiger) primaler Startpunkt: z(®)

(zuldssiger) dualer Startpunkt: (y®), 2(%))
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Die Bildschirmausgabe wéhrend des Programmablaufs hat die folgende

Form:
T et +
| Linear Programming with Result Verification
| s s s s s s e s s ——— |
| Version 2.0 Date 20.10.94  Author M.Hocks
T et +
Dimension (m,n): 3 6
c[1..n] 0.625 0.05 0.040 0 O
Af1. .m,1..n] : 1 0 0 0 O

2.5 1 0 1 0
3.1256 2.5 1 0 1
bll..m] 1 5 25
x0[1..n] 9.99999996e-01
1.43159949e-07
2.18749996e+01
4.61114408e-09
2.49999987e+00
2.58442553e-08
yo[1..m] : -5.00000001e-01
-8.92042081e-10
-4.00000000e-02
z0[1..n] 3.09140093e-09
5.00000009e-02
8.03857148e-11
5.00000001e-01
9.18481146e-10
4.00000001e-02
Primal Dual
Iter 0bj Value (Residual) Obj Value  (Residual) Gap
1 -1.50000E+000 ( 2.9E-008) -1.50000E+000 ( 1.4E-010) 1.6802E-008
2 -1.50000E+000 ( 3.6E-015) -1.50000E+000 ( 0.0E+000) 2.8004E-009
3 -1.50000E+000 ( 3.6E-014) -1.50000E+000 ( 6.9E-018) 4.6673E-010
4 -1.50000E+000 ( 1.8E-015) -1.50000E+000 ( 1.4E-017) 7.7788E-011

Optimal solution determined. No error occurred.

The solutions x, y, and z are primal and dual feasible.
The existence of an optimal solution is verified.

The optimal value 1s enclosed in the interval:

C

-1.5000000001E+000,

-1.4999999999E+000 ]

Uniqueness of optimal solution verified.
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The optimal value 1s enclosed in the interval:
[ -1.500000000000001E+000, -1.500000000000000E+000 ]
Number of optimal basic index sets : 1

For further results see file IPM.out.

Weitere Ergebnisdaten fiir die Beispiele 4.1.1, 4.1.4 und 4.2.3 werden an-
gegeben. Hieran wird die Funktionsweise der Innere-Punkt-Methode deut-
lich sichtbar. Als Berechnungsergebnis werden fiir jeden Iterationsschritt
(Iter) der aktuelle primale und duale Zielfunktionswert (Primal Obj Value
und Dual Obj Value ) mit ihren entsprechenden Abweichungen zu den Ne-
benbedingungen (Residual ) angegeben. In der letzten Spalte steht der Wert
der aktuellen Dualitatsliicke (Gap ), der den maximalen Abstand zum op-
timalen Zielfunktionswert angibt. Als Abbruchkriterium wird ein relativer
Abstand von primalem und dualem Zielfunktionswert von weniger als 10719
verwandt. Bei der Betrachtung des Iterationsprozesses ist gut zu erken-
nen, wie das Verfahren zunéchst die Zentren der zuldssigen Bereiche an-
strebt (g > 0), was i.a. eine VergroBerung der Dualitatsliicke zur Folge
hat. AnschlieBend bewegen sich primaler und dualer Zielfunktionswert auf-
einander zu (g — 0), bis das Abbruchkriterium erfiillt ist. Wahrend der
[teration ist es moglich, dafl in einzelnen Schritten nur die primale oder
duale Losung verbessert wird, da beide unabhéangig voneinander iiber die
Schrittweitenparameter azp und app gesteuert werden.

Die Ausgabe fiir Beispiel 4.1.1:

| Version 2.0 Date 20.10.94  Author M.Hocks

o +
Primal Dual

Iter 0bj Value (Residual) Obj Value  (Residual) Gap
1 -1.70000E+001 ( 3.9E+001) -1.50000E+002 ( 6.0E+000) 1.3300E+002
2 -7.07791E+001 ( 2.1E-014) -1.50000E+002 ( 6.0E+000) 7.9221E+001
3 -7.59192E+001 ( 4.2E-013) -1.50000E+002 ( 6.0E+000) 7.4081E+001
4 -7.67119E+001 ( 5.8E-013) -1.50000E+002 ( 6.0E+000) 7.3288E+001
5 -7.82116E+001 ( 5.8E-013) -1.50000E+002 ( 6.0E+000) 7.1788E+001
6 -7.891256E+001 ( 2.3E-013) -1.50000E+002 ( 6.0E+000) 7.1087E+001
7 -7.92673E+001 ( 3.6E-013) -8.78904E+001 ( 0.0E+000) 8.6231E+000
8 -7.89226E+001 ( 3.8E-013) -8.42438E+001 ( 8.9E-016) 5.3213E+000
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9 -8.32716E+001 ( 3.4E-012) -8.40318E+001 ( 4.4E-016) 7.6018E-001

10 -8.34497E+001 ( 2.0E-012) -8.35583E+001 ( 8.9E-016) 1.0860E-001
11 -8.34933E+001 ( 5.2E-013) -8.35088E+001 ( 8.9E-016) 1.5514E-002
12 -8.34990E+001 ( 4.9E-013) -8.35013E+001 ( 8.9E-016) 2.2163E-003
13 -8.34999E+001 ( 7.6E-013) -8.35002E+001 ( 8.9E-016) 3.1661E-004
14 -8.35000E+001 ( 1.9E-012) -8.35000E+001 ( 1.8E-015) 4.5230E-005
15 -8.35000E+001 ( 6.7E-013) -8.35000E+001 ( 8.9E-016) 6.4615E-006
16 -8.35000E+001 ( 7.7E-013) -8.35000E+001 ( 8.9E-016)  9.2307E-007
17 -8.35000E+001 ( 9.2E-014) -8.35000E+001 ( 1.8E-015) 1.3187E-007
18 -8.35000E+001 ( 2.8E-013) -8.35000E+001 ( 8.9E-016) 1.8839E-008
19 -8.35000E+001 ( 2.8E-013) -8.35000E+001 ( 0.0E+000)  2.6907E-009
20 -8.35000E+001 ( 3.6E-013) -8.35000E+001 ( 0.0E+000)  3.8363E-010
21 -8.35000E+001 ( 3.7E-013) -8.35000E+001 ( 8.9E-016) 5.3999E-011
Results of verified interior point method:

Optimal solution determined. No error occurred.

The solutions x, y, and z are primal and dual feasible.

The existence of an optimal solution is verified.

The optimal value 1s enclosed in the interval:

L —-8.350000000004E+001, —-8.349999999997E+001 ]

Uniqueness of optimal solution verified.
Results of verified simplex step:

The optimal value 1s enclosed in the interval:

[ -8.350000000000000E+001, -8.350000000000000E+001 ]

Number of optimal basic index sets : 1
For further results see file IPM.out.

Die Ausgabe fiir Beispiel 4.1.2:
et +
| Linear Programming with Result Verification
| s s s s s s e s s ——— |
| Version 2.0 Date 20.10.94  Author M.Hocks
et +

Primal Dual
Iter 0bj Value (Residual) Obj Value  (Residual) Gap

1 9.30000E+000 ( 4.0E-001) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  3.0000E-001

2 9.04149E+000 ( 8.9E-016) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  4.1493E-002

3 9.00231E+000 ( 8.9E-016) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  2.3059E-003

4 9.00004E+000 ( 8.9E-016) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  3.6337E-005

5 9.00000E+000 ( 8.9E-016) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  4.8563E-007

6 9.00000E+000 ( 8.9E-016) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  6.4753E-009

7 9.00000E+000 ( 8.9E-016) 9.00000E+000 ( 1.0E+000)  8.6336E-011
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Optimal solution determined. No error occurred.
The solutions x, y, and z are primal and dual feasible.
The existence of an optimal solution is verified.
The optimal value 1s enclosed in the interval:

L 8.99999999999E+000, 9.00000000009E+000 ]
Optimal solution probably not unique.

The optimal value 1s enclosed in the interval:
[ 9.000000000000000E+000, 9.000000000000000E+000 ]
Number of optimal basic i1ndex sets : 66

For further results see file IPM.out.

Die Ausgabe fiir Beispiel 4.1.4:

| Version 2.0 Date 20.10.94  Author M.Hocks

o +
Primal Dual

Iter 0bj Value (Residual) Obj Value  (Residual) Gap
1 4.00000E+000 ( 0.0E+000) -2.77775E+005 ( 0.0E+000) 2.7778E+005
2 4.13548E+000 ( 1.3E-015) -9.25888E+004 ( 0.0E+000) 9.2693E+004
3 4.23450E+000 ( 8.9E-016) -3.08601E+004 ( 0.0E+000) 3.0864E+004
4 4.29963E+000 ( 2.2E-016) -1.02838E+004 ( 0.0E+000) 1.0288E+004
5 4.34278E+000 ( 4.4E-016) -3.42502E+003 ( 0.0E+000) 3.4294E+003
6 4.37060E+000 ( 2.2E-016) -1.13875E+003 ( 0.0E+000) 1.1431E+003
7 4.38633E+000 ( 8.9E-016) -3.76654E+002 ( 0.0E+000) 3.8104E+002
8 4.38833E+000 ( 2.2E-016) -1.22625E+002 ( 0.0E+000) 1.2701E+002
9 4.36399E+000 ( 4.4E-016) -3.79739E+001 ( 0.0E+000) 4.2338E+001
10 4.26825E+000 ( 6.7E-016) -9.84437E+000 ( 0.0E+000) 1.4113E+001
11 3.94668E+000 ( 8.9E-016) -7.57523E-001 ( 0.0E+000) 4.7042E+000
12 2.95205E+000 ( 4.4E-016) 1.38398E+000 ( 0.0E+000) 1.65681E+000
13 2.06299E+000 ( 0.0E+000) 1.54030E+000 ( 0.0E+000) 5.2269E-001
14 2.05857E+000 ( 8.9E-016) 1.88434E+000 ( 0.0E+000) 1.7423E-001
15 2.01912E+000 ( 2.2E-016) 1.96104E+000 ( 0.0E+000) 5.8077E-002
16 2.00642E+000 ( 0.0E+000) 1.98706E+000 ( 0.0E+000) 1.9359E-002
17 2.00215E+000 ( 0.0E+000) 1.99569E+000 ( 0.0E+000) 6.4530E-003
18 2.00072E+000 ( 4.4E-016) 1.99857E+000 ( 0.0E+000) 2.1510E-003
19 2.00024E+000 ( 0.0E+000) 1.99952E+000 ( 0.0E+000) 7.1700E-004
20 2.00008E+000 ( 2.2E-016) 1.99984E+000 ( 0.0E+000) 2.3900E-004
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21  2.00003E+000 ( 0.0E+000) 1.99995E+000 ( 0.0E+000)  7.9666E-005
22 2.00001E+000 ( 2.2E-016) 1.99998E+000 ( 0.0E+000)  2.6555E-005
23 2.00000E+000 ( 1.1E-016) 1.99999E+000 ( 0.0E+000) 8.8518E-006
24 2.00000E+000 ( 4.4E-016)  2.00000E+000 ( 4.4E-016)  2.9506E-006
25  2.00000E+000 ( 2.2E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000)  9.8353E-007
26 2.00000E+000 ( 4.4E-016)  2.00000E+000 ( 2.2E-016)  3.2784E-007
27 2.00000E+000 ( 2.2E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000) 1.0928E-007
28 2.00000E+000 ( 0.0E+000)  2.00000E+000 ( 0.0E+000)  3.6427E-008
29 2.00000E+000 ( 4.4E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000) 1.2142E-008
30 2.00000E+000 ( 8.9E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000)  4.0475E-009
31 2.00000E+000 ( L.1E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000) 1.3492E-009
32 2.00000E+000 ( 8.9E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000)  4.4972E-010
33 2.00000E+000 ( L.1E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000) 1.4991E-010
34 2.00000E+000 ( 1.1E-016)  2.00000E+000 ( 0.0E+000) 4.9968E-011

Results of verified interior point method:
Optimal solution determined. No error occurred.
The solutions x, y, and z are primal and dual feasible.
The existence of an optimal solution is verified.
The optimal value 1s enclosed in the interval:
L 1.9999999999E+000, 2.0000000001E+000 ]
Uniqueness of optimal solution verified.
Results of verified simplex step:
The optimal value 1s enclosed in the interval:
[ 2.000000000000000E+000, 2.000000000000000E+000 ]
Number of optimal basic index sets : 1
For further results see file IPM.out.

Die Ausgabe fiir Beispiel 4.2.3:
et +
| Linear Programming with Result Verification
| s s s s s s e s s ——— |
| Version 2.0 Date 20.10.94  Author M.Hocks
et +

Primal Dual
Iter 0bj Value (Residual) Obj Value  (Residual) Gap

1 -4.80000E+002 ( 1.1E-011) -2.00005E+007 ( 0.0E+000)  2.0000E+007

2 -4.79103E+002 ( 0.0E+000) -1.00479E+005 ( 0.0E+000) 1.0000E+005

3 -4.78788E+002 ( 4.4E-016) -9.78788E+002 ( 0.0E+000) 5.0000E+002

4 -5.45940E+002 ( 0.0E+000) -9.78788E+002 ( 0.0E+000)  4.3285E+002

5 -5.77280E+002 ( 2.2E-016) -9.78788E+002 ( 0.0E+000) 4.0151E+002

6 -5.90416E+002 ( 4.4E-016) -9.78788E+002 ( 0.0E+000)  3.8837E+002
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7 -5.95673E+002 ( 2.2E-016) -9.78788E+002 ( 0.0E+000) 3.8312E+002
8 —-5.97737E+002 ( 0.0E+000) -9.78788E+002 ( 0.0E+000) 3.8105E+002
9 -5.98541E+002 ( 0.0E+000) -6.00446E+002 ( 0.0E+000) 1.9053E+000
10 -5.99994E+002 ( 4.4E-016) -6.00004E+002 ( 0.0E+000) 9.5263E-003
11 -6.00000E+002 ( 2.2E-016) -6.00000E+002 ( 0.0E+000) 4.7631E-005
12 -6.00000E+002 ( 0.0E+000) -6.00000E+002 ( 0.0E+000) 2.3816E-007
13 -6.00000E+002 ( 0.0E+000) -6.00000E+002 ( 0.0E+000) 1.1908E-009
14 -6.00000E+002 ( 0.0E+000) -6.00000E+002 ( 0.0E+000) 6.0174E-012

Optimal solution determined. No error occurred.
The solutions x, y, and z are primal and dual feasible.
The existence of an optimal solution is verified.
The optimal value 1s enclosed in the interval:
[ -6.00000000000004E+002, -5.99999999999997E+002 ]
Optimal solution probably not unique.
Interval solution not dual feasible.

The optimal value 1s enclosed in the interval:
[ -6.000000000000000E+002, -6.000000000000000E+002 ]
Number of optimal basic index sets : 1

For further results see file IPM.out.
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