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Kurzfassung

Die BedeutungautomatischerInformationsverarbeitung hatin denletztenJahrenkontinu-
ierlich zugenommenund ein AbreißendiesesTrendsist nicht zu erwarten.DasAnwen-
dungsspektrumreichtvon derRegelungunddemManagementtechnischerSystemëuber
entscheidungsunterstützende Systeme,z.B. für Betrugserkennung,bis hin zur Personali-
sierungvon Dienstleistungenwie maßgeschneidertenZeitungenim Internet.

VielesolcherAnwendungenverlangennachMethodenderInformationsverarbeitung, die

1. effizient genugsind,um auf großenDatenmengenoperierenzukönnen
(EffizienzhinsichtlichSpeicher- undRechenaufwand)

2. die ErgebnissederVerarbeitungversẗandlichdarstellen

3. mit vagenundunsicherenInformationenumgehenkönnen

EinenwichtigenBeitragzu diesemProblemkomplex leistenMethodenunscharferInfor-
mationsverarbeitung.Siesichernin gewissemUmfangzumindestdie letztenbeidenPunk-
te.Für die Repr̈asentationvon InformationfassendieseVerfahrenEinzelheitenzu gröbe-
renInformationseinheitenzusammen,diefür Menschenim Allgemeinenleichterversẗand-
lich sind,weil sievon unn̈otigenDetailsabstrahieren.GröbereInformationensind dabei
in vielenFällenvageoderunsicher;entwederalsinhärenteEigenschaftoderaufgrundei-
neskalkuliertenInformationsverlustes, denwir in Kauf nehmen,umgroßenDatenmengen
Herrzu werden.Modelliert werdengrobeInformationenalsunscharfeMengen.

Die ersteForderungin obigerListe verdeutlichtallerdingsein DilemmaüblicherMetho-
denunscharferInformationsverarbeitung.ObwohlsievieleEinzelheitenaufwenigegrobe
Informationseinheitenreduzieren,hängenSpeicher- undRechenaufwandim Allgemeinen
trotzdemvonderAnzahlderEinzelheitenab. DurchdieVergröberungwurdealsohinsicht-
lich desVerarbeitungsaufwandesnichtsgewonnen.Zudemwird die Semantikunscharfer
Mengenmeist nur abstraktdefiniert,weshalbdie konkreteBedeutungeinesZugeḧorig-
keitsgradeszu einerunscharfenMengeunklar ist. Anwenderwissendaheroft nicht, wie
sieZugeḧorigkeitsgradefestlegensollenundinsbesonderewird diegemeinsameVerarbei-
tung unscharferInformationenunterschiedlicherHerkunft und Qualiẗat zweifelhaft.Die
vorliegendeArbeit greift genaudieseProbleme,mangelndeEffizienzundSemantik,an.

WesentlicherBausteinderArbeit sindunscharfeBegriffe: unscharfeMengen,dievonEin-
zelheitenabstrahierenundin vielenFällenmit naẗurlichsprachlichenBegriffen (linguisti-
schenWerten) identifiziertwerdenkönnen.Die Begriffe spiegelndieanschaulicheBedeu-
tung der unscharfenMengenwider. Dabeigreifenwir auf eineSemantikfür unscharfe
Mengenzurück (Kontextmodell), dieZugeḧorigkeitsgrademit einerkonkretenBedeutung
belegt.
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Die grundlegendneueIdeeder Arbeit lautet,unscharfeInformationenimmerdurcheine
KombinationvordefinierterunscharferBegriffe darzustellen.Wie in naẗurlichsprachlichen
Beschreibungenvon Pḧanomenenbenutzenwir einengegebenenGrundwortschatz,um
Beobachtungenversẗandlichzu beschreiben.Die ÜbersetzungeinerunscharfenInforma-
tion in eineKombinationvon Begriffen ist im Allgemeinenmit einemInformationsverlust
verbunden.Diesgilt für alleVerfahrenim BereichunscharfenSchließens.In unseremFall
könnenwir abersicherstellen,dassdie Originalinformationbei der Rückübersetzungre-
konstruiertwird, falls kein Informationsverlustvorlag.

DernächsteSchrittzeigt,wie wir unscharfeInformationenaufderEbenederBegriffe auch
verarbeitenkönnen.Anstattdirekt mit denunscharfenInformationenselbstzu rechnen,
stellenwir siedurchdieunscharfenBegriffe darundrechnenmit denBegriffen.Auf diese
Weisehängtder Rechenaufwandder Verarbeitungnur von der Anzahl der Begriffe und
nicht der Anzahl der Einzelheitenab und dasunscharfeErgebnisder Verarbeitungwird
leicht versẗandlich mit bekanntenBegriffen beschrieben.In der Arbeit zeigenwir, dass
soderRechenaufwandfür regelbasiertesSchließenim allgemeinstenFall quadratischvon
derAnzahlderBegriffe abḧangt,währendsichdasbestealternative Verfahrenquadratisch
mit derAnzahlderEinzelheitenverḧalt. Im günstigstenFall ist unserVerfahrenlinearund
diebesteAlternative quadratischvon derAnzahlderBegriffe abḧangig.

Weiterhinstellenwir praktischrelevanteVerfahrenvor, um unscharfeBegriffe zu definie-
ren(Umfragemodelle,unscharfeGruppierung)undbeschreiben,wie manmit scharfenIn-
formationenumgeht.DieserTeil derArbeit zeigt,dassin gewissemRahmenverschiedene
FormenunscharferInformationenmathematischfundiertin einemMechanismusverarbei-
tet werdenkönnen.In diesemZusammenhanglassensichderRegler von Takagi/Sugeno
undvieleNeuro-Fuzzy-Ans̈atzein unsereTheorieeinbettenundaufdieseWeisemit einer
solidenSemantikversehen.Insbesonderekönnenwir aufdieseWeisepraktischeVerfahren
für denEntwurf solcherSystemeangeben.

Die AuswirkungenunsererTheorieauf praktischeProblemesindvielschichtig.Die Stei-
gerungder Effizienz kann die Bearbeitungvon Problemenermöglichen,die bisherals
zu komplex erschienen.Darüber hinaussichertdie konkreteSemantikder Theoriedie
Versẗandlichkeitder unscharfenErgebnisse.Wir sind davon überzeugt,dasswir auf die-
se Weise zur AkzeptanzunscharferSystemebeitragenkönnen,die bisher wegen der
schẅacherenSemantikwenigerAnsehengenossenhabenalsdieWahrscheinlichkeitsrech-
nung.
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Kapitel 1

Einleitung

”
As its namesuggests,computingwith words(CW) is a methodolo-

gy in which words are usedin placeof numbersfor computingand
reasoning. [...] There are two major imperativesfor computingwith
words.First, computingwith wordsis a necessitywhentheavailable
informationis too impreciseto justify theuseof numbers,andsecond,
whenthere is a tolerancefor imprecisionwhich can be exploited to
achievetractability, robustness,low solutioncosts,andbetterrapport
with reality.“

LOTFI A. ZADEH1

Als Menschengehenwir ganzselbstversẗandlichmit ungenauenInformationen
um.Sokommunizierenwir aufderBasiseinesWortschatzes,deranvielenStellen
nicht scharfdefiniert ist, und sind trotzdemin der Lage einanderzu verstehen.
Wir könnensinnvolle Entscheidungenfällen, selbstwenn wir Situationennicht
perfekteinscḧatzenkönnenund die unterliegendenGesetzm̈aßigkeitennur grob
bekanntsind.Als Beispielsei hier nur medizinischeDiagnostikgenannt.Unsere
Leistungsf̈ahigkeitist hinsichtlichder Problemgr̈oßebeschr̈ankt; je mehrFakten
undHintergrundwissenwir ber̈ucksichtigenmüssen,destoschlechterarbeitenwir.

Quantitativ großeAufgabenstellungenkönnennurnochmaschinellgelöstwerden.
EinemaschinelleVerarbeitunghatdar̈uberhinausVorteile:Sieläuft automatisiert
abundliefert deterministischeErgebnisse.Allein derletztePunkthatsichin prak-
tischenAnwendungenalssehrnützlich erwiesen.Ein Beispielist die Beurteilung
derKreditwürdigkeitvon Bankkunden.Untersuchungenhabengezeigt,dasssich
Bankangestellteerstensnicht vollständigan die Vorgabender Bank haltenund
zweitensgeradein kleinerenSẗadtendie Entscheidungenstarkdurchsoziokultu-
relleFaktorenbeeinflusstwerden[vAJ00]. Ein rechnergesẗutzterAnsatzvermeidet
beides.

DasThemadieserArbeit ist eineTheoriezur maschinellenVerarbeitungunschar-
fer Informationen.Wir beschr̈ankenunsauf regelbasiertesunscharfesSchließen,
an daswir folgendeForderungenstellen:Die Verfahrensollenmehrstufigesun-
scharfesSchließenermöglichen,effizient hinsichtlichSpeicher- und Rechenauf-
wandsein,versẗandlicheundexakteunscharfeErgebnisseberechnenunddieInte-

1aus[Zad96]
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grationvon InformationenverschiedenerSemantikenerlauben.Im Zentrumder
Betrachtungensteht dabei die VerarbeitungunscharferBegriffe im Sinne von
Computingwith Words: symbolisches

”
Rechnen“ mit groben,unscharfenAussa-

gen,die wir mit Begriffen ausunseremWortschatzbeschreiben.

NacheinerallgemeinenEinführungin die DarstellungundVerarbeitungunschar-
fer Informationenwerdenwir die AnforderungennähererläuternunddenAufbau
derArbeit zusammenfassen.

Ungenauigkeit

UnschärfeVergröberung

Abbildung 1.1: Aspekte von Ungenauigkeit

1.1 Ungenauigkeit

Als Einführungin die Thematikbeleuchtenwir verschiedeneAspektederUnge-
nauigkeitvon Informationenanhandvon Abb. 1.1. Diesebilden die Grundlage
für die VerarbeitungunscharferInformationen.Wir erkennenVergröberungund
UnschärfealswesentlicheAspektederUngenauigkeitvonInformationen,dieaber
nichtunabḧangigvoneinandersind.SogehtUnscḧarfe,wie wir sehenwerden,im-
mermit Vergröberungeinher.

1.1.1 Vergröberungvon Inf ormationen

Der
”
Vater“ der Fuzzy-Techniken,LOTFI A. ZADEH, hat geradein den letzten

Jahrenimmerwiederauf die Wichtigkeit derGranularisierungvon Wissenhinge-
wiesen[Zad97],nichtzuletztausdemGefühl heraus,dassdieserAspektlangeJah-
re vernachl̈assigtwordenist. VergröberungoderGranularisierungbedeutet,von
Einzelheitenzuabstrahieren.Einzelheitensindin unseremFall diekleinstenInfor-
mationseinheiten,die in derAnwendungvorliegen,z.B. physikalischeMesswer-
te. Unter der Vergröberungoder Granularisierungvon Informationenverstehen
wir, EinzelheitenzuübergeordnetenInformationseinheitenzusammenzufassen.So
könntenwir z.B. die Körpergrößenim Bereich175cmbis 185cmalsEinzelheiten
in dergrobenInformationseinheitnormaleKörpergrößeeineserwachsenenMan-
nesvereinen.
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In dieserArbeit unterscheidenwir nur zwei Granulariẗatsstufenvon Informatio-
nen: feingranular und grobgranular. Die feingranulareEbeneist die der Ein-
zelheiten,in der grobgranularenEbenebefindensich grobeInformationseinhei-
ten.DieseBeschr̈ankungauf zwei Granulariẗatsstufenist künstlichunddientaus-
schließlichdazu,die DarstellungdermathematischenTheorieeinfachzu halten.
Selbstversẗandlichsind Anwendungsszenariendenkbar, die mehrereHierarchie-
stufenvon Granulariẗat ben̈otigen.Die grundlegendenLösungsstrategienbleiben
abergleich.

Vergröberung

Übertragbarkeit

EffizienzVerständlichkeit

Abbildung 1.2: Aspekte einer Vergröberung

Als Motivation für die Vergröberungvon Wissendiskutierenwir nundie Aspek-
te Versẗandlichkeitund ÜbertragbarkeitgroberInformationensowie Effizienzder
Verarbeitung,s.Abb. 1.2.

Verständlichkeit Die Gegens̈atzlichkeitvon Genauigkeitund Versẗandlichkeit
formulierteZADEH in seinemvielzitiertenPrinzipder Inkompatibiliẗat folgender-
maßen[Zad73]:“ [...] as thecomplexity of a systemincreases,[...] precisionand
significance(or relevance)becomealmostexclusivecharacteristics.“ Jekomple-
xereinSystemist,destowenigertragenEinzelheitenzumVersẗandnisdesSystems
bei,siewerdenunwichtig.ÜbertragenaufunscharfeInformationsverarbeitungbe-
deutetdies,dassdie Ergebnissemöglichstgenau,auf deranderenSeiteaberauch
versẗandlichseinsollen.

ZumBeispielbeschreibenwir die BauteileRahmen,ScheibeundGriff einesFen-
stersnormalerweiseauf diesemabstraktenNiveau.Setzenwir dieseTeile zusam-
men,so erhaltenwir ein Fensterunabḧangigdavon, ob die Teile rot oderblau,
klein odergroß,rund odereckig sind. Alternativ könntenwir die Bauteileauch
durchihre Einzelteilewie Holzleisten,Dübel,Schraubenusw. darstellen.Daszu-
sammengesetzteFensterwäredannnurein KonstruktausdiesenEinzelteilen.Für
dasVersẗandnissinddieseEinzelheitenabernicht wichtig, ganzim Gegenteil.Es
ist u.U. schwierig,in demKonstruktvon Einzelteilenein Fensterzu erkennen,
wennwir esnicht mit eigenenAugensehen.Dasoffenbartsichbesondersin An-
wendungen,bei denengrobeInformationseinheitenmit allgemeinversẗandlichen
Begriffenwie Rahmen, ScheibeodernormaleKörpergrößebelegt werden.Hierbei
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stellendieBegriffe denWortschatzderAnwenderdar, auf dessenEbenesichauch
die Versẗandlichkeitbewegt.

In Anwendungenim Bereich des Data-Mining ist Versẗandlichkeit sogar das
Hauptzielaller Anstrengungen.Aus denEinzelheiten,denDaten,sollenabstra-
hierteZusammenḧangegewonnenwerden,die in derSprachederAnwenderaus-
gedr̈uckt werdenkönnen.Erst in dieservergröberten,versẗandlichenDarstellung
sinddie Datennutzbar. In dieserArbeit identifizierenwir dahergrobeInformati-
onseinheitenimmer mit Begriffen, die derenBedeutungrepr̈asentieren.Wie der
Titel

”
Schließenmit unscharfenBegriffen“ bereitssuggeriert,sind Begriffe der

zentraleBestandteilderUntersuchungen.

Effizienz Eine effizienteVerarbeitungvon Informationenist bei jenenAnwen-
dungensehrwichtig, bei denenmit großenDatenmengenoperiertwird. In vielen
Branchenwerdenin zunehmendemMaßeDatengesammeltundfür verschiedene
Zweckeverarbeitet.Da sich dasDatenvolumenoft bereitsim Bereichvon Tera-
bytesbewegt, müssendie Algorithmen für die Verarbeitungsehreffizient sein.
Ansonstenist die Verarbeitungpraktischnicht durchf̈uhrbar. Aus dieserSicht ist
eineVergröberungder Informationensehrsinnvoll. Nur bei demeinmaligenVor-
gangderVergröberungmüssenwir jedesDatumanfassen,danacharbeitenwir nur
noch mit grobenInformationseinheiten.Die Größe,von der Rechen-und Spei-
cheraufwandderVerarbeitungabḧangen,ist danndieAnzahldergrobenInforma-
tionseinheitenundnicht die AnzahlderEinzelheiten.

JenachAnwendungkönnendurchausmehrerezehntausendEinzelheitenzu einer
grobenEinheit zusammengefasst werden,wennwir z.B. Kundenvon Telefonge-
sellschaftenklassifizieren.EntsprechendreduziertsichderAufwand.Im Idealfall
könnenwir die Einzelheitenzu grobenEinheitenzusammenfassen, die ausder
Sicht der Anwendungnicht unterschiedenwerdenkönnenodermüssen.In die-
semFall liegt kein Informationsverlustdurchdie Vergröberungvor. ZumBeispiel
könnenwir Pilzein die Klassendergiftigenunddernicht giftigeneinordnen.Für
dieEntscheidung,obeinPilz gegessenwerdendarf,müssenwir nichtwissen,wel-
cherPilzsorteer angeḧort; die KenntnisderKlasseist vollkommenausreichend.

In realenAnwendungenmüssenwir voneinemInformationsverlustdurchdieVer-
gröberungausgehen.Ein klassischesBeispielist dieDigitalisierungvonSignalen.
Wennwir von der Möglichkeit absehen,dasdigitale SignaldurchFilter wieder
zu glätten,müssenwir einenechtenInformationsverlusthinnehmen,dersichbei
Audiosignalenz.B. in einerVerschlechterungderKlangqualiẗat äußert.In diesem
Fall mussmanbei der Vergröberungdie BalancezwischenAufwand und Qua-
lit ät desErgebnisseshalten.Sokannmanbei Kompressionsverfahrenwie MPEG
beispielsweisedie Vergröberungund damit denAufwand und die Klangqualiẗat
steuern.
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Übertragbarkeit Ein weitererAspekt ist die Übertragbarkeitvon abstraktem
Wissen.Ähnliche Problemekönnenmeistähnlichgelöstwerden.Dabeisind die
Lösungenauf grobgranularerEbeneu.U. identisch.Dieswird besondersbei An-
wendungendeutlich,bei denendie grobenInformationseinheitenmit versẗandli-
chenBegriffen belegt sind.DassRahmen,ScheibeundGriff ein Fensterergeben,
gilt für diemeistenFenster. Wennwir dieseRegeleinmalgewonnenhaben,können
wir sieauchauf andereRahmen,ScheibenundGriffe anwenden.Liegt die Regel
jedochnur auf der Ebeneder Einzelheitenvor, z.B. denEinzelteilen,so ist das
Wissenauf ein speziellesFensterbeschr̈ankt.

Zusammenfassendlässtsichfeststellen,dassVergröberungendieVersẗandlichkeit
und die Effizienz der Verarbeitungvon Informationenerḧohen.Die Genauigkeit
dagegen lässt i. A. nach.Man wird in Anwendungenalso immer einen Kom-
promissanstrebenmüssen,der denjeweiligen Anforderungengerechtwird. Die
Übertragbarkeitvon abstraktemWissenist zwarein wichtigerPunkt,wird aberin
dieserArbeit nichtweiteruntersucht.

BisherigeAnsätzezur VerarbeitungunscharferInformationenwerdendenAspek-
tenVersẗandlichkeitundEffizienzmeistnicht gerecht.Die Informationenwerden
zwar vergröbert,die meistenVerfahrenoperierenaberweiterhinauf denEinzel-
heiten,weshalbdie VergröberungkeinenEffizienzgewinn bringt. Die Ergebnisse
derVerarbeitungliegenauchmeistauf feingranularerEbenevor. Wie beim Bei-
spiel mit demFenstermussmandannversuchen,eine Mengevon Einzelheiten
im Nachhineinzu interpretieren,wasin vielenFällensehrschwierigist. An dieser
StellegreifenunsereVerfahren,die konsequentauf grobgranularerEbeneoperie-
renunddamiterstmalsVersẗandlichkeitundEffizienzsicherstellen.

1.1.2 Unschärfe von Inf ormationen

Grunds̈atzlich unterscheidenwir wie in Abb. 1.3 dargestellt zwei Arten von
Unscḧarfe: Vagheit und Unsicherheit. Sie stellen zwei prinzipiell verschiedene
Konzeptedar, könnenaberauchkombiniertauftreten.In Kap.2 werdenwir darle-
gen,dassVagheitauchdurchUnsicherheitausgedr̈ucktwerdenkann.

Unschärfe

Vagheit Unsicherheit

Abbildung 1.3: Konzepte von Unschärfe



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG� Vagheit: Ein Ausdruckist vage,wennderBereichderSituationenoderOb-
jekte,aufdieeranwendbarist,nichtscharfbegrenztwerdenkann.Natürlich-
sprachlicheBegriffe wie normaleKörpergrößesindein typischesBeispiel.
Es gibt keinegenaueZentimeterangabe,an der der Bereichder normalen
Körpergrößenbeginnt undkeine,anderer endet.� Unsicherheit: Eine unsichereInformation ist genau(scharf).Wir können
abernicht ausschließen,dasssie falschist. Ein digitalesThermometerz.B.
zeigt einenscharfenWert an.Wir sindaberunsicher, ob er richtig ist, weil
wir wissen,dassdas Thermometernicht immer genaumisst. Die Wahr-
scheinlichkeitsrechnungbasiertauf demKonzeptUnsicherheit.

Wie wir in Abschnitt1.1.1gesehenhaben,werdenbeiderVergröberungvonInfor-
mationenEinzelheitenzu Gruppenzusammengefasst,d.h. formal,dassElemente
zu Mengengruppiertwerden.Als Beispieldientedie Menge

�
175cm� 185cm� zur

Definition desBegriffs normaleKörpergrößeeineserwachsenenMannes.Diese
Form der Vergröberungist in vielerlei Hinsicht nicht zufriedenstellend,wie wir
nunausderSichtvon VagheitundUnsicherheitbeleuchtenwerden.

AusderSichtvon VagheitlassensichscharfeGrenzenwie 175cmund185cmsel-
ten rechtfertigen.Warumsoll ein Mann mit 175cm normalgroß sein,einermit
174cm jedochnicht mehr?Ob maneinenBegriff wie normaleKörpergrößemit
einer scharfenMengeangemessenbeschreibt,ist abernicht nur eine Frageder
intuitiv richtigen DarstellungeinesBegriffs, sondernhängt insbesonderedavon
ab,wozuderBegriff in derAnwendungverwendetwird. Soist eineDefinitionvon
normalgroßdurcheinescharfeMengeangemessen,wenndieFolgenderInforma-
tion ebensoscharfgetrenntsind.Dasist in vielenFällenabernicht derFall. Zum
Beispiel ist esnicht sinnvoll, die GrößeeinesAutositzesausschließlichnachder
Körpergrößezu bestimmen.Der Übergangzwischender Entscheidungfür einen
kleinengegen̈ubereinemgroßenSitz findetnicht bei einerscharfenKörpergröße
statt.

Kommenwir zur Unsicherheit.Für einenBegriff wie normalgroßexistiereni. A.
vieleDefinitionen.Dafür gibt eszweiGründe.Die DefinitioneinesBegriffs hängt
einerseitsvomZusammenhangab,in demseineBedeutunggekl̈artwerdensoll.Es
ist ein Unterschied,ob wir übernormaleKörpergrößenvon MännernoderFrau-
ensprechen.Andererseitskönnenselbstbei festemZusammenhangverschiedene
Definitionenvorliegen,weil z.B. UneinigkeitherrschtoderMessinstrumenteTo-
leranzenunterliegen.Wir sinddannunsicher, welcheDefinitiondie richtigeist. Im
Zweifelsfall müssenwir alle gleichernstnehmen.Hier wird deutlich,dassUnsi-
cherheitdazubenutztwerdenkann,Vagheitauszudr̈ucken:Unsicherheitresultiert
in verschiedenenDefinitioneneinesvagenBegriffs, derenGesamtheitwir aberge-
radeals unsichereDefinition desvagenBegriffes interpretierenkönnen.Für den
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weiterenVerlaufderArbeit nehmenwir an,dassderZusammenhang,in demein
Begriff definiertwird, festist.

DasNicht-AkzeptierenscharferGrenzenunddasnotwendigeBerücksichtigenver-
schiedenerDefinitionenzeigen,dasseine scharfeMengein vielen Fällen keine
geeigneteFormalisierungfür einenBegriff ist, der einevergröberndeInformati-
onseinheitdarstellt.EinensolchenBegriff bezeichnenwir als unscharf. ZADEH

prägte1965denBegriff derunscharfenMenge2, diediesenMangelscharferMen-
genbeseitigt[Zad65].WährendElementein einerscharfenMengeentwederent-
haltensind odernicht, könnensie einer unscharfenMengegraduellangeḧoren.
Eine unscharfeMengewird durchdieseZugeḧorigkeitsgradederElementedefi-
niert, derenWertebereichmeistdasEinheitsintervall

�
0 � 1� ist. Im Gegensatzdazu

ist derWertebereichbeieinerscharfenMenge � 0 � 1 � ; ein Elementgeḧort zu einer
Mengeodernicht.

Es ist entscheidendfür die VerarbeitungunscharferInformationenzu definieren,
wasdie ZugeḧorigkeitsgradeeinerunscharfenMengebedeuten.Wir müssenVer-
fahrenangebenkönnen,um Zugeḧorigkeitsgradeund damit unscharfeBegriffe
eindeutigzu definieren.Die Wichtigkeit dieserForderunguntermauernD. DU-
BOIS undH. PRADE in [DP97]:

”
Thesedifficultiesarebypassedby assumingthat degreesof member-

shipto fuzzysetspertainingto unrelatedconceptsarecommensurate.
This is doneby resortingto a commonmembershipscale(that need
not be numerical).This commensurability assumptionis oftentaken
for grantedandneveremphasizedin thefuzzyliterature. [...] Thecom-
mensurability assumptionis really theonethatallowsfuzzysettheory
to work.“

InsbesonderewennInformationenausverschiedenenQuellenstammen,sindauch
die FormenderUnscḧarfeunterschiedlich.Um die Informationentrotzdemin ei-
nemSystemverarbeitenzu können,müssenwir eineeinheitlicheFormalisierung
finden,welchedie Kommensurabiliẗat der Informationensicherstellt.Wie schon
DUBOIS undPRADE schreiben,vernachl̈assigendie meistenArbeitenim Bereich
derVerarbeitungunscharferInformationendieseAnforderungen.In theoretischen
Arbeiten wird nicht genauerklärt, wasein Zugeḧorigkeitsgradist, und in prak-
tischenArbeitensiehtmanmangelspraxistauglicherTheorienicht so genauhin
undbewegt sichauf unsicheremTerrain.DieseLückewerdenwir in dieserArbeit
besondersber̈ucksichtigen.Wir werdentheoretischfundieren,wie praxisrelevante
FormenunscharfenWissensin einemMechanismusverarbeitetwerdenkönnen.

2engl.fuzzyset
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1.2 Schließenmit unscharfenBegriffen

DasSchließenmit unscharfenBegriffenbasiertaufzweiKomponenten:einerWis-
sensbasisundeinemInferenzmechanismus. In derWissensbasiswerdenalle Infor-
mationengesammelt,die im Zusammenhangmit derLösungdergegebenenAuf-
gabenstellungwichtig undallgemeing̈ultig sind.Wissenist dannallgemeing̈ultig,
wennesim RahmenderAufgabenstellungimmerrichtig ist. Eine Inferenzist das
Ableiten von Informationenausder Wissensbasis;der Inferenzmechanismusist
dementsprechenddasVerfahren,dasdie Inferenzdurchf̈uhrt.

Bei medizinischerDiagnosez.B. bildenunsereKenntnissëuberdenZusammen-
hangvon Symptomenund Ursachendie Wissensbasis.BeobachteteSymptome
werdendanndazubenutzt,um mithilfe der Wissensbasisauf die Ursachender
Erkrankungzu schließen.Als Beobachtungbezeichnenwir dabeieineInformati-
on, die nicht in der Wissensbasisenthaltenist, weil sie für die Aufgabenstellung
keinallgemeing̈ultigesWissendarstellt.Im BeispielsinddieSymptomeBeobach-
tungen,weil sie von denPatientenabḧangenund daherfür eineDiagnosenicht
allgemeing̈ultig sind.Inferenzkannalsoauchbedeuten,eineBeobachtungmit der
Wissensbasiszu verkn̈upfen,um neueInformationenzu gewinnen, die ausder
Wissensbasisalleinnicht abgeleitetwerdenkönnen.

Beim Schließenmit unscharfen Begriffen wird die Wissensbasisauf grobgra-
nularerEbenemit unscharfenBegriffen definiert.Das Wissenwird so in leicht
versẗandlicherForm formuliert, denndie unscharfenBegriffe sind Ausdruckun-
seresVersẗandnisses.Wir beschr̈ankenunsin dieserArbeit auf regelbasierteWis-
sensbasen,wobeiwir RegelnderBauart

”
WennAussageA gilt, danngilt Aussa-

geB.“ benutzen.Im Gegensatzzu traditionellenExpertensystemensinddie Aus-
sagenaberunscharf,dasieauf unscharfenBegriffenbasieren.Dasbedeutetinsbe-
sondere,dassdie Gültigkeit derAussageA alsAntezedensderRegel nicht binär,
wahroderfalsch,ist. VielmehrkönnenAntezedenziengraduellerfüllt sein.Hinzu
kommt,dassdieGültigkeit einerRegelunsicherseinkann.Ein Inferenzmechanis-
musmussausdiesengraduellenGültigkeitenderRegeln undderAntezedenzien
einenunscharfenSchlussberechnen.

Im Gegensatzzu bekanntenVerfahren im Bereich regelbasiertenunscharfen
Schließensliegt beiunserenVerfahrenderSchlusssowohlaufgrobgranularerEbe-
nealsauchauf feingranularerEbenevor. Damit sinddie Versẗandlichkeitunddie
ExaktheitdesSchlussessichergestellt.Darüberhinauswerdenwir verschiedene
Wege vorstellen,um zu Regeln, also der Wissensbasis,zu gelangen.Wie schon
bei der Definition unscharferBegriffe stellenwir dabeisicher, dassWissenaus
verschiedenenInformationsquellenohnesemantischeBedenkenkombiniertwer-
denkann.Damit gewinnenwir nicht nur Praxisn̈ahe,sondernstellenaucheinige
bishernur intuitiv motivierte VerfahrenunscharferInformationsverarbeitungauf
ein solides,theoretischesFundament.
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1.3 Ziele und Anforderungen

Ziel der vorliegendenArbeit ist einemathematischeTheoriefür die maschinel-
le Verarbeitunggrobgranularer, regelbasierterInformationen.Die resultierenden
VerfahrensollenfolgendeAnforderungenerfüllen:

1. MehrstufigesunscharfesSchließen

2. EffizienzhinsichtlichSpeicher- undRechenaufwand

3. VersẗandlichkeitundExaktheitunscharferErgebnisse

4. IntegrationvonInformationenverschiedenerSemantiken

Zu 1: Die Möglichkeit zu mehrstufigemunscharfenSchließenist aus zwei
Gründenwichtig:� ZusammenḧangezwischenGrößenkönnenoft nicht direkt formuliert wer-

den,sondernnur überZwischengr̈oßen.� Die Anzahl der Regeln in einemmehrstufigen,hierarchischenSystemist
wesentlichkleinerals in einemflachen,einstufigenSystem.

Ein Beispielfür die mehrstufigeModellierungeinesSystemssindpraktischeRea-
lisierungenvon Wettervorhersage.Währendin dererstenStufenur die Großwet-
terlagebestimmtwird, geht – vereinfachtdargestellt– zus̈atzlich zu diesenIn-
formationenWissenüber lokale Gegebenheitenwie die TopologiedesGel̈andes
in die zweite Stufe ein. Ein mehrstufigesSystemist in diesemFall die einzige
Möglichkeit,trotzderKomplexitätderAufgabezusinnvollenResultatenzugelan-
gen.Zusammenfassendführt Mehrstufigkeitalsozu besseremVersẗandnissowie
geringeremRechen-undSpeicheraufwandund ist u.U. die einzigeMöglichkeit,
Wissenzu formulieren.

Zu 2: Effizienz bedeutet,dassdie Größe,von derSpeicher- undRechenaufwand
abḧangen,die Anzahl grobgranularerInformationenseinsoll, insbesonderealso
nicht die Anzahl der Einzelheiten.Für die Rechenverfahrenheißt dies,dasssie
nur auf der Ebeneder grobgranularenInformationenoperierensollen.Dennaus
Sicht der Effizienz gewinnenwir nichts,wenn Wissenvergröbert wird, sich die
BerechnungenaberaufderfeingranularenAusgangsebenederEinzelheitenbewe-
gen.Schließlichsoll Vergröberungin vielenFällendieBearbeitungvonProblemen
erstermöglichen,die auf derfeingranularenAusgangsebenezu komplex waren.

Zu 3: Unter der VersẗandlichkeitunscharferErgebnisseverstehenwir, dassdie
unscharfenSchl̈ussedesSystemsauf dergrobgranularenEbeneausgedr̈ucktwer-
denkönnen.Diesist wichtig, weil die grobgranulareEbenedie für denAnwender
versẗandlicheSprachedarstellt.Trivialerweisegilt dasinsbesonderefür Systeme,
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die derGewinnungvon Erkenntnissen̈uberbeobachteteZusammenḧangedienen
(Data-Mining).Gleichzeitigmussabersichergestelltwerden,dassdie Exaktheit
derSchl̈usseauf der feingranularenEbenederEinzelheitengewährleistetist. Ein
Beispiel sind Werbestrategien für Produkte.Um den Stil einerFernsehwerbung
festzulegen,müssenwir nur grobeZielgruppenkennen.EinzelnePersoneninner-
halb dieserGruppeninteressierennicht. Müssenwir hingegenentscheiden,wer
einenWerbebriefbekommt,somüssenwir die Zugeḧorigkeit jederPersonzu den
Zielgruppenbetrachten.Wie dasBeispiel verdeutlicht,mussein unscharfesEr-
gebnisalsosowohl aufgrobgranulareralsauchauf feingranularerEbenevorliegen
undbeideDarstellungenmüssendurcheinekonkreteSemantikverkn̈upft und in
diesemSinnewohldefiniertsein.

Zu 4: Bei der VerarbeitungunscharferInformationenwird Wissenausverschie-
denenQuellengesammelt,dasganzunterschiedlicheQualiẗatenhabenkannund
in dieserHinsicht heterogenist. Dabeiunterscheidenwir die Art der Unscḧarfe,
die OrdnungderUnscḧarfeunddie Art derBeschreibung.Ein unscharfesSystem
mussin der Lagesein, insofernmit dieserForm von Heterogeniẗat umgehenzu
können,als es alle Formenvon Wissenin einemMechanismusverarbeitet.Wir
müssenesformal mathematischsoentwerfen,dasspraxisrelevanteInformations-
typenauf dasformaleModell zurückgef̈uhrtwerdenkönnen.Die wichtigstenAr-
tenvon Informationensind� scharfeMessungen� vageBeschreibungen� unsichereDaten� positive/negative Informationen

Wir verlangendabei,dassdiesenabstraktenDatentypeneinekonkreteSemantik
unterlegt wird, die denAnforderungenderPraxisgerechtwird.

1.4 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 stellenwir die GrundlagenunscharferInformationsverarbeitungzu-
sammenund definierengrundlegendeBegrifflichkeitenundSchreibweisen.Wei-
terhin beschreibenwir mit demKontextmodell detailliert die SemantikundMo-
dellierungunscharferBegriffe, die wir in dieserArbeit verwenden.Der Stand
der Technik in Kapitel 3 beleuchtetverwandteArbeiten hinsichtlichder in Ab-
schnitt 1.3 gestelltenAnforderungenan dieseArbeit. Insbesonderewerdendie
DefizitehinsichtlichderVersẗandlichkeitundSemantikunscharferSchl̈ussesowie
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der Effizienz der Verfahrenherausgestellt.Daranschließensich die Kernkapitel
derArbeit an.

In Kapitel 4 definierenwir die unscharfePartitionierungeinesUniversumsdurch
unscharfeGrundbegriffe, welchediegrobgranulare,symbolischeEbenederInfor-
mationsverarbeitungbilden. Wir stellenin Abschnitt 4.2 die grundlegendeIdee
vor, unscharfeAussagendurchgewichteteKombinationenderGrundbegriffe aus-
zudr̈ucken.Durch die Syntheseund AnalyseunscharferMengengarantierenwir
dabei,dassAussagenauf grobgranularerund feingranularerEbeneauf derBasis
einerkonkretenSemantikeindeutigineinander̈uberf̈uhrt werdenkönnen.

UnscharfeRegeln modellierenwir in Kapitel 5 konsistentzu der gewichteten
Kombination als bedingteWahrscheinlichkeitenauf den Grundbegriffen. Ab-
schnitt 5.2 widmet sich der Inferenz.Sie kann auch im Fall mehrstufigerRe-
gelbasenauf grobgranularerEbenedurchgef̈uhrt werden,ohnedie Exaktheitder
Schl̈usseauf feingranularerEbenezu verlieren.Wir zeigenin Abschnitt5.4,wie
mandie ZuverlässigkeitunscharferSchl̈ussemisstundin Abschnitt5.5,dassder
AufwandzurBerechnungunscharferSchl̈ussewesentlichgeringeralsbeianderen
Ansätzenist.

Kapitel 6 untermauertdie ModellierungunscharferBegriffe unddesInferenzme-
chanismusinsofern,alshierandereSemantikenfür unscharfeBegriffe undRegeln
angenommenwerden,dieaberebenfallsin denvorgestelltenVerfahrenresultieren.
In diesemRahmenkönnenwir symbolischschließen,ohneunsumdieunterliegen-
deSemantikkümmernzu müssen,undhabenmehrMöglichkeiten,um Wissenzu
formulieren.Da die Anzahl der Datenzur SpeicherungeinesGrundbegriffs sehr
großseinkann,wird in Abschnitt6.4einParametermodellzur Repr̈asentationder
Grundbegriffe vorgestellt,dasdenSpeicheraufwanddeutlichreduziert.

Abschließendwerdenin Kapitel 7 die Ergebnissezusammengefasstundein Aus-
blick gegeben.

AnhangA illustriert unsereVerfahrenmit einemSystemzur Erkennungvon Ver-
sicherungsbetrugunddemonstriertdie Vorteilegegen̈uberanderenAnsätzenzum
unscharfenSchließen.Die mathematischenGrundlagender Maßtheorieund der
Funktionsapproximation,die in der Arbeit ben̈otigt werden,fassenwir in An-
hangB zusammen.





Kapitel 2

Grundlagen

Um dasVersẗandnisbeim LesendieserArbeit zu erleichtern,fassenwir in die-
semKapitel Grundlagenaus dem Bereich unscharferInformationsverarbeitung
zusammen.Dabei handeltes sich um wesentlicheKonzeptezur Definition un-
scharferBegriffe, die zur DarstellungvergröbertenWissensdienen.Nebenbeile-
genwir dieNotationderBegrifflichkeitenfest.Insbesonderegebenwir eineÜber-
sichtübermöglicheSemantikenunscharferMengen,die ausverschiedenenArten
von Unscḧarferesultieren.GrundlegendeVerfahrenfür regelbasiertes,unscharfes
Schließenwerdenin Abschnitt2.2behandelt.

In Abschnitt 2.3 vertiefenwir die Einführung, indem wir mit dem Kontextmo-
dell eine mathematischeFormalisierungunscharferBegriffe beschreiben.Diese
Formalisierunghat sich im BereichunscharferInformationsverarbeitungalssehr
nützlich erwiesen,weil sie intuitiv, einfachversẗandlichund anwendungsnahist.
Die vorliegendeArbeit bautauf diesenIdeenauf.

2.1 UnscharfeMengen

Bei der Granularisierungvon Wissengehenwir von der Ebeneder Einzelhei-
ten aus,welchedie feinsteGranularisierungsstufederModellierungdarstellt.Ein-
zelheitensinddie kleinstenInformationseinheiteninnerhalbderAnwendung.Wir
fassensiein einerMengezusammen,die wir alsUniversum bezeichnenundmit
kalligraphischenBuchstaben� , � usw. kennzeichnen.Für die zugeḧorigenEin-
zelheitenschreibenwir u, v usw. Wir nehmenin dieserArbeit an,dassdieUniver-
senkompakteMengensind.PraxisrelevanteBeispielesindendlicheUniversenund
beschr̈ankte,abgeschlosseneTeilmengendes� n, insbesonderealsoabgeschlosse-
neIntervalle

�
a � b� auf � .

EinemUniversumsind eineodermehrereVariablen zugeordnet,bezeichnetmit
kleinenBuchstabenx, y usw., die WerteausdemUniversumannehmenkönnen,
z.B. x 	 u 
�� . DasUniversumkönntez.B. die Menge��	 � 1cm� 300cm� mögli-
cherKörpergrößenvon Menschen1 seinunddie Variablex 	 u 
� die Körper-
größeeinerausgewähltenPersonangeben.

1Als größterMenschderWelt gilt ROBERT PERSHING WADLOW (1928–1940)ausAlton, Illi-
nois,mit 2,72m; URL: http://www.altonweb.com/history/wadlow (Oktober2000).
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Als dasGrundelementunscharferInformationsverarbeitungdefinierenwir eine
unscharfe Menge auf dem Universum � durch eine Zugehörigkeitsfunktion
µÃ : ����� �

0 � 1� . µÃ � u� bezeichnetdabeiden Zugehörigkeitsgrad desWertes
u 
� zu der unscharfenMengeÃ. Für die Mengealler unscharfenMengenauf� schreibenwir ��� � ��� , dieMengesupp� Ã � : 	�� u 
���� µÃ � u��� 0 � bezeichnen
wir alsTr äger2 oderTrägermengevon Ã.

EineunscharfeRelation zwischenUniversen� , � ist eineunscharfeMengeauf
dem kartesischenProdukt ��� � . Eine unscharfeMenge Ã auf � könnenwir
durchzylindrische Erweiterung zu einerunscharfenRelationR̃ 	 Ã ! � �"���#�
auf �$�� erweitern.Siewird definiertdurch

µR � u � v��	 µÃ%'& (*),+.-/� u � v� : 	 µÃ � u� (2.1)

Die Definition spiegelt wider, dasswir nicht wissen,wie die Relation von v
abḧangt.Umgekehrtdefinierenwir die Projektion R̃ 0.� einer RelationR auf
dasUniversum� als

µR̃1 (�� u� : 	 sup
v2 + µR̃ � u � v� (2.2)

Wir komprimierenauf dieseWeisedieRelationzwischen� und � zueinerInfor-
mationauf � , indemwir für festesu die kleinsteobereSchrankefür denWertder
Relationsuchen.

Schnitt, VereinigungundKomplementunscharferMengenauf � werdenpunkt-
weiseüberAbbildungeni :

�
0 � 1� 2 �3� �

0 � 1� , u :
�
0 � 1� 2 ��� �

0 � 1� undc :
�
0 � 1���3��

0 � 1� erklärt:3� Ã 4 B̃: µÃ5 B̃ � u� : 	 i � µÃ � u�6� µB̃ � u�7�� Ã 8 B̃: µÃ9 B̃ � u� : 	 u � µÃ � u�6� µB̃ � u�7�� Ã: : µÃ; � u� : 	 c � µÃ � u�7�
Von i undu fordernwir axiomatischfolgendeEigenschaften,die i alssog.t-Norm
undu alsco-t-Norm qualifizieren:� Grenzbedingungen:i � 1 � a��	 a undu � 0 � a��	 a� Symmetrie:i � a � b�<	 i � b � a� undu � a � b��	 u � b � a�� Monotonie:c � b = � i � a � c�?> i � a � b� undu � a � c�@> u � a � b�7�

2engl.support
3i stehtfür intersection, u für unionundc für complement.
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Die Grenzbedingungenund die Symmetriestellensicher, dassi und u im Fall
scharferMengendenscharfenOperationenfür SchnittundVereinigungentspre-
chen.Ausgezeichneteundviel benutzteNormensind i 	 min als größtet-Norm
und u 	 max als kleinsteco-t-Norm.Die Komplementfunktionc soll folgende
Axiomeerfüllen:� Grenzbedingungen:c � 0�A	 1 undc � 1��	 0� Monotonie:a B b = c � a�@> c � b�
Auchhierwird sodieKonsistenzmit derDefinitionfür scharfeMengengarantiert.
DasStandardkomplementist c � a�A	 1 � a.

Eine unscharfeMengekönnenwir als unscharfen Wert einerVariablenx auf-
fassen.In dieserWeiseunterscheidenwir oft nureinekleineAnzahlvon unschar-
fen Werten,die x annehmenkann.EineMengeC unscharferWerteauf � nennen
wir unscharfeGranularisierung oderVergröberungdesUniversums� , wobei
wir annehmen,dassC endlichist. Im BeispielderKörpergrößen�D	 � 1cm� 300cm�
könnenwir unseineGranularisierungC�	E� sehrklein, klein, normal,groß,sehr
groß� vorstellen,wennwir dieBeschreibungeinesMenschengebenmöchten.sehr
klein, klein usw. sinddabeidie möglichenunscharfenWerte.Die (hierkontinuier-
liche) Menge� von Einzelheitenwird alsodurcheinekleine Anzahl unscharfer
Werteüberdeckt.Von einerunscharfenGranularisierungCF	�� Ã1 � Ã2 �7G7G7GH� Ãn � er-
wartenwir, dassjedesu 
I� mindestenseinerunscharfenMengeÃi mit positi-
vem Gradangeḧort, d.h. C muss� überdecken.Da wir unscharfenWerteni. A.
einenversẗandlichenBegriff als Bezeichnungzuordnen,z.B. klein als Körper-
größe,sprechenwir anstattvon unscharfenWertenmeistvon unscharfenBegrif-
fen. Wir erhaltensodie grundlegende

Definition 1 Ein unscharferBegriff auf einemUniversum� wird durch eineun-
scharfeMengeÃ auf � erklärt. Ã wird durch die ZugeḧorigkeitsfunktionµÃ defi-
niert. Für denunscharfenBegriff schreibenwir kurzÃ.

Im VerlaufderArbeit werdenwir wiederholtvon feingranularer undgrobgranu-
larer Ebenesprechen.ErsteresmeintdieMengederEinzelheiten,dasUniversum,
Letzteresdie Vergröberung,alsodie MengeunscharferBegriffe auf demUniver-
sum.Als Synonym für grobgranularverwendenwir denBegriff symbolisch, der
verdeutlicht,dasswir auf der grobgranularenEbenenur mit Symbolen,denun-
scharfenBegriffen,umgehen,die für die unscharfenMengenauf der feingranula-
renEbenestehen.

EineAussage
”
Die Variablex besitztdenunscharfenWert Ã.“ oderkurz

”
x 	 Ã“

nennenwir eineunscharfeAussage. Konjunktion,DisjunktionoderNegationvon
Aussagenbilden wir wie im scharfenFall, indemwir die beteiligtenunscharfen
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Mengenschneiden,vereinigenoderdasKomplementbilden. Dazuidentifizieren
wir:� Negationx 	KJ Ã mit x 	 Ã:� Konjunktionx 	 Ã L x 	 B̃ mit x 	 � Ã 4 B̃�� Disjunktionx 	 Ã M x 	 B̃ mit x 	 � Ã 8 B̃�
Auf diese Weise können verkn̈upfte Aussagenwieder auf atomareAussagen
zurückgef̈uhrtwerden.Wir betrachtenausdiesemGrundim weiterenVerlaufnur
atomareAussagen

”
x 	 Ã“ .

Eine wichtige Fragebei Anwendungenlautet,wie wir Zugeḧorigkeitsgradevon
unscharfenMengendefinierenund wassie bedeuten.DieseFragenachder Se-
mantik wurde in der GeschichteunscharferMengenimmer wiedergestelltund
diskutiert.Wir begreifeneinenunscharfenBegriff, denwir mit einerunscharfen
Mengeidentifizieren,grunds̈atzlichalsAusdruckvon Vagheit.Dabeiunterschei-
denwir drei Möglichkeiten,um Vagheitzu definieren[DP97]: Ähnlichkeit, Unsi-
cherheitundPräferenz. WährendÄhnlichkeit ein Spezialfallvon Vagheitist, sind

Vagheit

Ähnlichkeit

Unsicherheit

Präferenz

Abbildung 2.1: Ähnlichkeit als spezielle Form von Vagheit sowie Unsicherheit und Präfe-
renz zur Beschreibung von Vagheit

UnsicherheitundPr̈aferenznurHilfsmittel, umVagheitauszudr̈ucken;siekönnen
im Gegensatzzu Ähnlichkeit auchPḧanomenebeschreiben,die nichtvagesind.

Ähnlichkeit: Vagheitwird bei einer Interpretationüber Ähnlichkeit durch die
Nicht-Unterscheidbarkeitvon Einzelheitengekennzeichnet.Beispielsweise
kannmanausgrößererDistanzdieKörpergrößeeinerPersonnichtzentime-
tergenauscḧatzen.Wir sindnicht in derLage,ähnlicheGrößenwie 185cm
und187cmzuunterscheiden,sondernkönnendieGrößenurgrobabscḧatzen
undmit einemunscharfenBegriff wie großbelegen.Dabeiwerdenähnliche
Größenwie 185cm und187cm in demunscharfenBegriff subsumiert.Die
Variable

”
GrößederPerson“ kannnurunscharfeWerteannehmen.

Formal gehenwir von einerunscharfenÄhnlichkeitsrelation (oderGleich-
heitsrelation)auf �N�� aus, also einer unscharfenRelation S̃ mit µS̃ :�"�O��� �

0 � 1� [KF88, KK93]. µS̃ � u1 � u2 � misstdie Ähnlichkeit von u1 und



2.1. UNSCHARFEMENGEN 17

u2. EineunscharfeMengeÃ0 wird danndurcheinenWert4 u0 
P� mithilfe
derÄhnlichkeitsrelationinduziert:µÃ0 � u�A	 µS̃� u0 � u� . Die unscharfeMenge
Ã0 könnenwir anschaulichmit derBedeutung

”
ungef̈ahru0“ belegen.

Nicht unterscheidbareEinzelheitenkönnenzu Gruppenzusammengefasst
werden.Auf dieseArt und Weise kann das Universum � z.B. mithilfe
vonGruppierungsverfahren5 vergröbertwerden.DasErgebnisist eineÜber-
deckungvon � durchmehrereGruppen,die meistdurcheinenPrototypen
wie u0 undeineÄhnlichkeitsrelationbeschriebenwerden.UnscharfeGrup-
pierungsverfahren[Bez73, GK79, GG89] resultierenin einerÜberdeckung
von � mit unscharfenGruppen,diedurchunscharfeMengendargestelltwer-
den.WenndieÄhnlichkeitswertederÄhnlichkeitsrelationeinekonkreteBe-
deutunghaben,alsoz.B. von Metrikenwie demEUKLIDISCHEN Abstand
abgeleitetsind,danngilt diesauchfür dieZugeḧorigkeitswertederinduzier-
tenunscharfenMengen.

Unsicherheit: Nehmenwir an, es lägenverschiedenescharfeDefinitionenei-
nesunscharfenBegriffs vor. Wennwir unsichersind,welcheDefinition die
richtige ist, müssenwir alle in Betrachtziehen;dasResultatist eine un-
scharfeDefinition. In einemExperimentkönntenwir z.B. die Körpergröße
von vielen Personenmessen,die von Befragtenfür großgehaltenwurden.
JedeeinzelneMessungist scharfund ein Repr̈asentantfür denunscharfen
Begriff groß. Zusammengenommenerhaltenwir eineWahrscheinlichkeits-
dichte,diealsZugeḧorigkeitsfunktiondenunscharfenBegriff großdefiniert.

In der Literatur gibt es verschiedeneformale Ansätze,um unscharfeBe-
griffe durchUnsicherheitzu modellieren.Die meistenverallgemeinerndie
Wahrscheinlichkeitsrechungdadurch,dassAxiome gelockertoder scharfe
Größendurchunscharfeersetztwerden.

Wir werdenin dieserArbeit zweiAnsätzebenutzen.Im Kontextmodellwer-
denscharfeRealisierungeneinerZufallsvariablendurchmengenwertigeer-
setzt,wasin PlausibilitätsdichtenstattWahrscheinlichkeitsdichtenresultiert
[Geb92,GK93a].µÃ � u� misstdanndiePlausibiliẗatdafür, dassu zuÃgeḧort.

Engverwandtist die InterpretationeinerunscharfenMengealsLikelihood-
Funktion[His88, DMP93,Tho95].Wennz.B. die unscharfeMengeÃ den
Begriff groß modelliert,so wird µÃ � u� als LikelihoodL � Ã;u� oderdie be-
dingte WahrscheinlichkeitP � Ã � u� interpretiert,dassu Elementvon Ã ist.
KontextmodellundLikelihoodwerdenausf̈uhrlich in Abschnitt2.3bespro-
chen.

4oderaucheineTeilmengevon Q
5engl.clusteralgorithms
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Präferenz: Die Zugeḧorigkeitswertedrückenhier Pr̈aferenzenaus.Sie sind auf
einerOrdinalskalaangeordnet,derabsoluteWert hat im Gegensatzzu den
Interpretationenals Ähnlichkeit oderUnsicherheitmeistkeineBedeutung.
In gewisserHinsichtkannmanPr̈aferenzenauchals Ähnlichkeitendeuten,
dennähnlicheEinzelheitenwerdenmit ähnlichenPr̈aferenzwertenbelegt.
Pr̈aferenzenwerdenabernormalerweisenur auf einerendlichenSkalage-
messen,die in vielenFällennicht numerischist. Zum BeispielkönntenBe-
werberum eineArbeitsstellehinsichtlichverschiedenerKriterien wie Intel-
ligenz,KreativitätoderFlexibilit ät übereineSkalawenig, normalundstark
ausgepr̈agtbewertetwerden.Intelligent, kreativundflexibelwärendannun-
scharfeMengenauf denBewerbern.

Viele Anwendungenzielendaraufab,eineReihenfolgezu berechnen,nach
derbessereingestufteEinzelheitenschlechterbewertetenvorzuziehensind.
Esgehthier wenigerum die Vergröberungvon Wissenalsum denunschar-
fen Vergleichvon Einzelheiten.

In dieserArbeit beschr̈ankenwir uns auf die ModellierungunscharferBegriffe
über Ähnlichkeit und Unsicherheit,da diesedie wesentlichenKonzepteder un-
scharfenVergröberungvon Wissendarstellen.Dabei werdenwir die speziellen
Auspr̈agungenvon Ähnlichkeit undUnsicherheitmittelsderVerfahrenfestlegen,
mit denenwir die unscharfenBegriffe definieren.

2.2 RegelbasiertesSchließen

Schließenbedeutet,auseinerWissensbasismittels InferenzInformationenabzu-
leiten,wie wir in Abschnitt1.2gesehenhaben.Dazunehmenwir an,dasUniver-
sumder Anwendungsei durchVariablenbeschrieben,derenWertedenZustand
desUniversumswiedergeben.6 In derWissensbasisfassenwir alleallgemeing̈ulti-
genInformationenüberdasUniversumzusammen.Dabeihandeltessicherstens
um InformationenübermöglicheZusẗandevon Teilen desUniversums,d.h. die
WerteeinigerVariablen.Zweitensentḧalt die WissensbasisZusammenḧangezwi-
schendenVariablen,diemanbei regelbasiertemSchließenalsRegelnformuliert.

Nebender Wissensbasisliegenbei AnwendungenBeobachtungenvor, die den
ZustandeinesTeiluniversumsbeschreiben.Beobachtungenunterscheidenwir da-
durchvonInformationenin derWissensbasis,wie in Abschnitt1.2dargestellt,dass
siekeineallgemeing̈ultigenInformationen̈uberdasUniversumrepr̈asentieren.Be-
obachtungenhängenvoneinerGrößeab,dieaußerhalbdesUniversumsliegt. Eine
Infer enzschließtausdenInformationenin derWissensbasisund,falls vorhanden,

6vgl. Zustandsraumtheorie in derPhysik
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zus̈atzlichenBeobachtungenauf denZustandderTeile desUniversums,andenen
wir interessiertsind.

Für dieDarstellungderZusammenḧangezwischenVariablenbenutzenwir Regeln
derForm

”
Wennx 	 A, danny 	 B“ , die wir ausderLogik kennen;A undB sind

in derLogik scharfeMengen.Die Regel schr̈anktdieMengemöglicherWerteder
Variableny ein, falls die Aussage

”
x 	 A“ erfüllt ist. In diesemFall hängtalso

derWert von y vom Wert von x ab. Wennwir nuneinenWert AR derVariablenx
wahrnehmen,dannkönnenwir darauseinenWert für y folgern.Dazumüssenwir
feststellen,ob AR dasAntezedens

”
x 	 A“ der Regel erfüllt, um darausauf die

Gültigkeit desKonsequens
”
y 	 B“ zuschließen.DiesesAbleitenneuerInforma-

tionendurcheineVerkn̈upfungvonBeobachtungenmit derWissensbasisstellt die
Inferenzdar.

Als Basis für die Inferenz benutzenwir in dieserArbeit den Modus Ponens
(Tab. 2.1). Aus der Gültigkeit des Antezedens

”
x 	 A“ leiten wir die Gültig-

Wenn x 	 A , dann y 	 B.
x 	 A
y 	 B

Tabelle 2.1: Modus Ponens.

keit desKonsequens
”
y 	 B“ ab. DieseAnforderunglässtimmernochFreiheits-

gradefür die genaueBedeutungder Regel
”
Wennx 	 A, danny 	 B“ . Insbe-

sonderetrifft der Modus Ponenskeine Aussagefür den Fall, dassdasAnteze-
dens

”
x 	 A“ nicht erfüllt ist. In der Logik kannmandie Regel als Implikation

x 	 A � y 	 B oderKonjunktionx 	 A L y 	 B interpretieren,je nachdem,wie
dieWahrheitswertederRegeldefiniertwerden,wenndasAntezedensnichterfüllt
ist. DarüberhinauskannmaneineRegelalspartielleAbbildungsvorschriftA S� B
einerFunktion f : �T�U� auffassenoder als sicherebedingteWahrscheinlich-
keit P � y 	 B � x 	 A��	 1 verstehen.Die Wahl einerInterpretationhängtstarkvon
derAnwendungab,alsoderFrage,in welcherForm WissenüberdasUniversum
vorhandenist.

Im Bereichdesunscharfen,regelbasiertenSchließensverarbeitenwir unscharfe
Informationen.Die Regeln besitzendie Form

”
Wennx 	 Ã, danny 	 B̃“ , wobei

x undy Variablensind,die unscharfeWertewie Ã oderB̃ annehmenkönnen.Eine
Inferenzwird im Fall unscharferWerteschwieriger, weil die Antezedenzienu.U.
nur partiell erfüllt sind.Wir könnennicht eindeutigsagen,ob ein Antezedensgilt
odernicht,sondernbestimmeneinenGradderGültigkeit. Entsprechendschwierig
gestaltetsichauchdie BerechnungderInferenz,alsodie BestimmungdesWertes
von y, deri. A. ebenfallsunscharfist.
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DasmeistbenutzteVerfahrenfür unscharfesSchließenist dassogenanntePrin-
zip von Kombination/Projektion7 auf Basisder sup-min-Komposition[Zad75,
Zad79].Hierbeiwird eineRegel durcheineunscharfeRelationR̃ auf �$��� mo-
delliert.R̃wird ausdemAntezedens̃A unddemKonsequens̃B berechnet.Die Be-
rechnungsvorschrifthängtvonderSemantikderRegelab. Für denSchließvorgang
wird die Information

”
x ist ÃR “ zylindrischauf �$��� erweitert,mit derRegelre-

lation R̃ geschnittenund auf denErgebnisraum� projiziert, wasim unscharfen
SchlussB̃R resultiert:

µB̃V � v�A	 sup
u 2 ( min � µÃV %'& (P)W+.- � u � v�6� µR̃ � u � v�6� (2.3)	 sup
u 2 ( min � µÃV � u�6� µR̃ � u � v�6� (2.4)

Auf symbolischerEbeneschreibenwir für die Verkn̈upfung B̃R 	 ÃRYX R̃. Wenn
mehrereRegeln vorliegen,werdenabḧangigvon ihrer Semantikalle Regeln zu
einerMetaregel zusammengefasst unddieseeinewird ausgewertet,odereswird
jedeRegel einzelnausgewertetunddie Schl̈ussealler Regelnwerdenaggregiert.
Statt der Minimumbildung werdenin (2.3) teilweiseauchanderet-Normenals
Schnittoperatorenbenutzt.

Der meistbenutzteSpezialfall diesesVorgehensist der Regler von MAMDANI

[MA75]. EineRegel
”
Wennx 	 Ã, danny 	 B̃“ wird alsKonjunktionderAussa-

geninterpretiert,wasin derRegelrelationµR̃ � u � v��	 min � µÃ � u�6� µB̃ � v�6� resultiert.
Wiederumwird hier die Minimumbildung als Schnittoperationbenutzt.Im Fall
von mehrerenRegelnwird jedeRegel einzelnnachdemPrinzipvon Kombinati-
on/Projektionausgewertetunddie Schl̈ussewerdendurchVereinigungmit Maxi-
mumbildungzusammengefasst. Alternativ könnenwir alle Regelrelationendurch
Maximumbildungzu einerMetaregel aggregierenunddieseeinezur Inferenzbe-
nutzen.In derPraxiswird normalerweisedie ersteVorgehensweisegewählt,weil
der Rechenaufwandgeringerist und in MAMDANIS Fall die Schl̈usseidentisch
sind.

Der SchlusseinerInferenzliegt beimPrinzipvon Kombination/Projektionalsun-
scharfeMengeB̃R vor, die denunscharfenWert der Variableny repr̈asentiert.In
einigenAnwendungenben̈otigenwir aberein scharfesErgebnis.Wennwir z.B.
ein technischesSystemmit einemunscharfenRegelwerk regeln möchten,dann
erwartenwir einenscharfenWert für y, denStellwert,denwir an dastechnische
Systemanlegen.Zu diesemZweck müssenwir den SchlussB̃R zu einemWert
yR 
Z� scḧarfen.Die WahldesVerfahrensfür dieScḧarfung ist starkanwendungs-
abḧangig,dasiedasfunktionaleVerhaltendesunscharfenSystemsbeeinflusst.Die
meistbenutztenVerfahrensind:

7engl.principle of combination/projectionodercompositionalrule of inference



2.3. MODELLIERUNG UNSCHARFERBEGRIFFE 21� Schwerpunktmethode: yR 	 [ + µB̃V � v� vdv[ + µB̃V � v� dv� Maximummethode: yR 
\� v � µB̃V � v��	 max
vV 2 + µB̃V � vR �6�

Im Fall einesendlichenUniversumsersetzenwir die Integrale bei der Schwer-
punktmethodedurchSummen.Bei der Maximummethodegehenwir davon aus,
dassdasMaximum existiert. Falls yR nicht eindeutigdefiniert ist, wird meistder
Mittelwert dermöglichenWertegewählt.

Speziell im Bereich unscharferRegelungist der Regler von TAKAGI/SUGENO

[TS84] weit verbreitet.Er bestehtaus Regeln der Form
”
Wenn x 	 Ãi , dann

y 	 fi � x� “ . DieseRegeln stellendirekt einenscharfenZusammenhangzwischen
x undy herundmachensoeineScḧarfungüberfl̈ussig:Wennx im unscharfenBe-
reichÃi liegt,dannwird y durchdiescharfeAbbildung fi festgelegt. In technischen
AnwendungenhabensichsolcheRegelnalssinnvoll erwiesen,weil hier oft Wis-
senüberdenfunktionalenZusammenhangvon x undy vorliegt, dasin denRegler
von MAMDANI nicht integriert werdenkann.DasVerfahrensetzteinenscharfen
Wert für x voraus;dasErgebnisderInferenzist ein ebenfallsscharferWertyR :

yR 	 f � x�A	 ∑i µÃi � x�H] fi � x�
∑i µÃi � x� (2.5)

Die Abbildung f wird ausdenlokalenAbbildungen fi zusammengesetzt,wobei
dieLokalitätdurchÃi festgelegt wird. In denBereichen,in denensichdieunschar-
fen MengenÃi überlappen,berechnenwir f alsgewichtetenMittelwert der fi . In
derPraxiswird meistderSpezialfallkonstanterFunktionenfi � x��	 vi verwendet,
auf den wir in Abschnitt 6.3.2 im Zusammenhangmit unscharferInterpolation
zurückkommen.

2.3 Modellierung unscharfer Begriffe

UnscharfenBegriffen könnenverschiedeneSemantikenunterlegt werden.In Ab-
schnitt 2.1 wurdenmit Ähnlichkeit, Unsicherheitund Präferenzdie wichtigsten
erläutert.Wie dort erwähnt,beziehenwir unsauf die erstenbeidenInterpretatio-
nenvon Vagheit,weil siedie wesentlichenKonzeptezur Vergröberungvon Wis-
sendarstellen.Die in dieserArbeit vorgestellteTheoriefür dasSchließenmit un-
scharfenBegriffen basiertauf der Interpretationvon VagheitalsUnsicherheit.Im
Nachhineinzeigenwir in Abschnitt6.1 die Verwandtschaftvon Unsicherheitund
Ähnlichkeit,um die Flexibilit ät derTheoriezu untermauern.
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2.3.1 Modell für unscharfeBegriffe

Die ModellierungunscharferBegriffe stützenwir in dieserArbeit aufdasKontext-
modell [GK91, Geb92, GK93a,Bor00], dasmanals eineVerallgemeinerungder
Wahrscheinlichkeitsrechnungverstehenkann.DasKontextmodellerklärt,wasdie
ZugeḧorigkeitsfunktionµÃ derunscharfenMengebedeutet,die einenunscharfen
Begriff formalisiert.Darausergebensich konkreteVerfahren,um in Anwendun-
gendie Zugeḧorigkeitsfunktionenfestzulegen.Die GrundelementeausderWahr-
scheinlichkeitstheorie,die zumVersẗandnisben̈otigt werden,befindensichin An-
hangB.1.

MathematischeGrundlageunsererBetrachtungenist einUniversum� bzw. dessen
Potenzmenge2( . Als Beispielfür einUniversumbetrachtenwir wiederdieMenge��	 � 1cm� 300cm� möglicherKörpergrößeneinesMannes.Ein unscharferBegriff
wie kleineKörpergrößeist eineunscharfeTeilmengevon � . In unterschiedlichen
Kontextenwird ein Begriff i. A. verschiedendefiniert.EinenKontext interpretie-
ren wir dabeials Quelle einerDefinition. Insbesonderemeinenwir damit nicht
denZusammenhang,in dem wir die BedeutungeinesBegriffs klärenmöchten.
In Abschnitt1.1.2habenwir bei derBeschreibungvon Unsicherheitbereitsvor-
ausgesetzt,dassderZusammenhangfest ist. Im BeispielderkleinenKörpergröße
einesManneskönntemansich als Kontexte verschiedeneLänder, Zeitalteroder
verschiedenePersonenvorstellen,die denBegriff klein definieren.Wennwir die
BedeutungeinesBegriffs herausfindenmöchten,müssenwir unsalleKontexteaus
derjeweiligenAnwendungansehen,in denenWissenüberdenBegriff vorhanden
ist. Eineallgemeing̈ultigeDefinition desBegriffs solltemöglichstallenKontexten
gerechtwerden.

Die MengederKontexte bezeichnenwir mit ^ . In jedemKontext c 
_^ wird der
gesuchteBegriff als scharfeTeilmengevon � definiert.Dasgeschiehẗubereine
AbbildungΓ : ^`��� 2( , diejedemc 
a^ eineMengevonElementenaus� zuord-
net,die im Kontext c alsmöglicheDefinition desBegriffs angesehenwerden.Die
MengenΓ � c� heißenvageCharakteristika ; vagedeshalb,weil mangelsgenaue-
remWissenderBegriff nicht alsscharferWert u 
�� sondernnur alsTeilmenge
von � definiertwird. Wennwir alsBeispielfür KontexteeineMengevonPersonen
nehmen,dannwird jedePersonc 
_^ eineMengeΓ � c� von Körpergrößenfestle-
gen,diesiealskleineinstuft.Die AbbildungΓ fasstalsoverschiedeneDefinitionen
desgesuchtenBegriffs zusammen.

In einemzweitenSchrittwerdendenKontextenunddamitdenverschiedenenBe-
deutungendes Begriffs Gewichte zugeordnet.Die Gewichte werdenals Wahr-
scheinlichkeitenin einem Kontextmaßraum � ^?� 2 bc� Pb � formalisiert. Ein Ge-
wicht Pb � c� wird als dasZutrauenin die Korrektheitder Aussagevon Kontext
c oderalsdessenWichtigkeit angesehen[GK93a]. EinefrequentistischeInterpre-
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tation von Pb befindetsich in [Mat75]. Die vagenCharakteristikawerdendort
zuf̈allige Mengengenannt,weil siedurchdieAbbildungΓ andenAusgangc eines
Zufallsexperimentsgekoppeltsind.In unseremBeispielmit PersonenalsKontex-
ten werdenwir z.B. eineGleichverteilungfür Pb ansetzen,wennwir allen Per-
sonenin gleichemMaß vertrauenoder keine Informationenüber dasVertrauen
vorhandensind8. Bei n befragtenPersonenerḧalt dannjedePersonc dasGewicht
Pb � c�A	 1d n.

Überdie InversederFunktionΓ übertragenwir die WahrscheinlichkeitenPb auf
diezugeḧorigenvagenCharakteristika:

m� A� : 	 Pb � Γ e 1 � A�7� für alleA 
 2( (2.6)

mit Γ e 1 � A� : 	 /0, fallsA d
 Bild � Γ � . Die Abbildungm: 2( � � 0 � 1� heißtMaßbasis.
m� A� misstdasZutrauen,dassdieMengeA denBegriff beschreibt.EineMaßbasis
erfüllt folgendeBedingungen[Sha76]:

∑
A2 2f m� A��	 1 undm� /0 ��	 0 (2.7)

Die MengenA 
 2( mit positivem Zutrauenheißenfokale Elemente. Aus der
Maßbasiskonstruiertmanein Plausibilit ätsmaßdurchdie Vorschrift

Pl � A� : 	 ∑
B2 2f :
B5 A gh /0

m� B��	 ∑
B2 Bild & Γ - :

B5 A gh /0

Pb � Γ e 1 � B�7� (2.8)

Ein PlausibiliẗatsmaßPl ist ein unscharfesMaß,vgl. AnhangB.1, undmisstdie
PlausibiliẗatderAussageu 
 A. Damit definierenwir einePlausibilit ätsdichte

pl � u� : 	 Pl � � u �Y��	 Pb � � c � u 
 Γ � c�6�Y�i� (2.9)

welche die Plausibiliẗat eineseinzelnenWertesu misst. Plausibiliẗatsmaßund
PlausibiliẗatsdichteabstrahierenInformationenüber die Kontexte. Man kann an
derPlausibiliẗat pl � u� nur ablesen,wie großdie WahrscheinlichkeitderKontexte
ist, in denenx 	 u plausibelist. QualitativeInformationengehenverloren;sokann
mannicht mehrrekonstruieren,welcherKontext für welcheInformationverant-
wortlich ist. Dasbedeutetinsbesondere,dassdieAbbildungdervagenCharakteri-
stikaΓ � c� aufdiePlausibiliẗatsdichtenicht injektiv ist: VerschiedeneAbbildungen
Γ könnendieselbePlausibiliẗatsdichteerzeugen.In dieserHinsicht komprimiert
einePlausibiliẗatsdichteInformationen.

Falls die vagenCharakteristikascharfeWertesind,d.h. für alle c 
_^ gilt Γ � c��	� uc � mit uc 
P� , dannist die PlausibiliẗatsdichteeineWahrscheinlichkeitsdichte.
8Insufficientreasonprinciple: Bei Unwissenwird eineGleichverteilungangenommen.
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Abbildung 2.2: Plausibilitätsdichte für kleine Körpergrößen erwachsener Männer

JekleineralsodieMengenΓ � c� werden,destopräziserwird dasWissenunddesto
mehrnähernwir unseinerWahrscheinlichkeitsdichtean.Insbesonderekannman
beweisen,dasseinePlausibiliẗatsdichteeineobereSchrankefür eineWahrschein-
lichkeitsdichteist.

Wie bereitsangedeutet,verwendenwir in großenTeilen derArbeit dasKontext-
modell als konkreteSemantikunscharferMengen.Insbesonderewird damit ein
unscharferBegriff B̃ durcheinePlausibiliẗatsdichteplB̃ definiert.In derPossibi-
lit ätstheoriedeutetmandieseIdentifikationfolgendermaßen:UnterderAnnahme,
dassdie Variablex denunscharfenWert B̃ annimmt,gibt plB̃ � u� die Plausibiliẗat
von x 	 u an.

Abbildung 2.2 zeigt die Plausibiliẗatsdichteder VariablenKörpergrößeunterder
Annahme,dassein kleiner erwachsenerMann beschriebenwird. Das Ergebnis
geht aus einer Umfrage mit 22 Personenhervor. Dabei definiert jede Person
als Kontext eine Menge von Körpergrößen,die sie mit klein bezeichnet.Zum
Versẗandnisder Abbildung musserwähntwerden,dassdie Personengleichzei-
tig noch die Begriffe sehrklein, normal, groß und sehrgroß definierensollten.
Die größtePlausibiliẗat liegt mit etwa0,86im Intervall

�
160cm� 164cm� . Dassan

keinerStelleeinePlausibiliẗat von einsvorliegt, bedeutet,dasseskeineKörper-
größegibt, die alle Befragtenals klein bezeichnen.Lediglich 86%derBefragten
konntensich auf obigesIntervall einigen.Die Unscḧarfe desBegriffs klein ent-
stehtalsodurcheineAbstraktionüberderMengevon Kontexten, in diesemFall
derbefragtenPersonen.

Alternativ zu der InterpretationeinesunscharfenBegriffs als Plausibiliẗatsdich-
te verwendenwir sogenannteLikelihood-Funktionen. EineLikelihood-Funktion
L � B̃;u�A	 P � B̃ � u� misstdieWahrscheinlichkeitdesunscharfenBegriffs B̃ unterder
Annahme,dassx 	 u. Wir werdennunzeigen,dasswir Plausibiliẗatsdichtenund
Likelihood-Funktionenmiteinanderidentifizierenkönnen:plB̃ � u��	 P � B̃ � u� . Dazu
gehenwir wiederumvon einerKontextmengê aus.Zu einemgegebenenu 
�
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suchenwir alle Kontexte c 
j^ , in denenu als definierenderWert desBegriffs
gilt. Anstattdie PersonenausunseremBeispielzu bitten,einescharfeMengefür
kleine Körpergrößenzu definieren,könntenwir sie bei jedermöglichenKörper-
größefragen,ob siediesealskleinbezeichnenwürdenodernicht.Wir haltenalso
u fest und erhaltenfür jedenKontext c die Information,ob u 
 Γ � c� . In dieser
Weisekonstruierenwir die Abbildung Γ. Für die WahrscheinlichkeitoderLike-
lihood gilt dannP � B̃ � u�@	 Pb � � c � u 
 Γ � c�6�Y� , wasnach(2.9) derDefinition einer
Plausibiliẗatsdichteentspricht.

Wennmandavon absieht,dassdieseKonstruktionvon Γ nicht immer praktisch
durchf̈uhrbarist, sehenwir dochdieVerwandtschaftderKonzepteKontextmodell
undLikelihood.SokönntemanbeikontinuierlichenUniversenwie denmöglichen
KörpergrößenzwarpraktischnichtnachjederKörpergrößefragen,dieÄquivalenz
beiderModelle ist abertrotzdemunmittelbarklar. Im größtenTeil dieserArbeit
verwendenwir Plausibiliẗatsdichten,um unscharfeBegriffe zu beschreiben.An
einigenStellenist jedochdieDarstellungdurchLikelihood-Funktionenumeiniges
einfacher. In der Literatur findet man die InterpretationunscharferMengenals
Likelihood-Funktionenbeispielsweisein [His88,DMP93,Tho95].

2.3.2 Operationen auf unscharfenBegriffen

Wichtig für denweiterenVerlaufderArbeit sindOperationenauf unscharfenBe-
griffen, alsoSchnitt,VereinigungundKomplementbildungderdefinierendenun-
scharfenMengen.In Abschnitt2.1habenwir mit t-Norm,co-t-NormundKomple-
mentfunktionbereitsKlassenvon Operatorenkennengelernt,mit denenunscharfe
Mengenverkn̈upft werdenkönnen.DadieseArbeit aufderInterpretationunschar-
fer Mengenals Plausibiliẗatsdichtenaufbaut,definierenwir die Operationenhier
für Plausibiliẗatsdichten.

Für dieseBetrachtunggehenwir davon aus, dassdie Plausibiliẗatsdichtenal-
ler Begriffe auf demselbenKontextmaßraumberuhen.Wir folgen hier den De-
finitionen in [KGK95], bei denendie drei Operationenfür jedenKontext c auf
Durchschnitt,Vereinigungund Komplementbildungder vagenCharakteristika
Γ � c� zurückgef̈uhrt werden.Beim Komplementbeispielsweisewird ein Kontext
c nicht mehrmit derMengeA 	 Γ � c� verkn̈upft, sondernmit ihremKomplement
A:k	 Γ � c�/:P	l��m Γ � c� . Wennz.B. eine PersondasIntervall

�
155cm� 170cm� für

kleineKörpergrößenangibt,soliegennicht kleineKörpergrößenausihrerSichtin
derMenge

�
1cm� 300cm�nm � 155cm� 170cm�o	 � 1cm� 155cm�p8 � 170cm� 300cm� .

Definition 2 Seien Ã und B̃ unscharfe Begriffe über dem Kontextmaßraum� ^?� 2b � Pb � . DannwerdenSchnitt,VereinigungundKomplementwiefolgt definiert:



26 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN� Schnitt Ã 4 B̃: ΓÃ5 B̃ � c� : 	 ΓÃ � c�p4 ΓB̃ � c�� VereinigungÃ 8 B̃: ΓÃ 9 B̃ � c� : 	 ΓÃ � c�p8 ΓB̃ � c�� KomplementÃ: : ΓÃ; � c� : 	 ΓÃ � c� :
Für die Verkn̈upfungderzugeḧorigenPlausibiliẗatsdichtengilt damit

Satz1 Für Schnitt, VereinigungundKomplementvonBegriffengelten� max� 0 � plÃ � u�rq plB̃ � u�s� 1 ��t plÃ5 B̃ � u��t min � plÃ � u�6� plB̃ � u�6�� min � 1 � plÃ � u�pq plB̃ � u�6�Pt plÃ9 B̃ � u�@t max� plÃ � u�6� plB̃ � u�6�� plÃ; � u�A	 1 � plÃ � u�
Die Beweisefindetmanz.B. in [KGK95]. Direkt ausDefinition 2 folgt ein Spe-
zialfall von Satz1, derim weiterenVerlaufben̈otigt wird.

Korollar 2 Seien Ã und B̃ unscharfe Begriffe über dem Kontextmaßraum� ^u� 2 b � Pb � . Falls die MengenΓÃ � c� und ΓB̃ � c� für alle Kontexte c 
j^ disjunkt
sind,gelten:� plÃ 5 B̃ v 0� plÃ 9 B̃ v plÃ q plB̃

Insbesonderedie leereSchnittmengeerscheintzun̈achstnicht intuitiv, wennman
Plausibiliẗatsdichtenz.B. von Ã und Ã: betrachtet.Die beidenFunktionenüber-
lappensich offensichtlich,weshalbman einemu 
 � im Überlappungsbereich
mit PlausibiliẗatsgradplÃ � u� denBegriff Ã undentsprechendmit GradplÃ; � u��	
1 � plÃ � u� dasKomplementÃ: zuordnet.AusdieserSichterwartetman,dasszu-
mindestmit gewissemPlausibiliẗatsgradeineunscharfeSchnittmengeexistiert,so
wie dasin derklassischenTheorieunscharferMengenderFall ist (Minimumbil-
dungder Zugeḧorigkeitsfunktionen).Auf der anderenSeitejedocherklärt jeder
Kontext c die Begriffe Ã und Ã: für disjunkt; innerhalbdesKontextmodellsexi-
stiertkeineEvidenzfür einenichtleereSchnittmenge.Wir gebendaher

Definition 3 Seien Ã und B̃ unscharfe Begriffe über dem Kontextmaßraum� ^u� 2 b � Pb � . Ã undB̃ heißendisjunkt genaudann,wennΓÃ � c� undΓB̃ � c� für alle
c 
_^ disjunktsind.

Zwei disjunkteBegriffe Ã undB̃ werdenalsonachKorollar2 verkn̈upft.Mansieht
leicht, dassKomplementbildung,Schnitt- und Vereinigungsoperationdisjunkter
Begriffe denAxiomenunscharferMengenoperationengehorchen;insbesondereist
die Schnittoperationeinet-Norm unddie Vereinigungsoperationeineco-t-Norm.



Kapitel 3

Standder Technik

Wir gebenhier einenÜberblicküberAnsätzefür regelbasiertesSchließenim Be-
reichunscharferInformationsverarbeitungundbeurteilensiebez̈uglichdergestell-
tenZiele undAnforderungen,die in Abschnitt1.3erläutertwurden:

1. MehrstufigesunscharfesSchließen

2. EffizienzhinsichtlichSpeicher- undRechenaufwand

3. VersẗandlichkeitundExaktheitunscharferErgebnisse

4. IntegrationvonInformationenverschiedenerSemantiken

Bis auf die Ansätze aus dem Bereich speziellerFunktionsapproximatoren be-
schr̈ankenwir uns von vornhereinauf Verfahren,die mehrstufigesunscharfes
Schließenerlauben,alsodie ersteAnforderungerfüllen.

Wir werdendieAnsätzein dreiKlasseneinteilen,diebeschreiben,wie einemehr-
stufigeInferenzberechnetwird, undsodirekt Bezugauf Anforderung2 nehmen.

V1: MehrstufigesSchließenaufgrobgranularerEbene

V2: EinstufigesSchließenauf grobgranularerEbene,vor Einsatzder nächsten
StufeSchrittauf feingranularerEbene

V3: MehrstufigesSchließenauf feingranularerEbene

Ein Ziel der Arbeit ist, zu einemV1-Verfahrenzu gelangen.Ein Verfahren,das
mehrstufigesSchließenauf grobgranularerEbeneermöglicht, ist sehreffizient,
weil dasWissendurchwenige,grobgranulareInformationseinheitenrepr̈asentiert
undauf dieserEbeneauchverarbeitetwird. Rechen-undSpeicheraufwandeines
V1-Verfahrenshängendamit nur von derAnzahldergrobgranularenInformatio-
nenab. BeiV2-Verfahrenist vor demEinsatzjederRegelstufeeinteurerSchrittauf
feingranularerEbenenötig undV3-Verfahrenoperierenausschließlichauffeingra-
nularerEbene,weshalbsieextremaufwändigsind.

Für eine Beurteilung der Ansätze bzgl. der Anforderungen3 und 4 ben̈oti-
gen wir noch eine KlassifikationverschiedenerArten der Semantikunscharfer
Begriffe bzw. Mengen.In den meistentheoretischenArbeiten wird nicht defi-
niert, wasder Zugeḧorigkeitsgradzu einerunscharfenMengekonkretbedeutet;
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als eherphilosophischerAnsatz werdenvageBedeutungenwie Wahrheitsgrad
[Zad75, Haj99, DP91b] oder Possibilität [Zad78,DP88, DP91a] angenommen.
Auf BasisdieservagenBedeutungenwerdenAxiome definiert,die für die Ver-
knüpfungvon Zugeḧorigkeitsgradengeltensollen.Wasaberz.B. die Zahl 0,7 als
Zugeḧorigkeitsgradbedeutetundwo sieherkommt,bleibt offen. Wir bezeichnen
solcheErklärungenvon Zugeḧorigkeitsgradenals abstrakte Semantik. Im Ge-
gensatzdazustehenAnsätzewie dasKontextmodellausAbschnitt2.3,welchedie
BedeutungderZugeḧorigkeitsgradekonkretfestlegen;wir nennendiesim weite-
renVerlaufkonkreteSemantik unscharferMengen.

Für Anforderung3 prüfen wir, ob die unscharfenSchl̈ussederVerfahrengleich-
zeitig auf grobgranularerEbene(Versẗandlichkeit)undfeingranularerEbene(Ex-
aktheit)dargestelltwerden.Dabeiverlangenwir, dassdie unterliegendenTheori-
enauf einerkonkretenSemantikberuhenunddie Beziehungzwischengrob-und
feingranularerEbenewohldefiniertist. Schließlichuntersuchenwir für Anforde-
rung4, obdieAnsätzeInformationenverarbeitenkönnen,diesichhinsichtlichder
Art undOrdnungder Unscḧarfeoderder Form der Beschreibungunterscheiden.
DabeimüssendieseverschiedenenQualiẗatenvonInformationenkonkreteSeman-
tikenaufweisen,damitwir derenkorrekteIntegrationsicherstellenkönnen.

In derLiteratur1 überregelbasiertesunscharfesSchließenwird zwischenunschar-
fen Produktionsregeln2 und Verfahrenunterschieden,die auf dem Prinzip von
Kombination/Projektionberuhen.DasPrinzipvon Kombination/Projektionhaben
wir bereitsin Abschnitt 2.2 als klassischesVerfahrenfür unscharfesSchließen
besprochen.InsbesonderedieEffizienzproblemewerdenmit unscharfenProdukti-
onsregelngemindert,wie wir untensehenwerden.Darüberhinausbetrachtenwir
denRegler von MAMDANI alsSonderfallderbeidengenanntenAnsätzesowie in-
terpolierendesunscharfesSchließenund spezielleFunktionsapproximatoren, die
insbesondereim BereichunscharferRegelungbenutztwerden.

Prinzip von Kombination/Projektion (PKP) [Zad75,Zad79] Regelnwerden
auf grobgranularerEbeneformuliert, aberauf feingranularerEbenealsunscharfe
Relationenauf demkartesischenProduktderzugrundeliegendenUniversenfor-
malisiert.Die Modellierungbewegt sichdamit auf feingranularerEbene.Für die
BerechnungdesunscharfenSchlussesmit der sup-min-Komposition(2.3) bildet
mandasSupremumüberdenEinzelheitenu 
� . DieserInferenzvorgangspielt
sich also ebenfallsauf feingranularerEbeneab. Damit geḧorendieseVerfahren
zurKlasseV3. DasunscharfeErgebniseinerInferenzist außerdemnichtaufgrob-
granularerEbenebeschreibbar. Es liegt als unscharfeMengeauf feingranularer
Ebenevor, die von den unscharfenBegriffen der Regelkonsequenzen losgel̈ost

1siehez.B. [DP91a, YT97]
2engl.fuzzyproductionrules
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ist; Anforderung3 wird nicht erfüllt. Die VerfahrendesPKPwarenzun̈achstnur
mit einerabstraktenSemantikausgestattet.So lässtsich in derPossibiliẗatstheo-
rie z.B. die sup-min-Kompositionmit GÖDELS Inferenzrelation[Got89] auf ab-
strakterEbeneeindeutigals Inferenzmechanismusherleiten[Spo94,Spo99].Un-
terAnnahmedersup-min-KompositionalsInferenzmechanismusgelingtmit dem
Kontextmodelldie HerleitungderGödelrelationauf derBasiseinerkonkretenSe-
mantik [Geb92,GK93b]. Insgesamtist unsaberkeinevern̈unftigeErklärungdes
Gesamtmechanismusauf derBasiseinerkonkretenSemantikbekannt,womit An-
forderung4 fällt.

Unscharfe Produktionsregeln (UPR) Eine Inferenzauf der Basisunscharfer
Produktionsregelnbestehtausvier Schritten:

1. Mustervergleich3: Vergleich einerunscharfenEingabemit denAntezeden-
zienderRegeln

2. Regelauswahl:WahlderRegeln,derenAntezedens
”
gen̈ugend“ mit derEin-

gabeübereinstimmt

3. Feuern:partiellesAktivierenderKonsequenzendergewähltenRegeln

4. Adaption: Die Konsequenzender Regeln werdenabḧangig vom Aktivie-
rungsgradmodifiziertundzusammengefasst.

Der MustervergleicheinerunscharfenEingabeÃR mit einemAntezedens̃A resul-
tiert in einemSkalar. DieserkanndieÜbereinstimmungvon ÃR undÃ hinsichtlich
verschiedenerKriterienmessen;gebr̈auchlichsindKonsistenz, z.B. eineFormvon
MöglichkeitΠ � Ã � ÃR � [CFP82],und Ähnlichkeit, wie etwaeineunscharfeVersion
desHausdorff-Abstands[DP83]. Die BerechnungdesSkalarswird auf feingra-
nularerEbenedurchgef̈uhrt.Anschließendwerdenalle Regelnherausgesucht,bei
denendie ÜbereinstimmungdesAntezedensmit der unscharfenEingabeeinen
Schwellenwert,im Zweifelsfall null, überschreitet.Die zugeḧorigenKonsequen-
zenwerdenüberdenGradderÜbereinstimmungmodifiziertundzusammengefasst
(Konsistenzverfahren[MS89], Ähnlichkeit[DP83]).DieserInferenzvorgangspielt
sich auf grobgranularerEbeneab,da pro Regel nur ein Skalarvon demAnteze-
denszumKonsequensgereichtwird. Am EingangdernächstenRegelschichtmuss
aberwiedereineaufwändigeMessungderÜbereinstimmungenauf feingranularer
Ebenedurchgef̈uhrt werden.Damit geḧorendie meistenVerfahrenauf derBasis
vonProduktionsregelnzurKlassederV2-Verfahren.EineAusnahmeistderRegler
vonMAMDANI, beidemderÜbergangvoneinerzurnächstenSchichtaufgrobgra-
nularerEbeneberechnetwerdenkann[CP96].Bei Anforderung3 unterscheiden
sichverschiedeneMethodenvon UPR.Bei demAnsatzin [YT97] wird nur eine

3engl.patternmatching
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heuristischeInterpretationder Schl̈usseauf grobgranularerEbeneohnejegliche
Semantikangegeben;dasgilt ebensofür die BerechnungdesSchlussesauf fein-
granularerEbene.Beim Regler von MAMDANI ergebensichexakteSchl̈usseauf
feingranularerEbene,die auf grobgranularerEbenenicht sinnvoll gedeutetwer-
denkönnen.Sehrinteressantist derAnsatzin [MS89], derAnforderung3 nahezu
erfüllt. Er basiertaberauf eineraxiomatischdefinierten,abstraktenSemantik,de-
renRelevanzfür praktischeAnwendungenunklar ist. Daherwird Anforderung4
nicht erfüllt.

Reglervon M AM DANI [MA75] DieserAnsatznimmtinsoferneineSonderstel-
lungein,alser sowohl demPrinzipvonKombination/ProjektionalsauchdenPro-
duktionsregeln zugeordnetwerdenkann.Zudemgeḧort er zu denV1-Verfahren,
wie dieErgebnissein [CP96]zeigen.Die unscharfenSchl̈ussesindnichtaufgrob-
granularerEbeneinterpretierbar, wie bereitsbeidenUPRerwähntwurde.DerAn-
satzvon MAMDANI lässtsichmit abstrakterSemantikherleiten[Wei95a, Wei95b]
undzumindestapproximativ mit konkreterSemantikbelegen(Gleichheitsrelatio-
nen) [KK93, KGK95].

Interpolier endesunscharfes Schließen Ein V1-Verfahrenist der Ansatz in
[SH98], der unscharfesSchließenauf der Basisvon Interpolation4 [KH93] und
Analogien5 realisiert.Dabeiwird ein Abstandzwischender unscharfenEingabe
ÃR unddemAntezedens̃A gemessenundaufdieSeitedesKonsequens̈ubertragen.
Die Berechnungnimmt auchRücksichtauf die Unscḧarfe der benutztenInfor-
mationen.Unklar bleibt, wie eineInferenzmit mehrerenRegeln berechnetwird.
Die Autorendeutenlediglich für zwei Regeln eineArt linearerInterpolationan.
UnscharfeSchl̈usseliegennur auf feingranularerEbenevor, Anforderung3 wird
nichterfüllt. Weiterhinwird denunscharfenMengenkeinerleiSemantikunterlegt.
Die Definition desAbstandsmaßesweist zwar auf die implizite Annahmeeiner
Semantikauf Basisvon Ähnlichkeitenhin; ob undwie sichauf dieseWeiseaber
der Inferenzmechanismusherleitenlässt,bleibt offen.Damit wird Anforderung4
verletzt.

SpezielleFunktionsapproximatoren Zu dieserKlassegeḧorenderRegler von
TAKAGI /SUGENO [TS84], radialeBasisfunktionen6 [Pow87, PG90],FuzzyBa-
sisFunctions[WM92, ZS94,KM95], ANFIS [Jan92, Jan93], dieSugeno-Variante
von NEFPROX [NK99] undSpline-basierteSysteme[BH94,BH95, ZK96, ZK99].
Wir bezeichnensie als Pseudo-V1-Verfahren,da sie vom Rechenaufwandher in

4engl.interpolativereasoning
5engl.analogicalreasoning
6engl.radial basisfunctions(RBFs)
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dieKlasseV1 eingeordnetwerdenkönnen;sierealisierenallerdingskeinunschar-
fes Schließen.Es handeltsich um spezielleApproximatorenscharferFunktio-
nen,die zwar als regelbasiertinterpretiertwerdenkönnen,aberüberkeinekon-
kreteSemantikverfügen(rein funktionaleAnsätze).Im BereichunscharferRe-
gelungverdr̈angendie Funktionsapproximatorenin immer sẗarkeremMaßeden
Regler von MAMDANI, weil dessenSchließverhalteneinigeAnomalienaufweist
[Mik99, LH95]. Weiterhinist MAMDANIS Ansatz,wie auchdieanderenAnsätze,
dieaufdemPrinzipvonKombination/ProjektionbasierenoderzurKlassederPro-
duktionsregeln geḧoren,ungeeignet,um gegebeneDatenzu approximieren.Die
BedeutungderFunktionsapproximatorenim BereichunscharferRegelungqualifi-
ziert sietrotzmangelhafterSemantikalsAnsatzunscharferInformationsverarbei-
tung.Wir werdensehen,dassderAnsatzdieserArbeit alseineVerallgemeinerung
dieserVerfahrenverstandenwerdenkann.

PKP UPR MAMDANI Interpol. Approx.
mehrstufiges Schließen w w w w x

Effizienz x y w w w
Verständlichkeit

und Exaktheit
y y y x x

Semantik y y y x x
Tabelle 3.1: Leistungen verschiedener Ansätze im Vergleich

Tabelle3.1 fasstnocheinmaldie vorgestelltenAnsätzehinsichtlichderErfüllung
dergestelltenAnforderungenzusammen.

”
q “ bedeuteterfüllt,

”
X “ teilweiseerfüllt

und
”
� “ heißtnicht erfüllt. Bei Effizienzsteht

”
q “ für ein V1-Verfahren,

”
X “ für

V2 und
”
� “ für V3. Eine konkreteSemantikerḧalt in derviertenZeile ein

”
q “ ,

eineabstrakteSemantik
”
X “ undkeineSemantik

”
� “ . Der Ansatzvon MAMDANI

wird insgesamtambestenbewertet.Auch diesverdeutlicht,warumdasVerfahren
sopopul̈ar ist.

Insgesamtist festzustellen,dasskeinerderbekanntenAnsätzemehrals zwei der
vier Anforderungenbefriedigenderfüllt. An dieserStellesetztunsereTheoriean,
die effizientesmehrstufigesSchließenerlaubt,auf einerkonkreten,praxisrelevan-
tenSemantikbasiertundgleichermaßenversẗandlichewie exakteErgebnisselie-
fert.





Kapitel 4

Modellierung granularenWissens

DasZiel diesesAbschnittsist, die GranularisierungoderVergröberungvon Wis-
senzu formalisieren.Dabeiunterscheidenwir zwei Aspekte:die einfacheGrob-
heit von Informationenund die Partitionierungvon Universen.Zunächsteinmal
könnenwir einerVariableneinenunscharfenWert in Form einerunscharfenMen-
ge zuordnen.Wir gebenuns mit demgroben,unscharfenWert zufrieden,wenn
wir keinegenauereAussagetreffen könnenodereinepräzisereInformationin der
Anwendungirrelevantist. DieseAspektehabenwir in Kapitel 2 diskutiert.Wenn
wir aberfeststellen,dasswir in einer Anwendungnur wenigeunscharfeWerte
einerVariablenunterscheidenkönnenodermöchten,dannvergröbernoderparti-
tionierenwir dasUniversum,alsodie MengemöglicherWerteder Variablen.So
kanndieKörpergrößenichtmehrbeliebigeunscharfeWertealsunscharfeMengen
über

�
1cm� 300cm� annehmen,sondernnurnochin einerMengeunscharferBegrif-

fe wie � sehrklein, klein, normal,groß,sehrgroß� liegen.WissenüberdenWert
derVariablenformulierenwir dannausschließlichmit denunscharfenBegriffen.

Für die Versẗandlichkeitund ExaktheitunscharferInformationenist esentschei-
dend,die Beziehungzwischenden Darstellungenauf grobgranularerund fein-
granularerEbeneklar zu definieren.Die unscharfenGrundbegriffe einerPartiti-
on spiegelngewissermaßendenWortschatzdesEntwicklerswider, wenner über
Wertevon Variablenspricht.DaeinunscharferBegriff formaldurcheineunschar-
fe Mengedargestelltwird, liegt derunscharfeWertderVariablengleichzeitigauf
grobgranularerEbenealsunscharferBegriff undauf feingranularerEbenealsun-
scharfeMengevor. EineAussagederForm

”
Variablex hat denunscharfenWert

Ã.“ ist einerseitsversẗandlich,dawir Ã einenBegriff ausunseremWortschatzzu-
ordnenkönnen,undandererseitswohldefiniert,da wir seineBedeutungauf fein-
granularerEbenekennen.

Liegt abereinebeliebigeunscharfeBeobachtungvor, so kennenwir nur die un-
scharfeMengeauf feingranularerEbene.Für diesenFall müssenwir eineInter-
pretationauf grobgranularerEbenefinden,die unscharfeBegriffe ausunserem
Wortschatzbenutzt.

In diesemKapitel widmenwir unsdemProblem,wie unscharfeBegriffe undun-
scharfeMengenbzw. unscharfeAussagenauf grobgranularerund feingranularer
Ebenesemantischzusammenḧangen.In derLiteraturwird dieBidirektionaliẗatdes
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Zusammenhangszwischengrobgranularerund feingranularerDarstellungbisher
nichtbetrachtet.Im Allgemeinenwird WissenaufgrobgranularerEbeneentworfen
unddannauf feingranularerEbeneverarbeitet.Sowird zwarderEntwurf auf der
versẗandlichenEbeneunscharferBegriffe durchgef̈uhrt, dochgehtdie Versẗand-
lichkeit währendderVerarbeitungverloren.DerSchrittzurück aufdie grobgranu-
lareEbeneist nichtvorgesehen.

Die Grundideealler weiterenBetrachtungenist die Kombinationvon Begriffen,
die wir auchin deralltäglichenSprachebenutzen.Dort treffen wir nichteindeuti-
geZuordnungenwie

”
Der Mannwargroßbis sehrgroß.“ oder

”
Die Haarfarbeist

wenigerhellblond, ehermittelblond.“ Wir beschreibenBeobachtungenalsodurch
die Kombinationvon unscharfenBegriffen, welchein dieserWeiseunserenBa-
siswortschatzbilden.Dabeiversehenwir unscharfeBegriffe ausdemBasiswort-
schatzmit Gewichtungenwie eher oderwenigerund kombinierensie zu neuen
unscharfenWerten.Formal gesehenbildet der Basiswortschatzauf dieseWeise
ein Erzeugendensystemfür unscharfeWerte.

Wir werdenin diesemKapitel klären,wie wir Gewichtungenunddie Kombinati-
onsoperatorenmathematischformalisieren.Als Ergebniserhaltenwir ein seman-
tisch fundiertesVerfahren,dasauseinerversẗandlichenKombinationunscharfer
Begriffe einenunscharfenWert in Form einerunscharfenMengeerzeugt.Wir be-
zeichnendiesenVorgangalsSyntheseeinerunscharfenMenge.Umgekehrtgeben
wir Verfahrenan,umauseinerunscharfenMengeeineKombinationvonBegriffen
abzuleiten,wasdannder InterpretationeinerunscharfenBeobachtungentspricht.
Wir nennendiesAnalyseeinerunscharfenMenge.

SyntheseundAnalysesindgrundlegendneueAnsätzefür dieDarstellungunschar-
fer Informationen.Wir werdenim weiterenVerlaufderArbeit sehen,dasssieden
Grundsteinfür dieVersẗandlichkeitunscharferSchl̈usseunddieEffizienzunschar-
fer Informationsverarbeitunglegen.

In Abschnitt4.1 zeigenwir, wie manUniversenpartitioniert.Wir bauendasVer-
fahrenaufdenAnforderungenVollständigkeitundKonsistenzderPartitionauf,die
wir vomscharfenaufdenunscharfenFall übertragen.Darausresultiertdieelemen-
tareDefinitioneinesunscharfenGrundbegriffs. Anschließendformalisierenwir in
Abschnitt4.2 die Kombinationvon Grundbegriffen, insbesonderedefinierenwir
die SyntheseundAnalyseunscharferMengen.

4.1 Partitionierung von Universen

Einer der zentralenPunktedieserArbeit ist die Partitionierungvon Universen
durchunscharfeBegriffe. Als Beispielbetrachtenwir wiederummöglicheKörper-
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größenerwachsenerMännerim Bereich
�
1cm� 300cm� . Für viele Entscheidungen

reichtesaus,die Körpergrößenur grobzu kennen.Beim Autofahrenwerdenwir
z.B. kleinePersonenauf derRückbankundgroßePersonenauf denVordersitzen
platzieren.Wir teilen alsodie Grundmenge

�
1cm� 300cm� in Bereicheauf, die in

unsererAnwendungmit Bedeutungenbelegt sind. Für Personenbeschreibungen
werdenwir etwa fünf Bereicheerwarten,die wir mit denunscharfenBegriffen
sehrklein, klein, normal, groß und sehrgroß bezeichnenkönnen.DieseBegrif-
fe bildendie Partition desUniversumsundgleichzeitigdenGrundwortschatz,das
Vokabular, auf dessenBasisSchl̈ussegezogenwerden.Grunds̈atzlichnehmenwir
an,dassdie FeinheitderPartition derAnwendungangemessenist, wobeiwir nur
endlichePartitionenbetrachten.

Wir stellenan einePartition folgendeAnforderungen.Sie soll ein Universumso
vergröbern,dass

1. das ganzeUniversumerfasstwird: Jedemögliche feingranulareAussage
mussvon derPartition eingefangenwerden.

2. maximaleDifferenzierunggewährleistetwird: Aussagen,dieaufgrobgranu-
larerEbeneunterscheidbarsind,müssendurchdiePartitiongetrenntwerden.

Die Anforderungenlassensich formal durch zwei Eigenschaftenbeschreiben:
Vollständigkeitund Konsistenz. Im Fall einer scharfenEinteilung einesUniver-
sumsin Teilbereichebedeutetdas:� EineEinteilungist vollständig, wennsiedengesamtenWertebereicḧuber-

deckt,d.h. wenndie VereinigungderTeilbereichedieGrundmengeergibt.� EineEinteilungist konsistent, wennsichdie Teilbereichenicht überlappen.

Im Beispiel der Körpergrößen ist eine Einteilung des Bereiches
�
1cm� 300cm�

vollständig,wennjedescharfeKörpergrößemindestenseinemTeilbereichzuge-
ordnetwerdenkann.Die Einteilungist konsistent,wennjedescharfeKörpergröße
höchstenseinemTeilbereichangeḧort. Eine vollständigeund konsistenteEintei-
lung nennenwir Partitionierung , dasResultateinePartition .

Um zu einerunscharfenPartition zu gelangen,verallgemeinernwir denBegriff
einer scharfenPartition im SinnedesKontextmodellsausAbschnitt 2.3.1.Das
Ergebnisist eine EinteilungdesUniversumsin unscharfestatt in scharfeMen-
gen. Im Kontextmodell wird eine unscharfeMenge als Abstraktion über einer
Menge von Kontexten definiert. JederKontext bestimmteine scharfeMenge,
die mit der WahrscheinlichkeitdesKontextes gewichtet wird. Die gewichteten
Mengenwerdenschließlichzusammengefasst,wodurchdie unscharfeMengeals
Plausibiliẗatsdichtedeterminiertwird. Wir verallgemeinernscharfePartitionenauf
die gleicheWeisezu einer unscharfenPartition, wie wir die scharfenMengen
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zu einer unscharfenMengekombiniert haben.JederKontext liefert eine schar-
fe Partition des Universums.Wenn wir k Teilbereicheannehmen,erhaltenwir
auf dieseWeisek Plausibiliẗatsdichten.Wir bitten z.B. n Personen,denBereich��	 � 1cm� 300cm� in Bezugauf die Körpergrößevon Männernin fünf scharfe,
disjunkteMengenaufzuteilen,alsozu partitionieren.Die Intervalle sollendie Be-
griffe B̃ 
�Cz	{� sehrklein,klein,normal,groß,sehrgroß� modellieren.Wir erhalten
von derPersonc für jedenBegriff B̃ eineMengeΓB̃ � c� . Für jedenBegriff bilden
wir überden Kontextmaßraumdie Plausibiliẗatsdichte.Abbildung 4.1 zeigt das
ErgebniseinerBefragungvon 22Personen.

Wir verlangenbei dieserVorgehensweise,dassjeder Kontext eine scharfePar-
tition der Grundmengegenerierenmuss,die alsovollständigund konsistentist.
DieseForderungscheintsehrstark,waswir unsanhanddesBeispielsderKörper-
größenveranschaulichenkönnen:Eine Personhat u.U. Schwierigkeiten,erstens
die Grenzezwischenzwei Bereichengenauanzugebenund zweitensbestimmte
KörpergrößeneindeutigeinemBegriff zuzuordnen.DieseUnscḧarfemodellieren
wir abermit unseremAnsatzebenfalls,wennauchindirekt: Wir erzwingenzwar
in jedemKontext einescharfeAussage,diesgeschiehtabervor demHintergrund,
dassdie UnsicherheitjedesKontextesdurchdie Variationin denAussagenaller
Kontexteausgedr̈ucktwird. Damit gebenwir

Definition 4 EineendlicheMengeC unscharferBegriffe übereinemKontextmaß-
raum � ^?� 2 b � Pb � heißtunscharfePartition desUniversums� , wenndie vagen
CharakteristikaΓB̃ derunscharfenBegriffe B̃ 
|C folgendeBedingungenerfüllen:
Für alle c 
\^ gilt

Überdeckung: }̃
B 2W~ ΓB̃ � c�A	�� (4.1)

paarweiseDisjunktheit: � Ã �	 B̃ 
�C : ΓÃ � c�p4 ΓB̃ � c��	 /0 (4.2)

Ein ElementeinerunscharfenPartition heißtunscharferGrundbegriff.

JederKontext c bringt so eine scharfePartition desUniversums� hervor. Alle
BereicheΓB̃ � c� dieserscharfenPartition werdendadurchmit dergleichenWahr-
scheinlichkeitPb � c� belegt. Die Definition könntedahingehenderweitertwerden,
dassjederGrundbegriff durcheineeigeneKontextmengegebildetwird. Beispiels-
weisekönntenfür jedenGrundbegriff anderePersonengruppenbefragtwerden;die
Begriffe werdendannunabḧangigvoneinanderdefiniert.Da die Elementeeiner
PartitionierungaberwegenderVollständigkeitundKonsistenzinhärentabḧangig
voneinandersind, erscheinteineErweiterungauf mehrereKontextmengennicht
sinnvoll.
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Abbildung 4.1: Unscharfe Körpergrößen erwachsener Männer: die Plausibilitätsdichten der
Grundbegriffe sehr klein, klein, normal, groß und sehr groß (von links nach
rechts)
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Die FragenachKonsistenzundVollständigkeitderunscharfenPartition wird mit
folgenderÜberdeckungseigenschaftbeantwortet.

Satz3 (Überdeckungseigenschaft)Für diePlausibilitätsdichtenderBegriffe ei-
nerunscharfenPartition C gilt:� u 
�� : ∑̃

B2W~ plB̃ � u�A	 1 (4.3)

InsbesonderesindGrundbegriffedisjunkt.

Beweis:

∑̃
B 2W~ plB̃ � u��	 ∑̃

B 2W~ ∑
c2 b � � u2 ΓB̃ & c- ] Pb � c�	 ∑

c2 b Pb � c� ∑̃
B 2W~ � � u 2 ΓB̃ & c-	 ∑

c2 b Pb � c�	 1

mit derIndikatorfunktion� � Bedingung	 � 1 � falls Bedingungwahr

0 � sonst
(4.4)

Die DisjunktheitderGrundbegriffe folgt unmittelbarausdenDefinitionen4 und3
von Grundbegriff undDisjunktheit. �
Gleichung(4.3)beschreibtgleichzeitigdie Vollständigkeitunddie Konsistenzei-
ner unscharfenPartition. Einerseitsverallgemeinertdie GleichungscharfeVoll-
sẗandigkeit,denndie Summeder Plausibiliẗatenmussim scharfenwie im un-
scharfenFall größerodergleicheinssein.Die Verallgemeinerungliegt darin,dass
im Fall scharferMengenplB̃ � u�.
{� 0 � 1 � , hier aber plB̃ � u��
 � 0 � 1� gilt. Analog
fordernwir andererseitsfür die Disjunktheit,dassdie SummederPlausibiliẗaten
kleinerodergleicheinsist. Zusammenergibt sichdamitdie Überdeckungseigen-
schaft(4.3).

In derLiteraturfindetmandieÜberdeckungseigenschaftauchunterdemStichwort
partition of unity. Siewird oft als Faustregel für denEntwurf unscharferGranu-
larisierungenbenutzt[DHR93], i. A. aberohnepräziseRechtfertigung.In unse-
remFall wie auchbei der Interpretationvon unscharfenMengenalsLikelihood-
Funktionen[DMP93] ergibt sich die Überdeckungseigenschaft konstruktions-
bedingtausderTheorie.Bei Likelihood-FunktionenstehtallerdingsnichtderGe-
dankeim Vordergrund,einUniversumvollständigundkonsistentaufzuteilen.Die-
seEigenschaftensindnur implizit in denAxiomenderWahrscheinlichkeitstheorie
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enthalten.Insbesonderespielt aberdie Disjunktheitder unscharfenGrundbegrif-
fe, die ausderKonsistenzfolgt, einewesentlicheRolle bei derKombinationvon
Grundbegriffen im folgendenAbschnitt.

4.2 Kombination unscharfer Grundbegriffe

Wie in der alltäglichenSprachewerdenwir unscharfeGrundbegriffe dazu be-
nutzen,unscharfeBeobachtungenzu beschreibenoderAussagenzu treffen. Wir
drückeneinegegebeneSituationdurchdenWortschatzaus,derin derAnwendung
definiertist. Dafür benutzenwir gewichteteKombinationenvon Grundbegriffen;
weiterobenhabenwir mit derAussage

”
Die Haarfarbeist wenigerhellblond, eher

mittelblond.“ schoneinBeispielgesehen.WährendhierBegriffe mit linguistischen
Gewichtenwie wenigerundeherversehenwerden,greifenwir in dermathemati-
schenFormalisierungauf numerischeGewichtezurück: Wir modellierendie Ge-
wichtealsWahrscheinlichkeiten.

UnterdergewichtetenKombinationunscharferBegriffeverstehenwir dieVereini-
gunggewichteterunscharferBegriffe. Als formaleAussagebedeutetdies

”
x 	 Ã

mit WahrscheinlichkeitP~ � Ã� , oderx 	 B̃mit WahrscheinlichkeitP~ � B̃ � , oder G7G7G “
ManbeachteandieserStelle,dassmanumgangssprachlichdieDisjunktion

”
oder“

gerndurch
”
und“ ersetzt:

”
Der Täterwar zu 70% groß und zu 30% sehrgroß.“

LediglichbeigleicherGewichtungwird
”
oder“ benutzt:

”
DerTäterwargroßoder

sehrgroß.“ Formalhandeltessichaberum eineDisjunktion.

KombinierteunscharfeAussagensind auf grobgranularerEbenedefiniert. Wie
ein einzelnerunscharferBegriff wird aucheineKombinationunscharferBegrif-
fe durcheineunscharfeMengeauf denEinzelheitenerklärt.Die Übersetzungder
Kombinationvon der grobgranularenEbeneder Begriffe auf die feingranulare
EbenederunscharfenMengennennenwir SyntheseeinerunscharfenMenge.Den
Rückweg,alsodie InterpretationeinerunscharfenMengedurcheineKombination
vonBegriffenaufgrobgranularerEbenebezeichnenwir alsAnalysederunscharfen
Menge.Abbildung4.2 illustriert nocheinmaldie beidenAspekteeinerKombina-
tion: Die versẗandlicheunscharfeAussageunddieunterliegendeunscharfeMenge
sinddurchSyntheseundAnalysemiteinanderverkn̈upft.

4.2.1 Begriffswahrscheinlichkeiten

Für alleweiterenBetrachtungengehenwir davonaus,dasseineunscharfePartitionC desUniversums� durchunscharfeGrundbegriffe gegebenist.Auf C definieren
wir einenBegriffsmaßraum � C� 2~ � P~ � , mit demwir die Begriffswahrschein-
lichkeiten P~ � � B̃ �Y� für B̃ 
|C messen.DerLesbarkeithalberschreibenwir P~ � B̃ �
stattP~ � � B̃ �Y� .
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grobgranular

feingranular

Synthese Analyse

x ist Ã mit 10%, B̃ mit 60% und C̃ mit 30%.

x

Abbildung 4.2: Synthese und Analyse einer unscharfen Menge

Esist nicht trivial, dassdieKonstruktiondesBegriffsmaßraumsvern̈unftig ist.Das
Problemliegt darin, dasswir mit P~ � B̃� nicht nur die Wahrscheinlichkeiteines
unscharfenBegriffs als einesElementsvon C messen,sondernauchdie Wahr-
scheinlichkeitderunscharfenMengeB̃ 
���� � ��� , die denBegriff definiert.Die
Wahrscheinlichkeitder unscharfenMengekönntenwir bei Kenntnisder Wahr-
scheinlichkeitsdichtef derVariablenx direkt bestimmen1:

P � B̃ ��	K� ( P � B̃ � u�s] f � u� du (4.5)

wobei wir B̃ durch die Likelihood-FunktionP � B̃ � u� dargestellt haben.Mit un-
seremBegriffsmaßraumreduzierenwir also ein Wahrscheinlichkeitsmaß̈uber��� � ��� auf ein Maß über C . UnsereDefinition desBegriffsmaßraumsist da-
mit nur dannsinnvoll, wenndie unscharfenMengenderGrundbegriffe im Sinne
derWahrscheinlichkeitsrechnung disjunktsind,alsoP � Ã 4 B̃��	 0 für Ã �	 B̃ 
|C .
Dann könnenwir die Grundbegriffe im Sinneder Wahrscheinlichkeitsrechnung
als Elementarereignissedeutenund durchdie einfachenElementeder Menge C
substituieren.FolgenderSatzbeweistdiegewünschteEigenschaft.

Satz4 SeienÃ � B̃ 
���� � ��� disjunkte,unscharfe Mengen, f die Wahrschein-
lichkeitsdichteder Variablenx undP dasdurch Gleichung(4.5) induzierteWahr-
scheinlichkeitsmaß̈uber � ��� � ���6� 2�?� & (?- � . Danngelten

P � Ã 8 B̃��	 P � Ã �pq P � B̃� (4.6)

P � Ã 4 B̃��	 0 (4.7)

Beweis: Wir stellendieunscharfenBegriffe Ã, B̃durchdieLikelihood-Funktionen
1gem̈aßderFormelvonder totalenWahrscheinlichkeit
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P � Ã � x� , P � B̃ � x� dar. Mit Gleichung(4.5)undKorollar2 gilt

P � Ã 8 B̃�A	K� ( P � Ã 8 B̃ � u�H] f � u� du	K� (�� P � Ã � u�pq P � B̃ � u�/�@] f � u� du	K� ( P � Ã � u�H] f � u� du q�� ( P � B̃ � u�s] f � u� du	 P � Ã �rq P � B̃�
Die zweiteBehauptungfolgt unmittelbarausDefinition 3, Korollar2 undderDe-
finition einesWahrscheinlichkeitsmaßes: P � Ã 4 B̃�A	 P � /0 ��	 0. �
Da die ElementeeinerPartition C Grundbegriffe unddamit nachSatz3 disjunkt
sind,könnenwir denSatzanwenden.Stattdie Begriffswahrscheinlichkeitenauf
der feingranularenEbenevon ��� � ��� zu definieren,dürfenwir deshalbauf der
grobgranularenPartition C arbeiten.Wir werdendaherbeiallenweiterenBetrach-
tungendenBegriffsmaßraum� C� 2~ � P~ � für die Gewichtungvon Grundbegriffen
verwenden.

Trotz dieserformalenVereinfachungdürfenwir nicht vergessen,dasswir mit der
WahrscheinlichkeiteinesunscharfenBegriffes nicht nur dasSymbol aus C ge-
wichten,sondernauchdieunscharfeMenge,diedenBegriff definiert.Diesist ins-
besonderedannwichtig, wennwir die WahrscheinlichkeiteinesBegriffesbestim-
menmöchten,dennein Begriff hat in unterschiedlichenKontexten verschiedene
Bedeutungen.In unseremFall ist die Bedeutungimmer durchdie unterliegende
unscharfeMengegegeben.

4.2.2 Synthese

EineunscharfeAussage
”
x 	 Ã“ könnenwir auf zweiArten interpretieren.Einer-

seitsordnenwir derVariablenx denunscharfenWert Ã in Form einerunscharfen
Mengezu. Dabeihabenwir denunscharfenWert normalerweisemit einemun-
scharfenBegriff belegt, derdessenBedeutungin derSprachedesAnwendersfest-
legt. Wir bewegenunshier auf dergrobgranularenEbene.Auf deranderenSeite
wird Ã durcheineunscharfeMengeauf demUniversum� derEinzelheitendefi-
niert, in unseremFall durcheinePlausibiliẗatsdichteplÃ. Mit demWissen,dassx
denunscharfenWertÃbesitzt,könnenwir mit plÃ � u� diePlausibiliẗatmessen,dass
x denscharfenWertu annimmt.EinegewichteteKombinationunscharferBegrif-
fe repr̈asentiertebenfallseinenunscharfenWert. In diesemAbschnittwerdenwir
herleiten,wie die Plausibiliẗatsdichteberechnetwird, die diesenunscharfenWert
darstellt.Als Beispielbetrachtenwir wiederumdie Aussage

”
Der Täterwar mit
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70% Wahrscheinlichkeitgroß und mit 30% Wahrscheinlichkeitsehrgroß.“ Aus
diesergrobgranularenAussagewollenwir schließen,wie großdiePlausibiliẗatder
feingranularenAussage

”
Der Täterwarucmgroß.“ für beliebigeu 
�� ist.

Formal gehenwir von einemBegriffsmaßraum� C� 2~ � P~ � aus.JederGrundbe-
griff B̃ 
`C ist durchdenKontextmaßraum� ^u� 2 b � Pb � und die vagenCharakte-
ristika ΓB̃ � c� für c 
j^ definiert.Darausberechnenwir die Plausibiliẗatsdichten
derGrundbegriffe. Wir suchennundenKontextmaßraumunddie vagenCharak-
teristika,welchedie gewichteteKombinationderGrundbegriffe darstellen.Dazu
rufenwir unswiederins Ged̈achtnis,wie die PlausibiliẗatsdichteeinesBegriffs B̃
berechnetwird. JederKontext c legt einescharfeMenge,dasvageCharakteristi-
kumΓB̃ � c� , alsDefinitiondesBegriffs fest.DasVertrauenin dieseDefinitionwird
durchdie Kontextwahrscheinlichkeit Pb � c� gemessen.Die vagenCharakteristika
werdenschließlichmit Pb � c� gewichtetundzusammengefasst. Liegt einegewich-
teteKombinationunscharferBegriffe vor, sosinddie vagenCharakteristikaaller
beteiligtenBegriffe möglicheDefinitionendesunscharfenWertes,dendieKombi-
nationdarstellt.Die MengedervagenCharakteristikaderKombinationist damit
die VereinigungderCharakteristikaallerbenutztenGrundbegriffe.

Als nächstesmüssenwir dasVertrauenin die vagenCharakteristikabestimmen.
JederGrundbegriff B̃ wird mit der WahrscheinlichkeitP~ � B̃ � gewichtet. Damit
ver̈andernwir auchdasVertrauenin dieKontexte,die B̃ definieren:Wir gewichten
Pb � c� multiplikativ mit P~ � B̃ � . Dies ist dasüblicheVorgehenin derWahrschein-
lichkeitsrechnung,wennein zweistufigesExperimentdurchgef̈uhrt wird, bei dem
diebeidenStufenunabḧangigvoneinandersind.In dererstenStufewird dieWahr-
scheinlichkeitdesBegriffs festgelegt undin derzweitenStufedieWahrscheinlich-
keitenderdefinierendenKontexte. DasGesamtvertrauenin denKontext ist dann
dasProduktvon Begriffs- undKontextwahrscheinlichkeit.

Die GewichtungderKontextwahrscheinlichkeitendurchdie Begriffswahrschein-
lichkeitenveranschaulichenwir anfolgendemBeispiel.Wir lassen̈uberdieGröße
einer Personabstimmen.JederBefragte muss sich für eine unscharfeGröße
aus � sehrklein,klein,normal,groß,sehrgroß� entscheiden.Nehmenwir einmal
P~ � normal��	 P~ � groß�A	 1d 2 alsErgebnisan.Daskönnenwir sointerpretieren,
als wennzwei andereUmfragengemachtwurden:Zwei Personengruppen(Kon-
textmengen)sollendie GrößederPersonmit scharfenMengen(vageCharakteri-
stika)definieren.Wir nehmenan,dasseineGruppedie vagenCharakteristikavon
normal, die andereGruppedie von groß liefert. DiesezweiUmfragenkönnenwir
verschmelzen,indemwir vorgeben,eswärenureineUmfragegewesen.Dazuver-
einigenwir die MengenderbefragtenPersonen(die Kontexte) undnormierendie
Kontextwahrscheinlichkeiten Pb � c� entsprechendder neuenAnzahl von Kontex-
ten.Wenndie Begriffe mit unterschiedlichenWahrscheinlichkeitenbelegt werden
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(P~ � normal�.�	 P~ � groß� ), danngewichtenwir die Umfragenunddamitdie Kon-
textwahrscheinlichkeitenentsprechend.

Um die gewichteteKombinationvon Grundbegriffen in dasKontextmodelleinzu-
betten,müssenwir nachdenvorangehenden̈UberlegungeneinenneuenKontext-
maßraumkonstruieren.Bei einerunscharfenPartitionierungberuhenalle Grund-
begriffe auf derselbenKontextmengê . Wie geschildert,werdenbei dergewich-
tetenKombinationdie Kontextwahrscheinlichkeiten mit denBegriffswahrschein-
lichkeitenmodifiziert.Da jederGrundbegriff seineeigeneWahrscheinlichkeithat,
ist dieseModifikation für jeden Grundbegriff verschieden.Wir müssendaher
die Kontextmengê für jedenGrundbegriff duplizieren,womit wir die Kontext-
mengê R derKombinationbilden.Insgesamtgilt dannfür denKontextmaßraum� ^ R � 2b V � Pb V � derKombination:� Duplizieredie Menge ^ von Kontextenfür jedenGrundbegriff B̃ 
|C durch

Umbenennungin ^ � B̃� : ^ R : 	U}̃
B 2W~ ^ � B̃ � (4.8)� Bilde die neueKontextwahrscheinlichkeitPb V durchGewichtungder alten

KontextwahrscheinlichkeitPb . c � B̃ � bezeichnedasDuplikat desOriginal-
kontextesc 
\^ für B̃.

Pb V � c � B̃ �7� : 	 P~ � B̃ �H] Pb � c� (4.9)

und � A ��^ R : Pb V � A� : 	 ∑
c2 APb V � c� (4.10)� Definieredie vagenCharakteristikaΓ R � c� als triviale Fortsetzungderparti-

ellenAbbildungen

Γ R � b & B̃- � c � B̃ �7� : 	 ΓB̃ � c� (4.11)

auf ^�R .
Wir müssennochbeweisen,dassdassodefiniertePb V tats̈achlicheinWahrschein-
lichkeitsmaßist.

Satz5 Die durch dieGleichungen(4.9)und(4.10)definierteAbbildungPb V ist ein
Wahrscheinlichkeitsmaßim Messraum � ^ R � 2b V � .
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Beweis: Wir zeigendieGültigkeit derdrei Axiome von Kolmogoroff.

1. Aus (4.9)folgt unmittelbar0 t Pb V � A�@t 1 für alleA 
 2 b V .
2. Pb V ��� i Ai �A	 ∑i Pb V � Ai � für disjunkteMengenAi 
 2b V folgt direkt ausGlei-

chung(4.10).

3. Die WahrscheinlichkeitderGrundmengê�R musseinssein:

Pb V � ^ R ��	 ∑̃
B 2W~ ∑

c& B̃- 2 b & B̃- Pb V � c � B̃�7�	 ∑̃
B 2W~ P~ � B̃ � ∑

c2 b Pb � c�	 ∑̃
B 2W~ P~ � B̃ �	 1 �

Damitkönnenwir formaldiegewichteteKombinationvonGrundbegriffenunddie
SyntheseeinerunscharfenMengedefinieren:

Definition 5 Sei C eineunscharfePartition desUniversums� mit Grundbegrif-
fenim Kontextmaßraum � ^?� 2b � Pb � , die durch dasWahrscheinlichkeitsmaßP~ im
Begriffsmaßraum � C�� 2~ � P~ � gewichtetwerden.Die gewichteteKombinationder
Grundbegriffe wird durch eineunscharfeMengeauf � erklärt. Siewird mit der
Plausibilitätsdichteidentifiziert,diewir mithilfederGleichungen(4.8)–(4.11)auf
demKontextmaßraum � ^ R � 2b V � Pb V � berechnen.DieseBerechnungnennenwir Syn-
thesederunscharfenMenge.

Für die PlausibiliẗatsdichteeinerKombinationvon Grundbegriffen gilt

Satz6 (Kombination von Plausibilit ätsdichten) Werden die Grundbegriffe ei-
ner Partition C über einenBegriffsmaßraum � C� 2~ � P~ � kombiniert,so gilt für
die Plausibilitätsdichte plÃ derKombination:

plÃ � u�A	 ∑̃
B2W~ P~ � B̃ �s] plB̃ � u� (4.12)

Beweis: Die Grundbegriffe B̃ 
|C seienwiederumdurchvageCharakteristikaΓB̃
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mit demKontextmaßraum� ^?� 2b�� Pb � erklärt.Danngilt

plÃ � u��	 Pb V � � c 
\^ R � u 
 Γ R � c�6���	 Pb V � }̃
B2W~ � c 
\^ � B̃ �3� u 
 ΓB̃ � c�6� �	 ∑̃

B2W~ Pb V � � c 
\^ � B̃ �3� u 
 ΓB̃ � c�6���	 ∑̃
B2W~ P~ � B̃ �H] Pb � � c 
_^ � u 
 ΓB̃ � c�6� �	 ∑̃
B2W~ P~ � B̃ �H] plB̃ � u� �

DieserSatzzeigt, dasswir die PlausibiliẗatsdichteeinerKombinationdirekt aus
denPlausibiliẗatsdichtenderGrundbegriffe bestimmenkönnen.Wir müssennicht
denUmweg über die vagenCharakteristikagehen,wie Definition 5 suggeriert.
Dies ist insbesonderefür Anwendungenwichtig, bei denendie Grundbegriffe di-
rekt überPlausibiliẗatsdichtenund nicht übervageCharakteristikadefiniertwer-
den,vgl. die Abschnitte6.1und6.4.

Die Synthesehabenwir benutzt,um die Größe von Herrn G. zu bestimmen.
Die Gruppevon 22 Personenwurde zu diesemZweck gebeten,über die un-
scharfenMengender Grundbegriffe � sehrklein,klein,normal,groß,sehrgroß�
als mögliche unscharfeGrößenabzustimmen.41% der Befragtenentschieden
sich für normal, 59%für groß, wasdergrobgranularenAussage

”
Herr G. ist mit

Wahrscheinlichkeit0,41normalgroßundmit Wahrscheinlichkeit0,59groß.“ ent-
spricht. Nach Satz6 gilt für die Plausibiliẗatsdichteder KombinationplB̃ � u�.	
0,41 ] plnormal� u�3q 0,59 ] plgroß� u� . Abbildung 4.3 zeigt die Plausibiliẗatsdichten
von normal, von großunddie dergewichtetenKombination.Die größtePlausibi-
lit ät liegt mit 0,59im Intervall

�
190cm� 194cm� .

Wie bereitsangedeutet,ist dasvorgestellteVerfahrender Kombinationnur dann
richtig, wenndie Definition derunscharfenBegriffe unabḧangigvon derBestim-
mungderBegriffswahrscheinlichkeitenist. Wennwie im BeispieldieselbenPer-
sonen̈uberdieunscharfeGrößedesMannesabstimmen,dievorherdieunscharfen
Größennormalundgroßdefinierthaben,dannmüssenwir beachten,welcheDefi-
nition derGrundbegriffe siezugrundelegen.In Abschnitt4.2.1habenwir erklärt,
dassdieGrundbegriffe immermit denunscharfenMengenidentifiziertwerden,die
sie definieren.Würdendie Befragtenihre Entscheidungenfür normal odergroß
nicht auf der Basisder unscharfenMengensondernauf der Basisihrer eigenen
Definitionenvon normalbzw. groß fällen,dannmüsstenwir die Kombinationder
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Abbildung 4.3: Die Körpergröße von Herrn G. als Kombination (fett) von normaler (gestri-
chelt) und großer Körpergröße (dünn)
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Abbildung 4.4: Die Körpergröße von Herrn G. als Kombination von normaler und großer
Körpergröße; Abstimmung über normal oder groß unabhängig (fett) und
abhängig (dünn) von der Definition von normal, groß

Begriffe andersdefinieren.JederBefragtewürdedieGrößederbetrachtetenPerson
seinerselbstdefiniertenscharfenMengezuordnen.Wir erhieltenscharfeMengen
alsvageCharakteristikafür die GrößederPersonundbildetendarauswie in Ab-
schnitt2.3.1diePlausibiliẗatsdichte.DasErgebniswäreoffensichtlicheinanderes,
alswennwir ausderselbenAbstimmungeinePlausibiliẗatsdichtenachGleichung
(4.12) bestimmen.Abbildung 4.4 zeigt die Körpergrößevon Herrn G. als Kom-
binationsowie unterBerücksichtigungderAbhängigkeitderUmfragen.Letzteres
liefert i. A. genauereAussagen.Die höchstePlausibiliẗat liegt bei

�
185cm� 186cm�

mit 0,86,gefolgtvom Intervall
�
186cm� 190cm� mit Plausibiliẗat0,82.

Für alle folgendenBetrachtungensetzenwir die UnabḧangigkeitderDefinitionen
von Grundbegriffen und der Bestimmungder Begriffswahrscheinlichkeitenvor-
aus.Wir gehendavon aus,dassdie Partition immeralsErstesgeneriertwird und
sichdamitalle weiterenAussagenauf die sodefiniertenGrundbegriffe beziehen.
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DiesesVorgehenist insbesonderedannunausweichlich,wenndiePartitionausDa-
tengewonnenwird, z.B. durchGruppierungsverfahrenwie in Abschnitt6.1.Die
Partition wird in diesemFall alsgegebenhingenommen,unddie Bestimmungder
WahrscheinlichkeiteinesGrundbegriffs ist damitunabḧangigvon seinerDefiniti-
on.

Die Grundbegriffe bilden über ihre gewichteteKombinationeineArt Erzeugen-
densystemfür unscharfeAussagen.Satz6 zeigt,dassdie gewichteteKombination
eineLinearkombinationderPlausibiliẗatsdichtenist. Wir kennendiesesVorgehen
ausderMathematikvon Verfahrenzur Funktionsapproximation.EineMengevon
Basisfunktionenwird durchLinearkombinationzu einerZielfunktion zusammen-
gesetzt.Bei derKombinationvon Grundbegriffen ist die Zielfunktion die Plausi-
bilit ätsdichteder unscharfenMenge,welchedie Kombinationauf feingranularer
Ebenedefiniert. DiesenZusammenhangzwischenFunktionsapproximationund
derKombinationvonGrundbegriffenwerdenwir beiderAnalyseunscharferMen-
genin Abschnitt4.2.3nutzen.

Wir erkennennun auchden RaummöglicherunscharferWerteoder Aussagen,
dendie gewichtetenKombinationenvon Grundbegriffen aufspannen.Offenbarist
diesein linearerUnterraumvon ��� � �\� . Wir könnenmit einerKombinationalso
nicht alle unscharfenWertein ��� � ��� exakt beschreiben.Dies ist derPreisfür
dieGranularisierungvon � , dieaberdieVersẗandlichkeit,undwiewir sp̈atersehen
werden,auchdie EffizienzbeimunscharfenSchließensicherstellt.

Für denweiterenVerlauf der Arbeit nehmenwir an, dassdie Plausibiliẗatsdich-
tenderGrundbegriffe linearunabḧangigeFunktionensind.FallsdiePlausibiliẗats-
dichtenlinear abḧangigseinsollten,reduzierenwir sie auf einenSatzlinear un-
abḧangigerDichten, indemwir einige Dichtenstreichen.Wir verlierendadurch
nichts,denndie gestrichenenPlausibiliẗatsdichtenkönnendurcheineLinearkom-
binationdernicht gestrichenendargestelltwerden.Insbesonderespanntderredu-
zierteSatzvon PlausibiliẗatsdichtendenselbenUnterraumvon ��� � �\� auf wie
dervollständigeSatz.

Der Grundfür denWunschlinearerUnabḧangigkeitliegt darin,dassunterdieser
AnnahmejedesElementdes linearenUnterraumseindeutigdurchdie Plausibi-
lit ätsdichtender Grundbegriffe beschriebenwird, denndie Dichtenbilden dann
eineBasisdesUnterraums.Im Hinblick aufeineunscharfePartitionvon � bedeu-
tet das,dassjedeInformation,die durcheineunscharfeMengeausdemlinearen
Unterraumvon ��� � ��� dargestelltwird, eindeutigdurcheinegewichteteKombi-
nationderGrundbegriffe dargestelltwerdenkann.DieseTatsacheerweistsichim
folgendenAbschnittbei derAnalyseunscharferMengenalssehrnützlich.
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Zusammenfassendhabenwir gesehen,wie wir mit denGrundbegriffeneinerParti-
tion komplexeunscharfeAussagenaufgrobgranularerEbenebildenkönnen.Trotz
derVergröberungdesUniversumsist unsereAusdruckskraftdamitnicht auf ein-
zelneGrundbegriffe beschr̈ankt,sondernwir könnendie Grundbegriffe zu neuen
Aussagenkombinieren.Diesesind zudemleicht versẗandlich, weil sie mit den
Grundbegriffen ausschließlichauf unserenWortschatzzurückgreifen.Durch die
SynthesewerdensolchegrobgranularenAussagenin unscharfeMengenübersetzt,
welchedie Aussagenauf feingranularerEbenedefinieren.Damit liegendie Aus-
sagengleichzeitigin versẗandlicherFormauf grobgranularerEbeneundwohldefi-
niertauf derEbenederEinzelheitenvor. DenRückschrittvon unscharfenMengen
zugrobgranularenAussagenleitenwir im folgendenAbschnitther.

4.2.3 Analyse

Im Fall der synthetischenDarstellungeinesunscharfenWertesdurcheineKom-
binationvon Grundbegriffen wird derWert auf grobgranularerEbeneformuliert.
In Anwendungenliegenaberoft Beobachtungenvor, die in Form einerPlausibi-
lit ätsdichteunddamitauf feingranularerEbenegegebensind.DerZusammenhang
zwischenderPlausibiliẗatsdichteunddenGrundbegriffen ist dannunklar. Mittels
einerAnalysesoll dieserZusammenhanghergestelltwerden,indemdie unscharfe
BeobachtungdurcheineKombinationderGrundbegriffe approximiertwird, vgl.
Abb. 4.2.Als Ergebnisliegt danneineleicht versẗandlicheBeschreibungderge-
gebenenunscharfenBeobachtungdurchdieGrundbegriffe vor; einefeingranulare
Informationwird auf dieseWeisevergröbert.

Kehrenwir zu dem Beispiel der Körpergrößevon Herrn G. zurück: 22 Perso-
nengebenein (möglichstkleines)Intervall an, in demsie die Körpergrößevon
Herrn G. vermuten.Wie in Abschnitt2.3.1bilden wir darausdie Plausibiliẗats-
dichte plÃ, welchedie unscharfeKörpergrößeÃ desMannesbeschreibt.DasEr-
gebnisderUmfragezeigtAbbildung4.5 mit dergrößtenPlausibiliẗat von 0,68in�
187cm� 188cm� . Ziel derAnalyseist die ApproximationderunscharfenMessung
Ã der Körpergrößedurch eine gewichteteKombinationder Grundbegriffe sehr
klein, klein, normal, großundsehrgroß.

Die unbekanntenGrößenbei einer Analysesind die Wahrscheinlichkeitender
Grundbegriffe B̃ 
 C . Wir kennzeichnensie bei derAnalysedurchP~ � B̃ � Ã� statt
P~ � B̃ � um zu verdeutlichen,dasswir nicht direkt die Wahrscheinlichkeitvon B̃
angeben,sonderndie bedingteWahrscheinlichkeitvon B̃ unterder Beobachtung
Ã.

Wir erwartenvon derAnalyse,alsoderBestimmungderBegriffswahrscheinlich-
keiten,dasssie konsistentmit der SyntheseausAbschnitt 4.2.2 ist. Konsistenz
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Abbildung 4.5: Plausibilitätsdichte der Größe von Herrn G. aus einer Umfrage

bedeutetdabeiFolgendes:Wennwir einenunscharfenWertdurcheinegewichtete
KombinationderGrundbegriffe synthetisierenunddie resultierendePlausibiliẗats-
dichte wieder analysieren,so soll die Analysedie Begriffswahrscheinlichkeiten
derSyntheserekonstruieren.DieseForderungist einezwingendeVoraussetzung,
um dasVersẗandnisunscharferAussagensicherzustellen.Dennwennwir wissen,
dasseineAussagedurchGrundbegriffe exakt dargestelltwerdenkann,dannsoll
die AnalysedieseDarstellungauchfinden.AnsonstensindSyntheseundAnalyse
semantischnicht vertr̈aglich und die BedeutungunscharferAussagenist unklar.
Wir definierendaherformaldie AnalyseeinesunscharfenWertesmit

Definition 6 Sei C eineunscharfePartition desUniversums� sowieÃ eineun-
scharfe Mengeauf � . Die Analysevon Ã berechnetdie Begriffswahrscheinlich-
keitenP~ � B̃ � Ã � so,dassdie gewichteteKombinationder Grundbegriffe B̃ 
 C die
unscharfeMengeÃ approximiert.UnterderAnnahme,dassÃ bereitseineKombi-
nationderGrundbegriffeB̃ 
|C mit GewichtenPR~ � B̃ � ist, soll gelten:� B̃ 
�C : P~ � B̃ � Ã��	 PR~ � B̃ � (4.13)

Bei derRekonstruktionderBegriffswahrscheinlichkeitenin (4.13)nutzenwir die
Annahmevon S. 47 aus,dassdie Plausibiliẗatsdichtender Grundbegriffe linear
unabḧangigsind.Andernfallswärendie Begriffswahrscheinlichkeiten,die Ã defi-
nieren,nicht eindeutigbestimmt.

Grunds̈atzlichsindzwei Ansätzefür die DurchführungderAnalysedenkbar. Der
ersteAnsatzarbeitetauf derEbenederMaßbasen.HierbeiwerdendievagenCha-
rakteristikaΓÃ derBeobachtungmit denvagenCharakteristikaΓB̃ derGrundbe-
griffe verglichen.Auf dieserBasiswerdendie Kontextwahrscheinlichkeitender
Grundbegriffe neubestimmt.Im zweitenAnsatzbegebenwir unseineEbenehöher
und operierennur mit denPlausibiliẗatsdichten,̈ahnlichder Vorgehensweisebei
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derSynthesevon Aussagen.Für denerstenAnsatzvariierenwir bekannteVerfah-
renausderLiteratur. Er führt zwarin gewisserHinsichtzupräziserenErgebnissen
alsderzweiteAnsatz,verletztaberdieForderung(4.13),wie sichzeigenwird. Im
zweitenAnsatzbildenwir denAnalysevorgangauf ein ProblemderFunktionsap-
proximationab,wobeiForderung(4.13)erfüllt wird.

Ansatz1 Wir benutzenin diesemAnsatzdievagenCharakteristikaderGrundbe-
griffe, um die Beobachtungdarzustellen.Dazumüssenwir die GewichtederCha-
rakteristikaneubestimmen,d.h. dieWahrscheinlichkeitenderKontexteanpassen.
Die Beobachtung̃A basiereauf einemKontextmaßraum��� � 2 �*� P� � . Betrachten
wir exemplarischdasvageCharakteristikumΓB̃ � c� einesGrundbegriffs. Die Frage
ist, wie starkein vagesCharakteristikumΓB̃ � c� zur DarstellungderBeobachtung
beitragenkann.Offenbarkannesnur für die vagenCharakteristikaΓÃ � d � derBe-
obachtungalsVertreterdienen,mit deneneseinegemeinsameTeilmengebesitzt:
ΓB̃ � c��4 ΓÃ � d ���	 /0. Die RelevanzvonΓB̃ � c� für dieBeobachtungwird danngerade
durchseinePlausibiliẗat

PlÃ � ΓB̃ � c�7��	 ∑
d 2 � :

ΓB̃ & c- 5 ΓÃ & d - gh /0

P� � d � (4.14)

gemessen,wobeiPlÃ dasPlausibiliẗatsmaßderBeobachtungist. JedesvageCha-
rakteristikumΓÃ � d � , daseinenichtleereSchnittmengemit ΓB̃ � c� besitzt,trägt so
mit seinerWahrscheinlichkeitP� � d � zur Relevanzvon ΓB̃ � c� bei.

Für die DurchführungdesVerfahrensdefinierenwir wie bei der Syntheseeinen
neuenKontextmaßraum.Die neueKontextmengê R unddie vagenCharakteristi-
ka Γ R werdendurchdie Vorschriften(4.8) und(4.11)festgelegt. Für die Kontext-
wahrscheinlichkeitgilt dann

Pb V � c � B̃ �7� : 	 ω � c � B̃�7�s] Pb � c� (4.15)

mit ω � c � B̃ �7��	 PlÃ � Γ R � c � B̃ �7�7�
∑cV & B̃- 2 b V PlÃ � Γ R � cR � B̃ �7�7�H] Pb � cR � (4.16)

für alle c � B̃ �@
�^�R , wobeic � B̃ � wiederdasDuplikat desKontextesc 
�^ für den
Grundbegriff B̃ kennzeichnet.Der Nennervon ω � c� sorgt als Normierungsfaktor
dafür, dassPb V ein Wahrscheinlichkeitsmaßist.

In der Literatur existierenAnsätzefür ähnlicheProbleme,die noch ber̈ucksich-
tigen, wie groß die SchnittmengeΓB̃ � c��4 ΓÃ � d � in (4.14) ist [Sha76,BMP95].
Dabeiliegt aberdie Annahmezugrunde,dassdie ElementeeinesvagenCharak-
teristikumsgleichverteilt sind.DieseAnnahmetrifft schonfür unserBeispielmit
Körpergrößennicht zu. Man würdehier ehereineWahrscheinlichkeitsdichte an-
nehmen,die ihr Maximumin derMitte derangegebenenMengenhat.Man kann
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die Verfahrenso erweitern,dasssolcheKenntnissëuber die Verteilungber̈uck-
sichtigtwerdenkönnen,wasmandannauchausnutzensollte.Für denhäufigvor-
kommendenFall, dassdie Verteilungnicht bekanntist, bleibenwir aberbei der
PlausibiliẗatalsGewichtung.

Vorschrift (4.15)habenwir benutzt,um die unscharfeBeobachtungder Körper-
größe von Herrn G. aus Abbildung 4.5 zu approximieren.Die dünne Kurve
in Abbildung 4.6 zeigt die Plausibiliẗatsdichteder Approximation.Im Intervall�
185cm� 186cm� bestehtdie größtePlausibiliẗat mit 0,66,in

�
186cm� 190cm� eine

unwesentlichgeringerevon 0,65.

Ein Vergleich der Gleichung(4.15) mit der entsprechendenGleichung(4.9) bei
dersynthetischenKombinationvon Begriffenzeigt,dassdieseFormderAggrega-
tion von Informationeni. A. keineKombinationvon Grundbegriffen ist. Der Un-
terschiedliegt darin,dassbei derKombinationalle Kontextwahrscheinlichkeiten
einesBegriffs B̃ mit demselbenFaktor, nämlich der Begriffswahrscheinlichkeit
P~ � B̃ � , gewichtetwerden.Bei Ansatz1 für die Analysehingegenist jedemKon-
text c ein eigenesGewicht ω � c� zugeordnet.Dadurchwird die RelationderKon-
textwahrscheinlichkeiteneinesGrundbegriffs zersẗort unddasErgebniskannnicht
mehrdurchdie Grundbegriffe ausgedr̈ucktwerden.

Prinzipiell wäre es denkbar, die BegriffswahrscheinlichkeitenP~ � B̃ � Ã� ausden
ω � c� zuberechnen.Die Entscheidungfür einenAnsatzwie Minimum-,Maximum-
oderDurchschnittsbildungist aberschwerzu treffen undhängtstarkvon derAn-
wendungab. Hinzu kommt,dassdieseForm derApproximationeinerunscharfen
BeobachtungdieForderung(4.13)verletzt.Wir könnendasleichtamBeispielder
Körpergrößevon HerrnG. verdeutlichen.In derSynthesewurdeseineGrößeal-
lein durch die Grundbegriffe normal und groß beschrieben(s. S. 45). Da diese
Kombinationwegender linearenUnabḧangigkeitderPlausibiliẗatsdichtenvon C
eindeutigist,mußnachForderung(4.13)auchdieAnalysemit diesenzweiGrund-
begriffen auskommen.Da sichaberz.B. die vagenCharakteristikaderBeobach-
tung Ã und desGrundbegriffs klein überlappen,wird auchder Begriff klein mit
positiver Wahrscheinlichkeitbelegt. Die Unscḧarfeder Aussagewird alsodurch
denAnalysevorganggrößeralsnötig; insbesondereist dasErgebnisnicht mit der
Synthesevon Ã konsistent.Wir müssenalsofeststellen,dassdieserAnsatz1 keine
Analyseim SinnederDefinition 6 ist.

Ansatz2 In derPraxisverarbeitetmanBegriffe oft aufderBasisderzugeḧorigen
Plausibiliẗatsdichten,anstattimmer auf die Kontexte und vagenCharakteristika
zurückzugreifen.Dasist insbesonderedannunausweichlich,wenndasSpeichern
aller vagenCharakteristikawegeneinerzu großenAnzahl von Kontexten nicht
handhabbarist oderwenndiePlausibiliẗatsdichtenwie in Abschnitt6.1durcheine
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Abbildung 4.6: Approximationen der Größe von Herrn G. nach Ansatz 1 (dünn) und An-
satz 2 (fett)

Gruppierungvon Datengewonnenwerden.Im zweitenFall liegennur die Plau-
sibilitätsdichtenvor. Wir müssenalsodavon ausgehen,dassdie Grundbegriffe im
Zweifelsfall nur in Form ihrer Plausibiliẗatsdichtegegebensind. Wennwir nun
eineunscharfeBeobachtungmithilfe derGrundbegriffe ausdr̈uckenwollen,dann
ist dasgleichbedeutenddamit, die Plausibiliẗatsdichteder Beobachtungmit den
DichtenderGrundbegriffe darzustellen.Wir könnendaherdie Beschreibungder
BeobachtungdurchGrundbegriffe alsFunktionsapproximationinterpretieren:Be-
rechnedie GewichteP~ � B̃ � Ã � so,dassdie gewichteteKombination

∑̃
B2W~ P~ � B̃ � Ã �H] plB̃ � u� (4.17)

die BeobachtungplÃ � u� möglichstgut ann̈ahert.

Funktionsapproximationist eineklassischeAufgabeausderNumerik.Dort wer-
denLinearkombinationenvonBasisfunktionen,z.B. Polynome,benutztumFunk-
tionen zu approximieren.Wir sehen,dassdie semantischeKombination von
Grundbegriffenmathematischidentischist mit deralgebraischenKombinationvon
Basisfunktionen.Wir könnendamitdieKenntnisseausderMathematiknutzen,um
die Approximationsaufgabezu lösen.

Zur Bestimmungder Gewichte greifen wir auf Funktionsapproximationin Pr̈a-
Hilberträumenzurück.Bei diesemAnsatzwird die Fehlerfunktion

F 	E� plÃ � ∑̃
B2W~ αB̃ ] plB̃ � 2 (4.18)

minimiert. Aus der Theorieist bekannt,dassdiesesOptimierungsproblemeine
eindeutigeLösunghat,wenndie FunktionenplB̃ linearunabḧangigsind,waswir
vorausgesetzthaben.In der Praxiswird manunterUmsẗandendie diskreteVer-
siondesOptimierungsverfahrensbevorzugen,die unterdemNamenMethodeder
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kleinstenQuadrate2 bekanntist. EineZusammenfassungdernötigenTheorieund
Lösungsverfahrenbefindetsichin AnhangB.2.

Die Optimierungbestimmtdie GewichteαB̃, mit denenwir die ApproximationÃR
derBeobachtung̃A berechnen:

plÃ � u��� plÃV � u��	 ∑̃
B2W~ αB̃ ] plB̃ � u� (4.19)

Ziel der Analyseist die Berechnungder Begriffswahrscheinlichkeiten P~ � B̃ � Ã� ,
die wir formal scheinbarmit den Gewichten αB̃ identifizierenkönnen,wie der
Vergleichvon (4.17)und (4.19)verdeutlicht.Ein bekanntesProblembei denge-
nanntenApproximationsverfahrenist aber, dasssie u.U. negative Gewichte αB̃
berechnen,diewir nichtalsWahrscheinlichkeiteninterpretierenkönnen(vgl. auch
[NK98]).

AusSichtderFunktionsapproximationist derUrsprungnegativerGewichteleicht
versẗandlich.Dazu betrachtenwir Abbildung 4.7, in der wir Grundbegriffe B̃1,
B̃2, B̃3 undeineunscharfeMengeÃ sehen.Der Trägervon Ã überschneidetsich
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Abbildung 4.7: Grundbegriffe B̃1, B̃2, B̃3 (dünn, von links nach rechts) und eine unscharfe
Menge Ã (fett)

nur mit denTrägernvon B̃1 und B̃2. In der gewichtetenKombinationder Plau-
sibilitätsdichtenkönnendahernur B̃1 und B̃2 einenpositivenBeitragliefern. Die
Funktionsapproximationliefert dementsprechendα1 	 0,77 und α2 	 0,23.Der
Grundbegriff B̃3 hingegenwird mit α3 	�� 0,06negativ gewichtet.Die Gewichte
wurdensonormiert,dassdie SummederpositivenWerteeinsergibt.

Die Ursachefür die negative Gewichtung finden wir in dem Bereich S 	
supp� B̃2 �r4 supp� B̃3 � . Daspositive Gewicht von B̃2 bewirkt, dassdie Approxima-
tion von plÃ im BereichSpositiv ist; plÃ selbstist in S konstantnull. Wennwir

2GAUSS benutztedas Verfahren1801, um die Bahn des PlanetoidenCereszu berechnen.
Veröffentlichtwurdeeszuerst1806von LEGENDRE [HH92].
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Abbildung 4.8: Beobachtung (dünn), Approximation mit positiven Gewichten (dick) und in-
klusive negativem Gewicht (mittel, mit negativem Bereich)

B̃3 negativ gewichten,dannkönnenwir die Approximationin Skleinerunddamit
insgesamtpräzisermachen.

Wir könnenunsalsogrößereApproximationsgenauigkeitmit zwei Nachteilener-
kaufen:Ein negativesGewicht ist nicht alsWahrscheinlichkeitinterpretierbarund
dieApproximationvon plÃ hatnegativeBereiche.DadiesebeidenFaktenin unse-
rer FormalisierungunscharferInformationennicht tolerierbarsind,benutzenwir
ein Verfahren,dasnegative Gewichteausschließt.Esberuhtauf derFeststellung,
dassein Grundbegriff nur danneinenpositiven Beitrag zur Approximationder
Beobachtungleistenkann,wennsichdie TrägerdesGrundbegriffs undderBeob-
achtungüberschneiden.

Analyseverfahrennach Ansatz 2

1. Bestimmedie MengeM derGrundbegriffe, derenTrägereinennichtleeren
Schnittmit demTrägervon Ã haben:

M : 	�� B̃ 
�Cz� supp� B̃�p4 supp� Ã ���	 /0 � (4.20)

2. BerechnedurcheineMinimierung der Fehlerfunktion(4.18)die Gewichte
αB̃ für alle B̃ 
�C .

3. FallsnegativeGewichteαB̃ auftreten,entfernediezugeḧorigenGrundbegrif-
fe ausM.

4. Setze αB̃ 	 0 für alle B̃ �
 M und normiere die Gewichte αB̃, so dass
∑B̃2W~ αB̃ 	 1.

5. DefinieredieBegriffswahrscheinlichkeiten:� B̃ 
|C : P~ � B̃ � Ã � : 	 αB̃ (4.21)
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DiesesVerfahrenzur BerechnungderBegriffswahrscheinlichkeitenerfüllt die ge-
stelltenAnforderungenaneineAnalyse:

Satz7 Die Bestimmungder Begriffswahrscheinlichkeiten P~ � B̃ � Ã� durch (4.21)
mit demAnalyseverfahrennachAnsatz2 ist eineAnalysenach Definition6.

Beweis: P~ ist offensichtlicheinWahrscheinlichkeitsmaßauf � C� 2~ � . Wir müssen
nochzeigen,dassForderung(4.13)erfüllt wird. NachdenVoraussetzungenvon
Def. 6 gilt

plÃ v ∑̃
B2W~ PR~ � B̃ �H] plB̃

Mit αB̃ 	 PR~ � B̃ � existierenalsoGewichte,welchedieFehlerfunktion(4.18)zunull
minimierenundsomitLösungdesOptimierungsproblemssind.DadieLösungdes
OptimierungsproblemswegenderlinearenUnabḧangigkeitderPlausibiliẗatsdich-
teneindeutigist, gilt P~ � B̃ � Ã � : 	 αB̃ 	 PR~ � B̃� . �
Wendenwir dasVerfahrenauf die Körpergrößevon HerrnG. ausAbbildung 4.5
an, so ergibt sich für die Approximation plÃV�� u�.	 0,414 ] plnormal� u�3q 0,586 ]
plgroß� u� , s. Abb. 4.6. DiesesErgebnisbesẗatigt die Umfrageausder Synthese
in Abschnitt4.2.2,bei der59%derBefragtenHerrnG. für großund41%für nor-
mal großhielten.Im Vergleich mit demErgebnisvon Ansatz1 ist dasErgebnis
erwartungsgem̈aßetwasungenauer. Bei Ansatz1 kannjedemvagenCharakteri-
stikum ein eigenesGewicht zugeordnetwerden.Im Gegensatzdazumüssenbei
Ansatz2 alle vagenCharakteristikaeinesGrundbegriffs gleichgewichtetwerden.
Die ApproximationausAnsatz2 könnenwir dafür aberalseineKombinationvon
normalundgroßinterpretieren,währenddasErgebnisvon Ansatz1 nicht mit den
Grundbegriffen beschriebenwerdenkann.Da die Interpretierbarkeitein wesentli-
cherBestandteilunscharferSystemeim AllgemeinenunddieserArbeit im Spezi-
ellenist, wählenwir von nunanimmerAnsatz2 für die Analyseeinerunscharfen
Beobachtung.

Mit Ansatz2 habenwir einVerfahrenentworfen,dasperAnalyseunscharfeMen-
genauf feingranularerEbenein versẗandlicheunscharfeAussagenauf grobgranu-
larerEbeneübersetzt.DasVorgehenist mit derSynthesekonsistent:Wir können
einesymbolischeKombinationunscharferGrundbegriffe durchdieSynthesein ei-
neunscharfeMengeübersetzen,undderenAnalyseberechnetwiederumdieselbe
Kombinationals symbolischeInterpretation,vgl. Abb. 4.2.Als Ergebniskönnen
wir unscharfeInformationeneffizient undversẗandlichauf grobgranularerEbene
verarbeiten,ohnedieExaktheitderfeingranularenEbenezuverlieren.
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4.3 Zusammenfassung

In diesemKapitelhabenwir gezeigt,wie maneinUniversumvergröbert.Wir abs-
trahierenvon Einzelheitenund partitionierendasUniversumdurch wenigeun-
scharfeMengen,diemit unscharfenBegriffenbelegt sind.DieunscharfenBegriffe
habenin derjeweiligenAnwendungeinekonkreteBedeutung.Daherbegebenwir
unsmithilfe einerPartitionierungvon der feingranularenEbeneder Einzelheiten
auf diegrobgranulareEbeneunseresVersẗandnisses.

DamiteineunscharfePartitioneinerseitsdasgesamteUniversumerfasstundande-
rerseitsunterscheidbareAussagentrennt,habenwir dieEigenschaftenVollständig-
keit und Konsistenzvon scharfenPartitionenverallgemeinert.Darausresultiert
die Überdeckungseigenschaft unscharferPartitionen,die bishernur als Daumen-
regel vorgeschlagenwurde[DHR93] oderimplizit Teil von Modellannahmenwar
[DMP93].

Die unscharfenBegriffe einerunscharfenPartition nennenwir Grundbegriffe. Sie
stellenden Wortschatzdar, mit dessenHilfe wir unscharfeBeobachtungenauf
leicht versẗandlicheWeisebeschreiben.Zu diesemZweckschlagenwir in dieser
Arbeit alsgrundlegendneuesVerfahrendie gewichteteKombinationvon Grund-
begriffen vor. Die Grundbegriffe der Partition bilden ein Erzeugendensystemfür
unscharfeAussagen,dieeinerseitsleichtversẗandlichdurchdieGrundbegriffe be-
schriebenwerdenund andererseitsexakt auf der feingranularenEbeneder Ein-
zelheitenrepr̈asentiertsind.Formalerweiternwir dafür dasKontextmodelldurch
einenwahrscheinlichkeitstheoretischenAufbau.DamitstehtdasVerfahrenaufder
solidenBasiseiner konkretenSemantik.Aus Sicht der Praxis ist dies wichtig,
weil damit erstensdie Bedeutungvon Unscḧarfewohldefiniertist und wir zwei-
tenspraktischeVerfahrenangebenkönnen,um unscharfeAussagenausDatenzu
generieren.

Mit derSyntheseunscharferMengenhabenwir gezeigt,wie manausdergewich-
tetenKombinationvon Grundbegriffen eineunscharfeMengeberechnet,alsoei-
ne grobgranularein einefeingranulareDarstellungübersetzt.Umgekehrtkönnen
wir mit der Analyseeine unscharfeMengedurch eine gewichteteKombination
derGrundbegriffe versẗandlichmachen.BestehendeAnsätzeversuchenzudiesem
Zweck, die unscharfeMengezu klassifizieren.Man könnteetwaeineForm von
KonsistenzderunscharfenMengemit jedemGrundbegriff messen[CFP82].Wir
hingegenrekonstruierendieunscharfeMengemöglichstexaktdurchdieGrundbe-
griffe.Sokönnenwir erstmaligsicherstellen,dassfeingranulareundgrobgranulare
Aussagenin beidenRichtungeneindeutigineinander̈uberf̈uhrbarsindundsomit
die SemantikunscharferAussagenwohldefiniertist. VersẗandlichkeitundExakt-
heit unscharferAussagensinddamit immergleichzeitiggegeben.
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In den folgenden Kapiteln erweist sich die Idee, alle unscharfenAussagen
durch die Grundbegriffe darzustellen,als äußerstelegant. Alle Berechnungen
mit unscharfenAussagenkönnenwir auf Berechnungenmit denGrundbegriffen
zurückführen.DassicherterstensdieEffizienzderVerfahren,dawir in Anwendun-
gennormalerweisenur wenigeGrundbegriffe definieren.Zweitensist aberauch
die VersẗandlichkeitunscharferErgebnissegewährleistet,dennsie werdendurch
bekannteBegriffe ausgedr̈uckt.





Kapitel 5

Schließenmit unscharfenBegriffen

Für dasSchließenmit unscharfenBegriffen bescḧaftigenwir unsin diesemKapi-
tel mit zweiProblemstellungen:derModellierungvonRegelnfür dieWissensbasis
undderHerleitungeinesInferenzmechanismus.Wir greifendabeiauf die Defini-
tionenvon Wissensbasis,BeobachtungundInferenzausAbschnitt2.2zurück.

In Abschnitt5.1 zeigenwir, wie ZusammenḧangezwischenVariablendurchRe-
geln auf der BasisunscharferBegriffe dargestelltwerden.Dabeimüssenwir si-
cherstellen,dasssichdieSemantikderRegelnmit derSemantikunscharferBegrif-
fe und insbesondereder gewichtetenKombinationvon Grundbegriffen vertr̈agt.
Wir erreichendiesdurchdie Modellierungvon Regelnals bedingteWahrschein-
lichkeitenunscharferBegriffe.

Der zweiteTeil desKapitelswidmetsichmit Abschnitt5.2 der Inferenz,alsoder
Frage,wie manausmehrstufigenRegelbasenundBeobachtungenSchl̈ussezieht.
Dabeihabenwir unsals Ziel gesetzt,dassder Inferenzmechanismusdie Proble-
me herk̈ommlicherVerfahrenbeseitigt:Um die Effizienz der Berechnungenzu
gewährleisten,sollenmehrstufigeInferenzenauf grobgranularerEbeneberechnet
werden.Darüberhinaussoll derSchlussdesSystemsversẗandlichauf grobgranu-
larerEbeneundwohldefiniertauf feingranularerEbenevorliegen.

Um diesenAnforderungenzu gen̈ugen,benutzenwir alsAntezedenzienundKon-
sequenzenderRegeln Grundbegriffe undberechnendie Inferenzauf grobgranu-
larerEbeneüberdieBegriffswahrscheinlichkeiten,die wir in Kapitel 4 eingef̈uhrt
haben.Ein unscharferSchlussist dannalsgewichteteKombinationvon Grundbe-
griffen leicht versẗandlichundkanndurcheineSynthesein eineunscharfeMenge
übersetztwerden.Damit zeigenwir erstmals,wie manauf grobgranularerEbene
mit denGrundbegriffen symbolisch

”
rechnen“ kann,ohnedie feingranulareEx-

aktheitderErgebnissezu verlieren.

In Abschnitt 5.2 habenwir angenommen,dassdie Antezedenzienund Konse-
quenzender Regeln Grundbegriffe sind. DieseEinschr̈ankunghebenwir in Ab-
schnitt5.3 auf.Wir führenRegelnmit beliebigenunscharfenBegriffen alsAnte-
zedenzienundKonsequenzenauf Regelnmit unscharfenGrundbegriffen zurück.
Auf dieseWeisekönnenwir beliebigeRegelnversẗandlichmit denGrundbegriffen
darstellenundeffizient mit unseremInferenzmechanismusverarbeiten.
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Bei praktischenAnwendungenunscharfenSchließensist es wichtig, die Zu-
verlässigkeitder Ergebnissebeurteilenzu können.Damit ein Maß für die Zu-
verlässigkeitaussagekr̈aftig ist, musses über eine konkreteSemantikverfügen.
In Abschnitt5.4zeigenwir, wie manausderSemantikunscharferBegriffe einZu-
verlässigkeitsmaßfür unscharfeSchl̈usseableitet,dasdieseAnforderungerfüllt.

Abschließendvergleichenwir in Abschnitt5.5 denRechenaufwandunseresInfe-
renzverfahrensmit demAufwandandererAnsätze.Wie in Abschnitt1.3gefordert,
hängtderAufwandderInferenzvonderAnzahlderGrundbegriffe bzw. derRegeln
abundnicht wie bei anderenVerfahrenvon derAnzahlderEinzelheiten.

5.1 GrobgranulareRegeln

Wie bereitsin denGrundlagenin Abschnitt2.2besprochen,verstehenwir in dieser
Arbeit untereinerRegel einengerichtetenZusammenhangzwischenunscharfen
Aussagen,denwir durcheineFormulierungder Bauart

”
Wennx 	 Ã, danny 	

B̃“ ausdr̈ucken.Ã und B̃ sind dabeiunscharfeBegriffe über denUniversender
Variablenx bzw. y. Der Einfachheithalberschreibenwir stattder Regel

”
Wenn

x 	 Ã, danny 	 B̃“ kurz Ã �3� B̃.

Konsistentmit dergewichtetenKombinationunscharferBegriffe bauenwir unsere
TheoriezumunscharfenSchließenauf der InterpretationeinerRegel alsbedingte
Begriffswahrscheinlichkeitauf. In Abschnitt6.3zeigenwir dannim Rahmenver-
schiedenerRepr̈asentationenvonWissen,wiemanpartielleAbbildungenundlogi-
scheVerkn̈upfungenmit bedingtenWahrscheinlichkeitendarstellt.In dieserWeise
kannregelbasiertesWissenauf verschiedenenSemantikenberuhenund trotzdem
durchdengleichenmathematischenFormalismusrepr̈asentiertwerden.

In diesemAbschnitt,wie auchbei der Inferenzin Abschnitt5.2, gehenwir da-
von aus,dassdie unscharfenBegriffe Ã und B̃ denunscharfenPartitionen C ( 	� Ã1 � Ã2 �7G7G7GW� , C + 	�� B̃1 � B̃2 �7G7G7G'� der Universen� , � entnommensind. Unsere
Regeln basierendamit nur auf Grundbegriffen. Aus Sicht der Praxis ist dieses
Vorgehenunmittelbareinleuchtend,dadie Partitionengeradesogewählt werden,
dassauchdieZusammenḧangezwischenverschiedenenVariablendirektdurchdie
Grundbegriffe ausgedr̈ucktwerdenkönnen.Insbesonderewenndie Informationen
überdie Zusammenḧangeaberin gemessenenDatenbestehen,sind die Zusam-
menḧangeu.U. von denGrundbegriffen losgel̈ost. In diesemFall – die unschar-
fen Werte Ã und B̃ sind nicht in C ( bzw. C + enthalten– werdenwir sie durch
AnalyseoderSyntheseals Kombinationvon Grundbegriffen ausdr̈ucken,wasin
Abschnitt5.3ausf̈uhrlichdiskutiertwird. Die Beschr̈ankungaufunscharfeGrund-
begriffe in denAntezedenzienundKonsequenzenderRegelnbeschr̈anktalsonicht
die AnwendbarkeitunsererTheorie.
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Wir betrachtenzun̈achstnur Regeln mit eindimensionalemAntezedensund ein-
dimensionalemKonsequens.MehrdimensionaleAntezedenzienwerden in Ab-
schnitt5.2.3behandelt.Eine Regel mit mehrdimensionalemKonsequens

”
Wenn

x 	 Ã, danny 	 B̃ und z 	 C̃“ ersetzenwir o.B. d.A. durchdie beidenRegeln

”
Wennx 	 Ã, danny 	 B̃“ und

”
Wennx 	 Ã, dannz 	 C̃“ .

Eine Regel Ã ��� B̃ weist der Größey denWert B̃ unterder Annahmezu, dass
x den Wert Ã annimmt. In dieserHinsicht deutenwir die Regel wie z.B. bei
BAYESSCHEN Netzen[Pea88, RN95] als sicherebedingteWahrscheinlichkeit:
Wenn B̃ die einzig mögliche Schlussfolgerungfür y unter der Annahmevon Ã
ist, so gilt P~ � B̃ � Ã�?	 1. Um Unsicherheitüber dasKonsequensausdr̈uckenzu
können,verallgemeinernwir die Modellierung,indemwir beliebigeWahrschein-
lichkeitenP~ � B̃ � Ã� zulassen.Formal definierenwir zu diesemZweck wiederum
einenBegriffsmaßraum� C� 2~ � P~ � . In diesemFall bildenwir daskartesischePro-
dukt Cz	_C ( �*C + , aufdemdieRegelnalsbedingteWahrscheinlichkeitendefiniert

werden.Für einegewichteteRegel notierenwir Ã
P� & B̃ � Ã-�3� B̃. Aus derWahrschein-

lichkeitsrechnungfolgt die Eigenschaft� Ã 
|C ( : ∑
B̃2W~�� P~ � B̃ � Ã�A	 1 � (5.1)

die anschaulichbedeutet,dassbei Gültigkeit von x 	 Ã die Variabley nur Werte
ausC + annehmenkann.DerHintergrunddieserEigenschaftist dieAnnahmeeiner
abgeschlossenenWelt1.

Als Beispielbetrachtenwir denZusammenhangzwischenderKörpergrößex und
demGewicht y einesMenschen.Wir gehendazuvon denPartitionen C ( 	�� sehr
klein,klein,normal,groß,sehrgroß� und C + 	�� sehrleicht, leicht, durchschnitt-
lich, schwer, sehrschwer� aus.Wir könntennuneineGruppevon Expertenbitten,
jederunscharfenKörpergrößeausC ( einodermehrereunscharfeKörpergewichte
aus C + zuzuordnen.Aus dieserUmfragekönnenwir direkt die bedingtenWahr-
scheinlichkeitenP~ � B̃j � Ãi � als relative Häufigkeitenablesen.Ein möglichesEr-
gebniszeigtTab. 5.1ausschnittsweise.

DasBeispieldeutetschonan, dassesbei gewichtetenRegeln um mehrgehtals
denreinenAusdruckvon UnsicherheiẗuberdasKonsequens.Wennwir denInfe-
renzmechanismushergeleitethaben,werdenwir in Abschnitt5.3 sehen,dasswir
aufdieseWeiseRegelnkonstruierenkönnen,dienichtaufdenGrundbegriffen ba-
sieren.Sokönnenwir z.B. die drei Regelnmit demAntezedenskleinausTab. 5.1
zu einerRegel zusammenfassen.DasKonsequensbildenwir durcheinegewich-
teteKombinationder Grundbegriffe sehr leicht, leicht und durchschnittlich. Wir

1engl.closedworld assumption
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sehr klein
0,7xp  sehr leicht

sehr klein
0,3xp  leicht

klein
0,2xp  sehr leicht

klein
0,5xp  leicht

klein
0,3xp  durchschnittlich

normal
0,25xp  leicht

normal
0,5xp  durchschnittlich

normal
0,25xp  schwer
etc.

Tabelle 5.1: Teil einer Regelbasis für den Zusammenhang zwischen Körpergröße und
Körpergewicht

werdenin Abschnitt 5.3 mit Satz10 beweisen,dasswir die Regelgewichte als
Wahrscheinlichkeitenderdrei Grundbegriffe interpretierenkönnen.Dazuben̈oti-
genwir denInferenzmechanismus,denwir im folgendenAbschnittherleiten.

Bemerkung1 Die vorgestellteFormalisierung von Regeln unterscheidet sich
grundlegendvon der Art, die bei der Inferenz nach dem Prinzip von Kombi-
nation/Projektionbenutztwird. Wie auch bei unscharfenProduktionsregelnstel-
len wir eine Regel auf grobgranularer Ebenedar. BeimPrinzip von Kombinati-
on/Projektionhingegenwird einegrobgranular formulierteRegel zwischenVaria-
blen x undy in einenfeingranularenZusammenhangzwischenx undy übersetzt
undauch auf dieserEbeneverarbeitet.Darausresultierendie Effizienzprobleme
unddie mangelndeVersẗandlichkeitder Schlüsse,wie wir in Abschnitt 3 gesehen
haben.Wie der nächsteAbschnitt zeigt,könnenwir dieseProblememit unserem
Ansatzlösen.

5.2 Inferenz

Aus der Modellierungvon Regeln als bedingteWahrscheinlichkeitenleiten wir
in diesemAbschnitt ein Inferenzverfahrenab. Wir gehenvon einemRegelsatz
als Wissensbasisaus, im Fall eineseinstufigenSystemsvon gewichtetenRe-

geln Ãi
P¡p¢ B̃j £ Ãi ¤¥3¦ B̃j . Aus der Kenntnis,dassx einenunscharfenWert Ã annimmt,

möchtenwir durch InferenzeinenSchlussfür den Wert von y ziehen.DasBa-
sisverfahrender Inferenzbeschreibenwir in 5.2.1 für einstufigeInferenzenmit
eindimensionalenAntezedenzien.DieseEinschr̈ankungwird in denfolgendenAb-
schnittenaufgehoben.Weiterhinzeigenwir, dassdasInferenzverfahrenim Gegen-
satzzudenmeistenanderenVerfahrendenModusPonensauchbeiparallelerAus-
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wertungmehrererRegeln erfüllt. Besondersbei mehrstufigemSchließenist dies
wichtig, weil andernfallsmit jederweiterenStufedie Unsicherheitder Schl̈usse
zunimmt.

DasInferenzverfahrenbauenwir auf denBegriffswahrscheinlichkeitenauf, wes-
halbsichdie InferenzvollständigaufgrobgranularerEbenebewegt.Damitsichern
wir die EffizienzdesVerfahrensunddie VersẗandlichkeitderSchl̈usse.Insbeson-
derebeimehrstufigenInferenzenmüssenwir abergewährleisten,dassdie feingra-
nularenErgebnisseexakt bleiben,wennwir auf grobgranularerEbeneschließen.
In Abschnitt 5.2.2beweisenwir, dasswir keinenVerlustan Exaktheiterleiden.
Auf dieseWeisegewinnenwir EffizienzundVersẗandlichkeitgegen̈uberanderen
Inferenzverfahren,ohneungenauerzu werden.

5.2.1 Basisverfahrender Infer enz

Dawir dieRegelnalsbedingteWahrscheinlichkeitenmodellierthaben,lehnenwir
dasInferenzverfahrenandieFormelvonder totalenWahrscheinlichkeitan:

P § Bj ¨A© ∑
i

P § Bj ªAi ¨H« P § Ai ¨ (5.2)

mit scharfenMengenAi ¬` , Bj ¬z® . Für die Gültigkeit derFormelmüssendie
Ai paarweisedisjunktseinunddasUniversum überdecken:¯ i Ai ©  . Aus der
Kenntnisder bedingtenWahrscheinlichkeitenP § Bj ªAi ¨ und der Beobachtungen
P § Ai ¨ überdasEintreffen derEreignisseAi lässtsichdamitauf die Eintrittswahr-
scheinlichkeitP § Bj ¨ schließen.In unseremModell sinddie EreignisseAi undBj

unscharfeGrundbegriffe Ãi °|±s² , B̃j ° ±s³ , die durchPlausibiliẗatsdichtendarge-
stellt werden.Die bedingtenWahrscheinlichkeitenṔ.§ B̃j ª Ãi ¨ modellierenRegeln
zwischendenGrundbegriffen wie in Abschnitt5.1 dargestellt.Wir operierenal-
so ausschließlichim Begriffsmaßraum§ ±�µ 2́ µ Ṕ ¨ . Die Grundbegriffe werdenin
diesemals diskreteElementevon ± dargestellt,wie wir in Abschnitt 4.2.1 be-
schriebenhaben,undsind damit einerseitsdisjunkt und überdeckenandererseits
die Menge ± . Wir dürfenalsodie Formelvon der totalenWahrscheinlichkeitan-
wenden.

Bei Kenntnisder Regeln müssenwir die WahrscheinlichkeitenṔO§ Ãi ¨ 2 ausei-
ner i. A. unscharfenInformationüberdie Variablex bestimmen,um Formel (5.2)
für die Inferenzanwendenzu können.DiesenSchritt habenwir bereitsin Ab-
schnitt 4.2 erledigt. Im Fall der Synthesesind die WahrscheinlichkeitenṔ.§ Ãi ¨
direkt durchdie Beobachtunggegeben.Liegt dagegeneine unscharfeBeobach-
tung Ã vor, so berechnenwir die Ṕ.§ Ãi ¨ durcheine Analyse,wobei wir wie in
Abschnitt4.2.3Ṕ.§ Ãi ¨ mit Ṕ.§ Ãi ª Ä̃ identifizieren.

2alsKurzformvon P¶�·¹¸ Ãi º�»O¼�½�¾
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Inferenz

SchlussBeobachtung

grobgranular

feingranular

Analyse Synthese

P¶ · Ãi ¾ Ãi P¶ · Ãi ¾
P¶s· B̃j ¿ Ãi ¾ P¶�· B̃j ¾ P¶�· B̃j ¾ B̃j

Abbildung 5.1: Schließen mit unscharfen Begriffen

Insgesamtmüssenwir zur Berechnungeines SchlussesB̃ also drei Schritte
durchf̈uhren,wie Abb. 5.1 illustriert – die BezeichnungṔO§ Ãi ¨ Ãi in der Abbil-
dungstehtdabeifür die grobgranularenAussagen

”
Der Grundbegriff Ãi gilt mit

WahrscheinlichkeitṔ.§ Ãi ¨ .“ Im erstenSchritt der Berechnungwerdendie Be-
griffswahrscheinlichkeitenṔ § Ãi ¨ bestimmt,die im zweitenSchritt mit denbe-
dingtenWahrscheinlichkeitenṔ.§ B̃j ª Ãi ¨ verkn̈upft werden:

Ṕ § B̃j ¨�© ∑
i

Ṕ § B̃j ª Ãi ¨s« Ṕ § Ãi ¨ (5.3)

ResultatsinddieWahrscheinlichkeitenṔ § B̃j ¨ , mit denenim drittenSchrittdurch
gewichteteKombinationderBegriffe B̃j die KonklusionB̃ berechnetwird:

plB̃ § v̈A© ∑
j

Ṕ�§ B̃j ¨H« plB̃j
§ v̈ (5.4)

Die Berechnungsvorschrift (5.3) für denzweitenSchritt, denKern der Inferenz,
könnenwir alsMultiplikation einerMatrix mit einemVektordarstellen.Mit den
VektorenÀa ©ÂÁ Ṕ § Ãi ¨/Ã i , Àb ©�Á Ṕ § B̃j ¨/Ã j undderMatrix G ©�Á Ṕ § B̃j ª Ãi ¨/Ã i j giltÀb © Gt « Àa (5.5)

Wir sehen,dassdie Inferenzselbstnur auf der Ebeneder Begriffswahrschein-
lichkeiten,dergrobgranularenEbene,berechnetwird. Zur BestimmungderWahr-
scheinlichkeitenṔO§ Ãi ¨ müssenwir unsnur im Fall einerAnalyseauf die Ebene
derEinzelheitenbegeben,weil dernötigeApproximationsvorgangeineOptimie-
rungüberdemUniversum ist.NachderInferenzliegt derberechneteSchlussals
Kombinationvon Grundbegriffen vor. JenachAnwendungverwertenwir dasEr-
gebnisauf grobgranularerEbene– z.B.

”
Der Täterist mit Wahrscheinlichkeit0,7

großundmit 0,3 sehrgroß.“ – oderwir berechnendie zugeḧorigePlausibiliẗats-
dichteder Kombinationauf feingranularerEbene,um z.B. die scharfenKörper-
größenmit derhöchstenPlausibiliẗat bestimmenzu können.DasBeispiel in An-
hangA illustriert diesebeidenMöglichkeiten.
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UnsereInterpretationeinerRegel habenwir andenModusPonensgekn̈upft: Aus
Ã und Ã ¥�¦ B̃ schließenwir B̃. Insbesondereverlangenwir bei einemSatzvon
RegelnÃi

¥3¦ B̃i für alle i, dassausÃi nachAnwendungaller RegelnderSchluss
B̃i folgt. Wie folgenderSatzzeigt,gilt derModusPonensin unseremInferenzme-
chanismus.

Satz8 SeienÃi °a±H² , B̃j °a±H³ die Grundbegriffe auf denUniversen und ® .
Die gewichtetenRegelnder Wissensbasisseiendurch die bedingtenWahrschein-
lichkeitenṔ § B̃j ª Ãi ¨ definiert.Dannwird eineEingabeÃi durch dasInferenzver-
fahrengem̈aß(5.3) und(5.4)auf einegewichteteKombinationder Grundbegriffe
B̃j mit Ṕ.§ B̃j ¨�© Ṕ.§ B̃j ª Ãi ¨ abgebildet.Für die PlausibilitätsdichtedesSchlusses
B̃Ä gilt somit Å

v °|® : plB̃Æ § v̈A© ∑
B̃Ç ´YÈ Ṕ.§ B̃ ª Ãi ¨s« plB̃ § v̈ (5.6)

Insbesonderegilt im Fall einfacher RegelnÃi
1¥3¦ B̃j , d.h.

Å
i É j : Ṕ.§ B̃j ª Ãi ¨�© 1 :

DasInferenzverfahrenbildet Ãi auf B̃j ab.

Beweis: Die EingabeeinesGrundbegriffs Ãl resultiertdurcheineAnalysein den
BegriffswahrscheinlichkeitenṔO§ Ãi ¨3©jÊ i Ë l , daÃi sichselbstperfektdarstellt.Die
Behauptungenfolgendirekt durchEinsetzender Ṕ.§ Ãj ¨ in die Gleichungen(5.3)
und(5.4). Ì
Bemerkung2 Im Fall desPrinzipsvon Kombination/Projektionwird die Forde-
rung desModusPonensz.B. benutzt,um aus gegebenenAntezedenzieñAi und
KonsequenzeñBi eine unscharfe RelationR̃ zu bestimmen,die dasWissenaller
Regelnzusammenfasst.̃Rwird soberechnet,dassderModusPonensunterAnwen-
dungder sup-min-Kompositionerfüllt wird: Ãi Í R̃ © B̃i für alle i [Ped91]. Diese
Gleichungunscharfer Relationenmussallerdingsnicht lösbar sein; der Modus
Ponenswird dannnicht erfüllt.

Speziellvon MAMDANIS Ansatzist bekannt,dassder ModusPonensbei einer
WissensbasisausmehrerenRegelnnicht gilt. Bildetmanbeispielsweiseeineiden-
tischeAbbildungübereinenSatzvonRegelnÃi

¥�¦ Ãi nach, soresultiertdie In-
ferenzeinesÃj i. A. nicht in Ãj [WS00].DasErgebnisist unschärfer, da nebenÃj

auchandereÃi einenBeitragzumSchlussliefern.DieseEigenschaftbereitetinsbe-
sondere bei mehrstufigenInferenzenSchwierigkeiten.WiederholteAnwendungen
der Regelnauf denSchlussvergrößernnämlich die Unschärfe weiter, bis irgend-
wannalle Ãi zumErgebnisbeitragen.Der Schlussist dannsounspezifisch, dass
er keinerleiInformationenmehrträgt.Auspraktischer Sicht ist MAMDANIS Ver-
fahrendamitnicht für mehrstufigesSchließengeeignet.DieseFeststellunggilt für
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alle Spezialf̈alle desPrinzipsvonKombination/Projektion,bei denendie Schlüsse
mehrererRegelndurch Vereinigungzusammengefasst werden.

DaderModusPonensgilt, sinddie Schl̈usseunseresInferenzverfahrensnicht un-
sichereralsdieRegelnvorgeben.MehrstufigesSchließenkannalsSequenzeinstu-
figer Inferenzendarannichtsändern.Sokönnenwir die identischeAbbildungaus
Bemerkung2 beliebigoft auf eineunscharfeEingabeanwenden,ohnedasssich
die UnscḧarfederErgebnissevergrößert.UnserVerfahrenzumSchließenmit un-
scharfenBegriffen erfüllt damit einenotwendigeVoraussetzungfür mehrstufiges
Schließen.

5.2.2 Mehrstufige Infer enz

In vielen Anwendungenist es sinnvoll, Zusammenḧange zwischenVariablen
mehrstufigüberZwischengr̈oßenzu formulierenanstattsiedirekt anzugeben,wie
wir bereitsin Abschnitt 1.3 diskutiert habenund wie auchdasBeispiel in An-
hangA zeigt.Nehmenwir an,wir hättendrei Variablenx °� , y °|® sowie z °|Î
undsuchteneinenZusammenhangzwischenx undz. Wir formulierenunserWis-
senin Form von Regeln zwischenBegriffen Ãi °�±s² und B̃1

j °a± 1³ und Regeln

zwischenBegriffen B̃2
k °a± 2³ und C̃l °\±�Ï . Der Inferenzmechanismusmussaus

einer Beobachtungfür x auf Werte für y und darausauf Werte für z schließen.
Abbildung5.2 illustriert dasnaiveVorgehen,die zweistufigeInferenzalsAbfolge
von zweieinstufigenInferenzenzu realisieren.

grobgranular

feingranular

Inferenz Inferenz

SchlussBeobachtung

Synthese Analyse Synthese

P¶ · Ãi ¾
P¶�· B̃1

j ¿ Ãi ¾ P¶�· B̃1
j ¾ P¶ · B̃2

k ¾
P¶s· C̃l ¿ B̃2

k ¾ P¶ · C̃l ¾

Abbildung 5.2: Naives Vorgehen bei mehrstufiger Inferenz

DasProblemdieserMethodeist,dassderAnalysevorgangamEingangderzweiten
Stufesehraufwändigist, weil dienotwendigenBerechnungenaufdemUniversum® durchgef̈uhrtwerdenmüssen.EinesderZiele dieserArbeit bestehtabergerade
darin,dieszuvermeiden.Wir möchtenbei dermehrstufigenInferenzdiesenAna-
lysevorgangzwischenden Inferenzstufenvermeiden,indem wir direkt ausden
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WahrscheinlichkeitenṔ § B̃1
j ¨ die WahrscheinlichkeitenṔ § B̃2

k ¨ bestimmen.Ge-
lingt unsdas,dannsolltederBerechnungsaufwandder Inferenznur von derAn-
zahlderBegriffe bzw. Regelnundnichtvon derGrößedesUniversumsabḧangen.

...

...

...

1. Stufe

2. Stufe

Ã1 Ã2 Ã3

B̃1 B̃2 B̃3

C̃1 C̃2 C̃3

...

...

...

...

1. Stufe

2. Stufe

Ã1 Ã2 Ã3

C̃1 C̃2 C̃3

B̃1
1 B̃1

2 B̃1
3

B̃2
1 B̃2

2 B̃2
3

Abbildung 5.3: Mehrstufige Inferenz; links der Standardfall, rechts der allgemeine Fall

Standardfall Der Standardfallliegt dannvor, wenndie KonsequenzenderRe-
geln der erstenStufemit denAntezedenzienderRegeln der zweitenStufeüber-
einstimmen:± 1³ © ± 2³ : © ±s³ . DieserFall ist in der Praxisdie Regel, dennnor-
malerweisewird ein Universumnur einmal partitioniert.MehrfachePartitionie-
rungeneinesUniversumssind nur dannsinnvoll, wennsie in verschiedenenZu-
sammenḧangenbenutztwerden.Aussagenüber dasGewicht einer Personzum
Beispielkönntenauf fünf Grundbegriffen beruhen,wie in Abschnitt5.1 beschrie-
ben.Wennwir auf BasisdesGewichtesentscheidenmüssen,ob die Federkraftei-
ner Skibindungausreicht,dannwürdenhingegenzwei Begriffe für dasGewicht
der Personausreichen:passendund nicht passend. DiesebeidenBegriffe sind
tats̈achlichunscharf,da die Entscheidungaußerdemvon Fahrk̈onnenund Kno-
chenbauderPersonabḧangt.DiesenallgemeinerenFall mit zweiPartitionierungen
behandelnwir weiterunten.Abbildung5.3zeigtlinks denStandardfallundrechts
denallgemeinenFall.

Im Standardfallresultiertdie Inferenzeiner Informationdurchdie ersteStufein
denBegriffswahrscheinlichkeitenṔ § B̃j ¨ . Diesebilden auchdie Eingabefür die
zweiteStufe.Wir müssenalsonicht wie in Abb. 5.2einenfeingranularenSchluss
B̃ synthetisierenund wiederaufwändiganalysieren.Stattdessenkönnendie Be-
griffswahrscheinlichkeitenṔ § B̃j ¨ direkt von dererstenzur zweitenStufeweiter-
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gereichtwerden,ohnedasswir unsaufdiefeingranulareEbenedesunterliegenden
Universumsbegebenmüssen.Abbildung5.4zeigtdieseSituation.

Beobachtung

Inferenz Inferenz

Schluss

grobgranular

feingranular

Synthese

P¶ · Ãi ¾
P¶�· B̃j ¿ Ãi ¾ P¶ · B̃j ¾

P¶�· C̃k ¿ B̃j ¾ P¶�· C̃k ¾

Abbildung 5.4: Schnelle, mehrstufige Inferenz im Standardfall

WennG1 © § ṔO§ Ãi ª B̃j ¨7¨ i j undG2 © § ṔO§ B̃j ª C̃k ¨7¨ jk dieGewichtederRegelnbeider
Stufenbezeichnen,ergibt sichfür die zweistufigeInferenzeinerEingabeÀaÀc © Gt

2Gt
1 « Àa © Gt « Àa mit G © G1G2 (5.7)

Insbesonderekönnenwir die mehrstufigeInferenzalsodurcheineeinstufigeIn-
ferenzersetzen,indemwir die GewichtsmatrizendurchMatrixmultiplikation zu-
sammenfassen.Auf dieseWeiseersparenwir unsnicht nur die Berechnungenauf
feingranularerEbenezwischendenStufen,sondernkönnensogardie Anzahlder
Stufenauf einsreduzieren.Es ist offensichtlich,dassdieseReduktionallgemein
für s-stufigeRegelsystemegilt. Zus̈atzlichkönnenwir die ElementederMatrix G
alsbedingteWahrscheinlichkeitenṔO§ Ãi ª C̃k ¨ deuten.Damithabenwir grobgranu-
lare Regeln,die dendirektenZusammenhangzwischenx undz in versẗandlicher
Form beschreiben.Dies ist insbesonderein Anwendungeninteressant,bei denen
wir denZusammenhangzwischenx undznichtdirekt formulierenkönnenunddie
Zwischenvariabley nurmangelsbesserenWissenseinführenmüssen.

Allgemeiner Fall Wir gehennundavonaus,dassdiePartitionierungen± 1³ © ± 2³
nicht übereinstimmen.Wie bereitserwähnt,ist dieserFall in praktischenAnwen-
dungenwesentlichselteneranzufindenalsderStandardfall;wir solltenihn trotz-
demhandhabenkönnen.

Eine unscharfeEingabeÃ resultiertdurchInferenzin der erstenStufe in einem
SchlussB̃ nachGleichung(5.4):

plB̃ § v̈A© ∑
j

Ṕ.§ B̃1
j ¨H« plB̃1

j
§ v̈ (5.8)
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B̃ mussanschließendin einemAnalysevorgangdurchdie AntezedenzieñB2
k der

zweitenStufedargestelltwerden.Mit demAnalyseverfahrennachAnsatz2 be-
stimmenwir dieBegriffswahrscheinlichkeitenṔ.§ B̃2

k ¨ , mit denendieKombination
derB̃2

k dieunscharfeMengeB̃ approximiert:

plB̃ § v̈�Ð ∑
k

ṔO§ B̃2
k ¨H« plB̃2

k
§ v̈ (5.9)

Abbildung 5.2 illustriert diesesVorgehen.Wir werdennachfolgendzeigen,dass
wir den rechentechnischaufwändigenAnalysevorgangumgehenkönnen,indem
wir die Gewichte Ṕ § B̃2

k ¨ direkt ausdenWahrscheinlichkeiten Ṕ § B̃1
j ¨ berechnen.

Die GrundideeunseresVerfahrenslautet,mithilfe einerAnalysevorabjedenBe-
griff B̃1

j durcheineKombinationderB̃2
k zu approximieren:

plB̃1
j
§ v̈�Ð ∑

k

wjk « plB̃2
k
§ v̈ (5.10)

Für dieBestimmungderGewichtewjk führenwir ausschließlichSchritt2 desAna-
lyseverfahrensgem̈aßAnsatz2 durch,also eine reine Funktionsapproximation.
Die Gewichtewjk könnendamitnegativ seinundsindnicht normiert.Der folgen-
deSatzzeigt,wie wir die WahrscheinlichkeitenṔ.§ B̃2

k ¨ mithilfe derGewichtewjk
berechnenkönnen.

Satz9 Seienwjk dieGewichteausGleichung(5.10)undṔO§ B̃2
k ¨ dieGewichte,die

durch dieAnalysevonB̃ nach Ansatz2 mit denBegriffenB̃2
k °± 2³ entstehen(Glei-

chung(5.9)).SeiI : ©FÑ k ª supp§ B̃2
k ¨YÒ supp§ B̃ ¨?Ó© /0 Ô . WenndiePlausibilitätsdichten

derGrundbegriffe B̃1
j °�± 1³ undB̃2

k °|± 2³ stetigsind,gilt für alle k

ṔO§ B̃2
k ¨�©ÖÕ×Ø ×Ù

maxÑ 0 µ ∑ j wjk « Ṕ.§ B̃1
j ¨ Ô

∑i Ç I maxÑ 0 µ ∑ j wj i « ṔO§ B̃1
j ¨ Ô µ falls k ° I

0 sonst

(5.11)

Beweis: Für denBeweis begebenwir uns in denPr̈a-Hilbertraum § C § ® ¨ µ�Ú « Ú 2 ¨
mit inneremProdukt Û f µ f Ü 1Ý 2 © Ú f Ú 2, vgl. AnhangB.2.Dawir in (5.10)dieBest-
approximationenderBegriffe B̃1

j berechnethaben,gilt für alle j µ l die Normalen-
gleichung

∑
k

wjk « Û plB̃2
k
µ plB̃2

l
Ü © Û plB̃1

j
µ plB̃2

l
Ü (5.12)
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Wie folgendeRechnungzeigt, löstαk : © ∑ j wjk « Ṕ § B̃1
j ¨ für alle l die Normalen-

gleichung:

∑
k

∑
j

wjk « Ṕu§ B̃1
j ¨s« Û plB̃2

k
µ plB̃2

l
Ü © ∑

j
ṔO§ B̃1

j ¨ ∑
k

wjk « Û plB̃2
k
µ plB̃2

l
Ü (5.13)¢ 5 Þ 12¤© ∑

j
Ṕ.§ B̃1

j ¨H« Û plB̃1
j
µ plB̃2

l
Ü (5.14)¢ 5 Þ 8¤© Û plB̃ µ plB̃2

l
Ü (5.15)

Da wir immer die lineare Unabḧangigkeit der Plausibiliẗatsdichtenvorausset-
zen,ist die Lösungeindeutig.Die αk minimierendamit die FehlerfunktionF ©Ú plB̃ ¥ ∑k αk « plB̃2

k
Ú 2; wir habenauf dieseWeiseSchritt2 desAnalyseverfahrens

nachAnsatz2 zur Bestimmungder WahrscheinlichkeitenṔ § B̃2
k ¨ durchgef̈uhrt.

Die Schritte3–6desAnalyseverfahrenswerdenin Gleichung(5.11)abgearbeitet.
Damitgilt dieBehauptung. Ì
Satz9 könnenwir in gleicherWeisefür die diskreteVersionder Funktionsap-
proximationformulieren,s. AnhangB.2. Wir könnendannauf die Stetigkeitder
Plausibiliẗatsdichtenverzichtenundmit diskretenUniversenarbeiten.

Synthese

Inferenz

Schluss

Inferenz

Beobachtung

grobgranular

feingranular

Transformation
P¶ · Ãi ¾

P¶�· B̃1
j ¿ Ãi ¾ P¶s· B̃1

j ¾ P¶ · B̃2
k ¾

P¶�· B̃2
k ¿ B̃1

j ¾ P¶�· C̃l ¿ B̃2
k ¾ P¶�· C̃l ¾

Abbildung 5.5: Schnelle, mehrstufige Inferenz im allgemeinen Fall

DemSatzfolgendkönnenwir die WahrscheinlichkeitenṔO§ B̃2
k ¨ ohneeinenAna-

lysevorgangausdenṔ.§ B̃1
j ¨ bestimmen.Wir bezeichnendasVerfahrenalsTrans-

formation, weil esdieDarstellungvon B̃ durchdieGrundbegriffe B̃1
j in eineDar-

stellungmit denGrundbegriffen B̃2
k überf̈uhrt.Voraussetzungdafür ist eineVorbe-

rechnungderwjk. In Abbildung5.5sehenwir im Vergleichmit dernaivenInferenz
von Abb. 5.2,dasswir denteurenSchrittauf feingranularerEbenesparen.

Wennwir auf die Gewichtewjk die Schritte1 und3–5desAnalyseverfahrensan-
wenden,dannkönnenwir siealsbedingteWahrscheinlichkeitenṔO§ B̃2

k ª B̃1
j ¨ deuten.
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Formel (5.11) vereinfachtsich in diesemFall zur Formel von der totalenWahr-
scheinlichkeit:

Ṕ.§ B̃2
k ¨�© ∑

j
Ṕ.§ B̃2

k ª B̃1
j ¨s« Ṕ.§ B̃1

j ¨ (5.16)

Wir könnendie TransformationdamitalsweitereInferenzstufeinterpretieren,die
zwischendererstenundzweitenStufeliegt. Die Gewichtewjk entsprechenalsbe-

dingteWahrscheinlichkeitenṔ § B̃2
k ª B̃1

j ¨ gewichtetenRegelnB̃1
j

P¡p¢ B̃2
k £ B̃1

j ¤¥3¦ B̃2
k. Wenn

alle Gewichte wjk nichtnegativ sind, dannmüssenwir sie nur normieren,um sie
als ṔO§ B̃2

k ª B̃1
j ¨ zu verstehen.Schritt 3 unddererstePunktvon Schritt4 desAna-

lyseverfahrensbleibenwirkungslos.In diesemFall ist die BerechnungderWahr-
scheinlichkeitenṔO§ B̃2

k ¨ mit (5.16)exakt. Falls abereinigeGewichtewjk negativ
sind,dannführendie Schritte3 und 4 desAnalyseverfahrensdazu,dasswir die
gesuchtenWahrscheinlichkeitenṔ.§ B̃2

k ¨ nicht mehr exakt mit (5.16) berechnen
können.Man musshier alsoabwägen,ob mannegative Gewichtezulässtunddie
Transformationnur als ein Hilfsmittel betrachtet,um exakt und schnellrechnen
zukönnen,oderobmanein Inferenzmodellhabenmöchte,dasvollständigauf der
Wahrscheinlichkeitsrechnungberuht,dafür aberi. A. nichtexakt ist.

Gleichung(5.16)könnenwir durcheineMatrixmultiplikation darstellen:Àb2 © Wt « Àb1 (5.17)

mit Àb1 ©ÂÁ Ṕ.§ B̃1
j ¨/Ã j , Àb2 ©DÁ Ṕ.§ B̃2

k ¨/Ã k undW ©�Á Ṕ.§ B̃2
k ª B̃1

j ¨/Ã jk. Wir bezeichnendie
Matrix W als Transformationsmatrix . Insgesamtgilt dannfür einezweistufige
Inferenzmit TransformationÀc © Gt

2 « Wt « Gt
1 « Àa © Gt « Àa mit G © G1 « W « G2 µ (5.18)

wobei Àc ©�Á Ṕ�§ C̃l ¨/Ã l . Wie im Standardfall,bei demdie Konsequenzenderersten
Regelstufegleichzeitigdie AntezedenzienderzweitenStufesind,kanndie Infe-
renzalsoauchim allgemeinenFall immerexaktaufgrobgranularerEbeneberech-
netwerden.

Darüberhinauskönnenwir mehrereInferenzstufenzu einerStufezusammenfas-
sen,wenn wir alle Gewichte als Wahrscheinlichkeiteninterpretieren.Auf diese
Weisewird nicht nurdie Berechnungbeschleunigt,sondernwir gewinnenzus̈atz-
lich dendirektenZusammenhangzwischendenEingangsgr̈oßendererstenRegel-
stufeunddenAusgangsgr̈oßender letztenStufe.Dargestelltwird dieserZusam-
menhangdurchgewichteteRegelnauf BasisderGrundbegriffe.
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Bemerkung3 BeimRegler vonMAMDANI ist esebenfallsmöglich, mehrereRe-
gelstufenzueinerzusammenzufassen[LTT98].DasVerfahrenbeschränktsich al-
lerdingsauf denStandardfall vonMehrstufigkeitin Abb. 5.3,unddie resultieren-
denRegeln sind schwer versẗandlich, weil die Grundbegriffe in der Darstellung
verlorengehen.

5.2.3 Regelnetzwerke

Bisherhabenwir nur eindimensionaleAntezedenzienbetrachtet.In diesemAb-
schnittwerdenwir zeigen,wie manmit mehrdimensionalenAntezedenzienum-
geht,derenElementekonjunktiv verkn̈upft sind.In Verbindungmit mehrstufigem
Schließenkönnenwir so Netzwerkevon Regelnaufbauen,die Baumstrukturha-
ben.Am EndediesesAbschnittsbeschreibenwir, wie Inferenzenin solchenStruk-
turenberechnetwerden.

Eine Regel mit mehrdimensionalemAntezedenshat die Form
”
Wennx © Ã und

y © B̃ und ß7ß7ß , dannz © C̃“ . Wir modellierensolcheRegeln über mehrdimen-
sionaleBegriffswahrscheinlichkeiten.Auf dieseWeisewird daseindimensiona-
le Verfahrendirekt auf mehrdimensionaleProblemeübertragen.Der einfacheren
Darstellungwegenbeschreibenwir nur Regeln mit zweidimensionalenAnteze-
denzien;Regeln mit vieldimensionalenAntezedenzienwerdenanalogbehandelt.

Wir betrachtendamitRegelnderForm § Ãi µ B̃j ¨ γi jk¥s¦ C̃k, diewir alsbedingteWahr-
scheinlichkeitenγi jk © Ṕ.§ C̃k ª Ãi µ B̃j ¨ interpretieren.Die InferenzeinerBeobach-
tung von § x µ ÿ wird wieder mit der Formel von der totalenWahrscheinlichkeit
berechnet:

Ṕ�§ C̃k ¨�© ∑
i à j Ṕ�§ C̃k ª Ãi µ B̃j ¨H« ṔO§ Ãi µ B̃j ¨ (5.19)

Um Formel (5.19)anwendenzu können,müssenwir die Begriffswahrscheinlich-
keitenṔO§ Ãi µ B̃j ¨ unterderKenntnisderBeobachtungbestimmen.WenndieVaria-
blenx undy unabḧangigsind,dannkönnenwir diegemeinsamenWahrscheinlich-
keitendurchṔ.§ Ãi µ B̃j ¨@© ṔO§ Ãi ¨3« Ṕ.§ B̃j ¨ berechnen.In diesemFall beobachten
wir für x und y unabḧangigvoneinanderunscharfeWerte Ã und B̃. ṔO§ Ãi ¨ und
Ṕ § B̃j ¨ findenwir dannin gleicherWeisewie bei eindimensionalenAntezedenzi-
endurchSyntheseoderAnalysederBeobachtungeñA, B̃.

Wennx undy abḧangigsind,müssenwir die gemeinsamenWahrscheinlichkeiten
ṔO§ Ãi µ B̃j ¨ direkt bestimmen.Falls die BeobachtungalsSynthesevorliegt, kennen
wir diegemeinsamenWahrscheinlichkeitenbereits.Anderenfallsist dieBeobach-
tungeinezweidimensionalePlausibiliẗatsdichteplxà y § u µ v̈ auf �áZ® , diewir ana-
lysierenmüssen.WegenderAbhängigkeitvonx undy sindauchdieGrundbegriffe
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zweidimensional.SiesindElementeeinerPartitiondesRaums�áZ® undwerden
durchzweidimensionalePlausibiliẗatsdichtenplÃi à B̃j

§ u µ v̈ dargestellt.Für dieAna-
lysederbeobachtetenPlausibiliẗatsdichteplxà y benutzenwir dasAnalyseverfahren
ausAbschnitt4.2.3.Esist unabḧangigvon derDimensionderPlausibiliẗatsdichte.
InsgesamtwerdenRegelnmit mehrdimensionalenAntezedenziendamitanalogzu
Regelnmit eindimensionalenAntezedenziendargestelltundentsprechendauchim
Inferenzverfahrenverarbeitet.

MehrstufigeRegelbasenmit mehrdimensionalenAntezedenzienkönnenwir als
Baumdarstellen,wie Abbildung5.6 illustriert. AbhängigeVariablenin denAnte-
zedenzienfassenwir dabeizu einemVektorzusammenundbehandelnsieformal
wie eineeinfacheVariable.Die BlätterdesBaumsrepr̈asentierenjeneVariablen,

x1 x2 x3 x4 x5

x6 x7 x8 x9

x10 x11

x12

Abbildung 5.6: Regelnetzwerk in Baumstruktur mit Variablen x1 â x2 â/ã/ã�ã�â x12

diebeobachtetwerdenundalsEingangswertedesunscharfenSystemsdienen.Der
unscharfeSchlussdesSystemswird in denVariablenderWurzelgebildet.Um den
Schlusszu berechnen,arbeitenwir denBaumschichtweisevon denBlätternzur
Wurzel3 durchlokaleInferenzenab. DasBeispielin AnhangA verdeutlichtdieses
Vorgehennocheinmal.

Wie bereitsin Abschnitt5.1erwähnt,ersetzenwir Regelnmit mehrdimensionalem
KonsequensdurchmehrereRegelnmit eindimensionalemKonsequens.Globalbe-
trachtetsubstituierenwir einenMehrfachbaumdurchmehrereeinfacheBäume,in
denenwir getrenntdieInferenzenberechnenkönnen.Liegt dagegeneingerichteter
azyklischerGraphvor, somüssenwir denglobalenInferenzmechanismusanpas-
sen,umderWahrscheinlichkeitstheoriezugen̈ugen.DasolcheStrukturenin regel-
basiertenSystemenseltenvorkommenunddie entsprechendenInferenzverfahren

3engl.bottomup
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ausderTheorieBAYESSCHER Netzebekanntsind[Pea88, RN95],diskutierenwir
diesenFall hier nicht weiter.

5.3 AllgemeineRegeln

In Abschnitt5.1habenwir gesehen,wie manRegelnÃ ¥3¦ B̃ alsbedingteWahr-
scheinlichkeitenmodelliert. Wir sind dabei davon ausgegangen,dassÃ und B̃
Grundbegriffe sind.DieseEinschr̈ankunghebenwir in diesemAbschnittauf.

In AnwendungenbasierenRegelnnormalerweiseauf denGrundbegriffen, da sie
die vergröberteSicht auf die Universendarstellen,die unseremVersẗandnisent-
spricht.Wennallerdingsein ZusammenhangzwischenUniversennicht durchEx-
perten festgelegt wird, sondernin Form von Daten gegebenist, gibt es zwei
Möglichkeitenfür die Verarbeitung.Wir könnendie Datenbenutzen,um die un-
scharfenPartitionenselbstund die Regeln zwischendenPartitionenfestzulegen.
In diesemFall basierendie Regelnwie in Abschnitt5.1auf denGrundbegriffen.

Die zweiteMöglichkeitbestehtdarin,denZusammenhangmit bereitsdefinierten
Grundbegriffen zu beschreiben.Aus denDatenresultierteineRegel mit unschar-
fen Begriffen Ã und B̃, die keineElementeder Partitionensind.DieseRegel er-
setzenwir durchRegelnmit Grundbegriffen. DieserFall wird in derPraxisnicht
sohäufigvorkommen,denner bedeutet,dassdie vorabdefiniertenGrundbegriffe
unabḧangigvondenDatenüberdenZusammenhangfestgelegtwerden.Esist frag-
lich, ob dasProblemdannangemessenmodelliertist. Aus zwei Gründenwerden
wir unsin diesemAbschnitttrotzdemdieserAufgabeannehmen.Erstenswerden
beliebigeRegelnversẗandlich,wennwir siemit denGrundbegriffendarstellen,und
zweitenskönnenwir siedanneffizientmit unseremInferenzverfahrenverarbeiten.

Wir beschreibenin diesemAbschnitt,wie mandie bedingtenWahrscheinlichkei-

tenṔO§ B̃j ª Ãi ¨ sobestimmt,dassdieresultierendenRegelnÃi
P¡ ¢ B̃j £ Ãi ¤¥s¦ B̃j eineroder

mehrerenRegeln Ã ¥�¦ B̃ für beliebigeunscharfeMengenÃ und B̃ entsprechen.
Die GrundideedesVerfahrenslautet,ein AntezedensÃ mit denGrundbegriffen
Ãi undein Konsequens̃B mit denGrundbegriffen B̃j durchgewichteteKombina-
tionendarzustellen.Aus denBegriffswahrscheinlichkeitenwerdenwir danndie
bedingtenWahrscheinlichkeitenfür die Regelnberechnen.

Wir wendenunszun̈achstdemeinfacherenFall zu, bei demdasAntezedensein
Grundbegriff Ãi unddasKonsequens̃B einebeliebigeunscharfeMengeauf ® ist:
Ãi
¥s¦ B̃. Gesuchtsind zun̈achstdie BegriffswahrscheinlichkeitenṔ § B̃j ¨ . Das

Konsequens̃B ist entwederdirekt als unscharfeMengegegebenoderwir haben
esmit denGrundbegriffen synthetisiert.Im erstenFall könnenwir mit einerAna-
lysedie Begriffswahrscheinlichkeitenbestimmen,im zweitenFall sind siedirekt
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gegeben.Wir habensomit

plB̃ § v̈AÐ ∑
j

Ṕ.§ B̃j ¨s« plB̃j
§ v̈ (5.20)

Im zweitenFall liegt sogarGleichheitvor. Um diebedingtenWahrscheinlichkeiten
ṔO§ B̃j ª Ãi ¨ zu bestimmen,betrachtenwir denModusPonens.Wir suchengewich-

teteRegelnÃi
P¡ ¢ B̃j £ Ãi ¤¥�¦ B̃j , diemit unseremInferenzverfahrendenGrundbegriff Ãi

auf dasKonsequens̃B abbilden.FolgenderSatzzeigt,dasswir ausdieserAnfor-
derungeindeutigauf die bedingtenWahrscheinlichkeitenschließenkönnen,falls
B̃ eineKombinationderGrundbegriffe B̃j ist.

Satz10 GegebenseienPartitionen ±s² , ± ³ der Universen , ® und eineRegel
Ã ¥3¦ B̃ mit Ã °_±H² und B̃ °{ä�å § ® ¨ , wobei B̃ eine durch die Begriffswahr-
scheinlichkeitenṔ § B̃j ¨ gewichteteKombinationder Grundbegriffe B̃j °`±s³ ist.
Dasdurch die Gleichungen(5.3)und(5.4)beschriebeneInferenzverfahrenerfüllt
genaudanndenModusPonens,d.h. esbildet Ã auf B̃ ab,wennfür die bedingten
Wahrscheinlichkeitengilt: Å

j : ṔO§ B̃j ª Ä̃�© ṔO§ B̃j ¨ (5.21)

Beweis: DassderModusPonensausGleichung(5.21)folgt, habenwir schonmit
Satz8 gezeigt.Nehmenwir nun an, dassder ModusPonensgilt. Dann gibt es
bedingteWahrscheinlichkeitenṔO§ B̃j ª Ä̃ mit

∑
j

ṔO§ B̃j ª Ä̃H« plB̃j æ plB̃ æ ∑
j

ṔO§ B̃j ¨H« plB̃j

Die linke Seiteder Gleichungerḧalt manausdenGleichungen(5.3) und (5.4),
wennman ṔO§ Ã ¨<© 1 und Ṕ.§ ÃÄ ¨@© 0 für alle Ã Ó© ÃÄ °a± ² einsetzt,d.h. x © Ã
annimmt.Die rechteSeiteder Gleichungist VoraussetzungdesSatzes.Aus der
linearenUnabḧangigkeitder PlausibiliẗatsdichtenplB̃j

folgt die Identiẗat (5.21).Ì
Falls wir dasKonsequens̃B nur näherungsweisemit denGrundbegriffen B̃j dar-
stellenkönnen,dannkönnenwir denModusPonensmit Regelnauf derBasisvon
Grundbegriffen ebenfallsnurnäherungsweiseerfüllen.Mehr alsdasErgebnisvon
Satz10 könnenwir nicht erwarten,denndie Vergröberungder Universendurch
Partitionierungenkannnicht beliebigeunscharfeAussagenpräzisewiedergeben.
Der Satzgilt nicht nur für eineeinzelneRegel Ã ¥s¦ B̃, sondernfür einenganzen
SatzvonRegelnÃi

¥3¦ B̃Äi für alle Ãi °�± ² mit unscharfenMengenB̃Äi °\ä�å § ® ¨ ,
diealsKombinationderGrundbegriffe gebildetwerdenkönnen.
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Wir lösenunsnunvonderAnnahme,dassdieAntezedenzienderRegelnGrundbe-
griffe sind.Wir betrachtenr RegelnderArt ÃÄk ¥�¦ B̃Äk mit beliebigenunscharfen
MengenÃÄk °�ä�å §  ¨ und B̃Äk °�ä�å § ® ¨ . Wir werdensehen,dassin diesem
allgemeinenFall die Wahl der bedingtenWahrscheinlichkeitenṔ § B̃j ª Ãi ¨ nicht
eindeutigist. Dies liegt daran,dassesKonflikte zwischenverschiedenenRegeln
gebenkann,die im einfachenFall von obennicht auftreten.

AusgangspunktdesVerfahrensist ein AnalysevorgangnachAbschnitt4.2.3,mit
demwir die WahrscheinlichkeitenṔ.§ Ãi ª ÃÄk ¨ und ṔO§ B̃j ª B̃Äk ¨ bestimmen.Die Re-
gelgewichteṔO§ B̃j ª Ãi ¨ sollenwiedersogewähltwerden,dassdasInferenzverfah-
renausAbschnitt5.2.1eineEingabeÃÄk aufdasgewünschteKonsequens̃BÄk abbil-
det,d.h. für jedeRegelderModusPonenserfüllt wird:Å

j µ k : ∑
i

Ṕ.§ B̃j ª Ãi ¨s« ṔO§ Ãi ª ÃÄk ¨A© ṔO§ B̃j ª B̃Äk ¨ (5.22)

Für jedes j erhaltenwir ein linearesGleichungssystemçèèèé § ṔO§ Ãi ª ÃÄ1 ¨7¨ i§ ṔO§ Ãi ª ÃÄ2 ¨7¨ i
...§ Ṕ.§ Ãi ª ÃÄr ¨7¨ i

êWëëëì çèèèé γ1 j

γ2 j
...

γnj

êWëëëì © çèèèé Ṕ.§ B̃j ª B̃Ä1 ¨
Ṕ.§ B̃j ª B̃Ä2 ¨

...
Ṕ § B̃j ª B̃Är ¨

êWëëëì µ (5.23)

wobeiwir stattderWahrscheinlichkeitenṔO§ B̃j ª Ãi ¨ zun̈achstγi j schreiben,dadie
LösungendesGleichungssystemsi. A. kein Wahrscheinlichkeitsmaß definieren.
Wir nehmenan, dassdie Anzahl n der Grundbegriffe auf  größerals die An-
zahl r der allgemeinenRegeln ist. Ansonstenist die Granularisierungsstufeder
UniversendenRegelnnicht angemessen,denndie Regelnunterscheidenoffenbar
mehrFälle, als wir mit denGrundbegriffen ausdr̈uckenkönnen.WenndasGlei-
chungssystemlösbarist, dannist eswegen r í n unterbestimmt.Es gibt somit
keineeindeutigeLösung.

DasfolgendeVerfahrenwählt eineLösungausundsorgt gleichzeitigdafür, dass
dieRegelgewichteγi j nichtnegativ sind.Wir betrachtendazuGleichung(5.22)für
einfestesk, alsofür diek-teRegel.Siebesitzti. A. keineeindeutigeLösungfür die
γi j . Da wir unsim Kontext von Wahrscheinlichkeitenbefinden,müssenwir ohne
zus̈atzlichesWisseneineGleichverteilungannehmen,d.h. γi j ist konstantbzgl. i.
Mit γ j © γi j gilt dannnachGleichung5.22:

Ṕ.§ B̃j ª B̃Äk ¨�© ∑
i

γ j « Ṕ.§ Ãi ª ÃÄk ¨ (5.24)© γ j ∑
i

Ṕ § Ãi ª ÃÄk ¨ (5.25)¢ 5Þ 1¤© γ j (5.26)
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Wir definierenalsofür alle i µ j:
γk
i j : ©Âî Ṕ.§ B̃j ª B̃Äk ¨ µ wennṔO§ Ãi ª ÃÄk ¨@ï 0

0 µ wennṔO§ Ãi ª ÃÄk ¨�© 0
(5.27)

Im Fall Ṕ.§ Ãi ª ÃÄk ¨�© 0 trägtderTerm γk
i j nicht zur Summein (5.24)bei.Da keine

Evidenzfür γ k
i j ï 0 vorliegt, setzenwir denTermaufnull. DerIndex k desGewich-

tesγ k
i j markiert,dassdieseDefinition nur für die k-teRegel gilt. Dies ist wichtig,

weil unterschiedlicheRegelndieGewichteγi j u.U. verschiedendefinieren.Eshan-
delt sichbei diesemPḧanomenum eineForm von InkonsistenzzwischendenRe-
geln,die durchdie VergröberungdesWissensbei der Granularisierungentsteht.
Wie bei Wahrscheinlichkeiten̈ublich,bildenwir die endg̈ultigenbedingtenWahr-
scheinlichkeitendurcheineDurchschnittsbildung̈uberalle Regeln.Damit tragen
wir demUnwissenRechnung,welchesGewicht richtig ist. HinzukommtdieNor-
mierungauf∑ j γi j © 1. Wir definierenalso

Ṕ.§ B̃j ª Ãi ¨ : © ∑kγ k
i j

∑l ∑kγ k
il

(5.28)

Jedesγk
i j wird auf dieseWeiseals gleichberechtigteInformation über Ṕ.§ B̃j ª Ãi ¨

aufgefasst.DieseBerechnungsvorschriftist konsistentmit demVorgehenamAn-
fangdiesesAbschnitts,in demwir angenommenhaben,dassdasAntezedensder
Regelein Grundbegriff ist. Wennwir dieshierebenfallsannehmen,d.h. ÃÄk °|± ² ,
dannsinddie Vorschriften(5.28)und(5.21)zur BerechnungderbedingtenWahr-
scheinlichkeitenidentisch.DieGültigkeitdesModusPonenskönnenwir i. A. nicht
sicherstellen.Dasliegt daran,dassdasAntezedensunddasKonsequenseinerbe-
liebigenRegelnichtexaktmit denGrundbegriffendargestelltwerdenkönnen.Dies
zeigtauf technischerEbene,dassdieUniversenabḧangigvondenRegelnpartitio-
niertwerdensollten.

Zusammenfassendstellenwir fest, dasseine Regel Ã ¥s¦ B̃ in unseremAnsatz
dargestelltwerdenkann,auchwennÃ undB̃ nichtzudenGrundbegriffengeḧoren.
Wir habenbereitsmehrfachdaraufhingewiesen,dassdie Formulierungsolcher
Regelnin derPraxisnichtderNormalfall ist; trotzdemsolltenwir damitkonsistent
zumüblichenVerfahrenumgehenkönnen,waswir mit diesemAbschnittgezeigt
haben.

5.4 Zuverlässigkeit von Schlussfolgerungen

Wennwir einenunscharfenSchlussziehen,dannsindwir nichtnurandemSchluss
selbst,sondernauchan seinerZuverl̈assigkeitinteressiert.Wir sucheneinenAn-
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haltspunktdafür, wieviel Vertrauenwir in denSchlusssetzenkönnen.Dazuunter-
scheidenwir zweiTypenvonSchl̈ussen.Bei einigenAnwendungenreichtdieEnt-
scheidungfür einenGrundbegriff alsSchluss.Wir sind in diesemFall mit einem
grobgranularenErgebniszufrieden.Bei anderenProblemstellungenhingegenwer-
denscharfeSchl̈usseerwartet.Ein technischesSystemetwaben̈otigt einenschar-
fen Wert wie eineSpannung,mit deresbeispielsweisegesteuertwird. In diesem
Fall liegt dieEntscheidungauffeingranularerEbenevor. In AnhangA werdenbei-
deMöglichkeiten,grob-undfeingranulareSchl̈usse,aneinemBeispielillustriert.

Grobgranulare Schlüsse Eine Schlussfolgerung̃BÄ liegt als gewichteteKom-
binationvon Grundbegriffen vor. Wennwir einenGrundbegriff B̃ °`±s³ ausder
KombinationalsSchlusswählen,sonennenwir B̃ einengrobgranularenSchluss.
Im Allgemeinenwird mansichfür denGrundbegriff mit dergrößtenBegriffswahr-
scheinlichkeitentscheiden.Dabeimisstdie BegriffswahrscheinlichkeitṔ�§ B̈̃ die
ZuverlässigkeitdesgrobgranularenSchlusses̃B:Å

B̃ °|± ³ : Zg § B̈̃ : © ṔO§ B̃ ¨ (5.29)

Im Beispielin AnhangA entsprichtZg § B̈̃ derrelativenAnzahlvon Experten,die
B̃ alsSchlussuntersẗutzen.

Jegrößerdie UnsicherheitdesWissensist, destogrößerist die Anzahl der Ent-
scheidungsalternativen,die durchdie Anzahlder positiven Wahrscheinlichkeiten
ṔO§ B̃ ¨ bestimmtwird. Mit derAnzahlderEntscheidungsm̈oglichkeitensinkt aber
automatischdie ZuverlässigkeitjedereinzelnenAlternative. Dasliegt daran,dass
wir uns in einemwahrscheinlichkeitstheoretischenModell bewegen,in demdie
Summeder Zuverlässigkeitenüber die Alternativen eins ergibt. Folglich misst
Zg § B̃ð ¨O© 1 ¥ Zg § B̃ ¨ die Zuverlässigkeitder Aussage,dassB̃ nicht der richtige
Schlussist.

Feingranulare Schlüsse Die PlausibiliẗatsdichteplB̃Æ eines SchlussesB̃Ä be-
zeichnenwir als feingranularen Schluss. plB̃Æ § v̈ misst die Zuverlässigkeitder
Kontexte, die v als scharfenSchlussfür richtig halten.Im Beispiel in AnhangA
sinddie KontexteExperten,die i. A. gleichesVertrauengenießen.plB̃Æ § v̈ ist dann
die relativeAnzahlvon Experten,die v alsscharfenSchlussvorschlagen.

Die ZuverlässigkeitdesfeingranularenSchlusses,derdurch plB̃Æ § v̈ repr̈asentiert
wird, könnenwir durchdie maximalePlausibiliẗatmessen:Å

B̃Ä °\ä�å § ® ¨ : Zf § B̃Ä ¨ : © sup
vÇ ³ plB̃Æ § v̈ (5.30)

Zf gibt diePlausibiliẗatderscharfenSchl̈ussean,in diewir unsergrößtesVertrau-
en legen.In dieserWeiseist Zf ein Maß für die Zuverlässigkeitvon B̃Ä , dennin
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vielen Anwendungenwählt maneinesderv °a® mit maximalerPlausibiliẗat als
scharfenSchlussaus.Wir kennendiesesVorgehenbereitsausAbschnitt2.2 als
Maximummethode.Ist Zf sehrklein, soist dasv mit maximalerPlausibiliẗat zwar
derbesteSchluss,dendasSystembeigegebenemWissenvorschlagenkann;unser
Vertrauenin diesenSchlussist abernichtsehrgroß.DieserFall tritt ein,wenndas
Wissen,auf demderSchlussbasiert,sehrunsicherodervageist.

Insgesamtstellenwir fest,dasswir die ZuverlässigkeitoderdasVertrauenin die
Schl̈usseunseresunscharfenSystemsmessenkönnen,unabḧangigdavon, ob sie
grob-oderfeingranularsind.Wennwir z.B. annehmen,dassalle für denSchluss
verwendetenInformationenvon Expertenstammen,dannsagtder Zuverlässig-
keitswertaus,wieviel Prozentder Expertendem jeweiligen Schlusszustimmen
würden.Damit wird demAnwenderein aussagekr̈aftigerWertandie Handgege-
ben,mit demer seineEntscheidungen,die auf demSchlussdesunscharfenSys-
temsbasieren,leicht rechtfertigenkann.

5.5 Rechenaufwand

InsbesonderebeiEchtzeitanwendungenspieltdieEffizienzdesInferenzverfahrens
einewichtige Rolle. Zu großeBerechnungszeitenresultierendarin,dassdie An-
zahlderSchl̈ussepro Zeiteinheitreduziertwird. DasunscharfeSystemkannalso
nicht so oft in den umgebendenProzesseingreifen,was die Leistungsf̈ahigkeit
drastischreduzierenkannodersogardieAnwendungdesunscharfenSystemsaus-
schließt.

Um denRechenaufwandunseresInferenzverfahrenszubeurteilen,vergleichenwir
esmit demPrinzipvonKombination/Projektion(PKP)sowie demVerfahrennach
MAMDANI als effizientem,sehroft verwendetenSpezialfalldesPKPsund un-
scharferProduktionsregeln. Dazu nehmenwir eine m-stufigeRegelbasismit k
Grundbegriffenin jederSchichtan.AntezedenzienundKonsequenzenseieneindi-
mensional.Weiterhinnehmenwir eineDiskretisierungderUniversenvon jeweils
n Punktenan.

variable Regeln feste Regeln
allgemein Standard

PKP O ñ k ò n3 ò m ó O ñ n2 ò m ó –

MAMDANI O ñ k ò n2 ò m ó O ñ k2 ò m ó O ñ k2 ó
SPOTT O ñ k2 ò m ó O ñ k2 ó â O ñ k2 ò m ó O ñ k ó

Tabelle 5.2: Vergleich des Rechenaufwands verschiedener Verfahren

Tabelle5.2zeigtdenRechenaufwandderdrei VerfahrenunterverschiedenenVor-
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aussetzungen.
”
VariableRegeln“ bezeichnetdenFall, dassdie Inferenzkomplett

berechnetwerdenmuss.DieserFall tritt z.B. währendderEntwicklungeinesun-
scharfenSystemsein,beiderdieRegelnjederzeitgëandertwerdenkönnen.In un-
seremFall heißtdas,dassdie bedingtenWahrscheinlichkeitenvariabelsind.Sind
die Regelnjedochfixiert (

”
festeRegeln“ ), sodassnur zu gegebenerBeobachtung

der Schlussberechnetwerdenmuss,dannkönneneinige Schrittevorberechnet
werden.Im Wesentlichensind diesdie ZusammenfassungmehrererRegelstufen
undBerechnungen,diedenÜbergangvoneinerzurnächstenRegelstufebeschleu-
nigen.Der

”
Standard“ -Fall unterscheidetsichnocheinmalvom

”
allgemeinen“ da-

durch,dasshier erstensdie KonsequenzenderRegelnmit denenderAntezeden-
zien in der nächstenStufe übereinstimmen(s. Abschnitt 5.2.2); zweitenshaben
alle Regeln dasGewicht eins. Letzteresbedeutet,dassausjedemGrundbegriff
genauein andererGrundbegriff folgt. Dies ist der Standardfallin mehrstufigen,
unscharfenRegelbasen.Der BerechnungsaufwanddesPKP und von MAMDANI

ist [MC89, Ari96, CP96]entnommen.

Bei allen Verfahrenhabenwir in Tab. 5.2 den Aufwand weggelassen,den wir
ben̈otigen,um eine unscharfeBeobachtungfür die Inferenzvorzubereiten.Auf
dieseWeisekönnenwir denAufwandderreinenInferenzbesservergleichen.Bei
MAMDANI unddemPKPmüssenwir die ÜbereinstimmungderBeobachtungmit
denAntezedenzienderRegelnin dererstenStufeberechnen.DerAufwandbetr̈agtô § k « n̈ . Bei unseremVerfahrenmüssenwir die Beobachtungmit denGrundbe-
griffen derAntezedenzienbeschreiben,d.h. die Begriffswahrscheinlichkeitenbe-
rechnen.Liegt die BeobachtungalsSynthesevor, sokennenwir dieBegriffswahr-
scheinlichkeitenschon,wir habenalsokeinerleiAufwand.Im Fall einerunschar-
fen Mengemüssenwir eineAnalysedurchf̈uhren,wasdasLöseneineslinearen
Gleichungssystemserfordert(s. AnhangB.2). Im schlechtestenFall betr̈agt der
AufwandderAnalyse

ô § n3 ¨ . Für gewöhnlichüberlappensichaberanjederStelle
u °� nurzweioderdreiPlausibiliẗatsdichteneinerPartition.Damit ist dieMatrix
desLGS dünnbesetzt(drei odervier Einträgepro Zeile, die ungleichnull sind).
SolcheGleichungssystemekönnenrekursiv mit einemAufwandvon

ô § n̈ gelöst
werden.

In derPraxiswird meistmit scharfenBeobachtungengearbeitet,die beiallenVer-
fahrenmit einemAufwand von

ô § k ¨ eingebrachtwerden,wasim Vergleich zur
Inferenzvernachl̈assigbarist, vgl. dazuauchAbschnitt6.2.

In Tab. 5.2 wird deutlich,dassunserInferenzverfahrennur von der Anzahl der
Grundbegriffe k abḧangtundim schlechtestenFall nochvon derAnzahlderInfe-
renzstufenm. DasPKP hängtimmer von der Anzahl derDiskretisierungspunkte
n ab,die je nachAnwendungerheblichgrößeralsk ist. Wennn nicht zu großist,
könntemanversuchen,denFaktor zwischenk und n durchParallelverarbeitung
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auszugleichen.Wennwir aberanAnwendungendenken,beidenensichdieGröße
desUniversumsim Bereichvon 106 Elementenbewegt, wie etwa den Kunden
einerTelefongesellschaft,dannscheidetdieseAlternative aus.

MAMDANI und dasPKP erlaubendie VorberechnungeinerglobalenRegel aus
denk Einzelregeln.DerAufwandfesterRegelnist damitgeringeralsdervariabler
Regeln.Bei MAMDANI kannmandannwie beiunseremAnsatznochaufeineDis-
kretisierungder Universenverzichten[CP96] und erreichtim Standardfalleinen
Aufwandvon

ô § k2 ¨ , dadannauchmehrereRegelstufenzueinerzusammengefasst
werdenkönnen[LTT98].

UnserVerfahrenist bis auf eineAusnahmein jedemFall besseralsdie anderen.
Im Fall variablerRegelnmüssenwir 2m ¥ 1 MultiplikationeneinerMatrix mit ei-
nemVektordurchf̈uhren(Abschnitt5.2.2):

ô § k2 « m̈ . Am EingangjederRegelstu-
fe werdenmit Aufwand

ô § k ¨ negative Gewichteentfernt.Zusammenerhaltenwir
damit

ô § k2 « m̈ alsAufwand.Bei festenRegelnändertsichdarannichts,falls die
TransformationsmatrizennegativeGewichteenthalten.WennalleGewichtepositiv
sind,müssenwir amEingangeinerRegelstufekeinenegativenGewichtestreichen
und könnenalle Matrizen zu einerMatrix zusammenfassen(Gleichung(5.18)).
Die Inferenzbeschr̈anktsichdannauf die Multiplikation einesVektorsmit einer
Matrix, der Aufwand betr̈agt

ô § k2 ¨ . Im Standardfallentḧalt die Regelmatrix in
jederZeile maximaleineEins;die gesamteInferenzbeschr̈anktsichauf k Zuord-
nungen.

Insgesamthebenwir unsnicht nur vom Prinzipvon Kombination/Projektionab,
weil derRechenaufwandstattvondenEinzelheitennurvonderAnzahlderGrund-
begriffe abḧangt.Wir gewinnenbei variablenRegeln und Standardregeln sogar
gegen̈uberdemschnellenVerfahrenvon MAMDANI eineGrößenordnungim Be-
rechnungsaufwand.

5.6 Zusammenfassung

Bei unscharfemSchließenwerdenausunscharfenBeobachtungenundeinerWis-
sensbasisdurch Inferenz Informationenabgeleitet.In unseremFall bestehtdie
WissensbasisauseinerMengeunscharferRegeln der Form

”
Wennx © Ã, dann

y © B̃“ oderkurz Ã ¥3¦ B̃. Wir interpretiereneineRegelalsbedingteWahrschein-
lichkeit ṔO§ B̃ ª Ã ¨�© 1. DieseDarstellungerweiternwir insofern,als wir Regel-
gewichte einführen,welchedie UnsicherheitüberdasKonsequens̃B der Regel

ausdr̈ucken:Ã
P¡ ¢ B̃£ Ã ¤¥�¦ B̃. Durchdie ModellierungderGewichtealsbedingteWahr-

scheinlichkeitenṔO§ B̃ ª Ä̃ besitzensie einekonkreteSemantik,die zudemkonsi-
stentmit dergewichtetenKombinationvon Grundbegriffen ist. Die meistenande-
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renAnsätzegebenkeinekonkreteSemantikan.Sowird beispielsweisein [YT97]
dieBedeutungderRegelgewichtenichterläutert,womit auchdieArt ihrerWeiter-
verarbeitungfragwürdig ist.

Für dasInferenzverfahrengreifenwir die IdeeausKapitel 4 auf, alle unscharfen
Informationenmit denGrundbegriffen darzustellen.Indemwir alsAntezedenzien
undKonsequenzenderRegelnGrundbegriffe verwenden,sinddie Regelnauf der
grobgranularenEbenederBegriffswahrscheinlichkeitendefiniert.Eineunscharfe
Beobachtungstellenwir durchSyntheseoderAnalyseebenfallsüberdie Wahr-
scheinlichkeitenderGrundbegriffe dar. Mithilfe derWahrscheinlichkeitsrechnung
schließenwir darausaufdieWahrscheinlichkeitenderKonsequenzen.DerSchluss
liegt dannals gewichteteKombinationvon Grundbegriffen vor und kannmittels
einerSynthesein eineunscharfeMengeübersetztwerden.Alle Berechnungender
Inferenzwerdenauf der symbolischenEbeneder Begriffswahrscheinlichkeiten
durchgef̈uhrt.Somit ist dasVerfahreneffizient unddie Schl̈ussewerdenversẗand-
lich mit denGrundbegriffen dargestellt.Darüberhinaushabenwir gezeigt,dass
unserInferenzverfahrenim Gegensatzzu anderenAnsätzendenModusPonens
auchdannerfüllt, wennmehrereRegelnparallelausgewertetwerden.

Bei mehrstufigenInferenzenwerdendieStufeneinzelnnacheinanderabgearbeitet,
indemderunscharfeSchlusseinerStufealsEingabefür die nächsteStufebenutzt
wird. DieserSchrittfindetbeidenmeistenVerfahrenmit hohemBerechnungsauf-
wandauf feingranularerEbenestatt.Wir zeigen,wie mandurcheinmaligeVorbe-
rechnungenauchdiesenSchrittauf grobgranularerEbeneberechnenkann.Dabei
könnenwir die ExaktheitunscharferSchl̈usseauf feingranularerEbenegarantie-
ren.Der RechenaufwandunserermehrstufigenInferenzist erheblichgeringerals
bei allen anderenunscharfenInferenzverfahren.Im bestenFall, der auchgleich-
zeitig der wichtigstefür die Praxisist, hängtder Rechenaufwandlinear von der
AnzahlderRegeln ab. Bei demschnellenVerfahrenvon MAMDANI ist der Auf-
wand schonquadratischund beim Prinzip von Kombination/Projektiongeht er
quadratischmit derAnzahlderEinzelheitenundzus̈atzlichlinearmit derAnzahl
derRegelstufen.

Insbesonderebei mehrstufigemSchließenoffenbartsichdie Wichtigkeit desMo-
dus Ponens,der z.B. von MAMDANIS Ansatznicht erfüllt wird. Verfahrensbe-
dingt erḧoht sichbei MAMDANI dieUnsicherheitmit jedemweiterenSchluss,bis
irgendwanneinvöllig unspezifischerSchlussvorliegt: allesist möglich.Indemun-
serVerfahrenauchübermehrereStufendenModusPonenserfüllt, sindSchl̈usse
nursounsicherwie dieRegeln;derInferenzmechanismusfügt keineUnsicherheit
hinzu.SobleibenauchSchl̈usseübermehrereStufenaussagekr̈aftig.

Im Normalfall sind die Antezedenzienund Konsequenzender Regeln Grundbe-
griffe. Die Universenwerdenso partitioniert,dassdie resultierendenGrundbe-



5.6. ZUSAMMENFASSUNG 83

griffe die Basisfür die Regeln bilden. Andererseitskönnteessinnvoll sein,von
diesemSchemaabzuweichen,wennz.B. dieGrundbegriffe dasgrobeVersẗandnis
einesAnwendersvon einemUniversumwiedergeben,die Relationzwischenden
UniversenaberunabḧangigdavonausDatenresultiert.In diesemFall entstehteine
allgemeineRegelÃ ¥s¦ B̃, derenAntezedensundKonsequensbeliebigeunscharfe
Mengensind.

Wir habengezeigt,wie maneine allgemeineRegel durchRegeln auf Basisder
Grundbegriffe ersetzt,um sieerstensversẗandlichzu machenundzweitensdieef-
fizienteVerarbeitungmit unseremInferenzverfahrenzu gewährleisten.Auf diese
Weiseerweiternwir die MächtigkeitderbisherigenVerfahren,derenRegelnaus-
schließlichdie vordefiniertenBegriffe benutzen.

Um dieAkzeptanzeinesunscharfenSystemssicherzustellen,müssenwir einMaß
für die ZuverlässigkeitderSchl̈usse,die dasSystemberechnet,angebenkönnen.
Sowohl für grobgranulareals auchfür gescḧarfte, feingranulareSchl̈ussehaben
wir Zuverlässigkeitsmaßedefiniert, die durch ihre Semantikauf der Basis von
Wahrscheinlichkeitenaussagekr̈aftig und leicht versẗandlichzugleichsind.Wenn
beispielsweisedie Wissensbasisdurchg̈angigvon Expertendefiniertwird, misst
die Zuverlässigkeitdenrelativen Anteil derExperten,die denSchlussfür richtig
halten.

Insgesamterhaltenwir eineneuesVerfahrenfür unscharfeInferenz,daswie schon
dieKombinationvonGrundbegriffendaraufberuht,dassInformationendurcheine
Basisvon Grundbegriffen dargestelltwerden.DasVerfahrenist wesentlicheffizi-
enteralsandere,weil esdurchg̈angigaufdergrobgranularenEbeneoperiert.Dabei
stellt eserstmaligauchdie VersẗandlichkeitunscharferSchl̈ussesicher, ohnean
Pr̈azisionzuverlieren.Kurzum:Wir könnensymbolischmit unscharfenBegriffen
schließen.Im folgendenKapitel 6 erḧartenwir dieseAussagenochinsofern,als
wir zeigen,dassdasVerfahrenin gewissemRahmenunabḧangigvon derunterlie-
gendenSemantikderGrundbegriffe undderRegelnist.





Kapitel 6

Semantik und Repräsentationvon
Wissen

Eine wichtige Fragebei AnwendungeninformationsverarbeitenderSystemeist,
wie Wissenrepr̈asentiertwird. Besondersinteressantsind hierbei folgendezwei
Aspekte.Einmalhandeltessichum die Frage,wie Wissenmathematischso for-
malisiertwerdenkann,dassdieSemantikad̈aquatwiedergegebenwird. Insbeson-
dereist es bei Anwendungenwichtig, dasseineTheorieder Informationsverar-
beitungWissenmit verschiedenenSemantikendarstellenkann.Anderenfallslei-
det die Qualiẗat derErgebnisse,weil nicht alle Informationenverarbeitetwerden
können.Der zweiteAspektderRepr̈asentationvon Wissenhat einenimplemen-
tierungstechnischenHintergrund.EinemathematischeFormalisierungvonWissen
kannausderSichtdesSpeicher- oderRechenaufwandsungeeignetfür einerech-
nergesẗutzteVerarbeitungsein.In diesemFall müssenwir die Theoriedenprakti-
schenAnforderungenanpassen.Wir müsseneinenKompromisszwischenderEx-
aktheitdermathematischenDarstellungunddemAufwandderrechnergesẗutzten
Verarbeitungfinden.Beides,densemantischenunddenimplementierungstechni-
schenAspektderWissensrepr̈asentation,werdenwir in diesemKapitel näherbe-
leuchten.

Bei AnwendungenliegenoftmalsgleichzeitigInformationenvor, die sichdurch

1. die Art derUnscḧarfe(VagheitoderUnsicherheit),

2. die OrdnungderUnscḧarfe(scharf,unscharfn-terOrdnung),

3. die Semantikder Beschreibung(bei Regelnz.B. logischeFormeln,Abbil-
dungsvorschriften,positive/negativeRegeln)

unterscheiden.Ein BeispielsindSysteme,diedenDollarkursvorhersagen.Wissen
überdasVerhaltendesKursesbestehtausstatistischenDatenin FormvonZeitrei-
henausderVergangenheit,vagenoderunsicherenEinscḧatzungenvon Experten,
scharfenInformationenwie demDollarkursdesvorangehendenTagesusw. Die
gemeinsameVerarbeitungaller Informationenin einemunscharfenSystemkann
nur dannzu vertrauensẅurdigenErgebnissenführen,wenn wir für alle Formen
von WisseneinegemeinsamemathematischeFormalisierungoderRepr̈asentation
finden.Auf die NotwendigkeitdieserAnforderunghabenwir bereitsauf S. 7 in
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derEinleitungmit demZitat aus[DP97]hingewiesen.Anderenfallssinddie Infor-
mationennicht vergleichbarundkönnendahernicht zusammengefasstwerden.In
diesemKapitel stellenwir verschiedeneRepr̈asentationenvon Wissenausobiger
Aufzählungvor, diebereitsin AnwendungenunscharferSystemebenutztwerden.
Dabeizeigenwir, wie siein unsereTheorieeingebettetundgemeinsamverarbeitet
werdenkönnen.

Bei der SemantikunscharferMengenvariierenwir Art und Ordnungder Un-
scḧarfe.In Abschnitt6.1greifenwir die Interpretationvon UnscḧarfealsÄhnlich-
keit auf und beschreibeneinenbekanntenGruppierungsalgorithmus, der in der
Praxiszum GenerierenunscharferMengenausDateneingesetztwird [Höp99].
Wir zeigen,dassauf dieseWeiseausDatenunscharfePartitionenim Sinnedieser
Arbeit erzeugtwerdenkönnen.Nachdemwir unsin denvorangehendenKapiteln
ausf̈uhrlichmit derVerarbeitungunscharferInformationenauseinandergesetztha-
ben,beantwortenwir in Abschnitt6.2 die Frage,wie manscharfeWerteim Kon-
text grobgranularenWissensdarstelltundverarbeitet.ScharfeWertekommenin
Anwendungensehrhäufigvor undkönnenmit wesentlichgeringeremRechenauf-
wandverarbeitetwerdenals unscharfeInformationen,wasbesondersfür techni-
scheSystememit Echtzeitanforderungensehrwichtig ist.

In Abschnitt 6.3 diskutierenwir verschiedeneSemantikenvon Regeln. Wir be-
leuchtendieBedeutungderlogischenKonjunktionundderImplikationalsGrund-
bausteinepositiverundnegativerRegelnundstellensiemit unseremwahrschein-
lichkeitstheoretischenModell für Regelndar. In derPraxishatsichdie Kombina-
tion positiver undnegativer Regelnalsäußerstnützlich erwiesen,um Regelwerke
kompaktundversẗandlichzuformulieren[CDP96,Kie97, SSR00b]. Mit derInter-
pretationunseresInferenzverfahrensalsunscharfesInterpolationsverfahrenin Ab-
schnitt6.3.2leistenwir einenwichtigenBeitragfür die Modellierungtechnischer
Systeme.Die zugrundeliegendeArt derBeschreibungeinerRegel als funktiona-
ler Zusammenhangentsprichtviel eherderDenkweiseeinesSystemingenieursals
die regelbasierteSprechweisederLogik. Dabeisubsumierenwir einigeVerfahren
ausdemBereichunscharferRegelungwie denRegler von TAKAGI/SUGENO und
Neuro-Fuzzy-Ans̈atze,die wir somit einerkonkretenSemantikversehenundals
Verfahrenfür mehrstufigesunscharfesSchließendeutenkönnen.

Abschließendwidmen wir uns in Abschnitt6.4.1dem implementierungstechni-
schenAspekt der Repr̈asentationvon Wissen.Problemebei der Implementie-
rungbeschr̈ankensichdabeiauf die DarstellungunscharferGrundbegriffe. Wenn
Grundbegriffe durchDatendefiniert werden,kann der Speicheraufwandfür die
Definition sogroßwerden,dasser nicht mehrhandhabbarist. Als Lösungdieses
Problemsstellenwir ein Parametermodellvor, dasdenSpeicheraufwanddrastisch
reduziertundsichsemantischnahtlosin unsereTheorieeinfügt.
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6.1 UnscharfeGruppen

In praktischenAnwendungenvon Technikender Informationsverarbeitungliegt
Wissenin vielen Fällen in Form scharferDatenvor. Man ist auszwei Gründen
daraninteressiert,die Datenzuvergröbern:

1. In der AnwendungkönnenverschiedeneDatenaufgrundihrer Ähnlichkeit
nicht unterschiedenwerden,oder eine Unterscheidungist für die weitere
Verarbeitungnicht notwendig.

2. Der UmfangderDatenist für die Verarbeitungzugroß.

Ein Beispielsind Anbietervon Musik-CDsim Internet,auf derenWWW-Seiten
KundenCDsbewertenkönnen.1 Auf BasisdieserBewertungenwerdenGruppen
vonKundengebildet,die ähnlicheMusik hören.Ziel dieserSystemeist, denKun-
denCDszu empfehlen.EinerseitskönnendiesCDssein,die anderenKundender
gleichenGruppegefallen,andererseitsaberauchCDs,welchedie Musikexperten
desAnbietersdemGeschmackderGruppezuordnen.Dabeiist dereinzelneKunde
für dieEmpfehlungeinerCDnichtwichtig,esgehtnurumdieVorliebenderGrup-
pe.Berücksichtigtman,dasssichdieAnzahlderKundenim Bereichvonmehreren
Zehntausend2 bewegt, sowird auchderEffizienzgewinn durchGruppenbildungen
deutlich.

Ziel diesesAbschnittsist zu zeigen,wie mandurchGruppierung̈ahnlicherDaten
ein Universumunscharfpartitioniert.Insbesonderewerdenwir darlegen,dassdie
Elementeder Partition als Plausibiliẗatsdichteninterpretiertwerdenkönnen.Da-
mit erreichenwir zwei Dinge. Erstenskönnenwir unscharfeMengenausDaten
erzeugenundmit unseremSchließmechanismusverarbeiten,weil sie die gleiche
Semantikaufweisenwie unscharfeBegriffe. Zweitenszeigenwir die Verwandt-
schaftderKonzepteUnsicherheitundÄhnlichkeit,wasdieAllgemeinheitunserer
Theorieuntermauert.

Bei der Gruppierungvon DatenwerdenEinzelheitenzu Mengen,denGruppen,
zusammengefasst. Die Elementeeiner Gruppezeichnensich dadurchaus,dass
siein irgendeinerHinsichtalsähnlichangesehenwerden.Der Ähnlichkeitsbegriff
kann sich dabeiauf die Einzelheitenselbstbeziehenoder auf das,wasausden
Einzelheitenin der weiterenVerarbeitungfolgt. So könnenPilze einerseits̈ahn-
lich sein, weil sie derselbenGattungangeḧoren; andererseitskönnenwir Pilze
verschiedenerGattungender gleichenGruppezuordnen,weil sie giftig sind und
deshalbnicht gegessenwerdendürfen.

1beispielsweiseLAUNCH; URL: http://www.launch.de (Oktober2000)
2Bei FIREFLY, demVorläufervon LAUNCH, wurden1998Zahlenum 25000genannt.
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UnabḧangigvonderArt desÄhnlichkeitsbegriffsdientGruppierungzurVergröbe-
rungvonUniversen.NacheinerGruppierungunterscheidenwir nichtmehrEinzel-
heiten,die in Form von Datenvorliegen,sondernGruppen,denendie Einzelhei-
tenangeḧoren.DabeigehtVergröberungdurchGruppierungdenWeg vomFeinen
zumGroben.Bei derPartitionierungvon Universenin Abschnitt4.1sindwir um-
gekehrtvorgegangen.Wir habendasUniversumzun̈achstsymbolischvergröbert,
indemwir unscharfeBegriffe aufgrobgranularerEbenefestgelegt haben.Im zwei-
tenSchritthabenwir die Begriffe alsunscharfeMengenauf feingranularerEbene
definiert.Währendin diesemFall Anzahl und Bedeutungder grobenInformati-
onseinheitendenAusgangspunktbilden,sindesbeiderGruppierungdie scharfen
Daten.InsbesonderekannmanGruppenu.U. keineanschaulicheBedeutungzu-
ordnen,wie esbei unscharfenBegriffen derFall ist.

KlassischeGruppierungsverfahrenwie c-Meansund ISODATA fassenDatenzu
scharfenGruppenzusammen[DH73]. Im einfachstenFall geḧort jedesDatumge-
naueinerGruppean. Da in vielen Fällen die Datenaberverrauschtodergesẗort
sind,sindsieinhärentmit Unsicherheitversehen.UnscharfeGruppierungsverfah-
renverzichtendaherauf die binäreZuordnungvon Datenzu Gruppenundgehen
von unscharfenGruppenaus.Eine unscharfeGruppeist eineunscharfeMenge;
die Zugeḧorigkeit einesDatumszu einerunscharfenGruppewird mit einemZu-
geḧorigkeitsgradausdemEinheitsintervall gemessen.Im BeispielderMusiklieb-
haberist die NotwendigkeitunscharferGruppenoffensichtlich,dennihre Vorlie-
benbeschr̈ankensichseltenauf eineMusikrichtung.Damitgeḧorensiemit unter-
schiedlichenZugeḧorigkeitsgradenmehrerenKundengruppenan.

Die klassischenVerfahrenfür unscharfeGruppierungsindFuzzy-c-Means[Bez73]
unddieAlgorithmenvonGUSTAFSON undKESSEL [GK79] sowie von GATH und
GEVA [GG89], die in dieserReihenfolgeaufeinanderaufbauen.EinenÜberblick
gebendie Bücher[Bez92, Höp99].Wir beschr̈ankenunsin dieserArbeit auf das
probabilistischeVerfahrenvon GATH undGEVA, dessenGrundz̈ugebereitseinige
Jahrefrüherim Zusammenhangmit BAYESSCHEN Klassifikatorenbekanntwaren
[Bez81]. DasZiel diesesAbschnittsist dabeinicht die detaillierteBeschreibung
desAlgorithmus,sondernzu zeigen,dassdie generiertenunscharfenGruppenals
unscharfeBegriffe im SinnedieserArbeit aufgefasstwerdenkönnen.

Wir gehenvon einerkompaktenTeilmenge des õ p alsUniversumaus.Seienn
Datenui °P gegeben,die zu c Gruppenzusammengefasst werdensollen.GATH

undGEVA nehmenan,dassdieDatenRealisierungenp-dimensionaler, normalver-
teilter Zufallsvariablensind.Die Normalverteilungenbezeichnenwir mit Nj , die
zugeḧorigenErwartungswertemit mj und die Kovarianzmatrizenmit Cj . Wenn
wir jedesDatum ui genaueinerNormalverteilungNj zurechnen,entsprichtdies
binärenZugeḧorigkeitenµNj § ui ¨ ° Ñ 0 µ 1 Ô . DieErwartungswerteundKovarianzma-
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trizenderNormalverteilungenkönnenwir mit statistischenScḧatzernberechnen:

mj © ∑n
i Ë 1µNj § ui ¨s« ui

∑n
i Ë 1µNj § ui ¨ (6.1)

Cj © ∑n
i Ë 1µNj § ui ¨s« § ui

¥ mj ¨ § ui
¥ mj ¨ t

∑n
i Ë 1 µNj § ui ¨ (6.2)

Weiterhinwird davonausgegangen,dassdieNormalverteilungNj mit dera-priori-
WahrscheinlichkeitP § Nj ¨ gewähltwird, um ein Datumzu erzeugen:

P § Nj ¨�© ∑n
i Ë 1 µNj § ui ¨

n
(6.3)

Damitergibt sichfür diea-posteriori-WahrscheinlichkeitP § Nj ª ui ¨ nachderFormel
von BAYES

P § Nj ª ui ¨�© P § Nj ¨s« P § ui ªNj ¨
∑c

k Ë 1P § Nk ¨s« P § ui ªNk ¨ µ (6.4)

wobeiP § ui ªNj ¨ mit derDichtederNormalverteilungNj identifiziertwird:

P § ui ªNj ¨A© 1§ 2π ¨ p Ý 2 ö det§ Ci ¨ exp Á ¥ 1
2
§ ui
¥ mj ¨ tC ÷ 1

j § ui
¥ mj ¨/Ã (6.5)

Die unscharfenGruppenwerdendurch die Likelihood-FunktionenP § Nj ª ü re-
präsentiert.Der Gruppierungsalgorithmusbestimmtdie Parametermj , Cj und
P § Nj ¨ – unddamitdieLikelihood-FunktionP § Nj ª ü – so,dassfolgendeZielfunk-
tion minimiertwird:

Z : © n

∑
i Ë 1

c

∑
j Ë 1

P § Nj ª ui ¨ 2 « d2 § ui µ mj ¨ (6.6)

mit einer Distanzfunktiond2 § ui µ mj ¨ , die den Abstandzwischendem Datum ui

und demErwartungswertmj der Gruppe j misst.Die Zielfunktion ist eineVer-
allgemeinerungderZielfunktion für die MethodederkleinstenQuadrate,die wir
auchin Abschnitt4.2.3verwendethaben.Z zu minimierenbedeutet,die Gruppen
sozuwählen,dassdie ElementederGruppeneinenmöglichstkleinenAbstandzu
ihrem Erwartungswerthaben.Um die Zielfunktion zu minimieren,verallgemei-
nernGATH undGEVA diestatistischenScḧatzer(6.1)und(6.2).Sielösensichvon
derAnnahme,dassjedesDatumvon genaueinerNormalverteilungerzeugtwird,
indemsiedie scharfenZugeḧorigkeitenµNj § ui ¨ durchdiequadriertenLikelihood-
FunktionenP § Nj ª ui ¨ 2 ersetzen.DieshatsichalspraktikableHeuristikfür die Op-
timierung erwiesen.Damit variierensie die Maximum-Likelihood-Scḧatzerder
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BAYES-Klassifikatoren[Bez81]. Dabeiwerdendie Parametermj , Cj und P § Nj ¨
näherungsweisesobestimmt,dassdieEintrittswahrscheinlichkeitdesDatensatzes
ui ° maximiertwird. Die a-priori-WahrscheinlichkeitenP § Nj ¨ bestimmensie
alsVerallgemeinerungvon (6.3):

P § Nj ¨�© ∑n
i Ë 1 P § Nj ª ui ¨ 2

∑n
i Ë 1 ∑c

j Ë 1 P § Nj ª ui ¨ 2 (6.7)

Der Gesamtalgorithmusfür die Gruppierungist iterativ. Ausgehendvon einer
initialen GruppierungwerdenErwartungswerte,Kovarianzmatrixund a-priori-
WahrscheinlichkeitberechnetunddamitneueGruppenalsLikelihood-Funktionen
definiert.DieserVorgangwird alsalternierendeOptimierungsooft wiederholt,bis
die maximaleÄnderungder Likelihood-FunktioneneinenSchwellenwertunter-
schreitet.

Der ZusammenhangzwischenunscharfenGrundbegriffen im Sinne dieserAr-
beit undunscharfenGruppennachGATH undGEVA bzw. BAYES-Klassifikatoren
ist sehr einfach, weil sowohl die Grundbegriffe als auch die Gruppendurch
Likelihood-FunktionenP § Nj ª ü repr̈asentiertwerden.Mathematischgesehensind
unscharfeGruppenundGrundbegriffe alsoidentisch.Die Likelihood-Funktionen
bildenwie unscharfeGrundbegriffe eineunscharfePartitionvon  , wiewir bereits
in Abschnitt4.1gesehenhaben.

FolgendeÜberlegungenzeigen,dassdie Unscḧarfeder GruppendurchÄhnlich-
keit induziertwird. DerErwartungswertmj derNormalverteilungNj dientalsPro-
totypderGruppej. GATH undGEVA definierendieDistanzfunktiond2 § u µ mj ¨ um-
gekehrtproportionalzuP § u ªNj ¨ . DaP § u ªNj ¨ nachGleichung(6.5)dieDichteeiner
Normalverteilungist, ist die Distanzfunktiond2 § u µ mj ¨ einemonotoneTransfor-
mationdesEUKLIDISCHEN Abstandsª u ¥ mj ª . Ein kleinerWertP § u ªNj ¨ bedeutet,
dassder AbstandzwischendemDatumu und demPrototypenmj der Gruppe j
sehrgroß ist, und ein großerWert entsprichteinemkleinen Abstandvon u und
mj . Auf dieseWeisemisstP § u ªNj ¨ die Ähnlichkeit zwischendemDatumu und
demPrototypmj derGruppe.Die WahrscheinlichkeitsdichtenP § u ªNj ¨ selbstbil-
denkeineunscharfePartitiondesUniversums , weil siedieÜberdeckungseigen-
schaft(4.3)nichterfüllen.DaherwerdensiedurchGewichtungundNormierungin
dieLikelihood-FunktionenP § Nj ª ü überf̈uhrt,diedasUniversum partitionieren
unddieZugeḧorigkeitsfunktionenderunscharfenGruppenbilden.

Insgesamtsehenwir, dasswir durch unscharfeGruppierungunscharfePartitio-
nenausDatengewinnenkönnen.Die Gruppenberuhenauf einerSemantik,die
Unscḧarfedurchdie ÄhnlichkeitvonDatenausdr̈uckt.Die mathematischeForma-
lisierungderGruppenist dabeimit derFormalisierungunscharferGrundbegriffe
identisch.Damit habenwir die DarstellungunscharferMengenauf derBasisvon
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UnsicherheitundÄhnlichkeit in einemAnsatzintegriert undkönnensiegemein-
sammit unseremInferenzmechanismusverarbeiten.

6.2 Darstellung scharfer Werte

Speziell bei technischenSystemenliegen Beobachtungenhäufig als scharfe
Messwertevor. Selbstwenn wir eineBeobachtungwegenpotentiellerMessfeh-
ler nicht alsperfektannehmenkönnen,wird i. A. mit demscharfenMesswertge-
rechnet,weil der Berechnungsaufwandfür die Verarbeitungsehrgering ist. Die
Alternative ist, falls vorhanden,Wissenüberdie UnsicherheitderscharfenBeob-
achtungeinzubringen.DasErgebnisist normalerweiseeineWahrscheinlichkeits-
dichte,die als speziellePlausibiliẗatsdichtedie unscharfeBeobachtungdarstellt.
DieseTransformationeinesscharfenWertesin einenunscharfenWert nenntman
Abstumpfung3. In der Praxismussman abwägen,ob man mit dem potenziell
richtigen,abgestumpftenWert rechnetoderdenunsicherenscharfenWertbenutzt,
wasdenBerechnungsaufwandstarkreduziert.In diesemAbschnittzeigenwir, wie
manscharfeWertein unseremAnsatzzumSchließenmit unscharfenBegriffenre-
präsentiertundeffizientverarbeitet.

Für die Weiterverarbeitungim Inferenzmechanismushabenwir unscharfeBeob-
achtungenin Abschnitt 4.2.3durch eine gewichteteKombinationder Grundbe-
griffe dargestellt.DiesesVorgehenist für scharfeBeobachtungensemantischnicht
vern̈unftig, dennwir könneneinescharfeBeobachtungnicht ann̈aherndexakt mit
unscharfenBegriffen erklären.Auf technischerSeiteoffenbartsichdiesinsofern,
alsAnsatz2 zurAnalysekeinesinnvollenErgebnisseliefert.Bei derAnalyseeiner
unscharfenBeobachtungberechnenwir Begriffswahrscheinlichkeitenso,dassdie
gewichteteKombinationderGrundbegriffe die unscharfeBeobachtungmöglichst
gut rekonstruiert.Mathematischgesehenapproximierenwir die beobachteteun-
scharfeMengedurcheineKombinationderunscharfenMengenderGrundbegrif-
fe. WennnunderGrenzfalleintritt, dassdie unscharfeBeobachtungein scharfer
Wert ist, dannversuchenwir bei derAnalyse,einenscharfenWertmit unscharfen
Mengenzu approximieren.Es ist klar, dassdiesnicht sinnvoll ist. DasOptimie-
rungsverfahrenvon Ansatz2 berechnetin der kontinuierlichenFassungalle Be-
griffswahrscheinlichkeitenzu null. Der Grundliegt in der Fehlerfunktion(4.18).
Ein scharferWertu0 wird durchdiePlausibiliẗatsdichtedargestellt,dieanderStel-
le u0 gleicheinsist undanallenanderenStellennull. DieseeinzelneSpitzehatin
derFehlerfunktionkeineAuswirkung,dadieNorm Ú « Ú 2 in derFehlerfunktionein
Integral ist.Als LEBESGUESCHE Nullmengekönnenwir nämlichdieSpitzeander
Stelleu0 wegnehmen,ohnedenWertdesIntegralszu ändern.Insbesonderëandert

3engl.fuzzification
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sichdieFehlerfunktionalsonicht,wennwir stattderPlausibiliẗatsdichtedesschar-
fen Wertesdie Nullfunktion einsetzen,die sichnuranderStelleu0 unterscheidet.
Damit approximierenwir aberdie Nullfunktion, wasnaturgem̈aßdazuführt, dass
alleBegriffswahrscheinlichkeitennull werden.

Als LösungdesProblemsschlagenwir vor, einenscharfenWert vor derweiteren
Verarbeitungabzustumpfen.DieseTransformationsollteim Sinnederunscharfen
Partition ± desUniversums durchgef̈uhrt werden.Dazuklassifizierenwir die
scharfeBeobachtung,indemwir dieZugeḧorigkeitzudenGrundbegriffenberech-
nen.UnterderAnnahmeeinerscharfenBeobachtungu0 suchenwir dazudie Be-
griffswahrscheinlichkeitenṔO§ B̃ ¨ für alle B̃ ° ± , d.h. die bedingtenWahrschein-
lichkeitenṔO§ B̃ ª u0 ¨ . Wir kennensiebereitsausAbschnitt2.3.1:

ṔO§ B̃ ª u0 ¨�© L § B̃;u0 ¨A© plB̃ § u0 ¨ (6.8)

mit der Likelihood-FunktionL § B̃;u0 ¨ . Wir könnenalsodie Begriffswahrschein-
lichkeitenalsZugeḧorigkeit zu denGrundbegriffen direkt von denPlausibiliẗats-
dichtenderGrundbegriffe ablesen.Wir benutzendieseBegriffswahrscheinlichkei-
ten nun, um einenunscharfenWert zu synthetisieren;wir bilden die gewichte-
te KombinationderGrundbegriffe. Der unscharfeWert, denwir auf dieseWeise
gewinnen,stellt die naẗurliche Vergröberungder scharfenBeobachtungdar. Wir
stumpfenso den scharfenWert im Sinneder vorgegebenenPartitionierungdes
UniversumsabundbewegenunsdannaufderGranulariẗatsstufederGrundbegrif-
fe.

Definition 7 Gegebensei eine unscharfe Partition ± des Universums . Die
natürliche AbstumpfungeinesscharfenWertesu0 ° bzgl. ± ist die Plausibi-
lit ätsdichte

plu0 § ü�© ∑̃
BÇ ´ plB̃ § u0 ¨H« plB̃ § ü (6.9)

Das Vorgehenkönnenwir somit folgendermaßenzusammenfassen:Wenn wir
einenscharfenWert mit denGrundbegriffen beschreibenmöchten,stumpfenwir
ihn nachDef. 7 ab. Darausresultierendie Begriffswahrscheinlichkeiten,mit de-
nen wir den abgestumpftenWert als gewichteteKombinationder Grundbegrif-
fe darstellen.Für die Weiterverarbeitungmit unseremInferenzverfahrengrei-
fen wir direkt auf die Begriffswahrscheinlichkeitenzurück. Insbesonderemüssen
wir mit diesemAnsatzkeine aufwändigeAnalyseeiner scharfenBeobachtung
durchf̈uhren,sondernwertenlediglich die Plausibiliẗatsdichtender Grundbegrif-
fe aneinerStelleaus.

Abbildung 6.1 zeigt einenscharfenWert u0 und seinenaẗurliche Abstumpfung
bzgl. der Grundbegriffe. Die resultierendePlausibiliẗatsdichteplu0 ist sehrun-
scharfin demSinne,dassder Trägersehrbreit ist. Wir dürfen diesesVorgehen
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nicht mit der Abstumpfungvergleichen,die z.B. bei unscharferRegelungnach
MAMDANI benutztwird. Dort wird meistderscharfeWert übernommen.Unsere
Form derAbstumpfungwird in MAMDANIS Ansatzimplizit im nächstenSchritt
durchgef̈uhrt, wenn der Grad bestimmtwird, mit dem eine Regel feuert. Wir
könnenleicht unscharfeBeobachtungenkonstruieren,welchedie gleichenGra-
de zum Feuernerzeugenwie die scharfeBeobachtung.Essind dieseunscharfen
Beobachtungen,diemanmit unserernaẗurlichenAbstumpfungvergleichenmuss.

1

0
u0

1

0
u0

Abbildung 6.1: Natürliche Abstumpfung einer scharfen Beobachtung u0; links vier Grund-
begriffe und die scharfe Beobachtung, rechts die relevanten Grundbegriffe
(dünn) und die natürliche Abstumpfung (fett) als ihre Kombination

Alternativ zur naẗurlichen Abstumpfungkönnteman einenunscharfenWert u0

abstumpfen,indemmanihn z.B. alsErwartungswerteinerNormalverteilungdefi-
niert oderein Intervall ø u0 ¥ ε µ u0 ù εú um u0 legt. Um denabgestumpftenWert
mit den Grundbegriffen darzustellen,müssenwir eine Analysenach Ansatz 2
durchf̈uhren.Da dasErgebnisder Analyseabervon der Art der Abstumpfung
abḧangt,mussmöglichstpräzisesWissenüberdieUnsicherheitdesscharfenWer-
tesvorliegen,umeinsinnvollesErgebniszuberechnen.Anderenfallsbestimmtdie
AnalyseBegriffswahrscheinlichkeiten,dieebensowillk ürlichsindwiediegewähl-
te Abstumpfung.NebenderBerechnungseffizienzist die naẗurlicheAbstumpfung
daherwegendersauberenSemantikauf BasisderLikelihood-Funktionenvorzu-
ziehen.

6.3 Modellierung unscharfer Regeln

UnscharfeRegeln habenwir in Abschnitt5.1 überbedingteBegriffswahrschein-
lichkeitenmodelliert.Esgibt vieleMöglichkeiten,umdieseWahrscheinlichkeiten
zu gewinnen.DazuzählenZufallsexperimente,statistischeErhebungenundsub-
jektive Einscḧatzungen.DieseMethodensind ausder Wahrscheinlichkeitsrech-
nungwohlbekannt.Wir werdenin diesemAbschnitt zeigen,dasswir auchganz
andereInterpretationenvonRegelnmit unseremwahrscheinlichkeitstheoretischen
Modell darstellenkönnen.
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Zunächstbetrachtenwir in Abschnitt6.3.1nocheinmaldenModusPonensund
zeigen,dassmaneineRegel sowohl als logischeKonjunktionalsauchals Impli-
kation verstehenkann,wennmandenModusPonenserfüllen möchte.Die Kon-
junktionverstehenwir dabeialspositiveRegel,weil siedasKonsequensderRegel
unterAnnahmedesAntezedensuntersẗutzt. Negative Regeln werdendurch Im-
plikationenrealisiert;wenndasAntezedenserfüllt ist, schließensiedasKomple-
mentdesKonsequensaus.In der Possibiliẗatstheoriewie auchbeim praktischen
Entwurf von unscharfenRegelwerkenwerdendiesebeidenArten von Regeln in
Kombinationbenutzt,um Wissensbasenaufzubauen.Mit diesemVorgehenadap-
tierenwir menschlicheDenkweisen.MancheSchl̈ussekönnenwir besserdurch
Ausschlussverfahrenziehen(negative Regeln), bei anderenwiederumschlagen
wir direkt denrichtigenSchlussvor (positive Regeln).Wir zeigenim folgenden
Abschnitt,wie mandieseArt der Regelformulierungmit bedingtenWahrschein-
lichkeitenrealisiert.

Danachgehenwir in Abschnitt6.3.2auf die DeutungunscharfenSchließensals
unscharfesInterpolationsverfahrenein. Nachdemseit den70er-Jahreninsbeson-
dereder regelbasierteAnsatzvon MAMDANI benutztwurde,um Regler oderdie
ÜbertragungsfunktiontechnischerSystememit unscharfenRegelnzubeschreiben,
behauptetensich in den 90er-Jahrenzu diesemZweck Ansätze,die als Funkti-
onsapproximatorenerstensdasExpertenwissenbesserrepr̈asentierenkönnenund
zweitensleichteranDatenangepasstwerdenkönnen.Dabeihandeltessichumdas
Verfahrenvon TAKAGI/SUGENO undNeuro-Fuzzy-Ans̈atze.Wir zeigenvor die-
semHintergrund,dassunserInferenzverfahrenals ein unscharfesInterpolations-
verfahreninterpretiertwerdenkann.Eserlaubtdie Vorgabevon unscharfenStütz-
punktenauf einergesuchtenunscharfenAbbildung,zwischendenendasInferenz-
verfahreninterpoliert.Außerdembettenwir denAnsatzvonTAKAGI/SUGENO und
Neuro-Fuzzy-Modellein unsereTheorieein.AusderSichtunscharfenSchließens
warendieseVerfahrenbishernur intuitiv motiviert. Wir zeigen,dasssie Spezi-
alfälle unsererallgemeinenTheorieunscharfenSchließenssindundstellensieso
auf einsemantischsolidesFundament.

6.3.1 Positiveund negativeRegeln

Bei derFormulierungvon Wissenist esin vielenFällensinnvoll, Evidenzennicht
nur überdieGültigkeit von Aussagenzusammeln,sondernauchübereinemögli-
cheUngültigkeit. Wennwir unsz.B. beim Kauf einesAutos für ein Modell ent-
scheidenmüssen,dannteilen wir mögliche Modelle meist in drei Klassenein:
erstenssolcheModelle,die unsauf Anhiebgefallen,zweitensdiejenigen,die uns
nicht zusagenunddrittensjeneWagen,zu denenwir nochkeineMeinunghaben.
Der Wahl einesAutos ausder erstenKlassewürdenwir sofort zustimmen.Wir
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gebenalsoeinendirektenHinweis für die LösungdesProblems.SolcheInforma-
tionenbezeichnenwir alspositive Inf ormationen. Auf deranderenSeitekönnen
wir die Wahl einesWagensausderzweitenKlasseausschließen.Diesenegative
Inf ormation sagtuns,wie die LösungdesProblemsnicht aussieht.Esbleibt die
dritteKlassevon Modellen,diewir zun̈achstkeinerdererstenbeidenKlassenzu-
ordnenkönnen.Die LösungdesProblemsliegt in derVereinigungdererstenund
derdrittenKlasse.

PositivesWissenist eineInformationfür dasunscharfeSystem,dienachderVerar-
beitungdirekt in einemmöglichenSchlussresultiert;prinzipiell sindabernochan-
dereSchl̈ussedenkbar. PositivesWissenist alsoim Zweifelsfallnichtvollständig.
Auf der anderenSeiteschr̈ankt negativesWissendenRaummöglicherSchl̈usse
ein. DasunscharfeSystemschl̈agtalsou.U. Lösungenvor, die falschodernicht
optimal sind,aberbeim vorhandenenWissensstandnicht ausgeschlossen werden
können.Esist offensichtlich,dassdie Kombinationvon positivemundnegativem
WissenmehrInformationenentḧalt alsein Typ allein.4 Wennwir alsBeispielein
Optimierungsproblembetrachten,dannschr̈anktnegativesWissendenSuchraum
deroptimalenLösungein. PositivesWissenkanndie Sucheinsofernweitersteu-
ern,alseskonkreteVorschl̈agefür dieLösungangibt.

In der Literatur unscharferSystemefinden sich einige Ansätze, die positives
undnegativesWissenvereinigen.In derPossibiliẗatstheoriewerdenPossibiliẗats-
dichten sogenannteEvidenzdichten5 gegen̈ubergestellt [Wei95b, Wei95a]. Pos-
sibilitätsdichtentragennegative Informationen[Spo94,Spo99],Evidenzdichten
repr̈asentierenpositives Wissen.Verfahrenzur Kombinationvon Possibiliẗats-
und Evidenzdichtenwerdenin [CDP96,SW96,Wei96, WS00] vorgestellt.Die-
seAnsätzeberuhenauf einemaxiomatischenVersẗandnisderPossibiliẗatstheorie
[Spo94,Spo99,Wei95b] undnicht auf einerkonkretenSemantikwie derAnsatz
dieserArbeit.DassdieKombinationvonpositivemundnegativemWissenVorteile
beim praktischenEntwurf unscharferSystemebesitzt,zeigenz.B. einigeArbei-
ten ausdemBereichunscharferRegelung.In [Kie97] wird daraufhingewiesen,
dassderEntwurf einesunscharfenSystemsschnellerbewerkstelligtwerdenkann
unddie resultierendenRegeln leichterversẗandlichsind.Wennwir z.B. in einer
Landschaftein Ziel erreichensollen,dannwerdenwir esbei Sichtkontaktdirekt
anvisieren(positive Richtungsinformation).Treffen wir dabeijedochauf ein Hin-
dernis,dannweichenwir aus– wir laufennicht in derRichtungdesHindernisses
unddesZielesweiter (negative Richtungsinformation).Im lernendenRegelungs-
systemFYNESSE wird positivesWissenin FormaktuellerRegelungsstrategienda-
zu benutzt,um denSuchraummöglicherweisebessererAlternativstrategien ein-

4GleicheMächtigkeitliegt vor, wenndaspositive WissendasKomplementdesnegativenWis-
sensist, wennalsoz.B. Informationenentwederrichtig oderfalschsind.

5engl.supportdistributions
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zuschr̈anken[SSR00a,SSLR99,SSR00b].Der Suchraumstellt dabeinegatives
Wissendar, denner entḧalt nursolcheStrategien,die beigegebenemWissenstand
nicht ausgeschlossenwerdenkönnen.Wir sehenandieserAnwendung,dassposi-
tivesWissengenutztwerdenkann,um negativesWissenzu adaptieren,unddass
wir tats̈achlichbeideFormenvon Wissenin Kombinationben̈otigen.

Wir beschreibendie Modellierungpositiver und negativer Regeln ausSicht der
formalenLogik und übertragendie Erkenntnisseauf die AnsätzedieserArbeit.
Nehmenwir als AusgangspunkteineRegel

”
WennAussagea gilt, dannist Aus-

sageb richtig.“ Aus der Richtigkeit von a soll die Richtigkeit von b folgen.Die
Frageist aber, wasfür b folgt, wenna nichtgilt. In derWahrheitstabelle6.1(links)
könnenwir mit derRegelnurdiezweiteZeiledefinieren.In derklassischen,zwei-
wertigenLogik wird die Regel normalerweiseals Implikationa ¦ b gedeutet.In
derWahrheitstabelle6.1 sehenwir in derMitte die zugeḧorigenWahrheitswerte.
Nur wenndasAntezedensa erfüllt ist unddasKonsequensb falschist, ist auchdie
Implikation falsch.Falls a falschist, könnenwir darauskeineAussagëuberdie
Richtigkeitvonb treffen.Bei derImplikationkommtdannex falsoquodlibetzum
Tragen:Alles ist möglich. Lediglich wenna wahr ist, könnenwir ausschließen,
dassb falschist. EinesointerpretierteRegel nennenwir negativeRegel, weil nur
dasausgeschlossenwird, wassichernicht gilt.

”
Aussagea ist wahr.“ interpretie-

ren wir als
”
Die Wahrheitvon Aussagea ist möglich.“ bzw.

”
Die Wahrheitvon

Aussagea kannnicht ausgeschlossenwerden.“

Dem gegen̈uberstehtdie Interpretationder Regel als Konjunktiona û b.
”
Aus-

sagea ist wahr.“ verstehenwir als
”
Wir untersẗutzen,dassdie Aussagea wahr

ist.“ Wennwir nicht sichersind,ob a gilt, dannnehmenwir an,dassa falschist.
Entsprechendfüllen wir die ersteZeile derWahrheitstabelle6.1 (rechts):Falls a
falschist, könnenwir wederRichtigkeitnochUngültigkeit vonb untersẗutzen.Die
Konjunktionist in beidenFällen falsch.Nur wenna wahrist, könnenwir ausder
Richtigkeit der Regel folgern,dassb ebenfallswahr ist. Wir bezeichneneineso
interpretierteRegel als positive Regel, weil nur dasuntersẗutzt wird, wassicher
richtig ist.

Implikation undKonjunktionstelleninsofernextremeInterpretationenderWenn-
dann-Regeldar, alssiedie unbekanntenWahrheitswertederRegelmit maximalen
bzw. minimalenWertenbelegen.DenZusammenhangzwischenKonjunktionund
Implikationsehenwir durcheinfachelogischeUmformungen.Für alleBelegungen
von a µ b gilt

a ¦ b ©Kü § a û ü b̈ bzw. a û b ©Kü § a ¦ ü b̈ (6.10)

Auf dieseWeisekönnenwir die ImplikationdurcheinenegierteKonjunktionaus-
drücken.
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a ý b 0 1
0 ? ?
1 0 1

Wenn a wahr ist,
dann ist b wahr.

a ý b 0 1
0 1 1
1 0 1

a   b

a ý b 0 1
0 0 0
1 0 1

a þ b

Tabelle 6.1: Wahrheitstabellen der Regel (links), von Implikation (Mitte) und Konjunktion
(rechts)

In einermehrwertigenLogik unddementsprechendauchin einerunscharfenLo-
gik geltendie Beziehungen(6.10) i. A. nicht. Aus diesemGrundexistierenviele
Vorschl̈age,um z.B. eineunscharfeImplikation zu modellieren.JenachdenAn-
forderungenderAnwendungwird mansichfür eineRealisierungder Implikation
entscheidenmüssen,wasin vielenFällennichteinfachist. In derPossibiliẗatstheo-
rie habensich zwei Relationenausgezeichnet,die eineunscharfeRegel Ã ¥3¦ B̃
modellieren.Die ersteRelationist die GÖDEL-Relation,die eineImplikation mo-
delliert undfür einenegative InterpretationderRegel steht.InnerhalbeinesAxio-
mensystemsfür die Verarbeitungnegativen Wissenskann sie eindeutigals Mo-
dell für einenegativeunscharfeRegelbewiesenwerden[Spo94,Spo99]. Demge-
gen̈uberstehtdie Minimum-Relation.Siestellt die größteunscharfeKonjunktion
dar und modelliertdamit einepositive Regel. Ähnlich wie die GÖDEL-Relation
kannsieauseinemAxiomensystemfür positivesWisseneindeutigalsModell für
einepositive unscharfeRegelabgeleitetwerden[Wei95b, Wei95a].

Die BerechnungeinerInferenzauf derBasisder GÖDEL-Relationist wesentlich
aufwändigerals mit der Minimum-Relation.Daherliegt die Ideenahe,negative
RegelnüberdenZusammenhang(6.10)alspositiveRegelndarzustellenunddiese
auszuwerten[Kie97]. Dawie bereitserwähntdieDarstellungenabernicht äquiva-
lent sind,erhaltenwir nureineApproximationderurspr̈unglichenAussagen.

Wir werdendie Modellierungvon positivenundnegativenRegelnauf denWahr-
heitstabellenklassischerLogik aufbauen.Dahergeltenin unseremFall die Be-
ziehungen(6.10).Die Differenzierungpositiver undnegativer Regelnspieltdamit
nur für denEntwurf desregelbasiertenSystemseineRolle, nicht jedochfür die
Berechnungvon Inferenzen.

DasÄquivalentzum WahrheitswerteinerunscharfenAussageist in unsererMo-
dellierungihre Wahrscheinlichkeit.WenneskeineEvidenzfür eineAussagegibt,
ist ihre Wahrscheinlichkeitnull. Diese Erkenntnislegt eine Interpretationvon
Ã ¥�¦ B̃ als positive unscharfeRegel nahe.Wir modellierendie Regel als be-
dingteWahrscheinlichkeitenṔ�§ B̃ ª Ã ¨<© 1, Ṕ.§ B̃ð ª Ä̃@© 0, wasder zweitenZeile
der Tabellen6.1 entspricht.Da für denFall Ṕ.§ Ã ¨@© 0, also Ṕ.§ Ãð ¨?© 1, keine
Evidenzenüber Ṕ.§ B̈̃ vorhandensind, müsstenwir analogzu Tab. 6.1 (rechts)
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eigentlichṔ § B̃ ª Ãð ¨<© Ṕ § B̃ð ª Ãð ¨<© 0 definieren.Dasstehtallerdingsim Wider-
spruchzur Wahrscheinlichkeitsrechnung,dennda wir eine abgeschlosseneWelt
annehmen,gilt ṔO§ B̃ ª Ãð ¨�ù Ṕ�§ B̃ð ª Ãð ¨3© 1. Andersausgedr̈uckt:Wennesnurzwei
Alternativengibt, mussmindestenseinerichtig sein.DasProblemkönnenwir for-
mal so lösen,dasswir für alle unscharfenWertevon x eineRegel annehmen.In
diesemFall bedeutetdas,dasseinepositive Regel mit demAntezedensÃ nicht
allein stehenkann.Sie kannnur zusammenmit einerMengevon Regeln auftre-
ten,derenAntezedenzienvereinigtÃð überdecken.Wir bezeichnendieseAnforde-
rungalsVollständigkeit der Regelbasis. UnterderAnnahmeeinervollständigen
Regelbasiskönnenwir tats̈achlichdie bedingtenWahrscheinlichkeitengem̈aßder
Tab. 6.1(rechts)definieren.JedeRegel resultiertin einerTabelle;die Tabellenal-
ler Regeln fassenwir zusammen,indemwir elementweisedenMittelwert bilden
und anschließenddie Zeilensummenauf eins normieren.Das Ergebnisist eine
Definitionaller bedingtenWahrscheinlichkeiten,die alleRegelnintegriert unddie
AnforderungenderWahrscheinlichkeitsrechnungerfüllt. Wir beschreibendasVer-
fahrenderAggregationweiteruntengenauer. Darüberhinausillustriert Beispiel1
diesesVorgehenfür ein Systemausdrei Regeln.

Wir klärennun,wie wir einenegative Regel mit Wahrscheinlichkeitendarstellen.
Wie bei der positiven Regel geltenanalogzur Wahrheitstabelle6.1 Ṕ.§ B̃ ª Ä̃@© 1
und Ṕ�§ B̃ð ª Ã ¨�© 0. Im Fall von Ṕ�§ Ä̃<© 0, d.h. ṔO§ Ãð ¨�© 1, sind B̃ und B̃ð ohne
Zusatzwissengleichwahrscheinlich.Esfolgt daherṔO§ B̃ ª Ãð ¨�© ṔO§ B̃ð ª Ãð ¨3© 1ÿ 2.
Wir könnendieseWahrscheinlichkeitenauchdirekt ausderWahrheitstabelleder
Implikation in Tab. 6.1 ableiten.Dazumüssenwir wiederumbeachten,dassdie
Einträgeso normiert werdenmüssen,dassdie Zeilensummeneins ergeben.Im
Gegensatzzu positiven Regeln sind hier bereitsdurch eine einzelneRegel die
Wahrscheinlichkeitenvollständigspezifiziert.WeitereRegelnpräzisierendenZu-
sammenhangzwischendenUniversen und ® nurweiter.

Im Normalfall bestehtein regelbasiertesSystemausvielenRegeln,die durchdie
bedingtenWahrscheinlichkeitenṔ § B̃j ª Ãi ¨ dargestelltwerdensollen.Um positive
und negative Regeln zu mischen,gehenwir nachdemuntenbeschriebenenVer-
fahrenvor. Dabeistellenwir für jedeRegel eineWahrheitstabellewie in Tab. 6.1
auf,diederAnzahlderGrundbegriffe Ãi °�± ² undB̃j °|± ³ entsprechendgroßist.
Die EinträgederTabellebezeichnenwir mit γk

i j , wobeik derIndex derRegel ist.

Verfahrenfür die Definition einer Regelbasis

1. FormalesAufstellenvon positivenundnegativenRegeln

2. Für jedeRegelBilden derWahrheitstabellemit Einträgenγk
i j

3. Falls ∑ j γk
i j © 0 für ein i undallek gilt, dannRegelnergänzenundzurückzu

Punkt1
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4. Für jedeRegelzeilenweiseNormierungderγk
i j :Å

k : γk
i j : © γk

i j ÿ ∑
l

γk
il (6.11)

5. AggregationderRegeln überelementweiseDurchschnittsbildung,sein die
AnzahlderRegeln:

Ṕ § B̃j ª Ãi ¨ : © 1ÿ n∑
k

γk
i j (6.12)

Die AggregationderRegeln überdie Durchschnittsbildungin Punkt5 entspricht
dem üblichen Vorgehenin der Wahrscheinlichkeitsrechnung,gleichberechtigte
Informationenzusammenzufassen. Wir habendiesesVorgehenbereits in Ab-
schnitt5.3 benutzt.Punkt3 desVerfahrenssichertdie VollständigkeitderRegel-
basis.

Beispiel1 Nehmenwir an, wir hättendrei unscharfe Regeln Ãi
¥s¦ B̃i auf den

Mengender Grundbegriffe Ãi und B̃i , i ° Ñ 1 µ 2 µ 3 Ô . Die Tabellen6.2 zeigendie
Wahrheitswerteder Interpretationals negativeRegeln, die durch Normierungin
dieWahrscheinlichkeitenin denTabellen6.3übergehen.In Tabelle6.4schließlich
werdendie Regeln zusammengefasst, indemfür jedenEintrag der Durchschnitt
überalle Regelngebildetwird.

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1 0 0

Ã2 1 1 1

Ã3 1 1 1

Ã1 �   B̃1

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1 1 1

Ã2 0 1 0

Ã3 1 1 1

Ã2 �   B̃2

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1 1 1

Ã2 1 1 1

Ã3 0 0 1

Ã3 �   B̃3

Tabelle 6.2: Wahrheitswerttabellen der negativen Regeln

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1 0 0

Ã2 1/3 1/3 1/3

Ã3 1/3 1/3 1/3

Ã1 �   B̃1

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1/3 1/3 1/3

Ã2 0 1 0

Ã3 1/3 1/3 1/3

Ã2 �   B̃2

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1/3 1/3 1/3

Ã2 1/3 1/3 1/3

Ã3 0 0 1

Ã3 �   B̃3

Tabelle 6.3: Bedingte Wahrscheinlichkeiten Pk� ñ B̃j
�
Ãi ó der negativen Regeln
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B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 5/9 2/9 2/9

Ã2 2/9 5/9 2/9

Ã3 2/9 2/9 5/9

Tabelle 6.4: Aggregation der negativen Regeln mit Durchschnittsbildung

Die Wahrheitswerteder positivenInterpretation der drei Regeln sehenwir in
Tab. 6.5,die gleichzeitigdie bedingtenWahrscheinlichkeitenunvollständigspezi-
fiziert.ErstdieAggregationderRegelnin Tab. 6.6ist einevollständigeFestlegung
derbedingtenWahrscheinlichkeiten:die Zeilensummensindeins.

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1 0 0

Ã2 0 0 0

Ã3 0 0 0

Ã1 �   B̃1

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 0 0 0

Ã2 0 1 0

Ã3 0 0 0

Ã2 �   B̃2

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 0 0 0

Ã2 0 0 0

Ã3 0 0 1

Ã3 �   B̃3

Tabelle 6.5: Wahrheitswerttabellen der positiven Regeln, gleichzeitig unvollständige Spezi-
fikation der bedingten Wahrscheinlichkeiten Pk� ñ B̃j

�
Ãi ó

B̃1 B̃2 B̃3

Ã1 1 0 0

Ã2 0 1 0

Ã3 0 0 1

Tabelle 6.6: Aggregation der positiven Regeln

Wennwir die Tabellen6.4 und 6.6 vergleichen,wird deutlich,dassdie drei ne-
gativenRegelnim Beispieldie bedingtenWahrscheinlichkeitenandersdefinieren
als die entsprechendenpositiven Regeln. Die Unsicherheitist bei dennegativen
Regeln größer, die Dominanzder Diagonalenicht so stark. Die Ursachedafür
liegt darin,dassmanin der WahrscheinlichkeitsrechnungUnwissennicht expli-
zit darstellenkann.Nehmenwir z.B. an,wir hätteneineUrnemit schwarzenund
weißenKugeln.Wir suchendie Wahrscheinlichkeit,mit derwir eineweißebzw.
eineschwarzeKugel ziehen.Wennwir wissen,dassdie Urne ebensoviele wei-
ßewie schwarzeKugelnentḧalt, so gilt P § weiß̈�© P § schwarz̈@© 0,5.Wennwir
keinerleiInformationenüberdie FarbederKugelnhaben,wählenwir ausUnwis-
sendie Wahrscheinlichkeitengenauso.6 Wir könneneinerGleichverteilungnicht

6insufficientreasonprinciple



6.3. MODELLIERUNG UNSCHARFERREGELN 101

ansehen,ob sie ausvollständigemWissenoderausUnwissenabgeleitetist. Bei
der Aggregationvon Regeln ist dies abereine wichtige Information. Wennwir
nämlich Regeln wie in Gleichung(6.12) überDurchschnittsbildungaggregieren,
dannnehmenwir an,dassdie Vertrauensẅurdigkeitaller Regelngleich ist. Wur-
deabereineGleichverteilungausUnwissenabgeleitet,sohabendie zugeḧorigen
WahrscheinlichkeitenkeinerleiBedeutungim Vergleichmit Wahrscheinlichkeiten,
dieausvollständigemWissenresultieren.In diesemFall würdemandenWert,der
ausUnwissenabgeleitetwurde,nicht für eineAggregationverwenden.

Wennwir einenegative Regel wie in Tab. 6.3 formulieren,dannmüssenwir fest-
legen,ob diegleichverteiltenZeileneintr̈ageUnwissenrepr̈asentierensollen– wir
wissennicht, welchesKonsequensrichtig ist – oderob sie tats̈achlichbedeuten,
dassalleKonsequenzenmit gleicherWahrscheinlichkeitauftretenkönnen.Wählen
wir die zweiteInterpretation,dannbenutzenwir dasobenbeschriebeneVerfahren
für dieAggregation.FallsaberdieersteInterpretationgewünschtist, dannmodifi-
zierenwir dasVerfahrenfolgendermaßen:JedergleichverteiltenZeile Á γk

i j Ã j einer
Wahrheitstabelleordnenwir einenIndikatorzu, der festḧalt, ob die Gleichvertei-
lung vollständigesWissenoderUnwissendarstellt.Eine Zeile, die vollständiges
Wissenrepr̈asentiert,wird unver̈andertfür die Aggregation benutzt.Wenneine
gleichverteilteZeile ausUnwissenabgeleitetist, unterscheidenwir zweiFälle. Im
erstenFall gibt esandereRegeln,die dieseZeile mit Wahrscheinlichkeitenbele-
gen.Wir ber̈ucksichtigendanndiegleichverteilteZeile nicht beiderAggregation.
Der zweiteFall liegt dannvor, wenndieanderenRegelndie Zeile entwedereben-
falls ausUnwissengleichverteilt definierthabenoderalle EinträgederZeile null
sind.In diesemFall ist die GleichverteilungdasErgebnisderAggregation.Wenn
wir diesesVerfahrenauf die negativen Regeln in Beispiel1 anwenden,erhalten
wir die bedingtenWahrscheinlichkeitenderpositivenRegelnin Tab. 6.6.

Eine Regelbasisresultiertin unseremAnsatzsomit immer in der Definition der
bedingtenWahrscheinlichkeitenṔO§ B̃j ª Ãi ¨ , unabḧangigdavon, ob die Regelnpo-
sitiv odernegativ sind,oderbedingteWahrscheinlichkeitenteilweisedurchandere
Quellenwie Datendefiniertwerden.DasInferenzverfahrenist ebensounabḧangig
von der Quelleder bedingtenWahrscheinlichkeiten.DasVorgehenist vergleich-
bar mit demPrinzip von Kombination/Projektionin der Possibiliẗatstheorie:Al-
le ZusammenḧangeoderRegelnwerdenin einerunscharfenRelationaggregiert,
darauswird ein Schlussabgeleitet.Es gibt aberzwei wesentlicheUnterschiede
zu unseremAnsatz.Erstensist die unscharfeRelation in der Possibiliẗatstheo-
rie auf der Ebeneder Einzelheitendefiniert,währendsich die bedingtenWahr-
scheinlichkeitenunsererModellierungauf dergrobgranularenEbenederBegrif-
fe befinden.Damit wird im AnsatzdieserArbeit einerseitsdie Versẗandlichkeit
derZusammenḧangezwischenVariablensichergestellt,andererseitsaberauchder
Rechen-und Speicheraufwanddrastischreduziert.Zweitenskönnenwir positive
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und negative Regeln in einer Relationvereinenund so gemeinsamverarbeiten.
Der Inferenzvorgangwird dadurchtransparenterund der Rechenaufwandist bei
beidenRegelartengleichgering.In derPossibiliẗatstheoriedagegenhabenwir in
Abschnitt5.5gesehen,dassInferenzenmit negativenRegeln(PrinzipvonKombi-
nation/Projektion)wesentlichaufwändigersind als mit positiven Regeln (Ansatz
von MAMDANI).

Insgesamthabenwir gezeigt,wie manpositive undnegative Regelnauf derBasis
unsererModellierungmit bedingtenWahrscheinlichkeitendarstellt.Damitwerden
wir einerbewährtenMethodeausderPraxisgerecht,Regelnzu formulieren,ohne
dasswir aufdieVersẗandlichkeitderSchl̈usseunddieEffizienzunseresVerfahrens
verzichtenmüssten.

6.3.2 UnscharfeInterpolation

Besondersauf demGebietunscharferRegelunghat sich gezeigt,dassunschar-
fe, regelbasierteSystemedazubenutztwerdenkönnen,scharfeAbbildungenzu
modellieren.Die Aufgabebestehtdarin,eineapriori unbekannteFunktionwie ei-
ne Regelstrategie oderdie ÜbertragungsfunktioneinestechnischenProzesseszu
approximieren.Eine besondereRolle spielenin diesemZusammenhangInterpo-
lationsverfahren,weil in vielenAnwendungenDatenvorhandensind,die die un-
bekannteFunktionpartiellbeschreiben.Ein Beispielist die Simulationeinestech-
nischenProzesses.WennmandasphysikalischeModell desProzessesnicht kennt
oder die Herleitungzu aufwändig ist, kann man den Prozessim Betrieb beob-
achtenund seinEin-/Ausgabeverhaltenstichprobenhaftin Datenfesthalten.Das
mathematischeSimulationsmodellsoll die Datenwiedergebenundfür Eingaben,
die nicht im Datensatzvorhandensind, sinnvolle Ausgabenberechnen– essoll
zwischendenDatensinnvoll interpolieren.Sinnvoll heißt,dassdie interpolieren-
deFunktiongewünschteanalytischeEigenschaftenwie Stetigkeit,Lineariẗat u.Ä.
erfüllt.

Im BereichunscharferInformationsverarbeitungwerdenfür solcheAufgabender
Regler von TAKAGI /SUGENO [TS84] undNeuro-Fuzzy-Ans̈atze[Jan92, WM92,
Jan93, Wan94, BH94, BH95, WM92] benutzt.Dabeihandeltessich um schar-
fe FunktionsapproximatorenoderInterpolatoren,die nur mit viel Wohlwollenals
unscharfe,regelbasierteAnsätzeinterpretiertwerdenkönnen.In denletztenJah-
ren werdenzunehmendVerfahrenvorgestellt,die unscharfeInterpolationpropa-
gieren[KH93, SH98,SK00]. Sie interpolierenzwischenunscharfenDatenwie
unsicherenMessungenodervagenAngabenvon Experten.Indemsiebewusstdie
Unscḧarfemodellieren,kannmanübereinMaßderUnscḧarfedieGütederFunk-
tionsapproximationablesen[SK00].
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1

ul um ur

Abbildung 6.2: Dreieckfunktion

In diesemAbschnittzeigenwir, dasswir unserInferenzverfahrenebenfallsalsun-
scharfesInterpolationsverfahreninterpretierenkönnen,dasim Gegensatzzu den
anderenVerfahrenabersemantischfundiert ist. Wir beschr̈ankenunsin derDar-
stellungauf abgeschlosseneIntervalle auf õ alsUniversen�µ ® . Formalsiehtdie
scharfeInterpolationsaufgabewie folgt aus:GegebenseieineMengevonPunkten§ ui µ vi ¨ °O�á*® , i ° Ñ 1 µ 2 µ ß7ß7ß k Ô . Gesuchtist eineFunktion f :  ¥s¦ ® mit derIn-
terpolationseigenschaftf § ui ¨�© vi für alle i. WelchesmathematischeModell für
die gesuchteFunktion f gewählt wird, hängtvon dengewünschtenanalytischen
Eigenschaftenvon f ab. Wir betrachtenin dieserArbeit Linearkombinationenvon
BasisfunktionenAi :  ¥s¦ ® :

f § ü : © ∑
i

αi « Ai § ü (6.13)

Die WahlderBasisfunktionenAi bestimmtdie analytischenEigenschaftenvon f .
Wir widmenunsin diesemAbschnittlinearerInterpolation: f ist ein Polygonzug
mit denEckpunkten§ ui µ vi ¨ . Um einelineareInterpolationzuerreichen,wähltman
Dreieckfunktionenwie in Abb. 6.2 als Basisfunktionen.Eine Dreieckfunktion
wird durchdasTripel § ul µ um µ ur ¨ mit ul � um � ur festgelegt:

A § ü : © Õ×××××××Ø ×××××××Ù
0 µ wennu í ul

u ¥ ul

um ¥ ul µ wennul � u � um

1 ¥ u ¥ um

ur ¥ um µ wennum í u � ur

0 µ wennu ï ur

(6.14)

InsbesonderegeltendamitA § ul ¨�© A § ur ¨�© 0 undA § um ¨�© 1. Die MengederBa-
sisfunktionenÑ A1 µ A2 µ ß7ß7ß µ Ak Ô wird durchdie Stützstellenu0 µ u1 µ u2 µ ß7ß7ß µ uk µ uk � 1
mit u0 : © u1 unduk � 1 : © uk definiert.Dabeinehmenwir an,dassdie Stützstellen
bzgl.derRelation

”
� “ geordnetsind.Für die definierendenTripel derFunktionen

Ai gilt dann § ul
i µ um

i µ ur
i ¨�© § ui ÷ 1 µ ui µ ui � 1 ¨ . Die Stützstellenu1 und uk werdendu-

pliziert, weil siedenRanddesInterpolationsbereichesdarstellen.Auf dieseWeise
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entstehenentarteteDreieckfunktionen,wie Abb. 6.3 verdeutlicht.Unter der An-
nahmedieserDefinitioneninterpoliertdie Linearkombination∑k

i Ë 1 vi « Ai § ü von
Dreieckfunktionenlinearzwischendenk Punkten§ ui µ vi ¨ [SB94].

1

u0 u1 u2 u3 u4 uk � 1 uk uk � 1

ul
1 um

1 ur
1

ul
2 um

2 ur
2

ul
3 um

3 ur
3

ul
k um

k ur
k

Abbildung 6.3: Familie von Dreieckfunktionen als Basisfunktionen

HinterdieserArt vonInterpolationstecktderWunschnacheinerstrukturerhalten-
denInterpolierendenf , einemHomomorphismus.Ein interpolierterWertv © f § ü
wird soberechnet,dassv in dergleichenBeziehungzu denvi stehtwie u zu den
ui :

f § ü�© k

∑
i Ë 1

Ai § üH« vi mit u © k

∑
i Ë 1

Ai § üH« ui (6.15)

Ai § ü misstdie Proportion,mit der u ° ø ui µ ui � 1 ú zwischenui und ui � 1 liegt und
übertr̈agt sie auf v ° ø vi µ vi � 1 ú . Für polynomielleInterpolationenhöherenGrades
kannmanentsprechendeBeziehungenangeben[dB78].

Wir formulierendieInterpolationsaufgabenunalsRegelwerk,umdenZusammen-
hangvon Interpolationund regelbasiertenSystemenzu zeigen.DasWissenüber
die Relationder Universen und ® ist durchdie Interpolationseigenschaftals
Satzvon Regeln

”
Wennx © ui , danny © vi“ gegeben.Die Interpolationerreichen

wir durchdie Vorschrift
”
Wennx Ð ui , danny Ð vi“ , die für alle i erfüllt seinsoll.

Dabei ist derOperatorÐ ein Maß für die Ähnlichkeit zweierZahlen.Im Fall li-
nearerInterpolationmisstAi § ẍ die Ähnlichkeit von x und ui . Dementsprechend
werdendie analytischenEigenschaftender Interpolierendendurch die Ähnlich-
keitsmaßebestimmt.

DieseInterpretationvon Interpolationals regelbasiertesSystemerweiternwir in
dieserArbeit insofern,alswir zwischenunscharfenMengen§ Ãi µ B̃i ¨ interpolieren.
Dabeisind die Ãi , B̃i unscharfeGrundbegriffe. Wir suchenalsoeineAbbildung
f : ä�å §  ¨ ¥�¦ ä�å § ® ¨ , welchedie Interpolationseigenschaftf § Ãi ¨?© B̃i für
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alle i erfüllt. Darausresultierendie Regeln Ãi
¥�¦ B̃i . Der Einfachheithalberver-

zichtenwir hier auf die allgemeinereDarstellungmit gewichtetenRegeln,die wir
in Kapitel5 benutzthaben.

EineunscharfeEingabeÃ wird gem̈aß(4.19)durchdieunscharfenMengenÃi dar-
gestellt.Im Gegensatzzu (6.15)ist dieDarstellungi. A. nureineApproximation:

plÃ § ü�Ð k

∑
i Ë 1

Ṕ.§ Ãi ª Ä̃s« plÃi
§ ü (6.16)

DenSchlussB̃ © f § Ã ¨ berechnenwir mit unseremInferenzmechanismusausAb-
schnitt5.2gem̈aßderVorschriften(5.3)und(5.4):

plB̃ § v̈�© k

∑
i Ë 1

Ṕ.§ Ãi ª Ä̃s« plB̃i
§ v̈ (6.17)

Dies entsprichtdemVorgehenin (6.15). NachSatz8 wird die Interpolationsei-
genschaftf § Ãi ¨@© B̃i erfüllt, die nichtsanderesist als derModusPonens.Unser
InferenzmechanismuskannsomitalsunscharfesInterpolationsverfahrengedeutet
werden.

In denfolgendenAbschnittenzeigenwir, dasssich in dieseInterpretationeinige
häufiggenutzteAnsätzeeinbettenlassen,dieim BereichunscharferRegelungoder
allgemeinerzur Funktionsapproximationeingesetztwerden.

Der Regler von TAK AGI /SUGENO und Neuro-Fuzzy-Systeme Wie bereitsin
Abschnitt 2.2 beschrieben,formuliert man beim Ansatzvon TAKAGI /SUGENO

eineFunktionalsSatzvon RegelnderArt
”
Wennx © Ãi , danny © fi § ü “ . Der für

die PraxisrelevanteSpezialfallreduziertdie reellwertigenFunktionenfi :  ¥3¦® auf Konstantevi °_® und damit die Regeln auf Ãi
¥�¦ vi . Der Regler wird

schließlichdurchdie Funktion f dargestellt:

y © f § ẍ�© ∑k
i Ë 1µÃi

§ ẍs« vi

∑k
i Ë 1µÃi

§ ẍ (6.18)

Der Nennerentf̈allt, wenn die unscharfenMengenÃi die Überdeckungseigen-
schaft(4.3) erfüllen. Gleichung(6.18) entsprichtdanndemklassischenInterpo-
lationsverfahrenausGleichung(6.13).

Wir zeigen nun, dassder Regler von TAKAGI /SUGENO mit konstantenKon-
sequenzenein SpezialfallunseresInferenzverfahrensist. Die AntezedenzienÃi

werdenin beidenFällen durchunscharfeMengendargestellt.Die Konsequenzen
vi sind als scharfeWertespezielleunscharfeMengenbzw. Plausibiliẗatsdichten:
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plB̃i
§ v̈?©ÂÊ@ª vË vi . Wenn die EingabeÃ in unserSystemein scharferWert x ist,

so bestimmenwir die WahrscheinlichkeitenṔ�§ Ãi ª Ã ¨ ausGleichung(6.17)nach
Abschnitt6.2mit

ṔO§ Ãi ª Ä̃�© ṔO§ Ãi ª ẍA© plÃi
§ ẍ�© µÃi

§ ẍ (6.19)

undGleichung(6.17)gehtüberin

plB̃ § ẍ�© k

∑
i Ë 1

µÃi
§ ẍH« plB̃i

§ ẍ�© k

∑
i Ë 1

µÃi
§ ẍs« Ê@ª xË vi (6.20)

Gleichung(6.20)ist eineunscharfeVersionvon(6.18):In (6.20)werdendieschar-
fen Konklusionenvi aus(6.18) durch Ê@ª xË vi unscharfrepr̈asentiert;dementspre-
chendist auchderSchlussB̃ unscharf.EineScḧarfungnachderSchwerpunktme-
thodeüberf̈uhrt aber(6.20)in (6.18).

Damitsinddie Inferenzverfahrenim Fall scharferKonsequenzenundscharferBe-
obachtungenx identisch.Dies gilt ebensofür klassischeNeuro-Fuzzy-Systeme
wie ANFIS [Jan92, Jan93], Fuzzy Basis Functions [WM92, ZS94, KM95],
Spline-basierteSysteme[BH94,BH95, ZK96,ZK99] undradialeBasisfunktionen
(RBF) [Pow87,PG90,HHG96], diedemAnsatzvon TAKAGI /SUGENO mit schar-
fen Konsequenzenentsprechen.Additive unscharfe Systeme[Kos92a, Kos92b,
Kos94, DK96] benutzenebenfallsdasgleicheInferenzverfahren,die Konsequen-
zensindin diesemFall aberwie beiunsunscharfeMengen.

Die DeutungdieserSystemeals Ansätzefür unscharfesSchließenist bishernur
sehrvage,s. [JS93], weil sie überkeinekonkreteSemantikverfügen.Insbeson-
deresind dadurchdie Inferenzverfahrenrein intuitiv motiviert. Indemwir sie in
unserenAnsatzzum unscharfenSchließeneinbetten,könnenwir sie als regel-
basierteSystemeauf der Basiseiner konkretenSemantikinterpretierenund für
mehrstufigesunscharfesSchließenverallgemeinern.NebendemreinenErkennt-
nisgewinn ist diesein wichtiger Fortschritt,weil wir konkreteVerfahrenfür den
Entwurf solcherSystemeangebenkönnen.Dazugeḧort insbesonderedie Defini-
tion unscharferBegriffe. Bisherwar in denmeistenFällen nicht klar, wie manin
derPraxiszu denunscharfenMengenalsAntezedenzienkommt,dakeinerleiSe-
mantik definiertwurde.Umgekehrtstehenfür unserenAnsatznunVerfahrenzur
Verfügung,mit denenRegelnanDatenangepasstwerden.Meist wird Gradienten-
abstieg verwendet,umdieRegelgewichtezuoptimieren,wassichin derPraxisals
sehrerfolgreicherwiesenhat[Jan92,ZK99].

6.4 Parametermodell für Grundbegriffe

Die ImplementierungdervorgestelltenVerfahrendieserArbeit ist im Großenund
Ganzenunproblematisch.Auf dereinenSeitemüssenwir die Wissensbasisspei-
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chern,dieausdenGrundbegriffenundRegelnbesteht.Andererseitsben̈otigenwir
eineImplementierungdesInferenzverfahrens,d.h. derAnalyseunscharferMen-
genund der Inferenzselbst.Dabeihabenwir unszum Ziel gesetzt,dasssowohl
derRechenaufwandalsauchderSpeicheraufwandnurvon derAnzahlderGrund-
begriffe oderRegeln abḧangensollen,nicht abervon der Anzahl der Einzelhei-
ten.Für denRechenaufwandhabenwir die Anforderungerfüllt, wie wir in Ab-
schnitt5.5gezeigthaben.Der Speicheraufwandhingegenkannunangenehmgroß
werden.Das Problemliegt in der Darstellungder Grundbegriffe. Wir beschrei-
bendaherin diesemAbschnitt,wie Grundbegriffe speichereffizient repr̈asentiert
werdenkönnen,ohnedieÜberdeckungseigenschaft(4.3)zu verletzen.

6.4.1 Approximation von Grundbegriffen

Grundbegriffe werdendurchPlausibiliẗatsdichten,d.h. Abbildungen ¥�¦ ø 0 µ 1ú
definiert.Wir unterscheidendabeizwei Fälle. Im erstenFall wird die Abbildung
nachAbschnitt2.3durchdie vagenCharakteristikaΓ § c̈ definiert.Für jedenKon-
text c müssenwir einescharfeTeilmengevon  speichern.Stammendie vagen
CharakteristikaausstatistischenErhebungen,dannkanndie AnzahlderKontexte
sehrgroßsein.MandenkenurandieAnzahlderKundeneinerTelefongesellschaft.
Für jedenGrundbegriff hängtderSpeicherbedarfvonderAnzahlderKontexteab;
im Beispielvon derAnzahlderKunden.Im zweitenFall liegendie Plausibiliẗats-
dichtendirektalsAbbildungen ¥3¦ ø 0 µ 1ú vor. DieserFall tritt z.B. ein,wennwir
diePlausibiliẗatsdichtenmit demGruppierungsverfahrenausAbschnitt6.1berech-
nen.SiewerdendanndurcheinParametermodelldargestellt,dassaufderNormal-
verteilungberuht.DerSpeicherbedarfreduziertsichdamitaufeinenParametersatz
pro Grundbegriff. DieseIdeekönnenwir aufgreifen,um die Plausibiliẗatsdichten
ausdemerstenFall darzustellen.

Stattdie vagenCharakteristikazu speichern,ersetzenwir die Plausibiliẗatsdichte
durcheineparametrisierteFunktion.Im Allgemeinenerhaltenwir nureineAppro-
ximation derPlausibiliẗatsdichte,wasaberin vielenFällen keineeinschneidende
Beschr̈ankungist. Zus̈atzlichzu derSpeicherersparniswird derBerechnungsauf-
wandreduziert,denwir für die AuswertungeinerPlausibiliẗatsdichteben̈otigen.
Ebensowie der Speicheraufwandhängtdieservon der Anzahl der Kontexte ab.
Bei einemParametermodellmüssenwir dagegennur eineparametrisierteFunkti-
on auswerten.

Da PlausibiliẗatsdichtenFunktionensind, lösenwir dasProblemmit Techniken
zur Funktionsapproximation.Wie in Abschnitt6.3.2betrachtenwir als Approxi-
matorenLinearkombinationenvon Basisfunktionen.Ausgehendvon einerMen-
gevon BasisfunktionenÑ A1 µ A2 µ ß7ß7ß An Ô approximiertmaneineFunktionpl durch
pl § üAÐ ∑i αi « Ai § ü . DerVorgangderFunktionsapproximationsetztsichauszwei
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Schrittenzusammen:Zunächstwähltmanad̈aquateBasisfunktionen,anschließend
müssenmit einemOptimierungsverfahrendieParameterαi bestimmtwerden.Die
Wahl derBasisfunktionenberuhtauf Wissenüberdie zu approximierendeFunk-
tion; dieNumerikstellt eineReihevonBasisfunktionenmit verschiedenenEigen-
schaftenzur Verfügung.

Bei derOptimierungderParameterαi müssenwir in unseremFall nocheineNe-
benbedingungerfüllen:Die ApproximationenderGrundbegriffe müssendieÜber-
deckungseigenschaft(4.3)einhalten;wie dieGrundbegriffe selbstmüssensieeine
unscharfePartitiondesUniversumsbilden.Wir könnenalsodiePlausibiliẗatsdich-
tenderGrundbegriffe nichtunabḧangigvoneinanderapproximieren.

Im Idealfall könnenwir jede Plausibiliẗatsdichtemit einerBasisfunktionausrei-
chendgut ann̈ahern.Falls die Approximationsg̈ute nicht ausreicht,benutzenwir
mehrereBasisfunktionenfür diePlausibiliẗatsdichtejedesGrundbegriffs B̃i :

plB̃i
§ ü�Ð n

∑
i Ë 1

αi j « Aj § ü (6.21)

Um dieÜberdeckungseigenschaft sicherzustellen,gen̈ugtes,diebeidenfolgenden
Bedingungen(6.22) und (6.23) zu erfüllen: Im Grenzfall, in dem jedePlausibi-
lit ätsdichtedurchgenaueine BasisfunktionAi dargestelltwird, müssenwir ge-
naudie Überdeckungseigenschaft fordern;daherverlangenwir allgemeinfür alle
u °�

n

∑
j Ë 1

Aj § ü�© 1 (6.22)

UnterdieserVoraussetzungist dannfolgendeBedingungfür die Überdeckungsei-
genschafthinreichend(vgl. Beweisvon Satz11):

k

∑
i Ë 1

αi j © 1 (6.23)

Bedingung(6.22) wird z.B. von B-Splines(Basis-Splines)erfüllt [dB78], die
wegen ihrer guten Approximationseigenschaftenweite Verbreitung in CAD-
Anwendungengefundenhaben[HL92, Far93]. B-Splinessind stückweisedefi-
niertePolynomemit glattenÜbergängenandenStoßpunkten.Der GradeinesB-
Splineswird durchdenGradderdefinierendenPolynomefestgelegt. Wir werden
unsin dieserArbeit auf lineareB-SplinesalsBasisfunktionenbeschr̈anken,weil� siesehreinfachzuberechnensind,� sichin praktischenAnwendungengezeigthat,dassdieApproximationsg̈ute

ausreichtund
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� die Parameterαi j leicht zu bestimmensind,wobeiBedingung(6.23)erfüllt
wird.

Ein linearerB-Spline ist eineDreieckfunktion, die wir mit Formel (6.14)bereits
in Abschnitt6.3.2definierthaben.Die BasisfunktionenAj legenwir wie in 6.3.2
überStützstellenuj °� fest;stattvonk gehenwir hiervonn Basisfunktionenaus.
DieLinearkombination∑n

j Ë 1 αi j « Aj § ü vonDreieckfunktionenAj interpoliertdann
linear zwischenden Punkten § uj µ αi j ¨ , j ° Ñ 1 µ 2 µ ß7ß7ß n Ô . Die Plausibiliẗatsdichten
werdenauf dieseWeisedurchPolygonz̈ugeapproximiert.

Wenn wir von einer Partitionierung von  durch k Grundbegriffe ± ©TÑ B̃1 µ
B̃2 µ ß7ß7ß B̃k Ô ausgehen,die durchn BasisfunktionenAj approximiertwerdensollen,
lautetdasVerfahrenfür die BestimmungderGewichteαi j wie folgt:

Verfahrenfür die Bestimmungder Parameter

1. Wählen Stützpunkteu1 µ u2 µ ß7ß7ß °� mit n � k.

2. Fügedie Stützpunkteu0 : © u1 undun � 1 : © un hinzu.

3. Definieredie FunktionenAj durch § ul
j µ um

j µ ur
j ¨�© § uj ÷ 1 µ uj µ uj � 1 ¨ als Drei-

eckfunktionennachFormel(6.14).

4. Setzeαi j : © plB̃i
§ uj ¨ .

Mit denDefinitionendesVerfahrensgilt

Satz11 Die Funktionenpl ÄB̃i
§ üA© ∑n

j Ë 1 plB̃i
§ uj ¨i« Aj § ü bildeneineunscharfePar-

tition von  undapproximierendie PlausibilitätsdichtenplB̃i
durch lineare Inter-

polationzwischendenPunkten§ uj µ plB̃i
§ uj ¨7¨ , j ° Ñ 1 µ 2 µ ß7ß7ß n Ô .

Beweis: Aus der Numerik wissenwir, dassdie Interpolationsbehauptungrichtig
ist [SB94].Um zubeweisen,dassdieFunktionenpl ÄB̃i

eineunscharfePartitionvon bilden,zeigenwir dieGültigkeit derÜberdeckungseigenschaft (4.3).Seiu °O .

k

∑
i Ë 1

pl ÄB̃i
§ ü�© k

∑
i Ë 1

n

∑
j Ë 1

plB̃i
§ uj ¨s« Aj § ü© n

∑
j Ë 1

Aj § ü k

∑
i Ë 1

plB̃i
§ uj ¨© n

∑
j Ë 1

Aj § ü© 1 Ì
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Abbildung 6.4: Approximationen der unscharfen Körpergrößen erwachsener Männer aus
Abb. 4.1: sehr klein, klein, normal, groß und sehr groß (von links nach
rechts)
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Abbildung 6.4 zeigt die Approximationder Grundbegriffe sehrklein, klein, nor-
mal, großund sehrgroß ausAbschnitt4.1 durch13 Dreieckfunktionen.Wir er-
kennendeutlich die Glättungder urspr̈unglichenPlausibiliẗatsdichtendurch die
stückweiselineareApproximation,vgl. Abb. 4.1.

Ein allgemeinesProblembei FunktionsapproximationdurchInterpolationist die
Wahl der Stützstellen,alsoPunkt 1 unseresVerfahrens.Die Freiheitsgradesind
die Anzahl und die Lageder Stützstellen.Bei einer überschaubarenAnzahl von
Grundbegriffen wird manbeidesvonHandwählen.Die Approximationsg̈utewird
potenziellerḧoht,wennmandie AnzahlderStützstellenvergrößert.Damitwächst
aberauchderSpeicheraufwand.Manmussalsoeinevern̈unftigeBalancezwischen
diesenGrößenfinden.Wenn viele Grundbegriffe approximiertwerdenmüssen,
kann man für die Wahl der Stützstellenauf Optimierungsans̈atzezurückgreifen
[ZK99, GRL00].

Die ApproximationderGrundbegriffe durchLinearkombinationenvonBasisfunk-
tionenkönnenwir als VerfeinerungderPartition ± von  interpretieren.Da die
BasisfunktionenAj mit Gleichung(6.22) die Überdeckungseigenschaft erfüllen,
könnenwir die Aj als Plausibiliẗatsdichtenvon Grundbegriffen Ãj auffassen.Die
Approximationender Grundbegriffe B̃i sind dannnichts anderesals gewichtete
Kombinationender Grundbegriffe Ãj , wobei wir die Gewichte αi j als Begriffs-
wahrscheinlichkeitenṔ.§ Ãj ª B̃i ¨ deutenkönnen.Im Grundegenommenhabenwir
eineTransformationvon denGrundbegriffen B̃i auf die Ãj berechnet,wie wir es
bereitsin Abschnitt5.2.2bei mehrstufigemSchließendurchgef̈uhrthaben.Da die
AnzahlderGrundbegriffe Ãj größerodergleichderAnzahlderB̃i ist unddie Ãj so
gewählt wurden,dasssiedie B̃i möglichstgut approximieren,stellt die Transfor-
mationeineVerfeinerungdar, gleichbedeutendeinemSchrittauf eineStufefeine-
rer Granulariẗat. DasParametermodellfügt sich auf dieseWeiseperfektin unser
Versẗandnisvon derDarstellungunscharferInformationenein. Esist nichtsande-
resalseinegewichteteKombinationspeziellgewählterGrundbegriffe.

Die approximiertenGrundbegriffe werdengenausoverarbeitetwie die Originale,
wederdie Kombinationvon Grundbegriffen noch dasInferenzverfahrenändern
sich.Als Beispielhabenwir die unscharfeMessungder Körpergrößevon Herrn
G. ausAbb. 4.5 zweimal nachAnalyse-Ansatz2 approximiert:einmal mit den
Originalgrundbegriffen und einmalmit denapproximiertenGrundbegriffen. Ab-
bildung6.5zeigtdieErgebnisseim Vergleich.Wir sehen,dassdieOriginalkombi-
nationgutdurchdieApproximationangen̈ahertwird. WährenddieOriginalgrund-
begriffe normalundgroßdurchdieAnalysemit denGewichten41µ 4%und58µ 6%
versehenwerden,ergebensich für die approximiertenGrundbegriffe 41µ 7% und
58µ 3%. Die Abweichungensind vernachl̈assigbar. Zur Erinnerung:die Umfrage
beiderSynthesederKörpergrößevon HerrnG. resultiertein 41%und59%.
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Abbildung 6.5: Approximation der Körpergröße von Herrn G. durch Kombination der Grund-
begriffe (fett) und Kombination der approximierten Grundbegriffe (dünn)

6.4.2 Speicheraufwand

DerwesentlicheZweckderApproximationvon Grundbegriffen bestehtdarin,den
Speicheraufwandfür die Repr̈asentationvon Plausibiliẗatsdichtenzu reduzieren.
Wennwir für jedenGrundbegriff dievagenCharakteristikaspeichern,soben̈otigen
wir bei k Grundbegriffen und l vagenCharakteristika

ô § l « k ¨ Speicherpl̈atze.

Approximierenwir dieGrundbegriffe durchBasisfunktionenwie dieDreieckfunk-
tionen,somüssenwir n « k Gewichteαi j speichern.Wennwir davonausgehen,dass
jeder Grundbegriff durch eine kleine Anzahl c von Basisfunktionenangen̈ahert
wird (typischeinsbis fünf), betr̈agtderSpeicheraufwand

ô § c « k2 ¨A© ô § k2 ¨ .
Insgesamtkönnenwir alsomit einerReduzierungdesSpeicherbedarfsvonFaktor
l ÿr§ c « k ¨ rechnen.Wie dasBeispiel der Kundeneiner Telefongesellschaftzeigt,
kannl durchausim Bereichvon106 liegen,währendsichc « keherim Bereichunter
100bewegt. DasParametermodellwürdein diesemBeispieldenSpeicherbedarf
um denFaktor104 verbessern.

Der Aufwandfür die AuswertungderPlausibiliẗatsdichteeinesGrundbegriffs an
einerStellewird ebenfallsreduziert:statt

ô § l ¨ ben̈otigenwir nur
ô § 1̈ Operatio-

nen.Währendwir für die Berechnung̈uberdasKontextmodelleineSummeüber
l Kontexte bilden (vgl. (2.8) und (2.9)),wertenwir bei derApproximationc Ba-
sisfunktionenmit konstantemAufwandausundaddierendieErgebnisse.Dac un-
abḧangigvon derAnzahlder Grundbegriffe ist, könnenwir denRechenaufwand
alskonstantbetrachten.
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6.5 Zusammenfassung

In diesemKapitelhabenwir unsmit zweiAspektenderRepr̈asentationunscharfen
Wissensbescḧaftigt: erstensdermathematischenFormalisierungvon Wissen,die
von derSemantikdesWissensabḧangt,undzweitensder implementierungstech-
nischenSeiteder Repr̈asentation,die praktischeAnforderungenhinsichtlichdes
Speicher- undRechenaufwandserfüllen muss.

Wir habenmöglicheSemantikenvon WissenklassifiziertundausdiesenKlassen
Formenvon Wissenherausgesucht,die sich in der Literatur für denpraktischen
Entwurf unddenEinsatzregelbasierterunscharferSystemealssinnvoll erwiesen
haben.Bei der FormalisierungunscharferBegriffe handeltes sich um folgende
Semantiken:� Interpretationvon UnscḧarfealsUnsicherheit:DiesenAnsatzhabenwir be-

reitsin Abschnitt2.3.1undin Kapitel4 alsBasisunsererTheorieausf̈uhrlich
dargelegt.� Interpretationvon Unscḧarfeals Ähnlichkeit: Wir habengezeigt,dassdas
weit verbreiteteGruppierungsverfahrenvon GATH/GEVA [GG89]direkt ei-
ne unscharfePartition im SinnedieserArbeit erzeugt;unscharfeGrundbe-
griffe könnenwir damitalsGruppenähnlicherDateninterpretieren.Insbe-
sonderekönnenwir unscharfePartitionendirekt ausscharfenDatengene-
rieren,anstattwie in Abschnitt4.1eineunscharfePartitionalsfeingranulare
Definition symbolischerBegriffe zubilden.� DarstellungscharferWerte:Wir stumpfenscharfeWerteab, indemwir sie
durchdieGrundbegriffe unscharfklassifizieren.Auf dieseWeisekönnenwir
scharfeWertesemantischfundiertundeffizient mit grobgranularemWissen
verkn̈upfen.� Die Darstellungvon UnscḧarfezweiterOrdnunghabenwir in Kapitel4 mit
derGewichtungunscharferBegriffe diskutiert.

Bei möglichenSemantikeneinerunscharfenRegel Ã ¥3¦ B̃ gehenwir davon aus,
dasssiedemGrundgedankendesModusPonensfolgen. In Anwendungenhaben
sichfolgendeSemantikenfür die BeschreibungunscharferRegelnalssinnvoll er-
wiesen:� BedingteWahrscheinlichkeiten:DiesenAnsatzhabenwir alsBasisunserer

Theoriein Abschnitt5.1beschrieben.� Positive und negative Regeln: Wir habengezeigt,dassman positive Re-
geln (Untersẗutzungvon Konsequenzen)und negative Regeln (Ausschluss
von Konsequenzen)durch die logischeKonjunktion und die Implikation
darstellenkann.KonjunktionundImplikation wiederumkönnenwir in un-
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sererTheoriemit bedingtenWahrscheinlichkeitenmodellieren.In prakti-
schenAnwendungenwerdenpositive und negative Regeln bereitserfolg-
reich kombiniert,um Expertenwissenkompaktund versẗandlichdarzustel-
len [CDP96,Kie97, SSR00b].� UnscharfeInterpolation:RegelbasierteunscharfeSystemekönnenwir als
Abbildungenvon unscharfenEingabenauf unscharfeAusgabeninterpretie-
ren.Als VerallgemeinerungklassischerInterpolationsverfahrenausderNu-
merik habenwir gezeigt,dassmanunscharfeRegeln als unscharfeStütz-
punkte einer unscharfenAbbildung interpretierenkann, zwischendenen
unserInferenzverfahreninterpoliert. Wie die weite VerbreitungdesReg-
lers von TAKAGI/SUGENO undvon Neuro-Fuzzy-Systemenin technischen
Anwendungenzeigt, entsprichtdie funktionaleBeschreibung von Zusam-
menḧangenviel eherderDenkweiseeinesSystemingenieursalsdie formal
logischeDarstellungmit Regeln.

Insgesamtzeigt sich, dassunsereTheorieunscharfenSchließensso flexibel ist,
dasssiewichtigeFormenvon Wissen,diebereitserfolgreichin derPraxisbenutzt
werden,in einemallgemeinenAnsatzzurInformationsverarbeitungvereinenkann.
Dies ist ein wichtiger Fortschritt, dennbisherwurdeauf die saubereDefinition
einer konkretenSemantikmeist verzichtet,s. Kapitel 3, oder man hat sich wie
in [SP98] auf eineSemantikspezialisiert,so dassviele Arten von Informationen
nicht in dasSystemeingebrachtwerdenkönnen.

Darausergebensich zwei Konsequenzen.Dank der nun vorhandenenkonkreten
Semantikkönnenwir ausunsererArbeit Verfahrenableiten,die denEntwurf be-
kannterunscharferSystemetransparentermachenundderenWohldefiniertheitsi-
cherstellen.Dazu geḧoren der Regler von TAKAGI/SUGENO und Neuro-Fuzzy-
Systeme,die wir in unsereTheorieeingebettethaben.Andererseitsbietenauch
diesesubsumiertenAnsätzeEntwurfs- und Adaptationstechniken,z.B. die An-
passungvon Regelgewichtenan Daten[Jan92,WM92, GRL00], die wir für den
praktischenEinsatzunsererVerfahrennutzenkönnen.

Hinsichtlichder implementierungstechnischenSeitederRepr̈asentationvon Wis-
senhabenwir gezeigt,dasslediglichdieDarstellungunscharferBegriffe sehrspei-
cheraufẅandigseinkann.Als Lösunghabenwir einParametermodellvorgeschla-
gen,daseinerseitsdensemantischenAnforderungenderTheoriegerechtwird und
andererseitsdenSpeicheraufwandumeinenFaktorreduziert,derdurchausim Be-
reichvon104 liegenkann.



Kapitel 7

Zusammenfassungund Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Ziel dervorliegendenArbeit war, ein solidestheoretischesFundamentfür regel-
basiertesSchließenmit unscharfenBegriffen zu legen.Daranhabenwir folgende
Anforderungengekn̈upft: Aus derTheoriesollenVerfahrenresultieren,die mehr-
stufigesunscharfesSchließenermöglichen,versẗandlicheundexakteunscharfeEr-
gebnisseberechnen,effizient hinsichtlichSpeicher- undRechenaufwandsindund
die Integrationvon InformationenverschiedenerSemantikenerlauben.

Als Menschensehenwir bei der Beschreibung von Objekten oder Zusam-
menḧangenmeist von Einzelheitenab und benutzenoft unscharfdefinierteBe-
griffe. Trotzdemsind wir in der Lage,sinnvolle Schl̈ussezu ziehen.Alltagsent-
scheidungenberuhenfastausschließlichauf solchenInferenzprozessen.Einema-
thematischeTheoriefür dasSchließenmit unscharfenBegriffen soll dieseVorge-
hensweisenachbilden,umsierechnergesẗutzteinsetzenzukönnen.Auf dieseWei-
sekönnendie Verfahrenautomatisiertablaufen,wir könnengrößereRegelwerke
verarbeitenunderhaltendeterministischeErgebnisse.

Ein zentralesKonzeptunscharfenSchließensist die Vergröberungvon Wissen.
Jekomplexer Systemewerden,destosẗarkerwerdenwir bei ihrer Modellierung
vergröbernmüssen,weil wir entwederkeinepräzisenInformationenbesitzenoder
einegenaueModellierungzuteuerist,seiesauszeitlichenoderimplementierungs-
technischenGründen.EinewesentlicheRolle spieltauchdie Versẗandlichkeitder
Modellierung.Beschreibungenauf derGrundlagevon Einzelheitenmögenexakt
sein,sie tragenaberin vielen Fällen nicht zum Versẗandnisbei, weil sie zu de-
tailliert sind. Indemwir Objekteund Zusammenḧangemit unscharfenBegriffen
beschreiben,bewegenwir uns auf einer Abstraktionsstufe,die erstensunserem
Versẗandnisentgegenkommtund zweitensoft der GenauigkeitdesWissensent-
spricht.

In einer Untersuchungder vorhandenenVerfahrenzum mehrstufigenSchließen
mit unscharfenBegriffen habenwir die Mängelaufgezeigt,die dieseVerfahren
hinsichtlich unsererAnforderungenaufweisen.ErstenswerdenRegeln zur Be-
schreibung kausalerZusammenḧangezwar mit unscharfenBegriffen formuliert
und sind damit versẗandlich; die unscharfenSchl̈ussebewegensich jedochaus
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demGer̈ust der Begriffe hinaus,da sie auf der Ebeneder Einzelheitendefiniert
sind.Damitkönnenwir unscharfeSchl̈ussenichtmit denunscharfenBegriffenbe-
schreiben,welchedie GrundlageunseresVersẗandnissesbilden.Zweitenswerden
bei einemGroßteilder Ansätzedie Schl̈ussedurchOperationenauf denEinzel-
heitenberechnet,weshalbwir keinerleiEffizienzgewinn durchdie Vergröberung
von Wissenverzeichnenkönnen.Gleichesgilt für denSpeicheraufwand.Drittens
verfügendie meistenAnsätzenicht über eine konkreteSemantikfür unscharfe
Begriffe. Eswerdeni. A. formaleModellemit vielenFreiheitsgradenangegeben,
wasabersolcheabstraktenSemantikenin derPraxiskonkretbedeuten,bleibt of-
fen. Zudember̈ucksichtigendie Verfahrennicht, dassdie Informationenin prak-
tischenAnwendungenauf unterschiedlichenkonkretenSemantikenberuhenund
insofernheterogensind.Dadurchwird die gemeinsameVerarbeitungheterogener
InformationenschwierigoderdieErgebnissesindzumindestfragwürdig.

Diese Unzul̈anglichkeitenbekannterVerfahrenwerden mit der Theorie zum
Schließenmit unscharfenBegriffen beseitigt,die wir in denvorangehendenKa-
pitelnvorgestellthaben.Esgelingtuns,mehrstufigesunscharfesSchließenaufder
symbolischenEbeneunscharferBegriffe zurealisieren,ohnedieExaktheitderEr-
gebnisseauf derEbenederEinzelheitenzuverlieren.Ein unscharferSchlusswird
dabeiimmerdurchunscharfeBegriffe beschriebenund ist somit leicht versẗand-
lich. Rechen-undSpeicheraufwandhängenim Wesentlichennur von derAnzahl
derunscharfenBegriffe undnicht mehrvon derAnzahlderEinzelheitenab.

Hinzu kommt,dassunserVerfahrenauf einerkonkretenSemantikfür unscharfe
Begriffe undRegelnberuht.In diesemZusammenhanghabenwir gezeigt,dassei-
nigebekannteVerfahrenausderPraxiszurGewinnungundDarstellungunscharfer
Begriffe undRegeln in InstanzenunsererSemantikmünden.Da dieseVerfahren
in bereitsbeschriebenerWeiseheterogeneInformationenerzeugen,könnenwir in
diesemRahmensymbolischmit unscharfenBegriffen schließen,ohnedie Seman-
tiken derBegriffe undRegelnber̈ucksichtigenzu müssen.Dabeikönnenwir erst-
malsdie WohldefiniertheitdesMechanismusund damit derunscharfenSchl̈usse
sicherstellen.Somithabenwir alle Anforderungenerfüllt, die wir andie Theorie
gestellthaben.

FolgendeListe gibt nochmalseinen Überblick über die Ideen,Technikenund
NeuerungenunsererTheorie:� Wir vergröbernein Universum,d.h. eine Mengevon Einzelheiten,durch

unscharfesPartitionierenmit unscharfenMengen.Dazuhabenwir die Ei-
genschaftenVollständigkeitundKonsistenzscharferPartitionenfür denun-
scharfenFall verallgemeinertundausdieserErweiterungein Verfahrenfür
dieunscharfePartitionierungabgeleitet.Die ElementeeinerunscharfenPar-
tition bezeichnenwir alsunscharfeGrundbegriffe.
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� UnscharfeAussagenstellenwir auf der grobgranularenEbenedurch ge-
wichteteKombinationender Grundbegriffe dar. Durch die Synthesewird
eine solchesymbolischeAussageals unscharfeMengeauf der feingranu-
larenEbenedefiniert.Auf der anderenSeiteerlaubtdie Analyse, einebe-
liebige unscharfeMengein eine symbolischeAussagezu überf̈uhrenund
somitversẗandlichmit denGrundbegriffen darzustellen.

Damithabenwir erstmalseinewohldefinierteZuordnungunscharferAussa-
genauf feingranularerundauf symbolischerEbenehergestellt,die aufeiner
soliden,konkretenSemantikberuht;unscharfeAussagensind gleichzeitig
exakt definiertundversẗandlich.� UnscharfeRegeln interpretierenwir als AusdruckdesklassischenModus
Ponens.Konsistentzur Gewichtung von Grundbegriffen modellierenwir
unscharfeRegeln als bedingteWahrscheinlichkeitenauf denGrundbegrif-
fen. DasInferenzverfahrenoperiertauchbei mehrstufigenRegelbasenaus-
schließlichauf dersymbolischenEbeneund ist damitsehreffizient im Ge-
gensatzzuherk̈ommlichenVerfahren,dieaufdenEinzelheitenrechnen.Ob-
wohl wir auf symbolischerEbenerechnen,könnenwir die Exaktheitder
Schl̈usseauf feingranularerEbenesicherstellen.

Ein unscharferSchlusswird symbolischals gewichteteKombinationvon
Grundbegriffen dargestelltund ist dadurchleicht versẗandlich.Die exakte
Darstellungauf derEbenederEinzelheitenkönnenwir darausmittelsSyn-
theseableiten.Im GegensatzdazuberechnendiemeistenanderenVerfahren
ausschließlichfeingranulareSchl̈usse,die auf symbolischerEbenenicht in-
terpretierbarsind.� Der RechenaufwandeinermehrstufigenInferenzmit eindimensionalenEin-
und Ausgabenhängt im bestenFall – der gleichzeitigder häufigstein der
Praxisist – nur linearvon derAnzahlderRegelnab. DasschnellsteVerfah-
renausderLiteratur ben̈otigt einenRechenaufwand,dervon derquadrier-
ten AnzahlderRegelnabḧangt,derAufwanddermeistenanderenAnsätze
verḧalt sichquadratischmit derAnzahlderEinzelheitenundlinearmit der
AnzahlderRegelstufen.Wie gewünscht,reduziertsichalsobeiunseremAn-
satzderAufwandderInformationsverarbeitungmit demVergröberungsgrad
derInformationen.� Wir habenMaße definiert, welche die Zuverlässigkeitsymbolischerund
feingranularerSchl̈ussemessen.DankderkonkretenSemantikunsererVer-
fahren sind diese Zuverlässigkeitswerteaussagekr̈aftig und versẗandlich,
wasfür die meistenanderenVerfahrennicht gilt, da sie auf abstraktenSe-
mantikenberuhen.
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� Wir habengezeigt,dasswir InformationenverschiedenerSemantikenmit
unserermathematischenFormalisierungdarstellenundverarbeitenkönnen.
DabeihandeltessicherstensumunscharfeGruppen:ÄhnlicheEinzelheiten
werdenzuunscharfenMengengruppiert,dieeineunscharfePartitionbilden,
wodurchwir ausDatenunscharfePartitionenin unseremSinnegenerieren
können.Zweitenshabenwir ein Verfahrenvorgestellt,mit demscharfeBe-
obachtungendurchunscharfeGrundbegriffe dargestelltundsomit effizient
verarbeitetwerdenkönnen.Darüberhinauskönnenwir mit unsicherenIn-
formationenumgehen,die alsWahrscheinlichkeitsdichtengegebensind.� Bei derDefinition von Regelnhabenwir diverseMöglichkeitenvorgestellt,
denModusPonenszurealisieren.Insbesonderehabenwir dieBedeutungpo-
sitiverundnegativerRegelnaufgezeigt,diesemit derlogischenKonjunktion
und Implikation identifiziert und in unserwahrscheinlichkeitstheoretisches
Modell integriert.

Außerdemhabenwir gezeigt,dassmanunserInferenzverfahrenalseineun-
scharfeInterpolationzwischenunscharfenPunktendeutenkann,die durch
die Regelnrepr̈asentiertwerden.DieseInterpretationvon Regelnentspricht
derfunktionalenBeschreibungvonZusammenḧangen,die in denIngenieur-
wissenschafteneinerformal logischenvorgezogenwird.� Da die DarstellungunscharferGrundbegriffe bei großenDatenmengensehr
speicherintensiv seinkann,habenwir ein ParametermodellalsApproxima-
tion der unscharfenGrundbegriffe vorgestellt.Der Speicheraufwandhängt
durchdieseMaßnahmenur nochvon derAnzahlderGrundbegriffe ab,an-
stattvon derAnzahlderdefinierendenDaten.

Ein bedeutendesNebenresultatder Arbeit ist, dasswir denZusammenhangzwi-
schenunscharfemSchließenund einer wichtigen Klassevon Interpolationsver-
fahrenklärenkonnten.Interpolationerweistsich in klassischenIngenieurwissen-
schaftenwie der Elektrotechnikals wichtiger Ansatzfür die Approximationvon
Funktionenwie Reglern oder Übertragungsfunktionenvon Systemen.Wir ha-
bengezeigt,dassweit verbreiteteVerfahrenwie RBF-Netzwerke,Neuro-Fuzzy-
AnsätzeundeinwichtigerSpezialfalldesReglersvonTAKAGI/SUGENO, dieInter-
polationdurchlinearesKombinierenvonBasisfunktionenrealisieren,Spezialf̈alle
unsererTheoriedarstellen.Auf dieseWeiseversehenwir siemit einerkonkreten
SemantikundkönnensiealsVerfahrenfür unscharfesSchließenanerkennen.Bis-
herwardieseDeutungrein intuitiv motiviert. NebenderreinenErkenntniskönnen
wir dankdieserDeutungauchVerfahrenzur Verfügungstellen,die beimEntwurf
von Systemenauf Basisder genanntenAnsätzehelfen.Insbesonderehandeltes
sich dabeium die Verfahrenzum unscharfenPartitionierenvon Universen– die
resultierendenGrundbegriffe entsprechendenBasisfunktionenderInterpolations-
verfahren– undzumFestlegenderRegelgewichte.
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Die AuswirkungenunsererTheorieauf praktischeProblemesind vielschichtig.
Die Steigerungder Effizienz kanndie Bearbeitungvon Problemenermöglichen,
die bisheralszu komplex erschienen.Dabeidenkenwir insbesondereanAnwen-
dungenausdemBereichData-Mining,die wegenihrer Problemgr̈oßeohneeine
VergröberungderInformationenkaumhandhabbarsind.

Weiterhinstellenwir praktischeVerfahrenfür denEntwurf regelbasierterunschar-
fer Systemebereit. Wir habenverschiedeneMöglichkeitenvorgestellt,um un-
scharfesWissenzumodellierenundRegelnzudefinieren.Die VerarbeitungderIn-
formationenber̈ucksichtigtdie unterschiedlichenSemantikenundliefert dadurch
vertrauensẅurdigeErgebnisse.

DarüberhinaussichertdiekonkreteSemantikderTheoriedieVersẗandlichkeitder
unscharfenErgebnisse.Wir sinddavonüberzeugt,dasswir aufdieseWeisezurAk-
zeptanzunscharferSystemebeitragenkönnen,die bisherwegenderschẅacheren
SemantikwenigerAnsehengenossenhabenalsdie Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Für die praktischeUmsetzungunsererTheoriehabenwir prototypischein Werk-
zeugin MAPLE V implementiert,mit demunscharfeBegriffe undRegelnetzwerke
definiertundmehrstufigeInferenzenberechnetwerdenkönnen.Eswurdeerfolg-
reichbenutzt,umunscharfeReglerzuentwerfen[SR98,SSR00a] unddasBeispiel
in AnhangA zumodellieren.

UnserInferenzmechanismuswird bereitserfolgreichin einemIndustrieprojektmit
ABB eingesetzt.GegenstanddieserKooperationsindentscheidungsunterstützende
Systeme,mit derenHilfe derQualiẗatszustandtechnischerAnlagenbeurteiltwer-
densoll, um überMaßnahmenzur Qualiẗatssicherungzu entscheiden.Wie auch
dasBeispielin AnhangA zeichnetsichdieseAufgabedadurchaus,dassdasWis-
senüberObjekteundZusammenḧangeunscharfundunvollständigist unddaher
einunscharferAnsatzalsnaẗurlicheModellierungerscheint.
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7.2 Ausblick

Den abschließendenAusblick gebenwir unter zwei Gesichtspunkten:Zunächst
diskutierenwir Möglichkeiten,die vorgestellteTheorie zu erweitern,wodurch
ihre Mächtigkeitund damit dasAnwendungsspektrumvergrößertwerdenkann.
Danachzeigenwir die Auswirkungender vorgestelltenTheorieauf andereFor-
schungsgebiete.

7.2.1 Erweiterung der Theorie

UnscharfeBeobachtungenstellenwir in unseremAnsatzdurchgewichteteKom-
binationenvon Grundbegriffen dar. Das Basisverfahrender Analyse berechnet
dabei u.U. negative Gewichte, die nicht als Wahrscheinlichkeiteninterpretier-
bar sind und deshalbvon uns nicht ber̈ucksichtigtwerden.1 Es ist aberdurch-
auswünschenswert,negative Gewichte zuzulassen,weil dadurchunscharfeBe-
obachtungenpräziserdurchKombinationender Grundbegriffe beschriebenwer-
denkönnen;wir vergrößernden RaumunscharferAussagen,die wir exakt mit
denGrundbegriffen darstellenkönnen.Allerdings müsstenwir eineMöglichkeit
finden,negative Gewichtesemantischin unserenAnsatzzu integrieren.

Eine mögliche Interpretationeinesnegativen Gewichteswäredie einespartiel-
len VetosgegendenzugeḧorigenunscharfenBegriff. Ein negativesGewicht ent-
spr̈achedannbeispielsweisebei einer Umfrage den Stimmengegen einen un-
scharfenBegriff undein positivesGewicht denStimmendafür. Für jedenBegriff
würdenpositives und negatives Gewicht so verrechnet,dasswir ein nichtnega-
tives Gewicht erhielten,daswir wiederumals Wahrscheinlichkeitinterpretieren
könnten.FallssichdieseInterpretationsemantischin unsereTheorieeinbettenlie-
ße,könntenwir auf dieseWeisedie Ausdrucksm̈achtigkeitunseresund anderer
Ansätzemerklicherḧohen.

In einigenAnwendungenist esmöglicherweisenicht angemessen,die Gewichte
von Grundbegriffen und Regeln überWahrscheinlichkeitenzu modellieren.Hier
bietetsich eineVerallgemeinerung̈uberPlausibiliẗatsmaßean.Man müsstedazu
untersuchen,ob eswie bei Wahrscheinlichkeitengelingenkann,denZusammen-
hangzwischendergrobgranularenundder feingranularenDarstellungunscharfer
Aussagensemantischsolideaufzubauen.Wie auchdieErweiterungdurchnegative
Gewichte,würdedieserAnsatzdie Ausdrucksm̈achtigkeitunsererModellierung
von Wissenerḧohen.Wir könnteninsbesonderead̈aquatmit Unwissenumgehen,
wasbei Wahrscheinlichkeitenproblematischist, wie wir in Abschnitt6.3.1gese-
henhaben.

1DiesesProblemist in der Literatur auchim Zusammenhangmit anderenVerfahrenbekannt
[NK98].
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Bei der Partitionierungvon Universendurch Grundbegriffe habenwir verlangt,
dassdie Grundbegriffe disjunktsind,um die KonsistenzderunscharfenPartition
sicherzustellen.Damit setzenwir aberkonsistentesWissenvoraus.Esmüssteun-
tersuchtwerden,ob es immer sinnvoll ist, vor der ModellierungInkonsistenzen
ausr̈aumen,oderob man in gewissenFällen nicht besserinkonsistentesWissen
bewusstmodellierenundverarbeitensollte.

Wennman die Forderungvon Konsistenzfallen lässt,mussman den Inferenz-
mechanismusanpassen.An denRechenvorschriftenwürdesichnichtsändern,al-
lerdingsmüsstemanzus̈atzlicheRegeln berechnen,welchedie gegenseitigeBe-
einflussung̈ahnlicherRegeln aufzunehmenhätten.Auf dieseWeisekönnteman
inkonsistentesWissen verarbeiten,ohne die Effizienz des Verfahrensund die
VersẗandlichkeitderErgebnissezu gef̈ahrden.

Insgesamtsehenwir, dassdie TheorienochRaumfür Erweiterungenbietet.Das
Ziel mussdabeiimmer bleiben,dasAnwendungsspektrumzu vergrößern,ohne
dieSemantikunddamitdie WohldefiniertheitderErgebnissezu gef̈ahrden.

7.2.2 Auswirkungen auf andereGebiete

Unser Inferenzmechanismusbasiert auf einer wahrscheinlichkeitstheoretischen
ErweiterungderPossibiliẗatstheorie.DieseArt, RegelnalsbedingteWahrschein-
lichkeitenzu formulierenund zu verarbeiten,kennenwir in ähnlicherForm von
BAYESSCHEN Netzen[Pea88,RN95]. Sieerweisensichin denletztenJahrenals
erfolgreicherAnsatzin denBereichenData-Miningund Diagnose.M ICROSOFT

RESEARCH versuchtbeispielsweise,dasautomatischeHilfesystem(OfficeAssis-
tant) mit dieserTechnik zu realisieren[HBH � 98]. Die Grundideevon BAYES-
SCHEN Netzenbestehtdarin, eine mehrdimensionaleWahrscheinlichkeitsvertei-
lung durchStrukturwissen̈uberdie Unabḧangigkeitenvon Variablenzu zerlegen.
Auf dieseWeisewird esermöglicht, Inferenzenzuberechnen,die im allgemeinen
Fall wegenexponentiellenAufwandsnicht abgeleitetwerdenkönnen.

Bisherkannmanin BAYESSCHEN Netzennur mit scharfenInformationenrech-
nen.Da BAYESSCHE Netzeaberwie unserAnsatzdie Wahrscheinlichkeitsrech-
nung für den Inferenzmechanismusbem̈uhen,könntenunsereErgebnisseleicht
übertragenwerden.Eine Kombinationder Ansätzewürde in einemmächtigen
Verfahrenresultieren:Von BAYESSCHEN Netzenerhieltenwir Techniken,um
Abhängigkeitsstrukturenzu konstruierenunddarin Inferenzenzu berechnen,von
unsererSeiteVerfahrenzur Vergröberungvon WissenüberunscharfeGrundbe-
griffe und derenVerarbeitung.Als Ergebniskönntenwir effizient versẗandliche
unscharfeSchl̈usseausunscharfemWissenziehen.Dabeiwärenwir nicht darauf
angewiesen,Zusammenḧangeregelbasiertzu formulieren,sondernkönntenaus
DatenallgemeinerestatistischeRelationenaufbauen.
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EineganzandereRichtungkönntenwir mit einerneuen,unscharfenSystemtheorie
einschlagen.Wie zum Teil schonüblich in der Systemtheorie,könnenwir das
Ein-/Ausgabeverhaltenvon Systemenmit unscharfenRegeln modellieren.Dabei
bietetsichdie InterpretationunseresInferenzmechanismusalsunscharfeInterpo-
lation an. Untersuchungenund Aussagen̈uberdasVerhaltenvon Systemen,wie
beispielsweisëuberihreStabiliẗat,sindschwierig,wenndieSystemenurunscharf
beschriebenwerdenkönnen.

Dank unserersymbolischenDarstellungkönnenwir solcheUntersuchungenauf
der symbolischen,grobgranularenEbenedurchf̈uhren.Da eineInferenz,welche
die AusgabeeinesSystemsberechnet,durch Matrixmultiplikationendargestellt
wird, könnendie Untersuchungenmithilfe linearerAlgebraverwirklicht werden.
Für Stabiliẗatsuntersuchungenbeispielsweisekönntemansicherstellen,dassder
ZustanddesSystemseine unscharfeMengewie

”
ungef̈ahr null“ nicht verlässt.

Der Bereich,in demdie Zugeḧorigkeitsfunktionder unscharfenMengenull ist,
wird dannsichernicht betreten.

Viele bekannteVerfahrenzur Untersuchungvon linearenSystemenkönnteman
vermutlichdirekt übertragen,da lineareSystemein Zustandsraumdarstellungdie
gleichemathematischeFormbesitzenwie unsereRegeln.DereinzigeUnterschied
bestehtdarin,dasswir die Berechnungenauf einergröberenStufedurchf̈uhren.
Damit wärenUntersuchungenmöglich, die vorhermangelspräzisenWissensun-
denkbarerschienen.

Die Diversiẗat derbeidenBeispiele– BAYESSCHE NetzeundunscharfeSystem-
theorie– ist ein Indiz für die BreitederAnwendungsm̈oglichkeitenunsererTheo-
rie. Dabeiwird auchnoch einmal unsereTheseuntersẗutzt, dasses wichtig ist,
unscharfesSchließenaufeinerkonkretenSemantikaufzubauen,dieallgemeinge-
nugist, um anderewichtigeSemantikenzu subsumieren.



Anhang A

Beispiel:Betrugserkennung

Als Beispiel für dasSchließenmit unscharfenBegriffen beschreibenwir in die-
semAnhangein regelbasiertesSystem,dasbetrugsverd̈achtigeVersicherungsf̈alle
erkennt.Alle Fälle,diedasSystemalshinreichendbetrugsverd̈achtigidentifiziert,
werdenanschließendvonExpertenbegutachtet.Wir gehenin diesemBeispielvon
kleinerenVersicherungsf̈allenaus,mandenkeetwa an eine Haftpflichtversiche-
rungfür Privatkunden.DasSystemhabenwir mit unseremWerkzeugin MAPLE V
erstellt.

DasBeispiellehntsichaneinerealeAnwendungderFirma INFORM GmbH,Aa-
chen,an, die für ein Unternehmenausder Versicherungs-und Bankbrancheein
unscharfes,regelbasiertesSystemzur Erkennungvon Versicherungsbetrugent-
wickelt hat [vAJ00]. DasSystemvon INFORM basiertauf demPrinzipvon Kom-
bination/Projektion.

Da viele Hinweiseauf einenVersicherungsbetrugunsicherodervagesind,bietet
essichan,einSystemzurBetrugserkennungunscharfzumodellieren.Esgibt zwar
vieleIndizienfür einenBetrug,dieaufhartenFaktenberuhen,letztlich ist aberdie
Pers̈onlichkeitdesKundenausschlaggebend,die wir nur sehreingeschr̈anktund
indirektanzug̈anglichenDatenablesenkönnen.Soist ein Kunde,dererstseitei-
nemMonat versichertist, einenhohenBetragvon der Versicherungfordert und
finanziell ruiniert ist, prinzipiell sehrverd̈achtig. Ein ehrlicherMenschist aber
vielleicht selbstin ausweglosenSituationennicht zu einerStraftatzu bewegen.
Der Mangelan MessbarkeitoderZugänglichkeitderKundenpers̈onlichkeit führt
zu unscharfemWissenüberdie Zusammenḧangevon KundendatenundBetrugs-
verdacht.Es liegt dahernahe,dieseZusammenḧangeauchunscharfzu modellie-
ren.ZwarstehenscharfeDatenausbekanntenBetrugsf̈allenzurVerfügung;dadie
Betrugsf̈alle abervor ihrer Aufdeckungvon Expertenals verd̈achtig identifiziert
werdenmüssen,befindetsich dasWissenausschließlichbei den Experten.Be-
kannteBetrugsf̈alle könnenaberdurchauszur ValidierungeinesSystemsbenutzt
werden.

In AbschnittA.1 beschreibenwir die StrukturdesregelbasiertenSystems,die un-
scharfenBegriffe und die Regeln desSystems,die auf der Basisder unscharfen
Begriffe formuliert sind.Anschließendzeigenwir in AbschnittA.2 die Ergebnis-
se,die dasunscharfeSystemin zwei Beispielf̈allenberechnet.Dabeidiskutieren
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wir verschiedeneMöglichkeiten,die Entscheidungfür odergegendieweitereUn-
tersuchungeinesFalles zu fällen. Abschließendbewertenwir in Abschnitt A.3
unserenAnsatzim Vergleichmit anderenVerfahrenwie demPrinzipvon Kombi-
nation/Projektion.

A.1 Modellierung

Die Struktur desSystemssehenwir in Abb. A.1. Die Eingabegrößen,die Ein-
flussfaktoreneinerEntscheidungfür odergegenBetrugsverdacht,wurdenin zwei
Gruppeneingeteilt.Die EinflussfaktorenderVersicherungbilden die ersteGrup-
pe, die der Bank die zweiteGruppe.Im Einzelnenhandeltessich auf Versiche-
rungsseiteum die AnzahlderVersicherungsf̈alle,die derKundein denletzten12
Monateneingereichthat,denBetragdesaktuellenVersicherungsfallsunddie bis-
herigeVertragsdauer. Aus diesenGrößenwird geschlossen,wie starkderKunde
die Versicherungbelastet.Auf Bankseitewerdender gemittelteKontostandder
letzten12 Monateund die Anzahl der Monate,währendder dasKonto in den
vergangenen12 Monatenüberzogenwar, zur Kreditwürdigkeitzusammengefasst.
AusderVersicherungsbelastungundderKreditwürdigkeitwird schließlichaufdie
Betrugswahrscheinlichkeitgeschlossen.

Wir nehmenan dieserStellean,dassdie Bankdatenad̈aquatvorverarbeitetsind.
Insbesonderediskutierenwir nicht,wieoft derKontostandbestimmtundnachwel-
cherMethodeer gemitteltwird. Wir kommenauf die Mittelung desKontostands
allerdingsin AbschnittA.2 zurück,weil wir ihn auchunscharfmessenkönnen.

DasSystemwurdezweistufigaufgebaut,um die Kundenhinsichtlichihrer Versi-
cherungsbelastungund ihrer Kreditwürdigkeit getrenntbewertenzu können.Bei
Betrugsverdachtkanndannunmittelbarnachvollzogenwerden,ob die Versiche-
rungsbelastungoder die Kreditwürdigkeit den wesentlichenAusschlagfür den
Verdachtgegebenhat.

Anzahl Fälle

Dauer

Kontostand
Kreditwürdigkeit

aktueller Betrag Versicherungsbelastung

Betrugswahrscheinlichkeit

Überziehung

Abbildung A.1: Struktur des regelbasierten Systems
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Die Wertebereicheder acht Größenhabenwir unscharfpartitioniert. Die Be-
trugswahrscheinlichkeithabenwir mit fünf unscharfenGrundbegriffen überdeckt
(Abb. A.9), alle anderenUniversenmit drei Grundbegriffen, wie die Abbildun-
genA.2–A.8 illustrieren. In denAbbildungenhabenwir die Wertebereicheder
Übersichtlichkeitwegeneingeschr̈ankt.Werte,die außerhalbdieserBereichelie-
gen,werdenauf die Unter- bzw. Obergrenzeabgebildet.

In der Praxiswerdendie unscharfenPartitionendurch die ExpertendesUnter-
nehmensfestgelegt. Die Anzahl der Grundbegriffe einerPartition entsprichtder
Anzahl der unscharfenWerte,welchedie Expertenfür die entsprechendeGröße
unterscheidenmöchten.Die Grundbegriffe selbstwerdenauf die gleicheWeise
mittels Partitionierungdurchdie Expertendefiniertwie in Abschnitt4.1 die un-
scharfenKörpergrößen:JederExpertelegt einescharfePartition fest,ausdenPar-
titionen aller Expertenbilden wir schließlichdie unscharfePartition. Für unsere
Illustration habenwir die Grundbegriffe durch unscharfeMengenin Form von
Trapez-undDreieckfunktionenrepr̈asentiert,die wir bereitsin Abschnitt6.4 für
dieApproximationvon Plausibiliẗatsdichtenbenutzthaben.
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Abbildung A.2: Anzahl der Versicherungsfälle in den letzten 12 Monaten: niedrig, mittel und
hoch
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Abbildung A.3: Betrag des aktuellen Versicherungsfalls in DM: niedrig, mittel und hoch

Um dieRegelnfestzulegen,teilenwir dasSystemin drei Blöcke.Im erstenBlock
schließenwir aufdieVersicherungsbelastung,im zweitenaufdieKreditwürdigkeit
undim drittenaufdieBetrugswahrscheinlichkeit.DieRegelndeserstenBlocksha-
bendieForm

”
WenndieAnzahlderFälleniedrig ist,deraktuelleBetragniedrig ist
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Abbildung A.4: Bisherige Vertragsdauer der Versicherung in Jahren: kurz, mittel und lang
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Abbildung A.5: Durchschnittlicher Kontostand während der letzten 12 Monate in DM: nied-
rig, mittel und hoch
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Abbildung A.6: Anzahl der Monate, während der das Konto in den letzten 12 Monaten über-
zogen war: niedrig, mittel und hoch
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Abbildung A.7: Grad der Versicherungsbelastung auf der Skala 	 0 â 1
 : gering, mittel und
stark
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Abbildung A.8: Kreditwürdigkeit auf der Skala 	 0 â 1
 : gering, mittel und stark
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Abbildung A.9: Betrugswahrscheinlichkeit auf der Skala 	 0 â 1
 : sehr klein, klein, mittel, groß
und sehr groß

unddie Dauermittel lang ist, dannist die Versicherungsbelastunggering.“ Diese
Regeln könnennochmit einemGewicht versehenwerden,der bedingtenWahr-
scheinlichkeitṔO§ geringª niedrig,niedrig,mittel¨ , s. Abschnitt5.1.Wir bestimmen
die bedingtenWahrscheinlichkeiten,indemwir derExpertengruppeeineKombi-
nationvon Antezedenstermenwie (niedrig,niedrig,mittel) präsentierenund dann
abstimmenlassen,ob die Versicherungsbelastungin diesemFall gering, mittel
oderstark ist. Sokönntensichz.B. 70%derBefragtenfür gering, 30%für mittel
und0%für starkentscheiden.Die bedingtenWahrscheinlichkeitenwärenentspre-
chendṔ.§ geringª niedrig,niedrig,mittel¨A© 0,7,Ṕ.§ mittel ª niedrig,niedrig,mittel¨�©
0,3undṔ.§ starkª niedrig,niedrig,mittel¨3© 0. Auf dieseWeisegehenwir alleKom-
binationenvon Antezedenstermendurch. Im erstenRegelblock betrachtenwir
dreiEingangsgr̈oßenmit je drei möglichenunscharfenWerten;wir ben̈otigenalso
33 © 27 Abstimmungen.

Für denzweitenunddrittenRegelblockgehenwir entsprechendvor. Wir erhalten
Regeln derForm

”
Wennder Kontostandniedrig ist und derKundeoft überzieht

(Anzahl hoch), dannist die Kreditwürdigkeitgering.“ bzw.
”
Wenndie Versiche-

rungsbelastungstark und die Kreditwürdigkeit gering ist, dannist die Betrugs-
wahrscheinlichkeitsehrgroß.“

Bei unserenRegeln verzichtenwir der einfacherenDarstellungwegen auf Ge-
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wichte.Die bedingtenWahrscheinlichkeitensinddamiteinsodernull, waseinem
einstimmigenVotumderExpertenentspricht.Die Regelnderdrei Blöckesind in
denTabellenA.1–A.3 zusammengefasst.

Dauer kurz

Betrag
# Fälle

niedrig mittel hoch

niedrig gering mittel stark
mittel stark stark stark
hoch stark stark stark

Dauer mittel

Betrag
# Fälle

niedrig mittel hoch

niedrig gering gering mittel
mittel mittel mittel stark
hoch stark stark stark

Dauer lang

Betrag
# Fälle

niedrig mittel hoch

niedrig gering gering gering
mittel gering mittel mittel
hoch mittel stark stark

Tabelle A.1: Regeln, die von Anzahl der Versicherungsfälle, Betrag des aktuellen Falls und
Dauer der Kundschaft auf die Versicherungsbelastung schließen

�
Kontostand

Überziehung
niedrig mittel hoch

niedrig mittel stark stark
mittel gering mittel stark
hoch gering mittel mittel

Tabelle A.2: Regeln, die von der Dauer, mit der das Bankkonto überzogen wurde, und dem
Kontostand auf die Kreditwürdigkeit schließen

A.2 Ergebnisse

Zur DemonstrationdesSystemsbetrachtenwir zwei Versicherungsf̈alle. Da alle
Datenscharfsind, unterziehenwir sie zun̈achsteinernaẗurlichen Abstumpfung
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Kredit- Versicherungsbelastung
würdigkeit gering mittel stark

gering klein groß sgroß
mittel klein mittel groß
stark sklein mittel groß

Tabelle A.3: Regeln, die von der Kreditwürdigkeit und der Versicherungsbelastung auf die
Betrugswahrscheinlichkeit schließen; sklein und sgroß bedeuten sehr klein
und sehr groß.

nachAbschnitt 6.2. In denTabellenA.4 und A.5 sehenwir die scharfenDaten
derbeidenFälle unddasErgebnisihrerAbstumpfungalsKombinationunscharfer
Grundbegriffe.

DenKontostandkönnenwir alternativ zu einerscharfenMittelung überdie letz-
ten12 Monatemit anschließenderAbstumpfungauchdirekt unscharfrepr̈asentie-
ren.Bei einerMittelunggehenviele InformationenüberdenKontostandverloren,
der überdie Zeitdauervon 12 Monatenbetrachtetunscharfist. JenachVerfahren
(arithmetisches,gestutztes,winsorisiertesMittel usw.) werdenunterschiedliche
AspektederUnscḧarfemodelliert.Die VariationdesKontostands̈uberdie12Mo-
nategehtbei jederMittelungverloren.Als Alternative kannmanein Histogramm
alsApproximationfür dieWahrscheinlichkeitsdichtedesKontostands̈uberdie 12
Monateaufstellen,so dassalle Informationenerhaltenbleiben.Die Wahrschein-
lichkeitsdichtestellt als speziellePlausibiliẗatsdichteeineunscharfeInformation
im SinneunsererArbeit dar, diewir mittelseinerAnalysenachAbschnitt4.2.3als
KombinationderGrundbegriffe beschreibenkönnen.Damit befindenwir unsam
gleichenPunktwie nachderAbstumpfungeinesscharfenWertes.

Anzahl der Fälle aktueller Betrag Dauer

scharf 2 DM 1000 2 Jahre
Fall 1

unscharf 0,5 niedrig, 0,5 mittel 0,8 niedrig, 0,2 mittel mittel

scharf 3 DM 5000 0,7 Jahre
Fall 2

unscharf mittel mittel 0,6 kurz, 0,4 mittel

Tabelle A.4: Die Versicherungsdaten von zwei Fällen: scharf und durch natürliche Abstump-
fung mit unscharfen Grundbegriffen beschrieben

Die nununscharfenWertederEingabegrößenverkn̈upfenwir mit denRegelnund
berechnendurch Inferenzdie Versicherungsbelastung,die Kreditwürdigkeit und
schließlichdie Betrugswahrscheinlichkeit. Die Schl̈usseunseresunscharfenSys-
temsliegenauf grobgranularerundauf feingranularerEbenevor. Die grobgranu-
larenSchl̈ussesehenwir in denTabellenA.6 undA.7. Wir leseneinErgebniswie
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�
Kontostand Überziehung

scharf DM 1000 1,5 Monate
Fall 1

unscharf 0,5 niedrig, 0,5 mittel 2/3 niedrig, 1/3 mittel

scharf DM 600 4 Monate
Fall 2

unscharf 0,9 niedrig, 0,1 mittel 1/3 mittel, 2/3 hoch

Tabelle A.5: Die Bankdaten von zwei Fällen: scharf und durch natürliche Abstumpfung mit
unscharfen Grundbegriffen beschrieben

die Betrugswahrscheinlichkeit in Tab. A.6 als
”
Die Betrugswahrscheinlichkeit ist

mit 17% Wahrscheinlichkeitsehrklein, mit 33% klein, mit 42% mittel, mit 8%
großundmit 0%sehrgroß.“

DerKundeausFall 1 belastetseineVersicherungehergering,seineKreditwürdig-
keit ist mittel, waszusammenin einerunverd̈achtigenBetrugswahrscheinlichkeit
resultiert,diemittel bisklein ist. DerzweiteKundebelastetdieVersicherungstark
bis mittel, ist nicht kreditwürdig undwird dahermit sehrgroßerbis großerWahr-
scheinlichkeitalsBetrügereingescḧatzt.

Aus diesengrobgranularenSchl̈ussenkönnenwir durch Synthesefeingranulare
Schl̈usseberechnen.Als Ergebniserhaltenwir unscharfeMengenin Form von
Plausibiliẗatsdichten,welchedie grobenAussagenauf feingranularerEbenedefi-
nieren.Die AbbildungenA.10–A.12zeigendiePlausibiliẗatsdichtenderSchl̈usse
in Fall 1, die AbbildungenA.13–A.15 die Schl̈ussein Fall 2. An einerPlausi-
bilit ätsdichtewie der Funktion in Abb. A.12 könnenwir ablesen,wie hoch die
Plausibiliẗat ist, dassdie Betrugswahrscheinlichkeit u Prozentbetr̈agt. Während
alsoein grobgranularerSchlussdie Betrugswahrscheinlichkeit auf einer intuitiv
versẗandlichen,symbolischenEbenebeschreibt,definiert die feingranulareDar-
stellungdie genaueBedeutungdersymbolischenAussage.
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Abbildung A.10: Unscharfe Versicherungsbelastung in Fall 1

Um die Entscheidungzu treffen, ob ein Versicherungsfallwegen Betrugsver-
dachtsnäheruntersuchtwerdenmuss,sind grunds̈atzlich zwei Ansätzedenkbar.
Einerseitskönnenwir durchScḧarfungderunscharfenMengein Abb. A.12 bzw.
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Abbildung A.11: Unscharfe Kreditwürdigkeit in Fall 1
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Abbildung A.12: Unscharfe Betrugswahrscheinlichkeit in Fall 1
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Abbildung A.13: Unscharfe Versicherungsbelastung in Fall 2
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Abbildung A.14: Unscharfe Kreditwürdigkeit in Fall 2
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Fall 1

Versicherungsbelastung

gering mittel stark

0%

50% 50%

Kreditwürdigkeit

mittel

50%

stark

33%

gering

17%

Betrugswahrscheinlichkeit

klein

33%

groß

8%

sgroß

0%

mittel

42%

sklein

17%

Tabelle A.6: Grobgranulare Schlüsse in Fall 1

Abb. A.15 eine scharfeBetrugswahrscheinlichkeit berechnenund dannmithil-
fe einesSchwellenwertesentscheiden,ob der Fall ruhensoll oder nicht. Wählt
mandie Maximummethodefür die Scḧarfung,so berechnetmaneinegescḧarfte
Betrugswahrscheinlichkeit mit maximalerPlausibiliẗat. Wie in Abschnitt5.4 be-
schrieben,entsprichtdie maximalePlausibiliẗat demMaßZf für die Zuverlässig-
keit desSchlusses.DasMaß gibt an, wieviel Prozentder Expertendiesescharfe
Betrugswahrscheinlichkeit für plausibelhalten.

Alternativ könnenwir die Entscheidungpro oder kontra einer weiterenUnter-
suchungdesFalles auchdirekt auf die Wahrscheinlichkeitender Grundbegriffe

0,2 0,4 0,6 0,8 1

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

Abbildung A.15: Unscharfe Betrugswahrscheinlichkeit in Fall 2
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Fall 2

Versicherungsbelastung

0%

gering mittel stark

40%

60%

Kreditwürdigkeit

gering mittel stark

0%
10%

90%

Betrugswahrscheinlichkeit

klein

0%

sgroß

54%

sklein

0%

mittel

4%

groß

42%

Tabelle A.7: Grobgranulare Schlüsse in Fall 2

stützen.Wir könnenz.B. einenSchwellenwerts für die Wahrscheinlichkeitdes
Grundbegriffs sehrgroßeBetrugswahrscheinlichkeitdefinieren.Wenndieserüber-
schrittenwird, sind mehrals 100 « s% der Expertender Meinung,dassmit sehr
großerWahrscheinlichkeitein Betrug vorliegt, und der Fall wird genauerunter-
sucht.Dabeientsprichtdie WahrscheinlichkeitdesGrundbegriffs sehr groß der
ZuverlässigkeitZg desSchlusses,s.Abschnitt5.4.

WelchederbeidenVorgehensweisenin derPraxisgewähltwird, hängtim Wesent-
lichenvonihrerAkzeptanzinnerhalbdesUnternehmensab,in demdasSystemzur
Betrugserkennungeingesetztwird. Die ersteMethodeführt zu scharfenBetrugs-
wahrscheinlichkeiten,die ein exaktesErgebnissuggerieren.DassdieserWert in
Wirklichkeit sehrunsicherist– z.B. könnteeinstarkabweichenderWertfasteben-
soplausibelsein– wird in derPraxismeistverschwiegen.EineEntscheidungnach
demzweitenVerfahrenaufBasisderGrundbegriffe ist ehrlicher, weil mansichdie
Unsicherheitbewussteingesteht,und leichterzu verstehen,da mandie Schl̈usse
überdie Regelndirekt nachvollziehenkann.AllerdingskönnteeineEntscheidung
auf BasiseinesunscharfenBegriffes bei Laien denEindruckerwecken,dasssie
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nicht fundiert ist, weil der unscharfeBegriff als Aussagezu vageerscheint.Aus
SichtderTheoriesindsolcheZweifel aberunbegründet,weil grobgranularerund
feingranularerSchlussin beideRichtungeneindeutigineinander̈uberf̈uhrtwerden
können.

Unabḧangigvon derEntscheidungsmethodemussmaneinenSchwellenwertfest-
legen, der die verd̈achtigenvon den unverd̈achtigenFällen trennt. In der Pra-
xis hängt dieserletztlich von der Arbeitskapaziẗat der Expertenab, welchedie
verd̈achtigenFälle untersuchenmüssen,dennmit demSchwellenwertsteuernwir
direkt die Anzahl der verd̈achtigenFälle. Man wird denSchwellenwertdement-
sprechendsoeinstellen,dassdieAnzahlderpotentiellenBetrugsf̈allevondenEx-
pertenbewältigt werdenkann.

Fall 1

Beitrag der
Versicherungsbelastung

(Unwissen über
Kreditwürdigkeit)

klein

33%

sgroß

0%

sklein

17%

mittel groß

33%

17%

Beitrag der
Kreditwürdigkeit

(Unwissen über
Versicherungsbelastung)

mittel großsklein klein sgroß

6%

28%

11%
22%

33%

Versicherungsbelastung
und Kreditwürdigkeit
bekannt

klein

33%

groß

8%

sgroß

0%

mittel

42%

sklein

17%

Tabelle A.8: Grobgranulare Betrugswahrscheinlichkeiten in Fall 1 bei Unwissen über Ver-
sicherungsbelastung bzw. Kreditwürdigkeit

Um die Entscheidungfür odergegendie weitereUntersuchungeinesVersiche-
rungsfallsbesserzu verstehenundzu rechtfertigen,könnenwir denEinflussder
Versicherungsbelastung und der Kreditwürdigkeit auf den Schlussuntersuchen.
Wir betrachtenzun̈achstdenBeitragderVersicherungsbelastungzu denunschar-
fen Betrugswahrscheinlichkeiten. Dazu nehmenwir an, dasskeine Informatio-
nen über die Kreditwürdigkeit vorliegen. Formal bedeutetdies, dassdie Kre-
ditwürdigkeit gleichverteilt ist: 1ÿ 3 gering, 1ÿ 3 mittel, 1ÿ 3 stark. Wir benutzen
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diegleichverteilteKreditwürdigkeitalsunscharfeEingabederzweitenRegelstufe
undschließenmit derVersicherungsbelastungauf die Betrugswahrscheinlichkeit.
Entsprechendgehenwir vor, wenn wir den Anteil der Kreditwürdigkeit an der
Betrugswahrscheinlichkeitbestimmen.

DasErgebnisin Fall 1 sehenwir in TabelleA.8. Währendwir ausderVersiche-
rungsbelastung,alsobei UnwissenderKreditwürdigkeit,einemittlereoderklei-
neBetrugswahrscheinlichkeitableiten,ist dieBetrugswahrscheinlichkeit ausSicht
der Kreditwürdigkeit großbis mittel. Zusammengenommenist die Wahrschein-
lichkeit einermittlerenBetrugswahrscheinlichkeitamgrößten,wie wir in derdrit-
tenZeile in TabelleA.8 sehen,die wir bereitsausTab. A.6 kennen.Dengrößeren
Anteil dazuliefert offenbardie Versicherungsbelastung. Insbesondereist auchdie
VersicherungsbelastungderGrunddafür, dasseinesehrgroßeBetrugswahrschein-
lichkeit ausgeschlossenwerdenkann.

Falls ein Kundebei demUnternehmenzwar versichertaberkein Bankkundeist,
gehtmannachdem gleichenSchemavor. Wir habenkeine Informationenüber
die Kreditwürdigkeit und müssendahereine Gleichverteilungannehmen.Über
dieBetrugswahrscheinlichkeit wird dannnuraufgrundderVersicherungsbelastung
entschieden.

A.3 Bewertung

EinwesentlicherVorteil unseresAnsatzeszumSchließenmit unscharfenBegriffen
gegen̈uberanderenAnsätzenist, dassunscharfeSchl̈ussegleichzeitigaufgrobgra-
nularerEbeneundauf feingranularerEbenevorliegen.Bei anderenAnsätzenwie
dem Prinzip von Kombination/Projektionist der Schlussimmer eine unscharfe
Mengeauf feingranularerEbene.Mit der unscharfenMengeselbstkannmanin
Anwendungenabermeistnichtsanfangen.Wir könnensienicht mit denGrund-
begriffen veranschaulichen,welchedie Konsequenzender Regeln bilden. Damit
verstehenwir den feingranularenSchlussauf grobgranularerEbenenicht. Statt-
dessenwerdendie unscharfeMengegescḧarft undderscharfeWert weiterverar-
beitet.Im Beispielhabenwir aufdieseWeiseeinescharfeBetrugswahrscheinlich-
keit bestimmtunddarausgeschlossen,ob derVersicherungsfallbetrugsverd̈achtig
ist odernicht. Für viele Anwendungenist ein scharferSchlussausreichendoder
wie bei unscharfenReglernsogarzwingend.Er suggeriertabereineGenauigkeit,
dienicht gegebenist.

Ein Schlussauf grobgranularerEbeneist aus zwei Gründenwichtig. Erstens
könnenwir statteinesgescḧarften,feingranularenSchlussesdengrobgranularen
Schlussfür die weitereVerarbeitungbenutzen.Wir habenim Beispiel gesehen,
wie wir auf der Basis einer grobgranularenAussageüber den Betrugsverdacht
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entscheidenkönnen.Wir gestehenin diesemFall die Unsicherheitder Aussage
ein,die wir beidergescḧarftenBetrugswahrscheinlichkeitunterschlagen.Obman
mit grobgranularenoder gescḧarftenSchl̈ussenarbeitet,hängt von der Anwen-
dungundderAkzeptanzdereinenundderanderenMöglichkeit ab. Bei anderen
VerfahrenzumunscharfenSchließenist dieseWahlmöglichkeitnichtgegeben.

Ein grobgranularerSchlussist zweitenswichtig,weil er leichtversẗandlichist.Wir
beschreibenihn durchdie Grundbegriffe, die wir auchin denRegeln verwendet
haben.Damit ist ein Schluss̈uberdie Regelnunmittelbarnachvollziehbar.

WegenderkonkretenSemantikunseresAnsatzeskönnenwir die Zuverlässigkeit
einesSchlussesmit einermessbarenGrößebelegen. Im Beispiel der Betrugser-
kennungentsprichtsieder relativen AnzahlderExperten,die diesenSchlussun-
tersẗutzen.AndereAnsätzeerlaubenzwarauchsolcheAngaben,sowird wie bei
unsoft derZugeḧorigkeitsgraddesgescḧarftenSchlussesbenutzt,mangelseiner
konkretenSemantikkönnenwir diesemWertaberkeineBedeutungzuordnen.

Insgesamtsehenwir amBeispielderBetrugserkennung,dassunserAnsatzzu Er-
gebnissenführt, die leichterversẗandlichsind,mehrFlexibilit ät bei derAuswer-
tungbietenundderenZuverlässigkeitmessbarist.



Anhang B

MathematischerAnhang

B.1 Maßtheorie

In diesemAbschnitt stellenwir jene elementarenBegriffe der Wahrscheinlich-
keitstheoriezusammen,die in der vorliegendenArbeit ben̈otigt werden. Für
ausf̈uhrlicheDarstellungenseiauf Lehrb̈ucherwie [Hin72, LW85] verwiesen.

Definition 8 SeiΩ einenichtleere Menge. Ein System� von Teilmengenvon Ω
heißtσ-Algebra überΩ, falls

(i) Ω ° �
(ii) Für A ° � gilt Að ° � .

(iii) Aus

Å
i °� : Ai ° � folgt

∞�
i Ë 1

Ai ° � .

In derArbeit wählenwir diePotenzmenge2Ω, dieMengeallerTeilmengenvon � ,
alsσ-AlgebraüberΩ.

Definition 9 Sei Ω eine nichtleere Mengeund � eine σ-Algebra über Ω. Eine
AbbildungP : � ¥�¦ ø 0 µ 1ú heißtWahrscheinlichkeitsmaß, wenngilt:

(Pi)

Å
A ° � : P § Ä � 0

(Pii) P § Ω ¨�© 1

(Piii) P § ∞�
i Ë 1

Ai ¨�© ∞

∑
i Ë 1

P § Ai ¨ für paarweisedisjunkteMengenAi ° �
DasPaar § Ω µ � ¨ heißtMessraum, dasTripel § Ω µ � µ P̈ heißtMaßraum.

Die Eigenschaften(Pi)–(Piii) einesWahrscheinlichkeitsmaßeswerdenalsAxiome
von KOLMOGOROFF1 bezeichnet.Dabeiist Axiom (Pi) schonin derAnforderung
enthalten,dassein Wahrscheinlichkeitsmaßin dasEinheitsintervall abbildet.Aus
(Pii) und(Piii) folgt mit P § /0 ¨A© 0 eineGrenzbedingung,die in derLiteraturoft als
Axiom angef̈uhrtwird.

1benanntnachdemrussischenMathematikerA. N. Kolmogoroff (geb. 1903)
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Definition 10 SeiΩ einenichtleere Mengeund � eineσ-Algebra über Ω. Eine
AbbildungU : � ¥3¦ ø 0 µ 1ú heißtunscharfesMaß, wenngilt:

(Ui) U § Ω ¨A© 1 undU § /0 ¨A© 0

(Uii) A µ B ° � mit A ¬ B � U § Ä � U § B̈
(Uiii) Für jedemonotoneMengenfamilieÑ Ai ° � ª Å i : Ai ¬ Ai � 1 �

Å
i : Ai � Ai � 1 Ô

gilt lim
i � ∞

U § Ai ¨A© U § lim
i � ∞

Ai ¨ .
Ein Wahrscheinlichkeitsmaßist einspeziellesunscharfesMaß,dennaus(Piii) fol-
gen(Uii) und (Uiii). Mehr InformationenüberunscharfeMaßtheoriefindetman
z.B. in [KF88].

Definition 11 Sei § Ω µ � µ P̈ ein Maßraum,A µ B ° � . Gilt P § Ä@ï 0 soheißt

P § B ª Ä<© P § A Ò B̈
P § Ä (B.1)

die bedingteWahrscheinlichkeit vonB unterderBedingungA.

Definition 12 Sei § Ω µ � µ P̈ ein Maßraum.� EineAbbildungX : Ω ¥s¦ õ heißtZufallsvariable über § Ω µ � µ P̈ , fallsÑ ω � Ω � X � ω ��� I ����� (B.2)

für alle konvexenMengenI ��� gilt.� Die AbbildungF : �! #"%$ 0 & 1' mit

F � x��( P � X ) x�*( P �,+ ω � Ω � X � ω ��) x �-�.& x �/� (B.3)

heißtVerteilungsfunktionderZufallsvariablenX.� EineZufallsvariableX heißtstetigverteilt mit der Dichte f , falls sich ihre
VerteilungsfunktionF durch einenichtnegative Funktion f : �0 1"2� fol-
gendermaßenschreibenlässt:

F � x�*(43 x5 ∞
f � t � dt & x �6� (B.4)

� Ist X einestetigverteilteZufallsvariablemit derDichte f , soheißt

E � X ��( 3 ∞5 ∞
x 7 f � x� dx (B.5)

Erwartungswert vonX, falls 8 ∞5 ∞ � x �97 f � x� dx : ∞ .
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� Ist X einediskreteZufallsvariable,die die Werte x1 & x2 &,;<;=; annehmenkann,
soheißt

E � X ��( ∑
i

xi 7 P � X ( xi � (B.6)

Erwartungswert vonX, falls ∑i � xi �97 P � X ( xi � konvergiert.� Ist X eine Zufallsvariable,für die sowohlE � X � als auch E �,$X  E � X �>' 2 �
existieren,soheißt

Var � X ��( E �,$X  E � X �>' 2 � (B.7)

die VarianzvonX.� Sei � X & Y � eine zweidimensionaleZufallsvariable. Die VarianzenVar � X �
undVar � Y � mögenexistierenundpositivsein.Dannheißtdie Größe

Cov� X & Y �*( E �,$X  E � X �>'?7@$Y  E � Y �>'A��( E � X 7 Y �B E � X � E � Y � (B.8)

die KovarianzvonX undY.

B.2 Funktionsapproximation

In diesemAnhangfassenwir kurz einigeErgebnissezusammen,die wir für die
AnalyseunscharferMengenben̈otigen.Bei derAnalysewird einegegebeneFunk-
tion, die ZugeḧorigkeitsfunktionderunscharfenMenge,durcheineLinearkombi-
nationvon anderenFunktionen,denZugeḧorigkeitsfunktionenderGrundbegriffe,
approximiert.Für diesenZweckbenutzenwir Verfahrenzur Funktionsapproxima-
tion in Pr̈a-Hilbertr̈aumen.UnsereDarstellungfolgt im WesentlichendemLehr-
buch[HH92], in demauchdie Beweisenachgelesenwerdenkönnen.

SeiV einVektorraummit inneremProdukt C f & gD undderdarausinduziertenNormE
f
E

: (4C f & f D 1F 2. V nennenwir dannPrä-Hilbertraum2. In unserenAnwendungen
werdenwir normalerweisedenRaumV ( C �,$ a & b'G� der stetigenFunktionenauf
demabgeschlossenenIntervall $ a & b'H�I� betrachten.Als inneresProduktbenutzen
wir

C f & gDJ( 3 b

a
f � x� g � x� dx & (B.9)

2Pr̈a deshalb,weil ernicht vollständigseinmuss;benanntnachdemgroßendeutschenMathe-
matikerDAVID HI LBERT (1862–1943).
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woraussichalsNorm E
f
E
2 (LK 3 b

a
f � x� 2dxM 1 F 2 (B.10)

ergibt. GegebenseinuneineFunktion f � V . Wir möchtensiedurcheineLinear-
kombinationvon linearunabḧangigenFunktioneng1 & g2 &,;,;,;H& gk � V approximie-
ren:

f � x��N f O<� x��( k

∑
i P 1

αi 7 gi � x� (B.11)

Die Approximationsoll in demSinnemöglichstgut sein,dass
E
f  f O E 2 alsAb-

standzwischenf und f O minimal ist. Wir suchenalsodie Bestapproximationvon
f in demlinearenUnterraumU ( span� g1 & g2 &,;,;,;H& gk �J� V . Für die Bestapproxi-
mationgilt

Satz12 (Charakterisierungssatz) f O ist genaudann BestapproximationausU
an f � V, wenn C f  f O & gD�( 0 für alle g � U gilt.

Die Gewichteαi derBestapproximationerhaltenwir durch

Satz13 (Normalengleichungen) Die Gewichte αi der Bestapproximation f O lö-
sendie Normalengleichungen

k

∑
i P 1

αi C gi & gj D#(!C f & gj D (B.12)

für 1 ) j ) k. Siesindeindeutigbestimmt.

In der Praxiswird man oft auf die diskreteVersionder Funktionapproximati-
on zurückgreifen,die Methodeder kleinstenQuadrate. Dabeisind n Wertepaa-
re � x1 & y1 �9&,� x2 & y2 �9&,;,;,;Q&,� xn & yn � mit paarweiseverschiedenenStützstellenx j ge-
geben.Wir sucheneineLinearkombinationvon linearunabḧangigenFunktionen
g1 & g2 &,;,;,;Q& gk, welchedie Wertey j andenStellenx j möglichstgut ann̈ahert:

f � x j �#N f O � x j ��( k

∑
i P 1

αi 7 gi � x j � (B.13)

Wir gehendieseAufgabegenausoanwie bei derkontinuierlichenApproximation
und definiereneinengeeignetenPr̈a-Hilbertraum.Wir wählendeneuklidischen
RaumV (4� n mit inneremProdukt

C,Ru &SRvD#( n

∑
j P 1

uj 7 v j (B.14)
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für Ru (!� u1 & u2 &,;,;,;H& un � t &SRv (!� v1 & v2 &,;,;,;H& vn � t �/� n. Für die Normergibt sich

E Ru E ( E Ru E 2 (LK n

∑
j P 1

uj 7 v j M 1 F 2 (B.15)

Seiennun Ry (T� y1 & y2 &,;,;,;H& yn � t , Rgi (4� gi � x1 �9& gi � x2 �9&,;,;,;Q& gi � xn �,� t und Rf O ( ∑k
i P 1 αi Rgi .

Dannlautetdie Approximationsaufgabe,die Gewichte αi so zu bestimmen,dass
derAbstand

E Ry  Rf O E 2 minimal ist. Wie beimkontinuierlichenProblembetrachten
wir für die LösungderAufgabedie Normalengleichungen.

Satz14 (DiskreteNormalengleichungen) Die Gewichte αi der Bestapproxima-
tion f O lösendieNormalengleichungen

k

∑
i P 1

αi CURgi &URgj D*(!CSRy &URgj D (B.16)

für 1 ) j ) k. Die Lösung ist genaudann eindeutig,wenn die Vektoren Rg1 &Rg2 &,;,;,;B&,Rgk linear unabḧangigsind.

Unabḧangigdavon,obwir dieApproximationsaufgabediskretoderkontinuierlich
stellen,müssenwir ein linearesGleichungssystemlösen,um die gesuchtenGe-
wichteαi zubestimmen.
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