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Einleitung

Riemann konnte schon im 19. Jahrhundert an seinen Fingern abzahlen, dass
der Modulraum fiir Kurven (oder gleichbedeutend: Riemannsche Flichen)
vom Geschlecht g zusammenhéngend und 3g — 3-dimensional ist ([Bra01]).
Als Gieseker 1977 die Existenz des Modulraums fiir Flachen vom allgemei-
nen Typ bewies, wusste er, dass seine Finger niemals ausreichen wiirden,
die Komponenten dieses Modulraums zu zdhlen. Wahrend das Wissen iiber
Fléachen von Kodaira-Dimension —oo und Null befriedigend ist und Seiler
([Sei82] und [Sei87]) Modulrdume fiir elliptische Faserungen konstruiert
und eingehend untersucht hat, ist fiir Flichen vom allgemeinen Typ das
Wissen (wihrend diese Zeilen entstehen) sehr bruchstiickhaft. Etwas ge-
nauer ist das Bild, wenn man sich auf gefaserte Fliachen vom allgemeinen
Typ beschréankt. Und die (allzu naive) Hoffnung, man miisse nur den rich-
tigen 'Klebstoft’ finden, um aus den Modulrdumen fiir Faser und Basis die
entsprechenden Komponenten des Modulraums fiir gefaserte Flachen zu
erhalten, war durchaus eine Motivation dafiir, diese zu untersuchen.

Einen guten Uberblick iiber Struktur und Komponenten des Modulraums
fiir regular gefaserte Flachen vom Fasergeschlecht 2 hat man dank der Ar-
beiten von Horikawa ([Ho75], [Ho77]), Xiao ([Xi85]) und Seiler([Sei95]).
Diese leben von dem ,,Zufall“, dass solche Flichen zweiblittrige Uberlage-
rungen von Regelflichen sind. Bei irreguldren Faserungen, die im Mittel-
punkt dieser Arbeit stehen, ist dies nicht langer der Fall. Die Strukturaus-
sagen stammen dann aus anderen gliicklichen Umsténden, die auftreten,
wenn man sich auf isotriviale Flichen (Kapitel 3) oder Flichen mit beson-
ders hoher Irregularitat (Kapitel 4) einschrénkt.

Zu den Inhalten der einzelnen Kapitel:

Untersucht man nicht nur die minimalen Modelle der gefaserten Fléachen,
sondern interessiert man sich fiir Familien derselben, so tritt die Frage auf,
ob es die Faserung auch in Familien gibt. Bei reguldren Faserungen erle-



digt dies die Albanese-Abbildung quasi automatisch. Es iiberrascht nicht,
dass dies bei irregulidren Faserungen auch so ist, sofern die Faserung einer
gewissen Eindeutigkeitsbedingung geniigt. Dieses sehr technische Resultat
ist Gegenstand von Kapitel 2. Zum Gliick gibt es ein sehr handliches Kri-
terium (Satz 2.3.1) hierfiir.

Die Kapitel 3 und 4 bauen auf dieses Existenzresultat, sind aber ansonsten
logisch voneinander unabhéngig.

Die Hoffnung auf einen Klebstoff ist bei gefaserten Fldchen, deren glatte
Fasern paarweise isomorph sind, eher begriindet. Dies fiithrt zu dem Begriff
der isotrivialen Faserung. Von Serrano ([Ser96]) stammt die Beschreibung
solcher Flidchen als Produkt von Kurven modulo der Aktion einer Mono-
dromiegruppe. Der Begriff ’isotrivial’ ist jedoch leider nicht deformationsin-
variant. Schlimmer noch: Sind das Fasergeschlecht und das Basisgeschlecht
der Faserung grofler gleich 2, so ist zwar die Méchtigkeit der Monodromie-
gruppe bei zwei isotrivialen Flachen in einer Zusammenhangskomponente
des Modulraums gleich, nicht aber deren Struktur. Dies wird in Satz 3.2.3
mit Hilfe abelscher Uberlagerungen gezeigt.

Fiir den einfachsten Spezialfall, ndmlich den der Monodromiegruppe G =
7,/27., kann man ebenfalls mit Hilfe von Deformationen abelscher Uberlage-
rungen die Komponenten des Modulraums bestimmen, in denen solche
isotrivialen Flachen vorkommen. Theorem 3.2.9 besagt, dass diese durch 4
ganze Zahlen parametrisiert werden, ndmlich zwei Kurvengeschlechter und
zwei Grade von invertierbaren Garben auf gewissen Kurven.

Sind diese Grade grofl genug, erhilt man daraus auch unmittelbar die Di-
mension der entsprechenden Komponenten. Fiir kleine Grade bleiben die
Resultate trotz der Maschine ,,Deformationstheorie“ bescheiden (siehe Ab-
schnitt 3.2).

Deformationstheoretisch wesentlich geeigneter ist der Begriff der produkt-
isogenen Flache, bei dem zusétzliche Einschrinkungen an die Aktion der
Monodromiegruppe gemacht werden. Unter schwachen Voraussetzungen an
Faser- und Basisgeschlecht erzahlt Theorem 3.3.3 ’alles’ iiber solche Kom-
ponenten des Modulraums. Vermutlich kannte Catanese ([Cat00], [Cat01])
so ein Ergebnis. Er notiert es aber in dieser Form nicht, da er produktiso-
gene Flichen nur in der absoluten Situation betrachtet. Onsiper ([Oen00])
behandelt die Modulrdume, aber nur den Spezialfall von Faserbiindeln,
und er muss stiarkere Einschriankungen an die Fasergeschlechter machen.



Die Schlichtheit dieses Ergebnisses, das in obige Moral ’zwei Kurven plus
Zusatzstruktur’ passt, war Anlass dafiir, dies in voller Allgemeinheit zu-
sammenzufassen.

Ist die Irregularitat der Faserung maximal, so kann man den Modulraum
ebenfalls — wie oben naiv erhofft — beschreiben. Anstelle der zweiten Kur-
ve tritt jedoch ein abelsches Schema und der gesuchte Klebstoff ist ein
Morphismus auf eine feste Kurve. Kernstiick dieser Beschreibung der Mo-
dulrdume ist die Konstruktion eines ’Prototypen’ fiir solche Fldchen. Xiao
hat so etwas im Falle des Fasergeschlechts g = 2 erreicht (Theorem 4.2.2).
Seine Konstruktion von Modulrdumen fiir abelsche Varietdten mit festem
Morphismus ldsst sich auf hohere Dimensionen (Theorem 4.1.9) verallge-
meinern. Um daraus einen Prototypen fiir hohere Fasergeschlechter zu ba-
steln, muss man Konsequenzen des Satzes von Torelli analysieren. Dies
leistet im Falle von g = 3 das Theorem 4.2.3. Es bestimmt gleichzeitig Fa-
sern und Invarianten dieser Flichen (siehe Satz 4.2.12 und Korollar hierzu).
Theorem 4.3.3 enthilt schliefflich die angekiindigte Beschreibung des Mo-
dulraums mittels abelscher Varietdten und eines Hurwitz-Schemas.

Diese Arbeit liefert keinesfalls "abschliefende’ oder ’'vollstdndige’ Resultate
fiir die Geometrie von Modulrdumen im Spezialfall von gefaserten Fléchen.
Es sind vielmehr Steinchen in einem Mosaik, das auf Vervollstindigung
wartet. Insbesondere verallgemeinert sich Theorem 4.2.3 automatisch auf
hohere g, wenn man den entsprechenden Spezialfall des Schottky-Problems
analysiert hat.

Noch eine kurze Gebrauchsanweisung: Die wesentlichen Definitionen und
Bezeichnungen sind im Abschnitt 1.2 fiir Flichen allgemein und in Ab-
schnitt 2.1 fiir gefaserte Flichen zu finden. Ansonsten enthilt Kapitel 1
nichts wirklich Neues, obwohl der Autor fiir die Sdtze im Abschnitt 1.3.2
keine zitierfahige Quelle kennt.

Anhang A.1 beweist einen Satz der Deformationstheorie, der nur an einer,
allerdings wesentlichen Stelle in Abschnitt 2.2 verwendet wird. Der Beweis
dazu ist in der Literatur verstreut, der Abschnitt ist also aus dem Wunsch
entstanden, den Weg dahin einmal geschlossen darzulegen.

Anhang A.2 wiederholt die - noch nicht standardisierten - Bezeichnun-
gen der Deformationstheorie abelscher Uberlagerungen. Diese werden aus-
schlieBlich in Abschnitt 3.2 verwendet.



Diese Arbeit verwendet C als Grundkorper, hauptsdchlich um den Be-
grifft "Monodromie’ verwenden zu kénnen. Die Resultate lassen sich aber
vermutlich auf alle algebraisch abgeschlossenen Kérper der Charakteristik
Null ausdehnen.

Mein Dank gilt in erster Linie Frank Herrlich, der mein Interesse — iiber ei-
nige Umwege — auf Modulrdume fiir Flachen gelenkt hat, und dessen stets
offene Biirotiir Zeichen fiir eine fast unermiidliche Diskussionsbereitschaft
ist. Weiterhin danke ich allen, die ich mit Fragen 16chern durfte. Dies sind
’Stackminister’ Volker Braungardt, Markus Even (und seine stabilen Ab-
bildungen), Stefan Kithnlein (der alle Untergruppen der S L2(Z) personlich
kennt), Wolfgang Seiler (der zudem kurzfristig bereit war, dies alles zu be-
gutachten) und Eckart Viehweg (der mir erklart hat, wie Torelli wirklich
funktioniert).
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Kapitel 1

Fliachen vom allgemeinen Typ und
ihre Albanese-Varietit

1.1 Kanonische und minimale Modelle von Flachen
vom allgemeinen Typ

1.1.1 Kontraktionen von Fliachen, Singularititen

Beginnen wir mit einigen grundsétzlichen Definitionen:

Definition 1.1.1. Fine (algebraische) Flache X ist ein integres, normales,
zwetdimensionales Schema vom endlichen Typ tiber C.

Definition 1.1.2. Ein eigentlicher, surjektiver, birationaler Morphismus
7w X — X zwischen zwei Fldichen heifst Kontraktion, die zu Punkten
kontrahierten Kurven exzeptionell. C' C X heifst kontrahierbar, wenn es
eine Kontraktion gibt, fir die C exzeptionell ist.

Dieser Abschnitt fasst zusammen, unter welchen Bedingungen an die ex-
zeptionellen Kurven es so eine Kontraktion gibt, welche Singularitdten das
Bild hat und was mit den numerischen Invarianten ¢(X) = dim H!(X, Oy),
py(X) = dim H*(X, Ox), x(Ox), K%, c2(X) einer glatten Fliche bei sol-
chen Kontraktionen geschieht. Dazu bendétigen wir einen Ersatz fiir den
kanonischen Divisor auf nicht notwendig glatten Flichen. Folgende Defi-
nitionen der dualisierenden Garbe unter sehr schwachen Voraussetzungen
werden bei den in dieser Arbeit auftretenden Flachen allesamt dquivalent
sein.



Definition und Satz 1.1.3. Ist der Morphismus von C-Schemata f :
X — T flach und Cohen-Macaulay, so gibt es eine dualisierende Garbe
wxr zusammen mit einer Spurabbildung, die einer Grothendieck-Dualitit
gentigt. wxr st flach iber T und vertauscht mit Basiswechsel.

Ist T' = Spec C ein Punkt, so schreibt man kurz wy. Ist X zudem mormal
und reduziert, so ist

T heiffit Gorenstein, falls wr invertierbar ist. Ist dies zusdtzlich zu allen
obigen Bedingungen erfillt, so ist wy/r = wx @ f*wfl.

Die genaue Definition, die wir hier nicht benétigen, und den Beweis findet
man in [Con00].

Satz 1.1.4. (Mumford, Artin, Grauert, [Ar62]) Ist C C X kontrahierbar,
so st die Schnittmatriz von C' negativ definit. Ist X glatt oder hat jeder
effektive Zykel mit Trager auf C' nichtpositives arithmetisches Geschlecht,
so 1st dies auch hinreichend.

Es ist x(Ox) — x(Ox) > g(Z) fiir jeden effektiven Zykel Z mit Trdager auf
C.

Bemerkung 1.1.5. Ist X glatt und 7 die Kontraktion einer (—1)-Kurve
E, d.h. einer glatten, rationalen Kurve mit Selbstschnitt —1, so ist X glatt
(Castelnuovo) und es gilt Kx = n*Kx + E. Es sind bekanntlich ¢, p,
und damit x(Ox) birationale Invarianten, solange man bei glatten Flichen
bleibt. Daher ist

K2 =K:+1, oX)=cX)-1

Satz 1.1.6. ( [Ar62]) Im Fulle einer glatten Fliche X sind dquivalent:

i) C ist derart kontrahierbar, dass K lokal Hauptdivisor ist und m* K+ =
KX g’&lt

i1) Die Schnittmatriz von C ist negativ definit und jede Komponente ist
eine (—2)-Kurve (d.h. glatt, rational und mit Selbstschnitt (—2) ).

In diesem Fall ist x(Ox) = x(O%).

Diese Kurven heiflen auch A-D-E-Kurven (in [BPV84]), die mdglichen
Schnittformen werden durch die Dynkin-Diagramme A,, D,,, Es, E7 und
Eg bestimmt.



Definition 1.1.7. Die Singularititen von X heiflen rational, falls es eine
glatte Fliche X und ein Kontraktion m : X — X gibt, sodass R'm,.Ox
verschwindet.

Singularititen, die durch Kontraktion einer A-D-E-Kurve auf einer glatten
Fldche entstehen, heiffen rationale Doppelpunkte.

Singularitdten, die durch Kontraktion von C = UC; enstehen, wobes

C?2< -2, Ci-Cipa=1, C;-C;j=0firli—j|>2

gilt, heifsen Hirzebruch-Jung-Singularitaten. C' wird dann Hirzebruch-Jung-
Kette (H-J-Kette) genannt.

Bemerkung 1.1.8. Wie durch die Bezeichnung suggeriert, sind rationale
Doppelpunkte rationale Singularitaten (siehe [BPV84] Prop. I11.3.3).

Eine (normale) Flache mit nur rationalen Singularitédten ist Cohen-Macaulay
und, falls sie nur rationale Doppelpunkte enthilt, auch Gorenstein.

Korollar 1.1.9. Ist X glatt und X — X eine Kontraktion von A-D-E-

Kurven, so ist ca(X) = c2(X), ¢(X) = q(X) und py(X) = py(X).
Beweis: Die Aussage iiber ¢y ist direkte Konsequenz aus obigem Satz und
der Noetherformel. Die restlichen Aussagen folgen aus der Spektralsequenz

H'(X,R'7.0Ox) = H"(X,0Ox) und der definierenden Eigenschaft der
rationalen Singularitit. O

Satz 1.1.10. Eine zweiblittrige Uberlagerung einer glatten Fliche hat ge-
nau dann nur rationale Doppelpunkte, wenn der Verzweigungslokus eine
Kurve mit nur A-D-E-Singularititen ist ([BPV84] Th. 7.8). Zur Defintion
dieser Singularititen siehe [BPV84] Absch. I1.8.

Eine zyklische Uberlagerung einer glatten Fliche, deren Verzweigungsdivi-
sor als Singularitdten hdochstens Knoten besitzt, hat nur rationale Doppel-
punkte, genauer nur A,-Singularititen ([BPV84] Th. 5.2).

Quotienten einer glatten Fldche nach einer zyklischen Gruppen haben nur

Hirzebruch-Jung-Singularititen ([BPV84] Absch. II1.5.1ii).

1.1.2 Fliachen vom allgemeinen Typ

Definition 1.1.11. Der kanonische Ring eines Fldche S ist der graduierte
Ring
®i>ol'(S, Kg").



Sein Transzendenzgrad heiffit Kodaira-Dimension von X . Fine glatte Fliche
der Kodaira-Dimension 2 heifst Flache vom allgemeinen Typ.

Da der kanonische Ring einer Flache endlich erzeugt ist (siehe dazu [BPV84]
Abschn. 1.7), definiert man weiterhin:

Definition 1.1.12. Das n-kanonische Modell X einer Fliche S vom all-
gemeinen Typ ist definiert als

X, = Proj(@izl (S, K§™)).

Fiir eine solche Flache S ist die n-kanonische Abbildung k, fir n > 5
bekanntlich ein birationaler Morphismus auf ihr Bild. &,, kontrahiert genau
die (—2)-Kurven auf S.

Bezeichnung 1.1.13. Wir nennen ein n-kanonisches Modell einer Fliche
vom allgemeinen Typ fir n > 5 kurz kanonisches Modell und lassen den
Begriff vom allgemeinen Typ’ auch fiir solche Modelle zu, obwohl sie im
Allgemeinen nicht glatt sind:

Satz 1.1.14. Ser X das kanonische Modell einer Fliche S vom allgemeinen
Typ. Dann ist Kx (vgl. Def. 1.1.8) ampel. Das kanonische Modell X hat
hochstens A-D-E-Singularitdten und es gilt

K% = K3,q(X) = q(5), py(X) = py(5).

Beweis: Siche z.B. [BPV84] Kapitel VII, insbesondere Prop. VIL.7.1. Die
Identitdten der Invarianten wurden im vorherigen Abschnitt gezeigt. O

1.2 Modulridume fiir Kurven und Flachen:
Bezeichnungen

Bevor man Modulrdume fiir Fliachen betrachtet, muss man Modulrdume
fiir Kurven gesehen haben. Wir halten hier nur die Bezeichnungen fest.
Vieles mehr, insbesondere die Defintion stabiler und semistabiler Kurven,

findet man in [HM98] oder in [DM69].

Bezeichnung 1.2.1. Sei €,(T) die Menge der Isomorphieklassen glatter,
ergentlicher Familien von Kurven vom Geschlecht g tber T' und M, der
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Modulraum, der diesen Funktor grob darstellt.

Weiter sei € (T) die Menge der Isomorphieklassen flacher, eigentlicher
Familien stabiler Kurven vom Geschlecht g tiber T und ﬁg der Modulraum,
der diesen Funktor grob darstellt.

Definition 1.2.2. Der Modulfunktor & : (Sch)/C — (Set) ordnet einem
Schema T/C die Isomorphieklassen flacher, projektiver Morphismen f :
X — T zu, deren Fasern kanonische Modelle von Fldchen vom allgemeinen
Typ sind.

Die Elemente von &(T') werden Familien von Flichen vom allgemeinen
Typ genannt.

Gelegentlich werden auch Familien von Fldchen auftreten, die nicht vom
allgemeinen Typ sind. Dabei impliziert der Begriff Familie stets 'flach’ und
‘eigentlich’.

Bezeichnung 1.2.3. Nach Gieseker besitzt dieser Funktor einen groben
Modulraum, den wir mit N bezeichnen. Mit X bezeichnen wir kanonische
Modelle von Fldachen (oder Familien hiervon) und reservieren den Buch-
staben S fir minimale Modelle (oder Familien hiervon). Um zum Ausdruck
zu bringen, dass X eine Famalie ist wird der Strukturmorphismus auf eine

Basis, zumeist T, hinzugeschrieben, aber kein anderer Schriftsatz verwen-
det.

Wir benotigen noch eine Charakterisierung von Familien von Fldchen vom
allgemeinen Typ:

Satz 1.2.4. Die Menge &(T') besteht aus Isomorphieklassen flacher, pro-
jektiver Morphismen f : X — T, deren Fasern integre, normale Fldchen
mit héchstens rationalen Doppelpunkten sind, und fir die wx/p ampel ist.

Beweis: Ist f € &(T), so ist faserweise wy, /i(;) ampel. Dies impliziert mit
Basiswechselargumenten, dass auch wy/r ampel ist (siehe z.B. [Tan72]).
Umgekehrt impliziert wx,r ampel, dass eine geeignete Potenz von wx, /x(1)
eine Einbettung ist und die Fasern Kodaira-Dimension 2 haben. O

1.2.1 Gefaserte Flichen, Generalvoraussetzungen

Definition 1.2.5. Eine Faserung einer Fldache X ist ein surjektiver Mor-
phismus h auf eine glatte Kurve B mit zusammenhdngenden Fasern. Wir
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nennen (X, h) oder X — B auch gefaserte Flache.

FEin Modell einer gefaserten Fliche (X, h) ist relativ minimal, falls X keine
(—1)-Kurven in den Fasern von h enthdlt.

Wir bezeichnen generell das Geschlecht der Basis der Faserung mit b und
das der Faser mit g und nennen dann h eine Faserung vom Typ (g,b).

Bemerkung 1.2.6. Aus einem beliebigen Morphismus einer Fliache auf
eine Kurve erhélt man eine Faserung durch Stein-Faktorisierung ([EGA]
III, Th. 4.3.1 und Cor. 4.3.3). Da die Fliche X als normal vorausgesetzt
ist, erhdlt man aus einem Morphismus auf eine nicht notwendig glatte
Kurve ein Faserung durch Normalisierung.

Bei der Untersuchung von Modulrdumen sind vor allem solche Faserungen
interessant, die deformationsinvariant sind.

Satz 1.2.7. Ist g > 2 bzw. b > 2, so st die Eigenschaft einer Fliche eine
Faserung vom Typ (g,b) zu besitzen, deformationsinvariant.

Beweis: In der Tat ist die Eigenschaft, einen Morphismus auf eine Kurve
vom Geschlecht > 2 zu besitzen, sogar durch die Fundamentalgruppe der
Fldche bestimmt, siehe [Bea91]. Das Fasergeschlecht ist, falls > 2, diffeo-
morph invariant, siehe [Cat00] Th. 2.9 fiir einen Beweis mittels Seiberg-
Witten-Theorie. O

Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes werden wir fast durchweg
arbeiten. Wir kiirzen sie wie folgt ab:

Bezeichnung 1.2.8. Fine Faserung erfillt die Faservoraussetzung (FV),
falls g > 2 ist. Sie erfillt die Basisvoraussetzung (BV), falls b > 2 ist.

Unter (BV) stimmen zudem die Begriffe minimales und relativ minimales
Modell iiberein, denn eine (—1)-Kurve kann sicher nicht surjektiv auf die
Basis abgebildet werden. Folgendes Lemma verwenden wir haufig implizit
und beweisen es kurz mangels geeigneter Referenz.

Lemma 1.2.9. Bei Flichen vom allgemeinen Typ hat zudem das minimale
Modell S genau dann eine Faserung, wenn das kanonische Modell X eine
solche besitzt.
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Beweis: Zu zeigen ist, dass sich die Faserung h : S — B auch auf die Bilder
der kontrahierten (—2)-Kurven fortsetzt. Dies ist eine lokales Problem.
Sei Spec R eine affine Umgebung in X einer Singularitéit und Spec R das
Urbild davon in S. Da nach der Generalvoraussetzung R normal ist, gilt
R = Npyp=1R,. Da die Bilder der kontrahierten Kurven Kodimension 2
haben, ist R, = Rp, wobei p das Primideal in R ist, das iiber p liegt. Nach
(BV) muss die kontrahierte Kurve in einer Faser liegen und h induziert
eine stetige Abbildung der zugrundeliegenden topologischen Raume von X
und B. Ist Spec R’ eine affine Umgebung in B des Bildes dieser Faser, so
passen die Morphismen

h% : R — Ry 2 R,

zu dem gesuchten Morphismus hx : X — B zusammmen. O

Unter (FV) und (BV) sei N,; eine Zusammenhangskomponente des Mo-
dulraums N, sodass jede Flache X in N, ;(SpecC) eine Faserung vom Typ
(g, b) besitzt. Die Untersuchung solcher Komponenten ist Hauptgegenstand
dieser Arbeit. Dazu ist es notwendig, folgende dhnliche Begriff zundchst
klar zu trennen.

Definition 1.2.10. Eine Familie gefaserter Flichen iiber T ist eine Fa-
malie von Flichen f : X — T, sodass fiir jedes t € T die Fliche X; eine
Faserung besitzt.

FEine Familie gefaserter Flichen zu Ny, hat die Zusatzeigenschaften, dass
f in &(T) liegt und dass das Bild unter der Modulabbildung in Ny lan-
det. Der entsprechende Unterfunktor von & wird dann mit S, bezeichnet,
wober das Indexpaar im Allgemeinen die Komponente nicht eindeutig spe-
zifiziert.

Diese Definition impliziert nicht, dass die Faserungen h; alle von einem
Morphismus h : X — B auf eine Familie von Kurven herkommen. Wann
dies der Fall ist, wird in Kapitel 2 untersucht. Fiir diese Situation verwen-
den wir einen eigenen Begriff:

Definition 1.2.11. FEine gefaserte Familie von Flachen tiber 1" besteht aus
einer Famailie von Flichen f : X — T, einer Familie von glatten Kurven
g : B — T und einem T-Morphismus h : X — B mit zusammenhdngenden
Fasern, sodass f = g o h ust.
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Wir nennen h dann auch Faserung der Familie f und schreiben dafiir oft
einfach X — B — T.

1.3 Abelsche Schemata, Albanese-Schema

Beginnen wir damit Grothendiecks fundamentale Ergebnisse iiber die Dar-
stellbarkeit und Eigenschaften des relativen Picardfunktors zusammenzu-
fassen. Es bezeichne Picy,7 den relativen Picard-Funktor und Picg(/T den
Unterfunktor, dessen Elemente auf eine Faser ¢ eingeschrinkt in der Zu-
sammenhangskomponente der Eins von Picg(t Jk(r) llegen.

Satz 1.3.1. Sev f : X — T flach, projektiv und mit geometrisch reduzierten
Fasern. Dann ist Picx r durch ein separiertes Schema Picyp darstellbar.
Ist X dber einem Kérper definiert und normal, so ist Picg(/T durch ein
Unterschema @%/T von @X/T darstellbar, das projektiv iber T 1st.

Ist zudem m}t/k(t) glatt, also ein abelsches Schema, so st @%/T einge-
schrankt auf eine Umgebung von t ein abelsches Schema.

Beweis: Dies ist der Inhalt bzw. eine Spezialisierung von [Gro61] Th. 2.1,
Th. 3.3 und Th. 3.5. [

Wir erinnern im Folgenden an den Begriff des Albanese-Schemas in der
relativen Situation:

Definition 1.3.2. Set X — T ewn flacher, eigentlicher Morphismus. Das
Paar (Alby/r,a), wobei Alby,p — T ein abelsches Schema und o : X —
Alby,p ein Morphismus tber T' ist, heifst Albanese-Schema von X/T, falls
es folgender universellen Eigenschaft gentigt: Fiir jedes abelsche Schema
A" — T und jeden Morphismus o : X — A’ iber T gibt es genau einen
Homomorphismus abelscher Schemata A : Alby,p — A’, sodass Ao« bis
auf Translation mit o/ ibereinstimmt.

Fiir Familien von glatten Kurven C' — T existiert E%/T nach obigem
Satz. Es wird dann héufig Jacop genannt. Aufgrund seiner Selbstdualitit
ist Jaco/p auch das relative Albanese-Schema, falls C' — T' einen Schnitt
besitzt. Dies folgt aus den selben Argumenten, wie sie weiter unten in der
Flichensituation verwendet werden. Auch von singuléren Kurven erhalten
wir noch eine Jacobische:

14



Satz 1.3.3. (Deligne, [BLR90] Th. 9.4.1) Ist C — T eine Familie von
semistabilen Kurven, so existiert @C/T. Es 1st in diesem Fall ein semi-
abelsches Schema.

Satz 1.3.4. Sei f : X — T € &(T) eine Familie von Flichen vom allge-
meinen Typ. Dann ist @%/T — T ein abelsches Schema.
Besitzt f einen Schnitt s, so existiert das Albanese-Schema (@X/T, Q).

Beweis: Fiir die erste Aussage bemerkt man, dass @g(t Jk(r) genau dann
glatt ist, wenn dim Picy, ) = dim H'(X;, Ox,) gilt ([Gro61] Th. 3.5). Dies
gilt fir glatte Flachen (wegen Charakteristik Null) immer und bleibt beim
Ubergang zum kanonischen Modell richtig.

Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert zunédchst das duale abel-

sche Schema

Alby,r := (Picy7)" = Pic&gc/T/T'

Aufgrund des Schnittes kann man Picy 7 (S) als Menge der Isomorphieklas-
sen von Geradenbiindeln auf X x .S auffassen, die entlang des Schnittes tri-
vial sind. Das universelle solche Biindel auf X x 7 Pic% sp induziert aufgrund
der universellen Eigenschaft des Poincaré-Biindels auf (Pic) )" X Pic% T
einen Morphismus «; : X — Alby/p, der natiirlich von der Wahl von s
abhingt. Die universelle Eigenschaft als Albanese-Schema folgt nun wie in
der absoluten Situation (z.B. [Mil86b] Cor. 6.2). O

Wir wollen das Albanese-Schema einer gefaserten Familie von Flidchen vom
allgemeinen Typ X — B — T nun genauer untersuchen. Sei A die Zu-
sammenhangskomponente der Eins des Kerns von Alby,p — Jacg,p. Wie
man obigem Beweis entnimmt, existieren diese Schemata auch ohne dass
es einen Schnitt von X — T gibt. Sei @) der Quotient E%/T/ Jacp .
Dieser existiert bei projektiven abelschen Schemata nach [Gro60] Th. 6.1
und stimmt nach Konstruktion mit dem dualen abelschen Schema von A
iiberein.

Uber dem nichtleeren, dichten Lokus B, woriiber h : X — B glatt ist,
existiert die Jacobische Jacyope — B (wobei X° = h™'B’ ist). Der
Albanese-Funktor angewandt auf X° — X x¢ B liefert einen Morphis-
mus

pl : MXO/BO — &XXTBO/BO = &X/T XT BO.
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Die Gleichheit folgt dabei aus der entsprechenden Eigenschaft des Picard-
Funktors. Dieser Morphismus faktorisiert nach Konstruktion iiber eine Sur-
jektion

p: ﬁXO/Bo — A Xp B

von abelschen Schemata iiber BP.

Dual hierzu erhélt man
q @%XTBO/BO — Jacxopo,
was nach der universellen Eigenschaft des Quotienten eine Injektion
q:Q xr B — Jacyo/po

induziert. In der absoluten Situation 7" = SpecC hat somit jede glatte
Faser ' von X — B einen Morphismus von Jac; auf A. Deswegen wird A
auch der Fixanteil der Faserung in Jacobische genannt. Wir wollen diesen
Begriff fiir A nur zusammen mit folgender Polarisierung verwenden:
Jacyo,po hat natiirlicherweise eine Prinzipalpolarisierung und A sei deren
Einschrankung nach @ x7 BY. Daraus erhilt man eine Polarisierung auf
() wie folgt (analog zu [Mil86] Th. 20.4): Wenn By — T einen Schnitt s
besitzt, so definiert die Verkettung pry o A o (id X s) eine Isogenie @) —
QY = A. Die Wahl eines anderen Schnitts resultiert bei A o (id X s) in
einer Translation, die bei Verkettung mit pr, trivial wird. Der Schnitt
existiert zwar im Allgemeinen nur nach einem étalen Basiswechsel, aber die
Unabhéngigkeit vom Schnitt 1dsst diese Isogenien zu einer auf ) absteigen.
Wir bezeichnen sie ebenfalls mit A und mit AV die duale Isogenie. Dies ist
die gesuchte Polarisierung von A.

Definition 1.3.5. Das polarisierte abelsche Schema (A/T,\V) heifit Fix-
anteil der Faserung X — B — T, in Zeichen A = FA(Picy,r). Der Grad
von A wird der assoziierte Grad genannt und mit d bezeichnet.

Je nach Bedarf werden wir die Polarisierung als Isogenie zwischen einer
abelschen Varietdt und ihrem Dual, als eine ample invertierbare Garbe
oder als eine alternierende Bilinearform auf dem zugrundeliegenden Gitter
ansehen.
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Bemerkung 1.3.6. In obiger Definition 1.3.5 wurde der assoziierte Grad
nur fiir den Morphismus der relativen Jacobischen auf den Fixanteil defi-
niert. Es ist naheliegend diesen Begriff auf jeden surjektiven Morphismus
J — A zwischen abelschen Varietdten, wovon J prinzipalpolarisiert ist,
auszudehnen. J heift dann vom Typ (A, d).

Bemerkung 1.3.7. Schrénken wir uns auf eine Komponente V; , des Mo-
dulraums ein, sodass jede Familie von Fliachen zu V;, , eine gefaserte Familie
ist. Dann ist der assoziierte Grad als Ordnung eines endlichen Gruppen-
schemas deformationsinvariant. Davon werden wir in den folgenden Kapi-
teln stdndig Gebrauch machen.

Xiao definiert in [Xi92] als "associated degree’ den generischen Grad der Ab-
bildung a : X — Alby, falls das Bild zweidimensional ist. Auch dieser ist,
da « generisch flach ist, in einer Komponente N,; deformationsinvariant.
Wir wollen ihn hier Albanese-Grad v nennen. Er stimmt im Allgemeinen
nicht mit obigem assoziierten Grad {iberein.

1.3.1 Modulridume fiir abelsche Schemata

Es sei A, 4() der Funktor, der Isomorphieklassen abelscher Schemata (oder
synonym: Familien abelscher Varietdten) der Dimension g mit einer Polari-
sierung vom Grad d parametrisiert, und A, ;4 der zugehorige grobe Modul-
raum. Insbesondere ist A, = A, 1. Weiter bezeichne p4, das Gruppenschema
der d;-ten Einheitswurzeln.

Definition 1.3.8. Ist 0 = (dy,...,dy) € Z9 mit d; | diy1 und [[d; =d, so
heif$t das abelsche Schema (A/T, ) € A, q4(T) vom Typ 6, falls

g g
Ker(\) = |[ 2/diZ x [ ] pa.-
i=1 i=1
Es bezeichne A, 5 den zugehorigen Unterfunktor von Ay 4.

Uber dem Grundkérper C sind die Gruppenschemata pa, und Z/d; 7 iso-
morph. In diesem Fall ist eine Polarisierung der abelschen Varietit A =
V/U vom Typ 9, falls es eine Basis des Gitters U gibt, bzgl. der die alter-
nierende Form die Darstellungsmatrix

b= < —diag(;)) diag(53 >
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besitzt. Solch eine Basis nennen wir eine symplektische Basis (vom Typ ¢ ).
Die Struktur von A, 4 iiber C kennen z.B. Mumford und Fogarty ([MF82]
App. TA):

Satz 1.3.9. A, 4 x C st die Vereinigung der endlich vielen Komponen-
ten Ags x C. Die Schemata A, sind irreduzibel und iber C isomorph zu
bhy/T'p. Dabei ist b, der Siegelsche Halbraum der Dimension g und I'p die
symplektische Gruppe

I'p={M € GLyy(Z) | MDM* = D}.

Bezeichnung 1.3.10. Wir bendtigen noch einige andere symplektische
Gruppen: Liegen die Koeffizienten nicht in Z sondern in einem anderen
Ring R, bezeichnen wir die Gruppe mit I'p(R). Ist speziell D die Einheits-
matrix, so verwenden wir die Notation Sp(g, R).

Man verwechsle obige Notation nicht mit der ebenfalls in Kapitel 4 benotig-
ten Kongruenzuntergruppe

(d) = {M € SLy(Z), M = < é (1) ) mod d},

die in bekannter Art auf § := by operiert. Der Quotient ist die Modul-
kurve X'(d), der zu einer vollstindigen Kurve (dann mit X (d) bezeichnet)
natiirlich noch einige Spitzen fehlen.

In dieser Arbeit benotigen wir Levelstrukturen nur aus technischen Griin-
den, um feine Modulrdume fiir Kurven und abelsche Schemata mit dieser
Zusatzstruktur zu haben. Wir beschrianken uns weiterhin auf polarisierte
abelsche Schemata (A/T, \) iiber C. Die Polarisierung liefert eine Paarung
auf dem Gruppenschema der n-Teilungspunkte

E,: AX,A— up,.

Definition 1.3.11. Eine symplektische Level-n-Struktur auf (A/T,\) ist
ein Isomorphismus a: ,A — (Z/nZ)*, der dquivariant bzgl. E, und der
symplektischen Standardpaarung auf (Z/nZ)* ist. Da wir keine anderen
Levelstrukturen bendtigen, lassen wir das Adjektiv ‘symplektisch’ ab sofort
weg.

Der Funktor A[g"](-) parametrisiere Isomorphieklassen von abelschen Sche-
mata mit Level-n-Struktur und Ql[gn](-) parametrisiere Isomorphieklassen
von Kurven in €,(-) zusammen mit einer Level-n-Struktur der Jacobischen.
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Satz 1.3.12. Firn > 3 st d}n] durch ein quasiprojektives Schema Mg”]
darstellbar, das fir g > 3 eine galoissche Uberlagerung mit der Galoisgrup-
pe Sp(g, Z/nZ) von M, ist.

Satz 1.3.13. Fir n > 3 ist AE,"] durch ein quasiprojektives Schema AL"]
darstellbar, das eine galoissche Uberlagerung von M, mit der Galoisgruppe

Sp(g,Z/nZ)/{£1} ist.

Die Beweise dazu findet man in [MF82] und [Po77]. O

Man beachte, dass Aén] darstellbar ist, obwohl jedes abelsche Schema den
nichttrivialen Automorphismus (—1) besitzt (der Modul-Stack liegt zwei-
blattrig iiber dem Modulraum). Dies wird im folgenden Abschnitt Quelle
einer Reihe von technischen Problemen sein.

1.3.2 Torelli-Variationen

Torelli hat gezeigt, dass die Abbildung ¢ : M, — A, fiir ¢ > 2 injektiv
auf geometrischen Punkten ist. Oort und Steenbrink [OS80] haben gezeigt,
dass sie (wir setzen immer noch Charakteristik Null voraus) sogar ein Iso-
morphismus auf ihr Bild ist. Fiir unsere Zwecke bendtigen wir eine andere
Formulierung auf dem Niveau feiner Modulrdume. Sei dazu g > 3, n > 3
und X die Involution auf Mg["], die o auf —a abbildet und Vg["] der Quotient
nach dieser Involution.

Es sei H C M, der hyperelliptische Lokus und Hy dessen Urbild in Vg[n].
q ist genau iiber Hy verzweigt, denn dort induziert die (—1) auf der Jaco-
bischen einen Isomorphismus von (C, «) nach (C, —«). Deswegen existiert

iiber Vg[n] . Hy eine universelle Familie von Kurven.

Satz 1.3.14. igﬁ] 15t eine Einbettung.
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Den Beweis findet man bei [OS80] Th. 3.1. O

Korollar 1.3.15. Es seien h; : C; — T fiir i« = 1,2 Famailien von glatten
Kurven vom Geschlecht g > 2 ohne hyperelliptische Fasern, mit Schnit-
ten s; und den davon induzieren Einbettungen f; : C; — E@/T- Ist
B Jace, p — Jace,r ein Isomorphismus, dann gibt es genau einen T'-
Isomorphismus a : C; — Cy und eine Translation t., sodass

fQOO(:tCO/BOf]_.

Beweis: Fiir T' = Spec C steht die Aussage genau so in [Mil86b] Th. 12.1.
Ist T' = Spec R Spektrum eines lokalen artinschen Ringes, so erhilt man
aus [OS80] Prop. 2.5 einen Isomorphismus der Kurven, der auf der speziel-
len Faser nach der ersten Aussage eindeutig ist. Da Kurven vom Geschlecht
> 2 keine infinitesimalen Automorphismen besitzen, ist er auch ingesamt
eindeutig. Die Aussage fiir ein beliebiges Basisschema folgt aus der Ein-
deutigkeit mittels treuflachem Abstieg, wie exemplarisch in Abschnitt 2.2
ausgefiihrt. O

Satz 1.3.16. Sei 5 : J — T eine Familie von prinzipalpolarisierten abel-
schen Varietdten der Dimension g > 3, sodass die Modulabbildung ¢ : T —
A, im Bild i(My~ H) landet. Dann gibt es genau eine Familie von glatten
Kurven h : C — T, deren Jacobische lokal in der fppf-Topologie isomorph
zu J ist.

Beweis: Wir benutzen hilfsweise Level-n-Strukturen (n > 3), um obige
Torelli-Sitze anwenden zu konnen. Sei 7" — T ein treuflacher Basiswech-
sel, sodass j' : J' = J xpT" — T’ eine Level-n-Struktur besitzt. Wir

fixieren eine solche und bezeichnen die induzierte Abbildung 7" — Ag”] mit

¢'. Sei b : C" — T" das Pullback unter (z'?}])_l o ¢’ der universellen Famile
von V;,[n] \ Hy. Wir fixieren einen Isomorphismus Jace 7w — J' (der aller-
dings nur bis auf +1 eindeutig ist) und nehmen an, dass A’ einen Schnitt
s’ besitzt. Dies kann man durch geeigneten étalen Basiswechsel jederzeit
sicherstellen. Der Schnitt induziert eine Einbettung f' : C" — Jace g
Die Abstiegsdaten auf J' und der Isomorphismus Jac. T J' induzie-
ren einen Isomorphismus (i : prjJace: v — pryJace . Dabei sind wie
iiblich pr; die Projektionen 7" xp T" — T. Obiges Korollar liefert einen
Isomorphismus «q9 zwischen den Pullbacks der Kurven, die mit (315 bis

20



auf Translation kommutiert. Dieser geniigt der Kozykelbedingung, da die
Abstiegsdaten auf J' dies tun. Die Kurven vom Geschlecht > 2 haben von
Natur aus eine ample kanonische Garbe und daher bildet a;5 nach [BLRI0]
Th. 6.7 ein effektives Abstiegsdatum.

Zur Eindeutigkeit: Seien C; — T fiir « = 1, 2 zwei solche Kurven. Dann hat
man nach einem Basiswechsel 77 — T Isomorphismen J; : Jaco o — J'
die wieder nur bis auf +1 eindeutig sind. Einmal fixiert sorgen die Ko-
zykelbedingungen auf Jacer ;v und J' jedoch dafiir, dass Ay 1o \; mit den
Abstiegsdaten vertraglich ist. Obiges Korollar liefert also einen Isomorphis-
mus zwischen den Kurven C] und Cj. Dieser ist der Einzige, der bis auf
Translation mit Ay o \; kommutiert. Er bildet daher ein Abstiegsdatum
und liefert den gesuchten Isomorphismus C; — Cs. O

Bemerkung 1.3.17. Die Morphismen (312 in obigem Beweis sind nur bis
auf £1 die von a9 induzierten. Lemma 4.2.10 liefert ein Beispiel, in dem
die 19 wn der Tat kein Abstiegsdatum auf der Jacobischen bilden.

1.4 Monodromie und Periodenmatrix

Zur Analyse spezieller (singulirer) Fasern einer Familie von Kurven bend-
tigen wir die Begriffe Monodromie und Periodenmatrix. Wir beschranken
uns dabei auf Schemata iiber C und verwenden die komplex-analytische
Sichtweise. (Es sei hier kurz darauf verwiesen, dass man alle in diesem
Abschnitt definierten Begriffe oder Analoga auch algebraisch und damit
iiber jedem Grundkoérer, oder zumindest iiber dessen Abschluss, nachbau-
en kann. Viehweg hat dies fiir die Invarianten der degenerierten Fasern in
[Vie77] durchgefiihrt.)

Sei also f : X — D eine Familie von Kurven iiber der offenen Einheits-
kreisscheibe. Dieser Begriff soll per Defintion beinhalten, dass alle Fasern
iiber Dy = D \ 0 glatt sind.

Definition 1.4.1. Eine kanonische Basis einer glatten Kurve X; vom Ge-
schlecht g sind Klassen

aty ... B, ..., 8, € H(X,, Z),
fiir deren Cup-Produkte gilt:

(i) = (Bi, B5) =0 (au, Bj) = dij.
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Sei1 0 # s € D. Da f dber Dy (topologisch) lokal-trivial ist, induzieren die
Kartentibergdange ldngs eines positiv orientierten Weges v um 0 in D ~ 0
einen Automorphismus

m(y): HY(X,,Z) — H'(X,,7Z),

genannt Monodromie von f bzgl. v. Eine Darstellungsmatriz hiervon bzgl.
einer kanonischen Basis heif$t Monodromiematrix.

Identifiziert man die o; und [3; mit ihren Bildern in H'(X,, Ox,), so ist
die Periodenmatrix T'(s) € CV*9 definiert durch die Beziehung

(a1, ...,a5) = —(B1,-..,B8,)T(s).

Die Periodenmatrix hangt holomorph von s ab und geniigt den Riemann-
schen Periodenrelationen. Per Definition ist die Monodromiematrix nur bis
auf Konjugation in Sp(g, Z) eindeutig. Fiir Details sieche z.B. [BPV84] Ab-
schnitt I11.15.

Bemerkung 1.4.2. Analog definiert man den Begriff Monodromie auch
fiir eine Familie von abelschen Varietéiten iiber der offenen Einheitskreis-
scheibe. Per Definition stimmt die Monodromie einer Familie von Kurven
mit der ihrer Jacobischen iiberein.

Aufgrund des kanonischen Isomorphismus H'(X,,Z) — H'(Jacy ,Z) in-
duziert jede kanonische Basis von X, eine symplektische Basis von Jacy,
vom Typ (1,...,1), die wir bei Bedarf identifizieren.

Satz 1.4.3. Ist die Monodromie einer Familie von Kurven X — D unipo-
tent, dann kann man ein stabiles Modell (und ein semi-stabiles Modell mit
glattem Totalraum) ohne Basiswechsel durch geeignetes Aufblasen von X
erhalten.

Beweis: Sei Jy — Dy die relative Jacobische von X|p,. Aufgrund der
Monodromie-Voraussetzung lasst sich diese zu einer semi-abelschen Va-
rietdt J tiber D fortsetzen (vgl. [FC90] Th. V.6.7 oder [Na76] Th. 17.6).
Sei D’ — D eine zyklische Uberlagerung, sodass das minimale Modell X’
von X Xp D' semistabil ist ([DM69]). Dann ist Jacy,p: eine semiabelsche
Varietét, isomorph zu J xp D’ aufgrund des Fortsetzungssatzes fiir Mor-
phismen semiabelscher Varietiten ([FC90] Prop. 1.2.7). Sei o ein Erzeuger
von Aut(D’/D). Nach Konstruktion operiert o auf der Faser tiber 0 von .J’
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trivial. Dann ist aber bekanntlich ([DM69] Th. 1.13) die Operation von o
auf der Faser iiber 0 von X’ trivial und z.B. nach [Vie77] Lemma 7.3 folgt
die Behauptung. O

Fiir isotriviale Faserungen X — B (siehe Definition 3.1.1) gibt es noch
einen weiteren Monodromiebegriff. Sei BY der Ort iiber dem die Fasern
glatt sind (und damit paarweise isomorph), und 7 ein geschlossener Weg
in BY . Die Karteniiberginge entlang einer Trivialisierung von X — B iiber
v induzieren fiir ein b € v einen Automorphismus der Faser iiber b. Alle
Wege zusammen definieren somit einen Homomorphismus

7w (B%b) — Aut(F).

Definition 1.4.4. Das Bild von m heifft Monodromiegruppe der isotrivia-
len Faserung X — B.

23



Kapitel 2

Existenz einer natiirlichen
Transformation ,,Gefaserte Fliche
nach Basiskurve*

Im ersten Abschnitt werden zunéchst die Begriffe "Irregularitit’ einer Fliache
und einer Faserung definiert. Dieses sind zentrale Begriff in der gesamten
Arbeit. Der Abschnitt versucht auch, méglichst vollstéandig die vielfaltigen
Zusammenhéinge der Irregularitdt mit den Invarianten der gefaserten Flache
zusammenzufassen. Fiir die Beweise muss der Leser dabei auf die Literatur
verwiesen werden.

Bei der Untersuchung der Modulrdume in den folgenden Abschnitten ist
es technisch wichtig zu wissen, wann man einer Familie gefaserter Flachen
funktoriell die Basiskurve zuordnen kann. Bei regulir gefaserten Flichen
leistet dies die Albanese-Abbildung, bei irreguléren liefert eine Eindeutig-
keitsaussage eine hinreichende Bedingung. Mit deren Beweis beschéftigt
sich der zweite Abschnitt.

Der Rest des Kapitels ist der Verifikation dieses Kriteriums fiir die im Fol-
genden untersuchten Fliachen gewidmet.

2.1 Irregulire Faserungen

Zunichst betrachten wir die gefaserten Flachen sozusagen punktweise und
verwenden glatte und gegebenenfalls relativ minimale Modelle. Sei also
S — Spec C eine gefaserte Fliache und h : S — B eine Faserung vom Typ
(g,b). Bezeichnet man mit ¢ = dim H'(S, Og) die Irregularitit der Fliche,
so gilt das fundamentale
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Lemma 2.1.1. (Beauville [Bea82]) Es ist b < ¢ < g+bundqg =g+ b
genau dann, wenn S birational zum Produkt ist.

Definition 2.1.2. Eine gefaserte Fliche heifit irregular gefasert, falls gult:
b<q<g+b Istq=g+b—1, so nennen wir die Faserung maximal
irregular.

Maximal irreguldre Faserungen gibt es nur fiir kleine g, wie folgende Ver-
schirfung des obigen Lemmas besagt.

Satz 2.1.3. Fir irrequldre Faserungen gilt

5) 1
qg<b+ g;— :

Es gibt Beispiele von mazximal irrequldren Faserungen mit g = 4.

Beweis: Siche [Xi87] Cor. 2 (zu Th. 2). Fiir die Beispiele siche [Pi89]. O

Beispiele fiir maximal irreguldr gefaserte Flichen mit ¢ > 4 sind in der
Literatur nicht bekannt.

Xiao Gang hat fiir gefaserte Flidchen folgendes niitzliche Verh&ltnis ein-
gefithrt, das sich durch seine Invarianz unter vielen Pullbacks iiber Mor-
phismen der Basiskurve auszeichnet.

Definition 2.1.4. Die Steigung A(h) (oder kurz \) einer gefaserten Fliche
h :S — B st definiert durch:

K35
A= ———

deg h*wg/ B

Lemma 2.1.5. Sei h : S — B das relativ minimale Modell einer gefaserten
Fliche und B' — B ein Morphismus, der hochstens iiber den Bildern von
semistabilen Fasern von h verzweigt. Ist h' : S" — B’ das relativ minimale
Modell des Pullbacks unter dem Basiswechsel B' — B, so gilt

Ah) = M(1).
Beweis: Bei solchen Basiswechseln ist wg/p = T*wg/p, wobei m: §" — S

der natiirliche Morphismus ist. Daraus rechnet man die Behauptung direkt
nach. O
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Aus der Definition erkennt man sofort, dass A a priori vom Modell der
Fléache abhingt, aber bei Flachen vom allgemeinen Typ die Steigung des
minimalen und des kanonischen Modells iibereinstimmt.

Wir fassen die Eigenschaften von A im folgenden Satz zusammen:

Satz 2.1.6. Es gilt stets
K% =Mx(0x) + (8 =A)(b—1)(g - 1).

A 1st tnvartant unter einem Basiswechsel, der héchstens tiber den Bildern
der semistabilen Fasern von h verzweigt.

Fiir eine nicht isotriviale (siehe Abschn. 3.1), irreguldre Faserung ist A > 4.
Fiir eine wrrequldre Faserung mit A =4 ist ¢ = g + 1.

Beweis: Fiir die erste Aussage siehe [Xi87] Abschnitt 1. Die zweite Aussage
ist unmittelbare Konsequenz daraus, dass fiir einen solchen Basiswechsel
m : B' — B und die zugehorige Projektion 7 : 8" = S xp B’ — B die
Beziehung wg/p = T wg/p gilt.

Zum Beweis der letzten beiden Aussage siehe [Xi87] Cor. 1 (zu Th. 1) bzw.
[Xi87] Th. 3. O

Wir wollen nun den Begriff 'irregulér gefasert’ noch auf die relative Situa-
tion ausdehnen.

Im Rest dieses Kapitels setzen wir voraus, dass fir die gefaserten Fldchen
(FV) und (BV) gilt.

Da diese Flachen vom allgemeinen Typ sind, verwenden wir von nun ab
kanonische Modelle, die sich in Familien besser benehmen.

Definition 2.1.7. FEine irregular gefaserte Familie von Fliachen X — B —
T ist eine gefaserte Familie, in der eine (und damit alle) Fldchen irreguldr
gefasert sind. Analog definiert man maximal irregulér gefaserte Familie.

Wir bezeichen das Bild des Albanese-Morphismus im Albanese-Schema
kurz als Albanese-Bild.

Bemerkung 2.1.8. Das Albanese-Bild einer gefaserten Fldche ist genau
dann eine Kurve, wenn q = b ist. Insbesondere ist die Dimension des
Albanese-Bildes deformationsinvariant.
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Beweis: Die Faserung h : X — B induziert einen Morphismus der Alba-
nese-Varietidten A’ und durch Einschrinken einen Morphismus der Albanese-
Bilder /' : ax(X) — ap(B). Ist ¢ = b, so ist A’ und damit auch i’ die
Identitat.

Wire umgekehrt das Bild einer irreguldren Faserung eine Kurve, so wire
ihr Geschlecht groBer als b. Dann aber hétte A/ keine zusammenhingenden
Fasern, im Widerspruch dazu, dass h eine Faserung ist. O

Aufgrund dieser Bemerkung wird fiir regulire gefaserte Flichen die Exi-
stenz der natiirlichen Transformation ,,Fliache nach Basiskurve® durch den
Funktor Alb(-) erledigt. Da der Schnitt und damit der Albanese-Morphis-
mus nur étale-lokal existiert (Korollar 1.3.4), tritt ein abstiegstechnisches
Problem auf, das uns auch im irregulér gefaserten Fall begegnet. Wir fassen
daher diesen 'Trivialfall’ am Ende des folgenden Abschnitts noch einmal
zusammen, kiimmern uns aber vorrangig um irregulire Faserungen.

2.2 Ein Existenzkriterium

Sei X — T in G, eine Familie irregulér gefaserter Flachen und zunéchst T’
Spektrum eines lokalen Ringes R. Durch einen treuflachen, quasikompakten
Basiswechsel erhélt man eine Familie f/ : X’ — T, T' = Spec R iiber
dessen Komplettierung. Diese ist eine Deformation des Morphismus f :
Xo — Speck iiber dem abgeschlossenen Punkt. Nach Satz A.1.3 gibt es
eine Deformation h’ des Morphismus hy : Xy — By iiber Spec 1:2, deren
Bild in Defx, (Spec R) gerade f’ist. (X', b') ist also eine Familie gefaserter
Fldachen. Wir halten hier zwei Flachheitskriterien fest, die uns in der Folge
noch o6fter niitzlich sein werden.

Lemma 2.2.1. Seien f : X —T,g: B — T und h : X — B surjektive
Morphismen mit f = g o h. Dann sind g und h genau dann flach, wenn f
flach ist und die Fasern von h uber allen Punkten von T flach sind ([EGA]
IV, 11.58.11).

Korollar 2.2.2. Ist mit den Bezeichnungen des vorherigen Lemmas f flach
mat hdchstens rationalen Singularititen in den Fasern und g glatt, so st

auch h flach.

Beweis: Dies folgt aus dem vorherigen Lemma und dem Flachheitskrite-
rium in [Ha77] III, Ex. 10.9. O
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Aus dem Korollar folgt in unserer Situation, dass h’ ebenfalls flach ist.

Mit folgender Zusatzvoraussetzung kann man sicherstellen, dass diese De-
formation zu einer Faserung iiber 1" absteigt:

Definition 2.2.3. Eine Familie von Fldchen f : X — T hat hochstens
eine Faserung vom Typ (g, b), falls es zu je zwei solchen Faserungen der
Famalie h; : X — B; tberT, 1= 1,2, einen T-Isomorphismus ¢ : By — Bo
mit 1 o hy = ho gibt.

FEine Komponente N, des Modulraums fir gefaserte Flichen vom Typ
(g,b) habe diese Eigenschaft, falls sie fir alle Schemata T und alle Flichen
in S,u(T') erfillt ist.

Fiir solche Flichen erhilt man aus dem Morphismus A’ : X’ — B’ iiber T'
ein Abstiegsdatum: Seien 7" = T X7 T und pr; : T" — T’ fiir i = 1,2
die beiden Projektionen. Da X’ von einem Schema iiber T herkommt, hat
man einen kanonischen 7"”-Isomorphismus ¢ : pri X’ — pri X’ der der Ko-
zykelbedingung geniigt. Ist also T = T X7 T" x ¢ T" mit den Projektionen
pri; fir 1 <14 < j <3, s0 ist

* —1 * * e
priz® " © prag@ © prigg = idyr prrxe.

Damit hat prj X’ also zwei Faserungen h; = prih’ und hy = prijh’ o ¢. Nach
Voraussetzung gibt es also einen T”-Morphismus ¢ : priB’ — priB’, der
mit ¢ kommutiert. Daher ist
prigpril’ = prigprih’ o pris¢™! o prizp o prize
= prisp™" o prigy o priyy o prisprih’’

und da A’ surjektiv ist, erfiillt ¢ die Kozykelbedingung.

Um zu zeigen, dass diese Abstiegsdaten effektiv sind, verwenden wir folgen-
des Uberdeckungskriterium ([BLR90] Theorem 6.1.6). Wir benétigen dazu
eine Uberdeckung von B’ durch offene Mengen V', die affin iiber 7" und
mit dem Abstiegsdatum kompatibel sind. Da X’ von unten kommt, gibt es
dort so eine Uberdeckung durch offene Mengen U’. Die Bilder V' = #'(U’)
sind offen, da h' flach ist, und leisten das Verlangte. In der Tat ist fir
jedes affine 7" der Morphimus A/ affin, da bereits f/ affin ist ([EGA] II,
1.6.2). Dabei bezeichnen die Tilden stets die Einschrinkungen nach 7"
Sei F ein kohdrenter Op,-Modul. Wegen der Eigenschaft ’Faserung’ ist
W(Oy) = Of, also F ein quasi-kohirenter 7/,(Op)-Modul. Nach ([EGA]
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II, Prop. 1.4.3) ist folglich F = ALK fiir einen kohirenten Op-Modul K.
Und affin impliziert H*(U’,K) = 0 und somit H'(V’,F) = 0. Aus dem
Kriterium vom Serre folgt jetzt die Behauptung.

Die Eigenschaft ’glatt’ ist nach Bemerkung A.1.2 invariant unter infinite-
simalen Deformationen und steigt ebenso wie ’eigentlich’ nach ([EGA] IV,
2.7.1 und 17.7.4) ab. Damit haben wir den Fall eines lokalen Ringes als
Basis erledigt.

Wir wollen den Funktor nun auf ein beliebiges noethersches Basisschema
T ausdehnen:

Sei T' durch Spec A; affin iiberdeckt und p ein minimales Primideal in A :=
A;. Uber A, gibt es, wie gesehen, eine Faserung hy : X X7 Spec 4, =: Y.
Dieser Morphismus ist in der Tat iiber einer offenen Umgebung U, von p
definiert, da man nur endlich viele Nenner aufnehmen muss.

Das Komplement dieser U,, wobei p die minimalen Primideale der A,
durchliauft, besteht aus endlich vielen Komponenten, deren Dimension echt
kleiner als die urspriingliche ist. Induktiv erhdlt man so eine endliche
Uberdeckung [IUy — T, also einen treuflachen, quasi-kompakten Mor-
phismus, iiber den die Faserung wie oben absteigt. Zusammengefasst:

Satz 2.2.4. Ist N, eine Komponente des Modulraums fir Flichen vom
allgemeinen Typ, die irrequldr gefaserte Fldachen mait hochstens einer Fase-
rung vom Typ (g,b) parametrisiert, so gibt es eine natirliche Transforma-
tion S, — &, die — auf den C-wertigen Punkten — jede Fldche auf thre
Basiskurve abbildet.

Insbesondere hat man fiir solche Komponenten einen Morphismus Ngj —

M,

Kommen wir kurz auf den ’trivialen’ Fall einer reguléren Faserung zuriick.

Satz 2.2.5. Ist N, eine Komponente des Modulraums fiir Flichen vom
allgemeinen Typ, die requlir gefaserte Flachen vom Typ (g,b) parametri-
sitert, so gibt es eine natirliche Transformation G, — &, die — auf den
C-wertigen Punkten — jede Fldche auf ihre Basiskurve abbildet.
Insbesondere hat man stets einen Morphismus Ngj — M.

Beweis: Nach einem geeigneten Basiswechsel mit einem étalen Morphis-
mus 77 — T hat die Familie X — T gefaserter Fliachen einen Schnitt s’ und
man hat nach Korollar 1.3.4 den Albanese-Morphismus a : X’ — Alb . AL
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Dessen Bilder sind nach Voraussetzung Familien von Kurven B’ — T”. Die
auf T = T" xp T" iiber die beiden Projektionen zuriickgezogenen Schnitte
nennen wir s{ und sj. Offenbar definieren die Differenzen a o s — a o s5
durch Translation Isomorphismen priB’ — pr3B’. Diese geniigen der Ko-
zykelbedingung und das Abstiegsdatum ist aus oben genannten Griinden
effektiv. O

2.3 Welche Flichen haben hochstens eine Faserung
von festem Typ?

Ein Klasse von Beispielen fiir solche Flichen liefert:

Satz 2.3.1. Eine Familie von Flichen X — T in &,,(T) deren Fasern X,
K% > 4(g —1)?
erfillen, hat hochstens eine Faserung vom Typ (g,b).

Beweis: In der absoluten Situation (7' = SpecC)) geht dies auf [Xi85]
Prop. 6.4 zuriick: Seien h; fiir + = 1,2 zwei Faserungen von X und F;
allgemeine Fasern von h;. Dann impliziert die Voraussetzung iiber K% und
das Indextheorem, dass F} - Fy < 2: Sei D folgender Q-Divisor:

Fy Fy 2K

D = — :
K-F1+K-F2 K?

Dann ist D - K = 0, also D? < 0. Ausmultiplizieren unter Beachtung von
F? = 0 liefert die Behauptung. Man betrachte den Produktmorphismus
h: X — By X By. Wire das Bild 2-dimensional, so wire notwendigerweise
Fy-F5 = 1 und h ein [somorphismus, im Widerspruch zu ’irregular gefasert’.
Ist das Bild eine Kurve, so sind die Projektionen nach B; Isomorphismen,
da h; zusammenhéingende Fasern hat.

Bei beliebigem 7" betrachtet man wieder den Produktmorphismus A. Dessen
Bild ist faserweise wie oben eindimensional und es ist flach iiber 7" nach
Lemma 2.2.1, also eine Familie von Kurven.

Die Projektionen p; : Bild(h) — B; sind quasiendlich und eigentlich, also
nach ([EGA] IV, 18.12.4) endlich, iiber jedem abgeschlossenen Punkt von
t sogar Isomorphismen. Es ist nur noch zu priifen, dass es auch ingesamt
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Isomorphismen sind. Der absolute Fall zeigt, zusammen mit dem Kriterium
[EGA] I, 3.7.1, dass p; radiziell ist. Das Lemma 2.2.1 impliziert, dass p; flach
ist, und iiber den abgeschlossenen Punkten étale. Da letzteres fiir endliche
Morphismen eine offene Bedingung ist ([EGA] IV, 18.2.4), liefert ([EGA]
IV, 17.9.1) die Behauptung. O

Das folgende Lemma ist eine Anwendung dieses Kriteriums, die wir in
Kapitel 4 benotigen. Wir verwenden dazu einige Begriffe, die zu Beginn
des folgenden Kapitels eingefiihrt werden.

Lemma 2.3.2. Die Findeutigkeit der Faserung ist unter (BV) fir g = 2
sowie fiir Faserungen mit g = 3 und q = g + 2, die nicht isotrivial sind,
erfillt.

Beweis: Nach Satz 3.1.6 ist K% > 8(b— 1)(g — 1) und dies geniigt unter
(BV) fiir g = 2 bereits. Fiir g = 3 ist noch der Fall K% = 16 und b = 2
auszuschliefen. Nach Satz 2.1.6 folgt daraus 0 = A(x —2). Aus den beiden
zitierten Sétzen folgt auch, dass A > 4 ist. Also miisste x = 2 sein, im
Widerspruch zu Teil iii) von Satz 3.1.6. O
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Kapitel 3

Isotrivial gefaserte Flichen

Der erste Abschnitt beschiftigt sich mit der Beschreibung von isotrivialen
Flachen als Quotient eines Produkts von Kurven modulo einer Gruppe.
Es stellt sich heraus, dass der Begriff isotrivial nicht deformationsinvari-
ant ist. Im zweiten Abschnitt zeigen wir, dass isotriviale Flachen in ei-
ner Komponente des Modulraums sogar verschiedene Trivialisierungsgrup-
pen haben kénnen. Wir benutzen natiirliche Deformationen von abelschen
Uberlagerungen, um in den einfachsten Fillen etwas iiber die lokale Struk-
tur der Modulrdume in der Nahe einer isotrivialen Flache auszusagen.

Im dritten Abschnitt betrachten wir spezielle isotriviale Flichen, sogenann-
te produktisogene. Fiir diese ldsst sich die Moral, den Modulraum als Faser
plus Basis plus Zusatzstruktur zu beschreiben, in der Tat umsetzen.

3.1 Charakterisierung spezieller isotrivialer Flichen

Sei S eine glatte, gefaserte Fliache, h : S — B eine Faserung und B C B
der Ort, {iber dem die Fasern glatt sind.

Definition 3.1.1. Die Faserung h heif$t isotrivial, falls das Fasergeschlecht
g > 0 und das Bild der kanonischen Abbildung BY — M, einpunktig ist.
Eine Fliche S heifit produktisogen, falls es eine unverzweigte Uberlagerung
von S qibt, die isomorph zum Produkt von zwei Kurven ist.

Eine glatte, isotriviale Faserung heiffit Faserbiindel.

Zunichst zur Bestimmung der Struktur von isotrivialen Flachen. Wir blei-
ben in diesem Abschnitt in der absoluten Situation und nehmen fiir S ein
glattes, relativ minimales Modell.

32



Bemerkung 3.1.2. Ist S — B isotrivial mit generischer Faser Cs, so gibt
es eine Gruppe G, die als Automorphismengruppe auf Cy operiert, und
eine Kurve C7 mit G-Aktion, sodass folgendes gilt: C;/G = B und man
hat eine birationale Abbildung ¢ : S — (C} x C3)/G, wobei G diagonal auf
dem Produkt operiert.

Gilt (FV), so ist ein minimales G eindeutig bestimmt und gleich der Mono-
dromiegruppe (siehe Def. 1.4.4).

Beweis: Gilt (FV), so ist Aut(Cy) und damit erst recht das Bild von
m1(BY) unter der Monodromie darin endlich. Sei C} — BY die zum Kern
gehorige endliche Uberlagerung. CY x go S|po hat triviale Monodromie, ist
also topologisch und damit auch algebro-geometrisch ein Produkt. Eine
Kompaktifizierung von CY leistet das gewiinschte. Der Fall g(Cs) = 1 wird
in [Ser96] behandelt, im Folgenden aber nicht benétigt. O

Wir bezeichnen (C; x C)/G im Folgenden mit ) und setzen By = Cy/G
und aus Symmetriegriinden By = C1/G = B. Im folgenden heiflen die
Faserungen nach B; bzw. By auch hy bzw. he und es sei kurz Y = By X By
Mit diesen Vokabeln lasst sich die Struktur einer isotrivialen Fliche wie
folgt zusammenfassen ([Ser96] Th. 2.1):

Theorem 3.1.3. Fine Faser von () — By tber einem Punkt b € By st
genau dann glatt, wenn b Bild eines Punktes in C1 mit trivialem Stabilisator
ist. Andernfalls ist sie isomorph zu Cy/H mait Vielfachheit |H|, wobei H
die zyklische Gruppe ist, die ein Urbild von b in Cy stabilisiert.

Hat Cy — Cy/H einen Verzweigungspunkt, so hat Q) in der Faser tber
b eine Quotientensingularitat, die man durch eine Hirzebruch-Jung-Kette
vom entsprechenden Typ (vgl. [BPV84] Abschn. I1.5) aufiésen kann.

Korollar 3.1.4. Ist g(C2/G) > 0, so ist ¢ ein Morphismus.

Beweis: Sei V' — () eine Auflésung der Singularitdten. Wére € kein Mor-
phismus, so miisste wegen der Minimalitdt von S in der Fliche V eine
(—1)- oder (—2)-Kurve enthalten sein, die von V' — @ nicht kontrahiert
wird. Diese miisste dann surjektiv nach Cy/G abgebildet werden, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 3.1.5. Bei dieser Definition von produktisogen wird a priori
nicht verlangt, dass X eine Faserung hat. Dies folgt jedoch aus der Beschrei-
bung solcher Fliachen mit Ausnahme des sogenannten gemischten Typs,
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siehe Satz 3.3.1.
Ein Faserbiindel ist nach obiger Bemerkung dadurch charakterisiert, dass
der minimale trivialisierende Basiswechsel étale ist.

Die Geographie isotrivialer Flachen in der Invarianten-Landkarte ist durch
den folgenden Tripelsatz so gut wie mdoglich charakterisiert:

Satz 3.1.6. i) (Zeuthen-Segre) Die Fulercharakteristik einer gefaserten
Fldche S gentigt der Ungleichung

c2(S) >4(g—1)(b—1).

Gleichheit gilt genau dann, wenn S topologisch ein Faserbiindel ist.
i) (Arakelov) Fir eine minimale gefaserte Fliche S gilt

K2 >8(g—1)(b—1).

Falls S eine isotriviale Faserung hat, so gilt sogar Gleichheit.
i) (Beauville) Fir eine minimale gefaserte Fldache S gilt

X(Os) = (g —1)(b—1)
und Gleichheit genau dann, wenn S ein Faserbiindel ist.
Insbesondere sind Faserbiindel deformationsinvariant, aber Faserungen mit

konstantem Modulus nicht notwendig deformationsinvariant (vgl. dazu Ab-
schnitt 3.2).

Bemerkung 3.1.7. Isotriviale Faserungen sind nicht notwendig deforma-
tionsinvariant.

Ein einfaches Beispiel ist (C} x C3)/G, wobei G = Z/2Z diagonal, aber auf
keiner der beiden Kurven frei operiert. Der Quotient ist eine 2-blittrige
Uberlagerung von B; x Bs, wobei B; = C; /G, verzweigt iiber einer Verei-
nigung von horizontalen und vertikalen Schnitten. Deformiert man diesen
Divisor zu einem linear dquivalenten glatten, wie im folgenden Abschnitt
noch genauer ausgefiihrt, so erhélt man eine nicht mehr isotrivial gefaserte

Flache.

3.2 Isotriviale Inseln im Modulraum

Sei Ny eine (zu untersuchende) Komponente des Modulraums fiir Flichen
vom allgemeinen Typ, die eine isotriviale Flache enthilt. Weiter sei Gy
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der zugehorige Unterfunktor. Unter (FV) und (BV) haben alle Flichen in
S;(C) eine Faserung. Gute Strukturaussagen iiber solche Flachen erhalten
wir aber nur, falls auch die andere Faserung der isotrivialen Fliche defor-
mationsinvariant ist. Dies ist eine zusétzliche Bedingung an die Fasern, die
wir als Generalvoraussetzung festhalten.

Eine Faserung S — B vom Typ (g,b) geniigt der stirkeren
Faservoraussetzung (sF'V), falls q(S) > b+ 2 ist.

Setzt man b; = g(B;), so bedeuten (BV) und (sFV), dass by > 2 und by > 2
ist. Es iiberrascht nicht, dass unter diesen Voraussetzungen der Albanese-
Morphismus eine natiirliche Transformation n : Gy — &, x &, liefert:

Lemma 3.2.1. Ist X — T € &;(T) eine Familie von Fldchen mit Schnitt

und gilt (sF'V) und (BV), so ist das Albanese-Bild das Produkt zweier glat-
ter Kurven vom Geschlecht by bzw. by tiber T'.

Beweis: Zunichst sei 17" = Spec C und X isotrivial. Nach [Ser96] Prop. 2.2
ist die Albanese-Varietéit b; + bo-dimensional. Die universelle Eigenschaft
angewandt auf die beiden Faserungen von X liefert also eine Isogenie der
Albanese-Varietit auf das Produkt der Jacobischen von B; und B, die sich
zu einer Uberlagerung der Albanese-Bilder a(X) — By x By einschriinkt.
Das Bild von By X By unter der dualen Isogenie muss wiederum eine abel-
sche Varietéit der Dimension b; + by erzeugen. Also muss das Bild einer
horizontalen (bzw. vertikalen) Kurve das gleiche Geschlecht wie die Aus-
gangskurve haben. Wegen (sFV) und (BV) kann dies nur bei der trivialen
Uberlagerung passieren. Bei diesem Argument wurden nur die Existenz
der Faserungen und numerische Invarianten verwendet. Es gilt also fiir alle
Flachen in &;(C) analog.

Um die Produktstruktur auch in der relativen Situation zu erhalten, nehme
man den Quotienten des relativen Albanese-Schemas nach dem von einer
der beiden Kurven erzeugten abelschen Unterschema. Das Bild von X/T
ist die andere relative Kurve. O

Korollar 3.2.2. Unter (sFV) und (BV) gibt es eine natirliche Transfor-
mation

7726[—>Q:b1 X€b2.
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Der Beweis ist wortlich das gleiche Abstiegsargument wie in 2.2.5.

Satz 3.2.3. Sind X, X; € &1(C) zwei isotriviale Flichen in einer Kom-
ponente Ny des Modulraums, fir die (sFV) und (BV) gilt, so sind im
Allgemeinen nicht die Monodromiegruppen Gs und Gy, sondern nur ihre
Elementanzahlen gleich.

Beweis: Sei X — T' € &(T) eine Familie tiber einer zusammenhingenden
Basis T, sodass X bzw. X; die Fasern iiber s,¢t € T sind. Nach obigem
Lemma gibt es Familien von Kurven By — T und By — T', deren Faser-
produkt das Albanese-Bild von X ist. Die Fasern von X — By X1 B sind
generisch Uberlagerungen und daher generisch flach, da das Bild glatt ist.
Da X — T glatt ist, ist X — Bj X7 By generisch flach und der generische
Grad der Abbildung unabhéngig von der Faser. Nach Bemerkung 3.1.2 ist
in der Faser iiber t € T die Abbildung X; — ((C4): x (C3):)/Gy birational
und (By); x (Ba): = (C1)/Gy x (Ca)i/Gy. Also ist der generische Grad der
Albanese-Abbildung bei einer isotrivialen Flache gleich der Ordnung von
Gt.
Um zu zeigen, dass die Monodromiegruppe bereits im einfachsten Fall von
4 Elementen nicht deformationsinvariant ist, benutzen wir eine Beschrei-
bung der isotrivialen Fliche als abelsche Uberlagerung.
Wir fixieren Y = By X By, wobei B; Kurven vom Geschlecht > 2 sind,
und nennen p; die Projektion auf B;. Sei L = pjL; ® p5Ls € Picd(Y) und
s € I(Y, L*) ein Schnitt, dessen Verschwindungslokus aus horizontalen und
vertikalen Komponenten besteht. Es ist also s = s! x s? mit s’ € I'(B;, L?)
und wie in Abschnitt A.2 konstruiert man die G-Uberlagerung zu G =
Z/AZ mit den reduzierten Baudaten (L, div(s)) im Totalraum V(L*) des
Geradenbiindels L*

Xg = V(wj —s) C V(LY),

wobei w; eine lokale Koordinate von L und V' der Verschwindungslokus
der Gleichung ist. Die Fliche X¢ ist isomorph zu (Cy x C3)/G, wobei
C; die G-Uberlagerung von B; mit den Baudaten L; und s’ ist. Da die
Singularititen von X hochstens vom Typ As sind und X aufgrund der
Geschlechtsvoraussetzung an B; keine rationalen Kurven enthilt, ist also
X bereits das kanonische Modell dieser isotrivialen Flache.

Basteln wir nun eine G’ = (Z/27)*Uberlagerung von Y, die sich nach Xg
deformieren liasst. Wir fixieren dazu Erzeuger a,b von G’ und verwenden
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als reduzierte Baudaten der Uberlagerung L, = L?, L = L sowie Schnitte
sa € D(Y,L2) und s, € (Y, L?). Mit den Vokabeln aus Abschnitt A.2

ist 1 = {({a), Xa), ({b), x5)} und die Uberlagerung einfach. Wzhlt man die

Schnitte speziell von der Form s, = s. ® s? und s, = s ® s2, so ist die

1

zugehorige Uberlagerung X' iiber By isotrivial. Sind die Nullstellen von s’

und s} bzw. von s2 und s? disjunkt, so hat
Xo = V(w2 — sq,wi — 53) C V(L*) @ V(L?)

nur A;-Singularititen, ist also bereits das kanonische Modell dieser Fléche.
Um X in X zu deformieren, basteln wir eine Hilfsflaiche X;. Gehen wir
einmal davon aus, dass es so € I'(Y, L?) und s, € T'(Y, L%) gibt, sodass
sowohl div(sg) als auch div(ss) glatt sind, sich nur normal iiberkreuzen
und auch div(sys + s3/4) glatt ist. Dann ist

X1 = V(w3 — sywy — 54, w? — wy) C V(L) @ V(L?)

das kanonische Modell einer Fliche vom allgemeinen Typ:

Der Quotient von X; nach w; — —w; ist eine 2-blittrige Uberlagerung
von Y, die iiber div(sy + s3/4) verzweigt und nach Voraussetzung an die-
sen Schnitt glatt ist. Und die Uberlagerung X; — X / + wy verzweigt
genau iiber wy = 0. Dieser Divisor hat, wie der Schnitt von div(sy) und
div(s4), nur normale Uberkreuzungen. X; hat also nur A;-Singularititen
und wir haben die Behauptung "kanonisches Modell’ verifiziert.

Daraus erhalten wir eine natiirliche Deformation von X, also nach Satz
A.2.5 eine flache Familie, in der Xg und Xy = V(w} — s4) C V(L*) vor-
kommt. Bezeichnet t eine lokale Koordinate in A!, so ist analog

X = V(w] — tsyw® — s4) C V(L) x Al

eine natiirliche Deformation von &, = X, also flach und X; = A}.
Wihlt man auf V(L?) die Koordinate w, = ws — s2/2 und benennt wy in
wp um, So ist

X1 2V (w? — (sq4+ 85/4), wi —w, — s9/2) C V(L) @ V(L?).
Man deformiere also zunéchst s, in (s4 + s3/4) und verwende dann

X' =V(w? — (sq+ s3/4), w? — tw, — s9/2)) C V(L) @ V(L?) x AL,
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Dabei ist wiederum ¢ eine lokale Koordinate im A! und X" als natiirliche
Deformation von X; = A7 eine flache Familie. Da X = X¢, deformieren
die Familien zusammen Xg in Xg.

Schlielich ist zu zeigen, dass die Wiinsche an so und s4 in Erfiillung gehen:
Dies liefert der Satz von Bertini, wenn man den Grad von L; und Lo
geniigend grofl wihlt, sodass die Vektorrdume der Schnitte geniigend hohe
Dimension haben. O

Bemerkung 3.2.4. Schriankt man sich auf Deformationen einer isotrivia-
len Flédche ein, die nichts an der Isotrivialitdt &ndern, so erhdlt man fiir
dieses Unterschema einer Komponente des Modulraums mit den Metho-
den von [Cat00] §5 und des folgenden Abschnitts ein Analogon zu Satz
3.3.3. Wir wollen darauf nicht ndher eingehen sondern uns stattdessen auf
das einfachste G beschrénken und den ganzen zugehorigen Modulraum un-
tersuchen.

In dem speziellen Fall G = 7Z/27Z liefert die Deformationstheorie von
abelschen Uberlagerungen nach Pardini/Fantechi ([FaPa97]) und Manetti
([Ma98]) mehr Strukturaussagen iiber die betreffenden Komponenten des
Modulraums. Ahnliche Aussagen koénnte man auch noch fiir G = (Z/27)?
machen, wenn man ziemlich restriktive Forderungen an den Verzweigungs-
divisor stellt, die erzwingen, dass alle Deformationen natiirlich im Sinne
von Definition A.2.5 und sogar galoissch sind. Da die folgenden Untersu-
chungen eher exemplarischen Charakter haben, werden wir darauf nicht
eingehen.

Wir setzen im Rest dieses Abschnitts voraus, dass fir eine (und damit al-
le) Flichen einer Zusammenhangskomponente des Modulraums (BV) und
(sFV) gilt und wir beschrinken uns auf den Fall G = 7/27Z. Wir be-
zeichnen die untersuchte Komponente des Modulraums mit Ny und den
zugehorigen Unterfunktor mit So. Wir schlieffen auflerdem den Fall aus,
dass die Flichen in &y produktisogen sind (siehe dazu folgenden Abschnitt).

Die Flachen in solch einer Komponente des Modulraums lassen sich als
zweiblattrige Uberlagerung charakterisieren. Dazu bendtigt man den Be-
griff der ’einfachen Kurvensingularitit’, sieche [BPV84] Abschnitt I1.5.

Satz 3.2.5. Die Flichen in S5(C) sind zweiblattrige Uberlagerungen eines
Produkts von Kurven, verzweigt iber einer Kurve mit hochstens einfachen
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Singularitdten.

FEine allgemeine Fliche in Go(C) ist glatt, d.h. genauver: zu Xy € Gy(C)
gibt es eine Familie X — T € Gy(T), sodass Xy die spezielle Faser tber
0 € T st und alle anderen Fasern glatte Flichen sind.

Beweis: Sei X € Gy(Speck). Die Stein-Faktorisierung X — X' — Y =
n(X) entlarvt X’ nach Korollar 3.2.2 als zweiblittrige Uberlagerung von
Y mit den Baudaten L und D. Solange D nur einfache Singularitdten hat,
besitzt X’ nach [BPV84] Th. II.5.1 nur rationale Doppelpunkte, stimmt
also mit X iiberein. Diese Bedingung an D ist eine offene, also ist das Bild
des Funktors

SHUT) ={X = T € Gy(T)|X — n(X) ist 2:1 -Uberlagerung}

in N» offen. Bleibt zu zeigen, dass es auch abgeschlossen ist. Sei dazu
X — T € &5(T) derart, dass die Einschrinkung auf 7* = 7'\ 0 in &3(T*)
liegt. Durch einen étalen Basiswechsel konnen wir nach [Ar74] auch anneh-
men, dass X eine simultane Singularitdtenauflosung zuldsst. Nach Voraus-
setzung besitzt X |7« eine Involution 7, deren Quotientenabbildung gerade
die Albanese-Abbildung ist. Da der kanonische Divisor auf den Fasern von
X ampel ist, kann man ([FaPa97] Prop. 4.4) anwenden und 7 nach ganz
X ausdehnen. Die dort gemachte Voraussetzung, dass X; fiir ¢ € T™ glatt
ist kann man durch obige Auflésungsbedingung ersetzen.

Nach [Ma97] Th. 4.1 ist faserweise, d.h. fiir alle t € T" die Quotientenabbil-
dung X; — X;/7 flach und damit auch die Familie X/7 — T. Die Fasern
dieser Familie haben hochstens rationale Doppelpunkte und die relative
Albanese-Abbildung faktorisiert iiber X/7. Also stimmen beide iiberein,
X /7 ist in Wirklichkeit glatt und der Verzweigungsdivisor wie gefordert.

Die zweite Aussage folgt schliellich aus dem Satz von Bertini, da der ge-
nerische Divisor in |L?| glatt ist. Dabei wird verwendet, dass L? ampel ist.
Dies ist ein Spezialfall des folgenden Lemmas, wenn man beachtet, dass L?
effektive Divisoren enthélt und dass deg L; = 0 fiir ¢+ = 1 oder ¢ = 2 eine
produktisogene Fliche implizieren wiirde. O

Fiir die Baudaten der zweiblittrigen Uberlagerung X — n(X) = B; x
By =:'Y gilt weiter:

Lemma 3.2.6. Besitzt X — T einen Schnitt, so gibt es zwei Geradenbiindel
L; auf Bi — T (i=1,2), sodass L = piL1 @ p3Ls.
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Beweis: Aufgrund des Schnittes ist
PiC(Bl X Bg) = PlC(Bl) X PlC(BQ) X COTT(Bl, Bg),

wobei Corr(Bj1, By) der Funktor der divisorialen Korrespondenzen ist. Nach
Konstruktion ist £2 = Oy (D) = piOp, (D1) @ p5Op,(Ds). Weiter ist

Corr(B1, By) = Hom,(By, Pic(Bs)),

wobei der Index s fiir schnitttreu steht, ein fester Punkt von B; also auf
Null abgebildet wird. Daran erkennt man, dass Corr(B;, By) keine nicht-
trivialen nilpotenten Elemente enthélt. O

Der grobe Modulraum fiir Fldchen in &9 kann also nach einer endlichen
Uberlagerung zur Sicherstellung des Schnittes durch den Modulraum fiir
Quadrupel

Q(T) — {(Y/T7 Ly, La, 8)}

beschrieben werden, wobei
Y € Q:bl (T) X Q:bz (T), Ez - PiCBi/Ta S € F(Y, pT£1 ®p§£2).

Denn umgekehrt definiert so ein Quadrupel eine Familie von kanonischen
Modellen durch die explizite Konstruktion der Uberlagerung, wie in Ab-
schnitt A.2 erldutert. Und fiir die folgende Untersuchung von Zusammen-
hangskomponenten und Dimension stort die endliche Uberlagerung nicht.

Fiir grofe d; erhdlt man direkt eine weitere Strukturaussage:

Korollar 3.2.7. Ist deg D; > 2b; — 2 (oder dquivalent: ist D — Ky ampel),
so liegen isotriviale Flichen (mit Monodromiegruppe 7,/27.) genau dann in
der gleichen Zusammenhangskomponente No des Modulraums fir Fldchen
vom allgemeinen Typ, wenn die Invarianten b; und d; = deg L; firi=1,2
tbereinstimmen. Eine solche Zusammenhangskomponente des Modulraums
15t iwrreduzibel und hat die Dimension

dim Ny = 4by + 4by — 7+ h°(Y, Oy (D)).

Beweis: Es sei M, (d;) der grobe Modulraum fiir Geradenbiindel vom Grad
d; auf einer Kurve vom Geschlecht b;. Dieser ist irreduzibel. Die Fasern der
natiirlichen Projektionen No — M, (dy) X My, (d;) sind unter der gegebe-
nen Gradvoraussetzung alle (h°(Y, Oy (D)) —1)-dimensional und Zusam-
menzahlen der Dimensionen ergibt die Behauptung. O
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Falls die Grade nicht so hoch sind, hilft die Deformationstheorie, den Mo-
dulraum mit &hnlichen Methoden wie bei Seiler ([Sei82], [Sei95]) etwas
néher zu beschreiben.

Satz 3.2.8. Jedes Quadrupel (Y, Ly, Lo, s) besitzt eine universelle Defor-
mation, die zugleich universelle Deformation jeder ihrer Fasern ist.

Beweis: Sei V = By x By — M die universelle Familie iiber dem feinen
Modulraum fiir Produkte von glatten Kurven von Geschlecht b; und by mit
Level-n-Struktur. Sei L = pjL; ® p5Ly und P = Ef}/MM die Komponente
des relativen Picardschemas, die auf Y eingeschrankt die Garbe L enthélt
und P die Poincaré-Garbe auf P. (Y X ym P — P,P) ist eine universelle
Deformation von (B; x Bg, L) und auch von jeder Faser (), P,) fiir p € P.
Wir miissen noch den Schnitt s beriicksichtigen, der D in L? definiert.
Nach ([EGA] IIT Th. 7.7.6) und ([EGA] I Prop. 9.4.9) gibt es ein Schema
F = SpecS(€) fiir einen Op-Modul &, das den Funktor

T {(V, L, 8)|V, L € hp(T),s € (Y, L)}

darstellt. Dabei bezeichnet hp den Punktfunktor des Schemas P. Uber F
lebt die zugehdrige universelle Familie, deren Einschrankung auf das offene
Unterschema F’, iiber dem s einen Divisor mit einfachen Singularititen
ausschneidet, wir mit ()'/F’, L', s’) bezeichnen. Diese Familie induziert
zwar jede Deformation, hat aber noch nichttriviale Automorphismen, denn
jedes Vielfache von s’ induziert dieselbe Uberlagerung. Da jede Fliche Y,
nur endlich viele Automorphismen hat, ist die Zusammenhangskomponente
von Aut()', L', s") aber gerade G,,. Man beschafft sich nun lokal wie in
[Sei82] Satz 4.1 Scheiben dieser Aktion und zieht die Familie darauf zuriick.
U

Hinsichtlich der Frage nach Zusammenhangskomponenten konnen wir mit
diesen Bezeichnungen obiges Korollar wie folgt verschérfen:

Theorem 3.2.9. Zwe: isotrivial gefaserte Fliachen mit Monodromiegruppe
Z7.]27 liegen genau dann in der gleichen Zusammenhangskomponente des
Modulraums fiir Fldchen vom allgemeinen Typ, wenn die Invarianten b;
und d; tlbereinstimmen.

Beweis: Die Bedingungen sind nach Satz 3.2.5 offensichtlich notwendig.
Wir benennen die natiirlichen Morphismen zwischen in obigem Beweis ein-
gefithrten Schemata mit f : F — P und ¢g : P — M™. Die Fasern von f
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sind isomorph zu HY(CY, L1) ® H°(Cy, Ls) fiir die dem Bildpunkt entspre-
chenden Kurven und Biindel. Ist dieser Vektorraum nichtnull, so liegt F’
darin sogar dicht. Zun&chst zeigen wir, dass f(F’) zusammenhéngend ist:
Die Punkte von f(F’) korrespondieren mit Paaren (Cj,C3) von Kurven
zusammen mit Geradenbiindeln L; auf C;, sodass H°(Cy x Cs, piL1 @ p5Lo)
nichtnull ist. f(F’) wird durch g eigentlich und surjektiv auf das zusam-
menhingende M™ abgebildet. Die Faser von ¢ iiber C; x Cs ist gera-
de W3 (C1) x Wy (Cy) (Definition siehe [ACGHS5]), also nach [ACGHS5]
Theorem V.1.4 zusammenhéngend. Die Zwischenbehauptung folgt also aus
topologischen Griinden.

Angenommen F' sei disjunkte Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen
A und B. Dann miissen f(A) und f(B) einen Punkt p € f(F') gemeinsam
haben. Sei ohne Einschriinkung p € f(A) und daher f~1(p) C A. Sei By C
f(B) eine Teilmenge, iiber der f ein Vektorraumbiindel fester Dimension
ist, und sodass p immer noch im Abschluss von By liegt. C', der Abschluss
von f~1(Bp) in F, ist also ein Vektorraumbiindel (positiver Dimension),
dessen Bild p enthilt. C' N F’ ist dicht in jeder Faser von f|¢, wie bereits
oben bemerkt, und C'N B ist dicht in C. Daraus folgt, dass f~1(p) N B # 0
und der gesuchte Widerspruch. O

Fiir weitere Dimensionsaussagen spezialisieren wir nun die Resultate aus
Abschnitt A.2 auf unsere Situation und erinnern daran, dass Ty = piTp, ®
p5Tp, ist und dass nach Kiinneth (z.B. [Mil80] Cor. 8.13) fiir lokalfreie
Op,-Moduln F; und F; gilt:

> H'(By, F1) @ H*(By, Fy) = H™(Y, piFy @ ps Fa)

r+s=m

Korollar 3.2.10. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt A.2 gilt:
« : Dnatx — Defy ist ein Isomorphismus prodarstellbarer Funktoren.

Beweis: Dies folgt direkt aus Satz 3.2.5 oder mit dem Kriterium von Satz
A.2.9: HY(Y, L) verschwindet nach dem Kodaira-Verschwindungssatz.
Aus dem gleichen Grund verschwindet auch H(Y, Ty ® L™1). Die Prodar-
stellbarkeit von Defx folgt aus der oben konstruierten universellen Familie
fiir Dnat. Alternativ wird dies vom Verschwinden von HY(X, Ty) ([Wa72]
Cor. zu Th. 4.1) impliziert. Dies verschwindet wiederum wegen Lemma
A.2.8 als Summe von H(Y,Ty @ L™1) und H°(Y, Ty (-D)). O
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Zur Bestimmung von dim 7' Def x setzen wir das Biindel P;, das Deforma-
tionen von (Y, D) beschreibt (vgl. Absatz vor A.2.7), mit den Biindeln F;,
die analog Deformationen von (B;, Op,(D)) beschreiben, in Verbindung.
Man erhilt aus der Konstruktion dieser Biindel folgendes Diagramm von
Oy-Moduln mit exakten Zeilen:

— @, Oy — @ p;P— D7 p;Tp, —0
0—>Oly PlL ’_Zl'y 0

Dabei ist der senkrechte Pfeil rechts der kanonische Isomorphismus und
der senkrechte Pfeil links ist die Addition. Die Morphismen H*(B;, P;) —
H*(B;,Tp,) sind fiir i = 1,2 und k& = 0,1 surjektiv, fir ¥ = 1 aus
Dimensiongriinden und fiir £ = 0, da das Bild verschwindet. Aus der
Kiinnethformel erhilt man fiir £ = 0, 1 die Exaktheit der Sequenzen

0 — @2 H*(Y,0y) = &1 H*(Y,piP) — H*(Y,Ty) — 0 (#).
Die Sequenzen
0—Ty(—D) = P, — Oy(D) =0

und
0—-0y =P, —>Ty —0

ergeben zusammen mit H°(Y,Ty) = 0 das folgende Diagramm mit exakten
Zeilen und Spalten.

0 0 0

HO(Y, Oy) H(Y, Oy) HY(Y, Oy) HY(Y, Oy)

|

HO(Y, Pp)—— HO(Y, Oy(D)) — T'Defx — H'(Y, P) —2 H\(Y, Oy(D))

| " |

HO(Y, Op(D)) —T'Def y — H'(Y, Ty) — H'(Y, Op(D))
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Die Surjektivitit von ~y; folgt aus (#) fiir £ = 1 und der Tatsache, dass die
Abbildung @ HY(Y, p;P,) — H'(Y,Ty) nach obiger Leiter iiber v, faktori-

siert.

Setzt man schlieflich kurz h¥ = dim H*(B;, Op.(D;)), so liest man aus dem
Diagramm ab:

Korollar 3.2.11. Die Dimension des Tangentialraums an den Deformati-
onsfunktor ist

dim 7' Defy = 4by 4 4by — 7+ hY - hS — (hi + h3).

Die Obstruktionen von Defy liegen in H (Y, Oy (D))/Bild(H(Y, Pr)). Die-
ser Raum ist hi(hy — 1) + hi(h{ — 1)-dimensional.

Beweis: Fiir die Bestimmung der Dimension von T" fehlt noch die Dimen-
sion des Bildes von ¢},. Diese stimmt mit der Dimension von

Bild(@2  H'(Y, pi P) — H (Y, Ty))

7

iiberein. Die Abbildungen sind dabei induziert vom Pullback von 90}?@ ver-
kettet mit der Multiplikation mit einem definierenden Schnitt von D;. Aus
Dimensionsgriinden ist H'(B;, P;) — H(B;, Op,(D;)) surjektiv und die
Abbildung

H°(B;, P) = H(B;,0p,) — H(B;, Op.(D;))

ist injektiv. Mit Hilfe der Kiinneth-Formel erkennt man, dass das Bild also
h} + hl-dimensional ist.

Es ist O — HY(Y, Oy(D))/Bild(HY(Y, Pr)) — T?Defx — H?*(Y, PL) ex-
akt. Das Bild w in H%(Y, P) der Obstruktion zur Ausdehnung von (Y —
T',L,s) nach T (wobei T' = Spec R eine infinitesimale Erweiterung von
T" = Spec R/I ist) ist die Obstruktion zur Ausdehnung von (Y — 7", L)
nach 7. Nach geeignetem étalem Basiswechsel kann man wie in Lemma
3.2.6 dies als Obstruktion von (Y — 7", Ly, Ls) nach T interpretieren.
Diese ist aus Dimensionsgriinden trivial, also auch die urspriingliche. Zu-
sammenzihlen der Dimensionen liefert dann die zweite Behauptung. O

3.3 Produktisogene Flidchen vom einfachen Typ

Bevor wir Modulrdume fiir produktisogene Fldchen untersuchen, wieder-
holen wir zunédchst die umfassende Beschreibung solcher Flachen durch
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Catanese in der absoluten Situation. Technisches Kernstiick im Beweis des
folgenden Satzes ist die Steifheit eines Produkts von Kurven ([Cat00] Lem-
ma 3.8): Ein surjektiver Morphismus Cy x Cy — By X By zwischen Produk-
ten von komplexen Kurven ist bis auf Vertauschung der Faktoren Produkt
von Morphismen C; — B;. Man beachte, dass bei produktisogenen Flachen
(Cy x C9)/G glatt und daher der Morphismus ¢ aus Bemerkung 3.1.2 ein
Isomorphismus ist.

Es sei II, die Fundamentalgruppe einer Kurve vom Geschlecht g, fiir spatere
Zwecke versehen mit einer festen Orientierung.

Definition und Satz 3.3.1. (Catanese, [Cat00]) Eine minimale Fldiche
S st genau dann produktisogen, falls es eine Untergruppe I' < m1(S) vom
Indez d isomorph zu 11, x I1,, gibt, sodass x(Og) = (g1 —1)(g2 — 1)/d ust.
Eine minimale Produktiiberlagerung Ci x Co von S st eindeutig, galoissch
und die Galoisgruppe G operiert frei auf dem Produkt.

Sei Gy die Untergruppe von G, die die Faktoren des Produkts nicht ver-
tauscht. S heifst vom einfachen Typ, falls Gy = G, und vom gemischten
Typ sonst, d.h. falls [G : Gy| = 2 ist.

Ist S vom einfachen Typ, so operiert G auch auf Cy und Cy und S hat zwes
Faserungen hy : S — (C1/G) und hy : S — (Cy/G).

Den gemischten Typ erkennt man topologisch daran, dass I1,, in m (S) nicht
normal 1st.

Insbesondere sind die Eigenschaften ,produktisogen sowie ,einfacher Typ“
und ,gemaschter Typ“ deformationsinvariant.

Der Modulraum fiir Flichen vom gemischten Typ wurde von Catanese
([Cat00] Th. 4.14) vollstandig bestimmt. Da diese Flichen zudem im Allge-
meinen keine Faserungen besitzen, wenden wir uns von nun an den Fliachen
vom einfachen Typ zu.

Seir Np eine Komponente des Modulraums fir Flichen vom allgemeinen
Typ, die produktisogene Fldchen parametrisiert und den Voraussetzungen
(BV) und (sFV) geniigt. Weiter sei Sp der zugehorige Unterfunktor.

Zunéchst bemerkt man, dass unter diesen Voraussetzungen (C; x Cy)/G
nicht nur das minimale, sondern auch das kanonische Modell der Flache ist.
Um Np zu beschreiben, wollen wir zunéchst zu einer Familie von Flachen
zwei Familien von Kurven vom Geschlecht ¢g; und g9 assoziieren. Da wir
nachher nur an groben Modulrdumen interessiert sind, kiimmern wir uns
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nicht darum, unter welchen Umstidnden man eine Familie X — T ’global’
als (Cy x Cy)/G darstellen kann.

Lemma 3.3.2. Es ¢ibt eine natiirliche Transformation
np : Sp — hM91 X hM'g2
in die Punktfunktoren der Modulrdume.

Beweis: Wie in Lemma 3.2.1 und Korollar 3.2.2 erhilt man auch hier zu
einer Familie X — T zwei Familien von glatten Kurven g; : B; — T und
zwei Faserungen h; : X — B;, jeweils fiir ¢ = 1, 2.

Uber einem offenen, dichten Teil BY von B;, der iiber ganz T liegt, sind die
Fasern glatte und paarweise isomorphe Kurven. Da h; nach Lemma 2.2.1
aulerdem flach ist, liefert die universelle Eigenschaft des groben Modul-
raums Morphismen 7i; : BY — M,.. Da g; : B; — T glatt ist, gibt es nach
étalem Basiswechsel 7" — T Schnitte s; : 7" — B; xp T". Die Verkettung
m; = m; o prp os’ hingt bei produktisogenen Flidchen nicht mehr von der
Wahl des Schnittes ab. Also bilden diese Morphismen ein (stets effektives)
Abstiegsdatum und liefern die gesuchten Morphismen m; : ' — M,,. O

Bei der Untersuchung des Bildes der Morphismen m; helfen Teichmiiller-
raume:

Gegeben sei nun eine produktisogene Fliache X vom einfachen Typ mit
Eulercharaktistik x(Ox) = (91 — 1)(g92 — 1)/d, deren Fundamentalgruppe
isomorph zu einer festen Gruppe I' ist. Sei G die nach Satz 3.3.1 eindeu-
tige minimale Faktorgruppe, deren zugehérige Uberlagerung C; x Cs ist.
Dividiert man aus 7 (X) die normale Untergruppe m1(Cj41) (Indizes stets
modulo 2 gelesen) heraus, erhédlt man exakte Sequenzen

wobei m1(X)/m(Ciy1) = I'(i) gerade die Orbifold-Fundamentalgruppen
7"(C;/G*, m) sind, wie [Cat00] Prop. 4.5 zeigt. Dabei steht der Stern fiir
die Punktierung durch die Verzweigungspunkte und m ist der Vektor der
Verzweigungsordnungen. Diese Orbifold-Sichtweise werden wir aber nicht
wirklich bend6tigen.

Fixiert man orientierungserhaltende Isomorphismen ¢; : II,, — m1(C;), so
liefern die exakten Sequenzen (F;) Einbettungen y; : G — Out™(Il,,) =
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Mody,. Die Injektivitdt folgt aus der Tatsache, dass G minimal ist und
daher treu auf C; operiert. Also liegt (C;, ;) in Tgcj , dem Fixlokus des
Teichmiillerraums unter der Operation von 1;(G). Sei M§ das Bild dieses
Fixlokus. Dieses ist unabhingig von der Wahl von ¢;. Denn ein anderer
solcher Isomorphismus ergibt ein in Mod,, konjugiertes Bild von G. Das
Bild hiervon im Modulraum M, ist jedoch das gleiche, denn fiir « € Mod,
ist TgolfGo‘*l = aTg . Damit konnen wir das Hauptresultat formulieren.

Theorem 3.3.3. Se: Il x II, <I' ein Normalteiler vom Index d mit
Faktorgruppe G. Unter (FV) und (BV) sei N(I') das Unterschema des
Modulraums, das produktisogene Fldachen vom einfachen Typ mit Funda-
mentalgruppe I' und Eulercharakteristik (g1 — 1)(g2 — 1)/d parametrisiert.
N(T') ist irreduzibel oder besteht aus 2 irreduziblen Komponenten, jeweils
1somorph zu MgG1 X MgGQ, falls die Erweiterungen Eq und Eo nicht isomorph
sind, bzw. isomorph zu (My,)*/(Z/2Z) andernfalls. Dabei erhilt man die
Fuizloks Mgcf wie zuvor beschrieben.

Der Fall zweier Komponenten kommt tatsdchlich vor, indem man z.B. fiir
Cy eine geeignete Dreieckskurve (siehe Beweis) verwendet.

Beweis: Zunichst kiimmern wir uns um die Frage, wann zwei Flachen
von diesem topologischen Typ in einander deformiert werden konnen. Hat
man noch eine weitere solche Fliche X = (Cy x C3)/G, so erhilt man aus
dem Isomorphismus ¢ : 71(X) — 71 (X) aus den kurzen exakten Sequen-
zen der Fundamentalgruppen ein kommutatives Diagramm mit vertikalen
Isomorphismen

1 77T1(C¢) ['(4) G 1
]
1 ——m(C)) ['(4) G 1

Die Orientierungen der Riemannschen Fldchen induzieren eine Orientie-
rung auf m,(X) und 7 (X). Je nachdem, ob 1 diese erhilt oder umdreht,
sind die Morphismen +; entweder beide orientierungserhaltend oder -um-
kehrend. Im ersten Fall liegt (C’Z, 7v; 0 ;) ebenfalls in Tgcj . Andernfalls liefert
die konjugiert komplexe Kurve C; mit einem orientierungserhaltenden Iso-

morphismus @; : I, — m(C;) eine Einbettung fz;. Das bedeutet, dass
sowohl (C;,%;) als auch (C;,7; o ;) in Tg , dem zugehorigen Fixlokus der
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induzierten Einbettung 7; : G — Mod,,, liegen. Dabei bezeichnet 7; den
- jetzt orientierungserhaltenden - Isomorphismus im kommutativen Dia-
gramm der kurzen exakten Sequenzen von C; und C’Z

Wir verwenden nun, dass Tgcf fiir jede endliche Gruppe nichtleer und zusam-
menhingend ist ([Cat00] Lemma 4.11) und dass iiber T} eine universelle
Familie C; mit G-Aktion existiert, die auf den Fasern gerade die von p; in-
duzierte ist. Also ist (C; X C2)/G — T x TS eine Familie von Flichen des
untersuchten Typs. Diese Familie liefert also bei geeigneter Orientierung
eine Deformation von X nach X und wir haben die Zahl solcher Kompo-
nenten auf zwei begrenzt.

Die Irreduzibilitit der Komponenten folgt wie in [Cat00] daraus, dass T,
in der Tat diffeomorph zu R? fiir ein geeignetes d abhingig von ¢; und der
G-Aktion ist.

Als néchstes verifizieren wir die Bijektion auf dem Niveau der komple-
xen Punkte. Zwei Kurven (C,¢) und (C’, $) in Tf sind als Kurven mit
G-Aktion genau dann zueinander isomorph, wenn ihre Bildpunkte in M,
iibereinstimmen. Und zwei Flichen X = (CyxCy)/G und X = (CyxCy) /G
sind nach Satz 3.3.1 genau dann zueinander isomorph, wenn dies fiir die
jeweiligen Kurven mit G-Aktion zutrifft. Damit ist gezeigt, dass die komple-
xen Punkte jeder Komponente des Modulraums in Bijektion zu denen von
M g x M g stehen, falls die Erweiterungen £ und Es der Fundamentalgrup-
pen mit G nicht zueinander isomorph sind. Andernfalls ist die Reihenfolge
der Kurven nicht festgelgegt und man erhilt die gesuchte Bijektion nach
Herausdividieren der offensichtlichen Involution.

In Lemma 3.3.2 haben wir bereits gesehen, dass es zu jeder Familie X — T
einen Morphismus T — M, x M, gibt, dessen Bild nach obiger Diskussion
gerade M¢ := MgG1 X M g ist. Zur Eigenschaft ’grober Modulraum’ fehlt
noch die Maximalitiit von MY unter solchen Schemata. Dies ist aber klar,
da die Familie (C1 x C3)/G — T x T jede Fliche vom untersuchten Typ
enthélt: Erfiillt F' die Abbildungseigenschaft des groben Modulraums, so
erhilt man eine Surjektion Tgcf X Tgcj — F', die nach Konstruktion invariant
unter Mod,, und Mod,, ist, die also iiber Mgcf X Mg faktorisiert. Falls
die Erweiterungen isomorph sind, faktorisiert der Morphimus wegen der
universellen Eigenschaft des Quotienten auch iiber (M,,)*/(Z/27).

Wir untersuchen noch, in welchen Féillen es bei fixiertem topologischen
Typ wirklich zwei Komponenten des Modulraums gibt. Ist eine Kurve C; €
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M gcf zu einer Kurve C] € M gai = Bild(Tgai ) isomorph, so erhélt man einen
orientierungserhaltenden Isomorphismus von « : m(C;) — m1(C;). Damit
sind @; und «a o ; : II; — m(C]) orientierungerhaltende Isomorphismen,
die Bilder der Einbettungen p und @ unter ! oaop; € Mod, konjugiert.
Folglich ist M gcf = Mg@i. Es gibt also genau dann zwei Komponenten, wenn
Mgcf und ]\4961 oder Mgcf und Mg disjunkt sind.

Fiir das Beispiel von 2 Komponenten nimmt Catanese ([Cat01]) eine Drei-
eckskurve C', d.h. eine Kurve, die den IP’}C galoisch iiberlagert und iiber
genau drei Punkten verwzeigt ist, und als G' die volle Automorphismen-
gruppe der Kurve. Das zughorige M gG ist einpunktig und M gG besteht aus
der komplex konjugierten Kurve. Ein Isomorphismus zwischen C' und C
miisste G-dquivariant sein, im Falle von reellenVerzweigungspunkten auf
dem P! also iiber der komplexen Konjugation liegen. Bei geeigneter Wahl
der Gruppe kann man dies ausschlieflen. O

Bemerkung 3.3.4. Als Spezialfall hiervon mit x(Ox) = (¢ — 1)(b — 1)
erhalt man Modulrdume fiir Faserbiindel. In diesem Fall operiert G auf
sagen wir dem ersten Faktor frei und infolgedessen ist M gcf = My, wobei

(91 = 1) =1G[(0 - 1).
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Kapitel 4

Modulrdume fiir irregular gefaserte
Flachen

In diesem Kapitel wollen wir Modulrdume fiir nicht isotriviale, irregulér
gefaserte Flichen untersuchen. Wir behalten dabei stets (BV) und (FV)
bei und stiitzen uns dabei auf die technischen Resultate aus Kapitel 2
und Abschnitt 1.3, insbesondere im ersten Abschnitt. In diesem Abschnitt
werden, als wesentliches Hilfmittel fiir die Untersuchung der gefaserten
Flachen, Modulrdume fiir abelsche Varietdten mit Morphismus auf eine
feste abelsche Varietdt konstruiert. Grobe Modulrdume dieser Art lassen
sich unter viel geringeren Restriktionen an die Zielvarietdt basteln. Fiir
die Anwendungen bei Modulrdumen von Flachen bendtigen wir jedoch fei-
ne Modulrdume. Und um die (sowieso schon recht technische) Konstruk-
tion nicht noch komplizierter zu gestalten, beschrinken wir uns auf die
bendétigten Fille.

Im zweiten Abschnitt verwenden wir diese Resultate um, zunichst punkt-
weise, maximal irreguldre Fliachen zu untersuchen, das heifit ihre singuléren
Fasern und Invarianten zu bestimmen. Die Resultate hédngen dabei stark
vom Fasergeschlecht ab: Fiir g = 2 wusste bereits Xiao ([Xi85]) sozusagen
alles, fiir ¢ = 3 konnen wir, trotz einiger Schwierigkeiten aufgrund von
Torelli ’alles’ bestimmen. Fiir groflere g, d.h. ¢ = 4 und evtl. ¢ = 5 und
g = 6 kommt das Schottky-Problem hinzu. Noch gréflere g verbietet der
Satz 2.1.3.

Im dritten Abschnitt werden die Modulrdume fiir maximal irregulére Fase-
rungen durch Modulrdume fiir abelsche Varietédten und "Hurwitz-Schemata’
beschrieben.
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4.1 Modulrdume fiir abelsche Varietiten mit Mor-
phismus auf eine feste abelsche Varietit

Ziel dieses Abschnitts ist die (komplex-analytische) Konstruktion eines fei-
nen Modulraums fiir abelsche Varietidten vom Typ (A, d) (vgl. Bem. 1.3.6),
wobei A die Dimension g — 1 haben soll. Dies verallgemeinert eine Kon-
struktion von Xiao ([Xi85] Kap. 3) und wird im n#chsten Abschnitt zur
Konstruktion von Prototypen von gefaserten Flachen herangezogen.

Bezeichnung 4.1.1. Se: J eine prinzipalpolarisierte abelsche Varietdt der
Dimension g und p : J — A eine Surjektion auf eine abelsche Varietdt der
Dimension g — 1. Sei V. = H°(J, Q) und U = Hy(J,Z) das Gitter in V,
sodass J =V /U ist. Analog stellen wir A =V4/Ux als Quotient dar. Sei

E():UxU=1Z

die zur Prinzipalpolarisierung gehérige nicht-entartete alternierende Form.
Der Morphismus p induziert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
V — V4. Sei Vy der Kern dieser Abbildung und Vi das bzgl. E(-,+) orthogo-
nale Komplement. Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt, da wegen E(ix,z) >
0 ¢ilt ViNVy = 0 und die Form nicht ausgeartet ist. Sei weiter U; == U NV,
sowie Ay := V1 /Uy und Ay := Vo/Us. Damit erreicht man folgende Zerle-
gung von J bis auf eine Isogenie 1,

Al XAQi—>J

|pr y

A1 Z—I> A
die von der Inklusion U' = Uy ® Uy — U induziert wird.

Satz 4.1.2. In obiger Situation existiert ein d € N, nur abhdngig von
dem Morphismus p und der Prinzipalpolarisierung, sowie eine sogenannte
Homologiebasis

B={w,..., Ug, Ug+1, - - - U2g—2, U2g+1, U2g+2}

von U, d.h. eine Basis, sodass

Ug, .. - Ug—1,Ug41, - -+, U2g—-1 = du2g+l — Uyg
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ewne symplektische Basis von Uy und
Ug, U2g = du2g+2 — Ug—1

ewne symplektische Basis von Uy 1st.

Bemerkung: Die auf den ersten Blick merkwiirdig anmutenden Bezeich-
nungen der Basiselemente sind so gewé&hlt, dass u; bis uy, eine symplekti-
sche Basis von A; x Ay vom Typ (1, ..., 1,d, d) bilden.

Die Rechtfertigung dafiir, obige natiirliche Zahl d zu nennen und damit
mit dem assoziierten Grad gleichzustellen, folgt im Anschluss an Lemma
4.1.7.

Der Beweis des Satzes verwendet mehrere Lemmata:

Lemma 4.1.3. Sei p; : V — V; die Orthogonalprojektion lings Vii1 (bzw.
Vic1) und U; = pi(U). Dann ezistieren dy,dy € N, sodass

G:=U/U=2U))U=ZL/dZSL/dZ
Beweis: Die Projektion p; : U — U; induziert eine Surjektionpy : U/U’ —

Ui/Ui. Ist T = (z1,22) € Ker pr, so ist 1 € Uy und T = (0, z2). Aber
(0,z9) € UNVy = Us und somit T = 0. O

Lemma 4.1.4. Ist v € Uy derart, dass qv € Uy fiir g € Q bereits q € Z
impliziert, so gibt es y € Uy mit E(z,y) = 1.

Beweis: Die alternierende Form liefert eine wohldefinierte Abbildung Uy —
Ujs, da E(:,-) auf U x U ganzzahlig ist. Diese ist injektiv, da U; und Uy
beziiglich £ orthogonal sind. Fiir die Surjektivitdt beachte man, dass U,
als Schnitt von U mit einem Untervektorraum ein Komplement besitzt. Zu
gegebenem ¢ € Uj existiert eine Fortsetzung ® auf U*. Da E(-,-) auf U
prinzipal ist, existiert v € U mit E(u,-) = ®. Nun ist ps(u) das gesuchte
Urbild.

Sei {e1,..., ey} eine Basis von U und ¢ = E(u,-) = Y7, a;e. Falls
nun gp € Uy, so ist gr € Uz und nach Voraussetzung q € Z. Also ist
ggT(ay,...,a,) = 1 und fir b; € Z mit Y b;a; = 1 leistet y := >_ bse; das
Verlangte. O
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Lemma 4.1.5. Es gibt eine symplektische Basis

{ub sy Ug—1, Ugt1y - - -y u?g—l}
von Uy, sodass eine Basis von Uy durch

1 1
{ula sy Ug—2, d_ug—h Ug+1y - - -5 U2g—2, d_u29—1}
1 2

gegeben ist.

Beweis: Nach dem ersten Lemma gibt es Elemente x,y € U, sodass %:c
und d—lzy die Faktorgruppe U /U, erzeugen.

Gesucht ist nun eine bzgl. £ orthogonale Zerlegung U; = W! & Ui, wobei
W1 von zwei Elementen a, b mit E(a, b) = 1 erzeugt wird, sodass U; = W'

211. Um sukzessive solche W' abspalten zu konnen, solange rang;U; > 2

ist, brauchen wir zudem zwei Elemente z’, vy’ € U, sodass U{/U} von dilzc’
1,/ . T

und 7y’ erzeugt wird.

Ergénzt man z, y zu einer Basis B = {uy, ..., ug4_4, z,y} von Uy, so erfiillt

z.B. u; die Bedingung des vorangehenden Lemmas, also existiert ein Ele-
ment ug4; mit E(uq, ug41) = 1, das wir ohne Einschrankung aus B nehmen

koénnen, wie die Bezeichung bereits suggeriert. Sei W' = (uj,ug41) und
Ul = (WhHL. Dann sind

7= — E(z,u1)uy1 — E(z,uy11)us € U}

sowie

=y — E(y,u2)ugs1 — E(y, ugy1)us € Uy
Ist zy ein Urbild in V' von dilaf unter pj, so ist E(dil:c,u) = E(zy,u) € Z

fir alle u € Uy, also ist E(z,u) € diZ. Analog liegt E(y,u) € doZ und
folglich sind

1 1
—(rz—17),—(y—y) € Uy.
g @8, (v-9) €l
Also zerfillt U; in die direkte orthogonale Summe von W' und
1.1
Ul = Ui + (&, 7).
1 1t <d1$’ d2y>

Fasst man nun noch U} als Untermodul von Ul auf, so liefert der Ele-
mentarteilersatz die gewiinschten Basiselemente 2’ und ¥/’ O
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Seien wy_1 1= d_llug—l + v’ und w1 = d—12u29_1 + «” Urbilder der Erzeuger
von U;/U; unter p;. Dabei ist au’ genau dann in Us, wenn %ug in U liegt,
und dies ist genau dann der Fall, wenn d; | a. Analoges gilt fiir u”. Also gibt
es n/,n" € Z mit ggT(n',d;) = ggT(n”,dz) = 1 und w,, up, € Us, sodass

! " .
u' = J-ugg und v’ = Lu,. Man kann zudem annehmen, dass {ug, ugy} eine

d
sympllektische Basis von Uj ist, indem man gegebenenfalls u, durch —u,
ersetzt.

Wéhlt manm'n’ =1 modd; (1 <m' <dj)undm” =n" moddy, (1<

m” < dsy), so liegen

1 1!
1 noN m’ —n
Ugg1 = = (Ugg—1 + M ug) = way_1 + Ug
ds ds
und .
1, , 1—m'n
Uggr2 = —(M'ug_1 + ugy) = m'wy_1 + ————uy,
dy dy
: _ /
in U. {uy,...,ugs42} erzeugen also U und wegen uy, = dyuggr2 — m'uy_;
_ // . . .
und ugy_1 = douggy1 — m"uy bilden {uy, ..., ug_2, ugg+1, 2412} eine Basis
von U.

Lemma 4.1.6. Aufgrund der Prinzipalpolarisierung von J ist dy = dy =: d
und m' =m” =:m.

Beweis: Sei a = E(uy_1,uz,—1) und b := E(ug, ug,). Aufgrund der Prin-
zipalpolarisierung ist E(u;, ug4;) = 1 fiir ¢ = 1,...,9—2. Die Determi-
nante der Darstellungsmatrix von E eingeschriankt auf U’ ist also gleich
ab = deg(U/U’) = didy. Wegen der Linearitédt der alternierenden Form
sind folgende Produkte ganzzahlig:

E(U29+1, U2g) = bm”/dz € Z, E(ug_l, Ugg+1) = a/dg € 7
E(ug,uggi2) = b/dy € Z, E(uggia,ug—1) = am'/d; € Z.

Nach Wahl von m’ und m” ist ggT(m’,d;) = ggT(m”,ds) = 1 und daher
gilt dy | b, dy | a, dy | b sowie dy | a. Also bleibt nur dy = ds = a = b.
SchlieBlich ist noch E(ugyt1, ugg+2) = (m' —m")/d € Z, woraus die zweite
Behauptung folgt. O

Zum Beweis des Satzes fehlt dann nur noch:

Lemma 4.1.7. Durch einen Basiswechsel in Uy kann man m = 1 errei-
chen.
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Beweis: Wegen ggT(m,d) = 1 existieren a,b € Z, sodass am — bd? = 1.
Damit ist {uj, = muy + bduay, uy, = du, + aua,} ebenfalls eine symplekti-
sche Basis von Us. Ersetzt man ugg41 und uggq9 durch

1
u'29+1 = g(u; + u29_1) = Ugg+1 + bugy € U
bzw.
1 1 —am
Uggyo 1= —(Ugy + Ug—1) = atiggs + g + ———uy1 €U,

d d

80 ist wegen ugy19 = muj, o —muy, +u, die gesuchte Homologiebasis durch

{ula I ug—l; U;, ug+17 SR u2g—27 u/29+17 u/29+2}
gegeben. O
Beziiglich der Basis {uy,...,us_1,ug¢1, ..., ugs—1} hat also die Einschréin-
kung der alternierenden Form auf U; die Darstellungsmatrix
0 diag(d) :
D = . b =(1,...,1,d).
< —diag(0) 0/’ wobel 8 =(1,...,1,d)

Damit ist die Identifikation von d mit dem assoziierten Grad von J — A
gerechtfertigt.

Bleibt noch zu priifen, inwieweit die Basis von U, eindeutig ist, d.h. wel-
che symplektischen Basiswechsel in Uy mit der Homologiebasis von U ver-
traglich sind:

Lemma 4.1.8. Sei B eine Homologiebasis von U und sei
(ul, uh, )" = M (ug, uzy)" M € SLy(Z)
g V2g - gy Y2g 2 .
/ N ! S .
Setzt man uy, 1 = 5(uy + uzg—1) und uy, o = g(uy, +uy-1), so ist
/ / / /
B = {uh ceey Ug—1, Ug, Ug+1y - - -5 U2g—2, u2g+17 u2g+2}

genau dann eine Homologiebasis von U, wenn M € I'(d) (vgl. Bezeichnung
1.3.10) 1st.

Beweis: Die Basiselemente uy,...,ug—2,Ug41,...uzg—2 spielen beim Ba-
siswechsel keine Rolle. Der Beweis von Xiao (Lemme 3.7 in [Xi85]) kann
iibernommen werden. O
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Sei Z = (21, 22, ..., %4-1) € by_1 (oder besser (Z,diag(d)), wenn man will)
eine Periodenmatrix von A (im Siegelschen Halbraum) bzgl. einer Basis,
beziiglich der die Polarisierung vom Typ D ist. Dann ist fiir jedes z € b
durch

ur(2) = (1,07 ugr(z) = (el,007  firr=1,...,9—
W) = O () = O
uzgy1(z) = 3(0,...,0,1, z)T Ugg42(z) = E(ng_l, 1)t

ein Gitter U(z) in V(2) =V = CY gegeben. Dabei ist e, der r-te Stan-
dardbasisvektor in C/~!. Die Quotienten J(z) = V(z)/U(z) bilden also
eine Familie J(z) — b von komplexen Tori. Die alternierende Form mit
Darstellungsmatrix

;o 0 diag(d’) -
D = (—diag(5’) 0 : wobei 0" = (1,...,1,d,d)
bzgl. uy, . .., uy, ergibt eine Prinzipalpolarisierung auf J(z), es handelt sich
also wirklich um abelsche Varietdten. Die Projektion auf die ersten g—1
Komponenten liefert einen Morphismus auf A x h und nach Konstruktion
eine (A, d)-Struktur auf J(z).

Aufgrund des Lemmas 4.1.8 iiber den Wechsel der Homologiebasis erhélt
man wie folgt eine Operation von I'(d) auf dieser Familie: M = ( j g ) €
['(d) operiert auf h wie iiblich als gebrochen lineare Transformation und

wir setzen

Mu; = U fire=1,...,9—1,9+1,...,29—1
Mug(z) = bug(M2) — fung(M2) = (01, /72 + )"

Mugy(z) = —ryug(Mz) + augy(Mz) = (0,_1,1/vz+6)".

Diese setzt sich unter Beachtung von ugy41 = é(uzg_l + uy) und uggo =
2(ug—1 + ugy) zu einer Operation auf U fort und ist so gebastelt, dass
M : J(z) — J(Mz) ein Isomorphismus iiber A ist. Durch Ubergang zum
Quotienten erhdlt man die gesuchte Familie (siehe Bezeichnung 1.3.10)

7(A,d) : J(A,d) = X'(d).

Theorem 4.1.9. Fir d > 3 ist j'(A,d) die universelle Familie fir g-
dimensionale, prinzipal-polarisierte abelsche Varietiten mit einer Surjekti-
on auf A vom assozitertem Grad d.
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Beweis: Da I'(d) fiir d > 3 auf der oberen Halbebene frei operiert, ist
7'(A, d) wirklich eine Familie von abelschen Varietéten.

Sei j : J — T eine Familie von abelschen Varietdten wie vorausgesetzt und
p' : J — A x T ihr Morphismus auf den Fixanteil. Dann ist étale-lokal in
der Basis (auf sagen wir T;) R'j,Z trivial. Daher kann man zwei Schnitte
ugg 41 und ugg +9 (in Anlehnung an die Bezeichnungen in der Homologieba-
sis) finden, die R'j,Z/R! pr,;, 7 erzeugen. Dabei ist pr; : A x T; — T; die
Projektion auf die zweite Komponente. Sei ohne Einschrinkung R'j.0;
frei und V C R'5,0; sei der Kern der von p' auf R!-Niveau induzierten
Abbildung. Wir bilden uég 41 und uég .o nach R'j,0; ab und betrachten die
Bilder unter der Projektion nach V' (entlang dem Orthokomplement bzgl.
E(-,-)). Der Quotient davon definiert (ggf. nach Vertauschen der Reihenfol-
ge) eine Abbildung ¢; : T; — . Daher hat man einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus J X 7T; = J(z) xyT;, der mit den Morphismen p’ und p nach
A x T; kommutiert. Hat man auf einer anderen étalen Karte 7T} eine Trivia-
lisierung von R'j,Z, so findet man auf dem Durchschnitt der Karten einen
Isomorphismus, der den kanonischen Isomorphismus R'pr;,Z — Rlpr,,Z
fortsetzt. Nach dem Lemma iiber den Wechsel der Homologiebasis gehen
die Paare von Schnitten (u,, , ub,,,) und (u§g+1, u§g+1) auf Tj;, durch einen
I'(d)-Basiswechsel auseinander hervor. Da ihre Reihenfolge durch die Nor-
mierung auf die obere Halbebene festgelegt ist, steigen die induzierten
Morphismen 7; — §/I'(d) zu ¢ : T — bh/I'(d) ab. Und aufgrund obiger
Eindeutigkeit steigen die Isomorphismen zwischen den Familien von abel-
schen Varietdten mit ab.

Schliefflich ist noch zu bemerken, dass alle auftretenden Objekte algebra-
isch sind. Siehe dazu z.B. [LB92] Abschnitt 10.8. O

Fir d = 2 lduft die Konstruktion von J(z) — h wortlich genauso, aber da
(—1) € I'(2) ist, bildet j'(A, 2) keine Familie von abelschen Varietédten. Man
kann einen Teil der Ergebnisse retten, indem man ein Komplement I'(2)g
von £1 in I'(2) verwendet. Der Index S bezeichnet dabei die irreguldren
Spitzen der Komplettierung von h/I'(2)s. Irreguldr bedeutet dabei (siehe
[Sh71]), dass der Erzeuger des Stabilisators der Spitze den Eigenwert (—1)
besitzt. S ist eine ein- oder dreielementige Teilmenge von {0, 1, c0}. Die zu
['(2)s gehorige Familie bezeichnen wir mit

j/(A, 2)5 : J(A, d)s — X/(Q)S.
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Dabei ist natiirlich X'(2)s = X'(2) 2 P! \ {0, 1, 00}

Theorem 4.1.10. X'(2) ist ein grober Modulraum fir g-dimensionale,
prinzipal-polarisierte abelsche Varietdten mit Fixanteil A und assoziiertem
Grad 2. Jedes solche abelsche Schema J — T ist Pullback von J'(A,2)g
unter der induzierten Abbildung T — P! ~ {0, 1, 00} fiir geeignetes S.

Beweis: Die Eigenschaft 'grober Modulraum’ zeigt man wie oben.

Hé&lt man in der Notation von obigem Beweis die Reihenfolge der Schnitte
ugg 41 und ugg 4o derart fest, dass der Quotient der Projektionen auf V' in
der oberen Halbebene liegt, so sieht man, dass (—1) nicht als Basiswechsel-
matrix auftreten kann. Die Basiswechselmatrizen liegen also in einem der
Komplemente und dies zeigt die zweite Behauptung. O

Zuriick zum Fall d > 3. Zur Analyse der Modulrdume werden wir nicht nur
die feste abelsche Varietit A benotigen, sondern alle solchen beriticksichti-
gen. Das bedeutet, dass wir in der Konstruktion vor dem Theorem 4.1.9 die
Periodenmatrix Z in §,_; laufen lassen. Somit erhélt man nach Herausdivi-
dieren der I'(d)-Aktion (vgl. 1.3.10) eine Familie von prinzipalpolarisierten

abelschen Varietaten
J(Z) — X'(d) X by_1.

Da der Modulraum fiir polarisierte abelsche Varietédten nicht fein ist, kann
man nicht erwarten, dass man nach Herausdividieren der I'p-Aktion im
zweiten Faktor eine Familie von polarisierten abelschen Varietidten erhalt.
Stattdessen stehen in speziellen Fasern Quotienten von abelschen Varieta-
ten nach nichttrivialen Automorphismen. Um dennoch einen feinen Mo-
dulraum zu bekommen, den wir technisch benétigen, miisste man ,,Stack®
murmeln oder hilfsweise eine geeignete Levelstruktur benutzen. Letzteres
wird im Folgenden durchgefiihrt. Sei G < I'p (Notation wie in Bezeichnung
1.3.10) eine Untergruppe von endlichem Index zu einer Levelstruktur, der-
art, dass A[gn—]l, 5 = bg—1/G ein feiner Modulraum fiir abelsche Varietéten
mit Polarisierung vom Typ ¢ und dieser Levelstruktur ist. Der Quotient
obiger Familie nach G ist eine Familie

§'(d) : J(d) = X'(d) x A™, 5

von prinzipalpolarisierten abelschen Varietdten mit Morphismus auf ein
(festes) abelsches Schema. Ganz analog zu obigem Theorem zeigt man
nun:
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Lemma 4.1.11. Fird > 3 ist j'(d) die universelle Familie fir g-dimensio-
nale abelsche Schemata mit einem Morphismus auf ein g— 1-dimensionales
abelsches Schema mat obiger Levelstruktur.

Wir untersuchen im Folgenden die von j'(d) induzierte Modulabbildung
m' . X'(d) x Agn_]175 — A,

und deren Einschriankung m’, auf eine festes A € A[gn_]L 5(C).

Lemma 4.1.12. m/, ist fir alle d > 3 und alle A injektiv.

Beweis: Zunéchst der generische Fall End(A) = Z. Mit den Bezeichnungen
4.1.1 ist zu zeigen, dass man bei gegebenen Einbettungen ¢ : A1 — Jj, fiir
k = 1,2 und einem Isomorphismus § : J; — J, einen Isomorphismus
B Ji — Jo findet, sodass 3’ o i1 = io gilt. Wegen der Irreduzibilitat von
A und (damit von Ay) ist zunéchst ia(V4) = o i1(V4). Also induziert S|y,
einen Automorphismus von A;, nach Voraussetzung +1. Folglich leistet
B’ = £ das Verlangte.

Fiir die anderen A verwenden wir
(m' xid) : X'(d) x A} 5 — Ay x AT

Wir haben gezeigt, dass sie fiir ein generisches zweites Argument injektiv
ist. Schrinken wir die Abbildung auf eine Kurve im Bild ein, die den ge-
nerischen Lokus von A, trifft, so ist die Abbildung flach: Dies folgt aus
der Tatsache, dass X'(d) nie auf einen Punkt in A, abgebildet wird. Das
Urbild dieser Kurve ist also irreduzibel. Aus Flachheitsgriinden sind dann
aber auch die Fasern iiber den anderen abelschen Varietidten einelementig.
u

Bemerkung 4.1.13. Auf die gleiche Art erhilt man im Fall d = 2 die
Familien
7'(2)s: J(2)s = X'(2)s x AL

und mit dem gleichen Beweis ist auch
(m'A)S : XI(Q)S — Ag

injektiv.
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4.2 Prototypen fiir maximal irregulire Faserungen

Wir schrédnken unsere Betrachtungen auf einen Unterfunktor &,; von &
fiir gefaserte Flachen vom allgemeinen Typ mit maximaler Irregularitat ein
und

wir setzen im Rest dieses Kapitels voraus, dass alle Familien von Fldchen
in Sy gefaserte Familien sind.

Dies ist fiir die Fille, in denen wir die starksten Strukturaussagen erhalten,
keine Einschrankung, wie aus Lemma 2.3.2 folgt. Deswegen verwenden wir
die Begriffe ’Familie gefaserter Flachen’ und ’gefaserte Familie von Flachen’
austauschbar.

Wir fithren im Folgenden den Begriff Prototyp fiir beliebige Faserungen
ein, obwohl wir die Existenz eines solchen nur fiir maximal irregulére zeigen
werden.

Definition 4.2.1. Ein relativ minimales Modell einer gefaserten Fldche
S(A,d) — B(d) heifit Prototyp fiir gefaserte Flachen vom Typ (g,b) mit
Fixanteil (A, A), falls jede Familie gefaserter Flichen vom allgemeinen Typ
X - B —=Te6(T) vom Typ (g,b), assoziiertem Grad d und Fizanteil
(A X T, \) sich als kanonisches Modell von

B XB(d) S(A, d)

fir einen eindeutigen, surjektiven Morphismus ¢ : B — B(d) darstellen
lasst.

Liefert umgekehrt das kanonische Modell des Pullbacks tiber einen solchen
Morphismus ¢ eine gefaserte Fldache mit richtigem Fizanteil, so nennen
wir den Prototyp gut.

Natiirlich ist fiir eine Familie gefaserter Flachen die Kurve B im Allgemei-
nen hochstens bis auf Isomorphie eindeutig. In den betrachteten Féllen ist
sie dies aufgrund von jenem Lemma 2.3.2. In obiger Definition wird ledig-
lich verlangt, dass ¢ eindeutig ist, sobald B gewahlt wurde, mit anderen
Worten, das dessen Isomorphieklasse im entsprechenden Hurwitz-Schema
eindeutig bestimmt ist. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

Wenn es solche Prototypen gibt, lassen sich die Invarianten irregulérer Fa-
serungen und ihre singulidren Fasern in Abhingigkeit von ¢ beschreiben.
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Wenn die Irregularitit von X — B maximal und d > 3 ist, so liefert
Theorem 4.1.9 zusammen mit Torelli einen Prototypen, falls die prinzipal-
polarisierten abelschen Varietdten wirklich Jacobische sind. Daher folgende
Fallunterscheidungen.

4.2.1 Maximal irregulire Faserungen mit d > 3 fiir Faserge-
schlecht ¢ =2 oder g =3

Xiao Gang hat gezeigt ([Xi85] Th. 3.10):

Theorem 4.2.2. Fir d > 3 und jede eindimensionale abelsche Varietdt
A gibt es einen guten Prototyp S(A,d) fir Faserungen vom Typ (2,b) mait

Fizanteil A und assoziiertem Grad d. Dabet ist die Basis die Modulkurve
X(d).

Die Beweisidee reichen wir am Ende des Abschnitts nach. Ziel dieses Ab-
schnitts ist folgende Verallgemeinerung fiir den Fall ¢ = 3, bei dem der
hyperelliptische Lokus das Leben interessanter gestaltet.

Theorem 4.2.3. Sei (A, \) eine irreduzible, zweidimensionale (1, d)-pola-
risierte abelsche Varietdt mit d > 3, die keine prinzipalpolarisierte ein-
dimensionale abelsche Untervarietdt besitzt. Dann gibt es einen Prototyp
S(A,d) fir Faserungen vom Typ (3,b) mit Fizanteil (A, \) und assoziier-
tem Grad d. Die Basis ist wiederum die Modulkurve X (d).

Zunichst zwei Hilfsaussagen iiber die Struktur der Fasern des zu bauenden
Prototyps.

Lemma 4.2.4. Ist die generische Faser einer maximal irrequldren Fase-
rung vom Typ (g,b) mit g > 3 hyperelliptisch, so ist der assoziierte Grad
d = 2 und die Faserung produktisogen.

Ist umgekehrt eine mazimal irrequldre Faserung vom Typ (g,b) isotrivi-
al, so ist der assozuerte Grad d = 2 und g = 3 und die Faserung sogar
produktisogen.

Beweis: Bei hyperelliptischen Faserungen mit einem Fixanteil der Dimen-
sion > 2 ist das Albanese-Bild ein Produkt, hier notwendigerweise aus
der Basiskurve und einer Kurve vom Geschlecht 2. Dies folgt aus [Pi89],
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siche auch [Xi92]. Die Albanese-Abbildung induziert also nach dem Satz
von Riemann-Hurwitz eine unverzweigte, zweiblittrige Uberlagerung je-
der Faser. Aus dem Kontext von Prym-Varietidten weil man (z.B. [LB92]
Theorem 12.3.3), dass in diesem Fall der assoziierte Grad 2 ist. Da die
Fldche faserweise unverzweigt auf ein Produkt abgebildet wird, muss sie
produktisogen sein.

Ist die Faserung isotrivial, so ist das Bild einer Faser eine Kurve vom Ge-
schlecht g—1, ndmlich die entsprechende Faser des Albanese-Bildes. Dies ist,
unter der Voraussetzung g > 3, nur bei einer unverzweigten Uberlagerung
vom Grad 2 ausgehend von einer Kurve vom Geschlecht 3 méglich. Und in
diesem Fall ist der assoziierte Grad des Morphismus der Jacobischen wie
oben gleich 2 und die Flache sogar produktisogen. O

Lemma 4.2.5. Die Zahl der reduziblen abelschen Varietdten in j'(A,d) ist
aufgrund der Voraussetzung an A endlich.

Beweis: Da Reduzibilitdt eine abgeschlossene Bedingung ist, gilt es fiir
jedes A ohne eindimensionale prinzipalpolarisierte Untervarietéit und jedes
d > 3 ein z € b zu finden, sodass J(z) irreduzibel ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn es keine u,u’ € U(z) mit E(u,u’) = 1 gibt, die der
Beziehung u = hu' fiir ein h € b geniigen. Sei u = Z?:l ciu; mit ¢; € %Z und
c1, C4, C2—Cg, c3—C5 € Z. Analog schreiben wir u” als Linearkombination mit
Koeffizienten ¢,. Nun gibt es abzdhlbar viele 12-Tupel ¢;, ¢ mit E(u,u') =
1. Halten wir eines davon fest. Wenn fiir ein z zudem u = hu' gilt, so
ist (cs, cg,Ch, i) nicht das Nulltupel, sonst hat man einen Widerspruch
zur Voraussetzung an die abelschen Untervarietdten von A. Schreibt man
u = hu' in Koordinaten, so legen das 12-Tupel und A den Faktor h fest.
Die dritten Koordinaten besagen dann

c3z + cg = h(cyz + ),

und dies ist fiir genau ein z losbar. Insgesamt fiihren also abzédhlbar viele
z € b zu moglicherweise reduziblen abelschen Varietédten J(z). Da das
Unterschema von X'(d) mit reduziblen Fasern abgeschlossen ist, miissen es
in der Tat endlich viele sein. O

Beweis des Theorems: Zur Anwendung der Torelli-Variation Satz 1.3.16
ist nur noch zu zeigen, dass das Bild von X'(d) unter der Modulabbildung
m 4 nicht im hyperelliptischen Lokus i(H) liegt. Wére dem so, so definiert
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man nach Basiswechsel B’ — X'(d) eine Levelstruktur auf dem Pullback
von J'(A, d). Zieht man die universelle Familie auf M?E"] tiber die Abbildung

pry : B XA[n} M?En] — M?En]

3

zuriick und normalisiert, so wére dies eine maximal irreguldr gefaserte
Flache vom assoziierten Grad d > 3 mit hyperelliptischer generischer
Faser. Dies widerspricht Lemma 4.2.4. Die Torelli-Variation liefert uns
also eine Familie von Kurven iiber einem dichten Teil von X'(d). Wir
bezeichnen das relativ minimale Modell der Komplettierung davon mit
h(A,d) : S(A,d) — X(d).

Zum Nachweis der universellen Eigenschaft des Prototypssei X — B — T
eine gefaserte Familie von Flachen mit Fixanteill A x T. Zu X — B — T
erhélt man wie in Abschnitt 1.3 einen Morphismus p : Jacyo go — Apo =
A x B? und damit aufgrund der universellen Eigenschaft von j'(A4, d) einen
Morphismus ¢ : B — X’(d). Dieser ist surjektiv, denn sonst wére in ei-
ner Faser, iber sagen wir ¢, Jac x,)o/(p,)o €in Produkt. Dies hétte zur Folge,
dass X; — B; isotrivial ware und fiir solche Flachen ist notwendigerweise
d = 2, wie aus Lemma 4.2.4 folgt. Da B eine glatte relative Kurve ist,
hat man eine Fortsetzung von ¢” zu einem Morphismus ¢ : B — X(d).
Die birationale Aquivalenz von X und X’ = B x x (g S(A4, d) folgt aus der
Eindeutigkeitsaussage in Satz 1.3.16.

Zur Eindeutigkeit von ¢: Sei P € B(C) und Fp die Faser von X — B iiber
P. Eingeschriankt auf eine dichte Teilmenge von B bildet der Morphismus
m4 o ¢, aufgrund der universellen Eigenschaft des Prototyps, den Punkt P
auf den Modulpunkt der Isomorphieklasse von Jacp,, ab. Die Eindeutigkeit
folgt nun aus der Tatsache, dass m 4 injektiv ist (Lemma 4.1.12). O

Bemerkung 4.2.6. Die Voraussetzungen an A in obigem Theorem sind
wirklich notwendig: Enthélt A eine prinzipalpolarisierte eindimensionale
abelsche Untervarietit, so sind die Fasern von j'(A, d) sdmtlich mit Pola-
risierung reduzibel. Da die generische Faser einer Faserung glatt ist, gibt
es keine Faserung, die dieses j'(A, d) (auch nicht lokal) als Jacobische hat.

Wir wollen nun die Invarianten von S(A,d) fir ¢ = 3 bestimmen. Da-
zu bendtigen wir zunéchst Informationen iiber die singuldren Fasern. Wir

bezeichnen den dichten Teil von X'(d), der nach Bild(M3 ~ H) C As
abgebildet wird, mit X”(d). Ein Punkt in X’(d) zum Prototyp S(A,d)
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heiflt hyperelliptisch, falls er unter der Modulabbildung in den Abschluss
H C Aj des hyperelliptischen Lokus abgebildet wird. Diese Bezeichnung
héngt natiirlich von A ab.

Noch ein paar Bezeichnungen aus der Welt der Modulkurven: Sei ¢(d) die
Anzahl der Spitzen von X(d) und s(A,d) die Anzahl der Punkte, iiber
denen J(A,d) mit Polarisierung reduzibel ist. Setzt man

d? 1
Ad — ﬂ ]g(l o 9)7
P

dann gilt (siehe z.B. [Sh71]):
§(X(d) = (d - 6)A +1
t(d) = 12A,.
Lemma 4.2.7. Die Fasern von S(A,d) iber X"(d) sind glatt.

Beweis: Dies ist fiir die Familie iiber B’ richtig (Bezeichnungen wie im
Beweis von Theorem 4.2.3), da tiber X" (d) die Jacobischen per Definition
mit Polarisierung irreduzibel sind, und bleibt beim Abstieg erhalten. O

Lemma 4.2.8. Ist End(A) = Z, so schneidet X(d) in A, den reduziblen
Lokus héchstens in den Spitzen.

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Fasern von j'(A, d) nicht mit Polarisierung
reduzibel sind. Dies folgt aus der Konstruktion in Abschnitt 4.1: Ange-
nommen J = E x A’ ist reduzibel mit Polarisierung. Dann muss F nach
Voraussetzung im Kern der Projektion J — A liegen. Dann aber teilt d
den Grad der Polarisierung von F. Widerspruch. O

Zur Bestimmung der singuliren Fasern werden wir im Rest des Abschnittes
mit Monodromie-Argumenten (wie z.B. in [Na74]) arbeiten. Daher verwen-
den wir die komplex-analytische Kategorie und Topologie.

Lemma 4.2.9. Die Monodromie von j bzgl. eines Weges v um eine Spitze
15t

100000
010000
00100 1
M) = I+ Er g = |
M =T+Es=| 10010 0
000010
00000 1
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die Monodromie tiber den Punkten X'(d) ~ X"(d) ist trivial.

Beweis: Um die Monodromie bei einer Spitze zu berechnen, kann man
ohne Einschriankung die bei oo betrachten. In der Notation von Definition
1.4.1 ist a3 = uy, g = ug, ag = uy, f1 = uy, Py = uz und B3 = ug eine
kanonische Basis von H!(F,Z) der allgemeinen Faser F. Aus dieser kann
man die Periodenmatrix leicht ablesen. Sie hat fiir die Faser iiber z € b die
Gestalt

Zs

211 % 0

Zoe 1

T(Z): 212 ? d
z

0 7 4

Ein Lift nach h eines Weges um oo ist der Weg + von z nach z + d. Die
Monodromiematrix M () geniigt per Definition der Beziehung T'(z + d) =
M(~y) - T(z), wobei die Aktion rechts per Mobiustransformation geschieht
(vgl. [Na74]). Also ist M () wie behauptet.

Die zweite Aussage ist klar, da man einen Weg um einen solchen Punkt
nach b liften und dort kontrahieren kann. O

Nach der Torelli-Variation Satz 1.3.16 ist die Jacobische von S(A,d) —
X(d) nur lokal gleich J(A,d). Global ist diese Aussage, wie wir gleich
sehen, nicht richtig. Um zu untersuchen, was genau geschieht, suchen wir
eine Uberlagerung von X (d), so dass die induzierte Abbildung nach M:En]
liftet. Die Operation von I'(d) auf b3 (siehe Konstruktion vor Th. 4.1.9)
induziert eine Injektion nach Sp(3,7Z). Bzgl. der symplektischen Basis aus
dem Beweis von Lemma 4.2.9 lautet diese

(T = Sp(3,2)
(1000 0 0 )
_5_
0170177?1
o : < a [ o 00 a 0 = 4
v 8 000 1 0 O
0000 1 0
\ \0 0 dy 0 —y & )

Die Periodenmatrix 7'(z) tiber z € h bestimmt eine abelsche Varietit zu-
sammen mit einer symplektischen Basis. Wéhlen wir uns bzgl. dieser Basis
die Level-n-Struktur

o (aguy, ..., agug) = (ay,. .., as) € (Z/nZ)°,
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so erkennt man, dass diese invariant unter M € I['(d) ist, wenn M sogar
in I'(nd) liegt. Als rechentechnische Vereinfachung wéhlen wir n prim und
zu d teilerfremd. Dann liefert der Quotient J(z) — b nach I'(nd) eine
Familie tiber X (nd), die wir der Einfachheit halber mit J, abkiirzen. Wie
im Beweis zu Theorem 4.2.3 sei hy : Sy — X (nd) die induzierte relative
Kurve. Wir bezeichnen noch mit m' : X'(d) — M3 und m} : X'(nd) — V3[n]
die kanonischen Abbildungen auflerhalb der Spitzen in den Modulraum.
Nach [Po77] besitzt auch M?E"] eine Kompaktifizierung Mg"] durch stabile
Kurven. Die Involution ¥ (vgl. Abschnitt 1.3.2) setzt sich darauf fort. Sei

my : X(nd) — Vg[n] die Fortsetzung von mj. Halten wir an dieser Stelle
noch fest, dass der Morphismus X (nd) — X(d) galoissch ist, den Grad

n® —n hat und genau iiber den Spitzen jeweils n-blittrig verzweigt.

Lemma 4.2.10. my faktorisiert in keiner komplexen Umgebung eines hy-

perelliptischen Punktes tiber E[N]. Ist

B — X(nd) ng[n} ﬁg[n]

die Normalisierungsabbildung, so schneidet das Bild von B n E[n] den
hyperelliptischen Lokus transversal.

Beweis: Zunichst ist m) injektiv, mit dem Beweis analog zu Lemma 4.1.12.
Ist P € B(C) ein Urbild eines hyperelliptischen Punktes auf X (nd), so fol-
gen beide Behauptungen, wenn gezeigt ist, dass das Bild der Abbildung

mp : B — ﬁg[n] im Punkt P den hyperelliptischen Lokus transversal
schneidet und zudem der Tangentialraum in P an das Bild von B unter
der Involution X invariant ist.

Sei hy, : Sp — Uy die von S(A, d) induzierte Familie von Kurven tiber der
punktierten Umgebung Uy des Punktes P. Nach Konstruktion ist deren
Jacobische wirklich Jy, = J'(A, d) X x4y Up, die Monodromie der Familie
um P unipotent. Also gibt es nach Satz 1.4.3 iiber U = Uy U {P} eine
stabile Familie von Kurven h : § — U. Sei C die Faser von h iiber P. Wir
unterscheiden nun die Félle, ob P iiber einer Spitze von X (nd) liegt oder
nicht.

Im zweiten Fall hat p(C) das geometrische Geschlecht 3, denn wenn das
Bild von p(C') eine Kurve von Geschlecht zwei wire, dann hétte p den as-
soziierten Grad 2. Deformationen erster Ordnung der Normalisierung von
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p(C), also des Paares (C,p) werden nach ([Tm84] Abschnitt vor Lemma
1.5) durch H°(C, K¢) parametrisiert, da der kanonische Divisor auf A trivi-
al ist. Die Kodaira-Spencer-Abbildungen induzieren also ein kommutatives

Diagramm
Kh,P

HY(C, T¢)

\/

HY(C, K¢)

in dem ¢ der Verbindungshomomorphismus zur exakten Sequenz
0—=Tc — Talc = K — 0

ist. Dabei ist kp nicht die Nullabbildung, denn Jy ist in keiner Umge-
bung von P die triviale Deformation von Jac,, wie man schon an der Aus-
gangsfamilie J(z) — b erkennt. Andererseits operiert die hyperelliptische
Involution auf einem 5-dimensionalen Untervektorraum von H'(C,T¢) tri-
vial (vgl. die explizite Basis in [OS80] Lemma 2.14). Da die Involution
auf ganz H°(C, K¢) als (—1) operiert, ist das Bild von kp invariant unter
der Involution und schneidet den hyperelliptischen Lokus transversal wie
behauptet.

Den Fall, dass P iiber einer Spitze liegt, behandelt man im Wesentlichen
genauso. Da die Monodromiematrix bei P gerade M (y) = Is+2E}3 6 ist und
die Jacobische von C' nicht eigentlich ist, muss die Faser eine Kurve vom
Geschlecht 2 mit einem Knoten sein. Ist 7 : C — C deren Normalisierung,
so werden (vgl. [Tm84] Lemma 1.5 und Rem. 1.6) Deformationen erster
Ordung des Paares (C,po ) durch H(C, Kz) parametrisiert. Dabei wird
wiederum verwendet, dass das Tangentialbiindel an A trivial und dass der
Verzweigungsdivisor von C' — C' ebenfalls trivial ist. Auf H°(C, K5 &) ope-
riert die hyperelliptische Involution ebenfalls durchweg als (—1) und die
Argumentation geht nun wie oben zu Ende. O

Korollar 4.2.11. Ist X — B eine gefaserte Fldche wie oben, so hat die
induzierte Abbildung B — X (d) in jedem Punkt von B, der tber einem
hyperelliptischen liegt, gerade Verzweigungsordnung. Insbesondere ist der
Prototyp vm Fall g = 3 nicht gut.

Satz 4.2.12. Die Fliche S(A,d) hat keine Fasern mit eigentlicher, aber
reduzibler Jacobischer d.h. s(d) := s(A,d) = 0 fir alle A.

67



Die Faser iber den hyperelliptischen Punkten von X'(d) besteht aus einer
doppelten rationalen Kurve mit Selbstschnitt (—4), die von 8 (—2)-Kurven
transversal geschnitten wird.

Die Faser tber den nicht-hyperelliptischen Spitzen ist eine Kurve vom Ge-
schlecht 2 mit eitnem Knoten.

Uber hyperelliptischen Spitzen liegt folgende Faser:

“HHH— ©

Umkreiste Zahlen kennzeichnen daber Vielfachheiten, die —4 st der Selbst-
schnitt der (zentralen) rationalen Kurve und unbezeichnete Kurven sind
—2-Kurven.

Beweis: Die erste Aussage wurde fiir den generischen Fall in Lemma 4.2.8
gezeigt. Wiirde fiir ein spezielles A € Ay 5(C) eine solche Faser auftre-
ten, wire ca(S(A,d)) hoher (vgl. Beweis des folgenden Korollars) als im
generischen Fall. Im folgenden Abschnitt (vor Lemma 4.3.2) werden die
verschiedenen S(A, d) zu einer Familie S(d) — A[Zn(]; zusammengefasst. Und
die Flachheit verbietet, dass ¢y fiir spezielle A anders ist.

Nehmen wir eine kleine (komplexe) Umgebung U eines hyperelliptischen
Punktes. Wére die Faser glatt und damit die Monodromie trivial, so gilt
dies (in den Bezeichnungen der Konstruktion vor Lemma 4.2.10) auch noch
fiir eine Umgebung eines Urbildes in der Uberlagerung Ss — X (nd). Dann
aber hitte man auf dieser Umgebung global eine Level-n-Struktur, also
einen Schnitt nach M?En], den es nach Lemma 4.2.10 nicht geben kann. Aus
dem gleichen Grund ist aber nach einer zweibléittrigen Uberlagerung die
spezielle Faser glatt und damit auch der Totalraum in der Ndhe der Faser.
Daher hat der Quotient des stabilen Modells 8 A;-Singulariiten an den iso-
lierten Fixpunkten der Involution, in die man (—2)-Kurven blasen muss,
um die Faser von S(A, d) zu erhalten.

Die Faser iiber den nicht-hyperelliptischen Spitzen ist nach obiger Mono-
dromiebestimmung und Satz 1.4.3 stabil. Die Periodenmatrix sagt, dass
ihre Jacobische eine Erweiterung der Jacobischen einer Geschlecht-2-Kurve
mit einem Torus ist. Aufler der angegebenen Moglichkeit ist fiir die Faser
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noch eine glatte Kurve von Geschlecht 2 zusammen mit einem P!, der sich
normal iiberkreuzt, denkbar. Aber in diesem Falle héitte die Periodenma-
trix Blockgestalt, was wir nach den Berechnungen im Beweis zu Lemma
4.2.9 ausschliefen kénnen.

Bei den hyperelliptischen Spitzen ist die Monodromie wiederum nach Lem-
ma 4.2.10 gerade M (y) = —(I3+ E3). Nach einer zweiblittrigen Uberlage-
rung D' — D einer Umgebung der Spitze ist die spezielle Faser der zuriick-
gezogenen Familie X’ — D’ also stabil. Diese hat genau einen Knoten
und nicht-eigentliche Jacobische. Es muss sich also um eine hyperellipti-
sche Kurve vom Geschlecht 2 handeln, bei der zwei unter der Involuti-
on konjugierte Punkte identifiziert wurden. Die Monodromie impliziert,
dass die stabile Reduktion den hyperelliptischen Lokus mit Vielfachheit 2
schneidet. Also hat der Totalraum beim Knoten der speziellen Faser eine
Ai-Singularitdt. Sei ¢ eine Koordinate von D’. Die Involution ¢’ — —t/
induziert auf der speziellen Faser die hyperelliptische Involution. Deren
Fixpunkte sind isolierte Fixpunkte der Involution auf dem Totalraum, die
als Quotient eine A;-Singularitidt ergeben. Die Singularitdt von X’ muss
natiirlich auch unter der Involution fix bleiben. Wir zeigen noch, dass der
Quotient vom Typ Aj ist. Nach deren Auflésung sieht die spezielle Faser
iiber D aus wie gezeichnet und die fehlenden Vielfachheiten und Selbst-
schnittzahlen ergeben sich aus den iiblichen Formeln (z.B. [Na74], Ab-
schnitt 1.1).

Sei 22 +1y?4t? = 0 eine Gleichung der Singularitit in lokalen Koordinaten.
Nach der Liste der Involutionen rationaler Doppelpunkte in [Cat87] bleibt
zu zeigen, dass neben t' genau eine Koordinate unter der Involution des
Totalraums auf ihr Negatives abgebildet wird. Ist ohne Einschrinkung x
eine lokale Koordinate der glatten Faser iiber ¢’ # 0, so wird diese aufgrund
der Monodromie der Ausgangsfamilie mit —z in der Faser iiber —¢' iden-
tifiziert. Die dritte Koordinate kann aber nicht auch noch negiert werden,
denn sonst wiirde ein Weg in der Faser iiber ¢ unter der Involution auf
einen Weg in der Faser iiber —t' mit der gleichen Orientierung abgebildet

werden. Dies wire ein Widerspruch zur Monodromie der Ausgangsfamilie.
U

Korollar 4.2.13. Eine mazimal irrequldr gefaserte Fliche vom Typ (3,b)
15t semistabil.

Beweis: Dies ist die unmittelbare Konsequenz aus obiger Beschreibung
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der Fasern und Korollar 4.2.11 O

Korollar 4.2.14. Die gefaserte Flache S(A,d) — X(d) hat
h = (18d — 48) Ay
hyperelliptische Fasern. Die Invarianten von S(A,d) sind:

2(S(A,d)) = (260d — 708)A,
X(OS(A,d)) = (30d — 84)Ad
K2 44 = (100d — 300)A,

Insbesondere sind die Flichen S(A,d) fir alle d > 4 vom allgemeinen Typ.

Beweis: Um die Zahl der hyperelliptischen Fasern zu bestimmen, verwen-
den wir die Tatsache, dass fiir eine stabile Kurve 7 : S — B iiber einer
eigentlichen Basiskurve B folgendes gilt ([HM98] Formel 3.165):

H =9\ — 24y — 30;.

Dabei ist H die Zahl der hyperelliptischen Kurven, A der Grad von m.wg/p
und ¢; die Zahl der Kurven, deren Bild unter der Modulabbildung im Di-
visor A; C Ms landet, dessen generisches Element wie folgt aussieht: Fiir
1 = 0 ist es eine Kurve vom Geschlecht 2 mit einem Knoten und fiir : = 1
isind es zwei elliptische Kurven, die an einer normalen Uberkreuzung zu-
sammenhéngen. Dabei sind die Beitrdge zu H und d; mit Vielfachheiten
(sieche [HM98]) zu z&hlen.

Wir verwenden zur Berechnung zunéchst die Flache hg : S3 — B, wobei B
die Kurve mit Morphismus nach Mg[n] aus Lemma 4.2.10 und Sj3 ein relativ
minimales Modell der induzierten Fliche ist. Sei j(A,d) : J(A,d) — X(d)
die semistabile abelsche Varietit, die J'(A, d) fortsetzt (vgl. Beweis zu Satz
1.4.3) und js : Jy — X(nd) bzw. js : J3 — B die Pullbacks auf die entspre-
chenden Basiskurven. Die Fliche S5 ist so gebastelt, dass Jacg, /5 = J3 ist.
In der Tat gilt dies auflerhalb der Spitzen und da S3 semistabil ist, folgt
die Behauptung nach dem Fortsetzungssatz fiir Morphismen semiabelscher
Schemata ([FC90] Prop. 1.2.7). Also ist

3 3
deg hy,ws,/p = — deg(/\ R'j3,0;,) = —2(n®—n) deg(/\ R'j(A,d).014))-
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Diesen Grad kann man mit Hilfe von Modulformen (vgl. [Xi85] Beweis von
Th. 3.10) bestimmen. Er ist

deg(/\ R'j(4,d).0;10) = —(9(X(d)) — 1 +1(d)/2) = —dAq.

Weiterhin ist 6y = 2(n® —n)t(d), da man aus der Monodromie abliest, dass
X(d) den Rand transversal schneidet, X (nd) und B also n-fach. Unter
Verwendung von d; = s(d) = 0 erhilt man schliellich

H = (9-2dAg — 48A,)(n® — n).

Nach Lemma 4.2.10 schneidet B den hyperelliptischen Lokus transversal,
also gibt es in Ss genau H hyperelliptische Fasern. Da B — X (nd) genau
tiber den hyperelliptischen Punkten verzweigt und X(nd) — X(d) den
Grad n® — n hat, ist h = H/(n® — n) und damit folgt die Behauptung.

Ist F' eine generische Faser der Faserung h(A, d), so ist bekanntlich

Z " (Xtop (F") = Xtop(F)) = c2(S(A, d)) — Xtop(F) * Xtop(X (d)).

Die Eulercharakteristik einer Kurve vom Geschlecht g mit einem Doppel-
punkt ist gerade 1 — 2g. Da die Eulercharakteristik einer Faser gleich der
der Reduktion ist und das Anheften eines P! die Eulercharakteristik um 1
erhoht, gilt fiir die "hyperelliptischen’ Fasern xo, = 10. Schliellich haben
die 'hyperelliptischen’ Fasern am Rand xto, = 11 und es gilt in allen Féllen

e2(S(A, d)) = 8(g(X(d)) — 1) + 1 - t(d) + 14h

die behauptete Formel.
Zur Bestimmung von x(Oga,4)) verwenden wir wieder die gefaserte Fliche
hs : S3 — B. Mit Hilfe der Leray-Spektralsequenz erkennt man, dass

X(0s,) = x(0p) — x(R'(h3).0s,).
Nach Riemann-Roch fiir Vektorbiindel ist also

X(0s,) = 2(g(B) — 1)) — deg(/\ R'(h3).0s,)

und wie oben ist

deg(/\ R'(hs).0s,) = =2(n® — n)dA,.
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Da B — X(nd) genau iiber den hyperelliptischen Punkten verzweigt, sagt
Riemann-Hurwitz

2(¢9(B) — 1)) =4(9(X(nd)) — 1)+ H
Man erhéalt schlielich
x(0s,) = 4(g(X (nd)) — 1) + H + (n® — n)2dA,.

Um auf die Eulercharakteristik von Sy zu schlielen, benotigt man die In-
varianten von zweibldttrigen Uberlagerungen. Es gilt (z.B. [Ma98] Prop.
3.7), da wir glatte Modelle fiir Sy und S3 verwenden:

X(05,) = 2(0s,) ~ (£, K + L),

wobei £ das Geradenbiindel auf S; ist, dessen Quadrat der Verzweigungs-
divisor D ist (siehe Abschnitt A.2). D besteht genau aus den 8 Kurven mit
Selbstschnitt (—2) in jeder hyperelliptischen Faser. Also ist D? = —16H
und (D - K) = 0 und damit

x(0s,) = (x(Os,) +2H)/2
= 2(g(X(nd)) — 1)+ 3H + (n®* — n)dA,

Da X (nd) — X(d) nur tiber Punkten mit stabilen Fasern verzweigt, ist
3
X(Os(ap) = 2(9(X(d)) = 1) + Sh + dAq.

Die Noetherformel liefert dann noch die Behauptung iiber Kg( Ad) O

Bemerkung 4.2.15. Unter Verwendung der Formeln

Kiaayx@ = Kéag — 16(9(X(d)) — 1)

und
deg hwws(a,a)/x (@) = X(Os(a,a)) — 2(9(X(d)) — 1)

erhilt man aus obigen Invarianten fiir S(A, d) eine Steigung

21d — 51

M, d) = =2

ab.
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Wir fassen nun, der Vollstindigkeit halber, die Aussagen iiber Fasern und
Invarianten im Fall g = 2 von Xiao ([Xi85] Kap. 3) hier kurz zusammen.

Satz 4.2.16. Fir g = 2 ist s(d) = s(A, d) unabhdngig von A. Genauer gilt

s(d) = (5d —6)Ay

c2(S(A,d)) = s(d)+t(d)+4g9(X(d)) —4 = (9d— 18)Ay
X(Osa0) = 29(X(d)) — 2+ 5t(d) — (2d — 6)Ay
KE(A,d) = 6x(Os(a,0) +39(X(d)) =3 = (15d — 54)Aq

Die singuldren Fasern sind elliptische Kurven mit einem Doppelpunkt tiber
den Punkten mit einer eigentlichen, aber reduziblen Jacobischen oder zwet
elliptische Kurven, die sich normal tberkreuzen tber den Spitzen.

Beweisidee: Zunichst zum Beweis von Theorem 4.2.2. Ausgehend von der
Familie j'(A, d) erhilt man die Familie von Kurven h'(A, d) als Familie der
Polarisierungsdivisoren von J(A,d). Damit entfillt das Torelli-Problem,
denn es ist global Jacg(4 g)/x(@@) = J(A,d). Der Nachweis der Prototypei-
genschaft geht dann analog zu oben. Da bereits S(A, d) — X (d) den rich-
tigen Fixanteil hat, ist der Prototyp auch gut.

Die singuléren Fasern iiber den Spitzen erkennt man anhand ihrer Mono-
dromie und der Liste in [NU73]. Mit Polarisierung reduzible Fasern miissen
hier auftreten, denn fiir ¢ = 2 ist diese Untervarietdt ein Divisor. De-
ren Anzahl kann man bestimmen, wenn man verwendet, dass S(A, d) eine
zweiblittrige Uberlagerung einer Regelfliche ist. O

4.2.2 Maximal irregulire Faserungen mit ¢ =3 und d = 2

Im Falle eines assoziierten Grades d = 2 sind bei maximal irreguldren Fa-
serungen sowohl hyperelliptische als auch nicht-hyperelliptische generische
Fasern moglich. Wir nennen solche Flachen kurz (nicht-)hyperelliptisch ge-
fasert. Die hyperelliptischen (aber nicht nur solche) haben (siche Lemma
4.2.4) als Albanese-Bild ein Produkt. Der Modulraum zerféllt also in die
Komponenten mit einem Produkt als Albanese-Bild (die alle isotrivialen
und hyperelliptischen Faserungen enthalten) und die Komponenten, fiir die
B — X(d) surjektiv ist.

Anders gesagt: Maximal irregulidre Faserungen mit g = 3 haben einen
Albanese-Grad v = 1 oder v = 2. v = 2 ist zu 'produktisogen’ dquivalent
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und impliziert d = 2. d > 3 impliziert v = 1. Und bei d = 2 kommt, siehe
unten, auch v =1 vor.

Die Struktur des Modulraums im Fall v = 2 ist also eine Folge von Theorem
3.3.3:

Korollar 4.2.17. Die Komponenten des Modulraums fiir mazimal irre-
guldre Faserungen mit g = 3, d = 2 und v = 2 sind isomorph zu MgG X Mg
oder (M§ x M§)/G, wobei G = Z/27 ist und das Geschlecht g sowie
der topologische Typ der G-Aktionen wie in Abschnitt 3.8 durch die Fun-
damentalgruppe der Fldche bestimmt wird. Der zweite Fall tritt auf, wenn
die berden Faserungen nicht unterscheidbar sind.

Im Fall ¥ = 1 und d = 2 geht die Konstruktion des Prototyps nicht wie fiir
d > 3 mangels eines feinen Modulraums wie in Theorem 4.1.9. Wir zeigen
im Folgenden, dass es solche Flichen gibt. Auf die induzierte Abbildung
der Basis nach X (2) kommen wir am Ende von Abschnitt 4.3 zuriick.

Sei I's =T'(2)s N I['(3). Mit dem gleichen Argument wie vor Lemma 4.2.10
induziert die universelle Famile Jry — Xy, = b/I's einen Morphismus

mh st — Agg].

Lemma 4.2.18. Das Bild von m), ist fir kein A im hyperelliptischen Lokus
enthalten.

Beweis: Andernfalls miisste man wegen v = 1 eine hyperelliptische Kurve
in der abelschen Fldche deformieren kénnen. Dies geht wie in Lemma 4.2.10
nicht, denn dort wurde nicht d > 3 sondern nur die relative Dimension 1
ausgenutzt. O

Korollar 4.2.19. Es gibt mazimal irregulire Faserungen von Typ (3,b)
mit d =2 und v = 1. Genauer gibt es fir jedes S wie oben eine Fliche

h(A, 2)5 : S(A, 2)5 — Pl

mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder mazximal irrequldr gefaserten Fliche vom allgemeinen Typ X —
B =T € &,,(T) gibt es genau einen Morphismus ¢ : B — P! und ein S,
sodass X das kanonische Modell des Pullbacks von h(A,2)g unter ¢ ist.
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Beweis: In Anbetracht des vorangehenden Lemmas geniigt es, wie im Be-
weis zu Theorem 4.2.3, aus X’FS die hyperelliptischen Punkte zu entfer-
nen (mit zwei Strichen bezeichnet), die Torelli-Variation 1.3.16 anzuwen-
y Xf's
zuriickzuziehen. Wenn gezeigt ist, dass man die abelschen Schemata j'(A, 2)
anhand ihrer Monodromie auseinanderhalten kann, geht der Rest des Be-

den und dann iiber die universelle Familie iiber Mg[)g] nach Mg[)g] X

weises wie in jenem Theorem.

Wir kénnen eine Spitze durch Konjugation in SLy(Z) ohne Einschrinkung
nach oo verlegen. Es treten folgende zwei Fille fiir den Erzeuger des Sta-
bilisators von oo bzw. fiir die Monodromiematrix beziiglich eines Weges

um oo auf:
1 2
Stabp(g)s(oo):< 0 1 > M(’Y):]G‘FE&G
(1 O 0 00 O \
01 0 00 -1
-1 92 00 —-101 -1
Stabp(2)5(00)2<< 0 _1>> M(V): 00 0 10 0
00 0 01 O

\00 0 00 —1)
Diese Matrizen sind nicht in Sp(3,7Z) konjugiert, und das ist die Behaup-
tung. 0.

In Analogie zu den Methoden fiir d > 3 kann man auch hier die Invarianten
dieser Flichen bestimmen.

4.2.3 Maximal irregulire Faserungen mit g > 4

Moral dieses Abschnittes ist, dass wenn man das hier auftretende ’Schottky-
Problem’ gelost hat, fast alles genau wie fiir ¢ = 3 geht.

Theorem 4.2.20. Es gibt eine maximal irrequldr gefaserte Fliche vom
Geschlecht g > 4 und d > 3 genau dann, wenn das Bild von my (siehe
Lemma 4.1.12) im Schottky-Lokus S, landet.

In diesem Fall gibt es einen Prototyp Sy(A,d) — X (d) uber einer Modul-
kurve.

Beweis: Zunichst sieht man, dass die generische Faser einer solchen Fa-
serung nicht hyperelliptisch ist, denn unter dem Albanese-Morphismus
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miisste in diesem Fall eine Faser auf eine Kurve vom Geschlecht g — 1 abge-
bildet werden. Ist das Bild von my4 in S, so geht der Beweis des Theorems
4.2.3 durch und man erhélt den gesuchten Prototyp. Die Notwendigkeit
dieser Bedingung ist klar. O

Bemerkung 4.2.21. Die Fasern solcher Flachen sind vermutlich semista-
bil, aber der Beweis von Lemma 4.2.10 verallgemeinert sich nicht direkt,
sodass Quotienten von hyperellitpischen Fasern nach der Involution eben-
falls auftreten kénnten.

Bemerkung 4.2.22. Pirola ([Pi89]) konstruiert mit Hilfe einer geeigneten
dreibléttrigen Uberlagerung einer elliptischen Kurve fiir A in einem zwei-
dimensionalen Unterschema von 43 maximal irreguldre Faserungen mit
g = 4 und A als Fixanteil. Es wére interessant zu wissen, ob man aus der
Konstruktion von Abschnitt 4.1 ablesen kann, welche A als Fixanteil bei
welchem d auftreten konnen und ob man die Existenzfrage fiir ¢ > 5 damit
beantworten kann.

4.3 Modulraume fiir irreguliar gefaserte Flichen

Mit Hilfe der natiirlichen Transformation 'Fldche nach Basiskurve’ und
den bisherigen Resultaten kénnen wir nun den Modulraum fiir maximal
irregulér gefaserte Fldachen beschreiben. Dazu fassen wir die Morphismen
B — X(d) der Basis auf die Modulkurve in Familien zusammen. Dies fiihrt
zu einem Hurwitz-Schema (wenn man unter diesem Begriff nicht ’galoissch’
oder ’einfache Verzweigung’ versteht) oder einem einfachen Fall eines Mo-
dulraums fiir stabile Abbildungen.

Sei D eine feste Kurve und ¢,(D, m) folgender Uberlagerungsfunktor:
(D, m)(T) ={(B,¢: B— D)mit B € &(T), deg(yp) = m}.

Dieser ist ein Unterfunktor des Funktors fiir stabile Abbildungen, und be-
sitzt nach [FuPe95] einen groben Modulraum M;(D, m) C M,(D,m). Die-
sem kann man nach [FaPe02] den Verzweigungsdivisor zuordnen und erhilt
somit einen Morphismus

My(D,m) — Sym"(D),
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wobei 7 = 2b — 2 — m(2¢g(D) — 2). Dieser Morphismus ist endlich und
deswegen ist
r = dim M(D, m).

Bezeichnung 4.3.1. Seien Af—l,é(') die Isomorphieklassen von brauchba-
ren abelschen Varietditen, d.h. derjenigen abelschen Varietdten, die als Fix-
anteil einer Familie mazimal irrequldr gefaserter Fldchen vom Geschlecht
g auftreten kénnen. Se: AgB_M die zugehorige Teilmenge von A,_1 s, verse-
hen mit einer geeigneten Unterschemastruktur. Dies heifst nach (Th. 4.2.2,
Th. 4.2.8 und Bem. 4.2.22) im Einzelnen:

o AB, = A, ist der ganze Modulraum.

° Agé ist der offene, dichte Teil, der keine eindimensionalen, prinzipal-
polarisierten abelschen Untervarietdten besitzt.

o Die Bestimmung von Af—l,é st ein Schottky-Problem. Bisher ist nur
klar, dass A% + () ist.

Wir bezeichnen die Einschrinkung der Familie j'(d) (siehe Ende des Ab-
schnitts 4.1) auf die brauchbaren abelschen Varietiten ebenfalls mit j'(d).
Naheliegenderweise se: (A[gn_]m)B das Urbild der brauchbaren abelschen Va-
rietdten im feinen Modulraum mait Levelstruktur.

Analog zum Beweis von Theorem 4.2.3 liefert der Satz 1.3.16 eine glatte
Familie von Kurven

B'(d) : S"(d) — U

tiber einem offenen Teil U C X (d) X (A[gn—]l, 5)2, der in jeder Faser dicht liegt,
sodass die Jacobische lokal zu j'(d)|y isomorph ist. Die relative kanonische

Garbe der Familie von Kurven liefert eine projektive Einbettung in einen

PY. Sei S(d) der Abschluss des Bildes in ]Pﬁ @x(Al, e

Lemma 4.3.2. Mit obiger Konstruktion erhdlt man einen flachen Mor-
phismus

h(d) : S(d) = X (d) x (A", ,)°,

dessen Faser iiber (A, a) € (Agnl175)B(C) gerade h(A,d) ist.
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Beweis: Die Eigenschaften der Fasern folgen aus der Konstruktion. Insbe-
sondere ist das Hilbertpolynom der Fasern von h(d) konstant, da es dies in

h(A,d) (aufgrund der eindimensionalen Basis) und eingeschrénkt zu h”(d)
ist. Daraus folgt dann die Flachheit von h(d) (z.B. [Ha77] Th. I11.9.9). O

Damit haben wir endgiiltig alles beisammen, was wir fiir folgende Struk-
turaussagen iiber die Modulrdume benotigen.

Theorem 4.3.3. Der Modulraum fiir maximal irrequldr gefaserte Flichen
vom Typ (2,b) und assoziiertem Grad d > 3 zerfdllt in Komponenten zum
Grad m des von einer solchen Faserung X — B induzierten Morphismus
B — X(d). Eine solche Komponente ist isomorph zu

My(X(d), m) x A,

also dem Produkt eines Modulraums fir stabile Abbildungen und einem
Modulraum fir abelsche Schemata. Sie hat also die Dimension

20 —2 —m(29(X(d))—2)+1=r+1.

Beweis: Es ist natiirlich Afd >~ A;, weswegen im zweiten Faktor in der
Tat die brauchbaren abelschen Varietédten stehen. Wir fiihren den ersten
Teil des Beweises fiir allgemeines g, um diesen im Folgenden nochmal zu
vewenden.

Rekapitulieren wir, dass nach Lemma 2.3.2 jede Familie solcher gefaserter
Flachen X — T eine gefaserte Familie ist. Es gibt also eine Familie von
Kurven B — T, iiber die X — T faktorisiert. Diese Faserung induziert
aufgrund ihres Fixanteils einen Morphismus ¢ : T — Af—l,é‘ Nach einem
étalen Basiswechsel 7" — T konnen wir annehmen, dass der Fixanteil eine
Levelstruktur hat. Es sei also ¢/ : 7" — (A[g"_]l, ;) der induzierte Morphis-
mus. Der in Zusammenhang mit der Definition des Fixanteils konstruierte
Morphismus p : Jacxo/po = Apo = A Xr BY liefert nach Pullback auf T"
aufgrund des Lemmas 4.1.11 einen Morphismus ¢’ : BY x7 T" — X'(d).
Dieser setzt sich nach B x7 1" fort. Aufgrund der universellen Eigenschaft
von j'(d) ist ¢ eindeutig und passt daher mit den kanonischen Abstiegsda-
ten von B X7 T" zusammen. Insbesondere steigt ¢’ zu ¢ : B — X (d) ab.
Damit gibt es eine natiirliche Transformation des entsprechenden Unter-
funktors von &, in den Punktfunktor von M;,(X(d), m) x A,_1,.
Umgekehrt gibt es im Fall g = 2 zu jedem komplex-wertigen Punkt

(¢, a) € (Mp(X(d), m) x A15)(C)
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aufgrund der Eigenschaft ’guter Prototyp’ eine gefaserte Fliache, namlich
das Pullback von S(A,d) unter dem Basiswechsel ¢. Sind zwei solche
Flachen h; : X; — B; zu (y;,a;) via A zueinander isomorph, so sind not-
wendigerweise die Fixanteile isomorph. Auflerdem liefert die Eindeutigkeit
der Faserung einen Isomorphismus A der Basiskurven, der mit A und den
h; kommutiert. Es ist noch zu zeigen, dass @9 o A = (g ist. Ware dem an
einem Punkt P € X(d) nicht so, dann betrachte man die Jacobische der
Faser iiber einem Urbild von P in B und man erhilt einen Widerspruch
nach Verketten von ¢; mit m4.

Sei allgemeiner A/T € A[ln(];(T) und ¢ € &(X(d),m)(T) gegeben. Das
davon induzierte Pullback von S (d) ist eine flache Familie von Fléichen.
Blist man die in dieser Familie enthaltenen (—1)-Kurven noch nieder und
geht zum kanonischen Modell iiber, so hat man das gesuchte Element von
So4(T). Damit haben wir gezeigt, dass M;(X(d), m) X A[ﬁ]s den Funktor

G[ﬂ) grob darstellt ist, der Flichen in Gg;(-) zusammen mit einer Level-
struktur des Fixanteils der Faserung parametrisiert. Da der Morphismus
A[ln(]s — Ay gerade die Quotientenabbildung nach der zur Levelstruktur
geflérigen Gruppe ist, folgt die noch verbleibende Maximalitdtsbedingung
des Modulraums aus der universellen Eigenschaft des Quotienten. O

Bemerkung 4.3.4. Aus obigem Beweis entnimmt man, dass man auch
fiir groflere g eine natiirliche Transformation des Funktors fiir maximal
irreguldre Faserungen

n: 6, — &(X(d), m) x Af_175
und somit einen Morphismus

n: Ngp — My(X(d), m) X Af—l,é
hat, sofern jede Familie von Flichen eine gefaserte ist.

Theorem 4.3.5. Fir g = 3 und d > 3 ist n eine Immersion, fir g = 3
und d = 2 st n eine 4-bldttrige Uberlagerung.

Beweis: Die Familien sind nach Lemma 2.3.2 gefaserte Familien und die
Existenz eines Prototypen fiir d > 3 impliziert die Injektivitdt von n in
diesem Fall.

Die Existenz der natiirliche Transformation

Sgp — C(X(d),m) x AV |
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wird nach obigem Beweis von der Grobheit des Modulraums im Fall d = 2
nicht gefdhrdet. Und nach Korollar 4.2.19 hat jeder Punkt

(0, A)(My(X (d), m) x A15)(C)

in N, j hochstens 4 Urbilder, ndmlich die Pullbacks der Familien h(A,2)g
unter . Diese sind aufgrund der Monodromieiiberlegung in jenem Korollar
fiir generisches ¢ auch paarweise verschieden. O
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Anhang A

Deformationstheorie

A.1 Deformationen eines Morphismus

Ziel dieses Abschnitts ist es zum Einen, den in der Literatur als Stan-
dardkriterium fiir Glattheit bekannten Satz A.1.8 zu beweisen, oder besser
gesagt alle dafiir notwendigen Literaturzitate zusammenzutragen und gege-
benenfalls in die algebraische Kategorie (Schemata iiber lokalen artinschen
Ringen anstelle komplexer Raumkeime) zu tibersetzen. Diesen Satz findet
man zwar urspriinglich schon bei Horikawa, aber dessen Einschrankung auf
glattes X reicht uns nicht aus. Beweise sind dabei nicht notwendig fiir die
zentralen Aussagen mitgeliefert, sondern vielmehr fiir diejenigen, die (oft-
mals, weil einfach) sparsam abgehandelt werden. Zum Anderen wollen wir
diesen in der Situation von gefaserten Flichen anwenden (Satz A.1.3).

Wir verwenden in diesem Abschnitt folgende Bezeichnungen:
X |
Y
f
g

T

1

X

X, — X
ho

S

A

wobei Ty = Spec C, und fy, go, f und g eigentliche Morphismen und alles

Ty

Schemata iiber C sind. T sei stets Spektrum eines vollstdndigen lokalen
Rings.

Definition A.1.1. Eine Deformation von X dber T' mit ausgezeichnetem
Punkt Ty 1st ein flacher Morphismus f : X — T, der auf Ty eingeschrankt
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mit fo ubereinstimmt. Mit Defx, (T) bezeichnet man die Menge der Iso-
morphieklassen von Deformationen von X tiber T.

FEine Deformation von hy : Xo — Yy tber T besteht aus Deformationen X
und Y dber T wvon Xy bzw. Yy, sowie einem T-Morphismus h : X — Y,
der tber Ty mit hy ubereinstimmt. Mit Defy, (T') bezeichnet man die Men-
ge der Isomorphieklassen (mit dem naheliegenden Isomorphiebegriff ) von
Deformationen von hy. Mit DefXO/yo(T) bezeichnet man die Menge der
Isomorphieklassen von Deformationen von hy iber T, die Yy trivial defor-
mieren.

Bemerkung A.1.2. Ist Y, glatt, so sind auch alle Deformationen davon
glatt, da bei einem flachen Morphismus der Lokus der glatten Fasern offen
ist.

Ziel dieses Abschnitts ist es, folgenden, gut bekannten Satz zu zeigen:

Satz A.1.3. Ist fo : Xo — SpecC eine Faserfliche zu Ny, b > 2 mat
Faserung hy : Xog — Yy, so ist fiur alle T, Spektrum eines vollstindigen
lokalen Ringes, die Abbildung

(ol Defho (T) — DefXO (T)
von darstellbaren Funktoren glatt, insbesondere surjektiv.

Zum Beweis benotigen wir einige Vorbereitungen, darunter folgendes Glatt-
heitskriterium:

Satz A.1.4. Ein Morphismus ¢ : V. — W won Schemata tber C ist genau
dann glatt, wenn es fir jede artinsche C-Algebra R', jeden Morphismus
Y : Spec R — W, jedes Ideal I <« R', das mI = 0 erfillt, und jeden
Morphismus Ay : Spec R'/I — V eine Fortsetzung A : Spec R — V' gibt,
sodass po N = ist. ([EGA] IV, 17.14.2)

Wir bezeichnen so einen artinschen Ring R’ auch als infinitesimale Er-

weiterung von R := R'/I durch den R-Modul I. Es sind dies gerade die
Erweiterungen durch R-Moduln der Form I = i,(1) fiir einen C-Modul .

Wir fassen im Folgenden einige Definitionen und S&tze der Tangentialko-
homologie aus [F179] (oder auch [Bin87]) zusammen.
Zu jedem Morphismus hg : Xy — Y gibt es einen nach rechts beschrankten
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Komplex EB(O /v, von Ox,-Moduln, den Kotangentialkomplez. Dieser ist bis
auf Quasiisomorphie eindeutig und stimmt fiir einen glatten Morphismus
mit Q-lXo Y iiberein. Wir gehen hier nicht auf dessen Definition ein. Seine
Existenzberechtigung ist folgender Zusammenhang mit Deformationsfunk-
toren, den wir ohne Beweis zitieren.

Fiir jeden Ox,-Modul M definiert man Tangentialfunktoren

T"(Xo/ Yo, Mo) := Extp, (LY, /v, Mo).-

Dabei ist hier wie im Folgenden Ext’(-,-) die Ableitung des Hom-Funktors
auf Komplexen, d. h.

Hom”(M*, N*) = [ | Hom(M", N"*).
Fiir T%(X,/C, My) schreibt man kurz T%(Xy, M) und My = Oy, lisst
man weg.

Sei T" eine Erweiterung von T' durch den Op-Modul N. Dadurch wird ein
Element von Ext'(Or, V) bestimmt, das wir ebenfalls mit 7" bezeichnen.

Satz A.1.5. 1) T" ist der Tangentialraum an Def, d.h. es gilt
T (Xo/Yy) = Def x, /v, (Spec kle]/€?).

i) T? beschreibt die Obstruktion, eine Deformation 6 € Defxy(T) auszu-
dehnen, d.h. es gibt einen Homomorphismus

05 : Ext'(Or, N) = T*(X/Y, f*N),

sodass 6 sich genau dann nach T ausdehnen lisst, wenn os(T") = 0 ist.

Analoge Aussagen gelten fiir T'(Xo) und T(Yp).

Lemma A.1.6. Ist T" — T eine infinitesimale Erweiterung durch den
Og-Modul N = i.Ny, so gilt fiir alle i

T'(X/Y, f*N) = T'(Xo/Yo) ®0y, No.

Beweis: Da Tensorieren iiber einem Korper exakt ist, lautet die Aussage
iibersetzt

Exty, (LY /y, [*iaNo) = EthbXO (0% L%y, fo No)
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oder mit der Bezeichnung P := ff Ny und unter Beriicksichtigung von
frid() = ixfi ()

Exty (LY)y,ix+(P)) = ExthO (ix«LY)y: P).
Da iy, exakt ist, stehen links die Ableitungen von Hom(LYy, ix«(+)), was

wegen Adjungiertheit nichts anderes ist als die Ableitungen des Funktors
Hom(:% LYy, ), und die stehen auf der rechten Seite. O

Zur Untersuchung der Deformationen eines Morphismus benétigt man noch
eine relative Version des Kotangentialkomplexes. Sei dazu C die Kategorie,
deren Objekte die Tripel

Ob(C) = {(Mo, N, ¢) | Mo € Ox,-Mod, Ny € Oy,-Mod, ¢ : hii Ny — Mo}

sind. In Kom(C) gibt es ein Tripel £j , das fiir glattes hg zu dem Tripel
(Qﬁ(o /Ty Q%/O /Ty kan) quasiisomorph ist und sodass

T' (ho, No) == Ext¢ (L), (he No, Ny, id))
den iiblichen Eigenschaften von Tangentialfunktoren wie in Satz A.1.5

geniigt. Lemma A.1.6 gilt hier analog.

Fiir den Nachweis der Glattheit geniigen, wie gesehen, infinitesimale Er-
weiterungen und wir konnen uns deshalb und aufgrund des obigen Satzes
auf Aussagen iiber die Tangentialfunktoren mit Koeffizienten in Ox, bzw.
Oy, beschinken. Andere Koeflizienten treten nur aus beweistechnischen
Griinden auf, sind jedoch durchgehend Ox,— bzw. Oy,~Moduln, weswegen
die Nullen im Index von nun ab fortgelassen werden.

Im Folgenden sei Lh* : D(Oy — Mod) — D(Ox — Mod) der linksabgelei-
tete Funktor von h* auf den derivierten Kategorien und adjungiert hierzu
RA, : D((OX—MOd)) — D(Oy—MOd)

Satz A.1.7. Es gibt eine lange exakte Sequenz
o= THh) = TH(X)®T(Y) — Ext'(LLY, O%) — T (h) — .. ..
Die Morphismen
v : TY(Y) = Ext'(Lh* Ly, Ox) = BExt' (L}, Rh,Ox)
kommen dabei von den Eckenmorphismen der Spektralsequenz zur Verket-

tung der Funktoren h, und Hom(L%,-) her.
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Beweisskizze: Wir verwenden, dass fiir geeignete Vertreter der Kotangen-
tialkomplexe £; = (L%, L}, v) ist ([Bin87] Satz I11.6.1.6), wobei v von h
induziert ist. Falls bei geeigneter Vertreterwahl nun zudem

exakt ist ([Bin87] II1.5.19), so ist fiir alle Tripel T = (M°®, N°* ¢) €
Kom (C) von Komplexen in C die Sequenz

0 —Homg (L5, T*) — @x yHom® — Hom®(h* L}, M*) —0

exakt. Dabei ist ©xyHom® eine Kurzschreibweise fir Hom®(L%, M*) &
Hom*(L3,, N*) und der erste Morphismus von den beiden Vergissfunktoren
induziert. Der zweite Morphismus ist die Differenz folgender Abbildungen
auf den Summanden: Auf dem ersten Summanden ist es die Komposition
mit ¥ und auf dem zweiten die Komposition mit ¢ des Pullbacks unter h*.
Nehmen wir fiir 7" eine injektive Auflésung von (Ox, Oy, h*), so ist M*
eine Auflosung von Ox und N°® eine quasiinjektive Auflésung von Oy.
Dies bedeutet, dass N* = h,J @ K ist, wobei K ein injektiver Oy-Modul
und J ein injektiver Ox-Modul ist. Damit ist H*(Homp (L3, T*)) = T"(h),
Hi(Hom®(L%, M*)) = T"(X) und H'(Hom®(h*L}, M*)) = Ext'(LL}., O%).
Wenn wir fiir £} einen Komplex aus speziellen Elementen ([Bin87] 1.12.5)
nehmen, so ist auch H*(Hom* (L3}, N®)) = T*(Y). Es bleibt noch zu iiberprii-
fen, dass dies mit Riicksicht auf obige Verteterwahlen moglich ist. Siehe
dazu [Bin87] Prop. [.12.9 und 1.12.10.

Wir haben den Beweis der exakten Sequenz auf die technischen Aussagen
iiber die Existenz geeigneter Vertreter der Kotangentialkomplexe zuriickge-
spielt.

Die zweite Aussage ist klar nach obiger Definition der Abbildung auf dem
zweiten Summanden auf Komplex-Niveau und der Definition der Ecken-
morphismen. O

Satz A.1.8. (Standardkriterium fir Glattheit) Sind die Abbildungen o :
Ti(ho) — T(Xy) in der exakten Sequenz von Satz A.1.7 fiir i = 1 surjektiv
und fir ¢ = 2 ingektiv, dann ist fir alle T

Def, (T') — Def x,(7T)

glatt. Ist ay buyektiv, so ist es sogar ein Isomophismus.
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Beweisskizze: Nach Satz A.1.4 ist fiir eine infinitesimale Erweiterung
T" — T zu gegebenem h € Def;, (T) und X € Defx, (7”) mit gleichem
Bild in Defx,(T) eine Deformation A’ iiber 7" zu finden, die h fortsetzt.
Die Obstruktion h zu A’ fortzusetzen, verschwindet, da X fortsetzbar und
o injektiv ist. Dieses h' wird a priori nicht auf X’ abgebildet und man
benotigt die Surjektivitdt von aq, um A’ dahingehend zu modifizieren. De-
tails findet man in [AS81]. O

Beweis von Satz A.1.3: Da X,y und Y eine Fliache bzw. Kurve vom
allgemeinen Typ sind, haben sie endliche Automorphismengruppen, ins-
besondere keine infinitesimalen Automorphismen, weswegen T9(X;) und
T°(Yp) nach [F179] Satz 3.19 verschwinden und nach obiger Sequenz T°(hy)
ebenfalls. Nach eben diesem Satz bedeutet dies, dass auch hg keine infinite-
simalen Automorphismen hat, und die versellen Deformationen von X, und
ho (zur Existenz siehe [F179] Satz 8.3) nach dem Kriterium von Schlessinger
([Sch68] Th. 2.11 und Lemma 3.8) sogar universell sind, der Deformations-
funktor also darstellbar ist.

Bei einer Faserung ist f.(Ox,) = Oy, und aus relativer Dualitdt und einem
Satz von Fujita folgt H(R'hy.Ox, @ Q;//O/To) = 0, da Y Geschlecht > 2 hat
(siche z.B. [Ser92] Claim 5.1). Dabei geht auch Charakteristik Null ein. Die
kurzen exakten Sequenzen der niedrigen Terme fiir die Spektralsequenz im
Satz A.1.7 implizieren, dass y; bijektiv und 7, injektiv ist. Daher sind die
Voraussetzungen des Standardkriteriums erfiillt. O

A.2 Deformationen einer abelschen Uberlagerung

Fiir abelsche Uberlagerungen sind [Par91] und [FaPa97] die Standardrefe-
renzen. Dieser Abschnitt soll die Bezeichnungen dieser Vorlagen und von
[Ma98] zusammenfiigen. Er enthélt keine neuen Resultate, sondern spezia-
lisiert vielmehr bekannte Ergebnisse in die im Text benotigte Form.

Es sei in diesem Abschnitt A : Xy — Y eine abelsche Uberlagerung zweier
Fléachen vom Grad n mit Galoisgruppe G und Yj zudem eine glatte Fléache.
Sei I die Menge der Paare (H, 1), wobei H eine zyklische Untergruppe
von G und % ein Erzeuger der dualen Gruppe H* ist. Fiir i = (H;,¢;) € Ig

und x € G* sei weiter 0 < aiC < #H; derart, dass ¢;X =X

;-
Definition A.2.1. Ein Morphismus h : Xy — Yy wie oben heifit (G, I)-
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Uberlagerung fir eine Teilmenge I C Ig, falls es nichttriviale, effektive
Verzweigungsdivisoren D; C Y fir ¢ € I qibt, die die Trdgheitsgruppe H;
und den induzierten Charakter 1; besitzen (siehe [Par91] fiir Details).
Die Uberlagerung heifit total verzweigt, falls die Abbildung Dic,Hi — G
surjektiv ist.

Bei solch einer Uberlagerung zerlegt sich h,Ox in Geradenbiindel, die Ei-
genrdume zu den Charakteren von G. Fiir x € G* sei L, das Inverse des
Eigenraums zu .

Definition A.2.2. Die Bindel L, und Oy,(D;) geniigen folgender funda-
mentalen Beziehung fir alle x,x € G* \ 1:

Ly® Ly = Lyy ® ® OYO(Di)E;”"a
iel
wobei el o= [(d, +al.)/(#H;)] € {0,1}. Sie heifien daher Baudaten der
Uberlagerung.

Diese Bezeichnung rechtfertigt sich dadurch, dass man X, aus den Bauda-
ten als Untervarietdt der Summe der Totalrdume der L, wiedergewinnen
kann ([Par91]), wie unten im allgemeineren Fall fiir eine natiirliche Defor-
mation der Baudaten beschrieben.

Ist die (G, I)-Uberlagerung h zyklisch, so ist I = (G, 1)) einelementig und
die fundamentale Beziehung reduziert sich zu

» = Oy (D).

Die Anzahl der Garben in den Baudaten kann man wie folgt reduzieren:
Sei (eq,...,es) eine Basis von G, d.h. G ist die Summe der von den e;
Ord(€i+1). Sel X1;,---5Xs € G*

erzeugten zyklischen Gruppen und ord(e;)
eine Dualbasis, also derart, dass x;(e;) = Coifi(ej). Wir schreiben kurz aé- fiir
a! und definieren schlieBlich (dies hingt von der Basiswahl in G ab!) fiir

Xj
. L o;al
i L]
I = {Z J '
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Definition A.2.3. Die Biindel L, (j = 1,...,5) zu einer Dualbasis zu-
sammen mit effektiven Divisoren D;, sodass

Lord Xj) ® 0 ord (xj)a’/#H;

1€l

heifen reduzierte Baudaten der Uberlagerung. Fiir Ly, schreibt man kurz
L;.

Wie der Name suggeriert, kann man die Baudaten aus den reduzierten
wiedergewinnen, indem man fiir y = x7* - -+ x% definiert:

L _®L%®®OYO o

i€l

Satz A.2.4. ([Par91] Satz 3.1) Da Yy glatt ist, ist h in jedem Falle flach.
Ist h total verzweigt, so i1st X genau dann glatt, wenn alle D; glatt sind
und thre Vereinigung héchstens normale Uberkreuzungen besitzt.

Es sei S = {(i,x) € I x G*|xu, # ¥;'} die Menge der Garben, deren
Schnitte natiirliche Deformationen im Wesentlichen bestimmen. Eine An-
merkung zur Notation: Garben auf einem ’festen’ Schema werden in der
Regel mit lateinischen Buchstaben bezeichnet, Garben auf einer Familie
von Schemata mit kalligraphischen Buchstaben.

Definition und Satz A.2.5. Eine natiirliche Deformation der Baudaten
von h dber (T',0) ist ein Quintupel (Y, M;, Ly, 53 ), Py.y'), wobei:
e Y — T ist eine Deformation von Yy dber (T,0).

o Firt e I und x € G* sind M; und L, Geradenbiindel aufY, die sich
auf Yy zu Oy, (D;) und L, einschinken.

® 0. Ly @ Ly = Ly @ Qier Oy (D;)*x sind Isomorphismen, die
sich auf Yy zur fundamentalen Beziehung einschrdnken.

o Fir (i,x) € S ist 53,y € ['(Y, ﬁ;l ® M;) ein Schnitt, der fir x # 1
den Nullschnitt auf Yy fortsetzt und fir x = 1 den Divisor D; in M,y
definiert.
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Eine natiirliche Deformation heifit galoissch, falls s,y = 0 fiir x # 1. Die
zugehorigen Funktoren auf der Kategorie der lokalen artinschen Schemata
bezeichnen wir mit Dnaty, bzw. Dgaly .

Zu ewner natirlichen Deformation der Baudaten gibt es eine bis auf Iso-
morphie eindeutige Deformation X — T von Xy, die zugehorige natiirliche
Deformation von Xy. Ein galoissche Deformation der Baudaten wird daber
nach Def)G(O abgebildet, in den Unterfunktor der Deformationen, die eine
Fortsetzung der G-Aktion erlauben. Man hat also ein kommutatives Dia-
gramm natirlicher Transformationen:

Dgaly, o, [)ef)G(0

|

Dnaty, == Defy,

Beweis: Es ist zu zeigen, wie man eine Deformation von X aus den Bau-
daten der natiirlichen Deformation zuriickgewinnt. In ([FaPa97] Def. 3.3)
wird dies wie folgt gemacht:

Sei V = @yeq-V(Ly) die Summe der Totalraume der Geradenbiindel und
m:V — Y die kanonische Projektion. Mit einem Querstrich bezeichnen wir
die Pullbacks von Geradenbiindeln unter 7 und mit o, den tautologischen
Schnitt von £,. Setzt man weiterhin

Ti = Z S(i,x)9x

{x1(@x)eS}

und nennt p, .+ die Pullbacks von ¢, ,/, dann sind

et ,
_ % X>X
Px.x' = OxOx" — Pxx’ (Uxx’ | I T; )

Schnitte von E—X ® E—g( Deren gemeinsamer Verschwindungsort in V' ist
das gesuchte X. In [Par91] Abschnitt 5 wird vorgefiihrt, dass es in der Tat
eine (G, I)-Uberlagerung mit gegebenen Baudaten ist und der Morphismus
X — T flach ist. O

Bemerkung A.2.6. Bei einer zyklischen Uberlagerung ist eine natiirliche
Deformation durch Tripel (Y, L, s,) bestimmt, wobei Y und £ wie oben
und y # 71 ist, da I nur aus einem Element besteht.

Ist G = (Z/27), so ist per Definition jede natiirliche Deformation galoissch.
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Unter der Voraussetzung, dass Yy (immer noch glatt und zudem) vom
allgemeinen Typ ist, d.h. insbesondere, dass H(Y,Ty,) = 0 ist, bestim-
men wir nun die Tangential- und Obstruktionsrdume an die oben de-
finierten Funktoren im Falle einer glatten Uberlagerung. Die Gleichheit
T'Defy, = H(Y,Ty,) fiir i = 1,2 ist ein Spezialfall von Satz A.1.5. Ist
L eine invertierbare Garbe auf Yj, so gibt es ein Biindel P, das in einer
exakten Sequenz

0—>0Y0—>PLr—eS>TYO —(

sitzt, sodass der Tangentialraum bzw. Obstruktionsraum an Defy; 1 gleich
HY(Yy, Pr) bzw. H?(Yy, Pp) ist. Dieses P, erhilt man wie folgt:

Ist U, eine offene, Ty, und L trivialisierende Uberdeckung von Y, und
sind (go5) die Ubergangsfunktionen von L, so definiert (gojﬂldgaﬁ) einen 1-
Kozykel in Hom(7y,, Oy,) und Py, ist die zugehorige Erweiterung.

Ist der Divisor D =) _..; D; gegeben durch die Schnitte s, € Oy, (D)(U,),
so definiert man einen Morphismus ¢p : P, — Oy, (D) lokal durch

0
a—y, Ca) (/\aa—y(dsa) — CaSa)-

Dessen Kern ist gerade Ty, (D), die Garbe der Differentialformen, die das
Ideal von D auf sich abbilden.

Schlieflich ist der Tangentialraum an die Deformationen eines globalen
Schnittes s € L gerade H°(Yy, L) und H'(Yy, L) der Obstruktionsraum
([FaPa97] Lemma 3.6). Damit konnen wir zusammenfassen:

SOD |Ua : ()\Oé

Lemma A.2.7. Ist h total verzweigt und Xy glatt, so operiert G auf Dnatx,
und wir haben eine Zerlegung der Tangential- und Obstruktionsrdume nach
Charakteren durch

T"Dnaty’ = T"Dgaly, = H"(Y), Ty, (— D))
T"Dnat, = ®ies, H" ™ (Yo, Oy, (D) ® L),
wobet S, = {i € I|(i,x) € S}.
Beweis: G operiert genau auf den Schnitten s(; ) fiir x # 1 nichttrivial.

Der invariante Teil folgt also aus [Weh86] und die y-Dekomposition aus
der Bemerkung unmittelbar vor dem Lemma. O

Aufgrund der Zerlegung von h,Tx, (vgl [Par91] Prop. 4.1) kann man auch
die Deformationsfunktoren von X, kohomologisch beschreiben:
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Lemma A.2.8. Ist X glatt, so ist fir x € G* 1
T*Defy¥ = H*(Yy, Ty, (— D))

T*Def, = H* (Yo, Ty,(— Y _ Di) ® Ly
1€Sy

Satz A.2.9. Sei h eine total verzweigte Uberlagerung und X, glatt. Dann
15t

af Dgaly, — Defg;(o
ein Isomorphismus.

Verschwinden fiir alle x € G* \ 1 die Kohomologiegruppen H'(Yy, L, ) und
HY(Y,, Ty, ® L), so ist

a : Dnaty, — Defx,

glatt, insbesondere surjektiv.
Ist zudem ®ics, H (Yo, Oy, (D;) ® L") =0, so ist o ein Isomorphismus.

Beweis: Die erste Aussage ist klar nach den beiden vorangehenden Lem-
mata und dem Standardkriterium A.1.3.
Firx e G*\1sei D'=) .. s, Di- Tensoriert man die exakte Sequenz

0— Ty,(=D"Y - P — Oy, = 0

mit L ! so geniigt es aufgrund des Standardkriteriums, das Verschwinden
von H'(Yy, PL ® L") einzusehen. Dies folgt aus der Struktursequenz von
Pr, und den Voraussetzungen.

Die Zusatzbedingung der letzten Aussage erzwingt sogar, dass Dnaty, =
Dgaly, = Def)G(O = Defx,. O

Bemerkung A.2.10. Fiir den Fall einer (Z/27)"-Uberlagerung zeigt Ma-
netti ([Ma98]) den Satz auch ohne die Zusatzvoraussetzung der Glattheit
und unter schwicheren Bedingungen als ’total verzweigt’.
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