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Kurzfassung

Anisotropes plastisches Fliefsen bei grofien Deformationen

Im vorliegenden Bericht wird die Formulierung und Integration eines Materialmodells zur
Beschreibung von anisotropem plastischen Flieflen bei grofen Deformationen vorgestellt.
Hierbei wird davon ausgegangen, dass von Beginn an eine Anisotropie vorhanden ist und
die Achsen der Anisotropie sich mit der Deformation entwickeln (rotieren). Es werden un-
terschiedliche Entwicklungen der Anisotropie im Elastizitatsgesetz, in der kinematischen

Verfestigung sowie in der Fliefsfunktion beriicksichtigt.

Das Materialmodell wird in der sogenannten plastischen Zwischenkonfiguration so formu-
liert, dass es den Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius—Duhem-—
Ungleichung erfiillt. Aus diesen Bedingungen werden neben einem anisotropen Hyperela-
stizitdtsgesetz Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen gewonnen, die die nicht-
lineare isotrope und die nichtlineare kinematische Verfestigung beschreiben. Ausserdem
folgt daraus eine Fliefiregel sowie Materialgleichungen, die die Drehung der Anisotropie-
achsen im Elastizitdtsgesetz und in der kinematischen Verfestigung beschreiben. Fiir die
Wahl der Verzerrungs— und Spannungstensoren sowie deren objektive Geschwindigkeiten

wurde das Konzept der dualen Variablen verwendet.

Das fiir beliebige Anisotropie formulierte Materialmodell wird mit Hilfe von Struktur-
tensoren fiir die beiden Spezialfélle von transversaler Isotropie sowie von Orthotropie
angegeben. Dies wird im Hinblick auf die numerische Umsetzung in die Momentankonfi-
guration transformiert. Unter der Voraussetzung kleiner elastischer Verzerrungen erfolgt
die Implementation des Materialmodells in das Finite Element Programm ABAQUS iiber
die Benutzerschnittstelle UMAT. Die Integration erfolgt mit einem zweifachen Operator—
Split—Verfahren. Die Beitriage zur Tangentensteifigkeitsmatrix werden hierbei numerisch

bestimmt.

Am Beispiel einfacher Scherung werden die Einfliisse einiger Materialparameter sowie der
Wahl der Anfangsorientierungen der Anisotropieachsen diskutiert. Mit dem orthotropen
Materialmodell wird der Zugversuch an einem diinnen Blech und die Torsion eines diinn-

wandigen Rohres simuliert.



Abstract

Anisotropic Plastic Flow at Finite Deformations

This report deals with the formulation and numerical integration of a constitutive model
which describes the anisotropic plastic flow at finite deformations. We assume an ori-
entational development of the anisotropy during the process of deformation (rotation of
the axes of anisotropy). Different rotations of axes associated with the elasticity law, the

kinematic hardening and the yield function are introduced.

The constitutive equations are formulated with respect to the so-called plastic interme-
diate configuration and satisfy the second law of thermodynamic (in form of the Clausius—
Duhem-Inequality) for every admissible process. The evolution equations governing the
response of the hardening variables are derived as sufficient conditions for the second law,
while the stress tensor is given by a hyperelasticity relation. The choice of strain and

stress tensors and the objective rates is motivated by the concept of dual variables.

For the case of transversaly isotropy and orthotropy the constitutive model is represen-
ted using so—called structural tensors. With a view to a numerical implementation, the
equations are transformed in the actual configuration. For small elastic strains the model
is implemented as a UM AT—subroutine into the finite element code ABAQUS. The in-
tegration procedure is based on the operator splitting method. The contributions to the

consistent tangent modulus are calculated numerically.

The effect of some material parameters and the initial orientations of the axes of anisotropy
is discussed by calculating the case of simple shear. For demonstrating the capabilities of
the orthotropic model version the predicted model responses for tension loading of a thin

plate as well as the torsion of a thin tube is calculated.
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Notation und Operatoren

Vektoren und Tensoren 2.Stufe werden mit fettgedruckten Symbolen bezeichnet, Tensoren
4.Stufe mit fettgedruckten, kalligrafischen Symbolen. Die komponentendarstellung tenso-
rieller Gréfken beziehen sich auf ein kartesisches Koordinatnesystem. Soweit nicht anders
vermerkt gilt die Einstein’sche Summationskonvention. Zum Teil werden unterschiedliche
Grofken mit demselben Symbol bezeichnet. Sollten dadurch verwechslungen méglich sein,
wird im Text explizit die Bedeutung der entsprechenden Gréfe erwdhnt. Die Rechenre-
geln fiir Tensorrechnungen werden in Analogie zu den Lehrbiichern von Klingbeil [38] und

de Boer [20] angewendet.
Notation

Lateinische Buchstaben

1 Einheitstensor 2.Stufe (1 = é;;e; @ e;)

A Almansiverzerrungstensor

C Rechter Cauchy—Green—Verzerrungstensor

B Linker Cauchy—Green—Verzerrungstensor

D Verzerrungsgeschwindigkeitstensor

F Deformationsgradient

q Wirmeflussvektor

E Green’scher Verzerrungstensor

e spezifische innere Energie

f Flieffunktion

f spezifische Volumenkraft

k innere Variable vom Spannungstyp zur Beschreibung der isotropen Ver-
festigung

L rdumlicher Geschwindigkeitsgradient

m, m()  Richtungen der Anisotropie
M, M®  Strukturtensoren

P Mandel’scher Spannungstensor der Zwischenkonfiguration

v
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N

Referenzkonfiguration

Zwischenkonfiguration

Momentankonfiguration

orthogonaler Rotationstensor

Drehung mit dem Winkel ¢ um den Einheitsvektor n

Rotationstensor der polaren Zerlegung

innere Variable vom Dehnungstyp zur Beschreibung der isotropen Verfe-

stigung

plastische Bogenlange

Spiegelung an der (v, w)-Ebene im (u, v, w)-System
gewichteter Cauchy’scher Spannungstensor
Cauchy’scher Spannungstensor

Zeitpunkt

2.Piola—Kirchhoff Spannungstensor
2.Piola—Kirchhoff Spannungstensor der Zwischenkonfiguration
Verschiebung

rechter Strecktensor der polaren Zerlegung

linker Strecktensor der polaren Zerlegung
Wirbeltensor

Spannungsleistung

Ortsvektor zu einem Materiellen Punkt

innere Variable vom Dehnungstyp zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung

innere Variable vom Spannungsstyp zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung



Griechische Buchstaben

Y

e

Rate der spezifischen Entropieproduktion

Translationstensor der kinematischen Verfestigung in der Zwischenkonfi-
guration

Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

spezifische Entropie

Temperatur

Dichte

spezifische freie Energie

Rotationstensoren zur Beschreibung der Anderung der Anisotropierich-

tungen

Tensoren 4.Stufe

E

Tz
C (elast)

C (kin)
M(kin)

Indizes

Einheitstensor 4.Stufe (6,,0,,€; @ e; @ ex @ €;)
Symmetrisierungstensor 4.Stufe (% (bikbj1 + bubjr) €, D e; D e, @ el)
Elastizitatstensor

Tensor 4.5tufe der kinematischen Verfestigung

inverser Tensor 4.Stufe der kinematischen Verfestigung
Tensor 4.Stufe der Flieffunktion

elastischer Anteil von ()

inelastischer Anteil von ()
antisymmetrischer Anteil von ()
symmetrischer Anteil von ()

i-ter Strukturtensoren im Elastizitdtsgesetz
i—ter Strukturtensoren in der kinematischen Verfestigung
i—ter Strukturtensoren in der Fliekfunktion
numerische Ndherung zum Zeitpunkt ¢
numerische Ndherung zum Zeitpunkt ¢ + %
numerische Ndherung zum Zeitpunkt ¢ + At
Werte im 1.Operator

Werte im 2.0Operator

bartransformierte Grofie

Vi



Operatoren

grad Gradient

tr Spur

div Divergenz

det Determinante

AP Deviatorischer Anteil von A (AP = A — 1(trA)1)
I|A]| euklidische Norm <HAH = m>

() McAuley—Klammer

O~ Inverse

()T Transponierte

m®n  dyadisches Produkt (m @ n = mn; e; ® e;)
A-B Skalarprodukt (A -B = tr (ABT) = A;;B;;)

AB Tensorprodukt (AB = A;,B,; e; @ €;)

CIlA] Anwenden von C auf A (C[A] = CijAn e @ e))

Rechenregeln

tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB)
AT_l — A—lT — AT—]
A-B=B-A

A -Bs=As-Bgs=As-B
A-By,=A, - B,=A,-B

Vil



Kapitel 1
Einleitung

Nachdem in den letzten Jahren viele Arbeiten zur Beschreibung von isotropem Material-
verhalten durchgefiihrt wurden, ist das Interesse groft, auch fiir Materialien mit richtungs-
abhéngigem (anisotropem) Verhalten geeignete Modelle zu entwickeln. Ein solches ani-
sotropes Materialverhalten wird haufig bei Metallen beobachtet. Hierbei kann die Aniso-
tropie entweder von Beginn an vorhanden sein oder die Anisotropie stellt sich mit zuneh-

mender Deformation ein (induzierte Anisotropie).

Im Rahmen dieser Arbeit werden konstitutive Gleichungen ermittelt, die das mechanische
Verhalten fiir eine von Beginn an vorhandene und sich mit der Deformation entwickelnde
Anisotropie beschreiben. Diese Anisotropie kann z.B. bei einkristallinen Legierungen, in
Werkstoffen der Mikrosystemtchnik oder bei gewalzten Blechen in der Umformtechnik
auftreten. Auberdem ist dieses Materialmodell der erste Schritt, um eine Theorie zur
Beschreibung von Materialien mit induzierter Anisotropie allgemeiner Art zu entwickeln.
Eine solche induzierte Anisotropie tritt meist erst bei grofen Verformungen ein (Prantil
et al. [50], Cho und Dafalias [11], Dafalias [16]). Modelle iiber induzierte Anisotropie
bei kleinen Deformationen (die Induzierung der Anisotropie wurde hierbei durch eine
Deformation der Fliekflache in Abhdngigkeit der plastischen Vordeformation realisiert)
sind in den Arbeiten von Baltov und Sawczuk [5], Yoshimura |76], Svensson |59], Backhaus
[4] und Wegener und Schlegel [75] zu finden. Allen Arbeiten ist gemeinsam, dass der zweite
Hauptsatz der Thermodynamik nicht beriicksichtigt wird. Experimente zur Bestimmung
der Form der Fliekflachen sind in den Arbeiten von Rider et al. [52] und Takeda |60] zu
finden.

Das Vorgehen zur Herleitung anisotroper Materialmodelle kann auf zwei verschiedene

Arten geschehen. Die erste Moglichkeit basiert auf mikromechanischen Betrachtungen,



bei denen das plastische Fliefen auf Mikroebene durch das Gleiten von Versetzungen
entlang den Gleitebenen in den einkristallinen Kérnern (bei Polykristallen) beschrieben
wird (zur Kinematik der Gleitung von Versetzungen siehe Asaro und Rice [3] und Asaro
[2]). Der Ubergang dieses Plastiztitsmodells fiir Einkristalle, das durch das ausschliefli-
che Gleiten entlang von Gleitebenen anisotrop ist, auf Polykristalle wird mit Hilfe von
sogenannten Orientierungsverteilungsfunktion (ODF = orientation distribution function)
durchgefiihrt. Hierzu wird jeder Orientierung eines Kristalls des Polykristalls eine Wahr-
scheinlichkeit zugeordnet. Durch eine Mittelung mit der Orientierungsverteilungsfunktion
als Gewichtung kann sowohl ein isotropes Materialmodell (in diesem Fall kommen alle
Orientierungen mit der gleichen Wahrscheinlichkiet vor) als auch ein anisotropes Modell
(bestimmte Orientierungen treten héaufiger auf als andere) gewonnen werden. Dieses Vor-
gehen wird u.a. in den Arbeiten von Ning und Aifantis [47], Prantil et al. |50], Rashid
[51], van der Giessen und van Houtte |68] und Svendson und Hutter |58 beschrieben. In
diesen Arbeiten tritt eine Rotation der Kristallachsen auf, die vom sogenannten plasti-
schen Spin gesteuert wird (siehe hierzu auch Aravas und Aifantis |1, Dafalias und Rashid
[19] und Dafalias [17]). Die Diskussion, ob einem materiellen Punkt des Kérpers nur ei-
ne oder mehrere Orientierungen (und somit auch mehrere plastische Spins) zugeordnet

werden kénnen, ist zur Zeit noch nicht beendet (Dafalias [16]).

Diese Arbeit befasst sich mit der zweiten Moglichkeit ein Materialmodell zu entwickeln.
Hierbei wird nicht versucht die mikroskopischen Vorgénge, die bei plastischem Fliefen
stattfinden, zu erfassen, sondern man betrachtet rein phanomenologisch die makrosko-
pische Materialantwort und versucht diese durch geeignete konstitutive Gleichungen zu
beschreiben. Dabei wird von einem anisotropen Elastizitatsgesetz, einer anisotropen ki-
nematischen Verfestigung sowie einer anisotropen Flieffunktion ausgegangen. In Anleh-
nung an Dafalias |18, 16] werden hierzu verschiedene Rotationstensoren eingefiihrt, die die
Anderung der Anisotropierichtungen beschreiben. Zur Beschreibung des Verfestigungsver-

haltens werden sogenannte innere Variablen verwendet.

Ausgangspunkt des Modells ist die (nichteindeutige) Zerlegung des Deformationsgradi-
enten in einen elastischen und einen inelastischen Anteil. Weiterhin wird verlangt, dass
der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius—Duhem—Ungleichung
immer erfiillt ist (im Gegensatz zum Modell von Dafalias). Ausserdem sollen die Evo-
lutionsgleichungen invariant gegeniiber beliebigen Rotationen der sogenannten Zwischen-
konfiguration und der Momentankonfiguration sein. Das komplette Modell wird in der
Zwischenkonfiguration formuliert, wobei als Spannungstensor der sogenannte Mandel’sche
Spannungstensor verwendet wird. Aus den Anforderungen des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik werden Evolutionsgleichungen fiir die plastische Verformung, fiir die Ver-

festigungsvariablen sowie fiir die Rotationstensoren, die die Anderung der Anisotropierich-
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tungen beschreiben, gewonnen.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit wird erlautert, wie anisotrope Werkstoffe charakterisiert
werden kénnen. Es wird gezeigt, wie anisotrope, skalarwertige Funktionen durch die Ein-
fiihrung sogenannter Strukturtensoren durch isotrope, skalarwertige Funktionen ersetzt
werden kénnen. Fiir diese Funktionen werden dann die entsprechenden Darstellungssétze
vorgestellt. Im dritten Kapitel werden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik kurz zu-
sammengefasst. Inshesondere wird hierbei die Zerlegung der Deformation in elastische und
inelastische Anteile beschrieben und die benétigten Spannungs— und Verzerrungstensoren
vorgestellt. Weiterhin erfolgt hier die Vorstellung des Konzeptes der dualen Variablen
(Haupt und Tsakmakis |26]), mit Hilfe dessen Dehnungs— und Spannungstensoren in na-
tiirlicher Weise einander zugeordnet werden sollen und das diesen Tensoren entsprechende

objektive Zeitableitungen zuordnet.

Die Herleitung des Materialmodells erfolgt im vierten Kapitel. Es handelt sich um ein
Modell, welches dem allgemeinen theoretischen Rahmen enyspricht, der inTsakmakis [66]
vorgeschlagen wurde. Hier werden durch Auswertung der Clausius—Duhem—Ungleichung
die Evolutionsgleichungen fiir beliebige Anisotropie in der Zwischenkonfiguration herge-
leitet. Anschlieffend wird erlautert, wie die Strukturtensoren fiir zwei Anisotropieklassen
(transversale Isotropie und Orthotropie) in Abhéngigkeit von Eulerwinkeln aussehen. Fiir
diese beiden Anisotropieklassen wird das Materialmodell von der Zwischen— in die Mo-

mentankonfiguration transformiert.

Unter der Voraussetzung von kleinen elastischen Verformungen wird die numerische Im-
plementierung des Modells in das Finite Element Programm ABAQUS im fiinften Kapitel
beschrieben. Hierzu miissen vom Benutzer iiber die Schnittstelle UM AT die zu einer vor-
gegeben Deformation gehorigen Spannungen bestimmt und an das FE-Programm {iberge-
ben werden. Die Bestimmung dieser Spannungen erfolgt mit einem zweifachen Operator—
Split—Verfahren, wobei im ersten Operator die elastischen Anteile mit der Mittelpunktsre-
gel und im zweiten Operator die inelastischen Anteile mit dem impliziten Euler—Verfahren
integriert werden. Um eine schnelle Lésung des Randwertproblems im FE-Programm zu
erzielen, muss aufierdem die sogenannte konsistente Tangentensteifigkeitsmatrix bestimmt

werden. Diese wird in dieser Arbeit numerisch ermittelt.

Abschliekend erfolgen einige Beispielrechnungen, die mit dem transversal isotropen und
dem orthotropen Materialmodell durchgefithrt werden. Zunéchst wird am Beispiel der
einfachen Scherung der Finfluss einiger Materialparameter und der Anfangsorientierung
untersucht bevor der Zugversuch an einem diinnen Blech (siehe Imatani et al. [36]) und
die Torsion eines diinnwandigen Rohres (siehe Culie und Nouailhas [13], Méric et al.
[44], Nouailhas und Culie [48] und Nouailhas et al. [49]) simuliert wird.



Kapitel 2
Darstellung von Anisotropie

Die Betrachtung anisotroper Materialien (sowohl Ein— als auch Poly—Kristalle) zeigt, dass
zumeist keine vollig ungeordnete Struktur auftritt, sondern dass auch hierbei bestimme-
te Symmetrien vorhanden sind. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird beschrieben,
welche Transformationseigenschaften Konstitutiv—Gleichungen zur Beschreibung solcher
Materialien erfiillen miissen (siche dazu Boehler |7|, Kapitel 2). Ausserdem werden ver-

schiedene Symmetrie-Klassen, auch Anisotropie-Klassen genannt, vorgestellt (Truesdell

und Noll [61]).

Die invariante Beschreibung anisotroper Materialien mit sogenannten Strukturtensoren
wird im néchsten Abschnitt hergeleitet (Boehler [7], Liu [42], Zheng und Spencer [78]
und Zhang und Rychlewski [77]), bevor im dritten Teil Darstellungssétze fiir isotrope und
anisotrope skalar— und tensorwertige Funktionen vorgestellt werden (Boehler [7], Rivlin

[53], Wang [69, 72, 70, 71, 73], Smith [55] und Spencer [56]).

Abschliessend werden fiir die zwei speziellen Anisotropie—Klassen der transversalen Iso-

tropie und der Orthotropie die Darstellung mit Strukturtensoren exemplarisch vorgestellt

(Boehler [7] und Schroder [54]).

2.1 Vorstellung verschiedener Anisotropie—Klassen

Zunachst muss geklart werden, was Anisotropie bedeutet und wie sich ein anisotropes
Material verhélt. Hierzu gehen wir von einem Korper aus der mit einer mechanischen
Belastungsgrobe (z.B. dem Verzerrungstensor) beaufschlagt wird, die eine mechanische
Reaktion (z.B. den Spannungstensor) hervorruft. Die Belastung wird im folgenden mit

einem Tensor E, die Reaktion mit einem Tensor T bezeichnet.



Abbildung 2.1: Zur Definition eines isotropen Materials

In Abbildung 2.1 ist das Verhalten fiir einen isotropen Werkstoff schematisch dargestellt.
Hierbei stellen die Koordinaten- Achsen vi und v, die Orientierung des Materials im Raum
dar, die fiir die folgenden Uberlegungen fest gehalten wird. Die Ellipsen reprisentieren die
Tensoren E und T, wobei mit e; und e, bzw. t; und t, die Hauptachsen der zugehorigen

Tensoren dargestellt werden.

Ist das Material isotrop, so fallen, wie in Abbildung 2.1 zu erkennen, die Hauptachsen der
Belastungstensoren (E, E*) und der Reaktionstensoren (T, T*) zusammen. Eine zweite
Eigenschaft, die direkt aus der ersten folgt, ist: Wird eine andere Belastung E* aufge-

bracht, die gegeniiber der ersten mit einem orthogonalen Tensor Q rotiert ist
E":=QEQ" ., Qc0O®B3) (2.1)
dann ist auch der Reaktionstensor mit dem gleichen Rotationstensor transformiert
T =QTQ" , vQeO®B3) . (2.2)

Analog zur Anderung der Belastungstensoren, kann natiirlich auch die Orientierung des

Koérpers verdndert werden, d.h. die Orientierungs-Achsen vy und vy werden rotiert:

Vi=Qvi ; vi=Qv, . QeOB3) . (23)

In diesem Fall bleiben die Hauptachsen der Ellipsen, die die Materialantwort T hzw.
T* reprisentieren, unabhangig von der Orientierung des Korpers immer gleich, sie sind

invariant gegeniiber beliebigen Rotationen des Kérpers.



Ein anderes Verhalten wird bei anisotropen Kérpern beobachtet, wie aus Abbildung 2.2
deutlich wird.
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Abbildung 2.2: Zur Definition eines anisotropen Materials

Auch in diesem Fall werden zwei Belastungsgrofen E und E* vorgegeben, die sich durch
eine Rotation Q unterscheiden. Die Orientierung des Materials ist in beiden Féllen gleich.
In diesem Fall stellen sich jedoch nicht zwei Materialantworten (T, T*) ein, die dieselben
Hauptachsen wie die Belastungen haben, sondern im allgemeinen unterscheiden sie sich.
Folglich gehen auch die Materialantworten nicht mehr aus denselben Transformationen

auseinander hervor, wie die Belastungen (2.1):
T £QTQT , vQeOo®B) . (2.4)

Wird fiir diesen anisotropen Korper seine Orientierung geméaf (2.3) verandert, die Bela-
stungsgrofe bleibt aber gleich, so &ndern sich die Hauptachsen der Materialantwort. In
diesem Fall ist Reaktion des Materials auf die Belastung nicht mehr invariant gegeniiber
beliebigen Rotationen des Kérpers und die Materialantwort weist Abhangigkeiten von der

Orientierung auf.

Allerdings besitzt auch ein anisotroper Kérper bestimmte Symmetrien, d.h. es gibt Trans-
formationen beziiglich denen sich die Reaktion des Materials als invariant erweist. Diese
orthogonalen Transformationen werden als die sogenannte materielle Symmetriegruppe

oder Isotropiegruppe G € O(3) bezeichnet. Es gilt also die Transformationseigenschaft

E*":=QEQ! = T =QTQ! vQeg . (2.5)



Verschiedene Anisotropie—Klassen lassen sich somit {iber ihre Isotropiegruppen charak-
terisieren. Fiir Isotropie besteht die Isotropiegruppe aus der vollstandigen Gruppe der
orthogonalen Tensoren O(3), wiahrend fiir den allgemeinsten anisotropen Fall die Isotro-

piegruppe nur aus der identischen Abbildung und der Inversion besteht G = {1, —1}.

Obwohl es eine unendliche Anzahl an Isotropiegruppen gibt, reichen zwdélf davon aus
um alle anisotropen Werkstoffe zu beschreiben (Truesdell und Noll [61], S5.82). Zur Be-
schreibung der Symmetrietransformationen geniigen im wesentlichen Drehungen. Hierbei
bezeichnet der Tensor RY eine Drehung um den Einheitsvektor u mit dem Winkel ¢. In

einem Orthonormal-System (u, v, w) hat dieser Tensor die Darstellung

1 0 0
Ri=10 cosep —sineg . (2.6)
0 sing cosyp

(u,v,w)

Von den zwdlf Tsotropiegruppen sind die ersten elf den 32 Kristallklassen zugeordnet. Auf
die Unterteilung und Eigenschaften dieser Kristallklassen wird hier nicht weiter eingegan-
gen, eine ausfiihrliche Betrachtung findet sich z.B. in Truesdell und Noll [61], S.83. Eine
Auflistung der Isotropiegruppen fiir die Kristallklassen ist im Anhang A.1 zu finden. In
aktuellen Arbeiten {iber Kristallografie werden zusétzlich zu diesen Kristallklassen soge-
nannte Quasi—Kristallklassen eingefithrt. Da dadurch auch alle kontinuierlichen Drehun-
gen zu den Isotropiegruppen zéhlen, ergeben sich unendlich viele Quasi—Kristallklassen
(siehe hierzu Bruhns et al. [8]). An dieser Stelle werden nur die zwei Anisotropieklassen
beschrieben, die in der Praxis am héufigsten anzutreffen sind. Dies ist zum einen die Or-
thotropie: Ein Material wird orthotrop genannt, wenn seine Isotropiegruppe Spiegelungen
an drei senkrecht aufeinander stehenden Ebenen enthélt. Die [sotropiegruppe besteht also
aus

G = {+1,R},R},R}} . (27)

W

Hierbei wurde ausgenutzt, dass eine Spiegelung an der (v, w)-Ebene

-1

0
1 (2.8)
0

— o O

0
0 (u,v,w)

aus einer Drehung um 180° um u und einer anschliefenden Inversion —1 zusammengesetzt
werden kann. Somit sind auch die Kristall-Klassen 3, 5, 6 und 7 (Anhang A.1) orthotrop.



Die zwélfte Anisotropie—Klasse wird transversale Isotropie genannt. Sie wird charakteri-

siert durch beliebige Rotationen um eine Achse w, und besitzt somit die Isotropiegruppe

G={+1L,RI.RI,RZ} , 0<¢<2r . (2.9)

u

Keine der Kristall-Klassen weist diese FEigenschaften auf, diese Anisotropie-Klasse tritt
nur bei Poly-Kristallen sowie bei Materialien mit einer geschichteten oder gebiindelten
Struktur auf.

2.2 Formulierung anisotroper Funktionen

Fiir isotrope skalar , vektor und tensorwertige Funktionen die von einer endlichen An-
zahl symmetrischer und antisymmetrischer Tensoren 2.Stufe und Vektoren abhangen,
existieren viele koordinatenunabhéngige, nicht reduzierbare Darstellungssitze (siehe Ab-
schnitt 2.3). Bei anisotropen Funktionen, die somit nicht mehr invariant gegeniiber be-
liebigen orthogonalen Transformationen sind, ist das Problem eine solche Darstellung zu
finden noch nicht gelést. Aus diesem Grund werden sogenannte Strukturtensoren gesucht,
die die Symmetrie der Anisotropie charakterisieren. Mit Hilfe dieser Strukturtensoren ge-
lingt es dann, anisotrope Funktionen durch neue isotrope Funktionen darzustellen und

fiir diese die Darstellungssatze fiir isotrope Funktionen anzuwenden.

Im folgenden Abschnitt werden fiir die speziellen Anisotropiefalle Orthotropie und trans-
versale Isotropie die Strukturtensoren vorgestellt (Liu [42]). Fiir die 32 Kristall-Klassen
sind die zugehorigen Strukturtensoren, auf deren Herleitung (siehe Zheng und Spencer

|78] und Zhang und Rychlewski [77]) hier verzichtet wird, in Anhang A.2 angegeben.

2.2.1 Zusammenhinge bei anisotropen Invarianten

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden nur skalarwertige anisotrope Funktionen
benétigt. Deshalb beschrinken sich auch die nachsten Uberlegungen nur auf eine Funktion
Y (v, A), die von m Vektoren v und n Tensoren 2.Stufe A abhdngen
v =(Vi,Va, ..., V)
(2.10)
A - (Al,AQ,... 7An)
Diese Funktion wird als invariant unter einer Gruppe G C O(3) bezeichnet, wenn die

Gleichung
p(v,A) =9 (Qv.QAQ") . VQeg (2.11)



erfiillt ist. Hierbei sind die Operationen Qv und QAQ? durch
Qv =(Qv1,Qvy,...,Qv,)
QAQ" = (QAIQ",QA,Q7,... ,QA.Q")

gegeben. Die Funktion ¢ wird isotrop genannt wenn die Transformation Q aus der Gruppe

der vollstandigen orthogonalen Tensoren ist (Q € G = O(3)).

(2.12)

Viele anisotrope Materialien weisen Strukturen auf, die neben den Variablen (2.10) durch
bestimmte Vektoren (my, my,... ,m,) und Tensoren 2.Stufe (My, M,,... ,M,) charak-
terisiert werden kénnen. Mit G wird eine Gruppe bezeichnet die diese Charakteristiken
erhédlt, d.h., mit der Eigenschaft dass

¢={Qed.Qm=m QMQ" =M} , GCOB) . (2.13)
Hierbei wird fiir m und M die gleiche Abkiirzung wie in Gleichung (2.10) verwendet.

Mit Hilfe des in Liu [42]| dargestellten Theorems lasst sich eine Funktion 1, die invariant

unter der Gruppe G ist, durch eine Funktion i ersetzen, die invariant unter der Gruppe
G ist:

Theorem 1

Eine Funktion 1 ist invariant unter einer Gruppe G dann und nur dann wenn sie durch

p(v,A) = (v,A,m M) (2.14)

dargestellt werden kann, wobei 1 invariant unter der Gruppe G ist.

Insbesondere kann die anisotrope Funktion 1 durch eine isotrope Funktion v ersetzt wer-
den, falls die Gruppe G gleich der vollstindigen orthogonalen Gruppe (3 = 0(3)) ist. In
den beiden folgenden Abschnitten werden fiir transversale Isotropie und Orthotropie die
Strukturtensoren m und M gesucht, die die Eigenschaft (2.13) fiir G = O(3) so erfiillen,
dass G gleich der Isotropiegruppe fiir transversale Isotropie und Orthotropie ist. Die Struk-
turtensoren fiir alle Kristall-Klassen sind in Anhang A.2 angegeben. Es zeigt sich hierbei
jedoch, dass die Beschrénkung auf Vektoren m und Tensoren 2.Stufe M nicht ausreicht,
sondern dass auch Tensoren hoherer Stufe benotigt werden. Die Giiltigkeit des Theorems
auch fiir diesen Fall wurde in Zhang und Rychlewski [77] gezeigt. Allerdings ist es fiir
diese Fille sehr aufwendig, koordinateninvariante, nicht reduzierbare Darstellungssatze

zu finden.



2.2.2 Strukturtensoren fiir transversale Isotropie

Transversale Isotropie ist gekennzeichnet durch eine ausgezeichnete Richtung w, um die
beliebige Rotationen ¢ erlaubt sind (siche Kapitel 2.1). Es lassen sich dann fiinf verschie-
dene Isotropiegruppen angeben (siehe hierzu Liu [42] und Spencer |56, Abschnitt 1.4).
Insbesondere wird in dieser Arbeit der Fall transversaler Isotropie betrachtet, bei der die

Isotropiegruppe durch
Ga = {ilvRTnRngif} (2'15)

gegeben ist, wobei RY, wie in Gleichung (2.6) definiert ist.

Gesucht sind nun die Vektoren und Tensoren, die die Transformationseigenschaften (2.13)

erfiillen. Ein Vektor kann die Gleichung

m=—1m (2.16)
nie erfiillen, somit kommen als Strukturtensor nur noch Tensoren 2.Stufe in Frage. Wird
ein beliebiger Tensor M in die Gleichung M = REMRET eingesetzt, folgt aus komponen-

tenweisem Koeffizientenvergleich als Losung der Einheitstensor 1 (diese triviale Losung

wird im weiteren nicht interessieren) sowie der Strukturtensor

=WQRW . (2.17)

o o o
—_ o O

(u,v,w)

2.2.3 Strukturtensoren fiir Orthotropie

Bei Orthotropie sind Spiegelungen an drei senkrecht aufeinander stehenden Ebenen er-

laubt, womit sich die Isotropiegruppe
Go={£1, R, R, R} (2.18)

ergibt.
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Die analoge Vorgehensweise wie bei transversaler Isotropie liefert drei Strukturtensoren:

1 0
MO =10 0 0 —u®u (2.19)
0 0 (u,v,w)
000
MB =101 0 =vov (2.20)
000/ 0w
000
ME =10 0 0 —wow . (2.21)
1
0 (u,v,w)

Da die Summe dieser drei Strukturtensoren den Einheitstensor ergeben
MO 4 M® L MO =1 (2.22)

geniigen zwel Strukturtensoren zur Beschreibung orthotroper Funktionen.

2.3 Isotrope Invarianten

Durch die Einfithrung der Strukturtensoren im vorigen Abschnitt ist es gelungen, anisotro-
pe skalarwertige Funktionen durch isotrope zu ersetzen. Somit kénnen zur Formulierung
der Materialgleichungen Darstellungssitze fiir isotrope Funktionen verwendet werden. Fiir
skalarwertige Funktionen die von symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren 2.Stufe
abhéngen, wurden Darstellungssitze unter anderem in Wang [69, 70, 73], Smith [55] und
Spencer [56] vorgestellt.

Zur Darstellung der skalarwertigen, isotropen Funktion sind diejenigen skalaren Grofen
gesucht, die invariant gegeniiber beliebigen orthogonalen Transformationen sind. Insbe-
sondere ist bei einer vorgegeben Anzahl von unabhéngigen Tensoren derjenige Satz von In-
varianten (Basis) gesucht, aus denen alle anderen Invarianten dargestellt werden kénnen.
Wird die skalare Funktion als Polynom dieser Invarianten dargestellt, so werden diese
Basis Integrititsbasis genannt. Das Theorem von Hilbert beweist, dass fiir jeden endli-
chen Satz von Vektoren und Tensoren beliebiger Stufe eine endliche Integritatsbasis exi-
stiert (Gurevich [22]). Kann eine Invariante durch andere Invarianten dargestellt werden,

so ist sie reduzierbar. Eine Basis die keine reduzierbaren Invarianten enthalt ist minimal
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Hingt die Funktion nur von Tensoren 2.Stufe P9 ab, kann sie als Polynom von Spuren
von Tensor—Produkten trII dargestellt werden. Fin Tensor—-Produkt ist hierbei in der

Form
I =PEIPE)  pis) (2.23)

gegeben, mit beliebigen Tensoren 2.Stufe P) und beliebigen ganzen Zahlen S;. Die
Spuren dieser Tensorprodukte sind die Invarianten der Funktion und beschreiben eine
Integritatshasis, die jedoch nicht minimal ist. Deshalb miissen die iiberzahligen Invarianten

entfernt werden.

Mit Hilfe einer Verallgemeinerung des Cayley—Hamilton—Theorem fiir Tensoren 2.Stufe
1
PS—P%rPJr5{(trP)2—trP2}P—1detP:0 (2.24)

lassen sich Invarianten angeben, die eine endliche Integrititsbasis bilden (siehe hier-
zu Spencer [56], Abschnitt 3). Diese Invarianten bilden jedoch im allgemeinen keine mini-
male Basis. Fiir die weiteren Betrachtungen werden die beliebigen Tensoren P() zerlegt in
ihren symmetrischen Anteil A() und ihren antisymmetrsichen Anteil W), Unter ande-
rem folgt aus der Verallgeimenerung des Cayley—Hamilton-Theorem, dass eine Invariante
der Basis hochstens vom Grad sechs sein kann. Es geniigt somit, die Invarianten von bis zu
sechs verschiedenen Tensoren zu betrachten. Integritdts—Basen fiir mehr als sechs Tenso-
ren ergeben sich durch das Kombinieren der Basen fiir sechs Tensoren in allen méglichen

Kombinationen.

Um eine minimale Integritdts—Basis zu erhalten werden die Spuren der Tensor-Produkte
von einem bis zu sechs Tensoren, die aus dem verallgemeinerten Cayley—Hamilton—
Theorem folgen, aufgelistet. Anschliessend werden soviele (reduzierbare) Invarianten wie
moglich durch andere Invarianten ausgedriickt. Dies wird im folgenden exemplarisch fiir
einen symmetrischen Tensor und zwei symmetrische Tensoren vorgefiithrt. Die minimalen
Invarianten fiir symmetrische und antisymmetrische Tensoren sowie fiir die Kombinatio-

nen aus symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren sind in den Arbeiten von Wang

[69, 72] zu finden.

Bei nur einem symmetrischen Tensor A folgen aus dem Cayley—Hamilton—Theorem die

Invarianten

tr A trA* , trA® . (2.25)

7

Diese Invarianten bilden gleichzeitig eine minimale Integritats—Basis.
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Fiir zwei symmetrische Tensoren A, B bilden die Invarianten
trAB , trAB® , trBA? | trA’B? |, trABA®B? (2.26)

eine Basis. Hierbei wurde ausgenutzt, dass bei der Spur eines Tensor—Produkts von sym-
metrischen Tensoren die Tensoren im Produkt zyklisch vertauscht werden diirfen. Die
letzte Invariante in Gleichung (2.26) ist reduzierbar und kann somit weggelassen werden,

wodurch eine minimale Basis erhalten wird.

Die Ergebnisse der minimalen Integritats—Basis fiir bis zu drei symmetrische Tensoren und
einem antisymmetrischen Tensor sind in Anhang B.1 zusammengefasst. In den beiden
folgenden Abschnitten werden fiir transversale Isotropie und Orthotropie skalarwertige

Funktionen hergeleitet, die von einem symmetrischen Tensor abhéngen.

2.3.1 Invariante Darstellung einer skalarwertigen, transversal iso-

tropen Funktion

Im folgenden soll eine skalarwertige, transversal isotrope Funktion f, die von einem sym-
metrischen Tensor A abhangt, vollstdndig dargestellt werden. Dazu wird die transversal
isotrope Funktion mit Hilfe des Strukturtensors M (siehe Abschnitt 2.2.2) durch eine

isotrope Funktion f ersetat

FA)=T(AM) . (2.27)

Diese Funktion f wird dann mit Hilfe der Darstellungssitze fiir isotope skalarwertige
Funktionen durch ihre Invarianten dargestellt. Fiir zwei symmetrische Tensoren ergeben

sich die folgenden Invarianten (siehe Tabelle B.1):
tr A tr A% tr A° tr M, tr M?, tr M?, tr AM, tr AM?, tr A*M, tr A’M? . (2.28)

Unter Ausnutzen der Eigenschaften

ttM=1 , M'=M , pe{l,2,3,...} (2.29)
kénnen einige der Invarianten weggelassen werden, und es verbleiben die Invarianten

tr A tr A% tr A° tr AM, tr A°M . (2.30)

Die nicht reduzierbare Darstellung der transversal isotropen Funktion f, bei der der Ten-

sor A maximal vom zweiten Grad auftritt, lautet somit:

F(A)=a1 +astr A + astr A* + astr AM + a5 tr A°M
(2.31)
+ ag (tr A)® + a7 (tr AM)® 4+ agtr A tr AM
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2.3.2 Invariante Darstellung einer skalarwertigen, orthotropen

Funktion

Handelt es sich bei der Funktion f um eine orthotrope Funktion, so sind zwei Struktur-
tensoren (M(l), M(Z)) erforderlich (2.2.3) um die anisotrope Funktion durch eine isotrope

Funktion
J(A) =T (A,MY, M®) (2.32)

darzustellen. Die isotrope Funktion héngt somit von drei symmetrischen Tenso-
ren (A,M(l),M(Q)) ab die insgesamt 24 Invarianten bilden (siehe Tabelle B.1). Diese

24 Tnvarianten lassen sich durch ausnutzen der Eigenschaften
trM® =1 , trM® =1
MO =Mb MO =M® | pe{1,2,3,...} (2.33)
MOMP = ¢

auf sieben Invarianten

tr A tr A% tr A% tr AM® tr A2MO® tr AM® tr A2M®@ (2.34)

reduzieren.

Somit lautet die nicht reduzierbare Darstellung der orthotropen Funktion f mit A maxi-

mal vom Grad zwei:
f(A) =a; 4+ astr A + astrA? + agtr AMM
+ as tr A ™ + agtr AM® + artr ATM®
+ ag (tr A)2 + ag (tr Al\/I(l))2 + aqg (tr Al\/I(Z))2

+TapntrAtr AMY £ apytrAtr AM® 4+ a5 tr AMY tr AM®)
(2.35)
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Kapitel 3
Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Zunachst werden die grundlegenden Begriffe, die bei der Entwicklung von Material-
modellen bendétigt werden, vorgestellt, bevor eine kurze Finfiihrung in die Kinematik mit
der Zerlegung der Deformation erfolgt. Um Materialgleichungen fiir grofe Deformationen
zu erhalten wird das Konzept der dualen Variablen (siehe hierzu Haupt und Tsakmakis

[26, 27] und Svendsen und Tsakmakis [57]) vorgestellt.

3.1 Kinematik

Ausgangspunkt ist ein materieller Kérper B abgebildet im euklidischen Punktraum E. Mit
Rr wird der Raumbereich bezeichnet, den der materielle Kérper in einer zeitlich konstan-
ten sogenannten Bezugskonfiguration einnimmt. Jedem materiellen Punkt X des Korpers
kann nach der Festlegung eines Ursprungs O in E und eines raumfesten kartesischen
Koordinatensystems mit dem Nullpunkt O ein Ortsvektor X zugeordnet werden. Zum
Zeitpunkt ¢ nimmt der materielle Kérper den von der Zeit abhidngigen Raumbereich Ry,
die sogenannte Momentankonfiguration ein. Der Ortsvektor, der dem materiellen Punkt X
in der Momentankonfiguration zugeordnet ist, wird mit x bezeichnet. Er wird durch die

Bewegungsgleichung
x =X (X,1) (3.1)

beschrieben. Fiir einen festgehaltenen Zeitpunkt ¢ existiert hierbei die Inverse der Bewe-

gungsgleichung

X=X(x1t) . (3.2)
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Damit lasst sich zu jedem beliebigen aber festen Zeitpunkt ¢ ein Deformationsgradient

%
F- o0 (3.3)

definieren, der die Deformation in der Umgebung des materiellen Punktes X beschreibt.
Er stellt eine Abbildungsvorschrift dar, die ein materielles Linienelement in der Bezugs-
konfiguration dX auf ein materielles Linienelement in der Momentankonfiguration dx

zuordnet
dx = FdX . (3.4)

Analog zur Betrachtung von materiellen Linienelementen kénnen auch Normalen an
Flachen betrachtet werden. Mit ® (X) = C' = const. wird eine materielle Flache in der
Bezugskonfiguration definiert und mit ¢ (x,¢) = C' dieselbe Flache in der Momentankon-
figuration. Durch

99 (X)
A= (3.5)
_ 09 (x,1)

sind dann die Normalen an den Flichen der Bezugs— bzw. der Momentankonfiguration

festgelegt. Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ folgt aus dem totalen Differential

0 0o
die Abbildunsvorschrift
A=F""TA (3.8)

zwischen den Normalen der Momentan— und Bezugskonfiguration.

Da eine positive Determinante des Deformationsgradienten det F > 0 angenommen wird,

existiert eine eindeutige polare Zerlegung des Deformationsgradienten
F=RU=VR , (3.9)

mit dem eigentlich orthogonalen Rotationstensor R,det R = 1 und dem symmetrischen,

positiv definiten rechten bzw. linken Strecktensor U, V.

Durch die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten

a [ o0x Jx 0X ox
= — _— = —— = LF L = — : 1
at (8X> 0X 0x ’ 0X (3.10)
ist schlieflich der rdumliche Geschwindigkeitsgradient L definiert, der in der Form
L=D+W (3.11)

additiv in seinen symmetrischen Anteil D, den Verzerrungsgeschwindigkeitstensor, und

seinen antisymmetrischen Anteil W, den Wirbeltensor, zerlegt werden kann.
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3.2 Zerlegung der Deformation

Ausgangspunkt fiir die Formulierung der Materialgleichungen ist die multiplikative Zer-

legung des Deformationsgradienten ([40])
F=F.F, (3.12)

in einen reversiblen, elastischen Anteil F, und einen irreversiblen, inelastischen Anteil F,
(siehe Abbildung 3.1). Dadurch wird eine weitere Konfiguration, die sogenannte Zwischen-
konfiguration 7%25, festgelegt. Diese Zwischenkonfiguration wird durch eine fiktive, im allge-
meinen nicht kompatible Entlastung erhalten und ist somit spannungsfrei. Ein materielles

Linienelement der Zwischenkonfiguration dx kann somit durch die Abbildungen
d% = F,dX = F'dx (3.13)

aus den Linienelementen der Bezugs— bzw. Referenzkonfiguration bestimmt werden.

0 .
~ -
v -

' St mam=t

Abbildung 3.1: Zerlegung der Deformation
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Es wird angenommen, dass det F, > 0 (und somit det F,, > 0) gilt. Analog zu der polaren
Zerlegung des Deformationsgradienten (3.9) existieren dann auch fiir die elastischen und

inelastischen Anteile des Deformationsgradienten polare Zerlegungen der Form
F.=RU.=V.R. (3.14)
F,=R,U,=V,R, . (3.15)

Ebenso gibt es einen elastischen und einen inelastischen Geschwindigkeitsgradienten, die
beide additiv in ihre symmetrischen (Verzerrungsgeschwindigkeitstensor) und antisymme-
trischen (Wirbeltensor) Anteile

L. =FF'!=D.+W, (3.16)
L,=F,F,'=D,+W, (3.17)

zerlegt werden kénnen.

3.2.1 Konzept der dualen Variablen

Es existieren verschiedene Méglichkeiten Verzerrungstensoren zu definieren und diesen
in sinnvoller Weise Spannungstensoren zuzuordnen. Zum einen wird auf Grundlage der

materiellen Linienelemente ein skalares Verzerrunsgmaf
1 A
A:§(dx-dx—dX-dX) =dX - -EdX =dx - Adx = dx - I'dx (3.18)

definiert. Dieses Verzerrungsmal ist forminvariant beziiglich der gewéhlten Konfiguration.
Alle Groken die aus dem Verzerrungsmal A abgeleitet sind werden der sogenannten Fa-
milie 1 zugeordnet. Ausserdem kann das Verzerrungsmal in einen elastischen und einen
inelastischen Anteil geméaf
1 1
A:§(dx-dx—d§(-d§()—|—§(d§<-d§<—dX-dX) =A.+ A, (3.19)
zerlegt werden. Den verschiedenen Konfigurationen sind nunmehr verschiedene Verzer-

rungstensoren zugeordnet. Als Verzerrungstensoren ergeben sich der Green’sche Verzer-

rungstensor
1
E:§(FTF—1):E6+EP (3.20)
mit
E, — - (FTF — FIF E, = - (FTF, — 1 3.21
8—5( _pp) ’ p—§(pp_) ()
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in der Bezugskonfiguration, der Verzerrungstensor der Zwischenkonfiguration

R 1 A A
r=g; (FIF. —-F7'F;') =T.+T, (3.22)
mit
< Loor . 1 T-1gp-1
F.=;(FF.-1) . D=5 (1-F'F") . (3.23)
sowie der Almansi’sche Verzerrungstensor
1
A= (1-F'F')=A.+A, (3.24)
mit
1 1
Ac=5(1- FIT'F;Y) A, = 5 (FI7'F;' —F''F ) (3.25)

in der Momentankonfiguration.

Groken der Familie 2 werden dagegen aus einem anderen skalaren Verzerrungsmaf

1 .

5:5()‘-)\*A~A):A~eA:A~aA:A-ﬁ/5\ , (3.26)

das auf den Normalen an materiellen Flachen basiert, hergeleitet. Aus dieser Betrach-
tung folgt der Piola’sche Verzerrungstensor € relativ zur Bezugskonfiguration, der Ver-
zerrungstensor der Zwischenkonfiguration 4 und der Finger’sche Verzerrungstensor a in

der Momentankonfiguration (siehe Anhang C).

Die objektiven Geschwindigkeiten der Verzerrungstensoren sind durch die Forminvarianz
der zeitlichen Ableitung der Dehnungsmafie (3.18) und (3.26) (siche Haupt und Tsakmakis
[26, 27] und Tsakmakis [62])

) ) A &
A =dX-EdX = dx - Adx = d% - T'dx (1.Familie) | (3.27)

. ~ D,
§=A-éA=X ar=Ax A (2.Familie) (3.28)

gegeben, wobei die sogenannten Oldroyd—Ableitungen fiir die beiden Familien beziiglich

der Momentan— bzw. Zwischenkonfiguration mit

A

05=0+L"0+0L , 0°=0+LI0+0L, (LFamilie) . (3.29)

P

A

0%=0-LO-0L" . 0%=0 L0 (L] (2Familie) (3-30)

definiert sind. Auch die Geschwindigkeiten der Verzerrungstensoren lassen sich additiv in

elastische und inelastische Anteile zerlegen.
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Weiterhin existieren die folgenden Beziehungen zwischen den objektiven Geschwindigkei-

ten der Verzerrungstensoren und dem Verzerrungsgeschwindigkeitstensor:

A

A=D-=-a (3.31)
o . A

I,=D=-% . (3.32)

Aus der Invarianz der Spannungsleistung pro Volumeneinheit der Referenzkonfiguration

A

W=8$D=T E=T-T=¢a=ré=+- (3.33)

2>

folgen die den jeweiligen Verzerrungstensoren zugeordneten Spannungstensoren. Es han-
delt sich hierbei fiir die 1.Familie um den 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensor T der Be-
zugskonfiguration, den 2.Piola—Kirchhoff Spannungstensor der Zwischenkonfiguration T
sowie den Cauchy’schen Spannungstensor T und den gewichteten Cauchy’schen Span-
nungstensor S = detF T in der Momentankonfiguration. Im Rahmen der 2.Familie
handelt es sich um den Spannungstensor 7 in der Bezugskonfiguration, den Spannuns-
getensor 7 in der Zwischenkonfiguration sowie den Spannungstensor ¢ = —S in der Mo-

mentankonfiguration.

Schliefslich werden aus der Forminvarianz der zeitlichen Ableitung der Spannungsleistung
die objektiven Spannungsgeschwindigkeiten bestimmt. Dies sind die materiellen Zeitablei-

tungen fiir Groken der Bezugskonfiguration und die Oldroyd—Ableitungen
0V=0-LO-0L" , V=0 -L,(-0L] (l.Familie) . (3.34)
OV=0+L"0+0L ., V=0 +LI()+(L, (2.Famili) (3.35)

fiir Groken der Momentan— bzw. Zwischenkonfiguration. (Der Zusammenhang zwischen
den verschiedenen Spannungs— und Verzerrungstensoren sowie deren Geschwindigkeiten

ist in Anhang C zusammengefasst).

Im weiteren Verlauf der Arbeit beschrianken wir uns auf eine Formulierung der Material-
gleichung beziiglich der 1.Familie. Durch eine analoge Vorgehensweise kénnen aber auch

fiir Grofen der 2.Familie die entsprechenden Evolutionsgleichungen gewonnen werden.

3.2.2 Transformationsbeziehungen

Die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und plasti-

schen Anteil (3.12) ist nicht eindeutig, sondern die Zwischenkonfiguration ist nur bis auf
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eine Starrkdrperrotation Q (siehe Abbildung 3.1) festgelegt. Die Zerlegung des Deforma-

tionsgradienten hat dann die Form

F=F.QQF, . Q '=Q , detQ=1 . (3.36)

Dies begriindet gewisse Invarianzanforderungen, die die Feldgleichungen erfiillen miissen

(siehe hierzu Green und Naghdi [21]).

Als weitere Einschrankung fiir die Materialgleichungen wird verlangt, dass sie das Prinzip
der materiellen Objektivitdt im Zusammenhang mit beliebigen Starrkérperbewegungen,
die der Momentankonfiguration iiberlagert werden, erfiillen. Die {iberlagerten Starrkorper-

bewegung werden beschrieben durch
xX=Qx+c , Q'=QF |, detQ=1 . (3.37)

Fiir die neue Deformation gilt

F*=FF, (3.38)
F=QF.Q | (3.39)
F:=QF, . (3.40)

Durch FEinsetzen des neuen Deformationsgradienten F* in die Definitionen der Verzer-
rungstensoren (3.24) und (3.22) sowie in die objektiven Geschwindigkeiten der Verzer-
rungstensoren ldsst sich feststellen, dass Grofen der Momentan— und Zwischenkonfigura-

tion jeweils das Transformationsverhalten

A A —T

() =Q0Q (3.42)

besitzen. Dies ist fiir die Tensoren L und f;p jedoch nicht der Fall. Da im weiteren Verlauf
der Arbeit hauptsachlich der plastische Geschwindigkeitsgradient f;p bendtigt wird, wird
die Verletzung der Eigenschaft 3.42 an dieser Grofe gezeigt. In die Definition fiir f;p (3.17)

werden die rotierten Deformationsgradienten F (3.40) eingesetzt:
r* N px—1 aal Lot ol
L =F F7=QQ +QLQ : (3.43)

Es ist sofort zu erkennen, dass wegen dem antisymmetrischen Tensor Q QT der pla-
stische Geschwindigkeitsgradient die Eigenschaft (3.42) nicht besitzt. Folglich erfiillt
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zwar der symmetrische Anteil, die plastische Verzerrungsgeschwindigkeit f)p, die Eigen-
schaft (3.42), nicht jedoch der antisymmetrische Anteil, der plastische Wirbeltensor Wp:

A * —_ A _’1‘
D: =QD,Q 7 (3.44)

W;=QQ +Qw,Q" . (3.45)
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Kapitel 4
Anisotropes (Visko—) Plastizitatsmodell

In diesem Kapitel wird ausgehend vom Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ein ther-
modynamisch konsistentes, anisotropes (Visko—) Plastizitdtsmodell hergeleitet. Hierbei
wird von einem anisotropen Elastizitatsgesetz, nichtlinearer isotroper Verfestigung ausge-
gangen, einer nichtlinearen, anisotropen kinematischen Verfestigung und einer anisotropen
Fliekfunktion. Fiir die inneren tensor und skalarwertigen Zustandsvariablen zur Beschrei-
bung des Verfestigungsverhaltens und der Anisotropie werden Konstitutivgleichungen als
hinreichende Bedingung zur Erfiillung des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in
Form der Clausius—Duhem—Ungleichung gewonnen. Es werden drei verschiedene Rotati-
onstensoren eingefiihrt, die die Drehung der Anisotropieachsen im Elastizitdtsgesetz, in
der kinematischen Verfestigung und in der Fliekfunktion beschreiben. Weitere Betrachtun-
gen zu dieser Theorie finden sich auch in der Arbeit von Tsakmakis [66]. Die Formulierung
des Materialmodells erfolgt in der Zwischenkonfiguration mit Grofen der 1.Familie (vgl.
Abschnitt 3.2.1). In analoger Weise kénnen auch Evolutionsgleichungen im Rahmen der

2. Familie entwickelt werden.

Eine andere (phanomenologische) Vorgehensweise zur Beschreibung von anisotropem pla-
stischen FlieRen findet sich in den Arbeiten von Cho [10], Cho und Dafalias [11], Dafalias
[14, 16] und Dafalias und Rashid [19]. In diesen Arbeiten werden ebenfalls Konstitutiv-
gleichungen fiir tensorielle innere Variablen angegeben, die jedoch nicht thermodynamisch
motiviert sind. Dies geschieht iiber eine Evolutionsgleichung fiir den sogenannten plasti-
schen Spin, die Differenz zwischen der Rotation der Substruktur und der Rotation des
Korpers. Die Diskussion iiber die genaue Interpretation dieses plastischen Spin’s ist zur
Zeit noch nicht abgeschlossen. Da eine thermodynamische Uberpriifung der Theorie von
Dafalias nicht existiert, ist die thermodynamische Konsistenz dieses Materialmodells nicht

gewdhrleistet.
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4.1 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Eine Anforderung an das in dieser Arbeit entwickelte Materialmodell war seine thermo-
dynamisch konsistente Formulierung. Nur dann ist gewé&hrleistet, dass in allen denkbaren
Belastungsféllen der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik erfiillt ist, d.h. es wird zu

keinem Zeitpunkt Entropie vernichtet.

In dieser Arbeit wird der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius—
Duhem—Ungleichung angenommen. Ausgangspunkt ist die Entropiebilanz in lokaler Form
. fw 1. g
77*25—;d1v6+7* ; (4.1)
wobei © die (positive) absolute Temperatur, 1, die spezifische Entropie, ry die Wirme-
zufuhr pro Zeit— und Masseneinheit, p die Dichte in der Momentankonfiguration, q den

Wirmeflussvektor und +, die Rate der spezifischen Entropieproduktion bedeutet.

Durch Einsetzen des Ersten Hauptsatzes der Thermodynamik

1 1
e=—W — —divq +ry (4.2)
PR P

mit der spezifischen inneren Energie e und der Definition der spezifischen freien Energie v

b =e— O, (4.3)

ergibt sich als Bedingung fiir die nichtnegative Entropieproduktion (v, > 0) die Clausius—
Duhem-Ungleichung (Coleman und Gurtin [12] und Haupt [24])

qa.

. 1
—;/)—@n*+p—RW—p® grad©® >0 , (4.4)

die an jedem Punkt des Korpers zu jedem Zeitpunkt erfiillt sein muss.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur isotherme Prozesse mit homogener Temperaturver-
teilung betrachtet. Aus diesem Grund entfallen die Terme mit der zeitlichen Ableitung der
Temperatur O und dem Gradienten der Temperatur grad ©. Somit lautet die Clausius—
Duhem Ungleichung fiir diesen Fall, wenn auferdem die Definition der Spannungsleistung

in der Momentankonfiguration (3.33) eingesetzt wird

1 )
—S - D—-yv>0 . (4.5)
PR
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4.2 Herleitung des Materialmodells

In diesem sowie dem néchsten Abschnitt wird das Materialmodell das verwendet werden
soll vorgestellt. Diese Ausfiihrungen sind eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie iiber
anisotropes plastisches FlieRen, die in Tsakmakis [66] und Hausler und Tsakmakis [28, 29]

vorgeschlagen wurde.

4.2.1 Darstellung der Anisotropieachsen

Anisotrope Eigenschaften in einem materiellen Kérper kénnen durch bestimmte Rich-
tungen beschrieben werden (sieche hierzu Kapitel 2.2). Diese Richtungen werden durch
ein orthogonales Dreibein représentiert, wie in Abbildung 4.1 dargestellt. Die Richtungen
sind hierbei nicht an den Koérper gebunden (keine materiellen Linien) und werden somit
nicht mit den Deformationsgradienten F,F., F, zwischen der Bezugskonfiguration Rpg,

der Zwischenkonfiguration R, und der Momentankonfiguration R, transformiert.

Abbildung 4.1: Zur Darstellung der Anisotropieachsen
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Es wird angenommen, dass die Anisotropierichtungen in der Bezugskonfiguration zeitlich
konstant sind, und dass drei verschiedene Dreibeine zur Beschreibung der Anisotropie im
Elastizitatsgesetz, in der kinematischen Verfestigung und in der Fliekfunktion existieren,
die unabhdngig voneinander rotieren kénnen. Mit @ soll die Rotation der Anisotropie-
richtungen im FElastizitdtsgesetz zwischen der Bezugs— und der Zwischenkonfiguration
beschrieben werden, A beschreibt die Rotation der Richtungen in der kinematischen Ver-
festigung und II diejenigen in der Flieffunktion. @, A TI sind hierbei Tensoren aus der

eigentlich orthogonalen Gruppe SO(3), die ausserdem den Transformationsbeziehungen
®*=Q® , A"=QA , II'=QI (4.6)
geniigen miissen.

Zwischen der Zwischenkonfiguration und der Momentankonfiguration werden die drei
Richtungen mit dem elastischen Anteil des Deformationsgradienten F, transformiert. Dies
hat zur Folge, dass diese drei Richtungen nicht mehr senkrecht aufeinander stehen und
die Strukturtensoren in der Momentankonfiguration somit nicht mehr den Eigenschaf-
ten (2.29) bzw. (2.33) geniigen.

4.2.2 Elastizitatsgesetz

Wie in Abschnitt 4.1 beschrieben ist der Ausgangspunkt zur Herleitung der thermody-
namisch konsistenter Materialgleichungen die Clausius-Duhem-Ungleichung. Mit Gréfen
der Zwischenkonfiguration formuliert lautet sie

A

1. 2 .
—T - T'—-4%>0 . (4.7)
PR
o

Die Zerlegung der objektiven Dehnungsgeschwindigkeit I' in elastischen und inelastischen
Anteil sowie Einsetzen der objektiven Geschwindigkeit (3.29) liefert

1 [. = e . L2 )

{T-I‘e—|—T-LZI‘6+T-I‘eLp—I—T-I‘p+T-Wp}¢>0 : (4.8)

PR
wobei der letzte Summand in der Klammer zusatzlich hinzugefiigt wurde. Dies ist erlaubt,
da das Skalarprodukt zwischen einem symmetrischen Tensor T und einem antisymmetri-
schen Tensor Wp verschwindet. Durch Ausnutzen der Beziehungen (3.32) und (3.17) folgt
daraus die Ungleichung

1 (. = N . .

—{T-I‘e—|—<1—|—2I‘e>T-LP}—¢20 . (4.9)

PR
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An dieser Stelle wird ein neuer Spannungstensor, der sogenannte Mandel’sche Spannungs-
tensor (siehe Lubliner [43])

P .= (1 n 211) T=c.1T (4.10)

eingefithrt. Dieser Spannungstensor P, erstmals von Mandel erwiihnt, ist im allgemeinen
nicht symmetrisch. Er ist nur dann symmetrisch, wenn der Verzerrungstensor I' und der
zweite Piola—Kirchhoff’sche Spannungstensor T koaxial sind, d.h. sie dieselben Hauptach-
sen besitzen. Dies ist im allgemeinen nur bei isotropem Materialverhalten gegeben. Sein

symmetrischer bzw. antisymmetrischer Anteil ist gegeben durch

I
>

P +I.T+TI, (4.11)

w)
Il
>

A=0.T-Tr. . (4.12)

Allerdings ist es auch kein beliebiger Tensor 2.Stufe mit neun unabhédngigen Komponenten

Lubliner [43]). Wird ein Elastizititsgesetz fiir T in Abhingigkeit von C. = FTF, bzw.
( g gig :

I'. formuliert, so hdngt nach (4.10) auch der Mandel’sche Spannungstensor nur von C,
und somit von nur sechs unabhéngigen Komponenten ab.
Einsetzen des Mandel’schen Spannungstensors (4.11)-(4.12) in die Ungleichung (4.9) er-
gibt

1 : . X .

—(T-I‘6+PS-DP+PA-WZ,)—¢ZO . (4.13)
PR

Desweiteren wird von einer spezifischen freien Energiefunktion ausgegangen, die additiv

in einen elastischen und einen inelastischen Anteil

P () = e (1) + ¥y (1) (4.14)

zerlegt werden kann.

Fiir den elastischen Anteil der spezifischen freien Energie wird angenommen, dass dieser
nur vom elastischen Deformationsgradienten F. und vom Rotationstensor zur Beschrei-

bung der Anisotropierichtungen im Elastizitdtsgesetz ® abhéngt:

be () = (Fe, @) . (4.15)

Mit anderen Worten, es wird angenommen, dass von Beginn an eine Anisotropie im Ela-
stizitatsgesetz vorhanden ist und dass mit zunehmenden Deformationen nur eine Ro-

tation der Anisotropie-Achsen (deformationsinduzierte Anisotropie) stattfindet. Dies ist
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natiirlich ein spezieller Fall, der aber als erster Schritt zur Erfassung allgemeiner Aniso-

tropieverhidltnisse angesehen werden kann.

Volle Invarianzanforderungen beziiglich beliebigen Rotationen der Zwischenkonfigurati-
on Q und der Momentankonfiguration Q ( siehe z.B. Casey und Naghdi [9]) verlangen,
dass die skalarwertige, elastische freie Knergiefunktion . invariant gegeniiber solchen

Rotationen ist

b, (P, ®) =, (F;, @) =y, (QF.Q", Q@) . (4.16)

Damit lasst sich zeigen (siche Anhang D), dass die elastische freie Energiefunktion nur

von einem Verzerrungstensor I'. abhéangt:

Theorem 2

Die elastische freie Energie v, (F., ®) ist invariant unter beliebigen Rotationen der Zwi-
schenkonfiguration und beliebigen Rotationen der Momentankonfiguration, dann und nur

dann wenn sie sich auch in Abhéngigkeit von dem Verzerrungstensor I'. darstellen lisst:
b= (B @) = (B8 = vo=0 (D) (.17

Der Verzerrungstensor I', ist der mit dem Rotationstensor ® von der Zwischen— in die

Bezugskonfiguration zuriickrotierte Verzerrungstensor I'.,

r..=&I& . (4.18)

Die zeitliche Ableitung der elastischen freien Energiefunktion ist dann mit

_ i,

€

e . (ci)Tfe@ + @719 + @Tfecb) (4.19)

gegeben. Diese Ableitung in (4.7) eingesetzt, liefert die Ungleichung

N 8N6 . X N R N N
(T—pRQag ¢1> 'Fe+PS 'Dp‘I'PA'Wp_

N (4.20)
i 5T 81/}5 T - T
,O]ﬂbp — PR ZFei)af L] - PP 2 0 y

€

die fiir jeden moglichen Prozess erfiillt sein muss.
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Zunichst wird ein rein elastischer Prozess betrachtet. Fiir solche Prozesse wird angenom-
men, dass d = 0, f)p = 0, Wp = 0 und ;&p = 0 gilt. In diesem Fall verbleibt von
der Clausius—Duhem-Ungleichung (4.20) nur der erste Summand. Ferner nehmen wir an,
dass T nur von Zustandsvariablen (aber nicht von ihren Geschwindigkeiten) abhéngt, so
dass die Ungleichung nur dann fiir beliebige Werte T'. = I' erfiillt ist, wenn der 2.Piola—

Kirchhoff-Spannungstensor der Zwischenkonfiguration der Potentialbeziehung

A b,
T = pr® Ve pT (4.21)
geniigt. Diese Beziehung wird auch als Elastizitdtsgesetz bezeichnet.

Im weiteren gehen wir davon aus, dass das Elastizitatsgesetz auch fiir elastisch—inelastische
Prozesse seine Giiltigkeit behélt. Die Clausiuss—Duhem—Ungleichung reduziert sich dann

auf die sogenannte innere Dissipitationsungleichung

Dipy = Ps-D, + Py - W, — ppip, — 20T - ddT >0 . (4.22)

Gleichungen (4.21) und (4.22) sind bei viskoplastischem Materialverhalten notwendige
und hinreichende Bedingungen zur Erfiillung des Zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik (vergleiche dazu auch Coleman und Gurtin [12]). Fiir plastisches Materialverhalten
stellen die beiden Beziehungen nur hinreichende Bedingungen dar, es gelingt nicht sie als

notwendige Bedingung herzuleiten (siehe dazu auch Tsakmakis |63, 64]).

Wird die Definition des antisymmetrischen Mandel’schen Spannungstensors Py (4.12) in

die innere Dissipationsungleichung (4.22) eingesetzt folgt die Ungleichung

Dit = Ps D, + Py - (Wp — i’q’T) —prty >0 (4.23)

4.2.3 Innere Dissipationsungleichung

Nach der Herleitung des Elastizitatsgestzes werden aus der inneren Dissipationsunglei-
chung Evolutionsgleichungen gesucht, die das Verfestigungsverhalten des Materials be-
schreiben. Plastisches Fliefen erfolgt durch Gleiten von Versetzungen. Dieses Gleiten wird
durch verschiedene Stérungen im Gitter behindert. Wenn die Anzahl dieser Stérungen zu-
nimmt, spricht man von einer Verfestigung des Materials. Unterschieden werden hierbei
zwei verschiedene Arten der Verfestigung. Zum einen die kinematische Verfestigung, die
das Aufstauen von Versetzungen an Hindernissen im Material (z.B. Korngrenzen, Ein-
schliissen) beschreibt. Umgesetzt wird dies durch die Translation der Flieffliche im Span-
nungsraum. Diese Behinderung kann in verschiedenen Richtungen unterschiedlich stark

sein und wird somit anisotrop beschrieben.
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Der zweite Verfestigungstyp ist die isotrope Verfestigung. Durch diesen wird das gegensei-
tige Behindern des Gleitens von Versetzungen beschrieben. Die Umsetzung im Material-
modell erfolgt iiber eine Vergroferung der Fliefflache als Grenze zwischen elastischem und

inelastischem Bereich.

Zur Beschreibung dieser beiden Verfestigungstypen wird davon ausgegangen, dass die pla-

stische spezifische freie Energiefunktion ¢, additiv in einen Anteil ¢p(is°) zur Beschreibung
der isotropen Verfestigung und einen Anteil 1/)p(ki“) zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung
Wy (1) = 0,0 (8) + 9, (2) (4.24)
zerlegt werden kann.

Weiterhin wird angenommen, dass der Anteil zur Beschreibung der isotropen Verfestigung

durch
. . T /1 i
¢p(150) _ 1/}2()150) (T) — (T,-)/(IBO)T,Q + h(lbO)r) (425)
pr \2
gegeben ist. Dieser Ansatz entspricht der allgemeinen Vorgehensweise, die
in Tsakmakis [65] fiir eine realistische Beschreibung des Energiehaushaltes des Mate-
rials vorgeschlagen wurde. In Gleichung (4.26) ist r eine innere, skalarwertige Variable
vom Dehnungstyp. Mit
8772;1(;50)
ar

wird die thermodynamisch konjugierte innere Variable zu r, eine skalarwertige Gréfe vom

R :=pr (4.26)

Spannungstyp, definiert. Einsetzen des Ansatzes fiir L/)p(iso) in (4.26) liefert

R = () 4 pliso) . (4.27)

(iso) (iso)

und A1) sind nichtnegative Materialparameter, wobei (%) den Anfangswert fiir R

~
darstellt (h(%°) = R|,_o). Wie wir spéter sehen werden, beschreibt R das Verhalten der

sogenannten isotropen Verfestigung.

Der Anteil der plastischen freien Energiefunktion zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung ¢, wird, in Analogie zur elastischen freien Energiefunktion . (4.17), mit
%(kin) _ J}ygkin) <?) (4.28)
angesetzt, wobei

Y=ATYA (4.29)
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gilt. Der symmetrische, dehnungsartige Tensor 2.Stufe Y, eine innere Variable zur Be-
schreibung der kinematischen Verfestigung, wirkt in der Zwischenkonfiguration Ry. Er ist
definiert, dieselbe mathematische Struktur wie der Verzerrungstensors T, zu besitzen. Der
Tensor Y ist der mit dem Rotationstensor A von der Zwischen— in die Bezugskonfigura-

tion rotierte Dehnungstensor der kinematischen Verfestigung.

Analog zum Elastizitatsgesetz (4.21) ist iiber die Potentialbeziehung

7 = prA S AT (4.30)

N

der symmetrische, thermodynamisch konjugierte Tensor 2. Stufe vom Spannungstyp Z
gegeben. Er ist definiert, dieselbe mathematische Struktur wie der 2. Piola—Kirchhoff-

Spannungstensor in der Zwischenkonfiguration zu besitzen.

Abschliefend wird der, im allgemeinen nicht symmetrische, Translationstensor der kine-
matischen Verfestigung é mit der mathematischen Struktur eines Mandel’schen Span-

nungstensors in der Zwischenkonfiguration, entsprechend Gleichung (4.10) durch
E=(14+2V)2=¢&+¢, (4.31)

definiert, mit dem symmetrischen Anteil és und dem antisymmetrischen Anteil é‘A:
E&s=2+YZ+2Y (4.32)
E,=YZ-7Y . (4.33)

Es wird angenommen, dass der Anteil der plastischen freien Energiefunktion zur Beschrei-

bung der kinematischen Verfestigung ¢p(ki“) quadratisch vom Dehnungstensor Y abhiingt:
~ oy ~ 1 ~  ~(kin ~
g (V) =—v - ¢l Y] . (4.34)
PR

wobei E(kin) einen zeitlich konstanten Tensor 4.Stufe bedeutet. Er besitzt die Symmetrie-
éi(kin) 5(kin) 5(kin) é’(kin)

bedingungen ikl — Yael = Yijie = Lris

der freien Energiefunktion nach dem Dehnungstensor Y kann dann durch

und ist positiv definit. Die partielle Ableitung

8;/:2(,1‘1“) ~(kin) [
prle = C [Y] (4.35)
beschrieben werden. Inversion der Potentialbeziehung (4.35) liefert
. — (kin) | Db, ki)
Y = ppM = 4.36
PR l oY ( )
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—~ (kin
mit dem zeitlich konstanten, positiv definiten Tensor 4 Stufe M( )

1 7 (kin 1 7 (kin
. i (Mz('jkl) = M;ikl) =
MZ(;(;,?) = M(km)) Die beiden Tensoren ¢%™ und M erfiillen die Gleichung

a (kin) ﬁ(kin)

-7 (4.37)

wobeil Z den Symmetrisierungstensor 4. Stufe darstellt.
Die zeitliche Ableitung der plastischen freien Energiefunktion ist nach (4.24) durch
thy = ) v (4.38)

gegeben. Die Ableitung des Ansatzes zur Beschreibung der isotropen Verfestigung liefert
zusammen mit (4.26)
o 01[}(iso) 1
(iso) — 2P »_ = pp 4.39
¢p ar r pR r 7 ( )
und die Ableitung des Anteils der plastischen, freien Energiefunktion zur Beschreibung
der kinematischen Verfestigung 1, (kin) st mit (4.28) und (4.29) durch
7 (kin)
d);}km) a¢

gegeben. Einsetzen des antisymmetrischen Translationstensors der kinematischen Verfe-

(A YA +ATYA + ATYA) (4.40)

stigung éA und der Potentialbeziehung (4.30) liefert daraus die Gleichung

1 ~ = 1 - .

—7Z-Y+ —¢&,-AAT (4.41)
PR

. (kin) —
by P

Aus der Identitét

7-Y = ATZA . [(ATYA)' . QATYA] (4.42)
folgt nach einigen Umrechnungen und unter Ausnutzung der objektiven Geschwindigkeit
fiir Spannungstensoren in der Zwischenkonfiguration (3.34)

4 .
Z=7-L,72-7L | (4.43)

A

der additiven Zerlegung des inelastischen Geschwindigkeitsgradienten

» (siche Glei-
chung (3.17)), und den Dehnungstensor der kinematischen Verfestigung Y (siche Glei-
chung (4.36)), die Gleichung

7-Y = &s-Dyté, - < —QAAT)‘|‘

) ; (4.44)
ATZA - (.7\71( " IATZA] - ATf)pA>
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Einsetzen in (4.41) ergibt fiir die zeitliche Ableitung der plastischen freien Energiefunktion
" (kin) 1 « A T 1 =« A
by :*sA'(Wp*AA >‘|‘*fs'Dp+
PR PR
(4.45)

LATzA [ "
PR

\Y4
ATZA] - AlepA)

Fiir die innere Dissipationsungleichung (4.23) folgt somit zusammen mit den Gleichun-

gen (4.39) und (4.24)

Dint = (PS - 58) D, + <f’A - éA) ' <Wp - ‘i"I’T) — Rir +

. v
ATZA . <ATDpA Vi lATZA

> + (4.46)
&y [(W, - #8") — (W, - 4a7)] =0

An dieser Stelle erfolgt nochmals kurz eine Anmerkung zur Invarianz der inneren Dissipa-
tion beziiglich beliebigen Rotationen der Zwischenkonfiguration Q (vgl. Abschnitt 3.2.2).
Fiir die GréRen P, &, Z und D, folgt sofort (siche auch CGleichung (3.44)), dass sie ein

Transformationsvehalten geméf (3.42) aufweisen. Wir werden jetzt zeigen, dass dies auch

fiir die Spintensoren

Q=wW,—oo” (4.47)
O =W, - AAT (4.48)

der Fall ist. Der plastische Wirbeltensor W, erfiillt die Eigenschaft (3.42) nicht (sie-

he (3.45)). Fiir beliebige Rotationen der Zwischenkonfiguration folgt mit (4.6) fiir den

Tensor €2 der Zusammenhang

Q=W - (4.49)
-QW,Q" +QQ' - (q®#’Q" +QQ) (4.50)
= Q0 . (4.51)

Fiir den Tensor © kann mit denselben Uberlegungen ebenfalls die Giiltigkeit von (3.42)

nachgewiesen werden.
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Die innere Dissipation (4.46) darf fiir keinen zuldssigen Prozess negative Werte annehmen

(Dint > 0). Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die drei Ungleichungen

D, = (f’s—§5>-]5p+<f’A—EA>-Q—RfZO (4.52)
T T ~ (kin) | ¥

D, =ATZA - [ ATD,A MY |ATZA| ] >0 (4.53)

Dy=¢, - (Q . @) >0 (4.54)

fiir alle beliebigen zulédssigen Prozesse erfiillt wird.

Natiirlich sind dies nur hinreichende Bedingungen. Durch die Aufspaltung in die drei Un-
gleichungen kénnen jedoch in sinnvoller Weise Evolutionsgleichungen fiir die plastische
Verformungsgeschwindigkeit ]jp (Normalenregel), die isotrope und kinematische Verfe-
stigung und fiir die Entwicklung der Anisotropieachsen im FElastizitatsgesetz und in der
kinematischen Verfestigung hergeleitet werden. Insbesondere weisen die Normalenregel
und die Verfestigungsregeln dhnliche Strukturen wie im isotropen Fall auf (vgl. Tsakma-
kis [63, 64]). Eine notwendige und hinreichende Bedingung zur Erfiillung der gesamten
Dissipationsungleichung (4.46) lasst sich dagegen nicht finden.

Im folgenden werden die Bedingungen hergeleitet um die drei Ungleichungen (4.52)-(4.54)

zu erfiillen.
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4.2.4 Normalenregel, isotrope Verfestigung und Entwicklung der

Anisotropieachsen im Elastizititsgesetz

Zunichst wird angenommen, dass eine Fliekfunktion im Raum der deviatorischen Man-
del’schen Spannungstensoren existiert. Diese Flieffunktion f soll von den sogenannten

effektiven Spannungen
. \D
&:(P—g) (4.55)
abhdngen, wobei der hochgestellte Operator D anzeigt, dass der deviatorische Anteil ge-
bildet werden soll. Die Flieffunktion ist eine beliebige anisotrope Funktion und somit
nur invariant unter bestimmten Rotationen. Mit Hilfe von Strukturtensoren (siehe Ab-

schnitt 2.2) gelingt es, diese anisotrope Funktion durch eine isotrope Funktion darzustel-

len, so dass sie invariant unter beliebigen Rotationen ist.

Die Flieffunktion grenzt den Bereich von rein elastischem Verhalten vom Bereich mit
elastisch—inelastischem Verhalten ab. Befindet sich der Spannungspunkt innerhalb der

Fliekflache
f=k (4.56)

ist das Verhalten rein elastisch, ansonsten elastisch—inelastisch. Der Radius der Fliefflache
wird durch die isotrope Verfestigung k beschrieben, wahrend ihr Mittelpunkt durch den

Translationstensor der kinematischen Verfestigung E gegeben ist.

Fir k& wird
k= R+ h{™ (4.57)

angesetzt, wobei héiso) eine nichtnegative Materialkonstante ist. Mit der Annah-

mer(s=0)=0 (= R(s=0)=h) folgt

ko= k| = hU=) 4 pli=) (4.58)
s=0
Die sogenannte plastische Bogenlinge s ist hierbei ein skalares Maf fiir die plastische

Verformung.

Die Fliekfunktion héngt von der effektiven Spannung & und weiteren Parametern ab,
die das Verfestigungsverhalten beriicksichtigen. Sie muss eine homogene Funktion ersten

Grades in & sein, d.h. sie muss die Beziehung

fae,...)=\(6,...) (4.59)
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erfiillen. Auferdem muss sie konvex sein, d.h. ein Vektor von einem Punkt im Inneren
der Fliekfliche zu einem Punkt auf der Fliefflache schlieft mit der Normalen an diesem

Punkt auf der Fliekfliche immer einen Winkel nicht gréfer als 90° ein.

Es wird nun eine Flieffunktion der Form
r=(ex)=y /(&) x[p-¢]’ (160

mit dem positiv definiten Tensor 4.Stufe K, der die Symmetrieeigenschaft }C’jkl = ’éklz'j

aufweist, angenommen. Durch diesen Tensor wird die Anisotropie der Fliekfliche beschrie-

ben. Den Anschluss zum isotropen Fall erhélt man, indem der Tensor K mit
.3
K= 51’ (4.61)

angesetzt wird. Da die Spannungen P und é im isotropen Fall symmetrisch sind, folgt die

iibliche von—Mises—FliefSfunktion
f=f<&>=\/§(f>—é)D-(?—é)D . (4.62)

Nun wird eine neue tensorielle Grofie

=D, + (4.63)

af
ff:\/gs' oP (4.64)
VR

angegeben werden kann. Das Inkrement der plastischen Bogenlénge s ist dann durch

. 2"0 A<> 2 A A A A
s::\/ng-Lp:\/§<Dp-Dp—|—Q-Q> (4.65)

gegeben. Fiir die plastische Deformationsgeschwindigkeit ]f)p und die Rotationsgeschwin-

digkeit der Anisotropieachsen € fithrt dies auf die Gleichungen

. s of s [of

D, =— = = — — y 4.66

) ﬁ(ap)s (460)

G-w, g7 290 (9] : (4.67)
BopPy  B\oP)
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mit

of ., of
oPs 0P,

2 2

_ /2 _ 2 4.68
=i -5 =
In dieser Fliefregel (4.66) ist als Spezialfall auch der isotrope Fall (vgl. Jansohn [37] und
Lammer [39]) enthalten, fiir den g = 1 und P = Pg gilt. Bei plastischem Materialver-

halten wird das Inkrement der plastischen Bogenliange fiir plastische Belastung aus der

of
oP

Konsistenzbedingung f — k=0 bestimmt, wahrend es bei Viskoplatizitét aus der Mate-

rialgleichung

§ = % (4.69)

mit den positiven Materialparametern m und n gewonnen wird.

Dies alles eingesetzt in die Ungleichung (4.52) ergibt

il oy OF e sy 0F]
D, = 3 (PS - fs) : 8—f’s + <PA - £A> : E — Rr (4.70)
S o Of
=3 <P fg) R (4.71)
Einsetzen der partiellen Ableitung
oF 1.
oI K|P - 4.72
5= <[P (4.72)

liefert dann (vgl. auch Gleichung (4.57))

DIZE(P—Q-K[P—g]—Rr (4.73)
_ pliso) i _ é_f

= i+ S k)+k(5 )20 . (4.74)
A B ¢

Die Summanden A und B kénnen niemals negativ sein, da bei rein elastischen Prozessen
der Spannungspunkt innerhalb der Fliefflache ist und somit das Inkrement der plasti-
schen Bogenlénge s = 0 ist, und bei elastisch—inelastischen Prozessen der Ausdruck f — &
entweder = 0 (bei Plastizitat) oder > 0 (bei Viskoplastizitat) ist. $ und der Faktor /3 sind
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per Definition niemals negativ. Die gesamte Ungleichung (4.74) ist somit erfiillt, wenn der

Summand C nicht negativ wird,

k (% - f) >0 . (4.75)

Dies ist in hinreichender Weise erfiillt, wenn fiir 7 der Ansatz

i (1= gleoy) 2 .
(1=5%) 5 (4.76)

mit dem positiven Materialparameter 305°) gewdhlt wird. Einsetzen von (4.27) liefert
daraus zusammen mit der Beziehung k= ~(s9)7 die Evolutionsgleichung fiir die isotrope

Verfestigung

b= [0 — B0 (k — )] % . (4.77)
Im Unterschied zum isotropen Fall (vgl. Tsakmakis [63, 64]) taucht bei Ansiotropie in
der Evolutionsgleichung der zusétzliche Faktor g auf. Durch diesen Faktor wird in der
Evolutionsgleichung fiir die isotrope Verfestigung die Form (Kriimmung) der Fliekflache
beriicksichtigt.

4.2.5 Kinematische Verfestigung

Aus einer hinreichenden Bedingung fiir die zweite Ungleichung (4.53)
T . ~ (kin) | ¥
Dy,=A"7ZA - [A'D,A-M A'ZA| ] >0

kann eine Evolutionsgleichung fiir die kinematische Verfestigung y/ gewonnen werden.

Dazu wird der Multiplikand positiv proportional dem Multiplikator gesetzt:
e ~ (kin) | « 7% = i) T in [ A T5
ATD,A - MV |ATZA| = s [B [A ZAH . (4.78)

Bin) ist ein positiv definiter Tensor zur Beschreibung der Anisotropie mit den Symmetrie-
eigenschaften B\(ki“)iljkl = g(ki“)jikl = g(ki“)iﬂk = B\(ki“)k”j. Im allgemeinsten anisotropen
Fall sind in diesem Tensor 15 Materialparameter enthalten. Aus Invarianzgriinden im Zu-
sammenhang mit beliebigen Drehungen der Zwischenkonfiguration muss der Tensor Blkin)
das Transformationsverhalten

Blkin)” [z] — QB [z] q (4.79)
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bzw.

QT’%(kin)* [QZQT] Q = Bk [Z] (4.80)
aufweisen.

Umformen dieses Ansatzes liefert schlieflich die Evolutionsgleichung vom Armstrong—

Frederick—Typ fiir die kinematische Verfestigung

Yo L (kin) [ ey [
Z-=¢C [Dp] — Bl [z] . (4.81)
Der Tensor 4.Stufe a(kin), der ebenfalls das Transformationsverhalten (4.79) bzw. (4.80)

aufweisen muss, ist durch die Beziehung
A [D,] = ac™™ [aTD,a] AT (4.82)

festgelegt. Die Evolutionsgleichung (4.81) weist dieselbe Struktur wie im isotropen Fall
¢ ¢Z und BE") = T ergibt sich exakt derselbe Ansatz

. kin
auf; mit den Tensoren C

(vgl. Tsakmakis [63, 64]).

4.2.6 Entwicklung der Anisotropieachsen in der kinematischen

Verfestigung

Schlieflich verbleibt noch eine hinreichende Bedingung zu finden um die dritte Unglei-
chung (4.54)

Dy=¢,- (Q—é)) >0
zu erfiillen. Sicherlich ist diese Ungleichung erfiillt, wenn man
Q- 0=3iC [EA] (4.83)

setzt, wobei L einen positiv definiten Tensor 4.Stufe bedeutet mit der Eigenschaft, dass

c [EA] ein antisymmetrischer Tensor 2.Stufe ist. Da aber zur Zeit entsprechende experi-

mentelle Untersuchungen fehlen um die Komponenten von L zu bestimmen, werden wir

uns im weiteren nur mit der Bequemlichkeitsannahme
Q-—0=2)¢&, (4.84)

mit dem nichtnegativen Materialparameter A, befassen.
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Einsetzen der Evolutionsgleichung fiir die Entwicklung der Anisotropieachsen des Elasti-

zitatsgesetzes (4.67) (vgl. auch (4.48)) liefert

ézﬁf—AAT:;A VY 4.85
14 ﬂ aPA éA ( )

als Evolutionsgleichung fiir die Entwicklung der Anisotropieachsen der kinematischen Ver-
festigung. Als Spezialfall sei hier kurz der Fall erwdhnt, dass sich die Achsen der Aniso-
tropie in der kinematischen Verfestigung und im Elastizitétsgesetz genau gleich entwickeln,
was durch die Wahl von A = 0 erreicht wird.

4.2.7 Entwicklung der Anisotropieachsen in der Fliefsfunktion

Bis jetzt sind fiir alle Gréfen, die Einfluss auf den Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
nehmen, Einschrankungen aus der Auswertung der Clausius-Duhem—-Ungleichung gefun-
den worden. Uber die Entwicklung der Anisotropieachsen in der Fliekfunktion werden
jedoch keine Aussagen gemacht. Deshalb kénnen beliebige Ansatze verwendet werden um
diese Entwicklungen zu beschreiben ohne die thermodynamischen Restriktionen zu ver-
letzen. Vom physikalischen Standpunkt aus erscheint es plausibel, die Anisotropieachsen
in der Fliekfunktion genauso rotieren zu lassen wie die Anisotropieachsen im Elastizi-
tatsgesetz. Diese Annahme beruht darauf, dass die Anisotropie der Elastizitdt und der
Fliekfunktion an die Orientierung der Kristallgitter gekoppelt ist, wahrend die Aniso-
tropie der kinematischen Verfestigung durch die Orientierung der aktiven Gleitsysteme
beschrieben wird. Tatsdchlich haben Rechnungen in diesem Zusammenhang gezeigt, dass
nur bei identischer Entwicklung der Orientierung im Elastizitétsgesetz und der Fliefsfunk-

tion physikalisch plausible, konvergente Losungen erzielt werden.

Aus diesem Grund wird im Rahmen dieser Arbeit fiir die Rotationsgeschwindigkeit der
Anisotropieachsen in der Fliekfunktion der Ansatz
E-w,-nm-a--

B Py

(4.86)

verwendet.

4.2.8 Zusammenfassung der Materialgleichungen fiir allgemeine

Anisotropie

Fiir grofse elastische und inelastische Deformationen sind nunmehr die Evolutionsgleichun-
gen zur Beschreibung des Materialverhaltens fiir beliebige Félle von Anisotropie gegeben.

Das komplette Materialmodell ist in Tabelle 4.1 nochmals zusammengefasst.
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Spezifische freie Energiefunktion

b= o () 4 6 (4 30 (3) (4.87)
Elastizitatsgesetz:
et b athe P (1sa )]
Toppe el To=elhe . P (1 +21‘e) T (4.88)
Flieffunktion
R N . D
f=f6)=1/6 Kl&] | o-:(P—E) (4.89)
Fliekregel
-5 0f 2||0f 2| af | of
D, -9 ﬂ:\f{c :\/>Af+:f (4.90)
5 oPs 3|op 3||oPs 0Py
Inkrement der plastischen Bogenldnge
aus f—k=0 (bei plastischer Belastung) (Plastizitit) (4.91)
= W (Viskoplastizitét) .
Isotrope Verfestigung
. 7 (iso)
i = [0 _ glso) (1 _ )] S = o0t o) 5
J [7 i) (f ko)] G o k=ens g . (4.92)
Kinematische Verfestigung
(kin) —(Kin . AN\ -
RN N )[Y] . Yo=ATYA | é:= <1+2Y>Z . (4.93)
Y
Y% .
7 = &' D] -sBUm 2] (4.94)
Entwicklung der Anisotropieachsen
Q= Wp a7 =2 GLf Elastizitdtsgesetz , (4.95)
BoPy
e = Wp —AAT = ii — \é€, kinematische Verfestigung , (4.96)
BOP,
. s Af
E-w,-1mm? =g- 29/ Fliebfunktion . (4.97)
BoP

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der Materialgleichungen in der Zwischenkonfiguration fiir

allgemeine Anisotropie

4]



4.3 Materialgleichungen fiir transversale Isotropie und

Orthotropie

Fiir beliebige Félle von Anisotropie sind nunmehr Materialgleichungen zur Beschreibung
von elastisch—inelastischem Materialverhalten mit nichtlinearer isotroper und kinemati-
scher Verfestigung hergeleitet worden, wobei sich die Achsen der Anisotropie im Ela-
stizitétsgesetz, der kinematischen Verfestigung und der Fliefifunktion jeweils unabhénig
voneinander entwickeln kénnen. Allerdings wurde bisher noch keine Aussage dariiber ge-
macht, wie die anisotropen Funktionen der spezifischen freien Energie zur Beschreibung
des elastischen Verhaltens ¢, und zur Beschreibung der kinematischen Verfestigung ¢p(kin)

aussehen, da diese von der Art der Anisotropie abhdngen.

In diesem Abschnitt werden fiir die zwei in der Praxis relevantesten Félle von trans-
versaler Isotropie und Orthotropie die freien Energiefunktionen und die Flieffunktionen
angegeben. Dies geschieht mit Hilfe der Strukturtensoren, wie sie in Kapitel 2.2 her-
geleitet wurden, und den Darstellungssétzen fiir isotrope, skalarwertige Funktionen aus
Kapitel 2.3. Dazu wird zunédchst erldautert, wie beliebige Orientierung, d.h. Richtungen im

Raum, dargestellt werden kénnen.

Die dadurch erhaltenen Evolutionsgleichungen fiir den Spannungstensor und die inneren
Variablen sind zunschst noch in der Zwischenkonfiguration R, gegeben. Fiir die spéter be-
schriebene numerische Integration des Materialmodells miissen die Evolutionsgleichungen
jedoch in die Momentankonfiguration R; transformiert werden. Dazu werden die Transfor-

mationsbeziehungen zwischen den Konfigurationen fiir die 1.Familie (sieche Anhang C.1,

C.2 und C.5) verwendet.

4.3.1 Darstellung der Strukturtensoren

Mit Hilfe von Strukturtensoren wird, wie in Kapitel 2.2 erlauterrt, die Anisotropie in
einem Materialmodell beschrieben. Fiir transversale Isotropie und Orthotropie werden
diese Strukturtensoren aus ausgezeichneten Richtungen gebildet. Deshalb wird zunachst
beschrieben, wie bei transversaler Isotropie eine beliebige Richtung, bzw. bei Orthotropie

die beliebige Orientierung eines Dreibeins im Raum, dargestellt werden kann.

42



Abbildung 4.2: Definition der Eulerwinkel ¢, 9,

Darstellung von beliebigen Orientierungen im dreidimensionalen Raum

Beliebige Orientierungen eines Dreibeins im dreidimensionalen Raum kénnen durch die
Angabe von drei Winkeln, die jeweils Drehungen um feste Achsen beschreiben, dargestellt
werden. Es existieren verschiedene Méglichkeiten, die Orientierung so zu beschreiben.
Haufig werden dazu die sogenannten FEuler—Winkel verwendet, die auch in dieser Arbeit

genutzt werden.

Die Definition der Euler—-Winkel geht aus Abbildung 4.2 vor. Ausgangspunkt ist das
(x1,x2,x3)-Koordinatensystem. Zunachst wird dieses Koordiantensystem mit dem Win-
kel 1 um die x3—Achse gedreht. Das dadurch entstandene (x7, x3, x5 )-System wird durch
eine Drehung um die xj—Achse mit dem Winkel 9 in das (x7*, x5, x5*)-System {iber-
fithrt. Zum Schluss wird mit dem Winkel ¢ um die x5*~Achse gedreht und man erhélt

das Koordinatensystem (xj,x3,x3). Um jede beliebige Orientierung darzustellen miissen

43



die Eulerwinkel Werte im Bereich
0<yv<2r , 0<9<7 , 0<¢p<2r (4.98)
annehmen.

Die Orientierung im Material wird im folgenden mit einer Richtung m fiir transversale
Isotropie bzw. durch drei senkrecht aufeinanderstehende Richtungen m, m®) und m®)
fiir Orthotropie beschrieben. Zur Beschreibung nur einer ausgezeichneten Richtung bei
der transversalen Isotropie geniigen zwei Winkel. Ein dritter Winkel wiirde nur benétigt,
um in der durch diese Richtung festgelegten Ebene eine Orientierung zu definieren. Es

wird angenommen, dass die Achse der transversalen Isotropie in x3—Richtung zeigt wenn

die Euler-Winkel den Wert 0 annehmen

=0 , ¥9v=0 , =0 = m=x; . (4.99)
Diese ausgezeichnete Richtung kann dann durch die beiden Euler—Winkel ¢) und 9 in der
Form

sin o sin )
m = | —sind cos (4.100)
cos v

(X1 s X2 7X3)

angegeben werden.

Bei Orthotropie wird davon ausgegangen, dass die drei Orthotropie—Achsen und die Ko-

ordinatenachsen fiir Fuler-Winkel von 0 iibereinstimmen
=0 , ¥v=0 , ¢=0 = mV=x, , =123 . (4.101)
Die Richtungen sind dann durch

COS (¢ cos P — sin @ cos ¥ sin ¢
m® = | cosesin ¥ + sin p cos ¥ cos (4.102)

sin @ sin ¥
SO (Xl »X2,X3 )

— 8in @ cos b — cos @ cos ¥ sin @

m? = —sin @ sin ¥ + cos @ cos ¥ cos ¥ (4.103)
cos p sin v (1 2 %)
sin ¥ sin )
m® = | —sind cos 1) (4.104)
cos 1 (2 x2.%5)
gegeben.
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Bildung der Strukturtensoren

Nachdem nun die Richtungen zur Beschreibung der Anisotropie angegeben sind, lassen
sich auch die Strukturtensoren darstellen. Nach Kapitel 2.2.2 ist die fiir transversale Iso-

tropie

M=m@®m (4.105)
und fiir Orthotropie (Kapitel 2.2.3)

MO =mOom® | =12 (keine Summation iiber i) . (4.106)

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass zur Beschreibung von Orthotropie zwei
Strukturtensoren geniigen, da der mogliche dritte Strukturtensor aus den anderen beiden

bestimmt werden kann.

Das komplette Materialmodell ist in der Zwischenkonfiguration formuliert, weshalb auch
die Evolutionsgleichungen fiir die Strukturtensoren in dieser Konfiguration angegeben
werden miissen. Da bei der Transformation der Strukturtensoren von der Zwischenkonfi-
guration in die Momentankonfiguration die Eigenschaften (2.29) bzw. (2.33) verlorenge-
hen, kénnen sie in Ry nicht mehr durch zwei bzw. drei Fulerwinkel reprasentiert werden.
In Spezialfallen (z.B. fiir kleine elastische Verformungen, vgl. Abschnitt 5.2.1) kann die
Transformation zwischen Zwischen— und Momentankonfiguration durch einen orthogona-
len Tensor beschrieben werden. In diesem Fall geniigen die zwei bzw. drei Euler—-Winkel,

um iber die Gleichungen (4.100) und (4.105) bzw. den Gleichungen (4.102)-(4.104) und

(4.106) die Strukturtensoren zu bestimmen.

Ein Strukturtensor in der Bezugskonfiguration Rz wird mit M® bezeichnet. Dieser Struk-
turtensor steht hierbei entweder fiir den Strukturtensor der transversalen Isotropie M oder
die Strukturtensoren der Orthotropie MM und M®), In der Bezugskonfiguration ist der
Strukturtensor zeitlich konstant angenommen, d.h. es gilt
dM(i) .
— M®
dt

=0 . (4.107)
Der Strukturtensor in der Zwischenkonfiguration R, kann dann durch die Transformation
MO = eMOPT (4.108)

bestimmt werden. Anstelle des Rotationstensors ® kénnen natiirlich auch entsprechend

die Rotationstensoren A und IT eingesetzt werden.
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Als objektive Geschwindigkeit fiir die Strukturtensoren wird die objektive Geschwindigkeit
fiir Verzerrungstensoren (3.29) verwendet

S e

MO =M + LMY +MOL, . (4.109)

Bilden der Zeitableitung von (4.107) fithrt dann auf die Evolutionsgleichung fiir die Struk-

turtensoren in der Zwischenkinfiguration

AN
MO — D,MOLNOD, +
(4.110)

N . T . . N ~ .
(W, - d8") MO+ N0 (W, - da")

Fiir den antisymmetrischen Tensor (Wp — §¢T> wurde in Kapitel 4.2 eine Materialglei-
chung als hinreichende Bedingung zur Erfiillung des Zweiten Hauptsatzes der Thermody-
namik angegeben (Gleichungen (4.95)-(4.97)).

4.3.2 Transformation auf die Momentankonfiguration

Unser Ziel ist es, das Materialmodell im Finite-Element—Programm ABAQUS zu imple-
mentieren. Zu diesem Zweck werden die Materialgleichungen in der Momentankonfigura-

tion bendétigt. Die dazu erforderlichen Umrechnungen werden hier kurz vorgestellt.

Zwischen dem gewichteten Cauchy’schen Spannungstensor in der Momentankonfigurati-
on und dem Mandel’schen Spannungstensor in der Zwischenkonfiguration kann mit Glei-
chung (4.10) und den Transformationsbeziehungen fiir Spannungstensoren der 1.Familie

(siche Kapitel C.5) der Zusammenhang
S = F/-'PF’ (4.111)

hergeleitet werden. Analog dazu kann ein Translationstensor der kinematischen Verfesti-

gung in der Momentankonfiguration durch
¢ :=FI-1¢F7! (4.112)
definiert werden.

Der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor ist ausserdem iiber das Elastizitdtsgesetz,
transformiert in die Momentankonfiguration, durch
I
S = ppF.®——'F! 4.113
prF® g (4.113)

€
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und der Spannungstensor der kinematischen Verfestigung in der Momentankonfiguration

durch die vortransformierte Potentialbeziehung (4.30)

Z = prF.A 81;? A'FI (4.114)

gegeben.

Da der Dehnungstensor der kinematischen Verfestigung in der Zwischenkonfiguration Y
die mathematische Struktur eines Dehnungstensors in der Zwischenkonfiguration besitzt,

kann er durch
Y = FI-'YF! (4.115)

in die Momentankonfiguration transformiert werden. Daraus folgt fiir den Translations-

tensor der kinematischen Verfestigung in der Momentankonfiguration
¢E=B.'Z+2YZ (4.116)
mit dem elastischen Links—Cauchy—Green—Verzerrungstensor

B.=F.F' . (4.117)

Das Stoffgesetz (4.93); kann relativ zur Momentankonfiguration umgeschrieben werden

in der Form
Z=clivy] | (4.118)
wobei der Tensor 4.Stufe ¢ relativ zu kartesischen Koordinaten durch
ctny) = r.e"" [FTYF,]FT | (4.119)
Ch = (Fo)iy (Fo)jy (B, (B, Gl (4.120)

ls Y'pqrs

gegeben ist. Die Evolutionsgleichung fiir den Spannungstensor der kinematischen Verfe-

stigung ist relativ zu kartesischen Koordinaten durch
v RN A )
7 = ¢kin) {AP] — 5Bk 7] (4.121)

mit dem Tensor 4.Stufe

B(kin) [Z] — Feié(kin) [F;IZFZ—I] FZ , (4122)
kin - - i3 (kin
ngkl) = (Fe)ip (Fe)jq (Fe l)kr (Fe 1)15 BQ(JI;TS) (4'123)
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gegeben.

Die Fliefiregel in der Momentankonfiguration lautet

A af
A, =- —F ! 4.124
P ﬁ OPS € ( )

und die Fliekfunktion ist durch
r=i(P.éK) = \/(P—é) K [P - ¢ (4.125)
7 (8.6.K) = \/5—& K5S¢ (4.126)

gegeben, mit dem Tensor 4.Stufe K definiert durch

T-1
F,

(S—¢)-K[S—¢ =F (S—&F - K[F(S—¢F' ] (4.127)

K = (Fo)yy (P () (FX7Y)  Kars (4.128)

€

Zwischen den partiellen Ableitungen der Fliekfunktion nach dem Mandel’schen Span-
nungstensor in der Zwischenkonfiguration und dem gewichteten Cauchy’schen Spannungs-

tensor in der Momentankonfiguration besteht der Zusammenhang
8_{ = F;la—7
oP oS
und fiir den Faktor /3 folgt

— \/Be_lgBe . 8_? _ (4.130)

F. (4.129)

¥
=%

Schliefslich wird noch ein Strukturtensor in der Momentankonfiguration definiert, der ana-

log zu einem Verzerrungstensor der 1.Familie (Kapitel C.1) durch
MO = FT-IMOF;! (4.131)
gegeben ist.

Vom numerischen Standpunkt her ist es sehr vorteilhaft, Evolutionsgleichungen fiir Struk-
turtensoren zu formulieren, die die Eigenschaften (2.29) erfiillen. Nur in diesem Fall ist
es moglich, diese Strukturtensoren mit Hilfe von Euler—Winkeln darzustellen. Leider er-
fiillen die Strukturtensoren M) diese Eigenschaft nicht. Daher ist es sinnvoll, einen neuen

Strukturtensor in der Momentankonfiguration M durch

MO = RMOIR,T (4.132)
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einzufiihren, der die Eigenschaft (2.29) aufweist. Ist fiir M® eine Evolutionsgleichung

gegeben, so lisst sich daraus M) {iber

MO = v imivt (4.133)
berechnen. Aus (4.132) folgt zundchst

R.T (MO + RRIMO + MORR.T) R, = MO (4.134)

Andererseits sieht man aus (4.109) und (4.95), dass die materielle Zeitableitung der Struk-

turtensoren der Zwischenkonfiguration mit

MO = —WINMO - MOW, + Q" MO + NMOQ (4.135)
gegeben ist.
Fiir den Geschwindigkeitsgradienten (3.10) folgt

L=FF'4+FLF! (4.136)

=RR.+R,UU'RS +FLF' | (4.137)

mit dem antisymmetrischen Anteil

W=RR. 0w (4.138)
und einem neuen antisymmetrischen Tensor

. ’ -1 T r -1
w:=R. (UeUe >AR6 n (FstFe )A . (4.139)
Somit ergibt sich aus (4.134) und (4.135)

M A . T . . . N .
MO = (RW,R +RRT) MO MO (RW,R+ RR.T) +

(4.140)
R.Q R.MO + MOR,OR,”
oder nach Einsetzen von (4.138)
P R T . . . 4 A
MO = — (ReWpReT LW w> Y (OIS () (RSWPRET +W - w) +
(4.141)
R.Q R./MO + MOR,OR,”
bzw.
S e
MO —NO 4+ LN + MOT, (4.142)
. . A T . .
—pMD 4 MOD — <R8WpR6T . w) MU —
(4.143)

MO (RW,R.” - w) + RO'R/MO + MOR.OR,”
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4.3.3 Materialgleichungen fiir transversale Isotropie

Im folgenden werden fiir transversale Anisotropie, die durch einen Strukturtensor dar-
gestellt werden kann, die Materialgleichungen hergeleitet. Im Elastizitédtsgesetz wird der
benotigte Strukturtensor mit M), in der kinematischen Verfestigung mit M) und in
der Fliekfunktion mit Mgy bezeichnet. Die Materialgleichungen werden zundchst in der
Zwischenkonfiguration angegeben und anschlieffend in die Momentankonfiguration trans-

formiert.

Zuerst wird das transversal isotrope Elastizitatsgesetz formuliert. Da bei elastisch—
inelastischem Materialverhalten der elastische Anteil der Verformung héufig sehr klein
bleibt, wird hier nur ein lineares Elastizitatsgesetz angenommen. Dies hat zur Folge, dass
die elastische freie Energiefunktion nur von Grofen abhéngt, in denen der in die Bezugs-
konfiguration zuriickrotierte Verzerrungstensor I', maximal vom zweiten Grad auftritt.
Die allgemeinste Darstellung der elastischen freien Energiefunktion ist dann mit (2.31)
durch
pRg/NJE <f‘6> =aq + agtr f‘e + astr f‘i + aytr (f‘el\N/I(e)> + as tr (f‘jM@) +

, , (4.144)

Qg (tr fe) + ar <tr f‘eM(e)) + agtr f‘e tr <feM(e)>

mit den Materialparametern «; bis ag gegeben. Aufgrund der Bedingung Wb, <f‘e = 0>
folgt fiir den ersten Materialparameter direkt oy = 0.

Bildung der partiellen Ableitung Z%e und Transformation in die Zwischenkonfiguration
iiber die Beziehungen (4.18) und (4.108) liefert zusammen mit (4.21) das Elastizitatsgesetz

in der Zwischenkonfiguration

T = [2@6 tr f‘e + agtr <f‘eM(e)>] 1+ [2a7 tr (f‘eM(e)) + agtr f‘e] M(e) +
(4.145)

20,1, + s (feM(e) + M(e)f‘e>

Wegen T <f‘6 = 0) = 0 folgt hierbei sofort, dass zwei weitere Materialparameter ver-

schwinden (o = ay = 0). Dieses lineare Elastizitatsgesetz kann auch in der Form

- gl [r} (4.146)

formuliert werden. Hierbei besitzt der Elastizitdtstensor 4.Stufe die Symmetrieeigenschaf-
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ten é};ﬁst) = é}f}jﬁ) = é};llzsw = (Z(;?]?St) und die Form

ci1 €12 i3 0 0 0
Cl2 €11 Ci3 0 0 0

~~|elas 0 0 0

C( last) _ | a3 a3 css 7 (4‘147)
0 0 0 C11 — C12 0 0
0 0 0 0 Cs5 0
0 0 0 0 0 55 clast)

(X1 1 X2,X3 )(

mit den Komponenten

e = 2(ag + as) ;

33 = 2 (ag + as + ar + as + as) )

c12 = 2a ; (4.148)
c13 = 206 + Qs )

css = 203 + Qs

Die (symmetrischen) Spannungs— und Verzerrungstensoren werden hierzu als Vektoren in

der Form

t11
tao

t11 T2 i3 y

tig tag la3 — * (4.149)
t1o

t13 T93 133
t13
o3

dargestellt. Die Tensoren sind beziiglich einem orthonormalen Koordinatensy-
stem (x1,X2,x3) dargestellt, in dem die x3—Achse in Richtung der ausgezeichneten
Richtung der transversalen Isotropie m zeigt, wéhrend die beiden anderen Achsen

beliebig orientiert sein kénnen.

Durch Transformieren von Gleichung (4.145) in die Momentankonfiguration mit (4.113)

folgt schlieflich das transversal isotrope Elastizitatsgesetz in der Momentankonfiguration
S = [2a6 tr (B.A.) + as tr (B.A.B.M))] B. +
[2a7 tr (B.A.B.M()) + astr (B.A.)] B.M¢)B. + (4.150)
203B.A.B. + a5 (BeAeBel\/I(e)Be + BSM(e)BeAeBe)

=c 2t [A ] (4.151)
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Der Anteil der plastischen freien Energiefunktion zur Beschreibung der kinematischen

Verfestigung gbp(ki“) soll, wie in Kapitel 4.2.3 erwdhnt, hochstens vom 2.Grad im Deh-

nungstensor der kinematischen Verfestigung sein. Somit ergibt sich der gleiche Ansatz wie
fiir die elastische freie Energiefunktion (4.144).

pRg/:Z()ki“) (?) =c; + ¢y tr Y + c3tr Y? + cq tr <?1\N/I(k)) + 5 tr (\?21\7[(6)) +
(4.152)
N2 L. 2 . .
Co (tr Y) + ¢ (tr YM(k)) +egtrY tr (YM(k)>

Es folgt wegen @ZN)]()kin) <Y = O) = 0 sofort ¢; = 0. Zusammen mit Gleichung (4.93); und
den Transformationsbeziehungen (4.108) und (4.29) folgt daraus unter der Beriicksichti-

gung von y/ (Y = O> =0 (= ¢; = ¢4 = 0) fiir den Spannungstensor der kinematischen

Verfestigung
7 = [266 trY + cgtr <YM(k)>] 1+ [267 tr <YM(k)) + cgtr Y] M(k) +
(4.153)
25Y + 5 (Y My + Mgy Y)
Der Tensor 4. Stufe besitzt dann die Form
i1t Ci2 €13 0 0 0
Cl2 €11 €13 0 0 0
a(kin) _ c13 C13 C33 0 0 0 , (4154)
0 0 0 C11 — C12 0 0
0 0 0 0 Css 0
0 0 0 0 0 55 (kin)

(x1,%2,%3)
mit den Komponenten
c11 = 2(ce + ¢3) )

cs3 =2(ce + s+ cr+cs+ cs5) )
Ci2 = 266 5 (4]55)

c13 = 2¢6 + c3 )

cs5 = 2¢3 + ¢

Wird Gleichung (4.153) nach dem Dehnungstensor der kinematischen Verfestigung in der
Zwischenkonfiguration aufgelost folgt

N Vi [Z} . (4.156)

— (kin ~ (kin)\ ~!
Zur Bestimmung des Tensors 4.Stufe M( ' <C( )> sieche Kapitel B.3.
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Schlieklich folgt durch Transformation in die Momentankonfiguration mit (4.118) fiir den
Zusammenhang zwischen Spannungstensor und Dehnungstensor der kinematischen Ver-

festigung
Z = [2c5tr (B.Y) + cs tr (B.YB.M,))] B. +
[2¢r tr (B.YB.M(y)) + cstr (B.Y)] B.MyB. + (4.157)
2¢;B.YB, + ¢5 (B.YB.MB. + B.M,B.YB,)
= ¢ckin) Y] . (4.158)

Fiir Evolutionsgleichung (4.121) des Spannungstensors Z erhalten wir
v N .
7 = ¢kiv) {AP] — Bz (4.159)

Der Tensor 4.Stufe B&™ ist iiber Gleichung (4.122) bzw. (4.123) definiert. B kann

mittels Strukturtensoren fiir transversale Isotropie dargestellt werden. Es ist naheliegend,
... olkin) | . .
diese Strukturtensoren gleich denjenigen, die zusténdig fiir C( ) sind, zu wéhlen. Damit

folgt
Zkin) [Z] _ [256 t+7 + b tr (ZM(k))] 1+ [zbm (ZM(k)> 4 bgtr z] M, +
2b57 + by (ZM(k) + M(k)Z>
(4.160)

Dies ist die allgemeinste Form fiir den Tensor 4.Stufe unter der Voraussetzung einer li-
nearen Abhéngigkeit von Z und der Bedingung Bkin) [Z = 0] = 0. Bkin) hat dann, wie

die beiden anderen Tensoren 4.Stufe a(elaSt) und é(ki“), die Form
bir bz bz 0 0 0
biz bir bz 0 0 0
~ biz bz b 0 0 0
glin) _ | 013 01z ba3 : (4.161)
0 0 0 byyz—0b2 0 0
0 0 0 0 bss 0
0 0 0 0 0 bss (X17x27x3)(kin)
bi1 = 2(bs + b3)
bss = 2 (bs + bs + bz + bs + bs) ,
biz =2bs (4.162)
b1z = 2bs + bs ;
bss = 2b3 + bs

53



In der Momentankonfiguration formuliert (vgl. (4.122)) ist der Tensor B™ gegeben durch

BYY(Z] = [2bs tr (B.7'Z) + bstr (ZMq,))] B. +
[267 tr (ZM(k)) + bg tr (BS_IZ)] Beh/l(k)B6 + (4.163)

2bs7Z + bs (ZM(k)Be + BBM(k)Z)

Die transversal isotrope Fliefifunktion héngt in der Zwischenkonfiguration von dem Devia-
tor der effektiven Spannung & ab (vgl. (4.89). Da eine eindeutige Zerlegung der effektiven

Spannung in symmetrischen Anteil

X . .~ \D

&5 = (PS . §S> (4.164)
und antisymmetrischen Anteil

Ga=Py— &, (4.165)
existiert, kann die Fliekfunktion auch als transversal isotrope Funktion

f=1(6s,64) (4.166)

dargestellt werden. Die entsprechende isotrope Funktion, die die transversal isotropen
Eigenschaften beschreibt, hingt somit nach Kapitel 2.2 von zwei symmetrischen Tenso-

ren s und M) und einem antisymmetrischen Tensor &, ab. Die transversal isotrope

Fliekfunktion der Form (4.60) ist dann durch

ff=6-K[6] (4.167)
. . 2
=vq tr 6'% + vy tr <M(f)é'§> + v3 (tr (M(f)é'g)> +
(4.168)
vg tr 6’1 + vy tr (M(f)&i) + vgtr (&AM(f)&S>

gegeben (siehe Kapitel B.2). Der Tensor KC lautet relativ zu einem kartesischen Koordina-

tensystem, in dem die ausgezeichnete Richtung der transversalen Isotropie m in Richtung

o4



der x3—Achse zeigt:

kiiin 0 0 0 0 0 0 0 0
0 kg2 0 koo O 0 0 0 0
0 0  kyzis O 0 0  Kkyz;p O 0
0 koot 0 ko2 O 0 0 0 0
K= 0 0 0 0 kgu 0O 0 0 0
0 0 0 0 0 Kkizizs 0 Kz O
0 0  kyzzr O 0 0  ksizp O 0
0 0 0 0 0 Kkzzr 0 ksi;p O
0 0 0 0 0 0 0 0 Fkaass (1 ot ) (P840
(4.169)
ki1 = 20y
ks = 2 (v1 + vy + v3) )
ki212 = v1 — vy ’
k1921 = V1 + vy , (4.170)
kiziz = v1 + lU2 — U4 — lUs + 1U6 )
2 2 2
k3131 = vy + l122 —Ug — 1Us — 1U6 )
2 % 2
13z = v1 + 502 + v4 + 5 Vs
wenn ein nichtsymmetrischer Tensor folgendermafken als Vektor dargestellt wird:
(281
12
13
i1tz tis (231
tar too 1o — t9o . (4.171)
la1 132 33 2%
a1
132
133

Bei der Transformation dieser Flieffunktion auf die Momentankonfiguration wird zunéchst

ausgenutzt, dass die effektive Spannung in der Momentankonfiguration wegen (4.111) und

(4.112) durch
o =FI"'6F! (4.172)
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gegeben ist. Die symmetrischen und antisymmetrischen Anteile transformieren jedoch
nicht in dieser Form. Deshalb werden in der Momentankonfiguration zwei nichtsymmetri-

sche Tensoren o) und o®)

o® = FI1gFT (4.173)
1
= o= 5 (0 +B.'0'B,) # o5 (4.174)
o™ =F14,F" (4.175)
1
= oW= 5 (0 —B.'0’'B.) #oa (4.176)

eingefiihrt, die wie die gesamte effektive Spannung aus dem symmetrischen und antisym-

metrischen Anteil der effektiven Spannung der Zwischenkonfiguration folgen.

Dies eingesetzt in (4.168) liefert (vgl. (4.125))
[?=0-K|o] (4.177)

=oitr (@) + vzt (MgB. (09)7) + 05 (tr (M B.o ™))" +
(4.178)
vy tr (O'(A))2 + vs tr (1\/I(f)B6 (O'(A))2> + vg tr (O'(A)M(f)Beo'(S))

als Fliefsfunktion in der Momentankonfiguration.

Zur Bestimmung der Fliefregel (4.64) wird die partielle Ableitung der Fliekfunkti-
on (4.168) nach dem symmetrischen Anteil des Mandel’schen Spannungstensors gebildet

af 1 . N S 2 L
—Af = {21}10'5 + vy (USM(f) + M(f)US) — = (vg +vg)tr <USM(f)> 1+
0Ps 2f 3
(4.179)
2us tr (USM({)) M(f) + 5116 <0’AM(f) — M(f)O’A)}
Wird ein Tensor
Y
NG .=F, J F! (4.180)
Ps
1 _ _
=37 {20,B.c®B. ™" + v, (B.o®My) + B.MB.o®B. ") —
2
g (’U2 + Ug) tr (BEU(S)M(f)) 1+ 2ustr (BEO-(S)M(f)) BEM(f)‘I‘ (4.181)

1
5o (B.o™WM) — BSM(f)Bea(A)B;l)}
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definiert, fithrt dies auf die transversal isotrope Fliefregel in der Momentankonfiguration

4 5
A,=-B.,7'N® | (4.182)

B
Der Tensor N®) ist die mit Gleichung (4.129) in die Momentankonfiguration transfor-
mierte Normale an der Fliekflache im Raum der symmetrischen Spannungstensoren. Diese
Normale gibt die Richtung der plastischen Verformungsgeschwindigkeit in der Zwischen-

konfiguration an.

Aus der Ableitung der Flieffunktion nach dem antisymmetrischen Mandel’schen Span-

nungstensor
— = —% {—ZU4O'A — U3 (O'AM(f) + M(f)O'A) + vg <0'5M(f) — M(f)0'5> } (4.183)
oPx  2f

folgt analog zu (4.180) der Tensor der Momentankonfiguration

Y
N&) ::FeiFgl (4.184)
Py
1
T {-20,B.c™WB,™ - vs (B.a™WMy) + BMyB.o™WB. ™) +
, (4.185)
5V (B.o®Mp) — BSM(f)BeO'(S)Be_l)}

Dies ist die in die Momentankonfiguration transformierte Richtung zur Beschreibung der
Rotation von Anisotropieachsen, die in der Zwischenkonfiguration senkrecht auf der Flief-

fliche im Raum der antisymmetrischen Tensoren steht.

Die Evolutionsgleichungen fiir die mit R, in die Momentankonfiguration rotierten Struk-
turtensoren lauten dann (vgl. (4.95) und (4.143))

A
M) =DM + M()D —

(RW,R.T — w>T M) - M (RW,R. - w) + (4.186)

[(VIINOVY M) + My (VINOIV)|

@] ».
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fiir die Strukturtensoren im Elastizitatsgesetz,

A
My =DM + MyD —

“ T . “
(RSWPRST - w) M) — My <R6WpR6T - ‘-'-’) +

1 T (4.187)
$ l(gvﬁ_lN(A)Ve + )‘Vef(A)Ve_l) M(k)—I-
. 1
M, (EVe‘lN(A)VS + )\Veﬁ(A)Ve‘l)]
mit
5 1
¢W =FI¢,F! = 5 (E-BTEB) #¢&, (4.183)
fiir die Strukturtensoren der kinematischen Verfestigung (vgl. (4.96)) und
< . .
My =DM + MpD —
A T . . -
(RW,R.” —w) M — M (RW,R. —w) + (4.189)

% [(VEINSIV) N + Mgy (VNGO

fiir die Strukturtensoren in der Flieffunktion (vgl. (4.97))

Der in den Evolutionsgleichungen benétigte Faktor 3 wird aus den beiden Tensoren N(®)
und N® iiber die Beziehung

af of - ‘ -
— = = B. !NGOGB,) - N B. 'N®WB,) - N&) 4.190
P \/( ) +( ) (4.190)

bestimmt.

4.3.4 Materialgleichung fiir Orthotropie

Orthotropes Materialverhalten wird durch jeweils zwei Strukturtensoren im Elastizitats-
2

gesetz <M8, ME;;), zwel in der kinematischen Verfestigung (MEB ME?{;) und zwei in der

Fliefsfunktion (ME;;,ME?;) beschrieben. Die Vorgehensweise zur Formulierung des Ma-

terialmodells erfolgt, analog zum Fall der transversalen Isotropie im vorigen Abschnitt,

58



durch Transformation der Materialgleichungen aus der Zwischen— in die Momentankonfi-

guration.

Die orthotrope, elastische freie Energiefunktion 1, in der Bezugskonfiguration ist

mit (2.35) durch
PRI/NJ (f‘e) —ay + aztr Lo + as tr fj + a4 tr (f‘eMEiD + as tr (f‘Zl\N/IEiD +

o N2
Qg tr (FeMgD + a7 tr (F MEZ))) + o <tr I‘e> +
<‘rr <I‘ Mﬁ)) + oo <‘r1‘ (F Mff)) n (4.191)

oaqq tr f‘e tr (f‘el\N/IEi))) + aqy tr f‘e tr (F M%) +

o e (DMLY ) tr (ML)
und den dreizehn Materialparametern «; bis ay3 gegeben. Wegen der Bedin-
gung @Z(fLe:O) = 0 folgt sofort o = 0. Mit (4.21) und T(f‘e:0> =0
(= as = ay = ag = 0) ergibt sich das lineare, orthotrope Elastizitatsgesetz in der

Zwischenkonfiguration

T (r) _gt™Y [r] (4.192)

= -2048 tr f‘e + aqq tr + g tr (I‘ MEJ)] 1+
)|
(e) e

) + 13 tr (feM(Z MEI)) +
> (4.193)

—011 tr f’e + 2ag tr (

—0112 tr fe + 13 tr M i 2@10 tr (F M(2)>:| M(2) +

(e) (e)

2051, + as (1“ MEI)) + ME ;f ) +as (FMEZ)) + MEZ))F) :

~(elast
das nur noch von neun Materialparametern abhéngt. Wird der Tensor 4.Stufe C( )

in einem orthonormalen Koordinatensystem (x;,x,,x3) dargestellt in dem die beiden
ausgezeichneten Achsen der Orthotropie m™ und m® in x;— bzw. in x,-Richtung zeigen,

hat er die Form

C11 €12 Ci3 0 0 0
C12 Cg99 C23 0 0 0
/c\(elast) _ C13 C23 C33 0 0 0 , (4194)
0 0 0 cq 0 0
0

0 0 0 0 Cry
0 0 0 0 0 Cg6

(xl X2 7XS)(elanst)
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mit den Komponenten

c11 =2 (a3 + as + as + ag + aq1)
c22 = 2 (a3 + a7 + as + a19 + a12)
c33 = 2 (a3 + as) )

c12 = 208 + a1 + 12 + a3 )

c13 = 208 + an )

€23 = 208 + Q12 )

C4q = 203 + a5 + ar )

cs5 = 203 + a5 )

ces = 203 + ar

(4.195)

Das in die Momentankonfiguration transformierte orthotrope Elastizitatsgesetz ist dann

in der Form

S = [2as tr (B.AL) + an tr <B ABM! )

[y tr (BoAL) + 200 tr <B ABM!)

(¢)

205B.A.B. + a5 (B.AB.M(B, + B

or (B.A.B.M{JB. + B.M{B.A.B.)

-0612 tr (BeAe) + 13 tr <B8A6B6M(1)> + 20(10 tr <

gegeben.

+oaptr (B ABM

4 oagstr <B A.BM)

(

M{)B.A.B,) +

B.A.B.M"?

)

)
)

]Be+

| B

(2)
B.M{B, +

(4.196)

Die plastische freie Energiefunktion zur Beschreibung der kinematischen Verfesti-

gung ¢p(kin) ist, bei gleichen Annahmen wie im transversal isotropen Fall, in der Be-

zugskonfiguration mit

deN)}gkin) (?) =C1 + Co tr Y + C3 tI‘ Y + Cyq tI‘

)
co tr (YMEkDJrc?tr( 21\/[(2> g(tr >
)+

o (b (mg;)) +ero (tr (Y™

(vm

+c5tr<

)

c11 trY tr <YM( ;) + c19 trY tr (?I\N/[(?; +

s tr (YNI) ) or (VM)
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und den Materialparametern ¢; — ¢35 gegeben. Wie bei der Elastizitdt verschwindet auch
hier der Materialparameter ¢y, da die Bedingung gZS‘i“) <Y~' = O> = 0 erfiillt sein muss.

Mit (4.93), (4.108) und (4.29) folgt dann, unter der Voraussetzung, dass Z (Y = O) =0
gilt, der Spannungstensor der kinematischen Verfestigung in der Zwischenkonfiguration
V/ <Y> = -208 trY + ¢ tr (YMEB) + cpptr (YME?(;)] 1+

e tr Y 260t (YN ) + et (YNIG)) | NQY) +

. (4.198)
_612 trY + C13 tr <YM211(;> + 2610 tr (YME?{;)] MEIZ(; +
- (1 ~ (1)< (2 S (2)<
2e5Y + o5 (YMIG) + MY ) + o (YNIG) + MY
_¢t [Y} (4.199)
mit dem Tensor 4.Stufe

C11 C12 Ci3 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
~(kin 0 0 0

c(k ): C13 C23 Cs33 7 (4'200)
0 0 0 Cyq4 0 0
0 0 0 0 Csx 0

0 0 0 0 0 Cee (x1 7x27x3)(kin)

c11 = 2(c3+ 5+ s + co + c11) )

C22 = 2(¢3 + 7+ s + ¢10 + ¢12) )

33 = 2(c3 + cs) )

Cl2 = 2cg + c11 + c12 + 13 ;

c13 = 2cg + ey ; (4.201)
€93 = 2¢g + c19 )

€44 = 2¢3 + ¢c5 + 7 )

¢s5 = 2¢3 + ¢35 ;

Ces = 203 + 7

Die Inversion von (4.199) liefert

o —(kin) [~
v =" [Z] : (4.202)
. = (kin) /5 (kin)y 71 . . .

wobei der Tensor M = (C ) in Kapitel B.3 bestimmt wird.
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In der Momentankonfiguration ist der Spannungstensor der kinematischen Verfestigung

durch

7 _ chtr(B Y) + entr (B.YB Mgk)) +oeptr (B YB MEk))] B, +
(
(

(
(s

e tr (BUY) + c1 tr <B YB.M]})

)
1 tr(B.Y) + 2¢otr ( B.YB. M ) + s tr (BeYBeM i;)] BeMEllc;Be +

+ 2610 tr (BSYBBM(

2) (2)
0)| BMGB. +

(k)

26B.YB, + ¢; (B.YB.M{)B. + B.M{)B.YB, ) +

¢ (B-YB.M{)B. + B.M{B.YB,
(4.203)
=ckin) [y] (4.204)
mit der Evolutionsgleichung
v . ZAN .
7 = ¢ [Ap] — 5B (7] (4.205)
gegeben.
Wie bei transversaler Isotropie wird auch bei Orthotropie fiir BEin) derselbe Ansatz wie
~(kin
fiir C( ) (mit neun Materialparametern bs, bs, by — by3) verwendet:

Bkin) [Z] st trZ + by tr <ZM( > + bptr < MEi;)] 1+

511 trZ + 2bg tr < > + by tr < MEZ;)] MEB t

(4.206)
bu trZ + by tr ( M > + 2bio tr < Mgi;)] Mgk; +
2052 + by (2N + MQZ) + s (2M) + N2

Dann besitzt der Tensor 4.Stufe die Form
bin b2 bis 0 0 0
big by by 0 0 O

Skim) _ [b1s b b 000 7 (4.207)
0 0 0 by 0 O
0 0 0 0 b5 O

0 0 0 0 0 ©bg

(x1,x%2 :Xa)(kin)
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bi1 = 2(bs + bs + bs + by + by1) )

by = 2(bs 4 by + bs + bio + b12) ;

baz = 2 (53 + bS) ’

big = 2bg + b1 + bia + bis )

bz = 2bg + b1y ; (4.208)
bas = 2bs + by )

byg = 2b3 + b5 + b7 )

bss = 2bs + bs ;

bes = 2b3 + b7

Mit (4.122) wird diese Beziehung in die Momentankonfiguration transformiert, und es

folgt

B (2] = 265 tr (B.7'Z) + buy tr (ZM

)
bir tx (B.7'Z) + 26y tx (ZMY)) + biotn (ZM<2
)

+ 2b10 tr (ZM(Z)

2)
(k))} B.MB, +

612 tr (B Z —|— 613 tr <ZM (k)
B

2.7 + bs (ZM(”B n

1)
v M z) i

()
br (ZM{)B, + B.M{)7)
(4.200)

Die orthotrope Fliefifunktion in der Zwischenkonfiguration ist eine Funktion von drei
symmetrischen Tensoren &, Mgf)) und Mgf)) und dem antisymmetrischen Tensor & 4.
Unter Ausnutzung des Darstellungssatzes fiir isotrope Funktionen (Kapitel B.2) und unter
Beriicksichtigung der Form (4.60) lautet die Flieffunktion

2 =6-K|[6] (4.210)
=vq tr 6‘% + vy tr (ME;)) > + vgtr (Mgf)) > + vy ( <ME;))6'S)> +
R 2
Vs <tr <ME§))6'S)> + vgtr (M(l g) tr (M(2 )
(4.211)
v-tré 2 vt M(l) t M(Q) . tr (& M(l) A
vrtro, + vgtr (f) + vg tr (f)O'A + vigtr (oA (f)O'g +
vqq tT (6’ MP e ) + vy tr <0' MYe M(2))
11 AMp T 12 AV TSV
Die ersten sieben Summanden dieser Flieffunktion, in denen nur die symmetrischen An-

teile der effektiven Spannung auftreten, entsprechen der orthotropen Fliekfunktion von
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Hill (1950). Die Fliekfunktion (4.211)

stellt somit lediglich eine Erweiterung der Hill’schen

Fliefsfunktion fiir nichtsymmetrische Spannungstensoren dar. Der Tensor K lautet fiir die-

sen Fall
k1111 0 0 0
0 k‘1212 0 k1221
0 k1221 0 ko121
’C = k1122 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
k1111 = 2 (v1 + v2 + v4) ;
koo = 2 (v1 + v3 + v5) ;
k‘3333 = 2vy ;
k1122 = Ug ,
k N 1 4 1
1212 = U1 %Uz %U:a vr
ko191 = vy + 21)9 + = 2 — Ur —
1 1
ki1 = vy + 202 + 21)3 + v7 +
k _ n 1 1
1313 = U1 202 v7 21)8
k _ n 1 1 n
3131 = U1 2U2 v7 %Us
k1331 = v1 + 5712 + vr + 57)8
Fass = 01+ - !
2323 = U1 203 U7 209
1 1
kszze = v1 + 503 — V7 — 509 +
1 1
kas32 = v1 + §U3 + vr + 509

ki122 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 kg O 0

0 0 0 0 0

kazaa 0 0 0 0

0 kazas 0 kyzzp O

0 0 kaizi O 0

0 kasza 0 ka3 O

0 0 0 0 fazsz R

(4.212)

1 1 1 1 1
3 vg — B Vg — 2U10+2U11—§ 12 )
1 1 1 1 1
SUs 21)9—|- FU10 21)11—|' S U1 ;
1
ot (4.213)
1
51}10 )
1
2U10 )
1
51}11 s
1
§U11 )

Mit den Definitionen fiir die nichtsymmetrischen Tensoren o® (4.174) und o) (4.176) in

der Momentankonfiguration sowie den Transformationsbeziehungen (4.172), (4.173) und
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(4.175) wird die Fliekfunktion in die Momentankonfiguration transformiert (vgl. (4.125))

P o Ko] (4.214)
—ortr (0)° vt (MUB. (69)°) + vatr (MEB. (0©)7) +

2 2
Uy <tr <ME;))B60'(S))> + vs (tr <ME?))B60'(S))> + vg tr (MEI}))BSO'(S)) .

tr (MEB.o®) + vrtr (0)” + v tx (MB. (¢)°) +

vg tr (ME?))BE (O'(A))2> + vy tr (G(A)MEfI;BEU(S)> +

o tr (o OMEB, o) + i tr (oMo MEB, )

(4.215)

Mit der partiellen Ableitung der Fliekfunktion (4.211) nach dem symmetrischen Anteil

des Mandel’schen Spannungstensores

foo . .
8P =57 {21}10'5 T+, ( ME})) + Mgfl))o-s> + vs <aSMEZ)) i ME?)US)
S

et (M) vt (M) 1

[2v < ? é'S) + vg tr <ME;))&S>:| ME?))

1 - .
§ (209 + 204 + vg) tr <ME ))0'5> + (203 + 2v5 + vg) tr (ME?;JS)] 1

. ! .
V10 (UAMEI)) MEfl‘))O'A> + 57)11 <0’AM52)) ME?))O'A>

1
2
1 °r(2) (1) (1)~ p2)
1 (M<f>"AM<f) Mipyé AM(f))
(4.216)
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lasst sich mit (4.180) der in der Momentankonfiguration definierte Tensor

1
NG = 57 {QUlBeo(S)BJl + g (B@a@)MEﬁf +B.M{)B.c"'B —1) +

SHng(2) (2) -
vs (B.rIME) + BMB.o OB,
[21)4 tr (Mgf))Beo' )

(2
M)

(s>)
[21)5 tr < B O'(S))
:(

1
—g [(2’02 + 2’U4 + ’06)t

+votr (M{B.o®) | B.M{)
1)
(0

votr (Mig)B.o®)| B.M{)

_I_
ME;))BSO'(S)> + (203 + 2v5 + vg) tr <ME?)B60(S)>] 1

1 1 1 _
S0 (B.o M) — BM{B,oWB. ™) +
1

Son (BoM) + B

) Ap -1
(M) (1 Beo ' Be )

1 :
g (BB oM BB M)

(4.217)

bestimmen. Mit Gleichung (4.124) folgt damit die Fliefregel in der Momentankonfigura-

tion

A
A,=-B.,'N® | (4.218)

Analog dazu folgt aus der Ableitung der Flieffunktion nach dem antisymmetrischen Man-

del’schen Spannungstensor

of 1 ) A (1) -
—Af = — {_2U70'A — Ug <0'AMEI")) + ME;))UA> — g <0'AMEf)) + sz))UA) +
P,  2f

1 (D) (1) ()

o (SN M) + Jous (ol i) +

1

51}12 (ME;;&sM( )) MP s 1\/[(1 )}

(4.219)
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der Tensor N*) aus Gleichung (4.184)

1 _
N@) = Qf{ —20;B,a VB, " —vg( @M + BM{)B.cWB, 1)—

vy (B.oWMP) + B.M{B,oWB, ) +

1
Z S)plh) (1) ( ) 1
2?]10 (BEO' M( f) - B M(f)B B. ) + (4220)

1
z S)Ing(® _ 2B HB. 1
Sun (Bea M) - B.M B0 B, ) n

%Uﬂ (B M()B eO'(S)M(

) @g &M
B 1) ~ BeMpBee ™M )}

()

Damit lassen sich, zusammen mit (4.143), (4.95), (4.96) und (4.97), die Evolutionsglei-
chungen fiir die Strukturtensoren im Elastizitatsgesetz, in der kinematischen Verfestigung

und in der Fliekfunktion bestimmen:

A
(i) 0 npl)
M) =DM + M()D —
<R8WpReT - w>TM§'Q) -mY <R W,R.T - ) + (4.221)
s _ T (i (i _
5 [(VON®V) M)+ M (VOINOV) ]

0 _r® L g
M(k) =DM, + My)D —

N

(k)

(RSWPRBT . w> M)~ (RSWPRST . w> n

(4.222)

. L (A Ay — r i
E [(Evelw V. + AV, ¢ )Vel) M)+

s 1
M) (EV?N(A)Ve + wee‘*‘)V;l)] ,

<R8WpReT - w)T M) - M) (R W,R.” — ) + (4.223)
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€™ ist hierbei durch Gleichung (4.188) gegeben.

Der Faktor # wird wie bei transversaler Isotropie aus (4.190), mit den Tensoren N®) und

N®) aus den Gleichungen (4.217) und (4.220), gewonnen.
4.3.5 Zusammenfassung der Gleichungen fiir transversale Isotro-
pie und Orthotropie

Zum Schluss diese Kapitels werden nochmals die Material-Gleichungen fiir transversale

Isotropie und fiir Orthotropie in der Momentankonfiguration dargestellt (siehe Tabelle 4.2)

Elastizitdtsgesetz:
S=cClt[A ] =CclIA—A)] | (4.224)
Gleichung (4.150) fiir transversale Isotropie
cletast) . 8 (4.150) P (4.225)
Gleichung (4.196) fiir Orthotropie
Flieffunktion:
f=+veo -Klo] , (4.226)
Gleichung (4.178) fiir transversale Isotropie
: . (4.227)
Gleichung (4.215) fiir Orthotropie
Flieftregel:
A .
A,= 2B, 'NO) | (4.228)
B
N . Gleichung (4.181) fiir transversale Isotropie (4.229)
Gleichung (4.217) fiir Orthotropie
Isotrope Verfestigung:
i = [7050) — 3) (ks — k) % (4.230)
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Kinematische Verfestigung:

v . A .
7 = clkin) [Ap] — Bz (4.231)
ckin) . Gleichung (4.157) fiir transversale Isotropie (4.232)
. Gleichung (4.203) fiir Orthotropie 7 o
Blkin) | Gleichung (4.163) fiir transversale Isotropie (1.233)
‘ Gleichung (4.209) fiir Orthotropie .
Strukturtensoren:
M = v imOv:t (4.234)
Vi) oy 4 30
My =DMy + M) D =
(RewaeT - w) M) - wil) (REWPRST - w) + (4.235)
S (v-in@) ), ) (v—ing(A)
3 [(V NOV) M+ M) (VN V)] :
Vi) _patl) 4 xlh
Mg =DMy + Mo D
(RSVVPRST _ w) M) - M) (REWPRST _ w> n
X r (4.236)
E [(EVE_lN(A)Ve - /\Veg(A)V;1> M)+
M) (%V?N(A)Ve - Aveswve—l)] ,
Vi —pnil) 4 i)
Myr) =DM + MpD =
X T . p X
(RW,R.” —w) M) - M (RW,R." - w) + (4.237)
S T v=-in@v Y. ) (v-ing(A)
3 [(V NAV )N+ N (VEINV)
N . Gleichung (4.185) fiir transversale Isotropie (4.238)
' Gleichung (4.220) fiir Orthotropie .

Tabelle 4.2: Zusammenfassung der Materialgleichungen in der Momentankonfiguration fiir

transversale Isotropie und Orthotropie
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Kapitel 5
Numerik

Im vorangegangenen Kapitel wurden Materialmodelle zur Beschreibung von transver-
sal isotropem und orthotropem elastisch—inelastischem Materialverhalten hergeleitet. Fiir
bestimmte, homogene Belastungszustiande wie z.B. die einfache Scherung, kénnen diese
Materialmodelle exakt integriert werden um damit die Spannungen und die Verformun-
gen zu berechnen. Bei Belastungen, die einen inhomogenen Zustand im belasteten Kérper
erzeugen, z.B. im Zugversuch und bei der Torsion eines Rohrs, ist dies jedoch nur mit
Hilfe eines numerischen Verfahrens, der Finite-Element-Methode (FEM), moglich.

Dazu wird in diesem Kapitel zunéchst kurz erlautert, auf welche Weise das Finte-Element-
Programm ABAQUS die Losung eines Randwertproblems bestimmt. Insbesondere wird

erwidhnt, welche Ausdriicke bei der Implementierung des Materialmodells {iber die Be-
nutzerschnittstelle UMAT an ABAQUS iibergeben werden miissen (vgl. auch Hib [33],
Abschnitt 25.2.28). Wie diese Grofen ermittelt werden wird dann im zweiten Abschnitt
gezeigt, bevor im letzten Teil eine Moglichkeit zur numerischen Bestimmung der soge-

nannten konsistenten Tangente erlautert wird.

5.1 Finite—Element—Methode bei nichtlinearen Proble-

men

5.1.1 Variationsformulierung

Ausgangspunkt bei der Formulierung der FE-Methode ist die Impulsbilanz

divT + pf = px , (5.1)
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die zu jedem Zeitpunkt ¢ und an jedem Punkt x eines Korpers, der ein Volumen V
einnimmt und an dem eine spezifische Volumenkraft f angreift, definiert. Mit 0V, wird
die Begrenzung des Korpers, d.h. seine Oberfliche, bezeichnet. Diese kann in einen Be-

reich 0V}, auf dem Verschiebungsrandbedingungen (kinematischer Rand)
u=1u(x,t) xeaVy : (5.2)
und in einen Bereich V7 auf dem Spannungsrandbedingungen (statischer Rand)
Tn=t(x,1) x€dV/ (5.3)

gegeben sind, zerlegt werden. u bezeichnet hierbei den Verschiebungsvektor des Punk-
tes x zum Zeitpunkt ¢, wihrend t den Spannungsvektor beschreibt. Mit n wird die nach
aussen gerichtete Einheitsnormale der Oberfliche bezeichnet. Zwischen den Randberei-
chen auf denen Spannungsrandbedingungen vorgegeben sind und denen mit vorgegeben

Verschiebungsrandbedingungen besteht der Zusammenhang

AVEUAVS =aV, A 9VENAVI =0 . (5.4)

Eine skalare Multiplikation der Gleichgewichtsbilanz (5.1) mit einer virtuellen Verschie-

bung Av und Integration iiber das gesamte Volumen liefert
/ (divT-Av+pf-Av)dV:/p)”(-AVdV . (5.5)
14 14

Durch Anwendung der Produktregel und des Gauf’schen Integralsatzes folgt daraus

zundchst das Prinzip der virtuellen Verschiebung

/ TAv - ndA / T-gradAvdVer/ f-AvdV = p/ x-AvdV . (5.6)
IV, v v v
Da die virtuelle Verschiebungen auf dem Rand 9V} verschwinden

Av=0 aufdV/ (5.7)

lasst sich (5.6) mit (5.3) zusammenfassen zu der sogenannten schwachen Form der Gleich-

gewichtsbedingung (5.1)

Q(u,Av):/T-gradAvdV—p/ (f—}"c)-AvdV—/ t-AvdA =0
v v Ve

(5.8)

Hierbei bedeutet G ein Funktional von u und Av.
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Diese schwache Form der Gleichgewichtsbedingung erfiillt die Impulsbilanz nicht mehr

exakt sondern nur noch gemittelt iiber die Volumenintegrale.

Bei der Finite-Flement—Methode wird das Volumen in eine endliche Anzahl von Finiten
Elementen unterteilt, die nur an ihre Knoten zusammenhéngen. Besteht das FE-Modell
aus m Knoten, so kann die Gleichgewichtsbedingung (5.8) im dreidimensionalen Fall als
ein System von 3m Gleichungen dargestellt werden. Bei linear—elastischem Materialver-
halten handelt es sich hierbei um ein System von linearen Gleichungen, wéhrend bei
elastisch—inelastischem Materialverhalten ein nichtlineares Gleichungssystem gelost wer-

den muss.

5.1.2 Losung der nichtlinearen Gleichgewichtsbedingung

Im Gegensatz zum linearen Fall, bei dem das durch rdaumliche Diskretisierung von (5.8)
erhaltene lineare Gleichungssystem direkt nach den gesuchten Verschiebungen Av aufge-
16st werden kann, ist dies bei nichtlinearen Problemen im allgemeinen nicht méglich. Da
ausserdem geschwindigkeitsabhéngige Effekte bei der Materialantwort auftreten kénnen,
muss zusétzlich eine zeitliche Diskretisierung erfolgen. Die Materialantwort, d.h. die Be-

stimmung der Gleichgewichtslage, wird dann iterativ von Inkrement zu Inkrement gelost.

In Abbildung 5.1 ist schematisch das Vorgehen zur iterativen Bestimmung einer neu-
en Gleichgewichtslage dargestellt. Es wird angenommen, dass der Kérper mit dem Vo-
lumen V in der Referenzkonfiguration den Raumbereich Ry einnimmt, und dass die
Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢, in der der Korper den Raumbereich Ry einnimmt,
bekannt ist. Gesucht ist die Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢ + At mit dem zugehéri-
gen Raumbereich Ry. Hierbei werden Variablen die sich auf den Zeitpunkt ¢ beziehen
mit dem tiefgestellten Index 0 und Variablen zum Zeitpunkt ¢ + At mit dem Index 1

gekennzeichnet.

Die bekannte Deformation zwischen Rr und Ry wird durch den Deformationsgradien-
ten Fy beschrieben. Ausgehend von der Gleichgewichtslage zur Zeit ¢ werden iterativ wei-
tere Zustéande (Ri, RiYL ), die die schwache Form der Impulsbilanz (5.8) nicht erfiillen,
solange bestimmt, bis der Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt ¢ + A#, und somit der
Deformationsgradient F; = AFF, (vgl. Abbildung 5.1), gefunden ist. Die Deformationen
der Nichtgleichgewichtslagen wihrend der Iteration werden durch die Deformationsgra-
dienten F! = AF'F; bzw. FZ;H = AF*'F; beschrieben. Diese Vorgehensweise wird in
Bathe |6] updated Lagrange Formulierung genannt, da die Ausgangskonfiguration fiir die

Gleichgewichtsiteration die jeweils aktualisierte letzte Gleichgewichtskonfiguration ist.
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Abbildung 5.1: Tterative Bestimmung der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢ + At

Um das nichtlineare Gleichungssystem der schwachen Form der Impulsbilanz (5.8) nu-
merisch zu l6sen, wird in ABAQUS wegen der quadratischen und somit sehr schnellen
Konvergenz das Newton—Verfahren angewendet. Anstelle des Verschiebungsfeldes u wird
der inkrementelle Verschiebungsvektor Au = u; — g, der die Anderung der Verschie-
bung zwischen alter Gleichgewichtslage Ry und neuer Gleichgewichtslage Ry beschreibt,
gesucht

G(u,Av) =G (uo + Au, Av) = G (Au, Av) . (5.9)

Die Iterationsvorschrift fiir das Newton—Verfahren lautet dann
: 0G* (Au, A : :
—G* (Au', Av) = % N (Au' — Au) (5.10)
Aus jeder Iterationslosung Au’ wird durch Lésen eines linearen Gleichungssystems eine

neue, bessere Losung Au't! bestimmt. Dies wird solange durchgefiihrt, bis die schwa-
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che Form der Impulshilanz und die Anderung der inkrementellen Verschiebungen einen

positiven Grenzwert ¢ unterschreiten
HQ* (Au”l,Av)H <e A HAui‘H — AuiH <eg ) (5.11)

Dieses Iterationsschema wird von ABAQUS intern durchgefiihrt. Der Benutzer muss hier-
zu verschiedene Grofen, die von den Materialgleichungen abhéngen, iiber die Schnittstelle
UMAT an ABAQUS iibergeben (siche Hib [33], Abschnitt 25.2.28). Dies ist zum einen
die Spannungsantwort, die aus einer vorgegeben Deformation folgt, und zum anderen eine
Groke, aus der die partielle Ableitung in (5.10), die sogenannte Tangentensteifigkeitsma-

triz, bestimmt werden kann.

5.2 Bestimmung der Spannung

Die von ABAQUS benétigte Spannungsantwort fiir ein vorgebenes Verzerrungsinkrement
muss mit einem geeigneten Integrationsalgorithmus vom Benutzer selbst bestimmt wer-
den. Mit diesem Integrationsalgorithmus wird das System von konstitutiven Gleichung
aus Tabelle 4.2 gelost. ABAQUS schreibt dazu den Hughes Winget Algorithmus (sie-
he Hughes und Winget [35]) vor, der aus diesem Grund auch in dieser Arbeit verwendet

wird.

5.2.1 Kleine elastische Verzerrungen

Die Integration erfolgt unter der Vorausetzung von kleinen elastischen Verzerrungen. Dann

gelten z.B. die folgenden Zusammenhinge (U, =U_, V.=V _):

U =140, =140() (5.12)
V.=14V.=1+0(.) (5.13)
Vii=1+0() (5.14)
F.=R.+RV.=R,+0(z.) (5.15)
B.=1+0(.) . (5.16)

Die Materialgleichungen in der Momentankonfiguration aus Tabelle 4.2 weisen unter die-

sen Voraussetzungen die gleiche Struktur wie das Modell in der Zwischenkonfiguration
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auf. Weiterhin folgt aus dieser Vereinfachung, dass die Tensoren aus (4.173) und (4.175)

jetzt dem symmetrischen bzw. dem antisymmetrischen Anteil der effektiven Spannung

entsprechen:
1
o® = 3 (0 +o") =05 : (5.17)
1
o = ) (c—0") =04 . (5.18)

Nach (4.132) fallen fiir kleine elastische Verzerrungen die mit F. in die Momentankonfi-
guration transformierten Strukturtensoren M und die mit R, in die Momentankonfigu-

ration rotierten Strukturtensoren M® zusammen

MO =m@ (5.19)
Fiir den antisymmetrischen Tensor w (4.139) folgt

w=RW,RT | (5.20)
was zusammen mit (4.143) und

Q2 :=R.OR.7 (5.21)

auf die Evolutionsgleichung

A

MO = DMO + MOD + @TMO + Mo (5.22)
fiihrt.

Das komplette Differentialgleichungssystem fiir kleine Deformationen ist dann gegeben

durch

A
A=D : (5.23)
_ﬁ EN(S) (5.24)
4 B ?
7 %cmn) NGO —sBtinz) (5.25)
b= [y Z 30 (k _ )] % 7 (5.26)
PO Vil S (5.27)

U
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AN .
1 S 1
M) = DM + MID + 5 [(NO) N+ MENW] (5.28)

(i) ) (i
M) = DMy, + My D +
1 , o (5.29)
) s ()]
> () @, g 5 AN wr () () ng(A)
M) = DM(f)+M(f)D+E[(N ) M+ MEN] (5.30)

Die Grofen in den folgenden Gleichungen (5.31) — (5.45) werden nur fiir den orthotropen
Fall angegeben. Fiir transversale Isotropie ergeben sich die Ausdriicke durch die analoge

Vorgehensweise mit den Beziehungen aus Abschnitt 4.3.3.

Der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor ist fiir diesen Fall durch

S =5 (A, M), M) (5.31)
= -2048 tr A, + oy tr <A8M22))) + aqg tr <A I\V/Igz;

-ozu tr A, + 2ag9 tr < i ) + a3 tr <A Mg;

_ (5.32)
19 tr Ae + 13 tr (A M(1)> + 20[10 tr <A Mg;)] Mgz)) +
205A. + a5 (AMY) + MYA) +ar (AME) + M)A, )
=C(clast) [A ] (5.33)
gegeben, wobei der elastische Anteil des Almansi’schen Verzerrungstensors aus
A.=A-A, (5.34)

bestimmt wird. Der Dehnungstensor der kinematischen Verfestigung folgt aus der Inver-
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sion (siehe Kapitel B.3) der Beziehung
— (1) w2
z =7 (Y, M), M)

= -2(:8 tr(Y) + cqp tr (YM + cg tr ( Mgi;)] +

)
:cu tr (Y) + 2¢9 tr < ) + cistr ( Mgi;)] MEB +
e tr (Y) + ers tr (YN ) + 200t (YMIG) )| M) +
265Y + ¢ (YMG) + MG Y) + e (YMIG) + MG Y)
ki) [y]

=Y = Ml [z
und der Translationstensor der kinematischen Verfestigung ist gegeben durch

E=(1+2Y)Z
Der Ausdruck BY™ [Z] wird iiber

BY (2] = [2bstr (2) + by e (ZMG)) + byt (2N )| +

b1y b1 (Z) + 2b tr (ZM D) + buate (z902)) | 1l +

267 + bs <ZM<1>

s M(”Z> + by (ZM(? + M(Q)Z)

(k)
bestimmdt. Die Flieffunktion ist durch
5 5 2
f2 = (f (0-57 OA, Mgfl))a Mg?;))
= tr aé + vy tr (MEE)) > + vgtr (ME?)) ) + vy ( <MEf1))0'S)> +
. 2 . .
Vs <tr (ME?))0'5>) + vg tr <Mgfl))0'5) tr <ME?))0'5) +
2 r(l) 2 r(2) 2 (1)
vrtroy + vs tr <M(f)0'A> + vg tr (M(f)O'A> + vyg b1 (UAM(f)Js) +

vy tr <0AME?))0'5> + v tr (UAME;))O'SmEfQ)))

7

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)



mit den symmetrischen und antisymmetrischen effektiven Spannungen

os=(S—¢&)" , oa=-€& (5.42)

gegeben. Daraus folgen die symmetrischen und antisymmetrischen Anteile der Normalen

durCh
Va1l V(2

2f {21}10'5 + vy (aSMEfl)) + Mgfl))0'5> + v3 <0'5Mg)) + Mgf))0'5>

ot (M) + o0 (M) W8

[2” tr (MEO) ) + et (Mgflf "Sﬂ M) (5.43)
[(21}2 + 204 + vg) tr (ME )) s) + (203 + 2v5 + vg) tr <MEf) )] 1

. 1 .
( 2 2
10 (O'AM( )) Mgf)) > + *21)11 (O-AMEf)) + Mgf))O'A>

1
2
1 1 - 2
o (Mfoant) - vifoumf)) |
und

— (D A2
N®A) —N©&) <O'S7O'A7 M(f)vM(f))

1 .
ﬁ {*2U70’A — Vg (O'AMEfl)) + Mgfl))O'A> — Vg (JAMEf)) + ME?)O'A> +
! 10 _ v ! @ _ N >4
51)10 <O'SM(f) — M(f)O'S> + 51]11 (O’SM(f) M(f)0'5> +
L (MY N — M@ gD
Sos (M(f)asM(f) _ M(f)aSM(f))
Der Faktor 3 ist bei kleinen elastischen Verzerrungen gegeben durch
p=p (o-Sao-AvME )) ME?)))
(5.45)

— /NG . NG + N@A) . N@A)

5.2.2 Bar—-Transformation

Durch die Integration des Materialmodells soll aus einer bekannten Losung zum Zeit-

punkt ¢ die Losung am nédchsten Inkrement zum Zeitpunkt ¢ + At bestimmt werden.
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Dazu wird eine neue Parametrisierung der Zeit mit { € [t,1 + At] eingefithrt. Die Durch-
fithrung der Hughes-Winget-Integration wird wie in den Arbeiten von Weber [74], Jan-
sohn [37] und Lammer [39] beschrieben durchgefiihrt. Zundchst wird eine sogenannte
Bar—Transformation eingefiihrt. Diese ist fiir einen beliebigen symmetrischen Tensor G

der Momentankonfiguration durch

G()=Q (O)G()Q(0) (5.46)

im Zeitintervall [¢,t + At] definiert, wobei der orthogonale Rotationstensor Q durch die

Losung des Anfangswertproblems

QU () =W(QQ"() , Q=0=1 (5.47)

bestimmt werden kann. Skalare Groken bleiben von dieser Transformation natiirlich un-

beriihrt. Ableitung einer bartransformierten Grofe nach der Zeit liefert

G=qf (G WG + GW) Q . (5.48)
=G
Die explizite Abhéngigkeit aller Grofen von der Zeit ( ist hier der iibersichtlichkeit wegen

fortgelassen worden. Der Ausdrucke G ist auch als die sogenannte Jaumann—Ableitung
des Tensors G bekannt.

Da zwischen der Jaumannableitung und der Oldroydableitung der Zusammenhang

v
0 G + GD +- DG fiir Spannunsgtensoren
G = P s (5.49)

N
G — GD — DG fiir Dehnungstensoren

besteht, kénnen die mit Oldroydableitungen definierten Evolutionsgleichungen durch ge-

wohnliche Zeitableitungen der bartransformierten Grofien ersetzt werden

v -
- TGQ + GD + DG fiir Spannunsgtensoren
RS pannunse (5.50)

VAN -
Q'GQ — GD — DG fiir Dehnungstensoren

5.2.3 Operator—Split—Verfahren

Zur Losung des in Tabelle 4.2 angegeben Anfangswertproblems wird in Anlehnung an Jan-

sohn 37| und Lammer [39] ein sogenanntes Operator—Split—Verfahren verwendet. Hierzu
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wird das komplette Differentialgleichungssystem in mehrere Anteile (Operatoren) unter-
teilt. Die Anfangsbedingungen fiir das komplette System sind dann die Anfangsbedingun-
gen fiir den ersten Operator. Die Losung dieses Operators dienen als Anfangsbedingungen
fiir den zweiten Operator und so weiter. Die Losung des letzten Operators ist schlieflich

die Losung des kompletten Differentialgleichungssystems.

In dieser Arbeit wird ein zweifacher Operator—Split durchgefithrt. Hierbei werden im
ersten Operator nur die rein elastischen Anteile der Materialgleichung beriicksichtigt,
wahrend im zweiten Operator die inelastischen Anteile untersucht werden. Dies hat den
Vorteil, dass nach dem ersten Operator iiber die Fliekbedingung iiberpriift werden kann,
ob eine rein elastische oder eine elastisch—inelastische Belastung vorliegt. Der zweite Ope-

rator muss dann nur im letzteren Fall ausgewertet werden.

Zur Notation: Gréfken im ersten Operator werden mit einem links hochgestellten Index [/,
Grofken im zweiten Operator mit dem Index [/ gekennzeichnet. Ausserdem werden An-
fangsbedingungen zur Zeit ¢ = ¢ mit einem rechts tiefgestellten Index 0, die Gréfken am
Ende des Inkrements ( = ¢ + At mit 1 und diejenigen in der Mitte des Zeitschritts,
dh. (=1t+ %At, mit dem Index % identifiziert.

1.0perator — Elastischer Anteil

Die Integration im ersten Operator erfolgt mit dem Hughes—Winget—Verfahren. Dies be-
deutet, dass das Differentialgleichungssystem beziiglich der bar—transformierten Konfigu-
ration gel6st wird. Deshalb miissen die Losungen der tensoriellen Gleichungen nach der

Integration mit Hilfe von (5.46) vorwérts rotiert werden.

Im ersten Operator muss somit das bar—transformierte Differentialgleichungssystem

A= -DIA-AD+D |, (5.51)
'A,= -D'A,~'A,D |, (5.52)
Z=D'Z+'ZD | (5.53)
lh=0 | (5.54)
=0 | (5.55)
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Ml =0 . i=12 (5.56)
My =0 , i=12 . (5.57)

L i=1,2 (5.58)

mit den Anfangsbedingungen

"Ap=QlAQu=A, (5.59)

= QoAnQu =4, . (5.60)

'Zo = Qi ZoQo = Zg ) (5.61)
Iko — k’o 5 (562)
Tsog=s0 (5.63)
e)o = QMY Q=MD , i=12 (5.64)
IM(mo QTMELon MELm , =12 (5.65)
My, = QMY Qo =M, , i=1,.2 (5.66)

gelost werden.

Beim Hughes—Winget—Verfahren wird von einem zeitlich konstanten Geschwindigkeitsgra-
dienten L; im Zeitintervall [t,t 4+ At] ausgegangen. Durch Losung des Anfangswertpro-
blems (5.47) lasst sich zeigen (siehe hierzu Hughes und Winget [35], Weber [74] und Jan-
sohn [37]), dass der Rotationstensor der Bartransformation am Inkrementende { =t + At

nur bei Anwendung der Mittelpunktregel orthogonal ist. Er lautet dann

Q= (1 - %W) h (1 + %W) . (5.67)

Dieser Rotationstensor wird von ABAQUS iiber die Benutzerschnittstelle UMAT zur
Verfiigung gestellt.

Aus diesem Grund wird zur Integration der Materialgleichungen im ersten Operatot die
Mittelpunktregel verwendet. Dies liefert, unter der Voraussetzung einer konstanten De-

formationsgeschwindigkeit D = D; (siche Weber [74]), die Gleichungssysteme

TAT— Ay — @ —— o
lAt -=D-D'A,-"A,D (5.68)
TA,, — A . .
“At - _D'A,, -'A,,D (5.69)
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I7 Ty ni7
= 17,D + D'Z, 5.70
At 2 + 2 ’ ( )
M), - M, o (5.71)
Al ’ '
mit
Ix ! I Ix ! Ix
Ay =3 (Ao +"'Ay) Ay =3 (A, +'A,) :
| (5.72)
Iy I
Zy = (Zo +'7,)

Da die Lésung im ersten Operator fiir alle Strukturtensoren gleich ist, beschranken wir
uns hier auf das Ergebnis fiir die Strukturtensoren im Elastizitatsgesetz. Die Losung fiir

die anderen Strukturtensoren erfolgt analog.

Auflésen der Gleichungen (5.68) — (5.70) fithrt mit der Definition eines Dehnungsmafies

Ag := AtD (5.73)
auf
AL+ % (AeTA; + TA|AE) = A+ Az — %(AEAO + ApAE) , (5.74)
TA, + % (AE'A,, +TA, AE) = A, — % (ABA,, + A, AE) (5.75)
'z, — % ("Z,A' + AT'Z)) = Zo + % (ZoAE + ATZo) . (5.76)

Somit folgen fiir die Feldgrofen am Ende des ersten Operators die linearen Gleichungen

— . 1 * *
A, =Q,/AQT = A [Ao + Ae — 3 (AeAq + AOAS)] ) (5.77)
e _ * 1 * *
A, =Q/'A,Qf =A™ |:Apo -3 (AeA, + Aper)] , (5.78)
— T * 1 * *
7, = Q,'7,Q" = 2! [ZO + 5 (ZyAe + AeZO)] , (5.79)
Ik] — kO ; (580)
Ts, = s0 ; (5.81)
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-G —(1) - (7) *
IMge))l - QllM(e)le - Mge))o ’ (5.82)

*

IMELM QlIM(k)lQlT _ MS())O 7 (5.83)
QlfM(f Ql =My (5.84)
mit den Tensoren 4.Stufe
Aijii = Tiju + — [Aezk@l + Aegdjn + Acibi, + Acipbil] , (5.85)
Ziji = Liji — 1 [Aéik@'l + Aeabjr + Aejbdi + Agjrbil ; (5.86)
und dem von ABAQUS vorgegeben Dehnungsmals
Ae = Q,AeQT . (5.87)
Die vorwartsrotierten Anfangsbedingungen der tensoriellen Grofen lauten:
Ay=QiAQ1 . A =QiA,Q (5.:88)
Zy=QiZoQ] , MT=QMQf . (5.89)
M(k)o Q1M Ql ME})); = QlMEif))oQ{ : (5.90)

2.0perator — Inelastischer Anteil

Im Gegensatz zum ersten Operator erfolgt die Integration im zweiten Operator nicht in der
bar—transformierten Konfiguration, da jetzt nicht mehr auf das von ABAQUS vorgegeben
Dehnungmaf Ae und somit auf das Hughes—Winget—Verfahren zuriickgegriffen werden

Imuss.

Mit den im ersten Operator bestimmten Losungen liegen die Anfangsbedingungen fiir den

zweiten Operator vor

Tag="Ay , A, ="A,, . "Zo="2, |, (5.91)
Ilko = Ik‘l y IISO = 181 s (592)
g® g g ® g i ® g0

Migo = Mg, > "Myge = Myg, Mg, = "My, (5.93)

Zunichst wird iiberpriift, ob iiberhaupt eine inelastische Belastung vorliegt. Ist die Be-

dingung

To—"hy = f (Morso,"orso, "ML, V)

(e)o> (k)o?IIM(i))O) - Uko >0 (594)

(f
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IIA@O — IIAO o IIApO = IISO — IIc(elast) [IIAeO] : (595)

IIYO — M(kin) []]ZO] = ]]50 — (1 _I_ QIIY()) ]]ZO (596)
D

= IIO,SO — (IISO o IIéSO) : IIO,AO — _IISAO (597)

erfiillt, liegt inelastische Belastung vor. Ansonsten liegt der Belastungspunkt innerhalb

der Flieifliche und die Lésung des zweiten Operators ist gegeben durch

A=A A, =AM =" (5.98)
Th="hk , Msi="Ts0 (5.99)
IInp) 1) N O Y 0 i@ 1)

Mgy = Mo My, ="M, M, ="M, . (5.100)

Bei inelastischer Belastung muss das Differentialgleichungssystem

A -0 | (5.101)
N (5.102)
P ]]6 P <J.

171,
IIr S 11 (kin) [TINg(S IT - ga(kin) [11
Z= cln) [IING)] I gglkin) [Hgz] (5.103)
17,
17 S iso iso) (11 iso
k:@h( F— g (T —nlN] (5.104)
ITp _ ITp\™
g = =TT (5.105)
U
s @) g T Jrnli -
Ir o TINT(A 1Ay (i) T () TTn(A
M) = 775 [( N@®) MG + VN )] : (5.106)

: (i) A L
HM(k) _ 11 l(nN(A) . )\HgA) HMEk))+

Hﬁ
LHN(A) o )\Hé
[[5 A 9
II;

2 (i) S T . (3 R
II N II g iy 11
M(f)_ﬁ[( A) TN 4 TN A (5.108)

zusammen mit den algebraischen Beziehungen (5.31) — (5.45) geldst werden.

(5.107)

Iz g(d)
M,
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Fiir die gesamte Dehnung ist dann die Losung durch
1A TTA, (5.109)

gegeben.

Dieses Algebro—Differentialgleichungssystem wird mit dem vollimpliziten Euler—Verfahren

gelst. Dadurch ergibt sich das nichtlineare Gleichungssytem

At <Hf1 - H/€1>m

II I IIng(S) _

A, —"A, — i, p N7 =0 , (5.110)
Irg I \™ 1 . .
HZ1 o HZO N At< fl 1> (” chgkln) [HNES)] . ]]ngln) [HZ1]> —0 :
n B
(5.111)
At Hf _ Hk‘ m ) ) )
llkl _ uko - = < 1 1> [7(150) N 6(150) (“kl o h(lSO))] -0 ’ (5112)
P U
ITp 11 \™
IISI_IISO_AtM:() 7 (5.113)
U

HMgi) _ IIMéi) _ (HHI)T HMgi) + Ill\v/[gi)HH1 -0 : (5.114)

wobei Gleichung (5.114) fiir die Strukturtensoren im Elastizitdtsgesetz, in der kinemati-
schen Verfestigung und in der Flieffunktion dieselbe Struktur aufweist und der antisym-

metrische Tensor TI; durch

ITg _ITp \™ e
ﬂMUNgA) Elastizitatsgesetz

Ty _IT. \™
1, = Atw <HITHN§A) — )\HSA1> kinematische Verfestigung
Ire _II m
HA—gl % HNgA) Fliefifunktion

(5.115)

gegeben ist. Das nichtlineare Gleichungssystem (5.110) — (5.114), bestehend aus 32 Glei-

chungen, muss zusammen mit den Beziehungen
g _ Hcgelast) (A, — 1A, ] e = <1 19 HMgkin) [Hzl]) 1z, . (5.116)
= gy — (Hsl _ Hfm)D C gy, = —HfAl : (5.117)
g —f <110'817 Hgy., UMEtl‘))17“MEtZ‘))1) : (5.118)

HN§S) _ NGO <H‘7517 He .. Hm(;)

be™g) (5.119)
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N N (g, g N, V) (5.120)

g — \/HNgs) NG NN (5.121)

gelost werden. Hierzu wird wegen der schnellen Konvergenz ein Newton—Verfahren verwen-
det. Im Gegensatz zu den Arbeiten von Hartmann et al. 23], Jansohn [37] und Lammer
[39], in denen fiir isotropes Materialverhalten eine Reduzierung des Gleichungssystems auf
nur eine nichtlineare Gleichung gelingt, was einen erheblichen Vorteil im Hinblick auf die

numerische Effizienz bedeutet, ist dies hier nicht méglich.

Es gelingt jedoch, die Differentialgleichungen fiir die Strukturtensoren auf jeweils drei ska-
lare Gleichungen zu reduzieren, da die Strukturtensoren nur von drei Euler’schen Winkel

abhdngen. Die Differentialgleichungen sind von der Form

2 (i)

M =1'MOMOT | =12 (5.122)

b

wobei die beiden Strukturtensoren M) und M® iiber die Zusammenhinge (4.102) —
(4.104) und (4.106) gegeben sind. Dann lésst sich die Differentialgleichung (5.122) auch

in der Form

_ cos ¢ sin
=— I1; — I1 5.123
4 sin ¥ sing ’ ( )
U = sin I3 — cos Il (5.124)
- cos 1) cos sin vy cos v
= -1, + v 13+ ¢ ITys (5.125)
inv sin ¥
formulieren.
Die jeweils sechs nichtlinearen Gleichungen (5.114) lassen sich somit durch
7 o IT
7 7 cos by pp sin "“hy oy
1= ot sin 114, ( 1_[1)13 + sin 1149, ( H1)23 =0 g (5.126)
11191 - 11190 — sin 1177/)1 (IIH1>13 + COS II¢1 (IIH1)23 =0 s (5127)
cos Tapy cos T
iy = epo + (IIH1)12 - : 11119 : (HH1)13 -
sin 144
L I (5.128)
sin .11)1 cos 'y (L), = 0
sin 1199, 23

mit 'TI; aus (5.115) ersetzen, wodurch sich die Anzahl der nichtlinearen Gleichungen auf
23 reduziert. Die Strukturtensoren im zweiten Operator werden durch Wiedereinsetzen
der Euler’schen Winkel bestimmt.
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Die Losung fiir das komplette Differentialgleichungssystem ist somit durch

Av="A L A=A, =2 (5.129)
=" s = (5.130)
v — IIng® ) Iz () (i)

M(e)l B M(e)l ’ M(k)l - M(k)1 ) M(f)l = M(f)l (5131)

gegeben. Hieraus wird der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor, der in der Benutzer-

schnittstelle UMAT an ABAQUS zuriickgegeben werden muss, iiber

S; =™ A, — A (5.132)

-

bestimmt.

5.3 Bestimmung der konsistenten Tangente

Wie in Abschnitt 5.1 bereits erlautert, verwendet ABAQUS zur Bestimmung der Gleich-
gewichtslage bei nichtlinearem Materialverhalten ein Newtonverfahren. Um die quadra-
tische Konvergenz dieses Verfahrens zu gewéhrleisten, wird die sogenannte konsistente
Tangentensteifigkeitsmatrix in Gleichung (5.10) benétigt. Diese wird von ABAQUS intern
berechnet, wenn {iber UMAT die partielle Ableitung der Spannung S, die als Funktion

des Verzerrungsmales Ae dargestellt werden kann, nach diesem Verzerrungsmals

08
 0Ae

an ABAQUS iibergeben wird (vgl. Hib [31], Abschnitt 4.2). In Jansohn [37] und Lammer

[39] wurde gezeigt, welche Terme bei der Bildung der konsistenten Tangente auftreten, und

(5.133)

welche davon vom Benutzer und welche von ABAQUS intern berechnet werden miissen.

Die konsistente Tangente hat keinen Einfluf auf das Ergebnis der FE-Rechnung, sie hat
nur Einfluf auf die Anzahl der Iterationen die zum Bestimmen einer neuen Gleichge-

wichtslage bendtigt werden und beschleunigt somit die Rechnung.

Die analytische Bestimmung der partiellen Ableitung ist sehr aufwendig und fehleranféllig.
Ausserdem ist sie sehr unflexibel, was Anderungen an den Materialgleichungen betrifft.
Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit die Ableitung mit einem numerischen Verfahren

ermittelt, wie es z.B. in Miehe [45] vorgestellt wurde:

Bekannt aus der Spannungsermittlung fiir das von ABAQUS vorgegeben Verzerrungs-

mak Ae sei der gewichtete Cauchy’sche Spannungstensor S. Die numerische Naherung
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der partiellen Ableitung D wird durch den vorderen Differenzenquotienten ermittelt. Zur
Bildung des Differenzenquotienten bei einer skalaren Funktionen ¢ die von einer skalaren
Grofe @ abhéngt, wird zum Funktionsargument eine kleine Zahl y hinzugez&hlt, d.h. man
geht ein kleines Stiick in die sogenannte Abstiegrichtung der Funktion, und bestimmt dort

den Funktionswert. Die Ableitung ergibt sich dann aus

dg gz +x)—g(2)
. - ' (5.134)

Bei der Bildung des vorderen Differenzenquotienten einer tensoriellen Funktion die von
einer tensoriellen Gréfe abhéngt, existieren unter der Voraussetzung von symmetrischen
Tensoren sechs Abstiegsrichtungen. Deshalb wird mit einer Schleife iiber alle sechs un-
abhangigen Komponenten des vorgegeben Verzerrungsmafes Ae ein neues Verzerrungs-
mak Ae bestimmt, wobei jedesmal eine neue Abstiegsrichtung gewahlt wird, d.h. es wird
Y jedesmal zu einer anderen Komponente addiert. Die Schleife lauft nacheinander iiber
die Komponenten (kl) — (11),(22),(33),(12),(13),(23) und das neue Verzerrungsmaf
ist in einem kartesischen Koordinatensystem mit den Basisvektoren (e;, ez, e3) gegeben

durch

Aet) = Ae + g [er @ e+ e @ e . (5.135)
Die Spannung fiir dieses neue Dehnungsinkrement berechnet sich aus

St — g (AEW)) . (5.136)
Hieraus folgt die numerische partielle Ableitung

Dijr = i [gffl) - Sij] : (5.137)

die iiber die Benutzerschnittstelle UMAT an ABAQUS iibergeben wird.

Bei der Wahl des Inkrements y in Abstiegsrichtung muss ein Kompromiss eingegangen
werden. Wird es zu grof gewdhlt, ist die errechnete Tangete zu ungenau. Bei zu kleinem y
(in der Grokenordnung der Rechnergenauigkeit), konnen entscheidende Nachkommastel-

len verloren gehen, was zu falschen Ergebnissen bei der Tangentenberechnung fiithrt. Eine

ibliche Wahl hierfiir lautet

¥ = 1/Maschinengenauigkeit . (5.138)
Ein Nachteil der numerisch bestimmten Tangente ist der grofere numerische Aufwand.

Neben dem ersten Durchlaufen des Spannungsalgorithmus zur Ermittlung des gewichte-

ten Cauchy’schen Spannungstensors, muss dieser Programmteil nun zusétzlich noch sechs
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mal ausgefithrt werden. Der numerische aufwendigste und damit rechenzeitintensivste
Programmteil ist die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems im zweiten Operator.
Die Effizienz der Tangentenbestimmung kann dadurch gesteigert werden, dass als Start-
wert des Newtonverfahrens die Loésung, die aus der Spannungsberechnung bekannt ist,

verwendet wird. Da sich die jeweils neu bestimmten Verzerrungsmake Ae nur minimal

vom urspriinglichen Mak Ae unterscheiden, weicht auch die berechnete Spannung S*9
nur minimal von S ab. Es sind deshalb nur sehr wenige Iterationen im Newtonverfahren

erforderlich, um diese neue Spannung zu ermitteln.
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Kapitel 6
Numerische Beispiele

Mit dem hergeleiteten Materialmodell zur Beschreibung von anisotropem elastisch—
inelastischem Materialverhalten werden in diesem Kapitel fiir einige einfache Belastungen
Testrechnungen durchgefiihrt. Damit soll zum einen gezeigt werden, dass das Material-
modell in der Lage ist, durch eine geeignete Wahl der Materialparameter ein physikalisch
plausibles Materialverhalten vorherzusagen. Das Modell ist allerdings beschrankt auf den
Fall von Anisotropie, die von Anfang an in dem Material vorherrscht, und bei der mit
zunehmender Deformation nur Rotationen der Anisotropieachsen induziert werden. Es ist
nicht méglich, die Entwicklung von anfanglich isotropem zu einem anisotropen Material

oder den Ubergang zwischen verschiedenen Typen von Anisotropie zu beschreiben.

Ausserdem wird durch einen Vergleich zwischen einer mittels eines Runge-Kutta—
Verfahrens erzielten Losung und der mit der FE-Methode gewonnenen Ergebnisse der

Spannungsalgorithmus im FE-Programm {iberpriift.

6.1 Einfache Scherung

Um eine Materialantwort durch quasianalytisches Losen des in Abschnitt 4.3 angegebenen
Anfangs—Randwertproblems zu erhalten, muss eine Belastung gewahlt werden, bei der sich
ein homogener Deformationszustand und ein homogener Spannungszustand im Kérper
einstellt. Dies ist z.B. bei einer einfachen Scherung der Fall. Hierbei wird ein Quader an
seiner Unterseite festgehalten und an seiner Oberseite eine Verschiebung u in tangentialer

Richtung entlang einer Quaderseite aufgebracht (vgl. Abbildung 6.1). Wird mit

v = tan ¢ (6.1)
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eine Scherung definiert, wobei ¢ = ¢ () den Winkel der Scherung beschreibt, lautet der

sich einstellende Deformationsgradient (scherung = v (1))

1
F=10 (6.2)
0

S =D
_ o O

Der Geschwindigkeitsgradient mit symmetrischer Verzerrungsgeschwindigkeit und anti-

symmetrischem Wirbeltensor ist durch

0 4 0 010 0 20
L=|oo0oo0o| ., D=|200| , W=|-200 (6.3)
000 00 0 0 00

gegeben, wobei mit 4 die Ableitung der Scherung 4 nach der Zeit ¢ bezeichnet wird.

Fiir diese Geometrie und diese Randbedingungen werden die Differentialgleichungen mit
Hilfe eines expliziten Runge-Kutta—Verfahrens 4.Stufe (Uni [67]) gelost. Die Testrechnun-
gen werden sowohl fiir transversal isotropes als auch fiir orthotropes Materialverhalten
durchgefithrt. Dabei wird der Einfluss einiger Materialparameter auf das Materialver-
halten untersucht. Ausserdem wird untersucht, inwieweit die Anfangsbedingungen fiir die
Orientierung der Anisotropierichtungen Einfluss auf den zeitlichen Verlauf der Material-

antwort besitzen.

Ein weiterer Vorteil der einfachen Scherung liegt darin, dass iiberpriift werden kann, ob
die verwendeten objektiven Ableitungen in der Lage sind eine konvergente Losung zu
erzeugen, oder ob Oszillationen zu beobachten sind. Dies ist z.B. bei der Verwendung von

Jaumann—Ableitungen der Fall (siehe hierzu Lehmann [41] und Haupt und Tsakmakis

[25]).

6.1.1 Transversale Isotropie

Fiir transversale Isotropie wird angenommen, dass die Richtung der Anisotropieachse in
der Scher-Ebene (x1,x3) liegt. Der Euler—Winkel ¢ besitzt dann den Wert ¥ = —90°,
wihrend der zweite Euler—Winkel ¢ die Orientierung in dieser Ebene beschreibt (siehe
Abbildung 6.1). Dabei nimmt ¢ fiir Drehungen im Gegenuhrzeigersinn positive Werte an.
Um auch Effekte zu erfassen die aus der Scher-Ebene wirken, wurden die Rechnungen

mit dem kompletten dreidimensionalen Modell durchgefiihrt.

Ein Problem zur phdnomenologischen Beschreibung des Materialverhaltens besteht dar-

in, geeignete Materialparameter zu bestimmen. Hierzu miissen Experimente gefunden
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Abbildung 6.1: Einfache Scherung (transversale Isotropie)

werden, aus denen dann mit geeigneten Verfahren (z.B. neuronale Netze) die Materi-
alparameter ermittelt werden kénnen. Da dies im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich
war, wurden (mit Ausnahme der Elastizitdtsparameter) Materialparameter so angenom-
men, dass physikalisch akzeptable Ergebnisse erhalten werden. Die Elastizitdtsparameter
hingegen wurden aus dem Tabellenbuch Hellwege [30] fiir Einkristalle entnommen. Im

transversal isotropen Fall wurden hierzu die Materialparameter fiir Titan mit

C11 = 160 GPEL 5 C3z = 181 GPEL 5 Cz5 = 93.0 GPa
(6.4)
Cig = 90 GPa 5 C13 = 66 GPa

a3=35.0 - 10> MPa ¢3=2000.0 MPa v1=20.0
as= —46.75 - 10> MPa | ¢5;=800.0 MPa v,=20.0
ag=45.0 - 10> MPa c6=0.0 MPa v3=20.0
ar-=81.25- 10> MPa ¢c7=0.0 MPa v4=0.0
ag= — 24.0 - 10> MPa cg=0.0 MPa v5=0.0
~(i52)=4000.0 MPa bs=17.5 v6=200.0
3050)=20.0 b5=0.0 m=4.0
ko=200.0 Mpa bs=0.0 n=3.0-10* Mpa™s
A=100.0 MPa~! b,=0.0
bs=0.0

Tabelle 6.1: Materialparameter fiir transversale Isotropie
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Abbildung 6.2: Orientierungen im Elastizitatsgesetz in Abhangigkeit des Materialparame-
ters vg der Fliehfunktion (¥ = 1072s71)
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Abbildung 6.3: Orientierungen in der kinematischen Verfestigung in Abhangigkeit des Ma-

terialparameters vg der FlieRfunktion (¥ = 1072s71)
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Abbildung 6.4: Scherspannung in Abhéngigkeit des Materialparameters vg der Flieffunk-
tion (4 = 1072s71)

verwendet, die {iber die Gleichungen (4.148) in die transversal isotropen Materialpara-
meter oz — ag umgerechnet werden koénnen. Der komplette Parametersatz mit dem die
folgenden Rechnungen (sofern nichts anderes erwahnt wird) durchgefiithrt wurden ist in

Tabelle 6.1 angegeben.

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass mit den gewahlten Materialpara-
metern kein Experminent modelliert werden soll. Hierzu miissten aufwendige numerische
und experimentelle Untersuchungen erfolgen. Ziel der folgenden Rechnungen ist es zu
zeigen, dass das Modell prinzipiell in der Lage ist, ein physikalisch plausibles Verhalten
zu beschreiben. Als Anfangsorientierung fiir die Anisotropierichtungen wurde angenom-
men, dass die Achsen in x,—Richtung zeigen. Die Eulerwinkel im Elastizitatsgestz, in der

kinematischen Verfestigung und in der Fliekfunktion haben dann die Anfangswerte
¢e =0° ’ ¢k =0° ) ¢f =0° : (65)

In den Abbildungen 6.2 bis 6.10 sind fiir eine Scherungsgeschwindigkeit von 4 = 107%s~!
die Orientierungen im Elastizitatsgesetz und in der kinematischen Verfestigung sowie die

Scherspannung {iber der Zeit ¢ aufgetragen.
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Abbildung 6.5: Orientierungen im Elastizitatsgesetz in Abhangigkeit des Materialparame-
ters A (4 = 107%s71)
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Abbildung 6.6: Orientierungen in der kinematischen Verfestigung in Abhangigkeit des Ma-

terialparameters A (4 = 107%s71)
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Abbildung 6.7: Scherspannung in Abhéngigkeit des Materialparameters A (¥ = 107%s

In den ersten drei Diagrammen 6.2, 6.3 und 6.4 wird der Einfluss des Materialparame-
ters vg der transversal isotropen Flieffunktion auf die Materialantworten dargestellt. Da
die FEulerwinkel im Elastizitdtsgestz und in der Flieffunktion identisch sind, wird nur
der elastische Eulerwinkel ¢, aufgetragen. Es wird auf den Materialparameter vg ein
besonderes Augenmerk geworfen, weil im Falle verschwindend kleiner elastischer Ver-
zerrungen (starrplastischer Korper) und verschwindender kinematischer Verfestigung die
Richtung N™) immer noch von Null verschieden ist (vgl. Gleichung (4.185))
1 (1

N®) = 57 {506 (M) — M(f)a(s))} : (6.6)

Die Ergebnisse zeigen, dass ab einem Betrag (50 < vg < 100) dieses Parameters sowohl
die Fulerwinkel 1. und 1, als auch die Schubspannung o5 gegen einen Grenzwert streben.
Unterschreitet der Parameter diesen Betrag, wird ein solcher Grenzwert i.a. nicht erreicht.
Der Eulerwinkel . im Elastizitatsgesetz wachst weiter an und die Schubspannung weist
als Folge davon Oszillationen auf. Ferner sieht mann, dass die anfangliche Steigung umso
kleiner und die Grenzwert fiir die Winkel umso schneller ereicht wird, je grofer vg ist. Auch
die Schubspannung erreicht ihren Grenzwert umso schneller, je grofer ve ist, wéhrend der

Maximalwert abnimmt.
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Abbildung 6.8: Orientierungen im Elastizitatsgesetz in Abhéngigkeit der Anfangsorientie-
rung o (4 = 1072s71)

200
— 100 : - 4'71/4):'900 x 100:'67-50 "E’”"//o='45°
o “E y=225° — - y=0° == ,=225°
~ =45t Yo=675° —— ,=90°
=

0 100 200 300 400 500
t[s]

Abbildung 6.9: Orientierungen in der kinematischen Verfestigung in Abhangigkeit der An-

fangsorientierung o (4 = 107%s71)
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Abbildung 6.10: Scherspannung in  Abhéngigkeit der  Anfangsorientierung g
(4 =107%s71)

Der Einfluss des Materialparameters A, der in der Evolutionsgleichung fiir die Struktur-
tensoren der kinematischen Verfestigung auftritt, wird in den Abbildungen 6.5, 6.6 und 6.7
gezeigt. Der Effekt auf den ,elastischen Eulerwinkel “ ¢, und auf die Schubspannung o4
ist hierbei so gering, dass in den Diagramme 6.5 und 6.7 alle Kurven deckungsgleich
verlaufen. Der Verlauf des Eulerwinkels der kinematischen Verfestigung wird dagegen be-
einflusst. Fiir A = 0 ist er identisch mit dem Eulerwinkel des Flastizitétsgesetzes ., er
verlduft monoton fallend. Bei Werten verschieden von Null stellt sich dagegen zunéchst
ein Minimum ein, bevor der Grenzwert erreicht wird. Je grofer A ist umso stérker ist
zundchst der Abfall von ¢, desto frither wird aber auch der Grenzwert, der unabhéngig

vom Materialparameter A ist, erreicht.

Zuletzt wurde noch untersucht, wie sich unterschiedliche Anfangsorientierungen auf das
Materialverhalten auswirken. Dazu wurden fiir die Eulerwinkel verschiedene Anfangswerte
zwischen —90° und +90° gewéhlt. In den Rechnungen wurde fiir die Orientierung im Ela-
stizitdtsgesetz, in der kinematischen Verfestigung und in der Flieffunktion der Anfangs-
winkel immer als gleich angenommen und mit ¢ bezeichnet. Die zugehorigen Kurven sind
in den Abbildungen 6.8, 6.9 und 6.10 aufgezeichnet. Es zeigt sich, dass die Eulerwinkel fiir

beliebige Anfangswerte denselben Grenzwert erreichen. Die unterschiedlichen Grenzwer-
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te, die fiir die Anfangswerte von ¥ = 67.5° bzw. ¢ = 90° im Vergleich zu den restlichen
Anfangswerten erreicht werden, liegen an der Invarianz des Materialmodells gegeniiber
Rotationen um 180°. Um genau diesen Betrag unterscheiden sich die beiden Grenzwerte,
und die Anisotropierichtungen sind somit gleichwertig, sie weisen nur in entgegengesetzte
Richtungen. Insbesondere sind die Kurven fiir die Startwerte ¢» = 90° und ¥ = —90° ent-
weder um den Betrag von 180° parallelverschoben (Abbildung 6.8 und Abbildungen 6.9)
bzw. verlaufen deckungsgleich (6.10).

Am Verlauf der Schubspannung ist ein deutlicher Effekt zu sehen. Es wird zwar dersel-
be Grenzwert erreicht, allerdings kann je nach Wahl der Anfangsorientierung ein mo-
notoner Verlauf der Schubspannung () = —67.5°, £90°), ein Verlauf mit genau einem
Maximum (¢ = —45°,—22.5°,0°) und ansonsten ein Verlauf mit einem Maximum und ei-
nem Minimum erzielt werden. Solche Verldufe wurden sowohl in Torsions—Experimenten
(vgl. Montheillet et al. [46], bei anfinglich isotropem Material) beobachtet, als auch von
den Modellen von Dafalias (vgl. Dafalias [16]) beschrieben.

Es hat sich weiterhin gezeigt, dass bei allen Rechnungen die Anisotropieachse in der
Scherebene (xi,X;) bleibt, d.h. der Eulerwinkel ¥ bleibt zeitlich konstant auf seinem
Anfangswert ¥ = —90°.

6.1.2 Orthotropie

Bei den Untersuchungen fiir orthotropes Materialverhalten wurde davon ausgegangen,
dass das Dreibein (m(]'),m(z),m(S)) so orientiert ist, dass die m®—Achse immer in x5—
Richtung zeigt, und die (m(l), m(z))fEbene der Orthotropie-Achsen somit in der Schere-
bene (x1,%3) liegt. Die Orientierung der Anisotropieachsen wird dann nur durch einen
Winkel ) beschrieben, wiahrend die anderen Eulerwinkel die Werte ¢ = 0° und ¢ = 0°
haben. Trotz des eigentlich zweidimensionalen Problems wurden auch diese Testrechnun-
gen mit dem kompletten dreidimensionalen Modell durchgefiihrt, um auch hier eventuelle
Effekte, die zu Orientierungen fithren die aus der Scherebene weisen, berticksichtigen zu

koénnen.

Als elastische Materialparameter wurden die Elastizitatsparameter fiir ein Bronze—Kristall

aus dem Tabellenbuch Hellwege [30] verwendet
C11 = 1880 GPEL 5 Co2 — 1580 GP& ) C33 — 2080 GPa
Cq4 = 140.0 GPa 5 Cs — 118.4 GP& ) Cee — 108.8 GPa (67)

C1g = 56.0 GPEL ; C13 = 60.0 GPEL y Cy3 = 69.0 GPa
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Abbildung 6.11: Einfache Scherung (Orthotropie)

Der komplette Parametersatz fiir die folgenden Testrechnungen (sofern nichts anderes

erwihnt) ist in Tablle 6.2 angegeben.

a3=T4.8 - 10> MPa ¢c3=2000.0 MPa v1=20.0
as= —31.2 - 10> MPa ¢5=800.0 MPa v,=20.0
ar=—9.6 - 10> MPa ¢7;=100.0 MPa v3=10.0
ag=29.2 - 10> MPa cs=0.0 MPa v4=1.0
a9=19.6 - 10°> MPa c9=0.0 MPa vs=1.0
a10= — 13.0 - 10° MPa ¢10=0.0 MPa vg=1.0
a11=1.6 - 10° MPa ¢11=0.0 MPa v7=0.0
= — 2.4 -10° MPa ¢12=0.0 MPa vg=0.0
a3=11.4-10®> MPa c13=0.0 MPa v9=0.0
~i52)=4000.0MPa bs=17.5 v10=0.0
3150 =20.0 b5=0.0 v11=0.0
ko=200.0 Mpa b>=0.0 v12=20.0
A=100.0 MPa™! bg=0.0 m=4.0
by=0.0 7=3.0 - 10* Mpa™s
b10=0.0
b11=0.0
b12=0.0
b13=0.0

Tabelle 6.2: Materialparameter fiir Orthotropie
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Abbildung 6.12: Orientierungen im Elastizitatsgesetz in Abhéngigkeit des Materialpara-

meters vyy der FlieRfunktion (4 = 107%s71)
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Abbildung 6.13: Orientierungen in der kinematischen Verfestigung in Abhéangigkeit des

Materialparameters vio der Fliekfunktion (¥ = 1072s71)
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Abbildung 6.14: Scherspannung in Abhédngigkeit des Materialparameters vy der Fliefs-
funktion (4 = 107%s71)

Die Anfangswert fiir die Eulerwinkel zur Beschreibung der Orientierung im Elastizitats-

gesetz, in der kinematischen Verfestigung und in der Flieffunktion sind mit
=0, Pp=0" , ¥;=0"° . (6.8)

gegeben. Fiir eine Scherungsgeschwindigkeit von 4 = 107%s~! werden in den néchsten neun
Diagrammen die Orientierungen und Schubspannungen in Abhangigkeit von verschiede-
nen Materialparametern sowie in Abhéngigkeit von den Anfangsorientierungen {iber der

Zeit aufgetragen.

Zunichst wurde in den Abbildungen 6.12, 6.13 und 6.14 der Einfluss des in der Flief-
funktion auftretenden Materialparameters v, untersucht. Die beiden Eulerwinkel ¢ im
Elastizitatsgesetz und in der Fliekfunktion sind gleich, weshalb nur der elastische Fu-
lerwinkel aufgetragen wurde. Analytische Uberlegungen fiir die einfache Scherung haben
gezeigt, dass der Einfluss der Materialparameter v1g, v11 und vys identisch ist. Aus diesem

Grund wurde nur der Einfluss von v;5 untersucht.

Bei kleinen Werten fiir v15 werden fiir den elastischen Eulerwinkel v, keine konvergenten

Losungen erzielt. Erst fiir grofkere Werte erreicht der Winkel einen Grenzwert, der umso
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Abbildung 6.15: Orientierungen im Elastizitatsgesetz in Abhédngigkeit des Materialpara-
meters A (4 = 107%s71)
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Abbildung 6.16: Orientierungen in der kinematischen Verfestigung in Abhangigkeit des
Materialparameters A (¥ = 1072s71)
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Abbildung 6.17: Scherspannung in Abhéngigkeit des Materialparameters A (¥ = 107%s7!)

grofer ist und umso schneller erreicht wird, je grofer der Materialparameter gewdhlt wird.
Auch der Eulerwinkel in der kinematischen Verfestigung erreicht erst fiir grokere Werte
von v19 einen von diesem Materialparameter unabhangigen Grenzwert. Fiir vi3 = 0 stellt

sich ein abweichender Grenzwert ein, wihrend fiir v1o = 10 kein Grenzwert erreicht wird.

Fiir die Scherspannung stellen sich schlieflich fiir kleine Materialparameter Oszillationen
ein, wahrend die Scherspannung ansonsten einen Grenzwert erreicht. Dieser Grenzwert
wird umso schneller erreicht und ist umso kleiner, je grofer der Materialparameter ist.
Aufierdem ist bei den konvergenten Lésungen ein Einflufs auf den Verlauf der Scherspan-
nung zu beobachten: Wéhrend dieser Verlauf zunachst nur einen Maximalwert durchlauft
und anschlieflend den Grenzwert erreicht, stellt sich bei grofkeren Materialparametern nach

dem Maximum noch ein Minimum ein, bevor der Grenzwert erreicht wird.

Wie bei transversaler Isotropie ist auch bei Orthotropie kein Einfluss des Materialparame-
ters A auf den elastischen Eulerwinkel ¢, (sieche Abbildung 6.15) und auf die Scherspan-
nung oy (siehe Abbildung 6.17) zu beobachten. Der Einfluss des Materialparameters auf
den Eulerwinkel in der kinematischen Verfestigung ¢ ist in Abbildung 6.16 zu erkennen.
Fir A = 0 entspricht der Verlauf dem des Eulerwinkels im Elastizitédtsgesetz. Sonst wird

ein von diesem Materialparameter unabhéngiger Grenzwert umso schneller erreicht, je
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Abbildung 6.18: Orientierungen im Elastizitédtsgesetz in Abhangigkeit der Anfangsorien-
tierung g (¥ = 1072s71)
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Abbildung 6.19: Orientierungen in der kinematischen Verfestigung in Abhéangigkeit der

Anfangsorientierung 1o (¥ = 107%s71)
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Abbildung 6.20: Scherspannung in  Abhéngigkeit der  Anfangsorientierung g
(4 =107%s71)

grofer der Parameter ist.

Der Einfluss der Anfangsorientierungen ist in den Diagrammen 6.18, 6.19 und 6.20 ab-
gebildet. Wie bei transversaler Isotropie haben alle Orientierungen denselben Startwert,
der mit o bezeichnet wird. Auch bei Orthotropie ist das Materialverhalten invariant
gegeniiber Rotationen um 180°, weshalb die Grenzwerte fiir den Eulerwinkel des Elasti-
zitétsgesetzes und der kinematischen Verfestigung, die sich um genau diesen Betrag un-
terscheiden, gleichwertig sind. Fiir die Anfangsorientierungen von 1 = 90° und ¢ = —90°
verlaufen die Orientierungen parallel (um 180° phasenverschoben) und die Scherspannun-

gen deckungsgleich.

Auf die Scherspannung o2 hat die Anfangsorientierung auferdem noch Einfluss auf
den zeitlichen Verlauf. Dieser ist entweder monoton (fiir die Anfangswerte i =
22.5°,45.0°,67.5°), durchlauft ein Maximum vor erreichen des Grenzwertes (¢p =
—22.5°,0.0°) oder weist ein Maximum und ein Minimum auf (¢» = +90°, —67.5°, —45.0°).
Es sind dies dieselben Effekte die schon bei transversaler Isotropie beschrieben wurden

und in den hierbei erwdhnten Experimenten beobachtet wurden.

Auch bei Orthotropie treten keine Anisotropieeffekte auf, die aus der Scherebene (x1, x3)

zeigen. Die Eulerwinkel ¢ und ¢ bleiben fiir die gesamte Rechnung konstant.
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6.1.3 Vergleich FEM — Runge-Kutta

Das Verhalten eines Korpers unter einer inhomogenen Belastung (wie z.B. ein Zugstab
oder Torsion eines Rohrs) kann nicht mehr durch die Losung eines Differentialgleichungs-
systems mit dem Runge-Kutta—Verfahren gelost werden, sondern es wird die Methode
der Finiten Elemente verwendet. Zunéchst wird mit dem FEM-Programm ABAQUS die
einfache Scherung wie im vorigen Abschnitt berechnet, um die Qualitdat der FEM Losung
zu {iberpriifen. Dazu wird der Quader durch ein dreidimensionales, 20 knotiges Kontinu-
umselement (C3D20) diskretisiert und die Belastung in Form einer Verschiebung analog
zu den Abbildungen 6.1 bzw. 6.11 auf diesen Quader aufgebracht. Die Rechnungen wur-
den mit den Materialparametern aus Tabelle 6.1 fiir transversale Isotropie und 6.2 fiir
Orthotropie durchgefiihrt.

Bei den FE-Rechnungen wurde die automatische Schrittweitensteuerung von ABAQUS
verwendet (siehe hierzu [32]). Hierbei wird von ABAQUS die Schrittweite angepasst,
nimmt jedoch maximal den vom Benutzer vorgegeben Wert At,,,,. an. Verglichen werden
die Schubspannungen o5 und der Eulerwinkel im Elastizitatsgesetz . bei verschiedenen

maximalen Schrittweiten At,, ., fiir transversale Isotropie und Orthotropie.

Transversale Isotropie

Fiir transversale Isotropie ist in Abbildung 6.21 die Entwicklung des Eulerwinkels im
Elastizititsgesetz fiir eine Schergeschwindigkeit von 4 = 10725~ aufgetragen. Die Losun-
gen wurde zum einen mit einem Runge-Kutta—Verfahren 4.0rdnung und zum anderen
mit ABAQUS bei einer maximalen Schrittweite von At = 1 s und At = 10 s
bestimmt. Es ist zu erkennen, dass bei der kleineren maximalen Schrittweite eine hervor-
ragende Ubereinstimmung vorhanden ist (die Kurven verlaufen nahezu deckungsgleich).
Bei At,,.. = 10 s ist die Abweichung zwar etwas grofer, der qualitative Verlauf wird
aber auf jeden Fall genau wiedergeben. Die relative Abweichung zwischen den beiden
ABAQUS-Rechnungen und der Runge-Kutta—Rechnung bei der Zeit von ¢t = 250 s be-
tragt 0.2 % fiir At = 18 bzw. 2.1 % fiir At,,., = 10 s.

Auch fiir die Schubspannung zeigt der Vergleich, dass die mit dem FE-Programm und
die mit dem Runge-Kutta—Verfahren erzielten Losungen sehr gut iibereinstimmen (vgl.
Abbildung 6.22). Insbesondere verlaufen die Kurven bei der kleineren Schrittweite fiir
grofe Zeiten wieder nahezu deckungsgleich. Der maximale relative Fehler, der fiir die
Schubspannung bei einer Zeit von ca. t = 80 s auftritt, betragt ca. 0.9 % (Atjpr =1 5),
bzw. 2.9 % (At = 10 s).
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Abbildung 6.21: Vergleich zwischen Runge-Kutta—Rechnung und ABAQUS bei unter-
schiedlichen maximalen Schrittweiten At,,,, fiir den elastischen Euler-

winkel .
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Abbildung 6.22: Vergleich zwischen Runge-Kutta—Rechnung und ABAQUS bei unter-

schiedlichen maximalen Schrittweiten At,,,, fiir die Schubspannung o,
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Orthotropie

In den Abbildungen 6.23 und 6.24 sind fiir Orthotropie dieselben Vergleiche wie fiir trans-
versale Isotropie zuvor durchgfiithrt worden. Auch hier ist die Abweichung der ABAQUS-
Rechnungen sowohl bei . als auch bei o3 von der Runge Kutta Loésung gering. Die re-
lativen Abweichungen fiir den elastischen Eulerwinkel 1. betragen bei ¢t = 250s 0.4 % fiir
die maximale Schrittweite von At,.. = 1 s und 3.7 % bei At,... = 10 s. Die grokte re-
lative Abweichung bei der Schubspannung wird bei einem Zeitpunkt von ¢ ~ 25s erreicht

und betragt fiir At,,.. = 1 s ca. 2.6 % und 4.5 % bei At = 10 s.

Der Vergleich hat gezeigt, dass sowohl bei transversaler Isotropie als auch bei Orthotropie
selbst bei groken Schrittweiten mit dem FE-Programm ABAQUS die FE-Ergebnisse
gut mit dem Runge-Kutta—Verfahren iibereinstimmen. Somit koénnen die ABAQUS-
Rechnungen um Rechenzeit zu sparen mit relativ grofen Schrittweiten durchgefithrt wer-

den, ohne das Ergebnis dieser Rechnungen zu sehr zu verfilschen.
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Abbildung 6.23: Vergleich zwischen Runge-Kutta—Rechnung und ABAQUS bei unter-

schiedlichen maximalen Schrittweiten At,,,, fiir den elastischen Euler-

winkel .
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Abbildung 6.24: Vergleich zwischen Runge-Kutta—Rechnung und ABAQUS bei unter-

schiedlichen maximalen Schrittweiten At,,,, fiir die Schubspannung o,
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6.2 Zugversuch

Simuliert werden soll in diesem Abschnitt der Zugversuch an einem diinnen, orthotro-
pen Blech. Das Blech ist 16.0mm lang, 8.0mm breit und 4.0mm dick. Es wird mit 48
C3D20R-Elementen vernetzt (sieche Abbildung 6.25). Da es sich um ein orthotropes Ma-
terial handelt, konnen keine Symmetriebedingenungen ausgenutzt werden und das Modell

musste komplett vernetzt werden.

L

Z

Abbildung 6.25: FE-Modell des diinnen Blechs

Als Anfangsrichtung der Orthotropie wird angenommen, dass die m®)-Achse in z-
Richtung zeigt und die m®)-Achse um 45° von der Zugrichtung (y—Achse) abweicht.

Die Anfangsorientierungen sind dann durch
po=0° , Jo=0° , =145 (6.9)
gegeben.

Als Randbedingungen wird die Unterseite des Blechs in allen drei Richtungen und die
Oberseite in x— und z—Richtung festgehalten. In y—Richtung wird eine Verschiebung u
aufgebracht. Die Verformungsgeschwindigkeit betrdgt hierbei u = 107% ™2, Die Materi-

alparameter fiir das orthotrope Material wurden wie in Tabelle 6.2 angenommen.
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Die Verteilung der plastischen Bogenlédnge auf der Vorderfont sowie auf der linke Seite des
Blechs geht aus der Abbildung 6.26 hervor. Das Ergebnis ist nach einer Zeit von ¢ = 304 s
erzielt worden, was einer Langendnderung von u = 3.04 mm oder ca. 19.0 % entspricht.
Zum Vergleich ist in Abbildung 6.27 die Verteilung der plastischen Bogenldnge in einem
mit isotropem Materialmodell gerechneten Zugstab aufgezeichnet. Beim isotropen Mate-
rial ist der Verlauf der plastischen Bogenlange symmetrisch zu den Symmetrielinien des
Blechs. Der inhomogene Verlauf liegt daran, dass sich das Blech bei dieser Zugbelastung
zusammenziehen will, an seinem oberen und unteren Ende aufgrund der Randbedingungen
jedoch daran gehindert wird. Bei dem orthotropen Material ist der Verlauf der plastischen
Bogenlénge nicht mehr symmetrisch zu den Symmetriachsen der Geometrie. Er orientiert

sich an den Richtungen der Orthotropie.
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Abbildung 6.26: Verteilung der plastischen Bogenldnge bei Orthotropie
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Abbildung 6.27: Verteilung der plastischen Bogenlénge bei Isotropie
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6.3 Torsion eines diinnwandigen Rohrs

Abschlieffend wird mit dem orthotropen Materialmodell und den Materialparametern aus
Tabelle 6.2 die Torsion eines diinnwandigen Rohrs berechnet. Die Geometrie und Ver-
netzung geht aus Abbildung 6.28 hervor. Hierdurch ist auch ein Zylinderkoordinatensy-
stem (r, @, z) definiert. Die r—Achse zeigt in radialer Richtung, die ¢p—Achse in Umfangs-
richtung und die z—Achse entlang der Symmetriachse des Rohrs. Der Innendurchmesser
betragt 9 mm, die Wandstdrke 2 mm und die Hohe des Rohrs 10 mm. Wie im Ab-
schnitt zuvor wurden zur Vernetzung die Kontinuumselemente C3D20R verwendet. Die
Unterseite des Rohrs wird in Umfangsrichtung festgehalten, wihrend an der Oberseite

am Radius von 10 mm eine Verschiebung in Umfangsrichtung mit der Verformungsge-

0—1 mm

schwindigkeit von 1 .

aufgebracht wird. Dies entspricht einer Winkelgeschwindigkeit

_ . —3 Umderehungen
— 1.6 10" Umderchungen

von ¢

Abbildung 6.28: FE Modell des Rohrs

In Abbildung 6.29 ist die Verformung des Rohrs nach einer Zeit von £ = 10 s abgebildet.
Die urspriinglich kreisrunde Geometrie (in der Abbildung punktiert gezeichnet) wird unter
der Belastung elliptisch. Die Hauptachsen der Ellipse an der Rohroberseite und die der

Ellipse an der Rohrunterseite sind um 90° gegeneinander verdreht. Bei einer mit isotropem
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Abbildung 6.29: Verformung des Rohrs unter Torsionsbeanspruchung

Materialmodell simulierten Torsion des Rohrs wiirde sich keine inhomogene Verteilung der

Deformation einstellen und der kreisrunde Querschnitt wiirde erhalten bleiben.

Die Verteilung der plastischen Bogenlange geht aus Abbildung 6.30 hervor. In Abbil-
dung 6.31 ist die plastische Bogenldnge am Innen— und Aussenradius iiber dem Umfang
in der Mitte des Rohrs (z = 5mm) aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass die beiden
Kurven periodisch sind, wobei die Periodenlédnge 180° betréagt. Dies spiegelt die Invarianz
der Orthotropie gegeniiber Rotation um 180° wieder. Die Kurven entlang des Innen— und
des Aussendurchmessers erreichen ihre jeweiligen Maximal— und Minimalwerte am sel-
ben Umfangswinkel, wobei der Betrag der plastischen Bogenlange am Aussenradius etwas

hoéher als der am Innenradius liegt.

In den Abbildungen 6.32 und 6.33 ist die Verteilung der Schubspannung o, in dem
Zylinderkoordinatensystem am Rohr und am Innen— und Aussenradien iiber dem Umfang
in Rohrmitte (z = 5mm) angegeben. Auch in diesem Fall sind die Kurven periodisch mit
der Periodenlange von 180° und die Verldufe nur parallelverschoben, die Schubspannungen
entlang des Aussenradius sind héher als die entlang des Innenradius. Die Maximal- und
Minimalwerte treten an denselben Stellen wie die Extremwerte der plastischen Bogenlange

auf.
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Abbildung 6.30: Verteilung der plastischen Bogenldange am diinnwandigen Rohr
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Abbildung 6.31: Verlauf der plastischen Bogenldnge am Innen— und Aussenradius {iber

dem Umfang in der Mitte des diinnwandigen Rohrs
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Abbildung 6.32: Verteilung der Schubspannung am diinnwandigen Rohr
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Abbildung 6.33: Verlauf der Schubspannung am Innen— und Aussenradius iiber dem Um-
fang in der Mitte des diinnwandigen Rohrs
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Kapitel 7
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde auf der Grundlage des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik in Form der Clausius—-Duhem-Ungleichung ein Modell zur Beschreibung von pla-
stischem Fliefen fiir anisotropes Materialverhalten entwickelt. Dieses Modell basiert auf
der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und einen
inelastischen Anteil und ist invariant gegeniiber Rotationen der sogenannten plastischen
Zwischenkonfiguration und gegeniiber iiberlagerten Starrkérperbewegungen der Momen-

tankonfiguration.

Zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens wurden sogenannte innere Variablen (eine
skalarwertige Variable zur Beschreibung der isotropen Verfestigung und eine tensorwertige
Variable zur Beschreibung der kinematischen Verfestigung) verwendet. Fiir diese inneren
Variablen wurden Evolutionsgleichungen als hinreichende Bedingungen zur Erfiillung des

zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik gefunden.

Die Beschreibung der Anisotropie erfolgt mit Hilfe sogenannter Strukturtensoren. Somit
ist es moglich, anisotrope, skalarwertige Funktionen durch isotrope Funktionen zu erset-
zen, die nicht nur von den unabhdngigen Gréfen sondern auch noch von den Struktur-
tensoren abhédngen. Es wurde gezeigt, dass fiir transversale Isotropie ein Strukturtensor
2. Stufe und fiir Orthotropie zwei Strukturtensoren 2. Stufe geniigen. Die isotropen Funk-
tionen koénnen dann mit Hilfe der Darstellungssétze iiber isotrope skalarwertige Funktio-

nen formuliert werden.

Die Strukturtensoren werden direkt aus den ausgezeichneten Richtungen der Anisotropie
gebildet. Diese Richtungen verdndern sich wihrend der Belastung. Um diese Anderun-

gen zu beschreiben, werden orthogonale Rotationstensoren eingefiihrt. In Anlehnung an

die Arbeiten von Dafalias (siehe u.a. Dafalias [15], Dafalias und Rashid [19] und Da-
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falias [16]) wurden verschiedene Rotationen verwendet, um die Anderung der Aniso-
tropie im Elastizititsgesetz, in der kinematischen Verfestigung sowie in der Flieffunk-
tion unabhéngig voneinander beschreiben zu kénnen. Fiir die Rotationstensoren, die die
Anisotropie-Richtungen im Elastizitdtsgesetz und in der kinematischen Verfestigung be-
schreiben, kénnen Evolutionsgleichungen als hinreichende Bedingung fiir die Clausius—
Duhem—-Ungleichung gewonnen werden. Der Rotationstensor in der Flieffunktion tritt bei
diesen energetischen Betrachtungen nicht auf. Fiir ihn kann somit ein beliebiger Ansatz

gewidhlt werden, ohne die thermodynamischen Restriktionen zu verletzen.

Das gesamte Materialmodell wurde unter der Voraussetzung von grofien Deformationen
entwickelt. Hierzu wurde das Konzept der dualen Variablen und Ableitungen verwendet.
Die Formulierung erfolgte in der spannungsfreien, plastischen Zwischenkonfiguration mit
dem Mandel’schen Spannungstensor der Zwischenkonfiguration und einem Translations-
tensor der kinematischen Verfestigung, der ebenfalls die mathematische Struktur eines
Mandel’schen Spannungstensors besitzt. Anschliefend wurde das Materialmodell in die

Momentankonfiguration transformiert.

Unter der Voraussetzung von kleinen elastischen Verzerrungen (in diesem Fall besitzen die
Materialgleichungen in der plastischen Zwischenkonfiguration und in der Momentankonfi-
guration dieselbe mathematische Struktur) wurde das anisotrope Plastizitdtsmodell in das
Finite-Elemente-Programm ABAQUS implementiert. Ansonsten wurden keine weiteren
Vereinfachungen vorgenommen. Insbesondere wurde mit dem vollstandigen Ansatz der
kinematischen Verfestigung gearbeitet. Als Elastizitdtsgesetz wurde hierbei eine Hyper-
elastizitdtsbeziehung verwendet. Das Differentialgleichungssystem der Materialgleichun-
gen wurde mit Hilfe eines Operator—Split—Verfahrens gel6st, wobei im ersten Operator die
elastischen Anteile mit der Mittelpunktsregel und im zweiten Operator die inelastischen
Anteile mit dem implizit Euler Verfahren bestimmt wurden. Die von ABAQUS verlang-
ten Beitrdge zur sogenannten Tangentensteifigkeitsmatrix wurden in dieser Arbeit nume-
risch bestimmt. Dies erfordert einen numerischen Mehraufwand, der mit einem erhéhten
Rechenzeitbedart gekoppelt ist. Allerdings wére eine analytische Bestimmung dieser Bei-
trage sehr aufwendig, fehleranfillig und unflexibel, da bei Anderungen in den Konstitu-
tivgleichungen eine neue Bestimmung der Tangentensteifigkeitsmatrix nétig wére. Lei-
der war es in dieser Arbeit nicht méglich einen effizienten Algorithmus zur Lésung der
nichtlinearen Gleichungen im 2.Operator zu finden. In diesem Operator miissen 23 (bei
Orthotropie) bzw. 20 (bei transversaler Isotropie) nichtlineare Gleichungen mit einem

Newton—Verfahren iterativ gelost werden, was sehr hohe Rechenzeiten bewirkt.

Abschliefend wurde am Beispiel der einfachen Scherung der Einfluss einiger Material-

parameter sowie der Anfangsorientierung der Anisotropie-Richtung gezeigt. Es war zu
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sehen, dass das Materialmodell in der Lage ist, ein physikalisch plausibles Materialver-
halten vorherzusagen. Insbesondere ist es moglich, den Spannungsverlauf, den man bei
Torsionsversuchen beobachtet (die Schubspannung durchliuft hierbei ein Maximum, be-
vor sie einen Grenzwert erreicht), zu beschreiben. Anhand der einfachen Scherung wurde
weiterhin der in ABAQUS implementierte Spannungsalgorithmus tiberpriift. Als weite-
res Beispiel wurde der Zugversuch eines diinnen Bleches simuliert. Hierbei zeigte sich
die nichtsymmetrische, inhomogene Verteilung der plastischen Bogenldnge im Blech. Bei
der Torsion eines diinnwandigen Rohrs ist schlieflich neben der inhomogen Verteilung
der plastischen Bogenlange und der Schubspannung zu erkennen, dass der urspriinglich

kreisrunde Rohrquerschnitt unter Belastung eine elliptische Form annimmt.

Insgesamt ist es moglich, fiir eine von Anfang an vorherrschende und sich mit den Deforma-
tionen rotatorisch entwickelnde Anisotropie plastisches Fliefen zu beschreiben. Um damit
auch die Entwicklung von isotropem zu anisotropem Materialverhalten (z.B. bei Textur-
entwicklung) beschreiben zu konnen, sind Erweiterungen des Modells notwendig. Dies
kann mit Hilfe der Orientierungsverteilungsfunktion (ODF) geschehen, die jeder Orien-
tierung anfinglich dieselbe Wahrscheinlichkeit zuordnet. Uber eine geeignete Entwick-
lung der ODF bei Belastungen kénnen dann ausgezeichneten Richtungen héhere Wahr-
scheinlichkeiten zugewiesen werden, was ein anisotropes Verhalten bewirkt. Eine weitere
Moéglichkeit besteht darin, durch eine skalare Grofe die fiir Anisotropie verantwortlichen
Parameter im Elastizitdtsgesetz, in der kinematischen Verfestigung sowie in der Flief-
funktion so zu beeinflussen, dass zunéchst isotropes Verhalten vorhanden ist, und dieses

Verhalten unter Belastung anisotrop wird.
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Anhang A

Kristall-Eigenschaften

A.1 Isotropie—Gruppen

In Tabelle A.1 sind fiir alle 32 Kristall-Klassen die zugehérigen Elemente der Isotropie-
gruppe aufgefithrt (entnommen aus Truesdell und Noll [61]). Jede mogliche Isotropie-
gruppe enthélt die identische Abbildung und die Inversion (1, —1). Die vollstandige Iso-
tropiegruppe ist dann das direkte Produkt dieser Zwei—Element—Gruppe und der Gruppe
Go aus der Tabelle, die nur aus eigentlich orthogonalen Tensoren (d.h. die Determinante
dieser Tensoren ist positiv) besteht. Hierbei beschreibt der Tensor RY eine Drehung um
die Achse u mit dem Winkel ¢ in mathematisch positive Richtung in einem orthonor-
mierten Koordinatensystem (u, v, w). Mit p wird die Raumdiagonale p = %\/m

bezeichnet.

Kristall-Klasse Go ‘
Triklin
1. | alle Klassen 1
Monoklin
2. | alle Klassen Ry,
Rhombisch
3. | alle Klassen R, RY
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Kristall-Klasse Go

Tetragonal

tetragonal-disphenoidal
4. | tetragonal-pyramidal Ré,

tetragonal-dispyramidal

tetragonal-scalenohedral
tetragonal-pyramidal
tetragonal-trapezohedral

tetragonal-dipyramidal

Trigonal
trigonal-pyramidal 2
6 Rz2"
rhombohedral w
ditrigonal-pyramidal
7. | trigonal-trapezohedral Rﬂ,R?vﬂ
hexagonal-scalenohedral
Hezagonal
trigonal—dipyramidal
8. | hexagonal-pyramidal é‘vﬁ

hexagonal-dipyramidal

ditrigonal-dipyramidal
dihexagonal-pyramidal 1,
9. R, Rw

hexagonal-trapezohedral

dihexagonal-dipyramidal

Kubisch

10 tetartoidal 2.
" | diploidal Ry, Ry Ry

hextetrahedral
11. | gyroidal R%:Tr, Réﬂ, Ré,ﬂ

hexoctahedral

Tabelle A.1: Kristall-Klassen mit zugehoriger Isotropiegruppe
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A.2 Strukturtensoren aller Kristall-Klassen

In Tabelle A.2 sind die Strukturtensoren nach Zhang und Rychlewski [77] fiir alle 32
Kristall Klassen aufgefiihrt. Die Darstellung der Tensoren erfolgt in einem orthonormier-

ten Koordinatensystem (u, v, w).

Kristall-Klasse Strukturtensoren
Triklin

pedial u,v,w
pinacoidal Ny, N3, N3
Monoklin

domatic u,v,wQw
sphenoidal T(2,2),w,E
prismatic T(2,2),Ns,w@w
Rhombisch

rhombic—pyramidal T(2,2),w
rhombic—disphenoidal T(2,2),E,waw
rhombic—dipyramidal T(2,2),w@w
Tetragonal

tetragonal-disphenoidal T(4,4),w,E
tetragonal-pyramidal u®v@w,N;
tetragonal-dipyramidal T (4,4),N;
tetragonal-scalenohedral T(4,4), w
ditetragonal-pyramidal T, w®w
tetragonal-trapezohedral T(4,4),E
ditetragonal-dipyramidal T (4,4)
Trigonal

trigonal-pyramidal T(3,3),w,E
rhombohedral T(3,3) @ w,N3
ditrigonal-pyramidal T(3,3),w
trigonal-trapezohedral T(3,3),E
hexagonal-scalenohedral T(3.,3)ow
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Kristall-Klasse Strukturtensoren
Hexagonal
trigonal-dipyramidal T (3,3),N3
8. | hexagonal-pyramidal T(6,6),w,E
hexagonal-dipyramidal T (6,6),N3
ditrigonal-dipyramidal T (3,3)
dihexagonal-pyramidal T (6,6),w
- hexagonal-trapezohedral T (6,6).E
dihexagonal-dipyramidal T (6,6)
Kubisch
tetartoidal T, E
10. diploidal T),
hextetrahedral T,
11. | gyroidal 0,,E
hexoctahedral 0,

Tabelle A.2: Kristall-Klassen mit zugehériger Strukturtensoren

Hierbei sind die Tensoren wie folgt definiert:

Ni=vRw-—-w®vV
Ne=u@w—-—wQ®u
Ns=u®@v-v®u

n

2 2
T (n,m) = Z(ak(@...@ak) ,  a, = ucos (k%) + vsin (k—ﬂ-)

n
k=1 mmal

E=u®@vdw - vRuldw+vewxu
— WRVRXUF+FWRURYV—URXWRV

O, =u@uURuUAU+vRIVRIVRIVFIWRIWRIWRW

T, =uQuRVRAV+FVRVRAWRIWF+FWRIWR@uUu®u

T, = u@VRIW+VRURIWF+VRIWRu
FWHRVIUFWRURKIVFuURWRV
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Anhang B

Invariante Darstellungen

B.1 Invarianten von Tensoren

In Tabelle B.1 sind die Tensorprodukte aufgefithrt deren Spur die Invarianten unter der
vollstandigen Orthogonalen Gruppe O(3) darstellen. Es sind die Invarianten fiir bis zu
drei symmetrische Tensoren (A, B, C) und einen anstisymmetrischen Tensor (X) aufge-
fithrt. Die Tabelle stellt eine Zusammenfassung der Ergebnisse aus Truesdell und Noll
[61] und Wang [69, 70, 73| dar. Die gesamten Invarianten fiir nicht mehr als drei symme-
trsiche und einen antisymmetrischen Tensore werden erhalten, indem zu den Invarianten
des vorgegebenen Satzes von Tensoren die Invarianten aller moglichen Teilgruppen hin-
zugenommen werden. Bei einem symmetrischen Tensor A und einem antisymmetrischen

Tensor X werden z.B. nicht nur die Invarianten von "AX” sondern auch die Invarianten

von "A” und ”X” bendtigt.

Tensoren Tensor—Produkte

A A A% AP

A'B AB,AB? BA* A’B?

A B,C ABC,A’BC,B?CA,C?AB, A’B?C,B*C?A, C*A’B
X X2

X, A X2A, X2A% X?AXA?
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Tensoren Tensor-Produkte

X,A,B | XAB,XA?B,XB?A,XA?B2 XA?’BA,XB2AB, XA’B?A,
XB?A’B,X?AB, X2A’B, X’B?A, X2AXB, X2AXB?, X2BXA?

X,A,B,C | XABC,XACB,XBAC,XA?BC,XB2CA,XC?AB, XACB,
XB?AC,XC?BA,XBA2C,XCB2A, XAC?B, XA?BCA, XB2CAB,
XC2ABC,XA2B2C,XB2C2A, XC2A’B, XB2A%C, X2ABC,
X2BCA,X2A2BC, X?B2CA, X2C2AB, X2AXBC

Tabelle B.1: Invarianten von Tensoren unter der vollstdndigen orthogonalen

Gruppe

B.2 Invariante Darstellung der Fliefsfunktion

Gesucht ist die invariante, nicht reduzierbare Darstellung einer Funktion von einem (trans-
versale Isotropie) bzw. zwei (Orthotropie) symmetrischen Strukturtensoren (M bzw.
MM, M®), einem symmetrischen, deviatorischen Spannungstensor (og) und einem an-
tisymmetrischen Spannungstensor (o). Da der transversal Isotropie Fall einfach durch
streichen eines Strukturtensors aus dem orthotropen Fall hervorgeht, wird nur die Herlei-
tung der orthotropen Fliefunktion angegeben. Fiir transversale Isotropie werden nur die

jeweiligen Zwischenergebnisse angegeben.

Die Fliekfunktion hangt zunéchst von 105 Invarianten (siehe Tabelle B.1) ab. Durch Aus-
nutzen der Eigenschaften (2.33) die die Strukturtensoren erfiillen und streichen aller Aus-

driicke in denen die Spannung vom Grad grofer zwei auftritt, verbleiben die elf Invarianten

tro?, tro, tr (MUes) , tr (MUe2) , tr (MPo) , tr (MP o),
tr (M(l)ai) tr (M(Z)O'Z) tr (O'AM(I)Us) tr (O'AM(Q)Us) tr (O'AM(I)UsM(Z))

Im transversal isotropen Fall verbleiben entsprechend nur sechs Invarianten.

Die nichtreduzierbare, invariante Darstellung des bilinearen Ausdrucks (4.60)
(=0-Klo] (B.1)

wird durch Aufstellen eines Polynoms aus diesen Invarianten (B.2) erhalten, wobei jeder

Summand des Polynoms die zweite Potenz der Spannung enthalten muss. Dies ergibt fiir
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transversale Isotropie

(= Gtroi+Gtr (Mod) + G (tr (Mog))® +

B.2
(itrol + G tr (MO'QA) + (s tr (caMos) (B:2)
und fiir Orthotropie
(=Ctrod+Gtr (M(l)ag) + (s tr (M(Z)aé) +
G (tr (MDae)) 4 G (tr (MPag)) + G tr (MWars) tr (MPars) + (B3

Grtrad + G tr (MWad) + G tr (MPa?) +
Ciotr (O'AM(l)O'S) + (i tr (O'AM(2)0'S) + (i tr (O'AM(I)O'SM(2))

B.3 Invertierung von ¢

Aus Bequemlichkeit wurden in dieser Arbeit die Materialparameter zur Beschreibung
der kinematischen Verfestigung so gewéhlt, dass der Spannungstensor der kinematischen
Verfestigung Z nicht von Grofken abhdngt, in denen die Spur des Dehnungstensors der
kinematischen Verfestigung Y auftritt. (= ¢ = ¢9 = 10 = ¢11 = ¢12 = ¢13 = 0 im
orthotropen Fall). Der Ansatz (4.198) fiirZ bei Orthotropie reduziert sich dann auf

Z =2Y + 5 (YMY + MYY) 4 ¢ (YM® + MPY) =l y] . (B4)
Hiervon soll die inverse Beziehung
. , -1
Y = M(km) [Z] , M(km) _ <c(k1n)> (B5)

bestimmt werden. Die Inversion fiir den transversal isotropen Fall, der nur von einem
Strukturtensor abhéngt, ergibt sich wenn die Terme mit dem zweiten Strukturtensor M)

weggelassen werden (¢7 = 0).
Ausgangspunkt ist der allgemeine Ansatz
Y =267 + & (MWZ + ZMW) + & (MPZ + ZMWP) +
265 tr Z + &1 tr (MIZ) + o tr (MPZ)] 1
(61 tr Z + 26 tr (MWZ) + &5 00 (MPZ)] MO
(G2 tr Z + &3 tr (MWZ) 4 2650 tr (MPIZ)] MB)

(B.6)

fiir den Dehnungstensor der kinematischen Verfestigung. Dieser Ansatz, der dem Ela-
stizitatsgesetz (4.193) entspricht, wird verwendet, da davon ausgegangen wird, dass alle

tensoriellen Grofen auf dieselbe Weise dargestellt werden kénnen.
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Einsetzen von Gleichung (B.4) in (B.6) liefert

Y =nY + 7 (MDY + YM®Y) + 73 (MPY + YM®@) +
7r4M(1)YM(1) 4 7751\/[(2)3[1\/[(2) + 76 (M(l)YM(Q) + M(Q)YM(Q))
[7rtr Y + mgtr (MYDY) + 7o tr (MAY)] 1 (B.7)
[71’10 tr'Y + myq tr (M(I)Y) + migtr (M(2)Y)} M
[7713 tr'’Y 4+ myqtr (M(I)Y) + 75 tr (M(Q)Y)} M®

?

wobei die Faktoren 7y,...,ms Funktionen der Parameter cs, cs,c7 und é3,¢5,67, ..., &3
sind. Durch Koeffizientenvergleich lassen sich dann die Faktoren im Ansatz des Deh-
nungstensor der kinematischen Verfestigung (B.5) als Funktion der Materialparameter

der kinematischen Verfestigung darstellen:

I 4ded + 4 i + deses + deser + cser

{s = 2 (2¢3 + ¢5) (4¢3 + 2 + 2¢3e5 + deser + eser)
— Cs
&= 42 + 2 + 2cacs + deger + eser
& = -
T 4c§ + cg + 2¢3c7 + 4eses + cser
1 cser (des + ¢5 + ¢r)

b = 4es (8¢5 + 8cics + 8cier + 2c3ck + rci + 2c3c? + st + 6ezeser)

611 = 512 = _513 = _258

O
T dey (263 + 3cses + ¢2)

1 c2
610 = - 2 2
4 cs (2(;3 + 3eser + c7)
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Anhang C

Transformationen

C.1 Familie 1: Zerlegung der Verzerrungstensoren

Rr Ry
1 T 1 T-1p-1
E=;(F'F-1) A=5(1-FF)
E. = % (F'F —F!F,) A = % (1-FF)
1 T F ()F_l 1 T-1pp-1 T-1
E, =5 (F,F,—1) A, =5 (B7F - FTF
E=E. +E, A=A +A,
F,NOF! | FIHOF
r 1 T T-1p-1
r:§(FeFepr F')
fezl(FZFe—U
- 2
Rt r 1 T-1p-1
rp:§(1—Fp F,')
r=r.+4T1,




C.2 Familie 1: Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-

keiten
C=FF , C.=F!F. , C,=F!F,
L=FF' , L =FF' , L, =FF

() : bzgl. Rg
0% =0"+LI 0+ 0L, : bzgl. R,
L

0% =0 +L"0+0 bzgl. Ry
Rr R
. 1. A )
E=2-C A=A+L"A + AL
. 1 /.- . 1 T
N o =D=-(L+L
B -;(¢-¢,) 5 (L+LT)
. 1 A .
E, = 3G, A=A +L7A + AL
. . _ _ A .
E=FE +E, FIUOF A, = A, +LTA, + AL
A A A
A=A.+A,
F[])‘—l()F—l
FINOF!
S i i
I=T+L'T+TIL,
o SO
I.=T.+LT.+I.L,
Rl | & &4 ape o
r,=T,+L'T, +TI,L,
A 1 /- A
:Dp:§<p+ Z)
-
=T.+T,
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C.3 Familie 2: Zerlegung der Verzerrungstensoren

Rr R

1 —1T-1 1 T
€. = % (FF7-! - F;ngfl) ) o, = % (1 - F.F7)

1 -1 T-1 F()Fl 1 T T
ep*§(Fp Fp —1) ap:§(FeF5—FF)
€E=¢€.+e¢€, a=o. + a

F,()F] F.()F!
- | T
¥ = 2 (F6 F.7 - Fpr)
o= Loe
R+ ) 1 .
Yo = 9 (1 - F’PFp)
Y=Y+,
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C.4 Familie 2: Zerlegung der Verzerrungsgeschwindig-

keiten

() : bzgl. Rr
O0%=0-L,0— 0L : bzl R,
=0 =-LO—0L" : bugl R,

Rr R,
—1('3*1 YN r
) a=da+L'a+al
1 /. .
€. = 5 (C—l_C;l) =—-D = _%(L_I_LT)
P F()FT A i’
€p = §Cp a, —a, — La, —a. L
é:ée+ép ép:dp_Lap_apLT
A A A
a=aoa.+ o

F,()F]
F.()FT
s,
7:7_Lp7_7Lp
2 [ A T
Ye =7+ Lpyye — L,
N A A
i ‘Ayp:‘yp—l'Lp')’p ‘)’pLg
~ 1 N
=—-D, =— <Lp+Lg;>
oo b
Y=+
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C.5 Familie 1: Spannungstensoren und —geschwindigkeiten

() : bzgl. R
0V =0-L0-0L; : bzl Ry

V=0 -LO)—-0OL" : bzgl R,

Rr R,
~ _ ad T _
T F()F’ S =FTF? = detFT
2 v .
T S=S-1LS-SL”
F,()F; F.()F?
T =F,TF!
Ri Y oo A . n
T=T-L,T—-TL
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C.6 Familie 2: Spannungstensoren und —geschwindigkeiten

() : bzgl. Rr
OV =0 +L"0+ (L, : brl R,
OV=0+LTO)+0L : bzgl R,

Rr Ry
7| FriFpt| s=F T'FFT = —detFT
T {=¢+ L7 —<L
T— - T— -
F,OF! FOFS
A T-1~1—1
- T=F, 7 7F,
Ry v . . A
T=7+L+++L,
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Anhang D

Abhangigkeit der elastischen freien

Energiefunktion

Bewiesen werden soll die Giiltigkeit des Theorems 2

PP @) =T, (L8 = () 0.1
mit

r..=e'r.e . (D.2)
Dazu miissen zwei Aussagen bewiesen werden:

e Wenn die elastische freie Energiefunktion 1, (F., ®) invariant beziiglich Rotatio-
nen der Zwischen— und der Momentankonfiguration ist, dann kann sie auch nur in

Abhingigkeit des Verzerrungstensors I’ := d'T.® dargestellt werden:

Die Invarianzbedingungen verlangen, dass die Beziehung

Vo=V, (F.@) =7, (QF.Q". Q) (D3)

fiir beliebige Rotationen Q, Q, erfiillt ist. Sie muss somit auch fiir die Rotation Q =

QR." erfiillt werden. Einsetzen dieser Rotation liefert

v.=7.(Qu.Q’.qe) . (D.4)
Durch Ausnutzen von
qcq’ = (Qu.a’) =2arQ’ +1 (0.5)
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was durch die Wahl von Q = ®” auf
1/)6 = 77/~}€ <@Tfe¢> (D?)
fithrt, womit diese erste Behauptung bewiesen ist.

Die zweite Aussage stellt die Umkehrung des Theorems dar: Kann die elastische
freie Energiefunktion . in Abhdngigkeit vom Verzerrungstensor I. dargestellt wer-
den, dann erfiillt ¢, die Invarianzanforderungen, d.h. die Funktion ist unabhéngig

beziiglich Rotationen der Zwischen— und der Momentankonfiguration.

Einsetzen der rotierten Grofen ®* = Q® und f: = Qf‘SQT in t, = 1[)8 (f‘e> liefert

be = (@*WZ@*) (D.8)
=i (e"h®) = (F. @) (D.9)

womit die Behauptung bewiesen ist.
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