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1. Ergebnis. Ein Satz �uber Di�erentialungleichungen [7] wird auf allgemei-

nere Funktionalungleichungen erweitert. Dazu sei E ein reeller separierter

topologischer Vektorraum, und es sei K ein Keil in E, d.h. eine abgeschlos-

sene, konvexe, nichtleere Teilmenge (von E) mit �x 2 K f�ur x 2 K und

� � 0.

In E werden x � y und x � y durch y � x 2 K bzw. y � x 2 Int K de�-

niert, wobei IntK das Innere von K bedeutet. Unter K� wird die Menge der

linearen, stetigen Funktionale ' auf E mit '(x) � 0 f�ur x 2 K verstanden.

Schlie�lich sei T > 0, und C([0; T ]; E) bezeichne den Raum aller stetigen

u : [0; T ]! E.

Satz. Es sei 
 � C([0; T ]; E), � : (0; T ]� 
 ! E, und es seien v; w 2 


mit folgender Eigenschaft:

(P) Aus 0 < t � T; ' 2 K�; v(�) � w(�) (0 � � < t); '(v(t)) = '(w(t))

folgt '(�(t; v)) � '(�(t; w)).

Dann ergibt sich aus

v(0)� w(0); �(t; w)� �(t; v) (0 < t � T )(1)

die Ungleichung

v(t)� w(t) (0 � t � T ):(2)

Beweis (wie zu Satz 1 in [7]). W�are (2) falsch, so g�abe es ein t 2 (0; T ] mit

v(�)� w(�) (0 � � < t);(3)

w(t)� v(t) 2 RandK:(4)

Wegen (4) existiert dann ein ' 2 K�, so da�

'(w(t)� v(t)) = 0(5)
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und

'(x) > 0 (x 2 IntK)(6)

ausf�allt. Aus (3), (5) folgt mit (P) die Ungleichung '(�(t; v)) � '(�(t; w)),

aber aus (1) folgt mit (6) die umgekehrte Ungleichung '(�(t; w)) < '(�(t; v)).

Es ergibt sich also ein Widerspruch, und der Satz ist bewiesen.

2. Beispiele. 1. Es sei D � (0; T ]� E, und die Funktion

f(t; x) : D ! E

sei bez�uglich der Variablen x quasimonoton wachsend [7], d.h. aus (t; x) 2

D; (t; y) 2 D; ' 2 K�; x � y; '(x) = '(y) folgt '(f(t; x)) � '(f(t; y)).

Setzt man 
 = fu j u 2 C([0; T ]; E); (t; u(t)) 2 D f�ur 0 < t � Tg und

erkl�art man � : (0; T ]� 
! E durch

�(t; u) = f(t; u(t)) (0 < t � T; u 2 
);

so ist (P) f�ur alle v; w 2 
 erf�ullt.

Herzog [2] gibt einen �Uberblick �uber Quasimonotonie und ihre Anwendungen.

2. Es sei 
 die Menge der stetigen u : [0; T ] ! E, so da� die linksseitige

Ableitung

u0
�
(t) = lim

h"0

u(t+ h)� u(t)

h

f�ur alle t 2 (0; T ] existiert. Erkl�art man � : (0; T ]� 
! E durch

�(t; u) = �u0
�
(t) (0 < t � T; u 2 
);

so ist (P) f�ur alle v; w 2 
 erf�ullt.

3. F�ur F : [0; T ] ! [0; T ] gelte 0 � F (t) � t (0 � t � T ), und mit 
 =

C([0; T ]; E) sei � : (0; T ]� 
! E de�niert durch

�(t; u) = u(F (t)) (0 < t � T; u 2 
):

Dann gilt (P) f�ur alle v; w 2 
.

4. F�ur k = 1; 2; : : : ; n seien �k : (0; T ] � 
k ! E, wobei 
1 [ : : : [ 
n �

C([0; T ]; E). Es seien v; w 2 
1\ : : :\
n, und (P) gelte mit allen �1; : : : ;�n
(an Stelle von �). Setzt man 
 = 
1 \ : : :\
n und erkl�art man � : (0; T ]�


! E durch

�(t; u) = �1(t; u) + : : :+ �n(t; u) (0 < t � T; u 2 
);(7)
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so gilt (P) auch mit diesem Operator �. Statt (7) kann allgemeiner

�(t; u) = �1(t)�1(t; u) + : : :+ �n(t)�n(t; u)(8)

mit �1; : : : ; �n : (0; T ]! [0;1) genommen werden.

5. Gem�a� (7) (d.h. durch Addition) lassen sich die beiden � aus den Beispie-

len 1, 2 kombinieren. In diesem Falle liefert das hier vorliegende Ergebnis den

Satz 1 aus [7], also einen Satz �uber Di�erentialungleichungen, welche von der

Di�erentialgleichung

u0(t) = f(t; u(t)) (0 � t � T )(9)

mit einer bez�uglich x quasimonoton wachsenden rechten Seite f(t; x) her-

r�uhren.

6. Entsprechende Kombination der � aus den Beispielen 1, 3 f�uhrt auf einen

Ungleichungssatz in Zusammenhang mit der Funktionalgleichung

u(F (t)) + f(t; u(t)) = 0 (0 � t � T );(10)

wobei 0 � F (t) � t gilt und f(t; x) bez�uglich x wieder quasimonoton w�achst.

Funktionalgleichungen der Form (10) werden im �Ubersichtsartikel von Baron

und Jarczyk [1] behandelt.

7. Schlie�lich kann, (8) entsprechend, ein Ungleichungssatz f�ur die (9), (10)

verallgemeinernde Gleichung

�(t)u0(t) = �(t)u(F (t)) + f(t; u(t)) (0 � t � T )

mit �; � : [0; T ] ! [0;1) formuliert werden. Auch etwas verwickeltere Bei-

spiele lassen sich leicht angeben.

3. Weitere Zusammenh�ange mit der Literatur.Resultate �uber Di�eren-

tial-Funktional-Ungleichungen �ndet man bei Herzog [3], [4]. In [5] benutzt

Herzog Di�erentialungleichungen beim Existenzbeweis f�ur L�osungen von

Funktionalgleichungen der Form f(!; u(!); u(g1(!)); : : : ; u(gm(!))) = 0 in

IRn; dabei variiert ! in einem metrischen Raume. Es d�urfte auch nicht schwer

sein, die in [6] gegebene Version des Lemmas von Nagumo und Westphal �uber

parabolische Di�erentialungleichungen in den Rahmen der vorliegenden Ar-

beit zu stellen.
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