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1 EINLEITUNG 3

1 Einleitung

Bahnen kiinstlicher Erdsatelliten konnen sowohl analytisch berechnet als auch
durch numerische Integration der Bewegungsgleichungen bestimmt werden. Wéh-
rend frither die analytischen Verfahren im Vordergrund standen, werden heute —
aufgrund der hohen Genauigkeitsanforderungen, der Verfiigbarkeit leistungsfahi-
ger Rechner und Softwareroutinen zur numerischen Integration — die numeri-
schen Verfahren bevorzugt. Die dabei angewandten numerischen Methoden ba-
sieren auf Standardverfahren der numerischen Mathematik zur Losung von Sy-
stemen gewohnlicher Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung. Hierbei werden
die Bewegungsgleichungen entweder als Systeme 2. Ordnung in rechtwinklig-
kartesischen Koordinaten oder als System 1. Ordnung in (Kepler-)Elementen be-
schrieben. Fiir die vorliegende Problemstellung, die Bahnberechnung von Erdsa-
telliten, eignen sich besonders Mehrschritt-, Adams- sowie Préadiktor-Korrektor-
Verfahren.

Das iibergeordnete Ziel dieser Arbeit liegt in der Erzeugung eines Programm-
systems zur numerischen Berechnung von Bahnen kiinstlicher Erdsatelliten fiir
Lehr- und Ubungszwecke am Geoditischen Institut der Universitit Karlsruhe
und in der Untersuchung von Bahnstérungen aufgrund verschieden hoher Ent-
wicklungsgrade des Gravitationspotentials der Erde.

Die vorliegende Arbeit stellt den Anfangspunkt einer Programmentwicklung dar,
in deren Verlauf das Modell der auf einen Satelliten einwirkenden Kréfte immer
mehr erweitert wird. Es erfolgt hier eine Beschrankung des Kraftmodells auf die
vom Zentralkorper Erde auf den Satelliten ausgeiibte Gravitationskraft, welche
mit Hilfe von Kugelfunktionsentwicklungen bis Grad und Ordnung N approxi-
miert wird. Hierdurch weist die tatsdchlich vom Satelliten durchlaufene Bahn
Storungen gegeniiber einer Keplerbahn als Referenzbahn auf, die am Ende dieser
Arbeit diskutiert werden.

Die Berechnung der Satellitenbahnen erfolgt hier mittels numerischer Integration
der in kartesischen Koordinaten formulierten Bewegungsgleichungen als Anfangs-
wertproblem. Die Prinzipien, welche der numerischen Losung gewthnlicher Dif-
ferentialgleichungen zugrunde liegen, werden kurz zusammengestellt und die zur
Verfiigung stehenden numerischen Integrationsverfahren zunéchst untersucht.
Numerische Integrationen von Satellitenbahnen in Form von Anfangswertpro-
blemen finden in der Satellitengeodésie bei Parameterbestimmungsprozessen im
Rahmen der klassischen Anwendungen Schwerefeldbestimmung, terrestrische Po-
sitionsbestimmung und Geodynamik Anwendung. Zudem dient die Analyse der
durch die Anisotropie des Gravitationsfeldes der Erde verursachten Bahnstorun-
gen der Planung von Satellitenmissionen.
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2 Problemstellung und Loésungsmoéglichkeiten

2.1 Allgemeines Modell

Das dieser Arbeit zugrundeliegende Modell zur Beschreibung des Bewegungsab-
laufs eines kiinstlichen Erdsatelliten ist das Mehrkorperproblem der Himmelsme-
chanik unter Beriicksichtigung nicht-gravitativer Krifte.

Die am Mehrkorperproblem beteiligten Kérper sind neben dem Satelliten und
der Erde i.d.R. Sonne, Mond und die iibrigen Planeten unseres Sonnensystems.
Prinzipiell sind alle beteiligten Korper als ausgedehnt und mit unregelmafiger
Massenverteilung anzusehen.

Das grundlegende Bewegungsgesetz, welches den Bewegungsablauf des Massen-
mittelpunktes x, eines Korpers unter dem Einfluss der am Massenmittelpunkt
angreifenden Gesamtkraft F, beschreibt, ist im Rahmen dieser Arbeit das 2.
Newtonsche Axiom, welches in vektorieller Form folgendermaflen lautet :

m-x, = F, (2‘1)

Mit einem Unterstrich versehene Groflen, z.B. x,, bezeichnen hierbei Koordina-
tenvektoren bzgl. einer gewéihlten Basis.

Das 2. Newtonsche Axiom gilt streng nur in einem Inertialsystem. Auf diese
Problematik wird néher in 2.2 eingegangen. Vorerst sind sdmtliche Vektoren als
Koordinatenvektoren bzgl. der Basis eines Inertialsystems anzusehen.

Um den Bewegungsablauf des gesamten Systems der Korper zu beschreiben und
damit auch Riickkopplungen unter den Kérpern zu erfassen, ist fiir jeden Korper
eine Gleichung der Art (2-1) aufzustellen, s. (Hauger et al., 1995, S.75), (Roy,
1991, S.113). Die resultierende Gesamtkraft Fj, welche am jeweiligen Massenmit-
telpunkt z, angreift, erhdlt man durch additive Superposition aller angreifenden
Einzelkrifte.

Grundsétzlich zerfallen die im Modell beriicksichtigten Krifte in Gravitations-
krifte F' und nicht-gravitative Kréfte I, . Die wichtigsten nicht-gravitativen
Krifte, welche speziell auf die Bahn eines kiinstlichen Erdsatelliten grofien Ein-
flul haben, sind Reibungskrifte aufgrund der Hochatmosphére der Erde und
sowohl vom direkten Strahlungsdruck der Sonne als auch vom Erdalbedo hervor-
gerufene Krifte. Eine Auflistung weiterer nicht-gravitativer Kréfte findet sich in
(Seeber, 1989, S. 83).

Den grofiten Einflufl auf die Bahnbewegung der am Mehrkorperproblem beteilig-
ten Korper haben die Gravitationskréfte, die von jedem Korper auf alle iibrigen
ausgeilibt werden. Fiir die Gravitationskréfte gilt das Newtonsche Gravitationsge-
setz, verallgemeinert auf den Fall, dafl einer der gravitierenden Korper ausgedehnt
ist. Sei K; ein ausgedehnter Kérper mit Gesamtmasse m; und raumlicher Dich-
teverteilung p;(z). Dann berechnet sich die Gravitationskraft Fo(z;) |§j , welche
K; auf den Massenpunkt K; der Masse m; ausiibt, wie folgt
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(vgl. Schneider, 1979, S.105):

K.
Faolzy) |, = my- Lk, (z)
e ai—z) vy 2.2
- m; |ZL‘ —ZL‘|2 |l‘ —l‘| pz(—z) ( )
Lk, - Gravitationsfeldstarke von K;
Z; : Ortsvektor des Massenmittelpunktes von K
z; : Ortsvektor des Ifd. Integrationspunktes
dV* :  Volumenelement des Korpers K;
G : Gravitationskonstante

Das Vektorfeld der Gravitationsfeldstérke L'¢; f, ist konservativ, d.h. es a8t sich
als Gradient eines skalaren Potentials Vi, darstellen (vgl. Heck, 1998, S.1.2):

Ly, (z) = grad(Vg,(z))

Vi) = G f[[ gt v (2-3)

Das Skalarfeld Vi, heifit Newtonsches Gravitationspotential des Korpers K.

mit

Bei der Berechnung von F(z;) | x, gemiB (2-2) ist K als starrer Kérper anzuse-
hen. Wird der Korper K; Jedoch als deformierbar betrachtet, so sind infolge Ge-
zeitendeformationen des Gravitationspotentials und damit der Gravitationskréifte
Korrektionen in Form von Fg,, |§’ an den entsprechenden Gravitationskréften
anzubringen.

Das Gravitationsfeld eines jeden Koérpers wird mathematisch bzgl. eines Koor-
dinatensystems beschrieben, welches starr mit dem jeweiligen Korper verbunden
ist. Im allgemeinen unterliegt solch ein korperfestes System gegeniiber einem In-
ertialsystem den Einfliissen von Prézession, Nutation und Polbewegung. Dieser
Effekt kann durch geeignete Koordinatentransformationen im Zuge der Berech-
nung der Gravitationskrifte beriicksichtigt werden und wird im Falle der Erde in
2.3 und 3.4 behandelt.

Es ist also fiir jeden beteiligten Korper K; der Masse m; formal folgende Bewe-
gungsgleichung aufzustellen :

nK

mi-& = Y (Fal@) |k + Foe(a) [1) +
ok
Np.—g.i
+ Z Eng,r(£i)7 1= 1,...,71]( (2_4)
r=1

lygl. auch (Schneider, 1979, S.105)
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Nk : Angzahl aller Korper

Np—gi Anzahl aller an z; angreifenden nicht-gravitativen Kréfte
Somit liegen insgesamt njy vektorielle Bewegungsgleichungen in jeweils 3 Kom-
ponenten vor.
Von praktischem Interesse ist die Beschreibung der Bewegungsabliufe relativ zur
Erde, die ja den Zentralkorper fiir die Satellitenbewegung darstellt. Diese Be-
schreibung erreicht man durch vektorielle Addition der Ortsvektoren : Seien zp
der Ortsvektor des Massenmittelpunktes der Erde und z; der Massenmittelpunkt
des Korpers K;, so gilt fiir den Verbindungsvektor X, vom Massenmittelpunkt
der Erde zu dem von K; :

Xi(t) = zi(t) — zp(t) (2-5)
Nach zweimaliger Differentiation nach der Zeit erhélt man :
X(t) = &) — ipt) (2-6)

Zur Beschreibung des Bewegungszustandes des Korpers K; relativ zur Erde sind
die Darstellungen von Z, und Zp gemifl (2-4) in (2-6) einzusetzen. Insgesamt
wird durch diese Differenzbildungen das System der Bewegungsgleichungen auf
(ng — 1) Gleichungen reduziert.

2.2 Bezugssystem

Die Bewegungsgleichung (2-1) besitzt streng nur in einem Inertialsystem Giiltig-
keit. Ein Inertialsystem, also ein vollkommen unbeschleunigtes Bezugssystem,
1aBt sich jedoch nicht realisieren. Dies hat zur Folge, dafl z; und 25 und damit
auch Z; und Z unbekannt sind. Somit ist es auch nicht méglich, X, zu bestim-
men.

Als approximierender Ersatz fiir ein Inertialsystem wird das aus der Geodétischen
Astronomie bekannte mittlere Aquatorsystem zur Grundepoche Ty gewihlt. Der
Ursprung dieses Koordinatensystems ist mit dem Massenmittelpunkt der Erde
— dem Geozentrum — identisch. Die 1-Achse zeigt zum mittleren Friihlingspunkt
T der Grundepoche Ty, die 3-Achse weist in Richtung einer zur Grundepoche
vereinbarten mittleren Erdrotationsachse. Die 2-Achse schliellich vervollstandigt
das Koordinatensystem zu einem orthogonalen Rechtssystem.

Aufgrund der jahrlichen Bewegung der Erde um die Sonne ist dieses System be-
schleunigt und stellt somit kein Inertialsystem im strengen Sinne dar. Da das mitt-
lere Aquatorsystem implizit {iber die Positionen sehr weit entfernter Himmelsob-
jekte auBerhalb unseres Sonnensystems (Fundamentalsterne) realisiert wird, ist
die jéhrliche Bewegung der Erde um die Sonne gegeniiber den Entfernungen zu
den Himmelsobjekten eine vernachléssigbar kleine Bewegung. Somit stellt das
mittlere Aquatorsystem zur Grundepoche Ty eine gute Anniherung an ein Inerti-
alsystem dar (Seeber, 1989, S.15). Das mittlere Aquatorsystem wird im folgenden
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als quasi-inertiales System (vgl. Seeber, 1989, S.16), kurz qiS, bezeichnet, da es
letztlich nur eine Ndherung bleibt.

Koordinatenvektoren bzgl. des qiS werden im folgenden mit einem hochgestellten
q bezeichnet, z.B. 29, [grad(V)]?. Im Gegensatz hierzu werden Koordinatenvek-
toren bzgl. des in 3.4 einzufithrenden erdfesten Systems, kurz efS genannt, mit
einem hochgestellten e bezeichnet.

Da der Ursprung des qiS mit dem Geozentrum zusammenfillt, gilt :

XE = Zgp = &% =0 (2'7)

Daraus folgt gemaf (2-5) :

Xg = zg =t z§ (2-8)
und somit
Xg = i} (2-9)

Der Bewegungsablauf in quasi-inertialen Koordinaten ist demnach der gewiinsch-
te Bewegungsablauf relativ zur Erde.

2.3 Vereinfachungen

Bevor in 2.4 die Bewegungsgleichung des Satelliten aufgestellt wird, sollen zuvor
fiir die Formulierung eines vereinfachten intermedifiren Problems angemessene
Vereinfachungen des allgemeinen Modells vorgenommen werden.

Samtliche von Sonne, Mond und den iibrigen Planeten ausgeiibte Gravitations-
krifte werden vernachlissigt. Im Gegensatz zu den gravitativen Einfliisssen der
iibrigen Planeten sind die gravitativen Einfliilsse von Sonne und Mond auf das
System Erde - Satellit nicht unerheblich. Thre Vernachlassigung erfolgt dennoch,
um das Bewegungsproblem im Rahmen dieser Arbeit einfach zu halten. Der Sa-
tellit selber wird im folgenden als Massenpunkt betrachtet. Dies ist wegen seiner
im Vergleich zu den iibrigen Kérpern sehr geringen Masse und Ausdehnung vollig
gerechtfertigt.

Auflerdem werden samtliche nicht-gravitativen Kréfte vernachlassigt. Dies bedeu-
tet insbesondere fiir den Satelliten, daf die auf ihn einwirkenden Kréfte infolge
Strahlungsdruck der Sonne und Erdalbedo sowie Atmosphérenreibung unberiick-
sichtigt bleiben.

Desweiteren wird die Bewegung eines erdfesten Koordinatensystems, und damit
die Bewegung des terrestrischen Gravitationsfeldes, gegeniiber dem qiS nur in
Form einer gleichméfiigen Erdrotation um eine raumfeste Achse modelliert. Die
Winkelgeschwindigkeit wp der Erde um die wahre Erdrotationsachse wird hierbei
vereinfachend zu

21 [rad]
_ 2-1
“E T 36400 [sed] (2-10)




2 PROBLEMSTELLUNG UND LOSUNGSMOGLICHKEITEN 8

gesetzt. Préizession, Nutation und Polbewegung werden also vernachléssigt. Der
Erdkorper wird iiberdies als starr angenommen.

Eine Ubersicht iiber die GréSenordnungen der gerade vernachlissigten Kriifte —
auch als Storkréafte bezeichnet —, die z.B. auf einen GPS-Satelliten einwirken, fin-
det sich in (Seeber, 1989, S.110).

Die vom Zentralkorper Erde ausgeiibte Gravitationskraft ist die mit Abstand
starkste auf einen Satelliten einwirkende Kraft und wegen ihrer Wirkungsrich-
tung auch essentiell fiir eine Bahn um einen Zentralkorper herum. Daher ist es
naheliegend, zunéchst die von der Erde ausgeiibte Gravitationskraft so genau wie
moglich zu modellieren (s. (4)), ihre Einfliisse auf die Bahn eines Satelliten zu
studieren (s. (6)) und die iibrigen auf den Satelliten einwirkenden Kréfte zunéchst
zu vernachléssigen.

Das hier betrachtete intermediire Problem sieht also insgesamt wie folgt aus :
Ein als Massenpunkt angenommener Satellit umlauft die als ausgedehnter starrer
Korper modellierte Erde. Die Erde fithrt hierbei gegeniiber einem Inertialsystem
eine gleichméfBige Rotation um die 3-Achse dieses Systems durch, was bedeutet,
dafl Erdrotationsachse und 3-Achse des Inertialsystems identisch sind.

2.4 Bewegungsgleichung

Zur Bestimmung des Bewegungsablaufes eines Satelliten wird in der Satelliten-
geodisie iiblicherweise nicht der rein kinetische Weg beschritten, auf welchem fiir
jeden beteiligten Korper eine Bewegungsgleichung der Form (2-6) unter Beach-
tung von (2-4) aufgestellt wird. Statt dessen wird lediglich eine solche Gleichung
fiir den Satelliten S aufgestellt, an dessen Bewegungsablauf relativ zur Erde man
ja letztendlich interessiert ist.

Die zur Berechnung der rechten Seite — der Kraftfunktion — bendtigten Positio-
nen der iibrigen Koérper werden dann nicht wie im Falle eines Systems von ng
Gleichungen implizit, sondern explizit auf kinematischem Wege bestimmt. Hierzu
stehen die Positionen der iibrigen Korper in Form geozentrischer Ephemeriden
zur Veriigung, welche auf andere Weise vorab bestimmt werden. Somit sind wie-
derum sédmtliche Riickkopplungen zwischen allen Kérpern erfaflt, und die auf den
Satelliten einwirkenden Kréfte werden prinzipiell richtig berechnet.

GeméB den in (2.3) vorgenommenen Vereinfachungen gilt fiir die verschiedenen
Teilkréfte auf der rechten Seite von (2-4) :

Fq \f{l =0, K; : Sonne, Mond, ubrige Planeten
Fae. |§(l =0, fir saimtliche Korper
Fopr =0, fur alle nicht — gravitativen Krafte

Somit ergibt sich geméf (2-9) unter Beachtung von (2-4) fiir den Satelliten S der
Masse mg bzgl. des qiS folgende Bewegungsgleichung :
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ms - B4(0) = [ Ea(eb®) 1517 E: Brde (2-11)
Mit (2-2) und (2-3) wird (2-11) zu :

i5(t) = [ grad{Ve(zs(t))} (2-12)

(2-12) ist die allen weiteren Betrachtungen zugrundeliegende Bewegungsgleichung
des Satelliten S.

2.5 Losungsmoglichkeiten

Bei Gleichung (2-12) handelt es sich um ein Differentialgleichungssystem (DGS)
2. Ordnung in 3 Komponenten. Dies hat zur Folge, dafl zur Bestimmung einer
eindeutigen Losung genau 6 unabhingige Integrationskonstanten gewahlt werden
miissen. Diese sind entweder als Anfangswerte (AWe), z.B. z(ty), (o), oder als
Randwerte (RWe), z.B. z(to), z(t1), vorzugeben. Im folgenden werden einige ge-
nerelle Moglichkeiten zur Losung von (2-12) erldutert.

Wird im Rahmen einer ersten Losungsmoglichkeit zusétzlich zu den bisher vor-
genommenen Vereinfachungen aus 2.3 die Erde als radial geschichtete Kugel be-
trachtet (p = p(r)), so liegt das wohlbekannte Keplerproblem vor. Das Gravita-
tionspotential (2-3) besitzt hierbei folgende Darstellung :

G- Mg

Ve = Violz) = z] (2-13)

Vi wird auch als Kepler- oder Zentralterm bezeichnet. (2-12) lautet somit :

Aus der Losungstheorie des Keplerproblems (2-14) folgen die 3 Keplerschen Ge-
setze (Seeber, 1989, S.58fF). Das erste dieser Gesetze besagt, dafl sich der Satel-
lit fiir alle Zeiten in ein und derselben Bahnebene auf einer Ellipse konstanter
Grofle, Form und rédumlicher Orientierung im inertialen Raum bewegt. In einem
der Brennpunkte dieser Ellipse befindet sich der Massenmittelpunkt der Erde.
Als Integrationskonstanten eignen sich besonders die geometrisch gut zu veran-
schaulichenden und zeitlich sich nicht &ndernden Keplerelemente :

Grofle Halbachse der Bahnellipse

(1. numerische) Exzentrizitét der Bahnellipse

Inklination der Bahnellipse

Argument des Perigdums

Rektaszension des aufsteigenden Knotens

Mittlere Anomalie

B = grad(Vio(al(t) = gmd< (2-14)

zoE o
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Alternativ zu M konnen auch die exzentrische Anomalie E, die wahre Anomalie v
oder die Perigdumsdurchgangszeit tpr verwendet werden. Eine ausfiihrliche Be-
schreibung und graphische Darstellung findet man z.B. in (Seeber, 1989, S.64,79)
oder (Schneider, 1979, S.185ff).

Eine analytische Losung des Keplerproblems (2-14), d.h. eine Darstellung von
xzg(t), £4(to), existiert in geschlossener Form. Eine Darstellung in Abhéngigkeit
von Keplerelementen findet sich z.B. in (Heck, 1997, S.7) oder (Schneider, 1979,
S.1871f).

Im hier betrachteten Fall ist die Erde jedoch ein ausgedehnter Korper mit i.a.
unregelméBiger Dichteverteilung pg(z) und daher anisotropem Gravitationspo-
tential (2-3)

VE(Q) = VE70(£) + VE,A(@)- (2—15)

Hierbei ist Vg _a(x) das Storpotential, welches die Anisotropie des Gravitationsfel-
des der Erde beschreibt, d.h. die Abweichung von Vg (z) vom Gravitationspoten-
tial Vg o(z) einer radial geschichteten (Modell-)Erde. Dies bedeutet, dafl (2-12)
als nicht weiter zu vereinfachendes Problem vorliegt. Hierfiir ist jedoch keine ge-
schlossene analytische Losung vorhanden, wie es bei (2-14) der Fall war.

Die durch Vg 4 verursachten gravitativen Storkrifte sind erfahrungsgemafl er-
heblich kleiner als die durch Vg ¢ verursachten. Daher ist die unter Beriicksichti-
gung von Vg 4 vom Satelliten durchlaufene Bahn fiir kleine Zeitintervalle in guter
Néherung jeweils ein Bogenstiick einer Keplerbahn. Es ist somit naheliegend, die
geméaf dem intermedidren Problem tatsédchlich durchlaufene Bahn nach der Me-
thode der Variation der Konstanten als Abfolge differentiell benachbarter Kep-
lerbahnen aufzufassen. Hierbei werden die 6 Keplerelemente als Zeitfunktionen
a(t),e(t),i(t),w(t), Q(t), M(t) eingefiihrt und als oskulierende Keplerelemente be-
zeichnet. Dieses Konzept wird auch bei den hier durchgefithrten Untersuchungen
angewandt.

Ein héufig beschrittener Weg besteht darin, das DGS 2.0Ordnung (2-12) in ein
DGS 1.0rdnung in 6 Komponenten umzuwandeln (Heck, 1997, S.8) und dieses
numerisch zu 16sen. Mit

Y1) = ( (2-16)

gilt :
G = o = (50 1)

Z%L(t) ist analog z%(t) aufgebaut. (2-12) eingesetzt in (2-17) ist das gewiinschte
DGS 1. Ordnung und gleichzeitig das grundlegende Gleichungssystem, welches es
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spater zu losen gilt. Es lautet also wie folgt:
ys(t) = (
. #4(0) R _
Qg(t) [grad{VE(ffg(t))} K . i(gg(t)) (2-18)

Im Falle eines Anfangswertproblems sind fiir einen Anfangszeitpunkt ¢q die Vek-
toren z%(to) und z%(ty) gegeben. Die Zeit t ist die unabhingige Variable.

Es besteht nun weiter die Moglichkeit, das in allgemeiner Form gegebene DGS
bestehend aus (2-16) und (2-17) von kartesischen in Elemente genannte verallge-
meinerte Koordinaten s;,l = 1, ..., 6 zu transformieren. Bei einer Transformation
z.B. in Keplerelemente ergibt sich die Lagrangesche Form der Bewegungsgleichun-
gen (Heck, 1997, S.8), falls alle auf den Satelliten einwirkenden Krifte konservativ
sind. Falls auch nicht-konservative Kréfte zugelassen sind und alle auf den Satel-
liten einwirkenden Krifte bzgl. eines den Satelliten begleitenden Dreibeins dar-
gestellt werden, wihlt man die Gaufsche Form der Bewegungsgleichungen (Heck,
1997, S.13). Sowohl bei Lagrangescher als auch bei GauBscher Form der Bewe-
gungsgleichungen handelt es sich also um DGSe 1. Ordnung in Keplerelementen.
Fiir eine Kraftfunktion geméfl (2-12) ist weder fiir (2-18) noch fiir die Lagrange-
sche oder Gaussche Form der Bewegungsgleichungen eine analytische Lsung in
geschlossener Form vorhanden. Daher mufl man sich mit ndherungsweisen Losun-
gen begniigen. Es ist moglich, ndherungsweise analytische Losungen mit Hilfe der
Storungsrechnung zu erlangen (Heck, 1997, S.29ff). Mit ihrer Hilfe ist es moglich,
fundamentale Einsichten in den realen Bewegungsablauf eines Erdsatelliten unter
dem Einflu} des anisotropen Gravitationsfeldes der Erde zu erhalten. Die sowohl
periodischen als auch sidkularen Stérungen bzgl. einer analytisch bekannten Re-
ferenzbahn, denen die als zeitabhdngige Funktionen eingefiihrten Keplerelemen-
te a(t),e(t),i(t),w(t), Qt), M(t) unterliegen, konnen hierbei abgeschitzt werden.
Storungen aufgrund der Erdabplattung wurden in (Capek, 1994) untersucht.
Aufgrund eines zu groflen mathematischen Modellfehlers, d.h. wegen unzureichen-
der Modellierung der Realitét, erfiillen analytische Nadherungslosungen die Ge-
nauigkeitsanforderungen der heutigen Satellitengeodésie, welche im mm-Bereich
anzusiedeln ist, nicht mehr. Aus diesem Grunde werden zur Berechnung des ge-
nauen Bewegungsablaufes eines kiinstlichen Erdsatelliten numerische Verfahren
zur Losung von DGSen verwendet. Eine spezielle Auswahl solcher Verfahren wird
in Abschnitt 3.1 kurz erldutert.

Ziel dieser Arbeit ist es daher, das DGS 1. Ordnung (2-18) mit Hilfe der von
der Programmiersprache MATLAB bereitgestellten Verfahren unter Vorgabe be-
stimmter AWe als AWP fiir ein bestimmtes Zeitintervall numerisch zu 16sen. Das
weitere Vorgehen zur konkreten Umsetzung dieses Vorhabens wird in den folgen-
den Abschnitten beschrieben.

g
-4
Lg
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3 Algorithmus

3.1 Begriffe aus der Theorie der numerischen Losung gew6hn-
licher Differentialgleichungen

Die im vorigen Abschnitt formulierte Aufgabe besteht darin, unter Vorgabe von
AWen z%(ty), 2% (to) das DGS 1. Ordnung (2-18) numerisch zu 16sen. Dies bedeu-
tet, daB zu diskreten Zeitpunkten t; € I = [to, ¢ fina] die zugehorigen numerischen
Werte, aus denen y?, . = y%(t;) besteht, zu berechnen sind.

Der Unterschied zwischen einer numerischen und analytischen Losung dieser Auf-
gabe besteht hauptséchlich darin, dafl im Falle der numerischen Losung der
Losungsvektor Q?s*i nur zu diskreten Zeitpunkten ¢, € I mit h; = t;.1 — t;
in Form einer Weﬂig aussagekriftigen Wertetabelle berechnet wird und somit am
Ende keine zeitkontinuierliche Darstellung des Bewegungsablaufes vorliegt, wie
dies bei einer analytischen Losung der Fall ist. h; wird im folgenden lokale Schritt-
weite genannt. Numerische Losungen g‘ék zu Zeitpunkten ¢ mit t; < tp < t;4
konnen anschliefend mit Hilfe von Interﬁolationsverfahren bestimmt werden.
Im folgenden sollen der Einfachheit halber sémtliche Erlduterungen fiir den ska-
laren Fall mit ¢; usw. durchgefiihrt werden.

Ausgehend vom priméren AWP an der Stelle ¢, werden mit Hilfe einer bestimm-
ten Vorschrift fiir jede weitere Stelle ¢; > ¢, Naherungswerte g; = g(t;) fiir die
exakten, aber unbekannten, Werte y&(¢;) berechnet. Im allgemeinen Fall werden
hierzu die Ndaherungswerte von r vorangehenden Schritten verwendet. Das Verfah-
ren heifft dann r-Schrittverfahren. Formal 148t es sich folgendermaflen darstellen
(Stoer,Bulirsch, 1990, S.135):

gj7 gj+17 cee 7gj+(7’—1) - ngrT 9 f’U,’f’ j = 07 17 2 (3_1>
Die allgemeine Berechnungsvorschrift zur Berechnung von ;11 = @;4, lautet
implizit, vgl. (Stoer,Bulirsch, 1990, S.138):

r—1

Jier + D0 Gjrr = hjp1 - F(ty, Gjgr - G5 iy f) (3-2)
=0

Fiir r = 1 liegt ein Einschrittverfahren vor, welches sich formal mit i = j4+r —1
wie folgt schreibt:

Ui = Yit1-
Die Berechnungsvorschrift lautet dann nach (3-2):
Jir1 = —ao i + hi- F(ti, ¥ir1, Ui, f)-

In den meisten Fallen ist —ag = 1.
Ein klassisches Einschrittverfahren ist das Verfahren von Runge-Kutta (R-K).
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Die zugehorige Darstellung von F'(t;, 7;, f) findet sich in der Spezialliteratur, z.B.
(Stoer,Bulirsch, 1990, S.117) oder (Shampine,Pruess, 1997).

Fiir r > 2 erhélt man Mehrschrittverfahren. Hier werden demnach bereits be-
rechnete Naherungswerte 7, von mindestens zwei vorhergehenden Schritten zur
Berechnung von ;1 verwendet.

Eine spezielle Auspriagung von Mehrschrittverfahren sind die Verfahren von Adams-
Bashforth (A-B) und Adams-Moulton (A-M). Thnen liegt die Idee zugrunde, die
rechte Seite der DGL mit Hilfe von bereits berechneten Naherungswerten 3, durch
ein interpolierendes Polynom vom Grade q zu ersetzen und dieses an Stelle der ex-
akten Funktion zu integrieren. Néheres, insbesondere die Darstellung von F aus
(3-2) und rechentechnische Gesichtspunkte, finden sich z.B. in (Stoer,Bulirsch,
1990, S.135ff.) oder (Dormand, 1997).

Das A-B-Verfahren ist ein exzplizites Verfahren, d.h. §;4, aus (3-1) wird direkt
durch Verwendung zuriickliegender Néherungswerte 4, k < 7+ berechnet. Dies
hat zur Folge, daf F aus (3-2) nicht von g;, selber abhéngt. Sei mit g; der zuletzt
berechnete Néherungswert ;. (—1) bezeichnet und sei q der Grad des Interpolati-
onspolynoms, zu dessen eindeutiger Festlegung g + 1 Stiitzwerte notwendig sind.
Dann gilt 7 = ¢+ 1 und j =i — ¢, und das A-B-Verfahren 148t sich gemafl (3-1)
formal folgendermaflen darstellen :

gi—qa"'agi - gi-ﬁ-l’ QSZ

Beim A-M-Verfahren hingegen handelt es sich um ein mplizites Verfahren, da
hier F aus (3-2) auch von ¢;,, abhéngt, was eine iterative Berechnung von ¢;,
erfordert. Begonnen wird diese Iteration mit einem Startwert g](.i)r , welcher vorher
mit Hilfe eines expliziten Verfahrens bestimmt wird. Es sei wiederum mit g; der
zuletzt berechnete Ndherungswert bezeichnet und mit gﬁ)l die nach der k-ten
Iteration erhaltene Naherung fiir y;.1 . Mit j =7 — ¢+ 1 und r = ¢ besitzt das
A-M-Verfahren dann folgende formale Darstellung :

gji_qﬂ,...,gji,ﬂgﬂ - gz(-lﬂ—l) ) k::O,l,Q,...
Explizite r-Schrittverfahren werden auch Pradiktor-, implizite Verfahren Kor-
rektorverfahren genannt. Die Kombination z.B. von A-B und A-M ergibt ein
Préadiktor-Korrektor-Verfahren, bei welchem in jedem Schritt mit dem A-B-Verfahren
(Pradiktor) ;11 zunéchst pradiziert und anschlieBend mit dem A-M-Verfahren
(Korrektor) iterativ verbessert wird. Vor Anwendung eines Mehrschrittverfah-
rens, welches ja in jedem Schritt ¢ + 1 vorhergehende Néherungswerte fiir die
Polynominterpolation benétigt, ist mit Hilfe von Einschrittverfahren oder Mehr-
schrittverfahren mit geeignet gewéahltem r ein Anlaufstiick von g + 1 Startwerten
zu berechnen.

Im folgenden sollen einige Begriffe zur Charakterisierung der numerischen Ver-
fahren erlautert werden. Aus Zeitgriinden, und um den Umfang dieser Arbeit im
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Rahmen zu halten, wird an dieser Stelle auf mathematisch exakte Definitionen
und Beweise verzichtet. Diese konnen der Spezialliteratur, z.B. (Dormand, 1996),
(Shampine,Pruess, 1997), (Stoer,Bulirsch, 1990) oder (Henrici, 1965) entnommen
werden.

Sei ; := ¢(t;) die nach dem i-ten Schritt berechnete Ndherung fiir den Wert
y; = y(t;) der exakten Losung an der Stelle ;. Dann wird durch g; als AW
und der global fiir das gesamte Zeitintervall I geltenden DGL ein lokales AWP
definiert, dessen exakte Losung mit z(¢) bezeichnet sei. Es gilt z(¢;) = ;. Un-
ter Vorgabe von (3-2) wird dann an der Stelle ¢;;1 := t; + h; eine Ndherung
Uiv1 = Y(tiy1) sowohl fiir den exakten Wert y; 11 := y(t;11) des globalen AWPs
als auch fiir den exakten Wert z;.; := z(¢;11) des lokalen AWPs berechnet. h;
bezeichnet die lokale Schrittweite dieses Schrittes.

Eine Mafizahl, welche die lokale Giite des Verfahrens beschreibt, ist der lokale
Diskretisierungsfehler t; := 1(t;, i, h;). Er ergibt sich durch Einsetzen von z;4
und den zuriickliegenden Werten der lokal exakten Losung in (3-2) und ist fol-
gendermaflen definiert (Stoer,Bulirsch, 1990, S.140):

1 r—1
T = h . [zj+r+zal C 24l
j+r—1 1=0
- thrrfl . F(thrrfla Zjdry -5 %, thrT*h i) ] (3_3)

Im allgemeinen Fall gibt 7; an, wie gut die exakte Losung z(¢) des lokalen AWPs
die jeweilige Berechnungsvorschrift (3-2) des Verfahrens erfiillt.

F aus (3-2) entspringt i.d.R. einem plausiblen Ansatz, mit dem aber in jedem Fall
7 # 0 gilt. Daher kénnen in jedem Schritt des numerischen Verfahrens fiir die ex-
akte Losung z;,; des lokalen AWPs nur Naherungswerte ¢;,1 berechnet werden.
Zu diesen systemimmanenten Fehlern kommen noch Rundungsfehlereinfliisse auf-
grund der endlichen Genauigkeit von Rechenoperationen und Zahldarstellungen
in Computern. Diese bei jedem Schritt lokal wirksamen Fehler bewirken insgesamt
ein Abweichen der errechneten Néherungswerte g; von den Werten y; der exakten
Losung des globalen AWPs. Dieser Fehler wird als globaler Diskretisierungsfehler
bezeichnet (Stoer,Bulirsch, 1990, S.141) und lautet formal:

€ = gl — Y . (3—4)
Mit Hilfe dieser Fehlerbegriffe konnen die Ordnung, die Konsistenz und die Kon-
vergenz eines Verfahrens definiert werden.
Die Ordnung des Verfahrens beschreibt, in welchem Mafle, bezogen auf Poten-
zen der Schrittweiten h;, der lokale Diskretisierungsfehler 7; beschréankt ist. Man
spricht von einem Verfahren der Ordnung p, wenn gilt (vgl. Stoer,Bulirsch, 1990,
S.140):

|T(ts, v, hi)] < o(h;) fur allet; € I (3-5)
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mit
o(hi) = O(h7) (3-6)

Die Ordnung eines Einschrittverfahrens kann z.B. mit Hilfe einer Taylorentwick-
lung um ¢; — womit die lokal exakte Losung an der Stelle ¢; darstellbar ist —
abgeschitzt werden, z.B. (Stoer,Bulirsch, 1990, S.140) oder (Shampine,Pruess,
1997). Gilt zusétzlich zu (3-6), daB fiir immer kleiner werdendes h; auch o(h;) ge-
gen Null geht, so heifit das Verfahren konsistent, s. (Stoer,Bulirsch, 1990, S.140).
Zur Beschreibung der globalen Qualitét eines Verfahrens dient der Begriff der
Konwvergenz. Sie ist gegeben, wenn fiir beliebig klein werdende Schrittweiten h;
die Naherungswerte y; den global exakten Werten y; — die ja eigentlich gesucht
sind — beliebig nahe kommen, d.h. der globale Diskretisierungsfehler e; beliebig
klein wird, s. (Stoer,Bulirsch, 1990, S.141).

Konvergente Verfahren scheinen also zunédchst moglichst kleine lokale Schritt-
weiten h; nahezulegen, um den globalen Diskretisierungsfehler moglichst klein
zu halten. Andererseits bedeuten kleine Schrittweiten erheblich mehr Rechenauf-
wand und damit hoheren Zeitaufwand, und iiberdies nimmt der von den Schritt-
weitenldngen unabhéngige Gesamtrundungsfehler bei steigender Zahl an Rechen-
operationen zu. Daher gibt man in der Praxis eher eine Genauigkeitsschranke e
vor und bestimmt dann bei jedem Schritt eine maximale Schrittweite h; derart,
daB z.B. die Abschétzung des in diesem Schritt vorliegenden globalen Diskretisie-
rungsfehlers innerhalb dieser Genauigkeitsschranke liegt, s. (Stoer, Bulirsch, 1990,
S.127ff). Bei Einschrittverfahren 1a8t sich eine lokal optimale Schrittweite h; auch
bestimmen, indem N&herungen @;41,, ¥it+1,, mit Hilfe zweier Verfahren unter-
schiedlicher Ordnungen p und q berechnet und verglichen werden (Stoer,Bulirsch,
1990, S.131ff). Bei Mehrschrittverfahren ist es auerdem moglich, nach Bestim-
mung einer optimalen Schrittweite h; auch eine fiir den jeweiligen Schritt optimale
Ordnung des Verfahrens zu bestimmen, s. (Stoer,Bulirsch, 1990, S.165).

Eine weitere Gruppe von Verfahren zur numerischen Losung gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen sind Extrapolationsverfahren, welche z.B. allgemein in (Stoer,
Bulirsch, 1990) beschrieben sind. Hier wird mit einer immer feiner werdenden
dquidistanten Rasterung des lokalen Intervalls [¢;,t;,1] eine Folge von Naherun-
gen Yiy1k, k = 0,1,2... berechnet, welche fiir & — oo gegen den Wert der
global exakten Losung y; 1 konvergiert. Mit Hilfe einer geeigneten Berechnungs-
vorschrift, s. (Stoer,Bulirsch, 1990), wird ein Tableau ¢4 ; derart berechnet,
daf jede Folge @it144, k = 0,1,2,... wie ein Verfahren (2j+2)-ter Ordnung
gegen ;1 konvergiert.

3.2 Bemerkungen zur Vorgehensweise

Die im vorigen Abschnitt zusammengestellten Begriffe aus der Theorie der nume-
rischen Losung gewohnlicher Differentialgleichungen sollen einen Uberblick iiber
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allgemeine Definitionen und Losungsstrategien geben. Im Detail sind heutige im-
plementierte Verfahren hochentwickelt und dementsprechend kompliziert, vgl.
(Shampine,Gordon, 1984) oder (Dormand, 1996), so dal aus Zeitgriinden auf
ein eingehenderes Studium in dieser Arbeit verzichtet werden mufl und lediglich
fertig ausgearbeitete und implementierte Einschritt- und Mehrschrittverfahren
iibernommen werden. Auflerdem sollen gewisse andere theoretische Betrachtun-
gen auBer acht gelassen werden, wie z.B. Uberpriifung der verschiedenen Bedin-
gungen, die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des AWPs (2-18) garantie-
ren.

Insgesamt handelt es sich bei der numerischen Losung des AWPs (2-18) und bei
der spéteren Untersuchung der hier verwendeten DGL-Loser um ein heuristisches
Vorgehen. D.h. man gibt sich mit plausiblen Ergebnissen unter Vorgabe speziel-
ler AWe zufrieden und untersucht die verwendeten numerischen Losungsverfahren
durch systematisches Probieren.

3.3 Allgemeiner Ablauf

Der Algorithmus zur numerischen Losung des AWPs (2-18) hat gemé&f obigen
Ausfiihrungen folgenden Aufbau :

~ ~ g T
(1) gegeben: gi(ti-1) = (&%(tifl)u zqg(t@;l))
aus den vorhergehenden Schritten

(2) Berechnung der rechten Seite (Kraftfunktion) unter Verwendung
von §%(t;—1) und Aufstellen des DGS 1.0rdnung (2-18):

Tq . = & (ti_l) )
Yg(tic1) ( [grad{vs(i%(ti—l))} J! ) o

- T
(3) Berechnung von g%(t;) = (iqs(tl) | Zo(ty) )
durch Anwendung einer Berechnungsvorschrift geméf (3-2).

(4) weiter bei (1) fur i =1,2,... bis t; = tpipna =: ty.

Das Ergebnis ist schliellich eine Wertetabelle der Form

to Z§(to) 24(to)
t1

) q
tp Z&(ty) g(ty).
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In (2) wird der lokale Diskretisierungsfehler wirksam : (3-7) wére exakt fiir ¢; =

t;_1,d.h. h; =0. Jedoch gilt h; # 0 und somit t; # ¢;_;.

3.4 Erforderliche Koordinatentransformationen zur Be-
rechnung von grad(Vg)

Das im folgenden erldauterte Konzept findet sich in dhnlicher Darstellung in (Mer-

vart, 1995) und (Hwang, Lin, 1998).

Die approximierende Darstellung des terrestrischen Gravitationspotentials Vi ist
durch folgende Kugelfunktionsentwicklung gegeben, s. (Heck, 1998, S.1.38) 2 :

VE(Q) = VE(T,QO,)\) =

GM N nno. _
£ Z <a—E) Z [C’n,m ~cosmA + Sy - sinm)\} .
r n=0 r m=0
Pom(sing) (3-8)
G Gravitationskonstante
Mg : Erdmasse
ap . Grofle Halbachse eines mittleren Erdellipsoids
én,m, Fn,m . vollstandig normierte KF-Koeffizienten
P,m(sing) : vollst. norm. zugeordn. Legendresche Funktionen
n, m Grad, Ordnung

Eine Beschreibung der Theorie der (vollsténdig normierten) zugeordneten Legen-
dreschen Funktionen ist z.B. in (Ritter, 1997) enthalten. Der Satz Kugelfunk-
tionskoeffizienten Un,m,gn,m ist aus Satellitenbeobachtungen und terrestrischen
Schwereanomalien abgeleitet und liegt vertafelt vor (z.B. OSU91, EGM96); jedem
Satz KF-Koeffizienten ist jeweils ein bestimmter Wert fiir agp und G Mg zugeord-
net.

Die KF-Entwicklung (3-8) konvergiert fiir N — oo im Auflenraum des terre-
strischen Gravitationsfeldes, d.h. auflerhalb einer minimalen Kugel, welche die
gesamte Erde umschliefit, und ist im Unendlichen regulér:

1
Vo~ . fur r — oo. (3-9)

Da sich ein Satellit im Auflenraum des terrestrischen Gravitationsfeldes bewegt,
ist fiir alle seine Positionen rg(t), ps(t), As(t) die Konvergenz von (3-8) gesichert.
r, ¢, A sind sphérische Koordinaten bzgl. eines Koordinatensystems, welches fest
mit dem Erdkorper verbunden ist. Dieses System ist das bereits in 2.1 erwéhnte
korperfeste System, hier im Falle der Erde erdfestes System oder kurz efS ge-
nannt. Es ist wie folgt definiert: Die 3-Achse féllt mit einer vereinbarten mittle-
ren Erdrotationsachse zusammen, die 1-Achse liegt in einer vereinbarten mittleren

2s. auch (Schneider, 1979)
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Meridianebene von Greenwich und steht senkrecht auf der 3-Achse. Die 2-Achse
schlieBlich vervollstindigt das System zu einem orthogonalen Rechtssystem.

Die sphérischen Koordinaten r, o, A eines Punktes haben folgende Bedeutung:
r ist die radiale Distanz vom Ursprung zum Aufpunkt; ¢ ist die geozentrische
Breite, gezihlt gegen die 1-2-Ebene (vereinbarte mittlere Aquatorebene) mit
p € [0,7/2]; A ist die Lénge, gezihlt gegen die 1-3-Ebene (vereinbarte mittle-
re Greenwicher Meridianebene), nach Osten hin positiv mit A € [0, 27).

Wie in 2.1 allgemein beschrieben, fiithrt das efS gegeniiber dem qiS Prézession,
Nutation, Erdrotation und Polbewegung aus. Der funktionale Zusammenhang
zwischen Koordinatenvektoren x¢ bzgl. des efS und z¢ bzgl. des qiS wird daher
durch folgendes Matrizenprodukt beschrieben:

= S-N-P-xf (3-10)

Die Matrizen P, N, S sind jeweils aus elementaren Drehmatrizen vom Typ R;(«), i
1, 2, 3 aufgebaut. P beschreibt die Prézession, N die Nutation und S Erdrotation
und Polbewegung des efS gegeniiber dem qiS. Der genaue Aufbau dieser Matrizen
ist z.B. in (Seeber, 1989, S.17ff.) dargestellt. Aufgrund der in 2.3 vorgenommenen
Vereinfachungen gilt:

P=1, N-=I (3-11)

mit
I; :  3x3-Einheitsmatrix,
was wiederum nichts anderes bedeutet, als dafl im hiesigen Modell die Erde ge-

geniiber einem Inertialsystem weder der Prézession noch der Nutation unterliegt.
Die Matrix S besitzt folgenden Aufbau (Seeber, 1989, S.20):

S = By(—zp)- Ri(—yp) - B3(GAST). (3-12)

xp = xp(t), yp = yp(t) sind die die Polbewegung beschreibenden Polkoordina-
ten. Fiir sie gilt hier xp = yp = 0, da geméafl 2.3 auch die Polbewegung ver-
nachléssigt wird. GAST = GAST(t) ist die wahre Sternzeit Greenwich (Green-
wich Apparent Sidereal Time). Sie ist definiert als Winkel zwischen dem wahren
Frithlingspunkt T und der wahren Meridianebene Greenwich zur Epoche t und
gewinnt somit die Bedeutung eines Orientierungswinkels des efS. Den Vereinfa-
chungen aus 2.3 zufolge berechnet sich GAST(t) wie folgt:

mit (vgl. (2-10))

21 [rad]
_ 14
“E T 36400 [sed] (3-14)

to :  Referenzzeitpunkt
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Die Zeitskala t ist hier gleichbedeutend mit einem vollkommen gleichméflig ab-
laufenden Zeitmafl. Somit ist hier GAST und damit auch die Erdrotation im
Gegensatz zur Realitét vollig gleichformig. Insgesamt ergibt sich fiir S:

S = RBy(GAST(1)) , (3-15)
mit GAST(t) geméB (3-13). R3(GAST) besitzt folgenden Aufbau :

cos(GAST) sin(GAST) 0
Ry(GAST) = | —sin(GAST) cos(GAST) 0 (3-16)
0 0 1

Die Gesamttransformation und damit der funktionale Zusammenhang zwischen
dem qiS und dem efS lautet somit:

¢ = R3(GAST(t)) - a? (3-17)

Gesucht ist gemif (3-7) [ grad (Vg(z%(t;_1))) |°. Dies ist die Darstellung von
grad(Vg) im qiS am Orte des Satelliten, dessen Ortsvektor z%(¢;—1) zum Zeit-
punkt ¢;_; als Ergebnis der numerischen Integration gegeben ist. Im Endeffekt
wird also

Vg

Oz}

lgrad(Vg)]* = 9r (3-18)

Oz
Vg
azvg

benétigt. Da Vg nach (3-8) eine Funktion sphérischer Koordinaten r, ¢, A im efS
ist, sind zur Berechnung der partiellen Ableitungen a([aLx’?q}q , © = 1,2,3 mehrere
Zwischenschritte in Form von Koordinatentransformationen notwendig.

Zunéchst wird der Zusammenhang der Darstellungen von grad(Vg) im qiS und
efS benotigt. Die Umrechnung von grad(Vg) kann mit Hilfe der Kettenregel der

Differentiation bewerkstelligt werden:

8VE . 8VE 81‘? 8VE 81‘5 8VE 81‘5

qg e 9.4 e 9.4 e 9.4
0 Ox{ Ox] Ox§  Ox] Ox§  Ox}

j=1,2,3 (3-19)

= gzz werden mit Hilfe des bekannten funktio-
J
nalen Zusammenhangs (3-17) berechnet, s. A.1.
Vg

Nun bleibt als weiteres Problem die Berechnung der partiellen Ableitungen $-£, j =

Die partiellen Ableitungen 7

1,2, 3. Diese werden analog zu obigem Vorgehen ebenfalls mit Hilfe der Ketten-
regel unter Verwendung des funktionalen Zusammenhangs zwischen kartesischen
und sphérischen Koordinaten, s.(A.2), bestimmt:

- . . . =1,2,3 (320
du o o T ap o T on w47 b%3 (320

J
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In Matrizenschreibweise besitzt (3-19) folgende Gestalt:

Vg qe qe qe Vg

a$‘11 Tll T21 T31 ox§

Vg — qe qe qe . [eA%>) _

da] = Ty, Ty Ti P (3-21)
Vg qge qge qge Ve

aJ;g T13 T23 T33 oz

Die Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) 7% := (ﬂ‘f) beschreibt die Koordina-

tentransformation zwischen dem efS und dem qiS geméf (3-10) und ist somit
geometrisch interpretierbar. Schreibt man analog (3-20) in der Form

Vg o O¢  Op Vg

ox§ ox{ Oz5 Ox§ (o122

Vg — 22N 22N oA . Ve -

ox$ 0z; Oz Ox§ (o)) ! (3 22)
Vg ar ar ar oVe

oz ox§ OJxz§ Ox§ ar

so ist die hierbei auftretende Funktionalmatrix geometrisch nicht interpretierbar.
(3-22) kann durch Umformungen auf folgende Form gebracht werden, s. A.3:

Ve 1 0Vg
Ox§ r Oy
Vg — Rle . 1 9vg
ox$ - rcosp  OA
BVE a‘/E
Oz§ or
l
= R“ . [grad(Vg)]'. (3-23)

[grad (Vi)' ist die Darstellung von grad(Vy) im lokalen System, s. (Meyberg,
Vachenauer, 1995, S.502). Das lokale System wird im folgenden kurz mit lokS
bezeichnet und ist wie folgt definiert: Der Ursprung befindet sich im jeweiligen
Aufpunkt z. Die 1-Achse zeigt in Richtung wachsender Breite ¢ (Norden), die
2-Achse in Richtung wachsender Linge A (Osten) und die 3-Achse weist in ra-
diale Richtung r. Dieses System ist also rein mathematisch definiert und ist nicht
physikalisch am Gravitationsfeld orientiert. Vektoren bzgl. des lokalen Systems
werden im folgenden mit einem hochgestellten 1 bezeichnet, z.B. z'.

Der Matrix R kommt die Bedeutung der Transformationsmatrix zwischen Koor-
dinaten im lokS und dem efS zu und ist somit geometrisch interpretierbar, s. A.4.
Die Bildung und konkrete Berechnung der partiellen Ableitungen %Lj, %‘i\E , Bgf
wird in 4 erldutert. An dieser Stelle sollen nur die zu ihrer prinzipiellen Berechen-
barkeit notwendigen Koordinatentransformationen dargestellt werden.

Wie sich anhand der Darstellung (3-8) von Vg sehen 148t, sind auch die partiel-
len Ableitungen von Vg nach den sphérischen Koordinaten wieder Funktionen in
den sphérischen Koordinaten r, ¢, A bzgl. des efS. Aus jedem Schritt der numeri-
schen Integration resultieren jedoch zunéchst geméf 3.3 kartesische Koordinaten
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x5, bzgl. des qiS. Diese konnen zunéchst mit Hilfe der Matrix 7% unter Beriick-
sichtigung von (A-3) in kartesische Koordinaten zg,; bzgl. des efS transformiert
werden:

zg(ti) = (L") zi(t) (3-24)
mit
T
Ty = (1’?5,1 T 37%,3) -
T
ry = (575?9,1 95?9,2 $?s*,3) . (3-25)

Die nun vorliegenden kartesischen Koordinaten bzgl. des efS kénnen nun in die
gesuchten sphérischen Koordinaten geméafi (A-8) transformiert werden:

re = @5+ (@52)? + (255)?

T53
pg = arcsin ’
rs

As = arctan (%) (3-26)

Ty

Zusammenfassend ergibt sich zur Berechnung von grad (Vg) bzgl. des qiS — also
der rechten Seite in (3-7) — folgendes Rechenschema:

z§(ti-1)
!
z(tia) = (L) - 2§(ti-1)
!
rs(ti—1), ps(tio1), As(ti—1) mit (3-26)
!
ZE(rs, 05, As), %Lj(rS>SOS>>\S)a PE(rg, s, As) .4
!
[grad(VE)]l = ( % ) %Lj’ rscésgos ) %7 6(;?; )T'
!
[grad (Vg)]° = R [grad (V)] nach (3-23)
!

lgrad (V))* = (T%)" - [grad (Vi))°
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4 Berechnung der partiellen Ableitungen von
VE

Zur Aufstellung von [grad(Vi)]' werden gemiB 3.4 die partiellen Ableitungen von
Vg nach der sphérischen Breite ¢, der sphérischen Lénge A und der radialen Di-
stanz r benotigt.

Die Berechnung der partiellen Ableitungen des terrestrischen Gravitationspoten-
tials Vg nach den sphérischen Koordinaten 7, ¢, A basiert auf einem Artikel von
R.E.Deakin, publiziert Juni 1998 in Geomatics Research Australasia. Der dort
beschriebene Algorithmus ist prinzipiell auf jeden am Mehrkorperproblem betei-
ligten Korper anwendbar, sofern ein Satz harmonischer Koeffizienten C, ,,,, Spm
fiir die Darstellung seines Gravitationspotentials entsprechend (3-8) vorliegt.

4.1 Bezeichnungen und Rekursionsbeziehungen

Anstelle der in (3-8) benutzten vollstdndig normierten Kugelfunktionskoeffizien-
ten C’n,m,Snm und vollsténdig normierten zugeordneten Legendreschen Funk-
tionen P, ,(sing) werden in der Folge deren quasi-normierte Entsprechungen
verwendet, die wie folgt definiert sind:

(&)= et -

~ n—m)!
Pnlsing) = (s m;, Py(sin ) (+2)
Weiter sei
a
g = —. (4-3)

Statt der quasi-normierten zugeordneten Legendreschen Funktionen ﬁn,m(sin ®)
werden die modifizierten zugeordneten Legendreschen Funktionen P, ., (sin ) mit

Pom(sing) == ¢"- P nu(sin ) (4-4)

benutzt, mit deren Hilfe sich (3-8) kompakter schreiben 148t.
Fiir die P, (sin @) und P, ,,(sin @) gelten folgende Rekursionsformeln (Deakin,
1998):

Pom(sing) + ar(siny) - P, _1m(sing) +
+ 0™ Pp_gm(sing) = 0 (4-5)
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und

ﬁm,m(sin ©) + Cnl(cosy) - 75m,17m,1(sin ¢) = 0 (4-6)
mit
2n — 1
a,'(sinp) = — L ~(sing) - ¢

\/(n+m)(n—m)
g \l(ner—l)(n—m—l) 5

" (ntm)n—m) ¢
Cm(cosyp) = — 27;; L -cos(p) - q (4-7)

GeméB (Deakin, 1998) besitzt die Verwendung quasi-normierter KF-Koeffizienten
und quasi-normierter zugeordneter Legendrescher Funktionen den Vorteil kleiner
Ersparnisse beim Rechenaufwand und etwas einfacherer Koeffizienten in obigen
Rekursionsformeln, im Gegensatz zur Verwendung der vollsténdig normierten
Groflen.

Bei den im folgenden herzuleitenden Rekursionsformeln wird zudem riickwérts
iiber eine innere Summe mit n = N,...,m und eine duflere mit m = N,...,0
summiert. Dies hat den Vorteil, dafi die Aufsummierung bei den betragsméBig
kleinen hochfrequenten Anteilen hohen Grades n und hoher Ordnung m der KF-
Entwicklung beginnt. Bei umgekehrter Summationsrichtung fielen diese Anteile
aufgrund der begrenzten Stellenzahl bei Zahldarstellungen in Computern unter
den Tisch’.

4.2 Berechnung von Vz nach R.E. Deakin

Vi selbst wird zur Berechnung von grad(Vg) zwar nicht benotigt, doch lassen
sich hieran in recht einfacher Weise die in (Deakin, 1998) beschriebenen Ideen
erlautern, die auch zur Berechnung der partiellen Ableitungen von Vg nach den
sphérischen Koordinaten und damit von grad(Vg) benotigt werden.

Die der Berechnung von Vg zugrunde liegende mathematische Darstellung ist
durch (3-8) gegeben. In dieser Darstellung ist eine dufiere Summation iiber n von
1 bis N und eine innere Summation iiber m von 0 bis n durchzufiihren. Dies
bedeutet:

0

IA
IA

n N

0<m < n <N (4-8)
Diese Bedingungen sind gleichbedeutend mit

0<m< N
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m<n< N. (4-9)

Unter Beachtung von (4-1), (4-2), (4-3), (4-4) und Vertauschen der bisherigen
inneren und duferen Summation unter Beriicksichtigung von (4-9) nimmt (3-8)
folgende Form an:

GME N N B B '
Ve(r,o,A) = : Z Z [C’mm ~cosmA + Sy, - Sin m)\} .

r m=0n=m

- Pr.m(sin p) (4-10)

Die innere Summe l48t sich aufspalten und zusammenfassen:

GMp & N . ~
Ve(r,o,\) = > {cos(mA) - 0" + sin(mA) - 0"} (4-11)
r m=0

mit den Endsummenwerten

{ g‘z } = > { 65::: }-ﬁn,m(singo). (4-12)

n=m

Diese werden wie folgt berechnet:
O Sm.c ~ .
{ o } = { i } Ponm(sing) | (4-13)

wobei man die Zahlen s7 ., 57 durch Anwendung folgender Rekursionsformel

erhalt, s. B.2: 7
<§nmc _ ~m : gnm—l—lc
o = — Ay (Sing) - ¢
{ Sn,s } +1< ) { Sn—l—l,s }
~ gm gm
— b, ke by 8 e 4-14
2 { 8n+2,s } yn,s ( )
fur n=N,....m
mit

gn. [ Cum
gZ,Ls n,m
und den Startwerten
(3] {32)- 1)
8%4—2,5 5%4_175 0
(4-10) 1a8t sich nun schreiben als

N
VE'(Tv 2 A) = GME Z wm : 75m,m<Sin 80) (4_15)

r m=0
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mit

Wy, = cos(mA) -5, . + sin(mA)- 57 . (4-16)

Anschliefend verfihrt man entsprechend mit der dufieren Summe tiber m von (4-
10). Die duflere Summe lafit sich ebenfalls zusammenfassen, so da8 (4-11) folgende
Gestalt annimmt:

M, (+17)

Ve(r,p,\) =

Der Endsummenwert fo wird mit Hilfe folgender Rekursionsformel berechnet, s.
B.3:

fo = = Cms1 g1 T U (4-18)
fiur m=N,...,0
mit dem Startwert

fve = 0.

4.3 Berechnung der partiellen Ableitungen

Mit Hilfe der in 4.2 beschriebenen Verfahren kénnen nun analog die Verfahren zur
Berechnung der Ableitungen des Gravitationspotentials Vg der Erde hergeleitet
werden.

4.3.1 Partielle Ableitung nach der radialen Distanz r

Durch partielle Ableitung von (4-10) nach der radialen Distanz r erhilt man:

OV
or

SO Y Y )

m=0n=m

. {C’nm -cosmA + Snm - gin m)\}
< P (sin @) (4-19)

(rp,A) =

r2

Wie bei (4-11) 1&8t sich die innere Summe aufspalten und zusammenfassen:

Vg

£ A\) =
ar (T7S07 )

 GMp

r2

Y {Cos(m)\) -0 4 sin(mA) -6:}} (4-20)

c,T

m=0
mit den Endsummenwerten

il S &

n=m

} - Ppm(sin ). (4-21)
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Die Endsummenwerte 9%, und 7", werden analog (4-13) berechnet:

,{jZ’FLT _ gm,cﬂ‘ M .
{ a } = { o } P (sin ). (4-22)
m . und s lauten analog zu

Die Rekursionsformeln zur Berechnung von s77 .. s

(4-14):
zm zm
{ e } — . (sing) { her }
n,s,r n+1,s,r
B wm ~m
BB
n+2,s,r yn,s,r
fur n=N,....m
mit

gm én m
_mer = (n+1)-¢ =™
{ yn,s,r } ( ) { n,m }
und den Startwerten

m wm

8N+2,c,7" — SN+1,c,r — 0
~m .
8N+1,5,7" 0

wm
SN+2,S,7‘

(4-19) 148t sich nun schreiben als

0)% GMp & .

S ) = - =5 mzzolbm,r-Pm,m(singo) (4-24)
mit

Wy, = cos(mA) -5y .. + sin(mA) - 57 .

Entsprechend wird mit der d&uleren Summe iiber m vorgegangen, so daf (4-20)

folgende Gestalt annimmt:

aV GM ~
a—rE(r7 @, A) - - TQE : fO,T’ ; (4'25)

wobei der Endsummenwert fo, analog zu (4-18) mit Hilfe folgender Rekursions-

formel berechnet wird:
(4-26)

fm,r = - 6erl . ferl,r + 7J)m,r
fiur m=N,...,0
mit dem Startwert

fN—l—l,r = 0.
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4.3.2 Partielle Ableitung nach der sphéirischen Linge A
Partielle Ableitung von (4-10) nach der sphérischen Lénge A liefert:

N N

Ve oy = e sos

N ro e e
. [Snm - cosmA\ — C’nm - 8in m)\}
. 75n7m(sin ) (4-27)

Durch Aufspalten und Zusammenfassen der inneren Summe erhélt man:

N
%lf(r,go, A = GMpg Z m{cos(m/\) -0 — sin(mA) - 77;”,\} (4-28)
T ; ,

mit den Endsummenwerten

- N (G 3
{ @Zni } = nzm{ S:;n }'Pn,m(Sin ©). (4-29)
Die Endsummenwerte o\ und o7, werden analog zu (4-13) berechnet:
D (4-30)

~m
Us,)\

Analog zu (4-14) werden die Endsummenwerte &7 .\ und 577, mit folgenden

{ Ve } _ { Sm,e,A }-'Pm,m(Sin 90).

Rekursionsformeln berechnet:

gnmc)\ ~m : §ZL+1C)\
e = — Gy (sing) - ¢ T HG
{ Sn,s,)\ } +1< 80) { Sn—i—l,s,)\ }
m §:1n c ~:an
- bn+2 { §m+2’ A } + { gni A } (4-31)
n+2,s,A yn,s,)\
fur n=N,...,m
mit
?jgfc,)\ — C?n,m
yZ,Ls,)\ n,m
und den Startwerten
{ 52,0 } _ { r1ea } _ { 0 }
SN 12,5 SN41,8.0 0
(4-27) nimmt nun folgende Gestalt an:
oV, GMg X ~ .
E(r, 0, A) = . E Z Wi\ * Prm (sin ) (4-32)

m=0

e
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mit

Wi = m[cos(m)\) s A sin(mA)‘§$767A}.

Nach entsprechendem Vorgehen mit der &dufieren Summe iiber m erhélt (4-28)

folgende Form:

OV
o\

GMy
E - fon (4-33)

(rp,A) =

Der Endsummenwert fo, analog zu (4-18) berechnet sich mit Hilfe folgender
Rekursionsformel:

ng,/\ =  —Cmqy1- ferl,)\ + W (4-34)
fiur m=N,...,0

mit dem Startwert
JENJrl,)\ = 0.

4.3.3 Partielle Ableitung nach der sphéirischen Breite ¢

Die Berechnung der partiellen Ableitung nach der sphérischen Breite ¢ erfolgt
ghnlich wie bei den beiden vorigen partiellen Ableitungen, erfordert jedoch zusétz-
liche Mafinahmen. Mit dem Algorithmus, der im folgenden hergeleitet wird, wird

zunachst die partielle Ableitung 82‘5?@ berechnet, deren Zusammenhang mit der

gesuchten Ableitung %Lj mit Hilfe der Kettenregel hergestellt wird:
oV, Vg Osi A%
9Ye _ e IRMY _ IVE s, (4-35)
Op Jsinp  Jy dsin

Die partielle Ableitung nach sin ¢ von Vg wird zunéchst folgendermafien vorge-
nommen:

OV ~ GMg ) N
8Sing0(r’ PN = r m;o dsin o {COS(m/\) n;n CrmPam(sing) ¢ +
d : N
sin ¢ { sin(mA) n;n SnmPrm (sin w)}
_ GMp o .
= = mz::O {cos(mk)asingo( W)} +

(57,) } : (4-36)
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Hierbei berechnen sich die Endsummenwerte v,, und o7, nach derselben Rekur-

sion wie 0" und 0" aus 4.2. Somit ergibt sich:

8VE . GME N 0 o ~ )
dsin © (Ta 2 A) - , mzz:o {COS(TTL)\) . Jsin p (Sm,c,lp . Pm,m(SHl QO))} +
: 0 o N _
+ {Sln(m)\) EEE (sm’sw - Ppnm (sin go))} . (4-37)

Die Ableitungen nach sin ¢ berechnen sich nun wie folgt:
73 S G
(05.) ) Osing | 0
0 sm ~
— m,c,p . 1
Jdsin H S s } P m (510 SD)]

_ { (3 o)

m . 75mm sin +
Gy } m(sin )
Es gilt (Deakin 1998):

3 o

(vam(sin go))/ = 2= Pnm(sing)

+ { S }-(Pm,m(sinso))’- (4-38)

- Prm (sin ). (4-39)

Damit ergibt sich:
EiN
(055

Die Werte s} ., und ;7
und s ..
Durch partielle Ableitung dieser Rekursionsvorschrift nach sin ¢ erhélt man die

Rekursionsvorschrift fiir die Berechnung der Zahlen (57 . )" und (s, )"

[y} = oo (i)
- { )

- (ELZIH),'{ %ZIH,C,@(SinSO) } (4-41)

5?+1,s,¢(5in ©)

(8%,@@) } . Pm,m(sin 90)

()
_ %EW } . M P sin ). 4-40
{ T ) Teostgy | mm(Bine) 0

s, €rgeben sich aus derselben Rekursion (4-14) wie 577 .
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fur n=N,...,m
mit
2n +1

(@) = = \/(n+m+1)(n—m+1)'q (+42)

und den Startwerten

{ (%%—1—2,0,(,0)/ } — { (%%4—1,0,@)/ } — { 0 }
(8%4—2,5,@)/ (S%—l—l,s,cp)l O

(4-36) 148t sich nun wie folgt schreiben:

8VE GME N ~ 5 .
A = .
8sing0(r’ ¥ ) r mZ:O Wm,p Pm,m(sln QO)
GMrp -
= = o (4-43)
r
mit

Wy, = [COS(TTL)\) . (5%78#,)' + sin(mA) - (gsz)/]

msin(p) . ‘ .

— W [COS(m/\) . Sm787¢ + snl(m)\) 'SM,c,go} , (4_44)

wobei sich der Endsummenwert fo#, analog zu (4-18) aus folgender Rekursions-
beziehung berechnet:

fm,tp = - 6erl : ]Eerl,Lp + ﬁ)m,ap (4—45)
fur m=N,...,0
und dem Startwert

JENJrl,ap = 0.
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5 Beschreibung des Programmsystems

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Programmsystem in der Programmierspra-
che MATLAB zur Losung des DGS 1.0rdnung (2-18) als AWP entwickelt. Das
Programmsystem besitzt einen weitgehend modularen Aufbau bestehend aus ei-
nem Hauptprogramm namens nuint*.m’ (‘numer. Integration’) und einer Reihe
von Unterprogrammen. '*’ ist hierbei ein Platzhalter fiir verschiedene Programm-
versionen, die alle den gleichen Kern gemeinsam haben, jedoch hinsichtlich des
Ausgabeteils dem jeweiligen Zweck angepafit sind. Die Unterprogramme — auch
Module genannt —, welche zur Durchfithrung von Hilfsrechnungen dienen, sind
samtlich durch Vergleich mit kleinen von Hand durchgefiihrten Testrechnungen
verprobt. Das Modul evgrvl.m ('Evaluation von grad(V)') zur Berechnung von
grad(V) mittels KF-Entwicklungen bis Grad und Ordnung N ist durch Vergleich
mit Ergebnissen des bewéhrten Programms koop.f verprobt.

5.1 Hauptprogramm

Das Hauptprogramm gliedert sich geméfi dem klassischen EVA-Prinzip in einen
FEinlese—, einen Verarbeitungs— und einen Ausgabeteil. Im Einleseteil werden
die in einer speziellen Eingabedatei niedergelegten AWe und verschiedene andere
Parameter eingelesen. Auflerdem werden aus einer speziellen Datei die Groflen
ag, b := GMg und die harmonischen Koeffizienten Un,m,gn,m eingelesen.

Im Verarbeitungsteil erfolgen zunéchst einige Vorabberechnungen. U.a. werden
hier die vollstdndig normierten KF-Koeffizienten Un,m,gn,m in quasi-normierte
umgerechnet und die von n und m abhéngigen Vorfaktoren der Koeffizienten
ap’, Z;?, Cm geméB (4-7) vorabberechnet und als globale Variable in Vektoren ab-
gelegt. Anschliefend wird die numerische Integration des DGS 1.0Ordnung durch-
gefiihrt. Hierzu werden die von MATLAB bereitgestellten Integrationsverfahren
verwendet, welche in Abschnitt 6 erldutert werden.

Im Ausgabeteil werden wahlweise statistische Daten des Integrationsprozesses,
z.B. die Anzahl an Integrationsschritten, und eine Graphik, in welcher die wiahrend
der Integration gewéhlten Schrittweiten {iber der Zeit aufgetragen sind, ausgege-
ben. Danach erfolgen graphische Ausgaben der Storungen in den Keplerelemen-
ten und in den quasi-inertialen kartesischen Koordinaten gegeniiber der durch die
AWe festgelegten ungestorten Keplerbahn. In einer weiteren Graphik erscheinen
die Trajektorien sowohl der ungestorten als auch der tatsédchlich durchlaufenen
gestorten Bahn. Anschlieflend werden die gelosten Satellitenpositionen wahlweise
in Keplerelementen, in kartesischen oder in sphérischen Koordinaten bzgl. des
qiS als Graphiken und als Koordinatenzeitreihen abgespeichert.
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5.2 Module

Die Module des Programmsystems dienen zum Einlesen von Daten oder zur
Durchfithrung von Hilfsrechnungen. Das Einlesen der AWe und sonstiger An-
fangseinstellungen zu Beginn des Hauptprogramms geschieht mit Hilfe des Unter-
programms anfld.m ("Anfangseinstellungen laden’). Mit dem Unterprogramm
hkein2.m ("harmon. Koef fizienten einlesen’) werden die harmonischen Koef-
fizienten sowie die zum KF-Modell gehdrigen GroBlen ap und pp aus einer im
Kopfteil des Hauptprogramms anzugebenden Datei eingelesen.

Die Definition des DGS 1.0Ordnung ist in bwdgl0.m und in bwdgll.m (' Bewegungs—
DGL') niedergelegt. Hierbei wird in das Modul mit der Kennung 0 verzweigt,
wenn das Keplerproblem Vi = Vg zu l6sen ist, und in das Modul mit der
Kennung 1, wenn die Anisotropie Vg 4 mitberiicksichtigt wird. Die Kraftfunkti-
on gemif (2-4) wird analog fiir jeden Integrationszeitpunkt ¢; in den Modulen
evkft0.m oder evkftl.m ('Evaluation der Kraftfunktion’) berechnet. Die hierzu
notwendige Berechnung von [grad(Vg)]? geschieht entsprechend in evgrv0.m oder
evgrvl.m.

Mit Hilfe von koumr.m (' Koordinatenumrechnung’) werden Umrechnungen zwi-
schen kartesischen und sphérischen Koordinaten und zwischen kartesischen Koor-
dinaten und Keplerelementen — jeweils in der gewiinschten Richtung — vorgenom-
men. Transformationen von Koordinaten zwischen dem qiS und dem efS geméfl
(3-10) werden mit dem Modul trgief.m ("Iransformation zw. qiS und efS’)
durchgefiihrt.

Samtliche elementaren Dreh- und Spiegelungsmatrizen werden im Modul rot-
mat.m ('Rotationsmatriz’) aufgestellt und an die rufende Stelle iibergeben.

5.3 Eingabedatei

Zu Beginn der Eingabedatei stehen die AWe fiir das DGS 1.0rdnung und ver-
schiedene Kennziffern, die die Art der Awe (kartes. oder sphér. Koordinaten,
Keplerelemente), das Koordinatensystem (qiS oder efS), auf welches sie bezogen
sind, und im Falle von Keplerelementen oder sphérischen Koordinaten die Ein-
heit der Winkelgrofien (Altgrad, Neugrad, Bogenmaf) festlegen.

Danach folgt der Entwicklungsgrad N der KF-Entwicklungen und eine Kennzif-
fer, mit der eines der Integrationsverfahren gewéhlt wird.

Mit Hilfe weiterer Werte und Kennziffern wird der Endzeitpunkt ¢ 4, festgelegt,
womit u.a. die Moglichkeit besteht, die Zahl der Erdumrundungen des Satelliten
festzulegen.

Als néchstes konnen benutzerdefinierte Integrationsparameter festgelegt werden,
die bei der Integration verwendet werden sollen und mit Hilfe einer Kennziffer
aktiviert oder deaktiviert werden kénnen. Zudem kann bestimmt werden, ob stati-
stische Daten des Integrationsprozesses ausgegeben werden sollen und in welchen
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Zeitintervallen die Ausgabe der gelosten Koordinaten der Satellitenpositionen er-
folgen soll.

Zuletzt kann iiber drei Kennziffern bestimmt werden, ob die Ausgabe der gelosten
Koordinaten in kartesischen oder sphérischen Koordinaten oder in Keplerelemen-
ten geschehen soll.

nuint*.m
(Hauptprogramm)
anfld.m
hkein2.m
t=to bwdgl*.m
t=t; (Definition des DGS)
&) © (75)
evkft*.m
(Berechnung d. Kraft-
funktion f. t = t¢;)
t=t) (lgradvsl)
- trqief.m
~— i — x§
- koumr.m
evgrv¥m [ z§ — (rs, s, As)
- trqief.m
~— [gradVg]® — [gradVg]?
Ausgabe

Abb. 5-0: FluBdiagramm zur Veranschaulichung des Programmablaufes.
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6 Numerische Integration der Satellitenbahnen

Fiir die folgenden Untersuchungen werden verschiedene Kombinationen von Kep-
lerelementen als AWe verwendet. Eine Ubersicht iiber diese Kombinationen mit-
samt den Namen der Dateien, in welchen diese niedergelegt sind, findet sich in

Anhang C.

6.1 Untersuchung der numerischen Integrationsverfahren

Die Untersuchung der numerischen Integrationsverfahren erfolgt auf der Grund-
lage des als DGS 1.0rd. formulierten Keplerproblems (2-14), da hier eine analy-
tische Losung gegeben ist und diese als Referenzlosung dient. In Keplerelementen
formuliert sieht diese Referenzlosung so aus, dafi geméfl dem ersten Keplerschen
Gesetz fiir alle Zeiten die oskulierenden Keplerelemente a(t), e(t),i(t),w(t), 2(¢)
identisch mit den als AWe gegebenen (aq, €, i, wo, {2) sind und daf sich M(t)
linear mit der Zeit dndert:

My(t) = My + no- (t—to), to :  Anfangsepoche (6-1)
mit
nNg = ,l;—f, UE = GME (6—2)
0

no — mittlere Winkelgeschwindigkeit oder mittlere Bewegung genannt — bleibt
fiir alle Zeiten t € I konstant. Dies bedeutet insgesamt, dafl der Satellit sich auf
einer Ellipse sowohl konstanter Form und Groéfle als auch konstanter rdaumlicher
Orientierung bewegt.

Im Sinne von Stérungen gegeniiber den AWen heifit dies, daf fiir jedes Keplerele-
ment s;, [ = 1,...,6 die Differenz As;(t) := s;(t)—s;¢ zwischen dem oskulierenden
Keplerelement s;(t) zum Zeitpunkt t und dem AW s, fiir alle Zeiten verschwin-
det.

6.1.1 Beschreibung der Integrationsverfahren

Bei den hier eingesetzten Verfahren zur numerischen Integration gewdohnlicher
DGLn handelt es sich v.a. in rechentechnischer Hinsicht um komplizierte, hoch-
entwickelte Verfahren. Daher erfolgt an dieser Stelle lediglich eine grobe Beschrei-
bung dieser Verfahren auf der Grundlage des Artikels "The MATLAB Ode Suite’
von L.F.Shampine und M.W.Reichelt (s. Literaturverzeichnis). Die Prinzipien je-
doch, die diesen Verfahren zugrundeliegen, wurden bereits in 3.1 kurz dargestellt.
Zur Losung von Systemen gewohnlicher DGLn 1.0rd. als AWPe stehen in MAT-
LAB insgesamt fiinf Verfahren zur Verfiigung. Diese tragen die Bezeichnungen
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ode23, ode 45, ode 113, odelbs und ode23s. Bei ode23s handelt es sich um ein
Verfahren zur Losung sogenannter | steifer DGLn, s. (Stoer,Bulirsch, 1990) bei
gleichzeitig niedrigen Genauigkeitsanspriichen und bleibt daher von vornherein
unberiicksichtigt. Die Verfahren ode23 und ode4) sind R-K-Verfahren und somit
Einschrittverfahren. ode23 basiert auf einem sogenannten ,,(2,3)-Paar“ von For-
meln, d.h. es werden ein Verfahren zweiter und ein Verfahren dritter Ordnung
gleichzeitig durchgefiihrt, womit, wie in 3.1 erwihnt, eine Schrittweitensteuerung
bei vorgegebener Fehlerschranke moglich ist. Entsprechendes gilt fiir ode45, wo
zwei Verfahren vierter und fiinfter Ordnung gleichzeitig durchgefiihrt werden.
Sowohl in ode23 als auch in ode45 wird die Methode der lokalen Extrapolation
angewandt. Das Verfahren odell3 ist ein Pradiktor-Korrektor-Verfahren gemafl
den Prinzipien aller A-B- und A-M-Verfahren und stellt somit ein Mehrschritt-
verfahren dar. Auch dieses Verfahren bedient sich lokaler Extrapolation. Es wird
besonders fiir die Losung von DGLn mit rechenaufwendigen rechten Seiten, was
bei hiesigem Problem zutrifft, empfohlen.

Es sollen nun noch die wichtigsten frei wéihlbaren Integrationsparameter dieser
Verfahren erldutert werden, welche auch in den in 5.3 beschriebenen Eingabeda-
teien eingestellt werden konnen.

Die Parameter, welche die Genauigkeit der Losung direkt im Integrationsprozef3
bestimmen, sind die relative (RelTol) und die absolute (AbsTol) lokale Fehler-
toleranz. Diese beiden Parameter bestimmen zusammen die Schranke fiir den
lokalen Fehler Iy, ; := l(t;) = Uk — 21, der k-ten Komponente §; = 3 (¢;) des
Lésungsvektors §. = (g ); auf folgende Weise:

kil < RelTol - |yx,| + AbsToly (6-3)

21,,; ist hierbei die exakte Losung des lokalen AWPs in der k-ten Komponente zum
Zeitpunkt t;. AbsT ol bezieht sich ebenso auf die k-te Komponente. AbsTol;, wird
v.a. im Bereich von Nullstellen von g, wirksam, wenn RelT'ol- |y, ;| sehr klein wird
und alleine keine sinnvolle Fehlerschranke mehr darstellt. Je nach der Strenge des
durch diese Parameter festgelegten Genauigkeitsniveaus fallen die im Losungspro-
ze3 verwendeten Schrittweiten h; gréfler oder kleiner aus.

Weiter besteht die Moglichkeit, mit Hilfe des Parameters "MaxStep’ eine Ober-
grenze fiir die Schrittweiten festzusetzen.

Mit den Parametern t0 und tfinal konnen Anfangs- und Endzeitpunkt ¢, und
tfina des Integrationsintervalls I = tspan bestimmt werden. Wahrend des Inte-
grationsprozesses wird bei jedem Schritt unter Beriicksichtigung von (6-3) eine
angepafite Schrittweite h; gewahlt und damit ein Zeitpunkt ¢; bestimmt, fiir den
ein Losungsvektor y. berechnet wird. Die Losung, die dem Benutzer letztendlich
zur Verfiigung gestellt wird, liegt fiir n andere, i.allg. nicht dquidistante Zeitpunk-
te vor, die nach gewissen, in (Shampine, Reichelt, 1998) nicht ndher beschriebenen
Gesichtspunkten, ausgewéhlt werden und fiir welche die zugehérigen Losungsvek-
toren mittels Interpolation bestimmt werden. Mit Hilfe des Parameters 'Refine’
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kann die Anzahl der Stiitzstellen auf ein Vielfaches der standardméfig vorgese-
henen Anzahl erhoht werden. Es ist auflerdem moglich, durch explizite Angabe
weiterer Zeitpunkte in tspan neben t0 und tfinal fiir genau die in tspan fest-
gelegten Zeitpunkte einen interpolierten Losungsvektor zu erhalten. Solch eine
Festsetzung ist v.a. dann vonnoten, wenn Ergebniszeitreihen z.B. zu verschiede-
nen Anfangseinstellungen verglichen werden sollen, wie dies in 6.2 geschehen wird.

6.1.2 Festlegung des Genauigkeitsniveaus

Die im vorangehenden Unterabschnitt eingefiihrten Integrationsparameter RelTol
und AbsTol zur Festlegung der lokalen Fehlerschranke sind die Parameter, welche
die Genauigkeit des Ergebnisses, also die Abweichung der vom Verfahren erzeug-
ten Ist-Losung zur exakten Soll-Losung, am meisten beeinflussen. Es sind somit
fiir RelTol und AbsTol angemessene Werte zu bestimmen, so dafl bei spéterer
Anwendung der Verfahren einerseits eine vorgegebene Fehlerschranke eingehal-
ten wird und andererseits der Rechenzeitbedarf nicht zu hoch wird.

Fiir die hiesige Anwendung der Satellitenbahnberechnung liegt der angestrebte
Genauigkeitsbereich in kartesischen Koordinaten im mm-Bereich. Hieraus sind
nun zunéchst entsprechende Genauigkeitsgrenzen fiir die Keplerelemente abzu-
leiten.

Fiir die Winkel 7, w, 2, M bietet sich eine Abschétzung iiber die Bogenmafibezie-
hung

db d
@ _ do (6-4)
r P
mit
db :  Bogenstiick [m]
r : Radius [m]
da :  Zentriwinkel vom Geozentrum aus
D — 180Altgrad

™

an. da reprasentiert die Unsicherheit im jeweiligen Winkel und db ist die daraus
resultierende Unsicherheit in der Bahn. r ist als aktueller Bahnradius anzusehen
und wird gleich der grofien Halbachse ag gesetzt. Fiir die spéteren Untersuchungen
werden im wesentlichen zwei Bahnbereiche verwendet, und zwar einer mit ag =
7200km und einer mit ay = 26500km, s. Anhang C. Setzt man nun die Forderung
db < 1mm entsprechend der Forderung fiir kartesische Koordinaten in (6-4) ein,
so ergibt sich fiir da:

81079 fiir apy = 7200 km
< ’ -
da { 210" fiir agy = 26500 km [ - (6-5)

Die Genauigkeitsforderung an a lét sich durch Betrachtung des Extremfalls auf-
stellen, dafl sich der Satellit im Peri- oder Apogédum befindet. Dann wirkt sich
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eine Unsicherheit da in a direkt auf die Position des Satelliten in kartesischen
Koordinaten aus. Somit lautet die Forderung an a:

da < 1mm . (6-6)

Zur Ableitung der Genauigkeitsanforderung an e ist es plausibel, den relativen
Fehler von e gleich dem relativen Fehler von a zu setzen:

de @

= = ) 6-7

. - (6-7)
Fiir den relativen Fehler von a gilt:

da 10710 fiir agy = 7200 km (6-)

a 41071 fiir ags = 26500 km i

Im spéteren Verlauf werden fiir eq die Werte 0.01 und 0.001 verwendet, s. Anhang
C. Hieraus ergeben sich dann gemé$ (6-7) die Genauigkeitsforderungen fiir e:
— fiir eg = 0.01 :

da 1072 fiir ag; = 7200 km
de = oy = { 410719 fiir agy = 26500 km (6-9)
— fiir ey = 0.001 :
da 1071 fiir ag; = 7200 km
de = “a = { 41071 fiir age = 26500 km | - (6-10)

Die Programmdurchldufe zur Festlegung des optimalen Genauigkeitsniveaus der
verschiedenen Verfahren wurden fiir Bahnen durchgefiihrt, deren AWe in den Da-
teien niin20.dat und niin30.dat (, Numerischelntegration — Input ), s. Anhang
C, niedergelegt sind. Fiir jedes der vier betrachteten Verfahren wurde fiir jeden
Satz AWe die zugehorige Satellitenbahn berechnet. Hierbei gilt fiir den Entwick-
lungsgrad N der KF-Entwicklungen geméafl 4.3 stets N=0, d.h. es wurde jeweils
ein Keplerproblem gelost, dessen exakte Losung, wie bereits oben geschildert,
bekannt ist und somit als Referenzlsung dient. In diesem Falle sind die Stérun-
gen As;, [ =1,...,6, die scheinbar von der Anisotropie Vg herriihren, identisch
mit den Unsicherheiten ds;, [ =1,...,6, welche dem numerischen Verfahren im-
manent sind und globale Diskretisierungsfehler darstellen. Durch fortwéhrende
Erniedrigung von RelTol und AbsTol kénnen die Unsicherheiten ds; immer wei-
ter verkleinert werden, bis die geforderten Genauigkeitsgrenzen eingehalten sind.
In den Tabellen (1) bis (7), s. D.1, sind fiir jede Kombination von RelTol und
AbsTol u.a. die aus der jeweiligen Losung sich ergebenden betragsméfligen Ma-
xima Max(|ds;|) fiir a,e und die Winkel i, w, 2, M aufgelistet. Die Grofie anzvu
gibt die Anzahl an Erdumléufen des Satelliten an und ist derart auf die Umlauf-
periode abgestimmt, dafl anzvu ungefihr der Zahl an Erdumlédufen an einem Tag
entspricht.
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Den obigen Genauigkeitsbetrachtungen zufolge ergeben sich bei Verwendung der
AWe aus niin30.dat folgende Genauigkeitsanforderungen (a € {i,w, Q, M }):

da < 1mm , da < 8-1077[, de < 107%[/] .

Bei Verwendung der AWe aus niin30.dat lauten die Genauigkeitsanforderungen
wie folgt:

do < 1mm, da < 2-107°], de < 4-107"[/].

Zunéchst sollen kurz die Verfahren odel5s und ode23 betrachtet werden.

Bei odel5s ergibt sich fiir die Kombination 107/1071¢ fiir RelTol/AbsTol bei
beiden AW-Sétzen jeweils eine Losung, welche die Genauigkeitsanforderungen
v.a. in den Winkeln deutlich nicht erfiillt, s. Tabellen (1) und (2) in D.1 . Nach
Erniedrigung von RelTol und AbsTol um jeweils eine Zehnerpotenz erfolgt keine
Verbesserung der erreichten Genauigkeiten, sondern Stillstand.

Bei 0de23s erfiillen die Ergebnisse fiir die Kombination 1073/1071° nach den
Erfahrungen mit odelbs die Genauigkeitsanforderungen erwartungsgeméfl nicht;
jedoch ist hier die Anzahl der bendtigten Schritte bereits sehr hoch, s. (3), D.1.
Nach Erniedrigung von RelTol und AbsTol um jeweils zwei Zehnerpotenzen stieg
die Rechenzeit dermafien an, daBl der Durchlauf abgebrochen wurde und ode23
neben ode 15s als zu ungenaue Verfahren einzustufen sind und daher nicht weiter
verwendet werden.

Es sind jetzt noch ode 45 und odel13 zu untersuchen. Die Ergebnisse sind in (4)
bis(7), D.1, dargestellt. Generell 148t sich erkennen, dafl sich zunéchst die Genau-
igkeit steigern 148t, wenn RelTol und AbsTol kleiner gewéhlt werden. Doch ergibt
sich im weiteren ein uneinheitliches Bild. Zunéchst wird der Fall ag = 7200km be-
trachtet. Bei ode4b sind hier die Genauigkeitsanforderungen fiir die Kombination
10713 /10716 knapp erfiillt, s. (4). Es wird nun ausgelotet, ob weitere Genauigkeits-
steigerungen bei geringem Mehraufwand moglich sind. Bei weiterer Erniedrigung
von AbsTol ergibt sich keine Verbesserung, sondern Stagnation der Genauigkei-
ten. Eine spiirbare Verbesserung und Erfiillung der Anforderungen ergibt sich
hingegen bei Ubergang auf RelTol=10"'*. Zusétzliche Erniedrigung von AbsTol
bringt lediglich leichte Verbesserungen in den Winkeln mit sich. Die Genauig-
keit in den Winkeln nimmt fiir AbsTol=10"% jedoch wieder ab. Bei weiterer
Erniedrigung von RelTol auf 107'° stagnieren die Genauigkeiten wiederum; im
Vergleich zur Kombination 1071*/10716 ist es sogar identisch. Wie oben erwihnt,
sind die Genauigkeitsanforderungen bereits fiir 1073 /1071% in allen Keplerele-
menten erfiillt, dies jedoch nur knapp. Um spéteren Unwégbarkeiten, z.B. bei
Verwendung anderer AWe, vorzubeugen, wird bei spateren Untersuchungen fiir
ode45 und ay = 7200km die Kombination 107'*/107'® und damit ein etwas zu
hohes Genauigkeitsniveau gewihlt, bei gleichzeitiger Inkaufnahme eines um etwa
35% hoheren Rechenaufwandes.

Bei odel13 sind die geforderten Genauigkeiten fiir 10713/1071% (was die Winkel
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anbelangt) deutlich, was e betrifft knapp unterschritten, s. (6). Strengere Werte
fiir AbsTol fithren sogar zu Verschlechterung, so dal die Genauigkeitsgrenze fiir e
iberschritten wird. Weitere Erniedrigung von RelTol und AbsTol fithrt zwar fiir
10714/1071¢ zu einer leichten Genauigkeitssteigerung in den Winkeln, insgesamt
aber zu Stagnation oder gar Verschlechterung. Daher wird hier die Kombination
10713/1071% als kiinftige Fehlerschranke gewéhlt.

Nun zum Fall ¢y = 26000km. Hier erweist sich bei ode45 die Kombination
1071 /1071 als ausreichend, s. (5). Mit geringem Mehraufwand an Schritten 18t
sich die Genauigkeit fiir die Winkel etwas verbessern. Erniedrigung von RelTol
auf 101 fiihrt insgesamt eher zu einer Verschlechterung der Genauigkeiten, so
daf} fiir spitere Anwendungen die Kombination 10714/107!® gewiihlt wird. Im
Falle von odel13 erfiillt die Kombination 10713 /1071¢ knapp die Anforderungen.
Ubergang auf 10~'*/10~'7 bringt in e und den Winkeln gleich eine Genauigkeits-
steigerung um ungefihr eine Zehnerpotenz, was als iibertrieben genau anzusehen
ist, und einen Mehraufwand an Schritten von ca. 21%. Daher wird hier die Kom-
bination 107/107!6 als angemessen erachtet.

Zusammenfassend werden demnach zukiinftig fiir die relative und die absolute
lokale Fehlerschranke (RelTol/AbsTol) folgende Einstellungen gewéhlt:

aglkm] | odedb odell3
7200 | 10-%/10-® | 10- /10
26000 | 10~ /10~ | 10~ /101

6.1.3 Vergleich der Integrationsverfahren

Nach Auswahl der Verfahren ode45 und odell3 und Festlegung des optimalen
Genauigkeitsniveaus deren lokaler Fehlerschranke, sollen diese beiden Verfahren
unter Variation der AWe niher untersucht und verglichen werden. Hierzu wurden
Programmdurchlaufe unter Verwendung der in den Eingabedateien niinl_0.dat
bis niinl_10.dat niedergelegten AWe durchgefiihrt. Variiert wurden demnach
zusétzlich zur groffen Halbachse a nun auch die Bahnparameter e und i. Wieder-
um wurde stets ein Keplerproblem gelost. Die zugehorigen statistischen Daten
sind in den Tabellen (8) bis (11) in D.2 zusammengestellt.

Zunéchst soll die Genauigkeit der erzeugten Losungen betrachtet werden. Bei
ode45, s. (8) und (9), sieht man, dafl iiberall die Genauigkeitsanforderungen
geméfB 6.1.2 erfiillt sind. Zudem variieren die iiber das Zeitintervall I = [to,  finai]
betragsméBig groften Abweichungen Max (|dal) und Max (|de|) von a und e
nicht merklich. Bei den Winkeln ist die Genauigkeit fiir ¢y = 0.01 hoher als fiir
eg = 0.001, was im Falle ag = 26000 km stérker ausgepréigt ist. Bei ode 113,
s. Tabellen (10) und (11), tritt dieses Phénomen fiir ¢y = 26000 km auch auf,
fiir agp = 7200 km ist es hingegen nicht erkennbar. Im Falle ag = 7200 km ist
bei odel13 einmal in den Winkeln und zweimal in e die Genauigkeitsanforderung
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knapp iiberschritten. Doch angesichts der in 6.1.2 festgelegten strengen Obergren-
ze von einem Millimeter in kartesischen Koordinaten konnen diese geringfiigigen
Uberschreitungen durchaus noch akzeptiert werden.

Fiir die Variationen der Genauigkeiten in a und e im Falle odell3 und ag =
7200 km ergibt sich ein uneinheitliches Bild. Dahingegen unterliegt die Genau-
igkeit in e fiir ap = 26000 km wie bei ode45 keiner merklichen Variation. Im
Gegensatz zu ode4b ist hier ein deutlicher Unterschied in der Genauigkeit in a
zwischen den Féllen ey = 0.01 und ey = 0.001 zu vermerken. Im groflen und gan-
zen 1aBt sich aber feststellen, wie auch bereits in (Gerber, 1993) formuliert, daf
eine hohere Exzentrizitéit eg genauere Ergebnisse mit sich bringt. Da ein grofierer
Wert fiir ey zu einer ausgepragter definierten Apsidenlinie in Form des Betrages
des Laplaceschen Vektors p fiihrt, ist die Genauigkeitssteigerung fiir w und M
unmittelbar einsichtig.

Was die Anzahl der Schritte betrifft, so ist deutlich erkennbar, daf3 bei durchaus
vergleichbaren Genauigkeiten der Ergebnisse ode113 um ungefahr Faktor 10 weni-
ger Schritte benotigt als ode45. Daher wird fiir alle weiteren Untersuchungen nur
noch odell3 verwendet. Bei odell3 ist auflerdem fiir beide grolen Halbachsen
zu erkennen, daf sich jeweils im Falle ey = 0.01 die Zahl der Schritte im Ver-
gleich zum Fall ey = 0.001 deutlich erh6ht. Dies kann damit erklart werden, dafl
bei einer hoheren Exzentrizitdt die Keplerellipse im Peri- und Apogium stérker
gegriimmt ist und sich somit die kartesischen Koordinaten, in welchen die nu-
merische Integration stattfindet, in diesen Bereichen schneller &ndern. Dies hat
zur Folge, dafl an diesen Stellen das Integrationsintervall feiner gerastert werden
muf}, damit die durch RelTol und AbsTol festgelegte lokale Fehlerschranke einge-
halten wird. Da dieser Effekt bei ode45 nicht so deutlich ausgeprégt ist, 14t dies
den SchluB zu, dal ode113 empfindlicher auf Kriimmungsénderungen reagiert als
ode45.

Ein letzter Vergleich zwischen odell3, dem A-B-M-Mehrschrittverfahren, und
oded5, dem R-K-Einschrittverfahren, zeigt, dafl bei ode45, wie bei R-K-Verfahren
tiblich, durchschnittlich ca. 6.0 Auswertungen der rechten Seite pro Schritt er-
folgen, wihrend bei odell3 diese Zahl bei ca. 2.0 liegt. Dies zeigt in Sachen
Rechenaufwand deutlich den Vorteil des Mehrschrittverfahrens, bei welchem zur
Berechnung des Naherungswertes der ndchsten Stelle auf Ndherungswerte vor-
hergehender Schritte zuriickgegriffen wird, s. (3-1). Dahingegen greift ein Ein-
schrittverfahren nach Runge-Kutta nur auf den Né&herungswert der aktuellen
Stelle zuriick und fithrt Funktionsauswertungen der rechten Seite an mehreren
Zwischenstellen durch. Nach jedem Schritt werden diese Zwischenwerte jedoch
nutzlos, da sie nicht wiederverwendet werden.
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6.2 Storungen in den Keplerelementen aufgrund der Ani-
sotropie des Gravitationsfeldes der Erde

Als Abschlu8 dieser Arbeit wurden nach den Untersuchungen der numerischen
DGL-Loser Satellitenbahnen mit speziellen AWen numerisch integriert, wobei
der Entwicklungsgrad N der zur Berechnung von grad(Vg) notwendigen KF-
Entwicklung schrittweise erhoht wurde. Dies bedeutet, dafl die Satellitenbahnen
unter Beriicksichtigung der Anisotropie des Gravitationsfeldes der Erde berech-
net wurden.

6.2.1 Auswahl der Bahnen und Darstellung der Ergebnisse

Die Berechnungen wurden unter Verwendung des Programms 'nuint20.m’ fiir fiinf
verschiedene Bahnen durchgefiithrt. Die AWe dieser Bahnen sind in den Einga-
bedateien niind01_ x .dat bis niin801_ * .dat (s. Anhang C) niedergelegt. Im
folgenden werden die Bahnen kurz mit 401 usw. entsprechend der Eingabedatei
bezeichnet. Die zur Durchfithrung der verschiedenen KF-Entwicklungen notwen-
digen KF-Koeffizienten C,, ,,,, Sp,.m sind dem Satz OSU91alf entnommen, s. (Rapp
et al., 1991).

Bei Bahn 401 handelt es sich mit ag = 7200 km um eine erdnahe, mit e = 0.001
um eine kreisnahe und mit ¢y = 89° um eine polnahe Bahn. Bahn 501 stellt eben-
falls eine erd- und kreisnahe Bahn dar. Ihre Inklination iy der Nullepoche ist so
gewdhlt, daBl mit 7o = 81°.3 geméafl der Stérungsrechnung in linearer Naherung
aufgrund des Einflusses der Erdabplattung die Rektaszension €2 des aufsteigen-
den Knotens in einem Jahr um 360° anwichst, s. (Capek, 1994). Dies bedeutet,
daBl die Knotenlinie in einem Jahr einmal umlduft und Bahn 501 somit eine son-
nensynchrone Bahn darstellt. Bahn 601 ist wiederum eine erdnahe Bahn, aber
mit eg = 0.01 mit einer ausgeprigten Exzentrizitdt und somit nicht mehr kreis-
nah. Geméaf der linearen Storungsrechnung unter dem Einflufl der Erdabplattung
sind mit iy = 63°.435 keine sdkularen Storungen im Argument des Perigdums w
vorhanden, s. (Capek, 1994). Bahn 701 besitzt mit iy = 20° die niedrigste Inkli-
nation. Bahn 801 stellt die Bahn eines typischen GPS-Satelliten dar.

Mit Hilfe des Programms ,nuint20.m“ wurden fiir jede Bahn fiir verschiede-
ne Werte von N u.a. die Zeitreihen der oskulierenden Keplerelemente s;(t),l =
1,...,6 und Graphiken erzeugt, in welchen die Storungen As;(t) = s;(t) — si0
iiber der Zeit aufgetragen sind, s. D.3. Statistische Daten der einzelnen Pro-
grammdurchlédufe sind in D.3 zusammengestellt.

Unter Verwendung des Programms 'dkevegv.m’ schliefllich wurden fiir jede Bahn
die Differenzen zwischen entsprechenden Storungen As;(t) zwischen aufeinander-
folgenden Entwicklungsgraden N; und N, berechnet und als Graphiken ausgege-
ben. Diese tragen Bezeichnungen wie z.B. degal13_401_2_3.eps. Hierin bedeutet
'dega’ ,Dif ferenz zwischen verschiedenen Entwicklungsgraden im Kepler-
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element a*, '113’ steht fiir das durchweg verwendete Verfahren odel13 und 401’
gibt die Nummer der Bahn an. Die Ziffern '2” und '3’ stehen fiir die beiden Ent-
wicklungsgrade Ny und N,, zwischen denen die Differenz gebildet wurde.

Die Differenzen in den Keplerelementen der Entwicklungsgrade N; und Ny wurde
stets im Sinne ,, Ny — N1“ mit Ny > N; durchgefiihrt.

Fiir den Entwicklungsgrad N wurden die Werte 2;3;4;18 und 36 bei allen Bahnen
gewéhlt. Im Falle der Bahnen 501 und 601 wurden zusétzlich noch die Werte 180
und 360 genommen. Der Bereich N < 4 ist feiner gerastert, da dort der Faktor
q" = (“TE)n aus (4-4) nicht sehr dampfend wirkt und daher eine Erhéhung von N
grofferen Einflul besitzt als im Bereich N > 4, der grober gerastert ist.
Bemerkenswert ist die aus D.3 ersichtliche Entwicklung der Rechenzeit, die wegen
der Doppelsummen in den KF-Entwicklungen proportional zu N? wiichst. Zudem
nimmt mit zunehmendem N die Zahl der Schritte zu, was mit einem immer un-
ruhigeren Bahnverlauf infolge des zunehmend rauher modellierten Storeinflusses
der Anisotropie zu erklaren ist.

Nach Sichtung aller Graphiken — im folgenden auch als Plots bezeichnet — der
Storungen As,(t) fir N = 0, also der Referenzlosung des Keplerproblems, konn-
te festgestellt werden, daf die in 6.1.2 aufgestellten Genauigkeitsforderungen bis
auf eine Ausnahme eingehalten sind. Bei Bahn 801 liegt der Wert der grofien
Halbachse ag der Nullepoche (AW) mit 26500 km so nah an dem Wert von 26000
km, mit dem die Genauigkeitsanforderungen abgeleitet wurden, daf} fiir Bahn 801
praktisch die gleichen Genauigkeitsgrenzen gelten.

6.2.2 Diskussion der Ergebnisse

LaBt man die Entwicklungsgrade N = 180 und 360 aufler acht, so liegen insgesamt
fiir alle 5 Bahnen, fiir jeweils 6 Keplerelemente und 5 verschiedene Entwicklungs-
grade, alleine was die graphischen Darstellungen der Storungen in den Keplerele-
menten betrifft, 5-6-5 = 150 Plots vor. Es wére jedoch zu weitschweifig, auf jeden
dieser Plots einzeln einzugehen. Daher muf} in dieser Hinsicht eine angemessene
Beschriankung erfolgen.

Es wird daher wie folgt vorgegangen : Fiir N = 2 werden exemplarisch fiir die
Bahn 601 die Stérungen in allen Keplerelementen einer Betrachtung unterzogen.
Daraufhin wird der Unterschied der Storungen fiir N = 2 und N = 36 kurz behan-
delt. Die Untersuchungen fiir N = 2 sowie der Unterschiede zu N = 36 werden
auBerdem fiir die Keplerelemente a und w durchgefiihrt, um auch einen Quer-
schnitt iiber alle Bahnbereiche hinweg zu erhalten. Das Keplerelement a wird
gewdhlt, da es zu den Parametern gehort, welche Gréfie und Form der oskulie-
renden Keplerellipsen beschreiben und geméf der linearen Stérungsrechnung nur
periodisch gestort ist (Heck, 1997, S.44). Auf w fallt die Wahl, da es zu der Grup-
pe von Keplerelementen gehort, die die rdaumliche Orientierung der oskulierenden
Keplerellipsen beschreiben, und sowohl periodisch als auch sdkular, d.h. zeitpro-
portional, gestort ist. Abschliefend wird fiir die Bahnen 601 und 801 in a und w



6 NUMERISCHE INTEGRATION DER SATELLITENBAHNEN 43

das Abklingverhalten der Storungen As;(¢) mit zunehmendem Entwicklungsgrad
N untersucht. Gewéhlt wird die Bahn 801 wegen der Erdferne. Auf Bahn 601 fallt
die Wahl wegen der Erdnéhe, eines vergleichbaren Werts in e und da fiir diese
Bahn Ergebnisse bis N = 360 vorliegen.

Die vielen {iibrigen Plots, welche hier nicht direkt besprochen werden, erscheinen
auch nicht im Anhang, um diesen nicht zu iiberladen.

Wie oben erldutert, werden nun zunéchst die Storungen in allen Keplerelementen
der Bahn 601 fiir N = 2 betrachtet, s. Abbildungen (1) bis (6) in E.1. Gemé&8
der Terminologie der linearen Stérungsrechnung ist prinzipiell zwischen periodi-
schen und sdkularen Stérungen zu unterscheiden, wobei sich die periodischen
Storungen nochmals in lang- und kurzperiodische Storungen unterteilen. Kurz-
periodische Storungen besitzen per Definition Perioden zwischen Null und einem
Sterntag. Die Perioden der langperiodischen Stérungen sind grofler als ein Stern-
tag. Da hier die Gesamtintegrationsintervalle wegen der héufig immens hohen
Rechenzeiten, s. Anhang D, auf einen Sterntag und nicht langer festgelegt sind,
konnen langperiodische Storungen daher nicht zuverlédssig bestimmt werden.
Die Storung in a ist in (1) dargestellt. Die Storung ist offensichtlich kurzperi-
odischer Natur mit einer Periode von ca. einem halben Umlauf (M von 0° bis
180°), wie sich durch Nachmessung im Plot ergibt. Die Amplitude betrégt ca.
7500 m. Dies sind ungefahr 0.1% von ag. Es ist kein linearer Trend bzw. keine
zeitproportionale Storung — im Einklang mit der linearen Storungsrechnung —
erkennbar. Die Amplitude weist eine kleine Storung derart auf, daf§ die Stérung
in a nach einer Periode um mehrere hundert Meter oberhalb der Null umkehrt,
wéhrend sie nach jedem vollen Umlauf wieder auf Null zuriickgeht, vgl. (Capek,
1994). Die Storung in e, s. Abb. (2), scheint aus der Uberlagerung zweier peri-
odischer Storungen zu bestehen, deren Perioden ca. 1/3 und einen vollen Umlauf
betragen. Es sind wiederum keine sidkularen Storungen erkennbar, zu welchem
Ergebnis auch die lineare Storungsrechnung gelangt. Die Amplituden betragen
hier mit 1.1-1073 und 0.35-1072 ca. 11% und 3.5% von ¢y. Die Stérungen in i be-
stehen aus der Uberlagerung von zwei periodischen Stérungen mit den Perioden
0.5 und 6.8 Umléufen (s. Abb. (3)), wobei der niederfrequente Anteil als Ampli-
tudenmodulation des hoherfrequenten wirkt. Auch hier sind im Einklang mit der
linearen Storungsrechnung keine séikularen Stérungen erkennbar. Die Amplituden
betragen 1.5 - 1072[°] und 1.4 -1073[°]. Im Falle w sind wiederum kurzperiodische
Storungen erkennbar, deren Amplituden Stérungen in drei deutlich unterscheid-
baren Stufen aufweisen. Die noch folgende Betrachtung der Stérungen in w bei
Bahn 401 legen es nahe, die Stérungen als Uberlagerung dreier Schwingungen
unterschiedlicher Frequenzen zu deuten. Im hier vorliegenden Fall der Bahn 601
liegen die Amplituden dieser Schwingungen allesamt im Bereich von 3° und damit
erheblich hoher als bei i. Das ansonsten sékular gestérte Keplerelement w weist
aufgrund der Wahl iy = 63°.435 in Ubereinstimmung mit der linearen Stérungs-
rechnung keine sidkularen Storungen auf, wie in Abb. (4) ersichtlich ist. Bei
weist die Storung einen grofien linearen Trend auf, s. Abb. (5). Dieser Trend
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bewirkt eine Storung von ca. —2°.9 nach 14.3 Umldufen und ist von einer kurzpe-
riodischen Stérung mit einer Periode von ca. 0.5 Umlédufen und einer Amplitude
im 1/10-Grad-Bereich iiberlagert. Die kurzperiodischen Stérungen in M besit-
zen eine dhnliche Struktur wie die in w, was aus der engen Verkniipfung von M
mit w iiber die Lage des Perigdums herriihrt. Allerdings weist M eine erhebliche
sdkulare Storung in Form eines linearen Trends auf, die nach 14.3 Uml&ufen eine
Anderung in M von ca. —10° im Mittel verursacht.

Im folgenden werden wie oben angekiindigt fiir N = 2 die Keplerelemente a und
w im Querschnitt iiber alle Bahnen hinweg betrachtet. Die Stérungen in a der
Bahnen 401 und 501 besitzen die gleiche Periodendauer wie im Falle der Bahn 601
und weisen hinsichtlich der Stérung der Amplituden grofie Ahnlichkeit auf, was
insgesamt auf die sich nur wenig unterscheidenden Inklinationen zuriickzufithren
ist. Im Unterschied zu Bahn 601 sind die Amplituden mit ungefdhr 9000 m er-
heblich grofler und erreichen somit ca. 0.13% von ag. Bei Bahn 701 tritt zu der
hoherfrequenten Stérung noch ein als Amplitudenmodulation wirkender nieder-
frequenter Storungsanteil mit einer Periode von ca. 7 Umlaufen (d/2). AuBerdem
sind die Stérungen in den Amplituden im Vergleich zu Bahn 601 ausgeprégter.
Die Amplituden liegen im Bereich von 1100 m und 200 m und sind somit erheblich
kleiner im Vergleich zu Bahn 601. Mit einer Periode von ca. 3.4 Umléufen (d/4)
unterscheidet sich bei Bahn 801 die Stoérung in a erheblich von denen der anderen
Bahnen, doch haben die Amplituden mit einer Gréfle von ca. 2700 m im Vergleich
zu Bahn 701 wieder zugenommen. Durch Vergleich der Bahnen 601, 701 und 801,
deren Exzentrizitdten nicht sehr verschieden sind, wird eine Abhéngigkeit des
GroBenbereichs der Stérungen in a von der Inklination i (~ sin?i) deutlich: Mit
abnehmender Inklination nehmen auch die Amplituden der Stérungen in a ab.
Dies ist sogar fiir den Ubergang von Bahn 401 mit i, = 89° auf Bahn 501 mit
io = 81.3° schwach erkennbar. Bei Ubergang von Bahn 701 auf Bahn 801 nehmen
diese Amplituden aufgrund der Erdferne von Bahn 801 nicht in dem Mafle zu,
wie es der Zuwachs in der Inklination zunéchst erwarten 1a83t.

Es erfolgt nun der Querschnitt iiber alle Bahnen bzgl. w fiir N = 2. Bei Bahn
401 und 501 sind die bei Bahn 601 schwachen Stérungen stiarker ausgepréigt und
lassen nach Messung im Plot vermuten, daf es sich um die Uberlagerung drei-
er kurzperiodischer Stéranteile mit Perioden von é, % und einem Umlauf und
Amplituden von 28°, 15° und 9° handelt. Im Einklang mit der linearen Stérungs-
rechnung enthélt die Storung in w auch einen sékularen Anteil, hier in Form eines
leicht negativen linearen Trends. Dies bedeutet, daf§ die Apsidenlinie sich entge-
gen der Satellitenbewegung dreht. Bei Bahn 701 besteht die Stérung nur noch
aus einer Schwingung mit einer Periode von einem Umlauf und einer Amplitude
von ca. 7.5°. Der lineare Trend weist nun in positive Richtung und bewirkt eine
Anderung von durchschnittlich +11° nach 14.3 Umléufen. Im Falle von Bahn 801
schlieBlich sind kurzperiodische Stérungen bestehend aus zwei Schwingungen der
Perioden 2.3 und 7 Umlédufe und den Amplituden 0.35° und 0.6° erkennbar, s.

Abb. (14). AuBerdem ist eine sikulare Stérung in Form eines schwach positiven
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linearen Trends zu verzeichnen.

Die Betrachtung des Unterschiedes des bisher behandelten Falles N = 2 zum Fall
N = 36 kann kurz gehalten werden, denn fundamentale Anderungen hinsichtlich
der Struktur der Stérungen sind in keinem Keplerelement einer der Bahnen zu
beobachten, s. Abbildungen (16) bis (21). Die Anderungen erfolgen i.d.R. in Form
leichter unregelméfliger Storungen der Amplituden oder in Form schwacher re-
gelméafiger Amplitudenmodulation. Dies bedeutet also, dafl fiir N = 2 die Grund-
struktur der Storungen in den jeweiligen Keplerelementen bereits erkennbar ist
und bei hoheren Entwicklungsgraden lediglich kleinere Anderungen erfolgen.
Aufler der Reihe soll noch kurz die sédkulare Stérung in €2 fiir N = 2 bei Bahn
501 (ig = 81.3°) betrachtet werden, s. Abb. (15). Nach Messung im Plot erhilt
man einen linearen Trend von ca. -360° pro Jahr, was in Ubereinstimmung mit
der linearen Stérungsrechnung in der Tat eine sonnensynchrone Bahn darstellt.
Abschlieend werden noch die Auswirkungen auf die Storungen in den Kep-
lerelementen betrachtet, die eine Erhohung des Entwicklungsgrades N mit sich
fithrt. Wie bereits oben erwahnt, wurden hierzu die Differenzen in den Zeitreihen
der entsprechenden oskulierenden Keplerelemente zwischen aufeinanderfolgenden
Entwicklungsgraden N, > N; gebildet. Wie bei den vorangegangenen Untersu-
chungen ist es auch hier notwendig, sich auf einen Querschnitt aller Plots zu
beschrinken. Es werden wiederum die Keplerelemente a und w, hier aber fiir die
Bahnen 601 und 801, betrachtet. Die zugehorigen Graphiken befinden sich in
E.2.

Zunéchst werden die Differenzen der Storungen zwischen aufeinanderfolgenden
Entwicklungsgraden fiir a untersucht. Die Entwicklung der Differenzen in a ist
fiir beide Bahnen in den Abbildungen (31) bis (42) dargestellt. Als gemeinsames
Merkmal fallt auf, daf3 die Differenzen mit zunehmendem N abklingen und im-
mer hochfrequenter gestort werden. Das Abklingverhalten ergibt sich hierbei aus
dem Dampfungsfaktor ¢" = (“TE)n der KF-Entwicklungen zur Berechnung der
partiellen Ableitungen von Vg. Die zunehmend hochfrequenten Storungen lassen
sich damit erklaren, daff mit hoherem Entwicklungsgrad auch mehr hochfrequente
Terme hoher Ordnung m in den KF-Entwicklungen vorkommen, die ein entspre-
chendes hochfrequentes Rauschen verursachen.

Die gleichen Beobachtungen gelten im Groflen und Ganzen auch fiir w, s. Ab-
bildungen (43) bis (54). Allerdings ist bei der Differenz zwischen N; = 4 und
N7 = 18 bei Bahn 601 kein Abklingen gegeniiber der Differenz zwischen Ny = 3
und N; = 4 zu verzeichnen, sondern Stagnation, was den Groéflenbereich betrifft.
Betrachtet man zusédtzlich Bahn 501, s. Abbildungen (55) bis (59), so ist dort
sogar eine Zunahme des Groflenbereichs der Differenzen zu konstatieren. Dies
kann mit der Kreisndhe von Bahn 501 (eq = 0.001) erklart werden, da hier w
schwécher definiert ist und somit die iiber den Bereich N = 4 bis N = 18 akku-
mulierten Stérungen einen grofleren Einflufl auf w besitzen als bei Bahn 601, wo
mit eg = 0.01 w pragnanter definiert ist.
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Bei Bahn 801 fillt insgesamt auf, dal die Kurvenverldufe wesentlich glatter sind
als bei Bahn 601, was sich aufgrund der Erdferne von Bahn 801 ergibt, da sich der
Satellit hier in einem Bereich bewegt, in welchem der Einflufl des Stérpotentials
Vg erheblich kleiner ist als in Erdnéhe.

Aus den Plots (31) bis (54) wurden die Variationsbreiten der Differenzen der
Storungen herausgegriffen und in nachfolgender Tabelle zusammengestellt:

— Variationsbreiten der Differenzen in a :

N; | N | Bahn 601 | Bahn 801
0 2 15000 m 3400 m

2 3 145 m 16 m

3 4 74 m 1.9m

4| 18 77 m 0.6 m
18| 36 2 m 107 m
36 | 180 0.15m —
180 | 360 | 1.3-10° m —

— Variationsbreiten der Differenzen in w :

Ny | Ny | Bahn 601 | Bahn 801
0 2 6.4[°] 1.2[°]

2 3 0.3[°] 6-1073[]

3 4 0.03[°] 7-1074°

4| 18 0.1[°] | 1.8-107°]°]
18] 36| 51073°] | 3-10710]°
36 | 180 | 5-1074[] —
180 | 360 | 4-1079[° —

Hier ist noch einmal bei Bahn 601 die bereits erwihnte Stagnation bis leichte
Erhéhung der Variationsbreite im Falle Ny = 4, Ny = 18 zu sehen, wahrend bei
Bahn 801 das Abklingen der zusétzlichen Stérungen, die eine Erhchung von N mit
sich bringt, ununterbrochen fortschreitet. Im Falle der Bahn 801 liegen die Unter-
schiede in a und w zwischen den Entwicklungsgraden N; = 18 und Ny = 36 mit
107% m und 3-107%[°] unterhalb der fiir diese Bahn geltenden Genauigkeitsanfor-
derungen. Daher erscheint ein Entwicklungsgrad von N = 18 fiir solche erdfernen
Bahnen als ausreichend. Diese sehr geringen Unterschiede konnen allerdings auch
durch gegenseitiges Aufheben oder gegenseitige Dampfung der beim Ubergang
von N = 18 auf N = 36 sehr groflen Zahl neu hinzugekommener KF-Koeffizienten
entstanden sein. Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir Bahn 601, wo der
hinsichtlich der Genauigkeitsanforderungen ausreichende Entwicklungsgrad erst
fiir N = 180 erreicht ist.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn dieser Arbeit wurde das allgemeine Modell der Bewegung eines kiinst-
lichen Erdsatelliten kurz beschrieben. Da dieses jedoch sehr kompliziert ist, wurde
eine Reihe von Vereinfachungen vorgenommen. So sind sémtliche Himmelskorper
neben Erde und Satellit vernachléssigt; die Erde ist als starrer Kérper und der
Satellit als Massenpunkt approximiert. Die Erde fiihrt gegeniiber dem qiS nur
eine als gleichméflig angenommene tégliche Rotation durch.

Nach Betrachtung einiger anderer Moglichkeiten wurde hier das Bewegungspro-
blem in kartesischen Koordinaten als System gewohnlicher DGLn 1.Ordnung in
6 Komponenten formuliert. Dieses DGS wurde mit Hilfe numerischer Verfahren
gelost. Die Prinzipien und wesentlichen Begriffe der numerischen Verfahren zur
Losung gewohnlicher DGLn wurden kurz beschrieben und der sich daraus erge-
bende konkrete Algorithmus dargestellt. Die im Zuge dieses Algorithmus’ durch-
zufiihrende Berechnung von grad(Vg) mit Hilfe von KF-Entwicklungen und die
erforderlichen Koordinatentransformationen wurden ausfiihrlich beschrieben.
Nach dem mehr theoretischen Teil dieser Arbeit erfolgte im praktischen Teil die
numerische Integration von Satellitenbahnen mit Hilfe eines vom Autor erstell-
ten Programmsystems. Hierbei wurden von MATLAB bereitgestellte Verfahren
zur numerischen Integration des DGS 1.0rdnung verwendet. Nach eingehender
Untersuchung stellte sich das Verfahren ’odell3’” als optimal heraus. Mit Hilfe
dieses Verfahrens sind anschlieflend fiir Bahnen mit unterschiedlichen AWen fiir
verschiedene Entwicklungsgrade N die Stérungen in den Keplerelementen bzgl.
der Anfangsepoche berechnet worden. Durch manuelle Analyse der in Graphiken
dargestellten Storungsverldufe konnen verschiedene kurzperiodische und sékula-
re Storungsanteile bestimmt werden. Teilweise ergeben sich die kurzperiodischen
Storungen als Uberlagerung von zwei oder gar drei periodischen Anteilen. Im
Einklang mit der linearen Stérungsrechnung sind nur die drei Keplerelemente
w, © und M sédkular gestort. Auf der Grundlage der Differenzen der Stérungen
zwischen verschiedenen Entwicklungsgraden l&8t sich generell ein Abklingen der
durch eine Erhohung von N sich ergebenden zusétzlichen Storungen erkennen.
Bei erdnahen Bahnen erscheint ein Entwicklungsgrad von mindestens N = 180
erforderlich zu sein, wohingegen bei erdfernen ein Entwicklungsgrad von N = 18
als ausreichend anzusehen ist.

Die Weiterentwicklung des hier verwendeten Modells kann im wesentlichen auf
zwei Ebenen geschehen. Zum einen ist das Kraftmodell schrittweise unter Hinzu-
nahme weiterer Krifte gravitativer und nicht-gravitativer Art zu erweitern und
die Bewegungen des Erdkorpers gegeniiber dem qiS in Form von Prézession etc.
zu beriicksichtigen. Zum anderen kann die numerische Integration der Bewegungs-
gleichungen auf der Grundlage von Keplerelementen erfolgen.
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Anhang
Anhang A

Al

Berechnung der partiellen Ableitungen gmf :
J

Gemaf (3-10) gilt:

* = S-N-P-at (A-1)
Rein formal ergibt sich :
2 = T%. g7, (A-2)
d.h.
e(,r9 9 .4 qe qe qe q
Ty x§(xf, 23, x5) Ty Ty T xy
— e(d .4 .4 — qe  ge  ge | . q
Ty - w5 (2], 5, x3) - Tyy Ty 1o z5
el(n49 9 .4 ge qe qe q
T3 v5(x], 23, 3) Ty Ty Tis 3
qe g
T -«
— qe q -
- T2j "L ) (A-3)
ge .
Ty - j

wobei von der Einsteinschen Summenkonvention Gebrauch gemacht wurde.
Aus (A-3) folgt :

poe — O (A-4)

9T Bl

AuBlerdem gilt unter Beriicksichtigung von (A-1) und der Vereinfachungen aus
2.3:

T = R4(GAST). (A-5)
GeméB der Darstellung von R3(GAST) aus (A.1) ergibt sich somit:

Th T T cos(GAST) sin(GAST) 0
Ty T T | = | —sin(GAST) cos(GAST) 0 (A-6)
Ty Ty T 0 0 1
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A.2

Zusammenhang zwischen rechtwinklig kartesischen Koordinaten xy,xs, 3 und
sphérischen Koordinaten r, o, A bzgl. desselben Koordinatensystems:

xr1 = x(r,p,\) = rcos(p)cos(A)
To = wo(r,o,A) = rcos(yp)sin(A)
xg = x3(r,p,\) = rsin(p) (A-7)

und in umgekehrter Richtung:

r = r(ry,xe,x3) = \/(x1)2+(x2)2+(x3)2
. (T3
¢ = @(r1,r9,23) = arcsin <—)
,
A = Ay, m9,23) = arctan (%) (A-8)
1

Daraus folgen die partiellen Ableitungen zu:

or 1

- - 1 _ A-
o . cos(p) cos(A) (A-9)
;—T = 2 cos(ip) sin(A) (A-10)
X9 T
87“ T3 .
- - 2 _ A-11
e (A-11)
(A-12)
6_g0 L 173 __ singp-cosA (A-13)
O0xq 2,/ (21)? + (22)? r
[ B Tol3 __ sing-sinA (A-14)
0z 2,/ (21)2 + (22)? r
Op (21)% + (2)? cos
pu— = A._l
0xs r2 r (A-15)
(A-16)
86_)\ _ To _ sin A (A-17)
X1 r - COS gp . (‘rl)Z + (x2)2 T - COS 90
86)\ _ T1 __cos A (A-18)
X9 r - COS gp . ($1)2 + (x2)2 T - COS 90
ox =0 (A-19)

8373
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A.3

20

Umformung des funktionalen Zusammenhangs zwischen kartesischen und spéri-
schen Koordinaten bzgl. des efS unter Beriicksichtigung von A.3:

Vg
0x§
Vg
ox$
Vg
Oz

A4

dp 0N Or Vg

ox§ 0x§{ Oxf Oy
— Oo. o\ or Vg

ox§  Ox§  Ox§ o)

Jdo  OX  Or Vg

ox§ Oxz§ Ox§ or

__sinpcosA _ sin) COSQOCOS/\

r T COS
— __sinpsin A cos A oS @ sin \
T T COS
cos ¢ :
. 0 sin ¢

—singpcos A —sin A cospcos A

= —sinpsin A cosA  cospsin A
cos 0 sin ¢
1, 0vg
r  Op
— le . 1 A%5)
’ E rcosey O
Vg
or

Geometrische Bedeutung der Matrix R' aus (A-20):

T
(Ee) 168t sich folgendermaflen umformen:

—singpcos A —sin A cos@cos A
—sinpsin A cos A cospsin A
CoS ¢ 0 sin ¢
-1 0 0 sing 0 —cose
0 10 |- 0 1 0
0 01 cosp 0 sing

Vg
B¢
Vg
)
Vg
or
1.9V
r Oy
1 9Ve
rcosp O
Vg
or
(A-20)
T
cosA sinA O
—sinA cosA 0
0 0 1
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cos(90° — ) 0 —sin(90° — ) )
= |P;- 0 1 0 - RB3(N)
sin(90° — @) 0 cos(90° — )
= [Py By(90° = ) - Bs()]". (A-21)
Hieraus folgt
(B<)" = Py Ro(90° ~ ) - Ro(N). (A-22)

Dieses Resultat bedeutet, dafl (Ee)T jeweils im Gegenuhrzeigersinn ein Koor-
dinatensystem zuerst um die 3-Achse um den Winkel A und dann um 90° — ¢
um die mitgedrehte 2-Achse dreht und anschliefend die 1-Achse spiegelt. Dies ist
genau die Transformation von einem globalen kartesischen Rechtssystem in ein
lokales kartesisches Linkssystem, welches wie in 3.4 beschrieben durch die lokalen
Einheitstangentenvektoren an die Parameterlinien der sphérischen Koordinaten
im jeweiligen Aufpunkt definiert ist.

T
gﬁle) ist als Produkt orthogonaler Matrizen wieder eine orthogonale Matrix,

(@] = @)

Daher bewirkt R die Umkehrtransformation vom lokalen kartesischen Linkssy-
stem ins globale kartesische Rechtssystem.

T

= R (A-23)
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Anhang B
B.1
Fiir n = m,..., N erhilt man bei gegebenem m fiir die Rekursionsformel (4-5)
folgendes Gleichungssystem:
Prnm (sin @) = Prm(sing)
an .4 (singp) - Prm(sing) + 1-Ppiim(sing) = 0
B%H - Prnm(sin ) + an ,o(singp) ;75m+17m(sin ) +
+ 1 Priom(sing) = 0
bRy - 75N,37m(sin @) + ay_y(sin S‘{) : 75N72,m<5in ®) +
+ 1-Pn_1m(sing) = 0
DR - Pr_om(sin ) + af(sin ) - 75]y,1,m(sin ©) +
+ 1-Pnp(sing) = 0

mit @™ (sin ) und 6™ gemiB (4-7). Dieses Gleichungssystem hat in Matrizen-
schreibweise folgende Gestalt (Deakin, 1998):

1 0
ing 1

Uiya Gmyo
0 0
0 0

0
0
1

0

0

0 0 0 0 Prom
0 0 0 0 75erl,m
0 0 0 0 75m+2,m

Wy afy 1 0 || Pyoim
0 by ay 1 Pr.m

Diese Matrizengleichung soll wie folgt formal abgekiirzt werden:

(S

é = éo

Analoges Vorgehen mit (4-6) fithrt fiir m =0,..., N auf:

1 0 0
ca 1 0
0 ¢ 1
0 0 O
0 0 O

(e}

?Oyo(sin ©)
7?171 (sin QO)
Paa(sin p)

75N~_1,N_1(sin ©)
Py .n(singp)

75m,m
0
0
0
0
(B-2)
ﬁo,o(sin ©)
0
0
0
0

(B-1)
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Diese Matrizengleichung wird wie folgt formal abgekiirzt:

OBy = Py

B.2

Mit
i, = (Com Cusin - Cxm )’
B, = (Sum Swirm - Svn )’
5= (& s, o)

ergibt sich z.B. fiir 9" unter Beriicksichtigung von (B-2)

23

(B-6)

Da 9" ein Skalar ist, bleibt ¢ und damit auch QZ . Abl . P, gegeniiber einer

Transponierung invariant:

o 7 -1 =17 A -
o= (i AT P = Py (AT,
= Py B = S Pam(sing)

mit

(B-7)

(B-8)

Dies entspricht dem oberen Teil von Formel (4-13). Analoges Vorgehen liefert den

unteren Teil:

P = " Prm(sing)

m,s
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o4

Die Rekursionsformeln (4-14) lassen sich nun auf folgende Weise herleiten:

Aus (B-8) folgt z.B.

g, = A -3
am
Sm,c
~ gm
am m “ .. erl,C
Loap, by 0 0 0 0 §m
~m m—+2,c
0 1 ap, by 0 0 0 0 .
B : : . m
B e G pm e m+j,c
0 0 0 0 Loamij Omyje 0 S
: m—+j+2,c
0 0 0 0 0 0 cee 1 .
5 m
SN,c
am 3 ~m am ~m am
Sm,c(snl SD) + Qi1 " Smtilc + bm+2 *Smt2,c
p— am 3 ~ ¥m am ~m am _
= 5m+j,c(51n ©) + Uy i1 " Smtjtle T bm+j+2 T Smjit2,.c (B-9)
o
SN (sin )
Hieraus folgt
smooJsing) = —am, -8,
m-+j,c ¥ m—+j+1 m+j+1,c
m ~m ~m
- bm+j+2'5m+j+2,c 1 YUmje (B-10)

Wegen j =0,...,N—m und n=m,...,N gilt n=m+ 7, und es ergibt

sich somit der obere Teil von Rekursionsformel (4-14):

-m (. _ ~m ~m
Sn,c<81n 80) = T Gpy1Spy1e
m ~m ~m
- bn+2 " Spt2.c + Yn.c
Analoges Vorgehen fithrt auf den unteren Teil:
-m (. _ ~m ~m
Sn,s(snl 90) = T Qpy1tSpy1s
m ~m ~m
- bn+2 ' Sn+2,s + yn,s

Fir n=N gilt:

She(sing) | _ UNe
S5 (sin ) UNs )

woraus sich die Startwerte der Rekursion ergeben:

{ﬁmzc(s@w}} _ {m} _ {0
8%+2,s (SlIl SD) S%Jrl,s 0

(B-11)

(B-12)

}
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B.3
Mit
Wy, = cos(mA) -5, . + sin(mA) -5
gemaf (4-16),
5]~ (5] e
geméif (4-13),
B = [d@ @ ... dw ]
und
P, = [750,0(Sin90) Pia(sing) ... Pyn(sing) }T

wird (4-11) unter Beriicksichtigung von (B-4) zu

GMgp & -
VE'(Ta 2 A) = r E Z wm ' 7Dm,m<Sin 80)
m=0
— GMs al P
r )
M ~_ ~
- Gr foal-C “Poy (B-13)

~_1 ~
Als Skalar ist @’ - C - Py gegeniiber einer Transponierung invariant. Daher

gilt:

Vi(r,,A) = (GJYE -@T-Q_1-£00>
= G B, (@)
_ G%.ﬁg.f
= GJYE Poo(sing) - fo
- & g, (B-11)

[ = (QT) T (B-15)
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gesetzt. Daraus folgt

w = ¢ f
1 ¢ 0 --- 0 O 0
1 ¢ --- 0 0 0
0 0 o --- 0 0 0
o o o --- 0 0 0
fo + & - f

= | fi + &G fin

I
Hieraus folgt

fi = W = G- fin

56
i
fi
fa
)i

fit1

Fx

(B-16)

(B-17)

Wegen 7 =0,...,N und m =0,...,N gilt m =7 , und es ergibt sich somit

Rekursionsformel (4-18):
f = m = Cmgr fmnr
Fir m =N gilt
fv = dy,
woraus sich der Startwert der Rekursion zu

v = 0

ergibt.

(B-18)
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Anhang C

Ubersicht iiber alle Eingabedateien :

Dateiname aglkm] | anzvu | eol/] | io[°] t final|S€C]
nitn20.dat 7200 14.3 1 0.001 | 1.0 86945.2
nitn30.dat 26000 2.1 10.001 | 1.0 87617.4
ninl_ * .dat 7200 14.3 1 0.001 | 1.0 86945.2
nin2_ x .dat 7200 14.3 1 0.01 | 1.0 86945.2
nind_ * .dat 7200 14.3 | 0.001 | 63.4 86945.2
nind_ x .dat 7200 14.3 1 0.01 |634 86945.2
nind_ * .dat 7200 14.3 | 0.001 | 90.0 86945.2
ninb_ * .dat 26000 2.1 10.001 | 1.0 87617.4
nun7_ * .dat 26000 2.110.01 |10 87617.4
nun8_ * .dat 26000 2.1 10.001 | 634 87617.4
nin9_ * .dat 26000 211001 |634 87617.4
nitnl0_ * .dat 26000 2.1 10.001 | 90.0 87617.4
nitn401_ x .dat 7200 14.3 | 0.001 | 89.0 86945.2
nitnb01_ x .dat 7200 14.3 |1 0.001 | 81.3 86945.2
nitn601_ x .dat 7200 14.3 1 0.01 | 63.435 86945.2
nun701_ x .dat 7200 14.3 1 0.01 | 20.0 86945.2
nin801_ x .dat | 26500 2.1 10.005 | 55.0 90156.9

anzvu : Anzahl an vollen Erdumrundungen

Fiir die iibrigen Keplerelemente gilt stets:

wo = 90 [
Qo 0[]
My = 0[]

o7
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Anhang D

D.1

Statistische Daten der Programmdurchldufe zur Festlegung des Genauigkeitsni-
veaus der numer. Integrationsverfahren:
(Jeweils Losung eines Keplerproblems mit N=0 als Referenzproblem)

Verfahren : odelbs

Eingabedatei : niin20.dat

ao : 7200km

€0 :0.001

Erdumlaufe : 14.3 (anzvu)

RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|) [/] | Max(|da|)[°] | Schritte | Rechenzeit[sec]
1071 110716 3.2-107° 8.4-10712 1.8-107° 15258 65
107 | 107 3.2-1073 8.4-10712 1.8-1076 15258 65

Tabelle 1: Kenndaten zu Verfahren odelbs

Verfahren : odelds
Eingabedatei : niin30.dat
aop : 26000km

€o :0.001
Erdumldufe : 2.1 (anzvu)

RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|)[/] | Max(|d«|) [°] | Schritte | Rechenzeit[sec]

1071 [ 10716 1.7-1073 4.2-10712 4.1-1077 2284 9
107 | 10717 1.7-1073 4.2-10712 4.1-1077 2284 9

Tabelle 2: Kenndaten zu Verfahren odelbs
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Verfahren ode23

Eingabedatei niin20.dat

ag 7200km

€o 0.001

Erdumlaufe 14.3 (anzvu)

RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|)[/] | Max(|d«|) [°] | Schritte | Rechenzeit[sec]

1078 [ 1071 |15 7.3-1077 8.2-10~* 22825 87

107 J107" |/ / / / /
Tabelle 3: Kenndaten zu Verfahren ode23

Verfahren ode4b

Eingabedatei niin20.dat

agp 7200km

€o 0.001

Erdumlaufe 14.3 (anzvu)

RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|) [/] | Max(|da|)[°] | Schritte | Rechenzeit[sec]

10718 1107 [6.6-10°° 3.6-1071 6.2-1077 13873 88

10713 11072 [6.5-10°¢ 3.7-1071 6.3-107° 13878 86

1074 | 10716 1.3-107¢ 1.3-107 2.3-107° 18769 118

107 | 10717 1.4-107¢ 1.9-107 1.8-107° 18771 121

1074 | 10718 1.5-107¢ 1.2-107 1.1-107° 18773 120

107 110720 1.3-107¢ 1.5-1074 1.7-107° 18776 120

1075 | 10716 1.3-107¢ 1.3-1074 2.3-107° 18769 118
Tabelle 4: Kenndaten zu Verfahren ode4b

Verfahren ode4b

Eingabedatei niin30.dat

ag 26000km

€o 0.001

Erdumlaufe 2.1 (anzvu)

RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|) [/] | Max(|da|)[°] | Schritte | Rechenzeit[sec]

1078 107 3.2-107° 3.2-1071 3.5-107Y 2052 12

1078 | 10716 3.3-1076 3.4-1071° 3.4-107° 2055 12

10~ |107* |6.7-1077 9.0-1071 8.0-1071 2774 16

107 107 |72.107"7 8.3-1071 6.9-10710 2779 17

107 | 107 | 75-107"7 7.1-1071 9.4-1071 2775 16

Tabelle 5: Kenndaten zu Verfahren ode45
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Verfahren odell3
Eingabedatei niin20.dat
ao 7200km
€o 0.001
Erdumlaufe 14.3 (anzvu)
RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|) [/] | Max(|da|)[°] | Schritte | Rechenzeit[sec]
10713 107 1.5-107"° 2.1-1074 831071 1688 9
1078 | 10716 1.1-107¢ 5.9-10713 3.1-107° 1591 9
1071 | 10717 2.2-1076 2.4-10713 3.5-107° 1591 8
107 | 10716 9.6-1078 2.3-1071 4.8-10710 1991 11
107 | 1078 2.5-107"7 5.7-10714 2.1-107° 1765 10
107 | 1077 |86-10"°  |38-107% |12.107° 1879 10

Tabelle 6: Kenndaten zu Verfahren odell3

Verfahren odell3
Eingabedatei niin30.dat
ao 26000km
€o 0.001
Erdumlaufe 2.1 (anzvu)
RelTol | AbsTol | Max(|da|) [m] | Max(|de|) [/] | Max(|da|)[°] | Schritte | Rechenzeit[sec]
1071 [ 107 9.3-1077 7.3-1071 5.0-107° 290 2
1078 | 10716 4.8-1077 1.7-1074 1.0-107° 302 2
107 110719 | 3.5-1077 3.7-100% | 1.1-1077 314 2
1071 | 10717 1.4-1077 2.8-1071° 1.7-1071 366 2
10-% | 10717 1.4-1077 2.8-1071° 1.7-10710 366 2
107 | 10718 3.8-1077 8.8-10715 3.6-10710 435 2
10716 | 10718 3.8-1077 8.8-10715 3.6-10710 435 2

Tabelle 7: Kenndaten zu Verfahren odell3

Samtliche Berechnungen wurden auf der Workstation mit dem Namen , gikws2*
vom Typ 'Sparcstation 2’ des Geoditischen Instituts Karlsruhe durchgefiihrt.




ANHANG D

D.2

61

Statistische Daten der Programmdurchldufe zur ndheren Untersuchung und zum
Vergleich der numer. Integrationsverfahren:

(Jeweils Losung eines Keplerproblems mit N=0 als Referenzproblem)

Verfahren ode4b

Eingabedateien nitnl_0.dat bis niinb_0.dat

ao 7200 km

RelTol/AbsTol 1071/10718

Erdumlaufe 14.3 (anzvu)

T final — to 86945.2 sec

eol/] | 0[°] | Max(|dal) [m] | Max(|de]) [/] | Max(|da|) [°] | Schritte | Rechenzeit[sec]

0.001 | 1.0 1.5-107° 1.2-1074 1.1-107° 18773 119

0.01 1.0 1.5-107° 3.8-1071 9.0-10710 18784 119

0.001 | 63.4 1.3-107° 1.7-10714 1.4-107° 18772 120

0.01 |63.4 1.5-107° 2.1-1071 8.7-10710 18784 120

0.001 | 90.0 1.4-107° 2.2.1071 1.4-107° 18771 120
Tabelle 8: Statist. Daten zu Verfahren ode4b

Verfahren ode4)

Eingabedateien nitn6_0.dat bis niinl0_0.dat

ao 26000 km

RelTol/AbsTol 10714/10718

Erdumlaufe 2.1 (anzvu)

T final — to 87617.4 sec

eol/] | w0[°] | Max(|dal) [m] | Max(|de]) [/] | Max(|da|) [°] | Schritte | Rechenzeit[sec]

0.001 | 1.0 7.2-1077 83-1071° 6.9-10710 2779 17

0.01 1.0 8.0-1077 8.0-1071° 9.5-1071 2782 17

0.001 | 63.4 8.0-1077 9.1-1071% 7.9-10710 2779 17

0.01 |63.4 8.3-1077 1.1-1074 1.0-1071 2782 17

0.001 | 90.0 8.6-107" 9.5-1071° 7.8-10710 2779 17

Tabelle 9: Statist. Daten zu Verfahren ode45
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Verfahren odell3

Eingabedateien nitnl_0.dat bis niinb_0.dat

agp 7200 km

RelTol/AbsTol 10713/1071

Erdumlaufe 2.1 (anzvu)

T final — to 86945.2 sec

eol/] | 0[°] | Max(|dal) [m] | Max(|de]) [/] | Max(|da|) [°] | Schritte | Rechenzeit[sec]
0.001 | 1.0 1.5-107"° 2.1-1071 8.3-1071 1688 9
0.01 1.0 4.9-1077 2.0-107 2.2-10719 1939 11
0.001 | 63.4 9.4-1077 2.1-10713 7.5-107° 1683 9
0.01 |63.4 3.8-1077 1.0-1071 9.6- 10719 1887 11
0.001 | 90.0 2.2-10°° 2.4.10713 9.6-107° 1567 9

Tabelle 10: Statist. Daten zu Verfahren odell3

Verfahren odell3

Eingabedateien nitn6_0.dat bis niinl0_0.dat

agp 26000 km

RelTol/AbsTol 10713/10716

Erdumléaufe 2.1 (anzvu)

T final — to 87617.4 sec

eol/] | i0]°] | Max(|da|) [m] | Max(|de]|) [/] | Max(|da|) [°] | Schritte | Rechenzeit[sec]
0.001 | 1.0 4.8-1077 1.7-1074 1.0-107° 302 2
0.01 1.0 1.5-107° 1.5-1074 1.9-1071 345 2
0.001 | 63.4 1.8-1077 1.5-1074 6.9-10710 316 2
0.01 |63.4 1.1-1076 2.1-1071 1.9-1071° 342 2
0.001 | 90.0 1.4-1077 1.6-10714 7.1-10710 316 2

Tabelle 11: Statist. Daten zu Verfahren odell13

Samtliche Berechnungen wurden auf der Workstation mit dem Namen , gikws2*
vom Typ "Sparcstation 2" des Geodétischen Instituts Karlsruhe durchgefiihrt.
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D.3

Statistische Daten der Programmdurchléufe zur Integration der Satellitenbahnen
unter Beriicksichtigung der Anisotropie des Gravitationsfeldes der Erde bis zum
Entwicklungsgrad N :

Bahn : 401

ap : 7200 km

€0 :0.001

i : 89.0 Altgrad

Verzeichnis : /stdet113_400

Eingabedatei Ausgabedateien | N | Rechenzeit[sec] | Schritte | Fkts.aufrufe
niind01_0.dat | *113_401_0.eps 0 43 1662 3325
niind01_2.dat | *113_401_2.eps 2 89 2791 5583
niind01_3.dat | *113_401_3.eps 3 92 2901 5803
n1ind01_4.dat | x113_401_4.eps 4 96 2800 5601
niind01_18.dat | *113_401_18.eps | 18 569 6129 12309
niind01_36.dat | *113_401_36.eps | 36 3728 8393 16845

Tabelle 12: Statist. Daten zu Bahn 401

Bahn : 501

aop : 7200 km

€o :0.001

10 : 81.3 Altgrad
Verzeichnis : /stdet113_500

Eingabedatei Ausgabedateien N | Rechenzeit[sec] | Schritte | Fkts.aufrufe
nitnb01_0.dat x113_501_0.eps 0 21 1689 3379
nitnd01_2.dat x113_501_2.eps 2 89 2189 4390
nitnd01_3.dat *113_501_3.eps 3 105 2255 4511
niindb01_4.dat *113_501_4.eps 4 114 2246 4493
n1ind01_18.dat | *113_501_18.eps 18 469 4870 9741
niin501_36.dat | *113_501_36.eps 36 1983 7396 14793
nitnd501_180.dat | *113_501_180.eps | 180 51553 9712 19425
niin501_360.dat | *113_501_360.eps | 360 205237 9678 19357

Tabelle 13: Statist. Daten zu Bahn 501
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Bahn 601
ag 7200 km
€0 0.01
i 63.435 Altgrad
Verzeichnis /stdet113_600
Eingabedatei Ausgabedateien N | Rechenzeit[sec] | Schritte | Fkts.aufrufe
nitn601_0.dat x113_601_0.eps 0 45 1784 3569
niin601_2.dat x113_601_2.eps 2 79 2193 4387
niin601_3.dat x113_601_3.eps 3 79 2126 4253
niin601_4.dat x113_601_4.eps 4 86 2236 4473
nin601_18.dat | x113_601_18.eps 18 451 4676 9353
nitn601_36.dat | *113_601_36.eps 36 1940 7092 14185
niim601_180.dat | *113_601_180.eps | 180 97952 9137 18375
n4in601_360.dat | *113_601_360.eps | 360 189409 9301 18603

Tabelle 14: Statist. Daten zu Bahn 601

Bahn 701
ag 7200 km
€0 0.01
i 20.0 Altgrad
Verzeichnis /stdet113_700
Eingabedatei Ausgabedateien N | Rechenzeit[sec] | Schritte | Fkts.aufrufe
niin701_0.dat | *113_701_0.eps 0 47 1833 3667
niin701_2.dat | *113_701_2.eps 2 73 1991 3983
nun701_3.dat | x113_701_3.eps 3 79 2074 4149
nun701_4.dat | x113_701_4.eps 4 78 1807 3615
nin701_18.dat | *x113_701_18.eps | 18 425 4447 8895
niin701_36.dat | *x113_701_36.eps | 36 1931 7214 14429

Tabelle 15: Statist. Daten zu Bahn 701
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Bahn 801
ag : 26500 km
€0 :0.005
i : 55.0 Altgrad
Verzeichnis /stdet113_800
Eingabedatei Ausgabedateien | N | Rechenzeit[sec] | Schritte | Fkts.aufrufe
n1in801_0.dat | *113_801_0.eps 0 34 320 641
n1in801_2.dat | x113_801_2.eps 2 37 323 647
n1in801_3.dat | x113_801_3.eps 3 38 333 667
niin801_4.dat | *113_801_4.eps 4 39 335 671
n1in801_18.dat | *113_801_18.eps | 18 60 333 667
nin801_36.dat | *113_801_36.eps | 36 116 325 651

Tabelle 16: Statist. Daten zu Bahn 801

Bedeutung der Dateinamen :

Ausgabedateien mit osk. Keplerelementen slkepl13_ *_ *.dat

,satellite locations in keplerian elements*
slecar113_ *_ *.dat

»sat. locations in cartesian coordinates®
slsph113_ x_ *.dat

»sat. locations in spherical coordinates

Ausgabedateien mit kartes. Koordinaten

Ausgabedateien mit sphér. Koordinaten

Ausgabedateien mit Stérungsplots dall3_ x_ x.eps fiir da
del13_ x_ x.eps  fiir de
dil13_ x_ x.eps  fiir di
dkol13_ x_ x.eps fiir dw
dgol13_ x_ x.eps fiir dS2
dm113_ *x_ x.eps fir dM

Systematik der Dateinamen :

z.B. dal113_401_18.eps

113 Verfahren odell13
401 Bahn 401
18 Entwicklungsgrad N

Samtliche Berechnungen wurden auf der Workstation mit dem Namen , gikws2*
vom Typ 'Sparcstation 2" des Geodétischen Instituts Karlsruhe durchgefiihrt.
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Anhang E
E.1
Bahn 601
ag 7200 km
€o 0.01
io 63.435 °
Erdumléufe (anzvu) 14.3
[0, t finall [0, 86945.2]
Verfahren odell3
RelTol, AbsTol 10713, 10715
16000
14000 |- ]
12000 H ]
10000 ]
8000 ]
E
6000 .
4000 ]
2000 ]
of ]
-2000 ‘ ‘
0 1 3 9
Zeit [s] «10*

Abbildung 1: Storungen in a fiir N = 2
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ANHANG E 88

Bahn : 501

ap : 7200 km

€0 :0.001

N : 81.3°

Erdumlaufe (anzvu) : 14.3

[to, t finall . [0,86945.2]

Verfahren : odell3

RelTol, AbsTol : 10713, 1071

x 10"
2

1.8 N
1.6 N
1.4H -
1.2H *

E 1) f
0.8 *
0.6 *
0.4 |
0.2 *

0 | | | 1 | |
0 1 2 3 4 5 6 9

Zeit [s]
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