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Einleitung

Quantenrechner sind ein neuartiges Modell. Sie nutzen quantenmechani-
sches Verhalten, um im Vergleich mit klassischen Rechnern bessere Lauf-
zeiten zu erzielen. Verschiedene Architekturen fiir Quantenrechner sind im
Gesprach; einige von ihnen dhneln Zellularautomaten. Dies ist eine attrak-
tive Architektur, weil Zellularautomaten aus vielen einfachen (daher ver-
gleichsweise leicht herstellbaren) Rechenelementen bestehen und trotz ihrer
gleichformigen und streng lokalen Interaktion Berechnungsuniversalitat er-
reichen.

Quantenzellularautomaten sind schon relativ friih in der Geschichte der
Quantenrechner vorgeschlagen worden (zum Beispiel 1988 von Grdssing
und Zeilinger [33]). Dennoch ist bis jetzt wenig iiber sie bekannt. Es gibt
nur eine Hand voll Aufsdtze zu dem Thema, und diese beschéaftigen sich
vorwiegend mit der Vorstellung einer Definition und dem Nachweis der
Berechnungsuniversalitat. Deshalb sind eine ganze Reihe von Fragen bis
jetzt offen geblieben.

Erstens sind die existierenden Definitionen nicht zufriedenstellend, weil
sie keine liickenlose Ubertragung klassischer Zellularautomaten zulassen.
Sie bauen ihre Sicht auf Zustdnde und die Anwendung von Zellularauto-
maten auf globale Konfigurationen auf und es gelingt ihnen nicht, einen
sinnvollen Begriff von lokalen Konfigurationen entwickeln. Lokalitat ist ei-
ne der definierenden Eigenschaften von Zellularautomaten — und dariiber
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hinaus eine, die diese Architektur fiir Quantenrechner attraktiv macht. Die
existierenden Begriffe aber konnen gerade diese Lokalitat nicht widerspie-
geln, und so geht ein Teil des Bezugs zum klassischen Modell verloren.

Zweitens muss man fragen, ob es sich hier um ein sinnvolles Berech-
nungsmodell handelt. Quantenzellularautomaten sind auf unitire (insbe-
sondere reversible) Operationen beschriankt. Die bekannten klassischen Be-
rechnungsmodelle miissen bei reversibler Operation grundsatzlich Effizi-
enzeinbuflen hinnehmen, wie Frank in seiner Dissertation gezeigt hat [31].
Vom Einsatz von Quantensystemen erhofft man sich einen Effizienzgewinn,
doch man erkauft ihn eventuell mit zusatzlichen Ressourcen fiir die Rever-
sibilitdt und muss auch fiir Quantenzellularautomaten abwdégen, ob der
Nutzen die Kosten aufwiegt.

Drittens sind Quantenrechner nicht deterministisch; sie weisen verschie-
denen Zustanden Amplituden zu. Im Laufe der Zeit konnen auch weit aus-
einanderliegende Zellen miteinander verschrankt werden; die Beschreibung
der Konfigurationen muss dem Rechnung tragen.

Viertens stellt sich die Frage, welchen Effekt geringe Abweichungen von
der Uberfithrungsfunktion eines Quantenzellularautomaten auf seine Ent-
wicklung haben. Dies fithrt auf die allgemeinere Frage, wie man globale
Konfigurationen von Quantenzellularautomaten vergleicht.

Das zentrale Ergebnis dieser Arbeit ist ein aussagekraftiges Modell von
Quantenzellularautomaten, das es uns insbesondere erlaubt, die hier ge-
stellten Fragen zu beantworten. Die Zielsetzung ist damit strukturell und
nicht algorithmisch: Neue Quantenalgorithmen oder neue Nachweise der
Uberlegenheit von Quantenzellularautomaten iiber ihre klassischen Gegen-
stiicke wiirden den Rahmen der Arbeit sprengen.

In der Arbeit kommen in erster Linie algebraische Methoden zum Ein-
satz. Fiir unsere Definition von Quantenzellularautomaten setzen wir redu-
zierte Dichteoperatoren ein, um das begrenzte Wissen jeder einzelnen Zelle
iiber ihre Nachbarschaft abzubilden. Dies erlaubt uns, lokale und globale
Konfigurationen (auch unendliche) iiber Elemente von C*-Algebren definie-
ren und Quantenzellularautomaten als eine spezielle Klasse von Automor-
phismen solcher Algebren einzufiihren. Dadurch erhalten wir ein Modell
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mit der gewiinschten Lokalitdt und ermoglichen dariiber hinaus den Ein-
satz einer reichen mathematischen Theorie.

Unser Modell enthidlt klassische reversible Zellularautomaten als Spe-
zialfdlle von Quantenzellularautomaten. Daher kénnen wir die Frage nach
dem Preis der Reversibilitdt zumindest teilweise durch Ergebnisse aus der
Literatur zur reversiblen Simulation irreversibler Zellularautomaten beant-
worten. Daneben diskutieren wir detailliert die Auswirkungen von Rever-
sibilitat auf das Verhalten deterministischer Zellularautomaten.

Fiir Antworten zum dritten Fragenkomplex beschiftigen wir uns auch
mit stochastischen Zellularautomaten. Sie sind natiirliche Kandidaten fiir
einen Vergleich mit Quantenzellularautomaten; man kann hoffen, dass sich
Ergebnisse iibertragen lassen oder dass ein Scheitern der Ubertragung Ein-
blicke in die Unterschiede zwischen den beiden Modellen erlaubt.

Wir stellen eine Metrik fiir stochastische Zellularautomaten vor und
setzen sie ein, um nachzuweisen, dass kleine Abweichungen von der Uber-
fithrungsfunktion im Allgemeinen grofe Auswirkungen haben kénnen (auch
wenn sie dies iiblicherweise nicht tun). Aus der Metrik fiir stochastische Zel-
lularautomaten gewinnen wir eine Pseudometrik fiir Quantenzellularauto-
maten. Der C*-algebraische Ansatz gestattet jedoch eine elegantere Metrik.
Allerdings ist es sehr schwierig, gute Abschatzungen fiir den Abstand nach
mehreren Iterationen zu erhalten.

Die Arbeit ist folgendermafien aufgebaut: Klassische reversible Zellula-
rautomaten werden in Kapitel 1 behandelt. Kapitel 2 beschaftigt sich mit
stochastischen Zellularautomaten. Nach einer kurzen Einfiihrung in Quan-
tenrechnen in Kapitel 3 behandelt Kapitel 4 Quantenzellularautomaten.
Ein Uberblick iiber die Ergebnisse sowie offen gebliebene Fragen schliefit
die Arbeit ab.
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KAPITEL 1

Deterministische reversible
Zellularautomaten

1.1 Einleitung

Zellularautomaten sind ein universelles Modell paralleler Rechnung, dessen
Urspriinge auf John v. Neumann zuriickgehen [10]. Sie bestehen aus einer
Vielzahl gleichartiger Rechenelemente, die jedes fiir sich genommen relativ
einfach sind. Diese Einfachheit und Gleichartigkeit sind ein Grund, Zellula-
rautomaten als Architektur eines Quantencomputers zu erwégen; tatsach-
lich dhneln einige der physikalischen Realisierungen von Quantenrechnern
Zellularautomaten.

Quantenrechnen ist reversibles Rechnen; jede Definition von Quanten-
zellularautomaten baut auf reversiblen Zellularautomaten auf. Wie schwer
wiegt die Forderung nach Reversibilitat — wie stark beeintrachtigt sie Mach-
tigkeit und Effizienz von Zellularautomaten? Mit dieser Frage beschaftigt
sich das folgende Kapitel.

Reversible Zellularautomaten miissen insbesondere injektiv sein. Hier-
bei macht es einen Unterschied, ob man die Zellularautomaten auf soge-
nannte endliche Konfigurationen einschrankt oder nicht. Die iibliche Defi-
nition von Reversibilitat geht von unendlichen Konfigurationen aus.

Wir untersuchen die strukturellen Besonderheiten reversibler Zellular-
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automaten und geben Ursachen dafiir an, dass sie nicht nur selten, sondern
meist auch trivial sind. Auflerdem fithren wir verschiedene Konstruktions-
verfahren ein.

Da reversible ZA selten sind, stellt sich die Frage, ob sie ein sinnvolles
Berechnungsmodell darstellen. Diese Frage beantworten wir positiv, indem
wir verschiedene bekannte Verfahren zur reversiblen Simulation beliebiger
Zellularautomaten (und damit zur reversiblen Simulation von Turingma-
schinen) vorstellen.

Schliefilich untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Reversibilitat
und verschiedenen Begriffen von Informationserhalt.

1.2 Definitionen

Zellularautomaten bestehen aus einer endlichen oder unendlichen Menge
gleichartiger Rechenelemente, den sogenannten Zellen. Diese sind regel-
mafig angeordnet und so miteinander verkniipft, dass jede Zelle iiber die
gleiche Menge an direkten Nachbarn verfiigt. Jede Zelle befindet sich zu
jedem Zeitpunkt in einem aus einer endlichen Menge von Zustanden.

Rechnung erfolgt in zeitdiskreten Schritten; in jedem Schritt wendet
jede Zelle die gleiche Funktion auf ihren eigenen Zustand und die ihrer
Nachbarn an, um ihren neuen Zustand zu ermitteln.

In dieser Arbeit beschranken wir uns auf eindimensionale Zellularauto-
maten und indizieren die Zellen mit den Elementen von 7Z. Wenn wir von
yder Zelle k“ sprechen, meinen wir die Zelle mit dem Index k.

Definition 1.1 (Deterministischer Zellularautomat)

Ein deterministischer eindimensionaler Zellularautomat ist ein 3-Tupel
(S,N, @), wobei S fiir ein endliches Alphabet steht, N € N fiir die Nach-
barschaftsgrofie und ¢ : SN — S fiir die lokale Uberfiihrungsfunktion .

Wir gehen ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon aus, dass S
isomorph zu {0,...,|S|— 1} C N ist. Die Nachbarschaft der Zelle k besteht
fiir ungerade N aus den Zellen k— (N—1)/2,... ,k+ (N —1)/2, fiir gerade
N aus den Zellen k — (N —2)/2,... ,k+ N/2. Wenn nichts anderes gesagt
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ist, ist N im Folgenden immer ungerade. Gelegentlich verwenden wir den
Radius R = (N — 1)/2 anstelle von N.

Von nun an kiirzen wir Zellularautomaten als ZA ab.

Als lokale Konfiguration an der Stelle k bezeichnet man die Zustdnde
der Zellen in der Nachbarschaft der Zelle k; sie entspricht einem Wort aus
SN. Eine globale Konfiguration beschreibt die Zustidnde aller Zellen des
ZA. Formal schreiben wir globale Konfigurationen als Funktionen c:7Z — S
und verwenden c¢; = c(i), um den Zustand der Zelle mit dem Index i zu
bezeichnen.

Gelegentlich versteht man unter einer globalen Konfiguration ein beid-
seitig unendliches Wort, also die Aquivalenzklasse modulo Verschiebung
einer globalen Konfiguration gemaf unserer Schreibweise. Dies werden wir
hier nicht tun.

Die lokale Uberfiihrungsfunktion ¢ ist eine Abbildung von S™ in S. Wir
konnen sie mittels

@Wiwy ... W)

= @(Wiwa... WN)@(Wow3 ... WN1) - QWi W2 - Wi N)

(1.1)

zu einer Funktion S™-S* — ST fortsetzen. In dhnlicher Weise erhalten wir
die von ¢ induzierte globale Uberfihrungsfunktion @, eine Selbstabbil-
dung von S%: Fiir alle i € Z ist (®(c)); = @(Ci_g,... ,Citr)-

Abbildung 1.1 zeigt, wie © aus ¢ hervorgeht.

S MG R B

+o+ — @[co, €1,¢2) | @lcr, ¢2,¢3) F— @(ca, e3,ca) -+ -

Abbildung 1.1: Globale und lokale Uberfiihrungsfunktion

Wir schreiben gelegentlich A(c) statt ®@(c) fiir das Ergebnis der An-
wendung von @ auf ¢ € S%, wenn @ die globale Uberfiihrungsfunktion
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eines ZA A ist. Unter einem Berechnungsschritt eines ZA verstehen wir
die einmalige Anwendung seiner globalen Uberfithrungsfunktion.

Die lokale Uberfiihrungsfunktion eines ZA (S,N, @) ist durch Anga-
be einer Tabelle mit |S|N Eintridgen eindeutig festgelegt. Indem man die
Elemente von S™ mit Zahlen zur Basis |S| identifiziert, erhidlt man eine
Ordnung von SMN. Schreibt man die Funktionswerte von ¢ in der Reihen-
folge dieser Ordnung, so erhélt man ein Wort aus SISVl Dieses entspricht
wiederum einer Zahl, der Wolfram-Kodierung von . Sie ist eine niitzliche
und kompakte Spezifikation der lokalen Uberfiihrungsfunktion.

Sei zum Beispiel A der ZA ({0, 1}, 3, o) mit

O—(O) O) O) :O) 0—(0)0)1) :O) O—(O)])O) :O)
o(0,1,1)=0, ¢(1,0,0)=1, o(1,0,1) =1,
o(1,1,00=1,  o(1,1,1)=1.

A heiflt auch (elementare) Verschiebung (nach rechts). Die Wolfram—
Kodierung von A ist bindr 00001111, dezimal 240. Wenn wir im Folgenden
einen ZA mit der lokalen Uberfithrungsfunktion o verwenden, ist immer
eine Verschiebung gemeint.

Man kann jeden ZA (S, N, ¢) in einen ZA (S, N+2,1) so einbetten, dass
die globalen Uberfiihrungsfunktionen gleich sind, indem man (so, W, Sn1)
fiir so, Sng1 € S und w € SN durch ¢@(w) definiert. Verallgemeinernd kann
man jeden ZA in einen ZA mit groflerer Nachbarschaft einbetten.

Andererseits kann man die Nachbarschaft immer auf die Grofle drei
reduzieren: Sei A = (S,N, @) ein ZA mit N > 3. Ohne Einschrdnkung
sei N = 3k fiir ein k € N (fiir N # 3k, bettet man A in einen ZA mit
entsprechend groferer Nachbarschaft ein). Wir wéhlen ein Alphabet T, das
zu S* isomorph ist, und definieren

ll)((slv--' )Sk)v(sk+1>'-- )SZk)>(SZk+1>--- )SSk))

= @(s1,... 831

Dann haben (S,N, @) und (T,3,1) die gleiche globale Uberfiihrungsfunk-
tion.
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Weitergehende Einfithrungen in ZA findet man in den Biichern Cellular
Automata Machines von Toffoli und Margolus [81] oder Algorithmen in
Zellularautomaten von Vollmar [84].

Wir kommen zur Surjektivitdt und Injektivitdt von ZA. Hier macht es
einen Unterschied, ob man sich auf sogenannte endliche Konfigurationen
einschrankt oder nicht.

Viele ZA besitzen einen stillen Zustand: Ihre Uberfithrungsfunktion bil-
det lokale Konfigurationen, die nur aus stillen Zustadnden bestehen, wieder
auf einen stillen Zustand ab. Ein ZA kann immer so erweitert werden, dass
er einen stillen Zustand besitzt. Wenn sich alle bis auf endlich viele Zellen
einer globalen Konfiguration in dem gleichen stillen Zustand befinden, wird
dies auch nach endlich vielen Rechenschritten noch der Fall sein. Solche
globalen Konfigurationen nennt man endlich, . Ein Spezialfall von unend-
lichen Konfigurationen sind periodische Konfigurationen; das sind solche,
fiir die ein k € N existiert, so dass fiir alle i € Z gilt: Die Zelle i ist im glei-
chen Zustand wie die Zelle i+ k. Eine dquivalente Definition besagt, dass
eine Konfiguration (mit Periode k) periodisch ist, wenn sie unter k-facher
Verschiebung auf sich selbst abgebildet wird.

Wir nennen einen ZA reversibel, wenn seine globale Uberfiihrungsfunk-
tion auf unendlichen Konfigurationen bijektiv ist. Das folgende Lemma
besagt unter anderem, dass dies genau dann der Fall ist, wenn die globale
Uberfiihrungsfunktionen auf unendlichen Konfigurationen injektiv ist.

Lemma 1.1 (Durand [19])
Ein ZA ist auf unendlichen Konfigurationen genau dann bijektiv, wenn sei-
ne globale Uberfiihrungsfunktion dort injektiv ist. Injektivitdt auf unendli-
chen Konfigurationen ist gleichbedeutend mit Injektivitdt auf periodischen
Konfigurationen.

Eingeschrankt auf endliche Konfigurationen ist ein ZA genau dann in-
jektiv, wenn er auf unendlichen Konfigurationen surjektiv ist.

Wir bezeichnen ZA als surjektiv beziehungsweise injektiv, wenn sie auf
unendlichen Konfigurationen surjektiv beziehungsweise injektiv sind.
Ein surjektiver und nicht injektiver ZA ist zum Beispiel

Axor = ({O, ]},2, (P)
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mit @(x,y) = x +y mod 2: Mit dem im folgenden Abschnitt eingefiihr-
ten Verfahren ist leicht zu sehen, dass A,o, surjektiv ist. Die unendlichen
Konfigurationen ...01010107... und ...10101010... haben unter A,,, das
gleiche Bild, namlich ...111111...; demnach ist A,,, auf unendlichen Kon-
figurationen nicht injektiv.

Man kann Reversibilitdt von ZA durch Injektivitat auf endlichen Konfi-
gurationen definieren. Das hat allerdings den Nachteil, dass dann die Inverse
eines reversiblen ZA nicht immer ein ZA ist.

Wir verstehen unter Reversibilitat im Folgenden Injektivitat auf unend-
lichen Konfigurationen. Damit besitzt jeder reversible ZA einen inversen
ZA:

Lemma 1.2 (Hedlund [37])

Ist ein ZA auf unendlichen Konfigurationen injektiv, so ist die Inverse seiner
globalen Uberfiihrungsfunktion ihrerseits die globale Uberfiihrungsfunktion
eines ZA.

Schliefllich bemerken wir noch, dass die Einschrankung eines surjekti-
ven ZA auf endliche Konfigurationen nicht surjektiv sein muss. Als Beispiel
dient wieder A,.,: Die endliche Konfiguration ...0001000..., bei der nur
eine Zelle im Zustand 1 ist und alle anderen im Zustand O sind, besitzt
zwel Urbilder, ndmlich ... 111000... und ...000111... und keines der bei-
den ist endlich, weil 1 kein stiller Zustand von A,,. ist. Folglich ist Ao,
eingeschrankt auf endliche Konfigurationen nicht surjektiv.

Von nun an kiirzen wir reversible Zellularautomaten mit RZA ab und
verstehen darunter solche ZA, deren globale Uberfithrungsfunktion auf un-
endlichen Konfigurationen bijektiv ist.

1.3 Eigenschaften reversibler ZA

1.3.1 Reversibilitat erkennen

Fiir eindimensionale ZA haben Amoroso und Patt Algorithmen angegeben,
die Injektivitdt und Surjektivitdt entscheiden [3]. Fiir hohere Dimensionen
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hat Kari nachgewiesen, dass Injektivitat und Surjektivitat unentscheidbar

sind [43]. Wir beschéftigen uns hier nur mit eindimensionalen ZA.
Surjektivitat ist einfach zu entscheiden. Zu w € S™ und einem ZA A =

(S,N, @) sei @ '(w) ={ve S"N-T: g(v) =w). Es gilt nach Hedlund [37]:

Lemma 1.3
Sei A = (S,N, @) ein ZA. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. A ist surjektiv.
2. Fiir alle w € S™ ist |~ '(w)| > 0.

3. Fiir alle w € S* ist @' (w)| = [SIN.

Surjektivitat 1aft sich daher folgendermafien entscheiden. Zu A bilden
wir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten mit dem Eingabe-
alphabet S und der Zustandsdnderungsfunktion o. Die Zustandsmenge Z
enthilt die Zustdnde s,, fiir w € SN! sowie einen nichtakzeptierenden
Zustand sy. Die Menge der Anfangszustande ist gleich der Menge der ak-
zeptierenden Zustdnde Z \ {sf}. Die Funktion 6 : Z x S — Z ist definiert
durch &(sf,x) = sf fiir alle x € S und

5(s ) = Sy, fallsdzeS:e@(x-v-z)=y
)= s sonst

fir ve SN2 x,y,z € S.

Dieser Automat (auch bekannt als deBruijn—Graph von A [86]) erkennt
die Worter iiber S, die als endliche Teilworter in Elementen von A (S%) vor-
kommen. Der Automat erkennt genau dann S*, wenn A surjektiv ist. Einen
effizienteren (Polynomialzeit-) Algorithmus hat Sutner [79] angegeben.

Auferdem folgt aus Lemma 1.3, dass alle surjektiven ZA balanciert
sind; das heifit, fiir alle s € S existiert die gleiche Anzahl von w € SN mit
@(w) = s (man setze k = 1 in der dritten Aussage). Insbesondere sind
daher auch alle reversiblen ZA balanciert, weil sie eine echte Teilmenge der
surjektiven ZA bilden.

Injektivitat ist schwieriger zu erkennen. Der Algorithmus von Amoro-
so und Patt [3] nutzt aus, dass es ausreicht, Injektivitdt auf periodischen
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Konfigurationen nachzuweisen. Er sucht systematisch nach verschiedenen
Konfigurationen, die unter der globalen Uberfithrungsfunktion das gleiche
Bild haben. Die Laufzeit ist in

o[ (%))

Dies lasst sich nicht wesentlich verbessern, da jeder aquivalente Algo-
rithmus zumindest die |S|™ Eintrdge umfassende Spezifikation der lokalen
Uberfiihrungsfunktion durchgehen muss.

Hat man mit diesem oder einem anderen Algorithmus sichergestellt,
dass ein ZA A reversibel ist, stellt sich die Frage, wie man die Inverse A~
bestimmt. Dazu kann man Algorithmus 1.1 einsetzen.

Er erhilt als Eingabe die Spezifikation (S, N, @) eines RZA A sowie
eine natiirliche Zahl n und ermittelt einen eindimensionalen RZA B =
(S,n, V) mit der Eigenschaft, dass fiir alle globalen Konfigurationen c gilt:
(AoB)(c) = (BoA)(c) =c, falls ein solcher RZA B existiert. Es stehe w[i]
fiir das i-te Symbol von w.

Algorithmus 1.1 (Invertierung eines ZA)

fir alle Worter v der Linge m iber S
P(v) := unbekannt
fir alle Worter w der Liange N —1+n iiber S
falls P(@(w)) =w[(N—1+n)/2] oder P(@(w)) = unbekannt
Y(p(w)) :=w[(N—1+mn)/2]
sonst
beende die Suche hier
falls alle Worter w abgearbeitet wurden
gib B als Inverse von A aus

Diesen Algorithmus wendet man zuerst fiir n = 1 an. Jedes Mal, wenn
der Algorithmus sich vorzeitig beendet, erhoht man n um zwei und ruft den
Algorithmus erneut auf. Da A laut Voraussetzung reversibel ist, existiert
eine Inverse und das Verfahren terminiert.

Die Iteration iiber verschiedene n ist notig, weil die Grofle der Nachbar-
schaft von A~ von der fiir A abweichen kann.
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1.3.2 Konstruktion von RZA

Einleitung

Es ist nicht leicht, reversible ZA zu finden. Der Algorithmus von Amoroso
und Patt entscheidet zwar in vertretbarer Zeit, ob ein gegebener ZA re-
versibel ist, aber wie wir weiter unten noch sehen werden, sind RZA so
selten, dass man sie schon gezielt erzeugen muss, um brauchbare Beispiele
zu finden.

Eine Moglichkeit dafiir sind partitionierte ZA, eine spezielle Darstel-
lungsform von ZA, die Reversibilitat leicht erkennen lasst. Von der Defini-
tion her dhnlich sind Block-ZA, die wir ebenfalls kurz einfithren. Schlief}-
lich erwahnen wir noch eine effiziente algebraische Methode zur Aufzahlung
samtlicher reversibler ZA.

Partitionierte Zellularautomaten

Bei partitionierten ZA (PZA) ist Reversibilitdt einfach festzustellen. Der
Preis hierfiir ist eine Vergroferung der Zustandsmenge. Fiir die reversib-
le Implementierung von Algorithmen werden bevorzugt partitionierte ZA
angegeben; ein Beispiel ist die Losung des Firing Squad Synchronization
Problems von Imai und Morita [40]. Diese arbeitet in der auch fiir nicht
reversible ZA optimalen Zeit, benotigt aber 99 Zustande. Dagegen gibt eine
irreversible zeitoptimale Losung mit sechs Zustdnden von Mazoyer [51] (ob
es eine zeitoptimale Losung mit fiinf Zustédnden gibt, ist unbekannt).

Definition 1.2 (Partitionierter ZA)

Ein partitionierter ZA ist ein 3-Tupel (S, N, @) aus einem Alphabet S der
Form S1 xS, x--- xSy, einer Nachbarschaftsgrofie N € N und einer lokalen
Uberfiihrungsfunktion ¢ : S — S.

Ein Berechnungsschritt eines PZA erfolgt folgendermafien: Der Zustand
c; der i-ten Zelle ist ein N-Tupel (si(1),...,si(N)). Die Nachbarschaft der i-
ten Zelle besteht aus den Zellen mit den Indizes i—(N—1)/2 bis i+(N—1)/2.
Als Eingabe fiir ¢ verwenden wir das N-Tupel

(sion—1)2(1), simne1y/241(2), - ooy sipn—1y2(N)).
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Man verwendet also von der k-ten Zelle der Nachbarschaft nur die k-te
Komponente des Zustandes. Die Ausgabe von ¢ ist der neue Zustand der
i-ten Zelle. Abbildung 1.2 illustriert die Arbeitsweise von PZA.

4 Ly My R]HLZ MziRzHL3§M3§R3 F

@

+— @(Lo,M1,Ry) — @(Li,M,R3) |— @(L2,M3,Rq) |-+

Abbildung 1.2: Arbeitsweise eines PZA mit drei Partitionen

PZA und ZA sind insofern gleichmachtig, als sie sich gegenseitig ohne
Zeitverlust simulieren konnen. Sei dazu A = (S, N, @) ein PZA mit S =
S1 x ... x Sn. Wir definieren den ZA B = (S, N,{) mit

'Ll)(S],SZ,... )SN)

= @(s1,82,...,5N).

Dann ist die globale Uberfithrungsfunktion von B gleich der von A.

Ist umgekehrt B = (S, N, ) ein nichtpartitionierter ZA, so konstruie-
ren wir den partitionierten ZA A = (SN, N, @) mit ¢ = 1 und erhalten
ebenfalls gleiche globale Uberfiihrungsfunktionen.

Bei partitionierten ZA ist Reversibilitat lokal entscheidbar:

Lemma 1.4 (Morita)
Ein PZA (S,N, @) ist genau dann reversibel, wenn ¢ eine Bijektion von S
ist.

Morita und Harao haben einen detaillierten Beweis gegeben [61]; wir
heben hervor, dass fiir reversible PZA (S, N, @) der inverse PZA immer
durch (S, N, ¢~ ') gegeben ist.
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Bei der Transformation eines partitionierten in einen nicht-partitionier-
ten ZA oder umgekehrt bleibt Reversibilitat im Allgemeinen nicht erhalten.
Es gibt jedoch eine Linearzeitsimulation von reversiblen ZA mit reversiblen
PZA von Durand-Lose [26].

Block-Zellularautomaten

Bei PZA ist Reversibilitdt deshalb so einfach zu entscheiden, weil Defini-
tions- und Wertebereich von ¢ gleich groff sind. Block-Zellularautomaten,
auch bekannt als ZA mit Margolus—Nachbarschaft, erreichen diese Eigen-
schaft auf einem etwas anderen Weg; bei ihnen ist ¢ als Blockfunktion,
das heift als Selbstabbildung von SV, definiert.

Definition 1.3 (Block-ZA)

Ein Block-ZA (BZA) ist ein 4-Tupel (S,N, ¢, P) mit Zustandsmenge S,
Blockgréfie N, lokaler Uberfiihrungsfunktion ¢ : SN — SN und einer endli-
chen Folge P von natiirlichen Zahlen.

Ein BZA wendet seine lokale Uberfiihrungsfunktion jeweils relativ zu
einer Partitionierung der Menge aller Zellen an. Jede Partitionierung ist
durch N und ein Element p von P bestimmt und teilt die Zellen in Blocke
der Lange N ein. Bestimmt p die aktuelle Partitionierung, so sind jeweils die
Zellen k-N+p bis (k+1)-N+p—1 in einem Block relativ zum Ursprung p
zusammengefasst. Anwendung von ¢ relativ zur Partitonierung p bedeutet,
dass ¢ auf diese Blocke angewandt wird.

Ein Rechenschritt eines BZA besteht darin, dass nacheinander fiir alle
Elemente p von P die lokale Uberfiihrungsfunktion relativ zu p angewandt
wird. Offenbar sind Partitionierungen p und p’ mit p = p mod N &quiva-
lent; es reicht aus, p zwischen 0 und N—1 zu wahlen. Informationsaustausch
ist in BZA nur durch den Wechsel der Partitionierung moglich.

Abbildung 1.3 zeigt die Arbeitsweise eines BZA mit Blockgrofie zwei.
Die waagerechten Linien geben die aktuelle Partitionierung an. Zu Beginn
sind die ersten zwei Zellen in einem Block zusammengefasst und die dritte
Zelle bildet einen weiteren Block zusammen mit der (nicht abgebildeten)
vierten Zelle. Auf diese Blocke wird die Funktion ¢ angewandt und liefert
die Zustédnde der Zellen in der zweiten Zeile. Fiir die beiden Zellen links
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erhidlt man @(sq,s;); dies ist der Zustand eines Blocks, aus dem man die
Zustande der einzelnen Zellen s; = @(s1,s2)[1] und s} = @(s1, s2)[2] erhélt.

Im folgenden Schritt gehoren die zweite und die dritte Zelle zu einem
Block; die erste Zelle bildet einen Block zusammen mit der nicht abgebilde-
ten Zelle mit dem Index Null. Auf die Zustande der neu eingeteilten Blocke
wird ¢ angewandt; damit erhdlt man (s}, s5)][1] fiir den neuen Zustand
der zweiten Zelle. Falls damit alle Partitionierungen abgearbeitet sind, ist
ein Berechnungsschritt des BZA vollzogen und fiir den nachsten fangt man
wieder von vorne mit den Partitionierungen an.

Fiir die globale Uberfiihrungsfunktion ® des BZA aus Abbildung 1.3
gilt damit:

D(c); = @(@(ci1,ci)2], @(cipr, ci2)[1])[1]  oder
@(@(ciz,ci1)[2], @(ci, cip) [11)[2]

je nachdem, ob c; die linke oder rechte Zelle in einem Block der ersten
Partitionierung ist.

I T = BT o BN et

-{s{’: @(sh, s }—{s @(sh,s5)[ ’—{s @(sh,s5 [2]}7---

Abbildung 1.3: Arbeitsweise eines BZA mit Blockgrofie zwei

BZA unterscheiden sich von anderen ZA dadurch, dass der neue Zu-
stand einer Zelle nicht nur von ihrer Nachbarschaft abhangt, sondern auch
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von ihrer Lage relativ zu den Partitionierungen. Dennoch sind BZA und
ZA gleich machtig. BZA mit ZA zu simulieren ist sogar relativ einfach,
wenn man die Blocke aus der ersten Partitionierung als Zellen auffasst.
Betrachten wir dazu wieder das Beispiel aus Abbildung 1.3. Wir fassen
entsprechend der Abbildung je zwel Zellen zu einem Block zusammen und
erhalten ,grofie” Zellen mit den Zustdnden t; = [s1, s3], t2 = [s3, s4] und so
weiter. Wir setzen t; = @(s1,s2), t, = @(s3,54) und entsprechend fiir die
tibrigen t!. Dann gilt nach der zweiten Anwendung von ¢

" 1" ’

t) =[s7,5;] = [@(tol2], 1;(1]), o (t; (2], t5[1)
und wir kénnen einen ZA (S?,3,1) durch

U([a,bl,[c,d], e, f]) = [@(e(a,b)[2], (c, d)[1]), (¢(c, d)[2], ¢(e, f)[1])]

definieren, dessen globale Uberfithrungsfunktion gleich der des BZA ist.
Da man jeden ZA durch einen ZA mit Nachbarschaftsgroffe drei simulieren
kann, ist damit gezeigt, dass BZA von ZA ohne Zeitverlust simuliert werden
konnen.

Eine Simulation von ZA mit BZA ist ebenfalls moglich, aber kompli-
zierter. Durand-Lose hat ein Verfahren angegeben, bei dem die Blockgrofie
des simulierenden BZA der vierfache Radius des simulierten ZA ist [25].

Wie bei PZA ist auch bei BZA Reversibilitdt leicht zu erkennen:

Lemma 1.5 (Margolus)
Ein BZA (S,N, @,P) ist genau dann reversibel, wenn ¢ eine bijektive
Selbstabbildung von SN ist.

Ist (S,N, @, P) ein reversibler BZA, so ist (S, N, @' P’) seine Inverse,
wobei P’ die gleichen Partitionierungen enthilt wie P, aber in umgekehrter
Reihenfolge. Durand-Lose hat gezeigt, dass reversible PZA in Linearzeit
reversible BZA und reversible ZA simulieren kdnnen [26].

Ahnlich wie PZA empfehlen sich BZA durch die Leichtigkeit, mit der
sie reversible Konstruktionen erlauben. Es gibt jedoch noch einen tieferen
Zusammenhang mit RZA zumindest im ein- und zweidimensionalen Fall.
Kari hat gezeigt, dass sich alle ein- und zweidimensionalen RZA bis auf
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partielle Verschiebung durch Blockbijektionen darstellen lassen [44]. Eindi-
mensionale ZA kommen mit zwei Blockbijektionen aus, zweidimensionale
benotigen vier. Da wir dieses Verfahren spater noch verwenden, skizzieren
wir hier die wichtigsten Uberlegungen.

Definition 1.4 (Partielle Verschiebung)

Sei (S,N, @) ein ZA. Weiter seien U und T zwei endliche Mengen, so dass
U x T isomorph zu S ist. Jeder Zustand ist damit dquivalent zu einem Paar
(u,t). Der ZA ist eine partielle Verschiebung, wenn es ein j zwischen 1 und
N gibt, so dass fiir alle lokalen Konfigurationen ((uwq,t1),..., (un,tn)) gilt:

e((ur,t1),..., (un, tn)) = (Uuneny2 t).

Sei A = (S, N, @) ein RZA. Wir nehmen an, dass N gross genug ist, dass
auch A~" mit der Nachbarschaft N auskommt. AuRerdem sei N ungerade
und R = (N — 1)/2. Wir betrachten die Mengen

{(co,...,cor1,@(C)R,...,@(C)r_1}

Re
Lo {(@(c)oy...,@(c)2r—1,CR,) ... ,Cr1)}

fiir ¢ € SZ. Fiir reversible ZA gilt
Rl - ILol = ISI°, (1.2)
denn fiir reversible ZA ist die Abbildung f, : S®® — L, x R, mit

folco, ..., Corot)
= [(@(c)r, ..., @(c)3r-1,C0,... ,C2r-1), (1.3)
(Cary .. ,Cer-1, P(CI3Ry - -, @(C)5R1)]
bijektiv.

Nur fiir einige RZA aber ist [R,| = |L,| = |SI°R. Letztere sind gerade die,
die sich mit Blockbijektionen darstellen lassen. Alle iibrigen RZA entstehen
aus diesen mittels partieller Verschiebungen. Hat man einen RZA mit |R,| =
|SI3R, so erhilt man die Blockbijektionen wie folgt.

Da R, und SR die gleiche endliche Zahl von Elementen enthalten, exi-
stiert zwischen ihnen eine Bijektion h. Weiter folgt aus |R,| = [S|*R, dass
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ILy| = [SI°® und wir erhalten eine weitere Bijektion k. Aus einem Einga-
beblock (cg,...,Cer 1) erhalten wir gemiaf Gleichung 1.3 ein Paar (1,71)
aus L, x Ry, ndmlich f,(co,...,cer_1). Daraus erhalten wir (k(1),h(r)) €
S3R x §3R = SR ynd definieren (k(1)h(r)) als das Ergebnis der ersten Block-
bijektion 71;.

Da ¢ invertierbar ist, konnen wir entsprechende Betrachtungen auch fiir
¢~ anstellen (' sei die lokale Uberfiihrungsfunktion des zu A inversen
ZA A7"). Laut Voraussetzung ist die Nachbarschaft grof genug fiir A’
und A; folglich gilt [Ry| = [SPR & [Ry-1] = [SPPR) und mit dem gleichen
Verfahren wie oben erhalten wir eine zweite Blockbijektion 7t,. Bezeichnet
nun IT; fiir 1 = 1,2 die globale Funktion, die durch Anwendung von 7; auf
jeden Block induziert wird, so gilt:

Lemma 1.6 (Kari)
Aus [R,| = |SIPR folgt @(c) = (o3R o TT," 0 o3k o TT1)(c).

Dabei steht o3 fiir die Verschiebung um 3R Stellen nach links und o3}
fiir die entsprechende Verschiebung nach rechts.

Man kann dieses Lemma zur Erzeugung reversibler ZA einsetzen: zu
gegebenem Alphabet und Radius R wéahle man Paare von Blockbijektio-
nen und priife jeweils nach, ob die gemaffi Lemma 1.6 entstehende globale
Uberfiihrungsfunktion zu einem ZA mit Radius R gehort. Da liegt nun das
Problem: Es gibt (|S|°?)! Bijektionen von S°K, also (|S|°R)!? mdgliche Paare.
Dem stehen \S!‘SZRH| ZA mit Radius R gegeniiber, von denen der bei wei-
tem grofiere Teil nicht reversibel ist. In der Tat gehoren einige Paare von
Bijektionen zu ZA mit groflerem Radius und einige Paare kodieren den glei-
chen ZA. Insbesondere gibt es (|S|3})!? verschiedene Kodierungen der Iden-
titdt mit Radius R: Seien T; und Ty beliebige Bijektionen von S3R. Wir de-
finieren m(co,...,cer_1) durch (tr(co,...,c3r_1),Tr(C3R,...,Cer_1)) und
7, (Co, ... ,Cer_1) durch (Tg'(Co, ... ,C3r1), T '(C3R,- - - ,Cer_1)). Dann sind
77 und 71, Blockbijektionen im Sinne von Lemma 1.6 und ihre Kombination
ergibt gerade den identischen ZA @iy mit ®;4(c) = c fiir alle ¢ € S%. Da 1.
und TR beliebige Bijektionen von S3® sein kénnen, folgt die Behauptung.

Fiir eine effiziente Aufzdhlung aller RZA eignet sich eher der im folgen-
den Abschnitt beschriebene algebraische Ansatz.
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Halbzentrale Bigruppoide

ZA sind unter anderem algebraische Strukturen. Statt sie iiber Uberfiih-
rungsfunktionen definieren, konnten wir die Zustandsiibergdnge auch als
das Ergebnis einer Multiplikation von Zustandsvariablen betrachten. Da-
mit erhalten wir RZA als Spezialfalle gewisser Algebren und dies wiederum
ermoglicht eine effiziente Aufzahlung aller eindimensionalen RZA.

Sei ¢ : SN — S die lokale Uberfithrungsfunktion eines ZA. Die globale
Funktion @ ergibt sich dann durch (®(c)); = @(ci_n—1)/2,--- , Cit(N-1)/2)
fiir alle globalen Konfigurationen c. An der Reversibilitat &ndert sich nichts,
wenn wir statt dessen (®’(c)); = ¢(ci,...,Ciyn) verwenden, denn dies
entspricht einer Konjugation von ® mit der (N — 1)/2-ten Potenz der Ver-
schiebung.

Es dndert sich auch nichts an der Reversibilitat, wenn wir statt ¢ die
lokale Funktion ¢’ : $S?N~2 — SN-T betrachten, die durch Erweiterung von
@ auf Eingaben der Linge 2N — 2 entsteht.

So kénnen wir unseren ZA durch einen ersetzen, dessen lokale Uberfiih-
rungsfunktion sich auch als 1 : SN=' x SN-1 — SN=1 schreiben 14Rt, also
als eine bindre Operation. Ist der ZA reversibel, so erhalten wir aus seiner

Inversen mit der gleichen Uberlegung eine binire Operation 1\~ und es
gilt:

Y (t,8),p (s, 1)
B ((t,s), P(s,u)

S

S

fiir s, t,u € SN'. Damit erfiillt (SN, ") die folgende Definition eines
halbzentralen Bigruppoides.

Definition 1.5 (Halbzentrales Bigruppoid)
Ein halbzentrales Bigruppoid ist eine Algebra (A, e, o) mit

(aeb)o(bec)=">b und (1.4)
(aob)e(boc)=h0.

Jeder eindimensionale RZA entspricht einem halbzentralen Bigruppoid
und umgekehrt. Wer effizient alle halbzentralen Bigruppoide einer gewissen
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Grofle aufzahlen kann, hat auch ein effizientes Verfahren, um eindimensio-
nale RZA zu finden. T'. Boykett hat dies implementiert. Wir skizzieren das
Verfahren und verweisen fiir Details auf seinen Aufsatz [8].

Ein halbzentrales Bigruppoid ist in einer der beiden Operationen genau
dann idempotent, wenn es auch in der anderen Operation idempotent ist.
Die idempotenten halbzentralen Bigruppoide dienen als Reprasentanten
von Klassen.

Definition 1.6 (Anhebung)
Ist (A, e,0) ein halbzentrales Bigruppoid und 7: A — A eine Permutation,
so heifit die Algebra (A, *,+) mit

axb=7m"(aeb) und (1.6)
a+b=mn(a)omn(b) (1.7)

die Anhebung von (A, e, o) mit 7.
Die Anhebung ist selbst ein halbzentrales Bigruppoid. Es gilt:

Lemma 1.7 (Boykett)

Jedes halbzentrale Bigruppoid (A, e, o) besitzt eine eindeutige Darstellung
aus einem idempotenten halbzentralen Bigruppoid und einer Permutation
aus der symmetrischen Gruppe von A.

Um die Isomorphie von halbzentralen Bigruppoiden zu entscheiden,
reicht es aus, sich auf ihre idempotenten Reprasentanten zu konzentrieren.

Lemma 1.8 (Boykett)

Halbzentrale Bigruppoide (A, e, o) und (B, %, +) sind genau dann isomorph,
wenn es einen Isomorphismus 3 : A — B gibt, so dass ihre idempotenten
Représentanten modulo {3 isomorph sind und (A e A) = (B x B)f gilt.

Wir miissen also nur noch die Isomorphie idempotenter halbzentraler
Bigruppoide entscheiden, und dies erfolgt mittels Rechteckstrukturen:

Definition 1.7 (Rechteckstruktur)
Sei A eine Menge. Ein Rechteck iiber A ist ein geordnetes Paar von Teil-
mengen von A. Eine Ansammlung R solcher Rechtecke heifit eine Recht-
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eckstruktur von A, wenn

V(a,b) € A>3 R € R mit (a,b) € R und (1.8)
VR, Q € R gilt [RiN Q4 =1, (1.9)

wobei R fiir Ry x R, steht.

Zwei Rechteckstrukturen sind isomorph, wenn es zwischen ihren zu-
grundeliegenden Mengen eine Bijektion gibt, die Rechtecke erhalt. Zu je-
dem idempotenten halbzentralen Bigruppoid existiert eine Rechteckstruk-
tur, die unter Anhebung erhalten bleibt, ndmlich

R* =R ={(a,b)las b =x]x € Al. (1.10)

Diese betrachten wir als die kanonische mit diesem halbzentralen Bi-
gruppoid assoziierte Rechteckstruktur. Zwei idempotente halbzentrale Bi-
gruppoide sind genau dann isomorph, wenn ihre zugehorigen Rechteckstruk-
turen isomorph sind. Boykett gibt einen Algorithmus an, der effizient Iso-
morphieklassen von Rechteckstrukturen aufzdhlt und kann so RZA erzeu-
gen.

Der Vorteil an dieser Methode ist ihre Geschwindigkeit. Andererseits ist
es ein weiter Weg von einer Rechteckstruktur zu einer Klasse von RZA. Es
ist schwierig, hier aquivalente oder triviale ZA zu eliminieren. Aufierdem
laftt sich das Verfahren im Gegensatz zu der Methode nach Kari nicht auf
hohere Dimensionen tibertragen.

1.3.3 Haufigkeit und Struktur von RZA

Einleitung

RZA sind selten. Das ist nicht iiberraschend, denn Reversibilitat ist fiir
die meisten Berechnungsmodelle eine erhebliche Einschrankung. Man weif,
dass RZA beziiglich einer punktweisen Topologie eine sparliche Untermenge
aller ZA bilden [76] und dass alle eindimensionalen RZA mit Alphabetgré-
fe zwei und Nachbarschaftsgrofe zwei oder drei kongruent zur Identitat
sind [3, 39].
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Daher stellt sich die Frage, ob RZA iiberhaupt ein sinnvolles Modell sind
— gestatten sie nichttriviales Verhalten, sind sie als Berechnungsmodell uni-
versell? Die Antwort ist beide Male ,,ja“, wenn auch mit Einschrankungen.

Bevor wir dazu kommen, wollen wir aber begriinden, warum RZA so
selten sind. Offenbar hat Reversibilitit Folgen fiir die Gestalt der Uberfiih-
rungsfunktion; diese Vermutung werden wir prazisieren.

Zu diesem Zweck betrachten wir beispielhaft ZA mit [S|=2und N <5
sowie mit |S| = 3 und N < 3. Wir ermitteln, wie viele RZA mit diesen
Parametern es gibt, teilen sie in Aquivalenzklassen ein und unterscheiden
triviale von nichttrivialen RZA. Dabei nennen wir einen ZA trivial, wenn
er sich nur durch die elementaren Operationen Verschiebung und Alpha-
betpermutation von der identischen Abbildung unterscheidet.

Wir beginnen mit der Definition der Aquivalenzklassen, weil diese auch
beim Berechnen der RZA hilfreich sind.

Aquivalente ZA

Wir haben bis jetzt implizit zwei ZA als dquivalent betrachtet, wenn sie
die gleiche globale Uberfithrungsfunktion besitzen. Nun fiihren wir zwei
etwas weiter gefasste Aquivalenzbegriffe ein, die ZA auch dann als dquiva-
lent betrachten, wenn ihre globalen Uberfiihrungsfunktionen sich nur durch
Alphabetpermutation beziehungsweise Verschiebung unterscheiden.

Definition 1.8 (Aquivalenz modulo Alphabetpermutation)

RZA A = (SN, ) und B = (S,N,1) sind dquivalent modulo einer Al-
phabetpermutation, wenn es eine Bijektion 7 von S gibt, so dass ¢(w) =
P(7t(w)) fiir alle w € SN gilt, wenn man fiir w = wyw;...wy (mit w; € S)
t(w) durch mt(wq)mt(w,) ... t(wy) definiert.

Definition 1.9 (Aquivalenz modulo Verschiebung)

RZA A und B wie eben heiflen dquivalent modulo Verschiebung, wenn es
ein k € 7 gibt, so dass fiir alle ¢ € S A(c) = o¥(B(c)) ist, wobei o die
elementare Verschiebung bezeichnet.

Ein RZA heifit trivial, wenn er modulo Verschiebung oder Alphabet-
permutation aquivalent zur identischen Abbildung ist.
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Wir teilen nun RZA in Aquivalenzklassen beziiglich Alphabetpermuta-
tion ein. Als kanonischen Vertreter einer Klasse legen wir dabei den RZA
fest, der fiir alle s € S auf s™ den Wert s annimmt. Damit erhalten wir fiir
jede Klasse genau einen Vertreter:

Lemma 1.9
Ist A= (S,N, ) ein RZA, so gilt fiir alle s #t € S : @(sN) # @(tV).

Beweis: Angenommen, es gibe s # t mit @(s™) = @(t"). Sei c die globale
Konfiguration mit c¢; = s und d diejenige mit d; =t fiir alle i € Z. Dann
ist A(c) = A(d), folglich ist A nicht injektiv.

Auflerdem ist A modulo einer Alphabetpermutation 7t dquivalent zu
einem RZA B = (S,N,{) mit Pp(sN) = s fiir alle s € S: fiir @(sN) =t
setzen wir 7t(s) = t. O

Eine weitere reversibilitdtserhaltende Transformation auf RZA ist die
Spiegelung. Das Spiegelbild von Wortern aus S* ist durch

R

e® =¢ und (xw)R

= (WwRx)

mit dem leeren Wort ¢, x € S und w € S* definiert. Zu einem ZA A =
(S, N, ) ist das Spiegelbild AR = (S, N, @®) durch pR(w) = @(wR) fiir alle
w € SN gegeben. A und AR verhalten sich auch global spiegelbildlich und
deshalb betrachten wir sie als dahnlich.

Lemma 1.10
Ist A ein RZA, so ist auch AR ein RZA.

Beweis: Angenommen, ¢ wire injektiv und @R nicht. Dann gibt es Worter

u # v gleicher Linge k iiber S, so dass @R auf den periodischen Wértern

...vwv... und ...uuu... den gleichen Wert annimmt. Dies impliziert fiir

alle 1 <1<k
(pR(ui—(N—U/Zmodk) cee »ui—b—(N—l)/Zmodk)

= @R (Vi (N_1)/2modks - - - » Vit (N_1),2modk)-

Das ist aquivalent zu

(P(UH(NA)/zmodk, ce »uif(NfU/Zmodk)

= (P(VH(Nq)/zmodk, ce »Vif(Nfl)/Zmodk))
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damit nimmt ¢ auf den verschiedenen periodischen Wértern ... vRvRVR .

und ...uRuRuR ... die gleichen Werte an, ist also ebenfalls nicht injektiv.

O

ZA A und B wie oben heiflen komplementdr, wenn fiir alle Worter
W =wj...wy aus SN gilt:

¢(w) =S| — (W) mod [S],

mit W = Wiws...wn und w; = |S| — w; mod S. Wir schreiben A fiir den
zu A komplementaren ZA.

A und A verhalten sich dhnlich; dies kann man zum Beispiel dadurch
sehen, dass A sich auch als h o A o h schreiben lisst, wobei h gerade die
Alphabetpermutation von S mit h(s) = |S| — s ist. Wieder gilt daher: ist A
reversibel, so auch A. Komplement und Spiegelbild dndern auch nichts an
der Trivialitat:

Lemma 1.11
Mit A sind auch AR und A trivial.

Beweis: Sind A und B &dquivalent modulo Alphabetpermutation oder Ver-
schiebung, so gilt dies auch fiir AR und BR beziehungsweise A und B. Ist
aber B der identische ZA, so ist BR eine Verschiebung und B = B. O

Da wir am Verhaltensspektrum von RZA interessiert sind, reicht es aus,
wenn wir aus jeder Aquivalenzklasse modulo Verschiebung, Alphabetper-
mutation, Spiegelung und Komplement genau einen Vertreter betrachten.
Um systematisch alle RZA mit den gewadhlten Grofien |S| und N zu er-
zeugen, konnte man zum Beispiel halbzentrale Bigruppoide einsetzen; fiir
relativ kleine Parameter reicht es jedoch aus, alle in Frage kommenden Re-
geln von ZA zu erzeugen und jede auf Reversibilitat zu priifen. Dabei kann
man die Balanciertheit und Lemma 1.9 ausnutzen, um den Suchraum zu
verkleinern.

Tabelle 1.1 zeigt den Anteil der RZA an allen ZA fiir einige Werte von
S| und N. Die dritte Spalte enthdlt die Anzahl moglicher Regeln (das ist
!SI’SN’), die vierte gibt an, wie viele davon reversibel sind. In der fiinften
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Spalte steht die Anzahl Aquivalenzklassen reversibler ZA modulo Alpha-
betpermutation, Verschiebung, Spiegelbild und Komplement.

S| N | insgesamt reversibel reduziert
2 2 16 4 1
2 3 256 6 1
2 4 65536 16 2
2 5| 4.29-10° 62 7
3 2 19683 48 3
3 3 |763-10" 1776 101
4 2| 4.29-107 5184 ca. 60

Tabelle 1.1: Totale und reduzierte Anzahl von RZA im Vergleich zur Ge-
samtmenge der ZA fiir die angegebenen Werte von |S| und N. Die Angaben
in der dritten Spalte sind auf die zweite Nachkommastelle gerundet.

Modulo Alphabetpermutation reduziert sich die Anzahl reversibler ZA
um |S|!, modulo Verschiebung um N. Spiegelbild und Komplement halbie-
ren die Zahl nochmals. Dass die Zahlen in der fiinften Spalte nicht genau
das (|S|!- N -4)~'-fache der Zahlen aus der vierten Spalte sind, liegt daran,
dass einige ZA ihr eigenes Spiegelbild beziehungsweise Komplement sind
und dass gelegentlich das Spiegelbild mit Komplement oder einer Verschie-
bung iibereinstimmdt.

An Tabelle 1.1 kann man unter anderem folgendes ablesen. Wie seit
langerem bekannt sind alle RZA mit |S| =2 und N < 3 trivial. Fiir grofiere
Werte von |S| und N gibt es jedoch RZA, die zumindest nicht in dem stren-
gen Sinn einer Aquivalenz zur Identitit trivial sind. Der Anteil reversibler
ZA an der Gesamtmenge aller ZA ist verschwindend gering; die absoluten
Zahlen wachsen zwar mit N und vor allem mit |S|, der prozentuale Anteil
nimmt aber eher ab.

Sieht man die Vertreter der Aquivalenzklassen von RZA genauer an, so
stellt man fest, dass viele von ihnen sich zeitperiodisch verhalten; das heifit,
zu jeder Konfiguration ¢ € S” gibt es ein k € N, so dass A*(c) = c oder
AX(c) = ot(c) fiir ein t € N. In der Tat reicht fiir viele der kleineren RZA
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S| N | RZA davon zu sich selbst invers
2 2 4 4
2 3 6 6
2 4 16 16
2 5 62 54
3 2 48 48
3 3| 1776 648
4 2| 5184 704

Tabelle 1.2: Anzahl zu sich selbst inverser RZA

sogar gleichmaflig k = 1: Sie sind zu sich selber invers. Tabelle 1.2 zeigt,
fir wie viele der untersuchten RZA dies der Fall ist. Dabei wurde auf die
Reduktion modulo Aquivalenzrelationen verzichtet, weil zum Beispiel die
Verschiebung nicht selbstinvers ist.

Sollen zu sich selbst inverse ZA als trivial gelten, so reduziert sich da-
mit die Anzahl potentiell interessanter RZA weiter. Von den verbleibenden
sind einige mit groferer Periode als Eins zeitperiodisch. Fiir grofiere Zeit-
perioden haben wir die Anzahlen nicht berechnet, denn man miisste dann
entscheiden, ab welcher Periodenldange man einen ZA nicht mehr als trivial
einstuft. Dariiber hinaus ist Zeitperiodizitat im Allgemeinen nicht algorith-
misch entscheidbar [15].

Zur Struktur von RZA

Genauere Untersuchung der Uberfithrungsfunktionen von RZA zeigt, dass
RZA nicht nur selten, sondern auch im Raum aller mdglichen Uberfiih-
rungsfunktionen ungleichmafig verteilt sind: Es gibt Gruppen von RZA,
deren Uberfithrungsfunktionen sich nur durch den Austausch weniger Wer-
te unterscheiden, wihrend andererseits Uberfithrungsfunktionen mit be-
stimmten Kombinationen von Werten iiberhaupt nicht vorkommen.
Letzteres ist einfach zu erklaren. Lemma 1.9 behandelt einen Spezialfall
— keine Uberfiihrungsfunktion ¢ mit ¢(sN) = @(tV) fiir s # t € S ist rever-
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sibel. Ein weiteres Beispiel erhalt man aus periodischen Konfigurationen der
Form ...stststst.... Sei c eine solche Konfiguration und o(c) die Konfigu-
ration, die entsteht, wenn man c um eine Stelle verschiebt. Ein reversibler
ZA muss auf ¢ und o(c) verschiedene Werte annehmen; dies kann er nur tun,
wenn fiir seine lokale Uberfiihrungsfunktion gilt: ¢@((sts)™) # @((tst)N).

Diese Idee kann man verallgemeinern: Sei T eine Teilmenge von S™ der
Art, dass es mindestens zwei verschiedene periodische Konfigurationen gibt,
in denen nur Elemente von T als Teilworter der Lange N vorkommen. Ein
ZA ist bereits dann nicht reversibel, wenn er eingeschrankt auf diese aus
T konstruierten Konfigurationen nicht injektiv ist. Konsequent weiterver-
folgt fiihrt dieser Ansatz auf den Algorithmus von Amoroso und Patt. Da
es Worter in SN gibt, aus denen sich sehr kleine Mengen T bilden lassen
(Wérter der Form s sind ein Beispiel), folgt fiir die Uberfiihrungsfunktio-
nen reversibler ZA, dass durch Wahl einiger weniger Werte schon eine ganze
Reihe weiterer Stellen eingeschrankt sind. Eine statistische Untersuchung
bestdtigt dies [36].

Mit Hilfe des Darstellungssatzes von Kari kann man diese Beobachtun-
gen weiter prazisieren. Dazu legen wir nach und nach die Werte von ¢ fest
und priifen nach jedem Schritt, ob |L,| und |R,| noch nicht grofer als |S|*R
sind.

Wir beginnen mit dem Beispiel [S| =2, N = 3. Fiir R, ermitteln wir fiir
jedes Paar (a,b) € S* die Menge R%® :={(x,y) : 3(c,d) € $*: ¢(cdab) =
xy}. Entsprechend definieren wir L$’b ={(x,y) : d(c,d) : @(abcd) = xy}.
Es gilt Ry, = UqbesR$%® und entsprechend fiir L.

Wie oben legen wir (modulo Aquivalenz ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit) fest, dass @(000) =0 und @(111) =1 gilt. Fiir die librigen Werte
von ¢ verwenden wir zundchst Variable: ¢(001) = a,...,(110) = f. Ta-
belle 1.3 zeigt, was wir bis jetzt iiber ¢ wissen.

Jede Belegung der Variablen a bis f entspricht einem ZA. In Zeile j
stehen die Elemente von L];p, in Spalte i die Elemente von Rip. Da wir wissen,
dass alle RZA balanciert sind und dass ¢(010) # ¢(101), also b # e, gelten
muss, bleiben von den 64 Moglichkeiten fiir ¢ elf iibrig.

Wir zdhlen in jeder Spalte, wie viele verschiedene Werte sie enthilt; die
Summe dieser Zahlen ist gerade |R,|. Von den elf Uberfiihrungsfunktionen
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00 01 10 11
00| 00 Oa ab ac
01 [bd be cf cl
10 | d0O da eb ec
11| fd fe 1f 11

Tabelle 1.3: Es ist jeweils ¢(xy) angegeben, wobei x der Zeilen- und y der
Spaltenindex ist.

erfiillt nur eine die Bedingung |R,| = 8. Die iibrigen RZA mit [S|=2,N =3
sind zu dieser einen Losung iiber Verschiebung oder Permutation aquivalent
— die Aquivalenzklasse modulo Permutation haben wir mittels ¢ (000) und
@(111) festgelegt, diejenige modulo Verschiebung ist im Ansatz von Kari
implizit. Fir L, z&hlt man statt der Spalten die Zeilen.

Um diesen Ansatz auf ZA mit groflerem Alphabet und groffierer Nach-
barschaft zu verallgemeinern, miisste man Tabellen mit |S|?R Zeilen und
Spalten aufstellen und fiir jede mogliche Belegung die Elemente von R,
zahlen; das ist nicht praktisch. Eine stdrkere Aussage als Gleichung 1.2
erleichtert das Verfahren:

Lemma 1.12
Zu einem ZA (S,N, @), R= (N —1)/2 und w € S?® sei

RY ={v € $™Fu € $** mit @(uw) = v},

Ly =1{ve S2RFu € S™R mit ¢(wu) =v.
Dann ist
Rl = ISI® & [RY| = [S|*vw € S
und

Lol = ISR & LY = |S[fvw € S=®
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Beweis: Wir zeigen als Erstes, dass aus |R,| - |L,| = |S|R folgt:
IRV ILY| = [S|*® (1.11)

fiir alle v,w € S?R. Laut dem Beweis von Kari existiert eine Bijektion f,
zwischen S°F und L, X R,. Wenn wir nun v und w aus S°® beliebig aber
fest wihlen, gibt es |S|?R Wérter in v - S2R - w; f,, weist jedem von ihnen
genau ein Element von L, X R, zu. Um zu sehen, welches das ist, sei c eine
globale Konfiguration, die uvw als Teilwort enthalt, so dass co_ or 1 =V,
Cor.4r—1 = u und csg.er_1 = W. Dann gilt nach Gleichung 1.3

fap(VuW) = f(p(\’o,--- yV2R_1,Uo, -« . , U2R_1, W0, ... , W2R_1)

(1.12)
=[l@(c)r, ..., @(c)3r_1,V), (W, ®(C)3r,... , @(c)sr-1)].

Demnach muss man fiir verschiedene u und gleichbleibende v und w je-
weils unterschiedliche Werte fiir @(c)g,..., @(c)sg_1 erhalten; daraus folgt
Gleichung 1.11. Sei nun (S, N, @) ein RZA mit [R,| = [S*}; weil dann auch
IL,| = ISR ist, gilt Gleichung 1.11.

Angenommen, es gibe ein W € SR mit IR&l < S|R. Dann gibt es wegen
Gleichung 1.11 ein k € N, k > 1 mit IR‘(’;I = |S|R/k und fiir alle v € SR gilt
Lol = K|IS|R.

Andererseits ist

Lo = U L\éﬂ

veS2R

also
Lol= ) ILyl= > KS®=KkSP¥,
veS2ZR veS2R

was nur fiir k = 1 wahr sein kann.

Angenommen, es gibe ein W € SR mit IR& > S|R. Dann gibt es wegen
> wesk IRDI = [SI°R auch ein u mit [RY| < [S[X. Damit ist die Behauptung
fiir R, bewiesen; der Bewelis fiir L, erfolgt analog. O

Aus Lemma 1.12 folgt, dass ein ZA (S, N, @) nur genau dann reversibel
ist, wenn er
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1. fiir alle w € S*® die Bedingung [R}}| = [S|® erfiillt oder

2. dquivalent zu einem ZA mit groflerem Radius ist, der die Bedingung
erfiillt (wobei Aquivalenz bedeutet, dass beide ZA die gleiche globale
Uberfiihrungsfunktion haben) oder

3. durch partielle Verschiebung aus einem ZA hervorgeht, der die Be-
dingung erfiillt.

Der zweite Fall tritt dann auf, wenn der ZA zwar reversibel ist, aber
seine Inverse eine groflere Nachbarschaft benotigt.

In Tabelle 1.3 und in den entsprechenden Tabellen fiir groftere |S| und
R reicht es also aus, zu zdhlen, ob in jeder Zeile oder Spalte genau |S|R
verschiedene Elemente vorkommen. Daraus folgt in der Tat eine erhebliche
Einschrinkung der moglichen Uberfiihrungsfunktionen.

Nach diesen Uberlegungen stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt inter-
essante RZA gibt — sind sie vielleicht alle zeitperiodisch? Das ist nicht der
Fall. Zunachst ein nichtkonstruktives algebraisches Argument:

Die RZA bilden eine Gruppe A, ndmlich die Homdomorphismengruppe
von S” beziiglich der Cantor-Topologie (das ist die Produkttopologie, die
von der diskreten Topologie auf den einzelnen Zellen erzeugt wird). Ein Satz
von Curtis, Hedlund und Lyndon [37] besagt, dass jede endliche Gruppe
zu einer Untergruppe von A isomorph ist. Daraus folgt, dass es zumindest
RZA mit beliebig langen Zeitperioden gibt.

Dariiber hinaus werden wir im folgenden Abschnitt sehen, dass RZA
beliebige Turingmaschinen simulieren kdnnen. Daraus folgt insbesondere
die Existenz nicht zeitperiodischer RZA.

1.4 Simulation von ZA mit RZA

1.4.1 Einleitung

Unsere Motivation fiir das Studium von RZA sind Quantenzellularautoma-
ten; die Motivation hinter der Entwicklung von Quantenrechnern ist die
erhoffte Leistungssteigerung im Vergleich mit klassischen Computern. Von
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daher liegt es nahe, nach dem Preis der Reversibilitdt zu fragen — wieviel
zusatzliche Ressourcen benotigt ein RZA, um einen ZA zu simulieren?

Hierauf gibt es verschiedene Antworten je nachdem, was genau man un-
ter Simulation versteht und ob man bereit ist, die zu simulierenden ZA
einzuschranken. Wir zeigen zunachst, dass eine strenge Definition keine Si-
mulation zuldsst und gehen dann auf verschiedene bekannte Verfahren ein.
Diese ermoglichen meist nur die Simulation von ZA auf endlichen Kon-
figurationen; wir skizzieren jedoch abschlieffend eines, das auf beliebigen
Konfigurationen funktioniert.

1.4.2 Simulation im strengen Sinn

Wir beginnen mit einer strengen Definition von Simulation. Unter dem
Gesichtspunkt eines Einsatzes von ZA als universelle Rechner konnte man
ergebnisorientierte Simulation verlangen; sei dazu A = (S, N, @) ein ZA,
der eine Sprache L C T* fiir ein T C S erkennt. Das heifit, eine gewisse aus-
gezeichnete Zelle nimmt unter Anwendung von A genau dann in endlicher
Zeit einen ausgezeichneten (akzeptierenden) Zustand ein, wenn A auf einer
Konfiguration gestartet wird, die einem Wort aus L entspricht.

Definition 1.10 (ergebnisorientierte Simulation)

Sei A = (SA,Na, @) ein ZA, der die Sprache L, erkennt. Der ZA B =
(S, Ng, @) simuliert A ergebnisorientiert, wenn es einen Alphabetho-
momorphismus h : Sa — Sg gibt (den man zu einem Homomorphismus
S — S}, fortsetzen kann), so dass B die Sprache Ly erkennt und gilt:

h'(Le) = [J {h(w)}=TLa.
welg
Es ist unentscheidbar, ob ZA sich ergebnisorientiert simulieren, denn
ein entsprechendes Verfahren miisste die Aquivalenz beliebiger Turingma-
schinen erkennen. Wir gehen daher von einem strengeren Begriff aus, der
schrittweisen Simulation, wie sie zum Beispiel Delorme definiert [19].

Definition 1.11 (schrittweise Simulation)
Seien A = (S,N, @) und B = (T, M,\) zwei ZA. Wir sagen, dass der ZA B
den ZA A schrittweise simuliert, wenn es eine Abbildung h: T — S gibt,
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so dass fiir alle Konfigurationen c tiber T gilt:
®(h(c)) =h(¥(c)). (1.13)

Dabei stehen ® und V wieder fiir die globalen Uberfiihrungsfunktionen zu
@ und .

Wir sprechen von reversibler Simulation, wenn der simulierende ZA
reversibel ist.

Lemma 1.13

Sei A ein ZA wie in Definition 1.11. Wenn man T und h (ebenfalls wie in
der Definition) nicht so wihlen kann, dass A auf Konfigurationen iiber h(T)
surjektiv ist, kann A nicht schrittweise reversibel simuliert werden.

Beweis: Ist A auf Konfigurationen iiber h(T) nicht surjektiv, so gibt es eine
Konfiguration d € (h(T))%, die unter der globalen Uberfithrungsfunktion @
von A kein Urbild hat. Andererseits gibt es mindestens eine Konfiguration
¢ € S mit h(c) = d. Nehmen wir an, B = (T,M,1) wire ein RZA, der
A schrittweise simuliert. Da die globale Uberfiihrungsfunktion ¥ von B
bijektiv ist, existiert W~'(c).

Aus Y(¥Y~'(c)) = c folgt aber h(¥(¥Y~'(c))) = d; andererseits ist mit
Gleichung 1.13 h(¥Y(¥'(c))) = ®(h(¥'(c))), also ®(h(¥Y'(c))) = d, im
Widerspruch zu der Annahme, d habe kein Urbild unter ®@. O

Der Simulationsbegriff aus Definition 1.11 ist demnach fiir unsere Zwecke
zu streng. Man kann die Definition zum Beispiel dadurch erweitern, dass
man fiir h nicht nur Alphabethomomorphismen zuldsst. Falls man keine
Einschrankungen an h macht, erhadlt man ebenfalls keinen sinnvollen Si-
mulationsbegriff, weil man dann die Simulation vollstdndig in die Funktion
h verlagern kann, wie Hertling gezeigt hat [38].

Er definiert die Einbettung von A = (S,N, ¢) in B = (T, M, ) als ein
Paar von Funktionen w:S% — TZ und v : T — S? so dass fiir alle t € N
gilt:

Ot =voVYloy,
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wobei @' (W) fiir die t-fach iterierte globale Uberfiihrungsfunktion von A
(B) steht. Da die Gleichung auch fiir t = 0 gelten soll, muss p injektiv sein.
Hertling lasst zu, dass A und B ZA unterschiedlicher Dimension sind; wir
geben hier seine Ergebnisse nur fiir den eindimensionalen Fall an.

Lemma 1.14 (Hertling)
Falls keine weiteren Einschrankungen an | und v vorliegen, ist jeder ZA in
den RZA ({0,1},2,0) (also in die Verschiebung) einbettbar.

Der Beweis nutzt aus, dass die eigentliche Simulation vollstdndig von
den Funktionen v und p ibernommen werden kann. Eine relativ schwache
Einschrankung an p reicht aus, um dies zu verhindern: Man muss nur
fordern, dass p mit der Verschiebung kommutiere. Da ZA selbst dadurch
charakterisiert sind, dass sie mit der Verschiebung kommutieren, ist diese
Forderung naheliegend. Hertling hat eine wesentlich verstarkte Version von
Lemma 1.13 bewiesen:

Lemma 1.15 (Hertling)
Falls w mit der Verschiebung kommutieren muss, ist kein irreversibler ein-
dimensionaler ZA in einen reversiblen eindimensionalen ZA einbettbar.

Eine strenge Definition fiihrt folglich nicht zu einem brauchbaren Si-
mulationsbegriff. Eine weitere Abschwachung der Forderung an p erscheint
ebenfalls nicht sinnvoll; man kann aber andere Elemente der Simulations-
definition veradndern. Beispielsweise kann man beliebige d-dimensionale ZA
mit d 4+ 1-dimensionalen RZA ohne Zeitverlust simulieren. Falls man die
zusdtzliche Dimension vermeiden will, kann man Zeitverlust in Kauf neh-
men.

1.4.3 Zusatzliche Dimensionen

Toffoli hat gezeigt [80], dass man jeden d-dimensionalen ZA mit einem
d + 1-dimensionalen RZA ohne Zeitverlust simulieren kann.

Sei dazu A ein d-dimensionaler ZA iiber dem Alphabet S. Eine globale
Konfiguration fiir A ist ein Element von S%°. Die Idee von Toffoli besteht
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darin, die aktuelle Konfiguration von A als eine Hyperebene in SZ""" einzu-
betten und samtliche Vorgangerkonfigurationen in parallelen Hyperebenen
zu speichern.

Mit dieser Methode wurde zum ersten Mal bewiesen, dass RZA zu uni-
verseller Simulation von allgemeinen ZA fahig sind; daraus folgt insbeson-
dere die Berechnungsvollstandigkeit reversibler zweidimensionaler ZA, weil
bekannt ist, dass eindimensionale ZA universelle Turingmaschinen simulie-
ren konnen. Praktisch bedeutet die zusatzliche Dimension so viel zusatzli-
chen Aufwand, dass sie nur aus prinzipiellen Griinden interessant ist.

1.4.4 ZA zweiter Ordnung

Eine weitere Idee zur reversiblen Simulation stammt von Toffoli und Mar-
golus [82]; wir stellen sie kurz vor und begriinden, warum sie fiir unsere
Zwecke nicht niitzlich ist. Sei A = (S,3, @) ein irreversibler ZA (die Be-
schrankung auf Nachbarschaftsgrofie drei ist nicht wesentlich und dient nur
der leichteren Darstellung). Wir wihlen eine Menge T mit T = S? und simu-
lieren ¢ : S — S mittels einer Funktion 1 : T> — T. Dabei interpretieren
wir (s1,s2) € T dahingehend, dass s, der aktuelle Zustand ist und s; der
Vorgangerzustand dieser Zelle.

Wir definieren 1\ durch

P((x1,%2), (Y1,Y2), (z1,22)) — (Y2, (x2,Y2,22) —Y1). (1.14)

Die Inverse ist dann durch

V' ((x1,%2), (U1,92), (z1,22)) = (@(x1,Y1,21) — Y1,Y1) (1.15)

gegeben. Die Subtraktion erfolgt modulo |S|. Man sieht hier schon, dass "
nur unter speziellen Voraussetzungen die Inverse von 1 sein kann, weil die
rechte Seite von Gleichung 1.15 von x;,y, und z, unabhangig und folglich
1P~ nicht reversibel ist. In der Tat funktioniert die Invertierung mit 1~
nur unter der Bedingung, dass x;,y, und z, Folgezustdande von x;,y; und
Z1 sind.
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Zum Beispiel sei ¢ :{0,1}* — {0,1} durch ¢(x,y,z) = 0 definiert. Dann
ist

P((x1,%x2), (Y1,Y2), (2z1,22)) = (Y2,0 —y1)

und

V' (x1,%2), (U1,92), (z1,22)) = (0 — y1,y1),

also

U (W((x1,%2), (U1,Y2), (z1,22))) = (0 — y2,Y2).

Wire ' wirklich die Inverse von 1, so miisste V'(V(x,y,z))) =
(x,y,z) erfiillt sein. Das gilt aber nur fiir y; = 0 — y,. Es handelt sich
bei \ nicht um die Uberfithrungsfunktion eines RZA, sondern um eine
Funktion, die auf einer bestimmten Teilmenge ihrer Eingaben reversibel
ist. Fiir die Verwendung in einem Quantenzellularautomaten reicht diese
Eigenschaft nicht aus; wir brauchen Uberfiihrungsfunktionen, die auf allen
Eingaben reversibel sind.

1.4.5 Universelle RZA

Turingmaschinen kénnen ZA auf endlichen Konfigurationen mit Zeitver-
lust simulieren, indem sie die Rechnung sequentialisieren und die neuen
Zustande fiir alle aktiven Zellen nacheinander berechnen. Da es universelle
reversible Turingmaschinen gibt — Morita et al. haben zum Beispiel eine mit
nur einem Band und zwei Symbolen gefunden [62] — kénnen auch reversible
Turingmaschinen Zellularautomaten simulieren.

Andererseits konnen ZA Turingmaschinen simulieren. Wenn man also
einen reversiblen ZA findet, der eine universelle Turingmaschine simuliert,
dann kann dieser RZA auch beliebige andere ZA simulieren.

Morita und Harao [60] haben einen berechnungsuniversellen reversiblen
ZA angegeben, der die oben erwahnte reversible universelle Turingmaschine
simuliert. Morita hat dieses Ergebnis noch verbessert, indem er einen re-
versiblen Finweg-ZA (einen ZA mit Nachbarschaftsgrofie zwei) angegeben
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hat [61], der die gleiche Turingmaschine simuliert. Die universelle reversible
Turingmaschine von Morita bendtigt allerdings quadratische Zeit, um irre-
versible Turingmaschinen zu simulieren. Dubacq hat einen reversiblen ZA
angegeben, der beliebige Turingmaschinen ohne Zeitverlust simuliert [23].

Alle drei zitierten Simulationen verwenden partitionierte ZA. Wir skiz-
zieren die Konstruktion von Dubacq. Die Idee besteht wie iiblich darin,
einen Zustand des ZA als Position des Schreib-Lese-Kopfes der Turing-
maschine zu interpretieren. Der ZA fiihrt die internen Zustandsiibergan-
ge, Schreibvorgange und Kopfbewegungen der Turingmaschine gemaf ihrer
Uberfithrungsfunktion aus und sorgt aufferdem dafiir, dass alte Zustinde
mit Hilfe eines zusatzlichen Bandes kopiert und in dem zu Beginn stillen
Bereich der Konfiguration abgelegt werden, um sicherzustellen, dass die
Rechnung reversibel ist.

Sei T = (F,Q,T) eine Turingmaschine mit dem Bandalphabet F, der
internen Zustandsmenge Q und der Ubergangsfunktion T: F x Q — F x
Q x {1, r}. Dabei stehen | und r fiir die Bewegung des Schreib-Lese-Kopfes.
Auflerdem gebe es einen Ruhezustand 0 € F.

Fiir die Simulation von T mit einem RZA verwendet Dubacq einen par-
titionierten ZA mit Nachbarschaftsgrofie vier. Er erweitert die Zustands-
menge T um einen neuen stillen Zustand 1;sei Z =TU{L}.

Die Nachbarschaft einer Zelle besteht aus der Zelle selbst, ihren direkten
linken und rechten Nachbarn und dem iibernachsten rechten Nachbarn. Die
Zustandsmenge hat die Form

FxLIxXIx(FxXx{lr}.

Eine Eingabe (a,b,c, (d, e, )) fiir die lokale Uberfiihrungsfunktion bedeu-
tet: Die aktuelle Zelle enthdlt den Schreib-Lese-Kopf im Zustand a, in der
linken Nachbarzelle steht das Bandsymbol b, in der rechten Nachbarzelle
steht das Bandsymbol ¢ und von rechts wird die Kopie eines Zustandes
(d,e,d) aus internem Zustand d, Bandsymbol e und 6 € {l,r} durchge-
reicht.

Die meisten solcher Eingaben sind unzuléssig, weil sie im Laufe der Si-
mulation einer Turingmaschine nicht auftreten konnen. Bei partitionierten
ZA reicht es aus, die Uberfiihrungsfunktion auf den zuldssigen Eingaben zu
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definieren, weil sich eine Funktion, die dort bijektiv ist, immer so fortsetzen
13sst, dass sie auf allen Eingaben bijektiv ist [60, 23].

Sei C die Beschreibung eines Startzustandes der Turingmaschine; C
weist jeder Zelle j auf dem Band ein Bandsymbol C(j) so zu, dass alle bis
auf endlich viele Zellen im Zustand O sind. Die Zelle 1 enthalt den Schreib-
Lese—-Kopf im internen Zustand . Daraus gewinnt man die Anfangskon-
figuration des ZA, indem man Zelle 1 den Zustand (C(1),qo, L, (0, L,1))
zuweist und allen anderen Zellen i den Zustand (C(i), L, L, (0, L,1)). Eine
Anwendung der globalen Uberfiithrungsfunktion des ZA entspricht genau ei-
nem Rechenschritt der Turingmaschine. In zuldssigen Konfigurationen hat
immer genau eine Zelle den Schreib-Lese-Kopf; folglich wird auch immer
nur in genau einer Zelle die Funktion T angewandt, so dass nur an einer
Stelle die Notwendigkeit entsteht, den vorherigen Zustand zu kopieren.

Die Simulation nach Dubacq braucht mit fortschreitender Rechnung im-
mer mehr Platz, weil mehr und mehr Zellen mit historischer Information
belegt werden. Fiir reversible Turingmaschinen mit drei Bandern gibt es
ein Uncomputing (Ent-Rechnen) genanntes Verfahren von Bennett [6], das
den zusatzlich bendtigten Platz einschrankt. Will man damit eine irrever-
sible 1-Band-Turingmaschine simulieren, die Platz P und Zeit T benctigt,
so kommt man fiir die Simulation mit Zeit O(T'*¢) und Platz O(PlogT)
aus. Man koénnte also auch bei ZA den zusatzlich bendtigten Platz verrin-
gern, indem man Turingmaschinen simuliert, die nach dem Verfahren von
Bennett arbeiten.

Dank den Ergebnissen von Morita, Harao und Dubacq weiff man, dass es
berechnungsuniverselle RZA gibt. Die Rechnung erfolgt allerdings sequen-
tialisiert, mittels Simulation einer Turingmaschine; damit gibt man einen
entscheidenden Vorteil von ZA, namlich die Parallelitat, auf. Dariiber hin-
aus ist fiir die Komplexitdat von ZA nicht nur wichtig, wie viele Zellen im
Laufe der Berechnung belegt werden, sondern auch, wie groff das Zustand-
salphabet ist. Dieses ist in den hier genannten Verfahren verhaltnisméafig
grof, was aber zum Teil am Einsatz partitionierter ZA liegt.
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1.4.6 Linearzeit-Simulation auf endlichen
Konfigurationen

Man muss nicht wirklich Turingmaschinen simulieren, die ihrerseits ZA
simulieren, um ZA mit RZA zu simulieren. Der folgende Ansatz von Mo-
rita erlaubt die Simulation eines irreversiblen ZA mit |S| Zustdnden auf
endlichen Konfigurationen mittels eines reversiblen partitionierten ZA mit
O(|S[°) Zusténden in einer Zeit, die linear in der Linge des Bereiches akti-
ver Zellen ist [59]. Wie die Ansdtze im vorherigen Abschnitt arbeitet auch
dieser sequentiell.

Sei A = (S, 3, @) der zu simulierende ZA. Wir nehmen ohne Einschran-
kung an, S enthalte einen stillen Zustand 1, so dass gilt:

Vs e S\{LLu,teS:pu,s,t)#L

Die Simulation funktioniert nur beziiglich Anfangskonfigurationen, deren
nicht-stiller Teil zusammenhangend ist.

Aufierdem fiihren wir die Zustandsmengen S={8:seStund S, =&, :
s € S} ein. Der simulierende ZA B ist partitioniert mit Nachbarschaftsgrofte
drei und der Zustandsmenge L x M x R:

L=SUS*U{L,x
M=S
R=S?USuUS, U{L,x.

Sei nun ¢ € S% eine endliche Anfangskonfiguration iiber S. Wir bilden
daraus eine Anfangskonfiguration fiir B, indem wir fiir die i-te Zelle den
Zustand (L, cq, L) festlegen. Die erste stille Zelle rechts vom aktiven Bereich
versetzen wir in den Zustand (%, 1, 1), um die Simulation beginnen zu
lassen.

Nehmen wir an, die am weitesten rechts stehende aktive Zelle sei im
Zustand (L,s, ), Wenn sie das Signal * bekommt, gibt sie ihren Zustand
s nach links weiter und den Zustand (s, L) nach rechts. Ihre linke Nach-
barzelle erhalt den Zustand s von rechts und schickt ihren eigenen Zustand
t nach links weiter und (t,s) nach rechts zuriick. Eine Zelle, die von links
(s,t) und von rechts (t,u) erhilt, kann die simulierte Uberfithrungsfunktion
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ausfiihren und wechselt in den Zustand ((s, t), ¢(s,t,u),{); das bedeutet,
sie schickt (s,t) nach links zuriick und 1t als historische Information nach
rechts.

In dieser Art setzt sich die Ausfiihrung von ¢ von rechts nach links
fort, wahrend historische Information nach rechts weitergegeben wird, um
die Reversibilitat sicherzustellen. Wenn die am weitesten links stehende
aktive Zelle ¢ ausgefiihrt hat, schickt sie ein Signal nach rechts; sobald
dieses am rechten Rand des aktiven Bereiches angekommen ist, kann die
nachste Iteration von ¢ berechnet werden.

Nach dem gleichen Prinzip arbeitet der universelle RZA von Durand-
Lose, der beliebige andere RZA simuliert [25].

1.4.7 Simulation auf unendlichen Konfigurationen

Die reversiblen Simulationen, die wir bis jetzt vorgestellt haben, waren im-
mer sequentialisiert und auf endliche Konfigurationen eingeschrankt; diese
Einschrankung folgt daraus, dass alte Zustdnde von Zellen nie geloscht,
sondern nur in andere, zu Beginn inaktive, Zellen verschoben werden. Da-
mit dies moglich ist, muss es hinreichend viele inaktive Zellen geben, die
die ganze Information aufnehmen konnen. Bei einer Simulation auf un-
endlichen Konfigurationen, die ja iiberhaupt keine inaktiven Zellen haben
miissen, ist scheinbar kein Platz fiir diese historische Information.

Wir haben aber abzahlbar unendlich viele Zellen zur Verfiigung und
konnen den Platz einfach und reversibel schaffen, wenn wir einen asynchro-
nen Simulationsbegriff zu Grunde legen. Das ist die Idee an dem Ansatz
von Durand-Lose [27]. Um einen ZA mit Alphabet S zu simulieren, bend-
tigt er einen reversiblen PZA mit 100|S|3(|S|>+1)? Zustanden. Die benétigte
Zeit ist nicht so einfach anzugeben, weil es sich hier um einen asynchro-
nen Simulationsbegriff handelt (aber es ist wirklich nur die Simulation,
die asynchron ist, nicht der simulierende ZA). Wir beschreiben das Ver-
fahren informell und verweisen fiir die konkrete Uberfiihrungsfunktion auf
den Aufsatz von Durand-Lose [27].

Sei ¢ € S% die Konfiguration, auf der der zu simulierende ZA A =
(S,N, @) gestartet werden soll. Ohne Einschrdnkung sei N = 3. Wir iiber-
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filhren c in eine Konfiguration d des simulierenden ZA B = (T, 3,1), indem
wir in der i-ten Zelle von d drei Kopien von c; ablegen. Auflerdem wird
die Zelle mit dem Index O in d markiert; dies ist die Zelle, die den ersten
simulierten Zustandsiibergang ausfiihrt. Es ist nicht wichtig, dass genau
die Zelle 0 markiert wird, aber es ist wichtig, dass nur eine Zelle markiert
wird.

Zu jedem Zeitpunkt gibt es einen mittleren Bereich, der die aktiven
Zellen enthalt. Die dufleren Zellen sind inaktiv und geben nur die bei der
Rechnung im aktiven Bereich anfallenden historischen Informationen nach
auflen weiter. Ein Signal iiberstreicht den aktiven Bereich in Pendelbe-
wegungen und fiihrt die simulierte Uberfiihrungsfunktion aus. Jedes Mal,
wenn es einen Rand erreicht, wachst der aktive Bereich um eine Zelle.

In der Mitte des aktiven Bereiches ist die Rechnung am weitesten fort-
geschritten, an den Randern hat sie gerade erst begonnen. Hat die An-
fangskonfiguration unendlichen Trédger, so dauert es unendlich lang, bis
alle Zellen mindestens einen Schritt des simulierten ZA vollzogen haben.

1.5 Mit Reversibilitat verwandte
Eigenschaften

1.5.1 Einleitung

Wir untersuchen, wie Surjektivitdt und Injektivitat mit zwei Eigenschaften
zusammenhangen, die den Informationserhalt in einem ZA quantifizieren.
Zuerst untersuchen wir Entropieerhalt beziiglich zweier verschiedener Be-
griffe von Entropie; danach fithren wir den Begriff der Informationsvoll-
standigkeit nach Nishio ein und beweisen, dass jeder surjektive ZA infor-
mationsvollstandig ist.

1.5.2 Entropieerhalt

Es liegt nahe zu vermuten, dass reversible ZA die geeignet definierte) Entro-
pie ihrer Hingabe erhalten. Betrachten wir dazu folgende zwei Definitionen
von Entropie.
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Definition 1.12 (Mengenentropie [74])
Die Mengenentropie von L C S* ist fiir alle n € N, n > 0 durch

1
s(Lyn) = - log,|L N S™| (1.16)
definiert.

Die Mengenentropie einer Sprache misst, wieviel Information iiber ein
Wort w € L der Lange n in einem beliebigen Buchstaben von w enthalten
ist. Dabei wird nur die Anzahl von Wortern der Lange m in L in Betracht
gezogen.

Ein etwas anderes Ma#f ist die raumliche Mafentropie; sie erlaubt es,
auch die relativen Haufigkeiten (Wahrscheinlichkeiten) von Wortern zu be-
riicksichtigen.

Definition 1.13 (Rdumliche Mafientropie [74])

Zur der Sprache L C S* sei py eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die je-
dem Wort aus L eine Wahrscheinlichkeit zuordnet. Dann ist die rdumliche
Mafientropie von L:

smlL, Z pr(w) log, pr(w). (1.17)

WE LAsn

Die raumliche Mafentropie ist eng mit der Shannon-Entropie

=— > pr(w)log,(pr(w)) (1.18)
wel
verwandst.

Zu einer Konfiguration ¢ € SZ sei L(c) definiert als die Menge aller
endlichen Worter w iiber S, fiir die ein i € Z existiert, so dass ¢y fiir
1 < k < |w| das k-te Symbol von w ist. Eine Konfiguration c ist durch L(c)
bis auf Verschiebung eindeutig bestimmt [16].

Surjektive ZA sind gerade diejenigen, fiir deren globale Uberfiihrungs-
funktion @ gilt: L(DY(S%)) = S* fiir alle t € N. Insbesondere gilt daher fiir
alle t; #t; und alle n € N

s(@Y(S7),n) = s(@®2(S%),n);
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L(D(S%)) ist immer gleich S* und somit dndert sich auch an der Entropie
nichts. Um zu zeigen, dass eine entsprechende Aussage auch fiir s, gilt,
erinnern wir an Lemma 1.3, das besagt, dass unter einem surjektiven ZA
jedes endliche nichtleere Wort genau |S|N~! Urbilder besitzt.

Wenn man die Wahrscheinlichkeiten p; aus Definition 1.13 iiber die
relativen Haufigkeiten definiert:

prw) =[SO v e ST AL g(v) = w,
so folgt
sm(@Y(S7),n) = s (D (S7), ).

Wenn wir allerdings unter Entropieerhalt verstehen wollen, dass fiir
beliebige Teilmengen C C S% gelte s(L(®(C)),n) = s(L(C),n), so erhalten
surjektive ZA die Entropie nicht.

Sei zum Beispiel A, = ({0, 1}, 3, @) mit ¢(x,y,z) = x+z mod y dhnlich
dem aus fritheren Beispielen bekannten ZA. Wir wahlen fiir C die Menge
der Konfigurationen, deren Zellen abwechselnd mit 0 und 1 belegt sind; es
gilt demnach |C| =|L(C)NS™ = 2 fiir alle n > 0. A(C) aber enthéalt nur ein
Element, namlich die Konfiguration, in der alle Zellen im Zustand 1 sind.
Daher ist |[A(C)| =|L(A(C))NS™ = 1. Folglich kann A die Mengenentropie
nicht erhalten, denn es ist s(L(C),n) =n~"', aber s(L(A(C)),n) = 0 fiir alle
n. A ist damit ein surjektiver ZA, der die Mengenentropie nicht erhalt; die
raumliche Mafientropie kann A damit erst recht nicht erhalten.

Unter dieser Bedingung erhalten selbst injektive ZA nicht die Entro-
pie. Sei zum Beispiel c die periodische Konfiguration ...012012012... und
©(012) =1, (120 = 1), ©(201) = 0. Es gibt mehrere RZA, deren loka-
le Uberfiithrungsfunktion diese Eigenschaften hat; ein Beispiel ist derjenige
mit der Wolfram-Kodierung 000111222000211122000111222. Dann wird ¢
von ¢ auf die Konfiguration ...011011011... abgebildet; demnach kom-
men in ¢ drei verschiedene Worter der Lange eins vor und in ¢(c) nur zwei.
Daher kann dieser RZA die Mengentropie und folglich auch die raumliche
Maflentropie nicht erhalten.
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1.5.3 Informationserhalt

Ein RZA ist deswegen invertierbar, weil es moglich ist, aus der aktuellen
Konfiguration eindeutig auf die Vorgangerkonfiguration zu schlieflen. Was
aber, wenn wir uns nur fiir die Zustande einzelner ausgewahlter Zellen in
der Vorgangerkonfiguration interessieren?

Mit anderen Worten, wieviel Information iiber den Zustand von Zelle i
zum Zeitpunkt t ist zum Zeitpunkt t 4+ k noch vorhanden? Dieser Frage ist
H. Nishio nachgegangen [67, 68|.

Nishio betrachtet ZA, bei denen die Zustandsmenge die Struktur eines
endlichen Korpers besitzt. Er formuliert seine Aussagen nur fiir den Fall
IN| = 3; dies ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Die lokale Uber-
fiihrungsfunktion schreibt er als Polynom in drei Variablen iiber S. Man
erhilt also den Folgezustand der Zelle i, indem man in das Uberfithrungs-
polynom P die alten Zustdnde der Zellen 1 — 1, i und i+ 1 einsetzt.

Nehmen wir nun an, wir kennten die Zustinde aller Zellen bis auf den
der Zelle i. Diesen unbekannten Zustand reprasentieren wir mit einem neu-
en Symbol X. Nun erweitern wir die Definition von P so, dass als Eingabe
auch X erlaubt ist. Der neue Zustand einer Zelle kann dann auch wieder
ein Polynom in X sein. Nishio bezeichnet diese Klasse von ZA als ZA[X],
weil ihr Uberfithrungspolynom iiber S[X] statt iiber S definiert ist.

Sei ¢ : Z — S[X] eine globale Konfiguration. Dann steht P(c) fiir die
Menge aller Polynome, die als Zustande von Zellen in c¢ vorkommen. Wir
libernehmen die folgenden Begriffe aus [68]:

Definition 1.14 (Informations-vollstindige Konfiguration)

Eine Teilmenge G C S[X] heift informations-vollstandig, falls X im Ab-
schluss von G unter Addition, Subtraktion und Multiplikation enthalten
ist. Bine Konfiguration c heifit informations-vollstindig, wenn P(c) infor-
mations-vollstandig ist.

Definition 1.15 (t-Vollsténdigkeit)

A aus ZA[X] heit t-vollstindig, falls fiir alle Konfigurationen c, die ge-
nau ein X enthalten gilt, dass A'(c) informations—vollstdndig ist. Ist A
t-vollstandig fiir alle t > 0, so heiffit A oco-vollstandig.
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Lemma 1.16 (Nishio [68])
Alle RZA sind oco-vollstidndig, aber nicht alle oco-vollstdndigen ZA sind re-
versibel.

Ein nicht reversibler oco-vollstdndiger ZA ist zum Beispiel ¢(x,y,z) =
x xor z iiber dem Alphabet {0, 1}. Dieser ist surjektiv, also reversibel auf
endlichen Konfigurationen.

Lemma 1.17
Jeder oco-vollstandige ZA ist surjektiv.

Beweis: Ist A = (S, N, @) nicht co-vollstdndig, so gibt es ein endliches t
sowie eine unendliche Konfiguration ... wXw’..., sodass A*(...wXw’...)
nicht vollstdndig ist; nach Satz 3.7 in Nishios Aufsatz [68] folgt, dass es a #
b € S gibt, so dass A'(...waw’...) = A'(...wbw’...). Nun hingt aber
der Zustand der i-ten Zelle zum Zeitpunkt t nur von einer endlichen Zahl
weiterer Zellen ab, also gibt es endliche Konfigurationen ...000vav’000...
und ...000vbv'000 (wobei wir ohne Einschridnkung einen stillen Zustand
0 verwenden), die unter A' das gleiche Bild haben. Folglich ist A nicht
surjektiv. O

Man konnte vermuten, dass auch die Umkehrung von Lemma 1.17 gilt,
dass also die oco-vollstandigen ZA mit den surjektiven zusammenfallen.
Diese Frage konnen wir nicht abschlieffend beantworten. Ein Beweisansatz
ware:

Sei A = (S, N, @) ein nicht surjektiver ZA. Es gibt endliche Konfigu-
rationen c¢,, = ...000w000... und ¢, = ...000v000... iiber S, so dass
A(cw) = A(c,). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei [w| = |v|. Wir
bilden einen abgeleiteten ZA A’ = (S™ N, ¢’), die Fortsetzung von A auf
Blocken der Lange |w|, indem wir ¢’ gemiaf Gleichung 1.1 definieren. A’
ist wie A nicht surjektiv und auflerdem nicht co-vollstandig.

Um zu folgern, dass dann auch A nicht oco-vollstandig ist, muss man
zeigen, oco-Vollstandigkeit unter der Blockzusammenfassung, mit der wir
A’ aus A erhalten haben, invariant ist, was nicht offensichtlich ist.
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1.6 Zusammenfassung

Reversible Zellularautomaten sind selten. Solange Nachbarschaft und Al-
phabet iiberschaubar klein bleiben, sind RZA iiberdies meistens trivial.
Ausgehend von einer empirischen Untersuchung der RZA mit relativ klei-
nem Alphabet und kleiner Nachbarschaft haben wir die strukturellen Fol-
gen der Reversibilitat fiir ZA herausgearbeitet und die Ergebnisse mit Hilfe
des Darstellungssatzes von Kari prazisiert.

Verschiedene Verfahren erlauben es, gezielt reversible ZA zu erzeugen.
Dies ist vor allem fiir die Simulation von Bedeutung; in der Tat sind RZA
nicht grundsétzlich ein uninteressantes Berechnungsmodell (was man an-
hand ihrer Seltenheit befiirchten kénnte), sondern zu universeller Rechnung
und daher auch zu nichttrivialem Verhalten in der Lage.

Eine Simulation beliebiger ZA mit RZA ist nur dann moglich, wenn
der Simulationsbegriff hinreichend weit gefasst ist. Man kann nicht mit je
einem globalen Schritt des RZA einen des irreversiblen ZA simulieren. Die
bekannten Simulationsverfahren arbeiten sequentiell und bendtigen O(n)
Schritte des RZA, um einen Schritt des irreversiblen ZA auf einer Konfi-
guration mit n aktiven Zellen zu simulieren. Daneben haben wir noch ein
Verfahren vorgestellt, das zwar ebenfalls lineare Zeit benotigt, aber nicht
vollig sequentiell ist und auflerdem eine Simulation auch auf unendlichen
Konfigurationen zulasst.
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KAPITEL 2

Stochastische Zellularautomaten

2.1 Einleitung

Stochastische Zellularautomaten zeichnen sich dadurch aus, dass ihre lo-
kale Uberfithrungsfunktion nicht deterministisch sein muss; sie weist ver-
schiedenen Ergebnissen Wahrscheinlichkeiten zu. Insofern besteht ein ge-
wisser Zusammenhang mit Quantenzellularautomaten, deren lokale Uber-
fiihrungsfunktion den verschiedenen Ergebnissen Amplituden zuweist, aus
denen man die Wahrscheinlichkeit erhalt, bei einer Messung den einen oder
anderen Zustand zu beobachten.

Wie unterschiedlich andererseits Quantenzellularautomaten und stocha-
stische ZA sind, offenbart sich schon daran, dass alle surjektiven stochasti-
schen ZA sich deterministisch verhalten. Dennoch beschéaftigen wir uns mit
dieser Klasse von ZA, denn einige der Schwierigkeiten, die zum Beispiel bei
der Beschreibung und dem Vergleich von Folgekonfigurationen auftreten,
sind durchaus vergleichbar mit denen, die uns bei Quantenzellularautoma-
ten begegnen werden.

Stochastische ZA werden gewohnlich mit Hilfe von Markov-Ketten ana-
lysiert. Diese Methode ist erfolgreich, wird aber fiir Konfigurationen mit
vielen aktiven Zellen sehr kompliziert. Wir entwickeln eine Definition von
stochastischen ZA, die sich an denen fiir Quantenzellularautomaten orien-
tiert, die wir in Kapitel 4 kennenlernen werden und diskutieren die Schwie-
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rigkeiten, die beim Versuch einer lokalen Beschreibung globaler Konfigura-
tionen auftreten.

Eine Frage, die sich im Zusammenhang mit stochastischen ZA (und mit
Quantenzellularautomaten) aufdringt ist die nach der Wahl der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (beziehungsweise -amplituden). Konkret miissen wir
wissen, welche Auswirkungen kleine Anderungen an den Wahrscheinlichkei-
ten auf das Verhalten eines ZA haben konnen. Fiir diese Frage gibt es eine
Vielzahl von Griinden. Zum Beispiel werden stochastische ZA typischer-
weise fiir Simulationen eingesetzt; die Wahrscheinlichkeiten dienen dazu,
Eigenschaften der Umgebung wiederzugeben, die entweder wirklich zufal-
lig sind oder sich unserer Kontrolle entziehen (und damit fiir die Zwecke
der Simulation zufillig erscheinen). Da diese Wahrscheinlichkeiten iibli-
cherweise durch Raten und Probieren gefunden werden, ist es wichtig zu
wissen, wie sehr ein Fehler die Ergebnisse entwertet. Um ein weiteres Bei-
spiel zu nennen, gibt es offenbar Wahrscheinlichkeiten, deren Verwendung
zumindest fragwiirdig ist: Wir konnen nicht erwarten, nicht-berechenbare
Wahrscheinlichkeitsfunktionen einsetzen zu konnen. Inwiefern ist es sinn-
voll, solche Wahrscheinlichkeiten zu approximieren?

Um diese Fragen zu beantworten brauchen wir eine Methode, globale
Konfigurationen zu vergleichen. Wir entwickeln eine Metrik, die unseren
Zwecken angemessen ist und setzen sie ein, um die Unterschiede abzu-
schatzen, die sich bei Anwendung eng verwandter stochastischer ZA auf
die gleiche Eingabekonfiguration mit der Zeit entwickeln.

2.2 Definitionen

2.2.1 Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
Zunachst benotigen wir einige Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Definition 2.1
1. Ein Zufallsexperiment ist eine Handlung, die eines von mehreren Er-
gebnissen haben kann, zum Beispiel das Werfen eines Wiirfels.

2. Ein Merkmalsraum ist die Menge aller moglichen Ergebnisse bei ein-
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maliger Durchfiihrung eines Zufallsexperiments. Im Folgenden be-
zeichnet () einen Merkmalsraum.

3. Ein Ereignis ist eine Teilmenge des Merkmalsraums. Die einelemen-
tigen Teilmengen von () heiflen auch Elementarereignisse.

4. Eine Zufallsvariable ist eine reellwertige Funktion X auf dem Merk-
malsraum.

Wir wollen Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Dies geschieht
mittels Wahrscheinlichkeitsvertellungen.

Definition 2.2 (Wahrscheinlichkeitsfunktion)
Eine Funktion f : Q — R" aus einem abzdhlbaren Merkmalsraum in die
nichtnegativen reellen Zahlen heifit Wahrscheinlichkeitsfunktion, falls gilt:

> flw)=1.

we
Daraus folgt insbesondere 0 < f(w) <1 Vw € Q.
Im Folgenden betrachten wir ausschliefilich abzahlbare Merkmalsraume.

Definition 2.3 (Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses)
Ist f eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf dem diskreten Merkmalsraum Q
und A C Q ein Ereignis, so bezeichnet

PiA) =) flw)

wWEeA

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.
Die Funktion P heifit die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q.

Wir schreiben P statt P¢, wenn die Wahrscheinlichkeitsfunktion aus dem
Zusammenhang klar ist. Wir verwenden auch Pr[A], um die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses A zu bezeichnen.

Zufallsvariablen bieten eine elegante Darstellung komplexer Ereignisse.
Sei zum Beispiel X : QO — R eine Zufallsvariable und x € R. Dann schreiben
wir Pr[X < x] fiir Pr[{w € Q : X(w) < x}].
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Definition 2.4 (Stochastische Unabhingigkeit)

Auf dem Raum Q) sei die Wahrscheinlichkeitsverteilung P definiert. Zwei
Ereignisse A,B C Q heilen stochastisch unabhéngig, wenn P(A N B) =
P(A) - P(B) gilt.

2.2.2 Eine Definition fiir stochastische ZA

Seil wie bei deterministischen ZA S ein endliches Zustandsalphabet und N
eine Nachbarschaftsgrofie. Wir beschranken uns wieder auf eindimensionale
ZA.

Fiir die stochastischen Zustiande und Konfigurationen verwenden wir
gewichtete Summen der Form pix;+pox2+...+Ppxk, wobei die x; Elemente
eines diskreten Merkmalsraums X sind und alle p; in dem reellen Intervall
[0, 1] liegen. Auferdem fordern wir Z]f:] pi = 1. Solche Summen nennen
wir stochastische Summen und fassen die p; als Wahrscheinlichkeiten auf.

Sei P: P({x1,... ,xx}) — [0, 1] mit P({xi}) =piund P(Y) =) .y P{y})
fiir Y C X eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dabei steht P fiir die Po-
tenzmenge. Ist Z eine Zufallsvariable, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Z = x; gilt, gerade Pr[Z = x{ = P({xi}) = pi.

Definition 2.5 (Stochastischer Zustand)

Sei S die endliche Zustandsmenge eines ZA. Ein stochastischer Zustand
iiber S ist eine stochastische Summe q = ) s qss. Q steht fiir die Menge
der stochastischen Zustande.

Deterministische Zustdnde sind Spezialfille von stochastischen Zustan-
den q, fiir die nur genau ein qs von Null verschieden ist.

Definition 2.6 (Stochastische lokale Konfiguration)

Eine stochastische lokale Konfiguration ist eine stochastische Summe { =
2 wesN QuwW. Q steht fiir die Menge der stochastischen lokalen Konfigura-
tionen.

Stochastische globale Konfigurationen als stochastische Summen iiber
S” zu definieren ist problematisch, denn S” ist iiberabzdhlbar. Wir be-
schranken uns daher zunachst auf stochastische Summen iiber den endli-
chen Konfigurationen S%, in denen auRerdem nur endlich viele von Null

60



verschiedene p; vorkommen diirfen. In Abschnitt 2.2.4 geben wir eine mog-
liche Erweiterung der Definition auf unendliche Konfigurationen an.

Definition 2.7 (Stochastische globale Konfiguration)
FEine stochastische globale Konfiguration ist eine stochastische Summe q =

> cesz deC mit q. = 0 fiir alle bis auf endlich viele c. Q steht fiir die Menge
der stochastischen globalen Konfigurationen.

Ist F:Z — Q eine Funktion, die jeder Zelle unabhangig von allen ande-
ren Zellen einen stochastischen Zustand zuweist, so dass alle bis auf endlich
viele Zellen in einem stillen Zustand sind, so induziert F eine stochastische
globale Konfiguration q mittels

G:chc fiir

de = [ [PrlF(i) = cil.

ieZ

(2.1)

Das Produkt existiert, wenn F endlichen Tréger hat (das heifit, wenn F allen
bis auf endlich vielen Zellen einen stillen Zustand zuweist), oder allgemei-
ner, wenn F(i) fiir alle bis auf endlich viele i ein deterministischer Zustand
ist.

Nach diesen Vorarbeiten kénnen wir stochastische lokale Uberfithrungs-
funktionen definieren.

Definition 2.8 (Stochastische lokale Uberfiihrungsfunktion)
Eine stochastische lokale Uberfiihrungsfunktion ist eine Abbildung ¢ :
SN - Q mit N € N.

Ahnlich wie bei deterministischen ZA induziert ¢ eine globale Uberfiih-
rungsfunktion ®. Beginnen wir dazu mit einer deterministischen globalen
Konfiguration c.

D(c)i = @(Ci(N=1)/2) Cie(N=1)/241y - - - » Cit(N=1)/2), (2.2)

wobei N ohne Einschrankung als ungerade angenommen wird. Wir konnen
@ mittels

®(q) =) qc0(c) (2:3)
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zu einer Funktion auf CAQ fortsetzen.

Lemma 2.1 (Wohlgeformtheit von @)
Ist ® gemaf Gleichungen 2.2 und 2.3 aus einer stochastischen lokalen Uber-

fiihrungsfunktion hervorgegangen, so ist ®(q) € Q fiir alle 4 € @

Beweis: Sei | eine deterministische globale Konfiguration. Wir wenden ¢
gemaf Gleichung 2.2 an und erhalten fiir jede Zelle einen stochastischen
Zustand. Dabei sind alle Zellen voneinander stochastisch unabhangig; wir
konnen daher Gleichung 2.1 verwenden und erhalten eine stochastische glo-
bale Konfiguration. Die Erweiterung auf ganz Q erfolgt linear und ergibt

K K
® (Z pici> = Zpi@(ci),
- -

was ein Element von Q ist, wenn Zlf:] pi =1 gilt. O

Wiederum dank Gleichung 2.1 induziert @ eine Funktion CAQ — CAQ Wir
bezeichnen die induzierte Funktion ebenfalls mit .

Ein stochastischer ZA (SZA) ist bis auf die Uberfiihrungsfunktion genau
wie ein deterministischer ZA definiert.

Definition 2.9 (Stochastischer ZA)

Ein SZA ist ein 3-Tupel (S,N, @) aus einem endlichen Zustandsalpha-
bet S, einer Nachbarschaftsgroffe N € N und einer stochastischen lokalen
Uberfiihrungsfunktion ¢.

Unsere Definition ermoglicht es, SZA als stochastische Summen von ZA
zu schreiben.

Lemma 2.2

Sei ¢ die lokale Uberfiihrungsfunktion eines SZA mit der Nachbarschafts-
grofe N. Dann gibt es pi,...,px € [0,1] mit Zf:] pi = 1 und determini-
stische lokale Uberfiihrungsfunktionen 1, ... ,\y so dass fiir alle w € SN
gilt: p(w) =35 qss mit g5 = Zi;q,i(w)zs Pi

Beweis: Wir wihlen eine Reihenfolge der w € S™ und bezeichnen das
n-te Wort dieser Reihenfolge mit w,,. Es gilt @(wn) = 3 . cdnsS mit
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Y «cslns = 1. Nun wahlen wir ein m zwischen 1 und |S|™ sowie ein t € S
50, dass qmt = min,  qns. Wir setzen p; = qm und Py(wy,) = t; fiir
die Werte von {; auf Eingaben w! # w,, wihlen wir beliebige t’ mit
qm/ v > 0.

Nun ersetzen wir die q, ¢ durch gy ¢

q/ ,: dn,s lp(wn) # S
s In,s — P1 11)(Wn) =S

fiir alle n, s. Das gleiche wiederholen wir fiir p, und 1V, p3 und V3, und so
weiter, bis alle p; und ; gefunden sind.

Das Verfahren terminiert, wenn alle g, s Null sind. Bevor dies eintritt,
gilt in jeder Iteration ) ¢ qn s > O fiir alle n, denn in jeder Iteration gilt

Z dn,;s = Z qJm,s (2.4)

seS seS

fiir alle 1 < n,m < |S|™. Dies zeigen wir durch Induktion iiber die Anzahl
Iterationen. Zu Beginn sind alle ) __ qn gleich eins. In der iten Iteration
subtrahieren wir p; von allen g, mit Pi(wy,) = s; es wird also jede der
Summen } ¢ qn gerade um p; reduziert. Daraus folgt, dass nach jedem
[terationsschritt Gleichung 2.4 erfiillt ist.

Schliefilich gilt nach Beendigung des Verfahrens Zf:] pi = 1, denn zu
Beginn ist ) .o qns =1 fiir alle n, und wir erreichen Null, indem wir alle
p; von dieser Summe abziehen. O

Wir schreiben gelegentlich SZA in der Form ZL pii. Dabei ist es
nicht erforderlich, dass alle \; deterministisch sind. Selbst wenn alle {;
deterministisch sind, ist die Summendarstellung nicht eindeutig.

Wir nennen einen Zustand, eine lokale oder globale Konfiguration oder
einen ZA deterministisch, wenn in der Darstellung als stochastische Sum-
me nur ein von Null verschiedener Summand vorkommt.

2.2.3 Alternative Definitionen

Es gibt Alternativen zu unserer Definition von SZA. Zum Beispiel kénn-
te man lokale Uberfiihrungsfunktionen der Form 1 : O — Q zulassen, sie
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also auf stochastischen anstelle von deterministischen lokalen Konfiguratio-
nen definieren. Allerdings ermdglicht dies lokale Uberfiihrungsfunktionen,
die nicht durch eine endliche Tabelle darstellbar sind und damit wére eine
der definierenden Eigenschaften von ZA verletzt. Dariiber hinaus kénnen
Zustande infolge der Aktion des ZA voneinander stochastisch abhangig
werden und es ware dann sehr schwierig, stochastische lokale Konfiguratio-
nen zu extrahieren. Schliefilich ist es nicht intuitiv, dass eine Zelle Zugrift
auf die Wahrscheinlichkeitsfunktionen ihrer Nachbarn hat; plausiblerweise
kann eine Zelle nur auf die Ergebnisse entsprechender Zufallsexperimente
reagieren.

Eine weitere denkbare Definition der lokalen Uberfiihrungsfunktion wé-
re als Wahrscheinlichkeitsfunktion & : (S™ — S) — [0,1]; das heifit, &
gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der eine bestimmte Uberfiihrungsfunk-
tion ausgewdhlt wird. Zwei Varianten sind denkbar: Entweder die Uber-
fihrungsfunktion wird einheitlich fiir alle Zellen bestimmt, oder jede Zelle
entscheidet selbst, welche Uberfiihrungsfunktion sie anwendet. Letzteres
fiihrt zu einem Modell, das nach Lemma 2.2 dquivalent zu Definition 2.9
ist. Ersteres dagegen verletzt die Gleichheit aller Zellen, denn es muss eine
ausgezeichnete Zelle geben, die das Zufallsexperiment zu & durchfiithrt und
das Ergebnis allen anderen mitteilt.

Merkle hat SZA ausgehend von globalen stochastischen Uberfiihrungs-
funktionen definiert [53, 54]. Unser Modell ist dquivalent zu dem zweiten
dort vorgestellten.

2.2.4 SZA auf unendlichen Konfigurationen

Wir haben uns bis jetzt auf endliche Konfigurationen beschrankt; unse-
re Definition von globaler Konfiguration machte dies unumgéanglich. Be-
trachten wir namlich den SZA A = ({q,b,0},1,¢) mit ¢(a) = @(b) =
1/2a + 1/2b und @(0) = 0. Wenden wir A auf eine beliebige determini-
stische Konfiguration mit unendlichem Trager an, so befindet sich danach
jede Zelle in dem gleichen stochastischen Zustand, ndmlich 1/2a + 1/2b.
Wollte man Wahrscheinlichkeiten fiir globale Konfigurationen ausrechnen,
so kdme man fiir deterministische Konfigurationen nicht auf wohldefinierte
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Zahlen. Dennoch ist das Ergebnis der Anwendung von A nicht undefiniert;
es ist nur unser Begriff von globaler Konfiguration, der an dieser Stelle nicht
ausreicht. Wir geben eine Erweiterung an, die die Behandlung von SZA auf
beliebigen Konfigurationen erlaubt.

Das Problem, das hier auftritt, existiert fiir deterministische ZA nicht.
Dort ist durch Angabe des Zustandes jeder einzelnen Zelle eine globale
Konfiguration eindeutig festgelegt. Im stochastischen Modell dagegen kon-
nen Zellen (zum Beispiel durch die Aktion eines SZA) voneinander sto-
chastisch abhingig werden. Betrachten wir zum Beispiel den SZA B =
({a,b,c,0},3,0) mit

P(XaY)=1/2b+1/2¢ P(bXY)=Db
P(XYe) =c P(XcY) =0
P(XbY) =0 Y(XYZ) =Y,

wobei X,Y und Z Platzhalter fiir Elemente des Zustandsalphabetes sind.
Diese verkiirzte Schreibweise ist so zu lesen, dass man, um die Ausgabe
von 1\ auf einer gegebenen Eingabe zu ermitteln, die Regeln von links nach
rechts und von oben nach unten durchgeht und die erste anwendet, die
passt. Aus einer globalen Konfiguration der Form

...000a000...
wird bel einmaliger Anwendung von B
...000(1/26+1/2¢)000....

Im ndchsten Schritt entsteht eine Konfiguration, in der b oder c einzeln
jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 vorkommen, aber nicht beide zusammen:

1/2(...00c0000...)+1/2(...0000b00...). (2.5)

In diesem Fall ware es nicht notig gewesen, Wahrscheinlichkeiten fiir globale
Konfigurationen auszumultiplizieren; die Gleichung

...00(1/2(c00)+1/2(00b))00... (2.6)
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beschreibt die gleiche globale Konfiguration wie Gleichung 2.5. Im Allge-
meinen erlauben stochastische Konfigurationen keine so bequeme Darstel-
lung; wir werden aber mit Definition 2.11 eine Moglichkeit angeben, lokale
und globale Konfigurationen zueinander in Beziehung zu setzen.

In dem Beispiel mit dem SZA A konnen wir zwar keine Wahrscheinlich-
keitsverteilung iiber globale Konfigurationen angeben, wohl aber eine fiir
jede endliche Menge von Zellen. Wir verallgemeinern daher die Schreib-
weise aus Gleichung 2.6 und bauen unsere Definition auf der Beschreibung
endlicher Intervalle von Zellen auf.

Definition 2.10
Ein endliches stochastisches Wort der Lange k, k € N, ist eine stochastische

Summe q = ) | .o quwW. Q, steht fiir die Menge der endlichen stochasti-
schen Worter der Linge k. Wir setzen

Q=JQw (2.7)

keN

Eine globale stochastische Konfiguration weist jeder endlichen zusam-
menhangenden Menge von Zellen ein endliches stochastisches Wort zu. Es
kann aber nicht jede solche Zuordnung eine globale Konfiguration sein;
nehmen wir zum Beispiel an, die einzelne Zelle 1 bekdme das endliche Wort
p-a+ (1 —p)- b zugewiesen, die Zellen i — 1,i,1 + 1 als Menge jedoch
das endliche Wort q - aaa + (1 — q) - bab. Beziiglich des letzteren Wortes
ware Zelle i immer im Zustand a, was nicht zu der ersteren Zuweisung
passt. Passend wére es, wenn fiir die endlichen Worter q; = ) o pss und

Tiiirn = Dwess Tww gélte:

Hieraus formulieren wir eine Konsistenzbedingung.
Sei I die Menge aller Intervalle der Lange k, also aller zusammenhan-
gender Mengen von k Zellen und [ = Uyenlx.

Definition 2.11
Eine stochastische globale k-Konfiguration ist eine Funktion Fy : I} — Q..
Eine stochastische globale Konfiguration ist eine Familie Fy.y von globalen
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stochastischen k-Konfigurationen, die der folgenden Konsistenzbedingung
geniigt: Aus ] C ]’ (ohne Einschrdnkung J ={1,... ,n}, J' ={k,... 1} mit
1<k<1< TL) mit f.\]\(]) = ZWES“ PwW und f.\]/\U/) = Zveslfk“ qwv fO.lgt

W= D P (2.8)

xeSk—1 yesn—1

fiir alle v € SVk+1,

Lemma 2.3
Zu jeder stochastischen globalen Konfiguration gemafi Definition 2.7 gibt
es eine stochastische globale Konfiguration geméa# Definition 2.11.

Beweis: Sei § = Z]le giCi € Q Wir zeigen, wie man daraus zu beliebigen
endlichen Intervallen J, € Iy die Funktion Fy erhilt. Ist namlich J =
{j,...,j + k— 1} ein solches Intervall, so bezeichne C(Ji) die Menge aller
endlichen deterministischen Konfigurationen, die auf den Indizes j bis j +
k—1 mit Jy iibereinstimmen. Dann kénnen wir Fy (Iy) = ZCiEC(Ik) gi setzen.
Gleichung 2.8 ist bei dieser Festlegung erfiillt. O

Der einzige Unterschied zwischen den Definitionen 2.7 und 2.11 besteht
darin, dass letztere auch unendliche Konfigurationen erfasst. Eine vergleich-
bare Idee haben Maes und Shlosman verwendet [48]. Unsere Definition von
SZA kénnen wir ohne Anderung iibernehmen.

Lemma 2.4
SZA bilden stochastische globale Konfigurationen auf ebensolche ab.

Beweis: Sei F eine globale stochastische Konfiguration nach Definition 2.11
und A = (S, N, @) ein SZA. Es ist zu zeigen, dass A(F) eine globale sto-
chastische Konfiguration ist.

Dazu geben wir fiir jedes Intervall J, = {l,... , 1+ k— 1} in A(F) ein
endliches stochastische Wort an. Diese hangt von dem endlichen stochasti-
schen Wort des Intervalls Ji ,n1 ={1—(N—=1)/2,... ,1+k—14+(N—-1)/2}
(ohne Einschrankung sei N ungerade) unter F ab. Aus

F(Jin-t) = Z PwW



bilden wir

AFRT =) puow).
Wesk+N71
Es ist noch zu zeigen, dass dann Gleichung 2.8 erfiillt ist.

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei Ji,n1 ={1,... , k+ N —1},
also fiir N ungerade J,, ={(N—1)/2+1,... ,k+ (N —1)/2}. Wir schreiben
A(F)(Ji) als Summe ) o syv mit s, =) | cin1 PwPTl@(W) = V]

Nehmen wir an, A(F) verletze Gleichung 2.8. Dann gibt es ein Intervall
ST Jk={(N=1)/24T+mn,... k+(N—1)/2—m} mit n,m € N, so
dass

AFRTI= ) aw,

veSk—n—m
aber
Jv:q, # Z Sxvy-
xeSn yeSm
Es gilt
AFTY =) Two(w)
W631+N71
fir

FJina) = Z TWW.

WESI+N71

Daher kénnen wir fiir alle v € S' q, auch mittels der ., ausdriicken:

=Y  TPrlp(w) =1l

weSl+N-1

Weil F die Gleichung 2.8 erfiillt, ist

Tw = Z Pxwy)

xeSn yesSm
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also

W= D D PawPrle(w) =V

weSHN=1 xeSn yeSm

- Z P Z Prlo(w) = avb]

weSk+N—1 acS" beSm
= E Sxvy)
xeSn ,yeSm

wobei die erste Gleichung wegen der Lokalitdt von ¢ gilt und die zweite
Zeile wegen l+n+m = k folgt. O

Damit ist gezeigt, dass Definition 2.11 eine brauchbare Erweiterung von
Definition 2.7 auf den unendlichen Fall ist. In Abschnitt 4.4 werden wir
ahnliche Ideen verwenden, um Quantenzellularautomaten auf unendlichen
Konfigurationen zu definieren.

2.3 Markov-Ketten

Markov-Ketten sind das am meisten benutzte Werkzeug in der Analyse von
stochastischen ZA. Wir geben hier nur eine knappe Einfiihrung, die sich an
der Darstellung von Motwani und Raghavan [63] orientiert.

Definition 2.12 (Markov-Kette)

Eine Markov-Kette besteht aus einer endlichen oder abzdhlbaren Men-
ge Z von Zustinden und einer Matrix P mit Ubergangswahrscheinlichkei-
ten. Dabei steht der Eintrag PIi,j] fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der die
Markov-Kette vom Zustand s; in den Zustand s; iibergeht.

Um SZA mit Markov-Ketten zu beschreiben, identifiziert man Z mit SZ
und setzt fiir O(c;) = Z]fﬂ pict in der Matrix P den Eintrag P[i,j] auf p;.
Fir unendliche Konfigurationen ist dieses Vorgehen so nicht moglich; man
kann allerdings wie Maes und Shlosman [48] lokale Ubergangsmatrizen auf
beliebig grofien endlichen Teilkonfigurationen angeben.

Auf endlichen Konfigurationen erhalt man ganz dhnlich wie in unseren
Definitionen die stochastischen Zustande als Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen iiber Z und die Uberfiihrungsfunktion als eine Selbstabbildung dieser
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen (fiir iiberabzdhlbare Z sollte man besser
von Wahrscheinlichkeitsmafien sprechen).

Sei 7° eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Z, die wir als Anfangs-
verteilung betrachten. Nach einem Schritt der Markov-Kette erhalten wir
die Verteilung m' = n°P, induktiv nach n Schritten: ™ = 7°P™. Nun
gibt es Markov-Ketten, die ihre Anfangsverteilung vergessen: fiir n — oo
konvergiert m™ schwach gegen eine Verteilung, die unabhingig von 7° ist.
Solche Markov-Ketten bezeichnet man als ergodisch (siehe auch de Jong
und Maes [17]).

Viele Arbeiten iiber SZA interessieren sich fiir diese Grenzwerte, die
auch stationdre Verteidlungen heiflen; zum Beispiel gibt es Kriterien da-
fiir, wann die stationdre Verteilung ein Gibbs-Maf ist (auch bekannt als
Markov Random Field). Solche Arbeiten sind zum Beispiel Marroquin
und Ramirez [50] und Lebowitz et al. [45]. Viele, wenn auch nicht alle, SZA
sind ergodisch.

Wegen der Motivation iiber Quantenzellularautomaten sind wir eher
an Reversibilitat interessiert. Diese steht zur Ergodizitat im Widerspruch,
denn wenn ein SZA von beliebigen Anfangsverteilungen aus gegen eine sta-
tiondre Verteilung konvergiert, kann er nicht reversibel sein. Dabei verste-
hen wir Reversibilitit in dem Sinn, dass aus der Verteilung 7**' eindeutig
auf die Verteilung 7t* geschlossen werden kann. Es gibt im Zusammenhang
mit Markov-Ketten auch den Begriff der reversiblen Markov-Kette, der aber
mit unserer Definition von Reversibilitat von ZA nicht viel zu tun hat.

Als Beschreibungsformalismen sind Markov-Ketten und unsere Defini-
tion aquivalent, solange man nur endliche Konfigurationen betrachtet. Al-
lerdings wird es fiir Konfigurationen mit vielen aktiven Zellen sehr aufwan-
dig, die Ubergangswahrscheinlichkeiten anzugeben. Die Darstellung mittels
SZA ist dann kompakter.

2.4 Surjektivitat und Reversibilitit bei SZA

Wir geben zwei Definitionen von Surjektivitat fiir SZA und zeigen, dass die
starkere nur von deterministischen ZA erfiillt werden kann. Daraus folgt
insbesondere, dass Reversibilitat fiir SZA kein interessanter Begriff ist.
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Es ist nicht sinnvoll, surjektive SZA als Epimorphismen von CAQ zu defi-
nieren, denn (5 ist nur iiber endlichen Konfigurationen definiert. Auf diese
eingeschrankt sind aber selbst die surjektiven deterministischen ZA nicht
surjektiv (Beispiel: Ao, sieche Kapitel 2). Wir definieren daher Surjektivi-
tat als die Fahigkeit, jedes endliche stochastische Wort zu erzeugen; dies
ist analog zu der Fahigkeit surjektiver deterministischer ZA, jedes endliche
Wort iiber S zu erzeugen, welche nach einem Satz von Hedlund gleichbe-
deutend mit Surjektivitat auf S” ist.

Definition 2.13 (Surjektivitit von SZA)

Ein SZA A = (S, N, @) ist surjektiv, wenn fiir jedes endliche stochastische
Wort q der Léange k tiber S ein endliches stochastisches Wort p der Lange
k+ N — 1 iber S existiert, so dass ¢(p) =1q.

Lemma 2.5
Jeder surjektive SZA ist dquivalent zu einem deterministischen ZA.

Beweis: Sei A = (S, N, @) ein surjektiver SZA und G = w € S*. Dann gibt
es laut Definition ein p = ) | _gcin-1 Pyv mit

w=od) = > pob),

veSk+N—1

also gilt fiir alle v € S*™N-1 mit p, > 0, dass ¢@(v) = w ist. Daran sieht
man schon, dass ¢ auf den Teilwortern der Lange N von v deterministisch
ist. Auflerdem muss jedes endliche deterministische Wort w ein determini-
stisches Urbild ¢ ~'(w) besitzen.

Nehmen wir nun an, ¢ ware nicht auf ganz S™ deterministisch. Dann
gibt es ein u € SN mit @(u) = pu’ + (1 — p)u”. Folglich haben Worter,
in denen u als Teilwort vorkommt, nie ein deterministisches Bild; anders
ausgedriickt kommt u nie im Urbild einer deterministischen endlichen Kon-
figuration vor, aber alle deterministischen endlichen Konfigurationen haben
ein deterministisches Urbild.

Wir erhalten eine deterministische lokale Uberfiihrungsfunktion 1, in-
dem wir fiir x € S vereinbaren, dass (¢ '(c)) = x sein soll. Wenn ¢
surjektiv ist, muss 1 auf deterministischen Konfigurationen ebenfalls sur-
jektiv sein, egal, wie wir 1 auf den iibrigen Eingaben (wie zum Beispiel
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u) definieren. Dann konnten wir 1 aber unbalanciert wahlen und wiirden
Lemma 1.3 widersprechen. O

Eine abgeschwachte Definition ist moglich, wenn wir nur verlangen, dass
jedes endliche Wort mit einer von Null verschiedenen Wahrscheinlichkeit
generierbar sein soll.

Definition 2.14 (Quasi-Surjektivitiit)
Ein SZA A = (S,N, ¢) heifit quasi-surjektiv, wenn fiir jedes endliche sto-
chastische Wort p gilt:

> Priew)=pl=1. (2.9)

WGSk+N71
Fir diese Eigenschaft kann man ein hinreichendes Kriterium angeben:

Lemma 2.6
Ein SZA ist quasi-surjektiv, wenn er eine Darstellung als Summe surjektiver
deterministischer ZA besitzt.

Beweis: Sei A = ZL1 pi@; mit @; surjektiv fiir alle i. Dann ist

> Prleiw) =v=1

weSk+N-1

fiir alle 1 <1i <1 und alle v € S*. Daraus folgt:

1
> Prlpw)=vi= ) > piPrle(w) =y

weSk+N-1 weSk+N=1 i=1]
1
=Y pi ) Prleiw) =V
1=1 WESk+N71

1
:Zpi:1-
i=1

Damit ist die Behauptung fiir den Fall p = v € S bewiesen. Sei nun
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P=2 ,eqxPywund } p,=1. Dann ist

1
> Prlew) =pl= 3 Y piPriei(w) =7l

weSk+N—1 weSk+N-1 i=]
13
= D D pi) plPrlew) =V
weSk+N-1 {=] veSk

1
=) pv D> D piPrleiw) =]

veSk weSk+N-1 i=]

O

Aus Lemma 2.6 folgt insbesondere, dass jeder surjektive deterministi-
sche ZA quasi-surjektiv ist. Wenn man in Gleichung 2.9 das = 1 durch > 0
ersetzt, reicht es aus, dass einer der Summanden surjektiv ist.

Quasi-Surjektivitat gestattet keine sinnvolle Definition von Reversibi-
litat: Wenn nur bekannt ist, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit, summiert
liber moglichen Eingaben, ein gewisses endliches Wort zu erzeugen, gleich
Eins ist, folgt daraus nicht die Existenz eines Urbildes. Definiert man aber
@~ '(v) fiir v € S*in der Art

Z Prio(w) = viw,
weSk+N-1

so ist @ '(@(w)) = w nur dann, wenn ¢ deterministisch ist. Reversibili-
tat in dem Sinn, der fiir Quantenzellularautomaten von Bedeutung ware,
ist erst moglich, wenn wir statt Ubergangswahrscheinlichkeiten komplexe
Amplituden verwenden kénnen.

2.5 Eine Metrik fiir SZA

2.5.1 Einleitung

Topologische Methoden erfreuen sich bei der Untersuchung deterministi-
scher ZA grofier Beliebtheit. Auf SZA sind sie allerdings noch nicht iiber-

73



tragen worden, obwohl es auch hier Anwendungen gabe. Zum Beispiel be-
schiftigen wir uns im folgenden Abschnitt mit der Ahnlichkeit von stocha-
stischen ZA stochastischen globalen Konfigurationen.

Dabei definieren wir die Ahnlichkeit globaler Konfigurationen iiber ein
Abstandsmafl, welches wir von einer Metrik beziehen. Diese miissen wir
allerdings erst noch entwickeln.

Statt dieser Metrik konnten wir auch den Abstandsbegriff aus dem
Markov-Ketten-Ansatz tibernehmen; dieser vergleicht allerdings nur Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen miteinander und beriicksichtigt nicht die ver-
schieden groflen Unterschiede zwischen den zugrundeliegenden determini-
stischen Konfigurationen.

2.5.2 Metriken auf deterministischen Konfigurationen

Topologien und Metriken statten Mengen mit einer Struktur aus, in der
Begriftfe wie ,,Abstand“ oder ,,Konvergenz“ eine Bedeutung haben. Wir ver-
wenden die Definitionen aus dem Buch von Jénich [41].

Definition 2.15 (topologischer Raum)
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, Q) aus einer Menge X und einer
Menge O von Teilmengen (genannt offene Mengen ) von X, so dass gilt:

1. Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen.
2. Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
3. Die leere Menge und X sind offen.

Man bezeichnet O auch als die Topologie. des Raumes X. Eine Menge
heifft abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.

Definition 2.16 (metrischer Raum)
Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) aus einer Menge X und einer
Funktion d : X x X — R (der Metrik), fiir die gilt:

1. (Positivitdt) Fiir alle x,y € X ist d(x,y) > 0 und d(x,y) = 0 genau
dann, wenn x =y.
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2. (Symmetrie) Fiir alle x,y € X ist d(x,y) = d(y, x).

3. (Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y,z € X gilt d(x,z) < d(x,y) +
d(y,z).
Jeder metrische Raum besitzt eine Topologie.

Definition 2.17 (Topologie eines metrischen Raumes)

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so heifie eine Teilmenge V C X offen, wenn
es zu jedem x € V ein ¢ > 0 gibt, so dass die e-Umgebung U.(x) ={y € X:
d(x,y) < ¢} von x ganz in X liegt. Die Menge aller offenen Teilmengen von
X heift die Topologie von (X, d).

Ein metrischer Raum ist kompakt, wenn jede Folge eine konvergente Teil-
folge hat. Er heift vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert und
total unzusammenhdngend, wenn die einzigen zusammenhangenden Teil-
mengen die einelementigen sind.

Fiir deterministische Konfigurationen von ZA ist die sogenannte Cantor-
Metrik die populdrste. Seien dazu c,d € S%. Dann ist ihr Abstand in der
Cantor-Metrik

de(e,d) =271 (2.10)

wobei 1 die betragskleinste ganze Zahl ist, fiir die c; # d; gilt. Der Ab-
stand dc ist demnach um so grofer, je ndher am Nullpunkt sich ¢ und d
unterscheiden.

Der metrische Raum (S%, d¢) ist kompakt, vollstindig und total un-
zusammenhéngend [11]. Die deterministischen ZA entsprechen in diesem
Raum genau der Klasse der stetigen und mit der Verschiebung kommutie-
renden Selbstabbildungen [37].

Es gibt einige Alternativen zur Cantor-Metrik: Cattaneo et al. haben
den Hamming-Abstand untersucht [12], Choffrut und Pighizzini Editierdi-
stanz [14] und Formenti bedingte Kolmogorov-Komplexitét [30].

-~

2.5.3 Anforderungen an eine Metrik auf Q

Wir beschrinken uns auf die abzdhlbare Menge S%. Wir wahlen eine Auf-
zahlung der Konfigurationen in S% und bezeichnen die i-te Konfiguration
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mit ci, solange keine Gefahr besteht, dies mit der i-ten Zelle der Konfigu-
ration c zu verwechseln.

Seien q = ZL gici und p = Z]f:] qici Elemente von Q. Was wire ein
sinnvolles Maf§ fiir ihren Abstand?

Wir konnten Q als einen unendlichdimensionalen Vektorraum auffassen;
die i-te Komponente des Vektors zu q waire ¢;. Dann kénnten wir uns
jeder Metrik auf diesem Vektorraum als einer Metrik auf Q bedienen. Zum
Beispiel induziert

K
d1(4,p) =D _lai—pdl
i

auf dem Teilraum SZ die triviale Topologie. Das gleiche Problem tritt mit
allen Metriken auf, die nur auf einem Vergleich der q; und p; fufen.

Ignorieren wir also die q; und p; und konzentrieren uns auf die beteilig-
ten deterministischen Konfigurationen. Seien dazu Cq4 ={ci: qi > 0},C, =
{ci:pi>0}\ Cqund

(a,p) ={ ’ &=0

mincec, c'ec, delc,c’)  sonst
und

dZ(a)ﬁ) = mln(f(aaﬁ)y f(ﬁ) a)»

so ist d, keine Metrik, denn d,(0.1cy; + 0.9¢,0.9¢1 + 0.1¢c2) = 0. Dieses
Problem haben alle Metriken, die dhnlich wie d, nur die deterministischen
Konfigurationen beriicksichtigen.

Was wir suchen ist eine Metrik d auf stochastischen Konfigurationen,
die sowohl von den Gewichten in den stochastischen Summen als auch von
den Abstdnden zwischen den deterministischen Konfigurationen abhéngt.
Formal nehmen wir ¢, ¢,¢3 € S2und 0 < q,p < 1 und fordern

de(er, c2) < deler,c3)

(2.11)
= d(c1,gcr + (1 —q)cz) < d(cr,qer + (1 —q)cs)
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sowie

q>p

(2.12)
= d(c1,qcy + (1 —q)ca2) < d(cq,per + (1 —p)cz)

Schlieflich ware es wiinschenswert, wenn d auf deterministischen Konfigu-
rationen mit dc¢ zusammenfiele.

2.5.4 Eine Metrik

Seien g und p wie oben definiert. Wir betrachten Abstandsmafe der Form

k
de(@,9) =) > f(d@,p,1,j)dclci,¢),

i=1 j=I

also gewichtete Summen iiber die Cantor-Distanzen deterministischer Kon-
figurationen. Wir brauchen eine Funktion f. Hangt f nur von i und j ab,
so ist df im Allgemeinen keine Metrik: Entweder wir erhalten eine Pseudo-
metrik oder eine, fiir die d¢(q, q) fiir einige q gilt.

Unser Ziel ist es zu messen, wie unterschiedlich zwei stochastische Kon-
figurationen sind. Normalerweise betrachtet man Dinge als unterschiedlich,
wenn sie leicht zu unterscheiden sind. Diese Idee liegt der folgenden Metrik
zugrunde. Ausgehend von einem Spiel ersetzen wir nach und nach die Ent-
scheidungen der Spieler durch Zufallsexperimente. Zum Schluss ist nicht
mehr viel von dem Spiel iibrig, aber wir haben eine Metrik.

An dem Spiel sind zwei Spieler beteiligt: Z (der Zweifler) und B (der
Beweiser). Z kennt nur ¢, wihrend B sowohl ¢ als auch p kennt. B will Z
davon iiberzeugen, dass g und p gleich sind.

Als erstes wahlt Z eine Konfiguration c; mit q; > 0. Er teilt B seine Wahl
mit. B wéhlt eine Konfiguration c; mit p; > 0 und obwohl er Z nicht sagt,
was er gewahlt hat, ist er an seine Entscheidung gebunden. Dann nennt Z
einen Index k € Z und fordert damit B auf, ci(k) mit c;(k) zu vergleichen.
Sind sie unterschiedlich, so hat Z gewonnen. Die Metrik basiert auf der
Gewinnwahrscheinlichkeit von Z — je einfacher das Spiel fiir Z ist, als desto
unterschiedlicher sollen q und p gelten.
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Um diese Wahrscheinlichkeit abzuschdtzen, miissen wir spezifizieren,
wie die Spieler ihre Wahlen treffen. Offenbar sollen hier die q; und p; eine
Rolle spielen. Z soll zuféllig wahlen; es ist naheliegend zu fordern, er solle
c; mit der Wahrscheinlichkeit q; wahlen.

Erlauben wir B freie Auswahl bei seiner Antwort, so gibt es unter-
schiedliche Konfigurationen, bei denen Z trotzdem nicht gewinnen kann,
so dass wir hochstens eine Pseudometrik bekommen kénnten. Ein Beispiel
ist g =0.1c1+0.9¢c; und p = 0.9¢1+0.1¢c,. Wir miissen B zur Fairness zwin-
gen; wahlt Z c;, so muss es eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit
geben, dass B mit c; antwortet.

Wir bezeichnen mit Pr(i,j) die Wahrscheinlichkeit, dass Z c¢; und dann
B c¢; wahlt. Wir werden fordern, dass fiir alle 1 <j <k gelte:

k
> Pr(i,j) =ps.
i=1

Solange diese Bedingung erfiillt ist, kann B Pr wahlen, wie er will. Na-
heliegenderweise wird er versuchen, damit die Gewinnchancen von Z zu
minimieren.

Nun fehlt noch die Wahl des Indexes k. Auch sie sollte zuféllig sein,
denn wiirde Z immer den gleichen Index wéhlen, so konnte B seine Stra-
tegie darauf hin optimieren. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion, die Z hier
verwendet, bestimmt den Abstandsbegriff auf deterministischen Konfigu-
rationen, der unserer Metrik am Ende zugrunde liegen wird. Wahlt Z jede
Stelle mit gleicher Wahrscheinlichkeit (da unsere Konfigurationen endlich
sind, konnen wir davon ausgehen, dass entsprechende Schranken Z bekannt
sind), wird unsere Metrik auf der Hamming-Distanz aufbauen. Wir wollen
die Cantor-Metrik verwenden und lassen daher Z den Index k so wahlen,
dass die Wahrscheinlichkeit, ein k zu wahlen, an dem sich ¢ und ¢’ unter-
scheiden, proportional zu dc(c,c’) ist.

Insgesamt erhalten fiir wir die Gewinnwahrscheinlichkeit von Z

> Pr(ij)xdc(es,c;)

1<ij<k

mit einer Konstanten x € R.
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Als Nichstes geben wir eine genauere Beschreibung von Pr(i,j), zeigen,
dass es immer zuldssige und optimale Funktionen Pr gibt und dass man so
wirklich eine Metrik erhalt.

Pr(i,j) lasst sich als Matrix schreiben und dies werden wir von nun an
tun. Das Spiel brauchen wir nicht mehr: Alle Wahlmoglichkeiten der Spieler
sind durch Zufallsexperimente ersetzt, so dass von dem Spiel nichts iibrig
ist. Auflerdem lassen wir die Konstante x weg und schreiben unsere Me-
trik einfach als gewichtete Summe von Cantor-Distanzen, denn x war nur
als Normalisationsfaktor fiir die probabilistische Interpretation von Bedeu-
tung.

Definition 2.18 (Paarung)
Eine reelle k x k-Matrix =, heifit Paarung von q und p, wenn gilt:

V1 <1,j <k:0<Z,M, 7] < min{qi, p;} (2.13)
k

1<i ZE (2.14)
.

1<j<k ZE (2.15)

Ist =4, eine Paarung, so heifit W(Z,,) = > ;;Zqpli,jldc(ci, ¢;) das
Gewicht von Z,. Wir nennen eine Paarung =, optimal, wenn fiir jede
andere Paarung = , gilt: W(Z,,) < W(Z ).

Definition 2.19 (Die Metrik)
Mit q,p € Q wie oben definieren wir

d(q,p) = inf W(Z,,). (2.16)

Za,p

Lemma 2.7 (Existenz der optimalen Paarung)
Das Infimum in Gleichung 2.16 ist ein Minimum; es gibt immer mindestens
eine optimale Paarung.

Beweis: Die Gleichungen 2.14 und 2.15 legen ein System von 2k linearen
Gleichungen fiir die k? Matrixelemente fest. Dies ist ein unterbestimmtes
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System und besitzt daher einen Losungsraum (im Fall k = 1 ist es iiber-
bestimmt, aber in diesem Fall ist =[1,1] = 1 ohnehin die einzige Losung).
Von den Elementen dieses Losungsraumes interessieren uns nur diejeni-
gen, die Gleichung 2.13 erfiillen. Ist also L der Losungsraum, so schneiden
wir ihn mit dem Produkt der Intervalle [0, min{qo, po}] % [0, min{qo,p1}] X
... x [0, min{qy, pi}] und erhalten einen kompakten Teilraum L von R¥.
L ist nicht leer: er enthdlt zumindest das Element = mit Z[i,j] = qip;.
Dieses ist als obere Schranke fiir die Metrik niitzlich, wenn auch f(q,p) =
2_i; dipjdc(cy, c;) selbst keine Metrik ist, da f(q, ) nicht immer Null ist.
Als stetige Funktion auf einem kompakten Raum nimmt W auf £ ein
Maximum und ein Minimum an [73]. O

Fiir den Beweis, dass d eine Metrik ist, verwenden wir folgende Eigen-
schaft optimaler Paarungen.

Lemma 2.8
Fiir alle q,p € Q existiert eine optimale Paarung =,, mit =Z4,[,i] =
min{q;, pi} fiir alle 1 <1i<k.

Beweis: Sei = eine optimale Paarung mit =[i,1] < min{q;, p;} fiir einige 1i.
Wir gewinnen aus = eine Paarung =’, deren Gewicht nicht grofier als das
von = ist und fiir die gilt: Xi'[i,1] = min{q;, pi}.

Wir beginnen mit =/ = =. Dann setzen wir ='[i,i] = min{q;, pi}. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei q; < pi. Nun sind die i-ten Zeilen- und
Spaltensummen fiir =’ zu grof; wir miissen einige der =Z'[i,j] und Z'[j, i]
reduzieren. Eintrdge in Zeile i miissen um insgesamt q; — =[i,i] kleiner
werden; Eintrdge in Spalte 1 um insgesamt p; —=[i, 1] —pi+qi = qi— =i, il.
Insbesondere bedeutet dies, dass alle Eintrdge der i-ten Zeile bis auf ='[i, i]
auf Null gesetzt werden miissen.

Setzen wir also ='[i,j] = O fiir j # i. Da die j-te Spaltensumme un-
verdndert bleiben muss, miissen wir nun insgesamt Z=[i,j] zu den iibrigen
Eintragen der j-ten Spalte addieren. Addieren wir aber etwas zu Z[k,j], so
wachst die k-te Zeilensumme und wir miissen wieder andere Eintrage re-
duzieren. Dafiir konnen wir aber die in der i-ten Spalte verwenden, denn
die miissen ohnehin schrumpfen.
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Wir suchen also fiir alle =[i,j] > 0 mit 1 # j Indizes kq,k5,... # 1 und
reelle Zahlen d;;; so dass ) i1 = =[i,j] und fiir alle 1 gilt: Z[k(, i] > oy
Dann setzen wir ='[ky,j] := Z[ky, jl + 6451 und ='[ky, i] := Z[ky, i] — 8451 Solche
Indizes und reelle Zahlen gibt es, denn ij #E[j, ] =q;—Z=[i,i] >0 und
Ty Zli il = a2, il

So erhalten wir eine Paarung =’ fiir § und p und es gilt ='[i,i] =
min{q;, pi}. Es bleibt zu zeigen, dass W(Z') < W(Z) erfiillt ist.

Wir erhalten W(Z’) aus W(Z=) folgendermafen. Fiir jeder j # 1,

1. subtrahiere E[l,l] dc(Ci, Cj) = Zl dmdc(ci, C]')
2. addiere ) |di1dc(ci, ;) und
3. subtrahiere ) | didc(cw, ci).

Insgesamt:

WE)=W(E)+ > ) (8indelew, ) — (delei, ¢5) + delew, ¢5)).
;v

Da d¢ eine Metrik ist, ist dc(ci,c;) < delci,¢5) + delc, ¢i), folglich ist
W(Z) < W(Z). O

Lemma 2.9
Die Funktion d aus Gleichung 2.16 ist eine Metrik.

Beweis: Fiir q = p ist die k x k-Matrix = mit

—: o ) mingiy,p; i=j
=l { 0 sonst

eine Paarung mit dem Gewicht Null.

Sei d(q,p) = 0 Dann gibt es eine Paarung mit Gewicht Null; die Matrix
kann also aufierhalb der Diagonale keine von Null verschiedenen Eintréage
haben. Demnach ist g = p.

Sei = eine optimale Paarung fiir g und p. Dann ist die Transponierte
=T eine optimale Paarung fiir p und p. Das Gewicht ist das gleiche wie fiir
=, denn fiir alle 1,j ist dc(cy, ¢j) = delcj, ci).
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Fiir die Dreiecksungleichung seien q,p,T € Q so gewdhlt, dass d(q,p)+
d(p,r) < d(q,7) ist. Dann gibt es optimale Paarungen =,,,=Z,, und =,
mit

W(Zqp) + WI(Z,1) < W(Zqr)
& Z Zqpliyilde(cs, ¢g) + Z Zprlijlde(es, ¢5) < Z Zqrli,jldc(c, o)

4 iA i
& > delei,¢5) (Eapliyil + Zpaliyil) < ) Zquli,jldeles, dy).
i#A iA
Nach Gleichungen 2.14 und 2.15 gilt
k
Y Zqpli il + Ep,lis il = di + s
j=1
]k
D Zqpli il + Il il = p;j + T
i=1

und daraus kénnte man eine Paarung mit geringerem Gewicht als =, ge-
winnen. Sei dazu M eine reelle k x k-Matrix mit M[i,j] = 2, [, i1 +Z, 1 (i, j]-
Wir machen aus M eine Paarung fiir § und T, deren Gewicht héchstens
W(M) ist.

Wegen Lemma 2.8 kénnen wir annehmen, dass M[i,1] = min{q;, pi} +
min{p;, ri} fiir alle T <1 < k gilt. Um eine Paarung zu erhalten, miissen wir
die i-ten Zeilen- und Spaltensumme jeweils um p; reduzieren. Am einfach-
sten (und gewichtsneutral) geht dies, indem man p; von M[i,1i] abzieht;
dies geht allerdings nur fiir q; + r; > pi, da eine Paarung keine negativen
Eintrage haben darf.

Sel j ein problematischer Index, das heifit, g; +1; < p;. Ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit sei ¢; < r;. Wir miissen insgesamt p; von Eintragen
in der j-ten Zeile beziehungsweise Spalte abziehen. Da M[j,j] = q;+1; und
weil die j-te Zeilensumme gerade q; + pj ist, miissen wir noch p; — q; — T;
von der j-ten Zeile abziehen, wenn wir M[j,j] zu Null reduzieren. Eine dhn-
liche Uberlegung zeigt, dass wir von der j-ten Spalte ebenfalls P;— a5 —Tj
abzuziehen haben.

Wir konnen die Technik aus dem Beweis von Lemma 2.8 verwenden
und so die j-te Zeilen- und Spaltensumme um genau den richtigen Betrag
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reduzieren, ohne andere Zeilen- oder Spaltensummen zu verdndern und
ohne das Gewicht zu erhohen.

Unsere Behandlung von Index j kann andere Diagonalelemente veran-
dern, wird sie aber nur vergrofiern, so dass es nur wahrscheinlicher wird,
dass man p; ohne Schwierigkeiten abziehen kann. Sind wir mit allen pro-
blematischen j fertig, subtrahieren wir je p; von allen iibrigen Diagonalein-
tragen MI[i,1i] und erhalten eine Paarung, deren Gewicht nicht grofer als
das von M ist.

Damit ist gezeigt, dass aus der Verletzung der Dreiecksungleichung folgt,
dass = nicht optimal gewesen sein kann, im Widerspruch zur Annahme.

O

2.5.5 Eigenschaften dieser Metrik

Der Raum (@, d) kann nicht vollstandig sein, denn schon (S%, d¢) ist nicht
vollstandig.

Wie sieht es mit den Forderungen aus? Wir zeigen eine allgemeinere
Eigenschaft von d, aus der die Gleichungen 2.11 und 2.12 als Spezialfélle
folgen.

Lemma 2.10 (Konvexitéit von d)
Sei § = q1p + g7 mit p,7 € Q. Dann ist d(q,p) < q2d(T,p).

Beweis: Seien p = Zli; pici und T = Zlf:] rici. Wir beginnen mit dem
Fall, dass p und T zueinander orthogonal sind, das heift, p; >0 =1, =0
und umgekehrt fiir alle i. Dann gibt es eine optimale Paarung = mit

0 pi=0

Z[i,1] = min{qp:i + qori, Pi} = .
] 2 qipi pi#0

Wir nummerieren die c; so, dass p; > 0 fiir alle 1 <1 < lgilt und r; > 0
fiir alle | < i < k. Dann besteht = aus folgenden Teilen:

1. In der oberen linken Ecke ist eine | x l-Diagonalmatrix deren i-tes
Diagonalelement qqp; ist.
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2. Die rechte Seite ist eine k — 1 X k-Nullmatrix.

3. In der unteren linken Ecke ist eine k — 1 x k — 1-Matrix, deren j-te
Zeilensumme q,7; ist und deren j-te Spaltensumme (1—q1)p; = d2p;-
Teilt man diese Matrix durch q,, so erhalt man eine optimale Paarung
fiir g und T — wére sie nicht optimal, so kénnte = auch nicht optimal
sein.

Das Gewicht der Diagonalmatrix ist Null, und das der Matrix in der linken
unteren Ecke ist q,d(T,p). Im orthogonalen Fall gilt das Lemma also sogar
mit einem Gleichheits- anstelle des Ungleichheitszeichens.

Seien nun p und T nicht orthogonal. Bei geeigneter Nummerierung der c;
gibt es dann eine Paarung der Form q1=;+ q,=,, wobei =; eine Paarung fiir
P mit sich selber ist und =, eine fiir p und 7. Das Gewicht dieser Paarung
ist q>d(p,T), aber diese Paarung muss nicht optimal sein. O

Lemma 2.11
Die Metrik d erfiillt die in den Gleichungen 2.11 und 2.12 formulierten
Forderungen.

Beweis: Aus Lemma 2.10 folgt fiir den Spezialfall, dass eine der beiden
Konfigurationen deterministisch ist,

K
d(c,q) =) pidcle, ci).
i

Insbesondere gilt fiir deterministische Konfigurationen ci,c, :
d(cy,qer + (1 —q)ez) = (1 —q)dfcr, ca).
Wir haben
d(cy,qcr + (1 —g)ea) = (1 —g)d(cr, c2) und
d(cy,qcr + (1 —4g)ea) = (T —q)d(cr, c3)

und damit ist Gleichung 2.11 erfiillt. In dhnlicher Weise folgt Gleichung 2.12.
(]

Man hitte die Metrik auf beliebigen Metriken auf S aufbauen kénnen.
Sie lasst sich auch auf hohere Dimensionen iibertragen, denn wir haben in
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keinem unserer Beweise spezielle Eigenschaften der Cantor-Metrik verwen-
det; solange man dc durch eine Metrik auf deterministischen Konfigura-
tionen ersetzt, erhidlt man mit dem beschriebenen Verfahren immer eine
Metrik.

2.5.6 Anwendung der Metrik

Wir wenden unsere Metrik an, um die Ahnlichkeit von SZA zu untersu-
chen. Dieses Thema hat viele Anwendungen und Fragestellungen, die wir
unmoglich alle behandeln kénnen; im Hinblick auf das folgende Kapitel
iiber Quantenzellularautomaten konzentrieren wir uns auf die Frage, wie
sich kleine Anderungen an der Uberfithrungsfunktion auf das Verhalten von
SZA auswirken.

Wir interessieren uns fiir den Fall, dass die implementierte Uberfiih-
rungsfunktion von der intendierten abweicht. Dies modellieren wir mittels
einer stochastischen lokalen Uberfithrungsfunktion der Form

VY= (T-¢e)o+e@,

wobei ¢ die Fehlerwahrscheinlichkeit reprasentiert. Ein Grund fiir solche
Fehler kénnten (im Rahmen einer Rechnerarchitektur, die auf ZA basiert)
fehlerhaft arbeitende Zellen sein. Andererseits ist es auch denkbar, dass
wir mit unserem ZA ein natiirliches Phanomen modellieren, dessen stocha-
stisches Verhalten wir in der Uberfithrungsfunktion abzubilden versuchen.
Schétzen wir hierbei die Verteilungsfunktion falsch ab, so weicht die Uber-
fithrungsfunktion unseres Modells von der der Wirklichkeit ab.

Eine andere Motivation entsteht aus der Frage nach zuldssigen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Bis jetzt haben wir keine Einschrankungen vor-
genommen; es diirfte aber zumindest schwierig werden, SZA mit nicht be-
rechenbaren Wahrscheinlichkeiten zu realisieren. Wir miissen unter Um-
stdanden die gewtilinschten Wahrscheinlichkeiten mit denen approximieren,
die wir realisieren konnen und miissen uns fragen, wie aussagekraftig die
Ergebnisse sein konnen, die man so erzielt.

Sei also P = (1—¢)@ + e’ die Uberfiihrungsfunktion eines fehlerbehaf-
teten oder approximativen SZA. Wir wenden sie auf eine deterministische
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Konfiguration c mit endlichem Trager an. Was ist dann der Abstand zwi-
schen {(c) und dem eigentlich beabsichtigten ¢(c)?

Im schlimmsten Fall enthdlt c nur lokale Konfigurationen, auf denen
sich ¢ und ¢’ unterscheiden. Dann ist nach einer Anwendung des gestérten
SZA jede Zelle im Zustand (1 — ¢)c’ 4 ec”, wobei ¢’ der erwiinschte und
c” ein falscher neuer Zustand ist. Wir haben also mit Wahrscheinlichkeit
¢ einen Unterschied in Zelle 0, mit Wahrscheinlichkeit (1 — ¢)¢ einen in
Zelle 1 aber keinen in Zelle 0; allgemein kommt mit Wahrscheinlichkeit
(1 — €)'e ein Fehler in Zelle 1 und keiner in Zelle 0 bis i — 1 vor. Die
gleichen Wahrscheinlichkeiten gelten fiir die Zellen —i; demnach ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Zelle i oder —i im falschen Zustand ist,
wahrend alle Zellen j mit —i < j < 1 im richtigen Zustand sind

(1—¢)?Teg(2—¢). (2.17)

Gleichung 2.17 beschreibt die Gesamtwahrscheinlichkeit aller determi-
nistischen Konfigurationen, die von {)(c) den Abstand 2~ haben, fiir den
Fall i > 0. Fiir i = 0 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich «.

Wegen der Konvexitat von d ist dann

;
dle(c),d(c)) =e+) (1—e)* Te(2—¢) 27" (2.18)
i=1

falls T — (N — 1)/2 die Lange des Bereiches nicht-stiller Zellen von c ist.
Wegen (1 — ¢)?/2 < 1 erhalten wir den Grenzwert fiir T — oo iiber die
Formel der geometrischen Reihe:

e+ Z(] —e) Tg(2—¢)- 27
P

2 & -2\
R Z( 2 )

i=1

B e(2—¢) 1
I (]_M_]>
2

. 3—¢
1426 —¢2
< 3¢.
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Die Abschitzung fiir ¢ € Q ist dhnlich: Sei ¢ = Y ¥, gic;. Dann ist
P(c) = Z];:] g (ci). Mit der Konvexitdt von d folgt

k
dle(c),(e) < 3 ad(elcd), blcs)
i=1

k
< Z gi3e = 3¢.
i=1

Die Abweichung im ersten Schritt ist also durchaus klein. Wie sieht es
in den folgenden Schritten aus? Betrachten wir wieder fiir jede Zelle i die
Wahrscheinlichkeit, dass sich 1?(c); und ¢?(c); unterscheiden. Hier sind
zweil Falle moglich. Im ersten Fall ist bei der ersten Anwendung von 1
ist in der Nachbarschaft von Zelle i kein Fehler aufgetreten und bei der
zweiten Anwendung geschieht ein Fehler; die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist
(1 —¢)Ne.

Der zweite Fall tritt ein, wenn bei der ersten Anwendung von 1 in der
Umgebung von i mindestens ein Fehler gemacht wurde, der dazu fiihrt,
dass der neue Zustand von Zelle i ebenfalls fehlerhaft ist. Unter der verein-
fachenden Annahme, dass bei Anwendung von ¢ auf eine fehlerhafte lokale
Konfiguration nie zufallig der richtige Wert herauskommt, erhalten wir die
Wahrscheinlichkeit fiir den zweiten Fall als 1 — (1 —¢)™.

Diese vereinfachende Annahme fiihrt dazu, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Unterschied in Zelle 0 ziemlich groff eingeschatzt wird. Daraus
erhalt man fiir deterministische globale Konfigurationen c

d(e(c),p(c)) > (1—e)Ne+1—(1—¢)™

(1 (2.19)

das heifit, im Vergleich zur ersten Iteration ware der Abstand erheblich
gewachsen; im Verlauf der weiteren Rechnung wiirde diese untere Schranke
dann gegen 1 konvergieren, weil der Exponent in der zweiten Zeile immer
grofer wiirde.

Die Annahme, dass fehlerhafte lokale Konfigurationen nie zufallig zu
dem korrekten Ergebnis fithren, ist aber nicht nur vereinfachend, sondern
sogar unerfiillbar. Nehmen wir daher an, bei Anwendung von ¢ auf eine
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fehlerhafte lokale Konfiguration erhalte man mit Wahrscheinlichkeit p den
Wert, den man auch auf der fehlerfreien lokalen Konfiguration bekame.
Damit wird aus Gleichung 2.19

d(e(c),(c)) > (T—e)Ne+ (1 —p)(1 - (1 —&)™)

—T—p—(1=eN1=p—o¢). (2.20)

Man sieht hier, dass es fiir die Entwicklung der Abweichung entschei-
dend ist, wie groff diese Wahrscheinlichkeit p ist. Das ist plausibel, denn
je stérker ¢ (oder vielmehr, der Unterschied zwischen ¢ und 1) von den
Eingaben abhangt, desto starker sollten sich Fehler auswirken; umgekehrt
sollte die Ausgabe eher gegen den richtigen Wert gehen, wenn ¢ gegeniiber
Abweichungen in der Eingabe tolerant ist. Eine ahnliche Eigenschaft ist
in der statistischen Mechanik aus dem Dobrushin-Shlosman-Kriterium be-
kannt (siehe zum Beispiel Maes und Shlosman [48]); dieses besagt gerade,
dass Markov-Ketten um so schneller ergodisch konvergieren, je schwacher
die Uberfiihrungsfunktion von den Zustinden abhingt.

Allgemein miissen wir aus diesen Ergebnissen schlieflen, dass kleine Ab-
weichungen von der lokalen Uberfiihrungsfunktion grofe Auswirkungen ha-
ben kénnen. Daher ist es zum Beispiel bei Simulationen wohl keine gute
Idee, die Wahrscheinlichkeiten zu raten. Andererseits ist dies in der Praxis
haufig erfolgreich. Vielleicht sind die Systeme, die erfolgreich modelliert
werden, hinreichend robust. Schliefilich scheinen viele SZA ergodisch zu
sein, was eine gewisse Robustheit impliziert. Unsere Ergebnisse zeigen je-
doch, dass es Situationen gibt, wo es wichtig ist, die richtigen Wahrschein-
lichkeiten zu verwenden.

2.6 Zusammenfassung

Wir verfiigen nun iiber eine Definition von stochastischen Zellularautoma-
ten, die auch auf unendliche Konfigurationen iibertragbar ist. Als Schwie-
rigkeit bei der Beschreibung von Folgekonfigurationen stellt sich die Ent-
wicklung stochastischer Abhangigkeiten heraus. Im Kapitel iiber Quanten-
zellularautomaten werden wir eine dhnlich motivierte Definition entwickeln.

88



Dort ist die Entwicklung von Verschrankung ein Hindernis bei der globa-
len Beschreibung (allerdings sollte man Verschrankung und stochastische
Abhéangigkeit gut voneinander trennen; es handelt sich um verschiedene
Eigenschaften).

Es ist fiir stochastische (und fiir Quanten-) Rechner wichtig zu wissen,
ob man die Auswirkungen von Fehlern prinzipiell begrenzen kann. Bern-
stein und Vazirani haben 1993 gezeigt [7], dass fiir Quantenturingmaschinen
eine ¢-nahe Simulation moglich ist. Um eine vergleichbare Frage fiir SZA
beantworten zu konnen, muss man globale stochastische Konfigurationen
miteinander vergleichen konnen. Hierfiir haben wir erstmals ein Verfahren
angegeben und seinen Einsatz demonstriert.

Bei der e-nahen Simulation von Turingmaschinen ist das Ziel Sprach-
erkennung; bei unserem Modell von SZA liegt der Schwerpunkt anders,
weil wir die erzeugten Konfigurationen insgesamt vergleichen. Insbesondere
wachsen Abweichungen bei SZA deswegen schneller als bei Turingmaschi-
nen, weil letztere in jedem Berechnungsschritt nur ein Zufallsexperiment
durchfiihren, wahrend SZA maximal so viele durchfithren, wie sie aktive
Zellen haben. Wiirden wir mit einem SZA eine Turingmaschine simulieren,
waren die Abschatzungen wesentlich giinstiger.
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KAPITEL 3

Grundlagen zum Quantenrechnen

3.1 Einleitung

Quanteneffekte sind mit klassischen Rechnern aufferordentlich schwierig zu
modellieren. Dies hat R. Feynman dazu inspiriert, ein Rechnermodell vor-
zuschlagen, das diese Effekte ausnutzt. Dieses Modell erregt seit einigen
Jahren zunehmendes Interesse, vor allem seit der Entwicklung eines poly-
nomialen Faktorisierungsalgorithmus durch Shor [77] und eines Suchverfah-
rens, das beweisbar schneller ist als jedes dquivalente klassische Verfahren,
durch Grover [34].

Fiir eine umfassende Einfiihrung in die Theorie des Quantenrechnens
reicht der Platz hier nicht aus. Daher beschranken wir uns auf eine rein
mathematische Behandlung der im nachfolgenden Kapitel benctigten Kon-
zepte und verweisen fiir alles Weitere auf die Biicher von Gruska [35] oder
von Nielsen und Chuang [66] sowie auf das Skript von Preskill [70]; die
folgenden Abschnitte sind an alle drei Quellen angelehnt.

Wir beginnen mit der Darstellung von Information in Quantenrechnern.
Daran anschlieffend befassen wir uns damit, wie man mit dieser Information
rechnet, wie man also einen Quantenzustand manipuliert. Nach Beendigung
der Rechnung miissen wir das Ergebnis ablesen, es folgt daher ein Abschnitt
iiber Messungen.

Fiir diesen ersten Teil nehmen wir an, wir hdtten es mit einem abge-
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schlossenen Quantensystem zu tun. Es folgt eine Erweiterung auf offene Sy-
steme; wir fiihren Dichtematrizen ein, um Zustande zu reprasentieren und
Superoperatoren, um mit ihnen zu rechnen. Wir behandeln die operatoral-
gebraische Sichtweise ausfiihrlicher als in der Literatur zum Quantenrech-
nen tiiblich, weil sie uns bei der Definition von Quantenzellularautomaten
niitzlich sein wird.

SchlieRlich behandeln wir kurz Verschrinkung und Mafe fiir die Ahn-
lichkeit von Quantenzustanden.

3.2 Information speichern: Quantenbits

Klassische Rechner reprasentieren Information in Form von Bits. Die defi-
nierende Eigenschaft eines Bits ist, dass es sich in genau einem von zwei
moglichen Zustanden befinden kann, die man iiblicherweise mit 0 und 1
bezeichnet.

Quantenrechner sind anders. Sie reprasentieren Information in Form
von Quantenbits, kurz qubits. Diese haben zwar ebenfalls nur zwei Basis-
zustinde, [0) und |1), kdnnen aber statt in einem von beiden auch in einer
Uberlagerung vorliegen. Eine solche Uberlagerung hat die Gestalt

«l0) + BIT)

fiir komplexe Zahlen «, 3, deren Betrag zwischen Null und Eins liegt. Au-
ferdem muss |x|>+|pB|?> = 1 sein. Wir kénnen daher ein qubit als einen zwei-
dimensionalen normierten komplexen Vektor («, 3) schreiben. Die Kompo-
nenten dieses Vektors heifen Amplituden.

Es ist moglich, die Amplituden eines oder mehrerer qubits zu manipu-
lieren und die qubits interagieren zu lassen. Es ist aber nicht moglich, zu
einem beliebigen qubit den exakten Quantenzustand, also die Werte von «
und (3, zu ermitteln. Wird das qubit gemessen, so nimmt es einen seiner
beiden Basiszustinde an, und zwar |0) mit der Wahrscheinlichkeit |«|? und
1) mit der Wahrscheinlichkeit |3|2.

Einige Begriffe sind bis jetzt vage geblieben: Wie interagieren qubits,
wie manipuliert man sie, und was genau ist eine Messung? Wir wollen dies
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in den folgenden Abschnitten prazisieren, benotigen jedoch zuerst etwas
Mathematik.

Wie wir oben schon gesehen haben, sind qubits Elemente eines komple-
xen Vektorraumes. Diesen statten wir mit einem Skalarprodukt aus. Dabei
schreiben wir Vektoren immer in der Dirac-Notation: |¢@) steht fiir einen
Spalten- (| fiir einen Zeilenvektor.

Definition 3.1 (Skalarprodukt)
Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Funktion
(-|y: VxV = C, fiir die gilt:

1. Sie ist positiv: (¢@|@) > O fiir alle vom Nullvektor verschiedenen |@).

2. Sie ist im zweiten Argument linear:
(@l (alb1) +blb2))) = alehb1) + b{@hbz).

3. Sie ist schiefsymmetrisch: (@hb) = (\p[@) wobei X fiir das konjugiert
Komplexe von x € C steht.

Jedes Skalarprodukt induziert mittels |[¢|| = \/(@|@) eine Norm, aus
der wir mit d(|@),|V)) = [[l@) — V)| eine Metrik fiir V erhalten. V heifit
beziiglich dieser Metrik vollstdandzg, falls in (V, d) jede Cauchyfolge konver-
giert. Ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt, der in diesem
Sinne vollstandig ist, ist ein Hilbertraum.

Der fiir unsere Zwecke wichtigste Hilbertraum ist durch die {,-Norm
gegeben.

Definition 3.2
Fiir abzdhlbare Mengen Q bezeichnet {,(Q) den Raum der komplexwerti-
gen Funktionen auf Q, die durch die {,-Norm begrenzt sind:

0L(Q)=<feC: [ fla)f(q) <ooy. (3.1)
aeqQ

93



Mit dem Skalarprodukt
(filf2) = Y fi(a)fa(aq) (3:2)
aeqQ
ist £,(Q) ein Hilbertraum.

Im Allgemeinen wollen wir nicht nur ein qubit betrachten, sondern meh-
rere. Zu jedem von ihnen gehort ein zweidimensionaler Hilbertraum; be-
trachten wir mehrere zugleich, so beschreiben wir ihren gemeinsamen Zu-
stand durch einen Vektor aus dem Tensorprodukt der einzelnen Hilbert-
raume.

Definition 3.3 (Tensorprodukt)

Es seien V und W komplexe Vektorrdume, V von der Dimension n und
W von der Dimension m. Ein Tensorprodukt ist eine Verkniipfung & :
VxW — VoW, wobel VW ein nm-dimensionaler komplexer Vektorraum
ist, der von den v @ w fiir v € V,w € W erzeugt wird. Die Verkniipfung
muss folgende Eigenschaften haben:

1. Firalleze C,lve Vy,w e W:

zveaw)=(zv)@w =v® (zw) (3.3)
2. Fiir alle vi,v; € V,w e W:

(Vi+Vv)@w=vigw+v,@w (3.4)

3. Fiir allev € V,wi;,w, € W:
VR (Wi +Ww) =vRw;+vRw; (3.5)

Wir beschreiben also zwei qubits durch einen vierdimensionalen Vektor,
allgemein n qubits durch einen 2™-dimensionalen Vektor.
Seien A und B zwei qubits mit den Zustdnden |pa) = 1(0) 5 + x2|1) o
und [@g) = 1/0) + B2/1). Ihr Tensorprodukt A ® B ist dann im Zustand
[PA) @ |@B)
= (|0) A + x21) A) ® (B1l0)5 + B2lT)p
= aPi(l0), ®10)g) + 1B2(10) 4 ® (1))
F0B1(11) A ®10)5) + 02B2([1) A @ (1))
= ®131]00) + o1 32I01) + x21[10) 4 x2B2[11),
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wobel wir in der letzten Zeile die tensorierten Einzelvektoren zu Vektoren
der Lange zwei zusammengefasst haben. Der Zustandsvektor im Gesamtsy-
stem ist (o137, x1B2, %231, x2f32). Die Moglichkeit zum Ausmultiplizieren
existiert dank der Linearitdt von Quantensystemen.

3.3 Quantenzustinde manipulieren

Um zu rechnen, muss es moglich sein, den Zustand eines Quantensystems
zu verdndern. Das Verhalten eines physikalischen Systems (definiert als die
Anderung seines Zustandes mit der Zeit) ist vollstindig durch den Hamil-
tonoperator H festgelegt. Der Vektor, der den Systemzustand beschreibt,
verdndert sich gemaf der Schrodinger-Gleichung

d .
4@ (t) = —iHle(t). (3.6)

Fir Hamiltonoperatoren H, die nicht von der Zeit abhangen, erhalt man
aus Gleichung 3.6:

(1)) = e Me(0)). (3.7)

E's hat sich in der Literatur zum Quantenrechnen eingebiirgert, Rechnungen

durch Angabe von e " zu spezifizieren. Nicht jeder Operator lisst sich in

dieser Form schreiben, wenn H ein Hamilton-Operator sein soll, denn nicht
jeder Operator ldsst sich als Hamilton-Operator auffassen.

Sei A ein Operator auf einem Vektorraum V. Dann bezeichnet Af die

Adjungierte von A, also den eindeutig bestimmten Operator, fiir den gilt:

(VAW) = (ATvjw) (3.8)

fiir alle v,w € V. Fiir Matrizen A erhilt man A, indem man A transponiert
und jeden Eintrag durch sein komplex Konjugiertes ersetzt. Dann steht
(V|A beziehungsweise A|w) fiir ein Vektor-Matrix beziehungsweise Matrix-
Vektor-Produkt.

Ein Operator A heift selbstadjungiert oder hermitesch, wenn A = Al
ist. Die Hamilton-Operatoren von Quantensystemen sind immer selbstad-
jungiert. Daraus folgt, dass der Operator U = e "*H aus Gleichung 3.7 uni-
tar sein muss; das heift, es muss gelten UU" = I, wobei I fiir die Identitit
steht.
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Solange wir Quantenzustande als endlichdimensionale Vektoren in Hil-
bertraumen schreiben, handelt es sich bei diesen Operatoren immer um
Matrizen.

Die Forderung nach Unitaritdt impliziert insbesondere die Forderung
nach Reversibilitdat, denn jede unitare Matrix ist invertierbar, folglich ist
jeder mit unitdren Matrizen beschreibbare Prozess zumindest theoretisch
reversibel.

Anschaulich bedeutet die Unitaritat einer Matrix, dass sie die Norm von
und die Winkel zwischen Vektoren erhalt. Daher miissen die Zeilen- und
Spaltenvektoren einer solchen Matrix normiert und paarweise orthogonal
sein.

Beispiele fiir eine unitare Matrizen sind die Hadamard-Transformation:

1 (1 1
H:ﬁ(]4> (3.9)

el 0
uw:<0 ]). (3.10)

Um vorzufithren, wie zwei qubits miteinander interagieren, geben wir
noch die unitdre Matrix fiir eine Operation an, die als CNOT (fiir controlled
not) bekannt ist:

und die Drehung um w:

ucnot -

(3.11)

o O©C O =
o o = O
— O O O
o = O O

Wenden wir U, auf einen Quantenzustand «o|00)+axp1/01)+ot10/10)+
a11/11), dargestellt durch den Vektor (opoxo1i0tq1), an, so erhalten wir

T T
Uenot - (Xooxo1X10%11) = (X001 X10%X11) -
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Fir den Spezialfall, dass alle oy; entweder O oder 1 sind, ergibt sich

ucnot‘00> = ‘00>
ucnot‘01> = ‘OU
ucnotHO) = HU
Ucnot/11) =110),

das heifit, das zweite qubit wird negiert, falls das erste im Zustand |[1) ist.

Angenommen, wir haben zwei Gruppen von qubits; jede ist durch Vek-
toren in einem Hilbertraum beschrieben und beide Gruppen zusammen
durch Vektoren aus dem Tensorprodukt der Hilbertraume. Haben wir nun
Matrizen, die auf den beiden Gruppen getrennt operieren, so operiert auf
dem Tensorprodukt der Hilbertrdume das Tensorprodukt dieser Matrizen.

Dieses ist wie folgt definiert. Zu Matrizen A = (ay)i<ij<n und B =
(bx)1<k1<m ist A ® B eine nm-dimensionale Matrix:

G.]]'B (112'B (l]n'B

ar - B

s (3.12)
au1-B a2-B ... ann-B

Jegliche Quantenrechnungen lassen sich durch Angabe der entsprechen-
den unitdren Matrizen spezifizieren. Man erhilt ein universelles Berech-
nungsmodell; Quanten-Turingmaschinen haben zum Beispiel Benioff [4, 5],
Deutsch [21] sowie Bernstein und Vazirani [7] untersucht.

3.4 Das Ergebnis extrahieren

Will man etwas iiber den Zustand eines oder mehrerer qubits erfahren,
so muss man messen. Dabei erfahrt man nicht die Werte der einzelnen
Amplituden; vielmehr ist das Ergebnis stochastisch und dariiber hinaus
zerstort die Messung den Originalzustand.

Wir beginnen mit dem einfachen Fall, dem der projektiven Messung. Ge-
messen werden immer Observable. Das sind Eigenschaften wie zum Beispiel
der Aufenthaltsort oder die Geschwindigkeit eines Teilchens, die prinzipiell
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messbar sind. Formal entspricht einer Observablen ein selbstadjungierter
Operator.

Ist A eine selbstadjungierte Matrix in einem Hilbertraum 7, so bilden
die Eigenvektoren von A eine Orthonormalbasis von H. Beziiglich dieser
Orthonormalbasis hat A die Gestalt } |, a,P,, wobei die a, die Eigenwerte
von A sind und die P,, Projektionen auf die entsprechenden Eigenrdaume.
Die Projektionen P, sind vollstdndig in dem Sinne, dass ) P, die Ein-
heitsmatrix ist und sie sind paarweise orthogonal in dem Sinne, dass fiir
alle n, m gilt: P,,P;;, = 01y mPn, wobei &, 1, fiir das Kronecker-Delta steht.

Das Ergebnis der Messung einer Observablen A ist ein Eigenwert von
A. Dieser ist reell, denn selbstadjungierte Matrizen haben nur reelle Eigen-
werte. Nachdem das Messergebnis abgelesen ist, befindet sich das System in
einem Zustand aus dem Eigenraum von A zu dem gemessenen Eigenwert,
genauer, in der Projektion des Ausgangszustandes in den Eigenraum. Dar-
iber, welcher Eigenwert bei der Messung beobachtet wird, kann man nur
eine stochastische Aussage treffen: Ist der Quantenzustand vor der Messung
|@), so beobachten wir den Eigenwert a,, mit der Wahrscheinlichkeit

IPal @)l = (@[Pnle) (3.13)

und in diesem Fall befindet sich das System nach der Messung in dem
Zustand

P.lo)

V{(0IPole)

(3.14)

Der Term im Nenner dient dabei der Renormalisierung. Die Messung
projiziert den Zustand des Quantensystems in den Eigenraum zu dem ge-
messenen Higenwert; daher ergibt jede weitere Messung mit der gleichen
Observablen das gleiche Ergebnis wie die erste.
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Wichtige Observable eines qubits sind die Pauli-Matrizen:

0 1

Oy = ( 10 ) (3.15)
0 —i

oy = ( L0 ) (3.16)
1 0

Die Pauli-Matrizen sind nicht nur selbstadjungiert, sondern auch uni-
tar. Auflerdem sind sie ein Beispiel fiir nicht-kommutierende Observable.
Diese Eigenschaft ist wichtig, denn wenn zwei Observable nicht kommutie-
ren, messen sie Eigenschaften, deren exakte Kenntnis sich gegenseitig aus-
schliefit. Ein berithmtes Beispiel sind Geschwindigkeit und Aufenthaltsort
eines Elektrons. Formal kommutieren zwei Observable genau dann, wenn
sie stmultan diagonalisierbar sind, das heillt, wenn sie beziiglich der glei-
chen Basis Diagonalgestalt haben.

Die Gesamtheit der Observablen eines Systems reprasentiert alles, was
man durch Messung iiber den Systemzustand erfahren kann. Wir gehen in
Abschnitt 3.6 genauer auf die Rolle von Observablen bei der Beschreibung
von Zustanden ein.

3.5 Nicht-abgeschlossene Quantensysteme

3.5.1 Nicht alle Zustande sind Tensorprodukte

Bis jetzt sind wir vereinfachend davon ausgegangen, dass unser Quantensy-
stem abgeschlossen ist: Der Zustandsvektor gibt eine vollstandige Beschrei-
bung des Systems zu einem gewissen Zeitpunkt und es findet abgesehen von
eventuellen Messungen keine Interaktion mit der Auflenwelt statt.
Nehmen wir nun aber an, wir hatten ein System, das aus zwei qubits
besteht, von denen wir nur eines manipulieren und beobachten konnen.
Wir kennen den Zustandsvektor des Gesamtsystems und wollen daraus ein
Modell fiir unsere eingeschrankte Sicht entwickeln. Dieser Vektor konnte
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@) = a(0) , ®[0)5) + B (1), ® 1)) sein. Hier besteht eine Beziehung zwi-
schen den Zustanden der qubits A und B; insbesondere ist es nicht moglich,
|) als Tensorprodukt der Einzelzustdnde zu schreiben. Dieses Phdnomen
heifft Verschrankung und wir werden spater ndher darauf eingehen.

Wir messen qubit A in der Basis {|0) ,, [1) o}. Mit der Wahrscheinlichkeit
|«|? finden wir qubit A im Zustand |0) A vor; in diesem Fall befindet sich das
Gesamtsystem nach der Messung im Zustand [0) , ® |0)5. Jede zukiinftige
Messung von qubit B wird es von nun an mit Sicherheit im Zustand |0),
vorfinden.

Wir konnen eine Observable M, die nur qubit A misst, auf dem Ten-
sorprodukt der beiden Hilbertrdume H A und Hg durch M ® I fortsetzen.
Dabei steht Iy fiir die Identitat auf Hg. Wenden wir diese Observable auf
den Zustand |¢) an, so erhalten wir

(@IMa ® Iglep)
= (@A (0l @ 5(0l + BA(1l @ 5(1]) (MA@ Ig) (xI0) A ® 0)5 4+ BIT) A ® 1))
= |&l*A{0IMAI0) o + IBIFA(TIMAIT) 5.

Dieser Ausdruck 14#t sich umschreiben zu

Dabei steht tr fiir die Spur der Matrix (die Summe der Diagonalelemente)
und pa fiir eine Matrix der Form

pa = [%(0) oo (O + [BI*[1) A (11. (3.19)

Solche Matrizen nennt man Dichtematrizen. In ihrer allgemeinen Gestalt
p=> pile)(ei. (3.20)

kann man die Dichtematrix als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung interpre-
tieren, die dem Quantenzustand |¢;) die Wahrscheinlichkeit p; zuordnet.
Daraus folgt, dass jede Dichtematrix p positiv sein und tr(p) = 1 erfiil-
len muss. Tatsachlich sind diese beiden Bedingungen nicht nur notwendig,
sondern auch hinreichend.
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Die Zustande, die man als Vektoren eines Hilbertraumes schreiben kann,
heifien rein. Die Dichtematrix zu einem reinen Zustand |¢@) hat die Form
|@){@|. Dichtematrizen wie in Gleichung 3.20 beschreiben im Allgemeinen
gemaschte Zustande. Es gibt verschiedene Zustande, die die gleiche Dich-
tematrix haben; man kann sie allerdings nicht durch projektive Messung
unterscheiden.

Als Beispiel sei |@) = «/0) 4+ (3|1). Die Dichtematrix ist

e B
\<p><<p!—<aﬁ Byz).

Der Zustand |¢') = —«|0) —3|1) hat die gleiche Dichtematrix wie |¢), denn
|@) und |¢’) unterscheiden sich nur um den globalen Phasenfaktor —1 und
die Wahrscheinlichkeiten dafiir, bei einer projektiven Messung |0) oder |1)
zu erhalten, sind in beiden Fallen gleich.

Dichtematrizen von Zustdnden sind hermitesch; |¢@)(¢| entspricht ge-
rade dem Messoperator, der feststellt, ob sich ein System in dem reinen
Zustand |¢@) befindet.

Unser Beispiel mit den qubits A und B illustriert einen Spezialfall, nim-
lich die reduzierte Dichtematrix. Sie ist niitzlich, um unsere eingeschrankte
Sicht zu modellieren, indem wir den Beitrag von B aus der Zustandsglei-
chung eliminieren. Man nennt diese Elimination auch Ausspuren (tracing
out) von B. Fiir Hilbertrdume H und Hp mit Orthonormalbasen 5B, und
Bg ist die reduzierte Dichtematrix pa eines Zustandes p € Ha ® Hp durch
folgende Gleichung gegeben.

pa=tr ()= D> o) | D (e, vlele’,¥) | (o  (321)
’(PH(P,>€BA ’¢>€BB

3.5.2 Nicht jede Entwicklung ist unitar

Wenn wir Zustande mit Dichtematrizen reprasentieren, brauchen wir eine
passende Darstellung der Operationen, die auf diesen Zustdnden moglich
sind. Oben haben wir unitare Matrizen eingefiihrt, die auf reinen Zustan-
den agieren. Im Allgemeinen sind aber Zustande nicht rein, sondern ge-
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mischt, und wir brauchen eine allgemeinere Formulierung dessen, was wir
als Quantenoperationen erlauben.

Wir suchen Operatoren, die Dichtematrizen auf Dichtematrizen abbil-
den. Falls der Operator eine unitédre Transformation U implementiert, kon-
nen wir ihn fiir Dichtematrizen p als

E(p) = UpU'

schreiben.

Verallgemeinern wir dies nun auf ein zweiteiliges Quantensystem, das
aus einem Hauptystem und einer Umgebung besteht; ersteres befindet sich
im Zustand p, letzteres im Zustand pg. Wir gehen davon aus, dass sie zu
Beginn nicht miteinander verschrankt sind, das heifit, wir konnen ihren
gemeinsamen Zustand als Tensorprodukt p® pg schreiben. Anwendung des
unitdren Operators U liefert den neuen Zustand

U(p ® pE)UT-

Um hieraus den Zustand des Hauptsystems zu isolieren, spuren wir den
der Umgebung mittels trg aus. Betrachten wir nur den Zusammenhang
zwischen dem alten und dem neuen Zustand des Hauptsystems:

E(p) = tre (U(p® pe)UT) . (3.22)

Aus dieser Gleichung gewinnen wir eine Summendarstellung des Operators
E. Dazu sei |ey) eine Basis des endlichdimensionalen Hilbertraumes der
Umgebung; |ey)(eo| stehe fiir den Anfangszustand der Umgebung. Damit
wird aus Gleichung 3.22:

E(p) =) (edU(p @ leo){eql) Ullex) (3.23)

k
= > ExpEl, (3.24)
k

wobei Ex = (ex/Uleo) ein Operator auf dem Zustandsraum des Haupty-
stems ist. Fiir eine Basis |i),j),... des Hauptsystems (also des Gesamt-
systems ohne die Umgebung), ist der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten
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Spalte der Matrixdarstellung von E, gleich ((i| ® (ex]) U (]j) ® |eo)). Glei-
chung 3.24 beschreibt die Operatorsummen-Darstellung von £. Solche
Operatoren heifien auch Superoperatoren oder vollstindig positive Abbil-

dungen (completely positive maps).

Definition 3.4 (Superoperator)
Ein Superoperator £ ist eine Abbildung von Matrizen auf Matrizen mit

den Eigenschaften:
1. 0 <tr(&(p)) <1 fiir alle p,

2. Fiir gemischte Zustdnde ) ,pip; gilt
& <Z pipi> = Zpig(pi)>

3. & ist vollstandig positiv. Das heifit, fiir jede positiv definite Matrix p
ist £(p) positiv definit. Ist ferner R ein beliebigdimensionales weiteres
Quantensystem und Iy die Identitat auf R, so ist (I ® £)(p) fiir alle
positiv definiten p positiv definit.

Superoperatoren mit Spur 1 bilden Dichtematrizen auf Dichtematrizen
ab. Diese Definition ist aquivalent zu unserer fritheren Herleitung: Jeder
Superoperator besitzt eine Summendarstellung und umgekehrt.

3.5.3 Nicht alle Messungen sind orthogonale
Projektionen

Projektive Messungen sind fiir viele Zwecke vOllig ausreichend. In diesem
Abschnitt fithren wir einen allgemeineren Formalismus ein, der in mancher
Hinsicht eleganter und flexibler, wenn auch nicht méachtiger, ist. Es handelt
sich dabei um Mafle, deren Wertebereich aus positiven Operatoren besteht.
Ein Operator heifft positiv, wenn seine Norm grofier als Null ist. Diese Klas-
se von Mafen wird als POVM bezeichnet (fiir Positive Operator-Valued
Measure).
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Definition 3.5 (POVM)
Ein POVM besteht aus einer Menge {E,.} von positiven Operatoren mit
der Eigenschaft )  E., =1, wobei I fiir die Einheitsmatrix steht.

Die Operatoren agieren auf dem Hilbertraum der Quantenzustande. Der
Index m kodiert das Ergebnis der Messung; die Wahrscheinlichkeit, das
Ergebnis m zu beobachten, ist

(@lEml@). (3.25)

POVMs unterscheiden sich von projektiven Messungen nur dadurch, dass
die E,, nicht paarweise orthogonal sein miissen. Es ist moglich, jedes POVM
durch eine projektive Messungen und unitdre Matrizen zu simulieren.

Ein Vorteil an der Superoperatorschreibweise besteht darin, dass auch
Messungen Superoperatoren sind. Messungen entsprechen Superoperato-
ren, die nicht notwendigerweise spurerhaltend sind, also £(p) = ZkEka,T<
mit 5 E[E, < L

3.6 Operatoralgebra

In der Informatik-Literatur zum Quantenrechnen wird iiblicherweise aus-
schliefflich mit Vektoren in Hilbertrdumen gerechnet. Bei Quantenzellular-
automaten liegt aber eine ungewohnliche Situation vor, denn jede einzelne
Zelle ,sieht" nur einen kleinen Ausschnitt der globalen Konfiguration; die
bisher eingesetzten, auf Vektoren in Hilbertraumen basierenden, Defini-
tionen, geraten hier in Schwierigkeiten, wie wir noch sehen werden. Wir
fiihren daher nun einen Beschreibungsformalismus ein, der eher aus der
mathematischen Physik motiviert ist, ndmlich Operatoralgebren. Die Be-
trachtungen tiber Dichteoperatoren aus Abschnitt 3.5 konnen wir mit Hilfe
dieser Algebren vertiefen.
Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum. Die beziiglich der Operatornorm

Pl =" sup [[Pgll (3.26)
e @l[=1

beschriankten Operatoren auf H bilden eine Algebra, die wir mit B(H)
bezeichnen. Sie ist unter Adjunktion abgeschlossen: mit A ist auch A' ein
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Element von B(H). Dariiber hinaus verleiht die Norm des Hilbertraumes H
der Algebra der beschrdankten Operatoren ebenfalls eine Norm und B(H) ist
beziiglich der von dieser Norm induzierten Metrik abgeschlossen. Demnach
ist B(H) geméah der folgenden Definition eine C*-Algebra.

Definition 3.6 (C*-Algebra)

Eine C*-Algebra ist ein vollstindiger normierter Raum (A,+,| - ||) tiber
den komplexen Zahlen zusammen mit Operationen - : A x A — A und
*:A — A, in dem fiir alle a,b,c € A und «, 3 € C gilt:

I.a-(b+c)=a-b+a-c

2.a-(b-c)=(a-b)-c

3. (xa)- (Ppb) = xPf(a-b)

4. a* =aq, (ka)* =xa*, (a+b)* =a*+b*, (a-b)*=Db*-a*
5. lla-bll < llalllfoll, [la* - all = llal1?

Eine Einfithrung in die Theorie der C*-Algebren findet man in dem Buch
von Bratteli und Robinson [9] oder dem Skript von de la Harpe und Jo-
nes [18]; wir geben hier nur diejenigen Ergebnisse an, die im folgenden
Kapitel Verwendung finden.

Die beschrankten Observablen auf H sind gerade die hermiteschen Ele-
mente von B(H); sie bilden eine Teil- C*-Algebra von B(H), die auch Ob-
servablenalgebra (von H) heifit. Zum Beispiel sind die Pauli-Matrizen Ele-
mente der Observablenalgebra des Hilbertraumes, in dem die Zustande ei-
nes qubits liegen; ebenso sind die Dichteoperatoren aus Abschnitt 3.5.1
Elemente der entsprechenden Observablenalgebren.

Fiir n-dimensionale Hilbertraume H mit n < oo konnen wir die Elemen-
te von B(H) immer als n x n-Matrizen schreiben. Sowohl B() als auch
die Observablenalgebra enthalten die Identitat I; es handelt sich jeweils um
C*-Algebren mit Identitat, sogenannte wunitale C*-Algebren.

Was ist nun der Zusammenhang zwischen Zustanden und Operatoren?
Sei dazu |@) ein Zustand, gegeben als Element des Hilbertraumes 7, und p
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ein Operator aus 5B(H). Dann definiert |@) eine Abbildung f, : B(H) — C
mit

folp) = (@lple). (3.27)

Diese Abbildung ist positiv: Ist p ein positiver Operator (das heift, gibt es
T € B(H) mit p =1'1), so ist f,(p) eine nichtnegative reelle Zahl.

Es definiert folglich jeder Vektor aus H eine positive Abbildung von
B(H) in C. Umgekehrt ist durch jede positive Abbildung von B(H) in C,
die auf dem Einselement von B(H) den Wert 1 annimmt, eindeutig ein
Zustand festgelegt. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 3.7
Ein Zustand einer unitalen C*-Algebra A ist eine positive identitdtserhal-
tende Linearform f: A — C.

Der Zustandsraum Sa von A ist die Menge aller Zustidnde von A. S
ist eine konvexe Teilmenge des Dualraumes von .A. Ein Zustand ist genau
dann rein, wenn er sich nicht als konvexe Linearkombination von Zustanden
schreiben lasst. Zum Beispiel bilden die Pauli-Matrizen eine Basis der Ob-
servablenalgebra des Hilbertraumes C?. Der zugehérige Zustandsraum ist
isomorph zur dreidimensionalen Kugel und die reinen Zustande entsprechen
den Punkten auf der Oberflache. Diese Kugel heifit auch Bloch-Kugel.

Ist A endlich-dimensional, so ist der Dualraum von .4 isomorph zu A.
Damit konnen wir begriinden, warum Dichteoperatoren (die ja eigentlich
Elemente der Observablenalgebra sind) als Reprdsentanten von Zustdnden
dienen. Fiir endlich-dimensionale A gibt es zu jedem Zustand f: A — C
ein p € A mit

f(a) = tr(pa) (3.28)

fiir alle a € A. Dieses p ist gerade der Dichteoperator des Zustandes f.
Wenn p eine Projektionsmatrix mit Rang 1 ist, ist f ein reiner Zustand.
Um die Bedeutung von Gleichung 3.27 zu illustrieren, betrachten wir fol-
gendes Beispiel. Sei |@) ein normierter Vektor aus H und p eine beschrinkte
Observable. Falls p Rang 1 hat, ist (¢@|p|¢@) geméf Gleichung 3.13 gerade die
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Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von |¢@) mit der Observablen p als
Ergebnis den einzigen von Null verschiedenen Eigenwert von p zu erhalten.

Ist p ein beliebiges Element der Observablenalgebra, so ist p hermitesch
und besitzt demnach beziiglich einer geeignet gewahlten Orthonormalbasis
die Darstellung )  a,P, wie auf Seite 98. Nehmen wir ohne Einschrankung
an, ¢ ware in dieser geeigneten Orthonormalbasis gegeben. Dann ist

(plolo) = @!Zan nlo)

- Z an (<(P|Pn|(P>)

(p|plp) ist der Erwartungswert des Messergebnisses von ¢ mit der Ob-
servablen p. Definition 3.7 fasst Zustdnde als Funktionale auf, die jeder
Observablen den Erwartungswert des entsprechenden Messergebnisses zu-
ordnen.

Als nachstes beschéftigen wir uns mit linearen Abbildungen von C*-
Algebren, den sogenannten x-Morphismen.

Definition 3.8
Ein x-Morphismus ist eine lineare Abbildung V : A — B von C*-Algebren,
so dass fiir alle a,b € A gilt:

V(ab) = V(a)V(b) und V(a*) = (V(a))™.

*-Morphismen erhalten die Struktur von C*-Algebren, denn V(. A) ist immer
eine C*-Unteralgebra von B. Ein x-Automorphismus von .4 ist ein bijektiver
*-Morphismus von A nach A. Die x-Automorphismen von A bilden die
Gruppe Aut(A).

Einen Spezialfall von x-Automorphismen eines Hilbertraumes H erhalt
man aus den unitdren Elementen von B(H). Ist ndmlich U € B(H) unitar,
so definiert U mittels der Abbildungsvorschrift

a— Ufau

fiir a € B(H) einen x-Automorphismus von (). Diese x-Automorphismen
heiffien auch innere Automorphismen von B(H). In endlichen C*-Algebren
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lasst sich jeder x-Automorphismus in bis auf Isomorphie eindeutig bestimm-
ter Weise aus einem inneren Automorphismus und einer endlichen Menge
von Permutationen zusammensetzen.

Wir kommen nun zu den Operatoralgebren tensorierter Hilbertraume.
Der Einfachheit halber betrachten wir endliche Produkte endlichdimensio-
naler Raume. Dann ist die Observablenalgebra des Tensorproduktes durch
das Tensorprodukt der Observablenalgebren der Faktorraume wie folgt ge-
geben.

Seien H1, ..., H, endlichdimensionale Hilbertraume mit den Dimensio-
nen di,...,dn. Zu H; bezeichne B(H), die C*-Algebra der beschrénkten
Operatoren auf ;. Fiir alle i zwischen 1 und n ist B(’H); endlichdimensio-
nal und folglich nach einem Satz aus der Theorie der C*-Algebren isomorph
zu einer vollen Matrixalgebra auf dem Hilbertraum C%. Das Tensorprodukt
der Operatoralgebren definieren wir dann mittels des Tensorproduktes die-
ser Matrixalgebren (welches wiederum elementweise iiber das Tensorpro-
dukt der Matrizen definiert ist). Zusammenfassend erhalten wir auf dem
Hilbertraum

H =M
i=1

die Operatoralgebra

Das Element p; ® ... ® p,, von B(H) operiert auf vi ® ... ® v, € H gemaf

® Pi <®Vi> = ® pi (Vi) .
i=1 i=1 i=1

Da wir grundsatzlich unitale C*-Algebren betrachten, gibt es eine kanoni-
sche Einbettung der Faktoren in das Tensorprodukt der Algebren. Definie-
ren wir g : B(H); — B(H); ® B(H); durch g(pi) = pi ® I;, wobei I fur
die Einheitsmatrix auf ; steht, so ist g(B(H);) eine Teil-C*-Algebra von
B(H); ® B(H);.
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Ist nun f: H(B); ® H(B); — C ein Zustand, so erhalten wir durch

f1:H(B), — C,
pi— fpi ® L)

einen Zustand von #(B); (und in analoger Weise einen Zustand von H(B )).).
Wegen f(p) = tr(tp) fir ein T € H(B); ® H(B); nach Gleichung 3.28 er-
hadlt man hieraus die Formel fiir den reduzierten Dichteoperator aus Glei-
chung 3.21.

Was aber, wenn wir unendlich viele endlich-dimensionale Hilbertraume
H1, Ha, ... tensorieren? Sei wieder zu jedem Hilbertraum H; die zugehorige

Operatoralgebra durch B(H); gegeben. Wie oben betten wir ein, und zwar

B(H), in B(H), ® B(H),,
B(H), ® B(H), in B(H), ® B(H), ® B(H),,

allgemein

k k+1

Q) B(H); in Q) B(H);.
i=1 i=1
Mit A, = ®!_;B(H), ist dann A; C A, C ... ein sogenannter Turm von
C*-Algebren. Sei A, die Vereinigung aller Aj; sie besitzt die Struktur einer
pra-C*-Algebra, das heifit, sie erfiillt die Definition bis auf die Abgeschlos-
senheit. Thre Vervollstandigung ist eine C*-Algebra.

C*-Algebren, die in dieser Weise entstehen, heifien beinahe endlich-
dimensional oder kurz AF-Algebren (fiir approximately finite dimensio-
nal). Wir bezeichnen die C*-Algebra, die wir hier erhalten haben, als die
quastlokale Algebra . A, wird manchmal auch lokale Algebra genannt.

Wir werden die quasilokale Algebra im folgenden Kapitel einsetzen, um
globale Konfigurationen von Quantenzellularautomaten zu definieren.

3.7 Verschrankung

Nach der Einfithrung in die Grundlagen des Quantenrechnens gehen wir auf
zwel speziellere Gebiete ein, die wir im folgenden Kapitel bendtigen. Dies
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sind Verschrankung und, im néichsten Abschnitt, Mafe fiir die Ahnlichkeit
von Quantenzustinden.

Sind A und B voneinander isolierte Quantensysteme, jedes fiir sich in
einem reinen Zustand ¢ beziehungsweise @g, so beschreibt das Tensor-
produkt @A ® @p ihren gemeinsamen Zustand. Haben A und B aber erst
einmal interagiert, so kann man ihren gemeinsamen Zustand oft nicht mehr
als Tensorprodukt der Teilzustdnde schreiben.

Als Beispiel seien A und B Systeme aus jeweils einem qubit. Zu Beginn
sei @A = xol0) 5 + 4[1) , und @ = Pol0); + B1l1)y; das Tensorprodukt ist
dann ao0l0) A10) 5+ 0B 110) A1) g+ 0t1Bol1) A10) g+ 0t1B111) A1) 5. Wenden wir
hierauf die aus Gleichung 3.11 bekannte Operation CNOT an, so erhalten wir

%0B0l0) Al0) 5 + xoB110) A1) 5 + 1 B1[T) Al0) 5 + X1 BolT) AlT) g (3.29)

als neuen Zustand des Gesamtsystems.

Im Gegensatz zum urspriinglichen Zustand 1aft sich der neue auch nach
Basiswechsel nicht als Tensorprodukt schreiben. Es ist aber moglich, ihn
in eine Summe von Tensorprodukten zu iiberfithren. Die minimale Anzahl
Summanden in dieser Summendarstellung ist eine Invariante des Zustan-
des und heifit Schmadt-Zahl. Zustande, die man nicht als Tensorprodukte
schreiben kann, heiffen verschrankt. Die Schmidt-Zahl dient als Maf ihrer
Verschranktheit: Unverschrénkte ( separable) Zusténde sind gerade solche
mit Schmidt-Zahl 1 und ein Zustand gilt als um so starker verschrankt, je
hoher seine Schmidt-Zahl ist.

Dies ist notwendigerweise eine vereinfachte Darstellung; Verschrankung
besitzt viele Facetten, die wir hier iibergehen miissen.

Seien A und B Quantensysteme der gleichen Dimension mit den Ortho-
normalbasen |¢;) beziehungsweise [;). Dann kénnen wir jeden Quanten-
zustand wie in Gleichung 3.29 ausmultipliziert schreiben:

&) = D agleus).

Wir wechseln Basen und ersetzen [;) durch |1j~),-> =), aylepi). Weiter neh-
men wir an, die Basis von A ware so gewahlt, dass die Dichtematrix des
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Zustandes von A Diagonalgestalt hat; dies ist keine Beschrankung der All-
gemeinheit. Diese Dichtematrix pa hat die Form ) . piloi)(@il.

Wir erhalten ps auch dadurch, dass wir den Zustand von B aus dem
gemeinsamen Zustand ausspuren; daher gilt p; = (11!11) fiir alle 1. Zwecks
Normalisierung setzen wir ;) = p; 1/ Z\INI)]-) und erhalten

Z VPile) Ao,

als Summendarstellung des Gesamtzustandes beziiglich der zu Beginn fest-
gelegten Orthonormalbasen. Beziiglich anderer Basen erhalten wir andere
Summen, aber die Anzahl von Null verschiedener Summanden bleibt gleich;
sie ist die bereits erwdhnte Schmidt-Zahl. Vertauschen wir die Rollen von
A und B so dndern sich noch nicht einmal die p;, also die Eigenwerte der
reduzierten Dichtematrizen. s

Im Beispiel erhalten wir mit [0) 5 = oB0l0)g+xoB111)5, 1) = x13110) 5+

(X]BOH>B
10) A (x0Bol0) g + xoBalT) ) + 1) A (x1B110) 5 + ct1Bol1)5) ,

also eine Schmidt-Zahl von 2 fiir den Zustand aus Gleichung 3.29. Dagegen
1aftt sich der Ausgangszustand als

(000) o + x1[T) 4) @ (BolO) g + B1l1)5)

mit nur einem Summanden schreiben und hat die Schmidt-Zahl 1.

Die Schmidt-Zahl ist als Verschrankungsmafl nur auf bipartite Systeme
anwendbar. Schon fiir Systeme aus drei qubits existieren zwei verschiedene
nicht dquivalente (das heift, nicht durch lokale Operationen ineinander
iiberfithrbare) maximal verschriankte Quantenzusténde [24, 87].

3.8 Abstandsmalfie fiir Quantenzustinde

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Ahnlichkeit von zwei Quantenzu-
stdnden zu definieren. Wir gehen hier auf zwei gebrauchliche ein, ndmlich
den Spurabstand (trace distance) D und die Treue (fidelity) F [32, 66, 91].
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Seien p und o zwei Dichteoperatoren. Thr Spurabstand ist

Dip,0) = 3 - tr(lo o), (3.30)
wobei |A| fiir Matrizen A durch VAAT definiert ist.

Ist {E,.} ein beliebiges POVM, so sind p,, = tr(pE,,) und q,, = tr(oE,,)
die Wahrscheinlichkeiten, bei einer Messung von p beziehungsweise o das
Ergebnis m zu erhalten; das POVM liefert eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung iber die moglichen Ergebnisse. Sei p die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fiir p und q die fiir 0. Auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen kann man
mittels

1
D(p, (]) - 2 Z ’pm_ qm’

ein zum Spurabstand analoges Abstandsmaf einfiihren. Es gilt:

D(p,0) = %?}D(p,q).
Daraus folgt: Wenn zwei Dichteoperatoren kleinen Spurabstand haben,
wird jede Messung zu Wahrscheinlichkeitsverteilungen fithren, die auch
kleinen Spurabstand haben.
Falls p und o Zustande eines bipartiten Systems mit den Teilen A und
B sind, wird durch Ausspuren eines der beiden Systeme der Spurabstand
nicht grofer:

D(trg(p), trg(o)) < D(p, o).

Insbesondere ist D((p ® 1), (0 ® T)) = D(p, 0).
D ist sowohl auf Dichteoperatoren als auch auf Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen eine Metrik. Dariiber hinaus ist D konvex: Fiir gemischte Zustan-

de ) .pipiund ), qiT; gilt
D (Z Pipi, ) Chﬁ) < D(py,ai) +)_piD(ps, ). (3.31)
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Ein anderes Abstandsmaf ist die Treue

F(p,0)=Tr (\/ pVZGpVZ) ) (3.32)

Zwischen D und F besteht der Zusammenhang

1 —F(p,O‘) S D(p>0—) S V 1 —F(p,G)z.

Sowohl D als auch F bleiben unter unitiaren Transformationen erhalten.

3.9 Zusammenfassung

Quantenrechner funktionieren in verschiedener Hinsicht anders als klassi-
sche Computer: Thre Zustinde kénnen in Uberlagerung vorliegen, Rech-
nung erfolgt unitdr (insbesondere reversibel) und Beobachtung (Messung)
hat stochastische Ergebnisse.

Neben der klassischen Schreibweise als Vektoren in Hilbertraumen oder
als Dichtematrizen verfiigen wir mit der Observablenalgebra iiber ein wei-
teres machtiges Instrument zur Beschreibung von Quantenzustanden.
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KAPITEL 4

Quantenzellularautomaten

4.1 Einleitung

Als Quantenzellularautomaten (QZA) bezeichnet man Varianten von Zel-
lularautomaten, die sich nicht wie klassische, sondern wie Quantensysteme
verhalten. Ublicherweise fasst man die Menge der globalen Konfigurationen
als einen Hilbertraum auf, in dem die deterministischen globalen Konfigu-
rationen die kanonische Basis bilden. Die globale Uberfiihrungsfunktion des
QZA ibernimmt die Rolle des Entwicklungsoperators auf diesem Hilbert-
raum.

Neben ihrer theoretischen Bedeutung als Quanten- Aquivalent der klas-
sischen ZA sind QZA auch von praktischem Interesse. Hier ist zum Einen
die Modellierung von Quantensystemen zu nennen. QZA sind in nahelie-
gender Weise verwandt mit Quanten-Spin-Systemen, einem der grundlegen-
den physikalischen Modelle [22, 49, 65]. Dariiber hinaus sind QZA schon
zur Simulation sogenannter Quanten-Gitter-Gase (Quantum Lattice Gases)
eingesetzt worden [58, 88, 90, 89].

Zweitens gibt es Vorschlage fiir Architekturen moglicher Quantenrech-
ner, die Eigenschaften von QZA wie Lokalitdt und Uniformitat aufweisen;
insbesondere haben diese Architekturen Ahnlichkeiten mit Spin-Systemen.
Beispiele hierfiir sind auf NMR (Nuklear-magnetischer Resonanz) basieren-
de Architekturen [46, 47|, der siliziumbasierte Quantenrechner nach Ka-
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ne [42] oder Quanten-Punkt-Zellularautomaten [69, 78]. Als theoretische
Modelle, die die Fahigkeiten dieser Architekturen erkennen und beschrei-
ben lassen, bieten sich QZA an.

Schlieflich deuten neuere Ergebnisse darauf hin, dass Quanten-Irrfahr-
ten, die sich leicht mit QZA implementieren lassen, sich in interessanter
Weise von ihren klassischen Gegenstiicken unterscheiden [1, 2, 13, 64]. We-
gen der Rolle von Irrfahrten bei der Entwicklung und Analyse klassischer
Algorithmen (zum Beispiel der probabilistische k-SAT-Algorithmus von
Schoning [75] oder die Monte-Carlo-Methode) erdfinet sich die Mdglichkeit
QZA-basierter Quantenalgorithmen.

Alle diese Anwendungen erfordern eine brauchbare Definition von Quan-
tenzellularautomaten; es ist nicht sinnvoll, dass jedes Mal eine Definition
des Rechenmodells inklusive der benétigten Werkzeuge ad hoc entwickelt
wird. Eine brauchbare Definition sollte mindestens folgende Eigenschaften
haben:

1. Es muss leicht entscheidbar sein, ob eine gegebene lokale Uberfiih-
rungsfunktion zu einem zulassigen QZA gehort.

2. Das Modell muss in der Lage sein, universelle Turingmaschinen effi-
zient zu simulieren.

3. Es muss moglich sein, lokale Konfigurationen als Teile von globalen
Konfigurationen aufzufassen und die lokale Uberfiihrungsfunktion auf
ihnen zu definieren.

Diese Eigenschaften sollen sicherstellen, dass das Modell handhabbar und
universell ist.

Es gibt eine Reihe von Definitionen von QZA, die wir in Abschnitt 4.2
vorstellen. Keine von ihnen erfiillt die dritte Forderung; wir entwickeln da-
her eine weitere. Im Unterschied zu den bisherigen Definitionen, die durch-
gangig den Hilbertraumformalismus verwenden, stiitzen wir uns dabei auf
einen operatoralgebraischen Ansatz und definieren QZA als eine spezielle
Teilklasse von Automorphismen unendlicher Quanten-Konfigurationen.

Dadurch erhalten wir ein Modell, das die bisher bekannten simulieren
kann und dabei insofern eine echte Erweiterung darstellt, als es die Loka-
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litatsforderung 3. von oben erfiillt. Dariiber hinaus ist unser Modell das
erste, das sich auch auf unendliche Konfigurationen iibertragen lasst.

Wie in Kapitel 2 sind wir auch hier wieder an Metriken interessiert.
Mit einem ahnlichen Ansatz wie fiir die stochastischen Konfigurationen in
Abschnitt 2.5 erhalten wir auf den globalen Konfigurationen von QZA nur
eine Pseudometrik. Auflerdem ist jener Ansatz auch fiir QZA auf endli-
che Konfigurationen beschrankt. Die Lokalitatseigenschaft unseres Modells
ermoglicht eine einfachere Abstandsfunktion, die fiir unsere Zwecke eine
brauchbare Metrik darstellt.

Schlieflich stellen wir einige Betrachtungen zum Zusammenhang zwi-
schen lokalen und globalen Konfigurationen an; dieser ist bei QZA im Ge-
gensatz zu klassischen ZA (und &hnlich wie bei stochastischen ZA) nicht
trivial, weil die lokalen Konfigurationen die Verschrankung von Zellen nur
begrenzt wiedergeben konnen. Wir gewinnen aus der Entwicklung dieser
Verschrankung ein Komplexitatsmaf fiir QZA.

4.2 Definitionen

4.2.1 Einleitung

Definieren kann man QZA #hnlich wie SZA, mittels lokaler Uberfiihrungs-
funktionen, deren Wertebereich im Hilbertraum ¢,(Q) iiber der Zustands-
menge Q liegt; die Zulissigkeit einer lokalen Uberfiihrungsfunktion nach-
zuweisen ist jedoch schwierig, denn dafiir ist zu zeigen, dass die globale
Uberfiihrungsfunktion unitar ist.

Dieses Problem ist auf unterschiedliche Weise gelost worden; das erste
Modell wurde von Grossing und Zeilinger [33] vorgeschlagen und von Meyer
aufgegriffen [55, 56, 57]. Diirr, LéThanh und Santha haben QZA auf end-
lichen Konfigurationen definiert [28, 29] und Polynomialzeit-Algorithmen
angegeben, die entscheiden, ob eine lokale Uberfiihrungsfunktion zulissig
ist. Watrous hat seine Definition auf partitionierten ZA aufgebaut [85] und
so die Zulassigkeitspriifung vereinfacht, ohne allerdings die Beschrankung
auf endliche Konfigurationen aufzugeben. Schliefflich hat van Dam ein lo-
kales Kriterium fiir die Zulassigkeit nicht-partitionierter QZA gefunden.
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Die folgenden Abschnitte geben einen Uberblick iiber diese Definitions-
varianten.

4.2.2 TIrrfahrten von endlich vielen Teilchen

Die erste Definition von QZA, wie sie von Grossing und Zeilinger gegeben
wurde [33], betrachtet Teilchen auf einem regelméifligen Gitter. Jeder Git-
terpunkt entspricht einer Zelle und besitzt zwei Basiszustdnde, die die An-
beziehungsweise Abwesenheit eines Teilchens symbolisieren.

Sei L die Menge aller Gitterpunkte, also aller moglichen Aufenthaltsorte.
Falls sich in dem Gitter nur ein Teilchen befindet, bilden die Vektoren [x)
fiir x € L eine Orthonormalbasis eines Hilbertraumes; dieser Raum ist der
Raum der globalen Konfigurationen. Fiir eine endliche Zahl k von Teilchen
erhalt man eine Orthonormalbasis, die zu jeder k-elementigen Teilmenge
von L einen Basisvektor enthalt.

Die globale Uberfiihrungsfunktion eines QZA ist auf diesem Raum durch
eine unitdre Matrix reprasentiert; damit Lokalitdt und Homogenitat erfiillt
sind, muss die Matrix band-diagonal sein und mit der Verschiebung kom-
mutieren.

Meyer hat gezeigt [55], dass man im einfachsten Fall einer Nachbarschaft
der Grofie drei hier nur triviale QZA erhilt. Eine Erweiterung auf partitio-
nierte ZA mit mehr als zwei Zustianden pro Zelle erlaubt auch nichttriviale
QZA [56, 57, 58].

Dieses Modell erlegt sich selbst durch die Interpretation der globalen
Zustande als Kodierung der Aufenthaltsorte von konstant vielen Teilchen
starke Beschrankungen auf. Es ist dennoch von Bedeutung, weil es eini-
germaflen iiberschaubar ist und eine Analyse zum Beispiel mit Quanten-
Markovketten zuldsst; die oben bereits zitierten Arbeiten iiber Quanten-
Irrfahrten [1, 2, 13, 64] nutzen dies aus.

4.2.3 QZA auf endlichen Konfigurationen

Neuere Definitionen von QZA beschranken sich nicht darauf, die Bewegun-
gen einer endlichen Zahl von Teilchen auf einem Gitter zu modellieren.
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Statt dessen betrachten sie jede Zelle als ein Quantensystem mit einer end-
lichen Menge Q von Basiszustinden und beschreiben mittels der Uberfiih-
rungsfunktion die Interaktion der Zellen mit ihren Nachbarn. Die folgenden
Modelle unterscheiden sich vor allem in der Angabe der lokalen Uberfiih-
rungsfunktion und den Wohlgeformtheitsbedingungen.

Im Folgenden steht Q immer fiir eine endliche Menge von Zustdanden
und £,(Q) fiir den {,-Hilbertraum iiber Q. Der Quantenzustand einer Zelle
ist ein Vektor der Lange 1 aus {,(Q); die i-te Komponente des Vektors steht
fiir die Amplitude des i-ten Zustands von Q.

Definition 4.1 (QZA erster Art)

Ein QZA ist ein 3-Tupel (Q,N, ¢). Q ist eine endliche Menge von Zu-
standen, N die Nachbarschaftsgréfie und ¢ : QN — £,(Q) eine lokale Uber-
fiihrungsfunktion, fiir die gilt: fiir jedes w € QN existiert mindestens ein
q € Q, fiir das (@(w)|q) # 0 ist.

Damit ¢ als lokale Uberfiihrungsfunktion eines QZA gelten kann, muss
sie eine zuldssige globale Uberfiihrungsfunktion induzieren, das heift global
Quantenzustinde auf Quantenzustidnde abbilden. Um dies zu entscheiden,
miissen wir zuerst definieren, was wir unter globalen Quantenzustanden,
also globalen Quantenkonfigurationen, verstehen.

Reihen wir k gleichartige Zellen nebeneinander auf, so erhalten wir fiir
endliche k den Zustand des Gesamtsystems als einen normierten Vektor im
Tensorprodukt der einzelnen Hilbertraume. Den subtileren Fall unendlicher
k behandeln die herkommlichen Definitionen nicht allgemein. Sie behelfen
sich folgendermafien:

Es bezeichne QZ die Menge aller klassischen globalen Konfigurationen
iiber der Zustandsmenge Q. Wir setzen voraus, dass Q einen Zustand g
enthalt, der beziiglich des betrachteten QZA still ist. Wie bei klassischen
ZA bedeutet dies, dass ¢(q)) = g, sein muss. Wir bezeichnen ¢ € Q7 als
endlich, wenn c¢; = (, fiir alle bis auf endlich viele 1 € Z gilt und schreiben
QZ fiir die Menge der endlichen klassischen globalen Konfigurationen iiber
Q.

Wir fassen QZ als eine Orthonormalbasis des Raumes der zuldssigen
globalen Quantenkonfigurationen auf; demnach sind alle globalen Quanten-
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konfigurationen von der Form ) " aylci) mitn € N, o € C, Y 1 [oi? =1
und c; € Q%

Die lokale Uberfithrungsfunktion ¢ induziert eine globale Funktion @ :
Q% x Q% — C. Diese schreiben wir als Matrix, in der der Eintrag ®[i,j] die
Amplitude angibt, mit der in einem Schritt ein Wechsel von der Konfigu-
ration c; in die Konfiguration c; erfolgt. Diese Amplitude erhalten wir aus
@ gemaf

®fi,j] = [ [ (eleilk—1),... cilk +1)le;(k)). (4.1)
keZ
An dieser Stelle ist die Endlichkeit von c; und c; wichtig, denn sie ga-
rantiert die Existenz des Produktes. Wenden wir @ auf die Konfiguration
c; an, so erhalten wir die Uberlagerung von Konfigurationen

®(c;) =Y @m,jllcn). (4.2)

nez

Dank Linearitit gilt fiir Uberlagerungen

d (Z Evn|cn>> = Z an’(D(Cn)) (43)

nez nez

Bis hierher stimmt die Herleitung gut mit der von stochastischen glo-
balen Konfigurationen und Uberfiihrungsfunktionen iiberein. Wir kénnen
schliefien, dass es ausreicht, die Anwendung der globalen Uberfiihrungs-
funktion auf der kanonischen Basis des Raumes der globalen Quantenkon-
figurationen, also auf den klassischen (deterministischen) globalen Konfi-
gurationen, zu definieren.

Diirr et al. bezeichnen einen QZA als wohlgeformt, wenn @ die Norm
der Eingabevektoren erhalt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Spal-
tenvektoren der Matrix @ orthonormal sind. In vielen Zusammenhéangen
ist diese Eigenschaft schon hinreichend fiir die Unitaritdat von @; fiir QZA
gilt dies nicht.

Endlichdimensionale Matrizen A sind genau dann unitdr, wenn die
Spalten- oder Zeilenvektoren von A orthonormal sind. Bei @ handelt es
sich jedoch um eine unendlichdimensionale Matrix. Jeder Spaltenvektor hat
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endlichen Trager, was die Priifung auf Orthonormalitat erleichtert; der i-te
Spaltenvektor reprasentiert das Bild der klassischen Konfiguration c; unter
®. Der i-te Zeilenvektor aber gibt an, welche Konfigurationen c; sich mit
einer von Null verschiedenen Amplitude zur Konfiguration c; entwickeln (er
reprasentiert also das Urbild von c; unter @) und hat daher nicht unbedingt
endlichen Trager. Insbesondere ist daher in diesem Fall die Orthonormalitat
der Spaltenvektoren nicht hinreichend fiir die Unitaritat von O.

Diirr et al. haben gezeigt, dass man Wohlgeformtheit in O(n?) und Uni-
taritit in O(n?) entscheiden kann, wobei n fiir die Linge der Beschreibung
des ZA steht, also |Q|™I entspricht [28, 29]. Eine dhnliche Definition gibt
D. Meyer [57]; er erlaubt allerdings auch unendliche Konfigurationen un-
ter der Bedingung, dass der QZA sich ausserhalb eines endlichen Bereiches
deterministisch verhalten muss.

Der Nachteil an dieser Definition ist neben der Beschrankung auf endli-
che Konfigurationen, dass es kein lokales Kriterium fiir die Wohlgeformtheit
gibt. Dartiber hinaus gibt es unitdre QZA erster Art, deren Inverse kein
QZA ist. Dies ist eine Folge davon, dass Diirr et al. ihren Unitaritatsbegriff
auf endlichen Konfigurationen aufbauen. Wie bei klassischen reversiblen
ZA erhalt man einen anderen Unitaritatsbegriff, wenn man von unendli-
chen Konfigurationen ausgeht.

Der Ansatz von Watrous [85] tut dies implizit, indem er partitionierte
ZA verwendet. Er kann damit Unitaritat lokal entscheiden und seine QZA
sind gegeniiber Inversenbildung abgeschlossen. Aus technischen Griinden
kann er jedoch die Anwendung von QZA auf unendliche Konfigurationen
nicht behandeln.

4.2.4 Partitionierte QZA

Partitionierte QZA (PQZA) sind &dhnlich wie klassische PZA definiert.

Definition 4.2 (PQZA)

Ein PQZA ist ein 3-Tupel (Q, N, ¢). Q hat die Gestalt (Q1xQ2x...xQn)
mit endlichen Teilalphabeten Q;. N ist die Nachbarschaftsgrofie und ¢ :
Q — ,(Q) die lokale Uberfiihrungsfunktion.
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Die lokale Uberfiihrungsfunktion schreiben wir als komplexe |Q| x |Ql-
Matrix und nennen ¢ unitir, wenn diese Matrix unitir ist. Ahnlich wie fiir
PZA die lokale Reversibilitdt die globale bereits impliziert, gilt fiir PQZA.:

Lemma 4.1 (Watrous)
@ ist genau dann die lokale Uberfiihrungsfunktion eines legalen PQZA,
wenn ¢ unitar ist.

Damit existiert fiir PQZA ein lokales Zulassigkeitskriterium. Allerdings
ist auch die Definition von Watrous auf endliche Konfigurationen einge-
schrinkt, denn wie Diirr et al. definiert er die globale Uberfiihrungsfunk-
tionen nur auf der kanonischen Basis der endlichen globalen Quantenkon-
figurationen. Daher muss er wie in Gleichung 4.1 vor jeder Anwendung der
globalen Uberfiihrungsfunktion die Amplituden fiir globale Basiskonfigura-
tionen ausmultiplizieren. Auf unendlichen Konfigurationen ist die Existenz
des Produktes nicht garantiert.

Welche Auswirkung hat die Beschrankung auf partitionierte Zellular-
automaten? Hinsichtlich der Berechnungsmachtigkeit keine — wie schon in
Abschnitt 1.3.2 erwdhnt, kénnen PZA allgemeine ZA ohne Zeitverlust si-
mulieren. Dafiir wichst die Zustandszahl schlimmstenfalls von |Q| auf |Q|",
was die Analyse erschwert.

Weil es universelle reversible PZA gibt und diese legale PQZA sind, gibt
es PQZA, die beliebige ZA simulieren kénnen (allerdings unter Umsténden
mit Zeitverlust). Insbesondere kénnen PQZA klassische Turingmaschinen
simulieren; in der Tat konnen sie mit der gleichen Technik auch Quanten-
turingmaschinen simulieren.

Lemma 4.2 (Watrous [85], siehe auch [35])

Quantenturingmaschinen kénnen QPZA mit quadratischem Zeitverlust si-
mulieren. QPZA kénnen Quantenturingmaschinen mit konstantem Zeitver-
lust simulieren.

4.2.5 QZA auf periodischen Konfigurationen

Eine allgemeinere Definition, fiir nichtpartitionierte QZA auf periodischen
Konfigurationen, findet man in der Diplomarbeit von van Dam [83]. Wieder
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hat jeder eindimensionale QZA eine endliche Zustandsmenge Q, eine Nach-
barschaftsgréffie N und eine lokale Uberfiihrungsfunktion ¢ : QN — £,(Q).
Daraus erhalten wir fiir k € N eine Abbildung @y : (-(Q*) — ((Q¥)
wie folgt. Sei Z, der Restklassenring der ganzen Zahlen modulo k und
(&n)1<n<|qi eine Orthonormalbasis von {,(Q*). Mit &,[i] bezeichnen wir
fiir 1 <1i < k die i-te Komponente des Vektors &,.. Auf den Basisvektoren
definieren wir

Dylen) = @) @(Enlil, .. Enli + N —1]) (44)

J€Zy
und setzen @, durch

IQI* QI

q)k Z O‘n|£n> = Z o‘n(Dk|E»n> (45)
n=1 n=1

auf ganz {>(Q") linear fort.

Fiir klassische ZA kann man dhnlich vorgehen: Ist der ZA auf periodi-
sche Konfigurationen eingeschrankt, so erhilt man aus der lokalen Uber-
fiihrungsfunktion, angewandt auf eine mit Periode k periodische Konfigu-
ration, eine Funktion Fy : S* — S¥. Ein ZA ist genau dann reversibel, wenn
fiir alle k die Funktion Fy eine Bijektion ist. Eine entsprechende Aussage
gilt auch hier und fithrt auf folgende Definition.

Definition 4.3 (QZA zweiter Art)

Ein QZA (Q, N, ¢) heifit (wohlgeformter) QZA zweiter Art, wenn fiir alle
k € N die gemadfi den Gleichungen 4.4 und 4.5 induzierte Abbildung @,
unitdr ist.

Anders als bei Diirr et al. haben wir es hier immer mit endlichdimen-
sionalen Operatoren zu tun und brauchen Wohlgeformtheit nicht von Uni-
taritat zu unterscheiden.

Lemma 4.3 (van Dam [83])
Ein QZA zweiter Art ist genau dann wohlgeformt, wenn fiir die Funktion
Oz : Q% — (,(Q%) mit

Dz(c) = Q) @(Cion-1)/2:- - » Cirin-12) (4.6)

ieZ
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fiir c € Q% (N ist ohne Einschrdnkung als ungerade angenommen) gilt: aus
c #d e Q7 folgt

(@z(c)i|Dz(d)y) =0 (4.7)

fiir ein i € Z.

Dieses Lemma ist nicht ganz korrekt. Solange ®; nur auf endliche glo-
bale Konfigurationen angewandt wird, stimmt die Argumentation von van
Dam zwar; auf periodischen Konfigurationen fijhrt sie jedoch zu einem Wi-
derspruch.

Sei zum Beispiel A der QZA ({0,1},1,H), der als lokale Uberfiihrungs-
funktion die Hadamard-Transformation benutzt. A erfiillt die Wohlgeformt-
heitsbedingung, denn seine lokale Uberfithrungsfunktion ist eine unitire
Selbstabbildung des Zustandsraumes einer Zelle. Wenden wir A jedoch auf
eine beliebige deterministische globale Konfiguration an, so erhalten wir
als Ergebnis einen Zustand, der kein Vektor in {,(Q%) sein kann, weil jede
seiner Komponenten die Form =[], , 2 "/? hat und daher kein wohldefi-
niertes Objekt ist.

Wir werden in Abschnitt 4.4 ein Modell entwickeln, das diese Schwie-
rigkeit vermeidet und auf beliebige, auch unendliche aperiodische, Konfi-
gurationen anwendbar ist.

Wegen Lemma 4.3 gibt es fiir van Dams QZA ein lokales Kriterium, das
sogar entscheidbar ist, denn er hat gezeigt, dass man die Unitaritdt von
@y nur fiir k zwischen Eins und 2|Q|*™~2) zu priifen braucht. Jeder QZA
zweiter Art ist auch ein wohlgeformter QZA erster Art; die Umkehrung gilt
jedoch nicht. Auflerdem sind QZA zweiter Art gegeniiber Inversenbildung
abgeschlossen.

4.2.6 Zusammenfassung

Die bekannten Definitionen von QZA zerfallen in drei Klassen: Erstens QZA
in der Tradition von Grossing und Zeilinger, die sich darauf konzentrieren,
die Bewegung von endlich vielen Teilchen in einem Gitter zu simulieren,
zweitens das Modell von Diirr, LéThanh und Santha, das zulassige QZA
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iiber die Unitaritdt der globalen Uberfiihrungsfunktion auf endlichen Kon-
figurationen definiert, drittens die QZA von Watrous und van Dam, bei
denen die Uberfiihrungsfunktion schon lokal unitir sein muss.

Gemeinsam ist diesen Modellen, dass die Anwendung der Uberfiihrungs-
funktion nur global vollstandig beschreibbar ist. Selbst wenn man nur den
nachsten Zustand einer einzelnen Zelle berechnen will, muss man zuvor
die aktuelle globale Konfiguration kennen, weil es innerhalb dieser Modelle
keinen hinreichenden Begriff vom Zustand einer endlichen lokalen Konfi-
guration gibt. Die lokale Uberfiihrungsfunktion wird hier nur auf reinen
Zustanden definiert, lokale Konfigurationen konnen sich aber, da sie Tei-
le globaler Konfigurationen sind, in gemischten Zustanden befinden. Diese
Idee werden wir weiter verfolgen; zuvor aber beschdftigen wir uns kurz mit
grundlegenden Eigenschaften von QZA.

4.3 Einige Eigenschaften von QZA

Wir beschaftigen uns mit den Beziehungen zwischen Reversibilitat von de-
terministischen ZA und der Wohlgeformtheit von QZA. Fiir den Vergleich
schreiben wir auch fiir deterministische ZA die globale Uberfiihrungsfunk-
tion als Matrix; fiir deterministische ZA handelt es sich hierbei um 0-1-
Matrizen, bei denen in jeder Spalte genau eine Eins steht.

Da QZA erster Art auf endliche Konfigurationen beschrankt sind, konn-
te man vermuten, jeder dort injektive ZA ware ein QZA; dies ist aber
nicht der Fall, denn Injektivitat auf endlichen Konfigurationen impliziert
zwar Surjektivitat auf allen, aber nicht Surjektivitat auf endlichen Konfi-
gurationen. Ein Beispiel dafiir ist wieder der ZA A,,. = ({0,1},2, @) mit
©(x,y) = x+y mod 2. Er ist auf endlichen Konfigurationen injektiv, aber
nicht bijektiv, da ...00100... kein endliches Urbild besitzt; folglich ist er
auf endlichen Konfigurationen nicht unitar.

Lemma 4.4
Ein deterministischer ZA A ist genau dann ein QZA der ersten Art, wenn
A eingeschrankt auf endliche Konfigurationen bijektiv ist.

Beweis: Sei A = (S, N, @) bijektiv auf endlichen Konfigurationen. Diirr,
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LéThanh und Santha haben zwei Kriterien fiir die Wohlgeformtheit von A
angegeben [28]. Erstens miissen die Spaltenvektoren des Entwicklungsope-
rators normiert sein; dies ist fiir deterministische ZA immer der Fall.

Das zweite Kriterium besagt, dass die Bilder verschiedener endlicher de-
terministischer globaler Konfigurationen zueinander orthogonal sein miis-
sen. Im deterministischen Fall ist dies gleichbedeutend damit, dass ver-
schiedene endliche Konfigurationen verschiedene Bilder haben; dies folgt
aus der Injektivitdat von A.

Es bleibt die Unitaritat nachzuweisen; statt den Algorithmus von Diirr
et al. einzusetzen, priifen wir direkt die Orthonormalitdt der Zeilenvek-
toren des Entwicklungsoperators. Der i-te Zeilenvektor ist gerade das Ur-
bild der i-ten endlichen Konfiguration unter A. Da aber A bijektiv und
deterministisch ist, miissen die Zeilenvektoren normiert und paarweise ver-
schieden sein. Da damit jeder Zeilenvektor genau eine Eins enthalt, folgt
die Orthonormalitdat. Weil sowohl die Zeilen- als auch die Spaltenvektoren
orthonormal sind, ist damit die Unitaritdt bewiesen.

Sei umgekehrt der Entwicklungsoperator von A wohlgeformt und unitar.
Dann kann man an ihm zu jeder endlichen Konfiguration genau ein Urbild
ablesen, folglich ist A bijektiv. O

Lemma 4.5
Ein deterministischer ZA ist genau dann ein QZA zweiter Art, wenn er
reversibel ist.

Beweis: Sei A ein RZA. Nach Lemma 1.1 ist dies dquivalent dazu, dass
A auf periodischen Konfigurationen injektiv ist. Entwickeln wir also aus
A = (S,N, @) die Operatoren @y : S* — S* fiir k € N als

D (s0,- -+ Sk-1) = (@(Si, Sitimodks - -+ » SitNmodk))iez, - (4.8)

Jedes @y ist eine Bijektion: Angenommen, @, ware nicht injektiv. Dann
gibe es w,v € S'! mit @ (w) = ®(v). Daraus folgt fiir die globale Uber-
fiihrungsfunktion von A : ®(...www...) = O(...vvv...), also ist A nicht
injektiv. Ist @ nicht surjektiv, so ist @, wegen der Endlichkeit von S'auch
nicht injektiv.
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Fiir die Darstellung von @y als |S|*-dimensionale quadratische Matrix
P gilt:

cq )T Olwy) =wy
P[i,]] —{ 0 sonst : (4.9)

Dabei stehen w; und wj flir das i-te beziehungsweise j-te Element einer
Aufzahlung der Wérter in S*. P besitzt daher in jeder Zeile und jeder Spalte
genau eine Eins und ist somit unitar.

Ist umgekehrt A ein deterministischer QZA zweiter Art, so ist P eine
Permutationsmatrix und folglich A bijektiv auf periodischen und damit
nach Lemma 1.1 auf allen Konfigurationen. O

Wie man sieht, handelt es sich bei QZA erster und zweiter Art um
verschiedene Modelle; es gibt QZA erster Art, die nicht gleichzeitig QZA
zweiter Art sind. Zwischen QZA der zweiten Art und PQZA besteht jedoch
ein enger Zusammenhang:

Lemma 4.6
QZA der zweiten Art kénnen PQZA ohne Zeitverlust simulieren.

Beweis: Die Idee kann man nahezu unverdndert vom klassischen Fall iiber-
nehmen. O

Auf der Grundlage von Durand-Loses Linearzeitsimulation reversibler
ZA mit reversiblen PZA [26] kann man vermuten, dass PQZA in der Lage
sind, QZA der zweiten Art mit linearem Zeitverlust zu simulieren.

QZA zweiter Art stellen strengere Anforderungen an die lokale Uber-
fiihrungsfunktion als QZA erster Art. Letztere haben aber einige Nachteile;
zulassige QZA erster Art sind viel schwieriger zu erkennen als wohlgeformte
PQZA und auflerdem sind sie nicht gegeniiber Inversenbildung abgeschlos-
sen. Wir konzentrieren uns daher auf QZA zweiter Art und nennen noch
einige ihrer Eigenschaften.

Wir bezeichnen den QZA T = (Q, 3, (x,y,z) — x) als Verschiebung. Es
ist leicht nachzupriifen, dass T ein wohlgeformter QZA zweiter Art ist.

Lemma 4.7
QZA zweiter Art kommutieren mit der Verschiebung.
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Beweis: Sei A = (Q,N, @) (N ungerade) ein QZA zweiter Art. Es ist
zu zeigen, dass fiir alle Konfigurationen ¢ € Q% gilt: A(T(c)) = T(A(c)).
Sei dazu i € Z der Index einer beliebigen Zelle. Es gilt T(c); = ¢; 7 und
A(T(c))i = @(cici—(N=1)/2,- -+, Cimr4N—1)72 = A(c)im1 = T(A(c) )i O

Wie deterministische RZA haben auch QZA eine Eigenschaft, die man
als Balanciertheit bezeichnen kann.

Lemma 4.8
Fiir alle QZA (Q, N, ¢) gilt: Die Dimension des Urbildes jedes endlichen
Blockes ist |Q|N.

Beweis: Sei zunidchst N = 2, also ¢ eine Abbildung Q? — £,(Q). GemaR
der Konstruktion von van Dam induziert ¢ mittels [ab) — [@(ab))|@(ba))
einen Automorphismus von {,(Q?). Da die globale Uberfiihrungsfunktion @
unitar ist, ist auch dieser Automorphismus unitar und bildet Orthonormal-
basen von {,(Q?) auf Orthonormalbasen von {,(Q?) ab. Folglich ist ¢~'(xy)
das eindeutig bestimmte |ab) mit ¢(ab) = |xy). Wir erhalten damit

o= | fo ), (4.10)

ye (Q)

folglich ist @' (x)| = |€2(Q)| = |Q|. Fiir die Verallgemeinerung auf beliebige
N wihlen wir die y in Gleichung 4.10 aus {>(Q™N"") und erhalten |@~'(x)| =
|QIN-'. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ '(a) und ¢ ~'(b) linear unabhingig
sind, wenn a und b linear unabhéangig sind.

yly=x®ylxoy
=e(xy) L e(xy’) und ¢ '(xy) L o' (xy").
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Van Dam hat fiir sein Modell eine dhnliche Eigenschaft nachgewiesen,
die er ebenfalls als Balanciertheit bezeichnet: Er fordert ) on [yl (sz —
QN fiir alle y € £>(Q).

Schlieflich erwahnen wir noch, dass QZA wie ihre klassischen Gegen-
stiicke unter endlicher Hintereinanderausfithrung abgeschlossen sind. Sind
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namlich ® und ¥ globale Uberfithrungsfunktionen von QZA, so ist auch
@ oY unitar und gehort damit zu einem QZA, denn die unitaren Operato-
ren bilden eine Gruppe. Als Spezialfall erhdlt man daraus, dass man QZA
durch Drehungen in QZA {iberfiihren kann.

Lemma 4.9

Sei ¢ die lokale Uberfiihrungsfunktion eines QZA mit der Zustandsmenge
Q. Dann ist fiir beliebige unitidre Operatoren U auf dem Hilbertraum {,(Q)
auch U o ¢ ein QZA.

Beweis: Wir kénnen U als lokale Uberfiihrungsfunktion eines QZA mit
Nachbarschaftsgrofie Eins auffassen; die Unitaritdt der globalen Uberfiih-
rungsfunktion folgt sofort, da keine Interaktion zwischen den Zellen statt-
findet. Das Lemma folgt dann aus der Abgeschlossenheit unter Hinterein-
anderausfithrung. O

Dank Lemma 4.5 kann man fiir ¢ insbesondere die lokale Uberfiih-
rungsfunktion eines deterministischen RZA einsetzen. Nehmen wir als Bei-
spiel A = (Q,2, ¢) mit @(x,y) = x und verwenden fiir U die Hadamard-
Transformation aus Gleichung 3.9, so gilt (Lo @)(0,x) = 1/v/2/0)—1/v/2/1)
und (U o @)(1,x) = 1/v2[0) + 1/+/2/1). Interessanter wird es, wenn wir Q
und N so groff wihlen, dass nichttriviale RZA mdglich sind (siehe auch
Kapitel 1).

Bei klassischen ZA kann man mehrere Uberfithrungsfunktionen nicht
nur nacheinander, sondern auch parallel anwenden und erhalt damit aus
RZA weitere RZA. Das geht auch bei QZA.

Lemma 4.10
Sind A = (Q1,N,¢) und B = (Q,,N,V{) QZA, so auch A x B = (Q; x
QZ)N)(p Xll)) mit

(@ xP)((x0,Y0), -+, (Xxn—1,Yn—1)) = (@(x0, - .., xn1), (Yo, -+, Un-1)-

Beweis: Angenommen, der zu A x B gehorende globale Entwicklungsope-
rator @ x ¥ ware nicht unitar. Dann gibt es deterministische globale Kon-
figurationen a,a’ iiber Q; und b, b’ iiber Q; so dass (a,b) # (a’,b’) und
(®(a),¥Y(b)) = (®(a’),¥(b’)). Aus (a,b) # (a’,b’) folgt a # a’ oder

129



b # b’; nehmen wir ohne Beschridnkung der Allgemeinheit ersteres an.
Dann ist aber ®(a) = ®(a’), also ist schon @ nicht unitdr und somit A
kein wohlgeformter QZA. O

Mit diesen beiden Operationen kann man zwar viele QZA aus RZA er-
zeugen, aber unmoglich alle oder auch nur eine dichte Teilmenge. Ware
dies moglich, so miisste jeder QZA mit |Q| prim durch eine unitire Trans-
formation auf Q mit einem RZA verwandt sein.

4.4 QZA als x-Morphismen

4.4.1 Einleitung

Die bisher vorgestellten Definitionen von QZA haben zwei Nachteile. Er-
stens sind sie auf endliche Konfigurationen beschrankt; das Modell von
van Dam auf periodischen Konfigurationen hat eine Liicke, wie in Ab-
schnitt 4.2.5 gezeigt wurde. Diese Beschrankung ist an sich nicht schwer-
wiegend, weil die meisten Anwendungen ohnehin nur endlichen Trager ver-
langen, aber es stort doch, dass die Definition von ZA sich nicht in ihrer
vollen Allgemeinheit aus dem klassischen Bereich iibertragen lassen soll.

Der zweite Nachteil ist die Notwendigkeit, nach jeder Anwendung der
globalen Uberfiihrungsfunktion die Amplituden fiir globale Konfiguratio-
nen auszumultiplizieren. Die Anzahl Summanden, die man dabei erhilt,
wachst im Allgemeinen exponentiell mit der Anzahl Iterationen des Zel-
lularautomaten. Dadurch ist eine analytische Untersuchung praktisch aus-
geschlossen, wenn man sich nicht auf sehr stark vereinfachte Spezialfalle
beschranken will (wie dies zum Beispiel D. Meyer tut). Dieses exponenti-
elle Wachstum ist als Folge des Quantenparallelismus prinzipiell nicht ver-
meidbar. Wir stellen daher ein Modell vor, das ohne Kenntnis der globalen
Amplituden auskommt.

Eigentlich sollte es fiir die Anwendung der Uberfithrungsfunktion nicht
notwendig sein, globale Amplituden zu ermitteln. Messen kann man in end-
licher Zeit nur endlich viele Zellen, fiir die Wahrscheinlichkeiten der relevan-
ten Messergebnisse sollte es daher ausreichen, den Zustand jeder endlichen
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zusammenhadngenden Menge von Zellen zu beschreiben.

Auch fiir die Anwendung der globalen Uberfithrungsfunktion sollte ein
ZA keine Kenntnis globaler Amplituden benotigen. Schlieflich arbeiten ZA
immer lokal — jede einzelne Zelle kennt nur die Zusténde in ihrer Nachbar-
schaft. Auch auf diese hat sie nur eine eingeschrankte Sicht, denn Zellen
auflerhalb ihrer Nachbarschaft konnen durchaus mit der Nachbarschaft ver-
schrankt sein. Durch Ausspuren der restlichen Konfiguration konnen wir
einen Dichteoperator fiir den Zustand der Zellen in der Nachbarschaft er-
halten, der genau diese eingeschrankte Sicht reflektiert.

Aus dieser Idee entwickeln wir nun eine Definition von QZA, die einen
sinnvollen Begriff von lokalen Konfigurationen zuldsst und es insofern leich-
ter macht, Konfigurationen auch nach langerer Entwicklung des QZA zu
beschreiben. Dariiber hinaus erlaubt sie eine Erweiterung auf unendliche
Konfigurationen.

4.4.2 Zustande

Betrachten wir zunéchst die einzelnen Zellen getrennt. Jede hat den glei-
chen endlichen Vorrat Q an Basiszustdnden. Ein reiner Quantenzustand
einer einzelnen Zelle ist ein Vektor aus dem Hilbertraum {,(Q). Es bezeich-
ne H; den zu {,(Q) isomorphen Hilbertraum der reinen Zustinde von Zelle
i; auBerdem sei B(H); die C*-Algebra der beschrdnkten Operatoren auf 7;.
Weil jeder der Hilbertraume H; isomorph zu {,(Q) ist, ist jede der Algebren
B(H), isomorph zu B(£,(Q)).

Der Zustand von Zelle 1 ist dann durch ein hermitesches Element von
B(H), gegeben.

Betrachten wir nun eine endliche Menge von N Zellen mit den Opera-
toralgebren B(H),,... ,B(H)y, so ist entsprechend den Vereinbarungen aus
Abschnitt 3.6 die zugehorige Operatoralgebra das Tensorprodukt B(H), ®
... ® B(H)y. Der Zustand einer solchen Menge von Zellen ist durch ein
Element dieses Tensorproduktes der Algebren gegeben; insbesondere ent-
spricht jede lokale Konfiguration einem Zustand von N nebeneinanderlie-
genden Zellen.
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Mit der Festlegung

Ao = B(H), (4.11)

Ay =B(H)_, ® B(H),® B(H), (4.12)
allgemein

An = () B(H), (4.13)

erhalten wir einen Turm Ay C A; C ... von C*-Algebren. Nach Ab-
schnitt 3.6 ist der Normabschluss des induktiven Limes dieses Turms selbst
eine C*-Algebra, namlich die quasilokale Algebra A4. Damit wird es mog-
lich, unendliche globale Konfigurationen als Elemente von .4, aufzufassen,
wenn wir das unendliche Tensorprodukt ) _ B(H); durch A definie-
ren. Die Herleitung von Aq aus einem induktiven Grenzwert ineinander
eingebetteter endlicher Tensorprodukte rechtfertigt diese Festlegung.

Aus globalen Konfigurationen erhalt man durch Ausspuren lokale Kon-
figurationen sowie die Zustdnde von einzelnen Zellen. Zusammenfassend

erhalten wir:

Definition 4.4 (Zell- und Block-Zusténde)

Ein Zell-Zustand ist ein hermitesches Element der Zell-Algebra B(H). Ein
Block-Zustand der Liange N ist ein hermitesches Element des N-fachen
Tensorproduktes B(H)".

Es ist wichtig, zwischen der Menge der Basiszustande Q und der Men-
ge der Zell-Zustande zu unterscheiden; letztere ist die Menge der beschrank-
ten Observablen iiber dem Hilbertraum H = {,(Q).

Wir bezeichnen B(H)" auch als Block-Algebra; passender wire lokale
Algebra, aber dieser Begriff hat schon eine andere Bedeutung. Ein Block-
Zustand iibernimmt hier die Rolle einer lokalen Konfiguration, entspricht
also in etwa einem Wort. Man konnte Block-Zustande auch Quanten-Worter
nennen; wir verwenden den Begriff Block-Zustand, weil wir spater Block-
QZA definieren werden. Durch einen Block-Zustand sind die Zustande der
Teilblocke eindeutig bestimmt; dafiir verwenden wir reduzierte Dichteope-
ratoren.
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Nach diesen Uberlegungen liegt es nahe, globale Quanten-Konfiguratio-
nen als Elemente von A, aufzufassen. Dies werden wir auch tun; praktisch
ist diese Definition aber etwas unanschaulich, weshalb wir folgende aquiva-
lente Formulierung verwenden, die an Definition 2.11 erinnert.

Definition 4.5 (Globale Quanten-Konfiguration)
Eine globale Quanten-Konfiguration ist eine Funktion ¢, die jedem endli-
chen Intervall aus 7 einen Quanten-Blockzustand dergestalt zuordnet, dass
die folgende Konsistenzbedingung erfiillt ist:

Sei I ein Intervall der Ldnge k und 1, ein Teilintervall von Iy mit der
Lénge 1. Dann ist §(Ix) € B(H)* und G(I;) € B(H)" und der reduzierte
Dichteoperator try\1,q(Ix) von Iy als Teilsystem von Iy ist gleich q(I,).

Wegen des Zusammenhangs zwischen Zustanden von Teilsystemen und
reduzierten Dichteoperatoren reprasentiert jedes g eine Cauchy-Folge in der
lokalen Algebra .4, und als solche ein Element von A,. Umgekehrt existiert
zu jedem Element von .4, eine Cauchyfolge in 4, die dieses Element als
Grenzwert hat und aus ihr gewinnen wir konsistente Zustande der endlichen
Blocke.

Ist q eine globale Quanten-Konfiguration, so bezeichnen wir mit q[i]
den Dichteoperator, der den Zustand von Zelle i in q reprisentiert. Ent-
sprechend verwenden wir q[i...j] fiir den Zustands des Intervalls von Zelle
i bis Zelle j (i <j).

Im Folgenden bezeichnet C(H) die Menge der globalen Quanten-Konfi-
gurationen, in denen H der Hilbertraum der Zell-Zustande ist. Wir schrei-
ben C, wenn H aus dem Zusammenhang eindeutig hervorgeht.

4.4.3 Einige x-Automorphismen

Wir untersuchen x-Automorphismen in ihrem Verhalten auf tensorierten
Algebren und geben einige Beispiele an, aus denen wir im folgenden Ab-
schnitt Uberfiihrungsfunktionen von QZA zusammensetzen werden.

Ein Beispiel eines Automorphismus der quasilokalen Algebra ist die Ver-
schiebung, die jeder Zelle den Zustand ihrer linken Nachbarzelle zuordnet.
Offenbar ist die Verschiebung ein Automorphismus von C, denn die Ver-
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schiebung der Indizes dndert nichts an der Giiltigkeit der Konsistenzbedin-
gung.

Wir verwenden daneben auch partielle Verschiebungen; wir definieren
sie analog zu der Definition in Abschnitt 1.3.2 wie folgt.

Sei dazu der Hilbertraum H der Basiszustdnde jeder einzelnen Zelle
isomorph zu einem Tensorprodukt 7 ® J von Hilbertraumen. Dann ist
fiir jede Zelle B(’H) isomorph zu B(Z) ® B(J). Wir schreiben tr,q(i) fiir
den Anteil des Zustands der i-ten Zelle, den wir erhalten, wenn wir den
J-Anteil ausspuren.

Definition 4.6 (Partielle Quantenverschiebung)

Eine partielle Quantenverschiebung ist eine Selbstabbildung o von C(Z ®
J), so dass fiir alle q und alle i € Z, k € N gilt: Ist q(i,...,1+ k) der
Zustand des Intervalles von Zelle 1 bis Zelle i + k, so ist

~ .

tryo(q)(i,...,i+k)=tryqi—1,... ,i+k—1) und
trro(q)(i,...,k) =trzq(i,... , k).

Lemma 4.11
Partielle Quantenverschiebungen sind Automorphismen von C.

Beweis: Sei o eine partielle Quantenverschiebung. Laut Definition ist o
eine Selbstabbildung von C. Wir konstruieren eine Inverse o', indem wir
fiir globale Quanten-Zustinde ¢, und Intervalle (1i,...,1+ k) festlegen:

~ .

tryo(q)(i,... ,i+k)=trsq(i+1,...,i+k+1) und

~ .

trzo(q)(i,...,k) =trzq(i, ... , k).

O

Weiter konnen wir Blocktransformationen definieren, die auf disjunk-
ten Teilmengen der Zellen eines QZA operieren. Vereinfachend schreiben
wir AN fiir das Tensorprodukt von N zu A isomorphen C*-Algebren.

Definition 4.7 (Quanten-Blocktransformation)

Eine Quanten-Blocktransformation ist ein 4-Tupel (N,1i, A, ¢) aus Block-
grofie N € N, Ursprung i € Z, einer endlichdimensionalen C*-Algebra A
und einem -Automorphismus ¢ von AN.

134



Sei B(H); die C*-Algebra der beschrdnkten Operatoren auf dem Hilbert-
raum der Zelle i. Jede dieser Algebren ist isomorph zu B({,(Q)). Wir teilen
die Zellen so in Blocke der Lange N ein, dass der Anfang eines Blockes auf
die Zelle i fallt. Dann wenden wir auf jeden Block ¢ an. Wir schreiben
®(q) fiir das Ergebnis der Anwendung von ¢ auf q € C, wenn die iibrigen
Parameter der Blocktransformation aus dem Zusammenhang klar sind.

Lemma 4.12
Quanten-Blocktransformationen definieren Automorphismen von C.

Beweis: Sei (N,1i, B(H), ¢) eine Quanten-Blocktransformation. Sie ist of-
fenbar reversibel, da ¢ nach Voraussetzung ein x-Automorphismus von
B(H)N ist. Es ist also nur zu zeigen, dass Quanten-Blocktransformationen
Selbstabbildungen von C sind. Seidazu g € Cund I = (j,...,j+k—1) ein
Intervall in Z. Um ®(q)(I) zu ermitteln, unterscheiden wir zwei Fille. Ent-
weder es gilt j =1 mod N und k = 0 mod N; dann fallen die Intervallgren-
zen mit Blockgrenzen zusammen. In diesem Fall ist (O (q))(1) = ¢*N(q(1)),
wobei @/ fiir das k/N-fache Tensorprodukt von ¢ mit sich selbst steht.
Der kompliziertere Fall liegt vor, wenn die Intervallgrenzen nicht mit Block-
grenzen zusammenfallen. Dann gibt es ein Intervall I’ =(1,... ,1+ m—1)
mit j < 1l und m > k, so dass die Grenzen von I’ mit Blockgrenzen zusam-
menfallen. Wir bilden wie eben (®(q))(I’) und erhalten daraus (®(q))(I)
durch partielle Spurbildung.
Nun ist zu zeigen, dass fiir beliebige Teilintervalle ] von I gilt:

trog (@ (@) (1) = (@(@))(]).

Weil partielle Spurbildung assoziativ ist, reicht es aus, den Fall zu betrach-
ten, dass die Intervallgrenzen von I und ] mit Blockgrenzen zusammenfal-
len. Die Behauptung folgt daraus, dass dann die Zellen in J und diein I\ ]
bei Anwendung von O nicht interagieren. O

Lemma 4.13

Seien (N,i,B(H), @) und (N,j, B(H), ) zwei Quanten-Blocktransforma-
tionen. Dann ist ihre Hintereinanderausfiihrung ein Automorphismus von
C(H).
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Beweis: Eine Blocktransformation B mit Ursprung 1 ist dquivalent zu einer
Verschiebung um i—j gefolgt von der Blocktransformation B mit Ursprung
j, gefolgt von einer Verschiebung um j — 1.

Sind also By = (N,i,B(H), ) und B, = (N,j,B(H),\) zwei Block-
transformationen, so ist ihre Hintereinanderausfithrung B, o B; dquivalent
zu Ti_joB)oTj_ioB;, wobei B) fiir die Blocktransformation (N,1i, B(H), V)
steht und T,_; fiir eine Verschiebung um i—j. Der Wechsel des Ursprungs ist
demnach unerheblich dafiir, ob es sich bei der Hintereinanderausfithrung
von Blocktransformationen um einen Automorphismus handelt.

Wir haben hier ohne Einschrankung vorausgesetzt, dass B; und B, die
gleiche Blockgrofie verwenden. Dies ist moglich, da wir leicht aus einer
Blocktransformation mit Blockgrofle N eine aquivalente mit Blockgrofie
kN erhalten, indem wir die Uberfiihrungsfunktion ¢ k-fach mit sich selbst
tensorieren. Folglich konnen wir, wenn B; und B, verschiedene Blockgrofien
N und M haben sollten, sie durch dquivalente Blocktransformationen mit
der Blockgrofe kgV(N, M) ersetzen. O

Quanten-Blocktransformationen sind ein Beispiel fiir lokale Operatio-
nen, die Selbstabbildungen von C induzieren. Lokal wirken die Blocktrans-
formationen als Superoperatoren auf den — moglicherweise gemischten —
Zustanden der Blocke. Die bisher vorgestellten Definitionen von QZA ba-
sierten als Abbildungen von Vektoren eines Hilbertraumes grundsatzlich
auf reinen Zustanden. Das folgende Beispiel soll den Zusammenhang zwi-
schen beiden Ansatzen verdeutlichen.

Der Ubersichtlichkeit halber verwenden wir nur vier Zellen, die wir uns
zyklisch verbunden denken; das heifit, die vierte Zelle ist Nachbar der ersten
und umgekehrt. Es bezeichne H; den endlichen Hilbertraum der Zustande
von Zelle i. Im Hilbertraumformalismus ist ein Zustand der Zellen eins bis
vier ein Element von H; ® H, ® Hz ® Hs.

Wir verwenden die Blocktransformationen @12, @34, V23 und 4, die
jeweils als innere Automorphismen von B(H); ® B(H); durch unitdre Ma-
trizen dargestellt sind; fiir diese Matrizen schreiben wir ebenfalls ¢, und
so weiter.

Der Vektor [vq) ®|v2) ®|v;) ®[v4) reprédsentiere den Anfangszustand. Wir
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gehen davon aus, dass der Anfangszustand als Tensorprodukt darstellbar
ist; ist er dies nicht, berechnen wir die Schmidt-Darstellung und rechnen
linear auf den Summanden. Wir wenden nun die unitdre Matrix ¢, auf
Vi) ® |v2) und die unitdre Matrix @34 auf [v3) ® [v4) an und erhalten

Zocl [vis) @ [vai)) ®ZB (lvss) ® [vas))

= Z o |V11V21v3)v4]>)

Dann wenden wir 1,3 auf den Teilraum H, ® H3 und 14 auf den Teilraum
'H; ® H4 an und erhalten

Z oiB5 (Wrallviivas)) @ Waslvaivs))) . (4.14)

Fiihren wir nun die entsprechende Rechnung im operatoralgebraischen For-
malismus durch. Wir wenden die inneren Automorphismen ¢;; und 1y, auf
die reduzierten Dichtematrizen fiir die entsprechenden Zellpaare an.

Bei der Anwendung von ¢j; geschieht noch nichts Interessantes: Weil
wir den Anfangszustand als separabel vorausgesetzt haben, sind die redu-
zierten Dichtematrizen fiir die ersten beiden Zellen gleich [viv;)(viv,| und
fiir die beiden anderen Zellen |v3v,4)(vsv4|. Nach Anwendung von ¢, ist das
Teilsystem aus den ersten beiden Zellen dann in einem Zustand, der durch
den Dichteoperator } ; ai[viivi)(viivail beschrieben wird; fiir das andere
Teilsystem gilt der Zustand ) _; B;vsjva;) (vajvajl.

Um nun V4 anzuwenden, miissen wir aus dem ersten Teilsystem den
Zustand von Zelle zwei ausspuren und aus dem anderen Teilsystem den
Zustand von Zelle drei.

(Z O(1|V11\)21 V]1v21|> Z|(xl| |\)11 \)]1‘

1

trs (Z Bj|V3jV4j><V3jV4j|> = Z IB31%vag) (vl
j

j

137



Mit Anwendung von 4 wird daraus

1M4 (Z |061|2|V1i> (viil ® Z |f3j|2|V4j><V4j|) Py
i j

= 1|)¥4 (Z |0€i\2|f3j’2|\’1i> (vl ® V4j><V4j|> Pg
]
= Z EARARIN (Iv15) (viil @ [vag)(vag) Pra.

Fiir die Zellen zwei und drei verfahren wir mit 1,3 analog. Insgesamt erhalt
man fiir den neuen Zustand des Gesamtsystems

Z ’061|2|f55|21|)¥4 (|V1i\’4j><\)uv4j|) P14 ® Z |(Xi|2|f~)’j‘zll)£3 (|V2i\)3j><VZiV3)'|) P23

y

D)
= Z |oil*IB; 1 <1l)§4 (V1ivag) (vivas]) Wia @ WDy ([vaiva;) (vaivsl) ﬂ)zs) ,

was der Dichteoperator zu dem Zustand aus Gleichung 4.14 ist. Der Vor-
teil der operatorbasierten Definition wird deutlich, wenn man dieses Bei-
spiel auf mehr Zellen verallgemeinert. Beim Hilbertraum-Ansatz muss man
immer global verfahren. Wenn man aber die Zustdnde lokal beschreibt,
braucht man fiir die lokale Anwendung von Blocktransformationen auch
nur die reduzierten Dichtematrizen der direkt beteiligten Zellen zu kennen.

4.4.4 Quanten-Blockzellularautomaten

Wir konnen nun eine weitere Variante von QZA definieren, namlich als
Automorphismen von C. Unsere Definition basiert auf Block-Zellularauto-
maten, weil wir diese mit Hilfe von Quanten-Blocktransformationen ein-
fach definieren konnen. Wir werden zeigen, dass dies gegeniiber den bisher
bekannten Modellen keine Einschrankung bedeutet. Wir kiirzen Quanten-
Blockzellularautomaten als BQZA ab.

Definition 4.8 (BQZA)
Ein BQZA besteht aus einer endlichen Folge B1,B,,... , B, von Quanten-
Blocktransformationen B; = (N, ji, B(H), ;).
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Wir weichen hier nur insofern von der iiblichen Definition ab, als wir
zulassen, dass die einzelnen Blocktransformationen unterschiedliche «; ver-
wenden. Fiir die Frage nach der Wohlgeformtheit ist dies nicht wichtig.

Einen BQZA auf eine globale Konfiguration anzuwenden bedeutet, dass
die Quanten-Blocktransformationen nacheinander angewandt werden.

Lemma 4.14
BQZA definieren Automorphismen von C.

Beweis: Dies folgt induktiv aus Lemma 4.12. O

Als néachstes zeigen wir, dass BQZA eine zu den PQZA von Watrous
dquivalente Funktionenklasse beschreiben. Zundchst beobachten wir, dass
wir eine Definition von QZA auf C auch auf Basis partitionierter ZA geben
konnen. Sei dazu die endliche Menge Q isomorph zu Q; x Q2 X ... X Qn.
Der Hilbertraum zu jeder einzelnen Zelle ist dann isomorph zu {,(Q), also
isomorph zu £,(Q1)®6(Q2)®. ..®€(Qn). Die lokale Uberfiihrungsfunktion
ist als unitédres Element von B({,(Q)) gegeben und induziert (als Spezialfall
einer Blocktransformation mit der Blockgrdfie eins) einen Automorphismus
von C. Daneben verwenden wir N partielle Quantenverschiebungen, um
jeweils die i-te Komponente jeder Zelle ihrem i-ten Nachbarn zukommen
zu lassen.

Definition 4.9 (PQZA auf C)

Ein PQZA besteht aus einer Nachbarschaftsgrofe N € N, einem kartesi-
schen Produkt Qq x ...Qn von N endlichen Zustandsmengen und einem
inneren Automorphismus ¢ von B({;(Qq1) ®...® L(QN)).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei N ungerade. Anwendung ei-
nes PQZA auf eine globale Konfiguration erfolgt in N Schritten. Die er-
sten N — 1 Schritte sind partielle Quantenverschiebungen; fiir 1 zwischen
1 und (N — 1)/2 verschieben wir die i-te Komponente jedes Zellzustandes
um (N —1)/2 — 1+ 1 nach links und fiir i zwischen (N + 1)/2 und N
um i — (N — 1)/2 + 1 nach rechts. Im letzten Schritt wird auf jede Zel-
le die lokale Uberfithrungsfunktion ¢ angewandt. Wie BQZA sind PQZA
als Hintereinanderausfithrung endlich vieler Automorphismen selbst Auto-
morphismen von C. Auferdem besteht ein Isomorphismus zwischen PQZA
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auf C und den PQZA von Watrous, denn jede legale lokale Uberfiithrungs-
funktion in der Definition von Watrous ist eine unitdare Selbstabbildung
von £;(Q1) ® ... ® {>(Qn) und entspricht daher einem inneren Automor-
phismus, wie er fiir PQZA auf C gefordert ist. Umgekehrt entspricht jeder
innere Automorphismus einer solchen unitdren Abbildung.

Auflerdem konnen sich BQZA und PQZA in einer naheliegenden Art
gegenseitig simulieren.

Lemma 4.15
Jeder PQZA kann von einem BQZA ohne Zeitverlust simuliert werden.

Beweis: Sei (QN, N, @) ein PQZA. Wir simulieren eine globale Anwendung
des PQZA mit zwei Blocktransformationen eines BQZA mit Zell-Algebra
B(£;(Q)) und Blockgrofie N(N — 1). Die erste Blocktransformation 1, er-
folgt relativ zum Ursprung N, die zweite 1, relativ zum Ursprung N(N—1).
Wir machen also aus jeder Partition eine eigene Zelle. Wir verwenden, dass
die Zustandsmengen aller Partitionen gleich Q sind; dies lasst sich durch
geeignete Einbettungen immer erreichen. Wir beginnen mit einem Zustand

. ,(xéo),... ,x](\?)f]),(xg),... ,x](\],i]),... ,(x(()an,... ,ngj”),... .
Dabei geben die hohergestellten Indizes an, zu welcher Zelle des parti-
tionierten QZA ein Zustand gehort und die niedergestellten geben an, zu
welcher Partition er gehort. Bei der ersten Einteilung in Blocke beginnt ein
Block mit der N-ten Zelle, also der mit dem Zustand x](\?)_], und reicht bis

zur 2N — 1-ten Zelle, also bis zu der mit dem Zustand x](“N:ZU.
Auf diesem Eingabeblock erzeugt 1\; die Ausgabe
(1 (1) (2) (2) (N-2)
Xo ye e yXNL3XQ v XNy -0 X
(0) (1) (N-1)
(p(XN_DXN_z)--- )Xo )a
(1) (2) (2) (N-T1) (N-1)
XN—]’XN—Z)XN—]"")X] Yoo ’XN—Z .

Die Blocktransformation 1) berechnet fiir die Zelle mit dem Index (N —
1)/2+ 1 des PQZA den neuen Zustand mittels ¢. Links von diesem neuen
Zustand in ihrer Ausgabe stehen diejenigen Daten, die Zellen links von
(N—1)/241 zum Berechnen ihres neuen Zustandes bendtigen; rechts davon
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stehen die Daten fiir die Zellen rechts von (N —1)/2 4 1. Als Kombination
der unitdren Abbildung ¢ : QN — QN mit einer Permutation von QN-2N
ist ; ein x-Automorphismus von B(£(QMN-"1N)).

Den Ursprung fiir die zweite Blocktransformation 1, wahlen wir so, dass
der Anfang eines Blockes immer auf eine Zelle fallt, deren neuer Zustand
schon berechnet wurde. Wir erhalten damit als Eingabe fir 1,

(0) (1) (N-1)

(p(XN_DXN_z)--- )Xo )a
(1 (2) (2) (N-T) (N-1)
XN_] y XN_Z) XN—]’ o )X1 Yoo )XN_Z y
(N) (N) (N+1) (N+1) (N+N-2)
XO ""’XN—3’XO y o ooy N—4 y***) 0

und definieren als Ausgabe

(0) (1) (N-—1)
(p(XN_1,XN_2,... y X0 )

(m (2) (N)
(p(XN_1,XN_2, < Xy )

(N—1) (N) (N+N-2)
@(XN_1 XNy - - Xg ).

Mit dieser Festlegung ist die zweite Blocktransformation 1, ebenfalls ein
*-Automorphismus, denn wie man sieht, erhalt sie nicht mehr Eingaben,
als auch ¢ bekommen wiirde, um die neuen Zustdnde zu berechnen. Da
die Hintereinanderausfithrung von 1\; und 1, das gleiche Ergebnis hat wie
die globale Anwendung von ¢ (von der unterschiedlichen Zusammenfassung
der Zellen in Bldcke einmal abgesehen), folgt hieraus die Behauptung. O

Lemma 4.16
Jeder BQZA kann von PQZA simuliert werden.

Beweis: Da wir zulassen, dass die einzelnen Blocktransformationen ver-
schiedene lokale Uberfithrungsfunktionen verwenden, brauchen wir fiir jede
Blocktransformation einen eigenen PQZA. Wir fassen jeden Block beziig-
lich der ersten Blockeinteilung als eine Zelle auf und wenden zunachst auf
jeden Block die Block-Uberfiihrungsfunktion an; sie definieren wir auch als
die Uberfiihrungsfunktion des ersten PQZA.
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Nun wechselt die Blockeinteilung. Da die Blocke jeder Blocktransfor-
mation die gleiche Lange haben, muss in jeden Block genau eine neue
Blockgrenze fallen (wenn ein Block keine Blockgrenze enthielte, miissten
die ersten beiden Blockeinteilungen gleich sein und dann koénnte man die
ersten zwei Blocktransformationen zu einer zusammenfassen). Diese Block-
grenze definieren wir als die Partitionierungsgrenze fiir den zweiten PQZA,
wir verwenden also einen PQZA mit nur zwel Partitionen. Dann definieren
wir die Uberfiihrungsfunktion des zweiten PQZA wieder als diejenige der
zweiten Blocktransformation.

So fortfahrend behandeln wir alle Blocktransformationen und erhalten
zu einem beliebigen BQZA eine Hintereinanderausfithrung von PQZA. O

Aus unseren Uberlegungen folgt insbesondere, dass man die Definition von
PQZA nach Watrous auf unendliche Konfigurationen erweitern kann.

Auflerdem konnen wir jeden QZA nach der Definition von van Dam mit
einem BQZA simulieren und umgekehrt.

Lemma 4.17
BQZA und van Dams QZA kénnen sich gegenseitig simulieren.

Beweis: Der Beweis orientiert sich an den bekannten Simulationsverfahren
fiir klassische BZA und ZA, wie sie zum Beispiel Durand-Lose beschrieben
hat [25, 26].

Zu jedem BQZA gibt es einen QZA nach van Dam mit aquivalenter
globaler Uberfithrungsfunktion:

Der BQZA habe die Blockgrofie N und die Zell-Algebra B(H) fiir einen
endlichdimensionalen Hilbertraum 7. Fiir 1 zwischen 1 und N bezeichne H;
einen zu H isomorphen Hilbertraum. Wir wahlen eine Orthonormalbasis Q
von R, Hj; sie ist eine Basis des Zustandsraumes der Blocke der Lange
N und wir legen fest, dass sie die Zustandsmenge des simulierenden QZA
reprasentiere.

Falls der BQZA aus nur einer Blocktransformation besteht, ist der ge-
suchte QZA durch (Q, 1,101) gegeben und wir sind fertig. Nehmen wir an, es
gédbe eine zweite Blocktransformation 1,. Bevor wir diese anwenden, miis-
sen wir die Zellen ausgehend vom Ursprung der zweiten Partitionierung
neu in Blocke einteilen. Dabei fallt in jeden alten Block genau eine neue
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Blockgrenze; zu p € B(H) bezeichne R(p) den Teil des Zustandes rechts
und L(p) den Teil links von der neuen Blockgrenze.

Dann erhilt 1\, eine Eingabe, die aus dem rechten Teil R(p;_;) von Block
1—1 und dem linken Teil L(p;) von Block i besteht, und dies fiir alle i € Z.
Damit definieren wir eine lokale Uberfiihrungsfunktion ¢ : B (H, {®@Hi) =
B(H); durch

@(pi-1, Pi) = W2(R(W1(pia)), L1(pi))). (4.15)

Wir behaupten nun, dass (Q, 2, ¢) ein wohlgeformter QZA nach van Dams
Definition ist. Dazu betrachten wir eine globale Konfiguration, die sich als
Tensorprodukt der Blockzustdnde darstellen ldsst (van Dams QZA sind
nur auf solchen Konfigurationen definiert; man kann aber wie iiblich je-
de endliche Konfiguration in eine Uberlagerung solcher Konfigurationen
iberfilhren). Entsprechend der Definition von van Dam heisse sie peri-
odisch, wenn sich die Blockzustdnde periodisch wiederholen. Wir definieren
ox(p1,...,px) durch @(p1,..., Pk, P1). Auf Wortern der Lange k erhalten
wir mit Gleichung 4.15

@rlp1, -, 1) = W2R(W1(p1)), b(p2), ..., blpw), L(p1))).  (4.16)

Demnach ist ¢y fiir alle k € N unitar.

Gibt es mehr als zwei Blocktransformationen, so konnen wir sie zu Paa-
ren zusammenfassen (mdoglicherweise behilt man dabei eine einzelne Block-
transformation iibrig; das ist egal). Zu jedem Paar ermitteln wir einen QZA
und definieren dann den simulierenden QZA als die Hintereinanderausfiih-
rung dieser einzelnen QZA sowie Verschiebungen, um die unterschiedlichen
Urspriinge der Blockeinteilungen auszugleichen.

Damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.

Zu jedem QZA nach van Dam gibt es einen BQZA mit aquivalenter
globaler Uberfithrungsfunktion.

Sei ‘H der Hilbertraum der Zell-Zustéande des QZA. Wir erweitern ihn
um einen neuen Zustand, den wir mit O bezeichnen und nennen den erwei-
terten Hilbertraum 7’. Ohne Einschrdnkung sei die Nachbarschaftsgrofe
des QZA und seiner Inversen gleich 3 (dies ldsst sich durch geeignete Ver-
groferung der Zustandsmenge immer erreichen); ¢ sei die lokale Uberfiih-
rungsfunktion.
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Als Blockzustandsmenge wahlen wir (B(H) ® B(H)')*; dabei speichert
die erste Komponente den Ausgangszustand der Zelle und die zweite nimmt
den neuen Zustand auf, sobald er berechnet ist. Die erste Blockeinteilung
hat den Ursprung 0. Fiir die erste Blocktransformation legen wir fest:

P1((po,0), (p1,0), (p2,0), (p3,0))
= ((po,0), (p1, @(po, P1,P2)), (P2, ®(P1, P2, P3)), (P3,0).

Die iibrigen Funktionswerte werden so gewdhlt, dass 1; unitdr ist (das geht
immer). Der Ursprung der zweiten Blockeinteilung ist 2. Fiir die zweite
Blocktransformation legen wir fest:

W2((p2,02), (03,0), (p4,0), (ps, ps))
= ((p2> pé)) (p.’n (P(Pz, P3, p4))> (p4> (p(p.’n Pa, pS))) (p5> pé))

Nun miissen wir die alten Zustande der Zellen reversibel 16schen. Dies ge-
schieht mit den folgenden zwei Blocktransformationen. Die dritte Block-
transformation hat den Ursprung 2 und ist durch

1-l).’a((p2) pé)) (p3» p_‘;)) (p4) pz’l)) (p5> p;}))
= ((p2,P3), (p3— @ ' (ph P4 P4), P3),
(pa— @ (P}, P4 P5), P4), (Ps5, P2))

festgelegt. Schlieflich hat die vierte Blocktransformation den Ursprung 0
und bewirkt

11"4((()) pé)» (91 y p?), (pZ) pé)) (O) pé))
- ((p(/),O), (p€> P1— (p_](p(l)v p;) pé)))
(p%, P2 — @ ' (p], P53 P3)), (p3,0)).
Jede dieser Blocktransformationen lasst sich zu einer unitdren Transforma-
tion fortsetzen. Durch Projektion auf die erste Komponente jedes Zustands-

paars erhdlt man die globale Konfiguration, die das Ergebnis der globalen
Anwendung der simulierten Uberfiihrungsfunktion ¢ ist.
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Damit ist auch der zweite Teil des Lemmas bewiesen. O

Wir haben es hier also mit drei Schreibweisen der gleichen Klasse von
Abbildungen zu tun und kénnen folglich bei der Angabe der lokalen Uber-
fiihrungsfunktion jede der drei Schreibweisen verwenden. Im Folgenden
verstehen wir unter QZA immer die hierdurch definierte Klasse von Ab-
bildungen. Die Neuerung gegeniiber den herkommlichen Ansatzen besteht
nicht in der Angabe einer weiteren Klasse von Abbildungen, die als QZA
bezeichnet werden konnen; sie besteht im Wechsel zu einer operatoralge-
braischen Schreibweise, die eine wirklich lokale Formulierung von Begriffen
wie lokalen Konfigurationen und lokaler Uberfiihrungsfunktion erst méglich
macht. Mit den Simulationslemmata wurde gezeigt, dass die herkdmmli-
chen Wohlgeformtheits-Bedingungen fiir QZA sich ohne Verlust in diese
Schreibweise iibertragen lassen.

4.5 Metriken fir QZA

4.5.1 Einleitung

Wie bei SZA wollen wir nun auch fiir QZA Metriken einfiihren, um globale
Konfigurationen miteinander zu vergleichen. Hiermit wollen wir ganz wie
bei SZA die Auswirkungen kleiner Anderungen an der Uberfiihrungsfunk-
tion verfolgen; dies ist ein wichtiges Thema, weil es auf die Frage nach der
Simulation gewisser Amplitudenmengen mit anderen fiihrt, aber auch auf
Robustheit gegeniiber kleinen Fehlern.

Wir beginnen mit Metriken auf endlichen Konfigurationen, die als Vek-
toren eines Hilbertraumes darstellbar sind. Hier fithrt der Ansatz aus Ab-
schnitt 2.5 jedoch nur auf eine Pseudometrik. Fassen wir globale Quanten-
Konfigurationen jedoch als Elemente einer C*-Algebra auf, so erhalten wir
zwel niitzliche Metriken.

4.5.2 Metriken auf endlichen Konfigurationen

Bei der Entwicklung einer Metrik fiir globale Quanten-Konfigurationen
muss man zuerst entscheiden, auf welches Modell die Metrik anwendbar
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sein soll. Die Definitionen von Watrous und van Dam auf endlichen Kon-
figurationen stellen globale Konfigurationen als endliche Uberlagerungen
deterministischer Konfigurationen dar; von daher besteht eine klare Paral-
lele zum Begriff der globalen stochastischen Konfiguration. Es liegt daher
nahe, fiir dieses Modell dhnliche Ansatze zu versuchen wie in Abschnitt 2.5.

Aus der in Abschnitt 2.5 eingefiithrten Metrik fiir stochastische Konfigu-
rationen erhalten wir eine Pseudometrik fiir endliche Konfigurationen von
QZA. Die Menge der endlichen Quanten-Konfigurationen bezeichnen wir
mit Qf. Jedes q € Of hat die Gestalt

k
Z (xi|Ci>
i=1

fir k € N und c; € Q%; es gilt

k
Z ‘061’2 =1.
i=T

Die c; bilden eine Orthonormalbasis von Qp; messen wir q beziiglich dieser
Basis, so erhalten wir c; mit der Wahrscheinlichkeit |o;|?. Definieren wir
also dg unter Zuhilfenahme der Metrik d aus Abschnitt 2.5 durch

k k k k
dQ <Z OCi\CO, Z Bi|Ci>> =d (Z |0€i|ZCi, Z ||31|2Ci) y

i=1 i=1 i=1 i=1
so ist dg eine Pseudometrik auf Q. Die Beweise fiir Symmetrie und Drei-
ecksungleichung folgen denen fiir d; das einzige Problem gibt es bei Konfigu-
rationen, die sich nur in relativen Phasen unterscheiden. So ist do(«lcq) +
Blca), alci) — Blcz)) = 0, obwohl die beiden Konfigurationen nicht gleich
sind. Dies ist insofern nicht schwerwiegend, als man solche Konfiguratio-
nen nicht durch projektive Messungen unterscheiden kann.

4.5.3 Metriken auf unendlichen Konfigurationen

Die Pseudometrik aus dem vorhergehenden Abschnitt ist ein Anfang, aber
sie ist keine echte Metrik und man kann etwas Besseres finden. Im Gegen-
satz zu der Situation bei SZA verfiigen wir bei QZA iiber eine brauchbare
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Definition von globalen Konfigurationen, die sich nicht auf eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung oder Uberlagerung endlich vieler deterministischer glo-
baler Konfigurationen stiitzt. Beziehen wir unsere Metrik auf diesen Begriff
von globaler Quanten-Konfiguration, so vermeiden wir die Kombination
von Abstandsmafien auf Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit solchen auf
deterministischen Konfigurationen, die das Auffinden einer Metrik in Ab-
schnitt 2.5 erschwerten.

Es gibt diverse Topologien fiir C*-Algebren; auf die meisten von ihnen
wollen wir hier nicht eingehen, denn zum Teil sind sie nicht metrisierbar
und zum Teil passen sie nicht zu unseren Zwecken. Statt dessen verwenden
wir als Ausgangspunkte die Spurmetrik aus Abschnitt 3.8 und die diskre-
te Metrik. Sie wenden wir auf endliche Observable an und erhalten dank
der Definition globaler Konfigurationen mittels endlicher Observabler eine
Metrik auf globalen Quanten-Konfigurationen.

Lemma 4.18
Sei d’ eine Metrik auf beschrdnkten Observablen. Dann ist

d(@,p) =) 27'd'(ql—i...1,pl—i...1) (4.17)

fiir q,p € C eine Metrik auf C.

Beweis: Fiir ¢ = p folgt q[—i...1i] = p[—i...1] fiir alle i € N und damit
(da d’ eine Metrik ist) d(q,p) = 0. Sei g # p. Dann gibt es ein endliches
Intervall von Zellen, auf dem sich g und p unterscheiden und demnach ein
k € N, so dass das Intervall von —k bis k dieses endliche Intervall enthalt.
Wegen d’(q[—k...k],p[—k...k]) > 0 ist dann auch d(q,p) > 0.

Die Symmetrie d(q,p) = d(p,q) folgt ebenfalls daraus, dass d’ eine
Metrik ist.
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Es bleibt zu zeigen, dass d die Dreiecksungleichung erfiillt. Es ist

Y 2@l Pl ) + ) 27 (Bl LTI D)

ieN ieN

auch diese Eigenschaft ist folglich erfiillt, wenn d’ eine Metrik ist. O

Fiir d’ kann man zum Beispiel den Spurabstand aus Kapitel 3 einsetzen;
einfach den Spurabstand der kompletten Konfigurationen als Metrik einzu-
setzen ist fiir unsere Zwecke nicht sinnvoll, weil es ausgesprochen schwierig
ist, den Spurabstand unendlicher Operatoren abzuschatzen.

Einen Spezialfall erhalten wir, wenn wir fiir d’ die diskrete Metrik
einsetzen, also 6(a,b) =1 fiir a # b und 8(a, a) = 0 festlegen.

Lemma 4.19

Setzt man fiir d’ den Spurabstand oder die diskrete Metrik ein, so erzeugt
d auf den deterministischen globalen Konfigurationen eine Topologie, die
zur Cantor-Topologie dquivalent ist.

Beweis: Auf deterministischen Konfigurationen fallen Spurabstand und
diskrete Metrik zusammen. Der Dichteoperator eines deterministischen Zell-
zustandes ist ndmlich eine Matrix, die an genau einer Stelle auf der Dia-
gonalen eine 1 besitzt und sonst nur aus Nullen besteht. Folglich ist der
Spurabstand von zwei solchen Zustinden 1, wenn sie verschieden und O,
wenn sie gleich sind.

Seien c, e deterministische globale Konfigurationen. Der Index der er-
sten Zelle, in der sie sich unterscheiden, sei k; ohne Beschrankung der All-
gemeinheit sei k > 0.

Wir erhalten

d(c,e) =) 278(c[-i...i],e[~i...1]),
i=0
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das heisst, d(c,e) = dc(c,e)+) ;27 Aus ) 7 271 =2 folgt d(c,e) =
2%+ also d(c,e) = 2dc¢(c, e). 0

Lemma 4.20
Setzt man fiir d’ die diskrete Metrik ein, so ist (C, d) vollstdndig, aber nicht
kompakt.

Beweis: Sei (xn)nen €ine Cauchy-Folge in C mit der Metrik d. Dann gibt
es zu jedem ¢ > 0 ein n. € N so dass d(xi, xi1) < ¢ fiir alle i > n,. Daraus
folgt, dass fiir alle x; mit i > n. der Zellblock von —log 1/¢ bis log 1/¢ gleich
sein muss. Wir konstruieren einen Grenzwert, indem wir den Zustand des
Blockes von —k bis +k durch den gemeinsamen Zustand dieses Blockes in
den Folgengliedern ab n, « definieren. So erhalten wir einen Grenzwert von
(Xn)nen; dieser muss (weil wir in einem metrischen Raum sind) eindeutig
sein und ist ein Element von C (nach Konstruktion).

Wire (C, d) kompakt, so miisste jede offene Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung enthalten. Fiir p € B(H) sei U, = {q € C : q[0] = p}.
Dann ist U, offen, denn mit jedem q ist auch eine e-Umgebung von q in
U, enthalten (sie besteht aus q’ € C, die in Zelle 0 mit g iibereinstimmen).
Auferdem ist (J .z, Up = C, denn jedes Element von C muss in Zelle 0
einen Zustand aus B(H) annehmen.

Weil B(H) unendlich viele Elemente besitzt, muss jede endliche Teil-
iiberdeckung einige U, ausschlieRen. Dann kann sie aber keine Uberdeckung
mehr sein, weil dann Konfigurationen, in deren Mitte p steht, nicht mehr
enthalten sind. O

4.5.4 Anwendungen
Fehlerabschitzung

Wir setzen unsere Metrik ein, um abzuschitzen, wie stark sich kleine Ab-
weichungen von der Uberfiihrungsfunktion auswirken. Dazu gehen wir wie
folgt vor. Wir betrachten zwei BQZA mit der gleichen Blockgrofie N und
dem gleichen Zustandsalphabet Q. Ohne Einschrankung sei N = 3 und
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beide BQZA haben die gleiche Anzahl an Blocktransformationen, die mit
den gleichen Urspriingen arbeiten (falls dies nicht der Fall ist, fiillt man
mit identischen Blocktransformationen auf).

Wir nehmen nun an, die jeweils ersten Blocktransformationen B; und
B, unterscheiden sich. Aus einem noch zu definierenden Maf fiir ihre Un-
terschiedlichkeit entwickeln wir eine Abschatzung fiir den maximalen Spur-
abstand von Bi(p) und B,(p) iiber alle Blockzustinde p. Daraus wiederum
gewinnen wir eine Abschédtzung fiir den Spurabstand von Bi(T) und B;(T)
fiir globale Konfigurationen T.

Im Gegensatz zu Kapitel 2 verfiigen wir hier nicht iiber eine Summen-
darstellung aus deterministischen ZA und miissen daher erst definieren, was
wir unter dhnlichen Blocktransformationen verstehen.

Eine Moglichkeit besteht darin, an Untersuchungen zu verrauschten
Quantenprozessen (zum Beispiel depolarisierende Kanéle) anzukniipfen und
eine verrauschte Blocktransformation als Superoperator

U(T) =ppo+ (1 —p)U(T) (4.18)

zu schreiben. Dabei ist p eine Zahl zwischen O und 1, die wir als Fehler-
wahrscheinlichkeit auffassen und po ist ein fest gewahlter Dichteoperator.
U verhalt sich mit Wahrscheinlichkeit (1 —p) so wie die unitdre Abbildung
U, mit Wahrscheinlichkeit p jedoch bildet er jede Eingabe auf pg ab.

Als weitere Moglichkeit untersuchen wir Paare U;, U, von unitdren
Transformationen auf £,(Q)", fiir die gilt:

sup  D(Us(p),Us(p)) < e (4.19)
pEB(L2 (Q)N

fiir ein ¢ > 0, welches als Maf} fiir den Unterschied zwischen U; und U,
dienen soll. In Anbetracht der Interpretation von D als der Wahrscheinlich-
keit, bei einer Messung einen Unterschied festzustellen, wenn man die dafiir
optimale Observable verwendet, beschreibt Gleichung 4.19 einen sinnvol-
len Begriff von der Ahnlichkeit zweier Blocktransformationen. Ein fiir die
Anschauung niitzlicher Spezialfall mit |Q| = 2 liegt fiir U, = Rg o U; vor,
wobei Rg fiir die Drehung um 0 steht. Weil die Abschatzungen sehr schwie-
rig werden, wenn man Gleichung 4.19 in ihrer vollen Allgemeinheit einsetzt,
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beschranken wir uns auf eine Verallgemeinerung der Kombination mit ei-
ner Drehung und nehmen an, U, sei in der Form R o U; mit einer unitaren
Abbildung R darstellbar.

Es gibt einen klaren Unterschied zwischen diesen Abstandsbegriffen: der
erste, in Gleichung 4.18 beschriebene, ersetzt die unitare Blocktransforma-
tion U durch einen (wahrscheinlich nicht unitdren) Superoperator ¢/. Das
suggeriert eine extern verursachte Stérung der Uberfiihrungsfunktion. Der
zweite Begriff, aus Gleichung 4.19, geht von einer Storung aus, die sich als
unitdre Transformation schreiben lasst; damit konnen wir zum Beispiel den
Fall erfassen, dass wir die gewiinschte Uberfiihrungsfunktion unvollkommen
abgebildet haben, ohne dabei aber die Unitaritat zu verletzen. Ein Beispiel
hierfiir wire eine Situation, wo fiir die Uberfiihrungsfunktion eines QZA
eine gewisse Menge an Amplituden einsetzen wollen, aber nicht alle von
diesen Amplituden erzeugen konnen (weil zum Beispiel einige von ihnen
nicht berechenbaren Zahlen entsprechen, oder weil sie mit einer Prazision
bestimmt sind, die unsere Apparaturen nicht erreichen kénnen). Wir wiir-
den dann wahrscheinlich eine Uberfiihrungsfunktion implementieren, die
von der gewiinschten abweicht, ohne dabei die Unitaritat zu verlieren.

Was auch immer die Charakteristika und Ursachen einer Abweichung
von der gewiinschten Uberfithrungsfunktion sein mogen, eine Abschitzung
ihrer Konsequenzen ist offenbar wichtig. Dies ist ein komplexes Thema,
das wir unmoglich in seiner vollen Breite behandeln konnen; wir geben
aber erste Abschatzungen an.

Sei q eine globale Konfiguration. Um der Ubersichtlichkeit willen neh-
men wir an, g wére als Tensorproduktzustand der Blockzustdnde beziiglich
der ersten Blocktransformation darstellbar; ist dies nicht der Fall, k6nnen
wir zumindest fiir endliche q den Gesamtzustand als endliche Uberlage-
rung solcher separabler Zustande darstellen. Ist g unendlich, so beobachten
wir, dass wegen der Definition unserer Metrik der Einfluss der weit drau-
Ren liegenden Blocke exponentiell mit ihrer Entfernung vom Nullpunkt
abnimmt, so dass wir fiir Abschitzungen alle Blocke ab einem gewissen
beliebig groflen aber endlichen Index ignorieren und so T durch eine end-
liche Konfiguration ersetzen (wir untersuchen hier nur die ersten paar An-
wendungen von B; und B;; wollten wir zum Beispiel Aussagen iiber das
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Verhalten im zeitlichen Grenzwert machen, konnten wir diese Reduktion
nicht vornehmen).
Wir erhalten dann

B1(q) = By <® Pi) = ® Bi(pi)

i=—00 i=—00

und entsprechendes fiir B,. Dabei steht p; fiir den Zustand des i-ten Blockes.
Wir schreiben p;[j] fiir den (reduzierten) Zustand der j-ten Zelle von Block
1 und erinnern uns, dass wir N = 3 vereinbart haben. Dann ist

ds(B1(q), B2(q)) = D(B1(po)[1], B2(po)[1])
DBy (01131 @ B (po)1, 21, Balp1)3] @ Balpo)[1, 21)

2
+ 1D(Bi(p-1)2,3) @ Ba(po), Balp-1)[2,3] @ Balpo))
+ %D(Bﬂp_]) ® B1(po) ® B1(p1)[1],

Ba(p—1) ® Ba(po) @ B2(p1)[1])

+...
(4.20)

Um ds(Bq(q),B,(q) abschitzen zu konnen, miissen wir wissen, wie sich
D auf Tensorprodukten verhalt und was fiir den Abstand von Teilzustan-
den gilt, wenn der des Gesamtzustandes bekannt ist. Zunachst gilt fiir D:
Partielle Spurbildung kann den Abstand nie vergrofern. Das heifit, aus
D(p, p’) = x folgt fiir jedes Teilsystem A: D(tra(p),tra(p’)) < x. Damit ist
insbesondere D(B1(pi)[i], B2(pi)j]) < D(B1(pi), B2(p;i) fiir alle i € Z und
1<j<N.
Fiir den Spurabstand D(U/(p), U(p)) gilt nach Gleichung 3.31

D(U)(p),U(p)) = D((ppo+ (1 —p)U(p)), U(p))
<p+pD(po, U(p))
< 2p,

wobei wir D(po, U(p)) nach oben durch 1 abgeschitzt haben. Ohne bessere
Kenntnis von po und U konnen wir diese Abschédtzung nicht verfeinern.
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Fiir Paare (py, pi.1) von Blécken erhalten wir entsprechend

D(U(pi) ® U(pit1), W (p:) ® W (pis1)) = D(U(pi) ® Ulpis1), p*(Po @ po) +
P(1—p)(po® U(pis1)) +
(1 =p)p(U(pi) ® po) +
(1—p)*(U(pi) ® U(pi11)))
<2p-p*+
p?D(U(p:) ® U(pis1), po ® po) +
p(1T—p)D(U(pi), po) +
(1 —=p)pD(U(pis1), o)
<4p—2p°=2(1—(1—-p)).

Induktiv erhilt man fiir k Bldcke als obere Schranke k(1 — (1 —p)¥). Die
Niitzlichkeit dieser Abschatzung lasst fiir grofe k stark nach. Genauer kon-
nen wir sie aber ohne Kenntnis von U und py nicht machen. Der Ansatz iiber
verrauschte Operatoren scheint daher fiir QZA weniger geeignet zu sein,
weil bei der parallelen Anwendung auf mehrere Blocke die obere Schranke
so ungenau wird, dass sie bald jede Bedeutung verliert.

Fiir den Abstandsbegriff nach Gleichung 4.19 gilt gemaft der Definiti-
on D(B4(p),Bz(p)) < €. Seien insbesondere B; und B, durch eine unitére
Abbildung R unterschieden. Fiir einen beliebigen reinen Zustand p aus
B(£(Q))N berechnen wir D(B;(p),B2(p)). Sei U die unitdre Transformati-
on zu By. Dann ist D(B1(p), Ba(p)) = D(U(p),Ro U(p)) = D(p,R(p)); die
letzte Gleichung gilt, weil D unter unitdren Transformationen invariant ist.
Im Spezialfall R = Rg gilt D(p, Re(p)) = |sin 0] [66].

Fiir Tensorproduktzustinde p; ® p, mit p1,p> € B(L(Q))N gilt wegen
der Dreiecksungleichung

D(p1 ® p2,R(p1 ® p2))
= D(p1 ® p2,R(p1) @ R(p2))
< D(p1 ® p2,R(p1) ® p2) + D(Re(p1) ® p2,R(p1) ® R(p2)).

Nun kann Tensorierung beider Teile mit p, nicht zur Unterscheidbarkeit von
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p1 und R(p;) beitragen. Folglich konnen wir die Abschédtzung fortsetzen:

D(p1 ® p2R(p1 ® p2))

< D(p1,Re(p1)) + D(p2, Ro(p2))
= 2¢.

Entsprechend gilt eine obere Schranke von ke, wenn wir Tensorprodukte
aus k Blocken betrachten.
Eingesetzt in Gleichung 4.20 ergibt sich fiir den Gesamtabstand

ds(B1(71),Ba(T)) < e + 2%182_i (4.21)

= ¢+ 3¢ =4,

was noch eine relativ grobe Abschatzung ist, aber fiir unsere Zwecke gentigt.

Nun fithren wir die zweite Blocktransformation mit der unitdren Abbil-
dung V beziehungsweise R’ oV durch. Hier haben wir als Eingaben Blocke,
die durch partielle Spurbildung aus den Zustianden von Paaren von Blocken
beziiglich der ersten Blocktransformation entstehen. Wir verwenden o; fiir
den i-ten Block von B(T) und o fiir den i-ten Block von B,(7). Dann ist
D(oj, 0f) < 2e¢ fiir alle 1 € Z. Folglich ist

D(V(03),R" o V(0})) < D(0y, R'(07))
< D(oy,07) + D(0f,R'(0}))
< 3.

Daraus erhalten wir fiir den Unterschied zwischen den globalen Konfi-
gurationen nach Anwendung der zweiten Blocktransformation eine obere
Schranke von %¢.

Man kann sehen, dass bei einer Anwendung des gestorten BQZA der
Unterschied zum ungestorten BQZA noch relativ klein bleibt — er ist ein
Vielfaches von ¢. Bei mehrfacher Anwendung des BQZA wird die Abschat-
zung allerdings viel schwieriger, weil gewisse Annahmen iiber die Separa-
bilitat der Eingaben dann nicht mehr gelten. Es ist zu vermuten, dass die
Abweichung dann ahnlich schnell wachst wie die fiir stochastische ZA aus
Abschnitt 2.5.6; ein Beweis ist allerdings bis jetzt nicht gelungen.
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Es ist bei QZA auch moglich, dass Fehler mit der Zeit oszillieren. Ein
einfaches Beispiel ist ein BQZA mit nur einer Blocktransformation, die
durch eine Drehung gestort ist. Nach k Anwendungen des BQZA ist die
Abweichung in jedem Block gerade |sin k0.

Insgesamt haben wir gezeigt, wie man die Ahnlichkeit von BQZA de-
finieren kann. Fiir die Definition iiber das Supremum der Spurabstdnde
(Ungleichung 4.19) ldsst sich die Auswirkung auf globale Konfigurationen
fiir eine Anwendung der BQZA einigermaflen abschdtzen; wie sich die Un-
terschiede bei der weiteren Rechnung bemerkbar machen, ist jedoch unklar.
Obwohl es moglich ist, dass der Abstand der globalen Konfigurationen os-
zilliert, ist doch zu befiirchten, dass im Allgemeinen durch die parallele
Anwendung der gestérten Uberfithrungsfunktion auf viele Zellen der Feh-
ler mit der Zeit ahnlich groft wird wie bei SZA.

Da andererseits bekannt ist, dass eine Quantenturingmaschine eine an-
dere mit beliebiger Genauigkeit simulieren kann, deren Uberfiihrungsfunk-
tion sich von der eigenen nur wenig unterscheidet [7] und QZA solche Quan-
tenturingmaschinen simulieren kénnen, konnen QZA in diesem Sinn durch-
aus Abweichungen ausgleichen; aber dies ist eben nur fiir die sequentielle
Rechnung gezeigt.

Uber eine topologische Charakterisierung der QZA

Fiir deterministische ZA gilt ein Charakterisierungssatz von Hedlund [37].
Er besagt, dass eine Selbstabbildung des Raumes der globalen Konfigura-
tionen genau dann die globale Uberfiihrungsfunktion eines ZA ist, wenn sie
mit der Verschiebung kommutiert und beziiglich der Cantor-Topologie ste-
tig ist. Man konnte nun vermuten, dass eine entsprechende Aussage auch fiir
QZA gelte; wir zeigen, an welcher Stelle der Beweis einer solchen Aussage
in moglicherweise uniiberwindliche Schwierigkeiten gerat. Wir verwenden
die Metrik von oben und setzen dabei die diskrete Metrik auf Observablen
ein.

Wir zeigen zundchst, dass QZA stetig sind, indem wir zeigen, dass
Blocktransformationen stetig sind. Seien dazu q,p globale Konfigurationen
mit d(q,p) < ¢ fiir ein beliebig aber fest gewéhltes ¢ > 0; das heift, die
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reduzierten Dichteoperatoren unterscheiden sich zum ersten Mal bei Zelle
+1og ¢ '. Wenden wir hierauf eine Blocktransformation mit der Blockgrofe
N an, so kénnen sich die resultierenden globalen Konfigurationen frithestens
bei der Zelle log e ' —N +1 beziehungsweise —log ¢ '+ N — 1 unterscheiden
(das tritt ein, wenn Zelle + log ¢ ' genau am rechten beziehungsweise linken
Rand eines Blockes liegt). Bezeichnen wir die globale Abbildung zu unse-
rer Blocktransformation mit @, so folgt d(®(q), ®(p)) < 2N'd(q,p), das
heisst, der Abstand wachst hochstens um einen konstanten Faktor; damit
sind QZA sogar gleichméafig stetig.

Da ein BQZA aus endlich vielen Blocktransformationen besteht, ist er
als Hintereinanderausfithrung endlich vieler stetiger Funktionen selbst ste-
tig.

Blocktransformationen kommutieren nicht mit der Verschiebung, aber
immerhin mit der N-ten Potenz der Verschiebung, wobei N die Blockgrofe
ist. Wir konnen sie daher mit normalen ZA simulieren, indem wir wie im
Beweis von Lemma 4.17 jeden Block der ersten Partitionierung als eine
Zelle auffassen; dies adndert nichts an der Stetigkeit. Dass QZA mit der
Verschiebung kommutieren, wissen wir aus Lemma 4.7.

Sei nun @ eine Selbstabbildung des Raums der globalen Quanten-Kon-
figurationen, die gleichméafig stetig ist und mit der Verschiebung kommu-
tiert. Wir entwickeln einen QZA mit der globalen Uberfiihrungsfunktion
@; dabei orientieren wir uns zunachst am Beweis der entsprechenden Be-
hauptung fiir deterministische ZA von Curtis, Hedlund und Lyndon [37].

Fiir p € B(H) sei wie im Beweis zu Lemma 4.20 U, ={q € C : q[0] = p}.
Jede der Mengen U, ist offen und abgeschlossen; sie sind offen, weil sie mit
jedem q auch eine ¢-Umgebung von ¢ enthalten. Sie sind abgeschlossen,
weil ihr Komplement als Vereinigung offener Mengen offen ist.

Definieren wir nun fiir ein stetiges, unitares und mit der Verschiebung
kommutierendes @ : C — C die Mengen V, durch ®'(U,). Weil @ stetig
ist, sind alle V, offen und abgeschlossen. Auferdem gilt V,NV,=U,NU; =
0 fir p # T, sowie U cpie) Uo = Upen) Vo = C-

Zu p # 7 gibt es ein k € N, so dass fir alle x € V, und y € V, gilt:
d(x,y) > 27*. Wenn es nimlich kein solches k gibe, kénnte man eine Folge
in V, finden, deren Grenzwert in V. lidge. Damit wére dann aber entweder
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V,, nicht abgeschlossen oder V,, und V: nicht disjunkt.

Wir erhalten daher ein k fiir jedes Paar p,t. Nehmen wir an, es gebe
unendlich viele k. Dann existieren fiir jedes solche k globale Konfigurationen
q,p mit d(q,p) <2 % und d(®(q),®(p)) = 2, so dass @ nicht stetig wire.
Es kann daher nur endlich viele verschiedene k geben, unter denen wir ein
Maximum auswahlen.

Sei B, die Menge aller Blocke der Lange 2k+1, die zentral in V,, vorkom-
men. Fir A € B, definieren wir ¢(A) = p. Damit erhdlt man Funktions-
werte von ¢ auf allen moglichen Blocken der Lange 2k + 1 und es bleibt zu
zeigen, dass ¢ die Bedingungen an eine lokale Uberfiihrungsfunktion eines
van Dam-QZA erfiillt. Dies ist jedoch alles andere als offensichtlich, denn
wir kennen zwar das Verhalten von ¢ auf allen A € B, fiir alle p, aber es
ist nicht klar, dass wir immer eine gemeinsame Basis der A finden konnen,
so dass die Werte, die ¢ auf den Basiselementen annimmt, rein sind. Dies
miissten wir aber, um einen QZA zu erhalten.

4.5.5 Zusammenfassung

Die Definition von globalen Quanten-Konfigurationen iiber Elemente der
quasilokalen Algebra erleichtert die Definition einer brauchbaren Metrik.
Genauer erhalten wir sogar eine Familie von Metriken, denn jede Metrik
auf beschrankten Observablen induziert eine Metrik, wenn man sie in Glei-
chung 4.17 einsetzt.

Der Versuch, diese Metrik dazu einzusetzen, die Auswirkungen von klei-
nen Stérungen an der Uberfiihrungsfunktion abzuschitzen, hat sich als
schwierig herausgestellt. Immerhin ist es gelungen, fiir die erste Iteration
eine obere Schranke fiir die Abweichung herzuleiten.

Wegen der Konstruktion globaler Konfigurationen als Grenzwerte, die
mit der Konstruktion unendlicher klassischer Konfigurationen vergleichbar
ist, konnen wir fiir Quanten-Konfigurationen Metriken definieren, die Ahn-
lichkeit mit der Cantor-Metrik besitzen.
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4.6 Entwicklung von Verschrankung

4.6.1 Einleitung

Einer der Nachteile der Modelle von Watrous und van Dam ist das Wachs-
tum der Anzahl Summanden, die an der globalen Konfiguration beteiligt
sind. Die Schreibweise mittels lokaler Operatoren macht globale Konfigu-
rationen leichter handhabbar; ganz kann sie das Problem jedoch nicht 16-
sen, denn hier auflert sich gerade die Eigenschaft, die Quantensysteme mit
klassischen Mitteln so schwer modellierbar macht und daher die mogliche
Uberlegenheit von Quantenrechnern bewirkt.

Schwierigkeiten bei der Beschreibung globaler Konfigurationen dufiern
sich dahingehend, dass durch die Zustdnde von Blocken von Zellen bis zu
einer festen Lange k die globale Quanten-Konfiguration nicht eindeutig fest-
gelegt ist. Die Zustande der Blocke sind durch reduzierte Dichteoperatoren
beschrieben; diese heiflen deswegen reduziert, weil sie nicht die volle Infor-
mation tliber das Gesamtsystem tragen. Beim Ausspuren geht zwangslaufig
Information verloren, namlich solche, die sich auf die Verschranktheit mit
Zellen des ausgespurten Teilsystems bezieht.

Daher wird die globale Beschreibung um so aufwéndiger, je mehr und
iber je grofere Distanzen hinweg Zellen in unserem System verschrankt
sind. QZA unterscheiden sich darin, wie viel Verschrankung sie erzeugen.
Dies zu untersuchen ist auch deswegen interessant, weil man Verschrankung
als eine Ressource betrachten kann. Auf dieser Idee basiert der Einweg-
Quantenrechner von Raussendorf und Briegel [72].

4.6.2 Lokal beschreibbare Konfigurationen

Kennen wir von einer globalen Quanten-Konfiguration nur die Blockzustan-
de bis zu einer festen Blocklange k, so ist die globale Konfiguration damit
nicht eindeutig bestimmt. Als Beispiel betrachten wir ein System aus vier
qubits, das sich in dem Zustand (|0000) + [0011) + [1100) + [1111))/2 be-
findet. Mittels partieller Spurbildung erhalten wir fiir jedes einzelne qubit
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die gleiche reduzierte Dichtematrix, namlich

1/2 1/2

1/2 1/2 )
Die gleichen reduzierten Dichtematrizen fiir die einzelnen qubits erhalten
wir auch aus dem Zustand (|0000) +[0101) +[1010) +[1111))/2. Eine globa-
le Konfiguration, die ein Tensorprodukt aus solchen Vier-qubit-Systemen
ware, konnte man also allein auf Basis der Zustdnde der einzelnen qubits
nicht eindeutig identifizieren.

Es gibt jedoch Situationen, in denen der Gesamtzustand durch die redu-
zierten Dichtematrizen von einigen Teilzustdnden bereits eindeutig festge-
legt ist. Ein Beispiel hierfiir sind Tensorproduktzustéande; befindet sich ein
bipartites System im Zustand [¢) ® [\p), so sind die reduzierten Dichteope-
ratoren der einzelnen Teile gerade |@)(¢| und p) (1P| und enthalten die volle
Information iiber den Systemzustand. Entsprechendes gilt fiir Systeme aus
mehr Teilen.

Im Allgemeinen befinden sich die Zellen eines QZA nach einigen An-
wendungen der globalen Uberfiihrungsfunktion nicht in einem Tensorpro-
duktzustand; zumindest einige Zellen sind miteinander verschrankt. Wenn
wir von einer vollstandig unverschrankten Anfangskonfiguration ausgehen,
miissen wir also damit rechnen, dass die Anwendung eines QZA die Be-
schreibung der Ergebniskonfiguration erschwert. Andererseits kann bei An-
wendung auf eine verschrankte Anfangskonfiguration die Beschreibung auch
erleichtert werden. Schliefllich sind QZA reversibel, wenn einer von ihnen
Verschrankung erzeugt, wird seine Inverse sie wieder reduzieren.

Wir untersuchen verschiedene QZA darauf hin, ob sie iiberhaupt Ver-
schrankung erzeugen und ob es eine obere Schranke fiir den Abstand von
Zellen gibt, die durch die Aktion des QZA mit der Zeit miteinander ver-
schrankt werden.

4.6.3 Entwicklung von Verschrankung

Wir wollen QZA darauf hin untersuchen, wie sie die Verschrankung globaler
Konfigurationen verdandern. Dazu miissen wir diese Veranderung quantifi-
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zieren. Zu diesem Zweck betrachten wir globale Konfigurationen, die in
dem folgenden Sinn raumperiodisch sind.

Sei a eine globale Konfiguration, die als unendliches Tensorprodukt ...®
Pi—1 ® Pi® pit1 ® ... darstellbar ist. Dabei steht p; jeweils fiir den Zustand
eines Blocks der festen Lange k. Wir nennen a periodisch (mit der Periode
1), wenn fiir alle j gilt: p; = pj11.

Auf a wenden wir nun eine Blocktransformation B an. Ohne Einschran-
kung setzen wir fiir diese Blocktransformation eine Blockgrofie N < k vor-
aus. Wir konnten nun so vorgehen, dass wir fiir jedes Paar von Blocken die
Schmidt-Zahl nach Anwendung von B berechnen; weil die Blockgrenzen
von a aber nicht die von B sein miissen, wiirden wir dann die Schmidt-
Zahlen von gemischten Zustanden berechnen. Wir vereinfachen daher die
Vorgehensweise, indem wir eine zirkuldre Anwendung von B definieren.

Definition 4.10 (Zirkuldre Blocktransformation)
Seien B = (N, Q, @) eine Blocktransformation und pq, p, Dichtematrizen
reiner Quantenzustidnde von Blocken der Liange N; das heifit, jeder Block
besteht aus N Zellen, die jeweils einen Zustand iiber einem zu H = {,(Q)
isomorphen Hilbertraum einnehmen. Wir setzen p = p1 ® p2. Fiir 1 <i<
k < 2N bezeichne pli...k] die reduzierte Dichtematrix, die den Zustand
der i-ten bis k-ten Zelle in p beschreibt.

Eine zirkuldre Anwendung von B auf p; ® p, mit Ursprung 1 <i < N
ist durch

@.(p) =@ (pli...N+1)® @(p[N+1+ 1 mod 2N ...2N +1i+ 1 mod 2N])

gegeben. Anders ausgedriickt erhalten wir ¢, fiir den Ursprung i, indem wir
die Nte Potenz der zirkulanten Matrix mit der Identitdt auf ‘H tensorieren
und dann mit ¢ ® ¢ multiplizieren.

Da zirkulante Matrizen als Permutationsmatrizen unitidr sind, ist die
zirkulare Anwendung einer unitaren Blocktransformation selbst unitar. Da-
mit sind zirkuldre Blocktransformationen ganz dhnlich wie die periodischen
Anwendungen der lokalen Uberfiihrungsfunktion bei van Dam definiert.
Wir verwenden diese Definition, um die Entwicklung der Verschranktheit
in einem endlichen System zu untersuchen. Damit ist sichergestellt, dass
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wir bei jeder zirkuldren Anwendung von B einen reinen Zustand erhalten,
wenn wir mit einem reinen Zustand anfangen (denn unitdre Transforma-
tionen dndern den Mischungsgrad nicht). Da wir erst einmal nur an der
prinzipiellen Fahigkeit von QZA zur Erzeugung von Verschrankung inter-
essiert sind, ist eine solche Beschrankung auf periodische Konfigurationen
zunachst sinnvoll.

Offenbar werden p; und p, nicht verschrankt, wenn man die zirkulare
Blocktransformation mit Ursprung 1 anwendet, denn dann findet keine
Interaktion zwischen den Teilen statt.

Verschiebung

Einen weiteren einfachen Fall erhdlt man aus der Verschiebung. Zirkular
angewandt wird aus einer Verschiebung oder partiellen Verschiebung eine
Permutation.

Der Ausgangszustand sei p; ® p, mit reinen Zustdnden p; = |@)(¢],
p2 = )W und [@) = xp0l00) , + x010T) 5 + x10[10) , + x11/11) , sowie
) = B0ool00) 5 + Borl0T) 5 + B1ol10) g + B1al11) .

Fiir eine Verschiebung gibt es nun im Wesentlichen zwei Moglichkei-
ten: Entweder es werden alle Zellen um den gleichen Betrag verschoben
oder es nehmen nicht alle Zellen an der Verschiebung teil. Beispiele fiir
entsprechende Matrizen sind

und

o O = O
o = O O
—_ O O O
o O o =
o O o =
— O O O
o = O O
o O = O

(Diese Matrizen operieren nur auf zwei qubits; die entsprechenden Matrizen
fiir vier qubits erhilt man analog.) Sind |@) und [\p) selbst separabel, so
kann durch Anwendung solcher Verschiebungen keine Verschrankung ent-
stehen. Nur wenn mindestens einer der beiden Vektoren schon zu Beginn
verschrankt ist, kann nach Anwendung der Verschiebung der erste Block
mit dem zweiten verschrankt sein. Dabei ist an sich keine neue Verschran-
kung entstanden, sondern nur die bestehende verlagert worden.
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Verschrinkung durch ,,echte* Interaktion

Die Blocktransformation mit Blocklinge zwei und der Uberfiihrungsfunk-
tion, die durch die unitdre Matrix U..o¢ gegeben ist, erzeugt mit Ursprung
1 auf dem Ausgangszustand p; ® p, auch dann Verschrankung, wenn die
einzelnen Blocke zu Beginn separabel sind.

Zirkulare Anwendung von U.,o¢ mit Ursprung 1 iberfiihrt den Aus-
gangszustand p; ® p, in

%00 00l00) A100) 5 + 0t10B01100) A10T) 5 + oo 10/00) A110) 5

+ x10B11100) A[11) 5 + x01B10/01) A100) 5 + 11 311[0T) 4|0T)
+ 01B00[01) A110) 5 + x11B01[0T) A1T1T) 5 + X10B00/10) A100)
+ oo 01l10) A101) 5 + x10B10/10) A110) 5 + x0oP11110) A111)
+ ot11B10[11) A100) 5 + x01B11[11) A10T) 5 + x11P00l11) A110) 5
+ oo1Bo111) A111) 5.

Daraus erhalten wir

100) A (000 00l00) 5 + x10B01101) 5 4+ XooB10/10) 5 + ct10B11111) )

(
+101) 5 (®01B10/00) 5 + x11B11101) 5 + x01B00l10) 5 + X11Pnl11)5)
+[10) o (x10B00/00) 5 + Xo0B01/01) 5 + X10B10[10) 5 + xooB11l11) )
+117) 5 (x11310100) 5 + to1B1001) 5 + x11B00/10) 5 + x01B01l11)3) ,

also eine Schmidt-Zahl von vier. Wiederholte Anwendung von U..o¢ mit
dem gleichen Ursprung lasst die Verschrankung oszillieren, weil U, o 2zu
sich selbst invers ist. Verwendet man beim zweiten Mal den Ursprung 2
oder 4, so bleibt die Schmidt-Zahl vier erhalten. Dies gilt auch dann, wenn
@ und 1 separabel sind. Damit erhalten wir einen Unterschied im Verhalten
der Verschiebung im Vergleich zu Ugnot.

In unserem Beispiel muss sich allerdings nach spatestens 16! Anwendun-
gen von U der Originalzustand mit Schmidt-Zahl eins wieder einstellen.
Das liegt daran, dass wir nur die Verschrankung auf einem endlichen Sy-
stem betrachten. Um zu demonstrieren, dass es bei unendlichen Systemen
mehr Moglichkeiten gibt, betrachten wir den folgenden BQZA A.
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|a)X)i’)y> H ‘i)x) a)x@y>
la,x,a,y) — la,x,a,y)
|i)x) i)y> H h’) X) i’)y>

L,x,a,y) — la,x,i,y)

Tabelle 4.1: Tabelle zum BQZA A

Er besteht aus zwei Blocktransformationen der Blocklange N. Jede Zelle
enthalt zwei qubits, von denen das eine angibt, ob die Zelle aktiv ist. Seine
Zustandsmenge ist {a,1}. Als Variablen fiir den Zustand des zweiten qubits
verwenden wir x und y.

Beide Blocktransformationen verwenden die gleiche Uberfiihrungsfunk-
tion, die durch Tabelle 4.1 definiert ist. Dabei steht x @®y fiir das Exklusiv-
Oder von x und y; auf den zweiten qubits der Blocke verhalt sich die Block-
transformation wie U, Der Ursprung der ersten Blocktransformation ist
0, der der zweiten 1. Wir zeigen an einem Beispiel die Wirkung von A:

1 i a 1 i i 1 i
X1 Xo X1 X2 X3 X4 X5 Xg
1 1 1 a i 1 1 i
X1 X0 X1 X1DX2 X3 X4 X5 Xg
i i1 i a i1 i

X1 X0 X1 X1PX2 X1 DPX2PBX3 Xq4 X5 Xg

Nach dem k-ten Schritt ist fiir 1 < 1 < k das zweite qubit der 1-ten
Zelle im Zustand @LZI Xn. Bs ist mit den zweiten qubits der Zellen 1 bis
L — 1 verschrankt. Es handelt sich hier um einen &dhnlichen QZA wie in
dem zirkuladren Beispiel vorhin. Zwischen nebeneinander liegenden Blocken
wird wieder nur begrenzt viel Verschrankung erzeugt. Da das System jetzt
aber unendlich viele Zellen enthalt, wird die Entwicklung nicht periodisch.
Insbesondere kann eine Zelle durch die Aktion von A mit einer beliebig weit
entfernt liegenden weiteren Zelle verschrénkt werden, ohne dass dabei (wie
bei der Verschiebung) an anderer Stelle Verschrédnkung abgebaut werden
miisste.
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Zusammenfassend kénnen wir verschiedenes Verhalten hinsichtlich der
Verschrankung beobachten:

1. Einige QZA erzeugen gar keine Verschrankung. Hierzu gehort die
identische Abbildung. Auch die Verschiebung erzeugt keine Verschran-
kung, sondern verlagert sie allenfalls.

2. Einige weitere QZA erzeugen Verschrankung, diese breitet sich aber
nicht iiber einen festen Radius hinaus aus. Beispiele hierzu sind zeit-
periodische QZA, bei denen sich jede Konfiguration nach einer Zahl
k von Iterationen wiederholt.

3. Schlieflich gibt es QZA wie den aus dem letzten Beispiel, die mit
der Zeit Verschrankung iiber unbegrenzte Distanzen hinweg erzeugen
konnen.

Diese Aufzahlung erinnert in mancher Hinsicht an die Beschreibung der
ersten drei Klassen von ZA nach Wolfram. Ein entscheidender Unterschied
ist allerdings, dass bei uns die Verschiebung ganz eindeutig in die erste
Klasse gehort, wahrend sie im klassischen Fall als chaotisch bezeichnet wird.
Das liegt daran, dass Verschrankung nur durch Interaktion entstehen kann.
Wenn man die Erzeugung von Verschrankung bewertet, macht man eine
Aussage dariiber, wie viel Interaktion stattfindet; ein QZA kann nur dann
viel Verschrankung erzeugen, wenn seine Zellen miteinander interagieren.

Die Verschiebung aber bewirkt keine echte Interaktion. Klassische Klas-
sifikationsverfahren beachten dies jedoch nicht; sie unterscheiden meist
nicht zwischen der Bewegung und der Verarbeitung von Information.

4.6.4 Zusammenfassung

Globale Konfigurationen lokal zu beschreiben ist um so schwieriger, je mehr
Zellen miteinander iiber grofle Entfernungen hinweg verschrankt sind. QZA
unterscheiden sich darin, wie viel Verschrankung sie aufbauen. Man kann
dies zum Beispiel als ein Klassifikationskriterium fiir QZA einsetzen; es
kann eine Klassifikation nach der Komplexitdt der erzeugten Raum-Zeit-
Diagramme, wie sie bei klassischen ZA vorgenommen wird [30, 52, 74, 86],
erganzen.
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Die iiblichen Klassifikationen von ZA messen eigentlich, wie schnell sich
Information bewegt. Deshalb konnen sie nicht zwischen der Verschiebung
und komplexeren ZA unterscheiden — sie messen nicht Komplexitdt im Sin-
ne von Verdnderung, die durch die Interaktion von Zellen entsteht. Ver-
schrankung aber entsteht nicht durch die blofie Bewegung von Information,
sie entsteht durch Interaktion. Von daher ist dies ein durchaus interessantes
Komplexitatsmaf.

Die Erzeugung von Verschrankung ist aber auch fiir Rechnungen wich-
tig. Einerseits, weil Verschrankung als Ressource verwendet werden kann.
Ein Beispiel hierfiir ist der Einweg-Rechner von Raussendorf und Briegel,
fir den es wichtig ist, moglichst viel Verschrankung erzeugen zu kodnnen
(weil sie wahrend der anschliefenden eigentlichen Rechnung schrittweise
verbraucht wird).

4.7 Zusammenfassung

Nach einem Uberblick iiber die existierenden Definitionen von QZA haben
wir in diesem Kapitel ein neuartiges Modell vorgestellt. Es weicht von allen
bisherigen darin ab, dass es sich aus einem operatoralgebraischen Begriff
von Zustand und Konfiguration herleitet. Dies ermdglicht eine echt loka-
le Beschreibung von Zustédnden und damit eine lokale Formulierung der
Uberfiihrungsfunktion auf beliebigen (auch gemischten) Zustdnden.

Neben einer Vereinfachung der Beschreibung von Konfigurationen er-
moglicht dieses Modell auch eine liickenlose Erweiterung auf unendliche
Konfigurationen, was vorher nicht moglich war. Dariiber hinaus konnten
wir zeigen, dass unser Modell in der Lage ist, diejenigen von Watrous und
van Dam zu simulieren. Man kann ihre Definitionen auch auf operatoralge-
braische Konfigurationen iibertragen und erhéalt jeweils eine zu der unseren
dquivalente Definition.

Fir unseren Konfigurationenbegriff haben wir Metriken untersucht. Da-
bei stiitzen wir uns vor allem auf die Spurdistanz. Eine mdgliche Anwen-
dung ist wieder der Vergleich des globalen Verhaltens von QZA, deren lo-
kale Uberfithrungsfunktionen in einem genau definierten Sinn &hnlich sind.
Hier konnten erste Ergebnisse gezeigt werden; an dieser Stelle o6ffnet sich
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ein Weg zu weiteren interessanten Ergebnissen.

Schlieflich haben wir untersucht, inwiefern sich QZA beziiglich der von
ihnen erzeugten Verschrankung unterscheiden. Daraus lasst sich ein brauch-
bares Komplexitatsmaf ableiten, das eine Unterscheidung leistet, an der die
meisten Komplexitatsmafe fiir deterministische ZA scheitern.

Es sollte moglich sein, den neuen Begriff von globaler Quantenkonfigu-
ration zumindest in Ansdtzen auf den stochastischen Fall zu iibertragen.
Ein Teil des mathematischen Reichtums wiirde zwar verloren gehen (weil
im klassischen Fall die Theorie abelsch sein muss), aber man wiirde auf
jeden Fall eine Moglichkeit zur lokalen Beschreibung globaler Konfiguratio-
nen gewinnen und auch die Metrik liefte sich iibertragen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben ein Modell von Quantenzellularautomaten entwickelt, das die
bestehenden Modelle entscheidend erweitert. Weil wir eine lokale Sicht auf
Zellen und ihre Zustdnde einnehmen, gewinnen wir einen Begriff von glo-
balen und lokalen Konfigurationen, der Zellularautomaten, die ja durch die
Lokalitat ihrer Interaktion charakterisiert sind, angemessen ist. Dank die-
ser lokalen Sicht ist es auflerdem gelungen, die Beschrankung auf endliche
Konfigurationen zu iiberwinden.

Neben der Entwicklung eines brauchbaren Modells haben wir Folgen der
Reversibilitat (die fiir Quantensysteme unumgénglich ist) sowie der Abwei-
chung vom Determinismus untersucht. Da unser Modell deterministische re-
versible Zellularautomaten als Spezialfille von Quantenzellularautomaten
enthalt, haben wir an deterministischen Zellularautomaten herausgearbei-
tet, wie sich die Forderung nach Reversibilitdt auf Verhalten und Machtig-
keit auswirkt. Aus den in Kapitel 1 zusammengefassten Simulationsergeb-
nissen sowie der Simulation von Quantenturingmaschinen mit Quantenzel-
lularautomaten nach Watrous [85] kann man schliefen, dass reversible (und
daher auch Quanten-) Zellularautomaten ein universelles Modell sind und
dass der durch die Reversibilitat bedingte zusadtzliche Aufwand nicht so
grof} ist, dass er die Effizienzsteigerung der bekannten Quantenalgorithmen
zunichte machen wiirde.

Insbesondere konnen nach Watrous Quantenzellularautomaten mit kon-
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stantem Zeitverlust Quantenturingmaschinen simulieren. Man kann da-
her auch in Quantenzellularautomaten Algorithmen wie die von Grover
oder Shor implementieren und erhilt Geschwindigkeitssteigerungen gegen-
iiber einer klassischen Implementierung. Neue Quantenalgorithmen zu ent-
wickeln war allerdings nicht das Ziel dieser Arbeit — wir sind eher an Quan-
tenzellularautomaten als Modell interessiert, zum Beispiel fiir die Simula-
tion von Quantenprozessen oder wegen ihrer Relevanz als Architekturmo-
dell fiir Quantenrechner.

Dafiir war es wichtig, festzustellen, dass die Reversibilitatsforderung aus
Zellularautomaten nicht ein uninteressantes Rechenmodell macht. Nach-
dem dies gekldrt ist, brauchen wir Verfahren, um globale Konfigurationen
zu beschreiben und zu vergleichen. Wegen der Entwicklung von Abhangig-
keiten und Verschrankung zwischen den Zellen ist schon die Beschreibung
viel schwieriger als im klassischen deterministischen Fall; einige der Schwie-
rigkeiten sind aber durchaus vergleichbar mit denen, die bei stochastischen
Zellularautomaten auftreten.

Daher haben wir uns in Kapitel 2 mit stochastischen Zellularautomaten
auseinandergesetzt — ein Modell entwickelt, die Moglichkeit einer lokalen
Sicht auf globale Konfigurationen untersucht und eine Metrik erarbeitet,
die einen zweckmafigen Abstandsbegriff auf globalen Konfigurationen be-
griindet. Diese Themen begegnen uns bei der Beschaftigung mit Quanten-
zellularautomaten wieder.

Fiir die lokale Beschreibung von Konfigurationen haben wir bei Quan-
tenzellularautomaten C*-Algebren eingesetzt. Diese sind eher in der Physik-
als in der Informatik-Literatur zum Quantenrechnen gebrauchlich, erweisen
sich aber filir unsere Zwecke als ausgesprochen niitzlich. Sie ermdglichen ein
Modell, das die eingeschrankte Sicht jeder Zelle auf ihren eigenen Zustand
und den ihrer Umgebung reflektiert. Wir haben gezeigt, dass unser Mo-
dell eine echte Erweiterung der bestehenden Ansadtze bietet. Ein Vorteil an
unserer lokalen Sichtweise auf globale Zustande wird bei der Entwicklung
von Metriken offensichtlich. Wir konnten eine Metrik definieren, die in ih-
rem Abstandsbegriff der bei deterministischen Zellularautomaten iiblichen
Cantor-Metrik sehr dhnlich ist.

Daneben haben wir uns mit der Frage beschaftigt, wie sehr kleine Ab-
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weichungen von der lokalen Uberfiihrungsfunktion die globale Entwicklung
beeinflussen. Die Motivationen fiir diese Frage sind vielfaltig; im Fall sto-
chastischer Zellularautomaten konnten wir (fiir die dort hergeleitete Me-
trik) nachweisen, dass die Abweichungen potentiell betrachtlich sind. Fiir
Quantenzellularautomaten konnten wir diese Frage zwar nicht abschlieflend
klaren, die Ergebnisse weisen aber ebenfalls auf grofie mogliche Abweichun-
gen hin.

Es haben sich nun durch die Bearbeitung der zu Beginn gestellten Auf-
gaben viele neue Fragen aufgetan. Zum Beispiel sollte sich die Beschreibung
mittels lokaler Observablenalgebren, die fiir Quantenzellularautomaten so
niitzlich ist, auch auf stochastische Zellularautomaten iibertragen lassen.
Der Begriff der Observablen ist nicht auf die Quanten-Welt beschrankt; al-
lerdings ist die zugehorige algebraische Theorie im klassischen Fall abelsch.

Auflerdem ist es wichtig, bessere Abschatzungen dafiir zu finden, wie
sich Abweichungen von der lokalen Uberfithrungsfunktion auswirken. Fiir
Quantenturingmaschinen ist bekannt, dass sich solche Auswirkungen prin-
zipiell begrenzen lassen [7]; dhnliches muss fiir Quantenzellularautomaten
gelten, die Quantenturingmaschinen simulieren. Im Allgemeinen sieht es
aber so aus, als ob solche Auswirkungen sich fiir stochastische und Quan-
tenzellularautomaten prinzipiell nicht begrenzen lieflen; man muss daher
zum Beispiel bei Geschwindigkeitsaussagen davon ausgehen, dass die kon-
krete Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten und -amplituden nicht zu
vernachlédssigen ist, weil es im Allgemeinen nicht moglich ist, diese Werte
zu approximieren, ohne das Ergebnis der Rechnung zu gefahrden.

169



STICHWORTVERZEICHNIS

abgeschlossene Menge, 74 Dichtematrix, 100
Adjungierte, 95 Dirac-Notation, 93
Algebra
lokale, 109 Elementarereignis, 59
quasilokale, 109 Entropie
Amplitude, 92 Mag-, 52
Ausspuren, 101 Mengen-, 52
Shannon-, 52

Automorphismus

innerer, 107 Ereignis, 59

ergodisch, 70

Berechnungsschritt, 18
gemischter Zustand, 101

Bigruppoid
§ hélbzentrales, 30 Hadamard-Transformation, 96

bijektiv Hamiltonoperator, 95

24, 19 hermitesch, 95
Bloch-Kugel, 106 Hilbertraum, 93
Block-ZA

Quanten-, 138 injektiv
Blocktransformation ZA, 19

Quanten-, 134 inneres Produkt, 93
BQZA, 138

kompakt, 75

C*-Algebra, 105 Komplement
Cantor-Metrik, 75 eines ZA, 35

170



Konfiguration
endliche, 19
globale, 17
Quanten-, 133
lokale, 17
periodische, 19
stochastische globale, 61, 66
stochastische lokale, 60
unendliche, 19

{,-Norm, 93
lokale Algebra, 109

Markov-Kette, 69
Mafentropie
raumliche, 52
Mengenentropie, 52
Merkmalsraum, 59
Messung
operatorwertige, 104
projektive, 97
Metrik, 74
metrischer Raum, 74
*-Morphismus, 107

Nachbarschaft, 16

Observable, 97
kommutierende, 99
Observablenalgebra, 105
offene Menge, 74
Operatornorm, 104

Pauli-Matrizen, 99
POVMN, 104
PQZA, 121

171

PZA, 23

Quanten-Blocktransformation, 134
Quanten-Konfiguration

globale, 133
Quantenbit, 92
Quantenzellularautomat, siehe QZA
quasilokale Algebra, 109
qubit, 92
QZA

erster Art, 119

partitionierter, 121

zweiter Art, 123

Radius, 17
reduzierte Dichtematrix, 101
reiner Zustand, 101
reversibel

ZA, 19

Schmidt-Zahl, 110
Schrodinger-Gleichung, 95
selbstadjungiert, 95
separabel, 110
Shannon-Entropie, 52
Simulation

ergebnisorientierte, 42

schrittweise, 42
simultan diagonalisierbar, 99
Skalarprodukt, 93
Spiegelung

eines ZA, 34
Spurabstand, 112
stochastisch unabhangig, 60
Stochastischer ZA, 62



Superoperator, 103
surjektiv
-quasi (SZA), 72
SZA, 71
ZA, 19
SZA, 62

Tensorprodukt
von Matrizen, 97
von Operatoralgebren, 108
von Vektoren, 94
von Vektorraumen, 94
Topologie, 74
topologischer Raum, 74
total unzusammenéangend, 75

Uberfiihrungsfunktion
globale, 17

Uberfiihrungsfunktion
stochastische lokale, 61

Uberfiihrungsfunktion
lokale, 16

Uberlagerung, 92

Uncomputing, 48

unitar, 95

verrauschte Operation, 150
Verschiebung, 18
partielle, 28
Quanten-, 134
Quanten-, 133
verschrankt, 110
vollstandig, 75

Wahrscheinlichkeit, 59

Wahrscheinlichkeitsfunktion, 59

Wahrscheinlichkeitsverteilung, 59

Wolfram-Kodierung, 18

ZA
Block-, 25
deterministischer, 16
Margolus-, 25
partitionierter, 23
Quanten-, siehe QZA
Block-, 138
stochastischer, 62
Zellularautomat, siehe ZA
stochastischer, siehe SZA
Zufallsexperiment, 58
Zufallsvariable, 59
Zustand
gemischter, 101
in C*-Algebren, 106
reiner, 101
separabler, 110
stiller, 19
stochastischer, 60
verschrankter, 110



[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

LITERATURVERZEICHNIS

AnaroNov, D., AMBAINIS, A., KEMPE, J., UND VAZIRANI, U. Quan-
tum walks on graphs. In Proceedings of the 33rd STOC (2001),
S. 50-59.

AwmBaINis, A., BacH, E., Navak, A., VISHWANATH, A., UND Wa-
TROUS, J. One-dimensional quantum walks. In Proceedings of the
33rd STOC (2001), S. 37—49.

AMOROSO, S., UND PaTT, Y. N. Decision procedures for surjectivity
und injectivity of parallel maps for tessellation structures. Journal of
Computer and System Sciences 6 (1972), 448-464.

BeNIOFF, P. Quantum mechanical Hamiltonian models of Turing
machines. Journal of Statistical Physics 29 (1982), 515-546.

BeNiOFF, P. Quantum mechanical Hamiltonian models of Turing ma-
chines that dissipate no energy. Phystcal Review Letters 48 (1982),
1581-1585.

BeENNETT, C. H. Time/space trade-offs for reversible computation.
SIAM J. Computation 18, 4 (1989), 766-776.

BERNSTEIN, E., UND VAZIRANI, U. Quantum complexity theory. In
Proceedings of the 25th STOC (1993), S. 11-20.

173



[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

BovkeTT, T. Efficient exhaustive listings of reversible one dimensio-
nal cellular automata. Complez Systems 11 (1997).

BraTTELI, O., UND ROBINSON, D. W. Operator Algebras and
Quantum Statistical Mechanics vol. 1/2. Springer, 1981.

Burks, A. W., Ed. Essays on Cellular Automata. University of
Ilinois Press, 1970.

CaATTANEO, G., FORMENTI, E., UND MARGARA, L. Topological de-
finitions of deterministic chaos. In Delorme und Mazoyer [20], ch. 8,
S. 213-259.

CarTANEO, G., FORMENTI, E., MARGARA, L., UND MAZOYER, J. A
shift-invariant metric on S# inducing a non-trivial topology. In Privara
und Ruzicka [71], S. 179-188.

CHILDS, A. M., FarHI, E., UND GUTMANN, S. An example of the
difference between quantum and classical random walks. Tech. Ber.
quant-ph /0103020, http://xxx.lanl.gov, 2001.

CHOFFRUT, C., UND PicHIZZINI, G. Distances between languages and
reflexivity of relations. In Privara und Ru#icka [71], S. 199-208.

CuLik, K., Hurp, L. P., unD YU, S. Computation theoretic aspects
of cellular automata. Physica D 45 (1990), 357-378.

CuLik, K., uND Yu, S. Cellular automata, ww-regular sets, and sofic
systems. Discrete Applied Mathematics 32 (1991), 85-101.

DE JoNg, H., unD MAEs, C. Extended application of constructive
criteria for ergodicity of interacting particle systems. International
Journal of Modern Physics C 7 (1996), 1-18.

DE LA HARPE, P., UND JONES, V. An introduction to C*-algebras.
Université de Genéve, Section de Mathématiques, 1995.

DeELORME, M. An introduction to cellular automata. In Delorme und
Mazoyer [20], ch. 1, S. 5-49.

174



[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

DELORME, M., UND MAZOYER, J., Eds. Cellular Automata. A Par-
allel Model. Kluwer Academic Publisher, 1999.

DeuTscH, D. Quantum theory, the Church-Turing principle and the
universal quantum computer. Proceedings of the Royal Society of
London A 400 (1985), 97-117.

Dias BARRETO, S. A quantum spin system with random interactions
I. Proc. Indian Acad. Sci. (Math. Sci.) 110, 4 (2000), 347-356.

DuBacq, J.-C. How to simulate Turing machines by invertible one-
dimensional cellular automata. International Journal of Foundati-
ons of Computer Science 6, 4 (1997), 395—402.

DUr, W., VIDAL, G., UND CIrRAC, J. I. Three qubits can be entangled
in two inequivalent ways. Tech. Ber. quant-ph/0005115 v2, http:
//xxx.lanl.gov/, 2000.

DuraND-LOSE, J. Reversible cellular automaton able to simulate any
other reversible one using partitioning automata. In Proceedings of
LATIN 95 (1995), Nr. 911 in LNCS, S. 230-244.

DuraND-LOSE, J. Intrinsic universality of a 1-dimensional reversib-
le cellular automaton. In Proceedings of the 14th STACS (1997),
Nr. 1200 in LNCS, S. 439-450.

DuranD-LosE, J. Reversible space-time simulation of cellular auto-
mata. Theoretical Computer Science 146, 1-2 (2000), 117-129.

DURR, C., LETHANH, H., UND SANTHA, M. A decision procedure for
well-formed linear quantum cellular automata. In Proceedings of the
13th STACS (1996), Nr. 1046 in LNCS, Springer, S. 281-292.

DURR, C., UND SANTHA, M. A decision procedure for unitary linear
quantum cellular automata. In Proceedings of the 37th FOCS (1996),
S. 38-45.

175



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

ForMENTI, E. Automates cellulaires et chaos: de la vision topologi-
que a la vision algorithmique. Dissertation, Ecole normale Supérieure
de Lyon, 1998.

FranNk, M. P. Reversibility for effictent computing. Dissertation,
MIT, 1999.

Fucus, C. A., UND VAN DE GRAAF, J. Cryptographic distinguis-
hability measures for quantum mechanical states. Tech. Ber. quant-
ph/9712042 v2, http://xxx.lanl.gov/, 1998.

GROssING, G., UND ZEILINGER, A. Quantum cellular automata.
Complez Systems 2 (1988), 197-208.

GRrOVER, L. K. A fast quantum mechanical algorithm for database
search. In Proceedings of the 28th STOC (1996), S. 212-219.

GRUSKA, J. Quantum Computing. McGraw—Hill, 1999.

HaLLER, M. Strukturuntersuchungen an eindimensionalen reversiblen
Zellularautomaten. Studienarbeit, Universitdt Karlsruhe, 2001.

HeEpLuND, G. A. Endomorphisms and automorphisms of the shift
dynamical system. Mathematical Systems Theory 3 (1969), 320-
375.

HerTLING, P. Embedding cellular automata into reversible ones. Tech.
Ber. CDMTCS-065, University of Auckland, 1997.

HirnMmaN, D. The structure of reversible one-dimensional cellular au-
tomata. Physica D (1991), 277-292.

Imal, K., unD MoriTa, K. Firing squad synchronization problem in
reversible cellular automata. Theoretical Computer Science 165, 2
(1996), 475-482.

JANicH, K. Topologie, vierte Aufl. Springer, 1994.

176



[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

KANE, B. E. A silicon-based nuclear spin quantum computer. Nature
393 (1998), 133-137.

KAR1, J. Decision Problems Concerning Cellular Automata. Dis-
sertation, Universitat Turku, 1990.

KARI, J. Representation of reversible cellular automata with block
permutations. Mathematical Systems Theory 29, 1 (1996), 47-61.

LeBowiTz, J. L., MAEs, C., UND SPEER, E. R. Statistical mechanics
of probabilistic cellular automata. Journal of Statistical Physics 59,
1/2 (1990), 117-170.

LoD, S. A potentially realizable quantum computer. Science 261
(1993), 1569-1571.

LrLoyp, S. Programming pulse driven quantum computers. Tech. Ber.
quant-ph/9912086, http://xxx.lanl.gov/, 1999.

Mags, C., UND SHLOSMAN, S. B. Ergodicity of probabilistic cellular
automata: A constructive criterion. Communications in Mathema-
tical Physics 135 (1991), 233-251.

Majewski, A. W., UND ZEGARLINSKI, B. Quantum stochastic dyna-
mics I : Spin systems on a lattice. Mathematical Physics Electronic
Journal 1 (1995).

MARROQUIN, J. L., unD RaAMIREZ, A. Stochastic cellular automata
with Gibbsian invariant measures. IEEE Transactions on Informa-
tion Theory 87, 3 (1991), 541-551.

MAZOYER, J. A six-state minimal time solution to the firing squad
synchronization problem. Theoretical Computer Science 50, 2
(1987), 183-238.

MAZOYER, J., UND RAPAPORT, I. Inducing an order on cellular au-
tomata by a grouping operation. Tech. Ber. 97-33, Ecole Normale
Supérieure de Lyon, 1997.

177



[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

MEeRKLE, D. Theoretische und praktische Untersuchungen an sto-
chastischen Zellularautomaten. Diplomarbeit, Universitat Karlsruhe,
1997.

MEeRKLE, D., uND WoRscH, T. Formal language recognition by sto-
chastic cellular automata. Fundamenta Informaticae (zur Verdffent-
lichung akzeptiert)

MevYER, D. A. From quantum cellular automata to quantum lattice
gases. Journal of Statistical Physics 85 (1996), 551-574.

MEeYER, D. A. On the absence of homogeneous scalar unitary cellu-
lar automata. Tech. Ber. quant-ph/9604011, http://xxx.lanl.gov/,
1996.

MEevYER, D. A. Unitarity in one dimensional nonlinear quantum cel-
lular automata. Tech. Ber., http://xxx.lanl.gov/, 1996.

MEeYER, D. A. Quantum lattice gases and their invariants. Interna-
tional Journal of Modern Physics C 8 (1997), 717-735.

MoriTa, K. Reversible simulation of one-dimensional irreversible cel-
lular automata. Theoretical Computer Science 148, 1 (1995), 157-
163.

MoriTa, K., UND HARAO, M. Computation universality of one-
dimensional reversible (injective) cellular automata. Trans. IEICE
Japan E72 (1989), 758-762.

MoriTa, K., unD IMmaAI, K. Logical universality and self-reproduction
in reversible cellular automata. In Proceedings of the First Interna-
tional Conference on Evolvable Systems (ICES96) (1997), LNCS,
Springer.

MoriTa, K., SHIRASAKI, A., UND GoNO, Y. A 1l-tape 2-symbol
reversible Turing machine. Transactions of the IEICE J70-D, 5
(1987), 1047-1050.

178



[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

MoTtwani, R., uND RAaGHAVAN, P. Randomaized Algorithms. Cam-
bridge University Press, 1995.

Nayak, A., UND VISHWANATH, A. Quantum walk on the line. Tech.
Ber. quant-ph/0010117, http://xxx.lanl.gov/, 2000.

NEPOMECHIE, R. A spin chain primer. Tech. Ber. hep-th/9810032,
http://xxx.lanl.gov/, 1998.

NIieLsEN, M., UND CHUANG, I. L. Quantum Computation and
Quantum Information. Cambridge University Press, 2000.

Nisuio, H. An algebraic study of information in cellular automata.
In ACRI 2000 Work in Progress presentations (2000), Technischer
Bericht 2000-22, Universitdt Karlsruhe.

Nisuio, H., unD Sarto, T. The information dynamics of cellular au-
tomata: Informational completeness and reversibility. In Proceedings
of IFIP 2001 (2001).

OrLov, A. O., AMLANI, [., BErRNSTEIN, G. H., LENT, C. S., UND
SNIDER, G. L. Realization of a functional cell for quantum-dot cellular
automata. Science 277 (1997), 928-930.

PrEskILL, J. Lecture notes for physics 229: Quantum information and
computation. http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/
ph229/, 1998.

Privara, 1., unD RuzICKA, P., Eds. Mathematical Foundations of
Computer Science (1997), Nr. 1295 in LNCS, Springer.

RAUSSENDORF, R., UND BrIEGEL, H. Computational model under-
lying the one-way quantum computer. Tech. Ber. quant-ph/0108067,
http://xxx.lanl.gov/, 2001.

RubpIiN, W. Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill,
1976.

179



[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

Rust, H. Zur Komplezitdt von Uberfihrungsfunktionen in Zellu-
larrdumen. Dissertation, Universitat Karlsruhe, 1993.

SCcHONING, U. A probabilistic algorithm for k-SAT based on limited
local search and restart. Algorithmica 32 (2002), 615-623.

SEARS, M. The automorphisms of the shift dynamical system are
relatively sparse. Mathematical Systems Theory (1971), 228-231.

SHOR, P. Algorithms for quantum computation: discrete log and fac-
toring. In Proceedings of the 35th FOCS (1994), S. 124-134.

SNIDER, G. L., OrLov, A. O., AMLANI, 1., Zuo, X., BERNSTEIN,
G. H., Lent, C. S., MERZ, J. L., uND PoroD, W. Quantum-dot
cellular automata: Review and recent experiments. Journal of applied
physics 85, 8 (1999), 4283—4285.

SUTNER, K. Debruijn graphs and cellular automata. Complex Sy-
stems 5 (1991), 19-30.

TorroLl, T. Computation and construction universality of reversible
cellular automata. Journal of Computer and System Sciences 15
(1977), 213-231.

TorrFoLl, T., UND MARcoOLUS, N. H. Cellular Automata Machines.
MIT Press, 1987.

TorroLl, T., UND MArRGoLUS, N. H. Invertible cellular automata: a
review. Physica D 45 (1990), 229-253.

VAN DaM, W. Quantum cellular automata. Diplomarbeit, Universitat
Nijmegen, Niederlande, 1996.

VOLLMAR, R. Algorithmen in Zellularautomaten. Teubner, 1979.

WATROUS, J. On one-dimensional quantum cellular automata. In
Proceedings of the 36th FOCS (1995), S. 528-537.

180



[86]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

WorrraM, S. Computation theory of cellular automata. Communi-
cations in Mathematical Physics 96 (1984), 15-57.

Wu, S., UND ZHANG, Y. Multipartite pure-state entanglement and
the generalized GHZ states. Tech. Ber. quant-ph/0004020 v2, http:
//xxx.lanl.gov/, 2000.

YEPEZ, J. Quantum computation of fluid dynamics. In Quantum
Computing and Quantum Communications. 1st NASA Interna-
tional Conference QCQC (1998), C. P. Williams, Ed., Nr. 1509 in
LNCS, S. 34-60.

YEPEZ, J. Lattice-gas quantum computation. International Journal
of Modern Physics C 9, 8 (1999), 1587-1596.

YEPEZ, J. Lattice-gas quantum computing. In Proceedings of the AF-
QSR Meeting on computational and applied mathematics (1999).

7yczKOWsKI, K., UND StoMmczyNski, W. Monge metric on the sphere
und geometry of quantum states. Journal of Physics A: Mathema-
tical und General 34 (2001), 6689-6722.

181



