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1 Einleitung

Die kompakten n-fach punktierten Riemannschen Flichen von festem Geschlecht
g > 2 werden bis auf Isomorphie klassifiziert durch eine algebraische Varietdt M, ,,
die iiber C definiert ist. Wahlen wir nun zu einem Vertreter C' aus einer [somorphie-
klasse [C] € M,,, eine Uberlagerung C' — C, so dass C' eine n'-fach punktierte
Riemannsche Fliche von Geschlecht ¢ ist, so stellt sich die Frage, unter welchen Be-
dingungen, [C] — [C'] einen Morphismus algebraischer Varietdten M, — Mgy,
definiert. In dieser Allgemeinheit ist dies nicht der Fall, denn die Wahl von C" ist
nicht wohldefiniert. Um dieses Problem genauer zu untersuchen, wihlen wir eine
feste topologische (evtl. verzweigte) Uberlagerung Cy — C, einer festen, orien-
tierten, kompakten topologischen Flidche C, von Geschlecht g durch eine ebensolche
von Geschlecht ¢'. Diese Uberlagerung sei aufierhalb von n markierten Punkten auf
O, unverzweigt, induziert also eine unverzweigte Uberlagerung Cynt — Cy . Da-
bei geht Cy ,, bzw. C,y aus C, bzw. Cy durch das Entfernen von n bzw. n’ Punkten
hervor. Um nun einer Riemannschen Fliche C eine holomorphe Uberlagerung C"
zuzuordnen, wihlen wir einen Homoomorphismus a : C; — C. Dann existiert
aber auch eine Riemannsche Fliche C' von Geschlecht ¢’ und ein Homdomorphis-
mus o' : Cy — C', so dass

!

Cg’ LN C”

L

OgT>C

kommutiert und ¢ — C holomorph ist. C' ist nun zwar noch immer nicht
wohldefiniert, jedoch hingt die komplexe Struktur, also die Isomorphieklasse von
C' nur noch von C und von «a ab. Diese letzte Abhingigkeit muss nun genau-
er untersucht werden, um festzustellen, fiir welche Wahl von Cyy — Cy bzw.
von Cy, — Cy, ein Morphismus M, — My, existiert. Durch diese Sicht-
weise sind die Homdomorphismen a nun zentral in dem Versuch, die Morphis-
men My, — Mgy, zu konstruieren. Dies hat allerdings weitreichende Folgen,
denn o« konnen wir nun als Teichmiiller-Struktur zu C' auffassen, so dass wir
die Teichmiiller-Theorie als weiteres Hilfsmittel auf natiirliche Weise heranziehen
konnen. Dann wird aber auch sofort die Frage aufgeworfen, die sich sowieso als
natiirliche Verallgemeinerung obiger Frage gestellt hitte, inwiefern sich auch Mor-
phismen (also holomorphe Abbildungen) zwischen Teichmiiller-Riumen oder ande-
ren Modulrdumen konstruieren lassen. Um diese Frage etwas prézisieren zu konnen,
bendtigen wir, dass auf dem Teichmiiller-Raum 7}, die Teichmiiller-Modulgruppe
I'yn diskontinuierlich operiert und M, , als Quotient hat. Mit dieser Sichtweise
stellt sich die Frage, fiir welche Untergruppen I' < Ty, der Quotient T, :=T,,/T
ein Modulraum von Kurven C' mit einer durch o gegebenen Zusatzstruktur ist
und fiir welche I'" < 'y, ein Morphismus 7}, — 71y, existiert, der durch
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Uberlagerungen obiger Bauart induziert wird. Eine vollstéindige Antwort auf die-
se Frage liefert Satz 4.1. Etwas iiberraschend vielleicht ist dabei, dass zu jedem
I' < T, Kurven mit einer geeigneten verallgemeinerten Teichmiiller-Markierung
zu I" oder kiirzer mit einer I'-Markierung existieren, so dass r7} , ein grober Modul-
raum dieser Kurven ist, und dass zu passenden Uberlagerungen Cy — C4 auch
stets Morphismen T, — Ty, existieren. In [Nag] wurde schon angedeutet,
dass gewisse I' grobe Modulrdume 7}, liefern, ohne dieser Frage jedoch systema-
tisch nachzugehen. Insofern ist dieses Ergebnis zwar neu, aber nicht unerwartet.
Fiir den Fall n = 0 wird in [HL] zu einer festen Uberlagerung P : C, — C, die
Konstruktion eines Morphismus M (P) — M, angedeutet, wobei M (P) ein ge-
eigneter grober Modulraum, endlich iiber M, ist, welcher die Uberlagerungen einer
Kurve C', die topologisch isomorph zu P sind, klassifiziert. Dies stellt somit einen
Anfang zu unserer Untersuchung dar. Neu in dieser Arbeit ist jedoch nicht nur, dass
es gelungen ist, weitaus mehr Morphismen zu konstruieren, sondern auch dass eine
Antwort darauf gefunden wurde, in welcher Beziehung die gewéhlte Untergruppe
I' und die gewihlte Uberlagerung Cy — Cy stehen miissen, damit ein geeigne-
tes I'" < T'y v existiert, so dass ein Morphismus p7},, — 7Ty, induziert wird.
Mit einer dhnliche Konstruktion fiir stabile Kurven wird gezeigt, dass diese Mor-
phismen sich unter giinstigen Bedingungen auf den Rand von T}, fortsetzen, vgl.
Satz 4.14. Dies fiihrt dazu, dass diese Morphismen sogar Morphismen algebraischer
Varietéten sind, vgl. Satz 4.16.

Um diese Sdtze zu beweisen, werden zunéchst im folgenden Abschnitt die notwen-
digen algebraischen und topologischen Uberlegungen durchgefiihrt, die zur Kon-
struktion der Morphismen benétigt werden. Im Abschnitt danach wird dann be-
wiesen, dass rTy, zu jedem I < I'y, ein grober Modulraum fiir einen geeigneten
Funktor ist. Die Hauptergebnisse werden dann im letzten Abschnitt bewiesen. Die
wichtigsten Resultate der Teichmiiller-Theorie und der Theorie von Modulrdumen,
die benotigt werden, sind zwar im dritten Abschnitt zusammengefasst, doch sind
umfangreiche Kenntnisse dieser Bereiche der Mathematik sicherlich hilfreich. Vor-
ausgesetzt wird ebenfalls eine gewisse Vertrautheit mit der Theorie analytischer
Réaume, auch wenn fiir die meisten Zwecke Funktionentheorie mehrerer Verander-
lichen ausreichen diirfte. In Algebra und Topologie werden hingegen nur Grund-
kenntnisse benétigt.



2 Vorbereitende Untersuchungen

In diesem Abschnitt befinden sich séimtliche Uberlegungen, die benétigt werden, um
in den folgenden Abschnitten die Morphismen von Funktoren ®p : 7, , — v Ty
bzw. ®p : 175, — 0Ty zu konstruieren und zu studieren, die dort jedoch den
logischen Fluss zu sehr unterbrechen wiirden, und damit sinnvollerweise hier vor-
angestellt werden. Naturgemé&fl handelt es sich in den folgenden Abschnitten um
Uberlegungen innerhalb der Teichmiiller-Theorie, so dass hier hauptsiichlich alge-
braische Eigenschaften der Teichmiiller-Modulgruppe und allgemeine topologische
Untersuchungen von Uberlagerungen zusammengefasst werden. Die folgenden De-
finitionen und Sétze jedoch aus sich selbst zu motivieren, ohne Blick auf die darauf
folgende Anwendung;, ist leider schwer moglich, so dass es durchaus sinnvoll ist, sich
zunichst mit diesem Abschnitt nur oberflichlich vertraut zu machen, um dann bei
Bedarf an die geeignete Stelle zuriickzukommen.

2.1 Ausgangssituation und Notation

Sei Uy eine geschlossene, orientierbare topologische Fliche von Geschlecht g > 2 mit
fester Orientierung. Sei n > 0, N :={1,...,n} und x,...,2, € C, fest gewihl-
te, paarweise verschiedene Punkte. Des weiteren sei Cy,, :=Cy — {z1,...,x,} die
zugehorige punktierte Fliche. Sei P : Cy,y — Oy, eine fest gewdhlte, normale,
unverzweigte topologische Uberlagerung. Damit ist Cy v ebenfalls eine Fliche, auch
mit einzelnen Lochern, d.h. Cy,,» wird iiberdeckt von offenen Mengen, die entweder
homomorph zur Kreisscheibe oder zur punktierten Kreisscheibe sind. Sei C, die
kompakte, geschlossene, orientierbare topologische Fléche, die Cy, umfasst und
aus dieser hervorgeht durch die Hinzunahme einzelner Punkte, d.h. lokal wird solch
eine punktierte Kreisscheibe abgeschlossen durch die Hinzunahme des Nullpunktes.
Dann setzt sich P fort zu einer (evtl. verzweigten) Uberlagerung P : Cy — C.
Seien nun Punkte z;; € Cy mit (7, j) € N’ fiir ein passend gewéhltes N' C Nx N so
gewdhlt, dass P(z;;) = z; und Cy —Cypy = {245 : (4,7) € N'} gilt. Dabei bezeichne
nun ¢’ das Geschlecht von Cy und n':=|N’| die Anzahl der Punkte in Cy — Cy .

Fiir einen beliebigen weiteren Punkt x € Cy ,, und ein 2’ iiber x sei 7, :=m1(Cy 5, )
)
!

bzw. 7y .

von Cy s in 2. Da P eine normale Uberlagerung ist, existiert ein Gruppenmono-

. ! ! . . .
morphismus 7 (P) : Tg < Tgn, der es erlaubt 77, mit einem Normalteiler von
T
Vi

an 2 identifizieren.

=1 (Cy, x") die Fundamentalgruppe von Cy, im Basispunkt x bzw.

Sei I, die Teichmiiller-Modulgruppe zu (Cy; x1,...xy), d.h. die Gruppe der ori-
entierungstreuen Homéomorphismen ¢ : C; — Cy mit p(z;) =z, firi=1,...,n
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modulo Isotopien, welche die z; fest lassen. Sei I'y | die Teichmiiller-Modulgruppe
zu (Cy; w1, ... oy, v) und seien I'y, und F;",',nurl analog definiert.

Zur allgemeinen Notation sei angemerkt, dass x stets die Verkniipfung von We-
gen bzw. von Wegeklassen in der Fundamentalgruppe bezeichnet. Oft wird jedoch
nicht zwischen Wegen und ihren Klassen bzw. zwischen Homoomorphismen und
ihren Klassen in der Modulgruppe unterschieden. Wenn diese Unterscheidung aus-
nahmsweise notwendig sein sollte, dann wird die Klasse stets mit [ | bezeichnet.

2.2 Die Teichmiiller-Modulgruppe I';,, und ihre Homomor-
phismen

In der Situation von Abschnitt 2.1 haben wir folgendes kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen:

T

1 ——=1Inn (W;",n) E—— F:gD,TH»l a Lym 1

llid ia is
1—1Inn (72,) — Aut (Wg’n) % Out (7?2”7,1) —1

g,n

Die Hauptreferenz hierzu ist [HL] S. 3-4. Im folgenden wird an die einzelnen Grup-
penhomomorphismen erinnert:

i T2 s Aut(n?,)

a

Sei [p] € 'y, mit Vertreter ¢ : Cy — Cy und mit ¢(v;) = z; firi =1,...,n
und p(z) = z. Da ¢(z;) = =; ist, induziert ¢ einen Homéomorphismus C,, —
Cy.n, welcher wiederum einen Automorphismus (o) : 75, — m; , induziert, da
¢(x) = z ist. Dies liefert obigen Morphismus.

it Lyp — Out(ﬂ;n)

Sei [¢] € T'y, mit Vertreter ¢ : C; — C, und mit p(x;) = o; firi = 1,...,n.
Fiir jedes [w] € m;, mit geschlossenem Weg w als Vertreter ist ¢(w) ebenfalls
geschlossener Weg mit Start- und Endpunkt ¢(z). Sei nun v ein beliebiger Weg
von x nach ¢(z). So haben wir einen Automorphismus

oy o, —> e [w] = vk p(w) * o7,

g,n’

Die Wahl eines anderen Weges T von x nach ¢(z) liefert ein g, das sich von ¢,
um einen inneren Automorphismus von 7, unterscheidet. Damit erhalten wir den
gesuchten Gruppenhomomorphismus

212, < Out(rZ,). [¢] = (i, mod Inn(rZ,))
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da unterschiedliche Vertreter von [p] dasselbe Element in Out(7y,) liefern. Zur
Injektivitat vgl. [HL].

T . T s
ay : 1—‘g,n+1 Fg,n

Dieser Morphismus vergisst einfach, dass ¢ : Cy,, — Cy, den Punkt x festlisst
und hat einen Kern, der kanonisch isomorph zu Inn(ry ) ist, vgl. [HL]. Damit ist
die erste Zeile exakt.

q3 Allt(ﬂ';n) — Out(?‘(':;’n)

Dies ist der kanonische Morphismus und somit ist die zweite Zeile ebenfalls exakt.

Die Kommutativitit des Diagramms

Nur die Kommutativitét des rechten Quadrats ist nicht trivial. Sei [p] € T'y ,,; mit
¢ : Cy — C, wie oben, so ist iZ(p) : [w] = [p(w)] und (¢ o ¥)([¢]) = ([w] —
[o(w)]) mod Inn(wy ). Umgekehrt hat ¢f([¢]) ebenfalls ¢ als Vertreter und somit
ist (2 o ¢7)([¢]) = ([w] = [p(vxw=v~")]) mod Inn(7¥ ). Da jedoch ¢(z) = = gilt,
ist v = 0 wéhlbar und es folgt (¢3 o %) = (i% o ¢).

Beachte: Wahlt man statt z einen anderen Punkt = € Cy,,, so erhélt man wieder
solch ein Diagramm, jedoch &ndert sich I ,, nicht, und im Gegensatz zu den anderen
Gruppen ist Out(r7 ) kanonisch isomorph zu Out(x7 ).

Aufgrund dieses Diagramms fassen wir die I'y , auf als Untergruppe von Out(7y ),
wobei diese Inklusion unabhingig von der Wahl des Basispunktes x ist, so dass
wir auch oft Out(m,,) schreiben. Ebenso fassen wir I'; .., als Untergruppe von
Aut(7y ,) auf, so dass wir auch ¢f und ¢3 identifizieren und nur ¢* bzw. g schreiben

und 77 und 77 gar nicht mehr notieren.

2.3 Induzieren von Untergruppen von I'y, nach I'y,

Ziel dieses Abschnitts ist es, in der Situation von Abschnitt 2.1 zu einer Unter-
gruppe [I' < I'y,, ein geeignetes Pendant, also eine von I' induzierte Untergruppe
[ < Ty zu finden.

Definition 2.1 Sei P : Cy,y — Cyp, v € Cyp, und o' € Cy,y mit P(2') =
x, wie in Abschnitt 2.1. Sei I' < I'y,, eine Untergruppe. I' heiflt vertrdglich mit
P bzgl. © und x' falls W;",',n, invariant ist unter (¢*)"'(I') < Aut(r?,). Dies soll
heiflen, dass zwar die ganze Untergruppe fix bleibt, aber nicht notwendigerweise
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elementweise. Dabei sei ¢” : Aut(rj,) — Out(m;,) der kanonische Morphismus
und I" sei identifiziert mit einer Untergruppe von Out(ry ), wie in Abschnitt 2.2
beschrieben.

Lemma 2.2 Der Begriff der Vertriglichkeit von [' mit P ist unabhéngig von der
Wahl von z und z’.

BEWEIS: Ist 7' iiber 7 € Cy,, so existiert ein Isomorphismus Tgn — 7T§’n, der bis

auf Konjugation mit einem Element in 7, eindeutig ist. Da P : Cy v — Cyp

. = . . . . ! . b .
eine normale Uberlagerung ist, fiihrt dieser Isomorphismus Ty i Ty, liber, so

dass die eine Untergruppe genau dann unter [' invariant ist, wenn die andere es
ist. U

Proposition 2.3 Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) T' < Ty, ist vertrdglich mit P (bzgl.  und ).

(b) Zu jedem Vertreter ¢ : C,,, —> Cy, von [¢] € I' mit p(r) = x existiert
genau ein ¢’ : Cyy —> Cypy mit ¢’ (2') = 2/, so dass

L,O,
Cg’,n’ —_— Cg’,n’

r| |»

©
Og’n Og’n
kommutiert.

(c) Zu jedem Vertreter ¢ : C,,, — Cy,, von [p] € ' existiert ein ¢' : Cy,y —>
Cyinr, s0 dass obiges Diagramm kommutiert.

BEWEIS: (a) = (b): Aus der Vertréglichkeit folgt, dass Wl(go)(ﬁg,:n,) = W;:,zn, gilt,
dass sich also ¢ o P liften ldsst zu einer stetigen Abbildung ¢’ : Cy v — Cyrpyr, die
aus Symmetriegriinden ein Homéomorphismus ist. Durch die Festlegung ¢'(2') = 2’
ist sie eindeutig.

(b)=-(a): Die Behauptung folgt durch Anwenden des Funktors 7, auf obiges kom-
mutative Diagramm.

(c)=(a): wieder durch Anwenden von 7;. Dies geht genauer, wenn man einen Weg

von ¢'(z') nach 2/ wihlt und den Isomorphismus W;Iffl) — 71';/:“/ betrachtet, der
von diesem Weg induziert wird, bzw. den Isomorphismus Wﬁ#l(m’)) — my, be-

trachtet, der vom Bild unter P von diesem Weg induziert wird.

(a)=> (c): Sei 2’ ein beliebiger Punkt iiber ¢(x). Da P normal ist und wegen der
Vertriglichkeit von P mit I" folgt, dass Wl(go)(ﬂ;”,:n,) = ﬂ;",:n, gilt, dass sich also o P
liften ldsst zu einer stetigen Abbildung ¢' : Cyy — Cy v, die aus Symmetrie-
griinden ein Hom&omorphismus ist. Dieser ist allerdings nur eindeutig bis auf eine
Decktransformation, da die Wahl von 2’ nicht eindeutig war. U
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Bemerkung 2.4 Da wir im letzten Abschnitt die Gruppe Ty, als Untergruppe
von Out(my,,) bzw. I'y .., als Untergruppe von Aut(ry, ) aufgefasst haben, ist es
sinnvoll 0b1ge Aussagen (b) und (c) unter diesem Aspekt zu verstehen. Die Aussage
in der Situation von (b) besagt nun wegen () = x, dass wir sogar eine Zuordnung
¢ '(T) — Fg wi1r 9] > [¢] haben. Fassen wir dies nun auf als Abbildung ]22: :
Aut(r? ) > ¢ (T') — Aut(r
einem ¢ € Aut(my,,), welches 7rg v invariant ldsst, wenn wir 7r§,'7n, als Normalteiler
von Ty auﬁassen die Einschrinkung g0| B zuordnet. In Situation (c) haben wir

Ty, n,) so ist dies nichts anderes als die Abbildung, die

im Grunde dieselbe Situation wie in (b) Jedoch wird hier die Abbildung ]Tf;’;; ;

Aut(my,) > T, — Aut(r] n) noch nach Inn(7y o ) faktorisiert. Dies liefert
dann einen Homomorphismus nach Lgnr. Da jedes [p] € T in Aut(ﬂ;n)/lnn(wﬁn,)

genau [Cy,y @ C,,] Urbilder hat und ]f;z: injektiv ist, ist die Zuordnung [p] —
[¢] nicht eindeutig. Dies stort zwar nicht, sollte aber auch nicht vernachlissigt
werden. Es ist vermutlich direkt mittels kombinatorischer Gruppentheorie moglich,
einzusehen, dass ];fi; injektiv ist, jedoch folgt dies sehr viel leichter, wenn man die
Teichmiiller-Modulgruppen mittels quasi-konformer Abbildungen beschreibt, vgl.
[Nag|. Da wir dieses Ergebnis nicht benotigen, und dieser Beweis doch einen recht
groflen Umweg bedeuten wiirde, verzichten wir darauf. Insgesamt kénnen wir die
Situation in folgendem kommutativen Diagramm zusammenfassen:

II,

Aut(r2,) D g ) e (g (D)) C Aut(r,)

q
A
Aut(ry,,)/Inn(mg, ) O () (T)—— I" C Out(ﬂg,zn,)

o

Out(ry,) 2 T

¢, ¢ und ¢* sind dabei stets die kanonischen Abbildungen mit ¢ = ¢* o ¢’. Des
weiteren sind simtliche vertikalen Pfeile surjektiv und sdmtliche horizontalen Pfeile
injektiv.

Definition 2.5 Sei I' < T',,, vertrdglich mit P bzgl. x und 2’. Zu [¢] € ' mit
Vertreter ¢ : Cy — Cy sei ¢’ : Cyy — Cy wie oben definiert. Dann heifit

={l¢'] €Ty : [p] €T}
die von I' induzierte Untergruppe von I'y,,. Nach obiger Bemerkung gilt dann I =
¢ (e (@~ (I)))-

Lemma 2.6 I" ist abhéingig nur von I' und P, nicht aber von x und z'.

BEWEIS: Dies ist eine einfache aber miihselige Rechnung, die sofort aus den Defi-
nitionen folgt. O
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2.4 Die algebraische Beschreibung des kanonischen Homo-
morphismus I'y,, —1';,,

Seien nun 0 < m < n und es bezeichne t = t7 T, — Fg,m, [p] — [p] die
kanonische Abbildung, die “vergisst”, dass ¢ die Punkte x,, 11, ..., x, festlisst. Ziel
dieses Abschnitts ist es, ¢ als Abbildung Out™(7j ) — Out(r m) zu verstehen,
wobei Out™(7y ) eine geeignete Untergruppe von Out(my,,) ist, d1e Iy umfasst.
Sei dazu wie immer C,,:=Cy—{z1,...,2,} und C ,,, :=C, — {xl, ooy Ty } fiir feste
Punkte zy,...,2, € Cyund ¢ : Cy,, — Cy,, die Inklusion. Sel Ty, — Ty o der
durch ¢ indumerte Eplmorphlsmus Setze nun K :=Kern(r) und

Aut™(x? ) :={f € Aut(n] ) : f(K)=K}.
Damit gilt Inn(7y ) < Aut™ (77 ,), so dass wir
Out™(my ) :=Aut™(xy ) /Inn(xy )

definieren konnen. Unter der kanonischen Einbettung Iy , < Out(7 ) gilt offenbar
auch I'y , < Out™ (77 ).

Lemma 2.7 Es existiert ein Gruppenhomomorphismus

t= ff%m : Alltm(ﬂ';n) — Aut(ﬂg,m), =,

so dass
T f
Tgn > Tgn
T ? xr
Tgm — Tgm
kommutiert.

BEWEIS: Klar, denn die Abbildung r o f faktorisiert iiber 77, genau dann, wenn
Kern(ro f) 2 Kern(r) gilt. Nun gilt aber Kern(ro f) = {[w] € 7% : r(f([w])) =1}
= {[w]enl,: f(lw]) e K} = f7(K) = K, da nach Voraussetzung f ein Auto-
morphismus mit f(K) = K ist. Damit folgt, dass rof zu f faktorisiert, und dieselbe
Uberlegung mit f~' statt f liefert, dass f ein Automorphismus ist. O

Lemma 2.8 Es kommutiert folgendes Diagramm

LY — Autm(ﬂ';n)

f:z,ml lzz,m

Fg m+1<—> AUt( )
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wobei @, , : T% . — I'Z ., die Abbildung ist, die “vergisst”, dass [¢] € T? .,
die z,,41, ..., z, festlisst. Des weiteren faktorisiert

Aut™ (77 ) L, Aut(my )

| |

Out™(x2,) "~ Out(? )

so dass insgesamt

Aut™(x ) fnm Aut(r® )
/ dn /
r= ifhm T
g,n+1 g,m~+1 gm
[ .
& Out™(m ) — Out (=)
g,n Fgam

T
tn,m

kommutiert. Dabei ist die Abbildung Out™ (7§ ) — Out(7 ,,) von x unabhingig
in dem Sinne, dass fiir alle x, T

tn

Outm(ﬂ;n) s Out(wg,m)

zl lz
Outm(ﬂzn) — Out(wim)

T
tn,m

kommutiert, wobei die senkrechten Pfeile die kanonischen Isomorphismen sind.

BeEwEIS: Die Kommutativitéit des ersten Diagramms folgt sofort aus den Definitio-
nen der Abbildungen. Ahnlich leicht folgt, dass das zweite Diagramm faktorisiert.
Im dritten (grofien) Diagramm ist nur noch zu zeigen, dass das “untere” Quadrat
kommutiert; dies rechnet sich aber leicht nach, denn alle senkrechten Abbildungen
sind surjektiv. Um zu zeigen, dass Out™(7j ) — Out(wy ,,) von x unabhéngig ist,
bzw. um die Kommutativitit des letzten Diagramms zu zeigen, nimmt man einen
festen Weg von x nach T und erhélt so ein kommutatives Diagramm

i

m T tn,m x
Aut™ (77 ) == Aut (7] )

,n
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in welchem die senkrechten Pfeile nun aus dem gewiahlten Weg hervorgehen. Dieses
Diagramm liefert aber sofort das gesuchte Diagramm. 0

Bemerkung 2.9 Da wir uns im Folgenden fast nur fiir die Teichmiiller-Modul-
gruppe und feste Uberlagerungen interessieren, ist es aufgrund der Ergebnisse dieser
Abschnitte klar, dass der Basispunkt x auf Cy, (bzw. 2’ auf Cy, /) unwichtig ist,
und wir werden ihn ab jetzt hidufig in der Notation unterschlagen.

2.5 Induzierte Uberlagerungen

Seinun 0 <m <n, M:={1,...,m} C{l,...,n} = N. Sei Cyp, Coym, i : Cyp =
Cym und 1 : mg,, — Ty, wie im letzten Abschnitt. Zusétzlich sei P, : Cgrppr —
Cy,m eine feste normale Uberlagerung und 7y, der von P, induzierte Normalteiler
In g,

Definition 2.10 In obiger Situation heifit die Uberlagerung Py Cypr — Gy die
von 1 Y7y m) 9wy, bestimmt wird, die von P, induzierte Uberlagerung.

Bemerkung 2.11 In diesem Fall gilt kanonisch
Gal (Cg /Cypn) = 7Tg,n/r_l (Tgm) == Tgm /Ty = Gal (Copm /Com ) -
Sei nun M':={(i,j) € N':i € M} C N'. Dann gilt

Og,m = Cg - {ZL‘Z 11 € M}
Com = Cp — {wi:i E N}
Cg’,m’ = Cgl — {$Z] : E M’}
Cg’,n’ = Cgl — {$Z] : E N’}

und

Cy n:—>C’gn

I

Cg,:m, P, Ogam
m
kommutiert. Dabei sei i’ : Cy,y < Cyrpy die Inklusion.

Proposition 2.12 Seien P,, P,,, ¢, und r wie in der obigen Definition. Seien
t:Tyn —Tgmundt' : Ty — Ty die kanonischen Homomorphismen. Dabei
soll ¢ passend zum kommutativen Diagramm in obiger Bemerkung gewéhlt werden,
d.h. ¢ “vergisst”, dass ¢ : Cgy —> Cypy die Punkte in Cy,y iiber 11, ..., Zp,
festldsst. Sei nun I' < T'y,, vertréglich mit P, und A <T',, vertriglich mit P,,. So
gilt:

tM) <A = (") < A"
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BeEwEIs: Wir haben folgende Situation, in welcher alle Quadrate kommutieren:

g,n Ly
!
q.r
/ tn.m "
re (r) —== re !
g,n+l = q g/ +1 nl,m!
En,m ngm t7nl m! Fg/ m
% /
/
. q
Fx A ]m,m, Fx, m’
gm+1l = q ( ) g’ ym'+1

Nur die Kommutativitidt des vorderen Quadrats ist noch nicht gezeigt worden.
Dafiir geniigt aber wegen Lemma 2.8 die Kommutativitdt von

jn n! ’
O = Autwgf,nf (Tgm) N AUE™ () 2 Aut™ (Tgrm)

zn,ml ot s l

Aut,, , (Tgm) Jrmm! Aut (7gm)

g,m

nachzurechnen. Dabei sei Autr, , (mgn) :==4{f € Aut(myn) : f(Tgn) = Ty} und
Autr, (mgm) analog definiert. Fiir die Kommutativitdt des obigen Diagramms
sei f € O und w € Ty, etwa mit w = r(v), v € Ty, . So gilt:

(o duar) (D) (@) = (Fo (flrypr)) (o)
= 7 (flry (’U)) wegen Lemma 2.7

(())

r
(2(f)) (r (v)) wieder wegen Lemma 2.7

= t(f)(w )

= ((mm ©7) (1) (w)

und damit folgt die Kommutativitdt. Nun folgt die Behauptung durch Diagramm-

jagd im grofien kommutativen Diagramm: Sei t(T') C A, so gilt ¢;,' t(T') C ¢,,' (A).
Daraus folgt

tg," (I)C (fq, t 't) (I) =g, t(I) Cq, (A).

Dabei gilt die erste Inklusion wegen I' C ¢! ¢(T") und die Gleichheit wegen folgender
Bemerkung unter Verwendung der Tatsache, dass ¢ surjektiv ist:
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Bemerkung 2.13 In jedem kommutativen Diagramm

x

A—B

w ly

C——=D

gilt w 'tz 1K) =21y }K) fiir alle K C D. Dann gilt aber auch ww 'z (K)
=waz 'y~ (K). Falls w surjektiv ist, gilt dann L = ww™'(L) fiir alle L C C und
somit folgt 27 (K) = waz™' y~'(K).

Dann haben wir
jm,m’zq;1 (F) - jm,m’qal (A)
und wegen der Kommutativitéit des groflen Diagramms
?jn,n’qgl (F) g jm,m’qal (A) .

Damit gilt auch

(¢ 0T 0 Jugr) (a" (1) C (¢ © ) (4" (A))

Wieder wegen der Kommutativitit folgt nun

(tl © q;ﬂ © jn,n’) (q;1 (F)) - (q;n’ © jm,m’) (q;ll (A)) .

Dies besagt aber ¢'(I'") < A/ O

2.6 Verzweigte Uberlagerungen von normalen komplexen
Raumen

Definition 2.14 Sei  : Y — X eine stetige, surjektive, eigentliche Abbildung
topologischer Réume mit endlichen Fasern. 1 heifit verzweigte Uberlagerung, falls es
eine nirgends dichte Teilmenge A C X gibt, so dass 1]y _,-1(4) lokal topologisch ist.
Falls zudem X ein normaler analytischer Raum und Y lokal-kompakt ist, so heif3t
n (verzweigte) analytische Uberlagerung, vgl. [GR] Definition 37 auf Seite 298.

Bemerkung 2.15 Eine solche Abbildung ist auch stets offen, vgl. [GR], Seite 259.

Satz 2.16 Ist X ein normaler analytischer Raum und 7 : Y — X eine verzweigte
analytische Uberlagerung, so hat Y eine kanonische Struktur als normaler analyti-
scher Raum, so dass 7 eine endliche holomorphe Abbildung ist.
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BeEwEis: In [GR] wird ein a-Raum als ein topologischer Raum definiert, der lokal
eine verzweigte Uberlagerung iiber einer komplexen Mannigfaltigkeit ist. Es wird
des weiteren dort gezeigt, dass die Kategorie solcher topologischen Ridume dqui-
valent zur Kategorie der normalen komplexen R&ume ist, vgl. insbesondere die
Einleitung von [GR]. Da nun X ein normaler komplexer Raum ist, hat X lokal
die Struktur einer verzweigten analytischen Uberlagerung iiber einer Mannigfaltig-
keit. Ohne Einschrinkung existiert also eine holomorphe verzweigte Uberlagerung
X — Z auf eine Mannigfaltigkeit Z. Da die Verkettung verzweigter Uberlagerun-
gen wieder eine solche ist, ist Y—— X — Z eine verzweigte Uberlagerung iiber
einer Mannigfaltigkeit und somit ist nach der Uberlegung oben Y ein normaler
komplexer Raum. 0

Satz 2.17 Seien :Y — X und 7:Y — X verzweigte analytische Uberlage-
rungen eines normalen komplexen Raums X und £ : Y — Y ein Homéomorphis-
mus mit 77 o £ = 7. Dann ist & biholomorph.

BEwEIS: Dies ist klar aulerhalb der kritischen Punkte. Dies geniigt aber auch
schon, vgl. Definitionen 8 und 11 und dann Abschnitt 2 mit Definition 17 auf Sei-
te 273 in [GR]. Zur Motivation vgl. zusétzlich Definition 4 auf Seite 259 in [GR).
Alternativ folgt dies auch aus einem Korollar zum Riemannschen Hebbarkeitssatz
fiir normale Raume, vgl. [KK] Theorem 72.2 auf Seite 310. O
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3 Kurven mit verallgemeinerter Teichmiiller-
Markierung und ihre Modulraume

Das Material dieses Abschnitts ist grofitenteils in der Literatur nur andeutungsweise
vorhanden, diirfte aber den Experten weitgehend bekannt sein. Mangels geeigneter
Referenz, schon gar keiner umfassenden, ist es jedoch notwendig, diesen Stoff etwas
ausfiihrlicher zu behandeln.

3.1 Verallgemeinerte Teichmiiller-Markierungen

Sei Cy, z1,...,%pn, Cypn usw. wie in Abschnitt 2.1.

Definition 3.1 Sei 7 : C' — S eine surjektive, eigentliche, glatte (also flache und
submersive) holomorphe Abbildung komplexer Riaume. 7 : C' — S heifit Familie
(glatter) analytischer Kurven von Geschlecht g, falls jede Faser C := m!(s) fiir
s € S eine kompakte Riemannsche Fliche von Geschlecht ¢ ist, d.h. wenn jede
Faser homdomorph zu O ist. Als Kurzsprechweise heifit 7 : ¢' — S auch nur
(glatte) Kurve.

Definition 3.2 Sei 7 : ¢ — S Kurve und seien o; : S — C fiiri =1,...,n
holomorphe Schnitte (d.h. es gilt 7 o 0; = idg) mit o;(s) # o;(s) fiir alle s € S
und ¢ # j. Dann heiflen die o; Punktierungen und (7 : C' — S;04,...,0,) heifit

n-fach punktierte Kurve.

Bemerkung 3.3 Eine n-fach punktierte Kurve (7r : C — S;04q,...,0,) ist to-
pologisch lokal trivial, d.h. es existiert eine offene Uberdeckung S = U1 S; von S
und Homdomorphismen «; : Cy x S; — Cg,:=7"1(9)) fiir alle [ € L, so dass fiir

alle l € L und alle i = 1,...,n folgende Diagramme kommutieren:
Cy X 5 i>C’Sl Cyn X 5 LC’;Z {z;} x S LCS,
pr2l lw pr2l lw (:vi,id)T Tgi
Si id Si Si id Si Si id Si

Dabei sei pr, die Projektion auf die zweite Komponente und C§, :=Cs, —Uj_,0:(5))
die zugehorige gelochte Kurve. Dies folgt fiir Kurven, fiir die S eine Mannigfaltigkeit
ist aus [Nag], Seite 346, allgemein aus [Ehr]. Fiir unsere Zwecke hétten wir diese
Eigenschaft genauso gut in der Definition fiir Kurven fordern konnen oder uns auf
Kurven beschrinken konnen, fiir die S eine Mannigfaltigkeit ist, und fiir die dieses
Ergebnis dann leichter folgt.
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Sei von nun an C; und jede Kurve mit einer Orientierung versehen und jeder lokaler
Homd&omorphismus a; sei orientierungstreu.

Definition 3.4 Sei I' eine feste Untergruppe der Teichmiiller-Modulgruppe I'y,,.
Sei des weiteren 7 : C' — S analytische Kurve evtl. mit Punktierungen oy, ..., 0,,
(S1)ier eine offene Uberdeckung und () : Oy x S — Cg,)ier, lokale orientierungs-
treue Trivialisierungen wie in obiger Bemerkung. (S}, ay)cr, heifit verallgemeinerte
Teichmiiller-Struktur zu T’ oder kiirzer I'-Struktur von 7, falls fiir alle [,/ € L und
alle s € 5; N 57 gilt, dass die Isotopieklasse der Homdomorphismen

Ba(s) 1 Oy 5 Cy x {5} 5 Oy L5 0, x {s} 5 C,

stets in I" liegt. Dabei ist der erste und der letzte Pfeil der kanonische und es sind nur
Isotopien zugelassen, die die x; fest lassen. Seien nun zwei I'-Strukturen ohne Ein-
schrinkung auf derselben Uberdeckung definiert (gegebenenfalls zu einer gemein-
samen Verfeinerung iibergehen), etwa (S;, oy) und (S;, @;). Dann heifien (S}, o) und
(S;, @) T-dquivalent, falls fiir alle [ € L und fiir alle s € S; der Homéomorphismus

C, 5 Oy x {s) 5 0, @5 o) x (s} 25 0

die ; fest lisst und seine Isotopieklasse in T' liegt. Eine Aquivalenzklasse solcher
lokalen Trivialisierungen heif3t verallgemeinerte Teichmiiller-Markierung zu T oder
['-Markierung von w : C' — S. In der Sprechweise werden wir hiufig nicht zwi-
schen ['-Strukturen und I'-Markierungen unterscheiden, denn aus dem Zusammen-
hang ist klar, ob die Klasse oder ein Vertreter dieser Klasse gemeint ist. Die obige

Aquivalenzrelation wird mit Y geschrieben.

Bemerkung 3.5 (a) I' =1 liefert die gewohnlichen Teichmiiller-Markierungen,
vgl. [Nag] S. 346.

(b) Jede Kurve hat genau eine I', ,-Markierung, denn wenn die lokalen Triviali-
sierungen orientierungstreu gewéhlt werden, so erfiillen sie automatisch die obige
Vertriglichkeitsbedingung und alle I ,-Strukturen sind I'y ,-8quivalent. Somit ist
eine I'y ,-markierte Kurve nichts anderes als eine gew6hnliche unmarkierte Kurve.

Definition 3.6 Seien (7 : C' — S; 01,...,04; (S, )er) und (7 : C — g_,
T1,---,0n; (57, 07);cr) Kurven mit I'-Struktur und ¢:C' — C und ¢ : S — S
Isomorphismen. (¢, 1) heiBt Isomorphismus von (punktierten) Kurven mit I'-Struk-
tur, falls

T ¢ 6 T é 6
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kommutieren und falls die ['-Strukturen vertréglich sind. Genauer: Seien ohne Ein-
schrinkung (eventuell verfeinern) die Uberdeckungen so gewihlt, dass L = L und
Y(S;) = S, fiir alle | € L gilt. Dann gilt fiir alle [ € L und s € S; mit 5:=1)(s), dass
die Isotopieklasse der eindeutig bestimmten Homdomorphismen f(s) : Cy — C,,
die

Cg % {S} (Bi(s),) Og % {E}

ail ail

Cs s

P

kommutativ machen, in I' liegen.

Lemma 3.7 Ist fg : C' — S eine Kurve mit I'-Markierung und n-facher Punk-
tierung, und v : T — S ein Morphismus komplexer Ridume, so ist die Kurve
fr:CxgT — T, die aus dem Basiswechsel mit v hervorgeht, ebenfalls eine Kur-
ve mit ['-Markierung und n-facher Punktierung und diese Punktierungen erfiillen
dieselben Vertréiglichkeitbedingungen.

BeEwEIs: Wir haben folgendes kartesische Diagramm:

CXSTLC
le lfs
T > S

Die Eigenschaft einer Kurve glatt und eigentlich zu sein ist stabil unter Basiswech-
sel, so dass sofort klar ist, dass C' xg T — T wieder eine Kurve ist. Hat man eine
Uberdeckung S = US; und lokale Trivialisierungen o : Cy x S — Cg,, so liefert
Ti:=v~"(S)) =T xg S eine Uberdeckung von T. Des weiteren haben wir

(OXST)TI = OXSTXTT}
= CUxs5T;
C xg (T x5 95))
= (CXSSZ) XsT
= OSI XST

und auch
CoxTi=CyxT x5S =Cy xS xgT
so dass wir insgesamt

(al ald)

OgXT’l:(OgXSl)XST

Csl XST: (C XST)TI

haben. Dies ist aber eine I'-Struktur fiir C' xg T — T. Zu einem Schnitt o; :
S — C von C — S haben wir durch Basiswechsel sofort einen Schnitt 7; : T =
SxgT — C xgT von C xgT — T. Die lokale Vertréglichkeit von o; und o
liefert die Kommutativitit von
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{l‘l} X Sl “ Csl

(id,:L‘i)T To'i

S ” S
Durch Basiswechsel erhilt man, dass
ag,id
{.ZUZ} % 7—11 ( l ) CTI
h—————T,

kommutiert — dies ist aber nichts anderes als die lokale Vertréglichkeit von («y,id)
mit o;. O

3.2 Modulraume von Kurven mit verallgemeinerter Teich-
miiller-Markierung

3.2.1 Grobe und feine Modulrdume

Um die Hauptergebnisse dieser Arbeit zu beweisen, benotigen wir den gewdhnli-
chen Teichmiiller-Raum. Um diesen und seine wesentlichen Eigenschaften genau-
er beschreiben zu konnen, ist es jedoch notwendig, einige Begriffe einzufiihren.
Ausfiihrlicher werden diese in [Dol] und [GIT] behandelt.

Sei (KompRm) die Kategorie der endlich dimensionalen komplexen Rédume. Der
Begriff des analytischen Raums wird hierfiir synonym verwendet. Sei des weiteren
(Mengen) die Kategorie der Mengen und F ein Funktor von (KompRm) (oder
alternativ einer passenden algebraischen Kategorie) nach (Mengen).

Definition 3.8 Sei X ein fester analytischer Raum. Sei Mor(-, X') der kontravari-
ante Funktor von (KompRm) nach (Mengen), welcher jedem analytischen Raum
S die Menge Mor(S, X) der holomorphen Abbildungen von S nach X zuordnet und
jeder analytischen Abbildung 6 : T — S die Abbildung Morx () : Mor(S, X) —
Mor (T, X') mit ¢ + 1) 0 0 zuordnet. Ist nun Y ein weiterer analytischer Raum und
f : X — Y ein Morphismus, so bezeichnen wir mit Mor(#) den Morphismus von
Funktoren Mor(-, X) — Mor(-,Y’), welcher aus der Verkettung mit # hervorgeht.
Fiir jeden analytischen Raum S ist also Mor(6)(S) : Mor(S, X) — Mor(S,Y)
durch ¢ — 60 o ¢ gegeben.
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Definition 3.9 Sei F : (KompRm) — (Mengen) kontravarianter Funktor.
Ein analytischer Raum X heif3t feiner Modulraum fir F, falls ein Isomorphismus
von Funktoren

Q:F — Mor(-, X)
existiert. Dann heifit der Funktor F darstellbar. Das Urbild in F(X) von id €
Mor (X, X) heifit universelles Objekt und wird mit U (X) bezeichnet.

Bemerkung 3.10 Sei F : (KompRm) — (Mengen) ein Funktor mit feinem
Modulraum X und universellem Objekt U. Fiir jeden komplexen Raum S und jedes
C € F(S) existiert dann ein eindeutig bestimmter Morphismus ¢ : S — X, so
dass C' = F(t)(U) gilt, vgl.[Dol].

Definition 3.11 Sei F wie oben. Ein analytischer Raum X heif}t grober Modul-
raum zu J, falls ein Morphismus von Funktoren

Q: F —» Mor(-, X)

existiert, der folgenden Eigenschaften geniigt:

(a) Fiir jeden analytischen Raum Y und Morphismus von Funktoren Q' : F —
Mor(+,Y) existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus w : X — Y mit

Mor(w) 0 Q = Q.
(b) Sei x die analytische Varietiit, die aus einem Punkt besteht. So ist die Abbil-
dung
Q(x) : F(x) — Mor(x*, X)
bijektiv.

Lemma 3.12 Seien F, F' Funktoren mit groben Modulrdumen X, X' und zu-
gehorigen Q : F — Mor(-, X), ' : ' — Mor(-, X'). Dann induziert jeder
Morphismus von Funktoren © : F — F' einen Morphismus 6 : X — X', so dass

F—> Mor(-, X)

@l lMor(G)

f’ T MOI'(', X’)

kommutiert.

BEwEs: Definiere © : F -2 7 % Mor(+, X"). Da X grober Modulraum ist,
existiert ein eindeutiges 6 : X — X’ so dass

]—"—Q>M0r(-,X)

@i R e

f’ T MOI'(', X’)

kommutiert. O
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3.2.2 Der gewdhnliche Teichmiiller-Raum

In diesem Abschnitt fassen wir die wichtigsten Eigenschaften des gewdhnlichen
Teichmiiller-Raums, die wir im folgenden benétigen, zusammen, vgl. etwa [Nag].

e Sei 7, der Funktor, der jedem analytischen Raum .S die Menge der Isomor-
phieklassen von glatten n-fach punktierten Kurven iiber S von Geschlecht ¢
mit gewohnlicher Teichmiiller-Struktur (d.h. I'-markierten Kurven mit I' = 1)
zuordnet und jedem Morphismus analytischer Rdume v : T — S den Ba-
siswechsel mit v zuordnet. Dieser Funktor ist darstellbar durch einen glatten
komplexen Raum T}, den gewdhnlichen Teichmiiller-Raum.

e Sei M, , der Funktor, der jedem analytischen Raum S die Menge der Isomor-
phieklassen von glatten n-fach punktierten Kurven iiber S von Geschlecht g
zuordnet und wie oben jedem Morphismus analytischer Rdume v : T" — §
den Basiswechsel mit v zuordnet. Dieser Funktor ist nicht darstellbar, jedoch
existiert ein normaler komplexer Raum Mg, der ein grober Modulraum fiir

M, ist.

e Fiir jeden analytischen Raum S operiert auf 7, ,(S) die Teichmiiller-Modul-
gruppe 'y, durch

(m:C — S5 0,0 € N; (S, )ier)

= (m:C — S5 0;:1 € N;(Sy, (a0 (7,1ds,) )ier)

fiir [y] € I'y,.. Insbesondere haben wir eine Operation mittels biholomorpher
Abbildungen auf dem Teichmiiller-Raum T ,,. Diese Aktion ist diskontinuier-
lich und der Quotient T, /T, ,, ist isomorph zu M, ,.

e Die universelle Uberlagerung der universellen Kurve I/ (Tyn) — Ty, ist ka-
nonisch isomorph zu T} ,,1. Da es eine exakte Sequenz

l—mgn —Lgpn1 — Lgp—1

gibt vgl. Abschnitt 2.2, operiert 7y, ebenfalls auf T}, ,,1 ;. Beachte dabei, dass
Tgn = Inn(my,,) ist, vgl.[LS], Seite 108. Dann gilt Ty ;41 /7y = U(T,,) und
wegen Iy, =T’y ,11/7,, haben wir insgesamt, dass

Tg,n+1

/”g,nl/

Uu (Tg,n) - Tg,n

| e

Mgy i1 — Mgy,
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kommutiert.

e Der Teichmiiller-Raum ist zusammenziehbar und deshalb ist die universelle
Kurve U(T,,) — T, sogar global topologisch trivial, d.h. es existiert ein
Homd&omorphismus « : Cy x Ty, — U(T,,). Damit sind auch alle Kurven
mit gewohnlicher Teichmiiller-Struktur global topologisch trivial und somit
ldsst sich jede Teichmiiller- Struktur zu €' — S als Homdomorphismus C'; x
S — C beschreiben. Dies ist allerdings falsch fiir ' # 1, vgl. [Nag|, Seite
350.

3.2.3 Die komplexen Réume 7, als grobe Modulrdume von 7,

Definition 3.13 Zu einer beliebigen Untergruppe I' < T', ,, sei 17, : (KompRm)
— (Mengen) der Funktor, welcher einem analytischen Raum S die Menge der
Isomorphieklassen der n-punktierten, ['-markierten glatten Kurven von Geschlecht
g iiber S und jedem Morphismus v : T' — S analytischer Ridume den Basiswechsel
mit v zuordnet.

Definition 3.14 Zu einer Untergruppe I' < Ty, sei pT},,:=T,,/I.

Satz 3.15 1,, ist grober Modulraum fiir 7,,. 1, ist ein feiner Modulraum
genau dann, wenn I' kein Element endlicher Ordnung enthélt.

Nach folgender Bemerkung werden wir den Satz beweisen.

Bemerkung 3.16 Falls 7}, ein feiner Modulraum fiir 7, ist, so existiert ein
universelles Objekt U (1T} ). Dieses universelle Objekt ist eine Kurve U(r1,,) —
r1y.» und heilt universelle Kurve. Wegen Bemerkung 3.10 folgt, dass dann zu jeder
punktierten Kurve C' — S mit ['-Struktur ein eindeutiger Morphismus S —
Ty, existiert, so dass C' = U(rTy,) X1, S gilt.

BEWEIS VON SATZ 3.15: Wir iiberpriifen der Reihe nach die in Definition 3.11
geforderten Eigenschaften an einen groben Modulraum:

(1) Konstruktion des Morphismus von Funktoren

Q: F7;7,n — 1\/[01"('7 FTg,n)

(a) Sei S analytischer Raum. Wir ordnen nun der Isomorphieklasse der Kurve
(m:C — S;0;:1€N; (S;,a1)ier) in pTy0(S) einen Morphismus A : S —
r 1y, wie folgt zu: oy : Cy x.S; — Cy, fassen wir als gewdhnliche Teichmiiller-
Struktur auf 7T|Csl : Us, — 5; auf; damit existiert ein Morphismus \; :
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S LI Tyn — Tyn/T — 1T, . Diese Morphismen verkleben sich zu dem
gesuchten Morphismus A : S — Ty ,,, denn sie stimmen auf S; N.S; iberein:
Fiir alle s € S; N S} bezeichne ;(s) die Isotopieklasse von

1

Bi(s) : Oy — Cy x {5} 25 Oy L3 Oy x {s} — .

Dann liegt v;(s) nach Voraussetzung in I, was nichts anderes besagt, als dass
7v,i(s) die Teichmiiller-Struktur a; von (Cg,)s in die Teichmiiller-Struktur o
von (Cs.)s iiberfiihrt, also v;(s)(ki(s)) = s7(s) und somit Ai(s) = Ag(s) gilt.

Es kommutiert zu jedem v : T — S

(S) a28) Mor(S, rTy.n)

I‘E,n
XSTl lMorFTg,n (v)
Ty (T) T Mor (T, vT} )

denn dies gilt fiir jedes C's, — S; aufgrund der gewdhnlichen Teichmiiller-
Theorie.

Es existiert kein feinerer Modulraum

Gegeben sei nun ein weiterer Morphismus von Funktoren Q' : r7,, — Mor(-,Y).

(a)

Konstruktion von w : T, — Y: Fasse die universelle Teichmiiller-Kurve
UT,,) — T,, auf als Kurve mit I'-Struktur. Dies liefert einen Morphismus
¢ = (Y (Tyn))U(Tyn)) : Ty — Y.

Behauptung: ¢ faktorisiert {iber 7} ,.

Seien u,u € T, mit u Ko, etwa ¥ ok — Ty, mit ¥(x) = {u} und
1k — T,, mit ¢(x) = {u} fiir den ein-punktigen Raum x, so haben wir
folgende kommutative Diagramme:

FIEL”(TQW) — Mor(Tg,na Y) r7Tgn (Tg,n) — Mor(Tg,m Y)
XTg,n{u}l lo"/} XTg,n{ﬂ}l loa
1 Tgn(¥) —— Mor(x,Y) Ty (%) Mor(*,Y)

Betrachten wir nun speziell diese Diagramme fiir 4(7},) — 1}, so erhalten
wir:

UTyn) — Typ) ——¢ U(Tyn) — Typ) ——¢

| I I I

U(Tyn)u — {u}) —= oy U(Tyn)z — {u}) —= oy



3.2 Modulrdume von Kurven mit verallg. Teichmiiller-Markierung 25

Da nun (U(Ty,)u — {u}) ~ U(T,,)z — {u}) sind, folgt po¢) = ¢po¥. Da
nun aber ¢(x) = {u} und ¥(x) = {@} gilt, gilt also ¢(u) = ¢(u) und somit
faktorisiert ¢ iiber pTy . Sei w : pTy, — Y dieser Morphismus.

(b) Fiir alle analytischen Rdume S kommutiert

Qs
rTgn(S) 25 Mor(S, rTy.n)
o) lMor(w)(S)
Mor(S,Y)

Dies gilt, weil eine Kurve ¢' — S mit ['-Struktur lokal eben eine Kurve
Cs, — S mit gewohnlicher Teichmiiller-Struktur ist, und somit ein Morphis-

mus S; — Ty, existiert. Dies liefert einen Morphismus S, — T}, 2y
Beim Verkleben faktorisiert dieser iiber 7, , und liefert einen Morphismus

S — 1Ty —5 Y. Dies ist einerseits nach Konstruktion jener Morphismus,
der aus der Verkettung Mor(w)(S) o (S) hervorgeht, andererseits auch der
Morphismus, welcher aus der Definition von €'(S) hervorgeht, denn wenn
S; — Y der Morphismus ist, der von Cs, — S; unter '(S) induziert wird,
so kommutiert

SlﬁT,n

N

Y

(3)  Q(x) ist bijektiv.

Hier ist zu zeigen, dass

Q(*
Ty () Q Mor (%, 1Ty n) = rTyn

bijektiv ist. Dies ist aber klar, denn diese Bijektion existiert fiir den gewohnlichen
Teichmiiller-Funktor mit dem gewohnlichen Teichmiiller-Raum und iibertrégt sich
auf den Teichmiiller-Funktor und -Raum mit I'-Struktur, da die I'-Operation mit
dieser Bijektion vertréglich ist.

Zum Schluss folgt noch der Beweis des Zusatzes:

(«<=): Falls T kein Element endlicher Ordnung enthilt, so operiert kein Ele-
ment von I' auf einer Faser von U(T,,) — T,, als Automorphismus. Damit
ist U(rTyn):=U(Ty,)/T — Ty n/T = rT,, die universelle Kurve und somit 7},
feiner Modulraum. Genauer ist nachzurechnen, dass (S) fiir jedes S bijektiv ist.
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Zu einem Morphismus in Mor(S, rTy ) ist U(rTyn) X1, S ein Urbild von diesem
Morphismus. Damit ist €(S) surjektiv. Fiir die Injektivitit geniigt es zu zeigen,
dass jede Kurve C' — S mit I-Struktur isomorph ist zu U(vTy,) X, 1,, S. Da
jedoch T, feiner Modulraum ist, ist Cs, — Sy zu S; xr, , U(T,,) isomorph. Da
lokal U(T,,) — Tyn zu U(rTyn) — 11y, isomorph ist, folgt die Behauptung.

(=): [Nag] Abschnitt 2.8.2 auf Seite 161 zusammen mit Abschnitt 2.3.5 besagt,
dass ein Element endlicher Ordnung in I' einen Automorphismus auf einer Faser
von U(T,,) —> T,, induziert. Somit ist der Quotient U(T,,)/I" — T,, /T keine
universelle Kurve und somit 7}, nicht fein. l

3.2.4 Die Morphismen 7,,, — ATym

Seien nun 0 < m < n, N,M, C,, und Cy,, wie in Abschnitt 2.5. Sei I' < T'y,,
A< Tymundt =t,,: Iy, — [y, de kanonische Abbildung. Zu einer n-
fach punktierten, I'-markierten Kurve (C' — S;0; : i € N; (S}, q)er,) haben
wir auf kanonische Weise eine m-fach punktierte Kurve, die ebenfalls mit den o
markiert ist. I'-dquivalente Markierungen liefern auf diese Art offenbar genau dann
A-dquivalente Markierungen, wenn ¢(I") < A gilt. Damit haben wir folgende

Proposition 3.17 Ein Morphismus von Funktoren
rTgn — aTgm
mit

rTgn
(C — Sa Ot1y...,0n, (Sl’ al)leL)F

—

S) — AE,m(S)
— (C—>S;Ula"'aam;(Sl’al)leL)A.

existiert genau dann, wenn #(I') < A gilt. In diesem Fall existiert auch ein Mor-
phismus grober Modulrdume.

3.2.5 Die groben Modulrdume 7;, und ¢M,, im Vergleich

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie die Kurven mit I'-Struktur ver-
wandt sind mit Kurven mit Teichmiiller-Niveaustrukturen zum Niveau GG im Sinne
von Deligne und Mumford, vgl. [DM], Seite 108, ausgearbeitet in [PJ], Seiten 489-
493 und [Pik], Seiten 32-33. An dieser Stelle sei an die grundlegenden Definitionen
und Eigenschaften von Niveau-G-Strukturen erinnert. Sei dazu (C' — S; 0, : i €
N) eine n-fach punktierte Kurve von Geschlecht g > 2 und G eine endliche Gruppe.
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Proposition 3.18 Zu jedem (weiteren) Schnitt o : S — C' existiert eine lokal-
konstante Garbe von Gruppen 7, ((C;0;:i € N)/S,0), so dass fiir alle s € S

m ((C;0i:i€ N)/S,0), 2 m (Cs —{oi(s) :i € N}, 0 (s))

gilt. Des weiteren existiert eine Garbe Hom%™ (m(C;0; : i € N)/S,G) unabhiingig
von o, so dass fiir jedes s € S und jedes x € C

Hom% (m1(Cs0y:i € N)/S,GQ)s
=~ Hom ((my (Cs — {oi(s):i € N}),x),G) / Inn (1 (Cs — {01 (s) : i € N}, x))
ist.

Definition 3.19 Sei G eine endliche Gruppe. Ein surjektiver duflerer Homomor-
phismus ¢ € (S, Hom&* (m(C;01,...,0,)/S,G)) heiit Teichmiiller-Struktur von
Niveau G. Somit ist ¢ lokal gegeben durch einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus 7 ((C;0; :1€N)/S,s) — G. Sei ¢M,,, der Funktor, der jedem analytischen
Raum S die Menge von Isomorphieklassen n-punktierter Kurven mit Teichmiiller-
Struktur von Niveau G zuordnet und ¢M,, der zugehdrige grobe Modulraum.

Bemerkung 3.20 Genau dann ist M, nicht leer, wenn G isomorph zu einem
Quotienten von 7, ist.

Satz 3.21 Sei H < 7, ko-endlich, G :=n,,/H, q : Aut(r,,) —> Out(r,,) der
kanonische Morphismus. Wie iiblich fassen wir Iy, als Untergruppe von Out (7, ,)
auf. Setze

To:={feq " (Ty,):3g € my, Vv € my,: (inn (g) ()™ f(v) € H},

und I':=¢(Ty). Wegen Inn(rm,,) < Ty gilt dann Ty = ¢~'(T). In dieser Situation
existiert ein Morphismus von Funktoren

\IIH : F7;,n — GMg,n

welcher T, ,, isomorph auf eine Zusammenhangskomponente von M, ,, abbildet.
Zusatz: (1) Zu H,H < m,, seien I und T wie oben definiert. So gilt, wenn U
den entsprechenden Morphismus zwischen den zugehdrigen groben Modulrdumen
bezeichnet, Uy (rTy,) = Yi(rlyn) genau dann, wenn es ein h € ¢ '([,,) <
Aut(m,,) mit h(H) = H gibt.

(2) Ist H sogar charakteristisch, so gilt einfacher I'=Kern(T'y,, — Out(ny,/H)).

BEWEIS: Sei (7 : C — S; 01,...,0n; (S, 1)ier) gegeben mit oy : Cy X S} —
Cs,. Zu einem beliebigen lokalen Schnitt s; : S} — Cg, und s € S; setzen wir
noch 7(C?):=m (Cs—{01(s),...,0n(5)}, s1(s)). Dann haben wir, wenn wir (S;)er,
hinreichend fein wéhlen, einen Epimorphismus



28 3 KURVEN UND IHRE MODULRAUME

fl ISt ((051;0'1, A ,O’n) /SZ,SZ) (Sl) = W(C;)

w1 (o)™t u
> (Cg,m x) = ﬂ—;’n > Tg,n >~

mit z = o, '(s(s)) und w : 7¥, — m, eindeutig bis auf einen inneren Automor-
phismus. Des weiteren ist f; unabhéngig vom gewihlten Schnitt s;, so dass f; eine
Niveau-G-Struktur induziert.

Fiir die Wohldefiniertheit und Injektivitét ist noch zu zeigen, dass (o) X (o) gilt,
genau dann wenn die (f;) und (f;) sich nur um einen inneren Automorphismus von
m(C¢) unterscheiden. Der Einfachheit halber identifizieren wir 7y, und m,, und
fassen f; (f, analog) nun auf als folgenden Homomorphismus:

m1(ag)™t
7(C3) T Ty 7y [ H
Seien nun also (¢y) und (@;) gegeben, so gilt:

(f) und (f,) unterscheiden sich nur um einen inneren Automorphismus.
g € 7(C3) Yw € 7(C7) : f(gwg™) = f(w)
g € 7(C3)Vw € 7(CY) : [(mi () ™) (gwg™ ) H = (mi(@n) ™" (w)) H
Jh € Ty Vw € w(C2) : h- (mi(ay) Hw)) - ™ H = (my(aw) ™ (w))H
(withle h = 71 ()" 1(g))
h € mgn Vv € Mgyt hoh 'H = (m(ay) ' omi (o)) (v)H
(setze v = (m(ay) H(w)))
Jh € Ty, Vo € Ty hoh™'H = m(Bi(s)) (v)H
(Bi(s) = @; "' o oy, vgl. Definition von I'-Aquivalenz)
Jh € Ty Vo € Ty hoh™Hm (Bi(s))(v)] ™ € H
Bi(s) € Ty
Die Isotopieklasse von f(s) € Iy liegt in I’

() ~ (@)

[ A A A

Fiir die Surjektivitit auf eine Komponente, vgl. [DM], Seite 108 und fiir den Beweis
des ersten Zusatzes ebenfalls [DM], Theorem 5.13 auf Seite 107.

Um den zweiten Zusatz zu beweisen, setze nun K :=Kern(T',, N Out(r,,./H)).
Sei Ky :=¢ ' (K) < Typni1 < Aut(my,). Es geniigt Ky = I’y zu zeigen. Dabei
kommutiert

Ly ny1 — Aut(my,,) — Aut(m,,,/H)
ql ql lq
L'y, — Out(n,,) — Out(r,,/H)

Es gilt: v € Ko < h(q(7)) = louym,/m) & 7 € Inn(7y,/H) & Jg € mynVw €
Tym : gwg *H = y(w)H < v € 1. O
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4.1 Die Konstruktion der Morphismen

Sei die Situation wie in Abschnitt 2.1, d.h. insbesondere sei C; eine geschlossene,
orientierte topologische Fliche von Geschlecht g > 2; fiir n > 0 sei N:={1,...,n}
und fiir ¢ € N seien z; € €y paarweise verschiedene, fest gewéhlte Punkte. Sei
Coyn=Cy—{z;:i€ N} und P: Cy, —> Cy,, eine fest gewéhlte normale unver-
zweigte Uberlagerung. Sei Cy die eindeutige Kompaktifizierung von Cy,/, so dass
Cy eine geschlossene topologische Fliche ist. Es bezeichne ¢’ das Geschlecht von
Cy und n' die Anzahl von Punkten in Cy — Cy /. Ebenfalls mit P sei die Fortset-
zung als verzweigte Uberlagerung P : Cy — Cy bezeichnet. Seien die Punkte x;;
iiber z;, so nummeriert, dass {z}; : (i,j) € N'} = Cy — Cgr fiir geignetes N’ mit
|IN'| = n' gilt.

4.1.1 Der Hauptsatz

Der folgende Satz ist das Hauptergebnis dieser Arbeit. Zu obiger Uberlagerung P
liefert er zu jedem mit P vertréglichen I' < Iy, einen Morphismus grober Mo-
dulrdume. Dieser Morphismus ordnet jeder Isomorphieklasse einer Kurve C' die
Isomorphieklasse einer iiberlagerten Kurve C’ so zu, dass C' — C' topologisch
dquivalent zu P ist. Die wesentliche Voraussetzung um diesen Satz zu beweisen
ist die Vertrédglichkeit von I' mit P. Insbesondere ldsst sich diese Voraussetzung
auch nicht abschwichen, wie wir leicht am Beweis dieses Satzes sehen konnen. Da
die Motivation und das urspriingliche Ziel fiir diese Arbeit die Konstruktion von
Morphismen M, — M, war, sollte noch angemerkt werden, dass derartige Mor-
phismen nur dann existieren, wenn P vertriglich mit [y, ist. Diese Bedingung ist
aber nur geringfiigig schwécher als die Forderung, dass 7, charakteristisch in 7,
ist, also dass 7y, invariant unter allen Automorphismen von 7, , ist, denn I'y,
hat in Out(r,,,) stets endlichen Index, im Falle n = 0 gar den Index 2.

Satz 4.1 Sei I' < Ty, vertréglich mit P : Cy,, — C,, und I" < Ty, die von I'
induzierte Untergruppe. Dann existiert ein Morphismus von Funktoren

Qp i rTgn — Ty,
so dass fiir jeden analytischen Raum S fiir den Morphismus

®p(S) i 1T (S) — Ty (5),
(C’ —» S;0;:1 € N; (Sg,ag)leL) = (C' — S0 (4,5) € N'; (Sl’a;)leL)

gilt:
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(a) oj; ist ein Schnitt, der zu x}; gehort, d.h. es gilt o};(s) = aj(x};,s) fiir alle

le L.
(b) Fiir alle s € S gilt
Gal (C° /C2) = Gal (Cyp [Cyp),

wobei C!* bzw. C? stets die entsprechende punktierte Kurve bedeutet.

Des weiteren induziert ®p einen entsprechenden Morphismus grober Modulrdume

(DP . FTg’n — F’Tg’,n’-

BEWEIS:

1. Schritt: Konstruktion von ®p(S) fiir glatte S:

Zunichst wollen wir ®p(S) konstruieren fiir den Fall, wenn S glatt ist. Dann ist
auch C glatt fiir simtliche Kurven C' — S in r7,,(5).

(a) Lokale Konstruktion der Zuordnung ®p(.S)
Sei (C'— S50, :1 € N;(S),a1)ier,) Vertreter eines Elements in r7,,(5), d.h.
es gilt insbesondere oy : Cy x S} — Cs,, oy : Cypp X S — C und ol ooy
S; — S; x Oy ist (id,x;). Da Cy — C, eine verzweigte Uberlagerung ist,
ist Oy x S — €y x S ebenfalls eine. Weil nun C, x S; mittels oy zu Cy,
homdomorph ist, existiert ebenfalls eine verzweigte Uberlagerung Cs, — Cy,
und ein Homdomorphismus a; : Cy X S; — Cfg,, so dass

a/
l !
Cg/ X Sl _ CS[

L

Cy % Si—Cs,

kommutiert. Sei Cg :=a;(Cyn x Sp). Dann ist C'§ — C§, eine unverzweigte
Uberlagerung und

a re
Ogl,n/ X Sl —_— OS'I

L

.
Cg,n X Sl %al O‘Sl
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kommutiert. Da Cg, glatt ist, ist nach Satz 2.16 C§, ein normaler analytischer
Raum und Cg — Cg, eine verzweigte analytische Uberlagerung. Insbeson-
dere ist C's, — Cf, offen, vgl. Bemerkung 2.15, und somit auch Cs — ;.
Da S eine Mannigfaltigkeit ist, folgt, dass C's, — S; flach, vgl. [BS] Theorem
2.13, Seite 181, und submersiv, vgl. [Fi], Abschnitt 3.1, Seite 159, insgesamt
also glatt ist. Dies liefert insgesamt zumindest lokal das gesuchte Bild von
(C — S;0i:1€ N; (S, ou)ier)-

Wohldefiniertheit: Unabhéngigkeit der Vertreterwahl einer ['-Struktur:

. T = _ . :
Sei ay ~ @ und C§, bzw. Cg die mittels a; bzw. o konstruierte verzweigte

- . . . -/
Uberlagerung von C's,. Gesucht ist nun ein Isomorphismus ¢; : C5, — Cg,
so dass

Y —
! 4
CSI OS[

L

CSI 1—d> CSI

kommutiert. Setzen wir dazu f3; := @, ~! o oy und betrachten folgendes Dia-
gramim:

Ogln/ X Sl ——————— >Cg/,n/ X Sl
- ‘ ;y
"/}, /e
le
CSI __________ > OS[
Cg,n X Sl 5 Cg,n X Sl
Qap
ay
[ ] [ ]
S i S

Zunichst ist es das Ziel die Existenz von ] und ¢; zu zeigen, so dass das
ganze Diagramm kommutiert. Da nun

@)1
5[ . Cg,n X Sl LC&I % gn X Sl

7

St

kommutiert und da fiir s € S; Homéomorphismen fi(s) : C,,, — C,,,
existieren, so dass f; die Form fi(z,s) = ((Ai(s))(x),s) fir z € Cy, und
s € S; hat, kommutiert auch
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T1(B) : T1(Cgn) X m1(S) T1(Cyn) X 1 (S)

\/

7Tl(Sl)

und es gilt m(58;) = (m(Bi(5)),idx,(s)). Da nun P : Cypy — Cyp, mit T
vertriiglich ist, gilt (wenn man 7y, = m(Cy,) als Untergruppe von 7y, =
71 (Cy,n) auffasst):

™1 (1) (M1 (Cymr) X 1 (S1)) = 1 (Cpr) X 11 (S1) -

Damit existiert nach der topologischen Uberlagerungstheorie ein Homsomor-
phismus 3], der eindeutig bis auf ein Element in Deck(Cy,,//C,,) und Hoch-
hebung von f; ist. Mindestens einer von diesen moglichen /3 ldsst sich fort-
setzen zu einem Homoéomorphismus 3] : Cy X S; — Cy X S; mit ﬁl( T3, 8) =

(2}, s). Damit existiert auch ein Hom6omorphismus ¢; : C'g, — C, s, Dieser

Homdomorphismus schrénkt sich auf einen Homdomorphismus v : Cg —
6’5.1 ein, der zugleich biholomorph ist, denn C’g’l und U’ST! tragen die induzier-
te holomorphe Struktur. Dann kommutiert auch das grofle Diagramm und
wegen Satz 2.17 ist ¢; : Cg — 5;1 biholomorph.

Verkleben der lokalen Konstruktion:

Analog zum vorigen Teilbeweis: Unter Verwendung der Tatsache, dass die
Isotopieklasse von az_l oqp in I' liegt, folgt, dass C{gl|smsi biholomorph zu
Cfgi| sins; 1st. Die restlichen Verklebungsbedingungen folgen leicht.

Die o bilden eine I''-Struktur:
Wir haben folgendes kommutative Diagramm:

Oy X (S1N S) —> O g, < Cypr X (SN S)

| | |

C (Sl N S) OSlﬁS ~a C1g n (Sl N SZ)

Nun liegt fiir jedes s € S;NS; die Isotopieklasse von f;(s) = (az_l o)|c, x{s}
in I". Da Bl’zzzafl oy nun aber auch Hochhebung von f;; ist, folgt, dass die
Isotopieklasse von fS/(s) in I" fiir alle s € S; N 57 liegt, vgl. dazu Abschnitt

2.3.

Konstruktion der Schnitte 0’ :

s) fiir alle

Lokal definieren wir zu Jedem j; einen Schnitt oy;|s, (s) := aj(;
s € 5. Diese Schnitte verkleben, denn fiir s € 5; N 57 gilt

15

olilsi(s) = ajlal;,s) = (afoa " o ap)(aly, 8) = aflaly, s) = ol (s).
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Diese Gleichheit gilt, da die afl o oy nach Konstruktion die z;; fest lassen.
Da Cg — S; submersiv ist, sind die Schnitte automatisch holomorph, vgl.
[Nag], Seite 89.

2. Schritt: Vertréglichkeit mit Basiswechsel fiir glattes S:

Zu jedem Morphismus analytischer Rdume T" — S liefert der Basiswechsel mit
diesem Morphismus eine Abbildung r7,,(S) — r7,,(T) und eine Abbildung
1Ty (S) — v Ty (T). Nun ist zu zeigen, dass

rTgn (S) r Ty (S)
F7;],n (T) ®p(T) F7;7’7n’ (T)

kommutiert. Sei dazu (C — S; 0;:i € N; (S}, aq)ier) gegeben. Ohne Einschréin-
kung sei |L| = 1, & = oy und S = S. Dies geniigt, da wir verkleben konnen. Das
Bild von (C — S) unter ®p(S) ist (C" — S;oy; : (i,7) € N';(S,a')). Dann

liefert der Basiswechsel (C' xg T — T,a_gj : (i,5) € N';(S,a)), vgl. Lemma 3.7.

Dabei kommutieren folgende Diagramme:

Cg,xSL’>C' CgfxT:Cg/xngTLC’ng
L | |
CyxS——C CygxT=CygxSxsT—=CxsT
CARERE T
] | |
{zi} x S ——~C {z;} xT — CxsT

g;

Fiihren wir zuerst den Basiswechsel durch, so erhalten wir (C' xgT — T; 7;:i €
N; (T, @)). Anschieendes Anwenden von ®p(S) liefert ((C xsT)" — T;(7);; :
(i,7) € N'; (T, (@)'). Dabei kommutieren:

Cg:xstT:Og/xTﬂ(CxST)’ {x;j}xT@(stT)'
CgXSXST:OgXT—a>CXST {l‘i}XT?CXST

Setzen wir nun die Diagramme zusammen, so haben wir
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@ (@

(C" x5 T)* s Oy x T 22 (C x5 T

| l |

(C XST).FCg,n XT—E>(C XsT).

und damit, dass (C" xsT)® und (C' xg T)'® biholomorph sind, weil dort die Projek-
tionen unverzweigte Uberlagerungen sind und (C" xg T)* und (C' xg T)"* jeweils
die dadurch induzierte komplexe Struktur tragen. Des weiteren ist (@) o (a’)™"
als Verkettung von Homéomorphismen ebenfalls ein Hom&omorphismus, also nach
Satz 2.17 sogar biholomorph. Identifizieren wir nun (C’" xg T') und (C' xgT)’, so
sind aufgrund der anderen Diagramme die Schnitte ;’-j und (7;;)" offenbar gleich.

Als letztes folgt nun trivialerweise of ~ (a)’.

3. Schritt: Konstruktion von ®p(S) fiir allgemeines S:

Bevor wir diese Konstruktion durchfiihren konnen, benétigen wir noch einige allge-
meine Uberlegungen. Falls keine andere Referenz angegeben ist, sind sémtliche hier
nicht bewiesenen Behauptungen in [Nag] Abschnitt 2.8 zu finden. Es existiert ein
T < Ty, ko-endlich, so dass T}, eine Mannigfaltigkeit und ein feiner Modulraum
fiir Kurven mit [-Struktur ist, vgl. etwa [Pik] Theorem 3.3.1. T hat nach Satz 3.15
keine Elemente endlicher Ordnung und operiert daher fixpunktfrei auf 7, ,. Dann
ist Ty, — 1, eine unverzweigte Uberlagerung. Da 'y, endlich erzeugt ist, ist
ff::ﬂvepg,nfyfy_l ko-endlich und normal in 'y ,,, vgl. [LS] Theorem 4.7 in Kapitel

IV. Nun ist T:=I'NT ebenfalls ko-endlich und normal in T'. Wegen T < T ist Lgn
ebenfalls glatt und ein feiner Modulraum. Da I' Normalteiler von I ist, induziert
die Operation von I, auf T, eine Operation der endlichen Gruppe I'/T auf 7, ,,.
Der Quotient nach dieser Gruppe ist 17 ,,. In dieser Situation kénnen wir nun den
Funktor ®p konstruieren.

Sei dazu S ein beliebiger analytischer Raum und (C' — S; 0; : i € N; (S}, oq)ier)
Vertreter einer Isomorphieklasse in r7,,(S). Fiir jedes [ € L ist dann (Cy, —
Si; oils; 1€ N; (Si,4)) ebenfalls eine Kurve und wir kénnen nun o; : Cy x S} —
Cg, als T-Struktur auffassen. Damit existiert ein Morphismus foa, :S1 — 1y und
es gilt Cs, = U(+T}n) x_r,, Si- Da nun 7y, glatt ist, existiert nach dem ersten
Schritt dieses Beweises ein Bild unter ®p(:1,,) von U(:1,,), etwa U(51,,)". Sei
nun Cf, :=U(cTyn) X1, Si- Dann ist C5, — S; auch eine glatte Kurve, da sie
aus einem Basiswechsel hervorgeht. Durch Basiswechsel erhalten wir ebenfalls eine
["-Struktur fiir C5, — S, also ein o : Cy x S — C, und die evtl. ben&tigten
Schnitte, vgl. Lemma 3.7.

Nun miissen wir noch einsehen, dass ein anderer Vertreter o; der I-Struktur eine
Kurve C5 — S; liefert, die isomorph zu C — Sy ist. Sei fo, : $ — tTon
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bzw. fa 1 S — FTQ(?TZ der von Cg, — S; mit «; bzw. der von Cs, — S; mit
oy induzierte Morphismus. Dabei sind die Rédume ¢ 9(172 und ng(?n) dasselbe wie

1g.n; die Exponenten (1) und (2) deuten lediglich an, welche Morphismen in diese

Raume gehen. S ﬂ rTg(}n) — 1}, und S; ﬂ> FTg(?n) — 11}, sind nun dieselbe
Abbildung, so dass ein y € ['/T mit v o f,, = fa existiert, falls die Uberdeckung
(S1)ier, nur fein genug gewéhlt wird. Da I'y,, nicht nur auf 7,, operiert, sondern
auch auf U(T},,,), operiert auch I'/T" auf U(5T, ). In obiger Schreibweise haben wir
damit folgendes kommutative Diagramm:

Uu (FTg(ln)) —=Uu (FTg(Zn))

|

1 2
=T 5 o

Da fTé}TZ ein feiner Modulraum ist, gilt
u (FTQ‘}TZ) = (ng(,%%) X e wlom.-
r-9.n

Da wir schon gezeigt haben, dass die Konstruktion von ®p mit Basiswechsel ver-
traglich ist, wenn alle auftretenden Rdume glatt sind, gilt offenbar

! !
(1) = (1) <y T
r-g9,n

Insgesamt haben wir somit

!
1
cL = U(—T()x S
Sl F gzn FTg(,T)L l
~ y (1®) Tl S
= F g,n XfT(Z) F g,n XfT(l) [
r-g.n r-g,n
@)’
~ _

Der Beweis, dass die so konstruierten (C§ — Sj)icr zu einer Kurve C' — S
verkleben, geht analog. Auch folgt die Vertriglichkeit dieser Konstruktion mit wei-
terem Basiswechsel dhnlich. Zuletzt ist noch zu zeigen, dass eine andere Wahl von
T dieselbe Kurve C' — S geliefert hitte. Dies folgt leicht durch Ubergang zu einer
gemeinsamen ko-endlichen Untergruppe. U

Bemerkung 4.2 Zu beachten ist noch, dass aus der Definition der induzierten
Untergruppe (Definition 2.5) folgt, dass I" immer Elemente endlicher Ordnung
enthélt. Insbesondere folgt mit Satz 3.15, dass T}, niemals ein feiner Modulraum
ist.
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4.1.2 Beispiele

Um Beispiele zu konstruieren geniigt es zu gegebenem I' < I'y , eine I'-invariante
Untergruppe von ,, anzugeben:

e In [Pik] sind auf Seite 30 einige I'y ,-invariante Untergruppen angegeben. Da
jede I'y ,-invariante Untergruppe von 7, , auch invariant ist unter I' fiir ein
beliebiges I' < I'y,, erhalten wir Morphismen 7Ty, — Ty, fiir jedes
[' < Ty ., speziell also auch Morphismen M, ,, — My . Fiir n = 0 sind zum

Beispiel die Untergruppen Wéi)’j = Wéi) '7T§ charakteristisch und ko-endlich,

vgl. [PJ]. Dabei ist Wéi) die Kommutatoruntergruppe i-ter Ordnung in der

absteigenden Zentralreihe von 7, und ﬁg ist die von den j-ten Potenzen in 7,

erzeugte Untergruppe. Insbesondere ist das einfachste nicht-triviale Beispiel

eines solchen Morphismus 7, — Ty, bzw. M, — My gegeben durch
(2),2 2

Ty (=T = ;- [y, mg] = m;. Hier gilt [r, : my] = 2% und somit ¢’ =

229(g — 1) + 1, also zum Beispiel My — M.

e Im Gegensatz zu obigem Beispiel, in dem wir Morphismen M, — M, kon-
struiert haben, erhalten wir, wenn wir eine Untergruppe 7y, < m,, von
Index 2 wihlen, dass diese Untergruppe zwar normal und somit invariant
unter I' fiir I' = 1 ist, aber nicht invariant unter Iy ,, ist. Dies liefert uns Mor-
phismen Ty, ,, — pTy 0 — My, mit IV 2 7, /7, und ¢' =2(g — 1) + 1,
die allerdings nicht nach M, faktorisieren. Diese Konstruktion liefert als
einfachstes Beispiel einen Morphismus 15 — 15 — Mj.

e Ist im Fall n = 0 die Untergruppe I' < I'y so gewihlt, dass T, der gew6hn-
liche Schottky-Raum S, ist, vgl. [GH] und sind {a;, b; :7i=1,...,¢} Stan-
darderzeuger von m,, so ist jede normale ko-endliche Untergruppe, die von
den a; und von Produkten der b; erzeugt wird, I'-invariant. Sei nun Fj die
freie Gruppe iiber {b; : i =1,..., g}. So liefert jede ko-endliche normale Un-
tergruppe von Fj auf eine kanonische Weise eine ko-endliche normale Un-
tergruppe der obigen Bauart von 7, vom gleichen Index. Der Vorteil dieser
Sichtweise ist, dass es besonders einfach ist, ko-endliche Untergruppen einer
freien Gruppe zu konstruieren. Des weiteren sind diese Untergruppen wieder
frei. Falls solch eine Gruppe von ¢’ Elementen frei erzeugt wird und von In-
dex g in Fj ist, so gilt ¢’ — 1 = pu(g — 1), vgl. etwa [LS] Abschnitt 1.3. Mit
dieser Methode erhalten wir also Morphismen S, — Ty — My, wobei
wie iiblich IV die von I' induzierte Untergruppe ist. Diese Untergruppe genau
zu bestimmen ist im allgemeinen schwierig, allerdings ist es nicht schwer zu
zeigen, dass der Modulraum 7Ty ein echter endlicher Quotient von Sy ist.
Um einzusehen, das T, niemals gleich Sy sein kann, geniigt obige Bemer-
kung, dass Ty nie ein feiner Modulraum ist, denn der Schottky-Raum ist
fein. Fiir ¢ = 3 wollen wir ein konkretes Beispiel angeben: F3 wird erzeugt



4.2 Fortsetzung der Morphismen ®p auf den Rand 37

von by, by, b3. Dann folgt leicht, dass eine Untergruppe von Index 3 existiert,
die frei erzeugt wird von b3, b3, b3, b1b3, b2by, bob3, b2bs und auch b3b? und b2b,
enthélt. Dies liefert einen Morphismus S3 — 17 — M; und 77 < 73 wird
erzeugt von ay, ag, as, b3, b3, b3, bib3, b?by, bab3, b3bs.

4.2 Fortsetzung der Morphismen ®p auf den Rand
4.2.1 Stabile Kurven mit verallgemeinerter Teichmiiller-Struktur

Definition 4.3 Sei 7 : ' — S ein surjektiver, eigentlicher, flacher Morphismus
komplexer Rdume, derart dass jede Faser C fiir s € S eine zusammenhéngende
projektive algebraische Kurve iiber C von arithmetischem Geschlecht g ist, die nur
gewohnliche Doppelpunkte als Singularitidten hat. Des weiteren seien o; : S — C'
fir i € N holomorphe Schnitte mit o;(s) # o,(s) fiir alle s € S und 7 # j und so,
dass o0;(s) glatter Punkt auf Cs fiir alle s € S und alle i ist. Falls nun jede Faser
Cs nur endlich viele Automorphismen besitzt, so heifit (C' — S, 0; : i € N) n-fach
punktierte stabile Kurve von Geschlecht g.

Bemerkung 4.4 In obiger Definition ist zu beachten, dass aufgrund des Existenz-
satzes von Riemann, in der Form des Corollaire zu Proposition 15 in [Ser] auf Seite
431, die Forderung, dass Cy ein kompakter, reduzierter komplexer Raum ist, dqui-
valent ist zur Bedingung, dass C eine projektive algebraische Varietit ist.

Definition 4.5 Sei 7 : C — S eine stabile Kurve und seien Dann heiflen die o;
Punktierungen und (7w : C' — S;0; : i € N) heifit n-fach punktierte Kurve.

Bemerkung 4.6 Fiir stabile Kurven existiert ebenfalls ein grober Modulraum,
welcher mit M, ,, bezeichnet wird, vgl. [GIT].

Definition 4.7 Sei 7 : ' — S eine stabile Kurve. Eine stetige Abbildung « :
Cy x S — C heifit Deformation, falls

CyxS—=(C
!
S—g—S

kommutiert und fiir alle s € S fiir die stetige Abbildung «a; : C, x {s} — Cj gilt:

(a) Das Urbild unter «; jedes gewthnlichen Doppelpunktes ist eine einfach ge-
schlossene Schlaufe.

(b) Auflerhalb der Doppelpunkte ist « ein Homéomorphismus.
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Definition 4.8 Sei I' < T'y,, 7 : C' — S eine stabile Kurve, (5;);c;, eine offene
Uberdeckung von S und fiir alle [ € L seien o : Cy x S — Cg Deformationen.
(S, au)ier, heiBt verallgemeinerte Teichmiller-Struktur zu T' oder T'-Struktur von
m: C — S, falls fiir alle [,] € L und alle s € S; N S; ein Homoomorphismus
B(s) : Cy — C, existiert, so dass

C, x (s} — LMY o s

N ai

S

kommutiert, (;(s) die z; fiir i € N fest ldsst und die Isotopieklasse von [j(s)
in T liegt. Die Aquivalenz von I-Strukturen und die Isomorphieklassen stabiler
Kurven seien wie bei glatten Kurven definiert. 17, bezeichne den Funktor, welcher
einem komplexen Raum die Menge der Isomorphieklassen stabiler Kurven mit n-
fachen Punktierungen und I'-Markierung fiir I' < Iy ,, zuordnet und Morphismen
analytischer Rdume den Basiswechsel zuordnet.

Bemerkung 4.9 I' = 1 liefert die Teichmiiller-Struktur fiir stabile Kurven im
Sinne von [He], und da fiir diese Kurven der feine Modulraum T, ,, (als C-geringter
Raum) existiert und darauf ebenfalls I'y,, diskontinuierlich operiert, folgt analog
zum glatten Fall, dass rT,, := T,,/T" ein grober Modulraum fiir stabile n-fach
punktierte Kurven mit I'-Struktur ist, vgl. Satz 3.15. Beachte dabei, dass in [He]
nur explizit die Existenz von T,,, fiir n = 0 bewiesen wird. Allerdings ist aufgrund
von [He] Abschnitt 3.4 klar, dass T, fiir alle n existiert. Im allgemeinen ist 7T,
nur ein C-geringter Raum und kein komplexer Raum. Fiir ko-endliches I' < T’y , ist
jedoch die kanonische Abbildung 1T, ,, = T,,/T — Ty,/Tyn = M, eine endliche
verzweigte Uberlagerung iiber einem normalen komplexen Raum. Somit ist m
ebenfalls ein normaler komplexer Raum nach Satz 2.16 und sogar eine projektive
algebraische Varietit nach dem Existenzsatz von Riemann, vgl. [Har] Seite 442 bzw.
[SGA] Abschnitt XII Proposition 5.3 auf Seite 337. Auch fiir andere I ist 17}, ein
komplexer Raum, z.B. wenn I" so gewahlt wird, dass m der erweiterte Schottky-
Raum ist, vgl. [GH] und [He|, denn dann ist 7}, sogar eine Mannigfaltigkeit. In
dieser allgemeineren Situation, also fiir den Fall, in welchem I' nicht ko-endlich
ist, ist es jedoch sehr viel schwieriger, Bedingungen fiir I' anzugeben, so dass m
ein analytischer Raum wird. Da jedoch die Fortsetzung auf den Rand gerade fiir
algebraische Untersuchungen interessant ist, ist der Spezialfall der ko-endlichen I"

sicherlich der wichtigste.

4.2.2 Die Beziehung zwischen T,,/I" und T,, /T

Definition 4.10 Ist xy : X — Y ein endlicher dominanter Morphismus algebrai-
scher Varietdten, so heifit der ganze Abschluss von Y im Funktionenkorper von X
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die Normalisierung von Y in X. Da y endlich ist, existieren affine Uberdeckungen
von X und Y, so dass x algebraisch lokal gegeben ist als Inklusion von Ringen
R — S. Bezeichnet nun Ng(R) die Normalisierung, also den ganzen Abschluss
von R im Quotientenkdrper von S, so verkleben die Spektra der Ng(R) zu einer
normalen Varietét, eben der Normalisierung von Y in X, vgl. etwa [EGA] Kapitel
IV, Abschnitt 6.3. Es ist ebenfalls moglich, diese Konstruktion analytisch durch-
zufiithren, vgl. etwa [KK] §71, allerdings ist diese Konstruktion in der algebraischen
Situation leichter und dieser Fall geniigt uns.

Definition 4.11 Sei I' < Iy ,, eine ko-endliche Untergruppe. Die Normalisierung
von My, in T, /T heifit Deligne-Mumford-Kompaktifizierung von T, ,,/T" und wird
mit T,,/I" bezeichnet, vgl. [Pik], Seite 43.

Proposition 4.12 Fiir eine ko-endliche Untergruppe I' < Iy ,, existiert ein kano-
nischer Isomorphismus

Damit identifizieren wir beide komplexe Varietiten und schreiben dafiir stets 7.

BeEwEIs: Wir folgen der Beweisidee in [Pik]|, Seite 44-45: Da T, /T" eine Norma-
lisierung ist, existiert nach der universellen Eigenschaft fiir Normalisierungen ein
endlicher Morphismus 7,,/I' — T,,/T", welcher offenbar birational ist, und so-
mit ein Isomorphismus ist, da sowohl T ,,/T" als auch m/ [ normal sind, vgl. dazu
folgendes kommutative Diagramm:

Tgan/F( T'g,n/F
ﬁ/ -
Tyn/T
Mg,n( Mg,n

O

Satz 4.13 Sei I' < I'y,, eine ko-endliche Untergruppe. Dann existiert eine ko-
endliche Untergruppe I' < T', so dass 1}, glatter feiner Modulraum und die uni-
verselle Kurve ein normaler analytischer Raum ist.

BEWEIS: Aus dem Beweis von Corollary 3.3.5 in [Pik] folgt, dass ein T existiert,
so dass 1y, glatt ist. Aus der Diskussion auf Seite 33 und aus Proposition 3.3.6
wieder in [Pik], folgt nun, dass 7}, sogar ein feiner Modulraum ist. Ebenfalls folgt

aus Proposition 3.3.6, dass die universelle Kurve iiber 57}, normal ist O
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4.2.3 Fortsetzen der Morphismen auf den Rand

Satz 4.14 SeiI' <T,, ko-endlich. Dann setzt sich der Morphismus von Funktoren
(I)P . F7;,n — F’E’,n’a

aus Satz 4.1 fort zu einem Morphismus von Funktoren stabiler Kurven

Op : I‘E,n — F"E',n'

und induziert ein Morphismus grober Modulrdume

q)P : FTg,n — F’Tg’,n’

mit denselben Eigenschaften wie im Fall der glatten Kurven.

BEWEIS: 1. Schritt: Ohne Einschrankung ist S glatt und C' normal:
Wegen Satz 4.13 folgt dies vollig analog wie im Beweis von Satz 4.1.

Sei nun also (C' — S;0; : i € N; (S, )ier) der Vertreter einer Isomorphieklasse
in 17,,(5) mit glattem S und normalen C. Analog zum Beweis von Satz 4.1 kon-
struieren wir nun eine verzweigte Uberlagerung ¢’ — C', Punktierungen und eine
['-Markierung.

2. Schritt: Lokale Konstruktion der Zuordnung ®p(S):

Sei [ € L fest. Zur Deformation «; : C; x S; — Cl, betrachten wir die (verzweigte)
Uberlagerung (P,id) : Cy x S; — C, x S;. Zu jedem s € S; und jedem singuliren
Punkt z € Cy ist o; '(z) eine einfach geschlossene Schlaufe auf C, x {s}, die
allerdings disjunkt von den Verzweigungspunkten xi,...,x, ist, da die Schnitte
stets so gewéhlt sind, dass sie singulire Punkte vermeiden. Damit ist (P,id) in
einer Umgebung von a; ' () eine unverzweigte Uberlagerung und (P, id) ! (a; ' (z))
ist disjunkte Vereinigung einfacher geschlossener Schlaufen auf Cy x {s}. Sei nun
Cs,:=Cy x S/ ~, wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die alle Punkte einer dieser
Schlaufen identifiziert. «; sei die kanonische Abbildung Cy x S; — Cf§ . Nach
dieser Konstruktion faktorisiert oy o (P, id) iiber Cg :

Nun versehen wir Cg mit einer Topologie wie folgt: Sei a € (s, beliebig und
Pg'(a) bestehe aus den Punkten {a,...,a,} € Cf. Sei nun V eine Umgebung
von a so klein gewihlt, dass (Ps, o ;) (V) in r Zusammenhangskomponenten
Ui, ..., U, zerfillt. Fiir jedes k = 1,...,r sei nun o}(Uy) mit der Initialtopologie
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bzgl. Ps|ayw,) © @(Ur) — V versehen. Dies liefert Umgebungsbasen fiir die ay,
und somit eine Topologie auf Cf .

Pg, ist eigentlich, denn Ps, hat endliche Fasern und ist abgeschlossen, wie sich
z.B. leicht mit dem Folgenkriterium nachrechnet. Somit ist Pg, : Cgl — Cg,
eine endliche verzweigte Uberlagerung und somit auch eine offene Abbildung, vgl.
Bemerkung 2.15. Daraus folgt leicht, dass o] stetig und damit auch offenbar eine
Deformation ist. A priori wére es auch méglich gewesen, C's, mit der Initialtopologie
bzgl. Ps, oder mit der Quotiententopologie bzgl. a; zu versehen. Die Initialtopologie
ist jedoch nicht Hausdorffsch, denn die Urbilder eines Punktes a € Cg, lassen sich
in der Initialtopologie nicht trennen, wohl aber mit dieser etwas umsténdlicheren
Konstruktion. Auch die Quotiententopologie ist ungeeignet, weil diese eine feinere
Topologie geliefert hétte, so dass a; offen und Ps, nicht eigentlich wire. Damit
ist die oben beschriebene Topologie die richtige Wahl, denn nur dann ist Pg, eine
verzweigte Uberlagerung. Da nun (s, nach Voraussetzung normal ist, ist nun nach
Satz 2.16 Cf, auf kanonische Weise ebenfalls ein normaler komplexer Raum und
Pg, eine verzweigte analytische Uberlagerung. Die Konstruktion der Schnitte geht
vollig analog zum glatten Fall, da die Schnitte von C' — S die singulidren Punkte
vermeiden.

3. Schritt: Verkleben der lokalen Konstruktion:

Wir miissen hier zeigen, dass Cg, |gmgi isomorph zu Cg_|5,m57 mittels einer mit den
Schnitten vertréglichen biholomorphen Abbildung ist. Sei dazu s € S; N S; fest.
Nach Voraussetzung existiert ein Homdomorphismus /;(s) wie in Definition 4.8.
Sei nun j1(s) die Hochhebung von 3;(s), wie im glatten Fall, so dass /(s) sich
wieder fortsetzen ldsst und die Punkte z;; fest hélt, d.h es kommutiert

B;(s)
Og/ _— g/

r| |r
Cy——C
9 ﬁﬁ(s) g

Insgesamt haben wir somit folgendes Diagramm

(Co)s= - = £ = == (Ch)s
>
Bl-(s) o
Og' - Og’ Ps;
N
P CS ld CS

Qq
ar




42 4 DIE MORPHISMEN ®p : 1T, — 1Ty

in dem jedes Quadrat kommutiert. Wir zeigen nun die Existenz einer Abbildung
£:(C%)s — (C{%)s, so dass obiges Diagramm insgesamt kommutiert. Dies erfolgt
wie {iblich durch Diagrammjagd. Seien nun dazu 2,7 € Cy mit oj(z) = (7). Falls
nun oy(x) nicht-singuldr ist, so ist = 7 und somit az(8(s)(x)) = ay(B;(s)(T)).
Das besagt aber, dass hier ajo 35 (s) iiber (Cg,)s faktorisiert, dass also § zumindest
auf den glatten Punkten existiert. Ist hingegen «j(x) singulér, so liegen = und T
auf einer gemeinsamen Schlaufe Z C C,. Dann ist nach Konstruktion P(Z) eben-
falls eine Schlaufe und «;(P(Z)) ist wieder ein singuldrer Punkt. Wegen der Kom-
mutativitit des unteren Quadrats ist somit auch [j;(s)(P(Z)) eine Schlaufe und
id(e(P(Z2))) = a;(B;;(s)(P(Z))) ein singuldrer Punkt. Wegen der Kommutativitét
des vorderen Quadrats gilt a7(B;(s)(P(Z))) = a7(P(8;(s)(Z))) und ist singulérer
Punkt. Wegen der Kommutativitdt des rechten Quadrats ist dieser Punkt auch
gegeben durch Ps (a7(8];(s)(Z))). Da nun aber das Urbild eines einzigen Punktes
von Pg nach Konstruktion dieser Abbildung aus isolierten Punkten besteht und
;(B;(s)(Z)) zusammenhéngend ist, ist o;(3;(s)(Z)) ebenfalls genau ein Punkt.
Insbesondere ist a;(8;(s)(v) = a5(8;(s)(T), und somit faktorisiert az o 55:(s) iiber
(C%,)s- Dies liefert §. Analog erhéilt man eine Umkehrabbildung. Da dies in jeder Fa-
ser gilt, erhalten wir auf diese Art eine bijektive Abbildung Cf, |5mgi — O, |5lngi.
Diese ist offenbar lokal biholomorph in den glatten Punkten, denn da sind Ps, und
Ps, lokal biholomorph. Da Ps, und Ps, offen sind, folgt leicht, dass diese Abbil-
dung auch topologisch in den singuldren Punkten ist, somit wegen Satz 2.17 sogar

biholomorph tiberall ist.

4. Schritt: C" — S ist stabile Kurve:

Aus der Konstruktion folgt sofort, dass C' — S eigentlich und surjektiv ist. Die
Fasern sind nach Konstruktion auch offenbar stabile Kurven von Geschlecht ¢,
denn eine rationale Komponente wird wieder von einer rationalen Komponente
iiberlagert, die andere Komponenten in mindestens genauso vielen Punkten trifft,
oder sie wird von einer Komponente hoheren Geschlechts iiberlagert. C' — S ist
als Komposition offener Abbildungen selbst offen und nach [BS] Theorem 2.13 auf
Seite 181 ein flacher Morphismus. Damit ist C' — S eine stabile Kurve.

5. Schritt: Wohldefiniertheit, I''-Struktur und Schnitte:

Aquivalente I-Strukturen liefern isomorphe Kurven. Dies folgt wie im Fall glatter
Kurven daraus, dass die lokalen Konstruktionen verkleben. Die weiteren Eigen-
schaften, die noch zu zeigen sind, wie die Wohldefiniertheit der ['-Struktur oder
die Konstruktion der Schnitte auf C’, gehen vollig analog wie der Beweis im Fall
glatter Kurven. O

Bemerkung 4.15 Dieser Beweis zeigt, dass dieser Satz auch fiir I' < I'y,, gilt,
die nicht ko-endlich sind, fiir die aber T}, von einem glatten feinen Modulraum

endlich iiberlagert wird. Dies ist zum Beispiel gegeben, falls T ,, endlicher Quotient
des erweiterten Schottky-Raumes ist, vgl. [GH].
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4.3 Algebraische Eigenschaften der Morphismen ®p

Satz 4.16 Sei I' <TI',, ko-endlich. Dann sind sdmtliche Morphismen grober Mo-
dulrdume

(I)p : FTg,n — F’Tg’,n’

eigentliche Morphismen algebraischer Varietéten.

BEWEIS: Die Abbildung

q)P : FTg,n — F’Tg’,n’

hat endliche Fasern. Um dies einzusehen, sei die Isomorphieklasse von ¢/ — S in
Bild ®p. Die Isomorphieklasse einer Kurve C' — S kann nach der Konstruktion
von ®p nur dann im Urbild von €' — S liegen, wenn es eine normale Uberla-
gerung C' — C gibt, d.h. eine Uberlagerung, so dass C' Quotient von C’ durch
Automorphismen von C’ ist. Da C” jedoch nur endlich viele Automorphismen hat,
kann es nur endlich viele solche Kurven C' — S gegen. Ebenfalls ist nach Defini-
tion von I'" klar, dass es zu einer I''-Struktur nur endlich viele I'-Strukturen geben
kann. Damit sind die Fasern endlich. Da 7Ty, und 7Ty, kompakt sind, ist ®p
eigentlich im topologischen Sinne und somit endlich. Nach dem Existenzsatz von
Riemann, vgl. [Har] Seite 442 bzw. [SGA] Abschnitt XII, Proposition 5.3 auf Seite
337 folgt nun, dass ®p algebraisch ist. Mit [SGA] Abschnitt XII, Proposition 3.2
auf Seite 322 folgt nun, dass ®p auch eigentlich im Sinne algebraischer Morphismen
ist.

Alternativ folgt auch aus der Konstruktion, dass wenn C' — S eine algebraische
Kurve ist, dass dann C' — C' ebenfalls algebraisch ist, eben wieder mit dem
Existenzsatz von Riemann, und somit ist C' — S auch algebraisch. Dann muss
aber auch der Morphismus ®p ein Morphismus algebraischer Modulrdume sein,
d.h. er ist selbst algebraisch, vgl. [PJ], Seite 491. O

Bemerkung 4.17 Da wir nun wissen, dass ®p Morphismen algebraischer Va-
rietdten sind, stellt sich die Frage, ob sie bzw. die zugehorigen Morphismen von
Funktoren auch iiber allgemeineren Koérpern definiert sind, bzw. ob sie sich dort
konstruieren lassen. Auf diese Frage ist es bisher erst gelungen eine sehr unvoll-
stdndige Antwort zu finden — némlich nur fiir Morphismen der Bauart M, — M
und den Fall, in dem simtliche auftretenden Uberlagerungen unverzweigt, also

étale sind. In diesem Fall ist es moglich Morphismen von Funktoren iiber QQ zu
definieren und damit existieren auch Morphismen grober Modulrdume iiber Q.
Die Bedingung, dass alle auftretenden Uberlagerungen étale sind, ist insbesonde-
re dann erfiillt, wenn die Kurven nicht punktiert und glatt sind. Um einzusehen,
dass ®p dann iiber Q definiert ist, sei C — S nun eine glatte Kurve, die iiber

Q definiert ist. Dann ist C' Xg C — § x5 C eine glatte Kurve, die iiber C defi-

niert ist. Zu dieser Kurve erhalten wir nun wie in Satz 4.1 eine étale Uberlagerung
—! . . . .
C — C xgC — § x5 C. Nun wissen wir aber aufgrund von Corollaire 1.8 in
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[SGA] auf Seite 266, dass eine iiber Q definierte étale Uberlagerung C' — C' mit
C'xgC= C’ existiert. Dies geniigt auch schon fiir die Konstruktion des Funktors
und somit auch fiir die Konstruktion des Morphismus grober Modulrdume. Dabei
ist zu beachten, dass Corollaire 1.8 zunéchst nur fiir eigentliche C' gilt. Mit Hilfe
von Proposition 4.6 in [SGA] auf Seite 421 folgt jedoch sofort, dass im Fall der
Charakteristik 0 diese Voraussetzung iiberfliissig ist.

4.4 FErginzen von Diagrammen

Proposition 4.18 Sei 0 < m < n und P, : Cyny — Cy,p eine Uberlagerung
vertréglich mit A < T'y,. Sei i : Cp,, — Oy, die Inklusion, r : 7y, — Tgm
der zugehérige Epimorphismus auf den Fundamentalgruppen und P, : Cy,r —
C,yn die induzierte Uberlagerung. Dann ist P, vertriglich mit I':=¢"'(A), wobei
t:Iy, — I'ym die kanonische Abbildung ist, und es kommutiert

FTg,n - F’Tg’,n’

L

ATg,m A Tg’,m’

BEWEIS: (1) P, ist vertréglich mit I:

Zeige Ty =1 (Mg ) ist D-invariant. Sei dazu f € Aut(m,,) mit ¢,(f) € T,
vgl. Abschnitt 2.5. Fiir w € 7, ist nun nachzurechnen, dass f(w) in 7y, liegt.
Wegen f € ¢,'(T') = ¢,'(t7'(4)) = (1) (g,' (A)) gilt {(f) € ¢,'(A) und wegen
r(w) € Ty haben wir mit Lemma 2.7 r(f(w)) = (¢(f))(r(w)) € 7gm, da Tgm
A-invariant ist. Damit gilt aber f(w) € r™ (g m) = Ty

(2) Existenz von Ty, — ATy
Diese Abbildung existiert wegen Proposition 2.12 zusammen mit Proposition 3.17,
da t(T') = t(t7'(A)) = A ist.

(3) Die Kommutativitéit des Diagramms
Dies folgt sofort aus der Konstruktion und der Tatsache, dass ein entsprechendes
Diagramm fiir Uberlagerungen kommutiert, vgl. Bemerkung 2.11. O

Proposition 4.19 Sei 0 < m < n und P, : Cy,y — C,,, eine normale Uberla-
gerung vertréglich mit I' < T'y,. Sei 7y, < 7y, der von P, induzierte Normal-
teiler, r : my,, — mgm und t : I'y,, — I'y,, die kanonischen Morphismen. Falls
Kern(r) < 71y, und Kern(t) < I' gilt, so definiert 7y, = r(7g,) < mym eine
normale Uberlagerung Py, : Cyy — Cy o, so dass
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P,
Oglan, %n Og,’l’b

|

Comt 5= Com
kommutiert und
Gal (ngnf/(]g,n) = Tgyn/ﬂg/,n/ = Wg/,ml/ﬂglym/ =~ Gal (Cg/,mf/(]g,m)
kanonisch gilt. Des weiteren ist A:=¢(I") mit P, vertriglich und

FTg,n - Tg’,n’

L

ATg,m ’ A’Tg’,m’

kommutiert.

BEWEIS: Fiir den Beweis bené6tigen wir folgende

Bemerkung 4.20 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus mit K :=
Kern(f) und H < G eine Untergruppe, so gilt:

(a) fY(f(H)) = HK, insbesondere gilt f~!'(f(H)) = H genau dann, wenn
K < H gilt.
(b) Falls f surjektiv und H normal ist, so ist auch f(H) normal in G'.

Wir wollen nun die Proposition beweisen. Nach dieser Bemerkung ist my,,,y < 7y 1,
also haben wir eine Uberlagerung P,, : Cymr — Cym. Die Komposition Cypr —
Cyn — Cym liftet nach dem Hochhebungssatz fiir Uberlagerungen zu einer ste-
tigen Abbildung Cj,y — Cyy, die nicht eindeutig ist, die es aber durch die
Festlegung z’' +— 2’ wird und dann als Inklusion aufgefasst werden kann. Dabei
ist 2’ ein beliebiger Punkt, auf den es im weiteren nicht ankommt. Wegen obiger
Bemerkung und Kern(r) < mg, gilt 7~ (mg ) = 77 (r(7gm)) = Ty, d.h. P, ist
die von P,, induzierte Uberlagerung. Wegen Kern(q) < T gilt analog mit obiger
Bemerkung ¢t 1(A) = ¢t 1(¢(T")) =T, so dass die Behauptung dieser Proposition aus
der letzten Proposition folgt, wenn wir gezeigt haben, dass A mit P, vertraglich ist.
Sei dazu w = r(v) € Ty mit v € my,y und f € Aut(my,,) mit ¢, (f) € A =¢(T),
d.h. f € q5,'(A). Wegen ¢! (T') = q; ' (T Kern(q)) = (¢;'t7')(T) = (¢; 't (A)) =
(&) ~'g,;")(A) existiert ein g € ¢;*(T') mit £(g) = f. Da g € ¢;(T') und 7y, -
invariant ist, ist g(v) € 7y, also auch r(g(v)) € 7y . Nun gilt wieder mit Lemma
2.7 f(w) = (t(9))(r(v)) = r(g(v)) € Ty py. Somit ist 7wy, A-invariant. O
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Bemerkung 4.21 Die erste Proposition ergénzt Diagramme der Form

] ]

L

ATg,m - A’Tg’,m’
die zweite Proposition Diagramme der Form

FTg,n - Tg’,n’

L

O——0O
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