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Zusammenfassung

Basierend auf dem kalten Fluid-Modell und den Maxwellgleichungen wird der
Zustand und die Stabilitat eines Plasmas im Innern der B,,,-Diode und des Gyro-
trons untersucht.

Zwei Arten von Instabilitdten nehmen EinfluB auf das Impedanzverhalten der Dio-
de und die Fokussierbarkeit des lonenstrahls. Die Diokotroninstabilitat erwirkt
eine Verbreiterung der Elektronenverteilung innerhalb des Anoden-Kathoden
Spaltes, daraus folgt eine Erhéhung des lonenstromes gegeniiber dem im Vakuum
zu erwartenden Child-Langmuir Wert. Die lonenresonanzinstabilitit ist eine der
Ursachen fir die Mikrodivergenz des lonenstrahls.

Das Gyrotron wird mit anderen Operationsdaten betrieben, die sich teilweise
mehrere GréBenordnungen von denen der B,,,-Diode unterscheiden. Der Einflu3
der Diokotroninstabilitat auf den Elektronenstrahl des Gyrotrons ist nicht proble-
matisch.

Investigations on Instabilities in high power Devices

Abstract

Based on the cold fluid model and Maxwell’s equations the stationary state and
the stability of a plasma in the B,,,-Diode and in the gyrotron is investigated.

Two kinds of instabilities influence the impedance behaviour of the diode and the
microdivergence of the ion beam. The diocotron instability can cause a spread in
the electron distribution inside the anode-cathode gap and as a consequence an
enhancement of the ion current compared to the Child-Langmuir value. The ion
resonance instability is one of the reasons for the microdivergence of the ion
beam.

The gyrotron is operated with other operating conditions which differ in some ca-
ses by several orders of magnitude from those of the B,,,-Diode. The influence
of the diocotron instability upon the electron beam of the gyrotron is much less
important.

Zusammenfassung
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Einleitung

In dieser Arbeit werden Instabilititen von Plasmen untersucht, die in Teilchenbe-
schleunigern, die mit hohen Energien, Feldstdrken und Teilchenstrémen betrieben
werden, entstehen.

Plasmaphysik und Instabilitdten

Der Begriff ,Plasma“ wurde 1923 von |. Langmuir in die Physik eingefiihrt um ein
ionisiertes Gas, wie es bei einer Gasentladung entsteht zu bezeichnen. Ein Plasma
ist ein System von Teilchen, die ganz oder teilweise ionisiert sind und das ein
kollektives Verhalten zeigt [123]. Dieses kollektive Verhalten ist auf die Eigenfel-
der der geladenen Teilchen zurickzuflihren, denn die Eigenfelder nehmen auf die
Bewegung der Teilchen einen bedeutenden EinfluB. Die beweglichen Ladungstra-
ger in einem Plasma sind den Kraften von elektromagnetischen Feldern ausge-
setzt, gleichzeitig werden elektrische und magnetische Felder von den Ladungen
und Stromen dieser Teilchen mitbestimmt. Diese komplizierte Wechselwirkung
bildet das Wesen der Plasmaphysik. Urspriinglich wurde unter einem Plasma ein
quasineutrales System verstanden, aber es existieren auch nichtneutrale Plasmen
[125]. Die Plasmaphysik ist in der Astrophysik, der Materialverarbeitung, der
Oberflachenbeschichtung und vielen weiteren Bereichen der Technik etwa bei der
Erzeugung von Millimeterwellen und in der Konstruktion von Maschinen zur kon-
trollierten thermonuklearen Energieproduktion von Bedeutung. Millimeterwellen
werden benutzt, um Plasmen zu erzeugen und zu heizen oder die Eigenschaften
eines Plasmas wie z. B. dessen Dichte zu messen.

Es gibt auch Systeme geladener Teilchen, die kein Plasma sind, beispielsweise
der Teilchenstrahl in einem Speicherring! . Die Dichte der Teilchen ist so klein,
daB die Energie eines Teilchens aufgrund der Coulomb-Wechselwirkung gegen-
Uber der kinetischen Energie der Teilchen verschwindend gering ist. Ein solcher
Teilchenstrahl mit 6 mA bei 50 GeV kann daher als Ansammlung nicht oder fast
nicht wechselwirkender Teilchen betrachtet werden. Wenn aber die kinetische
Energie Ei, =1 MeV und die Stromstirke / = 10 kA betrdgt, dann machen sich
kollektive Teilcheneffekte durchaus bemerkbar. Diese Arbeit beschéaftigt sich mit
Systemen, bei denen kollektive Effekte wichtig sind.

Ein System befindet sich in einem Gleichgewichtszustand, wenn alle Kréfte aus-
balanciert sind. Ein solcher stationdrer Zustand ist stabil, wenn eine kleine Ab-
weichung von diesem Zustand nicht anwéchst, sondern das System wieder zurtick

1 In dem LEP-Speicherring des europdischen Kernforschungszentrums CERN bei Genf
wird in einem Ring mit dem Radius R = 4,243 km mit einem Elektronenstrahl und ei-
nem in entgegengesetzter Richtung umlaufenden Positronenstrahl der kinetischen
Energie E, = 50GeV und der Stromstdarke / =6 mA je Teilchensorte eine maximale
Luminositdt von L = 10%/cm?s bei einer Durchdringungsfrequenz der Teilchenpakete
von f=352MHz erreicht [110]. Aus diesen Daten 14Bt sich die mittlere Coulomb-
energie der Elektronen Ec. = 0,45 meV berechnen. Das Verhéltnis der kinetischen
Energie der Teilchen zu ihrer Wechselwirkungsenergie betragt Ecow/Exn = 10~




zu diesem Gleichgewichtszustand getrieben wird. Verstarkt sich hingegen eine
kleine Auslenkung, dann ist der Gleichgewichtszustand instabil. Ein anschauliches
Beispiel hierzu ist eine Kugel, die in einer Mulde oder auf einem Berg liegt. In der
Abbildung 1a) befindet sich die Kugel in einem stabilen Gleichgewichtszustand,
wahrend die Abbildung 1c) ein instabiles Gleichgewicht zeigt. Die Lage der Kugel
in der Abbildung 1b) kann man als quasistabil bezeichnen, denn eine Auslenkung
von der Ruhelage verstarkt sich nicht.

1

\+/

0) b) c)

Abbildung 1. Drei verschiedene Gleichgewichtszustidnde mit unterschiedlicher
Stabilitat

t

Ein Plasma ist ein Medium, in dem Wellen entstehen und propagieren kdnnen.
Wellen sind (periodische) Schwankungen physikalischer GréBen wie Teilchen-
dichte oder elektrische und magnetische Felder, die sich im Raum ausbreiten. Ein
fortschreitendes Wellenpaket ¥/ (x, t) besteht aus einer Uberlagerung von Elemen-
tarwellen y(x, t),

VX ) = D (1), D) = §, 0K a0
k

Jede Elementarwelle y,(x,t) ist charakterisiert durch eine Amplitude nzk, einen
Wellenzahlvektor k und eine Frequenz w. Den Zusammenhang zwischen der Fre-

quenz w und dem Wellenzahlvektor k bezeichnet man als Dispersionsrelation.
Wenn einem Gleichgewichtszustand eine kleine Stérung in Form einer Welle
Uberlagert wird und das System derart reagiert, daB diese kleine Storung an-
wachst, dann ist dieser Zustand instabil. Ist nun die Frequenz w komplex und der
Imaginarteil von w ist positiv, Im w > 0, dann wéachst die Amplitude exponentiell
an. Dies ist die mathematische Beschreibung einer Instabilitdt. Der Imaginarteil
der Frequenz w wird auch mit den Begriffen Anwachsrate oder Inkrement be-
zeichnet. Die Anwachsrate kann in einer linearisierten Theorie bestimmt werden,
aber fir das Erreichen der Sattigung einer Instabilitdt sind nichtlineare Effekte
verantwortlich.

In der Literatur [108] werden (iber 1500 Instabilitdten in Plasmen gezéhlt; sortiert
man die mehrfach bezeichneten Instabilitdten aus, dann bleiben noch ~ 300 ver-
schiedene Instabilitaten Gbrig. Ungefédhr 40 davon wurden experimentell nachge-




wiesen. Es gibt mehrere Ansétze, die Vielzahl der Instabilitdten zu klassifizieren.
So kann die Quelle, die Energie an eine Welle liefert, zur Einteilung von Instabili-
taten herangezogen werden. In einem Plasma kénnen thermische Energie, kineti-
sche Energie einer geordneten Bewegung, elekirische und magnetische Feld-
energie und potentielle Energie in einem externen Feld auftreten. Ein anderes
Kriterium ist die Unterscheidung in mikroskopische und makroskopische Instabi-
litdten. Mikroskopische Instabilitdten haben ihren Ursprung in lokalen Abwei-
chungen vom Gleichgewicht, wdhrend makroskopische Instabilitaten ein Plasma
als Ganzes betreffen.

Die Rayleigh-Taylor-Instabilitadt wird von duBeren Kraften, die gegen einen Dich-
tegradienten gerichtet sind, hervorgerufen. Wenn beispielsweise FllUssigkeiten
unterschiedlicher Dichte Ubereinandergeschichtet sind und eine schwerere
Schicht Uber einer leichteren liegt, dann ist die Gravitationsenergie die Quelle flr
die makroskopische Rayleigh-Taylor-Instabilitat. Aber auch ein Magnetfeld kann
die Rayleigh-Taylor-Instabilitdt antreiben.

Kinetische Instabilititen werden von Abweichungen der thermodynamischen
Gleichgewichtsverteilung der Teilchengeschwindigkeiten verursacht. Ein Beispiel
hierzu ist die mikroskopische Verlustkegel Instabilitat (engl. loss cone instability)
eines in einer magnetischen Spiegelanordnung eingeschlossenen Plasmas.

Die Magnetohydrodynamik (MHD) beschreibt ein elektrisch leitfdhiges fliissiges
oder gasférmiges Medium im Magnetfeld. Durch die Bewegung im Magnetfeld
werden elektrische Felder induziert und es flieBen elektrische Stréme. Das Ma-
gnetfeld bt nun Krafte auf diese Strome und damit auf das Medium aus. Auch
erzeugen die flieBenden Stréme ein Magnetfeld. Diese Wechselwirkung zwischen
hydrodynamischer Stromung und Magnetfeld fihrt zu MHD-Instabilitdten. Die
MHD-Instabilitdten sind makroskopischer Natur und spielen in dem Fusionsplas-
ma eines Tokamaks oder Stellarators eine wichtige Rolle. Instabilitdten in Toka-
mak-Plasmen werden beispielsweise in [122], [123] oder [126] diskutiert.

Keine Plasmainstabilitidten sind die in Speicherringen auftretenden Betatron- und
Synchrotonschwingungen [109]. Diese transversalen und longitudinalen Abwei-
chungen eines Teilchens von der |dealbahn sind kein kollektiver Effekt sondern
betreffen jedes Teilchen individuell.

Die in dieser Arbeit untersuchte Diokotroninstabilitdt erscheint, wenn eine Schicht
strémender Elektronen einen Gradienten in ihrem Geschwindigkeitsprofil auf-
weist. Wenn ein lonenstrahl durch diese Schicht hindurch propagiert, treten zu-
satzlich lonenresonanzinstabilitdten auf. Diese Instabilitdten sind mikroskopi-
schen Ursprungs, gleichsam ist die Auswirkung letztendlich doch global.

Kontrollierte Kernfusion

Die kontrollierte Kernfusion ist eine mdégliche Energiequelle in der Zukunft. Man
wandelt dabei die bei der Verschmelzung von leichten Kernen in Form von
Strahlung freiwerdende Energie in einem Reaktor in Warme und Elektrizitat um.
Um zwei leichte Kerne zu vereinen, muB deren kinetische Energie groB genug
sein, um die Coulomb-AbstoBung liberwinden zu kénnen. Das bedeutet, die Tem-
peratur im Fusionsplasma muB die nétige Zundtemperatur T, Uberschreiten. Da-
mit ein Reaktor wirkungsvoll arbeitet, muB die Kernfusion mehr Energie freiset-




zen, als fir die Erzeugung und Aufrechterhaltung des Plasmazustandes erforder-
lich ist. Ein Kriterium dafiir wurde zuerst von J. D. Lawson [56] formuliert. Das
Lawson-Kriterium besagt, daB die EinschiuBqualitadt — das ist das Produkt aus der
Plasmadichte n und der EinschluBzeit 1 — einen Mindestwert Ubersteigen muB.
Die Bedingungen fir ein Fusionsplasma lauten zusammengefaBt:

T > To und nt > CLawson .

Fur die wichtigsten Reaktionen sind in der Tabelle 1 charakteristische Werte an-
gegeben.

Fusionsreaktion Energie keT, Crawson
D + T — $He + n 17,6 MeV ~ 10 keV ~ 10" cr’;B
D+ —->3T +p 4,3 MeV s
~ 50 keV ~ 101 3
D + D — 3He + n 3,27 MeV cm
Tabelle 1. Die Fusionsreaktionen der Isotope des Wasserstoffs.

Zur Zeit werden hauptsachlich zwei prinzipielle Méglichkeiten die kontrollierte
Kernfusion zu realisieren, diskutiert. Zum einen ist dies die Kernfusion mit Mag-
netfeldeinschiu, MCF (Magnetic Confinement Fusion), bei der ein relativ dlinnes
Plasma n ~ 10" — 10'%/cm?® flir lange Zeiten t ~ 1 s (ber der Ziindtemperatur ge-
halten wird und zum anderen die Fusion mit TragheitseinschluB3, ICF (Inertial
Confinement Fusion), bei der fir sehr kurze Zeit 7 ~ 10 ns ein sehr dichtes Plasma
n > Neesisrper €rzeugt wird. Der Vollstandigkeit halber sei nur kurz erwéhnt, daB3 es
zwischen diesen beiden Extremen noch die Z-Pinche gibt.

Prinzip des Tragheitseinschlusses

Auf ein Brennstoffkiigelchen (engl. Pellet) wird von auBen ein kurzer, starker
Energiepuls aufgebracht, so daB der Brennstoff im Innern des Pellets erhitzt und
komprimiert wird. Die notige Leistungsdichte, um die Fusion zu zinden, liegt bei
100 TW/cm? in 10 ns bei einer Energie von 1 MJ. Um das Lawson-Kriterium zu
erfiillen sind sogar 400 TW/cm? nétig. Das Reaktorbauteil, das diesen Energiepuls
liefert wird Treiber genannt. Es sind zur Zeit drei Treiberkonzepte in der Diskus-
sion. Diese sind der Laser, der Schwerionen- und der Leichtionenbeschleuniger.
DaB bisher noch kein Treiber gebaut wurde, der die Erflllung des Lawson-Krite-
riums ermdglicht, liegt an den extrem hohen Kosten der Laseranlagen und der
Speicherringe fir Schwerionen. Mit Leichtionen kénnen bis jetzt noch keine so
hohen Leistungsdichten erreicht werden, falls dies aber gelingen sollte, dann zu
einem weit glinstigeren Preis.

Die physikalischen Probleme, die dem Erreichen des Lawson-Kriteriums entge-
genstehen, sind in der ICF-Technologie von etwas anderer Natur als bei den
MCF-Installationen, so daB man hoffen kann, in der Zukunft mit ICF eher die
scharferen Bedingungen der Deuterium-Deuterium Reaktion erflllen zu kénnen
und damit auf die aufwendige Tritiumtechnologie verzichtet werden kann.




Kalif und B,,,-Diode

Im Kernforschungszentrum Karlsruhe (KfK)2 hat man sich entschlossen, die Phy-
sik der Leichtionenquellen zu untersuchen und einen Leichtionenbeschleuniger
zu betreiben. Im Jahre 1983 wurde im Institut fir Neutronenphysik und Reaktor-
technik (INR) des KfK die Versuchsanlage KALIF (Karlsruhe Light lon Facility) zur
Erzeugung von hochenergetischen, fokussierten Leichtionenstrahlen installiert.
Ziel dieser Experimente ist es, mit dem fokussierten Leichtionenstrahl hohe Ener-
giedichten zu erzeugen, um thermodynamische Zustidnde mit extrem hohem
Druck zu untersuchen und in der Zukunft die Tragheitsfusion zinden zu kénnen,

Marx-Generator Zwischenspeicher Puls- | Ausgangsleitung | Vakuum-
formende leitung
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Abbildung 2. Versuchsanlage KALIF: Marxgenerator, Zuleitungen, Diode

Der KALIF, siehe Abbildung 2, besteht aus einem Marxgenerator als Energie-
speicher, einer mit Wasser als Dielektrikum geflliten Koaxialleitung als pulsfor-
mende Zuleitung und einer aus einem Anoden- und einem Kathodenring beste-
henden Diode als lonenbeschleuniger. Die Kondensatoren des Marxgenerators
werden parallel mit 85 kV aufgeladen und in Reihe Uber die pulsformende Leitung
entladen. In dieser Leitung entsteht eine elektromagnetische Halbwelle mit einer
Puisldnge von 60 ns und einer Spannung von 1,7 MV. Die gemessenen Strom- und
Spannungskennlinien [4] sind in der Abbildung 4 aufgetragen, die Leistungs-
kennlinie der Diode ist in der Abbildung 5 gezeigt. Dieser Puls wird auf die Diode
gegeben. Kurz zuvor wurde auf der Anode ein Wasserstoffplasma erzeugt. Nun
werden die lonen aus diesem Plasma herausgezogen und {iber den Anoden-Ka-
thoden Spalt beschleunigt. Danach treten die lonen in einen mit Argongas gefiill-
ten Driftraum und anschlieBend auf ein Target.

Um zu verhindern, daB die gegenliber den lonen wesentlich beweglicheren Elek-
tronen nahezu die gesamte Energie des Pulses aufnehmen, wird ein zusétzliches

2 Seit dem 1. Januar 1995 Forschungszentrum Karlsruhe (FZK)




Magnetfeld B,,, angelegt. Dieses Magnetfeld hindert die Elektronen daran, die
Anode direkt zu erreichen und isoliert somit die Elektronen von der Anode. Von
diesem Magnetfeld stammt auch die Bezeichnung B,y,-Diode (siehe
Abbildung 3). Im Experiment werden lonenstréme von ~ 450 KA bei einem Elek-
tronenveriuststrom von ~ 30 kA erzielt (Abbildung 4). Wie wir spéater noch sehen
werden, spielen Instabilitdten eine bedeutende Rolle in dem Erreichen solch ho-
her lonenstrome. AuBlerdem beeinflussen Instabilitaten die Fokussierungseigen-
schaften der lonenstrahlen. Daher ist eine wichtige Motivation dieser Arbeit, eini-
ge dieser Instabilitaten ausfihrlich zu studieren.
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Abbildung 3. Die B,,-Diode: die Zeichnung zeigt die Lage der Kathode, der
Anode, die Magnetfeldspulen und den lonenstrahl.
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Abbildung 4. Spannungs- und Stromkennlinie der B,,,~Diode: Die Diodenspan-
nung ist V,, die lonenstromstarke ist /; und /, ist der Gesamtstrom in
der Diode.
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Abbildung 5. Leistungskennlinie der B,,,-Diode: P, ist die Gesamtleistung, die
die Diode aufnimmt, P; ist die Leistung, die im lonenstrahl steckt.

Gyrotron

Mikrowellen im Frequenzbereich der Zyklotronfrequenz der Elektronen sind eine
Mdglichkeit, ein MCF-Plasma zu heizen (ECRH Electron Cyclotron Resonance
Heating). Das Gyrotron (siehe Abbildung 6) ist ein Gerat, in dem solche Mikro-
wellen erzeugt werden. in einen Resonator wird ein Elektronenstrahl gefiihrt, der
dort in Wechselwirkung mit den Resonatormoden tritt [107]. Der Wirkungsgrad
des Gyrotrons hangt empfindlich von der Strahlqualitdt ab [7]. In wie weit die
Qualitdt des Elektronenstrahls in einem Gyrotron von der Diokotroninstabilitat
beeinfluBt werden kann, wird im 3. Kapitel untersucht.
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Abbildung 6. Schema eines Gyrotrons: 1. Elektronenemitter, 2. Modulations-
anode, 3. Resonator, 4. Kollektor, 5. Fenster, 6. Magnete, 7. Elektro-
nentrajektorie.




Numerische Simulation

Um die physikalischen Ablaufe in den Dioden und in Gyrotronen wahrend des
Betriebes besser verstehen zu kénnen, sind neben den experimentellen Messun-
gen noch analytische Modelle und Computersimulationen nétig. Um die Entwick-
lung von technischen Geraten theoretisch zu begleiten, wurde in der Hauptabtei-
lung fir Daten- und Informationsverarbeitung (HDI) des KfK 1989 eine Gruppe fiir
numerische Physik um Prof. W. Schmidt eingerichtet. Ein Arbeitsschwerpunkt
dieser Gruppe waren die Dioden des Kalif. Um die Dioden numerisch zu simulie-
ren, wurde der stationdre BFCPIC-Code (Boundary fitted Coordinates Particle in
Cell)-Code [93] entwickelt. Dieser Code ist 2'2-dimensional (2 Orts- und 3 Ge-
schwindigkeitskoordinaten fiir die Teilchen) und die Zeitabhangigkeit in den Max-
wellgleichungen wird vernachldssigt. Er wurde zuerst fur die Simulation der Vor-
gange in den Dioden benutzt [91], kann aber auch flir andere technische Geréte
verwendet werden.

Da es im Vergleich der Ergebnisse der Simulation der B,,,~-Diode mit experimen-
tell gemessenen Werten Diskrepanzen gibt, die anscheinend mit zeitabhéngigen
Effekten zu tun haben, wurde mit der Erstellung eines zeitabhangigen Codes be-
gonnen. Neben Wellen physikalischen Ursprungs kénnen auch numerische Insta-
bilitaten auftreten. Ein analytisches Modell erméglicht die Unterscheidung beider
Effekte und liefert eine Abschatzung der Frequenzen und Anwachsraten der phy-
sikalisch relevanten Instabilitdten. Numerische Simulationsergebnisse kdnnen
durch analytische Rechnungen bestatigt werden.

Eine Simulation der B,,,-Diode mit dem stationdren BFCPIC-Code auf einer Sie-
mens VP400 bendtigt zwei Stunden Rechenzeit; eine dreidimensionale zeitabhén-
gige Simulation einer vergleichbaren Diode mit dem QUICKSILVER-Code [73]
verbraucht Gber 60 Stunden auf einer schnelleren Cray YMP. Fiir Parameterstu-
dien zur Optimierung der Konstruktion von Dioden ist wegen dem Zeitaufwand
und des Speicherbedarfs ein 3-dimensionales zeitabhangiges Computerpro-
gramm nicht geeignet. Ein zweidimensionaler Code, in dem auf geeignete Weise
die Auswirkung von Instabilitdten berlcksichtigt werden, benétigt weniger Re-
chenzeit und ermdglicht Designstudien in gréBerem Umfang. Diese beiden Grin-
de sind die Motivation, sich in dieser Arbeit mit analytischen Modellen von Insta-
bilitdten zu beschéftigen.

Die Impedanzcharakteristik der B,,,-Diode wird von der Diokotroninstabilitat be-
einfluBt. Die Einwirkung der Diokotroninstabilitdt verursacht eine gréBere und
ausgedehntere Elektronendichteverteilung und als Konsequenz einen erhdhten
lonenstrom gegenulber dem stationdren Modell. Neben der Diokotroninstabilitat,
die im 1. Kapitel diskutiert wird, treten noch lonenresonanzeffekte in Erscheinung.
Das Ziel, mit lonenstrahlen eine hohe Leistungsdichte zu erreichen, hédngt direkt
mit der Fokussierbarkeit der lonenstrahlen zusammen. Instabilitdten kénnen die
Divergenz der lonenstrahlen beeinflussen. Die lonenstromerh6hung, die lonenre-
sonanzinstabilitat und die lonenstrahldivergenz werden im 2. Kapitel angespro-
chen.

Der BFCPIC-Code kann auch zur Simulation des Elektronenstrahls in einem Gy-
rotron verwendet werden [9]. Die oben genannten Methoden kénnen auch ver-
wendet werden, um die Bedeutung der Diokotroninstabilitdt auf den Elektronen-
strahl in einem Gyrotron zu untersuchen.




1 Die Diokotroninstabilitét

Die Diokotroninstabilitat wurde von O. Buneman et al. wdhrend des zweiten
Weltkrieges in den USA im Zusammenhang mit Forschungsarbeiten zur Radar-
technologie entdeckt, aber erst Jahre spater publiziert [102], [11]. Die Bezeich-
nung ,Diokotron®“ stammt aus dem Griechischen; diwktyc bedeutet ,Verfolger®
[113].

I

Abbildung 7. Eine Stromung mit einem Gradienten im Geschwindigkeitsprofil

Der treibende Mechanismus der Diokotroninstabilitdt ist eine Scherung in dem
Geschwindigkeitsprofil der Elektronen. In der Abbildung 7 ist schematisch eine
Stromung mit einem nichtkonstanten Geschwindigkeitsprofil dargestelit. Die Ge-

schwindigkeit magnetisierter Elektronen wird durch die E x B-Drift bestimmt. Eine
Stérung in diesem Profil breitet sich parallel zu der Driftgeschwindigkeit aus. Zu
der Hydrodynamik besteht in der Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt ein Analogon.
Wenn parallele, laminar stromende Schichten einen Geschwindigkeitsgradienten,
wie in Abbildung 7 angedeutet, aufweisen, kann eine kleine Stérung in diesem
System den Ubergang zur Turbulenz bewirken.

Viele Untersuchungen (ber die Stabilitdt von Elektronenstrahlen, die in elektri-
schen und magnetischen Feldern driften, wurden von R. C. Davidson et al. [21]
bis [30] verdffentlicht. Eine gangige Modellannahme sind abschnittsweise kon-
stante Profile flir die Elektronendichte nq. Die Verallgemeinerung auf beliebige
Funktionen ng.(x) wird in dieser Arbeit vorgenommen.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Diokotroninstabilitat in der B,,,-Diode und
ihre Auswirkung auf die Elektronendichte und den lonenstrom. Ein theoretisches
Modell zur Beschreibung der physikalischen Abldufe in der Diode wahrend eines
Pulses stammt von M. P. Desjarlais [31], [32]. Nachdem ein Spannungspuls auf
die Diode gegeben wurde, bildet sich an der Kathode, besonders an der Katho-




denspitze und an einer vorher speziell préparierten Anodenflédche ein Plasma aus.
Von dem Kathodenplasma werden Elektronen und von dem Anodenplasma lonen
emittiert. Die Elektronen werden von dem angelegten Magnetfeld B,,, gehindert,
die Anode direkt zu erreichen, sie kbnnen sich nur parallel zu den Magnetfeldli-
nien frei bewegen und sind senkrecht zu den Magnetfeldlinien auf die Lamorro-
tation beschrankt (Abbildung 8). Die lonen werden wegen ihrer gréBeren Masse
nur wenig von dem Magnetfeld abgelenkt. Innerhalb der Elektronenschicht bildet
sich eine virtuelle Kathode aus. Die virtuelle Kathode ist definiert als die Fldche,

auf der das Potential ¢ = 0 und das elektrische Feld £ = 0 verschwinden. Die ef-
fektive Beschleunigungsstrecke flir die lonen liegt zwischen der Anode und der
virtuellen Kathode. Auf Grund der héheren Beweglichkeit der Elektronen bildet
sich diese Elektronenschicht aus, noch bevor die ersten lonen den Spalt (iber-
quert haben.

Nun ist dieses eben beschriebene Bild nicht statisch. Zum einen sind weder das
Anoden- noch das Kathodenplasma fest, vielmehr kénnen sich beide in den Spalt
bewegen. Die Diffusion des Anodenplasmas in den Spalt durch das Magnetfeid
wurde in [54] untersucht. Andererseits kénnen die Elektronen auf Grund von In-
stabilitdten die magnetische Isolierung Gberwinden und in den Spalt diffundieren,
ohne daB die virtuelle Kathode dadurch verschoben wird.
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Abbildung 8. Die Elektronen in der Computersimulation: Der Teilchenplot der
Elektronen stammt aus einer Simulation mit dem stationdren BFC-
PIC-Code. Die Elektronen bilden eine Schicht, die sich mit der

E x B/B*-Driftgeschwindigkeit bewegt und die durch das Fluidmodell
beschrieben werden kann. Der eingezeichnete Pfeil zeigt in Richtung
des angelegten Magnetfeldes. Die Magnetfeldlinien sind an den
Teilchen noch erkennbar.

Die Computersimulation der B,,,-Diode mit dem stationdren BFCPIC-Code sagt
einen zu niedrigen Wert flir den lonenstrom voraus. Der experimentell gemessene
lonenstrom [6] betragt mehr als das zwanzigfache des Vakuum-Child-Langmuir-
Wertes [16], [60], vorhergesagt wird jedoch nur der etwa doppelte Wert. Eine Er-
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kldrung dafiir liegt in der Diokotroninstabilitat begriindet, die den stationdren Zu-
stand instabil sein |aBt und das Einstellen einer anderen Elektronenverteilung
bewirkt. Die Stromstarke der lonen wird nur von der Raumladung begrenzt und
ist abhéngig von der Elektronenladung in der Diode und dem effektiven Spaltab-
stand.

Die Diffusion der Elektronen (ber die magnetische Isolierung hinweg in den Dio-
denspalt auf Grund der Diokotroninstabilitat wird im Abschnitt 1.2 untersucht. Die
Theorie des deterministischen Chaos [119] und [100] liefert Anhaltspunkte auf ein
stochastisches Verhalten der Elektronen. Zuvor fiilhren wir die Gleichungen ein,
aus denen das analytische Modell gebildet wird und erldutern die Vorgehenswei-
se des analytischen Modells. Danach fuhren wir einige Parameterstudien durch,
um mit den Eigenschaften und Dispersionsparametern der Diokotroninstabilitat
vertraut zu werden. Auch 14Bt sich eine vereinfachte Version des analytischen
Modells angeben, flir das Literaturwerte und exakt angebbare analytische Lésun-
gen existieren. Im Abschnitt 1.2 verbinden wir die analytische Theorie mit der
numerischen Simulation um den EinfluB der Diokotroninstabilitdt auf die Elektro-
nenverteilung und den lonenstrom zu untersuchen.

1.0.1 Die Gleichungen und deren Notation

Den Berechnungen liegt das MKSA-MaBsystem zugrunde. Allerdings ist es
zweckmaBig, die numerischen Berechnungen mit reinen Zahlen durchzufihren.
Aus diesem Grunde werden alle physikalischen GréBen als Vielfaches einer Ska-
lierungsgréBe notiert. Alle Skalierungsfaktoren lassen sich aus drei Eingabepara-
metern bestimmen: der angelegten Spannung ¢4, der Lichtgeschwindigkeit ¢ und
einer dem System angepaBten typischen Frequenz ws. Auch physikalische Kon-
stanten, wie zum Beispiel die Elektronen- und lonenmasse i, = m,c?/e ¢, und
pi = m;c?le ¢, lassen sich dimensionslos als Verhaltnis der Ruheenergie zur
elektrischen potentiellen Energie angeben. Im Anhang A1 sind die Skalierungen
zusammengestellt und eine Liste der Werte angegeben.

1.0.1.1 Die Maxwellgleichungen

In unserer dimensionsiosen Notation kdnnen wir die Maxwellgleichungen flr die
elektromagnetischen Felder auf die folgende Weise aufschreiben:
divE = n, — n,, divB =0,

(1-1a bis d)

—_—

rotE = — 9,8, rotB = 0,E +J .

Der Stromdichtevektorf wird aus den Fluidgeschwindigkeiten und den Teilchen-
dichten gebildet:

j = v;n—van,. (1-2)

—_

Die Kontinuitatsgleichung ofnj—n,)+Vj =0 (1-3)
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ist in den Maxwellgleichungen enthalten und braucht nicht explizit bericksichtigt
zu werden, man kann aber auch die Kontinuitdtsgleichung fir nur eine Teilchen- .
sorte getrennt formulieren.

1.0.1.2 Die Fluidgleichung

[

dp
dt

angewandt auf eine FlUssigkeit ist die Fluidgleichung. Im folgenden wollen wir die
Herleitung der kalten Fluidgleichung kurz zusammenfassen und den Geltungsbe-
reich der kalten Fluidgleichung begrinden. Der Zustand eines Systems mit N
Teilchen 4Bt sich als Punkt in dem 6N-dimensionalen Phasenraum darstellen. Die
Menge der Bewegungsgleichungen dieser Teilchen definieren dann eine Trajek-
torie in diesem Vielteilchenphasenraum. Praktisch ist es aber nicht mdglich 6N
(N ~ 10" — 10%) gekoppelte Differentialgleichungen zu l6sen. Stattdessen geht
man _zu dem Einteilchenphasenraum Uber und betrachtet eine Dichtefunktion
f(x, p, f) auf dem Einteilchenphasenraum der Koordinaten und der Impulse einer
Teilchenart. Elektronen und lonen sind durch jeweils eine Dichtefunktion repra-
sentiert, genaugenommen miissen wir f mit dem Index e (Elektronen) oder i (lo-
nen) versehen. Formal erhidlt man die Dichtefunktion indem man Uber 6(N — 1)
Phasenraumkoordinaten von N — 1 Teilchen der gleichen Sorte mittelt [116].

Die Newtonsche Bewegungsgleichung = F (1-4)

Die Impulse ﬁ und die Geschwindigkeiten v kann man gemaB den Vorschriften der
nichtrelativistischen Mechanik (lonen) oder der relativistischen Mechanik (Elek-
tronen) ineinander umrechnen:

pi=1v und Po=1g Ve Ve (1-5a,b)

Der relativistische Faktor der Elektronen ist vy, = S — . (1-6)
1-ve

Die Boltzmanngleichung —dqt— fx,p,t) = St(f) (1-7)

bestimmt nun die zeitliche Entwicklung des Systems. Die totale Zeitableitung ist
durch

d dx = dp = 2 —o )
o = A+ S Ve + — Vo = 4+ (V) + (FV3) (1-8)
gegeben. Die Kraft I? ist elektromagnetischen Ursprungs und durch die Lorentz-
kraft

—_

Fos(f +7 xB) (1-9)

bestimmt, ¢ ist das Vorzeichen der Ladung. Der Term St(f) auf der rechten Seite
der Gleichung (1-7) wird_ StoBfunktion genannt und beschreibt die Anderung der
Verteilungsfunktion f(x, p, ) durch St6Be. Flr geladene Teilchen sind die StoBe
durch Coulombstreuung gegeben. Die vielen CoulombstéBe, die ein Teilchen un-
ter einem kleinen Streuwinkel erfdhrt, sind durch eine gemittelte elektromagneti-
sche Kraft beschreibbar und somit in der Lorentzkraft berlcksichtigt. Nur die
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StoéBe mit groBem Ablenkwinkel sind als individuelle ZweierstéBe nicht durch die
gemittelte Kraft beschreibbar. Allerdings sind diese St6Be sehr selten® , so daf3
sie vernachldssigt werden kénnen, St(f) = 0.

Die stoBfreie Boltzmanngleichung fur ein Plasma wird Viasovgleichung genannt.
Die Viasovgleichung ist die Bewegungsgleichung flr die Phasenraumdichte
f(x, v, 1) eines Plasmas. Die Ladungs- und Stromdichten sind durch die Integrale

n(x,t) = If(?,ﬁ, Hdp und  n(x,Hv(x,f) = jf(?,ﬁ, f)v d°p (1-10)

bestimmt und zusammen mit den Maxweligleichungen (1.1) entsteht ein ge-
schlossenes, nichtlineares Gleichungssystem.

Aquivalent zur Vlasovgleichung selbst ist die unendliche Folge der Momente der
Vlasovgleichung, die wir erhalten, wenn wir die Integraloperatoren

0 _ f p, M= j(/‘d3p, M) = Jv,.vjd"p, (1-11)

auf die Vlasovgleichung anwenden. Das nullte Moment M© ergibt die Kontinui-
tatsgleichung, das erste Moment M Jiefert die Impulserhaltung und beinhaltet
auch Terme, die einen Druckgradienten VP mit

P(x, 1) oc I(V—E(Z 0)*f(x,p, 1) d°p (1-12)

beschreiben. Das zweite Moment M® der Vlasovgleichung ergibt die Energieer-
haltungsgleichung, die auch Warmeleitungseffekte beinhaltet.

Wenn nun aber die Verteilung in den Geschwindigkeiten sehr scharf ist,
fx,v, ) = no(x, ) 3(v — vp(x, 1)) (1-13)
kann man Uber die Impulse integrieren und aus dem ersten Moment der Viasov-

gleichung erhalt man dle kalte Flundgle|chung, in der die Gradienten der Partial-

dricke der Teilchen, VP und —VP identisch verschwinden. Die Gleichung
(1-13) beschreibt eine Situation in der die Teilchengeschwindigkeiten allein durch

die E x §-Drift bestimmt werden. Im weiteren verwenden wir das kalte Fluidmo-
dell zur Beschreibung der Elektronen und der lonen.

3 Bei einer Dichte von n=10"%/cm® ist der mittlere Abstand der Teilchen F =1 um und
die mittlere Coulombenergie pro Teilchen betragt Ec.u = 1,44 meV. Das ist gering ge-
genuber der kinetischen Energie Ex, ~ 1 MeV der Teilchen. Aus der Rutherfordschen
Streuformel fur Coulombstreuung [98] kann man die Abschétzung

1 ECou: -
tan \9/2 Ekin

fur den StoBparameter b ableiten. Fir eine Streuung um den Streuwinkel 3 = 90° ist
bx~10-%r. DaB sich zwei Teilchen um das 10-%fache ihres mittleren Abstandes anna-
hern, ist extrem unwahrscheinlich und deshalb kann man in sehr guter Ndherung die
StéBe vernachléssigen.
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Flr Elektronen verwenden wir die relativistische Version der Fluidgleichung

—_ - — . 1 —_ N —
8 (ve) + (%V) (rve) = = (E + Ve x B), (1-14)
e
fur lonen genligt die nichtrelativistische Variante
ov; + (V,-V) A (E +V; x E). (1-15)
Hi

1.0.1.3 Die Energieerhaltung

Flr Elektronen besagt der relativistische Energieerhaltungssatz:

¢ = By —1). (1-16)

Die lonenenergie ist nichtrelativistisch:

1-¢ = 2L (1-17)

Die Gleichung (1-17) gilt fir lonen, die von der Anode (¢ = 1) mit der Geschwin-
digkeit v, = 0 emittiert werden, wahrend die Elektronen in der Gleichung (1-16)
von der Kathode (¢ = 0) ohne kinetische Energie freigesetzt werden.

1.0.1.4 Typische Frequenzen fiir Elektronen

Die Plasmafrequenz w, und die Zyklotronfrequenz w,

n B
cof) "L und w, = = 0z (1-18a,b)
He ¥ He ¥
bestimmen die Zeitskala der Elektronen. Das Verhéaltnis der Quadrate dieser bei-
den Frequenzen bezeichnen wir als Dichteparameter q:

@ .
w

5.

(230 18]

1.0.2 Das analytische Modell

Die Stabilitdtsanalyse erfolgt in zwei Etappen und ist den Arbeiten Davidsons
[21], [125] nachempfunden. Die Anwendung auf die B,,,~-Diode und das Gyrotron
(Kapitel 3) ist neu. Zuerst werden die Profile eines stationdren Zustandes be-
stimmt und im darauffolgenden zweiten Schritt wird die Stabilitat dieses Zustan-
des untersucht. Die Basis flir das analytische Modell bilden die Maxwell- und die
Fluidgleichungen. Das System dieser Gleichungen ist in sich nicht vollstandig
geschlossen, es bendtigt extern vorgegebene Werte, etwa die Elektronendichte.
Die Elektronen werden von der Kathode emittiert und bewegen sich gemaB der
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Lorentzgleichung (1-9). Der v x B Term flihrt zu einer Zyklotronrotation der Elek-
tronen, nach einigen Periodendauern jedoch haben sich die individuellen Oszil-
lationen herausgemittelt und die Elektronen bilden vor der Kathode eine laminare
Schicht [102], die mit dem Fluidmodell beschrieben werden kann. Diese Elektro-
nenschicht ist in Abbildung 8 erkennbar.

Die formale Definition fir den stationdren Zustand ist d; = 0. Nachdem ein Einga-
beprofil wie die Elektronendichte n,. oder der Dichteparameter g festgelegt wurde,
kénnen die stationdren Profile bestimmt werden. Danach werden kleine Stérungen
auf die stationaren Felder addiert und in linearer Ndherung die zeitliche Entwick-
lung studiert. Das elektrische Feld besitzt folgende Zerlegung

E(xyt) = Egx) + OE(x,y, 1) = Ey(x) + 255 (x) e/ =0 (1-20)

)’

die wir auch fiir das magnetische Feld B(xyt) das Geschwindigkeitsfeld der
Elektronen v(x,y,t) und die Teilchendichte der Elektronen n(x,y,f) ansetzen. In der
linearisierten Theorie kénnen wir das Summationszeichen X weglassen, da wir
jederzeit eine lineare Superposition bilden kénnen. Die Ableitungen nach t und
nach y kénnen wir gleich durch — iw und ik, ersetzen,

OPE(X, v, ) = —iw OE (x, v, 1), 8,3n(x, v, ) = ik, n(x,y,1), (1-21)

so daB nur gewdhnliche, lineare Differentialgleichungen bezlglich der Koordinate
X ubrlgblelben Die mdglichen Wellenzahlen k, sind durch die Geometrie festge-
legt. Die ey Richtung in der kartesischen Geometrie eines Plattenkondensators
entspricht der azimutalen Richtung der Zylindergeometrie der rotationssymmetri-
schen Diode. Das analytische Modell basiert auf einer kartesischen Geometrie,
die Verwendung von kartesischen Koordinaten anstatt Zylinderkoordinaten in der
Diode ist zuldssig, denn die physikalischen Abldufe in der Diode geschehen weit
entfernt von der Achse und deshalb sind Terme ~ 1/r, die typischerweise in Zy-
linderkoordinaten auftreten, von geringer Bedeutung.

Wir betrachten Wellen, die in azimutaler Richtung umlaufen. Bei einem festen
Radius R bzw. bei einer Periodenlange L in dem kartesischen System ist die
kleinste Wellenzahl k, = 1/R = 2n/L, wenn wir den Umfang mit der Periodenlange
identifizieren. Die Wellenzahlen k, sind dann ganzzahlige Vielfache dieser klein-
sten Wellenzahl, k,=nk,. Die Kathodenspitze der B,,-Diode liegt bei
R =80 mm. flur jede Wellenzahl k, erscheint die Frequenz w als zu bestimmender
Eigenwert der Differentialgleichungen. Eine Instabilitit liegt dann vor, wenn die
komplexe Frequenz w einen positiven Imaginérteil besitzt. Wie wir sehen werden,
gibt es Intervalle auf der k,-Achse, flr die die Dispersionsrelation zu einer Insta-
bilitdat gehort.

Fiur die nachfolgenden Anwendungen werden die notwendigen Eingabeparameter
aus der stationdren Simulation enthommen oder flir Parameterstudien vorgege-
ben. Die Parameterstudien dienen der Vorbereitung auf die komplexe Situation in
der B,,-Diode in Kapitel 1.2 und der Verifikation der programmierten Glei-
chungsléser (Kapitel 1.1). Wenn eine Instabilitdt vorhanden ist, dann bedeutet
dies, daB der vorliegende stationdre Zustand in einen anderen Zustand Uberge-
hen wird. Wie die Instabilitdt auf den instabilen Zustand einwirkt und ihn veran-
dert werden wir im Abschnitt 1.1.1 diskutieren und im Kapitel 1.2 auf die
B.p-Diode anwenden.
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1.0.2.1 Geometrie des analyischen Modells

I?etrachten wir einen Plattenkondensator in kﬁrtesischer Geometrie, der in
e,~Richtung unendlich weit ausgedehnt ist und in e,-Richtung sich nach der Lange
L periodisch wiederholt. Das angelegte Magnetfeld B,,, zeigt genau wie das von

den bewegten Elektronen selbsterzeugte Magnetfeld in é,-Richtung, B, = By, é..
Hier ist die z-Achse definiert als die Richtung des angelegten Magnetfeldes (siehe

Abblldung 8) Das stationdre elektrische Feld Eo besitzt nur eine Komponente in

ex Richtung, Eo = E, 6,. Die Elektronen bilden eine Schicht und diese driftet in
ey thhtung mit der Driftgeschwindigkeit vo,,. Der stationdre Zustand sei symme-
trisch in ey und in &, Richtung, so daB d, =0 und 0, = 0 gesetzt werden kénnen.

’

/| /.|
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Abbildung 9. Die Geometrie im Plattenkondensatormodell: Die Anode befindet
sich bei x=0, die Kathode bei x=g. Eine driftende Elektronen-
schicht sei zwischen x = b und x = d lokalisiert.

Die Geometrieskizze in der Abbildung 9 ist eine vereinfachte Darstellung der
Diode aus der Abbildung 3. Die Elektronen in dieser Schicht stammen gréBten-
teils von der Kathodenspitze, wahrend die Kathode in der Abbildung 9 der Folie
entspricht, die den Beschleunigungsspalt von dem gasgefullten Driftraum ab-
grenzt. Somit sind die Elektronen dieser Schicht nicht direkt, etwa durch raumla-
dungsbegrenzte Emission, mit der Kathode verbunden. Zu Beginn des Pulses
bildet sich die Elektronenschicht schon heraus, bevor die ersten lonen in dem
Spalt vorhanden sind. Die lonentransitzeit betrdgt etwa ein bis zwei Nanosekun-
den, dagegen sind die Eiektronen viel beweglicher. Die Zeitskala der Elektronen
liegt im Bereich von Picosekunden.
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1.1 Analytische Untersuchung und Parameterstudien

In der Literatur findet man zahlreiche Arbeiten tGber die Stabilitdt magnetisierter
Elektronenschichten in Plattenkondensatoren. Friihe Ansédtze sind quasistatische

Néaherungen, d. h. 6E = —V d¢ oder vollelektromagnetische Beschreibungen
der Felder mit einem abschnittsweise konstantem Eingabeprofil fir die Elektro-
nendichte oder den Dichteparameter q(x) [21]. Im Unterschied zu diesen voran-
gegangenen Arbeiten werden hier beliebig geformte Profile flr die Elektronen-
dichte zugelassen. Dies erlaubt, die Instabilitaten in Abhangigkeit von der Form
der Eingabeprofile und nicht nur von einem Mittelwert zu studieren.

1.1.0.1 Stationarer Zustand

Bevor wir die Stabilitdtsanalyse durchfiihren kénnen, miissen wir den stationaren
Zustand festlegen. Auf Grund der in der gewahlten Geometrie und der Ausrich-
tung der elektrischen und magnetischen Feldvektoren vorhandenen Symmetrie

verschwindet der Term der konvektiven Ableitung (\70‘7), der auf der linken Seite
der Fluidgleichung (1-14) erscheint, identisch, denn die einzige Ableitung, die
nicht verschwindet ist d, und die einzige Geschwindigkeitskomponente, die auf-

tritt, ist v,,. Die Elektronengeschwindigkeit v,, ist durch die stationare
E x B-Driftbedingung

on + Voey BOZ = 0 (11'1)
festgelegt. Die Energieerhaltung flr die Elektronen wird in diesem Fall nicht be-
ricksichtigt. Dies ist sinnvoll, wenn die Driftgeschwindigkeit kleiner als die Licht-

geschwindigkeit ist und die kinetische Energie der Elektronen die potentielle
Energie nicht Ubersteigt. '

1.1.0.1.1 Die stationdren Felder bei Vorgabe der Elektronendichte ny(x)

Betrachten wir einfach eine Teilchendichte no(x) als vorgegeben, so kénnen wir
das elektrische Feld E,,(x) und das elektrische Potential ¢o(x) direkt integrieren,

Eold) = Enxo) — | axmx),  do0) = dolg) = | aXE(x). (11-220)

Die Konstanten Eq(xo) und ¢o(x,) folgen aus den Randbedingungen an das Poten-
tial, ¢o(0) = 1 und ¢o(g) = 0.

Aus der éy-Komponente des Ampereschen Gesetzes (1-1d) und der Elektronen-
driftbedingung (1.1-1) erhalten wir fur das Magnetfeld By(x) nach einer kleinen
Umformung

s

Bu) = | 8Er0) = 2 | axmx () (1.1-32)

oder auch
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Bo,(x) = [BA00) + (EA() — EA0w)] - (1.1-3b)

Zusétzlich missen wir hier noch die Konstante B,(x,) angeben. Die Elektronen-
driftgeschwindigkeit vq,(x) folgt dann aus der Gleichung (1.1-1), der relativistische
Faktor yo(x) und die Frequenzen w,(x) und w. lassen sich aus den Gleichungen
(1.6) und (1.8) bestimmen.

1.1.0.1.2 Andere Formulierung, Vorgabe von w3(x)

Es gibt noch eine alternative Mdéglichkeit, die Eingabeprofile anzugeben [21],
[22]. Mit Hilfe der Maxwellgleichungen (1-1), den Gleichungen (1-6) und (1.1-1)
kann man leicht erkennen, daB die relativistische Zyklotronfrequenz w,(x) aus der
Gleichung (1-18b) konstant ist,

Oy w(x) = 0. (1.1-4)

Wir nehmen uns die Freiheit, die Skalierung so zu wéahlen, daB3 w. = 1 ist. Der
Dichteparameter q ist dann gleich dem Quadrat der Plasmafrequenz, g = w3. Aus

den oben genannten Gleichungen folgt auch

ax VOey(X)
———— = q). (1.1-5)
T - VOey(X)

Man kann jetzt auch anstelle der Teilchendichte ne.(x) den Dichteparameter g(x)
vorgeben. In den folgenden Funktionen erscheint immer das gleiche Argument

arg(x) = uy + dex’ qg(x’). (1.1-6a)

Xo

Daraus erhalten wir die nachfolgenden stationaren Profile

Voey(x) = tanh[ arg(x)], (1.1-6b)
vo(X) = L = cosh[ arg(x)], (1.1-6¢)
0 AY, 1- Vgey(x)

Bo,(X) = He vo(%) (1.1-6d)
Eox(X) = — #e sinh[ arg(x)], (1.1-6e)
no(X) = He G(x) yo(x) , (1.1-6f)
d(x) =1 — Jx dx’' Eg(x') = 1 + U, dex’ sinh[ arg(x’)] . (1.1-69)

0 0

Die Konstante u, = arg(x,) ist implizit durch die Randwerte des Potentials
¢10) = 1 und ¢(g) = 0 festgelegt,

g
0=1+ ﬁej dx sinh[ arg(x)] . (1.1-7)
0
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Der numerische Wert fir u, kann aus der Gleichung (1.1-7) mit dem Newton-Ver-
fahren gefunden werden.

1.1.0.2 Stabilitatsuntersuchung in dem Driftzustand

Die Stabilitat des stationdren Zustandes wird untersucht, indem kleine Stérungen

der Form 5E(x)- exp[i(k,y — wt)] (Gleichung 1.10) Uiberlagert werden und nur li-
neare Terme dieser kleinen GroBen berlicksichtigt werden. Dieser Ansatz, der

nicht nur fir das elektrische Feld 55, sgndern auch flr das magnetische Feld 55,
das Elektronengeschwindigkeitsfeld v und die Teilchendichte én notiert wird,
beschreibt in &,-Richtung umlaufende Wellen. Von den vektoriellen GréBen brau-
chen wir nicht alle Komponenten, sondern nur:
SE(X) = OE(X)8, + OE,(x)8,, SB(X) = 6B,(x)6,,
. (1.1-8)
SV (X) = v ()8, + dv,(x)é, .

Fur die sechs Terme 0E,, 0E,, §B,, év,, ov, und dn erhalten wir aus der Fluid-Glei-
chung und den Maxwellgleichungen ein nichtlineares Differentialgleichungssy-
stem mit sechs Gleichungen. Wir linearisieren alle Terme, die 6-GréBen enthalten
und erhalten die folgenden sechs linearen Differentialgleichungen flir sechs un-

bekannte Funktionen,

y B Yo
i (@ — KVoey) 0 0¥y — —Z dv, = —— 5E, + — 8B,
He He He
T , 3 BOz 1
1 i(w — K Voey) Vo OVy + | =— — voq |0V, = —— 6E,,
He He
7] 0y OE, + ik, 0E, = — én,
(1.1-9)
v 0, 0E, — ik, SE, = iw3B,,
v ik, 0B, = —iw 0E, — q Yol OVy,
v 0,0B, = iw OE, + q vt 0V, + Voe, 0N .

Die Gleichungen [ und Il sind die é, und die é,-Komponenten der Fluidgleichung
(1-14). Die restlichen vier Gleichungen sind Komponenten der Maxwellgleichun-

gen (1.1).

Nach einigen algebraischen Umformungen, die im Anhang D3 durchgefiihrt wer-
den, erhalten wir folgendes Differentialgleichungssystem fliir zwei komplexe
Funktionen £(x) = voey(X)0E(X) + 0B.(x) und {(x) = idE,(x).
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—-q (ky - VOeyw) 4

= 2 2
(0 — kyVOey) [1 — (0 — kyVOey) Y0
(1.1-10)
2 2 2 2 2 2
N [1 —(w — kyv09y) yo] (k, — @) — v5 q (k, — Voey @)
2.2
(0 — kyVoey) [1 — (@ — KyVoey)” %0
und
2 2
% q [ky(w - kyVOey) - VOey] £+ (CO - kyVOey)[q +1- (w - kyVOBy) '}’0] 4 (1.1 11)
— \ P Bl

2 2
1T - (w_kyVOey) Yo

Fiir diese beiden Gleichungen haben wir Randbedingungen an {(x) zu stellen,
wobei £(x) hier nur die Rolle einer Hilfsvariabeln spielt. Physikalisch sinnvolle
Randbedingungen sind {(0) = 0 und {(g) = 0. Diese Forderung bedeutet, daB das
tangentiale elektrische Feid an den Elektroden verschwindet. Flir die numerische
Integration des Gleichungssystems missen wir aber zwei Anfangsbedingungen
vorgeben. Um die triviale Losung auszuschlieBen, muB {’(0) # 0 sein. Ohne Be-
schrénkung der Allgemeinheit setzen wir {’(0) = 1, da wir das homogene Glei-
chungssystem mit jeder beliebigen Konstanten multiplizieren kénnen. Werte fur
die Parameter w und k, miissen wir auch noch vorgeben. Die Wellenzahl! k, = n-k,
mit ko = R~ ist durch die Geometrie bestimmt, die Frequenz w ist zunachst véllig
frei. Zur numerischen Integration verwenden wir das Runge-Kutta-Verfahren 4.
Ordnung mit Schrittweitensteuerung [120]. Nach der Integration ist im aligemei-
nen die Randbedingung {(g) = 0 nicht erflllt. Der Wert von {(g) ist eine Funktion
der Parameter k, und . Wir definieren eine komplexwertige Funktion D(w, k,) wie
folgt:

D(w.k) = ). (1.1-12)
Die Aufgabe besteht nun darin, die Nullstellen der Funktion D(w, k,) = 0 zu finden,
D(w,k) = 0 - ow=wk), (1.1-13)

um nach den Zweigen w(k,) aufzuldsen. Dazu suchen wir einen geeigneten An-
fangswert w, bei einem festem Wert flir kK, mit dem Nyquist-Verfahren [127]. Dann
verfeinern wir den Schatzwert w, mit dem Newtonverfahren. Geeignet ist ein An-
fangswert w,, wenn er so nahe an dem exakten Wert w liegt, daB das Newtonver-
fahren konvergiert. Dies 148t sich mit dem Nyquistverfahren immer erreichen,
(siehe Anhang A.3). Um die Ableitung d,D(w, k,) zu berechnen, erweitern wir das
Differentialgleichungssystem (1.1-10,11) um die partiellen Ableitungen nach w:
d.¢ und 0,¢. Die Differentialgleichungen fur 0,{(x) und 9,¢(x) erhalten wir, indem
wir das gesamte Gleichungssystem (1.1-10,11) nach w ableiten. Mit einem Aufruf
des Differentialgleichungslésers werden D(w) und D’(w) berechnet.

In den Bereichen, in denen keine Elektronen sind (g = 0), kann man das Glei-
chungssystem (1.1-10 und 11) analytisch 16sen; die entsprechende Formel steht im
Anhang D3.1.
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1.1.0.2.1 Symmetriebetrachtungen

Das Gleichungssystem (1.1-10,11) weist einige Symmetrleelgenschaften auf. Bei

der Transformation: k, ~—>k =—K, 0> 0O=—0, C—»C { und é—»é——é bleibt
das Glelchungssystem ungeandert Das bedeutet fliir eine gefundene Disper-
sionsrelation w(ky) ist auch — w( — k) ein D|sperS|onszwe|g Eine zweite Trans-

formation: k, — k =Ky, 0 > @ = 0¥, {->C {* und €—+£ &* wobei der Stern *
komplexe Konjugatlon bedeutet, IaBt das Gleichungssystem ebenfalls invariant.
Mit w(k,) ist dann auch w*(k,) eine Lésung der Dispersionsrelation. Dies wird auch
auf den ersten Blick deutlich, weil die imaginadre Einheit i nicht explizit in den
Gleichungen auftaucht.

Diese beiden Symmetrien kann man zu der Relation w(k,) = — o*( —k,) ver-
knupfen. Wenn der Imaginarteil von w positiv ist, dann ist auch der Imaginéarteil
von — w* positiv. Zu einem instabilen Zweig mit positiven Wellenzahlen gibt es
auch einen instabilen Zweig mit negativen Wellenzahlen, dessen Realteil dann ein
anderes Vorzeichen besitzt. In der Abbildung 82 auf Seite 111 sind diese Sym-
metrien graphisch dargestelit.

1.1.1 Parameterstudien

Um uns mit der Diokotroninstabilitat und ihren Eigenschaften vertraut zu machen,
kénnen wir das oben besprochene Modell Parameterstudien unterziehen. Als
Eingabe geben wir einen Dichteparameter g(x) vor. Wir berechnen den stationa-
ren Zustand (Gleichungen1.1-6), integrieren das Gleichungssystem (1.1-10,11) und
I6sen die Dispersionsrelation (Gleichung 1.1-13) auf.

1.1.1.1 Der stationare Zustand

Um den stationdren Zustand festlegen zu kénnen, benétigen wir nur den Dichte-
parameter g(x) und einen Wert fir das angelegte Magnetfeld B,,,. Jedem Einga-
beprofil g(x) entspricht eine Dispersionskurve w(k,), mathematisch betrachtet ist
diese Zuordnung eine Transformation g(x) — w(k,). Fir Parameterstudien kann
eine beliebige Funktion g(x) folgendermaBen angegeben werden,

g(x) = qo(x) 8(x — b) 6(d — X) . | (1.1.1-1)

Die Verteilung g(x) ist bei x =b und x = d abgeschnitten (siehe Abbildung 9),
aber b - 0 und d — g kdnnen auch vorkommen. Einer vorgegebenen Parameter-
funktion go(x) kénnen wir einen mittleren Wert g zuordnen,

d
_ 1 )
9= 45-% fb dx go(X) . (1.1.1-2)

Ein Vergleich verschiedener Eingabeprofile g(x) Gber den Mittelwert g ist nur
aussagekréftig, wenn die Eingabeprofile zueinander proportional sind und sich
nur durch die Normierung g unterscheiden. Eine mégliche Parametrisierung far
go(x) ist beispielsweise
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%0) = § —=— (x—bf (x— )’ (1.1.1-9)
(d—b)

Die aus diesem Eingabeprofil bestimmten stationdren Profile (Gleichung 1.1-6)

sind in der Abbildung 10 aufgezeichnet. Die Elektronengeschwindigkeit voe,(x) ist

allein aus der £ x B-Drift bestimmt. AuBerhalb der Teilchenverteilung ist mit der
Angabe einer Fluidgeschwindigkeit keine Stromdichte verknulpft.

1.00—\\\
~
0,80 >~

~
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lose Einheiten

0.00

imensians

-0.20-

d

.

=0, 40 e
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Abbildung 10. Stationdre Profile in der ebenen Geometrie: Die eingegebenen
Parameter sind b = 3,0 mm, d = 5,0 mm, g = 8,0 mm. Das angelegte
Magnetfeld betragt B.,,=2,0T und der mittlere g-Parameter ist
g =0,1. Der Dichteparameter g(x) (durchgezogene Linie) wurde
vorgegeben, die Teilchendichte m.(x) (gepunktete Linie), die Drift-
geschwindigkeit vy (x) (kurz gestrichelte Linie), die elektrische
Feldstdrke Ey(x) (strichgepunktete Linie), die magnetische Feld-
starke By.(x) (doppelt gepunktete Linie) und das elektrische Poten-
tial ¢(x) (lang gestrichelte Linie) wurden berechnet.

1.1.1.2 Stabilitdt des stationaren Zustandes

Als Ergebnis der Analysis erhalten wir nach der Integration der Gleichungen
(1.1-10, 11) die Dispersionsrelation w(k,), siehe Abbildung 11. Durch die Wahi des
Koordinatensystems erhalten wir flir positive Wellenzahlen k, negative Werte flr
die Frequenz Re w. Um positive Frequenzen Re w zu erhalten, missen wir dann
einfach negative Wellenzahlen k, vorgeben, dies folgt aus den zuvor diskutierten
Symmetrieeigenschaften. Die Dispersionsrelation w(k,) der Diokotroninstabilitat
hat allgemein die in der Abbildung 11 oder in der Abbildung 17 gezeigte Form.
Die Funktion Re w(k,) ist eine einigermaBen gerade Linie, die durch den Ursprung
k, = 0 ginge, wenn die Dispersionsrelation nicht bei |k,| = k, beginnen wirde. Die
Anwachsrate Im w(k,) ist eine gekriimmte Kurve, die innerhalb eines k,-Intervalls
0 < |k,| < ki positive Werte annimmt und auBerhalb dieses Intervalls ver-
schwindet. An der Stelle, an der das Inkrement verschwindet, zeigt die Disper-
sionskurve einen Knick im Realteil. Dieser Knick (Abbildung 17) ist Teil einer Bi-
furkation, die in Anhang A3 kurz diskutiert wird.
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Abbildung 11. Dispersionskurve w(k,): Es wurde der in der Abbildung 10 ge-
zeigte stationdre Zustand verwendet. Bei k,=—75%k ist
w = (100 + 10-/)/ns die instabilste Mode mit der gréB8ten Anwachs-
rate. Die Frequenz Re w wurde im MaBstab 1/ns und die Anwachs-
rate Im w wurde im MaBstab 1/10 ns eingezeichnet.
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Abbildung 12. Die Abhdngigkeit der Dispersionsrelation von dem Dichteparame-
ter q: Der Parameter g variiert in diesen Kurven von § = 0,1 bis
g =0,5. Die Dispersionskurve fiir g =0,1 (durchgezogene Linien)
entspricht der Dispersionsrelation der Abbildung 11.

In der Abbildung 12 ist die Dispersionsrelation w(k,) fir 5 Eingabeprofile g(x) mit
verschiedenem mittlerem Wert g libereinander gezeichnet. Wahrend sich die Re-
alteile der Dispersionsrelation kaum unterscheiden, sind die Imaginéarteile deut-
lich verschieden. Aber nicht nur der Mittelwert, sondern auch die funktionale
Form von q(x) beeinflussen die Dispersionsfunktion der Instabilitat. Aus Untersu-
chungen mit konstantem Profil g ist schon lange bekannt, [11], daB Zustdnde mit
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g = 1 sehr instabil sind, diese Instabilitdt nutzt man in einem Magnetron zur Er-
zeugung von Millimeterwellen aus [102]. Ein anderer Parameter, der EinfluB auf
die Diokotroninstabilitat hat, ist der Abstand der Elektronenschicht zur Wand. In
der Abbildung 13 wurden 5 Eingabeprofile g(x) mit gleichem Mittelwert § und
rechtem Wandabstand d aber unterschiediichem linken Wandabstand b vorgege-
ben und die dazugehérenden Dispersionskurven w(k,) aufgezeichnet. Je dichter
sich die Verteilung der Wand nahert, desto geringer wird die Anwachsrate der
Instabilitat.

omege ¢ 1 ns

-30 ~-25 =20 -15 -10 -5
Wellenzahl k/kO

Abbildung 13. Die Abhéngigkeit der Dispersionsrelation vom Wandabstand: Es
wurden funf verschiedene stationdre Zustdnde mit unterschiedli-
chen Eingabeprofilen g(x) mit gleichem Mittelwert g und rechtem
Wandabstand d aber verschiedenen linken Wandabstidnden b vor-
gegeben. Die Dispersionskurve fir b = 3,0 mm (durchgezogene Li-
nien) entspricht der Dispersionsrelation der Abbildung 11.

Weitere Resuitate sind, bis auf eine Normierung, die Profile {(x; k,) und &(x; k). Im
Anhang D3 ist in den Gleichungen (D3-8 bis 13) angegeben, wie daraus die ur-
spriunglichen Profile 0E,, 0E,, 4B,, vy, dv, und dn zurlickgewonnen werden kénnen.
Die Profile 6, 6B, und dv, sind nicht sehr wichtig, denn es sind kleine Korrektu-
ren zu den bereits vorhandenen stationdren Komponenten, aber die Funktionen
0E, und dv, kommen neu hinzu. Mit dv, ist eine Bewegung der Elektronen senk-
recht zu dem angelegten Magnetfeld B,, verknilipft. Zwar verschwindet der zeitli-
che Mittelwert, < év, > = 0, da aber

AV, = \/< I(val2 > #0 (1.1.1-3)

ist, wird die Bewegung der Elektronen (ber den Spalt durch einen Diffusionspro-
zess bestimmt. Darauf kommen wir im Abschnitt 1.2 noch einmal zurlck. Stell-
vertretend sind in Abbildung 14 die Profile |JE,(x; k,)| und in Abbildung 15 die
Profile |dv«(x; k,)| angegeben. Die Profile sind bis auf einen Normierungsfaktor
eindeutig bestimmt. Dieser Normierungsfaktor wurde so gewahlt, daB die elektro-
magnetische Feldenergie in der Diode 17 eV betrigt, das ist das 10-%fache der
vorgegebenen elektrostatischen Energie ega.
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Abbildung 14. Die Funktion |0E,(x)] auf dimensionlose Einheiten normiert: Es
liegen der in der Abbildung 10 aufgezeigte stationdre Zustand und
die Dispersionsrelation w(k,) der Abbildung 11 zugrunde. Es wur-
den einige | k,/k,|-Werte ausgewihit.
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Abbildung 15.  Die Funktion |dv,(x)| auf dimensionlose Einheiten normiert: Eine
Ahnlichkeit mit den Profilen 6E,, vergleiche mit der Abbildung 14,
ist erkennbar. Grob geschitzt gilt dve.~dE,/By,.

Zusammenfassend kann lber die Parameterstudien gesagt werden, daB3 je dichter
die Verteilung g(x) an die elektrisch leitfahige Begrenzung der Diode herannaht
und je flacher und kleiner die Verteilung ist, desto geringer ist die Anwachsrate
Im w und umso schwécher ist die Instabilitat ausgepragt.

Die Auswirkung der Diokotroninstabilitat auf den stationdren Zustand wird durch
das Auftreten einer zusétzlichen Geschwindigkeitskomponente Ave, (Gleichung
1.1.1-3) beschrieben. Die magnetische Isolierung (vex = 0) wird durch die Dioko-
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troninstabilitdt aufgehoben. Es ist daher zu erwarten, daB die Elektronendichte-
verteilung durch das Wirken der Diokotroninstabilitat breiter wird.

1.1.2 Modell eines masselosen Elektronenfluids

Im Limes eines masselosen Fluids, m. — 0 vereinfachen sich die Fluidgleichun-
gen. Wenn wir ein abschnittsweise konstantes Profil fir die Elektronenplasmafre-
quenz w3(x) annehmen, kdnnen wir die daraus hergeleiteten Differentialgleichun-
gen analytisch geschlossen losen. Dadurch ist es moglich, gewissermafBen als
Test, die numerische Lésung der im vorigen Abschnitt entwickelten Gleichungen
an dieser Stelle mit analytischen Ldsungen zu vergleichen. Zudem existieren zu
einem derart vereinfachten Modell bereits Losungen in der Literatur ([125] und
[121]), mit denen man vergleichen kann.

Der Ubergang m. — 0 impliziert w. — co und w2 — oo, aber so, daB der Quotient
2

w

qg= wz endlich bleibt. Nach einer Neudefinition aller Variabeln kénnen wir errei-

chen, daB die Relation w, = NB =1 — B = i,y erhalten bleibt, wobei u.
He Y

die (endliche) Elektronenmasse des vorigen Abschnitts ist. Durch die Vereinfa-
chung fallen lediglich die Tragheitsterme der Fluidgleichung heraus. Eine weitere
Vereinfachung ist, eine abschnittsweise konstante Funktion g(x) anzunehmen.

1.1.2.1 Stationadrer Zustand im masselosen Elektronenfluidmodell

Beginnen wir mit einem Stufenprofil fir den Dichteparameter g(x).
q(x) = qo0(x —b) 0(d — x) . (1.1.2-1)

Das Integral, das bei der Lésung der Gleichung(1.1-5) auftritt, 1aBt sich explizit
berechnen und damit die stationaren Profile geschlossen angeben. In allen fol-
genden Funktionen taucht immer das selbe Argument arg(x) auf:

Uy — Gold — b) 0<x<b,
arg(x) = Uy — qold — X) b<x<d, (1.1.2-2)
U d<x<g,
Das Geschwindigkeitsprofil ist: Voy(x) = tanh[ arg(x)], (1.1.2-2)
der relativistische Faktor ist: vo(X) = cosh[ arg(x)], (1.1.2-3)
das Magnetfeld ist:  Bg,(x) = L yo(%), (1.1.2-4)
das elektrische Feld ist: Eo(x) = — 1, sinh[ arg(x)] (1.1.2-5)

Das elektrische Potential geben wir abschnittsweise an. In dem Intervall
0<x<bist

d(x) = 1 + p, sinh[yy — go(d — b)] x, (1.1.2-6a)
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das elektrische Potential zwischen b < x < d ist

~ ~

S(X) = ¢y + ’;—: cosh[uy — go(d — X)] — —’ég- cosh[uy — go(d — b)] (1.1.2-6b)

und das elektrische Potential zwischen d < x < g ist
d(X) = ¢y + I sinh[up] (d — ). (1.1.2-6¢)

Das elektrische Potential an = der Kathode bei X=g,
¢(g) = ¢4 + U sinh[u,] (g — d) =0 muB verschwinden. Dies ist eine Bestim-
mungsgleichung flr u,, die sich in der Form F(u,) = 0 notieren und mit dem New-
ton-Verfahren numerisch lésen |4Bt.

1.1.2.2 Stabilitat des masselosen Elektronenfluids

Flir ein masseloses Elektronenfluid reduziert sich das linearisierte Gleichungssy-
stem flir die Variabeln in der Gleichung (1.1-9) auf das folgende System:

] 0 = OE, + Ve By, + Voe, 9B,,

I_T 0 = 5Ey - 5V6X BOZ’

I d,0E, + ik, 0E, = — on,,

. (1.1.2-7)
v ik, 6B, = — 0Vgy Noe — iw OE,,

v 0x0B, = Vg, 0ng + 8V, Noe + iw SE,

vi 0,0E, = ik, OE, + iw 8B, .

Die Umformung des Gleichungssystems (1.1.2-7) auf ein 2 x 2 Differentialglei-
chungssystem erfoigt im Anhang D1. Dabei wurde wieder die Transformation
{ =i0E, und ¢ = vy, 0E, + 0B, verwendet.

2 2
_ , ky_VOeyO) ky—‘w
1 0= g
w = yVOey w — yVOey

(1.1.2-8)

=

¢ = ((’O - kyVOey){ - VOeyqé

Die Gleichungen (1.1.2-8) gelten flir beliebig geformte Eingabeprofile g(x). Fir den
Fall des abschnittsweise konstanten Profils g(x) = 0(x — b) 0(d — x) go (1.1.2-1)
kann man die analytische Lésung aufschreiben, siehe die Gleichungen (D1-17) bis
(D1-25) im Anhang D.1. Wie im vorangegengenen Abschnitt 1.1.1 sind auch hier
die Anfangsbedingungen {(0)=0 und {'(0)=1. Aus der Randbedingung
{(g) = 0 = D(w, k,) bestimmen wir die Dispersionsrelation.

Die Funktion |D(w, k,)| ist fir k, = — k, flir einige Werte der Anwachsrate Im w in
der Abbildung 16 als Funktion der Frequenz Re w aufgetragen. Man kann erken-
nen, daB es in dem vorgegebenen Wertebereich genau einen komplexen Wert w
gibt, fir den die Funktion D(w) verschwindet. Dies bestéatigt auch die VerlaBlich-
keit der numerischen Verfahren zur Bestimmung komplexer Nullstellen.
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Bestimmt man die Nullstelle von D(w, k,) fir mehrere Werte von k,, dann kann
man die Dispersionskurve w(k,) auftragen (siehe Abbildung 17).

dimensionsiase Einheiten

0 T T T T T T ] T T
-9 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Re omego ¢« 1 ns

Abbildung 16. Die Funktion |D(w)|: Die vorgegebenen Parameterwerte des
stationdren Zustandes sind g, = 0,15, b = 3,0 mm, d =6,0 mm und
g = 10,0 mm. Die Wellenzahl ist k, = — k, und die Anwachsrate va-
riiert zwischen 0,1/ns < Im w < 1,9/ns. Die hier gefundene Nullstelle
liegt bei w=(1,6+0,47")/ns, dies entspricht dem Punkt
w(k, = — ko) in der Abbildung 17.
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Abbildung 17. Die Dispersionsrelation des masselosen Elektronenfluids: Der
Imaginarteil von w(k,) (gepunktete Kurve) hat bei k, = —24:k, ein
Maximum mit =24+ 7,45i)/ns und verschwindet bei
ky='—36'ko.
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Es gibt ein Intervall auf der k-Achse, auf dem eine Instabilitat existiert, Im w > 0.
Hier ist dieses Intervall durch |k,| <36k, gegeben. An der Stelle k, = — 36°k,
verschwindet der Imaginérteil von w und die Kurve Re w(k,) zeigt eine Bifurkation.
Eine detaillierte Diskussion darlber wird im Anhang A3 durchgeflhrt.

Die Vereinfachung des masselosen Elektronenfluids fiihrt zu Anderungen gegen-
Uber dem massiven Modell. Die Dispersionskurven in den beiden Féllen sehen
bei einem gleichen vorgegebenen stationdren Zustand qualitativ &hnlich aus. Die
Steigung der Kurve Re w(k,) und der Maximalwert der Anwachsrate sind auch
quantitativ vergleichbar. Ein Unterschied besteht in der Lange des k,-Intervalls,
auf dem die Instabilitét existiert. Das instabile k,-Intervall des masselosen Modells-
ist etwa nur halb so lang, verglichen mit dem massiven Modell. Die Realteile der
Dispersionsrelation an der Stelle der gréBten Anwachsrate sind im massiven
Modell daher auch etwa doppelt so groB.

1.1.3 Das masselose Elektronenfluid mit lonenhintergrund

Wir erweiten das Modell des vorigen Abschnitts, indem wir Hintergrundionen ex-
plizit beriicksichtigen. Es zeigt sich, daB die Hintergrundionen einen dadmpfenden
EinfluB auf die Diokotroninstabilitdt der Elektronen nehmen. Eine genauere Un-
tersuchung erfordert, die lonen in die Dynamik mit aufzunehmen. Dies wird im 2.
Kapitel vorgenommen.

1.1.3.1 Stationarer Zustand

Wir untersuchen hier ein vereinfachtes Modell der Diokotrotroninstabilitat mit lo-
nenhintergrund. Dabei betrachten wir nur ein Stufenprofil fir die Elektronendich-
te, ein konstantes Profil fur die lonendichte und schlieBlich die Elektronen als
masselos, m. — 0. Die lonen sind nur durch den Eingabeparameter j, repréasen-
tiert, die mittlere lonengeschwindigkeit v, folgt aus dem Potential und ist
Voi = ~/2/u; . Daraus ergibt sich die mittiere lonendichte ny zu

I R
!

Flr die Elektronendichte nehmen wir wie vorher eine Rechteckfunktion
nOQ(x) = fge O(x — b) 6(d — x) . (1.1.3-2)

Somit besitzt dieses Modell die vier Eingabeparameter b, d, n,. und ny. Flr die
Bestimmung des Magnetfeldes Bo,(x) bendtigen wir noch einen Anfangswert
B(»)Aznode.

In den Gleichungen (1.1-2) fUr das elektrische Potential ¢(x) und das elektrische
Feld Ex(x) wird die Ladungsdichte um den Betrag der Hintergrundionenladung
ergénzt, die anderen Gleichungen wie das Ampere’sche Gesetz (1.1d) und die
Elektronendriftgeschwindigkeit (1.1-1) bleiben ungedndert. Aus der Gesamtdichte
no(X) = No; — Noe(x) kdnnen wir aus den Gleichungen (1.1-2 a und b) das elektrische
Feld und die elektrische Feldstiarke direkt berechnen. Dazu mlissen wir noch die
Feldstarke an der Anode Ey(x) so bestimmen, daB daB die beiden Randbedin-
gungen an das Potential ¢(0) =1 und ¢(g) = 0 erfillt sind. Dann kénnen wir aus
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der Gleichung (1.1-3a) das Magnetfeld bestimmen und erhalten aus der Gleichung
(1.1-1) die Elektronendriftgeschwindigkeit v,,. Die Geschwindigkeitsscherung der

E x B-Driftgeschwindigkeit der Elektronen betragt .
2 _.
(1 = Vgey JNoe(X) — y;
BOZ(X)

sie wird durch die Hintergrundionen vermindert.

(1.1.3-3)

aXVOt?y(X) =

1.1.3.2 Stabilitat des masselosen Elektronenfluids mit lonenhintergrund

Wir erhalten ein dem vorigen Kapitel sehr dhnliches Gleichungssystem. Die Um-
wandlung steht in Anhang D2, wir diskutieren gleich die Ergebnisse.

©lmow omit
--- Re w mit
10—
......... Im w ohne
—— Re w ohne
5_

omega * 1 ng

| e ‘
-8 -16  -14  -12  -10 -8 -6 -4 -2
Wellaenzah! k/k0

Abbildung 18. Die Dispersionsrelation des Modells mit Hintergrundionen.: Die
verwendeten Parameter sind die selben wie bei der Abbildung 17,
die Hintergrundionenladungsdichte entspricht der Child-Langmuir
Vakuumstromdichte.

Die Abbildung 18 zeigt die Dispersionsrelation w(k,) der Diokotroninstabilitat fur
eine Elektronenschicht im Vakuum verglichen mit einer Elekironenschicht mit
Hintergrundionen. Die Teilchendichten in den beiden Féllen wurden so gewahlt,
daB die Gesamtladung in der Diode jeweils gleich ist. Der Realteil der Disper-
sionskurve w(k,) ist in den beiden Fallen fast gleich. Die durchgezogene Kurve ist
der Realteil der Dispersionsrelation einer reinen Elektronenschicht, die gestri-
chelte Kurve ist der Realteil der Dispersionsrelation einer Elektronenschicht mit
Hintergrundionen. Dagegen unterscheiden sich die Anwachsraten um eine Gro-
Benordnung. Die gepunktete Linie ist das Inkrement der Dispersionsrelation der
reinen Elektronenschicht, die doppelgepunktete Linie gehért zu der Elektronen-
schicht mit den Hintergrundionen. Dies zeigt, daB die Hintergrundionen einen
dédmpfenden EinfluB auf die Anwachsrate der Diokotroninstabilitat haben.
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1.2. Elektronendiffusion und Sattigung

Kommen wir nun zur Anwendung des im vorigen Abschnitts entwickelten Forma-
lismus auf die B,,,-Diode der Kalif-Experimente. Wir beginnen mit dem stationa-
ren Zustand in der Diode, wie er von dem stationaren BFCPIC-Code vorhergesagt
wird und untersuchen dessen Stabilitdt. Dann diskutieren wir die Auswirkung der
Diokotroninstabilitat auf diesen Zustand, den neuen Zustand der Elektronen und
lonen in der Diode, der sich aufgrund der Diokotroninstabilitat einstellt und letz-
tendlich die Diokotroninstabilitat in die Sattigung Gberflhrt.

1.21. Stationédrer Zustand aus der BFCPIC-Simulation

Wir beginnen die Untersuchung der Diokotroninstabilitat in der B,,,-Diode mit ei-
ner Diskussion des stationdren Zustandes, wie er von dem stationdren Code vor-
hergesagt wird und der Stabilitdtsanalyse dieses Zustandes.

1.2.1.1 Stationarer Code

Flr die numerische Simulation von Hochstromdioden wurde, der stationére
Computercode BFCPIC [91], [92], [93] entwickelt. Der BFCPIC-Code ist ein
2"2-dimensionaler Particle in Cell Code [101] in dem auf randangepaBten Koor-
dinaten [84] die elektromagnetischen Felder berechnet werden. Der wesentliche
Ablauf in der Hauptschleife ist der folgende; Es werden auf dem randangepaBten
Gitter Ladungs- und Stromdichten benutzt, um mit den stationdren Maxwellglei-
chungen die elektrischen und magnetischen Felder zu berechnen. In diesen Fel-
dern werden Makroteilchen bewegt [74]. Aus den Orts- und Geschwindigkeitsko-
ordinaten der Teilchen werden die Strom- und Ladungsdichten bestimmt und die
Schieife kann erneut durchlaufen werden. Pro Teilchen werden zwei Orts- und
drei Geschwindigkeitskoordinaten erfaBt; in azimutaler Richtung wird Symmetrie
angenommen. Daraus entspringt die Bezeichnung 2%z-dimensional. Der Code soll
am Ende der Simulation einen stationdren Zustand der Diode liefern. Der Zeit-
schritt AT wird gewahlt, um die Bewegung der einzelnen Teilchen in den elektro-
magnetischen Feldern aufzulésen. Die Gesamtzeit T = n;u,'’AT kann dagegen
nicht als MaB fiir die zeitliche Entwicklung des Zustandes der Diode interpretiert
werden. Die Simulationszeit ist vielmehr ein numerischer Relaxiationsparameter.

1.2.1.1.1 Ergebnis der stationdren BFCPIC-Simulation

Ein Teilchenplot der Elektronen von der stationdren Simulation ist in der Abbil-
dung 19 gezeigt. Die Elektronen, die hauptsachlich von der Kathodenspitze emit-
tiert wurden, bilden eine Schicht entlang den Feldlinien des angelegten Magnet-
feldes B,,,. Innerhalb dieser Schicht liegt die virtuelle Kathode. Die angelegte
Spannung betragt ¢, = 1,7 MV. In dieser Simulation ist der ElektronenverluBt-
strom /genon = 3 KA und der lonenstrom betragt /,,, = 32 kA. Die experimentell ge-
messenen Werte sind /,,, = 300 — 450 kA und /gewron = 20 — 80 kA und liegen eine
GréBenordnung héher.
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Abbildung 19.

Verteilung der Elektronen:
stationdren Simulation.

Der Teilchenplot ist ein Ergebnis der
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1.2.1.1.2 Geometrie des analytischen Modells

In der Abbildung 19 ist auch das Koordinatensystem des analytischen Modells
emgezelchnet Die é,- -Richtung entspricht der Linie A — B, quer Uber den Spalt,
die é,-Achse weist in Richtung des angelegten Magnetfeldes und die ey Rlchtung
zeigt in die Zeichenebene hinein und entspricht der azimutalen Richtung é, der
Diode.

1.2.1.2 Teilchendichte der Elektronen

Entlang der in der Abbildung 19 eingezeichneten Linie A — B, knapp unterhalb
der Kathodenspitze bei R =80 mm enthehmen wir die Teilchendichte der Elek-
tronen ne.(x) aus den Simulationsdaten. In Abbildung 20 ist die Teilchendichte
noe(x) der Elektronen aufgetragen.

nle ¢+ {1.0E12 / cm3}

x in mm

Abbildung 20. Teilchendichte der Elektronen: Die Daten wurden dem Ergebnis
der stationdren Simulation entnommen. Die Stelle x =0 ist die An-
ode, x = 12,5 mm ist der Ort der Kathodenfolie. Das Maximum der
Kurve bei x=9,5 mm stammt von den Elektronen aus der Katho-
denspitze bei x = 10,5 mm.

In der stationdren Simulation ist die magnetische Isolierung deutlich erkennbar.
Das Drittel des Anoden-Kathoden-Spaltes vor der Anode ist frei von Elektronen.
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1.2.1.3 Stationdre Profile der analytischen Theorie

Nach der Kenntnis der Teilchendichte ne(x) kann man die stationédren Profile des
analytischen Modells (Abschnitt 1.1) bestimmen. Wir korrigieren die Ladungs-
dichte um die Hintergrundionen und wéahlen als Eingabeparameter den Dichtepa-
rameter q(x) = w}. Die Profile des stationdren Zustandes folgen dann aus den
Gleichungen (1.1-6) und sind in Abbildung 21 aufgetragen.

1.00-.
0.80
0.60

0.40-

dimensionsiose Einheiten

0 1 2 3 4 5 b 7 B 9 10 11 12
x - Achse in Millimeter

— q0 (x) == vhy (x) e EOx (x) —-- B0z (x) cphi ()

Abbildung 21. Stationédre Profile: Die Ladungsdichte (Abbildung 20) wurde nach
Abzug der Ladung der Hintergrundionen in den Dichteparameter
g(x) (durchgezogene Linie) umgerechnet, der als Eingabeparameter
zur Berechnung der anderen stationdren Profile dient. Die anderen
Profile sind die Driftgeschwindigkeit der Elektronen vi.{(x) (gestri-
chelte Linie), das elektrische Feld Ey(x) (gepunktete Linie), das
Magnetfeld Bg(x) (strichgepunktete Linie) und das elektrische Po-
tential ¢o(x) (doppelt gepunktete Linie). Diese wurden nach der
Gleichung (1.1-6) bestimmt. Die Skalierung der dimensionslosen
Einheiten sind 1,7 MV fur das elektrische Potential, 16,955 MV/cm
fur das elektrische Feld und 5,656 T fur das magnetische Feld.

Die virtuelle Kathode der numerischen Simulation ist auch an den analytisch be-
rechneten Profilen des stationdren Zustandes an der Stelle x = 10,5 mm erkenn-
bar. Die Strome der driftenden Elektronen beeinflussen das angelegte Magnetfeld
nur schwach,
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1.2.1.4 Dispersionsrelation des stationdren Zustandes der
BFCPIC-Simulation

Zur Dispersionsrelation w(k,) (Abbildung 22) gelangt man durch die Untersu-
chung der Stabilitat des stationdren Zustandes. Mit dem Ansatz (1.1-8) erhalt man
nach einer Linearisierung und einigen Umformungen aus den Maxwell- und
Fluidgleichungen (1.1-9) ein 2 x 2-Differentialgleichungssystem fir die komplexen
Variabeln &(x) = Voey(X)0Ex(X) + 8B,(x) und {(x) = i5E,(x), (Gleichungen 1-10 und
11). In diesem Gleichungssystem erscheinen w und k, als Parameter. Nach der
Integration dieses Systems mit den Anfangsbedingungen an der Anode (x = 0),
{(0)=0 und {’(0)=1 kénnen wir an der Kathode (x=g) eine Funktion
D(w, ky) = {(g) definieren. Als weitere Randbedingung des Systems soll die tan-
gentiale elektrische Feldstirke verschwinden. Dies bedeutet, wir missen die
Nullstellen von D(w, k;) = 0 bestimmen. Die Wellenzahl k, = n'k, wird durch die
Periodizitdt der Geometrie festgelegt. Die Periodenldnge L der in azimutaler
Richtung umlaufenden Wellen entspricht dem Umfang 2znR. Folglich ist k, = 1/R
und k, = n-k, mit einer ganzen Zahl n, die auch negativ sein kann.

40+
® 30—
=
. 20-
E
10
T T T T T T 1 T T
-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10
ky / ko0
— Re omegao ---- Im omegqa

Abbildung 22. Dispersionsrelation w(k,): Berechnet fur den stationdren Zustand
aus der Abbildung 21. Fiir k, = — 40k, ist w = (20 4 10/)/ns die in-
stabilste Mode mit der groBten Anwachsrate.

Die Dispersionsrelation ist nur flir negative k,-Werte gezeigt. Die Orientierung der
Geometrie wurde so gewahlt, daB fir positive Realteile von w die k,-Werte negativ
sind, aufgrund der Symmetieeigenschaften der Dispersionskurven gibt es selbst-
verstandlich auch einen Zweig der Dispersionsrelation mit positiven k,-Werten
und negativen Realteilen von w, wie dies im Abschnitt 1.1.0.2.1 erwdhnt wurde.
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1.2.1.5 Die Funktionen {(x,k,) des Zustandes der stationédren
BFCPIC-Simulation

Zu jedem Wert des Wellenvektors k, = n'k, gehdéren sowoh! die Eigenfrequenz
w(k,) als auch die Profile der Felder {(x; k,) und £(x; k,). In der Abbildung 23 wer-
den die Absolutbetrage |[{(x; k,)| = |{(x; k,)| der komplexen Funktionen {(x; k,)
flir einige ausgewahlte k-Werte aufgetragen. Die k,-Werte stammen aus dem Be-
reich der Dispersionsrelation, in dem instabile Moden mit Im w(k,) > 0 existieren.
Die Werte fiir | £(x)| sind gegeniiber |{(x)| eine GréBenordnung kleiner. Bis auf
eine Normierungskonstante, die im nachsten Abschnitt 1.2.1.6 diskutiert wird,
entsprechen die Profile {4(x) oc JE,(x) den physikalischen Amplituden der longitu-
dinalen elektrischen Feldstarke der Diokotroninstabilitat.

Die Kurven {(x) sind Lésungen des Differentialgleichungssystems (1.1-10 und 11).
Die Anfangsbedingungen an {(x) an der Anode x =0 wurden immer gleich
{(0) =0 und {’(0) = 1 gesetzt. Das Verhéltnis zwischen der Anfangssteigung und
dem Maximalwert ahnelt einem exponentiellen Wachstum. Die Maxima der
| {k(x)|-Kurven liegen an der Stelle, an der die Elektronendichte auch ein Maxi-
mum aufweist. Der groBte Wert, || = 16.000, gehért zu der Mode mit
k, = — 94-k,.

15,000 P
i
14,000 i
i\ —- kJKD = -04
12,000 HYARY /
_ i/ \\'-4\ —— k/KkD = -92
Ew.ooo-— :,-'// - \w\:‘-, . k/kD = -B9
< 8,000~ o gk = e
i . R\
o il g -\'-\ --- k/k0 = -B0
= 5,000 A
= ;/ , A\ k/k0 = -850
[ , K '\ " "
e 4,000 40 -\-.\\.._ kKD = - 1
4 . ’/'/ "' \\'\ \\‘
= 2,000- o AR
'; ’ // .7 \N\"‘..‘
’?{/"C” ‘\‘\\ﬁh
0 T T T T f ﬂ?‘:r——l """""" — T | I """""" 7
D 1 2 3 4 5 b 1 8 | mw 11 12
x - Achse in Millimeter
Abbildung 23. Die Profile |{,]: die zu einigen k-Werten der Dispersionskurve
w(ky) in der Abbildung 22 gehdéren. Alle diese Kurven erfillen die
Anfangsbedingung {(0) =0 und {’(0)= 1. Die Anfangssteigung ist
wegen der Normierung der Ordinate nicht erkennbar.

In sehr guter Naherung (vergleiche Abbildung 14 mit Abbildung 15) sind die
Profile {(x) auch der Geschwindigkeitskomponente Jv,(x) proportional. Diese Ge-
schwindigkeitskomponente flihrt zu einer zusétzlichen Bewegung der Elektronen.
Die Diokotroninstabilitat, die in diesem stationdren Zustand auftritt, 148t diesen
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instabil sein und wird ihn verandern. Die Elektronen erhalten nun die Mdéglichkeit,
sich quer Uber den Spalt, die magnetische Isolierung missachtend, zu bewegen.

1.2.1.6 Physikalische Normierung der Profile { und ¢

Thermische Fluktuationen bestimmen den Anfang der Diokotroninstabilitdt. Folg-
lich normieren wir die elektromagnetischen Profile so, da die Feldenergie einer
vorgegebenen thermischen Energie entspricht. Die Energie einer elektromagneti-
schen Welle ist

E = —:‘dev<|5|2 + |§|2> (1.2-1)

in unserer komplexen, dimensionslosen Notation. Fiir reelle Felder £ und B hét-
ten wir k/2 als Faktor vor dem Integral gehabt, fiir die nachfolgende Abschéatzung
spielen solche Faktoren keine groBe Rolle. Die berechneten Profile {(x) und &(x)
sind bis auf eine Normierungskonstante o, gleich den elektromagnetischen Feld-
profilen, so daB JE(x) = alx(X) und voe,0E «(x) + 0Bu(x) = aé(x) ist. Geben wir eine
thermische Anfangsenergie ¢ vor, dann kénnen wir die Normierung o, so bestim-
men, daB die elektromagnetische Feldenergie gleich dieser thermischen Energie
ist. Der Wert ¢ = 1 bedeutet in MKSA-Einheiten eine thermische Energie von 1,7
MeV, sinnvolle Werte sind ¢ = 10-5... 10-3«1.

Mit dem Volumenelement dV = n R2dx und dem gemittelten Betragsquadrat

7 12 1 (° 2
( == e— d
| kl g J;) X |€k(x)|

erhalten wir flir die Normierungskonstante

A

k max

Wenn wir die komplexe Kreisfrequenz w gemaB w(k) = w.(k) + iyx in Real- und
Imaginérteil zerlegen, konnen wir die Elementarwelle 6E, wie folgt notieren

OE,(x, y, 1) = g exp(y,t) - {(x) - expli(k,y — w.k)t)]
(1.2-3)

= oy(t) - {(x) - explitk, y — wik) )],

Wir haben somit die Elementarwellen eines Wellenpakets JE, in ein Produkt aus
einem zeitabhangigen Amplitudenfaktor o(f), einem ortsabhéngigen Formfaktor
{x(x) und einen rein oszillierenden Exponentialfaktor zerlegt.

Die oszillierenden Felder, deren Frequenzen und Amplitudenprofile aus der li-
nearisierten Theorie bestimmt werden kénnen, bewirken eine im Vergleich zu der
Oszillationsfrequenz langsame Anderung der stationdren Profile. Das Auftreten
der Geschwindigkeitskomponente dv, fihrt zu einer Bewegung der magnetisierten
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Elektronen Uber die Magnetfeldlinien hinweg und damit zu einer Verbreiterung
der Elektronenverteilung. Dieser Vorgang laBt sich als Diffusion beschreiben.
Diese Rilickkoplung, die zur Sattigung der Diokotroninstabilitat beitragt, diskutie-
ren wir im Abschnitt 1.2.3, nachden wir zuvor in 1.2.2 die Auswirkung der Insta-
bilitat auf den Diodenzustand numerisch simulieren. Mit der Diokotroninstabilitat
sind Frequenzen von 10/ns < Re w < 40/ns verknipft. Diese Werte entsprechen
den Moden mit der gréBten Anwachsrate (Abbildung 22).

1.2.2 Diffundierte Elekironen

Aus der linearen Stérungstheorie ist bekannt, daB instabile Moden der Diokotro-
ninstabilitat existieren, die in dem stationdren Code nicht beachtet werden. Der
stationdre Code sagt auch einen etwa um den Faktor 10 zu kleinen Wert fir lonen-
und Elektronenstrom voraus. Um diese beiden Punkte zu vereinen, kann man dem
stationaren Code eine elektromagnetische Schwingung tberlagern um die Insta-
bilitat zu simulieren und sehen, ob damit hohere Stréme erreicht werden.

1.2.2.1 Einfache Simulation der Instabilitaten

Der elektromagnetische Teil der Diokotroninstabilitat besteht aus einer in azimu-
taler Richtung umlaufenden Welle mit einer transversalen magnetischen und so-
wohl einer transversalen als auch longitudinalen elektrischen Komponente. Am
bedeutensten ist die longitudinale Komponente E,, denn die anderen Kompo-
nenten sind kleine Stérungen, die zu einem groBen stationdren Wert addiert wer-
den, wadhrend E, = 0 ist. Um den EinfluB der Diokotroninstabilitat auf den Zustand
der Diode in dem BFCPIC-Code zu simulieren, wurden den stationdren Feldern
zusétzliche monochromatische Schwingungen liberlagert. Als Antwort des Codes
stellt sich dann ein anderer stationdrer Zustand ein. Weniger rechenzeitaufwendig
ist es, anstatt den Profilen der Instabilitat (Gleichung 1.2-3) eine vereinfachte Ver-
sion in den BFCPIC-Code einzusetzen. Der Ansatz [68]:
X(x — dgap)

2

gap

0Ey = AE, . (1 — cos wt) (1.2-4)

erfillt die Bedingung, mdglichst einfach und dennoch nicht trivial zu sein. Der
Amplitudenfaktor A gibt die Amplitude der Feldstarke als Bruchteil der Vakuum-
feldstarke E,,. an. Der Formfaktor ist x(d,., — X)/d2,, mit dem Spaltabstand d,,, und
der trigonometrische Term (1 — cos wt) simuliert die Zeitabhangigkeit. Die Para-
meter A und w wurden in einer Parameterstudie [95] variiert. Wie oben erwéhnt,
entsprechen Frequenzen ® ~ 10 —40/ns der Diokotroninstabilitat. In der
Tabelle 2 sind die Resultate der Parameterstudie zusammengefaBt.

Der lonenstrom /,,, wéachst monoton mit dem Amplitudenfaktor A. Da auch die
Zahl der in den Spalt emittierten Elektronen mit der Instabilitdt anwédchst, nimmt
auch der ElektronenverluBBtstrom zu. Betrachtet man hingegen den lonenstrom
l'on als Funktion der Frequenz w, dann ist ein Maximum erkennbar.

Die Instabilitdt mit einer elektrischen Feldstarkekomponente dE, ist mit einer zu-
satzlichen Komponente dv, der Elektronendriftgeschwindigkeit verknipft, die in
einem DiffusionsprozeB eine Verbreiterung der Elektronenverteilung verursacht.
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Es gelangt nun mehr negative Ladung in die Nahe der Anode, deshalb werden
von der Anode auch mehr lonen emittiert. Auf Grund dieser erhdhten lonenladung
kénnen von der Kathodenspitze noch mehr Elektronen in den Spait gelangen. Es
stellt sich ein neuer stationdrer Zustand mit hoheren Werten fiir lonen- und Elek-
tronenstrom ein.

# A w in 1/ns lion in kKA ! ciectron IN KA

1 0,02 100 202 61

2 0,02 10 | 232 57

3 0,02 1 209 33

4 0,02 0,333 91 12

5 0,03 100 301 124

6 0,03 10 428 139

7 0,03 1 246 126

8 0,03 0,333 100 21

9 0,04 100 365 180

10 0,04 10 490 210

11 0,04 1 450 280

12 0,04 0,333 112 29
Tabelle 2. Die Ergebnisse der numerischen Simulation mit dem Zusatzterm

(1.2-4): Die lonen- und die Elektronenstréme sind fur verschiedene
Werte der Parameter A und w zusammengestellt,

Das Experiment am Kalif liefert MeBwerte flir den lonenstrom und den Elektro-
nenverlust. Die Ergebnisse der Simulation lassen sich nun sowohl mit der analy-
tischen Theorie als auch mit dem Experiment vergleichen.

Bei den in Tabelle 2 vorgesteliten Ergebnissen der numerischen Simulation
konnte mit A~0,03 und 10/ns < w < 40/ns die beste Ubereinstimmung zwischen
den numerisch berechneten und den experimentell gemessenen Werten flir den
lonenstrom erreicht werden. Die analytische Theorie liefert Werte flr « und eine
Abschétzung flir den Amplitudenfaktor A.

Die Dispersionsrelation w(k,) der Diokotroninstabilitdt hat bei dem vorgegebenen
stationdren Zustand gerade die Werte, fir die die Parameterstudien (Tabelle 2)
die beste Anpassung an das Experiment aufweisen. Kreisfrequenzen w > 10/ns
sind typisch flr die Diokotroninstabilitat.

Dies ist ein indirekter Hinweis auf die Existenz der Diokotroninstabilitat.

Das Computerprogramm mit einer Uberlagerten Schwingung berechnet eine lo-
nenstromstarke /,,, als Funktion des Parameters . Mit dem analytischen Modell
wird ein Dispersionszweig w(k,) der Diokotroninstabilitdt berechnet. Die Uberein-
stimmung in der lonenstromstarke zwischen dem Experiment und der numeri-
schen Simulation ist fir diejenigen Frequenzen w, am besten, bei denen in der
Dispersionsrelation des analytischen Modells die Anwachsrate y, am gréBten ist.
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1.2.2.2 Teilchendichte der diffundierten Elektronenverteilung

Als Antwort auf das zusatzliche oszillierende Feld 6E, gibt die Computersimula-
tion ein anderes Elektronendichteprofil n.(x) an, (sieche Abbildung 24). Es ist ge-
genilber der rein stationdren Simulation etwa die achtfache Elektronenladung in
der Diode vorhanden. Die Elektronen sind auch liber den gesamten Spalt verteilt.
Gleichzeitig ist auch die lonenstromdichte gegeniiber der reinen stationdren Si-
mulation erhéht. Es gibt somit gednderte Eingabeprofile fiir die Stabilitatsanalyse,
(siehe Abbildung 25).

30~
254
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o~
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0 1 2 3 4 5 b 7 8 9 11 12
x in mm
Abbildung 24. Elektronendichte nach der Diffusion: Unter Einwirkung eines os-
zillierenden Feldes stellt sich eine andere Elektronenverteilung ge-
genliber der Abbildung 20 ein. Die Elektronen in der Schicht vor
der Anode wurden von der Kathodenspitze emittiert und sind tiber
den Spalt diffundiert. Weil der Formfaktor {(x) an der Anode ver-
schwindet, stoppt auch die Diffusion vor der Anode.

1.2.2.3 Stationarer Zustand der diffundierten Elektronenverteilung

Die stationdren Profile des analytischen Modell des Zustandes der diffundierten
Elektronen sind in der Abbildung 25 eingezeichnet.

Weil gréBere Strome flieBen, ist auch das selbsterzeugte Magnetfeld gréBer als im
Urspringlichen stationaren Fall und die Feldlinie, die die virtuelle Kathode be-
stimmt, wandert von der Kathode mehr ins Innere des Spaltes. In der Eo(x)-Kurve
in der Abbildung 25 liegt der Punkt £, = 0 an der Stelle x = 4,5 mm. Auf den Zu-
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sammenhang zwischen Elektronendichte n.(x) und dem lonenstrom kommen wir
im Kapitel 2 nocheinmal zurlck.
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— q0 (x) --- w0y (x) e EOx (x) —-- B0z (x) « o phi (x)

Abbildung 25. Stationidre Profile des diffundierten Zustandes: Die Elektronen-
dichte aus der Abbildung 24wurde in den Dichteparameter umge-
wandelt, danach wurden die stationdren Funktionen nach der Glei-
chung (1.1-6) berechnet. Die Kurven und ihre Normierung sind wie
in der Abbildung 21.

1.2.2.4 Dispersionsrelation der diffundierten Elektronenverteilung

Aus dem neuen (diffundierten) stationdren Zustand (Abbildung 25) folgt auch eine
neue Dispersionsrelation w(k,). In der Abbildung 26 ist die Dispersionskurve auf-
gezeichnet. Der Realteil Re w(k,) der Dispersionsrelation des diffundierten Zu-
standes ist etwa um das Flnffache gegeniiber dem Realteil des stationdren Zu-
standes vergroBert, die Anwachsraten bleiben in beiden Fallen vergleichbar. Die
instabilste Schwingungsmode mit der grioBten Anwachsrate hat die Frequenz
® = (100 + 10i)/ns bei der Wellenzahl k, = — 40-k,.

1.2.2.5 Die Funktionen {(x,k)

Neben der Dispersionsrelation sind die Formfaktoren {,(x) und &(x) ein weiteres
wichtiges Ergebnis der Stabilitdtsanalyse. In der Abbildung 27 sind die Absolut-
betrage der Funktionen |{(x)| fiir einige ausgewéhlte Werte der Wellenzahl k,
aufgetragen. Die Anfangsbedingungen an das Gleichungssystem (1.1-10 und 11)
{(0) =0 und {’(0) = 1 sind in diesem Fall (verglichen mit Abbildung 23) deutlich
erkennbar, denn das Maximum der groBten Kurve liegt bei nur 2,5.
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Abbildung 26. Dispersionsrelation w(k,): Berechnet fir den stationdren Zustand
mit den diffundierten Elektronen (Abbildung 25) Die Steigung des
Realteils hat sich gegentiber der Kurve in der Abbildung 22 erhdht,
der Imaginérteil ist qualitativ gleich geblieben. Die instabilste Mode
hat jetzt den Wert w( — 40-k,) = (100 + 10/)/ns.
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Abbildung 27.

X = Achse in Millimeter

Die Profile |{iI: Die hier aufgezeichneten Profile gehéren zu der
Dispersionsrelation in der Abbildung 26.
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1.2.2.6 Erweiterte Simulation der Diokotroinstabilitat

Aus einer gewdhnlichen stationdren Simulation kann man die stationdre Elektro-
nenverteilung gewinnen. Ausgehend von der Elektronendichte n.(x) oder dem
Parameter g(x) kénnen die Dispersionsrelation w(k,) und die Profile {x(x) und
¢k(x) der Diokotroninstabilitdt berechnet werden. In der Gleichung (1.2-2) wird
gezeigt, wie diese Profile des Stérungsansatzes auf physikalische Werte normiert
werden kdnnen, wobei die thermische Anfangsenergie ¢ ein freier Parameter ist.
Nun kénnen die zeitabhangigen Felder den stationdren Feldern {berlagert wer-
den; damit stellt sich ein anderer stationdrer Zustand ein. Dieser Ablauf kann
mehrmals iteriert werden, wie dies in dem Schema in der Abbildung 28 ange-
deutet ist. Bei der Realisierung gilt es zu beachten, daB die Simulationszeit
T = Ny’ AT und die Zeitvariable t in der Gleichung (1.2-3) nicht direkt vergleich-
bar sind.

stationarer
[ustand

Ruckkopplung

nstabll1taten

Abbildung 28. Schema der Riickkopplung

Solch ein Computerprogramm simuliert nicht die Instabilitat selbst, sondern nur
ihre Auswirkungen und kann im Gegensatz zu einem zeitabhangigen 3D-Code
Parameterstudien zur Diodenkonstruktion schneller ausfiihren.
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1.2.3. Diskussion der Séttigung der Diokotroninstabilitét

Die Aussage nach der Gleichung (1.2-3) bedarf einer kleinen Ergdnzung. Der
Formfaktor {(x) ist auch eine Funktion der Zeit, allerdings auf einer gréBeren
Zeitskala als die Instabilitat,

| 0 | 1

7] = + < |ol. (1.2-5)

Die Funktion {(x) ist abhdngig von der stationdren Elektronendichte n.(x). Die
Teilchendichte ne.(x) &ndert sich aber durch die Anwesenheit der Instabilitat,
(hierzu vergleiche man die Abbildung 20 mit der Abbildung 24 und beachte die
unterschiedliche Skalierung in den Schaubildern), so daB der Formfaktor
{(x; {nee(x; t)}) sich dadurch auch zeitlich &ndert. In der Abbildung 32 auf Seite 52
sind die beiden unterschiedlichen Teilchendichten ne(x) noch einmal in einem
Schaubild zusammengefaft.

Die Instabilitdt beginnt nun mit einer kleinen Amplitude, die jedoch exponentiell
anwéchst. Nachdem die Amplitude eine signifikante GroBe erreicht hat, kann sie
EinfluB auf die stationare Elektronenverteilung nehmen und diese veréndern. Es
findet eine Rickkopplung statt, indem die stationdren Profile die Formfaktoren der
Instabilitdt bestimmen und umgekehrt die Instabilitat die stationaren Profile an-
dert. Dieser nichtlineare ProzeB kann durch mehrfache Iteration der linearen
Theorie simuliert werden, wie das Schema in der Abbildung 28 andeutet.

Betrachten wir eine Zeitspanne t von etwa einer Nanosekunde. Wahrend dieser
Zeit wachst der Amplitudenfaktor o auf den Wert a(z) = oo exp(y 7). Gleichzeitig
andert sich die Elektronenverteilung im Spalt dergestalt, daB der Formfaktor |{x]|
um Uber vier GréBenordnungen schrumpft. Somit gilt fir die Amplitude JE, der
Instabilitat

Et=0)1 |GLt=1]]
EFED] = e TATETS] ~ 1. (1.2-6)

Eine kleine Amplitude wachst also zuerst exponentiell an, verandert dann die
stationdren Profile und schrumpft dann wieder, weil der Formfaktor {(x) gegen-
Uber seinem Anfangswert drastisch reduziert wird. Nachdem die Elektronen den
Spalt gefullt haben, verliert die Diokotroninstabilitat ihre Bedeutung. Andere Ef-
fekte, wie die lonenresonanz, kénnen sich hun bemerkbar machen.

Ohne detailliert auf die lonen einzugehen, konnte erklart werden, wie die Dioko-
troninstabilitat EinfluB auf die Elektronenverteilung und damit auf den Gesamtzu-
stand der Diode nimmt. Die Elektronen flillen —im Gegensatz zur stationdren
Vorraussage— den Spalt zwischen Anode und Kathode fast véllig auf. Die Rick-
kopplung der Elektronendichte auf die Instabilitat fihrt zu einer Reduzierung des
Formfaktors der Diokotroninstabilitdt und damit zur Sattigung. Zuséatzlich nehmen
Hintergrundionen einen dadmpfenden EinfluB. Nachdem die Diokotroninstabilitat
der Elektronen geséttigt ist, werden lonenresonanzeffekte von Bedeutung und
man muB zu deren Beschreibung die lonen mit in die Dynamik einbeziehen. Dies
geschieht im Kapitel 2.
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2. Das lonensystem

Im vorigen Kapitel Uber die Diokotroninstabilitat wurden die lonen entweder gar
nicht beriicksichtigt oder nur als Hintergrund betrachtet, der die Ladungen der
Elektronen teilweise neutralisiert. Die Ursache der Instabilitat lag allein bei den
Elektronen. In diesem Kapitel beziehen wir die lonen in die Dynamik mit ein. Die
Abbildung 29 zeigt einen Teilchenplot der lonen aus der gleichen BFCPIC-Simu-
lation, von der wir im vorigen Kapitel schon die Elektronen gesehen haben.

160.0

Y
200 400 600 800 100.0

z—axis (mm)

Abbildung 29. Die lonen in der PIC-Simulation: nach einem Lauf mit dem sta-
tiondren BFCPIC-Code. Die Elektronen zu dieser Simulation sind in
der Abbildung 8 gezeigt. Die lonenstromstérke in dieser Simulation
betragt 32 kA.

Die lonen werden von dem Anodenplasma raumladungsbegrenzt emittiert. Um
das Anodenplasma herzustellen wurde die Anodenoberflache speziell prapariert,
indem sie mit Titan und Palladium bedampft wurde um Wasserstoff darin zu ab-
sorbieren. Vor dem eigentlichen Zlinden der Diode wird ein kleiner Vorpuls auf
die Anode gegeben, der Wasserstoff verdampft und ionisiert. Aus diesem Was-
serstoff-Anodenplasma werden die lonen herausbeschleunigt [54] und auBerhalb
der Diode — idealerweise auf einen Punkt — fokussiert.

Die Fokussierbarkeit eines lonenstrahls ist ein bedeutender Faktor um hohe Lei-
stungsdichten zu erreichen. Um mit einem lonenstrahl eine Leistungsdichte von
1 TW/cm? zu erreichen, muB ein lonenstrom von 400 kA bei einer Spannung von
1,7 MV auf eine Flache von 68 mm? aufgebracht werden. Die lonenstrahlen in der
B.p-Diode des Kalif erreichen einen Divergenzwinkel von 8 =1° =17 mrad in
radialer Richtung. Die lonenresonanzinstabilitat Gbt einen bedeutenden EinfluB
auf die Divergenz von lonenstrahlen aus.
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Die Stromdichte jy, der lonen ist durch die raumladungsbegrenzte Emission von
der Anode festgelegt [16] und [50]. Dieses, auch nach Child und Langmuir be-
nannte Gesetz lautet in MKSA- und dimensionslosen Einheiten

4 ¢ 3

L MKSA 0 2e , 4 2

j(gL ] = 2 m: ¢A2 JeL = 2 ~ (2'1)
9 dyap ! 9¢g Ki

eine Herleitung wird im Anhang B1 diskutiert. Bei der Herleitung dieser Formel
wurde angenommen, daB keine Elektronen in dem Spalt vorhanden sind. Es ist zu
erwarten, daB3 bei Anwesenheit von Elektronen die Stromdichte j,;x gegentber dem
Vakuumwert jc, Gleichung (2-1) erhéht sein wird. Die Stromerhéhung

= /‘le (2-2)
JeL
wurde experimentell [6] zu « =20 — 25 bestimmt. In der stationdren Simulation
mit dem BFCPIC-Code (Abbildung 29) erreicht die lonenstromerhéhung nur Wer-
te von k~2. Es wurde im vorigen Kapitel aber gezeigt, daB3 ein die Diokotronin-
stabilitdt simulierendes oszillierendes elektrisches Feld die Elektronendichte der-
maBen beeinfluBt, daB sich die experimentell gemessene lonenstromdichte ein-
stellt. Andere Ansétze, die lonenstromerhéhung zu erklaren, waren weniger er-
folgreich. Etwa fir einen gleichmaBig mit Elektronen geflllten Spalt erwartet man
einen Stromerhéhungsfaktor k = 972/16~5,5 [63] wenn sich die Elektronen- und
die lonenladung im gesamten neutralisiert. Eine raumladungsbegrenzte Elektro-
nenemission von der Kathode unter der Annahme, daf3 die Elektronen konstante

Gesamtenergie besitzen und eine E X B-driftende Schicht mit abschnittsweise
konstanter Teilchendichte vor der Kathode bilden [3], kann den Stromerhé-
hungsfaktor auch nicht erklaren. Der Grund liegt darin, daB die selbstkonsistent
formulierte Vorhersage der Héhe des lonenstroms und der Verteilung der Elek-
tronendichte in der Diode lber stationare Gleichgewichtsbedingungen vereinfa-
chende Annahmen erfordern, die letztendlich nicht zutreffen, da zeitabhdngige
Effekte daflir verantwortlich sind.

Die Divergenz des lonenstrahls wird durch andere Effekte, wie die lonenresonan-
zinstabilitat beeinfluBt, [33], die wir im folgenden diskutieren werden. Die lonen-
resonanzinstabilitdt gehen wir mit der bewahrten Methode an, mit der wir im vo-
rigen Kapitel die Diokotroninstabilitdt behandelt haben: Wir bestimmen zuerst
(Abschnitt 2.1.1) einen stationdren Zustand und untersuchen anschlieBend dessen
Stabilitat in linearer Stérungstheorie (Abschnitt 2.1.2). Das Modell wird so formu-
liert, daB die Elektronendichte n., in der Diode als Eingabeparameter dient. Die
GréBe des lonenstroms ist mit der Elektronenladung in der Diode verkntpft. Die
raumladungsbegrenzte lonenstromdichte ji;, erscheint als Eigenwert der Elektro-
nenladung in dem analytischen Modell. Wir diskutieren den EinfluB einer Instabi-
litat auf die Divergenz eines lonenstrahls im Zusammanhang mit unserem Modell
der lonenresonanzinstabilitat. Im zweiten Teil dieses Kapitels Ubertragen wir den
im ersten Teil entwickelten Formalismus auf eine Diode mit nichtraumladungsbe-
grenzter lonenemission.

Die Ergebnisse dieser Untersuchung kénnen wir auf zwei Arten nutzen. Wir kén-
nen Aussagen machen Uber die Stabilitdt raumladungsbegrenzter lonenstrome
verglichen mit der Stabilitat injizierter lonenstréme. Und wir kdnnen die Eigen-
moden, die in diesem Modell berechnet wurden mit den Oszillationen verglei-
chen, die ein zeitabhangiger Simulationscode vorhersagt.

46




2.1 Die Diode mit raumladungsbegrenztem lonenflu

Wir untersuchen ein eindimensionales kartesisches Plattenkondensatormodell
und transformieren die Zylindergeometrie der B,,,~-Diode (verglelche mit der Ab-
bildung 19) auf ein kartesisches Koordinatensystem. Die é,-Richtung im Konden-
sator entspricht der Richtung des elektrischen Feldes in der Diode, die é,-Achse
im Kondensator zeigt in Richtung des angelegten Magnetfeldes in der Diode und
die ey Richtung im kartesischen Modell ist die é,-Richtung in der Diode, (Abbil-
dung 30).
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Abbildung 30. Die Geometrie in dem Plattenkondensatormodell: Von der Anode
(¢ = 1) werden lonen extrahiert, die liber den Spalt hinweg zur Ka-
thode (¢ = 0) beschleunigt werden. In dem Spalt befindet sich auch

noch eine Elekironenschicht in E x B-Drift, die der lonenstrahl
senkrecht durchkreuzt. Das elektrlsche Feld in dem Kondensator
und der lonenstrahl zeigen in é,-Richtung, das anglegte Magnetfeld
liegt in 6, Richtung, so daB die Elektronen in ey Richtung driften.

Die lonen und die Elektronen betrachten wir, jede Teilchensorte flr sich getrennt,
als kaltes Fluid, dadurch gelangen wir zu einer zwei-Fluid-Beschreibung. In dem
Spalt zwischen Anode und Kathode driftet in éy—Richtung eine magnetisierte Elek-
tronenschicht. Von der Anode zur Kathode strémt in éX-Richtung ein lonenstrahl.
Die lonen werden von der Anode emittiert und zur Kathode hin beschleunigt. Auf
dem Weg zur Kathode durchdringen die lonen die Elektronenschicht.
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2.1.1 Stationérer Zustand und Stromerhéhung

Die lonenresonanzinstabilitat in einer Diode mit raumladungsbegrenzter Emission
wurde in der Literatur ([12] und [66]) schon untersucht. Dabei wurden einige
vereinfachende Annahmen getroffen. So wurde fiir die Elektronendichte ny im
Spalt ein abschnittsweise konstantes Profil angenommen. Aus den Resultaten des
ersten Kapitels ist aber bekannt, daB die Elektronendichte ne(x) in der Diode eine
nichttriviale Form annimmt und unterschiedliche Elektronendichten auch ver-
schiedene Dispersionsrelationen aufweisen. Ein weiterer Punkt, der sorgfaltige
Beachtung erfordert, ist die Wechselwirkung der lonen mit dem Magnetfeld. Das
Magnetfeld B,,, wird angelegt, um die Elektronen von der Anode zu isolieren.
Auch die lonen werden von dem Magnetfeld abgelenkt, allerdings nicht beson-
ders stark. In Zylindergeometrie bewirkt das Magnetfeld eine Geschwindigkeits-
komponente v, in kartesischer Ubersetzung entspricht dies einer Geschwindig-
keitskomponente v,,. Da die Komponente vo, klein ist gegenliber der durch die
Beschleunigung der lonen im elektrischen Feld hervorgerufenen Geschwindig-
keitskomponente v, wurde in den o. g. Arbeiten diese Geschwindigkeitskompo-
nente im stationdren Zustand vernachldssigt und erst in der Stérungstheorie be-
ricksichtigt. Dadurch entstehen Inkonsistenzen, weil die Homogenitdt des Sto6-
rungsansatzes verletzt wird. Die Storungstheorie fihrt zu einer Differentialglei-
chung mit homogenen Randbedingungen. Jedes Vielfache einer Lésung ist wieder
eine Losung dieser Gleichung. Diese Skalierungsinvarianz wird verletzt, wenn die

Funktion voy(x) neben den Stérungsprofilen wie beispielsweise 6E auftritt, denn
die Normierung v,(g) ist durch die anderen stationdren Werte wie die Strom-
dichte jo, und das Magnetfeld B,,, festgelegt. Durch diese Mischung erhalten
dann alle Profile des Stérungsansatzes eine absolute Normierung.

Es gibt zwei Mdglichkeiten, die Konsistenz zu bewahren. Erstens kann man die
Wirkung des Magnetfeldes auf die lonenbewegung im stationédren Zustand und in
der Stérungsanalyse gleichermaBen vernachlassigen. Die zweite Mdglichkeit ist,
man berlcksichtigt die Bewegung der lonen im Magnetfeld schon in der Bestim-
mung des stationdren Zustandes. Dies hat nur geringen EinfluB auf die stationaren
Profile, zeigt aber einige Unterschiede in den Resultaten der Stérungsanalyse.
Beginnen wir mit der Angabe der Gleichungen, die den stationdren Zustand des
oben genannten Modells beschreiben. Die Details der Lésung der Gleichungen
des stationaren Zustandes verschieben wir in die nachfolgenden Abschnitte. Die
Elektronendichte ne(x) wird von auBen vorgegeben, die lonenstromdichte jo, er-
scheint als Funktional der Elektronendichte.

2.1.1.1 Die Gleichungen fiir den stationaren Zustand

Wir betrachten einen Anoden-Kathoden Spalt mit einer in éy—Richtung driftenden
magnetisierten Elektronenschicht und einem von der Anode raumladungsbe-
grenzt emittierten lonenstrom.

Der stationdre Gleichgewichtszustand in der kartesischen Geometrie wird durch
das elektrische Potential ¢(x), das elektrische Feld Eqo(x) = Eox(x) é,, das magne-

tische Feld Bo(x) = Bo(x) 6, + Bo(2) 6, das Geschwindigkeitsfeld der lonen
VoX) = Vou(X) & + Voy(x)6,, das  Geschwindigkeitsfeld der  Elektronen
Voe(X) = Voey(X) €, und die Teilchendichten der lonen ng(x) und der Elektronen
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nee(x) bestimmt. Die Magnetfeldkomponente B,,(z) entspricht By (r) in Zylinderko-
ordinaten und wird von dem lonenstrom erzeugt. Wir vernachlassigen den Einfuf3
von By(z) auf die Elekironen und die lonen. In unserem Modell betrachten wir nur
eine Stelle z = const und beriicksichtigen keine Variationen in z. In der makro-
skopischen Driftndherung flihrt die Stationarbedingung (1.1-1) auf das Geschwin-
digkeitsfeld fur die Elektronen

_ EOx(x)
BOz(x)
Der lonenstrom von der Anode ist raumladungsbegrenzt, deshalb beschreiben

wir die lonen mit einem Child-Langmuir-Ansatz, der auch im Anhang B1 vorge-
fihrt wird. Aus der Ladungserhaltung folgt

VoeX) = Voey(¥)6,  mit  vpo(x) = (2.1.1-1)

Joix = Noi(X) v, (x) = const. (2.1.1-2)

Die Energieerhaltung fiir die lonen, die von der Anode ¢,(x = 0) = 1 mit der Ge-
schwindigkeit v, = 0 emittiert werden, ist

11— golx) = S (VB + ). (2.41.19)

Die Gleichungen flir das Potential ¢, und das elektrische Feld E,, sind

Oxdo(X) = — Egy(X), OxEox(X) = ngi(X) — npe(X) - (2.1.1-4)

Die Maxwellgleichung flir das Magnetfeld ist

0xBoz(X) = — Vg (%) noi(X) + Voe,(X) nge(x) - (2.1.1-5)

Die éy—Komponente der stationdren Fluidgleichung der lonen ist

dvoyX) = — BOE(X) . (2.1.1-6)
i

Die Elektronendichte nq(x) geben wir von auBen vor. Dazu kénnen wir Daten aus
der Simulation mit dem BFCPIC-Code nehmen, siehe Abbildung 32, oder wir ge-
ben fir Parameterstudien eine Form vor, wie dies in dem Modell zur Stromerho-
hung in der Gleichung (2.1.1-12) getan wird. Die beiden Gleichungen (2.1.1-2 und
3) kénnen verwendet werden, um die lonendichte ng(x) durch die konstante lo-
nenstromdichte jy,, das Potential ¢,(x) und die lonengeschwindigkeit vy, auszu-
driicken. Wenn man die lonendichte ng(x) auf diese Weise ersetzt, kann man aus
den Gleichungen (2.1.1-2 bis 6) ein in sich geschlossenes gekoppeltes Differenti-
algleichungssystem flir die Funktionen ¢o(x), Eox(x), Bo(X) und vgy(x) herleiten.

jO/'x \/;7

Oxpo(X) = — Eoy, OxEou(X) = — nge + —
\/ 2 — 2¢0 — UVoiy
(2.1.17)
Ovoiy(X) = — Bo:X) 3, Bo(X) = Nge Voey — o i Yoy
y ~ ) x=0z Oe YOey ~ 2
Hi \/2 — 2¢0 — HVoiy

Die weiteren Profile dieses stationdren Zustandes, die lonengeschwindigkeit
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Voix(X) = "“"1— \/2 — 2¢(x) — Biviy(x) (2.1.1-8)

7

die lonendichte ny(x) (Gleichung 2.1.1-2) und die Ableitungen der Geschwindig-
keitsprofile '

aXVOiX(X) - NEOX(X) + VOiy(X) sz(;() _ EOX(X) f VOiy(X) BOZ(X) (2.1.1-9)
i \J2 = 20500 — iy ) B voi()

und |
nOe(X) [1 - V()Qey(x)] Joix [1- VOey(x) VOix(X)]

OxVoey(X) = B0 - ) B (2.1.1-10)

folgen aus den Lésungen des Gleichungssystems (2.1.1-7).

2.1.1.1.1 Die Anfangs- und Randbedingungen

Um aus den Gleichungen die stationaren Profile zu berechnen, mlissen wir noch
Anfangsbedingungen angeben. Die Anfangsbedingungen werden an das Potential
$o(0) =1, an die elektrische Feldstarke Eo(0) =0, die magnetische Feldstarke
Bo-(0) = B, und die lonengeschwindigkeit v,,(0) =0 an der Anode x =0 gestelit.
Es gentligt nicht, einfach nur Anfangswerte fiir das Differentialgleichungssystem
(2.1.1-7) an der Stelle x = 0 anzugeben, da x = 0 ein schwach singularer Punkt der
Differentialgleichung (2.1.1-7) ist, weil die Ableitungen der Differentialgleichung
an dieser Stelle teilweise unendlich gro3 werden. Stattdesssen missen wir die
Entwicklung der analytischen Lésung fir x — 0 erarbeiten um damit an der Stelle
x = ¢ die Randbedingungen flr die numerische Integration vorgeben zu kénnen.
Durch Vergleich mit der im Anhang B2 durchgefiihrten Untersuchung des raum-
ladungsbegrenzten lonenflusses im Magnetfeld ohne Elektronen finden wir fir die
stationaren Profile den nachfolgend aufgeflihrten Verlauf in der Nahe der Anode:

A 4/
¢0=1""¢0X3, ‘ 2/3
4 5 i 9 . Hi A By
Eox = §¢0X/3: ¢0:<"4_-/OIX\/_2L) ’ Voiy = —“ﬁ"’
!
(2.1.1-11)

A 4/
BOZ = BO + B X 3, ’
A 3 joix Bo A 2¢,
Yoiy = Voiy X » = T Yoix = T
4./2 ;¢ :

_ A 2/3
Voix = Voix X ™

o>

Es ist somit moglich, die Anfangswerte an einer Stelle x = ¢ anzugeben, ohne dal
numerische Singularitaten auftreten.

Ein weiterer Randwert ist ¢o(g) = 0. Nach der Integration des Differentialglei-
chungssystems (2.1.1-7) ist im allgemeinen die Randbedingung ¢.(g) = 0 nicht
erfllit. Diese randbedingung definiert uns eine Bestimmungsgleichung F(jo,) =0
fir die lonenstromdichte j,,. Die lonenstromdichte jy, erscheint dann als Eigen-
wert dieser Gleichungen, denn es existieren im alilgemeinen keine L6sungen zu
den physikalisch sinnvollen Randbedingungen, wenn nicht jy, einen speziellen
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Wert annimmt. Diesen Eigenwert kénnen wir mit dem Newton-Verfahren bestim-
men.

2.1.1.2 Einfaches Modell zur Stromerhohung

Als Resultat der stationaren Gleichungen erscheint die lonenstromdichte jo, als
Funktional der Elektronendichte no.(x). Wir geben flir Parameterstudien zunéchst
eine Elektronendichte in der Form '

Moe(X) = B(x — b) 6(d — x) —2— (x — b) (d — x) (2.1.1-12)
(d —b)

vor, wobei die mittlere Elektronendichte n ein Parameter ist. Wir integrieren das
Gleichungssystem (2.1.1-7) und I6sen die Eigenwertgleichung nach jy, auf, dann
kénnen wir die lonenstromdichte als Funktion j,,(7) des Parameters n angeben,
siehe Abbildung 31.

— —_ —
- o o < N B
| ] | | 1 |

Stromerhoehungsfaktor jOix/jCL

N
]

| | T T I |
] ] 10 15 20 25 30
mittlere Elektronendichte in 1.0E12/cm3

Abbildung 31. Der Stromerhohungsfaktor x: als Funktion des Parameters 71 in
der Gleichung (2.1.1-8). Der Wert n = 0 bedeutet keine Elektronen
sind in dem Spalt vorhanden und k = jy/jer = 1. Die Verwendeten
Parameter sind: b=6 mm, d =9 mm und g = 12,5 mm.

Die Stromdichte j,;, missen wir dann so bestimmen, daB die Randbedingung an
der Kathode ¢q(g) = 0 erfullt ist. Aligemein ist die Stromdichte jo, ein Funktional
der Elektronendichte nos(x): joix = joix{Noe(x)}. Wenn wir eine Parametrisierung der
Elektronendichte ne(x) wéhlen, wie beispielsweise in der Gleichung (2.1.1-12),
dann kénnen wir die Stromerhéhung als Funktion dieses Parameters angeben.
Eine groBe Elektronenladung innerhalb der Diode bewirkt einen vergréBerten lo-

5




nenstrom. Der Stromerhéhungsfaktor xk wéchst tiberproportional mit der mittleren
Elektronendichte.

2.1.1.3 Losung der Gleichungen fiir den stationaren Zustand

Im folgenden geben wir die Ergebnisse der numerischen Rechnungen an, die mit
den Elektronendichten vor und nach der Elektronendiffusion (Kapitel 1.2) durch-
gefuhrt wurden. Wie schon erwdhnt wurde, ist es nicht méglich, eine analytische
Losung flir das monopolare Child-Langmuir-Gesetz, wie es im Anhang B1 ohne
Elektronen behandelt wird, bei Anwesenheit von Elektronen in beliebig vorgege-
bener Dichte ne(x) exakt anzugeben. Stattdessen miissen wir die Gleichungen
(1.2.2-7) fur den stationdren Zustand numerisch integrieren.
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Abbildung 32. Die Elektronendichte als Eingabedaten: Die Daten wurden aus
dem BFCPIC-Code erzeugt, einmal mit dem gewdhnlichen statio-
naren Code (gestrichelte Linie-"kleine Elekironendichte”), zum an-
deren mit dem zusitzlichen Diffusionsterm (durchgezogene Linie-
"groBe Elektronendichte”).

Aus zwei verschiedenen laufen des BFCPIC-Codes, einem normalen Lauf mit den
statischen Feldern und einem Lauf mit einem zuséatzlichen zeitabhéngigen elek-
trischen Feld das die Diokotroninstabilitat simuliert, stehen uns zwei unter-
schiedliche Elelektronendichteprofile nq(x) (sieche Abbildung 32) als Eingabedaten
bereit. Die kleine Elektronendichte ist die Vorhersage der stationdren Simulation
mit den BFCPIC-Code, die groBe Dichte resultiert aus den Diffusionscode. Die
Diokotroninstabilitat Gberfihrt den Zustand mit der kleinen Elektronendichte in
den Zustand mit der groBen Dichte. Der Vergleich der Untersuchung der lonen-
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resdnanzinstabilitét der Zustdnde beider Dichten beantwortet die Frage, wie die
lonenresonanzinstabilitat aussdhe, wenn es die Diokotroninstabilitdt nicht gébe
und tréagt somit dem Verstandnis der lonenresonanzinstabilitat bei.

Wir diskutieren fm folgenden die Details, die zur Bestimmung des stationaren
Zustands nétig sind und diskutieren die stationdren Zustande, die sich aus den
beiden oben genannten Elektronendichten ergeben.

2.1.1.3.1 Stationdrer Zustand bei magnetisierten lonen

In Abbildung 33 und in Abbildung 34 sind die stationdren Profile fiir die beiden
verschiedenen Eingabeprofile der Elektronendichte ne.(x) gezeigt. In beiden Féallen
verschwindet das elektrische Feld E,, an der Anode und an der virtuellen Katho-
de, an der Anode mit unendlich groBer Steigung. Der stationdren Zustand, dessen
Profile in der Abbildung 33 zu sehen sind, wurde die kleine Elektronendichte
vorgegeben. Das Magnetfeld wird von dem Elektronenstrom nur wenig beeinfluBt
und der lonenstrom jy, ist um den Faktor 2,7 gegeniiber dem Vakuumwert jq, er-
héht.
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Abbildung 33. Die stationdaren Profile mit der kleinen Elektronendichte: Aufge-
zeichnet sind das elektrische Potential ¢(x) (durchgezogene Linie)
im MaBstab 1+1,7 MV, das elektrische Feld En(x) (gestrichelte Li-
nie) im MaBstab 1+2,4 MV/cm, das Magnetfeld By(x) (strichge-
punktete Linie) im MaBstab 1+3 T, die lonengeschwindigkeit Vou(x)
(gepunktete Linie) im MaBstab 1+-1,84 cm/ns = ¢/16,3 und die lo-
nengeschwindigkeit vq,(x) (doppeltgepunktete Linie) im MaBstab
1+3,5 mm/ns = ¢/85,5. Der Stromerhdhungsfaktor betrégt k = 2,7.
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In der Abbildung 34 ist die Situation etwas anders. Die Elektronendichte stammt
von dem Diffusionscode und es ist ungeféahr das achtfache der Elektronenladung
in dem Spalt. Dementsprechend ist auch die lonenstromdichte groBer. Es werden
so viele lonen emittiert, daB sich in der Mitte des Spaltes eine virtuelle Elektrode
ausbildet, wie dies auch in [2] diskutiert wird.
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o -0.50- N
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Abbildung 34. Die stationdren Profile mit einer grolen Elektronendichte: Es
sind die selben Profile, wie in der Abbildung 33 aufgezeigt. Andere
MaBstabe wurden fur das elektrische Feld Eq(x) 1+5 MV/cm, flir die
lonengeschwindigkeit vei(x) 1+1,8 cm/ns = ¢/16,9 fur die lonenge-
schwindigkeit vg,(x) 1+2,6 mm/ns = ¢/115,0 verwendet. Der Stro-
merhdhungsfaktor betragt k = 22,

2.1.1.3.2 Stationdrer Zustand bei unmagnetisierten lonen

Wenn wir die Wechselwirkung zwischen Magnetfeld und lonenbewegung ver-
nachlassigen wollen, brauchen wir nur vy, = 0 zu setzen und auf die Gleichung
(2.1.1-6) zu verzichten. Unter diesen Umstdnden entkoppeln die Gleichungen fir
das elektrische Potential ¢,

1
J1 = ¢o(x)

und fur das Magnetfeld B,, (Gleichung 2.1.1-5). Das singulare Verhalten fir x - 0
andert sich nicht und die Anfangsbedingungen (Gleichungen 2.1.1-11) sind bis auf
Voiy identisch.

HX) = o) — = Jor~/2 7

> (2.1.2-13)
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In der Abbildung 35 sind fiir vier untersuchte Féllen die x-Komponenten der lo-
nengeschwindigkeit aufgezeichnet. Zur Ubersicht sind in der Tabelle 3 die Mo-
dellannahmen zusammengefaBt. Typisch flir alle vier Kurven ist das singulare
Verhalten v,(0) = 0 und 0,vo,(0) = 0o an der Anode x = 0.
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Abbildung 35. Die lonengeschwindigkeiten im Vergleich: Die Kurve vy a wurde
mit der stationdren Elektronenverteilung, die zweite Kurve v
wurde mit der diffundierten Elektronenverteilung unter vernachla-
Bigung des Einflusses des Magnetfeldes auf die lonen, berechnet.
Bei den Kurvgn Voxs UNd Vo wurde die Bewegung der lonen im
Magnetfeld in e,~-Richtung mitberticksichtigt.
Kurve Elektronendichte Wechselwirkung lonen-Magnetfeld
Voix1 klein vernachlassigt
Voix2 groB vernachlassigt
Voixa klein berulcksichtigt
Voixa grof3 berucksichtigt
Tabelle 3. Ubersicht iiber die lonengeschwindigkeiten: Den Kurven der Abbil-

dung 35 liegen unterschiedliche Elektronendichten oder Modellannah-
men zugrunde.

Die quantitativen Unterschiede in der lonengeschwindigkeit v, und auch in den
anderen stationdren Profilen sind sehr gering, wenn man die Wechselwirkung
zwischen lonenbewegung und Magnetfeld beriicksichtigt oder vernachldssigt.

Wenn man nur die stationdren Profile betrachtet, ist es gerechtfertigt, den EinfluB
des Magnetfeldes zu vernachldssigen. In der Untersuchung der Eigenmoden tre-
ten aber Unterschiede auf, wie wir spater noch sehen werden.
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2.1.2 Instabilitdten und Divergenz in der einstufigen Diode

Ein Weg, die globalen Eigenschaften der lonenresonanzinstabilitdt zu beschrei-
ben, wird in [80] beschritten. Unter vielen vereinfachenden Annahmen wie kon-
stante Elektronendichte und konstante lonendichte in der Diode und konstante
Elelektronendrift- und lonengeschwindigkeit wird die Vlasovgleichung zur Stabili-
tatsanalyse benutzt. Die Stabilitdtsanalyse flihrt zu einer Eigenwert-Differential-
gleichung, deren Koeffizienten wegen der Annahmen alle konstant sind. Es ist
zwar moglich, das Sattigungsverhalten der lonenresonanzinstabilitat aufgrund der
Thermalisierung der lonenverteilung zu untersuchen, aber die Effekte der raum-
ladungsbegrenzten Emission sind dadurch nicht gut beschrieben.

Wir untersuchen die lonenresonanzinstabilitdt in der kalten Fluidbeschreibung.
Die Wechselwirkung zwischen lonen und Magnetfeld nehmen wir auch in die St6-
rungsrechnung mit auf, ebenso die raumladungsbegrenzte lonenemission von der
Anode. Spater vergleichen wir mit einem vereinfachten Modell, bei dem sowohl
in der Festlegung des stationaren Zustandes als auch in der Stabilitdtsanalyse die
Wirkung des Magnetfeldes auf die lonen vernachldssigt werden. Zuvor geben wir
noch an, wie sich eine Instabilitat auf die Divergenz des lonenstrahls in einer
Diode auswirkt.

2.1.2.1 EinfluB einer Instabilitdt auf die lonenstrahldivergenz

Mit den Hochstromdioden will man einen fokussierten lonenstrahl erzeugen. Die
lonenresonanzinstabilitat wirkt der Fokussierbarkeit entgegen. Dies 148t sich am
Beispiel des folgenden einfachen Modells erlautern.

Betrachten wir einen lonenstrahl mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v, der
in der Flugzeit 1;, die Strecke g zurlicklegt, so daB g = vj 7, ist. Auerdem sei
eine Instabilitat vorhanden, die durch ein oszillierendes elektrisches Feld

E(t) = éy cos(wt + ¢) transversal zur lonenbewegung dargestellt ist. Dieses
elektrische Feld kann sowohl mit der Diokotroninstabilitdt des vorangegengenen
Kapitels, als auch mit der lonenresonanzinstabilitat, die wir spater untersuchen,
verknipft sein. Ein wichtiger Unterschied zwischen diesen beiden Instabilitaten
besteht in der Frequenz w. Wir wollen hier die Divergenz A0 des lonenstrahls als
Funktion der Frequenz w untersuchen. Die Differentialgleichung fir die Ablenkung
y(t) eines lons ist:

A
E

y(t) = = cos(wt + @) (2.1.2-1)
Hi

Mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und y(0) = O lautet die Lésung:

A
E ,
y(t) = — y2 [ cosp — cos(wt + @) — wt sing]. (2.1.2-2)
M@

Somit ist nach der Flugzeit t; die Ablenkung eines lons y(z;). In einem Strahl von
lonen wird jedes lon eine andere Phase ¢ gegeniiber dem elektrischen Feld er-
halten. Mitteln wir Giber diese Phase, erhalten wir statistische Aussagen lber den
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lonenstrahl. Aus der Gleichung (2.1.2-2) folgt fur die mittlere Ablenkung
< y(r) > = 0. Die Standardabweichung verschwindet nicht, sondern ist:

é\z
<yr)> = ~2y 7 [(1 —cos wt)? + (w1; — sin an,-)z]. (2.1.2-3)

Mit Ay = /< y*t) > kénnen wir den Divergenzwinkel Af angeben,

AG = arctan(%). (2.1.2-4)
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Abbildung 36. Einfaches Divergenzmodell: Die Divergenz A8 des lonenstrahls
als Funktion der Frequenz @ (Gleichung 2.1.2-4).

In der Abbildung 36 ist der Divergenzwinkel A8 als Funktion der Kreisfrequenz
w aufgetragen. Es wurden die Geometrieparameter der B,,,-Diode verwendet, flir

die Amplitude I:Cy wurde 10 % der Vakuumfeldstidrke angenommen. Auch im stati-
schen Grenzfall w— 0 bleibt die Divergenz endlich und hat den Wert

Abpox = arctan(éy ?/2./2 L g).

Bei dem Wert w = 5/ns erfahrt der Divergenzwinkel A8 einen drastischen Sprung
von hohen zu niedrigen Werten, so daB das Auftreten von niederfrequenten Mo-
den die Qualitat eines lonenstrahls bedeutend verschlechtert. Da die Diokotro-
ninstabilitat bei wz10/ns auftritt, verursacht sie wohl nur einen geringen Beitrag
zur Divergenz. Die lonenresonanzinstabilitdt kbnnte hingegen mehr EinfluB haben
und wird im nachsten Abschnitt behandelt. Die Kreisfrequenz w = 1/ns entspricht
einer Frequenz f = 159,2 MHz.
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2.1.2.2 Stabilitat des raumladungsbegrenzten lonenflusses

Wir untersuchen nun die Stabilitdt des im Abschnitt 2.1.1 diskutierten stationaren
Zustandes. Zwischen Anode und Kathode eines Kondensators befindet sich eine
Schicht magnetisierter Elektronen. Die lonen, die von der Anode raumladungsbe-
grenzt emittiert werden, bewegen sich in den elektromagnetischen Feldern zur
Kathode. Der allgemeine Storungsansatz (Gleichung 1-20) besteht aus den neun
Feldern 6E,, 0E,, 0B,, 0Vex, OVey, 0Vix, OViy, On; und dn.. Die Maxwellgleichungen flr
die elektromagnetischen Felder sind:

d,0E, = — ik, 0E, + on; — dn,, (2.1.2-5)
d,0E, = ik, 0E, + iw 8B, (2.1.2-6)
0y0B, = lw OE, — ng; 6V, — Vo, 6N + Voo ONg + Noe 0V, (2.1.2-7)
ik, 0B, = ng; 0v; + Vo On; — iw 6Ey — Npg OVey - (2.1.2-8)

Fir die Elektronen liefern die Elektronenfluidgleichungen zwei Gleichungen:

i 1t (@ — KyVoey) Yo OVex — Boy Ve, = OE, + Vo, 0B, (2.1.2-9)
und

~ L~ 3
[Boz — #e Ox(¥g VOey)] OVeyx + 1 hte (0 — kyVOey) Yo 5Vey = 5Ey . (2.1.2-10)

Die lonen werden durch zwei lonenfluidgleichungen

OE B Voi
Voix OxdVie = Li(w — Vi) — O] Vi + —=2 + —== v, + —=— 0B,  (2.1.2-11)
Hi ﬂ/ Hi
und
B
Voi Ox0Vy, = i(@ — kvoy,) 8y, + %- 5E, — Z’X 38, ;Z v,  (2.1.2-12)
i i i

sowie die Kontinuitatsgleichung
VOiX ax5n,- = I(CO - kyVOIy) 5n,~ - iky n0,~ 5Viy - aXVOI'X 5”,' - 5X(n0,-(3vix) (21.2'13)

beschrieben. Von den neun Gleichungen des Gleichungssystems treten vier ohne
eine Ableitung auf, d.h. wir kénnen durch algebraische Manipulationen das Sy-
stem auf finf Variabeln reduzieren. Diese finf Variabeln Iassen sich zu einem

Vektor Z zusammenfassen. Die Komponenten des Vektors Z sind
1:{=I6Ey, 22=6:V06y5EX+5BZ’ Z3=’t=j0,-x5V,-x+0,

) (2.1.2-14)
Z4 - 5Viy Und 25 = g = VO/X 5/7,'.

Wir erhalten nach einigen Umformungen ein Differentialgleichungssystem der
Form

—_

Z(%; w, k) = M(X;w, k) Z(x; o, k). (2.1.2-15)
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Die Differentialgleichung ist bezliglich der Variabeln x; w und k, sind nur Para-
meter in der Differentialgleichung. Die Details der Umformung der Gleichungen
(2.1.2-5 bis 13) auf das Gleichungssystem (2.1.2-15) und die Elemente der Matrix

M sind im Anhang B.3 angegeben.

An der Anode (x = 0) milissen wir finf Anfangswerte flir das System vorgeben, an
der Kathode (x = g) haben wir dann mit {(g) = 0 eine weitere Bedingung, die wir
durch I6sen der Dispersionsrelation D(w, k,) = 0 erfullen. Die Forderung, das tan-
gentiale elektrische Feld an der Kathode soll verschwinden, ist physikalisch sinn-
voll, denn zu Beginn des Pulses wird die Kathode von einer metallischen Folie
gebildet, spdter von einem elektrisch leitfahigen ionisierten Argonplasma. Die
Forderung nach einer nichtsinguldren L6sung bei x =0 legt die Anfangsbedin-
gungen bis auf einen Normierungsfaktor fest. Um nach der Integration die Bedin-
gung {(g) = 0 = D(w, k,) erflillen zu kénnen, muB man bei einem vorgegebenen
Wert von k, = n'k, die Frequenz w geeignet bestimmen. Die Dispersionsrelation
w(ky) wird somit prinzipiell wie im ersten Kapitel auch bestimmt.
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Abbildung 37. Die Funktion |D(w)|: Es wird der Realteil von w variiert. Festge-
haltene Parameter sind k, = k, und Im @ = 5,3/ns.

Die Abbildung 37 zeigt den Absolutbetrag |D(w)| fiir einen festen Wert des Ima-
ginarteils Im w = 5,3/ns und der Wellenzahl k, = k, = 1/80 mm als Funktion des
Realteils von w. Es liegt der stationdre Zustand mit der groBen Elektronendichte
zugrunde. Hinter jeder Einkerbung lauert eine komplexe Nullstelle der Funktion
D(w), es gibt eine Vielzahl davon. An interessantesten sind die Frequenzen w, far
die gilt | Re w| < 5/ns, denn diese Moden beeinfluBen die Divergenz des lonen-
strahls mehr als die héherfrequenten. Mit dem Nyquist-Verfahren ([127] und An-
hang A2) lassen sich sogar mehrere Nullstellen im Bereich 0 < | Re w| < 10/ns

auffinden.
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2.1.2.2.1 Randbedingungen

Um das Gleichungssystem (2.1.2-15) numerisch zu integrieren reicht es nicht aus,

einfach an der Stelle x = 0 die Anfangsbedingungen Z(0) zu setzen. Die Singula-
rititen des stationdren Zustandes wie vgy,ocx’ treten in den Matrixelementen M
(beispielsweise M, soc1/veiy) in verscharfter Form auf. Die Singularitdt in den
Koeffizienten der Differentialgleichung ist hebbar, d. h. es 4Bt sich analytisch eine
nichtsinguldre Losung finden. Dazu muB die L6sung um den Ursprung analytisch
entwickelt werden. Durch Vergleich der im Anhang B2 durchgefiihrten Untersu-
chung der Stabilitdt des raumladungsbegrenzten lonenfluBes ohne Elektronen

findet man fir x — 0 folgende Entwicklung der Funktionen 2(x):
/\1 2/ /\2 /\3 4/ /\4 5/
(~OxB+Ex+OxB 4+ OxB+ L,

A A 1 A 2 A
Em &b Bxlp Bl B,
1 2 4
T~ x e 22T B Mxl (2.1.2-16)
A1 1/ AD 2 A3 A4 4/
Ovy ~ vy, x 18 + 5\/,~yx/8 + vy x + v x P+ L,
1 2
o~ 6 +0%xh 4+ x4 5% 4+
Die Koeffizienten sind im Anhang B3 (Gleichung B3-19 bis 22) angegeben. Um alle
Ordnungen der Singularitaten zu beseitigen, muB bei £ und ¢ bis zu den Terman

der dritten Ordnung entwickelt werden. Der Koeffizient 2‘ bleibt unbestimmt, alle
anderen Koeffizienten sind Vielfaches von {'. Ohne Beschridnkung der Allgemein-

heit setzen wir 2’ =1 und kénnen nun die Anfangswerte des Differentialglei-
chungssystems an der Stelle x = ¢ gemaB der Entwicklung (2.1.2-16) angeben.

2.1.2.2.2 Amplitudenprofile der lonenresonanzinstabilitét

In der Abbildung 38 sind die Absolutbetrdge der Lésungen des Differentialglei-
chungssystems (2.1.2-15) fliir die beiden stationdren Zustande, kleine und groBe
Elektronendichte, die im Abschnitt 2.1 diskutiert wurden, abgebildet. Der bei der
Entwicklung der analytischen Lésung am Rand x — 0 libriggebliebene freie Para-

meter {' wurde {' = 1 gesetzt. Die Funktionen |{(x)| (durchgezogene Linie) und
| dv,(x)| (strichgepunktete Linie) sind im OriginalmaBstab eingezeichnet, das
Profil fur |£(x)| (gepunktete Linie) muBte um den Faktor 5 im oberen und den
Faktor 50 im unteren Bild verkleinert und die Profile fiir |o(x)| (doppeltgepunktete
Linie) und |(x)] (gestrichelte Linie) um den Faktor 100 bzw. 300 vergréBert wer-
den, damit alle Kurven in das selbe Schaubild passen.

Die GroBe {(x) ist der elektrischen Feldstdrkekomponente JE, proportional und
wirkt senkrecht zur Bewegung der lonen und beeinfluBt damit die Divergenz des
lonenstrahls. Die GroBe £(x) ist der elektrischen Feldstdrkekomponente 6, pro-
portional und wirkt parallel zur Bewegung der lonen und bewirkt damit eine Auf-
spaltung der Energie AE/E des lonenstrahls. Vergleichen wir die Profile {(x) der
lonenresonanzinstabilitdt und der Diokotroninstabilitdt. Bei der Diokotroninstabi-
litat ist das {-Profil des Zustandes mit der kleinen Elektronendichte um den Faktor
104 gréBer als bei dem Zustand mit der groBen Elektronendichte.
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Abbildung 38, Die Losungen des Gleichungssystems (2.1.2-15): oben liegt der
stationdre Zustand mit kleiner und unten liegt der stationdare Zu-
stand mit groBer Elektronendichte zugrunde. Fur die freien Para-
meter k, und w der Differentialgleichung wurden k, und w(ko) aus
der Dispersionsrelation (Abbildung 39 oben) und (Abbildung 40
unten) verwendet.




Bei der lonenresonanzinstabilitidt ist der Trend genau umgekehrt, da ist bei der
groBen Elektronendichte die Funktion {(x) um den Faktor 5 groBer gegeniiber der
kleinen Elektronendichte. Dies weist darauf hin, da8 der Zustand der kleinen
Elektronendichte von der Diokotroninstabilitdt dominiert wird, wahrend der Zu-
stand der groBen Elektronendichte von der lonenresonanzinstabilitat gepréagt ist.
Die Amplitudenprofile {(x)sind in dem Zustand mit der groBen Elektronendichte
in den beiden Typen von Instabilitdten durchaus ahnlich. Man kann sich bildlich
gesprochen einen fliegenden Wechsel von den Diokotron-Moden mit kleiner Wel-
lenzahl und Frequenz zu den lonenresonanz-Moden vorstellen, wahrend die ho-
herfrequenten Diokotron-Moden mit groBer Wellenzahl einfach aussterben. Die
analytische Theorie bestatigt somit Aussagen, die mit reiner numerischer Simu-
lation ([73] und [33]) getroffen wurden.

2.1.2.2.3 Dispersionsrelation der lonenresonanzinstabilitét

Die Dispersionsrelation des stationdren Zustandes mit der kieinen Elektronen-
dichte und der kleinen lonenstromerhdéhung ist in der Abbildung 39 aufgezeigt.
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Abbildung 39. Dispersionsrelation w(k,) der lonenresonanzinstabilitat: Der sta-
tiondre Zustand wurde mit der kleinen Elektronendichte bestimmt.
Die durchgezogene Linie ist der Realteil w(k,) bei positiver Wellen-
zahl, die gestrichelte Linie der Realteil bei negativer Wellenzahl.
Die aufeinanderliegenden einfach und doppeltgepunkteten Kurven
sind die dazugehdérenden Imaginérteile.

Die Symmetrie w(k,) = — w*( — k,) ist deutlich erkennbar. Die Frequenzen der hier
gezeigten Moden variieren von 5/ns < | Re w| < 10/ns bei einer Anwachsrate
von Im w < 2/ns. Es existieren viele weitere Zweige der Dispersionsrelation mit
geringerer Anwachsrate und groBerer Frequenz. Der Zustand mit der kleinen
Elektronendichte besitzt eher einen akademischen Charakter, denn die Diokotro-
ninstabilitdt mit w~(20 + 10i)/ns verursacht eine Erh6hung der Elektronendichte
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und des lonenstroms noch bevor sich der Zustand mit der kleinen Stromerhéhung
richtig einstellt. Dies wurde in Kapitel 1.2 untersucht.
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Abbildung 40. Dispersionsrelation w(k,) der lonenresonanzinstabilitdt: Propa-
gation in positiver k~Richtung bei groBer Elektronendichte.
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Abbildung 41. Dispersionsrelation w(k,) der lonenresonanzinstabilitit: Propa-
gation in negativer k-Richtung bei groBer Elektronendichte.

Der Zustand mit der groBen Stromerh6hung (k~20) besitzt dagegen etwas andere
Dispersionsparameter. In der Abbildung 40 ist die Dispersionsrelation der lo-
nenresonanzinstabilitat fir die Propagation in positiver und in der Abbildung 41
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in negativer k,-Richtung aufgetragen. Diese niederfrequenten Zweige der Disper-
sionsrelation werden bei dem Zustand mit der kleinen Dichte nicht gefunden.

Da die Schwingungsmoden mit den niedrigen Frequenzen zur Divergenz des lo-
nenstrahls signifikant beitragen kénnen, (siehe Abbildung 36), wére ein Thema flr
eine zuklnftige Weiterfllhrung dieser Arbeit zu untersuchen, ob durch das Ein-
strahlen von Mikrowellen mit der Frequenz @ > 5/ns Resonanzeffekte zwischen
der Strahlung und dem Plasma auftreten kénnen, die das Entstehen von Moden
mit w < 5/ns unterdriicken und damit die Divergenz des lonenstrahls verringert
werden kénnte4 .

In den Moden der Diokotroninstabilitat gibt es keine reinen Schwingungen, wenn
die Wellenzahl k, gegen Null strebt, verschwindet die Schwingungsfrequenz
w(k, —» 0) —» 0. Die Moden der lonenresonanzinstabilitdt haben diese Eigenschaft
nicht. Die Frequenz w bleibt endlich, auch wenn k, gegen Null strebt. Dies be-
deutet, es existieren neben den instabilen Wellen auch instabile Schwingungen.

2.1.2.2.4 Sattigung der lonenresonanzinstabilitat

Die Stérungsanalyse gilt nur fir kleine Amplituden der Stérungen. Wenn die Am-
plitude wachst, dann werden nichtlineare Effekte bedeutend. Die elektromagneti-
schen Wellen werden abgestrahlt und heizen die Metallwdnde der Diode und das
Plasma selbst auf, so daB nach einiger Zeit auch die kalte Fluidndherung nicht
mehr gultig ist. Der Sattigungszustand kann theoretisch durch eine dreidimensio-
nale zeitabhhangige Computersimulation bestimmt werden. Er ist erreicht, wenn
die Plasmaschwingungen aus der vorhandenen Freien Energie soviel Energie
entnehmen, wie sie durch Abstrahlung und Dissipation wieder verlieren. Experi-
mentell wird etwa 20 Nanosekunden nach dem Erscheinen des Spannungspulses
in der Stromkennlinie /(t) ein Plateau beobachtet, siehe Abbildung 4 auf Seite 6.
In den ersten 20 Nanosekunden, in denen die angelegte Spannung rampenartig
von 0 auf 1,7 MV ansteigt, steigt der lonenstrom um 20 kA/ns an. Innerhalb dieser
Zeit bildet sich von der Diokotroninstabilitdt beeinfluBt die Elektronenschicht aus.
Dann wird die Diokotroninstabilitat von der lonenresonanzinstabilitat abgeldst. In
den folgenden 40 ns bleibt die elektrische Spannung konstant und der lonenstrom
in der Diode variiert nur um ~ 2 kA/ns. Dies entspricht dem quasistationaren Zu-
stand, in dem die lonenresonanzinstabilitdt auch abgesattigt ist. Dieser Zustand
enthélt elektromagnetische Oszillationen mit Schwingungsfrequenzen ~ 1/ns, die
zur Divergenz und der Energieaufspaltung des lonenstrahls beitragen.

2.1.2.2.5 Leicht vereinfachtes Modell

Die Wechselwirkung zwischen Magnetfeld und lonenstrom ergab keine wesentli-
chen Unterschiede in den Profilen des stationdren Zustandes und der lonenstro-
merhdhung. Wenn wir diese Wechselwirkung konsequent sowohl im stationaren
Zustand als auch in der Stérungsanalyse vernachldssigen, haben wir ein verein-
fachtes Modell der lonenresonanzinstabilitat.

4 Murphy zweifelt aber am Erfolg dieser MaBnahme und sagt eine Erhéhung der Diver-
genz voraus.
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In der Abbildung 42 sind die Dispersionsrelationen w(k,) fiir zwei verschiedene
Eingabeprofile n.(x) fur den stationdren Zustand (Abbildung 32) aufgetragen. Die
Symmetrie w(k,) = — w*( — k,) ist in beiden Fallen sehr gut erhalten, aus diesem
Grunde wurden nur die Dispersionszweige bei einer Propagation in positiver
Richtung eingezeichnet.
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Abbildung 42. Dispersionsrelation des vereinfachten Modells: Die Kurven

Re w4 (durchgezogen) und Im w; (gepunktet) sind die Dispersions-
relation des des Zustandes mit der kleinen Elektronendichte, die
Kurven Re w, (gestrichelt) und Im w, (doppeltgepunktet) sind die
Dispersionsrelation des des Zustandes mit der groBen Elektronen-
dichte.

2.1.2.2.6 Vergleich zwischen den beiden Modellen

Ziehen wir zum Vergleich jeweils die stationaren Zustinde mit der gleichen vor-
gegebenen Elektronendichte heran. Beginnen wir mit der kleinen Elektronendichte
und dem Stromerhdhungsfaktor k = 2,7 und betrachten wir die Abbildung 39 und
den oberen Teil der Abbildung 42. Qualitativ sind die Dispersionskurven &hnlich,
quantitativ gibt es aber Unterschiede. Die Frequenzen w bei dem vollstidndigen
Modell haben Werte von w=~( + 5 + 2'i)/ns gegenliber w~( + 2,5 + 6/)/ns bei dem
vereinfachten Modell und der Wellenzahl |k,| = k,. Die Vernachldssigung der
Wirkung des Magnetfeldes auf die lonen 148t die Realteile um einen Faktor > 2
kleiner und die Imaginarteile um einen Faktor 3-4 groBer werden. Man kann auch
umgekehrt sagen, daBl das angelegte Magnetfeld so auf die lonenresonanzinsta-
bilitat einwirkt, daB die Schwingungsfrequenz verdoppelt und die Anwachsrate
der Instabilitat vermindert wird.

Betrachten wir nun die groBe Elektronendichte mit der lonenstromerhéhung
k = 21,7. In diesem Fall sind die Dispersionskurven mit den betragsméBig klein-
sten Realteilen nicht einmal qualitativ vergleichbar. Die komplexe Frequenz w(k,)
variiert von o =(— 1,5+ 1,5)/ns bis o= (1,5+ 5/)/ns bei dem vollstandigen
Modell, d. h. der Realteil hat sogar einen Nulldurchgang. Bei dem vereinfachten
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Modell wird solch eine Mode nicht gefunden, die Mode mit der kleinsten Frequenz
w(k,) variiert von @ = (2,5 + 10'/)/ns bis @ = (10 + 12:/)/ns. Wahrend die Kurven
w(k,) der Dispersionsrelation des vereinfachten Modells bei kleiner und groBer
Elektronendichte sehr dhnlich und nur etwas verschoben sind, tritt in dem voll-
stdndigen Modell bei der groen Stromerhéhung eine qualitativ andere Mode mit
einem Nulldurchgang im Realteil auf, die sich in dem vereinfachten Modell nicht
finden 1aBt.

Bei der Stabilitidtsanalyse macht es zum Teil bedeutende Unterschiede, wie genau
die Wechselwirkung zwischen Magnetfeld und lonenstrom berlcksichtigt wird.

Experimentelle Konsequenzen: Die lonenresonanzinstabilitat existiert und kann
auf einfache Art und Weise nicht beseitigt werden. Wirde man auf das Magnetfeld
B.per VErzichten, dann wiirden auch die Moden mit den extem kleinen Frequenzen
(Abbildung 40) und (Abbildung 41) wegfallen, aber die El onen wéaren dann
nicht isoliert und man hatte nur etwa ein vierzigstel ( = ./u./i; ) der aufgewen-
deten Energie im lonenstrahl zur Verfligung.

2.1.2.2.7 Zusammenfassung der Instabilitdten in der B,,,-Diode

In dem Abschnitt 2.1 haben wir die raumladungsbegrenzte lonenemission im ma-
gnetischen Feld und die lonenresonanzinstabilitdt untersucht. Die Wechselwir-
kung des Magnetfeldes mit den lonen wurde im stationdren Zustand und in der
Stabilitatsanalyse vollstandig konsistent behandelt. An der Anode liegt — wegen
der Raumladungsbegrenzung — eine hebbare Singularitat der Differentialglei-
chung vor, um die Randbedingung flr die numerische Integration der Gleichun-
gen (2.1.2-15) angeben zu kénnen, muBte die Losung am Rand analytisch entwik-
kelt werden.

Es werden lonenresonanzinstabilitat-Moden in der analytischen Beschreibung
berechnet, die sich von den Diokotroninstabilitdt-Moden qualitativ und quantitativ
unterscheiden. Die Ergebnisse der Dispersionsrelation hangen quantitativ sehr
stark von der Elektronendichte des stationaren Zustandes ab. Physikalisch reali-
stisch flir die lonenresonanzinstabilitit ist die verbreiterte Elektronendichte, denn
die Diokotroninstabilitdt dominiert zu Beginn das Geschehen in der Diode. Die
Diokotroninstabilitat bewirkt eine Diffusion der Elektronen liber den Spalt mit der
Konsequenz einer erhdhten Elektronenladung im Spalt und einer vergréBerten
lonenstromstiarke. Wenn die Diokotroninstabilitat in S&ttigung geht, erfolgt ein
Ubergang von der hochfrequenten Diokotroninstabilitdt zur niederfrequenten lo-
nenresonanzinstabilitat.

Das lonenresonanzinstabilitat-Modell und das Diffusionsmodell der Diokotronin-
stabilitat fur Elektronen ergeben zusammen eine Beschreibung der Vorgange in
der B,,,-Diode einschlieBlich der Erkldrung der lonenstromerhéhung und einer
Bestimmung des Beitrags zur Mikrodivergenz des lonenstrahls.

Experimentell werden lonenschwingungen mit Eigenfrequenzen von 1 - 2 Ghz be-
obachtet. Die berechneten Eigenfrequenzen der lonenresonanzinstabilitdt mit der
groBen Stromerh6hung liegen auch in diesem Bereich. Das Modell ist geeignet
lonenresonanzeffekte zu beschreiben. Da die niederfrequenten Moden die Diver-
genz des lonenstrahls vergroBern, sind sie fur den optimalen Betrieb stérend. Auf
einfache Art und Weise lassen sie sich aber nicht verhindern.
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2.2 Diode mit injiziertem lonenstrom

Mit der mehrstufigen Diode verspricht man sich, positiven EinfluB auf die Diver-
genz und damit auf die erreichbare Leistungsdichte im Fokus zu nehmen, [75],
[76], [65]. Den prinzipiellen Aufbau einer zweistufigen Diode zeigt
Abbildung 43.

1.7 MV
3.4 MY L] 0.0 MV
- : F
lonenstrom f injizierter
nach lonenstrom
; >
o | Child-Langmuir =
e <
o ——t
= =
- 1. Stufe M 2. Stufe b

Iwischenelektrode

Abbildung 43. Prinzipieller Aufbau einer zweistufigen Diode: Die zweistufige
Diode besteht aus einer Anordnung von drei Elektroden, die auf die
Potentiale ¢y =1+ Wy, ¢.=1 und ¢; =0 gelegt werden. Hier sind
beispielsweise ¢, = 3,4 MV und ¢, = 1,7 MV angegeben. Die lonen
werden in der ersten Stufe von der Anode (Potential ¢.) freigesetzt
und vorbeschleunigt. An der Zwischenelektrode (Potential ¢,) be-
sitzen die lonen die kinetische Energie W, In der zweiten Stufe
werden die lonen weiterbeschleunigt, so daB sie an der Kathode
(Potential ¢5) mit der kinetischen Energie 1 + W, ankommen. In der
zweiten Stufe ist der lonenstrom von auBen vorgegeben und von
den Geometrieparametern der zweiten Stufe und der Elektronenla-
dung in dem zweiten Spalt unabhdngig.

Fir theoretische Untersuchungen kénnen wir die zweite Stufe als einfache Diode
betrachten, deren lonenstrom vorgegeben ist, im Gegensatz zur raumladungsbe-
grenzten Emission, die wir im Abschnitt 2.1 behandelt haben. Bei der raumla-
dungsbegrenzten Emission muBten wir die Stromdichte jy als Eigenwert der sta-
tiondren Gleichungen bestimmen. Hier wird der Wert vorgegeben, stattdessen ist
die elektrische Feldstarke an der Anode E, zu bestimmender Eigenwert der sta-
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tiondren Gleichungen. Dies gilt strenggenommen nur flir eine plasmafreie, metal-
lische Anode. Die einfachste Modellannahme wére deshalb eine reine metallische
Anode, etwa ein Gitter, anzunehmen, an der kein Plasma entsteht und aus der nur
die lonen aus der ersten Stufe hindurchstrémen.

Leider entspricht dieses Bild nicht ganz der Realitat, denn es kénnen auch lonen
von der Zwischenelektrode in den zweiten Spalt emittiert werden. Wegen den
vorherrschenden hohen Feldstarken und lonenenergien entsteht an der Anode
ein Plasma wenn der lonenstrahl auf ein Gitter oder eine Folie einwirkt. Von die-
sem Plasma werden auch lonen nach dem Child-Langmuir Gesetz in den Spalt
emittiert, da diese lonen aber eine andere Energie als die injizierten lonen haben
und im allgemeinen auch aus einer anderen Spezies bestehen, stellen sie eine
ungewollte Verunreinigung dar. Es ist aber zumindest prinzipiell méglich, einen
Arbeitspunkt der Diode so zu wahlen, daB diese zuséatzliche Emission unterdrickt
wird. Im folgenden beschrénken wir uns auf den Spezialfall, bei dem diese Emis-
sionen nicht aufreten und diskutieren im Abschnitt 2.2.1 stationdre Zustande in
einer Diode mit injiziertem lonenstrom und untersuchen die lonenresonanzinsta-
bilitat in Abschnitt 2.2.2.

2.2.1 Stationdrer Zustand in der zweiten Stufe

Wir betrachten die zweite Stufe einer doppelstufigen Diode. Wir behandeln diese
zweite Stufe in unserem Modell als einfache Diode mit einem injizierten lonen-
strom ohne zuséatzliche Emission von der Anode. Die lonenstromdichte ji;, und die
Energie W, der lonen an der Anode sind von der vorhergehenden Stufe bestimmt.
Weitere EingabegréBen sind die Teilchendichte no.(x) der Elektronen in dem Spalt
zwischen der Kathode und der Anode und das angelegte Magnetfeld B, an der

Anode. Die Elektronen bilden eine der Exé-Drift unterworfene magnetisierte
Schicht.

2.2.1.1 Gleichungen des stationdren Zustandes

Die Gleichungen, die den stationdren Zustand beschreiben, sind:

Z axd)o(x) = - EOX(X)’
E axEOX(X) = ___l%__ - nOe(X),
VOix(x) (2 2_1)
_ Eo () Vo) '
1] 0yBoz(X) = — nge(x) _é(f,i(—x—)— = Joix ‘;f'(; .
r4 X
._ B
v Vo, () = — —0592
i

Die Gleichungen [ und il sind die stationaren Maxwellgleichungen flr das elek-
trische Potential und das elektrische Feld, die Gleichung //I ist eine Komponente
der stationdren Maxwellgleichung filir das Magnetfeld und die Gleichung VI ist
eine Komponente der stationdren Fluidgleichung fir die lonengeschwindigkeit.
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Die Geschwindigkeiten v,(x) und v, (x) folgen aus der Lésung des Gleichungs-
systems (2.2-1):

Voi(X) = g’ (1+ Wo— (X)) — Vay + Voo () = — :ZX((X . (2.2-2a,b)

Die lonengeschwindigkeit v, wird von der Energieerhaltung bestimmt, die Elek-
tronengeschwindigkeit v,., von der E X B Drift.

2.2.1.2 Randbedingungen an die stationaren Gleichungen

Die Anfangsbedingungen fir das Gleichungssystem (2.2-1) an der mittileren Elek-
trode (x = 0) sind:

$o(0) = 1, Ep(0) = Ey, By, (0) = By. (2.2-3a,b,c)

Die elektrische Anodenfeldstirke ist E,, B, ist das angelegte Magnetfeld an der
Anode. Unterreilen wir in die beiden Félle, die wir im vorigen Abschnitt schon
. unterschieden haben. Falls wir die Wechselwirkung zwischen lonenstrom und
Magnetfeld vernachléassigen, dann setzen wir v,, =0 und vergessen die Glei-
chung (2.2-11V). Ansonsten ist

— 2B 3 2
Voy(0) = ——— W, —\/_:— (2.2-3d)
3 Joi i

ein geeigneter Anfangswert fir die Geschwindigkeitskomponente v,,. Dieser Wert
fur vo, ist eine Abschéatzung flir den Fall, daB eine Stufe vorgeschaltet ist und die
lonen in dieser 1. Stufe raumladungsbegrenzt emittiert wurden. Der wesentliche
Unterschied zwischen dem Zustand mit injizierten und raumladungsbegrenzt
emittierten lonen besteht in den Randbedingungen. Falls auf der Anode in der
zweiten Stufe keine freibeweglichen Ladungstrager vorhanden sind, erscheint die
Anodenfeldstarke E, als Eigenwert des stationaren Zustandes.

2.2.1.2.1 Randbedingungen an das elektrische Feld

Beginnen wir mit dem Fall einer plasmafreien Anode. Die Randbedingungen flr
die Gleichungen des stationdren Zustandes sind von denen des raumladungsbe-
grenzten lonenfluBes verschieden. Die lonendichte jy, ist jetzt von auBen vorge-
geben, stattdessen muB der Anfangswert flir das elektrische Feld, die elektrische
Feldstarke E, an der Anode als Eigenwert der Differentialgleichung so bestimmt
werden, daB an der Kathode ¢(g) = 0 gilt. Dieser Eigenwert kann mit dem New-
tonverfahren gefunden werden. In der Abbildung 44 ist flr drei verschiedene
Elektronenladungen in dem Spalt die Anodenfeldstarke E, als Funktion der inji-
zierten lonenstromdichte j,, aufgetragen. Die durchgezogene Kurve entspricht
dem Fall, daB keine Elektronen in dem Spalt vorhanden sind, die gepunktete
Kurve wurde mit der kleinen stationdren und die gestrichelte Kurve mit der gro-
Ben diffundierten Elektronenverteilung (Abbildung 32) berechnet.

Allerdings ist die Annahme einer plasmafreien Anode bei den hier gegebenen
Energien unrealistisch. Es ist ein Anodenplasma vorhanden, von dem raumla-
dungsbegrenzt lonen emittiert werden, die dann zu dem injizierten lonenstrom
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hinzukommen. Der allgemeine Fall besteht aus einer Uberlagerung des injizierten
lonenstroms mit einem raumladungsbegrenzten lonenstrom von der Anode. Es
gibt aber einen moéglichen Wert der injizierten lonenstromdichte jy,, fiir den die
Anodenfeldstidrke verschwindet. Wie in der Abbildung 44 erkennbar ist, schneidet
jede Kurve Eo(jox) die Gerade £, = 0.
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Abbildung 44. Anodenfeldstirke E, als Funktion der lonenstromdichte j,,: Unter
der vereinfachenden Annahme einer massiven Anode ohne Plasma
wurde flir drei verschiedene Elektronendichten bei einer Anfangs-
energie W, =1 die Anodenfeldstidrke E, bestimmt.

2.2.1.2.2 Spezialbedingung an die injizierten lonen

Wenn die Anodenfeldstarke E, auf Grund der Raumladung der injizierten lonen
verschwindet, ist die raumladungsbegrenzte Emission von der Anode automatisch
unterdriickt. Auf diesen Spezialfall konzentrieren wir uns hier, denn die raumla-
dungsbegrenzte lonenemission haben wir bereits untersucht. Diese Situation ist
der raumladungsbegrenzten Emission &dhnlich, allerdings mit einem flir die tech-
nische Realisierung wichtigen Unterschied. Die Stromdichte jyx stellt sich nicht
automatisch ein, sondern mufB durch konstruktive MaBnahmen in der vorgeschal-
teten Stufe vorgegeben werden. Ein praktisches Problem liegt an der Tatsache,
daB die Elektronendichte n,. zeitlich nicht konstant ist, sondern wahrend des Pul-
ses durch Diffusionsprozesse vergréfert und verbreitert wird.

Wie die Kurven in der Abbildung 44 erkennen lassen, gibt es flr einen festen
Wert der Anfangsenergie W, einen lonenstromdichtewert j,,, so daB die Anoden-
feldstarke E, verschwindet und somit keine zuséatzlichen lonen von der Anode in
den Spalt beschleunigt werden kénnen. In der Abbildung 45 die dazu nétige lo-
nenstromdichte jo, als Funktion der Anfangsenergie W, der lonen aufgezeichnet.
Fir die Anfangsenergie W,=1 ist die ndétige injizierte lonenstromstéarke
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Joix = 4,78jc. im Vakuumfall, jox = 9,73 flr die kleine und jyx = 28,2+ flr die
groBe Elektronendichte notig. Der Vergleichswert jo ist die Child-Langmuir
Stromdichte flir raumladungsbegrenzte Emission der lonen ohne Anwesenheit
von Elektronen in dem Spalt.
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Abbildung 45. lonenstromdichte ji,;, als Funktion der Anfangsenergie W,: Fur die
drei Féalle keine Elektronen (vak), stationdre Elektronendichte (stat)
und diffundierte Elektronendichte (diff) wird bei vorgegebener An-
fangsenergie W, die lonenstromdichte jy, berechnet, fir die die An-
odenfeldstdrke E, verschwindet,

2.2.1.2.3 Stationdrer Zustand in diesem Spezialfall

Die Abbildung 46 zeigt das Profil vy, fur die zwei verschiedenen Elektronenprofile
(Abbildung 32) jeweils flir magnetisierte und nichtmagnetisierte lonen. Die An-
fangsenergie der lonen an der Anode betragt W, = 1, die vorbeschleunigten lonen
haben in dem Geschwindigkeitsprofil v(x) keine Nullstelle, deshalb ist der Term
Voix0x In der Stabilitdtsuntersuchung nicht problematisch. Die Singularitaten an der
Anode, die typisch sind fiir raumladungsbegrenzte Emission, vg, =0 und
OxVoix = o0, treten hier nicht auf.

Die Kurve v (x) (gepunktete Linie) ist die lonengeschwindigkeit in dem Zustand
mit kleiner Elektronendichte und der Vernachldssigung der Wechselwirkung zwi-
schen lonen und Magnetfeld. Bei der Kurve v, (doppeltgepunktete Linie) wurde
die groBe Elektronendichte vorgegeben und die lonen-Magnetfeld-Wechselwir-
kung ebenfalls vernachldssigt. Die kleine Elektronendichte wurde bei der Kurve
Voixa (durchgezogene Linie) vorgegeben und die groBe Elektronendichte wurde bei
der Kurve vy, (gestrichelte Linie) vorgegeben. Die Fallunterscheidung ist in der
Tabelle 3 auf Seite 55 zusammengefalt. Bei den letzten beiden Kurven wurde die
Wechselwirkung der lonen mit dem Magnetfeld voll berlicksichtigt, deshalb er-
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scheint eine zweite Geschwindigkeitskomponente v,,#0, auf die sich die kineti-
sche Energie verteilt und deswegen ist die Geschwindigkeitskomponente v, an
der Kathode etwas geringer. Etwa zwei Prozent der kinetischen Energie stecken
in der Bewegung in &,-Richtung.
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Abbildung 46. Geschwindigkeitsprofil der injizierten lonen: Es treten keine Sin-
gularitdten in der lonengeschwindigkeit auf. Die Kurven vy« und
Vois haben die kieine Elektronendichte als Eingabe, die Kurven vy,
und veye die groBe Elektronendichte. Die Wechselwirkung des Ma-
gnetfeldes mit dem lonenstrom wurde bei den Kurven vo, und vy
vernachlassigt, der Unterschied ist gering.

2.2.2 Stabilitéat des Zustandes der injizierten lonen

Zur Stabilitatsuntersuchung des injizierten lonenstroms kénnen wir das gleiche
Differentialgleichungssystem (2.1.2-15) verwenden, wie wir es im vorigen Kapitel
Uber die raumladungsbegrenzt emittierten lonen hergeleitet hatten. Der Unter-
schied zu dem vorigen Kapitel besteht in den stationdren Profilen, die wie bei-
spielsweise vox(X), in die Elemente der Matrix M(x) eingehen und in den Randbe-
dingungen.

2.2.2.1 Randbedingungen an die Differentialgleichung der Stabilititsanalyse

Da fur x — 0 keine Singularitidten auftreten, lassen sich die Randbedingungen
einfacher angeben. Physikalisch notwendige Forderungen an die Randbedingun-
gen sind {(0) = {(g) = 0 und um die triviale L6sung auszuschliessen muB £(0) # 0
sein. Aufgrund der Homogenitit des Gleichungssystems kénnen wir {'(0) = 1 set-
zen. Die einfachste Art, diese Bedingungen zu erflllen ist
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w — kyVOey
Zy0) = 0 = Zy(0) = Z40) = Zs(0), Z,(0) = ————, (222-1)
ky -
als Anfangswerte fliir die Komponenten des Vektors 2 des Gleichungssystems
(2.1-15) zu setzen.

2.2.2.2 Profile der Differentialgleichung der Stabilitatsanalyse

Die Abbildung 47 zeigt ein Profil der komplexen Eigenfunktion {(x), die zu dem
Eigenwert ws(k,) = 72,6/ns + 0,17-ifus = (72,6 + 1,7°10-*i)/ns in der Abbildung 48
gehort. Der Realteil von {(x) besitzt Ahnlichkeit mit einer Sinushalbwelle, dies
bedeutet, es liegt die erste nichttriviale Losung der Eigenwertgleichung vor und
es gibt keinen vom Betrag her kleineren Eigenwert .
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Abbildung 47. Die komplexe Funktion {(x): in willktrlichen Einheiten, der Ima-
gindrteil ist um den Faktor 10° vergroBert eingezeichnet.

2.2.2.3 Dispersionsrelation des Zustandes rein injizierter lonen

Die Dispersionsrelation w(k,) ist in der Abbildung 48 fur die vier verschiedenen
Falle w;, w, w; und w, aufgetragen, die den vier Kurven vg(x) in der
Abbildung 46 (siehe Tabelle 3 auf Seite 55) entsprechen. Das Ergebnis der Sta-
bilitdtsanalyse zeigt keinen wichtigen Unterschied zwischen den verschiedenen
Elektronendichten im Spalt. Auch die Modellvereinfachung der Vernachladssigung
der Wechselwirkung der lonen mit dem Magnetfeld wirkt sich in der Dispersions-
relation nicht aus. Die quantitativen Unterschiede der Dispersionsrelationen sind
gering.
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Zu der Kurve w(k,) sind auch in sehr guter Symmetrie die komplex konjungierte
Kurve w*(k,) und die an der Abszisse und der Ordinate gespiegelten Kurven wei-
tere Dispersionsrelationen der lonenresonanzinstabilitat.
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Abbildung 48. Dispersionsrelation w(k,): Die Realteile der Frequenz w (obere,
hyperbelartige Kurven) sind im MaBstab 1/ns und die Anwachsra-
ten (untere, oszillierende Kurven) sind im MaBstab 1/us aufgetra-
gen.

Die Diode mit einem reinen vorbeschleunigten lonenstrom zeigt im Rahmen des
hier untersuchten Modells keine, die Fokussierbarkeit nach Kapitel 2.2.1 wesent-
lich beeinfluBende Instabilitdten. Die gefundenen Frequenzen liegen bei
w2 70/ns und die Anwachsraten bei y<$20/us, so daB die Amplitude der Instabili-
tat innerhalb einer Pulsdauer von 100 ns nicht wesentlich anwéchst und die Aus-
wirkung der Instabilitdt auf die Divergenz des lonenstrahls vernachléssigbar ist.

Die niederfrequenten Moden, die bei raumladungsbegrenztem lonenstrom auftre-
ten, werden hier nicht gefunden. Man kann deshalb darauf hoffen, daB der lo-
nenstrahl einer zweistufigen Diode eine geringere lonenstrahldivergenz aufweist.
Die Stérke eines injizierten lonenstrahls so einzustellen, daB3 die raumladungsbe-
grenzte Emission von der virtuellen unterdriickt wird, ist aber experimentell au-
Berordentlich schwierig, da sich beispielsweise die Elektronendichte dndert und
der lonenstrom somit nachjustiert werden muBte. Falls dies aber geldnge, kénnte
aus einer zweistufigen Diode ein lonenstrahl mit geringer Divergenz extrahiert
werden. .
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3 Die Diokotroninstabilitat im Elektronenstrahl des
Gyrotrons

Die Elektronzyklotronresonanzheizung und der Stromantrieb in magnetisch ein-
geschlossenen Plasmen erfordern Quellen fir Millimeterwellen mit einer Aus-
gangsleistung in der GréBenordnung von einigen Megawatt. Fir diesen Zweck
sind der Freie Elektronen Laser [70] oder das Gyrotron [1], [39] vielverspre-
chende Konzepte. Die Geréte der nachsten Generation miissen in der Lage sein,
Ausgangsleistungen von einigen Megawatt in Pulsen von Minutenldnge bei Fre-
quenzen von f= 120 — 170 GHz zu liefern. Vorhandene Gyrotrone kénnen flir ei-
nige Sekunden ein halbes Megawatt bei einer Frequenz von 140 GHz erzeugen
[85]. Ein Gyrotron mit solchen Eigenschaften wird unter anderem im Institut flr
Technische Physik (ITP) entwickelt und getestet. Einige technische Daten des ITP-
Gyrotrons sind in der Tabelle 4 zusammengestellt. In der Technik, etwa den
Werkstoffwissenschaften, liegen weitere Anwendungsmdglichkeiten fir die Mikro-
wellenstrahlung eines Gyrotrons auch mit geringerer Frequenz und Ausgangslei-
stung.

Frequenz f=140 GHz £ w = 879,6/ns
Magnetfeld im Resonator Bapp = 5,5 Tesla
Durchmesser des Resonators ¢ =16,2 mm
Elektronenstrom lbeam = 20 — 25 Ampere
Spannungsdifferenz ¢, =80 — 90 kV
Abstand Kanone-Resonator 30 — 40 cm

Tabelle 4. Technische Daten des ITP-Gyrotrons

Die Wirkungsweise eines Gyrotrons ist in Abbildung 49 gezeigt. Von der Katho-
denoberflache in der Elektronenkanone werden durch Glilhemission Elektronen
freigesetzt. Diese Elektronen werden in dem Kathoden-Anodenspalt beschleunigt
und der Elektronenstrahl propagiert von Magnetfeldern gefiihrt in den Resonator.
Im Resonator findet eine Wechselwirkung der Elektronen lber die Zyklotronrota-
tion mit der Frequenz w. mit den Hohlraummoden des Resonators statt. Die Elek-
tronen geben dabei einen Teil ihrer kinetischen Energie an die elektromagneti-
schen Felder der Hohlraummoden ab. Dieses Anwachsen von elektromagneti-
scher Feldenergie auf Kosten der kinetischen Teilchenenergie wird in der Litera-
tur als Zyklotron-Maser-Instabilitdt (CMI-Cyclotron-Maser-Instability) bezeichnet
[51] und [14]. Im Gyrotron wird die Zyklotron-Maser-instabilitat ausgenutzt, um
Millimeterwellen zu erzeugen.

Flr einen effektiven Betrieb des Gyrotrons ist es wichtig, einen wohldefinierten
Elektronenstrahl im Resonator zu haben. Experimente an dem Gyrotron werden
von Comptersimulationen der Kanone und des Resonators begleitet [48]. Im ITP
wurden Simulationen der Kanone und der angrenzenden Driftsektion mit dem
Computerprogramm BFCPIC [93] und der ,Ray-Tracing“ Version BFCRAY [42]
und [9] durchgeflihrt. Andere Computerprogramme, die auch zur Simulation des
Gyrotrons verwendet werden, sind beispielsweise EGUN [43], EPOSR [60], und
DAPHNE [86]. Diese Programme sind stationér, das heiBt die elektrischen Felder
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werden Uber die Poissongleichung berechnet und die zeitabhéngigen Terme der
Maxwellgleichungen werden nicht beriicksichtigt. Das in diesem Kapitel unter-
suchte analytische Modell gibt eine rechtfertigung dafiir, den Elektronenstrahl
zeitunabhdngig zu rechnen und liefert eine Abschatzung des Einflusses der Dio-
kotroninstabilitat auf die Qualitat des Elektronenstrahls. Zusatzlich kénnen mit der
analytischen Theorie die ndtigen Daten flir die Berlicksichtigung der Diokotronin-
stabilitat in einem zweidimensionalen und stationdren Code berechnet werden;
flr ein Gyrotron mit den hier betrachteten Parametern wird dies aber nicht nétig
sein. Immerhin erhéalt man Hinweise darauf, wann die Diokotroninstabilitdt mit
welcher Frequenz angeregt werden kann. Es existieren noch andere Instabilitaten,
etwa die Bernstein-Moden [123] — das sind elektrostatische Wellen, die sich
senkrecht zum Magnetfeld mit der Elektronzyklotronfrequenz ausbreiten — oder
Wellen mit axialer Schwingungs- und Ausbreitungsrichtung [96], die hier nicht
untersucht werden.

Funktionsprinzip des Gyrotrons

\/
N\

Zl Magnetfeldspulen ><_

Anode

SRARARARREAREARRRERERERRANY.

Resonator

W,
N\

Abbildung 49. Skizze des Gyrotrons: Von der Elektronenkanone wird ein Elek-
tronenstrahl emittiert, der in den Resonator propagiert. Dort geben
die Elektronen Energie an die Hohlraummoden ab.

Die Instabilitat von hohlen Elektronenstrahlen wurde experimentell seit den 50er
Jahren beobachtet [49] und [47]. Erste theoretische Untersuchungen aus dieser
Zeit [67] benutzten infinitesimal dinne Elektronenschichten und behandelten die
,gleitende-Stromungs-Instabilitat” (engl. slipping stream) noch nicht. Ein hohler
Elektronenstrahl mit abschnittsweise konstantem Elektronenprofil und quasistati-
schen Stérungen wird in [55] untersucht. In [569] wurde in quasistatischer N&he-

rung, 0E = — Vo — 0B =0, die Stabilitat eines Elektronenstrahls mit nichtab-
schnittsweise konstantem Elektronendichteprofil untersucht. Das Ergebnis einer
Stabilitatsuntersuchung besteht darin, die Anwachsrate der Instabilitdt Im w >0
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in Abhédngigkeit von Parametern des Elektronenstrahls zu berechnen. Auf die In-
stabilitdt von raumladungsbegrenztem ElektronenfluB in einem Magnetron ist
[22] konzentriert. Auch heute noch ist die Diokotroninstabilitdt Thema aktueller
Forschung. In [13] werden TM-Wellen voll elektromagnetisch in der Stérungs-
analyse untersucht. Zusatzlich zu den Elektronen werden noch Hintergrundionen
betrachtet. Zwar wird erwahnt, daB ein stationarer Zustand mit einer beliebigen
Elektronendichte prinzipiell mdéglich ist, aber letztendlich werden Parameterstu-
dien nur mit Stufenprofilen durchgefiihrt. Zusammenfassungen der Zyklotron-Ma-
ser-Instabilitdt und der Diokotroninstabilitat sind in [52] zu finden.

In dem nachfolgend beschriebenen Modell betrachten wir einen Elektronenstrahl
der in einem Rohr mit axialem Magnetfeld propagiert und dessen Energie und
Stromstérke vorgegeben sind. Die radiale Verteilung der Teilchendichte ne.(r)
kann eine beliebige Form annehmen. Die Diokotroninstabilitat wird vollelektro-
magnetisch bei azimutaler Wellenausbreitung untersucht. Die Stabilitdt des Elek-
tronenstrahls kénnen wir in einer L., genannten ,effektiven Reichweite“ angeben
und die Abhéangigkeit dieser Reichweite von verschiedenen Parametern studie-
ren. Der Langenparameter L., ist ein MaB fir die zurlickgelegte Strecke, nach
der ein laminar stromender Elektronenstrahl in turbulente Bewegung (ibergeht.

2 MW — TE 104 — KANONE , VE138 X 51 BFCPIC —
TRAJEK PARTICLE TRAJECTORIES 82-10-29
U = 80.0KV
50.0
40.0 4
B o \
jé 20.0 - IR S
EN
10.0
I ¥ T 1 T i i i
200 400 600 BOO 1000 1200 1400 1800
x—axis (mm)

Abbildung 50. Trajektorienplot der Kanone: Simulation mit dem stationdren
Code BFCPIC. Die x-Achse der Zeichnung entspricht der z-Achse
in Zylindergeometrie und die y-Achse der Zeichnung dem Radius.

Die Ergebnisse der BFCPIC-Simulation der Kanone sind in einem Trajektorienplot
in der Abbildung 50 dargestelit. Die radiale Elektronenverteilung ne(r) k6nnen wir
aus den Rechnungen mit dem BFCPIC-Code entnehmen. Die Abbildung 50 zeigt
einen Trajektorienplot der Elektronen aus einer Simulation der Kanone. Die Elek-
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tronendichte n(r) im Strahltunnel entnehmen wir dieser Simulation bei
z = 150 mm, siehe Abbildung 51.

Es werden nur drei Zellen von den Elektronen getroffen. Die Form der Teilchen-
dichte ne(r) aus der Simulation rechtfertigt die Annahme eines ringférmigen
Elektronenstrahls. Die Elektronen werden als kaltes Fiuid behandelt; zur Filuidbe-
schreibung gelangt man durch die Mittelung lber die einzelnen Trajektorien der
Elektronen, so daB ein Vektorfeld v die Geschwindigkeit des Elektronenfluids be-
schreibt.

E 0.00304
=
20.0020-
°
E
0.0010
S
0.0000 T T T T T
0 5 10 15 20 25
r - Achse in mm
Abbildung 51. Elektronendichte in dem Strahltunnel: Aus der Simulation in der
Abbildung 50 an der Stelle z= 150 mm entnommen.

Zuerst werden wir im Abschnitt 3.1 einen Elektronenstrahl in einem Hohlleiter
untersuchen. Dabei nehmen wir ein in é,-Richtung konstantes Magnetfeld an. In
3.2 betrachten wir ein in axialer Richtung variierendes Magnetfeld, konkret be-
deutet dies, wir berlcksichtigen die magnetische Kompression. Dann werden wir
im Kapitel 3.3 noch die Stabilitat eines Eiektronenstrahls in einem koaxialen Gy-
rotron mit einem Innenleiter untersuchen. Der Elektronenstrahl wird in einem Ko-
axialleiter noch stabiler gefiihrt, als in einem Hohlleiter.
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3.1 Untersuchung der Wellenleitergeometrie

Wir betrachten fir das analytische Modell die in der Abbildung 52 im Querschnitt
dargestellte Geometrie. Ein ringférmiger Elektronenstrahl propagiert innerhalb
einer metallischen Réhre, deren Wand bei r = r,.; auf einem konstanten elektri-
schen Potential liegt. Die Elektronendichte sei in radialer Richtung stiickweise
definiert. Mit r, und r, bezeichnen wir die innere und die duBBere Begrenzung der
Elektronenverteilung. Ein angelegtes magnetisches Feld B,,, zeige in é,-Richtung,
senkrecht zur Bildebene.

Abbildung 52. Ein Hohlleiter mit einem ringférmigen Elektronenstrahl: Quer-
schnitt senkrecht zu der z-Achse betrachtet. Der gepunktete innere
Ring ist der Elektronenstrahl, der schraffierte auBere Ring ist die
Wand.

Die radiale Elektronenverteilung ne.(r) kénnen wir aus den Rechnungen mit dem
BFCPIC-Code (Abbildung 50) entnehmen, siehe Abbildung 51. Die Form der
Teilchendichte ne(r) aus der Simulation rechtfertigt die Annahme eines ringfor-
migen Elektronenstrahls. Im Abschnitt 3.1.1 werden wir zuerst analytisch die
Feldprofile des stationdren Zustandes eines hohlen Elektronenstrahls in einem
Rohr mit axialem Magnetfeld bestimmen. Die Stabilitdt wird im darauffolgenden
Teil 3.1.2 untersucht.

3.1.1 Stationérer Zustand

Die elektromagnetischen Feldkomponenten in dem stationdren Zustand sind in
Zylinderkoordinaten

—

Eo(r) = Eq(r)€, und  By(r) = Bo,(r) &, + Byylr) & - (3.1-1a)
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Bei der Kanone in der Region 30 mm < z < 100 mm (Abbildung 50) existiert ein
axiales elektrisches Feld, in dem die Elektronen beschleunigt werden. In der Re-
gion z > 100 mm liegt jedoch der hier untersuchte stationdre Zustand vor. Die
Teilchenfelder in der Elektronenfluidbeschreibung sind

Vo(r) = Vp,(r) 32 + vye(r) é\g, vo(r) und  ng(r). (3.1-1b)

Zur Fluidbeschreibung gelangt man Uber die Ensemblemittelung vieler einzelner
Trajektorien. Die ortsabhéngigen, gemittelten Geschwindigkeiten bilden das Ge-
schwindigkeitsfeld v(x) der Fluidbeschreibung. Aus Symmetriegriinden treten nur
die in der Gleichung (3.1-1b) genannten Komponenten auf. Zerlegt man die Ein-
teilchentrajektorie eines Elektrons in eine Lamorrotation um das Fuhrungszen-
trums und die Bewegung des Flihrungszentrums selbst, dann mitteln sich die La-
morrotationen teilweise weg und es bleibt nhur — leicht modifiziert — die mittlere
Bewegung der Flihrungszentren Gbrig, siehe Abbildung 93 auf Seite 133 im An-
hang C1. Die Mittelung vieler Elektronentrajektorien ist ein Weg, von einer Ein-
teilchenbewegung zu einer kollektiven Bewegung des Elektronenplasmas zu ge-
langen; immerhin ist die Diokotroninstabilitat ein kollektiver Effekt.

Beginnen wir mit der Vorgabe der stationdren Teilchendichte ny(r). Damit kénnen
wir die div Eo(r = — no(r) Gleichung sofort integrieren und erhalten

Eo ) = — —f dp p no(p) (3.1-2)

Integrieren wir die Gleichung (3.1-2) ein zweites mal, erhalten wir das Potential

o(r),
o(r) =1 +J dp Eq(p) , (3.1-3)

wobei die Randbedingung ¢(r,.;) = 1 benutzt wurde. Weiterhin haben wir mit
dem stationaren Teil der Fluidgleichung (1-14) in Zylindergeometrie,

2
(") ,‘."”’m = LT E () + vgp(r) Boylr) — vo,(r) Bog(r) 1, (3.1-4)

e

zwei Komponenten der rot B =f—MaxweIlgleichung (1-1d),

0 Boy(r) = Voe(r) no(r) % 8, (r Bpg(r)) = — Vo,(r) no(r) (3.1-5a, b)

und der Energieerhaltung (Gleichung 1-16) eine vollstdndige Beschreibung des
stationaren Zustandes.

Diese Gleichungen sind nicht geschlossen, da die Teilchendichte no(r) nicht dar-
aus hergeleitet werden kann. Sie erscheint vielmehr als ein Eingabeparameter,
der entweder experimentellen Messungen oder von Computersimulationen be-
stimmt werden muB, wie bei der Diode in den vorangegengenen Kapiteln auch.
Wenn die Elektronendichte ne(r) einmal festgelegt wurde, sind die restlichen sta-
tiondren Profile Eo/(r), Bor), vos(r) und vo(r) durch die Gleichungen (3.1-4,5 und
1-16) auch festgelegt.
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Wie in der Abbildung 52 angedeutet wird, ist die Teilchendichte nur auf einem
Intervall r, < r < ry von null verschieden,

no(r) = 6(r—ry) 0(ry—r) A . (3.1-6)
Die Félle r, = 0 oder ry = r,.y kénnen aber auch vorkommen. Fiir die Funktion n(r)
nehmen wir ein gefittetes Polynom,
N
A = ) g, (3.1-7)
j=0

mit N+ 1 Koeffizienten a;, die wir aus Daten der BFCPIC-Simulation
(Abbildung 51) gewinnen. Aus der Gleichung (3.1-2) kénnen wir direkt das elek-
trische Feld Eq(r) ablesen,

0 0<r<mn
No g . .
Eor) = —% Z j+12 (F*2 —*? r,<r<ry (3.1-8)
1 5 a; . .
“T}Z j+2 (™% = 1*?) fg <1 =< Fyay

Il
o

J

und ein zweites mal flr das elektrische Potential integrieren. Auf dem [ntervall
Fg < r < Fyay st

N
a; . , r
B0 =1+ Y, Ty (BT - ) mal (3.1-92)
j=0
auf dem Intervall r,<r<ry
N
a; . r . ,
J d 1
b0 = B + ). [,{,” R (A 4,+2)]. (3.1-9b)
j=0

in dem innersten Intervall 0 < r <r, ist das Potential konstant,
N

, , g2
¢rp) = Plry) + Z jijz [,{)+2<|n—:§- + 7—3:—2—> - j"+2 } (3.1-9c)

ji=0

Die Potentialdifferenz (engl. potential depression) A¢ zwischen der Wand
(r = rway) und der Achse (r=0) ist dann

Ap = 1—(r,). (3.1-10)

Die Magnetfeldkomponenten B (r) und By (r), sowie die Driftgeschwindigkeits-
komponenten ve(r) und vo,(r) sind durch die Gleichungen (3.1-4, 5) und die Glei-
chung (1-16) bestimmt. Wie man aus der Gleichung (3.1-5a) leicht erkennen kann,
ist das Magnetfeld B,,(r) konstant wenn die Elektronendichte no(r) verschwindet.
In dem innersten Bereich 0 < r < r, wahlen wir diese Konstante B, so daB, nach
der Integration der Gleichung (3.1-5a) das Magnetfeld By,(fy.;) = Bs den durch den
Strom in den auBeren Spulen vorgegebenen Wert annimmt. Bei den Betriebsda-
ten des Gyrotrons liegt der Unterschied der beiden Magnetfelder B, und Bs in der
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GréBenordnung (Bs — By)/Bs = 10-* — 10-5, Verglichen mit den Hochstromdioden
ist der Anteil des selbsterzeugten Magnetfeldes verschwindend gering.

Auf die Details der Losung des durch die Gleichungen (3.1-4, 5 und 1-16) defi-
nierten Systems verweisen wir auf den Anhang C1. Wenn wir no(r) und einen Wert
Bs so vorgeben, daB das Gleichungssystem Idsbar ist, dann kénnen wir die sta-
tiondren Profile numerisch bestimmen und v,(r), vos(r), Bor) und Byl(r) als be-
kannt voraussetzen. In den technisch relevanten Fallen ist die Losbarkeit dieses
Gleichungssystems immer gewahrleistet. Wenn das Magnetfeld aber sehr groB
und die kinetische Energie klein sind, dahn kanh passieren, daf3 die Drehbewe-
gung im Magnetfeld mehr als die vorhandene Energie benétigt. Dieser Zustand ist
physikalisch nicht mdglich und die Teilchen wiirden vom Magnetfeld reflektiert
werden (Spiegeleffekt). Die Abbildung 53 zeigt die Teilchendichte ne.(r), nachdem
aus den Simulationsdaten (Abbildung 50) ein Polynom gefittet wurde. Weiterhin
sind das elektrische Feld Ey(r) und die Geschwindigkeiten vo,(r) — vo,(0) und veo(r)
aufgetragen.

1.00+ , e
.\.\,,7_,_':'\
0.50
! /'
-— ’ ’l
= -
= 0.00 -
[}
; -0.50+
E
-1.00 l ' ' } ‘[ ,
0 5 10 15 20 25
Achse R in mm Rwall
— a0 e EOr ----v0z-v0z(0) —-- vOtheta
Abbildung 53. Stationdre Profile im Hohlleiter: Alle aufgefiihrten Profile sind auf
ihren Maximalwert genormt. Der Maximalwert der Teilchendichte
(durchgezogene Linie) ist ng>* = 5,63:10°/cm?, der Maximalwert der
elektrischen Feldstarke (gepunktete Linie) ist Ef> = 1,33 kV/cm.
Die axiale Geschwindigkeit v, auf der Achse betragt
Ve,(0) = 0,4996 ¢, der Maximalwert der Kurve vo(r) — v, (0) (gestri-
chelte Linie) betrdgt 2,84:10-° ¢ und der vy-Kurve (strichgepunktete
Linie) betragt 1,19:10-% c.
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Die Angabe einer Fluidgeschwindigkeit v(r) auBerhalb der Elektronenverteilung
ne(r), das heiBt an Stellen, an denen ne(r) = 0 gilt, besitzt formellen Charakter,

weil die Stromdichte, die tber die Relation j, = — n.v mit der Geschwindigkeit
verknlpft ist, verschwindet. Das Nichtverschwinden der axialen Fluidgeschwin-
digkeit auf der Achse, v,,(0) # 0, beruht auf der Energieerhaltung. Waren Elektro-
nen, die von der Kathode (¢ = 0) emittiert wurden auf der Achse in der Driftrohre
vorhanden, befdnden sie sich in einem Gebiet mit ¢ = ¢(r,) # 0 und der Unter-
schied in potentieller Energie wtirde als kinetische Energie der Elektronen er-
scheinen. In den hier untersuchten Fallen befinden sich keine Elektronen auf der
Achse.

Die Stromstarke l,.., des Elektronenstrahls in dem Rohr folgt aus der Teilchen-
dichte no(r) und der axialen Fluidgeschwindigkeitskomponente vo,(r):

Fwair Iy
lbeam = ZnJ Vo (r) no(r) rdr = ZnJ Vo (r) N(r) rdr. (3.1-11)

0 Iy

Diese Stromstarke /..., ist eine charakteristische GrioBe, um den Betriebszustand
eines Gyrotrons zu beschreiben.

Spannungsabfall und q in %

20 30 40 50 60 70 80 90
Ibeam in Ampere

— delte V ----q

Abbildung 54. Spannungsabfall A¢ und mittlerer g-Parameter: als Funktion der
Stromstirke he.n des Elektronenstrahis.

Die Abbildung 54 zeigt den Spannungsabfall A¢ und den Dichteparameter g
(Gleichung 1-19) als Funktion der Elektronenstromstarke /,..», beide Angaben sind
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in Prozent. In dem hier betrachteten Wertebereich variieren der Spannungsabfall
und der Dichteparameter linear mit der Stromstérke.

3.1.2 Stabilitdtsuntersuchung mit linearer Stérungstheorie
In der Zylindergeometrie hat der Stérungsansatz (1-20) folgende Gestalt:

E(r,0.) = Eo(r) + » OF (r, 2) ', (3.1-12)
A

Die Wellenzahl k, wird ersetzt durch den Azimutalindex A. Den selben Ansatz

mussen wir flr 55(1‘, A), 6v(r, 2) und dn(r, 1) hinschreiben. Das Summenzeichen Z
lassen wir weg, denn in der linearisierten Theorie kdnnen wir immer lineare Su-
perpositionen bilden. Die Abbildung 55 zeigt diesen Ansatz schematisch ange-
deutet.

Abbildung 55. Diokotroninstabilitat in der Wellenleitergeometrie: Der Term
on(r, A) e« aus dem Ansatz (3.1-12) ist fur A = 5 dargestellt.

Von den VektorgréBen brauchen wir nur die Komponenten:

SE(r) = 0E(F) 6, + 0E,(N&,, 0B(r) = 6Br)é, und
~ (3.1-13)
Sv(r) = dv(r) & + dvy(r) &y.

Flr die acht Terme 6E,, 6Ey, 6B,, dv,, év,, dvg and én erhalten wir aus der Fluid-
gleichung, der Maxwellgleichung und der Energieerhaltung ein nichtlineares Sy-
stem von acht gekoppelten Differentialgleichungen. Die Ableitungen bezlglich t
und 6 werden durch 9, = —iw und 9y = il ersetzt. Somit behalten wir nur ge-
wdhnliche Differentialgleichungen flr Funktionen der Variabeln r Gbrig. Nun li-
nearisieren wir diese Gleichungen und erhalten das folgende gekoppelte System
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gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen. Die Gleichungen | — !_I_T_§ind drei
Komponenten der Elektronenfluidgleichung in Zylinderkoordinaten, [V ist die
Energieerhaltung und V — VIIl sind Maxwellgleichungen.

- ~ /1V09
] me<w— - )(y05v2+5yv02)—T15v, = 0,

~ AV,
i,ue <CO_ r09 )’yo 5VI‘ + 82 5V9 + 81 5VZ = 5EI’ + Voe 5BZ’

=

~ AV,
I./le <CO — r06 >(')/0 (SVB + 5')/ V06) + T2 5\/,. = 5E9,

—
——
—

3
dy = Yo (VOH 5V0 + Vo, 5Vz)’

v
(3.1-14)

v 1o, (roE) + i& o6y = — on,

Vi 1 o (roE) — i GE = iwdB

- r vr 6 r r z

VIl i 5B, = —iw3E, — nyov

-+ r z = r 0%%r>»

_\E 8,582 = iw 5E9 + ng 5V0 + Vop on .

Die Abkurzungen T,T,, S; und S; sind im Anhang (C1-10) aufgelistet. Nach einigen
algebraischen Umformungen, die im Anhang durchgefiihrt werden, erhalten wir
das folgende 2 x 2-System von gewdéhnlichen Differentialgleichungen:

'(rw, A) = Al w, A)Lrw, A) + B(r,w, A) &(r o, 4),
(3.1-15)

Erw, ) = Criw A Lrw A) + D(r;w, A) &(r;w, A) .

Die GroBen & und ¢ sind { = idEy und & = vedE, + 6B,. Die Koeffizienten A, B, C
und D des Differentialgleichungssystems (3.1-15) sind im Anhang C2 in den Glei-
chungen (C2-11 bis 14) aufgefliihrt. Die vollstdndige Angabe der Koeffizienten und
deren Ableitung nach w, die wir spater noch gebrauchen werden, ist sehr um-
fangreich. Die Variable des Differentialgleichungsystems, nach der die Ableitun-
gen gebildet werden ist r, weitere Parameter in dem System sind w und A.

3.1.2.1 Randbedingungen

Das oben beschriebene Differentialgleichungssystem (3.1-15) ist flr die Zylinder-
geometrie allgemein giiltig. Um dessen Losung berechnen zu kénnen, missen wir
noch die Randbedingungen angeben. Dazu gibt es einige Félle, die unterschieden
werden muissen. Das erste Kriterium ist die vorgegebene Geometrie. In diesem
Kapitel betrachten wir einen gewdhnlichen Hohlleiter ohne Innenleiter. Eine an-
dere Wellenleitergeometrie ist der Koaxialleiter mit einem Innenleiter. Darauf

kommen wir im Kapitel 3.3 zurick.
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Bei dem gewdhnlichen Hohleiter mit einem ringférmigen Elektronenstrahl, bei
dem sich um die Achse herum keine Elektronen befinden, kann man auf einer
Umgebung der Achse, in der ne(r) = 0 ist, eine analytische Losung fir das Glei-
chungssystem (3.1-15) angeben. Auf dem Intervall 0 < r <r, reduziert sich das

Gleichungssystem (3.1-15) zu {'(r) = _—r1— i) + 1 (%—aﬁ) &(r) und

&) = o). @

Diese beiden Gleichungen kénnen kombiniert werden um die Bessel’sche Diffe-
rentialgleichung fur die Funktion £(r) zu erhalten:

&)+ 80+ <w2—iz—>é(r) = 0. (81-16)

r

Die Losung dieser Gleichung ist £(r) = J)(wr), {(r) = Jj(wr). Dabei sind die J,(2)
Besselfunktionen der ersten Art der Ordnung 4 mit komplexem Argument. Die
Diskussion der Bessel’schen Differentialgleichung und deren Ldsung findet man
in der Literatur, beispielsweise [124] oder [118]. So haben wir die Anfangswerte
des Systems bei r =r,: {(r,) = Ji(wry) und &(ry) = Ji(wry).

In dem Grenzfall r, — 0 tritt wegen der 17-Terme in der Differentialgleichung ein
numerisch nicht direkt behandelbarer %—Ubergang auf. In diesem Falle sind die

Randbedingungen {(¢) = % ¢~ und &(e) = ¢ der analytischen Ldésung bei
r = ¢ angepaft.

Aus Symmetriegriinden muB JE,(0) = 0 sein. Da Ji(0) # 0 ist, miissen wir A =1
ausschlieBen und mit A =2 beginnen. Es existiert auch eine Lésung flir A =1,
diese besitzt aber keine physikalische Bedeutung.

Die zweite Randbedingung, die wir erflillen missen, ist {(r,.;) = 0. Dies entspricht
dem Verschwinden des tangentialen elektrischen Feldes an der metallischen
Wand. Da wir aber flir die Differentialgleichung zweiter Ordnung bereits zwei An-
fangswerte an der Stelle x = r, vorgegeben haben, ist die Losung an der Stelle
r = ry.; schon bestimmt und im allgemeinen nicht gleich null. Wir kénnen aber
eine Funktion D(w, 4) als

D(w, A) = {1y @, A) (3.1-17)

definieren. Wir suchen also flir einen vorgegebenen Wert von A die Werte w(4) so
daB nach der Integration {(r,.;) = 0 erfullt ist. Die Aufgabe besteht jetzt darin, die
Nullstellen dieser Funktion D(w, 2) = 0 zu finden. Dazu verwenden wir das New-
ton-Verfahren. Die Losung des Differentialgleichungssystems (3.1-15) besteht aus
dessen Eigenwerten w(4) und den Funktionen {(r) und (r), aus denen bis auf die
Normierung alle Profile aus dem Ansatz (3.1-12) bestimmt werden kénnen.

3.1.2.2 Dispersionsrelation

Die Abbildung 56 zeigt die Funktion D(w, A) (Gleichung 3.1-17), variiert wird der
Realteil von w. Der Imaginarteil von w und der Azimutalindex 4 wurden konstant
gehalten.

86




0.30
0.20-

0.104

D{omegu)

L LI
e - S T

-0.10-
-0.20
-0.30
T T 1 i | 1
-150  ~100 -50 0 50 100 150
Re omegu in 1.0e8 /s
——— Re D{w) -=-Im D{w) Abs D{v)

Abbildung 56. Die Funktion D(w): Variiert wird der Realteil von o, die An-
wachsrate Im w = 0,5/ns und der Azimutalindex 1 =2 wurden fest-
gehalten. Gezeigt sind der Realteil Re D(w) (durchgezogene Linie),
der Imaginirteil Im D(w) (gestrichelte Linie) und der Absolutbetrag
|D(w)| (gepunktete Linie). Fir andere Werte von A erhdlt man
ahnliche Kurven.
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Abbildung 57. VergréBerter Ausschnitt der Funktion D{w): Die Umgebung um

den Ursprung in der Abbildung 56 wurde herausvergréBert und das
Inkrement wurde auf Im @ = 0,117/ns geédndert. Die anderen Para-

meter wurden beibehalten.

Der oszillierende Verlauf von |D(w)| 148t erkennen, daB es viele Nullstellen von
D(w) geben wird. Am interessantesten ist die zentrale Nullstelle in der Ndhe des
Ursprungs w~0. Wenn wir die Umgebung des Ursprungs vergréBern und den
Imaginarteil von w geeignet bestimmen, kénnen wir in der Abbildung 57 erken-

nen, daB eine

komplexe Nullstelle vorliegt. Eine Nullstelle von D(w, 1) bedeutet
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physikalisch, daB ein dem Ansatz (3.1-12) entsprechender erlaubter Schwin-
gungszustand fur das elektromagnetische Feld vorliegt.

Die Nulistelle in der Mitte bei w~0 in der Abbildung 56 entspricht der Diokotron-
mode, die duBeren Nullstellen sind Wellenleitermoden mit einem verschwindend
kleinen Imaginérteil. Verschwindend klein bedeutet imw < 10-'2 Re w und die-
ser kleine Wert ist numerisch nicht von Null zu unterscheiden und physikalisch
unbedeutend. Dies ist ein Hinweis darauf, daB die im Vergleich zur Diokotronin-
stabilitdt hochfrequenten Hohiraummoden nicht angeregt werden.

Bestimmt man nun die Nullstellen w fiir weitere Werte von A, dann erhalt man die
Dispersionrelation w(4) (Abbildung 58). Mit Hilfe des Nyquist-Verfahrens [127]
findet man sogar zwei benachbarte Nullstellen von D(w). Die Details liber dieses
Verfahren und dessen Anwendung zur Nullstellensuche oder, um genauer zu sein,
der Suche nach einem geeigneten Anfangswert fir das Newton-Verfahren, sind im
Anhang A2 aufgefiihrt. In der Abbildung 58 sind zwei, der Diokotroninstabilitat
zugehdrigen Dispersionskurven aufgezeichnet.
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Abbildung 58. Dispersionsrelation w(4): Die Nullstelle der Funktion D(w), die in
der Abbildung 57 zu sehen ist, entspricht dem Punkt
® =(0,021 4+ 0,117+/)/ns bei A =2. Es gibt hier sogar zwei in der
komplexen w-Ebene benachbarte Nullstellen. Die vier Kurven sind
Real- und Imaginarteile der Dispersionsrelation. Die Realteile
(durchgezogene und gepunktete Linie) sind fast gleich, die Imagi-
narteile (gestrichelte und strichgepunktete Linie) unterscheiden
sich deutlich. Die beiden Zweige der Dispersionsrelation entspre-
chen den Nullstellen, die mit dem Nyquist-Verfahren (Abbildung 79
und (Abbildung 80 auf Seite 109) gefunden werden.

In der Abbildung 59 sind die Profile der Funktionen {(r) und &(r) als Lésung der
Gleichung (3.1-15) angegeben. Die Komponente 8E, der elektrischen Feldstarke
dominiert Uber die anderen, da der Amplitudenfaktor gréBer ist. AuBerdem ad-
diert sich die Stérung JE, zur bereits vorhandenen Feldstirke E,, dazu, wahrend

Ey = 0 ist. Die E x §/Bz-Drift weist nun eine Komponente v, ~ §E,/B,, auf. Die
Bewegung in der radialen Richtung bewirkt eine Verbreiterung des Elektronen-
strahls. Dies wurde im 1. Kapitel schon diskutiert. Hinzu kommt noch eine uner-
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wiinschte Verstarkung der Modenkonkurrenz (engl. mode competiton), denn die
Lokalisierung des Elektronenstrahls in der Wechselwirkungsregion wird dazu be-
nutzt, die Betriebsmode auszuwahlen [1], [39].

1
wn
1

zota (r) und &i (r) « z00

T T T T T
0 5 10 15 20 25
rin Hillimeter
— Re zeta —==1im zeta e Re xi 200 —- Im xi +200

Abbildung 59. Feldprofile { und ¢ der Differentialgleichung(3.1-15): Die komple-
xen Funktionen {(r) und &(r) in willktrlichen Einheiten. Die Funktion
&(r) wurde um den Faktor 200 vergroBert, damit beide Funktionen
in das selbe Schaubild passen. Der Elektronenstrahl ist hier auf den
Bereich 16,2 mm <r < 17,8 mm lokalisiert.

3.1.2.3 Parameterstudien

In diesem Paragraphen untersuchen wir die Abhangigkeit der Instabilitit von
verschiedenen Parametern. Mogliche duBere Parameter, die man variieren kann
sind das angelegte Magnetfeld B,,,, die Stromstarke in dem Elektronenstrahi
lheam UNd der Wandradius r,.,. Innere Parameter sind die Form der Teilchendich-
teverteilung ne(r), der Dichteparameter g = w}/w?, die Lokalisierung der Vertei-
lung r. = (r, + r,)/2, die Breite der Verteilung A=r;—r, und der Abstand zur
Wand r,., — ry.

Eine interessante GroBe, die man dabei betrachten kann ist die Anwachsldnge
Lyow, definiert als Quotient aus mittlerer axialer Geschwindigkeit geteilt durch die
Anwachsrate der Instabilitat,

Yo
Lorow = T - (3.1-18)

Diese Lange L., entspricht der Strecke, die der Strahl zurlicklegt bis die Ampli-
tude der Instabilitat um den Faktor e angewachsen ist.

Vergleicht man die Abbildung 52 mit der Abbildung 55, so |48t sich eine Analogie
zur Aerodynamik anmerken. Wenn ein Zigarrenraucher einen Rauchkringel in die
Luft blast, bewegt sich der Rauchkringel zuerst unter Beibehaltung seiner Form
fort. Nach einiger Zeit, wenn der Rauch eine Strecke L zurlickgelegt hat, beginnt
der laminare FluB turbulente Merkmale zu zeigen und wenig spéter sehen wir nur
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noch eine Rauchwolke. Fur den Elektronenstrahl ist L., die typische Strecke,
nach der der Ubergang von laminarer zur turbulenten Stroémung beginnt.

Die Anwachsldnge L., verhélt sich proportional zu dem angelegten Magnetfeld
B.per (Abbildung 60) und umgekehrt proportional zu der Stromstarke /y..n (Abbil-
dung 61). Da bei konstantem Magnetfeld der Dichteparameter q oc lpeam ist (Ab-
bildung 54), nimmt Lg,., auch mit wachsendem Dichteparameter q ab.

Die Abhéngigkeit der Lange L,., von der Lage und der Breite der stationdren
Teilchendichte zeigen die Abbildung 63, bzw. die Abbildung 62. Wenn man bei
konstant gehaltenem Magnetfeld B,,, und konstanter Stromstarke /.., die Teil-
chendichte nach innen schiebt, dann vergréBert man damit wegen der Zylinder-
geometrie die Teilchendichte ne,. und den Dichteparameter g. Durch das Verrin-
gern von r. nimmt die Flache eines Kreisrings ~ r, ab und bei gleicher Strom-
starke lp.., mufl deshalb die Dichte anwachsen, genau wie wenn man die Breite
der Verteilung A verkleinert. Die Diokotroninstabilitat wird daher einen extrem
scharf lokalisierten Elektronenstrahl verhindern.

Die Anwachslédnge L., als Funktion des Abstandes der Elektronenverteilung zur
Wand, r,.; — ry, ist in der Abbildung 64 aufgezeigt. Eine dicht an die Wand ge-
rickte Elektronenverteilung bewirkt eine groB3ere Reichweite, aber ein geringerer
Wandabstand bedingt auch einen héheren Elektronenverlu3t. AuSerdem will man
die Radiofrequenzmoden, die ihr Maximum im Amplitudenprofil nahe der Wand
haben, nicht anregen, weil die RF-Verluste hoch sind.

Fur das ITP-Gyrotron mit /yeam = 20 A, re = 17 mm, A =2 mm und B,,,, = 0,28 T am
Eingang des Tunnels ist die Anwachslange L,,,~1 m. Der Resonator ist nur 40 cm
von der Kanone entfernt, so daf3 die Diokotroninstabilitat fur einen achsensym-
metrischen Elektronenstrahl keinen zerstérenden EinfluB auf die Qualitat des
Elektronenstrahls nimmt.
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ongelegtes Magnetfeld BOz in T

Abbildung 60. L., als Funktion des angelegten Magnetfeldes B.,,; Es wurden
zwei Kurven fur die Werte 1 = 2 (durchgezogen) und A =3 (gestri-
chelt) eingezeichnet. Die Lénge Ly, verhalt sich in etwa proportio-
nal zu dem Magnetfeld By, Lgrow(Bage) oc Bappr. Die weiteren Para-
meter des stationdren Zustandes sind wie in der Abbildung 53.
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Abbildung 61. L., als Funktion der Stromstéirke l,.... Es wurden zwei Kurven
fur die Werte 1 =2 (durchgezogen) und 1 =3 (gestrichelt) einge-
zeichnet. Die Ldnge L, verhalt sich in etwa umgekehrt proportio-
nal zu der Stromstarke loeams Lgrow(loeom) o< 1/lseam. Die weiteren Para-
meter des stationdren Zustandes sind wie in der Abbildung 58.
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Abbildung 62.
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Ly als Funktion der Breite A der Elektronenverteilung: Die An-
wachslange L., Wurde als Funktion der Breite A der Elektronen-
verteilung fir die Werte 1 =2 (durchgezogen) und A =3 (gestri-
chelt) eingezeichnet. Ly.(A) ist eine monoton wachsende Funktion.
Die weiteren Parameter des stationdren Zustandes sind wie in der
Abbildung 53.
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Abbildung 63. L., als Funktion der Position r. des Elektronenstrahls: Die An-
wachslange L, wurde als Funktion der Lokalisierung der Elektro-
nenverteilung r. fur die Werte 1 = 2 (durchgezogen) und 4 = 3 (ge-
strichelt) eingezeichnet. Lyou(rc) ist eine monoton wachsende Funk-
tion. Die weiteren Parameter des stationdren Zustandes sind wie in
der Abbildung 53.
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Abbildung 64. L., als Funktion des Wandabstandes r,., - r: Die Anwachslédnge

Lsw wurde als Funktion des Abstandes der Elektronenverteilung
von der Wand ry., — rq fr die Werte 1 =2 (durchgezogen) und
A =3 (gestrichelt) eingezeichnet. Ly.(rv.s —rq) ist eine schwach
variierende Funktion. Die weiteren Parameter des stationdren Zu-
standes sind wie in der Abbildung 53.
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3.2 Magnetische Kompression

In den Betrachtungen im vorigen Abschnitt wurde keine funktionelle Abhangigkeit
in é-Richtung beriicksichtigt. Das angelegte Magnetfeld B,,,(z) ist jedoch nicht
konstant sondern es nimmt vom Eingang des Strahltunnells bis zum Resonator
stetig zu, siehe Abbildung 65.

(¥
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— Bapp! (z)
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Abbildung 65. Das angelegte Magnetfeld entlang der Achse: der Strahltunnel
beginnt bei z=150 mm, das Magnetfeld hat dort den Wert
B.por = 0,28 T. Der Resonator liegt bei z =420 mm, das Magnetfeld
hat dort den Wert B,,,, =5,5T.

Unter der Annahme, daB3 die GréBe B-r? eine adiabatische Invariante [111] ist,
Br? = const, (8.2-1)

lassen sich die stationdren Profile entlang der z-Achse angeben. Da B,,.(z) an-
wéachst, wird die Lokalisierung r. der Elektronenverteilung verringert, dies wird als
magnetische Kompression bezeichnet. Die magnetische Kompression verringert
auch die Breite A der Elektronenverteilung. Dadurch wird die Teilchendichte ne
erhdht, aber der Dichteparameter g wird wegen qocne./B3, verkleinert. Die Abbil-
dung 66 zeigt, wie der mittlere Radius der Elektronenverteilung r. und der Dich-
teparameter q sich entlang des Tunnels mit steigendem Magnetfeld dndern. Die
Abbildung 67 zeigt die Variation der Lange Lg., entlang der z-Achse fur ver-
schiedene Werte von A. Das oberste Kurvenpaar gehért zu A =2, das zweite zu
A =3, das dritte zu A = 5 und das letzte zu 1 = 8. Die gestrichelten Linien gehéren
Zu ryay(z) = const, die durchgezogenen zu r,.,(z)ocB;,5(2), das ist der Fall, wenn
der Wandradius entsprechend der magnetischen Kompression (3.2-1) verringert
wird. Der Wandradius des ITP-Gyrotrons liegt zwischen diesen beiden Féllen. Es
kann festgestellt werden, daB die magnetische Kompression die Diokotroninsta-
bilitdt leicht aber nicht wesentlich verstarkt. Nach der halben Distanz, bei
z =300 mm, nimmt L., um weniger als 10 % ab, so daB, bezogen auf die restli-
che Entfernung zum Resonator, der EinfluB der Diokotroninstabilitat sogar ab-
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nimmt. Wenn sich der Resonator bei z = d befindet, dann ist Ly,,(z) — (d — z) ein
effektives MaB fir die Reichweite.
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Abbildung 66. Die Profile entlang der Achse: der Dichteparameter g ist in Pro-
mille angegeben, das angelegte Magnetfeld B, in Tesla und der
mittlere Wandradius r. in Millimeter.
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Abbildung 67. Stabilitdtsuntersuchung L., entlang der Achse: Der EinfluB der
magnetischen Kompression auf die Anwachslange Ly der Instabi-
litdt ist nicht sehr groB. Die durchgezogenen Kurven entsprechen
rvarocBay, die gestrichelten Kurven entsprechen ry., = const. Das
oberste Kurvenpaar gehért zu 1 =2, das darunterliegende zu
/4 =3, gefolgt von A =5und 1 =8.
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3.3 Untersuchung der Koaxialgeometrie

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Gyrotron in einer etwas anderen Geome-
trie. Wenn in einem System zweier konzentrisch angeordneter elektrisch leitféhi-
ger Rohre der Innenleiter auf dem gleichen elekirischen Potential wie der Au-
Benleiter gehalten wird, spricht man von einer ,pseudo-koaxial“-Geometrie.
Dementsprechend ist dann auch die Geometrie der Elektronenkanone anders
konstruiert [90], [69]. Die Abbildung 68 ist keine préazise technische Zeichnung,
sie zeigt aber das Funktionsprinzip des koaxialen Gyrotrons mit einer ,invertier-
ten Kanone“. Die neueren Entwilrfe flir Hochleistungsgyrotrone werden in der
Koaxialgeometrie konstruiert. Man verspricht sich auch eine Veringerung der
Modenkonkurrenz in den Gyrotronen mit hoher Frequenz und hoher Leistung.

Kothode Anode

Abbildung 68. Schema des Gyrotrons mit inverser Kanone und Innenleiter: Der
Unterschied zu dem Gerédt in der Abbildung 49 besteht im wesent-
lichen an dem zusétzlichen innenleiter, der auf dem gleichen elek-
trischen Potential wie der AuBenleiter liegt und einer anderen
Geometrie der Kanone (/nverse Kanone).

3.3.1 Der stationdre Zustand

Der ringférmige Elektronenstrahl lauft zwischen den beiden Metallzylindern in
éz-Richtung und wird spater am AuBenleiter absorbiert. Die Elektronen werden
Uber den AuBenleiter abgeflihrt. Das heiBt, der Stromkreis wird liber den AuBien-
leiter geschlossen und es flieBt kein Strom (iber den Innenleiter. Dies legt den
Anfangswert By (r,) = 0 fest. Mit r, bezeichnen wir den Radius des Innenleiters,
mit r,.; den des AuBlenleiters, r, und ry sind der innere und der duBere Radius der
Elektronenverteilung. Die Teilchendichte der Elektronen wird vorgegeben, die an-
deren stationaren Felder sind dann bestimmt.
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Die Teilchendichte no(r) geben wir als gefittetes, abgeschnittenes Polynom vor:
N
no(r) = 6(r—1,) Bry—1) ) 3, r". (3.3-1)
k=0

Damit kénnen wir das Potential ¢(r) und die elektrische Feldstirke E,(r) direkt
bestimmen [20]. Die Randbedingungen fir das Potential ¢(r) sind ¢(r,) =1 und

Qb(r wa//) = 1.

Abbildung 69. Skizze der Koaxialgeometrie: Der innere schraffierte Kreis ist der
Innenleiter, der gepunktete Ring ist der Elektronenstrahl, der auBe-
re schraffierte Ring ist der AuBenleiter.

Die elekirische Feldstarke Eq(r,) auf dem Innenleiter ist durch

N
A k+2  k+2 1 fwal \ k42, 'd
kZ‘O P [(rd rp ) o I T Ing

(3.3-2)

EOr(ra) =

,
r,<r<rn ,. Eor(r) = Eolry) — (3.3-3a)
r 1B a
ko k+2 k42
mEr<ry Egl) = Eylr) = — + ) s (PP -t s
k=0
I
Fg <1< Fyay EOr(r) = EOr(rd) T (3'3'3C)

Das elekirische Potential ¢(r) ist in dem Intervall 1, <r <,
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¢ =1 — Eglr)r, N, (3.3-4a)

a

indem Intervall r,<r<ry,

NG (rk+2 _ rg+2)
_1_ r k _k+2r i
¢(r) = 1 —Eylr,)r, In 2 +kZO P [ T2 " In 7y ],(3.3 4b)

in dem Intervall ry<r<r,.

() = d(ry) — Eo,lry) In—’% : (3.3-4c)

Aus der Randbedingung ¢(r,.;) = 1 folgt die Feldstirke auf dem Innenleiter Eq(r,)
in der Gleichung (3.3-2). Die Gleichungen fiir das Magnetfeld und die Fluidfelder
bleiben von den zusétzlichen Randbedingungen des Innenleiters ungeandert. Die
Abbildung 70 zeigt die stationdren Profile.
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Abbildung 70. Stationdre Profile in der Koaxialgeometrie: auf maximale Werte
normiert. Die Radien sind r,=8mm, r,=9,5mm, ry= 10,5 mm und
rvar = 29,8 mm. Weitere vorgegebene Parameter sind ¢, =90kV,
Baor =1T und leam = 20 A. Die Teilchendichte n, (durchgezogene
Kurve) ist auf dem Wert 19:10¢/cm?, das elektrische Feld E, (ge-
punktete Kurve) ist auf den Wert 2,6 kV/cm, die Differenz gegentiber
dem angelegten Potential (gestrichelte Kurve) ist auf den Wert
410V, die azimutale Geschwindigkeitskomponente vy, (strichge-
punktete Kurve) ist auf den Wert 7,9-10-*c und die azimutale Ma-

ghetfeldkomponente By (doppeltgepunktete Kurve) ist auf den Wert
0,38 mT skaliert.
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3.3.2 Die Stabilitétsuntersuchung

Die weitere Behandlung des Problems verlauft ganz analog zum vorhergehenden
Abschnitt 3.1.2. An den Gleichungen der linearisierten Stérungstheorie andert
sich nichts, lediglich die stationdren Profile, die in die Berechnung eingehen sind
unterschiedlich und die Randbedingungen des Differentialgleichungssystems
(3.1-15) sind etwas verschieden. Wir missen bei den Randbedingungen flir das
Differentialgleichungssystem den Innenleiter beriicksichtigen. Das bedeutet, wir
haben an der Stelle r = r, die Randbedingungen {(r,) = 0 und {’(r,) = 1 zu erfillen.
Daraus folgt flr £(r,):

W r2
ﬁ(ra) = /12 . (,02 rag ' (33-5)

AuBerdem entfallt die Einschrankung A > 1, so daB3 wir bei A = 1 beginnen kdnnen,
die Dispersionsrelation zu bestimmen. Die Dispersionsrelation w(4) isi in Abbil-
dung 71gezeigt. Der Realteil vom w ist negativ, das bedeutet die Welle 1auft in die
dem Ansatz (3.1-12) entgegengesetzte Richtung. Aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften der Dispersionsrelation ist Re w > 0 fir A < 0.

st e
5 0.100 L
= 0.050~,NNNN“ -------- Im omega
= —— Re omega
= 0.000
€
~-0.050-]
-0.100~]
T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 B ] 10
Azimutolindex lambda
Abbildung 71. Dispersionsrelation w(l): Die Geometriedaten des Koaxialleiters
und des Elektronenstrahls sind diejenigen der Abbildung 70.

Die beste Aussage Uber die Stabilitat des Elektronenstrahls liefert die Anwachs-
ldnge Lgon (Gleichung 3.1-18). In der Abbildung 72 wird Lg.,(4) flir verschiedene
Parameterwerte des Elektronenstromes /..., gezeigt, in der Abbildung 73 wird
das Magnetfeld B,,, variiert. Die Anwachsldnge L,., nimmt ab mit steigendem
Strom /pe., und wéchst an mit gréBerwerdendem Magnetfeld B,

In der in Abbildung 74 wurden das angelegte Magnetfeld B,,, und die Strom-
stidrke des Elektronenstrahls /..., konstant gehalten, nur der Radius des Innenlei-
ters r, wurde variiert. Die Lange L., nimmt zu, wenn der Innenleiter ndher an den
Rand des Strahles rickt. Umgekehrt kann man auch bei fester Geometrie des
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Koaxialleiters die Elektronendichte variieren. In der Abbildung 75 wurden der
duBere Radius der Elektonenverteilung r, festgehalten und der innere Radius r,
variiert. Die Abbildung 76 ist gewissermaBen das Spiegelbild zur Abbildung 75.
Hier wurde der &uBBere Radius ry variiert. In der Abbildung 77. wurde der Radius
der duBeren Wand r,., verandert. Nach einer gewissen Entfernung zwischen r,
und r,.; andert sich an der Stabilitat des Elektronenstrahls nichts mehr.

=50A
=20A
5A

Lgrov in Heter

Azimutalindex lambde

Abbildung 72.  Anwachslange L,..(4): fur verschiedene Parameterwerte der
Elektronenstromstarke /y..n. Die Ubrigen Parameter des stationdren
Zustandes sind wie in der Abbildung 70.
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Abbildung 73. Anwachsldnge L,..(4): fur verschiedene Parameterwerte des an-
gelegten Magnetfeldes B,,,. Die Ubrigen Parameter des stationadren
Zustandes sind wie in der Abbildung 70.
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Lgrow in Meter

Abbildung 74. L, als Funktion des Radius des Innenleiters r,: flur verschiedene
Werte von A. Die tibrigen Parameter des stationdren Zustandes sind
wie in der Abbildung 70.

Lgrow in Heter

6.00 8.20 8.40 8.60 8.80 9.00 9.20 9.40 9.50 9.80 10.20

Ra = 8.8 mm Rb in Millimeter Rd = 18.5 mm
—— lambdy = § - lombdo = 2 --- lombde = 3 —-- lombda = 4 - -~ q in }

Abbildung 75. L, als Funktion des inneren Radius r, der Elektronendichte: fur
verschiedene Werte von A. Die ubrigen Parameter des stationdren
Zustandes sind wie in der Abbildung 70. Der Dichteparameter g ist
in der Ldngenskala in Prozent mit angegeben.
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Lgrow in Heter

b R

AN SN I
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Rb = 9.5 mm Rd in Millimeter Rwalt = 29.8 mm

— lambda = 1 e lembda = 2 ~-~ lombda = 3 —.- lembda = 4 qinl

Abbildung 76. L,.. als Funktion des duBeren Radius r, der Elektronendichte: flr
verschiedene Werte von A. Die Ubrigen Parameter des stationdren
Zustandes sind wie in der Abbildung 70. Der Dichteparameter g ist

in der Langenskala in Prozent mit angegeben.
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Abbildung 77.

L,.ow als Funktion des duieren Wandradius t,,.:

fur verschiedene

Werte von A. Die Ubrigen Parameter des stationdren Zustandes sind

wie in der Abbildung 70.
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3.3.3 Zusammenfassung der Parameterstudien

Es Uberrascht nicht, daB die Anwachslange L,.,, mit steigender Stromstérke ab-
nimmt und mit steigendem Magnetfeld B,,, zunimmt. Fir Parameterwerte, die ty-
pisch sind flir die heutigen Gyrotron-Entwiirfe [85] ist L., groB genug, um den
EinfluB der Diokotroninstabilitat auf den Elektronenstrahl vernachléssigen zu
kénnen.

»\
12"" \\\
‘D— \\\\
‘o —— 5T hohl
B - 3T hohl
< e Tl —.- 1T hohl
= 6—\\; ______________________ --- 5T koax
= \\ ....................
= \\\ ‘h"‘~--_-;'_"': 3T koax
= 4] \\\\ ..................
E. = L — 1T koax
0 | | T l | 1 | |
20 15 30 35 40 45 50 55 60

[beam in Ampere

Abbildung 78. Vergleich Koaxialleiter-Hohlleiter: Die Linge L., als Funktion
der Stromstarke /lye. flir drei verschiedene Werte des Magnetfeldes
B..r in Koaxial- und Hohlleitergeometrie. Alle Parameter des Elek-
tronenstrahls sind jeweils gleich. Der Azimutalindex ist 4 = 2.

Es gibt einen weiten Parameterbereich, flir den die Diokotroninstabilitat nicht be-
deutend ist, da der Abstand von der Kanone zum Resonator kleiner ist, als die
Anwachslange L., der Instabilitat.

Ein geringer Abstand der Elektronenverteilung zur Wand bzw. den beiden Wan-
den in Koaxialgeometrie, verringert das Inkrement Im w der Diokotroninstabilitat.
Diese schon bekannte Aussage kann auch fiir beliebig geformte Verteilungen be-
statigt werden.

Wenn man versucht, eine besonders scharfe Elektronenverteilung zu erreichen,
dann macht sich die Diokotroninstabilitdt bemerkbar, siehe Abbildung 75 und
Abbildung 76. Der Grund liegt darin, daBB der Dichteparameter g sehr groB3 wird,
r,—rqy = q — oo. Enger als zwei Lamorradien (~ 0,3 mm im Resonator) 1a4Bt sich
der Elektronenstrahl sowieso nicht herstellen.

Bei gleichen Werten von Magnetfeld und Stromstarke ist ein Elektronenstrahl in
einer Koaxialgeometrie stabiler als in einer Hohlleitergeometrie.
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SchluBbemerkungen

Diokotroninstabilitdt in der B,y,~-Diode

Ein in gekreuzten elektromagnetischen Feldern stroémendes nicht ladungsneutra-
les Plasma besitzt eine Scherung in dem Profil der Driftgeschwindigkeit. Dieser
Geschwindigkeitsgradient ist die Ursache flir die Diokotroninstabilitat. Zu Beginn
des Pulses bildet sich eine Elektronenschicht entlang der Magnetfeldlinien, die an
der Kathodenspitze liegen, aus, so daB die Magnetfeldlinien an der stationdren
Elektronenverteilung (Abbildung 8) erkennbar sind. Innerhalb dieser Elektronen-

schicht befindet sich die virtuelle Kathode, deflnlert durch ¢ =0 und E = 0. Die

Elektronen sind magnetisiert, das heiBt die E x B-Drift zwingt die Elektronen auf
Trajektorien senkrecht zu dem elektrischen Feld in azimutaler Richtung. Diese
magnetische Isolierung verhindert, daB die Elektronen direkt zur Anode fliegen
und den gréBten Teil des Energietransports tibernehmen.

Diese Situation ist aber nicht statisch, sondern sie wird von der Diokotroninstabi-
litdt beeinfluBt, die den ersten Teil des Pulses dominiert. Das Auftreten einer in
azimutaler Richtung laufenden elektromagnetischen Welle mit einer longitudina-
len elektrischen Feldkomponente sorgt flir eine zusétzliche Driftbewegung der
Elektronen senkrecht zum magnetischen Feld und quer zum Spalt. Als Folge die-
ser dadurch verbreiterten Elektronenverteilung werden auch mehr lonen in den
Spalt emittiert. In einer weiteren Konsequenz stromen noch mehr Elektronen von
der Kathode in den Spalt. Die Sattigung dieses Prozesses setzt ein, wenn die
Elektronen den Spalt gefillt haben. Der lonenstrom ist dann zehnmal gréBer als
der aus stationdrer Rechnung vorhergesagte Wert und Ubersteigt den Vakuum
Child-Langmuir-Wert um das Zwanzigfache. Dies liegt im Einklang mit den expe-
rimentellen Werten.

lonenresonanzinstabilitat in der B,,,-Diode

Ein anderer Typ von Instabilitat tritt auf, wenn ein lonenstrahl die Elektronen-
schicht senkrecht durchstrémt. Diese lonenresonanzinstabilitat besitzt andere Dis-
persionsparameter als die Diokotroninstabilitdt. Die fir raumladungsbegrenzie
Emission typischen Singularitaten sind hebbar, erfordern aber analytischen Auf-
wand, damit die Dispersionsrelation fur die lonenresonanzinstabilitdt berechnet
werden kann,

Erst nachdem die Diokotroninstabilitdt in die Sattigung geht, gewinnt die lonen-
resonanzinstabilitat die Konkurrenz um die zur Verfigung stehende Freie Energie
und bestimmt das physikalische Verhalten der Diode. Die Schwingungsmoden der
lonenresonanzinstabilitdt mit w ~ 1/ns sind niederfrequenter als die der Dioko-
troninstabilitat mit w=10/ns. Dadurch liefert die lonenresonanzinstabilitdt einen
signifikanten Beitrag zu der Mikrodivergenz des lonenstrahls.

Die niederfrequenten lonenresonanzmoden treten in einem System mit injiziertem
lonenstrom nicht auf. Deshalb kann man erwarten, da mit einer zweistufigen
Diode eine geringere lonenstrahldivergenz erreicht werden kann.
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Stabilitat des Elektronenstrahls im Gyrotron

In einem Gyrotron propagiert ein Elektronenstrahl von der Kanone, wo der Strahl
erzeugt wurde, zu dem Resonator, wo der Elektronenstrahl mit den Wellenleiter-
moden wechselwirkt und Millimeterwellen erzeugt werden. Es konnte gezeigt
werden, dal3 die Diokotroninstabilitadt innerhalb eines weiten Parameterbereiches
keinen groBen EinfluB auf den Elektronenstrahl ausilibt. Flr die numerische Simu-
lation eines solchen Elektronenstrahls ist es daher gerechtfertigt, diese Instabilitat
zu vernachlassigen. Wenn andere Instabilitdten auch keine Rolle spielen, ist es
zulassig, einen stationdren Code zu verwenden. Ein MaB fur die Starke der Dio-
kotroninstabilitat ist die Ldnge Lg.s. Sie gibt an, nach welcher zurlickgelegten
Strecke der Elektronenstrahl auf Grund der Diokotroninstabilitdt von laminarer zu
turbulenter Strémung lbergeht. Fir typische Betriebsdaten des Gyrotrons liegt
diese Lange im Bereich von einem Meter und ist somit gréBer als der Abstand
zwischen Kanone und Resonator.

Der direkte Vergleich zwischen einem Elektronenstrahl in einem Hohlleiter und in
einem Koaxialleiter bei ansonsten gleichen Bedingungen wie Stromstarke, Ener-
gie und radiale Verteilung der Elektronen sowie angelegtem Magnetfeld, zeigt
eine geringere Anwachsrate der Diokotroninstabilitat in einem Koaxialleiter. Da-
her ist es vorteilhafter, kiinftige Hochleistungsgyrotrone, die héhere Stromstarken
in dem Elektronenstrahl besitzen, in Koaxialgeometrie zu entwerfen.

Analytisches Modell und Computersimulation

Das analytische Modell erfiilit zwei Aufgaben. Zum einen kann es dazu verwendet
werden, numerische Simulationen zu Gberprifen. Bei der Losung des Maxwell-
Viasov-Systems mit einem zeitabhdngigen Code kann man a priori nicht wissen,
welchen Ursprungs die beobachteten Schwingungen sind. Die Teilchendichte, als
ein Ergebnis einer solchen Simulation kann als Eingabe fiir das analytische Mo-
dell verwendet werden. Dadurch besteht die Mdéglichkeit, die Oszillationen in ei-
nem zeitabhdngigen Code mit den Frequenzen der Dispersionsrelation des ana-
lytischen Modells zu vergleichen, um numerische von physikalischen Instabilita-
ten unterscheiden und eventuell vorhandene Fehlerquellen erkennen und besei-
tigen zu kénnen.

Andererseits kann aufgrund der Kenntnis der Instabilitdten anstatt der Instabilitat
selbst nur ihre Auswirkung auf auf lonen und Elektronen studiert werden. Dies
geht dann in einem stationdren und niedrigdimensionalen Code. Ein auf diese
Weise in der Dimension reduzierter Code kann die Simulation eines technischen
Gerats mit deutlich weniger Rechenzeit durchfiihren und erlaubt umfangreiche
Designstudien zur Konstruktion. Das analytische Modell ermdéglicht es, Uber die
Frequenzen und Anwachsraten der Instabilititen quantitative Voraussagen zu
machen

Diese Arbeit ist auch ein Beispiel flr die sich in einigen Gebieten der Forschung
abzeichnende Dreiteilung in die Bereiche experimentelle Messung, analytische
Theorie und numerische Simulation. In diesem Sinne stellt sie ein Bindeglied
zwischen der analytischen Theorie und der numerischen Simulation dar.
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Anhang A.

A.1 Einheiten, Dimensionen und Skalierungen

Um die Gleichungen dimensionslos zu notieren, verwenden wir Skalierungsgro-
Ben, die von drei EingabegriéBen abgeleitet werden kénnen. Es liegt nahe, Natur-
konstanten oder anwendungsspezifische Geratekonstanten wie die gréBte ange-
legte Spannung und einen typischen Wert des angelegten Magnetfeldes zu ver-
wenden. Als Eingabeparameter nehmen wir die Lichtgeschwindigkeit c, ein kon-
stantes Magnetfeld B, und das angelegte Potential ¢.. Aus dem Magnetfeld B,
berechnen wir zur Zeitskalierung die nichtrelativistische Zyklotronfrequenz w, der
Elektronen,

>, (A1-1)

L, = ——. (A1-2)

Strom- und Ladungsdichten skalieren wir wie folgt,
2 2
j = &0 Pa D5 n = g0 $a W5
® ¢ ’ * e c?

(A1-3)

In der dimensionslosen Notation sind Geschwindigkeiten immer Bruchteile der
Lichtgeschwindigkeit ¢, Langen immer Vielfaches von L,, Wellenzahlen immer
Vielfaches von L; !, Zeiten immer Vielfaches von w;s !, Frequenzen immer Vielfa-
ches von ws, elektrische Potentiale immer Vielfache von ¢,, elektrische Felder
sind Vielfache von E, = ¢.Ls', Magnetfelder immer Vielfache von B, = ¢a(cLs) ',
Stromdichten sind Vielfache des Stromdichteskalierungsfaktors j; und Teilchen-
dichten sind Vielfache des Teilchendichteskalierungsfaktors ns. In der dimen-
sionslosen Notation gibt es keinen Unterschied zwischen der Teilchen- und der
Ladungsdichte von einfach geladenen Teilchen.

Aus dem Skalierungsfaktor fir die Teilchendichte n; und dem L&ngenskalie-
rungsfaktor L, kdnnen wir eine dimensionslose Konstante k = ny'L3 bilden. Die
Konstante x taucht beispielsweise in der Formel fir die Ehergiedichte des elek-
trischen Feldes (Gleichung 1.2-1) auf.

Die dimensionslosen Faktoren flir Elektronen- und lonenmasse sind:

2 2
~ mgc ~ m;c

lu = ’ .u =
e e ¢4 ' e ¢,

Die Child-Langmuir-Stromdichte der lonen jc, [16] und [50], wird in der dimen-
sionslosen Notation:

(A1-4)

4 ¢ 3

[ MKSA 0 2e , 4 2

!gl. = 2 o Al - Jeo = 2 7 (A1-5)
9 dgap I 9¢g i
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Geben wir den Eingabeparametern konkrete Werte,

L Potential ¢, = 1,7 MV,
® Magnetfeld B, =2,5T und
® Spaltabstand d,., = 8,0 mm,

dann konnen wir folgende Tabelle der Skalierungsfaktoren errechnen:

phys. GroBe Skalierungsfaktor
Kreisfrequenz w, = 4,389710" + = 4397 -,
Zeit 7y = 01) — 2,27 ps,
Lange L; = ac) = 0,682 mm,
elektrisches Feld o= D9 opg MV
C ! cm’
. , €0 kA
Stromdichte s = <& psw? = 9707 ooy
&
Teilchendichte no= 29 0~ 202100 1
ec cm

Teilchendichte x Lange? K = nyL: = 6,4-10°

Es mag verwirrend erscheinen, daBl zwei verschiedene Magnetfelder B; und B,
angegeben werden. B; wurde vorgegeben um Uber die Elektronenzyklotronfre-
quenz die Zeitskala zu definieren, B, ist als Skalierung des Magnetfeldes Uber die
Skalierung des elektrischen Feldes E, und die Lichtgeschwindigkeit ¢ bestimmt.
Die beiden Magnetfelder B; und B, unterscheiden sich um den Faktor der Elek-
tronenmasse, B, = . B, . Als Beispiel einige skalierten GréBen:

phys. GroBe dimensionslose Zahl
2
Elektronenmasse fe = Me ¢  — 0,3008,
e d)A
2
Protonenmasse U = mie” 551,888,
e ¢A
Spaltabstand g = 11,733 (£ dg,p = 8 mm),
mittleres E-Feld E — 852102 = -:2]—,
. . 4 2 —a
Child-Langmuir lonenstrom Joo = 9g? — = 1,9410-4
Hi

Die Relation p. < 1<pu; 14Bt erkennen, daB die Elektronen relativistisch sind und
die lonen noch im nichtrelativistischen Bereich liegen.
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A.1.1 Andere Skalierung fiir das Gyrotron

Das Gyrotron besitzt andere Betriebsdaten, doch ist die Skalierung qualitativ die-
selbe. Mit den Eingabeparametern ¢, =80kV und B;=1,0T errechnen wir fol-
gende Tabelle:

phys. GroBe Skalierungsfaktor

Kreisfrequenz

1 1 A _
, = 1,7588-10" — = 1758 - (2 f, = 28 GHg),
Lange L, = a‘j — 1,705 mm,
W,

elektrisches Feld Ea= 220 _ g4g0 MV
Teilchendichte o= 20 0 g sppion 1

ec? cmd
Stromstirke I, = j. L2, = 212,35 A,

E)er Faktor der Elektronenmasse j. ist in diesen Skalierungseinheiten gleich
Ue = 6,39. Den Umstand u.>1 bezeichnet man als schwachrelativistisch.

A.2 Nyquist-Formalismus

Der im folgenden nach [127] beschriebene Formalismus ist ein Werkzeug um
Aussagen Uber Nullsteilen D(w) =0 und Pole D~ '(w) = 0 einer komplexen Funk-
tion D(w) machen zu kénnen. Insbesondere geht es darum zu sagen ob und wie-
viele Nullstellen diese Funktion D(w) in einem bestimmten Teilgebiet der komple-
xen w-Ebene besitzt.

Gegeben sei eine komplexe Funktion D(w). Wir konstruieren daraus eine Hilfs-
funktion G(w):
1 0D(w) i
Glw) = = log D(w) . A2-1
©) = G T30 = Fy 1090 (r2-1)

Der komplexe Logarithmus log z ist folgendermaBen bestimmt [103]:

z
d{ ,
J % = logz= Inr+io+ 2nik, kel, z=re%eC. (A2-2)
1

Die ganze Zahl k zahlt dabei die Umldufe des Weges von { = 1 nach { = z um den
Ursprung { = 0.

Um eine Nullstelle w, der Funktion D(w) besteht folgende Laurententwicklung:
D(@) = Ag(w— )" + Aj(@—w)" T + .., (A2-3a)
D'(w) = nAy(@—wp)" "' + (n+ 1) A (@ —wp)" + ..., (A2-3b)

wobei n > 1 der kleinste Exponent mit nichtverschwindendem Koeffizient A, ist.
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Somit erhalten wir fir G(w) wenn wir (A2-3) in (A2-1) einsetzen:

A
n 1
@ —ag + Aq + o(w — wy) . (A2-4)

G(w) =

Sei I', ein geschlossener Weg in der komplexen w-Ebene, der den Punkt w, um-
schlieBt, aber keine andere Nullstelle oder Pol der Funktion D(w), dann kdnnen
wir mit dem Residuensatz aus der Gleichung (A2-4) direkt foigern:

E%,.— (ﬁe(w) do = n. (A2-5)
I, -

Die Funktion D(w) definiert eine Abbildung von der komplexen w-Ebene auf die
komplexe D-Ebene. Sei nun C,, eine geschlossene Kurve in der D-Ebene, das Bild
von Iy, D(w): Ty, — C,, dann folgt aus der Gleichung (A2-1) und den Eigenschaften
des Logarithmus: ‘

1 1 1 _ .
2 PO d0 = 5 @ - dl =k, (A2-6)
o Co

wobei k die Zahl der positiven Umldufe der Kurve C, um den Nullpunkt der
D-Ebene ist.

Verallgemeinern wir auf eine Kurve I', die mehrere Pole w; j=1, .., jmax und

Nullstellen w;, i =1, ..., in. der Funktion D(w) umschlieBt, dann gilt
1 imax jmax
S G 6(w) do = k = Zn,- _ ij, (A2-7)
r i J

wobei n; die Vielfachheit der i-ten Nullstelle und m; die Vielfachheit des j-ten Poles
ist.

Wir missen nur die Umlaufe der Kurve C um den Ursprung zahlen und haben
damit die Zahl der Nullstellen minus der Zahl der Pole, gewichtet mit ihrer Ord-
nung. Ein Sonderfall davon ist, wenn nur Nullstellen 1. Ordnung und keine Pole
innerhalb des von der Kurve I" begrenzten Gebietes liegen, dann ist die Zahl der
Umlaufe der Kurve C um den Nullpunkt der D-Ebene gleich der Zahl der Nullstel-
len der Funktion D(w) in diesem Gebiet. Man kann die negativen und die positiven
Umlaufe um den Ursprung getrennt zdhlen und somit Nullstellen und Polstellen
getrennt erkennen.

Als Beispiel ist in der w-Ebene ein Yi-Kreis als Kurve I' vorgegeben, siehe Ab-
bildung 79. Die Funktion D(w) ist in dem Kapitel 3.1 nach der Gleichung (3.1-17)
definiert. Die Bildkurve C vollfiihrt zwei Umldufe um den Ursprung der komplexen
D-Ebene, siehe Abbildung 80. Dies entspricht zwei einfachen Nullstellen, die in
der Abbildung 58 auf Seite 88 gezeigt sind.

Aus der Kenntnis der Funktion D(w) auf dem Rand eines Gebietes kann man auf
die Nullstellen und Pole im Innern des Gebietes schlieBen und durch schrittweise
Unterteilung dieses Gebietes die Nullstellen lokalisieren. Praktisch betrachtet ist
dies in der komplexen Ebene das zweidimensionale Analogon zu der gewdhnli-
chen Intervallschachtelung auf der reellen Achse.

108




komplexe w-Ebene

0.150+

20.100

o

Im ome

0.050

T T T T T T T T
0.000 0.020 0.040 0.060 0.080 0.100 0.120 D.140 0.160
Re omega

Abbildung 79. Geschlossene Kurve I' in der w-Ebene
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Abbildung 80. Geschlossene Kurve C in der D-Ebene
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A.3 Bifurkation im Realteil der Dispersionskurve

Die Dispersionsrelation wird dadurch bestimmt, daB die Nullstelien einer kom-
plexen Funktion D(w, k) = 0 nach den Zweigen w(k) aufgelést werden. Wenn der
Imaginérteil des Dispersionszweiges w(k,) der Diokotoninstabilitdt gegen Null
strebt, zeigt der Realteil einen Knick. Dieser Knick ist ein Teil einer Bifurkation.
Um dieses naher zu erkldren, diskutieren wir das folgende einfache Beispiel. Be-
trachten wir folgende Dispersionsrelation einer Zweistrominstabilitdt in einem

raumlich unbegrenzten Plasma [123]:

D(w, k) = — + ——— — 1 =0. (A3-1)
w (w0 — kvy)

Diese Relation beschreibt einen Elekironenstrahl, der mit der Driftgeschwindigkeit
vy einen ruhenden Elektronenhintergrund durchdringt. Flr feste Werte der Para-

meter k, q, vq ist dies ein Polynom 4. Grades in w,

w? (@ — kvg? — g [w2 + (0 — kvd)2] =0. (A3-1")
5 T3
T
R
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Abbildung 81. Zur Lésung der Gleichung (A3-1): je nach der GroBe des Para-
meters k gibt es 4 reelle (k =0,5) oder 2 reelle und 1 Paar konju-
giert komplexe (k = 0,3) Lésungen. Die mittlere Kurve (k = 0,4) zeigt
den Ubergang von zwei reellen zu zwei konjugiert komplexen Lo-
sungen. Die Ubrigen Parameter sind: g = 0,005 und v, = 0,5.
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Von den vier Wurzeln der Gleichung (A3-1) sind zwei immer reell. Die anderen
beiden kénnen sowohl reell als auch paarweise konjugiert komplex sein.

Wenn wir nun den Parameter k variieren, kénnen wir den Ubergang zwischen zwei
reelien Losungen und zwei konjugiert komplexen Lésungen beobachten. Dies ist
erkennbar, wenn wir D(w, k) flir einige spezielle Werte von k als Funktion von w
auftragen. Die Funktion D(w) ist in der Abbildung 81 fiir reelle Werte von w auf-
getragen.

Bifurkation in einem Dispersionszweig
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Abbildung 82. Die Zweige des Spektrums der Gleichung (A3-1): Die Kurven w
(durchgezogen) und w, (strichgepunktet) sind rein reelle Zweige
der Dispersionsrelation. Die Kurven Re w, und Re w; (eng und weit
gestrichelt) sind die Realteile der anderen beiden Zweige. Wenn
die dazugehérenden Imaginarteile (einfach oder doppelt gepunktet)
von Null verschieden sind, dann liegen die Realteile tbereinander.

111




Es ist erkennbar, daB es je nach Wert des Parameters k entweder zwei einfach
reelle und ein Paar konjugiert komplexe oder vier einfach reelle oder zwei einfach
reelle und eine doppelt reelle Nullstellen geben kann. Der Fall mit der doppelten
reellen Nullstelle stellt den Ubergang zwischen den beiden anderen dar und be-
stimmt den Bifurkationspunkt €. Aus der Gleichung (A3-1) findet man den Bifur-

kationspunkt ¢ bei k. =2~ /2q und w. = /2q .

Die analytische Auflésung fir den instabilen Zweig der Gleichung (A3-1) ist
1 i 2 2
w(k) = > J2q9 kvy + - \/4<\/q (q + (kvy) ) - q> — (kvy)® . (A3-2)

Wenn der Imaginérteil von w verschwindet, dann verzweigt sich der Realteil. Es
ist somit mdéglich, am Realteil von w zu erkennen daB der Imaginérteil ver-
schwindet und der instabile Schwingungszustand endet. AuBerdem verschwindet
an diesem Punkt die Ableitung 0,,D(w, k) =0, so daB das Newtonverfahren ver-
sagt. So kann die Konvergenz des Newtonverfahrens als Kriterium fur die Errei-
chung des Bifurkationspunktes verwendet werden. Die vier Zweige w;(k),
i=1,..4, der Dispersionsrelation (A3-1) sind in der Abbildung 82 aufgezeichnet.
Zwei Kurven, (k) und w4(k) sind immer reell, die beiden anderen Zweige w,(k)
und wg(k) variieren von paarweise konjugiert-komplex zu reell, je nach dem Wert
von k. Es gibt ein k-Intervall, fir das instabile Moden existieren. Am Ende dieser
instabilen Mode zeigt sich eine Verzweigung im Realteil von w.

A.3.1 Fitten von Parametern auf dieses Modell

Die Dispersionsrelation dieses einfachen Modells besitzt die selben Eigenschaften
wie die Dispersionsrelation der Diokotroninstabilitit. Es liegt daher nahe, mit ei-
nigen wenigen Parametern die Dispersionskurve der Diokotroninstabilitat zu pa-
rametrisieren und mit der instabilen Mode dieses Modells zu vergleichen. Des-
halb erweitern wir die Gleichung (A3-1) um einen weiteren Parameter auf

Dlw k) = — + —2= — _ 1 -0, (A3-3)
) (w — kvy)

Wenn zwei Teilchenstrome mit unterschiedlicher spezifischer Ladung einander
durchdringen, entspricht « dem Masseverhéltnis. Ohne aber auf den physikali-
schen Hintergrund der Zweistrominstabilitdt einzugehen, betrachten wir g, v,, o
einfach als Parameter, die wir geeignet bestimmen, um dieses Modell auf eine
vorgegebene Dispersionskurve anzupassen. Fir feste Werte der Parameter
K, q, vq, o ist die Gleichung (A3-3) wieder ein Polynom 4. Grades in w,

o® (@ — kv)? — g K w® + (@ — kvd)z] =0. (A3-3')

Der instabile Zweig w(k) kann mit wenigen Parametern beschrieben werden. Mit
Ve bezeichnen wir die Gruppengeschwindigkeit des instabilen Zweiges am Ur-
sprung, die Frequenz w an dem Bifurkationspunkt nennen wir w. und die Wel-
lenzahl k an dem Bifurkationspunkt nennen wir k.. Der instabile Zweig w(k) hat
die Eigenschaften

doo(k) vy

Voo = Vgg + ivg = il i (1 + i), (A3-4a)
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3 =
1 1
— I3 - I3 q -
®c <oc + 1>q und k. = (\/oz + 1) v (A3-b, c)

Somit kdnnen wir mit den drei EingabegréBen vy, W und k. auf die Parameter
Parameter ¢, v, und « schlieBen. Bezeichnen wir mit

@ v
~ r "I
= = — = A3-5
[<:
dann erhalten wir ein Polynom 6. Grades fur a(y),
(@ + 1)° - p?a(@ + 1)? = 0. (A3-6)

Per Definition suchen wir nur Lésungen der Gleichung (A3-6) mit reellen Werten
far # und o. Die moglichen Werte fiir # sind nach unten beschrénkt, 1 > n* mit

= /2(18/13 — 35)/27 ~0,9377

und es gibt zwei Zweige flir a. Dennoch kénnen wir die Gleichung (A3-6) hume-
risch nach a aufiésen und erhalten dann

0)2

3 ~
o =a°, Vg v/c(a+1), q P ( )
Dieses Modell kann man verwenden um die Dispersionsrelation ohne viel Auf-
wand zu approximieren. Die Dispersionskurve in der Abbildung 17 wurde mit drei
Werten parametrisiert, in der Abbildung 83 sind zum Vergleich die original Di-
spersionsrelation und die gefittete Kurve aufgetragen.

Die durchgezogene und die eng gepunktete Linie sind der Real- und der Imagi-
nérteil der Dispersionskurve w(k), wie sie nach dem Auflésen von D(w, k) =0
nach der Integration des { — £-Gleichungssystems (Kapitel 1 und 3) erhalten wur-
den. Die gestrichelte und die weit gepunktete Kurve sind der Real- und der Ima-
ginarteil der Dispersionsrelation aus der Gleichung (A3-3). Die Parameter «, vq4
und g wurden so bestimmt, daB die Anfangssteigungen und die Verzweigungs-
punkte beider komplexen Kurven gleich sind. Die Ubereinstimmung beider Kur-
ven ist erstaunlich gut.

Physikalisch liegen den beiden Kurven unterschiedliche Modelle zugrunde. Die
Diokotroninstabilitat ist eine Instabllltat die in einem magnetisierten Elektronen-

plasma mit einem Gradienten in den E x B/82 -Driftprofil auftritt. Das Bifurkations-
modell auf das die Dispersionsrelation gefittet wird, ist die Dispersionsrelation
der Instabilitat eines Teilchenstrahls, der ein homogenes Hintergrundplasma
durchstrémt. Mathematisch bestehen allerdings Ahnlichkeiten. Die Symmetrieei-
genschaften der Dispersionskurven w(k) = — w*( — k) und das Auftreten einer
Bifurkation im Realteil wenn der Imaginérteil verschwindet sind in beiden Model-
len gleich. Deshalb ist es mdéglich Parameter des einen Modells so zu bestimmen,
daB das andere Modell dadurch approximiert wird.
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Fit einer vorgegebenen Dispersionskurve auf das Bifurkationsmo-

dell: Eine Dispersionsrelation mit den Werten vy =—-0,47:c,
k. =—36%k und w. = 35/ns ist vorgegeben, die drei Parameter o,
vy und g des Bifurkationsmodells wurden gemaB der Gleichung
(A3-7) bestimmt.
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Anhang B.

B.1 Monopolarer, raumladunsbegrenzter lonenfluf3

Die folgenden analytischen Betrachtungen beziehen sich auf ein kartesisches
Plattenkondensatormodell mit der in der Abbildung 84 gezeigten Geometrie.

PIotte/r;kondensotorgeometr/ile
/

/ | |
/ / |
— l 0 :
I | = :
| DN

= | By(z) /&’ 2
.1} —l | 3 ~5 o |
- () | QY = |
o i —_—
sl =
/ 1/

/! &

B y

/ )

l._._._._._._.._._._._._.]l.x ______ <) o

Abbildung 84. Die geometrischen Verhiltnisse im Plattenkondensator; Die An-
ode befindet sich bei x =0, die Kathode bei x = g. Von der Anode
aus werden lonen emittiert und in dem Anoden-Kathodenspalt be-
schleunigt. Im Teil B2 betrachten wir noch ein angelegtes Magnet-
feld By, in é.-Richtung und eine zusitzliche Geschwindigkeitskom-
ponente vy, der lonen.

B.1.1 Stationarer Zustand - Child-Langmuir Gesetz

Die raumladungsbegrenzte lonenstromung wurde schon 1911 von C. D. Child
[16] und 1913 von |. Langmuir [50] publiziert.

Wir betrachten einen Plattenkondensator mit der Anode bei x = 0 und der Katho-
de bei x =g. Die Anode emittiert die maximal mdgliche Anzahl von lonen pro
Zeiteinheit. Diese raumladungsbegrenzte Emission manifestiert sich an der Tat-
sache, daB die elektrische Feldstidrke an der Anode verschwindet, ¢’(0) =0,
[50]. In diesem Modell kommen nur lonen vor, zusétzliche Elektronen werden im
Abschnitt B3 beriicksichtigt. Dieses System wird durch folgende drei Gleichungen
beschrieben:

Die Kontinuitatsgleichung j(x) = ny(x) vox) = j, = const, (B1-1)

die Energieerhaltung 1 = o(x) + % % va(x) (B1-2)
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und die Poissongleichung ¢"(x) = — ng(x). (B1-3)

Wir 16sen die Gleichung (B1-2) nach vy(x) auf, setzten dies in die Gleichung (B1-1)
ein und erhalten

~

. H 1
noi(X) = Jon| 5 W

Die Gleichung (B1-4) nun in die Poissongleichung (B1-3) eingesetzt ergibt eine
Differentialgleichung, in der nur ¢(x) vorkommt.

(B1-4)

(b//(X) = —‘jo "g‘l‘ T_qu)T

Nachdem wir die Gleichung (B1-5) mit dem integrierenden Faktor ¢’'(x) multipli-
ziert haben, erhalten wir auf beiden Seiten eine totale Ableitung, die wir mit den
Randbedingungen ¢(0) = 1 und ¢’(0) = 0 einmal direkt integrieren kénnen,

5 (@007 = Jo /2 VT = 669 (B1-6)

Wir k6nnen nun nach ¢’(x) auflésen, die Variabeln trennen und das Integral

$(x)
j 9 22 x (B1-7)
1

(1 — @)

(B1-5)

auswerten. Auf der rechten Seite missen wir das Minuszeichen nehmen, damit
die elektrische Feldstarke E,, = — 0,¢ mit dem richtigen Vorzeichen herauskommt.
Das Ergebnis fir ¢(x) ist

o) = 1 - <%\/210\/E/~1—i x)/s- (B1-8)

Die ionenstromdichte j, wird nun durch die Randbedingung ¢(g) = 0 festgelegt,

_ 4 ./2
Jo = ——F— .
2 ~
99"V
Dies nun ist das beriihmte Child—Langmuii‘-Gesetz. Der Vollstandigkeit geben wir
noch die anderen Profile an. Das Potential ist

(B1-9)

4

I3
) = 1 - (%) . | (B1-10)
Die Teilchendichte ist

2
4 x \~ I A2 A 4 -4,
3 - — fronnd o —_— . B -

Ny (X) 0’ ( g ) ngx~ 3, Ny 5 9 (B1-11)

Das Geschwindigkeitsprofil ist
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ls 2 9j I
o) = = (%) = boxh, h=|(=]. (©12
K 2

Diese Entwicklung um den Ursprung wird spéater noch benutzt.

Die nachfolgende Abbildung 85 zeigt ein typisches Profil.

1,00
0.80!
'©0.60
% 0.40
Z0.204i
0.00 : | I i i | | 1 1 1
0.00 6,10 0.20 0.30 0.40 O0.5¢ O.60 0.70 0.80 0.80 1.00
Anode x / gap Kathode
— phiO(x) e n0i(x) --- v0ix(x) — - E0x(x) :
Abbildung 85. Profile des monopolaren Child-Langmuir lonenflusses: Die
Funktionen wurden gemé&B den Gleichungen (B1-10 bis 12) berech-
net, die Teilchendichte ny(x) wurde kurz vor x = 0 abgeschnitten.

B.1.2 Herleitung der Child-Langmuir-Stromdichte aus einem
Extremalprinzip

Bei der Loésung der Differentialgleichung (B1-5) haben wir den Randwert
¢'(0) = 0 explizit verwendet. Dies 4Bt sich aus der Forderung die lonenstron-
dichte j, soll einen Maximalwert annehmen, herleiten. Damit lassen sich die
Randwerte auch flir komplexere Situationen wie beispielsweise raumladungsbe-
grenzte lonenemission mit thermischer Anfangsgeschwindigkeit angeben.

Ein allgemeinerer Ansatz fir die Randbedingung ¢’(0), wire zu sagen
¢’(0) = ¥r(jo), d.h. wir betrachten die Feldstiarke an der Anode als eine Funktion
des lonenstroms. Diese Relation kénnen wir umkehren j, = jo() und und ¥ so
bestimmen, daB der lonenstrom j, einen Extremwert (Maximum) annimmt. Die
Gleichung (B1-6) haben wir somit folgendermafien zu erweitern

(00 = ¥2 + 2jg2l; ST — 600 = 2jp/2 [« + JT— $() ]. (B1-13)

Dabei ist « eine Abklrzung fir
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02
0 = —t— (B1-14)
2 o N/ 24,
Weiterhin benennen wir mit I'(x) eine andere funktionelle Abhangigkeit von ¢(x),

'x) = J1 — ¢(x), (B1-15)

so kénnen wir das Integral der Gleichung (B1-13) umformen

———————;i_ﬁa = F %\/21'0«/2%, X (B1-16)

und berechnen

3 3 —
2o + ol + 2al 20T +a = 7 -;— 20025 x. (B1-17)

Jetzt benutzen wir die Randbedingung ¢(g) =0 — I'(g) = 1 und erhalten aus der
Gleichung (B1-17) eine implizite Relation zwischen j, und V,

2 3 4 3 1 s
=0+ o) 2 + ?a/Q —2a 1+ = F 5 2v2k g (B1-18)

2
Setzen wir j = 2j,./2 i1, , dann wird o = W_ und Gleichung (B1-18) reduziert
sich auf J

IS . .
LG+ 20— 2yr i+ = L (B1-19)

Nach einigen weiteren kleineren Umformungen erhalten wir eine quadratische
Gleichung fur j(i), deren beiden Lésungen j;, sind:

27 g% y? (1 —
Jig = 922 {1 + \/1 — gV E; 9Y) ] (B1-20)

Fir eine Diskussion der beiden Funktionen ji,(y) ist es zweckméBig die Nullstel-

T'(x)

0

len der Wurzel zu kennen, um die Nullstellen der Ableitung Gz berechnen zu

kénnen. Der Radikant besitzt folgende Zerlegung: oy
2,2 3 2
21g°y"(1 - gVy) 279 2 1
— = — — — ] B1-21
1 4 4 < 3g > (‘/’ T 39 > ( )
a-

Die Ableitung 118.2[!(;//) verschwindet bei Y =0 und bei =—5—2§—. Das Maximum
von j liegt in dem positiven Zweig bei Y = 0 und betrégt j max = —91—5—2— und in dem

, L2 ... 8
negativen Zweig bei = 3g und betragt j; ma = a7 e

i 4./2

Somit flieBt der gréBtmaoglichste Strom j, = Jimax V2 bei der Rand-

bedingung ¢’'(0) = 0. 2. J2u 992\ u

Man kann nun raumladungsbegrenzt definieren als den Zustand bei dem der
groBte lonenstrom flieBt oder den Zustand, bei dem die Feldstarke an der Elek-
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trode verschwindet. In diesem Fall ist beides identisch, aber es gibt auch Situa-
tionen, bei denen ein Unterschied besteht, etwa bei einer thermischen Anfangs-
energie der emittierten fonen.

B.1.3 Stabilitat des monopolaren Child-Langmuir Flusses

Wir prasentieren eine Herleitung der lonenresonanzinstabilitdt des monopolaren
Child-Langmuir-lonenflusses in der kalten Fluid Approximation. In [2] wird die
Stabilitdt raumladungsbegrenzter lonenstrémung ohne Elektronen untersucht. Als
Ergebnis wird festgehalten, daB die kalte Fluidgleichung ausreicht, die lonenre-
sonanzinstabilitdt korrekt zu beschreiben.

Von der Anode werden raumladungsbegrenzt lonen emittiert, andere Teilchen wie
Elektronen betrachten wir im Moment nicht. Der stationdre Zustand ist durch die
Profile in der Abbildung 85, Gleichungen (B1-10 bis 12) gegeben. Die Stabilitat
analysieren wir anhand einer TM-polarisierten elektomagnetischen Welle. Eine
konsistente Beschreibung mit sechs Variabeln, dE,, 0E,, 0B;, dv,, dv, und dn ist
mdglich. Es wird angenommen, daB diese GréBen wie dy/(x): expLi(ky — wt)] va-
riieren.

Die Maxwellgleichungen und die Fluidgleichungen liefern nach einer Linearisie-
rung folgendes DifferentialgIeichungssyst?km:

i n
0,0E (x) = 7'09,‘2; SE(x) — ik, OE,(x) + T/E,VT 5B,(x) — ﬁ v,(x)

0,0E (x) = ik, 6E,(x) + iw dB,(x),
x=Ty y “tx z

0x0B,(x) = iw 6E (x) — ng dv,(x), (B1-22)
8.0v,(x) = —] 5E(x)+< o -i>5v(x)
o Hivoix Voix 8 )

1 1 iw
0,0V, (X) = — 6E (x) — = 0B,(x) + — v, (x) .
- HivVow oo Vo

Die Koeffizienten dieses Gleichungssystems sind teilweise singuldr. Um trotzdem

eine Lésung zu finden, versuchen wir den Ansatz i,(x - 0) ~ g@, x%. Nach einigem
Probieren findet man fir die flihrenden Terme die Entwicklung

A A A 2
SE(x) ~ S6E, x*", SE,(x) ~ OE, x* 8B,(x) ~ 6B, x*T s

(B1-23)
Aot 1/
ov,(x) ~ v, x , Sv,(x) ~ bv, x*T 3.
Der Exponent @« muB erst noch bestimmt werden. Im Limes x — 0 erhalten wir mit
dem Ansatz (B1-23) aus dem Gleichungssystem (B1-22) ein homogenes algebrai-
sches Gleichungssystem der Art

M)y = 0 - det M(x) = 0, (B1-24)
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so daB o eine Art Eigenwert dieser Matrix M(x) ist. Die Matrix M(«) explizit hin-
geschrieben ist

i
A
x—1 0 0o = 0
Yo
—ik, o 0o 0 o0
Mo)=| 0o o oc-{-% o A | (B1-25)
— 1
— 0 0 o 0
Hi Vo
0o —1 o o “+ o
HiVo

Die Nullstellen der Determinante det M(«) = 0 sind

_ _2 - 1
o = 3 o = 3
Die funktionale Abhéngigkeit der Parameter, wie z.B. y; fallt heraus und es bleiben
nur Zahlen Ubrig. Die Losung mit dem kieinsten Exponenten « die die Randbe-

dingung J0E,(0) =0 erflllt, ist a=%, dann ist allerdings dv,(0) singular. Also

_ _ 1 - 2 ;
@« =0, o=, &= . (B1-26)

mussen wir o = % wéhlen.

Auf Grund der Homogenitat des Gleichungssystems (B1-22) k6nnen wir die Nor-

mierung der Amplituden beliebig vornehmen. Wir setzen 5Léy = 1 und erhalten ein
inhomogenes 4 x 4-Gleichungssystem fiir die restliczhen Amplituden. Die Amplitu-
A A A — q- ¢ A
den fir o = 2 sind: 6, = —2— 6F,, 68, = —2— oF,,
3 3 Iky 3 2;‘:

A 23 A A 2)s A
00, = = —I__ 5 und &0, = —Z— 6E,.

Iky /2/7[ /Zﬁi
Wir kdnnen somit die Anfangsbedingungen des Differentialgleichungssystems
(B1-22) an der Stelle x = ¢ vorgeben. Zu einem vorgegebenen Wert flir k, miissen
wir nun w so bestimmen, daB J6E,(g) = 0 ist. Das bedeutet nach der Integration des
Gleichungssystems (B1-22) bis zur Stelle x =g haben wir die Nullstellen der
komplexen Funktion D(w, k,) = 0 = 6E,(g) (Abbildung 87) zu bestimmen. Die Di-
spersionsrelation w(k,) zeigt Abbildung 88.

Die stationadre lonendichte ny ~ x=%% wird singular fir x — 0, diese Singularitat ist
ein Artifakt des Modells. Durch eine Transformation kann man diese Singularitét
abspalten. Auch das Profil fiir €, ~ x~"/» wird singuldr, deshalb spalten wir diese
Singularitat ab und setzen ¢ = vy 6E, ~ x'/» Das Gleichungssystem (B1-22) wird
dann
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. ) i j .
5,(x) = (-Jg-‘l’;- + %) 00 — 1k, Vo SE,() + ik, 5B, — 2 buy(x),

ik,
0,0E,(x) = 707yx‘ E(x) + iw 6B(x),

, jOix
axéBz(x) = W (5Ey(X) — _V-O—lx— 6Vy(X) ) (B1'27)
B = = 100 + (4 - & )ouo,
Hi Voix Oix 3x
1 1 iw
0,0v,(X) = = 0E (x) — = 0B,(x) + ov, (x) .
o Hivo W Vo Y

Die Amplituden fiir die Anfangswerte bei o = % sind:

A A A A
A 2V, v 0E oE
§= 0, 0B, = ——>0E, &, = —2—, &, = —— . (B1-28)
3 1k, 6 iky Vol Vol

Die tangentiale elektrische Feldstarke JE,(x) als Lésung des Differentialglei-
chungssystems (B1-27) ist in der Abbildung 86 zu sehen. An der Anode (x = 0)
sind die Ableitungen unendlich groB, deshalb muB man die Entwicklung (B1-23)
an dieser Stelle einsetzen. Damit an der Kathode JE,(g) = 0 erfullt ist, muBte die
Frequenz w geeignet bestimmt werden.

deita Ey({x)

T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
x in Hillimeter

Abbildung 86. Die Losung der Differentialgleichung (B1-27): Gezeigt ist die
komplexe Funktion §E,(x). Der freie Parameter fur die Anfangsbe-

dingungen 6@, wurde auf 5éy= 1 gesetzt.

Um die komplexen Nulistellen der Funktion D(w) zu bestimmen, verwenden wir
das Newtonverfahren. Dazu benétigen wir die Ableitung 9,D(w). diese erhalten
wir, indem wir die partielle Ableitung des gesamten Gleichungssystems (B1-27)
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nach o bilden. Wie das oszillierende Verhalten der Funktion D(w, k,) nahelegt,
siehe Abbildung 87, gibt es mehrere Zweige der Funktion w(k,).

A\ —.. ABS D4

' 00~ --- ABS D3

I1keerliche Einheiten

0.50

T 1 T f T T
2 4 8 B 10 12 14 18 18 20 22 24 26
Re omega ¢ 1 Nanosekunde

Abbildung 87. Die Funktion |[D(w)|: Die Wellenzahl k, ist fest, k, = k,, der Realteil
von @ wird flr vier verschiede Werte des Imaginérteils 1,62/ns
(durchgezogene Linie), 1,52/ns (gepunktete Linie), 1,39/ns (gestri-
chelte Linie) und 1,26/ns (strichgepunktete Linie) von w variiert.

Im omega ¢ 10 ns

<

Re amegu + 1ns
)
=
1

1 i
5 10 15 20 25 30 35
Wellenzahl k/kD

Abbildung 88. Die Dispersionsrelation w(k,) der lonenresonanzinstabilitdt: Es
gibt mehrere Zweige. Die horizontalen Kurven sind die Realteile,
die quer von links oben nach rechts unten verlaufenden Kurven
sind die Imaginarteile der Dispersionsrelation w(k,). Die Imaginér-
teile sind um den Faktor 10 vergroBert eingezeichnet. Jeder Null-
stelle in der Abbildung 87 entspricht ein Zweig der Dispersionsre-
lation
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B.2 Child-Langmuir lonenstrom mit angelegtem Magnetfeld

Wir erweitern die Situation des vorigen Abschnitts B1, indem wir ein angelegtes
Magnetfeld Bo,(x) annehmen und den EinfluB dieses Magnetfeldes auf die lonen

nicht vernachléssigen.

B.2.1 Die Differentialgleichung fiir den stationdren Zustand

Die Bewegung der lonen in einem Plattenkondensator mit angelegtem Magnetfeld
B.op Wird durch das folgende Gleichungssystem beschrieben:

z

i 1= o0 = 5 (voul) + vgi,(x)).

I Joix = noi(X) vou(x) = const.,

7] Ox Eoy(¥) = ng(x),

B (B2-1)
v Ox dolx) = —Egy(x),

v Oy Boy(X) = — ngi(x) vy (%),

vi Oy Voy(¥) = — 1 Boy(x).

I

Die Gleichung [ beschreibt die Energieerhaltung, die Gleichung I ist die Konti-
nuitatsgleichung, die Gleichungen Il und IV sind die_elektrostatischen Feldglei-
chungen fur Potential und Feldstdrke, die Gleichung V ist die Maxwellgleichung
fur das Magnetfeld und die Gleichung VI ist eine Komponente der Fluidgleichung
far die lonen. Diese Gleichungen kénnen zu einem gekoppelten Differentialglei-
chungssystem flir die Funktionen ¢o(x), Eox(X), Bo(X) und vy(x) kombiniert wer-

den;
jO' U
OxPo(X) = — Epy, 0,Eqy(X) = , ix V /~ —
\/2 — 2¢0 — UVpiy (62:2)

— 1 A Joix N By Voiy
aXVOI'y(X) = "'~—' BOZ(X) . OXBOZ(X) = — —

¥ \/ 2 — 2y — uvoyy
Die weiteren Profile
Vo,-x(X) B~ \/2 _2¢0(X) —'ul'voiy(x) ) I'Ioi(x) = V, .IE(X)

Hi Oix
und

EOX(X) + VOiy(X) BOZ(X)

axVOix(X) = ,

Vi N2 = 200 — w2, ()
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die spéater noch gebraucht werden, kénnen algebraisch aus den L&sungen des
Gleichungssystems (B2-2) bestimmt werden.

B.2.1.1 Die Anfangswerte dieses Differentialgleichungssystems

An der Anode x = 0 kénnen wir nicht direkt die Anfangsbedingungen fur das Dif-
ferentialgleichungssystem (B2-2) angeben, da einige der Ableitungen singuléar
werden. Durch Vergleich mit den stationdren Profilen des vorigen Abschnitts ist
es aber moglich, das Verhalten fliir x - 0 zu bestimmen und die Anfangsbedin-
gungen an der Stelle x = ¢ anzugeben.

¢0 ~ 1 - 9/7\50 X4/3’ - 2

Eox ~ %3’0"1/3, 2’0 = <%j0ix %) ) Voiy = _%»

Boy ~ By + B x5, IA (B2-3)
oy ~ Yoy X g = b o = (|2

Voix ~ Voix x, AL |

Ein weiterer Randwert an das elektrische Potential ist ¢o(g) = 0. Damit dieser er-
fallt ist, muB der lonenstrom ji;, einen bestimmten Wert annehmen. In der Abbil-
dung 89 ist die lonenstromdichte als Funktion des Magnetfeldes aufgetragen.

100.00
99.80-
= 99,60~
%g
S, 99,404
99,20
| | i | I 1
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2,50 3.00
Bappl in Teslo
Abbildung 89. Der EinfluB des Magnetfeldes auf die lonenstromdichte: das oben
beschriebene Modell zeigt nur eine sehr geringe Abhéngigkeit der
lonenstromdichte ji;,, vom angelegten Magnetfeld B,

Das Magnetfeld verringert die raumladungsbegrenzte lonenstromdichte j,, nur
sehr schwach. Die Veringerung der Stromdichte ist geringer als ein halbes Pro-
zent bei B,,, = 3T gegeniiber dem magnetfeldfreien Fall.
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Der EinfluB des Magnetfeldes auf den raumladungsbegrenzten StromfluB leichte-
rer Teilchen, etwa Elektronen, ist viel gréBer. Elektronen wéren bei einem Ma-
gnetfeld von B,,,, = 1 T langst véllig isoliert, d. h. jy(Elektron) = 0.

1.00+
0.50
0,00
Z -0.50+
E
~1.00 T T T T T T T T T s 1
0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
x in Millimeter
— phid(x) —— E0x(x) --- D BOz{x) —--v0ix(x) o vBiYa
Abbildung 90. Die stationdren Profile: als Magnetfeld wurde B,, = 3T ange-
nommen, die Differenz betrdgt AB,, = 1,8:10-*T zwischen Anode und
Kathode.

Nachdem wir den Eigenwert jo, bestimmt haben, kdnnen wir zusammenfassend
die stationaren Profile angeben (Abbildung 90).

B.2.2 Die Stabilitat dieses Zustandes

Die Untersuchung der Stabilitdt dieses Zustandes lauft analog zum Abschnitt
B1-3, es kommen nur noch mehr Terme hinzu. Wir haben zur Bestimmung der
Felder OE,, 0E,, 6B,, v, év,, und én; vier Komponenten der Maxwell- und zwei
Komponenten der Fluidgleichungen. Diese sechs Gleichungen sind:

0,0E, = —ik, O, + on;,

0,0E, = ik, 0E, + iw 8B,

l

Iky 5BZ — fw 5EX + Ny; 5VI'X + Voix 5”[ ,

9,6B, = iw 8E, — no;dvy, — vy, On;, (B2-4)

1 Yoiy : 0z

Hj Ki Hi
Va;
Voix 0x0Vjy, = ﬁl 0, — ;’X 0B, + i(w — ko) 6V, .
i i
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Eine Variable, dn;, kinnen wir aus diesem System elimimieren, und flr die Vari-
able dE, machen wir die Variablentransformation ¢ = 8E,vy,. Das Gleichungssy-

stem besteht aus folgenden finf Gleichungen:
o = (Do 0 o oy s ook B, — O gy
B Voix Voix "y Voix OFy v 0% = Ty, Vo
Vo Vo Vo
axaBz = h iCO 6 + l(l) 5E y 5B + le Iy 5 H - .‘,/OIX 5 /y,
Vle V0ix 0ix
ik ‘
8X5Ey = Vo ¢ + iwéB,, (B2-5)
¢ Voiy . ov; B
KiVoix HiYoix Oix L Voix
OE 5B ov;
axévl'y = ~ Y - NZ + l((l) - kyVOfy) v_ly
HiVoix Hi Oix

Im Limes x — 0 zeigen die Lésungen dieses Gleichungssystems folgendes Ver-
halten:

4
5()~5X3+éx/3+éx+é4 CRNR
5
SE,() ~ SEIx T + 0E2x + SE3xl + sEIXTE 4 .,
2 4 5
0B,(x) ~ 5é\z1x/3 + 5BA22x + 5é\z3x/3 + 5é\;x sy, (B2-6)
1 2
Su,(x) ~ 80} + 802xls 4+ 503x T 4+ 500 x + ..,
4 5
By, (x) ~ 80y x + 807 x Tl + 803 x T + 807 x* +

Wenn wir die Amplitude 5EAy‘ # 0 vorgeben, dann kénnen wir alle anderen Ampli-

tuden als Vielfaches von 5@; angeben. Die Terme der Entwicklung (B2-6) bis zur
3. Ordnung sind:

. 2
GE2 = BLO gt g - IO il
0ix 4v 22
M 2 Voix 1 Voix
& = OE
3 iky y’ 9
2 2 A 23 3iw 21
0B, = O0E
z " 3k v
y A i
682 = 0, 502 = 55 (B2-7)
/\1 zZ X j k
Oix Ny
50 %
Y ik Vol — 3i w? ly; )
X 502 8@ sf sA3 oy Voix | sp
/\1 VX - k A ~ y ' z 4k LY 6 y '
AM 5Ey yVOix'ui y VYoix
v, —, .
Hi Voix i 2 Voi
A2 9w 2 N3 —3w 0y 21
ovS = ";“;—72— 5Ey ) 5Vy = 5] . - 5ik ~ oE, .
Hi Voix 0ix y Hi
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Die Koeffizienten der Terme der 4. Ordnung sind:

3 - : 6w Vy;
SE4 = — 9w Oiy 584 = 3iw Oiy
¥ T Tepp T Bk, S e
5VOix y 5V0ixky (BZ 8)
4 —3603 A4 — A4 —ia)3
& == W= —, &= —
VoixKy JoixVoixKy 2 Joix Voix

Einige Zweige der Dispersionsrelation w(k,) sind in der Abbildung 91 aufgetra-
gen.

:‘ ......... E
E 5
E —m 4
R —-- 3
- ——
. =10

o —1
E

u—20—

| T T | T | I
5 10 15 20 25 30 35
Wellenzah! k/kD

Abbildung 91. Die Dispersionsrelation w(k,) der lonenresonanzinstabilitit ma-
gnetisierter lonen: der lonenresonanzinstabilitdtmit magnetisier-
ten lonen Die waagerechten Kurven sind Realteile und in 1/ns auf-
getragen, die schridg verlaufenden Kurven sind die Imagindrteile,
die in 1/10ns eingezeichnet sind.

B.2.2.1 Direkter Vergleich der Eigenfrequenzen

Der Unterschied in der Frequenz w(k,) der Schwingungsmoden aus diesem Kapi-
tel und dem Kapitel B1-3 ist gering. Die obere Graphik der Abbildung 92 zeigt die
Realteile der Dispersionsrelation. Es tritt kaum eine Verschiebung der Eigenfre-
quenzen auf, wenn ein Magnetfeld angelegt wird. Die Imaginérteile sind in dem
unteren Schaubild gezeigt. Mit Magnetfeld sind die Anwachsraten leicht gréBer,
aber bedeutend ist dies nicht. ‘

Die in [2] angegebenen Dispersionsrelationen haben Realteile von
Re w = 6/ns — 24/ns und sind mit den hier gefundenen Eigenfrequenzen ver-
gleichbar.
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Vergleich Realteil mit/ohne Mognetfeld
20—
154 e ohne
o — mit
S 10
5
(=
T | T 1 | T |
5 10 15 20 25 30 38
Wellenzoh! k/kO
Vergleich Imagteil mit/ohne Magnetfeld
R
E
£
T T T 1 T T T
5 10 15 20 25 30 38
Wellenzoh! k/k0
Abbildung 92. Vergleich der Dispersionsrelationen: Die durchgezogenen Linien
gehoren zu der Dispersionsrelation der lonen im Magnetfeld, die
gepunkteten Linien zu den lonen ohne Magnetfeld (Kapitel B1-3).
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B.3 Umformung des Gleichungssystems (2.1.2-5 bis 13)

Wir starten mit den neun Gleichungen, die im Kapitel 2.1.2 angegeben sind. Die
Gleichungen bilden die Stabilitdtsuntersuchung einer magnetisierten Elektronen-
schicht und eines lonenstrahls in einer Diode. Von den neun Variabeln treten vier
Variabeln dieses Systems ohne eine Ableitung auf, d.h. wir kdbnnen durch alge-
braische Manipulationen das System auf finf Variabein reduzieren.

0,0E, = — ik, 6E, + én; — dn,, (B3-1)
0,0E, = ik, 6E, + iw &B,, (B3-2)
0,08, = iw OE, — ng; v, — Vo, 0n; + Vgg, 0N + Nge 6V, (B3-3)
Iky 6BZ = nol' 5VI'X + VOiX 5’7[ - ICU 5EX - noe 5V6X’ (83'4)
P tte (0 — KVoey) Vo OVey — Boy OVey = OE, + Voo, 6B, (B3-5)
~  ~ 3
[Boz; — #e 94(% VOey)] OVox + 1 the (@ — kyVOey) Vo OVey = 5Ey ) (B3-6)
. 0E, By 