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Zusammenfassung

Numerische Simulation turbulenter Auftriebsstromungen in horizontalen Kanilen

In der vorliegenden Arbeit wird ein numerisches Verfahren vorgestellt, das die dreidimensionale,
zeitabhingige Berechnung der Grobstruktur turbulenter Auftriebsstromungen erméglicht. Gegenstand
der Untersuchungen sind die Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft (Pr=0.71, Ra=2.5 106, 107) und
Natrium (Pr=0.006, Ra=8.4 10% 2.5 10°, 105, 107) sowie eine Wasserschicht mit interner Beheizung
(Pr=7.0, Raj=1.5 10'%) bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen. Das Ziel der Arbeit umfaBt sowohl
die Analyse von Strukturen momentaner als auch die statistische Analyse rdumlich und/oder zeitlich
gemittelter Simulationsdaten, um einen Beitrag zur Aufkldrung der Eigenschaften von turbulenter
Naturkonvektion vor allem mit Fluiden kleiner Prandtl-Zahl zu leisten.

Die Grobstruktursimulation von Naturkonvektion erfordert die Entwicklung geeigneter Impuls- und
Wirmefeinstrukturmodelle sowie die Formulierung neuer Randbedingungen. Die im Rechenpro-
gramm TURBIT verwendeten Energie-Lingen-Modelle werden durch eine Verdnderung der charak-
teristischen LiangenmaBstidbe der kleinskaligen Turbulenz methodisch erweitert. Die Dampfung oder
die Anfachung der nicht durch das Maschennetz aufgelésten subskaligen Turbulenzkorrelationen,
verursacht durch den EinfluBl fester Berandungen und die Art der Schichtung, wird aufgrund dieser
Erweiterungen beriicksichtigt. Ebenso erweisen sich die neuen Randbedingungen fiir die diffusiven
Terme der Erhaltungsgleichungen als notwendig, wenn die thermische oder die fiir Fliissigmetalle
sehr viel diinnere hydrodynamische Grenzschicht nur unzureichend oder iiberhaupt nicht aufgelost
wird. Die erweiterten und neuen Methoden, Modelle und Randbedingungen, die die Realisierung der
geplanten Simulationen erst ermoglicht haben, werden vorgestellt.

Einige vorab durchgefiihrte numerische Studien zeigen auf, welche Anforderungen die untersuchten
Anwendungsfille an die Simulationsmethode stellen und welche Beschrinkungen existieren. In einem
anschlieBenden Vergleich wird eine gute Ubereinstimmung von numerischen mit experimentellen
Ergebnissen festgestellt. Die erweiterten und neuen Methoden, Modelle und Randbedingungen
konnen damit als verifiziert angesehen werden.

Es folgt eine statistische Analyse und eine Analyse von Strukturen der gemischten Simulationen, d.h.
der Grobstruktursimulationen in den Geschwindigkeitsfeldern und der direkten numerischen Simu-
lationen in den Temperaturfeldern, von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium im Vergleich zu
den Grobstruktursimulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft. Ahnlichkeiten sowie Un-
terscheidungsmerkmale dieser Konvektionsform bei einer Variation von Fluid und Rayleigh-Zahl
werden diskutiert.

Um statistische Turbulenzmodelle fiir Auftriebsstromungen mit Fluiden kleiner Prandtl-Zahl weiter-
zuentwickeln und zu iiberpriifen, werden die Daten aus direkten numerischen Simulationen, gemisch-
ten Simulationen und Grobstruktursimulationen herangezogen. Die exakten Terme der Dissipations-
gleichung fiir homogene Turbulenz und der Gleichung der Temperaturschwankungsquadrate werden
berechnet, Modellansitze fiir die unbekannten Korrelationen dieser Gleichungen ausgewertet und in
diesen enthaltene Koeffizienten bestimmt. Einfliisse des Fluides, der Rayleigh-Zahl sowie Ortsab-
hidngigkeiten werden diskutiert.

AbschlieBend enthilt die Arbeii einen zusammenfassenden Uberblick der wesentlichen Erkenntnisse
und Vorschlidge fiir weiterfiihrende Arbeiten.

Turbulenz, Naturkonvektion, Rayleigh-Bénard-Konvektion, Fluidschicht mit interner Wirmequelle,
direkte numerische Simulation, Grobstruktursimulation, Feinstrukturmodelle, Wandgesetze, Konvek-
tionsstrukturen, statistische Turbulenzmodelle, Dissipationsgleichung, Temperaturvarianzgleichung



Summary
Numerical simulation of turbulent buoyant flows in horizontal channels -

A numerical method. is presented, to calculate the three-dimensional, time-dependent large scale
structure of turbulent buoyant flows. The subject of the study is the Rayleigh-Bénard-convection with
air (Pr=0.71, Ra=2.5 105, 107) and sodium (Pr=0.006, Ra=8.4 10*, 2.5 10°, 10, 107) and a fluid layer
with.water and an-internal heat source (Pr=7.0, Raj=1.5 10'%) at moderate and high Rayleigh-numbers.
The goal of the work is both, the analysis of structures of instantaneous as well as the statistical
analysis of spatially' and/or time -averaged data, to give a contribution to the investigation of the
characteristics of turbulent natural convection mainly in fluids with small Prandtl-numbers. -

The large eddy simulation of natural convection requires the development of appropriate momentum
and heat subgrid scale models and the formulation of new boundary conditions. The used energy-
length-models in the computer code TURBIT are extended methodically by modification of the
characteristic length scales of the sub scale turbulence. The reduction or the increase of the sub scale
turbulence correlations, caused by the influence of solid boundaries or the stratification, is considered.
In the same way the new boundary conditions for the diffusive terms of the conservation equations are
seen to be necessary, when the thermal or in the case of liquid metals the more critical hydrodynamic
boundary layer is resolved insufficiently or not at all. The extended and new methods, models and
boundary conditions, which enabled the realization of the planned simulations, are presented.

Some numerical studies show first of all, which requirements of the investigated cases of application
are made to the simulation method and which limitations do exist. A comparison shows a good
agreement between the numerical and the experimental results. By that the extended and new
methods, models and boundary conditions can be considered as verified.

In the following a statistical analysis and an analysis of structures of the mixed simulations, that
means of the large eddy simulations in the velocity fields and the direct numerical simulations in the
temperature fields, of Rayleigh-Bénard-convection with sodium in comparison to the large eddy
simulations of Rayleigh-Bénard-convection with air is made. Similarities and differences of this
convection problem, if fluid and Rayleigh-number varies, are discussed. '

To develop and to check statistical turbulence models for buoyant flows with small Prandtl-number
fluids, the data of the direct numerical simulations, mixed simulations and large eddy simulations are
used. Exact terms of the dissipation rate equation for homogeneous turbulence and the temperature
variance equation are calculated, model assumptions for the unknown correlations of these equations
are analysed and their model coefficients are determined. Influences of the fluid, the Rayleigh-number
as well as location dependencies are discussed.

Finally a summary about the essential conclusions and proposals for the future research are given.

turbulence, natural convection, Rayleigh-Bénard-convection, fluid layer with internal heat source, di-
rect numerical simulation, large eddy simulation, subgrid scale models, wall functions, convection
structures, statistical turbulence models, dissipation rate equation, temperature variance equation
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1. Einleitung
1.1 Auftriebsstromungen in Natur und Technik

In vielen Bereichen unserer Umwelt spielen stromungsmechanische Vorginge, bei denen in
einem Gravitationsfeld durch Dichteunterschiede im Strémungsfluid Auftriebskrifte induziert
werden, eine bedeutende Rolle. Dabei werden Strémungen, deren Verhalten im wesentlichen
durch Auftriebskrifte beeinflulit wird, als Auftriebsstromungen bezeichnet. Dichteunter-
schiede entstehen zumeist durch Temperaturunterschiede in einer definierten Schicht, wie sie
durch die thermische Aufheizung, die innere Wirmefreisetzung oder wihrend der Anhebung
eines Fluides beim Uberstromen eines Hindernisses auftreten. Es konnen jedoch auch Kon-
zentrationsunterschiede dafiir verantwortlich sein. Die in der Realitdt auftretenden Strémun-
gen sind meistens von Turbulenz geprigt, deren Ursache Scherungen sind. Diese Scherungen
konnen sowohl durch Auftriebseffekte als auch durch die Grundstromung hervorgerufen wer-
den und sind immer dann von Bedeutung, wenn Auftriebskrifte und Trégheitskrifte im Ver-
héltnis zu den Reibungskriften eine Strémung wesentlich - beeinflussen. Dabei sind Auf-
triebseinfliisse nur dann wichtig, wenn die Auftriebskrifte gegeniiber den Trigheitskriften
nicht zu vernachléssigen sind.

Es existiert eine Vielzahl wichtiger Beispiele auftriebsbehafteter Strémungen in Natur und
Technik. So wird angenommen, daf3 Auftriebseffekte bei Konvektionsvorgingen in den dufle-
ren Zonen von Sternen, wie z. B. der Sonne, und im Erdmantel von groBer Bedeutung sind.
Aber auch die meisten Strémungen in der Ozeanographie und der Meteorologie sind stark
auftriebsbeeinflult. Z.B. sind nahezu alle Stromungen im Bereich der unteren Atmosphire,
deren Zustand sich Tag fiir Tag neu in Form des gerade herrschenden Wetters ausdriickt,
auftriebsbehaftet. Die Untersuchung dieses in der Meteorologie als konvektive Grenzschicht
bezeichneten Teils der Troposphire ist beziiglich der Transportvorginge von Impuls, Wirme
und Stoffen von groBem Interesse. In der Reaktortechnik haben Auftriebsstromungen im Zu-
sammenhang mit Wirmeiibertragungsproblemen einen wichtigen Stellenwert. Wird bei-
spielsweise der hypothetische Storfall des Kernschmelzens bei Reaktoren mit festen Kemn-
brennstoffen unterstellt, so liegt eine Fliissigkeit vor, in der durch die Nachzerfallwidrme, bei
gleichzeitiger Kiihlung von auBen, freie Konvektion eintritt. Es gibt Uberlegungen, diese bei
Abschaltung eines Reaktors aufgrund der nuklearen Reaktionen anfallende Nachzerfallwéirme

iiber freie Konvektion abzufiihren. -
!

1.2 Problemstellﬁng und Literaturstand

Fiir Anwendungen im Bereich der Reaktortechnik stellt die Kenntnis tiber den Wirmetrans-
port durch Naturkonvektion ein wichtiges Anliegen dar. Dabei spielen neben Wasser vor al-
lem Fliissigmetalle als Wirmeiibertragungsfluide eine Rolle, weil sie wegen ihrer hohen
Wirmeleitfahigkeit in der Lage sind, die im Reaktorkern erzeugte Wirme schnell abzufiihren.
Als Kiihlmittel wird bei metallgekiihlten Reaktoren im Primdr- und im Sekundirkreislauf
fliissiges Natrium verwendet. Eine Forderung zur Verbesserung der passiven Reaktorsicher-
heit ist, fiir wasser- und metallgekiihlte Kernreaktoren nachzuweisen, daB die in Storfallsi-



tuationen oder im Falle der regulidren Abschaltung anfallende Nachzerfallwirme durch freie
Konvektion sicher aus dem Reaktor abgefiihrt werden kann [Satoh & Miyakoshi (1989)].

Um dieses Sicherheitskonzept der passiven Nachwirmeabfuhr zu untersuchen, werden im
Kernforschungszentrum Karlsruhe umfangreiche experimentelle Untersuchungen an nicht-
nuklearen, verkleinerten Reaktormodellen mit dem Fluid Wasser als Kiihlmittel durchgefiihrt
[Hoffmann et al. (1991)]. Die Analyse der experimentellen Ergebnisse und deren Ubertra-
gung auf existierende oder zukiinftig geplante Reaktorkonstruktionen muf3 dabei auf numeri-
schem Weg mit Rechenprogrammen erfolgen [Ninokata (1990)]. Im Kernforschungszentrum
Karlsruhe kommt dabei der Computercode FLUTAN zum Einsatz [Borgwaldt (1990)]. Zwar
sind die exakten Gleichungen zur Beschreibung ganz allgemeiner turbulenter Auftriebsstro-
mungen bekannt, jedoch fiir praktische Probleme dieser Groenordnung zur Zeit und wahr-
scheinlich auch in néchster Zukunft nicht zu 16sen. Es kommen deshalb in Rechenprogram-
men wie FLUTAN nur Niherungsmethoden in Frage, die auf einer statistischen Betrach-
tungsweise der Turbulenz beruhen. Dabei werden alle physikalisch abhéngigen Variablen des
betrachteten Problems in einen zeitlichen Mittelwert und eine Fluktuation um diesen Mittel-
wert aufgespalten, mit dem Ziel, die Gleichungen fiir die mittleren Gré8en zu berechnen.
Diese enthalten jedoch, verursacht durch die zeitliche Filterung, unbekannte Korrelationen
verschiedener Fluktuationsgrofien, die physikalisch den zusitzlichen Impuls- und Wéarme-
transport aufgrund der turbulenten Schwankungsbewegung darstellen. Wihrend die numeri-
sche Losung der gemittelten Gleichungen mit der heutigen leistungsstarken Rechnergenera-
tion fiir viele praxisnahe Anwendungen moglich ist, besteht das Hauptproblem bei der Be-
rechnung turbulenter Stromungen in der Erstellung geeigneter Niherungsansitze fiir den tur-
bulenten Transport. Diese sogenannten statistischen Turbulenzmodelle sind in Rechenpro-
grammen wie FLUTAN bisher nur fiir gemischte und erzwungene Konvektion geeignet. Sie
werden erweitert, um ihre Anwendung fiir freie Konvektion in verschiedenen Fluiden, vor
allem jedoch Fliissigmetallen, zu ermdglichen [Hossain (1980), Lawrence (1989), Davidson
(1990)]. Dazu ist es notwendig, statistische Turbulenzdaten fiir reine Auftriebsstromungen
bereitzustellen und durch deren Analyse verbesserte statistische Turbulenzmodelle abzuleiten.

Die Bereitstellung statistischer Daten kann auf experimentelle Weise geschehen [Kek (1989),
Kek & Miiller (1993), Bremhorst & Krebs (1992), Knebel (1993), Knebel et al. (1993)]. Die
experimentelle Untersuchung von Fliissigmetallnaturkonvektion gestaltet sich jedoch auf-
grund der schlechten Handhabbarkeit und der starken Oxidationsneigung dieser Fluide als
sehr schwierig. Bewihrte Methoden der Stromungsmeftechnik zur Erfassung von Ge-
schwindigkeiten und deren Fluktuationen mit Hilfe der Laser-Doppler- oder der Hitzdraht-
anemometrie sind nicht oder kaum anwendbar. Aus diesem Grund ist ein wesentlicher Fort-
schritt bei der Beschaffung statistischer Daten der Turbulenz auf experimentellem Weg in ab-
sehbarer Zeit kaum zu erwarten und auch weiterhin eine Herausforderung.

Die bisher einzige Methode zur Bereitstellung von umfassenden statistischen Daten der Tur-
bulenz bei Fliissigmetallnaturkonvektion bietet die numerische Simulation. Ihre Vorteile lie-
gen hauptsichlich im Bereich ihrer groBen Flexibilitit beziiglich der Variation des Problems,
der Konsistenz der Daten, der Datenhaltung sowie der Datenauswertung. Grofle
Schwierigkeiten treten jedoch dann auf, wenn, wie bei der hier betrachteten Fliissigmetallna-



turkonvektion, die Anforderungen des Problems hinsichtlich der rdumlichen Auflésung und
der notwendigen Problemzeit zum Erreichen einer im statistischen Sinne stationidren Losung
sehr hoch sind. Dann verhindern die fehlende Speicherkapazitit und die zu geringe Rechen-
leistung der heutigen Rechnergeneration, selbst bei einfachsten Geometrien wie ebenen Kani-
len, die Losung der zur Beschreibung ganz allgemeiner turbulenter Auftriebsstromungen be-
kannten exakten Gleichungen. Der interessierende Stromungsbereich kann nicht mehr genii-
gend fein aufgelost und mit einem noch vertretbaren Zeitaufwand berechnet werden.

Ein Rechenprogramm zur numerischen Simulation laminarer und turbulenter Strtémungen mit
oder ohne Wirmeiibertragung in einfachen Kanalgeometrien ist der TURBIT-Code
[Schumann (1973), Grétzbach (1977, 1987), Worner (1994)]. TURBIT basiert auf der Lo-
sung der instationdren, dreidimensionalen, inkompressiblen Erhaltungsgleichungen fiir
Masse, Impuls und Energie. Mit dem Code konnen sowohl direkte numerische Simulationen,
bei denen alle relevanten Zeit- und Lingenskalen des physikalischen Problems aufgelost wer-
den, als auch Grobstruktursimulationen, bei denen nur die groflen Wirbelstrukturen direkt
durch das Maschennetz aufgelost werden, durchgefiihrt werden. Der EinfluB der kleinen,
nicht durch das Maschennetz erfaf3baren Wirbelstrukturen wird bei Grobstruktursimulationen
durch ein Feinstrukturmodell approximiert.

Direkte numerische Simulationen von Fliissigmetallnaturkonvektion mit dem Fluid Natrium
zeigen die prinzipielle Machbarkeit, aber auch die Beschrinkung dieser Methode auf niedrige
Rayleigh-Zahlen. Ursache fiir die Beschriankung ist der grofle Speicherplatz- und Rechenzeit-
bedarf bei dieser Art von Simulation, bei der alle raumlichen Strukturen und alle fiir den tur-
bulenten Austausch wesentlichen physikalischen Transportprozesse durch das Maschennetz
und das Zeitintegrationsverfahren aufgelost werden miissen. Verdffentlichungen iiber den
Verlauf einzelner Terme, die in den Transportgleichungen statistischer Turbulenzmodelle
auftreten sowie iliber die Analysen der Konvektionsmechanismen bei Fliissigmetallnaturkon-
vektion stammen von Grotzbach & Worner (1992, 1993a/b), Worner (1994) und Worner. &
Grotzbach (1993a/b/c). Diese Arbeiten beruhen auf der Auswertung von statistischen Daten
aus direkten numerischen Simulationen.

Um statistische Daten der Turbulenz bei Strémungen mit mittleren und hohen Rayleigh-Zah-
len bereitzustellen, ist die Methode der Grobstruktursimulation gut geeignet, weil bei ihr die
im Absatz zuvor genannten Schwierigkeiten nicht in diesem Ausmaf} hervortreten. Hier wer-
den die exakten Gleichungen zur Berechnung ganz allgemeiner turbulenter Auftriebsstro-
mungen durch eine Glittungsoperation so verdndert, dal nur die physikalische Information
iiber die kleinen Skalen verloren geht. Die grofien, von der Kanalgeometrie und vom Stro-
mungstyp abhingigen Skalen variieren als Funktion von Ort und Zeit und konnen direkt si-
muliert werden. Die zeitabhingigen Gleichungen zur Beschreibung der Grobstruktur enthal-
ten demnach #hnlich der statistischen Betrachtungsweise, verursacht durch die rdumliche Fil-
terung, unbekannte Korrelationen verschiedener subskaliger Fluktuationen, welche die Wir-
kung der nicht aufgelosten kleinen Skalen enthalten. Die Grundiiberlegung dieser Vorge-
hensweise beruht auf experimentellen Untersuchungen. Wihrend die groBen Skalen fiir den
turbulenten Transport verantwortlich sind und den wesentlichen Anteil an turbulenter kineti-
scher Energie besitzen, beinhalten die kleinen Skalen einen geringen, durch die sogenannte



Energiekaskade zugefiihrten Anteil an turbulenter kinetischer Energie, den sie dissipieren,
d.h. von mechanischer in thermische Energie umwandeln. Eine geeignete Modellierung der
unbekannten Feinstrukturkorrelationen mufl demnach eine Dampfung der GrobstrukturgréBen
in den Erhaltungsgleichungen bewirken. Universelle Ndherungsannahmen fiir die Feinstruk-
turkorrelationen sind in der Regel jedoch einfacher zu finden als statistische Turbulenzmo-
dellierungsansitze, weil nur die Wirkung der kleinen Skalen betrachtet werden muB, die in
den meisten Stromungen eine Tendenz zur Invarianz gegeniiber Translationen und Rotationen
des Koordinatensystems, d.h. zur lokalen Isotropie, haben. AuBerdem verlieren die Feinstruk-
turmodelle im Gegensatz zu statistischen Turbulenzmodellen an Bedeutung, wenn das Ma-
schennetz und die Filteroperation einen kleiner werdenden Skalenbereich umfaBt und die
Grobstruktursimulation sich der direkten numerischen Simulation nihert.

Auftriebskrifte haben einerseits einen direkten, andererseits iiber die turbulenten kleinskali-
gen Fluktuationen einen indirekten EinfluB auf die turbulente Bewegung der grofen Skalen.
Wihrend die Berticksichtigung des direkten Auftriebseinflusses auf die turbulente Bewegung
der Grobstruktur aufgrund des bekannten Auftriebsgliedes in den gefilterten Erhaltungsglei-
chungen fiir den Impuls automatisch enthalten ist, entstehen in der Hauptsache Schwierigkei-
ten bei der Beriicksichtigung von Auftriebseffekten in den Néherungsannahmen fiir die unbe-
kannten Feinstrukturkorrelationen. Diese miissen in Abhingigkeit der Art der Modellierung
ihren Niederschlag in den Koeffizienten und den charakteristischen Lingen- und Geschwin-
digkeitsmafBstiben der Feinstrukturdissipation von turbulenter kinetischer Energie, der Fein-
strukturspannungen und der Feinstrukturwérmestréme finden.

Die ersten und auch meisten Anwendungen zur Grobstruktursimulation von Auftriebsstro-
mungen und der dazugehorigen Feinstrukturmodellierung entstammen dem Bereich der Me-
teorologie, weil dort schon seit langer Zeit aussagekriftige Methoden fiir eine zuverlissige
Vorhersage der Wetterentwicklung und den atmosphérischen Transport physikalischer Gro-
Ben gesucht werden. Die erste numerische Simulation mit dieser Methode iiberhaupt ist die
von Smagorinsky (1963). Das von ihm (1958) vorgeschlagene und von Lilly (1962) fiir Auf-
triebsstromungen modifizierte Modell 16st keine Transportgleichungen fiir subskalige Trans-
portvorginge, sondern basiert auf Gradientendiffusionsansitzen und entspricht rein formal
einem Prandtlschen Mischungswegmodell, bei dem die unbekannten Feinstrukturturbulenz-
korrelationen direkt in Beziehung zu den GrobstrukturgréBen gesetzt werden. Dieser Modell-
ansatz stellt bis heute die Grundlage der meisten Grobstruktursimulationen dar. Verwendet
wird er unter anderem auch von Deardorff (1970a/b/c, 1971, 1972a), Mason (1989), Mason
& Callen (1986) und Mason & Thomson (1992) zur Untersuchung der atmosphérischen kon-
vektiven Grenzschicht und von Eidson (1982, 1985) zur Untersuchung der turbulenten Ray-
leigh-Bénard-Konvektion in Luft. Sehr schnell wurden jedoch auch komplexere Modelle, die
eine, zwei oder mehrere Transportgleichungen zur Bestimmung der unbekannten Feinstruk-
turturbulenzkorrelationen 16sen, mit dem Anspruch entwickelt, Auftriebseinfliisse so allge-
meingiiltig und realistisch wie moglich zu beriicksichtigen. Der Vorteil dieser Ndherungsme-
thoden liegt darin, daB3 die exakten Transportgleichungen als Konsequenz ihrer Herleitung aus
den bekannten Erhaltungsgleichungen fiir Impuls und Energie automatisch Auftriebsglieder
enthalten, die zur Beschreibung von Auftriebseinfliissen besonders gut geeignet sind. Aller-
dings ist das Problem jetzt darauf verlagert, geeignete SchlieBungsannahmen fiir die in den



exakten Transportgleichungen enthaltenen weiteren unbekannten Feinstrukturkorrelationen
zweiter und dritter Ordnung zu finden, auf deren Modellierung es hinsichtlich der Leistungs-
fahigkeit des Verfahrens ankommt. Ein Nachteil dieser Methoden ist der enorme numerische
Aufwand, weil neben den fiinf Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie, je nach
Komplexitdt des Modells, zusitzliche Differentialgleichungen gelost werden miissen. Verof-
fentlichungen und Arbeiten zu den komplexeren Modellen kommen wiederum fast aus-
schlieBlich dem Gebiet der Meteorologie, behandeln in erster Linie Untersuchungen der at-
mosphirischen konvektiven Grenzschicht und stammen von Deardorff (1973, 1980), Mellor
& Yamada (1974, 1982), Schemm & Lipps (1976), Moeng (1984), Wyngaard & Brost
(1984), Nieuwstadt et al. (1985), Nieuwstadt & Brost (1986), Nieuwstadt et al. (1991),
Moeng & Wyngaard (1988), Moeng & Rotunno (1990), Schmidt (1988), Sykes & Henn
(1989), Schmidt & Schumann (1989), Nieuwstadt (1990), Angirasa & Nieuwstadt (1991) und
Schumann (1991).

Die direkte Auflosung der thermischen und bei Fliissigmetallen vor allem der sehr viel diin-
neren hydrodynamischen Grenzschicht erfordert ein sehr feines Gitter in der Niahe fester
Wiinde, weil dort die Gradienten bestimmter physikalischer GroBen wie der Temperatur oder
der Geschwindigkeit sehr grof sind. Die Folgen sind hohe Speicher- und Rechenzeitanforde-
rungen, bedingt durch die groe Anzahl an benétigten Gitterpunkten und die durch das Sta-
bilitatskriterium des Zeitintegrationsverfahrens hervorgerufene starke Zeitschrittrestriktion.
Diese Faktoren bestimmen ganz wesentlich die Wirtschaftlichkeit der Rechenmethode. Pro-
blematisch ist auch, da die Grundgleichungen in den Grenzschichten gelost werden, in denen
ein auf der Annahme isotroper Turbulenz basierendes Feinstrukturmodell aufgrund der
Wandeinfliisse seine strenge Giiltigkeit verliert und zusitzliche Modellanpassungen bendtigt,
die in diesem Bereich wirksam werden. Eine Moglichkeit, diese Restriktionen und Schwie-
rigkeiten zu umgehen, ist der Einsatz von Wandgesetzen, die die nichtlinearen Anderungen
der physikalischen GroBen in der Nihe fester Berandungen adéquat beschreiben und damit
grobere Wandmaschen zulassen. Die Grundgleichungen werden dann nicht mehr bis unmit-
telbar an die Wand gelost, sondern nur bis zu einem Punkt im Giiltigkeitsbereich des univer-
sellen Wandgesetzes. ’ ' '

Probleme treten auf, weil bisher kaum universelle Funktionen zur Beschreibung der Tempera-
tur- und vor allem der Geschwindigkeitsprofile in einer turbulenten wandnahen Schicht fiir
reine Naturkonvektion existieren. Die fiir die Grobstruktursimulation von erzwungener Kon-
vektion iiblicherweise eingesetzten logarithmischen Wandgesetze der Temperatur und der
Geschwindigkeit [Schumann (1973), Grotzbach (1977), Piomelli et al. (1989)] beschreiben
die Temperatur- und die Geschwindigkeitsverteilung in Wandnéhe fiir die meisten Grenz-
schichtstrémungen mit ausreichender Genauigkeit. Sie sind aber fiir reine Naturkonvektion
nicht anwendbar, weil durch das Fehlen einer mittleren Geschwindigkeit im Mittel auch alle
Schubspannungen verschwinden. Auch die fiir geophysikalische Grenzschichten iiblicher-
weise verwendete Monin-Obuchow-Theorie [Monin & Obuchow (1954)]; die fiir gemischte
Konvektion universelle Funktionen der Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile ableitet, ist
aus dem eben genannten Grund kaum anwendbar. Im Verschwinden der Schubspannungsge-
schwindigkeit erkennt Businger (1973) ein Charakteristikum freier Konvektion, argumentiert
jedoch, da3 in Wandnihe, verursacht durch groBriaumige Wirbel, trotzdem noch wesentliche



horizontale Bewegungen existieren. Daraus schlieBt er, daB die Konvektion lokale, stationire
Geschwindigkeitsprofile in Wandnihe erzeugt, die aber einen viel kleineren ZeitmaBstab als
den KonvektionszeitmaBstab haben. In diesem Fall kann eine lokale Schubspannungsge-
schwindigkeit definiert werden. Im Falle einer verschwindenden mittleren Geschwindigkeit
schldgt Deardorff (1972b) vor, den RMS-Wert der horizontalen Geschwindigkeitsschwan-
kungen zu verwenden, um eine Schubspannungsgeschwindigkeit fiir die Anwendung der
Monin-Obuchow-Theorie zu bestimmen. Arbeiten dazu stammen auBlerdem von Schumann
(1988), Schmidt (1988) und Schmidt & Schumann (1989), die ein Modell zur Berechnung
der lokalen Schubspannungsgeschwindigkeit in der atmosphérischen konvektiven Grenz-
- schicht mittels integrierter FluB-Profil-Beziehungen [Paulson (1970), Dyer (1974), Holtslag
& van Ulden (1983)] verwenden, um die Anwendung der Monin-Obuchow-Theorie zu er-
moglichen. Universelle Temperaturwandgesetze fiir reine Naturkonvektion an einer horizon-
talen Platte beruhen zumeist auf Aussagen iliber den mittleren Temperaturgradienten in Form
von Potenzgesetzen, die einerseits vom Wandabstand und andererseits vom Fluid abhéngen.
Veroffentlichungen aus diesem Bereich stammen von Monin & Obuchow (1954), Malkus
(1954), Priestley (1955), Townsend (1959), Kraichnan (1962), Goldstein & Chu (1969), Chu
& Goldstein (1973), Angirasa & Nieuwstadt (1992) und Chung et al. (1992a).

Der Nachteil all dieser Modelle und Methoden fiir die Grobstruktursimulation liegt im we-
sentlichen darin, daf die kleinskaligen, nicht durch das Maschennetz aufgelosten Wirbelstruk-
turen statistisch nicht mehr analysiert werden kdnnen und die Simulation von Modellparame-
tern abhédngig ist. Im Bereich fester Berandungen treten bei der Verwendung von Wandfunk-
tionen weitere Modellparameter hinzu und die fiir die Dynamik der Turbulenz wichtigen
Grenzschichten konnen statistisch ebenfalls nicht mehr analysiert werden. Das ist jedoch der-
zeit die einzige Moglichkeit, um zu hoheren Rayleigh-Zahlen zu gelangen und damit zumin-
dest Einblicke in die groBriumige, zeitabhingige, dreidimensionale Stromungsbewegung und
Turbulenzstruktur zu erhalten.

1.3  Zielsetzung und Vorgehensweise

Das grundsitzliche Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Bereitstellung statistischer Daten der
Turbulenz von Auftriebsstrémungen in Flissigmetallen bei mittleren und hohen Rayleigh-
Zahlen, um durch deren Analyse rdumliche und in statistischen Turbulenzmodellen vorkom-
mende zeitliche Korrelationen auszuwerten. Insbesondere sind dabei die turbulenten Korrela-
tionen hoherer Ordnung von Interesse, die Druckschwankungen und Schwankungen der Wir-
belstirke beinhalten und damit kaum experimentell bestimmt werden kénnen. Wie die Dis-
kussion in Kapitel 1.2 gezeigt hat, bietet die Methode der Grobstruktursimulation eine prin-
zipielle Méglichkeit, das grundlegende Verstidndnis iiber turbulente Stromungen, wie es we-
der durch eine statistische noch durch eine experimentelle Vorgehensweise erreicht werden
kann, zu erweitern. In diesem Zusammenhang ist der Inhalt dieser Arbeit beschrinkt auf die
Erforschung von freier Konvektion in ebenen Kanilen, bei denen die Dichteunterschiede im
Fluid ausschlieBlich durch Temperaturunterschiede hervorgerufen werden, die entweder eine
Folge der duBeren thermischen Beheizung oder Kiihlung der AuBenwinde oder der inneren
Wirmefreisetzung sind.



Neben der Erarbeitung von theoretischen physikalischen und mathematischen Voraussetzun-
gen, Grundlagen und Konzepten fiir die numerische Simulation turbulenter Naturkonvektion
bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen sind die Erweiterung und Neuentwicklung von
Feinstrukturmodellen und Randbedingungen fiir Grobstruktursimulationen mit dem Rechen-
programm TURBIT ebenso wie die Bereitstellung neuer Auswerteprogramme zur statisti-
schen Analyse wichtige Schwerpunkte dieser Arbeit. Der Aufbau der vorliegenden Dokumen-
tation orientiert sich an den folgenden Teilzielen, die zur Losung der gestellten Aufgabe for-
muliert werden konnen:

- Ermittlung der Anforderungen und Erweiterung der Impuls- und Wirmefeinstrukturmo-
delle, um die Wirkung von Auftriebseffekten in der Feinstruktur zu beriicksichtigen.

- Formulierung und Entwicklung neuer Randbedingungen und Wandgesetze fiir dié Ge-
schwindigkeits- und Temperaturgradienten an der Wand unter Beriicksichtigung physikali-
- scher und numerischer Erfordernisse bei der Grobstruktursimulation von Naturkonvektion.

- Verifikation und Bewertung der neuen Methoden und Modelle durch den Vergleich der
Ergebnisse mit Experimenten und direkten numerischen Simulationen. Diskussion mogli-
cher Unterschiede und eventueller Modellverbesserungen.

- Durchfiihrung von Grobstruktursimulationen der zeitabh'zingigen, dreidimensionalen,
groskaligen Turbulenzbewegungen und Erstellung einer Datenbasis fiir Fliissigmetallna-
turkonvektion bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen.

- - Analyse von zeitlichen und rdumlichen Informationen der berechneten Turbulenzstruktur.

- Entwicklung von Auswertemodulen zur Analyse und Gegeniiberstellung von exakten und
modellierten Termen aus den Transportgleichungen statistischer Turbulenzmodelle.

- Validierung von Koeffizienten existierender statistischer Turbulenzmodelle fiir auftriebs-
induzierte Konvektion.



2.  Theorie
2.1 Gleichungen

Die Grundgleichungen zur Beschreibung instationdrer, inkompressibler, reibungsbehafteter
Stromungen mit Warmetransport sind die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und
Energie, d.h. die Kontinuititsgleichung, die auf Navier (1822) und Stokes (1845) zuriickge-
henden Gleichungen und die W%irmetransportgleichun-g [Schlichting (1958), Rotta (1972)].

Die Gleichungen gelten, wenn das Fluid als Kontinuum beschreibbar ist. Diese Vorausset-
zung wird von turbulenten Strémungen erfiillt, weil die kleinsten charakteristischen turbulen-
ten LangenmaBstibe immer weit groBer als charakteristische molekulare Lingenma@stibe
sind [Tennekes & Lumley (1972)]. In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieBlich New-
tonsche Fluide betrachtet, bei denen ein lineares isotropes Stoffgesetz wie der Stokesche An-
satz [Stokes (1845)] fiir die Schubspannungen als Funktion der Geschwindigkeitsableitungen
Verwendung finden kann. Das Fluid soll homogen sein, mit der Folge, daf3 alle auftretenden
Stoffwerte als konstant angenommen werden. Einzige Ausnahme ist die Dichte im Schwer-
kraftterm der Impulsgleichungen. Dort wird eine Beziehung mit einer linearen Abhiangigkeit
der Dichte von der Temperatur ei_ngefiihrt, deren Giiltigkeitsbereich bei den hier untersuchten
turbulenten Stromungen mit den Fluiden Wasser, Luft und fliissigem Natrium nicht iiber-
schritten wird (Gray & Giorgini (1976), Sugiyama et al. (1991)]. Eine weitere vereinfachende
Annahme ist, daB die Dissipation von kinetischer Energie, d.h. die Umwandlung von mecha-
nischer Energie in Wirme durch Reibung, als vernachléssigbar kleine Wirmequelle angese-
hen werden kann, weil diese erfahrungsgemif kaum zur Temperaturerhohung beitrigt. Dieser
Quellterm muBl demzufolge in der Energieerhaltungsgleichung nicht beriicksichtigt werden.
Nach Einfiihrung aller Voraussetzungen und Annahmen ist das Ergebnis ein Satz exakter Er-
haltungsgleichungen zur Beschreibung von Auftriebsstromungen, die aufgrund der von
Boussinesq verwendeten Approximation als Boussinesq-Gleichungen bezeichnet werden
[Boussinesq (1903)].

Bei stromungsmechanischen Untersuchungen ist es iiblich, die Grundgleichungen zu entdi-
mensionalisieren und dimensionslose Kennzahlen zu ermitteln, um die physikalische Ahn-
lichkeit geometrisch dhnlicher Strom- und Temperaturfelder, z.B. fiir Vergleiche mit Experi-
menten, sicherzustellen. Der wichtigste Vorteil der Normierung ist, da3 die verschiedenen
Transportterme der Erhaltungsgleichungen von derselben Grofenordnung sind oder deren
GroBenordnung von den wenigen dimensionslosen Kennzahlen abhingt. Daraus folgt, da
allein die Kenntnis iiber die Grofle der Kennzahlen eine Abschitzung dariiber ermdglicht,
welche Impuls- und Wirmetransportmechanismen eine Stromung signifikant beeinflussen.
Die genaue Vorgehensweise bei der Entdimensionalisierung der Erhaltungsgleichungen fiir
Masse, Impuls und Energie sowie die Ermittlung der Ahnlichkeitskennzahlen mit Hilfe der
Methode der Differentialgleichungen [Zierep (1982b)] sind in Anhang A beschrieben. In der
Forderung, alle auftretenden unabhingigen und abhéngigen Variablen durch die Wahl geeig-
neter BezugsgroBen dimensionslos zu machen, liegt eine gewisse Problematik. In der Regel
ist es das Ziel, die charakteristischen Bezugsgroen so zu wihlen, dafl die dimensionslosen
Kennzahlen, die nach dem Durchmultiplizieren der Differentialgleichungen entstehen, den



betrachteten Vorgang physikalisch sinnvoll beschreiben. Dabei konnen auch nicht alle Be-
zugsgroflen frei gewihlt werden, sondern einige folgen aus der Wahl anderer.

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen von freier Konvektion in
einer horizontal unendlich ausgedehnten, zihen, wirmeleitenden, zwischen zwei ebenen
Winden eingeschlossenen Fluidschicht sind die Kanalgeometrie und alle eingehenden Ein-
fluBgréBen in Abbildung 2.1 dargestellt. Die Dichteunterschiede werden dabei ausschlieBlich
durch Temperaturunterschiede hervorgerufen, die entweder eine Folge der dufleren thermi-
schen Beheizung oder Kiithlung der AuBlenwénde oder der inneren W‘eirmefreisetzung sind.
Diese beiden Probleme werden in der Literatur auch als Rayleigh-Bénard-Konvektion
[Bénard (1900), Rayleigh (1916)] und als Fluidschicht mit interner Warmequelle [Jahn
(1975)] bezeichnet. '
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Abb. 2.1: Kanalgeometrie und EinfluBgroen.

Die geeignete BezugsgroBe fiir alle auftretenden Variablen mit der Dimension einer Liénge,
ist bei Kanalstromungen dieser Art der Plattenabstand D. Fiir die Normierung der Tempera-
tur wird als charakteristische BezugsgroBe die maximal im Kanal auftretende Temperaturdif-
ferenz A’f‘max gewihit. Bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion entspricht das der Temperatur-

differenz zwischen unterer und oberer Wand

~

AT, =T, -T,,, (2.1a)
bei der Fluidschicht mit interner Wirmequelle im Fall identischer Wandtemperaturen der

Temperaturdifferenz zwischen der Schicht mit der hochsten Temperatur und der Wandtempe-
ratur

AT, =T —T,. ‘ (2.1b)



Aufgrund der Forderung, daB die in den Impulsgleichungen auftretenden Trigheitsterme, der
Druckterm und der Auftriebsterm dieselbe GroBenordnung haben sollen, folgen die Bezugs-
groBen fiir die Zeit, den Druck und die Geschwindigkeiten:

. D

fy === (2.1¢)
0

Po=Polly (2.1d)

i, =8B AT DY” (2.1e)

Die physikalische Bedeutung der Geschwindigkeitsskala ist die der Fallgeschwindigkeit eines
Fluidballens in einer nicht zdhen, nicht wirmeleitenden, aber temperaturgeschichteten Fliis-
sigkeitsschicht. Sie kann auch aus einer mechanischen Gleichgewichtsbetrachtung abgeleitet
werden, die fordert, dal die gesamte potentielle Energie des Fluidteilchens in kinetische
Energie umgesetzt wird. Demzufolge ist die physikalische Bedeutung der Zeitskala die dazu
benotigte Fallzeit. Sie kann auch als Brunt-Viisild-Zeitskala interpretiert werden, die die Pe-
riodendauer der vertikalen Oszillationen eines Fluidballens in einer mit einem positiven Tem-
peraturgradienten stabil geschichteten, reibungsfreien und nicht wirmeleitenden Fliissigkeits-
schicht angibt. In einer instabil geschichteten Fliissigkeitsschicht sind solche als Gravitati-
onswellen in einem Schwerefeld bezeichneten Schwingungen nicht stabil, sondern brechen
auf und erzeugen Turbulenz. In diesem Fall kann t, als eine charakteristische Auftriebszeit-
skala verstanden werden [Tennekes & Lumley (1972)].

Damit folgen die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen zur mathematischen Beschreibung
freier Konvektion in ebenen Kanilen:

Massenerhaltung (Kontinuititsgleichung)

du,

—=0 2.2
3% (2.2a)

Impulserhaltung (Navier-Stokes-Gleichungen)

ou, Owuw) dp 3 | 1 [du 9y
: ' =- : S, (T-T 2.2b
at dx; axi+axj {«/Gr (axj+ax +ou(T-1,) (2:25)

Energieerhaltung (Wirmetransportgleichung)

oT oTu) 9 ] T Da
dt * axj axj{«/GrPr axj}+«/GrPr (2.2¢)

Es gilt die Einsteinsche Summationskonvention, d.h. iiber paarweise auftretende Indizes wird
von eins bis drei summiert. Der letzte Term in Gleichung (2.2c) ist ein MaB fiir die Tempera-
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turerhShung im Fluid infolge der inneren Wirmefreisetzung einer raumlich homogen verteil-
ten und zeitlich konstanten, volumetrischen Warmequelle. Fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion
verschwindet dieser Quellterm. Die Definition und die physikalische Bedeutung der in den
Erhaltungsgleichungen auftretenden charakteristischen Kennzahlen wird in Kapitel 4.1.1 und
Anhang A erldutert. Zu beachten ist, da} die Impulsgleichungen und die Energiegleichung
aus numerischen Griinden in konservativer Form verwendet werden, um zu erreichen, daf3 ihr
Integral iiber das gesamte betrachtete Volumen verschwindet. Es 148t sich zeigen, daB die
konservative Form dieser Gleichungen bei der durchzufiihrenden Diskretisierung die Erhal-
tung von Impuls und Energie auch bei nichtverschwindenden Maschenweiten lokal in einem
Volumenelement gewihrleistet, wenn zentrale Differenzen verwendet werden [Schumann
(1973)]. Die fiinf Gleichungen bilden ein geschlossenes System partieller, nichtlinearer Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit den vier unabhingigen Variablen x=(x;, X5, x3)T und
t sowie den fiinf abhingigen Variablen u=(u;, u, u3)”, p und T. Es ist gekoppelt, weil der
Schwerkraftterm in Gleichung (2.2b) die Temperatur und der Konvektionsterm in Gleichung
(2.2¢) verschiedene Geschwindigkeitskomponenten enthélt. Das Gleichungssystem ist einer
fiir turbulente Stromungen allgemeinen, analytischen, exakten Losung nicht zugéinglich.

Eine weitere wichtige Gleichung, die im Feinstrukturmodell eine grofe Bedeutung hat, ist die
Erhaltungsgleichung der kinetischen Energie. Die kinetische Energie ist definiert als

E=—u u (2.3)

und eine Gleichung fiir sie kann durch skalare Multplikation der Erhaltungsgleichungen des
Impulses (2.2b) mit dem Geschwindigkeitsvektor u; abgeleitet werden. Die Erhaltungsglei-
chung der kinetischen Energie in konservativer Schreibweise lautet:

0E JdEu;) dpu) 9 | I [9E du; 1 (0w du; OJu; du;
—+ 2= | —L b+ — L 4§ (T-T, )u, (2.4
atr  dx;  Ox Tax, JGr\dx; u,‘ ax; JGr|ox; 0x; 9x; dx o(T=Ty, )i (2:4)

J J
Die einzelnen Terme auf der linken Seite dieser skalaren Gleichung haben die physikalische
Bedeutung der lokalen zeitlichen Anderung und des konvektiven Transportes von kinetischer
Energie. Die Terme auf der rechten Seite konnen als diffusiver Transport durch Druckkrifte,
als molekularer diffusiver Transport, als molekulare Vernichtung durch Reibungskrifte und
als Produktion/Vernichtung durch Auftriebskréfte identifiziert werden. Der molekulare Ver-
nichtungsterm in dieser Gleichung wird auch als Dissipation € bezeichnet und es gilt:

2
1 [Qu, du  du, Jdu, 1 1{du, Ou,
€= i (RN i 1= it i+ J 25
-~ NGr [ax, dx; dx; ax,.] - JGr Z(ij. ax,.) ( )
Dieser Zusammenhang verdeutlicht, da die Umwandlung von mechanischer Energie pro

Zeit- und Volumeneinheit durch innere Reibung in Wiarme ein irreversibler Mechanismus ist.
Die Dissipation € kann gemif Gleichung (2.5) niemals negativ werden. .
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2.2  Simulationsmethode

In turbulenten Stromungen treten starke und unregelmiBige Schwankungen der physikalisch
abhingigen Variablen auf. Um ein turbulentes Geschwindigkeits- oder Temperaturfeld zu
berechnen, ist die Aufldsung aller physikalisch relevanter Langen- und ZeitmaBstibe durch
das der numerischen Simulation zugrundeliegende, rdumliche und zeitliche Diskretisierungs-
verfahren erforderlich. Fiir die rdumliche Diskretisierung ist das gleichbedeutend mit der
Auflosung des gesamten Spektrums der auftretenden Wirbel durch das Maschennetz, d.h. die
Auflosung der groBten, energiereichsten Wirbel bis hin zu den kleinsten Wirbeln im dissipa-
tiven Bereich, die ihre mechanische Energie durch Reibungskrifte in Wirme iiberfiihren.

Ein charakteristisches MaB fiir die groten auftretenden Wirbelstrukturen ist die makroskopi-
sche Wellenlidnge A. Sie ist von der Geometrie des Problems abhingig. Sowohl die kinetische
turbulente Energie als auch der Betrag der letztlich dissipierten Energie werden durch Wirbel
dieser Groflenordnung bestimmt, weil nur soviel Energie dissipiert werden kann, wie iiber
den Kaskadenproze von den groen an die kleinen Wirbel iibertragen wird. Ein charakteri-
stisches Maf fiir diese kleinsten, dissipativen Wirbel ist im Geschwindigkeitsfeld die Kol-
mogorov-Linge 7} und im Temperaturfeld analog dazu 1y, [Kolmogorov (1941a/b)]:

X 74

n = (—) (2.6a)
€
2\

Ny = (?] (2.6b)

Aussagen liber diese, in einem turbulenten Geschwindigkeits- oder Temperaturfeld auftreten-
den, charakteristischen Lingenmafstéibe liefern deren Energiespektren. Ein qualltatlver Ver-
lauf der Energiespektren der turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen E(k) und der turbu-
lenten Temperaturfluktuationen ET(k) in Abhingigkeit von der Wellenzahl k= 21t/ | ist fiir
mittlere und kleine Prandtl-Zahlen in Abbildung 2.2 dargestellt.

Wird bei der rdumlichen Diskretisierung fiir die Gitterweite h die Forderung

2h<min(Q,7;) (2.7)

erfiillt, d.h. werden die kleinsten auftretenden Wirbel mit mindestens zwei Maschen aufge-
16st, so werden alle raumlichen Strukturen im Geschwindigkeits- und im Temperaturfeld
durch das Maschennetz erfafit. Dies fiihrt zur Methode der direkten numerischen Simula-
tion. Das physikalische Problem wird vollstidndig durch das Gleichungssystem (2.11a-c) be-
schrieben und es ist keine dariiber hinausgehende empirische Modellierung erforderlich. Die
Feinstrukturanteile ?uj und TT; in den Gleichungen (2.12a,b) sind vernachléssigbar.

Wie in Abbildung 2.2 angedeutet, sind in Fluiden mit mittleren Prandtl-Zahlen die kleinsten

Strukturen im Geschwindigkeits- und im Temperaturfeld von etwa gleicher Grofle. Die
Energiespektren verlaufen dhnlich. In Fluiden mit kleinen Prandtl-Zahlen deuten die Zusam-
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Abb. 2.2:  Qualitativer Verlauf der Spektren der turbulenten kinetischen Energie und der
Temperaturschwankungsquadrate aufgetragen iiber der Wellenzahl fiir mittlere
und kleine Prandtl-Zahlen. Der Einflu} einer wachsenden Rayleigh-Zahl auf die
Spektren bei Rayleigh-Bénard-Konvektion ist angedeutet.

menhinge (2.6a,b) schon an, dal die dissipativen Strukturen im Geschwindigkeitsfeld sehr
viel kleiner als die im Temperaturfeld sind. Die physikalische Ursache hierfiir ist die hohe
Temperaturleitfdhigkeit dieser . Fluide, die eine weite rdumliche Kopplung und eine
Déampfung der turbulenten Temperaturfluktuationen bewirkt. Im Geschwindigkeitsfeld
dagegen existieren neben den relativ groBraumigen Strukturen auch sehr kleine Skalen, die
thre Ursache in der geringen kinematischen Viskositit dieser Medien haben. Dadurch
entstehen diinne Scherschichten, die sich im Spektrum der turbulenten kinetischen Energie
durch eine kleine Kolmogorov-Linge T} duBern. Wird bei der rdumlichen Diskretisierung die
Gitterweite h so gewihlt, daB

A<2h<A, (2.8)

ist, so werden noch alle rdaumlichen Strukturen des Temperaturfeldes, nicht jedoch die des
Geschwindigkeitsfeldes durch das Maschennetz erfafit. Dies fiihrt zur Methode der gemisch-
ten Simulation, die fiir Fluide mit sehr kleinen Prandtl-Zahlen eine Kombination aus direkter
numerischer Simulation des Temperaturfeldes und Grobstruktursimulation des Geschwindig-
keitsfeldes darstellt. Die Feinstrukturkorrelationen ru; in Gleichung (2.12a) reprisentieren
den nicht aufgelosten Anteil des kinetischen turbulenten Energiespektrums in Abbildung 2.2,

deren physikalischer EinfluB modelliert werden muB, wéhrend die Feinstrukturanteile T’u] in
Gleichung (2.12b) nach wie vor vernachlidssigbar sind.
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Wird bei der raumlichen Diskretisierung die Gitterweite h so gewihlt, da

2h>max (7}, 1,) (2.9)

ist, dann werden auch die kleinsten rdumlichen Strukturen des Temperaturfeldes nicht mehr
durch das Maschennetz erfait. Dies fiihrt zur Methode der Grobstruktursimulation des ge-
samten physikalischen Problems. Die Feinstrukturkorrelationen ”_I‘Tj in Gleichung (2.12b)
reprisentieren in diesem Fall den abgeschnittenen Teil des Spektrums des turbulenten Wiir-
mestromes, dessen physikalischer Einflu8 durch Modelle approximiert werden muf.

Wihrend bei dieser Simulationsmethode zumindest die grobe, zeitabhingige, dreidimensio-
nale Turbulenzstruktur durch das Maschennetz aufgelost wird, erfolgt bei der statistischen
Simulation eine zeitliche Mittelung der exakten Grundgleichungen (2.2a-c) iiber den gesam-
ten Wellenzahlbereich. Das Ergebnis sind die Reynoldsschen Gleichungen [Reynolds (1894)].
Die zeitliche Mittelung fiihrt zu deutlich geringeren Gradienten der physikalisch abhiangigen
Variablen, d.h. zu einer Glittung der turbulenten Felder. Die durch die Zeitmittelung der
nichtlinearen konvektiven Terme entstehenden Korrelationen < uj"u}’> und < T”u{> werden
auch als Reynoldsspannungen und -wérmestrome bezeichnet und haben groBe Ahnlichkeit
mit den bei der Grobstruktursimulation auftretenden Feinstrukturspannungen und -wiér-
mestromen, jedoch eine andere physikalische Bedeutung. Sie reprisentieren im Gegensatz zu
den Feinstrukturanteilen nicht nur die Wirkung der kleinen, sondern aller im Bereich der tur-
bulenten Energiespektren in Abbildung 2.2 auftretenden Wirbelstrukturen. Deren physikali-

scher Einflu3 mufl durch moglichst universelle statistische Modelle erfa3t werden.

In dieser Arbeit werden Ergebnisse vorgestellt, die sowohl mit der-Methode der direkten nu-
merischen Simulation als auch mit den Methoden der gemischten Simulation und der
Grobstruktursimulation berechnet werden. Eine Abschétzung, wie hoch die maximal zu errei-
chenden Rayleigh-Zahlen bei der numerischen Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion
mit fliissigem Natrium mit den verschiedenen Methoden beziiglich der zur Verfiigung stehen-
den Speicherkapazitit und Rechenzeit sind, wird in Anhang B gegeben.

2.3 Riumliche Diskretisierung

Die Erhaltungsgleichungen (2.2a-c) bilden die Ausgangsbasis fiir eine numerische Simulation
turbulenter Auftriebsstromungen. Zur Anwendung eines Differenzenverfahrens miissen diese
partiellen Differentialgleichungen jedoch in Differenzengleichungen iiberfiihrt werden. Das
bedeutet, daB z.B. anstelle von 0®/dx,, d.h. der unendlich kleinen Veranderung einer beliebi-
gen abhingigen Variablen ® im Raum, eine endliche Differenz A®/Ax, tritt. Entsprechend
der von Schumann (1973, 1975) verwendeten Methode, werden dazu die Grundgleichungen
durch formale Integration iiber kleine Volumenelemente gemittelt, d.h. es wird der folgende
raumliche Mittelungsoperator auf alle Terme der Erhaltungsgleichungen angewandt:
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Bei diesem Operator kennzeichnen die GroBen Ax; die Gitterweiten und die GroBen x;, x, und
x3 die Koordinaten der Volumenmittelpunkte in den drei Raumrichtungen x;. AnschlieBend
werden alle Volumenintegrale, die eine rdumliche Ableitung erster Ordnung enthalten, durch
partielle Integration unter Verwendung des GauBschen Integralsatzes fiir rdumliche Vektor-
felder [Bronstein & Semendjajew (1987)], in Differenzen von Mittelwerten iiber die Randfla-
chen der Volumenelemente transformiert. Demzufolge fiihrt diese formale Integration zu
Differenzen von Termen, in denen nur noch iiber zwei raumliche Richtungen zu integrieren
ist, d.h. die Volumenmittelung VP der betroffenen Terme fiihrt zu Differenzen von Fli-
chenmittelwerten '®, die durch den Index i der Richtung der Flichennormalen gekennzeich-
net werden. Diese Vorgehensweise ermoglicht in den meisten Fillen ohne zusitzliche An-
nahmen die Anwendung eines wie in Abbildung 2.3 dargestellten versetzten Gitters, in dem
die vektoriellen Geschwindigkeitsvariablen 'u; den Orten x;+1/2Ax; zu&eordnet werden, wih-
rend die skalaren Variablen wie der Druck YP und die Temperatur T im Mittelpunkt der
Volumenelemente an den Orten x; definiert sind.

T L L LS
/

/// d
ya '
o, 1
: d
n /TP, /|
. n-1 /m+1
x, ,m -1m
1] 1| 1+t

Abb. 2.3: Versetztes Gitter.

Das Ergebnis der Volumenintegration durch die Anwendung des Operators (2.10) auf die
Erhaltungsgleichungen (2.2a-c) sind die rdaumlich diskretisierten Grundgleichungen:

Massenerhaltung

(.ai)zsi"g‘_ _0 | (2.11a)
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Die Massenerhaltungsgleichung driickt aus, daB bei inkompressiblen Fluiden, d.h. bei ver-
schwindender relativer Dichtednderung, der resultierende Massenstrom durch die Oberfldchen
eines Volumenelements verschwinden muf}, d.h. es stromt gleichviel ein wie aus. Das Ge-
schwindigkeitsfeld ist divergenz- und damit quellenfrei. Die Erhaltungsgleichung fiir den
Impuls beschreibt die Tatsache, daf} die lokale zeitliche Anderung des in einem Volumenele-
ment befindlichen Impulses plus dem Impulsstrom durch die Oberfldche eines Volumenele-
ments gleich den an den Oberflichen eines Volumenelements angreifenden Massen-
(Gravitation) und Oberflichenkriften (Druck, Reibung) ist. Die Erhaltungsgleichung fiir die
Energie beschreibt demzufolge, daB die lokale zeitliche Anderung der in einem Volumenele-
ment befindlichen Energie plus dem Energieflul durch dessen Oberfldachen infolge der Mas-
sengeschwindigkeiten ‘U, gleich den Leistungen der an den Oberflichen eines Volumenele-
ments angreifenden Massen- und Oberfléchenkriften plus dem Leistungsanteil der zu- oder
abgefiihrten Wirme ist.

Die Massenerhaltungsgleichung (2.11a) ist exakt, entspricht formal dem Gauf3schen Integral-
satz und bedarf bei der Anwendung eines versetzten. Gitters keiner weiteren Niherung, weil
die exakte Gleichung (2.2a) ausschlieBlich rdumliche Ableitungen erster Ordnung enthiilt.

In den volumengemittelten Erhaltungsgleichungen fiir Impuls (2.11b) und Energie (2.11c¢)
kénnen dagegen durch die Anwendung des Mittelungsoperators (2.10) nicht alle rdumlich
partiellen Differentiale in Differenzen umgewandelt werden, weil die Diffusionsterme in bei-
den Gleichungen rdumliche Ableitungen zweiter Ordnung enthalten. Dadurch entstehen Fla-
chenmittelwerte von Differentialquotienten, die durch Differenzenquotienten der diskreten
Variablen approximiert werden. Weitere Approximationen miissen deshalb eingefiihrt wer-
den, weil abhingige Variablen an Orten verlangt werden, an denen sie nicht definiert sind.
Eine ausfiihrliche Ubersicht der verwendeten Approximationen des numerischen Differen-
zenverfahrens geben Schumann (1973), Grotzbach (1977) und Mauch (1991).

Schwierigkeiten bereitet die Mittelung der nichtlinearen konvektiven Terme, weil die Grofien
m sowie —T_ﬁ: nicht mittels der definierten Geschwindigkeitsvariablen 'u; und 'T bestimmt
werden kénnen. Das Gleichungssystem ist nicht mehr geschlossen. Durch die Aufspaltung
aller abhingigen physikalischen Variablen ®='®+®’ in einen Flichenmittelwert '® und
eine Schwankung um diesen Flichenmittelwert ®’, konnen die unbekannten konvektiven
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Terme folgendermaBlen umgeformt werden:

=i i
wou,=u | (2.12a)

+T7u] (2.12b)

Sie werden in einen berechenbaren Teil, der den konvektiven Transport der durch das Ma-
schennetz aufgelosten GroBen beschreibt, und einen unbekannten Feinstrukturanteil, der den
Transport von Impuls und Wiarme durch die herausgefilterten Schwankungen innerhalb einer
Mittelungsflache beschreibt, aufgespalten. Die Feinstrukturanteile miissen modelliert werden,
um das Gleichungssystem zu schlieBen und wieder l6sbar zu machen (siehe Kapitel 3.1).

Bei den hier beschriebenen Differenzenverfahren sind Mittelung und Diskretisierungsme-
thode stark miteinander gekoppelt. Um diese Kopplung zu vermeiden, fiihrt Leonard (1974)
lineare und nichtlineare Mittelungsoperationen ein, mit deren Hilfe eine Entkopplung zwi-
schen Filterung und numerischen Verfahren moglich ist, d.h. Filterweite und Gitterweite
konnen unabhingig gewihlt und aufeinander abgestimmt werden. Ein Vorteil dieser Methode
ist, daBl die Art des Filters frei wihlbar ist. Allerdings ist ein gravierender Nachteil, dal bei
der Mittelung der nichtlinearen konvektiven Terme je nach Wahl des Filters zusétzliche un-
bekannte Korrelationen zwischen aufgelosten und nicht aufgeldsten Anteilen entstehen, die
modelliert werden miissen. Ein Uberblick iiber die verschiedenen Methoden ist zu finden bei
Schmitt (1988), Aupoix (1989), Nieuwstadt (1990) und Germano (1992).

Ein Nachteil des hier beschriebenen raumlichen Diskretisierungsverfahrens ist die durch den
Abbruchfehler zweiter Ordnung verursachte eingeschrinkte Genauigkeit. Seine Hauptvorteile
liegen im wesentlichen in der einfachen Umsetzbarkeit in ein Rechenprogramm sowie der
relativ einfachen Formulierung der Randbedingungen bei der hier betrachteten ebenen Kanal-
geometrie (siehe Kapitel 3.2). Eine Ubersicht beziiglich der Vor- und Nachteile finiter Diffe-
renzenverfahren, im Vergleich zu alternativen numerischen Verfahren wie Spektralverfahren
und finiter Elementeverfahren, gibt die Arbeit von Fasel (1979).

Wichtig fiir die Modellbildung der durch die rdumliche Filterung der Grundgleichungen ent-
standenen unbekannten Korrelationen Tu; und T’_u; ist eine weitere Differentialgleichung,
die Erhaltungsgleichung fiir die kinetische Energie der Schwankungsgeschwindigkeiten in-
nerhalb eines Maschenvolumens. Die kinetische Feinstrukturenergie, d.h. der nicht durch das
Maschennetz aufgeloste mechanische Energieanteil der Stromung, ist definiert als:

v

E = =1 (VE —V?) (2.13)

1
2 Tt 2

Eine Erhaltungsgleichung fiir sie folgt durch die zeitliche Ableitung von Definition (2.13)
[Schumann (1973), Grétzbach (1977, 1987)]:
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Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.14) kann als die mit Operator (2.10)
rdumlich gemittelte Erhaltungsgleichung (2.4) der gesamten kinetischen Energie identifiziert
werden. Der zweite Term ist durch die skalare Multiplikation des rdumlich gemittelten Ge-
schwindigkeitsvektors mit der diskretisierten Impulserhaltungsgleichung (2.11b) definiert und
beschreibt den kinetischen Energieanteil der aufgelosten Grobstruktur. Das Ergebnis der

Subtraktion dieser beiden Anteile ist die rdumlich diskretisierte Erhaltungsgleichung der ki-
netischen Energie innerhalb der Feinstruktur in konservativer Form:

(aE )+8i(j? ju_i): —V“i’_“;" Sij;i*'siavr uj

—Sjj(p’ u})—Sjj(E’ u;)

1 (37, 3w 3, 215
+9, L +'u,
"\ JGr ax]. 'ax ' dx,

—-{V_ @(5 u 3, u+5 U 8, u)}

Auch in dieser Gleichung treten noch rdumliche partielle Differentiale sowie abhingige Va-
riablen, die an Orten verlangt werden an denen sie nicht definiert sind, auf. Sie konnen durch
die in diesem Kapitel angesprochenen Approximationen angenihert werden. Auflerdem sind
die neuen unbekannten Korrelationen p’u’ und E’u entstanden, welche die turbulente Dif-
fusion von kinetischer Energie innerhalb der Femstruktur durch die nicht aufgeldsten Druck-

und Geschwindigkeitsschwankungen charakterisieren und modelliert werden miissen (siehe
Kapitel 3.1).

Die Terme auf der linken Seite der Gleichung haben die physikalische Bedeutung der lokalen
zeitlichen Anderung und des konvektiven Transportes von kinetischer Feinstrukturenergie.
Auf der rechten Seite folgen zunéchst der Produktionsterm von Feinstrukturenergie durch die
aufgeloste Bewegung und der Auftriebsterm, der als Produktionsterm oder auch als Vernich-
tungsterm von kinetischer Feinstrukturenergie wirken kann. Die darauffolgenden Terme cha-
rakterisieren den Transport von kinetischer Feinstrukturenergie durch turbulente und moleku-
lare Diffusion. Der molekulare Vernichtungsterm, d.h. die Feinstrukturdissipation, ist hier als
Differenz der volumengemittelten Gesamtdissipation (2.5) und der Grobstrukturd1s31pat10n
dargestellt, weil es das Ziel ist, Feinstrukturgroen @’ durch Grobstrukturgréen '® auszu-
driicken, um mit mdglichst wenigen Modellannahmen auszukommen.
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2.4  Zeitliche Diskretisierung

In den rdumlich diskretisierten Erhaltungsgleichungen fiir Impuls (2.11b), Energie (2.11c)
und kinetische Feinstrukturenergie (2.15) treten weitere partielle Differentialquotienten auf.
Diese Zeitableitungsterme miissen ebenfalls diskretisiert werden, um eine Integration der
Differentialgleichungen iiber der Zeit zu erméglichen. Anstelle der unendlich kleinen Verin-
derung einer der betroffenen abhingigen Variablen iiber der Zeit d®/ot, tritt eine endliche
Differenz A®/At. Die Zeitachse wird in endlich groBe Zeitintervalle At aufgeteilt.

Grundsitzlich kann zwischen expliziten und impliziten Differenzenverfahren zur Diskretisie-
rung der Zeitableitungsterme unterschieden werden. Bei expliziten Verfahren erfolgt die Be-
rechnung der Werte einer neuen Zeitebene ausschlieBlich aus den bekannten Werten friiherer
Zeitebenen. Sie behandeln die Gleichungen wie ein Anfangswertproblem und haben den
Vorteil des geringeren numerischen Aufwandes und damit der geringeren Kosten pro Zeit-
schritt als implizite Verfahren. Als weiterer Vorteil ist ihre relativ einfache Umsetzung in ein
Rechenprogramm zu nennen. Ein Nachteil sind ihre strengen Stabilititskriterien. Bei implizi-
ten Verfahren sind die rdumlich benachbarten Werte einer neuen Zeitebene miteinander ge-
koppelt. Sie behandeln die Gleichungen wie ein Randwertproblem und haben als Nachteil
einen hohen numerischen Aufwand, weil fiir jede implizit behandelte Gleichung zu jedem
Zeitschritt die Losung eines Gleichungssystems erforderlich ist. Ihre Vorteile liegen dafiir in
den schwicheren Stabilitétskriterien, die eine Verwendung groBerer Zeitschrittweiten erlau- -
ben, und im unmittelbaren Einflu3 der Randbedingungen auf die neue Zeitebene.

Fiir die Zeitdiskretisierung der Impulserhaltungsglelchungen (2.11b) wird ein explizites Eu-
ler-Leapfrog-Verfahren verwendet:

(I+8)u - (1+28)u"-Em ' =At[- (I1-8,-D )K"
+ (1-6,-®,)D"+®, D"’ (2.16)
+ (I-6,-®,)A" ]

Hierin stellen K, D und A die Konvektions-, Diffusions- und Auftriebsterme dar, At ist die
Zeitschrittweite und n der Index zur Kennzeichnung der Zeitebene. Die Werte von &, 0y, ®x,
Op, ®p, 64 und ®4 kennzeichnen, um welches Verfahren es sich handélt und sind, zusammen
mit der Abbruchfehlerordnung der Methode, in Tabelle 2.1 angegeben.

Die Integration lduft in Zyklen ab, wobei ein Zyklus bei den hier durchgefiihrten Berechnun-
gen typischerweise N=40 Zeitschritte umfaft. Er beginnt mit einem Euler-Schritt. Dieser
erweist sich als notwendig, weil zu Integrationsbeginn nur die Werte einer Zeitebene bekannt
sind, das Leapfrog-Verfahren jedoch zwei zuriickliegende Zeitebenen benétigt. Es folgen N-2
Leapfrog-Schritte. Bei diesem Verfahren kann es durch die nur schwache Kopplung aufein-
anderfolgender Zeitebenen fiir diffusionsdominierte Probleme zu 2At-Oszillationen kommen.
Um diese zu ddmpfen, wird der Zyklus m1t einem gemischten Euler -Leapfrog-Schritt abge-
schlossen.
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Verfahren 13 Ok Oy Op Dy 0a ®, | Fehlerordnung

Euler 0 0 0 0 0 0 0 _ 1
Leapfrog -1/2 0 0 0 1 0 0 - 2
gemischt -1/3 0 0 0 1 0 0 1

Tab. 2.1: Faktoren in Gleichung (2.16) fiir die verschiedenen in TURBIT verwendeten
Integrationsschritte zur Losung der Impulsgleichungen.

Wird fiir ﬁi' in Gleichung (2.16) ﬁi“” eingesetzt und der Druckterm beriicksichtigt, so ergibt
sich in der Regel ein neues Geschwindigkeitsfeld u*', das nicht divergenzfrei ist und die
Kontinuititsgleichung (2.11a) nicht erfiillt. Aus diesem Grund wird das Druckglied in Glei-
chung (2.16) vernachlissigt und als Projektionsoperator aufgefalt, der ein beliebiges Vektor-
feld U, in ein divergenzfreies Vektorfeld u™' abbildet [Chorin (1968)]. Bei diesem als Pro-
jektionsmethode von Chorin bekannten Verfahren, wird zunéchst mittels Gleichung (2.16) ein
genshertes Geschwindigkeitsfeld U, berechnet. Es unterscheidet sich vom exakten Ge-
—n+l

schwindigkeitsfeld U/ um den Anteil des Druckterms, also um den Gradienten eines skala-
ren Potentials:

Ein+1 _ ﬁl_‘ :IAt [_Si ﬁn+1] — "8i ﬁ. (217)

Fiir das unbekannte Potential U; kann durch Bildung der Divergenz von Gleichung (2.17) und
unter Beriicksichtigung der Divergenzfreiheit des neuen Geschwindigkeitsfeldes ™' eine
Bestimmungsgleichung abgeleitet werden:

88, p =8 (2.18)

Dies ist eine elliptische Differentialgleichung vom Typ einer Poisson-Gleichung, fiir deren
Losung homogene Neumannsche Randbedingungen an den Wiénden gelten. Sie muB zu jedem
Zeitpunkt erfiillt sein. Das Neumannsche Problem ist bis auf eine additive Konstante eindeu-
tig 1osbar [Bronstein & Semendjajew (1987)]. Ist Gleichung (2.18) geldst, kann mit Hilfe von
Gleichung (2.17) das divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld T*' und der Druck p™*' der neuen
Zeitebene berechnet werden.

Wihrend die Schritte (2.16) und (2.17) zur Bestimmung der Geschwindigkeitsfelder T, und
u™' direkt ausgefiihrt werden konnen, bendtigt die Bestimmung des skalaren Potentials §”
einen erheblichen CPU-Zeitaufwand. Die Losung der Poisson-Gleichung (2.18) muf} zu je-
dem Zeitschritt erfolgen. Die Verwendung hocheffizienter Poisson-Loser stellt deshalb eine
wichtige Voraussetzung dar, um den Losungsaufwand beziiglich der CPU-Zeit ertriglich zu
gestalten. Der in TURBIT verwendete Poisson-Loser stammt von Schmidt et al. (1984).

Die Zeitdiskretisierung der Energieerhaltungsgleichung (2.11c) kann entweder mit einem
expliziten Euler-Leapfrog-Verfahren oder mit einem halbimpliziten Differenzenverfahren
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erfolgen. Bei letzterem werden die nichtlinearen Konvektionsterme explizit entweder mit dem
Leapfrog-(LF) oder dem Adams-Bashforth-Verfahren (AB) und die Diffusionsterme implizit
mit dem Crank-Nicholson-Verfahren (CN) diskretisiert:

(I+E)T™' - (I+285)T"-ET"' =At[~ 6, K™~ (1-8,-D, )K"~ D, K™

+ 8, D+(1-8,-®,)D'+®, D"’ (2.19)

Da ]
w/a Pr

Die Werte der Faktoren in Gleichung (2.19) kennzeichnen wiederum das Verfahren und sind
zusammen mit dessen Fehlerordnung in Tabelle 2.2 angegeben. Beziiglich des expliziten Eu-
ler-Leapfrog-Verfahrens gelten die zuvor gemachten Aussagen. Die beiden halbimpliziten
Verfahren haben sich fiir die direkte numerische Simulation von Fliissigmetallnaturkonvek-
tion bei niedrigen Rayleigh-Zahlen als notwendig erwiesen, weil durch die hohe Temperatur-
leitfdhigkeit von Fliissigmetallen der thermische DiffusionsprozeB eine starke Zeitschrittre-
striktion des expliziten Verfahrens verursacht. Die halbimpliziten Verfahren sind ausfiihrlich
bei Worner (1994) diskutiert. ' '

+

Verfahren E Ok by Op ®p Fehlerordnung
Euler 0 0 0 o | O _ 1

Leapfrog -172 |- 0 0 0 1 2
gemischt -1/3 0 . 0 0 1 1
LFCN -172 0 | o 12 |1 2
ABCN 0 0 =172 172 -0 2

Tab. 2.2: Faktoren in Gleichung (2.19) fiir die verschiedenen in TURBIT verwen-
deten Integrationsverfahren zur Losung der Energiegleichung.

Wie Schumann (1973) mit einer linearen Stabilititsanalyse gezeigt hat, ist die ‘Verwendung
des Euler-Leapfrog-Verfahrens beziiglich der Zeitdiskretisierung der kinetischen Feinstruk-
turenergieerhaltungsgleichung unzuldssig, da es stets instabil wire. Die Zeitdiskretisierung
der kinetischen Feinstrukturenergieerhaltungsgleichung geschieht deshalb mit einem explizi-
ten modifizierten Euler-Verfahren: '

Em = ?"(1+-lc—3—Aé5(f'”2))+At[— K"+ P"+D"] (2.20)

em
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Hierin stellen K, P und D die Konvektions-, Produktions- und Diffusionsterme dar. Dabei
werden die konvektiven Terme mit sogenannten Upwind-Differenzenformeln berechnet.und
der Modellansatz fiir die Feinstrukturdissipation (3.15) in Gleichung (2.15, 3.18) analytisch
integriert, um zu vermeiden, da im kinetischen Feinstrukturenergiefeld unphysikalische ne-
gative Werte auftreten. Sollte sich trotz dieser MaBnahmen ein negativer Wert von E’™*' er-
geben, so kann das an einem instabilen Verhalten wegen zu groBer Zeitschritte bei der Inte-
gration der Feinstrukturenergiediffusionsterme liegen. In diesem Fall muB die Zeitschrittweite
At reduziert werden. Treten negative Energiewerte auf, werden diese zu Null gesetzt.

Die maximal zulissige Zeitschrittweite At,, mul aus Stabilititsgriinden beschrinkt werden.
Schumann (1973) hat iiber eine lineare Stabilititsanalyse ein Kriterium fiir die zulidssige ma-
ximale Zeitschrittweite des Leapfrog-Verfahrens hergeleitet. Es lautet:

. _ -1 _
AzmSSF{Mfm“x(V”"_“a')} | 2D

Ax, Ax}
SF ist ein Sicherheitsfaktor, der zwischen 0 <SF <1 liegt. Bei den in dieser Arbeit durchge-
fiihrten Simulationen wurden typischerweise Werte zwischen 0.5 und 0.8 vorgegeben. Der
erste Summand charakterisiert den Einflu3 des konvektiven, der zweite den EinfluB} des vis-
kosen und des thermischen diffusiven Transportprozesses auf die Stabilitit des Zeitintegrati-
onsverfahrens.

Gleichung (2.21) gibt zu erkennen, daB die zulidssige Zeitschrittweite mit wachsender kine-
matischer Viskositidt v oder wachsender Temperaturleitfihigkeit a und mit wachsender Kon-
vektionsgeschwindigkeit lﬁilm kleiner wird. Infolge hoherer Viskosititen oder Temperatur-
leitfahigkeiten und groerer Transportgeschwindigkeiten wirkt sich die Anderung der physi-
kalischen Grof3en viel stirker bzw. schneller aus. Im Falle einer Grobstruktursimulation wird
dieser Effekt durch eine turbulente Zihigkeit oder Temperaturleitfahigkeit, die mit groBer
werdenden Maschenweiten zunehmen, zusétzlich verstarkt. Eine deutliche Abhingigkeit der
zuldssigen maximalen Zeitschrittweite von der Maschenweite Ax; ist ebenfalls zu erkennen.
Sehr feine Gitter erfordern auch sehr kleine Zeitschritte, d.h. eine rdumlich feine Auflésung
zieht automatisch: eine zeitlich feine Diskretisierung nach sich. Es kann festgehalten werden,
daB das Stabilititskriterium eines expliziten Zeitintegrationsverfahrens bewirken soll, daf3
innerhalb einer Zeitschrittweite keine physikalische Information weiter als eine Maschenweite
transportiert wird.

Um die Stabilitit des modifizierten Euler-Verfahrens beziiglich der zeitlichen Diskretisierung
der kinetischen Feinstrukturenergiegleichung zu gewihrleisten und damit Instabilititen, die
zu einem "arithmetic overflow" filthren oder unphysikalisch negative Feinstrukturenergiewerte
verursachen, zu vermeiden, wird das Stabilititskriterium (2.21) erweitert. Uber eine lineare
Stabilititsanalyse kann gezeigt werden, daB sich hinsichtlich der Behandlung der konvektiven
Terme keine Anderung ergibt, wohl jedoch bei der Beriicksichtigung des diffusiven Transpor-
tes von kinetischer Feinstrukturenergie. Das erweiterte, hier verwendete Stabilitétskriterium
lautet:
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Hierin ist o, der Koeffizient fiir die turbulente Diffusion von kinetischer Féinstrukturenergie.
Mit dem Zeitschrittkriterium (2.22) erfolgt nach Abschlufl jedes Integrationszyklusses die
dynamische Anpassung des maximalen Zeitschrittes At,, an die aktuellen Werte.
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3.  Methodische Erweiterung von TURBIT fiir die
Grobstruktursimulation von Auftriebsstromungen

3.1 Modellierung der Feinstruktur

3.1.1 Literaturstand zu Feilistfukturmodellen fiir Naturkonvektion

In Anlehnung an das Newtonsche Gesetz der Fliissigkeitsreibung oder in allgemeiner Form
den Stokeschen Ansatz (1845), der besagt, da3 die viskosen Spannungen proportional dem
Gradienten der Deformationsgeschwindigkeit sind, wird fiir die Berechnung der Feinstruktur-
spannungen iiblicherweise ein verallgemeinerter Ansatz von Boussinesq (1877) verwendet.
Analog dazu kann gemifl dem Fourierschen Gesetz der molekularen Warmeleitung, das den
molekularen Wirmestrom proportional einem mittleren Gradienten der Temperatur setzt, fiir
die Feinstrukturwérmestrome ein dhnlicher Ansatz formuliert werden:

= 77 aﬁ, a-’z 1 > 7
Tiscs =~ W u,= v'(——axj +—8xj,- J——Eﬁij u, u, (3.1a)
— P 87_" .

~qis6s =—T u, =a I (3.1b)

Es wird angendmmen, daB fiir die Feinstrukturspannungen und -warmestrome, entsprechend
den molekularen Transportvorgidngen durch Diffusion, Gradientenansitze gelten, die die
Feinstrukturanteile proportional den Gradienten der Grobstrukturgroen setzen. Das zweite
Glied auf der rechten Seite von Gleichung (3.1a) gewihrleistet die Richtigkeit des Ansatzes
fiir i=j. Unter Beachtung der Summationsregel verschwindet in diesem Fall der erste Term
wegen der Massenerhaltungsgleichung (2.11a). Die Summe der Feinstrukturnormalspan-
nungskomponenten ist jedoch gleich dem doppelten der kinetischen Feinstrukturenergie. Da
diese wie der Druck eine skalare Grofle ist und Normalspannungen wie Druckkrifte auf das
Fluid wirken, muf} der Zusatzterm nicht modelliert werden, sondern kann den Druckgradien-
tentermen der Impulserhaltungsgleichungen (2.11b) zugeordnet werden. Im Gegensatz zu den
molekularen Austauschkoeffizienten fiir Impuls und Wirme, v und 4, sind die turbulenten
Austauschgrofen v, und a, keine Stoffgroflen, sondern vom Zustand der Turbulenz und damit
von Ort und Zeit abhingig. Das SchlieBungsproblem der Erhaltungsgleichungen fiir Impuls
(2.11b) und Energie (2.11c¢) ist damit auf die Bestimmung von v, und a, verlagert.

Analog zur gaskinetischen Erkldrung der inneren Reibung, die fiir die kinematische Viskosi-
tit v einen Zusammenhang zur mittleren freien Wegldnge der Molekiile und zur mittleren
Molekiilgeschwindigkeit auf der Ebene der Mikrobewegung ableitet, und entsprechend der
Prandtlschen Argumentationsweise [Prandtl (1925)] kann der Ansatz erfolgen, dal die turbu-
lenten Austauschgrofen v, und a; proportional einem charakteristischen Lingenmaf 1 und ei-
nem charakteristischen Geschwindigkeitsmal} u sind:

v,,a, ~lu (3.2)
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Feinstrukturmodelle, die auf diesem sogenannten Wirbeldiffusivitédtsprinzip beruhen, kdnnen
analog zu statistischen Turbulenzmodellen nach Rodi (1984) danach Kklassifiziert werden,
wieviele Transportgleichungen sie fiir die TurbulenzgréBen verwenden. So ist es zum Bei-
spiel moglich, fiir die im Ansatz (3.2) auftretenden charakteristischen Gré8en der turbulenten
Fluktuationsbewegung innerhalb der Feinstruktur, keine, eine oder mehrere Transportglei-
chungen zu 16sen. Eine andere Moglichkeit ist die, fiir einige oder alle zentralen Momente
zweiter Ordnung Bilanzgleichungen mittels der exakten Erhaltungsgleichungen (2.2b,c) abzu-
leiten. Diese Art der Modellierung wird deshalb auch als SchlieBung zweiter Ordnung be-
zeichnet. Zwar besteht die Hoffnung, daB ein SchlieBungsmodell mit jeder weiteren Trans-
portgleichung allgemeingiiltiger wird und in der Lage ist, die verschiedenen Einfliisse und
Transportmechanismen der turbulenten Bewegung besser zu beschreiben, jedoch wird auch
der numerische Aufwand und der Aufwand die vielen neuen unbekannten Turbulenzkorrela-
tionen hoherer Ordnung zu modellieren sowie deren Koeffizienten zu ermitteln immer gro-
Ber. Um den numerischen Aufwand zu reduzieren und trotzdem Anisotropien zu beriicksich-
tigen, gibt es Ansitze, die die instationiren, die diffusiven und die konvektiven Terme in den
Transportgleichungen vernachlédssigen und mittels einer Gleichgewichtsbetrachtung zwischen
Produktion und molekularer Vernichtung algebraische Ausdriicke fiir die Feinstrukturkorre-
lationen ableiten. Diese Form der SchlieBung wird deshalb als algebraische Spannungs-/FluB-
Modellierung bezeichnet. Nach dieser kurzen Darlegung der grundsétzlichen Modellierungs-
strategien, werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels verschiedene Feinstrukturmodelle fiir
Naturkonvektion vorgestellt und beziiglich der von ihnen verwendeten Koeffizienten vergli-
chen. Die Modelle stammen durchweg aus dem meteorologischen Bereich fiir die Grobstruk-
tursimulation einer konvektiven Grenzschicht und unterscheiden sich in der Anzahl der ver-
wendeten Transportgleichungen.

Das erste von Smagorinsky (1958) vorgeschlagene und von Lilly (1962) fiir Auftriebsstro-
mungen modifizierte Modell 16st keine Transportgieichung, basiert auf den Ansitzen (3.1a,b)
und entspricht formal einem Prandtlschen Mischungswegmodell. Aufgrund der Annahme,
daB Feinstrukturproduktion und Feinstrukturdissipation in der Feinstrukturenergiegleichung
(2.15) ein Gleichgewicht bilden, wird ein Feinstrukturimpulsaustauschkoeffizient definiert:

)12
1( 0w ou, ) 2
v, :C_SZ* AZ E[a—xj'f'a—leJ } {]—leSGS} (33)

Das charakteristische LingenmaB der kleinskaligen Turbulenzbewegung ist die mittlere Ma-
schenweite A=(Ax; Ax, Ax3)'3, das charakteristische Geschwindigkeitsma$ ist das Produkt
aus mittlerer Maschenweite und dem Gradienten der aufgelosten Geschwindigkeit. Der Ein-
fluB der Auftriebskrifte wird mittels einer Feinstruktur-FluB-Richardson-Zahl eingebracht:

Ri g5 = ————87{‘ (3.4)
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Diese Kennzahl ist der Quotient der Auftriebsproduktion/-vernichtung von kinetischer Fein-
strukturenergie durch die Feinstrukturwédrmestrome zur Produktion von kinetischer Feinstruk-
turenergie durch die Arbeit der aufgelosten Geschwindigkeit gegen die Feinstrukturspannun-
gen. Der Nenner ist negativ, weil ein positiver mittlerer Geschwindigkeitsgradient immer ei-
nen negativen Impulstransport und ein negativer mittlerer Geschwindigkeitsgradient immer
einen positiven Impulstransport zur Folge hat. Bei einer instabilen Schichtung des Fluids ist
der turbulente Feinstrukturwidrmestrom positiv und demnach Rifsgs<0. Bei indifferenten
Schichtungsverhiltnissen ist Rigggs=0 und aus Ansatz (3.3) wird das Smagorinsky-Modell fiir
erzwungene Konvektion. Im Fall einer stabilen Schichtung ist der turbulente Feinstruktur-
wirmestrom negativ, Rigsgs>0 und v, wird reduziert. Fiir Rigsgs>1 ist v=0 und die unbekann-
ten Feinstrukturkorrelationen verschwinden. Weil Rifsgg im stabilen Fall der Quotient von
Auftriebsvernichtung zu Spannungsproduktion ist, in der Feinstrukturenergiegleichung (2.15)
jedoch auch der Feinstrukturdissipationsterm ein Senkenterm ist, muf3 v, schon bei kleineren
Feinstruktur-FluB-Richardson-Zahlen verschwinden. Diesen Einfluf} erfa3t Ansatz (3.3) nicht
und Mason (1989) fiihrt deshalb einen Korrekturfaktor vy ein, der die kritische Feinstruktur-
FluB3-Richardson-Zahl reduziert. Im stabilen Fall verschwindet bei ihm fiir yRifsgs>1, d.h. fiir
Rifsgs>1/y, der Feinstrukturaustauschkoeffizient v, und damit die Feinstrukturkorrelationen.
Nach Tennekes et al. (1972) kann Beobachtungen und Experimenten zufolge bei FluB3-Ri-
chardson-Zahlen Ri¢>= 0.2 keine turbulente Stromung mehr vorliegen.

Lilly (1962) definiert den turbulenten Feinstrukturwéirmeaustaﬁschkoeffizienten iiber eine
turbulente Feinstruktur-Prandtl-Zahl:

Y
a L 4 3.5
=, (3.5)

1S5GS

Verwendet wird dieses Modell auch von Deardorff (1970a/b/c, 1971, 1972a), Mason (1989),
Mason & Callen (1986) und Mason & Thomson (1992) zur Untersuchung der atmosphiiri-
schen konvektiven Grenzschicht und von Eidson (1982, 1985) zur Berechnung turbulenter
Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft.

Schumann (1973) und Grétzbach (1977) fiihren erstmals einen Energie-Lingen-Ansatz, das
Kolmogorov-Prandtl-Modell [Prandtl (1945)], zur Feinstrukturmodellierung ein. Deardorff
(1980) verwendet diesen Ansatz zur Berechnung der konvektiven Grenzschicht. Das Modell
basiert auf den Ansitzen (3.1a,b) und erfordert die Losung einer Transportgleichung. Als cha-
rakteristisches Geschwindigkeitsmal3 der kleinskaligen Turbulenz wird die Wurzel der kineti-
schen Feinstrukturenergie angesehen, fiir die eine exakte Bilanzgleichung aufgestellt werden
kann. Der Vorteil dieser Modellierung ist, daB3 in der Feinstrukturenergiegleichung, als Kon-
sequenz ihrer Herleitung aus den Navier-Stokes-Gleichungen, ein Auftriebsglied enthalten ist.
Der turbulente Feinstrukturimpulsaustauschkoeffizient ist folgendermaBen definiert:

v, =c IE" (3.6)

Fiir den turbulenten Feinstrukturwirmeaustauschkoeffizienten verwendet Deardorff (1980)
Gleichung (3.5). Er wihlt zwar im Falle stabiler und instabiler Schichtung unterschiedliche
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Feinstruktur-Prandtl-Zahlen, besser ist es jedoch, wie Grotzbach (1977, 1979), Sykes & Henn
(1989) und Schumann (1991), fiir a, ebenfalls einen Kolmogorov-Prandtl-Ansatz einzufiihren:

a =c, | E'" (3.7)

Das charakteristische Lingenmaf 1 ist ebenfalls von der Schichtung abhingig und Deardorff
(1980) schlagt vor, 1 bei stabiler Schichtung wie folgt zu reduzieren:

712
0.76 E ) 3.8)

[ =min (A ,
Nb

Hierin ist die in Kapitel 2.1 eingefiihrte Brunt-Viiséla-Frequenz N, ein ZeitmaBstab fiir verti-

kale Oszillationen in einem stabil geschichteten Fluid. Verwendet wird dieses Modell auch

von Moeng (1984), Wyngaard & Brost (1984), Nieuwstadt et al. (1985), Nieuwstadt & Brost

(1986), Moeng & Wyngaard (1988) und Moeng & Rotunno (1990) fiir die Grobstruktursimu-

lation der atmosphirischen konvektiven Grenzschicht.

Um das SchlieBungsproblem zu 16sen, verwendet erstmals Deardorff (1973) Transportglei-
chungen fiir alle subskaligen zentralen Momente zweiter Ordnung. Der EinfluB3 der Schich-
tung wird bei dieser Art der Modellierung insofern beriicksichtigt, da3 die Bilanzgleichungen
fiir die Feinstrukturkorrelationen von den Grundgleichungen abgeleitet werden und
Auftriebsterme enthalten. Allerdings liegt das Problem jetzt bei den SchlieBungsannahmen
fiir die zusitzlichen unbekannten Feinstrukturkorrelationen zweiter und dritter Ordnung, auf
deren Modellierung es hinsichtlich der Genauigkeit des Verfahrens ankommt. Auch der nu-
merische Aufwand dieser Methode ist enorm, weil neben den fiinf Grundgleichungen (2.11a-
c) bis zu zehn Differentialgleichungen zusitzlich iiber der Zeit gelost werden miissen. Aus
diesem Grund verwenden Schemm & Lipps (1976), Schmidt (1988) und Schmidt & Schu-
mann (1989) ein auf dieser Basis neu entwickeltes SchlieBungsmodell, dem die Annahme zu-
grunde liegt, daB der anisotrope Teil der turbulenten Fliisse in stationdrem Gleichgewicht ist
und der Anisotropiegrad nur von lokalen Effekten bestimmt wird. Damit verschwinden in den
meisten Bilanzgleichungen der subskaligen Turbulenzkorrelationen die lokalen Zeitablei-
tungsterme. Werden zusitzlich Konvektions- und Diffusionsterme vernachléssigt, dann ge-
lingt es, Bestimmungsgleichungen fiir die Feinstrukturanteile abzuleiten.

Wegen des groBen numerischen Aufwandes und der Komplexitét eines SchlieBungsmodells
zweiter Ordnung kehrt Deardorff (1980) zu dem in diesem Kapitel beschriebenen Energie-
Langen-Modell zuriick, bei dem nur eine Transportgleichung fiir die kinetische Feinstruktur-
energie zu 16sen ist. Nieuwstadt et al. (1991) fithren Grobstruktursimulationen der konvekti-
ven atmosphérischen Grenzschicht mit drei verschiedenen Feinstrukturmodellen durch und .
finden eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse mit experimentellen Daten. Einzig das von
Mason verwendete Smagorinsky-Modell reagiert empfindlich auf eine Verdnderung des
Koeffizienten c;. Auch Schumann (1991), der bei dem Vergleich mit einem algebraischen
Spannungs-/FluB-Modell vertreten war, kommt zu dem Ergebnis, zukiinftig wegen des gerin-
geren numerischen Aufwandes wieder ein Energie-Lingen-Modell zu verwenden.
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Cem=C3 | cm=Cy Cs ch=Cr2 Csh Priscs
Smagorinsky-Modell
Lilly (1962) - - 0.2 - - 1
Smagorinsky (1963) - - 0.28 - - -
Deardorff (1971) - - 0.21 - - 1/3-1/2
Eidson (1982) - - 0.21 - - 1/3-1/2
Mason (1989) - - 0.23-0.46 - - 172
Kolmogorov-Prandtl-Modell
Grotzbach (1977) 0.633 0.05 0.12 0.13 0.19 0.42
Deardorff (1980) 0.7 0.1 0.19 - 0.336 1/3
Moeng (1984) 0.7 0.1 0.19 - 0.336 173
Wyngaard & Brost (1984) 0.7 0.1 0.19 - 0.336 1/3
Nieuwstadt et al. (1985) 0.7 0.12 0.22 - 0.38 0.315
Nieuwstadt & Brost (1986) 0.7 0.1 0.19 - 0.336 173
Sykes & Henn (1989) 0.125 | f(Schichtung) - f(Schichtung) - f(Schichtung)
Seiter (1993) 0.633 0.105 0.2 0.215 0.29 0.48
SocC ,
Deardorff (1973) 0.7 0.0645 0.14 0.161 0.221 0.4
ASM
Schemm & Lipps (1976) 0.7 00645 | 0.14 0.161 0.221 04
Schmidt & Schumann (1989) 0.845 0.0856 0.165 0.204 0.255 0.42

Tab. 3.1:

Koeffizienten verschiedener Feinstrukturmodelle fiir Auftriebsstrémungen.

Tabelle 3.1 zeigt einen Vergleich der Feinstrukturkoeffizienten verschiedener Modelle und
Autoren fiir Naturkonvektion. Die Koeffizienten des Smagorinsky-Modells ¢, und ¢y, kénnen
mittels der folgenden Beziehungen aus den Koeffizienten der Mehrgleichungsmodelle be-
rechnet werden [Schmidt & Schumann (1989)]:

Il
TN
9]
S ‘gﬁw
N
N

(3.9a)

(3.9b)

Hierin ist cem der Koeffizient im Rotta-Ansatz [Rotta (1 951a/b)] zur Modellierung der Fein-
strukturdissipation in der Feinstrukturenergiegleichung.
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3.1.2 Beschreibung des weiterentwickelten Feinstrukturmodells .
3.1.2.1 Gedanken zur Modellierung

Um die unbekannten Feinstrukturanteile zu bestimrhen, wird in TURBIT das Wirbeldiffusivi-

tatsprinzip angewandt, d.h. fiir die Feinstrukturspannungen ufu] und die Feinstrukturwir-
mestrdme T’u; gelten die Gradientenansétze (3.1a,b). Zur Berechnung der in diesen Ansétzen
enthaltenen, von Ort und Zeit abhéngigen, turbulenten Feinstrukturaustauschkoeffizienten v,

und a, werden Energie-Lingen-Modelle nach Kolmogorov und Prandtl eingefiihrt:

172

v, =G, 'Cl,(’C, E) (3.10a)

172

a, =Cp, 'C; 1, ('C, EY) ‘ (3.10b)

Als charakteristisches Geschwindigkeitsmaf} der kleinskaligen Turbulenz wird die Wurzel der
kinetischen Feinstrukturenergie E’"* angesehen, fiir die eine orts- und zeitabhiingige Trans-
portgleichung gelost wird (siehe Kapitel 3.1.2.2). Die Ableitung der maschennetzabhéngigen
Feinstrukturkoeffizienten C, und Cr, geschieht mit Hilfe der zeitlich gemittelten kinetischen
Feinstrukturenergiegleichung, ihre Kalibrierung mit Hilfe von Daten aus direkten numeri-
schen Simulationen (siche Kapitel 3.1.2.3). Die charakteristischen Liangenmafstibe der
kleinskaligen Turbulenz fiir Impuls 1, und Wirme |, sind ebenfalls vom Maschennetz ab-
hingig, ihre Berechnung ist jedoch auch eine Funktion von Wandabstand und Schichtung
(siehe Kapitel 3.1.2.4).

Die dimensionslosen Koeffizienten C, ICr und JCs beriicksichtigen die Anisotropie des Ma-
schennetzes. YC und 'Cr sind reine Maschennetzgeometriefaktoren, die die Ax;-Abhingigkeit
der Feinstrukturanteile, wie sie bei der Differenzenbildung der aufgeldsten Geschwindigkeits-
und Temperaturgradienten in den Ansitzen (3.1a,b) entsteht, kompensiert. Auch die Koeffizi-
enten IC;s sind reine GeometriegréBen, mit der die volumengemittelte Feinstrukturenergie, wie
sie berechnet wird, in die flichengemittelte Feinstrukturenergie, wie sie im Modell benotigt
wird, umgeformt werden kann. Die Herleitung und der Giiltigkeitsbereich dieser Koeffizien-
ten, die nur bei ungleichseitigen Maschen von eins verschieden sind, ist ausfiihrlich bei
Schumann (1975) und zum Wirmetransport bei Grotzbach (1977) beschrieben und soll des-
halb an dieser Stelle nicht weiter diskutiert werden.

Die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Modellansitze beziiglich der Feinstrukturkorrelatio-
nen Ei’u_;, T’_uj (3.1a,b) und beziiglich der Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, a; (3.10a,b)
sowie der in ihnen enthaltenen charakteristischen GroBen E’'2, 1, 1y, Feinstrukturkoeffizien-
ten C,, Cr, und Geometriekoeffizienten C, ICr, ICs ist, daB Vorginge im Bereich der Lokal-
isotropie modelliert werden. Ein lokalisotropes Turbulenzfeld hat die Eigenschaft, daf} seine
statistischen GroBen und Verteilungen lokal im Wellenzahlraum, d.h. im Bereich bestimmter
Skalen, unabhingig von Ort und Richtung, d.h. invariant gegeniiber Translationen und Rota-
tionen des vorgegebenen Koordinatensystems, sind. Die physikalische Begriindung fiir die
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Existenz lokaler Isotropie liefert das Modell der Energiekaskade, das besagt, daB die groBen
Turbulenzelemente unter dem Einflufl der Trigheitskrifte in kleinere zerfallen. Die Druck-
Geschwindigkeitskorrelationen bewirken dabei einen Energieaustausch zwischen den Ge-
schwindigkeitsschwankungen verschiedener Richtungen, so da die Bewegung der Turbu-
lenzelemente mit sinkender Abmessung zunehmend isotroper wird. Die Vorstellung ist, daB
wenn die mittlere Maschenweite des Gitters ausreichend klein urid die Grashof-Zahl ausrei-
chend groB ist, die kleinskaligen Turbulenzelemente sich in einem nur durch Trigheitskrifte
bestimmten Wellenzahlbereich befinden, in dem die Energiespektren der turbulenten Ge-
schwindigkeitsfluktuationen IAE(lA() und turbulenten Temperaturfluktuationen I:ET(IE) dem
Kolmogorov- bzw. dem Batchelor-Spektrum folgen (siehe Abbildung 2.2):

BlE) =a(e) & (3.11a)
E,(k) =B(&)™"(&,) k=" . (3.11b)

Die Spektren sind in diesem Wellenzahlbereich also nur von der GroBe der Turbulenzele-
mente, d.h. ihrer Wellenzahl 12, und dem Energietransport von kleinen zu groBen Wellen-
zahlen, d.h. der molekularen Vernichtung <€ > und <&, >, abhingig. a=1.5 ist die Kol-
mogorov-Konstante, p=1.3 die Batchelor-Konstante. Im unteren k**-Bereich, d.h. bei hohen
Wellenzahlen, verhilt sich die Feinstrukturturbulenz lokalisotrop (siehe Abbildung 3.1a).

Von Interesse ist der EinfluB von festen Winden und Auftriebskriften auf die Feinstrukturan-
teile u{uj und T'u]. Sie sind die Ursache fiir Inhomogenitéten und Anisotropien, die bei der
Feinstrukturmodellierung beriicksichtigt werden miissen.

In Wandnihe werden die turbulenten Fluktuationen stark gedampft. Dort ist kein turbulenter
Queraustausch senkrecht zur Wand mehr moglich: Demzufolge miissen auch die Feinstruk-
turanteile u_l’u—j und ’T’u_j abnehmen. Untermauert wird dieser Sachverhalt durch Abbildung
3.1. Die ausgewerteten Daten entstammen einer direkten numerischen Simulation von Ray-
leigh-Bénard-Konvektion mit Luft fiir Ra=630000. Wihrend in Kanalmitte (x, =0.5)die
Isotropiebedingung iiber den gesamten Wellenzahlbereich annihernd erfiillt ist, zeigt sich in
Wandnidhe im Bereich kleiner Wellenzahlen eine starke Inhbmogenitﬁt der wandnormalen
Geschwindigkeitsfluktuationen, die bis weit in den k™*”-Bereich hineinreicht. Insgesamt ist
der Energieinhalt der Spektren iiber den gesamten Wellenzahlbereich und insbesondere in
dem fiir die Modellbildung wichtigen Bereich der hohen Wellenzahlen in Wandnihe viel ge-
ringer als in Kanalmitte. Die Ansitze (3.1a,b) werden diesem Verhalten nicht gerecht, weil
im Bereich der Unterschichten die in die Ansitze eingehenden Gradienten der Geschwindig-
keit und der Temperatur sehr steil sind. Um die Physik dort richtig zu beschreiben, muB dem-
nach eine geeignete Modellierung der Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, und a, erfolgen.

Eine weitere Forderung ist, da in auftriebsbehafteten Strdmungen der EinfluB der Schich-

tung auf die Feinstrukturanteile uju und T’u; beriicksichtigt wird. Vor allem bei einer stabi-
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Abb. 3.1: Eindimensionale Energiespektren verschiedener Geschwindigkeits- (a) und Tem-
giesp g

peraturfluktuationen. (b) bei Rayleigh-Bénard-Konvektion in Wandnihe und in
Kanalmitte.

len Schichtung kann der turbulente Austausch von Impuls und Wirme durch Auftriebsein-
flisse stark gedampft werden, Abbildung 3.2. Die ausgewerteten. Daten entstammen wie-
derum einer direkten numerischen Simulation einer Wasserschicht mit interner Warmequelle
fiir Raj=4.0 10° [Gro6tzbach (1988)]. Deutlich ist in Abbildung 3.2a im Bereich kleiner Wel-
lenzahlen noch ein geringer WandeinfluB erkennbar, der eine schwache Dampfung der wand-
normalen Geschwindigkeitsfluktuationen zur Folge hat. Sehr viel interessanter ist in diesen
Abbildungen der EinfluB der Schichtung. Sie bewirkt im stabilen Fall eine sehr viel stéirkere
Reduzierung des Energieinhaltes der kleinskaligen Fluktuationsanteile als des Energieinhaltes
der groBskaligen Fluktuationsanteile. Dabei bleibt jedoch der Zustand der lokalen Isotropie
fiir die kleinskaligen Geschwindigkeitsfluktuationen erhalten. Die Wirbeldiffusivitdtsansitze
(3.1a,b) konnen einer Dampfung der Feinstruktur im stabilen Fall durch eine geeignete Mo-
dellierung der Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, und a; gerecht werden.

Ein weiterer Sachverhalt, der bei der Modellierung der Feinstrukturanteile ui’u; und T’—uj be-
riicksichtigt werden muB, ist der immer geringer werdende Energieinhalt der subskaligen
Fluktuationen bei einer Verfeinerung des Maschennetzes. Auch dieser Fall der direkten Auf-
16sung eines groBeren Wellenzahlbereiches mufl demnach eine Reduktion der Feinstrukturan-
teile zur Folge haben.

Um die hier diskutierten physikalischen Anforderungen und Einfliisse auf die Feinstrukturan-
teile u_fu_; und ’ITuj zu erfiillen, stehen einer geeigneten Modellierung der Feinstrukturaus-
tauschkoeffizienten v, und a, gemil den Energie-Langen-Modellen (3.10a,b) die Modellkoef-
fizienten C, und Cr,, die charakteristischen LingenmaRe der Feinstruktur fiir Impuls 1, und
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Abb. 3.2: Eindimensionale Energiespektren verschiedener Geschwindigkeits- (a) und Tem-
peraturfluktuationen (b) einer Fluidschicht mit interner Warmequelle bei instabi-
ler und stabiler Schichtung.

Wirme 1, sowie als charakteristischer GeschwindigkeitsmaBstab der kleinskaligen Turbulenz
die Wurzel der kinetischen Feinstrukturenergie E’? zur Verfiigung. Sie werden in den
nichsten Abschnitten besprochen.

3.1.2.2 Modellierte Feinstrukturenergiegleichung

Als charakteristisches Geschwindigkeitsmaf} der kleinskaligén Turbulenz wird die Wurzel der
kinetischen Feinstrukturenergie E’> angesehen. Fiir die kinetische Feinstrukturenergie E’
wird die orts- und zeitabhéngige Transportgleichung (2.15) geldst. In ihr treten neben den
Feinstrukturanteilen Fu; im Produktionsterm durch die aufgeloste Bewegung und T’_u; im
Produktions-/Vernichtungsterm durch Auftriebskrifte, fiir die die Ansitze (3.1a,b) und
(3.10a,b) verwendet werden, weitere unbekannte subskalige Korrelationen auf, die ebenfalls
modelliert werden miissen. Dies sind die turbulente Diffusion von kinetischer Energie inner-
halb der Feinstruktur durch die nicht aufgelosten Druckschwankungen p’_u; und Geschwin-
digkeitsschwankungen ET]? sowie die Feinstrukturdissipation ¢’, die in Gleichung (2.15) als
Gesamtdissipation minus Grobstrukturdissipation dargestellt ist.

Ahnlich dem exakten Dissipationsterm (2.5) besteht der Feinstrukturdissipationsterm in kon-
servativer Schreibweise aus zwei Anteilen:

e =

1 [au{ au,.'+ du, auj] (3.12)

JGr dx; dx; 0dx; dx,
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Auch im molekularen Diffusionsterm von Gleichung (2.15) treten bei konservativer Schreib-
weise zwei Anteile auf, wobei letzterer wiederum als Differenz von Gesamt- minus
Grobstrukturanteil notiert ist:

1 3 ,ou 1 a( au,.__a_uj) .13)

U. = . Uu.
JGr dx; 'dx; JGrox;| 'dx;, " 9x
Werden der zweite Term in Gleichung (3.12) und der Feinstrukturanteil in Gleichung (3.13)
zusammengefafit, so ist ihre Differenz bei der Betrachtung inkompressibler Fluide unter Be-
riicksichtigung der Kontinuitétsgleichung der kleinskaligen Turbulenz identisch Null:

1 0 au]’ ou’ aul'
/ - =0 : 3.14
JGr [axj u'ax. dx; dx, ( )

Beide Anteile miissen demnach nicht modelliert werden. Der erste Feinstrukturdissipations-
term in Gleichung (3.12) wird nach Grotzbach (1977) mit einem von Jones et al. (1972,
1973) modifizierten Ansatz von Rotta (1951a/b) approximiert:

o —
e’ =C,

I 3/2 - ‘ 712 \?
E C, E_ 2 (BE ) (3.15)

L, _«/GrleT"l JGr{ dx,

Der zweite Term in diesem Modell ist eine Erweiterung fiir den Fall niedriger Rayleigh—Zah-
len und beliebig feiner Maschennetze. Der dritte Modellterm hat nur dann eine Bedeutung,
wenn starke Anderungen des Feinstrukturenergiefeldes in x;-Richtung auftreten. Das ist z.B.
der Fall, wenn die hydrodynamische Grenzschicht mit dem Maschennetz aufgelost wird. Er
ist damit eine Vervollstindigung des Modells, um die Wandinhomogenitét zu beriicksichti-
gen. Fiir den Rotta-Koeffizienten C; kann unter der Voraussetzung lokalisotroper Turbulenz
mit Hilfe von Gleichung (3.11a) im Bereich des Kolmogorov-Spektrums der in Tabelle 3.1
aufgefiihrte Wert von Schmidt & Schumann (1989) abgeleitet werden:

2\ ' : ’
G, =(—) Tt=0.845 ’ (3.16)
3a

Gemaif Deardorff (1973) und Schemm &‘Lipps (1976) sollte C; = 0.7 gelten. Die numerische
Auswertung von Cs in TURBIT ist vom gewihlten Maschennetz abhingig und liefert fiir die
in dieser Arbeit verwendeten Gitter den Wert C;=0.633. Fiir den Koeffizienten Cj, leitet
Grotzbach (1977) den Wert C3,=20.0 ab. Der charakteristische LéngenmaBstab der Feinstruk-
turdissipation lg,, wird in Kapitel 3.1.2.4 erléutert.

Fiir die turbulenten Feinstrukturenergiediffusionsterme wird von Schumann (1973) ein Gra-
dientenansatz eingefiihrt: ’ '

I/ZjC aF,

- F=o, (FE) " 3
i

3.17)
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Es wird angenommen, da8 der turbulente Transport von kinetischer Feinstrukturenergie pro-
portional dem Gradienten der transportierten GroBe ist. Fiir den Koeffizienten o, wird in An-
lehnung an Grotzbach (1977) der Wert 6=0.3 gewihlt, der sich in praktischen Rechnungen
bewihrt hat. JF' kennzeichnet als charakteristischer LingenmaBstab eine senkrecht zur x;-
Richtung stehende Maschenoberfliche.

Mit den in diesem Abschnitt eingefiihrten Modellansitzen hat die kinetische Feinstruktur-
energiegleichung (2.15) folgendes Aussehen:

OE S o — S
(Tr)*%(’% E “j)= +C, Coo 'Cl, B (8,u,+84)) 8,4, -8, C, 'C L, E" 8T

+8, {[ J%+o, (’F E)} ic, 5,75"} (3.18)

E'? C FE 2 — 12
_C _ 32_ = _ 6 E/I/Z
L e

Der Koeffizient Cy im Produktionsterm durch die aufgeloste Bewegung ist dhnlich den
Koeffizienten YC, JC und /Cs ein reiner geometrieabhingiger Korrekturfaktor, der mit der
Theorie lokalisotroper Turbulenz unter Zuhilfenahme des Kolmogorov-Spektrums (3.11a) be-
rechnet werden kann.

Der Vorteil dieser Modellierung des charakteristischen Geschwindigkeitsmafstabes ist, daB in
der Feinstrukturenergiegleichung, als Konsequenz ihrer Herleitung aus den Navier-Stokes-
Gleichungen, ein Auftriebsglied enthalten ist. Je nach Art der Schichtung und Ausrichtung
des Gravitationskraftvektors wirkt es entweder als Produktions- oder als Vernichtungsterm
von kinetischer Feinstrukturenergie durch Auftriebskrifte. In einem lokal stabil geschichteten
Fluid wirkt der Auftriebsterm als Vernichtungsglied, was zu einer Abnahme der kinetischen
Feinstrukturenergie und damit zu einer Abnahme der Feinstrukturspannungen, der Feinstruk-
turwéarmestrome und der Feinstrukturdissipation fiihrt. Bei einer lokal instabilen Schichtung
ist der Auftriebsterm ein Produktionsglied und bewirkt durch ein Ansteigen der Feinstruktur-
energie eine Zunahme der Feinstrukturgrolen. Bei einem indifferent geschichteten Medium
ist der Auftriebsterm durch seine Art der Modellierung mit einem Gradientenansatz der mo-
mentanen, lokalen Tempefaturdifferenz identisch Null und hat damit keinen Einfluf} auf die
Feinstrukturenergie und die iibrigen subskaligen Grofien.

In Wandnihe nimmt die Feinstrukturdissipation zu und die Feinstrukturspannungen und
Feinstrukturwirmestrome nehmen ab, weil die Fluktuationsinderungen in diesem Bereich
groB sind und die turbulenten Fluktuationen klein werden. Sie werden stark gedampft, weil in
unmittelbarer Wandnihe kein turbulenter Queraustausch mehr méglich ist. In Wandnéhe muf3
die Feinstrukturenergie deshalb abnehmen, an der Wand ist sie identisch Null. In der model-
lierten Feinstrukturenergiegleichung wird dieser Effekt iiber die verschiedenen Terme der
Feinstrukturdissipation und die Anderung der charakteristischen LingenmaBstibe sowie der
modellbestimmenden Koeffizienten gesteuert. In Wandnéhe nehmen 1, 1, und lg, sowie C,
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und Cr, ab. Damit nimmt die Feinstrukturproduktion ab und die Feinstrukturdissipation zu,
womit die Reduktion der Feinstrukturenergie in Wandnihe erreicht wird.

Wird das Maschennetz verfeinert, so werden die charakteristischen LangenmalBstabe 1, 1
und I, reduziert. Dies fiihrt ebenso wie die Modellierung in Wandnihe zu einer Verringe-
rung der Feinstrukturproduktion und damit zu einer insgesamt reduzierten Feinstrukturener-
gie im gesamten Kanal. Die turbulenten Austauschkoeffizienten v, und a, und als Folge davon
die Feinstrukturanteile Tu; und f’u_; werden geringer. Die Grobstruktursimulation nidhert
sich einer direkten numerischen Simulation.

3.1.2.3 Modellkoeffizienten

Die modellbestimmenden Koeffizienten fiir die Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, und a,
in den Gleichungen (3.10a,b) und damit fiir die Feinstrukturanteile —lfu—; und T’u—; in den An-
sdtzen (3.1a,b) sind C; und Cr,. Sie konnen mit Hilfe der Gleichung fiir die Geschwindig-
keitsschwankungsquadrate (2.15) und einer analog dazu abgeleiteten Gleichung fiir die Tem-
peraturschwankungsquadrate [Grotzbach (1977)] innerhalb der Feinstruktur durch deren zeit-
liche Mittelung bestimmt werden. Unter der Voraussetzung stationérer, lokalisotroper Turbu-
lenz fallen in beiden skalaren Gleichungen die Zeitableitungs-, Konvektions- und Diffusions-
terme Weg. In der Gleichung der Geschwindigkeitsschwankungsquadrate innerhalb der Fein-
struktur (2.15) fallt auBerdem der Auftriebsproduktions-/-vernichtungsterm heraus, weil die-
ser ein Korrelationstensor erster Ordnung ist, der bei lokalisotroper Turbulenz im zeitlichen
Mittel verschwindet. Das Ergebnis dieser Vorgehensweise ist ein lokales Gleichgewicht zwi-
schen dem verbleibenden Produktionsterm und dem molekularen Vernichtungsterm in beiden
nunmehr algebraischen Gleichungen, die nach den gesuchten Koeffizienten C, und Cr, aufge-
18st werden konnen. Es folgt: '

(5 (0, 8,5+5,753)
6.%-)}

c, = —YI 3.19)

©{cy L, B (3,7 8,7+ 8,7 G
&)~ <ﬁ (5,75, T)>

C, = i (3.19b)

(c L, B (3,T 8,T))

Die im Nenner dieser beiden Bestimmungsgleichungen auftretenden Dreifachkorrelationen
zwischen aufgelosten GroBen und der Feinstrukturenergie sind unter Zuhilfenahme der
Theorie isotroper Turbulenz nur mit érheblichem Aufwand und zusétzlicher empirischer In-
formation berechenbar. Sie werden deshalb bei Einfiihrung der Korrekturfaktoren v, und yr
getrennt und in einfacher berechenbare Korrelationen aufgespalten. Alle in den Gleichungen
(3.192a,b) auftretenden Zweipunktkorrelationen sowie die Feinstrukturenergie konnen jetzt mit
der Theorie lokalisotroper Turbulenz im k¥3-Bereich unter Zuhilfenahme des Kolmogorov-
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und des Batchelor-Spektrums (3.11a,b) exakt bestimmt werden. Fiir die charakteristischen
LangenmaBstdbe I, und l, werden bei der Koeffizientenberechnung die jeweiligen Ma-
schenoberflidchen JFY2 eingesetzt. Es folgt:

ar(3) (G;mj [iibz.,-]

i=1 j=J

o] G5 (R beoatrmaor)

=1 j=1

/3
1 19 1 2
—-BTr| = | = DT2,
2 b (3)20(Gr3’2Pr3h4(£)) (,z, ’J
Cp, = (3.20b)

Yy 02 [r(é)]m (2—90)3/2 (,i' ic, DT2, (’F EN2(j))U2}] -

In diesen Bestimmungsgleichungen sind alle Lingen mit der mittleren Maschenweite h nor-
miert. o und P sind die Kolmogorov- und die Batchelor-Konstanten, I" ist die Gamma-Funk-
tion. D2;;, DT2; und EN2(j) sind Volumen- und Flachenintegrale, die aufgrund der Auswer-
tung der Zweipunktkorrelationen entstehen und ausschlieBlich geometrische Informationen
des Maschenennetzes beinhalten. Noch bestimmt werden miissen die zeitlich gemittelte Ge-
samtdissipation von kinetischer turbulenter Energie sowie die Korrekturfaktoren vy; und vyr.
Die Einfiihrung der Korrekturfaktoren erfolgt, weil die Dreipunktkorrelationen in den Nen-
nern der Bestimmungsgleichungen (3.19a,b) in Zweipunktkorrelationen umgewandelt wer-
den, die problemlos berechnet werden konnen.

(3.20a)

2

r—"—

Eine Niherung fiir die Dissipatidn kann aus der Analyse numerischer Ergebnisse unter Zuhil-
fenahme der Reynolds-Analogie gefunden werden. Bei einem Vergleich von Termen der
Differentialgleichung der turbulenten kinetischen Energie (siche Abbildung 3.3) ist zu erken-
nen, dafB bei vergleichbarer Grashof-Zahl die Dissipationsprofile dhnlich sind, wihrend dieser
Sachverhalt fiir die Diffusions- und Produktionsterme nicht zutrifft. Das liegt daran, da3 bis
auf die Kopplung der Impuls- (2.2b) mit der Energiegleichung (2.2c) durch den Auftriebs-
und den Trigheitsterm, die Grashof-Zahl die einzige dimensionslose Kennzahl ist, die die
physikalische Ahnlichkeit zweier geometrisch hnlicher Strémungsfelder gewihrleistet. Al-
lerdings variieren die Diffusions- und Produktionsterme im Natriumfall in Kanalmitte sehr
stark, wihrend sich im Luftfall beide Profile nur in Wandnihe dndern und in Kanalmitte
weitgehend konstant bleiben. Die Variation im Natriumfall kann durch die Kopplung mit der
Energiegleichung erklart werden. Durch die hohe Temperaturleitfahigkeit von Natrium er-
reicht die Produktion von turbulenter kinetischer Energie in Kanalmitte ein Maximum. Das
héngt bei der hier betrachteten niedrigen Rayleigh-Zahl mit der Dicke der thermischen
Grenzschicht zusammen, die fast bis zur Kanalmitte reicht. Dies hat allerdings keinen Einfluf3
auf das Dissipationsprofil. Die Anderung der Produktion wird durch die Diffusion von turbu-
lenter kinetischer Energie kompensiert. Das Dissipationsprofil wird aber weitgehend von der
Dicke der hydrodynamischen Grenzschicht, das Produktionsprofil von der Dicke der thermi-
schen Grenzschicht und das Diffusionsprofil von beiden Grenzschichtdicken beeinflult. Weil
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Abb. 3.3: Terme der turbulenten kinetischen Energiegleichung fiir Luft (Pr=0.71, Ra=6.3
10°) und Natrium (Pr=0.006, Ra=6.0 10%) bei dhnlicher Grashof-Zahl nach Woér-
ner (1994). .

sich im Natriumfall die Grenzschichtdicken stark unterscheiden, kann daraus nur schwer eine
analytische Beziehung zur Bestimmung der zeitlich gemittelten Dissipation hergeleitet wer-
den. Einen moglichen Ausweg bietet die Theorie der Reynolds-Analogie [Walz (1966)], die
fiir Fluide unterschiedlicher Prandtl-Zahl einen Zusammenhang zwischen Wirmeiibergang
und Reibung an der Wand herstellt. Bei dhnlichen Grashof-Zahlen sind auch die Dissipati-
onsprofile dhnlich und fiir den Luftfall, bei dem wegen der Prandtl-Zahl von ungefihr eins
die Dicken der hydrodynamischen und thermischen Grenzschicht in etwa gleich sind, kann
abgeschitzt werden:

(e)=(T"uf) (3.21)

Diese Abschitzung gilt nach Abbildung 3.3 nur in Kanalmitte auBerhalb der hydrodynami-
schen Grenzschicht. Der in dieser Gleichung auftretende zeitlich gemittelte, vertikale turbu-

lente Warmestrom < T”uj > ist unter Verwendung von empirischen Daten fiir die Nusselt-
Zahl abschitzbar:

Nu-1
<£ (x3)> = \/E

x, 28 (3.22)
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Diese Beziehung ist ausschlieBlich fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion und ein Fluid mit einer
Prandtl-Zahl Pr=1 giiltig. Die Nusselt-Zahl muf} deshalb mittels einer Korrelation Nu=f(Ra,
Pr=1) berechnet werden. Im Fall der Fluidschicht mit interner Wirmequelle ist die Abschit-
zung (3.22) nicht giiltig. Hier kann jedoch eine von Grétzbach (1986) abgeleitete Beziehung
zur Bestimmung der Dissipation Verwendung finden.

Die Einfiihrung der Korrekturfaktoren vy, und yy ist aufgrund der Aufspaltung der Dreifach-
korrelationen im Nenner der Gleichungen (3.19a,b) notwendig. Sie werden wie die zeitlich
gemittelte Gesamtdissipation < € > mit Hilfe von Daten aus direkten numerischen Simulatio-
nen von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft bestimmt. Die Vorgehensweise ist, durch eine
Verdnderung der Korrekturfaktoren y; und <yr eine Variation der mit den Gleichungen
(3.20a,b) berechneten Feinstrukturkoeffizienten C, und Cr, zu erreichen und deren EinfluBl
auf den Energieinhalt der durch das Maschennetz aufgeldsten Skalen im hohen Wellenzahlbe-
reich zu untersuchen. Um die Giiltigkeit des Feinstrukturmodells zu gew‘eihrleisten, muf} die
Steigung der Energiespektren in diesem Bereich zumindest dem Kolmogorov- und dem Bat-
chelor-Spektrum (3.11a,b) folgen oder besser einen steileren Abfall als k> aufweisen. Nur
dort ist die Theorie lokalisotroper Turbulenz giiltig. Zu flach verlaufende Energiespektren in
diesem gerade noch durch das Maschennetz aufgeldsten Bereich deuten auf eine unzurei-
chende Dampfung der aufgeldsten Grobstruktur durch das Feinstrukturmodell hin, das im Be-
reich der kleinen, nicht aufgelosten Skalen dissipativen Charakter haben muf3. In Abbildung
3.4 ist dazu ein Vergleich verschiedener eindimensionaler Energiespektren dargestellt.

Bei den Grobstruktursimulationen sind alle anderen in die Koeffizientenberechnung einge-
henden und der numerischen Simulation zugrundeliegenden EinfluBparameter konstant, d.h.
das Maschennetz, die Periodenlangen und die physikalischen EinfluBgroBen Ra, Pr und < &>
werden nicht veridndert. Die Periodenldngen der direkten numerischen Simulationen (Ra=3.8
10°, 6.3 10°) betragen X;=X,=7.92, die der Grobstruktursimulationen (Ra=2.5 10°%) X,=X,=38.
Ist v;=yr=1.0, dann betrégt der maximale Wert der Feinstrukturkoeffizienten gemaf den Glei-
chungen (3.20a,b) fiir C;=0.04 und Cy,=0.13. Das Ergebnis sind die in Abbildung 3.4 darge-
stellten zu flach verlaufenden Energiespektren im hohen Wellenzahlbereich, d.h. ein zu ge-
ringer dimpfender EinfluB des Feinstrukturmodells. Die Feinstrukturkoeffizienten liegen in
diesem Fall im Vergleich zu den in Tabelle 3.1 aufgezihlten Koeffizienten anderer Autoren
sehr niedrig.

Werden die Korrekturkoeffizienten v,, yr so gewihlt, dal die Feinstrukturkoeffizienten C,,
Cr, mit den von Schmidt & Schumann (1989) mit Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz und
der Spektren im Trigheitsbereich (3.11a,b) berechneten Koeffizienten

2 372 1
C, = (E) —=0.0856 (3.23a)
172
C,, = (%) % % =0.204 ' (3.23b)

iibéreinstimmen, dann reprisentieren die groBten durch das Maschennetz aufgelosten Wellen-
zahlen genau das erwartete Kolmogorov- und Batchelor-Spektrum und zeigen einen k;¥’-
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Abfall. Diese Werte fiir C, und Cr, entsprechen in etwa den maximal moglichen Koeffizien-
ten in der TURBIT-Berechnung, wenn die Subtrahenden im Zihler der beiden Bestim-
mungsgleichungen (3.20a,b) im Fall hoher Rayleigh-Zahlen oder sehr grober Gitter gegen
Null gehen (C,=0.07, Cr,=0.18). Im Vergleich zu den dimensionslosen Energiespektren der
direkten numerischen Simulationen verlaufen die Spektren der Grobstruktursimulation im
gleichen Wellenzahlbereich jedoch immer noch zu flach.

Aus diesem Grund werden die Korrekturfaktoren v,, yr so gewihlt, daf die Feinstrukturkoef-
fizienten C, und Cr; einen vergleichbaren Verlauf der Energiespektren der Grobstruktursimu-
lation mit den Energiespektren der direkten numerischen Simulationen bewirken. Die maxi-
malen Werte der Feinstrukturkoeffizienten betragen in diesem Fall C,=0.105 und Cy,=0.215.
Sie bilden die Grundlage fiir alle in dieser Arbeit vorgestellten Grobstruktursimulationen und
werden durch die Anpassung der Korrekturkoeffizienten ¥, und +yr in den Bestimmungsglei-
chungen (3.20a,b) ermittelt. Diese Vorgehensweise erscheint deshalb zuldssig, weil es sich in
Abbildung 3.4 um dimensionslose Energiespektren handelt, die zwar mit zunehmender Ray-
leigh-Zahl einen breiteren Wellenzahlbereich umfassen, jedoch der dimensionslose Energie-
inhalt einer bestimmten Wellenzahl mit der gewahlten Normierung von der Rayleigh-Zahl
unabhiéngig ist. Darauf deuten auch die Energiespektren der direkten numerischen Simulatio-
nen in Abbildung 3.4 hin, die bei unterschiedlichen Rayleigh-Zahlen, mit Ausnahme des sehr
hohen Wellenzahlbereichs, dhnlich verlaufen. Diese Ahnlichkeit mu8 demnach auch von den
Grobstruktursimulationen bei hohen Rayleigh-Zahlen erfiillt werden.

(a) (b)
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Abb. 3.4: Eindimensionale Energiespektren der turbulenten kinetischen Energie (a) und der
Temperaturfluktuationen (b) bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft in Ka-
nalmitte. Variation der Feinstrukturkoeffizienten C, und Cy, bei der Grobstruk-

tursimulation (Ra=2.5 10%) im Vergleich zu direkten numerischen Simulationen
(Ra=3.8 10°, 6.3 10%).
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Die unterschiedlichen Verldufe der Spektren der direkten numerischen Simulationen bei den
hohen Wellenzahlen kann in diesem Fall mit der Auflosungsgrenze des gewihlten Maschen-
netzes erklirt werden. Sie deutet sich in der zunehmenden Abflachung der Spektren in diesem
Bereich an. Dieses sogenannte "Aliasing" bewirkt, da8 der Energieinhalt der héheren nicht
mehr aufgelosten Wellenzahlen den kleineren Wellenzahlen zugeschlagen wird und den phy-
sikalischen Energietransport von kleinen zu groBen Wellenzahlen teilweise riickgingig
macht. Der zu hohe Energiegehalt der in Abbildung 3.4 dargestellten Energiespektren aller
Grobstruktursimulationen bei kleinen Wellenzahlen wird nicht durch das Feinstrukturmodell
bedingt, sondern hat seine Ursache in der Wahl der Periodenléngen. Sie sind, wie es scheint,
fiir die berechnete Rayleigh-Zahl zu klein und bewirken dhnlich dem eben beschriebenen
“Aliasing" im hohen Wellenzahlbereich ein "Aliasing" im niederen Wellenzahlbereich. Der
Energieinhalt der nicht durch die zu geringen Kanalabmessungen auflosbaren makroskopi-
schen Strukturen wird grofleren Wellenzahlen zugeschlagen. Dieser Sachverhalt und die ge-
eignete Wahl der Periodenlidngen wird ausfiihrlich in Kapitel 4.2.1 diskutiert.

Die so ermittelten Modellkoeffizienten C, und Cr, bleiben wihrend der gesamten Simulation
konstant. Sie beinhalten keinen SchichtungseinfluB3, variieren jedoch als Funktion der Orts-
variablen x; und sind damit in der Lage, Wandeinfliisse zu berlicksichtigen:

C,.Cr,=f(x;) - (3.24)

Wenn in Wandnihe das Maschennetz feiner wird, d.h. Ax;(x;) abnimmt, werden die Modell-
koeffizienten C, und Cr,, daraus folgend die Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, und a, und
damit die Feinstrukturgroflen m und ’ITu; ebenfalls reduziert. Dieser Einflul wird zum Teil
durch das Ansteigen der Dissipation in der viskosen Grenzschicht kompensiert. Thre Maxi-
malwerte haben die Koeffizienten immer in Kanalmitte, weil dort das Maschennetz in der
Regel am grobsten ist. Sie sind in diesem Bereich nahezu konstant.

Die Moglichkeit einer dynamischen Feinstrukturmodellierung mit TURBIT, bei der

C,, Cry = f(x,, x5, x5, 1) (3.25)

eine Funktion von Ort und Zeit sind, wiére durch die Berechnung der Gesamtdissipation aus
GrobstrukturgroBen und die Verwendung der momentanen, lokalen Feinstrukturenergie sowie
des momentanen, lokalen Deformationstensors fiir jeden Gitter- und zu jedem Zeitpunkt in
den Gleichungen (3.20a,b) gegeben. Wesentliche Anderungen in der Grobstruktur wiirden so
durch die dynamische Modellkoeffizientenberechnung sofort auf die Feinstruktur der turbu-
lenten Fluktuationsbewegung zuriickwirken, die damit ihrerseits wieder die Grobstruktur be-
einflussen konnte. Das wire natiirlich auch mit einem erhohten Speicherplatz- und Rechen-
zeitaufwand verbunden, der zunéchst abgeschitzt werden miilte. Analog zu der dynamischen
Modellkoeffizientenberechnung von Germano et al. (1991) ist ein Vorteil dieser Vorgehens-
weise, daB die Feinstrukturterme in den Erhaltungsgleichungen sowohl Senken- als auch
Quellterme sein kénnen. Damit wird entweder eine Dampfung oder eine Anfachung der
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Grobstruktur durch das Feinstrukturmodell erreicht. Ein Nachteil ist allerdings die mogliche
Instabilitét des Losungsverfahrens bei zu geringer Dampfung der aufgelosten Groen.

3.1.2.4 Lingenmafstiibe

Ist die mittlere Gitterweite h des Maschennetzes so klein, daB sich die Feinstrukturturbulenz
isotrop verhilt, dann werden fiir flichengemittelte GroBen die Quadratwurzel der senkrecht
zur jeweiligen physikalischen GroBe stehenden Maschenoberfliche und fiir volumengemit-
telte GroBen die Kubikwurzel des jeweils betrachteten Maschenvolumens als die charakteri-
stischen LangenmaBstibe der subskaligen turbulenten Fluktuationsbewegung angesehen. Ge-
mifB Abbildung 3.1 ist die Forderung isotroper Turbulenz bei den hier untersuchten Strémun-
gen auBlerhalb des unmittelbaren Wandbereiches erfiillt und gemidB8 Abbildung 3.4 wird der
Tragheitsbereich bei den in dieser Arbeit durchgefiihrten Grobstruktursimulationen erreicht.
Demnach gilt ganz allgemein fiir die charakteristischen LangenmaBstibe der Feinstrukturaus-
tauschkoeffizienten 1, I, in (3.10a,b) und der Feinstrukturdissipation lg, in (3.15):

l

m?

I = [’F(x3)]l/2 = [Ax, Ax,, Ax, Ax,(x;), Ax, Ax3(x3)]”2 (3.26a)
l, = [ V(x3)]”3 = [Ax, Ax, Ax3(x3)]”3 (3.26b)

Der Vorteil dieser Modellierung ist, daf bei einer Gitterverfeinerung die charakteristischen
Lingenmalstibe abnehmen. Als Folge davon werden die Feinstrukturaustauschkoeffizienten
v, und a, und damit die Feinstrukturanteile ?u; und T’—u; reduziert. Im dissipativen Wellen-
zahlbereich werden kleinere Wirbel durch das Maschennetz aufgelost, d.h. die Grobstruktur-
simulation nihert sich einer direkten numerischen Simulation. Dieser Einflu3 besteht direkt,
weil 1, und 1, in die Ansétze (3.10a,b) explizit eingehen. Ein indirekter EinfluB ist die gleich-
zeitige Reduktion der kinetischen Feinstrukturenergie. Kleinere LingenmaBstibe fiihren zu
einer Verringerung der Feinstrukturproduktion in der modellierten kinetischen Feinstruktur-
energiegleichung (3.18) und damit zu einer insgesamt reduzierten Feinstrukturenergie, deren
Wurzel in die Ansitze fiir die Feinstrukturaustauschkoeffizienten (3.10a,b) eingeht.

Eine weitere Anforderung die in Kapitel 3.1.2.1 an das Feinstrukturmodell gestellt wird, ist
die Verringerung der Feinstrukturanteile u_l’u—; und ﬂf in Wandnihe. Dort werden die turbu-
lenten und damit auch die subskaligen turbulenten Fluktuationen senkrecht zur Wand wegen
der Behinderung des turbulenten Austausches stark gedampft. Innerhalb der laminaren Unter-
schichten in unmittelbarer Wandnihe, so die physikalische Vorstellung, gehen sie gegen Null.
Im Feinstrukturmodell wird dieser Einflu8 dhnlich der im vorigen Abschnitt beschriebenen
Vorgehensweise durch eine Reduktion der charakteristischen LangenmalBstibe 1, 1 und lgm
im Wandbereich beschrieben. Dies geschieht durch zwei unterschiedliche Manahmen. Wer-
den die Grenzschichten durch das Maschennetz aufgeldst, dann ist dies mit einer lokalen Git-
terverfeinerung im Wandbereich verbunden, d.h. Ax;(x3) nimmt ab. Es gelten die Erlduterun-

gen des vorigen Abschnittes, in der eine Gitterverfeinerung im gesamten Kanalbereich disku-
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tiert wird. Um die Inhomogenitét in unmittelbarer Wandnihe verstiarkt zu beriicksichtigen,
werden die charakteristischen LingenmaBstibe entsprechend der Prandtlschen Theorie der
Mischungsweglidnge [Prandtl (1925)] (I=xx3;, von Kirman-Konstante k=0.41 [Kéirmén
(1930)]) gegebenenfalls mit folgender Beziehung noch weiter reduziert:

Loyt L = Cy ny| - (327)

|nw| ist der kiirzeste Wandabstand. Die Reduktion der LangenmaBstidbe in Wandnéhe hat ei-
nen direkten und indirekten lokalen Einfluf auf die Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, und
a,. Einerseits gehen 1, und I, explizit in die Ansétze (3.10a,b) ein, andererseits bewirken die
reduzierten LingenmaBstébe 1y, 1, und 1y, implizit reduzierte Feinstrukturaustauschkoeffizien-
ten durch eine verringerte Feinstrukturenergie in Wandnihe, weil die Feinstrukturproduktion
dort abnimmt und die Feinstrukturdissipation ansteigt. Laut Schmidt & Schumann (1989)
sollte der Wert fiir den Wandkoeffizienten Cy im Bereich des Feinstrukturdissipationskoef-
fizienten C; liegen. Sie wihlen Cw=C;=0.845. In dieser Arbeit wird Cw=0.74 verwendet.
Dieser Wert kann durch eine zeitliche Mittelung des Rotta-Ansatzes fiir die Feinstrukturdissi-
pation und nachfolgender Abschitzung dieser sowie der Feinstrukturenergie hergeleitet wer-
den. Er erfiillt die Forderung von Schmidt & Schumann (1989) und hat einen dem Koeffi-
zienten C3=0.633 dhnlichen Wert.

Ansatz (3.27) gilt laut Prandtl in Wandnihe, jedoch auBlerhalb der Unterschichten. In diesem
Zusammenhang spricht er auch von Wandturbulenz und macht die Annahme, daf hier ebenso

~ wie in der Reibungsunterschicht die gesamte Schubspannung identisch der Wandschubspan-

nung und damit konstant ist. Analoges gilt auch fiir den gesamten Wirmestrom, der in diesem
Bereich identisch dem Wandwérmestrom und damit konstant ist. Es ist davon auszugehen,
daf} diese von Prandtl fiir erzwungene Konvektion abgeleitete Beziehung in dem betrachteten
Bereich auch fiir natiirliche Konvektion giiltig ist, weil dort durch die horizontale Umvertei-
lung des auf die Winde aufprallenden Fluides lokale Scherschichten existieren.

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dafl die reduzierten LingenmalBstéibe in
Gleichung (3.27) nicht die physikalische Bedeutung von charakteristischen Langen im Sinne
der Grofle von nicht aufgelosten kleinskaligen Turbulenzelementen haben. Dies zeigen die
Spektren in Abbildung 3.1. Es handelt sich vielmehr, entsprechend der Prandtlschen Betrach-
tungsweise, um einen Mischungsweg, den in diesem Fall ein kleinskaliger Turbulenzballen
zuriicklegt, bis die Geschwindigkeitsdifferenz zwischen der alten und der neuen Umgebung
(Scherschicht) des Fluidballens gleich der mittleren Schwankungsgeschwindigkeit ist. Dieser
Feinstrukturmischungsweg, so die physikalische Vorstellung, wird in Wandnihe durch den
behinderten turbulenten Queraustausch reduziert. Zwar stimmt laut Prandtl der Mischungs-
weg der GroBenordnung nach mit dem Durchmesser oder genauer ausgédriickt dem Brems-
weg des Fliissigkeitsballens, der dem Durchmesser jedoch proportional ist, iiberein, das gilt
jedoch nicht mehr in Wandnzhe. Hier konnten sich nur noch Fluidballen, deren Durchmesser
kleiner als der Wandabstand wire, quer zur Strdmungsrichtung bewegen, so daf} der Mi-
schungsweg an der Wand gegen Null gehen muB. Gemif dieser Argumentation kann der Mi-
schimgsweg auBerhalb der Wandschicht auch als diejenige Linge interpretiert werden, die ein
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Turbulenzelement im Mittel zuriicklegt, bevor es sich mit der Umgebung vermischt und
damit seine Individualitdt aufgibt. Laut Zierep (1982a) ist er damit ein makroskopisches
Analogon zur mittleren freien Weglidnge der Gaskinetik.

Andere Autoren, wie z.B. Deardorff (1980) und Moeng (1984), wihlen eine alternative Me-
thode, um die Wandinhomogenitit zu beriicksichtigen. Sie greifen nicht direkt in die Berech-
nung der Feinstrukturaustauschkoeffizienten ein, sondern nur indirekt, indem sie die Fein-
strukturenergie reduzieren. Das erreichen sie durch eine Erhohung der Feinstrukturdissipation
im Wandbereich, indem der Modellkoeffizient C;=0.7 auf den Wert C;=3.9 angehoben wird.
Die charakteristischen Langenmafe bleiben bei ihnen unverindert.

Wie in Kapitel 3.1.2.1 diskutiert und in Abbildung 3.2 dargestellt, haben Auftriebskrifte ei-
nen grofBen EinfluB auf den Energieinhalt der Geschwindigkeits- und Temperaturfluktuatio-
nen aller Wellenzahlbereiche. Es wird aber deutlich, daf3 vor allem der Energieinhalt der klei-
nen Turbulenzstrukturen bei stabiler Schichtung verhdltnismifBig stirker reduziert wird, als
der der groBen Skalen. Dies muB3 bei der Modellierung der Feinstruktur beriicksichtigt wer-
den. Die Feinstrukturanteile GI’TJ' und T’—u; konnen durch eine Verdnderung der Feinstruktur-
austauschkoeffizienten v, und a, beeinflufit werden. v, und a, sind wegen der Modellierung des
charakteristischen GeschwindigkeitsmaBstabes mit der Wurzel der kinetischen Feinstruktur-
energie schichtungsabhéngig, d.h. ihr Wert steigt oder sinkt je nach Art der Schichtung. Es
liegt deshalb nahe, daB auch die charakteristischen LingenmaBstébe von der Art der Schich-
tung beeinfluBt werden. Werden sie, wie im vorigen Abschnitt beschrieben, als eine Mi-
schungsweglidnge interpretiert, so ist es dieser Feinstrukturmischungsweg, der, z.B. im Falle
einer stabilen Schichtung, verringert wird.

In einem stabil geschichteten Medium nehmen die Feinstrukturdissipation &’ ebenso wie die
Feinstrukturturbulenzkorrelationen IJI'TJ' und T’_uj’ ab. Diesem Sachverhalt liegt die physikali-
sche Vorstellung zugrunde, daB3 die kleinskaligen turbulenten Fluktuationen, wie in Abbil-
dung 3.2 dargestellt, gedimpft und die Fluktuationsénderungen als Funktion von Ort und Zeit
insgesamt geringer werden. Dieses Ergebnis kann aus Untersuchungen .der atmosphérischen
konvektiven Grenzschicht oder einer Fluidschicht mit interner Warmequelle abgeleitet wer-
den. Demnach miifte, um diesen Einflufl mit den hier vorgestellten Modellen richtig zu erfas-
sen, der Feinstrukturdissipationslangenmaf@stab lg;, in stabiler Schichtung ansteigen, die Fein-
strukturlingenmaBstébe fiir Impuls und Warme, 1, und 1, absinken.

In dem von Deardorff (1980) in Kapitel 3.1.1 durch die Gleichungen (3.6-8) beschriebenen
Modell werden jedoch alle LingenmaBstibe, d.h. insbesondere auch der Feinstrukturdissipa-
tionsldngenmafstab lg, im Rotta-Ansatz, bei stabiler Schichtung reduziert. Diesen EinfluB,
aus dem eine zu grofe Feinstrukturdissipation resultiert, versucht er durch einen kleineren
Wert des Koeffizienten C; in stabiler Schichtung auszugleichen. Bei instabiler oder indiffe-
renter Schichtung verwendet er lg,=A und C;=0.7, bei stabiler Schichtung l¢, gemil Glei-
chung (3.8) und C3=0.19. Gerz & Schumann (1991) und Schumann (1991) stellen jedoch
durch die Analyse von Daten aus direkten numerischen Simulationen fest, da8 der Feinstruk-
turdissipationslingenmafstab 1., in Stromungen ohne mittlere Geschwindigkeit, d.h. ohne
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mittlere Scherung, nahezu konstant bleibt oder wie zuvor erldutert sogar leicht ansteigt. Sie
greifen im Falle stabiler Schichtung iiberhaupt nicht auf die charakteristischen Lingenmal-
stibe ein, sondern reduzieren mit einer Funktion, die die Feinstrukturenergie und die Brunt-
Viisdld-Frequenz enthilt, ausschlieBlich den Feinstrukturaustauschkoeffizienten a, fiir die
vertikalen Feinstrukturwirmefliisse T'—uj'

Die Vorgehensweise in dieser Arbeit ist, aufgrund der Energiespektren der subskaligen turbu-
lenten Fluktuationen in Abbildung 3.2 und der zuvor beschriebenen physikalischen Interpre-
tation der kleinskaligen Transportvorginge in einem geschichteten Medium, im instabilen
oder indifferenten Fall alle LangenmaBstibe unveridndert zu lassen, d.h. es gelten die Glei-
chungen (3.26a,b). Im Fall einer lokal stabilen Temperaturschichtung werden dagegen die
FeinstrukturlingenmaBstibe fiir Impuls und Wirme, 1, und I, reduziert, um eine Abnahme
der Feinstrukturaustauschkoeffizienten v, und a; und damit der Feinstrukturanteile 1_1ij und
T’u} zu bewirken. Der FeinstrukturdissipationsldngenmaBstab I, wird, den Ergebnissen von
Schumann (1991) folgend, nicht verdndert. Die notwendige Abnahme der Feinstrukturdissi-
pation €’ wird indirekt, durch die Abnahme der Feinstrukturproduktion durch die Hauptstrd-
mung und der Wirkung des Auftriebstermes als Vernichtungsterm in der Feinstrukturener-
giegleichung (3.18), verursacht. Dies fiihrt im stabilen Fall zu einer reduzierten Feinstruktur-
energie, die, weil sie in den Rotta-Ansatz (3.15) zur Modellierung der Feinstrukturdissipation
eingeht, diese ebenfalls wie gewiinscht reduziert.

Deardorff (1980) verringert die LingenmaBstibe mit der Begriindung, die Turbulenz werde
mit zunehmend stabilerer Schichtung kleinskaliger. Dieser physikalischen Vorstellung kann
hier nicht gefolgt werden. Kleinskaligere Turbulenz miilte sich in einer Verschiebung der
Energiespektren der turbulenten Fluktuationen hin zu héheren Wellenzahlen k=2n/1 bemerk-
bar machen. Dies ist jedoch, wie die Spektren in Abbildung 3.2 und auch Spektren der atmo-
sphérischen konvektiven Grenzschicht von Schmidt (1988) zeigen, nicht der Fall. Eher das
Gegenteil trifft zu. Das Intensitdtsmaximum der turbulenten Fluktuationen bleibt im langwel-
ligen Bereich und der Energieinhalt bei hohen Wellenzahlen verarmt. Die im Rahmen dieser
Arbeit durchgefiihrte Reduktion der LingenmaBstébe 1, und I, wird vielmehr, wie schon zu-
vor angedeutet, mit einer Dampfung des turbulenten Queraustausches und daraus folgend re-
duzierten Feinstrukturmischungsweglingen in stabiler Schichtung begriindet. Diese miissen
mit zunehmend stabilerer Schichtung gegen Null gehen und bewirken, wie Abbildung 3.2
zeigt, zunichst eine sehr viel stirkere Dampfung der hochfrequenten Fluktuationen, als der-
jenigen im niederfrequenten Bereich.

Die Ableitung charakteristischer LangenmaBstibe erfolgt mit Hilfe der Feinstrukturener-
giegleichung. In stationirer, homogener Turbulenz kann die Erhaltungsgleichung fiir die ki-
netische Energie innerhalb der Feinstruktur (2.15), bei Vernachldssigung von Konvektions-
und Diffusionstermen, auf eine Bilanz zwischen dem Produktionsterm durch die Hauptstro-
mung, dem Produktions-/Vernichtungsterm durch Auftriebskrifte und dem molekularen
Vernichtungsterm reduziert werden:



dF’
( y )——u'u' 8,u, +8]3T’ ]’—7-_—8111, O, u = (3.28)

Es ist davon auszugehen, daf} diese Niherungsgleichung in geniigendem Abstand von der
Wand bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen im Wellenzahlbereich der kleinskaligen
Fluktuationen giiltig ist.

Werden in diese Gleichung die in Kapitel 3.1.2.2 eingefiihrten Modellannahmen fiir die un-
bekannten Feinstrukturkorrelationen eingesetzt, wobei fiir die Feinstrukturdissipation g’ ge-
miB (3.15) wegen der Forderung des ausreichenden Wandabstandes ausschlieBlich der erste
Term, d.h. der Rotta-Ansatz, beriicksichtigt wird, so folgt:

?3/2

(aE )z C, Gy, 'C1, B (8,u,+8,u) 8,u,-8,, C;, 'C, 1, B 8,T - C, =0 (3.29)

dt

Em

Diese Gleichung wird so umgeformt, daf sie ausschlieBlich Grof8en mit der Dimension einer
Linge und dimensionslose Koeffizienten enthélt. Das Ergebnis lautet:

i
CZ C20 C lm f C C lh iEm - 1 (330)
C3 l.w C3 l

Hierin treten die beiden neuen GroBen I und 1, auf, die die Dimension einer Linge besitzen.
Sie sind definiert als:

P = (3.31a)

P =— (3.31b)

I; ist damit als Quotient von Feinstrukturenergie zu dem Quadrat des Deformationstensors der
aufgeldsten Ableitungcn der Geschwindigkeit ein neuer charakteristischer LingenmaBstab fiir
die Feinstrukturanteile u{u; im Impulsfeld. I, entspricht dem mit Gleichung (3.8) von Dear-
dorff (1980) eingefiihrten LangenmaBstab. Im Gegensatz zu Deardorff wird hier 1, als Quo-
tient von Feinstrukturenergie zu dimensionsloser Brunt-Viiséld-Frequenz jedoch bei stabiler
Schichtung nicht zur Reduzierung aller charakteristischen LingenmaBe verwendet, sondern
dient ausschlieBlich als charakteristischer Lingenmafstab der Feinstrukturanteile T‘Tj’ i
Temperaturfeld.

Fiir den Quotienten der neuen charakteristischen LangenmafBstibe gilt folgende Identitit:

2 28,8, T
le = — LI 5 = Rig = Ri ;5 Prgs (3.32)
L (Sju,. +8,.uj)
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Rigggs ist hierin identisch mit der in Gleichung (3.4) eingefiihrten Feinstruktur-FluB-Richard-
son-Zahl, Pr;gsgs mit der in Gleichung (3.5) eingefiihrten turbulenten Feinstruktur-Prandtl-
Zahl. Rig ist eine Gradienten-Richardson-Zahl, die dhnlich Rigsgs von der Art der Schichtung
abhingt. Sie ist definiert als der Quotient des durch das Maschennetz aufgelosten Gradienten
der Temperatur zu dem Quadrat des Deformationstensors der aufgelosten Ableitungen der
Geschwindigkeit. Der Nenner dieser Kennzahl ist immer positiv. Bei einem instabil geschich-
teten Medium gilt Rig<0, bei indifferenter Schichtung existiert kein Temperaturgradient und
es ist Rig=0 und bei stabiler Schichtung gilt Rig>0.

Gleichung (3.30) kann unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.32) nach I oder I, aufgeldst
werden und stellt sich als Funktion der Gradienten-Richardson-Zahl dar. Dabei werden alle
Geometriekoeffizienten vernachldssigt, d.h. ein isotropes Maschennetz betrachtet:

L = G ]_C_TZ_ Ri, (3.33a)
1 g C,

b |G |G L, - (3.33b)

I\, \C,Ri,

Fiir die kritische Gradienten-Richardson-Zahl folgt aus beiden Gleichungen der Zusammen-
hang Rig,;=C,/Cr,. Sie ist demnach von der Wahl der Modellkoeffizienten abhingig. Diese
betragen, wie in Kapitel 3.1.2.3 beschrieben, im betrachteten Kanalbereich C,=0.105 und
Cr;=0.215. Damit folgt Rig,;=0.48. 1 entspricht dem charakteristischen Lingenmafstab im
Falle instabiler oder indifferenter Schichtung gemif den Gleichungen (3.26a,b).

Fiir den Fall der stabilen Schichtung werden folgende neuen LingenmaBstibe definiert:

12

I =G, =1 fﬂ =1 fl—hRiG = 2G,E - (3.34a)
G, G, G, (8;+38,1)
< c.® )"
l, =G, =1,,JC; =1 |-%-C :[ = _) (3.34b)
h h b 3 RlG T2 513 SJT

Fiir Ric—Rig, gehen beide charakteristischen Lﬁngehmaﬁstéibe, Gy, und Gy, gegen Null. Da-

bei wird G, stirker reduziert als G,,. Die Modellkoeffizienten werden so bestimmt, daf} der
LingenmaBstab G, im Fall indifferenter Schichtung, d.h. Rig—0, in den Lingenmafistab der
instabilen Schichtung iibergeht. Der Langenmafistab Gy, ist nicht definiert fiir Rig<0. Der in
Gleichung (3.34b) abgeleitete Modellkoeffizient JE: =0.79 kommt dem von Deardorff
(1980) vorgeschlagenen Koeffizienten in Gleichung (3.8) sehr nahe. Nach Schumann (1991)
sollte dieser Koeffizient fiir isotrope Turbulenz (2/3)!/2=0.82 betragen.

Abbildung 3.5 zeigt den Verlauf der charakteristischen Lingenmafstibe G, und Gy, bei stabi-
ler Schichtung gemiB den Gleichungen (3.34a,b). Sie werden dynamisch als Funktion von
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Abb. 3.5: Charakteristische LangenmaBstibe G, und Gy, bei stabiler Schichtung gemif3 den
Gleichungen (3.34a,b).

Ort und Zeit berechnet und immer dann wirksam, wenn an einer Stelle im Temperaturfeld lo-
kal eine stabile Schichtung auftritt. AuBerdem sind sie so in TURBIT implementiert, daB die
Berechnung beliebig orientierter Kanile moglich ist. Der Verlauf von Gy, und Gy, stimmt gut
mit Analysen von Schumann (1991) iiberein, der den LingenmaBstében I und 1, aus Glei-
chung (3.31a,b) dhnliche GroBen mittels Daten aus direkten numerischen Simulationen von
Gerz & Schumann (1991) berechnet hat.

e, o+ _ ----  Gleichung (3.35)
~~—  Launder (1975)
o] — Schumann (1991)
$ Gerz et al. (1989)
AO  Webster (1964)

T
Rig

Abb. 3.6: Turbulente Feinstruktur-Prandtl-Zahl Pr,ggs gemif Gleichung (3.35), normalisiert
mit ihrem Wert bei indifferenter Schichtung und aufgetragen iiber der Gradien-
ten-Richardson-Zahl Rig, im Vergleich zu Daten aus Experimenten und direkten
numerischen Simulationen sowie anderen Modellansatzen.
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Unter Beachtung der Ansitze (3.10a,b) sowie den Beziehungen (3.26a) und (3.34a,b), folgt
fiir eine turbulente Feinstruktur-Prandtl-Zahl Pr,sgs bei instabiler, indifferenter und stabiler
Schichtung der Zusammenhang:

G

L2 Ri;<0
v Cr,
Prss=—"=1¢/G, (3.35)
CTZ Gh RlG >0

Das Ergebnis dieser Modellierung bei stabiler Schichtung ist in Abbildung 3.6 im Vergleich
zu experimentellen Daten von Webster (1964), Daten aus direkten numerischen Simulationen
von Gerz et al. (1989) und Modellansétzen fiir Pr, von Launder (1975) und Schumann (1991)
aufgetragen. Die gute Ubereinstimmung von Pr,ggs gemiB Gleichung (3.35) mit den Daten
aus Experimenten und direkten numerischen Simulationen deutet auf die prinzipielle Richtig-
keit der in diesem Kapitel vorgeschlagenen Feinstrukturmodellierung hin.

ZusammengefaBt gelten fiir die charakteristischen FeinstrukturlingenmalBstébe fiir Impuls
und Wirme, 1, und l,, sowie den charakteristischen FeinstrukturdissipationsléingenmaBstab
1., folgende Beziehungen:

1, =min(’F”, Cy |ny|. G,,) (3.362)
I, =min(’F", Cy |ny|. G,) (3.36b)
L, =min( V", Cymy|) (3.36¢)

3.2 Anfangs- und Randbedingungen

3.2.1 Anfangsbedingungen

Nach Rotta (1972) ist die Annahme, daB eine turbulente Stromung einem von den Anfangs-
bedingungen unabhingigen statistischen Zustand zustrebt, nicht bewiesen, jedoch durch eine
Vielzahl experimenteller Untersuchungen bestitigt worden. Diese Hypothese liegt auch den
hier durchgefiihrten numerischen Simulationen zugrunde (siche dazu Kapitel 4.2.4).

Es werden Anfangswerte fiir das Geschwindigkeitsfeld, das Temperaturfeld und das Feld der
kinetischen Feinstrukturenergie benétigt. Da sie einen entscheidenden Einflu3 darauf haben,
wie schnell eine turbulente Stromung einen im statistischen Sinne stationdren Zustand er-
reicht, werden sie, um die Gesamtrechenzeit moglichst klein zu halten, so festgelegt, daf} sie
diesem schon weitgehend entsprechen.

Fiir das Geschwindigkeitsfeld wird als Anfangsbedingung von einem in Ruhe befindlichen
Fluid ausgegangen, d.h. es gilt:
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#(x,,x,,x;,t=0)=0 i=1(1)3 (3.37)

Als Anfangsbedingung fiir das Temperaturfeld wird bei der numerischen Simulation von tur-
bulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion und der Fluidschicht mit interner Wirmequelle ein aus
experimentellen Untersuchungen bekanntes Profil nidherungsweise vorgegeben. In beiden
Fillen werden zufillige Stérungen mit kleiner Amplitude iiberlagert.

Fiir das Feld der kinetischen Feinstrukturenergie wird die Anfangsbedingung aus dem aufge-
16sten Geschwindigkeitsfeld zum zweiten Zeitschritt so bestimmt, dal sie bei Vernachlassi-
gung konvektiver und diffusiver Terme der stationidren Losung der modellierten Erhaltungs-
gleichung von kinetischer Feinstrukturenergie (3.18) entspricht. Sie wird demzufolge aus ei-
ner Gleichgewichtsbetrachtung zwischen Produktion und Dissipation von kinetischer Fein-
strukturenergie abgeleitet (siehe Gleichung (3.29)):

o (G, Co 7C L, (8,4, +8,) 8,18, Cp, 'C; 1, 8,T)
C3

— L
E'(xl,xz,x3,t—'=0)= (3.38)

Diese Vorgehensweise wird deshalb gewihlt, weil der Produktionsterm durch das aufgeldste
Geschwindigkeitsfeld aufgrund der Geschwindigkeitsanfangsbedingung (3.37) zum ersten
Zeitschritt immer Null ist und der Produktions-/Vernichtungsterm durch Auftrieb bei einer
gemischten Simulation, d.h. einer direkten numerischen Simulation des Temperaturfeldes und
einer Grobstruktursimulation des Geschwindigkeitsfeldes, wegen Cr,=0 verschwindet. Die
Anfangswerte fiir die kinetische Feinstrukturenergie miissen jedoch wegen der modellierten
Transportgleichung (3.18) grofler als Null sein und werden aus diesem Grund erst zum zwei-
ten Zeitschritt bestimmt.

Eine weitere Moglichkeit zur Vorgabe sinnvoller Anfangsbedingungen fiir alle Felder, die im
Rahmen dieser Arbeit ebenfalls angewendet wird, ist die Ubernahme von Losungen aus zuvor
durchgefiihrten Simulationen.

3.2.2 Randbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen (2.11b) sind ebenso wie die Wirmetransportgleichung
(2.11c) und die kinetische Feinstrukturenergiegleichung (2.15) partielle, nichtlineare Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung und von elliptischem Typ. Fiir ihre Losung sind deshalb Vor-
gaben an allen Réndern des betrachteten Rechengebietes erforderlich.

In x,- und x,-Richtung werden periodische Randbedingungen verwendet, d.h. es gilt:

CD(x,,xz,x3)=CD(x,+X,,x2,x3) (3.39a)

CD(x,,xz,x3):CD(x,,x2+X2,x3) ‘ (3.39b)

49



Der Grund fiir die Verwendung periodischer Randbedingungen ist, da auf allen offenen
Riéndern physikalisch sinnvolle GréBen fiir jeden Orts- und Zeitpunkt vorgegeben werden
miissen. Die Vorteile periodischer Randbedingungen liegen in ihrer sehr einfachen pro-
grammtechnischen Umsetzung. Sie machen es jedoch erforderlich, dal physikalische Ereig-
nisse iliber die Periodenldngen X; (i=1,2) hinweg statistisch entkoppelt sind. Dies ist eine
wichtige Voraussetzung fiir die korrekte Abbildung des physikalischen Problems durch die
Numerik (siehe dazu Kapitel 4.2.1).

In x;-Richtung gelten fiir die Geschwindigkeitskomponenten die Wandhaftbedingungen
(A.13a,b) und fiir die Temperatur die vorgegebenen Werte gemiB (A.14a,b). Da auch die Ge-
schwindigkeitsschwankungskomponenten verschwinden, ist die Feinstrukturenergie an der
Wand Null. Damit lauten die Wandbedingungen:

% (x;,x,,x,=0,1) =0 i=1I(1)3 (3.402)
w(x,x,,x;=1,t) =0 i=KI)3 (3.40b)
_ 1 Rayleigh— Benard— Konvektion

T(x;,x,,x,=0,8) = o N ) (3.40c)

0 Fluidschicht mit interner Warmequelle

T(x,,x,x,=11t) =0 (3.40d)
_E—'(x,,xz,x3 =0, t) =0 (3.40e)
F’(x,,xz,szl,t) =0 (3.401)

Die Realisierung dieser Randwerte in den Konvektionstermen der Erhaltungsgleichungen
(2.11b,¢) und (2.15) bereitet keine Schwierigkeiten, da die geforderten Beziehungen (3.40a-f)
ohne Niherung exakt erfiillt werden konnen. Ganz anders verhalten sich die viskosen und
thermischen Diffusionsterme sowie die Feinstrukturenergiediffusionsterme. Hier miissen
Gradienten der Geschwindigkeit fiir die Wandschubspannungen, Gradienten der Temperatur
fiir die Wandwirmestrome und Gradienten der Feinstrukturenergie diskretisiert werden:

1 oz

Tlwis 753 i=II)3 (3.41a)

X3 w12

_ 1 oT

— - 3.41b
qlw”z JGr Pr dx, ( )

wi2

q = 1 OF
wi2 _\/aaxj

(3.41c)

w2

50



3.2.2.1 Literaturstand zu Wandgesetzen fiir Naturkonvektion

Bei erzwungener Konvektion ist es moglich, die universellen logarithmischen Wandgesetze
der Geschwindigkeit und der Temperatur zu verwenden [Schumann (1973), Grotzbach
(1977), Piomelli et al. (1989)], um die Wandgradienten in den Gleichungen (3.41a,b) zu be-
stimmen. Sie beschreiben die Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung in Wandnéhe, je-
doch auBerhalb der viskosen und der durch molekulare Wirmeleitung bestimmten Unter-
schicht, fiir die meisten Grenzschichtstromungen mit ausreichender Genauigkeit. '

Der Einsatz von universellen, allgemeingiiltigen Geschwindigkeits- und Temperaturwandge-
setzen fiir Naturkonvektion gestaltet sich erheblich schwieriger. Eidson (1985) hat
Grobstruktursimulationen turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion in Luft durchgefiihrt. Er
vermutet, daf3 aufgrund der Existenz verschiedener Unterschichten, in denen unterschiedliche
physikalische Phinomene dominieren, ein dem logarithmischen Wandgesetz fiir erzwungene
Konvektion vergleichbares universelles Wandgesetz fiir natiirliche Konvektion iiberhaupt
nicht existiert. Er lost deshalb soweit wie moglich die Reibungs- und Wirmeleitungsunter-
schicht direkt auf. Henkes und Hoogendorn (1990) haben die analytisch hergeleiteten Wand-
funktionen von George & Capp (1979) und Cheesewright (1986) fiir eine Grenzschicht bei
natiirlicher Konvektion an einer beheizten senkrechten Platte mit numerischen Berechnungen
fiir Luft, unter Verwendung eines fiir kleine Reynolds-Zahlen modifizierten k-g-Turbulenz-
modells, verglichen. Auch sie kommen zum Ergebnis, daB es sicherer ist, die Reibungs- und
Wirmeleitungsunterschicht bei Naturkonvektion aufzuldsen. '

Monin & Obuchow (1954) geben erstmals universelle Funktionen zur Beschreibung der Ge-
schwindigkeits- und Temperaturprofile bei Naturkonvektion in einer wandnahen Schicht an,
die den EinfluB der Schichtung beriicksichtigen, aber die Existenz einer mittleren Geschwin-
digkeit voraussetzen. Sie verwenden dabei ein aus Ahnlichkeitsbetrachtungen gewonnenes
charakteristisches LingenmaR f,., Temperaturmal3 'i“, und als charakteristisches Geschwin-
digkeitsmaB die Wandschubspannungsgeschwindigkeit .. L. wird auch als Monin-
Obuchow-Linge bezeichnet und beschreibt den Abstand von der Wand, in der das Ge-
schwindigkeitsprofil mit kleinskaliger Scherturbulenz bestimmend ist. Dariiber fiihrt eine in-
stabile Schichtung zu auftriebsbedingten Vertikalbewegungen. Das Fehlen einer mittleren
Geschwindigkeit bei Naturkonvektion erschwert die Anwendung der Monin-Obuchow-Theo-
rie. Im Mittel verschwinden auch die Schubspannungen und daher ist die Schubspannungsge-
schwindigkeit 0, identisch Null.

Fiir diesen Fall schldgt Deardorff (1972b) vor, den RMS-Wert der horizontalen Geschwin-
digkeitsschwankungen zu verwenden, um eine Schubspannungsgeschwindigkeit 0_ fiir die
Verwendung der Monin-Obuchow-Theorie zu bestimmen. Das Verschwinden der Schub-
spannungsgeschwindigkeit erkennt Businger (1973) als Charakteristikum der freien Konvek-
tion. Er argumentiert aber, daB trotz dem Verschwinden der mittleren Geschwindigkeit und
daraus folgend 1, = 0 noch wesentliche horizontale Bewegungen in Wandnihe existieren, die
durch die groBriumigen Wirbel verursacht werden. Daraus schlieft er, da die Konvektion
stationire, lokale Geschwindigkeitsprofile in Wandnihe erzeugt, die jedoch einen viel kleine-
ren ZeitmaBstab als den KonvektionszeitmaBstab haben. In diesem Fall existiert auch lokal
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Produktion von turbulenter kinetischer Energie durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld und
eine lokale Schubspannungsgeschwindigkeit U, kann definiert werden. Ausgehend von der
Annahme Deardorffs (1972b) und der physikalischen Betrachtungsweise Busingers (1973)
leitet Schumann (1988) ein Modell zur Berechnung der lokalen Schubspannungsgeschwin-
digkeit in der atmosphirischen konvektiven Grenzschicht her, um die Anwendung der Mo-
nin-Obuchow-Theorie zu erméglichen. Schmidt (1988) und Schmidt & Schumann (1989)
verwenden fiir den gleichen Anwendungsfall integrierte FluB-Profil-Beziehungen von Paul-
son (1970), Dyer (1974) und Holtslag & van Ulden (1983), um eine lokale Schubspannungs-
geschwindigkeit zu definieren.

Erste Aussagen iliber den Verlauf des mittleren Temperaturprofils bei Naturkonvektion stam-
men ebenfalls von Monin & Obuchow (1954). Um die instabile Schichtung zu untersuchen,
betrachten sie den Fall rein thermischer Turbulenz. Hier erhélt die Turbulenz ihre kinetische
Energie ausschliellich aus der Energie der instabilen Schichtung. Sie leiten ein Potenzgesetz
ab, das fiir den mittleren Gradienten der Temperatur in Wandnihe, jedoch auBerhalb der
wandnahen Unterschicht, einen X3*-Verlauf mit «=4/3 voraussagt:

E@ X" (3.42)

X
~ 3

In der wandnahen Unterschicht ist der mittlere Gradient der Temperatur konstant und damit
o, =0. Durch Integration von (3.42) folgt deshalb ein lineares Profil der mittleren Temperatur
in der Unterschicht und ein X;"*-Verlauf in der Ubergangsschicht. Auch Priestley (1955) lei-
tet unabhéngig von Monin & Obuchow (1954) mittels einer Dimensionsanalyse den Zusam-
menhang (3.42) mit a=4/3 her. Im Gegensatz dazu finden Malkus (1954), Townsend (1959),

oT \ log BT
—\— = 0%,

log X, logx,

Abb. 3.7: Mittlere Gradienten der Temperatur in turbulenter Naturkonvektion nach der
Theorie von Kraichnan (1962).
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Goldstein & Chu (1969) und Chu & Goldstein (1973) in experimentellen Untersuchungen mit
den Fluiden Luft und Wasser den Wert o=2.

Kraichnan (1962), der fiir die Analyse der Grenzschichten bei Naturkonvektion eine modifi-
zierte Mischungswegtheorie entwickelt hat, schligt ein 3-Schichtenmodell in Abhéngigkeit
von der Prandtl-Zahl vor. In den Unterschichten werden Wirme und Impuls weitgehend
durch molekulare Diffusion transportiert, wihrend in der Konvektionsschicht der konvektive
Transport dominiert. Dazwischen liegt eine Ubergangsschicht. Wenn die Prandtl-Zahl des
Fluids groBer als eine Ubergangs-Prandtl-Zahl ist, die er mit Pry=0.1 angibt, existiert eine
Ubergangsschicht, in der ein Potenzgesetz fiir den mittleren Temperaturgradienten mit o=2
gilt, Abbildung 3.7. In der durch Wirmeleitung bestimmten Unterschicht ist der mittlere
Gradient der Temperatur konstant, das mittlere Profil der Temperatur linear. Fiir Pr>Pr, folgt
darauf eine Ubergangsschicht, in der der mittlere Gradient der Temperatur proportional X7,
das mittlere Profil der Temperatur proportional X ist. Diese Ubergangsschicht existiert nicht
fiir Fluide mit Prandtl-Zahlen Pr<Pry;. Aus diesem Grund folgt fiir diese Medien nach der
Wirmeleitungsunterschicht sofort die Konvektionsschicht, in der der mittlere Gradienten der
Temperatur proportional X;**, das mittlere Profil der Temperatur proportional X;"* ist.

Chung et al. (1992a), die eine Analyse der charakteristischen BezugsgroBen verschiedener
Wandschichtbereiche durchfiihren, kniipfen an die physikalische Vorstellung Kraichnans
(1962) an und schlagen fiir die Ermittlung einer universellen Wandfunktion des mittleren
Gradienten der Temperatur ein 4-Schichtenmodell vor, in denen verschiedene physikalische
Transportmechanismen dominieren, Abbildung 3.8. In der ersten Schicht bestimmen die ki-
nematische Zihigkeit v und die Temperaturleitfihigkeit & den Impuls- und Wirmetransport.
Fiir Pr<Pry wird die Ubergangsschicht durch die turbulente Zihigkeit v, und die Temperatur-
leitfahigkeit a bestimmt. Das erklirt auch das Fehlen eines X;>-Verlaufs des mittleren Gra-

N\ T= fwz = konst.\
|
|
l
Pr >> Pry ‘ Pr << Pry
. Auftriebsschicht .
(Vu al) """"" ottt (V;: a;)
Konvektionsschicht
(v,d,) Ubergangsschicht (v,,4)
(v,a) Wiérmeleitungsschicht (v, a)
\" \: N ~ A X
= N\ R W ' N T:TW]=k0nst.§‘\
q

Abb. 3.8: 4-Schichtenmodell und Transportmechanismen in turbulenter Naturkonvektion
nach Chung et al. (1992a).
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dienten der Temperatur. Bei Fluiden mit einer groBen Temperaturleitfihigkeit wird in der
Ubergangsschicht die Wirme genau wie in der Wirmeleitungsschicht weitgehend durch mo-
lekulare thermische Diffusion transportiert. Fiir Pr>Prg sind dagegen die molekulare viskose
Diffusion und die turbulente thermische Diffusion die ausschlaggebenden Transportmecha-
nismen. Als Resultat dndert sich der Verlauf des Gradienten der Temperatur in der Uber-
gangsschicht. In der Konvektionsschicht sind in beiden Féllen die turbulenten Austauschgro-
Ben V, und &, fiir den Impuls- und Wirmetransport magebend. Als Folge davon haben die
mittleren Gradienten der Temperatur in diesem Bereich wieder dieselbe Steigung. Das trifft
auch auf die vierte, neu definierte Schicht zu, in der der mittlere Gradient der Temperatur ge-
gen Null geht. Dies entspricht einem Zustand, bei dem mit zunehmendem Wandabstand die
mittlere Temperatur konstant bleibt.

Ausgehend von diesem Wandgrenzschichtmodell leiten sie ein Wandgesetz fiir den mittleren
Gradient der Temperatur her, das im Bereich ihrer experimentellen Vergleichsdaten fiir Luft
und Wasser unabhingig von der Prandtl- und der Rayleigh-Zahl ist. Dabei verwenden sie die
charakteristischen Bezugsgrofien der Warmeleitungsunterschicht, um den mittleren Gradien-
ten der Temperatur in Wandnihe und den Wandabstand dimensionslos zu machen:

o \M4
_(“T Qf >] (3.432)
voTpe
L== (3.43b)
U,
gofa) 1 (3.43¢)
pc, d.

P

Das von ihnen abgeleitete Wandgesetz hat die Form:
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(3.44)

Fiir zt—0 kommt der erwartete konstante Verlauf, wihrend fiir z*—o der mittlere Gradient
der Temperatur proportional z**? ist. Chung et al. (1992a) kommen durch einen Vergleich
mit experimentellen Daten fiir Luft und Wasser zu der Schluf3folgerung, da3 ¢ ein von der
Prandtl-Zahl abhzngiger Koeffizient ist, wihrend %, ein der von Karménschen-Konstante x
ghnlicher universeller Koeffizient ist, der auch als Proportionalitdtskonstante des -4/3 Potenz-
gesetzes der Konvektionsschicht angesehen werden kann:

A, | (3.45)
dz

Durch die Analyse experimenteller Daten von Goldstein & Chu (1969) fiir Luft, Chu &
Goldstein (1973) fiir Wasser und Yun & Chung (1988) fiir Luft und Wasser kommen sie zu

54



dem Ergebnis, da3 der Koeffizient k;, zwischen 0.4 und 0.85 liegt. Sie geben x,=0.6, c=0.045
fiir Luft und x,=0.6, c=0.05 fiir Wasser an. Die Konvektionsschicht in der das -4/3-Potenzge-
setz giiltig ist, beginnt bei einem dimensionslosen Wandabstand z* = 15.

Zu einem dhnlichen Ergebnis kommen auch Angirasa & Nieuwstadt (1992). Sie geben fiir
den in der Konvektionsschicht relevanten Koeffizienten x;, einen Wert zwischen 0.75-1.0 an
und finden in dieser Schicht ebenfalls ein -4/3-Potenzgesetz fiir den mittleren Gradienten der
Temperatur. Bezogen auf die charakteristischen GroBen der Wirmeleitungsunterschicht, be-
ginnt die von ihnen ermittelte Konvektionsschicht fiir Wasser ebenfalls bei einem dimen-
sionslosen Wandabstand z* = 15.

3.2.2.2 Geschwindigkeitswandbedingungen

Um Randbedingungen fiir die viskosen Diffusionsterme der Impulserhaltungsgleichungen
(2.11b) vorzugeben, ist es notwendig, die in Gleichung (3.41a) auftretenden unbekannten
momentanen, lokalen Gradienten der Geschwindigkeiten an der Wand zu bestimmen. Abbil-
dung 3.9 zeigt schematisch die Verldufe der momentanen, lokalen Geschwindigkeitsprofile
der U, ,- und der u,-Komponente bei Rayleigh-Bénard-Konvektion an der unteren Wand.

Durch eine Taylorreihenentwicklung der Geschwindigkeit u,(x;) um die Stelle x;=0, nach-
folgendem Einsetzen in die Kontinuitdtsgleichung (2.11a) und einem abschlieBenden Koeffi-
zientenvergleich folgt, dal der Gradient der Geschwindigkeit der u,-Komponente an der

i, (x;) it 5(x3)
X3
Al
Ar3
ER
Ax,
T ____________ diy
0x3 x,=0
x3=0 Wand
0.0 0.2

<

Abb. 3.9: Schematischer Verlauf der Geschwindigkeit in Wandnihe.
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Wand identisch Null ist:

o
Rk 1 ) | (3.46)
ax3 w12

Die Realisierung dieses Randwertes der viskosen Diffusionsterme bereitet demnach keine
Schwierigkeiten. Das gilt jedoch nicht fiir die Gradienten der Geschwindigkeit der U,- und
der u,-Komponente an der Wand. Hier gilt, da3 in laminaren Stromungen und allen turbulen-
ten Stromungen, in denen die viskose Unterschicht direkt durch das Maschennetz aufgeldst
wird, die gesuchten Gradienten der Geschwindigkeit linear approximiert werden konnen:

Ju, Eikzl -0 . ,
i = =1(1)2 3.47
ox, |, Axyies i=11) (-472)
2
o, O_h—ik=KM
: = = 1(1)2 3.47b
- 0xgl,,, Ax; )k t=10) , ( )
2

Der Index k kennzeichnet, um welche Masche es sich in wandnormaler Richtung handelt.

Gelingt die Auflosung der viskosen Unterschicht nicht, wie in Abbildung 3.9 angedeutet,
dann wird der Gradient der Geschwindigkeit an der Wand unterschétzt und fiihrt zu falschen
Geschwindigkeitswerten. In diesem Fall wird ein modifizierter Ansatz gemacht, der den mo- -
mentanen, lokalen Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand proportional dem zeitlichen
gemittelten Betrag des Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand setzt:

Ju; Ui laﬁ:l > = ](1)2

_ = (3.48a)
ox, wi <|Eik=1|> <lax3lw1 =10 a
ou, Ui =km ]aﬁ, > i =]
aml - 1(1)2 (3.48b)
ox; w2 <Eik=KM> <Iax3]“’2 l

Bei erzwungener Konvektion besagt ein verbesserter Ansatz von Piomelli et al. (1989), dafl
die Geschwindigkeit im wandnichsten Gitterpunkt nicht ganz in Phase mit der instationiren
Wandschubspannung ist. Es ist dort giinstiger, dies zeigen Korrelationsmessungen von Ra-
jagopalan & Antonia (1979), zwischen Geschwindigkeit und Wandschubspannungen eine
Verschiebung A der Geschwindigkeitskomponente in Stromungsrichtung durchzufiihren.
Ausgehend von der Annahme, daB der Ansatz (3.48a,b) auch fiir Naturkonvektion giiltig ist,
miifite dieser Einflu der Phasenverschiebung erst noch experimentell untersucht werden. Da
es bei Naturkonvektion an einer horizontalen beheizten Platte keine Hauptstromungs- und
damit keine Vorzugsrichtung gibt, ist jedoch auch keine Phasenverschiebung A, zu erwarten.
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In Abbildung 3.10 sind die zeitlich gemittelten Betrige der Geschwindigkeit <|[u,|> bei
Rayleigh-Bénard-Konvektion fiir Luft und Natrium bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen auf-
getragen. Die ausgewerteten Daten entstammen direkten numerischen Simulationen von
Worner (1994). Deutlich erkennbar sind die mit zunehmender Grashof-Zahl steiler verlaufen-
den Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand, die ihre Ursache in den mit steigender
Grashof-Zahl diinner werdenden hydrodynamischen Grenzschichten haben.

Pr=0.006 Ra=3.010]
Pr=0.006 Ra=6.0103
Pr=0.006 Ra=12I10¢
Pr=0.006 Ra=2410¢
Pr=0.71 Ra=6.3105

X +D>O

T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8

<|L71|>

Abb. 3.10: Geschwindigkeitsbetrdge <|u,|> bei Rayleigh-Bénard-Konvektion fiir Luft und
Natrium und verschiedenen Rayleigh-Zahlen.

Die fiir die Herleitung der neuen Bestimmungsgleichungen zugrundeliegenden Ideen beziig-
lich der gesuchten Betridge der Geschwindigkeitsgradienten an der Wand sowie der einge-
schlagene Weg fiir deren Berechnung, werden im folgenden kurz skizziert:

- In unmittelbarer Wandnéhe werden die turbulenten Fluktuationen senkrecht zur Wand
stark gedampft und sehr kleinskalig, da kein turbulenter Queraustausch mehr méglich ist.
Der Impulstransport erfolgt weitgehend durch viskose Diffusion.

- Beziiglich der kleinen Skalen im Geschwindigkeitsfeld ist die Grashof-Analogie giiltig
(siehe Kapitel 4.4.3).

- Daraus folgt, dal die Betrige der Geschwindigkeitsgradienten an der Wand bei gleicher
Grashof-Zahl dhnlich und von der Prandtl-Zahl unabhingig sind (sieche Abbildung 3.10).

- In diesem Fall kann fiir eine Bestimmung der Betrdge der Geschwindigkeitsgradienten an
der Wand bei kleinen Prandtl-Zahlen der Zusammenhang von Geschwindigkeit und Tem-
peratur fiir Fluide mit einer Prandtl-Zahl von eins verwendet werden.
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- Fiir Pr=1 ist es moglich, eine Beziehung zwischen dem gesuchten Betrag des Geschwin-
digkeitsgradienten und dem Temperaturgradienten an der Wand herzustellen.

- Der Temperaturgradient an der Wand kann bei einer Prandtl-Zahl von eins mittels einer
empirischen Nusselt-Zahl-Korrelation abgeschitzt werden.

Bis auf die Kopplung der Impuls- (2.2b) mit der Energiegleichung (2.2c) durch den Auf-
triebs- und den Trigheitsterm, ist die Grashof-Zahl in TURBIT die einzige dimensionslose
Kennzahl, die die physikalische Ahnlichkeit zweier geometrisch dhnlicher Stromfelder cha-
rakterisiert. Der Vergleich der Geschwindigkeitsprofile im Luftfall mit der Rayleigh-Zahl
Ra=630000 und im Natriumfall mit der Rayleigh-Zahl Ra=6000 in Abbildung 3.10, die unge-
fahr dieselbe Grashof-Zahl besitzen, deutet auf die Giiltigkeit der Grashof-Analogie hin. Im
Wandgrenzschichtbereich sind die Gradienten der Geschwindigkeitsbetrige dhnlich, d.h. bei

gleichen Grashof-Zahlen gilt:
> ~ <a"" > i=1(1)2 (3.49)
W12[ 1n ax3 w2 p—; :

< “\'1 \2 >Nalrium <

Bei einer Prandtl-Zahl von eins sind die Dicken der

bA

ox,

ErA

ox,

- Unterschichten SLU = Sm = SL und
- Ubergangsschichten SUU = Sm = SU

im Geschwindigkeits- und im Temperaturfeld gleich, Abbildung 3.11.

X3 Konvektionsschicht I Konvektionsschicht
< luml > . <T, >
Ubergangsschicht Ubergangsschichs
<[a@z;)| >
il
< luwl > > viskose Unterschicht’]
.0 g.s 0.5 { - 1.0
- < gy >
< |1 | > " . w ~
w < |u| > <T>

Abb. 3.11: Mittlereé Geschwindigkeits- und Temperaturprofil fiir Rayleigh-Bénard-Konvek-
' tion bei Pr=1 an der unteren Wand.
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In unmittelbarer Wandnihe existiert eine viskose Unterschicht 8,_“ und eine Wirmeleitungs-
unterschicht &, .. Dort gelten das Newtonsche Gesetz der Fliissigkeitsreibung und das Fou-
riersche Gesetz der Wirmeleitung:

(R,) =p¥ p_gﬂ (3.50a)
L
~al,) =pé, aw (3.50b)

Fiir den Ubergangsbereich werden Boussinesq-Ansitze [Boussinesq (1877)] mit den turbulen-
ten Austauschgrofen v, und a, eingefiihrt:

(Rl =§0,—§i— (3.51a)
~al,) =pé¢, a,<5—>_<—T"'—> (3.51b)

Die GréBen <|ii, |> und < T, > charakterisieren die Volumenmittelwerte des Geschwindig-
keitsbetrages und der Temperatur iiber den gesamten Kanal. Fiir die Temperatur gilt bei
Rayleigh-Bénard-Konvektion:

(1,)= M (3.52)

Fiir das betrachtete Fluid mit der Prandtl-Zahl Pr=1 wird angenommen, dal die turbulenten
Transportvorginge von Impuls und Wirme in der Ubergangsschicht dhnlich sind. Dann gilt:

Pr, =

t

CHRS

=1 (3.53)

t

Durch Elimination der unbekannten Groen <|ﬁ5| > und < 'fa > in den Gleichungen (3.50a,b)
und (3.51a,b) kann unter Bezugnahme auf die Zusammenhinge (3.52) und (3.53) fiir ein
Fluid mit der Prandtl-Zahl Pr=1 eine Beziehung zwischen dem Wandschubspannungsbetrag
und dem Wandwérmestrom abgeleitet werden:

(3.54)
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Wird das Newtonsche Gesetz der Fliissigkeitsreibung nach dem zeitlich gemittelten Betrag
des Geschwindigkeitsgradienten an der Wand aufgelost, fiir den Wandschubspannungsbetrag
Gleichung (3.54) eingesetzt und die Beziehung mit den fiir TURBIT charakteristischen Be-
zugsgroflen und Transformationen (siche Anhang A) entdimensionalisiert, so folgt:

<

Der Koeffizient cyw, kann mit Hilfe von Daten aus direkten numerischen Simulationen fiir
Luft und Natrium bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen bestimmt werden. Dazu wird Glei-
chung (3.55) nach cw, aufgelost und dessen Wert durch Einsetzen der Simulationsergebnisse
fiir die Geschwindigkeitsbetrige und deren Gradienten sowie einem experimentellen Zusam-
menhang fiir die Nusselt-Zahl ermittelt. Da es sich in dem hier betrachteten Fall bei hoheren
Rayleigh-Zahlen um ein homogenes Problem ohne Vorzugsrichtung in x;- und x,-Richtung
handelt, ist cy, fiir die U,- und die u,-Komponente gleich und liegt im Bereich 2 bis 3. cy, ist
damit ein von der Rayleigh- und der Prandtl-Zahl unabhingiger Korrekturkoeffizient, der
aufgrund der Niherungen (3.53) und (3.57) und der eventuell unzureichenden empirischen
Nusselt-Zahl-Korrelation (3.56) notwendig wird. Den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Simulationen liegt der Wert cw,=2.5 zugrunde.

o

ox,

Vores i=I(1)2 (3.55)

=2c¢,, Nyl . <|u”l
w12

Pr=t

Die Beziehung (3.54) zwischen Wandschubspannungsbetrag und Wandwirmestrom ist fiir
Pr=1 giiltig. Deshalb muf} die Nusselt-Zahl in Gleichung (3.55) mit einer Korrelation

Nu=f(Ra,Pr: 1) (3.56)
berechnet werden.

Die Geschwindigkeitsprofile in Rayleigh-Bénard-Konvektion sind bei gleicher Grashof-Zahl
dhnlich. Deshalb gilt fiir den zeit- und volumengemittelten Geschwindigkeitsbetrag:

(.

Dieser Wert wird wihrend einer Simulation berechnet.

>Pr=1 = (& >Luﬁ = <|Em|>~mn-um (3.57)

Damit sind alle unbekannten Gré8en in Gleichung (3.55) auf bekannte Groflen zuriickgefiihrt
und durch Einsetzen von Beziehung (3.55) in die Gleichungen (3.48a,b) folgt zur Bestim-
mung der momentanen, lokalen Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand als Ergebnis:

o, Ui - :

i o= 2¢,, N 2 = I(I)2 (3.58a)
ax3 w1 <|E: k=1|> %'W u‘ :,i: <|u D l ( ) :
0 _ M ey Nl () i=1(I)2 (3.58b)
ax_; w2 <|’7. k=KM > ;vr:l
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Mit Hilfe dieser Beziehung wird bei der Grobstruktursimulation von Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion die Berechnung der Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand mdéglich, wenn die
Auflosung der viskosen Grenzschicht aufgrund des zu hohen numerischen Aufwandes nicht
gelingt. Bei der Grobstruktursimulation der Fluidschicht mit interner Warmequelle sind diese
Bestimmungsgleichungen wegen Zusammenhang (3.52) nicht giiltig. Prinzipiell ist diese
Methode zur Ableitung geeigneter Formulierungen fiir die Gradienten der Geschwindigkeit
an der Wand jedoch auch fiir andere physikalische Anwendungsfille moglich.

3.2.2.3 Temperaturwandbedingungen

Die unbekannte GroBe in Gleichung (3.41b) ist der Gradient der Temperatur an der Wand.
Abbildung 3.12 zeigt den schematischen Verlauf der momentanen, lokalen Temperatur bei
Rayleigh-Bénard-Konvektion an der unteren Wand.

In laminaren Stromungen und allen turbulenten Stromungen, in denen die Warmeleitungsun-
terschicht direkt durch das Maschennetz aufgelost wird, kann der gesuchte Gradient der Tem-
peratur linear approximiert werden:

alew] Ax;, ( )
2
CL R Pl (3.59)
ax3|w2 Ax3k=KM
2

Gelingt die Auflosung der Wirmeleitungsunterschicht, wie in Abbildung 3.12 angedeutet,
nicht, dann wird der Gradient der Temperatur an der Wand unterschitzt und fiihrt zu falschen
Temperaturwerten. In diesem Fall wird angenommen, da der momentane, lokale Gradient
der Temperatur an der Wand proportional dem zeitlich gemittelten Gradienten der Tempera-
tur an der Wand ist:

BT T;(=1 - TWI aT‘ >

= D= m (3.60a)
0x, wi < k=l_TW1> <ax3|“" a
oT Twz — T;c=KM aTl >

_ -1, (3.60b)
ax3 w2 (Twz"n=m> <ax3lw2

Bei vorgegebenen Wandtemperaturwerten mufl bei diesem Ansatz eine Moglichkeit zur Be-
stimmung des zeitlich gemittelten Gradienten der Temperatur an der Wand bestehen. In der
Wirmeleitungsunterschicht gilt das Fouriersche Gesetz der Wirmeleitung:

> 3.61)
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Abb. 3.12: Schematischer Verlauf der Temperatur in Wandnihe.

Wird Gleichung (3.61) nach dem zeitlich gemittelten Gradienten der Temperatur an der
Wand aufgel6st und die Beziehung mit den fiir TURBIT charakteristischen Bezugsgro3en
und Transformationen entdimensionalisiert, dann folgt:

= Nu'wu (3.62)
w12

aT — E:] — ZW] Nu|w1 (3.63&)
ox, Wi <7;c:1'" w1>

o) _ T~ Ticw Ndl,, (3.63b)
ox, w2 <Tw2_ k=KM>

In diesem Fall ist die Nusselt-Zahl eine unbekannte Grofe, die mit Hilfe einer geeigneten
empirischen Korrelation

Nu= f(Ra, Pr) (3.64)

bestimmt werden muf.
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Wird in TURBIT der Wandwirmestrom als Randbedingung vorgegeben, dann muf3 der Tem-
peraturwert in der wandnéchsten Masche berechnet werden. Dazu kann das in Kapitel 3.2.2.1
beschriebene, von Chung et al. (1992a) abgeleitete Wandgesetz herangezogen werden. Glei-
chung (3.44) hat mit der in TURBIT verwendeten Normierung die dimensionslose Form:

oT - Nu 1+%, c(Ra Nu)ﬂ’2 x}”? (3.65)
dx; 1+x, ¢ (Ra Nu)"” x3"+ ¢ (Ra Nu)" x;

Der Zusammenhang zwischen den in Gleichung (3.44) auftretenden und den in TURBIT
verwendeten dimensionslosen Grof3en lautet:

_ Ra /4 :
T =T (Nu3j (3.662)
z* =x, (Ra Nu)" (3.66b)

Fiir x3—0 geht Gleichung (3.65) in die hier hergeleitete Beziehung (3.62) iiber, die den mitt-
leren Gradienten der Temperatur an der Wand in der Wirmeleitungsunterschicht vorhersagt.
Durch den Einsatz von Gleichung (3.65) wird es moglich, auch mittlere Gradienten der Tem-
peratur aulerhalb der Wirmeleitungsunterschicht vorauszusagen und durch Integration von
(3.65) die dazugehorigen Temperaturwerte zu berechnen. Weil fiir Gleichung (3.65) keine
analytische Stammfunktion angegeben werden kann, muf3 eine numerische Integration erfol-
gen. Dazu wird hier eine Newton-Cotes-Formel, die Simpson-Keplersche-Regel [Bronstein &
Semendjajew (1987)], verwendet und die gesuchte Temperaturdifferenz iiber Teilintervalle
bis zu dem vorgegebenen wandnichsten Gitterpunkt integriert.

In Abbildung 3.13 sind die dimensionslosen mittleren Temperaturprofile iiber dem dimensi-
onslosen Wandabstand bei Rayleigh-Bénard-Konvektion fiir Luft und Natrium dargestellt.
Ein Vergleich des Wandgesetzes (3.65) mit Daten aus direkten numerischen Simulationen fiir
Luft und Natrium, Grobstruktursimulationen fiir Luft mit und ohne Auflésung der. Warmelei-
tungsunterschicht, gemischten Simulationen mit einer direkten numerischen Simulation des
Temperaturfeldes fiir Natrium und experimentellen Daten fiir Luft [Goldstein & Chu (1969),
Yun & Chung (1988)] und Natrium [Kek (1989)] zeigt mit dem von Chung et al. (1992a)
ermittelten Koeffizientensatz ¥,=0.6 und c=0.045 eine gute Ubereinstimmung fiir beide
Fluide in der Wiarmeleitungsunterschicht bis z* = 2, jedoch eine deutliche Abweichung fiir
das Fluid Natrium in der Ubergangsschicht. Um das Wandgesetz (3.65) in der Praxis anwen-
den zu konnen, ist es deshalb notwendig, den Proportionalititskoeffizienten ¥, und den
Koeffizienten c fiir die Fluide Luft und Natrium anzupassen. Aufgrund dieser Diskrepanz
kann auch nicht von einem universellen Temperaturwandgesetz gesprochen werden. Die
Koeffizienten x, und c sind von der Prandtl-Zahl abhéngig und miissen mit Hilfe von Expe-
rimenten oder numerischen Simulationen bestimmt werden. In Abbildung 3.14 sind dazu die
dimensionslosen mittleren Gradienten der Temperatur iiber dem dimensionslosen Wandab-
stand gemi3 Gleichung (3.65) fiir Luft und Natrium aufgetragen. Aus diesem Diagramm
kann der Koeffizient x; als Schnittpunkt von z*=1 und dem -4/3-Verlauf ermittelt werden.
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Abb. 3.13: Mittlere Temperaturprofile bei Rayleigh-Bénard-Konvektion fiir Luft und Natri-
um aus Experimenten, direkten numerischen Simulationen und Grobstruktursimu-

lationen im Vergleich mit Gleichung (3.65) unter Verwendung der Koeffizienten
in Tabelle 3.2.
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Abb. 3.14: Mittlere Temperaturgradientenprofile bei Rayleigh-Bénard-Konvektion fiir Luft
und Natrium aus Experimenten, direkten numerischen Simulationen und
Grobstruktursimulationen im Vergleich mit Gleichung (3.65) unter Verwendung
der Koeffizienten in Tabelle 3.2.




Das Ergebnis der Analyse sind die in Tabelle 3.2 aufgefiihrten Werte fiir 1, und ¢ bei Luft
und Natrium. Auch das Fehlen einer Ubergangsschicht fiir Prandtl-Zahlen Pr<Pry=0.1, in der
der dimensionslose Gradient der Temperatur, wie z.B. bei Luft, proportional z*2 ist, kann,
wie in Abbildung 3.14 dargestellt, bestitigt werden. Wihrend bei Luft zwischen der Wirme-
leitungsunterschicht mit einem konstanten Gradienten der Temperatur und der Konvektions-
schicht mit einem z**3-Verlauf eine Ubergangsschicht mit einem z*2-Verlauf liegt, fehlt
diese bei Natrium vo6llig. Dem konstanten Verlauf der Warmeleitungsunterschicht folgt sofort
der z+*3-Verlauf der Konvektionsschicht.

Fluid Pr b c
Luft 0.71 0.5 0.09
Natrium 0.006 3.8 0.02

Tab. 3.2: Koeffizienten in Gleichung (3.65) fiir die Fluide Luft und Natrium.

Mit Hilfe der Beziehungen (3.63a,b) und dem Wandgesetz (3.65) wird bei der Grobstruktur-
simulation von Naturkonvektion wahlweise die Berechnung des Gradienten der Temperatur
an der Wand oder die Berechnung des Temperaturwertes in der wandniachsten Masche mog-
lich, wenn als Randbedingung entweder die Wandtemperatur vorgegeben oder die Wand-
wirmestrome aufgepriagt werden. Die Beziehungen (3.63a,b) und das Wandgesetz (3.65)
werden dann herangezogen, wenn die Auflosung der thermischen Grenzschicht aufgrund des
damit verbundenen hohen numerischen Aufwandes nicht gelingt. Die Beziehungen (3.63a,b)
sind fiir beide in dieser Arbeit untersuchten Anwendungsfille giiltig, wenn eine geeignete
empirische Korrelation (3.64) fiir die Nusselt-Zahl verfiigbar ist. Das Wandgesetz (3.65) gilt
dagegen ausschlieBlich fiir den Fall einer instabilen Schichtung, also nicht fiir die untere
Wand bei der Fluidschicht mit interner Warmequelle. Das ist jedoch nicht von Bedeutung, da
die thermische Grenzschicht bei stabiler Schichtung um ein Vielfaches dicker ist als bei in-
stabiler Schichtung und selbst bei den in dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen mit sehr
hohen Rayleigh-Zahlen aufgelost wird. Mit den hier vorgestellten Methoden ist es demnach
moglich, bei der Grobstruktursimulation von Naturkonvektion fiir nahezu alle beliebigen
Anwendungsfille ohne die Auflosung der thermischen Grenzschichten auszukommen.

3.2.2.4 Feinstrukturenergiewandbedingungen

In den diffusiven Termen der Erhaltungsgleichung der kinetischen Feinstrukturenergie (2.15)
miissen Gradienten der Feinstrukturenergie an der Wand vorgegeben werden. In Abbildung
3.15 ist der-zu erwartende Verlauf der momentanen, lokalen kinetischen Feinstrukturenergie
E’ an der unteren Wand angedeutet. Dieser Verlauf ist anschaulich zu erkldren mit dem
Verlauf der Geschwindigkeitskomponenten in Abbildung 3.9 und der Definition der Energie
als die Hilfte der Summe der Geschwindigkeitsquadrate. Wegen Gleichung (3.46) und dem
linearen Anstieg der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten in der viskosen Unterschicht
erfolgt zunichst ein schwacher Anstieg der kinetischen Energie. Aullerhalb dieser Schicht,
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Abb. 3.15: Schematischer Verlauf der Feinstrukturenergie in Wandnihe.

jedoch immer noch in Wandniéhe, nimmt die Vertikalgeschwindigkeitskomponente zu und die
kinetische Energie erreicht am Grenzschichtrand ihr Maximum. Dieser Sachverhalt wird
durch zahlreiche Experimente ([Deardorff (1967)], direkte numerische Simulationen
[Grotzbach & Womer (1992)] und auch die hier durchgefiihrten Simulationen, in denen die
Grenzschichten durch das Maschennetz aufgeldst werden, bestitigt.

Eine lineare Approximation der Gradienten der Feinstrukturenergie an der Wand ist deshalb
nur dann moglich, wenn mindestens ein Gitterpunkt in der viskosen Unterschicht liegt:

F| E,-
ok - A";’ 0 (3.67a)
ox, Wi Jk=1

2
OF) _0- By, (3.67b)
ax3 w2 Ax_?k:KM

2

Ist das nicht der Fall, wie in Abbildung 3.15 angedeutet, dann fiihrt die lineare Niherung
(3.67a,b) bei zu grober Auflosung dazu, daB der Gradient der Feinstrukturenergie an der
Wand iiberschitzt wird und zu falschen Feinstrukturenergiewerten fiihrt. Es wird daher in
Anlehnung an Schumann (1973) ein Korrekturkoeffizient cwg eingefiihrt mit O<cwg<I:
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Fiir die Rechnungen in dieser Arbeit wird cwg=0.2 verwendet.
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4. Ergebnisse

4.1 Einfithrung

4.1.1 Physikalische Anwendungsfille
4.1.1.1 Rayleigh-Bénard-Konvektion

Durch Beheizung der unteren (’i‘WI =konst.) und Kiihlung der oberen Wand (Ty, > Ty,)
kommt es in einem Kanal zu einer instabilen Schichtung des Fluides. Uberschreitet die Tem-
peraturdifferenz (TWI —’i‘wz) ein kritisches MaB, so bleibt der bis dahin vorliegende reine
Wirmeleitungszustand nicht erhalten. In der Fluidschicht stellt sich eine Konvektionsbewe-
gung ein, die in Abhéngigkeit vom Fluid iiber regelméBige Stromungsformen bis hin zur un-
regelmiBigen turbulenten Stromung fithren kann. In Abbildung 2.1 sind alle Einflugrofien
des in der Literatur als Rayleigh-Bénard-Konvektion bekannten Wirmeiibertragungs- und
Stabilitdtsproblems dargestellt. Eine Dimensionsanalyse liefert die charakteristischen Kenn-
zahlen des Rayleigh-Bénard-Problems. Zum einen ist dies die Rayleigh-Zahl:

Ra = g B (fw1_ fwz)bj_

— 4.1)

va
In ihr sind die Einflugro8en enthalten, die die Konvektion bestimmen. Dem antreibenden
EinfluB des Auftriebs im Zihler der Rayleigh-Zahl wirken konvektionshemmend Reibungsef-
fekte und Wirmeausgleichsvorgénge zwischen Fluidballen und Umgebung entgegen. Die
charakteristischen StoffgroBen dieser beiden auf molekularer Ebene wirkenden Mechanis-
men, die kinematische Viskositat v und die Temperaturleitfihigkeit a, treten daher im Nen-
ner der Rayleigh-Zahl auf. Das Einsetzen einer Konvektionsbewegung ist unabhéngig vom
Fluid ausschliellich von der Rayleigh-Zahl abhédngig und erfolgt im idealen Fall bei einer
Uberschreitung des kritischen Wertes Ra.=1708 [Zierep (1982b)]. Eine weitere dimensions-
lose Kennzahl ist die Prandtl-Zahl:

Pr= 4.2)

| <

Sie kennzeichnet als Verhiltnis der molekularen Transportkoeffizienten von Impuls und
Energie die Stoffeigenschaften des Fluides. Charakteristisch fiir Fliissigmetalle sind ihre sehr
kleinen Prandtl-Zahlen (Natrium: Pr=0.006). Luft und Wasser liegen dagegen im Bereich
mittlerer Prandtl-Zahlen (Luft: Pr=0.71, Wasser: Pr=7.0). Eine Kombination der Rayleigh-
und der Prandtl-Zahl fiihrt zur Grashof-Zahl:

__Ra_éB

Gr=—: =
Pr Y

(4.3)

Sie beschreibt den EinfluB3, den Trégheits- und Auftriebskrifte im Verhiltnis zu den Rei-
bungskriften einer Strdomung haben.
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Eine weitere Kennzahl ist die Nusselt-Zahl, die im Falle der Naturkonvektion grundsitzlich
eine Funktion der iibrigen charakteristischen KenngroBen ist:

__ab__
e A (TW]_ Twz)

Sie setzt die Gesamtwirmefluldichte ins Verhiltnis zur Wirmeflu3dichte durch reine Wir-
meleitung und ist damit ein charakteristisches MaB fiir die durch den Konvektionsmechanis-
mus hervorgerufene WarmefluBdichte. Unterhalb der kritischen Rayleigh-Zahl befindet sich
das Fluid in Ruhe, die gesamte Wirme wird durch molekulare Warmeleitung i{ibertragen und
die Nusselt-Zahl hat einen Wert von eins. Das Temperaturprofil verlduft in diesem Fall linear.

= f(Ra, Pr) 4.4)

Abbildung 4.1a zeigt ein Interferogramm aus einem Experiment von Jahn (1975) fiir Ray-
leigh-Bénard-Konvektion in Wasser bei Ra=4270. Sichtbar sind Linien gleicher Dichte, die in
dieser Abbildung, aufgrund der linearen Dichte-Temperatur-Beziehung im Giiltigkeitsbereich
der Boussinesq-Approximation, als Isothermen gedeutet werden konnen. Bei dieser niedrigen
Rayleigh-Zahl ist noch ein regelméiBiges Konvektionsmuster mit abwechselnd auf- und ab-
wirts gerichteten Stromungsbereichen erkennbar.

(a) Rayleigh-Bénard-Konvektion

(b) Fluidschicht mit interner Wiirmequelle

Abb. 4.1: Temperaturverteilung in einer Vertikalebene bei (a) laminarer Rayleigh-Bénard-
' Konvektion mit Wasser (Pr=7.0, Ra=4270) und (b) einer turbulenten Wasser-
schicht mit interner Wirmequelle (Pr=7.0, Ra=3.7 10°). Interferogramme aus

Jahn (1975).

69



4.1.1.2 Fluidschicht mit interner Wirmequelle

Werden in dem in Abbildung 2.1 dargestellten Kanal die untere und obere Wand auf gleicher,
konstanter Temperatur gehalten und eine in Raum und Zeit konstante innere, volumetrische
Wirmequellendichte vorgegeben, dann kommt es in der Fluidschicht sowohl zu stabil als
auch instabil geschichteten Bereichen. Die der Volumeneinheit pro Zeiteinheit zugefiihrte
Wirmemenge wird iiber beide horizontalen Wénde abgefiihrt. An der nach aulen Wirme ab-
gebenden oberen Wand entsteht eine instabile Grenzschicht, weil sich hier kilteres Fluid mit
hoherer Dichte iiber wirmerem mit geringerer Dichte befindet. An der nach auBen Wirme
abgebenden unteren Wand liegt dagegen das kiltere, schwerere unterhalb dem wirmeren,
leichteren Fluid, so daf3 hier eine stabile Grenzschicht vorliegt. Dies wird in einem weiteren
Interferogramm aus einem Experiment von Jahn (1975) bei Ra;=3.7 10° verdeutlicht, Abbil-
dung 4.1b. Aus der oberen Schicht stromt Fluid, verursacht durch die Rayleigh-Taylor-In-
stabilitdt, in unregelmiBigen, schmalen Zonen, die durch die Auslenkung der Isothermen zu
erkennen sind, nach unten und durchwirbelt den Bereich maximaler Fluidtemperatur. Im un-
teren Bereich stabiler Schichtung verlaufen die Isothermen parallel.

Eine Dimensionsanalyse liefert auch in diesem Fall die relevanten charakteristischen Kenn-
zahlen. Wie bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion treten auch hier Rayleigh-, Prandtl-, Gras-
hof- und Nusselt-Zahl gemifl den Gleichungen (4.1-4) auf. Sie werden jedoch nicht mit der
Wandtemperaturdifferenz ('i“w1 —'i“wz) gebildet, die hier Null wire, sondern mit der maximal
im Kanal auftretenden Temperaturdifferenz (T

max

—Tw). Diese Temperaturdifferenz wird mit
der volumetrischen Wirmequellendichte iiber die Damkéohler-Zahl verkniipft:

A A

Da=+2"— = Nu, + Nu (4.5)
A, (T _ Tw) w1 w2 .

Sie beschreibt das Verhiltnis von freigesetzter Wirme durch eine innere, volumetrische
Wirmequelle zum Wirmetransport durch Leitung und ist ein Ma@ fiir die Temperaturerho-
hung in der Fluidschicht. Sie ist auBerdem gleich der Summe der an der oberen und unteren
Wand auftretenden Nusselt-Zahlen, da nur soviel Gesamtwédrme im Verhéltnis zum Wirme-
iibertrag durch reine Leitung an beide Winde abgegeben werden kann, wie durch die innere,
volumetrische Wiarmequelle im Verhiltnis zum Wirmeiibertrag durch reine Leitung freige-
setzt wird. Im Wirmeleitungszustand entspricht das Temperaturprofil einer Parabel. Daraus
folgt fiir die Nusselt-Zahlen ein Wert von vier (Nuy =Nuy,=4), fiir die Damkohler-Zahl
demzufolge ein Wert von acht (Da=8).

Durch Multiplikation der Damkdohler-Zahl (4.5) mit der Rayleigh-Zahl (4.1) folgt die we-
sentliche, problemkennzeichnende, charakteristische Kenngrole der Fluidschicht mit interner
Wirmequelle:

Ra, =Ra Da=~>""—"=—

~ AS
g 5 (4.6)

< |To»
Q) (O)

70




Sie hat eine der Rayleigh-Zahl Ra gemif Gleichung (4.1) dhnliche physikalische Bedeutung
und kann als modifizierte Rayleigh-Zahl gedeutet werden. Nach theoretischen Untersuchun-
gen von Sparrow et al. (1964), Debler (1966) und Watson (1968) erfolgt das Einsetzen einer
Konvektionsbewegung, unabhingig vom Fluid, im idealen Fall bei einer Uberschreitung des
kritischen Wertes Ra;.=3.7 10,

4.1.2 Ubersicht der Grobstruktursimulationen

Fiir beide-im vorigen Kapitel beschriebenen physikalischen Problemfille werden numerische
Simulationen durchgefiihrt. Dabei ist die Wahl der Simulationsmethode, wie in Kapitel 2.2
diskutiert, sowie die Frage nach der Behandlung der Grenzschichten vom Anwendungsfall,
von der Rayleigh-Zahl (d.h. von Ra oder Ra;) und vom gewihlten Modellfluid (d.h. von Pr)
abhingig. Allen durchgefiihrten gemischten Simulationen und Grobstruktursimulationen, mit
oder ohne Auflosung der Wandbereiche durch das Maschennetz, liegen die in Kapitel 3 be-
schriebenen Modelle zugrunde. Eine Spezifikation der berechneten Fille beziiglich der we-
sentlichen numerischen und physikalischen Kenngroen enthilt Tabelle 4.1. In den Spalten u-
Feld und T-Feld ist angegeben, welche Simulationsmethode verwendet (LES=Large Eddy
Simulation, DNS=Direct Numerical Simulation) und wie die hydrodynamische bzw. die
thermische Grenzschicht behandelt (WG=Wandgesetz gemil Kapitel 3.2) wird.

Zur Verifikation der in Kapitel 3 beschriebenen Modellansétze fiir die Feinstruktur sowie die
Randbedingungen und zur Durchfiihrung numerischer Studien beziiglich des Einflusses der
GroBe des Rechengebietes, des Einflusses des Maschennetzes sowie der in Kapitel 3.1.2.3 be-
schriebenen Studie zur Kalibrierung der Modellkoeffizienten C; und Cy, (BLU25A), werden
Grobstruktursimulationen mit und ohne Auflosung der Grenzschichten von Rayleigh-Bénard-
Konvektion mit Luft bei Ra=2.5 10® (BLU25A-J) und Ra=107 (BLU100AB) durchgefiihrt.
Sie werden mit Experimenten von Deardorff & Willis (1967), Goldstein & Chu (1969) und
Yun & Chung (1988) verglichen.

Um das Feinstrukturmodell bei stabilen Schichtungseinfliissen zu testen, werden Grobstruk-
tursimulationen einer horizontalen Wasserschicht mit interner Wirmequelle bei Ra;=1.5 10!°
(IWA15AB) durchgefiihrt. Hier ist der Gegenstand numerischer Studien der EinfluB der
Grofle des Integrationsgebietes und die Wahl der Anfangsbedingungen im Temperaturfeld.
Die Grenzschichten werden bei diesen Simulationen durch das Maschennetz aufgelost. Hier
konnen nur Vergleiche qualitativer Art mit Experimenten von Jahn (1975) im Temperaturfeld
und direkten numerischen Simulationen von Grotzbach (1987) im Geschwindigkeits- und
Temperaturfeld erfolgen.

Aufbauend auf den Ergebnissen der vorangegangenen Luft- und Wassersimulationen werden,
das eigentliche Ziel dieser Arbeit verfolgend, gemischte Simulationen von Rayleigh-Bénard-
Konvektion in fliissigem Natrium bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen durchgefiihrt und
eine Datenbasis fiir die Rayleigh-Zahlen Ra=8.4 10*, 2.5 105, 10% und 107 erstellt (BNA84,
BNA250, BNA1000, BNA10000). Im Temperaturfeld erfolgt in allen Fillen eine direkte nu-
merische Simulation und die thermischen Grenzschichten werden durch das Maschennetz
aufgelost. Das Geschwindigkeitsfeld dagegen wird in allen Fillen mit Grobstruktur-
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simulationen berechnet und die hydrodynamischen Grenzschichten werden nicht aufgelost.
Hier kommen die in Kapitel 3 beschriebenen Modelle zum Einsatz. Vergleiche erfolgen mit
Experimenten von Kek (1989) und Kek & Miiller (1993).

Alle Simulationen wurden im Kernforschungszentrum Karlsruhe auf dem Vektorrechner
VP400-EX durchgefiihrt, der iiber eine Speicherkapazitit von 512 MByte RAM, d.h. bei
doppelt genauer Rechnung 64 MWords RAM, verfiigt. Er hat eine Peak Performance von 1.7
GFLOPS. Bei dem verwendeten Losungsverfahren werden in jedem Gitterpunkt mindestens
16 Feldwerte benotigt. Beziiglich des groiten verwendeten Maschennetzes im Fall BLU25D
. betrigt die Speicheranforderung demnach etwa 4 MWords (plus ca. 0.3 MWords fiir das Pro-
gramm) und liegt weit unterhalb der maximal moglichen Speicherkapazitit der VP400-EX.
Es fillt keine Lese-/Schreib-Zeit fiir das Auslagern und Wiedereinlesen von Datenblécken an
und die CPU-Zeit fiir N=15600 Zeitschritte betrdgt im Fall BLU25D 6 Stunden. Dies ent-
spricht einer charakteristischen, durch das Rechenprogramm, den Rechner und das Maschen-
netz bestimmten CPU-Zeit pro Masche und Zeitschritt von 5.4 ps.

4.1.3 Ubersicht der direkten numerischen Simulationen

Neben den in Tabelle 4.1 aufgezédhlten gemischten Simulationen und Grobstruktursimulatio-
nen, werden zusitzlich eine Reihe von direkten numerischen Simulationen zur Analyse her-
angezogen, die von Grotzbach (1987, 1989) und Worner (1994) durchgefiihrt und im Rahmen
dieser Arbeit teilweise weitergefiihrt wurden. Eine Ubersicht iiber diese Simulationen gibt
Tabelle 4.2. Die Nomenklatur zur Klassifizierung der verschiedenen Fille entspricht der in
Kapitel 4.1.2 erlduterten. '

Zum einen werden die verschiedenen direkten numerischen Simulationen eingesetzt, um
Analysen beziiglich der in Kapitel 3 eingefiihrten Modellansitze zu machen, dort diskutierte
physikalische Vorstellungen und Aussagen zu untermauern und die in die Modellansétze der
Feinstrukturkorrelationen und der Wandbedingungen der viskosen und thermischen Diffusi-
onsterme eingehenden Modellkoeffizienten zu bestimmen. Ergebnisse dieser Untersuchungen
zeigen die Abbildungen 3.1-4, Tabelle 3.1, die Abbildungen 3.10, 3.13, 3.14 und Tabelle 3.2.
Dort werden eindimensionale Energiespektren verschiedener turbulenter Fluktuationsgrofen
und Profile diverser Korrelationen der turbulenten Energiegleichung sowie der Temperatur
und dem Geschwindigkeitsbetrag ausgewertet.

Zum anderen werden die Daten der direkten numerischen Simulationen bei niedrigen Ray-
leigh-Zahlen auch eingesetzt, um Vergleiche mit den hier durchgefiihrten gemischten Simu-
lationen und Grobstruktursimulationen bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen anzustellen
und neue statistische Auswertungen vorzunehmen. Dies wird ein Diskussionsgegenstand
nachfolgender Unterkapitel im Ergebnisteil sein. Als Beispiel kann die in Kapitel 4.6.2
durchgefiihrte Analyse der exakten und modellierten Dissipationsgleichung bei Rayleigh-
Bénard-Konvektion mit Luft und Natrium genannt werden. Diese Gleichung enthélt zum Teil
Mehrfachkorrelationen zwischen Ableitungen hochfrequenter, turbulenter Fluktuationsgro-
Ben, so daB statistische Auswertungen nur dann sinnvoll sind, wenn auch die hohen Wellen-
zahlen im Energiespektrum durch das Maschennetz aufgelost werden. Fiir eine detaillierte
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Fall Fluid Ra, Ra; Pr X1_2 Axl’z AX3w1,2 N] 2 N3
BLU3A Luft 3.810° | 0.71 792 0.044 0.005 180 32
BLU3B Luft 3.810° | 071 7192 0.044 0.0025 180 46
BLU3C Luft 3.810° | 0.71 7192 0.044 0.0015 180 52
BLU3D Luft 3.810° | 071 7192 0.044 0.001 180 58

BLU6 Luft 6.3 10° 0.71 7.92 0.0396 0.005 200 39
IWA4 Wasser 4.0 108 7.0 72 0.04 W1 0.0325 180 32
W2 0.005
BNA3 Natrium | 3.0 10° | 0.006 8 0.0625 0.01 128 31
BNA6 Natrium | 6.0 10*° | 0.006 8 0.04 0.01 200 31
BNAI12 Natrium | 1.210* | 0.006 8 0.032 0.005 250 39
BNA24 Natrium | 2.4 10* | 0.006 8 0.032 0.005 250 39
BNAS50 Natrium | 5.0 10* | 0.006 8 0.032 0.005 250 39

Tab. 4.2: Ubersicht der analysierten direkten numerischen Simulationen fiir Rayleigh-
Bénard-Konvektion mit Luft (BLU...) und Natrium (BNA...) sowie der Wasser-
schicht mit interner Wirmequelle (IWA...).

Analyse der Wandbereiche wird deshalb der Fall BLU3 in mehreren Schritten auf ein feineres
Maschennetz interpoliert und in der Zeit weiterintegriert. Tabelle 4.3 verdeutlicht, dal eine
Simulation auf dem feinsten Gitter vom Ruhezustand aus in diesem Fall wegen dem grofien
CPU-Zeitaufwand praktisch nicht durchfiihrbar wire. Dieser wird durch die sehr feinen
Wandmaschen bedingt, die aufgrund des Zeitschrittkriteriums (2.22) sehr kleine Zeitschritt-
weiten zur Folge haben.

Die Speicheranforderung im Fall BLU3D betrégt etwa 30 MWords (plus 3.5 MWords fiir das
Programm) und liegt damit immer noch im Bereich der maximal moglichen Speicherkapazi-
tit der VP400-EX. Die CPU-Zeit fiir N=12320 Zeitschritte betrigt im Fall BLU3D 18 Stun-
den. Dies entspricht einer charakteristischen CPU-Zeit pro Masche und Zeitschritt von 2.7 ps.

Fall t N, CPU-Zeit
BLU3A 107.2 49120 |
BLU3B 109.9 52560 4h
BLU3C 113.1 63560 14h
BLU3D 114.6 75880 18h

Tab. 4.3: Problemzeit, Zeitschrittanzahl und Rechenzeit bei der In-
terpolation von Fall BLU3 auf ein feineres Maschennetz.
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Die direkte numerische Simulation mit TURBIT ist damit beziiglich der CPU-Zeit pro Ma-
sche und Zeitschritt um einen Faktor zwei schneller als die gemischte Simulation oder die
Grobstruktursimulation, weil dort keine Transportdifferentialgleichung fiir die Feinstruktur-
energie gelost werden muf.

4.1.4 Analysemethode

Eine Auswertung der Simulationsergebnisse beziiglich statistischer Daten des Geschwindig-
keits- und des Temperaturfeldes erweist sich im Rahmen der in dieser Arbeit untersuchten
Fille nur dann als sinnvoll, wenn die Strémung einen im statistischen Sinne stationidren Zu-
stand erreicht. Um zu beurteilen, wann dies der Fall ist, werden wihrend einer Simulation die
Zeitsignale charakteristischer, physikalischer Grof3en gespeichert. Fiir das Geschwindigkeits-
feld sind dies die turbulente kinetische Energie k und die Feinstrukturenergie E’, fiir das
Temperaturfeld die Wandtemperaturen‘, die Maximaltemperatur, die Wandwirmestrome und
der RMS-Wert der Temperatur in der Kanalmittelebene.

Die statistische Auswertung der turbulenten Felder besteht im wesentlichen aus der Betrach-
tung der primédren physikalischen Variablen, der zweiten und hoheren statistischen Momente,
rdumlicher Korrelationen vom Zweipunkttypus und rdumlicher eindimensionaler Energie-
spektren. Bei vollturbulenter Naturkonvektion ohne aufgepridgte Vorzugsrichtung gilt im
Idealfall einer ebenen, horizontal unendlich ausgedehnten Fluidschicht, da die Stromung in
x;- und x,-Richtung homogen ist. Es existieren dann keine Gradienten der zeitabhingigen
Stromungsgroflen in diesen Richtungen, ausreichend groBle Mittelungszeitraume vorausge-
setzt. Gradienten der Zeitmittelwerte sind nur in der Richtung senkrecht zur Wand, d.h. in x3-
Richtung, vorhanden. Die Auswertung einer beliebigen Stromungsvariablen in TURBIT er-
folgt deshalb zunéchst durch Mittelung iiber horizontale Flidchen. Dies fiihrt zu einem vertika-
len Profil horizontaler Flachenmittelwerte, die nun zusitzlich durch die Beriicksichtigung
mehrerer Zeitpunkte zeitlich gemittelt werden. Die rdumlichen Korrelationen vom Zwei-
punkttypus und die rdumlichen eindimensionalen Energiespektren werden in x;-Richtung
ausgewertet. Dies kann ebensogut in x,-Richtung geschehen, macht jedoch wegen der hori-
zontalen Homogenit'zit keinen Unterschied. Alle in x;-Richtung ausgewerteten Zweipunkt-
Korrelationen und Energiespektren einer Ebene werden sodann gemittelt. Dies fiihrt dazu,
daf in vertikaler Richtung fiir jede horizontale Ebene eine x,-abhidngige Zweipunktkorrela-
tion und ein k;-abhidngiges Energiespektrum der ausgewerteten Strémungsvariablen vorliegt.
Diese konnen durch die Beriicksichtigung mehrerer Zeitpunkte zeitlich gemittelt werden.

4.2 Numerische Vorstudien

In diesem Kapitel wird untersucht, welche Einfliisse eine Variation verschiedener Simulati-
onsparameter auf die Simulationsergebnisse hat. Es werden die Fragen untersucht, wie sich
die GroBe des Rechengebietes, d.h. die Wahl der Periodenlidngen, und die rdumliche Aufls-
sung, d.h. die Wahl der Maschengroflen in x,-, x,- und x;-Richtung, auf die Ergebnisse aus-
wirkt. Desweiteren wird diskutiert, welche Auswirkungen eine Variation der Wand- und An-
fangsbedingungen auf die Simulationsergebnisse hat. '
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4.2.1 EinfluB} der Grifie des Rechengebietes

Zunichst wird die Frage nach dem Einflul der GroBe des Rechengebietes diskutiert. Grotz-
bach (1983, 1988) weist darauf hin, daB die Periodenldngen bei einer numerischen Simulation
nicht hinsichtlich des Rechenaufwandes gewihlt werden sollten, sondern ihre Auswahl physi-
kalischen Gesichtspunkten folgen mufl. Dies zeigt z.B. auch das Ergebnis der Periodenlin-
genstudie von Worner (1994), der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit fliissigem Natrium bei
niedrigen Rayleigh-Zahlen untersucht hat. Die Wahl der Periodenldngen muf3 bei dieser Art
der Simulation zwei Forderungen genligen. Zum einen miissen die Periodenldngen minde-
stens so groB sein, da} die makroskopische Wellenldnge der bei einer bestimmten Rayleigh-
Zahl auftretenden groBrdumigen Konvektionsstrukturen im Rechengebiet darstellbar ist. Zum
anderen kommt bei der Wahl periodischer Randbedingungen in den horizontalen Richtungen
hinzu, da die Vorginge in den turbulenten Feldern, ausgedriickt durch Korrelationen der
physikalisch abhidngigen Variablen, innerhalb der gewihlten Periodenldngen statistisch ent-
koppelt sein miissen. Um den Einfluf3 der Periodenlingen bei beiden physikalischen Anwen-
dungsfillen zu untersuchen, werden Simulationen einer Wasserschicht mit interner Wirme-
quelle (IWA15AB) und von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft (BLU25A-D) bei hohen
Rayleigh-Zahlen durchgefiihrt, wobei die Grofe des Rechengebietes bei jeweils gleicher
rdumlicher Auflosung und unverinderten Koeffizienten des Feinstrukturmodells variiert wird.

Die Abbildungen 4.2a,b zeigen den Verlauf von Zweipunktkorrelationen verschiedener Ge-
schwindigkeitsfluktuationen R;; und der Temperaturfluktuationen Ryt einer Fluidschicht mit
interner Wirmequelle in der Kanalmittelebene:

<u,."(x,,x3)u,."(x,+ Ax,, x3)>

<ui”2 (xl’x3)>

<T"(x,,x3) T"(x,+ Ax,, x3)>

(THZ (xl ) x3)>

Deutlich erkennbar ist die statistische Entkopplung der physikalisch abhéngigen Variablen im
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld iiber jeweils die halbe Kanallédnge hinweg, obwohl die
Periodenlidngen, die im Fall IWA15A X, ,=6 betragen, im Fall IWA15B deutlich auf X, ,=4.5
reduziert sind. Das bedeutet, daB auch die typische makroskopische Wellenlidnge, der durch
den Mechanismus der Rayleigh-Taylor-Instabilitit mit verursachten Ablosegebiete an der
oberen Wand, in beiden Fillen durch das Modellgebiet ausreichend erfaBt wird. Diese
scheint, so das Ergebnis eines Vergleiches mit dem Fall IWA4 (Ra;=4.0 10°), mit zunehmen-
der Rayleigh-Zahl abzunehmen. Dort betragen die Periodenlingen X;,=7.2, wihrend
X ,=2.8, so das Ergebnis von Grotzbach (1988), in diesem Fall zu klein ist. Im Fall IWA15B
erweist sich X;,=4.5 als ausreichend. Damit wird deutlich, daB in einer Wasserschicht mit
interner Wirmequelle, selbst bei sehr hohen Rayleigh-Zahlen, die Wahl geeigneter Perioden-
langen beziiglich beider Forderungen - Erfassung der makroskopischen Wellenlidnge und sta-
tistische Entkopplung der turbulenten Vorgénge innerhalb einer Kanallidnge - unkritisch ist.

R; (A X0 x3) = (4.7a)

R, (Ax,,x;) = (4.7b)
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Abb. 4.2:  Zweipunktkorrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen u;” und der Tempera-
turfluktuationen T” in der Kanalmittelebene in Abhéngigkeit der x;-Richtung der
Fille (a) IWA15A (X, ,=6) und (b) IWAISB (X, ,=4.5).

Bei der in Kapitel 3.1.2.3 beschriebenen Koeffizientenkalibrierung wird angenommen, daf
bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft im Fall BLU25A zu geringe Periodenlingen die
hauptsichliche Ursache fiir den zu hohen Energieinhalt im niederen Wellenzahlbereich sind.
Die Energiespektren in Abbildung 4.3 untermauern diese Behauptung. Bei der Periodenlidnge
X1,=8 steigt der Energieinhalt im gesamten Wellenzahlbereich mit wachsender Rayleigh-
Zahl an. Die Spektren zeigen aber ihren charakteristischen Verlauf, wenngleich im Spektrum
der Temperaturfluktuationen bei kleinen Wellenzahlen im Fall BLU25A kein Intensititsma-
ximum mehr existiert. Dieses tritt bei Periodenlidngen X, ,>10 wieder auf. Die Spektren der
Fille BLU25BC werden breiter und stimmen im gesamten Wellenzahlbereich mit den Spek-
tren der direkten numerischen Simulationen iiberein. Uberraschend ist, da bei einer weiteren
Vergroflerung der Periodenldngen im Fall BLU25D mit X, ,=16, der Energieinhalt im gesam-
ten Wellenzahlbereich weiter sinkt und noch langwelligere Anteile auftreten. Das deutet auf
eine Fortsetzung dieser Entwicklung hin. Die Studie wird bei dieser Periodenlénge wegen des
immer groBer werdenden numerischen Aufwandes abgebrochen. Es ist zu vermuten, da auch
die Periodenldngen der direkten numerischen Simulation trotz der niedrigeren Rayleigh-Zah-
len nicht ausreichend grof sind.

Auch die Abbildungen 4.4a-f unterstreichen die zuvor gemachten Aussagen. In allen Fillen
existiert eine starke riumliche Kopplung der Temperaturfluktuationen T” und mit Ausnahme
von Fall BLU25D eine starke rdumliche Kopplung der Geschwindigkeitsfluktuationen uy,
die die Zulissigkeit periodischer Randbedingungen in Frage stellt. Verantwortlich dafiir ist
die Kopplung der durch die beiden instabilen Grenzschichten und den Mechanismus der
Rayleigh-Taylor-Instabilitédt hervorgerufenen Auf- und Abstromgebiete durch die gegeniiber-
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Abb. 4.3: Eindimensionale Energiespektren der turbulenten kinetischen Energie (a) und der
Temperaturfluktuationen (b) bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft in Ka-
nalmitte. Variation der Periodenldngen bei der Grobstruktursimulation (Ra=2.5

105, X,,=8, 10, 12, 16) im Vergleich zu direkten numerischen Simulationen
(Ra=3.8 105, 6.3 10°, X, ,=7.92).

liegenden festen Winde. Die Periodenlidnge X, ,=8 im Fall BLU25A scheint viel zu gering zu
sein, wihrend die Zweipunktkorrelationen im Fall BLU25B mit der Periodenlinge X, ,=10
eine groBere Ahnlichkeit mit denen der Fille BLU3 und BLU6 aufweisen. Der Verlauf von
Ryt der Félle BLU25CD gibt zu erkennen, daf die stirkste rdumliche Kopplung im Tempera-
turfeld auftritt und mit zunehmendem x; geringer wird. Fiir eine statistische Entkopplung der
Vorginge im Temperaturfeld wiren jedoch noch groflere Rechengebiete erforderlich. Im Ge-
gensatz zur Fluidschicht mit interner Wirmequelle nimmt die makroskopische Wellenlidnge
bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit steigender Rayleigh-Zahl zu.

Eine statistische Analyse der Fille BLU25A-D und die Verifikation in Kapitel 4.3 zeigen,
daB weitergehende Konsequenzen der zu geringen Periodenldngen nicht offensichtlich sind
und auch die auftretenden makroskopischen Strukturen in allen Fillen physikalisch sinnvoll
erscheinen. Es wird deshalb wegen der guten Ubereinstimmung der Spektren in Abbildung
4.3 fiir alle weiteren Rechnungen, d.h. insbesondere auch die Natriumsimulationen, die Peri-
odenlinge X, ,=10 gewihlt. Wegen der statistischen Kopplung wiren grofere Periodenldngen
bei der Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion zwar wiinschenswert, jedoch nur schwer
realisierbar, weil z.B. eine Verdopplung der Periodenldngen bei unverdnderter Aufldsung
eine Vervierfachung des numerischen Aufwandes bedeuten wiirde. Hier sind vor allem be-
ziiglich der in den Tabellen 4.1 und 4.3 genannten Rechenzeiten praktische Grenzen gesetzt.
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Abb. 4.4:  Zweipunktkorrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen u;” und der Tempera-
turfluktuationen T” in der Kanalmittelebene in Abhingigkeit der X;1-Richtung der
Fille (a) BLU3 (Ra=3.8 10°, X,,=7.92), (b) BLU6 (Ra=6.3 10°, X12=7.92) und
(c-f) BLU25A-D (Ra=2.5 105, X, ,=8, 10, 12, 16).
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4.2.2 EinfluB der rdumlichen Auflésung

Die Frage nach dem EinfluB der rdumlichen Auflosung des Rechengebietes wird wie die
Frage nach dem EinfluB der GroBe des Rechengebietes anhand der Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion mit Luft bei Ra=2.5 10° untersucht. Dabei wird in den Fillen BLU25E-G die raumli-
che Auflosung in der vertikalen Richtung (N, ,=50; N3=26, 20, 16 Maschen), in den Fillen
BLU25G-J die rdumliche Auflésung in den horizontalen Richtungen (N, ,=50, 40, 20, 10;
N;=16 Maschen) veridndert. Bei dieser Studie liegen allen Simulationen die gleichen Peri-
odenldngen zugrunde (X, ,=8), die Grenzschichten werden durch das Maschennetz aufgelost
und die maximalen Koeffizienten des Feinstrukturmodells, die in halber Schichthohe auftre-
ten, sind gleich.

Verglichen werden auch hier die eindimensionalen Energiespektren der turbulenten kineti-
schen Energie sowie der Temperaturfluktuationen der verschiedenen Simulationen BLU25E-J
in einer Ebene nahe der Kanalmitte. Auffallend ist, da3 alle in Abbildung 4.5 dargesteliten
Spektren im gesamten Wellenzahlbereich einen der Simulation BLU25A vergleichbaren oder
hoheren Energieinhalt aufweisen und im Bereich der gerade noch durch das Maschennetz
aufgelosten Strukturen bei den hohen Wellenzahlen einen deutlich flacheren Verlauf haben,
als die im Rahmen der Periodenléngenstudie ausgewerteten Spektren in Abbildung 4.3. Die
erste Aussage ist mit dem Ergebnis des letzten Unterkapitels zu begriinden und auf die Peri-
odenldangen X ,=8 zuriickzufiihren. Der zweite Sachverhalt beruht auf den Werten der Fein-
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Abb. 4.5: Eindimensionale Energiespektren der turbulenten kinetischen Energie (a) und der
Temperaturfluktuationen (b) bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft in Ka-
nalmitte. Variation der raumlichen Aufldsung (BLU25EFG: N, =50, N3=26, 20,
16; BLU25GHIJ: N, ,=50, 40, 20, 10, N3=16).
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strukturkoeffizienten C, und Cp, bei diesen Simulationen. Deren maximale Werte in halber
Schichthéhe entsprechen exakt denen aus der Theorie isotroper Turbulenz herleitbaren (siehe
Tabelle 3.1, Kapitel 3.1.2.3 und Abbildung 3.4) und sind bei der Durchfiihrung dieser Studie
noch nicht kalibriert. Ein Nachteil beziiglich der Interpretation der Simulationsergebnisse die-
ses Unterkapitels ist deshalb nicht zu erwarten, weil die Spektren den erwarteten k;*”-Verlauf
haben. Da allen Simulationen die gleichen Parameter zugrunde liegen, kdnnen die wesentli-
chen Unterschiede im Ergebnis grundsétzlich interpretiert werden.

In den Fillen BLU25E-G mit gleichbleibender horizontaler und schlechter werdender vertika-
ler Auflosung ist im Verlauf der Spektren nahezu kein Unterschied festzustellen. Ganz anders
das Ergebnis bei einem Vergleich der Spektren in den Fillen BLU25G-J mit schlechter wer-
dender horizontaler und gleichbleibender vertikaler Auflosung. Schon im Fall BLU25H deu-
tet sich eine ErhShung des Energieinhaltes des aufgeldsten Spektralbereiches an, die jedoch
erst in den Fillen BLU251J signifikant wird. In diesen Féllen ist das Maschennetz offensicht-
lich derart grob, daf} der "inertial subrange" nicht aufgelost wird. Die erzeugte turbulente ki-
netische Energie wird nicht in ausreichendem MaBe zu kleineren Skalen transportiert und
dissipiert. Der Energieinhalt der aufgelosten Grobstruktur ist unphysikalisch hoch, weil das
Feinstrukturmodell nicht in der Lage ist, die turbulenten Transportvorgéinge auBerhalb des
"inertial subrange" richtig zu beschreiben.

Demnach kann festgehalten werden, daB bei einer Grobstruktursimulation die rdumliche
Auflosung des Rechengebietes durch das Maschennetz mindestens so fein sein muB3, dal die
Skalen im Bereich des "inertial subrange”, in der das Feinstrukturmodell giiltig ist und die
Physik richtig beschreibt, erfait werden. Diese Forderung ist in den vorliegenden Fillen of-
fensichtlich fiir horizontale Maschenweiten Ax;=Ax,<0.16 erfiillt.

4.2.3 Einfluf3 der Grof3e der wandnahen Maschen

Ein kritischer Punkt bei der numerischen Simulation von Kanalstromungen ist die Behand-
lung der Wandbereiche, weil in den dort auftretenden Grenzschichten zumeist stark nichtli-
neare Anderungen der physikalisch abhingigen Variablen auftreten. Grundsitzlich unter-
schieden werden kann zwischen den beiden Moglichkeiten, die Gradienten in Wandnéhe
durch das Maschennetz aufzulosen oder die nichtlinearen Anderungen und die Wandgradien-
ten zu modellieren und sinnvolle Werte auBerhalb der Unterschichten vorzugeben.

Ist ersteres der Fall, d.h. sollen die Grenzschichten vollstindig durch das Maschennetz aufge-
16st werden, dann muB3 die Forderung, dal mindestens ein Maschenpunkt innerhalb der Un-
terschichten liegt, erfiillt werden. Fiir eine sinnvolle Vorgabe der Wandmaschen ist deshalb
eine Abschitzung der Grenzschichten erforderlich. Beide im Rahmen dieser Arbeit
untersuchten Anwendungsfille - die Rayleigh-Bénard-Konvektion und die Fluidschicht mit
interner Wirmequelle - weisen bei hohen Rayleigh-Zahlen Grenzschichtcharakter auf. Aus-
gehend von der Annahme, daB der gesamte Wirmestrom in der thermischen Grenzschicht
durch molekulare Wirmeleitung iibertragen wird, folgt:
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qg =\ AZS"“‘ Rayleigh-Bénard-Konvektion .. (4.82)
T
. < AT, e )
Qw2 = 3 Fluidschicht mit interner Wirmequelle ~  (4.8b)
T12

Damit konnen fiir die Nusselt-Zahlen die Beziehungen

Nu = 218) Rayleigh-Bénard-Konvektion (4.9a)
; _
Nuy,, = AD Fluidschicht mit interner Wirmequelle (4.9b)
T 9

T2

abgeleitet werden und fiir die dimensionslosen thermischen Grenzschichtdicken ergeben sich
folgende Bestimmungsgleichungen:

5 1
6, =-L = Rayleigh-Bénard-Konvektion 4.10a
T D - 2Nu yleig (4.10a)
87'12 I s . ., . ..
dr, =—=—= Fluidschicht mit interner Warmequelle (4.10b)

D Nuwu

Mit Hilfe einer empirischen Nusselt-Zahl-Korrelation Nu=f(Ra, Pr) wird damit eine Abschiit-
zung der thermischen Grenzschichtdicke moglich. Von Interesse ist jedoch auch die Dicke

~ (a) ~ (b) v (c) ~ (d)
| e BLU3D | a BLU2SE 4+ BLU25F 41 x BLU25B
I~ o I::v\ o-
o " o2 " “00 ' 6.2 " %o " 4z 7 g
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Abb. 4.6: Vergleich der RMS-Werte der Vertikalgeschwindigkeitskomponenten in Wand-
nihe bei Variation der Wandauflosung. (a) BLU3D: Ra=3.8 10°, Ax3w=0.001; (b)
BLU25E: Ra=2.5 10°, Ax3w=0.007; (c) BLU25F: Ra=2.5 10%, Ax;w=0.01; (d)
BLU25B: Ra=2.5 10°, Ax3w=0.08. :
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der hydrodynamischen Grenzschicht. Hier liefern Ahnlichkeitsbetrachtungen der Grenz-
schichttheorie die wesentlichen Aussagen, wonach gilt:

8, =8, Pr 4.11)

Bei Medien mit Pr = 1, wie z.B. Luft und den meisten Gasen, fiihrt diese Beziehung zur
Reynolds-Analogie. Die Vorginge im Geschwindigkeits- und Temperaturfeld beim Impuls-
und Wirmetransport verlaufen @hnlich, die Grenzschichtdicken sind vergleichbar.

Damit ist ein Anhaltspunkt fiir die Wahl geeigneter Wandmaschen gegeben. Ob das Ma-
schennetz im Wandbereich die Grenzschichten wirklich addquat auflgst, kann allerdings erst
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Abb. 4.7: Vergleich der Temperaturprofile in Wandnahe bei Variation der Wandaufldsung.

(a) BLU25E: Ra=2.5 105, Ax;w=0.007, Auflésung der Grenzschicht; (b)
BLU25B: Ra=2.5 10%, Ax3w=0.08, Wandmodell. Die linken Abbildungen zeigen
das Ergebnis der numerischen Integration des Temperaturwandgesetzes (3.65)
zum jeweiligen wandnéichsten Maschenpunkt.
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wihrend der Simulation selbst, z.B. anhand des RMS-Wertes der Vertikalgeschwindigkeits-
komponente, beurteilt werden. Der Gradient dieser GroBe muB ebenso wie der Gradient der
Vertikalgeschwindigkeitskomponente an der Wand verschwinden (siehe Kapitel 3.2.2.2).
Abbildung 4.6 zeigt dazu einen Vergleich dieser GroBe zwischen den Féllen BLU3D und
BLU25BEF bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft. Im Fall BLU3D wird die hydrody-
namische Grenzschicht ausreichend aufgelost. Es ist die Simulation mit den meisten und
feinsten Maschen im Wandbereich. Dies entspricht einem anzustrebenden Idealfall, ist jedoch
wegen des hohen numerischen Aufwandes einer solchen Simulation selten praktikabel. Bei
der Auflosung im Fall BLU25E ist ein leichtes Abknicken der Kurve in der wandnichsten
Masche erkennbar, das im Fall BLU25F nicht mehr auftritt und auf eine zu grobe Wandma-
sche hindeutet. Im Fall BLU25B findet das in Kapitel 3.2.2.2 abgeleitete Wandmodell Ver-
wendung, die Grenzschicht wird nicht aufgeldst und der wandnichste Wert ist als ein Mittel-
wert iiber das erste Maschenvolumen zu interpretieren.

Eine weitere Beurteilungsmoglichkeit beziiglich der thermischen Grenzschicht zeigt Abbil-
dung 4.7. Hier ist ein Vergleich der Temperaturprofile zwischen den Fillen BLU25B und
BLU2SE bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft dargestellt. Im Fall BLU25B verladuft
dieses Profil linear und folglich liegt der wandnichste Gitterpunkt noch innerhalb der Unter-
schicht. Anders das Profil im Fall BLU25B, es hat einen nichtlinearen Verlauf. Der erste
Punkt liegt deutlich auBerhalb der Wirmeleitungsunterschicht und macht bei dieser Simula-
tion die Verwendung von Wandgesetzen fiir die Temperatur erforderlich.

4.2.4 EinfluB der Anfangsbedingungen

Wie in Kapitel 3.2.1 erldutert, ist es eine Annahme, daf} eine turbulente Strémung einem von
den Anfangsbedingungen unabhéngigen, statistischen Zustand zustrebt. Es wird deshalb eine
Studie, bestehend aus den beiden Simulationen der Fluidschicht mit interner Warmequelle
IWAI15AB durchgefiihrt, denen vollkommen verschiedene Anfangstemperaturen zugrunde
liegen. Im Fall IWA15A wird ein lineares, instabiles, im Fall IWA15B ein diesem physikali-
schen Anwendungsfall weitgehend angenihertes Anfangstemperaturprofil, dem jeweils zu-
fallige Stérungen mit kleiner Amplitude iiberlagert sind, vorgegeben. Dariiber hinaus unter-
scheiden sich beide Simulationen nur noch in ihren Periodenléngen. Dies ist jedoch gemif
dem Ergebnis der in Kapitel 4.2.1 durchgefiihrten Analyse fiir den vorliegenden Anwen-
dungsfall ohne Bedeutung. Raumliche Auflésung und Feinstrukturkoeffizienten sind in bei-
den Fillen identisch.

Abbildung 4.8 zeigt die Zeitsignale verschiedener charakteristischer, physikalischer Gréfen
beider Simulationen. Die volumengemittelte turbulente kinetische Energie und Feinstruktur-
energie, die ebenengemittelten Wandwirmestrome, die maximal im Kanal auftretende Tem-
peratur sowie der RMS-Wert der aufgelsten Temperaturfluktuationen in halber Schichthohe
nihern sich asymptotisch einem im statistischen Sinne gleichen und stationdren Zustand, den
sie ausgehend vom Ruhezustand nach einer beachtenswert langen Zeitdifferenz von ca. 1000
dimensionslosen Problemzeiteinheiten erreichen. Auffallend langsam ist die zeitliche Ent-
wicklung des Falles IWA15A. Es dauert sehr lange bis dieser Fall, ausgehend vom instabilen
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Abb. 4.8: Vergleich der Zeitsignale (a) der volumengemittelten turbulenten kinetischen
Energie und Feinstrukturenergie, (b) der ebenengemittelten Wandwirmestrome
der oberen und unteren Wand, (c) der maximalen Temperatur im Kanal und (d)
der RMS-Werte der aufgelosten Temperatur in der Kanalmittelebene zwischen
den Fillen IWA15A und IWA15B bei Variation der Anfangstemperaturprofile.

Anfangstemperaturprofil, das Energieniveau und den im statistischen Sinne stationiren End-
zustand des Falles IWA15B erreicht. Da unabhéngig von den Anfangswerten keine Abwei-
chungen im Endzustand zu erkennen sind, spricht dieses Ergebnis fiir eine Wahl realistischer
Anfangswerte. So kann die Rechenzeit so gering wie moglich gehalten werden. Da in Abbil-
dung 4.8 weitgehend integrale Groen dargestellt sind, sei noch erwihnt, daf3 auch die Profile
physikalischer Grof8en wie der mittleren Temperatur, den verschiedenen RMS-Werten der
Geschwindigkeit und der Temperatur, der turbulenten kinetischen Energie, dem turbulenten
Wirmestrom etc. in vertikaler Richtung in beiden Fillen gut iibereinstimmen.
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4.3 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

In diesem Kapitel werden durch einen Vergleich numerischer Ergebnisse von Rayleigh-
Bénard-Konvektion mit Luft und Natrium sowie der Wasserschicht mit interner Wirmequelle
die in Kapitel 3 neu eingefiihrten Modelle verifiziert.

Die prinzipielle Richtigkeit der neuen Ansitze fiir die Feinstrukturmodellierung zeigt schon
Abbildung 3.6 in Kapitel 3.1.2.4. Die modellierten turbulenten Feinstruktur-Prandtl-Zahlen
liegen sehr gut im Band experimenteller Daten. Fiir die prinzipielle Richtigkeit der in Kapitel
3.2.2.2 abgeleiteten neuen Modelle fiir die Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand
spricht die Tatsache, daB der mit Hilfe von Daten aus direkten numerischen Simulationen
ausgewertete, neu eingefiihrte Modellkoeffizient cw, unabhingig von der Rayleigh-Zahl und
vom Fluid, Werte zwischen zwei und drei annimmt und damit von der GréBenordnung eins
ist. Fiir die prinzipielle Richtigkeit der in Kapitel 3.2.2.3 eingefiihrten Modelle fiir den Gra-
dienten der Temperatur an der Wand schlieBlich sprechen schon die Abbildungen 3.13 und
3.14. Hier wird fiir die in Tabelle 4.1 aufgezihlten durchgefiihrten Simulationen von Ray-
leigh-Bénard-Konvektion mit Luft und Natrium mit oder ohne Auflésung der Temperatur-
grenzschicht eine sehr gute Ubereinstimmung mit den vorhandenen numerischen und experi-
mentellen Vergleichsdaten im dimensionslosen Temperaturprofil T*(z") bzw. dessen Gra-
dienten festgestellt.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden die durchgefiihrten gemischten Simulationen und
Grobstruktursimulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft und Natrium sowie der
Wasserschicht mit interner Warmequelle mit in der Literatur verfiigbaren experimentellen
Daten verglichen.

4.3.1 Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft

Als Basis des Vergleiches werden die experimentellen Daten von Deardorff & Willis (1967)
herangezogen. Sie bestehen aus einer Reihe von Experimenten mit variierender Rayleigh-
Zahl (Ra=6.3 105, 2.5 10, 107) und dem Fluid Luft, d.h. einer Prandtl-Zahl Pr=0.71. Das er-
ste Experiment mit Ra=6.3 10° wurde von Worner (1994) fiir einen Vergleich mit einer direk-
ten numerischen Simulation (Fall BLUG6 in Tabelle 4.2) verwendet. Das Ergebnis ist eine gute
Ubereinstimmung der verglichenen Daten aus Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld. Im
Rahmen dieser Arbeit werden fiir die beiden anderen Experimente mit den hoheren Rayleigh-
Zahlen Vergleichsrechnungen durchgefiihrt und mit experimentellen Daten aus Temperatur-
und Geschwindigkeitsfeld verglichen. Die geometrische und physikalische Ahnlichkeit zwi-
schen numerischer Simulation und Experiment ist durch die Einhaltung der charakteristischen
KenngroBen gewiihrleistet, ein Vergleich damit moglich. Die Zahlenwerte von Deardorff &
Willis (1967) sind aus den Diagrammen der angegebenen Veréffentlichung entnommen und
in TURBIT-Normierung umgerechnet.

Die beiden Grobstruktursimulationen BLU25 und BLU100 sind mit je zwei Fillen vertreten
(BLU25BE und BLU100AB), die sich darin unterscheiden, ob die Wandbereiche durch das
Maschennetz aufgeldst oder Wandmodelle verwendet werden. Dariiber hinaus unterscheidet
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Abb. 4.9: Vergleich der numerischen Ergebnisse der Fille BLU25BE (a-d) und BLU100AB
(e-h) (—) mit experimentellen Daten von Deardorff & Willis (1967) (O). Verti-
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sich Fall BLU25B von BLU25E noch in den Periodenlingen. Die mittleren Temperaturpro-
file aller Fille zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung im Kernbereich, aber auch im Wand-
bereich der Strémung, Abbildungen 4.9a,e. Das trifft insbesondere auch auf die Fille mit den
modellierten Gradienten der Temperatur an der Wand BLU25B und BLU100OA zu. Die Pro-
file der RMS-Werte der Temperatur stimmen weniger gut iiberein, Abbildungen 4.9b,f. Die
Daten der beiden Fille BLU25E und BLU100B mit der feinen Auflosung in vertikaler Rich-
tung zeigen im Kernbereich zwar eine Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten, die
systematisch auftretenden Maxima in den Wandbereichen werden durch das Experiment in
dieser Intensitit jedoch nicht bestitigt. Die fehlende Ubereinstimmung dieser GréBe im
Wandbereich stellt jedoch auch Eidson (1982) mit seinen Grobstruktursimulationen und
Worner (1994) mit seiner direkten numerischen Simulation im Fall BLU6 fest, weshalb die
Ursache hierfiir nicht in den neu eingefiihrten Modellen gesehen werden kann, sondern eher
in den experimentellen Daten. Die vertikalen Profile der Fille mit den modellierten Gradien-
ten der Temperatur an der Wand BLU25B und BLU10OA deuten an, daB die berechneten
Kurvenpunkte als Mittelwerte iiber Maschenvolumina interpretiert werden miissen und des-
halb im Kernbereich eine schwache Uberhthung, im Wandbereich dagegen als Integral iiber
das Maximum bis zur Wand leicht reduzierte Werte im Vergleich zu den Fillen mit feinerer
Auflosung aufweisen. Mit abnehmender Auflésung wird die Kurve sozusagen geglittet. Das
wird auch durch die iibrigen Abbildungen 4.9c,d und g,h bestitigt. Die vertikalen Profile der
in diesen Teilbildern dargestellten RMS-Werte aller Geschwindigkeitskomponenten, insbe-
sondere jedoch der vertikalen Geschwindigkeitskomponenten, stimmen in allen Fillen gut mit
den experimentellen Daten iiberein. Fiir diesen Anwendungsfall mit dem Fluid Luft kénnen
die neuen Modelle deshalb als verifiziert betrachtet werden.

Ein weiterer Aspekt, der den Abbildungen der RMS-Profile entnommen werden kann, ist, daf3
der Kernbereich mit wachsender Rayleigh-Zahl breiter und die Grenzschichtbereiche diinner
werden. Mit der in TURBIT verwendeten Normierung der abhidngigen Variablen nehmen die
RMS-Werte in Kanalmitte gleichzeitig ab. Den letzten Punkt bestitigen auch die im nichsten
Unterkapitel vorgestellten Ergebnisse von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium.

4.3.2 Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium

Als Vergleichsbasis fiir die gemischten Simulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Natrium werden die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen von Kek (1989) und
Kek & Miiller (1993) verwendet. Der Vergleich kann sich jedoch ausschlieBlich auf statisti-
sche Daten des Temperaturfeldes fiir Rayleigh-Zahlen Ra<2.5 10° beschrénken, weil dies die
obere Grenze der experimentell untersuchten Rayleigh-Zahlen ist. Wegen des grundsitzlichen
Mangels an verfiigbaren Experimenten dieses Anwendungsfalls mit fliissigem Natrium spe-
ziell im Bereich hoher Rayleigh-Zahlen, konnen die Simulationen BNA 1000 und BNA 10000
nicht mit Experimenten verglichen werden. Insbesondere beziiglich des Geschwindigkeitsfel-
des sind keinerlei experimentelle statistische Daten der Turbulenz im gesamten Rayleigh-
Zahlen-Bereich vorhanden, die einen Vergleich zulassen wiirden. Es kann aber davon ausge-
gangen werden, da3, wenn die numerischen mit den experimentellen Daten im Temperatur-
feld iibereinstimmen, auch das berechnete Geschwindigkeitsfeld sinnvolle und richtige Werte
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aufweist. Die geometrische und physikalische Ahnlichkeit zwischen numerischer Simulation
und Experiment wird auch bei diesen Anwendungsfillen durch die Einhaltung der charakte-
ristischen KenngroBen gewihrleistet, ein Vergleich ist damit méglich.

Fiir den Teilbereich hoherer Rayleigh-Zahlen leitet Kek (1989) aus seinen Experimenten die
folgende empirische Beziehung fiir die Nusselt-Zahl ab:

Nu=0.117 Ra®? 4.010°<Ra<2.510° ,Pr=0.006 (4.12)

In Tabelle 4.4 sind die aus den gemischten Simulationen erhaltenen Nusselt-Zahlen den mit
Hilfe der Korrelation (4.12) berechneten gegeniibergestellt und in Abbildung 4.10 mit den
von Kek ermittelten MeBdaten aufgetragen. Sie stimmen in den Fillen BNA84 und BNA250
gut mit den aus der empirischen Korrelation (4.12) erhaltenen Nusselt-Zahlen iiberein und
liegen, wie Abbildung 4.10 verdeutlicht, im Band der von Kek (1989) gemessenen Daten. Bei
einer Extrapolation der empirischen Korrelation (4.12) fiir Rayleigh-Zahlen Ra>2.5 10° lie-
gen die so bestimmten Nusselt-Zahlen fiir Ra=10% und 10’ dagegen systematisch etwas unter-
halb der in den Fillen BNA1000 und BNA 10000 berechneten Nusselt-Zahlen. Weil die Ab-
weichung bei diesen hohen Rayleigh-Zahlen jedoch gering ist, kann die empirische Korrela-
tion (4.12) auch fiir Rayleigh-Zahlen Ra>2.5 10° Verwendung finden. In diesem Bereich ho-
her Rayleigh-Zahlen dndert sich der Exponent der empirischen Nusselt-Zahl-Korrelation
(4.12) offensichtlich, anders als im Bereich niedriger Rayleigh-Zahlen, nicht mehr.

Fall Ra Nugyperiment Nurygrgrr
BNAS84 8.4 10* 1.99 1.96
BNA250 2510° 2.61 2.59
BNA1000 1.0 10° 3.69 3.74
BNA10000 1.0 10’ 6.57 6.69

Tab. 4.4: Vergleich der von Kek (1989) gemessenen mit den in TURBIT
berechneten Nusselt-Zahlen. Fiir Ra=10° und 10’ werden die experimen-
tellen Nusselt-Zahlen mit der empirischen Beziehung (4.12) extrapoliert.

Abbildung 4.11 zeigt einen Vergleich der RMS-Werte der Temperatur in der Kanalmittel-
ebene der Natriumschicht. Die berechneten RMS-Werte der Temperatur der Fille BNA84
und BNA250 befinden sich auch hier im Bereich der MeBdaten. Auffallend ist die Entwick-
lung des RMS-Wertes der Temperatur mit steigender Rayleigh-Zahl. Die statistische Analyse
der Natriumsimulationen BNA1000 und BNA 10000 im néchsten Kapitel wird zeigen, dal3 bei
diesen Rayleigh-Zahlen, dhnlich den in Abbildung 4.9 dargestellten RMS-Werten der Tempe-
ratur der Luftfille, im Fall BNA1000 andeutungsweise und im Fall BNA10000 ausgeprigte
Maxima im Wandbereich auftreten. Das deutet darauf hin, da sich bei der Rayleigh-Bénard-
Konvektion mit Natrium bei diesen Rayleigh-Zahlen auch im Temperaturfeld der typische
Grenzschichtcharakter mit einem isothermen Kernbereich und zwei ausgeprigten thermischen
Grenzschichten einstellt. Die iiblicherweise maximale Schwankungsintensitit der Tempera-
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Abb. 4.10: Von Kek (1989) gemessene und mit TURBIT berechnete Nusselt-Zahlen in Ab-
hingigkeit der Rayleigh-Zahl.

e
— - L]
Q ]
Ts E
(%] o_-
= o TURBIT gemischte Simulationen
= x Worner (1994) direkte Simulationen
n & Kek (1989) Schichthdhe 15.5 mm
= * Kek (1989) Schichthohe 46.5 mm
(@]
— j IR BRERA J T 711777 53 LRI RRER] é LR L RRA f T T 11711 8
10 10° | 10 1 10

Ra

Abb. 4.11: Von Kek (1989) gemessene und mit TURBIT berechnete RMS-Werte der Tempe-
ratur in der Mittelebene der Natriumschicht in Abhingigkeit der Rayleigh-Zahl.

turfluktuationen am Grenzschichtrand erklirt das Auftreten der Extrema an diesen Stellen
und das Absinken des RMS-Wertes der Temperatur im Kernbereich.

Wegen der insgesamt guten Ubereinstimmung der numerischen mit den experimentellen Er-
gebnissen, konnen die erweiterten und neuen Feinstrukturmodelle und Randbedingungen
auch fiir diesen Anwendungsfall mit kleiner Prandti-Zahl als verifiziert betrachtet werden.
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4.3.3 Wasserschicht mit interner Wiarmequelle

Als Vergleichsbasis fiir die Grobstruktursimulationen IWA15AB einer Wasserschicht mit ei-
ner rdumlich und zeitlich konstanten internen Warmequelle werden die Ergebnisse der holo-
graphischen Untersuchungen von Jahn (1975) herangezogen, um das Feinstrukturmodell fiir
den Fall stabiler Schichtung zu testen. Jahn (1975) hat eine Reihe von Experimenten dieses
Anwendungsfalles mit variierenden Rayleigh-Zahlen, ausgehend vom reinen Wirmeleitungs-
zustand bis hin zur turbulenten Konvektionsschicht (3.7 10*<Ra;<5.0 10!, in einem relativ
kleinen Rechteckkanal (140 mm x 140 mm) mit verinderlichen Modellhohen D (5-160 mm)
und Wirmequellendichten Q durchgefiihrt. Die Prandtl-Zahl des Modellfluides ist Pr=7.0.
Fiir den Vergleich werden die MeBergebnisse eines seiner Experimente mit einer modifizier-
ten Rayleigh-Zahl Ra;=1.5 10'° verwendet. Die Kanalhohe betrigt in diesem Fall 157 mm, die
Wirmequellendichte 6.2 10 W/cm?.

Den durchgefiihrten Grobstruktursimulationen wird eine aus dem Experiment von Jahn
(1975) ermittelte Anfangs-Damkéhler-Zahl Dag=(QD?)/(AAT_ )=Nuy+Nuy,=95.8 im
Quellterm der Energiegleichung (2.2c) zugrunde gelegt. Diskrepanzen, die eine Zulassigkeit
dieser Vergleichsstudie in Frage stellen, ergeben sich aus den unterschiedlichen dimensions-
losen Seitenverhiltnissen, die bei den numerischen Simulationen X, ,=4.5 und 6.0, bei Jahn in
diesem Fall eins betragen. Hier konnten insbesondere die, von Jahn als adiabat betrachteten,
vier senkrechten Auflenwinde seines MeBvolumens Einfliisse auf das Konvektionsverhalten
haben, die in den numerischen Simulationen aufgrund der periodischen Randbedingungen
nicht auftreten. Unbekannt sind auch mogliche Inhomogenititen in seinen Temperaturrand-
bedingungen an der unteren und oberen Platte. Wihrend es bei einer numerischen Simulation
relativ einfach ist, zeitlich konstante und rdumlich homogené, isotherme Begrenzungen auf
gleichem Temperaturniveau vorzugeben, konnte diese Forderung beim Experiment auf
Schwierigkeiten sto3en. Jahn (1975) kiihlt die untere und obere Platte seines Modells durch
eine erzwungene Stromung mit Wasser. Ein weiterer kritischer Punkt ist die Erzeugung einer
zeitlich und rdumlich konstanten Warmequellendichte Q, die in der numerischen Simulation
durch Vorgabe des Quellterms in der Energiegleichung (2.2c) keine Schwierigkeiten bereitet.
Ob in dem Experiment von Jahn (1975), der die Wasserschicht mit Hilfe von Elektroden
elektrisch aufgeheizt hat, zeitliche oder rdumliche Schwankungen aufgrund von nicht kon-
stanten Leitfiahigkeitsverteilungen auftreten, ist ebenfalls nicht bekannt. Damit ist sicherlich
vor allem die geometrische aber auch die physikalische Ahnlichkeit zwischen numerischer
Simulation und Experiment bei diesem Anwendungsfall nur bedingt erfiillt, obwohl die Ein-
haltung der charakteristischen Kenngroen Ra; und Pr gewihrleistet ist. Aus diesen Griinden
erscheint ein qualitativer Vergleich zwischen Numerik und Experiment zulédssig, wihrend ein
quantitativer Vergleich kritischer zu betrachten ist.

Wihrend die Nusselt-Zahlen Nuy, der oberen Wand gut iibereinstimmen, treten an der unte-
ren Wand fiir Nuw, im stabil geschichteten Bereich Unterschiede auf. Der Grund, den unteren
stabilen Bereich betreffend, konnte hier vielleicht in der unzureichenden Auflosung der
Wandbereiche liegen. Dagegen spricht allerdings die gute Ubereinstimmung in der sehr viel
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Fall Nllw 1 Nllw2

IWAIS5A 19.8 84.7
IWA15B 19.9 84.9
Jahn 12.8 83.0

- Tab. 4.5: Vergleich der von Jahn (1975) gemessenen mit den in TURBIT
berechneten Nusselt—Zahlgn der oberen und unteren Wand.

kritischeren, instabilen oberen Grenzschicht, wenngleich die Simulationen mit jeweils drei
Maschen in beiden thermischen Grenzschichten an der Auflosungsgrenze liegen. Verantwort-
lich konnten auch Feinstrukturmodellierungsprobleme in diesem stabil geschichteten Bereich
sein. Dagegen spricht jedoch die Tatsache des geririger werdenden Einflusses der Feinstruktur
in stabiler Schichtung sowie der ausgewertete Verlauf der eindimensionalen Energiespektren
der kinetischen turbulenten Energie, der Geschwindigkeitsfluktuationen und der Temperatur-
fluktuationen. Diese zeigen in der stabilen Schicht den erwarteten steilen Abfall im hohen
Wellenzahlbereich, der auf einen richtigen EinfluBl des Feinstrukturmodells hindeutet. Sie
fallen an der Auflosungsgrenze mit Potenzen der eindimensionalen Wellenzahl k; grofler als
5/3 ab. Damit bestitigt sich der zu Beginn dieses Unterkapitels diskutierte Sachverhalt, der
einen quantitativen Vergleich zwischen Simulation und Experiment in diesem Fall, aufgrund
der nur bedingten geometrischen und physikalischen Ahnlichkeit, kritisch erscheinen 146t.

Abbildung 4.12 zeigt einen Vergleich der mittleren Temperaturprofile zwischen Experiment
und Simulation IWA15B. Die Profile stimmen qualitativ gut iiberein. Ein breiter, isothermer

o (a) TURBIT o (b) Jahn (1975)
Xy - X3
o Q
. o
“%.0 ' 6.2 ' 0. ' 0.6 ' 0.8 1.0 00 L0
T T

Abb. 4.12: Vergleich des (a) im Fall IWA15B berechneten mit dem (b) von Jahn (1975) ge-
messenen mittleren Temperaturprofils einer Wasserschicht mit interner Wirme-
quelle bei Ra;=1.5 10'°.
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Kernbereich wird von einer oberen, diinneren instabilen und einer unteren, dickeren stabilen
Grenzschicht eingeschlossen. Auffillig ist, daB in der Simulation die Maximaltemperatur im
Kanal nicht den Wert eins annimmt, obwohl die Grundgleichungen mit 'i‘o =A’i‘max entdi-
mensionalisiert werden. Der Grund ist in der Vorgabe der Anfangs-Damkohler-Zahl
Da=95.8 aus dem Experiment von Jahn (1975) zu suchen. Die in der Simulation berechnete
Damkdohler-Zahl Da=104.8 fordert wegen der Definition der Damkdhler-Zahl gemiB Glei-
chung (4.5) eine geringere maximale Temperaturdifferenz als die vorgegebene, die eine klei-
nere dimensionslose Temperatur zur Folge hat. Derselbe Sachverhalt trifft auch auf die di-
rekte numerische Simulation IWA4 in Tabelle 4.2 zu.

In Abbildung 4.13 sind Ausschnitte der Temperaturverteilung einer Vertikalebene der Inter-
ferogramme von Jahn (1975) im Vergleich zu den im Fall IWA15A berechneten Ergebnissen
dargestellt. Sie verdeutlichen die Aussage zu Abbildung 4.12 und zeigen eine gute Uberein-
stimmung der Strukturen. An der oberen Wand deuten die engen Temperaturisolinien eine
diinne thermische Grenzschicht an, in der, verursacht durch die Rayleigh-Taylor-Instabilitét,
einzelne unregelmiBige Ablosegebiete induziert werden. Dazwischen steigt heiBles Fluid
groBraumig auf und driickt die Grenzschicht zusammen. An der unteren Wand dagegen exi-
stiert aufgrund der stabil geschichteten dicken Grenzschicht ein Bereich relativer Ruhe, der
nur bisweilen, wie eine Analyse der Geschwindigkeitsverteilung dort gezeigt hat, von groBe-
ren herabfallenden Fluidballen durchmischt wird.

(a) TURBIT (b) Jahn (1975)

obere Wand

untere Wand

Abb 4.13: Ausschnitte der Temperaturverteilung an der oberen und unteren Wand.
Vergleich der (a) im Fall IWA15A berechneten Ergebmsse mit (b) Interfero-
grammen von Jahn (1975).
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Es kann festgehalten werden, daBl auch ein qualitativer Vergleich einzelner Profile wie der
Temperatur, dem turbulenten Warmestrom, den RMS-Werten der Temperatur und den Ge-
schwindigkeitskomponenten, der turbulenten kinetischen Energie und der Feinstrukturenergie
der vorliegenden Simulationen mit Experimenten von Deardorff & Willis (1985) und
Grobstruktursimulationen von Schmidt (1988) des Problems der konvektiven Grenzschicht
mit einem unteren instabilen und oberen stabilen Bereich durchgefiihrt wurde. Das Ergebnis
ist die grundsitzliche Ubereinstimmung der verglichenen Daten, die auf #hnliche Phinomene
und Mechanismen dieser beiden konvektionsdominierten Fille hinweisen.

4.4 Statistische Analyse der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Natrium

In allen vier Fillen BNA84, BNA250, BNA1000 und BNA10000 werden gemischte Simula-
tionen durchgefithrt. Zur Berechnung der Temperaturfelder wird die Methode der direkten
numerischen Simulation verwendet, die Wiarmeleitungsunterschichten werden aufgelost.
Damit unterliegen die Simulationsergebnisse beziiglich der Temperaturfelder keinen direkten
Modelleinfliissen. Die Berechnung der Geschwindigkeitsfelder erfolgt dagegen mit der Me-
thode der Grobstruktursimulation. Die diinnen hydrodynamischen Reibungsunterschichten
werden nicht aufgelost, die Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand daher modelliert.

44.1 Temperaturfeld

Abbildung 4.14a zeigt die vertikalen Profile der mittleren Temperatur aller Fille. Wie die
Analyse der Nusselt-Zahlen in Kapitel 4.3.2 zeigt, sind bei Ra=8.4 10* der Wirmetransport
durch molekulare Leitung und Konvektion in etwa gleichbedeutend (Nu=1.96). Dies macht
sich im mittleren Temperaturprofil des Falles BNA84 in einer schon deutlichen Abweichung
vom, dem reinen Wirmeleitungszustand entsprechenden, linearen Verlauf der mittleren Tem-
peratur in vertikaler Richtung bemerkbar. Mit zunehmendem Einfluf des konvektiven Wir-
metransportes bei steigender Rayleigh-Zahl stellt sich ein immer breiter werdender, im Mittel
isothermer Kernbereich ein. Wihrend im Fall BNA84 noch keine ausgeprédgten thermischen
Grenzschichten zu erkennen sind, d.h. sie erstrecken sich dort noch fast bis zur halben
Schichthéhe, haben die Fille BNA250, BNA100O und insbesondere BNA10000 den Luftsi-
mulationen BLU25 und BLUI10O &hnliche, in den Abbildungen 4.9a,e dargestellte, mittlere
Temperaturprofile. Diese Entwicklung deutet auf den zunehmenden typischen Grenzschicht-
charakter dieses Anwendungsfalles im Temperaturfeld hin.

Dieses Ergebnis wird durch die vertikalen Profile der RMS-Werte der Temperatur aller vier
Fille bestitigt, Abbildung 4.14b. Die grofiten RMS-Werte der Temperatur treten, wie die
Abbildungen 4.9b,f der Luftsimulationen BLU25 und BLU100 zeigen und in Kapitel 4.3.2
diskutiert wird, am Rande der thermischen Grenzschichten auf. Die maximalen Temperatur-
fluktuationen werden deshalb im Fall BNA84 bei Ra=8.4 10* noch in halber Schichthohe
gefunden. Bei Ra=2.5 10° wird das Profil im Kernbereich zwischen beiden instabilen Grenz-
schichten flacher und bei Ra=10°%, insbesondere jedoch bei Ra=107, existieren bereits zwei
ausgeprdgte Maxima in den Wandbereichen. Auffallend dabei sind, wie auch in Abbildung
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Abb. 4.14: Vertikale Profile (a) der mittleren Temperatur und (b) des RMS-Wertes der Tem-
: peratur der Fille BNA84, BNA250, BNA1000 und BNA 10000 bei unterschiedli-
chen Rayleigh-Zahlen.

4.11 schon deutlich wird, die mit steigender Rayleigh-Zahl abnehmenden RMS-Werte der
Temperatur im isothermen Kembereich. Doch auch der maximale RMS-Werte der Tempera-
tur nimmt mit steigender Rayleigh-Zahl ab. Die beiden Maxima an den thermischen Grenz-
schichtrindern sind jedoch ausgeprigter und treten immer ndher an der Wand auf. Dies ent-
spricht einem der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft dhnlichen Verhalten, wie die Ana-
lyse der Grobstruktursimulationen BLU25 und BLU100 in Kapitel 4.3.1 zeigt und auch durch
direkte numerische Simulationen dieses Anwendungsfalles mit Luft (Ra=1.5 10° - 3.8 10%)
von Grotzbach (1982) bestitigt wird.

Beziiglich des turbulenten Temperaturfeldes werden weitere zentrale Momente héherer Ord-
nung untersucht. Das zentrale Moment dritter Ordnung der turbulenten Schwankungsgro3e
im Verhiltnis zur dritten Potenz ihrer Standardabweichung wird als "Schiefe” ("skewness")
bezeichnet:

<¢”3>
S¢° - <q)”2>312 (4'13)
Die Schiefe ist ein charakteristisches Maf3 fiir die Symmetrie der turbulenten Verteilungs-
funktion, d.h. den Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichtekurve. Bei einer symmetrischen wie
z.B. der Gau3schen Wahrscheinlichkeitsdichte hat die Schiefe S¢ den Wert Null. Ein negati-
ver Wert der Schiefe deutet auf haufige positive Schwankungen mit kleiner Amplitude und
negative Schwankungen mit wesentlich groBeren Amplitudenwerten der turbulenten GroSe
hin. Im umgekehrten Fall ist die Schiefe positiv. '
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Das zentrale Moment vierter Ordnung der turbulenten SchwankungsgréBe im Verhiltnis zur
vierten Potenz ihrer Standardabweichung wird als "Flachheit" oder "Exze3" ("flatness, kurto-
sis") bezeichnet:

(D/M
F, = ﬁ (4.14)

Die Flachheit ist ein charakteristisches MaB fiir den Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte im
Intensitdtsmaximum. Bei GauBschen Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen hat die Flachheit
den Wert 3, bei einem periodischen Sinussignal den Wert 1.5. Geringe Werte der Flachheit
deuten auf ein harmonisches Schwankungssignal mit hdufigen groflen und seltenen kleinen
Abweichungen vom Mittelwert hin. Im umgekehrten Fall besitzt die Flachheit groe Werte.

Natrium Luft
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Abb. 4.15: Vertikale Profile der Schiefe (a,c) und der Flachheit (b,d) der Temperatur bei
Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium (a,b) und Luft (c,d) bei unterschiedli-
chen Rayleigh-Zahlen.
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Das vertikale Profil der Schiefe der Temperatur weist bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Natrium im Fall BNAS84 in der unteren Grenzschicht negative und in der oberen Grenzschicht
positive Werte auf, Abbildung 4.15a. Unten treten demzufolge hiufige positive Temperatur-
abweichungen mit kleiner Amplitude und negative Temperaturabweichungen mit wesentlich
groBeren Amplitudenwerten auf. Im oberen Kanalbereich sind die Verhiltnisse gerade umge-
kehrt. Auffillig ist die symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung auflerhalb der
dicken thermischen Grenzschichten im Kernbereich des Kanals. Es handelt sich jedoch um
keine GauBsche Normalverteilung, wie das Profil der Flachheit in Abbildung 4.15b beweist.
Die Flachheit hat im gesamten Kanal den Wert zwei. Mit zunehmender Rayleigh-Zahl dndern
sich die Verhiltnisse inner- und auBerhalb der thermischen Grenzschichten signifikant, mit
der Folge, daB3 die Verldufe von Schiefe und Flachheit im Natriumfall BNA10000 quantitativ
und qualitativ gut mit denen der Luftfille BLU25 und BLU100 iibereinstimmen. Diese Ahn-
lichkeit der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen deutet auf eine prinzipiell dhnliche Ent-
wicklung des turbulenten Temperaturfeldes bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium
und Luft bei zunehmenden Rayleigh-Zahlen hin. Mit steigender Rayleigh-Zahl wird die Ver-
teilung der Temperaturabweichungen in den Grenzschichten unsymmetrischer und ist weni-
ger flach, d.h. der Wert der Schiefe wird positiver oder negativer, der der Flachheit steigt. Im
isothermen Kernbereich geht die symmetrische Verteilung, die Kanalmittelebene ausgenom-
men, verloren und die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen weisen im unteren und oberen
Kernbereich ein der unteren und oberen Grenzschicht entgegengesetztes Verhalten auf. Wie
die Analyse der Strukturen zeigen wird, ist der Grund in den im unteren (oberen) Bereich
grof3flichigen Abstromgebieten (Aufstromgebieten) mit hoher negativer (positiver) Vertikal-
geschwindigkeit zu suchen, die innerhalb der Grenzschichten jedoch auf Null verzogert wird.
Auch im Kernbereich wird die Verteilung der Temperaturabweichung mit steigender Ray-
leigh-Zahl unsymmetrischer, d.h. der Wert der Schiefe positiver oder negativer. Der Wert der
Flachheit wird ebenfalls groBer. Es treten mit steigender Rayleigh-Zahl in allen Kanalberei-
chen, besonders ausgepragt jedoch in den Grenzschichten, haufiger kleinere und seltener gro-
Bere Abweichungen der Temperatur von ihrem Mittelwert auf.

4.4.2 Geschwindigkeitsfeld

Bei allen durchgefiihrten Simulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium weist
das Geschwindigkeitsfeld einen eindeutigen Grenzschichtcharakter auf. Dies trifft auch auf
den Fall BNA84 zu, obwohl dort die beiden thermischen Grenzschichten noch fast bis zur
Kanalmitte reichen. Stellvertretend fiir alle Natriumsimulationen wird hier der Fall
BNA10000 mit der hochsten Rayleigh-Zahl ausgewertet. Die turbulente kinetische Energie
und die RMS-Werte der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten haben je zwei Maxima in
Wandnihe in den Randbereichen der hydrodynamischen Grenzschichten, wohingegen der
RMS-Wert der Vertikalgeschwindigkeit ein Maximum in der Kanalmittelebene hat, Abbil-
dung 4.16. Aus diesem Grund zeigt das Profil der turbulenten kinetischen Energie fast im ge-
samten Kernbereich einen konstanten Verlauf. Alle in Abbildung 4.16 dargestellten Kurven
sind den in den Abbildungen 4.9¢,d und g,h gezeigten Verldufen der Luftsimulationen quali-
tativ dhnlich.
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Abb. 4.16: Vertikale Profile (a) der turbulenten kinetischen Energie und (b) der RMS-Werte
der drei Geschwindigkeitskomponenten im Fall BNA 10000 bei Ra=10’.

Ausgehend vom Fall BNA84 bis hin zum dargestellten Fall BNA10000 konnen fiir wach-
sende Rayleigh-Zahlen die folgenden Beobachtungen festgehalten werden. Erstens existiert
im Geschwindigkeitsfeld keine ausgeprigte Vorzugsrichtung mehr. Dies deuten die RMS-
Werte der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten an. Wihrend sie im Fall BNA84 noch
deutliche Unterschiede aufweisen, die auf verschiedene Betridge der Fluktuationsenergie in
den beiden horizontalen Richtungen hinweisen, sind sie in allen anderen Fillen BNA250,
BNA1000 und dem dargestellten Fall BNA 10000 dhnlich. Zweitens nimmt die Dicke der hy-
drodynamischen Grenzschicht ab. Dies zeichnet sich anhand der immer niher an den Winden
auftretenden Maxima der Profile der turbulenten kinetischen Energie sowie der RMS-Werte
der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten ab, wihrend der Kernbereich mit einem zuneh-
mend konstanten Verlauf der Profile breiter wird. Gleichzeitig wird das Profil des RMS-
Wertes der Vertikalgeschwindigkeitskomponente breiter und dessen Maximum in der Ka-
nalmittelebene flacher. Drittens nehmen die Amplituden der Abweichungen aller Geschwin-
digkeitskomponenten von ihrem Mittelwert ab. Ein Phidnomen, das auch im Falle der abneh-
menden Amplituden der Abweichungen der Temperatur von ihrem Mittelwert beobachtet
wird und bereits im vorigen Unterkapitel diskutiert worden ist. Dieses Verhalten der beiden
zuletzt genannten Punkte bei zunehmenden Rayleigh-Zahlen wird auch bei der Analyse der
Simulationen von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft in Kapitel 4.3.1 festgestellt, so da
hier eine prinzipielle Ahnlichkeit vorhanden ist.

Die vertikalen Profile von Schiefe und Flachheit der drei Geschwindigkeitskomponenten bei
Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium im Fall BNA10000 im Vergleich zu Luft im Fall
BLU100 stimmen qualitativ und quantitativ aufféllig gut iiberein, Abbildungen 4.17a-d. Sie
unterscheiden sich aufgrund der modellierten Geschwindigkeitsgradienten im Fall BNA10000
und der aufgelosten Grenzschichten im Fall BLU10O ausschlieBlich in den Wandbereichen.
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Die Schiefen der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten beider Fille sind im gesamten
Kanal fast Null und lassen auf eine symmetrische Verteilung der Wahrscheinlichkeitsdichte
schlieBen. Die Schiefe der Vertikalgeschwindigkeitskomponenten beider Fille weist dhnlich
der Schiefe der Temperatur jedoch ausgeprégter an der unteren Wand negative und an der
oberen Wand positive Werte auf. Im Kernbereich besteht diese Ahnlichkeit mit der Schiefe
der Temperatur auch, jedoch hier weniger ausgeprégt. Entgegengesetzt dem Verhalten in den
Wandbereichen, weist die Schiefe unterhalb der Kanalmittelebene schwach positive, oberhalb
schwach negative Werte auf. Insgesamt 148t sie auf eine nahezu symmetrische Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsdichte beider Fille im Kernbereich schlieBen. Die Profile der Flachheit
zeigen, daf} die Wahrscheinlichkeitsdichten aller Geschwindigkeitskomponenten im Kernbe-
reich kaum von der GauBschen Normalverteilung abweichen. In den Wandbereichen dagegen
steigt der Wert der Flachheit der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten schwach, der der
Vertikalgeschwindigkeitskomponenten beider Fille stark an. Es treten dort, gedampft durch
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Abb. 4.17: Vertikale Profile der Schiefe (a,c) und der Flachheit (b,d) der drei Geschwindig-
keitskomponenten bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium im Fall
BNA10000 (a,b) und Luft im Fall BLU100 (c,d).
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die Wiinde, hiufiger kleinere und seltener groBere Geschwindigkeitsabweichungen vom Mit-
telwert auf. Dies betrifft besonders die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand.

Die 'Analyse der Natriumfille zeigt, daB mit steigender Rayleigh-Zahl der Betrag des Wertes
der Schiefe der Vertikalgeschwindigkeitskomponente in den Wandbereichen ansteigt. Dies
geht einher mit einem Anstieg des Wertes der Flachheit aller Geschwindigkeitskomponenten,
besonders jedoch der Vertikalgeschwindigkeitskomponente im Kernbereich und stéirker aus-
geprigt in den Wandbereichen. Es treten deshalb im gesamten Kanal hiufiger kleinere und
seltener groBere Abweichungen aller Geschwindigkeitskomponenten von ihrem Mittelwert
auf. Das hat eine Abnahme der Varianz und damit des RMS-Wertes zur Folge. Die RMS-
Werte der drei Geschwindigkeitskomponenten nehmen also mit steigender Rayleigh-Zahl
ebenso wie der RMS-Wert der Temperatur aufgrund der Verinderungen in den Verteilungen
der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen ab.

4.4.3 Grashof-Analogie

Ein Ergebnis, das im Rahmen der in Kapitel 3 beschriebenen Modellentwicklung dieser Ar-
beit eine wichtige Rolle spielt und mehrfach verwendet wird und das auch Worner (1994)
schon zeigt, folgt durch einen Vergleich der eindimensionalen Energiespektren der Ge-
schwindigkeitsfluktuationen bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium im Fall BNA84
und Luft im Fall BLU10O an jeweils gleicher vertikaler Position im Kanal, Abbildung 4.18.
Wihrend die makroskopischen Strukturen im Geschwindigkeitsfeld der Natriumsimulation
einen deutlich héheren Energieinhalt gegeniiber denen der Luftsimulation aufweisen, stim-
men die Spektren im hochfrequenten Wellenzahlbereich gut iiberein, obwohl sich die charak-
teristischen Kennzahlen Ra und Pr beider Fille stark unterscheiden. Der Grund fiir diese
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Abb. 4.18: Eindimensionale Energiespektren der uj;-Geschwindigkeitsfluktuationen in Ka-
nalmitte bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium (Ra=8.4 10*) und Luft
(Ra=107) bei gleicher Grashof-Zahl (Gr=1.4 107).
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Ubereinstimmung folgt aus einer Kombination dieser beiden Kennzahlen, der Grashof-Zahl,
die als einzige charakteristische Kennzahl in den dimensionslosen Impulsgleichungen (2.2b)
als Faktor vor den Reibungstermen steht und in beiden Fillen den Wert Gr=1.4 107 aufweist.
Dem Geschwindigkeitsfeld werden im Natriumfall, aufgrund der Kopplung der Impulsglei-
chungen (2.2b) mit der Energiegleichung (2.2c) durch den Konvektions- und den Auftriebs-
term, die groBriaumigen Strukturen des Temperaturfeldes aufgeprigt. Das schligt sich in dem
erhohten Energieinhalt der langwelligen Anteile nieder. Die molekularen Reibungskrifte
werden dagegen erst im hochfrequenten Wellenzahlbereich dominant. Aufgrund der gleichen
Grashof-Zahlen verhalten sich auch die kleinskaligen Geschwindigkeitsfluktuationen beider -
Fille dhnlich und weisen bei gleichen Wellenzahlen einen dhnlichen Energieinhalt auf.

4.4.4 Riumliche Zweipunktkorrelationen

Zur Beurteilung der Frage, ob die Periodenlingen der Natriumsimulationen ausreichend sind,
um die Erfassung der makroskopischen Konvektionsstrukturen durch das Rechengebiet und
die statistische Entkopplung der Vorginge in den turbulenten Feldern zu gewihrleisten, wer-
den rdumliche Zweipunktkorrelationen verschiedener Geschwindigkeitsfluktuationen Ry und
der Temperaturfluktuationen Ry in der Kanalmittelebene ausgewertet, Abbildung 4.19. Die
Horizontalgeschwindigkeitsfluktuationen weisen eine ausreichende statistische Entkopplung
auf. Als kritischer erweist sich wie in den Luftfillen die rdumliche Kopplung der Vertikalge-
schwindigkeitsfluktuationen und der Temperaturfluktuationen, deren Signale auBerdem stark
korreliert sind. Sie sind in allen Fillen iiber die halbe Kanalldnge hinweg in x;-Richtung sta-
tistisch nicht entkoppelt, wenngleich im Fall BNA10000 dieser Eindruck entstehen konnte.
Das verdeutlicht der flache Abfall von Ryt im Bereich x,=0.0-2.0, der im Vergleich zu dem
Verlauf von Ryy der drei iibrigen Fillen klar macht, daB die makroskopische Wellenlédnge im
Temperaturfeld in diesem Fall groBer als die halbe Periodenlinge sein muBl. Dieses Ergebnis
werden auch die rdumlichen eindimensionalen Energiespektren der Temperaturfluktuationen
im nichsten Unterkapitel bestitigen.

Ein mittlerer Wert fiir die Wellenlinge der makroskopischen Konvektionsstrukturen kann
sowohl dem Verlauf von Rj; als auch dem Verlauf von Rt entnommen werden, ausreichend
lange Mittelungszeitraume vorausgesetzt. Sie folgt als Linge zwischen zwei auftretenden
Maxima oder Minima der Korrelationsfunktionen und charakterisiert die mittlere Ausdeh-
nung eines durch die obere oder untere Wand gekoppelten Auf- und Abstromgebietes in einer
Richtung. In Tabelle 4.6 sind die so ermittelten makroskopischen Wellenldngen A bei Ray-
leigh-Bénard-Konvektion mit Luft aus Abbildung 4.4 und mit Natrium aus Abbildung 4.19
zusammengefafit.

Als Ergebnis wird festgehalten, daf3 die Periodenlidnge X, ,=10 in allen Féllen, ausgenommen
BLU100 und BNA1000O, fiir eine freie Entwicklung der makroskopischen Konvektionsstruk-
turen ausreichend ist und keine zu kleinen Strukturen durch das gewihlte Rechengebiet auf-
gepragt werden. Aufgrund der periodischen Randbedingungen und der starken rdumlichen
Kopplung der Vertikalgeschwindigkeits- und Temperaturfluktuationen bei der Simulation
von Rayleigh-Bénard-Konvektion sind groBere Periodenldngen zwar wiinschenswert, jedoch
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Fall Ra A
BLU3 3.810° - =4.0
BLUG6 6.3 10° =>4.0
BLU25 2.5 106 =~4.6-4.9
BLU100 1.0 107 =>5.0
BNA84 8.4 10 =31-33
BNA250 2510° =3.2-3.4
BNA1000 1.0 108 =4.6-4.9
BNA10000 1.0 107 =>5.0
Tab. 4.6: Makroskopische Wellenlidngen A bei Rayleigh-Bénard-Konvek-
tion mit Luft und Natrium bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen.

o (a) BNAS4
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Abb. 4.19: Zweipunktkorrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen u;” und der Tempera-
turfluktuationen T” in der Kanalmittelebene in Abhingigkeit der x;-Richtung der
Fille (a) BNA84, (b) BNA250, (c) BNA1000 und (d) BNA10000.

102



wie in Kapitel 4.2.1 angedeutet nur schwer realisierbar. Verantwortlich fiir diese groB8en
rdumlichen Korrelationen ist, wie im Falle der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft, die
Kopplung der durch die beiden instabilen Grenzschichten und den Mechanismus der Ray-
leigh-Taylor-Instabilitdt hervorgerufenen Auf- und Abstromgebiete durch die gegeniiberlie-
genden festen Winde (vgl. Kapitel 4.2.1). Ein weiterer Grund im Fall BNA84 sind die kurz-
zeitig auftretenden, stark gestérten Bandstrukturen (vgl. Kapitel 4.5.1).

4.4.5 Energiespektren raumlicher Verteilungen

Zur Beurteilung der Frage, ob die rdumliche Auflésung der mit der Methode der direkten
numerischen Simulation berechneten Temperaturfelder bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Natrium ausreichend ist, werden eindimensionale Energiespektren der raumlichen Verteilung
der turbulenten kinetischen Energie und der Temperaturfluktuationen ausgewertet, Abbildun-
gen 4.20a,b.
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Abb. 4.20: Eindimensionale Energiespektren der turbulenten kinetischen Energie (a) und der
Temperaturfluktuationen (b) bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium in
Kanalmitte der Fille BNA84, BNA250, BNA1000 und BNA10000.

Die Spektren der turbulenten kinetischen Energie weisen keine signifikanten Unterschiede
auf. Der Abfall der Spektren bei den kleinen, noch durch das Maschennetz aufgelosten Wel-
lenldngen erfolgt mit Potenzen der Wellenzahl k;, die groer als die geforderten 5/3 des Kol-
mogorov-Bereiches sind. Das deutet auf eine ausreichende Didmpfung der aufgeldsten
Grobstruktur im Geschwindigkeitsfeld durch das Feinstrukturmodell hin.

Ganz anders stellen sich die Verhiltnisse im Temperaturfeld dar. Mit steigender Rayleigh-
Zahl wird das Spektrum der Temperaturfluktuationen im Bereich hoher Wellenzahlen aufge-
weitet. Trotzdem zeigt es auch im Fall BNA10000 bei den kleinsten, durch das Maschennetz
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aufgelosten Wellenlidngen einen Abfall, der ungefihr proportional der vierten Potenz der
Wellenzahl k; ist. Damit wird in diesem Fall zwar nicht die asymptotische Lésung gemiB der
Theorie von Rotta (1972) erreicht, die fiir sehr groBe Wellenzahlen einen Abfall der Spektren
mit der siebten Potenz der Wellenzahl k; voraussagt, jedoch verliduft der Abfall steiler als mit
der dritten Potenz der Wellenzahl k;. Ab diesem Abfall erreicht das Dissipationsintegral sein
Maximum und kommt in die Séttigung und es kann von einer sinnvollen direkten numeri-
schen Simulation gesprochen werden [Hinze (1975)].

Ein weiteres Ergebnis ist der, im Vergleich' zu den Spektren der turbulenten kinetischen
Energie, bei sehr kleinen Wellenzahlen beginnende steile Abfall der Spektren der Tempera-
turfluktuationen. Die Entstehung kleinskaliger Strukturen im Temperaturfeld wird durch die
hohe Wirmeleitfihigkeit von Natrium behindert, die schnelle Ausgleichsvorgidnge durch
molekulare thermische Diffusion und damit eine stetige Dampfung der kleinen raumlichen
Stérungen zur Folge hat.

Auffillig ist auch das ausgeprigte Maximum im Verlauf der Spektren der Temperaturfluk-
tuationen und das weniger ausgeprigte Maximum im Verlauf der Spektren der turbulenten
kinetischen Energie im niederfrequenten Bereich. Mit steigender Rayleigh-Zahl verschieben
sich diese Maxima zu kleineren Wellenzahlen und befinden sich im Fall BNA10000 am #u-
Bersten linken Rand der Spektren. Die Maxima weisen auf die makroskopischen Wellenlédn-
gen der am haufigsten auftretenden groBraumigen Konvektionsstrukturen bei einer bestimm-
ten Rayleigh-Zahl hin. Damit wird klar, daf3 der Fall BNA1000O mit X, ,=10 an der Aufl6-
sungsgrenze fiir makroskopische Strukturen liegt. Bei hoheren Rayleigh-Zahlen sind groBere
Periodenldngen erforderlich.

4.5 Strukturen der Konvektion bei Rayleigh-Bénard-Konvek-
tion mit Natrium

Nachdem bisher hauptsidchlich mit den Methoden der Statistik zeitlich und rdumlich gemit-
telte GroBen betrachtet wurden, stehen momentane, lokale Grofen im Mittelpunkt dieses
Kapitels. Im folgenden werden die bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium in Ab-
hingigkeit der Rayleigh-Zahl und der Kanalebene auftretenden rdumlichen Strukturen im
Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld analysiert sowie untereinander und mit den Strukturen
bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft im Falle hoher Rayleigh-Zahlen verglichen.

4.5.1 Strukturen bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen

Die Abbildungen 4.21a-e zeigen Horizontalschnitte nahe der Kanalmittelebene mit Isolinien
der momentanen Temperaturfluktuationen bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium der
Fiille BNA84, BNA250, BNA1000 und BNA10000 im Vergleich mit Luft im Fall BLU100.
Gestrichelte Isolinien kennzeichnen Temperaturwerte, die kleiner als der Ebenenmittelwert
sind, durchgezogene Isolinien kennzeichnen Temperaturwerte, die groBer als der Ebenenmit-
telwert sind. Auffallend im Fall BNA84 sind die in Teilbereichen des Kanals sichtbaren
Bandstrukturen, die durch dreidimensionale Effekte stark gestort sind und nur kurzzeitig auf-
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treten. Das Temperaturfeld weist damit bei dieser Rayleigh-Zahl noch eine Vorzugsrichtung
auf, die dem Geschwindigkeitsfeld aufgeprigt wird. Diese Darstellung bestiitigt somit die in
Kapitel 4.4.2 diskutierten Unterschiede in den RMS-Werten der Horizontalgeschwindigkeits-
komponenten, die auf Strukturen hindeuten. Auch die Flachheit der Temperatur, die in die-
sem Fall in der betrachteten Ebene den Wert F1=1.7 besitzt, weist eher auf ein periodisches
Sinussignal (Fr=1.5) als eine GauBsche Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung (Fr=3.0) hin.
Dies gilt, obwohl nicht ganz so offensichtlich, auch fiir den Fall BNA250 (Fr=1.9), wihrend
die Fille BNA1000 (F1=2.1) und BNA10000 (Fr=2.6) immer stirker zu einer statistischen
Verteilung tendieren, die im Fall BLU100 (Fr=2.8) augenscheinlich erreicht ist (vgl. Abbil-
dung 4.15). Trotzdem weisen die RMS-Werte der Horizontalgeschwindigkeitskomponenten
bereits im Fall BNA250 keine signifikanten Unterschiede mehr auf. Das 148t darauf schlie-
Ben, daB hier keine Vorzugsrichtung mehr vorhanden ist. Diesen Eindruck vermittelt auch
Abbildung 4.21b, in der unregelmiBig angeordnete Zellenmuster zu sehen sind, in deren
Zentren, wie Abbildung 4.22 zeigt, kaltes Fluid nach unten fallt oder aufsteigt. Die dicht zu-
sammenliegenden Isolinien am Rande der Zentren deuten auf die steilen Temperaturgradien-
ten zwischen den kalten Ab- und heiBen Aufstromgebieten hin. Mit zunehmender Rayleigh-
Zahl werden die Konvektionszellen unregelméBiger und chaotischer, bis sie schlieBlich als
solche in den Fillen BNA 10000 und BLU100 nicht mehr zu erkennen sind. Gleichzeitig wer-
den immer groflere, zusammenhingende Gebiete geformt, die die starke rdumliche Kopplung
und die groBe makroskopische Wellenldnge bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium
und Luft bewirken. Diese hier sichtbaren Phinomene werden bereits anhand der Zweipunkt-
korrelationen Ry und Ry (vgl. dazu Abbildungen 4.4 und 4.19) und der eindimensionalen
Energiespektren (vgl. Abbildung 4.3 und 4.20) diskutiert.

In den Abbildungen 4.22a-e sind Horizontalschnitte nahe der Kanalmittelebene mit Isolinien
der momentanen Vertikalgeschwindigkeit dargestellt. Sie stimmen beziiglich Ort und Zeit-
punkt mit den in Abbildung 4.21 gezeigten Horizontalschnitten iiberein. Gestrichelte Isolinien
kennzeichnen negative, durchgezogene kennzeichnen positive Vertikalgeschwindigkeiten.
Deutlich sichtbar wird der unterschiedliche Charakter des Geschwindigkeitsfeldes gegeniiber
dem des Temperaturfeldes im Fall BNA84. Hier treten im Geschwindigkeitsfeld sehr viel
kleinrdumigere Strukturen in Erscheinung als im Temperaturfeld. Dies ist auch in den Fillen
BNA250 und BNA100O, jedoch nicht mehr so offensichtlich im Fall BNA10000 festzustel-
len. Die Griinde sind die immer schwieriger vergleichbaren kleinskaligen Anteile, weil zum
einen die Auflosungsgrenze im Temperaturfeld erreicht wird und zum anderen nicht alle
Skalen im Geschwindigkeitsfeld durch das Maschennetz aufgelost werden. Dadurch wird der
Eindruck einer zunehmenden Ahnlichkeit beider Felder vermittelt, der so nicht gegeben ist,
weil in keinem der fiinf Geschwindigkeitsabbildungen die kleinsten Wirbel aufgelost sind. So
verdeutlicht die Ahnlichkeit der Horizontalschnitte der Temperaturfluktuationen und der
Vertikalgeschwindigkeit das Erreichen der Auflosungsgrenze des Temperaturfeldes durch
dieses Maschennetz. Eine weitere Erhohung der Rayleigh-Zahl wiirde fiir das Temperaturfeld
im Falle einer direkten numerischen Simulation eine Verfeinerung des Maschennetzes erfor-
derlich machen oder es miiite mit der Methode der Grobstruktursimulation berechnet werden.
Die Abbildungen 4.22 untermauern, dal in Gebieten mit negativen Temperaturfluktuationen
kaltes Fluid nach unten fillt, da es sich gleichzeitig um Gebiete mit negativer Vertikalge-
schwindigkeit handelt. Gestrichelte und durchgezogene Linien treten demzufolge in
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Abb. 4.21: Isolinien der Temperaturfluktuationen (Inkrement: 0.1) fiir Natrium (a-d) und
Luft (e) nahe der Kanalmittelebene. (a) Ra=8.4 10*, x3=0.44, t=401.1; (b) Ra=2.5
105, x3=0.44, t=523.1; (c) Ra=10%, x3=0.45, t=235.9; (d) Ra=107, x;=0.45,
t=180.7; (e) Ra=10’, x3=0.43, t=196.6.
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Abb. 4.22: Isolinien der Vertikalgeschwindigkeit (Inkrement: 0.2) fiir Natrium (a-d) und Luft
() nahe der Kanalmittelebene. (a) Ra=8.4 10%, x;=0.44, t=401.1; (b) Ra=2.5 10°,
x3=0.44, t=523.1; (c) Ra=105, x3=0.45, t=235.9; (d) Ra=10’, x;=0.45, t=180.7; (¢)
Ra=107, x,=0.43, t=196.6.
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(¢) Luft Ra=10107

Abb. 4.23: Isolinien der Temperatur (Inkrement: 0.1) fiir Natrium (a-d) und Luft (e) in Ver-
tikalschnitten. (a) Ra=8.4 104, x,=5, t=401.1; (b) Ra=2.5 10°, x,=5, t=523.1; (c)
Ra=105, x,=5, t=235.9; (d) Ra=107, x,=5, t=180.7; (e) Ra=107, x,=5, t=196.6.
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Abb. 4.24: Vektoren der Geschwindigkeit fiir Natrium (a-d) und Luft (e) in Vertikalschnit-
ten. (a) Ra=8.4 10% x,=5, t=401.1; (b) Ra=2.5 10°, x,=5, t=523.1; (c) Ra=10°,
x1=5, 1=235.9; (d) Ra=10’, x,=5, t=180.7; (¢) Ra=107, x;=5, t=196.6.
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Abbildungen dieser Art an gleichen Orten auf und unterstreichen die starke Korrelation zwi-
schen Temperatur- und Vertikalgeschwindigkeitsfluktuationen.

Die Vertikalschnitte der momentanen Temperatur in Abbildung 4.23 stimmen beziiglich dem
Zeitpunkt mit den in Abbildung 4.21 gezeigten Horizontalschnitten iiberein. Wiahrend im Fall
BNAS4 noch relativ schwache Auslenkungen der Isolinien auf die nicht sehr groBen Tempe-
raturabweichungen vom reinen Wirmeleitungszustand hindeuten, verformen sie sich mit
wachsender Rayleigh-Zahl und zeigen im Fall BNA10O0OO, vergleichbar dem Luftfall
BLU100, typischen Grenzschichtcharakter. In Gebieten in denen, verursacht durch den Me-
chanismus der Rayleigh-Taylor-Instabilitét, kaltes, nach unten oder warmes, nach oben stro-
mendes Fluid auf die Winde prallt, werden die thermischen Grenzschichten stark zusammen-
gepreft. Im Mittelpunkt dieser Aufprallzentren entstehen Staupunkte, Abbildung 4.24. Das
Fluid wird abgebremst und der lokale Druck wird maximal. Ausgehend vom Mittelpunkt der
Aufprallzentren wird das Fluid in die horizontalen Richtungen umverteilt. Dort kommt es zu
einem intensiven Wirmeaustausch mit den Winden. Besonders in den Fillen BNA 10000 und
BLU100, die sich durch ihren weitgehend isothermen Kernbereich auszeichnen, reicht der
Temperaturiiber- oder -unterschu3 meistens aus, um Auf- oder Abtriebsfahnen zu bilden, die
sich iiber die gesamte Kanalhohe ausbreiten. Deutlich werden auch in diesen Abbildungen die
mit zunehmender Rayleigh-Zahl kleineren Strukturen im Temperaturfeld, bei gleichzeitig
immer groBer werdenden zusammenhidngenden Gebieten, die die starke raumliche Kopplung
und die groBe makroskopische Wellenlidnge bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium
und Luft bewirken.

Die Vertikalschnitte mit Vektoren der momentanen Geschwindigkeit in Abbildung 4.24
stimmen beziiglich Ort und Zeitpunkt mit den in Abbildung 4.23 gezeigten Vertikalschnitten
iiberein. In allen Fillen liegt ein der Luftsimulation dhnliches turbulentes Geschwindigkeits-
feld vor, in dem Wirbel unterschiedlicher Gré3enordnung existieren. Mit steigender Ray-
leigh-Zahl in den Natriumfillen sind es diese Strukturen, die aufgrund der durch sie hervor-
gerufenen intensiven Vermischungs- und Wirmetransportvorgénge fiir die Entstehung von im
rdumlichen und zeitlichen Mittel isothermen Kernbereichen verantwortlich sind. Die hohe
Wiarmeleitfahigkeit der Fliissigmetalle, die ein Ausbilden horizontaler Dichte- und Tempera-
turunterschiede aufgrund der schnellen thermischen Diffusion stark einschrinkt, wirkt diesen
Vermischungs- und Wiarmetransportvorgéngen entgegen. '

4.5.2 Strukturen in verschiedenen Schichten

Die Vektoren der horizontalen Geschwindigkeitskomponenten bei x3=0.04 zeigen mehrere
Aufpraligebiete, in denen von oben herabstromendes kaltes Fluid auf die untere beheizte
Platte trifft, Abbildung 4.25a. Im Mittelpunkt der Zellen bilden sich Staupunkte. Das kalte
Fluid wird vom Zellmittelpunkt aus radial in die horizontalen Richtungen umverteilt. Gemi8
Schmidt (1988), der bei der Grobstruktursimulation der atmosphérischen konvektiven Grenz-
schicht nahe der unteren instabilen Grenzschicht dhnliche Strukturen feststellt, grenzen be-
nachbarte Absinkgebiete ihre EinfluBbereiche entlang verzweigter Linien ab, die als Sekanten
sich iiberlagernder Kreise interpretiert werden kénnen, Abbildung 4.26. Das miissen nicht

110




unbedingt drei, sondern konnen auch vier oder mehr benachbarte Absinkgebiete sein, Abbil-
dung 4.25a. Entlang der schematisch dargestellten Sekanten bilden sich schmale Streifen, in
denen Temperaturabweichungen und Vertikalgeschwindigkeiten positiv sind. Mehrere Spei-
chen organisieren sich in ihren Schnittpunkten zu Knoten, in denen Temperaturabweichungen
und Vertikalgeschwindigkeiten ebenfalls positiv sind. Speichen und Knoten sind in der unte-
ren Grenzschicht typische, durch die Rayleigh-Taylor-Instabilitidt verursachte Ablosestruktu-
ren, in denen warmes Fluid nach oben stromt. Die Speichen- und Knotenstrukturen treten nur
im Bereich der instabilen Grenzschichten an der oberen und unteren Wand auf, nicht jedoch
nahe der Kanalmittelebene. Dort treffen von unten heraufstromendes warmes und von oben
herabfallendes kaltes Fluid aufeinander, es kommt zu starken Verwirbelungen und damit zum
Aufreiflen der Konvektionsstrukturen.

Konvektionsmuster dieser Art wurden bereits mehrfach durch experimentelle Untersuchun-
gen und direkte numerische Simulationen nachgewiesen. Bei Réyleigh—Bénard-Konvektion
mit Luft werden sie von Grotzbach (1989), Moeng & Rotunno (1990) und Christie & Doma-
radzki (1993), bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium und niedrigen Rayleigh-Zahlen
von Wormer (1994) gefunden. Fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium bei héheren
Rayleigh-Zahlen werden dagegen hier erstmals ausgepriigte Speichen- und Knotenstrukturen
vorhergesagt. Experimentell nachgewiesen werden sie von Kawara et al. (1990) fiir Wasser
und Silikondl bei hohen Rayleigh-Zahlen. Auch Jahn (1975) findet bei der experimentellen
Untersuchung einer Fluidschicht mit interner Warmequelle im Bereich der oberen instabilen
Grenzschicht Strukturen, die von Grotzbach (1987) mit einer direkten numerischen Simula-
tion fiir denselben Anwendungsfall ebenfalls gefunden werden.

Das Ergebnis einer zeitlichen Analyse der Konvektionsstrukturen, ist ihre nahezu unverin-
derte rdumliche Position iiber einen Zeitraum von 200 dimensionslosen Zeiteinheiten. Die aus
Abbildung 4.25a bei x3=0.04 ablesbare makroskopische Wellenlinge betragt etwa A=3.3 und
stimmt sehr gut mit der in Tabelle 4.6 genannten, mittels der rdumlichen Zweipunktkorrela-
tionen Ryt und R;; bestimmten makroskopischen Wellenlidnge A=3.2-3.4 iiberein. Auffillig ist
auflerdem, daf} die an der oberen Wand entstehenden Strukturen jeweils um eine halbe ma-
kroskopische Wellenldnge in beiden horizontalen Raumrichtungen’ gegeniiber denen der unte-
ren Wand versetzt sind. Dies liegt daran, dafl die an der unteren Wand liegenden Knoten, d.h.
also Orte maximaler positiver Vertikalkomponente, die Zellmittelpunkte der oberen Wand
festlegen.

Die Vertikalgeschwindigkeitskomponente bei x3=0.04 ist innerhalb der Zellstrukturen, ange-
zeigt durch die gestrichelten Isolinien, negativ, Abbildung 4.25b. Orte maximaler positiver
Vertikalgeschwindigkeit, gekennzeichnet durch die eng zusammenliegenden durchgezogenen
Isolinien, liegen innerhalb der Speichen und Knotenstrukturen. In der Darstellung der Tempe-
raturfluktuationen zeigen die gestrichelten Linien die Orte im Kanal, an denen die Tempera-
tur geringere Werte als die mittlere Temperatur der dargestellten Ebene, d.h. negative Tempe-
raturfluktuationen aufweist, Abbildung 4.25c. Innerhalb der Zellen an der unteren Wand sind
die Temperaturfluktuationen negativ und deuten damit auf das kalte, von oben herabstrd-
mende Fluid hin. Mit der horizontalen Umverteilung erfolgt ein intensiver Warmeiibertrag an
das Fluid. Das wird anhand der eng zusammenliegenden Isolinien der Temperaturfluktuatio-
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Abb. 4.25: Isolinien verschiedener physikalischer Variablen fiir Natrium im Fall BNA250 bei

Ra=2.5 10°, t=523.1 in den drei Schnittebenen x;=0.04, x3=0.44 und x3=0.96. (a)
4, ,u,; (b) u,.
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Abb. 4.25: Isolinien verschiedener physikalischer Variablen fiir Natrium im Fall BNA250 bei

Ra=2.5 10°, (=523.1 in den drei Schnittebenen x;=0.04, x;=0.44 und X3=0.96. (c)
T’, Inkrement: 0.02; (d) P, Inkrement: 0.04.
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nen sichtbar. Orte maximaler Temperatur sind an der unteren Wand die Knoten. An der obe-
ren Wand sind diese Verhiltnisse genau entgegengesetzt. Weiteren AufschluB beziiglich des
Sterungsverhaltens' gibt die Druckverteilung, Abbildung 4.25d. Negative Druckwerte, die in
der Hohenliniendarstellung gestrichelt aufgetragen sind, existieren, weil es sich nicht um die
Absolutdruckwerte handelt. Aufgrund der in TURBIT verwendeten Losungsmethode ist das
Druckfeld bis auf eine frei gewihlte additive Konstante 16sbar, die die negativen Werte verur-
sacht. Orte maximalen Druckes sind an der unteren Wand aufgrund der Staupunktstrémungen
die Zellkerne. Die steilsten Druckgradienten treten an den Zellrindern auf, weil dort die Ho-
rizontalgeschwindigkeitskomponenten ihre groBten Werte aufweisen. Innerhalb der Ablose-
strukturen, d.h. der Speichen und der Knoten, steigen die Druckwerte aufgrund der stark re-
duzierten Horizontalgeschwindigkeitskomponenten wieder an. In der Kanalmittelebene sind
die den Knoten der Wandbereiche entsprechenden Zentren der Auf- und Abstromgebiete Orte
maximalen Druckes, der nach auf3en hin abnimmt und an den Rindern Minimalwerte erreicht.
Dort findet aufgrund intensiver Vermischungsvorginge ein groffer Impuls- und Wirmeaus-
tausch zwischen einzelnen Auf- und Abwindfahnen statt. Die Temperatur- und Vertikalge-
schwindigkeitsgradienten sind an diesen Stellen maximal.

N A

Abb. 4.26: Speichen und Knoten zwischen Zellen in den wandnahen Bereichen, in denen das
Fluid absinkt (nach Schmidt (1988)).

Die hier diskutierten Ergebnisse fiir die riumlichen Verteilungen von Geschwindigkeit, Tem-
peratur und Druck verdeutlichen einen groBen Vorteil der Methode der numerischen Simula-
tion. Die Auswertung einer Vielzahl physikalischer Variablen, die im Prinzip zu jedem Zeit-
punkt und fiir jeden Ortspunkt des Maschennetzes zur Verfiigung stehen, ermdglichen einen
detaillierten Einblick in die dreidimensionale Turbulenzstruktur des Geschwindigkeits- und
des Temperaturfeldes. |
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4.6 Analysen fiir statistische Turbulenzmodelle

Die meisten Stromungen von praktischem Interesse zeichnen sich neben ihrem hochturbulen-
ten Charakter oftmals durch sehr komplizierte Geometrien aus. Fiir die numerische Berech-
nung solcher Stromungen kommen aus heutiger Sicht ausschlieBlich Naherungsmethoden in
Frage, die auf einer statistischen Beschreibung der Turbulenz beruhen und deshalb als statisti-
sche Turbulenzmodelle bezeichnet werden. Diese Vorgehensweise ist vom ingenieurtechni-
schen Standpunkt aus betrachtet in den meisten Fillen ausreichend, weil bei den praktischen
Anwendungen weniger die Details der turbulenten Bewegung als vielmehr die zeitlichen
Mittelwerte der physikalisch abhingigen Grofen von Interesse sind.

In den nichsten Abschnitten dieses Kapitels wird zunichst ein kurzer Einblick in die Grund-
lagen und die Methodik der statistischen Modellierung turbulenter Stromungen gegeben. Eine
libersichtliche und ausfiihrliche Darstellung dariiber ist bei Rodi (1984) zu finden. Darauffol-
gend werden die Natrium- und Luftdaten der in Tabelle 4.2 aufgezihlten direkten numeri-
schen Simulationen dazu verwendet, Terme der exakten Transportgleichung der Dissipations-
rate auszuwerten, sie zu bilanzieren und im Anschluf3 daran einige gebriuchliche Modellie-
rungsansitze einzelner Terme dieser Gleichung zu diskutieren. Die dafiir notwendigen neuen
Analysemodule in TURBIT ([Seiter (1993)] sind unter Mitwirkung von Hiltner (1993) ent-
standen. In einem weiteren Abschnitt werden die Natrium- und Luftdaten der in Tabelle 4.1
aufgezihlten gemischten Simulationen und Grobstruktursimulationen fiir eine analoge Aus-
wertung der Transportgleichung der Temperaturschwankungen herangezogen. Das Ziel ist,
mogliche Einfliisse der Rayleigh- und der Prandtl-Zahl zu erkennen und zu diskutieren,
SchlieBungshypothesen zu analysieren und Modellkoeffizienten zu ermitteln. Die Vorge-
hensweise dabei ist, Terme der exakten Transportgleichungen zu berechnen, um damit Aus-
sagen liber die turbulenten Transportmechanismen der jeweils betrachteten Grofen machen
zu kénnen. Von besonderem Interesse sind dabei die experimentell nur sehr schwer oder
liberhaupt nicht mefibaren Dissipationsterme und Korrelationsterme, die Druckfluktuationen
beinhalten. Sie werden bei Experimenten oft aus den Bilanzgleichungen der mebaren Korre-
lationen berechnet und verhindern damit eine realistische Uberpriifung der gemessenen Da-
ten. Diese Problematik wird ausfiihrlich von George & Taulbee (1992) diskutiert. Die Terme
der exakten Transportgleichungen werden sodann den Termen der modellierten Transport-
gleichungen gegeniibergestellt. Durch die Analyse einzelner Koeffizienten in den Modellter-
men wird untersucht, ob diese den erwarteten konstanten Verlauf haben, d.h. ortsunabhéngig
sind, und ob sie fiir den betrachteten Stromungstyp und das betrachtete Fluid die richtige
Groflenordnung besitzen.

4.6.1 Einfiihrung in die statistische Beschreibung turbulenter Stromungen

Anders als bei der in Kapitel 3.1 diskutierten Methode der Grobstruktursimulation, erfolgt bei
der statistischen Beschreibung turbulenter Stromungen zunéchst eine Aufspaltung aller ab-
hingigen Variablen in einen zeitlichen Mittelwert und eine Fluktuation um diesen Mittelwert:

O = (D) + D" (4.15)
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Die Trennung der zeitlich gemittelten GroBe von der FluktuationsgroBe erfolgt iiber eine
zeitliche Filterung aller abhéngigen Variablen mit dem Operator:

1+At

@):Z\I? [ @) ar (4.16)

Die Einfiihrung der Beziehung (4.15) in die exakten Grundgleichungen (2.2a-c) sowie nach-
folgende Anwendung des Operators (4.16) fiithrt zu den zeitgemittelten Gleichungen, die auch
als Reynoldssche Gleichungen [Reynolds (1894)] bezeichnet werden. Diese unterscheiden
sich in ihrer duleren Form nicht von den in Kapitel 2.3 abgeleiteten rdumlich gemittelten
Gleichungen (2.11a-c) und Beziehungen (2.12a,b), wenn "~ durch die Kennzeichnung <> und
" durch die Kennzeichnung " ersetzt wird, haben jedoch einen andere physikalische Bedeu-
tung. Wihrend bei der Methode der Grobstruktursimulation eine rdumliche Filterung iiber ei-
nen begrenzten Wellenzahlbereich erfolgt, wird bei der Methode der statistischen Simulation
eine zeitliche Filterung iiber den gesamten Frequenzbereich der Turbulenz durchgefiihrt.

Die dabei in den zeitgemittelten Impulsgleichungen und der zeitgemittelten Energiegleichung
auftretenden Korrelationen von FluktuationsgroBen <uui> und <T”uf> zwischen ver-
schiedenen Schwankungsgroflen stellen den zusitzlichen Impuls- und Wirmetransport auf-
grund der turbulenten Fluktuationsbewegung dar. Bei ihnen handelt es sich um zentrale Mo-
mente zweiter Ordnung, die auch als Reynoldssche Spannungen und Reynoldssche Wir-
mestrome bezeichnet werden. Da sie unbekannt sind, stellen die Erhaltungsgleichungen fiir
Masse, Impuls und Energie kein geschlossenes Gleichungssystem mehr dar. Statistische Tur-
bulenzmodelle haben die Aufgabe, die Bestimmung der Reynoldsschen Spannungen und
Wirmestrome und damit die SchlieBung des Gleichungssystems zur Berechnung turbulenter
Stromungen zu ermdglichen. Thre Modellierung ist schwieriger als die Modellierung der
Feinstruktur bei Grobstruktursimulationen, weil der zusétzliche Impuls- und Wirmetransport,
der durch alle WirbelgroBen verursacht wird, beriicksichtigt werden muf3. Bei der Modellie-
rung der Feinstruktur fiihrt die Lokalisotropie der kleinen Wirbel im Bereich des Kolmogo-
rov-Spektrums zu einer erheblichen Vereinfachung der statistischen Eigenschaften.

Das am weitesten verbreitete statistische Turbulenzmodell, das k-e-Modell [Launder (1975),
Rodi (1984)], verwendet zur Bestimmung der Reynoldsschen Spannungen und Wirmestréme
das Prinzip der Wirbeldiffusivitét. Es beruht auf der Annahme, daB sich der Transport durch
Turbulenz als Diffusionsproze8 beschreiben 148t und in turbulenten Stromungen die zeitli-
chen Fluktuationskorrelationen proportional den Gradienten der zeitgemittelten Stromungs-
grofien gesetzt werden konnen:

(t,) =—{(wu))= v,(a—<‘f‘2+i<i>}-36.. k (4.17a)

Y ox,  dx | 3

Y AT “
_<qj> =—(T uj)za,é% (4.17b)

J
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Im Gegensatz zu den molekularen diffusiven AustauschgroBen fiir Impuls und Wirme, ¥ und
a, sind die turbulenten Austauschkoeffizienten v, und a, keine StoffgréBen, sondern vom Zu-
stand der Turbulenz und somit von Ort und Zeit abhiingig. Eine geeignete Modellierung die-
ser Wirbeldiffusivititen muB, um die Allgemeingiiltigkeit des Modells fiir verschiedene
Stromungstypen zu gewdihrleisten, den Transport von TurbulenzgréBen beriicksichtigen.

Im k-e-Modell wird die turbulente AustauschgroBe v, proportional einem charakteristischen
Lingenmaf L und einem charakteristischen Geschwindigkeitsmaf3 U gesetzt:

v,~ LU (4.18)

Als charakteristischer GeschwindigkeitsmaBstab wird die Wurzel der turbulenten kinetischen
Energie k gewihlt:

U ~k'"? (4.19)

Der charakteristische LiangenmaBstab L setzt sich aus einer Kombination von turbulenter ki-
netischer Energie k und deren Dissipationsrate £ zusammen:

k3/2
L~ (4.20)
€

Werden die beiden Beziehungen (4.19) und (4.20) in den Zusammenhang (4.18) eingesetzt,
dann folgt fiir den Ansatz zur Berechnung der turbulenten Wirbelviskositét im k-e-Modell:

VvV, ~— (421)

Fiir beide in Ansatz (4.21) auftretenden charakteristischen Turbulenzmafstibe werden Trans-
portgleichungen gelost und damit die Berechnung auch komplexerer Stromungen, in denen
eine Verteilung von L nicht empirisch gefunden werden kann, erméglicht.

Die Wirbelkonduktivitit a, wird in k-e-Modellen gewohnlich iiber das Konzept der aus Expe-
rimenten ermittelten turbulenten Prandtl-Zahl Pr, berechnet:

vl

a, = Pr (4.22)
Diesem Konzept liegt die Annahme zugrunde, da die Impulstransportmechanismen durch
die turbulenten Schwankungsbewegungen im Stromungsfeld und die Wirmetransportmecha-
nismen durch die turbulenten Schwankungsgrofen im Stromungsfeld und im Temperaturfeld
dhnlich sind. Diese Annahme ist vor allem bei der Naturkonvektion in Fliissigmetallen frag-
lich. Dort verladuft die Entwicklung der turbulenten Eigenschaften im Geschwindigkeits- und
im Temperaturfeld, verursacht durch die hohe thermische Diffusivitét der Fliissigmetalle, mit
unterschiedlichen Zeitma@stében.

117



Ohne das Wirbeldiffusivititsprinzip (4.17a,b) kommen Reynoldssche Spannungsmodelle aus
[Rodi (1984)]. Sie verwenden Transportgleichungen fiir die Momente zweiter Ordnung
<u/u> und <T”u}> um das SchlieBungsproblem zu l6sen und sind in der Lage, im Ge-
gensatz zum isotropen k-e-Modell, Anisotropien in der Stromung zu beriicksichtigen. Auch
hier liegt das Problem bei den SchlieBungsannahmen sowie den Koeffizienten fiir die unbe-
kannten Korrelationen hoherer Ordnung, auf deren Modellierung es hinsichtlich der Genauig-
keit des Verfahrens ankommt. Dazu kommt der, aufgrund der zusitzlichen Losung weiterer

Differentialgleichungen entstehende, hohe numerische Aufwand dieser Methode.

Dieser Aufwand ist deutlich verringert in algebraischen Spannungs-/Fluf3-Modellen [Hossain
(1980)]. Bei diesen werden aus den Transportgleichungen der Reynoldsschen Spannungen
und Wirmestrome durch Vernachlidssigung der lokalen Zeitableitungsterme -und weiteren
Vereinfachungen algebraische Beziehungen fiir die gesuchten unbekannten Korrelationen ab-
geleitet. Die Modelle behalten dabei die Fahigkeit, Anisotropien zu beriicksichtigen.

4.6.2 Transportgleichung fiir die Dissipationsrate

4.6.2.1 Analyse der exakten Gleichung

Im Haushalt der mechanischen Energie turbulenter Stromungen spielt die Dissipation € eine
bedeutende Rolle, wihrend die Eigenerwidrmung der Fluide héaufig von untergeordneter Be-
deutung fiir den Gesamtvorgang ist. Aus diesem Grund ist der Dissipationsterm in der Glei-
chung der turbulenten kinetischen Energie ein wichtiger Senkenterm, wéhrend er in der
Wirmetransportgleichung (2.2c) meist vernachlissigt wird.

Die Dissipation in der turbulenten kinetischen Energiegleichung hat in konservativer
Schreibweise mit der in TURBIT verwendeten Normierung folgende Form:

.II .II -[[ a I'I
_ 1 du/ du N du du; 4.23)

VGr | \dx; dx; dx; dx
Wihrend die Geschwindigkeitsschwankungen normalerweise klein gegeniiber der mittleren
Geschwindigkeit sind, gilt fiir die Gradienten der Geschwindigkeitsschwankungen genau das

Umgekehrte. Diese Erscheinung macht die fiir alle turbulenten Stréomungen hohe Wirbelin-
tensitit aus.

Im Falle homogener Turbulenz, in der alle statistischen GroSen und Verteilungen vom Orts-
vektor x; unabhéngig sind, verschwindet der zweite Summand in Gleichung (4.23) und fiir die
Dissipation gilt:

I [ou du’
= L4 424
=767 <8xj o, > @29
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Die Annahme homogener Turbulenz ist dann erfiillt, wenn bei den hier untersuchten Stro-
mungen die Grashof-Zahl groB ist. Bei hohen Grashof-Zahlen verhalten sich die fiir die Dis-
sipation bedeutenden, kleinskaligen Turbulenzelemente lokalisotrop, d.h. invariant gegen
Translationen und Rotationen des vorgegebenen Koordinatensystems (sieche Kapitel 3.1.2.1).
Auch im Falle eines inkompressiblen Fluids muf§ der zweite Summand in Gleichung (4.23)
nicht beriicksichtigt werden und es gilt (4.24). Unter Beriicksichtigung der Kontinuititsglei-
chung (2.2a) ist die Summe des in der Gleichung der turbulenten kinetischen Energie in kon-
servativer Schreibweise auftretenden zusitzlichen molekularen Diffusionsterms und des
zweiten Terms in Gleichung (4.23) bei einem inkompressiblen Medium identisch Null:

1 0 au]’.’ au."au]’.’
2 (24 =0 425
JGr (axj <"’ ax,.> <axj 2%, >J (429

Eine exakte Transportgleichung fiir die Dissipation bei homogener Turbulenz gemdB Glei-
chung (4.24) kann wie folgt abgeleitet werden. Zunichst werden die fiir die zeitlich gemittel-
ten GroBen geltenden Reynoldsschen Gleichungen von den fiir die momentanen GroBen gel-

tenden Navier-Stokes-Gleichungen subtrahiert, um so eine Differentialgleichung fiir die
Fluktuationsgréfen zu erhalten. Diese wird nach x; abgeleitet und mit (2 / JGr)au//9x ; mul-
tipliziert. Nach einer zeitlichen Mittelung sowie dem Zusammenfassen und Umformen eini-
ger Terme folgt als Ergebnis die skalare Dissipationsgleichung:

de _ a(e <“l>)

at ax,

Anderungsrate konvektiver Transport = K¢

2 [ oud[[awraur\ [ouyour\) 9%u) [, 3uy
NGr | dx, | \dx; dx, dx, dx, dx;dx,\ ' Ox,
Produktion durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld = Pgy

23, [aT” ou
JGr axj axj

Produktion/Vernichtung durch Auftrieb = Pg,

2 [ou ou’ ou)
L (TEA TR 4.26
JGr <ax, ox; Ox; > (4.20)

Produktion durch Wirbelfadenstrecken = Pgy

13 [[3wraw \ ., 3p" duy
JGr 9x, |\ox; dax; dx; dx,

turbulenter diffusiver Transport = D¢y + Dgp
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L1 d 88+ 2 [ d | du’ du/
JGr dx, |9x, JGr\ox, dx; dx;

molekularer diffusiver Transport = Dy,

_i azuin 2 . azuln azuin
Gr dx, dx; dx,dx; dx, 0x,

molekulare Vernichtung = V,

Die Gleichung ist in konservativer Form mit der in TURBIT verwendeten Normierung abge-
leitet. Sie enthélt komplizierte Korrelationen verschiedener Fluktuationsgroen, die einer ex-
perimentellen Messung zum groBen Teil nicht zugénglich sind. Die physikalische Bedeutung
der einzelnen Terme ist angegeben. Sie reprisentieren die Anderungsrate, den Transport, die
Produktion und die Vernichtung der Dissipation.

Werden jeweils die zweiten Summanden im molekularen Diffusions- und Vernichtungsterm
addiert, so ist deren Summe unter Beriicksichtigung der Kontinuititsgleichung (2.2a) fiir in-
kompressible Fluide identisch Null. Bei Rayleigh-Bénard-Konvektion in einem unendlich
ausgedehnten Kanal ist die Stromung in den horizontalen Richtungen homogen, ausreichend
groBe Mittelungszeitriume vorausgesetzt. Aus diesem Grund sind die Gradienten der Zeitmit-
telwerte nur in vertikaler Richtung ungleich Null. Im zeitlichen Mittel verschwinden zudem
alle mittleren Geschwindigkeiten, d.h. es gilt <u;>=0. Folglich tritt in der Bilanz (4.26) kein
konvektiver Transport K¢ und keine Produktion durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld Pey
auf. Wird von einer eingelaufenen, im statistischen Sinne stationdren Strémung ausgegangen,
verschwindet auch die zeitliche Anderungsrate. Fiir Gleichung (4.26) folgt damit:

0=-P,-P,-D,,-D,+D, -V, (4.27)

Unter der Voraussetzung lokalisotroper Turbulenz, d.h. bei hohen Grashof-Zahlen, und ohne
die Beeinflussung fester Winde, konnen noch weitere Voraussagen beziiglich einer Vereinfa-
chung von Gleichung (4.26) gemacht werden. Der Produktions-/Vernichtungsterm durch
Auftrieb sowie der turbulente diffusive Transportterm durch Druckschwankungen verschwin-
den bei isotroper Turbulenz im zeitlichen Mittel, weil Korrelationstensoren erster Ordnung im
statistischen Sinne invariant gegeniiber Translationen und Rotationen des vorgegebenen Ko-
ordinatensystems sind [Rotta (1972)]. Das gilt nicht bei kleinen Grashof-Zahlen oder in der
Nihe fester Winde.

Bei der Auswertung statistischer Daten zur Analyse der Dissipationsgleichung wirken sich
auftretende Ungenauigkeiten stirker aus als bei der Analyse anderer Transportgleichungen
turbulenter StromungsgroBen, wie z.B. der Transportgleichung der turbulenten kinetischen
Energie, des turbulenten Wirmestromes oder der Temperaturschwankungen, weil sie zum
Teil Mehrfachkorrelationen zwischen einfachen und héheren Ableitungen der hochfrequenten
turbulenten FluktuationsgroBen enthilt. Aus diesem Grund ist die Auswertung der Dissipati-
onsgleichung nur mit Daten aus direkten numerischen Simulationen sinnvoll. Mogliche Ursa-
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chen sind dabei hauptsidchlich numerische Ungenauigkeiten, hervorgerufen durch die zu
grobe Aufldsung der turbulenten Felder. Das gilt vor allem in den Wandbereichen, aufgrund
der dort starken nichtlinearen Anderungen. Aber auch statistische Ungenauigkeiten, hervorge-
rufen durch zu wenige Mittelungszeitpunkte, konnen die Ursache fiir Abweichungen sein.
Indirekt konnen diese Ungenauigkeiten, sofern sie auftreten, an dem Ungleichgewicht der
Gesamtbilanz des Transportes der Dissipation, eine im statistischen Sinne stationdre Stro-
mung vorausgesetzt, abgelesen werden.

Die Abbildungen 4.27a-h zeigen die vertikalen Profile der Dissipation gemiB8 Gleichung
(4.23) und von Termen ihrer Transportgleichung gemiB den Gleichungen (4.24, 4.26) fiir
Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium im Fall BNA3 im Vergleich zu Luft im Fall
BLU3D. Grundsitzlich ist in allen Abbildungen auffallend, dal der absolute Betrag der ein-
zelnen Terme, trotz dhnlicher Grashof-Zahlen, im Natriumfall um ungefihr eine Gréenord-
nung geringer ist als im Luftfall. Das deutet darauf hin, daB im Fall BNA3 die Wirbelintensi-
tdt sehr viel schwicher ist als im Fall BLU3D. Dieser Unterschied verschwindet jedoch mit
zunehmender Grashof-Zahl. Das zeigt ein Vergleich der hier nicht dargestellten Simulati-
onsergebnisse der Fille BNA6 und BLU6 mit ebenfalls dhnlichen jedoch um den Faktor zwei
groBeren Grashof-Zahlen gegeniiber den Fillen BNA3 und BLU3D. Dort haben die Betrige
der Dissipation und der Terme ihrer Transportgleichung in Kanalmitte ungeféhr dleselbe
GroBlenordnung. Das deutet auf eine vergleichbare Wirbelintensitit hin.

Die Abbildungen 4.27a,e verdeutlichen die starke Anisotropie des Natriumfalls BNA3 im ge-
samten Kanal, wogegen sie im Luftfall BLU3D scheinbar nur im Grenzschichtbereich auf-
tritt. Nur dort ist der Term mit den gemischten Produkten der Ableitungen der Geschwindig-
keitsschwankungen ungleich Null. Trotzdem ist in beiden Fillen der Produktions-
/Vernichtungsterm durch Auftrieb noch ein wesentlicher Quellterm, der im isotropen Fall als
Korrelationstensor erster Ordnung keinen Beitrag leisten sollte, hier jedoch gegeniiber dem
Produktionsterm durch gegenseitiges Wirbelfadenstrecken nicht vernachléssigbar ist, Abbil-
dungen 4.27b,f. Der Produktionsterm durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld ist in beiden
Fillen aufgrund der fehlenden mittleren Grundstréomung identisch Null. Anhand der beiden
Abbildungen wird der EinfluB der groen molekularen thermischen Diffusivitdt im Natrium-
fall deutlich, der zu sehr unterschiedlichen Dicken der hydrodynamischen und thermischen
Grenzschicht fiihrt. Das macht sich durch den ansteigenden Verlauf des Produktions-
/Vernichtungsterms durch Auftrieb am Rande der Grenzschicht bemerkbar, der im Natrium-
fall bis zur Kanalmitte reicht, wihrend er im Luftfall mit der hydrodynamischen Grenz-
schichtdicke vergleichbar ist. Aus diesem Grund haben die Verldufe der beiden Produktions-
terme Pgw und Pg4 im Luftfall ein qualitativ dhnliches Aussehen.

Ein Vergleich der Diffusionsterme zeigt den dominierenden EinfluB der molekularen diffusi-
ven Transportterme im unmittelbaren Wandbereich, wihrend sie in Kanalmitte von unterge-
ordneter Bedeutung sind, Abbildungen 4.27c,g. Im Natriumfall BNA3 leisten die turbulenten
diffusiven Transportterme einen wichtigen Beitrag in Kanalmitte, wihrend sie im Luftfall
BLU3D dort keinen Einflu haben. Vor allem das Verschwinden der turbulenten diffusiven
Transportterme durch Druckschwankungen 148t auf den isotroperen Zustand der hochfrequen-
ten Fluktuationen im Luftfall schlieBen. Im Wandbereich dagegen spielen die turbulenten dif-
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Abb. 4.27: Analyseergebnisse der Dissipation sowie von Termen ihrer Transportgleichung

, Gr=5.3

¢

=381
10%) (e-h). (a,e) Dissipation; (b,f) Produktion; (c,g) Diffusion; (d,h) Gesamtbilanz.

a=3.0 103, Gr=5.5 10°) (a-d) und BLU3D (Ra

der Fille BNA3 (R
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fusiven Transportterme beider Fille eine wenn auch untergeordnete Rolle. Im Natriumfall
liberwiegt der turbulente diffusive Transport durch Geschwindigkeitsfluktuationen den durch
Druckfluktuationen, wihrend im Luftfall hier ein genau entgegengesetztes Verhalten zu ver-
zeichnen ist. Im Vergleich zum Luftfall macht sich im Natriumfall der EinfluB der turbulen-
ten diffusiven Transportterme in Kanalmitte in der Gesamtbilanz deutlich bemerkbar, Abbil-
dungen 4.27d,h. Wihrend im Luftfall BLU3D in Kanalmitte ein Gleichgewicht zwischen
Produktion und molekularer Vernichtung besteht, bewirkt im Natriumfall BNA3 der als
Quellterm auftretende turbulente diffusive Transport das Gleichgewicht in der Gesamtbilanz.
An der Wand sind die Produktionsterme sowie die turbulenten diffusiven Transportterme
gleich Null und es sollte ein Gleichgewicht zwischen molekularem diffusivem Transport und
molekularer Vernichtung bestehen. Das groBe Ungleichgewicht in der Bilanz an dieser Stelle
deutet auf eine fiir die detaillierte Auswertung der Dissipationsgleichung unzureichende
Auflosung der unmittelbaren Wandbereiche hin. Die Bilanzdifferenz beider Fille betrigt in
Kanalmitte etwa 3%. ’

Die vertikalen Profile der Dissipation gemdB3 Gleichung (4.23) und von Termen ihrer Trans-
portgleichung geméB den Gleichungen (4.24, 4.26) sind fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Natrium im Fall BNA24, bei einer um ungefihr eine GroBenordnung héheren Grashof-Zahl
als die der Fille BNA3 und BLU3D, in den Abbildungen 4.28a-d dargestellt. Im Fall BNA24
ist die Stromung in Kanalmitte lokalisotrop, da der zweite Dissipationsanteil gemif Glei-
chung (4.23) gegeniiber dem ersten nahezu verschwindet, Abbildung 4.28a. Der Produktions-
term durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld ist wie zuvor identisch Null, der Produktions-
/Vernichtungsterm durch Auftrieb verschwindet als Korrelationstensor erster Ordnung im
statistischen Mittel bei lokaler Isotropie und der Produktionsterm durch gegenseitiges Wirbel-
fadenstrecken wird zum entscheidenden Quellterm, Abbildung 4.28b. Der diffusive Transport
weist keine wesentlichen Unterschiede gegeniiber dem des zuvor diskutierten Luftfalles -
BLU3D auf, Abbildung 4.28c. Ahnlich diesem und im Gegensatz zum Natriumfall BNA3 hat
der turbulente diffusive Transport in Kanalmitte keine Bedeutung mehr. Das spiegelt sich
auch in der Gesamtbilanz wider, Abbildung 4.28d. In Kanalmitte besteht ein lokales Gleich-
gewicht zwischen der Produktion durch gegenseitiges Wirbelfadenstrecken und der molekula-
ren Vernichtung. Im Wandbereich wird die Dissipation durch diffusiven Transport zur Wand
umverteilt, wo sie durch molekulare Vernichtung kompensiert wird. Alle Abbildungen 4.28a-
d verdeutlichen die unzureichende rdumliche Auflosung fiir eine Analyse der Dissipation und
ihrer Transportgleichung in unmittelbarer Wandnihe. In Kanalmitte betrédgt die Bilanzdiffe-
renz in etwa 3%.

Diese Unstimmigkeit der Bilanz in den wandnahen Maschen tritt bei allen in Tabelle 4.2 auf-
gezihlten und analysierten Simulationen auf. Auch im Fall BLU3, obwohl dieser beziiglich
einer detaillierteren Analyse der Wandbereiche in mehreren Schritten auf ein feineres Ma-
schennetz interpoliert und jeweils in der Problemzeit weiterintegriert wurde. Das zeigt, dall es
selbst mit der heute zur Verfiigung stehenden Rechenleistung und Speicherkapazitit schwie-
rig ist, eine exakte Analyse der fiir die Dissipation wichtigen Grenzschichtbereiche auch bei
relativ kleinen Grashof-Zahlen durchzufiihren. Die Abweichung tritt auf, weil die unmittel-
bare Wandauflosung durch das Maschennetz offensichtlich nicht ausreichend ist. Bei der
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Abb. 4.28: Analyseergebnisse der Dissipation sowie von Termen ihrer Transportgleichung
Diffusion; (d) Gesamtbilanz.
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Herleitung der Dissipationsgleichung entstehen der molekulare diffusive Transportterm und
der molekulare Vernichtungsterm durch folgende Aufspaltung:

2 fou dw \_ 1 3% 2 [ & (4.28)
Gr \dx; dx, dx, dx, JGr 9x,0x, Gr dx,dx; ' .
D, Ve

Der in Gleichung (4.28) auf der linken Seite stehende Korrelationstensor ist an der Wand
identisch Null. Das zeigen Ergebnisse von Mansour et al. (1988). Alle anderen Terme in der
Dissipationsgleichung (4.26) sind, mit Ausnahme der in Gleichung (4.28) dargestellten mole-
kularen diffusiven Transportterme und der molekularen Vernichtungsterme, an der Wand
ebenfalls identisch Null. Das zeigen die in dieser Arbeit ermittelten Ergebnisse. Es kann des-
halb gefolgert werden, daB3 der molekulare diffusive Transportterm und der molekulare Ver-
nichtungsterm in unmittelbarer Wandnéhe im Gleichgewicht sein miissen. Andererseits mufl
das Volumenintegral des molekularen diffusiven Transportterms iiber den gesamten Kanal
den Wert Null liefern, weil es sich bei diesem eben um keinen Produktions- oder Vernich-
tungsterm sondern um einen Umverteilungsterm handelt:

1 9
w\/@ax,;x, dv =0 (4.29)

Die analysierten turbulenten diffusiven Terme erfiillen diese Voraussetzung auch. Ihr Volu-
menintegral verschwindet in allen Fillen. Nach Analyse des molekularen diffusiven Trans-
portterms bleibt festzuhalten, daBl dieser in Kanalmitte aufgrund der konstanten Dissipation
bei Rayleigh-Bénard-Konvektion identisch Null ist und wegen des Anstiegs der Dissipation in
Wandnihe ebenfalls ansteigt. Um beide Voraussetzungen, d.h. das Gleichgewicht des mole-
kularen Vernichtungsterms mit dem molekularen diffusiven Transportterm an der Wand und
das Verschwinden des Volumenintegrals des molekularen diffusiven Transportterms iiber den
ganzen Kanal, zu erfiillen, gibt es bei Naturkonvektion nur einen moglichen Verlauf der Dis-
sipation in Wandnihe. Sie muf} in unmittelbarer Wandnihe ein absolutes Maximum besitzen,
zur Wand hin abnehmen und an der Wand ein lokales Minimum haben. Bei diesem Verlauf
der Dissipation kann gefolgert werden, da3 die wandnahen Bereiche in keiner der untersuch-
ten direkten numerischen Simulationen durch das Maschennetz aufgelost sind.

Ahnliche Untersuchungen zum Dissipationsverlauf bei erzwungener Konvektion wurden von
Laufer (1954), Coles (1978), Patel et al. (1985), Mansour et al. (1988) und Rodi & Mansour
(1990, 1993) durchgefiihrt. Bei Zwangskonvektion hat die Dissipation laut Mansour et al.
(1988) ein Maximum in Wandnihe.

Es kann festgehalten werden, dal mit steigender Grashof-Zahl die hochfrequenten Fluktuati-
onsanteile der Strémung zunehmend isotroper werden und dadurch das Wirbelfeld in Ka-
nalmitte unabhingig von der Prandtl-Zahl wird, d.h. eine dhnliche Wirbelintensitit besitzt. Im
Kernbereich des Kanals besteht ein lokales Gleichgewicht zwischen dem Produktionsterm
durch gegenseitiges Wirbelfadenstrecken und dem molekularen Vernichtungsterm. Das wie-
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derum belegt die Giiltigkeit der Grashof-Analogie bei hohen Grashof-Zahlen. Der Grund da-
fiir ist der als Korrelationstensor erster Ordnung in isotroper Turbulenz verschwindende Pro-
duktions-/Vernichtungsterm durch Auftrieb. Damit existiert in der Dissipationsgleichung bei
hohen Grashof-Zahlen keine Kopplung mehr zum Temperaturfeld. Hier deutet sich an, daf3
fiir Fluide mit kleinen Prandtl-Zahlen keine wesentlichen Anderungen oder Anpassungen in
den bisher verwendeten Modellansitzen fiir die unbekannten Terme der Dissipationsglei-
chung zu erwarten sind.

4.6.2.2 Analyse verschiedener Modellansiitze

Fiir die unbekannten Korrelationsterme in der exakten Dissipationsgleichung (4.26) miissen
Modellansitze eingefiihrt werden, die nur solche Terme enthalten, die auch in anderen Mo-
dellgleichungen schon vorkommen. SchlieBungsannahmen sind erforderlich fiir die turbulen-
ten diffusiven Transportterme durch Geschwindigkeitsfluktuationen Dy, die allerdings nur
im wandnahen hydrodynamischen Grenzschichtbereich von Bedeutung sind, die Produktions-
terme durch gegenseitiges Wirbelfadenstrecken Py sowie die molekularen Vernichtungs-
terme V., die im gesamten Kanal eine Rolle spielen.

Die molekularen diffusiven Transportterme D, werden in statistischen Turbulenzmodellen
im allgemeinen vernachldssigt [Rodi (1984)], obwohl fiir sie keine Modellannahmen not-
wendig sind. Wie die Analysen im vorigen Kapitel gezeigt haben, sind sie in der Tat im zen-
tralen Kanalbereich von untergeordneter Bedeutung, in der hydrodynamischen Grenzschicht
jedoch durchaus relevant und an der Wand sogar dominant. Die konvektiven Transportterme
K¢ miissen ebenfalls nicht modelliert werden, verschwinden aber bei Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion ebenso wie die Produktionsterme durch das mittlere Geschwindigkeitsfeld Py auf-
grund der fehlenden mittleren Grundstromung. Diese sind dhnlich den Produktionstermen
durch Auftrieb Pg, und den turbulenten diffusiven Transporttermen durch Druckfluktuationen
Dy, bei hohen Grashof-Zahlen im zentralen Kanalbereich ohnehin bedeutungslos. Thre Mo-
dellierung ist deshalb nur in den wandnahen hydrodynamischen Grenzschichtbereichen erfor-
derlich. Um diese Anteile zu beriicksichtigen, werden in der modellierten Dissipationsglei-
chung im allgemeinen Wanddampfungsfunktionen eingefiihrt, die im Rahmen dieser Arbeit
nicht untersucht werden. Eine Ubersicht dariiber geben die Arbeiten von Patel et al. (1985),
Mansour et al. (1989) und Kessler (1993). Der turbulente diffusive Transportterm durch
Druckfluktuationen D, wird in der Regel direkt oder indirekt vernachléssigt, indem er mit
dem fiir den turbulenten diffusiven Transport durch Geschwindigkeitsfluktuationen Dy, abge-
leiteten Ndherungsansatz gemeinsam modelliert wird.

Der turbulente diffusive Transportterm durch Geschwindigkeitsschwankungen Dy, wird iibli-
cherweise mit einem Gradientenansatz modelliert:

1 0 [Ju’ou’ d k de
_ i i\ _ Y Mg o\ YE R 4.30
JGr dx, <8xj dx; u’> ax, {Ce 3 () 8xk} (430
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Dieser Modellansatz stammt von Hanjalic & Launder (1972) und kann

Transportgleichung fiir die betrachtete Dreifachkorrelation Dg; durch dere
abgeleitet werden. Es wird angenommen, daf der Transport durch turbulen

aus der exakten
n Vereinfachung
te Diffusion auf-

grund von Geschwindigkeitsfluktuationen proportional dem Gradienten der transportierten
GroBe ist. Fiir den Koeffizienten ¢, wird gewohnlich der von Hanjalic & Launder (1972) vor-

geschlagene und von Launder et al. (1975) bestitigte Wert c.=0.15 verwende

t.

Eine weitere Moglichkeit zur Modellierung von Dy ist, in Analogie zur Modellierung der
turbulenten Diffusion in der Gleichung der turbulenten kinetischen Energie, die Einfiihrung
eines der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, und dem Koeffizienten oy #hnlichen empirischen
Koeffizienten o.. Dieser Ansatz kann bei Voraussetzung lokalisotroper Turbulenz mit Hilfe

von Beziehung (4.30) abgeleitet werden. Die turbulenten Schubspannung
und fiir die Normalspannungen gilt:

enn verschwinden

” ” ” 2
<W2)=<%2)=<%2)=§k (4.31)
Der Ansatz fiir Dy, lautet unter Bezugnahme auf diesen Zusammenhang:
1 0 [Ju du’ d |v, oe
- E—u)= - 4.32
JGr dx, <ax,. dx; l> dx, {Ge ax,} 432

Wird Beziehung (4.31) in Ansatz (4.30) eingesetzt, fiir c. der Wert ¢=0.15 u
fizienten ¢, zur Berechnung der Wirbelviskositit v, nach Gleichung (4.21)
[Rodi (1993)] zugrunde gelegt, dann folgt durch einen Koeffizientenverg
(4.32) fiir den Koeffizienten o, ein Wert von der Groenordnung eins:

(9}

L=0.9

G ——
CE

€

ol w

Im k-& Modell wird fiir 6, im allgemeinen der Wert 6.=1.3 verwendet [Rodi

nd fiir den Koef-
der Wert ¢,=0.09
leich mit Ansatz

(4.33)

(1984, 1993)].

Beide Modellierungsansitze (4.30) und (4.32) werden ausgewertet, indem d

ie in ihnen enthal-

tenen, als ortsunabhingig und konstant angenommenen Koeffizienten berechnet werden. Ihre

1

Bestimmungsgleichungen haben, unter Bezugnahme auf die in Kapitel 4.
du/” ou/” ,,>
u

Vereinfachungen, folgende Form:
JGr <ax ; 0x; y

k ” ” E

E(u u

1

JGr

\%3 43 ax3
axj ox; 3

K o

€ Ox,
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Im Fall BNA3 ist der diffusive Transport durch Geschwindigkeitsfluktuationen Dg; in den
Grenzschichtbereichen und im zentralen Kanalbereich gleichermafen von Bedeutung, der
Dissipationsverlauf im gesamten Kanal nicht konstant. Daraus resultieren weitgehend orts-
unabhingige Profile fiir ¢ im Zentralbereich und fiir c,/c, im gesamten Kanal, Abbildung
4.29a. Die Wandnibhe, in der die turbulente kinetische Energie k in beiden Gleichungen gegen
Null geht, ist hier auszunehmen. Die Werte im Diagramm werden bei 0.2 und -0.1 abge-
schnitten. Im Fall BNA24 ist der turbulente diffusive Transport Dy, im zentralen Kanalbe-
reich vernachldssigbar und nur in den Grenzschichtbereichen von Bedeutung. In diesem fiir
D¢ wichtigen wandnahen Bereich, in dem auch ein Gradient der Dissipation existiert, folgt
fiir beide Gradientenansitze ein fast konstanter Verlauf der Koeffizienten ¢, und c,/ce, Abbil-
dung 4.29b. Der unstetige Verlauf der Profile im zentralen Kanalbereich ist eine Folge des in
den Ansitzen (4.34a,b) im Nenner stehenden Gradienten der Dissipation. Grundsitzlich kann
bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit dem Fluid Natrium festgehalten werden, dafl beide An-
sitze (4.34a,b) unabhingig von der Grashof-Zahl an den Stellen einen sinnvollen konstanten
Verlauf der Koeffizienten zeigen, an denen das Profil der Dissipation nicht konstant ist. Im
Vergleich zu den exakten turbulenten diffusiven Transporttermen Dy, erweist sich dieser An-
satz als richtig, wenngleich die in der Praxis verwendeten Werte der Koeffizienten nicht be-
stitigt werden konnen. Sie liegen bei den hier durchgefiihrten Auswertungen mit dem Fluid
Natrium gegeniiber den iiblicherweise verwendeten Werten um den Faktor 2 bis 3 niedriger.

« (a) BNA3 ~ (b) BNA24
o o
o G L
& ¢/ o & ¢,/o
— ._.l
5] o
[w] [w] [
[w] [w]
~
] ]
? ? b T T
! T
0.0 ' 0.2 ' du . 906 0.8 ' 1.0 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X : X3

Abb. 4.29: Koeffizienten c¢ und c,/c, gemiB den Gleichungen (4.34a,b) fiir die Modellierung
von Dy, der Fille BNA3 (a) und BNA24 (b).

In den Abbildungen 4.30a,b sind die vertikalen Profile der Koeffizienten c¢ und c,/G, im Fall
BLU3D fiir (a) die Modellierung von Dg; gemiB den Bestimmungsgleichungen (4.34a,b)
sowie (b) die gemeinsame Modellierung der Dreifachgeschwindigkeitskorrelationen Dy und
der Druck-Geschwindigkeitskorrelationen Dg, mit den Ansitzen (4.30) und (4.32) dargestellt.
Bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit dem Fluid Luft gelten im zentralen Kanalbereich prin-
zipiell dieselben Aussagen, die im vorigen Abschnitt fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
dem Fluid Natrium gemacht werden. Der turbulente diffusive Transport ist vernachldssigbar
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klein, ausreichend hohe Grashof-Zahlen vorausgesetzt. Die Gradientenmodelle (4.30) und
(4.32) tragen diesem Sachverhalt aufgrund des konstanten Profiles der Dissipation und dem
damit verschwindenden Gradienten der Dissipation in Kanalmitte Rechnung. Der modellierte
turbulente diffusive Transport verschwindet in beiden Féllen und die berechneten Koeffizien-
ten zeigen den schon bekannten unstetigen Verlauf.

In den Grenzschichtbereichen sind die turbulenten diffusiven Transportmechanismen durch
Geschwindigkeitsfluktuationen Dg; im Vergleich zu denen des Fluids Natrium grundsétzlich
verschieden. Die Dreifachgeschwindigkeitskorrelation Dg; hat in den Luftfillen ein den Na-
triumfillen genau entgegengesetztes Verhalten. Aus diesem Grund haben die Koeffizienten c,
und ¢, /G, in den wandnahen Bereichen zwar den erwarteten konstanten Verlauf, sind jedoch
negativ, Abbildung 4.30a. Wihrend bei Natrium Dg, in Wandnihe ein Senkenterm ist, ist
dieser bei Luft ein Quellterm. Diesem Sachverhalt miiBte durch eine geeignete Modellierung

~ (@ BLU3D Det1 v (b) BLU3D Dg1 + Dee2
L TQCE
& cp./oa AC“/O'.;
(=% o
o o
S \v a k
5 s V
! > T T T 1 T T h e T T ‘ 1 T T T ¥ T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X3 X3

Abb. 4.30: Koeffizienten ¢, und c,/0, im Fall BLU3D fiir (a) die Modellierung von Dy ge-
mif den Gleichungen (4.34a,b) und (b) die gemeinsame Modellierung von D+
Dg» mit den Ansitzen (4.30) und (4.32).

von Dy, im Luftfall Rechnung getragen werden, weil dieser im Grenzschichtbereich eigent-
lich als Quelle wirkende Term in der modellierten Dissipationsgleichung als Senkenterm auf-
tritt. Das kann erreicht werden, indem die turbulenten diffusiven Transportterme durch Ge-
schwindigkeits- und Druckfluktuationen, Dg; und Dg,, per Definition gemeinsam mit dem
Gradientenansatz (4.30) oder (4.32) modelliert werden. Dies kann unabhidngig von der
Prandtl-Zahl geschehen, weil der turbulente diffusive Transportterm durch Druckfluktuatio-
nen sowohl im Luftfall als auch im Natriumfall, wo er eine sehr viel geringere Bedeutung hat,
immer ein Senkenterm ist. In den Ansitzen (4.30) und (4.32) sowie den Zihlern der Bestim-
mungsgleichungen (4.34a,b) erscheint dann bei der Auswertung zusétzlich die Druck-Ge-
schwindigkeitskorrelation Dg,. Das Ergebnis dieser Vorgehensweise ist fiir die Koeffizienten
ce und ¢,/ im Fall BLU3D in Abbildung 4.30b dargestellt. Im interessierenden Grenz-
schichtbereich ist ¢ stiickweise konstant und hat einen Wert von ¢ = 0.16. Auch ¢, /G ist
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stiickweise konstant und weist einen Wert von ¢, /G, = 0.05 auf, der gut mit dem im allgemei-
- nen verwendeten Wert ilibereinstimmt. Die unmittelbare Wandnihe ist aus diesen Betrachtun-
gen ausgeschlossen, weil k im Nenner beider Gleichungen gegen Null geht.

Insgesamt erweist sich nach diesen Untersuchungen Ansatz (4.32) gegeniiber Ansatz (4.30)
sowohl fiir das Fluid Luft als auch Natrium empfehlenswerter und in der Lage, beide turbu-
lenten diffusiven Transportterme, D¢y und Dg,, gemeinsam zu modellieren. Im Natriumfall
hat die turbulente Diffusion einen wesentlich geringeren Einflu8 als im Luftfall. Dieser Sach-
verhalt sollte bei der Modellierung durch einen kleineren Diffusionskoeffizienten c, oder ei-
nen groBeren Koeffizienten G, beriicksichtigt werden.

Als unbekannte Korrelationen bleiben der Produktionsterm durch gegenseitiges Wirbelfa-
denstrecken P.w und der molekulare Vernichtungsterm V. iibrig. Fiir diese hat Rodi (1971)
gezeigt, daBl sie nur zusammen modelliert werden diirfen. Geht die Reynolds-Zahl, d.h. im
hier untersuchten Anwendungsfall die Grashof-Zahl, gegen unendlich, dann streben beide
Terme mit unterschiedlichen Vorzeichen ebenfalls gegen unendlich, ihre Differenz ist jedoch
von der Grashof-Zahl unabhéngig und bleibt endlich. Weil die Dissipation € selbst bei hohen
Grashof-Zahlen von dieser unabhingig ist, diirfen in der modellierten Dissipationsgleichung
auch keine von der Grashof-Zahl abhéngigen Glieder vorkommen. Folglich wird eine Mo-
dellbeziehung eingefiihrt [Hanjalic & Launder (1972), Launder et al. (1975)}, die die von der
Grashof-Zahl unabhingige Differenz beider Terme modelliert. Sie hat fiir auftriebsbehaftete
Stromungen in horizontalen Fluidschichten folgende Form [Hossain (1980), Hossain & Rodi
(1982), Rodi (1987, 1993)]:

2
2 au.”au.” aul” 2 aZ u(’ € 82
— i i _ i - z(p G)— € 435
JGr <ax, dx; ax,.> Gr<(ax,8xj) > e k( +¢5 G)=ca k (4.35)

Der Ansatz besteht aus zwei Anteilen, einem Quell- und einem Senkenterm. P und G sind
hierin die modellierten Produktionsterme von k durch die Hauptstrémung und die modellier-
ten Produktions-/Vernichtungsterme von k durch Auftrieb in der turbulenten kinetischen
Energiegleichung:

p=c® (a<”"> 2 >J o) (4.362)

e|dx; O9x axj

_5 G K AT
G =3, Pr e ox (4.36b)
Fiir die Koeffizienten ¢, und c,; werden im k-e-Modell die Werte ci=1.44 und c,.,=1.92
verwendet, wihrend fiir cse kein allgemeingiiltiger Wert angegeben werden kann [Rodi
(1987)). Er ist abhingig von der betrachteten Stromungssituation und sollte laut Rodi (1987)
in instabil geschichteten Fluidschichten, wo G ein Quellterm ist, den Wert c;3. = 1.0, in stabil
geschichteten Fluidschichten, wo G ein Senkenterm ist, Werte zwischen c;; = 0.0-0.2 besit-
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zen. Im hier untersuchten Anwendungsfall der Rayleigh-Bénard-Konvektion ist demnach cs,
=1.0 zu verwenden. Dem Koeffizienten c, zur Berechnung der Wirbelviskositit wird der
Wert ¢,=0.09, der turbulenten Prandtl-Zahl der Wert Pr=0.9 fiir Grenzschichtstromungen zu-
grunde gelegt. Bei der hier untersuchten Rayleigh-Bénard-Konvektion ist P wegen der feh-
lenden mittleren Grundstromung identisch Null. '

Der Modellierungsansatz (4.35) wird unter diesen Voraussetzungen ausgewertet, indem er-
stens der gesamte Ansatz nach c,e aufgelost, zweitens dem Produktionsterm durch gegenseiti-
ges Wirbelfadenstrecken P.w nur der Modellquellterm gegeniibergestellt und nach c,, aufge-
16st und drittens dem molekularen Vernichtungsterm V, nur der Modellsenkenterm gegen-
iibergestellt und nach c,, aufgeldst wird und die als ortsunabhingig angenommenen Koeffi-
zienten cy und c,. berechnet werden. In den ersten beiden Fillen miissen dabei die Koeffi-
zienten c,, Pry, ¢3¢ und im ersten Fall zusitzlich c,. vorgegeben werden. Die analysierten Be-
stimmungsgleichungen haben folgende Form:

2 [owou’du’\ 2 o’ u ’ te [
JGr \ox, 0x; dx; [ Gr\|dx dx, * k

C = = (4.37a)
Cye =G
k
~vGr \dx, dx; dx;
¢, = - (4.37b)
C, =G
k
2
2 [( rw
Gr \\dx, dx;
. = . (4.37¢)
k

Im Fall BNAG ergibt die Auswertung der Bestimmungsgleichung (4.37a) einen nahezu kon-
stanten Verlauf fiir den Koeffizienten c,. im zentralen Kanalbereich, wenngleich der berech-
nete Wert geringer als der erwartete Wert ist, Abbildung 4.31d. Ein Grund dafiir ist der
scheinbar zu niedrig vorgegebene Koeffizient c,:=1.92, wie die Abbildungen 4.31c,f zeigen
werden. Nicht mehr konstant ist der Verlauf von c;, im Fall BNASO und der Verlauf von c;
im Fall BLU6, Abbildungen 4.31a,d. Die Werte in den Diagrammen werden bei 3.2 und -0.8
abgeschnitten. Um diesen nichtkonstanten Verlauf zu untersuchen, wird der Ansatz (4.35)
getrennt ausgewertet, d.h. der Produktionsterm Pgw dem Modellquellterm, der Vernichtungs-
term V, dem Modellsenkenterm gegeniibergestellt. Wenn ausschlieBlich der Produktionsterm
betrachtet wird, haben die Profile fiir c;. geméB Gleichung (4.37b) ein qualitativ dhnliches
Aussehen mit den zuvor diskutierten Kurven der Abbildungen 4.31a,d und deuten damit an,
daB der Grund fiir den nichtkonstanten Verlauf von c;, in den Fillen BLU6 und BNAS5O der
Modellquellterm ist, Abbildungen 4.31b,e. Im Nenner der Gleichung (4.37b) geht ebenso wie
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Abb. 4.31: Koeffizienten ¢, und c,. gemifl den Gleichungen (4.37a-c) fiir die Modellierung
der Produktion durch Wirbelfadenstrecken Pgw und der molekularen Vernichtung
V. der Fille BLU6 (a-c) und BNA6 bzw. BNASO (d-f). (a,d) ¢ geméf Gleichung
(4.37a); (b,e) ¢ gemiB Gleichung (4.37b); (c.f) ¢, gemiB Gleichung (4.37¢).
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im Nenner der Gleichung (4.37a) der modellierte Produktions-/Vernichtungsterm G von tur-
bulenter kinetischer Energie k ein, der auf einem Ansatz mit dem Gradienten der Temperatur
beruht. Wihrend im Fall BNA6 auch in Kanalmitte noch ein Temperaturgradient vorhanden
ist, verschwindet dieser mit steigender Grashof-Zahl bei Rayleigh-Bénard-Konvektion und ist
im Fall BNASQ viel geringer. Im Fall BLUG ist der Kernbereich des Kanals isotherm. Resul-
tierend daraus ist der modellierte Produktions-/Vernichtungsterm durch Auftrieb G im zentra-
len Kanalbereich sehr klein, der Koeffizient c,. demzufolge sehr gro. Demgegeniiber wird
jedoch kein statistisches Turbulenzmodell, das auf einem Ansatz mit dem Gradienten der
Temperatur zur Bestimmung des turbulenten Wirmestroms beruht, eine isotherme Kernstro-
mung vorhersagen konnen. Es erscheint deshalb vielversprechender, den turbulenten Wir-
mestrom mit einer Transportgleichung oder einem algebraischen Ansatz zu bestimmen, wenn
indifferent geschichtete Bereiche im Temperaturfeld existieren [vgl. Worner (1994)]. Das
wiirde eine sinnvolle Verwendung des modellierten Produktions-/Vernichtungsterms durch
Auftrieb G von turbulenter kinetischer Energie k zur Modellierung des Quellterms in der
Dissipationsgleichung sicherstellen. Auch hier ist das Profil von ¢, im Fall BNA6 im zentra-
len Kanalbereich wieder nahezu konstant, der berechnete Wert von c;¢ jedoch gréBer als in
Abbildung 4.31d. Das deutet nochmals auf den zu niedrig vorgegebenen Wert von ¢, in Be-
stimmungsgleichung (4.37a) hin. Wenn ausschlieBlich der Vernichtungsterm betrachtet wird,
haben die Profile fiir ¢, gemdB Gleichung (4.37¢) unabhingig von der Prandtl-Zahl in allen
Fillen einen fast konstanten Verlauf im zentralen Kanalbereich. Die Werte fiir ¢, liegen zwi-
schen 3.5 und 5.5 und sind damit gegeniiber dem erwarteten Wert ¢;,=1.92 um den Faktor 2
bis 3 hoher. Die unmittelbaren Wandbereiche sind aus den Untersuchungen der Bestim-
mungsgleichungen (4.37a-c) wieder ausgeschlossen, weil sowohl G im Nenner der Gleichun-
gen (4.37a,b) als auch k im Zihler aller Gleichungén gegen Null geht. Hier miissen Wand-
funktionen eine richtige Modellierung der Transportvorgénge bewirken.

4.6.3 Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungen
4.6.3.1 Analyse der exakten Gleichung

Wie im vorigen Abschnitt diskutiert, ist es bei einer Stromung mit isothermen Bereichen
vorteilhafter, die turbulenten Wiarmestrome < T”u}"> nicht mit einem Temperaturgradienten-
ansatz gemifl Gleichung (4.17b) zu modellieren, sondern besser Transportgleichungen oder
daraus abgeleitete algebraische FluBansitze fiir die unbekannten Korrelationen einzufiihren.
Der bei dieser Vorgehensweise in beiden Fillen auftretende Produktionsterm von turbulentem
Wirmestrom durch Auftrieb &;; < T”? > ist ebenfalls unbekannt, ein geeigneter Niherungs-
ansatz notwendig. Fiir gewohnlich erfolgt die SchlieBung der unbekannten Korrelation
< T”* > indem entweder eine neue Transportgleichung oder ein daraus abgeleiteter algebrai-
scher Ansatz eingefiihrt wird.

In diesem Abschnitt wird die exakte Transportgleichung der Temperaturschwankungsqua-
drate, im nichsten die Modellierung der in ihr enthaltenen unbekannten Korrelationen Ge-
genstand der Untersuchungen sein. Aufgrund der Ahnlichkeit mit der Gleichung der turbulen-
ten kinetischen Energie k wird eine analoge Gleichung fiir < T”? /2 >=g abgeleitet. Dies ge-
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schieht mittels der Energiegleichung (2.2c). Zundchst wird die zeitlich gemittelte Ener-
giegleichung von der fiir die momentanen GréBen geltenden Gleichung subtrahiert, um eine
Gleichung fiir die FluktuationsgroBen zu erhalten. Diese wird mit T” multipliziert. Nach ei-
ner zeitlichen Mittelung sowie dem Zusammenfassen und Umformen einiger Terme, folgt die
skalare Gleichung der Temperaturschwankungsquadrate:

1T g (1) ()

2 ot 2 ax
Anderungsrate konvektiver Transport = K,
AT)
- Tllu.ll
(T} 5

Produktion durch das mittlere Temperaturfeld = P,y

190 ,.,, .
—Ea_x,.<T ) | (4.38)

turbulenter diffusiver Transport = D,

o[ 1 o)
dx 2.JGr Pr ax

molekularer diffusiver Transport = D,

1 [errar
JGr Pr dx; Oox,

molekulare Vernichtung = V,

Im Gegensatz zur k-Gleichung enthilt die g-Gleichung keinen turbulenten diffusiven Trans-
portterm durch Druckschwankungen und keinen Produktionsterm durch Auftrieb. Die physi-
kalische Bedeutung der iibrigen Terme ist angegeben. Sie reprisentieren die Anderungsrate,
den Transport, die Produktion und die Vernichtung von Temperaturschwankungen.

Aufgrund der fehlenden mittleren Grundstromungen verschwindet bei Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion der konvektive Transportterm K. Im Falle einer eingelaufenen, im statistischen
Sinne stationdren Strémung tritt keine zeitliche Anderungsrate auf und bei Homogenitit in
den horizontalen Richtungen sind nur die Gradienten der Zeitmittelwerte in vertikaler Rich-
tung ungleich Null. Fiir Gleichung (4.38) folgt:

0=-P,-D,+D, -V, (4.39)

Die Abbildungen 4.32a-h zeigen die vertikalen Profile der Temperaturschwankungsquadrate
<T”?/2> und der Terme ihrer Transportgleichung (4.39) fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion
mit Natrium im Fall BNA84 und BNA10000.
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Abb. 4.32: Analyseergebnisse der Temperaturschwankungsquadrate sowie von Termen ihrer

d) und BNA10000 (e-h). (a,e) < T"/2 >;
.g) Diffusion; (d,h) Gesamtbilanz.

"2,

Transportgleichung der Fille BNA84 (a-
u; (c

(b,f) < TIIZ
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Bereits der Verlauf der Temperaturschwankungsquadrate < T”2/2 > deutet darauf hin, daB
mit steigender Rayleigh-Zahl grundsitzlich verdnderte Transportmechanismen von Bedeu-
tung sind, Abbildungen 4.32a,e. Wihrend im Fall BNA84 die Grenzschichten noch fast bis
zur Kanalmitte reichen und kein ausgeprigter Kernbereich vorhanden ist, zeigt der Fall
BNA10000 eindeutige Grenzschichtcharakteristika mit einer isothermen Kernstrémung.

Auf die verinderten Transportvorginge im Kernbereich gegeniiber den Grenzschichten deu-
ten auch die vertikalen Profile der Dreifachkorrelation <T”*uj/2 > der turbulenten diffusi-
ven Transportterme Dy, beider Fille hin, Abbildungen 4.32b,f. Wihrend in den Grenzschich-
ten beide Fille denselben Einfliissen unterliegen, findet im Fall BNA10000 im Ubergangsbe-
reich zwischen Grenzschicht und Konvektionsschicht ein Vorzeichenwechsel statt. Der Grund
ist die prinzipiell unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Temperatur in der
Konvektionsschicht gegeniiber der Grenzschicht in der unteren wie oberen Kanalhilfte. Das
beweisen die in Kapitel 4.4.1 diskutierten vertikalen Profile der Schiefe und der Flachheit der
Temperatur. Die vertikalen Profile der Schiefe in Abbildung 4.15a haben einen den vertikalen
Profilen der Dreifachkorrelation < T”*u}/2> in den Abbildungen 4.32b.f qualitativ #hnli-
chen Verlauf, die unmittelbaren Wandbereiche ausgenommen. Hier deutet sich der Einflu3
der uy Komponente an, die in der viskosen Unterschicht gegen Null geht.

Damit hat der turbulente diffusive Transportterm D von Temperaturschwankungen im Fall
BNAS84 gegeniiber dem im Fall BNA10000 im Kernbereich des Kanals einen vollkommen
anderen Verlauf und eine andere Bedeutung, Abbildungen 4.32c,g. Wihrend D im Fall
BNAS84 in der Konvektionsschicht ein Senkenterm ist, der nur eine geringe Bedeutung ge-
geniiber dem molekularen diffusiven Transportterm Dy, hat, ist Dy im Fall BNA10000 im
zentralen Kanalbereich ein wichtiger Quellterm gegeniiber dem vernachlidssigbaren molekula-
ren diffusiven Transportterm Dgy. In den Grenzschichten spielt D,y, neben Dy immer eine
Rolle, in den Unterschichten geht Dy, gegen Null und Dy, ist der dominante Diffusionsterm.

Die beiden Abbildungen 4.32d,h zeigen einen Vergleich der Gesamtbilanzen beider Fille
gemif Gleichung (4.38). Im Fall BNA84 ist der Produktionsterm durch das mittlere Tempe-
raturfeld Py im gesamten Kanal von Bedeutung. Im Fall BNA1000O findet die Produktion
ausschlieBlich in den Ubergangsbereichen und den thermischen Grenzschichten statt und Py
verschwindet aufgrund der isothermen Kernstromung in der Konvektionsschicht. Demzufolge
wird im Fall BNA84 der Uberschu von Py durch Diffusion nur in die Wandbereiche
umverteilt und dort durch den molekularen Vernichtungsterm kompensiert, d.h. die Tempe-
raturschwankungen werden gedampft. Im Fall BNA 10000 findet dagegen eine Umverteilung
des Produktionsiiberschusses von P,y durch Diffusion sowohl in die Unterschichten als auch
in den zentralen Kernbereich statt. Dort sind Dg und V, im Gleichgewicht.

Eine Analyse der Luftfille BLU25 und BLU100 beziiglich der Transportgleichung der Tem-
peraturschwankungen fiihrt zu einem erwarteten, dem Natriumfall BNA10000 vergleichbaren
Ergebnis. Die Bilanzdifferenz dieser Fille, in denen das Temperaturfeld mit der Methode der
Grobstruktursimulation berechnet wird, ist jedoch groBer als die der Natriumfille, bei denen
im Temperaturfeld direkte numerische Simulationen durchgefiihrt werden. Das ist jedoch zu
erwarten, weil sowohl fiir den turbulenten diffusiven Transportterm Dy, als auch den moleku-
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laren Vernichtungsterm V, keine Feinstrukturanteile in der Analyse beriicksichtigt werden
konnen. Zwar verschwinden viele Feinstrukturanteile wenn lokalisotrope Turbulenz voraus-
gesetzt wird, jedoch nicht die Dreifachkorrelation des turbulenten diffusiven Transportterms
D, und der molekulare Vernichtungsterms V,. Aus diesem Grund existiert hier eine Grenze
der mit der Methode der Grobstruktursimulation sinnvoll analysierbaren statistischen Korre-
lationen hoherer Ordnung.

Es kann festgehalten werden, daB3 in der Konvektionsschicht mit steigender Grashof-Zahl der
Produktionsterm P,y sowie der molekulare diffusive Transportterm Dy, unabhéngig von der
Prandtl-Zahl keine Bedeutung hat und ein Gleichgewicht zwischen Dy und V, besteht. In den
Grenzschichten spielen alle Terme eine Rolle, wihrend in den Unterschichten nur noch Dy,
und V, dominant sind. Eine experimentelle Bestitigung fiir diese Sachverhalte geben die
Untersuchungen von Deardorff & Willis (1967). Die dort durchgefiihrten Untersuchungen der
Transportgleichung der Temperaturschwankungen bei Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft
(Ra=6.3 10°, 2.5 10%, 107) bestitigen die hier erzielten Ergebnisse. Es deutet sich daher an,
daB fiir Fluide mit kleinen Prandtl-Zahlen bei hohen Rayleigh-Zahlen keine wesentlichen
Anderungen oder Anpassungen in den bisher verwendeten Modellansitzen fiir die unbekann-
ten Terme der skalaren Gleichung der Temperaturschwankungsquadrate zu erwarten sind.

4.6.3.2 Analyse verschiedener Modellanséitze

In der exakten Transportgleichung fiir die Temperaturschwankungsquadrate (4.38) miissen
Modellansitze fiir die unbekannten Korrelationen des turbulenten diffusiven Transportterms
D, und des molekularen Vernichtungsterms V, eingefiihrt werden. Fiir die konvektiven
Transportterme K, die Produktionsterme durch das mittlere Temperaturfeld Py sowie die
molekularen diffusiven Transportterme Dgy, sind keine zusitzlichen Naherungsannahmen
notwendig. Gerade diese sollten, obwohl in statistischen Turbulenzmodellen im allgemeinen
vernachldssigt, beriicksichtigt werden, weil sie in den Grenzschichten relevant und in den
Unterschichten sogar dominant sind. Geschieht das nicht, dann miissen geeignete Wandfunk-
tionen eingefiihrt werden.

Der in der Regel verwendete Ansatz zur Modellierung des turbulenten diffusiven Transport-
terms Dy wurde von Spalding (1971) vorgeschlagen und beruht auf einer Gradientenan-
nahme: |

19 e @ | k1T
-3 (T u)-ax"{cn T2 5% } (4.40)
Fiir den als ortsunabhéngig angenommenen Koeffizienten ctr schldgt Spalding (1971) den
Wert cr7=0.3 vor, den auch Tamanini (1977) zur Berechnung erzwungener oder auftriebsin-
duzierter Freistrahlstromungen verwendet, wogegen Chen & Rodi (1975) fiir denselben An-
wendungsfall den Wert c11=0.245 wihlen. Die Bestimmungsgleichung des Koeffizienten cr
fiir den im Rahmen dieser Arbeit ausgewerteten Modellansatz (4.40) lautet unter Bezugnahme
auf alle in Kapite] 4.6.3.1 diskutierten Vereinfachungen:
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Chung et al. (1992b) kommen bei einem Vergleich verschiedener Néherungsansitze fiir die
Dreifachkorrelation < T”*u”> zu dem SchluB, daB ein dem Modellansatz (4.40) sehr #hnli-
cher Ansatz von Launder (1973) gegeniiber komplexeren Ansitzen von Lumley (1978), De-
keyser & Launder (1983) und Weinstock (1989), die meist die Gradienten mehrerer turbulen-
ter GroBen enthalten, bessere Ergebnisse erzielt.

Die vertikalen Profile von ctr gemif Gleichung (4.41) fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Luft im Fall BLU100 und Natrium in den Fillen BNA84 und BNA1000O bestitigen dieses

~ (a) BLUI0O ~ (b) BNA84, BNA10000

B
o BLUIOO ¢ s BNATeo00 T

o o
B 4

o L “i o
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Abb. 4.33: Koeffizient crr gemidB Gleichung (4.41) fiir die Modellierung des turbulenten
diffusiven Transportes von Temperaturschwankungen durch Geschwindigkeits-
fluktuationen Dy der Fille BLU100 (a) und BNA84 bzw. BNA10000 (b).

Resultat nicht, Abbildungen 4.33a,b. Sowohl im Luftfall als auch in den Natriumfillen hat
der Koeffizient einen nichtkonstanten Verlauf und ist ortsabhéngig. Besonders das unstetige
Profil von cyr in Kanalmitte deutet an, daBB der Ansatz (4.40) weniger geeignet erscheint. In
der Kanalmittelebene fiihrt der im zeitlichen Mittel verschwindende Gradient von < T”?/2 >
zu einer Singularitét in Bestimmungsgleichung (4.41). Wenn ein exakter Term einen wesent-
lichen EinfluB in der Bilanz der Transportgleichung einer turbulenten Grofle hat, sollte des-
halb auf Niherungsannahmen, in denen die Gradienten stiickweise konstanter Modellierungs-
variablen oder -korrelationen auftreten, verzichtet werden. Das gilt aber nicht fiir die Model-
lierung der turbulenten Diffusion durch Geschwindigkeitsfluktuationen Dg; in Kapitel 4.6.2,
weil dort der exakte Term Dy, genau an den Stellen im Kanal bedeutungslos ist, an denen der
Gradient der Dissipation verschwindet. Wo jedoch D, einen wichtigen Einfluf} hat, ist auch
der Gradient der Dissipation ungleich Null und ein Gradientenansatz sinnvoll. Das verdeut-
licht, daB vor dem Einsatz einer Ndherungsannahme in der Gradienten enthalten sind, zu-
néchst Klarheit iiber den prinzipiellen Verlauf des exakten Terms bestehen muB. Die unmit-
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telbare Wandnihe ist bei den hier durchgefiihrten Analysen ausgenommen. Der grundsitzlich
unterschiedliche Verlauf von cyp im wandnahen Bereich im Luftfall gegeniiber den Natrium-
fillen kommt zustande, weil im Fall BLU100 die hydrodynamische Grenzschicht durch das
Maschennetz aufgelost und in den Fillen BNA84 und BNA 10000 nicht aufgeldst wird. In den
Unterschichten gehen sowohl der Zihler als auch k im Nenner der Bestimmunggleichung
(4.41) gegen Null und fiihren dazu, da8 der Bruch nicht mehr definiert ist. Dieses Verhalten
ist in den Natriumfillen nicht sehr ausgeprégt, weil bei den Auswertungen auBerhalb der hy-
drodynamischen Grenzschichten im wandnahen Bereich noch alle GréBen endlich sind.

Eine weitere Korrelation, fiir die eine Nidherungsannahme eingefiihrt werden muB, ist der
molekulare Vernichtungsterm V,. In k-&-< T”? >-Modellen wird V, in der Regel mit einem
Ansatz von Launder (1975) approximiert. Dieser Ansatz beruht auf der Annahme, da die
molekulare Vernichtung V; von Schwankungen < T”? /2 > proportional zur Dissipation € der
turbulenten kinetischen Energie k ist. Der Mechanismus der Dampfung von Temperatur-
schwankungen durch molekulare Transportvorgidnge ist dhnlich dem Mechanismus der
Dampfung von Geschwindigkeitsschwankungen durch molekulare Transportvorginge:

I <aT” aT”>_ 1(17°/2)

_ _L1\ /e 4.42
JGr Pr dx, ox, R k & ( )

Ve

In diesem Ansatz hat der Koeffizient R die Bedeutung eines Verhiltnisses des ZeitmaB8stabes
der Temperaturfluktuationen zu dem Zeitmafstab der Geschwindigkeitsfluktuationen. Laun-
der (1976a/b) schligt fiir R in einer homogenen freien Scherstrdmung mit Auftriebseffekten
den Wert R=0.8 vor, weil dieser die beste Ubereinstimmung mit Experimenten zur Folge hat.
Er merkt jedoch gleichzeitig an, daf das Zeitskalenverhiltnis R je nach Stromungssituation
variieren und Werte zwischen R=0.5-1.0 annehmen kann. So verwendet Spalding (1971) den
Wert R=0.5, wihrend Wyngaard (1975) auf R=0.71 zuriickgreift. Aufgrund dieser Unbe-
stimmtheit schlagen Lumley & Khajeh-Nouri (1974) und Lumley (1975) vor, fiir den mole-
kularen Vernichtungsterm V,, dhnlich der in Kapitel 4.6.2 analysierten Transportgleichung
der Dissipationsrate, eine separate Transportgleichung abzuleiten und zu 16sen. Diese Vorge-
hensweise fiihrt zur Klasse der k-e-< T”? >-V,-Modelle, auf die hier nicht eingegangen wird.

Die Bestimmungsgleichung des Zeitskalenverhéltnisses R hat folgende Form:

e (IR %
| % k T,

4

R= (4.43)

Sowohl im Luftfall BLU100, wo R im zentralen Kanalbereich zwischen R=0.9-1.6 variiert,
als auch den Natriumfillen BNA84, BNA250, BNA1000 und BNA10000 zeigt das Zeitska-
lenverhiltnis R keinen konstanten Verlauf, sondern eine starke Ortsabhiingigkeit, Abbildun-
gen 4.34a,b. Hinzu kommt, daB die Zeitskalenverhltnisse mit ansteigender Rayleigh-Zahl in
den Natriumfillen ebenfalls ansteigen. Die maximalen Werte fiir R treten in der Kanalmittel-
ebene auf und gehen von R = 0.24 im Fall BNA84 bis R = 0.64 im Fall BNA10000. Sie lie-
gen auBerdem weit niedriger als im Luftfall. Das ist kein liberraschendes Ergebnis, wenn be-
riicksichtigt wird, daB die turbulenten Transportvorginge im Temperaturfeld bei Fluiden
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kleiner Prandtl-Zahl aufgrund der durch die groBe thermische Diffusivitit verursachten
schnellen molekularen Ausgleichsvorginge sehr viel stirker gedimpft werden als die im Ge-
schwindigkeitsfeld. Nur in unmittelbarer Wandnihe zeigen die Zeitskalenverhiltnisse sowohl
in den analysierten Luftféllen als auch den Natriumfillen einen konstanten Wert. Die Bilan-
zen der k- und der < T”?/2 >-Gleichung weisen in diesem Bereich ein Gleichgewicht zwi-
schen molekularer Diffusion und molekularer Vernichtung auf. Mit Hilfe dieses Zusammen-
hangs kann abgeleitet werden, dafl das Zeitskalenverhaltnis R an der Wand gegen die moleku-
lare Prandtl-Zahl strebt [Nagano et al. (1991)]. In der Tat erreicht in den wandnichsten Ma-
schen das Zeitskalenverhéltnis der Luftfdlle mit R = 0.65 und das der Natriumfille mit
R = 0.006 einen der molekularen Prandtl-Zahl dieser Fluide dhnlichen Wert.

Als ein Ergebnis dieser Analyse kann festgehalten werden, da die Verwendung eines kon-
stanten Zeitskalenverhiltnisses R fiir die hier untersuchte Strémungsform nicht zu empfehlen
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\\: (4}
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Abb. 4.34: Zeitskalenverhiltnis R gemiB Gleichung (4.43) fiir die Modellierung des moleku-
laren Vernichtungsterms V, von Temperaturschwankungen der Fille BLU100 (a)
und BNA84, BNA250, BNA1000 bzw. BNA10000 (b).

ist. Das Zeitskalenverhiltnis R ist sowohl vom Fluid, von der Rayleigh-Zahl und vom Ort ab-
hangig. Selbst wenn beriicksichtigt wird, daB in den Luftfillen, aufgrund der dort durchge-
filhrten Grobstruktursimulationen im Geschwindigkeitsfeld und im Temperaturfeld, die auf-
tretenden Analyseungenauigkeiten weitaus groBer sind als in den Natriumfillen, bei denen
nur im Geschwindigkeitsfeld eine Grobstruktursimulation durchgefiihrt wird, ist dieses Er-
gebnis konsistent mit Auswertungen von Worner (1994). Er hat dieselbe Stromungsform bei
kleinen Rayleigh-Zahlen mit der Methode der direkten numerischen Simulation untersucht.
Eine Folgerung ist deshalb, daB es entsprechend den Vorschldgen von Lumley & Khajeh-
Nouri (1974) in der Tat vielversprechender erscheint, eine Transportgleichung fiir die mole-
kulare Vernichtung V, der skalaren Schwankungen <T”?/2> zu losen. In dieser Trans-
portgleichung treten, dhnlich den Termen der Dissipationsgleichung, wiederum komplizierte
Korrelationen héherer Ordnung auf, fiir die geeignete Naherungsannahmen eingefiihrt werden
miissen. Die verschiedenen exakten Terme dieser Gleichung gewihrleisten jedoch die Be-
riicksichtigung von Schichtung, Ortsabhingigkeit, Rayleigh-Zahl und Fluid.
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5.  SchluBfolgerungen und Ausblick
5.1 Schlufifolgerungen

In der vorliegenden Arbeit wird ein numerisches Verfahren vorgestellt, das die dreidimensio-
nale, zeitabhingige Berechnung der Grobstruktur turbulenter Auftriebsstréomungen in einfa-
chen Geometrien ermoglicht. Gegenstand der Untersuchungen ist die Rayleigh-Bénard-Kon-
vektion mit Luft (Pr=0.71, Ra=2.5 10°, 107) und Natrium (Pr=0.006, Ra=8.4 10%, 2.5 105,
105, 107) und eine Wasserschicht mit interner Wirmequelle (Pr=7.0, Raj=1.5 10'°). Durch die
Analyse von Strukturen momentaner und die statistische Analyse rdumlich und/oder zeitlich
gemittelter Daten, wird einerseits ein Beitrag zur Aufklirung grundlegender strémungsme-
chanischer Vorginge, andererseits im Hinblick auf technische Anwendungsfille ein Beitrag
zur Aufkldrung der statistischen Eigenschaften turbulenter Naturkonvektion vor allem mit
Fluiden kleiner Prandtl-Zahl bei mittleren und hohen Rayleigh-Zahlen geleistet.

Alle numerischen Simulationen werden mit dem Rechenprogramm TURBIT durchgefiihrt.
Das diesem zugrundeliegende Impuls- und Wirmefeinstrukturmodell sowie die darin enthal-
tenen Randbedingungen sind fiir die Grobstruktursimulation von Naturkonvektion in horizon-
talen Kanilen aufgrund der fehlenden mittleren Grundstrémung nicht geeignet.

Aus diesem Grund werden die zur Berechnung der Feinstrukturaustauschgro8en fiir Impuls-
und Wirme verwendeten Energie-Lingen-SchlieBungsmodelle methodisch erweitert. Als cha-
rakteristischer GeschwindigkeitsmaBstab der kleinskaligen turbulenten Bewegung wird die
Transportgleichung der kinetischen Feinstrukturenergie gelost. Eine Erweiterung ist die lo-
kale Reduktion der charakteristischen LiangenmaBstibe im Bereich fester Berandungen, weil
dort der turbulente Austausch normal zur Wand stark eingeschrénkt ist. Auch in Bereichen
stabiler Schichtung werden die charakteristischen LingenmaBstibe mit Hilfe neu abgeleiteter
Funktionen lokal reduziert, weil die kleinskalige Turbulenzbewegung dort geddmpft wird.
Dabei fiihrt, in Ubereinstimmung mit experimentellen Daten und Ergebnissen aus direkten
numerischen Simulationen, die stirkere Reduzierung der FeinstrukturlingenmaBstébe fiir
Wirme gegeniiber denen fiir Impuls zu einem Anstieg der turbulenten Prandtl-Zahl. Als be-
sonders. wichtig erweist sich die Anpassung der Modellkoeffizienten, die das Ergebnis eines
Vergleichs dimensionsloser Spektren der Geschwindigkeits- und der Temperaturvarianz zwi-
schen Grobstruktursimulationen und direkten numerischen Simulationen sind.

Auch der Einsatz von universellen Wandgesetzen gestaltet sich im Falle der Naturkonvektion
als schwierig, wenn die Grenzschichten nicht durch das Maschennetz aufgelost werden
konnen. Zur Berechnung der momentanen, lokalen Gradienten der Geschwindigkeit an der
Wand wird deshalb eine Beziehung abgeleitet, die die momentanen, lokalen Gradienten der
Geschwindigkeit an der Wand mit den zeitlich gemittelten Gradienten der Geschwindig-
keitsbetrige an der Wand verkniipft. Weil die zeitlich gemittelten Gradienten der Ge-
schwindigkeitsbetrige an der Wand unabhéngig vom Fluid bei gleichen Grashof-Zahlen ihn-
lich sind, kann fiir die Gradienten der Geschwindigkeitsbetridge an der Wand in Fluiden mit
Prandtl-Zahlen ungleich eins der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Temperatur
in Fluiden mit einer Prandtl-Zahl von eins Verwendung finden. In diesem Fall kann eine Be-
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ziehung zwischen den Gradienten der Geschwindigkeitsbetriige und den Gradienten der Tem-
peratur an der Wand hergestellt werden. Damit wird die Berechnung des momentanen, loka-
len Gradienten der Geschwindigkeit an der Wand bei Naturkonvektion mit Fluiden beliebiger
Prandtl-Zahl moglich. Die ebenfalls erforderliche Berechnung der momentanen, lokalen
Gradienten der Temperatur an der Wand erfolgt iiber eine Beziehung, die sie mit den zeitlich
gemittelten Gradienten der Temperatur an der Wand verkniipft. Fiir diese wird ein Zusam-
menhang abgeleitet, der ihre Berechnung mit Hilfe einer geeigneten Nusselt-Zahl-Korrelation
oder einem von der Prandtl-Zahl abhidngigen Temperaturwandgesetz erméglicht.

Mit den erweiterten und neuen Methoden, Modellen und Wandbedingungen sind die not-
wendigen Voraussetzungen in TURBIT geschaffen, numerische Simulationen der Grobstruk-
tur turbulenter Naturkonvektion durchzufiihren. Ein Vergleich verschiedener numerischer
Ergebnisse des Geschwindigkeits- und des Temperaturfeldes sowohl der Rayleigh-Bénard-
Konvektion mit Luft und Natrium als auch der Wasserschicht mit interner Warmequelle,
zeigt selbst bei der Verwendung relativ grober Gitter eine gute Ubereinstimmung mit Daten
aus direkten numerischen Simulationen und Experimenten.

Mit einigen numerischen Vorstudien wird untersucht, welche Anforderungen die untersuchten
Anwendungsfille an die Simulationsmethode stellen und welche Beschriankungen existieren.
So sind bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft und Natrium die Periodenldngen des
horizontalen Stromungskanals kritische EinfluBparameter, wogegen sie bei der Wasserschicht
mit interner Wirmequelle nur von untergeordneter Bedeutung sind. Die Ursache ist die starke
rdumliche und zeitliche Kopplung der im Falle der Rayleigh-Bénard-Konvektion durch den
Mechanismus der Rayleigh-Taylor-Instabilitit induzierten Ablosegebiete durch die jeweils
gegeniiberliegenden Winde. Sie fiihrt dazu, daB mit steigender Rayleigh-Zahl die makro-
skopische Wellenldnge zunimmt. Diese Kopplurig ist im Fall der Fluidschicht mit interner
Wirmequelle nicht gegeben. Folglich nimmt hier die makroskopische Wellenlidnge der im
Bereich der oberen instabilen Grenzschicht ebenfalls durch den Mechanismus der Rayleigh-
Taylor-Instabilitdt induzierten Ablosegebiete mit steigender Rayleigh-Zahl ab. Werden die
Periodenldngen des Stromungskanals zu gering gewéhlt, dann haben die dadurch aufgeprag-
ten kleineren makroskopischen Strukturen einen erhohten Energieinhalt der Spektren der
turbulenten kinetischen Energie sowie der Temperaturvarianz im niederfrequenten Wellen-
zahlbereich zur Folge. Die Untersuchung der rdumlichen Auflésung zeigt, daB auch bei der
Anwendung der Methode der Grobstruktursimulation nicht beliebig grole Maschenweiten
verwendet werden diirfen. Diese miissen vielmehr so gewihlt werden, daf sie die im Bereich
des Kolmogorov-Spektrums auftretenden Strukturen aufldsen. Ist das nicht der Fall, dann ist
ein zu hoher spektraler Energieinhalt der durch das zu grobe Maschennetz aufgelosten Skalen
die Folge. Eine Untersuchung der wandnahen Bereiche zeigt die wichtige Bedeutung einer
feinen rdumlichen Auflosung der Grenzschichten oder aber den notwendigen Einsatz von
Wandgesetzen fiir die Diskretisierung der diffusiven Terme in den Erhaltungsgleichungen.
Die Vorstudien verdeutlichen, daB auch die Methode der Grobstruktursimulation nicht ohne
eine genaue Spezifikation angewendet werden kann. Vorab sind vielmehr den betrachteten
Anwendungsfall betreffende Informationen und Erkenntnisse erforderlich, um dessen
grundlegende Anforderungen an eine numerische Simulation festzulegen, d.h. Periodenldn-
gen, riumliche Auflésung sowie Rand- und Anfangsbedingungen auszuwihlen, die physika-
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lisch richtige und sinnvolle, einer Uberpriifung standhaltende Ergebnisse erzielt. Dieses Wis-
sen muB in jede Simulation neu einflieBen.

Bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Luft sind die rdumlichen Strukturen und zeitlichen
Abldaufe im Geschwindigkeits- und im Temperaturfeld vergleichbar. Bei der Rayleigh-
Bénard-Konvektion mit Natrium existieren dagegen wesentliche Unterschiede zwischen Ge-
schwindigkeits- und Temperaturfeld. Die Temperaturfelder sind durch groBraumige Struktu-
ren gepriagt und weisen eine sehr langsame zeitliche Entwicklung auf, wogegen in den Ge-
schwindigkeitsfeldern sowohl groBrdumige als auch sehr kleine Wirbelstrukturen fiir einen
wesentlich schnelleren turbulenten Impulstransport sorgen. Die Analyse der Simulationsdaten
zeigt, daB bei der Rayleigh-Zahl Ra=8.4 10* im Temperaturfeld noch kurzzeitig stark gestorte
Bandstrukturen auftreten, jedoch die Entstehung von dreidimensionalen geschlossenen Zel-
len, in denen warmes Fluid aufwirts oder kaltes Fluid abwirts stromt, liberwiegt. Mit zuneh-
mender Rayleigh-Zahl werden diese durch das Temperaturfeld aufgeprigten makroskopi-
schen Zellstrukturen groBer. Sie zeigen nur eine relativ geringe rdumliche und zeitliche Dy-
namik. An den hydrodynamischen Grenzschichtrindern der untersuchten Natriumfille treten
kohirente, speichenartige Strukturen auf, die sich zu Knoten organisieren und die entstehen-
den Ablosegebiete an den Wénden formen. Die Strukturen der unteren Wand sind jeweils um
eine halbe makroskopische Wellenldnge in beiden horizontalen Raumrichtungen gegeniiber
denen der oberen Wand versetzt. Bei hoheren Rayleigh-Zahlen wird die turbulente Vermi-
schung im Kernbereich des Kanals gegeniiber molekularen Ausgleichvorgdngen immer be-
stimmender. Das hat fiir Rayleigh-Zahlen Ra>10° die Ausbildung eines im zeitlichen Mittel
isothermen Kernbereichs zur Folge. In dem betroffenen Bereich deutet sich das durch die
Entstehung zunehmend unregelméBigerer und kleinerer Strukturen im Temperaturfeld an.
Eine statistische Analyse zeigt, daB dieser Sachverhalt mit einer Anderung der Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsdichte aller physikalisch abhéingigen Variablen, insbesondere jedoch der
Temperatur, einhergeht. Die Schiefe der Temperatur hat bei hohen Rayleigh-Zahlen sowohl
in der unteren als auch der oberen Kanalhilfte jeweils innerhalb und auBerhalb der thermi-
schen Grenzschichten einen Vorzeichenwechsel und die Werte der Flachheit der Temperatur
deuten an, daB} die deterministischen Zeitsignale einen unregelméfigeren Charakter erhalten.
Das ist auch eine Erkldrung fiir die mit steigender Rayleigh-Zahl abnehmenden Temperatur-
varianzwerte. Dieses Verhalten ist, wenngleich nicht ganz so ausgeprigt, ebenso bei einer
statistischen Analyse der Geschwindigkeitsfelder zu beobachten. Ein weiteres Ergebnis ist,
daB der Luftfall mit Ra=107 und der Natriumfall mit Ra=8.4 10* trotz ganz unterschiedlicher
Rayleigh-Zahlen eine groBe Ahnlichkeit der kleinrdumigen Strukturen im Geschwindigkeits-
feld zeigen. Der Grund ist die vergleichbare Grashof-Zahl beider Fille, die als einziger Ein-
fluBparameter der viskosen Diffusionsterme in den Impulsgleichungen diese Ahnlichkeit
bewirkt. Die Simulationsergebnisse bestitigen auBerdem, daB in den Natriumféllen aufgrund
der hohen Wirmeleitfihigkeit dieses Fliissigmetalls und im Gegensatz zu den Luftfillen
keine thermische Ubergangsschicht zwischen der Wirmeleitungsunterschicht und der Kon-
vektionsschicht existiert, in der der Temperaturgradient dT*/dz* einen z*-2-Verlauf aufweist.
An die Wirmeleitungsunterschicht mit einem konstanten Verlauf schliefit sich vielmehr sofort
die Konvektionsschicht mit dem typischen z**3-Verlauf an.
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Die Auswertung von exakten Termen der Dissipationsgleichung zeigt, daB fiir die Fluide Luft
und Natrium im Kembereich des Kanals bei hohen Grashof-Zahlen ein lokales Gleichgewicht
zwischen der Produktion durch Wirbelfadenstrecken und der molekularen Vernichtung exi-
stiert. Bei niedrigen Grashof-Zahlen existiert dagegen eine Abhingigkeit von der Prandtl-
Zahl. Wihrend im Luftfall mit Ra=6.3 10° der zuvor erwihnte Sachverhalt gilt, ist bei einer
dhnlichen Grashof-Zahl im Natriumfall mit Ra=6.0 103 auch der turbulente diffusive Trans-
port von Bedeutung. Die Kopplung der Dissipationsgleichung mit dem Temperaturfeld ver-
schwindet bei hohen Grashof-Zahlen in Bereichen lokalisotroper Turbulenz, weil alle Korre-
lationstensoren erster Ordnung, d.h. insbesondere auch die Produktion durch Auftrieb, sta-
tistisch invariant gegeniiber Translationen und Rotationen des vorgegebenen Koordinatensy-
stems und damit identisch Null sind. Innerhalb der hydrodynamischen Grenzschichten sind
grundsitzlich alle Terme der Dissipationsgleichung von Bedeutung und an der Wand existiert
in allen Fillen ein Gleichgewicht zwischen molekularer Diffusion und molekularer Vernich-
tung. Der Modellierungsansatz fiir den turbulenten diffusiven Transport durch Geschwindig-
keitsschwankungen zeigt fiir das Fluid Natrium gute Ergebnisse. Das gilt auch fiir das Fluid
Luft, wenn der Ansatz gleichzeitig fiir den turbulenten diffusiven Transport durch Druck-
schwankungen verwendet wird. Der Modellierungsansatz fiir die Produktion durch Wirbelfa-
denstrecken und die molekulare Vernichtung hat den Nachteil, daBB der in ihm enthaltene
Quellterm einen Temperaturgradienten beinhaltet. Gerade dieser verschwindet jedoch im hier
isothermen Kernbereich. Der im Modell enthaltene Senkenterm zeigt dagegen ein gutes Er-
gebnis, wenngleich die ausgewerteten Modellkoeffizienten c,. fiir Luft und Natrium einen
groBeren als den in der Literatur verwendeten Wert aufweisen. ’

Die Auswertung von exakten Termen der Temperaturvarianzgleichung zeigt, daB in den Na-
triumfillen bei unterschiedlichen Rayleigh-Zahlen verschiedene Transportmechanismen von
Bedeutung sind. Der Grund ist das unterschiedliche Verhalten der Stromung inner- und au-
Berhalb der thermischen Grenzschichten, die bei Ra=8.4 10* noch fast bis zur Kanalmitte rei-
chen, bei Ra=10" dagegen durch einen ausgeprigten isothermen Kembereich getrennt wer-
den. Im ersten Fall ist der turbulente diffusive Transport in Kanalmitte ein Senkenterm, der
zusammen mit dem molekularen Vernichtungsterm die Produktion durch das mittlere Tempe-
raturfeld bilanziert. Im zweiten Fall ist die Produktion im isothermen Kernbereich identisch
Null und der turbulente diffusive Transport als Quelle durch Umverteilungsprozesse der ent-
scheidende Mechanismus zur Herstellung des Gleichgewichts mit der molekularen Vernich-
tung. Das gilt auch fiir die analysierten Luftfille. Innerhalb der thermischen Grenzschichten
sind alle Terme der Temperaturvarianzgleichung von Bedeutung und an der Wand existiert in
allen Fillen ein Gleichgewicht zwischen molekularer Diffusion und molekularer Vernich-
tung. Der Modellierungsansatz fiir die turbulente Diffusion erweist sich als unzureichend,
weil der dort eingehende Gradient der Temperaturvarianz in Teilbereichen des Kanals ver-
schwindet. Das Zeitskalenverhdltnis R im SchlieBungsansatz der molekularen Vernichtung
hat, so das Ergebnis der hier ausgewerteten Auftriebsstromungen, keinen konstanten Wert,
sondern ist vom Fluid, von der Rayleigh-Zahl und vom Ort abhingig.

Generell kann festgehalten werden, da Gradientenannahmen in Modellansidtzen dann Aus-
sicht auf Erfolg haben, wenn die Gradienten der betrachteten Groen in den Bereichen, in de-
nen die exakten Terme von Bedeutung sind, nicht verschwinden. Sie sind deshalb auch fiir
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die statistische Turbulenzmodellierung von Auftriebsstrdomungen nicht grundsitzlich unge-
eignet, wie der gute Ergebnisse liefernde Ansatz fiir die turbulente Diffusion in der Dissipa-
tionsgleichung zeigt. Die weniger guten Ergebnisse der Gradientenansitze fiir die Produktion
in der Dissipationsgleichung und die turbulente Diffusion in der Temperaturvarianzgleichung
verdeutlichen jedoch, daf die Kenntnis iiber den prinzipiellen Verlauf der exakten Terme ei-
nes bestimmten Anwendungsfalls die Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Modellierung ist.

5.2 Ausblick

Aufbauend auf den im Rahmen dieser Arbeit erweiterten und neuen Feinstrukturmodellen
und Randbedingungen fiir Naturkonvektion, folgt fiir die Zukunft eine Reihe weiterer An-
satzpunkte.

Dies ist zunédchst die Anwendung der entwickelten Methoden fiir numerische Simulationen
von Auftriebsstromungen bei hohen, im Bezug auf reale Stromungen realistischeren Ray-
leigh-Zahlen. Von Interesse ist z.B. die Untersuchung des Rayleigh-Bénard-Problems mit
Fliissigmetallen und Luft fiir den Rayleigh-Zahlenbereich Ra>10". Bei diesem Anwendungs-
fall ist die Untersuchung der makroskopischen Wellenldnge bei hohen Rayleigh-Zahlen von
besonderem Interesse. Um Fortschritte bei der Erforschung von Auftriebsstrémungen mit in-
stabil und stabil geschichteten Bereichen zu erzielen, ist die Durchfiihrung von weiteren
Grobstruktursimulationen der Fluidschicht mit interner Warmequelle oder des beheizten hori-
zontalen Ringspaltes moglich.

Ein weiterer Ansatzpunkt ist die Erweiterung der neuen Methoden. Im Bezug auf die Fein-
strukturmodellierung werden bisher sowohl die kinetische Feinstrukturenergie als charakte-
ristischer GeschwindigkeitsmaBstab und im Falle einer lokal stabilen Schichtung die charak-
teristischen LingenmaBstibe der kleinskaligen Turbulenz dynamisch als Funktion von Ort
und Zeit berechnet. Hier ist eine dynamische Berechnung der Modellkoeffizienten C, und Cp,
als Funktion von Ort und Zeit anzustreben, um dem Modell einerseits die Fahigkeit zu geben,
die aufgeloste Grobstruktur entsprechend dem dissipativen Charakter der kleinen Skalen zu
dampfen, andererseits jedoch auch eine Anfachung der Grobstruktur durch die kleinen Skalen
zuzulassen (backscatter). Ebenso anzustreben ist die Erweiterung der Geschwindig-
keitsrandbedingungen. Sie besitzen bisher aufgrund von getroffenen Einschrinkungen bei
deren Herleitung nur fiir die instabile Schichtung Giiltigkeit.

Fiir die Auswertung exakter Terme in den Transportgleichungen statistischer Turbulenzmo-
delle sowie deren Modellierung ist es notwendig, auch Analysemoglichkeiten fiir die vielfalti-
gen Dampfungsfunktionen, wie sie in "low Reynolds-Modellen" verwendet werden, bereit-
zustellen. Anstrebenswert ist auferdem die Bereitstellung neuer Analysemdoglichkeiten, die
eine Auswertung exakter Terme der Transportgleichung fiir die molekulare Vernichtung von
Temperaturvarianz sowie deren Modellierung ermoglichen. Desweiteren kann die jetzt vor-
handene Datenbasis auch zukiinftig genutzt werden, um neue, fiir Auftriebsstrémungen ge-
eignete SchlieBungsanséitze zu entwickeln.
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A. Normierung der Gleichungen

A.1 Dimensionsbehaftete Grundgleichungen

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen von freier Konvektion in
einer horizontal unendlich ausgedehnten, zihen, wirmeleitenden, zwischen zwei ebenen
Wiinden eingeschlossenen Fluidschicht, in der die Dichteunterschiede ausschlieBlich durch
Temperaturunterschiede hervorgerufen werden, die entweder eine Folge der dueren thermi-
schen Beheizung oder Kiihlung der AuBBenwinde oder der inneren Wiarmefreisetzung sind,
sollen folgende Voraussetzungen gelten: |

- instationdre Stréomung

- inkompressibles Fluid, d.h. p,, ist konstant

- dreidimensionale Strémung

- reibungsbehaftete Stromung

- Eulersche, d.h. ortsfeste Betrachtungsweise

- Fluid als Kontinuum beschreibbar

- Newtonsches Fluid

- homogenes Fluid, d.h. alle Stoffwerte sind konstant

- Boussinesq-Approximation giiltig

- Dissipation in der Energiegleichung vernachldssigbar

Die Grundgleichungen sind die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie:

2 |
i A.l
o (A-12)
caa . ) ap a [ (aa aa)|
i - — ! ; A.1b
Po3i TP Ta%, affaf}.{“(affafi i (10

5090 5 0 T8 _ 9 { aT}+Q (A.1c)
I

_A+
Polrar TP oz, T %,

Sie sind in problemorientierten kartesischen Koordinaten und tensorieller, differentieller und
konservativer Schreibweise notiert.

Die einzige in den Bewegungsgléichungen, d.h. den Impulserhaltungsgleichungen, auftre-
tende Massenkraft ist die Gravitationskraft ” '

s A A A AN
fi=p(-28,-8-8) | (A2)
die fiir einen beliebig ausgerichteten Kanal in drei Komponenten aufgespalten wird. Dichte-

anderungen werden nur zur Erfassung des Schwerkrafteinflusses beriicksichtigt, ohne den in
den hier untersuchten Fillen eine Stromung tiberhaupt nicht zustande kdme. In der Literatur
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wird diese Vereinfachung als Boussinesq-Approximation [Boussinesq (1903)] bezeichnet.
Zur Beschreibung der Auftriebseinfliisse wird im Gravitationskraftterm ein linearer Ansatz
fiir die Dichteénderung in Abhéngigkeit von der Temperaturinderung eingefiihrt:

p=p,{1-B(7-7, )} | (A3)

Diese Zustandsgleichung gilt in guter Néherung fiir inkompressible Fluide. Wird die Dichte
p, im Schwerkraftterm (A.2) durch die lineare Dichte-Temperaturbeziehung (A.3) ersetzt
und der Druckterm in Gleichung (A.1b) in einen statischen und einen hydrostatischen Anteil

o, o, o, (A4

aufgespalten, so ist zu erkennen, daB der Anteil p, g, im Schwerkraftterm den Anteil
dp,, / 0%, im Druckterm gemi dem hydrostatischen Grundgesetz aufhebt:

op - A :
—al:h =—Po & _ (A.5)
X

Ubrig bleibt letztlich der statische Anteil dp, / 9%, im Drucktérm, der im weiteren Verlauf aus
Griinden der einfacheren Schreibweise mit dp / dX; bezeichnet wird.

Werden die Impulserhaltungsgleichungen durch P, und die Energieerhaltungsgleichung durch
Po ép dividiert und die Zusammenhinge (A.2-5) beriicksichtigt, dann folgt fiir die Erhal-

tungsgleichungen (A.1b,c):

aﬁ a(ﬁ, ﬁj) 1 ai’ a ~ aﬁ aﬁ] A f
St =T : T-T, A6
2t 9%, by aii+ai,{v(afj+a£i +gB(-17,) s
FoXT & F 5
ot X Au’)= 9 15T £ (A.6b)
ot axj axj axj Po €,

Sie werden als Boussinesq-Gleichungen bezeichnet und dienen der Beschreibung natiirlicher
Konvektion inkompressibler Fluide. Die sechs Gleichungen (A.1a), (A.3) und (A.6a,b) bilden
ein gekoppeltes, geschlossenes, partielles, nichtlineares Differentialgleichungssystem zweiter

Ordnung mit den vier unabhingigen Variablen X =(f(, ,)‘(2_,5(3)T und t sowie den sechs ab-
hingigen Variablen 4 = (4, ,d, ,1‘13)T ,p,p und T.

Zu den Erhaltungsgleichungen (A.la) und (A.6a,b) in Differentialgleichungsform und der
Zustandsgleichung (A.3) zur Erfassung der Dichtedinderung in Abhingigkeit von der Tempe-

raturdnderung im Schwerkraftterm treten Randbedingungen, um das Problem festzulegen. Fiir
die Geschwindigkeitskomponenten gilt an festen Berandungen die Wandhaftbedingung:
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i (%.%,,%=0F) =0 i=1(1)3 (A7a)
i (%,%,,%=D,f) =0 i=1(1)3 (A.7b)
In experimentellen Untersuchungen kann- an festen Berandungen entweder der Wandwir-

mestrom oder die Temperatur vorgegeben werden. Es sollen folgende thermische Rand-
bedingungen gelten:

T(%.%,.%=0,{) =T,, (A.8a)
T(%.%,,%=D.i) =1,, (A.8b)

Im Falle der Rayleigh-Bénard-Konvektion ist ’i‘W, >'i‘w2 und im Falle der Fluidschicht mit

interner Wirmequelle gilt 'i‘WI = 'i‘wz.

A.2 Dimensionslose Grundgleichungen

Aus den in Kapitel 2.1 genannten Griinden werden die in den Differentialgleichungen (A.1a)
und (A.6a,b) und in den Randbedingungen (A.7a,b) und (A.8a,b) vorkommenden unabhéngi-
gen und abhingigen Variablen mit Hilfe der folgenden Beziehungen dimensionslos gemacht:

x, =t (A.92)
X

t =L " (A.9b)
tO

u, =2 (A.9¢)
U,

p ==L | (A.9d)
Po :

r =L _T-Tv (A.9e)
T, T,

Vor der Einfiihrung der Transformationen (A.9a-e) wird zunichst das Temperaturfeld T
durch T’ =T -T,,, ersetzt. Die Differentialgleichung (A.6b) geht dabei ohne Anderung in ei-

ne Differentialgleichung fiir T’ iiber. Es folgt:

o AT&)_ 9 1,97, © (A.10)
at axj axj

165



Die Randbedingungen (A.8a,b) gehen iiber in:
T'(%,.%,,%,=01f) =T, ~T,, (A.11a)
T'(%,.%,.2,=D.f)=0 | (A.11b)

Fiir X; =0 entspricht dies im Falle der Rayleigh-Bénard-Konvektion der maximalen Tempe-

raturdifferenz Ame, im Falle der Fluidschicht mit interner Wéarmequelle wegen TWl TW2
dem Wert Null.

Durch das Einsetzen der Transformationen (A.9a-e) in die Differentialgleichungen (A.la),
(A.6a) und (A.10) und die Randbedingungen (A.7a,b) und (A.11a,b) sowie dem Durchmul-
tiplizieren der Impuls- und der Energieerhaltungsgleichungen mit den charakteristischen Be-
zugsgroBen vor dem instationiren Term, erhalten sie die folgende dimensionslose Form:

Massenerhaltung
g (A.12a)
ox,
Impulserhaltung
a ) Vi ~ du; 3T 7
du; uot (u; u;) _ApgtoA 8p+ d VA_tzo du, + u,) BTt ( ) (A.12b)
at X, dx; PoX,thy Ox, Ox; | X, {9x; dx
Energieerhaltung
2t T u; it oD
§1+u‘it" (M) _ 2 el oL, _Ch (A.12¢)
dt %, dx; dx;| X dx;| p,C,T,
Geschwindigkeitsrandbedingungen
u(x,,x,,x,=0,t) =0 i=1(1)3 (A.132)
ui(x,,xz,x3=1,t) =0 i=1(13 (A.13b)

Temperaturrandbedingungen

1  Rayleigh— Benard— Konvektion

T(x x, . x.=0.1) = A.14a
(xr %2, %, ) {0 Fluidschicht mit interner Wi rmequelle ( )

T(x,,x,,x,=1,t) =0 ‘ ‘ (A.14b)
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Wie in Kapitel 2.1 beschrieben, werden die charakteristischen Bezugsgrofien fiir die Lingen
und die Temperatur frei gewihlt:

%,=D » ‘ (A.15a)

. . T,-T,, Rayleigh- Benard— Konvekti

Fooaf, =T y. g . enc.zr. onvektion (A.15b)
» w— T, Fluidschicht mit interner Wdrmequelle

Aufgrund der Forderung, daB8 die in den Impulsgleichungen (A.12b) auftretenden.Tréigheits-
terme, der Druckterm und der Auftriebsterm die gleiche GroBenordnung haben sollen, kén-

nen die BezugsgroBen fiir die Zeit, den Druck und die Geschwindigkeiten abgeleitet werden:

. D

i == (A.15¢)
u,

By =P, (A.15d)

i, =(zB AT, D)" (A.15¢)

Durch Einsetzen dieser Bezugsgrolen in die Gleichungen (A.12b,c) folgen die Grundglei-
chungen (2.2b,c) in dimensionsloser Form. In ihnen treten drei problembeschreibende, di-
mensionslose Kennzahlen auf:

g BAT, D’ _ Auftriebskraft - Trii gheitskraft

G - A.16a
’ v? Reibungskraft’ ( )
Pr = ”{P =Y ~ (A.16b)
a
A N2
Da = iQAlf) (A.16¢)

Die Grashof-Zahl beschreibt den physikalischen EinfluB3, den Trégheits- und Auftriebskrifte
im Verhiltnis zu den Reibungskriiften einer Stromung haben. Die Prandtl-Zahl kennzeichnet
als Verhiltnis von kinematischer Viskositdt zu Temperaturleitfahigkeit das Medium. Die
Damkohler-Zahl beschreibt aus physikalischer Sicht das Verhéltnis aus freigesetzter Warme
durch innere Wirmequellen zum Wirmetransport durch Leitung und spielt als Quellterm nur
bei der Fluidschicht mit interner Wirmequelle eine Rolle.
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B. Abschiitzung der erreichbaren Rayleigh-Zahlen

Abbildung B.1 ist das Ergebnis einer Analyse beziiglich der erreichbaren Rayleigh-Zahl mit
verschiedenen Methoden der numerischen Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
Natrium hinsichtlich der zur Verfiigung stehenden Speicherkapazitit und Rechenzeit auf dem
Vektorrechner VP400-EX [Seiter (1992)]. Dargestellt sind die Speicheranforderung und der
Rechenzeitbedarf einer direkten numerischen Simulation des gesamten physikalischen Pro-
blems und einer gemischten Simulation, mit einer direkten numerischen Simulation des Tem-
peraturfeldes und einer Grobstruktursimulation des Geschwindigkeitsfeldes, als Funktion der
Rayleigh-Zahl. Die beiden gestrichelten horizontalen Linien charakterisieren die maximal
verfiigbare Arbeitsspeicherkapazitit der VP400-EX sowie eine Vorgabe der noch vertretbaren
Rechenzeit fiir einen Simulationslauf. '

RAM(Byte) Tcpu(h)
1,0E+14 : 1.0E+09
1.0E+13 —¥— RAM DNS 1.0E+08
1,0E+]12 —B&- RAM LES 1.0E+07
1,0E+11 —< TCPU DNS 1,0E+06
1,0E+10g | °_ TCPULES 1,0E+05
1,0E+09 51z MByte ¥~~~ & - 1.0E+04
1,0E+08 1.0E+03
)T s . 199.5.L | 0E+02
1,0E+06 1.0E+01
1,0E+05 1.0E+00
1.0E+04 +— Ve e 1,0E-01
L.OE+04 1,0E+05 1,0E+06 LOE+07 1.0E+08 1,0E+09 1.OE+10 1,0E+ll

Ra

Abb. B.1: Speicheranforderung und maximale Arbeitsspeicherkapazitidt sowie Rechenzeit-
bedarf und vertretbare Rechenzeit fiir die direkte numerische und die gemischte
Simulation von Rayleigh-Bénard-Konvektion mit Natrium.

Die dargestellten Zusammenhinge werden unter der Voraussetzung der Auflosung der ther-
mischen und vor allem der hydrodynamischen Grenzschicht abgeleitet. Aufgrund dieser For-
derung erwichst, wie in diesem Anhang noch gezeigt wird, ein nur geringfiigiger Mehrauf-
wand beziiglich der Speicheranforderung, jedoch ein erheblicher Mehraufwand beziiglich des
Rechenzeitbedarfes eines Simulationslaufes im Vergleich zu einer Simulation, in der die
nichtlinearen Anderungen in den Grenzschichten mittels Wandgesetzen erfalt werden. Den
Grund dafiir liefert das Stabilititskriterium des expliziten Zeitintegrationsverfahrens (2.22), in
dem kleine Maschenweiten sehr kleine Zeitschrittweiten und folglich groe Rechenzeiten
nach sich ziehen.

Die Einschrinkung zum Erreichen hoher Rayleigh-Zahlen durch den Rechenzeitbedarf ist
viel kritischer ist als die Begrenzung durch die Speicheranforderung. Das wird durch den
steileren Anstieg der beiden den Rechenzeitbedarf charakterisierenden Geraden deutlich. Der
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Rechenzeitbedarf einer direkten numerischen Simulation, gemischten Simulation oder
Grobstruktursimulation nimmt demnach mit wachsender Rayleigh-Zahl stéirker zu als deren
Speicheranforderung.

Bei den vorgegebenen Grenzen beziiglich der maximal verfiigbaren Arbeitsspeicherkapazitit
von 512 MByte RAM und einer vertretbaren Rechenzeit von 100 h CPU fiir eine Rechnung
wirkt sich dieser Unterschied bei der direkten numerischen Simulation jedoch weniger stark
aus als bei der gemischten Simulation. Bei ersterer liegt die durch die maximal verfiigbare
Arbeitsspeicherkapazitit erreichbare Rayleigh-Zahl bei Ra = 3.0 10°, was einem Rechenzeit-
bedarf von ca. 300 h CPU entspricht. Da dieser jedoch die selbst und willkiirlich vorgegebene
Grenze von 100 h CPU nicht iiberschreiten sollte, liegt die derzeit maximal erreichbare
Rayleigh-Zahl fiir diese Art der numerischen Simulation bei Ra<10°.

Im Falle einer gemischten Simulation ist die maximal erreichbare Rayleigh-Zahl zwar hoher,
wird jedoch um so stirker durch den geforderten Rechenzeitbedarf eingeschrinkt. Sie betrigt
Ra<4.0 105, obwohl mit dem verfiigbaren Arbeitsspeicher von 512 MByte RAM durchaus
Ra = 108-10° erreichbar wire. Durch die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes mit der
Methode der Grobstruktursimulation wird gegeniiber der direkten numerischen Simulation
des gesamten physikalischen Problems immerhin ein Zuwachs von ungefihr zwei Gro8en-
ordnungen in der Rayleigh-Zahl ermdglicht und damit wesentlich zum Erreichen hoherer
Rayleigh-Zahlen bei diesem Stromungstyp beigetragen.

Der Grund, warum im Rahmen dieser Arbeit gemischte Simulationen bis zu Ra=107 durch-
gefiihrt werden konnen, liegt in der Verwendung von Wandgesetzen. Die sehr diinne hydro-
dynamische Grenzschicht muf3 nicht durch das Maschennetz erfalt werden, so daf3 die Wahl
dickerer Wandmaschen méglich ist. Die Speicheranforderung fiir Ra=107 lige bei 20 MByte
RAM, der Rechenzeitbedarf bei ungefihr 300 h CPU. Im Fall BNA 10000 mit Ra=10 betrigt
dieser aufgrund der Verwendung von Geschwindigkeitswandgesetzen jedoch nur 10 h CPU,
wihrend die Speicheranforderung mit 21 MByte RAM in etwa der abgeschitzten entspricht.
Das verdeutlicht, daB8 die Verwendung von Wandgesetzen, zwar auch mit einigen Nachteilen
behaftet, deutlich reduzierte Rechenzeiten oder bei gleicher Rechenzeit die Simulation
hoherer Rayleigh-Zahlen ermoglicht.

Eine weitere Steigerung der Rayleigh-Zahl bei- diesem Strémungstyp, iliber den Rayleigh-
Zahlenbereich der gemischten Simulation hinaus, erfordert eine Grobstruktursimulation des
gesamten physikalischen Problems, d.h. in diesem Fall auch die Grobstruktursimulation des
Temperaturfeldes und gegebenenfalls die Verwendung von Temperaturwandgesetzen.
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C. Zusammenfassung der Modelle

In diesem Abschnitt werden die in TURBIT verwendeten SchlieBungsmodelle zusammenfas-
send dargestellt. Sie beruhen auf dem Wirbeldiffusivitdtsprinzip und kénnen in die Gruppe
der Ein-Transportgleichungsmodelle eingeordnet werden.

Fiir die Berechnung der unbekannten Feinstrukturspannungen und -wérmestréme werden in
TURBIT Gradientenansitze verwendet:

_ — au o, i -
TijSGS =-uu;= [ax +—axj, J—ESU wou, (C.1a)
_ = oT
~d;gs =~ T'u;=a, 3 (C.1b)
%

Die Bestimmung der in diesen Ansitzen enthaltenen Feinstrukturaustauschkoeffizienten fiir
Impuls und Wirme erfolgt mit Energie-Langen-Modellen:

v, =C, ici, (i, B)” (C.2a)

a, =G, 'c. 1, (¢, B)” (C.2b)

In diesen Ansitzen sind die Koeffizienten IC, ICr und Cs nur von der Geometrie abhiingig
und mit Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz exakt und ohne empirische Information bere-
chenbar. Sie sind nur bei ungleichseitigen Maschen von eins verschieden. Die modellbestim-
menden Koeffizienten C, und Cr, werden aus den zeitgemittelten Gleichungen der Ge-
schwindigkeits- und der Temperaturvarianz innerhalb der Feinstruktur abgeleitet und sind mit
Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz und einiger empirischer Information berechenbar:

)8 e (£

i=] j=1

. - 5 - ' — (C.3a)
v, {a F(EH ( ) (;;{Icm UF EN2(7) })
= é—BF( )290 (Gr“ PzI" Th (e ) (?‘Dn) (C.3b)

¥, 0 [r(éﬂm(zgo )m (2{10 D72, (’F ENZ(J))”Z}J

Fiir die universell giiltige Kolmogorov- und Batchelor-Konstante wird a=1.5 und B=1.3 ver-
wendet. I ist die Gamma-Funktion, h ist die mittlere Maschenweite und Gr, Pr sind die Gras-
hof- und die Prandtl-Zahl. D2;;, DT2; und EN2(j) sind Volumen- und Flachenintegrale, die
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ausschlieBlich geometrische Informationen des Maschennetzes beinhalten. Das zeitlich gemit-
telte Dissipationsprofil < & > wird fiir Rayleigh-Bénard-Konvektion gemif Gleichung (3.22)
und fiir die Fluidschicht mit interner Wiarmequelle gemafl Grétzbach (1986) abgeschitzt. Die
Korrekturkoeffizienten y; und yr erweisen sich in dieser Arbeit bei der numerischen Simula-
tion von Naturkonvektion als sehr wichtig, um die ortsabhingigen Modellkoeffizienten C,
und Cp, in halber Schichthshe (Bereich isotroper Turbulenz) zu kalibrieren. Thr Wert folgt als
Ergebnis des Vergleichs dimensionsloser rdumlicher Energiespektren in Kanalmitte aus
direkten numerischen Simulationen, gemischten Simulationen und Grobstruktursimulationen.
Im Fall der Naturkonvektion in einer horizontalen Fluidschicht werden fiir die ortsabhingigen
Modellkoeffizienten in halber Schichthéhe die maximalen Werte C,=0.105 und Cp,=0.215
verwendet. Sie stimmen gut mit den Modellkoeffizienten anderer Autoren fiir An-
wendungsfille dieser Art iiberein.

Fiir die Feinstrukturenergie als charakteristischer GeschwjndigkeitsmaBstab der kleinskaligen
Turbulenz wird eine orts- und zeitabhingige Energiegleichung gelost:

(aE )+6j(’C5 E'u;)=+C, Gy "CL, B (8,u+8,u,)8,4 -8, C;, 'C; [, E" 8,T

at
+3, {{ Jé_r +o,(’F F)} c, 8, F} (C4

E??  C, FE 2 —1/2\2
_C = M3 e 6 EII/Z
L, Nerik, \/Gr( ’ )

Die Koeffizienten Cy und C; sind mit Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz exakt und ohne
empirische Unterstiitzung berechenbar. Fiir den turbulenten Diffusionskoeffizienten o, und
den Koeffizienten Cs; im Dissipationsmodell wird mit Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz
und einiger empirische Unterstiitzung und in Anlehnung an Grétzbach (1977) 6,=0.3 und
C3,=20.0 gewihlt.

Fiir die charakteristischen LangenmaBe der kleinskaligen Turbulenz werden in Abhéngigkeit
vom Wandabstand und der Schichtung neue Funktionen in TURBIT eingefiihrt:

1, =min('F"?,Cy |ny|.G,) (C.52)
I, =min('F"”,C, |ny|. G,) (C.5b)
L, =min( V", G, |ny|) (C.5¢)

In Wandnihe wird der charakteristische Langenmafstab aufgrund des reduzierten turbulenten
Impuls- und Wirmeaustausches senkrecht zur Wand gegebenenfalls mit der folgenden von
Prandtl (1925) eingefiihrten Beziehung reduziert:

1,1, .1, = Cylny| (C.6)

m
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Fiir den Wandkoeffizienten Cy kann mit Hilfe der Theorie isotroper Turbulenz und einiger
empirischer Unterstiitzung Cw=0.74 abgeleitet werden, |nyw| ist der kiirzeste senkrechte
Wandabstand.

Im Fall instabiler oder indifferenter Schichtung werden fiir flichengemittelte GroBen die
Quadratwurzel der senkrecht zur jeweiligen physikalischen GroBe stehenden Maschenober-
fliche JF(x3) und fiir volumengemittelte GroBen die Kubikwurzel des jeweils betrachteten
Maschenvolumens V(x3) als die charakteristischen LingenmaBstibe der subskaligen turbulen-
ten Fluktuationsbewegung angesehen:

[l = JF(xj)]] Ax, Ax,,Ax, Ax,(x,), Ax, ij(xj)]u2 (C.7a)

L, = [V = [Ax Ax, Axy(x,)]” (C.7b)

Im Fall stabiler Schichtung wird der charakteristische Langenma@stab aufgrund des reduzier-
ten subskaligen turbulenten Impuls- und Wirmeaustausches gegebenenfalls mit den aus der
Energiegleichung und unter Einfiihrung vereinfachender Annahmen abgeleiteten neuen Lin-
genmalBstiben reduziert:

172

1, =G, = 2GE | (C.8a)
G, (8,%+8,m;)
C EI 172
I, =G, = | —2 "= C.8b
SR - 8;) (C80)

Diese charakteristischen LangenmaBstibe werden orts- und zeitabhéingig berechnet und nur in
lokal stabil geschichteten Bereichen wirksam. Die in den Gleichungen enthaltenen Modell-
koeffizienten folgen aus der Herleitung.

Das Modell wird in der hier angegebenen Form fiir alle Grobstruktursimulationen von Natur-
konvektion verwendet. Fiir die Koeffizienten gelten die angegebenen Zahlenwerte oder die
vom Maschennetz, vom Fluid und von der Rayleigh-Zahl abhingigen Bestimmungs-
gleichungen.
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