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Modellierung zur Ausbreitung von Schmelzen bei gleichzeitiger Erstarrung

Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Ausbreitung viskoser, schlecht wérmeleitender
Schmelzen unter dem Einflufl erstarrender diinner Krusten. Die Arbeit gliedert sich in
eine separate Betrachtung der Phinomene durch (a) Krustenbildung auf einer horizontalen
Bodenplatte und durch (b) Krustenbildung an der freien Grenzfliche zwischen Schielze

und umgebendem Gas.

Basierend auf einer nichtisothermen Diinnschichtapproximation wird die Lésung von Ge-
schwindigkeits- und Temperaturfeld fiir eine durch Schwer- und Reibungskrifte dominierte
Ausbreitungsstromung hergeleitet. Fiir das Volumen der Schmelze gilt V' oc 7¢. Typische
Ausbreitungsstromungen werden durch verschiedene Exponenten « charakterisiert. Zur
Losung werden Ahnlichkeitstransformationen und alternativ numerische Verfahren verwen-

det.

Bei der Modellierung einer Kruste auf der Bodenplatte erfolgt die Erstarrung bei einer
konstanten Erstarrungstemperatur, die Freisetzung von Latentwérme kann fiir die betrach-
teten Schmelzen vernachléssigt werden. Fiir schlecht wirmeleitende Schmelzen zeigt sich fiir
kurze Zeiten lediglich ein schwacher Einfluf} der Kruste auf die Ausbreitung der Schmelze.
In erster Linie fiihrt die Bodenkruste zu einer Reduzierung der antreibenden Druckdifferenz
und somit zu einer Verlangsamung der Schmelze. Fiir grofile Zeiten teilt sich der Einflufl
einer erstarrenden Bodenkruste in zwei Bereiche auf. Fiir @ < 7/4 kann mit einem An-
halten der Schmelze gerechnet werden, wohingegen fiir « > 7/4 mit keinen limitierenden

Bedingungen fiir die Ausbreitung der Schmelze zu rechnen ist.

Die Modellierung einer erstarrenden Kruste an der freien Grenzfliche erfolgt entkoppelt von
der Losung des Temperaturfeldes. Fiir zwei verschiedene Modelle, horizontal fixierte Kru-
sten und freischwimmende Krusten, wird der kinematische Einfluf} einer erstarrten diinnen
Kruste an der freien Grenzfliche untersucht. Fixierte Krusten fithren zu einer Erhéhung der
viskosen Reibung und verzogern die Ausbreitung wesentlich. Fiir freischwimmende Krusten
finden sich zwei unterschiedliche Bereiche. Fiir o < 4/3 fiihrt eine freischwimmende Kru-
ste an der freien Grenzfliche zu einer leichten Verzogerung der Ausbreitung, wihrend die

Ausbreitung fiir v > 4/3 leicht beschleunigt wird.



Spreading of solidifying melts

Abstract

In the present report an analytical model is presented which captures the influence of thin
solidified crusts onto the spreading flow of a viscous melt of poor thermal conductivity. In
the report we separately discuss (a) crust formation on the horizontal bottom plate and (b)

crust formation at the free interface between melt and ambient gas.

Based on nonisothermal lubrication theory we derive solutions for the velocity and tempe-
rature fields of a spreading flow in the viscous/gravitational regime. For the volume we use
the general law V oc 7¢. Thus, typical spreading flows are characterized by the exponent
a. Solutions are found either by similarity transformation or numerically by engaging the

method of lines.

In the model for crusting on a horizontal bottom plate, solidification occurs at a constant
solidification temperature and liberation of latent heat remains negligible for these particular
melts. Bottom crusting of melts with poor thermal conductivity for short times shows a
weak influence onto the spreading. With increasing crust thickness we find a retardation of
the spreading, essentially caused by the reduced driving pressure head. For long times the
spreading approaches a complete stop for a < 7/4. For a > 7/4, in contrast, the influence

of bottom crusting will not lead to a stop of the spreading.

Top crusting at the free interface between melt and ambient gas is modeled decoupled
from the temperature field. For two models, namely fixed and free drifting crusts, the
kinematic influence of the top crust onto the spreading is discussed. Fixed crusts will lead
to increased viscous dissipation and subsequently result in a significant slow down of the
spreading. For free drifting crusts the influence is weak. For a < 4/3 we find a retardation of
the spreading flow, whereas for o > 4/3 free drifting crusts will lead to a slight acceleration

of the spreading.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Ausbreitung fliissiger Schmelzen unter dem Einfluf} gleichzeitiger Erstarrung hat einen
weiten Anwendungsbereich in der Geophysik und der Reaktortechnik. Beispiele hierfiir
sind zum einen die Ausbreitung fliissiger Lava nach einem Vulkanausbruch, zum anderen
die Ausbreitung einer Kernschmelze nach einem schweren Kernschmelzunfall. Beziiglich der
Ausbreitung einer Lavaschmelze stellt sich die Frage, ob ein Lavastrom Stiddte oder Dorfer
in der N&he des Vulkans erreicht, oder ob die Erstarrung der Schmelze die Ausbreitung
rechtzeitig stoppt. Im Gegensatz dazu stellt sich bei der Anwendung in der Reaktortechnik
die umgekehrte Frage. Hier muf} eine ausreichend grofie Ausbreitungsfliche bedeckt wer-
den, um nach der Erstarrung die Kiithlung der Kernschmelze und die sichere Abfuhr der
Nachzerfallswirme zu gewéhrleisten. Gelingt dies nicht, konnen Anhidufungen von Schmelze
zur Erosion des Fundaments und damit zum Austritt des Inventars aus dem Containment
fithren. Abbildung 1.1 zeigt die Skizze eines sogenannten Core-catchers. Er besteht im
wesentlichen aus einer Auffangeinrichtung unterhalb des Reaktordruckbehilters (RDB). Sie
dient zundchst zur Riickhaltung der fliissigen Schmelze nach einem schweren Kernschmelz-
unfall. Durch die freigesetzte Nachzerfallswéirme heizt sich dort die Schmelze auf und fithrt
zum Durchschmelzen des Tores. Auf der Ausbreitungsfliche soll sich die Schmelze dann

moglichst vollstdndig ausbreiten, um dadurch eine effiziente Kiihlung zu gewé&hrleisten.

Abhéngig von der Temperatur, der Viskositit und der Zusammensetzung der Schmelze beim

Offnen des Tores kann die Ausbreitung durch drei verschiedene Effekte bestimmt sein:

e durch Trigheitskrifte dominierte Ausbreitung,
e durch Reibungskrifte dominierte Ausbreitung,

e durch Krustenbildung dominierte Ausbreitung.
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Abbildung 1.1: Skizze eines Core-catchers.

Die durch Trégheitskrifte dominierte Ausbreitung fithrt hinsichtlich einer sicheren Kiihl-
barkeit der Schmelze zu keinen kritischen Bedingungen. Die Schmelze wird die gesamte
Ausbreitungsflache bedecken und somit eine effektive Kiithlung ermoglichen. Im Gegensatz
dazu muf} bei der durch Reibungskriifte oder Krustenbildung dominierten Ausbreitung mit
einer Verzogerung der Schmelze gerechnet werden. Dies kann zu einer nur teilweisen Be-
deckung der Ausbreitungsfliche fithren, wodurch die sichere Kiihlbarkeit der Schmelze in

Frage gestellt wird.

1.2 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung der Ausbreitung von Schmelzen bei
gleichzeitiger Erstarrung. Es geht somit um den Ubergang von der durch Reibungskrifte
dominierten Ausbreitung zur durch Krustenbildung dominierten Ausbreitung. Es wird eine
vorwiegend analytische Beschreibung des Problems gew#hlt, um einen Einblick in die zu-
grundeliegende Physik zu erhalten. Fiir die Auslegung eines Reaktors werden numerische
Codes verwendet, welche die Ausbreitung bei Beriicksichtigung der dreidimensionalen Reak-
torgeometrie simulieren. Zur Verifikation solcher Codes sind zuverlissige Aussagen zur Aus-
breitung in einfachen Geometrien unerlifilich. Dies gilt insbesondere fiir schlecht wérmelei-
tende Schmelzen, da hier die numerische Auflésung des thermischen Feldes nur mit enormem
Aufwand moglich ist. Die vorliegende Modellierung soll deshalb einerseits die Verifikation
der Codes ermoglichen. Andererseits kann das Modell auch zur vereinfachten, analytischen

Behandlung erstarrender Schmelzen in den Code implementiert werden.
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Abbildung 1.2: Skizze einer Ausbreitungsstrémung ohne Krustenbildung.

1.3 Problemstellung

Die Modellierung der Ausbreitung erstarrender Schmelzen trigt im wesentlichen dem ki-
nematischen Einflu} einer erstarrten Kruste auf die Ausbreitung der fliissigen Schmelze
Rechnung. In Abbildung 1.2 ist die Skizze einer Ausbreitungsstromung ohne Krustenbil-
dung dargestellt. Die geometrische Form der Ausbreitungsstromung wird durch die Funk-
tion h(xz,t) beschrieben. Sie kennzeichnet die Position der freien Grenzfliche. Die Funktion
h(z,t) ist nicht explizit bekannt, sondern ist Teil der Losung des Ausbreitungsproblems. An
der Stelle a(t) befindet sich die Kontaktlinie, welche die Front der Ausbreitungsstromung
kennzeichnet. Durch die ortsabhéngige Schmelzenhohe h(x,t) entsteht im Schwerefeld g ein
horizontaler Gradient des (hydrostatischen) Druckes. Dieser Druckgradient dient als An-
trieb fiir die Ausbreitung der Schmelze. Die Schmelze selbst wird charakterisiert durch die
Dichte p, die dynamische Viskositdt p, die spezifische Warmekapazitét c, und die Wéarme-
leitfihigkeit A. Im umgebenden Gas herrscht die Temperatur T5,. An der Stelle z = 0 erfolgt
die Zustromung von heifler Schmelze mit einer charakteristischen Geschwindigkeit ug der
Temperatur Ty. In der horizontalen Richtung erstreckt sich die Ausbreitungsstrémung auf
einer Bodenplatte der Temperatur Ty iiber eine charakteristische Lénge [y, wihrend die

vertikale Abmessung durch einen Lingenmafistab hy gekennzeichnet ist.

Im Vergleich zur Ausbreitung ohne Krusteneinflufl zeigt Abbildung 1.3 eine Ausbreitungs-
stromung mit einer erstarrenden Kruste an der Bodenplatte und an der freien Grenzflidche
h(z,t). Der Einflufl der Bodenkruste fiihrt in erster Linie zu einer Abnahme der antreiben-
den hydrostatischen Druckdifferenz. Dieser Einfluf} ist fiir schlecht wérmeleitende Schmel-

zen schwach. Hinsichtlich einer reaktortechnischen Anwendung kann dies trotzdem zu si-
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Abbildung 1.3: Skizze einer Ausbreitungsstromung mit Krustenbildung.

cherheitsrelevanten Einfliissen fithren. Der wesentliche Einflufl der Krustenbildung an der
freien Grenzfliche ist eine Anderung der kinematischen Randbedingungen. Wihrend die
freie Grenzfliche bei der Ausbreitung ohne Krusteneinflu§ nahezu schubspannungsfrei ist,
siehe Abbildung 1.2, fiihrt die Bildung einer erstarrten Kruste zum Anhaften von fliissiger
Schmelze an die erstarrte Kruste. In Abhéngigkeit von der Wechselwirkung zwischen Kruste
und Umgebung sowie von den mechanischen Eigenschaften der Kruste kann dies zu einer

deutlichen Beeinflussung der Ausbreitung fithren.

1.4 Stand des Wissens

Die Ausbreitung eines Fluids unter dem EinfluB des Schwerefeldes lat sich in Natur und
Technik anhand zahlreicher Beispiele beobachten (Simpson 1997). Erste Untersuchun-
gen beziehen sich auf die Ausbreitung von schwerem Salzwasser in leichtem Frischwas-
ser (O’Brien und Cherno 1934). In jiingster Zeit gewinnt das Problem der Ausbreitung
fliissiger Schmelzen im Zusammenhang mit Sicherheitsaspekten fiir neue Reaktorkonzepte
zunehmend an Bedeutung (Ehrhard 1996).

Als Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen zur Ausbreitung fliissiger Schmelzen unter dem
Einfluf gleichzeitiger Erstarrung dient die Arbeit von Huppert (1982). Er betrachtet das
isotherme, durch Reibungskrifte dominierte Ausbreitungsproblem eines Fluids auf einer
ebenen horizontalen Platte in ebenen und achsensymmetrischen Koordinaten. Basierend
auf einer Diinnschichtapproximation 16st Huppert (1982) die Grundgleichungen als Funk-

tion der freien Grenzfliche h(z,t). Fiir die Funktion h(z,t) selbst 16st er eine nichtlineare



Diffusionsgleichung mittels einer Ahnlichkeitstransformation. Daraus resultiert das Ge-
schwindigkeitsfeld u,w, die Position der freien Grenzfliche h(z,t) sowie die Position der
Kontaktlinie a(t). Zusétzlich zu den theoretischen Ergebnissen zeigt Huppert (1982) expe-
rimentelle Ergebnisse fiir die Ausbreitung von zwei Silikondlen unterschiedlicher Viskositit.
Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist fir die achsensymmetrische
Ausbreitung sehr gut, fiir die ebene Ausbreitung fithrt der Einflul der Seitenwénde zu

leichten Abweichungen.

Didden und Maxworthy (1982) untersuchen experimentell die Ausbreitung eines Fluids
in ebenen und achsensymmetrischen Koordinaten fiir den Fall eines konstanten Volumens
bzw. eines konstanten Volumenstroms. Didden und Maxworthy (1982) leiten charakteri-
stische GesetzméBigkeiten fiir die Ausbreitung anhand einer Gréflenordnungsabschétzung
der relevanten Kréafte ab. Die verbleibenden Proportionalititskonstanten werden aus den
experimentellen Ergebnissen bestimmt und zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den

theoretischen Ergebnissen von Huppert (1982).

Blake (1990) untersucht die achsensymmetrische Ausbreitung eines Kaolin-Breis, welcher
eine Bingham-Rheologie besitzt. Er findet aus einer Gréflenordnungsabschitzung der rele-
vanten Kriifte fiir die Domhdohe

1/5
H=14 (%—”i) / o5
o°g
und fiir den Radius der Ausbreitungsstrémung

5 \1/5
R=0.65 (—Q Qg) {20/

70

Blake (1990) betrachtet hierbei die Ausbreitung eines Volumens V = Qt®*. o kennzeich-
net die Dichte des Fluids, 7y die Flielspannung und g die Erdbeschleunigung. Fiir den
Fall einer konstanten Zustrémung (o = 1) zeigt dieses Ergebnis eine befriedigende Uber-
einstimmung mit experimentellen Daten. Ein typisches Ergebnis fiir die Ausbreitung von
Bingham-Medien zeigt die Ausbreitung eines konstanten Volumens (o = 0). Sobald ein
statisches Gleichgewicht zwischen dem antreibenden horizontalen Druckgradient und der
im Fluid herrschenden FlieBspannung des Bingham-Mediums erreicht wird, breitet sich das
Fluid nicht weiter aus. Ein weiterer wichtiger Unterschied besteht fiir Partikel an der freien
Grenzflache der Ausbreitungsstromung. Wahrend bei der Ausbreitung Newtonscher Fluide
alle Partikel an der freien Grenzfliche in endlicher Zeit zur Kontaktlinie transportiert wer-
den, erreichen Partikel fiir die achsensymmetrische Ausbreitung eines Bingham-Mediums

selbst fiir lange Zeiten nicht die Kontaktlinie.

Stasiuk, Jaupart und Sparks (1993) finden experimentell fiir die achsensymmetrische Aus-

breitung von Sirup, welcher eine stark temperaturabhéngige Viskositit besitzt, dafl Effekte



durch Anderung der Viskositit wesentlich die Ausbreitung beeinflussen. Fiir die Form der

freien Grenzfliche finden sie
h T

o U
Hierbei ist hy die Schichthohe in der Mitte, ry die Position der Kontaktlinie und h die
Schichthohe an der Position r. Zu Anfang der Ausbreitung finden die Autoren einen Ex-
ponenten v = 1/3 in Ubereinstimmung mit der Arbeit von Huppert (1982). Im Laufe der
Ausbreitung steilt sich die Front der Stromung infolge der Viskositdtserh6hung immer wei-
ter auf. Dies fithrt zu einem flacheren Verlauf in der Mitte. Als Grenzfall beobachten die
Autoren einen Verlauf der durch v = 1/20 charakterisiert wird und schlieen daraus auf
eine deutliche Zunahme der Viskositdt in der Ndhe der Kontaktlinie. Aus dem zeitlichen
Verlauf der Position der Kontaktlinie schlieflen Stasiuk et al. (1993), dal die Ausbreitung

durch eine modifizierte Viskositat u, anhand

(ﬂ—1> — 40 <7“S/“6_1>0'6
He Pe ’

beschrieben werden kann. p, bezeichnet die Viskositdt bei der Anfangstemperatur Tp, s
die Viskositdt an der kalten Grenzfliche der Temperatur T zwischen Schmelze und umge-
bendem Fluid. Die Péclet-Zahl Pe kennzeichnet das Verhéltnis aus konvektiv {ibertragener
Wirme zum Anteil der Wérmeleitung. Die obige Beziehung ist giiltig fiir ps/pe > 1 und
Pe> 1.

Fiir Schmelzen, deren Viskositit wihrend der Erstarrung mit wachsendem Feststoffanteil
stark zunimmt, modellieren Sakimoto und Zuber (1995) sowie Foit (1997) die Ausbreitung

mit Hilfe einer zeitabhéingigen Viskositdt der Form
v = kt’

Die mathematische Formulierung baut auf dem Modell von Huppert (1982) auf. Als Ergeb-
nis finden Sakimoto und Zuber (1995) fiir o = 0 sowie Foit (1997) fiir o > 0 selbstédhnliche
Losungen, die dem Anstieg der Viskositét in der Zeit Rechnung tragen. Der Viskositédtsan-
stieg fithrt letztendlich zum Stillstand der Schmelze. Die Autoren betrachten die Schmelze
als Newtonsches Medium, mit dem Hintergrund, dafl der Anstieg der Viskositit gegeniiber
dem Anwachsen Nicht-Newtonscher Effekte dominiert. Fiir lange Zeiten, d.h. fiir hohe
Feststoffanteile, versagt diese Betrachtungsweise. In der Folge verliert die Modellierung der
Schmelze als Newtonsches Medium seine Giiltigkeit. Eine weitere ernste Einschréinkung
hinsichtlich temperaturbedingter Effekte besteht in der Tatsache, dafl Sakimoto und Zu-
ber (1995) sowie Foit (1997) das Temperaturfeld nicht berechnen. Die Autoren gehen von
der Annahme aus, daf} die Temperatur innerhalb der Schmelze homogen ist und lediglich

von der Zeit abhéingt. Diese Vorgehensweise ist fiir schlecht wirmeleitende Schmelzen, die



wesentlich durch die Ausbildung diinner thermischer Grenzschichten bestimmt sind, nicht

zuléssig.
Bercovici (1994) betrachtet die Ausbreitung einer Schmelze, deren Viskositdt durch

VplVe
vp + (Ve —vp)0

v(f) =

?

gekennzeichnet ist. v, und v, kennzeichnen die Viskositét an der kiltesten bzw. wirmsten
Stelle. 6 steht fiir die dimensionslose Temperatur. Bercovici (1994) findet fiir die Profile der
freien Grenzfliche kein selbstéhnliches Verhalten, wie z.B. Huppert (1982), Sakimoto und
Zuber (1995) sowie Foit (1997). Ausgehend von dhnlichen Profilen (Huppert 1982) findet
Bercovici (1994), dafl die Form der freien Grenzfliche mit fortschreitender Zeit nicht erhal-
ten bleibt. Vielmehr steilt sich analog zu den experimentellen Ergebnissen von Stasiuk et
al. (1993) die Front auf, was zu sogenannten ’Pfannkuchen’-Profilen fithrt. Zusammenfas-
send findet Bercovici (1994), dal Ausbreitungsstromungen mit konstanter Zustromung und
temperaturabhéngiger Viskositdt in erster Linie in der vertikalen Richtung fortschreiten,
wéihrend isotherme Ausbreitungsstromungen hauptséchlich einen Fortschritt in horizonta-
ler Richtung zeigen. Bercovici (1994) verwendet eine quadratische Ansatzfunktion fiir die
Temperatur
z z
p=vel (1-2)

um nicht die vollstindige Wirmetransportgleichung zu losen. Somit wird ein paraboli-
scher Verlauf der Temperatur zwischen der Bodenplatte (z = 0) und der freien Grenzfliche
(z = H) angenommen. Im weiteren muf} lediglich eine Transportgleichung fir die Amplitu-
denfunktion © geltst werden. Diese Vorgehensweise ist zuldssig fiir Pe ~ 1, fiihrt aber im
Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen von Stasiuk et al. (1993), Pe > 1, zu einer

Uberschiitzung des Temperatureinflusses auf die Ausbreitung der Schmelze (Bercovici und
Lin 1996).

Fink und Griffiths (1990) untersuchen experimentell die achsensymmetrische Ausbreitung
von Polyethylenglykol unter dem Einfluf} erstarrender Krusten an der freien Grenzfliche
der Schmelze. Fiir fehlenden Krusteneinflufl stimmen die experimentellen Ergebnisse mit
den theoretischen Ergebnissen von Huppert (1982) iiberein. Mit zunehmendem Krusten-
einflufl beobachten die Autoren eine Verlangsamung der Ausbreitung. Zur theoretischen
Abschitzung fir den Einsatz der Krustenbildung nutzen Fink und Griffiths (1990) die
Losung der zeitabhingigen Wéarmeleitungsgleichung fiir einen vorgegebenen zeitabhéngi-
gen Wirmestrom an der freien Grenzfliche der Schmelze (Carslaw und Jaeger 1959). Zur
Charakterisierung der beobachteten Phéinomene leiten sie daraus einen dimensionslosen Pa-

rameter




ab. ts bezeichnet die Zeit bei welcher die Schmelze die Erstarrungstemperatur erreicht, H
ist die charakteristische Linge in vertikaler Richtung und U die charakteristische Geschwin-
digkeit der Ausbreitung. Der Radius an dem die Krustenbildung einsetzt (r = ry), wird
von den Autoren als

Ts x pl/2

?

angegeben. Fiir U < 3 bildet sich iiber nahezu die gesamte Ausbreitungslinge eine unre-
gelméfBige Kruste, die durch vereinzeltes Aufbrechen und Wiedererstarren gekennzeichnet
ist. Die Autoren bezeichnen diesen Bereich als ’pillow-regime’. Im Bereich 3 < ¥ < 13
bilden sich Risse in radialer Richtung. Es entstehen keilférmige Platten die eine ebene
Form besitzen, ’rifting-regime’. Mit wachsenden Werten 13 < ¥ < 30 wird die entstehende
Kruste diinner. Durch die in radialer Richtung abnehmende Strémungsgeschwindigkeit,
v oc v~ 1, und den daraus resultierenden Druckspannungen innerhalb der Kruste entstehen
zunehmend Falten, ’folding-regime’. Fiir sehr grofle Austrittsraten, ¥ > 30, ist Krustenbil-
dung nur noch nahe der Kontaktlinie zu beobachten. Dort bildet die erstarrte Kruste einen
Damm, der teilweise aufbricht oder von nachfolgender Schmelze iiberstromt wird, ’leeve-

regime’. Fiir ¥ > 35 ist wihrend der Experimente keine Krustenbildung zu beobachten.

In einer weiterfithrenden Arbeit untersuchen Fink und Griffiths (1992) die achsensymme-
trische und ebene Ausbreitung von Polyethylenglykol auf einer glatten oder rauhen hori-
zontalen Platte. Die Morphologie der sich an der freien Grenzfléache bildenden Kruste kann
wiederum anhand des Parameters U charakterisiert werden. Fiir die achsensymmetrische
Ausbreitung finden Fink und Griffiths (1992) eine dhnliche Krustenmorphologie fiir die
glatte und rauhe Platte. Dies deutet darauf hin, dafl die Morphologie der Kruste fiir die
achsensymmetrische Ausbreitung in erster Linie durch die gewdhlte Geometrie, d.h. durch
die azimutale Dehnung der Kruste beeinflult wird. Effekte durch eine Wechselwirkung

zwischen Kruste und Bodenplatte scheinen von untergeordneter Bedeutung zu sein.

Bei ebener Ausbreitung finden Fink und Griffiths (1992), daf der Ort an dem Krustenbil-
dung einsetzt (z = x5) durch
Ls

ﬁO(\II s

beschrieben wird. Fiir kleine Werte von ¥ finden die Autoren lediglich fiir die rauhe Bo-
denplatte stark unregelmifige Krustenbildung, 'pillow-regime’. Dies deutet auf eine starke
Wechselwirkung zwischen Kruste und Bodenplatte hin. Fiir die glatte Platte beobachten
Fink und Griffiths (1992) bei kleinen Werten von ¥ Rifibildung oberhalb der Zuspeisung
der heiflen Schmelze. Mit wachsendem ¥ finden Fink und Griffiths (1992) sowohl fiir die
rauhe als auch fiir die glatte Bodenplatte Riflbildung. Diese Risse sind im Vergleich zur
achsensymmetrischen Ausbreitung nicht radial orientiert, sondern quer zur Ausbreitungs-

richtung. Dies deutet darauf hin, daf} die Rif3bildung fiir den Fall der achsensymmetrischen



Ausbreitung durch azimutale Dehnung der Kruste hervorgerufen wird, wihrend im Fall der
ebenen Ausbreitung die Dehnung der Kruste in Ausbreitungsrichtung zur Rifibildung fiihrt.
Mit weiter wachsenden Werten von V ist auch fiir die ebene Ausbreitung ein Auffalten der
Kruste, 'folding-regime’ und mit weiter wachsenden ¥ Dammbildung an der Kontaktlinie,
"leeve-regime’, zu beobachten. Im Vergleich zu den Experimenten mit der glatten Platte
sind die Ubergangsbereiche durch den EinfluB der rauhen Platte zu kleineren Werten ¥

verschoben.

Griffiths und Fink (1993) versuchen die Ergebnisse von Fink und Griffiths (1990), Fink und
Griffiths (1992) anhand einer Gré8enordnungsabschétzung der relevanten Krifte zu cha-
rakterisieren. Diese Betrachtung fithrt wegen der komplizierten Wechselwirkung zwischen
Kruste, Schmelze und Bodenplatte zu keinen eindeutigen Aussagen beziiglich der zu erwar-
tenden Morphologie. Es wird aber eine Abschitzung der bei der Ausbreitung dominierenden

Krifte gewonnen.

Als Ergénzung zu fritheren Arbeiten betrachten Griffiths und Fink (1997) die achsensymime-
trische Ausbreitung einer Schmelze mit Bingham-Rheologie unter dem Einfluf} einer erstar-
renden Kruste an der freien Grenzflache. Im Vergleich zur Ausbreitung einer Newtonschen
Schmelze (Fink und Griffiths 1990) finden die Autoren eine andere Morphologie der ent-
stehenden Kruste. Die Einteilung der verschiedenen Phénomene erfolgt hier durch einen

modifizierten Parameter Wpg.

Einen anderen Weg zur Modellierung der Ausbreitung einer erstarrenden Schmelze, un-
abhingig von der Rheologie des betrachteten Mediums, geht Iverson (1990). Er modelliert
das Wachstum eines Lavadoms als Zweikomponenten-Modell. Er betrachtet einen fliissigen,
unter Druck stehenden Kern und eine duflere feste Schale. Bedingung fiir das Wachstum ist
ein Gleichgewicht zwischen Uberdruck innerhalb der Schale und den in der Schale wirkenden
Tangentialkréften. Dadurch spielt die Rheologie der betrachteten Schimelze bei dieser Mo-
dellierung keine Rolle. Diese Annahme ist giiltig fiir langsames Wachstum des Lavadoms.

Iverson (1990) findet als charakteristischen Parameter

t
D [0t

Po
o bezeichnet die Zugfestigkeit, ¢t die Dicke der Kruste, o die Dichte der Schmelze, g die
Erdbeschleunigung und pg den Vordruck. Fiir Werte von D ~ 1 findet Iverson (1990) eine

gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Messungen des Domwachstums am Mount St.

Helens.



1.5 Vorgehensweise bei der Modellierung erstarrender Kru-

sten

Wegen der geometrisch bedingten Unterschiede zwischen dem achsensymmetrischen und
ebenen Ausbreitungsproblem (Fink und Griffiths 1992) ist eine allgemeine analytische Be-
trachtung der Ausbreitung unter dem Einfluf} erstarrender Krusten nur schwer moglich. Die

vorliegende Arbeit beschriankt sich deshalb auf die Untersuchung der ebenen Ausbreitung.

Bedingt durch die komplexe Wechselwirkung zwischen Kruste und Schmelze soll die Kru-
stenbildung an der Bodenplatte und an der freien Grenzfliche getrennt untersucht werden.
Ausgangspunkt sind die in Kapitel 2 vereinfachten Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls

und Energie fiir den Fall der durch Reibungs- und Schwerkréfte bestimmten Ausbreitung.

Die Ausbreitung der Schmelze unter dem Einflufl einer Bodenkruste wird in erster Linie
durch eine Abnahme der antreibenden Druckdifferenz zwischen freier Grenzfliche und Bo-
denkruste bestimmt, sieche Abbildung 1.3. Dies setzt, insbesonders fiir schlecht wérme-
leitende Schmelzen, die Kenntnis der Krustendicke s(z,t) voraus. In Kapitel 3 und 4
wird deshalb das Geschwindigkeits- und das Temperaturfeld fiir die Ausbreitung einer
schlecht wirmeleitenden Schmelze ohne Krusteneinflul berechnet. In Kapitel 5 wird aus
der Losung dieses Temperaturfeldes ein formaler Zusammenhang zwischen der Position der
freien Grenzfliche h(x,t) und der entstehenden Krustendicke s(z,t) hergeleitet. Diese Er-
gebnisse dienen als Ausgangsbasis zur Modellierung der Ausbreitung von fliisssigen Schmel-
zen iiber eine an der Bodenplatte erstarrende Kruste. Mit Hilfe eines iterativen Verfahrens
gelingt es die Wirkung der Kruste auf das Geschwindigkeits- und Temperaturfeld korrekt

wiederzugeben.

In Kapitel 6 wird der Einflufl einer Kruste an der freien Grenzfliche betrachtet. Hierbei
spielt die Krustendicke eine untergeordnete Rolle und die Lésung des Temperaturfeldes
erscheint deshalb nicht notwendig. In erster Linie wird die Ausbreitung durch einen Wechsel
der kinematischen Randbedingungen an der freien Grenzfliche beeinfluf3t. Fiir zwei Modelle,
fixierte und freischwimmende Krusten, wird dieser Einfluf auf die Ausbreitung der Schmelze

betrachtet.
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Kapitel 2

Grundgleichungen

2.1 Dimensionsbehaftete Darstellung

Ausgangsbasis zur Beschreibung der Ausbreitung fliissiger Schmelzen sind die Erhaltungs-
gleichungen fiir Masse, Impuls und Energie (Schlichting und Gersten 1997). Die Schmelze
wird als inkompressibles, Newtonsches Fluid behandelt. Temperaturbedingte Auftriebs-
effekte werden vernachléssigt. Fiir ein ebenes Problem in (z,z)-Koordinaten ergibt sich

folgender Satz von Erhaltungsgleichungen:

e Kontinuitatsgleichung

up +w, =0 (2.1)
e Impulsgleichungen
0 (u +uug +wuy) = —py+p(Uge +uz) (2.2)
o (wt + uwy + ’U)’LUZ) = —Dptpu (w:m: + wZZ) —09 , (23)
e Energiegleichung
ocp (Ty +uly +wTy) = AN(Tye +Ty) . (2.4)

2.2 Dimensionslose Darstellung
Die dimensionslose Darstellung der Erhaltungsgleichungen (2.1-2.4) erlaubt eine Abschétz-

ung der Grofenordnung einzelner Terme. Aus Abbildung 1.2 wird deutlich, daf8 es sich

bei der Ausbreitungsstromung um eine diinne Schicht handelt. Es bietet sich deshalb eine
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Skalierung mittels separater Skalen hg,lp an. Das dimensionslose Verhéltnis beider Skalen

ist
h
e=-2<1 . (2.5)
lo
Fir die Liangen x, z folgt,
x = & | (2.6)
lo
= — . 2.7
- 2.7

Fir die Geschwindigkeiten steht nur eine typische Geschwindigkeit wg zur Verfiigung. Die

Geschwindigkeitsskala wg folgt aus der Skalierung der Kontinuitétsgleichung. Es ergibt sich

u

U = — 2.8
- 28)
w

W = — . 2.9
- 29)

Die im Problem vorhandene Zeitskala ist die horizontale Transportzeit

t

T o (2.10)

Die Druckskala ergibt sich aus der Skalierung der Impulsgleichungen. Fiir die durch Rei-
bungskrifte dominierte Ausbreitung wird durch Gravitationskrifte ein Druckgradient er-
zeugt, der die Stromung beschleunigt. Diese Beschleunigung wird durch Reibungskréfte
bilanziert, so dafl Reibungs- und Druckkréfte im Gleichgewicht stehen. Die Grundglei-
chungen in dimensionsloser Form miissen somit fiir Reibungs- und Druckterme die gleiche

Grofenordnung ergeben. Aus dieser Forderung ergibt sich fir den Druck

p

P=—— 2.11
,qulo/h% ( )

Die Temperaturskala ist aufgebaut aus der Anfangstemperatur Ty und der Temperatur der

Bodenplatte Ty
T =Ty

Q= L W
To — Tw

(2.12)

Durch diese Skalierung éndert sich die dimensionslose Temperatur, fiir Warmeverluste an
die Bodenplatte, im Intervall 0 < © < 1.

Durch Einfithren der dimensionslosen Gréflen (2.6-2.12) in die Grundgleichungen (2.1-2.4)
folgt:

e Kontinuititsgleichung

Ux+Wz=0 |, (2.13)
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e Impulsgleichungen

€Re (U, +UUx + WUz) = —Px+Uzz+0(&) (2.14)
R
SRe (W, + UWx + WWz) = —Py— % +O@d) (2.15)

e Energiegleichung

€RePr (0, +UOx + WOyz) = 077 +O(e%) . (2.16)

Die dimensionslosen Kennzahlen sind

e = Moo (2.17)
lo
Re — Yho (2.18)
1%
Fro- % (2.19)
gho '
1%
pro= = . 2.20
r - (2.20)

Der Parameter ¢ kennzeichnet das Verhéltnis der separaten Léngenskalen hg und ly. Die
Reynolds-Zahl Re bildet ein dimensionsloses Krifteverhiltnis aus Trigheits- zu Reibungs-
kréaften. Die Froude-Zahl F'r stellt das dimensionslose Krifteverhiltnis aus Trigheits- zu
Schwerkriften dar. Die Prandtl-Zahl Pr, als Verhiltnis der Transportkoeffizienten von

Impuls und Warmeenergie, charakterisiert die Eigenschaften der Schielze.

2.3 Diinnschichtapproximation

Fir die durch Reibungskrafte dominierte Ausbreitungsstromung gilt
ekl , eRexl

Unter diesen Voraussetzungen konnen die konvektiven Terme in den Impulsgleichungen
(2.14,2.15) vernachléssigt werden (Reynolds 1886). Lediglich in der Energiegleichung (2.16)
kann wegen der Prandtl-Zahl Pr die Groflenordnung der konvektiven Terme noch nicht

abgeschitzt werden. Das Gleichungssystem (2.13-2.16) vereinfacht sich somit zu

Ux+Wz = 0 , 2.21

0 = —Px+Uzz; |, 2.22

(2.21)
(2.22)
eRe

0 = —Py;— Fr (2.23)
eRePr (@T—i-Uex-l-Wez) = Oyz (2.24)

Anmerkungen zum Giiltigkeitsbereich dieser Diinnschichtapproximation finden sich im An-
hang A.
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2.4 Volumenbedingung

Zur Charakterisierung des Volumens gilt in dimensionsbehafteten Gréfien

a(t)
b / h(z,t) dx = bgt™ . (2.25)
0
Der Parameter « kennzeichnet den Typ, b die Breite der Ausbreitungsstrémung. Es ergibt

sich fiir

e « = 0: die Ausbreitung eines konstanten Volumens,

e o = 1: die Ausbreitung mit einem konstanten Volumenstrom an der Stelle x = 0.

In dimensionsloser Form, Gleichungen (2.6,2.7,2.10), folgt fiir die zeitliche Entwicklung des
Volumens pro Tiefeneinheit (Y'-Richtung)
A(7)
V= / H(X,7)dX =Cyr™ (2.26)
0
mit N
g (b
Cy=——1|— . 2.27
Y ol <Uo> (2.27)
In dimensionsloser Form bezeichnet A(7) die Position der Kontaktlinie, H (X, 7) die Position
der freien Grenzfliche. Fiir den Volumenstrom pro Tiefeneinheit an der Stelle X = 0 folgt
H(0,7)
V= / U(X,Z,7)dZ = aCyr® ! . (2.28)
0

An der Kontaktlinie selbst gilt

X>A(r): HX,7)=0 . (2.29)
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Kapitel 3
Die isotherme Ausbreitung

Die Losung des isothermen Ausbreitungsproblems stellt den Ausgangspunkt fiir die spéitere
Modellierung der Krustenbildung an der Bodenplatte und an der freien Grenzfliche dar.
Basierend auf einer Diinnschichtapproximation findet Huppert (1982) die Losung dieses

Problems mittels einer Ahnlichkeitstransformation.

3.1 Kinematische und dynamische Randbedingungen

Zur vollstdndigen Beschreibung des Ausbreitungsproblems sind Randbedingungen sowohl
fir den Druck P als auch fiir die Geschwindigkeiten U und W notwendig (Kistler und
Schweizer 1997).

An der Bodenplatte gilt die Haftbedingung, d.h.
X, Z=0: U=W=0 . (3.1)

Die kinematische Grenzflichenbedingung fiir eine undurchlissige Grenzfliche dH/dr = W
ergibt
X, Z=H(X,7): W=HxU+H, . (3.2)

Wegen puy/pp < 1 und g4/0 < 1 kénnen Wechselwirkungen zwischen Schmelze und Gas
vernachléssigt werden. An der freien Grenzfliche ergibt eine Kriéftebilanz in normaler und
tangentialer Richtung

(3.3)

L p= ()i =g
normal : —(m-7) ==,
p o

tangential :  (—ii -7+ Vo) -t=0 . (3.4)
p bezeichnet den Druck an der freien Grenzfliche, o die Oberflichenspannung, R,, den
Kriimmungsradius der freien Grenzfliche und 7 den viskosen Spannungstensor. 7, kenn-

zeichnen den Normalen- und Tangentenvektor an der freien Grenzfliche. Vi steht fiir den

15



Divergenzoperator der Tangentialebene
Vir=V—-i@-V) . (3.5)

In dimensionslosen Groflen ergibt sich hieraus fiir o = konstant

X,Z=HX,7):
normal :
P 2¢° (EHx (HxUx — Wx) — HxUz + W)
= —_— 6 J— J—
(1+(€HX)2) X XUVX X XxXvz Z
_ € Hxx (3.6)
3/2 :
Ca (1 + (€HX)2)
tangential :
0 = (1—(eHx)})(Uz +Wx) — 22 Hx (Ux — Wz) . (3.7)

Die Kapillaritats-Zahl Ca = (pug)/o stellt das dimensionslose Kréfteverhiltnis von Reibungs-
zu Kapillarkréften dar.
Unter der Annahme separater Lingenskalen ¢ < 1 und vernachléssigbarer Kapillarkrafte

Ca = pup/o > € vereinfachen sich die Randbedingungen (3.1,3.2, 3.6,3.7) zu

X, Z=0: U=W=0 , (3.8)
X,Z=H(X,7): W=HxU+H, |, (3.9)
P=0 , (3.10)

Uy,=0 . (3.11)

3.2 Geschwindigkeits- und Druckfeld

Die Losung des Geschwindigkeits- und Druckfeldes erfolgt durch einfache Integration der
Gleichungen (2.21-2.23). Wegen den Randbedingungen an der freien Grenzfliche sind die
Losungen abhéngig von der noch unbekannten Funktion H (X, 7).

Die Integration der vertikalen Impulsgleichung (2.23) liefert unter Beriicksichtigung der
Randbedingung (3.10)
eRe
P=—(H-Z) . (3.12)
Fr
Zusammen mit Gleichung (3.12) und den Randbedingungen (3.8,3.11) folgt aus der hori-
zontalen Impulsgleichung (2.22)

eRe A
=—Hy|——-HZ . 1
o (2 ) -
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Die Losung fiir die Vertikalgeschwindigkeit W folgt aus der Integration der Kontinuitéts-
gleichung (2.21). In Verbindung mit der Haftbedingung (3.8) folgt

leRe , o 9
W= epZ (3H% + Hxx(3H - 2)) (3.14)
Fir die Stromfunktion ¥

U= \IIZ 5 W = _\IIX )
folgt zusammen mit den Geschwindigkeiten (3.13,3.14)

eRe A
vV=—H Z —3H) . 1
7 Hx ( 3H) (3.15)

Hierbei ist die Stromfunktion auf der Bodenplatte (Z = 0) zu ¥ = 0 normiert.

3.3 Evolutionsgleichung fiir H(X, 1)

Im vorherigen Abschnitt wurde die Losung fiir die Geschwindigkeiten U, W und fiir den
Druck P bestimmt. Alle drei Losungen sind abhéngig von der Funktion H(X,7), der
Position der freien Grenzfliche. Zur Bestimmung von H (X, 7) ist die Losung einer Evolu-
tionsgleichung notwendig. Durch Einsetzen der Geschwindigkeiten (3.13,3.14) in die kine-
matische Grenzflichenbedingung (3.9) folgt

eRe 9 _
Hy — 5ol (3H% + HHxx) =0

Die notwendigen Rand- und Integralbedingungen folgen aus den Gleichungen (2.26,2.28,
2.29) zusammen mit Gleichung (3.13) fiir die Horizontalgeschwindigkeit U. Zusammenfas-

send folgt das System

eRe ;_ 3 _
H, — o (H HX)X_O : (3.16)
_ eRe 3 a—1

X=0: —gz H'Hy =aCyr : (3.17)
X > A(r): H=0 |, (3.18)

A(r)
/ HdX = Cyr (3.19)

0

3.3.1 Ahnlichkeitstransformation

Die Losung der Evolutionsgleichung (3.16) erfolgt mittels einer Ahnlichkeitstransformation.
Die daraus resultierende gewohnliche Differentialgleichung kann fiir spezielle Werte o =

0,4/3 analytisch gelost werden, andernfalls dient ein numerisches Verfahren zur Losung der
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Gleichung. Alternativ kénnen fiir & > 0 Approximationen zur Darstellung der dhnlichen

Losung abgeleitet werden.

Mittels einer neuen Variablen

X
_ —(3a+1)/5 3.90
=T , (3.20)

mit 0 <7 <y, kann H(X, 7) dargestellt werden als
H(X,7) = Cir® VA (n/ny) (3.21)

Der Wert ny beschreibt die Position der Kontaktlinie A(7).
In der normierten Ahnlichkeitsvariable

_n

=— , 0<¢<1 (3.22)
NN
folgt fiir die Gleichungen (3.16-3.18)

- 3a+1 - 2a—1-
(H3H) + O‘; EHe— 2 ——H=0 |, (3.23)
=0: H¥H;=-—— 3.24
£=0: £= %75 (3.24)

Uy

E=1: H=0 . (3.25)

Der Wert fiir )y, der Position der Kontaktlinie, folgt aus Gleichung (3.19)

" -3/5
N = (/ﬁdé) : (3.26)
0

Die Konstanten Cy, C) ergeben sich zu

1/5

Co = <§%) s (3.27)
F 1/5

C, = C)}TZ) oA <A (3.28)

3.3.1.1 Analytische Losungen fiir H(¢)

Zur Bestimmung analytischer Losungen der Gleichung (3.23) dient der folgende Losungs-

ansatz
H(E) =c(1-¢%" . (3.29)
Fir spezielle Werte von « ergeben sich zwei analytische Losungen
N 3 1/3
a=0:  HEQ=(55) - (3.30)
a=4/3: H(¢) =331 -3 . (3.31)
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3.3.1.2 Numerische Losung fiir H(¢)

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt existieren zwei analytische Losungen fir o = 0,4/3.
Fiir allgemeine Werte von a@ mufl Gleichung (3.23) numerisch gelost werden. Bei der nume-
rischen Losung treten nun zwei Schwierigkeiten auf. Zum einen 16sen gebréuchliche Integra-
tionsroutinen in der Regel Anfangswertprobleme (Wolfram 1996), zum anderen zeigen die
analytischen Losungen (3.30,3.31) singulires Verhalten fiir £ — 1. Dies fithrt bei der nume-
rischen Integration zu zusétzlichen Schwierigkeiten. Zur Losung beider Probleme kommt
eine Shooting-Methode zum Einsatz. Hierdurch wird das Randwertproblem (3.23-3.25) in
ein Anfangswertproblem {iberfithrt. Zudem erfolgt die numerische Integration innerhalb des
Losungsintervalls £ € [0, &ae] mit &nae — 1. Die Randbedingungen an der Stelle & = &,,45

werden approximiert durch
H(g) =c(1-¢)'?
Mittels der Shooting-Methode ergibt sich folgendes Anfangswertproblem

3a+1 200 —1 ~

(H®Hg)e + - EHe — H=0 |, (3.32)
Iz’(fmaz) = C(l - fmaz)l/3 , (333)
ﬁf(fmax) = _g (1- fmax)iQ/g . (3.34)

Der Shootingparameter ¢ wird durch die Bedingung

Eman
H(0)*H¢(0) = —a / ma | (3.35)
0

festgelegt.

3.3.1.3 Approximationen fiir H(¢)

Im Vergleich zu der numerischen Losung von Gleichung (3.23) bieten Approximationen oft
eine ausreichende Genauigkeit und erlauben eine analytische Darstellung der Losung. Zwei

verschiedene Approximationen sollen zur Losung der Gleichung (3.23) angewandt werden.

Potenzreihenentwicklung um ¢ — 1

FEine Entwicklung der Form

Hep(€) = c(1 =) (14 c1(1- ) + (-9 +...) (3.36)

liefert eine Approximation fiir §& — 1. Eingesetzt in Gleichung (3.23) ergibt sich in den

verschiedenen Ordnungen

o) c<%3—%(a+%)>: ,
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O((1— &)Y : o (%&-%(w%))%(%—@:@ ,
O((1—86)%: Tey <%c4 - g <a—|— %)) + 3—35646% + %ccl <2a+ g) =0

Hieraus folgt fiir die Parameter

1/3
c= <§> (1+3a)'/3 |

5
o 3a—4
' 243 +1)
15302 — 288 + 112
Cyp = —

4032(3c 4 1)2

Methode der gewichteten Residuen
Eine weitere Approximation, giiltig im Intervall £ € [0, 1], erfolgt mittels der Methode der
gewichteten Residuen (WRM). Die Ansatzfunktion

Hwru(€) = c(1 =€) (3.37)
ergibt fiir das Residuum der Gleichung (3.23)
c

R="0b(4b—1)c*(1 —&)*2 — =(1- =141 +b)+a2+(Bb—2)8) . (3.38)

Mit Hilfe der Gewichtungsfunktionen wi(€) = 1, ws(£) = ¢(1 — €)? und der Bedingung

1
/(Rwi)dgzo . i=1,2
0

ergibt sich

Hyru(§) = c(1-¢)" (3.39)
) da — 24+ /9 + a(44 + 151a)
N 5+ 45a ’
_(=34T0% + 420 = 34 (1+ 530) I + a(# + 1510) 13
N 50(1 4 3a)

3.4 Ergebnisse

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, stellt die Losung der Evolutionsgleichung (3.16) das
Kernproblem bei der Behandlung der isothermen Ausbreitungsstréomung dar. Basierend
auf der Losung fiir H(X,7) konnen alle weiteren StromungsgroBen (3.12-3.15) berechnet

werden.
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3.4.1 Position der freien Grenzfliche - H(X, 1)

Durch die Ahnlichkeitstransformation der Evolutionsgleichung (3.16) reduziert sich die par-
tielle Differentialgleichung in eine gewohnliche Differentialgleichung (3.23). Die Koeffizien-
ten hdngen nicht mehr von den dimensionslosen Kennzahlen ¢, Re, F'r, sondern ausschlief3-
lich von dem Parameter o ab. Die Lésung fiir H (€) charakterisiert also den Typ der Ausbrei-
tungsstromung, wihrend erst bei der Riicktransformation die dimensionslosen Kennzahlen

und somit quantitative Aussagen zur betrachteten Stromung eine Rolle spielen.

3.4.1.1 Lésung fiir ﬁ[(f)

Abbildung 3.1 zeigt die Losung H () fiir verschiedene Werte «. Zusitzlich zur numeri-
schen Losung, sieche Abschnitt 3.3.1.2, sind die analytischen Losungen (3.30,3.31) und die
beiden Approximationen (3.36,3.39) aufgetragen. Der Vergleich zwischen analytischen und
numerischen Losungen zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung. Zudem zeigen die beiden Ap-
proximationen (3.36,3.39) eine sehr gute Ubereinstimmung fiir a > 0. Fiir den Wert a = 0
scheitern beide Approximationen (3.36,3.39) an den im Vergleich zur analytischen Losung
(3.30) unpassenden Ansatzfunktionen. Der Einfluff des Parameters « auf die Losung H (€)
ist deutlich zu erkennen. Fiir a = 0 ergibt sich das Profil fiir die Ausbreitung eines kon-
stanten Volumens. An der Stelle £ = 0 verschwindet die Horizontalgeschwindigkeit und die
Bedingung (3.24) fithrt auf Iflg = 0. Mit wachsenden Werten o nimmt der Volumenstrom
am Eintritt zu. Dadurch bedingt steilt sich das Profil fiir H () mit wachsenden Werten o
auf, siehe Gleichung (3.24).

Wie in Abbildung 3.1 deutlich wird, liefern fiir o > 0 alle Lésungen H (€) annihernd iden-
tische Ergebnisse. Eine eindeutigere Bewertung der Genauigkeit kann anhand des Wer-
tes fiir ny, Gleichung (3.26), erfolgen. Durch die Integration werden Abweichungen der
Approximationen summiert und fithren zu einer klareren Darstellung der Genauigkeit der
Losungen. Abbildung 3.2 zeigt ny fiir die numerische Losung, siehe Abschnitt 3.3.1.2, sowie
fiir die beiden Approximationen (3.36,3.39). Die Abweichung fiir die Potenzreihenentwick-
lung (3.36) liegt fiir « > 0 in der GroBenordnung 10~°. Die Abweichung fiir (3.39), die
Losung mittels der Methode der gewichteten Residuen, liegt fiir « > 1 in der Groflenord-
nung 10~*. Beide Approximationen (3.36,3.39) liefern somit ausreichend genaue Losungen
fiir die transformierte Evolutionsgleichung (3.23). Die Abweichung der numerischen zur
analytischen Losung fiir @ = 0,4/3 liegt in der GréBenordnung 10~8 und ist in Abbildung
3.2 nicht dargestellt.
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Abbildung 3.1: Lisungen fiir H(¢), o = 0, 1,4/3,7/4,2.
O

N
1.8
16|

= = =« numerische Losung
14 - === Potenzreihentwicklung
) \‘ gewichtete Residuen
N\
N
12 N,
\§
~ .
S
= i
=
0.5 1 TE=d45 - 2
T gy

Abbildung 3.2: Werte fiir ny basierend auf der numerischen Losung oder Approximationen

fiir H(&).
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3.4.1.2 Lésung fiir H(X, 1)

Im vorherigen Abschnitt wurde deutlich, daB die Losung fiir die Formfunktion H(¢) nur
vom Parameter « abhingt. Der Einflu der dimensionslosen Groflen (2.17-2.19) kommt

erst bei der Riicktransformation von &¢- nach X, 7-Koordinaten zum tragen.

Der Ansatz (3.21) fiir die Ahnlichkeitstransformation der Gleichung (3.16) liefert zusammen
mit den Lingenskalen (3.27, 3.28) und dem Ansatz (3.20) fiir die Ahnlichkeitsvariable 7

3Fr 1/5 2/5 2/3 ~ 3Fr 1/5 X
HX,7)=(=%) C (2e=1)/5 f ( ) 3.40
(X,7) ( eRe) v N T eRe +(3a+1)/5 0‘3//577]\[ ’ ( )

fiir die Position der Kontaktlinie ergibt sich

R 1/5
A(ﬂ:(%) 0‘3//57]NT(30¢+1)/5 ‘ (3.41)

In Abhingigkeit von der geforderten Genauigkeit konnen fiir die Formfunktion H (¢) die in

Abschnitt 3.4.1.1 erlduterten Losungen verwendet werden.

Die Abbildung 3.3 zeigt die Ergebnisse fiir die Position der freien Grenzfliche H (X, T)
fiir verschiedene Werte des Parameters . Als Formfunktion H(£) wurde die numerische
Losung, siehe Abschnitt 3.4.1.1, verwendet. Ein charakteristisches Ergebnis liefert der
Fall @« = 0, die Ausbreitung eines konstanten Volumens. Wihrend fiir « = 1,7/4,2 die
Schichthohe H(0,7) in der Zeit zunimmt, sinkt H(0,7) o< 7-'/% fiir o = 0 in der Zeit ab,
Gleichung (3.40). Erst fiir @ > 1/2 ist eine Zunahme der Schichthéhe an der Stelle X = 0
moglich. Aus Abbildung 3.4 fiir die Position der Kontaktlinie A(7) wird der zeitliche Verlauf
A(7) o 7Ba+D/5 deutlich.

3.4.2 Geschwindigkeitsfeld

In Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, dal sowohl der Druck, der die Ausbreitungsstromung an-
treibt, als auch die Geschwindigkeiten U, W und die Stromfunktion ¥ von der Funktion
H(X,7) abhingen. Basierend auf der &hnlichen Losung fiir H(X,7) konnen nun alle

Stromungsgrofen berechnet werden.

Abbildung 3.5 zeigt Profile der Geschwindigkeiten U, W fiir verschiedene Werte von a. Fiir
a = 0 ergibt sich die Ausbreitung eines konstanten Volumens. Der Volumenstrom (2.28) ist
fiir diesen Fall Null, in der Folge verschwindet die horizontale Geschwindigkeitskomponente
U. Fir alle weiteren Werte a > 0 zeigt sich fir X = 0 ein dem Volumenstrom entspre-
chendes Geschwindigkeitsfeld. Fiir X = 0.9A(7) zeigt sich ein in erster Ndherung von «
unabhéngiges Verhiltnis von U zu W. Lediglich die Amplitude beider Geschwindigkeiten
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Abbildung 3.3: Position der freien Grenzfliche H (X, 7), ahnliche Losungen, a = 0,1,7/4, 2.
Parameter: ¢ = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.

24



iy
20 |
10 |
i
51
2 i
11
1 15 2 3 5 7 1015 20

Abbildung 3.4: Position der Kontaktlinie A(7), dhnliche Losungen, a = 0,1,7/4, 2.
Parameter: e = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.

nimmt mit wachsenden Werten von « zu. Weiter wird die Schubspannungsfreiheit Uz = 0

fir Z = H(X, 1) deutlich. Es stellt sich fir U ein typisches parabolisches Profil ein.

Abbildung 3.6 zeigt den Verlauf der Stromlinien fiir verschiedene Werte von «. Wiederum
wird der Einflufl des Parameters o deutlich. Fiir die Ausbreitung eines konstanten Volu-
mens, « = 0, verschwindet der Volumenstrom bei X = 0, die Stromlinien verlaufen parallel
zur Z-Achse. Alle weiteren Abbildungen fiir @ > 0 zeigen n&herungsweise zur X-Achse
parallele Stromlinien fiir X = 0. In diesem Fall dominiert die horizontale Geschwindigkeit
U das Stromfeld, siche auch Abbildung 3.5. Nahe der Kontaktlinie, X — A(7), gleichen
sich die Stromfelder qualitativ einander an. Dieses Verhalten zeigt auch Abbildung 3.5 fiir
X = 0.9A(7). Eine weitere auffillige Eigenschaft des Stromfeldes sind Stromlinien die an der
freien Grenzfliche H (X, 7) enden. Sie sind in der Zeitabhingigkeit der freien Grenzfliche
H (X, 7) begriindete. Physikalisch gesehen wird der Volumenstrom, der zwischen zwei Linien

U = konstant fliefit, zum Anheben/Absenken der freien Grenzfliche H (X, 7) benotigt.
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Abbildung 3.5: Geschwindigkeiten U, W an der Stelle X = 0 und X = 0.9A(7), 7 = 5.
Parameter: e = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Abbildung 3.6: Stromlinien zur isothermen Ausbreitungsstromung, 7 = 5.
Parameter: e = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Kapitel 4

Die nichtisotherme Ausbreitung -

keine Krustenbildung

Unter der Voraussetzung temperaturunabhéngiger Stoffwerte kann die Losung des Tempe-
raturfeldes entkoppelt vom Geschwindigkeitsfeld erfolgen. Fiir spezielle thermische Rand-

bedingungen ist zudem eine analytische Lésung des Temperaturfeldes moglich.

4.1 Thermische Randbedingungen

Die allgemeine Formulierung der thermischen Randbedingungen erfolgt durch Randbedin-

gungen der dritten Art (Ozigik 1980). In dimensionsloser Form ergibt sich

X, Z,T=m1 =1 , (4.1)
X=0,2: Ox =0 fir a=0 , (4.2)
O=1 fir a>0 |, (4.3)
1
X,Z=0: = — 4.4
) 0 © le Z ( )
1 1
X, Z=H(X,7): ©-0,0=—— (04 —HxOx) (4.5)
Biu /1 4 (eHy)?
Too_TW
= —7 4.
Oco To Ty (4.6)

Zum Zeitpunkt 79 — 0 ist die Schmelze auf der Anfangstemperatur © = 1. Beziiglich
des Parameters « ist an der Stelle X = 0 eine Fallunterscheidung zu treffen. Fir a =
0 verschwindet die Zustromung heifer Schmelze, siehe Gleichung (2.28). Wegen der bei
X = 0 verschwindenden Geschwindigkeit U, siehe auch Abbildung 3.5 und 3.6, ist dort eine
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adiabate Randbedingung zu stellen. Im Gegensatz dazu stromt fir o > 0 kontinuierlich

heifle Schmelze der Temperatur © = 1 zu. Die beiden Biot-Zahlen

hiho

By = 4.

1 ) ) ( 7)
. huhO

Bi, = , 4.
i 8 (4.8)

kennzeichnen den Wérmeiibergang an der Bodenplatte (B7;) und an der freien Grenzfliche
(Biy). Fir Bi — 0 und Bi — oo ergeben sich die Grenzfille einer adiabaten oder perfekt

wérmeleitenden Berandung.

Unter der Voraussetzung separater Lingenskalen, ¢ < 1, vereinfachen sich die thermischen

Anfangs- und Randbedingungen (4.1-4.5) zu

X,Z,r = o=1 (4.9)
X=0,2: Ox =0 fir a=0 , (4.10)
O=1 fir a>0 | (4.11)

X,Z=0: @:Biilez , (4.12)
X,Z = H(X,7): @_@‘”:_Bliu@Z . (4.13)

4.2 Angepallite asymptotische Entwicklung

Fiir grofle Prandtl-Zahlen, Pr > 1, deutet sich eine Losungsmoglichkeit mittels einer ko-
ordinatenangepaflten asymptotischen Entwicklung an. Abbildung 4.1 zeigt die Skizze einer
Ausbreitungsstromung fiir den Fall einer isothermen Randbedingung an der Bodenplatte
Bi; — oo sowie einer adiabaten Randbedingung an der freien Grenzfliche Bi, = 0. Die

thermischen Anfangs- und Randbedingungen (4.9-4.13) vereinfachen sich zu

X,Z,7 =1 0=1, (4.14)
X=0,7: Ox =0 fir a=0 , (4.15)

O=1 fir a>0 , (4.16)

X,Z=0: ©=0 , (4.17)
X,Z =H(X,7): 6, =0 (4.18)

Aus Abbildung 4.1 wird deutlich, da} der Temperaturanstieg von © = 0 an der Boden-
platte auf den Wert © = 1 der Kernstromung innerhalb einer sehr diinnen thermischen

Grenzschicht erfolgt. Weitergehend erfolgt der Geschwindigkeitsanstieg der horizontalen
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Abbildung 4.1: Skizze zur Ausbreitung einer Schmelze grofler Prandtl-Zahl, Pr > 1.

Geschwindigkeitskomponente U innerhalb der thermischen Grenzschicht in ersten Nihe-
rung linear. Als weitere Vereinfachung soll bei der folgenden Betrachtung lediglich das

quasistationdre Problem untersucht werden,
0,=0 . (4.19)

Diese Betrachtungsweise liefert hinsichtlich einer reaktortechnischen Anwendung eine kon-
servative Betrachtung des Problems. Der Fehler dieser Approximation wird in Anhang B

anhand der Dicke der thermischen Grenzschicht abgeschéitzt.

4.2.1 AuBere Losung

Ausgangspunkt der angepafiten asymptotischen Entwicklung ist die dimensionslose Ener-

giegleichung (2.16) in Verbindung mit der quasistationiren Néherung (4.19),
eRePr(UOx +W0Oyz) =0z . (4.20)
Innerhalb des Kernbereichs der Ausbreitungsstromung gilt
UBx + WOz =€60zz ,
mit
1

~ €RePr
Die Losung dieser Differentialgleichung beinhaltet den konvektiven Warmetransport inner-

€1 < 1

halb des Kernbereichs und liefert unter Beriicksichtigung der Anfangs- und Randbedingun-
gen (4.14-4.16,4.18) in der fithrenden Ordnung

©=06=1+ 0(61) . (4.21)
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Die Randbedingung (4.17) kann wegen der Vernachlissigung des diffusiven Terms in der
fithrenden Ordnung nicht eingehalten werden. Innerhalb der thermischen Grenzschicht ist
deshalb eine Koordinatenreskalierung zur korrekten Abschitzung der Grofenordnung des

diffusiven Terms notwendig.

4.2.2 Innere Losung

Innerhalb der thermischen Grenzschicht ist es notwendig den diffusiven Wérmetransport in
Gleichung (4.20) zu berticksichtigen. Nur so kann die Randbedingung (4.17) eingehalten
werden. Fiir diesen Fall ist die Skalierung der Z-Koordinate mit dem Lingenmafistab hg

nicht relevant, denn fiir die thermische Grenzschichtdicke gilt
dtho < ho

Zur korrekten Abschitzung der Groflenordnung der einzelnen Terme in Gleichung (4.20)
wird die vertikale Koordinate Z mit der thermischen Grenzschichtdicke gestreckt. Wie in
Abbildung 3.5 deutlich wird verlduft die Horizontalgeschwindigkeit U innerhalb der diinnen
thermischen Grenzschicht ;9 < hg in erster Ndherung linear. Unter Beriicksichtigung der
Kontinuitétsgleichung (2.21) ergibt sich damit fiir die Lingen und Geschwindigkeiten in

reskalierten Koordinaten

X = X |, (4.22)

g = Mg : (4.23)
dtho

~ hO

v = —U , (4.24)
Otho

. ho \?2

W = <—> W (4.25)
Otho

Durch Festlegung der Skala
ho
O0ho = ————= 4.26

wird Gleichung (4.20) tiberfiihrt in

Js (4.27)

X=0,Z: ©¢=0 fir a=0 , (4.28)

©=1 fir a>0 , (4.29)
X,Z=0: 6=0 |, (4.30)
X,Z >0 61 . (4.31)
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Die Randbedingung (4.31) stellt die Anpassung an die duflere Losung (4.21) dar.

Fiir die Stromfunktion (3.15) ergibt sich in reskalierten Koordinaten

(eRe)l/?

. (R s
U= ol 202 - 30) (4.32)

Wegen der diinnen thermischen Grenzschichten kann ¥ in eine Taylor-Reihe um Z = 0

entwickelt werden,
U, +72-0,. +=—.-0_ | . (4.33)

Aus

folgt damit fiir die Geschwindigkeiten U, W

(eRe)1/3 PPN
— s HHZ (4.34)

- (€R6)1/3 72 -9 PN

U ~

Substitution der Geschwindigkeiten (4.34) und (4.35) in Gleichung (4.27) liefert

(eRe)'/3 . PPN 1, - 5 A
Durch die Reskalierung wird die thermische Randbedingung (4.13) an der freien Grenzfliche
nach Z — oo verschoben. Dies ermoglicht einen Losungsansatz mittels einer Ahnlichkeit-

stransformation. Durch den Ansatz

O=F(p) | (4.37)
mit
% _ . -1/3
—HH;)dX
= _SFTPT2/3 (_ﬁf{f()3/2 ) .

wird Gleichung (4.36) transformiert in

Fpp+¢*F, =0
Die Randbedingungen (4.30, 4.31) lauten in transformierter Form

p=0: F=0 |, (4.39)

p—=o00: F=1 . (4.40)
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Abbildung 4.2: Ahnliche Lésung des Temperaturfeldes © = F(¢p).

Unter Beriicksichtigung dieser Randbedingungen lautet die Losung

T(/3,6/3)

F(p) = T(1/3) , (4.41)

sie ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Die verbleibenden Randbedingungen (4.28,4.29) an der
Stelle X = 0 konnen nur in Verbindung mit der Funktion H beurteilt werden. Mit den

Testfunktionen

A~

a=0: H=Q1-X%)1/3 | (4.42)
a>0: H=(1-X)/3 | (4.43)

siehe Abschnitt 3.3, ergibt sich

a=0: limOg;=0 , (4.44)
X—0

a>0: lmO=1 . (4.45)
X—0

Somit sind die beiden Randbedingungen (4.28,4.29) erfiillt.

4.3 Numerische Losung des Temperaturfeldes

Die asymptotischen Entwicklung des Temperaturfeldes gilt lediglich fiir die Anfangs- und
Randbedingungen (4.14-4.18). Fiir eine allgemeine Formulierung der thermischen Randbe-
dingungen an der Bodenplatte und an der freien Grenzfliche ist eine numerische Losung
des Temperaturfeldes notwendig. Zudem erlaubt die numerische Losung eine Uberpriifung

der der asymptotischen Entwicklung zugrundeliegenden Vereinfachungen.
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Abbildung 4.3: Koordinatentransformation (X, Z) — (¢, ().

4.3.1 Transformation (X, Z) — (£,()

Bei der numerischen Losung fiir © treten zwei Schwierigkeiten auf. Sowohl die freie Grenz-
flache als auch die Position der Kontaktlinie variieren in der Zeit. Dadurch wére zur direk-
ten Losung des Problems ein numerisches Verfahren basierend auf einem bewegten Gitter
notwendig. Abhilfe schafft eine Koordinatentransformation auf eine in der Zeit konstant

bleibende Geometrie. Abbildung 4.3 zeigt die verwendete Transformation. Durch den An-

satz
X
& = A(T) , (4.46)
A
¢ = m ) (4-47)

wird aus dem anfinglich zeitabhéingigen Losungsgebiet ein Quadrat konstanter Seitenléinge,
welches nicht mehr zeitlich variiert. Lediglich der Punkt £ = 1 fithrt wegen H(A(7),7) =0
zu einer Singularitét ¢ — oo und mufl deshalb bei der numerischen Lésung ausgenommen

werden.

In transformierten &, (-Koordinaten lautet die quasistationéire Energiegleichung (4.20)

H
eRePr (ZU (H@g — CHg@g) + HW@C) =0O¢ . (4.48)

4.3.2 Losung der transformierten Energiegleichung

Die Grundlage des numerischen Losungsverfahrens zur Integration der transformierten Ener-

giegleichung (4.48) ist die sogenannte 'method of lines’, sieche Abbildung 4.4. Die Integration
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Abbildung 4.4: Skizze zur Losung des quasistationdren Temperaturfeldes O(&, () mittels

'method of lines’.

wird in &-Richtung entlang Linien { = konstant durchgefithrt. Ableitungen in (-Richtung
werden durch finite Differenzen approximiert. Dies tiberfiihrt die partielle Differential-
gleichung (4.48) in ein System von gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen. Die
Losung dieses verbleibenden Systems erfolgt mit Standardintegrationsroutinen, siehe An-
hang D.

Fiir den betrachteten Fall eRePr > 1 werden sich diinne thermische Grenzschichten ein-

stellen, deshalb kommt eine nicht-dquidistante Diskretisierung in (-Richtung zum Einsatz,

AC] = CJ - Cj*l ) ] = 17 v 7jma:c . (449)

Dadurch ergibt sich eine Approximation der urspriinglich kontinuierlichen Lésung an dis-
kreten Stellen ¢ = (;
©;(&) ~O(£,¢) - (4.50)
Wegen der Singularitit ( — oo an der Stelle & = 1, siche Gleichung (4.47), erfolgt die
Losung im Intervall € € [0, 1].
Die Approximation der ersten und zweiten Ableitungen mittels zentraler Differenzen liefert
~ 9541651
A1+ AG
AGO 1 — (AG11 + AG)O; + AG1+105-1
AG+1 AG(AG+1 + AG) 7

©¢(&,¢5) i=1 imae —1 (4.51)

Occ(€,¢) =2
(4.52)
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Die diskrete Formulierung der ersten und zweiten Ableitungen ist fiir eine nicht-dquidistante
Diskretisierung von erster Ordnung genau und geht fiir A(;11 — A(; in eine Approximation
zweiter Ordnung tiber. Die Losung der (jq: — 1) gekoppelten Differentialgleichungen kann
nun unter Beriicksichtigung der Randbedingungen an den Stellen { = 0, (p = 0 und (jpmez =

1 integriert werden.

Die verwendete Losungsmethode 'method of lines’ ergibt ein System von gekoppelten gewohn-
lichen Differentialgleichungen in £. Fir den Fall a = 0, der Ausbreitung eines konstanten
Volumens, verschwindet an der Stelle X = 0 die Horizontalgeschwindigkeit U, siehe Ab-
bildung 3.5. In der Folge entfillt in Gleichung (4.48) die Ableitung ©¢. Dies fithrt zum
Versagen des verwendeten Algorithmus. Deshalb wird der Fall &« = 0 bei der numerischen

Lésung nicht betrachtet.

Die thermischen Randbedingungen (4.11-4.13) fiir o > 0 lauten in transformierten Koordi-

naten

£=0,(: e=1 , (4.53)

1
£,¢=0: G_BilH@C ,

1
(=15 OO =—5rr0

Wegen der quasistationdren Approximation (4.19) entfillt die Randbedingung (4.9) fiir

T =T0.

Die diskrete Formulierung der Randbedingungen (4.54-4.55) erfolgt mittels einer Vorwarts-

bzw. Riickwértsdifferenz. Somit ergeben sich die diskreten Randbedingungen zu

00.0) = 1 (4.56)
(AG + AG)20, — AC2O,

0(5,0) = Al (2AG + Ale + BitHAG (AG + Adp)) 457
Bi, HAGGAG 1(AG + A1)Oc
AG-1(2A¢ + A1 + BinHAG(AG + A1)

. (AG +AG-1)*0j-1 = AGO; o
AG1(2A6 + A1 + Biy HAG (A + AG 1

)) y J = Jmaz - (4-58)

Beide Randbedingungen (4.57,4.58) sind in der diskreten Formulierung von zweiter Ordnung

genau.
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4.4 Ergebnisse

Basierend auf der angepafiten asymptotischen Entwicklung wird es mdglich die Losung
des Temperaturfeldes analytisch darzustellen. Dabei wird erstmals von einer in Abschnitt
3.3.1.3 hergeleiteten Approximation fiir die Position der freien Grenzfliche H(X,7) Ge-
brauch gemacht. Zur Beurteilung der Genauigkeit der verwendeten asymptotischen Ent-
wicklung dient die numerische Losung des Temperaturfeldes. Es wird sich zeigen, dafl die
Ubereinstimmung beider Losungen sehr gut ist. Im weiteren wird eine Abschitzung des
Giltigkeitsbereichs der asymptotischen Losung hergeleitet, die eine einfache Beurteilung
der zuldssigen Parameterintervalls zuldfit. Desweiteren zeigen numerische Losungen des
Temperaturfeldes erginzend den Einflufl unterschiedlicher thermischer Randbedingungen

an der freien Grenzfliche.

4.4.1 Angepallite asymptotische Entwicklung

Ausgehend von der koordinatenangepafiten asymptotischen Entwicklung des Temperatur-
feldes ergibt sich die Losung fiir © in &hnlicher Darstellung zu

L(1/3,¢°/3)

OX,Z,7)=F(p)=1— T(1/3)

(4.59)

Die Riicktransformation (4.22,4.23) ergibt die Losung in X, Z, 7-Koordinaten. Fiir die Ahn-
lichkeitsvariable (4.38) folgt

_ ((eRe)ZPr (—HHyx)*273 >1/3 w0

3Fr [N /=HHx dX*

An dieser Stelle stellt sich die Frage nach einer geschickten Darstellung der Funktion
H(X,7). In Abschnitt 3.4 wurde gezeigt, da§ die Losung fir H(X,7) zum einen nume-
risch mit nahezu beliebiger Genauigkeit erfolgen kann. Desweiteren existieren aber auch
Approximationen, die eine ausreichende Genauigkeit der Losung fiir H(X, 1) liefern. Der
Vorteil einer approximativen Losung fiir H (X, 7) liegt in der analytischen Losung des Inte-
grals fOX V—HHx dX*. Eine numerische Losung des Integrals wiirde an dieser Stelle eine
weitere analytische Betrachtung des Problems zunichte machen. Gleichung (3.40) zusam-
men mit Gleichung (3.30) fiir den Fall @« = 0 und Gleichung (3.39) fiir a > 0 liefert in
normierten £, (-Koordinaten (4.46,4.47)

e - <19683>1/15 (F(5/6)>4/15 czrr\ 7"
=7 = {16000 [(1/3) T

_ 1/5p,.1/3_—7/15 (1—¢)Y5¢
(eRe) /" Pr-/°r S Fi(3/4,1/6,7/4,E2)1/5 (4.61)
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1/15
a>0:¢p = (3%) (1+b)4/15 (b(1+2b))1/307/5 (C‘Z/FT)Z/15
(eRe)\/3 pyl/37(4a=1)/15 (1—¢* 1t h2)

(1= (=g

) 4o — 24 /9 + a(44 + 151a)
B 5+ 45 ’

(3470 + 420 — 3+ (1+530) /I + a(# + T51a) 13
B 50(1 + 3a)

o Fy stellt die hypergeometrische Funktion dar (Abramowitz und Segun 1972).

Diese Darstellung der Ahnlichkeitsvariable ¢ zeigt ein erstes wichtiges Ergebnis. Fiir
& = konstant und ¢ = konstant ergibt sich ein Punkt, der sich zwar mit der Ausbrei-
tungsstromung mitbewegt, siche Gleichungen (4.46,4.47), relativ zur freien Grenzfliche aber
unveréndert bleibt. Fiir einen solchen, in normierten £, (-Koordinaten festen Punkt, ent-
wickelt sich die Ahnlichkeitsvariable ¢ oc 7(4¢~7/15 siehe Gleichung (4.62). Fiir @ = 7/4
ergibt sich daraus ¢ = konstant. Dies bedeutet, daf fir o = 7/4 Geschwindigkeits- und
Temperaturfeld zueinander &hnlich sind. In anderen Worten, eine Isotherme © = konstant
behilt fiir « = 7/4 ihre relative Lage innerhalb der Ausbreitungsstromung fiir alle Zeiten.
Fir @ < 7/4 nimmt ¢ in der Zeit ab. Aus Abbildung 4.2 folgt daraus, dafl die Tempe-
ratur © = F(y) in der Zeit abnimmt und die thermische Grenzschichtdicke somit relativ
zur freien Grenzfliche wichst. Im Gegensatz dazu nimmt ¢ fir « > 7/4 in der Zeit zu.
Dies fithrt zu einem Ansteigen der Temperatur und somit zur Abnahme der thermischen
Grenzschichtdicke.

Die Abbildungen 4.5-4.8 zeigen Temperaturfelder fiir verschiedene Zeiten 7 und verschie-
dene Parameter « in X, Z-Koordinaten. Es zeigt sich fiir den Fall a = 0, dafl die angepafite
asymptotische Entwicklung zu unrealistischen Ergebnissen fithrt. Lediglich fiir kurze Zeiten
7 bilden sich diinne thermische Grenzschichten, die an einen Kernbereich der Tempera-
tur © = 1 anschlieffen. Fiir 7 = 5 erreicht die thermische Grenzschicht bereits die freie
Grenzfliche. Die adiabate Randbedingung (4.13) kann wegen der Anpassung der inneren
Lésung an die duBere Losung fiir Z — oo, siehe Gleichung (4.31), nicht mehr eingehalten
werden. Grund fiir das Versagen der asymptotischen Entwicklung ist in erster Linie die
zeitliche Entwicklung der thermischen Grenzschicht im Vergleich zur Position der freien
Grenzfliche H(X, 7). Wihrend die freie Grenzfliche H(0,7) oc 7=1/5 in der Zeit absinkt,

4/15 in der Zeit an. Diese gegenliufige

wichst die thermische Grenzschichtdicke &y, o< 7
Entwicklung fithrt letztendlich zum Versagen der asymptotischen Entwicklung fiir o = 0.
Fiir alle anderen Werte « > 0 zeigen sich typische thermische Grenzschichten, die an einen

Kernbereich der Temperatur © = 1 anschliefen. Fiir o = 1 wéchst die thermische Grenz-
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schichtdicke relativ zur Position der freien Grenzfliche in der Zeit an, dies fithrt aber erst
fiir grofle Zeiten zu einer limitierenden Bedingung fiir die Giiltigkeit der asymptotischen
Entwicklung. Eine Abschétzung fiir die obere Schranke 7,4, den Giiltigkeitsbereich der
asymptotischen Entwicklung, folgt im néchsten Abschnitt. Fiir & = 7/4 zeigt sich das &hn-
liche Verhalten von freier Grenzfliche und dem Profil der Isothermen © = konstant. Zu
beiden Zeitpunkten 7 = 5,20 sind die Isothermen relative zur freien Grenzfliche zeitlich
unverdndert. Fiir @ = 2 ergeben sich keine einschrinkenden Kriterien beziiglich des Zeit-
intervalls, denn die thermische Grenzschicht wéchst in der Zeit langsamer als die Position

der freien Grenzfliche.

4.4.2 Giiltigkeitsbereich der angepafliten asymptotischen Entwicklung

Die Giltigkeit der angepafiten asymptotischen Entwicklung wird lediglich dadurch einge-
schrinkt, daf§ durch die Anpassung von innerer und duflerer Entwicklung, siehe Gleichung
(4.31), die adiabate Randbedingung an der freien Grenzfliche (4.13) nicht eingehalten wer-
den kann. Als notwendige Bedingung zur Bestimmung des Giiltigkeitsbereichs dient deshalb
folgendes Kriterium:

w(€=08,(=09)>2 . (4.63)

Diese Forderung stellt sicher, daf§ der Rand der thermischen Grenzschicht ¢ = 2 an der
Stelle X = 0.8A(7) im hochsten Fall 90% der Hohe der Schmelze betrigt.

Aus den Gleichungen (4.61,4.62) fiir die Ahnlichkeitsvariable ¢ folgt damit als notwendiges

Kriterium

a=0: 0.51(CZFr)?"Y (eRe)'/> Pri/3+=7/15 > 2 (4.64)
a=1: 0.93(CZFr)? (eRe)t/> Pri/3 =15 > 2 (4.65)
a="T/4: 1.15 (CZ Fr)?/15 (¢Re)'/® Prl/3 > 2 (4.66)
a=2: 122(CLFr)?" (eRe)'/5 Pri/371/15 > 2 (4.67)

4.4.3 Vergleich numerische L6sung - angepafite asymptotische Entwick-

lung

Im vorigen Abschnitt wurde ein notwendiges Kriterium fiir den Giiltigkeitsbereich der asym-
ptotischen Entwicklung hergeleitet. Dies gewdhrleistet die Giiltigkeit der Anpassung einer
inneren Losung an den isothermen Kernbereich der Temperatur © = 1. Eine zweite Verein-
fachung innerhalb der asymptotischen Entwicklung war die Entwicklung der Stromfunktion
in eine Taylor-Reihe an der Stelle Z = 0. Abbildung 4.9 zeigt einen Vergleich zwischen der

numerischen Losung basierend auf Gleichung (4.48) und der asymptotischen Entwicklung.
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Abbildung 4.5: Temperaturfeld - asymptotische Entwicklung.
Parameter: a =0, e =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy =1, Pr = 10000.

40



o
o
N
N
o
N
N
o
>

Abbildung 4.6: Temperaturfeld - asymptotische Entwicklung.
Parameter: o« =1, e =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy =1, Pr = 10000.

Abbildung 4.7: Temperaturfeld - asymptotische Entwicklung.
Parameter: o =7/4, e =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1, Pr = 10000.
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Abbildung 4.8: Temperaturfeld - asymptotische Entwicklung.
Parameter: « =2, ¢ =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy =1, Pr = 10000.

Fiir alle Werte « wird durch die Taylor-Entwicklung der konvektive Warmetransport leicht
itberschéitzt. Dies fithrt dazu, dafl die thermische Grenzschicht etwas diinner im Vergleich
zur numerischen Losung ausfillt. Mit wachsendem Abstand von der Bodenplatte wird die-
ser Effekt deutlicher, siehe @ = 1 an der Stelle X = 0.9A(7). Nichtsdestotrotz ist die
Ubereinstimmung zwischen numerischer Losung und asymptotischer Entwicklung sehr gut,
somit ist die Vereinfachung der Geschwindigkeiten U, W mit Hilfe der Taylor-Entwicklung

um Z = 0 zuliissig.

4.4.4 Warmeverluste an der freien Grenzflache

Wiérmeverluste an der freien Grenzfliche konnen durch verschiedene Mechanismen bedingt
sein. Zum einen kann durch Zwangskonvektion eine nahezu isotherme Randbedingung er-
reicht werden, Bi, — 00. Zum anderen fiithren freie Konvektion im umgebenden Gas oder
Wiérmeverluste durch Strahlung zu einem temperaturabhingigen Wérmestrom an der freien
Grenzfliche, 0 < Bi, < co. In diesem Abschnitt wird fiir O = 0, (T = Ts), der Ein-
flu} verschiedener Biot-Zahlen Bi, an der freien Grenzfliche auf die numerische Losung
des Temperaturfeldes, siehe Abschnitt 4.3, untersucht. An der Bodenplatte gilt @7 = 0,
(Bi; = 0).
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Abbildung 4.9: Vergleich zwischen numerischer Lésung und asymptotischer Entwicklung fiir

die Temperatur ©, 7 = 5.
Parameter: ¢ = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy =1, Pr = 10000.
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Abbildung 4.10: Temperaturfeld, Warmeverluste an der freien Grenzfliche.
Parameter: o« = 1, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 10000,
Bi, — 00, Bi; =0, ©4 = 0.

Abbildung 4.10 zeigt Temperaturfelder fiir Bi,, — oo zu zwei verschiedenen Zeitpunkten
7 =5,20. Somit wird an der freien Grenzfliche die isotherme Randbedingung O(X, H, 1) =
0 gestellt. Es bildet sich im Vergleich zu einer isothermen Randbedingung an der Boden-
platte, sieche Abbildung 4.6, eine deutlich diinnere thermische Grenzschicht aus. Nahe der
Kontaktlinie X — A(7) nimmt der konvektive Wiarmetransport durch die heile Schmelze
aus dem isothermen Kernbereich © = 1 zu. In der Folge verschwindet die thermische Grenz-
schichtdicke fiir X — A(7). In Abbildung 4.11 sind Temperaturprofile iiber die SchichthGhe
an der Stelle X = 0.5A(7) dargestellt. Mit abnehmender Biot-Zahl nimmt einerseits die
thermische Grenzschichtdicke ab. Andererseits nehmen durch den temperaturabhingigen
Wérmestrom 0, = —Bi, ©, Gleichung (4.13), die Temperaturen an der freien Grenzfliche
mit abnehmender Biot-Zahl zu. Temperaturprofile entlang der freien Grenzfliche im Inter-
vall 0 < X < A(r), sieche Abbildung 4.12, bestitigen dies.
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Abbildung 4.11: Temperaturprofile © an der Stelle X = 0.5A(7), Wérmeverluste an der
freien Grenzfliche, 7 = 5.
Parameter: « = 1, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 10000,
Bi; =0, O, = 0.
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Abbildung 4.12: Temperatur © entlang der freien Grenzfliche, 7 = 5.
Parameter: o« = 1, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 10000,
Bi; =0, O, =0.
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Kapitel 5

Krustenbildung an der
Bodenplatte

5.1 Grundidee

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, stellen sich fiir Schmelzen mit grofier Prandtl-Zahl
Pr > 1 diinne thermische Grenzschichten ein. In der Folge kann der Einfluf} einer er-
starrenden Kruste auf der Bodenplatte nur einen schwachen Einflu} auf die Ausbreitung
der dariiberliegenden Schmelze haben. Unter dieser Voraussetzung ist es ndherungsweise
moglich Geschwindigkeits- und Temperaturfeld entkoppelt zu 16sen. Dies ermdoglicht eine
wesentlich einfachere mathematische Formulierung des Problems und 148t eine weitgehend
analytische Losung zu. Von der Betrachtung ausgenommen wird der Fall « = 0. Wie in
Abschnitt 4.4.1 gezeigt, gilt die asymptotische Losung hier nur fiir kurze Zeiten 7. Dariiber-

hinaus ist die Annahme diinner thermischer Grenzschichten fiir diesen Fall verletzt.

Die Grundidee der Modellierung erstarrender Krusten auf der Bodenplatte gliedert sich in

folgende Schritte:

1. Ausgangspunkt bei der Modellierung erstarrender Krusten an der Bodenplatte ist die

Losung des isothermen Ausbreitungsproblems, siehe Abschnitt 3.

2. Basierend auf der isothermen Lésung des Geschwindigkeitsfeldes folgt die Losung des
Temperaturfeldes mittels einer Ahnlichkeitstransformation fiir die Fille o > 0, siehe
Abschnitt 4.

3. Anhand der Losung des Temperaturfeldes kann nun die Krustendicke S(X,7) be-
stimmt werden. Sie stellt die Isotherme © = Og dar. Die Freisetzung von Lat-

entwirme wird hierbei vernachléssigt, sieche Anhang C. Die Dichte g, die spezifische
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Wirmekapazitét ¢, und die Wiarmeleitfahigkeit A in der festen und fliissigen Phase

werden gleich und konstant angenommen.

4. Mit dieser Losung fiir S(X, 7) wird nun die Ausbreitung der Schmelze tiber die erstar-
rende Kruste S;(X7) berechnet. Somit folgt eine erste Losung fiir die Ausbreitung

fliissiger Schmelzen unter dem Einflufl erstarrender Krusten an der Bodenplatte.

5. Ausgehend von diesem durch die Kruste S1(X, 7) gestorten Geschwindigkeitsfeld wird
wiederum das zugehorige Temperaturfeld numerisch berechnet, vergleiche Abschnitt
4.3. Dieses wird nun durch einen konvektiven und diffusiven Wéarmetransport inner-
halb der fliissigen Schmelze und durch Wéarmeleitung innerhalb der erstarrten Kruste

bestimmyt.

6. Mittels der neuen Losung fiir © wird eine neue Krustendicke Sy(X,7) anhand der
Isotherme © = Og festgelegt. Aus dem Verhiltnis

Sip1(X,7)

E; =
¢ Si(X, 1) ’

i=1,2,... (5.1)

kann auf die Giite der gewdhlten Approximation geschlossen werden. Die Schritte 4-6

sind gegebenenfalls zu wiederholen bis sich £ — 1 einstellt.

5.2 Modellierung der Kruste S(X, 1)

Da bei der Modellierung die Freisetzung von Latentwirme vernachlissigt wird, kann S(X, 7)
direkt aus dem Temperaturfeld, siehe Abschnitt 4, bestimmt werden. Aus Gleichung (4.60)
fir die Ahnlichkeitsvariable ¢ folgt

eRe)*Pr (— 3273 \ /3
<p=¢s=<(R)2P (CHHx) T Z ) (5.2)

3Fr  [X/“HHx dX*
s kennzeichnet die dimensionslose Erstarrungstemperatur Og = F(pg), sieche Gleichung
(4.59). Aufgelost nach S(X,7) = Z ergibt sich fiir die Krustendicke

S(X, ) = sPr X —HHy dx*\ "’
yT) = Ps (6R€)2P'f' (_HHX)3/2

(5.3)

Wie spiter gezeigt wird hingt das Geschwindigkeitsfeld unter dem Einfluf3 erstarrender
Krusten an der Bodenplatte nicht nur von der Funktion S(X,7), sondern auch von der
Ableitung Sy (X, 7) ab. Aus Gleichung (5.3) folgt

(2 3J' V=HHy dX*(—H} — HHxx)
3Fr  \'/3 (—HHx)>?
(eRe)QPr> 6(f;" v—HHx dX*)?/3

Sx(X,7) = s (
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An der Stelle X = 0 stellt sich eine Singularitidt Sy — oo ein. Dies fithrt zu einem unbe-
grenzten Geschwindigkeitsanstieg in der vertikalen Richtung und somit zu unphysikalischen
Ergebnissen. Wegen der verwendeten Diinnschichtapproximation werden die Reibungsterme
in der vertikalen Richtung vernachlissigt. Somit kann dieser Geschwindigkeitsanstieg nicht
durch Reibungseffekte begrenzt werden. Dieser Schwachpunkt wird durch die Einfithrung

einer Gliattungsfunktion (1 — e~“msX/A(M) ausgeglichen. Fiir die Krustendicke ergibt sich

X = »\ /3
S<X,r>:so5<1—e0msx/f‘“>>( Ll HH"dX> S 6

(eRe)?Pr  (—HHy)%?
mit Cp,5 > 1.

Der Einflul der Glittungsfunktion (1 — e=C¢msX/A()) sollte die Ausbreitung der Schmelze

nicht wesentlich beeinflussen. Zur Uberpriifung dienen deshalb Testfunktionen der Form
H=01-X)"2 , aA=1,

wie sie typisch fiir die isotherme Ausbreitung der Schmelze sind, siehe Abschnitt 3.4.1.2.
Eine Taylor-Entwicklung um die Stelle X = 0 ergibt fiir Gleichung (5.3) in der fithrenden
Ordnung

X—>0: SxXY | SyoxXx %3

Fir die modifizierte Gleichung (5.4) wird demhingegen die fithrende Ordnung um eine Po-

tenz in X angehoben. Es ergibt sich
X—>0: SxX¥* | SyxX'V3 |

somit ist die Singularitidt an der Stelle X = 0 behoben.

Abschlieflend ist noch eine Abschitzung fiir den Parameter C,s notwendig. Abbildung
5.1 zeigt Profile S(X,7) fir verschiedene Werte von C,s fuir X — 0. Fir Cp,s > 500
ist der Einflufl der Modifikation auf den Bereich 0 < X < 0.01A(7) beschrinkt. Fur das
Limit C,5 — oo ergibt sich die urspriingliche Form der Kruste (5.3). Da der Einfluf§ der
Glattungsfunktion nur auf den Bereich in der unmittelbaren Umgebung X = 0 beschréinkt
ist, werden die wesentlichen Effekte bei der Ausbreitung der fliissigen Schmelze iiber die

Bodenkruste von dieser Modifikation unberiihrt bleiben.
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Abbildung 5.1: Profile der Kruste S und deren Ableitung Sy, basierend auf Gleichung (5.4),
fiir verschiedene Werte C),s im Bereich 0 < X < 0.02A(7).
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5.3 Kinematische und dynamische Randbedingungen

Zur Formulierung der Ausbreitung erstarrender Schmelzen bei gleichzeitiger Krustenbildung
an der Bodenplatte gelten im wesentlichen die gleichen Randbedingungen (3.8-3.11) wie fiir
die Ausbreitung ohne Krustenbildung. Lediglich die Haftbedingung der Schmelze an der

erstarrten Kruste unterscheidet beide Fille. Es ergibt sich

X,Z=8X,r): U=W=0 , (5.5)
X,Z=H(X,r): W=HxU+H, |, (5.6)
P=0 , (5.7)
Uz =0 (5.8)

5.4 Geschwindigkeits- und Druckfeld

Die Berechnung von Geschwindigkeits- und Druckfeld erfolgt analog zu Abschnitt 3.2. Unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen (5.5-5.8) ergibt sich fiir den Druck
eRe

P=—MH-2) . .
(H - 2) 59)
Die beiden Geschwindigkeiten U und W lauten
U=L G SH(z-2m+5) (5.10)
2Fr
eRe 2
W= —m(Z-5) (6(H — S)Hx Sx +(Z — S)(Z = 3H + 28)Hxx — 3(Z — S)H%)
(5.11)
Fiir die Stromfunktion folgt
eRe
U=_—(Z-95)7%Z-3H+2S)Hx . 12
(2= 5)X(Z — 3H +25) Hy (512)

Die Stromungsgrofien (5.9-5.12), sowie die Funktion S(X, 7), sind wiederum von der unbe-
kannten Schichthohe H (X, 7) abhéngig. Zur Bestimmung von H (X, 7) ist die Losung einer

Evolutionsgleichung fiir die freien Grenzflache notwendig.

5.5 Evolutionsgleichung fiir H(X,7) - allgemeine Formulie-

rung

Die Substitution der beiden Geschwindigkeiten U und W, Gleichungen (5.10,5.11), in der
kinematischen Grenzflichenbedingung (5.6) ergibt
eRe

H: — o (e - S)3HX)X =0 . (5.13)
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Gleichung (5.13) beschreibt die Entwicklung der freien Grenzfliche H(X,7) unter dem

Einfluf} einer erstarrenden Kruste an der Bodenplatte S(X, 7).

5.6 Strategien zur Formulierung von S(X, 1)

Aus Gleichung (5.4) wird deutlich, daf die Funktion S(X, 7) vom Geschwindigkeitsfeld, d.h.
von der Funktion H(X,7) abhéngt. Beziiglich einer iterativen Losung ist es jetzt moglich,

zwei Wege zur Modellierung der Funktion S(X,7) zu wihlen.
1. das schwach gekoppelte Problem
S1(X,7) = f(Ho(X,7)) , (5.14)
2. das stark gekoppelte Problem

S1(X,7) = f(Hi(X,T)) . (5.15)

Abbildung 5.2 zeigt eine Skizze beider Modelle. Fiir das schwach gekoppelte Problem er-
folgt die Modellierung der erstarrenden Kruste S;(X,7) aus der Losung der Ausbreitung
ohne Erstarrung Hy(X, 7). Dies fithrt dazu, dafl sich die Schmelze tiber eine bereits vor-
handene Kruste ausbreitet. Durch den hemmenden Einflu der Bodenkruste erfolgt die
Ausbreitung langsamer, wodurch die Kontaktlinie A;(7) in diesem Fall auf der Kruste
liegt. Im Gegensatz dazu modelliert das stark gekoppelte Problem die Ausbreitung der
Schmelze und die Bildung der Kruste S;(X,7) simultan. Die Kruste S;(X,7) hingt ab
von der sich einstellenden Schichthohe H; (X, 7). Es wird deutlich, dafl durch die Kopp-
lung von Hi(X,7) und S1(X,7) der Einflufl der erstarrenden Kruste auf die Ausbreitung
direkt beriicksichtigt wird. Durch diese Art der Modellierung wird zudem erreicht, daf§ die
Kontaktlinie A;(7) auf der Bodenplatte liegt. Voraussetzung beider Modelle ist, dafi das
Temperaturfeld durch die Bildung einer erstarrenden Kruste an der Bodenplatte nur unwe-
sentlich gestort wird. Dadurch behélt Gleichung (5.4) zur Beschreibung von S (X, 7) ihre
Giltigkeit. Mathematisch gesehen erfordert die Losung des schwach gekoppelten Problems
einen wesentlich geringeren Aufwand, als es die Losung des stark gekoppelten Problems be-
darf. Fur S; = f(Hp) gilt Gleichung (4.62) zur Beschreibung des Temperaturfeldes. Somit
ist lediglich die Losung einer nichtlinearen Diffusionsgleichung erforderlich. Demhingegen
resultiert aus S7 = f(H) die Losung einer nichtlinearen Integro-Differentialgleichung durch
das Integral in Gleichung (5.4). Wegen der unphysikalischen Modellierung der Position der
Kontaktlinie A; bei Verwendung des schwach gekoppelten Problems wird im weiteren nur
noch das stark gekoppelte Problem betrachtet. Details zum schwach gekoppelten Problem
sind in Bunk (1999) zu finden.
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schwach gekoppeltes problem:
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Abbildung 5.2: Zwei Moglichkeiten zur Modellierung der erstarrten Kruste S(X, 7).

5.7 Evolutionsgleichung fiir H;(X, 1)

Aus den Gleichungen (5.4,5.13) folgt die Evolutionsgleichung

. X - 13\ 3
1,7—;’% (Hl —ps(l - 37%) <(6£ggpr Jo (\—/thil()X?’gX > ) H, x =0.

(5.16)
Sie beschreibt die Entwicklung der freien Grenzfliche H;(X,7) unter dem Einfluf} einer
erstarrten Kruste an der Bodenplatte. Die Rand- und Integralbedingungen zur Losung

dieser Evolutionsgleichung lauten

X=0: —%Hf’HLX =aCyr®t | (5.17)
XZAl(T): H1:0 y (518)
Ai(T)
/ HydX = Cy7t* . (5.19)
0
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5.7.1 Ahnlichkeitstransformation

In Abschnitt 4.4.1 wurde deutlich, daf8 fir o = 7/4 die Position der freien Grenzfliche
H(X,7) als auch die Isothermen © = konstant zueinander &hnliches Verhalten zeigen. Es
sollte deshalb moglich sein, auch fiir die Ausbreitung der Schmelze unter dem Einfluf} einer
erstarrenden Kruste an der Bodenplatte Losungen mittels einer Ahnlichkeitstransformation

zu finden.

Die Ahnlichkeitstransformation

X
n= 507'_5/4 , (5.20)
mit 0 < 7 < ny,1, Zzusammen mit
H\(X,7) = C 7 2 Hi(n/nn1) (5.21)
und den Konstanten
eRe\ /5
Co = (ﬁ) s (5.22)
3Er\Y o5 23
G = (E) CV/ 77N/,1 ; (5.23)

liefert fir a = 7/4 eine Transformation basierend auf derselben Ahnlichkeitsvariable wie
bei der Ausbreitung ohne Krustenbildung, siehe Abschnitt 3.3.1. Der Einfluf} erstarrender

Krusten wird somit sofort durch den Quotient

A1 mna

— = 5.24
Ay mnyo (5.24)

deutlich, vergleiche Abbildung 5.2 - stark gekoppeltes Problem.

Zur Elimination des Integrals in Gleichung (5.16) dient die Funktion

X
G = / J—H\Hy x dX* . (5.25)
0

Dadurch wird die anféingliche Integro-Differentialgleichung (5.16) tiberfiihrt in ein System

aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen

1/3\ 3
_CmsX F
Hl,’r chic (HI_QOS(]-_B AI(ST) ) (( ikl Gl ) ) Hl,X =0 )

 3Fr eRe)?Pr (—H1H1,X)3/2

(
Gix =\/-HiH x . (5.27)

Zusitzlich zu den Rand- und Integralbedingungen (5.17-5.19) fiir die Funktion H;(X,7)
gilt
X=0: G =0 . (5.28)
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In der normierten Ahnlichkeitsvariable
a=-1 | o<e<t (5.2)
ergibt die Ahnlichkeitstransformation (5.20-5.23) fiir die Funktion G

3F 1/10 N

~ 31 =
Gy = /0 NS Y (5.31)

Fiir die Evolutionsgleichung (5.26) liefert die Ahnlichkeitstransformation

3
N P - G/3 N 5 - 1~
(H1 (L= e e | Hig |+ S —5Hi=0, (5.32)
NIN1 —HHy g

&1

él:f Y _glﬁll,fl ) (533)

mit
~1/15
P =g (90{4,Fr2(eRe)3Pr5) / (5.34)
Die Rand- und Integralbedingungen zur Losung der Gleichungen (5.32,5.33) lauten
o 7 _
£ =0: H}Hy = _Z"N?l/g : (5.35)
G =0, (5.36)
£ =1 =0 , (5.37)

11 -3/5
N1 = (/ H, dfl) i (5.38)
0

5.7.1.1 Numerische Losung fiir H;(&;) und G1(&1)

Zur numerischen Lésung der Funktionen Efl und Gl wird, wie in Abschnitt 3.3.1.2 be-
schrieben, das Randwertproblem mittels einer Shooting-Methode in ein Anfangswertpro-

blem tuberfihrt.

Als Randbedingungen zur Losung der beiden Gleichungen (5.32,5.33) wird fiir &1 ey — 1

die Approximation

glzgl,maw: ﬁl = 6(1_51)1/3 , (539)
Hyg = —50-a) (5.40)
G = d , (5.41)
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verwendet. Als weitere Shootingparameter kommen bei der numerischen Losung der Funk-
tionen H;, Gy die Parameter d und nn,1 hinzu. Die Bedingungen zur Bestimmung der

Shootingparameter c, d, ny1 lauten

~ ~ 7 §l,maz .
c: Hi(0) Hig (0) = /0 ide | (5.42)
d: G1(0)=0 (5.43)
Elomar -3/5
"7N,1 . "7N,1 = (A H1 d§1> . (544)

5.7.2 Numerische Losung der Evolutionsgleichung fiir H;(X, )

In Abschnitt 5.7.1 wurde gezeigt, daf} fiir den Fall o = 7/4 die Losung der Evolutionsglei-
chung fiir H (X, 7) mittels einer Ahnlichkeitstransformation gefunden werden kann. Fiir alle
anderen Werte v # 7/4 ist aber eine numerische Losung fiir die freie Grenzflache H; (X, 7)
notwendig, denn die erstarrende Kruste S1(X,7) und die Funktion H;(X,7) selbst ent-
wickeln sich unterschiedlich in der Zeit. Dies verletzt die notwendige Voraussetzung zur
Existenz dhnlicher Losungen. Nichtsdestotrotz dient der Fall « = 7/4 als Verifikationsbei-

spiel fiir das sich anschlielende numerische Verfahren.

5.7.2.1 Transformation (X,7) — (£, 7)

Bei der numerischen Losung der Evolutionsgleichung fiir H(X, 7) treten wie auch bei der
numerischen Losung des Temperaturfeldes, siehe Abschnitt 4.3, Probleme durch die zeitliche
Variation des Integrationsgebiets auf. Abbildung 5.3 zeigt eine Skizze der zu erwartenden
Losung fiir den Sonderfall S1 = 0. Zur Losung wére ein sich mit der Ausbreitungsstromung
mitbewegendes Gitter oder alternativ die Diskretisierung des gesamten Gebietes 0 < X <
Xnazs 70 < 7 < Tipag Notwendig. Dies bedeutet in der Folge einen enormen numerischen
Aufwand. Eine effizientere Methode bietet die Verwendung der Variable
X
&1 = 0

Somit ergibt sich die Losung innerhalb einer rechteckigen &1, 7 Geometrie, analog zur Losung
des Temperaturfeldes, siehe Abbildung 5.4.

(5.45)

In der transformierten Koordinate (5.45) lautet die Evolutionsgleichung (5.16)

A,
Hy,—-& 1; Hiyg, (5.46)
1
& 1/3\ 3
A? [ /=H H ¢ d
_Eﬂli H, — (1 _ e—Cmsﬁl) 3Fr ' bf e o H =0
3Fr A? 17 ¥s (eRe)2Pr (—HHyg, )3/2 L& '

&1
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Abbildung 5.4: Skizze des transformierten Ausbreitungsproblems Hq (&1, 7) fiir den Sonder-
fall S; =0.
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Abbildung 5.5: Skizze zur Losung der Evolutionsgleichung fiir Hy (&, 7) mittels 'method of

lines’.

Die Rand- und Integralbedingungen lauten in transformierter Form

-0 - leRe 1 3 _ a—1
& =0: 3 Fr A, HiH ¢ = aCyTt , (5.47)
51 =1: H1 =0 , (548)
1
C «
/ Hyde = 22X (5.49)
0 A

5.7.2.2 Losung der transformierten Evolutionsgleichung

Zur numerischen Losung von Gleichung (5.46) bietet sich wiederum die sogenannte 'method
of lines” an. Die Losung erfolgt in der Zeit 7 entlang Linien & = konstant. Ableitungen
in &1-Richtung werden durch finite Differenzen approximiert. Daraus resultiert ein System
gekoppelter Differentialgleichungen in der Zeit, die mit Standardintegrationsroutinen gelost

werden, siehe Anhang D. Mit der nicht-dquidistanten Diskretisierung
Abi =61 —81i-1 5 =1, e (5.50)
siehe Abbildung 5.5, ergibt sich eine diskrete Darstellung
Hyi(7) ~ Hi(§1,6,7) (5.51)

an den Stellen & = &1 ; im Intervall 7o < 7 < 70,
Zur Diskretisierung der Ableitungen in der £;-Richtung dienen zentrale Differenzen fiir die
ersten Ableitungen

_Hiipn —Hyia i1 ;
~ ) — Ly bmax
Aly i1 + AL

Hiyg (§1i,7) —2 (5.52)
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sowie fiir die zweiten Ableitungen

2A§1,z’H1,i+1 — (A& i1 AL ) Hy ;s + Ay i Hy i
A&y i1 ALi(Aip1 + Ayy) ’

H17flfl(£1,i’7—) ~ t=1,...,tmaz — 2.

(5.53)
Beide Approximationen sind fiir A&y ;41 # A&y ; von erster Ordnung und gehen fir A&y ;41 —
A&y, in eine Approximation zweiter Ordnung tiber. Nahe der Kontaktlinie, an der Stelle
€imaz—1, werden zur Erhohung der Genauigkeit finite Differenzen dritter Ordnung verwen-

det.

Wegen der Integration in der Zeit 7 kann fiir das Integral in Gleichung (5.46), im Gegensatz
zu Abschnitt 5.7.1, keine zweite Differentialgleichung gelost werden. Es erfolgt deshalb eine

diskrete Formulierung des Integrals mittels der Trapezregel

/,/—Hlﬂlgl de; = 2 gl*_gl* . (,/ HHg‘ ./—HHg‘E_gl) . (5.54)

Zur diskreten Formulierung den Randbedingung (5.47) dient eine Vorwértsdifferenz fiir die

Ableitung

—A&1 (2081 + Al 9)Hio+ (A1 + A1 p)*Hig — A& Hyp
A& 1A (AL + ALy )

Hye(0,7) = (5.55)

Zur Vermeidung mehrdeutiger Losungen fiir den Wert H;(0,7) wird der Term H; an der
Stelle &1 1 in eine Taylor-Reihe entwickelt. Mit Hilfe einer Vorwértsdifferenz fiir die erste

Ableitung ergibt sich

ANS! (A§1,3(2A§1,2 + A& 3)Hi1 — (Aéip + A&y )2 Hy g + A§%2H1,3)
H(0,7)° ~ 3H7, ’
’ A&y A& 3(AL 2 + Ay 3)
+HY, . (5.56)

Eingesetzt in Randbedingung (5.47) ergeben die beiden Gleichungen (5.55,5.56) die diskrete
Formulierung der Randbedingung fiir Hy o(7). Die diskrete Formulierung der Randbedin-
gungen (5.47) ist somit von zweiter Ordnung. An der Kontaktlinie gilt

Hy imae (1) = H (1,7) =0 . (5.57)

Durch die diskrete Formulierung stellt die Evolutionsgleichung (5.46) ein Differentialglei-
chungssystem von (i,,q; — 1) gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen zusammen
mit zwei Randbedingungen an den Stellen 19 = 0 und & jmee = 1 dar. Auf die noch
verbleibende Formulierung der Anfangsbedingungen an der Stelle 7 = 7y wird auf Ab-
schnitt 5.8.1.3 verwiesen. Anmerkungen zum verwendeten Losungsalgorithmus finden sich
in Anhang D.
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Abbildung 5.6: Intervalle der Shooting-Methode fiir A(7).

5.7.2.3 Shooting-Methode fiir A4;(7)

Die Position der Kontaktlinie A;(7) ist bisher noch unbekannt und stellt sich als Teil der
Losung der Evolutionsgleichung (5.46) ein. Zur Verbesserung der Performance des gewéhl-
ten Verfahrens dient eine Taylor-Entwicklung
n=1,...,n ,
Ay (7’) =A,_1+¢cy- (7’ — Tn—l) , maw (5.58)
Th—1 ST < Ty
innerhalb eines Intervalls 7,,_; < 7 < 7,, siehe Abbildung 5.6. Als Shooting-Bedingung zur

Bestimmung des Koeffizienten ¢, dient die Integralbedingung

1

T="Tp: /Hldfl

0

_ Cyr®
=1

(5.59)

5.8 Ergebnisse

Mit der Losung fiir die Funktion Hq (X, 7) sind alle Stromungsgrofien (5.9-5.12) sowie das
Profil der Kruste S1(X, 1), Gleichung (5.4), bekannt. Im folgenden Abschnitt werden die
Ergebnisse fiir die Ausbreitung einer Schmelze unter dem Einflufl einer erstarrenden Kruste

an der Bodenplatte eingehend diskutiert.
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5.8.1 Position der freien Grenzfliche - H;(X, )

Fiir den Fall @ = 7/4 kann die Losung der Evolutionsgleichung (5.16) mittels einer Ahn-
lichkeitstransformation gefunden werden. Fiir a # 7/4 wird die numerische Lésung fir
H,(X, 1) betrachtet. Zusétzlich zur Entwicklung der Funktion H; (X, 7) unter dem Einfluf}
einer erstarrenden Kruste an der Bodenplatte wird die Auswirkung der Glittungsfunktion

in Gleichung (5.4) beziiglich der Ausbreitungslinge untersucht.

5.8.1.1 Ldsung fiir H ()

Wie in Abschnitt 4.4.1 erldutert, zeigt das Geschwindigkeits- und Temperaturfeld lediglich
fiir den Sonderfall & = 7/4 dhnliches Verhalten. Die #hnliche Losung der Ausbreitung unter
dem Einfluf} erstarrender Krusten an der Bodenplatte fiir den Fall o = 7/4 dient deshalb
als Testbeispiel zur Verifikation der numerischen Losungen fiir H;(X, 7), sieche Abschnitt

5.8.1.3, fiir beliebige Werte von a > 0.

Die Abbildung 5.7 zeigt Profile der Formfunktion Hi(&;) fiir verschiedene dimensionslose
Erstarrungstemperaturen ©g. Durch die mit ©g ansteigende Krustendicke nimmt die
Verdringungswirkung der Bodenkruste zu, wodurch die freie Grenzfliche nach oben ver-
schoben wird. Dies duBert sich in einem Anstieg der Formfunktion H;(&;). Aus dem Verlauf
der Formfunktion Hj (&), zusammen mit Gleichung (5.38), wird deutlich, daB ny 1, der ho-
rizontalen Lingenmafstab der dhnlichen Lésungen, mit wachsenden Erstarrungstemperatu-
ren abnimmt. Somit it der Anstieg der Formfunktion H;(¢;) direkt auf eine Reduzierung
der Ausbreitungsgeschwindigkeit und somit auf den hemmenden Einflu} der Bodenkruste
schlieBen. Der Quotient A;/Ay, siehe Gleichung (5.24), welcher das Verhéltnis der Kon-
taktlinien mit/ohne Erstarrung kennzeichnet, ist in Abbildung 5.8 in Abhéngigkeit von der
dimensionslosen Erstarrungstemperatur ©g dargestellt. Fiir A1/Aq = nn /v < 1 zeigt
sich sowohl die Reduzierung der Ausbreitungsldnge als auch die Reduzierung der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der dimensionslosen Erstarrungstemperatur Og,
vergleiche Gleichung (3.41).

5.8.1.2 Einflufl des Parameters C,,g

Eine letzte Unsicherheit besteht in der Wahl des Parameters C,,,s. Durch diesen Parameter
wird der Einflufl der Glattungsfunktion in Gleichung (5.4) bestimmt. Die Abbildung 5.9
zeigt den Einfluf} von O, s auf den Wert ny 1. Fir Cp,g > 300 ist die relative Abweichung
von 7,1 kleiner 3-107%. Somit ist fiir C,,g > 300 keine Riickwirkung der Glattungsfunktion

auf die Ausbreitung der Schmelze zu erwarten.
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Abbildung 5.7: Formfunktion H;(¢) fiir verschiedene dimensionslose Erstarrungstempera-
turen Og.
Parameter: o = 7/4, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 1000,
Cins = 500.
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Abbildung 5.8: Einfluf} verschiedener dimensionsloser Erstarrungstemperaturen Og auf das
Verhéltnis Ay /Ao =nn1/0n,0-
Parameter: o = 7/4, ¢ = 0.01, Re = 1, F'r = 0.01, Cy = 1, Pr = 1000,
Cms = 500.
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Abbildung 5.9: Einflul des Parameters Cj,s auf die Ausbreitungslinge A; o< ny 1.
Parameter: o = 7/4, ¢ = 0.01, Re = 1, F'r = 0.01, Cy = 1, Pr = 1000,
O©g¢ = 0.5.

5.8.1.3 Lésung fiir H,(X,7)

Fiir beliebige Werte « ist die Evolutionsgleichung (5.16) zur Beschreibung der Position der
freien Grenzfliche numerisch zu 16sen. In Abschnitt 5.7.2 wurde das hierbei verwendete Ver-
fahren vorgestellt. Die dhnlichen Losungen fiir den Fall v = 7/4 sollen hier zur Verifikation

herangezogen werden.

Im Gegensatz zur dhnlichen Losung fiir @ = 7/4 bleibt bei der numerischen Losung eine
letzte Frage nach der Formulierung von Anfangsbedingungen zur Zeit 7 = 7y offen. In
Anlehnung an die Ausbreitung ohne Krustenbildung, siehe Abschnitt 3.3.1.3, dient in nor-

mierten &1, 7-Koordinaten der Ansatz
Hi(61,70) = c(1 =€), (5.60)

als Anfangsbedingung fiir die numerische Integration. Durch die Substitution von Gleichung
(5.60) in den Gleichungen (5.47,5.49) ergeben sich zwei Bedingungen zur Bestimmung des
Koeffizienten ¢ und der Position der Kontaktlinie A;(7p). Durch Variation der Ansatzfunk-
tion (5.60) hat sich gezeigt, dal die Losung Hq(X, 7) nur fiir kurze Zeiten 7 — 79 von der
Wahl der Anfangsbedingungen abhingt. Fiir 7 > 7 stellt sich Losung unabhingig von der
Wahl der Anfangsbedingungen ein. Dies steht in Ubereinstimmung mit experimentellen

Ergebnissen von Huppert (1982).
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Die Abbildung 5.10 zeigt einen Vergleich zwischen numerischen und dhnlichen Losungen
fiir A;(7) und Hy(&1, 7 = 20) in &, 7-Koordinaten. Die Ubereinstimmung beider Losungen
ist sehr gut. Dies kann als Verifikation des numerischen Verfahrens angesehen werden,
denn fiir beliebige Werte « > 0 bleibt sowohl der Typ der Evolutionsgleichung als auch die

Formulierung der Randbedingungen erhalten.

In Abbildungen 5.11 ist die Position der Kontaktlinie A;(7) sowie der Verlauf der Funktion
Hy{(X,7) fiir den technisch relevanten Fall & = 1 und verschiedene dimensionslose Er-
starrungstemperaturen Og = 0,0.25,0.5,0.75 in X, 7-Koordinaten dargestellt. Alle Profile
zeigen den signifikanten Einflufl der erstarrenden Kruste an der Bodenplatte. Mit steigen-
der Erstarrungstemperatur nimmt die Dicke der Kruste S1(X,7) zu. Dies fithrt zu einer
Verlangsamung der Ausbreitung. Hervorgerufen wird dies durch die Reduktion der hydro-
statischen Druckdifferenz zwischen Hy(X,7) und S1(X,7), die als Antrieb der Strémung
dient. Ein weiteres, fiir den Fall a = 1, typisches Merkmal ist die relative zu H; (X, 7) zuneh-
mende Krustendicke S1(X, 7). Dies hat sich bereits bei der Losung des Temperaturfeldes,
sieche Abschnitt 4.4.1, gezeigt. o = 7/4 stellt eine Grenze beziiglich der Wechselwirkung
Kruste-Ausbreitung dar. Wihrend im Bereich o < 7/4 fiir 7 — 0o mit einem Stoppen der
Ausbreitung zu rechnen ist, da die Krustendicke S7(X,7) schneller in der Zeit anwéchst
als die Position H;(X,7) der freien Grenzfliche, stellt die Erstarrung fiir o > 7/4 keine
limitierende Bedingung fiir die Ausbreitung dar. In diesem Fall entwickelt sich die Kruste

S1(X, 7) langsamer im Vergleich zur Funktion H; (X, 7).

5.8.2 Geschwindigkeitsfeld

Einen genaueren Einblick beziiglich der Wechselwirkung Kruste-Schmelze liefern Bilder des
Geschwindigkeitsfeldes. In Abbildung 5.12 sind Stromlinien fiir & = 7/4 und die dimensi-
onslose Erstarrungstemperatur ©g = 0.5 dargestellt, die gestrichelten Linien zeigen die Po-
sition der freien Grenzfliche ohne Krusteneinflu. An der Bodenkruste verlaufen die Strom-
linien wegen der Haftbedingung (5.5) parallel zur Kruste S; (X, 7) die selbst die Stromlinie
U = 0 darstellt. An der instationdren freien Grenzfliche H;(X,7) verlaufen die Stromli-
nien nicht parallel, sondern sie enden dort. Der Volumenstrom der zwischen zwei an der
freien Grenzfliche endenden Stromlinien transportiert wird, wird zum Anheben/Absenken
der zeitabhiingigen freien Grenzfliche H; (X, 7) benétigt, siehe Gleichung (5.6). Dies ist ein

charakteristisches Merkmal bei Stromungen mit zeitabhéngigen Berandungen.

Die Abbildung 5.13 zeigt Geschwindigkeitsprofile fiir die beiden Geschwindigkeiten U, W
fir ©g = 0.5. Deutlich ist der Einflu§ der Haftbedingung (5.5) zu erkennen. Fir Z < §
verschwinden innerhalb der Bodenkruste beide Geschwindigkeitskomponenten U, W. Durch

den Verdringungseffekt der Kruste nimmt die Geschwindigkeitsamplitude U,,q, signifikant
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Abbildung 5.10: Vergleich von numerischer und #hnlicher Losung fiir A;(7) und H; (&, 20)
fiir verschiedene dimensionslose Erstarrungstemperaturen Og.
Parameter: o = 7/4, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 1000,
Cms = 500.
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Abbildung 5.11: Numerische Losung fiir A;(7), H1(X,5) und H;(X,20) fiir verschiedene
dimensionslose Erstarrungstemperaturen Og.
Parameter: a« = 1, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 10000,
Cms = 500.
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Abbildung 5.12: Stromlinien ¥ = konstant, T = 5.
Parameter: o = 7/4, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 1000,
Cms = 500, Og = 0.5.

zu. Noch deutlicher wird dieser Effekt fiir die Vertikalgeschwindigkeit W. Wahrend fiir die
Ausbreitung ohne Kruste stets W < 0 gilt, erzeugt die Umstromung fiir Bereiche S x > 0in
der Nihe der Kruste positive Vertikalgeschwindigkeiten. Der Anstieg der Geschwindigkeit-
samplitude W, ., fiir wachsende Werte X resultiert aus dem steileren Verlauf der Funktion
H,(X, ), siehe Abbildung 5.10.

5.8.3 Konvergenz der iterativen Losung

Die Bildung einer erstarrenden Kruste an der Bodenplatte fiihrt zusétzlich zum konvek-
tiv/diffusiven Wérmetransport innerhalb des fliissigen Schmelze zu einem rein diffusiven
Wiérmetransport innerhalb der erstarrten Kruste. Dieser Effekt wird bei der Modellierung
Kruste S1(X,7), Gleichung (5.4), nicht berticksichtigt und mufl im nachhinein abgeschétzt
werden. Eine iterative Anpassung der Funktion S;(X,7) trigt dem EinfluB der isolieren-
den Wirkung der Kruste auf das Temperaturprofil Rechnung und wird in diesem Abschnitt

niher diskutiert.

Durch den innerhalb der Kruste verschwindenden konvektiven Anteil am Wéarmetransport
verschlechtert sich die Warmeabfuhr von fliissiger Schmelze zur Bodenplatte. Innerhalb der

Kruste wird sich wegen

Ozz=0 , (5.61)

ein lineares Temperaturprofil einstellen. Wegen der Vernachlidssigung der Latentwérme,
siehe Abschnitt 5.1, geht dieses lineare Temperaturprofil stetig differenzierbar in des Tem-

peraturprofil der fliilssigen Schmelze iiber. Aus den Ergebnissen fiir die Ausbreitung ohne
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Abbildung 5.13: Geschwindigkeitsprofile U und W an den Stellen X = 0.25,0.5,0.75A¢(7),

T =05.

Parameter: o = 7/4, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 1000,

Cms = 500.

67



Krustenbildung, siehe Abbildung 4.9, zeigt sich, dafl das Temperaturprofil innerhalb der
fliissigen Schmelze fiir Z — 0 ebenfalls linear ansteigt. Somit sollte es moglich sein, durch
Streckung der angepafiten asymptotischen Losung fiir ©, siehe Abschnitt 4.4.1, die isolie-
rende Wirkung der Bodenkruste zu erfassen. Fiir die Funktion S7(X, 7) bedeutet dies, daf3
durch eine Streckung S;11 = F;S; eine sukzessive Anpassung der Kruste an das Tempera-

turfeld stattfindet und fir E; — 1 der isolierende Effekt der Kruste miterfafit wird.

Die zur Iteration verwendete Anpassungsvorschrift lautet
Sit1(1/2A1(7),7) = E; Si(1/2A:(7),7) . (5.62)

Abbildung 5.14 zeigt fiir die ersten zwei I[terationen Temperaturprofile vor und nach der
Streckung der angepafiten asymptotischen Losung fiir ©. Aus der 0. Iteration, der Aus-
breitung ohne Krustenbildung, stellt sich ein relativ steiles Temperaturprofil in Wandnéhe
ein. Im Gegensatz dazu zeigt die numerische Lésung fiir ©, unter Beriicksichtigung der
Bodenkruste, einen wesentlich flacheren Temperaturanstieg. Durch Streckung der asympto-
tischen Losung entsteht die korrigierte Losung der 1. Iteration. Es wird deutlich, daf3 durch
den Geschwindigkeitsanstieg unter dem Einflul der Bodenkruste, siehe Abbildung 5.13, die
thermische Grenzschichtdicke im Vergleich zur korrigierten asymptotischen Losung diinner
ausfillt. In Wandnéhe stimmen beide Losungen iiberein, was hinsichtlich der Modellierung
der Kruste S;11 ausreichend ist. Fiir die zweite Iteration wird die notwendige Korrektur der
asymptotischen Losung geringer. Es ist deshalb zu erwarten, daf3 mit steigender Zahl der
Iterationsschritte ¢ die Kruste S(X, 7) korrekt beschrieben wird, wenn auch in der fliissigen
Schmelze die thermische Grenzschichtdicke durch die Streckung der asymptotischen Losung
iberschitzt wird. Zur Festlegung des Streckungsfaktors wird E} zu drei typischen Zeit-
punkten bestimmt. Es zeigt sich, dafl die Abhéngigkeit von der Zeit nur schwach ist, F;

kann deshalb aus dem arithmetischen Mittel
E; =1/3(Ef (1) + EX (1/2(70 + Tmaz)) + E} (Tmaz)) (5.63)

bestimmt werden. Abbildung 5.15 zeigt die Entwicklung der Funktion S;(X, 7). Obwohl die
Anpassung von S;11 an S; nur an der Stelle X = 1/2A4;(7) vorgenommen wurde, stimmt
Si+1 mit der numerisch berechnete Position der Schmelzisotherme © = Gg {iber die gesamte
Ausbreitungslinge 0 < X < A;(7) sehr gut iberein. Somit hiangt der Streckungsfaktor nur

unmerklich von X ab.

Abbildung 5.16 zeigt zusammenfassend die Entwicklung des Streckungsfaktors E; fiir ver-
schiedene Prandtl-Zahlen Pr und verschiedene Erstarrungstemperaturen ©g. Die Abhingig-
keit von der Prandtl-Zahl Pr ist schwach. Dennoch fithren groflere Werte fiir Pr zu etwas

besseren Konvergenzraten. Mit zunehmender Erstarrungstemperatur © g nimmt die Anzahl
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Abbildung 5.14: Streckung der dhnlichen Losung fiir © zur Anpassung der dhnlichen an die
numerische Losung, X = 1/2A(1), 7 = 5.
Parameter: a« = 1, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 10000,
Ogs = 0.5, Cpps = 500.

$,(X.5)
0.35¢
0.3f
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0.2
015 / =" . ihnliche Losung
01" mmea numerische Losung
0.05 —— korrigierte dhnliche Losung
0.5 1 1.5 2 25 X
$,(X.5)
0471
0.3
0.2f /.- .
A ghnliche Losung
ol numerische Losung

—— korrigierte dhnliche Losung

0.5 1 1.5 2 25 X
Abbildung 5.15: Streckung der Funktion S;(X,7) zur Anpassung der &hnlichen an die nu-

merische Lésung, 7 = 5.
Parameter: « = 1, ¢ = 0.01, Re = 1, Fr = 0.01, Cy = 1, Pr = 10000,
BOg = 0.5, Cps = 500.
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Abbildung 5.16: Entwicklung des Fehlers E; bei der iterativen Bestimmung der Kruste
Si (Xa T) :
Parameter: a =1, e =0.01, Re=1, Fr =0.01, Cy =1, Cp,s = 500.

der notwendigen Iterationsschritte zu. Dies ist eine Folge der im Vergleich zur thermischen

Grenzschichtdicke zunehmenden Krustendicke.

5.8.4 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

Ein letztes Kriterium zur Bewertung des hier vorgestellten Modells zur Beschreibung der
Ausbreitung einer fliisssigen Schmelze unter dem Einfluf} einer erstarrenden Kruste an der

Bodenplatte ist der Vergleich mit experimentellen Ergebnissen.

Zur experimentellen Untersuchung dieses Problems wurden von Ehrhard und Huber (1999)
Modellexperimente mit Carnauba-Wachs (Pr = 594) durchgefiihrt. Auf einer horizonta-
len Fliche der Abmessung 800 - 200mm wird fliissiges Carnauba-Wachs der Temperatur
Ty = 90° mit einem konstanten Volumenstrom eingebracht und ausgebreitet. Die Aus-
breitungsfliche selbst wird wihrend der Ausbreitung auf einer konstanten Temperatur
20° < Ty < 90° gehalten. Dadurch ergeben sich verschiedene dimensionslose Erstarrungs-

temperaturen Og = (Ts — Tw)/(To — Tw).

Ehrhard und Huber (1999) messen mittels eines optischen Verfahrens die Position der iiber
die Breite der Ausbreitungsfliche gemittelten Kontaktlinie a(¢) als Funktion der Zeit. Die
Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen die Versuchsergebnisse fiir zwei verschiedene Reynolds-

Zahlen, zusammen mit den theoretischen Ergebnissen. Die zur Simulation verwendeten
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Re = 0.56 Re=5.1 Stoffwerte
ho 10 3m 5-103m v =>5287-10"°m?/s
lo 5-103m 8-1072m k= 8.901-10 8m?/s
q | 2.960-1075m?/s | 2.696 - 10~*m?/s g =9.81m/s?
up | 2.960-1072m/s | 5.392-1072m/s Ts = 81°C

Tabelle 5.1: Parameter zur Simulation der Ausbreitungsexperimente von Ehrhard und Hu-
ber (1999) fiir Re = 0.56 und Re = 5.1.

a(t) [em]
50
+ MeBwerte
Theorie (T, = 90°)
40 +

— Theorie (T, = 70°)
30
20 1

107

10 20 30 40 50 60 70 t [s]

Abbildung 5.17: Position der Kontaktlinie a(t), Vergleich Experiment und Theorie.
Re = 0.56, Ty = 70°C.

Parameter sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt. Fiir beide Félle iiberschétzen die theoreti-
schen Ergebnisse den Einflul der Bodenkruste auf die Ausbreitung der Schmelze. Dies liegt
in erster Linie an der zur Bestimmung der Krustendicke S(X, 7) zugrundeliegenden quasi-
stationdren Nidherung, siehe Anhang B. Hinsichtlich einer reaktortechnischen Anwendung
liefern die theoretischen Ergebnisse jedoch eine konservative Abschétzung. Die relative Ab-
weichung bei der Bestimmung der Frontposition a(t) liegt, bezogen auf die experimentellen
Ergebnisse, fiir den Fall Re = 0.56, Ty = 70°C bei etwa 5% und fiir Re = 5.1, Tyy = 60°C
bei etwa 13%.
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a(t) [cm]

50 F + MeBwerte
Theorie (T, = 90°)
—— Theorie (T, = 60°)

40 [

30

20 [

10 1

2 4 6 8 10 12 14 t [s]

Abbildung 5.18: Position der Kontaktlinie a(t), Vergleich Experiment und Theorie.
Re =5.1,, Ty = 60°C.

5.8.5 Wairmeabfuhr in die Bodenplatte

Nicht nur die Ausbreitung der Schmelze wird durch die Bildung einer erstarrenden Boden-
kruste beeintrichtigt, sondern auch die Wérmeabfuhr in die Bodenplatte. Die schlech-
tere Warmeabfuhr beruht zum einen auf der Abnahme der lokalen Wandwérmestrome
gw = —AI;(z = 0) durch die isolierende Wirkung der Bodenkruste. Zum anderen fiihrt
der langsamere Fortschritt der Kontaktlinie a(t) fiir die Ausbreitung tiber die Bodenkruste,
siehe Abbildungen 5.17 und 5.18, zu einer kleineren wirmeiibertragenden Fliche a(t)b. b

ist die Breite der Ausbreitungsfliche.

Fiir den in die Ausbreitungsfliche tibertragenen Wéirmestrom ergibt sich

a(t) a(t)
Q=0 / qw dx = —bA / T.(2=0)dz . (5.64)
0 0

Mit Hilfe eines gemittelten Wirmeiibertragungskoeflizienten k(¢) kann dieser Wérmestrom
auch geméif

Q = —a(b k() (Ty — Ti) (5.65)
ausgedriickt werden.

Fir die iiber die Ausbreitungsfliche gemittelte Nusselt-Zahl

(5.66)
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Nu(t)

1.75
1.25

0.75

0.5

0.25 mit Kruste

Abbildung 5.19: Nusselt-Zahlen Nu mit und ohne Krusteneinflu. Re = 0.56, Ty = 70°C.

Nu(t)
6
5|
4t ohne Kruste
3l
27 \\
1 b mit Kruste
2 4 6 8 10 12 14 t

Abbildung 5.20: Nusselt-Zahlen Nu mit und ohne Krusteneinflu. Re = 5.1, Ty = 60°C.

folgt aus den beiden Gleichungen (5.64,5.65)

] A(T)
Nu = Z=0)dX . .
"= / 0,(Z = 0) (5.67)
0

Fiir die beiden im vorherigen Abschnitt betrachteten Simulationen sind in den Abbildungen
5.19 und 5.20 die Nusselt-Zahlen (5.67) fiir die Ausbreitung mit und ohne Krusteneinfluf3
dargestellt. Hierbei bestétigt sich die durch die Bildung der Bodenkruste deutliche Ver-
schlechterung der Warmeabfuhr an die Bodenplatte.



Kapitel 6

Krustenbildung an der freien

Grenzflache

Die Ausbreitung von Schmelzen grofler Prandtl-Zahl Pr > 1 ist gekennzeichnet durch
diinne thermische Grenzschichten, siehe Abschnitt 4.4.4. Dadurch bedingt kénnen sich an
der freien Grenzfliche nur diinne Krusten bilden. Zur Beschreibung der Wechselwirkung

Kruste-Schmelze werden folgende Annahmen getroffen:

e Die Temperatur an der freien Grenzfliche sei durch entsprechende Kiihlung stets

unterhalb der Erstarrungstemperatur, d.h. T(z = h) = T < Ts.

e Durch diese Wahl der thermischen Randbedingung an der freien Grenzfliche ist stets

die gesamte freie Grenzfliche der Schmelze in einer diinnen Zone erstarrt.

e Aus den Ergebnissen fiir das Temperaturfeld fiir Warmeverluste an der freien Grenz-
fldche, siehe Abschnitt 4.4.4, zeigt sich, dafl die thermische Grenzschichtdicke nahe der
Kontaktlinie nahezu verschwindet. Somit kénnen Wechselwirkungen zwischen Kruste
und Bodenplatte wegen der ebenfalls verschwindenden Krustendicke vernachlissigt

werden.

e Die Dicke d der entstehenden Kruste ist wegen Pr > 1 sehr diinn, d.h. die Kruste kann
als Membran betrachtet werden. Zur Beschreibung der mechanischen Eigenschaften

konnen Biegemomente und Querkriifte vernachlissigt werden (Axelrad 1983).

e Zur Vereinfachung des Problems sollen Effekte durch elastische Dehnung der Kruste
tangential zur freien Grenzfliche bei der Betrachtung des kinematischen Einflusses der
Kruste auf die darunterliegende Ausbreitungsstromung vernachléssigt werden. Dies

fiihrt fir reaktorspezifische Anwendungen zu einer konservativen Abschétzung des
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Krusteneinflusses an der freien Grenzfliche. Zur Berechnung der Dehnungen wire die
Kenntnis der exakten Krustendicke d erforderlich. Dies setzt zum einen die Losung
des Temperaturfeldes voraus und zieht zusétzlich die Kopplung von Geschwindigkeits-

und Temperaturfeld nach sich.

6.1 Ausbreitungsszenarien

Je nach Zuspeisung der fliissigen Schmelze kénnen zwei mogliche Ausbreitungsszenarien be-
obachtet werden. Diese unterscheiden sich im wesentlichen durch die kinematischen Rand-

bedingungen an der Kruste, vergleiche Abbildung 6.1:

e Modell 1 - fixierte Krusten: Die Zuspeisung durch eine linienférmige Quelle in der
Bodenplatte fithrt zu einer symmetrisch zur z-Achse verlaufenden Ausbreitung der
Schmelze. Als Sonderfall gehort hierzu auch die Ausbreitung eines konstanten Vo-
lumens « = 0. Durch die Symmetrie zur z-Achse erfihrt die Kruste an der freien
Grenzflache bei = 0 keine resultierende Scherkraft durch die Schmelze. Durch die
symmetrische Verteilung aller auf die Kruste wirkenden Effekte ist die Horizontalge-
schwindigkeit der Kruste an der Stelle x = 0 stets Null, d.h sie ist an dieser Stelle
horizontal fixiert. Die Bildung neuer Kruste erfolgt nahe der Kontaktlinie x — a(t),
wo heifle Schmelze unter der schon vorhandenen Kruste austritt und aufgrund der

vorgegebenen thermischen Randbedingungen erstarrt.

e Modell 2 - freischwimmende Krusten: Die Zuspeisung parallel zur Bodenplatte fiihrt
im Gegensatz zum vorigen Modell zu einer bewegten Kruste. Weder an der Stelle x = 0
noch nahe der Kontaktlinie 2 — a(7) kommt es zu einer Wechselwirkung zwischen
Kruste und Umgebung. Es handelt sich somit um eine freischwimmende Kruste. Die
Geschwindigkeit der Kruste wird durch die Verteilung der Schubspannungen an der
Kruste bestimmt. Durch die fehlende Wechselwirkung Kruste-Umgebung sind die
Enden der Kruste kréftefrei. Unter diesen Voraussetzungen erfolgt die Bildung neuer
Kruste an der Stelle = 0. Durch die Geschwindigkeitsverteilung in der Schmelze
wird sich eine Krustengeschwindigkeit u. > a(t) einstellen, d.h ein festes Partikel
auf der Kruste erreicht in endlicher Zeit die Kontaktlinie a(7). Nahe der Kontaktlinie
verschwindet die Kruste mit der dort verschwindenden thermischen Grenzschichtdicke,
siehe Abschnitt 4.4.4.
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Modell 1 - fixierte Krusten:
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Modell 2 - freischwimmende Krusten:
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i d h(x,t)
- T To<Ty<T, lg
— T
v O
—_—>
—_—> TO
—_—>
X
0 a(t)

Abbildung 6.1: Mégliche Ausbreitungsszenarien fiir Schmelzen grofier Prandtl-Zahl.

6.2 Kinematische und dynamische Randbedingungen

An der Bodenplatte, siche Abbildung 1.3, gilt die Haftbedingung
X, Z=0: U=W=0 . (6.1)

Wichtigstes Unterscheidungsmerkmal zwischen der Ausbreitung mit und ohne Krustenein-

flul an der freien Grenzfliche ist die Haftbedingung
X, Z=HX,7): U=U,. |, (6.2)

der flissigen Schmelze an der erstarrten Kruste, vergleiche Gleichung (3.11). Zur weiteren
Beschreibung der kinematischen Verhiltnisse an der Kruste ist ein Zusammenhang zwischen
der horizontalen Krustengeschwindigkeit U, und dem Profil der freien Grenzfliche H (X, 7)
notwendig.

In dimensionsbehafteten GroBen zeigt Abbildung 6.2 Profile der freien Grenzfliche h(x,t)

zu zwei verschiedenen Zeitpunkten. An der Stelle x = 0 bilden sich Krusten mit einer
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lo
N

h(x,t + 0F)

Abbildung 6.2: Kinematische Bedingungen der Kruste.

Krustenbildungsrate v(¢). Wegen der Vernachlissigung elastischer Dehnung der Kruste gilt

fiir die Lénge s zwischen # = 0 und einem festen Punkt auf der Kruste

s:/\/l—l-hidx*
0

Fir die Krustenbildungsrate gilt

ds

o) = =

o = St + U Sy

Hieraus ergibt sich durch Auflésen nach u, und Einfiihren dimensionsloser Gréfien (2.6-2.10)

fiir die horizontale Geschwindigkeitskomponente U, eines festen Punktes auf der Kruste

1 HxHx,
UC = — € . 63
1+ (EHX ( / \/ 1+ EHX ) ( )

Fiir die kinematische Grenzflichenbedingung, vergleiche Gleichung (3.2), gilt
X, Z=H(X,r): W=HxU,+H, . (6.4)

Zusétzlich zu den kinematischen Randbedingungen an der freien Grenzfliche unter dem
Einflu3 einer erstarrenden diinnen Kruste miissen die dynamischen Bedingungen an der
Kruste betrachtet werden. Wegen der diinnen Kruste kénnen sowohl Biegemomente und
Querkrifte normal zur Kruste als auch Trégheitskrifte der Kruste vernachlissigt werden
(Axelrad 1983). In Abbildung 6.3 ist ein Element der Kruste dargestellt. Die tangential
zur Kruste wirkende Kraft f hat eine dhnliche Wirkung wie die Oberflichenspannung o,
siehe Abschnitt 3.1. Jedoch ist der Einflul der Kraft f nicht ausschlieBlich von den lokalen
Bedingungen an der Kruste abhéngig, sondern beinhaltet den integralen Einflul der Schub-

spannungen entlang der Kruste. Durch die Wechselwirkung Kruste-Schmelze herrscht an
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gasformig

Abbildung 6.3: Krafteverhiltnisse an der freien Grenzflédche unter dem Einfluf} einer diinnen

erstarrten Kruste.

der freien Grenzfliche ein Kriftegleichgewicht zwischen der Kraft f tangential zur Kruste,
den Schubspannungen 7 und dem Druck p. Eine Kréftebilanz in normaler und tangen-
tialer Richtung mit o — f(x,t), Gleichungen (3.3,3.4), liefert in dimensionslosen Grofien

(2.6-2.11) mit

_ <
F=- (6.5)

Z=H(X,7):
normal :
262 2
= T Gy (IO W) = U )
X
_¢2 FHxx 7 (6.6)
(1+ (eHx)?)*?
tangential :
1
Fy—=— ((1 — (eHx)*)(Uz + €Wx) — 2 Hx (Uy — WZ)) (6.7)

1+ (eHy)?

An der Bodenplatte und an der freien Grenzfliche folgt aus den Randbedingungen (6.1-
6.4,6.6) fiir separate Lingenskalen ¢ < 1

X,Z=0: U=W=0 , (6.8)
X,Z=H(X,7): U=0, , (6.9)
W =HxU,+H, , (6.10)

P=0 , (6.11)

vergleiche Gleichungen (3.8-3.11).
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Fir die tangential zur Kruste wirkende Kraft F' folgt aus Gleichung (6.7) fiir € < 1, zusam-
men mit ds/lg = /1 + (eHy)?dX,
X
F(X,7) — F(0,7) :/UZ(X, H,7)dX . (6.12)
0
Die verbleibende Unbekannte U, hédngt ab vom betrachteten Ausbreitungsszenario. Unter

der Voraussetzung e < 1 ergibt sich aus Gleichung (6.3)
Ue=V(r) , (6.13)

d.h. die Geschwindigkeit der Kruste ist iiber die Ausbreitungslinge konstant und nur noch

eine Funktion der Zeit.

e Fixierte Krusten (Modell 1): Die Kruste ist fixiert bei X = 0, daraus folgt unmittelbar

~

V=U=0 . (6.14)

e Freischwimmende Krusten (Modell 2): Die Kruste schwimmt frei auf der fliissigen
Schmelze, die Enden sind jeweils kréftefrei, d.h. F(0,7) = F(A,7) = 0. Aus Glei-

chung (6.12) folgt damit
A(7)

/ Us(X,H,7)dX =0 |, (6.15)
0
als notwendige Bedingung zur Bestimmung von U.. Die Geschwindigkeit U, stellt sich
als Teil der Losung derart ein, daf3 das Integral {iber die Schubspannungen entlang

der Kruste verschwindet.

6.3 Geschwindigkeits- und Druckfeld

Fiir den Druck ergibt die Integration der vertikalen Impulsgleichung (2.23) zusammen mit

Gleichung (6.11)

eRe
P= F—T(H -7Z) . (6.16)

Die zweifache Integration der horizontalen Impulsgleichung (2.22) ergibt unter Berticksich-
tigung der Randbedingungen (6.8,6.9) fiir die Horizontalgeschwindigkeit

U eRe 9
U—ﬁZ+EHX(Z —-HZ) . (6.17)

Aus der Kontinuitétsgleichung (2.21) folgt mit Gleichung (6.8) fiir die Vertikalgeschwindig-

keit
_ UCHX 2 ERe 2 2
W= 28+ o ZPBHY + Hxx(3H —22)) (6.18)
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Durch Einfithren der Stromfunktion U = ¥z, W = —WU x folgt

g Ue o, cRe

= HyZ?(27 —3H) . 1
2H 12Fr X ( 3H) (6.19)

6.4 Evolutionsgleichung fiir H(X,7)

Die Geschwindigkeiten U und W, die Stromfunktion ¥ sowie der Druck P hingen noch von
der unbekannten Schichthéhe H(X,7) ab. Analog zu Abschnitt 3 ist zur Bestimmung von

H(X,7) die Losung einer Evolutionsgleichung notwendig.

Die Substitution der Vertikalgeschwindigkeit W, Gleichung (6.18), in der kinematischen
Grenzflichenbedingung (6.10) fithrt auf die Gleichung

1 eRe 3
Hr + 3UHx = T (H HX)X =0 (6.20)

zur Bestimmung der Unbekannten H (X, 7). Die Rand- und Integralbedingungen fiir das
Volumen (2.26), den Volumenstrom (2.28) und die Position der Kontaktlinie (2.29) ergeben

X=0: %UCH - ff;rmﬂx = aCyr™ ! | (6.21)

X > A7) : H=0 , (6.22)
A(r)

/ HdX = Cyr® . (6.23)

0

Zusammen mit den Gleichungen (6.14-6.15) zur Bestimmung von U, ist das Problem voll-

stdndig beschrieben.

Im Vergleich zur Evolutionsgleichung (3.16) der isothermen Ausbreitung handelt sich es bei
Gleichung (6.20) um eine nichtlineare Konvektions-Diffusionsgleichung durch den zusétzli-

chen Term 1/2U.H x. Er charakterisiert den Einfluff der Kruste an der freien Grenzfliche.

6.4.1 Ahnlichkeitstransformation

Mit Hilfe einer Ahnlichkeitstransformation liBt sich Gleichung (6.20) in eine gewdhnliche
Differentialgleichung iiberfithren. Diese kann fiir spezielle Werte o = 0,4/3 analytisch
gelost werden. Fiir allgemeine Werte von « kommt ein numerisches Verfahren analog zu
Abschnitt 3.3.1.2 zum Einsatz. Basierend auf der Ahnlichkeitstransformation des isother-

men Problems, sieche Abschnitt 3.3.1, folgt

H(X,7) = OB H(n/ny) (6.24)
mit
= X mBen/s (6.25)
Co
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Fir die Krustengeschwindigkeit U, gilt

3a+1

5 CUCQnNT(3a_4)/5 . (6.26)

U. = CoA =

Die Konstante Cs kennzeichnet das Verhéltnis von Krustengeschwindigkeit U, zur Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit A.
Fiir Gleichung (6.20) ergibt sich damit unter Verwendung der Konstanten (3.27,3.28) in der

normierten Koordinate

=L, 0<e<1 (6.27)
NN
. 12 4 - -4 - 2, ~
(H?He)e + a; ¢H, — 80‘5 - 6“; CoHe =0 . (6.28)
Aus den Randbedingungen (6.21,6.22) folgt
. 6+ 2 - 4o
£=0: H®H¢-— Col = ——x (6.29)
N
E=1: H=0 . (6.30)
Fiir ny ergibt die Integralbedingung (6.23)
-3/5

1
N = (/ﬁdé) : (6.31)

Aus den Gleichungen (6.14,6.15) folgt zur Bestimmung der Konstanten Cly:

e Fixierte Krusten (Modell 1):
Cy=0 (6.32)

e Freischwimmende Krusten (Modell 2):

1
/<6a+2%+ﬁ1’ﬁ> dE=0 . (6.33)
0

15

6.4.1.1 Analytische Lésungen fiir H ()
In Anlehnung an Abschnitt 3.3.1.1 dient zur Losung von Gleichung (6.28) der Losungsansatz
H(E) =c(1-¢%" . (6.34)

Fiir spezielle Werte von a und C ergeben sich zwei analytische Losungen,

- 6\ 1/3 o\ 1/3
a=0,0,=0: H:<g) (1—-¢&%) , (6.35)
43 o al/3 (1 \1/3
a=3.C=5:  H=3Pa-g9 (6.36)
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Gleichung (6.35) beschreibt die freie Grenzfléache bei der Ausbreitung eines konstanten Vo-
lumens mit fixierter Kruste (Modell 1, siehe Seite 75). Im Gegensatz dazu stellt Gleichung
(6.36) die Losung fiir eine freischwimmende Kruste (Modell 2, siehe Seite 75) mit V oc 74/3
dar.

6.4.1.2 Numerische Losung fiir H(¢)

Fir beliebige Werte o mufl Gleichung (6.28) numerisch gelost werden. Zur Losung wird
das in Abschnitt 3.3.1.2 beschriebene Shooting-Verfahren verwendet. Fiir das resultierende

Anfangswertproblem ergibt sich mit &4, — 1

H (Emaz) = (1 = &ma)? (6.38)
~ C _
Hﬁ(&maw) = _g (1 - gmaw) 2/3 . (639)

Der Shooting-Parameter ¢ wird durch die Bedingung

_6a+2
5

1
H(0)*H(0) CLH(0) = —da / dde | (6.40)
0

festgelegt. Die Konstante Cy erhilt fur fixierte Krusten (Modell 1) den Wert Cy = 0,
Gleichung (6.32), oder wird fiir den Fall der freischwimmenden Kruste (Modell 2) iterativ
aus Gleichung (6.33) bestimmt.

6.4.1.3 Approximation fiir H (&)

Zur Losung von Gleichung (6.28) bieten sich neben exakten analytischen und numerischen

Losungen auch approximative Losungen an. Eine Entwicklung der Form

HE) =d1 - (1+di(1- &) +d(1-¢)?) (6.41)
liefert
1/3
q = (g(Z—Cg)(3a+l)> , (6.42)
a4 = so — 4 , (6.43)

12(2 — C2)(3ar + 1)

—153a2 + 288 — 112
dy = . 6.44
2 1008(2 — C3)?(3ar + 1)2 (6.44)

Fiir Co = 0 stimmen d; und dy mit dem Koeffizienten von Gleichung (3.36) iiberein. Le-
diglich der fithrende Term unterscheidet sich und beinhaltet den Einflu der Kruste an
der freien Grenzfliche. Fir o = 4/3 und Cy = 3/2 geht die approximative Losung in die
analytische Losung (6.36) tiber.
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6.5 Ergebnisse

Fiir die Ausbreitung einer viskosen Schmelze unter dem Einflul einer erstarrenden Kruste
an der freien Grenzfliche stellt, wie auch in Abschnitt 3.4 und 5.8, die Losung der Funktion
H(X,7) das zentrale Problem zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes dar. Im Gegen-
satz zur Ausbreitung unter dem Einfluf} einer Bodenkruste ist hierbei fiir beliebige Werte
von « die Losung fir H(X,7) mittels einer Ahnlichkeitstransformation zu finden. Somit

sind alle weiteren Stromungsgrofien (6.16-6.19) bekannt.

6.5.1 Position der freien Grenzfliche - H(X,7)

Analog zu Abschnitt 3.4 gliedert sich die &hnliche Losung der Evolutionsgleichung (6.20) in
zwei Teile. Durch die Ahnlichkeitstransformation entsteht eine gewéhnliche Differentialglei-
chung in der normierten Ahnlichkeitsvariable ¢. Diese Losung ist zum einen abhingig vom
Parameter «, der den Typ der Ausbreitungsstromung charakterisiert, zum anderen von der
Losung der Konstanten Cy, siehe Gleichungen (6.32,6.33), die den Einflul der Kruste an der
Grenzfliche beschreibt. Durch die Riicktransformation in X, 7-Koordinaten geht schliellich

der Einfluf} der dimensionslosen Kennzahlen ¢, Re, F'r in die Losung ein.

6.5.1.1 Ldsung fiir H(¢)

In den Abbildungen 6.4 und 6.5 sind die Lésungen fiir die Funktion H (€) fiir fixierte Krusten
(Modell 1) und freischwimmende Krusten (Modell 2) dargestellt.

Fiir fixierte Krusten (Modell 1) ist die Ubereinstimmung zwischen der numerischen Losung,
sieche Abschnitt 6.4.1.2, und der Approximation (6.41) fiir a > 0 sehr gut. Fiir den Wert
o = 0 fithrt die verwendete Ansatzfunktion fiir H(¢), Gleichung (6.41), zu einer leichten
Abweichung fiir ¢ — 0. Die Ubereinstimmung zwischen der numerischen Losung und der

analytischen Losung (6.35) fiir v = 0 verifiziert das verwendete numerische Verfahren.

Fir freischwimmende Krusten (Modell 2) zeigt sich fiir & > 0 ebenfalls eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen der Approximation (6.41) und der numerischen Lésung. Fiir
a = 0 fiithrt die Ansatzfunktion (6.41) fiir £ < 1 zu einer deutlichen Abweichung im Vergleich
zur numerischen Losung. Die Ubereinstimmung von numerischer Losung und analytischer
Losung (6.36) fiir den Fall a = 4/3 verifiziert auch fiir diesen Fall das numerische Verfahren,
siehe Abschnitt 6.4.1.2.

Die Losung fiir die Konstante Co, die das Verhiltnis der Krustengeschwindigkeit U, zur
Ausbreitungsgeschwindigkeit A(7) darstellt, folgt fiir den Fall freischwimmender Krusten

aus Gleichung (6.33). Fixierte Krusten haben die triviale Losung Cy = 0 und sollen in
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Abbildung 6.4: Losung fiir H(¢), fixierte Krusten (Modell 1).
Parameter : o =0,1,4/3,2.
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Abbildung 6.5: Lisung fiir H(€), freischwimmende Krusten (Modell 2).
Parameter : a« =1/2,1,4/3,2.
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Abbildung 6.6: Losung fir Cy, freischwimmende Krusten (Modell 2).

diesem Abschnitt nicht betrachtet werden. In Abbildung 6.6 sind die Ergebnisse basierend
auf der numerischen Losung fir H(€), siehe Abschnitt 6.4.1.2, sowie die Ergebnisse fiir
die approximative Losung fiir H(¢), Gleichung (6.41), dargestellt. Fiir a < 1/2 wird die
Geschwindigkeit der Kruste durch die approximative Losung (6.41) im Vergleich zur nume-
rischen Losung leicht iiberschitzt, wihrend fiir 1/2 < o < 2 eine gute Ubereinstimmung

zwischen beiden Losungen besteht.

Letzte Klarheit iiber den EinfluB der Kruste an der freien Grenzfliche auf den Frontfort-
schritt liefern die Ergebnisse fiir den Wert 7y, den horizontalen Lingenmafstab der dhn-
lichen Losungen. In den Abbildungen 6.7 und 6.8 sind die Ergebnisse fiir die beiden be-
trachteten Ausbreitungsmodelle zusammengefafit.  Fiir fixierte Krusten (Modell 1) zeigt
die approximative Losung (6.41) fiir a > 0 eine sehr gute Ubereinstimmung mit der nume-
rischen Losung. Die Werte fiir ny mit Krusteneinflul liegen deutlich unterhalb der Werte
fiir ny ohne Krusteneinflufi. Dies zeigt den hemmenden Einflufl der erstarrten Kruste an
der freien Grenzfliche, der zu einer Reduzierung von 7y und somit zu einer Verlangsamung
der Ausbreitungsgeschwindigkeit fithrt. Im Fall freischwimmender Krusten (Modell 2) ist
der Einflu} der Kruste in zwei Bereichen unterschiedlich. Aus der Definition des Wertes
nn, Gleichung (3.26,6.31), zeigt sich zusammen mit den Gleichungen (3.36,6.41), dafl das

Verhéltnis
JIN,mitKruste (2(2 — 02))—1/5
TIN,ohneKruste

, (6.45)
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Abbildung 6.7: Losung fiir ny, fixierte Krusten (Modell 1).
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Abbildung 6.8: Losung fiir iy, freischwimmende Krusten (Modell 2).
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bestimmend fiir die Wechselwirkung Kruste-Ausbreitungsgeschwindigkeit ist. Fiir Cy = 3/2
verschwindet der Einflufl der Kruste an der freien Grenzfliche auf die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Schmelze. Dies entspricht dem Fall o = 4/3, siehe Gleichung (6.36). Fiir Werte
Cy < 3/2 (o < 4/3) fiihrt die Wirkung der Kruste zu einer Reduzierung der Ausbreitungs-
geschwindigkeit, wihrend fiir Cy > 3/2 (o > 4/3) die Ausbreitungsgeschwindigkeit durch

die Kruste an der freien Grenzflache leicht erhoht wird.

6.5.1.2 Lésung fiir H(X, 1)

Der Einfluf} einer erstarrenden Kruste an der freien Grenzflache soll fiir fixierte und frei-
schwimmende Krusten anhand der Profile H(X,7) und der Position der Kontaktlinie A(7)

fiir zwei typische Fille diskutiert werden.

Der Ansatz (6.24) fiir die Ahnlichkeitstransformation der Gleichung (6.20) liefert zusammen
mit den Lingenskalen (3.27, 3.28) und dem Ansatz (6.25) fiir die Ahnlichkeitsvariable 7

1/5 1/5
HX,7) = (@) " cass 21 v <3FT> / X . (6.46)
eRe VN eRe 7—(3a+1)/50‘3//577N
fiir die Position der Kontaktlinie ergibt sich
R 1/5
A = (5pe) O Pmwroervle (6.47

Der Einflufl der Kruste an der freien Grenzfliche ist in ny enthalten.

Abbildung 6.9 zeigt fiir den fiir fixierte Krusten (Modell 1) typischen Fall a = 0 zwei Profile
H(X,7) zu den Zeitpunkten 7 = 5,20 zusammen mit der Position der Kontaktlinie A(7).
Zum Zeitpunkt 7 = 20 entspricht das Profil H(X,7) unter dem Einflufl der Kruste exakt
dem Profil H (X, 7) ohne Krusteneinfluf zum Zeitpunkt 7 = 5. Dies bedeutet, daf die Form
des Profils H(X, 7) fiir « = 0 vom Einfluf der Kruste an der freien Grenzfliche unberiihrt
bleibt. Anhand des Verlaufs der Kontaktlinie A(7) wird allerdings der hemmende Einfluf}
auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit deutlich.

Fiir den technisch relevanten Fall o = 1 zeigt Abbildung 6.10 Profile fir H(X,7) sowie
die Position der Kontaktlinie A(7) unter dem Einfluf§ freischwimmender Krusten an der
freien Grenzfliche (Modell 2) zum Zeitpunkt 7 = 5,20. Es zeigt sich ein verschwindend
kleiner Einflufl der Kruste auf die Ausbreitung der Schmelze. Sowohl die Position der
freien Grenzfliche als auch die Position der Kontaktlinie &ndern sich durch die Kruste nur
unmerklich. Einen genaueren Einblick zur Wechselwirkung Kruste-Ausbreitung gibt hierzu

die Analyse des Geschwindigkeitsfeldes im folgenden Abschnitt.
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Abbildung 6.9: Losung fir die Kontaktlinie A(7) und die Position der freien Grenzfliche
H(X,7), fixierte Krusten (Modell 1), 7 = 5, 20.
Parameter: a =0, e =0.01, Re=1, Fr =0.01, Cy = 1.

6.5.2 Geschwindigkeitsfeld

Details zum Einflufl der Kruste an der freien Grenzfliche zeigen Geschwindigkeitsprofile der

beiden Geschwindigkeiten U und W.

Abbildung 6.11 zeigt typische Geschwindigkeitsprofile fiir fixierte Krusten (Modell 1). Durch
die Haftbedingung an der Kruste, Gleichung (6.9), ergibt sich zusammen mit Gleichung
(6.14) eine Poiseuille Stromung zwischen der Kruste und der Bodenplatte. Die dadurch
entstehende viskose Grenzschicht an der freien Grenzfliche fithrt zu zusétzlicher viskoser
Reibung in der Schmelze und bedingt dadurch einen drastischen Abfall der Ausbreitungs-
geschwindigkeit, sieche Abbildung 6.9. Die Vertikalgeschwindigkeit W stimmt fiir den Son-
derfall einer fixierten Kruste (U, = 0) mit der Geschwindigkeit der freien Grenzfliche H,

iiberein, siehe Gleichung (6.10).
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Abbildung 6.10: Losung fiir die Kontaktlinie A(7) und die Position der freien Grenzfliche

H(X, ), freischwimmende Krusten (Modell 2), 7 = 5, 20.
Parameter: a =1, e =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.

Der unterschiedliche Einflufl der Kruste an der freien Grenzflache fiir den Fall freischwim-
mender Krusten (Modell 2) wird anhand der beiden Abbildungen 6.12 und 6.13 deutlich.
Fir a = 1 stellt sich an der Stelle X = 0,Z = H ein positiver Geschwindigkeitsgradient
Uz > 0 ein, d.h. die Schmelze wird durch die Einwirkung der Kruste beschleunigt. Im
Gegensatz dazu ist nahe der Kontaktlinie fiir X = 0.9A4, Z = H die Situation umgekehrt.
Durch den negativen Gradienten Uz < 0 kommt es dort zu einer Verzogerung der Schmelze.
In der Summe fiihrt die Verteilung der Schubspannungen an der Kruste zu einer Verlangsa-
mung der Ausbreitung, siche Abbildung 6.8 zusammen mit Gleichung (6.47). Fiir den Fall
a = 2 stellt sich die umgekehrte Wirkung der Kruste auf die Schmelze ein. Fiir X — 0 wird
die Schmelze durch die Einwirkung der Kruste an der freien Grenzfliche verzogert (U, < 0),
wéhrend nahe der Kontaktlinie beschleunigende Kréfte auf die Schmelze wirken (Uz > 0).

Die Verteilung der Schubspannungen an der Kruste fiihrt in diesem Fall zu einer leichten
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Abbildung 6.11: Geschwindigkeiten U, W, fixierte Krusten (Modell 1), 7 = 5.
Parameter: a =0, e =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.

90



Beschleunigung der Ausbreitung, siehe Abbildung 6.8 zusammen mit Gleichung (6.47).

Die durch die Schubspannungen an der Kruste hervorgerufene Krifteverteilung innerhalb
der Kruste, siehe Gleichung (6.12), ist in den Abbildungen 6.14 und 6.15 dargestellt. Fiir
fixierte Krusten (Modell 1), Abbildung 6.14, stellen sich ausschlieBlich Zugkrafte in der
Kruste ein. Sie erreichen ihr Maximum an der Stelle X = 0. Aus einem Vergleich der
Amplitude ist zu erkennen, daf} die Riickwirkung Kruste-Schmelze fiir dieses Modell weit
grofer ist, als es sich fiir den Fall der freischwimmenden Kruste (Modell 2) darstellt, siehe
Abbildung 6.15. Die Forderung nach kriiftefreien Enden, Gleichung (6.15), fithrt fiir frei-
schwimmende Krusten zu kleineren Amplituden der Kraft F'. Zudem zeigt sich fiir den Wert
a = 4/3, da die Kruste iiber die gesamte Linge kréftefrei ist und deshalb kein Einfluf} auf
die Ausbreitungsgeschwindigkeit zu erwarten ist, vergleiche Abschnitt 6.5.1.1. Fir a < 4/3
herrschen ausschliellich Zugkrifte innerhalb der Kruste. Sie filhren zur Verlangsamung
der Ausbreitung fir a < 4/3. Fiir @ > 4/3 herrschen hingegen Druckkréfte innerhalb der
Kruste. Dadurch bedingt kommt es zu einer Beschleunigung der Ausbreitung. Die in der
Kruste herrschenden Druck- und Zugkréfte fiihren fiir reale Anwendungen zu einem Stabi-
litdtsproblem, denn unter der Voraussetzung diinner Krusten kénnen Druck- und Zugkréfte
nur bedingt ibertragen werden. Beide Effekte werden aber im Rahmen dieser Arbeit nicht

niher betrachtet.

Abschlieflend sind in den Abbildungen 6.16 und 6.17 Stromlinien ¥ = konstant fiir die
beiden Ausbreitungsmodelle dargestellt. Nahe X = 0 zeigt sich fiir den Fall fixierter Kru-
sten (Modell 1) ein dhnlicher Verlauf wie bei der Ausbreitung ohne Krusteneinfluf}, siehe
Abbildung 3.6. Lediglich an der freien Grenzfliche werden die Stromlinien wegen der Haft-
bedingung an der Kruste nach oben ausgelenkt. Fiir freischwimmende Krusten (Modell 2)
zeigen sich fir a = 1,4/3,2 kaum Unterschiede im Vergleich zur Ausbreitung ohne Kru-
ste an der freien Grenzfliche. Die freischwimmende Kruste an der Grenzflache fithrt fir
den Fall @ = 0 jedoch zu deutlich unterschiedlichen Ergebnissen. Die durch die Kruste
induzierte Geschwindigkeit an der Stelle X = 0 fithrt zu einer Anstauung der Schmelze fiir
X &~ 1/2A(7). Dieses Verhalten begriindet letztendlich auch den deutlichen Unterschied fiir
den Wert 7y, sieche Abbildung 6.8, der auf eine langsamere Ausbreitung unter dem Einflufl

einer Kruste an der freien Grenzflache schlieflen 148t.
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Abbildung 6.12: Geschwindigkeiten U, W, freischwimmende Krusten (Modell 2), 7 = 5.
Parameter: a =1, e =0.01, Re=1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Abbildung 6.13: Geschwindigkeiten U, W, freischwimmende Krusten (Modell 2), 7 = 5.
Parameter: a =2, ¢ =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Abbildung 6.14: Kraft F, fixierte Krusten (Modell 1), 7 = 5.
Parameter: ¢ = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Abbildung 6.15: Kraft F, freischwimmende Krusten (Modell 2), 7 = 5.
Parameter: ¢ =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Abbildung 6.16: Stromlinien ¥ = konstant, fixierte Krusten (Modell 1), 7 = 5.

Parameter: ¢ = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befafit sich erstmalig in einer vorwiegend analytischen Betrachtungs-
weise mit der Ausbreitung schlecht wérmeleitender Schmelzen unter dem Einflul erstarren-
der diinner Krusten. Die Arbeit gliedert sich in eine separate Betrachtung der Phinomene
durch Krustenbildung auf einer horizontalen Bodenplatte und durch Krustenbildung an der
freien Grenzflache zwischen Schmelze und dem umgebenden Gas. Ziel der Untersuchungen
ist die Wechselwirkung zwischen der Ausbreitung der Schmelze und der gleichzeitigen Kru-
stenbildung. Dies ermdglicht die Simulation erstarrender Krusten durch einfache analytische

Modelle und andererseits eine Verifizierung numerischer Computercodes.

Charakterisiert wird das Problem der nichtisothermen Ausbreitung erstarrender viskoser
Schmelzen durch die Reynolds-Zahl Re, die Froude-Zahl F'r, die Prandtl-Zahl Pr und ein
Langenverhaltnis e. Fiir das Volumen der Schmelze gilt V' o« 7%. Typische Ausbreitungs-
probleme werden durch verschiedene Exponenten « charakterisiert. So fithrt « = 0 zur
Ausbreitung eines konstanten Volumens, wihrend o = 1 den technisch relevanten Fall der

Ausbreitung einer Schmelze bei konstantem Volumenstrom darstellt.

Die Losung des Geschwindigkeitsfeldes erfolgt mittels einer Diinnschichtapproximation fiir
eine durch Schwer- und Reibungskréfte dominierte Ausbreitung. Der Einflu von Kapil-
larkréften kann bei dieser Betrachtung vernachlissigt werden. Hieraus resultieren analy-
tische Losungen fiir die Geschwindigkeitskomponenten U und W sowie fiir den Druck P,
welche durchweg von der Position der freien Grenzfliche H (X, 7) abhingen. Zur Bestim-
mung von H (X, 7) ist die Losung einer nichtlinearen Evolutionsgleichung notwendig. Fiir
den isothermen Fall sowie fiir die Ausbreitung unter dem Einfluf} einer Kruste an der freien
Grenzfliche ist die Losung fiir beliebige Werte o mittels einer Ahnlichkeitstransformation
moglich. Fiir die Ausbreitung unter dem Einflu} einer Kruste an der Bodenplatte existie-
ren lediglich fir o = 7/4 ahnliche Losungen. Fir « # 7/4 erfolgt die Losung mittels eines

numerischen Verfahrens ('method of lines’).
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Autbauend auf dem Geschwindigkeitsfeld erfolgt die Losung des Temperaturfeldes fiir Pr >
1. Die Behandlung des Temperaturfeldes erfolgt quasistationir. Diese Approximation fiihrt
fiir den betrachteten Parameterbereich zu einer Uberschitzung der thermischen Grenz-
schichtdicke um bis zu 20%. Beziiglich einer reaktorspezifischen Anwendung stellt dies eine
konservative Betrachtung nichtisothermer Effekte auf die Ausbreitung der Schmelze unter
dem Einfluf} erstarrender Krusten dar. Mittels einer angepafiten asymptotischen Entwick-
lung und einer Ahnlichkeitstransformation wird fiir eine isotherme Randbedingung an der
Bodenplatte und eine adiabate Randbedingung an der freien Grenzfliche eine analytische
Losung fiir das Temperaturfeld ohne Krusteneinflu gefunden. Fiir allgemeine thermische
Randbedingungen, sowohl an der Bodenplatte als auch an der freien Grenzfliche, erfolgt die
Loésung des Temperaturfeldes mittels eines numerischen Verfahrens ("method of lines’). Der
Vergleich zwischen numerischer und analytischer Losung zeigt eine sehr gute Ubereinstim-
mung. Die Losung des Temperaturfeldes zeigt fiir schlecht wirmeleitende Schimelzen mit
Pr > 1 diinne thermische Grenzschichten an der Bodenplatte und an der freien Grenzflache.
Diese Ergebnisse dienen als Ausgangsbasis zur Modellierung erstarrender Krusten.

Bei der Modellierung einer erstarrenden Kruste an der Bodenplatte wird die Kruste durch
die Schmelzisotherme © = Og festgelegt. Die Freisetzung der Latentwirme ist fiir die
betrachteten Schmelzen von untergeordneter Bedeutung und kann deshalb vernachléssigt
werden. Die analytische Losung des Temperaturfeldes liefert einen analytischen Zusammen-
hang zwischen der Position der freien Grenzfliche H (X, 7) und der Position der erstarrten
Kruste S(X,7). Durch ein iteratives Verfahren wird der zunichst vernachlissigte isolie-
rende Effekt der Bodenkruste korrigiert. Nach ¢ = 5...10 Iterationsschritten wird eine
konvergierte Losung fir die Krustendicke S(X,7) erreicht. Zur Vereinfachung des Pro-
blems werden die Dichte und die Temperaturleitfahigkeit in der fliissigen und festen Phase
jeweils gleich und konstant angenommen.

Fiir Schmelzen mit Pr > 1 ist der Einflul erstarrender Krusten an der Bodenplatte er-
wartungsgeméf schwach. Die Ausbildung der diinnen Bodenkruste fiihrt in erster Linie zu
einer Reduzierung des antreibenden Druckgradienten und damit zu einer Verlangsamung
der Ausbreitung. Fiir grofle Zeiten teilt sich der Einfluf} einer erstarrenden Kruste an der
Bodenplatte in zwei typische Bereiche auf. Fiir @ < 7/4 wichst die Krustendicke S(X, 7)
schneller als die Dicke der Schmelze H (X, 7). Dies fithrt fiir 7 — 0o zu einem Anhalten
der Schmelze. Fir a > 7/4 hingegen wiichst die Krustendicke langsamer und so kommt es
nicht zum Anhalten der Ausbreitung. Die Ergebnisse zeigen neben der Verlangsamung der
Ausbreitung auch eine deutliche Verringerung des in die Bodenplatte iibertragenen Warme-
stroms. Fir eine reaktorspezifische Anwendung liefert die hier vorgestellte konservative
Betrachtungsweise hinsichtlich nichtisothermer Einfliisse auf die Ausbreitung einer erstar-

renden Schmelze wichtige Schliisselstellen fiir eine numerische Simulation der Ausbreitung
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in einer realen Reaktorgeometrie.

Die Modellierung der Ausbreitung einer Schmelze unter dem Einflufl einer erstarrenden
Kruste an der freien Grenzfliche erfolgt entkoppelt von der Lésung des Temperaturfeldes.
Eine Betrachtung der numerischen Losung fiir das Temperaturfeld ohne Krusteneinflufl zeigt
eine diinne thermische Grenzschicht iiber die gesamte Ausbreitungsldnge. Die Modellierung
der Kruste erfolgt deshalb als Membran, d.h. Biegemomente und Querkréfte innerhalb der
Kruste werden vernachldssigt. An der Kontaktlinie verschwindet die thermische Grenz-
schichtdicke génzlich. Deshalb spielt die Wechselwirkung zwischen Kruste und Bodenplatte

eine untergeordnete Rolle.

Bei der Modellierung werden somit in erster Linie die Effekte durch die Anderung der kine-
matischen Randbedingungen an der freien Grenzfliche betrachtet. Die Ausbreitung ohne
Krustenbildung ist gekennzeichnet durch einen schubspannungsfreien Rand an der freien
Grenzflache, wohingegen eine erstarrende Kruste zum Anhaften der fliisssigen Schmelze
fithrt. Bezliglich dieser Wechselwirkung werden zwei Ausbreitungsszenarien betrachtet.
Zum einen die symmetrische Ausbreitung, die zu einer in der horizontalen Richtung fixier-
ten Kruste fiihrt, zum anderen die Ausbreitung unter dem Einfluf} einer freischwimmenden

Kruste.

Fiir die symmetrische Ausbreitung fithrt die Ausbildung einer horizontal fixierten Kruste
an der freien Grenzfliche zu einer deutlichen Verlangsamung der Ausbreitung. Es stellt sich
zwischen Kruste und Bodenplatte ein Poiseuille Profil fiir die Horizontalgeschwindigkeit ein,

welches zur Erh6hung der viskosen Reibung innerhalb der Schmelze fiihrt.

Fiir die freischwimmende Kruste ist der Einflufl auf die Ausbreitung gering. Die Geschwin-
digkeit der Kruste stellt sich aus der Verteilung der Schubspannungen entlang der Kruste
ein. Durch diese mittlere Geschwindigkeit ist der Einflufl der Kruste auf die Ausbreitung
nur schwach. Es zeigen sich zwei typische Bereiche. Fiir v < 4/3 fithrt die Kruste zu einer
Verlangsamung der Ausbreitung, wihrend fiir o > 4/3 die Ausbreitung beschleunigt wird.
Charakteristisch fiir beide Bereiche sind die Krifte in der Kruste. Fiir a < 4/3 herrschen
innerhalb der Kruste nur Zugkriifte, fiir « > 4/3 hingegen Druckkrifte. Der Fall @ = 4/3 ist
durch eine kriftefreie Kruste gekennzeichnet, die zu keiner Beeinflussung der Ausbreitung
fiihrt.

Letztendlich wirft diese Krifteverteilung die Frage nach der Stabilitdt der Kruste auf. So-
wohl Druckkrifte als auch Zugkréfte konnen von diinnen Krusten nur bedingt iibertragen
werden. Ein weiterer Aspekt ist das Verhalten fiir moderate Prandtl-Zahlen mit entspre-
chend groferer Krustendicke. Hier stellt sich die Frage nach dem Einflufl von Querkréften
und Biegemomenten innerhalb der Kruste. Diese Phinomene werden in der vorliegenden

Arbeit nicht betrachtet. Gleiches gilt fiir Effekte wie das Rutschen der Kruste auf der

99



Bodenplatte, oder das Einrollen der Kruste an der Kontaktlinie. Speziell Effekte an der
Kontaktlinie kénnen mit der hier vorgestellten Theorie nicht betrachtet werden, da fiir
diese Betrachtung lokale Bedingungen an der Kontaktlinie beriicksichtigt werden miissen.
Der wegen ¢ < 1,Ca > €? vernachlissigte Drucksprung an der freien Grenzfliiche, zum
einen bedingt durch kapillare Kréfte und zum anderen durch die Wirkung einer erstarrten
Kruste, fithrt zur Reduktion der Ordnung der Evolutionsgleichung. Somit kénnen keine

lokalen Bedingungen an der Kontaktlinie gestellt werden.

Es wird gezeigt, daf die vorliegende Arbeit Antworten auf einige Fragen beziiglich der Wech-
selwirkung zwischen Ausbreitung einer viskosen Schmelze und der Krustenbildung, entwe-
der an der Bodenplatte oder an der freien Grenzfliche, geben kann. Zugleich werden aber
auch neue interessante Fragestellungen aufgeworfen, fiir die im Rahmen der hier benutz-
ten, vereinfachten Theorie keine Losungsmoglichkeit besteht. Hier wire die Hinzunahme
des Drucksprungs an der freien Grenzfliche, mit entsprechender Erh6hung der Ordnung
der Evolutionsgleichung, notwendig oder aber die Beriicksichtigung der elastischen Eigen-
schaften der Kruste. Diese Modifikation der Theorie erscheinen als die wichtigsten, um
eine Ausweitung der Giiltigkeit zu erreichen. Die Ausweitung des Modells auf Schmelzen
kleiner Prandtl-Zahl Pr <1 ist wegen der entkoppelten Losung von Geschwindigkeits- und

Temperaturfeld prinzipiell nicht méglich.
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Anhang A

Giiltigkeitsbereich der verwendeten

Diinnschichtapproximation

Wegen der zeitlich variierenden Zustromung (2.28) ist die Giiltigkeit der verwendeten Diinn-
schichtapproximation, Abschnitt 2.3, durch die Vorgabe eRe = h3ug/lopr < 1 noch nicht
eindeutig bestimmt, denn die Skalierungsgrofien hg, lg, ug beziehen sich auf einen typischen
Zeitpunkt t9. Durch den zeitlich verdnderlichen Volumenstrom &ndert sich gegebenenfalls
die Gréflenordnung einzelner Terme. Somit ist eine Abschétzung des Giiltigkeitsbereichs un-
umgénglich. Der Einflufl der zeitabhéngigen Zustrémung auf die gewéhlte Diinnschichtap-

proximation soll deshalb ndher untersucht werden (Huppert 1982).

In dimensionsbehafteten Groflen ergibt sich fiir den antreibenden Druckgradient

pe = (0 — 0g)ghs . (A.1)

Fiir den integralen Antrieb in einem Volumen b [§' h dz = bqt® ~ bha der Tiefe b, Gleichung
(2.25), folgt mit u ~ a/t und p > g, fiir die Druckkraft

F, ~ ogh?b ~ 09q®a™ 2t . (A.2)
Die integrale Trégheitskraft wird zu
F; ~ ou®hb ~ 0qat®~%b (A.3)

aus der liber die Ausbreitungsfléiche integrierten Wandschubspannung folgt fiir die integrale

viskose Widerstandskraft

F, ~ ,uu%b ~pg a3t (A.4)
Aus F,/F, ~ 1, Gleichungen (A.2,A.4), folgt fiir die Position der Kontaktlinie
3\ 1/5
olt) ~ (ﬂ) foarss (A5)
v
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und mit ah ~ ¢t%, Gleichung (2.25), ergibt sich fiir die Héhe der Schmelze

2, 1/5
h~<q7> ¢(2a-1)/5 (A.6)

Fiir das Verhéltnis F;/F, ergibt sich aus den Gleichungen (A.3-A.5)

4\ 1/5
gw(_;f) fda=T)/5 (A7)

In dimensionsloser Form, Gleichungen (2.10,2.17-2.19,2.27), folgt daraus

Fi ) N5 (4a—1)/5
P (CHFri(eRe)®) . (A.8)
Fir
Fy
7 <l (A.9)

konnen die Trigheitskrifte gegeniiber den viskosen Kriéften vernachléssigt werden. Aus den
Gleichungen (A.8,A.9) folgt somit fir die Gultigkeit der gewéhlten Diinnschichtapproxima-
tion (2.21-2.24)

a<T/4: 7> (CLFr?(eRe)3)V/(7-40) (A.10)
a=T/4: (CEFr?(eRe)®)P <1 (A.11)
a>T7/4: 1<K (CFFr?(eRe)3)/(T-4e) (A.12)

Fiir die Ausbreitung eines konstanten Volumens verschwindet die Zustrémung von Fluid
an der Stelle z = 0. Somit steht keine von auflen aufgepréigte Geschwindigkeitsskala wg
zur Verfigung. Der Antrieb der Stromung resultiert ausschlieflich aus dem antreibenden
Druckgradient. Aus der Forderung

eRe

— =1 A13

Se=1 (4.13)
siehe Gleichung (2.23), ergibt sich somit
_ hig

a=0: wug lov

(A.14)

Durch diese Festlegung der Geschwindigkeitsskala uy wird die Einhaltung der Groéflenord-
nung O(1) innerhalb der Gleichungen (2.21-2.24) gewéhrleistet.
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Anhang B

Abschiatzung des Fehlers der

quasistationdren Ndherung O, =

Fiir Fragen der nuklearen Sicherheitsforschung liefert die quasistationire N#iherung (4.19)
eine konservative Abschitzung des Einflusses nichtisothermer Effekte auf die Ausbreitung
einer erstarrenden Schmelze. Im folgenden Abschnitt soll der zu erwartende Fehler dieser
Néherung beziiglich der thermischen Grenzschichtdicke d;, abgeschéitzt werden. Betrachtet

wird hierbei

T = 5th,instat : (Bl)
5th,quasi

das Verhiltnis der instationdren zur quasistationiren Grenzschichtdicke.

Lokale Betrachtung

Eine erste qualitative Abschitzung ergibt sich aus Gleichung (2.4)

fiir die Entwicklung einer thermischen Grenzschicht in einer vorgegebenen Strémung. Fiir
ein lineares Geschwindigkeitsprofil u ~ (a/t)(ds,/h), gebildet mit der Geschwindigkeit der
Kontaktlinie a/t, der Héhe der Schmelze h und der thermischen Grenzschichtdicke dy,
ergibt sich mit

T ~ %(TO—TW) , (B.2)
th
uTy +wl, ~ %‘(TO ~Tw) (B.3)
A To — T}
L Ty + Tss) ~ FU-M , (B.4)
0Cp 6th
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fiir die zeitliche Entwicklung der thermischen Grenzschicht

Otht | O K

5 T ht " % (B.5)
Zusammen mit Gleichung (A.6) fiir die Hohe der Schmelze folgt
5o 5 <i)1/5 —(2a+4)/553
th,tOth + | — t O, —k~0 . (B.6)
v
Die Anfangsbedingung lautet
t=0: 65,=0 . (B.7)
Fiir die quasistationédre Losung mit &, ; = 0 folgt aus Gleichung (B.6) direkt
9 \ 1/15
St quasi ~ (%) K 1/34(2a+4)/15 (B.8)

Zur Losung des instationédren Problems (B.6,B.7) bietet sich eine Skalierung der Variablen
zur Abschitzung der Groflenordnung der einzelnen Terme an. Aus Gleichung (4.26) folgt

fur die thermische Grenzschichtdicke

2 dth
o= ——"—+ B.9
7 (lohot/ug)V/? (59)
und mit 6%,/ fiir die Zeit
t
T = ——5—5 77 - B.10
T T (310
In dimensionsloser Form folgt aus den Gleichungen (B.6,B.7)
Otn 20w, + BF NG~ 1 (B.11)
F=0: b6y, =0 |, (B.12)
mit s
(eRePr)_(2a+4)/3
= 1 . B.13
b ( CZFr < ( )
Eine Entwicklung fiir # < 1 ergibt fiir die instationédrer Grenzschichtdicke
St instat ~ V27 — 3 202605y g2 25V2(39 — 8a) F9=8)/10 L (B.14)

17 — 4o (17 — 40)?(3 — )
Diese Losung ist giiltig im Intervall 0 < 7 < 1.
Fiur das Verhéltnis aus instationfrer zu quasistationirer thermischer Grenzschichtdicke
Y, gebildet mit den Gleichungen (B.8,B.14), folgt in X, Z, 7-Koordinaten, Gleichungen
(2.6,2.7,2.10),

1/15
R 1
Yo ~ ﬂ( i > ( 7(7-10)/30

CZFr eRePr)l/6

4/15
20 eRe _ b asays (B.15)
17T —da \C}Fr)  (eRePr)’/? o |

Diese Approximation ist giiltig im Intervall 0 < 7 < (eRePr)'/3.
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Integrale Betrachtung

Eine integrale Betrachtung des Gleichungsresiduums der zeitabhingigen Energiegleichung
(2.24) soll eine quantitative Abschétzung des zu erwartenden Fehlers liefern. Durch Streck-
ung der Ahnlichkeitsvariable (4.60) in Gleichung (4.59) mit

~ @
= B.1

kann die Dicke der thermischen Grenzschicht fiir T, < 1 gestaucht oder fiir T, > 1 gestreckt
werden, siche Abbildung 4.2. Durch Bestimmung der Funktion T, ist damit eine quanti-
tative Abschitzung des Fehlers der quasistationiren Ndherung beziiglich der thermischen

Grenzschichtdicke moglich.

Der Ansatz

~3
O(X,Z,7) = F(g) =1 — %f?ﬂ/?’) , (B.17)

liefert eingesetzt in Gleichung (2.24) das Gleichungsresiduum R der zeitabhéngigen Ener-

giegleichung. Die notwendige Bedingung zur Bestimmung der Funktion T, lautet

094 H

RdZdX =0 . (B.18)
0.14 0
Fir X — 0 und X — A wird streng genommen die Giiltigkeit der dem Temperaturfeld
zugrundeliegenden Diinnschichtapproximation verletzt, deshalb erfolgt die Integration im
Intervall 0.14 < X < 0.9A4.

In Abbildung B.1 ist das mit Ry normierte Gleichungsresiduum R/Ry an der Stelle X =
1/2A(7) fiir verschiedene Werte Y, aufgetragen. Ry ist hierbei das Maximum des Glei-
chungsresiduums R fiir T, = 1. Fiir T, = 0.83 verschwindet der integrale Fehler an der
Stelle X = 1/2A(7). Der Maximalwert des Residuums sinkt auf R/Ry ~ 40%.

Einflufl der quasistationidren Ndherung

Gleichung (B.15) zeigt ein erstes signifikantes Ergebnis. Fiir v = 7/4 wird Tj,, unabhéngig
von 7, Geschwindigkeits- und Temperaturfeld entwickeln sich fiir diesen Fall gleich in der
Zeit, vergleiche Abschnitt 4.4.1. Abbildung B.2 zeigt die Funktion Y, fiir verschiedene
Parameter. s, ist hierbei mit der numerischen Losung der Gleichung (B.11) gebildet.
Fiir alle Werte o gilt im betrachteten Parameterbereich Y5, < 1, d.h. die quasistationére
Naherung liefert eine konservative Abschitzung der thermischen Grenzschichtdicke. Fiir

wachsende Prandtl-Zahlen Pr nimmt Y5, o Pr—1/6 ab.
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Abbildung B.1: Normiertes Gleichungsresiduum R/Ry, X = 1/2A(7), 7 = 5.
Parameter: =1, ¢ =0.01, Re=1, Fr =0.01, Cy =1, Pr = 10000.

0.2 — 0O#&1, Pr= 10000 — 0#7/4, Pr=10000 — 082, Pr=10000
------ 081, Pr=40000 ------ [0#7/4, Pr=40000 ------ [0H2, Pr=40000
5 10 15 20 [

Abbildung B.2: Zeitliche Entwicklung der Funktion Ys,, .
Parameter: ¢ = 0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.
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Abbildung B.3: Zeitliche Entwicklung der Funktion T,.
Parameter: ¢ =0.01, Re =1, Fr =0.01, Cy = 1.

Die zeitliche Entwicklung von T, ist in Abbildung B.3 fiir verschiedene Parameter darge-
stellt. Beziiglich des Parameters « zeigt sich ein zu Abbildung B.2 konsistentes Ergebnis. Es
gilt jedoch fiir alle betrachteten Parameter 1 > Y, > T;,, . Fiir wachsende Prandtl-Zahlen

—1/11 ab. Somit zeigt sich eine schwache Abhingigkeit der Funktion T,

Pr nimmt T, o< Pr
von der Prandtl-Zahl. Begriindet ist der Unterschied zwischen T, und Yj,, in der Behand-
lung des Geschwindgkeitsfeldes. Wéhrend Y;,, ein lineares, in der horizontalen Richtung
konstantes Geschwindigkeitsfeld zugrundeliegt, wird bei der Bestimmung der Funktion T,
das tatséichliche Geschwindgkeitsfeld der Ausbreitungsstromung berticksichtigt. Tj,, ist
deshalb nur als eine erste grobe Abschéitzung anzusehen. Fiir den technisch relevanten Fall
a = 1 liegt die Abschétzung der instationédren thermischen Grenzschichtdicke ca. 20% un-
ter der quasistationdren Losung. Somit ist fiir die quasistationére Losung eine konservative

Abschétzung der thermischen Grenzschichtdicke erreicht.
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Anhang C

Einfluf3l der Latentwarme

Fiir die Ausbreitung fliissiger Schmelzen kann die Freisetzung der Latentwirme unter be-
stimmten Voraussetzungen vernachléssigt werden. Eine Groflenordnungsabschétzung liefert
fiir die durch Warmeleitung tiber die thermische Grenzschichtdicke &y, iibertragene Warme-

menge
t af(t) (T — Tyy)
Qwr ~/ / AW g dt (C.1)
Ot
0 0
Fiir die thermische Grenzschichtdicke dy,, Gleichung (B.8), gilt
5 N\ 1/15
Sy ~ (ﬂ) o 1/34(2a+4)/15
9

Damit folgt fiir die durch Wirmeleitung iiber die thermische Grenzschicht dy, iibertragene

Wirmemenge
o7 1/15
Qwr ~ MT0—TW) <ﬂ> 7o tiH/1s (C2)
ViK
Die im gleichen Zeitraum freigesetzte Latentwérme ergibt sich zu
(Ts — Tw)
QL otnoL a(t
(To — Tw) )
1/15
N ((Ts - TW; oL (92(1121&5) (1la+7)/15 (C.3)
TO - TW v ’

L kennzeichnet die massenspezifische Latentwérme der Schmelze. Fiir das Verhiltnis beider

Anteile resultiert

Qu  (ITs—-Tw) L q'v? 1/15t(4a77)/15 (C.4)
Qwr (To —Tw)? ¢p \ g%k ' '

In dimensionsloser Form, Gleichungen (2.10,2.17-2.20,2.27), folgt daraus

Qr Og

o~ 2 (CHPr(eRe)'Pr) 1 Dt (C.5)
WL
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Die Stefan-Zahl

To — Ty
s = 2o —Tw) (C.6)
L
stellt das Verhaltnis von sensibler Warme zur Latentwirme dar.
Fur
Qo | (C.7)
Qwr

kann die Freisetzung der Latentwirme vernachlissigt werden. Aus Gleichung (C.5) folgt
mit Gleichung (C.7)

O\ 13/(7—40) (741
a<T/d: 7> (E) (CYFr(eRe)3Pr®) , (C.8)
O5 (i 1 2 3,5\ 1/ 1°
a=T/4: = (CVFr (eRe)*Pr ) <1 (C.9)

(CéFT2(6R6)3Pr5)1/(7_4a) , (C.10)

Og 15/(7—4a)
)

a>T/4: 7'<<<—

als ausreichendes Kriterium zur Vernachlissigung der freigesetzten Latentwirme im Ver-
gleich zur durch Wérmeleitung iiber die thermische Grenzschichtdicke d;, iibertragenen

Wiérmemenge.
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Anhang D

Anmerkungen zum verwendeten

numerischen Verfahren

Die numerische Losung des Temperaturfeldes O, siehe Abschnitt 4.3, als auch die numerische
Losung zur Bestimmung der Funktion H, siehe Abschnitt 5.7.2, basiert auf der sogenannten
'method of lines’. Die Idee dieser Methode ist die Uberfithrung einer partiellen Differential-
gleichung in ein System gekoppelter gewdhnlicher Differentialgleichungen das anschliefend
mittels Standardintegrationsverfahren gelost wird. Fiir die Genauigkeit der numerischen
Lésung spielen in erster Linie das verwendete Integrationsverfahren, sowie die Ordnung der

finiten Differenzenapproximation eine Rolle.

Zur Losung des aus der Methode 'method of lines’ resultierenden Differentialgleichungs-
systems wird die Funktion NDSolve des Programmpakets MATHEMATICA verwendet.
Diese Funktion basiert auf einer Adams Predictor-Corrector Methode der Ordnung 1 bis 12
fiir nicht steife Differentialgleichungssysteme, bzw. auf einer Gear Methode der Ordnung
1 bis 5 mittels einer Riickwértsdifferenzenformulierung fiir steife Systeme (Wolfram 1996,
Hindmarsh 1983). Die Auswahl eines der beiden Verfahren erfolgt wiahrend der Losung
des Problems anhand der Steifigkeit des Systems (Petzold 1983). Als Konvergenzkriterium
benutzt NDSolve jeweils den relativen und absoluten Fehler. Die Losung erfolgt typischer-
weise bis zu einer Genauigkeit von 107 fiir den relativen oder absoluten Fehler. Dies wird

durch eine adaptive Anpassung der Schrittweite wiahrend der Rechnung erreicht.
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