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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Stand des Forschungsprojekts

Am Institut fiir Technische Mechanik/Festigkeitslehre wird das Gebiet der
modernen Werkstoffe mit analytischen, numerischen und experimentellen
Methoden untersucht. Besonders durch die Arbeiten von WORTLER (79, 80,
81] und PRINZ [65] wurde es ermdglicht, mit Hilfe der rontgenographischen
Dehnungsmessung an kristallinen Fiillstoffen die interlaminaren Spannun-
gen in Kohlefaserverbunden zu messen. Diese Arbeiten konzentrierten sich
hauptsichlich auf die Messung von Lastspannungen.

Zielsetzung des hier vorgestellten Forschungsprojekts ist es, die bei der Her-
stellung oder durch Umgebungseinfliisse entstehenden Eigenspannungen in
Laminaten aus Kohlefaser-verstirktem Kunststoff experimentell bestimmen
und durch numerische Simulationen berechnen zu kénnen. Dabei wird der
Eigenspannungszustand in Makroeigenspannungen im Verbund und Mikro-
eigenspannungen zwischen den einzelnen Phasen unterteilt.

Die Entstehung der Eigenspannungen wird in Kapitel 2 dargestellt. Ein Schwer-
punkt dieser Arbeit ist die Verwendung eines geeigneten Materialgesetzes zur
Beschreibung des zeit-, temperatur- und spannungsabhéngigen mechanischen
Verhaltens von faserverstirkten Kunststoffen, durch Anwendung des nicht-
linearen viskoelastischen Materialgesetzes nach SCHAPERY, was in Kapitel
3 behandelt wird. In Kapitel 4 wird das makromechanische Verhalten von
Faserverbundwerkstoffen, insbesondere durch die Laminattheorie erldutert.
Dabei wird die klassische Laminattheorie zur Beschreibung nichtlinearer Vis-
koelastizitét erweitert. Kapitel 5 ist ein Exkurs in die Mikromechanik mehr-
phasiger Systeme, basierend auf den Erkenntnissen von ESHELBY und HILL,
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 2

und stellt einen zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit dar. Da zur Messung der
Eigenspannungen in diesem Projekt hauptsdchlich die rontgenographische
Spannungsanalyse verwendet wird, ist es notwendig, das Spannungsiibertra-
gungsverhalten auf die einlaminierten Reflexionspartikel genau zu kennen.
Dieses wird mit der viskoelastischen, selbst-konsistenten Methode berechnet.
Die experimentellen Methoden zum Messen von Eigenspannungen in Lami-
naten werden in Kapitel 6 vorgestellt.

1.2 Einleitung

Faserverbundwerkstoffe sind aufgrund ihrer herausragenden Eigenschaften
ein unverzichtbarer Konstruktionswerkstoff der modernen Leichtbautechnik
geworden. Die hohe spezifische Festigkeit und Steifigkeit fiihrte zum verbrei-
teten Einsatz in der Luft- und Raumfahrttechnik. Ein weiterer interessanter
Aspekt dieser Werkstoffklasse ist die F#higkeit, die Struktur des Werkstof-
fes gezielt den im Betrieb auftretenden Belastungen anzupassen. Die relativ
hohen Herstellungskosten und der im Vergleich zu metallischen Werkstof-
fen noch geringe Erfahrungshorizont stehen der universellen Anwendung zur
Zeit noch im Weg. Ein weiteres Problem ist das Recycling von Verbundwerk-
stoffen. Die Verwendung und Entdeckung neuer technischer Kunststoffe als
Matrixmaterialien 1d8t hier jedoch auf Verbesserung hoffen.

Um das volle Potential von Verbundwerkstoffen ausschopfen zu kénnen, sind
genaue Kenntnisse {iber das mechanische Verhalten des Verbundes und seiner
Bestandteile notig. Weiterhin braucht der Konstrukteur zuverlissige Berech-
nungsverfahren und Konstruktionshilfen, um die Belastung und Festigkeit
eines Bauteils zu ermitteln, ohne eine unnotig hohe Zahl an Prototypen fer-
tigen zu miissen. Gerade die Moglichkeit bei Faserverbundwerkstoffen nicht
nur die duflere Form, sondern auch den inneren Aufbau zu variieren, erfordert
es, in der Konstruktionsphase mit Rechnerunterstiitzung ein nahezu optima-
les Design zu entwerfen. Dieses bereits teilweise optimierte Design kann im
Anschluf daran tiber die (kostenintensive) Fertigung eines Prototyps experi-
mentell iiberpriift und eventuell weiter verbessert werden.

Ein besonders wichtiger Punkt bei der Konstruktion mit Faserverbundwerk-
stoffen sind die im Material aufgrund des Herstellungsverfahrens vorhan-
denen inneren Spannungen (Eigenspannungen). Diese Spannungen ergeben
sich aus den unterschiedlichen Eigenschaften der einzelnen Bestandteile des
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Verbundes und daraus resultierenden, richtungsabhéngigen Eigenschaften ei-
ner Verbundschicht. Diese Eigenspannungen sind sowohl auf der makrosko-
pischen Ebene zwischen den Lagen eines multidirektionalen Laminats, als
auch auf der mikroskopischen Ebene zwischen Fasern und umgebender Ma-
trix vorhanden. Im Gegensatz zu Metallen kénnen diese herstellungsbeding-
ten Spannungen nicht durch eine nachfolgende Wéarmebehandlung abgebaut
werden. Wie spéter gezeigt wird, konnen diese Spannungen jedoch durch eine
sinnvolle Wahl der Herstellungsparameter minimiert werden.

Da die Eigenspannungen im Material mit Spannungen aus dufleren Bela-
stungen additiv {iberlagert werden, ist es unbedingt notwendig, bei der Be-
rechnung und Dimensionierung von Bauteilen aus Verbundwerkstoffen diese
Eigenspannungen mit zu beriicksichtigen. Besonders auf mikromechanischer
Ebene kénnen diese Spannungen eine Mikroschidigung des Materials hervor-
rufen, wodurch die gesamte Festigkeit des Bauteils reduziert wird.

Es werden demnach Berechnungsverfahren benotigt, welche eine zuverléssi-
ge Aussage iiber den im Bauteil vorhandenen Eigenspannungszustand auf
mikro- und makromechanischer Ebene liefern und welche damit auch auf
die besonderen Materialeigenschaften des Verbundes und seiner Bestandteile
eingehen. In Ergidnzung dazu benotigt der Konstrukteur experimentelle Ver-
fahren, die nicht nur eine Aussage iiber den Makroeigenspannungszustand
machen koénnen, sondern auch eine sinnvolle Abschéitzung des Eigenspan-
nungszustandes auf der Ebene der Mikromechanik liefern.



Kapitel 2

Entstehung von Eigenspannung
in faserverstiarkten
Kunststoffen

2.1 Aufbau und Herstellung von faserverstérk-
ten Kunststoffen

Faserverstiarkte Kunststoffe bestehen aus hochfesten, steifen Carbon- oder
Glasfasern, die in einer duroplastischen oder thermoplastischen Polymerma-
trix eingebettet sind. Die Faserverbundwerkstoffe werden meistens in Form
von sogenannten prepreg-tapes verwendet. Dies sind Einzelschichten aus un-
idirektionalen Fasern in einer noch nicht verfestigten (= nicht polymerisier-
ten) Matrix. Diese Prepregs werden auf die gewiinschte Lénge zurechtge-
schnitten und in Lagen mit verschiedenen Orientierungen iibereinanderge-
legt. Diese geschichteten Prepregs werden dann in einem Autoklaven unter
erhohtem Druck und erhohter Temperatur ausgehértet. Die Polymerisation
der Harzmatrix bei faserverstirkten Duroplasten ist ein exothermer Prozef3
und ist mit einer Schrumpfung der Matrix verbunden. Wahrend dieses Vor-
gangs ist jedoch aufgrund der hohen Temperatur die Steifigkeit und die Vis-
kositdt der Matrix sehr gering, so dafl die aus diesen sogenannten chemischen
Eigendehnungen hervorgehenden Spannungen durch Relaxation vermindert
werden.

Nach Ende des Aushértezyklus (cure cycle) 1laBt wird das Bauteil abgekiihlt.
Dabei nimmt die Viskoelastizitéit ab, die Steifigkeit steigt und die Matrix ver-
sucht, sich aufgrund der Abkiihlung zusammenzuziehen. Da der thermische
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Abbildung 2.1: Kontraktionsbehinderung beim Abkiihlen eines multidirek-
tionalen Laminats

Ausdehnungskoeffizient von Carbon-Fasern nahezu Null ist und das Verhal-
ten der Fasern aufgrund ihrer Steifigkeit das Verhalten der Laminatschicht
in Faserrichtung dominiert, zieht sich eine Laminatschicht nur quer zur Fa-
serrichtung zusammen. Besteht ein Laminat aus mehreren Laminae unter-
schiedlicher Orientierung, behindern die Fasern der einen Schicht jeweils die
transversale Kontraktion der anderen Schicht. Diese Kontraktionsbehinde-
rung erzeugt in den Laminatschichten Zugeigenspannungen quer zur Faser-
richtung.

Die Hohe dieser Eigenspannungen ist in der Groflenordnung der Querzugfe-
stigkeit der Laminatschicht und kann bereits die Bildung von Mikrorissen in
der Matrix verursachen, bevor das Bauteil mechanisch belastet wird. Diese
Mikrorisse stellen eine signifikante Vorschidigung dar und begiinstigen die
Schidigung durch Umwelteinfliisse (Feuchtigkeitsaufnahme, Chemikalien).

Es ist demnach offensichtlich, dafl Aushéirtetemperatur und Druck, Aushérte-
zeit, Abkiihlrate und eine eventuelle thermische Nachbehandlung (postcu-
ring) die bestimmenden Parameter der im Material nach der Abkiihlung
vorhandenen Eigenspannungen sind.

Die Entstehung und Auswirkungen herstellungsbedingter Eigenspannungen
bei Faserverbundwerkstoffen wurde erstmals von HAHN & PAGANO [24] und
HAHN [21, 22] ausfiihrlich dargestellt.
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2.2 Chemische Eigendehnungen

Wihrend des Aushiirtevorgangs (cure) kontrahiert ein iibliches Epoxidharz
aufgrund der Polymerisation um durchschnittlich 5% [50]. Da diese Kontrak-
tion bei der Aushértetemperatur stattfindet, wurde in den ersten, grund-
legenden Arbeiten iiber prozefbedingte Eigenspannungen davon ausgegan-
gen, dafl diese Eigenspannungen durch viskoelastische Relaxationsvorgéinge
nahezu vollstindig abgebaut werden ([24], [21]). HARPER ET. AL. haben
jedoch gezeigt, dafl dies nur der Fall ist, wenn das Epoxidharz bei einer Tem-
peratur, die oberhalb der Glasiibergangstemperatur T liegt, ausgehértet
wird [26]. Bei einem Harz (Hercules 3502), welches bei 180°C' unterhalb der
Glasiibergangstemperatur T = 230°C' ausgehértet wurde, betrug der Anteil
der chemischen Eigenspannungen nach geometrisch restringierter Abkiihlung
auf Raumtemperatur 30 %.

Zur Bestimmung der Auswirkungen der chemischen Eigendehnung ist dem-
nach die genaue Kenntnis der Materialkennwerte wihrend des Aushértevor-
gangs notwendig. Da die Polymerisation ein exothermer Vorgang ist, kann
der Polymerisationsgrad (degree of cure) « als Verhiltnis von freigesetzter
Wirme H (t) zur gesamten Reaktionswirme H, definiert werden:

(2.1)

Die freigesetzte Wirme wéihrend der Reaktion wird iiblicherweise iiber ein
Differential Scanning Calorimetry (DSC)-Verfahren gemessen. WHITE &
HAHN haben mit diesem Verfahren den Reaktionsablauf (cure kinetics) des
Verbundwerkstoffes IM6/3100 (Kohlefasern/BMI-Matrix) gemessen und die
wichtigsten Materialkennwerte in Abh#ngigkeit des Polymerisationsgrades
bestimmt ([77],[78]). Die chemische Eigendehnung, der transversale Elasti-
zitatsmodul und die transversale Zugfestigkeit verblieben bis zur Reaktions-
rate von « = 0.8 nahe ihres Anfangsniveaus, um dann stark bis zum End-
niveau anzusteigen. Da andererseits fiir diesen Aushérteverlauf (cure cy-
cle) die Reaktion nach der Hilfte der Aushirtezeit schon fast vollendet war
(a = 0.9), konnten die chemischen Eigendehnungen in der verbleibenden Zeit
bis auf einen Bestandteil von 4% an den verbleibenden Eigenspannungen nach
Abkiihlung auf Raumtemperatur relaxieren.

PENN ET. AL. reduzierten die chemische Eigendehnung durch Zugabe einen
molekularen Additivs zur Harzmatrix [59]. Dies bewirkte eine Reduktion der
Eigenspannungen bei Raumtemperatur, fithrte jedoch nicht zu einer Erhéhung
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der Querzugfestigkeit, da das Vorhandensein von Fremdkorpern in der Ma-
trix die Bruchfestigkeit erniedrigte.

Werden teilkristalline thermoplastische Kunststoffe (zum Beispiel Polyethe-
retherketon, PEEK) als Matrixmaterial in einem Verbundwerkstoff verwen-
det, ergeben sich chemische Eigendehnungen aufgrund des Kristallisations-
grades der Matrix. Der Kristallisationsgrad héngt hauptséichlich von der
Abkiihlgeschwindigkeit bei der Herstellung ab, kann aber durch eine anschlie-
Bende Wirmebehandlung (annealing) erhoht werden. Da die Herstellungs-
temperatur thermoplastischer Verbundwerkstoffe mit iiber 300°C' wesentlich
iiber der Glasiibergangstemperatur liegt, besitzen viskoelastische Relaxati-
onsvorgange eine noch groflere Bedeutung als bei duroplastischen Verbund-
werkstoffen. Detailierte Untersuchungen zur Reduktion prozeBbedingter Ei-
genspannungen bei thermoplastischen Verbundwerkstoffen wurden von Bo-
GETTI & GILLESPIE [6], CHAPMAN ET. AL. [8] und UNGER & HANSEN [75]
veroffentlicht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl die Auswirkungen der chemi-
schen Eigendehnungen stark vom Aushirteverlauf und von dem verwende-
ten Matrixmaterial abhfingen und nur nach vorangegangener Uberpriifung
vernachléssigt werden kénnen.

2.3 Thermische Eigendehnung

Die thermischen Eigendehnungen sind die primére Quelle von Eigenspan-
nungen in einem Laminat. Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwdhnt, besitzt
einen Laminatschicht aufgrund ihres Aufbaus und der Eigenschaften von
Faser und Matrix einen stark anisotropen thermischen Ausdehnungskoeffi-
zienten. Wihrend dieser bei mit Carbon-Fasern verstirktem Epoxidharz in
Faserrichtung nahezu Null ist, hat er in transversaler Richtung mit ungefahr
30pum/(mK) einen dreifach hoheren Wert als der thermische Ausdehnungs-
koeffizient von Stahl. Bei der Herstellung und Abkiihlung multidirektionaler
Laminate behindern die Fasern einer Laminatschicht die transversale Kon-
traktion einer in einem anderen Winkel angeordneten anderen Schicht. Diese
Kontraktionsbehinderung erzeugt hohe Eigenspannungen im Material. Bei
einer Abkiihlung um AT = 100K und einem transversalen Steifigkeitsmo-
dul von Ey = 8500 N/mm? [9] ergibt sich eine Eigenspannung durch eine
vollstdandige Kontraktionsbehinderung von:

o = Byl AT = 25.5 N/mm? (2.2)
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Bei einer transversalen Zugfestigkeit von 60 N/mm? ist dies eine betriichtli-
che Vorbelastung, die bei Festigkeitsbetrachtungen unbedingt beriicksichtigt
werden muf3.

Zur einfachen Berechnung der thermisch verursachten Eigenspannungen ist
die Definition einer spannungsfreien Temperatur 7y gebréuchlich. Bei dieser
Temperatur soll das Laminat frei von thermischen Eigenspannungen sein.
Dieser Zustand kann gut {iber das Verschwinden der Kriimmung eines anti-
symmetrischen Laminates gemessen werden (siehe Abschnitt 6.1). Aufgrund
von viskoelastischen Relaxationsvorgidngen ist die spannungsfreie Tempera-
tur in der Regel niedriger als die Herstellungstemperatur. Die im Bauteil
vorliegende Spannung kann dann in guter Niherung gemifl Gleichung (2.2)
berechnet werden.

2.4 Hygroskopische Eigendehnungen

Die Harzmatrix eines Faserverbundwerkstoffes nimmt in einer feuchten Um-
gebung aufgrund von Diffusion Feuchtigkeit auf. Die eingelagerte Feuchtig-
keit bewirkt eine sogenannte hygroskopische Dehnung der Matrix. Da die
Fasern keine Feuchtigkeit aufnehmen und sich nicht ausdehnen, wird der Mi-
kroeigenspannungszustand zwischen Faser und Matrix signifikant gedndert.
Dies kann zur Mikroribildung fiihren, wodurch die Diffusion beschleunigt
wird. Weiterhin kann die Grenzfliche zwischen Faser und Matrix geschidigt
werden, wodurch die Festigkeit herabgesetzt wird. Eine umfangreiche Zusam-
menfassung der Einfliisse von Feuchtigkeit und Temperatur auf Zugfestigkeit,
Steifigkeit, Kriechen und Ermiidung von Laminaten unterschiedlicher Orien-
tierung haben SHEN & SPRINGER [70] und SPRINGER [72] gegeben.

Der Diffusionsprozefl kann in den meisten Féllen durch das eindimensiona-
le Fick’sche Gesetz fiir eine unendlich ausgedehnte Platte angegeben wer-
den [11]:

Joc 0 _0Oc
—=—D— (2.3)
ot 0z 0z

mit der Diffusionskonstante D und der Feuchtekonzentration c¢. Die Diffu-
sionskonstante D ist von Spannungszustand oder Feuchtekonzentration un-
abhingig, hingt aber von der Temperatur ab:
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D = Dye Pa/ET (2.4)

wobei Dy eine Konstante, Fy; die Aktivierungsenergie der Diffusion und R
die Gaskonstante ist.

Von praktischem Interesse ist der dimensionslose Feuchtegrad M, der die
Masse der aufgenommenen Feuchtigkeit my,o auf die Masse des trockenen
Laminats my, 4, bezieht:

mH2O C

M=o 2 (2.5)

mr, dry oL

Der Séttigungsfeuchtegrad M, nach Erreichen des Gleichgewichtszustandes
ist eine Funktion der relativen Luftfeuchtigkeit RH in Prozent des umgeben-
den Mediums:

My, = a (RH/100)" (2.6)

wobei a und b von Feuchtegrad und Temperatur unabhéingige Materialkon-
stanten sind. Der Exponent b nimmt Werte zwischen 1 und 1.5 an [72].

Es wurde beobachtet, dafl das Diffusionsverhalten einige Composites be-
sonders bei hohen Temperaturen und hohen relativen Feuchtigkeiten vom
Fick’schen Gesetz abweicht ([5], [23] und [72]). Die Feuchtekonzentration
erreicht keinen Gleichgewichtszustand, sondern nimmt nach Erreichen der
Fick’schen Séttigungskonzentration langsam stetig zu. Dieser Effekt wird
meist durch eine Schidigung des Materials durch Mikrorisse und Faser-Matrix-
Debonding erkldrt. Springer wies auflerdem darauf hin, dal Polymere nahe
der Glasiibergangstemperatur vom Fick’schen Diffusionsverhalten abweichen
konnen [72]. Zu den mathematischen Hintergriinden nicht-Fick’scher Diffu-
sion siehe CRANK [11].

Die hygroskopische Dehnung €™ ist bei den meisten Matrixmaterialien eine
lineare Funktion des Feuchtegrades M mit dem hygroskopischen Ausdeh-
nungskoeffizienten a™°:

€ =a™M (2.7)
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Bei vielen Verbundwerkstoffen wird beobachtet, dal eine Quelldehnung erst
einsetzt, nachdem die Feuchtekonzentration einen Schwellwert ¢, tiberschrit-
ten hat [23]. Bei Desorption (Feuchteabgabe) tritt eine Kontraktion der Ma-
trix bei diesen Materialien auch erst nach Unterschreiten dieses Schwellwer-
tes ein. Es entsteht demnach eine Hysterese-Schleife bei einem Absorptions-
Desorptions Zyklus. Dieses Phianomen wird durch die Existenz von Mikropo-
ren (microvoids) erklért, die zuerst Feuchtigkeit aufnehmen, ohne eine Aus-
dehnung zu bewirken und die diese Feuchtigkeit bei Desorption auch zuerst
wieder abgeben.

Bei unidirektional-faserverstiarkten Kunststoffen ist die hygroskopische Deh-
nung in Faserrichtung aufgrund der Restriktionswirkung der Fasern ver-
nachléssigbar. Die Dehnung €/!° in transversaler Richtung kann (hier ohne
Hysterese-Effekte) iiber einen mikromechanischen Ansatz aus der Poisson-
Zahl v,,, der Dichte p,, und des hygroskopischen Ausdehnungskoeffizienten

a der Matrix und der Gesamtdichte p bestimmt werden [23]:

e’ = oM (2.8)

ap’ = (L= vm)an’pm/p (2.9

Hahn gibt experimentell ermittelte Werte zwischen 0.54 und 0.59 fiir den
Ausdehnungskoeffizienten o/'° [23].

Die Auswirkung hygroskopischer Dehnungen auf den Mikroeigenspannungs-
zustand auf Faser-Matrix-Ebene wurde von TsoTsisS & WEITSMAN [73]
mit einer Finiten-Element Berechnung einer Einheitszelle gezeigt. Bei nicht-
restringierter Abkiihlung einer Laminatschicht herrscht in den Punkten auf
dem Faserumfang mit dem geringsten Abstand zu den benachbarten Fasern
ein Druckeigenspannungszustand, welcher sich positiv auf die Faser/Matrix-
Haftung auswirkt. Durch Quelldehnung der Matrix wird dieser Spannungs-
zustand in einen Zugspannungszustand umgewandelt, was die Bildung von
Mikrorissen entlang der Faser-Matrix-Grenzfliche (interface) begiinstigt. Ei-
ne Berechnung des J-Integrals zeigte, dal zur Bildung dieser Interface-Risse
nur relativ geringe Energien notig sind. Eine mikromechanische FE-Analyse
von Zugfestigkeit und Elastizitdtsmodul in Faserquerrichtung mehrerer Ver-
bundwerkstoffe wurde von POMIES & CARLSSON [60] durchgefiihrt.

Ein wichtiger Schidigungsfall von Verbundwerkstoffen unter hygrothermi-
scher Belastung ist das schnelle Aufheizen in den Bereich der Glasiibergang-
stemperatur und anschlieendes schnelles Abkiihlen von feuchten Laminaten
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(thermal spiking). Diese Belastung tritt durch VerdichtungsstoBe im Uber-
schallflug auf. Dabei entstehen Mikrorisse und Mikroporen aufgrund von
iiberhitzter, eingeschlossener Feuchtigkeit und Temperatur- und Feuchtig-
keitsgradienten. Durch die schnelle Aufheizung des Laminats entsteht in der
warmeren Oberfliche durch die Behinderung des kiihleren Kerns ein Druck-
spannungszustand, der aufgrund der hohen Temperatur relaxieren kann. Die
anschliefende Abkiihlung erzeugt dann in der Laminatoberfliche einen star-
ken Zugeigenspannungszustand (siehe [23], [10]).



Kapitel 3

Materialeigenschaften
faserverstirkter Kunststoffe

Unidirektional faserverstirkte Kunststoffe gehoren zur Klasse der anisotro-
pen Werkstoffe, d. h. ihr Materialverhalten ist stark richtungsabhingig. Wird
eine einzelne Laminatschicht betrachtet, so ist diese transversal-isotrop. In
Richtung der Fasern werden die Eigenschaften von den Fasereigenschaften do-
miniert, das Material ist linear-elastisch, sehr steif (hoher Elastizitdtsmodul)
und sehr fest (hohe Zugfestigkeit). Weiterhin sind die Materialeigenschaften
in Faserrichtung sehr schwach von den Umgebungsbedingungen (Temperatur
und Feuchtigkeit) abhingig.

Quer zur Faserrichtung hingegen wird das Materialverhalten durch die Ei-
genschaften der Matrix bestimmt. Die Laminatschicht ist in diese Richtung
sehr weich, besitzt nur eine geringe Zugfestigkeit und zeigt aufgrund der
Polymernatur der Matrix ein viskoelastisches Verhalten. Auflerdem sind die
Materialeigenschaften in diese Richtung sehr stark von den Umgebungspara-
metern abhéngig.

Daraus 1483t sich schlieflen, dafl zur vollstdndigen Beschreibung der Materi-
aleigenschaften faserverstirkter Kunststoffe ein von Temperatur und Feuch-
tigkeit abhéngiges, viskoelastisches Materialmodell gewahlt werden muf3.

12
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3.1 Grundlagen der Viskoelastizitit

3.1.1 Stieltjes-Integral und Stieltjes-Inverse

Zur Behandlung der Materialgleichungen der Viskoelastizitdt hat sich das
Stieltjes-Integral als einfache und elegante Formulierung herausgestellt. Eine
detailierte Zusammenfassung zur Theorie des Stieltjes-Integrals und seiner
Anwendung in der linearen Viskoelastizitit wurde von GURTIN & STERN-
BERG 1962 [20] gegeben.

Die Heaviside-Sprungfunktion soll mit h bezeichnet werden. Sie ist definiert
als:

h(t) = { De EO_ZZ)O) (3.1)

Definition 1 (Heaviside-Raum HS™) Eine Funktion f gehdrt zum Raum
HSN  wenn f(t) fiir alle t in (—oo,00) definiert ist und folgende Eigenschaf-
ten besitzt:

f =0 Vte(—o0,0),
f e CY([0,)).

Definition 2 (Stieltjes-Integral) Es seien f eine Funktion aus HS® und
g eine Funktion aus HS'. Dann ist das Stieltjes-Integral definiert als

dg(t
or

f*dg:/t ft—n2 g (3.2)

Definition 3 (Stieltjes-Inverse) Es sei [ eine Funktion aus HS'. Gibt es
eine Funktion g aus HS' fiir die gilt

Fadg=h, (3.3)

dann nennt man g die Stieltjes-Inverse von f und schreibt g = f~1.

Es kann gezeigt werden, daf§ zu einer Funktion f aus HS? die Stieltjes-Inverse
[ 1 existiert, wenn der Anfangswert f(0) # 0 ist.
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3.1.2 Integraltransformationen

Definition 4 (Laplace-Transformation)
Die Funktion f(t) sei firt > 0 definiert, dber (0,00) integrierbar und durch
|f(t)] < Ke®t beschrinkt. Man bezeichnet die Funktion

L(f)= /00 e "L f(t)dt vV  s|Re(s) > sg (3.4)

0

als Laplace-Transformierte von f(t) und bezeichnet sie mit f(s).

Definition 5 (Carson-Transformation)
Die Funktion f(t) sei firt > 0 definiert, iber (0,00) integrierbar und durch
|f(t)] < Ke®t beschrinkt. Man bezeichnet die Funktion

C(f):s/oooe“f(t)dt v s|Re(s) > 5o (3.5)

als Carson-Transformierte von f(t) und bezeichnet sie mit f(s). Es gilt f =

sf.

Theorem 1 (Endwert-Theorem)
Ezistiert der Grenzwert lim,_,q f(s), dann gilt

iy () = Loy 5(5) = Jim /0. 39
Zu weiteren Eigenschaften der Integraltransformationen siehe [7].

3.1.3 Materialgleichungen der linearen Viskoelastizitét

Werkstoffe, die ganz oder teilweise aus Polymeren bestehen, haben in der
Regel ein zeitabhingiges mechanisches Verhalten. Dieses sogenannte visko-
elastische Materialverhalten hat folgende Auswirkungen:

e Kriechen (zunehmende Dehnung) des Werkstoffes unter konstanter Last

e Relaxation der Spannung im Werkstoff unter konstanter Dehnung

e Diampfung von Schwingungen
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e Abhéngigkeit der Spannung von der aufgebrachten Dehnungsgeschwin-
digkeit

Die mechanische Antwort R(t) (Spannung oder Dehnung) eines Materials
sei ein Funktional der aufgebrachten Belastungsfunktion /(¢) (Dehnung oder
Spannung):

R(t) = R{I(t)} (3.7)

Die geschweiften Klammern geben die Abhéngigkeit von der gesamten Bela-
stungsfunktion und nicht nur vom momentanen Wert der Belastungsfunktion
an. Dieses Funktional soll linear sein, das heifit, die Bedingungen der Homo-
genitdt und der Superposition miissen erfiillt sein:

R{cl} = cR{I} (3.
R{L + L} = R{L}+ R{L} (3.9)

O ©o
~—

Die Antwort auf eine Belastung des Materials zum Zeitpunkt ¢ mit der
Sprungfunktion h sei:

Ry = Ra(t,?) (3.10)

Ist dieses Funktional nur von der seit der Belastung abgelaufenen Zeitspanne
t —t' abhéngig, spricht man von einem nicht-alternden (non-aging) Material
(im folgenden sollen nur noch nicht-alternde Materialien betrachtet werden):

Ry, = Ry(t —t) (3.11)

Die Sprungantwort R, wird bei Belastung mit einer konstanten Spannung
als Kriechfunktion und bei Belastung mit einer konstanten Dehnung als Re-
laxationsfunktion bezeichnet.

Die Antwort auf eine zeitabhéngige Belastungsfunktion 7(¢) kann durch Grenz-
wertbildung einer Summe von Belastungsschritten unter Verwendung der Li-
nearitit (Gl. 3.8 und 3.9) berechnet werden:
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o / Rh(t—t’)agg,) at (3.12)

—0o0

Unter Verwendung der Kriechfunktion S(¢) und der Relaxationsfunktion
C(t)* 148t sich das Materialgesetz der linearen Viskoelastizitét in folgender
dualer Formulierung angeben:

e(t) = / S(t—t’)%(a(t’))dt’+eht(t) (3.13)

ot) = / C(t—t’)%(e(t'))dt’jLaht(t) (3.14)

Wenn die Belastung nur fiir ¢ > 0 auftritt ({o,¢} € HS'), kann das Integral
auf die positive reelle Zeitachse beschriankt werden:

€t) = S(t)a(())—l—/o S(t—t')%(a(t'))dt'—i—éht(t) (3.15)

o(t) = C(t)e(0) + /0 C(t—t')%(e(t'))dt'wht(t) (3.16)

Mit Verwendung des Stieltjes-Integrals ergibt sich folgende Formulierung:

€ = Sxdo+ " (3.17)
o = Cxde+ o™ (3.18)

Bei anisotropen Materialverhalten sind die Kriech- und Relaxationsfunktion
S(t), bzw. C(t) zeitabhingige Tensoren vierter Stufe:

In der Literatur werden Kriech- und Relaxationsfunktion auch mit M(t), bzw. L(t)
bezeichnet. Zur konsistenten Darstellung, zur Unterscheidung von der Feuchte M und um
die Verwandschaft zu Steifigkeits- und Nachgiebigkeitsmodul C, bzw. S hervorzuheben,
wurde diese Darstellung gewihlt.
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€j = Sijkl * dO’kl + Ezhjt (319)
Oij = Cijkl * dEkl + O'lhjt (320)

Die Kriech- und Relaxationsfunktionen werden in thermodynamischer Kon-
sistenz als Exponentialsumme formuliert [69]:

Sijmi(t) = zgkl+ZSzjkl e Mkt (3.21)

Cijkl(t) = zykl + Z C 1€ u”kl (322)

Die einzelnen Koeffizienten und die Retardierungs- und Relaxationsparame-
ter A, bzw. u(” werden aus Kriech- bzw. Relaxationsexperimenten be-
stimmt. Zur Beschreibung der meisten Materialien sind 10 Summanden aus-
reichend. Experimentell motiviert ist die Beschreibung der Kriech, bzw. Rela-
xationsfunktion iiber ein Exponentialgesetz (power-law). Dieses Gesetz kann
jedoch schlechter algebraisch umgeformt werden, so daf§ es in dieser Arbeit
nicht verwendet wird.

Die hygrothermisch-chemische Eigendehnung des Materials bei Anderung der
Temperatur 7" oder des Feuchtegrades M im Vergleich zum Referenzzustand
(Ty, My) wird mit " bezeichnet. Unter Verwendung der thermischen und
hygroskopischen Ausdehnungskoeffizienten o', bzw o™ ergibt sich:

T(t) M(1)
() = e (t) + / oM (T) dT + / o™ (M) dM (3.23)
To Mo

Analog zur hygrothermisch-chemischen Eigendehnung € 148t sich eine hygro-
thermisch-chemische Eigenspannung ¢ definieren. Diese ist die viskoelasti-
sche Wirkung der Eigendehnung "

o) = — (C(t)eht(())—i-/o C(t_t)aat'( ’”(t’))dt’)
= —C(t) * de"(t) (3.24)
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Aus Gleichung (3.17) und (3.18) erkennt man, daf die Relaxationsfunktion
C(t) die Stieltjes-Inverse zur Kriechfunktion S(t) ist:

C=5"1 (3.25)
Diese Inverse existiert, sofern S € HS? und S(0) # 0 ist, d.h. das Material

muf} bei Belastung eine spontane elastische Reaktion aufweisen.

Weiterhin gelten die von der linearen Elastizitdt bekannten Gleichung fiir die
lineare Verzerrung und die Gleichgewichtsbedingungen

1
€j = §(Ui,j+uj,i) (3.26)
oij; = fi (3.27)

3.1.4 Viskoelastisches Korrespondenzprinzip

Anwendung der Laplace-, beziehungsweise Carson-Transformation auf die
Materialgleichungen (3.15), bzw. (3.16) ergibt

¢ = sSo+&

= So+é (3.28)
o = sCe+aoM

= (e (3.29)

Durch Transformation der Verzerrungsgleichung (3.26) und Gleichgewichts-
bedingung (3.27) erhiilt man

_ 1 _ _
Oijj = fi (3.31)

Die Losung eines viskoelastischen Problems kann demnach auf die Losung ei-
nes elastischen Problems im Bildraum zuriickgefiihrt werden. Dabei miissen
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die Nachgiebigkeitsmatrix S, bzw. Steifigkeitsmatrix C' durch die Carson-
transformierte Kriechfunktion S(s), bzw. Relaxationsfunktion C'(s) und alle
anderen Groflen durch ihre Laplace-Transformierten ersetzt werden. Nach
Losung des korrespondierenden elastischen Problems im Bildraum muf} das
Ergebnis durch eine inverse Laplace- oder Carson-Transformation in der Ori-
ginalraum zuriicktransformiert werden.

Beispielsweise kann die Relaxationsfunktion durch Invertierung der Kriech-
funktion erhalten werden:
Aus (3.19) und (3.20) folgt

C(s) = =S(s)™ = C(s) = S(s)™ (3.32)

3.1.5 Zeit-Temperatur Korrespondenzprinzip

Da die Materialeigenschaften der meisten Polymere sehr stark von der Tem-
peratur abhéngen, muf} eine Form gefunden werden, die Temperaturabhingig-
keit in die Materialgleichungen einzubinden. Unter der Voraussetzung, daf
die Temperatur im Bauteil nicht vom Ort, sondern nur von der Zeit abhingt,
kann man fiir eine bestimmte Klasse von Materialien die Temperatur durch
Einfiihrung einer reduzierten Zeit & implizit beriicksichtigen. Diese Materia-
lien nennt man thermorheologisch-einfache Materialien (MORLAND & LEE)
[56].

Damit ergibt sich erneut ein lineares, temperaturabhingiges Materialgesetz:

¢
&) = 5(5)0(0)+/0 S(S—5')%(0(6'))d€'+6ht(€) (3.33)
= S(&) *do(&) +"(¢) (3.34)

mit der reduzierten Zeit

§=¢() = /0 #ﬂ(m (3.35)

wobei ar als Verschiebungsfaktor bezeichnet wird.
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Bei isothermen Kriechversuchen gilt:
E=tlar = log& =logt — logar (3.36)

Eine Temperaturdnderung entspricht demnach einer horizontale Verschie-
bung der Kriechkurve um loga; im log &-Diagramm.

Fiir den Verschiebungsfaktor ar gilt unterhalb der Glasiibergangstemperatur
T, die Arrhenius-Gleichung [18]:

AF 1 1

wobei AF eine Aktivierungsenergie und R die ideale Gaskonstante ist.

Oberhalb der Glasiibergangstemperatur wird die sogenannte Williams-Landel-
Ferry-Gleichung verwendet (siche FERRY [18]).

Das temperaturabhéngige Materialverhalten kann demnach durch eine einzi-
ge Kriechkurve bei einer Referenztemperatur beschrieben werden. Aufgrund
der linearen Form des Materialgesetzes konnen die Integraltransformationen
weiterhin angewandt werden. Als Ausgangsvariable im Originalraum wird
jetzt jedoch die reduzierte Zeit & verwendet.

3.1.6 Berechnung der inversen Carson-Transformation

Bei Anwendung des viskoelastischen Korrespondenzprinzips wird eine Losung
im Bildraum berechnet. Diese Losung mufl dann in den Originalraum zuriick-
transformiert werden. Aufgrund der Komplexitit der Losung ist die Trans-
formation in den meisten Fillen nicht mehr analytisch zu bewiltigen und
muf} durch ein numerisches Naherungsverfahren erfolgen.

Ein zur Behandlung von viskoelastischen Problemen aufgrund der &hnli-
chen Ansatzfunktionen sehr gut geeignetes Verfahren ist das Kollokations-
Verfahren (collocation method) nach Schapery [69].

Gegeben sei eine Carson-transformierte Funktion f(s) im Bildraum. Ansatz
einer Funktion ¢(¢) in Form einer Dirichlet-Serie als Ndherung zur gesuchten
Funktion f(¢) im Originalraum:

g(t) =go+ Y _ ge ' (3.38)
7j=1
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mit frei wihlbaren Retardierungszeiten \; und zu bestimmenden Koeffizien-
ten g;.

Die Carson-Transformierte von g(t) ist:

o ~ s
9(s) = go + jE:l iy (3.39)
Aus dem Endwert-Theorem folgt:
go = lim g(t) = lim f(s) (3.40)
t—o00 s—0

Bestimmung der Koeffizienten g; iiber Minimierung des Fehlerintegrals

B = / L) — g0 dt (3.41)

Differentiation nach den einzelnen Koeffizienten g; ergibt:

OF? B © dg(t)
e / ) - o) 5,

-2 TN () — f(1)] dt
= 2[g(\) — f(N)] (3.42)

dt

Im Minimum von E? verschwinden die Ableitungen (0E*/dg;), damit gilt:

g(x) = f(N) — g(Ne) = f(N) (3.43)

Die Minimierung des Fehlerintegrals ist demnach gleichbedeutend mit einer
Kollokation der Carson-transformierten Dirichlet-Serie g(s) an n reellen Zah-
len \;. Auflésen der Gleichung (3.43) ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir

gj:
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3.2 Nichtlineare Viskoelastizitat

Die Matrix faserverstirkter Kunststoffe wird unter realen Umgebungsbedin-
gungen héufig in einem Spannungsbereich belastet, in dem das Materialver-
halten durch die lineare Theorie nicht mehr ausreichend beschrieben wird.
Zur effektiven Bauteildimensionierung mufl demnach ein nichtlineares, visko-
elastisches Modell verwendet werden. Die Parameter dieses Modells miissen
jedoch mit einem verhéltnisméafligen Aufwand eindeutig bestimmbar sein.

Schapery hat 1969 eine Theorie der nichtlinearen Viskoelastizitdt entwickelt,
die auf Prinzipien der irreversiblen Thermodynamik basiert [68].

Die Materialgleichungen konnen weiterhin entweder in Abhéngigkeit der Span-
nung oder der Dehnung formuliert werden:

t

e = 95V +g / AS(, — &)=, dr (3.46)
0—
/ (h
o = hC®+1y / AC(E —€) (8T2€)dT (3.47)

0—

mit der linearen Kriechfunktion S(¢) und der linearen Relaxationsfunktion

C(t):

Sit) = SO+ AS(t) (3.48)
C(t) = C®+AC(t) (3.49)

und den reduzierten Zeiten &,, bzw. &.:

t

dt’
o = U/W (3.50)

t

dat'
£ = O/m (3.51)
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Die Integralgrenze 0— bedeutet, daf eine eventuelle Diskontinuitéit der Be-
lastungsfunktion bei ¢ = 0 in die Integration miteinbezogen werden muf3.

Die Materialparameter gy, g1, g» und a, sind Funktionen der Spannung und
stellen die Abhéngigkeit dritter und héherer Ordnung der Gibb’schen freien
Energie von der anliegenden Spannung dar. Die Parameter hg, hi, ho und a,
geben in dhnlicher Weise eine Abhéngigkeit hoherer Ordnung der Helmholtz’-
schen freien Energie von der Dehnung an.

Eine Temperaturinderung kann in der linearen Theorie durch Anderung des
Verschiebungsfaktors a,, bzw. a, beriicksichtigt werden (siehe beispielsweise
HENRIKSEN [36]).

Die Sprungantwort auf eine Belastung mit einer konstanten Spannung, bzw.
mit einer konstanten Dehnung ergibt die folgenden nichtlinearen Kriech- bzw.
Relaxationsfunktion S, (¢) und C,(t):

= gOS(O) + glggAS(t/ag) (352)

199 ™

Bei kleinen Spannungen und Dehnungen sind diese Parameter gleich Eins
und der lineare Grenzfall ist erreicht. Die gesuchten Parameter kénnen aus
zweistufigen Kriech- bzw. Relaxationsexperimenten bei verschiedenen anlie-
genden Spannungen, bzw. Dehnungen eindeutig bestimmt werden [68].

Lou & ScHAPERY haben dieses Modell zur Beschreibung von nichtlinea-
ren, faserverstiarkten Kunststoffen weiterentwickelt [51]. Experimente haben
gezeigt, dal die nichtlinearen Parameter g, g;, g2 und a, im mehrachsigen
Spannungszustand in erster Ndherung nur von der Oktaederschubspannung
Toe¢ abhingen. Die Oktaederschubspannung (octahedral shear stress) ist die
Schubspannung, die im Hauptspannungsraum in der Ebene mit Normale in
Richtung der Raumdiagonalen herrscht. Sie ist definiert als:

%\/(01 — 02)* + (02 — 03)* + (01 — 03)* (3.54)

Toct =

TuTTLE & BRINSON untersuchten mit diesem Modell das viskoelastische
Verhalten des Graphit/Epoxy Systems T300/5208 [74]. Sie gaben ein nicht-
lineares Verhalten an, wenn die Oktaederschubspannung gréfer als 6.5M Pa
wurde.
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3.3 Rekursive Formulierung der viskoelasti-
schen Materialgleichungen

Ein Hauptmerkmal der viskoelastischen Materialgleichungen (3.15) und (3.15),
bzw. im nichtlinearen Fall (3.46) und (3.47), ist das Integral iiber den ge-
samten Belastungsverlauf. Insbesondere bei einer Diskretisierung der Glei-
chungen mit Finiten Elementen wiirden zur Auswertung des Integrals die
Werte von Spannung und Dehnung fiir jedes Element iiber den gesamten
Belastungszeitraum benotigt. Weiterhin steigt die Rechenzeit fiir jeden Zeit-
schritt an, da alle vorherigen Zeitschritte erneut durchlaufen werden miissen.

HENRIKSEN [36] hat ein Integrationsverfahren vorgeschlagen, bei dem das
Integral lediglich aus dem vorigen und dem aktuellen Zeitschritt berechnet
werden kann. Dieses Verfahren fiir isotrope viskoelastische Werkstoffe wurde
von KENNEDY & WANG [47] auf Faserverbundwerkstoffe angewandt.

Das Verfahren wird im folgenden fiir die nichtlineare Kriechgleichung (3.46)
angegeben. Es kann ebenfall fiir die Relaxationsfunktion aufgestellt werden.
Der lineare Fall wird erhalten, indem die nichtlinearen Koeffizienten auf Eins
gesetzt werden. Zur einfachen Schreibweise wird die ingenieurméflige Schreib-
weise mit Spannung und Dehnung als Vektoren verwendet. Es wird nicht {iber
gleiche Indizes summiert.

Die Dehnung zum Zeitpunkt ¢ sei gegeben durch:

¢ ¢ ¢ttt
€ = E LQOijSOijUj + 9159259 E :Srij

j=1 (r)

t
e D
—gfij/ ZSMje Arij (& gij)@T(g%jaj)dT + et (3.55)
0
(r)
mit

=/ = g=] — (3.56)

Das Integral wird in zwei Teilintegrale aufgespalten:
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t
)\ (gt T a T pa
q,,tMU — / e )\7‘1](61] gz]) (922]0—)d7—
0

or
t—At M (€t g)a .
= /0 e TTHSE S aT(QZijJ')dT
t LD
4+ / e Arig (&5 —€5) (g;ijo-;)dr (357)
At or

Definition von
t
d
AEL, = / = (3.58)
t—At Aij
und Umformung des ersten Integrals I; in Gleichung (3.57) ergibt die rekur-
sive Relation
Iy = e MiuhEgh AL (3.59)

Das zweite Integral I in Gleichung (3.57) kann fiir geniigend kleine Zeit-
schritte durch partielle Integration folgendermaflen angenihert werden:

I, =T (géij0§ - gé;jAtU;'iAt) (3.60)

mit

.. t
1 _ e*/\n] Afij

= 3.61
A W) (3:61)
Damit berechnet sich der Integralausdruck g¢,;; zu

Qrij = e Arif AL qii—jAt + Ty (ghyyot — ggi—jAtU§—At)‘ (3.62)

Einsetzten in Gleichung (3.55) und umordnen der Terme ergibt folgende Vek-
torgleichung:

e=So+H+ M (3.63)
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mit der momentanen Nachgiebigkeitsmatriz S

Sij = 90ijSoij + giz’jgéij Z Srij (1 - Fiij) (3.64)
(r)

und dem Erinnerungsterm H

Hi = Z _giz_y Z ST‘Z_’] (6 )\M]Agu _ FTZ]gészto—; At) (365)
J=1 (r)

Auflosen der Gleichung (3.63) nach der Spannung ergibt:
o=58"e— ST (H+ " (3.66)
Dabei ist zu beachten, dafl im nichtlinearen Fall die Koeffizienten g, g1, g2

und a;; von der Spannung o abhingen kénnen. In diesem Fall mufl diese
Gleichung iterativ gelost werden.



Kapitel 4

Mechanisches Verhalten von
Faserverbundwerkstoffen

4.1 Makromechanik einzelner Laminatschich-
ten

Eine einzelne Laminatschicht (Lamina) verhilt sich als transversal-isotropes
Material, d. h. es gibt eine Vorzugsrichtung entlang der Fasern und eine
Symmetrieebene senkrecht dazu.

Das linear-elastische Materialgesetz fiir transversal-isotrope Materialien lau-
tet:

(o1 ) [ Chy Cip Cip 0 0 01 e )
02 Ciz Cp Cy 0 0 0 €2
03 _ 012 023 022 0 0 0 €3 | (41)
T12 0 0 0 044 0 0 Y12
T13 0 0 0 0 044 0 Y13
L 723 J | 0 0 0 0 0 066 4 U 723

mit C66 = (022 - 023)/2

27
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4.2 Klassische Laminattheorie

28

Die klassische Laminattheorie (CLT) betrachtet ein diinnes, mehrschichtiges
Laminat als eine spezielle, orthotrope Platte. Unter ebenen Belastungen wird
ein ebener Spannungszustand jeder Schicht gefordert. Als Materialgesetz wird
lineare Elastizitéit angenommen. Die Spannungs-/Dehnungsbeziehungen ei-
ner Schicht vereinfacht sich dann zu:

[ Qll QIQ

QIZ Q22
0 0
[ Sll 512
512 522
0 0

mit der Nachgiebigkeitsmatrix S;;

566

0 €1
0 €9
Qs6 Y12
0 o1
0 Oy
Se6 T12
Va1
B,

(4.2)

(4.3)

(4.4)
(4.5)
(4.6)

(4.7)

und der reduzierten Steifigkeitsmatrix ();; der orthotropen Schicht in den

Materialhauptachsen 1 und 2:

E,
Qu = ——
1 — vigv9y

. vi2Es
Qe = ——
1 — vigv9y

E,
Qe = ———
1 — vigv9y

Qes = G2
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Bezeichnet ¢ den Faserorientierungswinkel der k-ten Einzelschicht, bezogen
auf die z-Achse des globalen (z,y, z)-Koordinatensystems, so ergibt sich die
transformierte, reduzierte Steifigkeitsmatrix der k-ten Schicht im globalen
Koordinatensystem zu:

Qr =T, (0r) " QuTe(r) (4.12)

mit den Transformationsmatrizen

" cos? oy, sin? @y, 2 s1n g, COS Py -|
T, =T(px) = sin? gy, cos? py, —25in @y, COS Vg, (4.13)
L —sin @ cos @y, sin g cos ¢y, cos® @y — sin? oy, J
und
, cos? gy, sin? ¢y, sin @y, €os @y,
T.=(T,') = sin? gy, cos? @y, — sin gy, cos @y,
— 251Ny, €oS @ 25in @y cos g cos? @y — sin® gy,
(4.14)

Die linear-elastische Spannungs-/Dehnungsbeziehung im globalen (z,y, z)--
Koordinatensystem lautet dann:

Og Qn Q12 le €z
oy | =] Q2 Qa2 Qs €y (4.15)
Txy Qs Q2 Qes Yy

Unter Annahme der Kirchhoff’sche Plattenhypothese, (Geradenschnitte in
Normalenrichtung bleiben bei Zug und Biegung gerade und senkrecht zu
Platte) ergibt sich eine lineare Verteilung der Dehnung entlang der Dicken-
richtung des Laminats:

€ e Koy
e | =1 ¢ |+2]| &y (4.16)
Yay 7231 Ry

mit der Dehnung in der Mittelebene €:
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e Oug/Ox
e | = vy /Dy (4.17)
Yoy Qug [y + Ovy/0x

und der Kriimmung der Mittelebene x:

Ky 0?wq/0x?
Ky | =— 0*wy /0y? (4.18)
Kay 2 32w0/8x8y

Die resultierenden Krifte und Momente in der Laminatebene werden durch
Integration der Spannungen in den einzelnen Laminatschichten in Dicken-
richtung erhalten:

N, | V2T g, N %[ o,

N, = / oy dz = Z / oy dz (4.19)
Nay | —ty2 L Tay 1y k=1, L Tey 14

M, | V2T o, N | o,

M, = / oy zdz = Z / oy zdz  (4.20)
My | —tj2 L Tay 1y k=1, L Tay 1}

wobei t die Dicke des Laminats und 2z, die z-Koordinate der Grenzfliche
zwischen der k-ten und k + 1-ten Schicht ist.

Unter Verwendung der Gleichungen (4.15) und (4.15) ergibt sich das folgende
Gleichungssystem fiir Krifte und Momente:

N, I A A A 62 By Bia Big Ry

N, = Ag Ay Agg 62 + | Biz By DBy Ky

Ny | L A Az Ass ] 'ng ] | Bis Bas  Bse Ky
(4.21)

M, ] I By Bia Big ] 62 ] [ Dy Dy Dis Ry

M, = Bz By By 62 + | Di2 Dy Dy Ky

Mgy | | Bis B Bsgs | 72;, ] | Dis Dos Des Ky
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Mit der Dehnsteifigkeitsmatrix A;;

Aij = Y (Qi)r(zr = 211), (4.23)

By =5 Qe — ) (1.29)

und der Biegesteifigkeitsmatrix D;;

Dyj = (Qip)r (2 — 21 (4.25)

Mz

1
3

ES
Il
—

Dieses Gleichungssystem 1483t sich auch mit Blockmatrizen als eine Gleichung
formulieren:

] =15 o)1) 420

Die Kopplungsmatrix B verbindet Ausdehnung und Biegung eines Laminats.
Ein Laminat mit nicht-verschwindenden Termen in B;; wird sich bei einer rei-
nen Zugbelastung zusédtzlich verdrehen. Die Kopplungsmatrix verschwindet
jedoch bei allen symmetrischen Laminaten (siehe [46]). Bei asymmetrischen
Laminaten wird dieser Effekt gezielt genutzt, um hygrothermische Eigen-

spannungen zu messen (sieche Abschnitt 6.1).
Bei Auftreten hygrothermischer Eigendehnungen €” wird ein zusitzlicher

daquivalenter Kraft- und Momentenvektor N*, bzw. M* gebildet:

N
N* = ) T Qrer (2 — 2-1) (4.27)

k=1

M* = ZT 'Quelt (2 — 21_y) /2 (4.28)
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mit der transversal-isotropen, hygrothermischen Eigendehnung ¢ in den Ma-
terialhauptachsen 1 und 2:

th mo

T | o M@ | X
S / ol | dT + / age | dM (4.29)

To 0 My 0

Das Gleichungssystem (4.21,4.22) kann dann folgendermafien geschrieben
werden:

Aeg+Br = N+ N¥ (4.30)
Be+Dk = M+ M* (4.31)

4.3 Viskoelastische Laminattheorie

In der viskoelastischen Laminattheorie (VLT) wird weiterhin ein ebener Span-
nungszustand fiir alle Laminatschichten vorausgesetzt. Das Materialgesetz
fiir Spannungen und Dehnungen innerhalb einer Laminatschicht im Materi-
alhauptachsensystem lautet:

01 p Qu Q12 0 0 €1
o | (1) = / Qo @n 0 |(t-12 | o [ (@3
T12 —00 0 0 Q66 Y12

Die Matrix @) ist jetzt die fiir den ebenen Spannungszustand reduzierte Rela-
xationsmatrix. Zu beachten ist, daf} alle Groflen Funktionen der Zeit sind. Bei
unidirektional faserverstirkten Kunststoffen kann jedoch davon ausgegangen
werden, daf das Verhalten in Faserrichtung (Q1;) aufgrund der dominieren-
den Eigenschaften der Fasern rein linear-elastisch ist.

Unter der Voraussetzung, daf eine Belastung erst ab ¢ > 0 stattfindet (o (¢), () €
HS"Y), kann die Gleichung (4.32) unter Verwendung des Stieltjes-Integrals fol-
gendermaflen geschrieben werden:

o(12)(t) = Q(t) * deqrz) (¢) (4.33)
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Sind im Material zusétzliche hygrothermische Eigendehnungen vorhanden,
muf} die Dehnung als Summe aus elastischer Dehnung und chemischer, ther-
mischer und hygroskopischer Eigendehnung geschrieben werden:

€(12) (t) = eé(3{2) (t) + 6€L1t2) (t) = eé(3{2) (t) + €Ch(t) + eth(t) +€™°(1) (4.34)

Da nur die elastische Dehnung einen Beitrag zur Spannung liefert, lautet die
Materialgleichung im Materialhauptachsensystem:

oag(t) = Q) xd (6(12) (t) — 6](11t2) (t))
= Q1) * deqry) () — Q(1) * de({y (1) (4.35)

Durch Transformation dieser Gleichung erhélt man den Zusammenhang zwi-
schen den Spannungen (., und den Dehnungen €, im globalen (z,y)-
Koordinatensystem:

O (zy) (t) = Q(t) * d€(gy) (t) — TﬁlQ(t) * de?th) (t) (4.36)

mit der analog zur Gleichung (4.12) definierten reduzierten Relaxationsma-
trix Q(¢) im globalen Koordinatensystem und der in Gleichung (4.14) defi-
nierten inversen Transformationsmatrix 7'

Die Kirchhoff’sche Plattenhypothese wird wie in der klassischen Laminattheo-
rie verwendet. Die Definition der Dehnung € im Laminat kann demnach aus
Gleichungen (4.16), (4.17) und (4.18) iibernommen werden:

e=¢€ +zk (4.37)

Definition der resultierenden Kraft- und Momentenvektoren N und M analog
zu Gleichung (4.19) und (4.20) durch Integration der Spannungen in den
einzelnen Laminatschichten in Dickenrichtung ergibt unter Verwendung der
Kirchhoff’schen Plattenhypothese ein Gleichungssystem (im globalen (z, y)-
Koordinatensystem) analog zur CLT:
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Mit der Dehnrelaxationsmatrix A;;(¢)

43j(6) = S (Qu)elt) (e — 7). (4.40)

Buw = 3 2 (@) — ), (1.41)

Dy(1) = 2 S (@)~ ) (1.42)

und den dquivalenten Kraft- und Momentenvektoren N*(¢) und M*(t) der
hygrothermischen Eigendehnung €"(t)

N*(t) = Y T, 'Qu(t) * dep’ (2 — 21-1) (4.43)
M) = > T 'Qult) = dep’ (2 — 2 ) /2 (4.44)

Die viskoelastische Laminattheorie kann auch fiir ein nichtlineares Material
(Gl. (3.46) und (3.47)) angegeben werden. Weiterhin kann die Zeitintegration
durch die rekursive Formulierung (siehe Kapitel 3.3) auf eine Berechnung
aus der aktuellen Last und den Werten des vorigen Zeitschritts vereinfacht
werden.

Die Spannung in der k-ten Laminatschicht werden nach Gleichung (3.66) in
globalen Koordinaten wie folgt berechnet:

or = (T,)5 S (T)ker — Spt (Hy + ) (4.45)
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Da die experimentelle Bestimmung der Parameter der nichtlinearen Relaxa-
tionsgleichung wesentlich aufwendiger ist, als die der nichtlinearen Kriech-
gleichung, wird in den meisten Féllen bei nichtlinearem Materialverhalten
nur die Kriechgleichung verwendet. Daher muf3te in der obigen Gleichung die
momentane Nachgiebigkeitsmatrix S invertiert werden, um die momentane
Steifigkeitsmatrix zu erhalten.

Integration der Gleichung (4.45) in Dickenrichtung des Laminats unter Ver-
wendung des bereits bekannten Ansatzes fiir die Dehnung € = ¢y + zx (Gl
4.16) ergibt ein zur klassischen Laminattheorie dhnliches Gleichungssystem:

N(t) = A)e(t) + B(t)s(t) — N*(t) (4.46)
M(t) = B(t)e(t) + D(t)s(t) — M*(t) (4.47)
Mit der momentanen Dehnsteifigkeitsmatrix A(t)
~ N ~
) = ST S () (Telen — 200) (1.48)
k=1
der momentanen Koppelsteifigkeitsmatrix B(t)
. 1 _
B(t) = 5 D (To)i " S (O(Te(z — 2, (4.49)
k=1
und der momentanen Biegesteifigkeitsmatrix D(t)
. 1 .
D{t) =5 D (L) S (T — 7y) (4.50)

Die édquivalenten Kraft- und Momentenvektoren N*(¢) und M*(t) enthalten
jetzt nicht nur die Anteile der hygrothermischen Eigendehnung €"(t), son-
dern auch den Erinnerungsterm H, in dem die Information aus dem vorigen
Zeitschritt enthalten ist (siehe Gl. 3.65):
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2*1
=

[l
] =

(Tg)lzlgk_l(t) (]{]€ + €Zt) (Zk — Zkfl) (451)

B
Il
—

=
=

[l
NE

(T) "Spt(t) (He + €") (27 — 221) /2 (4.52)

ES
Il
—

Im nichtlinearen Fall sind die Matrizen A, B, D, N* und M* von der Span-
nung in den einzelnen Laminatschichten abhéngig, die aus Gleichung (4.45)
berechnet werden kann. Das oben angegebene Gleichungssystem mufl dann
fiir jeden Zeitschritt iterativ bis zum Erreichen der gewiinschten Konvergenz
berechnet werden.

4.3.1 Beispielrechnung

Fiir die viskoelastische Laminattheorie wurde ein Berechnungsprogramm un-
ter Verwendung der rekursiven Formulierung des Zeitintegrals geschrieben.
Als Materialdaten wurden die Daten von TUTTLE & BRINSON fiir das Gra-
phit/Epoxy System T300/5208 aus der Literatur iibernommen [74] (siehe An-
hang A). Es wurde der zeitliche Verlauf der Eigenspannungen ermittelt, die
sich bei der Herstellung durch eine Abkiihlung um 100K ergeben. Abbildung
4.1 zeigt die Relaxation der transversalen Eigenspannung in einem [0, 90],-
Laminat. Die Abbildungen 4.2 bis 4.5 zeigen den zeitlichen Verlauf von Deh-
nung und Spannung in der 90°-Lage eines [90, +45, —45, 90],-Laminats. Da in
Faserrichtung keine Relaxation stattfindet, erzwingt die steife 90°-Richtung
eine Umlagerung der Dehnung aus der 0°- in die 90°-Richtung. Gleichzeitig
relaxiert die Spannung in transversaler Richtung (x- oder 0°-Richtung) und
nimmt in 90°-Richtung geringfiigig zu.

Das in der objektorientierten Programmiersprache C++ geschriebene Pro-
gramm v1t.cc ist im Anhang B aufgefiihrt.
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[0,90]s-Laminat, Abk hlung 100K
255 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

sigma_y, 0-Lage ——
25 |- R

245 4

24 B

sigma [MPa]
N
w
T
1

225 4

22 - E

205 1 1 1 1 1 1
0.1 1 10 100 1000 10000 100000 1le+06
t [min]

Abbildung 4.1: Transversale Eigenspannungen eines [0, 90];-Laminats, AT =
—100K

[90,+45,-45,90]s-Laminat, Abk hlung 100K
-0.00076 T T T T T T

eps_x, 90 -Lage ——

-0.00078

-0.0008

-0.00082

eps

-0.00084

-0.00086

-0.00088

10000 100000 1le+06

-0.0009 . P R M Lo -
01 1 10 100 1000
t [min]

Abbildung 4.2: Dehnung €, eines [90, +45, —45, 90|,-Laminats, AT = —100K
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[90,+45,-45,90]s-Laminat, Abk hlung 100K
3.1e-05 T T T T T T

3e-05

2.9e-05

2.8e-05

2.7e-05

eps

2.6e-05

2.5e-05

2.4e-05
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2.2e-05
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t [min]

Abbildung 4.3: Dehnung e, eines [90, +45, —45, 90],-Laminats, AT = —100K

[90,+45,-45,90]s-Laminat, Abk hlung 100K
20.5 T T T T T T T T T T T T T

sigma_x, 90 -Lage ——

sigma [MPa]

16.5 1 1 1 1 1 1

0.1 1 10 100 1000 10000 100000 1le+06
t [min]

Abbildung 4.4: Spannung o, eines [90, 445, —45,90];-Laminats, AT =
—100K
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[90,+45,-45,90]s-Laminat, Abk hlung 100K

8.7 T L T T T

8.65

8.6

8.55

8.5

sigma [MPa]

8.45

8.4

8.35

8.3

8.25 1 1 1 1

sigma_y, 9

0-Lage —

0.1 1 10 100 1000
t [min]

10000

100000 1le+06

Abbildung 4.5: Spannung o, eines [90,+45, —45, 90];-Laminats, AT

—100K
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4.4 Viskoelastische Finite Elemente Methode

Bei vielschichtigen Laminaten, Laminaten mit Kerben oder Bohrungen und
bei der Untersuchung des dreidimensionalen, interlaminaren Spannungsfeld
am Rand eines Laminats sind die Vereinfachungen der klassischen Lami-
nattheorie nicht mehr zutreffend. Das Problem muf§ dann mit einem Diskre-
tisierungsverfahren, wie zum Beispiel der Finiten Element Methode berechnet
werden (siehe beispielsweise ZIENKIEWICZ [82]).

Das viskoelastische Materialverhalten soll weiterhin durch die rekursive For-
mulierung der Zeitintegration nach KENNEDY & WANG (siehe [47], bzw.
Kapitel 3.3) dargestellt werden. Es wird das nichtlineare Modell verwendet,
aus dem das lineare Modell durch Definition der nichtlinearen Koeffizienten
zu eins erhalten werden kann. Der Zusammenhang zwischen Spannung und
Dehnung lautet nach Gleichung (3.66):

o= (T,)"'S™T.)e — S7 (H + ") (4.53)

Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet:

/66TadQ :/ du f ds (4.54)
Q )

wobei de die Dehnung aus der virtuellen Verschiebung du, o die Spannung
im Gebiet €2 und f die Randspannung auf dem Gebietsrand OS2 ist. Das
Gebiet 2 wird in einzelne Elemente e, unterteilt. Die Verschiebung u,, im
Element wird durch die Matrix der Formfuntionen ,, auf den Vektor der
Knotenverschiebungen d zuriickgefiihrt:

U = Npd (4.55)

Aus den Verschiebungen im Element wird die Dehnung ¢, bestimmt:

€m = Bpd (4.56)

Einsetzen der Gleichungen (4.55) und (4.56) in (4.54) ergibt:
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> [ Browaa=% [ Nip.ds (457)
(m) 7 ém (m) 7 (O0m

Aus der viskoelastischen Materialgleichung (4.53) folgt:

_ Z/ BE(T,), 1S (H + €") d = Z/ Ny, fru ds (4.58)

Definiert man

K =Y / BL(T,) 1S M) 1 By d, (4.59)

T
Py /m N fonds (4.60)

erhdlt man eine zur linearen Elastizitdt korrespondierende Formulierung:

Kd=F (4.61)

mit der momentanen Steifigkeitsmatrix K, dem Vektor der Knotenverschie-
bungen d und dem Vektor der modifizierten Knotenkrifte F'. Im linearen
Fall kénnen aus dieser Gleichung direkt die Knotenverschiebungen berechnet
werden, beim nichtlinearen Fall miissen diese iterativ bestimmt werden.



Kapitel 5

Mikromechanik

Die Mikromechanik versucht, dafl mechanische Verhalten eines Werkstoffes,
der aus mehreren unterschiedlichen Phasen besteht, aus den mechanischen
Eigenschaften, der Geometrie und der Verteilung der einzelnen Bestandteile
zu berechnen. Im Gegensatz zur Makromechanik, die das Werkstoffverhalten
phénomenologisch aus experimentellen Daten beschreibt, beruht die Mikro-
mechanik auf verschiedenen theoretischen Modellen zur Wechselwirkung der
einzelnen Phasen im Werkstoff. Im folgenden wird hiufig die Bezeichnung
Verbundwerkstoff verwendet. Damit ist nicht notwendigerweise ein faser-
verstirkter Werkstoff gemeint, die verstirktende Phase darf eine allgemeine
Form haben.

5.1 Schranken fiir die Elastizitidtskonstanten
eines Verbundes

Die ersten Ansétze zur Berechnung der mechanischen Eigenschaften eines
Verbundwerkstoffes wurden von VoicT (1889) [76] und REUSS (1929) [67]
aufgestellt.

VOIGT nahm eine homogene Dehnung im Material an. Die Elastizitdtskon-
stanten K und G berechnen sich dann als das gewichtete Mittel der Phasen-
konstanten:



KAPITEL 5. MIKROMECHANIK 43

K =) ¢k, (5.2)
(r)

Bei dieser Annahme wird das Kriftegleichgewicht an den Phasengrenzen ver-
letzt, da der Wert der Spannung einen Sprung an der Grenzfliche durchfiihrt.

REUSS hingegen setzte eine homogene Spannungsverteilung im Material vor-
aus, wodurch die Elastizitidtskonstanten als inverses Mittel berechnet werden:

1 cr

a - —T (5.3)
(r)

1 Cp

i - 0.4

% K, (5.4)

Mit dieser Annahme wird die Kompatibilitdtsbedingung verletzt, da an den
Phasengrenzen Hohlrdume bzw. Uberlappungen entstehen.

HiLL zeigt, dafl die nach den Annahmen von VOIGT und REUSS berechneten
Werte obere bzw. untere Schranken fiir die Elastizitdtskonstanten des Ver-
bundes darstellen [38]. Er schlug vor, den Mittelwert der beiden Schranken
als eine einfache Ndherung der Verbundkonstanten zu verwenden.

Genauere Schranken fiir die Verbundkonstanten werden durch Anwendung
des Variationsprinzips von HASHIN & SHTRIKMAN erhalten [27]. Die Schran-
ken fiir Kompressionsmodul K und Schubmodul G eines zweiphasigen Ma-
terials sind damit (K, > K;,Gy > G1):

C
Kpiw = Ki+— 2 % (5.5)
Ko — K, | 3K, +4G,
C
Knax = Ko+ — ! 35 (5.6)
K —K, | 3K, +4G,
Gmln — Gl + 1 . 6(K1 + 2G1)Cl (57)
G2 - Gl 5G1 (3K1 + 4G1)
Gmax = G2+ —— 6(K, T 9G)e (5.8)

Gl — G2 5G2(3K2 + 4G2)
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Die Schranken nach VoicT & REUSS und HASHIN & SHTRIKMAN fiir den
Schubmodul eines zweiphasigen Verbundes sind in Abhéingigkeit der Pha-
senkonzentration fiir ein Schubmodulverhéltnis Go/G; = 10 zusammen mit
dem mit der selbst-konsistenten Methode berechneten Verbundschubmodul
in Abbildung 5.4 dargestellt.

5.2 Das Eshelby-Modell

5.2.1 Der homogene, ellipsoidférmige Einschluf3

Eshelby begriindete 1957 [13] und 1961 [14] in seiner Arbeit {iber einen homo-
genen, ellipsoidférmigen Einschlufl ein neues Kapitel in der Mikromechanik.
Eine umfassende Darstellung zur Mikromechanik findet sich in [57].

Der Einschluf§ sei aus dem gleichen Material wie die umgebende Matrix und
habe den Steifigkeitstensor C. Er besitze eine Eigendehnung (eigenstrain)
€*, die er ohne die duflere Behinderung der Matrix annehmen wiirde. Auf-
grund der Storwirkung des Einschlusses entsteht in Matrix und Einschluf} ein
Stordehnungsfeld e;;. Die Gesamtverzerrung im Einschluf} ist nun:

N 1
€ij = €jj + €ij = 5 (Uiyj + Uj,z') (59)

Daraus ergibt sich eine Spannungsverteilung

Okl — C’klijeij == Cklij (eij — 62}) . (510)

Die Feldlosung der Verschiebung v kann folgendermaflen berechnet werden:

Ce)

Abbildung 5.1: Der ellipsoidférmige Einschluf
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e Man entferne den Einschluff und lasse ihn die Eigenverzerrung ¢;; durch-
fithren. Die Spannung sg = C’klije;‘j sei die zu € korrespondierende
Spannung. Der Einschluf} ist noch spannungsfrei.

e Man belaste den Einschlufl mit der Oberflichenspannung —sgn; auf
092. Dadurch erhélt er wieder seine urspriingliche Form. Dann wird der
Einschluf} zuriick in die Matrix gesetzt.

e Man lasse die Oberflichenkrifte auf 02 relaxieren, wodurch der Ein-
schlufl seine Form #ndert. Dies ist gleichbedeutend mit einer zusétzli-
chen Krifteverteilung +sy;n; auf 0€).

Sei G;(r —r') die Green’sche Funktion der Verschiebung w;(r) aufgrund einer
Einheitskraft in x;-Richtung an der Stelle 7/, dann ist die Verschiebung u;(r)
gegeben durch die Integration der Feldwirkungen der Kréfte auf dem Rand
des Einschlusses:

ui(r) = Gij(r —r")sj(r"yn, dr' (5.11)
20

Nach partieller Integration und unter Verwendung von si; = Cklije;f‘j ergibt
sich

U’l(T) = - / Gij,l(T - T,)lemnﬁrnn dr' (512)
Q
Die Verzerrung e ist:

1
€ij = —5 /Q Cklmne:nn (Gik,lj('r - 7”’) + ij,li('r - 7”’)) d?”l (513)

Unter Voraussetzung einer konstanten Eigenverzerrung e¢* 143t sich der Eshelby-
Tensor S) einfijhren *:

]_ ! ! !/
Sfﬁ)l =3 /Q Crtmn (Gikgj(r — 1) + Gjepa(r — 1)) dr (5.14)

Damit ist

!Eshelby bezeichnete diesen Tensor mit S [13]. Zur Unterscheidung von der Nachgie-
bigkeit wird der Eshelby-Tensor durch den hochgestellten Index (E) gekennzeichnet.
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E) x
Cij = Si(jk)lekl' (5.15)

Es kann gezeigt werden, da8 S®) bei einem ellipsoidférmigen Einschluf kon-
stant ist. Dies gilt auch bei Entartung einer der Hauptachsen des Ellipsoids
(Faser: @ — oo, penny-shape: a — 0).

5.2.2 Ellipsoidférmige Inhomogenitét

Abbildung 5.2: Die ellipsoidférmige Inhomogenitét

In der Matrix sei ein Einschlufl aus einem anderen Material mit Steifigkeit
(', enthalten. Dieser wird als Inhomogenitét bezeichnet.

Im Unendlichen sei ein Spannungs-/Dehnungszustand (€°, ¢%) vorgegeben
mit 0 = Ce’. Der Spannungs-/Dehnungszustand in der Inhomogenitéit €
sei (e1,01).

Die Inhomogenitéit bewirkt eine Storwirkung in der Matrix € = ¢; — €, 0 =

0'1—0'0

Es wird jetzt das Konzept einer dquivalenten Eigendehnung €* eingefiihrt, so
dafl die Inhomogenitét wie ein Einschlufl aus dem gleichen Material wie die
umgebende Matrix mit der Steifigkeit C' behandelt werden kann.

Die Spannung in der Inhomogenitét €2 ist dann:
o,=0"+0=Ci(" +¢) =C(e’ +¢—¢€) (5.16)

mit

= (5.17)
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folgt:
CL(" + SBe) = C(0 + SPe* — ¢) (5.18)

daraus wird die unbekannte Eigendehnung €* bestimmt:

e = ((C,— C)S™) — ) (C - Cy)e (5.19)

zur spateren Verwendung wird ein constraint-Tensors C* definiert, der die
Storspannung mit der Stordehnung verbindet:

o=—C" = oy — 0’ =—C*(e; — €) (5.20)
mit 0 = C(e — €*) und ¢ = SPe* folgt:

C*SW) = (1 - S)) (5.21)

bzw.

S®) = (c*+C)7'C = PC (5.22)

5.2.3 Inhomogener Einschluf}

Besitzt die Inhomogenitét 2 eine zusitzliche Eigendehnung €? gegeniiber der
umgebenden Matrix, wird sie als inhomogener Einschluf bezeichnet und kann
in dhnlicher Weise behandelt werden.

Die Spannung im inhomogenen Einschluf} ist

Cl(®+e—e)=C( +e—€ —¢) (5.23)

Unter Verwendung einer resultierenden dquivalenten Eigendehnung ¢ und
des Eshelby-Tensors S*)
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ergibt sich:

OL(" + B — ) = C(* + SPe — ¢) (5.24)

daraus wird wiederum die unbekannte dquivalente Eigendehnung €* bestimmt.

5.3 Die selbst-konsistente Methode

Die selbst-konsistente Methode (self-consistent-method) basiert auf dem An-
satz von Eshelby des ellipsoidférmigen Einschlusses einer zweiten Phase in
einer homogenen Matrix. Die Grundidee des selbst-konsistenten Ansatzes ist,
dafl die umgebende Matrix bereits die noch zu bestimmenden Eigenschaften
des gesamten Verbundes besitzen soll. Dieses Verfahren wurde urspriinglich
von HERSHEY [37] und KRONER [48] zur Bestimmung der Elastizitétskon-
stanten von quasiisotropen Vielkristalle aus den Werten der kubischen Ein-
kristalle vorgeschlagen. HILL erweiterte das Verfahren auf allgemeine Ver-
bundwerkstoffe aus voneinander unabhéngigen Phasen [39]. (Bei dem System
kubisches Einkristall - Vielkristall bleibt der Kompressionsmodul gleich).

Es sei ein Verbundwerkstoff aus einer statistisch homogenen Verteilung von
dhnlichen, ellipsoidférmigen Partikeln der Steifigkeit C'; und Volumenkon-
zentration c; in einer Matrix der Steifigkeit Cy und Volumenkonzentration ¢,
gegeben.

Die volumetrisch gemittelten Eigenschaften der Phase r sollen mit geschweif-
te Klammern gekennzeichnet werden: {e,}, {o,}.

Abbildung 5.3: Verbundwerkstoff mit 2 Phasen
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Damit ergeben sich die volumetrisch gemittelte Groflen des Verbundwerk-
stoffes zu:

cfe} + el = {e (5.25)
ci{or} +efo} = {o} (5.26)

Es soll die Steifigkeitsmatrix C' des Verbundwerkstoffes ermittelt werden, mit

{o} =C{e} (5.27)

Die selbst-konsistente Methode postuliert, dafl ein constraint-Tensor C* exi-
stiert, der die gemittelten Storspannung und Stérdehnung in den eingeschlos-
senen Phasen analog des Problems der einzelnen Inhomogenitit miteinander
verbindet:

{on} —{o} = =C" ({ar} — {¢}) (5.28)

daraus folgt mit Gleichung (5.25) und (5.26):

{o2} —{o} = —C" ({2} — {€}) (5.29)

Das bedeutet, dafl beide Phasen in gleicher Weise in die Berechnung eingehen!
Die Steifigkeit eines Verbundwerkstoffes mit Einschliissen der Volumenkon-
zentration ¢; und der Steifigkeit ' in einer Matrix der Steifigkeit C5 ist
also gleich der eines Verbundwerkstoffes aus Einschliissen der Volumenkon-
zentration ¢ = 1 — ¢; der Steifigkeit Cy in einer Matrix der Steifigkeit C',
vorausgesetzt, dal die Form der Einschliisse jeweils gleich ist.

Aus Gleichung (5.28) und (5.29) folgt mit {0, } = C1{€1} und {02} = Co{es}:

(C*+ Ci){e} = (C" + Cy){ea} = (C" + O){e} (5.30)

aus Gleichung (5.25) folgt:

a(C*+C) T+ ep(Cr+Cy) P =(Cr+0O) =P (5.31)
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mit C* = P~! — C ergibt sich:

a[(C=C) '+ P+ [(C—C) '+ P =0 (532)

oder nach Invertierung:

Cl(C - CQ)_I + CQ(C - Cl)_l =P (533)

woraus die gesuchte Verbundsteifigkeit C' bestimmt werden kann. Eine duale
Formulierung la8t sich auch fiir die Verbundnachgiebigkeit S herleiten:

C1 (S — 52)71 + 02(5 - Sl)il = Q (534)

Es konnen sogenannte Phasenkonzentrationsfaktoren definiert werden, mit
denen die Dehnung bzw. Spannung in den einzelnen Phasen aus der Dehnung
bzw. Spannung im gesamten Verbund bestimmt werden kann.

{e,} = Ai{e} {e2} = Ax{e} (5.35)
{o1} = Bi{o} {02} = Bo{o} (5.36)

mit Gleichung (5.30) folgt:

Al = P(C*+C)=1+P(C,-C) (5.37)
At P(C*+Cy) =1+ P(Cy—C) (5.38)
Bt QS*+8)=IT+Q(S;—9) (5.39)
B,' = Q(S*+Sy)=T+Q(S,—S) (5.40)

wobei gilt:

ClAl + CQAQ =1= ClBl + CQBQ (541)

unter Verwendung von Gleichung (5.33) und (5.34) folgt:
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1

A = . (CL — Co)™HO — ) (5.42)
Ay = 0—12(02 _)NC - ) (5.43)
B = 0—11(51 )8 = Sy) (5.44)
By, — 0—12(52 — 5N — ) (5.45)

Fiir den Fall isotroper, kugelférmiger Einschliisse in einer isotropen Matrix
hat HiLL [39] diese Gleichungen zu einer Gleichung 4. Ordnung fiir den Schub-
modul G und eine davon abhéingige Gleichung fiir den Kompressionsmodul
K zusammengefaf}t:

ClKl CQKQ CIGQ CQGI
+ +5 + +2=0 0.46
Ki+3G  K)+3G <G—G2 G—G1> (5.46)

K — K1K2 + %G(ClKl + CQKQ)
- ClKQ + CQKl + %G

(5.47)

Alternativ dazu konnen die Gleichungen auch nach der Schubnachgiebigkeit
f =1/(4G) und der Kompressionsnachgiebigkeit o = 1/(9K) aufgeldst wer-
den [49]:

C101 18 152 cafh
+ +5 ( + ) +2=0 5.48
a1+§ﬂ a2+%ﬂ =0 B—p (5.48)

ajas + L6(craq + cra
o = 2192 35(11 20i2) (5.49)

1
c1op + coan + 38

Mit diesen Gleichungen wurde der Verlauf des Schubmoduls eines zweipha-
sigen Verbundes in Abhéngigkeit der Phasenkonzentration ¢y berechnet. Es
wurde angenommen, dafl die Querkontraktion beider Phasen gleich 0.35 ist.
Das Verhéltnis der Elastizititsmodulen Es/FE; wird mit = bezeichnet. Die
Phase 2 soll die steifere Phase sein. Zur Skalierung wird der Schubmodul der
Phase 1 auf den Wert 1 gesetzt.
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vy = vy =0.35

EyJE, = G9/Gi=K)//K) ==z
G, =1 K, =3
Gy = Ky =3z

Der skalierte Schubmodul G* ist so definiert, daf§ fiir G = G'; der Wert 0 und
fiir G = G4 der Wert 1 erhalten wird:

GG

N Gy -Gy

(5.50)
Der skalierte Schubmodul G* fiir das Schubmodulverhiltnis x = 10 ist zu-
sammen mit den Schranken nach VoicT & REUSS und HASHIN & SHTRIK-
MAN in Abbildung 5.4 dargestellt. Der Grenzfall geringer Konzentrationen
kugelformiger Partikel in einer Matrix wird, wenn die zweite Phase die Ein-
schlufiphase ist, sehr gut durch die unteren HASHIN & SHTRIKMAN Schran-
ken angegeben. Im anderen Fall (erste Phase ist kugelférmige Einschlufiphase
geringer Konzentration) stellt die obere Schranke eine sehr gute Nidherung
dar.

Der nichtskalierte Schubmodul G ist fiir z = 10#/%,§ = 1...5 in Abbildung
5.5 dargestellt. Abbildung 5.6 zeigt den skalierten Schubmodul G* fiir Werte
von z = 100/ j =1...6. Bemerkenswert ist der Grenzfall fiir Ey/E; — oc.
Bis ungefdhr ¢ = 0.5 iiberwiegt die Eigenschaft der Matrix, danach steigt
der skalierte Schubmodul linear an. Die Grenze 0.52 ist der Wert, bei dem
sich kugelférmige Einschliisse in einer kubischen Anordnungen gegenseitig
beriihren.

Die Phasenkonzentrationsfaktoren Aﬁ)u fiir die Dehnung

2 2
651) = Agl)llell

und Bﬁ)ll tiir die Spannung

2 2
0{1) = B£1)11<711

sind in den Abbildungen 5.7 und 5.8 fiir die E-Modul Verhéltnisse = =
104/2) i =1...6 wiedergegeben.
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1: Voigt

2 : Hashin & Shtrikman (obere Grenze) e
3 : Selbst-konsistente Methode R A
4 : Hashin & Shtirkman (untere Grenze) A |

0.8T 5 : Reuss

Abbildung 5.4: Skalierter Schubmodul (kugelférmige Einschliisse, + = 10)
nach der selbst-konsistenten Methode und Schranken nach VoicT & REUSS

und HASHIN & SHTRIKMAN
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10f -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 5.6: Skalierter Schubmodul (kugelférmige Einschliisse)
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Abbildung 5.8: Phasenkonzentrationsfaktor B
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Bei steifen Einschliissen (z — 00) wird bei geringen Konzentrationen die
Dehnung durch die Matrix durchgefiihrt. Trotzdem erhoht sich die Spannung
in den Einschliissen um etwas mehr als das Doppelte. Ab der Konzentration
0.5 verwischt der Einschluficharakter der zweiten Phase, und sie wird stérker
belastet.
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5.4 Viskoelastische Verbundwerkstoffe

Die selbst-konsistente Methode kann ebenso auf linear-viskoelastische Ver-
bundwerkstoffe angewandt werden [49]. Bei der Herleitung der Gleichungen
wird ein Tensorprodukt zweier elastischer Groflen durch das Stieltjes-Integral
zweier viskoelastischer Tensorfunktionen und eine tensorielle Inverse durch
eine Stieltjes-Inverse ersetzt. Die Relaxationsfunktion ist die zeitabhidngige
Steifigkeit und die Kriechfunktion die zeitabhingige Nachgiebigkeit. Glei-
chung (5.28), (5.29) und (5.30) ergeben dann fiir die Relaxationsfunktion C'
und die Kriechfunktion S eines viskoelastischen Verbundwerkstoffes:

C=> C+dA,  S=)Y ¢S «dB, (5.51)
r=1 r=1
A, = [h+PxdC,— )" (5.52)
B, = [h+Q=xd(S,—9)] ", (5.53)

wobei alle Groflen Funktionen der Zeit sind.

Zur weiteren Behandlung wird das viskoelastische Korrespondenzprinzip ver-
wendet, womit beispielsweise fiir einen viskoelastischen Verbundwerkstoff
mit kugelférmigen Einschliissen aus Gleichung (5.48) und (5.49) die Carson-
transformierte Kompressionsanteile o und der Schubanteile 3 der Kriech-
funktion S bestimmt werden konnen:

ab_, _at o ah | ab) ,_, (5.54)
dl"‘%ﬁ d2+%5 B—0 B—P
leAég + %B(Cldl + 02&2)

~ ~ 15
10 + oGy + 35

(5.55)

o=

Es ist zu beachten, dafl sowohl die gegebenen Groflen aq, do, Bl, 32, als auch
die gesuchten Groflen & und B keine Konstanten, sondern Funktionen von s
sind. Daher ist eine analytische Auflésung der Gleichungen (5.54) und (5.55)
nur mit Hilfe eines Computeralgebrasystem moglich. Als Ergebnis erhélt man
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die Carson-transformierten der Schub- und Kompressionsanteile der Kriech-
funktion. Diese miissen iiber ein Ndherungsverfahren (z.B. Kollokationsver-
fahren von SCHAPERY [69], siche Abschnitt 3.1.6) in den Originalraum zuriick
transformiert werden.

Dieses Verfahren wurde fiir einen Verbund aus Aluminiumpartikeln in einer
Epoxidharzmatrix fiir verschiedene Partikelkonzentrationen angewandt. Da
die viskoelastischen Eigenschaften der Harzmatrix des in diesem Projekt ver-
wendeten Verbundwerkstoffes noch nicht vollstdndig bestimmt sind, wurden
stellvertretend Schitzwerte fiir die Matrixeigenschaften nach den Messun-
gen von TUTTLE & BRINSON ([74], Anhang A) fiir den Verbundwerkstoff
T300/5208 angenommen. Um die Gleichungen dennoch analytisch auflésen
zu konnen, wurde die Anzahl der Retardierungszeiten im Materialgesetz von
sechs auf drei reduziert. Im einzelnen wurde fiir die Kompressionsanteile o
und die Schubanteile 3 der beiden Werkstoffe folgende Funktionen angenom-
men:

Harz (Index 1):

ai(t) = [20 +1.2 (1 — 3_0-4t/min) +924 (1 _ o—0:005 t/min)

#8 (1 - e ] 10y 530
Bi(t) = [200+ 15 (1 — e 054/min) 4 25 (1 — =0-004¢/min)

80 (1 e 0] 100 G 550

Aluminium (Index 2):

ay, = 1.5-10°GPa* (5.58)
By = 10-10*GPa™! (5.59)

Im Anhang C ist die Berechnung der Verbundeigenschaften mit Hilfe des
Computeralgebrasystems MAPLE wiedergegeben. Die berechnete Carsontrans-
formierte des Schubanteils der Kriechfunktion 4 wird numerisch mit dem Kol-
lokationsverfahren nach SCHAPERY [69] in den Originalraum zuriicktransfor-
miert. Dazu werden 16 Retardierungszeiten im logarithmisch gleichem Ab-
stand gewihlt. Theoretisch wird die Genauigkeit der Riicktransformation mit
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steigender Anzahl an Retardierungszeiten erhoht. Das zu 16sende Gleichungs-
system wird dann jedoch fast singuldr, so dafl aufgrund numerischer Re-
chenungenauigkeit das Gleichungssystem nicht mehr aufgelost werden kann.

Aus dem transformierten Schubanteil der Kriechfunktion wird dann der trans-
formierte Kompressionsanteil & nach Gleichung (5.55) berechnet. Anschlie-
end werden die zeitabhidngigen Phasenkonzentrationsfaktoren A; und B;
(¢ = 1,2) ermittelt.

Abbildung 5.9 bis Abbildung 5.12 zeigen die Kompressions- und Schubanteile
der Kriechfunktionen der einzelnen Phasen und des Verbundes fiir die Parti-
kelkonzentrationen ¢, = 0.2 und ¢y = 0.5 mit logarithmischer Darstellung der
Zeitachse. Bei der geringen Partikelkonzentration iiberwiegt die viskoelasti-
sche Eigenschaft der Matrix, bei der hohen Konzentration (einzelne Partikel

kommen miteinander in Kontakt) dominiert der elastische Charakter der
Partikel.

Die viskoelastischen Phasenkonzentrationsfaktoren A; und B; sind in Abbil-
dung 5.13 bis 5.20 dargestellt. Sie geben die Verteilung einer im gesamten
Verbund bestehenden Dehnung oder Spannung auf die einzelnen Phasen an:

{a®)} = A){e} {e2(t)} = Aa(t){e} (5.60)
{ou(0)} = Bi(t){o} {oa(t)} = Ba(t){o} (5.61)

bei sprungartig aufgebrachter mittlerer Dehnung {e} bzw. mittlerer Span-
nung {o} im Verbund, oder als:

{a(®)} = A(t)«d{e(t)}  {el(t)} = A2(t) xd{e(t)}  (5.62)
{0} = But)xd{o(t)}  {o2t)} = Ba(t) xd{o(t)} (5.63)

bei zeitabhingiger mittlerer Verbunddehnung {¢(t)} bzw. mittlerer Verbund-
spannung {o(t)}.

Wihrend der Dehnungskonzentrationsfaktor der Harzmatrix nahezu kon-
stant ist, zeigt der Dehnungskonzentrationsfaktor der Aluminiumpartikel ein
starkes zeitliches Abnehmen. Eine sprunghafte, duflere Dehnung wird dem-
nach von der Matrix nahezu simultan ausgefiihrt (im Mittel {iber die gesamte
Phase), die Dehnung in den eingeschlossenen Partikeln (und damit auch die
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Spannung) nimmt jedoch aufgrund von Relaxation der Matrix in der Umge-
bung der Partikel ab. Selbst bei der Partikelkonzentration von co = 0.5 findet
mit den gewdhlten Materialparametern noch eine Relaxation der Dehnung
in den Partikeln um 15% statt.

Die Spannungskonzentrationsfaktoren bleiben nahezu konstant, was bedeu-
tet, daf} eine konstante, duflere Spannung von beiden Phasen anteilsmiflig
gleichméBig getragen wird. Lediglich bei der hoheren Partikelkonzentration
findet eine Umlagerung der Spannung aus der Matrix auf die Partikel statt.
Gleichzeitig nimmt selbstversténdlich die gesamte mittlere Dehnung im Ver-
bund durch Kriechen unter der aufgebrachten Last zu.



KAPITEL 5. MIKROMECHANIK

bulk compliance (c = 0.2)
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Abbildung 5.9: Kompressionsanteil der Kriechfunktionen, ¢, = 0.2
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bulk compliance (c = 0.5)
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Abbildung 5.10: Kompressionsanteil der Kriechfunktionen, ¢, = 0.5
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shear compliance (c = 0.2)
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Abbildung 5.11: Schubanteil der Kriechfunktionen, ¢y = 0.2
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shear compliance (c = 0.5)
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Abbildung 5.12: Schubanteil der Kriechfunktionen, ¢, = 0.5
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Al (c =0.2)
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Abbildung 5.13: Phasenkonzentrationsfaktor Ay, ¢ = 0.2
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Abbildung 5.14: Phasenkonzentrationsfaktor Ay, co = 0.2
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Abbildung 5.15: Phasenkonzentrationsfaktor Ay, ¢ = 0.5
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Abbildung 5.16: Phasenkonzentrationsfaktor Ay, co = 0.5
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Abbildung 5.17: Phasenkonzentrationsfaktor By, ¢ = 0.2
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Abbildung 5.18: Phasenkonzentrationsfaktor By, co = 0.2
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Abbildung 5.19: Phasenkonzentrationsfaktor By, ¢ = 0.5

B2 (c =0.5)

shear
171
1.657
1.61
B2 @)55
157
1.45¢

bulk
1.4+

N L MRS AR SRR
Ig (t/min)

Abbildung 5.20: Phasenkonzentrationsfaktor By, co = 0.5
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5.5 Definition von Eigenspannungen fiir mehr-
phasige Verbunde

Der Spannungszustand ¢ in einem Korper wird unterteilt in Lastspannun-
gen o und Eigenspannungen o”°. Eigenspannungen (ES) sind definiert als
Spannungen, die in einem Korper vorliegen, die unabhéngig von einer &dufle-
ren Belastung sind. Diese Spannungen miissen sich iiber jede Schnittfliche
durch einen Korper, der sich im Gleichgewicht befindet, kompensieren.

Eigenspannungen werden nach [54] in ES I. Art (Makroeigenspannungen) o’

und ES II. und III. Art (Mikroeigenspannungen) o’/ und o//7 unterteilt.

Unter den Eigenspannungen I. Art o! versteht man den Volumenmittelwert
der ortsabhingigen Eigenspannungen o°(z) iiber alle Phasen in einem re-
prisentativen Volumenelement AV des Verbundes.

Die Eigenspannung I1. Art o/ ist der Mittelwert von o”%(z) — o! {iber ein
Phasenbestandteil (ein Korn bei Metallen). Der verbleibende, ortsabhéngige
Spannungsanteil o”%(z) — 0! — o!! wird mit ¢!/’ bezeichnet. Die mittle-
re Spannung in einer Phase 7 soll im folgenden in geschweiften Klammern

geschrieben werden:

{oi} =0 +o! + 0! (5.64)

Die Mikrospannung o/ stellt die gegenseitige mittlere Verspannung der Pha-
sen das und verschwindet nach Definition im volumetrischen Mittel iiber den
gesamten Korper

Z cioll =0 (5.65)
(4)

Die Mikrospannung besteht aus einem lastunabhiingigen Anteil o//° und ei-
nem lastabhiingigen Anteil o//X. Der lastunabhiingige Teil kann aufgrund
von Herstellungsbedingungen (unterschiedlicher thermischer Ausdehnungs-
koeffizient der einzelnen Phasen) oder plastischer Verformung im Korper
vorliegen.

Die Makrospannungen ¢™ = o + ¢! werden in einem mehrphasigen Werk-
stoff je nach Wert der mechanischen Eigenschaften und Form der einzel-
nen Phasen unterschiedlich auf die Phasen verteilt. Die Theorie zu Teilchen-
Matrix-Verbunden mit dem selbst-konsistenten Ansatz wurde in Kapitel 5.3
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behandelt. Die mittlere lastabhingige Spannung in der Phase 7 ist demnach
iiber den Phasenkonzentrationstensor B; gegeben:

{oF} = Bjo™ (5.66)

Abweichungen der Phasenspannung von den Makrospannungen sind defini-
tionsgemafl Eigenspannungen II. Art. Da es lastabhéngige Eigenspannungen
sind, werden sie mit o!/** bezeichnet. Die gesamte mittlere Spannung der
Phase 4 ist hiermit:

{o:} = af + UiH’O = B; (UL + 01) —|—UZ-H’0

= o'+o'+ (B, —1I)(c"+0') + ol (5.67)

In der Arbeit von BEHNKEN [4] wurde die mittlere Phasenspannung {o;} mit
¥ und der Phasenkonzentrationstensor B; mit (L®);;x bezeichnet.

5.6 Berechnung der Eigendehnung einen Ver-
bundes

Ein linear-elastischer Verbund bestehe aus Einschliissen der Steifigkeit C
und der Konzentration ¢; in einer Matrix der Steifigkeit C', und der Konzen-
tration ¢ = 1—c¢;. Einschliisse und Matrix wiirden im isolierten Zustand eine
Eigendehnung €] bzw. € durchfiihren. Durch die gegenseitige Storwirkung
wird eine tatsédchliche Dehnung €; bzw. €5 durchgefiihrt. Die volumetrisch
gemittelte Dehnung des Verbundes ist

ci{er} + co{e} = {€} (5.68)

Der Korper sei frei von dufleren Kréaften. Dadurch mufl das volumetrische
Mittel der Spannungen verschwinden:

61{0'1} + 62{0'2} =0 (569)

In den einzelnen Phasen gilt aufgrund der Eigendehnungen folgender Zusam-
menhang zwischen Spannungen und Dehnungen:
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o1 = 01(61—611)) (570)
09 — 02(62—63) (571)

Geméif dem selbst-konsistenten Ansatz existiert ein Tensor C*, der die Storung
der Spannung mit der Stérung der Dehnung verbindet:

{on} = —C"({a} —{e}) (5.72)
{2} = —C" ({2} —{e}) (5.73)

Mit den Gleichungen (5.70) und (5.71) folgt daraus:

(CL+C e} = Ci{el} +C*{e} (5.74)
(Co+C"){ea} = Cofeb} +C{e} (5.75)

Einsetzen in Gleichung (5.68) ergibt:

{e} = (C+ ) (O} +C{e})
+e (Co + C)H(Co{eb} + C™{e}) (5.76)

Definition von

P=(C,+C"  P=(Cy+C*)H (5.77)

und Auflésen nach e ergibt:
€= [I — (Clpl + CQPZ)C*]_I [clPlC'le’f + 02P202612)] (578)
mit

P4+ cP,=P=(C"+C)! (5.79)
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folgt

€= [PC]_I [01P101611) + 02P202612)] (580)

aus Gleichung (5.74) und (5.75) kénnen dann die resultierenden Dehnungen
der einzelnen Phasen berechnet werden:

{61} = P1 (01{6117} + C*{G}) (581)
{ea} = P (Cofeh} + C*{e}) (5.82)



Kapitel 6

Nachweis von Eigenspannungen

Der Nachweis von Makro- und Mikroeigenspannungen wird dadurch erschwert,
daf3 diese Art von Spannungen nur entsteht, wenn die Durchfiihrung von
Eigendehnungen aufgrund von Temperatur- oder Feuchtednderungen eines
Bauteils behindert wird. Daher wird meist die Eigendehnung in einem nicht
restringierten Bauteil gemessen und mit der durchgefiihrten Eigendehnung
in einem restringierten Bauteil unter gleichen Umgebungsbedingungen ver-
glichen. Die Differenz dieser Dehnungen korrespondiert dann mit einer Ei-
genspannung.

6.1 Kriimmung antisymmetrischer Laminate

Ein klassisches Verfahren zur Quantifizierung der Eigendehnungen eines Fa-
serverbundwerkstoffes ist die Messung der Kriimmung eines antisymmetri-
schen Laminats nach Herstellung und Abkiihlung auf Raumtemperatur. Uber
die klassische Laminattheorie (CLT) kann dann die hygrothermische Eigen-
dehnung " aus der Kriimmung bestimmt werden. Die Berechnung mit der
CLT vereinfacht sich bei antisymmetrischen Kreuzlagenlaminaten (Lami-
nate, die nur aus 0°- und 90°-Lagen bestehen), da die Kopplungsmatrix
B aufgrund der Orientierung der Laminae nur schwach besetzt ist. Auf-
grund der momenten- kriftefreien Lagerung verschwinden im Gleichungs-
system (4.30,4.31) der resultierende Kraftvektor N und der Momentenvektor
M. Das zu losende Gleichungssystem lautet:

73
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N; i [ AH A12 0 62 B11 0 0 Ky

N; = A12 Agg 0 62 + 0 _Bll 0 Ry

N:, | |00 Ag | |40, 0 0 0] | fu
(6.1)

M; i [ BH 0 0 Eg DH D12 0 Ky

M; = 0 —BH 0 62 + D12 D22 0 Iﬁly

Mg, | 0 0 0] [, 0 0 Dgs | | Fuy
(6.2)

Invertierung des Gleichungssystems in Blockmatrixschreibweise und Auflésen
nach der Kriimmung x ergibt:

o = <‘ o Dl (—BN* + AM) (6.3)

Die aus der hygrothermischen Eigendehnung €?* und €2 hervorgehenden fiqui-
valenten Kraft- und Momentenvektoren ergeben sich bei einem antisymme-
trischen [0°,90°] Kreuzlagenlaminat der Dicke ¢ zu:

Ny M;
N* = | N} M= | —M; (6.4)
0 0
mit
Ny = [(Qn + Qu2)e" + (Quz + Qgg)egt] t/2 (6.5)
M = [(—Qu+ Qu)el' + (—Qu2 + Qu)eb'] /8 (6.6)

Aufgrund der Struktur der Matrizen A und B ergibt sich dann die Kriimmung
des Laminats zu:

Ky = — Ky Koy =0 (6.7)



KAPITEL 6. NACHWEIS VON EIGENSPANNUNGEN 75

Das Laminat nimmt demnach beim Abkiihlen eine Sattelform an, wobei die
Kriimmungsradien von gleicher Grofle, aber entgegengesetzter Orientierung
sind und die Kriimmungsachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen
(kzy = 0). Der Wert von s héngt linear von der Temperaturdifferenz der
Abkiihlung ab und kann nach lingere Rechnung aus Gleichung 6.3 bestimmt
werden.

Experimente haben jedoch gezeigt, dafl ab einem bestimmten Langen /Dicken-
Verhéltnis eines antisymmetrischen Laminats die Kriimmung keine Sattel-
form, sondern eine Zylinderform entlang einer der beiden Materialhaupt-
achsen annimmt. Weiterhin existiert nicht nur eine stabile Gleichgewichts-
lage, sondern eine zweite Zylinderform mit entgegengesetzter Kriimmung
und Kriimmungsachse entlang der anderen Materialhauptachse, in die das
Laminat durch Durchdriicken gebracht werden konnte. Hyer erklirte 1981
[44], [43], [45] als Erster dieses Phénomen, indem er die Existenz mehrerer
Losungen auf das Auftreten von geometrischen Nichtlinearitéten zuriickfiihr-
te. Hyer erweiterte die Definition der Verzerrung e um die in der nichtlinearen
Plattentheorie {iblichen Terme:

ou 1 /ow\?
0 _ o, - (YY"
w = or 2 <6:r> (6.8)
ov 1 /ow\?
o _ ¥, - (7%
€, = o + 5 (ay> (6.9)
1 [/ 0u ov ow ow
0 0 0
oy 2<8y+8x+(3x>(8y>> (610

Mit diesem Ansatz ergeben sich drei mogliche Zustéinde des Laminats: die
aus der linearen Theorie bekannte Sattelform und die beiden Zylinderformen.
Bis zu einem bestimmten Lingen/Dicken-Verhiltnisse ist die Sattelform die
stabile Gleichgewichtslage (Grenzfall zur linearen Theorie), danach ist dieser
Zustand instabil und die beiden Zylinderformen stellen beide einen stabilen
Zustand dar.

Fiir einen diinnen Streifen unendlicher Lénge eines antisymmetrischen [0/90]-
Laminats ergibt sich folgende Kriimmung [25]:

o < 24(E2/E1 — 1/221)(6{”5 — 6’2“5) ) <1 + EQ/El — 21/21) (6 11)
1+ 14(E2/E1) + (EQ/E1)2 - 161/221 1+ EQ/EI '
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mit den Elastizititsmodulen F, der Querkontraktionszahl v und den hygro-
thermischen Eigendehnungen €. Die Indizes 1 und 2 bedeuten Faserrichtung
und transversale Richtung. Da der rechte Term in Gleichung 6.11 nahezu 1 ist
und das Quadrat der Poissonzahl 15, vernachléssigt werden kann, vereinfacht
sich Gleichung (6.11) zu:

24 ht ht

K= 1t (BB T (El/Eg)(Gl — €5') (6.12)

6.2 Bestimmung der hygrothermischen Eigen-
dehnung mit Dehnungsmef3streifen

Das am haufigsten zur Bestimmung von Dehnungen verwendete Verfahren ist
die Messung mit DehnungsmeBstreifen (DMS). Durch Aufbringen der DMS
auf die Prepreg-Platten und Aufnahme des Mefsignals wiahrend Herstellung
und Abkiihlung konnte der thermische Schrumpfungsproze3 gemessen wer-
den. Aufgrund der chemischen Umwandlung der Harzmatrix und den Um-
gebungsbedingungen wihrend der Herstellung ist jedoch keine zuverldssige
Messung moglich. Durch das Erhitzen wird das Harz stark viskos. Eine Haf-
tung des DMS am Material ist demnach nicht mehr gewéhrleistet. Der ho-
he Druck im Autoklaven erzeugt ein Flielen des dann viskosen Harzes. Die
chemische Umwandlung bewirkt wiederum eine Kontraktion des Harzes. Es
wiirden also durch direkte Messungen mit DMS eher die Verformung des
DMS aufgrund der Umgebung als die Verformung der Umgebung gemessen
werden.

Aus diesen Griinden wurde bei der Bestimmung der Eigendehnung mit Deh-
nungsmefstreifen ein anderer Weg gewihlt. Die DMS wurden nach Herstel-
lung des Laminats appliziert. Danach wurde ausgehend von Raumtemperatur
bis nahe zur Herstellungstemperatur die thermische Dehnung gemessen.

Damit kann der thermische Ausdehnungskoeffizient a'® als grundlegender
Materialparameter bestimmt und mit einer elastischen Rechnung eine Ab-
schitzung der thermischen Eigenspannungen im Laminat erhalten werden.

Es wurden verschiedene Messungen fiir 8-lagige unidirektionale Laminate
([0°]s) und fiir 8-lagige Kreuzlagenlaminate ([0°,90°,0°,90°]s) durchgefiihrt.
Die Laminate hatten quadratische Abmessungen mit 10cm Seitenlénge, um
eventuelle Lingen/Breiten-Effekte zu vermeiden und wurden jeweils in der
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Mitte mit DMS (Measurement Group CEA-06-125UT-120) bestiickt. Die Tem-
peratur der Proben wurde ebenfalls auf der Oberfliche mit einem Thermowi-
derstand (Pt100) gemessen. Das MeBergebnis wurde mit dem vom Hersteller
angegebenen Polynom von Temperatureinfliissen auf den DMS bereinigt.

Abbildung 6.2 zeigt eine Messung einer unidirektionalen Probe. In Faser-
richtung (DMS 1) wird nahezu keine thermische Ausdehnung beobachtet. In
transversaler Richtung kann eine Hysterese beim Aufheizen und Abkiihlen
beobachtet werden. Dieser Effekt ist auf ein Ausdiffundieren von Feuchtig-
keit und damit verbundener Kontraktion (siehe Kapitel 2.4) wihrend der
Erwarmung zuriickzufiihren. Der Effekt konnte noch nicht quantifiziert wer-
den, da eine geeignete Waage zur Bestimmung des Feuchtegrades im Laminat
noch nicht zur Verfiigung stand. Bei einer folgenden Messung (Abbildung 6.3)
war die Probe bereits getrocknet, so dafl keine Hysterese auftrat. Die Mes-
sungen ergeben eine Nichtlinearitit der transversalen, thermischen Ausdeh-
nungskoeffizienten, der mit steigender Temperatur zunimmt. Abbildung 6.1
zeigt den thermischen Ausdehnungskoeffizienten in Abhéngigkeit der Tempe-
ratur. Eine lineare Regression der Mefergebnisse ergibt folgende Gleichung
fiir den transversalen thermischen Ausdehnungskoeffizienten:

ol (T) = [22.4587 + 0.180715(T /K — 273.15)] ﬁ (6.13)

Die thermische Ausdehnung eines Kreuzlagenlaminats ist in Abbildung 6.4
dargestellt. Dabei wurde die Probe in zwei Zyklen aufgeheizt und wieder
abgekiihlt. Der thermische Ausdehnungskoeffizient ist jetzt durch die Re-
striktionswirkung der Fasern um eine Grolenordnung niedriger, dadurch sind
die Abweichungen aufgrund von Meflungenauigkeiten deutlicher sichtbar.
Sehr gut kann in dieser Abbildung der Feuchtigkeitsverlust beim Aufheizen
beobachtet werden. Nach dem ersten Aufheizen verlaufen die Kurven der
Abkiihlphasen und der zweiten Aufheizphase aufeinander, was keine weitere
Feuchtigkeitsabgabe bedeutet. Die Diskrepanz zwischen den Werten der bei-
den Dehnungsmefstreifen ist wahrscheinlich auf Oberflicheneffekte zuriick-
zufiihren.
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Abbildung 6.1: Thermischer Ausdehnungskoeffizient, [0°]s-Laminat
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Abbildung 6.2: Thermische Ausdehnung, [0°]s-Laminat
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Abbildung 6.3: Thermische Ausdehnung, [0°]s-Laminat
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Abbildung 6.4: Thermische Ausdehnung, [0°,90°,0°, 90°],-Laminat

81
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6.3 Rontgenographische Spannungsermittelung

6.3.1 Grundlagen

Die rontgenographische Spannungsermittelung ist ein klassisches Verfahren
zur Bestimmung der Gitterabsténde kristalliner Materialien mittels Ront-
genbeugung. Durch Vergleich des Gitterabstandes im belasteten und im un-
belasteten Zustand kann die elastische Verzerrung berechnet werden. Nach
dem Bragg’schen Reflexionsgesetz

A= 2dhkl sin(@hkl) (614)

bewirkt eine Verdnderung des Abstandes dj; der durch die Millerindices
(hkl) gekennzeichneten Netzebenenschar bei fester Wellenldinge A eine Ver-
schiebung des Bragg’schen Interferenzwinkels ©Opx;. Entwicklung der Glei-
chung (6.14) in einer Taylor-Reihe und Abbruch nach dem linearen Glied
ergibt die Gitterverzerrung €y, in Richtung der Normalen der zugehorigen
Gitterebene

Adpp
i

Enkl — = _Aehkl COt(@gkl), (615)

wobei dj,, der Netzebenenabstand und ©9,, der zugehérige Interferenzwinkel
im unverspannten Zustand ist.

Da die gemessene Gitterdehnung der elastischen Dehnung entspricht, kann
daraus direkt in geeigneter Weise der Spannungszustand berechnet werden.
Durch Vergleich mit den Lastspannungen ist eine genaue Ermittelung der im
bestrahlten Volumen vorhandenen Eigenspannungen moglich. Ein weiterer
Vorteil der rontgenographischen Spannungermittelung sind die Moglichkeit
der zerstorungsfreien Priifung und die hohe Ortsauflésung. Eine ausfiihrliche
Darstellung der rontgenographischen Spannungermittelung und ihrer Anwen-
dungen, insbesondere zur Messung von Eigenspannungen bei Stdhlen findet
der Leser in den Quellen [19, 34, 52, 58].
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6.3.2 Messung bei faserverstirkten Kunststoffen

Die RSA ist nur bei Materialien mit kristalliner oder teilkristalliner Struk-
tur anwendbar. HAUK ET. AL. [34, 30, 32, 28] und HOFFMANN ET. AL.
[40, 41, 42] nutzten die kristallinen Phasen teilkristalliner Polymere zur rént-
genographischen Messung der Eigenspannungen. Die meisten Polymere sind
jedoch amorph und ergeben keine definierten Beugungsinterferenzen.

BARRETT & PREDECKI hatten den herausragenden Einfall, durch Einlage-
rung von Metallpartikeln eine zusétzliche kristalline Phase zu erzeugen, die
der RSA zuginglich ist. Aus dem Dehnungszustand der eingelagerten Phase
kann anschlieffend der Spannungszustand der umgebenden Matrix bestimmt
werden. Das zuerst fiir unverstirkte Polymere eingefiihrte Verfahren [1] wur-
de zur Untersuchung von faserverstirkten Kunststoffen [2, 61, 62, 63] und
Klebeverbindungen [3, 64] erweitert.

HAUK ET. AL. [34, 33, 31, 28] und HOFFMANN ET. AL. [42] verwendeten
dieses Verfahren zur Untersuchung der Eigenspannungen in mit Aluminium-
pulver gefiillten Polymeren. FENN & JONEs [15, 16, 17] wendeten das Ver-
fahren auf mit Nickel gefiillte Kohlefaserlaminate an. WORTLER [80, 81, 79|
untersuchte die Randspannungskonzentration belasteter CfK-Proben, in die
Niob-Pulver als Reflexgeber einlaminiert wurde. PRINZ [65, 66] erweiterte
diese Arbeit und fiihrte detailierte Untersuchungen zu verschiedenen metal-
lischen und nichtmetallischen Geberpulvern durch. Abbildung 6.5 zeigt eine
500-fach vergroflerte lichtmikroskopische Aufnahme eines Schliffs durch ein
mit Cadmiumoxid dotiertes Laminat. Eine Zusammenfassung zur réntgeno-
graphischen Spannungsanalyse an polymeren Werkstoffen findet sich in der

Quelle [29].

6.3.3 Definition der Mefirichtung

Die Mefrichtung wird in einem probenfesten (x,y, z)-Koordinatensystem,
dessen Achsen mit der Lings-, Quer- und Dickenrichtung einer Flachprobe
(Laminat) iibereinstimmen, gem&f Abbildung 6.6 definiert.

Die Mefirichtung wird iiblicherweise in der Literatur iiber die Orientierung
des Einheitsvektors 77 mit den Azimutal- und Polarwinkel (¢, 1) angegeben
[71]. In Anlehnung an WORTLER [79] und PRrINZ [65] wird jedoch das Win-
kelpaar (w,x) verwendet, da es fiir das vorhandenen Diffraktometer besser
geeignet ist. Die Definitionen und Zahlrichtungen von w und y entsprechen
der Konvention fiir Drei- und Vierkreisdiffraktometer [55].
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X

Abbildung 6.6: Definition der MeBwinkelpaare (¢, ) und (w, x)
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Der Einheitsvektor 71 in Koordinatenschreibweise lautet:

Ny cOS © sin — cosw sin y
n=| n, | =| sinpsiny | = sinw (6.16)
n, cos Y COS W COS Y

Zwischen der in Richtung des Einheitsvektors 7 gemessenen Dehnung e(77)
und dem Komponenten des Dehnungstensors ¢;; im globalen Koordinatensy-
stem besteht folgender Zusammenhang:

€(fi) = eymin;  mit i, j=a,y,2 (6.17)

Einsetzten der Komponenten des Einheitsvektors ergibt:

€(p, ) = € c08” psin® 1 + €y, sin® psin® Y + €, cos P
+ €4y Sin 20080 1) + €, cos P 8in 29 + €, sin p sin 2 (6.18)

bzw.

€(w,X) = € cos? w sin? X + €yy sin? w + €, cos? w cos? X

+  €gysin2wcos X — €, cos® wsin 2y + €y sin 2wsin x (6.19)

6.3.4 Auswertung des Dehnungszustandes

Unter der Voraussetzung, dal in dem beleuchteten Volumen die Dehnung
konstant ist, kénnen die 6 Komponenten des Dehnungstensor aus den Glei-
chung (6.18) bzw. (6.19) berechnet werden, wenn die Dehnung €(ip, 1)) bzw.
€(w, x) in mindestens 6 unabhingige Richtungen (i, 1)) bzw. (w, x) ermittelt
wurde. Aufgrund der Abweichung der Meflwerte, ist es jedoch empfehlens-
wert, die Dehnung in mehr als 6 Richtungen zu messen und den Dehnungsten-
sor aus dem dann iiberbestimmten Gleichungssystem iiber eine Ausgleichs-
rechnung nach DOLLE & HAUK [12] zu berechnen.
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Das sin?1 Verfahren

Bei bestimmten Versuchsanordnungen kénnen vereinfachende Annahmen hin-
sichtlich des Dehnungszustandes in der Probe aufgestellt werden. Stimmen
die Hauptachsen des Verzerrungstensors e mit den Achsen des Koordina-
tensystems {iberein, verschwinden in den Gleichungen (6.18) und (6.19) die
Nebendiagonalelemente von e:

e(w, X) = (€xasin® X + €, cos” X) cos” w + €y, sin’ w (6.20)

Fiir die Winkel w = 0, bzw. x = 0 erhilt man:

€(0,x) = €.+ (€gp — €:,)sin’ Y (6.21)
€(w,0) = €., + (6 — €:2)sin’wW (6.22)
Durch Auftragen der MeBwerte €(0,x) und €(w,0) iiber sin®y bzw. sin®w
und Bestimmung der Steigung und Ordinatenabschnitte lassen sich demnach
die Hauptdehnungen €,,, €, und €., bestimmen. Die Gleichungen (6.21) und
(6.22) sind gleichwertig zu einer Formulierung im (¢, ¢/)-Koordinatensystem
fir ¢ = 0 und ¢ = 7/2, wodurch dhnliche Gleichungen in Abhingigkeit

von sin erhalten werden. Diese Gleichungen stellen einen Spezialfall des
bekannten sin® i-Verfahrens dar [35, 53).

Ermittelung des Spannungszustandes

Mit der rontgenographischen Spannungsanalyse bei Faserverbundwerkstoffen
wird der Dehnungszustand €’ der einlaminierten Partikel gemessen. Dieser
ist bei linear-elastischem Materialverhalten beider Phasen und idealer Grenz-
flachenhaftung linear vom makroskopischen Spannungszustand o™ abhéngig.
Nach WORTLER kann folgende effektive Spannungs-Dehnungs-Beziehung an-
gegeben werden [79]:

o™ =C"e (6.23)

Fiir eine homogene Verteilung der Reflexionspartikel in einem isotropen Werk-
stoff (Abb. 6.7a) ist die Ubertragungsmatrix C* ein isotroper Tensor mit zwei
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Abbildung 6.7: Geberpulververteilung in isotropen Kunststoff (a) und zwi-
schen zwei Lagen eines Verbundes (b) (nach [79])

unabhéngigen Konstanten. Bei der Untersuchung von Faserverbundwerkstof-
fen wird das Geberpulver zwischen zwei Laminatschichten einlaminiert (Abb.
6.7b). Durch diese flichigen Verteilung wird die Symmetrie in Dickenrichtung
aufgehoben, wodurch die Ubertragungsmatrix eine transversal-isotrope Ge-
stalt bekommt (fiinf unabhéingige Konstanten). Besitzt das Laminat aufgrund
seines Aufbaus unterschiedliche mechanische Eigenschaften in Richtung der
1- und 2-Achse tritt der allgemeine orthotrope Fall auf. Die Ubertragungs-
matrix hat dann neun unabhéngige Konstanten.

Bei der rontgenographischen Spannungsermittelung wird gewohnlich die in-
verse Darstellung der Gleichung (6.23) verwendet. Dabei wird die gemessene
Dehnung als Funktion der makroskopischen Spannung angegeben. Bei iso-
tropen Werkstoffen lautet diese Beziehung:

€ij = 582{%1}0;? + 6ij51{hkl}0'2}g (6.24)
Die Koeffizienten s; und 1/2so werden als réntgenographische FElastizitits-
konstanten (REK) bezeichnet. Die Miller-Indices {hkl} geben eine mogliche
Abhéngigkeit von der reflektierenden Netzschar an, die aus der mechanischen
Anisotropie der Einkristalle hervorgeht. Da bei den verwendeten Materialien
in dieser Arbeit nur ein Reflex ausgewertet wird, kann die Kennzeichnung
entfallen.

Handelt es sich bei dem untersuchten Werkstoff um einen linear-elastischen,
homogenen, isotropen Korper, kann die Gleichung (6.24) auf das Hook’sche
Gesetzt mit den sogenannten makroskopischen Elastizitétskonstanten s7* und
1/2s%" zuriickgefiihrt werden.
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1 1+v

27 T E

(6.25)

Fiir einen anisotropen Werkstoff (Werkstoff mit Textur) kénnen in dhnlicher
Weise rdntgenographische Spannungsfaktoren F;; definiert werden (siehe [4]).

Besteht der Werkstoff aus mehreren Phasen, so wird zwischen den sogenann-
ten Verbund-REK und den Phasen-REK unterschieden. Die Verbund-REK
V,a . . .
s;”" geben den Zusammenhang zwischen der makroskopischen Spannung im

gesamten Verbund und der in der Phase o gemessenen Dehnung an:

1 « «
€ = 55;/ o+ Sijs) o (6.26)

Im Unterschied dazu stellen die Phasen-REK s weiterhin den Zusammen-
hang zwischen Spannung- und Dehnung innerhalb einer Phase da.

Die rontgenographischen Elastizitdtskonstanten konnen entweder experimen-
tell ermittelt oder durch geeignete mikromechanische Modelle analytisch aus
den mechanischen Eigenschaften der Bestandteile des Verbundes berechnet
werden. Eine umfassende Darstellung dieses Gebietes wurde in der Arbeit
von BEHNKEN gegeben [4].



Kapitel 7

Zusammenfassung

Dieser Forschungsbericht behandelt die experimentelle und numerische Un-
tersuchung der bei der Herstellung oder durch Umgebungseinfliisse entste-
henden Eigenspannungen in Laminaten aus Kohlefaser-verstirktem Kunst-
stoff. Der Eigenspannungszustand wird dabei in Makroeigenspannungen im
gesamte Verbund und Mikroeigenspannungen zwischen den einzelnen Phasen
unterteilt.

Nach einem einleitenden Kapitel wird in dieser Arbeit die Entstehung und
die Auswirkungen von Eigenspannungen bei Laminaten aus faserverstirkten
Kunststoffen aufgrund chemischer, thermischer oder hygroskopischer Eigen-
dehnung beschrieben.

Im dritten Kapitel wird die Verwendung eines physikalisch korrekten Mate-
rialgesetzes zur Beschreibung des zeit-, temperatur-, und spannungsabhéngi-
gen mechanischen Verhaltens des Verbundwerkstoffes durch Anwendung der
nichtlinearen Viskoelastizitit nach SCHAPERY behandelt. Weiterhin sind die
Vorarbeiten zur effizienten Umsetzung des Materialgesetzes in ein numeri-
sches Simulationsprogramm (Laminattheorie oder Finite Elemente Methode)
dargestellt.

Das makromechanische Verhalten von Laminaten wird im folgenden Kapi-
tel erlautert. Dabei wird die klassische Laminattheorie auf die Anwendung
nichtlinearen viskoelastischen Materialverhaltens erweitert. Die herstellungs-
bedingten Makroeigenspannungen in zwei unterschiedlich aufgebauten, sym-
metrischen Laminaten wurden durch eine Simulationsrechnung mit der visko-
elastischen Laminattheorie berechnet. Anschlieffend ist die Erstellung eines
Finite Elemente Algorithmus beschrieben.
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Das fiinfte Kapitel stellt mit einer Behandlung der Mikromechanik mehr-
phasiger, viskoelastischer Systeme einen weiteren Schwerpunkt der Arbeit
dar. Da zum experimentellen Nachweis der Eigenspannungen im Laminat
in diesem Projekt in erster Linie die rontgenographische Spannungsermitte-
lung an einlaminierten Reflexionspartikeln verwendet wird, ist es unerlafilich,
das Spannungsiibertragungsverhalten unter Beriicksichtigung des viskoela-
stischen Materialgesetzes genau zu kennen. Dieses Ubertragungsverhalten
wird mit dem analytischen Modell der viskoelastischen, selbst-konsistenten
Methode dargestellt. Dafiir werden zuerst die theoretischen Voraussetzun-
gen erldutert, anschliefend wird fiir bestimmte Partikelkonzentrationen das
Ubertragungsverhalten berechnet und interpretiert.

Die experimentellen Methoden zur Untersuchung von Eigenspannungen bei
Faserverbundwerkstoffen werden im folgenden Kapitel aufgefiihrt. Neben der
klassischen Methode zur Bestimmung des Makroeigenspannungszustandes
aus der Kriimmung antisymmetrischer Laminate wird die rontgenographische
Spannungsermittelung ausfiihrlich erldutert. Weiterhin werden Meflergebnis-
se fiir das thermische Ausdehnungsverhalten von unidirektionalen Laminaten
und Kreuzlagenlaminaten wiedergegeben.



Anhang A

Materialkennwerte eines
faserverstirkten Epoxidharzes

Aufgrund der bisher noch nicht vollstindig durchgefithrten Experimente zu
den viskoelastischen Eigenschaften des in dieser Arbeit verwendeten Mate-
rials wurden fiir die Berechnung der Verbundkennwerte und zur Simulation
der Relaxation der Eigenspannungen Materialkennwerte eines dhnlichen Ma-
terials aus der Literatur iibernommen.

TuTTLE & BRINSON ermittelten das nichtlineare Kriechverhalten des Gra-
phit/Epoxy Systems T300/5208 [74]. Da diese Autoren die Kriechfunkti-
on iiber ein Potenzgesetz darstellten, welches zur rekursiven Formulierung
der viskoelastischen Gleichungen nicht geeignet ist, wandelten KENNEDY &
WANG in ihrer Arbeit diese Kriechfunktion in eine Exponentialsumme um
[47]. Sie gaben folgende Materialeigenschaften an:

e Elastische Eigenschaften

EH = 1322GP&, E22 = 9.434GPa
1/23:0.273, G12 = 6.41GPa

V12

e Transversale Kriechfunktion
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Dyr = 0.001381GPa™! A7 = 1.861lmin*
Dyr = 0.001371GPa™! Ao = 0.1128min~*
Dy = 0.002380GPa! Asr = 0.01184min~*
Dy = 0.003887GPa™! Mr = 0.001523min *
D5 = 0.005995GPa™! Asp = 0.0002430min"
De¢r = 0.01293GPa* Xer = 0.0000368min™"
gor = 1
V7ot < 6.43MPa
g = { 1+ 0.0875(Tpes — 6.43) V7 > 6.43MPa
gor = 1
VT < 6.43MPa
ar = {e:rp —0.247(Toer — 6.43)] V7oe > 6.43MPa

e Schubkriechfunktion

D;, = 0.003331GPa™!

Jos

J1s

g2s

Qs

0.002661GPa !
0.004229GPa™!
0.006303GPa™"
0.009136GPa !
0.001815GPa™!

A = 2.097min"!

= 0.1251min™"

= 0.01309min*
= 0.001682min"
= 0.000267min"
= 0.00003955min*

V7o < 12.05MPa

1
{ 1+ 0.00513(7pet — 12.05) Vrpe > 12.05MPa

1
{ 1+ 0.00979(Tper —

7.23)

V7ot < 7.23MPa
Vot > 7.23MPa

1 Voot < 7.23MPa
1+ 0.124(Tot — 7.23) V7o > 7.23MPa

VToer < 14.5MPa

1
{ exp[—0.0340(7pe; — 14.5)] V7o > 14.5MPa

Die nichtlinearen Koeffizienten gy, g1, und gos scheinen bei KENNEDY &
WANG fehlerhaft angegeben zu sein, so daf} die Originalwerte von TUTT-
LE & BRINSON verwendet wurden. Die Versuche von TUTTLE & BRINSON
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wurden zur Reduktion der Mefzeit bei erhthten Temperaturen durchgefiihrt.
Bedauerlicherweise wurde die Abhéngigkeit des Verschiebungsfaktors von der
Temperatur nicht angegeben. In der Verdffentlichung von HENRIKSEN [36]
iiber nichtlineare FE-Untersuchung von viskoelastischen Klebeverbindungen
(FM-73) wurde der folgende Verschiebungsfaktor fiir Temperaturinderungen
angegeben:

T -1y
ar =exp | —12.12 T
0

Dieser kann durch Multiplikation zu den spannungsabhingigen Verschie-
bungsfaktoren bei der Berechnung beriicksichtigt werden.

Die Kriechfunktion fiir Belastung in transversaler Richtung im linearen Be-
reich ist in Abbildung A.1 dargestellt. Abbildung A.2 zeigt die einzelnen
Bestandteile der Exponentialsumme der Kriechfunktion.
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Anhang B

Programm zur viskoelastischen
Laminattheorie

/**********************************************************************/

/* program: vlt.cc */
/* author: Ralf Meske, IMF, Uni Karlsruhe */
/* date: 1.10.96 */
/* description: program for the calculation with the x/
/* viscoelastic lamination theorie */
/* includes: Matrix.h: matrix/vector manipulations [(c) R. Meske] */

[ ko o ok ok sk ok ok ok ok ok Kok ok ok o sk ok ok o Kok ok o kKo ok ok ok ok ok sk ok ok o sk sk ok o ok sk ok o ok sk sk ok o Kok ok o ok ok /
#include <stdio.h>

#include "Matrix.h"

// Laminate structure

const int n_k = 4; // number of layers

#define MAT3_NK {Matrix(3,3), Matrix(3,3), Matrix(3,3), Matrix(3,3)}

#define VEC3_NK {Vector(3), Vector(3), Vector(3), Vector(3)}

const double z_k[n_k+1]
const double theta[n_k]

{-2.0, -1.0, 0.0, 1.0, 2.0};// layer coordinates [mm]
{0.0, M_PI/2.0, M_PI/2.0, 0.0}; // layer orientation

Matrix T_sigmal[n_k] = MAT3_NK,
T_sigma_inv[n_k] = MAT3_NK,
T_eps[n_k] = MAT3_NK;
// transformation matrices

// stress & strain
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Vector eps(3); // strain in xy-direction

Vector sigmal[n_k] = VEC3_NK, // stress in xy-Richtung
sigma_12[n_k] = VEC3_NK, // stress in 12-Richtung

sigma_12_old[n_k] = VEC3_NK;

Matrix S[n_k] = MAT3_NK,

S_inv[n_k] = MAT3_NK; // compliance Matrix
Vector H[n_k] = VEC3_NK,

H_b[n_k] = VEC3_NK; // hereditary vectors
Matrix H_a[n_k] = MAT3_NK; // hereditary matrix

// traverse creep properties

const int nn = 6;

const double D_t[nn] = {1.381e-6, 1.371e-6, 2.380e-6,

3.887e-6, 5.995e-6, 12.93e-6}, // [MPa]l~-1

D_ft = 1.03e-10, // [MPa]l~-1
lambda_t[nn] = {1.861, 0.1128, 0.01184, 0.001523,
0.0002430, 0.0000368};
double Gamma_t [nn] ;

// shear creep properties

const double D_s[nn] = {3.331e-6, 2.661le-6, 4.229e-6,

6.303e-6, 9.136e-6, 18.15e-6}, // [MPa]l~-1

D_fs = 1.362e-10, // [MPa]"-1
lambda_s[nn] = {2.097, 0.1251, 0.01309,
0.001682, 0.000267, 0.00003955};
double Gamma_s[nn];

// elastic properties

const double E_1 = 132200; // [MPa]
const double E_2 = 9434; // [MPa]
const double nu_12 = 0.273; // 1]
const double nu_23 = 0.273; // (1
const double G = 6410; // [MPa]

// auxilary values for viscoelasticity

double q_r[n_k][nnl[2], q_f[n_k][nn]l[2],
q_r_old[n_k]l[nnl[2], q_f_old[n_k] [nn][2];

// hygrothermal properties
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Vector alpha(3); // thermal expansion coefficient
Vector eps_T(3); // thermal strain

double delta_T; // temperature load

Vector beta(3); // hygroscopic expansion coefficient
Vector eps_M(3); // moisture strain

double delta_M; // moisture load

Vector Theta(3); // hygrothermal strain

// CLT values

Vector kappa(3); // curvature

Vector N(3), N_star(3); // in-plane forces

Vector M(3), M_star(3); // moments

Matrix A(3,3), B(3,3), D(3,3); // CLT matrices

// time

double t, t_old, xi, dt, dxi, xi_t, xi_s, dxi_t, dxi_s, log_t;

const double TMAX = 10.0, LOGTMIN = -1.0, LOGTMAX = 6.0, DLOG_T = 0.01;

// dummies

double s, sum, d, cc, sc, SsS;

int i, j, 1, k, r;

Matrix mat1(3,3), mat2(3,3), mat3(3,3);
Vector vecl(3), vec2(3), vec3(3);
main()

{

// dt = 0.001;
// dxi = dxi_t = dxi_s = dt;

// transformation matrices from laminate topology
for (k = 0; k < n_k; k++) // for each layer

{
cc = cos(thetalk]) * cos(thetalk]);

sc = sin(thetalk]) * cos(thetalk]);
ss = sin(thetalk]) * sin(thetalk]);
T_sigmal[k] .SetElem(0, 0, cc); // T_11
T_sigmalk].SetElem(0, 1, ss); // T_12

T_sigmal[k].SetElem(0, 2, 2.0 * sc); // T_16

T_sigmal[k] .SetElem(1, 0, ss); // T_21
T_sigmal[k] .SetElem(1, 1, cc); // T_22
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}

alpha

alpha.SetElem(1, 3.0e-5);

alpha
delta

eps_T
eps_M

Theta

for (k = 0; k < n_k; k++) // for each layer

{

}

// logarithmic time scale

T_sigmalk] .SetElem(1, 2,

T_sigmalk].SetElem(2, 0, - sc);
T_sigmalk].SetElem(2, 1, sc);
T_sigmalk] .SetElem(2, 2, cc - ss);

T_sigma_inv[k] = T_sigmal[k]

T_eps[k].SetElem(O,
T_eps[k].SetElem(O,
T_eps[k].SetElem(O,
T_eps[k].SetElem(1,
T_eps[k].SetElem(1,
T_eps[k].SetElem(1,
T_eps[k].SetElem(2,
T_eps[k].SetElem(2,
T_eps[k].SetElem(2,
.SetElem(0, 0.0);
.SetElem(2, 0.0);
_T = - 100.0;

= alpha * delta_T;
.Clear();

= eps_T + eps_NM;

0,
1,
2,

.Inverse();
cc);
ss);
sc);
ss);
cc);
- sc);
- 2.0 * sc);
2.0 * sc);
cc - s8);

sigma_12_old[k].Clear();

for (r = 0; r < nn; r++)

{

- 2.0 * sc);

//

//

//
//
//

//
//
//

//
//
//

T_61

T_66

T_11
T_12
T_16

T_61
T_62
T_66

// T_26

// T_62

q_r_old[k][r][0] = q_r_old[k][r][1] = 0.0;

}

t = pow(10, LOGTMIN - DLOG_T);
log_t = LOGTMIN; log_t < LOGTMAX; log_t += DLOG_T)

for (
{

t_old = t;
t = pow(10, log_t);
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dt = t - t_old;
// xi (t)

xi =xi_t =xi_s = t;
dxi = dxi_t = dxi_s = dt;

for (k = 0; k < n_k; k++) // for each layer
{
// Gamma

for (r = 0; r < nn; r++)

{
Gamma_t[r] = (1 - exp( - lambda_t[r] * dxi_t)) /
(lambda_t[r] * dxi_t);
Gamma_s[r] = (1 - exp( - lambda_s[r] * dxi_s)) /
(lambda_s[r] * dxi_s);
}
//S
S[k].SetElem(0, 0, 1.0 / E_1); // S_11
S[k].SetElem(0, 1, -nu_12 / E_1); // S_12
S[k].SetElem(1, 0, -nu_12 / E_1); // S_21

sum = 0.0;

if (¢t > 0.0)
{

for (r = 0; r < nn; r++)

{

sum += D_t[r] * (1 - Gamma_t[r]);

}
}
S[k].SetElem(1, 1, 1.0 / E_2 + sum); // S_22
S[k].SetElem(2, 0, 0.0); // sS_61
S[k].SetElem(0, 2, 0.0); // S_16
S[k].SetElem(2, 1, 0.0); // S_62
S[k].SetElem(1, 2, 0.0); // S_26

sum = 0.0;
if (¢t > 0.0)
{
for (r = 0; r < nn; r++)
{
sum += D_s[r] * (1 - Gamma_s[r]);

}
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}

S[k].SetElem(2, 2, 1.0 / G + sum);

S_inv[k] = S[k].Inverse();

// H_a

H_alk].SetElem(O,
H_al[k].SetElem(O,
H_al[k].SetElem(O,

H_alk].SetElem(1,
H_alk].SetElem(1,

H_a[k] .SetElem(2,
H_a[k] .SetElem(2,

for (sum = 0.0, r

{

sum += D_t[r] * Gamma_t[r];

}

= 0; r < nn; r++)

0

.0);
.0);
.0);

.0);
.0);

.0);
0.

0);

H_a[k].SetElem(1, 1, sum);

for (sum = 0.0, r = 0; r < nn; r++)

{

sum += D_s[r] * Gamma_s[r];

}

H_alk].SetElem(2, 2, sum);

// H_b

H_b[k].SetElem(0, 0.0);
for (sum = 0.0, r = 0; r < nn; r++)

{

// S_66

// H_a_1
// H_a_1
// H_a_1

// H_a_2
// H_a_2

// H_a_6
// H_a_6

// H_a_2

// H_a_6

// H_b_1

sum += D_t[r] * exp(- lambda_t[r] * dxi_t)

* q_r_old[k] [r][0];

}

H_b[k].SetElem(1, -

{

sum) ;
for (sum = 0.0, r = 0; r < nn; r++)

// H_b_2

sum += D_s[r] * exp(- lambda_s[r] * dxi_s)

* q_r_old[k][r][1];

}

H_bl[k].SetElem(2, - sum);

// H

100

1
2
6

1
6

1
2

2

6

// H_b_6
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H[k] = H_a[k] * sigma_12_old[k] + H_b[k];
}

// CLT-matrices
A.Clear();
B.Clear();
D.Clear();

N_star.Clear();
M_star.Clear();

N.Clear(); // No external force
M.Clear(); // No external moment

kappa.Clear();

for (k = 0; k < n_k; k++) // for each layer

{
matl = T_sigma_inv[k] * S_inv[k];
mat2 = matl * T_eps[k];
A += mat2 * (z_k[k+1] - z_k[kl);
B += mat2 * ((z_k[k+1]*z_k[k+1] - z_k[k]l*z_k[k]) / 2.0);
vecl = matl * (H[k] + Theta);
N_star += vecl * (z_k[k+1] - z_k[k]);
D += mat2 * ((z_k[k+1]*z_k[k+1]*z_k[k+1]
- z_k[k]l*z_k[k]l*z_k[k]) / 3.0);
M_star += vecl * ((z_kl[k+1]l*z_k[k+1] - z_k[kl*z_k[k]) / 2.0);
} // end k
// solve:
// A % eps + B * kappa = N + N_star
// B * eps + D * kappa = M + M_star
//
// here:
// kappa = N = M = M_star = 0

eps = A.Inverse() * (N + N_star);

for (k = 0; k < n_k; k++) // for each layer
{
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matl = T_sigma_inv[k] * S_inv[k];
mat2 = matl * T_eps[k];

sigmalk] = mat2 * (eps + (z_k[k+1] + z_k[k])/2.0 * kappa)
- matl * (H[k] + Theta);

sigma_12[k] = T_sigmal[k] * sigmal[k];

for (r = 0; r < nn; r++)
{
q_r[k][r][0] = exp(- lambda_t[r] * dxi_t)
* q_r_old[k] [r] [0] + Gamma_t[r] *
(sigma_12[k] .Elem(1) - sigma_12_old[k].Elem(1)); // q_r_2

q_rl[k] [r]1[1] = exp(- lambda_s[r] * dxi_s)
* q_r_old[k] [r][1] + Gamma_s[r] *
(sigma_12[k] .Elem(2) - sigma_12_old[k].Elem(2)); // q_r_6
}

cout << t << ’\t’ << eps[0] << ’\t’ << eps[1] << ’\t’ << eps[2] << ’\t’;

for (k = 0; k < n_k; k++) // for each layer

' sigma_12_old[k] = sigma_12[k];
for (r = 0; r < nn; r++)
' q_r_old[k][r][0] = q_r[k][r][0];
q_r_old[k][r][1] = q_r[k][r][1];
) }

cout << sigmal[0].Elem(0) << ’\t’ << sigma[0].Elem(1)
<< ’\t’ << sigma[0].Elem(2) << ’\n’;
} // end log_t



Anhang C

Berechnung der
viskoelastischen
Verbundeigenschaften mit

MAPLE

Exemplarische Berechnung der Verbundkennwerte mit der Self-Consistent-Method fuer
Al-Partikel in einer Harzmatrix

> readlib(laplace):

shear-compliance des Harzes

> bt[1] := 200 + 156 * (1 - exp( - 0.5 * t)) +
> 25 % (1 - exp( - 0.004 * t)) + 80 * (1 - exp(- 0.0001 * t));

bty := 320 — 15l ~51) — 25¢(—004) _ gp el —0001E)

Carson-transformierte der shear-compliance des Harzes
> betal[l] := laplace(bt[1],t,s) * s;
B, = 40 .25000000 108 53 + .13553500 10% 52 + 61859. s + 8.
’ ' (2.s+1.)(250.5s+1.)(10000.s+ 1.)

bulk-compliance des Harzes

> at[1] := 20 + 1.2 * (1 - exp(- 0.4 * t)) +
> 2.4 * (1 - exp(- 0.005 * t)) + 8 * (1 - exp( - 0.0001 * t));

at; :=31.6 — 1.2e( 741 —2.4e(=0051) _ge(=00011)

103
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Carson-transformierte der bulk-compliance des Harzes
> alpha[1l] := laplace(at[1l],t,s) * s;
.250000000 10% s* + .107435000 10° s + 604790. s + 79.

== 8000000000
“ (5.5 +2.)(200.5+1.) (10000.5 + 1.)

shear-compliance des Aluminiums

> bt[2] := 10; beta[2] := bt[2];
btz =10

52 =10

Kompressionsmodul des Aluminiums

> at[2] := 1.5; alphal2] := at[2];
ato := 1.5

Qp = 1.5

Volumenkonzentrationen

> c[1] := 0.8; c[2] := 1- c[1];
C] = .8

Co 1= 2

Gleichung fuer Self-Consistent-Method

f := ’(c[1] * alphall] ) / ( alphal1l] + 1/3 * betal0](s)) +
(c[2] * alphal[2] ) / ( alpha[2] + 1/3 * betal[0](s) ) +
5 % ( (c[1] * betal[2] ) / (betal[0](s) - betal[2]) +
(c[2] * betall]l ) / (betal0]l(s) - betalll) ) + 27;
c1ay C2 Q2 c1 B2 c2
fi= + +5 +5 +2
al—i—%ﬁo(s) 0424—%,60(8) Bo(s) — Ba Bo(s)— B

vV VVYV
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> 8

:= numer(f);

= (5.s+2.)(200.8+1.)(10000.s+1.)(2.s+1.)(250.s+1.)(

—.142529452010'7 3 —

3776823466 10'* s? — 19336173760 10'C s

— 216993.3332 Bo( s ) — .6000000000 10*? 55 — 5831280000 10*? s°

+

+.
2066258988 10! Gy ( s

+

3359513288 10% 3y ( s
9171084799102 By ( s
1503833333 10"8 By ( s )? 55 — .1455369266 108 By (5 )? s°
3538764020 10'7 By ( s )? s* — 2191666667 10'° By( s )s6
2127158000 10 By ( s
11666666 10** 3y (s )

(

)
)

1010222222 10™ By (s)* s
)

11427236581 1012 s* — 14096.53334 By 5)? — 5.48000000 Bo( s )*
14444444444 By( s )* — 5173107281106 By(5) s* — 1367115509 10M By (s) s?
5 — .3493209816 10 3y(s)* s

2 5% — 2218834064 10° By(5)? s

) s® — 5196661970 10" fo( s )
58 — 298766670 10* By (s )* s
8077109180 10 B, 3)3 — 7348428785 10" By(5)® s
290790288 10° By 5)* 5° — 83152.260 6o )°s + 11LLIIILIT 10" o ((s)" s

5+ .2314464554 10" By (s )4 ‘
* s +.4850756888 10° By (s)* s

+9090.888888 By( 5 )% 5 — 606720.0000)

6

Aufloesen der Gleichung nach beta[0]
> 1lsg := solve(g = 0,betal0](s));

Isg := —.2500000000 %

1253232725 10° %1% V%2 512
6944444443 10% V%2 %1%/3 12 —
8633668467 10%0 V%2 %1%/% 10 —
5435208801 10%3 V%2 %1%/3 57 —
1536032339 10%° v/%2 %1%/° s* —
1151254161 10%° V%2 %1%/% 5 —
7074118112 1028 V%2 %1%/% 52 —
2334223301 1033 %1% V%2 5% + 1467398812 1037 %1'/° V%2 s°
4437506408 1052 %1/ s7 + 2065375762 10%° %1'/3 s®
2755989876 10%3 %1% V%2 s° + 5733831214 10°2 %1%/° 4
6636234432 10%° %1'/° V%2 s® + 2784237451100 %1'/°
8752061332 10%° %1% 510 + 2346989339 10° %11/ &°
8298309631 10% %1% V%2 s + 5540515099 1057 %1*/?

+ 4+ + + + o+

V%2

1 .1703299660 10%° %1/ V%2 s

2656217202 104 V%2 %1%/° &
1262777777 107 V%2 %1%/° s

.3248606400 10%° V%2 %1%/ 8
3665612274 1041 /%2 %1%/ 56
5064303287 1032 V%2 %1%/ &3
4545444444 1024 V%2 %1%/° s
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3924877964 10%° %1/ V%2 s* + 6413449956 10** %1'/° 52
5066710016 10%° %1% + 7977906245 1048 %1'/3 53
5261281104 10%° %1% V%2 52 + 7756579616 107" %1%/° 511
4975450880 10%° %1% 56 + 3257966224 1073 %11/° 512
1658928507 107! %1% V%2 10 + 1167353480 1048 %1'/% %2 57
2352408176 10° %1% V%2 s* — 2503597717 10%° V%2 3
5038425186 1075 %1% 515 + 7969954154 107 %1*/2 16
6732155465 1075 %1% s17 + 3550381252 1074 %11/2 13
1806240999 1075 %1172 s + 2365228666 107> %1/° '8
1111111111102 V%2 %1%/% — 1499349611 10°* V%2 57
8111813897 10°2 V%2 s* — .5982829535 10** V%2 s*
3041402124 10* /%2 s° — .1122855846 10*° V%2 s°

— 3768895249 1032 V%2 s — 4516447162 10°® /%2 s>

+ 4707290496 1024 %1% V%2 — .1906163801 10°* /%2 51°

— 1358652413 10°* V%2 s'2 — .6230207757 10°% V%2 s°

~ 12624806417 107 V%2 5! — 1199431511 10% v%2) / (VA2 %1'/*))"* /(%3

V%2
%3
1253232725 105 %1% V%2 512 + 1703299660 102° %1% V%2 s
— 6944444443 10%5 V%2 %1%/° 512 — 2656217202 10*6 V%2 %1%/ °
— 8633668467 106 V%2 %1%/° 510 — 1262777777 10*7 V%2 %1%/% s
— 5435208801 1043 V%2 %1%/ s7 — 3248606400 10*° V%2 %1%/° 5*
1536032339 10% V%2 %1%/% s* — 3665612274 10* V%2 %1%/ 5
1151254161 103 V%2 %1%/ s° — 5064303287 1032 /%2 %1%/ 3
7074118112 1028 V%2 %1%/% 52 — 454544444410 V%2 %1%/ s
2334223301 10% %1% V%2 52 + .1467398812 10%7 %1% V%2 s
4437506408 1052 %113 s7 + 2065375762 10%° %1'/° s
2755989876 10*3 %1% V%2 s° + 5733831214 10°2 %1*/? *
663623443210 %1'/° V%2 s® + 2784237451100 %1'/°
8752061332 10%° %1% 510 + 2346989339 107 %11/ 5°
8298309631 10% %1% V%2 s + 5540515099 1057 %1*/? s
3924877964 10%° %1/ V%2 s* + 6413449956 10** %1'/° 52
5066710016 10%° %1% + 7977906245 1048 %1'/3 53
5261281104 10°° %1% V%2 s + 7756579616 107 %1%/° 511
4975450889 107 %1'/3 6 + 3257966224 1073 %11/2 512
1658928507 107! %1% V%2 510 + 1167353480 108 %1'/° %2 57
2352408176 10° %1% V%2 s — 2503597717 10%° /%2 s
5038425186 1075 %1% 515 + 7969954154 1075 %1*/? 16
6732155465 1075 %1'/% s17 + 3550381252 1074 %1%/ 513

+ 4+ + o+

), —-2500000000 %4 + .1666666667

— 1666666667 ((

s T e S S S S A
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+ 1806240999 107 %1'/° 514 + 2365228666 107° %1'/° 58
— 1111111111 10%° V%2 %1%/® — 1499349611 10°* V%2 57
— 8111813897 10°2 V%2 s* — .5982829535 10** V%2 s*
—.3941402124 10* V%2 s° — .1122855846 10*° V%2 s°

— 3768895249 1032 V%2 s — 4516447162 10°® /%2 s>

+ 4707290496 1024 %11/ V%2 — .1906163801 10°* /%2 51°
— 1358652413 10°* V%2 s'? — .6230207757 10°% V%2 s°

— 2624806417107 V%2 5! — 119943151110 V%2) / (VA2 %1'*))* /(%3

V%2
%3

—.1253232725 107 %1% V%2 512 — 1703299660 102° %1'/° V%2 s

6944444443 10% V%2 %1%/% 512 + 2656217202 10%6 V%2 %1%/° 5°

8633668467 10%6 %2 %1%/ 510 + 1262777777 104" V%2 %123 s

5435208801 10%3 V%2 %1%/% 57 + .3248606400 10*5 v%2 %1%/3 &8

1536032339 10%6 v%2 %1%/% s* + .3665612274 10%* V%2 %1°/3 5

1151254161 10%° V%2 %1%/% 5 + 5064303287 1032 V%2 %1%/% &3

7074118112 1028 V%2 %1%/% 52 + 4545444444 10 V%2 %1%/ s

— 2334223301 10%3 %1'/° V%2 5% — .146739881210%7 %1'/° V%2 s*

4437506408 1052 %113 s7 + 2065375762 10%° %1'/° 58

— 2755989876 103 % 1'% V%2 s° + 5733831214 1072 %1% s*

— 6636234432 10%° %1% V%2 s® + 278423745110 %1'/°

+ 8752061332 10%° %11/3 510 + 2346989339 10°¢ %1'/3 &7

— 8298309631 10%° %1% V%2 ¢ + 5540515099 1057 %1/% 5

— 3924877964 100 % 1'% V%2 s* + 6413449956 10** %1% 52

+ 5066710016 10%° %1'/° + 7977906245 10*8 %1'/3 &3

— 5261281104 10°° %13 V%2 s° + 7756579616 107! %1/% 511

+ 4975450889 10°° %112 6 + 3257966224 1073 %1/ 512

— 1658928507 10°* %1%/% V%2 10 — 1167353480 10*8 %1% /%2 57

— 2352408176 10° %1'/° V%2 s'* + 2503597717 10%0 V%2 s

+ 5038425186 107 %11/% s'° + 7969954154 107 %11/° 516

+ 6732155465 107 %1%/° s'7 + 3550381252 1074 %11/° 53

+ 1806240999 107 %1%/° 514 + 2365228666 107 %1'/° 5'8

+ 1111111111 10%° V%2 %1% + 1499349611 10°* V%2 57

n

n

n

), —-2500000000 %4 — .1666666667 + .1666666667 (— 1. (

+ 4+ + + + o+

_|_

8111813897 10°2 V%2 s® + .5982829535 10%% V%2 s*
3941402124 10*° V%2 s° + 1122855846 10%° V%2 56
3768895249 10°% V%2 s + 4516447162 10°° V%2 52
— 4707290496 102* %1% V%2 + .1906163801 10°* V%2 s°
+.1358652413 10> V%2 s'2 4 .6230207757 10°2 V%2 s°

2624806417 10°*v/%2 s + 1199431511 10% V%2) /(x/%%lw))l/2 /(

_|_
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V%2
%3

1253232725 101 %1% V%2 512 — 1703299660 102° %1'/° V%2 s

6944444443 10* V%2 %1%/% 512 + 2656217202 10%6 V%2 %12/° 5°

8633668467 10%6 V%2 %1%/% s10 + 1262777777 104" V%2 %1%/3 11

5435208801 10%3 V%2 %1%/% 57 + .3248606400 10%> v%2 %1%/% &8

1536032339 10%6 V%2 %1%/% s* + .3665612274 10* V%2 %1°/3 5

1151254161 10%° V%2 %1%/% 5 + 5064303287 10%2 V%2 %1%/% &3

7074118112102 V%2 %1%/% 82 + 4545444444 102 V%2 %1%/ s

— 2334223301 10%3 %1'/° V%2 5% — .1467398812 1037 %1'/° V%2 53

4437506408 1052 %1/ s7 + 2065375762 10%° %1'/3 5®

— 27559809876 1043 % 1'% V%2 s> + 5733831214 1072 %1% 5

— 6636234432102 % 1'% V%2 s® + 2784237451 100 %1'/% 5

+ 8752061332 10%° %1'/2 510 + 2346989339 1056 %1/3 &7

— 8298309631 10%° %1'/3 V%2 ¢ + 5540515099 1057 %1% 5

— 3924877964 10%° % 1'% V%2 s* + 6413449956 10*4 %1/% 52

+ .5066710016 103 %1% + 7977906245 10*8 %1'/3 s3

— 5261281104 10°° %1% V%2 s° + 7756579616 107 %1'/° s

+ 4975450889 10°° %1% 6 + 3257966224 1073 %1/ 512

— 1658928507 10° %13 V%2 510 — 1167353480 10*8 %1/ V%2 7

— 2352408176 10° %1'/3 V%2 s'* + 2503597717 100 V%2 s°

+ 5038425186 107 %1%/° s'° + 7969954154 107 %11/3 516

+ 6732155465 107 %1% 517 + 3550381252 1074 %11/° 53

+.1806240999 107 %1% s + 2365228666 107° %11/° 518

+ 1111111111 10%° V%2 %1%/% + 1499349611 10°* V%2 s7

n

n

n

%3), —.2500000000 %4 — .1666666667

— 1666666667 (— 1. (

+ 4+ + + +

+

8111813897 10°2 V%2 s° + .5982829535 10%% V%2 s*
3941402124 10%° V%2 s° + 1122855846 10 V%2 56
3768895249 10°2 V%2 s + 4516447162 10°° V%2 s°
— 4707290496 102* %1% V%2 + .1906163801 10°* V%2 s
+ .135865241310°* V%2 s'2 + .6230207757 10°2 V%2 s°

+.2624806417 10°* V%2 s + 1199431511 10%° v%2) /(\/%%11/3))1/2 /(
%3)
%1 := —.185185185210"" (.9450182206 10%% s'® + 2740858099 10%% '

+.3316990850 10%% s'6 + 2150591270 10%% s'° + .7934169328 1058 514
+.1611226719 10%% s'3 + 1536407589 10%7 s'? + 3887560335 10%° st
+.4663946256 10%% 510 + 3134107262 10%* s° + .1238816980 109 s
+.2827332999 10%% 7 + .3404792202 103 s® + .1802726714 10°° 5°

+ .5027274965 10%% s* + 8055264792 10*2 53 + 7502222904 103® 52
+.3791138828 1034 5 + .8063419577 10%° — 3.(—.5402205400 10" 5°
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1967191930 1056 s — 4361924771 10%' s — .1335688794 1083 s6
1349827245107 s° — .1007970349 107 s* — 2726229533 10120 18
1902871851 100 s — 2549421201 10'°7 513 — 1210840718 1018 517
4065716475 101 1% — 1023831739 1012 515 — 5517995363 10°° s®
19903018543 10%% 7 — .1550894448 10'°! s — 7035488627 1077 s1°
.2296613460 10%* s9 — 2395454183 10104 512 .6589948231 10133 %6

— 7014681012 10132 525 — 1412560273 1036 $30 — 5925092459 1013° 52°
— .1836302464 103° %8 — 4141455571 10'34 s*7 — 4447862674 10°°

— .3226998843 1036 432 — 1223721432 1035 $36 — 4586586496 103! 524
— 1659765462 1013° s23 — 3701668045 1028 5?2 — 5920003825 10124 §2°
— 4640492505 1022 1% — 5552373813 10126 s21 — 7043878851 10'3? ¢3°

1371742112 1028 + .2660165842 102 s + .1125374703 1049 5°

+

.2447845395 10% s* + .3030457406 10*! s* + 2170899589 10°7 52

+.841748970910%% s + .2685814640 10%7 s'3 + .5846193413 1058 s'7

+ .665474826010°8 s'6 4+ 4058411004 10%8 s'° + 1267351346 10°® ®
+.255867501010%° s7 + .5497936913 104 s'! + 5946996319 1002 s1°
+.3588943445 1059 s% + .2395824037 1056 '2 4 1407967728 10%8 514

+

R T T T T e T St S S S A

2143347050 10%8 5'8)
%2 := (.2503597717 10% s + 5836767401 10%7 %1'/3 57 + 4516447162 10%¢ 52

3768895249 1032 5 + 7074118112 1028 %1%/ 5% + 3318117216 10%° %1'/3 &8
11962438982 10%0 %11/ s* + 1122855846 10%° 56 + 3941402124 10*6 &
5082829535 10% s* + 8516498301 1028 %1% s + 5064303287 1032 %1%/3 &3
8294642534 10°° %1% 510 + 1377994938 1043 %11/ 5

A111111111102°%1%/% + 8111813897 10°2 5% + 1499349611 105" 57
.2624806417 10%* s 4+ 1906163801 10°* s'° + .6230207757 103 5°

1358652413 10°* 5'2 + 2630640552 10°° %11/2 s°
5435208801 10% %1%/% s7 + 1167111650 103 %1'/° 52 + .1199431511 1028
126277777710%7 %1%/° s'1 + 2353645248 1024 %1*/°
7336994058 1036 %11/% 53 + 1151254161 10%° %1%/° 57
3248606400 10% %1%/% &8 + 6044444443 106 %1%/° 512
8633668467 10%6 %1%/% 510 + 2656217202 10% %1%/ &°
3665612274 10*" %1%/° 6 + 4545444444 10** %1%/% s
1176204088 107! %1% s 4 4149154815 10% %1 1/3 s6
1536032339 10%0 %12/ s* + 6266163626 10°° %1'/° 512) /%1'/?

%3 = 2777777778 10?3 s% + 2525555555 1023 s° + .5786161385 10?2 s*

+
+

5165647470 1070 % + .1212689222 108 52 + 227272222210 5
111111111110

%4 := (—5.480000000 — .1166666600 10** s® — .2987666700 10** s°

8077109180 103 s* — 734842878510 s — 290790288 10? s>
— 83152.26000 s) /(4444444444 + 1111111111 10" s% + .101022222210"* 5°

109

2494025485 1036 531 — 1859502276 1036 s34 — 2978611850 10'3¢ 533)1/2) /(
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+.2314464554 103 s* + .2066258988 10! 5% + 4850756888 108 52
+ 9090.888888 s)

Feststellen der positiven Loesung
> seq(subs(s = 0, 1lsgl[i]), i=1..4);

191.4815274 + .785970908 10 I, —3.66883845 — 935615357010 ® I,
—11.87730082 — .2194421177107° I, —163.6053881 + .1076460384 10~ " I

> u := 1lsg[1]:

Definition von 16 Retardierungszeiten

> 1 := [seq( evalf(10~((i-14)/3)), i=0..15)]1;

[ :=[.00002154434690, .00004641588834, .0001000000000, .0002154434690,
0004641588834, .001000000000, .002154434690, .004641588834,

.01000000000, .02154434690, .04641588834, .1000000000, .2154434690,
4641588834, 1., 2.154434690)

> with(linalg) :
Warning: new definition for norm
Warning: new definition for trace

Berechnung der Matrix zur inversen Carson-Transformation

> A := matrix(16,16, (n,m) -> 1[n] / (1[n] + 1[m]) ):

Berechnung des Grenzwertes fuer t gegen Unendlich
> bt0 := Re(subs(s = 0, u));
bt0 := 191.4815274

Berechnung der rechten Seite

> r := vector(16, (n) -> evalf(Re(subs (s = 1[n], u)) - bt0));

r:=[—8.0791374 — 14.4785657 — 22.9306447 — 31.5825579 — 38.6531046

—43.9208708 — 48.1620128 — 51.9003093 — 55.0077376 — 57.2685486

—58.8530947 — 60.1829701 — 61.6361614 — 63.3104246 — 64.9438219
—66.1976147]
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Berechnung der Koeffizienten zur Dirichlet-Serie

> x := linsolve(A,r);

x = [—.00453715 .0320078004 — 45.14429791 — .093541433 — .113448682
50181864 — 2.049912598 — 14.39227548 3.17948670 — 2.377664309
2.138667511 — 2.071406423 2.197665980 — 9.593407623 .103728494
—.1376387170]

Aufstellen der Naeherungsfunktion im Originalraum
> bt[0] := bt0 + sum (x[’i’] * exp( - 1[’1’] * t ), ’i’ = 1..16);

bty := 191.4815274 — .00453715 { —00002154434690¢) | (39())78((04 el —00004641588834¢)
— 45.144929791 el —-0001000000000¢) _ (1935471433 el 0002154434690 ¢ )
— 113448682 o —-0004641588834¢) | 51971864 e —-001000000000¢ )
_ 9.049912598 e —-002154434690¢) _ 14 30997548 o —-004641588834¢)
+ 3.1794867( e( —-01000000000¢) _ 9 37766439 ol —-02154434690¢)
+ 2138667511 el —-04641588834¢) _ 9 (714()5423 e( —-1000000000¢)
+ 2.197665980 e —21544316901) _ g 5034()7623 e —-16415888341) | 13798404 o( ~1-1)
1376387170 el —2-154434690¢)

> v := laplace(bt[0],t,s)x*s;

v :=.2000000000 10~8(.1455604424 10"2% 5 + 1415774893 108 5*
+.5430373160 1013 5 4 .1398243144 10'32 s® 4 1421624648 10?9 5°
+ .6693456594 10'?° s* + 1013708824 10***s'* + 5333183911 103 53
+ .1932137066 10'*® s¢ 4 7836785553 1043 s*° + .1327936593 1037 s°
+ 6341783463 10'3* 57 + 1258268255 10**2 s'* + 5943746243 10140 510
+.1301539298 10"%? s + .1220107782 10"*% s'% + 6445850707 10*°%) /(
(.1000000000 10** 5 4 .215443469 10%)
(.5000000000 10** 5 + .2320794417 10'°) (10000. s + 1.)
(.1000000000 10** 5 + .215443469 10”)
(.5000000000 103 s + .2320794417 10'%) (1000. s + 1.)
(.1000000000 10*? 5 + .215443469 10?)
(.5000000000 102 s 4 .2320794417 10'°) (100. s + 1.)
(.1000000000 10** 5 + .215443469 10”)

(.5000000000 10** s 4 .2320794417 10*°) (10. s + 1.)

(.1000000000 10*° 5 + .215443469 10”)

(.5000000000 10*° s 4 .2320794417 10'%) (s + 1.)

(.100000000 10° s + .21544346910%))
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Berechnung der Carson-transformierten des Kompressionsmodul
> alpha[0] := ’( alphal[l] * alphal2] +

>

> 1/3 * v * (c[1] * alpha[1] + c[2] * alpha[2] ) )
v )

)

/
( c[1] * alpha[2] + c[2] * alpha[1l] + 1/3 * ;

1
ozlozz-l-gv (c1 a1 + 2 o)

Qo = 1
cla2+02a1—|—§v

> at0 := Re(subs (s=0, alphal0]));

at0 := 23.54822231

> alphal[0] := normal(alphal[0]);

ap = (8986671990 107 s* + .6449408792 10°* s + .2081253793 10" s
4683536235 103 58 4 .2390532907 10%3 s> + 6377769844 10%° s*
19834522032 103 518 + 7502598819 10°2 s' 4 7121791361 10° '3
1531914261 10%4 517 + .1099994774 10°4 516 4 .4003925724 10%3 515
2453300386 1012 s® + .4718210550 10%% s7 + .8098318347 1018 511
.1008901637 10*7 s'° 4 6757448206 10** s° + 3379266794 10°° 5'2
2193338945 107 s'? + .2262289942 10"?) /((.2216146867 10°* s

12128334414 10%° s + .8115399004 10%° s + .2522686014 103* 5
12328182335 103 s° + .1044200784 10%% s* 4 .1450591377 108 5'8
12547890018 10%® 54 + 4724577383 10%7 513 + 6468447349 10%8 517
19986691526 1018 16 + 7086938581 10*® 51 + .3922130267 10% 5°
1374047426 103" s7 + .2089153803 10%° 5! + .4938013836 10%% s1°
6025034946 10*! s + 4445309716 10%¢ 52 + 9607051911 10'°)
(10000.s+1.))

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

> at[0] := invlaplace(eval(alphal0]/s),s,t);

aty = —5.784913928 e( —:0001000000000%) 4 93 54899932 — (01172574359 el —2-15660401828121)

_|_

0009068651600 ol —-99920867575527¢) _ 14130813428 el —-49656263158141¢)
8532605081 e —40135822771470¢) | 11993374273 ol —-21242286207619¢)
01762079544 e( —-10138991637880¢) | (1184458424 ¢ —045747604727629 ¢)
01953712766 e( —-021899535845604¢) | 19498096014 el —-0097659864076680 ¢ )
2712791924 ( —-0052407283210075 ¢ ) _ | 474708874 o —-0049241208328057 ¢ )
01791283055 o —0021798807654280¢) (104245228028 o —-00099695010428915 ¢)
0009568787967 ol —-00046450555932453t) _ ))7074586225 o —-00021560899145545 ¢ )
01213083253 o —00013030403643481¢) | 113179427714 o —-000046410118971953 ¢ )
100004378217920 o —-000021544776008593 ¢ )
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Spannungskonzentrationsfaktoren: sigmal = B1 * sigma

>

B1[1]

:= normal(1/c[1] * (alphal[0] - alpha[2]) / (alpha[l] - alpha[2]));

B1 := 1.250000000( 200. s + 1.) (5. s 4 2.)(.8334999798 10° 5°

+

+ 4+ +++

6008427645 102! s% 4 .194511223010'7 s + .4296468595 1036 5°
12198980054 1033 55 + 5888717696 10%? s* + 8864233171 10%3 518
6793530028 10°% s'* + 6454286217 10°! s'3 + .1382104185 10%* 57
9936757152 10%% 516 + 3621635917 10°3 s*° 4+ .2241310077 10*2 s®
4319196936 10%° 57 + 7354482541 10*% s'1 + 9177854107 10%6 s1°©
6160091114 10** s° + .3065226927 10°° s*2 + .2118184163 10'?
1975750238 107 ') /(

(.185000000 10? s* 4 .79871500 10® s* + 453224.5000 s + 60.20000000 ) (
2216146867 10%* s + 2128334414 10%° s + 8115399004 10 5

_|_
+
+
+
+
+

12522686014 1034 58 + 2328182335 103! s + .1044200784 10?8 s*
1450591377 108 518 + 2547890018 10*® s** 4 4724577383 1017 512
6468447349108 s'7 + 9986691526 10*® 516 + 7086938581 108 1°
.3922130267 1039 s® + .1374047426 1037 s7 + .2089153803 10*° 51
14938013836 10*% 510 + 6025034946 10*! s + 4445309716 1046 512
9607051911 10'%))

B_ltl .

> B1[2] := normal(1/c[1] * (v - betal[2]) / (beta[1] - betal[2])):

> B2[1] := normal(1/c[2] * (alphal0] - alpha[1]) / (alphal[2] - alpha[1])):
> B2[2] := normal(1l/c[2] * (v - betal[1]) / (beta[2] - betall])):

> B1t[1] := invlaplace(eval(B1[1] / s), s, t);

9156238502 + 69554422]_4 10776( —.42598862736129 t)

+ .1221522816 10—6 e( —.0056131217032655¢) 1978681077 10—6 e( —.00013608877328124 ¢ )
— .00008044452430 ( ~2-15660401828128) 006410500354 e{ —-99920867575527¢)

— .003823994163 e(—-19656263158141¢) | (13184433690 e —-10135822771470¢)
+.001145007033 { —-212422862076198) _ (91102674699 e —-10138991637880)
+.001154163725 e(—.045747604727629 t) 001283804748 e(—.021899535845604t)

+ .001822963681 e(—.0097659864076680t) +.01119565715 e(—.0052407283210075t)
—.01037449571 e( —.0049241208328057¢t) .0009496829225 e( —.0021798807654280 ¢ )
+.0002433070157 e( —.00099695010428915¢) _ .00005933831157 e( —.00046450555932453 t )
— .00005785633890 e —-00021560899145545¢) | 103580906818 el —-00013030403643481¢)

+ .00001072674833 e(—.000046410118971953 t) 11693799165 10—5 e( —.000021544776008593 ¢ )
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> Bi1t[2]

invlaplace(eval(B1[2] / s), s, t):

> B2t[1]

invlaplace(eval (B2[1] / s), s, t);

B2t; := 1.337504599 + .00002114119973 ( —-12598862736129¢)

_I_
_I_
_I_

4603547793 1075 e( —.0056131217032655 t ) + .1113854926 1076 e( —.00013608877328124 t)
0003217284233 e ~2-15660401828121) _ 502562097162 el —9992086757352T 1)
01529043130 e(7.49656263158141 t) _ '01275417104e(7.40135822771470t)
004579574572 e(7.21242286207619t) + 004410661043 e(7.10138991637880t)

_ 004616706294 e( —.045747604727629 t ) + 005135258049 e( —.021899535845604 t )

.007291834508 e( —.0097659864076680¢t) 04479445012 e( —.0052407283210075 t )
04150475019 e( —.0049241208328057 t ) + 003798706854 e( —.0021798807654280 t )
0009733069030 e( —.00099695010428915 t ) + 0002373951415 e( —.00046450555932453 t )
.0002315301471 e( —.00021560899145545¢) 01432307341 e( —.00013030403643481 t)
.00004288087682 e(7.000046410118971953 t) + 6769861985 1075 e( —.000021544776008593 ¢ )

B2t[2] := invlaplace(eval(B2[2] / s), s, t):

Dehnungskonzentrationsfaktoren: epsilonl = Al * epsilon
> A1[1] := normal(simplify(eval((alphal[l] / alphal[0]) * B1[1]1)));

Al = 5.(.250000000 10 s* + .107435000 10” s* + 604790. s + 79.)(
.8334999798 10?3 s* + .6008427645 10 52 4 .194511223010%° 5
14296468595 10%* s° + .2198980054 103! s° 4 5888717696 10%7 s*
8864233171 10% s'® + 6793530028 10°° 514 + 6454286217 1019 513
11382104185 10°? 517 + 9936757152 10%! 516 + 3621635917 10%! s'°
12241310077 10%° s® + 4319196936 10%7 s 4 .7354482541 10%¢ 511
9177854107 10%* 510 + 6160091114 10*2 s° + .3065226927 10*8 512
2118184163 10" + .1975750238 10°* s'”) /((.4493335995 10** 5

.3224704396 10'° 5% + .1040626897 10*° s + 2341768118 1034 55
1195266454 10%! s° + .3188884922 10%7 s* + .4917261016 10°* s'8
3751299410 10%° s** + 3560895681 10%° s** + 7659571305 10°* 517
.5499973870 10% s'¢ + 2001962862 10°* s'° + 1226650193 10%° s*
12359105275 10%7 57 + 4049159174 10%¢ s'* + 5044508185 10** 510
3378724103 10%2 s° + .1689633397 10*® 52 + .1096669473 10°* s*°
1131144971 10'9)

(.1850000000 10'° s* 4+ .798715000 107 s* + 4532245107 5 + 602.) )

++++ A+ A+
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> A1t[1] := invlaplace(eval(A1[1] / s), s, t);

Aty = 1.228700548 — .00001070716457 el ~2-1567736077352¢)

+ 8785992068 105 e —99914619906402¢) _ ))06354605705 e —-498333822212391)

— .001248329824 (—-42360381280746¢) | )()1347291763 el —-21218176034648 ¢ )
0001352971840 e( —.10150024114320¢t ) + 0001442931202 e( —.045695681662428 t )
0001640196158 e( —.021927117952306 t ) + 0002545183267 e( —.0097487613469060 ¢ )

— .00194973889() e( —-0055605129270265¢) __ ())11()724295] el —-0051519820366577 ¢)
0001006611454 o( —-0021819548100568¢) | 102758094472 e —-00099670907398632 ¢ )
7187441393 1075 o —-00046453276851861¢) _ 8049530865 10" ol —-00021562089090298 ¢ )
_ 003015806063 e( —.00013344238458245 ¢ ) _ 003596230989 e( —.00012944714585990 t )

+ .7680407508 10~° o —000046409603029972¢) _ 1304908098 100 ¢( —-000021544813452676 1)
+ 6955405795 10~ 7 ol —-42598862736129¢) 4 1991519368 1()~6 e —:0056131217032655 ¢ )

— 1978725389 10~ 6 o —-00013608877328124¢)

> A1[2] := normal(simplify(eval((betal[1l] / v) * B1[2]))):

> A1t[2] := invlaplace(eval(A1[2] / s), s, t):

> A2[1] := normal(simplify(eval((alpha[2] / alpha[0]) * B2[1])));

A21 :=150.(10000. s + 1.)(.1534699368 10?* s> 4 .1100677420 10'? 52

+ .3555205563 101 s + 8552163900 1033 5% + 4186623428 10%° 5°
1096288645 10° s* + .1391166648 10°* s*® + 2737331493 10°! s**
1294252570 10%° 513 + 6864105140 10°3 517 + .1938053705 1073 516
.3105628503 10°2 1% + 5616636828 10%° s® + .9353577275 103 s7
4714806055 101 st + 3914209063 10%* 510 + 1929868745 102 5°
.330417819310%8 s'2 + 8652061700 10°% s*° + .1558347975 10°* s'?
1769609520 10> s*! + 386769231 10%) /((.4493335995 10%° s

.3224704396 10'° 5% + .1040626897 10*° s + 2341768118 1034 58
1195266454 10%! s° + .3188884922 10%7 s* + .4917261016 10°* s'8
3751299410 10%° s** + 3560895681 10*° s** + 7659571305 10°* 517
.5499973870 10% 1% + 2001962862 10°! ' + 1226650193 1010 s*
12359105275 10%7 57 + 4049159174 10%¢ s'* + 5044508185 10** 510
.337872410310%% s + .1689633397 10*® 512 + 1096669473 107! s*°
1131144971 10'9)

(.1850000000 10'° s* 4+ .798715000 107 s* + 4532245107 5 + 602.) )

»w »w » @

s e S T S S SIS S S
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> A2t[1] := invlaplace(eval(A2[1] / s), s, t);

A?tl =

.08519780693 + .00004280297686 e —2-1677360773321)

— .00003505876543 el 9914619906402 1) 1 002540855456 e —498355822212301)

o+ + o+

.004970041824 e( —.42360381280746¢t) _ 0005388787974 e( —.21218176034648 t)
0005411887238 e( —.10150024114320¢) _ 0005771941971 e( —.045695681662428 ¢ )
0006561032046 e( —.021927117952306 t) _ 001018081990 e( —.0097487613469060 t)
007797101925 e( —.0055605129270265 t ) +.004429120401 e( —.0051519820366577 t)
0004026943735 e( —.0021819548100568 ¢t ) _ 0001 103992098 e( —.00099670907398632 ¢ )
.00002888103803 el —-00046453276851861¢) 4 ())()()3552551296 ! —-00021562089090298 ¢ )
01206717846 o —-00013344238458245¢) | ()1 43894]119¢ el —00012944714585990¢)

— .3035791032 105 ¢( —-000046409603029972¢) | 5498704670 ()6 e —000021544813452676 ¢ )

+

.00002389256082 e(—.42598862736129 t) +.1193647657 10—5 e( —.0056131217032655t )

5115303681 10~6 el —-00013608877328124 ¢ )

A2[2] := normal(simplify(eval((beta[2] / v) * B2[2]))):

A2t[2] := invlaplace(eval(A2[2] / s), s, t):
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