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Kapitel �

Grundlagen

��� Stand des Forschungsprojekts

Am Institut f�ur Technische Mechanik�Festigkeitslehre wird das Gebiet der
modernen Werksto�e mit analytischen� numerischen und experimentellen
Methoden untersucht� Besonders durch die Arbeiten von W�ortler �	
� 
��

�� und Prinz ���� wurde es erm�oglicht� mit Hilfe der r�ontgenographischen
Dehnungsmessung an kristallinen F�ullsto�en die interlaminaren Spannun�
gen in Kohlefaserverbunden zu messen� Diese Arbeiten konzentrierten sich
haupts�achlich auf die Messung von Lastspannungen�

Zielsetzung des hier vorgestellten Forschungsprojekts ist es� die bei der Her�
stellung oder durch Umgebungsein��usse entstehenden Eigenspannungen in
Laminaten aus Kohlefaser�verst�arktem Kunststo� experimentell bestimmen
und durch numerische Simulationen berechnen zu k�onnen� Dabei wird der
Eigenspannungszustand in Makroeigenspannungen im Verbund und Mikro�
eigenspannungen zwischen den einzelnen Phasen unterteilt�

Die Entstehung der Eigenspannungen wird in Kapitel � dargestellt� Ein Schwer�
punkt dieser Arbeit ist die Verwendung eines geeigneten Materialgesetzes zur
Beschreibung des zeit�� temperatur� und spannungsabh�angigen mechanischen
Verhaltens von faserverst�arkten Kunststo�en� durch Anwendung des nicht�
linearen viskoelastischen Materialgesetzes nach Schapery� was in Kapitel
� behandelt wird� In Kapitel � wird das makromechanische Verhalten von
Faserverbundwerksto�en� insbesondere durch die Laminattheorie erl�autert�
Dabei wird die klassische Laminattheorie zur Beschreibung nichtlinearer Vis�
koelastizit�at erweitert� Kapitel � ist ein Exkurs in die Mikromechanik mehr�
phasiger Systeme� basierend auf den Erkenntnissen von Eshelby und Hill�

�
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und stellt einen zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit dar� Da zur Messung der
Eigenspannungen in diesem Projekt haupts�achlich die r�ontgenographische
Spannungsanalyse verwendet wird� ist es notwendig� das Spannungs�ubertra�
gungsverhalten auf die einlaminierten Re�exionspartikel genau zu kennen�
Dieses wird mit der viskoelastischen� selbst�konsistenten Methode berechnet�
Die experimentellen Methoden zum Messen von Eigenspannungen in Lami�
naten werden in Kapitel � vorgestellt�

��� Einleitung

Faserverbundwerksto�e sind aufgrund ihrer herausragenden Eigenschaften
ein unverzichtbarer Konstruktionswerksto� der modernen Leichtbautechnik
geworden� Die hohe spezi�sche Festigkeit und Stei�gkeit f�uhrte zum verbrei�
teten Einsatz in der Luft� und Raumfahrttechnik� Ein weiterer interessanter
Aspekt dieser Werksto�klasse ist die F�ahigkeit� die Struktur des Werkstof�
fes gezielt den im Betrieb auftretenden Belastungen anzupassen� Die relativ
hohen Herstellungskosten und der im Vergleich zu metallischen Werkstof�
fen noch geringe Erfahrungshorizont stehen der universellen Anwendung zur
Zeit noch im Weg� Ein weiteres Problem ist das Recycling von Verbundwerk�
sto�en� Die Verwendung und Entdeckung neuer technischer Kunststo�e als
Matrixmaterialien l�a�t hier jedoch auf Verbesserung ho�en�

Um das volle Potential von Verbundwerksto�en aussch�opfen zu k�onnen� sind
genaue Kenntnisse �uber das mechanische Verhalten des Verbundes und seiner
Bestandteile n�otig� Weiterhin braucht der Konstrukteur zuverl�assige Berech�
nungsverfahren und Konstruktionshilfen� um die Belastung und Festigkeit
eines Bauteils zu ermitteln� ohne eine unn�otig hohe Zahl an Prototypen fer�
tigen zu m�ussen� Gerade die M�oglichkeit bei Faserverbundwerksto�en nicht
nur die �au�ere Form� sondern auch den inneren Aufbau zu variieren� erfordert
es� in der Konstruktionsphase mit Rechnerunterst�utzung ein nahezu optima�
les Design zu entwerfen� Dieses bereits teilweise optimierte Design kann im
Anschlu� daran �uber die �kostenintensive� Fertigung eines Prototyps experi�
mentell �uberpr�uft und eventuell weiter verbessert werden�

Ein besonders wichtiger Punkt bei der Konstruktion mit Faserverbundwerk�
sto�en sind die im Material aufgrund des Herstellungsverfahrens vorhan�
denen inneren Spannungen �Eigenspannungen�� Diese Spannungen ergeben
sich aus den unterschiedlichen Eigenschaften der einzelnen Bestandteile des
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Verbundes und daraus resultierenden� richtungsabh�angigen Eigenschaften ei�
ner Verbundschicht� Diese Eigenspannungen sind sowohl auf der makrosko�
pischen Ebene zwischen den Lagen eines multidirektionalen Laminats� als
auch auf der mikroskopischen Ebene zwischen Fasern und umgebender Ma�
trix vorhanden� Im Gegensatz zu Metallen k�onnen diese herstellungsbeding�
ten Spannungen nicht durch eine nachfolgende W�armebehandlung abgebaut
werden� Wie sp�ater gezeigt wird� k�onnen diese Spannungen jedoch durch eine
sinnvolle Wahl der Herstellungsparameter minimiert werden�

Da die Eigenspannungen im Material mit Spannungen aus �au�eren Bela�
stungen additiv �uberlagert werden� ist es unbedingt notwendig� bei der Be�
rechnung und Dimensionierung von Bauteilen aus Verbundwerksto�en diese
Eigenspannungen mit zu ber�ucksichtigen� Besonders auf mikromechanischer
Ebene k�onnen diese Spannungen eine Mikrosch�adigung des Materials hervor�
rufen� wodurch die gesamte Festigkeit des Bauteils reduziert wird�

Es werden demnach Berechnungsverfahren ben�otigt� welche eine zuverl�assi�
ge Aussage �uber den im Bauteil vorhandenen Eigenspannungszustand auf
mikro� und makromechanischer Ebene liefern und welche damit auch auf
die besonderen Materialeigenschaften des Verbundes und seiner Bestandteile
eingehen� In Erg�anzung dazu ben�otigt der Konstrukteur experimentelle Ver�
fahren� die nicht nur eine Aussage �uber den Makroeigenspannungszustand
machen k�onnen� sondern auch eine sinnvolle Absch�atzung des Eigenspan�
nungszustandes auf der Ebene der Mikromechanik liefern�
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Entstehung von Eigenspannung

in faserverst�arkten

Kunststo�en

��� Aufbau und Herstellung von faserverst�ark�

ten Kunststo�en

Faserverst�arkte Kunststo�e bestehen aus hochfesten� steifen Carbon� oder
Glasfasern� die in einer duroplastischen oder thermoplastischen Polymerma�
trix eingebettet sind� Die Faserverbundwerksto�e werden meistens in Form
von sogenannten prepreg�tapes verwendet� Dies sind Einzelschichten aus un�
idirektionalen Fasern in einer noch nicht verfestigten �� nicht polymerisier�
ten� Matrix� Diese Prepregs werden auf die gew�unschte L�ange zurechtge�
schnitten und in Lagen mit verschiedenen Orientierungen �ubereinanderge�
legt� Diese geschichteten Prepregs werden dann in einem Autoklaven unter
erh�ohtem Druck und erh�ohter Temperatur ausgeh�artet� Die Polymerisation
der Harzmatrix bei faserverst�arkten Duroplasten ist ein exothermer Proze�
und ist mit einer Schrumpfung der Matrix verbunden� W�ahrend dieses Vor�
gangs ist jedoch aufgrund der hohen Temperatur die Stei�gkeit und die Vis�
kosit�at der Matrix sehr gering� so da� die aus diesen sogenannten chemischen
Eigendehnungen hervorgehenden Spannungen durch Relaxation vermindert
werden�

Nach Ende des Aush�artezyklus �cure cycle� l�a�t wird das Bauteil abgek�uhlt�
Dabei nimmt die Viskoelastizit�at ab� die Stei�gkeit steigt und die Matrix ver�
sucht� sich aufgrund der Abk�uhlung zusammenzuziehen� Da der thermische

�
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Abbildung ���� Kontraktionsbehinderung beim Abk�uhlen eines multidirek�
tionalen Laminats

Ausdehnungskoe�zient von Carbon�Fasern nahezu Null ist und das Verhal�
ten der Fasern aufgrund ihrer Stei�gkeit das Verhalten der Laminatschicht
in Faserrichtung dominiert� zieht sich eine Laminatschicht nur quer zur Fa�
serrichtung zusammen� Besteht ein Laminat aus mehreren Laminae unter�
schiedlicher Orientierung� behindern die Fasern der einen Schicht jeweils die
transversale Kontraktion der anderen Schicht� Diese Kontraktionsbehinde�
rung erzeugt in den Laminatschichten Zugeigenspannungen quer zur Faser�
richtung�

Die H�ohe dieser Eigenspannungen ist in der Gr�o�enordnung der Querzugfe�
stigkeit der Laminatschicht und kann bereits die Bildung von Mikrorissen in
der Matrix verursachen� bevor das Bauteil mechanisch belastet wird� Diese
Mikrorisse stellen eine signi�kante Vorsch�adigung dar und beg�unstigen die
Sch�adigung durch Umweltein��usse �Feuchtigkeitsaufnahme� Chemikalien��

Es ist demnach o�ensichtlich� da� Aush�artetemperatur und Druck� Aush�arte�
zeit� Abk�uhlrate und eine eventuelle thermische Nachbehandlung �postcu�
ring� die bestimmenden Parameter der im Material nach der Abk�uhlung
vorhandenen Eigenspannungen sind�

Die Entstehung und Auswirkungen herstellungsbedingter Eigenspannungen
bei Faserverbundwerksto�en wurde erstmals von Hahn � Pagano ���� und
Hahn ���� ��� ausf�uhrlich dargestellt�



KAPITEL �� ENTSTEHUNG VON EIGENSPANNUNG �

��� Chemische Eigendehnungen

W�ahrend des Aush�artevorgangs �cure� kontrahiert ein �ubliches Epoxidharz
aufgrund der Polymerisation um durchschnittlich �� ����� Da diese Kontrak�
tion bei der Aush�artetemperatur statt�ndet� wurde in den ersten� grund�
legenden Arbeiten �uber proze�bedingte Eigenspannungen davon ausgegan�
gen� da� diese Eigenspannungen durch viskoelastische Relaxationsvorg�ange
nahezu vollst�andig abgebaut werden ������ ������ Harper et� al� haben
jedoch gezeigt� da� dies nur der Fall ist� wenn das Epoxidharz bei einer Tem�
peratur� die oberhalb der Glas�ubergangstemperatur TG liegt� ausgeh�artet
wird ����� Bei einem Harz �Hercules ������ welches bei �
��C unterhalb der
Glas�ubergangstemperatur TG � ����C ausgeh�artet wurde� betrug der Anteil
der chemischen Eigenspannungen nach geometrisch restringierter Abk�uhlung
auf Raumtemperatur �� ��

Zur Bestimmung der Auswirkungen der chemischen Eigendehnung ist dem�
nach die genaue Kenntnis der Materialkennwerte w�ahrend des Aush�artevor�
gangs notwendig� Da die Polymerisation ein exothermer Vorgang ist� kann
der Polymerisationsgrad �degree of cure� � als Verh�altnis von freigesetzter
W�arme H�t� zur gesamten Reaktionsw�arme Hu de�niert werden�

��t� �
H�t�

Hu

�����

Die freigesetzte W�arme w�ahrend der Reaktion wird �ublicherweise �uber ein
Di�erential Scanning Calorimetry �DSC��Verfahren gemessen� White �

Hahn haben mit diesem Verfahren den Reaktionsablauf �cure kinetics� des
Verbundwerksto�es IM������ �Kohlefasern�BMI�Matrix� gemessen und die
wichtigsten Materialkennwerte in Abh�angigkeit des Polymerisationsgrades
bestimmt ��		���	
��� Die chemische Eigendehnung� der transversale Elasti�
zit�atsmodul und die transversale Zugfestigkeit verblieben bis zur Reaktions�
rate von � � ��
 nahe ihres Anfangsniveaus� um dann stark bis zum End�
niveau anzusteigen� Da andererseits f�ur diesen Aush�arteverlauf �cure cy�
cle� die Reaktion nach der H�alfte der Aush�artezeit schon fast vollendet war
�� � ��
�� konnten die chemischen Eigendehnungen in der verbleibenden Zeit
bis auf einen Bestandteil von �� an den verbleibenden Eigenspannungen nach
Abk�uhlung auf Raumtemperatur relaxieren�

Penn et� al� reduzierten die chemische Eigendehnung durch Zugabe einen
molekularen Additivs zur Harzmatrix ��
�� Dies bewirkte eine Reduktion der
Eigenspannungen bei Raumtemperatur� f�uhrte jedoch nicht zu einer Erh�ohung
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der Querzugfestigkeit� da das Vorhandensein von Fremdk�orpern in der Ma�
trix die Bruchfestigkeit erniedrigte�

Werden teilkristalline thermoplastische Kunststo�e �zum Beispiel Polyethe�
retherketon� PEEK� als Matrixmaterial in einem Verbundwerksto� verwen�
det� ergeben sich chemische Eigendehnungen aufgrund des Kristallisations�
grades der Matrix� Der Kristallisationsgrad h�angt haupts�achlich von der
Abk�uhlgeschwindigkeit bei der Herstellung ab� kann aber durch eine anschlie�
�ende W�armebehandlung �annealing� erh�oht werden� Da die Herstellungs�
temperatur thermoplastischer Verbundwerksto�e mit �uber ����C wesentlich
�uber der Glas�ubergangstemperatur liegt� besitzen viskoelastische Relaxati�
onsvorg�ange eine noch gr�o�ere Bedeutung als bei duroplastischen Verbund�
werksto�en� Detailierte Untersuchungen zur Reduktion proze�bedingter Ei�
genspannungen bei thermoplastischen Verbundwerksto�en wurden von Bo�
getti � Gillespie ���� Chapman et� al� �
� und Unger � Hansen �	��
ver�o�entlicht�

Zusammenfassend kann gesagt werden� da� die Auswirkungen der chemi�
schen Eigendehnungen stark vom Aush�arteverlauf und von dem verwende�
ten Matrixmaterial abh�angen und nur nach vorangegangener �Uberpr�ufung
vernachl�assigt werden k�onnen�

��� Thermische Eigendehnung

Die thermischen Eigendehnungen sind die prim�are Quelle von Eigenspan�
nungen in einem Laminat� Wie bereits in Abschnitt ��� erw�ahnt� besitzt
einen Laminatschicht aufgrund ihres Aufbaus und der Eigenschaften von
Faser und Matrix einen stark anisotropen thermischen Ausdehnungskoe��
zienten� W�ahrend dieser bei mit Carbon�Fasern verst�arktem Epoxidharz in
Faserrichtung nahezu Null ist� hat er in transversaler Richtung mit ungef�ahr
��
m��mK� einen dreifach h�oheren Wert als der thermische Ausdehnungs�
koe�zient von Stahl� Bei der Herstellung und Abk�uhlung multidirektionaler
Laminate behindern die Fasern einer Laminatschicht die transversale Kon�
traktion einer in einem anderen Winkel angeordneten anderen Schicht� Diese
Kontraktionsbehinderung erzeugt hohe Eigenspannungen im Material� Bei
einer Abk�uhlung um �T � ���K und einem transversalen Stei�gkeitsmo�
dul von E� � 
���N�mm� �
� ergibt sich eine Eigenspannung durch eine
vollst�andige Kontraktionsbehinderung von�

� � E��
�th�
� �T � ����N�mm� �����
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Bei einer transversalen Zugfestigkeit von ��N�mm� ist dies eine betr�achtli�
che Vorbelastung� die bei Festigkeitsbetrachtungen unbedingt ber�ucksichtigt
werden mu��

Zur einfachen Berechnung der thermisch verursachten Eigenspannungen ist
die De�nition einer spannungsfreien Temperatur T� gebr�auchlich� Bei dieser
Temperatur soll das Laminat frei von thermischen Eigenspannungen sein�
Dieser Zustand kann gut �uber das Verschwinden der Kr�ummung eines anti�
symmetrischen Laminates gemessen werden �siehe Abschnitt ����� Aufgrund
von viskoelastischen Relaxationsvorg�angen ist die spannungsfreie Tempera�
tur in der Regel niedriger als die Herstellungstemperatur� Die im Bauteil
vorliegende Spannung kann dann in guter N�aherung gem�a� Gleichung �����
berechnet werden�

��	 Hygroskopische Eigendehnungen

Die Harzmatrix eines Faserverbundwerksto�es nimmt in einer feuchten Um�
gebung aufgrund von Di�usion Feuchtigkeit auf� Die eingelagerte Feuchtig�
keit bewirkt eine sogenannte hygroskopische Dehnung der Matrix� Da die
Fasern keine Feuchtigkeit aufnehmen und sich nicht ausdehnen� wird der Mi�
kroeigenspannungszustand zwischen Faser und Matrix signi�kant ge�andert�
Dies kann zur Mikrori�bildung f�uhren� wodurch die Di�usion beschleunigt
wird� Weiterhin kann die Grenz��ache zwischen Faser und Matrix gesch�adigt
werden� wodurch die Festigkeit herabgesetzt wird� Eine umfangreiche Zusam�
menfassung der Ein��usse von Feuchtigkeit und Temperatur auf Zugfestigkeit�
Stei�gkeit� Kriechen und Erm�udung von Laminaten unterschiedlicher Orien�
tierung haben Shen � Springer �	�� und Springer �	�� gegeben�

Der Di�usionsproze� kann in den meisten F�allen durch das eindimensiona�
le Fick�sche Gesetz f�ur eine unendlich ausgedehnte Platte angegeben wer�
den �����

�c

�t
�

�

�z
D
�c

�z
�����

mit der Di�usionskonstante D und der Feuchtekonzentration c� Die Di�u�
sionskonstante D ist von Spannungszustand oder Feuchtekonzentration un�
abh�angig� h�angt aber von der Temperatur ab�
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D � D�e
�Ed�RT �����

wobei D� eine Konstante� Ed die Aktivierungsenergie der Di�usion und R
die Gaskonstante ist�

Von praktischem Interesse ist der dimensionslose Feuchtegrad M � der die
Masse der aufgenommenen Feuchtigkeit mH�O auf die Masse des trockenen
Laminats mL�dry bezieht�

M �
mH�O

mL�dry

�
c

�L
�����

Der S�attigungsfeuchtegrad M� nach Erreichen des Gleichgewichtszustandes
ist eine Funktion der relativen Luftfeuchtigkeit RH in Prozent des umgeben�
den Mediums�

M� � a �RH�����b �����

wobei a und b von Feuchtegrad und Temperatur unabh�angige Materialkon�
stanten sind� Der Exponent b nimmt Werte zwischen � und ��� an �	���

Es wurde beobachtet� da� das Di�usionsverhalten einige Composites be�
sonders bei hohen Temperaturen und hohen relativen Feuchtigkeiten vom
Fick�schen Gesetz abweicht ����� ���� und �	���� Die Feuchtekonzentration
erreicht keinen Gleichgewichtszustand� sondern nimmt nach Erreichen der
Fick�schen S�attigungskonzentration langsam stetig zu� Dieser E�ekt wird
meist durch eine Sch�adigung des Materials durch Mikrorisse und Faser�Matrix�
Debonding erkl�art� Springer wies au�erdem darauf hin� da� Polymere nahe
der Glas�ubergangstemperatur vom Fick�schen Di�usionsverhalten abweichen
k�onnen �	��� Zu den mathematischen Hintergr�unden nicht�Fick�scher Di�u�
sion siehe Crank �����

Die hygroskopische Dehnung �mo ist bei den meisten Matrixmaterialien eine
lineare Funktion des Feuchtegrades M mit dem hygroskopischen Ausdeh�
nungskoe�zienten �mo�

�mo � �moM ���	�
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Bei vielen Verbundwerksto�en wird beobachtet� da� eine Quelldehnung erst
einsetzt� nachdem die Feuchtekonzentration einen Schwellwert cv �uberschrit�
ten hat ����� Bei Desorption �Feuchteabgabe� tritt eine Kontraktion der Ma�
trix bei diesen Materialien auch erst nach Unterschreiten dieses Schwellwer�
tes ein� Es entsteht demnach eine Hysterese�Schleife bei einem Absorptions�
Desorptions Zyklus� Dieses Ph�anomen wird durch die Existenz von Mikropo�
ren �microvoids� erkl�art� die zuerst Feuchtigkeit aufnehmen� ohne eine Aus�
dehnung zu bewirken und die diese Feuchtigkeit bei Desorption auch zuerst
wieder abgeben�

Bei unidirektional�faserverst�arkten Kunststo�en ist die hygroskopische Deh�
nung in Faserrichtung aufgrund der Restriktionswirkung der Fasern ver�
nachl�assigbar� Die Dehnung �mo

T in transversaler Richtung kann �hier ohne
Hysterese�E�ekte� �uber einen mikromechanischen Ansatz aus der Poisson�
Zahl 	m� der Dichte �m und des hygroskopischen Ausdehnungskoe�zienten
�mo
m der Matrix und der Gesamtdichte � bestimmt werden �����

�mo
T � �mo

T M ���
�

�mo
T � ��� 	m��

mo
m �m�� ���
�

Hahn gibt experimentell ermittelte Werte zwischen ���� und ���
 f�ur den
Ausdehnungskoe�zienten �mo

T �����

Die Auswirkung hygroskopischer Dehnungen auf den Mikroeigenspannungs�
zustand auf Faser�Matrix�Ebene wurde von Tsotsis � Weitsman �	��
mit einer Finiten�Element Berechnung einer Einheitszelle gezeigt� Bei nicht�
restringierter Abk�uhlung einer Laminatschicht herrscht in den Punkten auf
dem Faserumfang mit dem geringsten Abstand zu den benachbarten Fasern
ein Druckeigenspannungszustand� welcher sich positiv auf die Faser�Matrix�
Haftung auswirkt� Durch Quelldehnung der Matrix wird dieser Spannungs�
zustand in einen Zugspannungszustand umgewandelt� was die Bildung von
Mikrorissen entlang der Faser�Matrix�Grenz��ache �interface� beg�unstigt� Ei�
ne Berechnung des J�Integrals zeigte� da� zur Bildung dieser Interface�Risse
nur relativ geringe Energien n�otig sind� Eine mikromechanische FE�Analyse
von Zugfestigkeit und Elastizit�atsmodul in Faserquerrichtung mehrerer Ver�
bundwerksto�e wurde von Pomies � Carlsson ���� durchgef�uhrt�

Ein wichtiger Sch�adigungsfall von Verbundwerksto�en unter hygrothermi�
scher Belastung ist das schnelle Aufheizen in den Bereich der Glas�ubergang�
stemperatur und anschlie�endes schnelles Abk�uhlen von feuchten Laminaten
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�thermal spiking�� Diese Belastung tritt durch Verdichtungsst�o�e im �Uber�
schall�ug auf� Dabei entstehen Mikrorisse und Mikroporen aufgrund von
�uberhitzter� eingeschlossener Feuchtigkeit und Temperatur� und Feuchtig�
keitsgradienten� Durch die schnelle Aufheizung des Laminats entsteht in der
w�armeren Ober��ache durch die Behinderung des k�uhleren Kerns ein Druck�
spannungszustand� der aufgrund der hohen Temperatur relaxieren kann� Die
anschlie�ende Abk�uhlung erzeugt dann in der Laminatober��ache einen star�
ken Zugeigenspannungszustand �siehe ����� ������



Kapitel �

Materialeigenschaften

faserverst�arkter Kunststo�e

Unidirektional faserverst�arkte Kunststo�e geh�oren zur Klasse der anisotro�
pen Werksto�e� d� h� ihr Materialverhalten ist stark richtungsabh�angig� Wird
eine einzelne Laminatschicht betrachtet� so ist diese transversal�isotrop� In
Richtung der Fasern werden die Eigenschaften von den Fasereigenschaften do�
miniert� das Material ist linear�elastisch� sehr steif �hoher Elastizit�atsmodul�
und sehr fest �hohe Zugfestigkeit�� Weiterhin sind die Materialeigenschaften
in Faserrichtung sehr schwach von den Umgebungsbedingungen �Temperatur
und Feuchtigkeit� abh�angig�

Quer zur Faserrichtung hingegen wird das Materialverhalten durch die Ei�
genschaften der Matrix bestimmt� Die Laminatschicht ist in diese Richtung
sehr weich� besitzt nur eine geringe Zugfestigkeit und zeigt aufgrund der
Polymernatur der Matrix ein viskoelastisches Verhalten� Au�erdem sind die
Materialeigenschaften in diese Richtung sehr stark von den Umgebungspara�
metern abh�angig�

Daraus l�a�t sich schlie�en� da� zur vollst�andigen Beschreibung der Materi�
aleigenschaften faserverst�arkter Kunststo�e ein von Temperatur und Feuch�
tigkeit abh�angiges� viskoelastisches Materialmodell gew�ahlt werden mu��

��
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��� Grundlagen der Viskoelastizit�at

����� Stieltjes�Integral und Stieltjes�Inverse

Zur Behandlung der Materialgleichungen der Viskoelastizit�at hat sich das
Stieltjes�Integral als einfache und elegante Formulierung herausgestellt� Eine
detailierte Zusammenfassung zur Theorie des Stieltjes�Integrals und seiner
Anwendung in der linearen Viskoelastizit�at wurde von Gurtin � Stern�

berg �
�� ���� gegeben�

Die Heaviside�Sprungfunktion soll mit h bezeichnet werden� Sie ist de�niert
als�

h�t� �

�
� � t � ���� ��
� � t � �����

�����

De�nition � �Heaviside�Raum HSN� Eine Funktion f geh�ort zum Raum
HSN � wenn f�t� f�ur alle t in ������ de�niert ist und folgende Eigenschaf�
ten besitzt	

f � � � t � ���� ���

f � CN ������� �

De�nition � �Stieltjes�Integral� Es seien f eine Funktion aus HS� und
g eine Funktion aus HS�
 Dann ist das Stieltjes�Integral de�niert als

f � dg �

Z t

��

f�t� ��
�g���

��
d�� �����

De�nition � �Stieltjes�Inverse� Es sei f eine Funktion aus HS�
 Gibt es
eine Funktion g aus HS� f�ur die gilt

f � dg � h� �����

dann nennt man g die Stieltjes�Inverse von f und schreibt g � f��


Es kann gezeigt werden� da� zu einer Funktion f aus HS� die Stieltjes�Inverse
f�� existiert� wenn der Anfangswert f��� �� � ist�
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����� Integraltransformationen

De�nition � �Laplace�Transformation�
Die Funktion f�t� sei f�ur t � � de�niert� �uber ����� integrierbar und durch
jf�t�j � Kes�t beschr�ankt
 Man bezeichnet die Funktion

L�f� �

Z �

�

e�stf�t� dt � sjRe�s� � s� �����

als Laplace�Transformierte von f�t� und bezeichnet sie mit �f�s�


De�nition 	 �Carson�Transformation�
Die Funktion f�t� sei f�ur t � � de�niert� �uber ����� integrierbar und durch
jf�t�j � Kes�t beschr�ankt
 Man bezeichnet die Funktion

C�f� � s

Z �

�

e�stf�t� dt � sjRe�s� � s� �����

als Carson�Transformierte von f�t� und bezeichnet sie mit  f�s�
 Es gilt  f �
s �f 


Theorem � �Endwert�Theorem�
Existiert der Grenzwert lims��

 f�s�� dann gilt

lim
s��

 f�s� � lim
s��

s �f�s� � lim
t��

f�t�� �����

Zu weiteren Eigenschaften der Integraltransformationen siehe �	��

����� Materialgleichungen der linearen Viskoelastizit�at

Werksto�e� die ganz oder teilweise aus Polymeren bestehen� haben in der
Regel ein zeitabh�angiges mechanisches Verhalten� Dieses sogenannte visko�
elastische Materialverhalten hat folgende Auswirkungen�

	 Kriechen �zunehmende Dehnung� des Werksto�es unter konstanter Last

	 Relaxation der Spannung im Werksto� unter konstanter Dehnung

	 D�ampfung von Schwingungen
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	 Abh�angigkeit der Spannung von der aufgebrachten Dehnungsgeschwin�
digkeit

Die mechanische Antwort R�t� �Spannung oder Dehnung� eines Materials
sei ein Funktional der aufgebrachten Belastungsfunktion I�t� �Dehnung oder
Spannung��

R�t� � RfI�t�g ���	�

Die geschweiften Klammern geben die Abh�angigkeit von der gesamten Bela�
stungsfunktion und nicht nur vom momentanen Wert der Belastungsfunktion
an� Dieses Funktional soll linear sein� das hei�t� die Bedingungen der Homo�
genit�at und der Superposition m�ussen erf�ullt sein�

RfcIg � cRfIg ���
�

RfI� ! I�g � RfI�g!RfI�g ���
�

Die Antwort auf eine Belastung des Materials zum Zeitpunkt t� mit der
Sprungfunktion h sei�

Rh � Rh�t� t
�� ������

Ist dieses Funktional nur von der seit der Belastung abgelaufenen Zeitspanne
t� t� abh�angig� spricht man von einem nicht�alternden �non�aging� Material
�im folgenden sollen nur noch nicht�alternde Materialien betrachtet werden��

Rh � Rh�t� t�� ������

Die Sprungantwort Rh wird bei Belastung mit einer konstanten Spannung
als Kriechfunktion und bei Belastung mit einer konstanten Dehnung als Re�
laxationsfunktion bezeichnet�

Die Antwort auf eine zeitabh�angige Belastungsfunktion I�t� kann durch Grenz�
wertbildung einer Summe von Belastungsschritten unter Verwendung der Li�
nearit�at �Gl� ��
 und ��
� berechnet werden�
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R �

tZ
��

Rh�t� t��
�I�t��

�t�
dt� ������

Unter Verwendung der Kriechfunktion S�t� und der Relaxationsfunktion
C�t�� l�a�t sich das Materialgesetz der linearen Viskoelastizit�at in folgender
dualer Formulierung angeben�

��t� �

Z t

��

S�t� t��
�

�t�
���t��� dt� ! �ht�t� ������

��t� �

Z t

��

C�t� t��
�

�t�
���t��� dt� ! �ht�t� ������

Wenn die Belastung nur f�ur t � � auftritt �f�� �g � HS��� kann das Integral
auf die positive reelle Zeitachse beschr�ankt werden�

��t� � S�t����� !

Z t

�

S�t� t��
�

�t�
���t��� dt� ! �ht�t� ������

��t� � C�t����� !

Z t

�

C�t� t��
�

�t�
���t��� dt� ! �ht�t� ������

Mit Verwendung des Stieltjes�Integrals ergibt sich folgende Formulierung�

� � S � d� ! �ht ����	�

� � C � d�! �ht ����
�

Bei anisotropen Materialverhalten sind die Kriech� und Relaxationsfunktion
S�t�� bzw� C�t� zeitabh�angige Tensoren vierter Stufe�

�In der Literatur werden Kriech� und Relaxationsfunktion auch mit M�t�� bzw� L�t�
bezeichnet� Zur konsistenten Darstellung� zur Unterscheidung von der Feuchte M und um
die Verwandschaft zu Stei�gkeits� und Nachgiebigkeitsmodul C� bzw� S hervorzuheben�
wurde diese Darstellung gew�ahlt�
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�ij � Sijkl � d�kl ! �htij ����
�

�ij � Cijkl � d�kl ! �htij ������

Die Kriech� und Relaxationsfunktionen werden in thermodynamischer Kon�
sistenz als Exponentialsumme formuliert ��
��

Sijkl�t� � S
���
ijkl !

X
�r�

S
�r�
ijkl ��� e��

�r�
ijkl

t� ������

Cijkl�t� � C�
ijkl !

X
�r�

C
�r�
ijkl e

��
�r�
ijklt ������

Die einzelnen Koe�zienten und die Retardierungs� und Relaxationsparame�
ter ��r�� bzw� 
�r� werden aus Kriech� bzw� Relaxationsexperimenten be�
stimmt� Zur Beschreibung der meisten Materialien sind �� Summanden aus�
reichend� Experimentell motiviert ist die Beschreibung der Kriech� bzw� Rela�
xationsfunktion �uber ein Exponentialgesetz �power�law�� Dieses Gesetz kann
jedoch schlechter algebraisch umgeformt werden� so da� es in dieser Arbeit
nicht verwendet wird�

Die hygrothermisch�chemische Eigendehnung des Materials bei �Anderung der
Temperatur T oder des Feuchtegrades M im Vergleich zum Referenzzustand
�T��M�� wird mit �ht bezeichnet� Unter Verwendung der thermischen und
hygroskopischen Ausdehnungskoe�zienten �th� bzw �mo ergibt sich�

�ht�t� � �ch�t� !

Z T �t�

T�

�th�T � dT !

Z M�t�

M�

�mo�M� dM ������

Analog zur hygrothermisch�chemischen Eigendehnung �ht l�a�t sich eine hygro�
thermisch�chemische Eigenspannung �ht de�nieren� Diese ist die viskoelasti�
sche Wirkung der Eigendehnung �ht�

��t�ht � �

�
C�t��ht��� !

Z t

�

C�t� t��
�

�t�
��ht�t��� dt�

�
� �C�t� � d�ht�t� ������
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Aus Gleichung ����	� und ����
� erkennt man� da� die Relaxationsfunktion
C�t� die Stieltjes�Inverse zur Kriechfunktion S�t� ist�

C � S�� ������

Diese Inverse existiert� sofern S � HS� und S��� �� � ist� d�h� das Material
mu� bei Belastung eine spontane elastische Reaktion aufweisen�

Weiterhin gelten die von der linearen Elastizit�at bekannten Gleichung f�ur die
lineare Verzerrung und die Gleichgewichtsbedingungen

�ij �
�

�
�ui�j ! uj�i� ������

�ij�j � fi ����	�

����� Viskoelastisches Korrespondenzprinzip

Anwendung der Laplace�� beziehungsweise Carson�Transformation auf die
Materialgleichungen ������� bzw� ������ ergibt

�� � s �S�� ! ��ht

�  S�� ! ��ht ����
�

�� � s �C��! ��ht

�  C��! ��ht ����
�

Durch Transformation der Verzerrungsgleichung ������ und Gleichgewichts�
bedingung ����	� erh�alt man

��ij �
�

�
��ui�j ! �uj�i� ������

��ij�j � �fi ������

Die L�osung eines viskoelastischen Problems kann demnach auf die L�osung ei�
nes elastischen Problems im Bildraum zur�uckgef�uhrt werden� Dabei m�ussen



KAPITEL �� MATERIALEIGENSCHAFTEN �


die Nachgiebigkeitsmatrix S� bzw� Stei�gkeitsmatrix C durch die Carson�
transformierte Kriechfunktion  S�s�� bzw� Relaxationsfunktion  C�s� und alle
anderen Gr�o�en durch ihre Laplace�Transformierten ersetzt werden� Nach
L�osung des korrespondierenden elastischen Problems im Bildraum mu� das
Ergebnis durch eine inverse Laplace� oder Carson�Transformation in der Ori�
ginalraum zur�ucktransformiert werden�

Beispielsweise kann die Relaxationsfunktion durch Invertierung der Kriech�
funktion erhalten werden�
Aus ����
� und ������ folgt

�C�s� �
�

s�
�S�s��� 
�  C�s� �  S�s��� ������

����� Zeit�Temperatur Korrespondenzprinzip

Da die Materialeigenschaften der meisten Polymere sehr stark von der Tem�
peratur abh�angen� mu� eine Form gefunden werden� die Temperaturabh�angig�
keit in die Materialgleichungen einzubinden� Unter der Voraussetzung� da�
die Temperatur im Bauteil nicht vom Ort� sondern nur von der Zeit abh�angt�
kann man f�ur eine bestimmte Klasse von Materialien die Temperatur durch
Einf�uhrung einer reduzierten Zeit � implizit ber�ucksichtigen� Diese Materia�
lien nennt man thermorheologisch�einfache Materialien �Morland � Lee�
�����

Damit ergibt sich erneut ein lineares� temperaturabh�angiges Materialgesetz�

���� � S������� !

Z �

�

S�� � ���
�

���
������� d�� ! �ht��� ������

� S��� � d���� ! �ht��� ������

mit der reduzierten Zeit

� � ��t� �

Z t

�

dt�

aT �T �t��
������

wobei aT als Verschiebungsfaktor bezeichnet wird�
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Bei isothermen Kriechversuchen gilt�

� � t�aT 
� log � � log t� log aT ������

Eine Temperatur�anderung entspricht demnach einer horizontale Verschie�
bung der Kriechkurve um log aT im log ��Diagramm�

F�ur den Verschiebungsfaktor aT gilt unterhalb der Glas�ubergangstemperatur
Tg die Arrhenius�Gleichung ��
��

log aT �T � �
�F

�����R

�
�

T
�

�

TR

�
����	�

wobei �F eine Aktivierungsenergie und R die ideale Gaskonstante ist�

Oberhalb der Glas�ubergangstemperatur wird die sogenannte Williams�Landel�
Ferry�Gleichung verwendet �siehe Ferry ��
���

Das temperaturabh�angige Materialverhalten kann demnach durch eine einzi�
ge Kriechkurve bei einer Referenztemperatur beschrieben werden� Aufgrund
der linearen Form des Materialgesetzes k�onnen die Integraltransformationen
weiterhin angewandt werden� Als Ausgangsvariable im Originalraum wird
jetzt jedoch die reduzierte Zeit � verwendet�

����	 Berechnung der inversen Carson�Transformation

Bei Anwendung des viskoelastischen Korrespondenzprinzips wird eine L�osung
im Bildraum berechnet� Diese L�osung mu� dann in den Originalraum zur�uck�
transformiert werden� Aufgrund der Komplexit�at der L�osung ist die Trans�
formation in den meisten F�allen nicht mehr analytisch zu bew�altigen und
mu� durch ein numerisches N�aherungsverfahren erfolgen�

Ein zur Behandlung von viskoelastischen Problemen aufgrund der �ahnli�
chen Ansatzfunktionen sehr gut geeignetes Verfahren ist das Kollokations�
Verfahren �collocation method� nach Schapery ��
��

Gegeben sei eine Carson�transformierte Funktion  f�s� im Bildraum� Ansatz
einer Funktion g�t� in Form einer Dirichlet�Serie als N�aherung zur gesuchten
Funktion f�t� im Originalraum�

g�t� � g� !
nX

j��

gje
��j t ����
�
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mit frei w�ahlbaren Retardierungszeiten �j und zu bestimmenden Koe�zien�
ten gj�

Die Carson�Transformierte von g�t� ist�

 g�s� � g� !
nX

j��

gj
s

s! �j
����
�

Aus dem Endwert�Theorem folgt�

g� � lim
t��

g�t� � lim
s��

 f�s� ������

Bestimmung der Koe�zienten gi �uber Minimierung des Fehlerintegrals

E� �

Z �

�

�f�t�� g�t��� dt ������

Di�erentiation nach den einzelnen Koe�zienten gi ergibt�

�E�

�gi
� ��

Z �

�

�f�t�� g�t��
�g�t�

�gi
dt

� �

Z �

�

e��it �g�t�� f�t�� dt

� �
�
�g��i�� �f��i�

�
������

Im Minimum von E� verschwinden die Ableitungen ��E���gi�� damit gilt�

�g��i� � �f��i� 
�  g��i� �  f��i� ������

Die Minimierung des Fehlerintegrals ist demnach gleichbedeutend mit einer
Kollokation der Carson�transformierten Dirichlet�Serie  g�s� an n reellen Zah�
len �i� Au��osen der Gleichung ������ ergibt ein lineares Gleichungssystem f�ur
gj�

nX
j��

�� ! ��j��i��
�� gj �  f��i�� g� �i � � � � � n� ������

Aij gj � bi ������
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��� Nichtlineare Viskoelastizit�at

Die Matrix faserverst�arkter Kunststo�e wird unter realen Umgebungsbedin�
gungen h�au�g in einem Spannungsbereich belastet� in dem das Materialver�
halten durch die lineare Theorie nicht mehr ausreichend beschrieben wird�
Zur e�ektiven Bauteildimensionierung mu� demnach ein nichtlineares� visko�
elastisches Modell verwendet werden� Die Parameter dieses Modells m�ussen
jedoch mit einem verh�altnism�a�igen Aufwand eindeutig bestimmbar sein�

Schapery hat �
�
 eine Theorie der nichtlinearen Viskoelastizit�at entwickelt�
die auf Prinzipien der irreversiblen Thermodynamik basiert ��
��

Die Materialgleichungen k�onnen weiterhin entweder in Abh�angigkeit der Span�
nung oder der Dehnung formuliert werden�

� � g�S
��� ! g�

tZ
��

�S��� � ����
��g���

��
d� ������

� � h�C
� ! h�

tZ
��

�C��	 � ��	�
��h���

��
d� ����	�

mit der linearen Kriechfunktion S�t� und der linearen Relaxationsfunktion
C�t��

S�t� � S��� !�S�t� ����
�

C�t� � C� !�C�t� ����
�

und den reduzierten Zeiten ��� bzw� �	�

�� �

tZ
�

dt�

a����t��
������

�	 �

tZ
�

dt�

a	���t��
������
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Die Integralgrenze �� bedeutet� da� eine eventuelle Diskontinuit�at der Be�
lastungsfunktion bei t � � in die Integration miteinbezogen werden mu��

Die Materialparameter g�� g�� g� und a� sind Funktionen der Spannung und
stellen die Abh�angigkeit dritter und h�oherer Ordnung der Gibb�schen freien
Energie von der anliegenden Spannung dar� Die Parameter h�� h�� h� und a	
geben in �ahnlicher Weise eine Abh�angigkeit h�oherer Ordnung der Helmholtz��
schen freien Energie von der Dehnung an�

Eine Temperatur�anderung kann in der linearen Theorie durch �Anderung des
Verschiebungsfaktors a�� bzw� a	 ber�ucksichtigt werden �siehe beispielsweise
Henriksen ������

Die Sprungantwort auf eine Belastung mit einer konstanten Spannung� bzw�
mit einer konstanten Dehnung ergibt die folgenden nichtlinearen Kriech� bzw�
Relaxationsfunktion Sn�t� und Cn�t��

Sn�t� �
�

�
� g�S

��� ! g�g��S�t�a�� ������

Cn�t� �
�

�
� h�C

� ! h�h��C�t�a	� ������

Bei kleinen Spannungen und Dehnungen sind diese Parameter gleich Eins
und der lineare Grenzfall ist erreicht� Die gesuchten Parameter k�onnen aus
zweistu�gen Kriech� bzw� Relaxationsexperimenten bei verschiedenen anlie�
genden Spannungen� bzw� Dehnungen eindeutig bestimmt werden ��
��

Lou � Schapery haben dieses Modell zur Beschreibung von nichtlinea�
ren� faserverst�arkten Kunststo�en weiterentwickelt ����� Experimente haben
gezeigt� da� die nichtlinearen Parameter g�� g�� g� und a� im mehrachsigen
Spannungszustand in erster N�aherung nur von der Oktaederschubspannung
�oct abh�angen� Die Oktaederschubspannung �octahedral shear stress� ist die
Schubspannung� die im Hauptspannungsraum in der Ebene mit Normale in
Richtung der Raumdiagonalen herrscht� Sie ist de�niert als�

�oct �
�

�

p
��� � ���� ! ��� � ���� ! ��� � ���� ������

Tuttle � Brinson untersuchten mit diesem Modell das viskoelastische
Verhalten des Graphit�Epoxy Systems T�������
 �	��� Sie gaben ein nicht�
lineares Verhalten an� wenn die Oktaederschubspannung gr�o�er als ���MPa
wurde�
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��� Rekursive Formulierung der viskoelasti�

schen Materialgleichungen

Ein Hauptmerkmal der viskoelastischen Materialgleichungen ������ und �������
bzw� im nichtlinearen Fall ������ und ����	�� ist das Integral �uber den ge�
samten Belastungsverlauf� Insbesondere bei einer Diskretisierung der Glei�
chungen mit Finiten Elementen w�urden zur Auswertung des Integrals die
Werte von Spannung und Dehnung f�ur jedes Element �uber den gesamten
Belastungszeitraum ben�otigt� Weiterhin steigt die Rechenzeit f�ur jeden Zeit�
schritt an� da alle vorherigen Zeitschritte erneut durchlaufen werden m�ussen�

Henriksen ���� hat ein Integrationsverfahren vorgeschlagen� bei dem das
Integral lediglich aus dem vorigen und dem aktuellen Zeitschritt berechnet
werden kann� Dieses Verfahren f�ur isotrope viskoelastische Werksto�e wurde
von Kennedy � Wang ��	� auf Faserverbundwerksto�e angewandt�

Das Verfahren wird im folgenden f�ur die nichtlineare Kriechgleichung ������
angegeben� Es kann ebenfall f�ur die Relaxationsfunktion aufgestellt werden�
Der lineare Fall wird erhalten� indem die nichtlinearen Koe�zienten auf Eins
gesetzt werden� Zur einfachen Schreibweise wird die ingenieurm�a�ige Schreib�
weise mit Spannung und Dehnung als Vektoren verwendet� Es wird nicht �uber
gleiche Indizes summiert�

Die Dehnung zum Zeitpunkt t sei gegeben durch�

�ti �
�X

j��

�
�gt�ijS�ij�tj ! gt�ijg

t
�ij�

t
j

X
�r�

Srij

�gt�ij

Z t

�

X
�r�

Srije
��rij��tij��

�
ij�

�

��
�g
�ij�



j �d�

�
	! �hti ������

mit

�tij �

Z t

�

du

aij
�
ij �

Z 


�

du

aij
������

Das Integral wird in zwei Teilintegrale aufgespalten�
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qtrij �

Z t

�

e��rij��
t
ij��

�
ij�

�

��
�g
�ij�



j �d�

�

Z t�	t

�

e��rij��
t
ij��

�
ij�

�

��
�g
�ij�



j �d�

!

Z t

t�	t

e��rij��
t
ij��

�
ij�

�

��
�g
�ij�



j �d� ����	�

De�nition von

��tij �

Z t

t�	t

du

aij
����
�

und Umformung des ersten Integrals I� in Gleichung ����	� ergibt die rekur�
sive Relation

I� � e��rij	�tijqt�	t
rij � ����
�

Das zweite Integral I� in Gleichung ����	� kann f�ur gen�ugend kleine Zeit�
schritte durch partielle Integration folgenderma�en angen�ahert werden�

I� � "rij�g
t
�ij�

t
j � gt�	t

�ij �t�	t
j � ������

mit

"rij �
�� e��rij	�tij

�rij��tij
������

Damit berechnet sich der Integralausdruck qrij zu

qrij � e��rij	�tijqt�	t
rij ! "rij�g

t
�ij�

t
j � gt�	t

�ij �t�	t
j �� ������

Einsetzten in Gleichung ������ und umordnen der Terme ergibt folgende Vek�
torgleichung�

� � #S� !H ! �ht ������
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mit der momentanen Nachgiebigkeitsmatrix #S

#Sij � g�ijS�ij ! gt�ijg
t
�ij

X
�r�

Srij


�� "t

rij

�
������

und dem Erinnerungsterm H

Hi �
�X

j��

�
��gt�ijX

�r�

Srij
�
e��rij	�tij � "rijg

t�	t
�ij �t�	t

j


�	 ������

Au��osen der Gleichung ������ nach der Spannung ergibt�

� � #S���� #S��


H ! �ht

�
������

Dabei ist zu beachten� da� im nichtlinearen Fall die Koe�zienten g�� g�� g�
und aij von der Spannung � abh�angen k�onnen� In diesem Fall mu� diese
Gleichung iterativ gel�ost werden�



Kapitel �

Mechanisches Verhalten von

Faserverbundwerksto�en

	�� Makromechanik einzelner Laminatschich�

ten

Eine einzelne Laminatschicht �Lamina� verh�alt sich als transversal�isotropes
Material� d� h� es gibt eine Vorzugsrichtung entlang der Fasern und eine
Symmetrieebene senkrecht dazu�

Das linear�elastische Materialgesetz f�ur transversal�isotrope Materialien lau�
tet�

��������
�������

��
��
��
���
���
���

��������
�������

�

�
�������

C�� C�� C�� � � �
C�� C�� C�� � � �
C�� C�� C�� � � �
� � � C

 � �
� � � � C

 �
� � � � � C��

�
������	

��������
�������

��
��
��
���
���
���

��������
�������

�����

mit C�� � �C�� � C�����

�	
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	�� Klassische Laminattheorie

Die klassische Laminattheorie �CLT� betrachtet ein d�unnes� mehrschichtiges
Laminat als eine spezielle� orthotrope Platte� Unter ebenen Belastungen wird
ein ebener Spannungszustand jeder Schicht gefordert� Als Materialgesetz wird
lineare Elastizit�at angenommen� Die Spannungs��Dehnungsbeziehungen ei�
ner Schicht vereinfacht sich dann zu�

�
� ��

��
���

�
	 �

�
� Q�� Q�� �
Q�� Q�� �
� � Q��

�
	
�
� ��

��
���

�
	 �����

�
� ��

��
���

�
	 �

�
� S�� S�� �
S�� S�� �
� � S��

�
	
�
� ��

��
���

�
	 �����

mit der Nachgiebigkeitsmatrix Sij

S�� �
�

E�
�����

S�� � �
	��
E�

� �
	��
E�

�����

S�� �
�

E�
�����

S�� �
�

G��
���	�

und der reduzierten Stei�gkeitsmatrix Qij der orthotropen Schicht in den
Materialhauptachsen � und ��

Q�� �
E�

�� 	��	��
���
�

Q�� �
	��E�

�� 	��	��
���
�

Q�� �
E�

�� 	��	��
������

Q�� � G�� ������
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Bezeichnet �k den Faserorientierungswinkel der k�ten Einzelschicht� bezogen
auf die x�Achse des globalen �x� y� z��Koordinatensystems� so ergibt sich die
transformierte� reduzierte Stei�gkeitsmatrix der k�ten Schicht im globalen
Koordinatensystem zu�

�Qk � T���k�
��QkT	��k� ������

mit den Transformationsmatrizen

T� � T ��k� �

�
� cos� �k sin� �k � sin�k cos�k

sin� �k cos� �k �� sin�k cos�k

� sin�k cos�k sin�k cos�k cos� �k � sin� �k

�
	 ������

und

T	 �


T��
�

�T
�

�
� cos� �k sin� �k sin�k cos�k

sin� �k cos� �k � sin�k cos�k

��sin�k cos�k � sin�k cos�k cos� �k � sin� �k

�
	
������

Die linear�elastische Spannungs��Dehnungsbeziehung im globalen �x� y� z���
Koordinatensystem lautet dann�

�
� �x

�y
�xy

�
	 �

�
� �Q��

�Q��
�Q��

�Q��
�Q��

�Q��
�Q��

�Q��
�Q��

�
	
�
� �x

�y
�xy

�
	 ������

Unter Annahme der Kirchho��sche Plattenhypothese� �Geradenschnitte in
Normalenrichtung bleiben bei Zug und Biegung gerade und senkrecht zu
Platte� ergibt sich eine lineare Verteilung der Dehnung entlang der Dicken�
richtung des Laminats�

�
� �x

�y
�xy

�
	 �

�
� ��x

��y
��xy

�
	 ! z

�
� �x

�y
�xy

�
	 ������

mit der Dehnung in der Mittelebene ���
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�
� ��x

��y
��xy

�
	 �

�
� �u���x

�v���y
�u���y ! �v���x

�
	 ����	�

und der Kr�ummung der Mittelebene ��

�
� �x

�y
�xy

�
	 � �

�
� ��w���x

�

��w���y
�

� ��w���x�y

�
	 ����
�

Die resultierenden Kr�afte und Momente in der Laminatebene werden durch
Integration der Spannungen in den einzelnen Laminatschichten in Dicken�
richtung erhalten�

�
� Nx

Ny

Nxy

�
	 �

t��Z
�t��

�
� �x

�y
�xy

�
	
k

dz �
NX
k��

zkZ
zk��

�
� �x

�y
�xy

�
	
k

dz ����
�

�
� Mx

My

Mxy

�
	 �

t��Z
�t��

�
� �x

�y
�xy

�
	
k

z dz �
NX
k��

zkZ
zk��

�
� �x

�y
�xy

�
	
k

z dz ������

wobei t die Dicke des Laminats und zk die z�Koordinate der Grenz��ache
zwischen der k�ten und k ! ��ten Schicht ist�

Unter Verwendung der Gleichungen ������ und ������ ergibt sich das folgende
Gleichungssystem f�ur Kr�afte und Momente�

�
� Nx

Ny

Nxy

�
	 �

�
� A�� A�� A��

A�� A�� A��

A�� A�� A��

�
	
�
� ��x

��y
��xy

�
	 !

�
� B�� B�� B��

B�� B�� B��

B�� B�� B��

�
	
�
� �x

�y
�xy

�
	

������

�
� Mx

My

Mxy

�
	 �

�
� B�� B�� B��

B�� B�� B��

B�� B�� B��

�
	
�
� ��x

��y
��xy

�
	 !

�
� D�� D�� D��

D�� D�� D��

D�� D�� D��

�
	
�
� �x

�y
�xy

�
	

������
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Mit der Dehnstei�gkeitsmatrix Aij

Aij �
NX
k��

� �Qij�k�zk � zk���� ������

der Koppelstei�gkeitsmatrix Bij

Bij �
�

�

NX
k��

� �Qij�k�z
�
k � z�k��� ������

und der Biegestei�gkeitsmatrix Dij

Dij �
�

�

NX
k��

� �Qij�k�z
�
k � z�k��� ������

Dieses Gleichungssystem l�a�t sich auch mit Blockmatrizen als eine Gleichung
formulieren�

�
N
M

�
�

�
A B
B D

� �
�
�

�
������

Die Kopplungsmatrix B verbindet Ausdehnung und Biegung eines Laminats�
Ein Laminat mit nicht�verschwindenden Termen in Bij wird sich bei einer rei�
nen Zugbelastung zus�atzlich verdrehen� Die Kopplungsmatrix verschwindet
jedoch bei allen symmetrischen Laminaten �siehe ������ Bei asymmetrischen
Laminaten wird dieser E�ekt gezielt genutzt� um hygrothermische Eigen�
spannungen zu messen �siehe Abschnitt �����

Bei Auftreten hygrothermischer Eigendehnungen �ht wird ein zus�atzlicher
�aquivalenter Kraft� und Momentenvektor N�� bzw� M� gebildet�

N� �
NX
k��

T��
k Qk�

ht
k �zk � zk��� ����	�

M� �
NX
k��

T��
k Qk�

ht
k



z�k � z�k��

�
�� ����
�
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mit der transversal�isotropen� hygrothermischen Eigendehnung �ht in den Ma�
terialhauptachsen � und ��

�htk �

Z T �t�

T�

�
� �th

�

�th
�

�

�
	 dT !

Z M�t�

M�

�
� �mo

�

�mo
�

�

�
	 dM ����
�

Das Gleichungssystem ����������� kann dann folgenderma�en geschrieben
werden�

A �� !B � � N !N� ������

B �� !D� � M !M� ������

	�� Viskoelastische Laminattheorie

In der viskoelastischen Laminattheorie �VLT� wird weiterhin ein ebener Span�
nungszustand f�ur alle Laminatschichten vorausgesetzt� Das Materialgesetz
f�ur Spannungen und Dehnungen innerhalb einer Laminatschicht im Materi�
alhauptachsensystem lautet�

�
� ��

��
���

�
	 �t� �

tZ
��

�
� Q�� Q�� �
Q�� Q�� �
� � Q��

�
	 �t� ��

�

��

�
� ��

��
���

�
	 ��� d� ������

Die Matrix Q ist jetzt die f�ur den ebenen Spannungszustand reduzierte Rela�
xationsmatrix� Zu beachten ist� da� alle Gr�o�en Funktionen der Zeit sind� Bei
unidirektional faserverst�arkten Kunststo�en kann jedoch davon ausgegangen
werden� da� das Verhalten in Faserrichtung �Q��� aufgrund der dominieren�
den Eigenschaften der Fasern rein linear�elastisch ist�

Unter der Voraussetzung� da� eine Belastung erst ab t � � statt�ndet ���t�� ��t� �
HS��� kann die Gleichung ������ unter Verwendung des Stieltjes�Integrals fol�
genderma�en geschrieben werden�

������t� � Q�t� � d������t� ������
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Sind im Material zus�atzliche hygrothermische Eigendehnungen vorhanden�
mu� die Dehnung als Summe aus elastischer Dehnung und chemischer� ther�
mischer und hygroskopischer Eigendehnung geschrieben werden�

������t� � �el�����t� ! �ht�����t� � �el�����t� ! �ch�t� ! �th�t� ! �mo�t� ������

Da nur die elastische Dehnung einen Beitrag zur Spannung liefert� lautet die
Materialgleichung im Materialhauptachsensystem�

������t� � Q�t� � d


������t�� �ht�����t�

�
� Q�t� � d������t��Q�t� � d�ht�����t� ������

Durch Transformation dieser Gleichung erh�alt man den Zusammenhang zwi�
schen den Spannungen ��xy� und den Dehnungen ��xy� im globalen �x� y��
Koordinatensystem�

��xy��t� � �Q�t� � d��xy��t�� T��Q�t� � d�ht�����t� ������

mit der analog zur Gleichung ������ de�nierten reduzierten Relaxationsma�
trix �Q�t� im globalen Koordinatensystem und der in Gleichung ������ de��
nierten inversen Transformationsmatrix T���

Die Kirchho��sche Plattenhypothese wird wie in der klassischen Laminattheo�
rie verwendet� Die De�nition der Dehnung � im Laminat kann demnach aus
Gleichungen ������� ����	� und ����
� �ubernommen werden�

� � �� ! z� ����	�

De�nition der resultierenden Kraft� und Momentenvektoren N undM analog
zu Gleichung ����
� und ������ durch Integration der Spannungen in den
einzelnen Laminatschichten in Dickenrichtung ergibt unter Verwendung der
Kirchho��schen Plattenhypothese ein Gleichungssystem �im globalen �x� y��
Koordinatensystem� analog zur CLT�

N�t� � A�t� � d��t� !B�t� � d��t��N��t� ����
�

M�t� � B�t� � d��t� !D�t� � d��t��M��t� ����
�
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Mit der Dehnrelaxationsmatrix Aij�t�

Aij�t� �
NX
k��

� �Qij�k�t��zk � zk���� ������

der Koppelrelaxationsmatrix Bij�t�

Bij�t� �
�

�

NX
k��

� �Qij�k�t��z
�
k � z�k���� ������

der Biegerelaxationsmatrix Dij�t�

Dij�t� �
�

�

NX
k��

� �Qij�k�t��z
�
k � z�k��� ������

und den �aquivalenten Kraft� und Momentenvektoren N��t� und M��t� der
hygrothermischen Eigendehnung �ht�t�

N��t� �
NX
k��

T��
k Qk�t� � d�

ht
k �zk � zk��� ������

M��t� �
NX
k��

T��
k Qk�t� � d�

ht
k



z�k � z�k��

�
�� ������

Die viskoelastische Laminattheorie kann auch f�ur ein nichtlineares Material
�Gl� ������ und ����	�� angegeben werden� Weiterhin kann die Zeitintegration
durch die rekursive Formulierung �siehe Kapitel ���� auf eine Berechnung
aus der aktuellen Last und den Werten des vorigen Zeitschritts vereinfacht
werden�

Die Spannung in der k�ten Laminatschicht werden nach Gleichung ������ in
globalen Koordinaten wie folgt berechnet�

�k � �T��
��
k

#S��k �T	�k�k � #S��k



Hk ! �htk

�
������
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Da die experimentelle Bestimmung der Parameter der nichtlinearen Relaxa�
tionsgleichung wesentlich aufwendiger ist� als die der nichtlinearen Kriech�
gleichung� wird in den meisten F�allen bei nichtlinearem Materialverhalten
nur die Kriechgleichung verwendet� Daher mu�te in der obigen Gleichung die
momentane Nachgiebigkeitsmatrix #S invertiert werden� um die momentane
Stei�gkeitsmatrix zu erhalten�

Integration der Gleichung ������ in Dickenrichtung des Laminats unter Ver�
wendung des bereits bekannten Ansatzes f�ur die Dehnung � � �� ! z� �Gl�
����� ergibt ein zur klassischen Laminattheorie �ahnliches Gleichungssystem�

N�t� � #A�t���t� ! #B�t���t�� #N��t� ������

M�t� � #B�t���t� ! #D�t���t�� #M��t� ����	�

Mit der momentanen Dehnstei�gkeitsmatrix #A�t�

#A�t� �
NX
k��

�T��
��
k

#S��k �t��T	�k�zk � zk���� ����
�

der momentanen Koppelstei�gkeitsmatrix #B�t�

#B�t� �
�

�

NX
k��

�T��
��
k

#S��k �t��T	�k�z
�
k � z�k���� ����
�

und der momentanen Biegestei�gkeitsmatrix #D�t�

#D�t� �
�

�

NX
k��

�T��
��
k

#S��k �t��T	�k�z
�
k � z�k��� ������

Die �aquivalenten Kraft� und Momentenvektoren #N��t� und #M��t� enthalten
jetzt nicht nur die Anteile der hygrothermischen Eigendehnung �ht�t�� son�
dern auch den Erinnerungsterm H� in dem die Information aus dem vorigen
Zeitschritt enthalten ist �siehe Gl� ������
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#N��t� �
NX
k��

�T��
��
k

#S��k �t�


Hk ! �htk

�
�zk � zk��� ������

#M��t� �
NX
k��

�T��
��
k

#S��k �t�


Hk ! �htk

� 

z�k � z�k��

�
�� ������

Im nichtlinearen Fall sind die Matrizen #A� #B� #D� #N� und #M� von der Span�
nung in den einzelnen Laminatschichten abh�angig� die aus Gleichung ������
berechnet werden kann� Das oben angegebene Gleichungssystem mu� dann
f�ur jeden Zeitschritt iterativ bis zum Erreichen der gew�unschten Konvergenz
berechnet werden�

����� Beispielrechnung

F�ur die viskoelastische Laminattheorie wurde ein Berechnungsprogramm un�
ter Verwendung der rekursiven Formulierung des Zeitintegrals geschrieben�
Als Materialdaten wurden die Daten von Tuttle � Brinson f�ur das Gra�
phit�Epoxy System T�������
 aus der Literatur �ubernommen �	�� �siehe An�
hang A�� Es wurde der zeitliche Verlauf der Eigenspannungen ermittelt� die
sich bei der Herstellung durch eine Abk�uhlung um ���K ergeben� Abbildung
��� zeigt die Relaxation der transversalen Eigenspannung in einem ��� 
��s�
Laminat� Die Abbildungen ��� bis ��� zeigen den zeitlichen Verlauf von Deh�
nung und Spannung in der 
���Lage eines �
��!������� 
��s�Laminats� Da in
Faserrichtung keine Relaxation statt�ndet� erzwingt die steife 
���Richtung
eine Umlagerung der Dehnung aus der ��� in die 
���Richtung� Gleichzeitig
relaxiert die Spannung in transversaler Richtung �x� oder ���Richtung� und
nimmt in 
���Richtung geringf�ugig zu�

Das in der objektorientierten Programmiersprache C!! geschriebene Pro�
gramm vlt�cc ist im Anhang B aufgef�uhrt�
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	�	 Viskoelastische Finite Elemente Methode

Bei vielschichtigen Laminaten� Laminaten mit Kerben oder Bohrungen und
bei der Untersuchung des dreidimensionalen� interlaminaren Spannungsfeld
am Rand eines Laminats sind die Vereinfachungen der klassischen Lami�
nattheorie nicht mehr zutre�end� Das Problem mu� dann mit einem Diskre�
tisierungsverfahren� wie zum Beispiel der Finiten Element Methode berechnet
werden �siehe beispielsweise Zienkiewicz �
����

Das viskoelastische Materialverhalten soll weiterhin durch die rekursive For�
mulierung der Zeitintegration nach Kennedy � Wang �siehe ��	�� bzw�
Kapitel ���� dargestellt werden� Es wird das nichtlineare Modell verwendet�
aus dem das lineare Modell durch De�nition der nichtlinearen Koe�zienten
zu eins erhalten werden kann� Der Zusammenhang zwischen Spannung und
Dehnung lautet nach Gleichung �������

� � �T��
�� #S���T	��� #S��



H ! �ht

�
������

Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet�

Z
�

��T � d$ �

Z
��

�u f ds ������

wobei �� die Dehnung aus der virtuellen Verschiebung �u� � die Spannung
im Gebiet $ und f die Randspannung auf dem Gebietsrand �$ ist� Das
Gebiet $ wird in einzelne Elemente em unterteilt� Die Verschiebung um im
Element wird durch die Matrix der Formfuntionen Nm auf den Vektor der
Knotenverschiebungen d zur�uckgef�uhrt�

um � Nmd ������

Aus den Verschiebungen im Element wird die Dehnung �m bestimmt�

�m � Bmd ������

Einsetzen der Gleichungen ������ und ������ in ������ ergibt�
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X
�m�

Z
em

BT
m�m d$ �

X
�m�

Z
����m

NT
m fm ds ����	�

Aus der viskoelastischen Materialgleichung ������ folgt�

�
�X

�m�

Z
em

BT
m�T��

��
m

#S��m �T	�mBm d$m

�
A d

�
X
�m�

Z
em

BT
m�T��

��
m

#S��m
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�
d$ �

X
�m�

Z
����m

NT
m fm ds ����
�

De�niert man

K �
X
�m�

Z
em

BT
m�T��

��
m

#S��m �T	�mBm d$m ����
�

F �
X
�m�

Z
em

BT
m�T��

��
m

#S��m
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�
d$

!
X
�m�

Z
����m

NT
m fm ds ������

erh�alt man eine zur linearen Elastizit�at korrespondierende Formulierung�

Kd � F ������

mit der momentanen Stei�gkeitsmatrix K� dem Vektor der Knotenverschie�
bungen d und dem Vektor der modi�zierten Knotenkr�afte F � Im linearen
Fall k�onnen aus dieser Gleichung direkt die Knotenverschiebungen berechnet
werden� beim nichtlinearen Fall m�ussen diese iterativ bestimmt werden�
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Mikromechanik

Die Mikromechanik versucht� da� mechanische Verhalten eines Werksto�es�
der aus mehreren unterschiedlichen Phasen besteht� aus den mechanischen
Eigenschaften� der Geometrie und der Verteilung der einzelnen Bestandteile
zu berechnen� Im Gegensatz zur Makromechanik� die das Werksto�verhalten
ph�anomenologisch aus experimentellen Daten beschreibt� beruht die Mikro�
mechanik auf verschiedenen theoretischen Modellen zur Wechselwirkung der
einzelnen Phasen im Werksto�� Im folgenden wird h�au�g die Bezeichnung
Verbundwerksto� verwendet� Damit ist nicht notwendigerweise ein faser�
verst�arkter Werksto� gemeint� die verst�arktende Phase darf eine allgemeine
Form haben�


�� Schranken f�ur die Elastizit�atskonstanten

eines Verbundes

Die ersten Ans�atze zur Berechnung der mechanischen Eigenschaften eines
Verbundwerksto�es wurden von Voigt ��


� �	�� und Reuss ��
�
� ��	�
aufgestellt�

Voigt nahm eine homogene Dehnung im Material an� Die Elastizit�atskon�
stanten K und G berechnen sich dann als das gewichtete Mittel der Phasen�
konstanten�

G �
X
�r�

crGr �����

��
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K �
X
�r�

crKr �����

Bei dieser Annahme wird das Kr�aftegleichgewicht an den Phasengrenzen ver�
letzt� da der Wert der Spannung einen Sprung an der Grenz��ache durchf�uhrt�

Reuss hingegen setzte eine homogene Spannungsverteilung im Material vor�
aus� wodurch die Elastizit�atskonstanten als inverses Mittel berechnet werden�

�

G
�

X
�r�

cr
Gr

�����

�

K
�

X
�r�

cr
Kr

�����

Mit dieser Annahme wird die Kompatibilit�atsbedingung verletzt� da an den
Phasengrenzen Hohlr�aume bzw� Uberlappungen entstehen�

Hill zeigt� da� die nach den Annahmen von Voigt und Reuss berechneten
Werte obere bzw� untere Schranken f�ur die Elastizit�atskonstanten des Ver�
bundes darstellen ��
�� Er schlug vor� den Mittelwert der beiden Schranken
als eine einfache N�aherung der Verbundkonstanten zu verwenden�

Genauere Schranken f�ur die Verbundkonstanten werden durch Anwendung
des Variationsprinzips von Hashin � Shtrikman erhalten ��	�� Die Schran�
ken f�ur Kompressionsmodul K und Schubmodul G eines zweiphasigen Ma�
terials sind damit �K� � K�� G� � G���

Kmin � K� !
c�

�

K� �K�

!
�c�

�K� ! �G�

�����

Kmax � K� !
c�

�

K� �K�
!

�c�
�K� ! �G�

�����

Gmin � G� !
c�

�

G� �G�
!

��K� ! �G��c�
�G���K� ! �G��

���	�

Gmax � G� !
c�

�

G� �G�
!

��K� ! �G��c�
�G���K� ! �G��

���
�
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Die Schranken nach Voigt � Reuss und Hashin � Shtrikman f�ur den
Schubmodul eines zweiphasigen Verbundes sind in Abh�angigkeit der Pha�
senkonzentration f�ur ein Schubmodulverh�altnis G��G� � �� zusammen mit
dem mit der selbst�konsistenten Methode berechneten Verbundschubmodul
in Abbildung ��� dargestellt�


�� Das Eshelby�Modell

����� Der homogene
 ellipsoidf�ormige Einschlu�

Eshelby begr�undete �
�	 ���� und �
�� ���� in seiner Arbeit �uber einen homo�
genen� ellipsoidf�ormigen Einschlu� ein neues Kapitel in der Mikromechanik�
Eine umfassende Darstellung zur Mikromechanik �ndet sich in ��	��

Der Einschlu� sei aus dem gleichen Material wie die umgebende Matrix und
habe den Stei�gkeitstensor C� Er besitze eine Eigendehnung �eigenstrain�
��� die er ohne die �au�ere Behinderung der Matrix annehmen w�urde� Auf�
grund der St�orwirkung des Einschlusses entsteht in Matrix und Einschlu� ein
St�ordehnungsfeld eij� Die Gesamtverzerrung im Einschlu� ist nun�

�ij � eij ! ��ij �
�

�
�ui�j ! uj�i� ���
�

Daraus ergibt sich eine Spannungsverteilung

�kl � Cklijeij � Cklij



�ij � ��ij

�
� ������

Die Feldl�osung der Verschiebung u kann folgenderma�en berechnet werden�

D

Ω

Abbildung ���� Der ellipsoidf�ormige Einschlu�
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	 Man entferne den Einschlu� und lasse ihn die Eigenverzerrung ��ij durch�
f�uhren� Die Spannung skl � Cklij�

�
ij sei die zu ��ij korrespondierende

Spannung� Der Einschlu� ist noch spannungsfrei�

	 Man belaste den Einschlu� mit der Ober��achenspannung �sklnl auf
�$� Dadurch erh�alt er wieder seine urspr�ungliche Form� Dann wird der
Einschlu� zur�uck in die Matrix gesetzt�

	 Man lasse die Ober��achenkr�afte auf �$ relaxieren� wodurch der Ein�
schlu� seine Form �andert� Dies ist gleichbedeutend mit einer zus�atzli�
chen Kr�afteverteilung !sklnl auf �$�

Sei Gij�r�r
�� die Green�sche Funktion der Verschiebung ui�r� aufgrund einer

Einheitskraft in xj�Richtung an der Stelle r�� dann ist die Verschiebung ui�r�
gegeben durch die Integration der Feldwirkungen der Kr�afte auf dem Rand
des Einschlusses�

ui�r� �

Z
��

Gij�r � r��sjl�r
��nl dr

� ������

Nach partieller Integration und unter Verwendung von skl � Cklij�
�
ij ergibt

sich

ui�r� � �

Z
�

Gij�l�r � r��Cjlmn�
�
mn dr

� ������

Die Verzerrung � ist�

�ij � �
�

�

Z
�

Cklmn�
�
mn �Gik�lj�r � r�� !Gjk�li�r � r��� dr� ������

Unter Voraussetzung einer konstanten Eigenverzerrung �� l�a�t sich der Eshelby�
Tensor S�E� einf�uhren ��

S
�E�
ijkl � �

�

�

Z
�

Cklmn �Gik�lj�r � r�� !Gjk�li�r � r��� dr� ������

Damit ist

�Eshelby bezeichnete diesen Tensor mit S 	
��� Zur Unterscheidung von der Nachgie�
bigkeit wird der Eshelby�Tensor durch den hochgestellten Index �E� gekennzeichnet�
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�ij � S
�E�
ijkl�

�
kl� ������

Es kann gezeigt werden� da� S�E� bei einem ellipsoidf�ormigen Einschlu� kon�
stant ist� Dies gilt auch bei Entartung einer der Hauptachsen des Ellipsoids
�Faser� a��� penny�shape� a� ���

����� Ellipsoidf�ormige Inhomogenit�at

(σ ,ε  )11

(σ ,ε  )0 0

�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����

Ω

D

Abbildung ���� Die ellipsoidf�ormige Inhomogenit�at

In der Matrix sei ein Einschlu� aus einem anderen Material mit Stei�gkeit
C� enthalten� Dieser wird als Inhomogenit�at bezeichnet�

Im Unendlichen sei ein Spannungs��Dehnungszustand ���� ��� vorgegeben
mit �� � C��� Der Spannungs��Dehnungszustand in der Inhomogenit�at $
sei ���� ����

Die Inhomogenit�at bewirkt eine St�orwirkung in der Matrix � � �� � ��� � �
�� � ��

Es wird jetzt das Konzept einer �aquivalenten Eigendehnung �� eingef�uhrt� so
da� die Inhomogenit�at wie ein Einschlu� aus dem gleichen Material wie die
umgebende Matrix mit der Stei�gkeit C behandelt werden kann�

Die Spannung in der Inhomogenit�at $ ist dann�

�� � �� ! � � C���
� ! �� � C��� ! �� ��� ������

mit
� � S�E��� ����	�
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folgt�
C���

� ! S�E���� � C��� ! S�E��� � ��� ����
�

daraus wird die unbekannte Eigendehnung �� bestimmt�

�� �


�C� � C�S�E� � C

���
�C � C���

� ����
�

zur sp�ateren Verwendung wird ein constraint�Tensors C� de�niert� der die
St�orspannung mit der St�ordehnung verbindet�

� � �C�� 
� �� � �� � �C���� � ��� ������

mit � � C��� ��� und � � S�E��� folgt�

C�S�E� � C�I � S�E�� ������

bzw�

S�E� � �C� ! C���C � PC ������

����� Inhomogener Einschlu�

Besitzt die Inhomogenit�at $ eine zus�atzliche Eigendehnung �p gegen�uber der
umgebenden Matrix� wird sie als inhomogener Einschlu� bezeichnet und kann
in �ahnlicher Weise behandelt werden�

Die Spannung im inhomogenen Einschlu� ist

C���
� ! �� �p� � C��� ! �� �p � ��� ������

Unter Verwendung einer resultierenden �aquivalenten Eigendehnung ��� und
des Eshelby�Tensors S�E�

� � S�E����

��� � ��p ! ���
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ergibt sich�

C���
� ! S�E���� � �p� � C��� ! S�E���� � ��� ������

daraus wird wiederum die unbekannte �aquivalente Eigendehnung �� bestimmt�


�� Die selbst�konsistente Methode

Die selbst�konsistente Methode �self�consistent�method� basiert auf dem An�
satz von Eshelby des ellipsoidf�ormigen Einschlusses einer zweiten Phase in
einer homogenen Matrix� Die Grundidee des selbst�konsistenten Ansatzes ist�
da� die umgebende Matrix bereits die noch zu bestimmenden Eigenschaften
des gesamten Verbundes besitzen soll� Dieses Verfahren wurde urspr�unglich
von Hershey ��	� und Kr�oner ��
� zur Bestimmung der Elastizit�atskon�
stanten von quasiisotropen Vielkristalle aus den Werten der kubischen Ein�
kristalle vorgeschlagen� Hill erweiterte das Verfahren auf allgemeine Ver�
bundwerksto�e aus voneinander unabh�angigen Phasen ��
�� �Bei dem System
kubisches Einkristall � Vielkristall bleibt der Kompressionsmodul gleich��

Es sei ein Verbundwerksto� aus einer statistisch homogenen Verteilung von
�ahnlichen� ellipsoidf�ormigen Partikeln der Stei�gkeit C� und Volumenkon�
zentration c� in einer Matrix der Stei�gkeit C� und Volumenkonzentration c�
gegeben�

Die volumetrisch gemittelten Eigenschaften der Phase r sollen mit geschweif�
te Klammern gekennzeichnet werden� f�rg� f�rg�
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Abbildung ���� Verbundwerksto� mit � Phasen
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Damit ergeben sich die volumetrisch gemittelte Gr�o�en des Verbundwerk�
sto�es zu�

c�f��g! c�f��g � f�g ������

c�f��g! c�f��g � f�g ������

Es soll die Stei�gkeitsmatrix C des Verbundwerksto�es ermittelt werden� mit

f�g � Cf�g ����	�

Die selbst�konsistente Methode postuliert� da� ein constraint�Tensor C� exi�
stiert� der die gemittelten St�orspannung und St�ordehnung in den eingeschlos�
senen Phasen analog des Problems der einzelnen Inhomogenit�at miteinander
verbindet�

f��g � f�g � �C� �f��g � f�g� ����
�

daraus folgt mit Gleichung ������ und �������

f��g � f�g � �C� �f��g � f�g� ����
�

Das bedeutet� da� beide Phasen in gleicher Weise in die Berechnung eingehen%
Die Stei�gkeit eines Verbundwerksto�es mit Einschl�ussen der Volumenkon�
zentration c� und der Stei�gkeit C� in einer Matrix der Stei�gkeit C� ist
also gleich der eines Verbundwerksto�es aus Einschl�ussen der Volumenkon�
zentration c� � � � c� der Stei�gkeit C� in einer Matrix der Stei�gkeit C��
vorausgesetzt� da� die Form der Einschl�usse jeweils gleich ist�

Aus Gleichung ����
� und ����
� folgt mit f��g � C�f��g und f��g � C�f��g�

�C� ! C��f��g � �C� ! C��f��g � �C� ! C�f�g ������

aus Gleichung ������ folgt�

c��C
� ! C��

�� ! c��C
� ! C��

�� � �C� ! C��� � P ������
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mit C� � P�� � C ergibt sich�

c�
�
�C� � C��� ! P

���
! c�

�
�C� � C��� ! P

���
� � ������

oder nach Invertierung�

c��C � C��
�� ! c��C � C��

�� � P ������

woraus die gesuchte Verbundstei�gkeit C bestimmt werden kann� Eine duale
Formulierung l�a�t sich auch f�ur die Verbundnachgiebigkeit S herleiten�

c��S � S��
�� ! c��S � S��

�� � Q ������

Es k�onnen sogenannte Phasenkonzentrationsfaktoren de�niert werden� mit
denen die Dehnung bzw� Spannung in den einzelnen Phasen aus der Dehnung
bzw� Spannung im gesamten Verbund bestimmt werden kann�

f��g � A�f�g f��g � A�f�g ������

f��g � B�f�g f��g � B�f�g ������

mit Gleichung ������ folgt�

A��
� � P �C� ! C�� � I ! P �C� � C� ����	�

A��
� � P �C� ! C�� � I ! P �C� � C� ����
�

B��
� � Q�S� ! S�� � I !Q�S� � S� ����
�

B��
� � Q�S� ! S�� � I !Q�S� � S� ������

wobei gilt�

c�A� ! c�A� � I � c�B� ! c�B� ������

unter Verwendung von Gleichung ������ und ������ folgt�
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A� �
�

c�
�C� � C��

���C � C�� ������

A� �
�

c�
�C� � C��

���C � C�� ������

B� �
�

c�
�S� � S��

���S � S�� ������

B� �
�

c�
�S� � S��

���S � S�� ������

F�ur den Fall isotroper� kugelf�ormiger Einschl�usse in einer isotropen Matrix
hatHill ��
� diese Gleichungen zu einer Gleichung �� Ordnung f�ur den Schub�
modul G und eine davon abh�angige Gleichung f�ur den Kompressionsmodul
K zusammengefa�t�

c�K�

K� !


�
G

!
c�K�

K� !


�
G

! �

�
c�G�

G�G�
!

c�G�

G�G�

�
! � � � ������

K �
K�K� !



�
G�c�K� ! c�K��

c�K� ! c�K� !


�
G

����	�

Alternativ dazu k�onnen die Gleichungen auch nach der Schubnachgiebigkeit
� � ����G� und der Kompressionsnachgiebigkeit � � ���
K� aufgel�ost wer�
den ��
��

c���

�� !
�
�
�
!

c���

�� !
�
�
�
! �

�
c���
� � ��

!
c���
� � ��

�
! � � � ����
�

� �
���� !

�
�
��c��� ! c����

c��� ! c��� !
�
�
�

����
�

Mit diesen Gleichungen wurde der Verlauf des Schubmoduls eines zweipha�
sigen Verbundes in Abh�angigkeit der Phasenkonzentration c� berechnet� Es
wurde angenommen� da� die Querkontraktion beider Phasen gleich ���� ist�
Das Verh�altnis der Elastizit�atsmodulen E��E� wird mit x bezeichnet� Die
Phase � soll die steifere Phase sein� Zur Skalierung wird der Schubmodul der
Phase � auf den Wert � gesetzt�
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	� � 	� � ����

E��E� � G��G� � K���K� � x

G� � � K� � �

G� � x K� � �x

Der skalierte Schubmodul G� ist so de�niert� da� f�ur G � G� der Wert � und
f�ur G � G� der Wert � erhalten wird�

G� �
G�G�

G� �G�

������

Der skalierte Schubmodul G� f�ur das Schubmodulverh�altnis x � �� ist zu�
sammen mit den Schranken nach Voigt � Reuss und Hashin � Shtrik�

man in Abbildung ��� dargestellt� Der Grenzfall geringer Konzentrationen
kugelf�ormiger Partikel in einer Matrix wird� wenn die zweite Phase die Ein�
schlu�phase ist� sehr gut durch die unteren Hashin � Shtrikman Schran�
ken angegeben� Im anderen Fall �erste Phase ist kugelf�ormige Einschlu�phase
geringer Konzentration� stellt die obere Schranke eine sehr gute N�aherung
dar�

Der nichtskalierte Schubmodul G ist f�ur x � ���i���� i � � � � � � in Abbildung
��� dargestellt� Abbildung ��� zeigt den skalierten Schubmodul G� f�ur Werte
von x � ���i���� i � � � � � �� Bemerkenswert ist der Grenzfall f�ur E��E� ���
Bis ungef�ahr c � ��� �uberwiegt die Eigenschaft der Matrix� danach steigt
der skalierte Schubmodul linear an� Die Grenze ���� ist der Wert� bei dem
sich kugelf�ormige Einschl�usse in einer kubischen Anordnungen gegenseitig
ber�uhren�

Die Phasenkonzentrationsfaktoren A
���
���� f�ur die Dehnung

�
���
�� � A

���
�������

und B
���
���� f�ur die Spannung

�
���
�� � B

���
�������

sind in den Abbildungen ��	 und ��
 f�ur die E�Modul Verh�altnisse x �
���i���� i � � � � � � wiedergegeben�
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Bei steifen Einschl�ussen �x � �� wird bei geringen Konzentrationen die
Dehnung durch die Matrix durchgef�uhrt� Trotzdem erh�oht sich die Spannung
in den Einschl�ussen um etwas mehr als das Doppelte� Ab der Konzentration
��� verwischt der Einschlu�charakter der zweiten Phase� und sie wird st�arker
belastet�
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�	 Viskoelastische Verbundwerksto�e

Die selbst�konsistente Methode kann ebenso auf linear�viskoelastische Ver�
bundwerksto�e angewandt werden ��
�� Bei der Herleitung der Gleichungen
wird ein Tensorprodukt zweier elastischer Gr�o�en durch das Stieltjes�Integral
zweier viskoelastischer Tensorfunktionen und eine tensorielle Inverse durch
eine Stieltjes�Inverse ersetzt� Die Relaxationsfunktion ist die zeitabh�angige
Stei�gkeit und die Kriechfunktion die zeitabh�angige Nachgiebigkeit� Glei�
chung ����
�� ����
� und ������ ergeben dann f�ur die Relaxationsfunktion C
und die Kriechfunktion S eines viskoelastischen Verbundwerksto�es�

C �
nX

r��

crCr � dAr S �
nX

r��

crSr � dBr ������

Ar � �h! P � d�Cr � C���� ������

Br � �h!Q � d�Sr � S����� ������

wobei alle Gr�o�en Funktionen der Zeit sind�

Zur weiteren Behandlung wird das viskoelastische Korrespondenzprinzip ver�
wendet� womit beispielsweise f�ur einen viskoelastischen Verbundwerksto�
mit kugelf�ormigen Einschl�ussen aus Gleichung ����
� und ����
� die Carson�
transformierte Kompressionsanteile � und der Schubanteile � der Kriech�
funktion S bestimmt werden k�onnen�

c�  ��

 �� !
�
�
 �
!

c� ��

 �� !
�
�
 �
! �

�
c�  ��
 � �  ��

!
c�  ��
 � �  ��

�
! � � � ������

 � �
 �� �� !

�
�
 ��c� �� ! c� ���

c� �� ! c� �� !
�
�
 �

������

Es ist zu beachten� da� sowohl die gegebenen Gr�o�en  ���  ���  ���  ��� als auch
die gesuchten Gr�o�en  � und  � keine Konstanten� sondern Funktionen von s
sind� Daher ist eine analytische Au��osung der Gleichungen ������ und ������
nur mit Hilfe eines Computeralgebrasystem m�oglich� Als Ergebnis erh�alt man
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die Carson�transformierten der Schub� und Kompressionsanteile der Kriech�
funktion� Diese m�ussen �uber ein N�aherungsverfahren �z�B� Kollokationsver�
fahren von Schapery ��
�� siehe Abschnitt ������ in den Originalraum zur�uck
transformiert werden�

Dieses Verfahren wurde f�ur einen Verbund aus Aluminiumpartikeln in einer
Epoxidharzmatrix f�ur verschiedene Partikelkonzentrationen angewandt� Da
die viskoelastischen Eigenschaften der Harzmatrix des in diesem Projekt ver�
wendeten Verbundwerksto�es noch nicht vollst�andig bestimmt sind� wurden
stellvertretend Sch�atzwerte f�ur die Matrixeigenschaften nach den Messun�
gen von Tuttle � Brinson ��	��� Anhang A� f�ur den Verbundwerksto�
T�������
 angenommen� Um die Gleichungen dennoch analytisch au��osen
zu k�onnen� wurde die Anzahl der Retardierungszeiten im Materialgesetz von
sechs auf drei reduziert� Im einzelnen wurde f�ur die Kompressionsanteile �
und die Schubanteile � der beiden Werksto�e folgende Funktionen angenom�
men�

Harz �Index ���

���t� �
�
�� ! ���



�� e���
 t�min

�
! ���



�� e������ t�min

�
!



�� e������� t�min

��

 ����GPa�� ������

���t� �
�
��� ! ��



�� e���� t�min

�
! ��



�� e�����
 t�min

�
!
�



�� e������� t�min

��

 ����GPa�� ����	�

Aluminium �Index ���

�� � ��� 
 ����GPa�� ����
�

�� � �� 
 ����GPa�� ����
�

Im Anhang C ist die Berechnung der Verbundeigenschaften mit Hilfe des
ComputeralgebrasystemsMAPLE wiedergegeben� Die berechnete Carsontrans�
formierte des Schubanteils der Kriechfunktion  � wird numerisch mit dem Kol�
lokationsverfahren nach Schapery ��
� in den Originalraum zur�ucktransfor�
miert� Dazu werden �� Retardierungszeiten im logarithmisch gleichem Ab�
stand gew�ahlt� Theoretisch wird die Genauigkeit der R�ucktransformation mit
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steigender Anzahl an Retardierungszeiten erh�oht� Das zu l�osende Gleichungs�
system wird dann jedoch fast singul�ar� so da� aufgrund numerischer Re�
chenungenauigkeit das Gleichungssystem nicht mehr aufgel�ost werden kann�

Aus dem transformierten Schubanteil der Kriechfunktion wird dann der trans�
formierte Kompressionsanteil  � nach Gleichung ������ berechnet� Anschlie�
�end werden die zeitabh�angigen Phasenkonzentrationsfaktoren Ai und Bi

�i � �� �� ermittelt�

Abbildung ��
 bis Abbildung ���� zeigen die Kompressions� und Schubanteile
der Kriechfunktionen der einzelnen Phasen und des Verbundes f�ur die Parti�
kelkonzentrationen c� � ��� und c� � ��� mit logarithmischer Darstellung der
Zeitachse� Bei der geringen Partikelkonzentration �uberwiegt die viskoelasti�
sche Eigenschaft der Matrix� bei der hohen Konzentration �einzelne Partikel
kommen miteinander in Kontakt� dominiert der elastische Charakter der
Partikel�

Die viskoelastischen Phasenkonzentrationsfaktoren Ai und Bi sind in Abbil�
dung ���� bis ���� dargestellt� Sie geben die Verteilung einer im gesamten
Verbund bestehenden Dehnung oder Spannung auf die einzelnen Phasen an�

f���t�g � A��t�f�g f���t�g � A��t�f�g ������

f���t�g � B��t�f�g f���t�g � B��t�f�g ������

bei sprungartig aufgebrachter mittlerer Dehnung f�g bzw� mittlerer Span�
nung f�g im Verbund� oder als�

f���t�g � A��t� � df��t�g f���t�g � A��t� � df��t�g ������

f���t�g � B��t� � df��t�g f���t�g � B��t� � df��t�g ������

bei zeitabh�angiger mittlerer Verbunddehnung f��t�g bzw� mittlerer Verbund�
spannung f��t�g�

W�ahrend der Dehnungskonzentrationsfaktor der Harzmatrix nahezu kon�
stant ist� zeigt der Dehnungskonzentrationsfaktor der Aluminiumpartikel ein
starkes zeitliches Abnehmen� Eine sprunghafte� �au�ere Dehnung wird dem�
nach von der Matrix nahezu simultan ausgef�uhrt �im Mittel �uber die gesamte
Phase�� die Dehnung in den eingeschlossenen Partikeln �und damit auch die
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Spannung� nimmt jedoch aufgrund von Relaxation der Matrix in der Umge�
bung der Partikel ab� Selbst bei der Partikelkonzentration von c� � ��� �ndet
mit den gew�ahlten Materialparametern noch eine Relaxation der Dehnung
in den Partikeln um ��� statt�

Die Spannungskonzentrationsfaktoren bleiben nahezu konstant� was bedeu�
tet� da� eine konstante� �au�ere Spannung von beiden Phasen anteilsm�a�ig
gleichm�a�ig getragen wird� Lediglich bei der h�oheren Partikelkonzentration
�ndet eine Umlagerung der Spannung aus der Matrix auf die Partikel statt�
Gleichzeitig nimmt selbstverst�andlich die gesamte mittlere Dehnung im Ver�
bund durch Kriechen unter der aufgebrachten Last zu�
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�
 De�nition von Eigenspannungen f�ur mehr�

phasige Verbunde

Der Spannungszustand � in einem K�orper wird unterteilt in Lastspannun�
gen �L und Eigenspannungen �ES� Eigenspannungen �ES� sind de�niert als
Spannungen� die in einem K�orper vorliegen� die unabh�angig von einer �au�e�
ren Belastung sind� Diese Spannungen m�ussen sich �uber jede Schnitt��ache
durch einen K�orper� der sich im Gleichgewicht be�ndet� kompensieren�

Eigenspannungen werden nach ���� in ES I� Art �Makroeigenspannungen� �I

und ES II� und III� Art �Mikroeigenspannungen� �II und �III unterteilt�

Unter den Eigenspannungen I� Art �I versteht man den Volumenmittelwert
der ortsabh�angigen Eigenspannungen �ES�x� �uber alle Phasen in einem re�
pr�asentativen Volumenelement �V des Verbundes�

Die Eigenspannung II� Art �II ist der Mittelwert von �ES�x� � �I �uber ein
Phasenbestandteil �ein Korn bei Metallen�� Der verbleibende� ortsabh�angige
Spannungsanteil �ES�x� � �I � �II wird mit �III bezeichnet� Die mittle�
re Spannung in einer Phase i soll im folgenden in geschweiften Klammern
geschrieben werden�

f�ig � �L ! �I ! �IIi ������

Die Mikrospannung �II stellt die gegenseitige mittlere Verspannung der Pha�
sen das und verschwindet nach De�nition im volumetrischen Mittel �uber den
gesamten K�orper

X
�i�

ci�
II
i � � ������

Die Mikrospannung besteht aus einem lastunabh�angigen Anteil �II�� und ei�
nem lastabh�angigen Anteil �II�L� Der lastunabh�angige Teil kann aufgrund
von Herstellungsbedingungen �unterschiedlicher thermischer Ausdehnungs�
koe�zient der einzelnen Phasen� oder plastischer Verformung im K�orper
vorliegen�

Die Makrospannungen �m � �L ! �I werden in einem mehrphasigen Werk�
sto� je nach Wert der mechanischen Eigenschaften und Form der einzel�
nen Phasen unterschiedlich auf die Phasen verteilt� Die Theorie zu Teilchen�
Matrix�Verbunden mit dem selbst�konsistenten Ansatz wurde in Kapitel ���
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behandelt� Die mittlere lastabh�angige Spannung in der Phase i ist demnach
�uber den Phasenkonzentrationstensor Bi gegeben�

f�Li g � Bi�
m ������

Abweichungen der Phasenspannung von den Makrospannungen sind de�ni�
tionsgem�a� Eigenspannungen II� Art� Da es lastabh�angige Eigenspannungen
sind� werden sie mit �II�L bezeichnet� Die gesamte mittlere Spannung der
Phase i ist hiermit�

f�ig � �Li ! �II��i � Bi



�L ! �I

�
! �II��i

� �L ! �I ! �Bi � I�


�L ! �I

�
! �II��i ����	�

In der Arbeit von Behnken ��� wurde die mittlere Phasenspannung f�ig mit
&
 und der Phasenkonzentrationstensor Bi mit �L
�ijkl bezeichnet�


�� Berechnung der Eigendehnung einen Ver�

bundes

Ein linear�elastischer Verbund bestehe aus Einschl�ussen der Stei�gkeit C�

und der Konzentration c� in einer Matrix der Stei�gkeit C� und der Konzen�
tration c� � ��c�� Einschl�usse und Matrix w�urden im isolierten Zustand eine
Eigendehnung �p� bzw� �p� durchf�uhren� Durch die gegenseitige St�orwirkung
wird eine tats�achliche Dehnung �� bzw� �� durchgef�uhrt� Die volumetrisch
gemittelte Dehnung des Verbundes ist

c�f��g! c�f��g � f�g ����
�

Der K�orper sei frei von �au�eren Kr�aften� Dadurch mu� das volumetrische
Mittel der Spannungen verschwinden�

c�f��g! c�f��g � � ����
�

In den einzelnen Phasen gilt aufgrund der Eigendehnungen folgender Zusam�
menhang zwischen Spannungen und Dehnungen�
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�� � C���� � �p�� ���	��

�� � C���� � �p�� ���	��

Gem�a� dem selbst�konsistenten Ansatz existiert ein Tensor C�� der die St�orung
der Spannung mit der St�orung der Dehnung verbindet�

f��g � �C� �f��g � f�g� ���	��

f��g � �C� �f��g � f�g� ���	��

Mit den Gleichungen ���	�� und ���	�� folgt daraus�

�C� ! C��f��g � C�f�
p
�g! C�f�g ���	��

�C� ! C��f��g � C�f�
p
�g! C�f�g ���	��

Einsetzen in Gleichung ����
� ergibt�

f�g � c� �C� ! C���� �C�f�
p
�g! C�f�g�

!c� �C� ! C���� �C�f�
p
�g! C�f�g� ���	��

De�nition von

P� � �C� ! C���� P� � �C� ! C���� ���		�

und Au��osen nach � ergibt�

� � �I � �c�P� ! c�P��C
���� �c�P�C��

p
� ! c�P�C��

p
�� ���	
�

mit

c�P� ! c�P� � P � �C� ! C��� ���	
�
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folgt

� � �PC��� �c�P�C��
p
� ! c�P�C��

p
�� ���
��

aus Gleichung ���	�� und ���	�� k�onnen dann die resultierenden Dehnungen
der einzelnen Phasen berechnet werden�

f��g � P� �C�f�
p
�g! C�f�g� ���
��

f��g � P� �C�f�
p
�g! C�f�g� ���
��



Kapitel 	

Nachweis von Eigenspannungen

Der Nachweis von Makro� und Mikroeigenspannungen wird dadurch erschwert�
da� diese Art von Spannungen nur entsteht� wenn die Durchf�uhrung von
Eigendehnungen aufgrund von Temperatur� oder Feuchte�anderungen eines
Bauteils behindert wird� Daher wird meist die Eigendehnung in einem nicht
restringierten Bauteil gemessen und mit der durchgef�uhrten Eigendehnung
in einem restringierten Bauteil unter gleichen Umgebungsbedingungen ver�
glichen� Die Di�erenz dieser Dehnungen korrespondiert dann mit einer Ei�
genspannung�

��� Kr�ummung antisymmetrischer Laminate

Ein klassisches Verfahren zur Quanti�zierung der Eigendehnungen eines Fa�
serverbundwerksto�es ist die Messung der Kr�ummung eines antisymmetri�
schen Laminats nach Herstellung und Abk�uhlung auf Raumtemperatur� �Uber
die klassische Laminattheorie �CLT� kann dann die hygrothermische Eigen�
dehnung �ht aus der Kr�ummung bestimmt werden� Die Berechnung mit der
CLT vereinfacht sich bei antisymmetrischen Kreuzlagenlaminaten �Lami�
nate� die nur aus ��� und 
���Lagen bestehen�� da die Kopplungsmatrix
B aufgrund der Orientierung der Laminae nur schwach besetzt ist� Auf�
grund der momenten� kr�aftefreien Lagerung verschwinden im Gleichungs�
system ����������� der resultierende Kraftvektor N und der Momentenvektor
M � Das zu l�osende Gleichungssystem lautet�

	�
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Invertierung des Gleichungssystems in Blockmatrixschreibweise und Au��osen
nach der Kr�ummung � ergibt�

� �

����� A B
B D

����
���

��BN� ! AM�� �����

Die aus der hygrothermischen Eigendehnung �ht� und �ht� hervorgehenden �aqui�
valenten Kraft� und Momentenvektoren ergeben sich bei einem antisymme�
trischen ���� 
��� Kreuzlagenlaminat der Dicke t zu�

N� �

�
� N�

�

N�
�

�

�
	 M� �

�
� M�

�

�M�
�

�

�
	 �����

mit

N�
� �

�
�Q�� !Q����

ht
� ! �Q�� !Q����

ht
�

�
t�� �����

M�
� �

�
��Q�� !Q����

ht
� ! ��Q�� !Q����

ht
�

�
t��
 �����

Aufgrund der Struktur der Matrizen A und B ergibt sich dann die Kr�ummung
des Laminats zu�

�x � ��y �xy � � ���	�
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Das Laminat nimmt demnach beim Abk�uhlen eine Sattelform an� wobei die
Kr�ummungsradien von gleicher Gr�o�e� aber entgegengesetzter Orientierung
sind und die Kr�ummungsachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen
��xy � ��� Der Wert von � h�angt linear von der Temperaturdi�erenz der
Abk�uhlung ab und kann nach l�angere Rechnung aus Gleichung ��� bestimmt
werden�

Experimente haben jedoch gezeigt� da� ab einem bestimmten L�angen�Dicken�
Verh�altnis eines antisymmetrischen Laminats die Kr�ummung keine Sattel�
form� sondern eine Zylinderform entlang einer der beiden Materialhaupt�
achsen annimmt� Weiterhin existiert nicht nur eine stabile Gleichgewichts�
lage� sondern eine zweite Zylinderform mit entgegengesetzter Kr�ummung
und Kr�ummungsachse entlang der anderen Materialhauptachse� in die das
Laminat durch Durchdr�ucken gebracht werden konnte� Hyer erkl�arte �

�
����� ����� ���� als Erster dieses Ph�anomen� indem er die Existenz mehrerer
L�osungen auf das Auftreten von geometrischen Nichtlinearit�aten zur�uckf�uhr�
te� Hyer erweiterte die De�nition der Verzerrung � um die in der nichtlinearen
Plattentheorie �ublichen Terme�

��x �
�u�
�x

!
�

�

�
�w

�x

��

���
�

��y �
�v�
�y

!
�

�

�
�w

�y

��

���
�

��xy �
�

�

�
�u�
�y

!
�v�
�x

!

�
�w

�x

��
�w

�y
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������

Mit diesem Ansatz ergeben sich drei m�ogliche Zust�ande des Laminats� die
aus der linearen Theorie bekannte Sattelform und die beiden Zylinderformen�
Bis zu einem bestimmten L�angen�Dicken�Verh�altnisse ist die Sattelform die
stabile Gleichgewichtslage �Grenzfall zur linearen Theorie�� danach ist dieser
Zustand instabil und die beiden Zylinderformen stellen beide einen stabilen
Zustand dar�

F�ur einen d�unnen Streifen unendlicher L�ange eines antisymmetrischen ���
���
Laminats ergibt sich folgende Kr�ummung �����

� �

�
���E��E� � 	������

ht
� � �ht� �

� ! ���E��E�� ! �E��E��� � ��	���

��
� ! E��E� � �	��

� ! E��E�

�
������
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mit den Elastizit�atsmodulen E� der Querkontraktionszahl 	 und den hygro�
thermischen Eigendehnungen �ht� Die Indizes � und � bedeuten Faserrichtung
und transversale Richtung� Da der rechte Term in Gleichung ���� nahezu � ist
und das Quadrat der Poissonzahl 	�� vernachl�assigt werden kann� vereinfacht
sich Gleichung ������ zu�

� �
��

�� ! �E��E�� ! �E��E��
��ht� � �ht� � ������

��� Bestimmung der hygrothermischen Eigen�

dehnung mit Dehnungsme
streifen

Das am h�au�gsten zur Bestimmung von Dehnungen verwendete Verfahren ist
die Messung mit Dehnungsme�streifen �DMS�� Durch Aufbringen der DMS
auf die Prepreg�Platten und Aufnahme des Me�signals w�ahrend Herstellung
und Abk�uhlung k�onnte der thermische Schrumpfungsproze� gemessen wer�
den� Aufgrund der chemischen Umwandlung der Harzmatrix und den Um�
gebungsbedingungen w�ahrend der Herstellung ist jedoch keine zuverl�assige
Messung m�oglich� Durch das Erhitzen wird das Harz stark viskos� Eine Haf�
tung des DMS am Material ist demnach nicht mehr gew�ahrleistet� Der ho�
he Druck im Autoklaven erzeugt ein Flie�en des dann viskosen Harzes� Die
chemische Umwandlung bewirkt wiederum eine Kontraktion des Harzes� Es
w�urden also durch direkte Messungen mit DMS eher die Verformung des
DMS aufgrund der Umgebung als die Verformung der Umgebung gemessen
werden�

Aus diesen Gr�unden wurde bei der Bestimmung der Eigendehnung mit Deh�
nungsme�streifen ein anderer Weg gew�ahlt� Die DMS wurden nach Herstel�
lung des Laminats appliziert� Danach wurde ausgehend von Raumtemperatur
bis nahe zur Herstellungstemperatur die thermische Dehnung gemessen�

Damit kann der thermische Ausdehnungskoe�zient �th als grundlegender
Materialparameter bestimmt und mit einer elastischen Rechnung eine Ab�
sch�atzung der thermischen Eigenspannungen im Laminat erhalten werden�

Es wurden verschiedene Messungen f�ur 
�lagige unidirektionale Laminate
�����
� und f�ur 
�lagige Kreuzlagenlaminate ����� 
��� ��� 
���s� durchgef�uhrt�
Die Laminate hatten quadratische Abmessungen mit ��cm Seitenl�ange� um
eventuelle L�angen�Breiten�E�ekte zu vermeiden und wurden jeweils in der
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Mitte mit DMS �Measurement Group CEA�������UT����� best�uckt� Die Tem�
peratur der Proben wurde ebenfalls auf der Ober��ache mit einem Thermowi�
derstand �Pt���� gemessen� Das Me�ergebnis wurde mit dem vom Hersteller
angegebenen Polynom von Temperaturein��ussen auf den DMS bereinigt�

Abbildung ��� zeigt eine Messung einer unidirektionalen Probe� In Faser�
richtung �DMS �� wird nahezu keine thermische Ausdehnung beobachtet� In
transversaler Richtung kann eine Hysterese beim Aufheizen und Abk�uhlen
beobachtet werden� Dieser E�ekt ist auf ein Ausdi�undieren von Feuchtig�
keit und damit verbundener Kontraktion �siehe Kapitel ���� w�ahrend der
Erw�armung zur�uckzuf�uhren� Der E�ekt konnte noch nicht quanti�ziert wer�
den� da eine geeignete Waage zur Bestimmung des Feuchtegrades im Laminat
noch nicht zur Verf�ugung stand� Bei einer folgenden Messung �Abbildung ����
war die Probe bereits getrocknet� so da� keine Hysterese auftrat� Die Mes�
sungen ergeben eine Nichtlinearit�at der transversalen� thermischen Ausdeh�
nungskoe�zienten� der mit steigender Temperatur zunimmt� Abbildung ���
zeigt den thermischen Ausdehnungskoe�zienten in Abh�angigkeit der Tempe�
ratur� Eine lineare Regression der Me�ergebnisse ergibt folgende Gleichung
f�ur den transversalen thermischen Ausdehnungskoe�zienten�

�th
T �T � � ������
	 ! ���
�	���T�K� �	������


m

mK
������

Die thermische Ausdehnung eines Kreuzlagenlaminats ist in Abbildung ���
dargestellt� Dabei wurde die Probe in zwei Zyklen aufgeheizt und wieder
abgek�uhlt� Der thermische Ausdehnungskoe�zient ist jetzt durch die Re�
striktionswirkung der Fasern um eine Gr�o�enordnung niedriger� dadurch sind
die Abweichungen aufgrund von Me�ungenauigkeiten deutlicher sichtbar�
Sehr gut kann in dieser Abbildung der Feuchtigkeitsverlust beim Aufheizen
beobachtet werden� Nach dem ersten Aufheizen verlaufen die Kurven der
Abk�uhlphasen und der zweiten Aufheizphase aufeinander� was keine weitere
Feuchtigkeitsabgabe bedeutet� Die Diskrepanz zwischen den Werten der bei�
den Dehnungsme�streifen ist wahrscheinlich auf Ober��achene�ekte zur�uck�
zuf�uhren�
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Abbildung ���� Thermische Ausdehnung� ����
�Laminat
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Abbildung ���� Thermische Ausdehnung� ����
�Laminat
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Abbildung ���� Thermische Ausdehnung� ���� 
��� ��� 
���s�Laminat
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��� R�ontgenographische Spannungsermittelung

	���� Grundlagen

Die r�ontgenographische Spannungsermittelung ist ein klassisches Verfahren
zur Bestimmung der Gitterabst�ande kristalliner Materialien mittels R�ont�
genbeugung� Durch Vergleich des Gitterabstandes im belasteten und im un�
belasteten Zustand kann die elastische Verzerrung berechnet werden� Nach
dem Bragg�schen Re�exionsgesetz

� � �dhkl sin��hkl� ������

bewirkt eine Ver�anderung des Abstandes dhkl der durch die Millerindices
�hkl� gekennzeichneten Netzebenenschar bei fester Wellenl�ange � eine Ver�
schiebung des Bragg�schen Interferenzwinkels �hkl� Entwicklung der Glei�
chung ������ in einer Taylor�Reihe und Abbruch nach dem linearen Glied
ergibt die Gitterverzerrung �hkl in Richtung der Normalen der zugeh�origen
Gitterebene

�hkl �
�dhkl
d�hkl

� ���hkl cot��
�
hkl�� ������

wobei d�hkl der Netzebenenabstand und ��
hkl der zugeh�orige Interferenzwinkel

im unverspannten Zustand ist�

Da die gemessene Gitterdehnung der elastischen Dehnung entspricht� kann
daraus direkt in geeigneter Weise der Spannungszustand berechnet werden�
Durch Vergleich mit den Lastspannungen ist eine genaue Ermittelung der im
bestrahlten Volumen vorhandenen Eigenspannungen m�oglich� Ein weiterer
Vorteil der r�ontgenographischen Spannungermittelung sind die M�oglichkeit
der zerst�orungsfreien Pr�ufung und die hohe Ortsau��osung� Eine ausf�uhrliche
Darstellung der r�ontgenographischen Spannungermittelung und ihrer Anwen�
dungen� insbesondere zur Messung von Eigenspannungen bei St�ahlen �ndet
der Leser in den Quellen ��
� ��� ��� �
��
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	���� Messung bei faserverst�arkten Kunststo�en

Die RSA ist nur bei Materialien mit kristalliner oder teilkristalliner Struk�
tur anwendbar� Hauk et� al� ���� ��� ��� �
� und Hoffmann et� al�

���� ��� ��� nutzten die kristallinen Phasen teilkristalliner Polymere zur r�ont�
genographischen Messung der Eigenspannungen� Die meisten Polymere sind
jedoch amorph und ergeben keine de�nierten Beugungsinterferenzen�

Barrett � Predecki hatten den herausragenden Einfall� durch Einlage�
rung von Metallpartikeln eine zus�atzliche kristalline Phase zu erzeugen� die
der RSA zug�anglich ist� Aus dem Dehnungszustand der eingelagerten Phase
kann anschlie�end der Spannungszustand der umgebenden Matrix bestimmt
werden� Das zuerst f�ur unverst�arkte Polymere eingef�uhrte Verfahren ��� wur�
de zur Untersuchung von faserverst�arkten Kunststo�en ��� ��� ��� ��� und
Klebeverbindungen ��� ��� erweitert�

Hauk et� al� ���� ��� ��� �
� und Hoffmann et� al� ���� verwendeten
dieses Verfahren zur Untersuchung der Eigenspannungen in mit Aluminium�
pulver gef�ullten Polymeren� Fenn � Jones ���� ��� �	� wendeten das Ver�
fahren auf mit Nickel gef�ullte Kohlefaserlaminate an� W�ortler �
�� 
�� 	
�
untersuchte die Randspannungskonzentration belasteter CfK�Proben� in die
Niob�Pulver als Re�exgeber einlaminiert wurde� Prinz ���� ��� erweiterte
diese Arbeit und f�uhrte detailierte Untersuchungen zu verschiedenen metal�
lischen und nichtmetallischen Geberpulvern durch� Abbildung ��� zeigt eine
����fach vergr�o�erte lichtmikroskopische Aufnahme eines Schli�s durch ein
mit Cadmiumoxid dotiertes Laminat� Eine Zusammenfassung zur r�ontgeno�
graphischen Spannungsanalyse an polymeren Werksto�en �ndet sich in der
Quelle ��
��

	���� De
nition der Me�richtung

Die Me�richtung wird in einem probenfesten �x� y� z��Koordinatensystem�
dessen Achsen mit der L�angs�� Quer� und Dickenrichtung einer Flachprobe
�Laminat� �ubereinstimmen� gem�a� Abbildung ��� de�niert�

Die Me�richtung wird �ublicherweise in der Literatur �uber die Orientierung
des Einheitsvektors �n mit den Azimutal� und Polarwinkel ��� �� angegeben
�	��� In Anlehnung an W�ortler �	
� und Prinz ���� wird jedoch das Win�
kelpaar �
� �� verwendet� da es f�ur das vorhandenen Di�raktometer besser
geeignet ist� Die De�nitionen und Z�ahlrichtungen von 
 und � entsprechen
der Konvention f�ur Drei� und Vierkreisdi�raktometer �����
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Abbildung ���� Schli� durch ein mit CdO dotiertes Laminat �aus Prinz �����
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Der Einheitsvektor �n in Koordinatenschreibweise lautet�

�n �

�
� nx

ny
nz

�
A �

�
� cos� sin�

sin� sin�
cos�

�
A �

�
� � cos
 sin�

sin

cos
 cos�

�
A ������

Zwischen der in Richtung des Einheitsvektors �n gemessenen Dehnung ���n�
und dem Komponenten des Dehnungstensors �ij im globalen Koordinatensy�
stem besteht folgender Zusammenhang�

���n� � �ijninj mit i� j � x� y� z ����	�

Einsetzten der Komponenten des Einheitsvektors ergibt�

���� �� � �xx cos
� � sin� � ! �yy sin

� � sin� � ! �zz cos
� �

! �xy sin �� sin� � ! �xz cos� sin �� ! �yz sin� sin �� ����
�

bzw�

��
� �� � �xx cos
� 
 sin� �! �yy sin

� 
 ! �zz cos
� 
 cos� �

! �xy sin �
 cos�� �xz cos
� 
 sin ��! �yz sin �
 sin� ����
�

	���� Auswertung des Dehnungszustandes

Unter der Voraussetzung� da� in dem beleuchteten Volumen die Dehnung
konstant ist� k�onnen die � Komponenten des Dehnungstensor aus den Glei�
chung ����
� bzw� ����
� berechnet werden� wenn die Dehnung ���� �� bzw�
��
� �� in mindestens � unabh�angige Richtungen ��� �� bzw� �
� �� ermittelt
wurde� Aufgrund der Abweichung der Me�werte� ist es jedoch empfehlens�
wert� die Dehnung in mehr als � Richtungen zu messen und den Dehnungsten�
sor aus dem dann �uberbestimmten Gleichungssystem �uber eine Ausgleichs�
rechnung nach D�olle � Hauk ���� zu berechnen�
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Das sin� � Verfahren

Bei bestimmten Versuchsanordnungen k�onnen vereinfachende Annahmen hin�
sichtlich des Dehnungszustandes in der Probe aufgestellt werden� Stimmen
die Hauptachsen des Verzerrungstensors � mit den Achsen des Koordina�
tensystems �uberein� verschwinden in den Gleichungen ����
� und ����
� die
Nebendiagonalelemente von ��

��
� �� �


�xx sin

� � ! �zz cos
� �
�
cos� 
 ! �yy sin

� 
 ������

F�ur die Winkel 
 � �� bzw� � � � erh�alt man�

���� �� � �zz ! ��xx � �zz� sin
� � ������

��
� �� � �zz ! ��yy � �zz� sin
� 
 ������

Durch Auftragen der Me�werte ���� �� und ��
� �� �uber sin� � bzw� sin� 

und Bestimmung der Steigung und Ordinatenabschnitte lassen sich demnach
die Hauptdehnungen �xx� �yy und �zz bestimmen� Die Gleichungen ������ und
������ sind gleichwertig zu einer Formulierung im ��� ���Koordinatensystem
f�ur � � � und � � ���� wodurch �ahnliche Gleichungen in Abh�angigkeit
von sin� � erhalten werden� Diese Gleichungen stellen einen Spezialfall des
bekannten sin� ��Verfahrens dar ���� ����

Ermittelung des Spannungszustandes

Mit der r�ontgenographischen Spannungsanalyse bei Faserverbundwerksto�en
wird der Dehnungszustand �p der einlaminierten Partikel gemessen� Dieser
ist bei linear�elastischemMaterialverhalten beider Phasen und idealer Grenz�
��achenhaftung linear vom makroskopischen Spannungszustand �m abh�angig�
NachW�ortler kann folgende e�ektive Spannungs�Dehnungs�Beziehung an�
gegeben werden �	
��

�m � C��p ������

F�ur eine homogene Verteilung der Re�exionspartikel in einem isotropenWerk�
sto� �Abb� ��	a� ist die �Ubertragungsmatrix C� ein isotroper Tensor mit zwei
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(a) (b)

Abbildung ��	� Geberpulververteilung in isotropen Kunststo� �a� und zwi�
schen zwei Lagen eines Verbundes �b� �nach �	
��

unabh�angigen Konstanten� Bei der Untersuchung von Faserverbundwerkstof�
fen wird das Geberpulver zwischen zwei Laminatschichten einlaminiert �Abb�
��	b�� Durch diese ��achigen Verteilung wird die Symmetrie in Dickenrichtung
aufgehoben� wodurch die �Ubertragungsmatrix eine transversal�isotrope Ge�
stalt bekommt �f�unf unabh�angige Konstanten�� Besitzt das Laminat aufgrund
seines Aufbaus unterschiedliche mechanische Eigenschaften in Richtung der
�� und ��Achse tritt der allgemeine orthotrope Fall auf� Die �Ubertragungs�
matrix hat dann neun unabh�angige Konstanten�

Bei der r�ontgenographischen Spannungsermittelung wird gew�ohnlich die in�
verse Darstellung der Gleichung ������ verwendet� Dabei wird die gemessene
Dehnung als Funktion der makroskopischen Spannung angegeben� Bei iso�
tropen Werksto�en lautet diese Beziehung�

�ij �
�

�
s�fhklg�

m
ij ! �ijs�fhklg�

m
kk ������

Die Koe�zienten s� und ���s� werden als r�ontgenographische Elastizit�ats�
konstanten �REK� bezeichnet� Die Miller�Indices fhklg geben eine m�ogliche
Abh�angigkeit von der re�ektierenden Netzschar an� die aus der mechanischen
Anisotropie der Einkristalle hervorgeht� Da bei den verwendeten Materialien
in dieser Arbeit nur ein Re�ex ausgewertet wird� kann die Kennzeichnung
entfallen�

Handelt es sich bei dem untersuchten Werksto� um einen linear�elastischen�
homogenen� isotropen K�orper� kann die Gleichung ������ auf das Hook�sche
Gesetzt mit den sogenannten makroskopischen Elastizit�atskonstanten sm� und
���sm� zur�uckgef�uhrt werden�
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�

�
sm� �

� ! 	

E
sm� � �

	

E
������

F�ur einen anisotropen Werksto� �Werksto� mit Textur� k�onnen in �ahnlicher
Weise r�ontgenographische Spannungsfaktoren Fij de�niert werden �siehe �����

Besteht der Werksto� aus mehreren Phasen� so wird zwischen den sogenann�
ten Verbund�REK und den Phasen�REK unterschieden� Die Verbund�REK
sV�
i geben den Zusammenhang zwischen der makroskopischen Spannung im
gesamten Verbund und der in der Phase � gemessenen Dehnung an�

�
ij �
�

�
sV�
� �mij ! �ijs

V�

� �mkk ������

Im Unterschied dazu stellen die Phasen�REK s
i weiterhin den Zusammen�
hang zwischen Spannung� und Dehnung innerhalb einer Phase da�

Die r�ontgenographischen Elastizit�atskonstanten k�onnen entweder experimen�
tell ermittelt oder durch geeignete mikromechanische Modelle analytisch aus
den mechanischen Eigenschaften der Bestandteile des Verbundes berechnet
werden� Eine umfassende Darstellung dieses Gebietes wurde in der Arbeit
von Behnken gegeben ����



Kapitel 


Zusammenfassung

Dieser Forschungsbericht behandelt die experimentelle und numerische Un�
tersuchung der bei der Herstellung oder durch Umgebungsein��usse entste�
henden Eigenspannungen in Laminaten aus Kohlefaser�verst�arktem Kunst�
sto�� Der Eigenspannungszustand wird dabei in Makroeigenspannungen im
gesamte Verbund und Mikroeigenspannungen zwischen den einzelnen Phasen
unterteilt�

Nach einem einleitenden Kapitel wird in dieser Arbeit die Entstehung und
die Auswirkungen von Eigenspannungen bei Laminaten aus faserverst�arkten
Kunststo�en aufgrund chemischer� thermischer oder hygroskopischer Eigen�
dehnung beschrieben�

Im dritten Kapitel wird die Verwendung eines physikalisch korrekten Mate�
rialgesetzes zur Beschreibung des zeit�� temperatur�� und spannungsabh�angi�
gen mechanischen Verhaltens des Verbundwerksto�es durch Anwendung der
nichtlinearen Viskoelastizit�at nach Schapery behandelt� Weiterhin sind die
Vorarbeiten zur e�zienten Umsetzung des Materialgesetzes in ein numeri�
sches Simulationsprogramm �Laminattheorie oder Finite Elemente Methode�
dargestellt�

Das makromechanische Verhalten von Laminaten wird im folgenden Kapi�
tel erl�autert� Dabei wird die klassische Laminattheorie auf die Anwendung
nichtlinearen viskoelastischen Materialverhaltens erweitert� Die herstellungs�
bedingten Makroeigenspannungen in zwei unterschiedlich aufgebauten� sym�
metrischen Laminaten wurden durch eine Simulationsrechnung mit der visko�
elastischen Laminattheorie berechnet� Anschlie�end ist die Erstellung eines
Finite Elemente Algorithmus beschrieben�







KAPITEL 	� ZUSAMMENFASSUNG 
�

Das f�unfte Kapitel stellt mit einer Behandlung der Mikromechanik mehr�
phasiger� viskoelastischer Systeme einen weiteren Schwerpunkt der Arbeit
dar� Da zum experimentellen Nachweis der Eigenspannungen im Laminat
in diesem Projekt in erster Linie die r�ontgenographische Spannungsermitte�
lung an einlaminierten Re�exionspartikeln verwendet wird� ist es unerl�a�lich�
das Spannungs�ubertragungsverhalten unter Ber�ucksichtigung des viskoela�
stischen Materialgesetzes genau zu kennen� Dieses �Ubertragungsverhalten
wird mit dem analytischen Modell der viskoelastischen� selbst�konsistenten
Methode dargestellt� Daf�ur werden zuerst die theoretischen Voraussetzun�
gen erl�autert� anschlie�end wird f�ur bestimmte Partikelkonzentrationen das
�Ubertragungsverhalten berechnet und interpretiert�

Die experimentellen Methoden zur Untersuchung von Eigenspannungen bei
Faserverbundwerksto�en werden im folgenden Kapitel aufgef�uhrt� Neben der
klassischen Methode zur Bestimmung des Makroeigenspannungszustandes
aus der Kr�ummung antisymmetrischer Laminate wird die r�ontgenographische
Spannungsermittelung ausf�uhrlich erl�autert� Weiterhin werden Me�ergebnis�
se f�ur das thermische Ausdehnungsverhalten von unidirektionalen Laminaten
und Kreuzlagenlaminaten wiedergegeben�



Anhang A

Materialkennwerte eines

faserverst�arkten Epoxidharzes

Aufgrund der bisher noch nicht vollst�andig durchgef�uhrten Experimente zu
den viskoelastischen Eigenschaften des in dieser Arbeit verwendeten Mate�
rials wurden f�ur die Berechnung der Verbundkennwerte und zur Simulation
der Relaxation der Eigenspannungen Materialkennwerte eines �ahnlichen Ma�
terials aus der Literatur �ubernommen�

Tuttle � Brinson ermittelten das nichtlineare Kriechverhalten des Gra�
phit�Epoxy Systems T�������
 �	��� Da diese Autoren die Kriechfunkti�
on �uber ein Potenzgesetz darstellten� welches zur rekursiven Formulierung
der viskoelastischen Gleichungen nicht geeignet ist� wandelten Kennedy �
Wang in ihrer Arbeit diese Kriechfunktion in eine Exponentialsumme um
��	�� Sie gaben folgende Materialeigenschaften an�

	 Elastische Eigenschaften

E�� � �����GPa�

	�� � 	�� � ���	��

E�� � 
����GPa

G�� � ����GPa

	 Transversale Kriechfunktion


�
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D�T � ������
�GPa��

D�T � ������	�GPa��

D�T � ������
�GPa��

D
T � �����

	GPa��

D�T � �����

�GPa��

D�T � �����
�GPa��

��T � ��
��min��

��T � �����
min��

��T � �����
�min��

�
T � ��������min��

��T � ���������min��

��T � ��������
min��

g�T � �

g�T �

�
� ��oct � ����MPa
� ! ���
	���oct � ����� ��oct � ����MPa

g�T � �

aT �

�
� ��oct � ����MPa
exp������	��oct � ������ ��oct � ����MPa

	 Schubkriechfunktion

D�s � ��������GPa��

D�s � ��������GPa��

D�s � �������
GPa��

D
s � ��������GPa��

D�s � ����
���GPa��

D�s � �����
��GPa��

��s � ���
	min��

��s � ������min��

��s � ������
min��

�
s � ������
�min��

��s � �������	min��

��s � �������
��min��

g�s �

�
� ��oct � �����MPa
� ! ���������oct � ������ ��oct � �����MPa

g�s �

�
� ��oct � 	���MPa
� ! ����
	
��oct � 	���� ��oct � 	���MPa

g�s �

�
� ��oct � 	���MPa
� ! �������oct � 	���� ��oct � 	���MPa

as �

�
� ��oct � ����MPa
exp����������oct � ������ ��oct � ����MPa

Die nichtlinearen Koe�zienten g�s� g�s und g�s scheinen bei Kennedy �

Wang fehlerhaft angegeben zu sein� so da� die Originalwerte von Tutt�

le � Brinson verwendet wurden� Die Versuche von Tuttle � Brinson
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wurden zur Reduktion der Me�zeit bei erh�ohten Temperaturen durchgef�uhrt�
Bedauerlicherweise wurde die Abh�angigkeit des Verschiebungsfaktors von der
Temperatur nicht angegeben� In der Ver�o�entlichung von Henriksen ����
�uber nichtlineare FE�Untersuchung von viskoelastischen Klebeverbindungen
�FM�	�� wurde der folgende Verschiebungsfaktor f�ur Temperatur�anderungen
angegeben�

aT � exp

�
������

T � T�
T�

�

Dieser kann durch Multiplikation zu den spannungsabh�angigen Verschie�
bungsfaktoren bei der Berechnung ber�ucksichtigt werden�

Die Kriechfunktion f�ur Belastung in transversaler Richtung im linearen Be�
reich ist in Abbildung A�� dargestellt� Abbildung A�� zeigt die einzelnen
Bestandteile der Exponentialsumme der Kriechfunktion�
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Anhang B

Programm zur viskoelastischen

Laminattheorie

������������������������������������������������������������������������

�� program� vlt�cc ��

�� author� Ralf Meske� IMF� Uni Karlsruhe ��

�� date� ������	 ��

�� description� program for the calculation with the ��

�� viscoelastic lamination theorie ��

�� includes� Matrix�h� matrix�vector manipulations 
�c� R� Meske
 ��

������������������������������������������������������������������������

�include �stdio�h�

�include �Matrix�h�

�� Laminate structure

const int n�k � �� �� number of layers

�define MAT��NK �Matrix������ Matrix������ Matrix������ Matrix������

�define VEC��NK �Vector���� Vector���� Vector���� Vector����

const double z�k
n�k��
 � ������ ����� ���� ���� ������� layer coordinates 
mm


const double theta
n�k
 � ����� M�PI����� M�PI����� ����� �� layer orientation

Matrix T�sigma
n�k
 � MAT��NK�

T�sigma�inv
n�k
 � MAT��NK�

T�eps
n�k
 � MAT��NK�

�� transformation matrices

�� stress � strain


�
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Vector eps���� �� strain in xy�direction

Vector sigma
n�k
 � VEC��NK� �� stress in xy�Richtung

sigma���
n�k
 � VEC��NK� �� stress in ���Richtung

sigma����old
n�k
 � VEC��NK�

Matrix S
n�k
 � MAT��NK�

S�inv
n�k
 � MAT��NK� �� compliance Matrix

Vector H
n�k
 � VEC��NK�

H�b
n�k
 � VEC��NK� �� hereditary vectors

Matrix H�a
n�k
 � MAT��NK� �� hereditary matrix

�� traverse creep properties

const int nn � 	�

const double D�t
nn
 � ������e�	� �����e�	� �����e�	�

�����e�	� �����e�	� �����e�	�� �� 
MPa
 ��

D�ft � ����e���� �� 
MPa
 ��

lambda�t
nn
 � ����	�� ������� �������� ���������

���������� �������	���

double Gamma�t
nn
�

�� shear creep properties

const double D�s
nn
 � ������e�	� ��		�e�	� �����e�	�

	����e�	� ����	e�	� �����e�	�� �� 
MPa
 ��

D�fs � ���	�e���� �� 
MPa
 ��

lambda�s
nn
 � ������� ������� ��������

�����	��� ������	�� ������������

double Gamma�s
nn
�

�� elastic properties

const double E�� � ������� �� 
MPa


const double E�� � ����� �� 
MPa


const double nu��� � ������ �� 



const double nu��� � ������ �� 



const double G � 	���� �� 
MPa


�� auxilary values for viscoelasticity

double q�r
n�k

nn

�
� q�f
n�k

nn

�
�

q�r�old
n�k

nn

�
� q�f�old
n�k

nn

�
�

�� hygrothermal properties
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Vector alpha���� �� thermal expansion coefficient

Vector eps�T���� �� thermal strain

double delta�T� �� temperature load

Vector beta���� �� hygroscopic expansion coefficient

Vector eps�M���� �� moisture strain

double delta�M� �� moisture load

Vector Theta���� �� hygrothermal strain

�� CLT values

Vector kappa���� �� curvature

Vector N���� N�star���� �� in�plane forces

Vector M���� M�star���� �� moments

Matrix A������ B������ D������ �� CLT matrices

�� time

double t� t�old� xi� dt� dxi� xi�t� xi�s� dxi�t� dxi�s� log�t�

const double TMAX � ����� LOGTMIN � ����� LOGTMAX � 	��� DLOG�T � �����

�� dummies

double s� sum� d� cc� sc� ss�

int i� j� l� k� r�

Matrix mat������� mat������� mat�������

Vector vec����� vec����� vec�����

main��

�

�� dt � ������

�� dxi � dxi�t � dxi�s � dt�

�� transformation matrices from laminate topology

for �k � �� k � n�k� k��� �� for each layer

�

cc � cos�theta
k
� � cos�theta
k
��

sc � sin�theta
k
� � cos�theta
k
��

ss � sin�theta
k
� � sin�theta
k
��

T�sigma
k
�SetElem��� �� cc�� �� T���

T�sigma
k
�SetElem��� �� ss�� �� T���

T�sigma
k
�SetElem��� �� ��� � sc�� �� T��	

T�sigma
k
�SetElem��� �� ss�� �� T���

T�sigma
k
�SetElem��� �� cc�� �� T���
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T�sigma
k
�SetElem��� �� � ��� � sc�� �� T��	

T�sigma
k
�SetElem��� �� � sc�� �� T�	�

T�sigma
k
�SetElem��� �� sc�� �� T�	�

T�sigma
k
�SetElem��� �� cc � ss�� �� T�		

T�sigma�inv
k
 � T�sigma
k
�Inverse���

T�eps
k
�SetElem��� �� cc�� �� T���

T�eps
k
�SetElem��� �� ss�� �� T���

T�eps
k
�SetElem��� �� sc�� �� T��	

T�eps
k
�SetElem��� �� ss�� �� T���

T�eps
k
�SetElem��� �� cc�� �� T���

T�eps
k
�SetElem��� �� � sc�� �� T��	

T�eps
k
�SetElem��� �� � ��� � sc�� �� T�	�

T�eps
k
�SetElem��� �� ��� � sc�� �� T�	�

T�eps
k
�SetElem��� �� cc � ss�� �� T�		

�

alpha�SetElem��� �����

alpha�SetElem��� ���e����

alpha�SetElem��� �����

delta�T � � ������

eps�T � alpha � delta�T�

eps�M�Clear���

Theta � eps�T � eps�M�

for �k � �� k � n�k� k��� �� for each layer

�

sigma����old
k
�Clear���

for �r � �� r � nn� r���

�

q�r�old
k

r

�
 � q�r�old
k

r

�
 � ����

�

�

�� logarithmic time scale

t � pow���� LOGTMIN � DLOG�T��

for �log�t � LOGTMIN� log�t � LOGTMAX� log�t �� DLOG�T�

�

t�old � t�

t � pow���� log�t��
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dt � t � t�old�

�� xi �t�

xi � xi�t � xi�s � t�

dxi � dxi�t � dxi�s � dt�

for �k � �� k � n�k� k��� �� for each layer

�

�� Gamma

for �r � �� r � nn� r���

�

Gamma�t
r
 � �� � exp� � lambda�t
r
 � dxi�t�� �

�lambda�t
r
 � dxi�t��

Gamma�s
r
 � �� � exp� � lambda�s
r
 � dxi�s�� �

�lambda�s
r
 � dxi�s��

�

�� S

S
k
�SetElem��� �� ��� � E���� �� S���

S
k
�SetElem��� �� �nu��� � E���� �� S���

S
k
�SetElem��� �� �nu��� � E���� �� S���

sum � ����

if �t � ����

�

for �r � �� r � nn� r���

�

sum �� D�t
r
 � �� � Gamma�t
r
��

�

�

S
k
�SetElem��� �� ��� � E�� � sum�� �� S���

S
k
�SetElem��� �� ����� �� S�	�

S
k
�SetElem��� �� ����� �� S��	

S
k
�SetElem��� �� ����� �� S�	�

S
k
�SetElem��� �� ����� �� S��	

sum � ����

if �t � ����

�

for �r � �� r � nn� r���

�

sum �� D�s
r
 � �� � Gamma�s
r
��

�
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�

S
k
�SetElem��� �� ��� � G � sum�� �� S�		

S�inv
k
 � S
k
�Inverse���

�� H�a

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a���

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a���

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a��	

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a���

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a��	

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a�	�

H�a
k
�SetElem��� �� ����� �� H�a�	�

for �sum � ���� r � �� r � nn� r���

�

sum �� D�t
r
 � Gamma�t
r
�

�

H�a
k
�SetElem��� �� sum�� �� H�a���

for �sum � ���� r � �� r � nn� r���

�

sum �� D�s
r
 � Gamma�s
r
�

�

H�a
k
�SetElem��� �� sum�� �� H�a�		

�� H�b

H�b
k
�SetElem��� ����� �� H�b��

for �sum � ���� r � �� r � nn� r���

�

sum �� D�t
r
 � exp�� lambda�t
r
 � dxi�t�

� q�r�old
k

r

�
�

�

H�b
k
�SetElem��� � sum�� �� H�b��

for �sum � ���� r � �� r � nn� r���

�

sum �� D�s
r
 � exp�� lambda�s
r
 � dxi�s�

� q�r�old
k

r

�
�

�

H�b
k
�SetElem��� � sum�� �� H�b�	

�� H
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H
k
 � H�a
k
 � sigma����old
k
 � H�b
k
�

�

�� CLT�matrices

A�Clear���

B�Clear���

D�Clear���

N�star�Clear���

M�star�Clear���

N�Clear��� �� No external force

M�Clear��� �� No external moment

kappa�Clear���

for �k � �� k � n�k� k��� �� for each layer

�

mat� � T�sigma�inv
k
 � S�inv
k
�

mat� � mat� � T�eps
k
�

A �� mat� � �z�k
k��
 � z�k
k
��

B �� mat� � ��z�k
k��
�z�k
k��
 � z�k
k
�z�k
k
� � �����

vec� � mat� � �H
k
 � Theta��

N�star �� vec� � �z�k
k��
 � z�k
k
��

D �� mat� � ��z�k
k��
�z�k
k��
�z�k
k��


� z�k
k
�z�k
k
�z�k
k
� � �����

M�star �� vec� � ��z�k
k��
�z�k
k��
 � z�k
k
�z�k
k
� � �����

� �� end k

�� solve�

�� A � eps � B � kappa � N � N�star

�� B � eps � D � kappa � M � M�star

��

�� here�

�� kappa � N � M � M�star � �

eps � A�Inverse�� � �N � N�star��

for �k � �� k � n�k� k��� �� for each layer

�
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mat� � T�sigma�inv
k
 � S�inv
k
�

mat� � mat� � T�eps
k
�

sigma
k
 � mat� � �eps � �z�k
k��
 � z�k
k
����� � kappa�

� mat� � �H
k
 � Theta��

sigma���
k
 � T�sigma
k
 � sigma
k
�

for �r � �� r � nn� r���

�

q�r
k

r

�
 � exp�� lambda�t
r
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Anhang C

Berechnung der

viskoelastischen

Verbundeigenschaften mit

MAPLE

Exemplarische Berechnung der Verbundkennwerte mit der Self�Consistent�Method fuer
Al�Partikel in einer Harzmatrix

� readlib�laplace��

shear�compliance des Harzes

� bt
�
 �� ��� � �� � �� � exp� � ��� � t�� �
� �� � �� � exp� � ����� � t�� � �� � �� � exp�� ������ � t���

bt� 
� ���� 
� e���� t � � �� e������ t � � �� e������� t �

Carson�transformierte der shear�compliance des Harzes
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�
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�
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� ���
��������� 
�� s� � �
������� 
�� s	 � �
���� s� ��

� �� s� 
� � � ���� s� 
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����� s� 
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bulk�compliance des Harzes
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�
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Carson�transformierte der bulk�compliance des Harzes
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Volumenkonzentrationen

� c
�
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Gleichung fuer Self�Consistent�Method
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�
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Berechnung der Carson�transformierten des Kompressionsmodul
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