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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Godunov-Typ-Verfahren fiir die Eulergleichungen auf
bewegten Rechengittern entwickelt. Die numerische Methode basiert auf einem Finite-
Volumen-Ansatz im Raum-Zeit Gebiet. Die dabei notwendige Ermittlung der Fliisse wird
durch das ndherungsweise Lésen von Riemannproblemen bewerkstelligt. Verschiedene
Arten von Riemannlésern werden auf den Fall bewegter Rechengitter erweitert und
Verfahren hoherer Ordnung werden entwickelt. Der Schwerpunkt der Anwendung der
Methode liegt dabei auf der Simulation bewegter Materialgrenzen. Durch eine Erweiterung
der FEulergleichungen um eine zusidtzliche Gleichung wird eine Regularisierung der
unstetigen Fluflifunktion erreicht. Damit konnen die bekannten Konstruktionsmethoden
fiir niherungsweise Riemannldser auch an einer Materialgrenze angewandt werden. Um die
Starke dieser Verfahren zu zeigen, werden die Ergebnisse eindimensionaler Testprobleme
vorgestellt und diskutiert. Bine weitere Anwendung bilden Uberschall-StoBprobleme,
die mit Hilfe des am Forschungszentrum Karlsruhe stehenden Pulsgenerators KALIF
(Karlsruhe Light Ton Facility) experimentell untersucht werden kénnen. Die Ergebnisse
der Simulationen solcher Experimente zeigen weiterhin die hohe Effizienz und Robustheit
dieser Verfahren, insbesondere auch in zwei Raumdimensionen.

Godunov-Type Methods for the Hydrodynamic

Equations on Moving Grids
Abstract

The current PhD thesis presents Godunov-type schemes for the Euler equations on moving
grids. The numerical method is based on a finite-volume approach in the space-time
domain. The fluxes are calculated using the approximate solution of Riemann problems.
Several Riemann solvers are extended to moving grids and higher order methods are
developed. For application of the method we concentrate on the simulation of moving
material interfaces. We extend the Euler equations by an additional equation to get
a regularization of the discontinuous flux function. Then the well known methods of
constructing approximate Riemann solvers can be used even at a material interface.
To show the power of these methods the results of one dimensional test problems are
presented and discussed. Another application are supersonic shock problems, that can be
experimentally explored at the KALIF (Karlsruhe Light Ton Facility) at Forschungszentrum
Karlsruhe. The results of the simulation of such experiments show the high efficiency and
robustness of these methods also in two space dimensions.
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Einleitung

Die Beantwortung einer Vielzahl von Problemstellungen aus unterschiedlichen Bereichen
der Naturwissenschaft und Technik 148t sich eng mit dem Losen von sogenannten Erhal-
tungsgleichungen in Beziehung setzen. Eine zentrale Rolle, sowohl fiir theoretische als auch
fiir praktische Untersuchungen, nehmen dabei Systeme von nichtlinearen hyperbolischen
Differentialgleichungen ein [24, 16]. Ein wichtiges Beispiel dieser partiellen Differentialglei-
chungen sind die Eulergleichungen.

Eine Anwendung bilden Uberschall-Stofprobleme, die mit Hilfe des am Forschungszentrum
Karlsruhe stehenden Pulsgenerators KALIF experimentell untersucht werden kénnen [36].
Dabei wird die mit einer gepulsten Hochspannungsanlage gewonnene elektrische Leistung
in einer Tonendiode in einen intensiven Ionenstrahl umgewandelt [1]. Die Energie der To-
nenstrahlen wird anschliefend zur Beschleunigung einer diinnen Aluminiumfolie benutzt
[4]. Zur Simulation solcher Stofiprobleme ist man auf hochentwickelte Losungsalgorithmen
zur numerischen Behandlung der zugrundeliegenden nichtlinearen hyperbolischen Erhal-
tungsgleichungen angewiesen, da das Auffinden von analytischen Lésungen nur fiir sehr
vereinfachte Fille gelingt. Als besonders effizient erweisen sich die in den letzten zwei
Jahrzehnten entwickelten Godunov-Typ-Verfahren [29].

Eines der grundlegenden Probleme bei solchen Verfahren ist die Behandlung von Stof3fron-
ten und Grenzflichen. Ein typisches Beispiel ist die Simulation der Grenzschicht zweier
Materialien, welche sich nicht mischen. Werden numerische Verfahren eingesetzt, die auf
einem ortsfesten Rechengitter arbeiten, so fiihrt die numerische Approximation unweiger-
lich zu einem Verschmieren der Materialgrenzen und zu einer kiinstlichen Mischung der
Materialkomponenten. Fiir diese kiinstliche Mischzone mufl dann eine Zustandsgleichung
ohne physikalische Begriindung formuliert werden. Wird ein solches Phédnomen durch die
Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie sowie den addquaten Zustandsglei-
chungen modelliert, so ist eine scharfe Auflésung dieser Unstetigkeiten fiir die Qualitéit
des numerischen Verfahrens wesentlich. Physikalische Probleme, bei denen das dynamische
Verhalten nicht so sehr von der Dicke der Grenzflichen abhéingt, lassen sich mit Verfahren
auf ortsfesten Gittern hinreichend genau approximieren, wenn zusétzlich spezielle nume-
rische Methoden, welche die numerische Verschmierung klein halten, eingesetzt werden.
Fiir physikalische Probleme jedoch, deren zeitliche Entwicklung sehr empfindlich auf Lage
und Dicke dieser Grenzflichen reagiert, miissen andere numerische Methoden entwickelt
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werden. Es sind Konzepte gefragt, welche die Bewegung einer solchen Grenzfléche genauer
approximieren.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, das den FEuler- mit dem sogenannten
Lagrange-Ansatz kombiniert. Dabei wird auf ein mit der Strémung mitbewegtes Koor-
dinatensystem Bezug genommen [42]. Die Idee bei diesem erweiterten Ansatz ist, das be-
trachtete Rechengebiet in mehrere Teilgebiete zu zerlegen, deren Rédnder sich gegeneinander
bewegen kénnen. Das heift, die Gleichungen werden auf einem zeitabhéngigen, sogenann-
ten bewegten Gitter approximiert, wobei sich in jedem Teilgebiet nur ein Material befindet.
Kontaktflichen verschiedener Materialien oder verschiedener physikalischer Eigenschaften
werden bei der Rechnung als Rinder von Teilgebieten betrachtet. In jedem Zeitschritt
wird zunéchst die Bewegung der Grenzflichen berechnet und die Rénder der Teilgebie-
te werden entsprechend transportiert. Dadurch gelingt es, ein numerisches Verschmieren
zu vermeiden. Notwendig ist dabei ein numerisches Verfahren, welches fiir ein bewegtes
Gitter konstruiert ist. Durch dieses zeitlich verédnderliche Gitter entsteht in den zugrun-
deliegenden Gleichungen ein zusdtzlicher Term, der bei der Entwicklung der Verfahren
mitberiicksichtigt wird. Dieser Term beschreibt gerade die Bewegung des Gitters. Direkt
an einer Materialgrenze liegt ein Wechsel der Zustandsgleichung vor. Dies bedeutet im all-
gemeinen eine Unstetigkeit in der Flufifunktion. Da die meisten Godunov-Typ-Verfahren
die Jacobimatrix der FluBifunktion bendttigen, ist nicht sichergestellt, dal diese Verfahren
auch fiir unstetige FluBfunktionen ihre Giiltigkeit behalten. Daher wird in dieser Arbeit
ein Verfahren entwickelt, welches durch die Erweiterung des Systems von Erhaltungsglei-
chungen um eine zusitzliche Gleichung fiir einen glatten Ubergang zwischen den beiden
FluBfunktionen sorgt.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Erweiterung der Godunov-Typ-Verfahren fiir
bewegte Rechengitter. Zur Verifizierung der theoretischen Ergebnisse wurde ein eindimen-
sionales Programm fiir bewegte Rechengitter entwickelt. Mit ihm wurden einige typische
Testprobleme, wie zum Beispiel das Sodproblem [37], gerechnet. Um die Wirkungsweise der
Methode der bewegten Gitter zu verdeutlichen, wurden zunéchst Beispiele mit nur einem
Material gewdhlt. Um die Giite dieses Verfahrens bei der Approximation bewegter Materi-
algrenzen zu zeigen, wurden dann drei Beispiele mit Materialgrenzen betrachtet. Die Stof3-
wellenexperimente dagegen wurden mit einem zweidimensionalen Finite-Volumen-Code si-
muliert, damit auch das dynamische Verhalten in verschiedene Richtungen beriicksichtigt
werden kann. Dieser Code wurde vom Institut fiir chemische Physik in Chernogolovka
(RuBland) zur Verfiigung gestellt [12] und in Zusammenarbeit mit den Kollegen A. Shutov
und O. Vorobiev aus Chernogolovka weiterentwickelt. In diesem Programm ist auch die
Energieeinlagerung der Ionenstrahlen in das Aluminiumtarget beriicksichtigt. Mit realisti-
schen numerischen Rechnungen l48t sich eine zeitliche und rdumliche Auflésung gewinnen,
wie sie durch Messungen im Experiment nicht moglich ist.

Im ersten Kapitel wird das System der Eulergleichungen in integraler und differentieller
Form vorgestellt. Diese Erhaltungsgleichungen bilden ein nichtlineares hyperbolisches Sy-
stem. In Kapitel 1.2 werden einige Eigenschaften solcher Systeme angegeben, es wird der
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Begriff der schwachen Losung und der Entropielosung eingefiihrt. Beide Losungsbegriffe
werden spéter bei der Herleitung der Finite-Volumen-Verfahren benotigt. Am Ende des
ersten Kapitels wird das Riemannproblem, ein spezielles eindimensionales Anfangswert-
problem, vorgestellt. Das zweite Kapitel enthilt die Beschreibung der Finite-Volumen-
Verfahren. Es werden verschiedene Riemannlgser und die zugehérigen eindimensionalen
Godunov-Typ-Verfahren [14, 17, 34], sowie Diskretisierungen fiir unterschiedliche struktu-
rierte Vierecksgitter vorgestellt. Im dritten Kapitel werden diese Riemannléser dann auf
den Fall bewegter Rechengitter erweitert, und im vierten Kapitel wird ein Verfahren fiir
das um eine zusétzliche Erhaltungsgleichung erweiterte System hergeleitet. Im fiinften Ka-
pitel wird dann untersucht, welchen Einfluf} die Gitterbewegung auf die Berechnung von
Verfahren héherer Ordnung hat.

In den letzten beiden Kapiteln werden numerische Ergebnisse vorgestellt. Zunéchst wer-
den im sechsten Kapitel anhand zweier eindimensionaler Beispiele ohne Materialgrenzen die
Moglichkeiten und die Wirkungsweise der Verwendung bewegter Gitter vorgefiihrt. Dann
werden einige eindimensionale Beispiele mit Materialgrenzen betrachtet. Die Ergebnisse
werden jeweils mit der bekannten exakten Ldsung und mit Verfahren ohne Gitterbewe-
gung verglichen. Im achten Kapitel werden die Ergebnisse der Simulation von Targetexpe-
rimenten mit einem zweidimensionalen Code vorgestellt. Dazu werden zunéchst die an der
KALIF durchgefiihrten Targetexperimente erklirt, es wird auf die Entstehung von Instabi-
litdten eingegangen und die Vorgehensweise im Programm beschrieben. Die Arbeit schlief3t
mit einer Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse.



Kapitel 1

Erhaltungsgleichungen fiir ein
kompressibles Medium

Probleme der kompressiblen Stromungsmechanik, bei denen Reibung, Viskositit und Wiér-
meleitung vernachléssigbar sind, werden durch die Eulergleichungen beschrieben. Dabei
handelt es sich um ein hyperbolisches System von Erhaltungsgleichungen, welche die
Massen-, Impuls- und Energieerhaltung beschreiben. In diesem Kapitel werden zunéchst die
Eulergleichungen in integraler Formulierung vorgestellt. Die Eulergleichungen in differen-
tieller Form erhélt man dann aus den integralen Erhaltungsgleichungen unter Anwendung
des GauBschen Integralsatzes. Dabei wird jedoch die Stetigkeit der Erhaltungsgréfien vor-
ausgesetzt. Da in praktischen Anwendungen héufig sogenannte Stoflwellen auftreten, das
heifit Unstetigkeiten in den Erhaltungsgrofien, kann die Stetigkeit nicht grundsétzlich vor-
ausgesetzt werden. Daher ist es von Vorteil, in numerischen Verfahren von den integralen
Erhaltungsgleichungen auszugehen. Allgemeinere Losungsbegriffe fiir die Differentialglei-
chungen miissen eingefiihrt werden. Es werden die Definitionen der verallgemeinerten und
der schwachen Ldsung angegeben.

Es werden die Transformationseigenschaften der Eulergleichungen beschrieben, da fiir die
im 2. Kapitel beschriebenen zweidimensionalen Finite-Volumen-Verfahren eine Transfor-
mation der Gleichungen ausgenutzt wird, um auf eindimensionale Betrachtungen zuriick-
greifen zu konnen. Am Ende dieses Kapitels wird dann auf ein spezielles eindimensionales
Anfangswertproblem, das sogenannte Riemannproblem, eingegangen.

1.1 Das System der Eulergleichungen

1.1.1 Die integralen Erhaltungsgleichungen

Im folgenden werden Gasstromungen im Raum-Zeit-Gebiet Q@ =V x [ty,1s],
0 <t <ty < oo betrachtet. Dabei ist V ¢ RN (1 < N < 3) das vom Gas ausgefiillte
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Volumen, dessen Rand 0V als lipschitzstetig vorausgesetzt wird, und [t, t5] das betrach-
tete Zeitintervall. Das System der reibungsfreien, kompressiblen Strémung wird durch die
Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie beschrieben. Diese lauten

(1.1a) %dV—l—/(gV)ndA:(),
(1.1b) /3(8 )dV—i-/(vi —i—pI)ndA-O

(1.1c) /—dth+/ (e+p)ndA=0.

Dabei ist ¢ die Dichte, v = (vq, ... ,vy) der Geschwindigkeitsvektor mit den Komponenten
v; in Richtung der kartesischen Koordinaten, n die duflere Einheitsnormale auf 0V, Z die
Einheitsmatrix, p der Druck und e die Gesamtenergie pro Einheitsvolumen,

1
(1.2) e=yp (6 + §VTV> :

die sich aus innerer und kinetischer Energie zusammensetzt. Mit ¢ wird die spezifische
innere Energie bezeichnet. Den Zusammenhang zwischen innerer Energie, Druck und Dichte
erhilt man aus einer thermodynamischen Zustandsgleichung der Form p = p (o, ¢), die aus
physikalischen Griinden nur fiir positive Dichte definiert und selbst auch positiv ist. In
vielen Anwendungen wird die Zustandsgleichung fiir ideale Gase

(1.3) p=p(oe)=(y&1)ee

verwendet. Die gasspezifische Konstante v wird als Adiabatenexponent bezeichnet und
berechnet sich aus den spezifischen Warmen bei konstantem Druck ¢, bzw. bei konstantem
Volumen cy zu

_ o _ (% _ (%
(14) Y= cv ) Cp_ <8T>p ) Cy = <8T>V

Dabei ist ¢ die Warmemenge und 7" die Temperatur.

Im folgenden wird die Massenerhaltungsgleichung hergeleitet. Die ausfiihrliche Herleitung,
auch der anderen beiden Gleichungen, wird in [11] beschrieben. Zur Herleitung der Er-
haltungsgleichungen benétigt man das Transporttheorem fiir die Ableitung von Integra-
len, das uns bei der Herleitung der numerischen Verfahren auf bewegten Rechengittern in
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Kapitel 2.2.3 noch einmal begegnen wird. In beiden Féllen benétigen wir nur die Fluffor-
mulierung dieses Theorems, die im folgenden gegeben wird.

Das Transporttheorem

Wir betrachten die Bewegung eines Gases, das zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, € [0, o0)
ein Gebiet Vg := V (tp) ausfiillt. Dann ist V (¢) fiir beliebige ¢ € [t, 00) das Gebiet, das
von derselben Gasmenge zur Zeit ¢ ausgefiillt wird. Die Funktion

F:{(x,t)|t€[0,00),x€V ()} - R
sei eine physikalische Grofe.

Betrachten wir eine Gasmenge, die zum Zeitpunkt ¢ ein beschrinktes Gebiet V' (¢) austfiillt,
dann ist die Gesamtmenge der durch die Funktion F' gegebenen Grofie, die im Volumen
V' (t) zur Zeit t enthalten ist, gleich dem Integral

(1.5) / F(x,t)dV .

Vi(t)

Uns interessiert die Anderung der Grofe F' beschriinkt auf das betrachtete System von
Teilchen, das heifit die Ableitung

d
— F .
o (x,t)dV

V()

(1.6)

Das Transporttheorem in der Fluflformulierung besagt nun, daf}

(1.7) %/F(x,t)dV:/%—I;(x,t)dV—i— / F(x,4) v (x,)n (x) dS
0

V(t) av (t)
gilt, wobei v die Geschwindigkeit der Teilchen und n (x) die duere Einheitsnormale auf
OV (t) im Punkt x ist. Den Beweis des Theorems findet man in [11].
Das Gesetz der Massenerhaltung

Da sich in dem Gebiet V' (¢) zu jedem Zeitpunkt dieselben Teilchen befinden, ist die Masse
m der Gasmenge im Gebiet V' (¢) von der Zeit unabhingig. Dies bedeutet

dm (V (1))
dt

wobei die Masse m iiber die Dichte p in der Form

(1.9) m (V (t)) := / o(x,t)dV

V()

(1.8) =0 , te[0,00),
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definiert ist. Wendet man das Transporttheorem (1.7) auf ¢(¢) an, so erhdlt man die
Integralgleichung

(1.10) /%(X,t)dV-F/Q(X,t)V(X,t)II(X)dS20.

Betrachtet man ein festes Volumen V', so besagt diese Gleichung, daf} sich die Massenénde-
rung in dem Gebiet V' durch den Massenflul durch den Rand des Gebietes ergibt.

Die Erhaltungsgleichungen in Vektorform

Um die Gleichungen (1.1) kiirzer in Vektorform schreiben zu kénnen, fiihrt man den
Vektor u der Erhaltungsgréfien und die physikalischen Fliisse fy, ..., fy in Richtung der
Koordinatenachsen ein,

Y ov;
ovq oV1V; + 0P
(1.11) u= : und f; (u) = : ,i=1,...,N.
OUN OUNV; + OniD
e (e +p)v;

Dabei ist d;; das Kroneckersymbol. Speziell fiir dieses System sind die physikalischen Fliisse
auf der offenen Menge
Dz{uEIRN”; uy =0>0, U]‘:Q’Uj_le]R,lfﬁerQ,... ,N+1,

(1.12) ™

unt2 &Y ui/ (2ur) = g (o,p) > 0O mitp > 0}
71=2

definiert. Fafit man die Fliisse in der FluBmatrix

fll le
f12 fNQ
(1.13) F=(f1,... ,f) = : g :
fl,N-H fN,N+1
fl,N+2 fN,N+2

zusammen, so lassen sich die integralen Erhaltungsgleichungen (1.1) in der Kurzform

(1.14) /uth—i-/]:(u) ndA=0

schreiben. Integriert man diese Gleichung iiber das Zeitintervall (¢;,t5), so ergibt sich

to to
(1.15) //uthdt—l-//}"(u) ndAdt=0.
t1 'V

t1 OV

Die im 2. Kapitel beschriebenen Finite-Volumen-Verfahren stellen eine Approximation die-
ser Integralgleichungen dar.
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1.1.2 Die differentielle Form

In diesem Abschnitt wird zundchst vorausgesetzt, dal u und f stetig sind. Dann 148t sich
das Oberfldchenintegral in (1.14) mit dem GauBschen Integralsatz in ein Volumenintegral
umwandeln. Man erhélt

(1.16) /uth+/div.7-'(u) dV =0.

1% 1%

Da diese Gleichung fiir beliebig kleine Volumina und beliebige Zeitintervalle giiltig ist,
ergibt sich das Differentialgleichungssystem

0
(1.17) 6_ltl + divF(u) =
Die in den letzten beiden Gleichungen verwendete Divergenz ist dabei auf jede Zeile der
Matrix F anzuwenden, das heif3t

N o
Z le
=t N of

(1.18) divF = : = Z -

% Ofi,N+2 =1
= 9w

Damit 148t sich das System (1.17) auch in der Form

(1.19) Z axl =

schreiben.

1.2 Eigenschaften nichtlinearer hyperbolischer
Systeme

Die Gleichung (1.19) 148t sich durch Anwendung der Kettenregel auf die Funktionen
f; (u(x,t)) in das quasilineare System partieller Differentialgleichungen

(1.20) ZA 8%
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iiberfithren, wobei die Jacobimatrizen

dfii(u) 9 fi,1(u)
ou e Oupn 42
df; )
(1.21) Ai(u) == d(“) - : : Ci=1,...,N,
u Ofi N+2(u) Ofi N+2(u)
ou e Oun 42

fiir alle u € D mit D nach (1.12) definiert sind.

Definition 1.1. (aus [11]): Das System (1.20) heifst hyperbolisch, wenn die Matriz

N
(1.22) Plu,v) = viAi(u)

i=1
fir beliebige Vektoren uw € D und v = (v1,... ,vy) € RY reelle Eigenwerte a; = a;(u,v),
1=1,...,N+2, besitzt und diagonalisierbar ist. Das heif§t, es existiert eine nichtsingulire

Matriz T =T (u,v) mit

(1.23) T '"PT = D(u,v) = diag(ay, ... ,ay ) -

Die Eulergleichungen (1.19),(1.11) zusammen mit der Zustandsgleichung fiir ideale Gase

(1.24) p=p(oe)=(yel)oe

bilden ein hyperbolisches System von Differentialgleichungen [11]. Ergdnzt man dieses Sy-
stem, betrachtet im IRY, durch die Anfangswerte

(1.25) u(x,0)=g(x) , VxeR"Y,

mit einer gegebenen Funktion g : RY — IRV ™2, so spricht man von einem Cauchyproblem.
Bei den folgenden theoretischen Untersuchungen wird stets das Cauchyproblem auf dem
Raum-Zeit-Gebiet Q = IRY x [0, 00) betrachtet.

Definition 1.2. Eine Funktion u € C' (]RN X [O,T),D) mit D gemdf (1.12), die das
System (1.19) in Q und die Anfangsbedingung (1.25) in RY erfiillt, wird klassische Lisung
des Cauchyproblems genannt.

Wie bereits erwéhnt, konnen auch bei stetigen Anfangsbedingungen Unstetigkeiten in der
Losung auftreten. Das Konzept der klassischen Losung ist daher zu einschrédnkend. Im
folgenden wird zunéchst die schwache und dann die verallgemeinerte Losung des Cauchy-
problems vorgestellt (vgl. [11]).
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Zur Definition der schwachen Lésung benétigen wir die folgenden Bezeichnungen und Vor-
aussetzungen:

e M C IR’ sei eine mef3bare Menge.

[L? (M)]™ sei der Raum aller Vektorfunktionen f = (fi,..., f,) mit Lebesgue-
mefBibaren Komponenten f; € L™ (M) firi=1,... ,m.

f e [Ly (M)]™ gelte genau dann, wenn f|MNK € [L® (M N K)]™ fiir alle kompakten

Mengen K C IR®.

Cs° (RN x [0,00)) sei der Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Triger in RY x [0, c0).

e u sei eine klassische Losung der Differentialgleichung (1.19) mit der Anfangsbedin-
gung (1.25), wobei weiterhin Q = IRY x [0, c0) gilt.

Unter diesen Voraussetzungen folgt aus der Gleichung (1.19) die Gleichung
[ {ou L 0f (u)

1.26 — —_— dx dt =

(129 //(aﬁ, axi>¢x :
0 jN =1

fiir jede Vektorfunktion ¢ € [C5° (RY x [0, oo))]m Unter Verwendung der Produktinte-
gration lassen sich die Ableitungen auf die Testfunktion ¢ iiberwilzen. Damit erfiillt jede
klassische Losung von (1.19),(1.25) die Gleichung

(1.27) //< +Zf 3%) dxdt+/g( ) @ (x,0) dx =0

0 RN RN

Ve € [C5° (RY x [0,00))]m :

Hierbei wurde die Anfangsbedingung (1.25) eingesetzt. Die Gleichung (1.27) gilt auch fiir
Funktionen u € [L?;’C (IRN (0, oo))]m, die nicht stetig sind, und fiihrt zu folgender Defi-
nition.

Definition 1.3. Seige [L°°

loc

des Anfangswertproblems (1.19),(1.25), wenn u € [Llogc
chung (1.27) erfillt.

(]RN)] ™. Dann heifit eine Vektorfunktion u schwache Lésung
(RN x (0, oo))}m ist und die Glei-

Somit ist jede klassische Losung auch schwache Losung und eine schwache Losung, die
stetig differenzierbar ist, ist klassische Losung. Der schwache Losungsbegriff eignet sich
sehr gut fiir theoretische Untersuchungen. Zur Herleitung numerischer Verfahren ist die
Formulierung (1.27) jedoch weniger geeignet.
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Besser geeignet zur Herleitung numerischer Verfahren ist die verallgemeinerte Losung. Dazu
geht man nicht von der Differentialform, sondern von der Integralform (1.15) aus. Ist das
raumliche Integrationsgebiet in (1.15) zeitlich konstant, so 148t sich die Reihenfolge der
Integrationen vertauschen und es gilt

(1.28) //—dth / (X,tg)dV(:}/u(X,tl)dV.

Man erhilt also fiir jedes beschrinkte Gebiet V' C IR" mit lipschitzstetigem Rand 0V und
beliebigen t,t5 € [0,00),t; < t9, die Gleichung

(1.29) / u(x, t,) dV@/ u(x,t,) dV+// (Zf ) dAdt =0.

t1 OV -

Definition 1.4. FEine verallgemeinerte Lisung der Differentialgleichung (1.19) mit den
Anfangswerten (1.25) ist eine stickweise stetig differenzierbare Funktion u, die die Inte-
gralgleichung (1.29) fiir jedes beschrinkte Gebiet V-.C RN mit lipschitzstetigem Rand OV
und beliebigen t1,ty € [0,00),t; < to und die Anfangswerte (1.25) erfillt.

G. Bruhn zeigt in [5], dal aus der Giiltigkeit des sogenannten schwachen Erhaltungssat-
zes (1.27) in einem Gebiet G € IRY x [0,00) mit u,f € L?(G) fiir jedes Normalgebiet
Gy C G auch die Giiltigkeit der Integralform (1.29) des Erhaltungssatzes gilt, wobei er
das Randintegral iiber die Fliisse in der Gleichung (1.29) mit Hilfe einer beliebigen gegen
V' maBkonvergenten Folge (V;) von C*-Gebieten durch

/(Zf ) dA : _]llg,lo (ifi(u) n2> dA

oV N\
definiert.

Die Klasse der schwachen Ldsungen ist jedoch zu groff, um eine eindeutige Ldsung des
Systems (1.19) zu garantieren. Um unter allen moglichen schwachen Lésungen die physika-
lisch zuléssige auszuwéahlen, muf eine Zusatzbedingung eingefiihrt werden, die sogenannte
Entropiebedingung.

Definition 1.5. Sei D eine konvere Menge. Dann heifst die konveze Funktion U : D — R*
Entropiefunktion des Systems (1.19) und die Funktionen Fy,... Fy : D — IR' Entro-
piefliisse, wenn die Gleichungen

(1.30) grad, U (u) 4; (u) = grad F; (u) , i=1,...,N,

erfillt sind. Die Bezeichnung grad,, steht fiir den Differentialoperator
0 0 0

1.31 dy=|=—,—, ..., —

(131) oy = (o )

und die Jacobimatrizen A; (u) sind durch die Gleichung (1.21) definiert.
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Aus der Bedingung (1.30) folgt fiir klassische Losungen der Erhaltungsgleichungen (1.19)
direkt die Giiltigkeit der zusétzlichen Erhaltungsgleichung

U (u) <L OF; (u)
1.32 —_— —22 =0
Jj=1
Fiir schwache Losungen gilt diese Aussage nicht mehr. Es konnen jedoch physikalisch
zuldssige Losungen durch die in folgender Definition angegebene Ungleichung ausgewéhlt

werden.

Definition 1.6. Fine schwache Lisung u der Gleichung (1.19) ist eine Entropieldsung,
wenn fir alle konvexen Entropiefunktionen U (u) des Systems (1.19) und deren zugehdrigen
Entropieflisse F; (u), die Bedingung

N
675 - 8a:j

(1.33)

im schwachen Sinn erfillt ist. Das bedeutet, daf

(1.34) // (U(u)%—f+ZFj(u)gZ> dx dt < 0

0 RN
Vo € C5° (RN x [0,00)) , ¢ >0

gilt.

Weitere Formulierungen der Entropiebedingung findet man in [18, 22, 23, 30]. Die hier
vorgestellte Formulierung ist bei der Analyse numerischer Verfahren sehr hilfreich. Erfiillt
ein numerisches Verfahren eine diskrete Form dieser Entropiebedingung, so kann gezeigt
werden, dafl dieses Verfahren gegen die Entropielosung konvergiert [17].

Fiir die Eulergleichungen mit der Zustandsgleichung fiir ideale Gase erhilt man eine Entro-
piefunktion aus dem Zweiten Hauptsatz der Warmelehre. Die verbale Formulierung dieses
Satzes lautet folgendermafien.

Zweiter Hauptsatz der Wirmelehre (aus [10]):

,Es ist unmoglich, Warme von einem kilteren an einen wiarmeren Korper iibergehen zu
lassen, wenn nicht gleichzeitig ein Verbrauch an Arbeit stattfindet.*

Zur mathematischen Formulierung dieser Aussage wird eine weitere Zustandsgrofle, die
Entropie S, eingefiihrt. Die Entropie ist der Quotient aus reversibel (umkehrbar) aus-
getauschter Warme und der absoluten Temperatur beim Austausch. Nach dem Ersten
Hauptsatz der Wirmelehre [10] ergibt sich die Anderung der inneren Energie de eines
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thermodynamischen Systems aus der am System geleisteten Arbeit (dA = <pdV') und der
zugefithrten Wérmemenge dg,

(1.35) de = dq +dA.

Mit dieser Gleichung gilt fiir die Entropie

de + pdV

(1.36) ds = =

Fiir das ideale Gas kann die Entropie in der Form

(137) S = Cvln <§ > + S[)

geschrieben werden [10, 32], wobei Sy eine noch zu bestimmende Konstante ist. Damit 146t
sich der Zweite Hauptsatz der Warmelehre formal schreiben.

Satz 1.1. Zweiter Hauptsatz der Warmelehre:

In einem geschlossenen, adiabaten System kann die Entropie bei allen natirlichen
Vorgingen nur zunehmen, aber niemals abnehmen. Sie kann hdchstens im Fall reversi-
bler Vorginge konstant bleiben. Es qilt somit

(1.38) dS >0.

Aus der physikalischen Entropie S 148t sich nun eine Entropiefunktion herleiten. Setzt man
in der Gleichung (1.37) Sy = 0, so laBt sich zeigen, dafl die Funktion S strikt konvex
ist und daff die Funktionen <pv;S, j =1,..., N, Entropiefliisse des Systems (1.19) sind.
Unter der Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit der physikalischen Groflen gilt die
Entropiegleichung

(1.39)

N (ov;S
o (ovio)
; 0, N

Fiir schwache Losungen des Systems (1.19) geht die Entropiebedingung (1.33) {iber in die
Ungleichung

(1.40)

N
Z 2les)

i 8:1:] -
Dies stimmt mit dem Zweiten Hauptsatz der Wérmelehre (1.38) iiberein.

Die letzte Eigenschaft nichtlinearer hyperbolischer Gleichungen, die hier betrachtet wird,
ist die Transformationseigenschaft. Sie wird benétigt, da die spater vorgestellten mehrdi-
mensionalen Finite-Volumen-Verfahren auf Losungen spezieller eindimensionaler Anfangs-
wertprobleme basieren. Dazu werden die Integrale iiber den Rand 0V des betrachteten



14 Erhaltungsgleichungen fiir ein kompressibles Medium

Volumenelements (entspricht der Gitterzelle im numerischen Verfahren) approximiert, in-
dem die Erhaltungsgleichung in Normalenrichtung transformiert wird. Dabei werden wieder
speziell die Eulergleichungen betrachtet. Die Herleitung wird fiir zwei Raumdimensionen
angegeben. Der dreidimensionale Fall wird in Anhang A beschrieben.

Das hyperbolische System (1.19) hat in zwei Raumdimensionen die Form

ou 8f1 (ll) 8f2 (u)
E + 81‘1 + 81:2

(1.41)

Im Fall der Eulergleichungen mit (1.11) ist

0 ov U2
2
ovy vy +p 0U1V9
1.42 u= , fi(u)= und f5(u) =
( ) 0U2 ! ( ) QU1VU2 2 ( ) QU% +p
e (e +p)vi (e +p) vy

Wir betrachten nun die Fliisse in Richtung der Einheitsnormalen n = (ny,ny), n| =1
bzw. in Richtung der entsprechenden Tangenten t = (&ng,nq), die wir mit F,, und Fy
bezeichnen,

F, (u;n) = nify (u) + nofz (u) |

(1.43) F, (1;n) = ©nafy (u) + nyfy (u) .

Satz 1.2. Das System (1.41) ist unter der durch die Transformationsmatriz

1 0 0 0
0 nq N9 0
0 &ne ny O
0 O 0 1

(1.44) Q=0Q(n)=

gegebenen Transformation invariant. Das heifit, es ergibt sich

oq  Ofi(q) Ofz2(q)
(1.45) 5+ 9 + % =0,

wober der Zustandsvektor q durch

~ ~ T
q:=Qu= (0, 001, 00z, €) ,
U1 = MU + Naly , Up = NV SNoly

(1.46)

und die transformierten Koordinaten durch

(1.47) (i;) - (42»}@ ZT) (i;>

gegeben sind. Die Flisse 1 und fy sind die gleichen Flisse wie im System (1.41).



1.3 Das Riemannproblem 15

Beweis. Fiir Q gilt Q7' = QT und

0
0 (n1vy + ngvy)
1.48 - )
( ) Qu 0 (env1 + nyv)
e
woraus sich nach einigen Umformungen
(1.49) F,(u;n)=Q 'f; (Qu) und F;(u;n) =9 ', (Qu)

ergibt. Wendet man die Transformationsmatriz Q auf die Gleichung (1.41) an, so ergibt
sich mit den Gleichungen (1.46) bis (1.49) nacheinander

0 (Qu) Lo <n 0f1 (u) o 0fy (u) . 0fa(u) N 8f2(u)>

ot Yon, T 05, % om
_ %4 4 (3 (nfs () +nofa(w) 9 (Snofy(u) + ”1f2(u))>
875 8x1 61:2
_0q 0Q 'f; (Qu) 09 f5 (Qu)
= o + 9 o5 +9 or .

Daraus ergibt sich direkt, daff der Zustandsvektor q das System (1.45) erfiillt. O

Im transformierten System werden also dieselben FluBifunktionen fiir die transformierten
Groflen ausgewertet und nach den transformierten Variablen differenziert.

1.3 Das Riemannproblem

In numerischen Verfahren fiir hyperbolische Differentialgleichungssysteme werden hiufig
spezielle eindimensionale Cauchyprobleme, sogenannte Riemannprobleme, betrachtet, die
im folgenden definiert werden.

Definition 1.7. Unter dem Lésen des Riemannproblems fiir ein hyperbolisches System

ou  Of(u)
(1.50) §+ pe =0 ,

(z,t) € R x (0,00)
versteht man das Auffinden einer schwachen Lésung, die die Anfangsbedingung

uy, <0
u, x>0

(151) u(z,0) = g(r) = {

erfillt, wobei uy, u, gegebene konstante Zustinde sind.
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Wir betrachten die Struktur der Lésungen des Riemannproblems (1.50), (1.51) fiir den all-
gemeinen Fall u € IR™. Da das System (1.50) hyperbolisch ist, besitzt die Funktionalmatrix
A(u) = & reelle Eigenwerte aj (u) und einen vollsténdigen Satz von Rechtseigenvekto-
ren ri (u), £ = 1,...,m. Die Schar der Charakteristiken zum Eigenwert a; wird als k-tes

charakteristisches Feld bezeichnet.

Definition 1.8. (aus [21]): Das k-te charakteristische Feld des Systems von Erhaltungs-
gleichungen (1.50) heifit streng nichtlinear, falls

(1.52) (r(u), grad,ar(u)) #0 Vu
gilt. Gilt demgegendiber

(1.53) (rx(u), grad,ax(u)) =0 Vu,
so heifit das k-te charakteristische Feld linear entartet.

Definition 1.9. (aus [23]): Eine Unstetigkeit einer stickweise stetig differenzierbaren
Lésung der Gleichung (1.50) heifit Stofwelle, falls ein k € IN mit 1 < k < m und ein
s € R existiert, so daff an jedem Punkt der Unstetigkeitskurve die Eigenwerte von A (u)
den Ungleichungen

(154&) ak,l(ul) < s <ak(u1)

(1.54b) ap(uy) < s < agyr(uy)

gentigen, wobei ag(uy) = <00 und apmy1(uy) 1= 0o im Fall k = 1 bzw. k = m gesetzt
werden und die Eigenwerte ay, . . .a, der Grifle nach sortiert sind. Dann ist s die Ausbrei-

tungsgeschwindigkeit der Unstetigkeit. Fallt die Ausbreitungskurve mit einer Charakteristik
zusammen,

(1.55) s = a(w) oder s = ag(uy) ,
so heifit die Unstetigkeit Kontaktunstetigkeit.

Definition 1.10. Fine Verdinnungswelle ist eine stetige Funktion u(z,t) = u(§) mit
¢ = z/t, die in einem Teilgebiet Losung der Gleichung (1.50) ist und zu einem streng
nichtlinearen charakteristischen Feld paft, d.h. u(§ = ag(uy)) = ;.

Es existiert eine Losung des Riemannproblems, falls die Zustédnde u; und u, geniigend nah
beieinander liegen und die Differentialgleichung (1.50) in allen charakteristischen Feldern
streng nichtlinear oder linear entartet ist [21]. Die Losung besteht dann aus m+1 konstan-
ten Zustdnden, welche durch Stofiwellen, Verdiinnungswellen oder Kontaktunstetigkeiten
getrennt werden. Eine Kontaktunstetigkeit tritt genau dann auf, wenn das zugehorige cha-
rakteristische Feld linear entartet ist.
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Im Fall der eindimensionalen Eulergleichungen (m = 3) ist das zweite charakteristische
Feld linear entartet. Die beiden anderen charakteristischen Felder sind streng nichtline-
ar [29]. Dies fiihrt auf die in Abb. 1.1 dargestellte Struktur der Riemannlosung. Sie be-
steht aus vier konstanten Zustdnden, getrennt durch zwei nichtlineare Wellen (Stofi- oder
Verdiinnungswellen) und eine Kontaktunstetigkeit in der Mitte. Das Auftreten von Stof3-
oder Verdiinnungswellen hingt von den Werten u; und u, ab. Es 148t sich zeigen , daf
Geschwindigkeit und Druck iiber die Kontaktunstetigkeit konstant bleiben und die Dichte
einen Sprung aufweist [25]. Im Fall der Eulergleichungen mit der Zustandsgleichung fiir
ideale Gase 148t sich die exakte Losung des Riemannproblems in Form einer Fixpunktglei-
chung angeben [7, 14].

Verdiinnungswelle Kontal..{tunstetlgkelt
ux us
Stofiwelle
up Uy

Abbildung 1.1: Die Losungsstruktur des Riemannproblems fiir m = 3 in der z-t-Ebene.



Kapitel 2

Finite-Volumen-Verfahren

Finite-Volumen-Verfahren stellen eine Approximation der integralen Erhaltungsgleichun-
gen dar. Dadurch haben sie gegeniiber anderen Diskretisierungsanséitzen, wie zum Beispiel
Finite-Differenzen, den Vorteil, daf} sie keine Vorraussetzungen bzgl. der Stetigkeit der
Losungen machen. Daher eignen sie sich besonders fiir physikalische Phinomene, bei de-
nen Unstetigkeiten, beispielsweise in Form von Materialgrenzen oder Stowellen, auftreten.
Ein weiterer Vorteil der Finite-Volumen-Verfahren ist ihre Flexibilitdt in bezug auf kom-
plexe Geometrien. Im folgenden werden zunichst eindimensionale Verfahren vorgestellt,
auf denen anschliefend zweidimensionale Verfahren aufgebaut werden.

2.1 Eindimensionale Verfahren

Eindimensionale Godunov-Typ-Verfahren stellen die Grundbausteine fiir die spéter verwen-
deten mehrdimensionalen Verfahren dar. Da in den mehrdimensionalen Finite-Volumen-
Verfahren nur die Fluflberechnung der eindimensionalen Verfahren benétigt wird, wird hier
von einem #quidistanten Gitter im R x IR ausgegangen. Das heifit, wir betrachten die
konstante Raumschrittweite Ax und die Zeitschrittweite At¢. Dann werden die iiblichen
Abkiirzungen

T+ T
2
verwendet. Wie schon erwéhnt, gehen die Godunov-Typ-Verfahren von der integralen Form
der Erhaltungsgleichung aus, da sie in der Lage sein sollen, schwache oder verallgemeinerte
Losungen des Anfangswertproblems zu approximieren. Eine explizite Approximation der
Integralgleichung (1.29) fiir eine Raumdimension fiihrt auf die folgende Definition.

(2.1) r; =1iAx , m, und t, =nAt mit i€ Z,neN,

ol

Definition 2.1. Das Ndiherungsverfahren

At
n+1 n n n
(2.2) uf = v @E (8112 ©8i1/2)
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mit dem sogenannten numerischen Flufs

(2.3) 8ir1/2 = 8(0 i1, U iy sy ) B €N,

heifit explizites (2k+1)-Punkt-Verfahren in Erhaltungsform, falls g eine lipschitzstetige
Funktion ist und der Konsistenzbedingung

(2.4) g(u,u,... ,u) =f(u)

gentugt.

2.1.1 Das Godunov-Verfahren

Godunov [14] konstruierte ein Verfahren, indem er annahm, daf§ die N&dherungslosung zu
einem Zeitpunkt ¢,, konstant innerhalb eines jeden Gitterintervalls ist,

(25) ua (1‘7 tn) = U? ) l‘i—% S xr S l‘i-l—% .

Dadurch sind an den Réndern der Gitterintervalle lokale Riemannprobleme zu 16sen (siehe
Kapitel 1.3). Gibt es keine Wechselwirkung zwischen den verschiedenen lokalen Riemann-
problemen, so 148t sich die Losung des Anfangswertproblems (1.50),(2.5) zum Zeitpunkt
tny1 = t, + At aus den exakten Losungen der Riemannprobleme zusammensetzen. Dies
fiihrt zu einer Einschrinkung des Zeitschritts At, das heiffit das Anfangswertproblem kann
nur fiir kleine Zeitschritte exakt gelost werden.

t

tn+1

Ti-1/2 Tit1/2 Ti+3/2

.
Ti-1 €T; Tiy1 x

Abbildung 2.1: Lokale Riemannprobleme ohne Wechselwirkung

In der Abbildung 2.1 148t sich die Bedingung an den Zeitschritt erkennen, sie lautet

Ax
2. max S_a
(26) amar| <
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wobei |amqz| die groBte Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen des Riemannproblems ist.
Bezeichnet v die exakte Losung des Riemannproblems, so erhélt man

t <ty

(2.7) un (1,8) = v <

;u?,uﬂrl) fiir z;<x<xip1, t, <t <thi.

Damit ergibt sich zum Zeitpunkt ¢,,; durch Mittelung eine stiickweise konstante Nihe-
rungslésung zu

T; Titd
1 T =T 1 1 T w1
uftt = Ar / v (TZ;U?DU?> dz + Ar / v <T2;u?7u?+1 dx
2.8
(28) . 0

= ﬁ /v (é;u?_l,uiﬂ) dx + ﬁ / \% (%;u?,u{ll) dx .

0 Az

2

Dieses Verfahren wird Godunov-Verfahren genannt. Allerdings ist es bei Systemen von Er-
haltungsgleichungen héufig nicht oder nur mit sehr grofem Aufwand moglich, die exakte
Losung des Riemannproblems zu berechnen. Dieser Aufwand ist jedoch oft nicht gerecht-
fertigt, da durch die Integration iiber die exakte Losung Information verloren geht. Daher
versucht man, die exakte Riemannlosung durch eine Naherungslésung mit einfacher Struk-
tur, die sogenannte approximative Riemannlosung, zu ersetzen.

2.1.2 Godunov-Typ-Verfahren

Die Godunov-Typ-Verfahren [17] basieren auf solchen approximativen Riemannlésungen,
die im folgenden definiert werden.

Definition 2.2. FEine Niherung w = w (z/t; w, u,) der exakten Losung des Riemannpro-
blems (1.50), (1.51) heifit approximative Riemannlésung, falls die folgenden Bedingungen
erfillt sind (a; und a, bezeichnen die minimale und mazimale Ausbreitungsgeschwindig-
keit).

1. Konsistenz mit der Integralform der Erhaltungsgleichung, das heifst

Az/2
A
(2.9) / w (x/At;uy, up) de = Tx (up + u,) ©ALf (u,) + At f (uy)
—Azx/2

fir alle At < Az/ (2maz(|a], |ar])).
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2. Konsistenz mit der Integralform der Entropiebedingung, das heifst

Az)2
(2.10) /U (w (%, uy, ur)> dr < % (U (w) + U (u,)) ©At F (u,) + At F ()
_Aw)2

fir alle At < Az/ (2maz(|a], |ar]))-
3. Fs qilt

(2.11) w=w(z/t;u,u) =w fir z/t <a,
' w=w (z/t;u,u,) =, fir z/t > a, .

Das zugehdrige Niherungsverfahren wird Riemannliser genannt.

In dieser Definition wird vorausgesetzt, daf} eine Entropiefunktion U existiert. Dies be-
deutet, dafl die Existenz einer approximativen Riemannlésung die Existenz einer Entro-
piefunktion voraussetzt. Mit der approximativen Riemannlésung kann das Godunov-Typ-
Verfahren definiert werden.

Definition 2.3. Fin Ndherungsverfahren fir die FErhaltungsgleichung (1.50) heifst
Godunov-Typ-Verfahren, falls die Niherungslésung die Form

Az
=2 0

1 1
(2.12) uftt = N /W <Ait’ ug g, uf‘) dr + Ar w (Ait’ u?au?-i-l) dx

0 Az

2

besitzt, wober w eine approximative Riemannldosung ist.

Ein Godunov-Typ-Verfahren kann in Erhaltungsform (2.2) geschrieben werden. Der nume-
rische Fluf} ist dann durch

0
Az

1
i1z = g (W, uiyq) = () @A—t / w (x/At;ug,uy.q) dx + Q—Atm

—Az/2
Az/2

1
=f (wiy1) + A7 / w (z/At;u;,ui41) do &
0

(2.13)

Ax
YN

gegeben [29]. Die Erhaltungsform (2.2) mit den Fliissen (2.13) ist giiltig, solange Wellen
vom Punkt z;,1 solche von z; 1 nicht erreichen. Verzichtet man also auf die Darstel-

lungsformel (2.8), so kann die Bedingung (2.6) durch die iibliche Courant-Friedrichs-Lewy-
Bedingung oder kurz CFL-Bedingung

At
2.14 ] <1
(214) s
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ersetzt werden [29].

Im folgenden werden zwei Godunov-Typ-Verfahren vorgestellt. Das erste geht auf Roe [34,
35] zuriick und wird daher als Roe-Verfahren bezeichnet. Er konstruierte einen speziellen
approximativen Riemannl&ser, indem er die exakte Riemannlésung durch die exakte Losung
des linearisierten Riemannproblems

uy, =<0
(2.15) w+Apu, =0, u(z,0) = { :
u., x>0
ersetzte. Die sogenannte Roe-Matrix A;, = Aj(u1,uy) mufl mit der Funktionalmatrix

konsistent sein, d.h A;.(u,u) = A(u). Sie muf reelle Eigenwerte mit einem vollstindigen
Satz linear unabhéngiger Eigenvektoren besitzen und die Mittelwertseigenschaft

(216) f(ll]) <:)>f(llr) = Alr(ul <:>llr)

erfiillen. Harten, Lax und van Leer [17] haben gezeigt, daf jedes System von Erhaltungs-
gleichungen, das eine Entropiefunktion besitzt, eine Linearisierung mit den genannten Ei-
genschaften zulédf}t.

Das Anfangswertproblem (2.15) 1a8t sich mit Hilfe der Charakteristikentheorie 16sen [25].
Setzt man diese Losung in die Gleichung fiir den numerischen Flufl (2.13) ein, so ergibt
sich

N2

(f(ul) + f(ur)) <:>% Z |aroe,’i| ﬂz I'l'oe,i .

i=1

DN | =

(217) groe(ula ur) —

Dabei ist a,qe; der i-te Eigenwert der Roe-Matrix, ryee; der zugehorige Rechtseigenvektor
und g; sind die Koeffizienten von

N+2

(218) u, <u = Z ﬂz Iroei -

i=1

Fiir die eindimensionalen Eulergleichung (1.11) mit einer allgemeinen Zustandsgleichung
p =p(p,¢) lautet die Jacobimatrix

0 1 0
df 2 )
219) A= o | @ tpt(Sep)n wetn i
SvH +vp, + (%%) p- H&Up, v+ ip.
mit der Enthalpie H := ‘%T” und den thermodynamischen Ableitungen p, := 3_1; und

p. := 22 Daraus lassen sich die Eigenwerte
Oe

Qroe,l = U <>C,  Oroe2 = U und Qroe,3 = U +c

2:pp5

2.20 .
( ) mit ¢ I + Do
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und die Eigenvektoren

1 1 1
(2.21) r1=| vé&ce , Iy = v oms= | vt
H swve H & H +wvce

Pe
berechnen [34].

Mit dem Ansatz A, = A(u(uy,u,)) lassen sich die sogenannten Roe-Mittelwerte, das
heifit die Komponenten von @ aus der Bedingung (2.16) berechnen. Durch diesen Ansatz ist
gewahrleistet, dafl die Eigenwerte reell sind und ein vollstdndiger Satz linear unabhéngiger
Eigenvektoren existiert. Setzt man diese Mittelwerte in die Gleichungen(2.20) und (2.21)
ein, so erhélt man aus (2.18) die Koeffizienten (; und damit den numerischen Flufl nach
(2.17). Die Roe-Mittelwerte sind jedoch nicht eindeutig bestimmt. Insbesondere bei Ver-
wendung einer allgemeinen Zustandsgleichung gibt es in der Literatur mehrere Vorschliage
zur Berechnung der Mittelwerte der thermodynamischen Ableitungen [13, 26]. In der fol-
genden Bemerkung fassen wir die Ergebnisse von Roe [34] und von Liou, van Leer und
Shuen [26] zusammen.

Bemerkung 2.1. Fir die Eulergleichungen existiert im Fall einer allgemeinen Zustands-
gleichung der Form p = p(p,¢) eine Roe-Matriz, die durch die folgenden Mittelwerte be-
stimmt 1st,

Vo + /orvy }—I:\/@HW\/EHT
Vo+y/or Vot /or
e+oer (= _ 1_
_VasatVor ,ng(H@ﬂ:@vQ),

£
Vot /or
L op op _ [/
(2.22) Pe=Potwx pg=pg+(1®w)A—€ und ¢ = 2 TP
mit
Do = Do(0,8) , Pe :=p-(0,8) , dp=Ap&p,Ao&p.Ac
5,
und w = — P Ql )
[PoAo| + |p-Ac]

Die Koeffizienten der Gleichung (2.18) lauten

1 o 1 1 __
(2.23) f = 5@ (Ap pcAv) , [Bo=Ap <:>E—2Ap und [ = 5@ (Ap + ocAv) .

Der Wert w wurde so gewéhlt, dafl die Grenzwerte

. w . lew
lim — und lim
Apo—0 AQ Ae—0 Ag
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existieren. Mit diesen Mittelwerten 148t sich dann der numerische Flufl nach Gleichung
(2.17) berechnen.

Betrachtet man die eindimensionalen Eulergleichungen zusammen mit der Tait-
Zustandsgleichung, die den Zusammenhang zwischen Dichte und Druck im Wasser be-
schreibt, so lassen sich die Massen- und Impulserhaltungsgleichung unabhéngig von der
Energiegleichung 16sen, da der Druck nur von der Dichte abhédngt und nicht von der inne-
ren Energie. Die Tait-Zustandsgleichung lautet

(2.24) p=p(o)=B ((;i) i @1> ,

wobei B, gy und N Konstanten sind. Man erhilt also ein 2 x 2-System mit u = (p, QU)T

und £ (u) = (ov, 002 + p)". Um das Roe-Verfahren (2.15) auf dieses System anzuwenden,
benotigt man die Jacobi-Matrix

(2.25) Af)=—-—= <@U20+pg 21v>'

Mit ¢ = ,/p, ergeben sich die Eigenwerte a; = v <¢, ay = v + ¢ und die Matrix der
Rechtseigenvektoren

1 1
(2.26) R= <v Sco v+ c> '

Aus der Mittelwertseigenschaft (2.16) mit A4}, = A (@) erhdlt man die Bedingungen

(2.27) g = YauSyor
Vot /or

und
(228) & (0 ©01) = pr Sp1 -
Die Bedingung (2.28) ist fiir o, = g; automatisch erfiillt, und fiir o, # g, gilt

52 — Dr <=1
Or <01

(2.29)

Mit diesen beiden Mittelwerten ist die Roe-Matrix vollstéindig bestimmt und erfiillt die
Mittelwertseigenschaft. Mit der Definition

a0 o fi et
po(or) fiir o = o
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erfiillt die Roe-Matrix auch die Konsistenzbedingung, denn mit u, = u; =: u* gilt
(2.31) v=v" und &= /p,(0*) =c".

AuBerdem gilt lim 222t = p, (g;), das heiBt ¢ ist stetig. Die Koeffizienten aus der Glei-
or—01 =7

chung (2.18) berechnen sich zu

(0rvr ©0v1) (U <¢) (0 ©0)

7ﬁ2: e .

(4 ¢) (or ) & (00, Saur)
2

(2.32) B =

Auch das Roe-Verfahren ist noch sehr aufwendig. Eine weitere Vereinfachung erhélt man,
wenn man alle mittleren Zustéinde in der Riemannlésung durch einen einzigen ersetzt.
Das dadurch entstehende Godunov-Typ-Verfahren wurde von Harten, Lax und van Leer
entwickelt [17]. Es basiert auf einer nur aus drei konstanten Zustdnden bestehenden appro-
ximativen Riemannlésung der Form

u firz/t<aq
(2.33) w(z/t;m,u) = uy,  fiirg <z/t<a, .
u, firz/t > a,

Der mittlere Zustand uy,. ergibt sich aus der Konsistenz mit der Integralform der Erhal-
tungsgleichung (2.9). Aus Gleichung (2.13) berechnet sich dann der numerische Fluf} zu

aff (w) <q; f(u,) ata;
2.34 ,Up) = — — + " (&
(2.34) ght (w, uy) at oa; o o (ur <)
mit
(2.35) a = max (0,a,) : a; = min (0,a) .

Hierbei miissen die Signalgeschwindigkeiten a;, a, geeignet gewéhlt werden. Eine Moglich-
keit, die von Einfeldt [9] vorgeschlagen wurde, ist

(2.36) ap = min{arpe1, a1 (W)}, @ = max{@roe ni2s Ay (W)} .

Die Annahme nur eines mittleren Zustands in der Riemannlésung fiihrt zu zusitzlicher
numerischer Dampfung, besonders an Kontaktunstetigkeiten. Um eine bessere Auflosung
der Kontaktunstetigkeiten zu erhalten, ersetzte Einfeldt [9] den konstanten mittleren Zu-
stand in der Riemannlésung durch einen in z/¢ linearen Zustand. Dieses Verfahren wird
HLLEM-Verfahren (Einfeldt-Modifikation des HLL-Verfahrens) genannt. Fiir N =1 hat
die so modifizierte Riemannlésung die Form

u fiir x/t <
(2.37) w (z/t;u,up) =  wy + b (2 <d) fr (@) ra (@)  sonst

u, fiir z/t > a,
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Dabei ist @ ein Mittelwert fiir die Erhaltungsgrofie (z.B. der Roe-Mittelwert), ro der zweite
Rechtseigenvektor der Funktionalmatrix des Flusses und 3y der Koeffizient, der sich aus
der Gleichung (2.18) ergibt. Die Groflen b und d ergeben sich aus der Konsistenzbedingung
(2.9) und der Forderung, daf§ an einer Kontaktunstetigkeit

Shllem = 8Broe — fexakt

gilt. Sie lauten

. 2
(2.38) d=5F% nd b=
2 a, &y
woraus sich der numerische Fluf} zu
(239) ghllem (ula ur) = ghll (ula ul‘) @afglal 52 (ﬁ) rs (ﬁ)

ergibt.

2.2 Diskretisierung in zwei Raumdimensionen

Nun werden die im letzten Abschnitt vorgestellten Verfahren auf zwei Raumdimensionen
erweitert. Dabei beschrinken wir uns auf strukturierte Vierecksgitter. Die Verfahren las-
sen sich jedoch ohne Probleme auf drei Raumdimensionen und andere Gittertypen, wie
unstrukturierte Gitter, erweitern.

Wir betrachten die Finite-Volumen-Diskretisierung des Systems

Ju , of O o V x (0,T)

(2.40) TR

mit V € R?, 0 < T < oo, u und f; nach (1.42) und der Anfangsbedingung

(2.41) u(z,y,0)=g(r,y) , (z,y) €V.

Sie basiert auf der verallgemeinerten Losung dieses Systems, die in Definition 1.4 vereinbart
ist. Zunéchst wird beschrieben, was unter einem Finite-Volumen-Gitter zu verstehen ist
und einige Bezeichnungen eingefiihrt. Bei strukturierten Vierecksgittern wird das gesamte
Rechengebiet V' in Viereckszellen Vj;,7 = 1,...,n,75 = 1,... ,m, eingeteilt. Jede Zelle,
die nicht am Rand liegt, hat als Nachbarn genau die Zellen V;_ ;, Viy1;, Vij—1 und Vj ;1
(siehe Abbildung 2.2).

Man kann diesen Zusammenhang auch etwas allgemeiner formulieren [11]. Mit V}, wird
eine polygonale Approximation des Gebietes V' bezeichnet. Dann wird das System V), =
{V;'J'}ie{l,...,n},je{l,...,m} als strukturiertes Vierecksgitter auf V), bezeichnet, wenn die Vij
abgeschlossene konvexe Vierecke mit den folgenden Eigenschaften sind:
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Abbildung 2.2: Strukturiertes Vierecksgitter

eVi= U Vy
i€{l,...,n}
je{1,...,m} 1
o Aus Vi, Vie € Vi, Vi # V(& i £k Nj#1)
folgt VijN Vi =0 oder
Vij N Vi ist eine gemeinsame Seite (& (1 =k+1Aj=)V(i=kAj=1£1))
oder Vj; NV}, ist ein gemeinsamer Eckpunkt (& i=k+1Aj=1+1).

Wenn V;; und Vj; eine gemeinsame Seite besitzen, werden sie als Nachbarn bezeichnet. Die
Elemente V;; € V), heiflen Finite-Volumen oder Gitterzellen. Die Gitterzelle V;; wird durch
die vier Eckpunkte

Tiefi-3 Tityi-3 Titgi+s Tiogi+3
Y ) )
YiL1j-1 Yirlj-1 Yitdj+s Yi-tj+3

Der Rand der Zelle kann durch die Seiten des Vierecks Vj; beschrieben werden,

festgelegt.

OVij = Sij1 U Sij2 U SijzUSija

mit
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(‘Ti—%7j+%a yi—%,j-i—%)

(«Ti+§,j+%a y¢+§,j+%)
Sij,l S"Z
Z]7

(%%,j%; yi+%,jf%)

Abbildung 2.3: Gitterzelle eines allgemeinen strukturierten Vierecksgitters

Eine solche Zelle ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Fiir die gemeinsame Seite benachbarter
Gitterzellen gilt somit (sieche Abbildung 2.4)

(2.43) Vii NVijgr = Sij3 = Sijy1n bzw. Vi NVigrj = Sijo = Sivij4 -

Abbildung 2.4: Gitterzelle mit ihren Nachbarn
Mit Dj5.0 = (N1,ij,00 N2ija) » @ = 1,...,4 wird die duBere Einheitsnormale von V;; auf die
Seite S;j . bezeichnet. Damit gilt auch
(2.44) Nj8 = SNy5111 und Njj2 = <Njrg44 -

Der Flidcheninhalt von Vj; wird mit |Vj;| bezeichnet und die Lénge der Seite S;;, mit
lija = |Sijal- Desweiteren wird der betrachtete Zeitraum in Intervalle [t,, t,11] zerlegt.
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Zur Diskretisierung greift man auf die Definition 1.4 der verallgemeinerten Losung zuriick.
Man betrachtet also die Gleichung (1.29) mit V' :=Vj;, | :=t,, und ¢y := #,,;1 und erhélt

/u(a?,y,tm) dz dy @/u(x,y,tn) dz dy

Vij Vij
(245) tn+1 4
+ / Z / [n17i]‘7k fl (ll) + nzim fz (ll)] det =0.
tn Ic:lsij,lC

In einem numerischen Verfahren miissen nun geeignete Approximationen fiir die Integrale
in (2.45) gefunden werden. Wir withlen

(2.46) /u(x,y,tn) dxdy ~ |Vijlug
Vij
und
tni1
(247) / / [nl,ijkal (ll) —+ ng,ijkaz (ll)] dSdt ~ At h?j,k lij,k .
tn Sij,k:

Dabei ist ujj eine Approximation des Mittelwerts der exakten Losung u in der Gitter-
zelle Vi; zur Zeit t,. Der numerische Flu} hyjx ist eine vektorwertige Funktion, die von
den Niherungswerten der Erhaltungsgréfie u in den benachbarten Gitterzellen abhiangt.
Der Zeitschritt At ist definiert durch At := ¢, <t,. Wir bezeichnen nun mit u den
Néherungswert in der Gitterzelle V;; und mit v denjenigen in der benachbarten Gitterzel-
le mit gemeinsamer Seite Sj;; und gehen davon aus, dafl der Flul nur von den Werten
in den direkt benachbarten Gitterzellen abhédngt. Dann werden an den numerischen Fluf}
hj; « = hyj (u, v;n) die folgenden Bedingungen gestellt:

a) hj;x (u, vin) ist definiert und stetig auf D x D x K; mit D nach (1.12) fiir N = 2
und K7 = {n = (n,,n,); n| =1}.

b) hi;j ist konsistent mit dem physikalischen Fluf} , das heift

(2.48) hi;k (u,w;n) = f1 () ngijr + f2 (W) nyijp , u€ D, neK;.

¢) hj;k ist konservativ, das heift

(2.49) hj;k (u,v;n) = <hk (u,v;en) , ueD, ne K.
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Die Konservativititseigenschaft (2.49) garantiert die lokale Erhaltung. Dies bedeutet, daf
die Menge einer Grofle, die aus einer Zelle herausstromt in die benachbarte Zelle hinein-
stromen mufl. Dies kann im numerischen Verfahren ausgenutzt werden, da dann die nume-
rischen Fliisse benachbarter Gitterzellen durch die gemeinsame Seite nur einmal berechnet
werden miissen.

Es gibt mehrere Methoden zur Bestimmung des numerischen Flusses, die jeweils auf ein-
dimensionale Verfahren zuriickgreifen. Ein Losungsweg basiert auf der Aufspaltung in die
einzelnen Dimensionen. Dabei betrachtet man Verfahren fiir die beiden Systeme

(2.50) Ou + Ot (u) =0 und Ou + Ot (u)

ot | ox ot | oy =0

Sind hy (u,v) und hy (u,v) die numerischen Fliissen dieser Verfahren, dann lautet der
numerische Flufl des Gesamtverfahrens

(2.51) hi;x (0, vin) = hy (u, V) ny i, + ha (W, V) ng ik -

Eine weitere Moglichkeit ist, auf die in Kapitel 2.1 vorgestellten eindimensionalen Godunov-
Typ-Verfahren zuriickzugreifen. Dabei geht man von der in Kapitel 1.2 beschriebenen
Transformation aus und betrachtet von der tangentialen Richtung Z, unabhingige Lsun-
gen der Gleichung (1.45), das heifit Losungen von

(2.52) pn + 07,

=0 inR' x (0,00) ,

die die Anfangsbedingungen

= firz;, <0
(2.53) q(x,o>={q' Qui i 2,

qr = Qu, firz; >0

erfiillen.

Wie im eindimensionalen Fall wird an jedem Zellrand ein Riemannproblem der Form (2.52),
(2.53) gel6st. Der nach einem der in Kapitel 2.1 angegebenen Verfahren aus den Riemann-
problemen berechnete Flufl fr (q, qr) kann dann als Approximation der pro Zeiteinheit von
einer Zelle in die Nachbarzelle entlang der Normalen transportierten Menge der Gréfle q
angesehen werden. Dann wird die Menge der Gréfie u, die z.B. von V; nach Vi, ; durch die
Seite S;; 2 pro Zeiteinheit transportiert wird, durch ;; » Q‘lfR(Qu{}, Quf; ;) approximiert,
was auf den numerischen Fluf}

(2.54) h;; 2 (ui}, ul g j; nij,z) =Q 'fg (nga ngrl,j)
fiihrt oder allgemein auf den riicktransformierten Flufl

(2.55) hix (u,v;n) = Q 'fg (Qu,Qv) ,u,veD,n€K, .
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Im folgenden werden diese zweidimensionalen Godunov-Typ-Verfahren auf unterschiedli-
chen strukturierten Vierecksgittern vorgestellt. Dabei wird gezeigt, wie sich die Struktur
des Gitters auf die Approximation auswirkt. In der vorliegenden Arbeit wird zwischen kar-
tesischen Gittern, allgemeinen strukturierten Vierecksgittern und zeitlich veréinderlichen,
sogenannten ,, bewegten“ Gittern unterschieden.

2.2.1 Kartesische Gitter

Ein zweidimensionales kartesisches Gitter ist ein Rechteckgitter in der z-y-Ebene mit ach-
senparallelen Gitterlinien. Das gesamte Rechengebiet wird also in die Gitterzellen

(2.56) Vij = [Tic1j2 miv12] X [Yj—1/2: Yjs1s2]

mit den Seitenldngen Az; und Ay; geteilt, der Zeitschritt wird mit At := ¢, &1, be-
zeichnet. Der integrale Mittelwert in einer solchen Gitterzelle wird definiert durch
Yji+1/2 Tit1/2
N 1
m.: = —
Y A.ZL'ZAyJ

Yj—1/2 Ti—1/2

(2.57) u(z,y,t,) dedy.

Die Integralgleichung (1.29) mit einer solchen Gitterzelle als Integrationsgebiet und einem
Zeitschritt At lautet

Ax; Ay; (ugJ“:l <:>u:;)

tnt1 Tit1/2
b [ T (a(gperant) e (u (m10)] dode
(258) ln Ti_1/2

tnt1 Yi+1/2
+ / / [fl (11 ($i+1/2,y,t)) &t (11 (iEi—l/Qayat))] dydt=0.

ln Yj—1/2

Gesucht sind nun Naherungen fiir die obigen Integrale, das heifit Ndherungen fiir die Mit-
telwerte der physikalischen Fliisse in x- bzw. y-Richtung {iber einen Zeitschritt und die
entsprechende Seite einer Gitterzelle V;;. Solche Ndherungen werden numerische Fliisse
genannt und hier mit g und h bezeichnet. Mit

tnt1 Yi+1/2

1
8it/25 ¥ A, fi (w (ziv12,9,1)) dy dt
ln Yj_1/2

(2.59)

tnt1 Tit1/2

1
fz (ll (.ZL', yj-l—l/?a t)) dx dt

hi,j+1/2 ~ m

tn Ti_1/2
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ergibt sich dann die Ndherungslésung

At At

n+l _ _.n n n n n
(2.60) ;T =g <:>A—xi (8 1/25 o8 1/2;) {:)A—yj (hj 12 ©hf 1) -

Geniigen die numerischen Fliisse gewissen Konsistenzbedingungen, die sich analog zum
eindimensionalen Fall formulieren lassen, so liegt ein Verfahren in Erhaltungsform vor.

Definition 2.4. Das Verfahren (2.60) mit den numerischen Flissen

gir1/2 = 8 (Wisky1g, .- Wigkyg) , k> 1

2.61
(2.61) hiji12 =h (W kpq,. .. Wi5ek) , F>1

heifit Verfahren in FErhaltungsform, wenn die numerischen Flisse in allen Argumenten
lipschitzstetig und konsistent mit den physikalischen Fliissen sind, das heift

g(uu,...,u) =f(u) , h(uu,...,u)="Ff(u).
k—mal 2k—mal
2k—mal —ma

Um das Cauchyproblem

w + fiy (u) +fay (W) =0 in R*x RT

(262) w(,0,0) =t (2.y) + (r,y) € R?

durch die Gleichung (2.60) zu approximieren, werden als Anfangswerte fiir das Verfahren
die Mittelwerte von uy,

Yj+1/2 Tit1/2

1
2.63 0 .—
(2.63) R vy

Yj—1/2 Ti—1/2

Ug (l‘, y) dl‘ dy

vorgeschrieben. Somit stellt die Gleichung (2.60) zusammen mit den Anfangswerten (2.63)
und geeigneten numerischen Fliissen, die sich aus den eindimensionalen Godunov-Typ-
Verfahren ergeben, ein Verfahren fiir das Cauchyproblem auf zweidimensionalen kartesi-
schen Gittern dar.

2.2.2 Allgemeine strukturierte Vierecksgitter

Betrachtet man ein allgemeines strukturiertes Vierecksgitter, so ist die Gitterzelle V;; ein
beliebiges Viereck (siehe Abbildung 2.3). Der Rand der Gitterzelle kann durch ihre vier
Seiten beschrieben werden,

OVij == Sij1 U Sij2 U SijaU Sija -
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Der Flécheninhalt der Gitterzelle V;; wird mit |Vj;| bezeichnet. Mit dem integralen Mittel-
wert der Erhaltungsgrofie

(2.64) uj; = /u(x,y,tn) av
T Vil

V;;.
folgt aus der Integralgleichung (1.15) die Gleichung

4 tn+1
(265) |V;]| (u;‘1i+1 <:>113) = <:}>Z / / (fl (u) nl,ijva —+ fz (u) n2ﬂ'j,a) dS dt y
a=1 £, S

17,0

wobel nyjo = (N1,ij,0; N2,ija) die &uBere Einheitsnormale der Seite S;; , ist. Der numerische
Fluf} gi; o« mufl nun eine Approximation des Integrals {iber die mit « indizierte Seite der
Gitterzelle sein, das heif}t

tn+1

1
gij,a ~ E / / (fl (u) nl,ij,a + f2 (ll) n2,ij,a) dS dt .

tn Sija

Damit ergibt sich das Finite-Volumen-Verfahren
Al

(2.66) uit = uf o) gia
Vil =

falls die numerischen Fliisse lipschitzstetig in allen Argumenten und konsistent mit den
physikalischen Fliissen sind, das heif}t

gij,a (ll, ua,..., ll) = fl (11) n17i]~7a + fz (ll) n27i]‘7a .

Betrachtet man fiir beliebige 7, 7 den physikalischen Flufl in Normalenrichtung der Vier-
ecksseiten Sj;, und schreibt kurz

(2.67) fo (u) =1 (W) ny o + 2 (W) N2y,
so ergibt sich fiir die Eulergleichungen mit den Fliissen nach (1.42) der transformierte Fluf3

0 (v1ny o4 + Vang )
01 (V1N o + VaNag) + DN g
02 (V111,04 + VaN2) + P N2
(e+p) (ving,a + vanga)

(2.68) £, (u) =

Hier ist zu beachten, dal Nachbarzellen mit gemeinsamer Seite dieselbe Normale (und
somit auch denselben Flu}) mit entgegengesetztem Vorzeichen besitzen. Dies entspricht
der Konservativitétsbedingung (2.49).
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2.2.3 Bewegte Gitter

Um zum Beispiel zeitlich verdnderliche Materialgrenzen gut approximieren zu konnen,
ist es von Vorteil, diese widhrend der Rechnung mit der Stromung mitzubewegen. Die
genaue Vorgehensweise wird im néchsten Kapitel beschrieben, wihrend hier nur auf die
Diskretisierung eingegangen wird.

Das gesamte Rechengebiet wird dabei in Teilgebiete unterteilt, die jeweils nur ein Material
enthalten. Dies bedeutet, dal Materialgrenzen mit Teilgebietsrdndern zusammenfallen. In
einem ersten Schritt wird dann die Bewegung des gesamten Rechengitters bestimmt. Fiir
die zu approximierende Integralgleichung (1.15) bedeutet dies, dafl das Integrationsvolumen
zeitabhingig ist und somit Zeitableitung und Integration nicht vertauscht werden kénnen.
Dies bedeutet auch, dafi die Gleichung (1.29), die fiir eine verallgemeinerte Losung bei
zeitlich konstantem Integrationsgebiet gelten muf, fiir bewegte Gitter nicht mehr verwendet
werden kann. Nach dem Transporttheorem (1.7) gilt jedoch

d ou

(2.69) pr ude/a—dV—i- / uv, dS,

V(t) V(t) av(t)

wobei v, die Geschwindigkeit des Oberflichenelementes d.S in Richtung der &ufleren Nor-
male ist. Damit erhélt man aus der Integralgleichung (1.15) mit ¢; := ¢, und ¢y := t,44

tn+1 tn+1

(2.70) / /udth@/ /uvndet+//f1 ) ig + £ (W) my) dS dt = 0.

tn OV (t tn OV(t

Mit den Bezeichnungen

Q:={(x,t);t € [tn, tns1],x €V (£)} ,
0 := 00\ (V (t,1) UV (t,)) , dw:=dSdt,

ergibt sich
(2.71) / udV = / udV (i)/ f1 (u) ny + f2 (u) n, Suv,| dw .
V(tn+1) V(tn) oY

Der Flul mit dem zusétzlichen Term wird nun nicht nur iiber die Seite einer zweidimen-
sionalen Gitterzelle integriert, sondern iiber die Seitenfliche einer sogenannten Raum-Zeit-
Gitterzelle. Eine solche Zelle ist in Abbildung 2.5 dargestellt.

Analog zum ortsfesten Gitter ergibt sich mit

1
(2.72) uj = /u (z,y,t,) dV
i)



2.2 Diskretisierung 35

n+1
Pi,l j+3
213

P

11
+35.0—3

Abbildung 2.5: Raum-Zeit-Zelle bei bewegten Gittern

eine Evolutionsgleichung fiir die Zellmittelwerte,

4

(2.73) |V;'?+1| u{}“ = |V;?| uj] @Z / [(f1 () n1ija + £2 (1) n24j0) Suv,] dw
aZISi]‘,a

wobei jetzt Sjj. (@ = 1,...,4) die Seitenflichen der dreidimensionalen Raum-Zeit-

Gitterzellen Q. sind (siehe Abbildung 2.5). Eine etwas andere Formulierung, die auf das
gleiche Resultat fiihrt, findet man in [12]. Im folgenden Kapitel werden Riemannlésungen
hergeleitet, bei denen der zusétzliche Term uv,, der durch die Gitterbewegung entsteht,
beriicksichtigt wird.



Kapitel 3

Riemannl6ser auf bewegten Gittern

In Abschnitt 2.2.3 wurde gezeigt, dafl sich die zu approximierenden Gleichungen éndern,
wenn von zeitlich verdnderlichen Rechengittern ausgegangen wird. Damit &ndern sich auch
die Riemannprobleme, die entlang der Normalen der Seitenflichen geltst werden miissen,
um die numerischen Fliisse berechnen zu kénnen.

Verglichen mit Finite-Volumen-Verfahren auf ortsfesten Gittern, miissen hier die folgenden
zusdtzlichen Aufgaben gelost werden. Zunéchst mufl die Gitterbewegung bestimmt wer-
den. Da davon ausgegangen wird, dafl Materialgrenzen sowie andere zu verfolgende Wellen
mit Teilgebietsrindern zusammenfallen, werden zunéchst die Riemannprobleme {iber alle
Zellrdnder, die auf Teilgebietsrdandern liegen, gelost. Aus der Lésung dieser Riemannpro-
bleme werden die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der zu verfolgenden Wellen und damit
die Geschwindigkeiten der betreffenden Randsegmente bestimmt. Mit diesen Geschwindig-
keiten konnen alle Teilgebietsrander bewegt und damit das Rechengitter zu einem neuen
Zeitpunkt bestimmt werden. Auflerdem fiihren diese Geschwindigkeiten zu einem zusétz-
lichen Term in dem zu approximierenden physikalischen Flufl (siehe Gleichung (2.73)),
der bei der Berechnung des numerischen Flusses mitberiicksichtigt werden muf}. Fiir al-
le inneren Raum-Zeit-Gitterzellen werden dann die physikalischen Groflen zu dem neuen
Zeitpunkt aus den Riemannproblemen durch die Seitenflichen der dreidimensionalen Git-
terzellen mit vorgegebener Gittergeschwindigkeit berechnet. Da die Riemannprobleme in
Richtung der Normalen des Zellrandes gelost werden miissen, wird das in Abschnitt 1.2
hergeleitete transformierte Riemannproblem

0 of . fiir L2 < ()

(5.) W Dy g = {q' =
1 qr fiir 250 >0

verwendet. Da der Fluf} f3 (q) in tangentialer Richtung keine Anderung im Innern der Git-

terzelle V;; bewirkt, kann er unberiicksichtigt bleiben. Es liegt somit ein eindimensionales

Riemannproblem vor. Betrachten wir zum Beispiel den rechten Rand der Gitterzelle V;;
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mit der Einheitsnormalen (n;,n9)7, so ist

1 1

To 1= 5”1 (Tit1/2,j—1/2 + Tit1/2,541/2) + 5”2 (Yit1/2,j—1/2 F Yiv1/2,541/2) -

Im ersten Schritt, in dem die Gittergeschwindigkeit berechnet wird, ist f; also genau der
in Normalenrichtung transformierte physikalische Fluf}. Bei den Riemannproblemen fiir al-
le inneren Gitterzellen enthélt f; noch den Zusatzterm uv,. Im folgenden werden die im
2. Kapitel vorgestellten Godunov-Typ-Verfahren auf den Fall eines mitbewegten Rechen-
gitters erweitert. Dabei wird nur auf die Berechnung der Gittergeschwindigkeit und der
numerischen Fliisse eingegangen, da die Diskretisierung, wie in Kapitel 2.2.3 beschrieben,
in allen Féllen identisch ist.

3.1 Exakter RiemannlGser

Beim exakten Riemannltser werden die mittleren Werte durch Fixpunktiteration bestimmt
[14]. Die Struktur der Losung ist in Abbildung 3.1 skizziert.

t

Verdiinnungswelle Kontal..{tunstetlgkelt
*
& qQ
Stofiwelle
a1 dr

Abbildung 3.1: Die Struktur der Losung des Riemannproblems in der z-t-Ebene.

Aus diesen Werten erhélt man direkt die Gittergeschwindigkeit v,, das heifit die Geschwin-
digkeit des betrachteten Randsegmentes in Normalenrichtung. Bei Verfolgung der Kontak-
tunstetigkeit (zum Beispiel einer Materialgrenze) erhélt man
vy = Uy = U7, =: U7 .
Bei Verfolgung einer zum Beispiel nach rechts laufenden Stofiwelle ist v, gleich der Stof3-
wellengeschwindigkeit
s = Qrﬁl,r @Qiﬁf
Or <=0
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Der numerische FluB ergibt sich dann, indem die exakte Losung an der Stelle Zi-%o
in den physikalischen Fluf} eingesetzt wird. Ist die ermittelte Losung q* an dieser Stelle

(3.2) a' = (0", o'%}, 073, €)',
so ergibt sich der Flufl in Normalenrichtung zu

0" (07 ©vy)
o _ | 07T (0F ©vy) +pf
(33) ggod (q ) - Q*ﬁék (ﬁr <:>Ug)

e* (07 ©v,) + 07p*

Dabei ist die Tangentialgeschwindigkeit v gleich dem linken oder rechten Anfangswert, je
nachdem ob die Gittergeschwindigkeit kleiner oder gréfler ist als die mittlere Geschwin-
digkeit in Normalenrichtung. Ist die Gittergeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit von
Kontaktunstetigkeit oder Stofwelle, so ist nicht eindeutig festgelegt, ob die Losung auf
der rechten oder linken Seite der Unstetigkeit in den Fluf} eingesetzt werden soll. Durch
Nachrechnen 148t sich jedoch zeigen, daf sich in diesen Fillen fiir die Losungen auf beiden
Seiten der Unstetigkeit derselbe Fluf} ergibt. Das heifit

8god (4}) = goa (q;) im Fall v, =0},
(3.4) 8god (dy) = 8goa (dr) im Fall v, =s,,
ggod (qik) = ggod (ql) im F&H Ug =5 .

Direkt an einer Materialgrenze (v, = o7) ist also nach (3.3)

(3.5) 8god = (0,1",0,57p")"

Dies bedeutet, daf} eine einzelne Kontaktunstetigkeit wie beim Verfahren in Lagrangeko-
ordinaten [29] exakt aufgelost wird. Analog bestimmt man die exakte Riemannldsung fiir
die inneren Gitterzellen an der Stelle 1 = 2y + At vy, wobei sich die Gittergeschwindigkeit
v, hier direkt aus der durch die Bewegung der Rénder bestimmten Anderung des Rechen-
gitters im Zeitschritt At ergibt. Die Riicktransformation des Flusses (3.3) fiihrt auf den
Fluf3

0" (0} <)
(m 05 ©nets) (U5 ©v,) + nyp*
(no®} + M1 03) (07 ©v,) + ngp*
e* (U7 ©v,) + 0jp*

(3.6) 8god (1) = Q ' ggoa (q) = g*

Verwendet man das Godunov-Verfahren, mufl dieser Fluffl nun als Approximation des In-
tegrals iiber die entsprechende Seitenfliche in die Gleichung (2.73) eingesetzt werden.
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3.2 Das Roe-Verfahren

In den folgenden Herleitungen wird nur die Normalkomponente der Impulsgleichung
beriicksichtigt, da die Tangentialkomponente keinen EinfluB auf die Anderung der Gréfien
innerhalb der Gitterzelle hat. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit wird mit v
bezeichnet. Der Flufl des in Kapitel 2.1.2 vorgestellten Roe-Verfahrens enthélt im Fall
bewegter Gitter einen zusitzlichem Term. Er lautet dann

(3.7) f, = f Svu

und fihrt auf die Jacobi-Matrix

of; of
b sy, T=Asu,T.

Damit reduziert sich die Mittelwertseigenschaft
(39) fb(ul) (:)fb(ur) = Ab(ul (:)ur)

auf die Mittelwertseigenschaft im nicht bewegten Fall (2.16), wodurch auch die Mittelwerte
identisch sind. Fiir die Eigenwerte a;; gilt

(3.10) (Aev,Z)u=a,u
und damit
(3.11) A = Groei Vg @ Ap1 = UESCEV,, Upo =V SV, Gpg =V + C U, .

Auch die Eigenvektoren r; und die Koeffizienten (3; haben die gleichen Werte wie im nicht
bewegten Fall. Damit erhélt man den numerischen Fluf§ fiir das Roe-Verfahren mit Gitter-
bewegung

3

1
(f(w) + f(u,) ©vy (W + uy)) S5 E |Groei ©Vg| BiTi -
i=1

1
Satz 3.1. Im Roe-Verfahren wird bei der Bewegung mit der Kontaktunstetigkeit eine ein-
zelne Kontaktunstetigkeit exakt wiedergegeben.

Beweis. Eine einzelne Kontaktunstetigkeit wird genau dann exakt wiedergegeben, wenn der
numerische Fluf$ des Verfahrens gleich dem numerischen Flufl des Godunov-Verfahrens ist,
bei dem die exakte Riemannldsung verwendet wird. Betrachtet man eine einzelne Kontak-
tunstetigkeit, so lauten die Anfangswerte

(3.13) V=v, =V , D=pr=2po , o und 0.
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Da das Gitter mit der Kontaktunstetigkeit mitbewegt wird, ist die Gittergeschwindigkest
vy = vg. Aus dem exakten Riemannléser ergibt sich dann nach Gleichung (3.3)

(3.14) 8god = (0, po, Uopo)T
Fiir das Roe-Verfahren ergibt sich aus den Gleichungen (2.22), (2.23) und (3.11)
(315) ?_J:?Jo,ab,QZU()@UO:O,ﬂl:O und 53:0

Setzt man diese Werte in die Gleichung (3.12) fiir den numerischen Fluff ein, so ergibt
sich

1
(3.16) gb = 5 (F(w) + f(ur) So (ur +ur)) = (0, po, vopo)”
Also kann das Roe-Verfahren fiir bewegte Gitter eine Kontaktunstetigkeit exakt wiedergeben.

O

Dagegen ist das Roe-Verfahren auf ortsfesten Gittern nicht in der Lage, eine einzelne
Kontaktunstetigkeit exakt wiederzugeben [29].

3.3 Das HLL-Verfahren

Beim HLL-Verfahren mit Gitterbewegung lautet der numerische Flufl nach Gleichung
(2.34)

af (f(wm) ©vu) <a; (f(u,) Svyu,) ata;

u,u,) = + u, <u
gb (w, uy) af <a, ar @af( r 1)
(3.17) N N _ ,
aff(w) <a;, f(u,) ata, afu Sa; uy
= n — +— — (u; ©uy) SV ———
at <q, at <q, at <q
mit den Signalgeschwindigkeiten
(3.18) a; =min (0,q;) , @ =max(0,a,)
' ap = min{aree,1 Sy, a1(w) Svg} ,  ap = max{aroe3 Sy, az(u,) Svg} .

Bei Verfolgung einer einzelnen Kontaktunstetigkeit gilt wie im Roe-Verfahren, v, = v,. Mit
den Eigenwerten (3.11) ergeben sich die Signalgeschwindigkeiten a;” = ¢, a7 = <¢ und der
numerische Fluf}

1 1
1) + f(u,)) 3¢ (u, &uy) S350 (w + u,)
1
2

1
2 (f(u
(3.19) 0 0r =01
= ( po | ©=c|v(orea)| ,
VoPo

€y <€
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der damit nicht mit dem Flufi des Godunov-Verfahrens iibereinstimmt. Das HLL-Verfahren
ist also nicht in der Lage, eine einzelne Kontaktunstetigkeit exakt aufzulosen.

Der Flu§ des HLLEM-Verfahrens lautet nach Gleichung (2.39)

G0 5y (@) Troes ()

3.20 em = =
( ) ghil ghil PP

fiir bewegte ebenso wie fiir nicht bewegte Gitter.

Satz 3.2. Die Finfeldt-Modifikation des HLL-Verfahrens fithrt im Fall bewegter Rechen-
gitter dazu, daf$ eine einzelne Kontaktunstetigkeit exakt aufgeldst wird.

Beweis. Fiir eine einzelne Kontaktunstetigkeit gilt nach Gleichung (2.23)

1
(3.21) By = Ap ‘i’?Ap = 0r S0
und nach Gleichung (2.21)
1
(3.22) ro = Vo
0eZ
De
Damit 1st der numerische Fluf
(3.23) g = | Po <:>§5 vo (0r < 01) | + 5 (or&a) [ o o,
Povo er <€y H <%

Eine einzelne Kontaktunstetigkeit wird genau dann exakt aufgeldst, wenn

0
(3.24) g = | Do
Povo

gilt. Fiir die ersten beiden Komponenten ist dies direkt zu sehen. Es bleibt also zu zeigen,

dafs
9

(3.25) (0r ©01) <H &% > (e, <e) =0

De

qilt. Fir die Roe-Mittelwerte muf$ die Bedingung
3
k=1

erfillt sein. Die dritte Komponente von (3.26) lautet mit 5, =0, B = 0, <0 und B3 =0,

2
(3.27) e, e = (0, S01) (H N > ,

De

womit die Bedingung (3.25) erfillt ist. O



Kapitel 4

Approximative RiemannloGser fiir
Materialgrenzen

Betrachtet man das Riemannproblem direkt an einer Materialgrenze genauer, so bedeutet
der Wechsel der Zustandsgleichung im allgemeinen eine Unstetigkeit in der FluBfunktion.
Da die Fluflberechnung in den betrachteten numerischen Verfahren auf der Jacobimatrix
der Flufifunktion basiert, ist nicht sichergestellt, dafl diese Verfahren auch fiir unstetige
FluBifunktionen ihre Giiltigkeit behalten. Um dieses Problem zu behandeln, werden eine
Hilfsvariable und eine Erhaltungsgleichung fiir diese Hilfsvariable eingefiihrt, die fiir einen
glatten Ubergang zwischen den beiden unterschiedlichen FluBfunktionen sorgt. Dadurch
ist die Ableitung des Flusses auch an der urspriinglichen Unstetigkeit definiert, so daf§ das
System linearisiert werden kann und die auf dieser Linearisierung aufbauenden Approxi-
mationsverfahren angewandt werden konnen. Wihlt man passende Anfangswerte fiir die
Hilfsvariable so, dafl das Umschalten zwischen den Fluflfunktionen exakt an der Materi-
algrenze lokalisiert bleibt, so erhilt man eine natiirliche Methode, um den Ubergang von
einem Material zu einem anderen zu behandeln.

4.1 Das erweiterte System

Zur Bestimmung dieser zusdtzlichen Erhaltungsgleichung ist es von Vorteil, eine Trans-
formation in Lagrangekoordinaten durchzufiihren, da in diesem mit der Strémung mitbe-
wegten System die Materialgrenze zeitlich konstant bleibt. Da die Betrachtung in Lagran-
gekoordinaten nur zur Bestimmung der zusdtzlichen Erhaltungsgleichung benotigt wird,
werden im folgenden alle Gréfien, die sich auf die Lagrangedarstellung beziehen, mit einer
Tilde " versehen.

Bei der Betrachtung in Lagrange-Koordinaten wird anstelle der Raumvariablen x die Mas-
senkoordinate m = px verwendet. Die Transformation des Systems von Erhaltungsglei-
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chungen in Eulerkoordinaten fiihrt dann auf das System in Lagrangekoordinaten

(4.1) u(m,t), +f(a(m,t)), =0
mit
V _ =
(4.2) a=|v und f(a)=1|p |,
E vp

wobei das spezifische Volumen durch V' := 1/¢ und die spezifische Gesamtenergie durch
E :=e/p definiert sind [42]. Es wird angenommen, daf} die Fluifunktion f zweimal stetig
differenzierbar ist, aufler im Punkt m = myg, wo sie eine Unstetigkeit besitzt. Das heifit,
fiir alle Zeiten ¢ gilt die sogenannte Umschaltbedingung fiir den Fluf}

E =1 s

mit f;, f, € C? und zeitunabhéngigem my. Um in diesem Fall das Riemannproblem exakt
behandeln zu koénnen, wird die Unstetigkeit durch Einfiihren einer zusétzlichen Variablen
g, die den Ubergang zwischen den verschiedenen FluBfunktionen kontrolliert, regularisiert.
Man definiert die Funktion

(4.4) & (0, 11) = (1 ) Fi() + 1 T.(7)

Da g an der Stelle m = my von fi nach f, wechseln soll, werden die Anfangswerte

(4.5) 7 (m,0) = {0 fiir m < my

1 fiirm > mg

vorgeschrieben. Damit diese Figenschaft fiir alle Zeiten erhalten bleibt, wird fiir § die
Erhaltungsgleichung

(4.6) G+ k(@)m =0

gewéhlt. Dabei mufl k solche Eigenschaften besitzen, dal man als Losung des Riemann-
problems (4.6) mit den Anfangswerten (4.5) an der Stelle m = m, einen stationdren Stof3
erhélt. Die Forderungen an die Funktion & sind:

zweimal stetige Differenzierbarkeit,
k konkav in (0,1),

k(0) = k(1) > 0,

Symmetrie bzgl. ¢ = %,

0 < E(0) = k(1) < oco.
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Die Erhaltungsgleichung (4.6) mufl nun von Lagrangekoordinaten in Eulerkoordinaten
transformiert werden. Der Ort z:(m,t) eines Teilchens zum Zeitpunkt t, welches sich zur
Zeit t = 0 am Ort x(m, 0) befindet, ergibt sich aus der Gleichung

(4.7) xz(m,t) = x(m,0) +/0 v(s)ds .

Fiir die Zusatzvariable ¢ gilt

(4.8) cj(m, t) =q (x(ma t)a t)
und damit auch
(4.9) k(q) = k(q) -

Mit den beiden Gleichungen (4.7) und (4.8) kénnen die Anfangsbedingung (4.5), sowie die
Umschaltbedingung fiir den Fluf (4.3) transformiert werden. Mit x := x(my, 0) gilt

0 fiir z < x fi(u) firz<azp+ fotv(s)ds

fp (u) fir z > 2+ f(fv(s)ds '

(410) q(l‘,O) = { und f(u(x,t)) = {

1 firx >z

Die Zeitableitung einer beliebigen Funktion fin Lagrangekoordinaten ergibt sich zu

of 0 )
(4.11) a_{:a_{ﬂé'

Damit geht (4.6) iiber in

1
¢+ v+ —k(q)z=0.
m

T

Mit m, = o und der Massenerhaltungsgleichung ergibt sich

0q; + 0vge + k(q)x + ¢ (01 + (0v)) = 0.
Dies fiihrt auf die Erhaltungsgleichung

(4.12) (09): + (ovq + k(q)), = 0.

Mit den Gleichungen (4.4) und (4.12) erhélt man nach Transformation der physikalischen
Erhaltungsgleichungen von Lagrange- in Eulerkoordinaten das erweiterte System von Er-
haltungsgleichungen

(4.13) U,+F(U), =0 mit
0q ovq + k(q)
_| @ _ QU
U= o] F((U) = o’ + P und
e v(e+ P)

P(q,u) = (1 <q)pi(u) + gp,(u) .
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Da sich die beiden Flufunktionen f; und f, nur durch ihre Zustandsgleichungen unter-
scheiden, wirkt sich die Gleichung (4.4) nur auf den Druck aus. Die Anfangswerte lauten

(0, ulT)T fiir x < x

(414) UO (LL‘) = U(LL‘,O) = {(Q u T)T fiir © > 20 )

wobei u; und u, die Anfangswerte des Systems ohne Zusatzgleichung sind.

4.2 Jacobimatrix, Eigenwerte und Eigenvektoren

Zur Anwendung des Roe-Verfahrens wird die Jacobimatrix OF /0OU bendtigt. Fithrt man
den Impuls m := pv und die Variable ¢ := oq ein, so gilt

q PatEG)
_ | _ m
(4.15) U= m und F(U) = m?z L p
e 2 (e + P)

Wird der Druck in der Form P = P(q, o, ) angesetzt, so gilt fiir seine Ableitungen

dP 1 dP 2
—-p, , Y opsipi(Lael)p,
(4.16) dg o do 0 o 0
' dP v dP 1

— =P, , —=-P..

dm 0 de 0
Dann erhélt man die Jacobimatrix

v+ % Svq @%k’ q 0

0 0 1 0
4.17 DuF = 1 2 q v2 e v 1
(4.17) lh, e+ PelP+ (Ses)h werh IR

v ’U(C+P) ﬂ ﬁ ve (8+P) ﬁ v
*P, @T+UPQ<:>QPQ+(Q@Q—2)P8 €0 *p 4 vp,
Sie hat die Eigenwerte
!
(4.18) ap=v+— , @ =vSc , a=v und az=v+c
0
mit
PP.

(4.19) ?=—"+P,
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und die Eigenvektoren

2 p2¢2

9+ —p, q q q
1 1 1 1
(420) To = U—i—% y 't = U SSe , T = v y '3 v+ c
H—l—v% H swvc H(:)‘;fj H +wve
mit
P
(4.21) p="""

4.3 Herleitung der Roe-Mittelwerte

Die Herleitung der Roe-Mittelwerte orientiert sich an der in [13] angegebenen Herleitung
fiir das System ohne Zusatzgleichung. Zunéchst werden zwei Zustinde Uy, U, in der Néhe
eines Mittelwertes U betrachtet. Mit AU wird die Differenz dieser Zustande bezeichnet,

(4.22) AU = U, U,.
Dann werden die Konstanten [y, ... , #3 gesucht, so daf}
3
(4.23) AU = Z BT
k=0
in der Konsistenzordnung O(A?) gilt. Ausgeschrieben lautet (4.23)
E? e 022
(4.24a) Aoq) = Tfﬂo +q (Bo+ L+ B2+ B3)
q

(4.24b) Ao = fo+bBi+ B+ s
(4.24c) A(ov) = [o (v + %) + Bi(v &c) + fov + B5(v + ¢)

li 2

(4.24d) Ae = [ (H—l— %) + 51 (H ©ve) + B <H(:)if > + 35 (H + ve) .

£

Aus den Gleichungen (4.24b) und (4.24c) erhilt man
/

(4.25) A(gv) SvAp = %Bo +o(B B

und aus den Gleichungen (4.24b) und (4.24d) unter Beachtung der Definitionen von e, H
und ¢ in (1.2), (4.21) und (4.19),

ov?\ 1,
A(pe) ©eAp+ A )35 Ap =
P k'

(E + UE) BO + % (53 + ﬂl) + ve (ﬂg, <:>ﬂl) <:>Q;(:952 .
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Ersetzt man (3 + (; nach Gleichung (4.24b) durch

(4.26) Bs + P = Ao =Py <0
und f3 <1 nach (4.25) durch

(4.27) B3 =01 =

so ergibt sich

oc?
P.

(4.28) By = Ao A(0e) + <§ <:>v—2> Ap A (%UQ> + vA(ov) .

2

Es wurde die Annahme gemacht, da$§ Uy, U, bis auf Fehler zweiter Ordnung in der Néhe
eines Mittelwertes U liegen. Damit gelten in derselben Ordnung die Identitdten

(4.29a) A(oq)=0Aq + qAo,

(4.29Db) Age)=pAe + <Ay,

(4.29¢) A(ov)=0Av +vAp,

(4.29d) A(ov®)=v*Ap + 200Av
und

(4.29¢) AP = P,Aq+ P,Ap + P.Ac,

Verwendet man diese Gleichungen in (4.28), so erhélt man

1 P,
(4.30) By =ANoe5AP+ —FLAq.
C C

Mit dieser Gleichung und (4.29¢) gehen die Gleichungen (4.26) und (4.27) iiber in

AP PA
(4.31a) R 1 =By

2

und

(4.31b) By ep = 220K

S —0 .
oc

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.29a), (4.30) und (4.31a) in die Gleichung (4.24a) erhélt
man
0’ Py

(4.32) =1 o

Agq .

Daraus ergeben sich auch die letzten beiden Koeffizienten zu

(4.33) s _ L (AP esocrve KEy A
' LT o2 eeay k" + oc 1
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und
1 k'P,
(4.34) B3 = 52 <AP + ocAv @k’ @Qch> .
Nachrechnen zeigt, dal mit den Werten 3, bis 5 auch
3
(4.35) AF =) apfiric + O(A?)
k=0

mit AF := F,. &F, erfiillt ist.

Im folgenden wird nun das algebraische Problem betrachtet, Mittelwerte zu finden, so
daBl die Relationen (4.23) und (4.35) fiir beliebige Zustdnde Uj und U, gelten, die nicht
unbedingt dicht beieinander liegen miissen. Genauer gesagt werden Mittelwerte

d, 7, 7, P, g, K, H, P, P, und P.

gesucht, so daf} die Gleichungen

(4.36) AU =" BiFy
k=0
und
3
(4.37) AF = Zakﬁkfk
k=0
mit
]5/
(438) 50,172,3 = v+ _ ) U <&C , v , v+c y
_ 12 @262 _ _ _
4+ —p q q q
_ 1 1 1 1
(4.39) o123 = v+ £ | vee | v B B
0+l H &oe H &L H +v¢
Q €
_2 B
= 0 Pq
Fo k'2 &5 022 7
_ 1 E'P,
/81 = 5= (AP @@éAU <:>—I __Aq) ,
(4.40) 2c k' + oc
- AP PA
fr=Ap&— + q,—Qq )
c c

_ 1 k'P
= — | AP 4 peA _ 9 A
b= 2z ( L T q)
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und
(4.41) &=—"+4P

gelten. Das Problem, die oben genannten Mittelwerte zu suchen, so dafi (4.36) bis (4.41)
gelten, ist dquivalent zu dem von Roe in [34] fiir ideale Gase betrachteten Problem, eine
Approximation der Jacobimatrix zu suchen, die die Mittelwertseigenschaft (2.16) erfiillt.
Der erste Schritt bei der Losung dieses Problems ist, die Gleichungen (4.36) und (4.37)
explizit auszuschreiben. Dies ergibt

7.12 =22
(1.42a) Aen) = a(u+Bi+ Bt ) + o —p
(4.42D) Ao = Bo+PBi+Pat s,
(4.42c) Alov) = fo <?7 + %) + B1(0 <¢) + Bt + B3(0 + ©)
2 D =T1./ D
(4.42d)  A(pe) + A(%) = B % +E+ %vZ + %) + 6 (g +E+ %172 <:>276>

(4.42f) Alov) = By |0+ é) + B1(0 <¢) + Bt + B3(0 + ),
-
v+ k—) + B (v &e)? + Bt + B3(v +¢)?,

(4.42¢g) AP + A(ov?) = By ;

(
(7
(4.42¢) Alovg) + Ak = [y <27 + %) (q =
a(
(
(

3

(4.42h) A(ove) + A(%) + A(wP)

_ P 1
+ Bi(v&e) <—+6+§112 @vc)
0
_ 1 oP _ 1
+ Bod <§+§‘2<:>ng> + B5(0 +¢) <—+6+§272+176>

Die Gleichung (4.42b) ist fiir beliebige Mittelwerte erfiillt und die Gleichungen (4.42¢) und
(4.42f) sind identisch. Die Gleichung (4.42e) geht mit der Gleichung (4.42b) iiber in

(4.43) A(ovq) + Ak = qoAo + qoAv + gvAq + k' Aq .
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Jetzt ist es naheliegend anzunehmen, dafl

(4.44) A(ovq) = GuAo + GoAv + v Aq
gilt, und damit gilt auch

(4.45) Ak =FkAq.

Fiir ¢ = 0 und ¢, = 1 gilt Ag # 0 und aus k(0) = k(1) folgt Ak = 0 und damit &' = 0.
Fiir ¢, = ¢, ist die Gleichung (4.45) fiir beliebige £’ erfiillt, so daf3

(4.46) E=0

gesetzt werden kann. Aus der Gleichung (4.42g) ergibt sich dann
(4.47) A(ov?) = 12 Ag + 20pAv

und aus den Gleichungen (4.42c) und (4.46) folgt

(4.48) 0Av = A(ov) ©0Ap.

Eingesetzt in das Zwischenergebnis (4.47) erhédlt man den Mittelwert fiir die Geschwindig-
keit

(4.49) g = Yout ot
Vo +4/or

und damit auch den fiir die Dichte

(4.50) 0= o |.

Aus den Gleichungen (4.42a), (4.42b) und (4.32) erhilt man

(4.51) A (0q) = 0Aq + GAp

und daraus mit dem Mittelwert der Dichte (4.50) den Mittelwert der Zusatzvariablen

Vo +./or

Mit den drei zuletzt hergeleiteten Roe-Mittelwerten ist auch die Gleichung (4.44) erfiillt
und man kann zeigen, dafl die Gleichungen

3 =3 =2 Av): 52
(4.53) A(ﬂ> PRI N )
2 2 2 2 (Vo +er)
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il P
\/@m tVery,

4.54 A(vP) <uvAP = pAv ,

(4.55) VIR |
Vot o (Vo +var)’

und

(4.56) Algue) oA (0f) = pAp Y2 VO

Vot /o
gelten, die spéiter benotigt werden.

Es bleiben nun die Gleichungen (4.42d) und (4.42h), die nach einigen Umformungen unter
Verwendung der Gleichungen (4.42b) und (4.47) in die Form

PAP _ P, PPA
(4.57) Alge) @EAp&— + o2 + —2L =
oc? P, oc?
und
_ vPAP
A(pve) 1A p < pzAv + A(vP) < UAP < PAvy &2 —
(4.58) o

3 =3 5 =D D
ov U 3_5 -~ __P, ©PP,Aq
Al — —A —0U°A —_—t =
+ <2><:}2 0500 U+BZQUPE—|— o 0

gebracht werden konnen. Subtrahiert man die Gleichung (4.57) multipliziert mit ¥ von
der Gleichung (4.58) und verwendet die Gleichungen (4.53) bis (4.56), so erhélt man nach
Division durch pAwv

\/@(%+el+§v3)+\/@(%+er+§v3)
Vo +/or '

Definiert man den Mittelwert der Enthalpie durch

7 =

+E+

(4.59)

IS Rav]
DO | =

(4.60) H =

so ergibt sich aus der Gleichung (4.59) der Mittelwert

(4.61) = Yot yel |
Vot /or
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Bekannt sind jetzt die Mittelwerte ¢, o, v, k' und %E + £. Um auch die Werte Pq , Pg , P.

und & (und damit auch P ) zu erhalten, wird die Gleichung (4.57) genauer betrachtet. Das
Einsetzen von (3, nach (4.40) fiihrt nach einigen Umformungen auf die Gleichung

(4.62) A(pe) A0 &0Ae + % (PgAe + P,Ag &AP + Pqu) =0.

£

Der einfachste Weg ist hier getrennt

(4.63) A(pe) ©EApo<0Ae =0
und
(4.64) P.Ae + P,Ap &AP + P,Aqg=0

zu fordern, woraus sich direkt

(4.65) s YoE T VoE
Vo ++/or

und
(4.66) AP = P.Ae + P,Ap+ P,Aq

ergibt. Bei der Wahl der Werte P, , P, und P., die die obige Gleichung erfiillen, hat man
mehrere Moglichkeiten. Im folgenden wird die Idee von Liou, van Leer und Shuen [26] auf
das erweiterte System iibertragen.

Zunéchst werden die Bezeichnungen

(4.67) P,:=P,(q,0,2) , P.:= P.(q,0,2) , P,:= P,(q,0,9)

eingefiihrt. Diese Mittelwerte erfiillen im allgemeinen nicht die Bedingung (4.66), das heifit
man erhélt einen Fehler 0 P mit

(4.68) §P = AP & P,Ag <P.Ac &P,Aq.

Mittelwerte P, , P, und P., die der Bedingung (4.66) geniigen, kénnen in der Form

_ ~ oP
(469) Pg:PQ+U}A—Q s

_ - oP
4.70 Ps:Ps A |
(4.70) v
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(4.71) P, =P, + (1ewey) —

geschrieben werden. Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichung (4.66) ein, so sieht man,
daB sie erfiillt ist. Die Parameter w und v legen fest, wie das Residuum auf die Mittelwerte
fiir die verschiedenen Druckableitungen verteilt wird. Dabei sollten sie so gewédhlt werden,
daf} die Grenzwerte

I w I v PR lewsy

A;IEO Ao Ao Ae A};IBO Aq
existieren. Eine geeignete Wahl ist somit

P,A P.A
(4.72) W= —= | = 4 = und v = — | 5 d -
|P,Ag| + |P-Ae| + |P,Aq| |P,Ag| + |P-Ae| + |P,Aq|
oder
(P,Ao)’ (P.Ae)”
(4.73) w=— — g = 5 und v=— — 5 -
(PA0)" + (P-Ag)” + (P Aq) (PA0)" + (P-Ag)” + (P Aq)

Streben die Differenzen Ap, Ae und Ag gleichzeitig gegen Null, so strebt das Residuum
(4.68) ebenfalls gegen Null und es gilt P, = P,, P. = P. und P, = P,.

Die Mittelwerte fiir die Schallgeschwindigkeit und den Druck lassen sich dann aus den
tibrigen Mittelwerten nach den Gleichungen (4.41) und (4.60) zu

_ _ 1 PP _
(4.74) P=p <H &E @§@2> und | = + P,
0

berechnen. Jetzt stehen alle Mittelwerte zur Verfiigung (simtliche eingerahmte Formeln),
um den numerischen Flufl nach Roe

(4.75) Groe(Ula Ur) = (F(Ul) + F(Ur)) g

DN | —
DN | —

3 —
> la| Bt
i=0

mit den Gleichungen (4.38) - (4.40) zu berechnen. Im numerischen Verfahren wird die erste
Komponente des Flusses nicht verwendet, da die zusédtzliche Erhaltungsgleichung nur zur
Bestimmung der Roe-Mittelwerte ben6tigt wird. Da dieses Verfahren in Kombination mit
einem bewegten Rechengitter angewendet wird, wird die Zusatzgleichung auch nicht zur
Verfolgung der Materialgrenze benotigt.

Der Flufl des HLL-Verfahrens ergibt sich nach Formel (2.34) mit den Signalgeschwindig-
keiten nach (4.38) und die Einfeldt-Modifikation (2.39) mit den oben hergeleiteten Werten
fiir 55 und rs.



Kapitel 5

Verfahren hoherer Ordnung

Die im zweiten Kapitel vorgestellten Godunov-Typ-Verfahren sind Verfahren erster Ord-
nung in Raum und Zeit. Um genauere Approximationen zu erhalten, miissen Verfahren
zweiter Ordnung in Raum und Zeit verwendet werden. Solche Verfahren werden in diesem
Kapitel betrachtet, wobei speziell der Einflufy der Gitterbewegung auf die Ordnung des
Verfahrens untersucht wird.

Van Leer [40] schlug einen Zweischritt-Algorithmus zweiter Ordnung vor, welchen er
MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws)-Verfahren nannte. Verfah-
ren, die auf diesem Ansatz aufbauen, werden daher MUSCL-Typ-Verfahren genannt. Die
zentrale Idee von van Leer ist, Godunovs Annahme einer stiickweise konstanten Néhe-
rungslosung durch die Annahme einer innerhalb der Gitterzelle linearen Ndherungslosung
zu ersetzen (vergleiche Abbildung 5.1).

Ist u' der Wert von u im Zellmittelpunkt der i-ten Zelle zur Zeit ¢,,, so wird die Losung
beim Godunov-Verfahren erster Ordnung durch

(5.1) u(z,t,) =uf

1 Y

approximiert. Beim MUSCL-Typ-Verfahren wird die lineare Ndherung
(5.2) u(z,t,) =ui + (rox;)stt , ze€l;= [xi_%,xiJr%]

angesetzt, wobei si* die Steigung im i-ten Gitterintervall bezeichnet. Damit sind die Rand-
werte an den Gitterzellen rechts (+) und links (-) durch

n
7 n

Ax
Si
2

gegeben. Die Steigungsberechnung ist verantwortlich fiir die zweite Ordnung im Raum und
muf} geeignet gewihlt werden [28, 31, 40]. Am Ende dieses Abschnittes wird noch etwas
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u(x,t")

n
U0

Ti—1/2 Tiv1/2 Tit3/2 Tit5/2 z

Abbildung 5.1: Stiickweise lineare Approximation

genauer auf die Art der Steigungsberechnung eingegangen. Man erhélt eine genauere Ap-
proximation der Fliisse zwischen den einzelnen Gitterzellen, wenn man die Randwerte (5.3)
in den numerischen Fluf} einsetzt. Um auch zeitlich eine bessere Approximation zu erzielen,
wird zunéchst einen halben Zeitschritt vorausgerechnet. Dabei werden die Anderungen in-
nerhalb einer Gitterzelle, d.h. die Anderungen der Randwerte rechts und links, betrachtet.
Da die Niherungslosung innerhalb einer Gitterzelle stetig ist, kann die Anderung in einem
halben Zeitschritt durch eine Taylorentwicklung approximiert werden.

5.1 Taylorentwicklung fiir zeitlich verinderliche
Gitter

Auch bei der Taylorentwicklung zur Spezifikation der Ordnung mufl beriicksichtigt wer-
den, dafl das Rechengitter zeitabhéingig ist. Das heifit, es mufl die Taylorentwicklung der
Funktion u (z (¢) ,t) um ¢ und die Taylorentwicklung von z(¢) betrachtet werden. Die Tay-
lorentwicklungen bzgl. eines Vektors sind komponentenweise zu verstehen. Zunéchst werden
die benétigten Taylorentwicklungen fiir eine allgemeine Funktion u (¢), die nur von der Zeit
abhéngt, angegeben. Die Taylorentwicklung bis zur Ordnung eins lautet

At

(5.4) u(t+ At/2) =u(t) + 5 W (t) + O (AF%) .

Fiir die Taylorentwicklungen bis zur zweiten Ordnung gelten die beiden Gleichungen
At At?

(5.5) u(t+At/2) =u(t)+ — w (t) + = uy (t) + O (A??)

2 4
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und

At At?
(5.6) u(t+ At/2) = u (t + At) ST w (t + At) + — U (t+ At) 4+ O (AF) .

Setzt man fiir uy (¢ + At) die Taylorentwicklung
Uy (t + At) = Uy (t) + Atuttt (t) + @) (AtZ)

an, so erhilt man aus (5.6) die Gleichung

(5.7) u(t+ At/2) = u (t + At) @% w, (t+ At) + ATtZ uy (t) + O (AF)

Subtrahiert man die Gleichung (5.7) von der Gleichung (5.5), so ergibt sich

(5.8) u(t+At)=u(t) + % (w () + w (t+ A?)) + O (AF?) .

Fiir die Zeitableitung der Funktion u gelten die Taylorentwicklungen
At 9
w (1) = w (t + At/2) Sy (t+ At/2) + O (AF)
und
w (t+ At) = u, (t + At/2) + < U (t+ At/2) + O (AF) .
Setzt man die letzten beiden Gleichungen in die Gleichung (5.8) ein, so ergibt sich
(5.9) u(t+At) =u(t) + Atw (t+ At/2) + O (AF) .

Fiir die Ortsvariable z = z (¢) ist die Ableitung % (¢) gleich der Gittergeschwindigkeit
v, (t). Damit lauten die Gleichungen (5.4) und (5.9) fiir die Ortsvariable

(5.10) x(t+ At)2) =z (t) + %vg (t) + O (A??)
und
(5.11) x(t+ At) =2 (t) + At v, (t+ At/2) + O (AL?) .

Fiir die Funktion u (z (¢),¢) mit zeitabhingiger Ortsvariable ergeben sich dann unter
Beriicksichtigung der inneren Ableitung die Gleichungen

(5.12) u(z (t+At/2),t+ At/2) = u(z (1),1) + % (v, (£) up (z (£) 1)

+w (z(t),t) + O (AF)
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und
u(x(t+At),t+At) =u(x(t),t) + At (v, (t + At/2) -

(5.13) u, (x (t+At/2),t+At/2)+ u, (x (t—|—At/2),t+At/2))+O(At3) .

Die Zeitableitungen in den Gleichungen (5.12) und (5.13) lassen sich jetzt mit
(5.14) u; (z,t) + £, (z,t) =0

durch Raumableitungen ersetzen, und man erhilt

(5.15) u(z (t+At/2),t+ At/2) = u(z (1),1) + % (v, (£) up (z (£) 1)

& f, (u(z(t),t)) + O (At?)
und
u(z(t+ At),t+ At) =u(z(t),t)

(5.16) + At (v, (t+ At/2) u, (x (t + At/2) ,t + At/2)

& f, (u(z (t+At/2), t+ At/2))) + O (AF?) .
Da im MUSCL-Typ-Verfahren zunéchst einen halben Zeitschritt vorausgerechnet wird,
kann es als ein Zweischritt-Verfahren angesehen werden. Der erste Schritt besteht dabei
aus der Berechnung der Werte am Zellrand zum Zeitpunkt ¢, nach Gleichung (5.3) und

der Anderung wihrend eines halben Zeitschritts, die sich aus der Taylorentwicklung (5.15)
zu

nt g n At n n n n n
(5.17) uii:r? = U Sy (f (u,) of (ui) <o), (uf, ©upl))

ergibt. AuBerdem wird noch die Anderung der Gitterpunkte

1 At
(5.18) a:?+2 =x; + 71};1-
benotigt, die sich aus der Taylorentwicklung (5.10) ergibt. Im zweiten Schritt wird dann
der Wert zum Zeitpunkt ¢, entsprechend der Taylorentwicklung (5.16) zu

At ntl atl
(5.19) A P - (b e E)
oA T2 N 2 T2

berechnet. Dabei bezeichnet h den numerischen Flu$}, der hier eine Ndherung fiir f (u) <v,u
ist. Als Argumente verwendet man die im ersten Schritt berechneten Werte, das heif3t

ntl nil mil ool
hi+l :h(ui+ W1y V01 )
2 ’ 2
(5.20) il il nil nil
h, >=h{u, 2 ,u_?*v °
i1 (-1 Wie U )
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5.2 Die Steigungsberechnung

Wie bereits erwéhnt, entsteht durch geeignete Steigungsberechnungen die zweite Ordnung
im Raum. Im skalaren Fall ist

1
(5.21) st = A_xmiand (i1 Uiy u; Sui)

eine geeignete Steigungsberechnung, wobei die minmod-Funktion durch

a fir |a|] < |b],ab >0
(5.22) minmod (a, b) := < b fiir |a|] > |b],ab > 0
0 fiirab<0

definiert ist. Es wird also derjenige Wert der Steigungen nach rechts oder links verwendet,
welcher den kleineren Betrag besitzt und Null, falls ein Extremum vorliegt. Durch diese
Wahl der Steigungsberechnung wird sichergestellt, daf in der stiickweise linearen Approxi-
mation keine neuen lokalen Extrema entstehen oder bestehende anwachsen. Diese skalaren
Steigungsberechnungen miissen geeignet auf Systeme iibertragen werden.

Der einfachste Weg ist, die Steigungen in den Erhaltungsgrofien oder in den primitiven Va-
riablen zu berechnen. Eine bessere Ubertragung der skalaren Theorie auf Systeme erhilt
man jedoch durch die Verwendung von charakteristischen Variablen, da man hierbei die
Richtungen der sich ausbreitenden Wellen besser erfa3t. Dazu fiihrt man eine lokale Li-
nearisierung des nichtlinearen Systems durch, die es ermdglicht, ein lokales System von
charakteristischen Variablen zu definieren. Diese Transformation liefert eine Entkopplung
der einzelnen Gleichungen, und die skalaren Methoden lassen sich dann in jedem charak-
teristischen Feld anwenden. Dazu wird in jedem Gitterintervall ein lokaler Mittelwert a;,
zum Beispiel durch

1
(523) l_li = Z (lli_|_1 + 2111 + lli_l)

definiert. Dann berechnet man die Eigenvektoren der Matrix A (@i;) und stellt die links-
und rechtsseitigen Differenzenquotienten in der Basis dieser Rechtseigenvektoren dar,

3
1
(5.24) —— (w1 Suy) = Y ofrf
Ax pe
und
3
1
(5.25) — (uy &u; 1) = Z bl
Az p

Die of, 3f sind die Koeffizienten der Differenzenquotienten bzgl. des k-ten charakteristi-
schen Feldes und ein Ma$ fiir die Anderung der Erhaltungsgréien in Richtung des k-ten
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Eigenvektors. Man erhiilt dann einen Steigungsvektor S;, indem man auf diese Komponen-
ten jeweils eine skalare Steigungsberechnung anwendet. Verwendet man zum Beispiel die
oben erwidhnte minmod-Funktion, so erhdlt man

3
(5.26) S; = Z SFr¥ mit  SF = minmod (af, Bf) .
k=1

Dabei ist es auch moglich, in den verschiedenen charakteristischen Feldern unterschiedliche
Steigungsberechnungen anzuwenden.



Kapitel 6

Eindimensionale Rechnungen

Um die Ergebnisse der Kapitel 3 bis 5 darzustellen, wurden zunéchst einige eindimen-
sionale Testrechnungen durchgefiihrt. Das hiufig in der Literatur verwendete Sodproblem
[37] wurde als erstes Beispiel ausgewihlt. Die Resultate zeigen die Verbesserung der nu-
merischen Ergebnisse durch Verwendung bewegter Rechengitter. Die Wechselwirkung einer
StoBBwelle mit einer Kontaktunstetigkeit dient als Beispiel dafiir, dafl Teilgebiete verschwin-
den koénnen und durch die Erzeugung neuer Teilgebiete die Resultate verbessert werden
kénnen. Um echte Materialgrenzen zu simulieren, werden Beispiele mit unterschiedlichen
idealen Gasen betrachtet. Durch den Wechsel des Adiabatenexponenten existiert dann ein
Sprung in der Zustandsgleichung im betrachteten Rechengebiet.

Das zu berechnende Gebiet, das hier ein eindimensionales Intervall ist, mufl schon bei
der Eingabe so in Teilintervalle unterteilt werden, dafl jedes Teilintervall nur ein Material
enthilt und zu verfolgende Wellen auf Randpunkten solcher eindimensionaler Teilgebiete
liegen. Fiir jedes Teilgebiet miissen dann die Anfangswerte von Dichte, Druck und Ge-
schwindigkeit, die zu verwendende Zustandsgleichung und die Methode der Bewegung der
Rénder vorgegeben werden.

Fiir die Bewegung des Randes sind die folgenden Moglichkeiten vorgesehen:

— als freier Rand

— mit der Kontaktunstetigkeit
— mit der Stoflwelle

mit, Schallgeschwindigkeit

keine Bewegung

Dabei bestehen die Einschriankungen, dafl nur innere Rander mit der Kontaktunstetigkeit
oder der Stofiwelle mitbewegt werden kénnen und ein freier Rand nur an einem &dufleren
Rand vorkommen kann. Mit dieser Vorgabe kann dann in jedem Zeitschritt aus den phy-
sikalischen Groflen auf beiden Seiten des Randpunktes durch Losen des Riemannproblems
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die Geschwindigkeit des Punktes berechnet werden. Die Randgeschwindigkeit ist im Fall
eines freien Randes gleich der Geschwindigkeit in der Randgitterzelle. Bei Bewegung mit
der Kontaktunstetigkeit ist sie gleich der mittleren Geschwindigkeit im Riemannloser und
bei Bewegung mit der StoBwelle gleich der StoSwellengeschwindigkeit (siehe Kapitel 3).
Hat man fiir alle Randpunkte die Geschwindigkeit berechnet, so werden sie mit dieser Ge-
schwindigkeit bewegt, und in jedem Teilgebiet wird ein neues dquidistantes Rechengitter
erzeugt (sieche Abbildung 6.1).

Teilgebiet 1 Teilgebiet 2

tn+ 1

t

Abbildung 6.1: Ein Beispiel fiir die Anderung eines Gitters in einem Zeit-
schritt: Die dicken Linien markieren die Rénder der Teilge-
biete, deren Bewegung aus den Riemannproblemen berechnet
wird. Die inneren Punkte zum neuen Zeitpunkt werden dann
dquidistant zwischen die Rénder gesetzt.

n

Man erhélt so ein Raum-Zeit-Gitter, auf dem die Eulergleichungen mit der sich aus dem
Gitter ergebenden Geschwindigkeit jedes inneren Gitterpunktes mit einem der in den Ka-
piteln 3 und 4 beschriebenen Verfahren gelost werden. Wie auch in Abbildung 6.1 zu
erkennen ist, spielen bei diesen Verfahren Gitterverfeinerung und Gittervergroberung eine
wesentliche Rolle. Da Teilgebiete recht schnell wachsen oder schrumpfen kénnen, wiirde
eine konstante Punktezahl pro Teilgebiet bei kleiner werdenden Gitterintervallen zu immer
kleiner werdenden Zeitschritten aufgrund der CFL-Bedingung und damit zu hoheren Re-
chenzeiten fiihren und auf der anderen Seite zu ungenauer Rechnung bei gréfler werdenden
Gitterintervallen.

Desweiteren werden die Ergebnisse der Simulation verbessert, wenn Teilgebiete hinzugefiigt
und gel6scht werden kénnen, was im folgenden am zweiten Beispiel, der Wechselwirkung ei-
ner Kontaktunstetigkeit mit einer Stowelle, verdeutlicht wird. Bewegen sich beide Rénder
eines Teilgebiets aufeinander zu, so mufl das betreffende Gebiet bei Zusammentreffen der
Rénder geloscht werden und je nach Losungsstruktur der Rand neu beschrieben und even-
tuell ein neues Teilgebiet eingefiihrt werden.

6.1 Das Sodproblem

Als erstes Testbeispiel wird das Sodproblem [37] betrachtet, ein StoSwellenrohrproblem,
das hiufig zum Vergleich eines Verfahrens mit anderen verwendet wird. Ein Stofirohr ist
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ein mit Gas gefiilltes Rohr, das anfangs durch eine Membran in zwei Bereiche geteilt ist.
Dabei ist das Gas in Ruhe und hat in einem Bereich einen héheren Druck und eine héhere
Dichte als in dem anderen. Durch Entfernen der Membran beginnt das Gas zu stromen.
Dabei entsteht eine Stofiwelle, die sich in den Bereich niedrigeren Drucks ausbreitet. In
die entgegengesetzte Richtung lduft eine Verdiinnungswelle und dazwischen bildet sich eine
Kontaktunstetigkeit. Das Sodproblem ist also ein Riemannproblem mit den Anfangswerten

(1.0, 0.0, 1.0) fir z <0
6.1 , U, = .
(6.1) (o, v, ) { (0.125,0.0,0.1) fiir 2 >0

In diesem Beispiel wird von der Giiltigkeit der idealen Gasgleichung (1.3) mit dem Adia-
batenexponenten vy = 1.4 ausgegangen. Die Rechnungen werden auf dem Intervall [<1, 1]
und bis zur Zeit ¢t = 0.5 durchgefiihrt. Da dimensionslos gerechnet wird, werden simtliche
GroBlen ohne Einheiten angegeben. Das Rechengebiet wird in zwei Teilgebiete links und
rechts der Anfangsunstetigkeit zerlegt, die zu Beginn der Rechnungen aus jeweils 100 Git-
terintervallen bestehen. Dadurch kann der Rand sowohl mit der Kontaktunstetigkeit als
auch mit der Stofiwelle mithewegt werden. In den folgenden Abbildungen werden die nume-
rischen Ergebnisse fiir die verschiedenen im 2. und 3. Kapitel vorgestellten Riemannl6ser
auf nicht bewegtem Gitter, bei Bewegung mit der Kontaktunstetigkeit und mit der Stof3-
welle verglichen. Links ist jeweils das Verfahren erster Ordnung, rechts das zweiter Ordnung
dargestellt.

In der Abbildung 6.2 ist die Dichte zum Zeitpunkt ¢ = 0.5, berechnet mit dem Godunov-
Verfahren, iiber dem Ort aufgetragen. Beim Verfahren erster Ordnung, sowie auch bei
Verwendung der zweiten Ordnung werden Kontaktunstetigkeit und Stof} {iber mehrere
Gitterpunkte verschmiert, solange ohne Gitterbewegung gerechnet wird. Bei Verfolgung
der Kontaktunstetigkeit treten keine Punkte innerhalb der Unstetigkeit auf, die Werte di-
rekt links und rechts der Kontaktunstetigkeit werden jedoch leicht unterschétzt. Dies liegt
jedoch an dem Auffachern der Unstetigkeit in die einzelnen Wellen, eine einzelne Kontak-
tunstetigkeit wird exakt aufgelost. Bewegt man den Rand mit der Stofiwelle, so wird diese
schon vom Verfahren erster Ordnung exakt aufgeldst, wie im Bild der Dichte (Abbildung
6.2) sowie des Drucks (Abbildung 6.3) zu erkennen ist. Roe- und HLL-Verfahren (Abbil-
dungen 6.4 bis 6.7) liefern bei Verfolgung des Stofles die gleiche Auflésung, wie aufgrund
ihrer Konstruktion zu erwarten ist (siehe Kapitel 3.2 und 3.3).

Beim Roe-Verfahren und der Gitterbewegung mit der Kontaktunstetigkeit wird diese nicht
genauso gut aufgelost wie beim Godunov-Verfahren, aber immer noch wesentlich besser als
ohne Gitterbewegung (Abbildung 6.4). Beim HLL-Verfahren und Verfolgung der Kontak-
tunstetigkeit 148t sich keine Verbesserung gegeniiber dem Verfahren ohne Gitterbewegung
erzielen. Dies ist jedoch auch zu erwarten, da schon eine einzelne Kontaktunstetigkeit
aufgrund der Annahme nur eines mittleren Zustands in der Riemannlésung nicht exakt
wiedergegeben werden kann (siehe Kapitel 3.3). Die Kontaktunstetigkeit wird sogar noch
etwas stirker geddmpft als durch das Godunov-Verfahren. Da die Ergebnisse des HLLEM-
Verfahrens keine wesentlichen Unterschiede zu denen des Roe-Verfahrens zeigen, wird auf
ihre Darstellung verzichtet.
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Godunov-Verf. —— Dichte Godunov-Verf. —— Dichte
ohne Gitterbewegung ohne Gitterbewegung
10 T — exakte Lsg. 1.0 T — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 06 -
04 0.4
0.2 0.2
0.0 . . . 0.0 . . .
= -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Godunov-Verf. —— Dichte Godunov-Verf. —— Dichte
Gitterbewegung mit Kontakt Gitterbewegung mit Kontakt
1.0 i i ' — exakte Lsg. 1.0 T i i — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8 I
0.6 0.6
0.4 04
0.2 1 02 |
0.0 - - L 0.0 I I .
- -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
xT T
Godunov-Verf. —— Dichte Godunov-Verf. —— Dichte
Gitterbewegung mit Stoss Gitterbewegung mit Stoss
10 T — exakte Lsg. 1.0 T — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8 I
0.6 0.6
0.4 04
0.2 1 02 |
0.0 - - L 0.0 I I .
- -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X T

Abbildung 6.2: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Godunov-Verfahren
erster (links) und zweiter (rechts) Ordnung
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Godunov-Verf. —— Druck

ohne Gitterbewegung

Godunov-Verf. —— Druck

ohne Gitterbewegung

T — exakte Lsg. 1.0 T — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
F 1 0.8 - 1
r 7 0.6 7
b 1 0.4 1
F q 0.2 7
L 1 1 0.0 L L L
-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
xT xz
Godunov-Verf. —— Druck Godunov-Verf. —— Druck
Gitterbewegung mit Kontakt Gitterbewegung mit Kontakt
T T T — exakte Lsg. 1.0 T T T — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
r 0.8 7
r 0.6 7
L 04 b N
F 0.2 r 7
. . . 0.0 . . .
-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X T
Godunov-Verf. —— Druck Godunov-Verf. —— Druck
Gitterbewegung mit Stoss Gitterbewegung mit Stoss
T — exakte Lsg. 1.0 T — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
H 1 0.8 - 1
r 7 0.6 7
F 1 04 7
. . . 0.0 . . .
-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
xT T

Abbildung 6.3: Vergleich des Drucks bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Godunov-Verfahren
erster (links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Roe-Verf. —— Dichte Roe-Verf. —— Dichte
ohne Gitterbewegung ohne Gitterbewegung
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2 r
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Roe-Verf. —— Dichte Roe-Verf. —— Dichte
Gitterbewegung mit Kontakt Gitterbewegung mit Kontakt
10 ' ' ' — exakte Lsg. 10 ' ' ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 r 0.2 r
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Roe-Verf. —— Dichte Roe-Verf. —— Dichte
Gitterbewegung mit Stoss Gitterbewegung mit Stoss
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T

Abbildung 6.4: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Roe-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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1.0

Roe-Verf. —=— Druck

ohne Gitterbewegung

Roe-Verf. —=— Druck

ohne Gitterbewegung

1.0

' — exakte Lsg. ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 q 0.8 q
0.6 q 0.6 q
04 b 04 b
0.2 B 0.2 r B
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Roe-Verf. —— Druck Roe-Verf. —— Druck
Gitterbewegung mit Kontakt Gitterbewegung mit Kontakt
10 ' ' ' — exakte Lsg. 10 ' ' ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8 q
0.6 0.6 q
04 04 b
0.2 r 0.2 r B
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Roe-Verf. —— Druck Roe-Verf. —— Druck
Gitterbewegung mit Stoss Gitterbewegung mit Stoss
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 q 0.8 q
0.6 B 0.6 B
0.4 1 0.4 1
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T

Abbildung 6.5: Vergleich des Drucks bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Roe-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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HLL-Verf. —— Dichte HLL-Verf. —— Dichte
ohne Gitterbewegung ohne Gitterbewegung
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2 r
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
HLL-Verf. —— Dichte HLL-Verf. —— Dichte
Gitterbewegung Kontakt Gitterbewegung Kontakt
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 r 0.2 r
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
HLL-Verf. —— Dichte HLL-Verf. —— Dichte
Gitterbewegung Stoss Gitterbewegung Stoss
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T

Abbildung 6.6: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim HLL-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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HLL-Verf. —— Druck HLL-Verf. —— Druck
ohne Gitterbewegung ohne Gitterbewegung
10 ' — exakte Lsg. 10 ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 q 0.8 q
0.6 q 0.6 q
04 2 B 04 F N 4
0.2 B 0.2 r B
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
HLL-Verf. —— Druck HLL-Verf. —— Druck
Gitterbewegung mit Kontakt Gitterbewegung mit Kontakt
10 S ' ' ' — exakte Lsg. 10 O ' ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung 5 o 2. Ordnung
0.8 0.8 q
0.6 0.6 q
04 04 b
0.2 r 0.2 r B
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
HLL-Verf. —— Druck HLL-Verf. —— Druck
Gitterbewegung Stoss Gitterbewegung Stoss
10 ' — exakte Lsg. 10 ) ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 2. Ordnung
0.8 q 0.8 q
0.6 B 0.6 B
04 % , 04 X ,
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T

Abbildung 6.7: Vergleich des Drucks bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim HLL-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Im 5. Kapitel wurde gezeigt, dafl die Gitterbewegung auch bei der Steigungsberechnung
zum Erhalt der zweiten Ordnung beriicksichtigt werden muf}. Die Auswirkungen auf das
numerische Verfahren sind in der Abbildung 6.8 fiir das Godunov- und das Roe-Verfahren
anhand der Dichtekurven dargestellt. Die Abbildungen zeigen Detailausschnitte. Auf den
oberen Bildern sieht man den linken Rand der Verdiinnungswelle und auf den unteren
den Bereich um die Kontaktunstetigkeit. Die exakte Losung ist als durchgezogene Linie,
die Verfahren ohne Beriicksichtigung der Gitterbewegung bei der Steigungsberechnung als
gepunktete und die Verfahren mit ihrer Beriicksichtigung als gestrichelte Linie dargestellt.
Besonders deutlich wird die Notwendigkeit der Beriicksichtigung der Gitterbewegung an
den unteren Bildern. Die Kurve ohne Beriicksichtigung iiberschitzt die Werte der exakten
Losung links der Kontaktunstetigkeit, das heift die Erhaltung der lokalen Maxima und
Minima ist nicht gewahrleistet.

Godunov-Verfahren

Dichte
1.10 T

Roe-Verfahren
Dichte

— exakte Lsg. 110 — exakte Lsg.
-~ 2. Ordn. ohne -~ 2. Ordn. ohne
-- 2. Ordn. mit -- 2. Ordn. mit
1.00 1.00
0 o090 O o090
0.80 0.80
070 L L L 070 L L L b
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4
X X
Godunov—-Verfahren Roe-Verfahren
Dichte Dichte
— exakte Lsg. — exakte Lsg.
- 2. Ordn. ohne - 2. Ordn. ohne
-~ 2. Ordn. mit -~ 2. Ordn. mit
0.40 - 0.40 -
v
W
[
0 0 ‘
i
1]
7“\
0.30 0.30
0.20 . . . . 0.20 . . . .
0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60
X X

Abbildung 6.8: Vergleich der Steigungsberechnungen fiir die zweite Ordnung
anhand der Dichtekurven mit und ohne Beriicksichtigung der
Gitterbewegung bei den Verfahren von Godunov (links) und

Roe (rechts)
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6.2 Kontakt-Stof3-Wechselwirkung

Ein komplizierteres Beispiel ist die Wechselwirkung eines nach rechts laufenden Stofles mit
einer nach links laufenden Kontaktunstetigkeit. Das Zusammentreffen der beiden Wellen
erzeugt zwei Stoffwellen und eine Kontaktunstetigkeit. Solch ein Problem kann durch die
Anfangswerte

(01, v, 10.0) fiir r < <0.3
(6.2) (0,v,p) =1 (1.0, <1.0,0.1) fiir=0.3<2z<0.3
(10.0, 1.0, 0.1)  fiir 2 > 0.3

mit g, = 601/106 und v; = 1/9801/1202 <1 erzeugt werden [27]. In der Abbildung 6.9
ist die Struktur der Losung dargestellt. Das Intervall [<0.5,0.5] wird zu Beginn in 200
Gitterintervalle unterteilt.

Kontaktunstetigkeit

Stoflwelle Stoflwelle

011 Stopuelle ....__.....,_,_____‘_vKontaktunstetigkeit

"y
T

—-0.3 0 0.3 z

Abbildung 6.9: Die Losungsstruktur der Sto-Kontakt-Wechselwirkung

Auch hier 148t sich die exakte Losung durch Fixpunktiteration gewinnen. Dieses Beispiel
ist insbesondere dazu geeignet, Gitterverfeinerung sowie das Eliminieren und Hinzufiigen
von Teilgebieten zu testen. Zu Beginn werden drei Teilgebiete mit den oben angegebenen,
jeweils konstanten Anfangswerten erzeugt. Wird der linke Rand des mittleren Teilgebiets
mit der StofSwelle und der rechte mit der Kontaktunstetigkeit bewegt, so wird dieses Teil-
gebiet immer kleiner und verschwindet, sobald die beiden Wellen aufeinandertreffen. Dabei
muf} das Gitter mehrmals vergrobert werden.

Im Programm wird dies folgendermaflen realisiert. Die Rénder, die sich aufeinanderzube-
wegen, bewirken kleiner werdende Gitterzellen. Werden die Gitterzellen zu klein, so werden
mehrere Gitterzellen zu einer zusammengefafit. Besteht dann ein Teilgebiet nur noch aus
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einer Gitterzelle, so wird in jedem Zeitschritt getestet, ob die Rénder dieses Teilgebiets in-
nerhalb dieses Zeitschritts zusammentreffen. Ist dies der Fall, so wird der Zeitschritt soweit
verkleinert, dafy die Rdnder genau am Ende des Zeitschritts aufeinandertreffen. Dann kann
das Teilgebiet eliminiert werden. Im néchsten Schritt mufl dann fiir den aus diesen beiden
Réandern neu entstandenen Rand eine Bedingung fiir seine Bewegung festgelegt werden.
Dabei kann bei Bedarf auch wieder ein neues Teilgebiet erzeugt werden.

Als erstes wird das Godunov-Verfahren betrachtet. Die Abbildungen 6.10 bis 6.15 zeigen
Dichte, Druck und Geschwindigkeit zu den Zeiten t = 0.15, ¢ = 0.3 und ¢ = 0.4. In jeweils
vier aufeinanderfolgenden Spalten sind die numerischen Ergebnisse ohne Gitterbewegung,
mit Gitterbewegung mit der Kontaktunstetigkeit, mit Gitterbewegung mit der Stoflwelle
und mit Gitterbewegung mit Stofl und Kontaktunstetigkeit dargestellt. Alle Rechnungen
sind zweiter Ordnung. Stowelle und Kontaktunstetigkeit treffen etwa zur Zeit ¢t = 0.173
zusammen. Das heifit, die oberen Bilder zeigen die Situation vor der Wechselwirkung die-
ser beiden Wellen miteinander. In den Abbildungen ohne Gitterbewegung (1. Spalte der
Abbildungen 6.10, 6.12 und 6.14) ist wie beim vorangegangenen Beispiel zu erkennen, daf
die Wellen iiber mehrere Gitterzellen verschmiert werden. Am Bild des Drucks (Abbildung
6.12) und der Geschwindigkeit (Abbildung 6.14) sieht man leichte Oszillationen auf der
linken Seite des Stofles. Der Effekt der Gitterbewegung mit der Kontaktunstetigkeit wird
natiirlich nur am Dichtebild (Abbildung 6.10) deutlich. Jetzt wird nur noch ein Gitterpunkt
in die Kontaktunstetigkeit hineingezogen.

Bei Bewegung mit dem Stof§ (die linken Spalten der Abbildungen 6.11 fiir die Dichte, 6.13
fiir den Druck und 6.15 fiir die Geschwindigkeit) wird kein Gitterpunkt mehr in den Stof3
hineingezogen. Auflerdem verschwinden die Oszillationen links des Stofles bei Druck und
Geschwindigkeit, was keinem Verfahren ohne Gitterbewegung gelingt (siehe [27]). In den
rechten Spalten der Abbildungen 6.11, 6.13 und 6.15, bei Bewegung mit Stoiwelle und
Kontaktunstetigkeit, sind kaum noch Abweichungen von der exakten Losung zu erkennen.
Die Verschmierung des linken Stofles bei t = 0.3 und ¢ = 0.4 kénnte auch noch vermieden
werden, wenn nach dem Zusammentreffen von Stofiwelle und Kontaktunstetigkeit noch ein
weiteres Teilgebiet eingefiihrt wird, so dafl die linke Stofwelle auch auf einem Teilgebiets-
rand liegt. Auch hier sind keine Oszillationen mehr erkennbar.
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Abbildung 6.10: Die Dichte bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren ohne Gitterbewegung (links) und mit Bewegung
des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (rechts) zu den Zei-
ten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.11: Die Dichte bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren mit Bewegung des Gitters mit dem Stof (links)
und mit Bewegung des Gitters mit Stofl und Kontaktunste-
tigkeit (rechts) zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.12: Der Druck bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren ohne Gitterbewegung (links) und mit Bewegung
des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (rechts) zu den Zei-
ten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.13: Der Druck bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren mit Bewegung des Gitters mit dem Stof (links)
und mit Bewegung des Gitters mit Stofl und Kontaktunste-
tigkeit (rechts) zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.14: Die Geschwindigkeit bei numerischen Rechnungen mit dem
Godunov-Verfahren ohne Gitterbewegung (links) und mit
Bewegung des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (rechts)
zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.15: Die Geschwindigkeit bei numerischen Rechnungen mit dem
Godunov-Verfahren mit Bewegung des Gitters mit dem Stof§
(links) und mit Bewegung des Gitters mit Stofl und Kontak-
tunstetigkeit (rechts) zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.16: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit dem
Godunov-Verfahren bei Bewegung des Gitters mit der Kon-
taktunstetigkeit bei Verwendung von 400 bzw. 800 Gitter-
punkten zur Zeit 0.4; rechts: Ausschnittsvergroferung

Die Abbildung 6.16 zeigt, daf} sich die Starke der Oszillationen zwischen Kontaktunstetig-
keit und Stoflwelle durch Erh6hung der Zahl der Gitterpunkte verringern lassen.

Die néchsten beiden Abbildungen zeigen die Ergebnisse des Roe-Verfahrens zur Zeit
t = 0.4. Dabei sind zeilenweise Dichte, Druck und Geschwindigkeit, spaltenweise die un-
terschiedlichen Gitterbewegungsarten dargestellt. Verglichen mit dem Godunov-Verfahren
sind die Oszillationen zwischen Kontaktunstetigkeit und Stofiwelle bei Bewegung mit der
Kontaktunstetigkeit stirker. Dies zeigt sich bei Dichte, Druck und Geschwindigkeit. Dage-
gen kann man in Abbildung 6.18 bei Bewegung mit dem Stofl oder mit Stoff und Kontaktun-
stetigkeit keine Unterschiede zum Godunov-Verfahren erkennen. Auch hier verschwinden
die Oszillationen in Druck und Geschwindigkeit vollsténdig.

Beim HLL-Verfahren (Abbildungen 6.19 und 6.20) konnen die Oszillationen auf der linken
Seite der linken Stoflwelle nur bei Gitterbewegung mit dem Stof§ eliminiert werden. Die
Verfolgung von Stofl und Kontaktunstetigkeit fiihrt wieder zu einer Verschlechterung der
Ergebnisse, was auch hier an dem Vorhandensein nur eines mittleren Zustands in der
Riemannl6sung liegt.
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Abbildung 6.17: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nu-
merischen Rechnungen mit dem Roe-Verfahren ohne Git-
terbewegung (links) und mit Bewegung des Gitters mit der
Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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Abbildung 6.18: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nume-
rischen Rechnungen mit dem Roe-Verfahren bei Bewegung
des Gitters mit dem Stof (links) und bei Bewegung des Git-
ters mit Stofl und Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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Abbildung 6.19: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nu-
merischen Rechnungen mit dem HLL-Verfahren ohne Git-
terbewegung (links) und mit Bewegung des Gitters mit der
Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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Abbildung 6.20: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nume-
rischen Rechnungen mit dem HLL-Verfahren bei Bewegung
des Gitters mit dem Stof (links) und bei Bewegung des Git-
ters mit Stofl und Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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6.3 Echte Materialgrenzen

Um die Eignung des Verfahrens zur Simulation bewegter Materialgrenzen zu untersuchen,
werden drei Testprobleme betrachtet, bei denen die Materialgrenze zwei verschiedene ideale
Gase trennt. Das erste ist ein reines Konvektionsproblem, also der reine Transport einer Ma-
terialgrenze. Als zweites wird das in Kapitel 6.1 vorgestellte Sodproblem mit unterschied-
lichen Zustandsgleichungen auf beiden Seiten der Anfangsunstetigkeit betrachtet, und das
dritte Beispiel ist die Wechselwirkung einer Stofiwelle mit einer Luft-Helium-Grenze.

6.3.1 Ein Konvektionsproblem

In diesem Beispiel wird eine Kontaktunstetigkeit, die eine Materialgrenze darstellt, in einem
Rohr transportiert. Das Gas hat anfangs konstante Dichte, Druck und Geschwindigkeit.
Es gelte die ideale Gasgleichung mit v = 1.4 auf der linken und v = 1.2 auf der rech-
ten Seite. Das betrachtete Intervall [0,0.09] wird durch 200 Gitterzellen diskretisiert. Die
Materialgrenze liegt zu Beginn bei z = 0.045. In Kapitel 4 wurde ein approximativer Rie-
mannloser speziell fiir Materialgrenzen vorgestellt. Dazu wurde das betrachtete System von
Erhaltungsgleichungen um eine Gleichung erweitert. Anhand dieses Konvektionsproblems
wird gezeigt, dafl diese Zusatzgleichung notwendig ist, um bewegte Materialgrenzen gut
approximieren zu kénnen.

In der ersten Abbildung sind Druck und Geschwindigkeit nach einem, zwei und drei Zeit-
schritten bei Verwendung des Roe-Verfahrens ohne die Zusatzgleichung dargestellt. Nach
einem Zeitschritt ist die Geschwindigkeit noch konstant, der Druck zeigt allerdings schon
eine Abweichung von der exakten Losung direkt an der Kontaktunstetigkeit. Dies fiihrt
dann auch zu einer leichten Oszillation der Geschwindigkeit im zweiten Zeitschritt. Diese
Fehler wachsen mit der Zeit und fiihren zu stirkeren Oszillationen.

Durch das Einfiihren der Zusatzgleichung werden dieErgebnisse wesentlich verbessert, wie
in Abbildung 6.22 zu erkennen ist. Die Kurven von Druck und Geschwindigkeit nach 1,
100 und 200 Zeitschritten zeigen nicht die geringsten Oszillationen.

Abbildung 6.23 zeigt das HLL-Verfahren mit Zusatzgleichung nach 100 und 200 Zeitschrit-
ten. Da dieses Verfahren nicht in der Lage ist, eine einzelne Kontaktunstetigkeit exakt
aufzultsen, eignet es sich trotz der zusétzlichen Gleichung nicht fiir dieses Problem. Man
erhélt starke Abweichungen von der exakten Losung in Dichte, Druck und Geschwindigkeit.

Beim Godunov-Verfahren treten, wie beim Roe-Verfahren mit Zusatzgleichung, keinerlei
Oszillationen auf.

Die Ergebnisse zeigen, dafl man um Materialgrenzen gut aufzulésen, sowohl die Zusatzglei-
chung als auch die Fahigkeit Kontaktunstetigkeiten exakt wiederzugeben, benotigt.
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Abbildung 6.21: Konvektionsproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen;
Druck (links) und Geschwindigkeit (rechts) beim Roe-
Verfahren ohne Zusatzgleichung nach 1, 2 und 3 Zeitschrit-

ten
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Abbildung 6.22: Konvektionsproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen;
Druck (links) und Geschwindigkeit (rechts) beim Roe-
Verfahren mit Zusatzgleichung nach 1, 100 und 200 Zeit-

schritten
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Abbildung 6.23: Konvektionsproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen;

schritten

0.07

Druck, Geschwindigkeit und Dichte beim HLL-Verfahren
mit Zusatzgleichung nach 100 (links) und 200 (rechts) Zeit-
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6.3.2 Das Sodproblem mit Materialgrenze

Jetzt wird das Sodproblem aus Abschnitt 6.1 mit einer Unstetigkeit in der Zustandsglei-
chung betrachtet. Es wird wieder die ideale Gasgleichung, im Gegensatz zu dem Problem
in Kapitel 6.1 aber mit 7, = 1.4 und ~, = 1.2, gewéhlt.

Die Abbildungen 6.24 und 6.25 zeigen die Ergebnisse zur Zeit 0.5 beim Godunov-Verfahren
erster und zweiter Ordnung. Links sind jeweils die Kurven von Dichte, Druck und Ge-
schwindigkeit bei Verwendung von 200 Gitterpunkten und rechts bei Verwendung von 400
Gitterpunkten aufgetragen. Die Qualitit der Ergebnisse ist vergleichbar mit den Ergebnis-
sen fiir das Sodproblem, bei dem links und rechts das gleiche ideale Gas vorliegt (vergleiche
Kapitel 6.1).

Die Abbildungen 6.26 bis 6.29 zeigen den Vergleich des Roe-Verfahrens mit und ohne
Zusatzgleichung. Beim Verfahren ohne Zusatzgleichung (Abbildungen 6.26 und 6.27) wer-
den Dichte und Druck links und rechts der Kontaktunstetigkeit iiberschétzt. Direkt an
der Kontaktunstetigkeit hingegen kommt es zu einer starken Abweichung der Dichte nach
unten. Dies 148t sich auch durch Gitterverfeinerung und Verwendung hoherer Ordnung
nicht verbessern, man erhélt lediglich steilere Gradienten bei hoherer Ordnung. Die Ge-
schwindigkeit wird vor der Kontaktunstetigkeit unterschitzt, dann kommt es zu einem
starken Uberschwingen direkt an der Materialgrenze und danach zu einer Uberschiitzung
der Geschwindigkeit. Auch hier kann durch Gitterverfeinerung und héhere Ordnung keine
wesentliche Verbesserung erzielt werden, die Oszillationen nehmen eher noch zu. Verwendet
man jedoch die Zusatzgleichung (Abbildungen 6.28 und 6.29), so tritt nur noch ein Sprung
in der Dichte direkt an der Kontaktunstetigkeit als etwas stédrkere Abweichung von der
exakten Losung auf. Diese Abweichung erstreckt sich iiber zwei Gitterpunkte, auch wenn
das Gitter verfeinert wird. Beim Verfahren zweiter Ordnung ist die Hohe dieses Sprungs
wesentlich geringer. Druck und Geschwindigkeit werden sehr gut approximiert.

Die numerischen Ergebnisse zeigen deutlich, daf3 die Zusatzgleichung bei der Approxima-
tion bewegter Materialgrenzen wesentlich zur Verbesserung der Ergebnisse beitrigt.
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Abbildung 6.24: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Godunov-
Verfahren 1. Ordnung bei Verwendung von 200 (links) und

400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.25: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Godunov-
Verfahren 2. Ordnung bei Verwendung von 200 (links) und
400 (rechts) Gitterpunkten



90 Eindimensionale Rechnungen
Roe-Verfahren —— Dichte Roe-Verfahren —— Dichte
ohne Zusatzgl. - 200 Gitterpunkte ohne Zusatzgl. - 400 Gitterpunkte
10 ' ' ' — exakte Lsg. 10 ' ' ' — exakte Lsg.
‘% o 1. Ordnung o 1. Ordnung
08 | . 08 |
0.6 0.6
0 0
04 04
0.2 0.2 r
0.0 . . . 0.0 . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Roe-Verfahren —— Druck Roe-Verfahren —— Druck
ohne Zusatzgl. - 200 Gitterpunkte ohne Zusatzgl. - 400 Gitterpunkte
10 ' ' ' — exakte Lsg. 10 ' ' ' — exakte Lsg.
o 1. Ordnung o 1. Ordnung
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
0.0 : : : 0.0 : : :
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
T T
Roe-Verfahren —— Geschwindigkeit Roe-Verfahren —— Geschwindigkeit
ohne Zusatzgl. - 200 Gitterpunkte ohne Zusatzgl. - 400 Gitterpunkte
12 T T "o — exakte Lsg. 12 T T " — exakte Lsg.
° o 1. Ordnung ° o 1. Ordnung
q 10 q
B 0.8 B
| Vo | |
| 04 |
| 02 |
0.0
1.0 -1.0 1.0

Abbildung 6.26: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 1. Ordnung ohne Zusatzgleichung bei Verwen-
dung von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.27: Sodproblem

mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 2. Ordnung ohne Zusatzgleichung bei Verwen-
dung von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.28: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 1. Ordnung mit Zusatzgleichung bei Verwendung
von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.29: Sodproblem

mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 2. Ordnung mit Zusatzgleichung bei Verwendung
von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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6.3.3 Wechselwirkung eines Stofles mit einer Luft-Helium-
Grenze

Im dritten Beispiel einer Materialgrenze wird die Wechselwirkung einer Stoflwelle mit
einer Kontaktunstetigkeit in Gestalt einer Materialgrenze betrachtet. Ein Stof}; der mit
einer Stof-Machzahl von 1.65563 in Luft von links nach rechts lauft, trifft auf eine
Luft-Helium-Grenze. Die Anfangswerte fiir dieses Problem sind in der Abbildung 6.30
angegeben.

\/

X
0 @ :
Luft 8 Luft &8 Helium
= ~ &
N o "
01 = 0.2656kg/m?® 02 = 0.125 kg/m? 03 = 0.025 kg/m?
ur = 293.3m/s us =0m/s uz =0m/s
p1 = 0.303 bar p2 = 0.1 bar ps = 0.1 bar
Y1 = 1.4 Y2 = 1.4 Y3 = 1.667

Abbildung 6.30: Die Anfangssituation bei der Wechselwirkung einer Stof-
welle mit einer Luft-Helium-Grenze

Dieses Beispiel wurde von Jenny, Miiller und Thomann in [20] angegeben. Sie untersuchten
zundchst die Ursache der Fehler an Kontaktunstetigkeiten, wenn bewegte Materialgrenzen
mit den iiblichen konservativen Verfahren simuliert werden. Auf der Grundlage dieser Feh-
leranalyse entwickelten sie einen Korrekturalgorithmus fiir konservative Verfahren. Dieses
Beispiel wahlten sie, um zu zeigen, dafl ihre Korrektur auch bei der Wechselwirkung ei-
ner Stoflwelle mit einer Kontaktunstetigkeit eine Verbesserung der numerischen Ergebnisse
liefert.

In der Abbildung 6.31 sind Dichte, Druck und Geschwindigkeit fiir das Godunov-Verfahren
zweiter Ordnung zur Zeit t = 1.725 - 1073 s dargestellt. Die linke Spalte zeigt jeweils die
Ergebnisse bei Gitterbewegung nur mit der Kontaktunstetigkeit. Bei den Rechnungen, die
den Kurven in der rechten Spalte zugrundeliegen, wurde ein Teilgebietsrand mit dem Stof3
und einer mit der Kontaktunstetigkeit mitbewegt. Wie bei dem Beispiel aus Kapitel 6.2
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kénnen durch die Verfolgung der Stofiwelle Oszillationen des Druckes auf der linken Seite
des Stofles vermieden werden. Das Godunov-Verfahren zeigt eine sehr gute Auflésung der
Unstetigkeiten, insbesondere wenn das Gitter mit beiden Wellen mitbewegt wird.

Anhand der Abbildungen 6.32 bis 6.34 kann man das Roe-Verfahren ohne Zusatzgleichung
mit demjenigen mit Zusatzgleichung vergleichen. Wie in den vorangegangenen Abbildun-
gen, sind spaltenweise die beiden Gitterbewegungsarten und zeilenweise die Gréfien Dichte,
Druck und Geschwindigkeit dargestellt. In der ersten dieser Abbildungen kann man wie-
der erkennen, dafl die Kontaktunstetigkeit ohne Verwendung einer Zusatzgleichung sehr
schlecht aufgelost wird. Hier bringt die Verfolgung des Stofles sogar noch eine Verschlech-
terung der Ergebnisse. Die Lage des Stofles wird nicht richtig approximiert und links der
Verdiinnungswelle weicht die Ndherungslosung sehr stark von der exakten Ldsung ab. Bei
Verwendung der Zusatzgleichung (Abbildung 6.33) kann man durch zusétzliche Verfolgung
der Stoflwelle die schon sehr guten Ergebnisse bei Bewegung des Gitters nur mit der Kon-
taktunstetigkeit noch weiter verbessern. Die letzte Abbildung gibt einen direkten Vergleich
der beiden Verfahren, wobei der Bereich direkt um die Kontaktunstetigkeit vergrofiert dar-
gestellt ist. Die Bilder verdeutlichen, daf} die Einfiihrung der zusétzlichen Gleichung eine
deutliche Verbesserung liefert. Verglichen mit dem Korrekturverfahren aus [20], treten bei
dem hier vorgestellten Verfahren fast keine Oszillationen auf.

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse, dafl sowohl das Godunov-Verfahren als auch das
Roe-Verfahren mit Zusatzgleichung auch bei der Wechselwirkung einer Stofiwelle mit einer
Materialgrenze gute Ergebnisse liefert.
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Abbildung 6.31: Luft-Helium-Grenze; Godunov-Verfahren 2. Ordnung bei
Bewegung des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (links)
und mit Stofl und Kontaktunstetigkeit (rechts)
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Abbildung 6.32: Luft-Helium-Grenze; Roe-Verfahren 2. Ordnung ohne Zu-
satzgleichung bei Bewegung des Gitters mit der Kontak-
tunstetigkeit (links) und mit Stofl und Kontaktunstetigkeit
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Abbildung 6.33: Luft-Helium-Grenze; Roe-Verfahren 2. Ordnung mit Zu-
satzgleichung bei Bewegung des Gitters mit der Kontak-
tunstetigkeit (links) und mit Stofl und Kontaktunstetigkeit
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Abbildung 6.34: Luft-Helium-Grenze; Roe-Verfahren 2. Ordnung; Vergleich
mit und ohne Zusatzgleichung; Ausschnitte



Kapitel 7

Simulation von
Sto3wellenexperimenten

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse numerischer Simulationen von an der Karlsruher
Light Ton Facility KALIF durchgefiihrten Stofiwellenexperimenten vorgestellt. Zunéchst
werden die Experimente und die Struktur des verwendeten zweidimensionalen Programm-
codes beschrieben. Das erste Beispiel ist das einer ebenen Aluminiumfolie. Dabei kénnen
die numerischen Ergebnisse sowohl mit den Experimenten als auch mit den Ergebnissen
eindimensionaler Rechnungen verglichen werden. Um die dynamischen Vorgénge in einem
Target, dessen Oberfliche mit einer Struktur versehen ist, besser verstehen zu kénnen, wird
bei diesen Beispielen auf die Theorie der auftretenden Instabilitdten eingegangen, bevor
die erzielten Ergebnisse vorgestellt werden.

7.1 Stoflwellenexperimente an der KALIF-Anlage

Die Karlsruher Light Ion Facility KALIF ist ein Hochstrom-Impulsgenerator zur Erzeugung
von intensiven Ionenstrahlen, an dem Strahl-Target-Wechselwirkungsexperimente durch-
gefiihrt werden. Die folgende Darstellung der dynamischen Vorginge in dem Target ist im
wesentlichen [4] entnommen. Die genaue Funktionsweise der KALIF sowie die Erzeugung
der Tonenstrahlen werden in [36] und [1] erkldrt. An der KALIF werden Targetschich-
ten aus Festkorpermaterie mit einem hochintensiven Strahl leichter Ionen, also Ionen mit
niedrigem Atomgewicht bzw. niedriger Ordnungszahl, beschossen [3]. Die verfiigbaren To-
nendioden sind die selbstmagnetisch isolierte By-Diode und eine fremdmagnetisch isolierte
Diode, die Strahlleistungsdichten von bis zu 0.15 TW /cm? bzw. 1 TW /cm? erzeugen [1, 19].
Der erzeugte Ionenstrahlimpuls hat abhédngig von der Diode einige 10 kJ Energieinhalt, ei-
ne Pulsdauer der Energieeinstrahlung am Target von ca. 40 ns Halbwertsbreite und einen
Fokus-Durchmesser von ca. 0.8 cm. Er wird in der Targetmaterie in einer sehr diinnen
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Oberflachenschicht (etwa 25 pum) abgebremst. Dadurch wird die Materie dieser Deposi-
tionszone kurzzeitig in einen Zustand mit extrem hohem Energieinhalt (10* J) und ent-
sprechend hoher Energiedichte (> 10° J/g) versetzt. Die Temperatur springt bis auf einige
hunderttausend Grad und der Druck auf bis zu 100 GPa. Als Folge bleibt die Materie der
Depositionszone nicht linger kondensiert, sondern sie expandiert mit Schallgeschwindig-
keit. Da auf ihrer Riickseite noch feste Materie vorhanden ist, kann sie sich nur in Richtung
des einfallenden Ionenstrahls ausbreiten. Diese Ablation bewirkt einen Druckstof3, der in
die kondensierte Materie lauft.

Ziel der Experimente ist, das thermodynamisch kinetische Verhalten in der Materie zu
untersuchen. Ein langfristiges Ziel dieser Grundlagenforschung ist die Anwendung auf die
Triagheitsfusion [4].

Pabl C

- StolBwelle

A B =—=> Verdunnungswelle

X1 X2 X3 X

Abbildung 7.1: Das kinetische Geschehen in einem Aluminiumtarget

Die Abbildung 7.1 zeigt das kinetische Geschehen, wenn ein ebenes diinnes Folientarget
mit einem Protonenstrahl beschossen wird. Dabei ist der zeitliche Verlauf iiber dem Ort
aufgetragen. Die Geschwindigkeiten der eingezeichneten Materie- und Druckfronten sind
daher um so hoher je flacher diese in dem x-t-Diagramm verlaufen. Da das Target eben
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und der Protonenstrahl als gleichformig angenommen wird, gibt es nur Anderungen in eine
Raumrichtung. Dieses Beispiel kann also eindimensional simuliert werden. Im Unterschied
zur Wirklichkeit ist vereinfachend angenommen, daf in der nach links abstrémenden heiflen
Ablationsmaterie wiahrend der gesamten dargestellten Zeitspanne quasistationar der Druck
Pap herrscht. Im Zeitpunkt ¢, erreicht der Ionenstrahlpuls die Targetoberfliche x; und wird
in der bis zum Ort x5 reichenden Depositionszone A abgebremst. Dabei stellt sich in der
Grenzzone beiderseits xo der Ablationsdruck pgy ein, der sich mit Schallgeschwindigkeit
nach rechts in die bis dahin drucklose Targetmaterie B ausbreitet und diese beschleunigt.
Erreicht die Druckfront die Targetriickseite x3, so entspannt sich die komprimierte Target-
materie C dort ins Vakuum hinein. Dabei beschleunigt die Targetoberfliche sprunghaft.
Gleichzeitig erzeugt der auf der Riickseite herrschende Druck pp = 0 eine Verdiinnungswel-
le, die sich nach links durch die komprimierte Materie ausbreitet, die vordere Grenzflache
x9 erreicht und den dort herrschenden Druck (vom Wert in C auf einen niedrigeren Wert
in E) reduziert. Dieses dynamische Geschehen wiederholt sich solange, bis die nacheinan-
der nach links laufenden Verdiinnungswellen den an der Targetvorderseite herrschenden
Druckzustand stufenweise von p,p bis auf 0 abgebaut haben. Die Geschwindigkeit der Vor-
derseite des Targets nimmt dabei stufenweise zu. Im drucklosen Endzustand hat das Target
schliefflich seine Maximalgeschwindigkeit erreicht.

In den an der KALIF durchgefiihrten Ablationsexperimenten ist der Druck in der Ablati-
onsmaterie nicht konstant, da der Ionenstrahl der abstromenden Ablationsmaterie laufend
Energie zufiihrt, wobei diese Leistungszufuhr rdumlich und zeitlich nicht gleichférmig ist.

45

t, ns

Abbildung 7.2: Gemessene Geschwindigkeitskurve an der Riickseite einer mit
einem lonenstrahl beschossenen 50 pm diinnen Aluminium-

folie [3]
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In der Abbildung 7.2 ist die in einem KALIF-Experiment an der Riickseite einer 50um
diinnen Aluminiumfolie gemessene Geschwindigkeit aufgetragen. Die stufenweise Geschwin-
digkeitszunahme ist deutlich zu erkennen. Die Experimente wurden mit der By-Diode
durchgefiihrt. Sie wurden mit dem in Abschnitt 7.2 beschriebenen Programm nach zweidi-
mensionalen Effekten untersucht. Die Ergebnisse sind in Kapitel 7.3 dargestellt.

7.2 Struktur des zweidimensionalen Programmecodes

In diesem Abschnitt wird kurz auf die Struktur des zweidimensionalen Rechenprogramms,
das zur Simulation der an der KALIF durchgefiihrten Stolwellenexperimente verwendet
wird, eingegangen. Es basiert auf einem Godunov-Typ-Verfahren, das zweiter Ordnung im
Raum und erster Ordnung in der Zeit ist. Liegen die Gréfien in den benachbarten Gitterzel-
len sehr dicht beieinander, so wird der zeitaufwendige Riemannldser durch die akustische
Néherung ersetzt. Das Programm enthélt auch die Energieeinlagerung des Ionenstrahls
in das Target, die nach einem aus den Experimenten ermittelten, zeitlich verdnderlichen
Strahlprofil berechnet wird. Der Warmetransport ist in diesem Programm nicht beriick-
sichtigt. Das gesamte Rechengebiet wird wie im eindimensionalen Programm (siehe Ka-
pitel 6) in Teilgebiete unterteilt. Dabei werden instationére Fronten und Materialgrenzen
als Rénder von Teilgebieten betrachtet, die sich mit der Zeit bewegen kdnnen. Das nu-
merische Verfahren verwendet den im 2.Kapitel beschriebenen Finite-Volumen-Ansatz auf
bewegten Gittern, und die Gittergeschwindigkeit wird iiber die Losung von Riemannpro-
blemen bestimmt. In jedem Teilgebiet wird in jedem Zeitschritt unter Verwendung von
randangepassten Koordinaten ein neues Gitter erzeugt. An den Seitenflichen der so er-
zeugten Raum-Zeit-Gitterzellen werden dann die entstandenen Riemannprobleme gel6st.
Dies geschieht entweder durch die akustische Ndherung oder einen Riemannléser.

Anhand von Fluldiagrammen wird in diesem Abschnitt die Programmstruktur vorgestellt.
Einen kurzen Einblick in die Berechnungsstrategie zusammen mit einigen Beispielen findet
man auch in [12].

Im Hauptprogramm werden zunéchst die Anfangsdaten eingelesen bzw. gesetzt. Dann wird
das Anfangsgitter erzeugt. Desweiteren muf} die benétigte Zustandsgleichung generiert und
initialisiert und das Strahlprofil eingelesen werden, bevor mit der Zeitschleife begonnen
werden kann. Genaueres iiber verschiedene Zustandsgleichungen fiir Aluminium findet man
in [15].

Aufgrund der Bewegung des Gitters dndern die Teilgebiete und damit auch die einzelnen
Gitterzellen ihre Grofle. Daher ist es erforderlich das Gitter zu verfeinern bzw. zu ver-
grobern. Wird ein Teilgebiet mit der Zeit kleiner, so fiihrt eine konstante Anzahl von Git-
terzellen zu kleiner werdenden Gitterzellen und damit zu steigenden Rechenzeiten. Wiachst
dagegen ein Teilgebiet, so fithren grofler werdende Gitterzellen zu ungenaueren Ergebnis-
sen. Im folgenden soll der Begriff ,, Gitterverfeinerung“ auch die Vergroberung einschliefen.
Im vorliegenden Programm kann diese Verfeinerung in jedem Teilgebiet unabhéngig von



104 Simulation von Stoflwellenexperimenten

den anderen Teilgebieten erfolgen. Desweiteren gibt es auch die Moglichkeit, Teilgebiete zu
zerlegen. Dies geschieht interaktiv, so dal der Benutzer selbst entscheiden kann, ob und
an welcher Stelle ein Teilgebiet zerlegt werden soll. Diese Moglichkeit ist besonders dort

sinnvoll, wo es zu starker Verzerrung des Gitters kommt.
Unterprogramme

Einlesen und Setzen
der Anfangsdaten

!

Gitterdefinition

Y

Gitterverfeinerung

'

Erzeugung neuer Teilgebiete

!

Bestimmung des Zeitschritts

!

Berechnung der Gittergeschwindigkeit
und Bewegen der Rénder GRNEW

!

Erzeugen des neuen Rechengitters
durch randangepafite Koordinaten

'

Energieeinlagerung

'

Hydrodynamik-Loser TNEW

Y

Ausgabe

In jedem Zeitschritt wird daher zunéchst getestet, ob Verfeinerung, Vergréberung oder
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Zerlegung eines Teilgebiets notwendig sind. Dann wird der Zeitschritt unter Beriicksichti-
gung der CFL-Bedingung bestimmt. Nach der Berechnung der Gittergeschwindigkeit fiir
alle Randsegmente aller Teilgebiete kann in jedem Teilgebiet durch randangepafite Koor-
dinaten [38] ein neues Rechengitter erzeugt werden. Der Hydrodynamikloser berechnet die
Fliisse durch alle Seitenflichen der Raum-Zeit-Gitterzellen und daraus die Werte der phy-
sikalischen Gréflen zum neuen Zeitpunkt. Bevor dieser aufgerufen werden kann, mufl die
Energieeinlagerung berechnet werden. Damit ist dann die Zeitschleife beendet, die bis zum
Erreichen der erforderlichen Endzeit wiederholt wird.

7.2.1 Bewegung der Rander

Im Unterprogramm GRNEW zur Berechnung der Bewegung der Teilgebietsrander wird
jeder Teilgebietsrand mit einer geeigneten Geschwindigkeit bewegt. Dies ist zum Beispiel
die lokale Stromungsgeschwindigkeit, wenn der Rand eine Materialgrenze darstellt.

ANFANG

1:=0

[
Y

i:=14+ 1 ; wihle den 3.
Gitterpunkt des Randes

'

Projektion der Geschwindigkeit auf
die Normale des Randsegmentes

'

Berechnen der Geschwindigkeit dieses
Gitterpunktes aus der Riemannldsung

'

Berechnen der neuen Randpunkte aus den alten
und der berechneten Geschwindigkeit

Zunichst wird mit Hilfe von Riemannlosern die Bewegung all jener Rédnder berechnet, die
sich frei bewegen kénnen. Die iibrigen Rinder bleiben entweder ortsfest oder sie liegen zwi-
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schen zwei sich bewegenden Réndern, ihre neue Lage ergibt sich dann durch die Eckpunkte
der Nachbarrdnder. Die Geschwindigkeit des jeweiligen Randsegmentes ist die Geschwin-
digkeit der sich bildenden Kontaktunstetigkeit oder Stoflwelle. In diesem Unterprogramm
werden auch die numerischen Fliisse durch die Randsegmente berechnet, die spiter im
Hydrodynamik-Léser TNEW benétigt werden.

Das hier dargestellte FluBdiagramm beschreibt das Vorgehen fiir die Rénder, fiir die die
Geschwindigkeit berechnet werden mufl. Es bezeichne n die Anzahl der Randsegmente, in
die der betrachtete Rand zerlegt ist. Bei dieser Vorgehensweise miissen die unterschied-
lichen Arten der Gitterbewegung beriicksichtigt werden. Dies gilt insbesondere fiir die
Gitterpunkte, die zu zwei benachbarten Randsegmenten gehdren. Besteht zum Beispiel ein
Teilgebietsrand aus zwei sich gegeniiberliegenden festen Wénden, einem freien Rand und
einer Kontaktfliche zum benachbarten Teilgebiet, so mufl beriicksichtigt werden, daf} die
Gitterpunkte auf den festen Wianden nur entlang der Wénde bewegt werden kénnen. Das
heif}t, dafl jegliche Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand nicht erlaubt ist.

7.2.2 Gittererzeugung

Die Grundidee der Gittererzeugung durch randangepafite Koordinaten, wie sie im verwen-
deten Programm durchgefiihrt wird, ist die Transformation des physikalischen Gebiets auf
ein rechteckiges, logisches Gebiet. Der Rand des physikalischen Gebiets in der (z, y)-Ebene
wird auf den Rand eines Rechtecks in der (£, n)-Ebene transformiert. Dann wird in diesem
Rechteck ein dquidistantes Gitter definiert und in das physikalische Gebiet zuriicktransfor-
miert. Zur genauen Beschreibung siehe [38, 39].

7.2.3 Hydrodynamik-Loser

Das Unterprogramm TNEW lost die integralen Erhaltungsgleichungen (2.70) approxima-
tiv. Dazu wird durch jede Seitenfliche der aus den alten und neuen Gitterpunkten gebilde-
ten Volumenelemente (siehe Abbildung 2.5) ein Riemannproblem gelost. Daraus ergeben
sich die numerischen Fliisse.

Die Néherungswerte zum neuen Zeitpunkt erhilt man aus der Gleichung (2.73), wenn die
Integrale auf der rechten Seite durch die numerischen Fliisse ersetzt werden. Im folgenden
Fludiagramm wird die Vorgehensweise fiir ein Teilgebiet beschrieben. Hier bezeichnet n
die Anzahl der Gitterzellen in x-Richtung und m die Anzahl der Gitterzellen in y-Richtung.
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ANFANG

Flufl durch die obere Seitenfliche = Fluf3
des oberen Randes (aus GRNEW)

Wiéhle das Volumenelement, (i, 7), die zugehorigen Gitterpunkte
zum alten und neuen Zeitpunkt und die physikalischen Grofien

Berechnen der Vierecksflichen zum alten und neuen Zeitpunkt

ja | FluB durch die linke Seitenfliche = Fluf
des linken Randes (aus GRNEW)

nein « I

Addieren der Fliisse vom linken und oberen Zellrand

ja_ | FluB durch die rechte Seitenfliiche = Flu$
des rechten Randes (aus GRNEW)

nein

Berechnen der Normale auf die rechte Zellrandfliche und Pro-
jektion der Geschwindigkeit auf sie

Berechnen des num. Flufles des rechten Zellrandes (= Fluf§
des linken Zellrandes der Zelle Vi1 ;)

I <
<

ja FluB durch die untere Seitenfliche = Fluf
des unteren Randes (aus GRNEW)

nein

Berechnen der Normale auf die untere Zellrandfliche und Pro-
jektion der Geschwindigkeit auf sie

Berechnen des num. Flules des unteren Zellrandes (= Flufl
des oberen Zellrandes der Zelle V; ;1)

I <
<

A\
Addieren der Fliisse vom rechten und unteren Zellrand

!

Berechnen der neuen physikalischen Groéfien

1:=1+1

j=i+l
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7.3 Ebene Targets

Als erstes Beispiel wird das in Kapitel 7.1 beschriebene Experiment, bei dem eine diinne
ebene Aluminiumfolie mit einem Tonenstrahl beschossen wird, mit dem zweidimensiona-
len Code simuliert. Dabei wurde die in [15] vorgestellte, halbempirische Zustandsgleichung
fiir Aluminium verwendet. Die Ergebnisse konnen auch mit den Ergebnissen eines eindi-
mensionalen Codes verglichen werden. In den Experimenten wurden Aluminiumfolien der
Dicke 33 pm, 50 um und 75 um gewéhlt [3]. Gemessen wurde die Geschwindigkeit an der
Riickseite des Targets, deren zeitliche Entwicklung in den Abbildungen 7.5, 7.6 und 7.3
im Vergleich mit den Ergebnissen der ein- und zweidimensionalen Rechnungen dargestellt
ist. Da in den aus den Experimenten entnommenen Eingabegrofien fiir die numerischen
Berechnungen einige Unsicherheiten enthalten sind und nicht alle physikalischen Effekte
bei den Rechnungen beriicksichtigt werden, kann man nicht erwarten, die Meflergebnisse
sehr genau durch die Rechnungen wiedergeben zu kénnen. Die Unsicherheiten liegen zum
Beispiel in der Zustandsgleichung, die fiir das entstehende Plasma teils aus physikalischen
Uberlegungen, teils aber auch aus Messungen gewonnen wurde. Ein weiteres Beispiel ist
die Energie des Ionenstrahls, die nicht bei jedem Experiment exakt den gleichen zeitlichen
Verlauf hat. Daher wurden die Leistung und die Spannung der Strahlprofile in mehreren
Experimenten gemessen. Da die Profile von Experiment zu Experiment variieren, wur-
den in den Simulationen iiber mehrere reprisentative Experimente gemittelte Strahlprofile
verwendet. Dies kann auch einige Unterschiede zwischen den gerechneten und den gemes-
senen Geschwindigkeitskurven erklidren. Unberiicksichtigt bleibt in den Rechnungen der
Wirmetransport.

Abbildung 7.3: Geschwindig-
keitskurven an der Riickseite
eines 75 pum dicken Alumini-
umtargets; Vergleich zwischen

Experimenten [3], eindimensio- 2}
nalen und zweidimensionalen
Rechnungen L

L
70 80

t , ns

Zu Beginn ist der Druck nahezu Null, die Geschwindigkeit ist Null und die Dichte ist
gleich der Festkorperdichte von Aluminium, py = 2.71 g/cm?. Da es sich bei diesem Bei-
spiel um einen eindimensionalen Vorgang handelt, spielt die Dicke des Targets keine Rolle.
Zur Einsparung von Rechenzeit wurde die Dicke des Targets so gewéhlt, dafl zur Diskreti-
sierung nur zwei Gitterzellen verwendet werden miissen. Dabei wurde beriicksichtigt, dafl
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das Verhiltnis von Breite zu Linge der Gitterzellen im Mittel von der Ordnung Eins sein
sollte in z-Richtung ausreichend Gitterzellen vorhanden sind, um eine gute Auflésung zu
erzielen. Als giinstig hat sich eine Dicke von 2 pm erwiesen.

In der Abbildung 7.4a ist der Anfangszustand der Dichte des 75 pum dicken Targets darge-
stellt. Der Ionenstrahl kommt von rechts, so dafl sich das entstehende Aluminiumplasma
mit der Zeit nach rechts ausdehnt. Als Randbedingungen sind bei y = 0 pm und y = 2 um
Symmetrieachsen und bei x = Opm und x = 75 um freie Rénder vorgegeben. An den
freien Rédndern kann sich das Gebiet mit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit ausbreiten.
Die Ablationszone, also der Bereich, in dem die Energie des Protonenstrahls eingelagert
wird, ist zu Beginn 20pum dick. In ihr wird gleich zu Beginn die Materie durch die Energie
des Protonenstrahls so stark erhitzt, dafl Plasma entsteht. Dieses breitet sich sehr schnell
nach rechts aus. In der Abbildung 7.4 ist die zeitliche Entwicklung der Dichte des 75 um
dicken Targets wihrend der ersten 25ns dargestellt. Danach wiederholt sich der Vorgang
periodisch (siehe Kapitel 7.1). Die Bilder sind nur bis zur Stelle x = 220 um dargestellt, da
sich die interessanten Vorgéinge im festen Teil des Targets abspielen und sich das Plasma
sehr schnell nach rechts ausbreitet. Nach 25 ns hat es bereits eine Ausdehnung von 850um
erreicht. Hier zeigt sich ein weiterer Vorteil der Verfahren auf bewegten Gittern. Dadurch,
dal man den freien Rand mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Plasmas mitbewegen
kann, wird zu jedem Zeitpunkt nur in dem Gebiet gerechnet, in dem sich auch Materie be-
findet. Bei Verfahren auf ortsfesten Gittern mufl von Beginn an in dem gesamten Bereich
gerechnet werden, in das sich das Plasma ausbreitet. Nach 25 ns reicht das Rechengebiet
bis x = 850 um, das heifit zu Beginn wéire das Rechengebiet bei der Wahl eines ortsfesten
Gitters mehr als zehn mal so grofl wie der Bereich, in dem sich Materie befindet.

Durch die Einlagerung der Strahlenergie kommt es zu einem sprunghaften Anstieg des
Drucks. Diese Unstetigkeit wandert in Form einer Stoflwelle durch den festen Teil des
Targets (Abbildungen 7.4b bis 7.4d). Nach etwa 10ns erreicht die Stofiwelle den linken
Rand des Targets und fiihrt dort zu einer Beschleunigung der Targetoberfliche. Wie in
Abbildung 7.3 zu erkennen ist, steigt die Geschwindigkeit sprunghaft auf etwa 3 km/s an.
Als Folge davon lduft eine Verdiinnungswelle durch den festen Teil des Targets zuriick,
bis sie die Grenzfliche zum Plasma erreicht (Abbildungen 7.4e bis 7.4g). Dort entsteht
erneut eine Stofiwelle (Abbildung 7.4h). Dieser Vorgang wiederholt sich periodisch. Die
berechneten Geschwindigkeiten an der Targetriickseite iiberschitzen zwar die gemessenen
erheblich, die Stellen der Beschleunigung werden jedoch sehr gut wiedergegeben und die
Ergebnisse der zweidimensionalen Rechnungen zeigen sehr dhnliche Kurvenverlaufe, wie die
der eindimensionalen Rechnungen. Beim Vergleich der Experimente mit den Rechnungen
tritt als weiteres Problem die Festlegung des Startzeitpunkts auf. Der Nullpunkt bei den
Messungen entspricht dem Moment, in dem erstmals eine Geschwindigkeit an der Targe-
triickseite registriert wird. Die Rechnungen beginnen jedoch zu dem Zeitpunkt, zu dem der
Ionenstrahl das Target erreicht, so dafl Verschiebungen der beiden Kurven gegeneinander
auftreten diirfen. In den Abbildungen 7.5 und 7.6 sind die Geschwindigkeiten an der Tar-
getriickseite fiir ein 33 um und ein 50 pm dickes Target dargestellt. Auch hier sieht man,
dafl die Ergebnisse qualitativ gut mit den Experimenten iibereinstimmen.
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Abbildung 7.4: Zeitliche Entwicklung der Dichte eines ebenen 75 um dicken
Aluminiumtargets
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7.4 Strukturierte Targets

Sind die in den in Kapitel 7.1 beschriebenen Targetexperimenten verwendeten Aluminium-
folien nicht ganz eben, so kann es aufgrund der Struktur der Targetoberfliche zu Instabi-
litdten kommen. Es kann sich hierbei um Rayleigh-Taylor-Instabilitéiten handeln [2]. Diese
Instabilitdten spielen bei dem Design eines Trigheitsfusionstargets eine wichtige Rolle.

Gase und Fliissigkeiten sind anféllig fiir eine Vielzahl von Instabilitdten. Der Begriff der
Stabilitét eines Systems ist definiert iiber die Reaktion des Systems auf kleine Stérungen.
Ist das System gestort und verschwindet die Stérung allméhlich, so ist das System stabil
in Bezug auf diese Stérung. Wéchst die Storung jedoch in ihrer Amplitude, so daf} sich
das System nach und nach von seinem Ausgangszustand entfernt und nicht wieder zu ihm
zuriickkehrt, so wird das System als instabil beziiglich dieser Storung bezeichnet. Allgemein
heifit ein System instabil, wenn nur eine Art von Storung existiert, beziiglich der es instabil
ist. Auf der anderen Seite ist ein System nur dann stabil, wenn es stabil beziiglich jeder
moglichen Storung ist, die auftreten kann. Hier werden die Rayleigh-Taylor-Instabilitdten
und die Richtmyer-Meshkov-Instabilitdten beschrieben. Dabei soll ein Kriterium fiir das
Auftreten solcher Instabilititen und eine Beschreibung derselben gegeben werden. Das
heif}t, es wird untersucht fiir welche Ausgangssituationen ein System instabil ist und wie
schnell die Instabilitdten wachsen. Dabei werden zwei unterschiedliche Ansétze betrachtet.
Bei der Energiemethode wird bestimmt, ob die potentielle Energie eines Gleichgewichts-
zustands ein Maximum (instabil) oder ein Minimum (stabil) ist. Bei der Modalanalysis
[6] werden die physikalischen Groflen in verschiedene Moden entwickelt, die genaue Vorge-
hensweise wird im Anhang B beschrieben.
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7.4.1 Theorie der Rayleigh-Taylor-Instabilitit

Eine Rayleigh-Taylor-Instabilitdt entsteht, wenn eine schwere Fliissigkeit oder ein Gas in
Richtung eines leichteren Mediums beschleunigt wird. Das einfachste Beispiel hierfiir ist,
wenn sich in einem Gravitationsfeld eine schwere Fliissigkeit oberhalb einer leichteren be-
findet. Dies ist ganz klar energetisch ungiinstig. Koénnen diese beiden Fliissigkeiten ihren
Platz tauschen, so wird das System eine niedrigere potentielle Energie haben. Genau dies
geschieht bei einer Rayleigh-Taylor-Instabilitit, jede kleinste Storung der Grenzflache zwi-
schen beiden Fliissigkeiten erlaubt die Erzeugung von ,,Fingern®, in denen die eine Fliissig-
keit in die andere eindringt. Hier wird in der theoretischen Untersuchung dieser Fall einer
Grenzfliche zwischen verschiedenen Fliissigkeiten oder Gasen in einem Gravitationsfeld
betrachtet. Jedoch fiihrt jeder Dichtegradient, der in Gegenrichtung der Gravitation vor-
handen ist, zu einem solchen Ergebnis. Auflerdem muf} die Beschleunigung nicht durch
Gravitation entstehen, eine Verzogerung eines leichten Gases in ein schweres, wie bei einer
Explosion in einer dichten Atmosphére, fiihrt ebenso zu solchen Instabilitaten.

Fiir die Rayleigh-Taylor-Instabilitéit sind die zugrundeliegenden Gleichungen die Massener-
haltungsgleichung, die Inkompressibilitdt und die Impulsgleichung. Diese werden im An-
hang B unter der Annahme kleiner Storungen linearisiert. Dann werden nur die Terme, die
erster Ordnung in den Stérungen sind, betrachtet. Das Ziel dabei ist, die zeitliche Entwick-
lung dieser Storungen zu finden. Wenn sie mit der Zeit wachsen, so liegt eine Instabilitit
vor, oszillieren sie nur, so handelt es sich um Wellenlosungen, aber keine Instabilitdten.
Fiir alle gestorten Groflen wird eine Fourierentwicklung in ebene Wellen durchgefiihrt. Ist
die Wellenfrequenz reell, so ist das System stabil. Hat sie jedoch einen imaginédren Anteil,
dann ist das System instabil, die Storung wéchst exponentiell mit der Zeit. Im Anhang
wird gezeigt, dafl die Wellenzahl reell ist, wenn der Dichtegradient {iberall negativ ist und
einen imaginédren Anteil besitzt, wenn der Dichtegradient irgendwo in der Strémung positiv
ist.

Der néchste Schritt ist dann, die Wachstumsraten der Instabilitdten zu bestimmen. Dazu
wird das System auf den Fall zweier gleichféormiger Fliissigkeiten, die durch eine horizontale
Grenzfliche an der Stelle z = 0 voneinander getrennt sind, vereinfacht. Die Herleitungen
im Anhang B fiihren auf die Gleichung

<~ P1
71 W? = egh (f’_> |
(7.1 I P2 + p1

in der w die Wellenfrequenz, g die als konstant angenommene Beschleunigung, & die Wellen-
zahl, g5 den oberen und p; den unteren Dichtewert bezeichnen. Man sieht an der Gleichung
(7.1) auch, da} die Wachstumsrate proportional zur Wurzel der Wellenzahl ist,

(7.2) w| ~ VE .

Dieses letzte Ergebnis gilt fiir kleine Stérungen. Wichst die Instabilitdt, dann dominieren
Storungen hoherer Ordnung, die hier nicht beriicksichtigt werden.
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Desweiteren wird im Anhang B noch eine Differentialgleichung fiir die Amplitude a = a (¢)
einer kleinen sinusartigen Storung der Grenzfliche, die die Bedingung

(7.3) ka <1

erfiillt, hergeleitet. Sie lautet

(.4 PO kg wyate

02 <01
00+ 01

wobei hier die Beschleunigung ¢ als zeitlich verdnderlich zugelassen wird. Kénnen Visko-
sitdt, Oberflichenspannung und Kompressibilitdt vernachlassigt werden, so gilt die Glei-
chung (7.4) unter der Bedingung (7.3). Fiir konstante Beschleunigung ¢ ergibt sich aus
der Gleichung (7.4) eine exponentielles Wachstum der Amplitude a. Es ist aber auch be-
kannt, dafl das Wachstum von a schwicher wird, wenn ka einen Wert um Eins erreicht. In
diesem Fall wichst die Amplitude nur noch linear, und die Form der Oberfliche ist nicht
langer sinusférmig. Daher wird allgemein angenommen, daf§ die Gleichung (7.4) sehr gut
das Wachstum langwelliger Storungen mit kleinen Amplituden beschreibt. Inwieweit die
Gleichung auch noch giiltig bleibt, wenn die Kompressibilitdt nicht vernachléssigt werden
kann, wie beim Auftreten von Stofwellen, wird in Kapitel 7.4.3 beschrieben.

7.4.2 Beispiel einer Rayleigh-Taylor-Instabilitét

Spater werden die Ergebnisse der Simulationen von Experimenten mit strukturierten Tar-
gets, bei denen Instabilitdten gemessen wurden, vorgestellt. Zuvor wird anhand eines Test-
beispiels gezeigt, dal das Programm in der Lage ist, Rayleigh-Taylor-Instabilitdten auf-
zulésen. Dazu wird ein Aluminiumtarget betrachtet, dessen Oberfliche nicht ganz eben
ist. Die Form des Targets und die Anfangswerte wurden mdoglichst nah an den Werten
der KALIF-Experimente gew#hlt. Der Unterschied ist im wesentlichen, dafl zu Beginn ein
vorgegebener Dichtegradient die Einlagerung der Strahlenergie nachbildet. Zusétzlich wird
zur Beschleunigung in einem Teilgebiet ein positiver Druck gewidhlt.

Das Target wird in zwei Bereiche mit unterschiedlicher Dichte und unterschiedlichem Druck
zerlegt. Die Form des Targets ist mit seinen Abmessungen in Abbildung 7.7 dargestellt.
Die Struktur der Oberfliche entspricht der Struktur der in den Experimenten verwendeten
Targets, bei denen ein Winkel von 150° vorgegeben wurde. Der Druck betrédgt zu Beginn
im rechten Teilgebiet 30 GPa. Um Instabilititen zu erzeugen, mufl der Dichtegradient in
Gegenrichtung der Beschleunigung verlaufen, das heifit im linken Teilgebiet muf§ die Dichte
hoher sein als im rechten. Je hoher die Druckdifferenz ist, umso schneller breiten sich die
Instabilitdten aus. Um einen Bezug zu den Experimenten zu erhalten, werden im linken
Teilgebiet als Anfangswerte Dichte und Druck von Aluminium unter Normalbedingungen
gewihlt. Das heift, es herrscht zu Beginn links eine Dichte von 2.71 g/cm? und ein Druck
von 7.6 - 1075 GPa. Die Materie ist zunichst iiberall in Ruhe. Fiir die Dichte im rechten
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Abbildung 7.7: Form des Targets

Teilgebiet wurden in den drei gerechneten Beispielen die Werte 0.271 g/cm?® (= 0.1 - p;),
1.084g/cm® (= 0.4 - p;) und 5.42g/ecm® (= 2 - p;) gewihlt. Das letzte Beispiel zeigt den
stabilen Fall, da die Dichte in dem Gebiet mit héherem Druck gréfier ist.

In den Abbildungen 7.8 bis 7.10 ist der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit an der Grenz-
flache zwischen den beiden Bereichen fiir die drei Beispiele dargestellt. Es wurden 9 Punkte
dquidistant entlang der Grenzfliche ausgewihlt. Da sich die Grenzfliche nach links bewegt,
sind die Geschwindigkeiten negativ. In den folgenden Beschreibungen wird mit Wellenberg
die Stelle bezeichnet, an der das dichtere Medium am weitesten in das diinnere hineinragt
und entsprechend mit Wellental die Stelle, an der das diinnere Medium am weitesten in
das dichtere hineinragt. Die durchgezogene Kurve liegt in den Abbildungen 7.8 und 7.9 am
ndchsten zum Wellental. Die Geschwindigkeitskurven laufen in diesen Beispielen auseinan-
der und die Wellentéler bewegen sich mit einer grofleren Geschwindigkeit nach links als die
Wellenberge, was zu einer Verstirkung der Storung fiihrt. Es treten Instabilitdten auf. Die
in Kapitel 7.4.1 hergeleiteten Formeln fiir die Wachstumsrate der Stérung kénnen hier nicht
uneingeschrinkt angewendet werden, da die Bedingung der Inkompressibilitit verletzt ist
und der Druck auf der rechten Seite und damit auch die Beschleunigung nicht konstant
gehalten werden konnen. Aus der linearen Theorie fiir den inkompressiblen Fall kénnen
jedoch einige qualitative Aussagen gewonnen werden. In Ubereinstimmung mit der Theo-
rie ist der Vorgang instabil, wenn der Dichtegradient in Gegenrichtung der Beschleunigung
verlduft. Die Gleichung (7.1) besagt, dafl bei gleicher Wellenzahl und gleicher Beschleu-
nigung die Wachstumsrate der Instabilitit umso gréfer ist, je grofler die Dichtedifferenz
ist. An den Geschwindigkeitskurven erkennt man deutlich, daf§ im Fall g, = 0.271g/cm?
(Abbildung 7.8) die Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Wellenberg und Wellental, die ein
Maf fiir die Wachstumsrate der Instabilitit ist, grofer ist als im Fall g = 1.084g/cm?
(Abbildung 7.9).

Im Gegensatz dazu zeigt die Abbildung 7.10 die Geschwindigkeitsverldufe im stabilen Fall.
Die Dichte ist jetzt in dem Gebiet mit hoherem Druck hoher. Die Bewegung erfolgt nun
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in Richtung des diinneren Mediums, so daf} die sich schneller bewegenden Wellentiler zu
einer Stabilisierung des Zustands fiihren.
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Abbildung 7.8: Geschwindigkeit an der Grenzfléiche fiir o, = 0.271 g/cm?
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Abbildung 7.9: Geschwindigkeit an der Grenzfléiche fiir o, = 1.084 g/cm?
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Abbildung 7.10: Geschwindigkeit an der Grenzfliche fiir o, = 5.42 g/cm?

In den Experimenten kann die Geschwindigkeit nur an der Riickseite des Targets gemessen
werden, nicht jedoch an der Grenzfliche zwischen dem festen Teil des Targets und dem
Plasma, wo die Instabilitdten auftreten. Daher ist es interessant, auch in diesem Beispiel
die Geschwindigkeit an der Riickseite des Targets zu betrachten. Die Riickseite des Targets
beginnt sich erst in dem Moment zu bewegen, in dem der zu Beginn erzeugte Dichtesprung
die Riickseite erreicht. Im echt inkompressiblen Fall, auf den die Theorie der Rayleigh-
Taylor-Instabilitdten vollstdndig zutrifft, tritt dieser Effekt daher nicht auf. Es wurde hier
das Beispiel, in dem rechts die Anfangsdichte o, = 1.084 g/cm? herrscht, betrachtet. Dabei
wurde ein Target der Dicke 40 pm statt 100 pm gewéhlt. Dadurch erreicht der Dichtesprung
schon nach etwa 3 ns die Riickseite des Targets. Fiir dieses Beispiel sind in der Abbildung
7.11 die Geschwindigkeitskurven fiir 9 d4quidistante Punkte entlang der Riickseite des Tar-
gets bis zur Zeit ¢ = 6.8 ns aufgetragen. An den Kurven ist zu erkennen, daf} sich die
Téler schneller als die Berge bewegen, wobei die Geschwindigkeit mit der Zeit abnimmt.
Die Ursache hierfiir ist ein erhdhter Druck im Bereich der Téler. In dem Augenblick, in
dem die Riickseite des Targets anfiingt sich zu bewegen, fingt die Geschwindigkeit an der
Grenzfliche an kleiner zu werden. In der Abbildung 7.12 sind diese Geschwindigkeiten bis
zur Zeit t = 6.8 ns dargestellt. Druck und Dichte im linken Teilgebiet nehmen mit der Zeit
ab. Nach etwa 6 ns nimmt die Geschwindigkeit an der Grenzfliche wieder zu.
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Abbildung 7.11: Geschwindigkeit an der Riickseite fiir o, = 1.084 g/cm?
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Abbildung 7.12: Geschwindigkeit an der Grenzfliche fiir o, = 1.084 g/cm?

In der Abbildung 7.13 ist der zeitliche Verlauf der Dichte fiir das 40 um dicke Target mit
der Anfangsdichte im rechten Teilgebiet von 1.084 g/cm? dargestellt.
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Abbildung 7.13: Zeitliche Entwicklung der Dichte; o, = 1.084g/cm?
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Abbildung 7.14: Zeitliche Entwicklung des Drucks; o, = 1.084g/cm?
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Gerechnet wurde nur die obere Hélfte des dargestellten Bereichs. Bei = 0 ym und = =
12 pm wurden Symmetrieachsen als Randbedingungen gesetzt. Da nur die Vorgéinge an
der Grenzfliche von Interesse sind, wurde bei y = 50 um ein Rand mit Ausflulbedingung
festgelegt. In den Abbildungen ist zu erkennen, dafl die Dichte an der Grenzflidche im linken
Teilgebiet auf einen Wert, der gréfler ist als der Anfangswert in diesem Teilgebiet, ansteigt.
Dies erfolgt aufgrund der Kompressibilitdt. Im inkompressiblen Fall hédtte man in beiden
Teilgebieten wéihrend der gesamten Rechenzeit eine konstante Dichte. Auflerdem ist in
den Abbildungen das Wachstum der Instabilitdten an dem mit der Zeit kleiner werdenden
Winkel an der Grenzfliche zu erkennen.

Man findet also qualitativ eine gute Ubereinstimmung mit der Theorie und damit ist
gezeigt, dafl der Code in der Lage ist Rayleigh-Taylor-Instabilititen aufzulosen.

In der Abbildung der Dichte ist auch das Gitter dargestellt, wihrend in der Abbildung 7.14,
in der die zeitliche Entwicklung des Drucks gezeigt wird, nur die Rédnder der Teilgebiet zu
sehen sind. Bei geneuem Hinsehen erkennt man in den Dichtebildern, da§ die Dichte an
den oberen und unteren Réndern stiarker anwéchst, als in der Mitte. Das bedeutet, daf3
sich die Materie im linken Teilgebiet in Richtung der Téler bewegt. Deutlicher erkennt man
die daraus resultierende Druckerh6hung (besonders in Abbildung 7.14c). Diese erhhten
Werte in Dichte und Druck sind die Ursache dafiir, daf} sich an der Targetriickseite die Téler
schneller bewegen als die Berge (jeweils die unteren beiden Bilder in den Abbildungen 7.13
und 7.14).

7.4.3 Theorie der Richtmyer-Meshkov-Instabilititen

Die Richtmyer-Meshkov-Instabilitét ist der Rayleigh-Taylor-Instabilitéit sehr dhnlich. Auch
sie entsteht durch die Beschleunigung eines dichteren Mediums in Richtung eines diinne-
ren. Wihrend die Grenzfliche bei der Rayleigh-Taylor-Instabilitdt allmé&hlich beschleunigt
wird, wird sie bei einer Richtmyer-Meshkov-Instabilitit plétzlich beschleunigt, zum Bei-
spiel durch das Laufen einer Stofwelle von einem Medium in das andere. Die Richtmyer-
Meshkov-Instabilitdt wichst sehr viel langsamer als die Rayleigh-Taylor-Instabilitdt und
zeigt ein eher lineares als exponentielles zeitliches Verhalten. Ist der Stof}, der die
Richtmyer-Meshkov-Instabilitit erzeugt, relativ schwach, so ist die Bewegung hinter dem
Stof} langsam und im wesentlichen inkompressibel und kann mit der Theorie der Rayleigh-
Taylor-Instabilitdt behandelt werden. Dagegen ist der Prozef} bei starken Stofen durch die
kompressiblen Phdnomene charakterisiert.

Es stellt sich nun die Frage, inwieweit Gleichung (7.4) ihre Giiltigkeit verliert, wenn eine
impulsive Beschleunigung betrachtet wird. Dann ist die Beschleunigung ¢(¢) wihrend eines
sehr kurzen Zeitintervalls sehr grofl, und Null oder sehr klein auflerhalb dieses Intervalls.
Sei nun v die durch diese Beschleunigung erreichte Geschwindigkeit v(t) = [ g(¢) dt. Wenn
die Amplitude und ihre Zeitableitung vor der Beschleunigung die Werte

da_

(75) a:a07 E_O
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haben, so gilt direkt nach der Beschleunigung

da I P2 <= pP1
— = KUQo .
dt P2+ p1

Dies ergibt sich durch Integration der Gleichung (7.4). Das heifit, dafi die Amplitude pl6tz-
lich zu wachsen anfingt und dann, abgesehen von weiteren Stérungen, mit konstanter
Geschwindigkeit weiterwichst. Der Grenzfall einer impulsiven Beschleunigung ist die Be-
schleunigung durch eine Stoflwelle. In diesem Fall muf3 die Kompressibilitit beriicksichtigt
werden, so dafl Gleichung (7.4) nicht verwendet werden kann. Die Frage ist nun, wie sich
die Storungen verhalten, wenn ein Stof} iiber eine gewellte Oberfliche von einem diinneren
in Richtung eines dichteren Mediums hinwegstreicht. In Abbildung 7.15 ist schematisch die
Situation vor und kurz nach Erreichen der Grenzfliche dargestellt.

(7.6) a=ap,

vorher < |

—
/ N

schweres Material- leichtes
Medium grenze Medium

/N /

nachher

durchgelassener reflektierter
StofR StofR3

Abbildung 7.15: Vorgang bei der Entstehung einer Richtmyer-Meshkov-Instabilitit

Die einlaufende StofSwelle wird als eben vorausgesetzt, die Grenzfliche zwischen den bei-
den Medien unterschiedlicher Dichte als sinusformig gestort. Vor dem Auftreten des Stofes
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sind die Medien, in Ubereinstimmung mit der Anfangsbedingung (7.5), in Ruhe. Der Druck
hinter dem Stofl wird als konstant vorausgesetzt. Direkt nach dem Durchgang des Stofes
herrschen nicht die in (7.6) angegebenen Bedingungen. Stattdessen ist die Amplitude a auf-
grund der Kompression kleiner als ay. Auflerdem ist % zunédchst Null, da die vom Stof} an
den Wellenberg iibertragene Geschwindigkeit dieselbe wie die an das Wellental {ibertragene
ist. Bis Zeit zur Kommunikation iiber Entfernungen vergleichbar mit % verstrichen ist, kann
es keinen Unterschied im Verhalten zwischen Wellenbergen und -tilern geben. Mit der Zeit
allerdings fangt die Amplitude der Grenzflichenstérung zu wachsen an, da in der Néhe der
Berge, wo das schwere Medium am weitesten in das leichte hineinragt, die durchgelaufene
Stowelle schwach konvergiert, wihrend die reflektierte Stofiwelle schwach divergiert. Dies
fiihrt zu einem geringen Druckiiberflufl im schweren Medium und einem Druckmangel im
leichten Medium. In den Wellentilern dagegen liegt die umgekehrte Situation vor. Die-
se Druckstorungen verlaufen so, dafl sie die Berge zuriickhalten, die Téler jedoch in das
schwere Medium hinein beschleunigen. In [33] werden von Richtmyer diese Druckstorungen
berechnet, und aus ihnen die Bewegung der Grenzfliche. Nach einigen theoretischen und
numerischen Untersuchungen kommt er zu dem Ergebnis, da} bei Beriicksichtigung der
Anfangskompression die héchste Wachstumsrate der Storungen mit der durch die inkom-

pressible Theorie gegebenen bis auf eine Abweichung von 5 bis 10% iibereinstimmt.

7.4.4 Beispiel eines strukturierten Targets unter Einwirkung ei-
nes Ionenstrahls

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulation der Experimente mit struktu-
rierten Targets vorgefiihrt. Die verwendeten Aluminiumfolien haben eine dhnliche Form,
wie die Targets, die fiir die in Kapitel 7.4.2 vorgestellten Testrechnungen verwendet wurden
(sieche Abbildung 7.7). Der Winkel betréigt auch 150° und die Wellenldnge der Stérung der
Oberfldche betragt hier 60 um. In den beiden durchgefiihrten Rechnungen wurde die Dicke
des Targets auf 25 um bzw. 35 um gesetzt. Bei den Experimenten wurde ein Filter zwi-
schen die Tonenstrahlquelle und das Target gesetzt, der bei den numerischen Simulationen
nicht beriicksichtigt wurde.

Da durch die Energieeinlagerung ein Stofl erzeugt wird, sind Instabilitdten vom Richtmyer-
Meshkov-Typ zu erwarten. Die Depositionszone betrigt, wie bei den ebenen Targets 20 um.
In der Abbildung 7.16 sind die im Experiment gemessenen Geschwindigkeitskurven an der
Riickseite des Targets dargestellt [2]. Die Geschwindigkeiten wurden in den Wellenbergen
und in den Wellentélern gemessen.

In den Abbildungen 7.17 und 7.18 sind die in den Rechnungen ermittelten Geschwindig-
keitskurven dargestellt. Es wurden neun dquidistante Punkte entlang der Targetriickseite
ausgewahlt. Dargestellt ist der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit in diesen Punkten.
Die Bewegung erfolgt auch hier in Richtung der negativen z-Achse. Um jedoch den di-
rekten Vergleich mit den Messungen darstellen zu kénnen, sind in den Abbildungen die
Geschwindigkeitsbetrige iiber der Zeit aufgetragen.
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Wellental —
Wellenberg ——-

30

Abbildung 7.16: Gemessene Geschwindigkeitkurven an der Targetriickseite
in den Wellenbergen und den Wellentélern

dy =3.5um ——
dy =7.0um -
dy = 10.5 um -----
dy = 14.0 um

4 dy=17.5um ---
dy =21.0um ----
dy = 24.5uym -~
dy =28.0um -
dy =31.5um -

20 25 30

Abbildung 7.17: Geschwindigkeit an der Targetriickseite des 25um dicken
Targets
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12
dy =3.5um ——
dy=7.0pum --—
dy = 10.5 um -----
dy = 14.0 um
10 4 dy=17.5pum -—-
dy =21.0um -~
dy =24.5 um -~
dy =28.0um -
dy =31.5um -~
Wellental (Exp.)
8 “Wellenberg (Exp.)+
km 6 [ 7
Vi
4+ ,
2+ ,
0
0 30

t,ns

Abbildung 7.18: Geschwindigkeit an der Targetriickseite des 35um dicken
Targets im Vergleich mit den Experimenten
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Besonders in Abbildung 7.18 ist wie bei den ebenen Targets der stufenweise Geschwindig-
keitsanstieg zu erkennen. In dieser Abbildung sind auch die in den Experimenten gemessen
Werte eingetragen. Dabei wurden die Messkurven in z-Richtung verschoben, da wie schon
in Kapitel 7.3 erwdhnt wurde, die Startzeit in den Experimenten und in den Rechnungen
nicht {ibereinstimmen. Die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen Wellenberg und Wellen-
tal sind in den Experimenten wesentlich geringer als in den Rechnungen. Es ist zu vermuten,
daB dies an dem verwendeten Filter liegt. Der Geschwindigkeitsverlauf der Rechnungen ist
jedoch dem der Experimente sehr &dhnlich. Allerdings ist der Geschwindigkeitsanstieg zu
Zeiten > 15ns in den Rechnungen steiler als in den Experimenten. Dies ist wiederum eine
Folge des nicht beriicksichtigten Filters.

In der Abbildung 7.19 ist die zeitliche Entwicklung des Drucks innerhalb der ersten 7.5 ns
und die Verformung des 25 um dicken Aluminiumtargets dargestellt. Bei y = 0 pum und
y = 30 um sind wieder Symmetrierdnder gesetzt. Die anderen beiden Rinder des Targets
sind freie Rénder. Die zuvor beschriebene lineare Theorie kann hier nicht angewendet wer-
den. Aufgrund der hohen Energien und Driicke spielt die Kompressibilitit eine wesentliche
Rolle. Der Druck ist rdumlich und zeitlich nicht konstant und die Materie kann sich in
alle Richtungen ausbreiten. Dadurch, dafl der Abstand zwischen Wellenberg und Wellental
etwa der Dicke des Targets entspricht, kann in derselben Zeit, in der eine Stoflwelle durch
das Target lduft, Materie vom Wellenberg ins Wellental laufen. Dadurch bewegen sich die
Tiler schneller als die Berge. Es liegt also eine Richtmyer-Meshkov-Instabilitéit vor (siehe
Kapitel 7.4.3).

Nachdem die Téler die Berge {iberholt haben kehrt sich der Vorgang um, die Materie bewegt
sich mehr in Richtung der urspriinglichen Berge. Dies ist sehr gut an den Geschwindig-
keitskurven zu erkennen. In der Abbildung 7.17 bei etwa 13 ns und in der Abbildung 7.18
bei etwa 15ns schneiden sich die Kurven und danach bewegen sich die Berge schneller
als die Téler. In den Abbildungen stellt die durchgezogene Kurve bei y = 3.5 um die Ge-
schwindigkeitskurve an dem Punkt, der dem Wellenberg am néchsten liegt, dar. Nachdem
die Stofiwelle die Riickseite des Targets erreicht hat, entsteht dort eine Verdiinnungswel-
le, die durch den festen Teil des Targets zuriicklduft, bis sie die Depositionszone erreicht
und erneut eine Stofiwelle entsteht. Auch dieser Vorgang ist in der linearen Theorie der
Rayleigh-Taylor-Instabilitdten nicht beriicksichtigt.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Finite-Volumen-Verfahren auf bewegten Rechengittern entwickelt.
Durch das Mitbewegen des Gitters gelingt es, die Ausbreitung von Materialgrenzen oder
auch von Grenzflichen zwischen Bereichen mit unterschiedlichen physikalischen Eigen-
schaften sehr genau numerisch zu simulieren. An einer Materialgrenze tritt ein Sprung in
der Zustandsgleichung auf, der zu einer Unstetigkeit in der Flufifunktion fiihrt. Da die in
Finite-Volumen-Verfahren hiufig verwendeten Godunov-Typ-Verfahren die Funktionalma-
trix der FluBfunktion benétigen, ist nicht sichergestellt, dafl diese Verfahren auch an einer
Materialgrenze ihre Giiltigkeit behalten. Hier konnte gezeigt werden, dafl dieses Problem
durch Einfithren einer zusitzlichen Erhaltungsgrofe, die fiir einen glatten Ubergang der
Flufifunktion an der Materialgrenze sorgt, gelést werden kann.

Anhand einiger Beispiele wurde gezeigt, dafl die so entwickelten Finite-Volumen-Verfahren
auf bewegten Rechengittern die numerischen Ergebnisse wesentlich verbessern. Sowohl
Kontaktunstetigkeiten als auch Stofliwellen werden, wenn das Gitter mit ihrer Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit bewegt wird, kaum noch numerisch geddmpft. Meist erhdlt man
mit Verfahren erster Ordnung auf bewegten Gittern bessere Ergebnisse als mit Verfah-
ren zweiter Ordnung auf ortsfesten Rechengittern. Materialgrenzen kénnen mit Verfah-
ren auf ortsfesten Rechengittern nicht besonders gut wiedergegeben werden. Es muf} ein
Tracking-Algorithmus eingesetzt und eine kiinstliche Zustandsgleichung fiir die Mischung
der betrachteten Materialien eingefiihrt werden.

Die vorgestellten Verfahren eignen sich auch sehr gut fiir Probleme, bei denen sich die
Materie sehr schnell ausbreitet. Da sich der Rand des Rechengebiets mit der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Materie bewegen kann, wird Rechenzeit eingespart. Bei Verfahren auf
ortsfesten Gittern mufl von Beginn an, auf dem Gebiet gerechnet werden, das am En-
de von der Materie ausgefiillt wird. Daher eignen sich die Verfahren auf bewegten Git-
tern besonders gut fiir die an der KALIF durchgefiihrten Strahl-Target-Wechselwirkungs-
Experimente. Anhand der durchgefiihrten Rechnungen kénnen die physikalischen Vorgénge
in dem bei den Experimenten entstehenden Plasma interpretiert werden. Damit kann die
numerische Simulation zur Unterstiitzung der Auswertung der Experimente herangezogen
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werden. Ein weiteres Testbeispiel zeigt, dafl der Code auch in der Lage ist, Instabilitdten
zu simulieren.

Ein Problem bei mehrdimensionalen Verfahren auf bewegten Gittern ist die Gitterver-
formung. Dadurch, dafl beliebige Geschwindigkeiten zugelassen werden, kann es zu einer
starken Verzerrung des Gitters kommen. Dies fithrt zu Ineffizienz und zu einer Verstirkung
numerischer Fehler.

Da im Verfahren das Rechengebiet in Teilgebiete zerlegt werden kann, eignet es sich auch
zur Parallelisierung. Allerdings kann die Anzahl der Gitterzellen in den einzelnen Teilge-
bieten sehr unterschiedlich sein.

Eine weitere Moglichkeit ist die Einfiihrung eines lokalen Zeitschritts. In den verschiede-
nen Teilgebieten konnen die Gitterzellen unterschiedliche Groéfien besitzen. In Gebieten, in
denen sich die physikalischen Gréflen sehr langsam dndern und auch rdumlich nur gering
variieren, reicht ein recht grobes Gitter aus. In anderen Bereichen, in denen starke Gradi-
enten vorkommen, wird ein sehr feines Gitter bendtigt. Dieses feine Gitter bestimmt jedoch
den Zeitschritt fiir das gesamte Rechengebiet. Die Idee ist nun, in Teilgebieten mit feinem
Gitter auch zeitlich eine héhere Auflésung zu wéhlen.



Anhang A

Transformation im dreidimensionalen
Raum

Wir betrachten den Fluf} in Richtung der Einheitsnormalen n = (ny, ns, n3), n| =1,

3

(A.1) F(un)=> nfi(u).

i=1

Das System (1.19) ist fiir N = 3 rotationsinvariant. Mit

1 0 0 0 0
0 n1 N9 ng 0
0 ©ning <ngng ni+n3 0
0 0 0 0 1
gilt
(A.3) F(u,n) = Q 'f; (Qu) .
Die zugehorige Transformation der kartesischen Koordinaten
T ny N9 ns I
(A4) Ty | = | ©ng ny 0 T
T3 ENing  Snang n% + n% T3

fiihrt auf einen neuen Zustandsvektor

(A5) q= Qu = (Qa Q{}la Q’a?a 0{}37 6)T )
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mit
U1 = N1vq + NoU9y + nsvs ,

(A.6) Uy = N1V N2V,

2 2
U3 = (nl + n2) VU3 <=N1N3V1 <= NaN3Vs ,

der das System

0 = 0f(q)
(A.7) E+; %, ="

erfiillt. Die Fliisse f; sind identisch mit den Fliissen in (A.1).



Anhang B

Lineare Stabilitatstheorie fiir
Rayleigh-Taylor-Instabilititen

Zur mathematischen Untersuchung von Instabilitdten bedient man sich der linearen Stabi-
litdtstheorie [6]. Man beginnt mit einer kleinen Anfangsstérung und geht davon aus, daf} die
verschiedenen physikalischen Variablen, die das System beschreiben, kleine Zuwéchse erlau-
ben. Die Gleichung dieser Zuwichse erhilt man aus den relevanten Bewegungsgleichungen,
indem man nur die Terme, die linear in den Storungen sind, betrachtet. Eine vollstindige
Stabilitdtsuntersuchung, die alle moglichen Storungen einbezieht, wird erreicht, indem eine
beliebige Stérung als Uberlagerung gewisser moglicher Basismoden dargestellt wird und
die Stabilitdt des Systems beziiglich jeder dieser Moden untersucht wird. Um diese Vorge-
hensweise zu illustrieren, wird ein System betrachtet, welches durch zwei parallele Ebenen
begrenzt ist und in dem die physikalischen Grofien im stationdren Zustand nur von der Ko-
ordinate senkrecht zu den Ebenen (0.B.d.A. sei diese z) abhidngen. In diesem Fall kann eine
beliebige Stérung als Uberlagerung von zweidimensionalen periodischen Wellen dargestellt
werden.

B.1 Modalanalysis

Stellt A(r,t) eine typische Amplitude dar, die die Stérung beschreibt, so kann sie in der
Form

(B.1) Ar, 1) = /Ak(r,t) i

geschrieben werden. Dabei geht man davon aus, dafl die Grofle k& samtliche Parameter
reprasentiert, die notig sind, um die verschiedenen Moden zu unterscheiden. Ein wichtiger
Punkt bei der weiteren Vorgehensweise ist, daf} eine Entwicklung der Stérungen in eine
vollstidndige Menge normaler Moden moglich ist.
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Die Gleichungen, die fiir die allgemeinen Storungen mafigebend sind, kénnen jetzt fiir die
normalen Moden spezialisiert werden. Die Zeitabhéngigkeit 148t sich eliminieren, indem
man Losungen der Form

(B.2) Aplr,t) = A(r) - e+

sucht, wobei wy eine noch zu bestimmende Konstante ist. Jetzt miissen Losungen dieser
letzten Gleichung gesucht werden, die gewisse Randbedingungen erfiillen. Im allgemeinen
werden diese Gleichungen nicht fiir jedes beliebige wy nichttriviale Losungen zulassen. Die
Suche nach nichttrivialen Losungen, die die Randbedingungen erfiillen, fiihrt direkt auf
ein charakteristisches Anfangswertproblem fiir wy. Damit hat sich das Problem auf die
Bestimmung von wy, fiir verschiedene Moden reduziert. Dieser sogenannte charakteristische
Wert fiir wy, ist im allgemeinen komplex. Mit r = (z,y, 2)" koénnen die Stérungen hiufig
auch in der Form

o ole o}

(B.3) A,y 2,1) = / / Ap(2)eitherthanont) g g

—00 —00

dargestellt werden, wobei

(B.4) k= \/k2+Fk?

die mit der Stérung verbundene Wellenzahl ist. Da die Stérungsgleichungen linear sind,
kann die Reaktion des Systems auf eine allgemeine Stérung bestimmt werden, wenn die
Reaktion des Systems auf Storungen aller auftretenden Wellenzahlen bekannt ist. Die Sta-
bilitdt des Systems héngt also von seiner Stabilitdt beziiglich der Stérungen aller Wel-
lenzahlen ab, und die Instabilitit folgt direkt aus der Instabilitit gegeniiber Stérungen
lediglich einer Wellenzahl.

B.2 Die Storungsgleichungen fiir eine Rayleigh-
Taylor-Instabilitét

Fiir die Rayleigh-Taylor-Instabilitéit sind die zugrundeliegenden Gleichungen die Masse-
nerhaltungsgleichung, die Gleichung fiir die Divergenzbedingung und die Impulsgleichung.
Als duflere Kraft wird lediglich die Gravitationskraft angesetzt. Dann haben die drei Glei-
chungen die Form

dp

(B.5) a—l—V(p-v):O,

(B.6) V-v=0
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und

ov

(B.7) P&

+p(v-V)v=&Vpepg.

Diese werden jetzt unter der Annahme kleiner Stérungen linearisiert. Dann werden nur
die Terme, die erster Ordnung in den Storungen sind, betrachtet. Das Ziel dabei ist, die
zeitliche Entwicklung dieser Storungen zu finden. Wenn sie mit der Zeit wachsen, so liegt
eine Instabilitdt vor, oszillieren sie nur, so handelt es sich um Wellenlsungen, aber keine
Instabilitéten.

Setzt man die Divergenzbedingung (B.6) in die beiden anderen Gleichungen ein, so ergibt
sich

dp
B. e -
(B.8) 5 +vVp=0,
und

ov
(B.9) Par = &Vp &pg .

Jetzt wird weiter vorausgesetzt, dafl die Gravitationskraft nur in z-Richtung wirkt, das
heifit g = (0,0, g)T, und daB der ungestérte Zustand die Geschwindigkeit Null, einen kon-
stanten Druck und nur Gradienten in z-Richtung besitzt. Geschwindigkeit, Druck und
Dichte werden linear in die ungestorten Terme v = 0, py, po und die Terme kleiner
Storungen vy = (ul,vl,wl)T, p1 und p; zerlegt. Unter diesen Voraussetzungen und wenn
man die einzelnen Komponenten der Impulsgleichung ausschreibt, erhédlt man

(B.10) %—l— (wl%jLul%ijlaa—zlewl%) =0,
(B.11) ]

(B.12) (pﬁpﬂ% 2@%%,

(B.13) (po + pl)% = @%—Zl ;

(B.14) (o + Pl)% S} &(po+p1)g-

ot 0z
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Betrachtet man nun nur die Terme erster Ordnung in den Stérungen, so reduzieren sich
die Gleichungen auf

op dpo
8u1 81}1 8w1 .
(B.16) %—Fa—y-i‘g—o,
Ouy . opr
(B.17) "o = o
vy Op
B.1 e
und
owy . op
(B.19) P 5 = <:>8—z <p19 -

B.3 Die Fourierentwicklung

Fiir alle gestorten Groflen wird nun eine Fourierentwicklung in ebene Wellen durchgefiihrt.
Ersetzt man in der Gleichung (B.3) die Integration durch die Summation iiber alle Wel-
lenzahlen, so erhdlt man die Fourierentwicklung

(B.20) Az, y, 2,t) = ZAk(Z)ei(kzI+kyy+wkt) _
k

Im allgemeinen wird die Wellenzahl k als bekannt vorausgesetzt, und die Natur der Wellen-
frequenz w wird untersucht. Ist w reell, so stellt die Gleichung (B.20) Wellen oder Oszillatio-
nen dar, und das System ist stabil. Hat w jedoch einen nicht verschwindenden imaginéren
Anteil, dann stellt die Gleichung (B.20) eine Storung dar, die exponentiell mit der Zeit
wichst, das System ist instabil. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden der
Index k weggelassen. Wiahlt man fiir simtliche gestérten Groflen diesen Fourieransatz, so
ergeben sich aus den Gleichungen (B.15) bis (B.19) die Gleichungen

. dpo
B.21 = &w|—
(B.21) iwpr 1,
)
(B.22) ikgur + ikyvy + ot =0,

0z
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(B.23) iwpouy = Sikypy
(B.24) wpovr = Sikypr
und

0
(B.25) iwpowy = % Sp1g -

Aus den Gleichungen (B.23) und (B.24) folgt
(B.26) ikl + E)p1 = iwpo(kaur + kyvr)
und mit der Gleichung (B.22) die Gleichung

8w1
0z
Setzt man die Gleichung (B.21) in die Gleichung (B.25) ein, so ergibt sich

(B.27) k’py = Siwpy

opr . 9. 9o
B.28 — = —wy .
( ) 5, . WPt + PR
Durch Elimination von p; erhélt man aus den Gleichungen (B.27) und (B.28) die Gleichung
0 811)1 apO
B.2 — — k? Agk? =
(B.29) 0z <p0 0z > SE o ¥ A9 oz !

mit A\ = ﬁ Da der Gradient der ungestérten Dichte in dem Problem vorgegeben ist,
ist dies eine Gleichung fiir wy(w, k). Setzt man nun w; = 0 fiir 2 — 400, so liegt ein
Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem vor [8, 41].

Beim Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem interessiert man sich fiir die Félle, in de-
nen das Problem nichttriviale Losungen besitzt. Dies ist nur fiir bestimmte Werte von A
moglich, die Eigenwerte des Problems genannt werden. Sind die Eigenwerte positiv, so
entsprechen alle Eigenfunktionen Schwingungsvorgingen. Ist ein Eigenwert negativ, so hat
die Eigenfunktion einen aperiodischen Verlauf. Dies entspricht in unserem Beispiel einer
Instabilitét.

Aus der Sturm-Liouvilleschen Theorie ergibt sich also auch, daf§ Instabilitdten genau dann
auftreten, wenn w? einen nichtverschwindenden imaginiiren Anteil besitzt. Aus dieser Theo-
rie erhilt man auflerdem noch die folgende Aussage. Zu dem Eigenwertproblem (B.29) gibt
es unendlich viele Eigenwerte, falls py > 0 und @gk2% > 0 sind. Da py > 0 und ¢ positiv

sind, gilt dies genau dann, wenn % < 0 ist.

Damit ist gezeigt, daB w? > 0 ist, wenn 922 < 0 {iberall gilt und umgekehrt w? < 0 ist,

wenn % > 0 irgendwo in der Stromung gilt. Das heifit, eine Dichtestruktur, die mit z

wéchst ist stabil, wihrend eine mit z fallende Dichtestruktur instabil ist.
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B.4 Die Wachstumsraten der Instabilititen

Der néachste Schritt ist nun, die Wachstumsraten der Instabilititen zu bestimmen und
festzustellen, ob alle Wellenzahlen instabil sind. Dazu vereinfachen wir das System auf
den Fall zweier gleichférmiger Fliissigkeiten, die durch eine horizontale Grenzfliche an der
Stelle z = 0 voneinander getrennt sind. Entfernt man sich von dieser Grenzflache, so geht
die Gleichung (B.29) iiber in die Gleichung

62

welche allgemein die exponentielle Losung
(B.31) wy = Ae** + Be™**
besitzt. Da die Geschwindigkeit w; fiir 2z — 400 verschwinden muf}, wird

{ Aek”  fiir z<0
wp =

(B.32) Ae fiir 2>0

gesetzt. Dabei wird fiir positive und negative z dieselbe Konstante A gewéhlt, um die
Stetigkeit von w; an der Stelle z = 0 zu gewihrleisten. Um nun die Losungen links und
rechts der Grenzfliche miteinander zu verbinden, werden Sprungbedingungen bendétigt.
Dazu wird ein infinitesimal kleines z-Intervall, das den Nullpunkt enthélt, betrachtet und
die Gleichung (B.28) iiber dieses Intervall integriert. Grofien, die stetig an der Stelle z = 0
sind, werden mit dem Index s versehen, und mit

(B.33) Asf

wird der Sprung einer unstetigen Gréfle f an der Stelle z = 0 bezeichnet. Damit erhéilt
man aus der Gleichung (B.28) die Gleichung

(B34) As b1 = .iwls As Po -
w

Die gleiche Methode, angewandt auf die Gleichung (B.27), liefert

0
(B.35) KA py = A, (@L'wpoﬂ> )
0z
Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen A, p;, so ergibt sich
811)1 kQ
(B36) As (pgg> == ngls As 2o -

In dem betrachteten System ist aber

(B.37) Aspo = p2 =p1,
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wobei p, den oberen und p; den unteren Dichtewert bezeichnen. Auflerdem ist

8w1
B.38 — =Fk
(B.38) 5, = ThW
fiir 2 > 0 bzw. z < 0. Daraus erhélt man das Ergebnis
P2 <= pP1
B.39 w® = &gk <—> :
( ) I P2+ p1

Man sieht auch hier wieder, dafi das System instabil ist (w? < 0), wenn p, > p; ist. Dieses
Ergebnis stimmt auch mit den Uberlegungen der Energiemethode iiberein. Man erkennt
an der Gleichung (B.39) auch, dafl im Fall po > p; alle Wellenzahlen instabil sind, und daf
die Wachstumsrate proportional zur Wurzel der Wellenzahl ist,

(B.40) w| ~ VE .

Dieses letzte Ergebnis gilt fiir kleine Stérungen. Wichst die Instabilitdt, dann dominieren
Storungen hoherer Ordnung, die hier nicht beriicksichtigt werden.

Héaufig mochte man direkt eine Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung der Amplitude
kleiner Stérungen zur Verfiigung haben. Diese 148t sich aus den bisherigen Gleichungen
ableiten. Im folgenden sei a = a (t) die Amplitude einer kleinen sinusartigen Stérung der
Grenzfliache, die die Bedingung

(B.41) ka <1

erfiillt, wobei k& wieder die Wellenzahl bezeichnet. Die zeitliche Anderung dieser Amplitude
ist gerade die Geschwindigkeitskomponente w; der gestérten Terme in z-Richtung, das
heifit

_da(t)

(B.42) w (t) = —

Nach dem Ansatz (B.20) gelten
da(t)  dw (t)

B.4 = =
(B.43) e o iww (t)
und

1
(B.44) Mﬂ:/wﬂWﬁ:fwﬂﬂ.

iw
Daraus folgt

d*a (t)

(B.45)

1
proa wQ;wl (t) = ew’a(t) .

Setzt man nun die Gleichung (B.39) in die letzte Gleichung ein, so ergibt sich eine Diffe-
rentialgleichung fiir die Amplitude a,

d*a (t) 02 £ 01
dt? 02+ 01’
wobei hier die Beschleunigung ¢ als zeitlich verdnderlich zugelassen wird.

(B.46) =kg(t)a(t)
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