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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Godunov-Typ-Verfahren f�ur die Eulergleichungen auf
bewegten Rechengittern entwickelt. Die numerische Methode basiert auf einem Finite-
Volumen-Ansatz im Raum-Zeit Gebiet. Die dabei notwendige Ermittlung der Fl�usse wird
durch das n�aherungsweise L�osen von Riemannproblemen bewerkstelligt. Verschiedene
Arten von Riemannl�osern werden auf den Fall bewegter Rechengitter erweitert und
Verfahren h�oherer Ordnung werden entwickelt. Der Schwerpunkt der Anwendung der
Methode liegt dabei auf der Simulation bewegter Materialgrenzen. Durch eine Erweiterung
der Eulergleichungen um eine zus�atzliche Gleichung wird eine Regularisierung der
unstetigen Flu�funktion erreicht. Damit k�onnen die bekannten Konstruktionsmethoden
f�ur n�aherungsweise Riemannl�oser auch an einer Materialgrenze angewandt werden. Um die
St�arke dieser Verfahren zu zeigen, werden die Ergebnisse eindimensionaler Testprobleme
vorgestellt und diskutiert. Eine weitere Anwendung bilden �Uberschall-Sto�probleme,
die mit Hilfe des am Forschungszentrum Karlsruhe stehenden Pulsgenerators KALIF
(Karlsruhe Light Ion Facility) experimentell untersucht werden k�onnen. Die Ergebnisse
der Simulationen solcher Experimente zeigen weiterhin die hohe E�zienz und Robustheit
dieser Verfahren, insbesondere auch in zwei Raumdimensionen.

Godunov-Type Methods for the Hydrodynamic

Equations on Moving Grids

Abstract

The current PhD thesis presents Godunov-type schemes for the Euler equations on moving
grids. The numerical method is based on a �nite-volume approach in the space-time
domain. The uxes are calculated using the approximate solution of Riemann problems.
Several Riemann solvers are extended to moving grids and higher order methods are
developed. For application of the method we concentrate on the simulation of moving
material interfaces. We extend the Euler equations by an additional equation to get
a regularization of the discontinuous ux function. Then the well known methods of
constructing approximate Riemann solvers can be used even at a material interface.
To show the power of these methods the results of one dimensional test problems are
presented and discussed. Another application are supersonic shock problems, that can be
experimentally explored at the KALIF (Karlsruhe Light Ion Facility) at Forschungszentrum
Karlsruhe. The results of the simulation of such experiments show the high e�ciency and
robustness of these methods also in two space dimensions.
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Einleitung

Die Beantwortung einer Vielzahl von Problemstellungen aus unterschiedlichen Bereichen
der Naturwissenschaft und Technik l�a�t sich eng mit dem L�osen von sogenannten Erhal-
tungsgleichungen in Beziehung setzen. Eine zentrale Rolle, sowohl f�ur theoretische als auch
f�ur praktische Untersuchungen, nehmen dabei Systeme von nichtlinearen hyperbolischen
Di�erentialgleichungen ein [24, 16]. Ein wichtiges Beispiel dieser partiellen Di�erentialglei-
chungen sind die Eulergleichungen.

Eine Anwendung bilden �Uberschall-Sto�probleme, die mit Hilfe des am Forschungszentrum
Karlsruhe stehenden Pulsgenerators KALIF experimentell untersucht werden k�onnen [36].
Dabei wird die mit einer gepulsten Hochspannungsanlage gewonnene elektrische Leistung
in einer Ionendiode in einen intensiven Ionenstrahl umgewandelt [1]. Die Energie der Io-
nenstrahlen wird anschlie�end zur Beschleunigung einer d�unnen Aluminiumfolie benutzt
[4]. Zur Simulation solcher Sto�probleme ist man auf hochentwickelte L�osungsalgorithmen
zur numerischen Behandlung der zugrundeliegenden nichtlinearen hyperbolischen Erhal-
tungsgleichungen angewiesen, da das Auf�nden von analytischen L�osungen nur f�ur sehr
vereinfachte F�alle gelingt. Als besonders e�zient erweisen sich die in den letzten zwei
Jahrzehnten entwickelten Godunov-Typ-Verfahren [29].

Eines der grundlegenden Probleme bei solchen Verfahren ist die Behandlung von Sto�fron-
ten und Grenz�achen. Ein typisches Beispiel ist die Simulation der Grenzschicht zweier
Materialien, welche sich nicht mischen. Werden numerische Verfahren eingesetzt, die auf
einem ortsfesten Rechengitter arbeiten, so f�uhrt die numerische Approximation unweiger-
lich zu einem Verschmieren der Materialgrenzen und zu einer k�unstlichen Mischung der
Materialkomponenten. F�ur diese k�unstliche Mischzone mu� dann eine Zustandsgleichung
ohne physikalische Begr�undung formuliert werden. Wird ein solches Ph�anomen durch die
Erhaltungsgleichungen f�ur Masse, Impuls und Energie sowie den ad�aquaten Zustandsglei-
chungen modelliert, so ist eine scharfe Aufl�osung dieser Unstetigkeiten f�ur die Qualit�at
des numerischen Verfahrens wesentlich. Physikalische Probleme, bei denen das dynamische
Verhalten nicht so sehr von der Dicke der Grenz�achen abh�angt, lassen sich mit Verfahren
auf ortsfesten Gittern hinreichend genau approximieren, wenn zus�atzlich spezielle nume-
rische Methoden, welche die numerische Verschmierung klein halten, eingesetzt werden.
F�ur physikalische Probleme jedoch, deren zeitliche Entwicklung sehr emp�ndlich auf Lage
und Dicke dieser Grenz�achen reagiert, m�ussen andere numerische Methoden entwickelt
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werden. Es sind Konzepte gefragt, welche die Bewegung einer solchen Grenz�ache genauer
approximieren.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren vorgestellt, das den Euler- mit dem sogenannten
Lagrange-Ansatz kombiniert. Dabei wird auf ein mit der Str�omung mitbewegtes Koor-
dinatensystem Bezug genommen [42]. Die Idee bei diesem erweiterten Ansatz ist, das be-
trachtete Rechengebiet in mehrere Teilgebiete zu zerlegen, deren R�ander sich gegeneinander
bewegen k�onnen. Das hei�t, die Gleichungen werden auf einem zeitabh�angigen, sogenann-
ten bewegten Gitter approximiert, wobei sich in jedem Teilgebiet nur ein Material be�ndet.
Kontakt�achen verschiedener Materialien oder verschiedener physikalischer Eigenschaften
werden bei der Rechnung als R�ander von Teilgebieten betrachtet. In jedem Zeitschritt
wird zun�achst die Bewegung der Grenz�achen berechnet und die R�ander der Teilgebie-
te werden entsprechend transportiert. Dadurch gelingt es, ein numerisches Verschmieren
zu vermeiden. Notwendig ist dabei ein numerisches Verfahren, welches f�ur ein bewegtes
Gitter konstruiert ist. Durch dieses zeitlich ver�anderliche Gitter entsteht in den zugrun-
deliegenden Gleichungen ein zus�atzlicher Term, der bei der Entwicklung der Verfahren
mitber�ucksichtigt wird. Dieser Term beschreibt gerade die Bewegung des Gitters. Direkt
an einer Materialgrenze liegt ein Wechsel der Zustandsgleichung vor. Dies bedeutet im all-
gemeinen eine Unstetigkeit in der Flu�funktion. Da die meisten Godunov-Typ-Verfahren
die Jacobimatrix der Flu�funktion ben�otigen, ist nicht sichergestellt, da� diese Verfahren
auch f�ur unstetige Flu�funktionen ihre G�ultigkeit behalten. Daher wird in dieser Arbeit
ein Verfahren entwickelt, welches durch die Erweiterung des Systems von Erhaltungsglei-
chungen um eine zus�atzliche Gleichung f�ur einen glatten �Ubergang zwischen den beiden
Flu�funktionen sorgt.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Erweiterung der Godunov-Typ-Verfahren f�ur
bewegte Rechengitter. Zur Veri�zierung der theoretischen Ergebnisse wurde ein eindimen-
sionales Programm f�ur bewegte Rechengitter entwickelt. Mit ihm wurden einige typische
Testprobleme, wie zum Beispiel das Sodproblem [37], gerechnet. Um die Wirkungsweise der
Methode der bewegten Gitter zu verdeutlichen, wurden zun�achst Beispiele mit nur einem
Material gew�ahlt. Um die G�ute dieses Verfahrens bei der Approximation bewegter Materi-
algrenzen zu zeigen, wurden dann drei Beispiele mit Materialgrenzen betrachtet. Die Sto�-
wellenexperimente dagegen wurden mit einem zweidimensionalen Finite-Volumen-Code si-
muliert, damit auch das dynamische Verhalten in verschiedene Richtungen ber�ucksichtigt
werden kann. Dieser Code wurde vom Institut f�ur chemische Physik in Chernogolovka
(Ru�land) zur Verf�ugung gestellt [12] und in Zusammenarbeit mit den Kollegen A. Shutov
und O. Vorobiev aus Chernogolovka weiterentwickelt. In diesem Programm ist auch die
Energieeinlagerung der Ionenstrahlen in das Aluminiumtarget ber�ucksichtigt. Mit realisti-
schen numerischen Rechnungen l�a�t sich eine zeitliche und r�aumliche Au�osung gewinnen,
wie sie durch Messungen im Experiment nicht m�oglich ist.

Im ersten Kapitel wird das System der Eulergleichungen in integraler und di�erentieller
Form vorgestellt. Diese Erhaltungsgleichungen bilden ein nichtlineares hyperbolisches Sy-
stem. In Kapitel 1.2 werden einige Eigenschaften solcher Systeme angegeben, es wird der
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Begri� der schwachen L�osung und der Entropiel�osung eingef�uhrt. Beide L�osungsbegri�e
werden sp�ater bei der Herleitung der Finite-Volumen-Verfahren ben�otigt. Am Ende des
ersten Kapitels wird das Riemannproblem, ein spezielles eindimensionales Anfangswert-
problem, vorgestellt. Das zweite Kapitel enth�alt die Beschreibung der Finite-Volumen-
Verfahren. Es werden verschiedene Riemannl�oser und die zugeh�origen eindimensionalen
Godunov-Typ-Verfahren [14, 17, 34], sowie Diskretisierungen f�ur unterschiedliche struktu-
rierte Vierecksgitter vorgestellt. Im dritten Kapitel werden diese Riemannl�oser dann auf
den Fall bewegter Rechengitter erweitert, und im vierten Kapitel wird ein Verfahren f�ur
das um eine zus�atzliche Erhaltungsgleichung erweiterte System hergeleitet. Im f�unften Ka-
pitel wird dann untersucht, welchen Einu� die Gitterbewegung auf die Berechnung von
Verfahren h�oherer Ordnung hat.

In den letzten beiden Kapiteln werden numerische Ergebnisse vorgestellt. Zun�achst wer-
den im sechsten Kapitel anhand zweier eindimensionaler Beispiele ohne Materialgrenzen die
M�oglichkeiten und die Wirkungsweise der Verwendung bewegter Gitter vorgef�uhrt. Dann
werden einige eindimensionale Beispiele mit Materialgrenzen betrachtet. Die Ergebnisse
werden jeweils mit der bekannten exakten L�osung und mit Verfahren ohne Gitterbewe-
gung verglichen. Im achten Kapitel werden die Ergebnisse der Simulation von Targetexpe-
rimenten mit einem zweidimensionalen Code vorgestellt. Dazu werden zun�achst die an der
KALIF durchgef�uhrten Targetexperimente erkl�art, es wird auf die Entstehung von Instabi-
lit�aten eingegangen und die Vorgehensweise im Programm beschrieben. Die Arbeit schlie�t
mit einer Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse.



Kapitel 1

Erhaltungsgleichungen f�ur ein

kompressibles Medium

Probleme der kompressiblen Str�omungsmechanik, bei denen Reibung, Viskosit�at und W�ar-
meleitung vernachl�assigbar sind, werden durch die Eulergleichungen beschrieben. Dabei
handelt es sich um ein hyperbolisches System von Erhaltungsgleichungen, welche die
Massen-, Impuls- und Energieerhaltung beschreiben. In diesem Kapitel werden zun�achst die
Eulergleichungen in integraler Formulierung vorgestellt. Die Eulergleichungen in di�eren-
tieller Form erh�alt man dann aus den integralen Erhaltungsgleichungen unter Anwendung
des Gau�schen Integralsatzes. Dabei wird jedoch die Stetigkeit der Erhaltungsgr�o�en vor-
ausgesetzt. Da in praktischen Anwendungen h�au�g sogenannte Sto�wellen auftreten, das
hei�t Unstetigkeiten in den Erhaltungsgr�o�en, kann die Stetigkeit nicht grunds�atzlich vor-
ausgesetzt werden. Daher ist es von Vorteil, in numerischen Verfahren von den integralen
Erhaltungsgleichungen auszugehen. Allgemeinere L�osungsbegri�e f�ur die Di�erentialglei-
chungen m�ussen eingef�uhrt werden. Es werden die De�nitionen der verallgemeinerten und
der schwachen L�osung angegeben.

Es werden die Transformationseigenschaften der Eulergleichungen beschrieben, da f�ur die
im 2. Kapitel beschriebenen zweidimensionalen Finite-Volumen-Verfahren eine Transfor-
mation der Gleichungen ausgenutzt wird, um auf eindimensionale Betrachtungen zur�uck-
greifen zu k�onnen. Am Ende dieses Kapitels wird dann auf ein spezielles eindimensionales
Anfangswertproblem, das sogenannte Riemannproblem, eingegangen.

1.1 Das System der Eulergleichungen

1.1.1 Die integralen Erhaltungsgleichungen

Im folgenden werden Gasstr�omungen im Raum-Zeit-Gebiet 
 = V � [t1; t2],
0 � t1 � t2 <1 betrachtet. Dabei ist V � IRN (1 � N � 3) das vom Gas ausgef�ullte
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Volumen, dessen Rand @V als lipschitzstetig vorausgesetzt wird, und [t1; t2] das betrach-
tete Zeitintervall. Das System der reibungsfreien, kompressiblen Str�omung wird durch die
Erhaltungsgleichungen f�ur Masse, Impuls und Energie beschrieben. Diese lauten

Z
V

@%

@t
dV +

Z
@V

(%v)n dA = 0 ;(1.1a)

Z
V

@ (%v)

@t
dV +

Z
@V

�
%vvT + pI�n dA = 0 ;(1.1b)

Z
V

@e

@t
dV dt+

Z
@V

v (e + p)n dA = 0 :(1.1c)

Dabei ist % die Dichte, v = (v1; : : : ; vN) der Geschwindigkeitsvektor mit den Komponenten
vi in Richtung der kartesischen Koordinaten, n die �au�ere Einheitsnormale auf @V , I die
Einheitsmatrix, p der Druck und e die Gesamtenergie pro Einheitsvolumen,

e = %

�
"+

1

2
vTv

�
;(1.2)

die sich aus innerer und kinetischer Energie zusammensetzt. Mit " wird die spezi�sche
innere Energie bezeichnet. Den Zusammenhang zwischen innerer Energie, Druck und Dichte
erh�alt man aus einer thermodynamischen Zustandsgleichung der Form p = p (%; "), die aus
physikalischen Gr�unden nur f�ur positive Dichte de�niert und selbst auch positiv ist. In
vielen Anwendungen wird die Zustandsgleichung f�ur ideale Gase

p = p (%; ") = ( � 1) %"(1.3)

verwendet. Die gasspezi�sche Konstante  wird als Adiabatenexponent bezeichnet und
berechnet sich aus den spezi�schen W�armen bei konstantem Druck cp bzw. bei konstantem
Volumen cV zu

 =
cp

cV
; cp =

�
@q

@T

�
p

; cV =

�
@q

@T

�
V

:(1.4)

Dabei ist q die W�armemenge und T die Temperatur.

Im folgenden wird die Massenerhaltungsgleichung hergeleitet. Die ausf�uhrliche Herleitung,
auch der anderen beiden Gleichungen, wird in [11] beschrieben. Zur Herleitung der Er-
haltungsgleichungen ben�otigt man das Transporttheorem f�ur die Ableitung von Integra-
len, das uns bei der Herleitung der numerischen Verfahren auf bewegten Rechengittern in
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Kapitel 2.2.3 noch einmal begegnen wird. In beiden F�allen ben�otigen wir nur die Flu�for-
mulierung dieses Theorems, die im folgenden gegeben wird.

Das Transporttheorem

Wir betrachten die Bewegung eines Gases, das zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 2 [0;1)
ein Gebiet V0 := V (t0) ausf�ullt. Dann ist V (t) f�ur beliebige t 2 [t0;1) das Gebiet, das
von derselben Gasmenge zur Zeit t ausgef�ullt wird. Die Funktion

F : f(x; t) j t 2 [0;1) ;x 2 V (t)g ! IR

sei eine physikalische Gr�o�e.

Betrachten wir eine Gasmenge, die zum Zeitpunkt t ein beschr�anktes Gebiet V (t) ausf�ullt,
dann ist die Gesamtmenge der durch die Funktion F gegebenen Gr�o�e, die im Volumen
V (t) zur Zeit t enthalten ist, gleich dem IntegralZ

V (t)

F (x; t) dV :(1.5)

Uns interessiert die �Anderung der Gr�o�e F beschr�ankt auf das betrachtete System von
Teilchen, das hei�t die Ableitung

d

dt

Z
V (t)

F (x; t) dV :(1.6)

Das Transporttheorem in der Flu�formulierung besagt nun, da�

d

dt

Z
V (t)

F (x; t) dV =

Z
V (t)

@F

@t
(x; t) dV +

Z
@V (t)

F (x; t)v (x; t)n (x) dS(1.7)

gilt, wobei v die Geschwindigkeit der Teilchen und n (x) die �au�ere Einheitsnormale auf
@V (t) im Punkt x ist. Den Beweis des Theorems �ndet man in [11].

Das Gesetz der Massenerhaltung

Da sich in dem Gebiet V (t) zu jedem Zeitpunkt dieselben Teilchen be�nden, ist die Masse
m der Gasmenge im Gebiet V (t) von der Zeit unabh�angig. Dies bedeutet

dm (V (t))

dt
= 0 ; t 2 [0;1) ;(1.8)

wobei die Masse m �uber die Dichte % in der Form

m (V (t)) :=

Z
V (t)

% (x; t) dV(1.9)
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de�niert ist. Wendet man das Transporttheorem (1.7) auf % (t) an, so erh�alt man die
Integralgleichung Z

V

d%

dt
(x; t) dV +

Z
@V

% (x; t)v (x; t)n (x) dS = 0 :(1.10)

Betrachtet man ein festes Volumen V , so besagt diese Gleichung, da� sich die Massen�ande-
rung in dem Gebiet V durch den Massenu� durch den Rand des Gebietes ergibt.

Die Erhaltungsgleichungen in Vektorform

Um die Gleichungen (1.1) k�urzer in Vektorform schreiben zu k�onnen, f�uhrt man den
Vektor u der Erhaltungsgr�o�en und die physikalischen Fl�usse f1; : : : ; fN in Richtung der
Koordinatenachsen ein,

u =

0
BBBBB@

%

%v1
...

%vN
e

1
CCCCCA und fi (u) =

0
BBBBB@

%vi
%v1vi + �1ip

...
%vNvi + �Nip

(e+ p) vi

1
CCCCCA ; i = 1; : : : ; N :(1.11)

Dabei ist �ij das Kroneckersymbol. Speziell f�ur dieses System sind die physikalischen Fl�usse
auf der o�enen Menge

D = fu 2 IRN+2 ; u1 = % > 0 ; uj = %vj�1 2 IR1 f�ur j = 2; : : : ; N + 1 ;

uN+2 �
N+1X
j=2

u2j= (2u1) = g (%; p) > 0 mit p > 0g(1.12)

de�niert. Fa�t man die Fl�usse in der Flu�matrix

F = (f1; : : : ; fN) =

0
BBBBB@

f11 : : : fN1
f12 : : : fN2
...

. . .
...

f1;N+1 : : : fN;N+1

f1;N+2 : : : fN;N+2

1
CCCCCA(1.13)

zusammen, so lassen sich die integralen Erhaltungsgleichungen (1.1) in der KurzformZ
V

ut dV +

Z
@V

F (u) n dA = 0(1.14)

schreiben. Integriert man diese Gleichung �uber das Zeitintervall (t1; t2), so ergibt sich

t2Z
t1

Z
V

ut dV dt+

t2Z
t1

Z
@V

F (u) n dA dt = 0 :(1.15)

Die im 2. Kapitel beschriebenen Finite-Volumen-Verfahren stellen eine Approximation die-
ser Integralgleichungen dar.
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1.1.2 Die di�erentielle Form

In diesem Abschnitt wird zun�achst vorausgesetzt, da� u und f stetig sind. Dann l�a�t sich
das Ober�achenintegral in (1.14) mit dem Gau�schen Integralsatz in ein Volumenintegral
umwandeln. Man erh�alt Z

V

ut dV +

Z
V

divF (u) dV = 0 :(1.16)

Da diese Gleichung f�ur beliebig kleine Volumina und beliebige Zeitintervalle g�ultig ist,
ergibt sich das Di�erentialgleichungssystem

@u

@t
+ divF(u) = 0 :(1.17)

Die in den letzten beiden Gleichungen verwendete Divergenz ist dabei auf jede Zeile der
Matrix F anzuwenden, das hei�t

divF =

0
BBBBB@

NP
i=1

@fi1
@xi

...
NP
i=1

@fi;N+2

@xi

1
CCCCCA =

NX
i=1

@fi

@xi
:(1.18)

Damit l�a�t sich das System (1.17) auch in der Form

@u

@t
+

NX
i=1

@fi (u)

@xi
= 0(1.19)

schreiben.

1.2 Eigenschaften nichtlinearer hyperbolischer

Systeme

Die Gleichung (1.19) l�a�t sich durch Anwendung der Kettenregel auf die Funktionen
fi (u(x; t)) in das quasilineare System partieller Di�erentialgleichungen

@u

@t
+

NX
i=1

Ai(u)
@u

@xi
= 0(1.20)
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�uberf�uhren, wobei die Jacobimatrizen

Ai(u) :=
dfi(u)

du
=

0
BB@

@fi;1(u)

@u1
: : :

@fi;1(u)

@uN+2

...
. . .

...
@fi;N+2(u)

@u1
: : :

@fi;N+2(u)

@uN+2

1
CCA ; i = 1; : : : ; N ;(1.21)

f�ur alle u 2 D mit D nach (1.12) de�niert sind.

De�nition 1.1. (aus [11]): Das System (1.20) hei�t hyperbolisch, wenn die Matrix

P(u;�) =
NX
i=1

�iAi(u)(1.22)

f�ur beliebige Vektoren u 2 D und � = (�1; : : : ; �N) 2 IRN reelle Eigenwerte ai = ai(u;�),
i = 1; : : : ; N+2, besitzt und diagonalisierbar ist. Das hei�t, es existiert eine nichtsingul�are
Matrix T = T (u;�) mit

T �1PT = D(u;�) = diag(a1; : : : ; aN+2) :(1.23)

Die Eulergleichungen (1.19),(1.11) zusammen mit der Zustandsgleichung f�ur ideale Gase

p = p (%; ") = ( � 1) % "(1.24)

bilden ein hyperbolisches System von Di�erentialgleichungen [11]. Erg�anzt man dieses Sy-
stem, betrachtet im IRN , durch die Anfangswerte

u(x; 0) = g(x) ; 8x 2 IRN ;(1.25)

mit einer gegebenen Funktion g : IRN ! IRN+2, so spricht man von einem Cauchyproblem.
Bei den folgenden theoretischen Untersuchungen wird stets das Cauchyproblem auf dem
Raum-Zeit-Gebiet 
 = IRN � [0;1) betrachtet.

De�nition 1.2. Eine Funktion u 2 C1
�
IRN � [0; T ); D

�
mit D gem�a� (1.12), die das

System (1.19) in 
 und die Anfangsbedingung (1.25) in IRN erf�ullt, wird klassische L�osung

des Cauchyproblems genannt.

Wie bereits erw�ahnt, k�onnen auch bei stetigen Anfangsbedingungen Unstetigkeiten in der
L�osung auftreten. Das Konzept der klassischen L�osung ist daher zu einschr�ankend. Im
folgenden wird zun�achst die schwache und dann die verallgemeinerte L�osung des Cauchy-
problems vorgestellt (vgl. [11]).
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Zur De�nition der schwachen L�osung ben�otigen wir die folgenden Bezeichnungen und Vor-
aussetzungen:

� M � IRs sei eine me�bare Menge.

� [L1 (M)]m sei der Raum aller Vektorfunktionen f = (f1; : : : ; fm) mit Lebesgue-
me�baren Komponenten fi 2 L1 (M) f�ur i = 1; : : : ; m.

� f 2 [L1loc (M)]m gelte genau dann, wenn f jM\K 2 [L1 (M \K)]m f�ur alle kompakten
Mengen K � IRs.

� C1
0

�
IRN � [0;1)

�
sei der Raum aller unendlich oft di�erenzierbaren Funktionen mit

kompaktem Tr�ager in IRN � [0;1).

� u sei eine klassische L�osung der Di�erentialgleichung (1.19) mit der Anfangsbedin-
gung (1.25), wobei weiterhin 
 = IRN � [0;1) gilt.

Unter diesen Voraussetzungen folgt aus der Gleichung (1.19) die Gleichung

1Z
0

Z
IRN

 
@u

@t
+

NX
i=1

@fi (u)

@xi

!
' dx dt = 0(1.26)

f�ur jede Vektorfunktion ' 2 �C1
0

�
IRN � [0;1)

��m
. Unter Verwendung der Produktinte-

gration lassen sich die Ableitungen auf die Testfunktion ' �uberw�alzen. Damit erf�ullt jede
klassische L�osung von (1.19),(1.25) die Gleichung

1Z
0

Z
IRN

 
u
@'

@t
+

NX
i=1

fi (u)
@'

@xi

!
dx dt+

Z
IRN

g (x)' (x; 0) dx = 0

8' 2 �C1
0

�
IRN � [0;1)

��m
:

(1.27)

Hierbei wurde die Anfangsbedingung (1.25) eingesetzt. Die Gleichung (1.27) gilt auch f�ur
Funktionen u 2 �L1loc �IRN � (0;1)

��m
, die nicht stetig sind, und f�uhrt zu folgender De�-

nition.

De�nition 1.3. Sei g2�L1loc �IRN
��m

. Dann hei�t eine Vektorfunktion u schwache L�osung

des Anfangswertproblems (1.19),(1.25), wenn u 2 �L1loc �IRN � (0;1)
��m

ist und die Glei-

chung (1.27) erf�ullt.

Somit ist jede klassische L�osung auch schwache L�osung und eine schwache L�osung, die
stetig di�erenzierbar ist, ist klassische L�osung. Der schwache L�osungsbegri� eignet sich
sehr gut f�ur theoretische Untersuchungen. Zur Herleitung numerischer Verfahren ist die
Formulierung (1.27) jedoch weniger geeignet.
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Besser geeignet zur Herleitung numerischer Verfahren ist die verallgemeinerte L�osung. Dazu
geht man nicht von der Di�erentialform, sondern von der Integralform (1.15) aus. Ist das
r�aumliche Integrationsgebiet in (1.15) zeitlich konstant, so l�a�t sich die Reihenfolge der
Integrationen vertauschen und es gilt

t2Z
t1

Z
V

@u

@t
dV dt =

Z
V

u(x; t2) dV �
Z
V

u(x; t1) dV :(1.28)

Man erh�alt also f�ur jedes beschr�ankte Gebiet V � IRN mit lipschitzstetigem Rand @V und
beliebigen t1; t2 2 [0;1); t1 < t2, die GleichungZ

V

u(x; t2) dV �
Z
V

u(x; t1) dV +

t2Z
t1

Z
@V

 
NX
i=1

fi(u)ni

!
dA dt = 0 :(1.29)

De�nition 1.4. Eine verallgemeinerte L�osung der Di�erentialgleichung (1.19) mit den

Anfangswerten (1.25) ist eine st�uckweise stetig di�erenzierbare Funktion u, die die Inte-

gralgleichung (1.29) f�ur jedes beschr�ankte Gebiet V � IRN mit lipschitzstetigem Rand @V

und beliebigen t1; t2 2 [0;1); t1 < t2 und die Anfangswerte (1.25) erf�ullt.

G. Bruhn zeigt in [5], da� aus der G�ultigkeit des sogenannten schwachen Erhaltungssat-
zes (1.27) in einem Gebiet G � IRN � [0;1) mit u; f 2 L2 (G) f�ur jedes Normalgebiet
GN � G auch die G�ultigkeit der Integralform (1.29) des Erhaltungssatzes gilt, wobei er
das Randintegral �uber die Fl�usse in der Gleichung (1.29) mit Hilfe einer beliebigen gegen
V ma�konvergenten Folge (Vj) von C2-Gebieten durchZ

@V

 
NX
i=1

fi(u)ni

!
dA := lim

j!1

Z
@Vj

 
NX
i=1

fi(u)ni

!
dA

de�niert.

Die Klasse der schwachen L�osungen ist jedoch zu gro�, um eine eindeutige L�osung des
Systems (1.19) zu garantieren. Um unter allen m�oglichen schwachen L�osungen die physika-
lisch zul�assige auszuw�ahlen, mu� eine Zusatzbedingung eingef�uhrt werden, die sogenannte
Entropiebedingung.

De�nition 1.5. Sei D eine konvexe Menge. Dann hei�t die konvexe Funktion U : D! IR1

Entropiefunktion des Systems (1.19) und die Funktionen F1; : : : ; FN : D ! IR1 Entro-

pie�usse, wenn die Gleichungen

graduU (u)Ai (u) = graduFi (u) ; i = 1; : : : ; N ;(1.30)

erf�ullt sind. Die Bezeichnung gradu steht f�ur den Di�erentialoperator

gradu =

�
@

@u1
;

@

@u2
; : : : ;

@

@uN+2

�
(1.31)

und die Jacobimatrizen Ai (u) sind durch die Gleichung (1.21) de�niert.
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Aus der Bedingung (1.30) folgt f�ur klassische L�osungen der Erhaltungsgleichungen (1.19)
direkt die G�ultigkeit der zus�atzlichen Erhaltungsgleichung

@ U (u)

@t
+

NX
j=1

@Fj (u)

@xj
= 0 :(1.32)

F�ur schwache L�osungen gilt diese Aussage nicht mehr. Es k�onnen jedoch physikalisch
zul�assige L�osungen durch die in folgender De�nition angegebene Ungleichung ausgew�ahlt
werden.

De�nition 1.6. Eine schwache L�osung u der Gleichung (1.19) ist eine Entropiel�osung,

wenn f�ur alle konvexen Entropiefunktionen U (u) des Systems (1.19) und deren zugeh�origen

Entropie�usse Fj (u), die Bedingung

@ U (u)

@t
+

NX
j=1

@Fj (u)

@xj
� 0(1.33)

im schwachen Sinn erf�ullt ist. Das bedeutet, da�

1Z
0

Z
IRN

 
U (u)

@'

@t
+

NX
j=1

Fj (u)
@'

@xi

!
dx dt � 0

8' 2 C1
0

�
IRN � [0;1)

�
; ' � 0

(1.34)

gilt.

Weitere Formulierungen der Entropiebedingung �ndet man in [18, 22, 23, 30]. Die hier
vorgestellte Formulierung ist bei der Analyse numerischer Verfahren sehr hilfreich. Erf�ullt
ein numerisches Verfahren eine diskrete Form dieser Entropiebedingung, so kann gezeigt
werden, da� dieses Verfahren gegen die Entropiel�osung konvergiert [17].

F�ur die Eulergleichungen mit der Zustandsgleichung f�ur ideale Gase erh�alt man eine Entro-
piefunktion aus dem Zweiten Hauptsatz der W�armelehre. Die verbale Formulierung dieses
Satzes lautet folgenderma�en.

Zweiter Hauptsatz der W�armelehre (aus [10]):

'
Es ist unm�oglich, W�arme von einem k�alteren an einen w�armeren K�orper �ubergehen zu
lassen, wenn nicht gleichzeitig ein Verbrauch an Arbeit statt�ndet.`

Zur mathematischen Formulierung dieser Aussage wird eine weitere Zustandsgr�o�e, die
Entropie S, eingef�uhrt. Die Entropie ist der Quotient aus reversibel (umkehrbar) aus-
getauschter W�arme und der absoluten Temperatur beim Austausch. Nach dem Ersten
Hauptsatz der W�armelehre [10] ergibt sich die �Anderung der inneren Energie d" eines
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thermodynamischen Systems aus der am System geleisteten Arbeit (dA = �pdV ) und der
zugef�uhrten W�armemenge dq,

d" = dq + dA :(1.35)

Mit dieser Gleichung gilt f�ur die Entropie

dS =
d"+ pdV

T
:(1.36)

F�ur das ideale Gas kann die Entropie in der Form

S = cV ln

�
p

%

�
+ S0(1.37)

geschrieben werden [10, 32], wobei S0 eine noch zu bestimmende Konstante ist. Damit l�a�t
sich der Zweite Hauptsatz der W�armelehre formal schreiben.

Satz 1.1. Zweiter Hauptsatz der W�armelehre:

In einem geschlossenen, adiabaten System kann die Entropie bei allen nat�urlichen

Vorg�angen nur zunehmen, aber niemals abnehmen. Sie kann h�ochstens im Fall reversi-

bler Vorg�ange konstant bleiben. Es gilt somit

dS � 0 :(1.38)

Aus der physikalischen Entropie S l�a�t sich nun eine Entropiefunktion herleiten. Setzt man
in der Gleichung (1.37) S0 = 0, so l�a�t sich zeigen, da� die Funktion �%S strikt konvex
ist und da� die Funktionen �%vjS, j = 1; : : : ; N , Entropie�usse des Systems (1.19) sind.
Unter der Voraussetzung der stetigen Di�erenzierbarkeit der physikalischen Gr�o�en gilt die
Entropiegleichung

@ (%S)

@t
+

NX
j=1

@ (%vjS)

@xj
= 0 :(1.39)

F�ur schwache L�osungen des Systems (1.19) geht die Entropiebedingung (1.33) �uber in die
Ungleichung

@ (%S)

@t
+

NX
j=1

@ (%vjS)

@xj
� 0 :(1.40)

Dies stimmt mit dem Zweiten Hauptsatz der W�armelehre (1.38) �uberein.

Die letzte Eigenschaft nichtlinearer hyperbolischer Gleichungen, die hier betrachtet wird,
ist die Transformationseigenschaft. Sie wird ben�otigt, da die sp�ater vorgestellten mehrdi-
mensionalen Finite-Volumen-Verfahren auf L�osungen spezieller eindimensionaler Anfangs-
wertprobleme basieren. Dazu werden die Integrale �uber den Rand @V des betrachteten
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Volumenelements (entspricht der Gitterzelle im numerischen Verfahren) approximiert, in-
dem die Erhaltungsgleichung in Normalenrichtung transformiert wird. Dabei werden wieder
speziell die Eulergleichungen betrachtet. Die Herleitung wird f�ur zwei Raumdimensionen
angegeben. Der dreidimensionale Fall wird in Anhang A beschrieben.

Das hyperbolische System (1.19) hat in zwei Raumdimensionen die Form

@u

@t
+
@f1 (u)

@x1
+
@f2 (u)

@x2
= 0 :(1.41)

Im Fall der Eulergleichungen mit (1.11) ist

u =

0
BB@

%

%v1
%v2
e

1
CCA ; f1 (u) =

0
BB@

%v1
%v21 + p

%v1v2
(e+ p) v1

1
CCA und f2 (u) =

0
BB@

%v2
%v1v2
%v22 + p

(e+ p) v2

1
CCA :(1.42)

Wir betrachten nun die Fl�usse in Richtung der Einheitsnormalen n = (n1; n2), jnj = 1
bzw. in Richtung der entsprechenden Tangenten t = (�n2; n1), die wir mit Fn und Ft

bezeichnen,

Fn (u;n) = n1f1 (u) + n2f2 (u) ;

Ft (u;n) = �n2f1 (u) + n1f2 (u) :
(1.43)

Satz 1.2. Das System (1.41) ist unter der durch die Transformationsmatrix

Q = Q (n) =

0
BB@
1 0 0 0
0 n1 n2 0
0 �n2 n1 0
0 0 0 1

1
CCA(1.44)

gegebenen Transformation invariant. Das hei�t, es ergibt sich

@q

@t
+
@f1 (q)

@~x1
+
@f2 (q)

@~x2
= 0 ;(1.45)

wobei der Zustandsvektor q durch

q := Qu = (% ; %~v1 ; %~v2 ; e)
T
;

~v1 = n1v1 + n2v2 ; ~v2 = n1v2 � n2v1
(1.46)

und die transformierten Koordinaten durch�
~x1
~x2

�
=

�
n1 n2
�n2 n1

��
x1
x2

�
(1.47)

gegeben sind. Die Fl�usse f1 und f2 sind die gleichen Fl�usse wie im System (1.41).
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Beweis. F�ur Q gilt Q�1 = QT und

Qu =

0
BB@

%

% (n1v1 + n2v2)
% (�n2v1 + n1v2)

e

1
CCA ;(1.48)

woraus sich nach einigen Umformungen

Fn (u;n) = Q�1f1 (Qu) und Ft (u;n) = Q�1f2 (Qu)(1.49)

ergibt. Wendet man die Transformationsmatrix Q auf die Gleichung (1.41) an, so ergibt

sich mit den Gleichungen (1.46) bis (1.49) nacheinander

@ (Qu)
@t

+Q
�
n1
@f1(u)

@~x1
� n2

@f1(u)

@~x2
+ n2

@f2(u)

@~x1
+ n1

@f2(u)

@~x2

�

=
@q

@t
+Q

�
@ (n1f1(u) + n2f2(u))

@~x1
+
@ (�n2f1(u) + n1f2(u))

@~x2

�

=
@q

@t
+Q @Q�1f1 (Qu)

@~x1
+Q @Q�1f2 (Qu)

@~x2
:

Daraus ergibt sich direkt, da� der Zustandsvektor q das System (1.45) erf�ullt.

Im transformierten System werden also dieselben Flu�funktionen f�ur die transformierten
Gr�o�en ausgewertet und nach den transformierten Variablen di�erenziert.

1.3 Das Riemannproblem

In numerischen Verfahren f�ur hyperbolische Di�erentialgleichungssysteme werden h�au�g
spezielle eindimensionale Cauchyprobleme, sogenannte Riemannprobleme, betrachtet, die
im folgenden de�niert werden.

De�nition 1.7. Unter dem L�osen des Riemannproblems f�ur ein hyperbolisches System

@u

@t
+
@f(u)

@x
= 0 ; (x; t) 2 IR� (0;1)(1.50)

versteht man das Au�nden einer schwachen L�osung, die die Anfangsbedingung

u(x; 0) = g(x) =

(
ul; x < 0

ur; x > 0
(1.51)

erf�ullt, wobei ul, ur gegebene konstante Zust�ande sind.
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Wir betrachten die Struktur der L�osungen des Riemannproblems (1.50), (1.51) f�ur den all-
gemeinen Fall u 2 IRm. Da das System (1.50) hyperbolisch ist, besitzt die Funktionalmatrix
A (u) = df

du
reelle Eigenwerte ak (u) und einen vollst�andigen Satz von Rechtseigenvekto-

ren rk (u), k = 1; : : : ; m. Die Schar der Charakteristiken zum Eigenwert ak wird als k-tes
charakteristisches Feld bezeichnet.

De�nition 1.8. (aus [21]): Das k-te charakteristische Feld des Systems von Erhaltungs-

gleichungen (1.50) hei�t streng nichtlinear, falls

(rk(u) ; graduak(u)) 6= 0 8u(1.52)

gilt. Gilt demgegen�uber

(rk(u) ; graduak(u)) = 0 8u ;(1.53)

so hei�t das k-te charakteristische Feld linear entartet.

De�nition 1.9. (aus [23]): Eine Unstetigkeit einer st�uckweise stetig di�erenzierbaren

L�osung der Gleichung (1.50) hei�t Sto�welle, falls ein k 2 IN mit 1 � k � m und ein

s 2 IR existiert, so da� an jedem Punkt der Unstetigkeitskurve die Eigenwerte von A (u)
den Ungleichungen

ak�1(ul) < s < ak(ul)(1.54a)

ak(ur) < s < ak+1(ur)(1.54b)

gen�ugen, wobei a0(ul) := �1 und am+1(ur) := 1 im Fall k = 1 bzw. k = m gesetzt

werden und die Eigenwerte a1; : : : am der Gr�o�e nach sortiert sind. Dann ist s die Ausbrei-

tungsgeschwindigkeit der Unstetigkeit. F�allt die Ausbreitungskurve mit einer Charakteristik

zusammen,

s = ak(ul) oder s = ak(ur) ;(1.55)

so hei�t die Unstetigkeit Kontaktunstetigkeit.

De�nition 1.10. Eine Verd�unnungswelle ist eine stetige Funktion u(x; t) = u(�) mit

� = x=t, die in einem Teilgebiet L�osung der Gleichung (1.50) ist und zu einem streng

nichtlinearen charakteristischen Feld pa�t, d.h. u(� = ak(ul)) = ul.

Es existiert eine L�osung des Riemannproblems, falls die Zust�ande ul und ur gen�ugend nah
beieinander liegen und die Di�erentialgleichung (1.50) in allen charakteristischen Feldern
streng nichtlinear oder linear entartet ist [21]. Die L�osung besteht dann aus m+1 konstan-
ten Zust�anden, welche durch Sto�wellen, Verd�unnungswellen oder Kontaktunstetigkeiten
getrennt werden. Eine Kontaktunstetigkeit tritt genau dann auf, wenn das zugeh�orige cha-
rakteristische Feld linear entartet ist.
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Im Fall der eindimensionalen Eulergleichungen (m = 3) ist das zweite charakteristische
Feld linear entartet. Die beiden anderen charakteristischen Felder sind streng nichtline-
ar [29]. Dies f�uhrt auf die in Abb. 1.1 dargestellte Struktur der Riemannl�osung. Sie be-
steht aus vier konstanten Zust�anden, getrennt durch zwei nichtlineare Wellen (Sto�- oder
Verd�unnungswellen) und eine Kontaktunstetigkeit in der Mitte. Das Auftreten von Sto�-
oder Verd�unnungswellen h�angt von den Werten ul und ur ab. Es l�a�t sich zeigen , da�
Geschwindigkeit und Druck �uber die Kontaktunstetigkeit konstant bleiben und die Dichte
einen Sprung aufweist [25]. Im Fall der Eulergleichungen mit der Zustandsgleichung f�ur
ideale Gase l�a�t sich die exakte L�osung des Riemannproblems in Form einer Fixpunktglei-
chung angeben [7, 14].

-

6

Verd�unnungswelle
Kontaktunstetigkeit

Sto�welle

x

t

ul ur

u2

u1

Abbildung 1.1: Die L�osungsstruktur des Riemannproblems f�ur m = 3 in der x-t-Ebene.



Kapitel 2

Finite-Volumen-Verfahren

Finite-Volumen-Verfahren stellen eine Approximation der integralen Erhaltungsgleichun-
gen dar. Dadurch haben sie gegen�uber anderen Diskretisierungsans�atzen, wie zum Beispiel
Finite-Di�erenzen, den Vorteil, da� sie keine Vorraussetzungen bzgl. der Stetigkeit der
L�osungen machen. Daher eignen sie sich besonders f�ur physikalische Ph�anomene, bei de-
nen Unstetigkeiten, beispielsweise in Form von Materialgrenzen oder Sto�wellen, auftreten.
Ein weiterer Vorteil der Finite-Volumen-Verfahren ist ihre Flexibilit�at in bezug auf kom-
plexe Geometrien. Im folgenden werden zun�achst eindimensionale Verfahren vorgestellt,
auf denen anschlie�end zweidimensionale Verfahren aufgebaut werden.

2.1 Eindimensionale Verfahren

Eindimensionale Godunov-Typ-Verfahren stellen die Grundbausteine f�ur die sp�ater verwen-
deten mehrdimensionalen Verfahren dar. Da in den mehrdimensionalen Finite-Volumen-
Verfahren nur die Flu�berechnung der eindimensionalen Verfahren ben�otigt wird, wird hier
von einem �aquidistanten Gitter im IR � IR+

0 ausgegangen. Das hei�t, wir betrachten die
konstante Raumschrittweite �x und die Zeitschrittweite �t. Dann werden die �ublichen
Abk�urzungen

xi = i�x ; xi+ 1
2
=

xi + xi+1

2
und tn = n�t mit i 2 Z ; n 2 IN0(2.1)

verwendet. Wie schon erw�ahnt, gehen die Godunov-Typ-Verfahren von der integralen Form
der Erhaltungsgleichung aus, da sie in der Lage sein sollen, schwache oder verallgemeinerte
L�osungen des Anfangswertproblems zu approximieren. Eine explizite Approximation der
Integralgleichung (1.29) f�ur eine Raumdimension f�uhrt auf die folgende De�nition.

De�nition 2.1. Das N�aherungsverfahren

un+1i = uni �
�t

�x
(gni+1=2 � gni�1=2)(2.2)
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mit dem sogenannten numerischen Flu�

gni+1=2 = g(uni�k+1;u
n
i�k+2; : : : ;u

n
i+k) ; k 2 IN ;(2.3)

hei�t explizites (2k+1)-Punkt-Verfahren in Erhaltungsform, falls g eine lipschitzstetige

Funktion ist und der Konsistenzbedingung

g(u;u; : : : ;u| {z }
2k�mal

) = f(u)(2.4)

gen�ugt.

2.1.1 Das Godunov-Verfahren

Godunov [14] konstruierte ein Verfahren, indem er annahm, da� die N�aherungsl�osung zu
einem Zeitpunkt tn konstant innerhalb eines jeden Gitterintervalls ist,

u� (x; tn) := uni ; xi� 1
2
� x � xi+ 1

2
:(2.5)

Dadurch sind an den R�andern der Gitterintervalle lokale Riemannprobleme zu l�osen (siehe
Kapitel 1.3). Gibt es keine Wechselwirkung zwischen den verschiedenen lokalen Riemann-
problemen, so l�a�t sich die L�osung des Anfangswertproblems (1.50),(2.5) zum Zeitpunkt
tn+1 = tn + �t aus den exakten L�osungen der Riemannprobleme zusammensetzen. Dies
f�uhrt zu einer Einschr�ankung des Zeitschritts �t, das hei�t das Anfangswertproblem kann
nur f�ur kleine Zeitschritte exakt gel�ost werden.

-

6

xxi�1 xi xi+1

xi�1=2 xi+1=2 xi+3=2

t

tn+1

tn

Abbildung 2.1: Lokale Riemannprobleme ohne Wechselwirkung

In der Abbildung 2.1 l�a�t sich die Bedingung an den Zeitschritt erkennen, sie lautet

jamaxj � �x

2�t
;(2.6)
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wobei jamaxj die gr�o�te Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen des Riemannproblems ist.
Bezeichnet v die exakte L�osung des Riemannproblems, so erh�alt man

u� (x; t) = v

�
x� xi+ 1

2

t� tn
;uni ;u

n
i+1

�
f�ur xi < x < xi+1 ; tn < t � tn+1 :(2.7)

Damit ergibt sich zum Zeitpunkt tn+1 durch Mittelung eine st�uckweise konstante N�ahe-
rungsl�osung zu

un+1i =
1

�x

xiZ
x
i�

1
2

v

�
x� xi� 1

2

�t
;uni�1;u

n
i

�
dx +

1

�x

x
i+1

2Z
xi

v

�
x� xi+ 1

2

�t
;uni ;u

n
i+1

�
dx

=
1

�x

�x

2Z
0

v

� x

�t
;uni�1;u

n
i

�
dx +

1

�x

0Z
��x

2

v

� x

�t
;uni ;u

n
i+1

�
dx :

(2.8)

Dieses Verfahren wird Godunov-Verfahren genannt. Allerdings ist es bei Systemen von Er-
haltungsgleichungen h�au�g nicht oder nur mit sehr gro�em Aufwand m�oglich, die exakte
L�osung des Riemannproblems zu berechnen. Dieser Aufwand ist jedoch oft nicht gerecht-
fertigt, da durch die Integration �uber die exakte L�osung Information verloren geht. Daher
versucht man, die exakte Riemannl�osung durch eine N�aherungsl�osung mit einfacher Struk-
tur, die sogenannte approximative Riemannl�osung, zu ersetzen.

2.1.2 Godunov-Typ-Verfahren

Die Godunov-Typ-Verfahren [17] basieren auf solchen approximativen Riemannl�osungen,
die im folgenden de�niert werden.

De�nition 2.2. Eine N�aherung w = w (x=t;ul;ur) der exakten L�osung des Riemannpro-

blems (1.50), (1.51) hei�t approximative Riemannl�osung, falls die folgenden Bedingungen

erf�ullt sind (al und ar bezeichnen die minimale und maximale Ausbreitungsgeschwindig-

keit).

1. Konsistenz mit der Integralform der Erhaltungsgleichung, das hei�t

�x=2Z
��x=2

w (x=�t;ul;ur) dx =
�x

2
(ul + ur)��t f (ur) + �t f (ul)(2.9)

f�ur alle �t < �x= (2max (jalj; jarj)).
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2. Konsistenz mit der Integralform der Entropiebedingung, das hei�t

�x=2Z
��x=2

U
�
w

� x

�t
;ul;ur

��
dx � �x

2
(U (ul) + U (ur))��t F (ur) + �t F (ul)(2.10)

f�ur alle �t < �x= (2max (jalj; jarj)).
3. Es gilt

w = w (x=t;ul;ur) = ul f�ur x=t � al ;

w = w (x=t;ul;ur) = ur f�ur x=t � ar :
(2.11)

Das zugeh�orige N�aherungsverfahren wird Riemannl�oser genannt.

In dieser De�nition wird vorausgesetzt, da� eine Entropiefunktion U existiert. Dies be-
deutet, da� die Existenz einer approximativen Riemannl�osung die Existenz einer Entro-
piefunktion voraussetzt. Mit der approximativen Riemannl�osung kann das Godunov-Typ-
Verfahren de�niert werden.

De�nition 2.3. Ein N�aherungsverfahren f�ur die Erhaltungsgleichung (1.50) hei�t

Godunov-Typ-Verfahren, falls die N�aherungsl�osung die Form

un+1i =
1

�x

�x

2Z
0

w

� x

�t
;uni�1;u

n
i

�
dx+

1

�x

0Z
��x

2

w

� x

�t
;uni ;u

n
i+1

�
dx(2.12)

besitzt, wobei w eine approximative Riemannl�osung ist.

Ein Godunov-Typ-Verfahren kann in Erhaltungsform (2.2) geschrieben werden. Der nume-
rische Flu� ist dann durch

gi+1=2 = g (ui;ui+1) = f (ui)� 1

�t

0Z
��x=2

w (x=�t;ui;ui+1) dx+
�x

2�t
ui

= f (ui+1) +
1

�t

�x=2Z
0

w (x=�t;ui;ui+1) dx� �x

2�t
ui+1

(2.13)

gegeben [29]. Die Erhaltungsform (2.2) mit den Fl�ussen (2.13) ist g�ultig, solange Wellen
vom Punkt xi+ 1

2
solche von xi� 1

2
nicht erreichen. Verzichtet man also auf die Darstel-

lungsformel (2.8), so kann die Bedingung (2.6) durch die �ubliche Courant-Friedrichs-Lewy-
Bedingung oder kurz CFL-Bedingung

�t

�x
jamaxj � 1(2.14)
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ersetzt werden [29].

Im folgenden werden zwei Godunov-Typ-Verfahren vorgestellt. Das erste geht auf Roe [34,
35] zur�uck und wird daher als Roe-Verfahren bezeichnet. Er konstruierte einen speziellen
approximativen Riemannl�oser, indem er die exakte Riemannl�osung durch die exakte L�osung
des linearisierten Riemannproblems

ut +Alrux = 0 ; u(x; 0) =

(
ul; x < 0

ur; x > 0
(2.15)

ersetzte. Die sogenannte Roe-Matrix Alr = Alr(ul;ur) mu� mit der Funktionalmatrix
konsistent sein, d.h Alr(u;u) = A(u). Sie mu� reelle Eigenwerte mit einem vollst�andigen
Satz linear unabh�angiger Eigenvektoren besitzen und die Mittelwertseigenschaft

f(ul)� f(ur) = Alr(ul � ur)(2.16)

erf�ullen. Harten, Lax und van Leer [17] haben gezeigt, da� jedes System von Erhaltungs-
gleichungen, das eine Entropiefunktion besitzt, eine Linearisierung mit den genannten Ei-
genschaften zul�a�t.

Das Anfangswertproblem (2.15) l�a�t sich mit Hilfe der Charakteristikentheorie l�osen [25].
Setzt man diese L�osung in die Gleichung f�ur den numerischen Flu� (2.13) ein, so ergibt
sich

groe(ul;ur) =
1

2
(f(ul) + f(ur))� 1

2

N+2X
i=1

jaroe;ij �i rroe;i :(2.17)

Dabei ist aroe;i der i-te Eigenwert der Roe-Matrix, rroe;i der zugeh�orige Rechtseigenvektor
und �i sind die Koe�zienten von

ur � ul =
N+2X
i=1

�i rroe;i :(2.18)

F�ur die eindimensionalen Eulergleichung (1.11) mit einer allgemeinen Zustandsgleichung
p = p (%; ") lautet die Jacobimatrix

A (u) =
df

du
=

0
BB@

0 1 0

�v2 + p% +
�
v2

%
� e

%2

�
p" 2v � v

%
p"

1
%
p"

�vH + vp% +
�
v3

%
� ve

%2

�
p" H � v2

%
p" v + v

%
p"

1
CCA(2.19)

mit der Enthalpie H := e+p

%
und den thermodynamischen Ableitungen p% := @p

@%
und

p" :=
@p

@"
. Daraus lassen sich die Eigenwerte

aroe;1 = v � c ; aroe;2 = v und aroe;3 = v + c

mit c2 =
pp"

%2
+ p%

(2.20)



2.1 Eindimensionale Verfahren 23

und die Eigenvektoren

r1 =

0
@ 1

v � c

H � vc

1
A ; r2 =

0
@ 1

v

H � %c2

p"

1
A ; r3 =

0
@ 1

v + c

H + vc

1
A(2.21)

berechnen [34].

Mit dem Ansatz Alr = A (�u (ul;ur)) lassen sich die sogenannten Roe-Mittelwerte, das
hei�t die Komponenten von �u aus der Bedingung (2.16) berechnen. Durch diesen Ansatz ist
gew�ahrleistet, da� die Eigenwerte reell sind und ein vollst�andiger Satz linear unabh�angiger
Eigenvektoren existiert. Setzt man diese Mittelwerte in die Gleichungen(2.20) und (2.21)
ein, so erh�alt man aus (2.18) die Koe�zienten �i und damit den numerischen Flu� nach
(2.17). Die Roe-Mittelwerte sind jedoch nicht eindeutig bestimmt. Insbesondere bei Ver-
wendung einer allgemeinen Zustandsgleichung gibt es in der Literatur mehrere Vorschl�age
zur Berechnung der Mittelwerte der thermodynamischen Ableitungen [13, 26]. In der fol-
genden Bemerkung fassen wir die Ergebnisse von Roe [34] und von Liou, van Leer und
Shuen [26] zusammen.

Bemerkung 2.1. F�ur die Eulergleichungen existiert im Fall einer allgemeinen Zustands-

gleichung der Form p = p (%; ") eine Roe-Matrix, die durch die folgenden Mittelwerte be-

stimmt ist,

�% =
p
%l%r ; �v =

p
%lvl +

p
%rvrp

%l +
p
%r

; �H =

p
%lHl +

p
%rHrp

%l +
p
%r

;

�" =

p
%l"l +

p
%r"rp

%l +
p
%r

; �p = �%

�
�H � �"� 1

2
�v2
�

;

�p% = ~p% + !
�p

�%
; �p" = ~p" + (1� !)

�p

�"
und �c =

r
�p�p"
�%2

+ �p%(2.22)

mit

~p% := p%(�%; �") ; ~p" := p"(�%; �") ; �p = �p� ~p%�%� ~p"�"

und ! =
j~p%�%j

j~p%�%j+ j~p"�"j
:

Die Koe�zienten der Gleichung (2.18) lauten

�1 =
1

2�c2
(�p� �%�c�v) ; �2 = �%� 1

�c2
�p und �3 =

1

2�c2
(�p + �%�c�v) :(2.23)

Der Wert ! wurde so gew�ahlt, da� die Grenzwerte

lim
�%!0

!

�%
und lim

�"!0

1� !

�"
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existieren. Mit diesen Mittelwerten l�a�t sich dann der numerische Flu� nach Gleichung
(2.17) berechnen.

Betrachtet man die eindimensionalen Eulergleichungen zusammen mit der Tait-
Zustandsgleichung, die den Zusammenhang zwischen Dichte und Druck im Wasser be-
schreibt, so lassen sich die Massen- und Impulserhaltungsgleichung unabh�angig von der
Energiegleichung l�osen, da der Druck nur von der Dichte abh�angt und nicht von der inne-
ren Energie. Die Tait-Zustandsgleichung lautet

p = p (%) = B

 �
%

%0

�N

� 1

!
;(2.24)

wobei B, %0 und N Konstanten sind. Man erh�alt also ein 2 � 2-System mit u = (%; %v)T

und f (u) = (%v; %v2 + p)
T
. Um das Roe-Verfahren (2.15) auf dieses System anzuwenden,

ben�otigt man die Jacobi-Matrix

A (u) =
df (u)

du
=

�
0 1

�v2 + p% 2v

�
:(2.25)

Mit c =
p
p% ergeben sich die Eigenwerte a1 = v � c, a2 = v + c und die Matrix der

Rechtseigenvektoren

R =

�
1 1

v � c v + c

�
:(2.26)

Aus der Mittelwertseigenschaft (2.16) mit Alr = A (�u) erh�alt man die Bedingungen

�v =

p
%lvl �p%rvrp
%l +

p
%r

(2.27)

und

�c2 (%r � %l) = pr � pl :(2.28)

Die Bedingung (2.28) ist f�ur %r = %l automatisch erf�ullt, und f�ur %r 6= %l gilt

�c2 =
pr � pl

%r � %l
:(2.29)

Mit diesen beiden Mittelwerten ist die Roe-Matrix vollst�andig bestimmt und erf�ullt die
Mittelwertseigenschaft. Mit der De�nition

�c2 :=

(
pr�pl
%r�%l

f�ur %r 6= %l

p% (%r) f�ur %r = %l
(2.30)
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erf�ullt die Roe-Matrix auch die Konsistenzbedingung, denn mit ur = ul =: u
� gilt

�v = v� und �c =
q
p% (%�) = c� :(2.31)

Au�erdem gilt lim
%r!%l

pr�pl
%r�%l

= p% (%l), das hei�t �c ist stetig. Die Koe�zienten aus der Glei-

chung (2.18) berechnen sich zu

�1 =
(�v + �c) (%r � %l)� (%rvr � %lvl)

2�c
; �2 =

(%rvr � %lvl)� (�v � �c) (%r � %l)

2�c
:(2.32)

Auch das Roe-Verfahren ist noch sehr aufwendig. Eine weitere Vereinfachung erh�alt man,
wenn man alle mittleren Zust�ande in der Riemannl�osung durch einen einzigen ersetzt.
Das dadurch entstehende Godunov-Typ-Verfahren wurde von Harten, Lax und van Leer
entwickelt [17]. Es basiert auf einer nur aus drei konstanten Zust�anden bestehenden appro-
ximativen Riemannl�osung der Form

w (x=t;ul;ur) =

8><
>:
ul f�ur x=t < al

ulr f�ur al < x=t < ar

ur f�ur x=t > ar

:(2.33)

Der mittlere Zustand ulr ergibt sich aus der Konsistenz mit der Integralform der Erhal-
tungsgleichung (2.9). Aus Gleichung (2.13) berechnet sich dann der numerische Flu� zu

ghll (ul;ur) =
a+r f (ul)� a�l f (ur)

a+r � a�l
+

a+r a
�
l

a+r � a�l
(ur � ul)(2.34)

mit

a+r = max (0; ar) ; a�l = min (0; al) :(2.35)

Hierbei m�ussen die Signalgeschwindigkeiten al, ar geeignet gew�ahlt werden. Eine M�oglich-
keit, die von Einfeldt [9] vorgeschlagen wurde, ist

al = minfaroe;1 ; a1 (ul)g ; ar = maxfaroe;N+2 ; aN+2 (ur)g :(2.36)

Die Annahme nur eines mittleren Zustands in der Riemannl�osung f�uhrt zu zus�atzlicher
numerischer D�ampfung, besonders an Kontaktunstetigkeiten. Um eine bessere Au�osung
der Kontaktunstetigkeiten zu erhalten, ersetzte Einfeldt [9] den konstanten mittleren Zu-
stand in der Riemannl�osung durch einen in x=t linearen Zustand. Dieses Verfahren wird
HLLEM-Verfahren (Einfeldt-Modi�kation des HLL-Verfahrens) genannt. F�ur N = 1 hat
die so modi�zierte Riemannl�osung die Form

w (x=t;ul;ur) =

8><
>:
ul f�ur x=t < al

ulr + b
�
x
t
� d
�
�2 (�u) r2 (�u) sonst

ur f�ur x=t > ar

:(2.37)
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Dabei ist �u ein Mittelwert f�ur die Erhaltungsgr�o�e (z.B. der Roe-Mittelwert), r2 der zweite
Rechtseigenvektor der Funktionalmatrix des Flusses und �2 der Koe�zient, der sich aus
der Gleichung (2.18) ergibt. Die Gr�o�en b und d ergeben sich aus der Konsistenzbedingung
(2.9) und der Forderung, da� an einer Kontaktunstetigkeit

ghllem = groe = fexakt

gilt. Sie lauten

d =
ar + al

2
und b =

2

ar � al
;(2.38)

woraus sich der numerische Flu� zu

ghllem (ul;ur) = ghll (ul;ur)� aral

ar � al
�2 (�u) r2 (�u)(2.39)

ergibt.

2.2 Diskretisierung in zwei Raumdimensionen

Nun werden die im letzten Abschnitt vorgestellten Verfahren auf zwei Raumdimensionen
erweitert. Dabei beschr�anken wir uns auf strukturierte Vierecksgitter. Die Verfahren las-
sen sich jedoch ohne Probleme auf drei Raumdimensionen und andere Gittertypen, wie
unstrukturierte Gitter, erweitern.

Wir betrachten die Finite-Volumen-Diskretisierung des Systems

@u

@t
+
@f1

@x
+
@f2

@y
= 0 in V � (0;T)(2.40)

mit V � IR2, 0 < T <1, u und fi nach (1.42) und der Anfangsbedingung

u (x; y; 0) = g (x; y) ; (x; y) 2 V :(2.41)

Sie basiert auf der verallgemeinerten L�osung dieses Systems, die in De�nition 1.4 vereinbart
ist. Zun�achst wird beschrieben, was unter einem Finite-Volumen-Gitter zu verstehen ist
und einige Bezeichnungen eingef�uhrt. Bei strukturierten Vierecksgittern wird das gesamte
Rechengebiet V in Viereckszellen Vij ; i = 1; : : : ; n ; j = 1; : : : ; m, eingeteilt. Jede Zelle,
die nicht am Rand liegt, hat als Nachbarn genau die Zellen Vi�1;j ; Vi+1;j ; Vi;j�1 und Vi;j+1
(siehe Abbildung 2.2).

Man kann diesen Zusammenhang auch etwas allgemeiner formulieren [11]. Mit Vh wird
eine polygonale Approximation des Gebietes V bezeichnet. Dann wird das System Vh =
fVijgi2f1;::: ;ng ; j2f1;::: ;mg als strukturiertes Vierecksgitter auf V h bezeichnet, wenn die Vij
abgeschlossene konvexe Vierecke mit den folgenden Eigenschaften sind:
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-
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x

y

1
. .

. i�1 i i+1
. . .

n
1

.
.
.

j�1

j

j+1

.
.
.

m

Vi;j

1

Abbildung 2.2: Strukturiertes Vierecksgitter

� V h =
S

i2f1;::: ;ng
j2f1;::: ;mg

Vij

� Aus Vij; Vkl 2 Vh; Vij 6= Vkl(, i 6= k ^ j 6= l)
folgt Vij \ Vkl = ; oder

Vij \ Vkl ist eine gemeinsame Seite (, (i = k � 1 ^ j = l)_ (i = k ^ j = l � 1))
oder Vij \ Vkl ist ein gemeinsamer Eckpunkt (, i = k � 1 ^ j = l � 1).

Wenn Vij und Vkl eine gemeinsame Seite besitzen, werden sie als Nachbarn bezeichnet. Die
Elemente Vij 2 Vh hei�en Finite-Volumen oder Gitterzellen. Die Gitterzelle Vij wird durch
die vier Eckpunkte 

xi� 1
2
;j� 1

2

yi� 1
2
;j� 1

2

!
;

 
xi+ 1

2
;j� 1

2

yi+ 1
2
;j� 1

2

!
;

 
xi+ 1

2
;j+ 1

2

yi+ 1
2
;j+ 1

2

!
;

 
xi� 1

2
;j+ 1

2

yi� 1
2
;j+ 1

2

!

festgelegt.

Der Rand der Zelle kann durch die Seiten des Vierecks Vij beschrieben werden,

@Vij = Sij;1 [ Sij;2 [ Sij;3 [ Sij;4

mit

Sij;1 :=

 
xi� 1

2
;j� 1

2

yi� 1
2
;j� 1

2

! 
xi+ 1

2
;j� 1

2

yi+ 1
2
;j� 1

2

!
; Sij;2 :=

 
xi+ 1

2
;j� 1

2

yi+ 1
2
;j� 1

2

! 
xi+ 1

2
;j+ 1

2

yi+ 1
2
;j+ 1

2

!
;

Sij;3 :=

 
xi� 1

2
;j+ 1

2

yi� 1
2
;j+ 1

2

! 
xi+ 1

2
;j+ 1

2

yi+ 1
2
;j+ 1

2

!
; Sij;4 :=

 
xi� 1

2
;j� 1

2

yi� 1
2
;j� 1

2

! 
xi� 1

2
;j+ 1

2

yi� 1
2
;j+ 1

2

!
:

(2.42)
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Abbildung 2.3: Gitterzelle eines allgemeinen strukturierten Vierecksgitters

Eine solche Zelle ist in Abbildung 2.3 dargestellt. F�ur die gemeinsame Seite benachbarter
Gitterzellen gilt somit (siehe Abbildung 2.4)

Vij \ Vi;j+1 = Sij;3 = Si;j+1;1 bzw. Vij \ Vi+1;j = Sij;2 = Si+1;j;4 :(2.43)
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Abbildung 2.4: Gitterzelle mit ihren Nachbarn

Mit nij;� = (n1;ij;�; n2;ij;�) ; � = 1; : : : ; 4 wird die �au�ere Einheitsnormale von Vij auf die
Seite Sij;� bezeichnet. Damit gilt auch

nij;3 = �ni;j+1;1 und nij;2 = �ni+1;j;4 :(2.44)

Der Fl�acheninhalt von Vij wird mit jVijj bezeichnet und die L�ange der Seite Sij;� mit
lij;� = jSij;�j. Desweiteren wird der betrachtete Zeitraum in Intervalle [tn; tn+1] zerlegt.
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Zur Diskretisierung greift man auf die De�nition 1.4 der verallgemeinerten L�osung zur�uck.
Man betrachtet also die Gleichung (1.29) mit V := Vij, t1 := tn und t2 := tn+1 und erh�altZ

Vij

u (x; y; tn+1) dx dy �
Z
Vij

u (x; y; tn) dx dy

+

tn+1Z
tn

4X
k=1

Z
Sij;k

[n1;ij;k f1 (u) + n2;ij;k f2 (u)] dSdt = 0 :

(2.45)

In einem numerischen Verfahren m�ussen nun geeignete Approximationen f�ur die Integrale
in (2.45) gefunden werden. Wir w�ahlenZ

Vij

u (x; y; tn) dxdy � jVijjunij(2.46)

und

tn+1Z
tn

Z
Sij;k

[n1;ij;kf1 (u) + n2;ij;kf2 (u)] dSdt � �thnij;k lij;k :(2.47)

Dabei ist unij eine Approximation des Mittelwerts der exakten L�osung u in der Gitter-
zelle Vij zur Zeit tn. Der numerische Flu� hij;k ist eine vektorwertige Funktion, die von
den N�aherungswerten der Erhaltungsgr�o�e u in den benachbarten Gitterzellen abh�angt.
Der Zeitschritt �t ist de�niert durch �t := tn+1 � tn. Wir bezeichnen nun mit u den
N�aherungswert in der Gitterzelle Vij und mit v denjenigen in der benachbarten Gitterzel-
le mit gemeinsamer Seite Sij;k und gehen davon aus, da� der Flu� nur von den Werten
in den direkt benachbarten Gitterzellen abh�angt. Dann werden an den numerischen Flu�
hij;k = hij;k (u;v;n) die folgenden Bedingungen gestellt:

a) hij;k (u;v;n) ist de�niert und stetig auf D � D � K1 mit D nach (1.12) f�ur N = 2
und K1 = fn = (nx; ny) ; jnj = 1g.

b) hij;k ist konsistent mit dem physikalischen Flu� , das hei�t

hij;k (u;u;n) = f1 (u) nxij;k + f2 (u) nyij;k ; u 2 D ; n 2 K1 :(2.48)

c) hij;k ist konservativ, das hei�t

hij;k (u;v;n) = �hij;k (u;v;�n) ; u 2 D ; n 2 K1 :(2.49)
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Die Konservativit�atseigenschaft (2.49) garantiert die lokale Erhaltung. Dies bedeutet, da�
die Menge einer Gr�o�e, die aus einer Zelle herausstr�omt in die benachbarte Zelle hinein-
str�omen mu�. Dies kann im numerischen Verfahren ausgenutzt werden, da dann die nume-
rischen Fl�usse benachbarter Gitterzellen durch die gemeinsame Seite nur einmal berechnet
werden m�ussen.

Es gibt mehrere Methoden zur Bestimmung des numerischen Flusses, die jeweils auf ein-
dimensionale Verfahren zur�uckgreifen. Ein L�osungsweg basiert auf der Aufspaltung in die
einzelnen Dimensionen. Dabei betrachtet man Verfahren f�ur die beiden Systeme

@u

@t
+
@f1 (u)

@x1
= 0 und

@u

@t
+
@f2 (u)

@x2
= 0 :(2.50)

Sind h1 (u;v) und h2 (u;v) die numerischen Fl�ussen dieser Verfahren, dann lautet der
numerische Flu� des Gesamtverfahrens

hij;k (u;v;n) = h1 (u;v)n1;ij;k + h2 (u;v)n2;ij;k :(2.51)

Eine weitere M�oglichkeit ist, auf die in Kapitel 2.1 vorgestellten eindimensionalen Godunov-
Typ-Verfahren zur�uckzugreifen. Dabei geht man von der in Kapitel 1.2 beschriebenen
Transformation aus und betrachtet von der tangentialen Richtung ~x2 unabh�angige L�osun-
gen der Gleichung (1.45), das hei�t L�osungen von

@q

@t
+
@f1 (q)

@~x1
= 0 in IR1 � (0;1) ;(2.52)

die die Anfangsbedingungen

q (x; 0) =

(
ql = Qul f�ur ~x1 < 0

qr = Qur f�ur ~x1 > 0
(2.53)

erf�ullen.

Wie im eindimensionalen Fall wird an jedem Zellrand ein Riemannproblem der Form (2.52),
(2.53) gel�ost. Der nach einem der in Kapitel 2.1 angegebenen Verfahren aus den Riemann-
problemen berechnete Flu� fR (ql;qr) kann dann als Approximation der pro Zeiteinheit von
einer Zelle in die Nachbarzelle entlang der Normalen transportierten Menge der Gr�o�e q
angesehen werden. Dann wird die Menge der Gr�o�e u, die z.B. von Vij nach Vi+1;j durch die
Seite Sij;2 pro Zeiteinheit transportiert wird, durch lij;2Q�1fR(Qunij;Quni+1;j) approximiert,
was auf den numerischen Flu�

hij;2
�
unij;u

n
i+1;j;nij;2

�
= Q�1fR

�Qunij;Quni+1;j�(2.54)

f�uhrt oder allgemein auf den r�ucktransformierten Flu�

hij;k (u;v;n) = Q�1fR (Qu;Qv) ; u;v 2 D ; n 2 K1 :(2.55)
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Im folgenden werden diese zweidimensionalen Godunov-Typ-Verfahren auf unterschiedli-
chen strukturierten Vierecksgittern vorgestellt. Dabei wird gezeigt, wie sich die Struktur
des Gitters auf die Approximation auswirkt. In der vorliegenden Arbeit wird zwischen kar-
tesischen Gittern, allgemeinen strukturierten Vierecksgittern und zeitlich ver�anderlichen,
sogenannten

"
bewegten\ Gittern unterschieden.

2.2.1 Kartesische Gitter

Ein zweidimensionales kartesisches Gitter ist ein Rechteckgitter in der x-y-Ebene mit ach-
senparallelen Gitterlinien. Das gesamte Rechengebiet wird also in die Gitterzellen

Vij =
�
xi�1=2; xi+1=2

� � �
yj�1=2; yj+1=2

�
(2.56)

mit den Seitenl�angen �xi und �yj geteilt, der Zeitschritt wird mit �t := tn+1 � tn be-
zeichnet. Der integrale Mittelwert in einer solchen Gitterzelle wird de�niert durch

unij :=
1

�xi�yj

yj+1=2Z
yj�1=2

xi+1=2Z
xi�1=2

u (x; y; tn) dx dy :(2.57)

Die Integralgleichung (1.29) mit einer solchen Gitterzelle als Integrationsgebiet und einem
Zeitschritt �t lautet

�xi�yj
�
un+1ij � unij

�
+

tn+1Z
tn

xi+1=2Z
xi�1=2

�
f2
�
u
�
x; yj+1=2; t

��� f2
�
u
�
x; yj�1=2; t

���
dx dt

+

tn+1Z
tn

yj+1=2Z
yj�1=2

�
f1
�
u
�
xi+1=2; y; t

��� f1
�
u
�
xi�1=2; y; t

���
dy dt = 0 :

(2.58)

Gesucht sind nun N�aherungen f�ur die obigen Integrale, das hei�t N�aherungen f�ur die Mit-
telwerte der physikalischen Fl�usse in x- bzw. y-Richtung �uber einen Zeitschritt und die
entsprechende Seite einer Gitterzelle Vij. Solche N�aherungen werden numerische Fl�usse
genannt und hier mit g und h bezeichnet. Mit

gni+1=2;j �
1

�t�yj

tn+1Z
tn

yj+1=2Z
yj�1=2

f1
�
u
�
xi+1=2; y; t

��
dy dt ;

hni;j+1=2 �
1

�t�xi

tn+1Z
tn

xi+1=2Z
xi�1=2

f2
�
u
�
x; yj+1=2; t

��
dx dt

(2.59)
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ergibt sich dann die N�aherungsl�osung

un+1i;j = uni;j �
�t

�xi

�
gni+1=2;j � gni�1=2;j

�� �t

�yj

�
hni;j+1=2 � hni;j�1=2

�
:(2.60)

Gen�ugen die numerischen Fl�usse gewissen Konsistenzbedingungen, die sich analog zum
eindimensionalen Fall formulieren lassen, so liegt ein Verfahren in Erhaltungsform vor.

De�nition 2.4. Das Verfahren (2.60) mit den numerischen Fl�ussen

gi+1=2;j = g (ui�k+1;j; : : : ;ui+k;j) ; k � 1

hi;j+1=2 = h (ui;j�k+1; : : : ;ui;j+k) ; k � 1
(2.61)

hei�t Verfahren in Erhaltungsform, wenn die numerischen Fl�usse in allen Argumenten

lipschitzstetig und konsistent mit den physikalischen Fl�ussen sind, das hei�t

g (u;u; : : : ;u| {z }
2k�mal

) = f1 (u) ; h (u;u; : : : ;u| {z }
2k�mal

) = f2 (u) :

Um das Cauchyproblem

ut + f1x (u) + f2y (u) = 0 in IR2 � IR+

u (x; y; 0) = u0 (x; y) ; (x; y) 2 IR2
(2.62)

durch die Gleichung (2.60) zu approximieren, werden als Anfangswerte f�ur das Verfahren
die Mittelwerte von u0,

u0ij :=
1

�xi�yj

yj+1=2Z
yj�1=2

xi+1=2Z
xi�1=2

u0 (x; y) dx dy(2.63)

vorgeschrieben. Somit stellt die Gleichung (2.60) zusammen mit den Anfangswerten (2.63)
und geeigneten numerischen Fl�ussen, die sich aus den eindimensionalen Godunov-Typ-
Verfahren ergeben, ein Verfahren f�ur das Cauchyproblem auf zweidimensionalen kartesi-
schen Gittern dar.

2.2.2 Allgemeine strukturierte Vierecksgitter

Betrachtet man ein allgemeines strukturiertes Vierecksgitter, so ist die Gitterzelle Vij ein
beliebiges Viereck (siehe Abbildung 2.3). Der Rand der Gitterzelle kann durch ihre vier
Seiten beschrieben werden,

@Vij := Sij;1 [ Sij;2 [ Sij;3 [ Sij;4 :
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Der Fl�acheninhalt der Gitterzelle Vij wird mit jVijj bezeichnet. Mit dem integralen Mittel-
wert der Erhaltungsgr�o�e

unij :=
1

jVijj
Z
Vij

u (x; y; tn) dV(2.64)

folgt aus der Integralgleichung (1.15) die Gleichung

jVijj
�
un+1ij � unij

�
= �

4X
�=1

tn+1Z
tn

Z
Sij;�

(f1 (u)n1;ij;� + f2 (u)n2;ij;�) dS dt ;(2.65)

wobei nij;� = (n1;ij;�; n2;ij;�) die �au�ere Einheitsnormale der Seite Sij;� ist. Der numerische
Flu� gij;� mu� nun eine Approximation des Integrals �uber die mit � indizierte Seite der
Gitterzelle sein, das hei�t

gij;� � 1

�t

tn+1Z
tn

Z
Sij;�

(f1 (u)n1;ij;� + f2 (u)n2;ij;�) dS dt :

Damit ergibt sich das Finite-Volumen-Verfahren

un+1ij = unij �
�t

jVijj
4X

�=1

gij;� ;(2.66)

falls die numerischen Fl�usse lipschitzstetig in allen Argumenten und konsistent mit den
physikalischen Fl�ussen sind, das hei�t

gij;� (u;u; : : : ;u) = f1 (u)n1;ij;� + f2 (u)n2;ij;� :

Betrachtet man f�ur beliebige i; j den physikalischen Flu� in Normalenrichtung der Vier-
ecksseiten Sij;� und schreibt kurz

f
�
(u) = f1 (u)n1;� + f2 (u)n2;� ;(2.67)

so ergibt sich f�ur die Eulergleichungen mit den Fl�ussen nach (1.42) der transformierte Flu�

f� (u) =

0
BB@

% (v1n1;� + v2n2;�)
% v1 (v1n1;� + v2n2;�) + p n1;�
% v2 (v1n1;� + v2n2;�) + p n2;�
(e+ p) (v1n1;� + v2n2;�)

1
CCA :(2.68)

Hier ist zu beachten, da� Nachbarzellen mit gemeinsamer Seite dieselbe Normale (und
somit auch denselben Flu�) mit entgegengesetztem Vorzeichen besitzen. Dies entspricht
der Konservativit�atsbedingung (2.49).
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2.2.3 Bewegte Gitter

Um zum Beispiel zeitlich ver�anderliche Materialgrenzen gut approximieren zu k�onnen,
ist es von Vorteil, diese w�ahrend der Rechnung mit der Str�omung mitzubewegen. Die
genaue Vorgehensweise wird im n�achsten Kapitel beschrieben, w�ahrend hier nur auf die
Diskretisierung eingegangen wird.

Das gesamte Rechengebiet wird dabei in Teilgebiete unterteilt, die jeweils nur ein Material
enthalten. Dies bedeutet, da� Materialgrenzen mit Teilgebietsr�andern zusammenfallen. In
einem ersten Schritt wird dann die Bewegung des gesamten Rechengitters bestimmt. F�ur
die zu approximierende Integralgleichung (1.15) bedeutet dies, da� das Integrationsvolumen
zeitabh�angig ist und somit Zeitableitung und Integration nicht vertauscht werden k�onnen.
Dies bedeutet auch, da� die Gleichung (1.29), die f�ur eine verallgemeinerte L�osung bei
zeitlich konstantem Integrationsgebiet gelten mu�, f�ur bewegte Gitter nicht mehr verwendet
werden kann. Nach dem Transporttheorem (1.7) gilt jedoch

d

dt

Z
V (t)

u dV =

Z
V (t)

@u

@t
dV +

Z
@V (t)

uvn dS ;(2.69)

wobei vn die Geschwindigkeit des Ober�achenelementes dS in Richtung der �au�eren Nor-
male ist. Damit erh�alt man aus der Integralgleichung (1.15) mit t1 := tn und t2 := tn+1

tn+1Z
tn

d

dt

Z
V (t)

u dV dt�
tn+1Z
tn

Z
@V (t)

uvndSdt+

tn+1Z
tn

Z
@V (t)

(f1 (u)nx + f2 (u)ny) dS dt = 0 :(2.70)

Mit den Bezeichnungen


 := f(x; t) ; t 2 [tn; tn+1] ;x 2 V (t)g ;

@
0 := @
n (V (tn+1) [ V (tn)) ; d! := dS dt ;

ergibt sich Z
V (tn+1)

u dV =

Z
V (tn)

udV �
Z
@
0

[f1 (u)nx + f2 (u)ny � uvn] d! :(2.71)

Der Flu� mit dem zus�atzlichen Term wird nun nicht nur �uber die Seite einer zweidimen-
sionalen Gitterzelle integriert, sondern �uber die Seiten�ache einer sogenannten Raum-Zeit-
Gitterzelle. Eine solche Zelle ist in Abbildung 2.5 dargestellt.

Analog zum ortsfesten Gitter ergibt sich mit

unij :=
1

jV n
ij j
Z
V n

ij

u (x; y; tn) dV ;(2.72)



2.2 Diskretisierung 35

P n
i� 1

2
;j� 1

2

P n
i+ 1

2
;j� 1

2

P n
i+ 1

2
;j+ 1

2
P n
i� 1

2
;j+ 1

2

P n+1

i� 1
2
;j� 1

2
P n+1

i+ 1
2
;j� 1

2

P n+1

i+ 1
2
;j+ 1

2

P n+1

i� 1
2
;j+ 1

2

Sij;1

Sij;2

Sij;3Sij;4



n

ij

x

y
t

Abbildung 2.5: Raum-Zeit-Zelle bei bewegten Gittern

eine Evolutionsgleichung f�ur die Zellmittelwerte,

jV n+1
ij jun+1ij = jV n

ij junij �
4X

�=1

Z
Sij;�

[(f1 (u)n1;ij;� + f2 (u)n2;ij;�)� uvn] d! ;(2.73)

wobei jetzt Sij;� (� = 1; : : : ; 4) die Seiten�achen der dreidimensionalen Raum-Zeit-
Gitterzellen 
n

ij sind (siehe Abbildung 2.5). Eine etwas andere Formulierung, die auf das
gleiche Resultat f�uhrt, �ndet man in [12]. Im folgenden Kapitel werden Riemannl�osungen
hergeleitet, bei denen der zus�atzliche Term uvn, der durch die Gitterbewegung entsteht,
ber�ucksichtigt wird.



Kapitel 3

Riemannl�oser auf bewegten Gittern

In Abschnitt 2.2.3 wurde gezeigt, da� sich die zu approximierenden Gleichungen �andern,
wenn von zeitlich ver�anderlichen Rechengittern ausgegangen wird. Damit �andern sich auch
die Riemannprobleme, die entlang der Normalen der Seiten�achen gel�ost werden m�ussen,
um die numerischen Fl�usse berechnen zu k�onnen.

Verglichen mit Finite-Volumen-Verfahren auf ortsfesten Gittern, m�ussen hier die folgenden
zus�atzlichen Aufgaben gel�ost werden. Zun�achst mu� die Gitterbewegung bestimmt wer-
den. Da davon ausgegangen wird, da� Materialgrenzen sowie andere zu verfolgende Wellen
mit Teilgebietsr�andern zusammenfallen, werden zun�achst die Riemannprobleme �uber alle
Zellr�ander, die auf Teilgebietsr�andern liegen, gel�ost. Aus der L�osung dieser Riemannpro-
bleme werden die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der zu verfolgenden Wellen und damit
die Geschwindigkeiten der betre�enden Randsegmente bestimmt. Mit diesen Geschwindig-
keiten k�onnen alle Teilgebietsr�ander bewegt und damit das Rechengitter zu einem neuen
Zeitpunkt bestimmt werden. Au�erdem f�uhren diese Geschwindigkeiten zu einem zus�atz-
lichen Term in dem zu approximierenden physikalischen Flu� (siehe Gleichung (2.73)),
der bei der Berechnung des numerischen Flusses mitber�ucksichtigt werden mu�. F�ur al-
le inneren Raum-Zeit-Gitterzellen werden dann die physikalischen Gr�o�en zu dem neuen
Zeitpunkt aus den Riemannproblemen durch die Seiten�achen der dreidimensionalen Git-
terzellen mit vorgegebener Gittergeschwindigkeit berechnet. Da die Riemannprobleme in
Richtung der Normalen des Zellrandes gel�ost werden m�ussen, wird das in Abschnitt 1.2
hergeleitete transformierte Riemannproblem

@q

@t
+
@f1 (q)

@~x1
= 0 ; q (~x1; tn) =

(
ql f�ur ~x1�~x0

�t
< 0

qr f�ur ~x1�~x0
�t

> 0
(3.1)

verwendet. Da der Flu� f2 (q) in tangentialer Richtung keine �Anderung im Innern der Git-
terzelle Vij bewirkt, kann er unber�ucksichtigt bleiben. Es liegt somit ein eindimensionales
Riemannproblem vor. Betrachten wir zum Beispiel den rechten Rand der Gitterzelle Vij
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mit der Einheitsnormalen (n1; n2)
T , so ist

~x0 :=
1

2
n1(xi+1=2;j�1=2 + xi+1=2;j+1=2) +

1

2
n2(yi+1=2;j�1=2 + yi+1=2;j+1=2) :

Im ersten Schritt, in dem die Gittergeschwindigkeit berechnet wird, ist f1 also genau der
in Normalenrichtung transformierte physikalische Flu�. Bei den Riemannproblemen f�ur al-
le inneren Gitterzellen enth�alt f1 noch den Zusatzterm uvn. Im folgenden werden die im
2. Kapitel vorgestellten Godunov-Typ-Verfahren auf den Fall eines mitbewegten Rechen-
gitters erweitert. Dabei wird nur auf die Berechnung der Gittergeschwindigkeit und der
numerischen Fl�usse eingegangen, da die Diskretisierung, wie in Kapitel 2.2.3 beschrieben,
in allen F�allen identisch ist.

3.1 Exakter Riemannl�oser

Beim exakten Riemannl�oser werden die mittleren Werte durch Fixpunktiteration bestimmt
[14]. Die Struktur der L�osung ist in Abbildung 3.1 skizziert.

-

6

Verd�unnungswelle
Kontaktunstetigkeit

Sto�welle

x

t

ql qr

q
�

r

q
�

l

Abbildung 3.1: Die Struktur der L�osung des Riemannproblems in der x-t-Ebene.

Aus diesen Werten erh�alt man direkt die Gittergeschwindigkeit vg, das hei�t die Geschwin-
digkeit des betrachteten Randsegmentes in Normalenrichtung. Bei Verfolgung der Kontak-
tunstetigkeit (zum Beispiel einer Materialgrenze) erh�alt man

vg = ~v�1l = ~v�1r =: ~v
�
1 :

Bei Verfolgung einer zum Beispiel nach rechts laufenden Sto�welle ist vg gleich der Sto�-
wellengeschwindigkeit

s =
%r~v1;r � %�r~v

�
1

%r � %�r
:



38 Riemannl�oser auf bewegten Gittern

Der numerische Flu� ergibt sich dann, indem die exakte L�osung an der Stelle ~x1�~x0
�t

= vg
in den physikalischen Flu� eingesetzt wird. Ist die ermittelte L�osung q� an dieser Stelle

q� = (%� ; %�~v�1 ; %
�~v�2 ; e

�)T ;(3.2)

so ergibt sich der Flu� in Normalenrichtung zu

ggod (q
�) =

0
BB@

%� (~v�1 � vg)
%�~v�1 (~v

�
1 � vg) + p�

%�~v�2 (~v
�
1 � vg)

e� (~v�1 � vg) + ~v�1p
�

1
CCA :(3.3)

Dabei ist die Tangentialgeschwindigkeit ~v�2 gleich dem linken oder rechten Anfangswert, je
nachdem ob die Gittergeschwindigkeit kleiner oder gr�o�er ist als die mittlere Geschwin-
digkeit in Normalenrichtung. Ist die Gittergeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit von
Kontaktunstetigkeit oder Sto�welle, so ist nicht eindeutig festgelegt, ob die L�osung auf
der rechten oder linken Seite der Unstetigkeit in den Flu� eingesetzt werden soll. Durch
Nachrechnen l�a�t sich jedoch zeigen, da� sich in diesen F�allen f�ur die L�osungen auf beiden
Seiten der Unstetigkeit derselbe Flu� ergibt. Das hei�t

ggod (q
�
l ) = ggod (q

�
r) im Fall vg = ~v�1 ;

ggod (q
�
r) = ggod (qr) im Fall vg = sr ;

ggod (q
�
l ) = ggod (ql) im Fall vg = sl :

(3.4)

Direkt an einer Materialgrenze (vg = ~v�1) ist also nach (3.3)

ggod = (0; p�; 0; ~v�1p
�)T :(3.5)

Dies bedeutet, da� eine einzelne Kontaktunstetigkeit wie beim Verfahren in Lagrangeko-
ordinaten [29] exakt aufgel�ost wird. Analog bestimmt man die exakte Riemannl�osung f�ur
die inneren Gitterzellen an der Stelle ~x1 = ~x0+�t vg, wobei sich die Gittergeschwindigkeit
vg hier direkt aus der durch die Bewegung der R�ander bestimmten �Anderung des Rechen-
gitters im Zeitschritt �t ergibt. Die R�ucktransformation des Flusses (3.3) f�uhrt auf den
Flu�

ggod (u) = Q�1ggod (q) =

0
BB@

%� (~v�1 � vg)
%� (n1~v

�
1 � n2~v

�
2) (~v

�
1 � vg) + n1p

�

%� (n2~v
�
1 + n1~v

�
2) (~v

�
1 � vg) + n2p

�

e� (~v�1 � vg) + ~v�1p
�

1
CCA :(3.6)

Verwendet man das Godunov-Verfahren, mu� dieser Flu� nun als Approximation des In-
tegrals �uber die entsprechende Seiten�ache in die Gleichung (2.73) eingesetzt werden.
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3.2 Das Roe-Verfahren

In den folgenden Herleitungen wird nur die Normalkomponente der Impulsgleichung
ber�ucksichtigt, da die Tangentialkomponente keinen Einu� auf die �Anderung der Gr�o�en
innerhalb der Gitterzelle hat. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit wird mit v

bezeichnet. Der Flu� des in Kapitel 2.1.2 vorgestellten Roe-Verfahrens enth�alt im Fall
bewegter Gitter einen zus�atzlichem Term. Er lautet dann

fb = f � vgu(3.7)

und f�uhrt auf die Jacobi-Matrix

Ab =
@fb

@u
=

@f

@u
� vgI = A� vgI :(3.8)

Damit reduziert sich die Mittelwertseigenschaft

fb(ul)� fb(ur) = Ab(ul � ur)(3.9)

auf die Mittelwertseigenschaft im nicht bewegten Fall (2.16), wodurch auch die Mittelwerte
identisch sind. F�ur die Eigenwerte ab;i gilt

(A� vgI)u = ab;iu(3.10)

und damit

ab;i = aroe;i � vg : ab;1 = �v � �c� vg ; ab;2 = �v � vg ; ab;3 = �v + �c� vg :(3.11)

Auch die Eigenvektoren ri und die Koe�zienten �i haben die gleichen Werte wie im nicht
bewegten Fall. Damit erh�alt man den numerischen Flu� f�ur das Roe-Verfahren mit Gitter-
bewegung

gb =
1

2
(f(ul) + f(ur)� vg (ul + ur))� 1

2

3X
i=1

jaroe;i � vgj �i ri :(3.12)

Satz 3.1. Im Roe-Verfahren wird bei der Bewegung mit der Kontaktunstetigkeit eine ein-

zelne Kontaktunstetigkeit exakt wiedergegeben.

Beweis. Eine einzelne Kontaktunstetigkeit wird genau dann exakt wiedergegeben, wenn der

numerische Flu� des Verfahrens gleich dem numerischen Flu� des Godunov-Verfahrens ist,

bei dem die exakte Riemannl�osung verwendet wird. Betrachtet man eine einzelne Kontak-

tunstetigkeit, so lauten die Anfangswerte

vl = vr =: v0 ; pl = pr =: p0 ; %l und %r :(3.13)
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Da das Gitter mit der Kontaktunstetigkeit mitbewegt wird, ist die Gittergeschwindigkeit

vg = v0. Aus dem exakten Riemannl�oser ergibt sich dann nach Gleichung (3.3)

ggod = (0; p0; v0p0)
T
:(3.14)

F�ur das Roe-Verfahren ergibt sich aus den Gleichungen (2.22), (2.23) und (3.11)

�v = v0 ; ab;2 = v0 � v0 = 0 ; �1 = 0 und �3 = 0 :(3.15)

Setzt man diese Werte in die Gleichung (3.12) f�ur den numerischen Flu� ein, so ergibt

sich

gb =
1

2
(f(ul) + f(ur)� v0 (ul + ur)) = (0; p0; v0p0)

T
:(3.16)

Also kann das Roe-Verfahren f�ur bewegte Gitter eine Kontaktunstetigkeit exakt wiedergeben.

Dagegen ist das Roe-Verfahren auf ortsfesten Gittern nicht in der Lage, eine einzelne
Kontaktunstetigkeit exakt wiederzugeben [29].

3.3 Das HLL-Verfahren

Beim HLL-Verfahren mit Gitterbewegung lautet der numerische Flu� nach Gleichung
(2.34)

gb (ul;ur) =
a+r (f(ul)� vgul)� a�l (f(ur)� vgur)

a+r � a�l
+

a+r a
�
l

a+r � a�l
(ur � ul)

=
a+r f(ul)� a�l f(ur)

a+r � a�l
+

a+r a
�
l

a+r � a�l
(ur � ul)� vg

a+r ul � a�l ur

a+r � a�l

(3.17)

mit den Signalgeschwindigkeiten

a�l = min (0; al) ; a+r = max (0; ar)

al = minfaroe;1 � vg ; a1(ul)� vgg ; ar = maxfaroe;3 � vg ; a3(ur)� vgg :
(3.18)

Bei Verfolgung einer einzelnen Kontaktunstetigkeit gilt wie im Roe-Verfahren, vg = v0. Mit
den Eigenwerten (3.11) ergeben sich die Signalgeschwindigkeiten a+r = �c, a�l = ��c und der
numerische Flu�

gb =
1

2
(f(ul) + f(ur))� 1

2
�c (ur � ul)� 1

2
v0 (ul + ur)

=

0
@ 0

p0
v0p0

1
A� 1

2
�c

0
@ %r � %l
v0 (%r � %l)
er � el

1
A ;

(3.19)
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der damit nicht mit dem Flu� des Godunov-Verfahrens �ubereinstimmt. Das HLL-Verfahren
ist also nicht in der Lage, eine einzelne Kontaktunstetigkeit exakt aufzul�osen.

Der Flu� des HLLEM-Verfahrens lautet nach Gleichung (2.39)

ghllem = ghll � aral

ar � al
�2 (�u) rroe;2 (�u)(3.20)

f�ur bewegte ebenso wie f�ur nicht bewegte Gitter.

Satz 3.2. Die Einfeldt-Modi�kation des HLL-Verfahrens f�uhrt im Fall bewegter Rechen-

gitter dazu, da� eine einzelne Kontaktunstetigkeit exakt aufgel�ost wird.

Beweis. F�ur eine einzelne Kontaktunstetigkeit gilt nach Gleichung (2.23)

�2 = �%� 1

�c2
�p = %r � %l(3.21)

und nach Gleichung (2.21)

r2 =

0
@ 1

v0
�H � �%�c2

�p"

1
A :(3.22)

Damit ist der numerische Flu�

gb =

0
@ 0

p0
p0v0

1
A� 1

2
�c

0
@ %r � %l
v0 (%r � %l)
er � el

1
A+

�c

2
(%r � %l)

0
@ 1

v0
�H � �%�c2

�p"

1
A :(3.23)

Eine einzelne Kontaktunstetigkeit wird genau dann exakt aufgel�ost, wenn

gb =

0
@ 0

p0
p0v0

1
A(3.24)

gilt. F�ur die ersten beiden Komponenten ist dies direkt zu sehen. Es bleibt also zu zeigen,

da�

(%r � %l)

�
�H � �%�c2

�p"

�
� (er � el) = 0(3.25)

gilt. F�ur die Roe-Mittelwerte mu� die Bedingung

�u =
3X

k=1

��k�rk(3.26)

erf�ullt sein. Die dritte Komponente von (3.26) lautet mit �1 = 0, �2 = %r � %l und �3 = 0,

er � el = (%r � %l)

�
�H � �%�c2

�p"

�
;(3.27)

womit die Bedingung (3.25) erf�ullt ist.



Kapitel 4

Approximative Riemannl�oser f�ur

Materialgrenzen

Betrachtet man das Riemannproblem direkt an einer Materialgrenze genauer, so bedeutet
der Wechsel der Zustandsgleichung im allgemeinen eine Unstetigkeit in der Flu�funktion.
Da die Flu�berechnung in den betrachteten numerischen Verfahren auf der Jacobimatrix
der Flu�funktion basiert, ist nicht sichergestellt, da� diese Verfahren auch f�ur unstetige
Flu�funktionen ihre G�ultigkeit behalten. Um dieses Problem zu behandeln, werden eine
Hilfsvariable und eine Erhaltungsgleichung f�ur diese Hilfsvariable eingef�uhrt, die f�ur einen
glatten �Ubergang zwischen den beiden unterschiedlichen Flu�funktionen sorgt. Dadurch
ist die Ableitung des Flusses auch an der urspr�unglichen Unstetigkeit de�niert, so da� das
System linearisiert werden kann und die auf dieser Linearisierung aufbauenden Approxi-
mationsverfahren angewandt werden k�onnen. W�ahlt man passende Anfangswerte f�ur die
Hilfsvariable so, da� das Umschalten zwischen den Flu�funktionen exakt an der Materi-
algrenze lokalisiert bleibt, so erh�alt man eine nat�urliche Methode, um den �Ubergang von
einem Material zu einem anderen zu behandeln.

4.1 Das erweiterte System

Zur Bestimmung dieser zus�atzlichen Erhaltungsgleichung ist es von Vorteil, eine Trans-
formation in Lagrangekoordinaten durchzuf�uhren, da in diesem mit der Str�omung mitbe-
wegten System die Materialgrenze zeitlich konstant bleibt. Da die Betrachtung in Lagran-
gekoordinaten nur zur Bestimmung der zus�atzlichen Erhaltungsgleichung ben�otigt wird,
werden im folgenden alle Gr�o�en, die sich auf die Lagrangedarstellung beziehen, mit einer
Tilde~versehen.

Bei der Betrachtung in Lagrange-Koordinaten wird anstelle der Raumvariablen x die Mas-
senkoordinate m = % x verwendet. Die Transformation des Systems von Erhaltungsglei-
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chungen in Eulerkoordinaten f�uhrt dann auf das System in Lagrangekoordinaten

~u (m; t)t +
~f (~u (m; t))m = 0(4.1)

mit

~u =

0
@Vv
E

1
A und ~f (~u) =

0
@�vp
v p

1
A ;(4.2)

wobei das spezi�sche Volumen durch V := 1=% und die spezi�sche Gesamtenergie durch
E := e=% de�niert sind [42]. Es wird angenommen, da� die Flu�funktion ~f zweimal stetig
di�erenzierbar ist, au�er im Punkt m = m0, wo sie eine Unstetigkeit besitzt. Das hei�t,
f�ur alle Zeiten t gilt die sogenannte Umschaltbedingung f�ur den Flu�

~f (~u) =

(
~fl (~u) f�ur m < m0

~fr (~u) f�ur m > m0

(4.3)

mit ~fl;~fr 2 C2 und zeitunabh�angigem m0. Um in diesem Fall das Riemannproblem exakt
behandeln zu k�onnen, wird die Unstetigkeit durch Einf�uhren einer zus�atzlichen Variablen
~q, die den �Ubergang zwischen den verschiedenen Flu�funktionen kontrolliert, regularisiert.
Man de�niert die Funktion

~g (~q; ~u) := (1� ~q)~fl(~u) + ~q~fr(~u) :(4.4)

Da ~g an der Stelle m = m0 von ~fl nach ~fr wechseln soll, werden die Anfangswerte

~q (m; 0) =

(
0 f�ur m < m0

1 f�ur m > m0

(4.5)

vorgeschrieben. Damit diese Eigenschaft f�ur alle Zeiten erhalten bleibt, wird f�ur ~q die
Erhaltungsgleichung

~qt + ~k(~q)m = 0(4.6)

gew�ahlt. Dabei mu� ~k solche Eigenschaften besitzen, da� man als L�osung des Riemann-
problems (4.6) mit den Anfangswerten (4.5) an der Stelle m = m0 einen station�aren Sto�
erh�alt. Die Forderungen an die Funktion ~k sind:

� zweimal stetige Di�erenzierbarkeit,

� ~k konkav in (0; 1),

� ~k(0) = ~k(1) > 0,

� Symmetrie bzgl. ~q = 1
2
,

� 0 < ~k0(0) = �~k0(1) <1.
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Die Erhaltungsgleichung (4.6) mu� nun von Lagrangekoordinaten in Eulerkoordinaten
transformiert werden. Der Ort x(m; t) eines Teilchens zum Zeitpunkt t, welches sich zur
Zeit t = 0 am Ort x(m; 0) be�ndet, ergibt sich aus der Gleichung

x(m; t) = x(m; 0) +

Z t

0

v(s) ds :(4.7)

F�ur die Zusatzvariable ~q gilt

~q(m; t) = q (x(m; t); t)(4.8)

und damit auch

~k(~q) = k(q) :(4.9)

Mit den beiden Gleichungen (4.7) und (4.8) k�onnen die Anfangsbedingung (4.5), sowie die
Umschaltbedingung f�ur den Flu� (4.3) transformiert werden. Mit x0 := x(m0; 0) gilt

q (x; 0) =

(
0 f�ur x < x0

1 f�ur x > x0
und f (u(x; t)) =

(
fl (u) f�ur x < x0 +

R t

0
v(s)ds

fr (u) f�ur x > x0 +
R t

0
v(s)ds

:(4.10)

Die Zeitableitung einer beliebigen Funktion ~f in Lagrangekoordinaten ergibt sich zu

@ ~f

@t
=

@f

@t
+ v

@f

@x
:(4.11)

Damit geht (4.6) �uber in

qt + vqx +
1

mx

k(q)x = 0 :

Mit mx = % und der Massenerhaltungsgleichung ergibt sich

%qt + %vqx + k(q)x + q (%t + (%v)x) = 0 :

Dies f�uhrt auf die Erhaltungsgleichung

(%q)t + (%vq + k(q))x = 0 :(4.12)

Mit den Gleichungen (4.4) und (4.12) erh�alt man nach Transformation der physikalischen
Erhaltungsgleichungen von Lagrange- in Eulerkoordinaten das erweiterte System von Er-
haltungsgleichungen

Ut + F (U)x = 0 mit(4.13)

U =

0
BB@
%q

%

%v

e

1
CCA ; F (U) =

0
BB@
%vq + k(q)

%v

%v2 + P

v (e+ P )

1
CCA und

P (q;u) := (1� q)pl(u) + qpr(u) :
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Da sich die beiden Flu�funktionen fl und fr nur durch ihre Zustandsgleichungen unter-
scheiden, wirkt sich die Gleichung (4.4) nur auf den Druck aus. Die Anfangswerte lauten

U0 (x) := U(x; 0) =

(�
0;ul

T
�T

f�ur x < x0�
%r;ur

T
�T

f�ur x > x0
;(4.14)

wobei ul und ur die Anfangswerte des Systems ohne Zusatzgleichung sind.

4.2 Jacobimatrix, Eigenwerte und Eigenvektoren

Zur Anwendung des Roe-Verfahrens wird die Jacobimatrix @F=@U ben�otigt. F�uhrt man
den Impuls m := %v und die Variable q̂ := %q ein, so gilt

U =

0
BB@
q̂

%

m

e

1
CCA und F (U) =

0
BBB@

m
%
q̂ + k( q̂

%
)

m
m2

%
+ P

m
%
(e+ P )

1
CCCA :(4.15)

Wird der Druck in der Form P = P (q; %; ") angesetzt, so gilt f�ur seine Ableitungen

dP

dq̂
=

1

%
Pq ;

dP

d%
= P% � q

%
Pq +

�
v2

%
� e

%2

�
P" ;

dP

dm
= �v

%
P" ;

dP

de
=

1

%
P" :

(4.16)

Dann erh�alt man die Jacobimatrix

DuF =

0
BBBB@
v + k0

%
�vq � q

%
k0 q 0

0 0 1 0
1
%
Pq �v2 + P% � q

%
Pq +

�
v2

%
� e

%2

�
P" 2v � v

%
P"

1
%
P"

v
%
Pq �v(e+P )

%
+ vP% � qv

%
Pq +

�
v3

%
� ve

%2

�
P"

(e+P )

%
� v2

%
P" v + v

%
P"

1
CCCCA :(4.17)

Sie hat die Eigenwerte

a0 = v +
k0

%
; a1 = v � c ; a2 = v und a3 = v + c(4.18)

mit

c2 =
PP"

%2
+ P%(4.19)



46 Approximative Riemannl�oser f�ur Materialgrenzen

und die Eigenvektoren

r0 =

0
BBB@
q + k02�%2c2

%Pq

1

v + k0

%

H + v k0

%

1
CCCA ; r1 =

0
BB@

q

1
v � c

H � vc

1
CCA ; r2 =

0
BB@

q

1
v

H � %c2

P"

1
CCA ; r3 =

0
BB@

q

1
v + c

H + vc

1
CCA(4.20)

mit

H =
e+ P

%
:(4.21)

4.3 Herleitung der Roe-Mittelwerte

Die Herleitung der Roe-Mittelwerte orientiert sich an der in [13] angegebenen Herleitung
f�ur das System ohne Zusatzgleichung. Zun�achst werden zwei Zust�ande Ul, Ur in der N�ahe
eines Mittelwertes U betrachtet. Mit �U wird die Di�erenz dieser Zust�ande bezeichnet,

�U := Ur �Ul :(4.22)

Dann werden die Konstanten �0; : : : ; �3 gesucht, so da�

�U =
3X

k=0

�krk(4.23)

in der Konsistenzordnung O(�2) gilt. Ausgeschrieben lautet (4.23)

�(%q) =
k02 � %2c2

%Pq

�0 + q (�0 + �1 + �2 + �3)(4.24a)

�% = �0 + �1 + �2 + �3(4.24b)

�(%v) = �0

�
v +

k0

%

�
+ �1(v � c) + �2v + �3(v + c)(4.24c)

�e = �0

�
H +

vk0

%

�
+ �1 (H � vc) + �2

�
H � %c2

P"

�
+ �3 (H + vc) :(4.24d)

Aus den Gleichungen (4.24b) und (4.24c) erh�alt man

�(%v)� v�% =
k0

%
�0 + c (�3 � �1)(4.25)

und aus den Gleichungen (4.24b) und (4.24d) unter Beachtung der De�nitionen von e, H
und c in (1.2), (4.21) und (4.19),

�(%")� "�%+�

�
%v2

2

�
� 1

2
v2�% =�

P

%
+ v

k0

%

�
�0 +

P

%
(�3 + �1) + vc (�3 � �1)� %P%

P"

�2 :
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Ersetzt man �3 + �1 nach Gleichung (4.24b) durch

�3 + �1 = �%� �2 � �0(4.26)

und �3 � �1 nach (4.25) durch

�3 � �1 =
�(%v)� v�%

c
� k0

%c
�0 ;(4.27)

so ergibt sich

%c2

P"

�2 = "�%��(%") +

�
P

%
� v2

2

�
�%��

�
%v2

2

�
+ v�(%v) :(4.28)

Es wurde die Annahme gemacht, da� Ul, Ur bis auf Fehler zweiter Ordnung in der N�ahe
eines Mittelwertes U liegen. Damit gelten in derselben Ordnung die Identit�aten

�(%q)=%�q + q�% ;(4.29a)

�(%")=%�" + "�% ;(4.29b)

�(%v)=%�v + v�% ;(4.29c)

�(%v2)=v2�% + 2%v�v(4.29d)

und

�P = Pq�q+P%�% + P"�" ;(4.29e)

Verwendet man diese Gleichungen in (4.28), so erh�alt man

�2 = �%� 1

c2
�P +

Pq

c2
�q :(4.30)

Mit dieser Gleichung und (4.29c) gehen die Gleichungen (4.26) und (4.27) �uber in

�3 + �1 =
�P

c2
� Pq�q

c2
� �0(4.31a)

und

�3 � �1 =
%�v

c
� k0

%c
�0 :(4.31b)

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.29a), (4.30) und (4.31a) in die Gleichung (4.24a) erh�alt
man

�0 =
%2Pq

k0 2 � %2c2
�q :(4.32)

Daraus ergeben sich auch die letzten beiden Koe�zienten zu

�1 =
1

2c2

�
�P � %c�v � k0Pq

k0 + %c
�q

�
(4.33)
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und

�3 =
1

2c2

�
�P + %c�v � k0Pq

k0 � %c
�q

�
:(4.34)

Nachrechnen zeigt, da� mit den Werten �0 bis �3 auch

�F =
3X

k=0

ak�krk +O(�2)(4.35)

mit �F := Fr � Fl erf�ullt ist.

Im folgenden wird nun das algebraische Problem betrachtet, Mittelwerte zu �nden, so
da� die Relationen (4.23) und (4.35) f�ur beliebige Zust�ande Ul und Ur gelten, die nicht
unbedingt dicht beieinander liegen m�ussen. Genauer gesagt werden Mittelwerte

�%; �v; �q; �P; �"; �k0; �H; �Pq; �P% und �P"

gesucht, so da� die Gleichungen

�U =
3X

k=0

��k�rk(4.36)

und

�F =
3X

k=0

�ak ��k�rk(4.37)

mit

�a0;1;2;3 = �v +
�k0

�%
; �v � �c ; �v ; �v + �c ;(4.38)

�r0;1;2;3 =

0
BBB@
�q +

�k02��%2�c2

�% �Pq

1

�v +
�k0

�%

�H + �v
�k0

�%

1
CCCA ;

0
BB@

�q
1

�v � �c
�H � �v�c

1
CCA ;

0
BB@

�q
1
�v

�H � �%�c2

�P"

1
CCA ;

0
BB@

�q
1

�v + �c
�H + �v�c

1
CCA ;(4.39)

��0 =
�%2 �Pq

�k0 2 � �%2�c2
�q ;

��1 =
1

2�c2

�
�P � �%�c�v �

�k0 �Pq

�k0 + �%�c
�q

�
;

��2 = �%� �P

�c2
+

�Pq�q

�c2
;

��3 =
1

2�c2

�
�P + �%�c�v �

�k0 �Pq

�k0 � �%�c
�q

�
(4.40)
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und

�c2 =
�P �P"

�%2
+ �P%(4.41)

gelten. Das Problem, die oben genannten Mittelwerte zu suchen, so da� (4.36) bis (4.41)
gelten, ist �aquivalent zu dem von Roe in [34] f�ur ideale Gase betrachteten Problem, eine
Approximation der Jacobimatrix zu suchen, die die Mittelwertseigenschaft (2.16) erf�ullt.
Der erste Schritt bei der L�osung dieses Problems ist, die Gleichungen (4.36) und (4.37)
explizit auszuschreiben. Dies ergibt

�(%q) = �q
�
��0 + ��1 + ��2 + ��3

�
+ ��0

�k0 2 � �%2�c2

�% �Pq

;(4.42a)

�% = ��0 + ��1 + ��2 + ��3 ;(4.42b)

�(%v) = ��0

�
�v +

�k0

�%

�
+ ��1(�v � �c) + ��2�v + ��3(�v + �c) ;(4.42c)

�(%") + �(
%v2

2
) = ��0

� �P

�%
+ �"+

1

2
�v2 +

�v�k0

�%

�
+ ��1

� �P

�%
+ �"+

1

2
�v2 � �v�c

�
(4.42d)

+ ��2

�
�"+

1

2
�v2 � �% �P%

�P"

�
+ ��3

� �P

�%
+ �"+

1

2
�v2 + �v�c

�
;

�(%vq) + �k = ��0

�
�v +

�k0

�%

��
�q +

�k0 2 � �%2�c2

�% �Pq

�
(4.42e)

+ ��1�q(�v � �c) + ��2�q�v + ��3�q(�v + �c) ;

�(%v) = ��0

�
�v +

�k0

�%

�
+ ��1(�v � �c) + ��2�v + ��3(�v + �c) ;(4.42f)

�P +�(%v2) = ��0

�
�v +

�k0

�%

�2

+ ��1(�v � �c)2 + ��2�v
2 + ��3(�v + �c)2 ;(4.42g)

�(%v") + �(
%v3

2
) + �(vP )(4.42h)

= ��0

�
�v +

�k0

�%

�� �P

�%
+ �"+

1

2
�v2 +

�v�k0

�%

�

+ ��1(�v � �c)

� �P

�%
+ �"+

1

2
�v2 � �v�c

�

+ ��2�v

�
�"+

1

2
�v2 � �% �P%

�P"

�
+ ��3(�v + �c)

� �P

�%
+ �"+

1

2
�v2 + �v�c

�
:

Die Gleichung (4.42b) ist f�ur beliebige Mittelwerte erf�ullt und die Gleichungen (4.42c) und
(4.42f) sind identisch. Die Gleichung (4.42e) geht mit der Gleichung (4.42b) �uber in

�(%vq) + �k = �q�v�%+ �q�%�v + �%�v�q + �k0�q :(4.43)
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Jetzt ist es naheliegend anzunehmen, da�

�(%vq) = �q�v�% + �q�%�v + �%�v�q(4.44)

gilt, und damit gilt auch

�k = �k0�q :(4.45)

F�ur ql = 0 und qr = 1 gilt �q 6= 0 und aus k(0) = k(1) folgt �k = 0 und damit �k0 = 0.
F�ur ql = qr ist die Gleichung (4.45) f�ur beliebige �k0 erf�ullt, so da�

�k0 = 0(4.46)

gesetzt werden kann. Aus der Gleichung (4.42g) ergibt sich dann

�(%v2) = �v2�% + 2�v�%�v ;(4.47)

und aus den Gleichungen (4.42c) und (4.46) folgt

�%�v = �(%v)� �v�% :(4.48)

Eingesetzt in das Zwischenergebnis (4.47) erh�alt man den Mittelwert f�ur die Geschwindig-
keit

�v =

p
%lvl +

p
%rvrp

%l +
p
%r

(4.49)

und damit auch den f�ur die Dichte

�% =
p
%l%r :(4.50)

Aus den Gleichungen (4.42a), (4.42b) und (4.32) erh�alt man

� (%q) = �%�q + �q�%(4.51)

und daraus mit dem Mittelwert der Dichte (4.50) den Mittelwert der Zusatzvariablen

�q =

p
%lql +

p
%rqrp

%l +
p
%r

:(4.52)

Mit den drei zuletzt hergeleiteten Roe-Mittelwerten ist auch die Gleichung (4.44) erf�ullt
und man kann zeigen, da� die Gleichungen

�

�
%v3

2

�
� �v3

2
�%� 3

�%�v2

2
�v =

(�v)
3
�%2

2
�p

%l +
p
%r
�2 ;(4.53)
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�(vP )� �v�P = �%�v

p
%l

Pl
%l
+
p
%r

Pr
%rp

%l +
p
%r

;(4.54)

p
%lv

2
l +

p
%rv

2
rp

%l +
p
%r

� �v2 =
�%(�v)

2�p
%l +

p
%r
�2(4.55)

und

�(%v")� �v�(%") = �%�v

p
%l"l +

p
%r"rp

%l +
p
%r

(4.56)

gelten, die sp�ater ben�otigt werden.

Es bleiben nun die Gleichungen (4.42d) und (4.42h), die nach einigen Umformungen unter
Verwendung der Gleichungen (4.42b) und (4.47) in die Form

�(%")� �"�%�
�P�P

�%�c2
+ ��2�%

�P%

�P"

+
�P �Pq�q

�%�c2
= 0(4.57)

und

�(%v")� �v�"�%� �%�"�v +�(vP )� �v�P � �P�v � �v �P�P

�%�c2

+�

�
%v3

2

�
� �v3

2
�%� 3

2
�%�v2�v + ��2�%�v

�P%

�P"

+
�v �P �Pq�q

�%�c2
= 0

(4.58)

gebracht werden k�onnen. Subtrahiert man die Gleichung (4.57) multipliziert mit �v von
der Gleichung (4.58) und verwendet die Gleichungen (4.53) bis (4.56), so erh�alt man nach
Division durch �%�v

�P

�%
+ �"+

1

2
�v2 =

p
%l

�
Pl
%l
+ "l +

1
2
v2l

�
+
p
%r

�
Pr
%r

+ "r +
1
2
v2r

�
p
%l +

p
%r

:(4.59)

De�niert man den Mittelwert der Enthalpie durch

�H :=
�P

�%
+ �"+

1

2
�v2 ;(4.60)

so ergibt sich aus der Gleichung (4.59) der Mittelwert

�H =

p
%lHl +

p
%rHrp

%l +
p
%r

:(4.61)
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Bekannt sind jetzt die Mittelwerte �q ; �% ; �v ; �k0 und
�P
�%
+ �". Um auch die Werte �Pq ; �P% ; �P"

und �" ( und damit auch �P ) zu erhalten, wird die Gleichung (4.57) genauer betrachtet. Das
Einsetzen von ��2 nach (4.40) f�uhrt nach einigen Umformungen auf die Gleichung

�(%")� �"�%� �%�"+
�%
�P"

�
�P"�"+ �P%�%��P + �Pq�q

�
= 0 :(4.62)

Der einfachste Weg ist hier getrennt

�(%")� �"�%� �%�" = 0(4.63)

und

�P"�"+ �P%�%��P + �Pq�q = 0(4.64)

zu fordern, woraus sich direkt

�" =

p
%l"l +

p
%r"rp

%l +
p
%r

(4.65)

und

�P = �P"�"+ �P%�%+ �Pq�q(4.66)

ergibt. Bei der Wahl der Werte �Pq ; �P% und �P", die die obige Gleichung erf�ullen, hat man
mehrere M�oglichkeiten. Im folgenden wird die Idee von Liou, van Leer und Shuen [26] auf
das erweiterte System �ubertragen.

Zun�achst werden die Bezeichnungen

~P% := P%(�q; �%; �") ; ~P" := P"(�q; �%; �") ; ~Pq := Pq(�q; �%; �")(4.67)

eingef�uhrt. Diese Mittelwerte erf�ullen im allgemeinen nicht die Bedingung (4.66), das hei�t
man erh�alt einen Fehler �P mit

�P = �P � ~P%�%� ~P"�"� ~Pq�q :(4.68)

Mittelwerte �Pq ; �P% und �P", die der Bedingung (4.66) gen�ugen, k�onnen in der Form

�P% = ~P% + !
�P

�%
;(4.69)

�P" = ~P" + �
�P

�"
;(4.70)
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�Pq = ~Pq + (1�!��)�P
�q

(4.71)

geschrieben werden. Setzt man diese Ausdr�ucke in die Gleichung (4.66) ein, so sieht man,
da� sie erf�ullt ist. Die Parameter ! und � legen fest, wie das Residuum auf die Mittelwerte
f�ur die verschiedenen Druckableitungen verteilt wird. Dabei sollten sie so gew�ahlt werden,
da� die Grenzwerte

lim
�%!0

!

�%
; lim

�"!0

�

�"
und lim

�q!0

1�!��
�q

existieren. Eine geeignete Wahl ist somit

! =
j ~P%�%j

j ~P%�%j + j ~P"�"j+ j ~Pq�qj
und � =

j ~P"�"j
j ~P%�%j + j ~P"�"j+ j ~Pq�qj

(4.72)

oder

! =
( ~P%�%)

2

( ~P%�%)
2 + ( ~P"�")

2 + ( ~Pq�q)
2

und � =
( ~P"�")

2

( ~P%�%)
2 + ( ~P"�")

2 + ( ~Pq�q)
2
:(4.73)

Streben die Di�erenzen �%, �" und �q gleichzeitig gegen Null, so strebt das Residuum
(4.68) ebenfalls gegen Null und es gilt �P% = ~P%, �P" = ~P" und �Pq = ~Pq.

Die Mittelwerte f�ur die Schallgeschwindigkeit und den Druck lassen sich dann aus den
�ubrigen Mittelwerten nach den Gleichungen (4.41) und (4.60) zu

�P = �%

�
�H � �"� 1

2
�v2
�

und �c =

s
�P �P"

�%2
+ �P%(4.74)

berechnen. Jetzt stehen alle Mittelwerte zur Verf�ugung (s�amtliche eingerahmte Formeln),
um den numerischen Flu� nach Roe

Groe(Ul;Ur) =
1

2
(F(Ul) + F(Ur))� 1

2

3X
i=0

j�aij ��i �ri(4.75)

mit den Gleichungen (4.38) - (4.40) zu berechnen. Im numerischen Verfahren wird die erste
Komponente des Flusses nicht verwendet, da die zus�atzliche Erhaltungsgleichung nur zur
Bestimmung der Roe-Mittelwerte ben�otigt wird. Da dieses Verfahren in Kombination mit
einem bewegten Rechengitter angewendet wird, wird die Zusatzgleichung auch nicht zur
Verfolgung der Materialgrenze ben�otigt.

Der Flu� des HLL-Verfahrens ergibt sich nach Formel (2.34) mit den Signalgeschwindig-
keiten nach (4.38) und die Einfeldt-Modi�kation (2.39) mit den oben hergeleiteten Werten
f�ur �2 und r2.



Kapitel 5

Verfahren h�oherer Ordnung

Die im zweiten Kapitel vorgestellten Godunov-Typ-Verfahren sind Verfahren erster Ord-
nung in Raum und Zeit. Um genauere Approximationen zu erhalten, m�ussen Verfahren
zweiter Ordnung in Raum und Zeit verwendet werden. Solche Verfahren werden in diesem
Kapitel betrachtet, wobei speziell der Einu� der Gitterbewegung auf die Ordnung des
Verfahrens untersucht wird.

Van Leer [40] schlug einen Zweischritt-Algorithmus zweiter Ordnung vor, welchen er
MUSCL (Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws)-Verfahren nannte. Verfah-
ren, die auf diesem Ansatz aufbauen, werden daher MUSCL-Typ-Verfahren genannt. Die
zentrale Idee von van Leer ist, Godunovs Annahme einer st�uckweise konstanten N�ahe-
rungsl�osung durch die Annahme einer innerhalb der Gitterzelle linearen N�aherungsl�osung
zu ersetzen (vergleiche Abbildung 5.1).

Ist uni der Wert von u im Zellmittelpunkt der i-ten Zelle zur Zeit tn, so wird die L�osung
beim Godunov-Verfahren erster Ordnung durch

u (x; tn) = uni ; x 2 Ii = [xi� 1
2
; xi+ 1

2
](5.1)

approximiert. Beim MUSCL-Typ-Verfahren wird die lineare N�aherung

u (x; tn) = uni + (x� xi) s
n
i ; x 2 Ii =

h
xi� 1

2
; xi+ 1

2

i
(5.2)

angesetzt, wobei sni die Steigung im i-ten Gitterintervall bezeichnet. Damit sind die Rand-
werte an den Gitterzellen rechts (+) und links (-) durch

uni� = uni �
�xni
2

sni(5.3)

gegeben. Die Steigungsberechnung ist verantwortlich f�ur die zweite Ordnung im Raum und
mu� geeignet gew�ahlt werden [28, 31, 40]. Am Ende dieses Abschnittes wird noch etwas



5.1 Taylorentwicklung f�ur zeitlich ver�anderliche Gitter 55

-
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Abbildung 5.1: St�uckweise lineare Approximation

genauer auf die Art der Steigungsberechnung eingegangen. Man erh�alt eine genauere Ap-
proximation der Fl�usse zwischen den einzelnen Gitterzellen, wenn man die Randwerte (5.3)
in den numerischen Flu� einsetzt. Um auch zeitlich eine bessere Approximation zu erzielen,
wird zun�achst einen halben Zeitschritt vorausgerechnet. Dabei werden die �Anderungen in-
nerhalb einer Gitterzelle, d.h. die �Anderungen der Randwerte rechts und links, betrachtet.
Da die N�aherungsl�osung innerhalb einer Gitterzelle stetig ist, kann die �Anderung in einem
halben Zeitschritt durch eine Taylorentwicklung approximiert werden.

5.1 Taylorentwicklung f�ur zeitlich ver�anderliche

Gitter

Auch bei der Taylorentwicklung zur Spezi�kation der Ordnung mu� ber�ucksichtigt wer-
den, da� das Rechengitter zeitabh�angig ist. Das hei�t, es mu� die Taylorentwicklung der
Funktion u (x (t) ; t) um t und die Taylorentwicklung von x(t) betrachtet werden. Die Tay-
lorentwicklungen bzgl. eines Vektors sind komponentenweise zu verstehen. Zun�achst werden
die ben�otigten Taylorentwicklungen f�ur eine allgemeine Funktion u (t), die nur von der Zeit
abh�angt, angegeben. Die Taylorentwicklung bis zur Ordnung eins lautet

u (t+�t=2) = u (t) +
�t

2
ut (t) +O

�
�t2
�
:(5.4)

F�ur die Taylorentwicklungen bis zur zweiten Ordnung gelten die beiden Gleichungen

u (t+�t=2) = u (t) +
�t

2
ut (t) +

�t2

4
utt (t) +O

�
�t3
�

(5.5)
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und

u (t+�t=2) = u (t+�t)� �t

2
ut (t+�t) +

�t2

4
utt (t+�t) +O

�
�t3
�
:(5.6)

Setzt man f�ur utt (t +�t) die Taylorentwicklung

utt (t+�t) = utt (t) + �tuttt (t) +O
�
�t2
�

an, so erh�alt man aus (5.6) die Gleichung

u (t +�t=2) = u (t+�t)� �t

2
ut (t +�t) +

�t2

4
utt (t) +O

�
�t3
�

(5.7)

Subtrahiert man die Gleichung (5.7) von der Gleichung (5.5), so ergibt sich

u (t +�t) = u (t) +
�t

2
(ut (t) + ut (t+�t)) +O

�
�t3
�
:(5.8)

F�ur die Zeitableitung der Funktion u gelten die Taylorentwicklungen

ut (t) = ut (t+�t=2)� �t

2
utt (t +�t=2) +O

�
�t2
�

und

ut (t+�t) = ut (t +�t=2) +
�t

2
utt (t +�t=2) +O

�
�t2
�
:

Setzt man die letzten beiden Gleichungen in die Gleichung (5.8) ein, so ergibt sich

u (t+�t) = u (t) + �t ut (t+�t=2) +O
�
�t3
�
:(5.9)

F�ur die Ortsvariable x = x (t) ist die Ableitung dx
dt
(t) gleich der Gittergeschwindigkeit

vg (t). Damit lauten die Gleichungen (5.4) und (5.9) f�ur die Ortsvariable

x (t+�t=2) = x (t) +
�t

2
vg (t) +O

�
�t2
�

(5.10)

und

x (t+�t) = x (t) + �t vg (t+�t=2) +O
�
�t3
�
:(5.11)

F�ur die Funktion u (x (t) ; t) mit zeitabh�angiger Ortsvariable ergeben sich dann unter
Ber�ucksichtigung der inneren Ableitung die Gleichungen

u (x (t+�t=2) ; t+�t=2) = u (x (t) ; t) +
�t

2
(vg (t)ux (x (t) ; t)

+ ut (x (t) ; t)) +O
�
�t2
�(5.12)
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und

u (x (t +�t) ; t+�t) = u (x (t) ; t) + �t (vg (t+�t=2) �
ux (x (t+�t=2) ; t+�t=2) + ut (x (t+�t=2) ; t+�t=2)) +O

�
�t3
�
:

(5.13)

Die Zeitableitungen in den Gleichungen (5.12) und (5.13) lassen sich jetzt mit

ut (x; t) + fx (x; t) = 0(5.14)

durch Raumableitungen ersetzen, und man erh�alt

u (x (t+�t=2) ; t+�t=2) = u (x (t) ; t) +
�t

2
(vg (t)ux (x (t) ; t)

� fx (u (x (t) ; t))) +O
�
�t2
�(5.15)

und

u (x (t+�t) ; t+�t) = u (x (t) ; t)

+ �t (vg (t+�t=2)ux (x (t+�t=2) ; t+�t=2)

� fx (u (x (t +�t=2) ; t+�t=2))) +O
�
�t3
�
:

(5.16)

Da im MUSCL-Typ-Verfahren zun�achst einen halben Zeitschritt vorausgerechnet wird,
kann es als ein Zweischritt-Verfahren angesehen werden. Der erste Schritt besteht dabei
aus der Berechnung der Werte am Zellrand zum Zeitpunkt tn nach Gleichung (5.3) und
der �Anderung w�ahrend eines halben Zeitschritts, die sich aus der Taylorentwicklung (5.15)
zu

u
n+1

2

i� = uni� �
�t

2�xni

�
f
�
uni+
�� f

�
uni�
�� vng;i

�
uni+ � uni�

��
(5.17)

ergibt. Au�erdem wird noch die �Anderung der Gitterpunkte

x
n+ 1

2

i = xni +
�t

2
vng;i(5.18)

ben�otigt, die sich aus der Taylorentwicklung (5.10) ergibt. Im zweiten Schritt wird dann
der Wert zum Zeitpunkt tn+1 entsprechend der Taylorentwicklung (5.16) zu

un+1i = uni �
�t

2�x
n+ 1

2

i

�
h
n+1

2

i+1

2

� h
n+1

2

i�1

2

�
(5.19)

berechnet. Dabei bezeichnet h den numerischen Flu�, der hier eine N�aherung f�ur f (u)�vgu
ist. Als Argumente verwendet man die im ersten Schritt berechneten Werte, das hei�t

h
n+1

2

i+1

2

= h

�
u
n+1

2

i+ ;u
n+1

2

(i+1)�
; v

n+ 1
2

g;i+ 1
2

�
;

h
n+1

2

i�1

2

= h

�
u
n+1

2

(i�1)+;u
n+1

2

i� ; v
n+ 1

2

g;i� 1
2

�
:

(5.20)



58 Verfahren h�oherer Ordnung

5.2 Die Steigungsberechnung

Wie bereits erw�ahnt, entsteht durch geeignete Steigungsberechnungen die zweite Ordnung
im Raum. Im skalaren Fall ist

sni =
1

�x
minmod(ui+1 � ui; ui � ui�1)(5.21)

eine geeignete Steigungsberechnung, wobei die minmod-Funktion durch

minmod(a; b) :=

8><
>:
a f�ur jaj < jbj; ab > 0

b f�ur jaj � jbj; ab > 0

0 f�ur ab � 0

(5.22)

de�niert ist. Es wird also derjenige Wert der Steigungen nach rechts oder links verwendet,
welcher den kleineren Betrag besitzt und Null, falls ein Extremum vorliegt. Durch diese
Wahl der Steigungsberechnung wird sichergestellt, da� in der st�uckweise linearen Approxi-
mation keine neuen lokalen Extrema entstehen oder bestehende anwachsen. Diese skalaren
Steigungsberechnungen m�ussen geeignet auf Systeme �ubertragen werden.

Der einfachste Weg ist, die Steigungen in den Erhaltungsgr�o�en oder in den primitiven Va-
riablen zu berechnen. Eine bessere �Ubertragung der skalaren Theorie auf Systeme erh�alt
man jedoch durch die Verwendung von charakteristischen Variablen, da man hierbei die
Richtungen der sich ausbreitenden Wellen besser erfa�t. Dazu f�uhrt man eine lokale Li-
nearisierung des nichtlinearen Systems durch, die es erm�oglicht, ein lokales System von
charakteristischen Variablen zu de�nieren. Diese Transformation liefert eine Entkopplung
der einzelnen Gleichungen, und die skalaren Methoden lassen sich dann in jedem charak-
teristischen Feld anwenden. Dazu wird in jedem Gitterintervall ein lokaler Mittelwert �ui,
zum Beispiel durch

�ui :=
1

4
(ui+1 + 2ui + ui�1)(5.23)

de�niert. Dann berechnet man die Eigenvektoren der Matrix A (�ui) und stellt die links-
und rechtsseitigen Di�erenzenquotienten in der Basis dieser Rechtseigenvektoren dar,

1

�x
(ui+1 � ui) =

3X
k=1

�k
i r

k
i(5.24)

und

1

�x
(ui � ui�1) =

3X
k=1

�k
i r

k
i :(5.25)

Die �k
i , �

k
i sind die Koe�zienten der Di�erenzenquotienten bzgl. des k-ten charakteristi-

schen Feldes und ein Ma� f�ur die �Anderung der Erhaltungsgr�o�en in Richtung des k-ten
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Eigenvektors. Man erh�alt dann einen Steigungsvektor Si, indem man auf diese Komponen-
ten jeweils eine skalare Steigungsberechnung anwendet. Verwendet man zum Beispiel die
oben erw�ahnte minmod-Funktion, so erh�alt man

Si =
3X

k=1

Sk
i r

k
i mit Sk

i = minmod
�
�k
i ; �

k
i

�
:(5.26)

Dabei ist es auch m�oglich, in den verschiedenen charakteristischen Feldern unterschiedliche
Steigungsberechnungen anzuwenden.



Kapitel 6

Eindimensionale Rechnungen

Um die Ergebnisse der Kapitel 3 bis 5 darzustellen, wurden zun�achst einige eindimen-
sionale Testrechnungen durchgef�uhrt. Das h�au�g in der Literatur verwendete Sodproblem
[37] wurde als erstes Beispiel ausgew�ahlt. Die Resultate zeigen die Verbesserung der nu-
merischen Ergebnisse durch Verwendung bewegter Rechengitter. Die Wechselwirkung einer
Sto�welle mit einer Kontaktunstetigkeit dient als Beispiel daf�ur, da� Teilgebiete verschwin-
den k�onnen und durch die Erzeugung neuer Teilgebiete die Resultate verbessert werden
k�onnen. Um echte Materialgrenzen zu simulieren, werden Beispiele mit unterschiedlichen
idealen Gasen betrachtet. Durch den Wechsel des Adiabatenexponenten existiert dann ein
Sprung in der Zustandsgleichung im betrachteten Rechengebiet.

Das zu berechnende Gebiet, das hier ein eindimensionales Intervall ist, mu� schon bei
der Eingabe so in Teilintervalle unterteilt werden, da� jedes Teilintervall nur ein Material
enth�alt und zu verfolgende Wellen auf Randpunkten solcher eindimensionaler Teilgebiete
liegen. F�ur jedes Teilgebiet m�ussen dann die Anfangswerte von Dichte, Druck und Ge-
schwindigkeit, die zu verwendende Zustandsgleichung und die Methode der Bewegung der
R�ander vorgegeben werden.

F�ur die Bewegung des Randes sind die folgenden M�oglichkeiten vorgesehen:

{ als freier Rand

{ mit der Kontaktunstetigkeit

{ mit der Sto�welle

{ mit Schallgeschwindigkeit

{ keine Bewegung

Dabei bestehen die Einschr�ankungen, da� nur innere R�ander mit der Kontaktunstetigkeit
oder der Sto�welle mitbewegt werden k�onnen und ein freier Rand nur an einem �au�eren
Rand vorkommen kann. Mit dieser Vorgabe kann dann in jedem Zeitschritt aus den phy-
sikalischen Gr�o�en auf beiden Seiten des Randpunktes durch L�osen des Riemannproblems
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die Geschwindigkeit des Punktes berechnet werden. Die Randgeschwindigkeit ist im Fall
eines freien Randes gleich der Geschwindigkeit in der Randgitterzelle. Bei Bewegung mit
der Kontaktunstetigkeit ist sie gleich der mittleren Geschwindigkeit im Riemannl�oser und
bei Bewegung mit der Sto�welle gleich der Sto�wellengeschwindigkeit (siehe Kapitel 3).
Hat man f�ur alle Randpunkte die Geschwindigkeit berechnet, so werden sie mit dieser Ge-
schwindigkeit bewegt, und in jedem Teilgebiet wird ein neues �aquidistantes Rechengitter
erzeugt (siehe Abbildung 6.1).

Teilgebiet 2
tn+1

Teilgebiet 1

tn

Abbildung 6.1: Ein Beispiel f�ur die �Anderung eines Gitters in einem Zeit-
schritt: Die dicken Linien markieren die R�ander der Teilge-
biete, deren Bewegung aus den Riemannproblemen berechnet
wird. Die inneren Punkte zum neuen Zeitpunkt werden dann
�aquidistant zwischen die R�ander gesetzt.

Man erh�alt so ein Raum-Zeit-Gitter, auf dem die Eulergleichungen mit der sich aus dem
Gitter ergebenden Geschwindigkeit jedes inneren Gitterpunktes mit einem der in den Ka-
piteln 3 und 4 beschriebenen Verfahren gel�ost werden. Wie auch in Abbildung 6.1 zu
erkennen ist, spielen bei diesen Verfahren Gitterverfeinerung und Gittervergr�oberung eine
wesentliche Rolle. Da Teilgebiete recht schnell wachsen oder schrumpfen k�onnen, w�urde
eine konstante Punktezahl pro Teilgebiet bei kleiner werdenden Gitterintervallen zu immer
kleiner werdenden Zeitschritten aufgrund der CFL-Bedingung und damit zu h�oheren Re-
chenzeiten f�uhren und auf der anderen Seite zu ungenauer Rechnung bei gr�o�er werdenden
Gitterintervallen.

Desweiteren werden die Ergebnisse der Simulation verbessert, wenn Teilgebiete hinzugef�ugt
und gel�oscht werden k�onnen, was im folgenden am zweiten Beispiel, der Wechselwirkung ei-
ner Kontaktunstetigkeit mit einer Sto�welle, verdeutlicht wird. Bewegen sich beide R�ander
eines Teilgebiets aufeinander zu, so mu� das betre�ende Gebiet bei Zusammentre�en der
R�ander gel�oscht werden und je nach L�osungsstruktur der Rand neu beschrieben und even-
tuell ein neues Teilgebiet eingef�uhrt werden.

6.1 Das Sodproblem

Als erstes Testbeispiel wird das Sodproblem [37] betrachtet, ein Sto�wellenrohrproblem,
das h�au�g zum Vergleich eines Verfahrens mit anderen verwendet wird. Ein Sto�rohr ist
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ein mit Gas gef�ulltes Rohr, das anfangs durch eine Membran in zwei Bereiche geteilt ist.
Dabei ist das Gas in Ruhe und hat in einem Bereich einen h�oheren Druck und eine h�ohere
Dichte als in dem anderen. Durch Entfernen der Membran beginnt das Gas zu str�omen.
Dabei entsteht eine Sto�welle, die sich in den Bereich niedrigeren Drucks ausbreitet. In
die entgegengesetzte Richtung l�auft eine Verd�unnungswelle und dazwischen bildet sich eine
Kontaktunstetigkeit. Das Sodproblem ist also ein Riemannproblem mit den Anfangswerten

(% ; v ; p) =

(
(1:0 ; 0:0 ; 1:0) f�ur x < 0

(0:125 ; 0:0 ; 0:1) f�ur x > 0
:(6.1)

In diesem Beispiel wird von der G�ultigkeit der idealen Gasgleichung (1.3) mit dem Adia-
batenexponenten  = 1:4 ausgegangen. Die Rechnungen werden auf dem Intervall [�1; 1]
und bis zur Zeit t = 0:5 durchgef�uhrt. Da dimensionslos gerechnet wird, werden s�amtliche
Gr�o�en ohne Einheiten angegeben. Das Rechengebiet wird in zwei Teilgebiete links und
rechts der Anfangsunstetigkeit zerlegt, die zu Beginn der Rechnungen aus jeweils 100 Git-
terintervallen bestehen. Dadurch kann der Rand sowohl mit der Kontaktunstetigkeit als
auch mit der Sto�welle mitbewegt werden. In den folgenden Abbildungen werden die nume-
rischen Ergebnisse f�ur die verschiedenen im 2. und 3. Kapitel vorgestellten Riemannl�oser
auf nicht bewegtem Gitter, bei Bewegung mit der Kontaktunstetigkeit und mit der Sto�-
welle verglichen. Links ist jeweils das Verfahren erster Ordnung, rechts das zweiter Ordnung
dargestellt.

In der Abbildung 6.2 ist die Dichte zum Zeitpunkt t = 0:5, berechnet mit dem Godunov-
Verfahren, �uber dem Ort aufgetragen. Beim Verfahren erster Ordnung, sowie auch bei
Verwendung der zweiten Ordnung werden Kontaktunstetigkeit und Sto� �uber mehrere
Gitterpunkte verschmiert, solange ohne Gitterbewegung gerechnet wird. Bei Verfolgung
der Kontaktunstetigkeit treten keine Punkte innerhalb der Unstetigkeit auf, die Werte di-
rekt links und rechts der Kontaktunstetigkeit werden jedoch leicht untersch�atzt. Dies liegt
jedoch an dem Auff�achern der Unstetigkeit in die einzelnen Wellen, eine einzelne Kontak-
tunstetigkeit wird exakt aufgel�ost. Bewegt man den Rand mit der Sto�welle, so wird diese
schon vom Verfahren erster Ordnung exakt aufgel�ost, wie im Bild der Dichte (Abbildung
6.2) sowie des Drucks (Abbildung 6.3) zu erkennen ist. Roe- und HLL-Verfahren (Abbil-
dungen 6.4 bis 6.7) liefern bei Verfolgung des Sto�es die gleiche Aufl�osung, wie aufgrund
ihrer Konstruktion zu erwarten ist (siehe Kapitel 3.2 und 3.3).

Beim Roe-Verfahren und der Gitterbewegung mit der Kontaktunstetigkeit wird diese nicht
genauso gut aufgel�ost wie beim Godunov-Verfahren, aber immer noch wesentlich besser als
ohne Gitterbewegung (Abbildung 6.4). Beim HLL-Verfahren und Verfolgung der Kontak-
tunstetigkeit l�a�t sich keine Verbesserung gegen�uber dem Verfahren ohne Gitterbewegung
erzielen. Dies ist jedoch auch zu erwarten, da schon eine einzelne Kontaktunstetigkeit
aufgrund der Annahme nur eines mittleren Zustands in der Riemannl�osung nicht exakt
wiedergegeben werden kann (siehe Kapitel 3.3). Die Kontaktunstetigkeit wird sogar noch
etwas st�arker ged�ampft als durch das Godunov-Verfahren. Da die Ergebnisse des HLLEM-
Verfahrens keine wesentlichen Unterschiede zu denen des Roe-Verfahrens zeigen, wird auf
ihre Darstellung verzichtet.
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Abbildung 6.2: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Godunov-Verfahren
erster (links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Abbildung 6.3: Vergleich des Drucks bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Godunov-Verfahren
erster (links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Abbildung 6.4: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Roe-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Abbildung 6.5: Vergleich des Drucks bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim Roe-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Abbildung 6.6: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim HLL-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung
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Abbildung 6.7: Vergleich des Drucks bei numerischen Rechnungen mit ver-
schiedenen Gitterbewegungsarten beim HLL-Verfahren erster
(links) und zweiter (rechts) Ordnung



6.1 Das Sodproblem 69

Im 5. Kapitel wurde gezeigt, da� die Gitterbewegung auch bei der Steigungsberechnung
zum Erhalt der zweiten Ordnung ber�ucksichtigt werden mu�. Die Auswirkungen auf das
numerische Verfahren sind in der Abbildung 6.8 f�ur das Godunov- und das Roe-Verfahren
anhand der Dichtekurven dargestellt. Die Abbildungen zeigen Detailausschnitte. Auf den
oberen Bildern sieht man den linken Rand der Verd�unnungswelle und auf den unteren
den Bereich um die Kontaktunstetigkeit. Die exakte L�osung ist als durchgezogene Linie,
die Verfahren ohne Ber�ucksichtigung der Gitterbewegung bei der Steigungsberechnung als
gepunktete und die Verfahren mit ihrer Ber�ucksichtigung als gestrichelte Linie dargestellt.
Besonders deutlich wird die Notwendigkeit der Ber�ucksichtigung der Gitterbewegung an
den unteren Bildern. Die Kurve ohne Ber�ucksichtigung �ubersch�atzt die Werte der exakten
L�osung links der Kontaktunstetigkeit, das hei�t die Erhaltung der lokalen Maxima und
Minima ist nicht gew�ahrleistet.
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Abbildung 6.8: Vergleich der Steigungsberechnungen f�ur die zweite Ordnung
anhand der Dichtekurven mit und ohne Ber�ucksichtigung der
Gitterbewegung bei den Verfahren von Godunov (links) und
Roe (rechts)
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6.2 Kontakt-Sto�-Wechselwirkung

Ein komplizierteres Beispiel ist die Wechselwirkung eines nach rechts laufenden Sto�es mit
einer nach links laufenden Kontaktunstetigkeit. Das Zusammentre�en der beiden Wellen
erzeugt zwei Sto�wellen und eine Kontaktunstetigkeit. Solch ein Problem kann durch die
Anfangswerte

(% ; v ; p) =

8><
>:

(%l ; vl ; 10:0) f�ur x < �0:3
(1:0 ; �1:0 ; 0:1) f�ur �0:3 < x < 0:3

(10:0 ; �1:0 ; 0:1) f�ur x > 0:3

(6.2)

mit %l = 601=106 und vl =
p
9801=1202 � 1 erzeugt werden [27]. In der Abbildung 6.9

ist die Struktur der L�osung dargestellt. Das Intervall [�0:5; 0:5] wird zu Beginn in 200
Gitterintervalle unterteilt.

-

6 Kontaktunstetigkeit

KontaktunstetigkeitSto�welle

Sto�welle Sto�welle

x

t

0:1

0�0:3 0:3

Abbildung 6.9: Die L�osungsstruktur der Sto�-Kontakt-Wechselwirkung

Auch hier l�a�t sich die exakte L�osung durch Fixpunktiteration gewinnen. Dieses Beispiel
ist insbesondere dazu geeignet, Gitterverfeinerung sowie das Eliminieren und Hinzuf�ugen
von Teilgebieten zu testen. Zu Beginn werden drei Teilgebiete mit den oben angegebenen,
jeweils konstanten Anfangswerten erzeugt. Wird der linke Rand des mittleren Teilgebiets
mit der Sto�welle und der rechte mit der Kontaktunstetigkeit bewegt, so wird dieses Teil-
gebiet immer kleiner und verschwindet, sobald die beiden Wellen aufeinandertre�en. Dabei
mu� das Gitter mehrmals vergr�obert werden.

Im Programm wird dies folgenderma�en realisiert. Die R�ander, die sich aufeinanderzube-
wegen, bewirken kleiner werdende Gitterzellen. Werden die Gitterzellen zu klein, so werden
mehrere Gitterzellen zu einer zusammengefa�t. Besteht dann ein Teilgebiet nur noch aus
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einer Gitterzelle, so wird in jedem Zeitschritt getestet, ob die R�ander dieses Teilgebiets in-
nerhalb dieses Zeitschritts zusammentre�en. Ist dies der Fall, so wird der Zeitschritt soweit
verkleinert, da� die R�ander genau am Ende des Zeitschritts aufeinandertre�en. Dann kann
das Teilgebiet eliminiert werden. Im n�achsten Schritt mu� dann f�ur den aus diesen beiden
R�andern neu entstandenen Rand eine Bedingung f�ur seine Bewegung festgelegt werden.
Dabei kann bei Bedarf auch wieder ein neues Teilgebiet erzeugt werden.

Als erstes wird das Godunov-Verfahren betrachtet. Die Abbildungen 6.10 bis 6.15 zeigen
Dichte, Druck und Geschwindigkeit zu den Zeiten t = 0:15, t = 0:3 und t = 0:4. In jeweils
vier aufeinanderfolgenden Spalten sind die numerischen Ergebnisse ohne Gitterbewegung,
mit Gitterbewegung mit der Kontaktunstetigkeit, mit Gitterbewegung mit der Sto�welle
und mit Gitterbewegung mit Sto� und Kontaktunstetigkeit dargestellt. Alle Rechnungen
sind zweiter Ordnung. Sto�welle und Kontaktunstetigkeit tre�en etwa zur Zeit t = 0:173
zusammen. Das hei�t, die oberen Bilder zeigen die Situation vor der Wechselwirkung die-
ser beiden Wellen miteinander. In den Abbildungen ohne Gitterbewegung (1. Spalte der
Abbildungen 6.10, 6.12 und 6.14) ist wie beim vorangegangenen Beispiel zu erkennen, da�
die Wellen �uber mehrere Gitterzellen verschmiert werden. Am Bild des Drucks (Abbildung
6.12) und der Geschwindigkeit (Abbildung 6.14) sieht man leichte Oszillationen auf der
linken Seite des Sto�es. Der E�ekt der Gitterbewegung mit der Kontaktunstetigkeit wird
nat�urlich nur am Dichtebild (Abbildung 6.10) deutlich. Jetzt wird nur noch ein Gitterpunkt
in die Kontaktunstetigkeit hineingezogen.

Bei Bewegung mit dem Sto� (die linken Spalten der Abbildungen 6.11 f�ur die Dichte, 6.13
f�ur den Druck und 6.15 f�ur die Geschwindigkeit) wird kein Gitterpunkt mehr in den Sto�
hineingezogen. Au�erdem verschwinden die Oszillationen links des Sto�es bei Druck und
Geschwindigkeit, was keinem Verfahren ohne Gitterbewegung gelingt (siehe [27]). In den
rechten Spalten der Abbildungen 6.11, 6.13 und 6.15, bei Bewegung mit Sto�welle und
Kontaktunstetigkeit, sind kaum noch Abweichungen von der exakten L�osung zu erkennen.
Die Verschmierung des linken Sto�es bei t = 0:3 und t = 0:4 k�onnte auch noch vermieden
werden, wenn nach dem Zusammentre�en von Sto�welle und Kontaktunstetigkeit noch ein
weiteres Teilgebiet eingef�uhrt wird, so da� die linke Sto�welle auch auf einem Teilgebiets-
rand liegt. Auch hier sind keine Oszillationen mehr erkennbar.
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Abbildung 6.10: Die Dichte bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren ohne Gitterbewegung (links) und mit Bewegung
des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (rechts) zu den Zei-
ten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.11: Die Dichte bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren mit Bewegung des Gitters mit dem Sto� (links)
und mit Bewegung des Gitters mit Sto� und Kontaktunste-
tigkeit (rechts) zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.12: Der Druck bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren ohne Gitterbewegung (links) und mit Bewegung
des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (rechts) zu den Zei-
ten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.13: Der Druck bei numerischen Rechnungen mit dem Godunov-
Verfahren mit Bewegung des Gitters mit dem Sto� (links)
und mit Bewegung des Gitters mit Sto� und Kontaktunste-
tigkeit (rechts) zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.14: Die Geschwindigkeit bei numerischen Rechnungen mit dem
Godunov-Verfahren ohne Gitterbewegung (links) und mit
Bewegung des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (rechts)
zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.15: Die Geschwindigkeit bei numerischen Rechnungen mit dem
Godunov-Verfahren mit Bewegung des Gitters mit dem Sto�
(links) und mit Bewegung des Gitters mit Sto� und Kontak-
tunstetigkeit (rechts) zu den Zeiten 0.15, 0.3 und 0.4
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Abbildung 6.16: Vergleich der Dichte bei numerischen Rechnungen mit dem
Godunov-Verfahren bei Bewegung des Gitters mit der Kon-
taktunstetigkeit bei Verwendung von 400 bzw. 800 Gitter-
punkten zur Zeit 0.4; rechts: Ausschnittsvergr�o�erung

Die Abbildung 6.16 zeigt, da� sich die St�arke der Oszillationen zwischen Kontaktunstetig-
keit und Sto�welle durch Erh�ohung der Zahl der Gitterpunkte verringern lassen.

Die n�achsten beiden Abbildungen zeigen die Ergebnisse des Roe-Verfahrens zur Zeit
t = 0:4. Dabei sind zeilenweise Dichte, Druck und Geschwindigkeit, spaltenweise die un-
terschiedlichen Gitterbewegungsarten dargestellt. Verglichen mit dem Godunov-Verfahren
sind die Oszillationen zwischen Kontaktunstetigkeit und Sto�welle bei Bewegung mit der
Kontaktunstetigkeit st�arker. Dies zeigt sich bei Dichte, Druck und Geschwindigkeit. Dage-
gen kann man in Abbildung 6.18 bei Bewegung mit dem Sto� oder mit Sto� und Kontaktun-
stetigkeit keine Unterschiede zum Godunov-Verfahren erkennen. Auch hier verschwinden
die Oszillationen in Druck und Geschwindigkeit vollst�andig.

Beim HLL-Verfahren (Abbildungen 6.19 und 6.20) k�onnen die Oszillationen auf der linken
Seite der linken Sto�welle nur bei Gitterbewegung mit dem Sto� eliminiert werden. Die
Verfolgung von Sto� und Kontaktunstetigkeit f�uhrt wieder zu einer Verschlechterung der
Ergebnisse, was auch hier an dem Vorhandensein nur eines mittleren Zustands in der
Riemannl�osung liegt.
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Abbildung 6.17: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nu-
merischen Rechnungen mit dem Roe-Verfahren ohne Git-
terbewegung (links) und mit Bewegung des Gitters mit der
Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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Abbildung 6.18: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nume-
rischen Rechnungen mit dem Roe-Verfahren bei Bewegung
des Gitters mit dem Sto� (links) und bei Bewegung des Git-
ters mit Sto� und Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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Abbildung 6.19: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nu-
merischen Rechnungen mit dem HLL-Verfahren ohne Git-
terbewegung (links) und mit Bewegung des Gitters mit der
Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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Abbildung 6.20: Vergleich von Dichte, Druck und Geschwindigkeit bei nume-
rischen Rechnungen mit dem HLL-Verfahren bei Bewegung
des Gitters mit dem Sto� (links) und bei Bewegung des Git-
ters mit Sto� und Kontaktunstetigkeit (rechts) zur Zeit 0.4
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6.3 Echte Materialgrenzen

Um die Eignung des Verfahrens zur Simulation bewegter Materialgrenzen zu untersuchen,
werden drei Testprobleme betrachtet, bei denen die Materialgrenze zwei verschiedene ideale
Gase trennt. Das erste ist ein reines Konvektionsproblem, also der reine Transport einer Ma-
terialgrenze. Als zweites wird das in Kapitel 6.1 vorgestellte Sodproblem mit unterschied-
lichen Zustandsgleichungen auf beiden Seiten der Anfangsunstetigkeit betrachtet, und das
dritte Beispiel ist die Wechselwirkung einer Sto�welle mit einer Luft-Helium-Grenze.

6.3.1 Ein Konvektionsproblem

In diesem Beispiel wird eine Kontaktunstetigkeit, die eine Materialgrenze darstellt, in einem
Rohr transportiert. Das Gas hat anfangs konstante Dichte, Druck und Geschwindigkeit.
Es gelte die ideale Gasgleichung mit  = 1:4 auf der linken und  = 1:2 auf der rech-
ten Seite. Das betrachtete Intervall [0; 0:09] wird durch 200 Gitterzellen diskretisiert. Die
Materialgrenze liegt zu Beginn bei x = 0:045. In Kapitel 4 wurde ein approximativer Rie-
mannl�oser speziell f�ur Materialgrenzen vorgestellt. Dazu wurde das betrachtete System von
Erhaltungsgleichungen um eine Gleichung erweitert. Anhand dieses Konvektionsproblems
wird gezeigt, da� diese Zusatzgleichung notwendig ist, um bewegte Materialgrenzen gut
approximieren zu k�onnen.

In der ersten Abbildung sind Druck und Geschwindigkeit nach einem, zwei und drei Zeit-
schritten bei Verwendung des Roe-Verfahrens ohne die Zusatzgleichung dargestellt. Nach
einem Zeitschritt ist die Geschwindigkeit noch konstant, der Druck zeigt allerdings schon
eine Abweichung von der exakten L�osung direkt an der Kontaktunstetigkeit. Dies f�uhrt
dann auch zu einer leichten Oszillation der Geschwindigkeit im zweiten Zeitschritt. Diese
Fehler wachsen mit der Zeit und f�uhren zu st�arkeren Oszillationen.

Durch das Einf�uhren der Zusatzgleichung werden dieErgebnisse wesentlich verbessert, wie
in Abbildung 6.22 zu erkennen ist. Die Kurven von Druck und Geschwindigkeit nach 1,
100 und 200 Zeitschritten zeigen nicht die geringsten Oszillationen.

Abbildung 6.23 zeigt das HLL-Verfahren mit Zusatzgleichung nach 100 und 200 Zeitschrit-
ten. Da dieses Verfahren nicht in der Lage ist, eine einzelne Kontaktunstetigkeit exakt
aufzul�osen, eignet es sich trotz der zus�atzlichen Gleichung nicht f�ur dieses Problem. Man
erh�alt starke Abweichungen von der exakten L�osung in Dichte, Druck und Geschwindigkeit.

Beim Godunov-Verfahren treten, wie beim Roe-Verfahren mit Zusatzgleichung, keinerlei
Oszillationen auf.

Die Ergebnisse zeigen, da� man um Materialgrenzen gut aufzul�osen, sowohl die Zusatzglei-
chung als auch die F�ahigkeit Kontaktunstetigkeiten exakt wiederzugeben, ben�otigt.
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Abbildung 6.21: Konvektionsproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen;
Druck (links) und Geschwindigkeit (rechts) beim Roe-
Verfahren ohne Zusatzgleichung nach 1, 2 und 3 Zeitschrit-
ten
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Abbildung 6.22: Konvektionsproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen;
Druck (links) und Geschwindigkeit (rechts) beim Roe-
Verfahren mit Zusatzgleichung nach 1, 100 und 200 Zeit-
schritten
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Abbildung 6.23: Konvektionsproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen;
Druck, Geschwindigkeit und Dichte beim HLL-Verfahren
mit Zusatzgleichung nach 100 (links) und 200 (rechts) Zeit-
schritten
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6.3.2 Das Sodproblem mit Materialgrenze

Jetzt wird das Sodproblem aus Abschnitt 6.1 mit einer Unstetigkeit in der Zustandsglei-
chung betrachtet. Es wird wieder die ideale Gasgleichung, im Gegensatz zu dem Problem
in Kapitel 6.1 aber mit l = 1:4 und r = 1:2, gew�ahlt.

Die Abbildungen 6.24 und 6.25 zeigen die Ergebnisse zur Zeit 0:5 beim Godunov-Verfahren
erster und zweiter Ordnung. Links sind jeweils die Kurven von Dichte, Druck und Ge-
schwindigkeit bei Verwendung von 200 Gitterpunkten und rechts bei Verwendung von 400
Gitterpunkten aufgetragen. Die Qualit�at der Ergebnisse ist vergleichbar mit den Ergebnis-
sen f�ur das Sodproblem, bei dem links und rechts das gleiche ideale Gas vorliegt (vergleiche
Kapitel 6.1).

Die Abbildungen 6.26 bis 6.29 zeigen den Vergleich des Roe-Verfahrens mit und ohne
Zusatzgleichung. Beim Verfahren ohne Zusatzgleichung (Abbildungen 6.26 und 6.27) wer-
den Dichte und Druck links und rechts der Kontaktunstetigkeit �ubersch�atzt. Direkt an
der Kontaktunstetigkeit hingegen kommt es zu einer starken Abweichung der Dichte nach
unten. Dies l�a�t sich auch durch Gitterverfeinerung und Verwendung h�oherer Ordnung
nicht verbessern, man erh�alt lediglich steilere Gradienten bei h�oherer Ordnung. Die Ge-
schwindigkeit wird vor der Kontaktunstetigkeit untersch�atzt, dann kommt es zu einem
starken �Uberschwingen direkt an der Materialgrenze und danach zu einer �Ubersch�atzung
der Geschwindigkeit. Auch hier kann durch Gitterverfeinerung und h�ohere Ordnung keine
wesentliche Verbesserung erzielt werden, die Oszillationen nehmen eher noch zu. Verwendet
man jedoch die Zusatzgleichung (Abbildungen 6.28 und 6.29), so tritt nur noch ein Sprung
in der Dichte direkt an der Kontaktunstetigkeit als etwas st�arkere Abweichung von der
exakten L�osung auf. Diese Abweichung erstreckt sich �uber zwei Gitterpunkte, auch wenn
das Gitter verfeinert wird. Beim Verfahren zweiter Ordnung ist die H�ohe dieses Sprungs
wesentlich geringer. Druck und Geschwindigkeit werden sehr gut approximiert.

Die numerischen Ergebnisse zeigen deutlich, da� die Zusatzgleichung bei der Approxima-
tion bewegter Materialgrenzen wesentlich zur Verbesserung der Ergebnisse beitr�agt.
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Abbildung 6.24: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Godunov-
Verfahren 1. Ordnung bei Verwendung von 200 (links) und
400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.25: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Godunov-
Verfahren 2. Ordnung bei Verwendung von 200 (links) und
400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.26: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 1. Ordnung ohne Zusatzgleichung bei Verwen-
dung von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.27: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 2. Ordnung ohne Zusatzgleichung bei Verwen-
dung von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.28: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 1. Ordnung mit Zusatzgleichung bei Verwendung
von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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Abbildung 6.29: Sodproblem mit unterschiedlichen idealen Gasen; Roe-
Verfahren 2. Ordnung mit Zusatzgleichung bei Verwendung
von 200 (links) und 400 (rechts) Gitterpunkten
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6.3.3 Wechselwirkung eines Sto�es mit einer Luft-Helium-

Grenze

Im dritten Beispiel einer Materialgrenze wird die Wechselwirkung einer Sto�welle mit
einer Kontaktunstetigkeit in Gestalt einer Materialgrenze betrachtet. Ein Sto�, der mit
einer Sto�-Machzahl von 1:65563 in Luft von links nach rechts l�auft, tri�t auf eine
Luft-Helium-Grenze. Die Anfangswerte f�ur dieses Problem sind in der Abbildung 6.30
angegeben.

Luft Luft

S
toß Helium

K
ontakt-

unstetigkeit

X

| {z } | {z } | {z }

%1 = 0:2656kg=m3

u1 = 293:3m=s

p1 = 0:303 bar

1 = 1:4

%2 = 0:125 kg=m3

u2 = 0m=s

p2 = 0:1 bar

2 = 1:4

%3 = 0:025 kg=m3

u3 = 0m=s

p3 = 0:1 bar

3 = 1:667

Abbildung 6.30: Die Anfangssituation bei der Wechselwirkung einer Sto�-
welle mit einer Luft-Helium-Grenze

Dieses Beispiel wurde von Jenny, M�uller und Thomann in [20] angegeben. Sie untersuchten
zun�achst die Ursache der Fehler an Kontaktunstetigkeiten, wenn bewegte Materialgrenzen
mit den �ublichen konservativen Verfahren simuliert werden. Auf der Grundlage dieser Feh-
leranalyse entwickelten sie einen Korrekturalgorithmus f�ur konservative Verfahren. Dieses
Beispiel w�ahlten sie, um zu zeigen, da� ihre Korrektur auch bei der Wechselwirkung ei-
ner Sto�welle mit einer Kontaktunstetigkeit eine Verbesserung der numerischen Ergebnisse
liefert.

In der Abbildung 6.31 sind Dichte, Druck und Geschwindigkeit f�ur das Godunov-Verfahren
zweiter Ordnung zur Zeit t = 1:725 � 10�3 s dargestellt. Die linke Spalte zeigt jeweils die
Ergebnisse bei Gitterbewegung nur mit der Kontaktunstetigkeit. Bei den Rechnungen, die
den Kurven in der rechten Spalte zugrundeliegen, wurde ein Teilgebietsrand mit dem Sto�
und einer mit der Kontaktunstetigkeit mitbewegt. Wie bei dem Beispiel aus Kapitel 6.2
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k�onnen durch die Verfolgung der Sto�welle Oszillationen des Druckes auf der linken Seite
des Sto�es vermieden werden. Das Godunov-Verfahren zeigt eine sehr gute Au�osung der
Unstetigkeiten, insbesondere wenn das Gitter mit beiden Wellen mitbewegt wird.

Anhand der Abbildungen 6.32 bis 6.34 kann man das Roe-Verfahren ohne Zusatzgleichung
mit demjenigen mit Zusatzgleichung vergleichen. Wie in den vorangegangenen Abbildun-
gen, sind spaltenweise die beiden Gitterbewegungsarten und zeilenweise die Gr�o�en Dichte,
Druck und Geschwindigkeit dargestellt. In der ersten dieser Abbildungen kann man wie-
der erkennen, da� die Kontaktunstetigkeit ohne Verwendung einer Zusatzgleichung sehr
schlecht aufgel�ost wird. Hier bringt die Verfolgung des Sto�es sogar noch eine Verschlech-
terung der Ergebnisse. Die Lage des Sto�es wird nicht richtig approximiert und links der
Verd�unnungswelle weicht die N�aherungsl�osung sehr stark von der exakten L�osung ab. Bei
Verwendung der Zusatzgleichung (Abbildung 6.33) kann man durch zus�atzliche Verfolgung
der Sto�welle die schon sehr guten Ergebnisse bei Bewegung des Gitters nur mit der Kon-
taktunstetigkeit noch weiter verbessern. Die letzte Abbildung gibt einen direkten Vergleich
der beiden Verfahren, wobei der Bereich direkt um die Kontaktunstetigkeit vergr�o�ert dar-
gestellt ist. Die Bilder verdeutlichen, da� die Einf�uhrung der zus�atzlichen Gleichung eine
deutliche Verbesserung liefert. Verglichen mit dem Korrekturverfahren aus [20], treten bei
dem hier vorgestellten Verfahren fast keine Oszillationen auf.

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse, da� sowohl das Godunov-Verfahren als auch das
Roe-Verfahren mit Zusatzgleichung auch bei der Wechselwirkung einer Sto�welle mit einer
Materialgrenze gute Ergebnisse liefert.
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Abbildung 6.31: Luft-Helium-Grenze; Godunov-Verfahren 2. Ordnung bei
Bewegung des Gitters mit der Kontaktunstetigkeit (links)
und mit Sto� und Kontaktunstetigkeit (rechts)
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Abbildung 6.32: Luft-Helium-Grenze; Roe-Verfahren 2. Ordnung ohne Zu-
satzgleichung bei Bewegung des Gitters mit der Kontak-
tunstetigkeit (links) und mit Sto� und Kontaktunstetigkeit
(rechts)
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Abbildung 6.33: Luft-Helium-Grenze; Roe-Verfahren 2. Ordnung mit Zu-
satzgleichung bei Bewegung des Gitters mit der Kontak-
tunstetigkeit (links) und mit Sto� und Kontaktunstetigkeit
(rechts)
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Abbildung 6.34: Luft-Helium-Grenze; Roe-Verfahren 2. Ordnung; Vergleich
mit und ohne Zusatzgleichung; Ausschnitte



Kapitel 7

Simulation von

Sto�wellenexperimenten

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse numerischer Simulationen von an der Karlsruher
Light Ion Facility KALIF durchgef�uhrten Sto�wellenexperimenten vorgestellt. Zun�achst
werden die Experimente und die Struktur des verwendeten zweidimensionalen Programm-
codes beschrieben. Das erste Beispiel ist das einer ebenen Aluminiumfolie. Dabei k�onnen
die numerischen Ergebnisse sowohl mit den Experimenten als auch mit den Ergebnissen
eindimensionaler Rechnungen verglichen werden. Um die dynamischen Vorg�ange in einem
Target, dessen Ober�ache mit einer Struktur versehen ist, besser verstehen zu k�onnen, wird
bei diesen Beispielen auf die Theorie der auftretenden Instabilit�aten eingegangen, bevor
die erzielten Ergebnisse vorgestellt werden.

7.1 Sto�wellenexperimente an der KALIF-Anlage

Die Karlsruher Light Ion Facility KALIF ist ein Hochstrom-Impulsgenerator zur Erzeugung
von intensiven Ionenstrahlen, an dem Strahl-Target-Wechselwirkungsexperimente durch-
gef�uhrt werden. Die folgende Darstellung der dynamischen Vorg�ange in dem Target ist im
wesentlichen [4] entnommen. Die genaue Funktionsweise der KALIF sowie die Erzeugung
der Ionenstrahlen werden in [36] und [1] erkl�art. An der KALIF werden Targetschich-
ten aus Festk�orpermaterie mit einem hochintensiven Strahl leichter Ionen, also Ionen mit
niedrigem Atomgewicht bzw. niedriger Ordnungszahl, beschossen [3]. Die verf�ugbaren Io-
nendioden sind die selbstmagnetisch isolierte B�-Diode und eine fremdmagnetisch isolierte
Diode, die Strahlleistungsdichten von bis zu 0.15 TW=cm2 bzw. 1 TW=cm2 erzeugen [1, 19].
Der erzeugte Ionenstrahlimpuls hat abh�angig von der Diode einige 10 kJ Energieinhalt, ei-
ne Pulsdauer der Energieeinstrahlung am Target von ca. 40 ns Halbwertsbreite und einen
Fokus-Durchmesser von ca. 0.8 cm. Er wird in der Targetmaterie in einer sehr d�unnen
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Ober�achenschicht (etwa 25 �m) abgebremst. Dadurch wird die Materie dieser Deposi-
tionszone kurzzeitig in einen Zustand mit extrem hohem Energieinhalt (104 J) und ent-
sprechend hoher Energiedichte (> 106 J/g) versetzt. Die Temperatur springt bis auf einige
hunderttausend Grad und der Druck auf bis zu 100 GPa. Als Folge bleibt die Materie der
Depositionszone nicht l�anger kondensiert, sondern sie expandiert mit Schallgeschwindig-
keit. Da auf ihrer R�uckseite noch feste Materie vorhanden ist, kann sie sich nur in Richtung
des einfallenden Ionenstrahls ausbreiten. Diese Ablation bewirkt einen Drucksto�, der in
die kondensierte Materie l�auft.

Ziel der Experimente ist, das thermodynamisch kinetische Verhalten in der Materie zu
untersuchen. Ein langfristiges Ziel dieser Grundlagenforschung ist die Anwendung auf die
Tr�agheitsfusion [4].
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Verdünnungswelle

xx1 x2 x3

t

t0
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Abbildung 7.1: Das kinetische Geschehen in einem Aluminiumtarget

Die Abbildung 7.1 zeigt das kinetische Geschehen, wenn ein ebenes d�unnes Folientarget
mit einem Protonenstrahl beschossen wird. Dabei ist der zeitliche Verlauf �uber dem Ort
aufgetragen. Die Geschwindigkeiten der eingezeichneten Materie- und Druckfronten sind
daher um so h�oher je acher diese in dem x-t-Diagramm verlaufen. Da das Target eben
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und der Protonenstrahl als gleichf�ormig angenommen wird, gibt es nur �Anderungen in eine
Raumrichtung. Dieses Beispiel kann also eindimensional simuliert werden. Im Unterschied
zur Wirklichkeit ist vereinfachend angenommen, da� in der nach links abstr�omenden hei�en
Ablationsmaterie w�ahrend der gesamten dargestellten Zeitspanne quasistation�ar der Druck
pabl herrscht. Im Zeitpunkt t0 erreicht der Ionenstrahlpuls die Targetober�ache x1 und wird
in der bis zum Ort x2 reichenden Depositionszone A abgebremst. Dabei stellt sich in der
Grenzzone beiderseits x2 der Ablationsdruck pabl ein, der sich mit Schallgeschwindigkeit
nach rechts in die bis dahin drucklose Targetmaterie B ausbreitet und diese beschleunigt.
Erreicht die Druckfront die Targetr�uckseite x3, so entspannt sich die komprimierte Target-
materie C dort ins Vakuum hinein. Dabei beschleunigt die Targetober�ache sprunghaft.
Gleichzeitig erzeugt der auf der R�uckseite herrschende Druck pD = 0 eine Verd�unnungswel-
le, die sich nach links durch die komprimierte Materie ausbreitet, die vordere Grenz�ache
x2 erreicht und den dort herrschenden Druck (vom Wert in C auf einen niedrigeren Wert
in E) reduziert. Dieses dynamische Geschehen wiederholt sich solange, bis die nacheinan-
der nach links laufenden Verd�unnungswellen den an der Targetvorderseite herrschenden
Druckzustand stufenweise von pabl bis auf 0 abgebaut haben. Die Geschwindigkeit der Vor-
derseite des Targets nimmt dabei stufenweise zu. Im drucklosen Endzustand hat das Target
schlie�lich seine Maximalgeschwindigkeit erreicht.

In den an der KALIF durchgef�uhrten Ablationsexperimenten ist der Druck in der Ablati-
onsmaterie nicht konstant, da der Ionenstrahl der abstr�omenden Ablationsmaterie laufend
Energie zuf�uhrt, wobei diese Leistungszufuhr r�aumlich und zeitlich nicht gleichf�ormig ist.
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Abbildung 7.2: Gemessene Geschwindigkeitskurve an der R�uckseite einer mit
einem Ionenstrahl beschossenen 50 �m d�unnen Aluminium-
folie [3]
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In der Abbildung 7.2 ist die in einem KALIF-Experiment an der R�uckseite einer 50�m
d�unnen Aluminiumfolie gemessene Geschwindigkeit aufgetragen. Die stufenweise Geschwin-
digkeitszunahme ist deutlich zu erkennen. Die Experimente wurden mit der B�-Diode
durchgef�uhrt. Sie wurden mit dem in Abschnitt 7.2 beschriebenen Programm nach zweidi-
mensionalen E�ekten untersucht. Die Ergebnisse sind in Kapitel 7.3 dargestellt.

7.2 Struktur des zweidimensionalen Programmcodes

In diesem Abschnitt wird kurz auf die Struktur des zweidimensionalen Rechenprogramms,
das zur Simulation der an der KALIF durchgef�uhrten Sto�wellenexperimente verwendet
wird, eingegangen. Es basiert auf einem Godunov-Typ-Verfahren, das zweiter Ordnung im
Raum und erster Ordnung in der Zeit ist. Liegen die Gr�o�en in den benachbarten Gitterzel-
len sehr dicht beieinander, so wird der zeitaufwendige Riemannl�oser durch die akustische
N�aherung ersetzt. Das Programm enth�alt auch die Energieeinlagerung des Ionenstrahls
in das Target, die nach einem aus den Experimenten ermittelten, zeitlich ver�anderlichen
Strahlpro�l berechnet wird. Der W�armetransport ist in diesem Programm nicht ber�uck-
sichtigt. Das gesamte Rechengebiet wird wie im eindimensionalen Programm (siehe Ka-
pitel 6) in Teilgebiete unterteilt. Dabei werden instation�are Fronten und Materialgrenzen
als R�ander von Teilgebieten betrachtet, die sich mit der Zeit bewegen k�onnen. Das nu-
merische Verfahren verwendet den im 2.Kapitel beschriebenen Finite-Volumen-Ansatz auf
bewegten Gittern, und die Gittergeschwindigkeit wird �uber die L�osung von Riemannpro-
blemen bestimmt. In jedem Teilgebiet wird in jedem Zeitschritt unter Verwendung von
randangepassten Koordinaten ein neues Gitter erzeugt. An den Seiten�achen der so er-
zeugten Raum-Zeit-Gitterzellen werden dann die entstandenen Riemannprobleme gel�ost.
Dies geschieht entweder durch die akustische N�aherung oder einen Riemannl�oser.

Anhand von Flu�diagrammen wird in diesem Abschnitt die Programmstruktur vorgestellt.
Einen kurzen Einblick in die Berechnungsstrategie zusammen mit einigen Beispielen �ndet
man auch in [12].

Im Hauptprogramm werden zun�achst die Anfangsdaten eingelesen bzw. gesetzt. Dann wird
das Anfangsgitter erzeugt. Desweiteren mu� die ben�otigte Zustandsgleichung generiert und
initialisiert und das Strahlpro�l eingelesen werden, bevor mit der Zeitschleife begonnen
werden kann. Genaueres �uber verschiedene Zustandsgleichungen f�ur Aluminium �ndet man
in [15].

Aufgrund der Bewegung des Gitters �andern die Teilgebiete und damit auch die einzelnen
Gitterzellen ihre Gr�o�e. Daher ist es erforderlich das Gitter zu verfeinern bzw. zu ver-
gr�obern. Wird ein Teilgebiet mit der Zeit kleiner, so f�uhrt eine konstante Anzahl von Git-
terzellen zu kleiner werdenden Gitterzellen und damit zu steigenden Rechenzeiten. W�achst
dagegen ein Teilgebiet, so f�uhren gr�o�er werdende Gitterzellen zu ungenaueren Ergebnis-
sen. Im folgenden soll der Begri�

"
Gitterverfeinerung\ auch die Vergr�oberung einschlie�en.

Im vorliegenden Programm kann diese Verfeinerung in jedem Teilgebiet unabh�angig von
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den anderen Teilgebieten erfolgen. Desweiteren gibt es auch die M�oglichkeit, Teilgebiete zu
zerlegen. Dies geschieht interaktiv, so da� der Benutzer selbst entscheiden kann, ob und
an welcher Stelle ein Teilgebiet zerlegt werden soll. Diese M�oglichkeit ist besonders dort
sinnvoll, wo es zu starker Verzerrung des Gitters kommt.

Unterprogramme

Einlesen und Setzen
der Anfangsdaten

?

Gitterde�nition

?

Gitterverfeinerung

?

Erzeugung neuer Teilgebiete

?

Bestimmung des Zeitschritts

?

Berechnung der Gittergeschwindigkeit
und Bewegen der R�ander GRNEW

?

Erzeugen des neuen Rechengitters
durch randangepa�te Koordinaten

?

Energieeinlagerung

?

Hydrodynamik-L�oser TNEW

?

Ausgabe

6

In jedem Zeitschritt wird daher zun�achst getestet, ob Verfeinerung, Vergr�oberung oder
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Zerlegung eines Teilgebiets notwendig sind. Dann wird der Zeitschritt unter Ber�ucksichti-
gung der CFL-Bedingung bestimmt. Nach der Berechnung der Gittergeschwindigkeit f�ur
alle Randsegmente aller Teilgebiete kann in jedem Teilgebiet durch randangepa�te Koor-
dinaten [38] ein neues Rechengitter erzeugt werden. Der Hydrodynamikl�oser berechnet die
Fl�usse durch alle Seiten�achen der Raum-Zeit-Gitterzellen und daraus die Werte der phy-
sikalischen Gr�o�en zum neuen Zeitpunkt. Bevor dieser aufgerufen werden kann, mu� die
Energieeinlagerung berechnet werden. Damit ist dann die Zeitschleife beendet, die bis zum
Erreichen der erforderlichen Endzeit wiederholt wird.

7.2.1 Bewegung der R�ander

Im Unterprogramm GRNEW zur Berechnung der Bewegung der Teilgebietsr�ander wird
jeder Teilgebietsrand mit einer geeigneten Geschwindigkeit bewegt. Dies ist zum Beispiel
die lokale Str�omungsgeschwindigkeit, wenn der Rand eine Materialgrenze darstellt.
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Zun�achst wird mit Hilfe von Riemannl�osern die Bewegung all jener R�ander berechnet, die
sich frei bewegen k�onnen. Die �ubrigen R�ander bleiben entweder ortsfest oder sie liegen zwi-
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schen zwei sich bewegenden R�andern, ihre neue Lage ergibt sich dann durch die Eckpunkte
der Nachbarr�ander. Die Geschwindigkeit des jeweiligen Randsegmentes ist die Geschwin-
digkeit der sich bildenden Kontaktunstetigkeit oder Sto�welle. In diesem Unterprogramm
werden auch die numerischen Fl�usse durch die Randsegmente berechnet, die sp�ater im
Hydrodynamik-L�oser TNEW ben�otigt werden.

Das hier dargestellte Flu�diagramm beschreibt das Vorgehen f�ur die R�ander, f�ur die die
Geschwindigkeit berechnet werden mu�. Es bezeichne n die Anzahl der Randsegmente, in
die der betrachtete Rand zerlegt ist. Bei dieser Vorgehensweise m�ussen die unterschied-
lichen Arten der Gitterbewegung ber�ucksichtigt werden. Dies gilt insbesondere f�ur die
Gitterpunkte, die zu zwei benachbarten Randsegmenten geh�oren. Besteht zum Beispiel ein
Teilgebietsrand aus zwei sich gegen�uberliegenden festen W�anden, einem freien Rand und
einer Kontakt�ache zum benachbarten Teilgebiet, so mu� ber�ucksichtigt werden, da� die
Gitterpunkte auf den festen W�anden nur entlang der W�ande bewegt werden k�onnen. Das
hei�t, da� jegliche Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand nicht erlaubt ist.

7.2.2 Gittererzeugung

Die Grundidee der Gittererzeugung durch randangepa�te Koordinaten, wie sie im verwen-
deten Programm durchgef�uhrt wird, ist die Transformation des physikalischen Gebiets auf
ein rechteckiges, logisches Gebiet. Der Rand des physikalischen Gebiets in der (x; y)-Ebene
wird auf den Rand eines Rechtecks in der (�; �)-Ebene transformiert. Dann wird in diesem
Rechteck ein �aquidistantes Gitter de�niert und in das physikalische Gebiet zur�ucktransfor-
miert. Zur genauen Beschreibung siehe [38, 39].

7.2.3 Hydrodynamik-L�oser

Das Unterprogramm TNEW l�ost die integralen Erhaltungsgleichungen (2.70) approxima-
tiv. Dazu wird durch jede Seiten�ache der aus den alten und neuen Gitterpunkten gebilde-
ten Volumenelemente (siehe Abbildung 2.5) ein Riemannproblem gel�ost. Daraus ergeben
sich die numerischen Fl�usse.

Die N�aherungswerte zum neuen Zeitpunkt erh�alt man aus der Gleichung (2.73), wenn die
Integrale auf der rechten Seite durch die numerischen Fl�usse ersetzt werden. Im folgenden
Flu�diagramm wird die Vorgehensweise f�ur ein Teilgebiet beschrieben. Hier bezeichnet n
die Anzahl der Gitterzellen in x-Richtung und m die Anzahl der Gitterzellen in y-Richtung.
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7.3 Ebene Targets

Als erstes Beispiel wird das in Kapitel 7.1 beschriebene Experiment, bei dem eine d�unne
ebene Aluminiumfolie mit einem Ionenstrahl beschossen wird, mit dem zweidimensiona-
len Code simuliert. Dabei wurde die in [15] vorgestellte, halbempirische Zustandsgleichung
f�ur Aluminium verwendet. Die Ergebnisse k�onnen auch mit den Ergebnissen eines eindi-
mensionalen Codes verglichen werden. In den Experimenten wurden Aluminiumfolien der
Dicke 33�m, 50�m und 75�m gew�ahlt [3]. Gemessen wurde die Geschwindigkeit an der
R�uckseite des Targets, deren zeitliche Entwicklung in den Abbildungen 7.5, 7.6 und 7.3
im Vergleich mit den Ergebnissen der ein- und zweidimensionalen Rechnungen dargestellt
ist. Da in den aus den Experimenten entnommenen Eingabegr�o�en f�ur die numerischen
Berechnungen einige Unsicherheiten enthalten sind und nicht alle physikalischen E�ekte
bei den Rechnungen ber�ucksichtigt werden, kann man nicht erwarten, die Me�ergebnisse
sehr genau durch die Rechnungen wiedergeben zu k�onnen. Die Unsicherheiten liegen zum
Beispiel in der Zustandsgleichung, die f�ur das entstehende Plasma teils aus physikalischen
�Uberlegungen, teils aber auch aus Messungen gewonnen wurde. Ein weiteres Beispiel ist
die Energie des Ionenstrahls, die nicht bei jedem Experiment exakt den gleichen zeitlichen
Verlauf hat. Daher wurden die Leistung und die Spannung der Strahlpro�le in mehreren
Experimenten gemessen. Da die Pro�le von Experiment zu Experiment variieren, wur-
den in den Simulationen �uber mehrere repr�asentative Experimente gemittelte Strahlpro�le
verwendet. Dies kann auch einige Unterschiede zwischen den gerechneten und den gemes-
senen Geschwindigkeitskurven erkl�aren. Unber�ucksichtigt bleibt in den Rechnungen der
W�armetransport.

Abbildung 7.3: Geschwindig-
keitskurven an der R�uckseite
eines 75�m dicken Alumini-
umtargets; Vergleich zwischen
Experimenten [3], eindimensio-
nalen und zweidimensionalen
Rechnungen
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Zu Beginn ist der Druck nahezu Null, die Geschwindigkeit ist Null und die Dichte ist
gleich der Festk�orperdichte von Aluminium, �0 = 2:71 g=cm3. Da es sich bei diesem Bei-
spiel um einen eindimensionalen Vorgang handelt, spielt die Dicke des Targets keine Rolle.
Zur Einsparung von Rechenzeit wurde die Dicke des Targets so gew�ahlt, da� zur Diskreti-
sierung nur zwei Gitterzellen verwendet werden m�ussen. Dabei wurde ber�ucksichtigt, da�
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das Verh�altnis von Breite zu L�ange der Gitterzellen im Mittel von der Ordnung Eins sein
sollte in x-Richtung ausreichend Gitterzellen vorhanden sind, um eine gute Au�osung zu
erzielen. Als g�unstig hat sich eine Dicke von 2 �m erwiesen.

In der Abbildung 7.4a ist der Anfangszustand der Dichte des 75 �m dicken Targets darge-
stellt. Der Ionenstrahl kommt von rechts, so da� sich das entstehende Aluminiumplasma
mit der Zeit nach rechts ausdehnt. Als Randbedingungen sind bei y = 0�m und y = 2�m
Symmetrieachsen und bei x = 0�m und x = 75�m freie R�ander vorgegeben. An den
freien R�andern kann sich das Gebiet mit der lokalen Str�omungsgeschwindigkeit ausbreiten.
Die Ablationszone, also der Bereich, in dem die Energie des Protonenstrahls eingelagert
wird, ist zu Beginn 20�m dick. In ihr wird gleich zu Beginn die Materie durch die Energie
des Protonenstrahls so stark erhitzt, da� Plasma entsteht. Dieses breitet sich sehr schnell
nach rechts aus. In der Abbildung 7.4 ist die zeitliche Entwicklung der Dichte des 75�m
dicken Targets w�ahrend der ersten 25ns dargestellt. Danach wiederholt sich der Vorgang
periodisch (siehe Kapitel 7.1). Die Bilder sind nur bis zur Stelle x = 220�m dargestellt, da
sich die interessanten Vorg�ange im festen Teil des Targets abspielen und sich das Plasma
sehr schnell nach rechts ausbreitet. Nach 25ns hat es bereits eine Ausdehnung von 850�m
erreicht. Hier zeigt sich ein weiterer Vorteil der Verfahren auf bewegten Gittern. Dadurch,
da� man den freien Rand mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit des Plasmas mitbewegen
kann, wird zu jedem Zeitpunkt nur in dem Gebiet gerechnet, in dem sich auch Materie be-
�ndet. Bei Verfahren auf ortsfesten Gittern mu� von Beginn an in dem gesamten Bereich
gerechnet werden, in das sich das Plasma ausbreitet. Nach 25 ns reicht das Rechengebiet
bis x = 850�m, das hei�t zu Beginn w�are das Rechengebiet bei der Wahl eines ortsfesten
Gitters mehr als zehn mal so gro� wie der Bereich, in dem sich Materie be�ndet.

Durch die Einlagerung der Strahlenergie kommt es zu einem sprunghaften Anstieg des
Drucks. Diese Unstetigkeit wandert in Form einer Sto�welle durch den festen Teil des
Targets (Abbildungen 7.4b bis 7.4d). Nach etwa 10ns erreicht die Sto�welle den linken
Rand des Targets und f�uhrt dort zu einer Beschleunigung der Targetober�ache. Wie in
Abbildung 7.3 zu erkennen ist, steigt die Geschwindigkeit sprunghaft auf etwa 3 km=s an.
Als Folge davon l�auft eine Verd�unnungswelle durch den festen Teil des Targets zur�uck,
bis sie die Grenz�ache zum Plasma erreicht (Abbildungen 7.4e bis 7.4g). Dort entsteht
erneut eine Sto�welle (Abbildung 7.4h). Dieser Vorgang wiederholt sich periodisch. Die
berechneten Geschwindigkeiten an der Targetr�uckseite �ubersch�atzen zwar die gemessenen
erheblich, die Stellen der Beschleunigung werden jedoch sehr gut wiedergegeben und die
Ergebnisse der zweidimensionalen Rechnungen zeigen sehr �ahnliche Kurvenverl�aufe, wie die
der eindimensionalen Rechnungen. Beim Vergleich der Experimente mit den Rechnungen
tritt als weiteres Problem die Festlegung des Startzeitpunkts auf. Der Nullpunkt bei den
Messungen entspricht dem Moment, in dem erstmals eine Geschwindigkeit an der Targe-
tr�uckseite registriert wird. Die Rechnungen beginnen jedoch zu dem Zeitpunkt, zu dem der
Ionenstrahl das Target erreicht, so da� Verschiebungen der beiden Kurven gegeneinander
auftreten d�urfen. In den Abbildungen 7.5 und 7.6 sind die Geschwindigkeiten an der Tar-
getr�uckseite f�ur ein 33�m und ein 50�m dickes Target dargestellt. Auch hier sieht man,
da� die Ergebnisse qualitativ gut mit den Experimenten �ubereinstimmen.
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Abbildung 7.4: Zeitliche Entwicklung der Dichte eines ebenen 75�m dicken
Aluminiumtargets
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Abbildung 7.5: Geschwindigkeitskurve an
der R�uckseite eines 33 �m dicken Alumi-
niumtargets
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Abbildung 7.6: Geschwindigkeitskurve an
der R�uckseite eines 50 �m dicken Alumi-
niumtargets

7.4 Strukturierte Targets

Sind die in den in Kapitel 7.1 beschriebenen Targetexperimenten verwendeten Aluminium-
folien nicht ganz eben, so kann es aufgrund der Struktur der Targetober�ache zu Instabi-
lit�aten kommen. Es kann sich hierbei um Rayleigh-Taylor-Instabilit�aten handeln [2]. Diese
Instabilit�aten spielen bei dem Design eines Tr�agheitsfusionstargets eine wichtige Rolle.

Gase und Fl�ussigkeiten sind anf�allig f�ur eine Vielzahl von Instabilit�aten. Der Begri� der
Stabilit�at eines Systems ist de�niert �uber die Reaktion des Systems auf kleine St�orungen.
Ist das System gest�ort und verschwindet die St�orung allm�ahlich, so ist das System stabil
in Bezug auf diese St�orung. W�achst die St�orung jedoch in ihrer Amplitude, so da� sich
das System nach und nach von seinem Ausgangszustand entfernt und nicht wieder zu ihm
zur�uckkehrt, so wird das System als instabil bez�uglich dieser St�orung bezeichnet. Allgemein
hei�t ein System instabil, wenn nur eine Art von St�orung existiert, bez�uglich der es instabil
ist. Auf der anderen Seite ist ein System nur dann stabil, wenn es stabil bez�uglich jeder
m�oglichen St�orung ist, die auftreten kann. Hier werden die Rayleigh-Taylor-Instabilit�aten
und die Richtmyer-Meshkov-Instabilit�aten beschrieben. Dabei soll ein Kriterium f�ur das
Auftreten solcher Instabilit�aten und eine Beschreibung derselben gegeben werden. Das
hei�t, es wird untersucht f�ur welche Ausgangssituationen ein System instabil ist und wie
schnell die Instabilit�aten wachsen. Dabei werden zwei unterschiedliche Ans�atze betrachtet.
Bei der Energiemethode wird bestimmt, ob die potentielle Energie eines Gleichgewichts-
zustands ein Maximum (instabil) oder ein Minimum (stabil) ist. Bei der Modalanalysis
[6] werden die physikalischen Gr�o�en in verschiedene Moden entwickelt, die genaue Vorge-
hensweise wird im Anhang B beschrieben.
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7.4.1 Theorie der Rayleigh-Taylor-Instabilit�at

Eine Rayleigh-Taylor-Instabilit�at entsteht, wenn eine schwere Fl�ussigkeit oder ein Gas in
Richtung eines leichteren Mediums beschleunigt wird. Das einfachste Beispiel hierf�ur ist,
wenn sich in einem Gravitationsfeld eine schwere Fl�ussigkeit oberhalb einer leichteren be-
�ndet. Dies ist ganz klar energetisch ung�unstig. K�onnen diese beiden Fl�ussigkeiten ihren
Platz tauschen, so wird das System eine niedrigere potentielle Energie haben. Genau dies
geschieht bei einer Rayleigh-Taylor-Instabilit�at, jede kleinste St�orung der Grenz�ache zwi-
schen beiden Fl�ussigkeiten erlaubt die Erzeugung von

"
Fingern\, in denen die eine Fl�ussig-

keit in die andere eindringt. Hier wird in der theoretischen Untersuchung dieser Fall einer
Grenz�ache zwischen verschiedenen Fl�ussigkeiten oder Gasen in einem Gravitationsfeld
betrachtet. Jedoch f�uhrt jeder Dichtegradient, der in Gegenrichtung der Gravitation vor-
handen ist, zu einem solchen Ergebnis. Au�erdem mu� die Beschleunigung nicht durch
Gravitation entstehen, eine Verz�ogerung eines leichten Gases in ein schweres, wie bei einer
Explosion in einer dichten Atmosph�are, f�uhrt ebenso zu solchen Instabilit�aten.

F�ur die Rayleigh-Taylor-Instabilit�at sind die zugrundeliegenden Gleichungen die Massener-
haltungsgleichung, die Inkompressibilit�at und die Impulsgleichung. Diese werden im An-
hang B unter der Annahme kleiner St�orungen linearisiert. Dann werden nur die Terme, die
erster Ordnung in den St�orungen sind, betrachtet. Das Ziel dabei ist, die zeitliche Entwick-
lung dieser St�orungen zu �nden. Wenn sie mit der Zeit wachsen, so liegt eine Instabilit�at
vor, oszillieren sie nur, so handelt es sich um Wellenl�osungen, aber keine Instabilit�aten.
F�ur alle gest�orten Gr�o�en wird eine Fourierentwicklung in ebene Wellen durchgef�uhrt. Ist
die Wellenfrequenz reell, so ist das System stabil. Hat sie jedoch einen imagin�aren Anteil,
dann ist das System instabil, die St�orung w�achst exponentiell mit der Zeit. Im Anhang
wird gezeigt, da� die Wellenzahl reell ist, wenn der Dichtegradient �uberall negativ ist und
einen imagin�aren Anteil besitzt, wenn der Dichtegradient irgendwo in der Str�omung positiv
ist.

Der n�achste Schritt ist dann, die Wachstumsraten der Instabilit�aten zu bestimmen. Dazu
wird das System auf den Fall zweier gleichf�ormiger Fl�ussigkeiten, die durch eine horizontale
Grenz�ache an der Stelle z = 0 voneinander getrennt sind, vereinfacht. Die Herleitungen
im Anhang B f�uhren auf die Gleichung

!2 = �gk
�
�2 � �1

�2 + �1

�
;(7.1)

in der ! die Wellenfrequenz, g die als konstant angenommene Beschleunigung, k die Wellen-
zahl, %2 den oberen und %1 den unteren Dichtewert bezeichnen. Man sieht an der Gleichung
(7.1) auch, da� die Wachstumsrate proportional zur Wurzel der Wellenzahl ist,

j!j �
p
k :(7.2)

Dieses letzte Ergebnis gilt f�ur kleine St�orungen. W�achst die Instabilit�at, dann dominieren
St�orungen h�oherer Ordnung, die hier nicht ber�ucksichtigt werden.
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Desweiteren wird im Anhang B noch eine Di�erentialgleichung f�ur die Amplitude a = a (t)
einer kleinen sinusartigen St�orung der Grenz�ache, die die Bedingung

k a� 1(7.3)

erf�ullt, hergeleitet. Sie lautet

d2a (t)

dt2
= kg (t) a (t)

%2 � %1

%2 + %1
;(7.4)

wobei hier die Beschleunigung g als zeitlich ver�anderlich zugelassen wird. K�onnen Visko-
sit�at, Ober�achenspannung und Kompressibilit�at vernachl�assigt werden, so gilt die Glei-
chung (7.4) unter der Bedingung (7.3). F�ur konstante Beschleunigung g ergibt sich aus
der Gleichung (7.4) eine exponentielles Wachstum der Amplitude a. Es ist aber auch be-
kannt, da� das Wachstum von a schw�acher wird, wenn ka einen Wert um Eins erreicht. In
diesem Fall w�achst die Amplitude nur noch linear, und die Form der Ober�ache ist nicht
l�anger sinusf�ormig. Daher wird allgemein angenommen, da� die Gleichung (7.4) sehr gut
das Wachstum langwelliger St�orungen mit kleinen Amplituden beschreibt. Inwieweit die
Gleichung auch noch g�ultig bleibt, wenn die Kompressibilit�at nicht vernachl�assigt werden
kann, wie beim Auftreten von Sto�wellen, wird in Kapitel 7.4.3 beschrieben.

7.4.2 Beispiel einer Rayleigh-Taylor-Instabilit�at

Sp�ater werden die Ergebnisse der Simulationen von Experimenten mit strukturierten Tar-
gets, bei denen Instabilit�aten gemessen wurden, vorgestellt. Zuvor wird anhand eines Test-
beispiels gezeigt, da� das Programm in der Lage ist, Rayleigh-Taylor-Instabilit�aten auf-
zul�osen. Dazu wird ein Aluminiumtarget betrachtet, dessen Ober�ache nicht ganz eben
ist. Die Form des Targets und die Anfangswerte wurden m�oglichst nah an den Werten
der KALIF-Experimente gew�ahlt. Der Unterschied ist im wesentlichen, da� zu Beginn ein
vorgegebener Dichtegradient die Einlagerung der Strahlenergie nachbildet. Zus�atzlich wird
zur Beschleunigung in einem Teilgebiet ein positiver Druck gew�ahlt.

Das Target wird in zwei Bereiche mit unterschiedlicher Dichte und unterschiedlichem Druck
zerlegt. Die Form des Targets ist mit seinen Abmessungen in Abbildung 7.7 dargestellt.
Die Struktur der Ober�ache entspricht der Struktur der in den Experimenten verwendeten
Targets, bei denen ein Winkel von 150� vorgegeben wurde. Der Druck betr�agt zu Beginn
im rechten Teilgebiet 30GPa. Um Instabilit�aten zu erzeugen, mu� der Dichtegradient in
Gegenrichtung der Beschleunigung verlaufen, das hei�t im linken Teilgebiet mu� die Dichte
h�oher sein als im rechten. Je h�oher die Druckdi�erenz ist, umso schneller breiten sich die
Instabilit�aten aus. Um einen Bezug zu den Experimenten zu erhalten, werden im linken
Teilgebiet als Anfangswerte Dichte und Druck von Aluminium unter Normalbedingungen
gew�ahlt. Das hei�t, es herrscht zu Beginn links eine Dichte von 2:71 g=cm3 und ein Druck
von 7:6 � 10�5GPa. Die Materie ist zun�achst �uberall in Ruhe. F�ur die Dichte im rechten
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Abbildung 7.7: Form des Targets

Teilgebiet wurden in den drei gerechneten Beispielen die Werte 0:271 g=cm3 (= 0:1 � �l),
1:084 g=cm3 (= 0:4 � �l) und 5:42 g=cm3 (= 2 � �l) gew�ahlt. Das letzte Beispiel zeigt den
stabilen Fall, da die Dichte in dem Gebiet mit h�oherem Druck gr�o�er ist.

In den Abbildungen 7.8 bis 7.10 ist der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit an der Grenz-
�ache zwischen den beiden Bereichen f�ur die drei Beispiele dargestellt. Es wurden 9 Punkte
�aquidistant entlang der Grenz�ache ausgew�ahlt. Da sich die Grenz�ache nach links bewegt,
sind die Geschwindigkeiten negativ. In den folgenden Beschreibungen wird mit Wellenberg
die Stelle bezeichnet, an der das dichtere Medium am weitesten in das d�unnere hineinragt
und entsprechend mit Wellental die Stelle, an der das d�unnere Medium am weitesten in
das dichtere hineinragt. Die durchgezogene Kurve liegt in den Abbildungen 7.8 und 7.9 am
n�achsten zum Wellental. Die Geschwindigkeitskurven laufen in diesen Beispielen auseinan-
der und die Wellent�aler bewegen sich mit einer gr�o�eren Geschwindigkeit nach links als die
Wellenberge, was zu einer Verst�arkung der St�orung f�uhrt. Es treten Instabilit�aten auf. Die
in Kapitel 7.4.1 hergeleiteten Formeln f�ur die Wachstumsrate der St�orung k�onnen hier nicht
uneingeschr�ankt angewendet werden, da die Bedingung der Inkompressibilit�at verletzt ist
und der Druck auf der rechten Seite und damit auch die Beschleunigung nicht konstant
gehalten werden k�onnen. Aus der linearen Theorie f�ur den inkompressiblen Fall k�onnen
jedoch einige qualitative Aussagen gewonnen werden. In �Ubereinstimmung mit der Theo-
rie ist der Vorgang instabil, wenn der Dichtegradient in Gegenrichtung der Beschleunigung
verl�auft. Die Gleichung (7.1) besagt, da� bei gleicher Wellenzahl und gleicher Beschleu-
nigung die Wachstumsrate der Instabilit�at umso gr�o�er ist, je gr�o�er die Dichtedi�erenz
ist. An den Geschwindigkeitskurven erkennt man deutlich, da� im Fall %l = 0:271g=cm3

(Abbildung 7.8) die Geschwindigkeitsdi�erenz zwischen Wellenberg und Wellental, die ein
Ma� f�ur die Wachstumsrate der Instabilit�at ist, gr�o�er ist als im Fall %l = 1:084g=cm3

(Abbildung 7.9).

Im Gegensatz dazu zeigt die Abbildung 7.10 die Geschwindigkeitsverl�aufe im stabilen Fall.
Die Dichte ist jetzt in dem Gebiet mit h�oherem Druck h�oher. Die Bewegung erfolgt nun
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in Richtung des d�unneren Mediums, so da� die sich schneller bewegenden Wellent�aler zu
einer Stabilisierung des Zustands f�uhren.
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Abbildung 7.8: Geschwindigkeit an der Grenz�ache f�ur %r = 0:271 g=cm3
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116 Simulation von Sto�wellenexperimenten

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

v; km
s

t , ns

dy = 1:25 �m
dy = 2:5�m
dy = 3:75 �m
dy = 5:0�m
dy = 6:25 �m
dy = 7:5�m
dy = 8:75 �m
dy = 10:0 �m
dy = 11:25 �m

Abbildung 7.10: Geschwindigkeit an der Grenz�ache f�ur %r = 5:42 g=cm3

In den Experimenten kann die Geschwindigkeit nur an der R�uckseite des Targets gemessen
werden, nicht jedoch an der Grenz�ache zwischen dem festen Teil des Targets und dem
Plasma, wo die Instabilit�aten auftreten. Daher ist es interessant, auch in diesem Beispiel
die Geschwindigkeit an der R�uckseite des Targets zu betrachten. Die R�uckseite des Targets
beginnt sich erst in dem Moment zu bewegen, in dem der zu Beginn erzeugte Dichtesprung
die R�uckseite erreicht. Im echt inkompressiblen Fall, auf den die Theorie der Rayleigh-
Taylor-Instabilit�aten vollst�andig zutri�t, tritt dieser E�ekt daher nicht auf. Es wurde hier
das Beispiel, in dem rechts die Anfangsdichte %r = 1:084 g=cm3 herrscht, betrachtet. Dabei
wurde ein Target der Dicke 40�m statt 100�m gew�ahlt. Dadurch erreicht der Dichtesprung
schon nach etwa 3ns die R�uckseite des Targets. F�ur dieses Beispiel sind in der Abbildung
7.11 die Geschwindigkeitskurven f�ur 9 �aquidistante Punkte entlang der R�uckseite des Tar-
gets bis zur Zeit t = 6:8ns aufgetragen. An den Kurven ist zu erkennen, da� sich die
T�aler schneller als die Berge bewegen, wobei die Geschwindigkeit mit der Zeit abnimmt.
Die Ursache hierf�ur ist ein erh�ohter Druck im Bereich der T�aler. In dem Augenblick, in
dem die R�uckseite des Targets anf�angt sich zu bewegen, f�angt die Geschwindigkeit an der
Grenz�ache an kleiner zu werden. In der Abbildung 7.12 sind diese Geschwindigkeiten bis
zur Zeit t = 6:8ns dargestellt. Druck und Dichte im linken Teilgebiet nehmen mit der Zeit
ab. Nach etwa 6ns nimmt die Geschwindigkeit an der Grenz�ache wieder zu.



7.4 Beispiel einer Rayleigh-Taylor-Instabilit�at 117

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0 1 2 3 4 5 6 7

v; km
s

t , ns

dy = 1:25 �m
dy = 2:5�m
dy = 3:75 �m
dy = 5:0�m
dy = 6:25 �m
dy = 7:5�m
dy = 8:75 �m
dy = 10:0 �m
dy = 11:25 �m

Abbildung 7.11: Geschwindigkeit an der R�uckseite f�ur %r = 1:084 g=cm3
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Abbildung 7.12: Geschwindigkeit an der Grenz�ache f�ur %r = 1:084 g=cm3

In der Abbildung 7.13 ist der zeitliche Verlauf der Dichte f�ur das 40�m dicke Target mit
der Anfangsdichte im rechten Teilgebiet von 1:084 g=cm3 dargestellt.
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Abbildung 7.13: Zeitliche Entwicklung der Dichte; %r = 1:084g=cm3



7.4 Beispiel einer Rayleigh-Taylor-Instabilit�at 119

0
 

 
 

 
 

 
 

 
30

-12.5
-10

-7.5
-5

-2.5
0

2.5
5

7.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 (cm)

GPaa) Zeit: 0 ns

0
 

 
 

 
 

 
 

 
30

-12.5
-10

-7.5
-5

-2.5
0

2.5
5

7.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 (cm)

GPab) Zeit: 1 ns

0
 

 
 

 
 

 
 

 
30

-12.5
-10

-7.5
-5

-2.5
0

2.5
5

7.5

0 5 10 15 20 25 30 3.5 40 (cm)

GPac) Zeit: 2 ns

0
 

 
 

 
 

 
 

 
30

-12.5
-10

-7.5
-5

-2.5
0

2.5
5

7.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 (cm)

GPad) Zeit: 3 ns

0
 

 
 

 
 

 
 

 
30

0.0
0.25

0.5
0.75

1.0
1.25

1.5
1.75

2.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 (cm)

GPae) Zeit: 4 ns

Abbildung 7.14: Zeitliche Entwicklung des Drucks; %r = 1:084g=cm3
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Gerechnet wurde nur die obere H�alfte des dargestellten Bereichs. Bei x = 0�m und x =
12�m wurden Symmetrieachsen als Randbedingungen gesetzt. Da nur die Vorg�ange an
der Grenz�ache von Interesse sind, wurde bei y = 50�m ein Rand mit Ausu�bedingung
festgelegt. In den Abbildungen ist zu erkennen, da� die Dichte an der Grenz�ache im linken
Teilgebiet auf einen Wert, der gr�o�er ist als der Anfangswert in diesem Teilgebiet, ansteigt.
Dies erfolgt aufgrund der Kompressibilit�at. Im inkompressiblen Fall h�atte man in beiden
Teilgebieten w�ahrend der gesamten Rechenzeit eine konstante Dichte. Au�erdem ist in
den Abbildungen das Wachstum der Instabilit�aten an dem mit der Zeit kleiner werdenden
Winkel an der Grenz�ache zu erkennen.

Man �ndet also qualitativ eine gute �Ubereinstimmung mit der Theorie und damit ist
gezeigt, da� der Code in der Lage ist Rayleigh-Taylor-Instabilit�aten aufzul�osen.

In der Abbildung der Dichte ist auch das Gitter dargestellt, w�ahrend in der Abbildung 7.14,
in der die zeitliche Entwicklung des Drucks gezeigt wird, nur die R�ander der Teilgebiet zu
sehen sind. Bei geneuem Hinsehen erkennt man in den Dichtebildern, da� die Dichte an
den oberen und unteren R�andern st�arker anw�achst, als in der Mitte. Das bedeutet, da�
sich die Materie im linken Teilgebiet in Richtung der T�aler bewegt. Deutlicher erkennt man
die daraus resultierende Druckerh�ohung (besonders in Abbildung 7.14c). Diese erh�ohten
Werte in Dichte und Druck sind die Ursache daf�ur, da� sich an der Targetr�uckseite die T�aler
schneller bewegen als die Berge (jeweils die unteren beiden Bilder in den Abbildungen 7.13
und 7.14).

7.4.3 Theorie der Richtmyer-Meshkov-Instabilit�aten

Die Richtmyer-Meshkov-Instabilit�at ist der Rayleigh-Taylor-Instabilit�at sehr �ahnlich. Auch
sie entsteht durch die Beschleunigung eines dichteren Mediums in Richtung eines d�unne-
ren. W�ahrend die Grenz�ache bei der Rayleigh-Taylor-Instabilit�at allm�ahlich beschleunigt
wird, wird sie bei einer Richtmyer-Meshkov-Instabilit�at pl�otzlich beschleunigt, zum Bei-
spiel durch das Laufen einer Sto�welle von einem Medium in das andere. Die Richtmyer-
Meshkov-Instabilit�at w�achst sehr viel langsamer als die Rayleigh-Taylor-Instabilit�at und
zeigt ein eher lineares als exponentielles zeitliches Verhalten. Ist der Sto�, der die
Richtmyer-Meshkov-Instabilit�at erzeugt, relativ schwach, so ist die Bewegung hinter dem
Sto� langsam und im wesentlichen inkompressibel und kann mit der Theorie der Rayleigh-
Taylor-Instabilit�at behandelt werden. Dagegen ist der Proze� bei starken St�o�en durch die
kompressiblen Ph�anomene charakterisiert.

Es stellt sich nun die Frage, inwieweit Gleichung (7.4) ihre G�ultigkeit verliert, wenn eine
impulsive Beschleunigung betrachtet wird. Dann ist die Beschleunigung g(t) w�ahrend eines
sehr kurzen Zeitintervalls sehr gro�, und Null oder sehr klein au�erhalb dieses Intervalls.
Sei nun v die durch diese Beschleunigung erreichte Geschwindigkeit v(t) =

R
g(t) dt. Wenn

die Amplitude und ihre Zeitableitung vor der Beschleunigung die Werte

a = a0 ;
da

dt
= 0(7.5)
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haben, so gilt direkt nach der Beschleunigung

a = a0 ;
da

dt
= kva0

�2 � �1

�2 + �1
:(7.6)

Dies ergibt sich durch Integration der Gleichung (7.4). Das hei�t, da� die Amplitude pl�otz-
lich zu wachsen anf�angt und dann, abgesehen von weiteren St�orungen, mit konstanter
Geschwindigkeit weiterw�achst. Der Grenzfall einer impulsiven Beschleunigung ist die Be-
schleunigung durch eine Sto�welle. In diesem Fall mu� die Kompressibilit�at ber�ucksichtigt
werden, so da� Gleichung (7.4) nicht verwendet werden kann. Die Frage ist nun, wie sich
die St�orungen verhalten, wenn ein Sto� �uber eine gewellte Ober�ache von einem d�unneren
in Richtung eines dichteren Mediums hinwegstreicht. In Abbildung 7.15 ist schematisch die
Situation vor und kurz nach Erreichen der Grenz�ache dargestellt.

Stoß
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Stoß

Material-
grenze

leichtes
Medium

schweres
Medium

vorher

nachher

Abbildung 7.15: Vorgang bei der Entstehung einer Richtmyer-Meshkov-Instabilit�at

Die einlaufende Sto�welle wird als eben vorausgesetzt, die Grenz�ache zwischen den bei-
den Medien unterschiedlicher Dichte als sinusf�ormig gest�ort. Vor dem Auftreten des Sto�es
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sind die Medien, in �Ubereinstimmung mit der Anfangsbedingung (7.5), in Ruhe. Der Druck
hinter dem Sto� wird als konstant vorausgesetzt. Direkt nach dem Durchgang des Sto�es
herrschen nicht die in (7.6) angegebenen Bedingungen. Stattdessen ist die Amplitude a auf-
grund der Kompression kleiner als a0. Au�erdem ist da

dt
zun�achst Null, da die vom Sto� an

den Wellenberg �ubertragene Geschwindigkeit dieselbe wie die an das Wellental �ubertragene
ist. Bis Zeit zur Kommunikation �uber Entfernungen vergleichbar mit 1

k
verstrichen ist, kann

es keinen Unterschied im Verhalten zwischen Wellenbergen und -t�alern geben. Mit der Zeit
allerdings f�angt die Amplitude der Grenz�achenst�orung zu wachsen an, da in der N�ahe der
Berge, wo das schwere Medium am weitesten in das leichte hineinragt, die durchgelaufene
Sto�welle schwach konvergiert, w�ahrend die reektierte Sto�welle schwach divergiert. Dies
f�uhrt zu einem geringen Druck�uberu� im schweren Medium und einem Druckmangel im
leichten Medium. In den Wellent�alern dagegen liegt die umgekehrte Situation vor. Die-
se Druckst�orungen verlaufen so, da� sie die Berge zur�uckhalten, die T�aler jedoch in das
schwere Medium hinein beschleunigen. In [33] werden von Richtmyer diese Druckst�orungen
berechnet, und aus ihnen die Bewegung der Grenz�ache. Nach einigen theoretischen und
numerischen Untersuchungen kommt er zu dem Ergebnis, da� bei Ber�ucksichtigung der
Anfangskompression die h�ochste Wachstumsrate der St�orungen mit der durch die inkom-
pressible Theorie gegebenen bis auf eine Abweichung von 5 bis 10% �ubereinstimmt.

7.4.4 Beispiel eines strukturierten Targets unter Einwirkung ei-

nes Ionenstrahls

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulation der Experimente mit struktu-
rierten Targets vorgef�uhrt. Die verwendeten Aluminiumfolien haben eine �ahnliche Form,
wie die Targets, die f�ur die in Kapitel 7.4.2 vorgestellten Testrechnungen verwendet wurden
(siehe Abbildung 7.7). Der Winkel betr�agt auch 150� und die Wellenl�ange der St�orung der
Ober�ache betr�agt hier 60 �m. In den beiden durchgef�uhrten Rechnungen wurde die Dicke
des Targets auf 25 �m bzw. 35 �m gesetzt. Bei den Experimenten wurde ein Filter zwi-
schen die Ionenstrahlquelle und das Target gesetzt, der bei den numerischen Simulationen
nicht ber�ucksichtigt wurde.

Da durch die Energieeinlagerung ein Sto� erzeugt wird, sind Instabilit�aten vom Richtmyer-
Meshkov-Typ zu erwarten. Die Depositionszone betr�agt, wie bei den ebenen Targets 20�m.
In der Abbildung 7.16 sind die im Experiment gemessenen Geschwindigkeitskurven an der
R�uckseite des Targets dargestellt [2]. Die Geschwindigkeiten wurden in den Wellenbergen
und in den Wellent�alern gemessen.

In den Abbildungen 7.17 und 7.18 sind die in den Rechnungen ermittelten Geschwindig-
keitskurven dargestellt. Es wurden neun �aquidistante Punkte entlang der Targetr�uckseite
ausgew�ahlt. Dargestellt ist der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit in diesen Punkten.
Die Bewegung erfolgt auch hier in Richtung der negativen x-Achse. Um jedoch den di-
rekten Vergleich mit den Messungen darstellen zu k�onnen, sind in den Abbildungen die
Geschwindigkeitsbetr�age �uber der Zeit aufgetragen.
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Abbildung 7.16: Gemessene Geschwindigkeitkurven an der Targetr�uckseite
in den Wellenbergen und den Wellent�alern
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Abbildung 7.17: Geschwindigkeit an der Targetr�uckseite des 25�m dicken
Targets
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Besonders in Abbildung 7.18 ist wie bei den ebenen Targets der stufenweise Geschwindig-
keitsanstieg zu erkennen. In dieser Abbildung sind auch die in den Experimenten gemessen
Werte eingetragen. Dabei wurden die Messkurven in x-Richtung verschoben, da wie schon
in Kapitel 7.3 erw�ahnt wurde, die Startzeit in den Experimenten und in den Rechnungen
nicht �ubereinstimmen. Die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen Wellenberg und Wellen-
tal sind in den Experimenten wesentlich geringer als in den Rechnungen. Es ist zu vermuten,
da� dies an dem verwendeten Filter liegt. Der Geschwindigkeitsverlauf der Rechnungen ist
jedoch dem der Experimente sehr �ahnlich. Allerdings ist der Geschwindigkeitsanstieg zu
Zeiten > 15ns in den Rechnungen steiler als in den Experimenten. Dies ist wiederum eine
Folge des nicht ber�ucksichtigten Filters.

In der Abbildung 7.19 ist die zeitliche Entwicklung des Drucks innerhalb der ersten 7:5ns
und die Verformung des 25�m dicken Aluminiumtargets dargestellt. Bei y = 0�m und
y = 30�m sind wieder Symmetrier�ander gesetzt. Die anderen beiden R�ander des Targets
sind freie R�ander. Die zuvor beschriebene lineare Theorie kann hier nicht angewendet wer-
den. Aufgrund der hohen Energien und Dr�ucke spielt die Kompressibilit�at eine wesentliche
Rolle. Der Druck ist r�aumlich und zeitlich nicht konstant und die Materie kann sich in
alle Richtungen ausbreiten. Dadurch, da� der Abstand zwischen Wellenberg und Wellental
etwa der Dicke des Targets entspricht, kann in derselben Zeit, in der eine Sto�welle durch
das Target l�auft, Materie vom Wellenberg ins Wellental laufen. Dadurch bewegen sich die
T�aler schneller als die Berge. Es liegt also eine Richtmyer-Meshkov-Instabilit�at vor (siehe
Kapitel 7.4.3).

Nachdem die T�aler die Berge �uberholt haben kehrt sich der Vorgang um, die Materie bewegt
sich mehr in Richtung der urspr�unglichen Berge. Dies ist sehr gut an den Geschwindig-
keitskurven zu erkennen. In der Abbildung 7.17 bei etwa 13ns und in der Abbildung 7.18
bei etwa 15ns schneiden sich die Kurven und danach bewegen sich die Berge schneller
als die T�aler. In den Abbildungen stellt die durchgezogene Kurve bei y = 3:5�m die Ge-
schwindigkeitskurve an dem Punkt, der dem Wellenberg am n�achsten liegt, dar. Nachdem
die Sto�welle die R�uckseite des Targets erreicht hat, entsteht dort eine Verd�unnungswel-
le, die durch den festen Teil des Targets zur�uckl�auft, bis sie die Depositionszone erreicht
und erneut eine Sto�welle entsteht. Auch dieser Vorgang ist in der linearen Theorie der
Rayleigh-Taylor-Instabilit�aten nicht ber�ucksichtigt.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Finite-Volumen-Verfahren auf bewegten Rechengittern entwickelt.
Durch das Mitbewegen des Gitters gelingt es, die Ausbreitung von Materialgrenzen oder
auch von Grenz�achen zwischen Bereichen mit unterschiedlichen physikalischen Eigen-
schaften sehr genau numerisch zu simulieren. An einer Materialgrenze tritt ein Sprung in
der Zustandsgleichung auf, der zu einer Unstetigkeit in der Flu�funktion f�uhrt. Da die in
Finite-Volumen-Verfahren h�au�g verwendeten Godunov-Typ-Verfahren die Funktionalma-
trix der Flu�funktion ben�otigen, ist nicht sichergestellt, da� diese Verfahren auch an einer
Materialgrenze ihre G�ultigkeit behalten. Hier konnte gezeigt werden, da� dieses Problem
durch Einf�uhren einer zus�atzlichen Erhaltungsgr�o�e, die f�ur einen glatten �Ubergang der
Flu�funktion an der Materialgrenze sorgt, gel�ost werden kann.

Anhand einiger Beispiele wurde gezeigt, da� die so entwickelten Finite-Volumen-Verfahren
auf bewegten Rechengittern die numerischen Ergebnisse wesentlich verbessern. Sowohl
Kontaktunstetigkeiten als auch Sto�wellen werden, wenn das Gitter mit ihrer Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit bewegt wird, kaum noch numerisch ged�ampft. Meist erh�alt man
mit Verfahren erster Ordnung auf bewegten Gittern bessere Ergebnisse als mit Verfah-
ren zweiter Ordnung auf ortsfesten Rechengittern. Materialgrenzen k�onnen mit Verfah-
ren auf ortsfesten Rechengittern nicht besonders gut wiedergegeben werden. Es mu� ein
Tracking-Algorithmus eingesetzt und eine k�unstliche Zustandsgleichung f�ur die Mischung
der betrachteten Materialien eingef�uhrt werden.

Die vorgestellten Verfahren eignen sich auch sehr gut f�ur Probleme, bei denen sich die
Materie sehr schnell ausbreitet. Da sich der Rand des Rechengebiets mit der Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Materie bewegen kann, wird Rechenzeit eingespart. Bei Verfahren auf
ortsfesten Gittern mu� von Beginn an, auf dem Gebiet gerechnet werden, das am En-
de von der Materie ausgef�ullt wird. Daher eignen sich die Verfahren auf bewegten Git-
tern besonders gut f�ur die an der KALIF durchgef�uhrten Strahl-Target-Wechselwirkungs-
Experimente. Anhand der durchgef�uhrten Rechnungen k�onnen die physikalischen Vorg�ange
in dem bei den Experimenten entstehenden Plasma interpretiert werden. Damit kann die
numerische Simulation zur Unterst�utzung der Auswertung der Experimente herangezogen



8 Zusammenfassung und Ausblick 129

werden. Ein weiteres Testbeispiel zeigt, da� der Code auch in der Lage ist, Instabilit�aten
zu simulieren.

Ein Problem bei mehrdimensionalen Verfahren auf bewegten Gittern ist die Gitterver-
formung. Dadurch, da� beliebige Geschwindigkeiten zugelassen werden, kann es zu einer
starken Verzerrung des Gitters kommen. Dies f�uhrt zu Ine�zienz und zu einer Verst�arkung
numerischer Fehler.

Da im Verfahren das Rechengebiet in Teilgebiete zerlegt werden kann, eignet es sich auch
zur Parallelisierung. Allerdings kann die Anzahl der Gitterzellen in den einzelnen Teilge-
bieten sehr unterschiedlich sein.

Eine weitere M�oglichkeit ist die Einf�uhrung eines lokalen Zeitschritts. In den verschiede-
nen Teilgebieten k�onnen die Gitterzellen unterschiedliche Gr�o�en besitzen. In Gebieten, in
denen sich die physikalischen Gr�o�en sehr langsam �andern und auch r�aumlich nur gering
variieren, reicht ein recht grobes Gitter aus. In anderen Bereichen, in denen starke Gradi-
enten vorkommen, wird ein sehr feines Gitter ben�otigt. Dieses feine Gitter bestimmt jedoch
den Zeitschritt f�ur das gesamte Rechengebiet. Die Idee ist nun, in Teilgebieten mit feinem
Gitter auch zeitlich eine h�ohere Au�osung zu w�ahlen.



Anhang A

Transformation im dreidimensionalen

Raum

Wir betrachten den Flu� in Richtung der Einheitsnormalen n = (n1; n2; n3), jnj = 1,

F (u;n) =
3X

i=1

ni fi (u) :(A.1)

Das System (1.19) ist f�ur N = 3 rotationsinvariant. Mit

Q = Q (n) =

0
BBBB@
1 0 0 0 0
0 n1 n2 n3 0
0 �n2 n1 0 0
0 �n1n3 �n2n3 n21 + n22 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA(A.2)

gilt

F (u;n) = Q�1f1 (Qu) :(A.3)

Die zugeh�orige Transformation der kartesischen Koordinaten0
@~x1
~x2
~x3

1
A =

0
@ n1 n2 n3
�n2 n1 0
�n1n3 �n2n3 n21 + n22

1
A
0
@x1x2
x3

1
A(A.4)

f�uhrt auf einen neuen Zustandsvektor

q = Qu = (% ; %~v1 ; %~v2 ; %~v3 ; e)
T
;(A.5)
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mit

~v1 = n1v1 + n2v2 + n3v3 ;

~v2 = n1v2 � n2v1 ;

~v3 =
�
n21 + n22

�
v3 � n1n3v1 � n2n3v2 ;

(A.6)

der das System

@q

@t
+

3X
i=1

@fi (q)

@~xi
= 0(A.7)

erf�ullt. Die Fl�usse fi sind identisch mit den Fl�ussen in (A.1).



Anhang B

Lineare Stabilit�atstheorie f�ur

Rayleigh-Taylor-Instabilit�aten

Zur mathematischen Untersuchung von Instabilit�aten bedient man sich der linearen Stabi-
lit�atstheorie [6]. Man beginnt mit einer kleinen Anfangsst�orung und geht davon aus, da� die
verschiedenen physikalischen Variablen, die das System beschreiben, kleine Zuw�achse erlau-
ben. Die Gleichung dieser Zuw�achse erh�alt man aus den relevanten Bewegungsgleichungen,
indem man nur die Terme, die linear in den St�orungen sind, betrachtet. Eine vollst�andige
Stabilit�atsuntersuchung, die alle m�oglichen St�orungen einbezieht, wird erreicht, indem eine
beliebige St�orung als �Uberlagerung gewisser m�oglicher Basismoden dargestellt wird und
die Stabilit�at des Systems bez�uglich jeder dieser Moden untersucht wird. Um diese Vorge-
hensweise zu illustrieren, wird ein System betrachtet, welches durch zwei parallele Ebenen
begrenzt ist und in dem die physikalischen Gr�o�en im station�aren Zustand nur von der Ko-
ordinate senkrecht zu den Ebenen (o.B.d.A. sei diese z) abh�angen. In diesem Fall kann eine
beliebige St�orung als �Uberlagerung von zweidimensionalen periodischen Wellen dargestellt
werden.

B.1 Modalanalysis

Stellt A(r; t) eine typische Amplitude dar, die die St�orung beschreibt, so kann sie in der
Form

A(r; t) =

Z
Ak(r; t) dk(B.1)

geschrieben werden. Dabei geht man davon aus, da� die Gr�o�e k s�amtliche Parameter
repr�asentiert, die n�otig sind, um die verschiedenen Moden zu unterscheiden. Ein wichtiger
Punkt bei der weiteren Vorgehensweise ist, da� eine Entwicklung der St�orungen in eine
vollst�andige Menge normaler Moden m�oglich ist.
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Die Gleichungen, die f�ur die allgemeinen St�orungen ma�gebend sind, k�onnen jetzt f�ur die
normalen Moden spezialisiert werden. Die Zeitabh�angigkeit l�a�t sich eliminieren, indem
man L�osungen der Form

Ak(r; t) = eAk(r) � ei!kt(B.2)

sucht, wobei !k eine noch zu bestimmende Konstante ist. Jetzt m�ussen L�osungen dieser
letzten Gleichung gesucht werden, die gewisse Randbedingungen erf�ullen. Im allgemeinen
werden diese Gleichungen nicht f�ur jedes beliebige !k nichttriviale L�osungen zulassen. Die
Suche nach nichttrivialen L�osungen, die die Randbedingungen erf�ullen, f�uhrt direkt auf
ein charakteristisches Anfangswertproblem f�ur !k. Damit hat sich das Problem auf die
Bestimmung von !k f�ur verschiedene Moden reduziert. Dieser sogenannte charakteristische
Wert f�ur !k ist im allgemeinen komplex. Mit r = (x; y; z)T k�onnen die St�orungen h�au�g
auch in der Form

A(x; y; z; t) =

1Z
�1

1Z
�1

Ak(z)e
i(kxx+kyy+!kt) dkx dky(B.3)

dargestellt werden, wobei

k =
q
k2x + k2y(B.4)

die mit der St�orung verbundene Wellenzahl ist. Da die St�orungsgleichungen linear sind,
kann die Reaktion des Systems auf eine allgemeine St�orung bestimmt werden, wenn die
Reaktion des Systems auf St�orungen aller auftretenden Wellenzahlen bekannt ist. Die Sta-
bilit�at des Systems h�angt also von seiner Stabilit�at bez�uglich der St�orungen aller Wel-
lenzahlen ab, und die Instabilit�at folgt direkt aus der Instabilit�at gegen�uber St�orungen
lediglich einer Wellenzahl.

B.2 Die St�orungsgleichungen f�ur eine Rayleigh-

Taylor-Instabilit�at

F�ur die Rayleigh-Taylor-Instabilit�at sind die zugrundeliegenden Gleichungen die Masse-
nerhaltungsgleichung, die Gleichung f�ur die Divergenzbedingung und die Impulsgleichung.
Als �au�ere Kraft wird lediglich die Gravitationskraft angesetzt. Dann haben die drei Glei-
chungen die Form

@�

@t
+r(� � v) = 0 ;(B.5)

r � v = 0(B.6)
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und

�
@v

@t
+ �(v � r)v = �rp� �g :(B.7)

Diese werden jetzt unter der Annahme kleiner St�orungen linearisiert. Dann werden nur
die Terme, die erster Ordnung in den St�orungen sind, betrachtet. Das Ziel dabei ist, die
zeitliche Entwicklung dieser St�orungen zu �nden. Wenn sie mit der Zeit wachsen, so liegt
eine Instabilit�at vor, oszillieren sie nur, so handelt es sich um Wellenl�osungen, aber keine
Instabilit�aten.

Setzt man die Divergenzbedingung (B.6) in die beiden anderen Gleichungen ein, so ergibt
sich

@�

@t
+ vr� = 0 ;(B.8)

und

�
@v

@t
= �rp� �g :(B.9)

Jetzt wird weiter vorausgesetzt, da� die Gravitationskraft nur in z-Richtung wirkt, das
hei�t g = (0; 0; g)T , und da� der ungest�orte Zustand die Geschwindigkeit Null, einen kon-
stanten Druck und nur Gradienten in z-Richtung besitzt. Geschwindigkeit, Druck und
Dichte werden linear in die ungest�orten Terme v0 = 0, p0, �0 und die Terme kleiner
St�orungen v1 = (u1; v1; w1)

T , p1 und �1 zerlegt. Unter diesen Voraussetzungen und wenn
man die einzelnen Komponenten der Impulsgleichung ausschreibt, erh�alt man

@�1

@t
+

�
w1

@�0

@z
+ u1

@�1

@x
+ v1

@�1

@y
+ w1

@�1

@z

�
= 0 ;(B.10)

@u1

@x
+
@v1

@y
+
@w1

@z
= 0 ;(B.11)

(�0 + �1)
@u1

@t
= �@p1

@x
;(B.12)

(�0 + �1)
@v1

@t
= �@p1

@y
;(B.13)

(�0 + �1)
@w1

@t
= �@p1

@z
� (�0 + �1)g :(B.14)
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Betrachtet man nun nur die Terme erster Ordnung in den St�orungen, so reduzieren sich
die Gleichungen auf

@�1

@t
= �w1

@�0

@z
;(B.15)

@u1

@x
+
@v1

@y
+
@w1

@z
= 0 ;(B.16)

�0
@u1

@t
= �@p1

@x
;(B.17)

�0
@v1

@t
= �@p1

@y
;(B.18)

und

�0
@w1

@t
= �@p1

@z
� �1g :(B.19)

B.3 Die Fourierentwicklung

F�ur alle gest�orten Gr�o�en wird nun eine Fourierentwicklung in ebene Wellen durchgef�uhrt.
Ersetzt man in der Gleichung (B.3) die Integration durch die Summation �uber alle Wel-
lenzahlen, so erh�alt man die Fourierentwicklung

A(x; y; z; t) =
X
k

Ak(z)e
i(kxx+kyy+!kt) :(B.20)

Im allgemeinen wird die Wellenzahl k als bekannt vorausgesetzt, und die Natur der Wellen-
frequenz ! wird untersucht. Ist ! reell, so stellt die Gleichung (B.20) Wellen oder Oszillatio-
nen dar, und das System ist stabil. Hat ! jedoch einen nicht verschwindenden imagin�aren
Anteil, dann stellt die Gleichung (B.20) eine St�orung dar, die exponentiell mit der Zeit
w�achst, das System ist instabil. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden der
Index k weggelassen. W�ahlt man f�ur s�amtliche gest�orten Gr�o�en diesen Fourieransatz, so
ergeben sich aus den Gleichungen (B.15) bis (B.19) die Gleichungen

i!�1 = �w1

@�0

@z
;(B.21)

ikxu1 + ikyv1 +
@w1

@z
= 0 ;(B.22)
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i!�0u1 = �ikxp1 ;(B.23)

i!�0v1 = �ikyp1 ;(B.24)

und

i!�0w1 = �@p1
@z

� �1g :(B.25)

Aus den Gleichungen (B.23) und (B.24) folgt

�i(k2x + k2y)p1 = i!�0(kxu1 + kyv1)(B.26)

und mit der Gleichung (B.22) die Gleichung

k2p1 = �i!�0
@w1

@z
:(B.27)

Setzt man die Gleichung (B.21) in die Gleichung (B.25) ein, so ergibt sich

@p1

@z
= �i!�0w1 +

g

i!
w1

@�0

@z
:(B.28)

Durch Elimination von p1 erh�alt man aus den Gleichungen (B.27) und (B.28) die Gleichung

@

@z

�
�0
@w1

@z

�
� k2�0w1 + �gk2

@�0

@z
w1(B.29)

mit � = 1
!2
. Da der Gradient der ungest�orten Dichte in dem Problem vorgegeben ist,

ist dies eine Gleichung f�ur w1(!; k). Setzt man nun w1 = 0 f�ur z ! �1, so liegt ein
Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem vor [8, 41].

Beim Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblem interessiert man sich f�ur die F�alle, in de-
nen das Problem nichttriviale L�osungen besitzt. Dies ist nur f�ur bestimmte Werte von �

m�oglich, die Eigenwerte des Problems genannt werden. Sind die Eigenwerte positiv, so
entsprechen alle Eigenfunktionen Schwingungsvorg�angen. Ist ein Eigenwert negativ, so hat
die Eigenfunktion einen aperiodischen Verlauf. Dies entspricht in unserem Beispiel einer
Instabilit�at.

Aus der Sturm-Liouvilleschen Theorie ergibt sich also auch, da� Instabilit�aten genau dann
auftreten, wenn !2 einen nichtverschwindenden imagin�aren Anteil besitzt. Aus dieser Theo-
rie erh�alt man au�erdem noch die folgende Aussage. Zu dem Eigenwertproblem (B.29) gibt
es unendlich viele Eigenwerte, falls �0 > 0 und �gk2 @%0

@z
> 0 sind. Da �0 > 0 und g positiv

sind, gilt dies genau dann, wenn @%0
@z

< 0 ist.

Damit ist gezeigt, da� !2 > 0 ist, wenn @�0
@z

< 0 �uberall gilt und umgekehrt !2 < 0 ist,

wenn @�0
@z

> 0 irgendwo in der Str�omung gilt. Das hei�t, eine Dichtestruktur, die mit z
w�achst ist stabil, w�ahrend eine mit z fallende Dichtestruktur instabil ist.
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B.4 Die Wachstumsraten der Instabilit�aten

Der n�achste Schritt ist nun, die Wachstumsraten der Instabilit�aten zu bestimmen und
festzustellen, ob alle Wellenzahlen instabil sind. Dazu vereinfachen wir das System auf
den Fall zweier gleichf�ormiger Fl�ussigkeiten, die durch eine horizontale Grenz�ache an der
Stelle z = 0 voneinander getrennt sind. Entfernt man sich von dieser Grenz�ache, so geht
die Gleichung (B.29) �uber in die Gleichung�

@2

@z2
� k2

�
w1 = 0 ;(B.30)

welche allgemein die exponentielle L�osung

w1 = Aekz +Be�kz(B.31)

besitzt. Da die Geschwindigkeit w1 f�ur z ! �1 verschwinden mu�, wird

w1 =

�
Aekz f�ur z < 0
Ae�kz f�ur z > 0

(B.32)

gesetzt. Dabei wird f�ur positive und negative z dieselbe Konstante A gew�ahlt, um die
Stetigkeit von w1 an der Stelle z = 0 zu gew�ahrleisten. Um nun die L�osungen links und
rechts der Grenz�ache miteinander zu verbinden, werden Sprungbedingungen ben�otigt.
Dazu wird ein in�nitesimal kleines z-Intervall, das den Nullpunkt enth�alt, betrachtet und
die Gleichung (B.28) �uber dieses Intervall integriert. Gr�o�en, die stetig an der Stelle z = 0
sind, werden mit dem Index s versehen, und mit

�s f(B.33)

wird der Sprung einer unstetigen Gr�o�e f an der Stelle z = 0 bezeichnet. Damit erh�alt
man aus der Gleichung (B.28) die Gleichung

�s p1 =
g

i!
w1s�s �0 :(B.34)

Die gleiche Methode, angewandt auf die Gleichung (B.27), liefert

k2�s p1 = �s

�
�i!�0@w1

@z

�
:(B.35)

Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen �s p1, so ergibt sich

�s

�
�0
@w1

@z

�
=

k2

!2
gw1s�s �0 :(B.36)

In dem betrachteten System ist aber

�s �0 = �2 � �1 ;(B.37)
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wobei �2 den oberen und �1 den unteren Dichtewert bezeichnen. Au�erdem ist

@w1

@z
= �kw(B.38)

f�ur z > 0 bzw. z < 0. Daraus erh�alt man das Ergebnis

!2 = �gk
�
�2 � �1

�2 + �1

�
:(B.39)

Man sieht auch hier wieder, da� das System instabil ist (!2 < 0), wenn �2 > �1 ist. Dieses
Ergebnis stimmt auch mit den �Uberlegungen der Energiemethode �uberein. Man erkennt
an der Gleichung (B.39) auch, da� im Fall �2 > �1 alle Wellenzahlen instabil sind, und da�
die Wachstumsrate proportional zur Wurzel der Wellenzahl ist,

j!j �
p
k :(B.40)

Dieses letzte Ergebnis gilt f�ur kleine St�orungen. W�achst die Instabilit�at, dann dominieren
St�orungen h�oherer Ordnung, die hier nicht ber�ucksichtigt werden.

H�au�g m�ochte man direkt eine Gleichung f�ur die zeitliche Entwicklung der Amplitude
kleiner St�orungen zur Verf�ugung haben. Diese l�a�t sich aus den bisherigen Gleichungen
ableiten. Im folgenden sei a = a (t) die Amplitude einer kleinen sinusartigen St�orung der
Grenz�ache, die die Bedingung

k a� 1(B.41)

erf�ullt, wobei k wieder die Wellenzahl bezeichnet. Die zeitliche �Anderung dieser Amplitude
ist gerade die Geschwindigkeitskomponente w1 der gest�orten Terme in z-Richtung, das
hei�t

w1 (t) =
da (t)

dt
:(B.42)

Nach dem Ansatz (B.20) gelten

d2a (t)

dt2
=

dw1 (t)

dt
= i ! w1 (t)(B.43)

und

a (t) =

Z
w1 (t) dt =

1

i !
w1 (t) :(B.44)

Daraus folgt

d2a (t)

dt2
= !2 i

!
w1 (t) = �!2a (t) :(B.45)

Setzt man nun die Gleichung (B.39) in die letzte Gleichung ein, so ergibt sich eine Di�e-
rentialgleichung f�ur die Amplitude a,

d2a (t)

dt2
= kg (t) a (t)

%2 � %1

%2 + %1
;(B.46)

wobei hier die Beschleunigung g als zeitlich ver�anderlich zugelassen wird.



Symbolverzeichnis

t Zeit
m Masse
% Dichte

p; P Druck
v Geschwindigkeitsvektor

v1; v2; v3 Geschwindigkeitskomponenten
" spezi�sche innere Energie
e Gesamtenergie pro Einheitsvolumen
 Adiabatenexponent
c Schallgeschwindigkeit
H Enthalpie
S Entropie

N Anzahl der Raumdimensionen
V N -dimensionales Volumen

V (t) zeitabh�angiges Volumen
@V Rand des Volumens V

 Raum-Zeit-Gebiet
u Vektor der Erhaltungsgr�o�en
fi physikalische Fl�usse
n Einheitsnormale

A;B; : : : Matrizen
I Einheitsmatrix
F Flu�matrix
Ai Funktionalmatrizen
Q Transformationsmatrix
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U Entropiefunktion
Fi Entropie�usse
s Sto�wellengeschwindigkeit
ak Eigenwerte
rk Eigenvektoren
g;h numerische Fl�usse
v exakte Riemannl�osung
w n�aherungsweise Riemannl�osung
Alr Roe-Matrix
�u Roe-Mittelwert

aroe;i Eigenwerte der Roe-Matrix

q transformierte Erhaltungsgr�o�e
vg Gittergeschwindigkeit
gb numerischer Flu� mit Ber�ucksichtigung der Gitterbewegung
U erweitertes System von Erhaltungsgr�o�en

i; j Indizes des Gitters
�x;�y Raumschrittweiten
�t Zeitschrittweite
n Zeitindex
u� Gitterfunktion
Vij Gitterzellen
Sij;k Seiten der Gitterzelle Vij

n
ij Raum-Zeit-Gitterzellen
sni Steigungsvektoren
ui� Randwerte der Gitterzelle mit dem Index i

A Amplitude einer St�orung
k Wellenzahl
! Wellenfrequenz
g Beschleunigung
� Wellenl�ange

%0; p0;v0 ungest�orte Terme
%1; p1;v1 Terme kleiner St�orungen
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