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Ein Verfahren zur numerischen Simulation von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen I 

Kurzfassung

In der Praxis wird der Sicherheitsnachweis für einen sprengtechnischen 

Abbruch hauptsächlich mittels Faustformeln und Erfahrungswerten er-

bracht. Dies ist für die Zukunft jedoch nicht befriedigend. Deshalb wurde 

ein Verfahren zur numerischen Simulation von Betonstrukturen beim Ab-

bruch durch Sprengen auf Bauteilebene entwickelt und anhand einfacher 

Betonstrukturen experimentell verifiziert. Dieses Verfahren bietet mithilfe 

des Hydrocodes LS-DYNA und realistischen, stoffgesetzlichen Bezie-

hungen für die verwendeten Materialien eine Grundlage für nachvoll-

ziehbare Sicherheitsnachweise. Die wesentlichen Ziele der vorliegenden 

Arbeit bestehen somit in der Schaffung von Grundlagen mithilfe eines 

Hydrocodes, um: 

 das Materialverhalten von Betonstrukturen unter Kontaktdetonationen 

und Bohrlochsprengungen zu beschreiben und 

 die Belastung der unmittelbaren Umgebung durch die über die Luft 

übertragenen Druckstöße zu bestimmen. 

Für die Anwendung eines sprengtechnischen Abbruchs werden als tra-

gende Bauteilstrukturen aus dem Hochbau deshalb Verifikationsversu-

che mit einer Platten-, Balken- und Stützengeometrie ausgewählt, die 

durch Kontakt- resp. Bohrlochladungen schlagartig belastet werden.

Bei der Umsetzung der durchgeführten Verifikationsversuche (Platte, 

Balken und Stütze) in eine numerische Simulation wird im expliziten FE-

Programm LS-DYNA eine Euler-Lagrange-Kopplung gewählt, um die In-

teraktion zwischen der Sprengstoffladung und der Betonstruktur zu be-

rücksichtigen. Dabei werden den Euler-Elementen die Materialeigen-

schaften des Sprengstoffes und der Luft zugeordnet, während die Mate-

rialeigenschaften des Betons mithilfe der Lagrange-Elemente abgebildet 

werden. Die Druckwellenausbreitung der Materialien Sprengstoff resp. 

Luft wird mittels der Zustandsgleichung nach Jones, Wilkins und Lee

(EOS-JWL) resp. der idealen Gasgleichung beschrieben, während das 

Materialverhalten des Betons durch ein dynamisches mehraxiales konti-
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nuumsmechanisches Schädigungsmodell abgebildet wird, das hierfür in 

den Hydrocode implementiert worden ist.

Bei hochdynamischen Anwendungen gewinnt der Einfluß der Dehnrate 

auf die dynamische Festigkeit von Beton aufgrund von Massenträgheits- 

effekten und viskoser Verzögerungen bei der Öffnung und Entwicklung 

von Mikrorissen innerhalb der Formulierung eines Betonstoffgesetzes an 

Bedeutung. Diese dynamischen Phänomene sind für die Festigkeitsstei-

gerung des Betons unter hohen Belastungsgeschwindigkeiten verant-

wortlich und werden im Betonmodell durch die Entwicklung der Belast- 

ungsgeschwindigkeit bis zum aktuellen Zeitpunkt, d.h. durch die gesamte 

Belastungsgeschichte, berücksichtigt. Der Dehnrateneffekt wird somit als 

dynamisches Erinnerungsvermögen auf kontinuumsmechanischer Ebe-

ne erfaßt und physikalisch durch den Verzögerungsmechanismus und 

die Homogenisierung begründet. 

Ein weiterer wichtiger Bestandteil im Betonmodell ist die Berücksichti-

gung der gemessenen Beton-Hugoniot-Kurve in den numerischen Simu-

lationen. Diese wird in den Verifikationsversuchen aufgrund der Kompak-

tion des Betons unter hoher hydrostatischer Druckbelastung erzielt. 

In dem Kapitel zur numerischen Untersuchung wird zunächst auf die 

Vorgehensweise bei der Modellierung des jeweiligen Versuchsaufbaus 

einschließlich der verwendeten Stoffgesetze eingegangen und anschlie-

ßend werden die erzielten Rechenergebnisse erläutert. Anhand des Ver-

gleichs der Ergebnisse zwischen den jeweiligen Verifikationsversuchen 

und den numerischen Simulationen wird die gute Übereinstimmung be-

züglich der Schädigungsbereiche im Beton, der Druckmaxima mit ihren 

jeweiligen Zeitpunkten nach der Zündung und der Druck-Zeit-Verläufe 

zwischen den Sensoren im Beton resp. in der Luft mit den entsprechen-

den Rechenelementen gezeigt. Somit können die gestellten Ziele auf 

Bauteilebene mit dem vorgeschlagenen Verfahren zur numerischen Si-

mulation von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen erfüllt wer-

den.



A technique for a numerical simulation of concrete structures for demolition work by blasting III 

Abstract

Nowadays empirical rules are the basis for the necessary safety controls 

in case of reinforced concrete demolition. This method is not adequate 

for the future. Therefore, a technique for a numerical simulation of con-

crete structures for demolition work by blasting was developed on com-

ponent level and will be explained in this thesis applied to contact deto-

nations on a slab and a support and for torpedoing bore holes in a beam. 

The presented technique is verified by the executed experimental re-

search on the tests (slab, beam, support). Using the hydrocode LS-

DYNA and realistic material models for the explosive, air and concrete, 

the numerical technique represents a basis for comprehensible safety 

verifications. The main targets of this thesis are to create the bases by 

means of a hydrocode, in order:

 to describe the material behaviour of concrete structures under contact 

detonations and torpedoing bore holes and  

 to determine the load on the immediate environment by the means of 

pressure impacts, which are transmitted through the air.

For the conversion of the verification tests (slab, beam, support) into a 

numerical simulation, an Eulerian-Lagrangian-coupling in the explicit FE-

code LS-DYNA is chosen in order to take into account the interaction be-

tween explosive load and concrete structure. The Eulerian-elements re- 

present the material behaviour of explosive and air, while the Lagran-

gian-elements reproduce the material behaviour of concrete. The shock 

wave propagation of the materials explosive and air respectively is de-

scribed by the equation of state from Jones, Wilkins and Lee (EOS-JWL) 

and the gamma law equation of state respectively, while a general multi-

axial dynamic continuum damage constitutive law represents the mate-

rial behaviour of concrete. 

Experimental evidence suggests that the complete stress-strain history 

relation has to be considered as a basis for constitutive modelling if con-

crete is subjected to high loading rates. The transient strength increase 
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during high velocity loading can be traced back to viscous forces and in-

ertia effects during the evolution and growth of microcracks. These dy-

namic phenomena cause a delay of damage activation which must be 

taken into account when constitutive modelling is pursued on meso-level 

instead of micro-level. Therefore, the static three-dimensional constitu-

tive law is extended with a dynamic relaxation formulation which decays 

the static damage evolution. The proposed dynamic continuum damage 

constitutive law has been implemented in a hydrocode and is verified  

on structural level by means of numerical simulations of contact detona-

tions and torpedoing bore holes on concrete structures. Using a physical 

realistic consideration of strain history effects on continuum level the 

constitutive law is suited for compressive as well as tensile dynamic 

wave propagation analysis. 

Another important aspect of the concrete model is the consideration of 

the measured concrete-Hugoniot-curve inside the constitutive law in or-

der to take into account the volumetric compaction of concrete under hy-

drostatic compressive loading. 

The chapter for numerical investigations describes first the modelling of 

the three different test setups and then some comments are made on the 

calculation results. The comparison between the results of the verifica-

tion tests and the calculations shows that the damage regions of con-

crete, the maximum pressure values with the time state after igniton and 

the pressure-time curve of the sensors and the calculation elements are 

almost similar. Consequently, the set targets of this thesis on component 

level are reached with the proposed technique for a numerical simulation 

of concrete structures for demolition work by blasting. 
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Nomenklatur

 In dieser Arbeit wird die EINSTEINSCHE SUMMENKONVENTION
benutzt, d.h. 

3

1i
iiii xxxx

 Vektoren und Tensoren werden entweder mithilfe der Indexschreib-
weise gekennzeichnet oder sind durch Fettdruck markiert; z.B. für den 
Cauchy´schen Spannungstensor: ij   oder

Große, lateinische Buchstaben 

Ae,max Elementfläche der längsten Elementseite 
A(F) Abstandsfunktion
A, B  EOS-Parameter 
C Courantzahl 
C, Cij allgemeiner Materialsteifigkeitstensor
CH viskoser Däpfungsvektor 
Dij  symmetrischer Deformationstensor 
D irreversible Schädigung, Schädigungsvariable 
D, D  Schädigungstensor und deren zeitliche Ableitung 
Dc , Dt Druck- resp. Zugschädigungsvariable 
Ddyn dynamische Schädigungvariable 
E mechanische Gesamtenergie 
E, E, E  Elastizitätsmodul, Elastizitätstensor und deren zeitliche
 Ableitung 
E0 Anfangselastizitätstensor 
E(D), Et Sekanten- resp. Tangentensteifigkeitstensor 
F Helmholz´sche freie Energie 
F, Fij Deformationsgradient 
F, Fi Vektor der inneren Kräfte 
FB  Beiwert für das ´burn model´ 



 Nomenklatur XIII

FD Z Zug-Druck-Flag 
Fd , dF  Schädigungsfläche und deren zeitliche Ableitung 
Fd,c , Fd,t Schädigungsfläche im Druck- resp. Zugbeanspruchungsfall 
Fp , pF  plastische Fließfläche und deren zeitliche Ableitung 

G Schermodul 
Hd , Hp schädigende resp. plastische Ver- und Entfestigungsvariable 
Hv Heaviside-Sprungfunktion 
I, Iij , Iijkl  Einheitstensor 2. Stufe resp. 4. Stufe 

e
1I  erste Invariante des elastische Dehnungstensors e

e
2J   zweite Invariante des Deviators von e

K, KT (isothermer) Kompressionsmodul 
L, Lij , v Geschwindigkeitsgradient 
M Massenmatrix und Steifigkeitstensor im Steifigkeitsraum 
MD Steifigkeitstensor im Schädigungsraum 
ND Normale im Schädigungsraum 
N(x) Ansatzfunktion 
NI , NII , NIII Eigenvektoren der Hauptstreckungen 
P+ , P- positiver resp. negativer Projektionstensor 
Qd , Qp schädigendes resp. plastisches Potential 
R, Rij  Rotationsmatrix 
R, Ri  Vektor der äußeren Kräfte 
RG universelle Gaskonstante 
R1, R2 EOS-Parameter 
S Entropie 
S, Sij  deviatorischer Anteil des Spannungstensors 
T Temperatur 
U, Uij  Rechts-Streck-Tensor 
US Geschwindigkeit der Schockwellenfront 
V, Vij  Links-Streck-Tensor 
V spezifisches, auf die Masse bezogenes Volumen, V = 1/
VCJ spezifisches Volumen am Chapman-Jouguet Punkt 
Ve Elementvolumen 
W, Wij  antimetrischer spin-Tensor, Rotationsraten 
X, Xi materialbezogenes Koordinatensystem 



XIV Nomenklatur

Kleine, lateinische Buchstaben 

a, ix  Vektor der (Knoten-)Beschleunigungen
cc Cross-Effekt-Koeffizient 
cp spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck 
cs Schallwellengeschwindigkeit des Materials 
cv spezifische Wärmekapazität bei konstantem Volumen 
d Durchmesser 
d( ) -ter Eigenvektor des elastische Dehnungstensors e

e spezifische innere Energie 
e, eijkl  Permutationstensor 
eT thermische innere Energie 
e0 EOS-Parameter (chemische Anfangsenergie) 
f ,fi Massenkräfte (Eigengewicht) 
f´c , f´t einaxiale Druck- resp. Zugfestigkeit 
h spezifische Enthalpie 
h(t- ) Geschichtsfunktion, abhängig vom Rißzeitpunkt 
le charakteristische Elementlänge 
lz charakteristische Zellenlänge, meist die kleinste Dimension 
md , mp Richtungstensor zur Schädigungs- resp. Fließfläche 
nd,c , nd,t Normale zur Schädigungsfläche im Druck- resp. Zugbean-

spruchungsfall
np Normale zur Fließfläche 
nI , nII , nIII Eigenvektoren der aktuellen Konfiguration 
p, pCJ Druck, Chapman-Jouguet-Druck
pEOS resultierender Druck aus der EOS-JWL 
pK Druck bei Null Kelvin infolge volumetrischer Verdichtung 
pT thermischer Druck, aus der thermischen inneren Energie eT

p ij = p  hydrostatischer Anteil des Spannungstensors = Druck 
q, q allg. innere Zustandsvariable (für die Evolution) und deren 

zeitliche Ableitung 
qp ,D interne plastische resp. schädigende Variable 
qR Reaktionswärme 
qv  künstliche Viskosität 
t Zeit 

t Zeitschrittlänge, Zeitinkrement 
tn , tn+1/2 aktueller Zeitschritt n, im Zeitschritt n+1/2
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u  Vektor der (Knoten-)Verschiebungen
ufs Geschwindigkeit an der freien Oberfläche 
up Partikelgeschwindigkeit 
v , ix  Vektor der (Knoten-)Geschwindigkeiten 
vD Detonationsgeschwindigkeit 
vR Rißgeschwindigkeit 

zv  Betrag der Zellengeschwindigkeit 

w( ) spezifische Verzerrungsenergie 
x , xi Ortsvektor, raumfestes Koordinatensystem 

x charakteristische Länge, charakteristische Elementgröße 

Große, griechische Buchstaben 

 Hourglass-Basismatrix 
(D) Schädigungsoperator 

Feldgröße, zugeschriebene Eigenschaften der materiellen 
Punkte eines Körpers 

i , L Anteile der Feldgrößen, lineare Feldfunktion 
, ij Rotationsgeschwindigkeit der Green-Naghdi-Ableitung

Kleine, griechische Buchstaben 

v thermischer Volumenausdehnungskoeffizient
(tr e ) hydrostatischer, von der volumetrischen Dehnung abhängiger 

Steifigkeitsfaktor
(V) Grüneisenkoeffizient 
 ,  Dehnung, Dehnungsinkrement 
, ij Dehnungstensor 
, ij , kk (totale) Dehnrate, Dehnratentensor, Spur der Dehnrate 

e , p , d   elastische, plastische und entfestigende Dehnrate 

e
+  , e

- positiver resp. negativer elastischer Dehnungstensor 

e  , )(
max,e  Eigenwerte und größter ( -ter) Eigenwert von e

eff , v effektive Dehnung, volumetrische Dehnung 
 Relaxationszeit 
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 Isentropenkoeffizient:  = cp / cv

c,d , t,d  äquivalentes, einaxiales schädigungserzeugendes Dehnungs-

maß für Druck resp. für Zug 
d  bezogene, äquivalente schädigende Dehnrate 

p äquivalentes, einaxiales plastisches Dehnungsmaß 

d  schädigender Lagrange Multiplikator, Schädigungsfaktor 

p  plastischer Lagrange Multiplikatior, Proportionalitätsfaktor 

Viskoplastizitätskonstante
I , II , III Eigenwerte der Hauptstreckungen 
, Lamé-Konstanten

Querkontraktionszahl, Poisson-Zahl
 , o Materialdichte, Elementdichte resp. Anfangsdichte 
t , s , c deviatorische Festigkeit in Zug-, Schub- resp. Druck- Richtung 
,  , i Spannung, Spannungsinkrement, Hauptspannungen 
, ij Spannungstensor 
, ij (totale) Spannungsrate, Spannungsratentensor 

e , p , d elastische, plastische und schädigungsbedingte Spannungsrate 

Jaumann´scher Tensor der Spannungsgeschwindigkeiten
eff effektive Spannung 
m , 1/3 ii hydrostatischer Anteil des Spannungstensors 
 Zeitpunkt der Rißbildung 
ij unrotierte Cauchy-Spannung

Hilfskoordinatensystem für die ALE- Beschreibung 
 Vektor der Winkelgeschwindigkeiten  

 EOS-Parameter 

Indizes

CJ Chapman-Jouguet
c Druckbeanspruchung, (compression) 
D Detonationsgeschwindigkeit 
d schädigend, (damage) 
dyn dynamisch 
e elastisch resp. Element- 

vp
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eff äquivalent, effektiv 
j auf den Elementschwerpunkt j bezogen 
K Zustand bei Null Kelvin (0 K), entlang der 0 K Isothermen 
kon konvektiv 
p plastisch 
T thermischer Anteil 
t Zugbeanspruchung, (tension) 
V Volumen bezogener Anteil 
v volumetrisch 
0 (Null) Anfangswert 

Kopfzeiger

n, n+1 zum Zeitpunkt tn , zum Zeitpunkt tn+1 

(^) generalisierte Variable 

Symbole 

Dt/)(D  materielle Zeitableitung, totales Differential 

t/ , (˙) partielle Ableitung nach der Zeit 

x/  Nabla-Differentialoperator 

dev )(  Deviator  

tr )(  Spur eines Tensors 

( ) ( )  verallgemeinertes Skalarprodukt 

( ) ( ) verallgemeinertes Kreuzprodukt 

Abkürzungen

AB Allen-Bradley Aufnehmer (Kohle-Masse Widerstand) 
ALE Arbitrary Lagrangian Eulerian
BSt 500S Betonstabstahl mit der Streckgrenze von s = 500 N/mm2

B 35 Beton der Festigkeitsklasse B 35 f´c = 35 N/mm2

COMP B Composition B, Sprengstoffmaterial 
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CPU Central Computing Unit 
EEP Explosively Formed Projectile 
EHG Euler-Hintergrundnetz
E/L-Verhältnis Euler-Lagrange-Verhältnis
ENO Essentially Non-Oscillatory-Technik 
EOS Equation Of State – Zustandsgleichung 
FEM Finite-Element-Methode 
FDM Finite-Differenzen-Methode  
HEL High Elastic Limit – elastische Grenzspannung 
HIS 'Half Index Shift'-Algorithmen 
HI Hugoniot-Kurve des 1. Materials 
HII Hugoniot-Kurve des 2. Materials 
I Isentrope 
JWL JWL–Parameter für die Zustandsgleichung nach Jones, Wilkins

& Lee (EOS-JWL) 
K Kistler-Aufnehmer (Quarzkristall-Luftdruckaufnehmer) 
MUSCL Monotone Upwind Scheme for Conversation Laws 
RI Rayleigh-Gerade des 1. Materials 
RII Rayleigh-Gerade des 2. Materials 
SF Sicherheitsbeiwert (scale factor) 
TNT Trinitrotoluol, Sprengstoffmaterial 
TVD 'Total Variation Diminishing'-Technik 
VK4 Versuchskörper 4 (Balkenversuche) 
ZDN Zel´dovich, Döring & Neumann (Modell zur Detonationstheorie 

von Sprengstoffen) 
ZDV Zentrales Differenzenverfahren 

In der vorliegenden Arbeit wird folgende Nomenklatur für die Literaturan-
gabe verwendet: z.B. Heinze [1993: 283]. Dabei wird der Autor kursiv 
erwähnt; die erste Zahl in der eckigen Klammer gibt das Erscheinungs-
jahr der Veröffentlichung an, während die zweite Zahl auf die zitierte Sei-
te in dieser Veröffentlichung verweist. 

Der erste im Text zu findende Verweis eines jeweiligen Bildes wird fett 
hervorgehoben, um den Beginn der Erläuterungen zu diesem Bild im 
Text aufzuzeigen. Die weiteren Bildverweise eines bereits im Text er-
wähnten Bildes werden anschließend nicht weiter hervorgehoben. 
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1 Einleitung 

Heutzutage gibt es zunehmend mehr ältere Bauwerke, die den gestiege-

nen Anforderungen bezüglich der Tragfähigkeit und der Gebrauchstaug-

lichkeit nicht mehr gerecht werden. Neben den möglichen Sanierungs- 

und Verstärkungsmaßnahmen von Bauwerken, ist der Abbruch der Kon-

struktionen durch Sprengen – das Abbruchsprengen – eine weitere Al-

ternative. Mit dieser Alternative können die abzubrechenden Bauwerke 

auf sehr schnellem Wege sicher beseitigt und das wiedergewonnene 

Material dem Baustoffkreislauf zugeführt werden.

In Deutschland sind beim Abbruch einer Konstruktion durch Sprengen 

sprengstoffrechtliche Vorschriften wie z.B. beim Umgang, beim Verkehr 

und bei der Beförderung explosionsgefährlicher Stoffe einzuhalten. Um 

Unfälle während der 'Sprengarbeiten' zu vermeiden, ist der Abbruch 

durch Sprengen zu dimensionieren, die Sicherung des Gefahrenbereichs 

zu gewährleisten und die Beeinträchtigung der Umgebung abzuschät-

zen. In der Praxis ist die Bemessung eines sprengtechnischen Abbruchs 

von der Fachkunde und der Erfahrung des beteiligten Sprengpersonals 

abhängig. Es werden Sprengpläne aufgestellt und die notwendigen 

Sprengstoffmengen mit Faustformeln ermittelt. Durch Anwendung eines 

Verfahrens zum sprengtechnischen Abbruch wird das Tragwerk der 

Konstruktion nachhaltig beschädigt und dessen Stabilität geschwächt. 

Das Bauwerk wird durch die anschließende Fallbewegung in der vorge-

sehenen Richtung und vor allem durch den Aufprall zerstört. Aufgrund 

von mißlungenen Sprengabbrüchen, Restriktionen bei der Wiederver-

wertung des gewonnenen Materials und dessen sorgfältiger Trennung, 

z.B. von kontaminierten Teilstrukturen, als auch der Verunreinigung des 

Bodens und des Grundwassers zeichnen sich die zukünftigen Aufgaben 

bei der Anwendung von sprengtechnischen Abbruchverfahren deutlich 

ab.

Das Materialverhalten der beteiligten Werkstoffe und deren Verbundver-

halten ist für die vorliegende hochdynamische Beanspruchung noch 
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nicht ausreichend erforscht und die eingeleiteten Fallbewegungen der 

unterschiedlichen Bauwerkstypen sind noch nicht genügend untersucht 

worden. Die Beeinträchtigungen der Umgebung wie z.B. der Lärm, der 

Staub, die Erschütterungen, der Trümmerflug und die Luftstoßwellen sind 

weitere Gesichtspunkte und erfordern ein Zusammenspiel zwischen den 

Behörden, dem Auftraggeber, den Sprengunternehmen sowie den Inge-

nieuren und Sachverständigen.

Diese Probleme sind mit Faustformeln nicht zu lösen. Deshalb gewinnt 

der Einsatz von numerischen Simulationen immer mehr an Bedeutung, 

da mit realitätsnahen Stoffgesetzen die Charakteristika der Materialien, 

die Kinematik während des Einsturzvorgangs sowie die Beeinträchtigung 

der Umgebung rechnerisch erfaßt werden kann. Erst dann ist für den Auf-

traggeber, die Behörden und das Sprengunternehmen ein ökonomisches 

und ökologisches Sprengvorhaben durchführbar. Das angestrebte Ziel 

der minimalen Gefährdung und Belastung der Umgebung wird somit er-

reicht.

1.1 Problemstellung 

Bei einem sprengtechnischen Abbruch sind zwei Verfahrensarten zu un-

terscheiden: der Teilabbruch und der Totalabbruch.

 Beim Teilabbruchsprengen werden die zur Zerlegung vorgesehenen 

Bereiche des Abbruchobjektes sukzessive mit sprengstoffgefüllten 

Bohrlöchern versehen und zeitlich gestuft gesprengt. Die jeweilige ma-

ximale Sprengstoffmenge wird durch die tolerierbare Umgebungsbelast- 

ung begrenzt. Dieses schonende Sprengverfahren wird in der Regel 

gewählt, wenn die umgebende Baustruktur intakt bleiben und an den 

Abbruchgrenzen des stehengebliebenen Betons keine Schädigung auf-

treten soll. Beispiele hierfür sind der stufenweise Rückbau von Beton-

strukturen, bei denen aus Gründen der Umweltbelastung, z.B. bei dich-

ter Bebauung, der sprengtechnische Abbruch nicht als Ganzes, son-

dern in einzelnen kleinen Schritten mit reduzierter Sprengstoffmenge 
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vorgenommen werden muß und die Zerrüttung dickwandiger Strukturen 

durch Lockerungssprengungen für den anschließenden maschinellen 

Abbruch. Die Lockerungssprengung verursacht in einem kleinen Be-

reich mit einem Radius von etwa 10 cm um die Sprengladung eine 

Zerstörung des Materials, siehe Heinze [1993: 283]. Bei dieser Metho-

de können zusätzliche Beanspruchungen auftreten, die bei der Be-

messung der Konstruktion nicht berücksichtigt wurden. Diese Belastun-

gen sind beispielsweise der Impakt von Trümmern auf Betondecken 

aus größeren Höhen. 

 Der Totalabbruch eines Bauwerkes wird entweder durch eine Kipp-

sprengung (Fallrichtungssprengung), wie in Bild 1.1 dargestellt, oder 

durch eine Kollapssprengung (vertikaler Einsturz) erzielt, mit denen  

ebenfalls ein lokaler Bereich um die Sprengladung nachhaltig zerstört 

wird. Dadurch wird das Gebäude in einen labilen Zustand versetzt, so 

daß die Konstruktion aufgrund der Schwerpunktsverlagerung einstürzt. 

Der überwiegende Materialanteil wird beim Aufprall durch die Fall- 

energie zerkleinert. Während bei einer Kippsprengung eine entspre-

chend große Freifläche in Umstürzrichtung für das Haufwerk benötigt 

wird, entsteht bei einer Kollapssprengung aufgrund des vertikalen Ein-

sturzes ein Schuttkegel, dessen Höhe durch die ehemalige Baumasse 

bestimmt wird. 

Sowohl nach einem Teilabbruch als auch nach einem Totalabbruch ist 

das entstandene Haufwerk, nach Heinze [1993: 12] das durch Sprengen 

zerkleinerte, herausgelöste Material, zu entfernen. Neben der Dimensio-

nierung eines sprengtechnischen Abbruchs ist der Nachweis über den 

Verbleib der anfallenden Abfälle zu führen, siehe Zerres [1999: 52]. 

In der Praxis wird der sprengtechnische Abbruch durch die Fachkunde 

und Erfahrung des Sprengmeisters sowie die Anwendung von empiri-

schen Formeln bestimmt, siehe Heinze [1993: 283]. Dabei ist die Leist- 

ung und das Wissen eines Sprengunternehmens weder ein Garant für die 

Lösung der einleitend genannten Probleme noch eine adäquate Möglich-

keit gegebene Herausforderungen zu meistern. Bei der Verfahrensaus-

wahl für einen Abbruch unter wirtschaftlichen Gesichtspunkten weist 

Hartmann & Breidt [1997: 684] darauf hin, daß Abbrüche ohne Spreng-

mittel, wie beispielsweise das Einreißen mit der Abrißbirne, nach Schät-
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zung von Experten etwa die fünf- bis zehnfachen Kosten eines spreng-

technischen Abbruchs verursachen. 

Bild 1.1:  Kippsprengung eines Hochlagers und dessen Fallbewegung  
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Das Sprengen von Bauwerken oder Bauwerksteilen belastet die Umge-

bung im Gegensatz zu den konventionellen Abbruchverfahren, z.B. dem 

sukzessiven Rückbau, nur für eine kurze Zeitdauer. Dies ist ein wichtiges 

Argument, um beispielsweise im innerstädtischen Bereich den Spreng-

schaden zu minimieren, siehe Heinze [1993: 13]. Zu den Sprengschäden 

oder Nebenwirkungen zählen Lärm, Staub, Erschütterungen beim Auf-

prall großer Massen aus großen Höhen, Trümmergröße und -flug, Luft-

druck- und Wasserdruckwellen und andere Beeinträchtigungen, siehe 

Heinze [1993: 155-171].

Ein weiterer Vorteil eines sprengtechnischen Abbruchs ist das rasche 

Beseitigen der Trümmer bei entsprechender Größe des Haufwerks. Mit 

geeigneten Methoden, z.B. mit Hydraulikbaggern, kann nach einem To-

talabbruch das noch ungenügend zerkleinerte Material schnell für den 

Abtransport oder gegebenenfalls sofortigen Einbau aufbereitet werden. 

Außerdem ist in einigen Fällen das Abbruchsprengen aufgrund statischer 

Gesichtspunkte die einzige sichere Alternative beim Gebäudeabbruch. 

Der Vergleich zwischen einem konventionellen Verfahren und dem 

Sprengen eines fünfzig Meter hohen Gebäudes zeigt die Effizienz des 

sprengtechnischen Abbruchs. Dabei werden für das Sprengergebnis ne-

ben der Stückigkeit des Haufwerks auch die Nebenwirkungen des Ab-

bruchs durch Sprengen, z.B. die Erschütterungen oder Fehlergebnisse 

berücksichtigt, siehe Heinze [1993: 150] und Zerres [1999: 49f.]. 

Um komplexe Abbruchsprengungen ingenieurmäßig sicher und effizient 

durchführen zu können, sind nach Hartmann & Breidt [1997: 684f.] 

sprengtechnische Abbrüche durch eine Sprengstrategie an die örtlichen 

Gegebenheiten anzupassen. Hierzu gehört neben der Erstellung eines 

Sprengplanes, siehe Heinze [1993: 13], der Analyse möglicher Rich-

tungsabweichungen während des Einsturzvorganges, siehe Hartmann,

Stangenberg, Melzer & Blum [1994: 7] auch die Destabilisierung des 

Bauwerks, z. B. die Trennung der Bewehrung in einer Stahlbetonstruktur. 

Dies erfordert Wissen über die zu verwendenden Sprengmittel, deren 

lokale Wirkung auf den Werkstoff Beton und deren nachfolgende globale 

Wirkung auf die Umgebung. 
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Bild 1.2:  Detonation einer 500 Tonnen TNT Hemisphären-Ladung aus Zukas & 

Walters [1998] 

In Bild 1.2 wird die Wirkung einer 500 Tonnen TNT-Hemisphären-

Ladung veranschaulicht. Die numerische Umsetzung dieser schnellen 

exothermen, chemischen Reaktion im Sprengstoff mit der schlagartigen 

Freisetzung von Energie in Form von Druck und Wärme bedarf der 

Kenntnis thermodynamischer Prozesse während des Detonationsablau-

fes, die in Abschnitt 2.2 – Sprengstoffe und Detonation – zusammenge-

faßt wiedergegeben werden. Eine weitverbreitete Möglichkeit den Deto-

nationsvorgang des Sprengstoffes innerhalb der Finite-Element-Rech- 

nung abzubilden, besteht in der Anwendung der Zustandsgleichung nach 

Jones, Wilkins und Lee (EOS-JWL), siehe Dobratz & Crawford [1985]. 

Aufgrund der sich nach der Zündung des Sprengstoffes schnell ausbrei-

tenden Schwaden wird für die Druckwellenausbreitung innerhalb der 

numerischen Simulation eine Beschreibung nach Euler gewählt. 

Für die lokale Wirkung des Sprengstoffes auf eine Betonstruktur ist die 

Kenntnis über das Materialverhalten von Beton unter hochdynamischer 

Belastung zwingend erforderlich. Deshalb werden im Abschnitt 2.3 zu-

nächst die aus Versuchen gewonnenen Betoneigenschaften genannt 
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und anschließend die theoretischen Grundprinzipien der Kontinuumsme-

chanik für die Formulierung eines Betonstoffgesetzes beschrieben. Die 

numerische Abbildung des Materialverhaltens von Beton während einer 

Schockwelleneinleitung wird mittels der Betrachtung nach Lagrange be-

schrieben. Diese ermöglicht es, die materialabhängigen Verschiebun-

gen, Dehnungen und Spannungen des Werkstoffes zu ermitteln. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren zur numerischen Simula- 

tion von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen für ausgewählte 

Betonbauteile vorgestellt. Dabei werden sowohl aufgelegte Ladungen als 

Kontaktdetonation an einer Betonplatte und Stahlbetonstütze als auch 

Sprengstoffladungen in den Bohrungen eines Betonbalkens als Bohr-

lochsprengung oder Lockerungssprengung erfaßt. Die dabei einsetzende 

Wirkung des Sprengstoffs beruht auf zwei Gegebenheiten: Druck und 

Stoßwirkung der Detonationsfront. Die Wirkung des Drucks ist wiederum 

auf zwei Ursachen zurückzuführen. Infolge der Schwaden ist dies der 

Gasdruck und aufgrund der Detonation der Chapman-Jouguet-Druck,

siehe Heinze [1993: 29]. Im Gegensatz zum quasistatisch wirkenden 

Schwadendruck stellen der Detonationsdruck und die Detonationsfront 

eine dynamische Beanspruchung für das Material dar. 

Der durch die Sprengladung geschädigte Materialbereich läßt sich in ei-

ne Zertrümmerungs-, Riß- und Erschütterungszone unterteilen, siehe 

Roschlau [1992: 18f.]. Da die sich bildenden Schwaden eine zusätzliche 

Beanspruchung auf den schon durch den Detonationsstoß stark mit Ris-

sen durchzogenen Beton ausüben, wird das Material in der Umgebung 

der Sprengstoffladung weiter geschwächt. Somit wird durch eine Bohr-

lochsprengung ein effektiverer Bruchmechanismus als durch eine Kon-

taktladung erzielt.

Neben der Lockerungs- und der Kippsprengung wird eine weitere Me-

thode für den sprengtechnischen Abbruch vorgestellt: die speziellen Pro-

jektile EFP (engl. explosively formed projectile). Diese EFP-Einheit, dar-

gestellt in Bild 1.3, wird durch Sprengstoffe geformt, beschleunigt, trifft 

auf Bauteile und zerstört oder durchtrennt diese. Für die Praxis sind die 

EFP-Einheiten durch numerische Simulationen und Versuche an die Ge-

gebenheiten eines sprengtechnischen Abbruchs anzupassen. Dabei 



8 1 Einleitung

spielt die Modellierung der aerodynamischen EFP-Struktur und des 

Werkstoffverhaltens des 'liners' bei sehr hohen Dehnraten eine bedeu-

tende Rolle, siehe Weickert [1998: 381, 386ff.]. 

Bild 1.3:  EFP-Einheit mit einem EFP-Durchmesser von 300 mm aus Weickert

[1998]

In Bild 1.4a werden die numerisch berechneten Deformationen des Pro-

jektils vor dem Impakt und in Bild 1.4b die Wirkung des Projektils auf 

zwei Stahlbetonwände wiedergegeben. Die Perforation der zwei hinter-

einander angeordneten Wände ist deutlich zu erkennen. Die nicht darge-

stellte dritte Stahlbetonwand ist durch den Aufschlag des Projektils nur 

umgekippt. Für die Fälle, in denen eine Anwendung einer Kontakt- oder 

Bohrlochsprengung unmöglich ist, stellt die EFP-Methode eine wirksame 

Alternative dar. 

a)
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b)

Bild 1.4:  a) ZeuS Simulation eines 'backward-fold' EFP´s und  b) Perforation von 

zwei Stahlbetonwänden, aus Weickert [1998] 

Abbruchsprengungen mit einer EFP-Einheit sind durch numerische Si-

mulationen vorauszuberechnen. Dadurch lassen sich bei einem erneuten 

Einsatz eines EFP unter gleichen Bedingungen einfache Zusammen-

hänge zwischen Ursache und Wirkung aufstellen. Weickert [1998] stellt 

beispielsweise für Kontaktladungen grafische Beziehungen zwischen 

dem Sprengstoff und einer angesprengten Stahlbetonwand vor. Die Pa-

rameter der Kontaktladung sind die Mächtigkeit der Ladung und deren 

Gewicht. Die Daten der Stahlbetonwand sind der Durchmesser des 

sprengtechnisch hergestellten 'Lochs' und die Dicke der Wand. Eine ein-

fache Bemessung für sicherheitsrelevante Bauteile kann mithilfe von 

Diagrammen durchgeführt werden, siehe Schneider [1979] und Ockert

[1997 :57].

In weiteren Veröffentlichungen, z.B. Heinze [1993: 282-300], werden 

hauptsächlich die Bemessung eines sprengtechnischen Abbruchs mit 

Bohrlochladungen erörtert. Die erforderliche Sprengstoffmenge wird 
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durch empirische Formeln ermittelt. Dabei ist das Zündschema, in dem 

unter anderem die Zündfolge definiert wird, von ausschlaggebender Be-

deutung. Außerdem ist die zeitliche Streckung der Zündung beim 

sprengtechnischen Abbruch von Stahlbetonbauwerken einzuhalten. Da-

durch wird eine größere Wirkung des frei werdenden Gasdrucks und ei-

ne optimale gegenseitige Beeinflussung parallel zueinander angeordne-

ter Sprengladungen erzielt, siehe Heinze [1993: 14, 381, 198f.] und 

Roschlau [1992: 96f.].

Bei einer Sprengung im zivilen Bereich wird die Bewehrung im Gegen-

satz zum militärischen Bereich nicht zerstört, siehe Weickert [1998: Fig. 

10.29]. Somit stellt sich die Frage, welchen Einfluß die Bewehrung bei 

einer Sprengung eines Bauteils oder Bauwerkes hat? Dazu ist der Un-

terschied zwischen bewehrten und unbewehrten Strukturen zu beachten. 

Der Einfluß der Bewehrung kann in der Praxis nur von erfahrenen Fach-

leuten richtig bewertet werden, siehe Heinze [1993: 300f.]. Um während 

des Einsturzvorganges eines Stahlbetonschornsteines die geplante Fall-

bewegung zu erreichen, kann beispielsweise der Querschnitt bei der 

Sprengung dieser Konstruktion bereits vorher geschwächt werden, siehe 

Bild 1.5.

Bild 1.5:  Schornsteinsprengzone aus Hartmann, Stangenberg, Melzer & Blum

[1994]
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Bei dieser Destabilisierung werden in der gegenüberliegenden Seite des 

sogenannten Sprengmauls (Sprengkeils) Schlitze oder Öffnungen am 

Fuß des Schornsteins hergestellt. Dabei wird die Längsbewehrung 

durchtrennt. Das Bild 1.5 verdeutlicht die Situation in der Sprengzone 

des Schornsteins. Das sich bildende Kippgelenk am Sprengmaul und die 

Destabilisierung bewirken den kontrollierten sprengtechnischen Abbruch 

des Stahlbetonschornsteins. Allerdings erfordert die Destabilisierung ei-

nen bestimmten Zeitrahmen. Bis zur Sprengung ist der vorgeschädigte 

Schornstein in einem gefahrbringenden Zustand. Bei Windbeanspru-

chungen und durch das Eigengewicht des Schornsteines kann ein ver-

frühtes Zusammenstürzen erfolgen. Der Schornstein versagt aufgrund 

von Druckbruch, siehe Hartmann, Stangenberg, Melzer & Blum [1994: 8, 

50].

1.2 Zielsetzung 

In der Praxis wird der Sicherheitsnachweis für einen sprengtechnischen 

Abbruch hauptsächlich mittels Faustformeln und Erfahrungswerten er-

bracht. Dies ist für die Zukunft jedoch nicht befriedigend. Deshalb soll ein 

Verfahren zur numerischen Simulation von Betonstrukturen beim Ab-

bruch durch Sprengen auf Bauteilebene entwickelt und anhand von ein-

fachen Betonstrukturen experimentell verifiziert werden. Dieses Verfah-

ren soll mithilfe von Hydrocodes und realistischen, stoffgesetzlichen Be-

ziehungen für die verwendeten Materialien eine Grundlage für nachvoll-

ziehbare Sicherheitsnachweise bieten. Die wesentlichen Ziele der vorlie-

genden Arbeit bestehen somit in der Schaffung von Grundlagen mit ei-

nem Hydrocode, um: 

 das Materialverhalten von Betonstrukturen unter Kontaktdetonationen 

und Bohrlochsprengungen zu beschreiben und 

 die Belastung der unmittelbaren Umgebung durch die über die Luft 

übertragenen Druckstöße zu bestimmen. 



12 1 Einleitung

Für die Anwendung eines sprengtechnischen Abbruchs werden als tra-

gende Bauteilstrukturen aus dem Hochbau deshalb Verifikationsversu-

che mit einer Platten-, Balken- und Stützengeometrie ausgewählt, die 

durch Kontakt- resp. Bohrlochladungen schlagartig belastet werden.

Für die Umsetzung der durchgeführten Verifikationsversuche (Platte, 

Balken und Stütze) in eine numerische Simulation eignet sich die Metho-

de der finiten Elemente (FEM) mit der expliziten Formulierung der Erhal-

tungssätze. Das FE-Programm LS-DYNA, siehe Hallquist [1999], gibt mit 

einer Vielzahl von zur Verfügung stehenden numerischen Routinen den 

prädestinierten kontinuumsmechanischen Rahmen vor. Die durch den 

Detonationsvorgang ausgelöste Wellenausbreitung im Sprengstoff be-

wirkt eine Druckwellenfortpflanzung in der umgebenden Luft und im be-

lasteten Beton, der ein nichtlineares Materialverhalten aufweist. Diese 

Wellenausbreitung muß innerhalb der numerischen Simulation korrekt 

wiedergegeben werden.

Weiterhin ist die Interaktion zwischen Sprengstoffladung und Betonstruk-

tur zu berücksichtigen. Hierfür eignet sich innerhalb der numerischen 

Simulation die Verwendung einer Euler-Lagrange-Kopplung und die An-

wendung der unterschiedlichen Betrachtungsweisen zur Beschreibung

des jeweiligen Materialverhaltens von Sprengstoff, Luft und Beton. Dabei 

werden den Euler-Elementen die Materialeigenschaften des Sprengstof-

fes und der Luft zugeordnet, während die Materialeigenschaften des Be-

tons mithilfe der Lagrange-Elemente abgebildet werden. Die Druckwel-

lenausbreitung der Materialien Sprengstoff resp. Luft wird mittels der Zu-

standsgleichung nach Jones, Wilkins und Lee (EOS-JWL) resp. der idea-

len Gasgleichung beschrieben, während das Materialverhalten des Be-

tons durch ein dynamisches mehraxiales kontinuumsmechanisches 

Schädigungsmodell, siehe Schmidt-Hurtienne [2000], abgebildet werden 

soll. Dieses ist für die Anwendung von Abbruchsprengungen zu erwei-

tern und in das FE-Programm LS-DYNA zu implementieren. 

Innerhalb der Formulierung eines Betonstoffgesetzes gewinnt der Einfluß 

der Dehnrate bei zunehmenden Belastungsgeschwindigkeiten an Bedeu-

tung. Dieser ist für die dynamische Festigkeitssteigerung des Betons un-

ter hohen Belastungsgeschwindigkeiten wie sie z.B. beim sprengtechni-
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schen Abbruch auftreten verantwortlich und wird in Stoffmodellen zu-

meist durch eine lokale Abhängigkeit von der aktuellen Dehnrate berück-

sichtigt. Eibl [1996] weist jedoch darauf hin, daß mit diesem Stoffgesetz-

typ der zusätzliche dynamische Tragwiderstand eines Bauteiles rechne-

risch nicht genau erfaßt werden kann. Die experimentellen Untersuchun-

gen von Curbach [1987] und Zheng [1996] belegen, daß die dynami-

schen Festigkeitseigenschaften des Betons durch die Entwicklung der 

Belastungsgeschwindigkeit bis zum aktuellen Zeitpunkt, d.h. durch die 

gesamte Belastungsgeschichte, beeinflußt werden. Die daraufhin entwi-

ckelten Stoffmodelle, siehe Bachmann [1993] und Schmidt-Hurtienne

[2000] berücksichtigen den Dehnrateneffekt auf makroskopischer Be-

trachtungsweise besser und führen ihn physikalisch auf den Verzöge-

rungsmechanismus und die Homogenisierung zurück. Eine Erweiterung 

dieses Ansatzes auf die bei Abbruchsprengungen herrschenden Belast- 

ungsgeschwindigkeiten ist somit für die numerische Simulation unab-

dingbar.

Daher wird in dem Kapitel zur numerischen Untersuchung zunächst auf 

die Vorgehensweise bei der Modellierung des jeweiligen Versuchsauf-

baus einschließlich der verwendeten Stoffgesetze eingegangen und an-

schließend werden die erzielten Rechenergebnisse erläutert. Anhand 

des Vergleichs der Ergebnisse zwischen den jeweiligen Verifikationsver-

suchen und den numerischen Simulationen wird die Übereinstimmung 

bezüglich der Schädigungsbereiche im Beton, der Druckmaxima mit ih-

ren jeweiligen Zeitpunkten nach der Zündung und der Druck-Zeit-

Verläufe zwischen den Sensoren im Beton resp. in der Luft mit den ent-

sprechenden Rechenelementen gezeigt. Somit können die gestellten 

Ziele auf Bauteilebene mit dem vorgeschlagenen Verfahren zur numeri-

schen Simulation von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen 

erfüllt werden.
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2 Stoffgesetzliche Grundlagen 

Innerhalb der dreidimensionalen numerischen Simulation von Beton-

strukturen beim Abbruch durch Sprengen werden stoffgesetzliche Bezie-

hungen für die zu verwendenden Materialien Sprengstoff, Luft und Beton 

benötigt, die in diesem Kapitel kurz erläutert werden. Nach der Beschrei-

bung der Schockwellentheorie für den Werkstoff Beton und der Herlei-

tung anhand einer eindimensionalen ebenen Welle, werden die theoreti-

schen Grundlagen für die Bestimmung einer Beton-Hugoniot-Kurve als 

auch die Erweiterung zu einer vollständigen Zustandsgleichung für den 

Werkstoff Beton gegeben. Im darauf folgenden Abschnitt werden 

Sprengstoffe klassifiziert, die Detonationstheorie erläutert und die Refle-

xion von Wellen an Grenzflächen z.B. am Übergang vom Sprengstoff 

zum Beton erklärt.

Es folgt ein Abschnitt zum Materialverhalten des Betons, indem zuerst 

die grundlegenden aus Experimenten gewonnenen zeitunabhängigen 

Betoneigenschaften kurz dargestellt und anschließend die theoretischen 

Grundprinzipien der Kontinuumsmechanik für die Formulierung von Be-

tonstoffgesetzen beschrieben werden. Hierbei wird von der Cauchy´- 

schen Spannungsdefinition ausgegangen, in der die inneren Kräfte auf 

die verformte Konfiguration bezogen werden. Die Beschreibungen der 

kinematischen Größen, der Spannungen, die Erhaltungssätze der Mas-

se, des Impulses und der Energie, als auch die beiden Hauptsätze der 

Thermodynamik, die Energieerhaltung und die Irreversibilität thermody-

namischer Prozesse werden als bekannt vorausgesetzt oder können in 

Lehrbüchern z.B. bei Malvern [1969] und Betten [1986] nachgelesen 

werden. In dieser Arbeit wird die Nomenklatur und die Formelsprache 

von Malvern [1969] weitestgehend verwendet.

In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels wird auf die grundle-

genden zeitabhängigen Betoneigenschaften eingegangen, die innerhalb 

der Formulierung von Betonstoffgesetzen für die numerische Simulation 

von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen benötigt werden. 
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Dies ist zum einen der Einfluß der Dehnrate auf die dynamische Festig-

keit von Beton und zum anderen das Verhalten von Beton unter hohen 

hydrostatischen Drücken. 

2.1 Schockwellentheorie und Bestimmung der Hugoniot-

Kurve für Beton 

Bei der dynamischen Belastung von Körpern entstehen Spannungswel-

len, die die kinetische und potentielle Energie durch den Körper transpor-

tieren. Nach Zukas et al. [1982: 1-27] kann eine grobe Einteilung in drei 

Bereiche erfolgen, elastische Wellen, plastische Wellen und Schockwel-

len. Für Belastungen, die Spannungen unterhalb der Fließgrenze zur 

Folge haben, verhält sich das Material elastisch, bei Metallen gilt bei-

spielsweise das Hooke´sche Gesetz. Bei einer Steigerung der Intensität 

der Belastung verhält sich das Material zunehmend plastisch; es treten 

große Deformationen, Erwärmungen und häufig Versagen durch ver-

schiedene Mechanismen auf. Bei weiterer Steigerung der Belastungsin-

tensität werden Drücke erzeugt, die die Materialfestigkeit um ein Vielfa-

ches übersteigen. Das Materialverhalten wird nun geprägt vom Wider-

stand gegen volumetrische Kompression, es verhält sich hydrodyna-

misch. Je höher die Intensität der Belastung ist, um so mehr verliert die 

Geometrie des Körpers an Einfluß und die Reaktion des Körpers ist lokal 

eng begrenzt. Von den verschiedenen Wellenarten wie Kompressions-

wellen, Scherwellen, Rayleigh- oder Lovewellen soll im folgenden nur auf 

die Kompressionswellen eingegangen werden, die für den eindimensio-

nalen Strömungszustand erläutert werden.

Die nachfolgenden Erläuterungen beziehen sich im wesentlichen auf 

Cooper [1997] und Ockert [1997], desweiteren waren die Dissertationen 

von Rötzer [1997], S. Eibl [1995] und Hiermaier [1996] hilfreich.

Die Ausbreitung von Kompressionswellen erfolgt durch eine Volumenän-

derung des Materials, ohne jedoch dabei dessen Form zu verändern. 

Beim Durchlaufen der Welle werden die einzelnen Partikel in Ausbrei-
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tungsrichtung beschleunigt. Für einen eindimensionalen Körper mit ei-

nem nichtlinearen Stoffgesetz gilt folgende Wellengleichung: 

2

2
2

2

2

x

u
c

t

u
(2.1)

mit u = Verschiebung, x = Ort und t = Zeit. Dabei beträgt die Ausbrei-

tungsgeschwindigkeit c der Kompressionswelle:

K
c Tan ,   mit

v
Tan

p
K (2.2)

wobei  die Materialdichte und der Kompressionsmodul KTan die Stei-

gung der nichtlinearen volumetrischen Spannungs-Dehnungs-Beziehung 

beschreibt. Für den linear elastischen Fall (KTan = const) ist die Wellen-

geschwindigkeit bis zum Erreichen der elastischen Grenzspannung 

(HEL) in Bild 2.1 somit eine Konstante. Oberhalb der Fließgrenze a des 

Materials ändert sich die Steigung jedoch in Abhängigkeit von der Span-

nung, die Wellengeschwindigkeit ist nun ebenfalls spannungsabhängig.

In Bild 2.1 wird die Entstehung von Schockwellen infolge einer typischen 

nichtlinearen volumetrischen Spannungs-Dehnungs-Beziehung für Fest-

körper verdeutlicht. 

Bild 2.1:  Entstehung von Schockwellen in Festkörpern infolge der nichtlinearen 

volumetrischen Spannungs-Dehnungs-Beziehung für hohe Druckspan-

nungen aus Cooper [1997] 
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Liegt die Spannung zwischen den Werten a und b, so ist die Steigung 

geringer als im elastischen Bereich, die elastisch-plastische Welle ist 

somit langsamer als die elastische. Für Spannungswerte oberhalb von b

(rein plastisches Verhalten) ist die Wellengeschwindigkeit höher als im 

elastischen Bereich und wächst mit zunehmender Spannung weiter an.

Unter der Berücksichtigung, daß eine Spannung oberhalb von b zuerst 

die unteren Spannungsbereiche durchlaufen muß, werden somit Wellen-

anteile mit unterschiedlichen Spannungen und Geschwindigkeiten er-

reicht. Es bildet sich eine vorauslaufende elastische Welle, gefolgt von 

der langsameren elastisch-plastischen Welle. Zuletzt kommen die Wel-

lenanteile mit der höchsten Spannung, die aufgrund ihrer höheren Aus-

breitungsgeschwindigkeit die vorauslaufenden Anteile einholen. Die Wel-

le wird nun zunehmend steiler, bis sie eine nahezu senkrechte Linie bil-

det und mit extrem hoher Geschwindigkeit fortschreitet. Diese so ent-

standene Welle wird nach Asay et al. [1993] Schockwelle genannt. Die 

sprunghafte Änderung vom nichtgeschockten Zustand vor der Welle zum 

geschockten Zustand nach der Welle heißt Diskontinuität. Die Dicke der 

Schockwellenfront ist gering und kann vernachlässigt werden. Innerhalb 

dieser Schockwellenfront erfährt das Material somit eine sprunghafte und 

irreversible Zustandsänderung bezüglich Dichte, Druck und Energie. In 

Bild 2.2 wird das Entstehungsprinzip einer Schockwelle bzgl. des Drucks 

nochmals veranschaulicht. 

Bild 2.2:  Entwicklung einer Schockwellenfront nach Rinehart [1975] 

Eingangs wurde bereits kurz erwähnt, daß durch die Welle die einzelnen 

Partikel auf die Partikelgeschwindigkeit up beschleunigt werden. Diese 

liegt stets unter der Ausbreitungsgeschwindigkeit c der Welle. Eine sehr 

anschauliche Erklärung hierfür liefert Cooper [1997: 170-171] mit dem  
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Bild 2.3:  Stäbchenmodell nach Cooper [1997] 
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'Stäbchenmodell' in Bild 2.3. Das obere Bild 2.3a zeigt elf Stäbchen der 

Breite w = 0,5 cm, die im Abstand von ebenfalls w = 0,5 cm nebeneinan-

der liegen. Gestartet wird, indem das erste Stäbchen mit konstanter Ge-

schwindigkeit in Richtung der anderen bewegt wird. Diese Bewegung 

wird so lange fortgeführt, siehe Bild 2.3b, bis auch das letzte Stäbchen 

berührt wird. Angenommen, die benötigte Zeit vom Beginn des Bewe-

gens bis zum Berühren des letzten Stäbchens beträgt 10 Sekunden, so 

besitzt das erste Stäbchen, das in dieser Zeit 5 cm zurücklegt, eine Ge-

schwindigkeit von 5 / 10 cm/s = 0,5 cm/s. Da alle anderen Stäbchen  

ebenfalls berührt werden, besitzen diese ebenfalls die Geschwindigkeit 

von 0,5 cm/s. Wenn nun die Stäbchen die Partikel eines Materials  

repräsentieren, so bedeutet dies, daß die Partikelgeschwindigkeit 

up = 0,5 cm/s beträgt. Das Signal, das den Beginn der Bewegung  

jedes einzelnen Stäbchens anzeigt, bewegt sich in derselben Zeit vom 

ersten bis zum letzten Stäbchen, was einer Strecke von 10 cm gleich-

kommt. Dieses Signal entspricht in unserer Analogie der Druckwellen-

front. Es bewegt sich mit einer Geschwindigkeit von 1 cm/s, also der 

doppelten Partikelgeschwindigkeit.

Bei der folgenden Herleitung der für die Beschreibung des Schockwel-

lenphänomens notwendigen Grundgleichungen wird von einem eindi-

mensionalen, ebenen Strömungszustand ausgegangen. Hierbei wird nur 

der Zustand vor der Schockwellenfront mit demjenigen hinter der 

Schockwellenfront verglichen. Der Übergang vom einen zum anderen 

Zustand wird als reine Diskontinuität betrachtet und nicht weiterverfolgt. 

Desweiteren wird davon ausgegangen, daß das Material vor der 

Schockwelle keine Anfangsgeschwindigkeit besitzt. Bild 2.4 zeigt eine 

sich von links nach rechts mit der Geschwindigkeit Us bewegende 

Schockwellenfront. Vor ihr auf der rechten Seite befindet sich das Mate-

rial im Ausgangszustand (Index ´o´), auf der linken Seite hinter der 

Schockwelle im geschockten Zustand (ohne Index). Der Zustand des 

Mediums wird durch die Normalspannung 11, die spezifische Enthalpie 

h, die Materialdichte  und die Partikelgeschwindigkeit up beschrieben.

Von einem ruhenden Bezugspunkt aus sieht der Beobachter, wie sich 

die Schockwelle von links nach rechts durch das Medium hindurch be-

wegt. Dies entspricht der Euler´schen Betrachtungsweise und ist im 
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Euler-Darstellung Lagrange-Darstellung

Bild 2.4:  eindimensionaler, ebener Strömungszustand 

linken Bild dargestellt. Wird jedoch ein sich bewegendes Bezugssystem 

zugrunde gelegt, das sich mit der Schockwelle mitbewegt, so läßt sich 

der Vorgang in einen stationären Strömungsvorgang umwandeln. Der 

auf der Welle sitzende Beobachter sieht, wie das ungestörte Medium mit 

Schockwellengeschwindigkeit auf ihn zukommt und sich hinter ihm mit 

Schockwellengeschwindigkeit verringert durch die Partikelgeschwindig-

keit des geschockten Mediums von ihm entfernt. Diese Darstellung, die 

für die mathematische Ableitung des Materialverhaltens günstiger ist, 

entspricht der Lagrange´schen Betrachtungsweise und ist im rechten 

Bild dargestellt. 

Nach den Regeln der Kontinuumsmechanik kann der Spannungstensor 

ij in einen hydrostatischen Anteil p ij und einen deviatorischen Anteil Sij

aufgespalten werden. Bei extrem hohen Drücken wird der deviatorische 

Anteil als gering im Vergleich zum hydrostatischen Druck angenommen, 

und bei Vernachlässigung von Sij wird 11  p. Mit dieser Näherung kön-

nen die drei Erhaltungsgleichungen für die Masse, den Impuls und die 

Energie folgendermaßen abgeleitet werden, siehe Cooper [1997: 180-

184] und Ockert [1997: 29]: 

Masse: sps U)uU(
0 (2.3a)

Impuls:
2

s
2

ps Up)uU(p
00

(2.3b)

11,0     h0 011       h

UsUs - up

11,0     h0 011       h

up

Us
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Energie:
2

s0
2

ps U
2

1
h)uU(

2

1
h (2.3c)

In der Thermodynamik bezeichnet die Zustandsgröße h die spezifische 

Enthalpie. Sie faßt bei der Beschreibung von gasförmigen Stoffen die 

spezifische innere Energie e und die Volumenarbeit zusammen und ist 

folgendermaßen definiert: 

Enthalpie:
p

eh (2.3d)

Durch Umformen der vier Gleichungen ergibt sich die Rankine-Hugoniot-

Gleichung, mit der die Differenz der inneren Energie entlang der Hugo-

niot-Kurve berechnet werden kann: 

)VV()pp(
2

1
ee

000
 , (2.4)

mit: V = 1  resp. V0 = 
0

1  (spez. auf die Masse bezogenes Volumen).

Mit den Gleichungen (2.3) stehen vier Gleichungen für die sechs Unbe-

kannten , h, e, p, up und Us zur Verfügung. Zur Lösung des Problems 

fehlen noch eine Rand- resp. Anfangsbedingung (upo = 0) und eine Zu-

standsgleichung (EOS, equation of state), die einen Zusammenhang 

zwischen innerer Energie, Volumen und Druck herstellt:

 e = e(p,V)  (2.5) 

Für ideale Gase lautet diese EOS:

 pV = RGT  (2.6) 

oder in anderer Schreibweise: 

p = (  – 1)  e , (2.7)

mit der universellen Gaskonstante RG, dem Isentropenkoeffizienten 

 = cp/cv und den spezifischen Wärmekapazitäten cp bei konstantem 

Druck und cV bei konstantem Volumen. Wird eine solche EOS mit der 
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Energieerhaltungsgleichung (2.3c) aus der Sprungbedingung kombiniert, 

so kann die innere Energie in der Gleichung eliminiert werden und es gilt 

die Beziehung: 

 p = p(V) , (2.8) 

die sogenannte Hugoniot-Kurve. Im allgemeinen ist diese Beziehung je-

doch nicht von vornherein bekannt und es müssen durch eine Reihe von 

Experimenten die Hugoniot-Daten für verschiedene innere Energien be-

stimmt werden. Aus der Summe dieser Daten läßt sich dann die Hugo- 

niot-Kurve auftragen, welche die Gesamtheit aller möglichen Schock-

Endzustände darstellt. Zum Vergleich ist in Bild 2.5 ebenfalls die rever-

sible Adiabate, die Isentrope, mit aufgetragen. Der Kurvenverlauf der  

Isentrope kennzeichnet Zustände mit konstanter Entropie. Für den Aus-

gangspunkt stimmen Isentrope und Hugoniot-Kurve bis zur zweiten Ab-

leitung überein, siehe Gruschka & Wecken [1971]. Steigen die Drücke 

bezogen auf den Ausgangsdruck an, so verläuft die Hugoniot-Kurve stei-

ler als die Isentrope. Dies bedeutet, daß entlang der Hugoniot-Kurve die 

Entropie zunimmt und somit die Hugoniot-Kurve ein irreversibles Materi-

alverhalten beschreibt. 

Bild 2.5:  typischer Verlauf einer Hugoniot-Kurve für Gase nach Ockert [1997]
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Der Sprung in der Schockwellenfront vom Ausgangszustand (p0,V0) zum 

Endzustand (p,V) kann durch die sogenannte Rayleigh-Gerade be-

schrieben werden, die Anfangs- und Endpunkt miteinander verbindet. 

Aus den Erhaltungsgleichungen für die Masse (2.3a) und den Impuls 

(2.3b) folgt nach Umformungen die Gleichung der Rayleigh-Geraden:

2

0

s

0

0

V

U

VV

pp
(2.9)

Die linke sowie die rechte Seite der Gleichung (2.9) entspricht bei dieser 

Formulierung gerade der (negativen) Steigung tan  der Rayleigh-

Geraden. Die Schockwellengeschwindigkeit Us ist folglich proportional 

zum Betrag von tan , es gilt:  

0

tan
Us

Ist der Endpunkt auf der Hugoniot-Kurve bekannt, so folgt direkt die 

Schockwellengeschwindigkeit.

In den meisten Fällen wird für Feststoffe, wie z.B. für Beton, jedoch die 

Schockwellengeschwindigkeit Us aus den experimentell gewonnenen 

Daten bestimmt, wie es ausführlich von Ockert [1997: 89-97] in seiner 

Arbeit beschrieben wird. Hierzu müssen die Ankunftszeiten der durch 

den Probekörper laufenden Druckwelle an der Oberfläche und an den 

Sensorpositionen ermittelt werden. Mithilfe dieser Ankunftszeiten kann 

eine Weg-Zeit-Beziehung für den Wellendurchgang bestimmt werden. 

Diese Beziehung wird durch Erstellung einer Ausgleichsfunktion unter 

Zuhilfenahme der Methode der kleinsten Fehlerquadrate in Form eines 

Polynoms dritten Grades erhalten und wird in Bild 2.6 exemplarisch für 

die von Ockert [1997] untersuchten Betonplatten wiedergegeben. 

Wird nun diese Ausgleichsfunktion bzgl. der Zeit differenziert, ergibt sich 

ein quadratischer Verlauf in Abhängigkeit von der Zeit für die Schockwel- 

lengeschwindigkeit im Versuchskörper. Für dieselben, bereits in Bild 2.6 

gezeigten Versuchsergebnisse von Ockert [1997] gibt das Bild 2.7 den 

Verlauf der Schockwellengeschwindigkeit in Abhängigkeit der zurückge- 
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Bild 2.6:  Weg-Zeit-Beziehung mit Ausgleichskurve der Versuche P1 bis P8 von 

Ockert [1997] 

Bild 2.7:  Schockwellengeschwindigkeit mit Ausgleichskurve für die Versuche P1 

bis P8 von Ockert [1997] 
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legten Distanz an, in dem die aus den Messungen errechneten mittleren 

Schockwellengeschwindigkeiten mit ins Diagramm eintragen worden 

sind. Trotz einer größeren Schwankungsbreite werden die mittleren 

Schockwellengeschwindigkeiten durch die abgeleitete Weg-Zeit-Aus- 

gleichskurve gut erfaßt. Die Schockwelle dringt mit der Detonationsge-

schwindigkeit des verwendeten Sprengstoffs in den Versuchskörper ein. 

Im weiteren Verlauf des Eindringens nimmt die Wellengeschwindigkeit 

auf ein Minimum ab, um dann wieder auf Schallgeschwindigkeit anzu-

wachsen. Dieser Verlauf wird durch die veränderten Materialparameter 

bestimmt, zu denen die Ausbreitungsgeschwindigkeit proportional ist. Bei 

geringer Belastung befindet sich das Material im elastischen Zustand, 

bei stärkerer Belastung beginnt die Zerstörung der Betonporen und der 

Kompressionsmodul nimmt ab, so daß die Wellengeschwindigkeit in die-

sem Bereich abnimmt und erst bei stärkerer Verdichtung wieder ansteigt. 

Das Material befindet sich dann in einem Zustand dichter Packung und 

der Kompressionsmodul nimmt wieder zu. Es handelt sich hier um ein 

typisches Verhalten poröser Werkstoffe. Somit konnte die Schockwel-

lengeschwindigkeit aus der Wegmessung und der Bestimmung der un-

terschiedlichen Ankunftszeiten an den einzelnen Sensoren errechnet 

werden.

Mit den gleichzeitig während des Versuches gemessenen Druck-Zeit-

Verläufen und der nun bestimmten Schockwellengeschwindigkeit an den 

Positionen der einzelnen Sensoren können für diese die Punkte der Hu-

goniot-Kurve mithilfe folgender Beziehung berechnet werden: 

2
S0

0

0 U

pp
1

V

V
(2.10)

Dies wurde von Ockert [1997] für eine Versuchsserie an mehreren Be-

tonplatten mit Probenabmessungen von etwa 1 m Kantenlänge durchge-

führt. Die dabei experimentell ermittelte Hugoniot-Kurve für Beton stellt 

die Gesamtheit aller Schock-Endzustände dar, die von einem gemein-

samen Grundzustand ausgehen. Sie ist keine Kurve, die etwa während 

eines Versuches durchlaufen wird. In Bild 2.8 wird sie im Vergleich zu 

den Ergebnissen anderer Autoren gezeigt und liegt in der vorliegenden 

Arbeit der numerischen Simulation von Betonstrukturen zugrunde. 
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Bild 2.8:  Hugoniot-Kurve für Beton nach Ockert [1997] 

Bild 2.9:  Darstellung der Zustandsgleichung im p-V-e Raum nach Ockert [1997] 
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Die aus den Versuchen abgeleitete Hugoniot-Kurve für Beton ist jedoch 

nur ein Teil der gesuchten Zustandsgleichung. Genauer betrachtet, stellt 

sie eine Linie in der kalorischen EOS-Fläche im Druck-Volumen-innere 

Energie-Raum dar, wie es in Bild 2.9 angedeutet wird. Für die Erweite-

rung der Linie Hugoniot-Kurve zu einer kalorischen EOS wird eine Be-

ziehung der Form p = F(V,e) für die Beschaffenheit dieser Fläche benö-

tigt. Nach den Erkenntnissen aus der Metallphysik und unter der Voraus-

setzung, daß sich alle Meßdaten aus Schockwellenversuchen in einem 

Bereich des Phasendiagramms befinden, wird üblicherweise die Theorie 

von Mie-Grüneisen [1926: 1-59] zur Bestimmung der kalorischen EOS 

verwendet.

Diese Theorie beruht auf der Gitter-Vibrations-Theorie, siehe Walsh et 

al. [1957], Zharkow & Kalinin [1971] und wurde für metallische Kristalle 

hergeleitet. Die Voraussetzung für die Mie-Grüneisen EOS ist, daß die 

thermische Energie eines Metallkristalls adäquat durch einen Satz von 

einfachen harmonischen Schwingern beschrieben werden kann, deren 

Frequenzen i  nur Funktionen des Volumens sind.

N3

1i
kTh

ip
N3

1i

ip
1e

h
h

2

1
e

ip
(2.11a)

mit: (V) = potentielle Energie des Kristalls 

 N = Anzahl der Atome 

 hp   = Planck´sches Wirkungsquantum 

 k = Boltzmann-Konstante 

i(V) = Eigenfrequenz des i-ten Schwingers 

 T = Temperatur 

Die Gleichung (2.11a) setzt sich aus drei prinzipiellen Anteilen zusam-

men. Der erste Term ist die volumenabhängige potentielle Energie infol-

ge der Verformung des Mediums. Der zweite Term repräsentiert die 

Grundschwingung der Atome bei Null Kelvin, während der dritte Term 

den von der Temperatur abhängigen thermischen Anteil der Energie be-

schreibt. Somit ergibt sich folgende thermodynamisch ausgedrückte 

Gleichung:
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TK eee (2.11b)

mit: eK = innere Energie entlang der Null Kelvin-Isothermen 

 eT  = thermischer Anteil der inneren Energie 

Mithilfe der Definition der Helmholtz´schen freien Energie F = e – T  S 

berechnet sich der gesuchte Druck 
TV

F
p  zu:
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oder vereinfacht thermodynamisch ausgedrückt: 

Vee
V

T,V
Vpe,Vp KK (2.12b)

Der erste Term in der eckigen Klammer aus Gleichung (2.12a) entspricht 

dem Druckanteil infolge der potentiellen Energie, während der zweite 

Term den Druckanteil aus den Grundschwingungen der Atome bei Null 

Kelvin wiedergibt. In Gleichung (2.12b) werden beide Terme durch pK

zusammengefaßt und als Druckspannung bei Null Kelvin infolge volu-

metrischer Verdichtung berücksichtigt. Der jeweilige letzte Term in den 

Gleichungen (2.12) beschreibt den Anteil des thermischen Drucks aus 

dem thermischen Anteil der inneren Energie. Dabei wird der Grüneisen-

koeffizient (V,T) mithilfe der Definition der spezifischen Wärmekapazitä-

ten
VT

e
Vc  ausgedrückt. Somit gilt für den Grüneisenkoeffizienten 

dann:

pTV T

V

V

p

c

V
)T,V( (2.13a)

oder vereinfacht für Umgebungsbedingungen angegeben: 

VT
V

K
c

V
 , (2.13b)
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mit
T

T V

p
K  und

p
V T

V
,

wobei KT den isothermen Kompressionsmodul und V den thermischen 

Volumenausdehnungskoeffizienten bezeichnen. 

Der Verlauf der spezifischen Wärmekapazität cV kann mithilfe der Debye-

Theorie [1912: 789-839] beschrieben werden. Damit entsteht ein funktio-

naler Zusammenhang zwischen der Änderung der thermischen inneren 

Energie eT und der Temperatur T zu:

   dTce VT    (2.13c) 

Somit entsteht eine vollständige Zustandsgleichung resp. konstitutive 

Beziehung, mit der sich alle thermodynamischen Potentiale und Zu-

standsgrößen beschreiben lassen. 

2.2 Sprengstoffe und Detonation  

Sprengstoffe sind chemische Verbindungen, die aus Kohlenstoff und 

Wasserstoff bestehen. An diese Verbindungen ist der Sauerstoff meist 

gebunden. Durch die Zündung des Sprengstoffs wird eine sehr schnelle 

exotherme, chemische Reaktion ausgelöst, die die im Sprengstoff ge-

speicherte Energie schlagartig freisetzt, siehe Cook [1965]. Die für diese 

Arbeit relevanten Sprengstoffe können nach der Art des Ablaufs ihrer 

chemischen Reaktion weiter unterteilt werden in detonierende und de-

flagrierende Sprengstoffe. Zur ersten Gruppe gehören die brisanten 

Sprengstoffe (high explosives), die sich durch hohe Reaktionsgeschwin-

digkeiten von 1.500 m/s bis 9.000 m/s und hohe Drücke zwischen 

50 MPa bis 40.000 MPa auszeichnen. Die vollständige Umsetzung des 

reaktionsfähigen Stoffs wird in der Regel durch einen Initialimpuls einge-

leitet und erfolgt in einem Verdichtungsstoß in einer Zone praktisch bis 

zur Endstufe. Die Reaktionsprodukte (Schwaden) strömen in Richtung 

der Reaktionszone mit einer nur etwas geringeren Geschwindigkeit als 

der Detonationsgeschwindigkeit. Zur zweiten Gruppe (low explosives) 
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gehören die Pulversprengstoffe, wie zum Beispiel Schwarzpulver. Diese 

reagieren deutlich langsamer, weisen Reaktionsgeschwindigkeiten von 

0,1 mm/s bis 300 m/s und geringere Drücke bis maximal 50 MPa auf. 

Die Umsetzung erfolgt nur unvollständig in mehreren Zonen unter Flam-

menbildung und wird meist durch eine Flamme eingeleitet. Die Umset-

zungsprodukte strömen vom Explosivstoff mit einer größeren Geschwin-

digkeit als der Verbrennungsgeschwindigkeit weg, siehe Thum [1978: 

30-33] und Heinze [1993: 22].

Die Gruppe der detonierenden Sprengstoffe kann abermals unterteilt 

werden in Primär- und Sekundärsprengstoffe. Erstgenannte detonieren 

bereits durch Zündung mit Funken, Flammen oder Stoß, z.B. Bleiazid, 

Knallquecksilber, während letztere einen Zünder resp. Detonator z.B. ei-

ne Sprengkapsel benötigen, um eine Detonation auszulösen. Beispiele 

hierfür sind das in den numerischen Simulationen für die Betonplatte 

verwendete Trinitrotoluol (TNT) sowie Nitroglycerin.

Um das Wesen einer idealen Detonation mathematisch zu beschreiben, 

müssen die thermodynamischen und kinetischen Bedingungen der che-

mischen Reaktion bestimmt werden, der hydrodynamische Zustand des 

Schockvorganges formuliert und die strömungsmechanischen Vorgänge 

in den Reaktionsschwaden hinter der Detonationsfront berücksichtigt 

werden. Es zeigte sich jedoch, daß sich der Detonationsvorgang sehr 

gut durch eine sich selbst erhaltende Schockwelle beschreiben läßt. Die 

durch die chemische Reaktion im Sprengstoff frei werdende Energie 

reicht aus, um die Schockwelle weiter voranzutreiben. Den Grundstein 

für diese klassische Detonationstheorie legten Chapman [1899: 99-104] 

und Jouguet [1906: 347-425] bereits Ende des 19. Jahrhunderts. In der 

Weiterentwicklung durch Zel´dovich [1940: 542-568], Döring [1943: 421-

436] und von Neumann [1942] zum ZDN-Modell wurde die in der klassi-

schen Detonationstheorie als unendlich dünn angenommene Reaktions-

zone durch ein Modell mit Zündverzug ersetzt, gefolgt von einer endli-

chen Reaktionszone. Die Druckspitze unmittelbar hinter dem Verdich-

tungsstoß wird 'von Neumann Spike' genannt. Der Zustand hinter der 

Reaktionszone entspricht wieder der Chapman-Jouguet-Bedingung

US – up = c2 (mit c2 als örtlicher Schallgeschwindigkeit hinter der Reak-

tionsfront). Als Maß für den Ablauf der chemischen Reaktion wird für die 
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unterschiedlichen Sprengstoffarten jeweils ein Parameter  eingeführt, 

dessen von der Sprengstoffart abhängiger Wert zwischen Null und Eins 

liegt, siehe Gleichung (2.14). 

V

e
e

VR
1Be

VR
1A)e,V(p VR

2

VR

1

21 (2.14)

Dabei sind A, B, R1, R2 und  von der jeweiligen Sprengstoffart abhängi-

ge Konstanten. Sie können Handbüchern wie z.B. dem Dobratz &  

Crawford [1985] entnommen werden. Mit dieser Zustandsgleichung kann 

sowohl der Druck des 'von Neumann Spike' als auch der des Chapman-

Jouguet-Punktes berechnet werden. 

Für dieses einfache Detonationsmodell werden folgende Annahmen ge-

troffen:

 Die Strömung ist eindimensional; dies entspricht der einaxialen An-

nahme der Schockwellentheorie. 

 Die Detonationsfront entspricht der diskontinuierlichen Sprungbe- 

dingung in der Schockwellentheorie. 

 Die Reaktionsschwaden hinter der Detonationsfront sind im chemi-

schen und thermodynamischen Gleichgewicht und die chemische 

Reaktion ist beendet. 

 Die Länge der Reaktionszone ist gleich Null. 

 Die Detonationsgeschwindigkeit ist konstant; die Detonation kann als 

stationärer Prozeß beschrieben werden. 

Mit diesen Annahmen können die Erhaltungsgleichungen für die Masse, 

den Impuls und die Energie unter Berücksichtigung der Bemerkungen 

aus Abschnitt 2.1 – Schockwellentheorie – hergeleitet werden. Als einzi-

ger Unterschied zu den Gleichungen (2.3) ist lediglich in der Energieer-

haltungsgleichung (2.3c) infolge der chemischen Reaktion die Reak- 

tionswärme qR zu berücksichtigen, so daß diese Gleichung folgende 

Form annimmt: 
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Die erweiterte Rankine-Hugoniot-Gleichung lautet somit: 

R000 q)VV()pp(
2

1
ee (2.16)

Aufgrund der während des Detonationsvorganges im Sprengstoff zusätz- 

lich frei werdenden Reaktionswärme qR folgt, daß in einem Druck-Volu- 

men-Diagramm der die Detonation beschreibende Anteil der Hugoniot-

Kurve oberhalb des Ausgangspunktes 1 (p0,V0) liegen muß. In Bild 2.10

wird dieser Zusammenhang verdeutlicht.  

Bild 2.10:  Hugoniot-Kurve für einen Verdichtungsstoß nach Germershausen [1973] 

Die bei Sprengstoffen zusätzlich zu berücksichtigende Reaktionswärme 

qR hat außerdem zur Folge, daß die Hugoniot-Kurve nun in zwei Ab-

schnitte unterteilt ist, einen Überschallanteil, der für eine Detonation 

maßgebend ist, und einen Unterschallanteil, mit dem eine Deflagration 

beschrieben wird. Wie in der Schockwellentheorie beschreibt die be-

tragsmäßige Steigung der Rayleigh-Geraden wieder das Quadrat aus 

der Detonationsgeschwindigkeit multipliziert mit der Dichte des Aus-

gangszustandes:
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Da der Anfangspunkt 1 (p0,V0) nun nicht mehr auf der Hugoniot-Kurve 

liegt, kann tan  negative Werte annehmen, die physikalisch nicht defi-

niert sind (Bereich zwischen A und B). Es stellt sich nun die Frage, wel-

cher der Punkte auf der Hugoniot-Kurve dem Endzustand entspricht. 

Hier hilft die zuvor getroffene Annahme, daß es sich um einen stationä-

ren Vorgang handelt. Es wird zunächst angenommen, daß dies genau 

derjenige Punkt ist, in dem die Rayleigh-Gerade eine Tangente im obe-

ren Teil der Hugoniot-Kurve darstellt (Punkt C). Dieser Punkt wird allge-

mein als 'oberer Chapman-Jouguet-Punkt' bezeichnet. Entsprechend 

wird der zweite mögliche Tangentenschnittpunkt im unteren Teil der Hu-

goniot-Kurve als 'unterer Chapman-Jouguet-Punkt' bezeichnet, der je-

doch für den hier betrachteten Detonationsvorgang ohne Bedeutung ist 

und nicht weiter berücksichtigt wird. Während aus dem Betrag der Stei-

gung der Rayleigh-Geraden die (konstante) Geschwindigkeit der Detona-

tionsfront folgt, beschreibt der Betrag der Steigung der Hugoniot-Kurve 

im Schnittpunkt mit der Rayleigh-Geraden die Geschwindigkeit der 

Rückseite der Welle (rarefaction wave), näheres hierzu in Cooper [1997:

255-257]. Eine vom Betrag geringere Steigung als die der Tangente ist 

nicht möglich, da dann die Hugoniot-Kurve nicht geschnitten wird. Bei 

einer vom Betrag größeren Steigung der Geraden schneidet diese die 

Kurve in zwei Punkten (Punkt 2 und Punkt 3).

Für Punkt 2 ist der Betrag der Steigung der Hugoniot-Kurve größer als 

der Betrag der Rayleigh-Geradensteigung; der rückwärtige Teil der Welle 

wäre somit schneller als die Detonationsfront, die Bedingung des statio-

nären Vorgangs also verletzt. In Punkt 3 ist der Betrag der Steigung der 

Hugoniot-Kurve dagegen kleiner als der Betrag der Rayleigh-Geraden- 

steigung, der hintere Teil der Welle somit langsamer als die Detona- 

tionsfront; die Reaktionszone würde dadurch immer länger, was eben-

falls nicht die getroffenen Annahmen erfüllt. Der einzig mögliche End-

punkt auf der Hugoniot-Kurve für eine Detonation ist folglich derjenige 

Punkt, in dem die Hugoniot-Kurve und die Rayleigh-Gerade denselben 

Betrag der Steigung besitzen; dies gilt nur für den Chapman-Jouguet-
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Punkt C. In beiden Chapman-Jouguet-Punkten C und D ist die Ge-

schwindigkeit hinter der Reaktionsfront gerade gleich der örtlichen 

Schallgeschwindigkeit c2, es gilt die Beziehung: 

2ps cuU (2.18)

Im weiteren wird auf die Bedeutung der Lasteinleitung hingewiesen. 

Hierfür sind die Grenzflächen zwischen Sprengstoff und Beton sowie 

zwischen Beton und dem Auflager zu beachten. Für die Betrachtung die-

ser Grenzflächenübergänge eignet sich besser eine Darstellung der Hu-

goniot-Kurve im p-up-Diagramm. In Bild 2.11 ist die Hugoniot-Kurve des 

ersten Materials mit HI und die Rayleigh-Gerade des ersten Materials mit 

RI gekennzeichnet. Die Rayleigh-Gerade verbindet den Ursprung mit ei-

nem Endzustand A auf der Hugoniot-Kurve HI.

Bild 2.11:  Darstellung der Hugoniot-Kurve im p-up-Diagramm

Für die Berechnung des Punktes A ist unter Voraussetzung einer vorlie-

genden Hugoniot-Kurve HI lediglich die Kenntnis der Schockwellenge-

schwindigkeit US nötig. Diese kann, wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, 

bestimmt werden und geht in folgende Gleichung ein: 
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sp00 Uupp (2.19)

Gleichung (2.19) leitet sich aus den Erhaltungsgleichungen für die Mas-

se (2.3a) und den Impuls (2.3b) her. Hierbei wird das Produkt US als 

Schockwellenimpedanz bezeichnet. 

Trifft nun eine Schockwelle auf die Grenzfläche zum Medium II, so wird 

in Abhängigkeit von der Schockwellenimpedanz ein Teil reflektiert und 

ein anderer Teil wandert in das Medium II hinein. Für den Sonderfall, 

daß die Ausbreitungsrichtung der Welle senkrecht auf der Grenzfläche 

steht, kann der gemeinsame Zustandspunkt an dieser grafisch ermittelt 

werden. Es gilt aus Stetigkeitsgründen: up,2I = up,2II und p2I = p2II. Zu-

nächst muß die Hugoniot-Kurve HI in Bild 2.11 an einer Parallelen zur  

p-Achse durch den Punkt A gespiegelt werden; es ergibt sich die Kurve 

H'I. Der Schnittpunkt B der Hugoniot-Kurve HII oder der Rayleigh-

Geraden RII mit der Hugoniot-Kurve H'I ist dann der gesuchte Zu- 

standspunkt. Der anlaufende Druck wird mit p1 und der reflektierte Druck 

mit p2 bezeichnet. Somit genügt für die Ermittlung der Hugoniot-Kurve 

des Mediums II bei Schockwellenversuchen die Kenntnis des Ausgangs-

punktes A im Medium I und die Bestimmung der Schockwellenge-

schwindigkeit im Medium II. 

Für das Medium II können zwei Grenzfälle unterschieden werden. Der 

eine Grenzfall ist eine starre Wand, bei der die Schockwellenimpedanz 

gegen unendlich und die Partikelgeschwindigkeit up,2II gegen Null strebt. 

Dieser Grenzfall kann durch zwei gegeneinander laufende Wellen reali-

siert werden. Im anderen Grenzfall strebt die Schockwellenimpedanz 

gegen Null. Dieser Grenzfall liegt vor, wenn das Medium II ein Vakuum 

ist. Dann wird die größtmögliche Partikelgeschwindigkeit ufs an der 'freien 

Oberfläche' erreicht. Für den Fall, daß die Isentrope in Bild 2.5 mit der 

Hugoniot-Kurve gleichgesetzt werden kann, ergibt sich ufs durch eine 

Spiegelung an einer Parallelen zur p-Achse durch den Punkt A zu: 

1pfs u2u (2.20)

Somit kann die Partikelgeschwindigkeit up auch aus der Messung der 

freien Oberflächengeschwindigkeit ufs näherungsweise bestimmt werden. 
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2.3 Materialverhalten von Beton 

Das Verhalten eines Werkstoffes wird meistens aufgrund von Experi-

menten beschrieben. Dabei wird nicht versucht, auf der Basis von Ato-

men die physikalischen und chemischen Eigenschaften im Rahmen der 

Theorie der Fluide oder der Festkörperphysik zu erfassen, siehe Betten

[1986: 70]. Von den drei nächst größeren Modellebenen, der Mikro-, Me-

so- und Makroebene, siehe Eibl et al. [1976: 1f.] und Hofstetter et al.

[1995: 2f.], wird als Betrachtungsweise häufig die praxisbezogene Mak-

roebene verwendet. Das Materialverhalten der Werkstoffe wird in dieser 

Ebene somit phänomenologisch als homogenes Kontinuum beschrieben. 

Gleichzeitig begrenzt sich dadurch der Modellierungsaufwand in der nu-

merischen Simulation für Werkstoffe mit komplexem Materialverhalten. 

Beton ist solch ein heterogener Werkstoff, der auch auf die Beobachtun-

gen des Werkstoffverhaltens in der Mesoebene angewiesen ist. Neben 

der Bewehrung und dem Verbundverhalten ist der Beton, als Bestandteil 

des 'Baustoffes' Stahlbeton, die dritte, wenn nicht sogar die einfluß-

reichste Komponente von Stahlbeton.

Während der Werkstoff Stahl resp. dessen Materialeigenschaften expe-

rimentell als verifiziert gelten, sind das Verbundverhalten und das Mate-

rialverhalten von Beton immer noch Gegenstand heutiger Forschung. Ein 

Überblick über die drei Komponenten, deren Zusammenwirken sowie die 

numerische Umsetzung wird unter anderem in Eibl & Ivanyi [1976], Chen

[1982], Chen & Han [1988] und Hofstetter & Mang [1995] gegeben. Das 

dynamische Materialverhalten von Beton ist noch weit weniger bekannt 

als das quasistatische Verhalten. In Müller & Keintzel & Charlier [1983]

wird unter anderem auf die Charakteristik von Beton infolge stoßartiger 

Beanspruchungen eingegangen. Jedoch werden in der letzten Zeit die 

Untersuchungen auf diesem Gebiet besonders forciert.

Im Gegensatz z.B. zur Cosserat-Theorie [1909], in der auch der Einfluß 

der benachbarten Umgebung auf die Kinematik und dadurch auf den 

Spannungstensor des betrachteten Kontinuums berücksichtigt wird, wird 

in der Kontinuumsmechanik nur das einzelne, unabhängige Kontinuum 

betrachtet und nur dessen 'lokale Wirkung' zur Beschreibung des Span-
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nungszustandes hinzugezogen, siehe Willam [1989: 326]. Das mechani-

sche Verhalten eines solchen homogenen Kontinuums resp. eines dar-

aus repräsentativen Kontinuums mit ausreichend großen Abmessungen 

läßt sich phänomenologisch aus vier Anteilen beschreiben: Die drei zeit- 

unabhängigen elastischen, plastischen und schädigenden Charakteristi-

ka und das zeitabhängige viskose Verhalten. 

Im folgenden Abschnitt werden die oben genannten vier Anteile des Ma-

terialverhaltens von Beton nach dem derzeitigen Stand der Erkenntnis 

zusammengefaßt. Dabei wird für den zeitunabhängigen Anteil auf die 

lokale Kontinuumsmechanik resp. die Elastizitäts- und Plastizitätstheorie 

sowie die Kontinuumsschädigungsmechanik eingegangen. Für den zeit- 

abhängigen Anteil wird das Vorgehen zur Berücksichtigung des soge-

nannten Dehnrateneffekts auf der Makroebene durch empirische Model-

le, die Viskoplastizität sowie die dynamische Schädigungsrelaxation auf-

gezeigt, siehe Schmidt-Hurtienne [2000: 75-82].

Zunächst ist es aber erforderlich, die notwendigen Versuche und die sich 

daraus ergebenen wesentlichen Erkenntnisse zusammenzufassen. Da-

bei wird zum größten Teil auf die am Institut für Massivbau und Baustoff-

technologie an der Universität Karlsruhe durchgeführten Versuche und 

Publikationen Bezug genommen, siehe z.B. Eibl [1996: 33] und Eibl

[2001: 43f.]. Das Verhalten von Beton unter sehr hohen hydrostatischen 

Drücken bis etwa 20.000 MPa kann derzeit nur durch dynamische Ver-

suche studiert werden. Die Versuchseinrichtungen für quasistatische 

Versuche scheitern an der notwendigen Größe, um einen repräsentati-

ven Betonkörper sehr hohen hydrostatischen Drücken aussetzen zu 

können. Experimentelle Ansätze, die das Verhalten von Beton bei hohen 

hydrostatischen Drücken beschreiben, werden in den Dissertationen von 

Ockert [1997] und Herrmann [2002] dargelegt wie auch durch die in Ka-

pitel 3 beschriebenen experimentellen Untersuchungen aufgezeigt. 

2.3.1 Grundlegende zeitunabhängige Eigenschaften von Beton  

Der Werkstoff Beton, der aus den Einzelbestandteilen Zuschlag, Zement 

und Wasser besteht, ist ein heterogenes, anisotropes Material. Ferner 
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bewirkt der Herstellungsprozeß mit der Zeit defekte Bereiche mit Poren 

neben Mikro- oder Verbundrissen, siehe Eibl et al. [1976: 1, 5], die die 

Betonmatrix genauso wie den Zuschlag unregelmäßig durchsetzen. Das 

sich daraus ergebende Materialverhalten ist für die Praxis durch ein ma-

thematisches Modell numerisch umzusetzen und anhand von Versuchen 

zu überprüfen. 

Versuchsergebnisse unter quasistatischer Beanspruchung  

Der größte Umfang an Stahlbetonbauwerken ist für Beanspruchungen 

dimensioniert worden, die eine Zeitabhängigkeit gegenüber der Einwir-

kung und des Materialverhaltens nicht berücksichtigen gemäß der An-

nahmen für quasistatische einaxiale Versuche. Dies ist darin begründet, 

daß die meisten Lasten nicht als außergewöhnliche Lasten einzustufen 

sind. Die Besonderheiten dieser kurzzeitigen Einwirkungen, wie z.B. die 

Festigkeitssteigerung bei Schockwellenbeanspruchung, bleibt somit au-

ßer Betracht. Die Bemessung von Stahlbetonbauwerken des gewöhnli-

chen Hochbaus wird daher auf konstitutive Beziehungen zurückgeführt, 

die durch quasistatische, einaxiale und mehraxiale Versuche gewonnen 

wurden. Für die Dimensionierungen des Abbruchs von Stahlbetonbau-

werken durch Sprengen ist neben diesen zeitunabhängigen konstitutiven 

Beziehungen noch ein zusätzlicher zeitabhängiger Anteil zu berücksich-

tigen. Zunächst werden jedoch die wesentlichen Versuchserkenntnisse 

für zeitunabhängige konstitutive Beziehungen dargestellt. 

  Einaxiale Versuche

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung von Beton ist für monotone Zug- 

und Druckbelastung nichtlinear, wobei durchaus ein Bereich mit linearem 

Verlauf und fast gleichen Elastizitätsmoduln bei geringen Belastungen 

für beide Beanspruchungsrichtungen vorhanden ist. Mit dem Überschrei-

ten von mehr als 30 % der Druckfestigkeit f´c  resp. mehr als 60 % der 

Zugfestigkeit f´t  beginnt das Mikrorißwachstum im Versuchskörper, sie-

he Chen [1982: 20-26] u. Bild 2.12a. Vom 'schwächsten Glied der Kette', 

den Verbundrissen des Normalbetons, siehe Eibl et al. [1976: 8], wird 

das nichtlineare Materialverhalten eingeleitet. Indem sich die Länge und 

die Anzahl der Mikrorisse vergrößert, wird der Verbund zwischen Zu-

schlag und Zement weiter geschwächt. Verbinden sich die Mikrorisse zu 
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Bild 2.12:  a) Spannungs-Dehnungs-Beziehung und b) Spannungs-volumetrische 

Dehnungs-Beziehung von Beton nach Dragon & Mroz [1979] 

Makrorissen nach einer Rißarretierung, das nach Zielinski [1982: 19ff.] 

und van Mier [1986: 59f.] als unstetiges Rißwachstum bezeichnet wird, 

so wird der gesamte Körper von diesen durchzogen. Ab dem Zeitpunkt 

an dem fast nur noch der Zuschlag die Betonmatrix ausfüllt und somit die 

Last aufnimmt, Punkt A in Bild 2.12b, wird die daraus verstärkte Auf- 

lockerung der Matrix in der ebenfalls linearen und nachfolgend nichtline-

aren Spannungs-Volumenänderungs-Beziehung bei der Druckprobe 

bemerkbar. Diese inelastische Volumenvergrößerung oder Dilatanz tritt 

nach der Volumenabnahme und dem Erreichen eines minimalen Pro-

benvolumens bei der sogenannten kritischen Spannung nach Brandt-

zaeg [1927] bei mehr als 0.75 f´c  auf, siehe Eibl et al. [1976: 2, 28]. Ab 

diesem Zeitpunkt wird durch die nun entstehenden Makrorisse die lokale 

Zerstörung des Versuchskörpers schnell eingeleitet. Dieser Bereich wird 

als instabile Rißfortpflanzungsphase bezeichnet, in der ein Kräftegleich-

gewicht nicht mehr möglich ist, siehe Eibl et al. [1976: 25ff.]. In Chen

[1982: 25] wird als angemessener Beginn der instabilen Phase 75 % der 

Zugfestigkeit für den Zugversuch angegeben, siehe Bild 2.13.

Nach dem Erreichen der Zug- resp. Druckfestigkeit in Bild 2.12a, mit ei-

nem Verhältnis von f´c ~ 10 f´t , wird mit zunehmender Dehnung eine Ent-

festigung beobachtet. Kann der Versuchskörper auch nach dem Peak 

noch Belastung aufnehmen, so ist dies beim Zugversuch auf den sich 
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Bild 2.13:  qualitativer Ablauf der Zerstörungsvorgänge nach Glücklich [1965] 

erst in dieser Phase bildenden Makroriß zurückzuführen. Ferner bewir-

ken die inelastischen Verformungen, d.h. hauptsächlich bei der Druck-

probe die innere Reibung zwischen den Rißufern der Makrorisse, einen 

allmählichen Bruch beim Druckversuch, hingegen beim Zugversuch ei-

nen eher spröden Bruch, siehe Hofstetter et al. [1995: 7f., 38ff.]. Die cha-

rakteristischen Entfestigungsbereiche sind demnach das Resultat einer 

Homogenisierung von lokalen Trenn- und Schervorgängen, die bei drei-

axialer Beanspruchung nur schwer zu trennen und zu identifizieren sind. 

Der abfallende Ast stellt somit keine 'echte Materialgröße' dar, siehe Wil-

lam [1989: 325].

Bild 2.14:  bruchmechanische Rißmodi, siehe Hofstetter & Mang [1995] 
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In Bild 2.14 sind die drei Rißmodi der klassischen Bruchmechanik abge-

bildet. Ausgehend von einer zunächst kontinuierlichen Verteilung von 

fast ausschließlich Mode I –Zugrissen in einem diskreten Band von  

Zugrissen, der sogenannten Prozeßzone nach der Bruchmechanik, sie-

he Zielinski [1982: 22f.], wird sich die Zugprobe durch einen Makroriß 

senkrecht zur Beanspruchungsrichtung in zwei Teile trennen, wobei an-

dere Bereiche der Probe sogar entlastetet werden, siehe Rißentwicklung 

in Bild 2.15a.

Die einaxiale Druckprobe wird durch Mode I –Zugrisse und ebene Mo-

de II –Schubrisse ebenfalls lokal versagen, siehe Eibl et al. [1976: 8f.]. 

Nach van Mier [1986: 24, 45-52] entsteht schon bei einaxialen Druckver-

suchen ein Band mit ebenen Mode II –Schubrissen, siehe die Rißbilder 

einer Druckprobe in Bild 2.12. In den in Bild 2.15b für verschiedene 

Spannungs-Dehnungs-Verhältnisse angegebenen Rißbildern wird die 

Entstehung der Makrorisse anhand eines einaxialen Prismendruckversu-

ches nach van Mier nochmals verdeutlicht. Die nichtlinearen Verformun-

gen am Beginn der Belastungsphase stammen bereits aus den Mi-

kroschädigungen, die im 'Betonkontinuum' diffus verteilt sind. Beim 

Erreichen der Maximalbelastung akkumulieren sich diese Schädigungen 

vornehmlich senkrecht zur maximalen Zugdehnungsrichtung. Die daraus 

entstehenden Makrorisse unterteilen das 'Betonkontinuum' in einzelne 

Strukturen. Beim einaxialen Druckversuch sind dies kleine 'Betonsäulen'. 

Die Maximallast und das Nachbruchverhalten sind maßgeblich von der 

Stabilität dieser 'Säulen' abhängig. Im Bereich der Entfestigung ergeben 

sich somit für verschiedene Prismenlängen unterschiedliche 'nominelle' 

Dehnungen, siehe dunkle Linien in Bild 2.15b. Dies resultiert aus der Lo-

kalisierung des Versagens auf einen charakteristischen Bereich.

Werden die Prismenspannungen nicht auf die 'nominellen' Dehnungen 

bezogen sondern auf die Verformungen, so können nach van Mier [1986] 

Spannungs-Verformungs-Beziehungen angegeben werden, die sich auch 

im Entfestigungsbereich decken, siehe helle Linien in Bild 2.15b. Dies 

führt zu der Annahme, daß erst ein gewisses Maß an Bruchenergie frei-

gesetzt werden muß, bis sich der lokalisierte Druckversagensbereich 

komplett entfestigt hat.
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a)

b)

Bild 2.15:  a) Spannungs-Verformungs-Beziehung im uniaxialen Zugversuch und 

linearisierte Approximation als Span.-Dehn.-Beziehung, siehe Akker-

mann [2000];  b) uniaxialer Prismendruckversuch nach van Mier [1986]
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Die ermittelten Spannungs-Dehnungs-Linien in Bild 2.16 sind die Einhül-

lenden bei entsprechenden zyklischen Beanspruchungen. Dabei wird für 

beide Beanspruchungsrichtungen eine verstärkte Reduzierung der Stei-

figkeit nach dem Peak beobachtet. Neben der irreversiblen Verformung 

und der daraus entstehenden ungleichförmigen Hysterese ist die Ab-

nahme der Steifigkeit eine Besonderheit beim Werkstoff Beton, die bei 

elastisch-plastischen Werkstoffen, z.B. bei Stahl, nicht vorhanden ist, 

siehe Chen et al. [1988: 383f.] und Hofststter et al. [1995: 110f.]. Die un-

gleichförmigen Hysteresen und die Steifigkeitsreduktion sind auf zwei 

Änderungen der Mikrostruktur zurückzuführen: 

 Zum einen auf die plastische Deformation infolge der Verschiebung 

der Rißufer;

 zum anderen sowohl auf das plastische Verhalten des Zuschlags als 

auch auf das Rißwachstum, das die Bindungen in der Betonmatrix 

zwischen Zuschlag und Zement sukzessive zerstört, siehe Ortiz [1985: 

68ff.].

Bild 2.16:  einaxialer zyklischer a) Zugversuch von Reinhardt et al. [1984] und  

b) Druckversuch von Sinha et al. [1964] 

Das Bild 2.16 verdeutlicht die Reduzierung der Steifigkeit bei zyklischen 

a) Zug- und b) Druckversuchen und zeigt bei beiden Versuchen eine  

elasto-plastische Kopplung, d.h. variable Steifigkeitsänderung bei Ent- 

und Wiederbelastung sowie Belastungsumkehr infolge innerer Reibung 

resp. deren von der Beanspruchung abhängigen Wirkungsrichtung, sie-

he Ortiz [1985: 68], Mazars & Pijaudier-Cabot [1989: 346], Willam [1989: 

325, 327], Carrol et al. [1994: 2840] und Schmidt-Hurtienne [2000: 105]. 
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Ferner ist die Formänderung der Hysterese zu erkennen. Die irreversib-

len Deformationen sind bei beiden zyklischen Versuchen auf ähnliche 

Ursachen zurückzuführen. Im Gegensatz zu einer fast ausschließlich 

durch Mode I –Zugrisse geschädigten Zugprobe, siehe Curbach [1987: 

51ff.], können sich die Risse nach einer Entlastung einer geschädigten 

Druckprobe nicht mehr vollständig schließen. Der Grund dafür ist die  

oben genannte Bildung unterschiedlicher Rißmoduln, die aufgrund der 

Anisotropie des Werkstoffes Beton entstehen.

Die Berücksichtigung des Materialverhaltens in einen Zug- und Druckbe-

reich innerhalb eines einzigen einaxialen Stoffgesetzes für Beton ist in 

vielen Normen erlaubt. Jedoch wird meistens die Zugfestigkeit in der 

Praxis nicht explizit verwendet. Implizit wird die Zugfestigkeit dennoch 

berücksichtigt. Als Beispiel sei an die Verbundspannung resp. die ge-

normten Verankerungslängen in einem Stahlbetonbauteil erinnert, siehe 

Schlüter [1987: 63f.] und Teil I von Leonhardt [1973: 47ff.].

Um das Verhalten von Beton bei mehraxialer Beanspruchung angemes-

sen beschreiben zu können, ist eine einfache Spannungs-Dehnungs-

Beziehung für eine einzige Richtung im dreidimensionalen Raum nicht 

ausreichend. Vielmehr muß auch der Einfluß in den zwei anderen Bean-

spruchungsrichtungen durch eine Hyperfläche im Spannungsraum be-

rücksichtigt werden.

  Zwei- und dreiaxiale Versuche

Wird die Druckprobe vollständig hydrostatisch belastet, resultiert daraus 

im Vergleich zur einaxialen Druckfestigkeit eine Steigerung der dreiaxia-

len Druckfestigkeit. Gleiches gilt für biaxiale Versuche. Ferner werden 

die Dehnungen bei dreiaxialen Versuchen größer als bei der einaxialen 

Druckprobe. Die Festigkeits- und Dehnungszunahme ist wie bei den  

oben genannten einaxialen Druckversuchen auf ebene Mode II –Schub- 

risse sowie zusätzlich auf antimetrische Mode III –Schubrisse und dem 

Verhindern von Mode I –Zugrissen zurückzuführen.

Bei sehr hohen hydrostatischen Drücken ist nach Eibl et al. [1976: 121f.] 

neben einer zusätzlichen Festigkeitssteigerung auch eine Zunahme der 
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Steifigkeit, d.h. des Kompressionsmoduls, vorhanden. Die Zunahme des 

Kompressionsmoduls ist auf das verbleibende Kornhaufenwerk nach der 

Zerstörung der Betonmatrix zurückzuführen, siehe Ockert [1997: 13ff.]. 

Das Kornhaufenwerk wird so lange kompaktiert, bis die Poren der Be-

tonmatrix zusammenfallen, so daß sich der Zuschlag direkt berührt. Da-

nach kann die Belastung bei Normalbeton effektiv nur noch vom steife-

ren Zuschlag als Granulat übertragen werden bis dieser verformt und 

auch zerstört wird. Die Zerstörung des Zuschlags kann aber bei quasi-

statischen Versuchen nicht beobachtet werden.

a) b) 

Bild 2.17:  a) Materialverhalten von Beton unter hydrostatischem Druck nach Chen

[1982];  b) Bruchformen nach Guo et al. [1990]

In Bild 2.17a ist das Materialverhalten unter hohem hydrostatischem 

Druck und in Bild 2.17b sind die Bruchformen nach Guo et al. [1990] 

wiedergegeben. Mit dem Auftragen der hydrostatischen Spannung über 

der Volumendehnung, d.h. in der Oktaederebene, wird neben der Fest- 

igkeitssteigerung ein nichtlinearer Verlauf deutlich, siehe Chen [1982: 

39f.] und Hofstetter et al. [1995: 17]. Bei stetiger Zunahme des Drucks 

wird die Dilatanz nicht mehr erreicht, statt dessen eine weitere Volumen-

abnahme. Die Kompaktierung muß beim Abbruch von Betonbauwerken 

durch Sprengen resp. im allgemeinen bei hochdynamischen Beanspru-

chungen berücksichtigt werden. Wird der Spannungzustand variiert, so 
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daß der Körper immer noch von allen drei Richtungen zusammenge-

drückt wird, resultiert daraus nach Guo et al. [1990] ein Zermalmungs-

bruch; ein tatsächliches Versagen der Struktur. Sehr viele Makrorisse 

verlaufen unregelmäßig durch die Probe und weisen für diesen Fall auf 

einen isotropen Charakter des Werkstoffes Beton hin.

Die aufgezählten Ergebnisse aus den einaxialen Versuchen sind auch 

auf die mehraxialen Versuche übertragbar. So wird bei einer gewählten 

Lastgeschichte, die eine Ent-, Wiederbelastung sowie Belastungsumkehr 

beinhaltet, eine Einhüllende ermittelt. Für die zweiaxialen Versuche ist 

dies eine Grenzkurve in einer Hauptebene des Spannungsraumes. Für 

den dreiaxialen Versuch ergibt sich eine Hyperfläche im Spannungs-

raum; die Versagensfläche von Beton. Hierbei kann bei zyklischer Bean-

spruchung in einer Spannungs-Dehnungs-Beziehung für die drei Haupt-

richtungen eine geringere Abnahme der Steifigkeit als bei einem einaxia-

len Versuch beobachtet werden, siehe Willam [1989: 327]. Das Bild 

2.18a zeigt als Versagensbedingungen beide Einhüllenden, wobei als 

weitere Grenzbedingungen nach Eibl et al. [1976: 99] in Bild 2.18b die 

Änderung der Versagensfläche bzgl. der sogenannten Zug- t und 

Druckmeridiane c zusätzlich hervorgehoben wird. In Bild 2.18a und b 

wird ersichtlich, daß die Unterschiede von Druck- und Zugmeridian mit 

zunehmendem hydrostatischem Druck aufgehoben werden, d. h. die Me-

ridiane annähernd parallel zur Äquisektrix verlaufen, und die Versagens-

fläche in der Deviatorebene in eine kreisförmige Form übergeht. Ferner 

a) b) 

Bild 2.18:  a) prinzipielle Versagensfläche von Beton aus Ockert [1997];  

b) Änderung der Versagensfläche in der Deviatorebene, s. Chen [1994]
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wird nach Launay & Gachon [1971] mit zunehmendem hydrostatischem 

Druck der Festigkeitsanstieg durch eine sogenannte Kappe begrenzt,

siehe auch Chen [1982: 41f.], auf die in Abschnitt 2.5.1 – Kappen-Modell – 

näher eingegangen wird.

Der Einfluß der Temperatur, das oben genannte Schließen der Risse 

sowie die sogenannten rotierenden Risse, siehe Willam [1989: 326f.], 

bestimmen ebenfalls das Materialverhalten von Beton. Eibl, S. [1995: 

54f.] berichtet von einer Festigkeitsabnahme bei einaxialen Versuchen 

mit einer Temperaturzunahme bis ca. 700°C. Van Mier [1986: 53ff.] be-

richtet über dreiaxiale Versuche (Rotations-Experimente) bei denen der 

Probekörper einer wechselnden Beanspruchungsrichtung (um 90° ver-

ändert) und Beanspruchungsgröße ausgesetzt wird. Nur die Auswirkun-

gen einer wechselnden Beanspruchungsrichtung anhand der Rotations-

Experimente von van Mier werden hier kurz zusammengefaßt.  

Bild 2.19:  Rotationsexperimente nach van Mier [1986]

In Bild 2.19 sind die zwei Versuchskörper vor und nach der Rotation, de-

ren Beanspruchungsrichtung und -größe als auch deren Spannungs-

Verschiebungs-Beziehungen gegenübergestellt. In Abhängigkeit der Be-

anspruchung vor der Rotation ( 1 – u1 -Beziehung) kann die gleiche 

Druckfestigkeit nach der Rotation ( 3 - u3 -Beziehung) des Probekörpers 

in einer anderen Richtung bestimmt werden. Ein Schließen der Mode II  
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–Schubrisse führt, in Abhängigkeit der Beanspruchungsrichtung und  

-größe vor der Rotation, zur gleichen Druckfestigkeit in einer anderen 

Beanspruchungsrichtung nach der Rotation der Probe (Fall I nach van

Mier [1986]). Im Gegensatz dazu kann bei einer anderen Beanspru-

chungsgröße nach dem Schließen der gekreuzten Mode II –Schubrisse 

nicht die gleiche Druckfestigkeit erreicht werden (Fall II nach van Mier

[1986]). Dies ist auf die Anisotropie des Werkstoffes Beton resp. auf die 

schon geschädigte Struktur vor der Rotation zurückzuführen.

2.3.2 Elastizitäts-, Plastizitätstheorie und Kontinuumsschädigungs-

mechanik

Das Materialverhalten von Beton ist nach Abschnitt 2.3.1 überwiegend 

nichtlinear und weist eine Abhängigkeit von der Belastungsgeschichte 

auf. Trotz dieser speziellen Materialeigenschaften von Beton wird auf die 

Elastizitätstheorie kurz eingegangen, da mit deren konsequenten Formu-

lierungen der notwendige Einstieg gegeben wird, um die im Abschnitt 

6.3.3 vorgestellte Formulierung eines kombinierten Schädigungs-

Plastizitätsmodells zur Beschreibung des Materialverhaltens von Beton 

unter dynamischer Belastung zu verstehen.

Die mit der Kinematik eines Kontinuums zusammenhängenden Glei-

chungen für die Spannungen resp. Dehnungen und den daraus ableitba-

ren Invarianten können beispielsweise in Backhaus [1983] oder Betten

[1986] vertieft werden und werden in der vorliegenden Arbeit als bekannt 

vorausgesetzt.

  Elastisches Materialverhalten

Die Proportionalität von aufgebrachter Kraft zur beobachteten Deforma-

tion charakterisiert einen elastischen Körper bei konstanter Temperatur. 

Ferner sind dadurch der Belastungs- und Entlastungspfad deckungs-

gleich. Das Materialverhalten des Körpers kann im Rahmen der Elastizi-

tätstheorie für einen gering beanspruchten Versuchskörper unter Zug- 

oder Druckbeanspruchung durch ein 'Betonkontinuum' zutreffend erfaßt 
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werden, da die Versuchsergebnisse in diesem Bereich ein linear elasti-

sches Verhalten nach Hooke nachweisen, siehe Chen [1982: 20, 25, 76]. 

Ausgehend von einer verformten Lage des Kontinuums, der Momentan-

konfiguration, und unter Vernachlässigung der Lastgeschichte besteht 

bei Cauchy-elastischen Materialverhalten eines Werkstoffes folgender 

funktioneller Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und dem Deh-

nungstensor:

f (2.21)

Ein Nachteil eines Cauchy-elastischen Materialgesetzes besteht in ei-

nem möglichen Energiegewinn bei bestimmten zyklischen Belastungs-

pfaden. Dadurch wird der erste Hauptsatz der Thermodynamik verletzt, 

das Prinzip der Energieerhaltung, siehe z.B. Chen [1982: 128f.]. Die 

Verwendung eines thermodynamischen Potentials, wie z.B. der freien 

Energie nach Helmholtz ( ij) als spezifische Verzerrungsenergie w( ij),

kann dieses Dilemma beheben, siehe Hansen & Schreyer [1992: 54f.] 

und Betten [1986: 73f.]. Es gilt dann:

:w (2.22)

Mit der Dichte , den Annahmen von kleinen Verzerrungen und eines 

quadratischen, elastischen Potentials ergibt sich für die Verzerrungs- 

energie folgende Vereinfachung: 

:E: 02

1
:w (2.23)

Aus der Gleichung zur Energieerhaltung für isotherme Prozesse

tt
(2.24)

folgt mit der Definition aus Gleichung (2.22)

w
(2.25)

für die Momentankonfiguration eines Green-elastischen oder hyper- 

elastischen Materials der Spannungszustand im bekannten Format der 

Elastizitätstheorie:

:E0 (2.26)
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Da die Hauptachsen von Spannungs- und Dehnungstensor zusammen-

fallen, d.h., daß beide Tensoren symmetrisch sind ( ij = ji und ij = ji ),

führt dies auch auf Symmetrien im ersten und im zweiten Indexpaar (ij) 

und (kl) des Elastizitätstensors vierter Stufe Eijkl. Es verbleiben von den 

zunächst 81 noch 36 experimentell zu bestimmende Koeffizienten des 

Elastizitätstensors übrig, d.h. es gilt Eijkl = Ejikl und Eijkl = Eij lk. Eine weite-

re Verringerung auf 21 unbekannte Koeffizienten ist durch die Verwen-

dung des thermodynamischen Potentials resp. der Verzerrungsenergie 

w( ij) als homogene quadratische Funktion der Dehnungen nach Glei-

chung (2.23) gegeben. Der Elastizitätstensor erfüllt dann die Eigenschaf-

ten

klijijlkjiklijkl EEEE (2.27)

aufgrund der Symmetrie zwischen dem ersten und zweiten Indexpaar (ij) 

und (kl) für ein allgemeines anisotropes Kontinuum. Gibt es keine Ände-

rungen der Materialeigenschaften bzgl. einer Drehung des Koordinaten-

systems, handelt es sich um einen isotropen Werkstoff mit unendlich vie-

len Symmetrieebenen, der sich durch die zwei voneinander unabhängi-

gen elastischen Lamé-Konstanten und µ beschreiben läßt.

12

E
µ,

211

E 00 (2.28)

In Gleichung (2.28) werden die Lamé-Konstanten durch die gebräuchli-

cheren elastischen Konstanten des Elastizitätsmoduls E0 und der Pois-

son-Zahl ausgedrückt. Der isotrope Elastizitätstensor

I11E 2µ0 (2.29)

wird mit den Einheitstensoren zweiter 1 und vierter Stufe I gebildet und 

gibt die Steigung der Materialfestigkeit an. Daneben wird durch

µ
3

2
K (2.30)

der Kompressionsmodul definiert, der für Beton einen charakteristischen 

Wert bei hohen hydrostatischen Drücken aufweist, siehe Abschnitt 2.3.1 

– Zwei- und dreiaxiale Versuche –. 
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Die hypoelastischen Materialien sind durch eine inkrementelle Formulie-

rung gekennzeichnet. Es gilt dann: 

,F (2.31)

Mit den von der Zeit abhängigen Spannungsraten kann jeder nichtlineare 

Verlauf unter Berücksichtigung der Lastgeschichte bei elastischen sowie 

plastischen Materialien verfolgt werden. Dies gilt auch unter Einbezie-

hung der Elastizitätstheorie bei großen Verzerrungen, Verschiebungen 

und Rotationen in die als nächstes beschriebenen Materialtheorien der 

Plastizität und Kontinuumsschädigungsmechanik. Ein Nachteil eines hy-

poelastischen Stoffgesetzes ist erneut eine mögliche Verletzung des er- 

sten Hauptsatzes der Thermodynamik, siehe Chen [1982: 128f.], die  

aber bei Verwendung der oben genannten Potentiale in einer Ratenfor-

mulierung behoben werden kann, wie es im folgenden innerhalb der 

Plastizitätstheorie gezeigt wird. 

  Plastisches Materialverhalten

Die irreversiblen Deformationen bei der Entlastung eines Versuchskör-

pers deuten auf ein plastisches Materialverhalten hin. Die klassische 

Plastizitätstheorie wurde zunächst für metallische Werkstoffe entwickelt 

und später in variierter Form auch auf andere Werkstoffe, wie z.B. auf 

Beton übertragen. Dabei wurden zunächst noch kleine Verschiebungen, 

Rotationen und Verzerrungen angenommen.

Im Rahmen der Thermodynamik kann für den Spannungsraum eine 

phänomenologisch spannungsgestützte Beschreibung der Plastizitäts-

theorie unter anderem bei Yazdani & Schreyer [1990] und Hansen et al.

[1992] nachgelesen werden, wobei in diesen Veröffentlichungen eben-

falls auf die Kontinuumsschädigungsmechanik eingegangen wird. Im 

Gegensatz dazu wird in der vorliegenden Arbeit für den Dehnungsraum 

bei isothermen Bedingungen die dehnungsgestütze Formulierung in in-

krementeller Form zur Beschreibung des inelastischen Materialverhal-

tens von Beton wiedergegeben, siehe Chen et al. [1988: 387-392], in der 

die Dehnungen als unabhängige Variable definiert werden. Die Entwick-

lung der plastischen Spannungen wird mithilfe der Fließregel bestimmt, 

während die Konsistenzbedingung dafür sorgt, daß der Dehnungszu-

stand nicht außerhalb der Fließfläche liegt. 



52 2 Stoffgesetzliche Grundlagen

Diese äquivalente Formulierung im Dehnungsraum, siehe Carol et al.

[1994: 2839f.], birgt für eine Implementierung in einen expliziten Pro-

grammcode einige Vorteile. Die Belastungsfläche expandiert sowohl im 

Verfestigungsbereich als auch im Entfestigungsbereich. Somit ist eine 

Belastung von einer Entlastung eindeutig zu unterscheiden, da die elast- 

ische Entlastung immer in die Belastungsfläche hinein zeigt, siehe  

Bild 2.21a. Bei der spannungsgestützten Formulierung zeigt die Span-

nungsrate sowohl im Entlastungsfall als auch im Entfestigungsfall in die 

Belastungsfläche hinein, wodurch das Be- und Entlastungskriterium nicht 

eindeutig durch die Spannungsrate bestimmt ist. 

Zur Beschreibung von dissipativen Vorgängen in Werkstoffen wir häufig 

das in Coleman & Gurtin [1967] und Lubliner [1972] ausführlich be-

schriebene Konzept der internen Zustandsgrößen verwendet. Danach 

wird das Materialverhalten thermodynamisch durch eine Anzahl von 

phänomenologisch gewählten Zustandsgrößen q bestimmt, die sowohl 

skalaren, vektoriellen als auch tensoriellen Charakter haben können. Zu-

standsgrößen sind Variablen, die das mechanische Verhalten des Werk-

stoffes mathematisch beschreiben, wie z.B. der Verfestigungsparameter, 

die Schädigungsvariablen und die plastischen Dehnungen. Die mechani-

schen Zustandsgrößen werden durch lokale Evolutionsgleichungen defi-

niert, die ihrerseits die thermodynamischen Gesetzmäßigkeiten nicht ver-

letzen dürfen. 

Die Teilung des aktuellen Dehnungs- und Spannungstensors

pepe , (2.32)

in den elastischen und den plastischen Anteil führt auf eine analoge Auf-

spaltung der aktuellen Spannungsraten in Abhängigkeit der Tensoren 

der totalen und plastischen Dehnraten und p  und des Elastizitätsten-

sors E0. Es gilt nach Bild 2.20:

:E:E
tp0pe (2.33)

Um den nächsten Spannungszustand zu bestimmen ist der tangentielle 

Steifigkeitstensor Et zu berechnen. Dazu ist zunächst die Fließregel zu 

definieren. Aufgrund des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik resp. 
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Bild 2.20:  schematisches Format der Plastizitätstheorie unter Berücksichtigung 

der Postulate von Il´yushin nach Chen et al. [1988] 

dem daraus folgenden Prinzip der maximalen plastischen Dissipations-

leistung ergibt sich über die Methode der Lagrange´schen Multiplikatoren 

die Fließregel

ppp m  , m
p

p

Q
(2.34)

im Dehnungsraum mit der Bedingung Fp = Qp, siehe Hansen et al. [1992: 

58ff.]. Hierbei regelt der Lagrange-Multiplikator 0p  die aktuelle Größe 

des Tensors zweiter Stufe m p. Der Tensor gibt die Richtung der plasti-

schen Spannungsrate p  zum aktuellen plastischen Potential q,Qp
 vor. 

Eine plastische Spannungsänderung ist nur dann möglich, wenn der 

Dehnungszustand im Dehnungsraum die folgende Fließbedingung er-

füllt:

0,Fp q (2.35)

Die Fließbedingung ist eine Grenzbedingung mit der für den Werkstoff 

Beton die aktuelle Belastungsfläche Fp im Dehnungsraum definiert wird. 

Im Gegensatz zum Werkstoff Stahl kann die nullte Belastungsfläche 

beim Werkstoff Beton aufgrund der Heterogenität nicht exakt vorgege-

d e

d
d p

d e

d p

d

de

E0 E0

p
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ben werden, siehe Bild 2.21b. Dies hat Konsequenzen auf die weiteren 

Belastungsflächen, die wiederum von der Versagensfläche abhängen, 

siehe Chen et al. [1988: 381f.].

Die Fließbedingung (2.35) fordert, daß der aktuelle Dehnungszustand 

auf der aktuellen Belastungsfläche liegt. Für den elastischen Zustand gilt 

Fp < 0. Zustände mit Fp > 0 zeichnen die Viskoplastizität aus, sind aber 

unter der Bedingung der Zeitunabhängigkeit nicht möglich und werden 

ausführlich von Ortiz [1985: 77], Hoffstetter & Mang [1995: 80f.], Harbord

& Alex [1997: 157] und Schmidt-Hurtienne [2000: 79] beschrieben. 

Für den Werkstoff Beton gilt in der Fließregel (2.34) die Annahme 

Fp  Qp , die anhand von Versuchsergebnissen für Werkstoffe mit innerer 

Reibung und folgender inelastischer Dilatanz nachgewiesen werden 

kann, siehe Ortiz [1985: 71], Chen et al. [1988: 374], Willam [1989: 327f.] 

und Hofstetter et al. [1995: 102f.]. Die Fließregel wird dann als nicht as-

soziiert bezeichnet, da der Tensor mp nur senkrecht auf der Fläche des 

plastischen Potentials Qp steht. Bild 2.21b verdeutlicht diesen Zusam-

menhang durch die Darstellung verschiedener nicht assoziierter Be-

lastungsflächen infolge von Verfestigung.

Wird zusätzlich das plastische Potential der Fließbedingung zugeordnet, 

so ist auch mp senkrecht zu Fp. Dieser Fall ist aber nur dann gültig, 

 wenn der Dehnungszustand sich der Versagensfläche nähert. Dies wird 

in Bild 2.21c durch die Richtung der plastischen Formänderungsinkre-

mente für den Bereich kleiner hydrostatischer Drücke wiedergegeben. 

Dann erst tritt die inelastische Volumenzunahme auf. Ansonsten wird 

das Kontinuum kompaktiert, wie im Abschnitt 2.3.1 unter – Einaxiale 

Versuche – beschrieben. Häufig wird jedoch vereinfachend eine asso-

zierte Fließregel Qp = Fp verwendet, da diese auf einen symmetrischen 

tangentiellen Steifigkeitstensor führt und sich dadurch der numerische 

Aufwand in den Berechnungen verringert, siehe Chen et al. [1988: 270.] 

und Carol et al. [1994: 2839]. Auf weitere Besonderheiten in Bezug auf 

die Normalität der Spannungsrate wird auf Chen et al. [1988: 381f.] ver-

wiesen.
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Dehnungsraum
Entfestigung
Verfestigung
Entlastung

- 3

- 1

- 2

1
=

2

3
=

F[ ] = 0

F[

 a) b) 

 c) 

Bild 2.21:  a) Belastungskriterium im Dehnungsraum nach Schmidt-Hurtienne

[2000];  b) Grenzbedingungen nach Han & Chen [1986];  c) dreiaxialer 

Spannungspfad und Richtung der plastischen Formänderungsinkre-

mente nach Willam [1989]

Die notwendige Konsistenzbedingung pF  sichert, daß der nächste Deh-

nungszustand erneut auf der nächsten Belastungsfläche liegt. Es gilt 

somit:

0,F,Fd,dF ppp qqqq (2.36)
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Das Einhalten der Fließbedingung ist gleichbedeutend mit einer Lage- 

und Formänderung sowie einer Vergrößerung der vorangegangenen Be-

lastungsfläche bei Verfestigung und Entfestigung im Dehnungsraum. 

Das Bild 2.21a verdeutlicht die Grenzbedingungen bei assoziierter Fließ-

regel im Hauptdehnungsraum und das Bild 2.21b bei nicht assoziierter 

Fließregel in der Oktaederebene. Weiterhin werden die in Abschnitt 2.5.1 

erläuterten Kappen in Bild 2.21b durch helle Linien hervorgehoben. Aus 

der linearisierten Konsistenzbedingung, der differentiellen Änderung der 

Fließbedingung, die nur durch den ersten Term einer Taylor-Reihe ap-

proximiert wird, folgt das totale Differential, siehe Zienkiewicz [1984: 423] 

und Carol et al. [1994: 2839]:

0H,F pppp :nq  , (2.37)

mit: p
p

p

p

p
p

p
p

FF
H,

F
m:

q

q
n .

Der Tensor zweiter Stufe np steht als Gradient senkrecht auf der Fließ-

fläche Fp und das noch unbestimmte Skalar Hp sichert als positiver Ver-

festigungsparameter die Konsistenzbedingung. Aus dem totalen Diffe-

rential (2.37) kann der plastische Multiplikator in Abhängigkeit von der 

Dehnrate angegeben werden: 

:np
p

p H

1
(2.38)

Durch aufeinanderfolgendes Einsetzen in die Fließregel (2.34) und in die 

Ratenbeziehung (2.33) ergibt sich aus der dehnungsgestützten Formu-

lierung der tangentielle Steifigkeitstensor im Dehnungsraum 

pp
p

0t H

1
nmEE  , (2.39)

mit dem jeder Spannungszustand bei bekanntem Parameter Hp charak-

terisiert werden kann.  
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Mit der Wahl der Evolutionsgleichung für die Raten der internen Variab-

len, z.B. für ein nichtassoziiertes Verfestigungsgesetz, siehe Suanno

[1995: 50ff.], 

q
Cq

p
pp

Q
(2.40)

werden die Belastungsflächen des Werkstoffes Beton, d.h. die Lage, die 

Gestalt und die Größe, während der plastischen Deformation modifiziert. 

Dabei stellt Cp den plastischen Stofftensor dar. Wird beispielsweise das 

Integral der Euklidnorm des plastischen Verzerrungstensors, siehe Chen

[1994: 684f.] und Schmidt-Hurtienne [2000: 116f.], für das Maß aller bis 

zum aktuellen Zeitpunkt entstandenen dreiaxialen plastischen Dehnun-

gen ausgewählt, lautet die Evolutionsgleichung folgendermaßen:

pp
p

q
m:m (2.41)

Die in dieser Arbeit gewählte Formulierung der Evolutionsgleichung mit 

einem einzigen Skalar q als interne Variable kann nur die isotrope Ver-

festigung erfassen, d.h. die Größe der Belastungsfläche variieren. Um 

für ein Kontinuum nun die Verfestigung zu bestimmen, d.h. letztlich den 

Verfestigungsparameter Hp, muß ein Zusammenhang zwischen den aus 

einaxialen Versuchen gewonnenen Ergebnissen und dem dreiaxialen 

Dehnungszustand im Kontinuum über eine z.B. äquivalente Dehnung p

im Raum definiert werden. Dabei können die Spannungs-Dehnungs-

Beziehungen aus den Versuchen durch empirische Formeln q ( p) aus-

gedrückt werden.

Die hier zusammengefaßte dehnungsgestützte Formulierung erfüllt das 

Postulat von Il´yushin, siehe Hofstetter et al. [1995: 94]. Daraus ergeben 

sich die assoziierte Fließregel und die Konvexität der Hyperflächen im 

Dehnungsraum, entsprechend der Postulate nach Drucker im Span-

nungsraum. Angemerkt sei, daß die Postulate von Drucker restriktiver 

als der zweite Hauptsatz der Thermodynamik sind, der nur fordert, daß 

die innere Entropieproduktionsrate, bestehend aus der inneren Entropie-

änderung und der äußeren Entropiezufuhr, nicht negativ werden darf, 

siehe Chen [1988: 164]. Ferner führen die Postulate durch den zweiten 
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Hauptsatz resp. dem Prinzip der maximalen plastischen Dissipations- 

leistung auch auf die Bedingungen von Kuhn-Tucker, siehe Suanno

[1995: 50ff.], welche die Entlastung von der Wiederbelastung unter-

scheiden, siehe Carol et al. [1994: 2838].

0F00F pppp (2.42)

Die Belastungsflächen werden an einer aus Versuchen beobachteten 

und numerisch umgesetzten Versagensfläche geeicht. Dabei werden die 

Grenzbedingungen oft in der Oktaeder- und Deviatorebene definiert. Es 

werden häufig als Versagensmodelle drei bis fünf parametrige verwen-

det, z.B. Willam-Warnke, Hsieh-Ting-Chen, Ottosen und Guo-Wang, sie-

he Chen [1982] und Zhuo [1995]. In der aufgezählten Reihenfolge der 

Versagensflächen stuft Zhuo [1995: 91f.] das fünf Parameter Modell 

nach Willam-Warnke geringer ein als die drei übrigen Modelle, wobei die 

Anpassungsgenauigkeit nicht an Versuchsdaten sondern anhand geo-

metrischer Eigenschaften in der Oktaeder- und Deviatorebene bewertet 

wurde. Die oben genannten Modelle zur Beschreibung der Versagens-

fläche von Beton können ebenfalls in der Kontinuumsschädigungsme-

chanik benutzt werden, wie es z.B. Ortiz [1985], Mazars et al. [1989: 

439ff.] und Yazdani et al. [1990] zeigen. Auch Versagensmodelle von 

metallischen Werkstoffen werden in bestimmten Fällen verwendet. 

Mit der Wahl der Versagensfläche, der Art der Fließregel und einer Evo-

lutionsgleichung für die internen Variablen kann das inelastische Mate- 

rialverhalten von Beton genügend genau abgebildet werden. Die Vorteile 

der dehnungsgestützten Formulierung sind neben der Anwendung im 

Verfestigungs- und im Entfestigungsbereich bei expandierender Belast- 

ungsfläche der verringerte numerische Aufwand hinsichtlich der numeri-

schen Implementierung aber auch die Anwendung bei quasistatischen 

und hochdynamischen Beanspruchungen, siehe Schmidt-Hurtienne

[2000: 50f.]. Ferner kann eine Kopplung an die Kontinuumsschädi-

gungsmechanik erfolgen, die eine Weiterentwicklung des Modells von 

Dougill (engl. progressive fracture model) im Dehnungsraum ist, siehe 

Han & Chen [1986: 940].
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  Kontinuumsschädigungsmechanik

Die Kontinuumsschädigungsmechanik befaßt sich mit dem Einfluß der 

äußeren Bedingungen auf die Art der Mikroschädigung eines Konti-

nuums und dem sich damit ändernden Materialverhalten bei weiterer 

Schädigung, siehe Hult [1987: 1]. Das charakteristische Verhalten nach 

der Entlastung des Kontinuums ist bei der alleinigen sukzessiven Schä-

digung (ohne Plastizität) der spannungs- und dehnungslose Zustand, 

den Dougill in sein Modell einführt, siehe Han et al. [1986: 940]. Im 

Rahmen der Thermodynamik wird eine phänomenologisch spannungs-

gestützte Formulierung der Kontinuumsschädigungsmechanik z.B. von 

Lemaitre [1996], Yazdani & Schreyer [1990] und Hansen et al. [1992] 

eingehend beschrieben. Ein Vergleich mit den Formulierungen im Span-

nungsraum nach Carol et al. [1994] ist erneut gegeben. In der vorliegen-

den Arbeit wird die numerisch vorteilhaftere dehnungsgestützte Formu-

lierung wiedergegeben mit den Grundgleichungen für Kontinuumsschä-

digungsstoffgesetze im Dehnungsraum, siehe Han et al. [1986: 940ff.].

Wie in der Plastizitätstheorie werden die inneren Variablen in einem 

Tensor q zusammengefaßt, um die Größe und Form der Defekte eines 

Kontinuums durch die Schädigung phänomenologisch zu erfassen. Die 

Defekte können in drei Klassen resp. Modelle getrennt werden: Schädi-

gungstensor nullter, zweiter oder vierter Stufe. Der Vorteil einer Formu-

lierung der Schädigung mit einem Skalar ist neben der Rechenschnellig-

keit vor allem die Einfachheit bei der Implementierung innerhalb einer 

Materialroutine eines Finite-Element-Codes, siehe Suanno [1995: 63]. 

Der Vorteil höherwertiger Tensoren in der Formulierung der Schädigung 

ist das zusätzliche Abbilden der Anisotropie des Wekstoffes Beton, z.B. 

für den Zugbereich. 

Bevor die Formulierung der Kontinuumsschädigungsmechanik im Deh-

nungsraum wiedergegeben wird, ist auf die zur Formulierung im Deh-

nungsraum zugehörigen Konzepte der Hypothese der äquivalenten 

Spannungen eff  und der Hypothese der äquivalenten Dehnungen eff

näher einzugehen. In Bild 2.22 definiert Kachanov, siehe Hult [1987], für 

ein beliebiges repräsentativ geschädigtes Volumen das variable Skalar 

D, die Schädigungsvariable,
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1
A

A
D0 d (2.43)

in einer bestimmten Ebene des Volumens. Bei einem Grenzwert von 

Null, der durch das Verhältnis der Gesamtheit aller beschädigten Flä-

chen Ad der Mikrodefekte zur ungeschädigten Fläche A bestimmt wird, 

ist keine eigentliche Schädigung vorhanden, ansonsten tritt beim Grenz-

wert von Eins das Versagen dieser Ebene ein.

Bild 2.22:  Schädigungsdefinition nach Kachanov [1958] 

Der Einfluß der Schädigung auf die Spannungen wird durch die effekti-

ven Spannungen eff  erfaßt. Gleichzeitig wird durch diese Transforma- 

tion die Voraussetzung für eine konsistente Kopplung mit den Formulie-

rungen aus der Plastizitätstheorie erreicht, siehe Hansen et al. [1992: 56] 

und Alex [2000]. So gilt für eine skalare Schädigungsdarstellung das ge-

läufige (1–D)-Format, wenn nach der Schädigung des elastischen Konti-

nuums immer noch Isotropie angenommen wird: 

D1

1
eff (2.44)
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D
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Da die Schädigungsvariable D für eine bestimmte Ebene definiert wird, 

zeigt sich der Nachteil bei einem Kontinuum mit Anisotropie. Zur Be-

schreibung eines allgemein anisotropen Materialverhaltens wird der 

Schädigungsoperator D , ein Tensor vierter Stufe, benötigt, der einen 

Ausdruck für die verbleibende Kontinuität des Kontinuums angibt. Es gilt 

dann:

:1
eff (2.45)

Die Hypothese der äquivalenten Dehnungen besagt, siehe Bild 2.23,

daß die zu den effektiven Spannungen zugehörigen effektiven Dehnun-

gen eff  eines ungeschädigten Kontinuums mit den Dehnungen eines 

realen, geschädigten Werkstoffes übereinstimmen. Somit gilt: 

eff (2.46)

Bild 2.23:  Äquivalenzprinzip der Schädigungsmechanik, siehe Schmidt-Hurtienne

[2000]

Für den isotropen Fall bestimmt sich die verbleibende Kontinuität zu 

ID1 . Somit ergibt sich für das geschädigte Kontinuum das D1 -

Format für einen Spannungszustand mit dem Sekantensteifigkeitstensor

E(D). Es gilt dann: 

:E:DE 0D1 (2.47)

Um den Nachteil von unsymmetrischen Sekantensteifigkeitstensoren im 

anisotropen Fall bei der Berechnung auszuschließen, kann auch die 

Reales, geschädigtes Material Ungeschädigtes, effektives Kontinuum

eff
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Hypothese der Energieäquivalenz verwendet werden, siehe Carol & Riz-

zi & Willam [1998], nach der die gespeicherte Energie in effektiven 

Spannungen resp. Dehnungen der elastischen Energie des geschädig-

ten Kontinuums entsprechen muß. Diese Hypothese führt zu Symme- 

trieeigenschaften im geschädigten Sekantensteifigkeitstensor und im un-

geschädigten Elastizitätstensor.

Bild 2.24:  Stoffgesetzformat der Schädigungsmechanik, siehe Schmidt-Hurtienne

[2000]

Im Gegensatz zur Plastizitätstheorie wird in der Kontinuumsschädi-

gungsmechanik die Nichtlinearität des Materialverhaltens ausschließlich 

auf die abnehmende Materialfestigkeit zurückgeführt. Damit ist, wie in 

Bild 2.24 dargestellt, eine eindeutige Sekanten-Beziehung

:DE (2.48)

zwischen den aktuellen Spannungen und Dehnungen gegeben. Der 

Kern der Schädigungstheorie ist somit die Entwicklung des Sekan-

tensteifigkeitstensors DE . Als Vereinfachung wird bei einer Entlastung 

angenommen, daß sowohl das Schließen der Mikrorisse als auch die in-

nere Reibung keinen Einfluß auf das Steifigkeitsverhalten des Werkstof-

fes ausüben.

E(D)

d e

d
d d

d e

d d

d

de = 

ddd
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Somit ergibt sich nach Bild 2.24 die Spannungs-Dehnraten-Beziehung zu 

de :E:E (2.49)

oder als Spannungsrelaxationsrate durch Differenzieren von Gleichung 

(2.48) nach der Zeit zu: 

:E:E (2.50)

Die Dehnrate läßt sich in einen elastischen Anteil, der die Spannungs-

rate mit der momentanen Sekantensteifigkeit bestimmt, und in einen ent-

festigenden Teil additiv zerlegen: 

de (2.51)

Die entfestigende Dehnrate d  ist ein Maß für die Abnahme der Sekan-

tensteifigkeit infolge der Schädigung. Sie bestimmt die schädigungsbe-

dingte Spannungsrelaxation zu: 

dd :E (2.52a)

Wird nun Gleichung (2.52a) in Gleichung (2.49) eingesetzt, so ergibt sich 

unter Beachtung von Gleichung (2.50) ebenfalls für die schädigungsbe-

dingte Spannungsrelaxation: 

:Ed  (2.52b)

In den obigen Formulierungen (2.52) ist zwar die Berechnung der Span-

nungsrelaxation durch zwei Gleichungen möglich, jedoch kann aus der 

oberen Gleichung nicht auf die Änderung des Sekantensteifigkeitsten-

sors in der unteren Gleichung geschlossen werden, siehe Carol et al.

[1994: 2842]. Um den aktuellen Sekanten- E(D) resp. Tangentensteifig-

keitstensor Et = Et (E(D)) zu berechnen, ist zunächst das identische Vor-

gehen aus der Plastizitätstheorie anzuwenden. Bei der Anwendung einer 

nichtassoziierten Fließregel im Dehnungsraum

ddd m  , m d
d

Q
(2.53)

wird durch die Konsistenzbedingung

0:,F dddd nq  , (2.54)

mit: d
d

d

d

d
d

d
d

FF
H,

F
m:

q

q
n
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gesichert, daß die schädigende Spannungsrate d  auf der nächsten Be-

lastungsfläche q,Fd
 liegt. Mit der Bestimmung des schädigenden La-

grange-Multiplikators

:nd
d

d H

1
(2.55)

ergibt sich aus der dehnungsgestützten Formulierung der tangentielle 

Steifigkeitstensor Et im Dehnungsraum mit dem noch unbekannten Pa-

rameter Hd  sowie dem variablen Sekantensteifigkeitstensor E zu:

dd
d

t H

1
nmEE (2.56)

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen (2.57) unterscheiden erneut die Ent- 

lastung und Wiederbelastung und werden aus dem Prinzip der maxima-

len Schädigungsdissipation bestimmt.

0F00F dddd (2.57)

In Analogie zur Plastizitätstheorie definiert die Schädigungstheorie auf 

der Basis von Dehnungen eine Assoziiertheit der Fließregel, wenn die 

Normale auf der Schädigungsfläche gleich der Richtung der Relaxa- 

tionsspannung ist, d.h. wenn gilt: nd md. Diese Assoziiertheit wird nach 

Carol et al. [1994] als Assoziiertheit im Spannungsraum bezeichnet.

Die Änderung des Steifigkeitstensors fordert einen variablen Sekan-

tensteifigkeitstensor für die sukzessive Schädigung des Materials. Wie 

schon in den Formulierungen (2.52) angemerkt und in Bild 2.24 verdeut-

licht, kann nach der Berechnung der aktuellen Schädigungsrelaxation 

keine Beziehung zu einem eindeutigen Sekantensteifigkeitstensor zuge-

ordnet werden. Deshalb ist eine zusätzliche Evolutionsgleichung im Stei-

figkeitsraum für den Sekantensteifigkeitstensor zu definieren. Somit wird 

der Steifigkeitstensor eine interne Variable, siehe Ortiz [1985: 76ff.], die 

durch eine generalisierte Fließregel im Steifigkeitsraum 

ME d  (2.58)

ermittelt wird. Mit demselben schädigenden Multiplikator aus Gleichung 

(2.55) gibt der Tensor M vierter Stufe die Richtung der Steifigkeitsab-
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nahme an. Die Beziehung zwischen der Fließregel im Steifigkeitsraum 

(2.58) und der Fließregel im Spannungsraum (2.53) nach Carol et al.

[1994] läßt sich aus den Formulierungen (2.52) ermitteln. Somit gilt für 

die Richtung der Relaxationsspannungsrate:

:Mmd (2.59)

Eingesetzt in Gleichung (2.56) verändert sich somit der Tangentenstei-

figkeitstensor im Steifigkeitsraum zu:  

d
d

0t H

1
n:MEE (2.60)

In Analogie zur Plastizitätstheorie ist die generalisierte Fließregel (2.58) 

anhand von Experimenten zu verifizieren. Jedoch sind die experimentel-

len Untersuchungen noch nicht in der Lage, die notwendigen Angaben 

für eine dreiaxiale Schädigungsentwicklung zu liefern. Somit kann die 

Evolution der elastischen Entfestigung nur phänomenologisch angenä-

hert werden. Daher wird ein Schädigungstensor D eingeführt, der sowohl 

ein Skalar, ein Vektor oder ein Tensor zweiter oder vierter Stufe sein 

kann. Der Steifigkeitstensor E resp. dessen Rate kann dann als Funktion 

der Anfangssteifigkeit E0 und der Schädigung D definiert werden. Somit 

gilt:

D
D

E
EDEEE 0 ,, (2.61)

Mit der Definition einer Schädigungsregel für D  im Schädigungsraum MD

Dd MD  (2.62)

folgt aus den Gleichungen (2.58) und (2.61) eine Beziehung zwischen 

dem Entfestigungsgesetz im Steifigkeitsraum M und dem Entfestigungs-

gesetz im Schädigungsraum MD:

DM
D

E
M (2.63)

Für die Normale der Schädigungsfläche nd im Spannungsraum nach Ca-

rol et al. [1994] gelten die mathematischen Beziehungen der Gleich- 
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ungen (2.59) und (2.63) sinngemäß. Eingesetzt in Gleichung (2.60) führt 

dies auf den Tangentensteifigkeitstensor im Schädigungsraum MD

:N
D

E
:M

D

E
EE DD

d
0t H

1
(2.64)

mit ND als Normale im Schädigungsraum, die jedoch nur von theoreti-

scher Bedeutung ist, da bei der praktischen Umsetzung der Schädi- 

gungstheorie gewöhnlich die Normale nd im Spannungsraum nach Carol

et al. [1994] verwendet wird.

Dem theoretisch interessierten Leser werden die ausführlich beschriebe-

nen Herleitungen von Carol et al. [1994] und Schmidt-Hurtienne [2000] 

nahegelegt.

Mit der Wahl einer Schädigungsfläche, z.B. nach Hsieh-Ting-Chen

[1982] und einer an Experimenten geeichten Schädigungsregel kann die 

Steifigkeitsabnahme von Beton genügend genau abgebildet werden.

2.3.3 Kombiniertes Schädigungs-Plastizitätsmodell

Aufgrund des beschriebenen Materialverhaltens von Beton ist eine 

Kopplung der Theorien der Kontinuumsschädigungsmechanik mit der 

Plastizitätstheorie eine Möglichkeit, ein Stoffgesetz für Beton darzustel-

len, die unter anderem Bazant & Kim [1979] mit einer Hyperfläche im 

Spannungsraum und einer weiteren im Dehnungsraum verfolgen, siehe 

Han et al. [1986: 942]. Dabei ergeben sich zwei Varianten. Yazdani et al.

[1990: 1439f.] stellen die Frage, ob die Theorien der Plastizität und der 

Schädigung mit einer einzigen internen Variablen gekoppelt werden 

können oder besser durch zwei unabhängige interne Variablen ausge-

drückt werden sollten.

Ein Beispiel eines gekoppelten Schädigungs-Plastizitätsmodells wird von 

Simo et al. [1987: 828] angegeben. Die Fließregel für die plastische 

Spannungsrate hängt dann von der Schädigung resp. dem geschädigten 

Tangentensteifigkeitstensor ab. Da aber nach Yazdani et al. [1990] noch 
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keine physikalischen oder experimentellen Befunde diesen Weg verifizie-

ren, ist eine Entkopplung der derzeitige Weg, um ein kombiniertes Schä-

digungs-Plastizitätsmodell zu verwirklichen.

Die Teilung des Dehnungstensors aus der Plastizitätstheorie in einen  

elastischen und plastischen Anteil gilt erneut nur bei kleinen Verschie-

bungen, Rotationen und Verzerrungen.

pe (2.65)

Bild 2.25:  Schädigungs-Plastizitäts-Stoffgesetzformat, siehe Schmidt-Hurtienne 

[2000]

Ferner stehen die Raten für ein in Bild 2.25 schematisch dargestelltes 

kombiniertes Schädigungs-Plastizitätsmodell, das eine nichtlineare 

Spannungs-Dehnungs-Beziehung mit Entfestigung und inelastischen 

Verformungen widerspiegelt, folgendermaßen in Beziehung: 

pdpdee :E:E:E:E (2.66)

oder:

pde (2.67)
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Aus dem Bild 2.25 und den Beziehungen (2.66) ist zu entnehmen, daß 

zum einen (im linken Teil der Gleichungen (2.66)) die elastische Span-

nungsrate e dem Spannungszuwachs entspricht, den die Dehnrate 

bei konstant bleibender Steifigkeit E erzeugen würde, und zum anderen 

(im rechten Teil der Gleichungen (2.66)) die Schädigungs- d als auch 

die plastische Spannungsrate p eine Relaxation infolge zunehmender 

Schädigung resp. wachsender plastischer Verzerrungen anzeigen. 

Auf das weitere Vorgehen zur Herleitung und Implementierung eines 

kombinierten Schädigungs-Plastizitätsmodells für die Beschreibung des 

Materialverhaltens von Beton wird auf die oben genannten Veröffentli-

chungen resp. Abschnitt 6.3.3 verwiesen, in dem das verwendete Werk-

stoffmodell für die in dieser Arbeit vorgestellten Untersuchungen bei 

hochdynamischer Beanspruchung erläutert wird. 

2.4 Einfluß der Dehnrate auf die Betoneigenschaften  

Für den außergewöhnlichen Lastfall Explosion ist der Einfluß der Dehn-

rate auf die Festigkeitssteigerung des Betons von ausschlaggebender 

Bedeutung. Ohne Zweifel beinhaltet eine adäquate Dimensionierung un-

ter Berücksichtigung des Dehnrateneffekts auf Makroebene neben der 

Sicherheit auch die wirtschaftlichen Aspekte bei einer z.B. neu zu bau-

enden Industrieanlage oder einer Sprengung eines Bauwerkes. Die Be-

sonderheit des Dehnrateneffekts auf makroskopischer Betrachtungsebe-

ne ist nach Schmidt-Hurtienne [2000: 134-145] auf zwei physikalische 

Gegebenheiten zurückzuführen: Dies sind der Homogenisierungs- sowie 

der Verzögerungsmechanismus.

Gödde [1986] untersuchte eine axial belastete Zugscheibe als Zwei-

Phasen-Modell; eine Mörtelmatrix mit einem einzelnen runden Zuschlag-

korn. Mit einer Fallgewichtsanlage hat Curbach [1987] Zugversuche an 

gekerbten Betonproben durchgeführt und aufbauend auf der Arbeit von 

Gödde [1986] in weiter durchgeführten Studien mit einem dehnratenun- 
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abhängigen Stoffgesetz auf Makroebene verdeutlicht, daß die Span-

nungsverteilung im Rißquerschnitt unter dynamischer Zugbelastung 

gleichmäßiger ist als unter quasistatischer Belastung, siehe Bild 2.26.

Dieser dynamische, von der Wellenausbreitung hervorgehobene Effekt 

baut die Spannungsspitze in der Rißwurzel relativ zum Spannungsni-

veau des Rißquerschnittes ab und wird als dynamischer Homogenisie-

rungsmechanismus bezeichnet.

Bild 2.26:  dynamische Homogenisierung der Spannungen bei Makrodiskontinuität 

nach Schmidt-Hurtienne [2000] 

Eine Änderung des Materialverhaltens auf der Makroebene wird durch 

die heterogene Struktur des Betons resp. aufgrund der Eigenschaften 

und des Zusammenspiels der Bestandteile und Defekte auf den nächst 

kleineren Modellebenen eingeleitet. So wird in Bild 2.27 die Wirkung der 

dynamischen Homogenisierung auf Mesoebene verdeutlicht. Durch eine 

dynamische Belastung stellt sich eine gleichmäßigere Spannungsvertei-

lung innerhalb der unterschiedlichen Betonphasen, bestehend aus Zu-

schlagkörnern, Mikrofehlstellen und Zementmatrix, ein. Im Bereich der 

Zuschlagkörner kann aufgrund der höheren Wellengeschwindigkeit das 

Spannungsniveau bei dynamischer Belastung im Vergleich zur quasista-

tischen Belastung noch gesteigert werden. Nach Schmidt-Hurtienne

[2000: 82f. u. 137] ist die dynamische Homogenisierung deshalb ein 

Struktureffekt und keine eigentliche Materialeigenschaft. Somit darf auf 

vcr

st

st

vcr

dy

dy
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Meso-Modellebene im Stoffgesetz der Anteil der dynamischen Homoge-

nisierung des Dehnrateneffektes nicht mit eingebaut werden, da er be-

reits durch die FE-Diskretisierung der Struktur und die Wellenausbrei-

tung im heterogenen Werkstoffgefüge berücksichtigt wird, wie auch Cur-

bach [1987: 134], Bachmann [1993: 173], Eibl [1996: 34f.] und Mark

[1997] verdeutlichen. Jedoch muß auf Makro-Modellebene im Stoffge-

setz der Anteil der dynamischen Homogenisierung des Dehnrateneffek-

tes verankert sein, da die unterschiedlichen Werkstoffphasen geome- 

trisch und stofflich im FE-Modell nur verschmiert dargestellt werden. 

Bild 2.27:  dynamische Homogenisierung der Spannungen auf Mesoebene nach 

Schmidt-Hurtienne [2000] 

Während der Homogenisierungsmechanismus den dynamischen Effekt 

bereits vorhandener stofflicher Heterogenitäten im Rahmen der Konti-

nuumsmechanik beschreibt, wird durch den Verzögerungsmechanismus 

die verspätete Schädigungsaktivierung im Kontinuum, d.h. die verzöger-

te Entstehung und das Wachstum von Mikrodefekten resp. Mikrorissen 

erfaßt.

st , dy

a a

Spannungen Schnitt a-a

dy 

st

st , dy
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Das Versagen der Probe erfolgt in dynamischen wie auch in quasistati-

schen Versuchen etappenweise, jedoch schneller resp. sehr schnell. 

Dieses sehr schnelle Versagen wird in Relation zur dynamischen Bean-

spruchungsdauer infolge der Massenträgheit, der Reibung und des 

Feuchteeinflusses verzögert. Die Massenträgheit, die Reibung und der 

Feuchteeinfluß bewirken nach Curbach [1987: 127ff.] eine verringerte 

Rißgeschwindigkeit vR von etwa 120 m/s bis fast 500 m/s. Diese Riß-

geschwindigkeit ist deutlich geringer als die theoretische Geschwindig-

keit cL einer Longitudinalwelle innerhalb elastischer Kontinua. Gleiches 

gilt wegen /)(cL  für die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit in-

nerhalb eines nichtlinearen Materialverhaltens. Dadurch entfernen sich 

die Rißufer nach anfänglicher Anlaufzeit langsamer voneinander. Bei 

gegebener Belastung und Dehnrate wird sogar das Rißwachstums be-

endet, siehe Curbach [1987: 119, 123ff.]. Der Verzögerungsmechanis-

mus ist wie der Homogenisierungsmechanismus in den kleineren Mo-

dellebenen nicht explizit zu erfassen, siehe Schmidt-Hurtienne [2000: 

145].

Eine Einteilung in einaxiale und mehraxiale Versuche resp. deren Er-

gebnisse ist für die dynamischen Beanspruchungen noch nicht möglich; 

die Erzeugung, die Steuerung sowie die Meßtechnik stoßen an ihre 

Grenzen. Daher werden die Ergebnisse aus den einaxialen Experimen-

ten beispielsweise mit dem Split-Hopkinson-Bar resp. einer Modifikation 

wiedergegeben. Aber auch hier sind noch einige Ungenauigkeiten vor-

handen, die aber zum Teil minimiert werden können: z.B. die Korrektur 

der Ergebnisse aufgrund der Wellendispersion bei größeren (Beton-) 

Proben, siehe Zheng [1996: 58-71]; nur annähernd hohe bis sehr hohe, 

konstante Dehnraten in der gesamten Probe infolge der Wellenausbrei-

tung, siehe Müller et al. [1983: 72] und Bischoff & Perry [1995: 686f.]; die 

Verbesserung der Meßtechnik, siehe Bischoff [1996]. Weitere dynami-

sche Methoden und Besonderheiten sind unter anderem bei Reinhardt & 

Meyer [1998: 27-37] angegeben. Der Einfluß der Temperatur bei der 

Druckfestigkeitssteigerung wird von Reinhardt et al. [1998: 55f.] für Fels 

sowie der Einfluß resp. die Umsetzung auf Beton erwähnt. Einige Er-

kenntnisse aus einaxialen Versuchen mit Quer- oder Umschnürungs-

druck sind von Schmidt-Hurtienne [2000: 16-19] zusammengefaßt wor-

den. Sehr hohe Dehnraten in mehr als nur einer Richtung werden durch 
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Explosionen, z.B. Sprengungen von Bauwerken erzielt. Auf die dazuge-

hörigen Explosionsversuche wird in Kapitel 3 – Experimentelle Untersu-

chungen – näher eingegangen. 

In Tabelle 2.1 ist zum Vergleich das Materialverhalten von Metallen in 

Abhängigkeit von der Belastungsgeschwindigkeit oder der Dehnrate ge-

genübergestellt.

Belastungswellenge-  

schwindigkeit in m/s 

Dehnrate

in 1/s 

Materialverhalten  

von Metallen 

< 50

50 – 500

500 – 1.000  

1.000 – 3.000 

3.000 – 12.000  

> 12.000  

010

210

410

510

710

810

primär elastisch; lokal plastisch  

hauptsächlich plastisches Verhalten  

viskos; Materialfestigkeit noch signifikant  

flüssigkeitsähnliches Verhalten; Drücke erreichen oder 

übersteigen die Festigkeit; Dichte ist dominierender Para-

meter

hydrodynamisch; Kompressibilität nicht vernachlässigbar  

explosionsartiger Aufprall; die Körper verdampfen  

Tabelle 2.1: Abhängigkeit des Materialverhaltens bei Metallen von der Belastungs-

geschwindigkeit nach Zukas et al. [1982] 

Der Werkstoff Beton weißt ähnliche Abhängigkeiten auf. Wegen der ge-

ringeren Festigkeiten zeigt sich das charakteristische Materialverhalten 

jedoch schon bei weniger hohen Belastungsgeschwindigkeiten. Der  

Übergang zu einem möglichen gasförmigen Aggregatzustand tritt somit 

erst bei sehr großen Belastungsgeschwindigkeiten auf. 

Mit wachsender Dehnrate verliert die 'Schubfestigkeit' des Betons immer 

mehr an Einfluß, während der Widerstand gegen Kompression an Be-

deutung gewinnt. Aufgrund der Massenträgheit wirkt sich zeitlich be-

trachtet eine Beanspruchung bei hohen Wellen- und Dehngeschwindig-

keiten zunächst nur in ihrer unmittelbaren Umgebung aus, lokales Ver-

sagen der Struktur ist die Folge. Erst mit zunehmender Belastungszeit-

dauer breiten sich die Stellen größter Zerstörung mit maximaler Bean-

spruchung zeitlich verzögert aus. In Bild 2.28 sind die wesentlichen 

Formen des lokalen Versagens skizziert.
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Bild 2.28: Formen lokalen und globalen Versagens nach Ockert [1997] 

Die Kraterbildung (engl. spalling) bei Schockwellenbeanspruchung auf 

der lastzugewandten Seite resultiert aus der starken Kompression des 

Materials, das dabei aufgrund des hydrodynamischen Versagens mit ho-

her Geschwindigkeit zur Seite gedrückt wird. Zum Abplatzen kleinerer 

Betonteile kommt es infolge der durch die dreidimensionale Ausbreitung 

der Druckwelle verursachten Ring- und Umfangszugspannung. Beim 

Durchgang durch den Betonkörper wird die Schockwelle auf der Rück-

seite an der freien Oberfläche reflektiert, die rücklaufende Verdün-

nungswelle verursacht ein Zugversagen, das sich ebenfalls durch Ab-

platzen von Betonstücken äußert (engl. scabbing). Ist die Beanspru-

chung sehr hoch oder die Struktur sehr dünn, kann die Schockwelle den 

Körper durchdringen; dieser Vorgang wird als Perforation bezeichnet. 

Eine weitere Versagensform ist das lokale Durchstanzen. Ursache hier-

für ist ein Überschreiten der Hauptzugspannung, die zum Scherbruch in 

der charakteristischen Kegelform führen kann. Die Wahrscheinlichkeit für 

ein Durchstanzen steigt mit abnehmender Dicke des Betonkörpers und 

zunehmender Materialfestigkeit. Im Gegensatz zu den oben genannten 

Versagensformen tritt ein Durchstanzen auch bei geringen Dehnraten 

Spalling

Perforation

Spalling

Scabbing

lokales Durchstanzen

Globales Versagen 

Biegeversagen

Lokales Versagen
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auf. Dem lokalen Versagen infolge der dynamischen Beanspruchung 

folgt häufig ein globales Versagen, meist ein Biegeversagen der Ge-

samtstruktur. Hierfür sind lang andauernde Belastungen verantwortlich, 

wie sie z.B. bei einem Stoß mit kleiner Geschwindigkeit oder bei einer 

einwirkenden freien Explosion vorliegen. 

2.4.1 Versuchsergebnisse unter Berücksichtigung der Dehnrate  

Bei einer dynamischen Beanspruchung zeichnet die Steigerung der 

Druck- und Zugfestigkeit den Beton aus, die die quasistatische Festigkeit 

um ein Vielfaches übersteigt. Eibl et al. [1976: 14ff.] haben schon früh 

die Betonfestigkeitssteigerung unter extrem hohen Dehnraten auf eine 

Behinderung der Rißfortpflanzung bei mittleren Beanspruchungsgraden 

zurückgeführt. Hierbei werden in dieser Arbeit gemäß Bild 2.29a und  

Bild 2.29b bei Druckversuchen resp. bei Zugversuchen die Dehnraten 

ab ca. 10 s -1 resp. ab ca. 1 s -1 als sehr hoch angesehen. Weitere Publi-

kationen bekräftigen die Annahme einer Behinderung resp. Verzögerung 

der Rißbildung, z.B. Eibl [1980], Gödde [1986], Curbach [1987], Bach-

mann [1993] und Bischoff et al. [1995: 691]. Dabei wird für sehr hohe 

Dehnraten die Verzögerung auf die Trägheit der lokalen Massen zurück-

geführt, die sich in der Nähe der Defekte befinden. 

Bei einer Druckprobe mit hohen Dehnraten verursacht der Porenwasser-

druck eine zusätzliche Lastaufnahme während bei einer Zugprobe mit 

hohen Dehnraten die Kapillarität der Poren, siehe Schmidt-Hurtienne

[2000: 14f.], oder eine größere Anzahl von Zuschlagskornrissen eine Fe-

stigkeitssteigerung bewirken, siehe Eibl et al. [1976: 14ff.], Reinhardt

[1982: 16ff.], Zielinski [1982: 87-92] und Mark [1997: 22ff.]. Diese Cha-

rakteristik des Dehnrateneffekts ist materialspezifisch.  

Im Gegensatz hierzu steht die Massenträgheit resp. deren Wirkung auf 

die Festigkeitssteigerung unter sehr hohen Dehnraten. Sie wird in Ver-

suchen bei fast allen Materialien beobachtet und ist bei heterogenen 

Werkstoffen ausgeprägter als bei homogenen Werkstoffen, siehe Müller

et al. [1983: Bild 4.1 u. 5.1]. Unterschiedliche Betongüten weisen unter-

schiedliche mechanische Eigenschaften auf, siehe CEB [1988]. Jedoch 

zeigen die Ergebnisse aus Versuchen z.B. von Bischoff et al. [1995: 688]
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a)

b)

Bild 2.29:  Abhängigkeit a) der Betondruck- und b) der Betonzugfestigkeitssteige- 

rung von der Dehnrate nach Bischoff et al. [1991] und Bachmann [1993] 
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ganz deutlich, daß eine Festigkeitssteigerung weitestgehend unabhängig 

von der Betongüte ist, da die Massenträgheit in allen Materialen gleich 

wirkt.

In Bild 2.29 ist jeweils die relative Steigerung a) der Betondruckfestigkeit 

und b) der Betonzugfestigkeit in Abhängigkeit der zu diesem Zeitpunkt 

gemessenen Dehnrate  gegenübergestellt, wobei jeweils zwei Bereiche 

für niedrige bis hohe und extrem hohe Dehnraten auszumachen sind. 

Die Ähnlichkeit zwischen der Druck- und der Zugkurve mit dem Unter-

schied einer stärkeren Abhängigkeit der Zugfestigkeitssteigerung von der 

Dehnrate bekräftigen die Annahme der gleichen Ursache für die relative 

Festigkeitssteigerung. Somit erlangt der Einfluß der Massenträgheit bei 

sehr hohen dynamischen Beanspruchungen eines Bauteils eine zentrale 

Bedeutung.

Bei Zugversuchen mit dem Split-Hopkinson-Bar berichten Reinhardt

[1982:18f.] und Zielinski [1982: 82] von vermehrten Zuschlagkornrissen 

sowie der Bildung mehrerer Makrorisse (engl. multiple cracking). Zheng

[1996: 142ff.] beobachtet bei Druck- und Zugversuchen mit der gleichen 

Beanspruchungsmethode ebenfalls ein vermehrtes Versagen des Zu-

schlags sowie mehrere Trennrisse bei Zugproben. Bei den Druckproben 

wird eine vollständige Zerkleinerung außerhalb des Lasteinleitungsbe-

reichs der Druckprobe und des Eingangsstabes des Split-Hopkinson-

Bars festgestellt, siehe Bischoff et al. [1995: 688]. Bei der Zerstörung ei-

nes Zuschlagkorns wird dessen höhere Festigkeit die gemessene Fe-

stigkeit maßgeblich beeinflussen; dies ist ein Indiz für die Homogenisie-

rung aber auch für die Verzögerung resp. Trägheit der sich entfernenden 

Rißufer, siehe Zielinski [1982: 59f.] und Bachmann [1993: 14]. Dadurch 

wird in einer gekerbten Scheibe eine höhere und gleichmäßigere Span-

nungsverteilung erzielt.

In älteren Dokumentationen von dynamischen Versuchen am Beton ist 

die Wirkung der Dehnrate auf den Elastizitätsmodul umstritten, hingegen 

ist eine Festigkeitssteigerung zweifellos. Zielinski [1982: 11] stellt die 

Frage, ob die häufig gemessene Steigerung der Elastizitätsmoduln bei 

Druck- und Zugversuchen nur bei hohen, nicht aber bei sehr hohen 

Dehnraten auftritt. Mit einer Fallgewichtsanlage haben Bischoff et al.
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[1995: 689] Druckversuche bei annähernd sehr hohen Dehnraten von 

5 s-1 bis 10 s-1 durchgeführt und keine Zunahme des Elastizitätsmoduls 

gemessen. Auch Zheng [1996: 141f.] beobachtete keine Steigerung der 

Elastizitätsmoduln bei dynamischen Druck- oder Zugversuchen, wobei 

die entsprechenden Dehnraten bei der Druckprobe mit bis zu 100 s-1 und 

bei der Zugprobe bis zu 4 s-1 sehr hoch waren.

In diesem Zusammenhang ist in den Veröffentlichungen auch eine Dis-

krepanz der zugehörigen Dehnung bei gemessener Druckfestigkeit zu 

nennen; bei Druckversuchen wird von einer Zu- oder Abnahme der Deh-

nung gesprochen. Die neueren Veröffentlichungen scheinen die Phäno-

mene besser zu erfassen. Bischoff et al. [1995: 688] gehen von einer 

stärkeren Zunahme der Dehnung bei normalem Beton im Vergleich zu 

festerem Beton aus. Zheng [1996: 141f.] erkennt ebenfalls eine Zunah-

me der zugehörigen Dehnung bei beiden Beanspruchungsrichtungen.

Die Dehngeschichte zeigt, daß der Werkstoff Beton eine Art von 'Ge-

dächtnis' besitzt. Die maximale Spannung nach Bild 2.30 tritt nicht ge-

meinsam mit der maximalen Dehnrate auf. Auf den Werkstoff wirkt eine 

Bild 2.30:  Dehngeschichtsabhängigkeit des Materialverhaltens am Beispiel des 

SHB-Versuchs LH 1 von Zheng [1996] und schematischer Spannungs-

verlauf eines ' -Stoffgesetzes', siehe Schmidt-Hurtienne [2000] 
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belastungsabhängige Dehngeschichte, siehe Zheng [1996: 2f.]. So weist 

Curbach [1987] nach, daß bei genügend schneller Entlastung die dyna-

mische Rißentwicklung zunächst verzögert, dann beendet und somit das 

Versagen einer gekerbten Zugprobe verhindert wird.

2.4.2 Berücksichtigung eines zeitabhängigen Anteils  

Eibl [1996] weist darauf hin, daß der einfache punktuelle Zusammen-

hang konst,f  zwischen Festigkeitssteigerung und zugehöriger 

Dehnrate bei dynamischen Beanspruchungen nicht ausreichend ist. Das 

Gedächtnis von Beton fordert für ein Kontinuum resp. für das zu verwen-

dende Stoffgesetz mit Dehnrateneffekt eine Berücksichtigung der Dehn-

geschichte, d.h. t,tft . Dennoch wird in einigen Normen, siehe 

CEB [1988], den empirischen Formeln auf der Basis von Ergebnissen 

aus Versuchskurven nach Bild 2.29 eine praktikable Umsetzung einge-

räumt. Dieser Weg wird auch oft bei der numerischen Umsetzung ver-

folgt, indem der aktuelle Spannungszustand resp. die Schädigungsfläche 

um den Steigerungsfaktor aus den Versuchskurven vergrößert wird, sie-

he z.B. Holmquist & Johnson & Cook [1993], Broadhouse [1995], Ockert

[1997], Riedel & Hiermaier [1998] und Ruppert [2000].

Die nächsten Formulierungen versuchen den Einfluß der Dehnrate auf 

die Festigkeitssteigerung von Beton einerseits mithilfe eines viskoplasti-

schen Ansatzes zu berücksichtigen und andererseits die dynamischen 

Phänomene der Mikrorißbildung über eine Geschichtsabhängigkeit der 

Schädigung zu formulieren. In der ersten Möglichkeit deuten Simo et al.

[1987: 829], Hofstetter et al. [1995: 79ff.] und Harbord et al. [1997] auf 

die Viskoplastizitätstheorie im Spannungsraum hin, in der die Entstehung 

der plastischen Verzerrungen als Funktion der Zeit formuliert wird. Diese 

Zeitabhängigkeit erlaubt auch Spannungszustände außerhalb der Fließ-

fläche im Gegensatz zur klassischen Plastizitätsformulierung. Die Grund- 

idee der Viskoplastizität nach Perzyna [1966] basiert auf der Annahme, 

daß die viskose Dehnrate proportional zum Abstand des Spannungszu-

standes von der Fließfläche ist. Die Fließregel wird dann mit der Ab-

standsfunktion A (Fp) und einer viskosen Proportionalitätskonstanten vp

folgendermaßen definiert: 
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Die Viskoplastizitätskonstante vp  ist eine Materialkonstante und hat die 

Bedeutung einer Fluidkonstanten. Je größer ihr Wert ist, desto flüssiger 

verhält sich das Material oberhalb der Elastizitätsgrenze. Die Abstands-

funktion ist ein Maß für die Differenz zwischen der Fließfläche und dem 

aktuellen Spannungszustand außerhalb der Fließfläche. Ebenso wird in 

der Evolutionsgleichung für die internen Variablen (2.40) der Multiplikator 

p  durch das Produkt pvp FA  ersetzt.

Die zweite Möglichkeit berücksichtigt die Dehngeschichte, indem die ak-

tuelle Schädigung in Abhängigkeit der vorangegangenen Beanspru-

chung sukzessive zunimmt. Dafür ist die Formulierung einer Geschichts-

funktion notwendig. Diese Funktion kann beispielsweise durch rheologi-

sche Mikrorißmodelle ermittelt werden, siehe Bachmann [1993], die in 

erster Linie zur Identifizierung des charakteristischen Relaxationsverhal-

tens dienen. Jedoch stehen die wenigen Meßdaten in keinem ausgewo-

genen Verhältnis zum theoretischen und numerischen Aufwand der 

Mikrorißmodelle. Deswegen wird aus den Überlegungen zu den Mikro-

rißmodellen eine einfache Relaxationsfunktion abgeleitet, siehe Schmidt-

Hurtienne [2000: 157ff.]. Eine daraus bestimmte Geschichtsfunktion wird 

im Abschnitt 6.3.3 für das verwendete Betonstoffgesetz vorgestellt. 

2.5 Beton unter hohen hydrostatischen Drücken 

In der Materialroutine für die Berechnungen der Betonstrukturen beim 

Abbruch durch Sprengen ist neben dem Dehnrateneffekt auch das Zer-

stören der Poren der Betonmatrix unbedingt zu beachten. Jedoch wird 
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nach Eibl & Schmidt-Hurtienne [1999: 283] mit der Zunahme des Drucks 

der Dehnrateneffekt auf die Kompaktierung des Materials reduziert. Für 

geringere Drücke bei einer statisch beanspruchten Druckprobe folgt 

nach Abschnitt 2.3.1 – Einaxiale Versuche – die inelastische Dilatanz 

nach der Volumenabnahme, siehe Bild 2.12. Diese Dilatanz wird schon 

durch die nichtassoziierte Fließregel der Plastizitätstheorie nach Ab-

schnitt 2.3.2 erfaßt und tritt bei höheren Drücken nicht mehr auf, siehe 

Willam [1989: 327]. Demnach zeigt sich eine notwendige Unterschei-

dung des charakteristischen Materialverhaltens eines 'Betonkontinuums' 

bei niedrigen und bei hohen hydrostatischen Drücken sowie der Forde-

rung, die Kompaktierung noch durch eine weitere Bedingung abzubilden.

Im Gegensatz zu Mazars et al. [1989: 346] erkennt unter anderem 

Schmidt-Hurtienne [2000: 102f.] die Kompaktion als einen Spezialfall des 

Rißwachstums. Gewöhnlich wird die Kompaktierung durch die Verwen-

dung einer sogenannten 'Kappe' in der Plastizitätstheorie als eine zu-

sätzliche Grenzbedingung im Hauptspannungsraum berücksichtigt. Eine 

zweite Möglichkeit wird durch die Schockwellentheorie resp. durch eine 

Zustandsgleichung gegeben, um die Charakteristika von Beton bei höhe-

ren Drücken adäquat beschreiben zu können.

2.5.1 Kappen-Modell 

Die Diskrepanz zwischen dem beobachteten Zerstören der Betonmatrix 

bei hohen hydrostatischen Drücken und der verwendeten Hyperfläche in 

der Plastizitätstheorie zeigt, daß die Formulierungen innerhalb der  

Plastizitätstheorie bei sehr hohen Drücken unzureichend sind resp. die 

Hyperfläche die plastische Volumen- und Festigkeitszunahme nicht be-

grenzen kann, siehe Abschnitt 2.3.1 – Zwei- und dreiaxiale Versuche –. 

Von der Möglichkeit eine Kappe zu verwenden wird bei der Implementie-

rung in Materialroutinen innerhalb einer Berechnung mit Hydrocodes 

Gebrauch gemacht, siehe z.B. Ruppert [2000: 56].

Eine Kappe ist eine zusätzliche Grenzbedingung in der Plastizitätstheo-

rie in Form einer Fläche im dreidimensionalen Spannungsraum. Sie kön-

nen verfestigende und entfestigende Charakteristika für Geomaterialien 
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Bild 2.31:  dreiaxialer Druck- (  = 60 ) und Zugversuch (  = 0 ), siehe Launay & 
Gachon [1971] 

wie z.B. Beton und Fels aufzeigen, siehe Chen [1982: 361f.] und Lubar-
da et al. [1996] und dienen zur Erfassung des Volumenänderungsverhal-
tens von z.B. Beton bei hohen hydrostatischen Drücken nahe des Bru-
ches. Dabei werden die Kappen-Eigenschaften meistens durch die vo-
lumetrische plastische Dehnung 3p2p1pvp  gesteuert. Eine Kappe 

knüpft nach Bild 2.31 an die Versagensfläche an, um mit ihr im 21 JI -
Raum einen Bereich einzuschließen, damit der Einfluß der elastischen 
Druckdehnungen auf die Bildung plastischer Verformungen begrenzt 
wird. Lubarda et al. [1996] stellen ein Kappen-Modell für 'porösen' Fels 
vor, das ebenfalls die Materialeigenschaften von spröd bis duktil auf-
weist. Dieses Modell ist auch auf den Werkstoff Beton übertragbar, wie 
die dortigen numerischen Ergebnisse anhand der nichtlinearen Druck-
Volumenänderungs-Beziehung zeigen.

Für Spannungszustände mit sehr hohen Drücken und deviatorischen An-
teilen nahe der Versagensfläche ist die Definition einer Kappe eher spe-
kulativ, siehe Bild 2.32a und Bild 2.21b. Der Verlauf der Versagensflä-
che ist noch nicht quantitativ ausreichend erforscht.

Ein alternativer Weg zur Berücksichtigung der Kompaktion des Betons 
unter hohen hydrostatischen Drücken ist die Bestimmung der Hugoniot-
Kurve für Beton anhand von Versuchen z.B. nach Abschnitt 3.3 mit der 
in Abschnitt 2.1 beschriebenen Schockwellentheorie. 

Georg
Bild 2.31: dreiaxialer Druck- (  = 60 ) und Zugversuch (  = 0 ), siehe Launay &

Georg
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a) b) 

Bild 2.32:  a) Versagensfläche von Beton bei hohen hydrostatischen Drücken und 
b) Hugoniot-Kurve für Beton

2.5.2 Beton-Hugoniot 

Das Werkstoffverhalten von Beton unter hohen hydrostatischen Drücken 
kann mithilfe von speziellen Zustandsgleichungen unter bestimmten An-
nahmen beschrieben werden. Dies ist zum einen die vereinfachte Dar-
stellung der EOS als eine Druck-Volumen-Funktion und zum anderen die 
erweiterte Darstellung als vollständige EOS nach Mie-Grüneisen [1926] 
in Verbindung mit der Debye-Theorie [1912], in der auch der Einfluß der 
inneren Energie resp. der Temperatur berücksichtigt wird. Ausgangs-
punkt all dieser Zustandsgleichungen ist die experimentelle Bestimmung 
der Beton-Hugoniot-Kurve unter Anwendung der in Abschnitt 2.1 be-
schriebenen Schockwellentheorie. Sie wird aus Versuchsergebnissen 
z.B. von Ockert [1997] und Herrmann [2002] gewonnen und ist in  
Bild 2.32b grafisch dargestellt. 

Aus einer Zustandsgleichung für Beton unter hohen hydrostatischen 
Drücken kann die Kompaktion des Betons zu einem granularen Werk-
stoff in seiner dichtesten Packung gesehen werden. Der Werkstoff wird 
nahezu inkompressibel. Dies kommt durch die große Steigung der 
Druck-Volumen-Funktion in Bild 2.32b zum Ausdruck. Demnach erfährt 
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der Werkstoff Beton unter hohen hydrostatischen Drücken eine volu-

metrische, isotrope Schädigung, die auf das Zusammenfallen der Mikro-

poren und auf die inhomogene Betonstruktur zurückzuführen ist. 

Die bekannten Versagensflächen resp. Schädigungsflächen von Beton 

sind jedoch in Richtung der negativen hydrostatischen Dehnungsachse 

geöffnet und führen bei rein hydrostatischen Druckzuständen zu keiner 

Schädigungsentwicklung. Um jedoch den Effekt des Porenzusammen-

drückens innerhalb der Betonsteifigkeit zu berücksichtigen, muß ein hy-

perelastischer, von der volumetrischen, elastischen Dehnung abhängiger 

Steifigkeitsfaktor etr  in der gewählten Stoffgesetzformulierung einge-

setzt werden. Es gilt dann: 

DEE etotal tr  (2.69)

Dieser Faktor entspricht der Anpassung des Kompressionsmoduls an die 

gewählte Zustandsgleichung, z.B. die aus Versuchen bestimmte Beton-

Hugoniot-EOS in Bild 2.32b. Die Funktion des Steifigkeitsfaktors und 

dessen Verlauf werden innerhalb der Beschreibung des Betonstoffgeset-

zes in Abschnitt 6.3.3 angegeben. 

Eine zusätzliche Grenzbedingung zur Berücksichtigung des Volumenän-

derungsverhaltens von Beton innerhalb der Plastizitätstheorie durch eine 

Kappe wird somit hinfällig. 
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3 Experimentelle Untersuchungen 

Als Grundlage für das Verständnis der sprengtechnischen Abläufe und 

für die Entwicklung eines Verfahrens zur numerischen Simulation von 

Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen werden experimentelle 

Untersuchungen an einfachen Bauteilgeometrien benötigt, um phäno-

menologische Beobachtungen während eines Versuches wahrzunehmen 

und zu studieren. Weiterhin können die experimentell gewonnenen Er-

gebnisse eines Bauteilversuches, z.B. die Druckwerte im Beton, mit de-

nen aus der numerischen Simulation verglichen werden, um somit die 

Rechnung zu verifizieren. 

Deshalb werden in diesem Kapitel nach einem kurzen Überblick zur ex-

perimentellen Bestimmung der Hugoniot-Kurve von Beton drei Ver-

suchsaufbauten auf Bauteilebene vorgestellt und sowohl die Meßergeb-

nisse als auch die Schadensbilder präsentiert. Es handelt sich dabei um 

einen Platten-, Balken- und Stützenversuch, in denen jeweils die Druck-

werte im Beton an verschiedenen Positionen experimentell bestimmt 

wurden. Für den Stützenversuch wurde zusätzlich die Belastung der 

unmittelbaren Umgebung durch über die Luft übertragene Druckstöße 

mithilfe von Luftdrucksensoren meßtechnisch erfaßt. 

3.1 Einführung 

Das dynamische Materialverhalten von Beton unter mehraxialer Bean-

spruchung ist im Gegensatz zu den statischen Festigkeitseigenschaften 

des Betons noch weitgehend unerforscht. Deshalb ist die Messung von 

dynamischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen eine wichtige Voraus-

setzung für die Verifikation dynamischer Materialgesetze, die aus physi-

kalischen Phänomenen abgeleitet werden. Die gleichzeitige exakte Er-

fassung des Spannungs-Dehnungszustandes innerhalb von Betonstruk-

turen unter extrem hohen Drücken stößt jedoch an die Grenzen der ex-
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perimentellen Meßtechnik. Deshalb interessiert zunächst eine experi-

mentell gewonnene Druck-Volumen-Beziehung für Beton unter extrem 

hohen Drücken, eine sog. Hugoniot-Kurve für Beton. 

Gregson [1971] verwendete für die Bestimmung der Hugoniot-Kurve von 

Beton eine Gaskanone und maß Spannungen von 300 MPa bis etwa 

55.200 MPa. Seine Betonproben mit Abmessungen in Belastungsrich-

tung von 0,64 cm bis 1,27 cm wiesen ein Größtkorn von nur 3,2 mm auf 

und sind somit eher in den Bereich des Mörtels einzuordnen. 

Auch Grady [1993] verwendete zur Erzeugung der Belastung eine Gas-

kanone, um das Verhalten von Beton unter höchster dynamischer Belas-

tung zu studieren. In seinen Versuchen erreichte er mit Stoßgeschwin-

digkeiten zwischen 50 m/s und 1.000 m/s in den Betonproben Drücke 

zwischen 600 MPa und 2.000 MPa. Die Proben wurden aus 15 x 30 cm2

großen Bohrkernen gefertigt und wiesen eine Dicke in Belastungsrich-

tung von etwa 1,5 cm auf. Auch hier sind die Probenabmessungen zu 

klein, um die Heterogenität des Werkstoffes Beton voll zu berücksichti-

gen.

Ockert [1997] berücksichtigte die Heterogenität des Werkstoffes Beton, 

indem er systematische Sprengversuche an Betonplatten mit Abmes-

sungen von etwa 100 x 100 x 40 cm3 durchführte. Er erhielt somit eine 

Hugoniot-Kurve für Beton aus Schockwellenexperimenten. Er benutzte 

ein Sprengstoffgemisch aus TNT und COMP B mit einer Detonationsge-

schwindigkeit von etwa 7.000 m/s, um sehr hohe Drücke in den Beton 

einzuleiten. Dabei erreichte er in seinen Versuchen Spitzendrücke bis zu 

etwa 14.000 MPa im Beton. 

In seiner Arbeit gibt Ockert [1997] einen guten Überblick über die expe-

rimentelle Bestimmung der Hugoniot-Kurve für Beton anhand der von 

ihm durchgeführten Schockwellenexperimente und nennt weitere Auto-

ren, die sich mit diesem Themenkomplex experimentell befaßt haben 

und hier nicht erwähnt werden. 

Die in den Schockwellenversuchen von Ockert [1997] verwendete Meß-

technik zur Erfassung der sehr hohen dynamischen Drücke im Beton 
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wurde von Herrmann [2002] weiterentwickelt und bei der Planung und 

Durchführung der experimentellen Untersuchung zum Abbruch von Be-

tonstrukturen durch Sprengen eingesetzt. 

Das Ziel dieser experimentellen Untersuchung besteht darin, anhand von 

einfachen Bauteilen die durch die Sprengung entstehende Zerstörung 

und Druckentwicklung zu untersuchen. Durch den Vergleich der Ergeb-

nisse aus Versuch und Rechnung soll die numerische Simulation von 

Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen verifiziert werden. Dazu 

werden praxisorientierte Versuchsaufbauten von Betonstrukturen ge-

wählt, die eine Symmetrie bzgl. der Geometrie der Versuchskörper als 

auch der Anordnung der Sensoren im Versuchskörper einhalten. Der 

Grund hierfür ist die durch Symmetriebedingungen mögliche Reduktion 

der numerischen Modelle und der damit verbundenen verkürzten erfor-

derlichen Rechenzeit. 

3.2 Versuchsaufbau und verwendete Meßtechnik 

Es wurden Versuche an Betonstrukturen mit drei verschiedenen Geo-

metrien durchgeführt. Hierbei handelt es sich um eine Platte, eine Serie 

von Balken und eine Stütze. In allen Fällen wurde ein Beton der Festig-

keitsklasse B 35 verwendet. Die zur Anwendung gekommene Meßtech-

nik wird von Ockert [1997] ausführlich beschrieben und kann dort nach-

gelesen werden. In der vorliegenden Arbeit werden bzgl. der Meßtechnik 

nur die für das Verständnis wesentlichen Punkte angesprochen.

Für die Verifizierung der numerischen Simulation wurden mithilfe von 

Meßaufnehmern die Druckwerte im Beton und beim Stützenversuch 

auch die der umgebenden Luft ermittelt. Zur Ermittlung der Druckwerte 

im Beton kamen Kohle-Masse-Widerstände von 470  der Firma Allen-

Bradley (AB) zur Anwendung, die eine Abhängigkeit des Widerstands-

wertes invers zur steigenden Druckbelastung zeigen, wie in Bild 3.1 an-

gedeutet wird. 
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Bild 3.1:  Kalibrierkurve für die Allen-Bradly Kohle-Masse-Widerstände 

Bild 3.2:  Kohle-Masse-Widerstand in Epoxidharz eingegossen 
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Nach dem Anschließen der Meßleitung mit einem Koaxialkabel wurden 

die AB-Aufnehmer in ein Epoxidharz (Henkel Stabilit) gegossen, um sie 

gegen Feuchtigkeit und vorherige Zerstörung zu schützen. In Bild 3.2

wird exemplarisch ein solcher Aufnehmer bereits montiert dargestellt. 

Für die Messung der Widerstandsänderung wurde für jeden Meßkanal 

eine Halbbrückenschaltung mit einem Impedanzwandler verwendet, wie 

in Bild 3.3 dargestellt, bevor sie an den Transientenrecorder angeschlos-

sen wurden.

Bild 3.3:  Brückenschaltung und Impedanzwandler für Kohle-Masse-Widerstände 

Beim Versuchsaufbau der Stütze kamen zusätzlich zu den bereits be-

schriebenen AB-Druckaufnehmern noch Quarzkristall-Luftdruckaufneh-

mer des Typs 603B der Firma Kistler (K) zur Anwendung. Diese Auf-

nehmer sind für die Luftdruckmessung in der unmittelbaren Umgebung 

von Kontaktladungen für den Anwendungsbereich von 0 bar bis 100 bar 

bereits vom Hersteller Kistler [1998] kalibriert worden, siehe Anhang B.

3.3 Plattenversuch 

Die in diesem Versuch zu sprengende Betonstruktur hatte eine Grund-

fläche von (1 x 1) m2 und eine Dicke von 0,5 m. Die Betongüte entsprach 

einem B 35. Gelagert wurde die Platte an allen vier Ecken auf Würfeln 
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mit einer Kantenlänge von 15 cm, siehe Bild 3.4. Um bei diesem Ver-

such erst einmal die Materialeigenschaften des Betons selbst zu studie-

ren, wurde im Bereich unter der Ladung keine Bewehrung eingelegt. Im 

Außenbereich der Platte befand sich lediglich eine leichte Transportbe-

wehrung, die eine Vorschädigung des Versuchskörpers ausschließen 

sollte.

Bild 3.4:  Versuchsaufbau, im Vordergrund der Versuchskörper mit der auflie-

genden Ladung, im Hintergrund der Holzbunker 

Die Belastung wurde durch eine aufgelegte Ladung in Form eines Plane-

Wave-Generators erzeugt, siehe Bild 3.5. Ein Plane-Wave-Generator 

zeichnet sich dadurch aus, daß durch seine Geometrie eine ebene De-

tonationswelle erzeugt wird, die eine Belastung in den Versuchskörper 

einprägt. Hervorgerufen wird diese ebene Welle durch die Verwendung 

eines Sprengstoffkegels, dessen Detonationsgeschwindigkeit (vDet1) un-

terhalb derer des Kegelmantels liegt (vDet2). Die vorlaufende Detonations-

front des Kegelmantels bewirkt, daß sich die Detonationsfront im Kegel 

eben fortpflanzt. Das Verhältnis der beiden Detonationsgeschwindigkei-

ten bestimmt den Kegelöffnungswinkel durch folgenden Zusammenhang: 
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Bild 3.5:  Geometrie der Platte und des Plane-Wave-Generators, Maße in cm 

Der Plane-Wave-Generator hatte in der Grundfläche einen Durchmesser 

von d = 11,38 cm. Der innere Kegel des Plane-Wave-Generators be-

stand aus TNT (vDet1 = 6.930 m/s), während der Kegelmantel aus Com-

position B (vDet2 = 7.980 m/s) hergestellt wurde. Somit ergibt sich ein Ke-

gelöffnungswinkel von  = 60°. Die Gesamtsprengstoffmenge des Plane-

Wave-Generators betrug 630 g. 

Im Bereich vertikal unter der Ladung wurden sechs Druckaufnehmer und 

zwei weitere seitlich versetzt im Beton angeordnet, deren Positionen 

Bild 3.6 zu entnehmen sind. Die Lage der Meßaufnehmer wurde durch 

ein Stahlgitter gesichert, das aus 3 mm dickem Stahldraht hergestellt 

wurde. Nach dem Montieren der Aufnehmer wurde das gesamte Gitter in 

die Schalung eingebaut. Durch Bohrungen im Schalungsboden und in 

einem quer über der Schalung befestigten Justierbrett wurde das Gitter 

für die Dauer des Betoniervorgangs gesichert. Die Positionen der Auf-

nehmer wurden vor dem Betonieren noch einmal kontrolliert und stimm-

ten mit denen der in Bild 3.6 angegebenen Positionen der AB-

Druckaufnehmer überein. Die Zuleitungskabel wurden entlang der Be-
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wehrungsstäbe in einen Behälter geführt und anschließend an Koaxial-

buchsen angelötet. Die Durchführungen wurden abgedichtet und der 

Behälter selbst mit einem später abschraubbaren Deckel verschlossen, 

bevor dann die Platte betoniert wurde. 
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Bild 3.6:  Anordnung der Aufnehmer in der Platte (AB – Allen-Bradley – Aufneh-

mer), Maße in cm 
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Bild 3.7:  gemessener Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 2 in einer Einbautie-

fe von 7 cm 



92 3 Experimentelle Untersuchungen

In Bild 3.7 ist beispielhaft ein typischer Zeitverlauf der registrierten 

Druckwelle des Aufnehmers AB 2 dargestellt, der sich mittig unter der 

Kontaktladung in 7 cm Tiefe befand. Der steile Anstieg, der erreichte  

Peakwert und das langsamere Abfallen des Signals sind deutlich zu er-

kennen. Im späteren Verlauf versagt der Aufnehmer. 

Es ergaben sich nahe der Plattenoberfläche Betondrücke im Bereich von 

18.500 MPa, während im mittleren Teil der Platte noch etwa 10 MPa 

aufgelöst werden konnten. Die einzelnen Meßkurven der Sensoren AB 1 

bis AB 8 zum Plattenversuch sind dem Anhang B zu entnehmen. In der 

Tabelle 3.1 sind für alle Sensoren AB 1 bis AB 8 die experimentell ermit-

telten maximalen Druckwerte mit den zugehörigen Zeitpunkten nach 

dem Triggersignal zusammengestellt. 

Plattenversuch

Sensor

Maximaler Druck 

in MPa 

Zeit nach Triggerung

in µs

AB 1 18.516 78 

AB 2 1.674 87 

AB 3 74,4 161 

AB 7 26,6 193 

AB 8 8,6 236 

AB 4 21,8 224 

AB 5 – – 

AB 6 – – 

Tabelle 3.1:  Meßergebnisse des Plattenversuches für die Sensoren AB 1 bis AB 8 

im Beton. Bem.: ' – ' bedeutet: Ausfall des Senors 

Die Platte wurde durch die Detonation in Form eines Kraters an der  

Betonoberfläche und von durchgehenden Rissen an den Außenseiten  

geschädigt, siehe Bild 3.8. Die Kraterbildung, auch als 'spalling' nach  

Bild 2.28 bekannt, entsteht durch die Verdrängung des Materials an der 

Betonoberfläche durch die starke Kompression des Betons unter der La-

dung.
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Bild 3.8:  Platte nach dem Versuch; der entstandene Krater ist mit kleinen Frag-

menten gefüllt. 

Bild 3.9:  In vertikaler Richtung aufgesägte Platte; im unteren Bereich sind die 

Risse, die von der reflektierten Zugwelle herrühren, gut zu erkennen. 
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Durch späteres Zersägen der Platte in vertikaler Ebene konnte der Ver-

lauf des inneren Rißbildes gut sichtbar gemacht werden, siehe Bild 3.9.

Im oberen Bereich entstanden Risse durch Kompression und im unteren 

Bereich durch die von der Unterseite kommende reflektierte Zugwelle. 

Diese Zugwelle führt bei stärkerer Belastung zu Abplatzungen an der la-

dungsabgewandten Seite. Dieser Effekt wird als 'scabbing' bezeichnet, 

siehe Bild 2.28. 

3.4 Balkenversuch 

Um weitere Bauteile zu untersuchen, wurde die Geometrie eines Bal-

kens gewählt, da es in der Praxis häufiger vorkommt, daß Balken durch 

Sprengung entfernt werden, als daß dies bei Platten der Fall ist. Bei die-

sen Versuchen wurde die Ladung in Bohrlöchern angeordnet, deren Ge-

ometrie und Bestückung mithilfe von Abschätzformeln aus der Literatur 

nach Heinze [1993] ermittelt wurden. Die Hauptziele dieser Versuchsse-

rie waren die Überprüfung der in der Literatur vorgegebenen Formeln 

und die Messung der entstehenden Drücke im Beton (B 35) in Bohrloch-

umgebung. Da die Meßwerte vor allem der Verifizierung der numeri-

schen Simulation dienen, wurde darauf verzichtet, die Balken realistisch 

zu bewehren. Für diesen Fall wären deutlich größere Sprengstoffmen-

gen oder Schneidladungen nach Rohr et al. [1993] benötigt worden, sie-

he Bild 3.10 bis Bild 3.13.

Die Abmessungen der Balken betrugen 30 cm x 50 cm x 220 cm. Die 

Tiefe der Bohrlöcher für einen solchen Balkenquerschnitt beträgt nach 

Heinze [1993] etwa 35 cm. Der maximale Abstand zwischen den Bohrlö-

chern berechnet sich zu etwa 50 cm, während der minimale Abstand et-

wa 30 cm beträgt. 

Zur Abschätzung der Ladungsmenge wurden drei kleinere Versuchskör-

per mit demselben Querschnitt und einer Länge von 70 cm (VK 1a - c) 

mit nur jeweils einem Bohrloch hergestellt. Mithilfe dieser Versuchskör-

per (VK 1a - c) wurde in Tastversuchen eine reduzierte Ladungsmenge 

pro Bohrloch bestimmt. Als Sprengstoff wurde Seismoplast 1 gewählt, da
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Bild 3.10: Ansicht, Grundriß und Aufnehmerpositionen der Versuchskörper 

VK 1a - c (rechts) und gemeinsamer Querschnitt aller Versuchskörper 

der Balkenserie, Maße in cm 

für diesen Sprengstofftyp die nötigen JWL-Parameter zur numerischen 

Simulation vorliegen, siehe Abschnitt 6.3.1. Außerdem ähneln sich die 

Detonationseigenschaften mit denen von Ammongelit 2 sehr, der in der 

Praxis als Sprengstofftyp bei Bohrlochsprengungen häufig verwendet 

wird. Die Versuchskörper VK 1a wurden mit 20 g, VK 1b mit 10 g und 

VK 1c mit 7 g Seismoplast 1 beladen. Selbst kleine Ladungsmengen 

reichten aus, um die Versuchskörper global zu zerstören. Da aber fest-

gestellt wurde, daß bei einer solchen Beladung die an den Aufnehmern 

entstehenden Drücke in den äußeren Bereichen nicht mehr auflösbar 

waren, wurde die Ladung pro Bohrloch für die Versuchskörper VK 2, 

VK 3 und VK 4 auf 15 g Seismoplast 1 festgelegt.

Wie beim Plattenversuch wurden auch hier Kohle-Masse-Aufnehmer im 

Beton positioniert. Die geometrische Anordnung der Sensoren ist in den 

jeweiligen Bildern VK 1 - 4, siehe Bild 3.10 bis Bild 3.13, durch helle 

Punkte dargestellt. Die relative Lage der Aufnehmer bezüglich des Refe-

renzbohrlochs ist in allen Versuchen vergleichbar. 

Wie in Bild 3.11 zu erkennen ist, wurden im VK 2 zwei Bohrlöcher in ei-

nem Abstand von 50 cm symmetrisch zur Mitte angeordnet. Die Auf-

nehmer liegen in Positionen rund um das Referenzbohrloch und in der 

Symmetrieebene zwischen den Löchern. Bei diesem Versuch sollte vor 

allem die Interaktion der beiden Bohrlöcher ohne den Einfluß weiterer 

Ladungen untersucht werden. 
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Bild 3.11:  Ansicht, Grundriß und Aufnehmerpositionen VK 2, Maße in cm 

Bei VK 3 in Bild 3.12 wurden mit gleichem Lochabstand vier Bohrlöcher 

bestückt, wobei eines der beiden mittleren als Referenzloch gewählt 

wurde. Somit sollte überprüft werden, ob die übernächsten Bohrlöcher 

einen Einfluß auf die Reaktion des Betons zwischen dem Referenzloch 

und seinen nächsten Nachbarn besitzen. 
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Bild 3.12:  Ansicht, Grundriß und Aufnehmerpositionen VK 3, Maße in cm 

Um auch noch die Wirkung durch einen verringerten Bohrlochabstand zu 

untersuchen, wurde bei VK 4 der nach der Literatur geringste empfohle-

ne Abstand von 30 cm gewählt, siehe Bild 3.13.
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Bild 3.13:  Ansicht, Grundriß und Aufnehmerpositionen VK 4, Maße in cm 

Bild 3.14:  Versuchsaufbau des Balkens VK 4 vor der Zündung 

In Bild 3.14 ist der Versuchsaufbau VK 4 mit der Lagerung und der An-

ordnung der Bohrlochladungen und der Sprengschnüre vor der Zündung 

zu sehen. Bei diesem Versuch wurde der VK 4 komplett fragmentiert. 

VK 2 und VK 3 zeigten zwar auch globale Zerstörungen, aber immer nur 

so, daß die Struktur lediglich durch Trennrisse zerstört war, siehe hierzu 

Bild 3.16 bis Bild 3.18.
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Um die Bohrlöcher gleichzeitig zur Detonation zu bringen, wurde ein 

Zündverteiler aus einem kleinen Kunststoffbecher, der mit einigen 

Gramm Seismoplast 1 gefüllt war, auf dem Versuchskörper positioniert. 

Dies wird in Bild 3.15 verdeutlicht. In den Kunststoffbecher wurden ent-

sprechend der Anzahl der Bohrlöcher Sprengschnüre eingesteckt. Der 

Zündimpuls konnte somit über die Sprengschnüre gleicher Länge auf die 

Ladungen in den Bohrlöchern übertragen werden. Die einzelnen 

Sprengschnüre wurden so an die Bohrlöcher herangeführt, daß eine ge-

genseitige Beeinträchtigung der durch sie hindurchlaufenden Detona- 

tionswelle ausgeschlossen war. Durch die Koinzidenz der Detonationen 

sollte sichergestellt werden, daß die Aufnehmer, die sich mittig zwischen 

zwei Bohrlöchern befanden, überlagerte Signale registrieren können. 

Zünder

Zündleitung

Seismoplast

Sprengschnur

Sprengschnur

Bild 3.15:  Zündverteiler, hier bei VK 4 
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Bohrloch

Bild 3.16:  VK 2 nach dem Versuch; Trennrisse laufen um das Bohrloch, die von 

den durch die Detonation entstandenen Ringspannungen herrühren. 

Bild 3.17:  VK 3 nach dem Versuch; ein Trennriß geht annähernd durch die ge-

samte Bohrlochebene. Auf der Höhe der Ladungen (in 35 cm Tiefe, von 

oben gemessen) ist außerdem ein weiterer globaler Trennriß in horizon-

taler Richtung zu erkennen. 
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Bild 3.18a: Totale Fragmentierung von VK 4 während des Versuchs; die Trümmer 

verteilen sich in einem Radius von etwa 12 m. 

Bild 3.18b: Fragmente von VK 4 nach dem Versuch; die größten Stücke werden 

von der Bewehrung zusammengehalten, kleinere Teile sind in der Um-

gebung verteilt. 
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Bild 3.19:  gemessene Druck-Zeit-Verläufe an den Aufnehmern AB 1 und AB 2 im 

Balkenversuch VK 4 

Typische Druck-Zeit-Verläufe der Meßaufnehmer sind in Bild 3.19 dar-

gestellt. Die dargestellten Verläufe entstammen den Messungen an 

VK 4, siehe Bild 3.13. Der Spitzendruck wurde erwartungsgemäß am 

Aufnehmer AB 1 registriert. In unmittelbarer Nähe der Ladung konnten 

750 MPa gemessen werden. Schon im senkrecht darunter befindlichen 

Aufnehmer AB 2 zeigt sich nur noch ein stark reduzierter Druck von 

Balkenversuch 

Sensor

Maximaler Druck 

in MPa 

Zeit nach Triggerung

in µs

AB 1 746 669 

AB 8 22 694 

AB 2 24 701 

AB 3 8,4 706 

AB 4 13
a) 706

AB 5 19 706 

AB 7 11 718 

AB 6 – – 
a) Meßfehler 

Tabelle 3.2:  Meßergebnisse des Balkenversuches VK 4 für die Sensoren AB 1 bis 

AB 8 im Beton. Bem.: ' – ' bedeutet: Ausfall des Sensors 
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25 MPa, der langsamer ansteigt und auch auf einem längeren Plateau 
verbleibt. Diese Kurvengestalt ist typisch für Druck-Zeit-Verläufe im Be-
reich geringerer Drücke. Die Meßkurven der übrigen Sensoren AB 3 bis 
AB 8 des Versuchskörpers VK 4 und der anderen Versuchskörper sind 
der Übersichtlichkeit halber im Anhang B dargestellt. In der Tabelle 3.2
sind für alle Sensoren des Versuchskörpers VK 4 die gemessenen ma-
ximalen Druckwerte mit den zugehörigen Zeitpunkten nach dem Trigger-
signal exemplarisch aufgeführt.  

3.5 Stützenversuch 

Aus der Beobachtung von Abbruchsprengungen in der Praxis ist be-
kannt, daß bei Sprengungen, z.B. im Stadtgebiet, der Einwirkung auf die 
nähere Umgebung eine hohe Bedeutung zukommt, siehe Eibl & Gerlach
[1999]. Um Berechnungen zu diesem durch die Luft übertragenen Druck 
zu verifizieren, wurde ein Versuch konzipiert, bei dem eine runde Stütze 
mit einem Durchmesser von 30 cm und einer Länge von 1,65 m mittig 
angesprengt und der Luftdruck in der näheren Umgebung gemessen 
wurde. Um die rechnerische Simulation hinreichend zu vereinfachen, 
wurde die Geometrie des Versuchsaufbaues axialsymmetrisch gewählt, 
siehe Bild 3.20 und Bild 3.21.
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Bild 3.20:  Prinzipskizze des Stützenversuchs, Vertikalschnitt 
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Bild 3.21:  Prinzipskizze des Stützenversuchs, Horizontalschnitt 

Die Stütze wurde realistisch bewehrt, wie in Bild 3.22 angegeben und in 
einer Bodenplatte aus Beton fest verankert. Sowohl die Bodenplatte als 
auch die Stütze bestanden aus Beton der Festigkeitsklasse B 35. Als 
Splitterschutz wurde ein vorgespannter Betonzylinder mit einem Innen-
durchmesser von d = 150 cm benutzt. Der Kopf der Stütze wurde durch 
ein Stahlkreuz gehalten, dessen Fläche ungefähr ein Drittel der Kreisflä-
che bedeckte, so daß das Gas, bestehend aus Sprengstoff und Luft, 
nach oben ausströmen konnte.

Bild 3.22:  Bewehrung des Stützenversuchs 
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Die aus 500 g Seismoplast 1 bestehende Ladung wurde auf der halben 

Höhe der Stütze als sog. Bauchbinde angebracht. Darunter ist ein 

Sprengstoffring konstanter Geometrie zu verstehen, der um die Stütze 

gespannt ist. Der Zünder wurde direkt über der Position des Sensors 

AB 3 in den Sprengstoff eingedrückt. Die Anordnung des oben beschrie-

benen Versuchsaufbaues zur Stütze wird in Bild 3.23 vor der Detonation 

wiedergegeben, während Bild 3.24 das Schadensbild der Stütze nach 

der Detonation widerspiegelt. 

Die Schädigung der Stütze bestand vor allem aus Abplatzungen der Be-

tondeckung im Bereich von bis zu ca. 20 cm über und unter der Ladung. 

Desweiteren konnten Risse im Innenbereich der Wendelbewehrung fest-

gestellt werden. Die Bewehrung selbst war an einer Stelle gerissen, so 

daß die Tragfähigkeit der Stütze stark geschwächt wurde. In regelmäßi-

gem Abstand von ca. 20 cm waren entlang der Stütze weitere Risse in-

folge der Zugbelastung durch den Luftwiderstand des Stahlkreuzes ent-

standen.

Zünder

Zündleitung
Seismoplast

Bild 3.23: Stütze vor dem Versuch Bild 3.24: Stütze nach dem Versuch 

Bei diesem Stützenversuch wurden einerseits die entstehenden Drücke 

im Beton in dem von der Ladung umschlossenen Bereich wiederum mit 

Kohle-Masse-Aufnehmern und andererseits der entstehende Luftdruck 

mit Quarzkristall-Luftdrucksensoren gemessen, der auf den umgebenden 
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Zylinder, die Bodenplatte und das Stahlkreuz einwirkte. Die Druckauf-

nehmer im Beton, wie in Bild 3.21 durch schwarze Punkte (AB 1 – AB 4) 

angedeutet, befanden sich an vier verschiedenen Orten. Drei dieser Auf-

nehmer befanden sich im Abstand von 2,5 cm unter der Kontaktfläche 

von Sprengstoff und Stahlbeton, zwei davon vertikal mittig angeordnet 

an gegenüberliegenden Punkten, der dritte auf Höhe der Oberkante der 

Ladung. Ein weiterer Aufnehmer befand sich im Stützenzentrum. Die 

Drücke an den Meßpunkten nahe der Oberfläche erreichten Maximal- 

werte von 1.420 MPa bis 2.923 MPa und einen gemittelten maximalen 

Druckwert von 73 MPa in der Mitte der Stütze. Wird die in Bild 3.25 dar-

gestellte Positionierung der Aufnehmer berücksichtigt, kann das Laufen 

der Welle um die Stütze herum gut nachvollzogen werden. Der Sensor 

AB 4 befindet sich an dem Ort, bei dem die beiden umlaufenden Detona-

tionswellen sich konstruktiv überlagern und zeigt somit den größten 

Druckwert an. Es wird außerdem beobachtet, daß der Druck am Ort des 

Zünders (bei Aufnehmer AB 3) noch nicht voll entwickelt ist, denn nach 

einer gewissen Laufstrecke (bei Sensor AB 2) ist der Spitzendruckwert 

der Detonationswelle deutlich angewachsen. Er beträgt hier 1.775 MPa. 

Im Zentrum der Stütze war der Sensor AB 1 positioniert. An diesem Sen-

sor kann das verzögerte Ankommen der abgeschächten Welle beobachtet 
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Bild 3.25:  Stützenversuch; gemessene Drücke im Stahlbeton 
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werden. Da die Druckwelle von allen Richtungen um die Laufzeit der De-

tonationsfront verzögert in das Stützenzentrum läuft, wurde hier ein 

langgezogener, fast konstanter Peak der Größenordnung von 73 MPa 

gemessen.

Die innerhalb des Zylinders gemessenen Luftdrücke sind in Bild 3.26

dargestellt. Von fünf verwendeten Kistler-Aufnehmern [1998] konnten nur 

an drei auswertbare Signale registriert werden. Der Aufnehmer K 3 auf 

Höhe der Ladung (h = 82,5 cm, schwarz), der im direkten Abstand von 

60 cm in der Zylinderwand angebracht war, registrierte erwartungsge-

mäß den höchsten Druckwert mit 73 bar. Auf halber Höhe zwischen dem 

ersten Aufnehmer und der Bodenplatte befand sich ein weiterer ausge-

werteter Sensor (K 2, dunkelgrau), der seinen Spitzendruckwert von 

34 bar etwa 200 µs später erreichte. Desweiteren war ein Aufnehmer 

(K 5, hellgrau) im Stahlkreuz angebracht, der den Druck des ausströ-

menden Gases gemessen hat. Dieser Aufnehmer sprach gleichzeitig mit 

dem zweiten Sensor (K 2) an und zeigte zudem nach weiteren 500 µs

einen zweiten Peak von etwa 15 bar, der von der Reflexion der Luft-

druckwelle an der Bodenplatte herrührte. 
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Bild 3.26:  Stützenversuch; gemessene Luftdrücke in der Umgebung 
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In Tabelle 3.3 sind für den Stützenversuch alle experimentell gewonne-

nen Ergebnisse zusammengefaßt dargestellt. Es ist jeweils der maxima-

le Druckwert mit der zugehörigen Zeitdauer nach dem Triggersignal für 

die Sensoren AB 2 bis AB 4 im Beton und für die Luftdrucksensoren K 2, 

K 3 und K 5 in der Zylinderschale angegeben. Für den Sensor AB 1 wird 

als sinnvolle Meßgröße für den späteren Vergleich von Versuch und 

Rechnung der gemittelte maximale Druckwert mit der Zeitdauer t, die 

für diesen Druckwert gilt, genannt. 

Stützenversuch

Sensor

Maximaler Druck 

in MPa 

Zeit nach Triggerung

in µs

AB 3 1.420 168 

AB 2 1.775 215 

AB 4 2.923 228 

AB 1 
a) 73 222 - 252 

K 3 7,3 445 

K 5 3,2 641 

K 2 3,4 648 

K 1 – – 

K 4 – – 
a) Bestimmung des mittleren maximalen Druckwertes, der über die Zeitdauer t diesen Druckwert 

beibehält. 

Tabelle 3.3:  Meßergebnisse des Stützenversuchs für die Sensoren AB 1 bis AB 4 im 

Beton und für die Luftdrucksensoren K 2, K 3 und K 5. Bem.: ' – ' be-

deutet: Ausfall des Sensors 

3.6 Zusammenfassung der experimentellen Untersuchungen 

Die hier durchgeführte Versuchsreihe an Platte, Balken und Stütze gibt 

einen Überblick über die verschiedenen Möglichkeiten beim Abbruch von 

Betonbauteilen durch Sprengen. Im Rahmen der gezeigten Versuche 

lassen sich ansatzweise Abschätzungen für die praktische Anwendung 

ableiten. Es wurden Versuchsaufbauten ausgewählt und realisiert, die es 
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erlauben, wichtige Meßwerte als Grundlage für eine numerische Simula-

tion zu gewinnen, um durch den Vergleich dieser Meßwerte mit den Re-

chenergebnissen aus der numerischen Simulation an ausgewählten Po-

sitionen die FE-Rechnung zu verifizieren. 

Um wirkliche Dimensionierungsempfehlungen für die Praxis zu erhalten, 

müßten größere Versuchsserien eines jeweiligen Bauteiles realisiert 

werden, die sich noch mehr an der praktischen Bemessung der Bauteile 

orientieren. Die durchgeführte Luftdruckmessung in der Umgebung des 

Abbruchobjekts könnte als Grundlage für Innenraumsprengungen die-

nen, wie sie etwa beim Rückbau von kontaminierten Bauten zur Anwen-

dung kommen könnte. 
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4 Numerische Grundlagen der Hydrocodes 

Für die numerische Simulation der in Kapitel 3 vorgestellten Versuche 
zum Abbruch durch Sprengen werden in der Regel Hydrocodes verwen-
det. Daher werden in diesem Kapitel die für das Verständnis der numeri-
schen Simulation von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen 
vorausgesetzten numerischen Grundlagen erläutert. 

Nach einer kurzen Einführung wird der schematische Ablauf von Hydro-
codes beschrieben. Ausgangspunkt jeglicher Berechnungen im Haupt-
programm sind die Erhaltungsgleichungen und deren Verknüpfung mit 
den konstitutiven Beziehungen für die verwendeten Materialien. Exem-
plarisch wird für das Materialverhalten des Betons die Einbindung der 
Zustandsgleichung nach Mie-Grüneisen [1926] in die grundlegenden 
Gleichungen beschrieben. Es folgen Anmerkungen zur Berücksichtigung 
einer künstlichen Viskosität, um Schockwellen numerisch abbilden zu 
können und anschließend ein Abschnitt zur Berechnung von Dehnungen 
und Spannungen innerhalb der Materialroutine.

Die Umsetzung der Erhaltungsgleichungen erfolgt numerisch in einer 
Diskretisierung des Raumes und einer Diskretisierung der Zeit. Werden 
innerhalb der räumlichen Diskretisierung für die verwendeten Materialien 
unterschiedliche Betrachtungsweisen verwendet, so müssen die ent-
sprechenden Finite-Element-Netze miteinander gekoppelt werden. Dies 
kann mithilfe von 'Advection-Algorithmen' automatisiert werden. Deshalb 
wird die prinzipielle Vorgehensweise des 'Donor-Cell '- resp. des 'van
Leer MUSCL'-Algorithmus mit einer Genauigkeit 1. Ordnung resp. 
2. Ordnung vorgestellt. Beide Algorithmen werden innerhalb der numeri-
schen Simulationen von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen 
in den Kapiteln 5 und 6 angewendet. Die zeitliche Diskretisierung erfolgt 
durch eine explizite Vorgehensweise und wird im letzten Abschnitt die-
ses Kapitels für die reduzierte Integration von Kontinuumselementen mit 
Berücksichtigung des viskosen Dämpfungsvektors zur Unterdrückung 
der Hourglass-Eigenformen beschrieben. 
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Der Inhalt dieses Kapitels nimmt im wesentlichen Bezug auf Zukas et al.

[1982: Kapitel 10, 11], Benson [1992], Mc Glaun & Yarrington [1993: 

323-353], Altenbach et al. [1994] sowie die Dissertationen von Ockert

[1997], Hiermaier [1996] und Rötzer [1997]. Desweiteren wird vereinzelt 

auf die Theoriehandbücher von ABAQUS, siehe Hibbitt et al. [1998] und 

LS-DYNA, siehe Hallquist [1998] verwiesen.

4.1 Einführung 

Hydrocodes wurden ursprünglich zur Erforschung hochdynamischer 

Vorgänge unter sehr hohen Drücken entworfen, bei denen die Festig-

keitseigenschaften der beteiligten Materialien vernachlässigt werden 

konnten und das Materialverhalten als rein hydrodynamisch angenom-

men wurde, siehe auch Klassifizierung des Materialverhaltens bei Metal-

len in Tabelle 2.1. Daraus leitete sich der Name Hydrocode ab, der heute 

noch verwendet wird. Später wurde festgestellt, daß mit nur geringem 

Aufwand auch Werkstoffgleichungen berücksichtigt werden konnten, 

wodurch sich der Anwendungsbereich stark erweiterte. Heute werden 

Hydrocodes vor allem zur Beschreibung von Vorgängen aus dem Be-

reich der Fluiddynamik eingesetzt, für Impaktprobleme von Festkörpern, 

Detonationsberechnungen, Erforschung von Materialverhalten unter 

hochdynamischer Belastung sowie Wellenausbreitungsproblemen. Hy- 

drocodes werden daher auch als 'Wave-Propagation-Codes' bezeichnet.

Im Gegensatz zu herkömmlichen Finite-Element-Methoden, die auf  

Variations- oder Arbeitsprinzipien beruhen, lösen Hydrocodes die drei 

Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik die Massen-, die Impuls- 

und die Energieerhaltung in differentieller Form. Zur räumlichen Diskreti-

sierung des Kontinuums werden häufig Ansätze der Finiten-Differenzen-

Methode (FDM) oder der Finite-Element-Methode (FEM) verwendet. 

Hierzu wird das Kontinuum in kleine Teilbereiche zerlegt, die zusammen 

das sogenannte 'Elementnetz' bilden. Die Integration über die Zeit erfolgt 

in der Regel in expliziter Form mit geeigneten Näherungsverfahren; weit 

verbreitet ist das 'Zentrale Differenzenverfahren (ZDV)', das auch in LS-
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DYNA Verwendung findet. Die Berechnung des erforderlichen Zeit-

schritts erfolgt mithilfe von Stabilitätskriterien wie der Courant-Friedrichs-

Lewy-Bedingung [1928]. Die Beschreibung der 'Elementnetze' kann im 

wesentlichen durch zwei Möglichkeiten geschehen: Dies ist zum einen 

die Formulierung nach Lagrange, bei der sich das Netz mit dem abzubil-

denden Körper mitbewegt und deshalb vor allem für Festkörperbetrach-

tungen verwendet wird, und zum anderen die Betrachtungsweise nach 

Euler mit einem raumfesten Gitternetz, das als Kontrollvolumen fungiert 

und vor allem für Fluidbetrachtungen sowie für Vorgänge mit großen De-

formationen Anwendung findet.

4.2 Schematischer Aufbau von Hydrocodes 

Die Durchführung von Simulationsrechnungen mit Hydrocodes erfolgt in 

drei grundlegenden Stufen, die mit Preprozessor, Hauptprozessor oder 

Hauptprogramm und Postprozessor bezeichnet werden. Diese können in 

einem einzigen Code integriert sein oder jeweils ein eigenes Programm 

darstellen. Bild 4.1 gibt eine kurze Übersicht über die grundsätzliche 

Programmstruktur.

Der Preprozessor hat in erster Linie die Aufgabe, das Elementnetz zu 

generieren. Der Anwender gibt lediglich die Geometrie der zu modellie-

renden Körper mit den entsprechenden Materialbeschreibungen, den 

Anfangs-, Rand- und Symmetriebedingungen vor und entscheidet sich 

für eine bestimmte Elementgröße. Das Füllen der Körper mit Elementen 

sowie die Element- und Knotennummerierung erfolgt dann automatisch. 

Im Allgemeinen verfügen Preprozessoren über eine grafische Oberflä-

che, die eine visuelle Kontrolle der eingegebenen Daten ermöglicht. Die-

se werden anschließend in eine für das Hauptprogramm lesbare Form 

gebracht.
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Bild 4.1:  Schematischer Aufbau der Hydrocodes mod. nach Zukas et al. [1982] 

Im Hauptprogramm erfolgt die eigentliche Berechnung des Problems. 

Die Erhaltungsgleichungen für die Masse, den Impuls und die Energie 

werden mit dem Materialmodell gekoppelt, in Finite-Element- oder Finite-

Differenzenform gebracht und über die Zeit integriert. Hierauf wird in den 

folgenden Abschnitten noch genauer eingegangen. Diese Vorgehens-

weise kann je nach Anzahl der Elemente sehr rechenzeitintensiv sein 

und macht den mit Abstand größten Teil der insgesamt benötigten CPU-

Zeit aus. Da Rechnungen häufig nicht auf Anhieb bis zum Ende durch-

laufen, besteht die Möglichkeit, das Programm vorzeitig abzubrechen 

und alle für eine weitere Berechnung notwendigen Informationen in ei-

nem sogenannten 'restart file' zu speichern. Netzbereiche mit stark de-

formierten Zellen können nun angepaßt und die Rechnung fortgesetzt 

werden (engl. rezoning). Um Fehler in der Rechnung frühzeitig zu erken-

nen, können häufig Abbruchkriterien wie beispielsweise eine Begren-

zung des Zeitschritts oder des Mindestinnenwinkels der Elemente einge-

geben werden. 

Preprozessor

Hauptprogramm

Postprozessor

Ausgangsgeometrie
Materialbeschreibung
Anfangs- und Randbedingungen

Erhaltungsgleichungen:

    Masse

    Impuls
    Energie

Materialmodell:

   - -Beziehung

   Zustandsgleichung (EOS)

    Versagenskriterium

    Nachbruchverhalten

    Belastungsgeschichte

    (beliebige weitere)

   Deformationen, Spannungen,

   Geschwindigkeit, Beschleunigung

    Kräfte, Momente

    Energie, Impuls

    Dehnungen, Druck, Temperatur



 4.2 Schematischer Aufbau von Hydrocodes 113

Die Menge an ausgegebenen Daten des Hauptprozessors ist enorm und 

kann daher nur von hierfür entwickelten Computerprogrammen gelesen 

werden. Diese Postprozessoren bereiten den Ausgabedatensatz des 

Hauptprogramms auf und stellen die gesuchten Informationen grafisch 

dar. Diese Darstellung kann beispielsweise eine zwei- oder dreidimensi-

onale Ansicht des deformierten Gesamtsystems zu verschiedenen Zeit-

punkten sein oder auch 'time-history plots' wie z.B. Spannungs-, Deh-

nungs- oder Geschwindigkeitsverläufe ausgesuchter Elemente über der 

Zeit.

4.3 Grundlegende Gleichungen mit künstlicher Viskosität  

  Grundlegende Gleichungen 

Bei Bewegungen von Körpern in einem abgeschlossenen System muß 

nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik die Summe der Ener-

gietherme am Ende der Betrachtung gleich derjenigen am Anfang der 

Betrachtung sein; es gilt das Prinzip der Energieerhaltung am Gesamt-

system. Entsprechend müssen auch der Gesamtimpuls und die Massen 

erhalten bleiben (Navier-Stokes-Gleichung resp. Kontinuitätsgleichung).

Diese drei Beziehungen bilden die drei Erhaltungsgleichungen (4.1) der 

Kontinuumsmechanik, die in der vorliegenden Arbeit nach Anderson

[1987] jeweils in der Beschreibung nach Lagrange und Euler wiederge-

geben werden. 

Lagrange Euler

Masse: 0
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D
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i 0v
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i
(4.1a)

Impuls:
j

ji
i

i

x

1
f

Dt

Dv

j

ji
i

j

i
j

i

x

1
f

x

v
v

t

v
(4.1b)

Energie: )v(
x

1
vf

Dt

DE
iij

j
ii iij

j
ii

i
i v

x

1
vf

x

E
v

t

E
(4.1c)



114 4 Numerische Grundlagen der Hydrocodes

mit:   = Materialdichte  

ij   = Cauchy´scher Spannungstensor 

iv   = Geschwindigkeitsvektor 

if   = Massenkräfte (Eigengewicht) 

 E  = mechanische Gesamtenergie, mit evv
2

1
E ii

 wobei e die spezifische innere Energie ist 

 x  = Ort 

 t = Zeit  

Dt

D
 = materielle Zeitableitung, mit ...

t

...

x

...
v

t

...

Dt

...D

i
i v

Zur Lösung des Problems sind die drei Erhaltungsgleichungen (4.1) noch 

nicht ausreichend, da in den Gleichungen zur Impuls- und Energieerhal-

tung jeweils der Spannungstensor ij auftritt, der die Erhaltungsgleichung 

mit den Stoffgesetzen der verwendeten Materialien verknüpft. Zur Be-

schreibung des Materialverhaltens mit einem Stoffgesetz ist es üblich, 

den Spannungstensor in einen hydrostatischen Anteil und in einen devia-

torischen Anteil zu zerlegen.

zzzyzx
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xzxyxx

ij

  Spannungstensor (4.2)
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 hydrostat. Spannungstensor Deviator 

 Kugeltensor 
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ii    und      p = - m = -
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Der hydrostatische Anteil wird mit einer Zustandsgleichung (= EOS), sie-

he Abschnitt 2.1 beschrieben, die einen Zusammenhang zwischen 

Druck, Volumen (Dichte) und innerer Energie (Temperatur) herstellt:

e,Vpp (4.3)

Eine solche Zustandsgleichung ist beispielsweise die ideale Gasglei-

chung (2.7) aus Abschnitt 2.1. Eine weitere weit verbreitete Zustands-

gleichung zur Druckbestimmung bei Verdichtungsstößen ist die EOS 

nach Mie und Grüneisen [1926: 1-59],

TK ppe,Vp (4.4)

die neben der Druckspannung pK bei Null Kelvin infolge volumetrischer 

Verdichtung zusätzlich den Anteil des thermischen Drucks pT aus der 

thermischen inneren Energie berücksichtigt. Der thermische Anteil der 

Mie-Grüneisen-Gleichung pT = /V eT stellt somit eine Beziehung zwi-

schen der thermischen inneren Energie eT und dem thermischen Druck 

pT dar. Der Grüneisenkoeffizient  ist eine Funktion des Volumens und 

der inneren Energie und läßt sich bei Umgebungsbedingungen durch 

den isothermen Kompressionsmodul KT, die spezifische Wärmekapazität 

cV und den thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten V beschrei-

ben. So gilt z.B. für Umgebungsbedingungen: 

vT
v

0 K
c

V
(4.5)

mit:
TV

p
TK  und 

p
v T

V

Der Verlauf der spezifischen Wärmekapazität cV kann mithilfe der Debye-

Theorie [1912: 789-839] beschrieben werden. Damit entsteht ein funktio-

naler Zusammenhang zwischen der Änderung der thermischen inneren 

Energie eT und der Temperatur T zu: 

V

T
Vc

T

e
(4.6)



116 4 Numerische Grundlagen der Hydrocodes

Der deviatorische Anteil enthält die Schubspannungen und die vom hyd-

rostatischen Druck abweichenden Normalspannungen und spiegelt somit 

die Festigkeitseigenschaften und das 'Schubverhalten' des Materials 

wieder. Die Beschreibung erfolgt mit konstitutiven Modellen, die das 

Spannungs-Dehnungs-Verhalten, die Fließregel und das Versagenskrite-

rium, das Nachbruchverhalten, den Einfluß der Dehnrate und der Belas-

tungsgeschichte und beliebige weitere Parameter beinhalten. In diesem 

Abschnitt soll auf die vielfältigen Möglichkeiten der Formulierung von 

Stoffgesetzen sowie die gebräuchlichsten Zustandsgleichungen und Ma-

terialmodelle nicht weiter eingegangen werden. Ausführliche konstitutive 

Beschreibungen zum Materialverhalten von Beton unter dynamischer 

Belastung sind unter anderem bei Ockert [1997], S. Eibl, [1995], Rötzer

[1997], Riedel [2000], Ruppert [2000] und Schmidt-Hurtienne [2000] zu 

finden. Die grundlegenden Materialtheorien bezüglich des Materialver-

haltens von Beton wurden bereits in Abschnitt 2.3.2 – Elastizitäts-, Plas-

tizitätstheorie und Kontinuumsschädigungsmechanik – erläutert. Im Ab-

schnitt 6.3 – Materialzuweisung – wird auf die in der numerischen Simu-

lation verwendeten Materialmodelle näher eingegangen. 

  Künstliche Viskosität

Die Beschreibung von Schockwellen in zwei- oder gar dreidimensionalen 

Hydrocodes erfolgt nicht wie in Abschnitt 2.1 beschrieben durch die 

Rankine-Hugoniot´sche Sprungbedingung, da die numerische Lösung 

der hierzu erforderlichen Differentialgleichungen aufgrund der Diskonti-

nuität im Geschwindigkeitsfeld zu numerischen Problemen führt. Aus 

diesem Grund verwenden Hydrocodes eine künstliche Viskosität nach 

von Neumann & Richtmyer [1950], die die diskontinuierliche Schockwel-

lenfront über einen kleinen Bereich von zwei bis drei Elementen ver-

schmiert und somit einen kontinuierlichen Übergang schafft, siehe Zukas

et al. [1982: 377-378] und Hallquist [1998: 18.1-18.7]. Die Sprungbedin-

gung im Bereich des Schocks bleibt jedoch insgesamt erfüllt. Neumann

& Richtmyer [1950] definieren die künstliche Viskosität qv für eine sich im 

Raum eindimensional ausbreitende Schockwellenfront folgendermaßen: 
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0
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v (4.7)

mit:

 co  = dimensionslose Konstante 

  = Dichte 

x   = charakteristische Länge (in Ausbreitungsrichtung) 

pu
x

x
x  = Differenz der Partikelgeschwindigkeit vor und hinter der 

Schockwellenfront (eindim. in Ausbreitungsrichtung) 

Als weiterer Effekt dämpft die künstliche Viskosität numerische Oszillati-

onen direkt hinter der Schockwellenfront. In der Berechnung wird qv be-

rücksichtigt, indem die künstliche Viskosität als zusätzlicher Druckterm in 

die Erhaltungsgleichungen des Impulses und der Energie (4.1) eingeht. 

Wilkins [1980] stellt die künstliche Viskosität in einer für Gase und Fest-

körper gleichermaßen geeigneten Form dar und fügt zu dem quadrati-

schen Term für starke Schocks ( up
2  cs

2) einen linearen Term für 

schwache Schocks ( up
2  cs

2) hinzu, so daß gilt: 

0u0

0uuccuc
q
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v (4.8)

mit:

  co , cL = dimensionslose Konstanten 

 = Dichte 

  cs  = Schallwellengeschwindigkeit des Materials 

 für Gase: 0p
p

cs

 für elastisches Materialverhalten: 
G

3

4
K

cs
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 für plastisches Materialverhalten: 
K

cs

up = Differenz der Partikelgeschwindigkeit vor und hinter der 

Schockwellenfront (eindimensional betrachtet) 

Eine Erweiterung für mehrdimensionale Berechnungen kann auf ver-

schiedene Art und Weise geschehen. Die einfachste Möglichkeit ist die 

Verwendung einer isotropen Viskosität. Anstelle der Partikelgeschwin-

digkeitsdifferenz up wird die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes ge-

wählt. Dazu wird die Spur des Dehnungsgeschwindigkeitstensors tr

mit der charakteristischen Elementlänge le multipliziert, für die im dreidi-

mensionalen die dritte Wurzel des Elementvolumens eingesetzt wird. 

Somit wird in LS-DYNA die künstliche Viskosität qv in einer dreidimensi-

onalen Berechnung nach Wilkins [1980] folgendermaßen berücksichtigt: 

00

0clclc
q

kk

kkkkse1
2
kk

2
eo

v (4.9)

mit:

  co , cL = dimensionslose Konstanten, z.B.: 1,5 resp. 0,06  

     = Dichte 

   le  = charakteristische Elementlänge, z.B. für 3D: 3
e Vl

  cs  = lokale Schallwellengeschwindigkeit, 0p
p

cs

kk  = Spur der Dehnrate  

4.4 Berechnung von Dehnungen und Spannungen 

In Hydrocodes werden innerhalb der Materialsubroutine die Werkstoffge-

setze berücksichtigt. Dazu wird unter anderem der aus dem aktuellen 

Zeitschritt ermittelte Geschwindigkeitsgradient
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Lv ij
j

i L
x

v
(4.10)

in die Subroutine übergeben. Durch Zerlegung des Geschwindigkeits-

gradienten L in einen symmetrischen Deformationstensor D und in einen 

antimetrischen Rotationsraten- oder spin-Tensor W können die Dehnra-

ten  bestimmt werden. Es gilt:

WDL (4.11)

mit:
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Für kleine Verzerrungen während eines infinitesimalen Zeitzuwachses 

entspricht der Deformationsratentensor D dem Dehnratentensor . Zur 

Bestimmung der Dehnungsinkremente , die den Ausgangspunkt der 

konstitutiven Beziehung für das Werkstoffverhalten von Beton darstellen, 

wird der Dehnratentensor  mit der Zeitschrittlänge t multipliziert, so 

daß gilt: 

t (4.12)

Es sei noch angemerkt, daß mithilfe des Rotationsratentensors W aus 

Gleichung (4.11) eine reine Starrkörperrotation eines Kontinuums be-

schrieben wird, die als Winkelgeschwindigkeit des Kontinuums aufgefaßt 

werden kann. Somit läßt sich der Winkelgeschwindigkeitsvektor  aus 

dem Rotationsratentensor folgendermaßen berechen: 

312231123 eWeWeW (4.13)

Der in der Fluidmechanik häufig verwendete Wirbeltensor entspricht dem 

verdoppelten Rotationsratentensor 2 W.

Um die Invarianz der Spannungen  gegenüber einer Starrkörperrota- 

tion zu berücksichtigen, ist die Verwendung eines objektiven Spannungs- 

tensors notwendig. Dies bedeutet, daß der Spannungstensor 

'mitrotieren' muß, wenn eine Starrkörperdrehung im Kontinuum vorliegt.
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Eine sehr einfache Möglichkeit, dies zu berücksichtigen, besteht in der 

Anwendung des Jaumann´schen Tensors der Spannungsgeschwindig-

keiten . Dieser wird folgendermaßen definiert, siehe Altenbach et al.

[1994: 170]: 

WW  (4.14)

Die Jaumann´sche Spannungsgeschwindigkeit gibt die zeitliche Ände-

rung der aus den konstitutiven Beziehungen resultierenden Spannun-

gen  im bewegten Bezugssystem an. Ein Beobachter, der mit dem ma-

teriellen Kontinuum rotiert, stellt die zeitliche Änderung  von  fest. 

Für den Fall 0  ergibt sich nach Gleichung (4.14) die Änderung von 

 infolge einer Starrkörperdrehung . Die Spannungsaktualisierung ge-

schieht dann folgendermaßen: Zunächst wird die Spannungsrotation 

nach Gleichung (4.14) durchgeführt. Mithilfe des Stoffgesetzes wird an-

schließend der neue Spannungstensor 1n  zum Zeitschritt t n+1  ermittelt, 

so daß gilt: 
n1/2n1/2nn1n t  (4.15)

mit: 1/2n1/2n1/2n tt :C

und 1/2nn1/2n1/2nnn tWW ,

indem die Rotation der Spannung n zum Zeitschritt nt  in der Konfigura-

tion des Zeitschrittes t n+1 berücksichtigt wird. 

Eine andere Möglichkeit Starrkörperrotationen zu berücksichtigen, bietet 

die Green-Naghdi-Spannungsrate, siehe Wegener [1991: 31]. Sie wird 

aus Gründen der Eindeutigkeit bei Dyadenprodukten in der Index-

schreibweise angegeben und ist definiert als: 

kljlikkijkkjikijij RR (4.16)

mit dem Tensor der Rotationsgeschwindigkeit  der Green-Naghdi-

Ableitung, die dann zu

jkikij RR (4.17)
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führt. Die Rotationsmatrix R wird durch die polare Zerlegung des Defor-

mationsgradienten F berechnet. Es gelten: 

und
X

x
F

j

i
ij kjikkjikij RVURF (4.18)

Hierbei ist U der materielle Rechts-Streck- und V der räumliche Links-

Streck-Tensor.

Eine Prozedur zur direkten polaren Zerlegung wird in Hibbitt et al. [1998] 

angegeben. Als erstes muß das Eigenwertproblem 

0N)IFF( kik
2

jkij (4.19)

gelöst werden. Als Ergebnis werden die drei Eigenwerte der Hauptstre-

ckungen I , II , III und die dazugehörigen Eigenvektoren NI , NII , NIII be-

stimmt. Die zu NI , NII , NIII gehörigen Eigenvektoren in der aktuellen Kon-

figuration nI , nII , nIII lassen sich durch Tensorkontraktion des Deformati-

onsgradienten F mit den jeweiligen Eigenvektoren der Hauptstreckung 

NI , NII , NIII dividiert durch ihre Eigenwerte I , II , III bestimmen. Es gilt 

dann:

jIij
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iI )N(F
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)n( (4.20a)
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)n( (4.20b)

jIIIij
III

iIII )N(F
1

)n( (4.20c)

Der räumliche Links-Streck-Tensor V läßt sich nach einigen algebrai-

schen Umformungen wie folgt berechnen: 

jIIIiIIIIIIjIIiIIIIjIiIIij )n()n()n()n()n()n(V (4.21)

Die eigentlich gesuchte Rotationsmatrix R läßt sich nun durch Invertieren 

der Matrix V und einer einfachen Matrizenmultiplikation bestimmen: 

kj
1

ikij FVR (4.22)

mit: jIIIiIII
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jIIiII
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Nähere Herleitungen sind in Hibbitt et al. [1998] zu finden.
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Die Spannungen können in der unrotierten Konfiguration aktualisiert 

werden, siehe Hallquist [1998]: 
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(4.23)

Somit werden die neuen unrotierten Cauchy-Spannungen erhalten: 

1/2n
ij

n
ij

1n
ij (4.24)

Über die Rotationsmatrix können die Cauchy-Spannungen wieder in die 

aktuelle Konfiguration zurückgedreht werden: 

1n
kl

1n
jl

1n
ik

1n
ij RR (4.25)

Anstelle der aufwendigen und rechenintensiven polaren Zerlegung ent-

wickelten Flanagan & Taylor [1987] eine inkrementelle Aktualisierung 

des räumlichen Links-Streck-Tensors V. Hierbei müssen zunächst die 

Vektoren z und  bestimmt werden. Es gilt dann: 

kijkij

kijkij

j
1

ijijijii

mkjmikji

weW

e

z]V)tr(VI[w

Vez

(4.26)

Es wird ersichtlich, daß W =  nur dann erfüllt ist, wenn das Tensorpro-

dukt aus Deformationsrate und räumlichen Links-Streck-Tensor V

symmetrisch ist. eijk ist der Permutationstensor. Das Auswerten des Glei-

chungssystemes

n
jkij2

1
ij

1n
jkij2

1
ij RtIRtI (4.27)

liefert den neuen Rotationstensor Rn+1. Um die gleiche Prozedur für den 

nächsten Zeitschritt wiederholen zu können, muß noch der räumliche 

Links-Streck-Tensor V aktualisiert werden. Dies passiert folgenderma-

ßen:
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(4.28)

Die Spannungsaktualisierung geschieht nun gemäß den Gleichungen 

(4.23) bis (4.25). Eine ausführliche Herleitung ist dem Artikel von Flana-

gan & Taylor [1987] zu entnehmen. 

Einen guten Überblick über die verschiedenen Formen, eine Starrkörper-

rotation innerhalb der Materialsubroutine zu berücksichtigen, wird in der 

Literatur unter anderem von Wegener [1991: 31] und von Herrmann

[1993] angegeben. 

4.5 Möglichkeiten der Diskretisierung 

Um physikalische Vorgänge numerisch beschreiben zu können, muß das 

physikalische System durch ein diskretisiertes System ersetzt werden. 

Hierbei wird das System in endlich viele Teilbereiche zerlegt, die mitein-

ander über ihre Eckpunkte verbunden sind und somit die 'Maschen' ei-

nes 'Netzes' bilden; die Eckpunkte der Teilbereiche werden entspre-

chend dieser Analogie 'Knoten' genannt. Die am häufigsten verwendeten 

Methoden der Diskretisierung sind die Finite-Element-Methode (FEM)

und die Finite-Differenzen-Methode (FDM).

Während die Methode der Finiten-Differenzen ursprünglich für Im-

paktprobleme mit Hypergeschwindigkeit verwendet worden ist, wurden

Finite-Element-Methoden anfangs nur für statische Probleme ange-

wandt. Mittlerweile sind beide Methoden so weit entwickelt, daß sie so-

wohl für Problemstellungen mit statischer als auch dynamischer Belas-

tung geeignet sind, siehe Zukas et al. [1982: 370-372].

Bei der 'FD-Methode' werden orthogonal räumliche und zeitliche Netze 

erzeugt, indem die partiellen Ableitungen der Grundgleichungen nähe-

rungsweise durch Differenzenquotienten ersetzt werden, deren Schritt-
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weite die Netzfeinheit bestimmt. Die Lösung der räumlichen Diskretisie-

rung wird dann mithilfe von standartisierten Verfahren zur Lösung großer 

algebraischer Gleichungssysteme erreicht, während die Lösung der zeit-

lichen Diskretisierung durch die Integration über die Zeit ermittelt wird. 

Die 'FE-Methode' basiert auf einer Variationsformulierung. Dazu wird die 

Struktur räumlich in finite Elemente unterteilt, die nur über ihre Element-

knoten miteinander verbunden sind. Anstelle eines Näherungsansatzes 

für die gesamte Struktur werden nun Näherungsansätze gewählt, die nur 

in den finiten Elementen von Null verschieden sind. Somit wird mithilfe 

der Ansatzfunktion die Verschiebung im Element in Abhängigkeit von 

den unbekannten Knotenverschiebungen ausgedrückt. Aus dem Kräfte-

gleichgewicht am Knoten resultiert eine Steifigkeitsbeziehung, welche 

die inneren und äußeren Kräfte mit den Knotenverschiebungen koppelt. 

Nach einer Transformation der lokalen Daten der einzelnen Elemente in 

globale Daten folgt aus diesen Knotenverschiebungen der Dehnungs- 

und Verzerrungszustand, der zusammen mit einem Stoffgesetz die 

Spannungen liefert. Näheres hierzu ist in Bathe [1996] und Knothe &

Wessels [1991] zu finden. Die zeitliche Diskretisierung geschieht analog 

zur FDM. Der FEM-Ansatz bietet den Vorteil, daß die zu untersuchende 

Struktur mit unterschiedlichen Elementtypen und Elementgrößen unre-

gelmäßig diskretisiert werden kann. Die Netzverfeinerung kann dabei 

durch eine geometrische Anpassung der Elementgröße oder durch  

unterschiedlich hohe Ordnungen der Ansatzfunktionen im Element erfol-

gen.

Beide Methoden behandeln die räumliche und die zeitliche Abhängigkeit 

getrennt, wodurch eine separate Behandlung der räumlichen Diskretisie-

rung der Netze ermöglicht wird. Belytschko [1977] zeigte bereits 1977, 

daß die resultierenden Formulierungen der Bewegungsgleichungen bei 

der FEM und der FDM in vielen Fällen identisch sind und der Hauptun-

terschied lediglich in der Art der Datenverwaltung des Programmes liegt.

Für die nun folgende Beschreibung der Bewegung von Körpern im Raum 

gibt es zwei unterschiedliche Arten der Betrachtungsweise, die als For-

mulierung nach Lagrange resp. nach Euler bezeichnet werden. Je nach 
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verwendeter Betrachtungsweise werden die Elementnetze als Lagrange-

oder Euler-Netze bezeichnet.

4.5.1 Lagrange-Beschreibung

Bei einer Beschreibung nach Lagrange bewegt sich der Beobachter mit 

dem bewegten Körper mit; das materielle Lagrange-Netz ist fest mit der 

Struktur verbunden und verzerrt sich mit ihr. Die Masse der einzelnen 

Elemente bleibt somit im gesamten Betrachtungszeitraum konstant, die 

Ränder des abgebildeten Körpers werden durch die Elementgrenzen de-

finiert. Die Bewegung des Körpers durch den Raum wird dadurch be-

schrieben, daß das Referenznetz in Bezug zu einem raumfesten Koordi-

natensystem gesetzt wird. Mathematisch ausgedrückt bedeutet dies, daß 

die Änderungen der den materiellen Punkten X eines Körpers zuge-

schriebenen Eigenschaften  für ein ausgewähltes Teilchen in der soge-

nannten Referenzkonfiguration gegeben und in der Zeit veränderlich sei-

en. Somit gilt im dreidimensionalen Raum: 

t,odert,X,X,X 321 X (4.29)

Ein typisches Beispiel eines Lagrange-Netzes im unverformten und ver-

formten Zustand ist in Bild 4.2 dargestellt.

Die Netzbeschreibung nach Lagrange hat folgende Vorteile: 

 Normalerweise werden kürzere Rechenzeiten im Vergleich zur Euler-

Formulierung erreicht, da die Massen der Elemente während der Be-

rechnung konstant bleiben, wodurch sich die Lösung der Erhaltungs-

gleichungen (4.1) vereinfacht. 

 Während der gesamten Rechenzeit werden die Ränder der Struktur 

scharf abgebildet und somit wird eine Vereinfachung der Materialrand- 

resp. der Grenzbedingungen erreicht, da die Materialgrenzen und die 

freien Oberflächen mit den Elementgrenzen identisch sind. 

 Die Belastungsgeschichte des Materials kann leichter erfaßt werden; 

dies ist für Stoffgesetze von Bedeutung, die ein geschichtsabhängiges 

Materialverhalten aufgrund einer vorhergehenden Beanspruchung be-

rücksichtigen.
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Bild 4.2: Lagrange-Netz nach Zukas et al. [1982] 

Als Nachteile sind zu nennen: 

 Das 'Abbrechen' der Rechnung bei sehr großen Netzdeformationen; 

bei Verwendung von viereckigen (2D) resp. quaderförmigen (3D) Ele-

menten können zu große Elementverzerrungen zum Programmab-

bruch führen. Dies ist immer dann der Fall, wenn ein Innenwinkel ei-

nes Elements größer als 180  wird, was im Extremfall sogar zu negati-

vem Volumen führen kann. 

 Kleine Zellen resp. Zellen mit kleiner Ausdehnung in einer Richtung 

haben bei expliziter Zeitintegration lange Rechenzeiten zur Folge, da 

der Zeitschritt für das gesamte Netz nach der kleinsten vorhandenen 

Elementausdehnung aller Elemente berechnet wird. Dies ist insbeson-

dere für große Formänderungen mit großen Elementverzerrungen von 

Bedeutung.

Bei einer numerischen Simulation von Vorgängen mit großen Formände-

rungen können dreieckige (2D) bzw. tetraederförmige (3D) Elemente von 

Vorteil sein, da sie aufgrund ihrer Geometrie widerstandsfähiger gegen 

Verzerrungen sind und keine negativen Massen entstehen können. Je-

doch neigen diese Elemente dazu, sich zu 'verkeilen' (engl. locking) und 

unrealistisch hohe Drücke zu erzeugen.
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Die meisten Programme bieten die Möglichkeit, auch nach einem Pro-

grammabbruch durch zu stark verzerrte Netze die Berechnung fortsetzen 

zu können. Bei diesem als 'rezoning' bezeichneten Prozeß wird die Ge-

ometrie der kritischen Elemente durch ein Verschieben ihrer Knoten kor-

rigiert und alle erforderlichen Daten der betroffenen Zellen von der alten 

in die neue Geometrie transferiert. Dies ist ein aufwendiger Prozeß, bei 

dem ein gewisser Informationsverlust vor allem der Belastungsgeschich-

te unvermeidlich ist.

Lagrange-Netze werden vor allem zur Modellierung von Festkörpern 

verwendet, sowie zur Beschreibung von Vorgängen mit moderaten  

Formänderungen. Probleme der Strömungsmechanik können ebenso 

wenig abgebildet werden wie ein Vermischen verschiedener Stoffe in ei-

ner Zelle. In diesen Fällen muß eine Netzformulierung nach Euler ange-

wandt werden.

4.5.2 Euler-Beschreibung 

Bei der Euler´schen Formulierung betrachtet der Beobachter die Vor-

gänge über die gesamte Zeit von einem festen Standpunkt aus. Auf die 

Netzformulierung übertragen bedeutet dies, daß das gesamte modellier-

te System mit einem raumfesten Gitter überzogen wird, das als Kontroll-

volumen alle in die Zellen eintretenden und austretenden Massen regist-

riert. Das durchströmende Material kann entweder als einzelne Massen-

punkte oder als Kontinuum abgebildet werden. Mathematisch formuliert 

heißt dies, daß durch die Feldbeschreibung der Wert der Eigenschaft 

von  zur Zeit t für den fixierten Ort x geliefert wird. Somit gilt im dreidi-

mensionalen Raum: 

t,odert,x,x,x 321 x (4.30)

Zur Veranschaulichung der Diskretisierungsunterschiede zwischen einer 

Betrachtungsweise nach Lagrange und einer nach Euler soll folgendes 

Gedankenmodell dienen: Um die Verformung eines zweidimensionalen 

Stückes aus Knetmasse unter Belastung zu verfolgen, wird auf die 
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Knetmasse mit einem Stift ein Gitternetz gemalt. Die Gitternetzlinien 

werden sich nun unter Belastung zusammen mit der Knetmasse verfor-

men, wodurch die Deformation der einzelnen Teilbereiche sichtbar ist; 

dies entspricht der Lagrange´schen Darstellung. In einem zweiten Ver-

such wird das Gitternetz auf eine durchsichtige Scheibe gemalt, die sich 

vor der Knetmasse befindet. Der Beobachter betrachtet nun den Belas-

tungsvorgang durch die Scheibe hindurch und registriert, wann welcher 

Teil der Knetmasse in welchen Bereich des Gitters eintritt; dies be-

schreibt die Euler´sche Darstellung. In Bild 4.3 ist der Impaktvorgang 

aus Bild 4.2 mit einem Euler-Netz abgebildet.

Bild 4.3: Euler-Netz nach Zukas et al. [1982] 

Die wesentlichen Vorteile der Euler-Beschreibung lauten: 

 Es entstehen keine Netzverzerrungen und kein daraus resultierender 

Programmabbruch.

 Sehr große Formänderungen sind darstellbar; dies ermöglicht die nu-

merische Simulation von Strömungsvorgängen. 

 Ein Vermischen mehrerer Materialien in einer Zelle ist darstellbar, z.B. 

eines Sprengstoff-Luft-Gemisches nach der Detonation des Spreng-

stoffes wird in LS-DYNA das Materialverhalten mithilfe einer 'Multi-

Material-Zellen'-Aufteilung beschrieben. 

Als wesentliche Nachteile sind zu nennen: 

 Die Materialgrenzen sind im Vergleich zu einer Modellierung nach 

Lagrange bei gleicher Elementfeinheit weniger scharf definiert. 

 Es werden längere Rechenzeiten benötigt, da zum einen der Zeitauf-

wand für die Lösung der Grundgleichungen (4.1) aufgrund der Berück-



 4.5 Möglichkeiten der Diskretisierung 129

sichtigung des konvektiven Anteils v  stärker ins Gewicht fällt und 

zum anderen nicht nur der Körper selbst diskretisiert werden muß, 

sondern auch der gesamte Bereich, in den er sich hineinbewegt . 

 Die Belastungsgeschichte des Materials kann nicht ohne weiteres er-

faßt werden. 

4.5.3 ALE-Beschreibung

Die ALE-Beschreibung (engl. arbitrary lagrangian eulerian) verbindet die 

Vorteile der Betrachtungsweisen nach Euler und nach Lagrange mitein-

ander und entspricht einem automatisch durchgeführten 'rezoning'. Die 

ALE-Betrachtungsweise wird somit im FE-Code durch das Verschieben 

des Lagrange´schen Bezugssystems mit einer partikelunabhängigen 

Geschwindigkeit v̂  erzielt. Somit gilt für die Lage des Materialpunktes im 

dreidimensionalen Raum:

t,odert,X,X,X 321ii X (4.31)

Dabei bezeichnen  die Referenz- und X die Lagrange´schen Koordina-

ten. Durch eine geeignete Wahl der Geschwindigkeit des Bezugsystems 

v̂  läßt sich eine ungünstige Geometrie des Materialnetzes vermeiden. 

Die Differenz zwischen der Materialgeschwindigkeit v und der Ge-

schwindigkeit des Bezugssystems v̂  ist die konvektive Geschwindigkeit 

ckon. Somit gilt: 

vvc ˆkon (4.32)

Die zeitliche Änderung der den materiellen Punkten X eines Körpers zu-

geschriebenen Eigenschaften  für ein ausgewähltes Teilchen wird auch 

als materielle Zeitableitung der Feldgröße  bezeichnet und ergibt sich in 

der ALE-Betrachtungsweise zu:

konc
tdt

d
(4.33)

Aus Gleichung (4.33) ist leicht zu erkennen, daß die Grenzfälle ckon = 0 

resp. ckon = v der Lagrange´schen resp. der Euler´schen Betrachtungs-
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weise entsprechen. Weitere Einzelheiten sind unter anderem in Liu et al. 

[1988], Benson [1989] und Whirley et al. [1992] zu finden.

Lediglich die grundsätzliche Verfahrensweise der ALE-Netzadaption soll 

anhand von Bild 4.4 kurz erläutert werden. 

Bild 4.4: ALE-Netzadaption

Zu Beginn einer Berechnung wird die Struktur in Lagrange´scher Form 

diskretisiert. Erhalten einzelne Teilbereiche der Struktur durch eine Be-

lastung eine ungünstige Geometrie, so werden die Elementknoten soweit 

verschoben, daß ein numerisch instabiles FE-Netz vermieden wird. Die-

se Methodik besitzt gegenüber anderen Adaptionsverfahren den Vorteil, 

daß sowohl die Anzahl der Knoten als auch die Anzahl der Elemente er-

halten bleibt. Das Auffinden numerisch ungünstiger Zonen mit stark ver-

zerrten Elementen kann beispielsweise über zwei geometrische Kriterien 

erfolgen, zum einen durch den Vergleich der Elementflächen und der 

Ermittlung der minimalen Elementwinkel, die an einen Knoten anschlie-

ßen und zum anderen aus dem Verhältnis des minimalen und maxima-

len Elementvolumens bezüglich eines angrenzenden Knotens. Die neue 

Lage der Elementknoten wird durch die Lösung der Laplace-Gleichung

bestimmt, die ein regelmäßiges Netz von Linien gleichen Potentials er-

zeugt. Die Verformung der Elemente wird somit in einem ersten Schritt 

mittels der expliziten Lagrange´schen Vorgehensweise erfaßt, die in den 

beiden folgenden Abschnitten dieses Kapitels ausführlich behandelt wird. 



 4.5 Möglichkeiten der Diskretisierung 131

In einem zweiten Schritt erfolgt das Verschieben der Knoten in ihre end-

gültige Lage unter Berücksichtigung des konvektiven Anteils in den Er-

haltungssätzen der Masse, des Impulses und der Energie nach der Eu-

ler´schen Vorgehensweise. Abschließend werden die physikalischen Zu-

standsgrößen der verschobenen Elemente mittels der Erhaltungsglei-

chungen errechnet. 

Diese oben beschriebene Vorgehensweise eignet sich folglich beson-

ders für Vorgänge, bei denen große Verformungen nur über einen kur-

zen Zeitraum erwartet werden. Der Nachteil eines gewissen Informati-

onsverlustes gilt hier entsprechend der in Abschnitt 4.5.1 – Lagrange-

Beschreibung – genannten Gründe.

4.6 Kopplung von Netzen 

Bei paralleler Verwendung mehrerer Elementnetze innerhalb eines Prob-

lems ist es erforderlich, Möglichkeiten zu schaffen, wie diese miteinander 

in Interaktion treten können. Hierfür wurde eine Vielzahl an Lösungen 

entwickelt, die sich grob in die beiden Kategorien der Kontaktalgorithmen 

und der Kopplungsalgorithmen einordnen lassen.

4.6.1 Kontaktalgorithmen 

Die Kontaktalgorithmen werden für die Berechnungen der gegenseitigen 

Wechselwirkungen von Lagrange´schen Gittern verwendet. Mit geeigne-

ten Verfahren wird zu jedem Zeitpunkt der Rechnung überprüft, ob eine 

Überschneidung verschiedener Netze vorliegt. Ist dies der Fall, werden 

an den Berührungspunkten Rückstellkräfte oder Gleitmechanismen akti-

viert.

Die Kontaktalgorithmen lassen sich in die Bereiche der Kontaktsuche, 

der Kontakt- resp. Ablösebedingungen und der Ermittlung der Kontakt-

kräfte einteilen. Dabei ist die Kontaktsuche besonders bei dreidimensio-
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nalen Netzen der rechenintensivste Bereich. In vielen Anwendungsfällen

wird eine Übertragung von Zugkräften zwischen den zwei Kontaktflächen 

nicht gewünscht.

Aus der Literatur sind zwei grundsätzliche Vorgehensweisen bekannt, 

um die Knotenkräfte zu ermitteln. In der einen wird zuerst die 'Interface'-

Kraft zwischen den Oberflächen berechnet und anschließend als Kraft-

randbedingung auf die Master-Oberfläche aufgebracht. Typische Bei-

spiele dieser Vorgehensweise sind die 'Lagrange-Multiplier-Methode, 

siehe Chaudhary & Bathe [1985], und die 'Penalty-Methode', siehe Kiku-

chi & Oden [1986]. In der anderen werden die Slave- und Master-

Oberflächen miteinander verbunden und die Werte der Massen und 

Spannungen von der Slave-Oberfläche auf die Master-Oberfläche abge-

bildet. Diese Vorgehensweise findet in vielen Finite-Differenzen-

Hydrocodes ihre Anwendung, wie z.B. bei TENSOR, siehe Maenchen &

Sack [1964] und bei HEMP, siehe Wilkins [1964].

Bild 4.5:  Ausschnitt des Ausgangsnetzes einer FE-Kontaktdetonationsrechnung 

Für die erste Vorgehensweise wird das Prinzip zur Ermittlung der Kon-

taktkräfte mithilfe von Bild 4.5 für ein Ausgangsnetz im Kontaktbereich 
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einer FE-Abbruchsprengrechnung erläutert. Wird der Werkstoff Beton als 

Referenzkörper gewählt, so werden die entsprechenden Knoten als 

Hauptknoten und die Knoten des Werkstoffes Sprengstoff als Nebenkno-

ten bezeichnet. Zwischen den Materialgrenzen befindet sich die Kontakt-

fläche. Die Diskretisierung der jeweiligen Werkstoffbereiche sollte aufga-

benspezifisch erfolgen und ist unabhängig voneinander, da die Knoten 

beider Materialien nicht gekoppelt sind. 

Die gesamte Berechnung der Kontaktkräfte gliedert sich in zwei Teil-

schritte. Im ersten Teilschritt werden zunächst die Neben- resp. die 

Hauptknoten und deren Lage bestimmt. Dabei wird festgestellt, welche 

Nebenknoten auf der Kontaktfläche liegen, um hieraus später die Vertei-

lung des Impulses zu berechnen. Im zweiten Teilschritt werden mithilfe 

der Impulsbilanz die Masse sowie die Geschwindigkeiten der jeweiligen 

Hauptknoten bestimmt, um daraus die Normal- resp. die Tangentialkräfte

an der Kontaktfläche zu berechnen. Eine detailliertere Beschreibung der 

Algorithmen ist unter anderem bei Maenchen & Sack [1964], Hallquist,

Goudreu & Benson [1985] und Hallquist, Schweizerhof & Stillman [1992] 

zu finden. 

4.6.2 Kopplungsalgorithmen 

Die Kopplungsalgorithmen werden innerhalb von FE-Berechnungen für 

Wechselwirkungen von Netzbereichen mit unterschiedlichen Diskretisie-

rungen verwendet, wie z.B. für eine Kopplung eines Euler-Netzes mit ei-

nem Lagrange-Netz. Grundsätzlich kann über alle physikalischen Grö-

ßen der jeweiligen Netzknoten gekoppelt werden. Jedoch werden im all-

gemeinen die Knotengeschwindigkeiten oder die Knotenkräfte als geeig-

nete Kopplungsgrößen gewählt.

Die Kopplungsalgorithmen werden häufig mit einer Master-Slave-

Formulierung im FE-Code umgesetzt. Bei Master-Slave-Formulierungen 

wird das Verhalten bestimmter Teilbereiche (Slave-Parts) an andere Be-

reiche (Master-Parts) gebunden und diesen untergeordnet. Diese 'Slave-

Parts' können einzelne Knoten, einzelne Netzbereiche oder ganze Netze 

sein. Somit bewirken Master-Slave-Algorithmen eine Kopplung der Ver-
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formungsbedingungen in der Normalenrichtung auf das benachbarte 

Master-Segment. Diese Formulierungen kommen beispielsweise für Flu-

id-Struktur-Wechselwirkungen in Betracht, da Lagrange- und Euler-

Netze gekoppelt werden können, siehe Noh [1964: 117-179], Sod [1978: 

1-31], Chorin [1980: 1-11] und Woodward et al. [1982].

In LS-DYNA wird eine Euler-Lagrange-Kopplung mithilfe einer 'Operator 

split'-Technik umgesetzt. Lediglich das für das Verständnis notwendige 

prinzipielle Vorgehen dieser Technik wird in der vorliegenden Arbeit dar-

gestellt. Eine detaillierte Beschreibung ist in dem LS-DYNA-Theorie-

Manual von Hallquist [1998] zu finden oder dem Übersichtsartikel von 

Benson [1992] zu entnehmen. 

Die 'Operator split'-Technik ist eine geeignete Methode, um komplizierte 

Problemstellungen durch eine Reihe von weniger komplizierten Prob-

lemstellungen auszudrücken, siehe Chorin et al. [1978]. So ist beispiels-

weise eine Anwendung dieser Methode die Trennung von Lagrange- und 

Euler-Berechnungsteilen innerhalb einer Euler-Berechnung. Mathema-

tisch ausgedrückt gilt somit ein lineares Differentialgleichungssystem der 

Form:

xx
x

0,0,fc
t

(4.34)

mit:  = Feldgröße  

 c = konstante Strömungsgeschwindigkeit 

 f = Quellenstärke des Volumenstromes 

Durch Anwendung der 'Operator split'-Technik wird Gleichung (4.34) in 

die folgenden zwei Gleichungen aufgespalten, die nacheinander gelöst 

werden können. Es gilt: 

0c
t

undf
t x

(4.35)

Die erste Gleichung in (4.35) besteht aus der Quellenstärke des Volu-

menstromes und wird somit 'Lagrange-Gleichung' genannt, während die 

zweite Gleichung den konvektiven Anteil enthält und deshalb als 'Euler-

Gleichung' bezeichnet wird. 
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Bild 4.6:  Zeitschrittschleife innerhalb der 'Operator split'-Technik; gestrichelte 

Linie: Schritt 1; durchgezogene Linie: Schritt 2 

Somit unterteilt sich die 'Operator split'-Technik in zwei Schritte. Im ers-

ten Schritt werden nach der Lagrange´schen Betrachtungsweise alle 

physikalischen Größen mittels der in Bild 4.6 dargestellten Zeitschritt-

schleife berechnet und die 'history-Variablen' wie z.B. die Knotenkräfte, 

die Geschwindigkeiten, die Dehnungen und die Spannungen für den 

neuen Zeitschritt ermittelt. Dies entspricht der im Abschnitt 4.7 beschrie-

benen expliziten Zeitintegration innerhalb einer Lagrange´schen Formu-

lierung und gilt jeweils für einige Zeitschritte bevor der zweite Schritt der 

'Operator split'-Technik angewendet wird. 

Im zweiten Schritt wird die relative Bewegung zwischen dem Euler-Netz,

das hier als Hintergrundnetz fungiert, und den verformten Materialele-

menten berechnet, die durch das Lagrange-Netz abgebildet werden. Im 

Englischen wird dies mit dem Begriff 'mesh smoothing' ausgedrückt. An-

schließend werden zunächst alle auf die Elementmitte bezogenen Feld-

größen wie z.B. die Dichte, der Impuls, die Energie, die 'history-

Variablen' etc. für den neuen Zeitschritt aktualisiert. Die auf die Element-

knoten bezogenen Feldgrößen wie beispielsweise die Geschwindigkei-

ten und die Temperaturen müssen noch mithilfe der 'HIS-Methode' (engl. 

half index shift) nach Benson [1992-2] auf die Positionen der Element-

  inkrementelle
Verschiebungen

‘mesh smoothing’

Geschwindigkeiten

Beschleunigungen

Spannungen 

Knotenkräfte‘advection step’

 inkrementelle

Dehnungen 
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knoten transformiert werden. In der englischen Literatur wird dieser zwei-

te Teilschritt auch als 'remap step' oder 'advection step' bezeichnet. Der 

gesamte zweite Schritt entspricht somit einer Verschiebung der Lagran-

ge-Knoten auf eine für das Lagrange-Netz verformungsbedingte günsti-

gere Position und dem anschließenden Abbilden der auf die Elementmit-

te resp. die Elementknoten bezogenen physikalischen Größen auf die 

neue Netz-Konfiguration. Der Einbau beider Teilschritte in die Zeitschritt-

schleife ist dem Bild 4.6 zu entnehmen. 

Dem ersten Teilschritt innerhalb der 'Operator split'-Technik, dem 'mesh 

smoothing', unterliegt folgende eindimensionale Strömungsbedingung: 

1
V

f

x

tu
C (4.36)

mit:  C = Courantzahl 

t = Zeitschrittlänge 

 u t  = entspricht dem Transportvolumen f zwischen benachbarten 

Elementen

x = charakteristische Elementgröße, z.B. kürzeste 

Elementkantenlänge

Gleichung (4.36) besagt, daß die Bewegung des Lagrange-Netzes be-

züglich des Euler-Netzes innerhalb der gewählten Zeitschrittlänge t

kleiner als die kürzeste Euler-Elementkantenlänge sein soll. Damit wird 

gewährleistet, daß innerhalb eines Zeitschrittes ein Lagrange-Element

ein Euler-Element nicht durchströmen kann. 

Für den zweiten Teilschritt innerhalb der 'Operator split'-Technik bietet 

LS-DYNA mehrere 'advection'-Algorithmen an, von denen sich zwei für 

die Berechnungen von Abbruchsprengungen eignen und deshalb in der 

vorliegenden Arbeit kurz beschrieben werden. Dies sind zum einen der 

'Donor Cell '-Algorithmus und zum anderen der 'van Leer MUSCL'-

Algorithmus. Beide Algorithmen erfüllen die Bedingungen, die an einen 

guten 'advection'-Algorithmus gestellt werden. Diese sind:

 Der 'advection'-Algorithmus sollte sowohl monoton, konservativ, genau 

und stabil sein als auch möglichst wenig dissipative und dispersive Ei-

genschaften zeigen. 
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Dabei bedeutet die Eigenschaft monoton, daß der maximale resp. mini-

male (alte) Wert der elementbezogenen physikalischen Größen alt durch 

den 'advection step' weder überschritten noch unterschritten wird. Es gel-

ten dann:

alt
Vx

neu
Vx

maxmax

alt
Vx

neu
Vx

minmin
(4.37)

Diese Forderung muß besonders bei der Berechnung der aktuellen Mas-

sen und Energien berücksichtigt werden, da hier negative Werte zu phy-

sikalisch unrealistischen Lösungen führen und somit die Berechnung ab-

bricht. Ein konservativer 'advection step' führt zu keiner Systemgrößen-

veränderung, so daß das Volumenintegral aller Feldgrößen z.B. die Ge-

samtdichte, die Gesamtmasse, der Gesamtimpuls etc. innerhalb des 'ad-

vection steps' konstant bleibt. Somit muß gelten: 

V

alt

V

neu dVdV (4.38)

Unter der dissipativen Eigenschaft ist ein Verschmieren der Feldgröße 

zu verstehen, während die dispersive Eigenschaft ein Oszillieren um die 

Bild 4.7:  Veränderung des Anfangsimpulses aufgrund einer dissipativen resp. 

dispersiven Eigenschaft 

x
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Lösung der Feldgröße  beschreibt. Beide Eigenschaften sind in Bild 4.7

dargestellt und sollten innerhalb eines 'advection steps' möglichst nicht 

auftreten.

  'Donor Cell '-Algorithmus 

Beim 'Donor Cell '-Algorithmus handelt es sich um einen monotonen, 

konservativen und schnellen 'advection'-Algorithmus, der nur eine Ge-

nauigkeit 1. Ordnung besitzt, jedoch sowohl dissipative als auch disper-

sive Eigenschaften aufzeigt. Die neue Feldgröße o,neu berechnet sich 

nach einem 'advection step' aus den Anteilen der alten Feldgrößen i

und deren Elementvolumina Vi und ist in Bild 4.8 in einer zweidimensio-

nalen Ansicht dargestellt. In Bild 4.8 ist das Elementnetz vor dem 'advec- 

tion step' mit durchgezogenen Linien gekennzeichnet, in deren jeweiliger 

Elementmitte die Feldgrößen ermittelt werden. Die gestrichelten Linien 

Bild 4.8:  Berechnung der neuen Feldgröße o,neu nach einem 'Donor Cell advec-

tion step'; zweidimensionale Ansicht 
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kennzeichnen die neue Position des sich in der Mitte befindenen Ele-

mentes nach der Knotenverschiebung. Die neue Feldgröße o,neu dieses 

Elementes berechnet sich laut Bild 4.8 dann folgendermaßen: 

420

442200
neu0, VVV

VVV
(4.39)

Vollständigkeitshalber wird in Gleichung (4.40) die verallgemeinerte 

Formulierung des 'Donor Cell '-Algorithmus zur Berechnung der neuen 

Feldgröße 1n
j 2

1  im Elementschwerpunkt nur erwähnt, so daß gilt: 

n
j

n
jj

n
j

n
jjj

1jj
n
j

1n
j

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

a
2

1
a

2

1
f

,ff
x

t

(4.40)

mit:  aj = Geschwindigkeit der Kontaktdiskontinuität am Knoten j

Ein Nachteil des 'Donor Cell '-Algorithmus besteht darin, daß bei der Be-

rechnung der neuen Feldgrößen o,neu  der Einfluß jener Feldgrößen ver-

nachlässigt wird, die nicht über Elementkanten (2D) resp. Elementflä-

chen (3D) sondern nur über Elementknoten miteinander verbundenen 

sind. So finden die Feldgröße 1 und der Anteil des Elementvolumens V1

in der Gleichung (4.39) keine Berücksichtigung.

  'van Leer MUSCL'-Algorithmus 

Beim 'van Leer MUSCL'-Algorithmus handelt es sich um einen monoto-

nen, konservativen und im Vergleich zum 'Donor Cell '-Algorithmus lang-

sameren Algorithmus, der jedoch eine Genauigkeit zweiter Ordnung be-

sitzt. (MUSCL steht für 'monotone upwind schemes for conversation 

laws'). Der Algorithmus basiert auf der Annahme eines rechteckigen E-

lementnetzes. Dabei wird durch stark verformte Elemente ein Fehler 

zweiter Ordnung erzeugt, so daß für das System nur noch eine Genau-

igkeit erster Ordnung erreicht wird. 
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Bild 4.9:  'van Leer MUSCL'-Algorithmus, Schritte a) bis c) 

Die Grundidee des 'van Leer MUSCL'-Algorithmus [1977] besteht in der 

Annahme einer stückweisen linearen Verteilung der (alten) Feldgrößen 

und der anschließenden Abbildung dieser Feldgrößenverteilung auf die 

neue Elementnetzkonfiguration. In Bild 4.9 werden die einzelnen Schrit- 

te des 'van Leer MUSCL'-Algorithmus in einer eindimensionalen Betrach-

tung für die in dem Elementschwerpunkt berechneten 'history'-Variablen 

veranschaulicht dargestellt. Mit i sind die jeweiligen Werte der 'history'-

Variablen gekennzeichnet, während Li den jeweiligen Einflußbereich an-

x
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gibt, siehe Bild 4.9a. Zunächst wird für jede Ausgangsfeldgröße der Mit-

telwert berechnet und anschließend daraus eine stückweise lineare Feld-

funktion L gebildet, in der x nun die Volumenkoordinate sei, siehe Bild

4.9b. Die Einhaltung der jeweiligen Feldgröße wird durch eine erweiterte 

monoton lineare Funktion in dem jeweiligen Elementschwerpunkt er-

reicht. Es gilt dann im Zeitschritt t n :

n
j

n
j

n
j

n
j 2

1
2

1
2

1
2

1 xxSx (4.41)

mit: Sn
j+1/2 = Steigung der stückweise definierten Funktion in dem 

Elementschwerpunkt (j+1/2) im Zeitschritt tn

i

1

r

r
dr

dr

dV
x  = Definition der Volumenkoordinate;  

 mit: V = Elementvolumen, r = räumlicher Abstand 

des Knotens zum Elementschwerpunkt (j+1/2)

Werden jedoch durch die Steigung n
j

L

2
1S

x
 der im Schwerpunkt ele-

mentweise definierten linearen Feldfunktion lokale Maxima resp. Minima 

erreicht, die die realen Maxima- resp. Minima-Werte übersteigen, so 

führt dies zu numerischen Problemen. Dann ist die Bedingung der Mono-

tonie für die ganze Feldfunktion L verletzt. In Bild 4.9b wird beispiels-

weise die Stelle der Monotonieverletzung der linearen Feldfunktion L

durch einen schwarzen Kreis angedeutet. Für diese Stelle gilt beim  

Übergang der Feldgröße 3 zu 4 für eine lineare Feldfunktion L:

432L ,,max (4.42)

Die Monotonieverletzung kann behoben werden, indem die Steigung 

x
L n

j 2
1S  aus den maximal zulässigen Werten an den Elementrändern 

berechnet wird. Somit kann die Steigung Sn
j+1/2 in einen linken Anteil SL

und in einen rechten Anteil SR aufgeteilt werden. In Bild 4.9c wird dies 

durch die gestrichelten Linien angedeutet, die innerhalb eines Elementes 

die jeweiligen Randwerte der Feldgröße mit dem Wert in der Mitte ver-

binden. Aus den Steigungsanteilen wird anschließend die gesamte Stei-

gung Sn
j+1/2 ermittelt, die nun die Bedingung der Monotonie erfüllt. Somit 
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wird die Steigung Sn
j+1/2 aus Gleichung (4.41) in der verallgemeinerten 

Formulierung folgendermaßen angenähert: 

Rn
j

LRLn
j s,s,sminssgnssgn

2

1
S

2
1

2
1 ,

n
j

n
j

j

Rn
j

n
j

j

L

2
1

2
3

2
1

2
1

2
1

2
1 x2

1
s,

x2

1
s

(4.43)

Es existieren noch eine Reihe weiterer Varianten, um die Steigung der 

Feldgröße innerhalb eines Elementes zu berechnen, z.B. mit Ansätzen 

höherer Ordnung und der Einbeziehung der Nachbarzellen. So verwen-

det Christensen [1989] ein kubisches Polynom über die vier benachbar-

ten Elemente eines Knoten j, deren Feldgrößen im jeweiligen Element-

schwerpunkt ermittelt werden, und berechnet daraus den Wert der Feld-

größe (xj
n), so daß sich die Steigung der Feldgröße berechnet zu: 

2
1

2
1

j

n
j

n
1jn

j x

xx
s (4.44)

Er berichtet, daß durch seine Annäherung nahezu eine Genauigkeit drit-

ter Ordnung erreicht wird.

Am Ende des 'advection step' müssen noch in demselben Zeitschritt die 

auf die Elementknoten bezogenen Feldgrößen wie z.B. die Geschwin-

digkeiten aktualisiert werden. Dies geschieht mit dem von Benson

[1992-2: 348] entwickelten '(HIS)-Algorithmus' (engl. half index shift), der 

über eine 'Impuls-advection' arbeitet, da bereits LS-DYNA eine konserva-

tive Gesamtimpulserhaltung gewährleistet. Nur das prinzipielle Vorgehen 

dieses 'HIS-Algorithmus' sei in der vorliegenden Arbeit erwähnt. Zu-

nächst wird bei der Erhaltung des Gesamtimpulses ein Hilfsfeld beste-

hend aus den Elementschwerpunkt-Feldgrößen angelegt. Dann wird die-

ses Hilfsfeld innerhalb des 'advection step' z.B. mit dem 'van Leer

MUSCL-Algorithmus neu berechnet, um anschließend daraus die auf die 

Elementknoten bezogenen Feldgrößen wie z.B. die neuen Knotenge-

schwindigkeiten zu bestimmen. 
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Bild 4.10:  'advection'-Algorithmen mit einer Genauigkeit a) erster resp. b) zweiter 

Ordnung nach Mc Glaun & Yarrington [1993] 

  Zusammenfassung zur Vorgehensweise der 'Advection'-Technik 

Um ein System von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen der Form

x
xa

t
(4.45)

zu lösen, verwenden alle 'advection'-Techniken folgendes Vorgehen an: 

Sie konstruieren zunächst eine Verteilung der Feldgröße  über den Zel- 

lenmittelwert und berechnen anschließend die räumliche Ableitung der 

Feldgröße am Elementschwerpunkt, die Steigung n
j 2

1S
x

. Dabei kann 

die Verteilung eine Genauigkeit erster, zweiter oder höherer Ordnung 

haben. Sie muß jedoch monoton und konservativ sein. Wie in Bild 4.10 

angedeutet, wird eine Genauigkeit erster Ordnung in Bild 4.10a, wie 

beim 'Donor Cell '-Algorithmus, durch eine konstante Verteilung über ei-

ne Zelle und eine Genauigkeit zweiter Ordnung in Bild 4.10b, wie beim 

'van Leer MUSCL'-Algorithmus, durch eine lineare Verteilung über eine 

Zelle erreicht, siehe van Leer [1979]. 

Um keine numerischen Oszillationen innerhalb der 'advection'-Schrittwei- 

te zu erzeugen, darf der Randwert der Feldgröße des Nachbarelementes 

durch die Ableitung der Feldgröße weder überschritten noch unterschrit-

ten werden. Dies wird durch verschiedene Methoden zur Aufteilung der 

Feldgrößensteigung in einer Zelle erreicht, so daß die Monotonieforde-

rung innerhalb des 'advection'-Algorithmus erfüllt wird.

quantity advected

x(i-3/2)

a)

x(i-1/2) x(i+1/2) x(i+3/2)

quantity advected

x(i-3/2)

b)

x(i-1/2) x(i+1/2) x(i+3/2)
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Bild 4.11:  Begrenzung der Feldgrößensteigung am Beispiel des 'van Leer

MUSCL'-Algorithmus nach Mc Glaun & Yarrington [1993] 

Exemplarisch wird die Begrenzung der Feldgrößensteigung in einer Zelle 

anhand von Bild 4.11 für den 'van Leer MUSCL'-Algorithmus dargestellt. 

Durch 'slope1' und 'slope2' in Bild 4.11 wird die Feldgrößensteigung an 

die jeweiligen Randwerte der Nachbarzellen angepaßt, so daß numeri-

sche Oszillationen innerhalb der 'advection'-Schrittweite vermieden wer-

den. 'Slope3' kennzeichnet die ursprünglich berechnete Feldgrößenstei-

gung der Zelle mit einer Genauigkeit zweiter Ordnung. Diese durch die 

Monotonieforderung erzwungene Anpassung der Feldgrößensteigung in 

Bild 4.11 wird mithilfe des folgenden länglichen Ausdrucks erreicht: 

2
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(4.46)

Weitere Ansätze, die Monotonieforderung innerhalb der 'advection'-

Technik durch eine Verteilung mit höherer Ordnung zu erfüllen, werden 

slope 1 

x(i-3/2) x(i-1/2) x(i+1/2) x(i+3/2)

‘van Leer’ slope

(i-1)

(i)

(i+1)

slope 2

slope 3 
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in dem mathematischen Grundlagenartikel von Harten [1983: 357-393] 

erwähnt. Sie werden in den Beiträgen von Sweby [1985] und Le Veque &

Goodman [1985] mittels einer TVD-Technik (Total Variation Dimin- 

ishing) und von Harten [1989] mittels einer ENO-Technik (Essentially 

Non-Oscillatory) ausführlich beschrieben. 

4.7 Zeitintegration 

Zunächst sei die prinzipielle Vorgehensweise der Finite-Element-

Methode (FEM) zur Lösung eines Anfangsrandwertproblemes kurz be-

schrieben, bevor auf die Lösung der Bewegungsgleichung mithilfe der 

expliziten Zeitintegration innerhalb von Hydrocodes genauer eingegan-

gen wird. Ausführliche Beschreibungen der FEM sind in der Literatur un- 

ter anderem bei Hughes [1987], Zienkiewicz & Taylor [2000] und Bathe

[1996] zu finden. 

Die Erhaltung des Impulses nach Gleichung (4.1b) stellt eine partielle 

Differentialgleichung in Abhängigkeit vom Ort x und der Zeit t dar. Unter 

Verwendung der Neumann´schen Randbedingung ( t,xtt  auf t ) läßt 

sich die integrale Form der Differentialgleichung multipliziert mit einer 

Wichtungsfunktion in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen überfüh-

ren. Durch die räumliche Diskretisierung mithilfe von Ansatzfunktionen 

(shape functions) wird zunächst aus der partiellen Differentialgleichung 

eine gewöhnliche Differentialgleichung in globaler Formulierung. Damit 

wird die von Raum und Zeit abhängige Lage eines Punktes x(X,t) inner-

halb eines Elementes mithilfe der Ansatzfunktion N(X) in die nur noch 

von der Zeit abhängigen Lage der Elementknoten tx̂  approximiert und 

es gilt: 

tˆXNt,X xx (4.47)

Analog zu Gleichung (4.47) gilt für die Geschwindigkeiten: 

tˆXNt,X vv (4.48)
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Für die räumliche Diskretisierung werden meistens isoparametrische  

Finite-Elemente verwendet. Sie besitzen den Vorteil, daß dieselben An-

satzfunktionen sowohl das Verformungsverhalten eines Elementes be-

schreiben als auch als Transformationsvorschrift zur Beschreibung der 

Elementgeometrie dienen. 

Die reduzierte Integration bei der Volumenberechnung im Element bringt 

neben der Reduzierung des Rechenaufwandes gegenüber einer vollen 

Elementintegration noch den Vorteil, daß Versteifungseffekte im Element 

vermieden werden. Jedoch erzeugt eine reduzierte Integration einen 

Rangabfall in der Elementsteifigkeitsmatrix und damit energiefreie Eigen-

formen. Diese sogenannten Hourglass-Eigenformen führen wiederum zu 

Ungenauigkeiten resp. Oszillationen in der Lösung. Um die ungewollten 

Nullenergie-Eigenformen zu beseitigen, wird das Elementverhalten nach 

dem Vorschlag von Hallquist [1998] durch eine zusätzliche, spezifische 

Viskosität stabilisiert, die an den Elementknoten in der Bewegungsglei-

chung ansetzt. Dies ist äquivalent mit der Subtraktion eines viskosen 

Dämpfungsvektors CH auf der linken Seite der Bewegungsgleichung, so 

daß diese in einer allgemeinen Betrachtungsweise somit lautet:

RCFvM
v

M H
ˆ

ˆ
kon

t
(4.49)

mit: M  = Massenmatrix 

Mkon  = konvektive Massenmatrix 

v̂  = Vektor der Knotengeschwindigkeiten 

F = Vektor der inneren Kräfte 

R = Vektor der äußeren Kräfte 

CH = viskoser Dämpfungsvektor der Hourglass-Eigenformen

Für die Berechnung des viskosen Dämpfungsvektors CH gibt es ver-

schiedene Ansätze. Hallquist [1998] schlägt vor: 

T
h ˆa vCH (4.50)

mit: 3

2

VcQ
4

1
a hh
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Darin bezeichnet  die Hourglass-Basismatrix, Qh eine Konstante zwi-

schen 0,05 und 0,15; c die Schallwellengeschwindigkeit des Materials,  

 die Elementdichte und V das Elementvolumen. 

Bild 4.12: Hourglass-Basisvektoren für die X-Richtung nach Belytschko et al.

[1984]

Zur Ermittlung der einzelnen Basisvektoren in  müssen alle unabhängi-

gen Nullenergie-Eigenformen betrachtet werden, die keiner Starrkörper-

verschiebung entsprechen. Somit ergeben sich für ein achtknotiges Kon-

tinuumselement mit einem Integrationspunkt im Elementschwerpunkt für 

jede beliebige Richtung nach Bild 4.12 vier Basisvektoren für die vier 

Hourglass-Moden, die jeweils acht Komponenten besitzen. 

Wird nun die Betrachtungsweise nach Lagrange gewählt, so entfällt der 

konvektive Massenterm in der Bewegungsgleichung (4.49) und das glo-

bale Gleichgewicht zum Zeitpunkt t n lautet: 

nnnnˆ HCFRaM (4.51)
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Die numerische Lösung der zeitabhängigen Bewegungsgleichung (4.51) 

kann durch zwei Arten der Zeitintegration erreicht werden, die implizite 

und die explizite Methode. Die Methode heißt explizit, wenn in einem 

Zeitschritt die Verschiebungen zu einem Zeitpunkt t+ t unabhängig von 

den Beschleunigungen zur selben Zeit sind, andernfalls heißt die Metho-

de implizit. Mathematisch ausgedrückt bedeutet dies, daß die Lösung für 

die gesuchte Verschiebung t+ t u zum Zeitpunkt t+ t auf der Anwendung 

der Bewegungsgleichung (4.51) im expliziten Fall zum Zeitpunkt t beruht, 

während sie im impliziten Fall zum Zeitpunkt t+ t angewendet wird. Eine 

ausführliche Beschreibung ist z.B. in Bathe [1996: 547-610] zu finden. 

Als grobe Richtlinie kann gesagt werden, daß implizite Methoden bei 

Problemen der Strukturdynamik am effektivsten sind, während explizite 

Methoden sehr häufig bei Wellenausbreitungsproblemstellungen ange-

wendet werden, siehe Zukas et al. [1982: 379].

Implizite Methoden lösen die zeitabhängige Gleichung iterativ, was den 

Nachteil hoher Rechenzeit mit sich bringt. Der Vorteil liegt darin, daß ge-

nau festgelegt werden kann, bei welcher Genauigkeit die Iteration ab-

gebrochen werden soll, was eine Aussage über die Genauigkeit der Ge-

samtrechnung ermöglicht.

Bei expliziten Methoden werden die gesuchten Größen des jeweiligen 

nächsten Zeitschritts direkt berechnet, wodurch sich die Rechenzeit 

drastisch verkürzt. Der Nachteil dabei ist, daß eine Abschätzung der Ge-

nauigkeit nur schwer möglich ist. Aus diesem Grund bedarf es geeigne-

ter Kriterien, nach denen die maximal mögliche Zeitschrittlänge berech-

net werden kann, mit der eine stabile Lösung erhalten wird. Ein solches 

Kriterium für eindimensionale Wellenausbreitungsprobleme ist die Cou-

rant-Friedrichs-Lewy-Bedingung [1928], nach der innerhalb eines Zeit-

schritts eine Welle höchstens eine Zelle überstreichen darf. Die Zeit-

schrittlänge t wird für jeden Zeitschritt aus allen Elementen neu berech-

net und resultiert aus dem kleinsten für eine einzelne Zelle berechneten 

Zeitschritt:

)t,...,t,tmin(kt m21 (4.52)

wobei m die Anzahl der Elemente angibt und k einen Sicherheitsfaktor 
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beschreibt, der meist zwischen 0,6 und 0,9 in LS-DYNA gewählt wird, 

siehe Hallquist [1998: 19.1-19.3]. 

Für eindimensionale Wellenausbreitungsprobleme gilt somit für den kriti-

schen Zeitschritt in der i-ten Zelle: 

Zs

Z
cr,i vc

l
t (4.53)

mit: lZ = charakteristische Zellenlänge, meist die kleinste Dimension 

der i-ten Zelle 

  cs  = Schallwellengeschwindigkeit des Materials 

Zv  = Betrag der Zellengeschwindigkeit 

Mit Gleichung (4.53) wird die maximale Zeitschrittlänge während eines 

'advection step' berechnet (entspricht nach Bild 4.6 dem zweiten Schritt 

innerhalb der 'Operator split'-Technik), in der die relative Bewegung des 

Lagrange-Netzes bezüglich des Euler-Netzes durch den Betrag der Zel-

lengeschwindigkeit berücksichtigt wird. In der reinen Lagrange´schen

Zeitschrittschleife wird die Zellengeschwindigkeit  vz  dann auf Null ge-

setzt.

Für die Berechnung von Abbruchsprengungen muß die kritische Zeit-

schrittlänge cr,it  nach Gleichung (4.53) aufgrund der Berücksichtigung 

der Schock-Viskosität modifiziert werden, siehe Benson [1992: 311], so 

daß für Kontinuumselemente gilt: 

0cc

0ccc
q:mit

cqq

l
t

kksL

kkkkosL

2
s

2

e
cr,i (4.54)

mit : le  = charakteristische Elementlänge 
max,e

e
e A

V
l

 Ve  = Elementvolumen 

 Ae,max  = Elementfläche der längsten Elementseite 

 cs  = adiabatische Schallwellengeschwindigkeit 
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 q = Funktion der künstlichen Viskosität mit den Konstanten 

5,1co  und 06,0cL

Die adiabatische Schallwellengeschwindigkeit ist wiederum abhängig 

vom elastischen Schermodul G und den Beiträgen aus der Zustandsglei-

chung entlang einer Isentropen. Es gilt somit: 

E

pVpp

3

G4
c

2

Eo
s

o

(4.55)

mit:   = spezifische Dichte, auf die Masse bezogen 

 E  = inkrementelle Gesamtenergie, dE = – p dV 

 p = Druck 

 V = inkrementelles relatives Volumen 

Für ein Kontinuumselement mit einem rein elastischen Materialverhalten 

berechnet sich die Schallwellengeschwindigkeit somit zu: 

211

1E
cs (4.56)

mit: E = Elastizitätsmodul 

 = Poisson-Zahl 

Als Beispiel einer expliziten Zeitintegration wird das von LS-DYNA ver-

wendete Integrationsschema, der modifizierte Leap-Frog-Algorithmus,

der zur Familie der 'Zentralen Differenzenverfahren (ZDV)' gehört, in zu-

sammengefaßter Form vorgestellt, siehe Hallquist [1998]. 

Der modifizierte Leap-Frog-Algorithmus besitzt eine Genauigkeit zweiter 

Ordnung und besteht aus der Grundidee, die Variablen auf der Zeitachse 

so zu plazieren, daß die Knotengeschwindigkeiten immer zu den halben 

tn+1/2, die Knotenbeschleunigungen und die Knotenverschiebungen je-

doch zu den vollen Zeitschritten tn berechnet werden. Somit wird im Zeit-

schritt t n aus der Bewegungsgleichung nach Lagrange´scher Betrach-

tung (4.57a) mithilfe des modifizierten Leap-Frog-Algorithmus der globa-
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le Geschwindigkeits- 2/1nv̂  und Verschiebungsvektor 1nû  der Knoten 

zum nächsten Zeitschritt t n+1 berechnet, so daß folgende Berechnungs-

schritte gelten: 

nnn1nˆ
HCFRMa (4.57a)

mit: nâ  = globaler Beschleunigungsvektor der Knoten im Zeitschritt nt

 M  = diagonalisierte Massenmatrix 

 R  = Vektor der äußeren Kräfte 

 F  = Vektor der inneren Kräfte 

CH = viskoser Dämpfungsvektor der Hourglass-Eigenformen 

nn2/1n2/1n tˆˆˆ avv (4.57b)

2/1n2/1nn1n tˆˆˆ vuu (4.57c)

2

tt
t

1nn
2/1n (4.57d)

Der neue Ortsvektor 1nx̂  im Zeitschritt t n+1 ergibt sich durch Addition 

des Verschiebungsinkrementes 1nû  zum Ortsvektor der Ausgangskon-

figuration 0x̂ . Somit gilt: 

1n01n ˆˆˆ uxx (4.57e)
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5 Konvergenzstudien zur Modellierung von Euler-

Lagrange-Kopplungen

Bei der Modellierung von Strukturen mit sehr großen Abmessungen, bei 

denen jedoch nur ein kleiner Bereich den Detonationsbelastungen aus-

gesetzt ist, stellt sich allgemein die Frage, in welchem Maß weit entfernte 

Netzbereiche einen Einfluß auf die lokale Beanspruchung haben können. 

Aus Gründen der zur Verfügung stehenden Rechenkapazität und einer 

akzeptablen Rechenzeit ist es daher sinnvoll, den zu modellierenden Be-

reich so klein wie möglich zu halten, um die Systemressourcen für eine 

Verfeinerung der Netze verwenden zu können. Deshalb werden die  

folgenden Konvergenzstudien zur Modellierung von Euler-Lagrange-

Kopplungen mit dem in Bild 5.1 dargestellten Ersatz-Modell, einer Kon-

taktdetonation an einer Betonplatte, mithilfe der Version LS-DYNA 940.2 

durchgeführt.

Bild 5.1:  Ausgangsgeometrie des z-Achsen symmetrischen Ersatz-Modells mit 

dem Euler-Hintergrundnetz luft 7 9, Maße in cm  

0.00

9.00

16.00

holuft luft 7 9

7.00

2

z

y x

Betonplatte

Sprengstoffzylinder

Luft (EHG-Netz)
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Unter der Berücksichtigung, daß für die in Kapitel 3 vorgestellten Verifi-

kationsversuche eine dreidimensionale Formulierung des Betonstoffge-

setzes benötigt wird, genügt es aufgrund der Rotationssymmetrie der 

Betonplatte (Durchmesser = 32 cm, Höhe = 8 cm) und des Sprengstoff-

zylinders (Durchmesser = 40 cm, Höhe = 80 cm), nur ein Viertel des Er-

satz-Modells mit entsprechenden Symmetriebedingungen in den beiden 

Symmetrieebenen zu modellieren, um das Problem exakt zu beschrei-

ben. Somit wird in den Bildern zur Geometrie jeweils nur das Viertel mit 

positiver x- und y-Achse dargestellt. 

Die Netz- und Materialzuweisung für das Ersatz-Modell geschieht gemäß 

den Beschreibungen in den Abschnitten 6.2 und 6.3 und wird an dieser 

Stelle lediglich aus Gründen des besseren Verständnisses sehr kurz zu-

sammengefaßt wiedergegeben.

Dem Euler-Netz werden die Materialeigenschaften des Sprengstoffes 

und der Luft zugewiesen, während das Lagrange-Netz die Materialei-

genschaften des Betons aufweist. Das Materialverhalten in den Euler-

Elementen des Sprengstoffes wird mithilfe der EOS-JWL abgebildet, 

siehe Gleichung (6.1), während das Materialverhalten der Luft im Euler-

Hintergrundnetz (EHG-Netz) durch die ideale Gaszustandgleichung (6.4) 

beschrieben wird. Das Vermischen beider Materialien (Sprengstoff und 

Luft) innerhalb des Euler-Netzes wird durch eine 'Multi-Material-Zellen'-

Formulierung ermöglicht. Das Materialverhalten des Betons wird im Ge-

gensatz zu den späteren Bauteilberechnungen in den Abschnitten 6.4 

bis 6.6 innerhalb der Konvergenzstudie durch das Hooke´sche Gesetz 

E :  linear elastisch angenommen. Diese Vereinfachung ist darin 

begründet, daß innerhalb der Konvergenzstudien zur Euler-Lagrange-

Kopplung mögliche Fehlerquellen aus dem Betonstoffgesetz keinen Ein-

fluß finden sollen. 
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5.1 Studie zur Größe des Euler-Hintergrundnetzes (EHG-

Netz)

Mit Blick auf die in dieser Arbeit später zu untersuchenden Betonstruktu-

ren beim Abbruch durch Sprengen und bezogen auf das Ersatz-Modell 

innerhalb der Konvergenzstudien aus Bild 5.1 wird zunächst die erforder-

liche Abbildungsgröße der in der Realität nahezu unendlich großen Luft-

hülle untersucht. Um in den Konvergenzstudien zur Netzfeinheit des Ab-

schnittes 5.3 einen möglichst großen Spielraum zu haben, ist die Redu-

zierung des Euler-Hintergrundnetzes (EHG-Netz) auf ein Minimum von 

vordringlicher Bedeutung. Daher wird aufgrund von Voruntersuchungen 

als obere Grenze des EHG-Netzes die in Bild 5.1 angegebene Höhe auf 

z = 9 cm festgelegt (1 cm oberhalb der Oberfläche der Betonplatte). 

Um den Einfluß der Größe des EHG-Netzes auf den Beton zu bestim-

men, wird für sieben verschiedene Netzfeinheiten (holuft...) jeweils die 

Unterkante des EHG-Netzes in sieben Stufen von z = -2 cm über 0 cm, 

2 cm, 4 cm, 5 cm und 6 cm auf z = 7 cm reduziert (luft...) und der Druck-

Zeit-Verlauf verglichen. Aufgrund der starken Elementabhängigkeit der 

Ergebnisse werden hierfür Kontrollelemente im gesamten Plattenbereich 

verwendet.

Bei der Auswahl der Netzfeinheiten werden bewußt drei Modelle mit ei-

nem Euler-Lagrange-Verhältnis (E/L) von 2 : 1 und vier Modelle mit ei-

nem Verhältnis von E/L = 1 : 1 oder kleiner gewählt [Elemente/cm], um 

einen eventuellen Einfluß des E/L-Verhältnisses erfassen zu können. 

In den Bildern zu den Untersuchungen dieses Kapitels werden Abkür-

zungen und Konventionen verwendet, die im folgenden erläutert werden: 

 holuft 3 1,5: Untersuchung zur Hoehe des Luftnetzes (EHG-Netzes) 

mit einem Euler-Lagrange-Verhältnis (E/L) von 3 Euler-Elementen pro 

cm zu 1,5 Lagrange-Elementen pro cm (= Kehrwert der Elementkan-

tenlänge in [1/cm]). 
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luft 7 9: Größe des Luftnetzes (EHG-Netzes) beschrieben durch die 

z-Koordinaten der Unter- und Oberkante in [cm], hier 7 cm und 9 cm, 

siehe Bild 5.1. 

Elementskizze 3 1,5: Skizze zur Lage der Kontrollelemente für ein 

Verhältnis von E/L = 3/1,5; die Zahlen oben und seitlich bezeichnen 

die Spalten- bzw. Zeilennummern, die Zahlen im Inneren die Element-

nummern.

Tabelle: Maximal- und Minimaldruck der Kontrollelemente für die ein-

zelnen EHG-Netze; an zweiter Stelle steht jeweils die Abweichung 

vom Referenz-EHG-Netz luft 0 9 in [%]. Fehlende Angaben bedeuten 

identische Werte mit luft 0 9! 

Kontrollelemente: Da nur die EHG-Netze derselben Netzfeinheit mit-

einander verglichen werden, haben Elemente mit gleicher Nummer 

aber aus Untersuchungen mit verschiedener Netzfeinheit in der Regel 

verschiedene Koordinaten. Beispielsweise liegt das Element 1 aus ho-

luft 3 1,5 nicht exakt an derselben Stelle wie das Element 1 aus holuft

3 3,5. Auch die Anzahl der Kontrollelemente variiert teilweise. 

Balkendiagramm: Um die Abweichungen für die verschiedenen EHG-

Netze deutlich zu machen, erfolgt die Darstellung des Maximaldrucks 

der Kontrollelemente jeweils bezogen auf die Werte für das Referenz-

EHG-Netz luft 0 9, das immer 100 % darstellt. Es gilt: Balkenhö-

he = 100 p / pluft 0 9 in [%]. 

Auf den nächsten Seiten werden die Ergebnisse der Studie zur Größe 

des EHG-Netzes in tabellarischer Form exemplarisch für die Varianten 

holuft 3 1,5 und holuft 3 3,5 zusammengestellt und veranschaulicht. Die 

Darstellung der weiteren Untersuchungsergebnisse für die Varianten ho-

luft 1 0,5; holuft 4 2; holuft 3 3 und holuft 4 4 sind im Anhang C.1 zu fin-

den. Hierbei sind zuerst die Euler-Lagrange-Verhältnisse von 2 : 1 aufge-

führt, danach die Verhältnisse E/L = 1 : 1 oder kleiner. 
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holuft 3 1,5 Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2  //  Abweichung in % von luft 0 9

Ele- luft -2 9 luft 0 9 luft 2 9 luft 4 9 luft 5 9 luft 6 9 luft 7 9

mente

1 2105,5 1991,9 -5,40 1969,4 -6,46 2135,5 1,42 2143,2 1,79
-1243 -1293,3 4,05 -1299,7 4,56 -1170,6 -5,82 -1332,6 7,21

2 1034,8 913,42 -11,73 801,92 -22,50 1003,9 -2,99 1035 0,02
-948,21 -859,42 -9,36 -762,12 -19,63 -935,77 -1,31 -962,34 1,49

3 191,49 176,51 -7,82 162,28 -15,25 172,52 -9,91 188,6 -1,51
-578,65 -578,66 0,00 -521,9 -9,81 -469,97 -18,78 -556,17 -3,88 -575,67 -0,51

4 579,94 531,99 -8,27 479,15 -17,38 559,04 -3,60 579,99 0,01
-361,72 -349,23 -3,45 -316,98 -12,37 -349,73 -3,31 -366,97 1,45

5 192,77 188,65 -2,14 172,69 -10,42 174,6 -9,43 193,21 0,23
-190,64 -203,37 6,68 -188,48 -1,13 -180,88 -5,12 -191,1 0,24

6 104,92 94,219 -10,20 87,164 -16,92 95,214 -9,25 103,75 -1,12
-194,44 -190,73 -1,91 -174,78 -10,11 -158,96 -18,25 -195,79 0,69

7 103,25 99,075 -4,04 91,299 -11,57 88,45 -14,33 103,99 0,72
-133,66 -146,3 9,46 -135,14 1,11 -122,99 -7,98 -134,42 0,57

8 55,064 51,614 -6,27 46,495 -15,56 52,034 -5,50 54,794 -0,49
-120,21 -110,71 -7,90 -102,7 -14,57 -114,5 -4,75 -117,54 -2,22

9 21,96 27,84 26,78 26,738 21,76 23,75 8,15 22,12 0,73
-33,419 -32,997 -1,26 -30,968 -7,33 -25,77 -22,89 -33,79 1,11

10 15,417 15,418 0,01 14,99 -2,77 13,984 -9,29 13,853 -10,14 15,443 0,17
-70,419 -69,752 -0,95 -64,336 -8,64 -66,269 -5,89 -70,214 -0,29

Tabelle 5.1:  Tabelle holuft 3 1,5

Bild 5.2:  Elementskizze holuft 3 1,5 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 
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Bild 5.3:  Balkendiagramm holuft 3 1,5

Elementskizze 3 1,5

z
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holuft 3 3,5 Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2  //  Abweichung in % von luft 0 9

Ele- luft -2 9 luft 0 9 luft 2 9 luft 4 9 luft 5 9 luft 6 9 luft 7 9
mente

1 5098,5 5104,8 0,12 5049,3 -0,96
-452,1 -452,08 0,00 -452,08 0,00 -452,08 0,00 -344,54 -23,79 -524,52 16,02

2 2100,8 2100,7 0,00 2038,1 -2,98 2078,3 -1,07
-1656,8 -1656,9 0,01 -1656,3 -0,03 -1592,8 -3,86 -1592,8 -3,86

3 389,03 389,06 0,01 383,83 -1,34 381,85 -1,85
-1162,1 -1162 -0,01 -1132,5 -2,55 -1146,7 -1,33

4 1872,5 1872,4 -0,01 1872,7 0,01 1836,5 -1,92 1865,6 -0,37
-1391,2 -1391,3 0,01 -1368,3 -1,65 -1340,7 -3,63

5 577 576,99 0,00 577,03 0,01 576,08 -0,16 582,04 0,87
-365,75 -365,74 0,00 -365,79 0,01 -361,74 -1,10 -356,66 -2,49

6 171,06 171,07 0,01 171,56 0,29 174,29 1,89
-175,39 -169,66 -3,27 -146,49 -16,48

7 164,21 164,2 -0,01 166,07 1,13 166,12 1,16
-131,67 -131,66 -0,01 -123,6 -6,13 -122,13 -7,25

8 164,58 164,57 -0,01 165,37 0,48 166,53 1,18
-197,44 -197,34 -0,05 -202,42 2,52

9 71,163 71,164 0,00 69,88 -1,80 67,815 -4,70
-28,476 -28,477 0,00 -28,474 -0,01 -28,477 0,00 -29,571 3,85 -26,67 -6,34

10 37,059 37,061 0,01 37,628 1,54 37,338 0,75
-132,4 -130,07 -1,76 -132,14 -0,20

Tabelle 5.2:  Tabelle holuft 3 3,5

Bild 5.4:  Elementskizze holuft 3 3,5 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 

Bild 5.5:  Balkendiagramm holuft 3 3,5
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Bei einem Vergleich der Druck-Zeit-Verläufe aller 497 untersuchten Ele-

mente zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung der verschiedenen 

EHG-Netze derselben Netzfeinheit bezüglich des qualitativen Kurvenver-

laufs. Stellvertretend zeigt Bild 5.6 einen Vergleich der Druckkurven für 

die schlechteste Übereinstimmung der Studie: holuft 3 1,5 luft 0 9 und

holuft 3 1,5 luft 5 9, am Element 2, siehe Bild 5.2 (Fehler: -22,50 % für 

den Maximaldruck; -19,63 % für den Minimaldruck). 

Bild 5.6:  Vergleich der Druck-Zeit-Verläufe am Element 2, siehe Bild 5.2 aus: 

holuft 3 1,5_luft 0 9 und holuft 3 1,5_luft 5 9

Das Diagramm macht deutlich, daß trotz der großen Abweichungen der 

Maximal- und Minimaldrücke die beiden Kurven sehr ähnlich sind. Die 

Zeitpunkte der Peaks unterscheiden sich hier maximal um ca. 0,37 s.

Für Elemente mit kleinen Abweichungen der Maximaldrücke kann aus 

den Druck-Zeit-Diagrammen kein Zeitunterschied der Peaks abgelesen 

werden. Allgemein kann festgehalten werden, daß eine Übereinstim-

mung der Maximal- und Minimaldrücke bei dieser Studie immer gleich-

bedeutend mit einer Übereinstimmung des gesamten Druck-Zeit-
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Verlaufs ist. Hieraus folgt, daß der Impuls als Integral des Drucks über 

der Zeit dann eine ebensolche Übereinstimmung aufweist. Somit stellt 

der quantitative Vergleich der Maximaldrücke ein sinnvolles und sensib-

les Beurteilungskriterium für die Konvergenz der EHG-Netze dar. 

Zusammenfassung und Interpretation der Ergebnisse 

 Für E/L-Verhältnisse von 2 : 1 liegt eine gute Übereinstimmung nur bis 

luft 2 9 vor; bei weiterer Reduzierung des EHG-Netzes treten deutliche 

Abweichungen über 20 % auf, deren Höhe von Element zu Element 

jedoch stark schwankt. 

 Für E/L-Verhältnisse von 1 : 1 oder kleiner zeigt sich eine hervorra-

gende Übereinstimmung bis luft 5 9 (Fehler < 0,34 %, meistens sogar 

< 0,1 %). Element 9 in holuft 4 4 wird hier bei der Beurteilung nicht be-

achtet, da der stark unregelmäßig 'gezackte' Druck-Zeit-Verlauf auf ei-

nen Rechenfehler am Ende der Rechnung schließen läßt. Bei einer 

weiteren Reduzierung des EHG-Netzes bis luft 7 9 zeigt sich für die 

Maximaldrücke von wenigen 'Ausreißern' abgesehen noch immer eine 

gute Übereinstimmung, für die Minimaldrücke jedoch nur noch eine 

mäßige Übereinstimmung mit luft 0 9. Die Netze holuft 3 3,5 und  

holuft 3 4,5 mit feinerem Lagrange-Netz als Euler-Netz weisen die  

beste Übereinstimmung aller untersuchten Netze auf. 

 Bei allen untersuchten E/L-Verhältnissen sind die Abweichungen für 

die Minimaldrücke deutlich höher als für die Maximaldrücke. Ein mög-

licher Grund hierfür könnte in der ungenügenden Materialbeschrei-

bung ohne Versagenskriterium liegen; ein anderer bedeutender Faktor 

ist die grundsätzlich mit der Zeit zunehmende Instabilität der Rech-

nung aufgrund sich mehrfach überlagernder Wellen.

 Bei allen sieben Untersuchungen mit unterschiedlichen Netzfeinheiten 

gibt es jeweils mindestens ein Element, das eine deutlich schlechtere 

Übereinstimmung aufweist als der Durchschnitt. Ebenso zeigt aber 

auch immer mindestens ein Element eine gute bis hervorragende  

Übereinstimmung aller verwendeten EHG-Netze. 
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 In einem Vergleich der Elemente mit schlechter Übereinstimmung las-

sen sich keine Regionen in der Platte ermitteln, in denen diese Ele-

mente bevorzugt auftreten. Als grobe Tendenz läßt sich allenfalls eine 

etwas höhere Gefährdung auf der Plattenoberseite in mittlerem bis 

großem Abstand zum Plattenzentrum vermuten. 

 Bei einer Reduzierung der EHG-Netzgröße weichen die Maximaldrü-

cke vom Referenz-EHG-Netz luft 0 9 mit nahezu gleicher Häufigkeit 

nach oben wie nach unten ab. Dieses Verhalten kann nicht nach be-

stimmten Bereichen in der Platte geordnet werden. (z.B. Zunahme der 

Drücke im Plattenzentrum und Abnahme der Drücke am Plattenrand). 

Dies ist insofern erstaunlich, als daß eine Reduzierung des EHG-

Netzes – bei fehlenden Randbedingungen – aufgrund eines höheren 

Energieverlustes des Gesamtsystems eine Verringerung der Drücke 

zumindest am Rand erwarten ließe. 

Das Ergebnis der Studie zur erforderlichen Höhe des EHG-Netzes legt 

nahe, bei einer Verwendung eines E/L-Verhältnisses von höchstens 1 : 1 

die Höhe des zur Kopplung erforderlichen EHG-Netzes auf einen relativ 

schmalen Bereich zu reduzieren. Mit großer Sicherheit wird der Fehler, 

der damit begangen wird, im Verhältnis zur eingesparten Rechenkapazi-

tät klein sein. Ein feineres Vernetzen der interessanten Beton-Bereiche 

ist somit möglich.

Aus diesem Grunde wird in Abschnitt 5.2 der Studie zum Einfluß der Eu-

ler-Netz-Randbedingungen und der Größe der Kopplungsfläche im EHG-

Netz das EHG-Netz der Variante luft 5 9 für die Modellierung gewählt. 

Für die Netzfeinheitsstudie des darauffolgenden Abschnitts 5.3 kommt 

diese Möglichkeit jedoch nicht in Betracht, da zum einen E/L-

Verhältnisse verschiedener Größen verwendet werden und zum anderen 

für eine Studie zum Konvergenzverhalten Fehlerquellen, auch wenn sie 

klein sein mögen, bereits im Vorfeld vermieden werden sollten. Deshalb 

wird im Abschnitt 5.3 der Studie zur Netzfeinheit für ausgewählte Euler-

Lagrange-Kopplungen das EHG-Netz der Variante luft 2 9 zur Modellie-

rung verwendet. 
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5.2 Studie zum Einfluß der Euler-Netz-Randbedingungen

und der Größe der Kopplungsfläche im EHG-Netz 

In dieser Studie wird aufbauend aus den Erkenntnissen des Abschnitts 

5.1 der Studie zur Größe des EHG-Netzes einerseits der Einfluß der 

Randbedingungen des Euler-Netzes und andererseits die Größe der 

Kopplungsfläche im EHG-Netz genauer untersucht. Dazu wird das in  

Bild 5.1 dargestellte Ersatz-Modell mit einem E/L-Verhältnis von etwas 

kleiner als 1 : 1 in den Varianten holuft 3 3,5 und holuft 3 4,5 jeweils mit 

dem EHG-Netz luft 5 9 modelliert. Untersucht werden die Einflüsse ver-

schiedener Rand- resp. Kopplungsbedingungen auf die Maximaldrücke 

der in den jeweiligen Elementskizzen dargestellten Positionen der Kon-

trollelemente im Beton.

In den Bildern zu den Untersuchungen dieses Abschnittes werden wie-

der die im Abschnitt 5.1 genannten Abkürzungen und Konventionen ver-

wendet, die zusätzlich mit unterschiedlichen Endungen differenziert und 

im folgenden erläutert werden: 

orb: Modellierung eines großen EHG-Netzes gemäß der Vereinbarung 

luft 5 9, das die komplette Betonoberfläche beinhaltet (Durchmes-

ser = 17 cm), ohne Randbedingungen auf der Sprengstoff- und der 

EHG-Netz-Mantelfläche.

mrb: Modellierung eines großen EHG-Netzes gemäß der Vereinba-

rung luft 5 9 mit einem Durchmesser von 17 cm, mit Randbedingun-

gen xyz fest nur auf der Sprengstoffmantelfläche. 

mrb_nulluft: Modellierung eines großen EHG-Netzes gemäß der Ver-

einbarung luft 5 9 mit einem Durchmesser von 17 cm, mit Randbedin-

gungen xyz fest nur auf der Sprengstoffmantelfläche. Die Anfangsdich-

te des EHG-Netzes wird auf den Wert von o = 1,3  10 -7 g/cm3

reduziert.
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mrb_kk: Modellierung eines großen EHG-Netzes gemäß der Verein-

barung luft 5 9 mit einem Durchmesser von 17 cm, mit Randbedin-

gungen xyz fest nur auf der Sprengstoffmantelfläche. Zur Übertragung 

der Detonationsdrücke in die Betonelemente wird eine kleine Kopp-

lungsfläche gewählt, die sich auf den Bereich zwischen den Materia-

lien Sprengstoff und Beton beschränkt (Durchmesser = 4 cm). 

mrb_kk_kl: Modellierung eines kleinen EHG-Netzes gemäß der Ver-

einbarung luft 5 9 mit einem Durchmesser von 8 cm und den Randbe-

dingungen xyz fest auf der Sprengstoff- und der EHG-Netz-Mantel- 

fläche. Zur Übertragung der Detonationsdrücke in die Betonelemente 

wird eine kleine Kopplungsfläche gewählt, die sich auf den Bereich 

zwischen den Materialien Sprengstoff und Beton beschränkt (Durch-

messer = 4 cm). 

mrb_kk_kl_nulluft: Modellierung eines kleinen EHG-Netzes gemäß 

der Vereinbarung luft 5 9 mit einem Durchmesser von 8 cm und den 

Randbedingungen xyz fest auf der Sprengstoff- und der EHG-Netz-

Mantelfläche. Zur Übertragung der Detonationsdrücke in die Betonele- 

mente wird eine kleine Kopplungsfläche gewählt, die sich auf den Be-

reich zwischen den Materialien Sprengstoff und Beton beschränkt 

(Durchmesser = 4 cm). Die Anfangsdichte des EHG-Netzes wird auf 

den Wert von o = 1,3  10 -7 g/cm3 reduziert. 

Auf den nächsten Seiten werden die Ergebnisse der Studie zum Einfluß 

der Euler-Netz-Randbedingungen und der Größe der Kopplungsfläche 

im EHG-Netz in tabellarischer Form zusammengefaßt und für die aus-

gewählten Varianten holuft 3 3,5_luft 5 9 und holuft 3 4,5_luft 5 9 jeweils 

dargestellt.
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holuft 3 3,5_luft 5 9 Maximaldruck der Elemente in MN/m2  //  Verhältnis in % zu mrb (=100%)

Ele- orb mrb   mrb_nulluft mrb_kk_kl   mrb_kk_kl_nulluft 
mente

1 5099 83.24 6126 100.00 6138 100.20 5530 90.27 5964 97.36
2 2101 77.27 3731 100.00 3562 95.47 3460 92.74 3318 88.93
3 392 56.33 550 100.00 463 84.18 518 94.18 428 77.82
4 4769 56.31 6150 100.00 6195 100.73 5852 95.15 6036 98.15
5 1873 77.54 3325 100.00 3216 96.72 3093 93.02 2998 90.17
6 577 57.35 1006 100.00 1025 101.89 971 96.52 1032 102.58
7 80 86.96 92 100.00 30 130 80
8 166 61.48 270 100.00 251 92.96 270 100.00 236 87.41
9 165 46.09 358 100.00 324 90.50 350 97.77 312 87.15
10 3 75.00 4 100.00 0 12 8
11 38 63.33 60 100.00 48 80.00 61 101.67 48 80.00

Tabelle 5.3:  Tabelle holuft 3 3,5_luft 5 9

Bild 5.7:  Elementskizze holuft 3 3,5_luft 5 9 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 

Bild 5.8:  Balkendiagramm holuft 3 3,5_luft 5 9
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holuft 3 4,5_luft 5 9 Maximaldruck der Elemente in MN/m2  //  Verhältnis in % zu mrb (=100%)

Ele- orb mrb mrb_nulluft              mrb_kk mrb_kk_kl                 mrb_kk_kl_nulluft 
mente

1 5287 84.95 6224 100.00 6220 99.94 6210 99.78 6130 98.49 6078 97.65
2 2400 58.61 4095 100.00 3994 97.53 4095 100.00 3780 92.31 3810 93.04
3 310 52.01 596 100.00 510 85.57 596 100.00 546 91.61 481 80.70
4 5094 80.47 6330 100.00 4412 69.70 6322 99.87 6083 96.10 6233 98.47
5 2164 60.11 3600 100.00 3565 99.03 3600 100.00 3359 93.31 3400 94.44
6 606 57.82 1048 100.00 1062 101.34 1048 100.00 1009 96.28 1052 100.38
7 85 94.44 90 100.00 30 130 130 100
8 178 64.26 277 100.00 248 89.53 278 100.36 276 99.64 256 92.42
9 184 49.46 372 100.00 344 92.47 372 100.00 383 102.96 342 91.94
10 3 75.00 4 100.00 2 12 12 8
11 42 66.67 63 100.00 51 80.95 64 101.59 64 101.59 55 87.30

Tabelle 5.4:  Tabelle holuft 3 4,5_luft 5 9

Bild 5.9:  Elementskizze holuft 3 4,5_luft 5 9 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 

Bild 5.10:  Balkendiagramm holuft 3 4,5_luft 5 9
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Zusammenfassung und Interpretation der Ergebnisse 

 Bei einem E/L-Verhältnis von etwas kleiner als 1 : 1 ergeben sich für 

die ausgewählten Varianten mit festen Randbedingungen nur auf der 

Sprengstoffmantelfläche (mrb) die Maximalwerte in den jeweiligen 

Kontrollelementen im Beton. Die Minimalwerte werden mit der Varian-

te ohne Randbedingungen (orb) auf der Sprengstoffmantelfläche und 

dem EHG-Netz erreicht. Durch die Variation der Randbedingungen am 

Sprengstoffmantel von der mrb- zu der orb-Modellmodifikation wird die 

Ausbreitung der Detonationsschwaden im EHG-Netz zugelassen. Dies 

führt zu einem verminderten Detonationsdruck in den Sprengstoffele-

menten und dementsprechend zu geringeren Maximaldrücken in den 

Beton-Kontrollelementen. Ein bevorzugter Bereich im Beton kann nicht 

festgestellt werden, da die Druckabnahme für alle Betonelemente 

gleichmäßig ausfällt. Lediglich die Kontrollelemente direkt unter dem 

Kontaktbereich der Materialien Sprengstoff und Beton weisen mit ca. 

18 % eine geringere relative Druckabnahme auf als dies bei den übri-

gen Beton-Kontrollelementen mit ca. 35 % der Fall ist.

 Durch den Vergleich der Modellmodifikationen mrb und mrb_nulluft

wird ersichtlich, daß eine Reduzierung der Dichte auf einen Anfangs-

wert von o = 1,3  10 -7 g/cm3 keinen großen Einfluß auf eine Druckän-

derung der Maximalwerte in den Beton-Kontrollelementen für beide 

holuft-Varianten hervorruft. Somit spielt der Wert der Anfangsdichte im 

EHG-Netz des einer Sprengung umgebenden Luftraumes eine unter-

geordnete Rolle innerhalb der numerischen Simulation einer Kontakt-

detonation. Aus diesen Gründen und der Einsparung weiterer Re-

chenkapazitäten ist es daher sinnvoll, das EHG-Netz ebenfalls auf ein 

Minimum in der Betonoberfläche zu reduzieren. Daher wird in den 

nächsten Vergleichen jeweils die für eine Euler-Lagrange-Kopplung

notwendige minimale Kopplungsfläche gewählt, das EHG-Netz ver-

kleinert und mit xyz festen Randbedingungen versehen.

 Die Vergleiche der Modellmodifikationen mrb mit mrb_kk und 

mrb_kk_kl zeigen, daß der Einfluß der Größe der Kopplungsfläche bis 

auf wenige Ausnahmen auf die Maximaldrücke in den Beton-Kontroll- 
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elementen recht gering ist. Bei der Variante holuft 3 4,5_luft 5 9
werden gegenüber der Variante holuft 3 3,5_luft 5 9 etwas geringere 
Abweichungen festgestellt. Lediglich das Beton-Kontrollelement 1 in 
der Variante holuft 3 3,5_luft 5 9 fällt im Vergleich der Maximaldrücke 
zu den anderen Beton-Kontrollelementen etwas stärker ab, siehe  
Bild 5.9.

 Der Einfluß einer sehr geringen Anfangsdichte mit dem Wert 
o = 1,3  10 -7 g/cm3 im EHG-Netz (mrb_kk_kl_nulluft) erweist sich 

wiederum für beide holuft-Varianten bezogen auf die Maximaldrücke in 
den Beton-Kontrollelementen (mrb) als gering.  

Somit wird festgestellt, daß eine Reduzierung des EHG-Netzes mit ent-
sprechend gewählten Randbedingungen auf ein für die Euler-Lagrange-
Kopplung notwendiges Minimum keinen großen Unterschied der Maxi-
maldrücke in den Beton-Kontrollelementen bezüglich einer mrb-
Modellierung hervorruft. Dies bedeutet, daß innerhalb einer numerischen 
Simulation einer Sprengung der Druck aus den Detonationsschwaden
auf den Beton als Kraftübertragung vernachlässigt werden kann. Ein wei-
terer Vorteil besteht bei derartiger Minimal-Modellierung des EHG-
Netzes in der eingesparten Rechenkapazität, die somit für eine feinere 
Vernetzung der interessierenden Beton-Bereiche verwendet werden 
kann. Wird zusätzlich in der mrb-Modellmodifikation der maximale Deto-
nationsdruck in der Materialbeschreibung des Sprengstoffes (EOS-JWL), 
siehe Gleichung (6.1) auf die Größenordnung innerhalb des orb-Modells
reduziert, so wird mit der Minimal-Modellierung des EHG-Netzes die in 
der Realität als unendlich groß angenommene Luftumgebung numerisch 
recht genau abgebildet. 

5.3 Studie zur Netzfeinheit für ausgewählte Euler-Lagrange-
Verhältnisse

Die wohl am häufigsten auftretende Problemstellung beim Arbeiten mit 
Finite-Element-Netzen ist die Frage nach der erforderlichen Netzfeinheit. 
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Gerade bei der numerischen Simulation komplexer Vorgänge wie z.B. 

bei Kontaktdetonation kann in der Regel eine Antwort auf diese Frage 

theoretisch nicht hergeleitet werden, so daß der Anwender auf Erfah-

rungswerte und Ergebnisse aus Vergleichsrechnungen mit verschiede-

nen Netzfeinheiten angewiesen ist. Im Idealfall konvergieren die Ergeb-

nisse bei zunehmender Netzfeinheit gegen einen Grenzwert; ist dieser 

Grenzwert bekannt, so ist eine Fehlerabschätzung für gröbere Netze 

möglich. Dieses Konvergenzverhalten soll für eine Folge von Euler-

Lagrange-Verhältnissen in diesem Abschnitt untersucht werden, um An-

haltspunkte für die Modellierung der späteren numerischen Simulations-

rechnungen an Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen zu erhal-

ten.

5.3.1 Vorüberlegungen 

Bei einer Konvergenzstudie müssen die Meßgrößen (Druck, Spannun-

gen, Dehnungen, Geschwindigkeiten etc.) für alle Netzverhältnisse in je-

weils exakt denselben Punkten verglichen werden. In manchen Rechen-

codes wie beispielsweise AUTODYN, siehe Century Dynamics [1997], 

können diese Punkte unabhängig von der Netzgeometrie direkt über ei-

ne Eingabe der x-y-z-Koordinaten angesprochen werden. Bei LS-DYNA, 

siehe Hallquist [1998], ist dies so nicht möglich. Die Meßgrößen können 

nur für die einzelnen Elemente ausgegeben werden und beziehen sich 

bei dem in dieser Arbeit verwendeten Elementtyp mit reduzierter Integra-

tion auf die Koordinaten des Integrationspunktes, der im Schwerpunkt 

des jeweiligen Elements liegt. Dies bedeutet, daß die Verfeinerung der 

Netze nicht beliebig erfolgen kann; es muß immer darauf geachtet wer-

den, daß Elemente vorhanden sind, deren Integrationspunkte die ge-

wünschten Koordinaten besitzen. Sollen auch noch alle Elemente eines 

Netzes die gleiche Größe haben, so ist dieses Problem nur zu lösen, in-

dem die Ausgangselemente des Netzes mit der gröbsten Diskretisierung 

in jeder Achsenrichtung in eine ungerade Anzahl gleich großer Teile zer-

legt werden. Für den zweidimensionalen Fall wird diese Vorgehensweise 

in Bild 5.11 veranschaulicht.
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Ausgangselement  1. Verfeinerung: 3x3  2. Verfeinerung: 5x5 

Bild 5.11:  Schema zur Netzverfeinerung für den zweidimensionalen Fall 

Die Netzverfeinerung in ungeraden Schritten bringt den Nachteil mit sich, 

daß das E/L-Verhältnis nur für das Ausgangsmodell frei wählbar ist. Für 

alle Folgemodelle wird das Verhältnis von Euler- zu Lagrange-Netzen

einzig von den Verfeinerungsstufen bestimmt, wodurch Aussagen über 

günstige oder ungünstige Netzverhältnisse nur näherungsweise gemacht 

werden können.

Das Schema in Bild 5.11 verdeutlicht, daß die erste Verfeinerungsstufe 

den prozentual größten Zuwachs an Elementen mit sich bringt und in 

den Folgestufen in immer kleineren Schritten verfeinert werden kann. Im 

dreidimensionalen Fall nimmt die Anzahl der Elemente im ersten Schritt 

um das 27-fache zu, im zweiten und dritten Schritt dann nur noch um 

das 4,63- resp. 2,74-fache. Die Elementgröße des Ausgangsmodells 

sollte folglich relativ groß gewählt werden, um eine größere Anzahl mög-

licher Verfeinerungsstufen zu erhalten.

In der folgenden Konvergenzstudie wird die maximale Größe des Euler-

Netzes von der Geometrie des Sprengstoffzylinders bestimmt. Bei einem 

Radius von 2 cm, wird die Elementkantenlänge des Ausgangsmodells 

auf 1 cm festgelegt. 

Für das Lagrange-Netz wird eine maximale Elementkantenlänge von 

2 cm gewählt, die aus der Grenze der Rechenkapazität von ca.  

120.000 Elementen bis 130.000 Elementen folgt. Hierdurch ist eine 

Netzverfeinerung in vier Stufen möglich; bei einer Ausgangsgröße der 

Lagrange-Elemente von 1 cm wäre die Verfeinerung auf zwei Stufen be-

schränkt, umgekehrt soll das E/L-Verhältnis einen Wert von 2 : 1 nicht 

überschreiten.

Integrationspunkt 
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5.3.2 Konvergenzstudie 

Mit der Modellierung des Sprengstoffs und des Betons gemäß der Aus-

gangsgeometrie aus Bild 5.1 und der Variante luft 2 9 für die Größe des 

EHG-Netzes unter Beachtung der Bemerkungen am Ende des Ab-

schnitts 5.1 ergibt sich folgende Elementverteilung für das Ausgangs- 

modell:

Bild 5.12:  Elementverteilung des Ausgangsmodell zur Netzfeinheitsstudie:

verplatte 1 0,5

Als Auflagerbedingung am unteren Außenrand der Betonplatte werden 

Verschiebungen in x- und y-Richtung zugelassen, in z-Richtung verhin-

dert.

Insgesamt werden 19 Vergleichsrechnungen durchgeführt, deren Ergeb-

nisse bezüglich des Drucks in 13 Beton-Kontrollpunkten verglichen wer-

den. Die Koordinaten dieser Punkte ergeben sich aus den Integrations-

punkten der Elemente des Ausgangsmodells, deren Lage aus Bild 5.13

hervorgeht. Die untersuchten Netzverhältnisse sind in Tabelle 5.5 mit 

der jeweiligen Anzahl an 3D-Solid-Elementen aufgeführt. Wie in Ab-

schnitt 5.1 werden auch hier die Netzfeinheiten aus Gründen der besse-

ren Übersicht mit dem Kehrwert der Elementkantenlänge [Elemente/cm] 

beschrieben.

 Betonplatte mit Sprengstoffzylinder Euler-Hintergrundnetz (EHG-Netz) 
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Elementskizze verplatte

z

1 5 8 12

2 6 7 9

3 10

4 11 13 x

Bild 5.13:  Lage der Beton-Kontrollelemente im Ausgangsmodell verplatte 1 0,5

Anzahl der Elemente der Netzkombinationen 

[Elem./cm] Lagrange     

Euler 0,5 1,5 2,5 3,5 4,5

1 350 3262 14238 38654 81886

3 !  6538 9450 20426 44842 88074

5 29862 !  32774 43750 68166 111166

7 81746 84658   !  95634 120050 ******
                         ******    zu viele Elemente

Tabelle 5.5:  Übersicht über die untersuchten Netzverhältnisse mit Angabe der Ge-

samtzahl der Elemente 

Das Detonationsverhalten wird für den Zeitraum von 0 s bis 67 s simu-

liert. Soviel Zeit wird für das Durchlaufen der ersten Druckwelle mit an-

schließender Zugwelle durch die Betonplatte benötigt. Bei drei Netzver-

hältnissen bricht allerdings das Programm aufgrund zu starker Element-

verformungen vorzeitig ab; diese Netzverhältnisse sind in der Tabelle 5.5 

mit einem Ausrufezeichen (!) markiert. Für die Betrachtung der ersten 

Druckwelle hat dies jedoch nur auf die am weitesten vom Detonations-

zentrum entfernt liegenden Punkte 12 und 13 einen Einfluß, die als ein-

zige bei den numerischen Rechnungen verplatte 3 0,5 und verplatte 5 

1,5  von der Schockwelle nicht mehr erreicht werden. 

In Anhang C.2 findet sich eine tabellarische Zusammenstellung der Er-

gebnisse. In der dortigen Tabelle verplatte Maximalwerte sind die abso-



 5.3 Studie zur Netzfeinheit für ausgewählte Euler-Lagrange-Verhältnisse 171

luten Maximal- und Minimaldrücke des gesamten Berechnungszeitrau-

mes dargestellt; die im Anhang C.2 zu findende Tabelle verplatte Ver-

gleichswerte enthält die Maximal- und Minimaldrücke der ersten die Plat-

te durchlaufenden Schockwelle, die Grundlage für die Beurteilung des 

Konvergenzverhaltens und aller Darstellungen dieses Abschnittes ist. 

Ein Vergleich der Druck-Zeit-Diagramme zeigt, daß sechs der dreizehn 

Beton-Kontrollpunkte (1, 3, 4, 8, 10, 12) ihre absoluten Maximal- und Mi-

nimaldrücke für verschiedene Netzfeinheiten mit verschiedenen Druck-

wellen erreichen. Beispielsweise erreicht der Beton-Kontrollpunkt 4 un-

abhängig vom Euler-Netz für die Lagrange-Netze 0,5 und 1,5 den größ-

ten Druck bei der zweiten Druckwelle, für die Lagrange-Netze 2,5; 3,5 

und 4,5 jedoch bei der ersten Druckwelle. Ein sinnvoller Vergleich der 

absoluten Maxima ist folglich nicht möglich. 

Für die untersuchten Beton-Kontrollpunkte kann ein sehr homogenes 

Verhalten bezüglich der Konvergenz festgestellt werden. Deshalb genügt 

es, dieses Verhalten exemplarisch an drei Punkten zu veranschaulichen, 

siehe Bild 5.14 bis Bild 5.16. In Anhang C.2 sind die Balkendiagramme 

für alle 13 Punkte dargestellt.

Ein Vergleich aller Diagramme liefert folgende Ergebnisse 

 Der maximale Druck (pmax) wird bei dem Verhältnis von Euler (E) zu 

Lagrange (L) von 5 : 4,5 erreicht. 

Lagrange-Netze mit einer Netzfeinheit von 0,5 oder 1,5 liefern in den 

meisten Beton-Kontrollpunkten deutlich zu kleine Maximaldrücke. 

 Bei einer Feinheit des Lagrange-Netzes von 4,5 (kurz L = 4,5) treten 

die höchsten Maximaldrücke mit einer Euler-Netzfeinheit von E = 5 

auf; E = 3 liefert größtenteils nahezu gleich hohe Werte. 

 Für eine Lagrange-Netzfeinheit von 3,5 wird pmax mit E = 5 erreicht, für 

E = 3 sind die Drücke jedoch fast gleich hoch. 

 Für L = 2,5 liefert E = 3 den Maximaldruck (mit Ausnahme der Beton-

Kontrollpunkte 8 und 12). 

 Für L = 1,5 tritt pmax entweder mit E = 1 oder E = 5 auf, für beide Euler-

Netze sind die Ergebnisse jedoch stets ähnlich. 

 Für L = 0,5 wird pmax mit E = 1 erreicht. 
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Bild 5.14:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 1 in Abhängigkeit der Netzfein-

heit
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Bild 5.15:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 7 in Abhängigkeit der Netzfein-

heit
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Bild 5.16:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 11 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Fazit: Mit Ausnahme des Lagrange-Netzes L = 1,5 werden bei fester 

Wahl einer Lagrange-Netzfeinheit mit demjenigen Euler-Netz die 

höchsten Drücke erreicht, dessen Größe ungefähr der des La-

grange-Netzes entspricht. (Bei einem Vergleich mit Abschnitt 5.1 

zeigt sich, daß auch dort das Netz mit L = 1,5  – holuft 3 1,5 – die 

größten Abweichungen aufweist.) Ob dieses Verhältnis das 'rich-

tige' ist, bleibt jedoch unklar. 

Für den umgekehrten Fall fester Euler-Netze und sich ändernder La-

grange-Netze zeigt sich: 

 Für E = 7, E = 5 und E = 3 bringt eine Verfeinerung des Lagrange-

Netzes stets einen Anstieg des Maximaldrucks mit sich. 

 Für E = 1 gilt dies nur von einer Mindestfeinheit von L = 2,5 an für alle 

Beton-Kontrollpunkte.

Bei den Euler-Netzen 3, 5 und 7 kann für feiner werdende Lagrange-

Netze ein zuerst starker, dann schwächer werdender Druckanstieg abge-

lesen werden. Da jedoch die Lagrange-Elementkantenlänge in dieser 

Darstellung ebenfalls in immer kleiner werdenden Schritten abnimmt, 

kann eine Aussage zur Existenz eines oberen Grenzwerts aus den Bal-

kendiagrammen nicht abgeleitet werden. Für die Beton-Kontrollpunkte 1 

und 7 wird deshalb eine zweidimensionale Darstellung gewählt, in der 

der Maximaldruck in [MN/m2] berechnet in den jeweiligen Integrations-

punkten der Beton-Kontrollelemente über die Lagrange-Netzfeinheit in 

der Einheit Elementkantenlänge [cm] für die vier verwendeten Euler-

Netze (E = 1, 3, 5 und 7) aufgetragen wird. 

Die Bilder Bild 5.17 und Bild 5.18 lassen vermuten, daß zu jedem Euler-

Netz ein oberer Grenzwert des Maximaldrucks existiert. Allerdings sind 

Untersuchungen mit noch feineren Lagrange-Netzen erforderlich, um 

diese Vermutung mit hoher Sicherheit bestätigen zu können. Die wesent-

liche Frage, ob es einen für alle Netzkombinationen gültigen oberen 

Grenzwert gibt, kann anhand dieser Studie leider nicht eindeutig positiv 

beantwortet werden. Vielmehr drängt sich der Verdacht auf, daß bei 

gleichzeitiger Verfeinerung von Euler- und Lagrange-Netz im Verhältnis 
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Bild 5.17: Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 1 als Funktion der Netzfeinheit
(zweidimensionale Darstellung)
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Bild 5.18: Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 7 als Funktion der Netzfeinheit
(zweidimensionale Darstellung)

von etwa 1 : 1 die Maximaldrücke weiter zunehmen. Eine Aussage dar-
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ebenfalls nicht eindeutig gemacht werden. Jedoch weisen die Untersu-
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chungsergebnisse von Euler-Lagrange-Verhältnissen von etwas kleiner 

als 1 : 1, d.h. eine etwas feinere Vernetzung im Lagrange-Bereich ge-

genüber der des Euler-Bereichs, (z.B. E/L = 3 3,5) die besten Konver-

genztendenzen auf. Zuverlässige Ergebnisse der Maximaldrücke in den 

Betonelementen können in erster Linie durch Vergleiche mit experimen-

tell gemessenen Werten überprüft werden. 

5.4 Studie zum Einfluß weiterer Parameter 

In diesem Abschnitt soll der Einfluß des Zeitschritts, der Netzgeometrie 

sowie der Lagrange-Randbedingungen untersucht werden. Grundlage 

für die Vergleichsstudien ist jeweils das aus Abschnitt 5.1 bekannte Mo-

dell holuft 3 3 luft 5 9. Dieses Modell wird ausgewählt, weil es zum einen 

in der Studie zur Höhe des EHG-Netzes mit verringerter EHG-Netzhöhe 

die gleichen Ergebnisse für alle Elemente liefert wie das Modell mit gro-

ßem EHG-Netz, und zum anderen das Modell mit der geringsten Ele-

mentanzahl aus der Gruppe der Euler-Lagrange-Verhältnisse 1 : 1 ist. 

Entsprechend des Abschnittes 5.3 wird die Problemzeit auf 67 s be-

grenzt, die Konventionen zur Namengebung werden aus Abschnitt 5.1 

übernommen.  

In den folgenden Untersuchungen sollen nur grundsätzliche Tendenzen 

und Größenordnungen aufgezeigt werden, um einen Einblick in die Prob-

lematik zu geben. Die gewonnenen Erkenntnisse sind mit ausreichender 

Sicherheit nur für E/L-Verhältnisse von 1 : 1 bei mindestens gleicher 

Netzfeinheit übertragbar; für allgemeingültige Aussagen sollten Ver-

gleichsstudien mit verschiedenen Netzverhältnissen durchgeführt wer-

den.

Die numerischen Berechnungen zeigen allesamt eine hervorragende 

Übereinstimmung im qualitativen Verlauf der Druck-Zeit-Diagramme, die 

Zeitpunkte der Druckpeaks sind in der Regel identisch. Auf die wenigen 

Ausnahmen hierzu wird im Text ausdrücklich hingewiesen. Die Beurtei-

lung der numerischen Berechnungen erfolgt deshalb ausschließlich über 

einen Vergleich der Maximaldrücke. 
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5.4.1 Einfluß des Zeitschritts 

Die Länge des aus der Stabilitätsbedingung, siehe Gleichung (4.52), be-

rechneten Zeitschritts bei der Zeitintegration in LS-DYNA kann zusätzlich 

mit einem Sicherheitsbeiwert (scale factor, SF) multipliziert werden. 

Standardmäßig sieht LS-DYNA hierfür einen Wert von 0,9 vor. Bei der 

numerischen Berechnung von Sprengstoffen wird dieser Wert automa-

tisch auf 0,667 verringert, ist prinzipiell jedoch frei wählbar. Im folgenden 

Vergleich wird dieser Sicherheitsfaktor in den Schritten 0,1 - 0,3 - 0,5 - 

0,667 - 0,9 erhöht und die Ergebnisse werden in acht Elementen vergli-

chen.

Elementskizze scale factor

z

1 12 24 48

1 1 5 7

12 2 4

24 3 6 8 x

Bild 5.19:  Elementskizze scale factor

Vergleich des scale factors Maximaldruck der Elemente in MN/m2  //  Werte in % von SF=0,667

Ele- scale factor

mente 0.1 0.3 0.5 0.667 0.9

1 5427.2 102.84 5370.9 101.78 5306.5 100.56 5277.2 100 5254 99.56

2 1794.9 94.53 1830 96.38 1877.3 98.87 1898.8 100 1908.9 100.53

3 345.9 95.81 375.58 104.04 370.94 102.75 361.01 100 357.23 98.95

4 521.71 96.14 533.57 98.32 538.02 99.14 542.66 100 549.41 101.24

5 114.47 65.29 144.11 82.20 165.41 94.35 175.32 100 171.68 97.92

6 135.07 89.11 144.87 95.57 148.75 98.13 151.58 100 154.69 102.05

7 16.596 78.82 15.945 75.73 19.459 92.42 21.056 100 25.327 120.28

8 24.764 72.25 30.497 88.98 32.779 95.64 34.275 100 35.895 104.73

Tabelle 5.6:  Tabelle scale factor 

In Bild 5.20 werden die Ergebnisse der Maximaldrücke aus der Variation 

des Sicherheitsfaktors (SF) für die ausgewählten Elemente in Form ei-

nes Balkendiagrammes dargestellt. Während das Element 1, das sich 
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Bild 5.20:  Balkendiagramm scale factor

direkt unterhalb des Sprengstoffzylinders befindet, den höchsten Maxi-

maldruck bei SF = 0,1 aufweist, wird in den vom Sprengstoffzylinder ent-

fernt liegenden Elementen (6, 7, 8) der Maximaldruck bei SF = 0,9 er-

reicht. Allgemein zeigt sich in den Druckkurven für SF = 0,9 bei fast allen 

Elementen ein stellenweise leicht unregelmäßiger Kurvenverlauf, beson-

ders bei den Elementen 5 und 7. Eine weitere Ausnahme beim qualitati-

ven Verhalten der Druckkurven bildet Element 7 für SF = 0,1: Hier wird 

der Maximalpeak um über 4 s später erreicht als bei den anderen Si-

cherheitsfaktoren. Tendenziell zeigt sich ein Anstieg der Maximaldrücke 

mit größer werdendem Zeitschritt, die Ergebnisse streuen jedoch sehr 

stark von Element zu Element. Die Spannbreite von bis zu 25 % Diffe-

renz zwischen Minimal- und Maximalwert macht deutlich, wie kritisch mit 

den Ergebnissen aus den numerischen Berechnungen umgegangen 

werden sollte, zumal der 'richtige' scale factor nicht definiert werden 

kann. Die Grundeinstellung für numerische Sprengstoffberechnungen 

von SF = 0,667 scheint jedoch vernünftige Ergebnisse bei gleichzeitig 

geringem Rechenaufwand zu liefern und kann somit für die späteren Be-

tonstrukturrechnungen empfohlen werden.  

In Anhang C.3 sind die Druck-Zeit-Diagramme der Elemente 1 und 7 für 

SF = 0,1; SF = 0,667 und SF = 0,9 aufgeführt. 
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5.4.2 Einfluß der Lagrange-Netzgeometrie

Für das vorliegende Modell holuft 3 3 luft 5 9 werden drei verschiedene 

Möglichkeiten verglichen, die Betonplatte zu diskretisieren. Die drei ver 

wendeten Netzgeometrien unterscheiden sich nur in der x-y-Ebene von-

einander und sind in Bild 5.21 in dieser Ansicht zusammen mit dem in 

allen drei Varianten verwendeten EHG-Netz dargestellt. 

Bild 5.21:  Netzvarianten geom 1, geom 2, geom 3 und EHG-Netz 

 Betongeometrie geom 1  Betongeometrie geom 2

 Betongeometrie geom 3 Euler-Hintergrundnetz (EHG-Netz)
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In dieser Arbeit wird in allen Untersuchungen die Variante geom 2 in un-

terschiedlichen Feinheiten verwendet, geom 1 und geom 3 stellen die 

Alternativen mit doppelt resp. halb so großem 'Zentrumsquadrat' dar.

Die drei Geometrien werden im folgenden anhand des Maximaldrucks in 

10 Elementen verglichen. Hierbei werden die Elemente 1 bis 6 zent-

rumsnah unterhalb des Sprengstoffzylinders gewählt. Diese Elemente 

sind in allen drei Varianten in Form und Lage des Integrationspunktes 

völlig identisch. In den Elementen 7 bis 10 ergeben sich geometriebe-

dingt geringe Abweichungen in der Lage des Integrationspunktes in y-

Richtung, die jedoch aufgrund der Kreisgeometrie des Ausgangsmodells, 

siehe Bild 5.1, von geringer Bedeutung sind.

Elementskizze Geometrievergleich

z

1 2 12 24

1 1 4 8

12 2 5 7 9

24 3 6 10 x

Bild 5.22:  Elementskizze Geometrievergleich

Geometrievergleich Maximaldruck der Elemente in MN/m2  //  Werte in % von Geometrie 2

Elemente Geometrie 1 Geometrie 2 Geometrie 3

1 5267,4 99,81 5277,2 100,00 5134,6 97,30

2 1897,6 99,94 1898,8 100,00 1778,3 93,65

3 368,55 102,09 361,01 100,00 347,15 96,16

4 5189,6 99,82 5199,1 100,00 5113,5 98,35

5 1850,7 99,94 1851,8 100,00 1736,1 93,75

6 355,88 101,93 349,15 100,00 335,56 96,11

7 541,18 99,73 542,66 100,00 516,85 95,24

8 159,56 91,01 175,32 100,00 175,56 100,14

9 153,59 98,92 155,26 100,00 149,16 96,07

10 149,45 98,59 151,58 100,00 143,46 94,64

Tabelle 5.7:  Tabelle Geometrievergleich
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Geometrievergleich

Werte in % von Geometrie 2
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Bild 5.23:  Balkendiagramm Geometrievergleich

Bild 5.23 verdeutlicht, daß selbst bei identischer Lage und Form der E-

lemente (Elemente 1-6) aus unterschiedlichen Netzgeometrien verschie-

dene Ergebnisse resultieren können. Hierbei treten in Geometrie 1 deut-

lich geringere Abweichungen (ca. 0 bis 2 %, abgesehen von Element 8) 

von der Vergleichsgeometrie geom 2 auf als dies bei Geometrie 3 der 

Fall ist (ca. 2 bis 6 %). Im Mittel resultieren für geom 2 die höchsten Ma-

ximaldrücke, was für einen guten Mittelweg dieser Geometrieform 

spricht.

Obwohl der Einfluß der gewählten Netzgeometrie bei den hier verwende-

ten Varianten eher gering ist, läßt das Ergebnis auf unerfreuliche Folgen 

bezüglich einer beliebten Modellierungsart schließen: Da in den drei 

Netzvarianten aus identischen Elementen verschiedene Ergebnisse re-

sultieren, muß der weiter entfernt liegende, sich unterscheidende Netz-

bereich einen Einfluß auf die Ergebnisse haben und dies, obwohl dieser 

Bereich von der Schockwelle noch gar nicht durchlaufen werden konnte. 

Die gängige Praxis, die jeweils interessierenden kritischen Bereiche fein 
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zu diskretisieren und mit zunehmendem Abstand größere Elementab-

messungen zu wählen um Rechenzeit zu sparen, kann folglich zu Feh-

lern führen und sollte mit Vorsicht verwendet werden.

5.4.3 Einfluß der Lagrange-Randbedingungen 

Die in der vorliegenden Arbeit durchgängig verwendete Randbedingung 

Auflager z fest, siehe Bild 5.1 wird in diesem Unterpunkt mit den beiden 

Alternativen Auflager x,y,z fest und Seitenrand fest verglichen. Während 

es sich in Alternative Auflager x,y,z fest um eine feste gelenkige Lage-

rung der unteren Außenkante handelt, wird in Alternative Seitenrand fest

die gesamte Mantelfläche der Betonplatte über die volle Höhe von 8 cm 

eingespannt, siehe Bild 5.25. Für die Elemente 7 bis 10 sind deutliche 

Unterschiede im qualitativen Verlauf der Druckkurven vorhanden, auf die 

deshalb später näher eingegangen wird.

Bild 5.24:  Elementskizze Lagrange-Randbedingungen

Bild 5.25:  Skizze der untersuchten Lagrange-Randbedingungen

Elementskizze Randbedingungen

z

1 24 47 48

1 1 4 7 8

12 2 5

24 3 6 9 10 x
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Auflager z fest Auflager x,y,z fest Seitenrand fest
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Randbedingungen Maximaldruck der Elemente in MN/m2  //  Werte in % von Auflager z fest

Elemente Auflager z fest       Auflager x,y,z fest       Seitenrand x,y,z fest     

1 5277,2 100,00 5277,2 100,00 5277,2 100,00

2 1898,8 100,00 1898,8 100,00 1898,8 100,00

3 361,01 100,00 361,01 100,00 361,01 100,00

4 175,32 100,00 175,32 100,00 175,34 100,01

5 155,26 100,00 155,26 100,00 155,26 100,00

6 151,58 100,00 151,58 100,00 151,58 100,00

7 50,117 100,00 50,117 100,00 60,693 121,10

8 21,056 100,00 21,056 100,00 90,878 431,60

9 40,113 100,00 93,747 233,71 151,58 377,88

10 34,275 100,00 322,68 941,44 236,3 689,42

Tabelle 5.8:  Tabelle Lagrange-Randbedingungen

Tabelle 5.8 zeigt, daß die Wahl der Lagrange´schen Randbedingungen 

auf die Rechenergebnisse in einigem Abstand zum Rand keinerlei 

Einfluß haben (Elemente 1 bis 6). Die Elemente 7 und 8 am oberen Au-

ßenrand weisen dementsprechend keine Unterschiede für die Randbe-

dingungen Auflager z fest und Auflager x,y,z fest auf. Bei fest einge-

spanntem Seitenrand zeigen diese Elemente jedoch ein deutlich anderes 

Verhalten. In dem folgenden Bild 5.26 werden die Ergebnisse der Ele-

mente 7 bis 10 veranschaulicht. 

Vergleich der Randbedingungen
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Bild 5.26:  Balkendiagramm Lagrange-Randbedingungen Elemente 7 bis 10 
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Die in der Tabelle 5.8 und dem Bild 5.26 dargestellten Maximaldrücke 

treten teilweise beim ersten und teilweise beim zweiten Druckpeak auf. 

Auch die Zeitpunkte, zu denen diese Peaks ihr Maximum erreichen, un-

terscheiden sich um mehrere s. Aus diesem Grund sind alle relevanten 

Werte der Elemente 7 bis 10 in Tabelle 5.9 gesondert dargestellt. Die 

Druck-Zeit-Diagramme dieser Elemente sind im Anhang C.3 zu finden. 

    Elemente         Auflager z fest               Auflager x,y,z fest               Seitenrand x,y,z fest     

   pmax   [MN/m2]       t    pmax [MN/m2]       t    pmax [MN/m2]       t

7 1. Peak 16,93 49 16,93 49 60,693 51,5

2. Peak 50,117 63,5 50,117 63,5 -16,57 61,5

8 1. Peak 3,326 48 3,326 48 90,878 52

2. Peak 21,056 63,5 21,056 63,5 -7,431 67

9 1. Peak 40,113 57,5 93,747 54,5 151,58 57

10 1. Peak 34,275 58,5 322,68 55,5 236,3 58

[ ]s[ ]s[ ]s

Tabelle 5.9:  Tabelle Lagrange-Randbedingungen Elemente 7 bis 10 

Bei Vorhandensein eines 'freien Endes', d.h. eines Außenrandes ohne 

einschränkende Randbedingungen wird der Maximaldruck erst mit der 

zweiten Druckwelle erreicht. Sind Randbedingungen am Außenrand vor-

handen, so liegen die maximalen Werte des ersten Druckpeaks deutlich 

über denen des zweiten.

Bild 5.26 zeigt deutlich die Unterschiede zwischen freiem und festgehal-

tenem Rand. Während beim freien Rand der Druck zur Außenseite hin 

abfällt (Vergleich der Elemente 7 und 8 resp. der Elemente 9 und 10), 

nimmt er beim festgehaltenen Rand nach außen hin zu. Ursache hierfür 

ist im ersten Fall der Energieverlust über die Außenfläche und im zwei-

ten Fall die Reflexion der Welle mit anschließender Überlagerung. Da die 

Druckausbreitung am Außenrand hauptsächlich in x-Richtung erfolgt, 

verhält sich Element 10 mit der Randbedingung Auflager z fest tenden-

ziell eher wie ein Element mit freiem Rand. 

Die Untersuchungen machen deutlich, daß der Einfluß der Randbedin-

gungen zwar lokal eng begrenzt, ihr Einfluß in unmittelbarer Umgebung 

jedoch von dominierender Bedeutung für die Ergebnisse ist. 
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Für die folgenden numerischen Simulationen von Betonstrukturen beim 

Abbruch durch Sprengen in den Abschnitten 6.4 bis 6.6 wird bei der Mo-

dellierung ein Euler-Lagrange-Verhältnis von 3 zu 3,5 [Elm/cm] ange-

strebt, da mit diesem Euler-Lagrange-Verhältnis ein guter Kompromiß 

hinsichtlich der Rechengeschwindigkeit und der Ergebnisgenaugigkeit 

mithilfe der zur Verfügung stehenden Rechenkapazitäten erzielt wird. 
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6 Numerische Untersuchungen 

Innerhalb dieses Kapitels wird ein Verfahren zur numerischen Simulation 
von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen anhand der in Kapi-
tel 3 beschriebenen Verifikationsversuche vorgestellt. Es betrifft somit 
die numerische Simulation zu dem Platten-, Balken- und Stützenversuch. 
Zunächst wird auf die Vorgehensweise bei der Modellierung einer Ab-
bruchsprengung eingegangen. Anschließend werden im Abschnitt 6.3  
– Materialzuweisung – die Stoffgesetze für die verwendeten Materialien 
(Sprengstoff, Luft und Beton) ausführlich erläutert. Es folgen einige Veri-
fikationsrechnungen zu Standardversuchen für das in LS-DYNA imple-
mentierte mehraxiale dynamische Betonstoffgesetz. 

Das vorgestellte Verfahren zur numerischen Simulation von Betonstruk-
turen beim Abbruch durch Sprengen wird nun auf Bauteilebene auf die 
Betonstrukturen der Platte, des Balkens und der Stütze angewendet. In-
nerhalb der Abschnitte zu den jeweiligen Bauteilberechnungen werden 
zuerst die bauteilspezifischen Modellierungsaspekte beschrieben und 
anschließend die erzielten Rechenergebnisse für die Positionen der  
Meßaufnehmer grafisch dargestellt und erläutert. 

6.1 Allgemeines 

Die numerische Untersuchung ist mit dem expliziten Finite-Element-
Programm LS-DYNA der Version 950c_userdef durchgeführt worden. Es 
enthält einen dreidimensionalen Euler-Lagrange-Code und bietet die 
Möglichkeit, selbstformulierte Stoffgesetze für die in den numerischen 
Simulationen verwendeten Materialien zu implementieren. Dieser Re-
chencode eignet sich somit für die Analyse von dynamischen Kurzzeit-
Ereignissen und für die Untersuchung von Gas-Festkörper-Interaktions- 
problemen, wie sie bei Abbruchsprengungen vorherrschen. Physikali-
sche Nichtlinearitäten können hierbei berücksichtigt werden. 
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Sowohl die Geometrie als auch die Belastung der einzelnen Versuchs-
körper unterscheiden sich sehr voneinander, so daß dies in der jeweili-
gen numerischen Simulation bereits bei der Modellierung berücksichtigt 
wird. Für den Platten- und Balkenversuch wird ein schwacher Beweh-
rungsgrad gewählt, während der Stützenversuch mit einem starken Be-
wehrungsgrad durchgeführt wird. In den drei numerischen Untersuchun-
gen zu den Verifikationsversuchen wird jeweils der Druck im Beton unter 
Sprengstoffbelastung an den Positionen der Meßaufnehmer berechnet. 
Zusätzlich wird in der numerischen Simulation des Stützenversuches die 
Belastung der unmittelbaren Umgebung durch die über die Luft übertra-
genen Druckstöße bei einer Sprengung ermittelt.  

Das Ziel dieser jeweiligen numerischen Untersuchungen besteht darin, 
mittels eines Finite-Element-Codes sowohl den Zerstörungsgrad ausge-
wählter Bauteile im Sprengstoff-Beton-Kontaktbereich richtig abzubilden 
als auch die errechneten Druckwerte im Beton und in der umgebenden 
Luft mithilfe von Verifikationsversuchen zu überprüfen. 

6.2 Modellierung 

Innerhalb der Modellierung der Betonstrukturen der Platte, des Balken 
und der Stütze für die folgenden numerischen Simulationen wird auf-
grund der in Kapitel 5 gewonnenen Erkenntnisse aus den Konvergenz-
studien zur Modellierung von Euler-Lagrange-Kopplungen die Element-
kantenlänge der Euler-Lagrange-Netze im Verhältnis von 3 zu 3,5 [Ele-
mente/cm] gewählt. Die Größe des Euler-Hintergrundnetzes (EHG-Netz) 
wird mit entsprechenden Randbedingungen auf ein Minimum reduziert. 
Diese Annahmen führen zu einer effizienten numerischen Berechnung 
der Betonstrukturen und erlauben unter Ausnutzung der vorhandenen 
Rechenkapazität eine feine Vernetzung der interessierenden Bereiche, 
wie z.B. des Kontaktbereiches zwischen dem Sprengstoff und dem Be-
ton und des Betonbereichs unterhalb des Sprengstoffes, in dem die  
Meßaufnehmer positioniert sind. 
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6.2.1 Geometrie und Randbedingungen 

Trotz der unterschiedlichen Geometrien der Versuchskörper kann durch 

den symmetrischen Aufbau jedes Versuchskörpers und der symmetri-

schen Anordnung der Sprengstoffladungen jeweils eine Reduktion des 

numerischen Modells erreicht werden. Somit wird in der numerischen 

Simulation des Platten- und Balkenversuches jeweils mit einem viertel 

Modell und in der numerischen Simulation des Stützenversuches mit ei-

nem halben Modell gerechnet. Durch die Ausnutzung der vorhandenen 

Symmetrien ist es möglich, mit der zur Verfügung stehenden Rechenka-

pazität eine sehr feine Vernetzung für den Kontaktbereich Sprengstoff - 

Beton innerhalb der Rechenmodelle zu erhalten.

Neben den Symmetriebedingungen sollten in der Modellierungsphase

die Randbedingungen besondere Beachtung finden, da hier zum einen 

die Modellrandbedingungen des Gesamtsystems dem Versuch angepaßt 

und zum anderen die Freiheitsgrade in den Auflagern entsprechend  

eingeschränkt werden müssen. Dies betrifft sowohl die Lagrange-Netz-

modellierung für den Beton als auch die Euler-Netzmodellierung für den 

Sprengstoff und die dem Versuchskörper umgebende Luft. 

Bild 6.1:  Kontaktbereich zwischen dem Sprengstoffkegel und der Betonplatte im 

Plattenmodell
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Beispielhaft hierfür sei für die numerische Simulation des Plattenversu-
ches in Bild 6.1 der Kontaktbereich zwischen dem Sprengstoffkegel und 
der Betonplatte mit Elementkantenlängen im Beton von ca. 3 mm darge-
stellt. Bei gleichzeitigen Plattenkantenabmessungen von 500 mm beläuft 
sich die Anzahl der Betonelemente im numerischen Modell trotz Vergrö-
ßerung der Elementkantenlängen in Richtung der Randbereiche für die 
Betonplatte auf 186.624 Elemente. 

6.2.2 Finite-Element-Netzzuweisung 

Um das Verhalten von Festkörpern bei Kontaktdetonationen oder Bohr-
lochsprengungen wirklichkeitsnah zu simulieren, ist es im allgemeinen 
sinnvoll, bei der Formulierung sowohl Euler- als auch Lagrange-Netze zu 
verwenden, siehe Abschnitt 4.5. In den jeweiligen numerischen Simula- 
tionen liegt dem Finite-Element-Netz der Betonstruktur eine Lagrange-
Formulierung zugrunde, die es ermöglicht, die materialabhängigen Ver-
schiebungen, Dehnungen und Spannungen des Werkstoffes zu ermit-
teln. Für die Berechnung der Vorgänge des als Kontakt- oder Bohrloch-
ladung aufgebrachten Sprengstoffes und der umgebenden Luft sind Fini-
te-Element-Netze auf Basis einer Euler-Formulierung erforderlich. Hier-
mit kann die Überprüfung des Massenstromes, des Impulses und der 
Energie der Luft infolge der Wellenfortpflanzung verfolgt werden. Um in 
den Euler-Elementen den hydrodynamischen Massenstrom und das 
Vermischen von Sprengstoff und Luft abbilden zu können, müssen diese 
in LS-DYNA zusätzlich als 'Multi-Material-Zellen' definiert werden, siehe 
Hallquist [1999]. Für die Modellierung der FE-Netze der verwendeten 
Materialien Beton, Sprengstoff und Luft werden dreidimensionale Hexa-
ederelemente mit 8 Knoten und einem Integrationspunkt in der Mitte 
verwendet.

6.2.3 Gewählte Euler-Lagrange-Kopplung

Um die Interaktion von Euler- und Lagrange-Netz zu ermöglichen, muß 
eine Kopplung der beteiligten Netzoberflächenelemente des Spreng-
stoffs und des Betons im Modell berücksichtigt werden. Diese Kopplung 
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zwischen den Sprengstoff- und den Betonelementen geschieht über die 
sich an der Kopplungsfläche befindenden Betonknoten des Lagrange-
Netzes.

Der gewählte in Abschnitt 4.6.2 ausführlich beschriebene Kopplungsme-
chanismus auf der Basis einer Master-Slave-Formulierung beruht auf fol- 
gendem Prinzip in zwei Schritten: Mit dem Befehl constrained Lagrange 
in solid werden zuerst die Lagrange-Betonkopplungsknoten als Slave-
Part dem Euler-Luftnetz als Master-Part untergeordnet und über einen 
internen Kopplungsalgorithmus die Übertragung des Impulses auf die 
Betonkopplungsknoten berechnet. Somit können sich diese Lagrange-
Betonkopplungsknoten gemäß des übertragenen Impulses innerhalb des 
Euler-Netzes bewegen. Dies funktioniert jedoch nur, wenn das Euler-
Netz mindestens so groß modelliert wird, daß die gesamte Kopplungs-
fläche des Lagrange-Netzes zu jedem Zeitpunkt der Rechnung vollstän-
dig darin enthalten ist. 

Im zweiten Schritt wirken nun die Kräfte resp. Verschiebungen der Be-
tonkopplungsknoten, die zu den Oberflächenelementen des Lagrange-
Netzes gehören, auf die benachbarten Knoten der Lagrange-Elemente
der Betonstruktur und rufen gemäß der Lagrange´schen Zeitschrittfor-
mulierung, gekennzeichnet in Bild 4.6 durch die gestrichelte Linie, die 
Deformationen resp. Spannungen im gesamten Betonbauteil hervor. 
Wird durch diese Deformationen das belastete Lagrange-Netz in Teilbe-
reichen sehr stark verformt, so findet für das gesamte Lagrange-Netz ein 
'mesh smoothing' mit anschließendem 'advection step' statt. Ausführliche 
Erläuterungen hierzu sind in Abschnitt 4.6.2 – Kopplungsalgorithmen – 
zu finden.

Mithilfe der oben beschriebenen Euler-Lagrange-Kopplung kann die Be-
lastung der Betonbauteile nun sowohl durch Kontaktdetonation als auch 
durch Bohrlochsprengungen rechnerisch abgebildet werden und somit 
die Interaktion zwischen den Materialen Sprengstoff und Beton nume-
risch simuliert werden. 



190 6 Numerische Untersuchungen

6.3 Materialzuweisung 

In diesem Abschnitt folgt der Einbau der materialspezifischen Daten von 

Sprengstoff, Luft und Beton in die Euler- resp. Lagrange-Netze. Dazu wer- 

den jeweils die Gleichungen der konstitutiven Beziehungen für die ver-

wendeten Materialien angegeben und deren Zusammenhang erläutert. 

6.3.1 Sprengstoff 

Entsprechend den Ausführungen des Abschnittes 2.2 – Sprengstoffe und 

Detonation – wird gemäß der Detonationstheorie für die Druckwellen-

ausbreitung des Sprengstoffes die Zustandsgleichung nach Jones, Wil-

kins und Lee gewählt (EOS-JWL). Es gilt: 

V

e
e

VR
1Be

VR
1A)e,V(p VR

2

VR

1

21 (6.1)

Die Gründe hierfür sind:

 Für Festsprengstoffe kann die deviatorische Komponente des Stoffge-

setzes im Vergleich zu den hohen hydrostatischen Drücken vernach-

lässigt werden. In den Verifikationsversuchen zur Abbruchsprengung 

des Abschnittes 3.3 bis 3.5 wurden die Festsprengstoffe TNT/COMP B 

und Seismoplast 1 verwendet. 

 Der Sprengstoff geht unmittelbar nach der Zündung in einen gasförmi-

gen Zustand über und liegt danach nur noch in Form von Explosions-

schwaden vor. 

Die von der jeweiligen Sprengstoffart abhängigen Materialdaten der EOS- 

JWL (6.1) können zusammen mit weiteren notwendigen Materialparame-

tern, wie der Anfangsdichte 0, der Detonationsgeschwindigkeit vD, dem 

Chapman-Jouguet-Druck pCJ und der im Sprengstoff enthaltenen chemi-

schen Anfangsenergie e0 aus Handbüchern wie z.B. dem Dobratz &

Crawford [1985] entnommen werden. Somit stehen die für die numeri-

schen Simulationen benötigten Sprengstoffmaterialdaten zur Verfügung: 
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 In der Plattenberechnung werden für die TNT/COMP B – Zusammenset-
zung des Plane-Wave-Generators folgende Materialdaten verwendet: 

Sprengstoff Mat High Explosive Burn EOS-JWL-Parameter 

TNT

o

vD

pCJ

1,63 g/cm3

6.930 m/s 
21.000 MPa 

A
B
R1

R2

e0

373.800 MPa 
    3.747 MPa 

       4,15 
     0,9 

       0,35 
6.000 MPa-m3/m3

Tabelle 6.1:  Materialdaten des Sprengstoffes TNT 

Sprengstoff Mat High Explosive Burn EOS JWL-Parameter 

COMP B 

o

vD

pCJ

1,717 g/cm3

7.980 m/s 
29.500 MPa 

A
B
R1

R2

e0

524.200 MPa 
    7.678 MPa 

        4,20 
        1,10 
        0,34 

8.500 MPa-m3/m3

Tabelle 6.2:  Materialdaten des Sprengstoffes COMP B 

 In der Balken- und Stützenberechnung werden dem Sprengstoff Seis-
moplast 1 die folgenden Materialparameter zugewiesen: 

Sprengstoff Mat High Explosive Burn EOS JWL-Parameter 

Seismoplast 1 

o

vD

pCJ

1,588 g/cm3

7.200 m/s 
20.500 MPa 

A
B
R1

R2

e0

    620.600 MPa 
23.270 MPa 
        5,399 
        1,651 
        0,282 

7.000 MPa-m3/m3

Tabelle 6.3:  Materialdaten des Sprengstoffes Seismoplast 1 
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Mit der Detonationsgeschwindigkeit vD wird die Ankunft der Schockwellen-
front an den einzelnen Euler-Elementen berechnet. Der Chapman-Jouguet-
Druck pCJ stellt den maximal erreichbaren Druck unmittelbar hinter der 
Reaktionszone dar. Die Freisetzung der chemischen Anfangsenergie e0

zur Detonation erfolgt durch die Ankunft der Schockwellenfront am Ele-
ment. Diese wird aus numerischen Gründen nicht auf einen Schlag frei-
gesetzt, sondern über sogenannte 'burn models', siehe Hallquist [1998].

Dazu wird zunächst der Beiwert FB berechnet: 

CJ
B V1

V1F (6.2)

mit: V = aktuelles spezifisches Volumen 
 VCJ = spezifisches Volumen am Chapman-Jouguet-Punkt

Dann ergibt sich der Druck p des 'burn models' zu: 

e,VpFp EOSB (6.3)

mit: pEOS(V,e) = resultierender Druck aus der EOS-JWL (6.1) 
 V = aktuelles spezifisches Volumen 
 e = spez. innere Energie (bezogen auf das Ausgangsvolumen) 

Durch das Festlegen eines einzelnen Detonationspunktes als Zündquelle 
in den jeweiligen numerischen Simulationen wird die Zündung des 
Sprengstoffes als eine punktförmige Zündung erreicht. 

6.3.2 Luft 

In den numerischen Untersuchungen zur Abbruchsprengung wird die 
den Versuchskörper umgebende Luft mithilfe der idealen Gas-Zustands- 
gleichung simuliert. Es gilt: 

e)1(p
0

(6.4)
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Die hierbei verwendeten Materialdaten lauten: 

Luft Mat Null EOS Linear Polynomial 

o 1,2929*10-3 g/cm3

e0

1,4

0,25 MN/m2

Tabelle 6.4:  Materialdaten der Luft 

6.3.3 Beton 

Gemäß den Erläuterungen in Abschnitt 2.3 wird das Materialverhalten 

von Beton unter hochdynamischer Belastung mithilfe des an unserem 

Institut für Massivbau entwickelten dynamischen mehraxialen konti-

nuumsmechanischen Schädigungs-Plastizitätsmodell beschrieben. The-

oretische Grundlagen zur Stoffgesetzherleitung können z.B. den Artikeln 

von Hansen & Schreyer [1992], Stevens & Liu [1992] und Carol & Rizzi & 

Willam [1994] entnommen werden. Darauf aufbauend wird von Schmidt-

Hurtienne [2000] eine ausführliche Herleitung eines Betonstoffgesetzes 

mit dem Schwerpunkt auf der Beschreibung des Dehnrateneffekts von 

Beton unter dynamischer Belastung angegeben. 

Für die Berechnung von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen 

wurde dieses kombinierte Schädigungs-Plastizitätsmodell in einigen 

Punkten vereinfacht und als Materialroutine in LS-DYNA implementiert. 

Es unterteilt sich in einen zeitunabhängigen und in einen dynamischen 

Anteil.

Zeitunabhängiger Anteil 

Für den zeitunabhängigen Anteil gibt Bild 2.25 das kombinierte Schädi-

gungs-Plastizitäts-Stoffgesetzformat wieder. Es zeigt schematisch eine 

nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung für Beton als ein Material 

mit signifikanter Entfestigung und inelastischen Verformungen. Weiterhin 

wird erkenntlich, daß lediglich durch den elastischen Anteil des Deh-

nungstensors die Gestalt der nichtlinearen Kurve bestimmt wird, wäh-
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rend der plastische Anteil nur bei der Ent- und Wiederbelastung zum 
Tragen kommt. Das Stoffgesetz wird auf der Basis von Dehnungen for-
muliert, um rechenintensive numerische Integrationen im Entfestigungs-
bereich zu vermeiden. Die Belastungskriterien für die Schädigung und die 
Plastizität werden zunächst entkoppelt eingeführt. Das Belastungskriteri-
um für neue Schädigung wird im elastischen Dehnungsraum definiert 

dedd ,FF , (6.5)

während die plastische Formulierung sich auf die totale Dehnung bezieht: 

ppp ,FF (6.6)

  Kontinuumsschädigungsmechanik 

Kontinuumschädigungsmodelle mit einer einzelnen Schädigungsfläche 
transformieren den dreidimensionalen (elastischen) Dehnungszustand e

auf ein skalares, äquivalentes Dehnungsmaß d. Mithilfe von d wird 
dann im selben Zeitschritt die Schädigungsevolution im Druck- und Zug-
bereich bestimmt, die an Ergebnissen aus einaxialen Druck- und Zug-
versuchen geeicht wird.

In dem verwendeten Betonstoffgesetz wird sowohl die Druck- als auch 
die Zugschädigung, jeweils nach Beanspruchungsfall getrennt, durch ein 
isotropes Werkstoffverhalten abgebildet. 

)(
e

)(
eeZD minmaxZUGF (6.7)

Dazu schaltet ein 'Druck-Zug-Flag' nach Gleichung (6.7) auf den Zugzu-
stand um, wenn die maximale elastische Zugdehnung betragsmäßig 
größer ist als die kleinste elastische Druckdehnung, so daß alle Bean-
spruchungen, bei denen positive Zugspannungen dominieren, mithilfe 
des Schädigungskriteriums für den Zugbeanspruchungsfall (6.8b) be-
rechnet werden. Zu jedem Zeitpunkt gibt es somit zwei getrennte Zu-
stände des Schädigungskriteriums (6.8). Diese sind die Ausdehnung der 
Schädigungsfläche Fd im isotropen Druckschädigungszustand (Fd,c) und 
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die Ausdehnung der Schädigungsfläche Fd im isotropen Zugschädi-
gungszustand (Fd,t). Für die isotrope Druck- und Zugschädigung wird im 
Stoffgesetz die Hsieh-Ting-Chen Invariantendarstellung [1982] im Deh-
nungsraum gewählt. Es gilt somit 

- im Druckbeanspruchungsfall:

0IccJcJcF 2
cd,

e
14maxe,3

e
22cd,

e
21cd, (6.8a)

- im Zugbeanspruchungsfall:

0IccJcJcF 2
td,

e
14maxe,3

e
22td,

e
21td, (6.8b)

mit: 1c , .., 4c  = Parameter der Schädigungsfläche  
e
1I , e

2J   = erste Invariante des elastischen Dehnungstensors e

und zweite Invariante des Deviators von e

max,e  = größter ( -ter) Eigenwert von e

cd, , td,  = äquivalente Druck- resp. Zugschädigungsdehnung 

Die Formulierung im Dehnungsraum hat den Vorteil, daß die Belastungs-
fläche nach Bild 2.21a sowohl im Verfestigungs- als auch im Entfesti-
gungsbereich expandiert. Somit ist eine Belastung eindeutig von einer 
Entlastung zu unterscheiden, da eine Entlastung immer in die Bela- 
stungsfläche hineinzeigt. Die Normale auf die Schädigungsfläche ist ge-
mäß Gleichung (2.54) und der durch das Schädigungs-Plastizitäts-
Stoffgesetzformat getroffenen Vorgabe, daß neue Schädigung nur aus 
dem elastischen Anteil des Dehnungstensors entstehen kann, die Ablei-
tung von Fd,c resp. Fd,t nach dem elastischen Dehnungstensor e . Es gilt 

- im Druckbeanspruchungsfall:

Iddn 43cd,e
2

2cd,
1cd, ccdev

J2
c

c (6.9a)
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- im Zugbeanspruchungsfall:

Iddn 43td,e
2

2td,
1td, ccdev

J2
c

c (6.9b)

mit: d  = ( -ter) Eigenvektor des elastischen Dehnungstensors e

Die Normale wird zur Berechnung der Tangentensteifigkeit benötigt und 
ist aufgrund der Isotropieannahme für den Druck- und Zugbeanspru-
chungsfall ähnlich formuliert. Um eine Aussage über die Größe der 
Schädigung zu treffen, wird mithilfe der Schädigungsevolution ein Zu-
sammenhang zwischen den äquivalenten Dehnungsmaßen d,c resp. d,t

und der internen Variablen, der generalisierten Schädigungsvariablen D̂ ,
hergestellt. Die Schädigungsentwicklung ist auf die Bildung von Mikroris-
sen zurückzuführen. Deshalb wird ihr als äquivalente Beziehung das 
einaxiale Zugverhalten bei der Steifigkeitsabnahme zugrunde gelegt. Als 
Funktion für die Schädigungsentwicklung wird eine leicht modifizierte 
Weibull-Funktion gewählt. Es gilt: 

0d

0d
e

e

d

e0

ee1
D

dg

d

0d

ˆ (6.10)

mit: D̂  = generalisierte Schädigung 
d  = äquivalentes schädigungserzeugendes Dehnungsmaß 

0e  = Dehnungsschwellwert 

de  = Modalwert der Weibullverteilung 

dg  = Weibull-Exponent 

Die generalisierte Schädigungsevolution mit dem Einfluß ihrer Parameter 
wird in Bild 6.2 dargestellt. Erst nach Überschreiten des Dehnungs-
schwellwertes e0 setzt die Schädigungsevolution ein, da die Mikrodefekte 
des Betons aus dem Herstellungsprozeß bereits im Anfangselastizitäts- 
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modul berücksichtigt werden. Durch den Parameter ed wird die Breite der 
Funktion bestimmt, während der Parameter gd die Form verzerrt. Somit 
lautet die äquivalente einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehung fol-
gendermaßen: 

dod ED̂1ˆ  (6.11)

Bild 6.2:  generalisierte Schädigungsevolution: a) Schädigungsfunktion, b) äquiva-
lente Spannungs-Dehnungs-Beziehung, siehe Schmidt-Hurtienne [2000] 

Aufgrund der Annahme einer isotropen Schädigung entspricht der Rich-
tungstensor der Schädigung MD einem Kugeltensor oder kann noch ein-
facher gleich eins gesetzt werden. Somit gilt im Schädigungsraum für 
isotrope Schädigungsmodelle: 

1DM (6.12)

Laut Gleichung (2.43) wird der Schädigungsparameter so definiert, daß 
1D0  den kontinuierlichen Übergang von einem ungeschädigten Be-

ton bis hin zum vollkommen geschädigten Beton ohne Restfestigkeit be-
schreibt. Die Sekantensteifigkeit und die Ableitung nach der isotropen 
Schädigungsvariablen D gemäß der Vorschrift aus Gleichung (2.61) lau-
ten dann: 
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00 EEE D1D,  , 0EE
D

(6.13)

Mit den Gleichungen (6.12), (6.13) und der allgemeinen Definition der 
Schädigungsregel im Schädigungsraum (2.63) ergibt sich für den Schä-
digungsfaktor d  und den Richtungstensor M:

 Dd  , 0EM  (6.14)

Die Ver- resp. Entfestigungsvariable Hd aus Gleichung (2.54) lautet so-
mit:

D
F

D
FFH d

d

dd

d

d
d (6.15)

  Druckschädigungsevolution 

Isotrope Druckschädigung entsteht vor allem unter Druckbeanspru-
chung. Hier bestimmt Dc die Sekantensteifigkeit. Zu einem wesentlich 
geringeren Maß findet eine isotrope Druckschädigung auch unter Zug-
beanspruchung statt, die sich allerdings erst bei Belastungsumkehr zeigt. 
Die Schädigungsentwicklung für die skalare Druckschädigungsvariable 
Dc zum Zeitschritt t n+1 lautet mit Gleichung (6.11): 

n
ccd,

1n
c D,D̂maxD , im Druckbeanspruchungsfall (6.16a)

n
cctd,

1n
c D,/rD̂maxD , im Zugbeanspruchungsfall (6.16b)

Der Reduktionsfaktor rc mindert die äquivalente schädigungserzeugende 
Zugdehnung d,t ab, so daß sich die Abnahme der Druckfestigkeit erst 
bei sehr großen Zugdehnungen einstellt (rc  100), wenn bereits ein 
Diskontinuum entstanden ist.

Mit den Gleichungen (6.12) und (6.14) ergibt sich in der Druckschädi-
gungsevolution folgende Schädigungsregel
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cd D  ,   1DM (6.17)

und mit Gleichung (6.15) die Ver- und Entfestigungsvariable Hd zu:  

c

cd,

cd,

cd,
d D

F
H (6.18)

  Zugschädigungsevolution

Die isotrope Zugschädigungsevolution Dt zum Zeitschritt t n+1 erfolgt ana-
log zur Evolution der Druckschädigung. Es gilt somit: 

n
ttd,

1n
t D,D̂maxD , im Zugbeanspruchungsfall (6.19a)

n
ttcd,

1n
t D,/rD̂maxD , im Druckbeanspruchungsfall (6.19b)

Im Gegensatz zur anisotropen Zugschädigung, bei der beispielsweise 
bei einer einaxialen Druckbeanspruchung durch die Querkontraktion 
gleichzeitig die Zugschädigung auch unter Druckbelastung einen Einfluß 
besitzt, zeigt sich bei der isotropen Zugschädigung der Abfall der Zug- 
festigkeit erst bei der Belastungsumkehr. Anders als bei der Druckschä-
digung wird der Reduktionsfaktor rt recht klein belassen (rt  2), d.h. 
schon bei kleinen Druckschädigungen im Beton wird die Zugfestigkeit 
herabgesetzt. Bei sehr großen Druckbeanspruchungen, wie sie z.B. bei 
Sprengungen von Betonstrukturen entstehen, verliert der Werkstoff jegli-
che Zugfestigkeit. 

Mit den Gleichungen (6.12) und (6.14) ergibt sich in der Zugschädi-
gungsevolution folgende Schädigungsregel

td D  ,   1DM  (6.20)

und mit Gleichung (6.15) die Ver- und Entfestigungsvariable Hd zu:

t

td,

td,

td,
d D

F
H (6.21)
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  Plastizität 

Beim Werkstoff Beton entstehen inelastische Verformungen durch die 
Bildung von Mikrorissen und die Verschiebung der Rißufer infolge devia-
torischer Spannungen. Da sich die Mikrorisse vor allem senkrecht zur 
Richtung der positiven elastischen Zugdehnungen ausbreiten, bestimmt 
die positive Projektion des elastischen Dehnungstensors maßgeblich die 
Plastizitätsfläche. Die Entwicklung von irreversiblen Verzerrungen in 
Druckrichtung wird über den Druckanteil des elastischen Dehnungsten-
sors multipliziert mit einer 'cross-Effekt'-Konstanten cc berücksichtigt, 
siehe Ortiz [1985]. Die physikalische Bedeutung dieser Konstanten cc ist 
in der Verschiebung der Mikrorißufer unter Mode II/III-Beanspruchung 
(siehe Bild 2.14) begründet. Als Belastungskriterium für die plastischen 
Dehnungen mit dem äquivalenten plastischen Ausdehnungsmaß p gilt 
somit:

0
2
1:c:

2
1F 2

peeceep (6.22a)

mit: ee :P , ee :P , PIP (6.22b)

ddddP eVH (6.22c)

mit: e , e  = positiver resp. negativer elastischer Dehnungstensor
 cc = Cross-Effekt Koeffizient 

P , P , I = positiver resp. negativer Projektionstensor von e ,
Einheitstensor

 HV = Heaviside-Sprungfunktion  

e , d  = Eigenwerte, Eigenvektoren von e

Die Normale zur Plastizitätsfläche wird gemäß Gleichung (2.37) durch 
die Ableitung von Fp nach dem Dehnungstensor gewonnen.
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n e

e

pe

e

pp
p :

F
:

FF
(6.23a)

Somit gilt: ecep cn (6.23b)

Eine ausführlichere Herleitung liefert Schmidt-Hurtienne [2000]. Es sei 
noch angemerkt, daß in der Plastizitätsformulierung eine assoziierte 
Fließregel gewählt wird, d.h. mp = np. Dies bedeutet, daß die plastischen 
Dehnungsinkremente normal zur Belastungsfläche Fp stehen. Bei dem in 
dieser Arbeit verwendeten Betonstoffgesetz handelt es sich jedoch um 
ein kombiniertes Schädigungs-Plastizitätsmodell mit zwei unabhängigen 
Belastungsflächen. Somit ergibt sich im Bezug auf die plastischen Deh-
nungsinkremente für das Gesamtmodell keineswegs eine Assoziiertheit 
im Dehnungsraum. 

Um eine Aussage über die Entstehung und Größe der plastischen Ver-
zerrung zu treffen, wird in ähnlicher Vorgehensweise zur Schädigungs- 
evolution ein Zusammenhang zwischen dem äquivalenten plastischen 
Dehnungsmaß p und einer internen plastischen Variablen qp hergestellt. 
Die interne plastische Variable qp kann z.B. nach Chen & Saleb [1994] 
und Schmidt-Hurtienne [2000] als Integral der Euklidnorm des plasti-
schen Verzerrungstensors definiert werden 

dt:q
t

ppp (6.24)

und mithilfe der im Stoffgesetz gewählten Fließregel in der Plastizitäts-
formulierung

ppp m (6.25)

in Beziehung zum Fließfaktor p  gesetzt werden, so daß gilt: 

pp
p

p :
q

mm (6.26)
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Über diese Beziehung (6.26) wird bestimmt, in welchem Verhältnis zum 
aktuellen Dehnungszustand die inelastischen Verzerrungen zunehmen. 
Von Schmidt-Hurtienne [2000] wird eine empirische Evolutionsgleichung 
angegeben, die eine plastische Dehnungsentwicklung erst zuläßt, wenn 
die äquivalente plastische Dehnung p größer ist als der Schädigungspa-
rameter ed. Dieser entspricht näherungsweise der Schädigungsdehnung, 
bei der die Zugfestigkeit in der äquivalenten Spannungs-Dehnungs-
Beziehung erreicht wird. Somit wird implizit die physikalische Bedingung 
erfüllt, nach der erst das Öffnen von Zugrissen plastische Verformungen 
verursacht. Die weiteren Parameter bestimmen das maximale Verhältnis 
zur äquivalenten plastischen Dehnung (cp < 1), das Aufklingen (ep1) und 
bei sehr großen Verzerrungen das Abklingen (ep2) der internen plasti-
schen Variablen, siehe Bild 6.3. Es gilt: 

dp

dp
ee

e

dpp
pp

e0

eee1ec)(q
p2

p

p1

dp

(6.27)

Bild 6.3:  Evolution der internen plastischen Variablen qp nach Schmidt-Hurtienne
[2000]
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Aus Gleichung (2.37) wird die Ver- und Entfestigungsvariable Hp mithilfe 

der Gleichungen (6.26) und (6.27) bestimmt zu: 

p

p

p

p

p

p

p

p
p

q

q

FF
H (6.28a)

eceece
p

p
p c:c

q
(6.28b)

  Ent- und Wiederbelastung 

Während von Schmidt-Hurtienne [2000] eine innere Reibung der Mikro-

rißzonen bei der Ent- und Wiederbelastung berücksichtigt wird, findet in 

dem verwendeten Betonstoffgesetz die Ent- und Wiederbelastung ver-

einfacht auf dem selben Pfad statt. 

  Beton-Hugoniot 

Wie bereits im Abschnitt 2.5.2 erwähnt, besteht der Werkstoff Beton aus 

einer heterogenen Struktur mit vielen Poren. Unter hohen hydrostati-

schen Drücken erfährt er eine volumetrische isotrope Schädigung, die 

auf das Zusammenfallen der Poren zurückzuführen ist. In der Hsieh-

Ting-Chen [1982] Schädigungsfläche wird ein derartiger Schädigungs-

mechanismus allerdings nicht berücksichtigt, da sich die Schädigungs-

fläche (6.8) in Richtung der negativen hydrostatischen Dehnungsachse 

öffnet. Um jedoch den Effekt des Porenzusammendrückens innerhalb 

der Betonsteifigkeit zu berücksichtigen, wird ein hyperelastischer, von 

der volumetrischen, elastischen Dehnung abhängiger Steifigkeitsfaktor 

etr  nach einem Vorschlag von Schmidt-Hurtienne [2000] eingeführt, 

so daß gilt: 

DEE etotal tr (6.29)

Dieser Faktor entspricht der Anpassung des Kompressionsmoduls an die 

gewählte Zustandsgleichung, z.B. die aus Versuchen bestimmte Beton-

Hugoniot-EOS in Bild 2.32b unter Vernachlässigung des Temperaturein-

flusses. Die Funktion des Steifigkeitsfaktors lautet dann:



204 6 Numerische Untersuchungen
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(6.30)

Sie wird in Bild 6.4 mit der Parameterwahl wiedergegeben. Die Abnah-
me von  auf Werte bis nahe 0,5 ist während der Phase der Porenzerstö-
rung deutlich zu erkennen. Anschließend setzt die Kompaktierung mit 
einem starken Anstieg des Faktors ein. 

Bild 6.4:  Volumenfunktion zur Berücksichtigung der Beton-Hugoniot nach Schmidt-
Hurtienne [2000] 

  Tangentensteifigkeit 

Das vorliegende Betonstoffgesetz wird als Sekantenformulierung in der 
Materialroutine verwendet. Jedoch kann die Sekantensteifigkeit mithilfe 
der Gleichung (6.31) in eine Tangentensteifigkeit umformuliert werden. 
Es gilt dann: 

pdt : TITEE (6.31)

mit den beiden Tensoren Td und Tp:
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T (6.32)
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T (6.33)

Der neue Spannungstensor könnte somit auch inkrementell aktualisiert 

werden. Es gilt dann: 

:Et (6.34)

Dynamischer Anteil 

In Abschnitt 2.4 werden Ansätze für eine physikalisch begründete For-

mulierung eines dynamischen Anteils in Betonstoffgesetzen beschrie-

ben. Eine Möglichkeit ist die Berücksichtigung der Dehngeschichte, in 

der die aktuelle Schädigung in Abhängigkeit der vorangegangenen Be-

anspruchung sukzessive zunimmt. Dafür ist die Formulierung einer Ge-

schichtsfunktion )t(h  notwendig. In dem verwendeten Betonstoffge-

setz wird hierfür eine Maxwell-Relaxation eingesetzt, mit der die Bela- 

stungsgeschichte bei der Festigkeitssteigerung berücksichtigt wird. Mit 

diesem dynamischen Schädigungsmodell für Beton wird somit ein Werk-

zeug für eine realitätsnahe numerische Simulation von Wellenausbrei-

tungsvorgängen im Beton bereitgestellt, das den Dehnrateneffekt als dy-

namisches Erinnerungsvermögen auf kontinuumsmechanischer Ebene 

enthält, siehe Schmidt-Hurtienne [2000]. Eine einfache Approximation 

des Relaxationsverhaltens kann mit einer exponentiellen Verfallsfunktion 

definiert werden. Es gilt:

t

e)t(h (6.35)

Für die generalisierte dynamische Schädigung dynD̂  ergibt sich dann:

de
)(D̂

d)t(h
)(D̂

)t(D̂
tt

0

t

0

dd
dyn (6.36)
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Die Relaxationszeit  bestimmt den Zeitraum des Abklingvorganges. 

Rheologisch entspricht die exponentielle Relaxationsfunktion der Ant-

wortfunktion eines Maxwell-Elementes, das zum Rißzeitpunkt  durch 

eine Dehnung )(d  belastet wird. Durch die Verwendung einer  

'Ein-Parameter-Funktion' kann das Faltungsintegral in Gleichung (6.36) 

analytisch in eine inkrementelle Form überführt werden. Es gilt: 

tt
n
dyn

1n
dyn e1

t

D̂
eD̂D̂ (6.37)

Der Nachteil der Verwendung dieser 'Ein-Parameter-Funktion' besteht 

darin, daß nur bestimmte Dehnrateneinflüsse realitätsnah abgebildet 

werden können. Ist der Zeitmaßstab der Belastung wesentlich kleiner als 

die Relaxationszeit  wird die dynamische Festigkeitssteigerung über-

schätzt. Für die Approximation der Festigkeitssteigerung von Beton in 

einem breiten Dehnratenspektrum sollte die Relaxationszeit  in Abhän-

gigkeit der äquivalenten Dehnrate zum Zeitpunkt der Mikroschädigung 

)(d  definiert und zusätzlich der Formexponent gh eingeführt werden. 

Die Geschichtsfunktion lautet somit: 

h

d

g

))((

t

e)t(h
(6.38)

Die in Abschnitt 2.4 erläuterten physikalischen Mechanismen der Homo-

genisierung und der Verzögerung werden vereinfacht durch die Abhän-

gigkeit der Viskosität des Maxwelldämpfers von der Dehnrate bei der 

Entstehung der Schädigung beschreiben. Die Relaxationszeit ))(( d

wird dann als Funktion der bezogenen äquivalenten Dehnrate 
d
 mit den 

Parametern 0, ct1, ct2 folgendermaßen definiert: 

1
0

0

d
d

clnc

d0d s1,
)(

)(
2td1t

(6.39)

Der Vorteil dieser verallgemeinerten Maxwellrelaxation ist die realitäts-

nahe Approximation der Festigkeitssteigerung von Beton in einem brei-
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ten Dehnratenspektrum. Jedoch kann das Faltungsintegral in Gleichung 
(6.36) nicht mehr analytisch gelöst werden. Deshalb wird die Schädigung 
in eine Anzahl von 'ndam' Schädigungsinkremente aufgeteilt, die jeweils 
für sich entwickelt werden. Da für jedes Betonelement der Rißzeitpunkt 
und zusätzlich in jedem Schädigungsinkrement die Relaxationszeit  und 
der aktuelle Schädigungsanteil D abgespeichert werden müssen, er-
höht sich der Speicherplatzbedarf drastisch. Mithilfe der dynamischen 
Datenverwaltung wird dieses Problem jedoch recht gut gelöst, da vor al-
lem im Lasteinleitungsbereich die Schädigung innerhalb weniger Zeit-
schritte den Wert D = 1 erlangt und der Zeitpunkt der Rißbildung der ver-
schiedenen Betonelemente stark voneinander abweicht. Für die Beton-
elemente, die eine Schädigung von D = 1 nie oder sehr langsam errei-
chen, gibt die Anzahl der Schädigungsinkremente 'ndam' den Grad der 
numerischen Genauigkeit vor. In Bild 6.5 werden die Geschichtsfunk- 
tionen h(t- ) für verschiedene äquivalente Dehnraten d angegeben. Für 
die Berechnungen der Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen, 
siehe Abschnitte 6.4 bis 6.6, wurde der Parameter 'ndam = 50' gewählt. 

Bild 6.5:  Geschichtsfunktion h(t- ) für verschiedene äquivalente Dehnraten d
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Das Format des dynamischen kombinierten Schädigungs-Plastizitäts-
Stoffgesetzes ist in Bild 2.25 dargestellt. Es lautet mit der irreversiblen 
Schädigung D und dem inaktiven dynamischen Schädigungsanteil Ddyn

allgemein für Druck- und Zugbeanspruchung folgendermaßen: 

poedynd :trD)(D1 E (6.40)

Die für die numerische Simulation der Betonstrukturen in den Abschnit-
ten 6.4 bis 6.6 verwendeten Materialdaten des modellierten Betons B 35 
werden in der Tabelle 6.5 zusammengefaßt angegeben. 

Beton Mat User Defined Material Models 

Anfangselastizität Reduktionsfaktoren 

0

E0

        2,5 g/cm3

   36.000 MPa
        0,22 

rt

rc

         1,2 
       20,0 

Plastizität Beton-Hugoniot 

cc

cp

ep1

ep2

       0,08 
       0,9 
       1,1·10-3

       0,4 

av

bv

ev

ev,th

         0,7 
         3,5 
         0,02 
         0,008

Kontinuumsschädigung dynamischer Anteil 

B 35 

c1

c2

c3

c4

e0

ed

gd

       0,01232 
       0,02517 
       0,78206 
       0,34648 
       2,5·10-5

       2,2·10-4

       1,5 

0

ct1

ct2

gh

ndam

       80,0 µs 
         0,032 
         0,55 
         4,0 
       50,0 

Tabelle 6.5:  Materialdaten des Betons B 35 
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In Bild 6.6 wird die numerische Umsetzung der Gleichung (6.40) für das 
verwendete Betonstoffgesetz anhand eines vereinfachten Flußdiagram-
mes dargestellt. 

Bild 6.6:  vereinfachtes Flußdiagramm des dynamischen kombinierten Schädi-
gungs-Plastizitäts-Stoffgesetzes für Beton 
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6.3.4 Verifikation des Betonstoffgesetzes an Standardversuchen 

Bevor das im Abschnitt 6.3.3 beschriebene Betonstoffgesetz mit den Pa-
rametern aus Tabelle 6.5 in der numerischen Simulation von Betonstruk-
turen beim Abbruch durch Sprengen angewendet wird, soll in diesem 
Abschnitt anhand von 'Ein-Element-Tests' die Leistungsfähigkeit des 
verwendeten Betonstoffgesetzes für einen Beton B 35 mithilfe der be-
kannten Standardversuche wie dem einaxialen Druck- oder Zugversuch 
gezeigt werden. In den Testrechnungen wird dem finiten 'Ein-Element' 
als Belastung ein lineares Geschwindigkeitsfeld auferlegt. Mit den ge-
wählten Parametern aus Tabelle 6.5 gibt das Bild 6.7 den Verlauf der 
einaxialen Spannungs-Dehnungs-Beziehung für einen Beton B 35 unter 
einer quasistatischen Belastung wieder. Es stellt sich das aus den 
Druck- und Zugversuchen bekannte Festigkeitsverhältnis von f´c ~ 10 f´t

ein. Die exakten im 'Ein-Element-Test' berechneten Druck- resp. Zugfes-
tigkeiten betragen 47,5 MPa resp. 3,6 MPa. Nach dem Erreichen dieser 
Festigkeiten wird je Beanspruchungsrichtung mit zunehmender Dehnung 
eine Entfestigung registriert. Ein qualitativ ähnliches Verhalten zeigen die 
aus Versuchen gewonnenen Kurven in Bild 2.12a und Bild 2.15a resp. 
Bild 2.15b. 

Bild 6.7:  einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Betons B 35 
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In Bild 6.8 wird das Materialverhalten des Betons B 35 im Druckbereich 
während eines 'Ein-Element-Tests' unter zyklischer Beanspruchung wie-
dergegeben. In diesem Bild ist das gewählte Format des kombinierten 
Schädigungs-Plastizitäts-Stoffgesetzes nach Bild 2.25 gut zu erkennen. 
Bei einer Entlastung behalten die Dehnungen einen plastischen Anteil 
bei und gehen nicht, wie beim Format der reinen Kontinuumsschädi-
gungsmechanik nach Bild 2.24, auf den Ursprung zurück. Bild 6.8 ver-
deutlicht gleichzeitig die im Betonstoffgesetz verwendete variable Sekan- 
tensteifigkeit. Ein qualitativ ähnliches Betonverhalten wird in Bild 2.16b 
mit den aus zyklischen Druckversuchen von Sinha et al. [1964] gewon-
nenen Kurven wiedergegeben. Aufgrund der Vernachlässigung der inne-
ren Reibung der Mikrorißzonen bei der Ent- und Wiederbelastung wer-
den für das verwendete Betonstoffgesetz in Bild 6.8 keine Hysteresen 
abgebildet.

Bild 6.8:  zyklische Spannungs-Dehnungs-Linie des Betons B 35 

In den folgenden Bildern wird der Einfluß des dynamischen Anteils des 
verwendeten Betonstoffgesetzes mithilfe einer einfachen Maxwell-
Relaxation, der 'Ein-Parameter-Funktion' aus Gleichung (6.35), gezeigt. 
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Bei einer konstanten Abklingzeit von  = 70 µs werden in Bild 6.9 resp. 
in Bild 6.10 die jeweiligen Druckspannungs-Dehnungs-Beziehungen
resp. die jeweiligen Zugspannungs-Dehnungs-Beziehungen des Betons 
B 35 mit verschiedenen konstanten Dehnraten angegeben. Die Kurven 
in diesen Bildern verdeutlichen sowohl das Anwachsen der Festigkeiten 
als auch die Erhöhung der Bruchdehnungen bei zunehmenden Bela- 
stungsgeschwindigkeiten, die im Zugbeanspruchungsfall stärker vorherr-
schen als im Druckbeanspruchungsfall.

Dies wird erstens durch den Vergleich der Kurven in Bild 6.9 und in  
Bild 6.10 ersichtlich und zweitens in einer weiteren Auftragung der Fe-
stigkeitssteigerung über der Dehnrate für verschiedene konstante Ab-
klingzeiten  in Bild 6.11 resp. Bild 6.12 für den Druck- resp. Zugbean-
spruchungsfall verdeutlicht dargestellt. Die im 'Ein-Element-Test' ermittel-
te und in Bild 6.11 resp. Bild 6.12 dargestellte geringere Abhängigkeit 
der Betondruckfestigkeitssteigerung von der Dehnrate im Vergleich zur 
Betonzugfestigkeitssteigerung stimmt sowohl mit den aus den Versu-
chen gewonnenen Ergebnissen in Bild 2.29a resp. Bild 2.29b als auch 
mit den Erkenntnissen, die aus den in Kapitel 3 beschriebenen Versu-
chen stammen, qualitativ gut überein.

Jedoch wird die Festigkeitssteigerung bei Verwendung der 'Ein-
Parameter-Funktion' mit einer konstanten Abklingzeit von  = 70 µs für 
Belastungszeiten von etwa 5 µs bis 10 µs überschätzt. Deshalb wird in 
den folgenden numerischen Simulationen der Betonstrukturen beim Ab-
bruch durch Sprengen die verallgemeinerte Maxwell-Formulierung aus 
Gleichung (6.38) verwendet. 



 6.3 Materialzuweisung 213

Bild 6.9:  Druckspannungs-Dehnungs-Beziehung des Beton B 35 bei unterschied- 
lichen Dehnraten mit einer konstanten Relaxationszeit von  = 70 µs 

Bild 6.10:  Zugspannungs-Dehnungs-Beziehung des Betons B 35 bei unterschied-
lichen Dehnraten mit einer konstanten Relaxationszeit von  = 70 µs 
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Bild 6.11:  Druckfestigkeitssteigerung des Beton B 35 

Bild 6.12:  Zugfestigkeitssteigerung des Betons B 35 
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6.4 Plattenberechnung 

Der Verlauf der Detonationsfront im Sprengstoff spielt eine wesentliche 
Rolle für die Schockwellenausbreitung und die Höhe des Drucks im Be-
ton. Um eine ebene Belastung im Versuchskörper zu erhalten, muß die 
Detonationsfront im Sprengstoff die Oberfläche der Betonplatte überall 
zur selben Zeit erreichen, was bei einer punktförmigen Zündung auf-
grund der konstanten Detonationsgeschwindigkeit und der daraus resul-
tierenden kugelförmigen Detonationsfront nicht gegeben ist. Aus diesem 
Grund wurde der bei dem Plattenversuch in Abschnitt 3.3 beschriebene 
Plane-Wave-Generator verwendet, siehe Ockert [1997: 58, 59]. Durch 
die Verwendung von zwei verschieden schnell detonierenden Sprengstof-
fen (hier TNT und Composite B) kann der längere Weg auf der Außensei-
te des Sprengstoffkegels kompensiert werden, siehe Bild 6.13.

Bild 6.13:  Prinzipskizze des Plane-Wave-Generators, Maße in mm 

Eine weitere Möglichkeit mithilfe einer fast ebenen Detonationswelle die 
Betonplatte zu belasten, wäre die Verwendung eines schlanken Zylin-
ders anstelle des verwendeten Kegels. Bei ausreichender Schlankheit 
spielt die Krümmung der Detonationsfront auf der Unterseite des 
Sprengstoffzylinders eine untergeordnete Rolle. Eine nahezu ebene Wel-
le ist die Folge. Ein kurzer Ausblick zu den real ablaufenden Prozessen 
im Sprengstoff zeigt folgendes: 
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Nach Cooper [1997: 275-297] ist die Detonationsgeschwindigkeit tat-
sächlich keine Konstante, sondern abhängig von der Geometrie des 
Sprengstoffs. Bei zylindrischen Formen nimmt sie mit größer werdendem 
Durchmesser zu und konvergiert für unendliche Durchmesser gegen  
einen Maximalwert (= ideale Detonationsgeschwindigkeit). Umgekehrt 
kann die Detonationsgeschwindigkeit nicht beliebig stark abnehmen. 
Wird der Durchmesser des Zylinders zu klein, so schlägt die Detonation 
fehl, da die Energieverluste über die Mantelfläche höher sind als die  
Energieproduktion in der Reaktionszone. Der kritische Durchmesser ist 
stark abhängig von der Dichte, der Partikelgröße, der Umgebungstempe-
ratur und der Art der Umhüllung des Sprengstoffs.

Der Krümmungsradius RDet der Detonationsfront bei Sprengstoffzylindern 
mit Punktzündung wächst entgegen der oben gemachten Behauptung 
nicht beliebig mit dem Fortschreiten der Detonationswelle, sondern stag-
niert nach Erreichen einer bestimmten Größe, die in Abhängigkeit von 
der Schlankheit und dem Durchmesser (L/d) des Zylinders dargestellt 
werden kann. Dieser Punkt wird um so früher erreicht, je kleiner das 
Verhältnis von der Länge zu dem Durchmesser L/d ist. Für TNT erreicht 
RDet/d bereits für L/d = 3 den Maximalwert von ca. 1,8 - siehe Bild 6.14.

Bild 6.14:  Krümmungsradius (R/d) der Detonationsfront in Abhängigkeit der 
Schlankheit (L/d) für zylindrische Sprengstoffgeometrien, siehe Cooper
[1997]
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Somit hätte dieser Sprengstoffzylinder aus TNT bei einem Verhältnis von 
L/d = 3 und dem gleichen Durchmesser des Plane-Wave-Generators von  
d = 113,8 mm eine Masse von etwa 5,66 kg. Dies entspräche fast der 
neunfachen Masse des verwendeten Plane-Wave-Generators und würde 
somit zu einer viel zu großen Sprengstoffbelastung der Betonplatte füh-
ren. Deshalb wurde sowohl im Versuch als auch in der zugehörigen 
Rechnung die Betonplatte mithilfe des in Bild 6.13 dargestellten Plane-
Wave-Generators als aufgelegte Ladung eben beansprucht. 

6.4.1 Modellierung 

Der numerischen Untersuchung der Betonplatte liegen die Geometrie-
abmessung und die Positionen der Sensoren aus dem Bild 3.5 sowie 
dem Bild 3.6 zugrunde, so daß sich nach der Modellierungsphase das in 
Bild 6.15 als Prinzipskizze dargestellte viertel Simulationsmodell der Be-
tonplatte mit Sprengstoffkegel ergibt. In diesem Bild wird sowohl die Ma-
terialzuweisung der Elemente als auch die Position der den Sensoren 
entsprechenden Rechenelemente gezeigt. Im grau unterlegten Bereich 
wird den Lagrange-Elementen die Materialeigenschaft des Betons zu-
gewiesen, während der rot unterlegte Bereich den Euler-Elementen die 
Materialeigenschaft der Sprengstoffzusammensetzung TNT/COMP B zu- 
ordnet. Mit blauer Farbe sind die Positionen mit den Bezeichnungen der 
Sensoren angegeben. So steht z.B. '1' für den Allen-Bradly Sensor 1, der 
sich in 2 cm Tiefe direkt unter der Kontaktladung in Plattenmitte befindet. 

In der numerischen Simulation befindet sich der Zündpunkt in dem auf 
der Symmetrieachse liegenden obersten Sprengstoffelement der Kon-
taktladung, in Bild 6.15 durch einen schwarzen Punkt angedeutet. Das 
entsprechende Finite-Element-Netz dieser Plattenberchnung im unver-
formten Zustand wird in Bild 6.16 gezeigt. 

Das Finite-Element-Netz setzt sich aus 7.280 Elementen für den Spreng- 
stoff, 186.624 Elementen für den Beton und weiteren 45.500 Elementen 
für ein Euler-Hintergrundnetz zusammen, das hier aus Gründen der  
Übersichtlichkeit in Bild 6.16 nicht dargestellt ist. Für den Sprengstoff 
und den Beton im höchstbelasteten Bereich müssen relativ kleine Ele- 
mentabmessungen gewählt werden, da sonst die Schockwellenenfront 



218 6 Numerische Untersuchungen

Bild 6.15:  Prinzipskizze zur Plattenberechnug entlang der Symmetrielinie (siehe 
Schnitt A-A in Bild 3.5) 

Bild 6.16:  Unverformtes FE-Netz zur Plattenberechnung; das Euler-Hintergrund-
netz ist aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht mit dargestellt. 
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infolge der 'bulk viscosity' auf einen zu großen Bereich verteilt wird, siehe 
Bild 6.1. Infolge dessen wird für die numerische Simulation der Beton-
platte eine Elementkantenlänge von etwa 3 mm gewählt, die im Ver-
gleich mit dem im Versuch verwendeten Größtkorn von 16 mm deutlich 
kleiner ist. 

6.4.2 Ergebnisse 

Nach der Zündung der Kontaktladung wandert zunächst eine Detona- 
tionswelle durch den Sprengstoff. Nach etwa 12 µs erreicht die Detona-
tionsfront die Betonoberfläche und erzeugt dort die maximale Bean-
spruchung. Dies ist nahezu unabhängig von den sonst dominierenden 
Betoneigenschaften, wie dem E-Modul, der Druck- und Zugfestigkeit 
und wird hauptsächlich durch das Kompressionsverhalten und somit 
überwiegend durch die Rohdichte und die Porosität des Betons be-
stimmt. Erst zu einem späteren Zeitpunkt, wenn die Druckspannungs-
werte zurückgegangen sind, spielen die oben genannten Eigenschaften 
wieder eine Rolle. Die numerische Simulation zeigt, daß sich die höchs-
ten Betondrücke in den Oberflächenelementen der Betonplatte direkt 
unter dem Plane-Wave-Generator ergeben. So wird für das sich etwa 
2 cm unter der Ladung befindliche Rechenelement 77581, das der Posi-
tion des Sensors AB 1 entspricht, ein Maximaldruck von rund 
19.179 MPa nach ca. 15 µs nach der Zündung berechnet.

In Bild 6.17a - c sind für die ausgewählten Rechenelemente, die mit den 
Positionen der Sensoren AB 1 bis AB 8 übereinstimmen, alle berechne-
ten Druck-Zeit-Verläufe der Schockwellenfront im Beton dargestellt. Aus 
diesen Bildern wird ersichtlich, daß der Maximaldruck der Schockwel- 
lenfront in den Betonelementen mit zunehmender Wellenfortpflanzung 
schnell abnimmt, so daß sich für die Betonelemente, die sich in der Mitte 
und im unteren Teil der Platte befinden, viel geringere Drücke für die 
Schockwellenfront ergeben. So erfährt z.B. das Rechenelement 67581 
des Sensors AB 2, das sich in etwa 7 cm Tiefe unterhalb der Kontaktla-
dung befindet, noch einen Maximalwert von etwa 1.848 MPa nach ca.  
31 µs nach der Zündung. Die weitere Verringerung der maximalen Drücke 
für die tiefer in der Betonplatte liegenden Rechenelemente und deren zeit- 
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lich verspäteter Anstieg ist Bild 6.17b resp. Bild 6.17c gut zu entnehmen. 
Für alle Rechenelemente der Sensoren AB 1 bis AB 8 werden in  
Tabelle 6.6 die maximalen Druckwerte mit den zugehörigen Zeitpunkten 
nach der Zündung angegeben.

Rechenelement  
-  zugehöriger Sensor 

Maximaler Druck  
in MPa 

Zeit nach Zündung
in µs 

Rechenelement 77581  -  AB 1 19.179 15 
Rechenelement 67581  -  AB 2 1.848 31 
Rechenelement 60781  -  AB 3 99,0 55 
Rechenelement 126308  - AB 7 22,2 58 
Rechenelement 163924  - AB 8 7,1 76 
Rechenelement 57181  -  AB 4 43,0 76 
Rechenelement 55181  -  AB 5 18,5 100 
Rechenelement 53581  -  AB 6 10,2 125 

Tabelle 6.6:  Ergebnisse der Plattenberechnung für die den Sensoren AB 1 bis AB 8 
entsprechenden Rechenelemente im Beton 

Bild 6.17a:  Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Sensoren AB 1 und 
AB 2 in der Betonplatte 
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Bild 6.17b: Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Sensoren AB 3, AB 7 
und AB 8 in der Betonplatte 

Bild 6.17c: Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Sensoren AB 4, AB 5 
und AB 6 in der Betonplatte 
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Bild 6.18:  a) druck- resp. b) zuggeschädigte Platte zum Zeitpunkt von etwa 185 µs 
nach der Zündung mit Krater an der Betonplattenoberfläche 
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Nach einer Rechenzeit von etwa 140 µs erreicht die Wellenfront der 
Druckwelle die Betonplattenunterseite und wird dort als Zugwelle reflek-
tiert.

In Bild 6.18a wird die Druckschädigung (Dc – Ddyn) und in Bild 6.18b die 
Zugschädigung (Dt – Ddyn) der Betonplatte zum Zeitpunkt von etwa 
185 µs nach der Zündung des Sprengstoffkegels dargestellt. Die be-
rechneten Kraterabmessungen an der Plattenoberseite unterteilen sich 
in einen Bereich ausbildender Elementdeformationen mit einem Durch-
messer von etwa 20 cm und einer Tiefe von ungefähr 9 cm und in einen 
Bereich größter berechneter Schädigung mit einem Durchmesser von 
etwa 57 cm und einer Tiefe von ca. 28 cm. Diese Betonschädigung geht 
alleine aus der durch den Plane-Wave-Generator erzeugten Schockwelle 
hervor, die das Betonmaterial an der Plattenoberfläche stark komprimiert 
resp. zur Seite verdrängt. Die reflektierte Zugwellenfront, die meist für 
die Betonzerstörung verantwortlich ist, befindet sich zu diesem Zeitpunkt 
noch im unteren Teil der Betonplatte. 

Die grafische Darstellung der Ergebnisse der numerischen Simulation in 
Bild 6.18a resp. Bild 6.18b weist auf den Unterschied zwischen der 
Druck- und Zugschädigung hin. Dieser besteht zum einen im zugge-
schädigten Bereich an der Plattenunterseite und zum anderen zeigt bei 
der Druckschädigung der Kraterrand einen geringeren Schädigungsgrad 
im Vergleich zum darunter angrenzenden Bereich an. Dies ist auf den im 
verwendeten Betonstoffgesetz implementierten Dehnrateneffekt zurück-
zuführen. Direkt unterhalb der Kontaktladung beeinflußt der Dehnraten-
effekt die Druckschädigung am stärksten. 

6.5 Balkenberechnung 

Die numerische Untersuchung der Betonbalken bezieht sich hauptsäch-
lich auf den Versuchskörper VK 4, der durch 6 Bohrlochladungen mit ei-
nem Bohrlochabstand von jeweils 30 cm belastet wird. In Bild 3.13 ist die 
Geometrie des Balkens mit den Positionen der Sensoren angegeben. Da 
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im Versuch bei diesem Versuchskörper sowohl die meisten Signale re-
gistriert wurden als auch die größte Betonschädigung auftrat, ist er für 
die Vergleichsrechnung ausgewählt worden.

6.5.1 Modellierung 

Auch bei dieser Modellierung kann wegen der symmetrischen Anord-
nung der Bohrlochladungen und der Sensoren die vorhandene Sym- 
metrie ausgenutzt werden, so daß entsprechend der Prinzipskizze aus  
Bild 6.19 lediglich ein viertel Modell des Betonbalkens mit drei Bohrloch-
ladungen modelliert werden muß. Somit zeigt die Prinzipskizze in Bild 
6.19 die Hälfte des Balkenlängsschnittes entlang der Symmetrielinie.

Die Materialzuweisung der Elemente geht aus Bild 6.19 ebenfalls hervor. 
Im grau unterlegten Bereich wird den Lagrange-Elementen die Materi- 
aleigenschaft des Betons zugewiesen, während im rot unterlegten Be-
reich den Euler-Elementen die Materialeigenschaft der Bohrlochladung 
Seismoplast 1 zugeordnet wird. Der hell unterlegte Bereich kennzeichnet 
Lagrange-Elemente mit Dämmeigenschaften, die vornehmlich in den 
Bohrlöchern die Druckwellenausbreitung des Sprengstoffes nach oben 
behindern sollen, um eine stärkere Belastung des sich in Ladungsnähe 
befindenden Betons zu erzielen. Mit blauer Farbe sind die Positionen mit 
den Bezeichnungen der Sensoren angegeben. Gezündet wurde in allen 
Bohrlöchern gleichzeitig. Daher befindet sich in der numerischen Simula-
tion der Zündpunkt je Bohrloch in den obersten mittleren Sprengstoff- 
elementen, in Bild 6.19 durch einen schwarzen Punkt angedeutet.

Bild 6.20 zeigt das unverformte Finite-Element-Netz der Balkenberech-
nung. Es setzt sich aus 960 Elementen für den Sprengstoff, 31.380 Ele-
menten für den Beton und weiteren 5.952 Elementen für ein Euler-
Hintergrundnetz zusammen, das hier wiederum aus Gründen der Über-
sichtlichkeit in Bild 6.20 nicht dargestellt ist. Bezüglich der Elementab-
messungen und der 'bulk viscosity' wird auf die Bemerkungen im Ab-
schnitt 6.4 – Plattenberechnung – verwiesen. 
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Bild 6.19:  Prinzipskizze zur Balkenberechnung entlang der Symmetrielinie des 

Balkenlängsschnittes 

Bild 6.20:  Unverformtes Finite-Element-Netz zur Balkenberechnung; das Euler-

Hintergrundnetz ist aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht mit darge-

stellt.
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nationsfront erreicht nach etwa 4 µs die Betonoberfläche und erzeugt 
dort je Bohrloch die maximale Beanspruchung. In der numerischen Si-
mulation wird für das Rechenelement des Sensors 1, der sich in 1 cm 
Tiefe direkt unter der Bohrlochladung befindet, ein maximaler Druck im 
Beton von etwa 660 MPa nach ungefähr 7 µs nach der Zündung berech-
net. In der nachfolgenden Zeit breiten sich die Schockwellenfronten im 
Beton kugelförmig um die Bohrlöcher aus, siehe Bild 6.21a. So wird der 
maximale Druck der Wellenfront des dem Sensor 2 entsprechenden Re-
chenelementes, das sich im Abstand von 11 cm unter dem Bohrloch an 

Bild 6.21a:  Überlagerung zweier entgegengesetzt laufender Druckwellenfronten
zum Zeitpunkt 35 µs nach der Zündung 

Bild 6.21b:  Überlagerung zweier entgegengesetzt laufender Druckwellenfronten
zum Zeitpunkt 45 µs nach der Zündung 
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der Balkenunterseite befindet, nach etwa 39 µs nach der Zündung auf 
ca. 20 MPa berechnet. 

Kurze Zeit später, bei etwa 44 µs nach der Zündung, stoßen die Druck-
wellenfronten benachbarter, sich gegenseitig beeinflussender Bohrlöcher 
aufeinander und überlagern sich, siehe Bild 6.21b. Somit ergibt sich zu 
dieser Zeit für das Rechenelement des vergleichbaren Sensors 4 ein 
maximaler Druck von etwa 26 MPa.

In der Vergleichsrechnung für den Versuchskörper VK 2, einem Beton-
balken mit derselben Geometrieabmessung, der jedoch nur durch 2 
Bohrlochladungen belastet wird, siehe Bild 3.11, ergibt sich für das nur 
durch eine Bohrlochladung belastete Rechenelement des (hier !) Sen-
sors 5 zur gleichen Zeit (t = 44 µs) ein maximaler Druck von ungefähr 
13 MPa. Dies belegt, daß in der Mitte zweier benachbarter Bohrlöcher 
eine Druckwellenüberlagerung im Beton stattfindet, die den Beton zu-
sätzlich schädigt und somit das globale Versagen des Balkens einleitet. 
Dieses globale Versagen ergibt sich aus dem Versagen in der Bohrloch-
ebene aufgrund großer Ringdehnungen um das Bohrloch. 

Die Ergebnisse der numerischen Simulation zur Balkenberechnung VK 4 
sind in Tabelle 6.7 für die ausgewählten Rechenelemente der entspre-
chenden Sensoren zusammengefaßt. Es ist jeweils der im Element be-
rechnete maximale Druck zusammen mit der Zeit nach der Zündung der 
Bohrlochladungen angegeben.

Rechenelement 
             –  zugehöriger Sensor

Maximaler Druck  
in MPa 

Zeit nach Zündung 
in µs 

Rechenelement 20068  –  AB 1 660 7 
Rechenelement 21404  –  AB 8 18,3 33 
Rechenelement 19948  –  AB 2 20,0 39 
Rechenelement 21036  –  AB 3 8,1 43 
Rechenelement 23829  –  AB 4 26,0 44 
Rechenelement 14419  –  AB 5 26,5 44 
Rechenelement 24135  –  AB 7 12,3 57 

Tabelle 6.7:  Ergebnisse der Balkenberechnung zu VK 4 für die den Sensoren AB 1 
bis AB 8 entsprechenden Rechenelemente im Beton 
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Bild 6.22a: Druck-Zeit-Verlauf des Rechenelementes für den Sensor AB 1 im Be-
tonbalken VK 4 

Bild 6.22b: Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Sensoren AB 2 und 
AB 8 im Betonbalken VK 4 
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Bild 6.22c: Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Sensoren AB 4 und 
AB 5 im Betonbalken VK 4 

Bild 6.22d: Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Sensoren AB 3 und 
AB 7 im Betonbalken VK 4 
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Die Druck-Zeit-Verläufe zu den in Tabelle 6.7 angegebenen Ergebnissen 
aus der Balkenberechnung sind in dem Bild 6.22a - d dargestellt. Deut-
lich erkennbar ist die starke Abnahme der Maximaldrücke der Kompres-
sionswellenfront in den Betonrechenelementen, die sich mit zunehmen-
dem Abstand von der Ladung befinden.

6.6 Stützenberechnung 

Im Gegensatz zu der Platten- und Balkenberechnung unterscheidet sich 
die numerische Untersuchung der Stahlbetonstütze durch die Berück-
sichtigung der Bewehrung in der Stütze, siehe Bild 3.22, und die zusätz-
liche Berechnung des Luftdrucks in unmittelbarer Stützenumgebung. Mit 
der numerischen Simulation des Luftdrucks wird die Belastung der durch 
die Luft übertragenen Druckstöße auf die nahe Umgebung einer Ab-
bruchsprengung bestimmt. Dies interessiert in der Praxis, da bei fast al-
len Abbruchsprengungen versucht wird, den Trümmerflug zu verhindern, 
als auch die Belastung auf die unmittelbare Umgebung zu verringern. 
Hierfür werden in der Praxis um den zu sprengenden Bereich häufig 
schwere Gummimatten befestigt, wenn große Trümmer zurückgehalten 
werden müssen, oder mehrfache Lagen von Vlies mit Maschendraht 
verwendet, um kleinere Trümmer zurückzuhalten. Eine ausführliche Be-
schreibung der in der Praxis bei Abbruchsprengungen angewendeten 
Vorgehensweise zur Verringerung der Belastung der unmittelbaren Um-
gebung wird unter anderem in Kapitel 7 des DAfStb-Berichtes, siehe 
Eibl, Plotzitza & Herrmann [2000], anhand von zahlreichen Bildern erläu-
tert.

6.6.1 Modellierung 

Für die Stützenberechnung sind die Geometrieabmessungen und die 
Positionen der Sensoren in der Stahlbetonstütze resp. für die Luftdruck-
messung in der umgebenden vorgespannten Betonzylinderschale dem 
Bild 3.21 resp. dem Bild 3.20 zu entnehmen. Gezündet wird die ringför-
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mige Kontaktladung direkt über dem Sensor AB 3, so daß unter Ausnut-
zung der vorhandenen Symmetrie das in der Prinzipskizze Bild 6.23
dargestellte halbe Modell der Stützenberechnung zugrunde liegt. 

Bild 6.23:  Prinzipskizze zur Stützenberechnung entlang des Horizontalschnittes in 
der Sprengstoffebene 

Die Materialzuweisung der Elemente geht aus diesem Bild ebenfalls her-
vor. Der grau unterlegte Bereich kennzeichnet Lagrange-Elemente mit 
der Materialeigenschaft des Stahlbetons. Dabei wird der im Versuch 
verwendete Stahl BSt 500S in der numerischen Untersuchung ver-
schmiert in den Lagrange-Elementen berücksichtigt und zusammen mit 
dem Beton B 35 dargestellt. Im rot unterlegten Bereich wird den Euler-
Elementen die Materialeigenschaft der aus Seismoplast 1 bestehenden 
Kontaktladung zugewiesen, während für den blau unterlegten Bereich 
den Euler-Elementen die Materialeigenschaft der Luft zugewiesen wird. 
Die Positionen der AB-Sensoren mit ihren Bezeichnungen werden durch 
schwarze Punkte in der Stahlbetonstütze und durch schwarze Quadrate 
für die Luftdrucksensoren in der vorgespannten Betonzylinderschale an-
gedeutet.
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Bild 6.24:  unverformtes Finite-Element-Netz zur Stützenberechnung mit Euler-
Hintergrundnetz

In Bild 6.24 wird das Finite-Element-Netz der Stützenberechnung im un-
verformten Zustand gezeigt. Es besteht aus 1.344 Elementen für den 
Sprengstoff, 27.702 Elementen für den Stahlbeton und 49.056 Elemen-
ten für ein Euler-Hintergrundnetz, in dem die Belastung der 60 cm von 
der Stütze entfernten Stahlbetonzylinderschale durch die über die Luft 
übertragenen Druckstöße berechnet wird. Bezüglich der Elementabmes-
sungen und der 'bulk viscosity' wird auf die Bemerkungen im Abschnitt 
6.4 – Plattenberechnung – verwiesen. 

6.6.2 Ergebnisse 

Nach der Zündung der Kontaktladung läuft in der numerischen Simu- 
lation die Detonationswellenfront durch die ringförmig angeordneten 
Sprengstoffelemente mit einer Detonationsgeschwindigkeit von 7200 m/s 
und belastet die Oberfläche der Stahlbetonstütze somit zu unterschiedli-
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chen Zeiten. Die Zeitdifferenz beträgt etwa 58 µs und ist in Bild 6.25a
durch die Zeitpunkte der Maximaldrücke der diametral gegenüberliegen-
den Rechenelemente der Sensoren AB 3 und AB 4 gut zu erkennen.

Bild 6.25a:  Druck-Zeit-Verläufe aller Rechenelemente der Sensoren AB 1 bis AB 4 
in der Stahlbetonstütze 

Bild 6.25b: genauere Darstellung des Druck-Zeit-Verlaufes des Rechenelementes 
für den Sensor AB 1, der sich im Zentrum der Stahlbetonstütze befindet 
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Gleichzeitig laufen im Stahlbeton die Schockwellen von jedem Punkt der 
belasteten Stützenmantelfläche in das Zentrum der Stahlbetonstütze. 
Ihre Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ist materialabhängig und nicht 
konstant. Sie liegt für den hier verwendeten Stahlbeton in der Größen-
ordnung der halben Detonationsgeschwindigkeit. Für das Rechenele-
ment des Sensors AB 1, das sich genau im Stützenzentrum befindet, 
wird deshalb über einen Zeitraum von etwa 36 µs ein durchschnittlicher 
Maximaldruck von ungefähr 76 MPa berechnet, siehe Bild 6.25b.

Wie in Bild 6.25a ersichtlich, weist der Maximaldruck des dem Sensor 
AB 4 entsprechenden Rechenelementes einen etwa doppelt so großen 
Wert im Vergleich zum Rechenelement des Sensors AB 3 auf, der sich 
direkt unter dem Zünder befindet. Der Grund hierfür ist die Überlagerung 
der aufeinander stoßenden Detonationswellenfronten und der daraus re-
sultierenden doppelten Belastung der Stützenoberfläche des Stahlbetons 
über der Position des Sensors AB 4.

Bild 6.26:  berechnete Drücke mit Schädigung der Betonoberfläche der vorge-
spannten Stütze nach etwa 300 µs nach der Zündung
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Bild 6.26 zeigt die berechneten Drücke mit der Schädigung der Beton- 
oberfläche an der Stahlbetonstütze zum Zeitpunkt von etwa 300 µs nach 
der Zündung der Kontaktladung. Das Abplatzen der Betondeckung im 
Ladungsbereich auf eine Länge von 20 cm bis 34 cm ist gut zu erken-
nen. In Bild 6.26 wird dies durch den dunklen Bereich gekennzeichnet, 
der sich zwischen den grünen Ringen befindet. 

Rechenelement –  
zugehöriger Sensor im Stahlbeton

Maximaler Druck 
in MPa 

Zeit nach Zündung 
in µs 

Rechenelement 52686  –  AB 3 1.401 20 

Rechenelement 75834  –  AB 2 1.788 65 
Rechenelement 66598  –  AB 4 2.919 78 

Rechenelement 57358  –  AB 1 a) 76 46 - 82 

Rechenelement –  
zugehöriger Sensor in der Luft

Maximaler Luftdruck
in bar 

Zeit nach Zündung 
in µs 

Rechenelement 30088  –  K 3 72 295 

Rechenelement 53581  –  K 5 31 492 
Rechenelement 35078  –  K 2 35 499 

a) Bestimmung des mittleren maximalen Druckwertes, der über die Zeitdauer t diesen Druckwert 
beibehält. 

Tabelle 6.8:  Ergebnisse der Stützenberechnung für die den Sensoren AB 1 bis AB 4 
resp. K 2, K 3 und K 5 entsprechenden Rechenelemente im Stahlbeton 
resp. in der Luft. 

Tabelle 6.8 gibt die Ergebnisse der numerischen Simulation zur Stüt-
zenberechnung für die ausgewählten Rechenelemente der entsprechen-
den Sensoren im Stahlbeton und in der Luft wieder. Es ist jeweils der im 
Element berechnete maximale Druck zusammen mit der verstrichenen 
Zeit nach der Zündung der Ladung angegeben. Lediglich für den Sensor 
AB 1 wird für den späteren Vergleich von Versuch und Rechnung als 
sinnvolles Rechenergebnis der gemittelte maximale Druckwert mit der 
Zeitdauer t, für die der Druckwert gilt, genannt. 

Die numerische Untersuchung der Stützenberechnung zeigt, daß parallel 
zu den Vorgängen im Sprengstoff und im Stahlbeton sich die Druckwel-
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len radial im umgebenden Luftraum ausbreiten und etwa 295 µs nach 
der Zündung das Rechenelement des entsprechenden Luftdrucksensors 
K 3 erreichen, das sich in der vorgespannten Betonzylinderschale auf 
Höhe der Ladung befindet. Ein Maximalwert von etwa 72 bar wird be-
rechnet. Weiterhin wird in Bild 6.27 deutlich, daß fast zeitgleich die Re-
chenelemente der Luftdrucksensoren K 2 resp. K 5 im unteren Bereich 
der Zylinderschale resp. im Stahlkreuz ihre Maximaldrücke erreichen. 
Der Luftraum in der Zylinderschale ist aufgrund des fehlenden Deckels 
für Gasströmungen nach oben nicht geschlossen. Aufgrund dieser 
Randbedingung ergeben sich somit für das obere Rechenelement des 
Sensors K 5 etwas geringere Maximaldrücke als für das untere Rechen-
element des Sensors K 2. Die Bewegung der Luft wird somit in der nu-
merischen Simulation als ausströmendes Gas richtig erfaßt. 

Bild 6.27:  Druck-Zeit-Verläufe der Rechenelemente für die Luftdrucksensoren K 2, 
K 3 und K 5 aus der Stützenberechnung 
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7 Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und Rech-
nung

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der jeweiligen Rechnungen mit 
den Ergebnissen aus den zugehörigen Verifikationsversuchen vergli-
chen. Dies geschieht, um das Verhalten der Beton- resp. Stahlbeton-
struktur unter Kontaktexplosion und Bohrlochsprengung zu überprüfen 
und die Belastung der unmittelbaren Umgebung durch über die Luft  
übertragene Druckstöße zu bestimmen. Weiterhin soll dadurch das vor-
gestellte Verfahren zur numerischen Simulation von Betonstrukturen 
beim Abbruch durch Sprengen inklusive des implementierten Betonstoff-
gesetzes verifiziert werden. 

Aufgrund der stark abweichenden Geometrie und der unterschiedlichen 
Belastung der Versuchskörper wird der Vergleich zwischen den Meßwer-
ten und den Rechenergebnissen für jeden Versuchskörper einzeln 
durchgeführt und kurz diskutiert. Zunächst werden die jeweiligen Schä-
digungsbereiche innerhalb des Betons resp. Stahlbetons für die einzel-
nen Versuchskörper miteinander verglichen und anschließend jeweils 
eine Abhängigkeit der erzielten Druckmaxima bezüglich der Einbautiefe 
der Sensoren angegeben. Da bei allen Versuchen aufgrund der verwen-
deten Meßtechnik der hydrostatische Druck im Beton mithilfe von Kohle-
Masse-Widerständen der Firma Allen-Bradley (AB) ermittelt wurde, ist es 
sinnvoll, diese Meßgröße mit den berechneten Werten zu vergleichen. 
Deshalb werden in der zeitabhängigen Betrachtung von jedem Ver-
suchskörper zwei bis vier signifikante Sensoren im Beton ausgewählt 
und anhand von Druck-Zeit-Verläufen der Vergleich zwischen Messung 
und Rechnung vollzogen. Für die Stütze im Abschnitt 7.3 wird zusätzlich 
der Vergleich des gemessenen und berechneten Luftdrucks in unmittelba-
rer Umgebung der Kontaktladung mithilfe eines Druck-Zeit-Verlaufes an-
gegeben. In allen folgenden Diagrammen kennzeichnet jeweils die helle 
Kurve den Druck-Zeit-Verlauf des Meßsignals, während die dunkle Kurve 
in den jeweiligen Diagrammen den berechneten Druck-Zeit-Verlauf wider-
spiegelt. Beim Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und Rechnung ist 
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zu beachten, daß die in den Versuchen gemessenen Werte aufgrund der 
heterogenen Betonstruktur mit einer Materialstreuung behaftet sind. Die-
se liegt bei statischer Belastung im Bereich von ca. 10 % bis 15 % und 
beträgt bei dynamischer Beanspruchung etwa 25%. Somit weist eine 
maximale Abweichung der gemessenen und berechneten Druckwerte im 
Beton von etwa 25 % unter hochdynamischer Beanspruchung noch eine 
gute Übereinstimmung auf. 

7.1 Ergebnisvergleich der Platte 

Der Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und Rechnung für die Beton-
platte wird mit der Bestimmung des sich ausbildenden Kraters an der 
Plattenoberseite und der Schädigungsbereiche begonnen, siehe Bild 3.9 
resp. Bild 6.18. Der entlang der Symmetrielinie vertikal aufgeschnittene 
Versuchskörper in Bild 3.9 zeigt an der Plattenunterseite keine Deforma-
tionen, jedoch sind Risse infolge der an der Plattenunterseite reflektier-
ten Zugwelle gut zu erkennen. Diese Risse werden in der Rechnung als 
geschädigte Bereiche qualitativ ermittelt, siehe Bild 6.18b. An der Plat-
tenoberseite erzeugte der Plane-Wave-Generator durch die Detonation 
einen Krater im Beton mit einem mittleren Durchmesser von ungefähr 
56 cm und einer Tiefe von etwa 11 cm. Die Vergleichswerte bezüglich 
der Kraterabmessungen in der numerischen Simulation werden nach ei-
ner Zeit von ca. 185 µs nach der Zündung des Sprengstoffkegels be-
stimmt. Als qualitative Kraterabmessungen auf der Plattenoberseite er-
geben sich in der Rechnung die in Tabelle 7.1 angegebenen Werte für 
die sich ausbildenden Elementdeformationen und für den Bereich größ-
ter berechneter Schädigung. 

Hierbei zeigt der Vergleich der Kraterabmessungen, daß die berechne-
ten Elementdeformationen gegenüber den aus dem Versuch erhaltenen 
Kraterabmessungen eine untere Schranke bilden, während der Bereich 
größter berechneter Schädigung eine obere Schranke angibt. Es sei 
noch angemerkt, daß bei der Bestimmung der Kraterabmessungen im 
Versuch, insbesondere bei der Ermittlung der Kratertiefe, nur der Materi-
albereich erfaßt wurde, der während der Sprengung aus dem Krater ge-
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schleudert worden war. Bild 3.9 läßt jedoch im Beton einen stark komp-
rimierten Bereich direkt unterhalb des Kraterkegels erkennen, der eben-
falls als vollkommen geschädigt angesehen werden muß und somit die 
gemessene Kratertiefe des Versuchskörpers auf ca. 19 cm vergrößert. 
Die große Anzahl von Rissen im Plattenquerschnitt des Versuchskörpers 
weist ebenfalls auf eine starke Schädigung des Betons im zentralen Be-
reich der Betonplatte hin.

 'spalling' an der Plattenoberseite 
Vergleich Kraterabmessungen

für die Platte
mittlerer Kraterdurch-

messer in cm 
maximale Kratertiefe 

in cm 

Versuch  56 11 (resp.19) 

Elementdeformation 20 9 
Schädigung 57 28 Rechnung
Elementflag 45 18 

Tabelle 7.1:  Platte: Vergleich der Kraterabmessungen zwischen Versuch und Rech-
nung anhand von vertikalen Schnitten durch die Platte 

Für eine sinnvolle Gegenüberstellung der gemessenen mit den berech-
neten Kraterabmessungen ist daher in der Materialroutine der numeri-
schen Simulation ein 'Elementflag' eingebaut worden, der den Wert Eins 
annimmt, wenn im Element vollkommene Druck- und Zugschädigung 
vorliegt. Somit gilt für jedes Element: 

sonst,0

1D1Dwenn,1
gElementfla

tc

(7.1)

Bild 7.1 stellt die Umsetzung der Bedingung aus Gleichung (7.1) für die 
Plattenberechnung grafisch dar. Der rot unterlegte Bereich kennzeichnet 
vollkommene Druck- und Zugschädigung und entspricht somit unter Be-
achtung der Bedingung (7.1) den berechneten Kraterabmessungen mit 
einem Durchmesser von etwa 45 cm und einer Tiefe von ungefähr 
18 cm. Die unter der Bedingung (7.1) berechneten Kraterabmessungen 
liegen innerhalb der berechneten Schrankenlösung und stimmen mit den 
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Versuchsergebnissen der Platte recht gut überein, siehe Tabelle 7.1. Der 
Vergleich der Betonplattenquerschnitte aus Versuch (Bild 3.9) und 
Rechnung (Bild 7.1) bezüglich der Kraterabmessungen bestätigt diese 
gute Übereinstimmung, siehe auch Bild A.1 im Anhang A. 

Bild 7.1:  berechneter Krater der Platte zum Zeitpunkt von etwa 185 µs nach der 
Zündung mithilfe der Bedingung aus Gleichung (7.1) 

Die zweite Vergleichsgröße ist der maximal gemessene und berechnete 
hydrostatische Druck mit der zugehörigen Zeit nach der Zündung des 
Plane-Wave-Generators bezogen auf die Lage der Sensoren resp. der 
zugehörigen Rechenelemente in der Betonplatte, siehe Bild 6.15. Des-
halb werden für die grafische Darstellung in Bild 7.2 auf der Abszisse die 
Einbautiefe der jeweiligen Sensoren resp. Rechenelemente von der be-
lasteten Plattenoberfläche in cm und auf der Ordinate die gemessenen 
resp. berechneten maximalen Druckpeaks in MPa aufgetragen.

Elementflag

0
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Bild 7.2:  Platte: Vergleich der Druckmaxima von Messung und Rechnung über 
die Einbautiefe der Sensoren 

Für die zwei seitlichen Sensoren AB 7 und AB 8 resp. die zugehörigen 
Rechenelemente, siehe Bild 6.15, werden die Druckmaxima über deren 
mittleren Abstand zur Kontaktladung bestimmt. Somit betragen die Abstän- 
de für den Sensor AB 7 = 19,7 cm und für den Sensor AB 8 = 26,2 cm. 
Das Bild 7.2 zeigt eine gute Übereinstimmung der gemessenen Druck-
maxima (Quadrate, helle Kurve) mit den berechneten maximalen Druck-
peaks (Karos, dunkle Kurve). Mit zunehmendem Abstand von der be-
lasteten Plattenoberfläche weist der Vergleich zwischen Messung und 
Rechnung eine nur leicht zunehmende Differenz der maximalen hydro-
statischen Drücke an den Positionen der Sensoren auf. Die genauen 
Werte der gemessenen und berechneten Druckmaxima zusammen mit 
den zugehörigen Zeitpunkten nach der Zündung werden in Tabelle 7.2
für den Plattenvergleich gegenübergestellt. Die Zeitpunkte, zu denen die 
Druckpeaks auftreten, sind im Versuch und in der Rechnung genau iden-
tisch. Die maximalen Drücke in der gesamten Betonplatte werden durch 
die numerische Simulation gut ermittelt. So stimmt beispielsweise für den 
Sensor AB 1 der berechnete Druckpeak von 19.179 MPa zu 96,5 % mit 
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dem gemessenen maximalen Druckwert von 18.516 MPa überein. Der 
Ergebnisvergleich der Druckmaxima für die restlichen Sensoren liegt in-
nerhalb der Materialstreubreite des Betons von ca. 25 %. Lediglich für 
den Sensor AB 4 wird ein größerer Unterschied zwischen dem gemes-
senen Druckmaxima von 21,8 MPa und dem berechneten von 43,0 MPa 
registriert, der auf einen Meßfehler hindeutet.

Meßaufnehmer Platte AB 1 AB 2 AB 3 AB 7 AB 8 AB 4 AB 5 AB 6

Einbautiefe in cm 2 7 17 17+10 17+20 24,5 34,8 45 

Versuch 
Druckpeak  

in MPa 18.516 1.674 74,4 26,6 8,6 21,8 a) a)

Zeit nach  
Zündung in µs 15 32 55 60 75 76 b) b)

Rech- 
Druckpeak  

in MPa 19.179 1.848 99,0 22,2 7,1 43,0 18,5 10,2 

nung Rechenzeit nach 
Zündung in µs 15 31 55 58 76 76 100 125 

a) kein adäquater Mittelwert aus der Druckmessung bestimmbar  
b) keine zugehörige Zeit bestimmbar  

Tabelle 7.2:  Platte: Vergleich der Druckmaxima mit zugehörigen Zeitpunkten zwi-
schen Versuch und Rechnung an allen Sensorpositionen 

Eine weitere Vergleichsmöglichkeit besteht in der zeitabhängigen Ge-
genüberstellung der gemessenen und berechneten hydrostatischen Drü-
cke an den Sensorpositionen. Für den Ergebnisvergleich der Betonplatte 
werden die Sensoren AB 1 und AB 2 ausgewählt, da an diesen Senso-
ren resp. Rechenelementen die höchsten Drücke registriert worden sind. 
Somit kann innerhalb der numerischen Simulation mithilfe der gewählten 
Formulierung des dynamischen Anteils im Stoffgesetz die korrekte Er-
fassung der Betonfestigkeitssteigerung überprüft werden. Die Sensoren 
befinden sich im Beton laut Bild 6.15 in einem Abstand von etwa 2 cm 
resp. 7 cm direkt unter der Kontaktladung in Plattenmitte und erfahren 
durch den Plane-Wave-Generator eine extrem hohe Belastung, die weit 
jenseits der im Versuchskörper vorherrschenden statischen Betondruck-
festigkeit von f´c = 48 MPa liegt. Somit spielt für die anfängliche lokale 
Antwort der Plattenstruktur ein möglicher Einfluß aus der Plattengeome- 
trie, der Lagerungsbedingung und der statischen Betondruckfestigkeit 
eine untergeordnete Rolle. 



 7.1 Ergebnisvergleich der Platte 243

Bild 7.3:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für die Platte an der Position AB 1 

In Bild 7.3 wird in einem Druck-Zeit-Diagramm der Vergleich zwischen 
Sensor AB 1 und dem entsprechenden Rechenelement 77581 darge-
stellt. Die helle Kurve kennzeichnet dabei die Meßwerte, während die 
dunkle Kurve die berechneten Druckwerte angibt. In der Rechnung wird 
der maximale Druckwert von etwa 19.179 MPa nach einer Zeit von ca. 
15 µs nach der Zündung erreicht, während im Versuch der Druckpeak 
bei etwa 18.516 MPa zur selben Zeit (t = 15 µs) gemessen wird. Im Be-
tonrechenelement liegt dieser Druckwert nur über eine sehr kurze Zeit 
von wenigen Mikrosekunden vor und zeigt bereits nach weiteren 8 µs nur 
noch einen Druckwert von etwa 5.000 MPa an. Der Sensor AB 1 hinge-
gen reagiert aufgrund der Kapselung träge und fällt erst nach einer Zeit-
dauer von etwa 23 µs nach dem Anstieg auf den vergleichbaren Druck-
wert von ca. 5.000 MPa zurück.

Diese Ursache ist zum Teil numerisch bedingt und läßt sich mit der sehr 
feinen Vernetzung der Betonplatte unter der Kontaktladung und der ra-
sant über die Rechenelemente mit sehr kleinen Elementkantenlängen 
hinweg laufenden Schockwellenfront begründen. Somit liegt der maxima-
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le Druck im Rechenelement nur über eine sehr kurze Zeit vor. Ein weite-
rer Einfluß liegt in der Trägheit der Sensoren aufgrund der notwendigen 
Kapselung der Meßaufnehmer mit Epoxidharz. Der genaue Zeitpunkt der 
Zerstörung des Sensors ist aus dem Verlauf des Meßsignals in Bild 7.3 
nicht exakt bestimmbar. Erfahrungen im Umgang mit der Meßtechnik 
lassen jedoch einen aussagekräftigen Druck-Zeit-Verlauf der Messung 
bis zu einem Zeitpunkt von etwa 25 µs nach der Zündung bei einem 
gleichzeitigen Druckwert von ungefähr 15.000 MPa vermuten. Somit wird 
ab dem Zeitpunkt von ca. 25 µs nach der Zündung der Sensor AB 1 als 
versagt angenommen. Der weitere Verlauf des Druck-Zeit-Meßsignals in 
Bild 7.3 ist daher eher mit Vorsicht zu betrachten und wird deshalb nur 
gestrichelt angegeben. 

Der Vergleich zwischen Versuch und Rechnung zeigt für den maximalen 
Druckwert eine gute Übereinstimmung, jedoch nicht für den abfallenden 
Ast der Druck-Zeit-Kurve im Beton. Dies ist neben den oben genannten 
Gründen unter anderem darauf zurückzuführen, daß der Werkstoff Beton 
nach Erreichen seiner Materialfestigkeit große Streuungen im Last-
Verformungsverhalten aufweist. Zusätzlich addieren sich bei zunehmen-
der Rechendauer die numerischen Fehler in einem expliziten FE-Code. 

Beim Vergleich von Sensor AB 2 (helle Kurve) mit dem Rechenelement 
67581 (dunkle Kurve) fällt der Trägheitseffekt aus der Kapselung des 
Sensors nicht so stark ins Gewicht, da sich dieser Sensor mit 7 cm Ab-
stand zur Kontaktladung bereits in einem anderen Druckniveau im Beton 
befindet, siehe Bild 7.4. In der numerischen Simulation wird der maxima-
le Druckwert von etwa 1.848 MPa nach einer Zeit von ungefähr 31 µs 
nach der Zündung erreicht. Im Versuchskörper wird zur fast selben Zeit 
(t = 32 µs) lediglich ein Maximalwert von 1.674 MPa gemessen. Die 
Rechnung überschätzt den maximalen Druckwert um lediglich 10 % und 
liegt somit gut in der Materialstreubreite des Betons von etwa 25 %. 
Auch für diesen Sensor läßt sich der genaue Versagenszeitpunkt nicht 
exakt angeben, nur erfahrungsgemäß für den Zeitpunkt von ungefähr 
50 µs nach der Zündung vermuten. Die gute tendenzielle Übereinstim-
mung des Druck-Zeit-Verlaufes aus Versuch und Rechnung inklusive 
des abfallenden Astes bis zum Versagenszeitpunkt des Sensors von et-
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wa 50 µs nach der Zündung bestätigt den gewählten dynamischen An-
satz im Betonstoffgesetz, siehe Abschnitt 6.3.3 – dynamischer Anteil –. 

Bild 7.4:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für die Platte an der Position AB 2 

Fazit: Im Hinblick auf eine Dimensionierung für einen sprengtechnischen
Abbruch stimmen die numerisch ermittelten Schädigungsbereiche 
mit dem gemessenen Kraterdurchmesser und der Kratertiefe gut 
überein. Die Abweichung der gemessenen und berechneten 
Druckpeaks ist gering, während die zu den einzelnen Sensoren 
resp. Rechenelementen zugehörigen Zeitpunkte identisch sind. 
Der direkte Vergleich der Druck-Zeit-Verläufe aus Versuch und 
Rechnung anhand der Sensoren AB 1 und AB 2 zeigt eine ten-
dentiell gute Übereinstimmung, da auch der Vergleich des abfal-
lenden Astes des Druck-Zeit-Verlaufes bis zum jeweiligen 
Versagenszeitpunkt des Sensors im Materialstreubereich des Be-
tons von etwa 25 % liegt. 
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Die Verifizierung des vorgestellten Verfahrens zur numerischen Simula-
tion von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen wird durch zwei 
weitere Ergebnisvergleiche verschiedener Rechnungsvarianten für die 
Betonplatte vervollständigt. Zunächst wird gezeigt, daß es sich bei der 
numerischen Behandlung von Abbruchsprengungen um ein gekoppeltes 
Problem handelt und somit der Einfluß der Betonplatte auf den Spreng-
stoffkegel bei der Lasteinleitung nicht vernachlässigt werden darf. Des-
weiteren wird an der Position des Sensors AB 3 in der Betonplatte der 
Einfluß unterschiedlicher Euler-Lagrange-Kopplungsmöglichkeiten, die 
im Abschnitt 4.6 beschrieben werden, dem Einfluß geringfügig variierter 
Relaxationszeiten bei der Verwendung der einfachen Maxwell-Relaxa-
tion in der Formulierung des dynamischen Anteils im Stoffgesetz gegen-
übergestellt, die im Abschnitt 6.3.3 – dynamischer Anteil – ausführlich 
erläutert werden. 

Bei einer numerischen Simulation einer Kontaktdetonation, wie z.B. bei 
der Plattenberechnung aus Abschnitt 6.4, ist die gegenseitige Interaktion 
von Sprengstoff und Beton in der Kontaktfläche, siehe Bild 6.1, bei der 
Druckwellenausbreitung zu berücksichtigen. Es handelt sich somit um 
ein gekoppeltes Problem. Um den Einfluß der Betonplatte bei der  
Lasteinleitung des Plane-Wave-Generators grafisch darzustellen, wer-
den anhand von zwei sich im Zentrum des Kontaktbereichs befindlichen 
Sprengstoffelementen die Druck-Zeit-Verläufe aus zwei verschiedenen 
Rechnungsvarianten gegenübergestellt. Die eine Rechnungsvariante be-
rücksichtigt eine Modellierung mit Betonplatte (rote resp. schwarze Kur-
ve) gemäß der Beschreibung des Abschnittes 6.4.1 und Bild 6.15, wäh-
rend die andere Rechnungsvariante ohne Betonplatte (baue resp. grüne 
Kurve) modelliert worden ist. Das gewählte Vergleichsrechenelement
11223 im Sprengstoffkegel (fette gestrichelte Linien) befindet sich im 
Zentrum direkt an der Kontaktfläche zwischen Sprengstoff und Beton, 
während das Vergleichssprengstoffrechenelement 3 (dünne durchgezo-
gene Linien) mit einem Abstand von 10 cm zur Kontaktfläche zwei Ele-
mentreihen darüber liegt. 

Der Vergleich der Druck-Zeit-Verläufe der gewählten Sprengstoffelemen-
te in Bild 7.5 für die Varianten mit und ohne Modellierung der Beton- 
platte zeigt deutlich den Einfluß der Interaktion der Betonplatte auf die 
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Bild 7.5:  Einfluß der Interaktion der Betonplatte auf die zeitliche Entwicklung des 
Drucks in ausgewählten Sprengstoffelementen während der Lastein- 
leitung

zeitliche Entwicklung des Drucks in den Sprengstoffelementen. Während 
für das obere Sprengstoffelement (3, dünne durchgezogene Linien) der 
maximale Sprengstoffdruck von ungefähr 14.081 MPa für beide Rech-
nungsvarianten identisch ist, wird für das untere Sprengstoffelement 
(11223, fette gestrichelte Linien) für die Rechnungsvariante ohne Beton-
platte (grüne Kurve) ein wesentlich geringerer Druckpeak von etwa 
11.950 MPa bestimmt, da sich bei dieser Variante die Schwaden im an-
grenzenden Luftraum ungehindert ausbreiten können. Dies hat zur Folge, 
daß der jeweilige Druckwert der Variante ohne Betonplatte in den aus-
gewählten Sprengstoffelementen über die Zeit betrachtet sehr schnell 
abfällt, während für die Rechnungsvariante mit Betonplatte über einen 
wesentlich längeren Zeitraum von etwa 13 µs der jeweilige Referenz-
druckwert von ungefähr 2000 MPa registriert wird. Somit ist für die nume-
rische Simulation einer Kontaktdetonation oder Bohrlochsprengung eine 
gegenseitige Interaktion zwischen Sprengstoffladung und Betonstruktur 
zu berücksichtigen. Die Berücksichtigung dieser Interaktion ist bereits in 
den im Abschnitt 4.6.2 vorgestellten Euler-Lagrange-Kopplungsvarianten
enthalten.
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In einem weiteren Rechnungsvergleich wird der numerische Einfluß von 
drei verschiedenen Varianten einer Euler-Lagrange-Kopplung dem 
Einfluß von drei unterschiedlichen Abklingzeiten bei einer einfachen 
Maxwell-Relaxation innerhalb der dynamischen Formulierung im Beton-
stoffgesetz gegenübergestellt. Dazu wird die Betonplatte gemäß der Be-
schreibung des Abschnittes 6.4.1 modelliert und für die Position des 
Sensors AB 3 mit einem Abstand von etwa 17 cm von der Betonplatten-
oberfläche, siehe Bild 6.15, der jeweilige Druck-Zeit-Verlauf je Variante 
berechnet. Die drei Varianten der Euler-Lagrange-Kopplung bestehen 
aus einer Kopplung der Knotengeschwindigkeiten in der Kontaktfläche 
(vel.), der Verwendung des 'Donor-Cell ' plus HIS-Advection-Algorithmus 
mit einer Genauigkeit 1. Ordnung (D.Cell+HIS) und der Verwendung des 
'van Leer MUSCL' plus HIS-Algorithmus mit einer Genauigkeit 2. Ord-
nung (v.Leer+HIS). Die jeweilige interne Vorgehensweise der einzelnen 
Algorithmen ist in Abschnitt 4.6.2 – Kopplungsalgorithmen – nachzule-
sen. Für die drei Varianten zur Beschreibung des dynamischen Anteils 
im Betonstoffgesetz liegt die Formulierung der einfachen Maxwell-
Relaxation aus Gleichung (6.36) zugrunde, in der jeweils nur die Relaxa-
tionszeit  von 7 µs über 10 µs auf 13 µs verändert wird.  

In Bild 7.6 werden alle berechneten Druck-Zeit-Verläufe an der Position 
des Sensors AB 3 für die Plattenberechnung gemeinsam dargestellt. Alle 
Rechnungsvarianten zeigen einen identischen Druckanstieg und errei-
chen exakt zu demselben Zeitpunkt von etwa 55 µs nach der Zündung 
ihren Druckpeak. Jedoch unterscheiden sich die Rechnungsvarianten im 
Wert des maximalen Drucks und im Bereich des abfallenden Astes der 
Druck-Zeit-Verläufe. Hierbei wird deutlich, daß die Druck-Zeit-Verläufe der 
drei Varianten der Euler-Lagrange-Kopplung (die drei mittleren Kurven) 
sehr ähnlich verlaufen und somit der numerische Einfluß aus der gewähl-
ten Kopplung für die Berechnung des Drucks im Betonelement sehr ge-
ring ist. Dementgegen verdeutlicht Bild 7.6, daß eine geringfügige Varia-
tion der Relaxationszeit  jedoch für die Berechnung des Druck-Zeit-
Verlaufes einen großen Einfluß besitzt. Dieses Verhalten entspricht den 
aus Versuchen gewonnenen Beobachtungen und der im dynamischen 
Anteil des Stoffgesetzes umgesetzten Formulierung, nach der der Dehn-
rateneffekt als dynamisches Erinnerungsvermögen auf kontinuumsme-
chanischer Ebene betrachtet wird. Mit größer werdender Relaxatonszeit 
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Bild 7.6:  Für die Position des Sensors AB 3 in der Plattenberechnung, siehe  
Bild 6.15, wird eine Gegenüberstellung des Einflusses aus der Euler-
Lagrange-Kopplung (die drei mittleren Kurven mit Theta = 10 µs) und 
aus dem dynamischen Anteil des Betonstoffgesetzes (Variation von 
Theta mit 7 µs, 10 µs und 13 µs) angegeben. 

erhöht sich der Einfluß der Geschichtsfunktion h (t- ) aus Gleichung (6.35) 
und somit ebenfalls der Einfluß des dynamischen Schädigungsanteils 
Ddyn aus Gleichung (6.36). Dieser ist in der Formulierung (6.36) für die 
dynamische Festigkeitssteigerung im Beton in Abhängigkeit von der Be-
lastungsgeschichte verantwortlich. Physikalisch bedeutet dies, daß mit 
zunehmender Relaxationszeit  der aktuelle Schädigungsgrad im Be- 
tonelement aufgrund der Massenträgheit mehr verzögert wird. Die Folge-
rung aus dem Ergebnisvergleich in Bild 7.6 besagt, daß in einer numeri-
schen Simulation einer Abbruchsprengung der an Versuchen geeichte 
Materialparameter Relaxationszeit  nur für einen bestimmten Dehnra-
tenbereich gilt und nur für diesen Dehnratenbereich sinnvolle Rechener-
gebnisse liefert. Für eine Approximation der Festigkeitssteigerung von 
Beton in einem breiten Dehnratenspektrum sollte daher die Relaxations-
zeit  in Abhängigkeit der äquivalenten Dehnrate zum Zeitpunkt der Mik-
roschädigung )(d  definiert werden. Die Geschichtsfunktion wird dann 
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durch die verallgemeinerte Maxwellrelaxation aus Gleichung (6.38) ap-
proximiert, mit der auch die in Kapitel 6 beschiebenen numerischen Un-
tersuchungen der Betonstrukturen (Platte, Balken und Stütze) berechnet 
wurden.

7.2 Ergebnisvergleich des Balkens 

Der Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und Rechnung für den Be-
tonbalken wird exemplarisch anhand des Versuchskörpers VK 4 durch-
geführt. Bei diesem Versuchsaufbau ist eine Bohrlochsprengung mit 
sechs Bohrlochladungen und einem Bohrlochabstand von 30 cm reali-
siert worden. Die Geometrie des Versuchskörpers und die Positionen der 
Sensoren sind dem Bild 6.19 zu entnehmen. Alle Bohrlochladungen sind 
synchron gezündet worden. Für die erste Vergleichsgröße wird der ma-
ximal gemessene und berechnete hydrostatische Druck mit der zugehö-
rigen Zeit nach der Zündung der Ladungen bezogen auf die Lage der 
Sensoren resp. der zugehörigen Rechenelemente im Betonbalken VK 4 
gewählt. Deshalb werden für die grafische Darstellung in Bild 7.7 auf der 
Abszisse der kürzeste Abstand der jeweiligen Sensoren resp. Rechen- 
elemente vom Schwerpunkt der Referenzbohrlochladung in cm und auf 
der Ordinate die gemessenen resp. berechneten maximalen Druckpeaks 
in MPa aufgetragen.

Das Bild 7.7 zeigt eine gute Übereinstimmung der gemessenen Druck-
maxima (Quadrate, helle Kurve) mit den berechneten maximalen Druck-
peaks (Karos, dunkle Kurve). Die geringfügige Abweichung der Senso-
ren resp. Rechenelemente von der jeweiligen Ausgleichsgerade (für die 
Abstände 16 cm und 15 cm) ist auf die spezielle Lage der Sensoren zu-
rückzuführen. Der Sensor AB 3 befindet sich vom Referenzbohrloch be-
trachtet im entfernten Randbereich der Balkenstruktur (Abstand ca. 
16 cm) und registriert aufgrund vorhergehender Wellenreflexionen einen 
etwas geringeren Druckpeak, während die Sensoren AB 4 und AB 5 (Ab- 
stand jeweils etwa 15 cm) durch die Überlagerung zweier diametral lau-
fender Kompressionswellen ein leicht höheres Druckmaxima anzeigen.  
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Bild 7.7:  Balken VK 4: Vergleich der Druckmaxima von Messung und Rechnung 
bezüglich des kürzesten Abstandes der Sensoren vom Schwerpunkt 
der Referenzbohrlochladung 

Die genauen Werte der gemessenen und berechneten Druckmaxima zu-
sammen mit den zugehörigen Zeitpunkten nach der Zündung werden in 
Tabelle 7.3 für den Balkenvergleich des Versuchkörpers VK 4 gegen-
übergestellt. Die Zeitpunkte, zu denen die Druckpeaks auftreten, sind im 

Meßaufnehmer Balken VK 4 AB 1 AB 8 AB 2 AB 3 AB 4 AB 5 AB 7 

Abstand in cm 1 12 11 16 15 15 22 

Versuch 
Druckpeak  

in MPa 746 22 24 8,4 13 a) 19 11

Zeit nach  
Zündung in µs 7 32 39 44 44 44 56

Rechnung 
Druckpeak  

in MPa 660 18,3 20,0 8,1 26,0 26,5 12,3 

Rechenzeit nach 
Zündung in µs 7 33 39 43 44 44 57 

a) Meßfehler bei der Druckbestimmung  

Tabelle 7.3:  Balken VK 4: Vergleich der Druckmaxima mit zugehörigen Zeitpunkten 
zwischen Versuch und Rechnung an allen Sensorpositionen
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Versuch und in der Rechnung quasi identisch. Die maximalen Drücke im 
gesamten Betonbalken werden durch die numerische Simulation gut er-
mittelt. So stimmt beispielsweise für den Sensor AB 1 der berechnete 
Druckpeak von 660 MPa zu 88,5 % mit dem gemessenen maximalen 
Druckwert von 746 MPa überein. Der Ergebnisvergleich der Druckmaxi-
ma für die restlichen Sensoren weist eine maximale Abweichung von et-
wa 20 % auf und ist somit kleiner als die Materialstreubreite des Betons 
von ca. 25 %. Lediglich für den Sensor AB 5, der die Drucküberlagerung 
von diametral aufeinander stoßenden Kompressionswellen registriert, 
wird eine größere Abweichung zwischen dem gemessenen Druckmaxi-
ma von 19 MPa und dem berechneten von 26,5 MPa festgestellt. 

Die zweite Vergleichsmöglichkeit besteht in der zeitabhängigen Gegen-
überstellung der gemessenen und berechneten hydrostatischen Drücke 
an den Sensorpositionen. Für den Ergebnisvergleich des Betonbalkens 
VK 4 werden die Sensoren AB 1, AB 3, AB 8 und AB 5 ausgewählt, de-
ren Positionen dem Bild 6.19 zu entnehmen sind. Der Sensor AB 1 be-
findet sich direkt unter der Referenzbohrlochladung mit einem Abstand 
von etwa 1 cm, während die Sensoren AB 3 und AB 8 im Randbereich 
des Versuchskörpers VK 4 angeordnet sind. Sensor AB 3 ist in der Nähe 
einer Kante der Balkenunterseite positioniert, während Sensor AB 8 in 
Höhe der Bohrlochladung im Seitenlängsbereich des Betonbalkens ein-
gebaut worden ist. Sensor AB 5 befindet sich genau in der Mitte zwi-
schen zwei Bohrlochladungen. 

Das Bild 7.8 gibt in einem Druck-Zeit-Diagramm den Vergleich zwischen 
Sensor AB 1 (helle Kurve) und dem entsprechenden Rechenelement 
20068 (dunkle Kurve) wieder. Durch die Nähe des Sensors AB 1 zur Re-
ferenzbohrlochladung werden die maximal in den Beton eingeleiteten 
Drücke an diesem Sensor zu dem Zeitpunkt t nach der Zündung registriert. 
In der Rechnung wird somit der maximale Druckwert von etwa 660 MPa 
nach einer Zeit von ungefähr 7 µs nach der Zündung erreicht. Zu dem-
selben Zeitpunkt wird im Versuch der Druckpeak von etwa 746 MPa ge-
messen. Im Vergleich zum Sensor erfährt das Rechenelement einen et-
was steileren Druckanstieg und benötigt lediglich eine Zeitspanne von un-
gefähr 1 µs, um wieder auf einen Druckwert von ca. 400 MPa abzufallen. 
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Bild 7.8:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für den Balken VK 4 an der Position AB 1 

Diese Zeitspanne beträgt für den Sensor AB 1 jedoch etwa 10 µs. Die 
Zeitdifferenz ist zum Teil numerisch bedingt und läßt sich wiederum mit 
der sehr feinen Vernetzung des Balkenbereiches in unmittelbarer Umge-
bung der Bohrlochladungen und der rasant über die Rechenelemente mit 
kleinen Elementkantenlängen hinweg laufenden Schockwellenfront be-
gründen. Der Einfluß der Sensorträgheit aufgrund der notwendigen Kap-
selung der Meßaufnehmer mit Epoxidharz im Betonbalken ist in diesem 
Druckbereich ebenfalls vorhanden. Jedoch ist die Stärke dieses Einflus-
ses im Vergleich zur Plattenberechnung geringer. 

Der Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und Rechnung wird für die 
sich im Randbereich der Balkenstruktur befindenden Sensoren AB 3 
resp. AB 8 (helle Kurven) mit den entsprechenden Rechenelementen 
21036 resp. 21404 (dunkle Kurven) fortgeführt und in Bild 7.9 resp.  
Bild 7.10 jeweils in einem Druck-Zeit-Diagramm dargestellt. Für den Er-
gebnisvergleich an der Sensorposition AB 3 gibt die Rechnung den  
maximalen Druckwert von ca. 8,1 MPa nach ungefähr 43 µs nach der 
Zündung an. Im Versuch wird der Druckpeak von etwa 8,4 MPa zur fast 
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Bild 7.9:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für den Balken VK 4 an der Position AB 3 

Bild 7.10:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für den Balken VK 4 an der Position AB 8 
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selben Zeit (t = 44 µs) gemessen. An der Sensorposition AB 8 wird in der 
numerischen Simulation das Druckmaximum von ca. 18,3 MPa nach un-
gefähr 33 µs nach der Zündung berechnet, während im Versuch zum 
quasi selben Zeitpunkt (t = 32 µs) ein maximaler Druckwert von etwa 
22 MPa registriert wird. Aufgrund des Vorteils der Anordnung auf dersel-
ben Ladungshöhe und des etwas kürzeren Abstandes zur Referenzbohr-
lochladung (etwa 12 cm) werden für den Randbereich an der Position des 
Sensors AB 8 im Vergleich zur Sensorposition AB 3 (Abstand ca. 16 cm) 
ungefähr doppelt so hohe maximale Druckwerte registriert. Jedoch zeigt 
der Druck-Zeit-Verlauf für beide Sensorpositionen ein ähnliches Ausse-
hen. Der Druckanstieg wie auch der Druckabfall der Sensoren werden im 
Versuch und in der Rechnung gleichermaßen erfaßt. Aufgrund der feinen 
Vernetzung registriert das Rechenelement mit kleiner Elementkantenlän-
ge viel sensibler die Verdünnungswelle zwischen zwei nacheinander fol-
genden Kompressionswellen.

Bild 7.11:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für den Balken VK 4 an der Position AB 5 
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Als letzter Sensor für den Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und 
Rechnung zum Betonbalken VK 4 wird der Sensor ausgewählt, der sich 
auf Ladungshöhe exakt in der Mitte zwischen zwei benachbarten Bohrlö-
chern befindet, da an dieser Position die Überlagerung diametral laufen-
der Kompressionswellen deutlich wird. Dies ist der Sensor AB 5 (helle 
Kurve) mit dem entsprechenden Rechenelement 14419 (dunkle Kurve). 
Bild 7.11 zeigt den Vergleich zwischen Sensor und Rechenelement in 
einem Druck-Zeit-Diagramm. Die Rechnung weist einen maximalen 
Druckwert von etwa 26,5 MPa nach einer Zeit von ungefähr 44 µs nach 
der Zündung auf, während im Versuch der Druckpeak von etwa 19 MPa 
zum selben Zeitpunkt (t = 44 µs) gemessen wird. Die Druckdifferenz zwi-
schen Rechnung und Versuch von etwa 7,5 MPa bei diesem Sensor ist 
auf die nicht exakte Position des Sensors im Beton zwischen den zwei 
benachbarten Bohrlöchern zurückzuführen. Bezüglich der Verdeutli-
chung der Überlagerung zweier entgegengesetzt laufender Kompres- 
sionswellen wird auf die Erläuterungen im Abschnitt 6.5.2 mit Bild 6.21 
verwiesen.

Fazit: Die Anwendbarkeit des vorgestellten Verfahrens zur numerischen 
Simulation von Abbruchsprengungen wird für eine dreidimensio-
nale Betonstruktur dargestellt. Dazu wird die in der Praxis beim 
Abbruch durch Sprengen häufig gebräuchliche Vorgehensweise, 
d.h. die Verwendung von Bohrlochladungen, an einem Betonbal-
ken betrachtet. Der Ergebnisvergleich der gemessenen und be-
rechneten Druckpeaks an den Sensorpositionen des Betonbal-
kens mit den zugehörigen Zeitpunkten nach der Zündung stimmt 
gut überein. Die Abweichungen der Vergleichswerte liegen mit 
maximal 20 % bei weitem im Materialstreubereich des Betons von 
etwa 25 %. Der direkte Vergleich der Druck-Zeit-Verläufe aus 
Versuch und Rechnung anhand der Sensoren AB 1, AB 3, AB 8 
und AB 5 zeigt ebenfalls eine tendentiell gute Übereinstimmung. 
Die Wellenausbreitung und Wellenüberlagerung werden von der 
numerischen Simulation richtig wiedergegeben. 
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7.3 Ergebnisvergleich der Stütze 

7.3.1 Einfluß im Stahlbeton 

Der Vergleich der Ergebnisse aus Versuch und Rechnung für die Stahl-
betonstütze wird mit der Bestimmung des Schädigungsbereichs um den 
Kontaktladungsring begonnen, siehe Bild 3.24 resp. Bild 6.26. Im Ver-
such wird die Wendelbewehrung der Stahlbetonstütze, die nur an einer 
Stelle gerissen ist, aufgrund der punktförmigen Zündung des Kontaktla-
dungsringes auf einer Länge von ungefähr 25 cm bis 40 cm asymmet-
risch von der Betondeckung frei gelegt, während der Innenbereich der 
Stahlbetonstütze lediglich Risse aufweist. In der numerischen Simulation 
wird der Schädigungsbereich nach einer Zeit von etwa 300 µs nach der 
Zündung des Kontaktladungsringes bestimmt. Als qualitative Schädi-
gungsabmessung der Betondeckung der Stahlbetonstütze wird ein Be-
reich von ca. 20 cm bis 34 cm berechnet. Der Vergleich der Schädi-
gungsbereiche aus Versuch und Rechnung weist somit eine zufrieden-
stellende Übereinstimmung auf. 

Die zweite Vergleichsgröße ist der maximal gemessene und berechnete 
hydrostatische Druck mit der zugehörigen Zeit nach der Zündung des 
Kontaktladungsringes direkt oberhalb des Sensors AB 3 an den Positio-
nen der Sensoren resp. der zugehörigen Rechenelemente in der Stahl-
betonstütze, siehe Bild 6.23. Lediglich für den Sensor AB 1 wird der ge-
mittelte maximale Druckwert mit der Zeitdauer t angegeben, für die die-
ser Druckwert gilt. Aufgrund der Verwendung einer ringförmigen Kontakt-
ladung mit einer Punktzündung und der Ausbreitung der Detonationswel-
lenfront innerhalb des Kontaktladungsringes mit der anschließenden Be-
lastung der Sensoren zu verschiedenen Startzeiten wird auf eine grafi-
sche Darstellung des maximalen Drucks über den Abstand zur Kontakt-
ladung verzichtet. Stattdessen werden in Tabelle 7.4 die Werte der ge-
messenen und berechneten Druckmaxima zusammen mit den zugehöri-
gen Zeitpunkten nach der Zündung für den Ergebnisvergleich der Stütze 
gegenübergestellt. Die Zeitpunkte, zu denen die Druckpeaks auftreten, 
sind im Versuch und in der Rechnung identisch. Die maximalen Drücke 
in der Stahlbetonstütze werden durch die numerische Simulation gut er-
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mittelt. So stimmt beispielsweise für den am stärksten belasteten Sensor 
AB 4 der berechnete Druckpeak von 2.919 MPa zu 99,8 % mit dem ge-
messenen maximalen Druckwert von 2.923 MPa überein. Der Ergebnis-
vergleich der Druckmaxima für die restlichen Sensoren liegt mit einer 
Abweichung von maximal 4 % gut innerhalb der Materialstreubreite des 
Betons von ca. 25 %. Die hervorragende Übereinstimmung der Ergeb-
nisse aus Versuch und Rechnung ist zum Teil auf den geringen Abstand 
der Sensoren von etwa 2,5 cm zur Kontaktladung begründet. Somit ge-
winnt der Ablauf des Detonationsvorgangs im Sprengstoffring für die Er-
mittlung der Druckbelastung im Stahlbeton an den Sensorpositionen an 
Bedeutung. Nebenbei wird durch die gute Ergebnisübereinstimmung 
bestätigt, daß der Detonationsvorgang im Sprengstoff durch die Verwen-
dung der EOS-JWL aus Gleichung (6.1) und den Materialdaten aus 
Tabelle 6.3 in der numerischen Simulation richtig erfaßt wird. 

Meßaufnehmer in der 
Stahlbetonstütze AB 3 AB 2 AB 4 AB 1 a)

Versuch 
Druckpeak  

in MPa 1.420 1.775 2.923 73

Zeit nach  
Zündung in µs 18 65 78 30

Rechnung 
Druckpeak  

in MPa 1.401 1.788 2.919 76 

Rechenzeit nach 
Zündung in µs 20 65 78 36 

a) Bestimmung des mittleren maximalen Druckwertes, der über die Zeitdauer t diesen Druckwert 
beibehält. 

Tabelle 7.4:  Stütze: Vergleich der Druckmaxima mit zugehörigen Zeitpunkten zwi-
schen Versuch und Rechnung an allen Sensorpositionen im Stahlbeton 

Eine weitere detailliertere Vergleichsmöglichkeit besteht in der zeitab-
hängigen Gegenüberstellung der gemessenen und berechneten hydro-
statischen Drücke an den Sensorpositionen. Für den Ergebnisvergleich 
der Stütze werden die Sensoren AB 3, AB 4 und AB 1 im Stahlbeton 
ausgewählt, deren Positionen dem Bild 6.23 zu entnehmen sind. Der 
Sensor AB 1 befindet sich im Zentrum der Stahlbetonstütze, während die 
Sensoren AB 3 und AB 4 etwa jeweils 2,5 cm unterhalb der Stützenober-
fläche positioniert sind. Der Sensor AB 3 ist direkt unterhalb des Zünders 
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eingebaut, während sich der Sensor AB 4 auf der diametral gegenüber-
liegenden Seite des Zünders befindet. Dieses ist gerade der Ort, an dem 
sich die beiden umlaufenden Detonationswellen maximal überlagern.

Bild 7.12:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für die Stütze an der Position AB 3 

In Bild 7.12 wird in einem Druck-Zeit-Diagramm der Vergleich zwischen 
Sensor AB 3 und dem entsprechenden Rechenelement 52686 darge-
stellt. Die helle Kurve kennzeichnet dabei die Meßwerte, während die 
dunkle Kurve die berechneten Druckwerte angibt. In der Rechnung wird 
der maximale Druckwert von etwa 1.401 MPa nach einer Zeit von ca. 
20 µs nach der Zündung erreicht, während im Versuch der Druckpeak 
bei etwa 1.420 MPa zum fast selben Zeitpunkt (t = 18 µs) gemessen 
wird. Sowohl im Stahlbetonrechenelement als auch für den Sensor liegt 
über eine fast gleiche Zeitspanne von ungefähr 6 µs derselbe Druckwert 
vor. Erst nach etwa 22 µs nach der Zündung bei einem Druckwert von 
ca. 750 MPa fällt der Rechenwert im Vergleich zum Meßwert steiler ab. 
Aufgrund der notwendigen Kapselung des Sensors mit Epoxidharz im 
Stahlbeton reagiert der Meßaufnehmer im 'softening'-Bereich zu träge 
und fällt anschließend der endgültigen Zerstörung zum Opfer. 
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Bild 7.13:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für die Stütze an der Position AB 4 

Der Vergleich zwischen dem Sensor AB 4 und dem entsprechenden Re-
chenelement 66598 wird in Bild 7.13 mithilfe des Druck-Zeit-Diagramms 
fortgeführt. Sowohl in der Rechnung (dunkle Kurve) als auch im Versuch 
(helle Kurve) werden die nur geringfügig abweichenden maximalen 
Druckwerte von etwa 2.919 MPa in der Rechnung resp. 2.923 MPa im 
Versuch zur selben Zeit von ungefähr 78 µs nach der Zündung registriert. 
Dieser maximale Druckwert des Sensors AB 4 weist ungefähr den doppel-
ten Wert des Sensors AB 3 auf, der sich direkt am Zünder 2,5 cm unter 
der Oberfläche der Stahlbetonstütze befindet, siehe Tabelle 7.4. Nach ei-
ner Laufzeit der Detonationswellenfront im Sprengstoff von etwa 58 µs 
nach dem Erreichen des Sensordruckpeaks AB 3 (zur Zeit von etwa 
t = 20 µs nach der Zündung) wird der Druckpeak des Sensor AB 4 (zur 
Zeit von ca. t = 78 µs nach der Zündung) erreicht. Die ringförmige Kon-
taktladung des Sprengstoffes Seismoplast 1 belastet somit am Sensor 
AB 4 die Oberfläche der Stahlbetonstütze nach einer Zeit von ungefähr 
78 µs nach der Zündung am stärksten. Dies bestätigen sowohl die Rech-
nung als auch der Versuch.
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Bild 7.14:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Sensor und Rechenele-
ment für die Stütze an der Position AB 1 

Der abschließende Stahlbetonvergleich mit dem Sensor AB 1 und dem 
entsprechenden Rechenelement 57358 wird in Bild 7.14 mithilfe des 
Druck-Zeit-Diagramms für den sich im Zentrum der Stütze befindenden 
Aufnehmer geführt. In der numerischen Simulation (dunkle Kurve) wird 
ein gemittelter Wert des Maximaldrucks von etwa 76 MPa über eine 
Zeitspanne von ungefähr 36 µs berechnet, während im Versuch (helle 
Kurve) der durchschnittliche Wert des Maximaldrucks von etwa 73 MPa 
über eine Zeitdauer von ungefähr 30 µs gemessen wird. Sowohl in der 
Rechnung als auch im Versuch wird der absolute Maximalwert am Ende 
dieser Zeitspanne erreicht. Die Ursache hierfür ist, daß am Sensor AB 4 
nach Überlagerung der Detonationswellenfronten im Sprengstoff die 
größte Belastung in den Stahlbeton eingeleitet wird, und diese anschlie-
ßend ins Zentrum der Stütze zum Sensor AB 1 gelangt. 
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7.3.2 Einfluß auf die unmittelbare Umgebung 

Ein weiterer in der Praxis des sprengtechnischen Abbruchs wichtiger 
Gesichtspunkt ist die Auswirkung einer Sprengung auf die unmittelbare 
Umgebung. Deshalb wird für den Stützenversuch ebenfalls die Bela- 
stung der unmittelbaren Umgebung durch über die Luft übertragene 
Druckstöße untersucht. Der Ergebnisvergleich aus Versuch und Rech-
nung wird für die Auswirkung auf die unmittelbare Umgebung zunächst 
mit der Gegenüberstellung der maximal gemessenen und berechneten 
hydrostatischen Luftdrücke mit den zugehörigen Zeiten nach der Zün-
dung des Kontaktladungsringes geführt. Die jeweiligen Vergleichswerte 
aus Versuch und Rechnung werden in Tabelle 7.5 angegeben. Die ge-
messenen und berechneten Zeitpunkte, zu denen die Druckpeaks auftre-
ten, sind quasi identisch, während die maximalen Luftdrücke aus Ver-
such und Rechnung nur geringfügig voneinander abweichen. So stimmt 
beispielsweise für den sich im Stahlkreuz befindlichen Sensor K 5, siehe 
Bild 3.20, der berechnete Druckpeak von 31 bar zu 96,9 % mit dem ge-
messenen maximalen Druckwert von 32 bar gut überein und weist 
gleichzeitig die maximale Abweichung des Ergebnisvergleichs bei der 
Bestimmung des Luftdrucks in der unmittelbaren Umgebung auf. Dies 
bedeutet, daß mit der idealen Zustandsgleichung (6.4) und den Material-
daten aus Tabelle 6.4 in der numerischen Simulation der Stahlbetonstüt-
ze die Druckwellenausbreitung in der Luft, ausgelöst durch den Detona-
tionsvorgang im Sprengstoff, korrekt wiedergegeben wird. 

Luftdruck- Meßaufnehmer in der 
unmittelbaren Stützenumgebung K 3 K 5 K 2 

Versuch 
Druckpeak  

in bar 73 32 34 

Zeit nach  
Zündung in µs 295 491 498 

Rechnung 
Druckpeak  

in bar 72 31 35 

Rechenzeit nach 
Zündung in µs 295 492 499 

Tabelle 7.5:  unmittelbare Stützenumgebung: Vergleich der Druckmaxima mit zuge-
hörigen Zeitpunkten zwischen Versuch und Rechnung an allen Luft-
Sensorpositionen 
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Eine weitere Vergleichsmöglichkeit besteht in der zeitabhängigen Ge-
genüberstellung der gemessenen und berechneten hydrostatischen  
Drücke an den Luft-Sensorpositionen. Der Ergebnisvergleich der Bela- 
stung der unmittelbaren Umgebung durch über die Luft übertragene 
Druckstöße innerhalb des Stützenversuchs wird anhand des am stärk- 
sten beanspruchten Luftdrucksensors K 3 gezeigt, der in der vorge-
spannten Betonzylinderschale auf Ladungshöhe positioniert ist, siehe 
Bild 3.20. Der Luftdrucksensor K 3 befindet sich somit an der Oberfläche 
der den Luftraum umspannenden Zylinderschale auf Höhe der Ladung 
im direkten Abstand von etwa 60 cm vom Zünder. 

Bild 7.15:  Vergleich des Druck-Zeit-Verlaufes zwischen Luftdrucksensor und Re-
chenelement für die Stütze an der Position K 3 

Das Bild 7.15 zeigt in einem Druck-Zeit-Diagramm den Vergleich zwi-
schen dem Luftdrucksensor K 3 (helle Kurve) und dem entsprechenden 
Rechenelement 30088 (dunkle Kurve). In der Rechnung wird der maxima-
le Druckwert in der Luft von etwa 72 bar nach einer Zeit von ungefähr 
295 µs nach der Zündung erreicht. Zur selben Zeit wird im Versuch der 
Druckpeak von etwa 73 bar gemessen. In der Rechnung fällt der Druck-
wert im Vergleich zum Versuch etwas schneller ab. So erreicht der Luft-
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druck im Rechenelement einen Wert von 10 bar bereits nach einer Zeit 
von ca. 380 µs nach der Zündung, während im Versuch der 10 bar-
Druckwert erst nach einer Zeit von ungefähr 470 µs nach der Zündung 
gemessen wird. Jedoch wird sowohl in der Rechnung als auch im Ver-
such derselbe Druckwert der Luft nach einer Zeit von etwa 800 µs nach 
der Zündung registriert. 

Fazit: Das vorgestellte Verfahren zur numerischen Simulation von Be-
tonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen wird anhand des 
Versuchsaufbaus der Stütze auf eine Kontaktdetonation an einer 
Stahlbetonstruktur angewendet. Zusätzlich interessiert die Belast- 
ung der unmittelbaren Umgebung durch über die Luft übertragene
Druckstöße. Der Vergleich der asymmetrischen Schädigungsbe-
reiche der Stahlbetonstütze um den Kontaktladungsring aus Ver-
such und Rechnung weist eine zufriedenstellende Übereinstim-
mung auf. Der Ergebnisvergleich der gemessenen und berechne-
ten Druckpeaks an den Sensorpositionen im Stahlbeton resp. an 
den Luft-Sensorpositionen mit den jeweiligen zugehörigen Zeit-
punkten nach der Zündung stimmt gut überein. Die Abweichungen 
der Vergleichswerte liegen mit maximal 4 % im Stahlbeton sehr 
gut im Materialstreubereich des vorgespannten Betons und wei-
sen für den Luftdruck lediglich einen Maximalwert von 3,1 % auf. 
Der direkte Vergleich der Druck-Zeit-Verläufe aus Versuch und 
Rechnung anhand der Sensoren AB 3, AB 4, AB 1 und K 3 zeigt 
ebenfalls eine tendentiell gute Übereinstimmung. Die Druckwel-
lenausbreitung in der Luft wird für die unmittelbare Umgebung ei-
ner Sprengung von der numerischen Simulation richtig wiederge-
geben.
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Der sprengtechnische Abbruch großer Tragwerkstrukturen geschieht in 
der Praxis meist durch eine Kombination aus Sprengen und hydrauli-
schem Nachzerkleinern. Somit gliedern sich die Aufgaben des spreng-
technischen Abbruchs im wesentlichen nach den zwei Verfahrensarten
des Totalabbruchs und des Teilabbruchs.

 Beim Totalabbruch bestehen die Aufgaben im Niederbringen von 
Hochbauten durch eine Kippsprengung resp. Kollapssprengung, um 
eine Vorzerlegung der Bauwerkstruktur zu erreichen und eine Zugäng-
lichkeit für die hydraulische Nachzerkleinerung zu ermöglichen. 

 Beim Teilabbruch bestehen die Aufgaben im Lockern und Zerrütten 
dickwandiger Betonmassen. In diesen werden durch Lockerungs-
sprengungen Risse erzeugt, um anschließend mit nachfolgender Hy- 
draulikmeißelbeanspruchung die Betonstrukturen problemlos zerklei-
nern zu können. 

Daher interessieren neben der energetisch betrachtet günstigen, mög-
lichst kleinstückigen Zerlegung von Bauteilen mittels eines sprengtechni-
schen Abbruchs auch die dabei entstehende Beeinflussung der Umge-
bung durch die schwer zu kontrollierenden Nebenwirkungen.

Aus diesem Grunde wurde in der vorliegenden Arbeit ein Verfahren zur 
numerischen Simulation von Betonstrukturen beim Abbruch durch 
Sprengen entwickelt und vorgestellt, mit dem sowohl das Verhalten von 
Betonstrukturen unter Kontakteinwirkung von Sprengstoffen als auch die 
Belastung der unmittelbaren Umgebung durch die über die Luft übertra-
genen Druckstöße berechnet werden kann.

Zunächst werden die für dieses Verfahren benötigten stoffgesetzlichen 
Grundlagen zusammengestellt. Diese sind im wesentlichen die Schock-
wellentheorie, die Bestimmung der Hugoniot-Kurve für Beton, die Detona-
tionstheorie mit der Beschreibung der Sprengstoffeigenschaften und die 
kontinuumsmechanischen Grundlagen zur Beschreibung des Material-
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verhaltens von Beton mit dem Schwerpunkt der Berücksichtigung des 
Betonverhaltens unter hohen Belastungsgeschwindigkeiten und hohen 
hydrostatischen Drücken. 

Für die Anwendung eines sprengtechnischen Abbruchs wurden als tra-
gende Bauteilstrukturen aus dem Hochbau deshalb Verifikationsversu-
che mit einer Platten-, Balken- und Stützengeometrie ausgewählt, die 
durch Kontakt- resp. Bohrlochladungen schlagartig belastet wurden. 
Beim Plattenversuch wurden mithilfe eines Plane-Wave-Generators ebe-
ne Wellen in den Betonversuchskörper eingeleitet, um unterhalb der Kon-
taktfläche von Sprengstoffkegel und Betonplatte sehr hohe hydrostati-
sche Drücke im Beton zu erreichen. Beim Balkenversuch wurden mehre-
re Bohrlochladungen verwendet, um die Wellenausbreitung im Beton bei 
sich gegenseitig beeinflussenden Bohrlochladungen zu berücksichtigen. 
Somit wurde eine dreidimensionale Problembetrachtung innerhalb der 
numerischen Simulation zwingend erforderlich. Beim Stützenversuch 
wurde vor allem der Einfluß auf die unmittelbare Umgebung durch die 
Druckwellenfortpflanzung in der Luft verfolgt, um Nebenwirkungen eines 
sprengtechnischen Abbruchs zu erfassen. Der Stahl in der Stütze wurde 
in den Berechnungen zusammen mit den Betoneigenschaften nur ver-
schmiert berücksichtigt.

Für die Analyse von dynamischen Kurzzeit-Ereignissen und der Unter-
suchung von Gas-Festkörper-Interaktionsproblemen, die sowohl beim 
sprengtechnischen Abbruch als auch bei den Verifikationsversuchen vor-
liegen, wurde das explizite FE-Programm LS-DYNA, siehe Hallquist
[1999], mit den zur Verfügung stehenden numerischen Routinen ausge-
wählt. Es bietet verschiedene Euler-Lagrange-Kopplungsvarianten und 
bildet für die Diskretisierung der Betonstrukturen (Platte, Balken, Stütze) 
den kontinuumsmechanischen Rahmen. Somit wurde in den jeweiligen 
numerischen Simulationen die durch den Detonationsvorgang ausgelös-
te Wellenausbreitung im Sprengstoff als eine Druckwellenfortpflanzung 
in der umgebenden Luft und als eine Schockwellenausbreitung im be-
lasteten Beton, der ein nichtlineares Materialverhalten aufweist, korrekt 
wiedergegeben.

Innerhalb der numerischen Simulationen eignen sich hierfür die Verwen-
dung einer Euler-Lagrange-Kopplung und die Anwendung der unter-
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schiedlichen Betrachtungsweisen zur Beschreibung des jeweiligen Mate-
rialverhaltens von Sprengstoff, Luft und Beton. Dabei wurden den Euler-
Elementen die Materialeigenschaften des Sprengstoffes und der Luft zu-
geordnet, um die Übertragung des Massenstromes, des Impulses und 
der Energie der Luft infolge der Wellenfortpflanzung zu ermitteln. Hinge-
gen wurden die Materialeigenschaften des Betons mithilfe der Lagrange-
Elemente abgebildet, um die materialabhängigen Verschiebungen, Deh-
nungen und Spannungen des Werkstoffes zu berechnen. Die Druckwel-
lenausbreitung in den Materialien Sprengstoff resp. Luft wurde mittels 
der Zustandsgleichung nach Jones, Wilkins und Lee (EOS-JWL, siehe 
Gleichung (6.1)) resp. der idealen Gasgleichung (6.4) beschrieben, wäh-
rend das Materialverhalten des Betons durch ein dynamisches mehraxia-
les kombiniertes Schädigungs-Plastizitätsmodell abgebildet wurde siehe 
Gleichung (6.40), das am hiesigen Institut für Massivbau und Baustoff-
technologie entwickelt und in den LS-DYNA-Code implementiert worden 
ist. Das Betonstoffgesetz eignet sich für die numerische Simulation von 
Abbruchsprengungen, da es das Materialverhalten von Beton unter stati-
scher und dynamischer Belastung berücksichtigt. Es bildet sowohl die 
dynamische Festigkeitssteigerung des Betons unter hohen Belastungs-
geschwindigkeiten unter Beachtung der gesamten Belastungsgeschichte 
als auch das Betonverhalten unter hohen hydrostatischen Drücken reali-
tätsnah ab.

Der Ergebnisvergleich der Schädigungsbereiche aus Versuch und 
Rechnung der jeweiligen Betonstrukturen (Platte, Balken, Stütze) weist 
weitgehende Übereinstimmungen auf. Beispielhaft hierfür sei für den 
Plattenversuch der experimentelle Schädigungsbereich in Bild A.1 (An-
hang A) dem nach Bedingung (7.1) berechneten Schädigungsbereich
gegenübergestellt. Mithilfe der in den numerischen Simulationen geson-
dert entwickelten Schädigungsvariablen für den Zug- und Druckbereich 
bieten die Rechnungen für die untersuchten Bauteilstrukturen sogar eine 
differenzierte Betrachtung der Schädigungsevolution an und erlauben 
Prognosen zur Bestimmung der Versagenszonen im Bauteil. So ist fest-
zustellen, daß die Schädigungsevolution in den jeweiligen Rechnungen 
nach dem Durchlaufen von maximal zwei Druck- und Zugwellen abge-
schlossen und eine anschließende Schädigungsevolution nur noch auf 
numerische Ursachen zurückzuführen ist. 
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Der Vergleich der gemessenen und berechneten Druckmaxima bezüg-
lich der Abstände der Sensoren von der Sprengstoffladung in den jewei-
ligen Betonstrukturen deutet auf eine gute Übereinstimmung hin. Die ge-
nauen Werte der gemessenen und berechneten Druckpeaks zusammen 
mit den zugehörigen Zeitpunkten nach der Zündung werden in einer Ta-
belle für die jeweilige Betonstruktur wiedergegeben. Dabei zeigt sich, 
daß die maximalen Drücke in den Betonstrukturen durch die numerische 
Simulation gut ermittelt werden und innerhalb der Materialstreubreite des 
dynamisch belasteten Betons von ca. 25 % liegen. Die Zeitpunkte, zu 
denen die Druckpeaks im Beton auftreten, sind im Versuch und in der 
Rechnung für alle Betonstrukturen fast identisch. 

Eine weitere detailliertere Vergleichsmöglichkeit besteht in der zeitab-
hängigen Gegenüberstellung der gemessenen und berechneten hydro-
statischen Drücke an den Sensorpositionen im Beton. Auch für diesen 
direkten Vergleich wurde eine weitgehende Übereinstimmung an den un-
tersuchten Betonstrukturen festgestellt. Die Belastung der unmittelbaren 
Umgebung durch die über die Luft übertragenen Druckstöße während 
eines sprengtechnischen Abbruchs wurde beim Stützenversuch unter-
sucht. Die gemessenen und berechneten Druckwerte mit den Zeitpunk-
ten nach der Zündung an den Luft-Sensorpositionen werden in einer Ta-
belle angegeben und stimmen hervorragend überein. Der beispielsweise 
gezeigte Druck-Zeit-Verlauf des Sensors K 3 bestätigt, daß in der nume-
rischen Simulation der Stütze die Luftströmung korrekt erfaßt wurde. 
Durch die gute Übereinstimmung des Ergebnisvergleichs sowohl an den 
Positionen der Betonsensoren als auch an den Positionen der Luftdruck-
sensoren konnte das vorgestellte Verfahren zur numerischen Simulation 
von Betonstrukturen beim Abbruch durch Sprengen verifiziert und vali-
diert werden. 

Mithilfe der Plattenberechnung wurde zusätzlich gezeigt, daß es sich bei 
der numerischen Behandlung von Abbruchsprengungen um ein gekop-
peltes Problem handelt und daher der Einfluß der Betonstruktur auf die 
Sprengstoffladung bei der Lasteinleitung nicht vernachlässigt werden 
darf. Soll in den numerischen Simulationen die Interaktion zwischen der 
Sprengstoffladung und der Betonstruktur korrekt erfaßt werden, so führt 
dies zu einer Kopplung von Euler-Lagrange-Netzen. Mittels der Anwen-
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dung der 'Operator split'-Technik wird numerisch eine Aufteilung der Er-
haltungsgleichungen in zwei getrennte Gleichungen erreicht. Die eine 
wird als Lagrange-Gleichung bezeichnet, enthält die Quellenstärke des 
Volumenstromes und berechnet daher in der FE-Technik mittels der in 
Bild 4.6 dargestellten Zeitschrittschleife die 'history-Variablen' bezüglich 
des verformten Netzes, während die andere Euler-Gleichung genannt 
wird, den konvektiven Anteil enthält und somit in der FEM einem 'mesh 
smoothing' mit anschließendem 'advection step' der Elementfeldgrößen 
gleichkommt.

Für das 'Updaten' der neuen Elementfeldgrößen können verschiedene 
'advection'-Algorithmen verwendet werden, deren wesentlicher Unter-
schied in der Ordnung der Genauigkeit liegt. Der 'Donor Cell '-Algo-
rithmus weist eine konstante Verteilung der Feldgröße in einer Zelle auf 
und besitzt somit eine Genauigkeit erster Ordnung, während der 'van
Leer MUSCL'-Algorithmus mit einer linearen Verteilung in einer Zelle ei-
ne Genauigkeit zweiter Ordnung erreicht. Eine weitere Kopplungsmög-
lichkeit besteht in der Kopplung der Geschwindigkeitsknoten der Kon-
taktfläche des Sprengstoff- und Beton-Netzes. Die Anwendung der ver-
schiedenen 'advection'-Algorithmen innerhalb der numerischen Untersu-
chung anhand der Plattenstruktur führte bei der Verwendung von redu-
ziert integrierten dreidimensionalen Kontinuumselementen zu ähnlichen 
Druck-Zeit-Verläufen an allen Sensorpositionen im Beton. In allen Rech-
nungsvarianten war ein identischer Druckanstieg mit einem Druckpeak 
zum exakt selben Zeitpunkt festzustellen. Lediglich für den Wert des ma-
ximalen Drucks als auch für die Werte im Bereich des abfallenden Astes 
der Druck-Zeit-Verläufe gab es geringfügige Abweichungen. Somit ist 
der numerische Einfluß aus der gewählten Euler-Lagrange-Kopplung für 
die Berechnung des Drucks im Betonelement sehr gering, siehe hierzu 
Bild 7.6. 

Wird z.B. für den dynamischen Anteil im Betonstoffgesetz die in Glei-
chung (6.36) angegebene einfache Maxwell-Relaxation gewählt, so hat 
eine geringfügige Variation des Materialparameters Relaxationszeit im 
Stoffgesetz einen wesentlich stärkeren Einfluß auf den Druckpeak und 
den zeitlichen Verlauf des abfallenden Astes. Dies hat physikalische 
Gründe, denn mit zunehmender Relaxationszeit wird der aktuelle Schä-
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digungsgrad im Betonelement aufgrund der Massenträgheit stärker ver-
zögert. Die dadurch erreichte dynamische Festigkeitssteigerung im Be-
ton, im Falle einer einfachen Maxwell-Relaxation, gilt jedoch nur für ei-
nen bestimmten Dehnratenbereich, für den der Materialparameter Rela-
xationszeit an Versuchen geeicht wurde und liefert somit nur für diesen 
Dehnratenbereich sinnvolle Rechenergebnisse. Für eine numerische 
Simulation einer Abbruchsprengung, in der die Festigkeitssteigerung von 
Beton in einem breiten Dehnratenspektrum approximiert werden muß, 
sollte daher die Relaxationszeit in Abhängigkeit der äquivalenten Dehn-
rate zum Zeitpunkt der Mikroschädigung )(d  definiert werden. Für die 
Geschichtsfunktion ergibt sich somit die in Gleichung (6.38) angegebene 
verallgemeinerte Maxwell-Relaxation.  

Mit Abschluß dieser Arbeit wird ein Verfahren zur numerischen Simula- 
tion von Betonstrukturen beim Abbruch duch Sprengen zur Verfügung 
gestellt, mit dem eine Dimensionierung eines sprengtechnischen Ab-
bruchs auf Bauteilebene durchgeführt werden kann. Dafür ist sowohl die 
Anwendung einer Euler-Lagrange-Kopplungsvariante als auch die Ver-
wendung der vorgestellten Zustandsgleichungen für die Beschreibung 
der Druckwellenausbreitung im Sprengstoff und in der Luft sowie die 
Einbindung des dargestellten Betonstoffgesetzes zur Beschreibung des 
Materialverhaltens von Beton unter hohen Belastungsgeschwindigkeiten 
und hohen hydrostatischen Drücken zwingend erforderlich. Die gestell-
ten Ziele, sowohl das Materialverhalten von Betonstrukturen unter Kon-
taktdetonationen und Bohrlochsprengungen zu beschreiben als auch die 
Belastung der unmittelbaren Umgebung durch die über die Luft übertra-
genen Druckstöße zu bestimmen, werden somit erfüllt. 

Um eine zukünftig stärkere Anwendbarkeit des vorgestellten numeri-
schen Verfahrens in der Praxis zu erreichen, wäre für die Beschreibung 
des Materialverhaltens von Stahlbeton eine diskrete Modellierung der 
Verbundkomponenten Stahl und Beton wünschenswert. Dies könnte mit-
tels einer zusätzlichen Modellierung von 'truss'-Elementen mit einem  
elasto-plastischen Materialverhalten für die Stahl-Komponente und dem 
Einbau eines dynamischen Verbundgesetzes geschehen, um örtliche 
Verbundspannungs-Schlupf-Beziehungen zu berücksichtigen. 
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Anhang A Betonparameter

Gewählte Betonparamerter innerhalb der numerischen Simulation, die 

aus Versuchen abgeleitet wurden. 

Beton Mat User Defined Material Models 

Anfangselastizität Reduktionsfaktoren 

0

E0

        2,5 g/cm3

   36.000 MPa

        0,22 

rt

rc

         1,2 
       20,0 

Plastizität Beton-Hugoniot 

cc

cp

ep1

ep2

       0,08 
       0,9 
       1,1·10-3

       0,4 

av

bv

ev

ev,th

         0,7 
         3,5 
         0,02 
         0,008

Kontinuumsschädigung dynamischer Anteil 

B 35 

c1

c2

c3

c4

e0

ed

gd

       0,01232 

       0,02517 

       0,78206 

       0,34648 

       2,5·10-5

       2,2·10-4

       1,5 

0

ct1

ct2

gh

ndam

       80,0 µs 
         0,032 
         0,55 
         4,0 
       50,0 

Tabelle A.1: Materialdaten des Betons B 35 
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Bild A.1:  Ergebnisvergleich der Kraterabmessungen aus Versuch und Rechnung 

am Schnitt A-A der Platte, siehe hierzu Bild 3.5 
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Anhang B Meßkurven zu den Versuchen

Kalibrierung der Luftdruckaufnehmer 

Bild B.1:  Kalibrierungsblatt für die Luftdrucksensoren des Typs 603B der Firma 

Kistler [1998] 
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Erläuterungen zu den Meßergebnissen der jewiligen Versuche

 einzelne Meßkurven der Sensoren AB 1 bis AB 8 zum Plattenversuch , 

Abschnitt 3.3 

 einzelne Meßkurven der Sensoren AB 1 bis AB 8 zum Balkenversuch 

VK4 , Abschnitt 3.4 

 einzelne Meßkurven der Sensoren AB 1 bis AB 4 und K 1 bis K 5 zum 

Stützenversuch sind bereits im Abschnitt 3.5 enthalten.  

 Plattenversuch, siehe Abschnitt 3.3

27
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Bild B.2: Anordnung der Aufnehmer in der Platte (AB -Allen-Bradley- 

Aufnehmer), Maße in cm 
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Bild B.3: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 1, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 2 cm

Bild B.4: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 2, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 7 cm 

-2500

0

2500

5000

7500

10000

12500

15000

17500

20000

22500

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Zeit in µs

D
ru

c
k
 i
n

 M
P

a

-2500

0

2500

5000

7500

10000

12500

15000

17500

20000

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Zeit in µs

D
ru

c
k

 i
n

 M
P

a



288 Anhang B  

Bild B.5: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 3, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 17 cm 

Bild B.6: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 4, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 24,5 cm 
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Bild B.7: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 5, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 34,8 cm

Bild B.8: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 6, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 45 cm 
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Bild B.9: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 7, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 17 cm und um 10 cm seitlich versetzt 

Bild B.10: Druck-Zeit-Verlauf am Aufnehmer AB 8, gemessen in der Betonplatte in 

einer Einbautiefe von 17 cm und um 20 cm seitlich versetzt
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 Balkenversuch VK4, siehe Abschnitt 3.4
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Bild B.11: Ansicht, Grundriß und Aufnehmerpositionen des Betonbalkens VK 4, 

Maße in cm 

Bild B.12: Druck-Zeit-Verlauf an den Aufnehmern AB 1 und AB 2, gemessen im 

Betonbalken VK 4 
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Bild B.13: Druck-Zeit-Verlauf an den Aufnehmern AB 3 und AB 4, gemessen im 

Betonbalken VK 4 

Bild B.14: Druck-Zeit-Verlauf an den Aufnehmern AB 5 und AB 6, gemessen im 

Betonbalken VK 4 
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Bild B.15: Druck-Zeit-Verlauf an den Aufnehmern AB 7 und AB 8, gemessen im 

Betonbalken VK 4 
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Anhang C Ergebnisse der Konvergenzstudien zur 

Modellierung einer Euler-Lagrange-Kopplung

Anhang C.1   

Holuft-Untersuchungsergebnisse zum Einfluß der Größe des Euler-

Hintergrundnetzes (EHG), siehe Abschnitt 5.1 

Abkürzungen

 holuft 3 1,5: Untersuchung zur Höhe des Luftnetzes (EHG-Netzes) 

mit einem Euler-Lagrange-Verhältnis (E/L) von 3 Euler-Elementen  

pro cm zu 1,5 Lagrange-Elementen pro cm (=Kehrwert der Element- 

kantenlänge in [1/cm]). 

luft 7 9: Größe des Luftnetzes beschrieben durch die z-Koordinaten 

der Unter- und Oberkante in [cm], hier 7 cm und 9 cm, siehe Bild 5.1. 

Elementskizze 1 0,5: Skizze zur Lage der Kontrollelemente für E/L = 

1/0,5; die Zahlen oben und seitlich bezeichnen die Spalten- bzw. 

Zeilennummern, die Zahlen im Inneren die Elementnummern. 

Tabelle: Maximal- und Minimaldruck der Kontrollelemente für die 

einzelnen Luftnetze; an zweiter Stelle steht jeweils die Abweichung 

vom Referenzluftnetz luft 0 9 in [%]. Fehlende Angaben bedeuten 

identische Werte mit luft 0 9!

Kontrollelemente: Da nur die Luftnetze derselben Netzfeinheit 

miteinander verglichen werden, haben Elemente mit gleicher Nummer 

aber aus Untersuchungen mit verschiedener Netzfeinheit in der Regel 

verschiedene Koordinaten. Beispielsweise liegt Element 1 aus holuft 1 

0,5 nicht exakt an derselben Stelle wie Element 1 aus holuft 3 1,5.

Auch die Anzahl der Kontrollelemente variiert teilweise. 
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Balkendiagramm: Um die Abweichungen für die verschiedenen 

Luftnetze deutlich zu machen, erfolgt die Darstellung des Maximal- 

drucks der Kontrollelemente jeweils bezogen auf die Werte für das 

Referenzluftnetz luft 0 9, das immer 100 % darstellt. Es gilt: 

 Balkenhöhe = 100 p / pluft 0 9 in [%]. 

Die Darstellung der weiteren Untersuchungsergebnisse für die Varianten 

holuft 1 0,5; holuft 4 2; holuft 3 3; holuft 4 4 und holuft 3 4,5. Hierbei sind 

zuerst die Euler-Lagrange-Verhältnisse von 2 : 1 aufgeführt, danach die 

Verhältnisse E/L = 1 : 1 oder kleiner. 

Auf den nächsten Seiten werden die Ergebnisse der Untersuchungen in 

tabellarischer Form zusammengestellt und veranschaulicht. 
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holuft 1 0,5 Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2  //  Abweichung in % von luft 0 9

Elemente luft -2 9 luft 0 9 luft 2 9 luft 4 9 luft 5 9 luft 6 9 luft 7 9

1 68.344 3.00 66.354 67.73 2.07 64.88 -2.22 65.112 -1.87 69.442 4.65 71.042 7.07
-332.38 0.08 -332.12 -325.21 -2.08 -332.04 -0.02 -332.5 0.11 -337.24 1.54 -320.14 -3.61

2 144.44 -0.49 145.15 146.2 0.72 145.2 0.03 145.16 0.01 144.59 -0.39 143.46 -1.16
-153.77 -0.06 -153.86 -152.75 -0.72 -154.12 0.17 -154.66 0.52 -159.69 3.79 -154.48 0.40

3 46.332 0.38 46.157 46.209 0.11 44.745 -3.06 44.968 -2.58 48.635 5.37 45.395 -1.65
-136.41 -0.43 -137 -136.22 -0.57 -137.18 0.13 -137.26 0.19 -137.86 0.63 -134.96 -1.49

4 326.24 -0.38 327.47 327.39 -0.02 327.52 0.02 327.52 0.02 327.46 0.00 324.68 -0.85
-216.93 0.00 -216.92 -214.23 -1.24 -217.02 0.05 -217.45 0.24 -222.91 2.76 -229.23 5.67

5 72.669 -0.68 73.167 71.557 -2.20 73.195 0.04 73.193 0.04 73.139 -0.04 72.143 -1.40
-135.26 -0.16 -135.47 -133.74 -1.28 -135.68 0.16 -135.96 0.36 -138.75 2.42 -132.52 -2.18

6 38.787 -15.83 46.084 45.652 -0.94 38.929 -15.53 38.924 -15.54 38.87 -15.65 43.344 -5.95
-72.514 -0.61 -72.961 -72.282 -0.93 -73.221 0.36 -72.264 -0.96 -73.745 1.07 -72.828 -0.18

7 29.324 0.23 29.258 28.925 -1.14 29.329 0.24 29.327 0.24 29.288 0.10 28.984 -0.94
-44.881 -0.42 -45.072 -44.522 -1.22 -45.379 0.68 -45.415 0.76 -45.767 1.54 -44.686 -0.86

8 14.829 -0.45 14.896 14.702 -1.30 14.895 -0.01 14.894 -0.01 14.873 -0.15 14.693 -1.36
-39.808 -0.09 -39.842 -39.501 -0.86 -39.864 0.06 -39.915 0.18 -40.42 1.45 -39.413 -1.08

9 23.424 1.87 22.994 23.272 1.21 22.746 -1.08 22.76 -1.02 22.884 -0.48 22.355 -2.78
-12.369 -1.61 -12.572 -12.263 -2.46 -12.487 -0.68 -12.538 -0.27 -13.141 4.53 -12.318 -2.02

10 14.966 -1.57 15.204 14.5 -4.63 15.464 1.71 15.521 2.08 16.141 6.16 14.935 -1.77
-23.084 -0.20 -23.131 -22.876 -1.10 -23.221 0.39 -23.229 0.42 -23.302 0.74 -22.679 -1.95

Elementskizze 1 0,5

z

1 2 4 8

1 1 4 6 9

2 2 5 7

4 3 8 10 x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

luft-2_9

luft0_9

luft2_9

luft4_9

luft5_9

luft6_9

luft7_9

0,00

20,00

40,00

60,00

80,00

100,00

120,00

[%]

Elemente

Luftnetze

holuft 1 0,5

Maximaldrücke in % von luft 0 9

Lagrange-Betonnetz

Euler-Luftnetz

Bild C.1: Tabelle holuft 1 0,5

Bild C.3:  Balkendiagramm holuft 1 0,5

Bild C.2: Elementskizze holuft 1 0,5 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis
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holuft 4 2     Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2 // Abweichung in % von luft 0 9

       

Ele- luft -2 9  luft 0 9  luft 2 9 luft 4 9 luft 5 9 luft 6 9  luft 7 9

mente       

1   2394  2393.2 -0.03 2463.7 2.91 2428.4 1.44 2362.5 -1.32

   -1104  -1149.8 4.15 -1180.8 6.96 -1124.7 1.88 -1138.3 3.11

2 792.26 -0.19 793.8  793.76 -0.01 787.69 -0.77 814.85 2.65 800.41 0.83 766.21 -3.48

 -885.75 -0.07 -887.4  -887.55 0.02 -881.99 -0.61 -916.18 3.24 -897.39 1.13 -860.25 -3.06

3 227.49 0.06 227.35  231.95 2.02 225.97 -0.61 230.98 1.60 231.32 1.75 232.62 2.43

 -602.58 0.07 -602.18  -602.01 -0.03 -598.8 -0.56 -617.28 2.51 -606.34 0.69 -583.19 -3.15

4 124.8 0.08 124.7  124.69 -0.01 124.9 0.16 126.58 1.51 125.68 0.79 123.39 -1.05

 -124.94 -0.23 -125.23  -125.22 -0.01 -126.81 1.26 -128.7 2.77 -126.74 1.21 -127.05 1.45

5 31.159 6.28 29.317  28.495 -2.80 31.509 7.48 35.531 21.20 28.245 -3.66 29.395 0.27

 -32.249 -0.48 -32.405  -32.408 0.01 -32.515 0.34 -32.909 1.56 -32.76 1.10 -31.783 -1.92

6 17.973 -0.17 18.003  18.005 0.01 18.187 1.02 18.317 1.74 18.288 1.58 18.061 0.32

 -68.497 -0.14 -68.59  -68.554 -0.05 -68.626 0.05 -69.873 1.87 -70.726 3.11 -69.03 0.64

Bild C.4:  Tabelle holuft 4 2

Elementskizze 4 2

z

1 13 32

1 1 5

8 2 3

16 3 6 x

Lagrange-Betonnetz

Euler-Luftnetz

Bild C.5:  Elementskizze holuft 4 2 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 

Bild C.6:  Balkendiagramm holuft 4 2

1 2 3 4 5 6

luft7_9

luft6_9

luft5_9
luft4_9

luft2_9
luft0_9

luft-2_9

0,0

20,0

40,0

60,0

80,0

100,0

120,0

140,0

[%]

Elemente

Luftnetze

holuft 4 2

Maximaldrücke in % von luft 0 9



298 Anhang C.1  

holuft 3 3    Maximal- und Minimaldruck der Elemene in MN/m2 //  Abweichung in % von Luft 0 9

      

Ele- luft -2 9  luft 0 9  luft 2 9 luft 4 9 luft 5 9 luft 6 9  luft 7 9 
mente      

1   5277.2   5201.1 -1.44 5167.7 -2.07
   -303.12  -303.11 0.00 -303.11 0.00 -303.11 0.00 -268.93 -11.28 -286.71 -5.41

2   1898.7   1898.8 0.01 1801.3 -5.13 1838.8 -3.15
   -1638.5   -1638 -0.03 -1529.7 -6.64 -1555.1 -5.09

3   360.96  360.97 0.00 361.01 0.01 353.59 -2.04 356.53 -1.23
   -1138.8   -1089.3 -4.35 -1107.2 -2.77

4   5199.1   5119.9 -1.52 5035.7 -3.14
   -267.9   -267.88 -0.01 -355.7 32.77 -358.81 33.93

5   1851.7   1851.8 0.01 1764.1 -4.73 1800.5 -2.77
   -1586.4   -1586.5 0.01 -1586.1 -0.02 -1492.8 -5.90 -1511.3 -4.73

6   349.16   349.17 0.00 349.15 0.00 342.93 -1.78 344.63 -1.30
   -1119.3   -1119.4 0.01 -1072.3 -4.20 -1087.8 -2.81

7   542.62  542.63 0.00 542.66 0.01 552.51 1.82 543.96 0.25
   -329.14   -329.12 -0.01 -333.59 1.35 -318.23 -3.31

8   175.33   175.32 -0.01 181.17 3.33 158.41 -9.65
   -183.15   -183.14 -0.01 -190.95 4.26 -154.99 -15.38

9   155.26   158.05 1.80 159.13 2.49
   -125.55   -162.97 29.80 -147.6 17.56

10   151.58   153.26 1.11 151 -0.38
   -191.94   -193.02 0.56 -195.47 1.84

11   98.34  98.341 0.00 98.337 0.00 98.348 0.01 95.209 -3.18 89.383 -9.11
   -64.965   -64.967 0.00 -64.937 0.01 -70.258 8.15 -61.794 -4.88

12   159.88   159.87 -0.01 157.75 -1.33 152.56 -4.58
   -154.73   -145.75 0.01 -168.38 8.82 -160.38 3.65

13   57.303   57.3 -0.01 56.717 -1.02 55.493 -3.16
   -30.756   -30.755 0.00 -30.761 0.02 -32.408 5.37 -29.421 -4.34

14   34.274   34.275 0.00 34.96 2.00 34.681 1.19
   -116.11   -114.48 -1.40 -115.07 -0.90

Bild C.7:  Tabelle holuft 3 3

   

Elementskizze 3 3

z

1 2 12 24 47 48

1 1 4 8 11 13

12 2 5 7 9

24 3 6 10 12 14 x

    

Lagrange-Betonnetz

Euler-Luftnetz

Bild C.8:  Elementskizze holuft 3 3 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 

Bild C.9:  Balkendiagramm holuft 3 3

1 3 5 7
9

11
13

luft7_9

luft6_9

luft5_9

luft4_9
luft2_9

luft0_9
luft-2_9

0,0

20,0

40,0

60,0

80,0

100,0

120,0

[%]

Elemente

Luftnetze

holuft 3 3

Maximaldrücke in % von luft 0 9



 Anhang C.1 299 

holuft 4 4 Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2  //  Abweichung in % von luft 0 9

Ele- luft -2 9 luft 0 9 luft 2 9 luft 4 9 luft 5 9 luft 6 9 luft 7 9
mente

1 5787,3 5738,4 -0,84 5628,3 -2,75
-502,77 0,00 -502,78 -494,98 -1,55 -502,85 0,01 -406,11 -19,23 -450,09 -10,48

2 2389,6 2382,8 -0,28 2389,4 -0,01 2310,9 -3,29 2324,4 -2,73
-1603,4 -1607 0,22 -1601,8 -0,10 -1538,3 -4,06 -1567,2 -2,26

3 427,74 420,52 -1,69 426,28 -0,34 425,5 -0,52 434,49 1,58
-1208,9 -1208,4 -0,04 -1209,1 0,02 -1178,7 -2,50 -1182,8 -2,16

4 2174,7 2171,5 -0,15 2173,2 -0,07 2131,3 -2,00 2145,3 -1,35
-1374,5 -1385,8 0,82 -1376 0,11 -1370,1 -0,32 -1372,1 -0,17

5 617,67 616,56 -0,18 617,69 0,00 613,41 -0,69 617,95 0,05
-411,07 -411,08 0,00 -410,3 -0,19 -411,25 0,04 -403,83 -1,76 -403,22 -1,91

6 194,19 -0,01 194,2 194,19 -0,01 195,42 0,63 193,92 -0,14 201,23 3,62 196,93 1,41
-188,47 -0,02 -188,5 -188,47 -0,02 -189,71 0,64 -188,46 -0,02 -179,11 -4,98 -178,61 -5,25

7 176,88 176,36 -0,29 176,87 -0,01 175,31 -0,89 178,39 0,85
-149,8 -150,16 0,24 -128,28 -14,37 -129,69 -13,42

8 181,63 181,35 -0,15 181,67 0,02 182,06 0,24 183,48 1,02
-215,38 -0,06 -215,52 -215,59 0,03 -209,69 -2,71 -215,28 -0,11 -213,44 -0,97 -221,31 2,69

9 18,393 6,24 17,312 17,182 -0,75 18,633 7,63 18,205 5,16 22,847 31,97 20,33 17,43
-36,496 0,61 -36,276 -36,389 0,31 -29,02 -20,00 -36,675 1,10 -28,385 -21,75 -38,767 6,87

10 40,803 0,13 40,75 40,794 0,11 41,078 0,80 40,844 0,23 40,728 -0,05 41,435 1,68
-156,98 0,35 -156,43 -155,45 -0,63 -155,87 -0,36 -156,83 0,26 -152,98 -2,21 -154,41 -1,29

Bild C.10:  Tabelle holuft 4 4

Bild C.11:  Elementskizze holuft 4 4 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 

Bild C.12: Balkendiagramm holuft 4 4
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holuft 3 4,5 absoluter Maximaldruck der Elemente in MN/m2  //  Abweichung in % von luft0_9

Ele- luft0_9 luft2_9 luft4_9 luft5_9 luft6_9 luft7_9
mente

1 5287,1 5264,9 -0,42 5280,5 -0,12
2 2434,3 2434,3 2434,6 0,01 2394,8 -1,62 2438,4 0,17
3 423,11 422,44 -0,16 423,07 -0,01 421,75 -0,32 418,91 -0,99
4 5087,9 5124,2 0,71 5197,3 2,15
5 2163,9 2163,8 0,00 2141,2 -1,05 2165,6 0,08
6 628,08 628,09 0,00 628,05 0,00 626,99 -0,17 633,85 0,92
7 175,31 174,96 -0,20 176,41 0,63 175,51 0,11
8 175,97 175,95 -0,01 175,98 0,01 174,06 -1,09 178,74 1,57
9 184,16 184,18 0,01 184,17 0,01 185,34 0,64 186,5 1,27
10 85,583 85,607 0,03 84,501 -1,26 83,545 -2,38
11 41,254 41,217 -0,09 41,255 0,00 41,502 0,60 41,947 1,68

Bild C.13:  Tabelle Maximaldrücke holuft 3 4,5

     

Elementskizze 3 4,5

y

1 5 18 36 72

1 1 4 7 10

18 2 5 6 8

36 3 9 11 x

Bild C.14:  Elementskizze holuft 3 4,5 mit Detaildarstellung E/L-Verhältnis 
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Bild C.15:  Balkendiagramm holuft 3 4,5
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 Anhang C.2

Ergebnisse der Konvergenzstudie zur Netzfeinheit für ausgewählte 

Euler-Lagrange-Verhältnisse, siehe Abschnitt 5.3.2 

verplatte Maximalwerte Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2

Elemente
Netze 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

p1_0.5 51,922 146,2 73,898 42,199 327,39 71,557 121,37 45,652 28,925 47,926 14,702 1,112 5,1921

-325,21 -152,75 -174,16 -136,22 -214,23 -133,74 -77,476 -72,282 -44,522 -55,089 -39,501 -11,172 -22,876

p1_1.5 86,476 136,11 108,21 91,167 370,07 137,95 103,25 65,717 65,624 58,859 39,819 27,07 16,205

-199,07 -149,41 -101,56 -175,01 -183,29 -84,732 -54,678 -64,414 -56,917 -62,349 -74,904 -53,715 -38,336

p1_2.5 1067,7 736,46 530,41 383,59 402,42 407,6 135,54 127,34 70,091 91,536 78,591 13,866 20,693

-235,63 -410,64 -425,28 -697,87 -153,07 -194,36 -127,55 -54,946 -74,825 -95,47 -109,35 -30,956 -55,677

p1_3.5 1200 886,55 656,48 495,97 392,69 438,71 161,54 149,52 81,351 106,48 99,386 14,265 26,177

-292,68 -356,01 -434,78 -658,21 -206,79 -242,95 -152,11 -67,491 -83,272 -100,71 -135,64 -36,593 -61,765

p1_4.5 1274,8 986,24 749,76 579,26 382,63 451,29 173,61 162,94 88,904 117,53 115,7 16,592 30,187

-337,4 -361 -407,47 -630,53 -244,74 -280,34 -172,42 -76,63 -92,1 -106,42 -149,11 -41,972 -66,616

p3_0.5 35,599 25,985 14,054 4,9788 53,499 15,979 17,616 14,543 10,992 7,6459 3,0843 ****** ******

t=4.3172e-05 -59,797 -44,835 -33,13 ****** -63,867 -23,374 -18,922 -21,858 ****** ****** ****** ****** ******

p3_1.5 79,486 62,396 39,892 35,862 109,62 42,497 25,372 27,959 20,664 16,163 10,609 12,112 5,2733

-78,533 -90,352 -64,444 -78,005 -116,63 -43,188 -29,928 -29,376 -24,016 -22,751 -23,83 -24,448 -14,11

p3_2.5 2605,7 1620,1 1057,2 717,58 485,1 678,18 278,65 205,37 151,57 183,36 174,94 53,926 54,037

-699,89 -1189,2 -1050 -1309,4 -283,31 -308,72 -196,43 -178,5 -151,55 -175,23 -254,04 -100,37 -116,87

p3_3.5 2965,2 1976,4 1361,6 972,89 559,47 784,95 322,86 252,94 175,51 218,02 226,99 55,584 67,416

-421,89 -1071,4 -1113,9 -1243,5 -362 -402,46 -244,4 -186,34 -148,22 -136,76 -275,26 -99,595 -107,91

p3_4.5 3187,8 2228,4 1590 1165,7 599,33 853 347,08 264,5 187,4 238,27 261,08 58,026 75,059

-498,34 -18,373 -1059 -1110,7 -433,61 -477,97 -289,39 -190,08 -155,31 -163,37 -253,95 -99,144 -106,51

p5_0.5 12,113 7,9766 5,843 6,9395 16,647 4,9251 5,4605 7,4429 4,7524 2,6902 1,0024 0,50369 0,56649

-20,536 -18,373 -11,736 -9,3426 -24,576 -8,5442 -7,1844 -9,1188 -5,0754 -3,806 -3,4389 -3,2373 -1,6601

p5_1.5 795,62 412,07 247,1 219,44 228,47 209,16 99,319 66,407 61,83 58,979 44,386 14,67 ******

t=5.3435e-05 -709,13 -479,61 -354,73 -441,05 -160,19 -138,95 -109,04 -120,31 -84,899 -83,416 -84,408 ****** ******

p5_2.5 1854,3 1052,1 688,04 467,26 385,81 461,38 206,65 144,29 120,66 129,28 117,66 32,416 39,158

-631,12 -784,02 -709,43 -882,34 -206,04 -203,74 -136,12 -129,27 -110,41 -115,84 -172,54 -87,164 -78,298

p5_3.5 3155,2 2057,8 1416,3 999,52 564,22 795,01 334,67 258,23 187,87 226,21 232,96 58,624 72,444

-428,72 -962,24 -1109,5 -1273,3 -366,49 -417,29 -248,11 -188,95 -151,4 -143,12 -281,5 -100,44 -109,66

p5_4.5 3505,7 2377,4 1703,2 1236,5 619,99 893,57 371,09 268,36 208,26 255,03 276,17 54,312 82,131

-491,39 -758,26 -1021,8 -1145,7 -448,2 -507,08 -299,86 -193,69 -163,63 -172,07 -264,06 -105,88 -105,94

p7_0.5 5,4408 3,6931 3,197 3,7946 7,8384 2,2811 2,6067 4,5653 2,3537 1,3827 0,48852 0,31874 0,31092

-10,743 -9,4904 -6,1362 -4,5767 -12,493 -4,7602 -3,2743 -4,7094 -2,5041 -2,1024 -1,8671 -1,8458 -0,81457

p7_1.5 434,07 228,86 136,09 139,47 140,31 115,94 60,494 49,652 40,345 36,093 26,358 18,955 10,298

-446,98 -294 -213,5 -251,78 -87,486 -80,974 -63,19 -70,705 -50,747 -49,625 -50,627 -41,928 -27,922

p7_2.5 1607,5 870,35 550,67 366,83 341,95 378,67 174,78 105,73 103,05 107,91 96,217 28,134 32,268

t=6.332e-05 -766,35 -851,09 -689,32 -770,48 -204,21 -203,24 -144,86 -117,65 -109,32 -116,14 -160,95 -78,302 -71,378

p7_3.5 2323,4 1349,1 925,98 659,74 491,8 557,43 249,87 182,67 144,94 158,5 155,55 40,059 49,926

-412,06 -686,03 -772,11 -892,68 -244,51 -277,34 -162,04 -117,37 -93,946 -89,96 -178,66 -75,081 -69,402
******     Werte nicht mehr im zeitlichen Rahmen

Bild C.16: absolute Maximal- und Minimaldrücke der Beton-Kontrollelemente 
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verplatte Vergleichswerte Maximal- und Minimaldruck der Elemente in MN/m2

Elemente
Netze 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

p1_0.5 Zug 146,2 73,898 26,567 327,39 71,557 121,37 37,809 28,925 47,926 14,702 1,1367 5,1921

-325,21 -152,75 -174,16 -136,22 -214,23 -133,74 -77,476 -72,282 -44,522 -55,089 -39,501 -11,172 -22,876

p1_1.5 Zug 136,11 108,21 75,625 370,07 137,95 103,25 65,717 65,624 58,859 39,819 15,053 16,205

-199,07 -149,41 -101,56 -175,01 -183,29 -84,732 -54,678 -64,414 -56,917 -62,349 -74,904 -53,715 -38,336

p1_2.5 1067,7 736,46 530,41 383,59 402,42 407,6 135,54 38,039 70,091 91,536 78,591 3,718 20,693

-235,63 -410,64 -425,28 -697,87 -153,07 -194,36 -127,55 -54,946 -74,825 -95,47 -109,35 -30,956 -55,677

p1_3.5 1200 886,55 656,48 495,97 392,69 438,71 161,54 42,549 81,351 106,48 99,386 5,784 26,177

-292,68 -356,01 -434,78 -658,21 -206,79 -242,95 -152,11 -67,491 -83,272 -100,71 -135,64 -36,593 -61,765

p1_4.5 1274,8 986,24 749,76 579,26 382,63 451,29 173,61 47,379 88,904 117,53 115,7 7,712 30,187

-337,4 -361 -407,47 -630,53 -244,74 -280,34 -172,42 -76,63 -92,1 -106,42 -149,11 -41,972 -66,616

p3_0.5 35,599 25,985 14,054 4,9788 53,499 15,979 17,616 14,543 10,992 7,6459 3,0843 ****** ******

t=4.3172e-05 -59,797 -44,835 -33,13 ****** -63,867 -23,374 -18,922 -21,858 ****** ****** ****** ****** ******

p3_1.5 79,486 62,396 39,892 25,909 109,62 42,497 25,372 27,959 20,664 16,163 10,609 6,433 5,2733

-78,533 -90,352 -64,444 -78,005 -116,63 -43,188 -29,928 -29,376 -24,016 -22,751 -23,83 -24,448 -14,11

p3_2.5 2605,7 1620,1 1057,2 717,58 485,1 678,18 278,65 103,76 151,57 183,36 174,94 31,875 54,037

-699,89 -1189,2 -1050 -1309,4 -283,31 -308,72 -196,43 -178,5 -151,55 -175,23 -254,04 -100,37 -116,87

p3_3.5 2965,2 1976,4 1361,6 972,89 559,47 784,95 322,86 121,54 175,51 218,02 226,99 40,203 67,416

-421,89 -1071,4 -1113,9 -1243,5 -362 -402,46 -244,4 -186,34 -148,22 -136,76 -275,26 -99,595 -107,91

p3_4.5 3187,8 2228,4 1590 1165,7 599,33 853 347,08 129,45 187,4 238,27 261,08 43,358 75,059

-498,34 -18,373 -1059 -1110,7 -433,61 -477,97 -289,39 -190,08 -155,31 -163,37 -253,95 -99,144 -106,51

p5_0.5 12,113 7,9766 4,203 1,513 16,647 4,9251 5,4605 7,4429 4,7524 2,447 1,0024 0,50369 0,56649

-20,536 -18,373 -11,736 -9,3426 -24,576 -8,5442 -7,1844 -9,1188 -5,0754 -3,806 -3,4389 -3,2373 -1,6601

p5_1.5 795,62 412,07 247,1 148,387 228,47 209,16 99,319 66,407 61,83 58,979 44,386 ****** ******

t=5.3435e-05 -709,13 -479,61 -354,73 -441,05 -160,19 -138,95 -109,04 -120,31 -84,899 -83,416 -84,408 ****** ******

p5_2.5 1854,3 1052,1 688,04 467,26 385,81 461,38 206,65 109,83 120,66 129,28 117,66 32,416 39,158

-631,12 -784,02 -709,43 -882,34 -206,04 -203,74 -136,12 -129,27 -110,41 -115,84 -172,54 -87,164 -78,298

p5_3.5 3155,2 2057,8 1416,3 999,52 564,22 795,01 334,67 142,5 187,87 226,21 232,96 47,722 72,444

-428,72 -962,24 -1109,5 -1273,3 -366,49 -417,29 -248,11 -188,95 -151,4 -143,12 -281,5 -100,44 -109,66

p5_4.5 3505,7 2377,4 1703,2 1236,5 619,99 893,57 371,09 156,98 208,26 255,03 276,17 53,128 82,131

-491,39 -758,26 -1021,8 -1145,7 -448,2 -507,08 -299,86 -193,69 -163,63 -172,07 -264,06 -105,88 -105,94

p7_0.5 5,4408 3,6931 1,9463 0,708 7,8384 2,2811 2,6067 4,5653 2,3537 1,203 0,48852 0,31874 0,31092

-10,743 -9,4904 -6,1362 -4,5767 -12,493 -4,7602 -3,2743 -4,7094 -2,5041 -2,1024 -1,8671 -1,8458 -0,81457

p7_1.5 434,07 228,86 136,09 81,142 140,31 115,94 60,494 49,652 40,345 36,093 26,358 11,121 10,298

-446,98 -294 -213,5 -251,78 -87,486 -80,974 -63,19 -70,705 -50,747 -49,625 -50,627 -41,928 -27,922

p7_2.5 1607,5 870,35 550,67 366,83 341,95 378,67 174,78 99,108 103,05 107,91 96,217 28,134 32,268

t=6.332e-05 -766,35 -851,09 -689,32 -770,48 -204,21 -203,24 -144,86 -117,65 -109,32 -116,14 -160,95 -78,302 -71,378

p7_3.5 2323,4 1349,1 925,98 659,74 491,8 557,43 249,87 127,85 144,94 158,5 155,55 40,059 49,926

-412,06 -686,03 -772,11 -892,68 -244,51 -277,34 -162,04 -117,37 -93,946 -89,96 -178,66 -75,081 -69,402

******     Werte nicht mehr im zeitlichen Rahmen

Bild C.17:  Maximal- und Minimaldrücke der Beton-Kontrollelemente bei der ersten 

Schockwelle

Elementskizze verplatte

z
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2 6 7 9

3 10

4 11 13 x

Bild C.18:  Skizze zur Lage der Beton-Kontrollelemente im Ausgangsmodell

verplatte
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Bild C.19:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 1 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.20:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 2 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.21:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 3 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.22:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 4 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.23:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 5 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.24:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 6 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.25:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 7 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit

4,5
3,5

2,5
1,5

0,5
1

3

5

7
0

20

40

60

80

100

120

140

160

Lagrangenetz

Elemente/ cm

Eulernetz

Elemente/ cm

Element 8

Bild C.26:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 8 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.27:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 9 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.28:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 10 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.29:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 11 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.30:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 12 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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Bild C.31:  Maximaldruck im Beton-Kontrollelement 13 in Abhängigkeit der Netz-

feinheit
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 Anhang C.3

Ergebnisse der Studie zum Einfluß weiterer Parameter, siehe 

Abschnitt 5.4 

Bild C.32: p-t-Verlauf im Element 1 für SF = 0,9

Bild C.33:  p-t-Verlauf im Element 7 für SF = 0,9 
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Bild C.34:  p-t-Verlauf im Element 1 für SF = 0,667 

Bild C.35:  p-t-Verlauf im Element 7 für SF = 0,667 

-1000

-500

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

5000

5500

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Zeit in µs

D
ru

c
k

 i
n

 M
P

a

Rech.-Elem. 7228

-32.00

-28.00

-24.00

-20.00

-16.00

-12.00

-8.00

-4.00

0.00

4.00

8.00

12.00

16.00

20.00

24.00

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Zeit in µs

D
ru

c
k
 i
n

 M
P

a

Rech.-Elem. 27711



310 Anhang C.3  

Bild C.36:  p-t-Verlauf im Element 1 für SF = 0,1 

Bild C.37:  p-t-Verlauf im Element 7 für SF = 0,1 
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Bild C.38:  p-t-Verlauf im Element 7 für RB Auflager z fest 

Bild C.39: p-t-Verlauf im Element 8 für RB Auflager z fest
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Bild C.40: p-t-Verlauf im Element 9 für RB Auflager z fest 

Bild C.41:  p-t-Verlauf im Element 10 für RB Auflager z fest 
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Bild C.42:  p-t-Verlauf im Element 7 für RB Auflager x,y,z fest 

 Bild C.43:  p-t-Verlauf im Element 8 für RB Auflager x,y,z fest 
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Bild C.44:  p-t-Verlauf im Element 9 für RB Auflager x,y,z fest 

Bild C.45:  p-t-Verlauf im Element 10 für RB Auflager x,y,z fest 
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Bild C.46:  p-t-Verlauf im Element 7 für RB Seitenrand fest 

Bild C.47:  p-t-Verlauf im Element 8 für RB Seitenrand fest 
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Bild C.48: p-t-Verlauf im Element 9 für RB Seitenrand fest 

Bild C.49:  p-t-Verlauf im Element 10 für RB Seitenrand fest 
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