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Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die statistische Versuchsplanung. Was verstehen wir hier unter
Versuchsplanung? Bevor wir den Begriff der Versuchsplanung definieren, betrachten wir folgendes

Beispiel.

Bereits im alten Testament wird von einem (statistischen) Experiment berichtet (Buch Daniel 1,12-
16). Daniel befindet sich zusammen mit drei Freunden in babylonischer Gefangenschaft. Da er sich
nicht mit den angeordneten koniglichen Speisen unrein machen will, schligt er seinem Aufseher
ein Experiment vor. Es soll untersucht werden, ob die Speisen und der Wein der koniglichen Tafel
oder aber pflanzliche Nahrung und Wasser nahrhafter wiren. Zehn Tage lang sollten Daniel und
seine Freunde pflanzlich erndhrt werden und anschliefflend mit dem Aussehen anderer junger Leute
gleichen Alters verglichen werden, die von den Speisen des Konigs essen. Von dem Ausgang die-
ses Zwei-Stichproben-Experiments sollte die weitere Erndhrung von Daniel und seinen Freunden
abhingen. Nach den zehn Tagen sahen Daniel und seine Freunde besser und wohlgenihrter aus als

die anderen.

Dieses bemerkenswerte Beispiel, das Stigler (1974) erwihnt, ist eines der #ltesten Beispiele fiir
ein geplantes statistisches Experiment. Fiir uns ist es jedoch noch kein Beispiel fiir statistische
Versuchsplanung. Statistische Versuchsplanung ist die Entscheidung zur Durchfithrung von einem
bestimmten statistischen Experiment aus einer Menge von mehreren moglichen statistischen Ex-
perimenten. Die Entscheidung erfolgt vor Beginn der Beobachtungen aufgrund von bestimmten,
statistisch motivierten Kriterien. Wenn man sich beispielsweise fiir den Vergleich von Erndhrungen
die Frage stellen wiirde, wieviele Personen die pflanzliche, wieviele die konigliche Ernéhrung erhalten

sollten, so wire dies ein Problem der Versuchsplanung.

Fiir die Analyse von Messungen wird in der Praxis nicht selten ein lineares Regressionsmodell ver-
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wendet. An gewissen Versuchspunkten eines Versuchsbereiches' wird eine Grofie gemessen, die von
Interesse ist. Von dieser Grofie wird angenommen, dass sie (abgesehen von einem additiven stochasti-
schen Fehler) funktional von den Versuchspunkten abhéngt, z.B. konnte der Ertrag einer Nutzpflanze
funktional von der Diingermenge abhéingen, siehe dazu ein Beispiel in Kapitel 1. Diese funktionale
Abhingigkeit wird durch eine Linearkombination von bekannten Funktionen modelliert (in dem
erwihnten Beispiel sind dies die Funktionen 1, z und 2? mit  =Diingermenge). Der Parameter-
vektor, der die Gewichte dieser Funktionen in der Linearkombination angibt, ist unbekannt. Dieser
Parametervektor (oder ein Teil davon) soll mit Hilfe der Beobachtungen geschitzt werden, es soll ein
Konfidenzbereich dafiir angegeben werden oder es soll eine Hypothese iiber den Parametervektor
getestet werden. Versuchsplanung fiir das Regressionsmodell, die wir in dieser Arbeit betrachten,
ist nun die Beantworung der Frage, an welchen Punkten des Versuchsbereichs die Beobachtungen
gemacht werden sollten. Die , Giite* der Schitzung des unbekannten Parametervektors (oder des
Konfidenzbereichs oder des Tests von Hypothesen) hiingt ndmlich von der Wahl der Versuchspunkte
ab. Fihrt man in dieser Weise eine Versuchsplanung vor Beginn des Experiments durch, erh&lt man
genauere Aussagen als bei ungeplanter und intuitiver Versuchspunktwahl. Eine bemerkenswert friithe
Arbeit, die theoretische Untersuchungen zur Versuchsplanung fiir Regressionsmodelle durchfiihrt,

ist Smith (1918).

In der Versuchsplanung fiir Regressionsmodelle wurden in der zweiten Hélfte des vergangenen Jahr-
hunderts weitreichende Ergebnisse erzielt. Ein Hauptkritikpunkt dieser Theorie ist jedoch, dass die
optimalen Versuchspline in der Regel mafigeschneidert fiir das angenommene Regressionsmodell
sind. Abweichungen vom angenommenen Regressionsmodell, die in der Praxis nie auszuschliefen
sind, kénnen mit den optimalen Versuchsplinen nur eingeschrinkt oder iiberhaupt nicht erkannt
werden. In dieser Arbeit wird ein Weg aufgezeigt, wie dieses Problem mathematisch-statistisch
beschrieben werden kann. Weiter werden in bestimmten, wichtigen Fillen optimale Versuchsplidne

berechnet, mit denen Abweichungen vom angenommenen Regressionsmodell erkannt werden kénnen.

Oft konnen optimale Versuchspline deshalb nicht angewendet werden, da aufgrund praktischer
Gegebenheiten ein Mindestabstand zwischen den Versuchspunkten eingehalten werden muss. Dies
kann zum Beispiel dann der Fall sein, wenn der Versuchsbereich ein Zeitintervall ist. Auch diese
Einschrinkung modellieren wir und geben optimale Versuchspline in der Menge der Versuchspline

an, bei denen ein solcher Mindestabstand (zumindest asymptotisch) eingehalten wird.

Es gibt weitere Bereiche der Versuchsplanung, die sich von der oben beschriebenen Versuchspla-

'"Wir betrachten in dieser Arbeit in der Regel ein kompaktes Intervall der reellen Zahlen als Versuchsbereich
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nung in Regressionsmodellen unterscheiden, sowohl von der Idee her als auch von den mathe-
matischen Methoden wie die optimalen Versuchspline bestimmt werden. Dies sind zum Beispiel
adaptive/sequentielle Versuchspline oder randomisierte Versuchspline. Auf diese Bereiche der Ver-

suchsplanung wird in dieser Arbeit nicht eingegagen.

In Kapitel 1 fithren wir die mathematische Notation fiir das Regressionsmodell ein. Im Gegensatz
zu einer iiblichen Voraussetzung bei der Versuchsplanung im Regressionsmodell, lassen wir auch

unstetige Regressionsfunktionen zu, da diese in Anwendungen eine wichtige Rolle spielen.

In Kapitel 2 formulieren wir einen Zugang zu approximativen und asymptotischen Versuchsplénen.
Die Modellierung von asymptotischen Versuchsplinen, die wir ausfiihrlich betrachten, kommt bis-
lang nicht in dieser Form in der Literatur vor. Aquivalenztheoreme, d.h. dquivalente Bedingungen
zur Optimalitdt von Versuchspldnen, spielen in der statistischen Versuchsplanung eine Hauptrolle.
Wir geben Aquivalenztheoreme an, wobei wir auf die sonst iibliche Stetigkeitsvoraussetzung der
Regressionsfunktionen verzichten. Wir geben eine geometrische Konstruktionsmoglichkeit fiir so-
genannte c-optimale Versuchsplidne an, wobei wir dazu den Raum von quadratisch integrierbaren
Funktionen betrachten. Diese Moglichkeit zur Konstruktion von optimalen Versuchsplinen wurde
bisher in der Literatur nicht beachtet. Fiir die stetige und unstetige Change-Point-Regression geben

wir neue Resultate fiir optimale Versuchspline an.

Das bereits erwéihnte Problem, dass Versuchsplidne die Erkennung von Abweichungen vom angenom-
menen Regressionsmodell moglich machen sollten und dass es Fille gibt, bei denen ein Mindestab-
stand zwischen den Versuchspunkten einzuhalten ist, wird in Kapitel 3 betrachtet. Wir motivieren so
eine Menge von Versuchsplinen, deren Lebesgue-Dichte zwischen einer unteren und oberen Schranke

liegen. Fiir diese Menge von Versuchsplédnen beweisen wir einige Aquivalenztheoreme.

In Kapitel 4 suchen wir im wichtigen Fall der Polynomregression optimale Versuchspline fiir die
in Kapitel 3 motivierte Menge von Versuchsplinen. Hier ist es uns gelungen, ein weitreichendes
Ergebnis fiir Polynomregression zu beliebigem, festen Grad zu erzielen. Die optimalen Versuchspline
haben eine iiberraschend einfache Gestalt. In Fillen, in denen kein so weitreichendes Ergebnis
moglich war, konnten immerhin fiir die praktisch relevanten Polynomgrade optimale Versuchspléine
explizit oder numerisch berechnet werden. Dariiberhinaus kénnen wir die optimalen Versuchspline

in einer Vielzahl von Grafiken veranschaulichen.

Fiir die Change-Point-Regression, insbesondere auch fiir den unstetigen Fall, berechnen wir in Ka-

pitel 5 optimale Versuchspline fiir die Menge von Versuchspldnen aus Kapitel 3.
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Kapitel 6 beschliefit den Hautteil dieser Arbeit mit einem Anwendungsbeispiel, bei dem deutlich

wird, wie die entwickelte Theorie auf praktische Probleme angewendet werden kann.

Im Anhang geben wir einige fiir uns wichtige Eigenschaften von Tschebyschev- und Legendre-
Polynomen an. Wir weisen auf das anschlieBende Symbolverzeichnis hin, das dem Leser zum Nutzen

dienen soll.



Kapitel 1

Schatzen und Testen 1m linearen

Regressionsmodell

1.1 Lineares Regressionsmodell

Fiir die Analyse von Messungen wird in der Praxis nicht selten ein lineares Regressionsmodell
verwendet. An gewissen Versuchspunkten 1, xs,...,z, eines Versuchsbereiches £ wird die zu be-
obachtende Grofle gemessen. Von dieser Grofie wird angenommen, dass sie (abgesehen von einem
additiven stochastischen Fehler) funktional von den Versuchspunkten abhéingt. In der iiblichen ma-

thematischen Notation lautet dieses Modell fiir die Beobachtungen Y1, Ys, ..., Y,:
Y;=f(zi)"0+¢, i=1,...,n, (1.1)

wobei f : €& — IR* ein Vektor von bekannten Regressionsfunktionen, @ € IR* ein unbekannter
Parametervektor und €1, €9, . . . , €, reellwertige Zufallsvariablen sind. Wir betrachten in dieser Arbeit
den sogenannten homoskedastischen Fall, d.h. wir nehmen an, dass €1, ..., e, unabhéingig, identisch

verteilt sind mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 € (0, 00).

Beispiel 1.1 Es soll untersucht werden, wie die Diingermenge den Ertrag einer Nutzpflanze beein-
flusst. In n unabhingigen Versuchen wird die Nutzpflanze jeweils mit unterschiedlichen Dingermen-
gen z; (1=1,...,n) gediingt. Man nimmt an, dass sich der mittlere Ertrag durch ein quadratisches

Polynom beschreiben lisst. Bei jedem Versuch tritt jedoch noch ein additiver stochastischer Fehler
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e; auf. Als Spezialfall von (1.1) haben wir dann das lineare Regressionsmodell
m:91+$i92+$@293+5ia 1=1,...,n. (1.2)

Man bezeichnet das Regressionsmodell (1.2) als linear, da der Parameter @ = (61, 64,03)" linear in

die rechte Seite von (1.2) eingeht.

Von Interesse sind statistische Aussagen iiber den unbekannten Parametervektor @ auf Grundlage
der Beobachtungen Y7,Ys,...,Y,. Die wichtigsten Aussagen, an denen ein Praktiker interessiert
ist, sind das Schétzen von @, das Verwerfen oder Nicht-Verwerfen von Hypothesen iiber 6@ oder

Konfidenzbereiche fiir 6.

Wir betrachen zunéchst das Problem der Schitzung von 0. Der beliebteste Schétzer fiir diesen
Parametervektor ist der Kleinste-Quadrate-Schitzer 6. Wenn man, wie allgemein iiblich, das Modell

(1.1) in der Matrixschreibweise

Y = X0+¢

schreibt mit Y = (Y1,...,Y,) ", e = (e1,...,6,) " und X = (f(z1),..., f(z,))", so ist der Kleinste-

Quadrate-Schétzer gegeben durch

6=(X"X)"'XTy.

Wir setzen hierbei voraus, dass die Versuchspunkte z,zo, ..., 2, so gewdhlt sind, dass die Matrix
X vollen Rang k hat. Die Varianz dieses Schiitzers ist gegeben durch o?(X ' X)~!. Die statisti-
sche Begriindung fiir die Verwendung des Schétzers 6 ist, dass er bester linearer erwartungstreuer
Schétzer ist (BLUE - best linear unbiased estimator). Er hat unter allen linearen erwartungstreuen
Schitzern die kleinste Varianz (beziiglich der Loewner-Ordnung). Nimmt man normalverteilte Feh-
ler an (e1,...,e, ~ N(0,02)), so ist @ sogar bester erwartungstreuer Schiitzer (BUE - best unbiased

estimator), siehe hierzu Arnold (1981) und Pukelsheim (1993).

Die Matrix X und damit die Kovarianzmatrix o?(X " X)~! hingt von der Wahl der Versuchspunkte
Z1,...,2Zy ab. Je Jkleiner* die Kovarianzmatrix ist, desto besser ist der Schitzer 6. Eine wichtige
Bedeutung hat die Momentenmatriz M := X7 X, die (bis auf skalare Multiplikation) die Inverse
der Kovarianzmatrix ist. Je ,grofler” M ist, desto besser ist 6. Man nennt die Momentenmatriz auch

Informationsmatrixz (fir den Parameter ).
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1.2 Versuchspline

Fiir den Praktiker ist ein Versuchsplan fiir n Beobachtungen eine Liste (z1, ..., z,) von n Elementen
aus &£ (bei der die Reihenfolge der Eintrége keine Rolle spielt). Eine fiir den Statistiker niitzliche
Notation eines solchen Versuchsplans ist die folgende: Mit der Liste (z1,...,2,) wird ein diskretes

Wahrscheinlichkeitsmafl & auf £ identifiziert durch
"1
¢ = Z} ~0a
1=

wobei d, das Einpunktmaf in z beschreibt. ¢ ist also das Wahrscheinlichkeitsmafl mit Masse #{i =

L,...,n|z;=z}/ninz € £ Mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ kann die Momentenmatrix in der
Form
1 1
M(E) = XX = 23 et e) = [ @) (@) ¢lds) (1.3
=1

geschrieben werden. Wir definieren die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie Z,, durch
1
== {g = Zlﬁ(sml | (:El,...,(L‘n) S Sn} .
1=

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Versuchsplanung. Das Ziel der Versuchsplanung ist, den
Versuchsplan ¢ € Z,, so zu wihlen, dass die interessierende Fragestellung (z.B. Schétzen von 6 oder

Testen von Hy : @ = 0) ,moglichst gut“ beantwortet werden kann.

1.3 Schitzbarkeit und Identifizierbarkeit von Parameter-Teilsyste-

men

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass statistische Aussagen iiber den gesamten Parameter € in
unserem Interesse stehen. Hiufig ist man jedoch nur an einzelnen Komponenten 6; interessiert oder
allgemeiner an einem linearen Funktional (Parameter-Teilsystem) K '@ von @ (wobei K € IR**%).

Wir setzen in dieser Arbeit generell voraus:

K e IRF** 1<s<k, Rang(K)=s. (1.4)

Nicht jeder Versuchsplan ist dazu geeignet, statistische Aussagen iiber das Parameter-Teilsystem
K "0 zu machen. Bevor wir uns iiberlegen kénnen, welcher Versuchsplan moglichst gut ist, miissen
wir die Menge der Versuchspline beschreiben, mit denen man iiberhaupt Aussagen iiber K '6

machen kann.



8 KAPITEL 1 SCHATZEN UND TESTEN IM LINEAREN REGRESSIONSMODELL

Definition 1.2 (Schitzbarkeit) Das Parameter-Teilsystem K '@ heifit linear schitzbar, wenn ein

W € IR™* egistiert, so dass fir alle @ € IR gilt:
EgW'Y)=K"6.

Hierbei bezeichnet Eg(W 'Y') den Erwartungswert von W'Y fir 0, d.h. Eg(W'Y) = E(W (X6 +
£)).

Wegen Eg(W'Y) = E(WT (X6 +¢)) = W'X6 ist K6 genau dann linear schitzbar, wenn die
Spalten von K in dem linearen Unterraum von IR" liegen, der von den Zeilen von X erzeugt wird.
In Formeln heifit dies:

K78 ist linear schitzbar <= [K] C[X].

Wegen [XT] = [XTX] = [M(¢)] gilt
K78 ist linear schitzbar <= [K] C [M(¢)].

Die Bedingung [K] C [M(&)] ist nicht nur dquivalent zur Schétzbarkeit. Auch die ,Testbarkeit*
der linearen Hypothese Hy : K'0 = 0, = (0,...,0)" € IR® ist dquivalent zu [K] C [M(£)], siehe
Pukelsheim (1993), Seite 67. Weiter ist die Identifizierbarkeit dquivalent zu [K] C [M(£)], siehe
Pukelsheim (1993), Seite 72.

Definition 1.3 (Identifizierbarkeit) Das Parameter-Teilsystem K '@ heifit identifizierbar, wenn
fiir alle 01,05 € IR® gilt:
X01 :X02 - KT01:KT02.

Damit das Parameter-Teilsystem K '@ schiitzbar (oder testbar oder identifizierbar) ist, miissen also
die Versuchspunkte so gewihlt werden, dass die Spalten von K in dem von den Spalten von M (¢)
erzeugten Unterraum von IRF liegen. Die Versuchspline, die diese Eigenschaft besitzen, werden
als durchfithrbar (feasible) fir K '@ bezeichnet. Wir bezeichnen die Menge aller durchfiihrbaren
Versuchspline mit

Sn(K) :={€ € Bn | [K] C [M(&)]}- (1.5)

Betrachtet man die Momentenmatrix M (¢) eines fiir K '@ durchfithrbaren Versuchsplans &, so ist

"—ZKTM(f)*K
mn
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die Varianz des besten linearen erwartungstreuen Schitzers fiir K ' @ (Pukelsheim (1993), Seite 65).
Hierbei bezeichnet M~ eine verallgemeinerte Inverse von M, d.h. eine Matrix mit MM~M = M.
Die verallgemeinerte Inverse ist nicht eindeutig bestimmt. Dagegen hingt K ' M (¢)~ K nicht von
der Wahl der verallgemeinerten Inversen ab und ist (wegen Rang(K) = s) positiv definit (siehe

Pukelsheim (1993), Seite 17).

Wir bezeichnen die s x s-Matrix

(KTM(&)~K)™!
als Informationsmatriz fir K'6.

Sind wir, wie in Abschnitt 1.2, an dem gesammten Parametervektor @ interessiert, so kénnen wir

K = I, setzen (I € IR¥** Einheitsmatrix). Es gilt dann
Sn(Ix) = {€ € 2, | M (&) positiv definit}.

Da M (&) genau dann positiv definit ist, wenn fiir die Matrix X gilt Rang(X) = k, war in Abschnitt
1.2 die Voraussetzung, dass X vollen Rang hat, eine sehr sinnvolle Voraussetzung. Wenn wir dagegen
an einem Parameter-Teilsystem K '@ mit s < k interessiert sind, gibt es auch Versuchspline &, fiir

die K "0 schiitzbar ist und fiir die M (€) nicht positiv definit sondern nur nicht negativ definit ist.

Hauptséchlich werden wir in dieser Arbeit die folgenden Spezialfille fiir die Matrix K betrachten.

e K =c € IR*. Hier ist die Information (c" M (£)~c)~! reellwertig.
e K = I, d.h. der gesamte Parametervektor wird betrachtet, K'6 = 0, (K" M(¢§)"'K)~! =
M(¢) fiir € € Su(Ix).
Im Falle von K = c ist klar, wie wir einen optimalenVersuchsplan definieren sollten:
¢ € B, ist optimal fiir ¢'@ < ¢ € S,(c) und (¢"M(¢)7 )™t ist maximal in S, (c).

Falls aber s > 2, bené6tigt man Kriterienfunktionen, um zu entscheiden, welche von zwei Informa-
tionsmatrizen fiir K@ ,besser* als die andere ist. Auf Kriterienfunktionen werden wir zu Beginn

von Kapitel 2 eingehen.

In dieser Arbeit legen wir das Modell (1.1) zugrunde und setzen weiter voraus:

Voraussetzung 1.4  a) Der Versuchsbereich € C IR sei ein kompaktes Intervall.
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b) Die messbare Funktion f : € — IR* sei in jedem inneren Punkt von € linksseitig oder rechts-

seitig stetig und sie sei beschrankt auf &.

¢) f(€) C IR* spannt den IR* auf.

Ist f zusétzlich stetig, so ist f(€) kompakt.

In den Lehrbiichern zur Versuchsplanung wird in der Regel generell vorausgesetzt, dass f stetig ist.
Es gibt jedoch wichtige praktische Problemstellungen, bei denen auch unstetige Regressionsfunktio-
nen vorkommen. Beispielsweise spielen Change-Point-Regressionsmodelle eine wichtige Rolle in der

industriellen Qualitéitskontrolle, vgl. Abschnitt 2.6.2.

Etliche wichtige Sitze der Versuchsplanung (z.B. das Elfving-Theorem, der Satz von Kiefer und
Wolfowitz) werden in den Lehrbiichern unter Ausnutzung der Stetigkeitsvoraussetzung bewiesen,
siche z.B. Pukelsheim (1993). Erfreulicherweise, wie sich in Kapitel 2 zeigen wird, kann man eine

grofle Zahl wichtiger Aussagen auch mit obigen abgeschwichten Voraussetzungen zeigen.



Kapitel 2

Grundlegende Methoden der

Versuchsplanung

2.1 Kiriterienfunktionen

Wir betrachten die Menge der durchfithrbaren Versuchspliane S, (K). Der Versuchsplan £ € S, (K)
soll so gewihlt werden, dass die Informationsmatrix C = (K'M(¢)"K)™' € IR***,1 < s < k,
,moglichst groB“ beziiglich der Loewner-Halbordnung wird. Da es (aufler in einzelnen Spezialfillen)
keinen Versuchsplan geben wird, der die Informationsmatrix beziiglich der dieser Halbordnung ma-

ximiert, bendtigen wir Funktionen
¢ : PD(s) — IR, wobei PD(s) :={A € IR**® | A symmetrisch, A positiv definit},

die einer Informationsmatrix eine reelle Gréfle zuweist, und so ermoglicht, alle Informationsmatri-
zen mittels der Totalordnung auf IR zu vergleichen. Diese Funktionen werden Kriterienfunktionen
genannt. In der Entwicklung der Versuchsplanung im vergangenen Jahrhundert haben sich mehre-
re Kriterien herausgebildet. Wir erldutern die Kriterien im Folgenden fiir die Optimalitét fiir das

Parameter-Teilsystem K ' 6.

2.1.1 Die D-Optimalitit

Die sogenannte verallgemeinerte Varianz eines mehrdimensionalen Zufallsvektors ist die Determi-
nante der Kovarianzmatrix. Krafft (1978), Seite 31-36, motiviert die Betrachtung der verallgemeiner-

ten Varianz und interpretiert sie geometrisch. Findet man einen Versuchsplan, der die Determinante

11
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der Kovarianzmatrix minimiert, d.h. die Determinante der Informationsmatrix maximiert, so wird
dieser Versuchsplan D-optimal (determinant optimal) genannt. Dieses Optimalitatskriterium wird
Wald (1943) zugeschrieben, der dieses Kriterium einfithrt und in speziellen Modellen D-optimale
Versuchsplédne bestimmt. Spéiter wird dieses Kriterium aufgrund wichtiger Eigenschaften die zentra-
le Bedeutung unter den Kriterienfunktionen erhalten. Interessanterweise motiviert Wald in seiner
Arbeit jedoch gar nicht die D-Optimalitit, sondern die F-Optimalitit und zieht sich dann lediglich

»for the sake of certain mathematical simplifications“ auf die D-Optimalitit zuriick.

2.1.2 Die E-Optimalitit

Generell sind wichtige Groflen zur Beurteilung einer Informationsmatrix die Eigenwerte Aq, ..., g
der Matrix. Argumentiert man iiber die Eigenwerte Afl,...,As_l der Kovarianzmatrix, so sieht
man, dass der grofite Eigenwert der Kovarianzmatrix die grofite Varianz einer Linearkombination
z' K0,z = 1, bestimmt (nimlich der Linearkombination z' K " @ mit dem normierten Eigenvek-
tor z € IR® zum grofiten Eigenwert). Die Benutzung des Minimaxprinzips fithrt auf ein Optimalitéts-
kriterium: Will man die schlechtmdglichste Varianz einer Parameterlinearkombination so klein wie
moglich halten, dann muss man dazu den kleinsten Eigenwert min;—; ¢ A; der Informationsmatrix

maximieren. Dieses Kriterium wird E-Optimalitéit (smallest-eigenvalue optimality) genannt.

2.1.3 Die A-Optimalitit

Wenn die einzelen Komponenten des Vektors @ eine spezielle (z.B. physikalische) Bedeutung be-
sitzen und die Bedeutung der Komponenten untereinander gleich einzuschétzen ist, bietet sich ein
anderes Kriterium an: Die A-Optimalitit (average-variance optimality) will die mittlere Varianz der
einzelnen Komponenten von 6 minimieren. Ausgedriickt mit der Informationsmatrix C' (bzw. mit

den Eigenwerten A; von C') maximiert ein A-optimaler Versuchsplan

Y(C) := 1/Spur(C~ ') =1/ (Z >‘i_1> .
=1

2.1.4 Die ¢,-Optimalitat

Die drei letztgenannten Kriterien haben eine Sache gemeinsam: sie hiingen lediglich durch die Ei-

genwerte von der Informationsmatrix ab. Daher kénnen sie als Spezialfillle einer grofien Klasse von
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Kriterienfunktionen aufgefasst werden. Seien Ay, ..., A die (nach Voraussetzung positiven) Eigen-

werte der Informationsmatrix C. Dann ist das ¢,-Kriterium fiir p € [—o0, 1] definiert durch

(%Zle )\f)l/”, p € (—00,0) oder p € (0,1),
$(C) =4 (L )Y, p=0,
ming_; A;, p = —oo.

Ein Versuchsplan, der ¢,(C) maximiert, heiit ¢,-optimal fiir K "6. Die D-Optimalitit entspricht
also der ¢p-Optimalitdt, die F-Optimalitit der ¢ o-Optimalitit und die A-Optimalitit der ¢ -

Optimalitit. Die Bezeichnungen ¢¢ und ¢_ sind wegen

lim pr(c) = ¢0(C)7 lim ¢P(C) - ¢foo(0)

p—0 p——

gerechtfertigt. Die ¢,-Optimalitit wurde von Kiefer (1974) betrachtet, siehe auch Pukelsheim (1980,
1993).

2.1.5 Die G-Optimalitit

Betrachten wir den Fall K = I,. Hat man den Parameter @ durch geschétzt, so erhélt man
damit auch eine Schitzung des Mittelwertes f(x)' 6 an einer beliebigen Stelle z € £ durch f(z)'8.
Diese Schiitzung hat die Varianz d(z,¢) := f(z) " M (&)~ f(x), £ € 2, NSy (I;). Unter Verwendung
des Minimax-Prinzips ist es daher sinnvoll, einen Versuchsplan zu suchen, der das Maximum von
d(z,§),z € £, minimiert. Aquivalent dazu kénnen wir einen Versuchsplan suchen, der

W€ =1/ (sup ) M) 1))

maximiert. Dieses Kriterium wird bereits von Smith (1918) verwendet. Spéter erhielt es den Namen

G-Optimalitét (global optimality).

2.1.6 Die c-Optimalitit

Im Falle von s = 1, also K = ¢ € IR* benétigen wir keine Kriterienfunktionen. Die Informations-
matrix

(c"M(¢) o)

ist eine reelle Zahl. Ein Versuchsplan der diese Information maximiert, wird c-optimal genannt.
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2.2 Approximative und asymptotische Versuchspline

Sei ¢ : PD(s) — IR eine Kriterienfunktion und sei ¥ : S,(K) — IR die Verkniipfung von 1 und
= (KTM(&)™K)™" (wobei M (&) = [, ffTdE), also

VS, (K) = R, &~ p(KTME)™K)™). (2.1)
Wir bezeichnen W als Optimalititskriterium.
Die in der Versuchsplanung zu l6sende Aufgabe ist:

Maximiere £ — U(&) in der Menge S,,(K) = {¢ € £, | [K] C [M(§)]}. (2.2)

—_

Bei der mathematischen Analyse dieses Problems bereitet die diskrete Natur der Menge =, Pro-
bleme. Insbesondere macht Schwierigkeiten, dass =, nicht konvex ist. Daher geht man in der Ver-

suchsplanung oft zu leichter handhabbaren Mengen iiber.
Die in der Versuchsplanung iibliche Vorgehensweise besteht aus folgenden drei Schritten:
e Nehme weitere Wahrscheinlichkeitsmafie zu =, hinzu, bis diese Obermenge von E,, giinstige
mathematische Eigenschaften besitzt (, Ubertragung auf eine Obermenge®).
e Lose das Maximierungsproblem (2.2) in dieser Obermenge von Z,,.
e Suche dann ein &, € E,, welches das optimale (ein optimales) ¢ in dieser Obermenge appro-

ximiert (,Riickiibertragung auf =,“).

In den folgenden beiden Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 werden wir solche Obermengen auf zwei unter-
schiedliche Arten konstruieren und angeben, wie eine geeignete Riickiibertragung von Wahrschein-

lichkeitsmaflen der Obermenge auf Wahrscheinlichkeitsmafle aus =,, aussehen kann.

2.2.1 Approximative Versuchspline

Das Hauptproblem bei der Untersuchung von (2.2) ist, dass Z,, nicht konvex ist. Nimmt man deshalb

zu den jeweiligen Elementen aus =, (endliche) Konvexkombinationen der Form

m m
Zpig(“, m € IN, p; >0, Zpizl, ¢ e 5,
1=1 =1
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hinzu, erhélt man eine konvexe Menge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf £, die man, wie leicht zu

sehen ist, in der folgenden Form schreiben kann:
= := {¢ | ¢ ist WahrscheinlichkeitsmaB auf £ mit endlichem Triger}.

Offensichtlich gilt fiir jedes n € IN: =, C Z. Der Unterschied zwischen =, und = liegt darin, dass
die Gewichte der Wahrscheinlichkeitsmafle in Z,, Vielfache von % sind, wihrend bei den Maflen in
= alle reellen Gewichte im Intervall [0,1] vorkommen kénnen. Es ist daher naheliegend, dass der

Unterschied zwischen den beiden Mengen umso unbedeutender wird, je grofler n ist.

Als néchster Schritt, dem spétere Kapitel dieser Arbeit gewidmet sind, steht nun die Losung der
Aufgabe
Maximiere & — W(M(¢)) in der Menge S(K) (2.3)

an. Hierbei schreiben wir M(¢) := [, f(t)f(t)"¢(dt) auch fiir £ € = und definieren analog zur

Definition von S,,(K) die Menge der Versuchspline aus =, fiir die K "6 identifizierbar ist, durch

[1]2

S(K) :={¢ e = | [K] C [M(O]}-

Hat man eine Losung £* der Aufgabe (2.3) in =2 gefunden, so muss man ein &, € =, suchen, das dieses
&* approximert. Hierzu verwendet man intuitiv naheliegende Rundungsverfahren R, : E = E,.
In den allermeisten Fillen wird eine solche Rundung der Losung &* von (2.3) ein befriedigendes
Ergebnis ¢* = R, (¢*) liefern, d.h. U(M (R, (£*))) ist nur unwesentlich kleiner als max{® (M (£)) | £ €

Sp(K)}. Es gilt

max{¥(M(€)) | € € Su(K)} — U(M(Ry(¢))) < U(M(EY)) — U(M(Rn(E9)))- (2.4)

Daher sind Abschétzungen nach oben der rechten Seite in Ungleichung (2.4) auch eine obere Schran-

ke der eigentlich interessierenden linken Seite in (2.4).

Ein effizientes Rundungsverfahren Rn c 2 o En, wird in Pukelsheim (1993), Kapitel 12, angege-
ben und theoretisch untersucht, siehe hierzu auch Pukelsheim und Rieder (1992). Es werden dort

Abschitzungen fiir dieses Rundungsverfahren angegeben, aus denen insbesondere folgt, dass

IR ~ WMO)] =0 ) firn = o,

wobei fiir nichtnegative Folgen an, by gilt a, = O(b,) : <= limsup,_,o $* < oo. Unter weiteren
Voraussetzungen (Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an f), ist die Konvergenzgeschwindigkeit so-

gar O(1/n?).
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2.2.2 Asymptotische Versuchspline

In der asymptotischen Statistik ist es iiblich, fiir jedes n € IN einen Versuchsplan (2,1, ..., Zp,) C E™

zu betrachten. Man kann sich dies als Dreiecksschema veranschaulichen:

11 - &, B

21 Z22 — &, B

z31 32 33 — &3, B3

Tnl Tn2 Tt Tnn — fna F,
{ {

Mit jedem Versuchsplan (z,1,...,2Zn,) € €™ wird ein Wahrscheinlichkeitsmaf ¢, € Z,, identifiziert.

Ebenso eindeutig kann man dem Versuchsplan auch die mafidefinierende Funktion

1
Fn(x) = E Z 1[$m-,oo)(x)
1=1

zuordnen, wobei 14(x) = 1, falls z € A und 14(x) = 0 sonst.

Fiir asymptotische Untersuchungen ist das Dreieckschema nur sinnvoll, wenn zwischen den einzelnen
Zeilen ein Zusammenhang besteht. Wenn z.B. die Versuchspline &, geeignet gegen einen Grenzwert £
konvergieren, so kann man fiir grofle n € IN den Versuchsplan &, als Approximation von ¢ auffassen.

Wir fordern daher
&n it ¢ : <= Fir alle beschrinkten Funktionen g gilt: /g d&, — /g dg. (2.5)

Diese Konvergenzart wird als starke Konvergenz bezeichnet. Im Unterschied zur schwachen Kon-
vergenz fordert man [g d¢, — [g d¢ fiir alle beschriinkten Funktionen und nicht nur fir alle
beschriinkten, stetigen Funktionen. Die gleichméfige Konvergenz impliziert die starke Konvergenz

und die starke Konvergenz impliziert die schwache Konvergenz.

Wichtig fiir unsere Betrachtungen ist, dass die Momentenmatrizen konvergieren, d.h.

M(E,) = /g FIT dé, — M(E) = /g FT de.

Wenn wir eine stetige Regressionsfunktion f betrachten, dann folgt die Konvergenz der Momen-
tenmatrizen aus der schwachen Konvergenz von &, gegen ¢. Da wir in dieser Arbeit auch unstetige
f betrachten, benttigen wir eine stirkere Konvergenzart. In Bischoff und Miller (2000), wo eben-

falls unstetige Regressionsfunktionen betrachtet wurden, wurde die gleichméfiige Konvergenz der
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Versuchspline gefordert. Es geniigt aber, die starke Konvergenz zu fordern. Es sei dabei daran erin-
nert, dass wir in Voraussetzung 1.4 b) die Beschrianktheit von f gefordert haben. Eine ausfiihrliche

Betrachtung der starken Konvergenz ist in Bader (1997) zu finden.

Wir erweitern nun die Menge Z,,, indem wir zunéchst die Versuchsplédne fiir alle n € IN hinzuneh-

men, d.h. wir betrachten U>° =, und nehmen auch ,asymptotische Versuchspline® hinzu, die als

Grenzwert von Folgen (£,)nen,&n € Ep, anfallen. Wir erhalten die (konvexe) Menge
E = {& | £ ist beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf} auf £}.

Offensichtlich gilt fiir jedes n € IN:

[1]2

=p C

-

[1]

In dieser Arbeit betrachten wir auf = die von der starken Konvergenz (2.5) induzierte Metrik. Die

Menge der Versuchspline aus Z, fiir die K ' @ identifizierbar ist, sei S(K), also

Im Folgenden werden wir wegen S,,(K) = Z, NS(K), S(K) = 2N S(K) nur noch S(K) und nicht

mehr S, (K), S(K) benutzen.

Wenn man nun ein Optimierungsproblem in = 16st, d.h.

Maximiere £ — W ( / f deg) in der Menge S(K) (2.6)
&

und als Losung ein ¢ € = erhilt, so muss man £ in =, approximieren, um es in der Praxis anwenden
zu konnen. Fiir WahrscheinlichkeitsmaBe aus Z\Z sind die meisten Rundungsverfahren (auf die im
voherigen Abschnitt verwiesen wurde) jedoch nicht anwendbar. Wir stellen daher im Folgenden ein
Approximationsverfahren R, : = — Z,, vor, das (fiir praktische Situationen) unter sehr schwachen

Voraussetzungen eine Konvergenzrate von O(1) aufweist.

Eine gute Moglichkeit, einen gegebenen Versuchsplan ¢ € E fiir festes n € IN,n > 2, durch einen
Versuchsplan &, € E,, anzundhern, ist die folgende Konstruktion: Sei Fy die mafidefinierende Funk-

tion von &, @)y die rechtsstetige Umkehrfunktion von Fy. Definiere

n—1
1
én =Ry (§) = - > Su(ijn-1))- (2.7)
i—0

Dass &, auch beziiglich des Optimalitdtskriteriums nahe bei ¢ liegt (zumindest fiir hinreichend
grofes n), sagt der folgende Satz 2.2. Zuvor definieren wir noch eine Eigenschaft, die viele Optima-

litatskriterien aufweisen.
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Definition 2.1 Se:
NND(k) := {A € R** | A symmetrisch, A nichtnegativ definit}.

Ein Optimalititskriterium ¥ : (NND(K),| - |lmax) — (IR,| - |) heift lokal Lipschitz-stetig (der
Ordnung 1) im Punkt A € NND(k), wenn Konstanten € = ¢(A) > 0 und ¢ = ¢(A) > 0 existieren, so
dass aus || B—Al|lmax < € folgt: [U(B)—¥(A)| < ¢-||B— Allmax. Dabei ist ||-||max die Mazimumsnorm
auf IRF**.

Ein Optimalitéitskriterium ¥, wie wir es in (2.1) eingefiihrt haben, ist genaugenommen eine Abbil-
dung von S, (K) nach IR. Wir haben in Definition 2.1 eine Funktion ¥ : NND(k) — IR betrachtet
und das Optimalititskriterium ist durch ¥(¢) = W(M(€)) gegeben. Wir vernachlissigen jedoch

diesen Unterschied zwischen ¥ und ¥ und bezeichnen auch ¥ als Optimalititskriterium.

Satz 2.2 Sei f : €& — IR* won beschrinkter Variation, sei & € E und &, (n € IN) gemif (2.7)

definiert. U sei ein Optimalititskriterium, das lokal Lipschitz-stetig (der Ordnung 1) im Punkt

(o) o (o )]-o(2)

Beweis: Sei F),, die mafBdefinierende Funktion zu &,. Leicht zu sehen ist: Vo € & : |F,(z) —

M(&) ist. Dann ist

Fy(z)] <1/(n —1). Unter Verwendung partieller Integration fiir signierte Mafle (siehe z.B. Hewitt
und Stromberg (1969), Seite 419) folgt:

H /g FIT de, - /g st = H / /7 dF, - / A

B H/ =) ff"(dz) — / Fy(z—) ff " (dx)

Hierbei fassen wir alle Integrale als MafB-Integrale auf und definieren fir G : £ — [0,1] das Inte-

max

gral [ G(z) ff"(dz):= ([ G(z) (fif) (d:Jc))Z j—1...x komponentenweise. Im Folgenden sei fiir eine
Funktion g : £ — IR von beschrinkter Variation mit g = g; —go fiir monoton wachsende Funktionen
91,92 : € = IR definiert: |g|(dx) = g1 (dz) + g2(dz). Mit dieser Schreibweise gilt V(g) = [¢ 1 |g|(dz),

wobei V(g) die Variationsnorm von g bezeichnet. Wir erhalten

H [ ata=) 157 @) - [ Fotom) 177 a)

. Fy(s—) — Fo(a—) ff ' (dx)

max

/g Fu(e—) — Fola—)| |7£7|(dz)

il 0= (3):

max

IN

max

IN
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Hierbei ist V(ff") die Matrix, deren (i, j)-te Komponente die Variationsnorm von f;f; ist. Die

Aussage folgt nun aus der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von ¥ in M (€). 0

Wann sind nun die Voraussetzungen von Satz 2.2 erfiillt? Betrachten wir einen Versuchsplan £ € =,
so dass M (£) € PD(k) ist. Die Menge der positiv definiten IR***-Matrizen PD(k) sei versehen mit
dem euklidischen Skalarprodukt (A, B)s := Spur(A - B) und der Norm || A, = Spur(42)'/2. Fiir
p > —ooist U: PD(k) — IR, A~ ¢((K" A 1K) ') differenzierbar, siche Pukelsheim (1993), Seite
179. Dies heiBt, dass eine Abbildung VW : PD(k) — PD(k) existiert, so dass fiir alle A, B € PD(k)
gilt:

U(B) — U(A) — (VU(A), B — A)y _o

)
B4 1B~ Al

Zum Differenzierbarkeitsbegriff vgl. man Silvey (1980), Seite 74 oder Rockafellar (1970), Seite 241.
Aus der Differenzierbarkeit folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit der Ordnung 1. Daher ist U(-) =
¢p((K'(-) 1K) 1), p > —o0, auch lokal Lipschitz-stetig in jedem Punkt A € PD(k), wobei zu
beachten ist, dass die Wahl der Norm (|| - ||max oder || - ||2) hier keine Rolle spielt, da PD(k) endlich

dimensional ist.

Wie sieht es mit dem G-Kriterium! aus? Zu diesem Zweck beweisen wir zunichst ein Lemma.

Lemma 2.3 Seien M, N € IR*** positiv definit und es gelte || M — N ||lmax < (2/|M ™" ||max) "' Dann

haben wir die Abschdtzung

2
sup | f(z) "M f(«) —f(x)TN’lf(w)‘ < 2k ( sup Ifi(w)|> M R - 1M = Nlmax-
T€E ze€i=1,....k

Beweis: Fiir beliebige positiv definite Matrizen M, N gilt

sup | () M f () = J@) N7 (@) = sup|f(e) (M7= NTHf()

k
= sup Z file) fi(z) (M~ = N71)y

el ij—1

< K- sup (fi(2)? - IMT = N7 max-
€€ i=1,...k

Unter Anwendung des Satzes iiber die Neumannsche Reihe (siehe z.B. Heuser (1992), S. 109) hat

Man beachte, dass das G-Kriterium nicht differenzierbar ist. Man vgl. hierzu z.B. Wong (1993) oder betrachte
£=[-1,1], f(z) = (1,2)" und den Punkt M(§) = M((d-1 + d1)/2).
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man fiir M, N mit |M — N||jmax < (2]|M|max)
||—]Wi1 - N71||max =

(I—(I—-M*M—-N)HMm

(
(i(Ml(M - W) M

=1

s

max

o0
< M7 max (Z(IIM_lllmax- IIM—NIImaX)’>
i=1
e -
= 1M e 1M = Nmax - (Z(IIM_lllmax |IM - Nllmax)z>
i=0
< 2 M7 R M = Nmax.
Damit folgt die Behauptung. 0
Wegen
sup £ (@) "M~ f(z) — sup [ () TN ()| < sup |F(e) M S (@) = f@)TNT @) (28)
e TE TE

folgt aus Lemma 2.3 und der Beschrinktheit von f, dass das G-Kriterium ¢ : PD(k) — IR, M +—
1/(supyee f(z) "M ~1f(x)) lokal Lipschitz-stetig in jedem M € PD(k) ist

Wir verwenden nun Lemma 2.3 zum Beweis einer Stetigkeitsaussage, die spéter (in Kapitel 4) noch

eine wichtige Rolle spielen wird. Dafiir definieren wir

[1]

ti= {6 € 2| M(¢) € PD(R)} = S(Ii)-

Satz 2.4 Sei =t mit einer Metrik versehen, die die starke Konvergenz (2.5) induziert und die
Menge C[£] der stetigen Funktionen auf € mit der Supremumsmetrik ||u —v|| = sup;ce |u(t) —v(t)].

Dann sind die Abbildungen

Et = Cl€]
£ v d(z,8) = f(x) M) f(z)
und (fiir ¢ € IR® fest)
Et = Cl€]
£ = o) = flz)TM(E) e

stetig.

Beweis: Wir versehen den Raum der positiv definiten IR¥**-Matrizen mit der Maximumsnorm.

Aus der Beschriinktheit von ff : & — IRF** folgt die Stetigkeit von & — M(£) = fe ffT dg.



2.2  APPROXIMATIVE UND ASYMPTOTISCHE VERSUCHSPLANE 21

Nach Lemma 2.3 ist die Abbildung M ~ f(z)" M1 f(z) stetig. Die Abbildung ¢ — d(z,¢) ist eine
Verkniipfung dieser beiden Abbildungen und daher stetig. Analog folgt die Stetigkeit von & — ¢(z, £),

da auch Lemma 2.3 geeignet modifiziert werden kann. 0

[1]

2.2.3 Die Mengen = und =

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Unterscheidung von = und E eingehen. Wir werden im
Folgenden sehen, dass diese Unterscheidung fiir das Maximierungsproblem (2.3) von untergeordneter

Bedeutung ist. Es gibt ndmlich zu jedem ¢ € = ein é € E, das dieselbe Informationsmatrix besitzt.

Fiir uns ist die Unterscheidung von = und = dennoch wichtig: Wir werden in Kapitel 3 das Problem
(2.3) modifizieren, indem wir iiber eine Teilmenge von = maximieren, die disjunkt zu Z ist. Daher
werden wir in dieser Arbeit stets das Optimierungsproblem in der Obermenge = von =,, betrachten

(oder spéter auch in Teilmengen Y C =).

Lemma 2.5 Sei C C IR™ konvex, n ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf IR™ mit n(C) = 1 und z =
[y n(dy) € IR™. Dann gilt z € C.

Beweis: Der Beweis kann mit Induktion iiber m gefithrt werden. Der Induktionsanfang fiir m = 1
ist klar, siehe Elstrodt (1996), Seite 220. Der Induktionsschritt folgt unter Anwendung des Tren-
nungssatzes, siche Lemma 4.12 a der Vorlesung Statistische Entscheidungstheorie, WS 1994/95,

Universitat Karlsruhe. 0

Lemma 2.6 Die Mengen der von 2 und E erzeugten Momentenmatrizen stimmen tberein: M (Z) =

M(E).

Beweis: ,,D“: Sei ¢ € E und 7 das BildmaB von ¢ unter der Abbildung & — IR*** 2 — f(z)f(z)T.

Es gilt
= z)f(z)" €(dr) = .
M(©) = [ 1)@ €)= [y niay
Wegen n({f(z)f(z)" | z € €}) = 1 folgt n(M(E)) = 1. Da M(Z) konvex ist, konnen wir Lemma

2.5 anwenden und erhalten M (¢) € M(Z).

»,C“: Folgt aus = CE. =
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In Pukelsheim (1993), Seite 409-410, wird Lemma 2.6 nicht mit Lemma 2.5 sondern mit Hilfe der
Kompaktheit von M (Z) nachgewiesen (vgl. Lemma 2.7), also ohne Verwendung des Trennungssatzes.

Es ist daher hervorzuheben, dass M(Z) = M(ZE) auch dann gilt, wenn M (Z) nicht kompakt ist.

Beim ,,Satz von Carathéodory*, siehe Abschnitt 2.3, werden wir sehen, dass sogar M (2) = M(Z) =

M({¢ € 2| ¢ hat Masse in héchstens n Punkten}) fiir ein geeignetes n gilt.

Die Menge Z wird von Elfving (1952) und Kiefer (1959) motiviert und verwendet. Kiefer (1959)
erwahnt dabei die Moglichkeit, auch = zu betrachten. Er begriindet die Verwendung von 2 statt =
damit, dass die Mafle mit endlichem Tréger die einzigen Mafle seien, die ,,practically meaningful or
necessary to consider® sind. Smith (1918) benutzt =, ohne dies niher zu begriinden. In den modernen
Lehrbiichern zur Versuchsplanung wird in einigen Z, in anderen Z motiviert und verwendet. Zum
Beispiel benutzt Pukelsheim (1993) die Menge 2. Wie bereits erwithnt, weist er jedoch auf Seite
409-410 darauf hin, dass M (Z) = M(E) gilt.

Im Abschnitt 2.4 werden wir Aquivalenztheoreme angeben. Solange sich die Aussage nur auf die
Informationsmatrix M (€) bezieht (wie z.B. bei Satz 2.12), spielt es also nach Lemma 2.6 keine Rolle,
ob man Z oder Z betrachtet. Bezieht sich die Aussage dagegen auf den Versuchsplan ¢ selbst (wie
z.B. bei Korollar 2.14), macht es einen Unterschied, ob = oder Z betrachtet wird. Dann kann ein in

der Literatur angegebene Beweis fiir = nicht fiir = direkt iibernommen werden.
Lemma 2.7 Ist f eine stetige Regressionsfunktion, so ist M(Z) (und damit auch M(E)) kompakt.

Beweis: Da & kompakt und f stetig ist, ist {f(z)f(z)" | z € £} kompakt. Weil M (Z) die konvexe
Hiille von {f(z)f(z)" | z € £} ist, ist M(Z) kompakt, siehe z.B. Rockafellar (1970), Seite 158.

Beispiel 2.8 Die Stetigkeitsvoraussetzung in Lemma 2.7 ist notwendig. Sei € = [-1,1], f(z) =
z-1_1y)(z), €&, also k =1. Dann gilt
M(8) = M(E) = Konv({f(2)* | = € £}) = Konv([0,1)) = [0,1),

wobei Konv(C) die konvexe Hiille einer Menge C angibt. Also ist M(E) nicht kompakt.

2.2.4 Asymptotische Versuchspléine bei Einschrinkungen in der Versuchspunkt-

wahl

In der Praxis gibt es oft Einschrinkungen, die nicht die Auswahl jedes Versuchsplans aus =), zulassen.

In Kapitel 3 werden wir auf spezielle durch die Praxis motivierte Einschrinkungen eingehen. Wir
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wollen hier zuniichst fiir eine allgemeine Teilmenge Y, von Z,, beschreiben, was bei der Ubertragung
auf eine geeignete Obermenge und bei der Riickiibertragung von der Obermenge auf T, zu beachten

ist. Statt der direkten Losung des Problems
Maximiere £ — W(M(€)) in der Menge T, NS(K) (Y, CE,) (2.9)
gehen wir analog zu vorher in drei Schritten vor.

Im ersten Schritt bilden wir Y als die Menge aller Grenzwerte von Folgen (&,)new, &, € Ty Offen-

sichtlich ist T C =. Im zweiten Schritt versuchen wir das Maximierungsproblem
Maximiere £ — (M (£)) in der Menge TNS(K) (YT CE) (2.10)

zu losen. Dieser Schritt ist fiir die in Kapitel 3 motivierten T der Hauptbestandteil dieser Arbeit. Er
wird in Kapitel 3-5 durchgefithrt. Im dritten Schritt iibertragen wir die erhaltene Losung durch ein
Approximationsverfahren R, :  — E,. Eine notwendige Eigenschaft, die das Verfahren besitzen

sollte, ist hierbei R, (Y) C T1,,.

2.3 Der Satz von Carathéodory

In diesem Abschnitt stellen wir den Satz von Carathéodory und seine Konsequenz fiir die Versuchs-

planung vor.

Satz 2.9 (von Carathéodory) SeiC C IR™ und c € Konv(C). Dann kann man ¢ als Linearkom-
bination von hdochstens m—+1 Elementen aus C darstellen. Wenn ¢ auf dem Rand von Konv(C) liegt,

geniigen m statt m + 1 Punkte.

Beweis: siehe z.B. Silvey (1980), Seite 72-73. 0

Wir kénnen den Satz von Carathéodory auf die Teilmenge C = {f(z)f(z)" | z € £} der symmetri-
schen IR¥*F-Matrizen anwenden. Der Raum der symmetrischen IR***-Matrizen hat die Dimension

m = k(k +1)/2. Wegen M(Z) = Konv({f(z)f(z)" | € £}) € R** und Lemma 2.6 folgt dann:

Korollar 2.10 Jedes M € M(Z)(C IR**¥) lisst sich als Linearkombination aus hichstens k(k;l) +

1 Punkten darstellen, d.h. es gibt x; € £ und p; >0, i=1,...,k(k+1)/24+1 mit Y p; =1 und

k(k+1)/2+1

M=M| >  pds
1=1
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2.4 Aquivalenztheoreme

2.4.1 Aquivalenztheorem fiir ¢,-Optimalitét

In Aquivalenztheoremen werden Bedingungen angegeben, wann ein Versuchsplan optimal beziiglich
eines Optimalitdtskriteriums ist. Sie dienen dazu bei vorliegendem Versuchsplan £ nachzuweisen,

dass ¢ optimal bzw. nicht optimal ist.

In der Literatur werden in der Regel stetige Regressionsfunktionen betrachtet. Als Konsequenz sind
die Mengen M (Z) bzw. M(T) in denen das Optimierungsproblem gelost werden soll, kompakt. Wir
haben diese Voraussetzung jedoch nicht gemacht. Daher konnen wir die in der Literatur angegebenen

Aquivalenztheoreme nicht ohne weiteres iibernehmen.

Wir geben als niichstes ein grundlegendes Aquivalenztheorem fiir die kompakten Mengen M (Y) an.
Dieses Aquivalenztheorem benutzen wir dann im Beweis von Satz 2.12, der das Aquivalenztheorem
auf Mengen YT verallgemeinert, fiir die M (Y) beschrinkt aber nicht notwendigerweise abgeschlossen

ist.

Wir formulieren das nachfolgende Aquivalenztheorem ausnahmsweise mit Momentenmatrizen und

nicht mit den Versuchsplidnen selbst, da wir diese Version im Beweis von Satz 2.12 bendtigen.

Satz 2.11 (Aquivalenztheoreme fiir ¢,-Optimalitit in kompakten Mengen M C M(E))
Seip € (—o0,1) und M C M(E) konvez und kompakt und M N M(S(K)) # 0. M € M ist ¢,-
optimal fiir K0 in M genau dann, wenn M € M(S(K)) und eine verallgemeinerte Inverse G von

M existiert, so dass
VM eM: SpuMGK(K'M~K)™P'K'G < Spur(K'M~K)™". (2.11)

Ein solches ¢,-optimales M € M existiert stets.

Beweis: Siehe Pukelsheim (1993), S.178f. Es sei daran erinnert, dass es nach Lemma 2.6 in diesem
Fall keine Rolle spielt, dass Pukelsheim (1993) die Menge = statt = betrachtet, da Satz 2.12 nur eine
Aussage iiber die Momentenmatrizen macht. Da es sich nur um eine Aussage iiber Momentenma-
trizen handelt, benotigt Pukelsheim (1993) fiir den Beweis des Satzes auch keine Voraussetzungen
an f. Er setzt lediglich voraus, dass M C NND(k) eine kompakte und konvexe Menge ist (Seite
170). Die Existenz des ¢p-optimalen M folgt aus Pukelsheim (1993), Seite 174. 0O
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Das folgende Aquivalenztheorem (zur ¢p-Optimalitit in T fiir K 10) bildet unseren Ausgangspunkt.
Wir werden es spéter in verschiedene Richtungen spezialisieren (spezielles ¢,, spezielles T, spezielles

K).

Satz 2.12 (Allgemeines Aquivalenztheoreme fiir ¢p-Optimalitdt in T C =)
Seip € (—o00,1), T C E konvezx mit YNS(K) # 0 und £ € Y. & ist ¢p-optimal fir K'6 in Y genau

dann, wenn & € S(K) und eine verallgemeinerte Inverse G von M (&) existiert, so dass

VneY: SpurM(n)GK(K' M€ K)™P'K'G < Spur(K"M(¢)"K)™. (2.12)

Beweis: ,=*“: Sei £ ¢p-optimal fir K 7@ in Y. Formuliert mit Momentenmatrizen heifit dies: M :=
M (€) ist ¢p-optimal fiir K'0 in M := M(YT N S(K)). Die Menge S(K) ist konvex, vergleiche
Pukelsheim (1993), Seite 64. Also ist auch T N S(K) und schlieBlich M konvex. M bezeichne den
Abschluss und riM das relative Innere von M (zur Definition des relativen Inneren einer Menge
siehe z.B. Webster (1994), Seite 37). Wir betrachten nun das Optimalititsproblem auf M. Nach
Satz 2.11 existiert ein My € M, das ¢,-optimal fiir K" @ in M ist. Die Menge M # () ist konvex und
beschrinkt. Nach Webster (1994), Theorem 2.3.1 folgt aus M # () auch riM # (). Sei M; € riM und
M, = %Mg—i—%Mb n > 2. Nach Webster (1994), Theorem 2.3.4 folgt M,, € riM, also insbesondere
M, € M,n € IN. Auflerdem strebt M,, auf einer Geraden gegen M. Nach Pukelsheim (1993), Seite
76-79, folgt

(K'"M,K)"' - (K"M;K)™* (2.13)

und wegen der Stetigkeit von ¢, gilt

Pp((K" M K)™1) = (K ' My K) 7).
Da M ¢,-optimal in M ist, erhilt man damit

$p(KTM™K)™") = ¢,(KTMy K)™')

und sieht, dass M := M (€) ¢p-optimal fiir K '@ in M ist. Mit Satz 2.11 folgt dann die Behauptung.

»,<=": Es existiere eine verallgemeinerte Inverse G von M (&) mit
VM € M :=M(Y): SpurMGK(K " M(¢)~K)™P'K"G < Spur(K "M (¢)"K)™.

Sei My € M\M. Dann existiert eine Folge M,, € M mit M, — M. Da die Abbildung A — SpurAB
fiir festes B € NN D(s) stetig auf NN D(s) ist, folgt

VM eM: SpurMGK(K M) K) P 'KTG < Spur(K"M(¢)”K)7?,
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also mit Satz 2.11 die Behauptung. 0O
Eine Umformulierung von Satz 2.12 wird in folgendem Korollar angegeben:
Korollar 2.13 (Aquivalenztheorem fiir ¢p-Optimalitédt in T C E) Seip € (—o0,1), T C E

konver mit Y NS(K) # 0 und & € E. & ist ¢p-optimal fiir K'0 in ¥ genau dann, wenn & € S(K)

und eine verallgemeinerte Inverse G von M(&) ezistiert, so dass fir
N:=GK(K'M@¢) K)?"'K'G
gilt
VneT: /fTNf dn < / fINf de. (2.14)
& &
Beweis: Sei n € T beliebig. Dann gilt

SpurM(n)GK(K "M (¢)"K) P 'K'G = SpurM(n)N
— Spur /g f@)f )T n(dy)N = /g F@) NS ) n(dy).

Fiir ¢ € S(K) gilt K'GM(¢)GK = K'TGK und damit

Spur(K ' M(€) K) 7 = SpurM(©N = [ 1) NS (2) €(d).

Fir T = = folgt aus Korollar 2.13:

Korollar 2.14 (1.Aquivalenztheorem fiir ¢p-Optimalitét in =) Seip € (—oo,1) und § € E.
¢ ist p-optimal fiir K'0 (in Z) genau dann, wenn & € S(K) und eine verallgemeinerte Inverse G

von M(&) existiert, so dass fir
N:=GK(K M) K) P 'K'G
gilt

weE: fu) Niw) < /5 SN de. (2.15)

Beweis: Zunichst gilt ENS(K) = S(K) # 0 wegen Voraussetzung 1.4 ¢). Damit ist die Vorausset-
zung von Korollar 2.13 erfiillt. Nun geben wir eine dquivalente Bedingung zu (2.14) an. Wihlt man

fiir n speziell die Einpunktmafle in y € &, so folgt aus Ungleichung (2.14) die Ungleichung (2.15).
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Hat man umgekehrt ein beliebiges Mafl n € =, so folgt durch Integration von (2.15) beziiglich n die
Ungleichung (2.14). 0

Schreibt man die Ungleichung (2.15) in der Form
Vye&: fly)' Nfly) <Spur(M(¢)N), (2.16)

so hat man eine Aussage, die sich alleine auf die Momentenmatrizen bezieht und nicht auf den

Versuchsplan ¢ selbst.

Wir geben in folgendem Korollar 2.18 eine Aussage an, die vom Versuchsplan ¢ selbst abhéngt.
Dieses Aquivalenztheorem lisst sich spiter in schéner Weise fiir die Optimalitiit in der in Kapitel 3
motivierten Menge T verallgemeinern, siehe Satz 3.15. Zuvor definieren wir noch den sogenannten
essentiellen Tréger eines Versuchsplans.

Definition 2.15 Sei £ € = ein Versuchsplan auf £. Der essentielle Trdger von & ist definiert durch

eSupp(é) :={x €& | Ve >0: &£((z —€,z]) >0 und &([z,z +€)) > 0}.
Es gilt stets eSupp(¢) C Supp(§) fiir Supp(§) ={z €€ | Ve >0: {((x — e,z +€)) > 0}.

Beispiel 2.16 Sei & = [—1,1] und
§= %(5—1 + 60 + 01/2) + Aljo,1/5) + Mlys,
wobei \ das Lebesgue-MafS auf der Borel-o-Algebra in IR ist. Dann ist
Supp(§) = {-1}U[0,1/5]U{1/2} U[4/5,1],
eSupp(€) = {—1}U[0,1/5) U{1/2} U (4/5,1).
Wenn wir nur stetige Regressionsfunktionen f betrachten wiirden, kénnten wir im Folgenden stets
statt dem essentiellen Triager eSupp({) den (kompakten) Trager Supp({) verwenden. Fir die in

dieser Arbeit betrachteten Regressionsfunktionen, die in jedem Punkt linksseitig oder rechtsseitig

stetig sind, erweist sich aber Definition 2.15 als niitzlich.

Lemma 2.17 Sei & € 2 und N € IR¥** beliebig. Dann folgt aus

Vz e eSupp(€) 1 f(x)TNf(2) < / SN de (2.17)
E
bereits

Vz € eSupp(¢) : f(z)TNf(z):/ngNf d¢. (2.18)
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Beweis: Annahme: Es existiert ein zg € eSupp(¢) mit f(z0) " Nf(z0) < [ f N f d¢. Die Funktion
f ist in 2 linksseitig oder rechtsseitig stetig oder zy ist ein Randpunkt von £. Wir betrachten den
Fall, dass f in z( linksseitig stetig ist oder dass zg der linke Randpunkt von £ ist (die anderen Félle

gehen analog). Wegen der linksseitigen Stetigkeit von f gibt es ein € > 0 mit
Vie (o —e]NE:  FB)TNFG) </fTNf e
&

und wegen &((z9 — €,20] N E) >0

/ JINFdE = / FINT de+ / SN de
& (z0—€,20]NE E\(z0—¢€,20]
< / JINF de (20 — €20 N E) + / SN de
£ E\(z0—¢€,20]
TNF de- — TNFde) de = TNF de.
< /gf N de - €((z0 E’z(’mg”/g\(%_e,zo} (/8f Ny 5) ¢ /gf N de
Widerspruch, also gilt (2.18). 0

Korollar 2.18 (2.Aquivalenztheorem fiir ¢p-Optimalitét in =) Seip € (—oo,1) und § € E.
¢ ist ¢p-optimal fiir K'0 (in Z) genau dann, wenn & € S(K) und eine verallgemeinerte Inverse G

von M(&) existiert, so dass fir
N:=GK(K M) K) P 'K'G

gilt

Vy €&, z€eSupp(&):  f(y) Nf(y) < f(z)Nf(2). (2.19)

Beweis: ,=“: Der Versuchsplan ¢ sei ¢,-optimal fiir K'8. Mit Korollar 2.14 folgt ¢ € S(K)
und die Ungleichung (2.17). Nach Lemma 2.17 folgt also (2.18) und somit sind (2.15) und (2.19)
gleichbedeutend.

,<"“: Integriert man die rechte Seite von (2.19) besziiglich ¢, so sieht man Vy € £ : f(y) 'Nf(y) <
[e fTINf dé, also insbesondere (2.17). Nach Lemma 2.17 gilt also (2.18) und somit folgt aus (2.19)
die Aussage (2.15). Korollar 2.14 liefert die Behauptung.

O

Bemerkung 2.19 (Transformation des Versuchsbereichs) Bisher haben wir immer einen fest
vorgegebenen Versuchsbereich &€ (kompaktes Intervall) und eine Regressionsfunktion definiert auf €

betrachtet. Der optimale Versuchsplan ist abhdngig davon, welchen Bereich £ man verwendet. Wir
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geben nun an, wie man ein Optimierungsproblem, das auf einem Versuchsbereich £ geldst ist, auf

ein anderes Intervall € dibertragen kann.

Sei

- ~ 1
flz):=flvz+w), ze€&:= ;E—%, v>0,w € IR,

und sei & € 2 ein Versuchsplan auf €. Definiere den transformierten Versuchsplan & auf € durch
§(A) :=E¢wA+w), AebB|g

(B|z = Borel-o-Algebra eingeschrinkt auf g) Aus dem Transformationssatz fir Integrale mit der

Transformation t = vz + w folgt:

T = vr w vr 'U) $ 3 i
/gf(t)f(t) f(dt)—/gf( +w) oz +w)T E(de) /f T E(d).

Man hat also dieselbe Momentenmatriz fiir das Modell f auf & und das Modell f auf €. Also: € ist
ein optimaler Versuchsplan auf € fir das Modell f, genau dann wenn §~ ein optimaler Versuchsplan

auf € fiir das Modell f 1st.

2.4.2 D- und G-Optimalitét

In diesem Abschnitt diskutieren wir, unter welchen Voraussetzungen D- und G-Optimalitit dqui-

valent sind.

Ist ein Versuchsplan D-optimal fiir € (in =) und hat die Minimalzahl von k& Versuchspunkten, so

muss auf allen Versuchspunkten jeweils die gleiche Masse 1/k liegen. Dies sagt das folgende Lemma:

Lemma 2.20 (Gewichte von D-optimalen Versuchsplinen mit & Versuchspunkten)

Sei ¢ € ENS(I) D-optimal fiir 0 in 2 mit £ = Zlepiémi,pi > 0, Ele p; = 1,2; € E. Dann gilt:

1
Vi=1,...,k: ;= —.
? ? ? pl k
Beweis: (Nach Silvey (1980), Seite 42). Es gilt
Z pif (i) f = FPF'

mit F = (f(z1),...,f(zx)) und P € IRF** die Diagonalmatrix mit Diagonalelementen p;: P =

diag(p1, ..., pr). Wegen
k

det M (¢) = (det F)* - [ pi-
=1



30 KAPITEL 2 GRUNDLEGENDE METHODEN DER VERSUCHSPLANUNG

wird die Determinante (fiir feste Versuchspunkte z;, also fiir festes F') maximal, wenn p; = 1/k, i =

L... k. O
Wie bereits in Satz 2.4 eingefiihrt, schreiben wir

d(z,€) = f(z) 'M(&) f(z), z€&EcE"={¢€E| M) e PDk)} =S
Ein Versuchsplan ¢ € E7 ist also G-optimal, genau dann wenn sup,,c¢ d(z, §) = inf,c= sup,c¢ d(z, ).

Das Supremum (iiber z € £) von d(z, &) besitzt die untere Schranke k, was leicht zu beweisen ist:

Lemma 2.21 Sei £ € 2. Dann:

o) k= [c fTM(E) 7' f d§ < sup,ce d(s,€).

b) ¢ D-optimal fiir @ in 2 = Vz € eSupp(¢) : f(2) "' M) f(z) =k = Je fIM@EIf de =

SUPgcg d((II, 5)

Beweis: a) Wegen k = Spurly, gilt

ko= SpurM(e)™! /g FiT de = /g FIME) 7 f de < /g sup f(2)TM(E)" f(x) dE = supd(z, ).

el zeE

b) Korollar 2.14 und Lemma 2.17. 0

Nun geben wir den Satz von Kiefer und Wolfowitz formuliert fiir Momentenmatrizen an. In der
Literatur wird in der Regel vorausgesetzt, dass f eine stetige Regressionsfunktion ist. In diesem
Falle ist M (Z) kompakt. Wir verallgemeinern zunéichst den Satz fiir nicht kompakte M (§) soweit,
wie es ohne weiteren Beweis moglich ist. Nach Voraussetzung 1.4 b) ist f und damit auch M(E)

beschrankt.

Satz 2.22 (von Kiefer und Wolfowitz) Sei M € M(E) positiv definit und seien die folgenden

Aussagen gegeben:

a) M ist D-optimal fir @ in M(Z),
b) Vy € f(£):y My <k,
¢) SuPyey(e) y' M~y =k,

d) M ist G-optimal fiir @ in M(Z).
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Dann gilt a) < b) <= ¢) = d).

Ist M(E) kompakt (dies ist z.B. erfillt, wenn f stetig ist), dann gilt auch d) = c).

Beweis: ,a) = ¢)“: Lemma 2.21 b).

»C) = b)“: klar.

,b) = a)“: Lemma 2.21 a) und Korollar 2.14.

»a) = d)“: Lemma 2.21.

In Pukelsheim (1993), S. 212, wird die Aquivalenz von a), b), ¢) und d) gezeigt fiir kompakte M (Z),
siehe auch Kiefer und Wolfowitz (1960)). 0

Der Beweis von dem Satz von Kiefer und Wolfowitz bei Pukelsheim (1993) suggeriert, dass die
Kompaktheitsvoraussetzung fiir die volle Aquivalenz aller Aussagen notwendig ist. Dass dies nicht

der Fall ist, zeigt aber der folgende Satz.

Satz 2.23 (von Kiefer und Wolfowitz fiir beschrinkte Regressionsfunktionen)

Sei £ € 2T, Dann sind dquivalent:

a) & ist D-optimal fiir @ in =,
b) Ve € £: d(x,¢&) <k,

C) SUPgce d($a f) = k;

d) & ist G-optimal fiir @ in =.

Wenn eine der Voraussetzungen a), b), ¢) oder d) erfillt ist, dann gilt

Va € eSupp(§) = d(z, &) = k. (2.20)

Beweis: Die Implikationen a) <= b) <= c¢) = d) iibertragen sich direkt von Satz 2.22. Da
fiir nicht kompakte M (Z) im Allgemeinen kein D-optimaler Versuchsplan existieren muss, wird der
Beweis fiir d) = ¢) etwas aufwandiger:

,d) = ¢)“: Da M(E) beschriinkt ist, ist M (Z) kompakt. Weil M — det(M) stetig auf M(Z) ist,
existiert eine D-optimale Matrix N fiir @ in M(Z). Weiter gibt es eine Folge N, € M(Z) mit
N,, = N. Mit Lemma 2.3 in Verbindung mit (2.8) (fiir die erste Gleichheit) und mit der Implikation
,a) = ¢)“ aus Satz 2.22 (fiir die letzte Gleichheit) hat man

lim sup yTNgly = sup y Ny =k
"TRyef(€) yef(€)
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Sei ¢ ein G-optimaler Versuchsplan. Dann gilt

k< sup y M(¢6)'y= inf sup y ' Nly< lim sup y' N, 'y =k

yef(€) NeM(Z)yef(€) T yef(E)

Also ist ¢) gezeigt.
Die Formel (2.20) ergibt sich aus a) und Lemma 2.21 b). 0O

Der Satz von Kiefer und Wolfowitz war ein grofer Durchbruch fiir die Versuchsplanung. Die Aqui-
valenz zweier so unterschiedlicher Optimalitidtskriterien wie der D- und der G-Optimilitit war eine
Uberraschung. Gleichzeitig ist durch den Satz eine weitere Begriindung fiir die Verwendung der

D-Optimalitit gegeben.

Es gibt jedoch auch Félle, in denen D- und G-Optimalitidt nicht dquivalent sind. Wenn die Vor-
aussetzung der Homoskedastizitit der Fehler fallengelassen wird (wir setzen in dieser Arbeit jedoch

immer Homoskedastizitit vorraus), so gilt die Aquivalenz nicht mehr, siche Wong und Cook (1993).

Eine weitere unbedingt notwendige Voraussetzung im Satz von Kiefer und Wolfowitz ist, dass Op-
timalitit in der gesamten Menge = betrachtet wird. Sucht man D- bzw. G-optimale Versuchspline
in einer Teilmenge Y von =, so gilt der Satz im Allgemeinen nicht mehr. Fir die Menge T = =,,,

n € IN fest, sieht man dies an folgendem wohlbekannten Beispiel:

Beispiel 2.24 Sei & = [~1,1] und f(z) = (1,2)" (Geradenregression), n € IN ungerade. In Krafft
(1978), Seite 243-253, wird gezeigt, dass ein Versuchsplan & € Z,, genau dann D-optimal in =, ist,

wenn

n—1 n+1. n+1 n—1
0 ) 0 )
56{ on O Ty Ty T Ty 1}

und genau dann G-optimal in =, ist, wenn

n—1 1 n
5: (5_1+E(50+

—1
01.
2n !

2n

—_

Auch fiir die Teilmengen Y von Z, die in Kapitel 3 motiviert werden, gilt die Aquivalenz von D-

und G-Optimalitit nicht.

2.4.3 Invarianz der D-Optimalitét

Eine wichtige Eigenschaft der D-Optimalitit ist, dass sie invariant gegeniiber regulidren Transfor-

mationen des Modells ist. Sei f(xz) = Af(x),z € &, fiir eine reguliire Matrix A. Dann gilt fiir alle
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FET _ T T\ _ 2 T
det(/gff dﬁ)—det(A/gff d¢A )—det(A) det(/gff df).

Also hat man die Aussage

ek

¢ ist D-optimal in E fiir das Modell f <= ¢ ist D-optimal in Z fiir das Modell f,

siehe auch Dette und Studden (1997), Seite 146.

Beispiel 2.25 (Polynomregression und Wahl des Versuchsbereiches) Sei & = [w —v,w +
v], f(z) = (L,z,...,a" ). Nach Bemerkung 2.19 ist ¢ optimal auf £ fiir f genau dann, wenn &
definiert durch

§(4) =¢wA+w), A€ B[y,

optimal auf [—1,1] fiir f ist mit

f(z) = fvz +w) = (Lvz +w,..., (ve+w) )T = Af(t),

A geeignete requlire Matriz. Da die D-Optimalitit invariant gegeniiber reguldren Transformationen

ist, gilt also fiir die Polynomregression
¢ ist D-optimal in 2 auf & < ¢ ist D-optimal in E auf [—1,1].

Bei der D-Optimalitat fiir Polynomregression kénnen wir also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

den Versuchsbereich € = [—1, 1] betrachten.

2.4.4 Geometrische Interpretation der D-Optimalitét

Wir definieren fiir positiv definites M € IR¥*¥ die ,von M erzeugte Ellipse“ durch
Ellipse(M) := {u € R* | u' M 'u < k}.

Mit dieser Ellipse konnen wir drei verschiedene geometrische Interpretationen der D-Optimalitét

angeben.

Betrachten wir noch einmal den Satz von Kiefer und Wolfowitz (Satz 2.23) und speziell die Aqui-
valenz ,a) <= b)“. Diese Aquivalenz besagt, dass ein Versuchsplan genau dann D-optimal in Z

ist, wenn f(&) C Ellipse(M (£)).
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Fiir die zweite geometrische Interpretation bemerken wir, dass das Volumen von Ellipse(M) pro-
portional zu det(M )1/ 2 ist. Daher ist die Suche nach einem D-optimalen Versuchsplan in Z gleich-

bedeutend mit der Suche nach Ellipse(M (£)),& € E, mit maximalem Volumen.

Ein anderes geometrisches Problem ist: Suche unter den Ellipsen, die f(£) enthalten, eine mit
minimalem Volumen. Silvey (1972) vermutete, dass dieses ,,Minimum-Ellipsen-Problem* ein duales

Problem zum ,, D-Optimalitidts-Problem in =“ ist. Dies bedeutet, dass
VM € M(Z), N positiv definit mit f(€) C Ellipse(N) :  det M < det N

und dass fiir Losungen N* des Minimum-Ellipsen-Problems und ¢* des D-Optimalitits-Problems
in = gilt:
M(&") = N™.
Silveys Vermutung wurde von Sibson (1972) mit der Lagrange-Multiplikatoren-Methode bewiesen.
Wir kénnen also folgenden Satz formulieren:
Satz 2.26 (Silvey und Sibson) Ein Versuchsplan & € E* ist genau dann D-optimal in =, wenn
VN positiv definit mit f(E) C Ellipse(N) : X (Ellipse(M (€))) < A¥(Ellipse(N))

(\¥ das Lebesque-Maf auf der Borel-o-Algebra in IR¥).

2.5 Aquivalenztheoreme fiir die c-Optimalitit

In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall K = ¢ und T = =. Fiir diesen wichtigen

Spezialfall gibt es einige weiterreichende Resultate und Interpretationen.

2.5.1 Das Elfving-Theorem

Wir stellen eine geometrische Interpretation im IR* des c-optimalen Versuchsplans in = vor, die auf

Elfving (1952) zuriickgeht.

Dazu betrachten wir den IRF und darin die Menge K := {f(z) | z € £} C IR*. Wir definieren die
sogenannte Elfving-Menge R als die kleinste konvexe, um 04 symmetrische Menge in IR*, die K

enthilt. Als Formel konnen wir

R =Konv(KU{-y |y € £})
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schreiben, wobei Konv(C) die konvexe Hiille einer Menge C angibt. Der Punkt Oy liegt im Inneren
von R (da f(£) den IRF aufspannt). Nun definieren wir die sogenannte Elfving-Norm p auf IRF
durch

p(v) :=inf{y>0]| v/y €R}, ve€ R"

Es wird sich im Beweis von Satz 2.28 als niitzlich erweisen, dass wir zunéchst das Elfving-Theorem
fiir den Bildbereich von f und Bildmafie n auf K(= f(£)) formulieren. Sei =(XC) die Menge aller
Wahrscheinlichkeitsmafle auf .

Satz 2.27 (Elfving-Theorem fiir Kompakta) Sei £ C IR* kompakt, 0y liege im Inneren von
Konv(KU{y | —y € K}). Ein Versuchsplan n € Z(K) ist optimal fiir ¢'0 in Z(K) genau dann,

wenn es eine Borel-messbare Funktion ¢ : I — {—1,1} gibt mit

¢/plc) = /K o(¥)y n(dy)-

Ein solcher Versuchsplan existiert stets.

Beweis: Pukelsheim (1993), S.50f. Siehe auch Pukelsheim (1981). 0

Satz 2.28 (Elfving-Theorem fiir beschrinkte Regressionsfunktionen)
Ein Versuchsplan & € Z ist optimal fiir ¢' 0 in Z genau dann, wenn es eine Borel-messbare Funktion
w: & —={-1,1} gibt mit

c/ple) = [ ole) @) E(a). (2.21)

Beweis: ,<*“: Folgt aus Satz 2.27 fiir £ = f(£) und 1 das Bildmaf§ von £ unter f, da fiir diese
Implikation die Voraussetzung der Kompaktheit von K nicht benétigt wird, sieche Pukelsheim (1993),
Seite 51.

»="“: Mit Voraussetzung 1.4 folgt, dass f(€) beschrinkt (aber nicht notwendigerweise abgeschlossen)

ist. Sei KC := f(&), also K kompakt. Nach dem Satz von Elfving fiir Kompakta (Satz 2.27) existiert

ein Versuchsplan 7* € E(K), der optimal fiir ¢' @ ist und fiir den gilt

¢/plc) = /K o (¥)y 7 (dy)

fiir ein messbares ¢* : K — {—1,1}. Sei My := M(n*) und M; € riM(Z(f(£))). Wie im Beweis
von Satz 2.12 ist die Existenz eines solchen M sichergestellt. Wir definieren die M, := ”T_IMO +
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1My, n > 2. Mit Webster (1994), Theorem 2.3.4, haben wir M,, € M (Z(f(£))),n € IN. AuBerdem
strebt M,, auf einer Geraden gegen Mj. Nach Pukelsheim (1993), Seite 76-79, folgt

(c"M,;c) !t = (c"M(n*) ¢c) L. (2.22)

Sei nun ¢ € E optimal in = und 1 das Bildmaf$l von £ unter f. Also ist n optimal in Z(f(&)). Wegen

(2.22) muss 1 auch optimal in Z(f(£)) sein. Nach dem Satz von Elfving fiir Kompakta (Satz 2.27)

gilt fir K = f(€):
¢/plc) = /K o(y)y ndy) = /5 o (@) (x) E(d).

O

Sei v € Rand(R), wobei Rand(R) den Rand von R bezeichne (also die Mengendifferenz vom
Abschluss und dem Inneren von R). Da R konvex ist, existiert in v eine Tangentialhyperebene
{y € IR* | h'y = h'v} wobei h € IR* ein Tangenten-erzeugender Vektor ist, fiir den wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit h'v = 1 festlegen konnen. Wir identifizieren die Tangentialhyper-

ebene mit ihrem erzeugenden Vektor und definieren die Menge aller Tangentialhyperebenen in v

durch
T(v):={heR'|VyeR:hTy<h'v=1}={heRF|Ve&:|h"f(y)<h'v=1}

Als Anwendung des Elfving-Theorems betrachten wir zwei Beispiele, wobei in Beispiel 2.29 eine

nicht stetige Regressionsfunktion betrachtet wird.

Beispiel 2.29 Sei £ =[—1,1] und f(z) = (1, z - 1[,1,1)($))T. Die Elfving-Menge ist
R ={(z1,22)" € R? | |z1]| < 1,|zo| < 1} U{(1,—-1)7,(-1,1)T}.

Sei ¢ = (1,0)". Dann ist p(c) = 1. Ein Versuchsplan & ist c-optimal in E genau dann, wenn Jex-

1_11)(z) £(dx) =0 (also 2.B. § = by, § = 01 oder & = N|[_1,11/2), denn
107 = [ele)f@) ) = 10)7 = [ (L 1p@) )
— 0= /5:1: 11y () £(dx).

Seic = (1,—1)". Der Versuchsplan & = 6_y ist c-optimal in E, denn

[ £@ a1 = 11 = (=1 = c/pfo).
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Da (1,-1)" auf keine andere Weise durch (2.21) dargestellt werden kann, ist dies der einzige c-
optimale Versuchsplan.
Seic=(0,1)". Es ist p(c) = 1. Da c/p(c) nicht in der Form (2.21) darstellbar ist, gibt es keinen

c-optimalen Versuchsplan in =.

Beispiel 2.30 Sei & = [—1,1], f(z) = (1,z,2%)" und c = (1,0,1/2)7. Fiir t € [1/V/2,1] seien die

Versuchspline & definiert durch

£ = %(54 +0¢) + (1 — %) do-
Wegen
[ £ de=1.0.1/2)" = /p(o
ist & c-optimal in E. Man beachte dabei, dass Rang(M(fl/ﬂ)) = 2 und Rang(M(&)) = 3 fir
t e (1/v2,1].

2.5.2 Spezialisierung allgemeiner Aquivalenztheoreme fiir c-Optimalitiit in =
Korollar 2.18 nimmt fiir K = ¢, T = = folgende Form an:

Satz 2.31 Sei £ € E. £ ist c-optimal in = genau dann, wenn & € S(c) und eine verallgemeinerte

Inverse G von M(&) existiert, so dass

Vy €€,z €eSupp(é) 1 (¢'Gf(y)* < (TG f(2))% (2.23)

Beweis: Wir kénnen in Korollar 2.18 den Parameter p beliebig wéhlen und wihlen sinnvollerweise

p = —1. Dann gilt N = Gee' G und f(z) "'Nf(z) = (c'Gf(z))? fiir alle z € €. 0O

Bemerkung 2.32 Entsprechend erhalten wir mit Korollar 2.1 statt mit Korollar 2.18:
& ist c-optimal in E genau dann, wenn £ € S(c) und eine verallgemeinerte Inverse G von M()

existiert, so dass

vyee: (¢ Gf(y))* < ple) (2.24)

Hierbei folgt [(cTGf)? = p(c)? folgendermafien:

Es gilt [(c"Gf)? d¢ = ¢"GM(£)Ge. Wegen & € S(c) existiert ein ¢ mit ¢ = M(£)E und
c'GM(6)Ge = ¢'GM(E)GM(6)é = c'GM(¢)é = ¢"Ge. Nach Pukelsheim (1993), Seite 49-51,
gilt c'Ge = p(c)?.
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Wir definieren

G(&,e) = {GEME |Vye zeeSupp): (c'Gf)”< (' Gf(2)))
= {GeME |veel: (c'Gf(y)* <ple)’}

Mit dieser Schreibweise lautet Satz 2.31
£* ist c-optimal in = <= £ € S(c) und G(£*,c) # 0.
Wir kénnen nun den Zusammenhang von Satz 2.31 (bzw. Bemerkung 2.32) und dem Elfving-

Theorem (Satz 2.28) in nachfolgendem Satz ndher erliutern:

Satz 2.33 Sei {* € E ein c-optimaler Versuchsplan in E. Dann sind die Vektoren Gc/p(c),G €

G(&*,¢), genau die Tangentialhyperebenen von R im Punkt c¢/p(c):

{Ge/ple) | G €G(&",¢)} = T(c/p(c)).

Beweis: ,,C“: Folgt direkt aus Bemerkung 2.32.
»2“ Sei h € T(c/p(c)). Wir konstruieren nun eine verallgemeinerte Inverse G von M (£*). Die
Konstruktion erfolgt analog zu Pukelsheim (1993), Seite 53-54. Es gilt ¢ h # 0. Wegen ¢ € [M(£¥)]
folgt:

0] 1 (] = {0k} = []- U [] = IR* = [h]- U [M(€")] = RF.

Daher existiert eine nichtnegativ definite Matrix H € IR**¥ mit
[H] C b)Y, [HJU[M(E)] =R [H]N[M(E)] = {0}

Definiere G := (M (¢*) + H)~'. Nach Pukelsheim (1993), Seite 52, ist dies eine verallgemeinerte
Inverse von M (£*). Es gilt

h=(M(E)+H)™ (M) + Hh=GM(E)h+ GHh = GM(£*)h.

Weiter haben wir nach Pukelsheim (1993), Seite 51: M (£*)h = p(cc). Also gilt h = Gp(c—c) und die

Behauptung folgt. =

Das Elfving-Theorem besagt, dass ein Versuchsplan ¢ genau dann c-optimal ist, wenn der Vektor
oo € Rand(R) durch die Punkte f(z), —f(z) mit z € eSupp(£) als Linearkombination beziiglich &
dargestellt werden kann. Fiir c-optimales £ liegt fiir jedes x € eSupp(¢) der Punkt f(z) oder —f(x)

also alle auf der Tangentialhyperebene T (c/p(c)).
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2.5.3 Aquivalenztheoreme in L?(¢) fiir c-Optimalitét in =

Es gibt eine weitere M6glichkeit, einen c-optimalen Versuchsplan in = geometrisch zu interpretieren.
Im Gegensatz zum Elfving-Theorem betrachten wir nicht den IR* sondern fiir ¢ € E den Raum
L&) ={g: & — IR | Je g% d¢ < oo}. Das Skalarprodukt Jeg-h dEin L?(€) bezeichnen wir mit
(g:h)e.-

Satz 2.34 Seic = (c1,...,c;)' € IR*. Ein Versuchsplan ¢ € = st c-optimal in = genau dann,

wenn eine Funktion ge € [f1,..., fr] existiert mit (ge, fj)e =c¢j, j=1,...,k und

Vy € £,z € eSupp(§) :  ge(y)| < lge(2)] - (2.25)

Beweis: ,=“: Nach Satz 2.31 existiert eine verallgemeinerte Inverse G¢ von M (§), so dass
vy € &z €eSupp(é) 1 (¢ Gef(y))? < (¢ Gef(2))*.

Wegen ¢ € S(c) existiert ein € mit ¢ = M (£)¢. Wir definieren §¢(z) := ¢’ Gef(z) € [f1,. .., fi]- Es
gilt fir j € {1,...,k}:

Ge.f)e = /g Ge(2)f;(x) €(dz) = ¢ G /g f(@)F;(w) €(dw)
= e ' M(E)GeM(E)ej = e M(&)ej = cj,

wobei e; € IR* der j-te Einheitsvektor im IR* ist.

»="1 Sel we € IR* mit ge(t) = wg—f(t). Dann gilt fiir j = 1,...,k: ¢; = (g¢, fj)e = wg—M(f)ej, also
c = M(&)we. Also gilt £ € S(c). Es existiert eine symmetrische, nichtnegativ definite verallgemei-
nerte Inverse G¢ von M(§), so dass G¢c = we. Daher gilt g¢(z) = wgf(x) = ¢' G¢f(z) und mit
Satz 2.31 folgt die Behauptung. 0

—_

Beispiel 2.35 (c-optimale Versuchspline in E fiir Geradenregression) Sei & = [—1,1] und
f(x) = (fi(z), f2(2))" = (1,2)" (Geradenregression). Wir suchen alle c-optimalen Versuchspline

T

in B fir c = (1,¢c2)",co € IR. Alle anderen Vektoren ¢ € IR? sind Vielfache entweder von diesen ¢

oder von es = (0,1) ", welches spditer in Satz 2.40 betrachtet wird.

Nach Satz 2.34 ist £ € 2 genau dann c-optimal in 2, wenn ge(x) = vo + 112 existiert mit

(96, fi)e =1 und (g, fa)e = c2 (2.26)
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und

Vy € £,z €eSupp(§) :  |ge(y)] < 1ge(2)] - (2.27)

Damit Bedingung (2.27) erfiillt ist, gibt es folgende Mdaglichkeiten:

a) ge(x) =0, £ € E beliebig,

b) ge(z) =nz,m #0, {=pd_1+ (1 —=p)d1, p€[0,1],
¢) ge(z) =7 +mx, % 71 >0, =461,

d) ge(z) =y +nz,7% 1N <0, {=0_1.

Im Falle a) ist (2.26) genau dann erfillt, wenn vo = 1 und [,z &(dz) = cy. Letzteres kann nur

erfillt sein, wenn |ca2| < 1 ist. Wenn |co| =1 ist, folgt dariberhinaus bereits & = d_1 bzw. £ = d;.

Im Falle b) ist (2.26) genau dann erfillt, wenn p = %— ﬁ und y1 = co. Also haben wir p =

11
2 2¢o ”
Esgiltpe (0,1) <= 2| >1,p=0 <= co=1lundp=1 <= ¢y =—1.

Im Fualle c) ist (2.26) genau dann erfillt, wenn vo+v1 = 1 und vo+y1 = ca. Also haben wir c; = 1.

Im Falle d) ergibt sich analog co = —1.

Insgesamt hat man fir c = (1,¢3)": € € B ist c-optimal in E genau dann, wenn

(

fg €T g(dx) = 027 falls C2 € (_1, 1)’
(53— 55)0-1+ (5 + 3501, falls |ca] > 1,
5.1, falls co = —1,

o1, falls ¢ = 1.

\
Im Falle c5 € (—1,1) sind also sowohl §., € E\E1 als auch unendlich viele Versuchspline ¢ € E

c-optimal in =.

Ist & € E so, dass M (&) positiv definit ist (d.h. £ € E¥), dann erhalten wir im Spezialfall ¢ = e; aus
Satz 2.34:

Satz 2.36 Sei ¢ € EY, j € {1,...,k}. Der Versuchsplan  ist optimal fir 6; in 2 genau dann,

wenn gilt:
) L2(¢) , L2(¢) ,
Vy € £,z € eSupp(() : ‘(pr[fl:---:fj—l;fj+17---:fk]J'fJ) (y)‘ < ‘(pr[fl,~~~7fj—1,fj+1,~~~,fic}J‘f‘7) (=)}, (2.28)
2
wobei prfflfﬁ?yfjfl7fj+1,---,fk}L der Orthogonalprojektor auf [f1,..., fj—1, fi+1s--., felt in L?() ist.
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Beweis: Fiir ¢ = e; gilt fiir g aus Satz 2.34

<g£7f7,>£:0a izlu"'uj_laj+1a"'aka

dh.oge Le fi,i=1,...,5=1,7+1,...,k. Da fi,..., fi eine Basis des Unterraumes [fi, ..., fx] von

2 . . - . L2(§) ) ) - .
L7(¢) bilden, gilt g¢ = const pr[fl,...,f]-,l,le,...,fk}ifJ und wegen (ge, fj)e = 1 # 0 ist const # 0.
Daher ist (2.25) dquivalent zu (2.28). 0

Bemerkung 2.37 Der in Satz 2.36 verwendete Orthogonalprojektor in L*(€) lisst sich mit Ma-

trizen My = [, fFT de und Mg = Je f~f] de¢ (wobei f := (f1,...  fim1s fitts - f&) 7)) darstellen:
Mitv = (vy,...,vp_1) = —M M € IR gilt

L2
(pr[flfé?yfj—l7fj+1""7fk}ij) (y) - (/017 o ’Uj_l, 1’ Uj’ o ’Ukil)f(y)

Wir werden im néchsten Beispiel die geometrische Bedeutung von Satz 2.36 mit einem Beispiel
erliutern. Fiir dieses Beispiel (und sogar fiir einen wesentlich allgemeineren Fall) ist der optimale
Versuchsplan bereits seit Langem bekannt, siehe Satz 2.40. Das Beispiel dient also ausschliellich

der geometrischen Interpretation von Satz 2.36.

Beispiel 2.38 Wir betrachten die Regressionsfunktion f(x) = (fi(z),..., fa(z))" = (1,2, 2%, 2%)"

(kubische Regression, k = 4) und suchen einen optimalen Versuchsplan fir 04 in E.

Ein einfaches Symmetrie-Argument, das die Konkavitit von & — (e} M(¢) tey) ™"

ausnutzt, zeigt,
dass man sich auf um 0 symmetrische Versuchspline einschrinken kann?. Da mit einem Versuchs-
plan mit héchstens drei Massepunkten keine Aussage iber den Parameter 8, gemacht werden kann?,

benotigen wir wenigstens vier Massepunkte. Wir konnen also im Folgenden nur noch symmetrische

Versuchspline mit wenigstens vier Massepunkten betrachten.
Zundchst betrachten wir den Versuchsplan
1 1 1 1
1= Z(S—l + 1(5,1/3 + 1(51/3 + Z(Sl
(dquidistante Versuchspunkte mit gleichen Massen). Es gilt

/ Fi- (s fo o) dEy = / (2%, 2", %) dé, = (0,41/8L,0),
I I

fi 1z z? 1 0 5/9
/ fo |- (fisfas f3) d& = / r 22 2 | dh = 0 5/9 0 )
£ £

f3 D 5/9 0 41/81

?Formal wird dieses Symmetrie-Argument in Bemerkung 3.11 angegeben.
3Durch die Beobachtungsmittelwerte an drei Massepunkten kann man ein quadratisches Polynom exakt legen.
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womit man die Projektion von fi auf [f1, f2, f3] in L?(&1) erhdlt:

-1

1}21 ff;fg f4 /f4 flaf?af?)) dgl (/g(flaf27f3)T'(fl7f27f3) dfl) '(flafZaf?))T
* * * 1
— (0,41/81,0)-| 0 95 0 || = :j_éx.
x k% 72

Die Funktionen fi(x) = z* und pr f1 f4( ) = 41/45 - x sz’nd in Abbildung 2.1 zu sehen.

Fir z = —1,-1/3,1/3 bzw. 1 ist |f4(3:) — pr [f1 fz f3 f4( )| = |p f1 fgLf4( z)| gegeben durch

Abbildung 2.1: DIt FUNKTIONEN f;(z) = 2® UND pr[f1 f2 fs]f4( x)=41/45 x
4/45,12/45,12/45 bzw. 4/45. Nach Satz 2.36 ist & daher nicht optimal fiir 64 in E.

Man kann auch mit Satz 2.36 und rein geometrischen Argumenten nachweisen (ohne Rechnung wie

oben), dass ein Versuchsplan der Gestalt

1 1
§o:=po_1+ (5 —p> 0_1/3 + (5 —p) 01j3 +po1,  p€(0,1/2)

nicht optimal fiir 04 in 2 sein kann. Zundchst erkennen wir, dass pr f1 f2 f3 f4( ) eine Ursprungsge-
rade sein muss, da & um O symmetrisch und fy eine ungerade Funktion ist. Wire &9 ein optimaler
Versuchsplan fiir 04, missten die Punkte (—1,—1),(—=1/3,—1/27),(1/3,1/27) und (1,1) alle den-
selben Abstand zu dieser Ursprungsgerade haben. Es miisste also zwei parallele Geraden geben, auf
denen diese vier Punkte liegen. Es gibt zwei Paare solcher Geraden (vgl. Abbildung 2.2). Nach Satz
2.86 miissen alle anderen Punkte (z,13),x € [—1,1], zwischen den beiden Geraden liegen. Dies ist

jedoch fiir keine der beiden Geradenpaare der Fall.

Wir kénnen mit Satz 2.36 nicht nur zeigen, dass ein Versuchsplan wie & nicht optimal ist. Wir

konnen mit geometrischen Argumenten und zusdtzlicher Rechnung den optimalen Versuchsplan &
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Abbildung 2.2: EIN VERSUCHSPLAN MIT MASSEPUNKTEN —1,—1/3,1/3 UND 1 KANN NICHT OPTIMAL FUR

64 IN Z SEIN

bestimmen. Zundchst ermitteln wir, auf welchen Punkten & Masse hat. Die einzige Mdéglichkeit,
dass zwei parallele Geraden die Funktion x — x3 in vier Punkten berihrt und alle anderen Punkte

(z,23),z € [~1,1], zwischen den beiden Geraden liegen, ist die in Abbildung 2.3 gezeigte.

Abbildung 2.3: EINHULLENDES GERADENPAAR

Der optimale Versuchsplan hat also die Gestalt

1 1
£ :=pd_1+ (5 —p> 6_q+ (5 —p> da +pd1, pe€(0,1/2), de(0,1).

Wir bestimmen d € (0,1) durch folgende Bedingungen: Die Punkte (—1,—1) und (d,d>) miissen auf
einer Geraden liegen (die parallel zu prﬁi(z fg]f4(ac) ist). Auperdem muss die Ableitung von x +— z°
in x = d mit der Geradensteigung tibereinstimmen (sonst wiirde die Gerade die Funktion z v x> in

x = d schneiden). Also hat man die Bedingungen (Gerade = vy + - y1)

“l=y-m, &=y+dn, =3
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Aus den drei Bedingungen folgt 2d® +3d? —1 = 0 und daraus d = 1/2. Wegen v = 3d? = 3/4 ist die
Projektion von fy auf [f1, fa, f3] in L?(€) (mit & optimal) die Ursprungsgerade mit Steigung 3/4.

Abbildung 2.4: DiE FUNKTIONEN f4(z) = ® UND pr[L;(fci fg]f4(m) = 3/4 -z UND EINHULLENDES GERA-

DENPAAR

Der optimale Versuchsplan ist also

1 1
§:=pd 1+ (5 —p> 012 + (5 —p> d1/2 + pd1

mit einem p € (0,1/2). Das Gewicht p erhdlt man aus der Gleichung

L(¢) N
P}, fo o 2(2) = 3/4 - .

Es ergibt sich nach einigen Rechenschritten p = 1/6.

2.6 Optimale Versuchspline fiir die c- und D-Optimalitit

In diesem Abschnitt werden wir fiir Spezialfille optimale Versuchsplidne in = angeben. Der nach-
folgende Satz sagt, dass wenn in = genau ein optimaler Versuchsplan existiert, dass dann in Z\ =
keine weiteren optimalen Versuchspline gefunden werden kénnen*. Wenn dagegen bereits in Z meh-
rere optimale Versuchspline existieren, so kann es auch in =\ 2 weitere Losungen geben, wie die

trigonometrische Regression in Abschnitt 2.6.3 zeigt.

Satz 2.39 Sei ¢ € 2 der einzige optimale Versuchsplan in 2. Dann 15t & auch der einzige optimale

Versuchsplan in =.

“Es sei daran erinnert, dass wegen Lemma 2.6 jeder in 2 optimale Versuchsplan auch optimal in Z ist.
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Beweis: Sei n € IN die Zahl der Triagerpunkte von ¢ und m := 2n + 1. Nehmen wir an, dass ein
Versuchsplan & € E \ Z existiert, der ebenfalls optimal ist. Da |Supp(&)| = oo, existieren auf £ =
[a, b] Intervalle J; = [a;,a;11),i=1,...,m—1, Jp = [am, @my1] mit a =a1 < aza < - < apy1 =0b
fiir die gilt:

J;NSupp(&) #0, i=1,...,m.

Wir definieren &; := @ - &ols;- Es gilt Supp(&;) C [a4, aiq1]- Nach dem Korollar aus dem Satz
von Carathéodory (Korollar 2.10) gibt es Mafle 7; mit Masse auf [a;, a;4+1] mit hochstens @ +1
Massepunkten und mit M (&) = M(n;). Wir definieren ng := Y ;" &(J;) - n; und es gilt M (no) =
M(&p). Der Versuchsplan 7y hat mindestens n + 1 und hochstens (@ + 1)(2n + 1) Massepunkte,
insbesondere ist 7y € Z. Wegen M (1) = M (&) ist 1o optimal, aber wegen [Supp(no)| > n gilt

no # £. Widerspruch. .

Im vorangehenden Satz kann jedes Optimalitédtskriterium verwendet werden. Wir haben im Beweis

lediglich verwendet, dass das Kriterium nur iiber M (£) von & abhéngt.

2.6.1 Polynomregression

Die explizite Bestimmung der D-optimalen Versuchspline fiir Polynomregression vom Grad d =
k —1 € IN gehort zu den éltesten expliziten Losungen des Optimierungsproblems (2.6). Smith
(1918) bestimmte die optimalen Versuchspline® fiir d < 6 durch individuelle Rechnung fiir jedes d
einzeln. Mit dieser (aus heutiger Sicht komplizierten) Rechnung war es nicht moglich eine allgemeine
Aussage fiir alle d € IN zu erhalten. Allerdings merkte sie an, dass Polynomregression von hoherem
als sechstem Grad wohl kaum von praktischer Bedeutung ist. Dem kann auch heute noch nicht

widersprochen werden...

Nichtsdestotrotz war aus mathematischer Sicht eine Rechnung fiir allgemeines d € IN interessant.
Dies fiihrte Guest (1958) fiir die G- und Hoel (1958) fiir die D-Optimalitéit durch. Die Ubereinstim-
mung der optimalen Versuchspline motivierte dann den generellen Beweis der Ubereinstimmung

von Kiefer und Wolfowitz (1960).

Im folgenden Satz geben wir den c-optimalen (mit ¢ = ;) und D-optimalen Versuchsplan fiir

Polynomregression an.

®Genaugenommen bestimmte sie die G-optimalen Versuchspline, die erst mit dem Satz von Kiefer und Wolfowitz

im Jahr 1960 auch D-optimal genannt werden diirfen.
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Satz 2.40 Sei £ = [-1,1] und f(z) = (1,z,...,2" )", k € IN.

a) Der eg-optimale Versuchsplan hat jeweils Masse 1/(2(k—1)) in den Punkten —1,1 und jeweils
Masse 1/(k — 1) in den Punkten cos(nj/(k—1)),j =1,...,k—2.

b) Der D-optimale Versuchsplan hat jeweils Masse 1/k auf den k Nullstellen des Polynoms
(1—2?) - Py (),

wobei Py_1 das Legendre-Polynom vom Grad k — 1 ist.

Beweis: a) Siehe Kiefer und Wolfowitz (1959), Dette und Studden (1997), Seite 151 oder Pukelsheim
(1993), Seite 230-231.
b) Siehe z.B. Dette und Studden (1997), Seite 149, oder Pukelsheim (1993), Seite 214-216.

Bemerkung 2.41 (Invarianz der e;-Optimalitit fiir Polynomregression) Im Falle der Po-
lynomregression lassen sich ep-optimale Versuchspline auf einem beliebigen Versuchsbereich € =
[w—v,w +v],v > 0,w € IR, dadurch gewinnen, dass man das Problem auf & = [—1,1] mit einer
linearen Transformation uberfihrt. Es ist also gerechifertigt, wie bei der D-Optimalitdt auch bei
der ey-Optimalitat ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Versuchsbereich [—1, 1] zu betrachten.
Dass dieser Sachverhalt gilt, wurde bereits von Studden (1980) angemerkt, siehe auch Dette und
Studden (1997), Seite 151, wo der Sachverhalt mit Hilfe von kanonischen Momenten bewiesen wird.
Wir beweisen den Sachverhalt nachfolgend mit Satz 2.56.

Man betrachte die bijektive Transformation

t_
Vi w—vwto] > [-1,1], t— Uw, (2.29)

womit £ auf € = [—1,1] abgebildet wird. Nach Satz 2.36 ist & € = genau dann ey-optimal in =,

wenn

veézeesuwp©): |(m L)W | (], k) @] (@30

Auf £ betrachten wir die Regressionsfunktion f : [w —v,w +v] — R¥ t — (1,£,...,t* )T und auf
& die Funktion f : [-1,1] = R¥,z — (L,z,...,2" YT (dh f und f unterscheiden sich lediglich
durch den unterschiedlichen Definitionsbereich). Weiter sei é der Versuchsplan auf [—1,1], der dem

Bildmap von & (Versuchsplan auf [w — v, w + v]) unter V entspricht, d.h. £(A) = £(VA +w), A€
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B|=1,)- Es gilt fir z € E=[-1,1undt=V"'z) €& =[w—v,w+v]:

[f1,...,fk,1 p [flov,...,fk,IOV

= prl® t—w\"

= Pl )t v

_ = (k-1), L% k=1 _ (7. k-2

= v Pl fe1)* (t (k — 1wt T )

— o DO
= 0 pr[fly---;flc—ﬂJ-fk(t)-

i @) = e LTV (@)
1

Da es auf den Faktor v= =1 jn (2.30) nicht ankommt, ist also & genau dann eg-optimal auf [w —

v, w + v], wenn ¢ eg-optimal auf [—1,1] ist.

2.6.2 Change-Point-Regression

Change-Point-Regressionsmodelle sind Modelle, bei denen eine bestimmte Regressionsart nur bis zu
einem (bekannten oder unbekannten) Punkt 7 € £ vorliegt. Nach diesem Punkt (dies kann z.B. der
Zeitpunkt sein, bei dem ein Teil in einer Produktionsmaschine bricht, wenn £ das Produktions-
Zeitintervall ist) liegt ein anderes Regressionsmodell vor. Diese Modelle treten hiufig in praktischen
Problemstellungen auf, siehe Bischoff und Miller (2000) und in der dort zitierten Literatur oder
auch Friede, Miller, Bischoff und Kieser (2001).

Satz 2.42 Sei & = [—1,1] und f(z) = (I,z, (z—7) ")) T,k = 1,7 € (=1,1) oder k > 1,7 € [-1,1)

und sei

7, fir k =1,

0=
74 (1 — 7)R/ =D (2k) V(=D - fip g > 1.

a) Der es-optimale Versuchsplan hat die Massen (1—p)/4,1/2,(140)/4, in den Punkten —1, o, 1.

b) Fir k € {1,2} hat der D-optimale Versuchsplan jeweils Masse 1/3 in den Punkten —1,p,1.
Hierbei bezeichnet (y)* := max{0,y}.

Bemerkung 2.43 (Invarianz der e;-Optimalitit fiir Change-Point-Regression)

Wie bei der Polynomregression kann man auch bei der hier betrachteten Change-Point-Regression
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Versuchsbereich & = [—1,1] statt € = [w—v,w+v], v >
0, w € IR, betrachten. Seien f,é’ wie wn Bemerkung 2.41. Im Unterschied zur Polynomregression

ist jedoch hier zu beachten, dass auch der Change-Point T € [w — v,w + v] gemdf der bijektiven
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Transformation V : [w — v,w + v] — [=1,1],t — =% transformiert wird, also ¥ = =%. Daher

betrachten wir f : [w — v,w + v] = R¥ ¢ = (1,¢,((t — 7)T))T wnd f : [-1,1] — R* z —
(1,2, ((z —7)H)")". Es gilt firz € E =[-1,1] und t = V1 (z) € £ = [w — v, w + v]:

LX) 7 N 2105 N
pr[fhfz]Lf?’(x) B pr[flov,fzov]Lf?’(V(t))

+ K
L9 t—7
i (((59)))

—k. L2

= v7prl LS.

Da es auf den Faktor v™" nicht ankommt, ist also auch bei der Change-Point-Regression & genau

dann eg-optimal auf [w — v, w + v], wenn ¢ ey-optimal auf [—1,1] ist.

Beweis von Satz 2.42: a) Siehe Bischoff und Miller (2000), Beispiel 7.2. Dort wurde der es-
optimale Versuchsplan auf [0, 1] berechnet. Mit einer Transformation auf [—1,1] (vgl. Bemerkung
2.43) erhilt man sofort die Behauptung.

b) Der D-optimale Versuchsplan muss aus =1 sein also insbesondere mindestens k& = 3 Versuchs-
punkte haben. Wir betrachten Korollar 2.18 fiir K = I, also N = M(£) !. Danach liegen die
Punkte aus {f(z) | z € eSupp(£)} auf einer Ellipse um 0y und die Punkte aus {f(y) | y € £} nicht
auflerhalb dieser Ellipse. Betrachtet man den Schnitt der Ellipse mit der (z; = 1)-Ebene, so hat

man eine Ellipse im IR? (wobei iiber den Mittelpunkt nichts gesagt werden kann).

Im Falle von x = 1 erhdlt man daher, dass die Tragerpunkte —1,7 und 1 sein miissen. Da es sich
nur um k = 3 Tragerpunkte handelt, erhélt man mit Lemma 2.20, dass auf diesen jeweils die Masse

1/3 liegen muss.

Sei nun k = 2. Als Tréigerpunkte kommen hochstens {—1} U [r, 1] in Frage. Die Funktion f(z) kann
nicht in zwei Punkte o1, 02 € [7,1), 01 # 02, mit der Ellipse iibereinstimmen, ohne sie zu schneiden.
Wir beweisen dies mit einem Widerspruchsbeweis. Dazu betrachten wir die (z; = 1)-Ebene, wobei
wir die z3-Koordinate als Funktion von der zo-Koordinate betrachten, d.h. die Funktion f(z) wird
wegen fo(z) = z in der (z; = 1)-Ebene durch f3(x) beschrieben. Sei g(z),z € [y1,y2], der untere

Rand der Ellipse. Wir nehmen an, dass g1, 02 € [y1,y2] N [—1, 1] existieren mit g; < g2, so dass
fS(Qi) = g(Qi), 1=1,2, (2'31)

und dass

Vz € [o1,00] 1 f3(z) > g(z). (2.33)
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Da g der Rand einer Ellipse ist, kann man zeigen, dass fiir die Funktion z — ¢'(z) gilt:
g'(x) ist auf [y1, (y1 + y2)/2] strikt konkav und auf [(y; + y2)/2, y2] strikt konvex. (2.34)

Auf [o1, 00] gilt f3(z) = (z — 7)2, also ist f} linear auf [o1, 02]. Betrachten wir die Funktionen f}
und ¢, so folgt aus f3(p1) = g(e1), (2.32), (2.33) und (2.34), dass

Vz € (01,02) 1 fi(z) > ¢'(2).
Dies steht im Widerspruch zu f3(02) = g(02)-

Also kommen nur drei Trigerpunkte —1, p, 1 mit ¢ € [7,1) in Frage. Die Masse auf den Triagerpunk-

ten ist also wieder 1/3 nach Lemma 2.20.

Es bleibt also noch die Berechnung von p € [r,1). Diese fithren wir durch Maximierung der Deter-
minante von M (&) = M(§,) durch (also {iber die Definition der D-Optimalitit), was in diesem Falle

einfacher als die Verwendung von Korollar 2.18 ist. Die Informationsmatrix ist

! Lo—m2+(1—1)?)
M(E) = 3 e Holo—7)+(1—1)?)
He—-m2+1-7?% Yele—m?+1-7?% }e—7'+(1-7)

Die Determinante dieser Matrix ist

1

o7 (e + 1)1~ 7)* = 2(0 —7)*)".

Die Funktion o — 5-((0 + 1)(1 — 7)2 — 2(0 — 7)?)? ist stetig auf [, 1] und differenzierbar auf (,1).

W

W=

Daher muss das Maximum der Funktion entweder in o = 7, in p = 1 oder in einer Stelle p € (7,1)

liegen, in der die Ableitung von o — (o + 1)(1 — 7)? — 2(o — 7)? verschwindet. Die Ableitung ist:
(1= =407
und durch Nullsetzen erhilt man
(1-7)2—4(p—7)=0 <= 41 -7)2=(0—7) <= o=41+1)>
Da die Ableitung in ¢ = 7 positiv und in ¢ = 1 negativ ist, wird das Maximum fiir
0=4""1+7) =7+ (26) YD1 = )/ (sD)
angenommen. 0

Bei Change-Point-Problemen spielen auch unstetige Regressionsfunktionen eine wichtige Rolle.
Nachfolgend betrachten wir einen solchen Fall. In diesem Fall existiert kein optimaler Versuchs-

plan.
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Satz 2.44 Sei £ = [-1,1] und f(z) = (l,x,l[T,l](x))T, 7 € (=1,1]. Dann gibt es keinen es3-

optimalen und keinen D-optimalen Versuchsplan in =.

Beweis: Nichtexistenz des es-optimalen Versuchsplans: Angenommen £* € = wiire es-optimal. £*

muss mindestens drei Massepunkte haben. Wir verwenden nun Satz 2.36.

L2(¢~

Da pr[ ]) f3 eine Gerade ist, muss es zu PTif 1l fg zwei parallele Geraden mit demselben Abstand
von pr fz f* f3 geben, so dass f3 in den Massepunkten von £* mit einer dieser Geraden iibereinstimmt
und alle anderen Punkte von der Funktion f3 zwischen diesen Geraden liegen. Die beiden parallelen
Geraden miissen durch (—1,0), (7,1) und (1,1) gehen.

1. Méglichkeit: Die beiden parallelen Geraden sind die Konstanten 0 und 1, also miisste prﬁiffc;]) fs =

% sein. Es gibt aber kein & € =, fiir das pr[Lfi(f%} f3 = % gilt, denn

eesor: [ (5w~ (5+577)) e < [ (s -) e

[ -1 srtaay <0< E= [ (w1~ 3) " rta

. L2E) p 1
Widerspruch zu Prir hol f3=3.

und

2. Moglichkeit (falls 7 < 0, denn 7 < 0 geht nicht): Die beiden parallelen Geraden sind die Gerade
durch (—1,0),(7,1) und die Gerade durch (—7,0),(1,1), also prf f f3 =i+ =1 = g1(z). Der
optimale Versuchsplan £* kann nur Masse in —1, 7,1 haben, andererseits muss Masse auf allen drei
Punkten liegen. Sei g5 () die Gerade durch (7,¢1(7)) und (1,1) (also g2(7) = g1(7)). Es gilt fiir alle

¢, die Masse in den Punkten —1,7,1 haben:
[ (@) = (@) € < [ () = gn(a))* ).
Widerspruch zu pr| fl( fz]) fs=q1(z).

Nichtexistenz des D-optimalen Versuchsplans: Angenommen, £ wéire ein D-optimaler Versuchsplan

in 2. Nach Korollar 2.18 fiir K = I, also N = M (¢) ! liegen die Punkte aus {f(z) | z € eSupp(¢)}

auf einer Ellipse um 0j, und die Punkte aus {f(y) | y € £} nicht auerhalb dieser Ellipse. Betrachtet
man den Schnitt der Ellipse mit der (z; = 1)-Ebene, so hat man eine Ellipse im IR? (wobei iiber
den Mittelpunkt nichts gesagt werden kann). Man erhélt daher, dass die Trigerpunkte —1,7 und 1
sein miissen. Da es sich nur um k£ = 3 Trigerpunkte handelt, erhdlt man mit Lemma 2.20, dass auf

diesen jeweils die Masse 1/3 liegen muss. Es miisste also

1 1 1
S SR I ST
13 3 1+3 +3 1
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gelten. Wir definieren nun fiir ¢ € (—1,7):

Man kann nachrechnen, dass

Vae (=1,7): det(M(¢)) = %(T —1)? = det(M(&,))

gilt. Folglich ist auch &, D-optimal in =. Dies kann aber nach Korollar 2.18 nicht der Fall sein.
Widerspruch. 0

Aus dem Satz von Kiefer und Wolfowitz (Satz 2.23) folgt, dass fiir das vorangehende Beispiel auch

kein G-optimaler Versuchsplan existiert.

2.6.3 Trigonometrische Regression

Sei
Erig = {€ €2 | ¢ hat jeweils Masse 1/m auf m > 2d 4+ 1,m € IN Trigerpunkten x;,
firdiegilt zg —z1 =23 —29 = =Ty — Tip—1 =1 — Ty + 2 =2/m}
und sei S, = Konv(émg) die Menge aller Konvexkombinationen von Elementen aus émg und

aller Grenzwerte von Folgen solcher Konvexkombinationen.

Satz 2.45 Sei & = [—1,1] und f(z) = (1,sin(rx),cos(rx),...,sin(rzd),cos(rzd)) ", d € IN, k =
2d + 1.

a) Der eg-optimale Versuchsplan hat Masse ﬁ i den Punkten —1 + %, -1+ %, R é und

Masse ﬁ beliebig auf den Punkten —1 und 1 verteilt.

b) Der ey_i-optimale Versuchsplan hat Masse ﬁ in den Punkten —1 + ﬁ, -1+ %, -1+

c) & € E ist D-optimal, wenn & € Ey,.,,. Insbesondere ist die Gleichverteilung auf [—1,1] D-

optimal.

Beweis: a), b) Siehe Dette und Melas (2001).
c) Siehe z.B. Pukelsheim (1993), Seite 241-243, fiir £ € Ey,,,. Dort wird gezeigt, dass ¢ genau dann
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D-optimal ist, wenn M (&) = diag(1,1/2,1/2,...,1/2,1/2) und dass fiir £ € éTrig die Momentenma-
trix diese Gestalt hat. Dass M (§) = diag(1,1/2,1/2,...,1/2,1/2) auch fir £ € Eq,, gilt, ist eine

unmittelbare Konsequenz.

Spezialfille des Satzes sind bereits in Hoel (1965), Seite 1100, Karlin und Studden (1966), Seite 347,
und Federov (1972), Kapitel 2.4, bewiesen worden. In Karlin und Studden (1966) findet dabei auch

die Optimalitét der Gleichverteilung Erwihnung. 0

Es ist anzumerken, dass Dette und Melas (2001) auch e;-optimale Versuchspline fiir etliche i <
k — 1 angeben und dass sie fiir bestimmte Fille e;-optimale Versuchspline fiir f auf Intervallen
[—¢,c], ¢ € (0,1), bestimmen. Weiter sei fiir D-optimale Versuchsplinen auf Intervallen [cy, co] auf
Dette, Melas und Biedermann (2002) verwiesen. Wu (2002) betrachtet trigonometrische Regression

zum Grad d =1 fiir D-, A- und E-optimale Versuchspline auf einem Versuchsbereich [c1, ¢3].

2.7 Gleichzeitige Betrachtung mehrerer Optimalititskriterien

Bisher haben wir, z.B. in (2.6), Probleme der Gestalt behandelt, dass ein bestimmtes Kriterium ¥
in einer Menge (Z oder T) maximiert werden soll. In praktischen Problemstellungen hat man aber
oft den Wunsch, einen Versuchsplan zu finden, der beziiglich mehrerer Kriterien Wy,...,V; (I € IN)

»egut“ abschneidet.

Beispielsweise konnte gefordert werden, dass die Optimalitdtskriterien beziiglich mehrerer in Ab-
schnitt 2.1 vorgestellten Kriterienfunktionen gute Ergebnisse liefern, z.B. ¥ (M) = det(M) und
Uy(M) = 1/Spur(M 1), also das D- und das A-Kriterium.

Ein wichtiger in der Praxis auftretender Fall ist, dass man nicht von vorneherein sagen kann, welches
Regressionsmodell (1.1) vorliegt (d.h. wie die Regressionsfunktion f aussieht). Es kommen unter
Umstdnden mehrere Modelle in Frage und man will einerseits mit den Daten Aussagen dariiber
treffen, welches der Modelle vorliegt, andererseits aber auch iiber die unbekannten Parameter in den
Modellen Aussagen machen. Es ergeben sich damit mehrere verschiedene Optimalitéitskriterien und
man will versuchen, mit einem Versuchsplan alle Kriterien méglichst grofl zu machen. Wir werden in
Abschnitt 3.1 eine Problemstellung motivieren, bei der zwei unterschiedliche Optimalititskriterien

fiir zwel verschiedene Modelle betrachtet werden.

Es ist anzumerken, dass Optimierungsprobleme in multivariaten Regressionsmodellen (mit korrelier-

ten Fehlern) ebenso auf Problemstellungen fithren, in denen Optimalitéitskriterien fiir unterschied-
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liche Regressionsmodelle zu betrachten sind. Dies wird in Krafft und Schifer (1992) und in Bischoff
(1993, 1995) beschrieben.

Da wir in dieser Arbeit nur den Fall von zwei Optimalitatskriterien Wy, Wy betrachten, schrinken
wir uns im Folgenden auf diesen Fall ein, obwohl eine Verallgemeinerung auf Wy,..., W, 1 > 2,

moglich wére.

In der Regel wird der ¥;-optimale und der Uy-optimale Versuchsplan nicht identisch sein. Es stellt
sich dann die Frage, was ein ,optimaler® Versuchsplan fiir beide Kriterien ist. Es gibt mehrere
Moglichkeiten, die Kriterien zu verkniipfen. Wir stellen die drei wichtigsten in den Abschnitten
2.7.1 bis 2.7.3 vor und formulieren dabei jeweils eine entsprechende Maximierungsaufgabe in einer
geeignet gewihlten Menge Y. Eine Diskussion iiber die Verkniipfung von verschiedenen Kriterien

findet sich zum Beispiel in Pukelsheim (1993), Kap. 11 und in Dette und Franke (2000).

2.7.1 Sequentielles Optimieren von zwei Optimalititskriterien

Eine naheliegende Vorgehensweise ist Folgende: Ein gewisser Anteil r € [0, 1] aller Beobachtungen
wird als approximativ Ws-optimaler Versuchsplan in = gewéhlt. Der restliche Anteil der Beobach-
tungen soll dann so gewéhlt werden, dass fiir den Gesamtversuchsplan £ € = gilt: € ist Losung

von
Maximiere £ — ¥ (M (§)) in TNS(K) mit T = {(1 —r)é +ré& | & € E, & = argmax Uy(+) }.
Eine Anwendung dieser Vorgehensweise wird in Abschnitt 3.1.2 beschrieben.

In manchen praktischen Problemen kann man die beiden Teilexperimente sequentiell durchfithren.
Dazu wihlt man in einem ersten Teilexperiment die Versuchspunkte Ws-optimal und wahlt nach
Beendigung des ersten Teilexperiments den restlichen Anteil der Beobachtungen so, dass der Ge-
samtversuchsplan Wi-optimal wird. Es ist dabei moglich, gegebenenfalls das Experiment nach der
ersten Stufe abzubrechen, wenn die Ergebnisse eine Fortsetzung nicht mehr sinnvoll erscheinen las-

sen.

Das beschriebene Optimierungsproblem ist verwandt mit der Bestimmung sogenannter Bayesschen
Versuchsplédnen. Sei My die Inverse der Kovarianzmatrix der a priori Verteilung von 6. Dann ist nach

Pukelsheim (1993), Kap. 11, das Bayes-Optimierungsproblem (formuliert mit Momentenmatrizen):

Maximiere M +— U{(M) in {(1 —r)M; +rMy | My € M(E)} N M(S(K)),
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wobei 1 — 7 als ,,Stichproben-Gewicht“ (Gewicht der neuen Stichprobe im Verhiltnis zur Gesamt-

information aus neuer Stichprobe und Vorbewertung) bezeichnet wird.

Fiir Vorbewertungen, bei denen M, die spezielle Gestalt
Mo= [ 117 g ez, (23)
hat®, ist der Bayes-optimale Versuchsplan die Losung von
Maximiere & — W1(M(£)) in TNS(K) mit T = {(1 —r)& +r& | & € E}.

Man hat also das gleiche Optimierungsproblem, wie beim sequentiellen Optimieren zweier Kriterien
mit dem Unterschied, dass die Bestimmung von & = argmax Ws(-) entfillt und man stattdessen
den Versuchsplan &) aus der Vorbewertung (2.35) einsetzt. Wir werden diese Parallelitit spater
ausnutzen, da wir so fiir unser eigentlich interessierendes (nicht-Bayessches) Optimierungsproblem
zum Teil auf Losungen zuriickgreifen konnen, die im Rahmen von Bayes-optimalen Versuchsplidnen

in der Literatur schon bekannt sind.

2.7.2 Optimieren mit Minimum-Effizienz-Forderung beziiglich eines anderen

Kriteriums

Zunéchst definieren wir die W;-Effizienz eines Versuchsplans ¢ € = durch

Bify, (€) = Wi (M(9)/ max (M (@), i =1,2

Eine mogliche Forderung an den zu wéhlenden Versuchsplan ¢ ist:
Maximiere & — U (M(£)) in der Menge T N S(K) mit T = {¢ € E | Effy,(§) > ¢} (2.36)

fiir ein fest vorgegebenes ¢ € [0, 1]. Dieser Zugang wurde wohl zuerst von Stiegler (1971) verwendet.
Er definierte die ,,c-eingeschrinkte D-Optimalitit®, fiir die der D-optimale Versuchsplan in der
Menge der Versuchspline mit eg-Effizienz > ¢ gesucht wird. Wir werden in Abschnitt 3.1.3 eine

Anwendung fiir diesen Zugang betrachten.

5Diese Gestalt wird man erhalten, wenn die Vorinformation durch ein Experiment auf £ mit Versuchsplan &

zustande gekommen ist.
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2.7.3 Optimieren von gewichteten Mitteln zweier Kriterien

Eine Alternative zu den oben beschriebenen Vorgehensweisen ist, das gewichtete Mittel
\I’() = w\l’l() + (1 - w)\I[Z()a w e [07 1]7
der Kriterien ¥; und ¥y zu bilden und dann den W-optimalen Versuchsplan zu suchen:

Maximiere £ — W(M(£)) in der Menge T NS(K). (2.37)

Die Idee, gewichtete Mittel mehrerer (auch unendlich vieler) Kriterien zu optimieren, wird Liuter
(1974, 1976) zugeschrieben. Als Kriterien betrachtet sie (unter anderem) det(M;) und log det(M;),

wobei M; die Momentenmatrizen verschiedener in Frage kommender Modelle sind.

Cook und Wong (1994) zeigen unter sehr milden Voraussetzungen, dass die Optimalitétsprobleme
(2.36) und (2.37) dquivalent sind. Genauer gesagt, zeigten sie, dass zu einem vorgegebenen ¢ € [0, 1]
ein w € [0, 1] existiert und umgekehrt zu einem vorgegebenen w € [0, 1] ein ¢ € [0, 1] existiert, so

dass die optimalen Versuchsplidne iibereinstimmen.



Kapitel 3

Einschrinkungen aus der Praxis an

den Versuchsplan

3.1 Versuchspunktwahl mit Kontrolle des vermuteten Regressi-

onsmodells

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Problem, das bei der praktischen Anwendung der Theorie
der Versuchsplanung auftritt. Man nimmt zwar in der Praxis oft an, dass ein Regressionsmodell
wie (1.1) vorliegt, man wird sich aber so gut wie nie sicher sein, ob diese Modellvoraussetzung
auch tatsichlich erfiillt ist. Unvohergesehenen Einfliisse - kein Praktiker wird sie ausschlieflen -
beeinflussen das Modell und es ist wiinschenswert, dass man mit Hilfe der Beobachtungen eine

solche Abweichung vom vermeindlich zugrundeliegenden Modell méglichst gut erkennt.

Die traditionelle Versuchsplanung fiir Regressionsmodelle, von der einige Ergebnisse in Kapitel 2
vorgestellt wurden, findet bei Praktikern wenig Anklang. Ein Hauptgrund dafiir ist, dass bei optima-
len Versuchsplédnen meist eine solche Modelliiberpriifung nur eingeschrinkt oder gar nicht moglich
ist. In der traditionellen Versuchsplanung werden meist optimale Versuchspline beziiglich eines fe-
sten Modells berechnet. Die Form des Modells beeinflusst dabei entscheidend, welcher Versuchsplan

als optimal ermittelt wird. Betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 3.1 FEin Produktionsprozess wird beobachtet und man geht davon aus, dass die beobachtete

56
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Grdfle linear von der Zeit x € £ abhdngt, d.h.
Yi=01+0x;i+¢e, xz,€E 1=1,...,n. (3.1)

Will man iiber den Parameter @ = (01,02)" Aussagen treffen, so sagt die traditionelle Versuchspla-
nung, dass der D-, G-, E-, A- oder eg-optimale Versuchsplan in Z die Hdalfte der Versuchspunkte
in den linken, die andere Hdlfte in den rechten Randpunkt des Intervalls € legt (fir die D-, G- und
eo-Optimalitdt sieht man dies mit Satz 2.40). Bei dieser Wahl sind Abweichungen vom Modell nicht
zu erkennen. Ein Praktiker wird einen solchen Versuchsplan nicht verwenden. Er will den Produkti-
onsprozess zumindest mit einem Teil der Beobachtungen fortwdhrend unter Kontrolle haben, da nie
ausgeschlossen werden kann, ob z.B. durch ein Bruch eines Teils in der Produktionsmaschine das

lineare Modell (3.1) ab einem bestimmten Zeitpunkt nicht mehr vorliegt.

Wir entwickeln in diesem Abschnitt eine Teilmenge YT von = mit Versuchspldnen, die eine Mo-
dellkontrolle méglich machen. In spéteren Kapiteln wird es dann das Ziel sein, die traditionellen

Optimalititskriterien auf diese Menge anzuwenden.

3.1.1 Die LOF-Optimalitit

Wir stellen nun ein statistisches Modell auf, in dem ein Test auf Korrektheit des Modells durch-

gefithrt werden kann.
Dazu betrachten wir als umfassendes Modell
Yi=g(z) +e, i=1,...,n, (3.2)

wobei g : £ — IR eine beliebige Funktion sei. Die Hypothese Hj ist nun, dass das spezielle Modell
(1.1) vorliegt, d.h. g(z;) = f(x;)'0,i =1,...,n, oder

HO:Y;:f(xi)TO—i—gi, 1=1,...,n,

wobei @ = (0y,...,0;)" € IRF unbekannt. Einen Test auf das Vorliegen von Hy nennt man
slack of fit“-Test (LOF-Test). Als Teststatistik fiir dieses Testproblem kommen verschiedene Sta-
tistiken in Frage. Wir unterscheiden nachfolgend drei Fille. Sei dazu Uy der von den Vektoren
(fj(zi))i=1,..nsJ = 1,...,k und U der von den Vektoren (1y,,}(z))i=1,...n,T € &, erzeugte Unter-
raum von IR". Weiter sei d = dim(U). Uy ist der Unterraum fiir das Hyp-Modell und U der Unterraum

fiir das umfassende Modell (3.2).
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1. Die Varianz o2 ist bekannt.

Wir konnen die Statistik

1 2
LT = FHPTUOLQUYH

fiir den LOF-Test benutzen, wobei pry, der Orthogonalprojektor in IR"™ auf den Unterraum V'
von IR" beziiglich dem euklidschen Skalarprodukt ist. Ein grofler Wert von LT spricht gegen
die Hypothese Hy. Daher lehnt der Test die Hypothese ab, wenn LT} grofler als ein kritischer
Wert ist. LT} besitzt unter Normalverteilungsannahme (d.h. ¢; ~ N(0, 1), unabhéingig) eine
nichtzentrale y2-Verteilung mit d — k Freiheitsgraden. Dabei muss man voraussetzen, dass

d > k ist.

2. Die Varianz o2 ist unbekannt, mehrere Beobachtungen werden an derselben Stelle gemacht.

In diesem Falle konnen wir o2 in der Teststatistik LT} durch einen Schitzer fiir die Varianz

ersetzen. Wir verwenden ||pr;;.Y|? als Schiitzer fiir 02 und die Statistik

_n— d ||P1"U0imUY||2
Cd—k |pryLY|?

LT,

Hierbei sollte n—d fiir wachsendes n gegen oo streben, um die Konsistenz des Varianzschétzers
zu gewdhrleisten. Ein grofler Wert von LT3 spricht gegen die Hypothese Hj. Daher lehnt
der Test die Hypothese ab, wenn LT, grofler als ein kritischer Wert ist. LT besitzt unter
Normalverteilungsannahme eine nichtzentrale F'-Verteilung mit d—k und n—d Freiheitsgraden.

Diesen weitverbreiteten F-Test verwendet Wiens (1991) als LOF-Test.

3. Die Varianz o? ist unbekannt, alle Beobachtungen kénnen an verschiedenen Stellen sein.

An die Regressionsfunktion werden aber geeignete Glattheitsforderungen gestellt. In diesem
Falle bieten sich Tests an, die nichtparametrische Schitzer fir die Regressionsfunktion (nicht-
parametrische Kurven-Schiitzer) verwenden. Biedermann und Dette (2001) geben drei solche

Teststatistiken an.

Es ergibt sich eine bemerkenswerte Aussage: Sowohl die Tests, die auf LT} und LT5 basieren, als
auch die drei auf nichtparametrischen Kurven-Schitzern beruhenden Tests haben asymptotisch (fiir

& 5 ¢, m — 0o) eine Giite, die durch

1 2
B(0.6) = o5 [ (w9 ,00) @) €lao)

L2(¢)
[f1ye il
gleiche dazu Bischoff und Miller (2000), Wiens (1991) fiir LT} und LT5 und Biedermann und Dette

charakterisiert ist, wobei pr . der Orthogonalprojektor auf [f1,..., fi]* in L?(£) ist (man ver-
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(2001) fiir die Tests, die auf nichtparametrischen Kurven-Schitzern beruhen). Je grofier B(g, £) ist,
desto grofler ist asymptotisch die Giite. Die Idee ist nun ein Minimax-Prinzip: Maximiere iiber = die
schlechtmoglichste Giite, d.h. das Minimum von B(g, &) iiber g aus der Alternative. Hierzu kénnen
wir das Minimum nicht iiber die gesamte Alternative bilden, sondern nur iiber eine Teilmenge,
die besser von der Hypothese getrennt ist. Wir betrachten daher fiir eine feste Gewichtsfunktion

v: & — [0,00) und festes ¢ > 0 die Menge

Foei= {gEL2(v-)\|g) ‘ /g%dAZc,/f-g-vdAzOk}.
& &

Hierbei haben wir die folgende Schreibweise verwendet: Fiir ein Mafl & und eine Borel-messbare

Funktion w : £ — [0, 00) sei w - ¢ das durch

(w-€)(A) :=/Aw g, Ac B,

definierte MaB. Wir setzen im Nachfolgenden voraus, dass | ¢ dXA =1 ist, also ist v - A ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf}. Dadurch wird einerseits die Notation vereinfacht, andererseits stellt dies keine

Einschréinkung dar, da F, . = F,/, ¢/, flr jedes p > 0.

Wir definieren

Definition 3.2 Fin Versuchsplan &y € 2 heifst LOF-optimal, wenn gilt
max min B(g,&) = min B(g,&).

e 9gE€Fu,c geF,

Die relative LOF-Effizienz eines Versuchsplans &1 € Z ist gegeben durch
Eff = min B in B 0,1
ror(&1) = min B(g,&1)/ min Blg,&) € [0,1];

wobei &y ein LOF-optimaler Versuchsplan ist.

Im Folgenden sei F, . fest.

3.1.2 Sequentielles Optimieren

In Wiens (1991) wird der LOF-optimale Versuchsplan fir v = const berechnet. Biedermann und
Dette (2001) verallgemeinern dieses Resultat fiir beliebige v. Sie betrachten auerdem heteroskeda-
stische Fehler, die wir in dieser Arbeit allerdings nicht betrachten. Es gilt nach den beiden zitierten

Arbeiten:
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Satz 3.3 Der LOF-optimale Versuchsplan ist das Wahrscheinlichkeitsmafi v - X (A Lebesgue-Maj
auf ).

Wir gehen wie in Abschnitt 2.7.1 vor: Ein gewisser Anteil r € [0, 1] aller Beobachtungen soll ap-
proximativ wie der LOF-optimale Versuchsplan in = gewihlt werden. Der restliche Anteil der Be-
obachtungen soll dann so gewihlt werden, dass der Gesamtversuchsplan £ € = unter Annahme von
(1.1) gute Aussagen fiir den unbekannten Parameter 6 liefert, d.h. ein Optimalitéitskriterium erfiillt.
Umformuliert unter Ausnutzung von Satz 3.3 bedeutet dies: Wir haben als Menge der asymptotisch

durchfiithrbaren Versuchspliane die Menge
T={{ecE[{=rv-A},
wobei wir hierzu die allgemein {ibliche Schreibweise
p<p <= VAEB|e:pu(4) <u(A)
fiir zwei Mafle p, i verwenden.

In manchen praktischen Problemen lisst sich ein Versuchsplan aus T sequentiell anwenden: In einer
ersten Stufe werden r-n Versuchspunkte LOF-optimal gewéhlt. Wenn der LOF-Test die Hypothese
nicht ablehnt, geht man von der Richtigkeit des Modells (1.1) aus. Man will dann gute Aussagen
fiir @ und fithrt daher in einer zweiten Stufe mit den restlichen (1 — r) - n Versuchspunkten einen
Versuchsplan durch, so dass der Gesamtversuchsplan z.B. D-optimal in T wird. Lehnt der Test da-
gegen die Hypothese ab, so kann man das Experiment abbrechen. Ein ganz neues Experiment sollte
dann geplant werden, nachdem man sich klargeworden ist, was die Ursachen fiir die Abweichung

von der Modellvorstellung waren.

In der Mehrzahl der praktischen Problemstellungen wird aber eine sequentielle Durchfithrung wie
sie eben beschrieben wurde nicht moglich sein. Dennoch ist auch dann die obige Menge Y durch
den Wunsch gerechtfertigt, wenigstens einen Anteil r der Versuchspunkte so zu wéhlen, dass ein

LOF-Test durchgefiihrt werden kann.

3.1.3 Optimieren mit minimaler Effizienz des LOF-Tests

Interessanterweise lisst sich die Menge T aus dem voherigen Abschnitt auch mit der folgenden

Aussage motivieren.
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Satz 3.4 Die Menge der Versuchspline mit relativer LOF-Effizienz grofier oder gleich v € [0,1] ist
gegeben durch
T={{(cE|{>rv- A}

*(©)

. 3 L.
Beweis: Der Projektor PYig o fel

positiven Faktor skaliert wird. Fiir jedes feste g : & — IR gilt daher allgemein B(g, const - £) =

. in der Definition von B(g, ) dndert sich nicht, wenn & mit einem

const - B(g,§) fir £ € E, const > 0 und speziell B(g,rv-A) = rB(g,v - A) fiir v wie oben, r € [0, 1].

Zu zeigen ist nun:

a) Jeder Versuchsplan & € T hat eine LOF-Effizienz grofler oder gleich 7.

b) Jeder Versuchsplan £ € Z\T hat eine LOF-Effizienz kleiner als r.

a) Mit B(g,rv-A) = rB(g,v-A) und der Monotonie von B(g,-) folgt diese Behauptung.
b) Wir modifizieren den Beweis von Wiens (1991) bzw. von Biedermann und Dette (2001) fiir
unseren Fall. Sei & € E\T beliebig und das signierte Maf v sei durch v := & — rv - A definiert. Es
gilt also v(£) = &(€) —rv- A(€) =1 —r. Nach dem Hahnschen Zerlegungssatz existiert eine Menge
Ay € B¢, so dass fiir alle Mengen By € BN Ay, By € BNE\A; gilt: v(By) > 0, v(Bz2) < 0. Wegen
&€ E\T gilt

v(A))>1—r, v(E\A)=1-r—v(4;) <O0.

Wir kénnen eine (disjunkte) Zerlegung Efig Ajvon E\A, finden, sodass v(4;) <0, j =2,...,k+2.
Weiter gilt
TU')\(A]') :f(Aj)—IJ(Aj) > —U(Aj) >0, j:2,,k‘+2

Seivy; :=v(Aj),alsoy; > 1=r>0>v,..., V42, Zf;z v; =1—r.Seiw = (w2,...,wg2) " # 041
eine Losung der folgenden k Gleichungen mit k£ 4+ 1 Unbekannten:

k42

Zw]/ f(z) v- A(dz) = 0.

Wir definieren die Regressionsfunktion

ZIH_ZZMJ 1A( )

ST re)

fir die

/ G (2) v Ada) = c, / F(@)gw (@) v+ Mda) = O,
£ £
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gilt, also gw € Fy . Fiir gw gilt

5oi2s wiv(4;)

C
SN w? v A(A;)

2 (x T) — 2 () rv- ) =
Agwua(d) /ng() A(dr)

also B(gw,&) < B(gw,rv - A). Mit der Vorbemerkung hat man B(gw,&) < rB(gw,v - A) = rc =
rminger, . B(g,v - A) und £ hat LOF-Effizienz kleiner r. 0

Unmittelbar aus Satz 3.4 folgt eine interessante Aussage iiber die LOF-Effizienz eines speziellen

Versuchsplans:

Korollar 3.5 Sei ¢ € E und
r=sup{t | &>tv- A} €10,1].

Dann ist die LOF-Effizienz von & gleich r.

3.2 Beschrinkung der Lebesgue-Dichte des Versuchsplans

In Abschnitt 3.1 haben wir gesehen, dass aufgrund von Erfordernissen aus der Praxis, manche
(theoretisch moglichen) Versuchspline nicht verwendet werden sollten. Man erhielt eine Untermenge
aller Versuchspléine als Menge von durchfithrbaren Versuchspldnen. In diesem Abschnitt betrachten

wir wiederum eine Fragestellung, die durch die Praxis motiviert ist.

3.2.1 Beobachtungen mit fortschreitender Zeit

Nehmen wir an, dass der Versuchsbereich £ ein Zeitintervall ist. In der Praxis treten oft Fille auf,
bei denen ho6chstens ein Versuch oder héchstens m € IN, m klein, Versuche zu jedem Zeitpunkt
durchgefithrt werden konnen. Weiter kann oft aus technischen Griinden die Beobachtungsfrequenz
beschriankt sein, z.B. wenn ein Mindestabstand zwischen den Beobachtungen eingehalten werden

1mnuss.

Beispiel 3.6 Wir betrachten einen Produktionsprozess in einer Firma, in dem fortlaufend ein be-
stimmtes Produkt hergestellt wird. Um zu kontrollieren, wie sich die Figenschaften des Produkts
in Abhdngigkeit vom Produktionszeitpunkt verhalten, konnen zu bestimmten Zeitpunkten mit einer

Messeinrichtung m Proben aus dem Produktionsprozess entnommen werden. Anschlieffend werden
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sie mit dieser Messeinrichtung untersucht. Wéhrend der Zeitdauer der Untersuchung ist die Mess-
einrichtung blockiert. Sie kann erst wieder fir das Ziehen neuer Proben eingesetzt werden, wenn die
Untersuchung fir die voher gezogemen Proben abgeschlossen ist. Fir das Untersuchen der Proben
bendtigt man eine feste, bekannte Zeitdauer. Diese Zeitdauer ist also der Mindestabstand zwischen

den Beobachtungszeitpunkten.

Wie bisher sei n € IN die Gesamtzahl der durchzufithrenden Beobachtungen. Sei m € IN die
Maximalzahl der moglichen Beobachtungen zu einem Zeitpunkt und sei d/n fir § > 0 der gefor-
derte Mindestabstand zwischen den verschiedenen Beobachtungszeitpunkten.! Die Menge Y,, der

Versuchspléne, die diese Eigenschaften besitzen, ist formal gegeben durch

T, = {gn €=y | Vz,y € & mit z # y, & (), n(y) > 0: &u(z), Enly) < m/n, |:E - y| > 5/n}

Wir berechnen nun die Menge T der asymptotisch durchfiihrbaren Versuchspline.

Lemma 3.7 Seien m € IN, § > 0. Die Menge aller Grenzwerte in E von Folgen (&), mit &, € Tp,

st gegeben durch
T—{¢ €2 | €< (m/o)A} (3.3)

(Grenzwerte beziglich der starken Konvergenz). Insbesondere gilt fir alle € € Y : & wird dominiert

durch .

Beweis: Sei £ € T und Fj die von ¢ induzierte Verteilungsfunktion, )y die rechtsseitig stetige
Umkehrfunktion von Fjy. Seien ¢(i) := Qo((im)/n),i =0,...,[n/m], wobei |y| = max{z € IN | z <
y}, und definiere fiir alle n € IN:

m n—|n/m]-m
n=" > Byt Og(ln/m))-
=0

n

Offensichtlich gilt &, € E,. Die von &, induzierte Verteilungsfunktion ist gegeben durch

Fn(x) =0, x<q(0),

ooz €lqi—1),q(0)), i=1,...,|n/m],
Fu(z) =1, =z >q([n/m]).

=
=
[

'Wir miissen den Mindestabstand mit wachsendem n € IV kleiner werden lassen, da sonst fiir hinreichend grofe n

der ,,Platz“ fiir die Versuchspunkte aufgebraucht ist.
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Es gilt |Fy(z) — Fp(z)] < m/n und damit insbesondere &, i &,n — oo. Weiter ist ¢(i) —q(i — 1) >
d/n, denn

- (a(i) — qli = 1)) = SA(g(i — D, q(0)]) > £((ali — 1), q(0)]) = Fo(a(e)) - Folali — 1)) = =,

n

wobei die letzte Gleichheit folgt, da Fy stetig ist. Also &, € T,,,n € IN.

Sei nun (§,), mit &, € T), eine beliebige Folge mit Grenzwert £ € E beziiglich der starken Konver-
genz. Sei F), die von &, induzierte Verteilungsfunktion. Fiir festes n € IN sei zu jedem x € Supp(&,)
ein Teilintervall A,, von £ mit z € A,; und mit Linge J/n so gewéihlt, dass fiir alle z,y € Supp(&,)
mit = # y gilt A, N A,y = 0. Sei die Verteilungsfunktion F, (und damit auch das zugehérige Maf
én) definiert als das Lebesgue-stetige Mafl mit Lebesgue-Dichte

N n
ful@)= > 5 &{th) 1a,(@).

teSupp(&n)
Wegen fn T
|Fo(2) = Fu(z)] < m/n, also &, ¢ = 0o. Also folgt aus &,(4) < TA(A) fiir alle n € IN auch
£(A) < FA(A) fiir alle A€ Bund £ € T. 0O

< %‘maxteSupp(gn) En(t) < %™ = 2 gilt dann £n € T. Weiter folgt nach Konstruktion

)
(

Bemerkung 3.8 Hdingt die Anzahl mazimal méglicher Beobachtungen von x € € ab, d.h. hat man
statt m € IN eine beschrdinkte Funktion m : € — IN, oder hingt der geforderte Mindestabstand 6/n
vonz € E ab (6 : & — (¢,00) mit ¢ > 0), so erhalt man als Menge aller asymptotisch durchfihrbaren
Versuchspline die Menge

T—{¢cE|¢<bA} (3.4)

mit einer beschrinkten Funktion b: & — [0, 00).

3.2.2 Beobachtungen auf rdumlichem Versuchsbereich

Denken wir nun bei dem Beobachtungsbereich an eine Strecke, ein Flichenstiick oder einen (kom-
pakten) Raumbereich. Nehmen wir weiter an, dass, bevor die Versuche durchgefiihrt werden, an den
Versuchspunkten noch Messstationen errichtet werden miissen. Dann kann es (z.B. aus technischen
Griinden) notwendig sein, dass diese Messstationen einen bestimmten Mindestabstand einhalten
miissen. An den Messstationen kénnen jeweils nur m Versuche (oft m = 1) durchgefiihrt werden

(vgl. zu diesem Beispiel Federov (1989), Cook und Federov (1995)).
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Ist der Mindestabstand zwischen den Messstationen ¢/n, so erhilt man (im eindimensionalen Fall)
dieselbe Menge T,, als Menge von durchfithrbaren Versuchsplinen, wie im voherigen Abschnitt 3.2.1.
Damit erhilt man auch dieselbe Menge T in (3.3) von asymptotischen Versuchsplinen. Wenn m

oder § von x € £ abhéngen, so erhilt man entsprechend T aus (3.4).

Im zwei- und dreidimensionalen Fall ergeben sich in analoger Weise asymptotische Versuchspléne,
und zwar Lebesgue-stetige Mafle mit beschrinkter (zwei- oder dreidimensionaler) Lebesgue-Dichte.
Da wir den mehrdimensionalen Fall in dieser Arbeit nicht weiter betrachten, gehen wir darauf nicht

weiter ein.

3.2.3 Beobachtung einer Stichprobe der Grundgesamtheit

Gehen wir davon aus, dass wir iiber eine Menge von N € IN Individuen, einer sogenannten Grundge-
samtheit, eine Aussage iiber ein Merkmal machen wollen. Dazu beobachten wir nicht die Merkmale
aller Individuen sondern wéhlen eine Teilmenge dieser Grundgesamtheit, eine sogenannte Stichpro-

be, aus und beobachten nur bei dieser Stichprobe das interessierende Merkmal.

Sei n < N die Zahl der Individuen in der zu beobachtenden Stichprobe. Die Modellannahme ist,
dass das beobachtete Merkmal von einer fiir die einzelnen Individuen bekannten Kovariablen z € £

(z.B. Alter) abhéngt. Weiter nehmen wir wie immer das Regressionsmodell (1.1) an:
Y;=f(z:)"0+e, i=1,...,n.

In der Sprechweise dieses Abschnittes ist Y; die Beobachtung des Merkmals und z; die Kovariable

beim i-ten Individuum der Stichprobe.

Bei der Auswahl der Individuen ist zu beachten, dass zu einem bestimmten Wert der Kovariablen nur
eine begrenzte Zahl von Individuen in der Grundgesamtheit zur Verfiigung steht. Sei dazu ny € Ex
die Verteilung, die angibt, wie gro3 der Anteil der Individuen mit einer bestimmten Kovariablen
zur Anzahl N aller Individuen ist. Fiir eine (messbare) Menge A C & bedeutet ny(A) = m/N,
dass genau m Individuen eine Kovariable in der Menge A haben. Die Menge der Versuchspline, die

durchfithrbar sind, ist damit formal

Tn:{anEn|VZL‘€5nfn(IL‘)SNﬁN(J?)}

Zur asymptotischen Betrachtung nehmen wir an, dass

%—)76(0,1] (n, N — 00).
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Die Grofle v wird als Auswahlsatz bezeichnet. Weiter setzen wir voraus, dass
v —=ne€8 (N = o)
wobei daran erinnert sei, dass wir in = die starke Konvergenz betrachten (sieche Abschnitt 2.2.2).

T, ldsst sich in der Form Y,, = {¢, € E,, | n/N - &, < nn} schreiben. Betrachtet man eine gegen

ein ¢ € = konvergente Folge (&), mit &, € T, so erhilt man die Menge

T={{€E[y-{<n}

von asymptotisch durchfithrbaren Versuchsplinen. Wir nehmen nun noch an, dass es sich bei der
Kovariablen um eine stetige Variable handelt (der Versuchsbereich £ kann also als reelles Intervall

angenommen werden) und dass die asymptotische Verteilung 7 Lebesgue-stetig ist. Dann ist

wobei dn/d\ eine Dichte von 7 beziiglich X ist. Man erhilt also wieder, wie in den beiden vorange-
gangenen Abschnitten als Menge asymptotischer Versuchsplidne eine Menge von Lebesgue-stetigen

Mafen, deren Lebesgue-Dichte durch eine Funktion nach oben beschrinkt ist.

Dieses Beispiel aus der Stichprobentheorie war fiir Wynn (1982) der Anlass, sich mit der Suche nach

optimalen Versuchsplidnen in dieser Menge T zu beschéiftigen.

3.3 Definition der Teilmenge Y[a,b] von =

In Abschnitt 3.2 haben wir begriindet, warum die Menge
T={¢e=|E<b-A}

mit einer Funktion b : & — [0, 00) in der Praxis eine Rolle spielt. In Abschnitt 3.1 haben wir Griinde

angegeben, dass in bestimmten Problemstellungen aus der Praxis Versuchsplidne aus der Menge
T={{cE|{>rv- A}

angewendet werden sollten. Natiirlich sind auch Falle denkbar, bei denen beide Einschrankungen aus
der Praxis auftreten. Daher fiihren wir die Menge Y[a, b] ein und normieren lediglich aus formalen

Griinden das Lebesgue-Mafl zum Wahrscheinlichkeitsmaf:
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Definition 3.9 Sei A die Gleichverteilung auf £, d.h. X = (ME))' - A Sei a : € — [0,00)
Borel-messbar und Lebesgue-integrierbar mit fga dr < 1. Seib: & — [0,00) Borel-messbar und

Lebesgue-integrierbar mit fg b d\>1 oder b= oo. Weiter gelte a < b. Dann definieren wir
T[a, b :={6€E|a-A<E<b-A}, fallsb:E —[0,00)
(man beachte, dass die Mafe in dieser Menge eine Lebesque-Dichte auf £ besitzen) und

T[a,b) :={6 €E |a-A<&}, falls b= oo.
Unmittelbar klar ist das folgende Lemma:

Lemma 3.10 Seien a,b wie in Definition 3.9. Y[a,b] ist konvez.

Bemerkung 3.11 (Symmetrische Versuchsplidne bei Polynomregression) Betrachten wir
e~ oder D-Optimalitit in Z fir Polynomregression auf dem Versuchsbereich £ = [—1,1]. In die-
sem Fall kann man sich auf um 0 symmetrische Versuchspline einschrdnken. Denn wenn & € =2
nicht symmetrisch ist und € € 2 der an 0 gespiegelte Versuchsplan, dann gilt M) = SM(g)S, S =
diag(1, —1,1,—1,...). Also folgt det(M (¢)) = det(M (£)) und (e] M(¢) tex) ' = (e] M(£) tex) L.
Aufgrund der Konkavitdt von & +— logdet(M(£)) (siehe z.B. Silvey (1980), Seite 41) und von
& (ef M(€)7te) ™! (siche 2.B. Pukelsheim (1993), Seite 77), folgt fiir den um 0 symmetrischen
Versuchsplan & = (¢ + £) € E:

det(M(&)) > det(M(€)),  (ex M(€0) 'ex) ™" = (ex M(§)tex) .

Falls a(z) = a(—z) und b(z) = b(—=x) (symmetrisch um 0), so lassen sich alle obigen Argumente
auch fir Y[a,b] statt fir E fihren. Wichtig dabei ist, dass aus ¢ ée Y[a,b] wegen der Konvezitits-

aussage in Lemma 3.10 auch & € Y|a,b] folgt.
Lemma 3.12 Seien a,b wie in Definition 3.9 mit b < oo. Dann ist Y[a,b] kompakt.

Beweis: Fiir alle £ € Y[a,b] gilt £ < b- A und b- X ist ein endliches MaB. Daher folgt nach Korollar
5.8 in Bader (1997), dass die starke und schwache Konvergenz in Y[a, b] d4quivalent sind. Sei &, eine
Folge aus Y[a,b]. Da & C IR kompakt ist, ist T[a,b] trivialerweise straff. Damit folgt, dass eine
gegen ein {y € E (stark/schwach) konvergente Teilfolge &, existiert (vgl. Billingsley (1968), Seite
37). Wegen

VAEBls: &(A)>a-AA), £&,(4)<b-A4)
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folgt &y € Y[a,b]. Somit ist Y[a,b] folgenkompakt. Da die Topologie der schwachen Konvergenz
durch eine Metrik erzeugt werden kann (vgl. Billingsley (1968), Seite 238), ist Y[a, b] kompakt.

Lemma 3.13 Seien a,b wie in Definition 3.9. Dann gilt:

a) b < oo = M(Y]a,b]) ist kompakt,

b) f stetig = M (Y[a,o0]) ist kompakt.

Beweis: a) Nach Lemma 3.12 ist T[a, b] kompakt. Da ¢ — M(¢) = [ ffT de stetig ist, folgt die

Behauptung.
b) Wegen
M(Y[a,0]) = M(a- )+ (1—/a d5\> - M(2)
£
iibertrigt sich die Kompaktheit von M(E) (siehe Lemma 2.7) auf M(Y]a, c0]). 0O

Aus Lemma 3.13 folgt unmittelbar eine wichtige Folgerung iiber die Existenz eines optimalen Ver-

suchsplans in Y[a, b].

Korollar 3.14 Sei ¥ : M(S(K)) — IR ein auf M(Y[a,b]) stetiges Optimalititskriterium. Sei f

stetig oder sei b < oo. Dann ezistiert ein V-optimaler Versuchsplan in Y[a,b).

3.4 Aquivalenztheoreme fiir Optimalitéit in Y|[a, b]

In den Abschnitten 3.1 bis 3.3 haben wir die Menge Y[a, b] definiert und motiviert. Wir werden in
diesem Abschnitt nun Aquivalenztheoreme angeben, mit denen wir explizit optimale Versuchspline
in der Menge Tla, b] bestimmen koénnen. Fiir ¢ und b gelten ab sofort die Voraussetzungen, die in
der Definition 3.9 gemacht wurden. Wir sind an dem Fall interessiert, dass nicht sowohl @ = 0 als

auch b = oo ist, denn der Fall E = T[0, co] wurde in Kapitel 2 betrachtet.

Wir setzen ab sofort voraus, dass

Yla,b C =*. (3.5)

Dadurch vereinfacht sich die Notation, da auf die Formulierung mit verallgemeinerten Inversen

verzichtet werden kann. Die Bedingung (3.5) folgt beispielsweise, wenn

/gffTa d) invertierbar. (3.6)
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Zunichst spezialisieren wir das in Kapitel 2 betrachtete , Allgemeine Aquivalenztheorem fiir ¢p-
Optimalitit in T¢ auf die Menge Y = Y[a, b]. Wir interessieren uns fiir den Parametervektor K '@,

wobei

K e IR¥, 1<s<k, Rang(K)=s,

wie bereits in (1.4) eingefiihrt.

Satz 3.15 Ein Versuchsplan & € Y[a,b] ist ¢,-optimal (p € (—o0,1)) fir KT in Y[a,b] genau

dann, wenn fir
N = M@ K(KTME T K) PR M) (M(g) =[5 d£>

gilt:
Vy € eSupp(b- A —¢),z €eSupp({ —a-A) 1 f(y) Nf(y) < f(z) ' Nf(2). (3.7)

Bemerkung 3.16 a) Es sei an Definition 2.15 erinnert: eSupp(§) := {x € £ | Ve > 0 : £((z —
€,x]) >0 und &([z, 2+ €)) > 0}.

b) Fiir b= 0o ist eSupp(co- A — &) = E&.

¢) Die Abbildung & — ¢,((K "M (&)~ K)™Y) ist eine auf =+ differenzierbare Abbildung (siche Pu-
kelsheim (1993), Seite 179). Dies ist wegen unserer Voraussetzung (3.5) (Y[a,b] C ET) niitzlich.

Beweis von Satz 3.15: Wir wenden das ,, Aquivalenztheorem fiir ¢p-Optimalitat in T C E“ (Ko-
rollar 2.13) an. Die Aussage des zu beweisenden Satzes folgt aus dem Aquivalenztheorem, wenn wir
zeigen, dass (3.7) und
vneYab: [ fNfan< [ N7 d (3.8)
& &
dquivalent sind. Dies wird in Theorem 11.8 in Pukelsheim (1993) fiir den Fall von Maflen aus
{¢€E|Vael: al) <E{a}) <bx)} CE

(also Mafle mit endlichem Tréger) gezeigt. Fir £ € T[a,b] C E miissen wir den Beweis modifizieren.

Aus (3.7) folgt (3.8): Sei ¢ := inf{f(2) "N f(2) | z € eSupp(é —a-\)} und

Ay = {ze&| f(a) Nf(z) > c},
4y = {z €| fla) Nf(z)=c},
A = {ze€&| fl@)'Nf(z) <c}
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Wegen (3.7) gilt A, NeSupp(b- A —&) =0 und A_ NeSupp(é —a - A) = 0. Sei € Y[a, b] beliebig.
Fiir das signierte Mafl £ —n gilt

VBC A NB: (£-n)(B) =0,

VBCA NB: (£—n)(B)<O0.
Folglich

/ngNf dé - /ngNf dn = /ngNf —cd(e —n)

= [INf—cd&-m+ | fINf-cdE—n)+ [ f'Nf—cdE&-n)
Ay S——— AOW_/ A S——

> 0. (3.9)
Damit gilt also (3.8).

Aus (3.8) folgt (3.7): Wir nehmen an, dass (3.7) nicht gilt. Im Fall b < oo existieren disjunkte

Mengen B; C eSupp(bA — ¢) und By C eSupp(é —a - A) mit

(b-A=&(B1) >0, (£—a-A)(Bz)>0
und
Vo, € Bl,xo € Bo: f(x1) 'Nf(z1) > f(z2)  Nf(xo).
Sei
&= A=8)|p, &:=(E—a Vg,
Im Fall b = 0o existieren Mengen B; C £ und By C eSupp(é — a - A) mit

A(B1) >0, (£—a-A)(Bz) >0
und
V]?l S Bl,$2 € By : f(]?l)TNf(IL‘l) > f($2)TNf(:L‘2)

Sei in diesem Falle

§1:= 5\|B17 §o 1= (§ —a- 5‘)|B2'

Fiir beliebige b definiere nun die endlichen Mafle

é' _ min{&;(£),&(E)}
v &i(€)

gia 1=1,2.
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Das Wahrscheinlichkeitsmaf
E=¢+6-&
liegt in Y[a, b]. Nun gilt
T F_ T T r T : T
[rnrae= [rivpace [ v ai- [N > [ g e

was ein Widerspruch zu (3.8) ist. O

Bemerkung 3.17 Wenn & € Y[a,b] ¢p-optimal (p € (—o00,1)) fiir K0 in Y[a,b] ist, dann gilt
offensichtlich

sup{f(y) ' Nf(y) | y € eSupp(b- A — &)} < inf{f(2) 'Nf(2) | 2 € eSupp(¢ —a- A)}.

Aus dem Beweis konnen wir noch eine Folgerung entnehmen, die uns spéter niitzlich sein wird, wenn

wir in konkreten Fillen die Eindeutigkeit des optimalen Versuchsplans zeigen wollen.

Korollar 3.18 Sei ¢ € Y[a,b] ein ¢,-optimaler Versuchsplan fir K0 in Y[a,b] und
N=ME) 'KE ME K)PIKTME)

Dann gilt fiir jeden anderen Versuchsplan n € Y[a,b], der ¢,-optimal fiir K@ in Y[a,b] ist:
eSupp(n —a-A) C ({z € € | f(2) 'Nf(z) > c})

mit ¢ ;= inf{f(2) TN f(2) | z € eSupp(¢ —a - \)}.

Beweis: Wir nehmen an, dass ein z € eSupp(n — a - A) existiert mit f(z)  Nf(z) < c. Sei f
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in z rechtsseitig stetig (linksseitig analog). Dann existiert
eine rechtsseitige Umgebung [z, + €) mit n([z,z + €)) > (a - N)([z,z + ¢€)) und Vy € [z,z +
€): fly)"Nf(y) < c. Wegen der Optimalitit von ¢ und Satz 3.15 folgt Vy € [z,2 +¢€) : y &
eSupp(é —a-\). Also &([z,2 +¢€)) = a- X[z, z +¢€)) und 5[z, z + €)) > &([z, = +¢)). Folglich gilt in
(3.9):
[ uTNi—odg-m = [ e~ NDAn-92 [ em TN d-€) >0
2

— - T,x+
[ 2 >0

und damit fg fINf d¢ > fg fTNf dn. Also kann 7 nicht optimal sein. 0

Wir spezialisieren nun Satz 3.15 fir K = ¢ € IRF (Korollar 3.19), fir K = e;, (Korollar 3.20) und
fir p =0 und K = I (D-Optimalitit fiir @; Korollar 3.22).
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Korollar 3.19 Ein Versuchsplan ¢ € Y|a,b] ist optimal fiir ¢' @ in Y[a,b] genau dann, wenn gilt:

Vy € eSupp(bA — €), z € eSupp(é —a) = ("M ()7 f(y)? < (e" M (&) f(2)). (3.10)

Beweis: Wir wihlen in Satz 3.15 den Parameter p zu p = —1. Dann gilt N = M (¢)"tec M (&)}
und f(z) 'Nf(z) = (¢" M(&)~ f(x))? fiir alle z € €. 0

Korollar 3.20 Ein Versuchsplan & € Y[a,b] ist optimal fir 0 in Y[a,b] genau dann, wenn gilt:

Yy € eSupp(bS\ — &),z € eSupp(§ — aS\) :

L? L?
‘(pr[flf?,fk_#f ’“) (y)‘ = ‘(pr[flf?,fk_#f ’“) (Z)‘ ' (3.11)
Beweis: Folgt aus Korollar 3.19 mit Benutzung der Beweise zu den Sétzen 2.34 und 2.36. n
Bemerkung 3.21 FEs sei daran erinnert (Bemerkung 2.37), dass sich (prffi(g) f;c_ﬂ*fk) (y) dar-

stellen ldsst durch
(—17'012) ", 1) £ (),

wobei My = [ ffT d&, Mio = [ ff d€ mit f = (f1,..., fe—1)".

Korollar 3.22 Ein Versuchsplan & € Y[a,b] ist D-optimal fir @ in Y[a,b] genau dann, wenn gilt:

Vy € eSupp(bA — €),z € eSupp(é —al) :  f(y) M 'f(y) < f(2) M f(2). (3.12)

Beweis: Mit diesen Voraussetzungen gilt fiir die Matrix N aus Satz 3.15: N = M L. 0

Nachdem wir nun Aquivalenztheoreme fiir die Optimalitit in Y[a, b] angegeben haben, wenden wir
uns als nichstes dem Spezialfall b = oo zu. In Abschnitt 3.1.2 haben wir die Menge Y[a, co] moti-
viert durch sequentielles Optimieren. In Abschnitt 2.7.1 haben wir gesehen, dass das Problem der
sequentiellen Optimierung auch als Problem der Optimierung Bayesscher Versuchsplidne formuliert
werden kann. Daher konnen wir fir die Optimierung in Y[a, co] auf Resultate aus der Bayesschen

Versuchsplanung zuriickgreifen.

Wir schreiben im Nachfolgenden a in der Form
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Wir werden konkret vorgegebene & betrachten und untersuchen, wie der optimale Versuchsplan in
Taa, oo] fitr @ € [0, 1] aussieht.

m—1 E

Fiir einen c-optimalen Versuchsplan ¢* = Eg’lglpfémi in Z, wobei pf > 0,> 7" "pf = 1 und

Loy Tme1 €&, xog <1 <+ < Typp—1,m € IN, definieren wir
F o= (f(z0);.., [(&m-1)) € BR"™,
p* = (P, D) €R™

und S sei die Diagonalmatrix mit —1- und 1-Diagonaleintrégen aus der Elfving-Darstellung von c,
d.h.:
c

ol FSp*. (3.13)

In den néichsten beiden Sétzen werden wir angeben, wie man aus einem c-optimale Versuchsplan in

E einen c-optimalen Versuchsplan in Y[a, co] konstruieren kann. Es sei an die Definition

G(&e) = {GeME) |Ve zeeSupp€): (c'Gf()”< (' Gf(2))
= {GeM@E)|ves: (¢'Gf(y)* <ple)’}

erinnert.

Satz 3.23 Sei ein c-optimaler Versuchsplan in = gegeben durch

m—1 m—1
&= piy, mitp; >0, Y pi=1 wi#a; (i #]), m<k
=0 1=0

(d.h. &* hat Masse auf genau m Punkten). Sei a(z) = aa(x) und F,p*,S wie oben, R :=
Je ffTa dh € R¥**. Die Vektoren q = (qo,- .-, qm-1)" P = (P0s---,Pm—1)" € IR™ und die Zahl

ag > 0 seien gegeben durch

a = (1-1(SFTR'FS)™!'1,,)p" + (SFTR™'FS)™'1,,,
p = p(a):=p" —aq=((1-a)+al,(SF RT'FS) ™ Ln)p" — a(SF R FS) 1,
ap = min{p;/¢; | 1=0,...,k—1 mit g; > 0}
und sei o € [0, . Hierbei ist 1, = (1,...,1)" € IR™. Es gelte Rang(F) = m und es existiere eine

verallgemeinerte Inverse G € G(¢*,¢) mit Ge € [R™LF]. Der Versuchsplan

&= a\ + Z W;0g;
i=0
ist c-optimal in Y[a, o0] genau dann, wenn w; = p;, i =0,...,m—1 (die Gewichte w; sind eindeutig

bestimmt).
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Der entsprechende Satz fiir Bayes-optimale Versuchspldne stammt im Wesentlichen von El-Krunz
und Studden (1991). Dette (1993) bemerkte, dass die Voraussetzung Rang(F') = m benétigt wird,
jedoch in der Formulierung des Satzes von El-Krunz und Studden fehlt. Dariiberhinaus ist die
Formulierung von El-Krunz und Studden als Aquivalenztheorem falsch. Dies betonte Dette (1993)
und gab im Fall m = k eine korrekte Aquivalenzaussage an, bei der ausgesagt wird, dass die Gewichte

w; eindeutig bestimmt sind (fiir a € [0, ayg)).

Im Gegensatz zu El-Krunz und Studden bzw. Dette, die an Bayes-optimalen Versuchsplinen inter-
essiert sind, betrachten wir in obigem Satz die nicht-Bayessche Optimalitit in Y|[a, co], was einige
kleinere Anderungen bewirkt. AuBerdem fithren wir einen anderen Beweis als der von El-Krunz und
Studden. Unsere Bedingung es existiert eine verallgemeinerte Inverse G € G(£*,¢) mit Ge € [R™1F]
ist neu. Den Zusammenhang zur Bedingung in El-Krunz und Studden (1991) liefert Satz 2.33, denn

nach diesem Satz ist G¢/p(c) eine Tangentialhyperebene von R im Punkt ¢/p(c).

Beweis von Satz 3.23: Wegen 1,,.q =1, p*(1-1,, (SF'R'FS)'1,,)+1 (SFTRT'FS)~'1,, =
1,1lp=1'p*—allq=1—q, fg ldé =1 p+ afg adh =1 ist ¢ ein Wahrscheinlichkeitsmaf,

also & € Tla, o00].
Es gilt

M) = [ 557 de =P ET, wi) = [ 157 dg=ar+pPET
mit P* := diag(p§, ..., p},_1), P := diag(po, ..., pm—1) € R™*™.

Es gilt FP*F" = M(¢*) = M(¢)GM(¢*) = F(P*FTGFP*)F'". Wegen Rang(F) = m kann man
von links mit (FTF)~'FT und von rechts mit F(F ' F)~" multiplizieren und sieht P*~' = FTGF.

Daher haben wir unter Verwendung der Elfving-Gleichung (3.13):

SFTGe = p(c) - SFTGFSp* = p(c) - SP* 1Sp* = p(c) - 1. (3.14)
Weiter haben wir
Gee[R'F] = IveR™: Ge=R 'FSv
= 3IvelR™: SF'Ge=SF 'R 'FSv
= IvelR™: (SF'R'FS)™ 1, =v
= R'FS(SF'R'FS)~'1,, = Ge. (3.15)
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Zur Abkiirzung definieren wir v := ((1 — ) + a1, (SF"R™'FS)~11,,). Dann haben wir

p=7p" —a(SFTRT'FS)™'1,

= FSPl,,+aRR'FS(SFTR™'FS)~'1,, = yFSp*
FSP(SFTR™'FS)(SFTR™'FS)™'1,, + aRGc = ~c/p(c)
FPF"Gc + aRGe = ye/p(c)
(FPF" + aR)Ge = vc/p(c)

Ge =y M(€) "c/p(c).

A

Aus der ¢-Optimalitit von £* in 2, Satz 2.31 und Korollar 3.19 folgt nun, dass ¢ c-optimal in Y[a, oo
ist.
pi(a), a € (0,1], ist genau dann nichtnegativ, wenn p; — ag; > 0, d.h. ¢; < 0 oder a < p}/q;. Also
ist

ap =min{p;/q¢; | i =0,...,k—1 mit ¢; >0}

das grofite ap € (0, 1], so dass alle Gewichte nichtnegativ sind.

Die Eindeutigkeit der Gewichte folgt mit dem nachfolgenden Lemma 3.24. n

Lemma 3.24 Sei ¢ € Y[a, 0] ein c-optimaler Versuchsplan in Y[a,c0] der Gestalt

—1 m—1

E=a- A+ piby, mitp; >0, > pi=1, z #z; (i # )
i=0

3

Il
<)

i
und seien f(xo),..., f(xm—1) € IR" linear unabhingig. Dann sind die Gewichte p; eindeutig be-
stimmt, d.h. fir jeden c-optimalen Versuchsplan n in Y[a,oc0] von der Gestalt

—1 m—1
n=a- A+ Y Pibe, mit p; >0, > pi=1, 3 £z (i # j)
=0

i

3

Il
<)

gilt p; =pi, 1=0,...,m—1, also £ = .

Beweis: Seien M = M (¢) und M = M(n) die Momentenmatrizen von ¢ und 7. Nach Pukelsheim
(1993), Seite 201, folgt aus der c-Optimalitit von ¢ und 7: MM ~'c = c. Damit

c=MM ‘c=(aR + Fdiag(po,...,pm 1)F")M ‘c (3.16)

= c¢—aRM 'c = Fdiag(po,...,pm_1)F M lc

= (F'F)'F"(I;, — aRM~Y)c = diag(po, . . . , 1) F M~ Lc. (3.17)
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Es gilt FTM-lec = (cTM*lf(fEi))i:o,...,m—

1. Da x; nach Satz 3.15 die Maximalstellen der Funk-

tion z — (c" M~ f(z))? sind, ist jede Komponente des Vektors F'' M ~'c ungleich 0. Daher sind

Po; - -
§=n.

.y Pm—1 durch (3.17) eindeutig festgelegt und es folgt p; = p;, i = 0,...,m — 1, und schlielich

O

Betrachten wir nun die Voraussetzung: Es existiert eine verallgemeinerte Inverse G € G(£*,c) mit

Gc € [R7'F). Diese Voraussetzung ist sehr einschriinkend, was an folgenden Beispielen deutlich

wird.

Beispiel 3.25 Sei € = [—1,1] und f(z)
(1,¢0) ", eo € (—1,1), sowie @ = 1, also a

2.85) und es gilt

(fi(z), fo(x)T = (1,2)" (Geradenregression), ¢ =

a. Dann ist & = §., c-optimal in Z (siche Beispiel

« 1 C9
M(€") = )
Sei
a a
a={ " " |eme)
a2 as

Wegen eSupp(£*) = {c2} und Ge = (ay + caa9, a3 + coa3) ", kann nur dann G € G(£*,¢) sein, wenn

as + coaz = 0 ist. Es gilt R™'F = diag(1,1/3) ' (1,c2) " - 1 = (1,3¢2) . Damit die Voraussetzung

Ge € [RYF] erfiillt sein kann, muss deshalb co = 0 sein.

Betrachten wir nun ¢ = e; = (1,0)". Es gilt

G = €g(e)

und Gec € [RF).

Also sind die Voraussetzungen von Satz 3.23 erfillt und es ergeben sich ag = 1,p =po =1 — a.

Fir die Geradenregression ist also der Versuchsplan

&=

al+ (1 — a)dy

er-optimal in Y]a,00], a € [0,1], was nicht unerwartet ist. Fir co € (—1,1)\{0} kdnnen wir Satz

3.28 also nicht anwenden. Wir wollen in diesem Fall auf anderem Wege den c-optimalen Versuchs-

plan in Y]a, co] bestimmen. Sei

¢=ar+ (1—a)d,

te-1,1].
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dann gilt
o= 1 ) M zeone [ TR )
(I—a)t £+4(1—a)? —(1— )t 1
also
¢ M) = (% (1= ) — (1 — a)t, —(1 — )t + 02) .

Sei zundchst t € (—1,1). Nach Korollar 3.19 ist £ genau dann c-optimal in Yo, 0o], wenn —(1 —

a)t +cp =0, also wenn t = co/(1 — ) ist. Damit t € (—1,1) ist, muss a < 1 — |ca| gelten.
Sei nun t =1. Wegen § + (1 — a) — c2(1 — a) > 0 ist £ genau dann c-optimal in Yo, oo], wenn
—(1—a)+c2 >0, also genau dann, wenn ca > 0 und a > 1 — |ca].

Sei nun t = —1. Wegen § + (1 —a) + c2(1 — «) > 0 ist & genau dann c-optimal in Y[a, o0], wenn

(1 —a)+c2 <0, also genau dann, wenn ca < 0 und a > 1 — |ca|.

Insgesamt ist also:

t=c/(l-a), a<l-—cy,
E=ar+ (1 —a)d, mit t=1, a>1—co,
t=-—1, a>1l+4+c

ist c-optimal in Yo, 00].

Beispiel 3.26 Sei & = [~1,1] und f(z) = (1,7,2%)" (Quadratische Regression), ¢ = (1,0,1/2)",
sowie a = 1.
* = 15 15
& =301zt 303
ist c-optimal in E (siehe Beispiel 2.30). Die Tangentialhyperebene im Punkt ¢ = c/p(c) ist offen-

sichtlich h = (1,0,0) 7. Wegen Satz 2.33 ist

{Ge/ple) | G €G(¢",e)} = T(e/plc)) = {(1,0,0)" }.

Es gilt S = I und

9 0 —15 1 1 3 3
R‘lzi o 12 0o |, F=| -1/v2 1/v2 |, R‘leé —6v2 62
-15 0 45 /2 1/2 15 15
Also ist
0 1
RT'F) = 1 |.|] o |]
0 5

Wegen (1,0,0)" & [R™'F] kann Satz 3.23 nicht angewendet werden.
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Wir sehen also, dass die Bedingung es gibt eine verallgemeinerte Inverse G € G(£*,¢) mit Ge €
[R~'F] die Anwendbarkeit von Satz 3.23 stark einschrinkt. Im Spezialfall m = k ist die Bedingung

jedoch wegen [R™1F] = IR trivialerweise erfiillt und wir erhalten sofort:

Satz 3.27 Sei ein c-optimaler Versuchsplan in = gegeben durch

k—1 k—1
£ = piby, mitpf >0, Y pi=1, z; #x; (i # )
=0 =0

(d.h. &* hat Masse auf genau k Punkten), a(z) = aa(xz) und F,p*,S seien wie oben, R :=
Je ffTa dx € IR¥*. Die Vektoren q = (qos---+qr—1) P = (Po,-..,pr_1) € IR* und die Zahl

ag > 0 seien gegeben durch

q = (1-1]SF'RF ' S1;)p* + SF'RF ' S1y,

p = pla):=p" —aq=((1—a)+al] SFT'RF'S1,)p* — aSF'RF'" 51,

ap min{p;/q; | i=0,...,k—1 mit ¢; > 0}

und sei a € [0,a9]. Es gelte Rang(F') = k. Der Versuchsplan

k—1
E=al+ Z w;idg;
=0
ist c-optimal in Y[a, 0] genau dann, wenn w; = p;, i =0,...,k — 1.

Beispiel 3.28 Sei wie in Beispiel 3.25: & = [—1,1] und f(z) = (f1(x), fo(z))" = (1,2) " (Geraden-
regression), ¢ = (1,¢5) ", sowie @ = 1. Wir betrachten nur die Fille co € [0,1) (die Félle ¢; € (—1,0)

gehen analog). Die Versuchspline

ta —c co—t .
g*ztz_ti(stl—{—ﬁ(stw mit —1 <t <cg <ty <1,

sind c-optimal in 2 (siehe Beispiel 2.35). Wegen

1 1
F = und Rang(F)=2=k
t1 1o

sind die Voraussetzungen von Satz 3.27 erfillt und es gibt ein ag = ag(t1,t2) > 0, so dass es fir

alle a € [0, o] einen c-optimalen Versuchsplan in Y[aa,oco] gibt, der die Gestalt

& = p1y, + P26y, + al
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hat. Wir wollen nun t1 und to so wdhlen, dass ay mdglichst grofi wird. Es gilt

1 t -1 1 0
F1 = ’ ) S = I, R= )
b=t \ ¢ 1 0 1/3
gl 1 1+ 33 —(1 + 3t1t2)

Sta =12 \ —(143tt,) 14382

1 to
FIRF1T1, =
to—ti \ g

und 1] F-'RF='"1, = 1. Damit gilt

1 t . (ta — c2)/(ta — t1) . o b
270\ (ca —t1)/(t2a —t1) 270\

q

Wir erhalten oy = (t2 — c2)/ta. Der Wert oy wird daher am gréfiten, wenn to = 1 ist. Die Wahl
von t1 € [—1,cq) spielt dafir keine Rolle, wir kénnen z.B. t; = —1 wdhlen. Wir haben also:

Fiir a <1 — ¢y ist der Versuchsplan
1 1 ~
¢ = 5(1 — C2 —04)5_1 + 5(1 + co — 05)51 + a
c-optimal in Y[a, 00].
Beispiel 3.29 Sei wie in Beispiel 3.26: £ = [-1,1] und f(z) = (1,z,2?)" (Quadratische Regressi-

on), ¢ = (1,0,1/2)", sowie @ = 1.

1 1 1
F=—0_¢++96 1——)dy, t —, 1
§t 4t2( t+ t)+< 2t2> 0, € (\/57 :|7
ist c-optimal in Z (siehe Beispiel 2.30). Es gilt S = I3 und

10 3 1 11 0 —t 1
1
_ 1 — -1_ - 2
R = 0 5 0|, F=] -t 0 ¢t ,F—2t2 2620 =2 |,
1 1 2 2
0 ¢ t?2 0 t 0 t 1
1 1 1
1
FU o= Lo |, R = o |0 FURF L= 5| 62 -2 |,
0 : 1
1 1
1 1
UFIRF1T1, = 1, p'=—| 42— = | 62
sFTR 3 » P=gg | 4P -2 |, A= 67 -2
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Also gilt fir den Vektor p der Massen in den Versuchspunkten

=2 442 -2 | —a=— | 62 -2

und aq ergibt sich zu

(3 322 -1 ) 1
qp=ming -, ———— /> =1 — ———.
0 272312 — 1 612 — 2

Fir «g erhalten wir den grofiten Wert, wenn t =1 ist. In diesem Falle ergibt sich:

[

ist c-optimal in Yo, 00], a <

Wir haben in den Beispielen 3.25, 3.26, 3.28 und 3.29 gesehen, dass man zur Konstruktion eines

c-optimalen Versuchsplans in Y[a, co] am besten einen c-optimalen Versuchsplan in = mit & Masse-

punkten und Rang(F') = k nimmt (falls vorhanden) und dann Satz 3.27 anwendet. Dariiberhinaus

haben wir gesehen, dass es sich lohnen kann, verschiedene solcher c-optimaler Versuchspline in =

mit Rang(F) = k zu betrachten und denjenigen zu verwenden, fiir den o aus Satz 3.27 so grof} wie

moglich wird.

In den nachfolgenden Beispielen interessieren wir uns speziell fiir den Fall ¢ = e;. In diesem Fall

kénnen wir q aus Satz 3.27 vereinfachen.

Satz 3.30 Sei die Situation von Satz 3.27 gegeben, sei ¢ = e, und F,R € RE=DxE die ersten
(k — 1) Zeilen von F bzw. R. Sei (1, SET) € IR¥** invertierbar. Dann ist q in Satz 3.27 gegeben

durch
a= (1 SFH)~'" . (1,1] SF'RT)T.

Beweis: Multiplizieren wir die Gleichung

p=(1-a)+allSF'RF ' S1,)p* — aSF'RF~'"S1,

aus Satz 3.27 von links mit F'S, lassen die letzte Zeile weg und benutzen F‘Sp* = 0;_1 (Elfving),

so erhalten wir

FSp = —aRF_lTSlk.
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Auflerdem gelten 1kTp =1—-aq, 1,Ip* = 1. Damit
FS(p* —p) = aRF*ITSlk, 1, (p"—p)=a
= (1, SE") (p* —p) = (L, 1, SF'RT) "
— q=2"P_ (1, sF) 1,1/ SF IR
O

Dass diese neue Darstellung von q unter Umstinden eine Vereinfachung von der Darstellung in Satz

3.27 darstellt, liegt daran, dass in bestimmten Fillen fiir 1;—5’ F~! eine einfache Darstellung vorliegt,

nicht jedoch fiir SF_lRF_lle. Die Matrix (1j, SF'T)~! ist leichter zu berechnen, wenn gerade die

letzte Komponente fr von f , kompliziert“ ist.



Kapitel 4

D- und ej-optimale Versuchspline in

T|a, b fiir Polynomregression

In diesem Kapitel betrachten wir nun speziell die Polynomregression f(z) = (1,z,...,25 )", k> 2
und interessieren uns fiir die beiden wichtigen Optimalititen, die D- und die ex-Optimalitét. In den
nichsten beiden Bemerkungen machen wir erfreuliche Aussagen: Wir miissen nicht auf unterschied-
liche Versuchsbereiche eingehen, da wir jedes kompakte Intervall durch lineare Transformation auf
das Intervall [—1,1] iibertragen konnen. Aulerdem brauchen wir nicht weiter zu suchen, wenn wir

einen optimalen Versuchsplan gefunden haben. Der optimale Versuchsplan in Y[a, b] ist eindeutig.

Bemerkung 4.1 (Wahl des Versuchsbereiches) Die Aquivalenztheoreme im Fall Y[a,b] (Ko-
rollar 3.20 und 3.22) und im Fall = (Satz 2.36 und Korollar 2.18 mit p = 0) weisen eine analoge
Struktur auf. Deswegen lassen sich die Argumente aus Beispiel 2.25 und Bemerkung 2.41 fir die
Polynomregression und die Menge von Versuchsplinen E direkt auf den Fall Y[a,b] ibertragen. Es
gentgt daher auch fir die ex- und D-Optimalitat in Y[a,b] ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
den Fall £ = [—1,1] zu betrachten. Andere kompakte Intervalle lassen sich durch lineare Transfor-
mation auf dieses Intervall ibertragen. Dabei muss man die Funktionen a,b geeignet transformieren,

wenn sie nicht konstant auf dem Versuchsbereich sind.

Bemerkung 4.2 (Eindeutigkeit des optimalen Versuchsplans) Sei £ ein eg- (bzw. D-) opti-
maler Versuchsplan in Y|a,b]. Die Funktion z — (e} M(¢) "1 f(2))? (baw. z — (f(z) M(¢) 1 f(2)))

st ein Polynom genau vom Grade 2k — 2. Insbesondere ist das Polynom nicht konstant.

82
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Sei zundchst b < co. Nach Korollar 3.18 gilt fiir jeden weiteren ey~ (bzw. D-) optimalen Versuchs-

plan n in Yla,b):

eSupp(n —a - A) C eSupp(é —a - ). (4.1)
Das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl n mit der Eigenschaft (4.1) ist aber .

Nun betrachten wir b = oo. Die Funktion z — (e] M(£)™'f(2))? (bew. z — (f(z)" M (£)~ f(2)))
hat hichstens k lokale Mazima auf £. Seien diese g, ..., Tm_1,m < k und sei F € IRF*™ die
Matriz mit Spalten f(z;), i = 0,...,m — 1. Da wir Polynomregression betrachten, hat die Matriz
F den vollen Rang m. Nach Korollar 3.18 gilt fir jeden eg- (bzw. D-) optimalen Versuchsplan n in
Tla,o0]:

eSupp(n—a-S\):Supp(n—a-S\)g{wi|i:0,...,m—1}.

Seien M = [ ff " de, M = [e FfT dn die Momentenmatrizen von & und g und R = [, ff'a dA
und a = aa mit fgd d\ = 1. Dann gibt es po, ..., Ppm—1 > O,Egialpi =1—«und po,...,Pm-1 >
0,7 pi =1 —a, s0 dass

M = aR + Fdiag(po, ...,pm_1)F'", M = aR+ Fdiag(po,...,pm_1)F".

Fiir die eg-Optimalitit folgt die Eindeutigkeit des optimalen Versuchsplans jetzt aus Lemma 3.24.
Fiir die D-Optimalitit folgt nach Pukelsheim (1993), Seite 151, dass M — (det M)Y* strikt konkav
auf PD(k) ist. Daher folgt aus der D-Optimalitit von ¢ und n in Y[a,b] die Gleichheit M = M und
somit

Fdia'g(p()a s 7pm—1)F'—r = Fdla‘g(ﬁ()a s aﬁm—l)FT'

Da F vollen Rang hat, kénnen wir von links mit (F'F)"'F T und von rechts mit F(F'F)~! mul-

tiplizieren und erhalten p; = p;, ©+=0,...,m — 1. Also ist der optimale Versuchsplan eindeutig.

4.1 eg-optimale Versuchspline in T[a, oo] mit a allgemein

Fiir fest vorgegebenes k konnen wir zwar sowohl g als auch die Gewichte p; fiir den eg-optimalen
Versuchsplan in Ta, co] mit Satz 3.27 oder Satz 3.30 ausrechnen. Eine allgemeine Strukturaussage
fiir die Polynomregression ist aber damit nicht méglich. Weiter wird die Invertierung der Matrix
F (bzw. von (1,SFT) bei Satz 3.30) fiir wachsendes k auch fiir ein Computerprogramm immer

aufwindiger.
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Der folgende Satz 4.4 vereinfacht fiir Polynomregression (zu beliebigem Grad k — 1) den Satz 3.27
bzw. Satz 3.30 wesentlich, macht eine unerwartet erfreuliche Aussage iiber das Verhalten von « fiir
wachsenden Polynomgrad und dariiberhinaus lisst der Beweis tiefere Einblicke in die Struktur des

zugrundeliegenden Problems zu.

Wir benétigen Tschebyschev-Polynome T,,(z),n € INg,z € [—1, 1], und fiir den Beweis von Satz 4.4

auch Lagrange-Polynome Lz(n) (z) = H#i za " € IN,0 <i<n,z € [—1,1], zu den Stiitzstellen

T = 2 = cos (W) , 7=0,...,n. (4.2)

(n)

Die wichtigsten Eigenschaften von T}, und L; ", die wir bené&tigen, stellen wir im Anhang A zusam-
men. Weiter miissen wir fiir eine Grenzwertaussage eine technische Voraussetzung an die Funktion

a stellen.
Voraussetzung 4.3 Die Funktion & habe folgende beiden Eigenschaften:

(1) Die Funktion t — a(cos(t))-sin(t) sei stetig und besitze eine stickweise stetige erste Ableitung

firt € [0, ].

(2) Es gelte

o0

>

J=0

< 0.

/ T @)ale) do

-1

Wir werden spéter sehen, dass Voraussetzung 4.3 z.B. fiir ¢ = 1 und fir a(z) = 2/(7v1 — z2) erfullt

ist.

Satz 4.4 Sei & = [—1,1] und f(z) = (1, ,...,2" )Tk > 2, sowie a(z) = aa(z) und [ a dr = 1.
Weiter seien v; = 1/2 falls i € {0,k — 1}, v; = 1 falls i € IR\{0,k — 1}, und p; = 73 — ag;, i =
0,....k—1, mit

G = ﬁ 3 cos <W> /1 Ty(2)i(e) do

-1

sowie

ap :=min{v;/((k —1)g;) | i =0,...,k—1 mit ¢; > 0}. (4.3)

Dann gelten:
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a) Fir o €0, ] ist der Versuchsplan

k—1
E=a- 2+ Zpi(scos(ﬁ(k—l—i)/(k_l))

i=0
ex-optimal in Y|a, co].

b) Falls a die Voraussetzung 4.3 erfillt, gilt fir oy = oz((]k)

lim a(()k) =2 < max {1 + gd(z)\/ 1-— 22})

k—o00 z€[—1,1]

die Grenzwertaussage

-1

Wir beweisen Satz 4.4 a) zunichst ausgehend von Satz 3.27 konstruktiv. Dazu bendtigen wir fol-
gendes Lemma. Spéter werden wir einen anderen (nicht-konstruktiven) Beweis angeben, der weder

Satz 3.27 noch Lemma 4.5 b) und c) benétigt.

Lemma 4.5 Sei k > 2,

1 1 1
o S ) S |
_ 2 2 2 kxk
F= xg 5 - wp_, | €ER
k-1 k-1 k—1
Ty Ty B

mit z; = cos ((’“*klj)’f) j=0,...,k—1,und S = diag(...,—1,1,—1,1), R= [*, ffTa dA. Dann
gilt:

a) Vo € [-1,1]: 1] SF71f(z) = Tj—1(x).

b) 1SFRFVTS1, = L4 1 1 Ty o(a)a(x) da.

c¢) Seivj:=1/2, falls j € {0,k—1}, v; :=1, falls j € IR\{0,k—1}. Dann gilt firi € {0,...,k—1}:
. o 2k=2 1
e/ SFT'RF™ S1;, = Q(Til) > yj/szj(xi)/lTj(z)a(z) dz.

j=0 -

Beweis: a) Die Funktion z — 1] SF~!f(z) ist ein Polynom vom Grad k — 1. Fiir dieses gilt

1. SF=1f(x) 1} Seir1 = (—1)* 1" = cos((k — 1 — i)7)

= cos((k —1)arccos(z;)) =Tk _1(xzi), 1=0,...,k—1
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(man vergleiche dazu die Definition von 7}, im Anhang A). Also stimmt dieses Polynom an & Stellen
mit dem Tschebyschev-Polynom vom Grad k£ — 1 iiberein und daher folgt die Behauptung.
b) Es gilt

1
1\ SPRF-TS1, = 1] SP-! / F(@) () Talz) Adz) P17 S1,
-1
1 1
_ / (1 SF 1 f(2))ale) A(do) = 5 / (To_1 (2))2(z) da.
1 _
Nach Formel (A.4) im Anhang gilt fiir das Tschebyschev-Polynom T, (x),n € IN:
, 1 1
T,(z)” = §(T2n($) + To(z)) = E(Tgn(z) +1).

Daher

c) Es gilt

L=y,

(—1)kt zT+15F () = (—1)k_1_ie;—1(_1)k_1_jej+1 = o,
0, i#7.

(4.4)

Die Funktion z — (—1)¥='=‘e[  SF~!f(z) ist ein Polynom vom Grad k — 1 und daher wegen
(k-1

(4.4) gleich dem Lagrange-Interpolations-Polynom L,
Sei v :=1/2, falls j € {0,k — 1}, v; := 1, falls j € IR\{0,k — 1}. Wir haben

)(3:) zu den Stiitzstellen zg, 21, ..., 2Tp_1.

e/ SFTIRFLS1, = el SF7! / f(2)f(z) alz) Adz) F~1 51,
[~1,1]
= / el SF7 f(a) f(2) F~ S1ia(z) Mdax)
[_ al]

_1\k=1—i p1
_ % / 1L§k—1>(x)Tk,1(x)a(x) dz

_1\k—1—: 1
(46) (=1) /_ _IVZZVJ (@) Ty (2) Ty (2)ai(z) da

2

(_1)k—1—i k-1

1
i Y viTy(w;) / 1 Tj(x)Th—1 (x)a(z) d

I
N

. — 1
WS Y @) [ @) + T @) at) do

_ 1
— T X i) | Tt ds

1
_ VZZ vy 9T (3 / Ty(a)ala) do
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wobei letztere Gleichheit wegen

(DS (o) = (P s (e 1] (610 )

S (A S

= cos (j(k —1 —z‘)k — 1) = T)(z;)

gilt. O

Um Satz 4.4 b) zu beweisen, verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 4.6 Sei v; := 1/2, falls j € {0,k — 1}, v; := 1, falls j € IR\{0,k — 1}. Fir a gelte
Voraussetzung 4.3. Dann gilt fir z € [—1,1]:
2k—3

1 2 2
X it A [ D@ de = Jed U SV EEVI=)
a(z)V1—2%2 (k— o0)

—

Ty

gleichmafig auf [—1,1], wobei pr[L;O(f/.T;;_aj)‘) der Orthogonalprojektor in L*(1/v/1 — 22 - \) auf

[To, ..., Tor 3] = [1,,...,2%k73] ist.

Beweis: Definiert man das Skalarprodukt (g, h) := fil g(z)h(x) auf{h:[-1,1] = R | ||h| :=

dx
V1—z?
(h,h)}/? < o0} und normiert die Tschebyschev-Polynome durch
Ty ((II), n =0,
-Tp(z), n>0,

:’ﬂx
&
I
e

so bilden (Tn)nzoyl,m nach (A.1) und (A.2) eine Orthonormalbasis dieses Raumes.

Daher gilt

2k—3

. = ! ~ dz
Z ;2T (z / Tj(z)a(z) de = ;0 /1 z)V 1 —22Tj(x) g
prip M N a(2) VT - 22).

Tosew s Top—3]

i

T
2

Diese Orthogonalprojektion konvergiert fiir & — oo gleichméBig auf [—1,1] gegen a(z)v1 — 2z2. Die
punktweise Konvergenz folgt mit Satz 4.2 und den Erlduterungen auf Seite 170-171 in Schwarz
(1988), da F(t) := a(cos(t))\/1 — (cos(t))? = a(cos(t))sin(t) nach Voraussetzung 4.3 (1) stetig

und stiickweise stetig differenzierbar ist. Die gleichméiflige Konvergenz folgt aus Schwarz (1988),
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Satz 4.11, oder aus Rivlin (1990), Seite 161, da die Koeffizienten ¢; = %f_ll a(z)Tj(z) dz der
Tschebyschev-Entwicklung nach Voraussetzung 4.3 (2) eine absolut konvergente Reihe bilden. Also
folgt die Behauptung. 0

Beweis von Satz 4.4: a) Nach Satz 2.40 hat der eg-optimale Versuchsplan in E die Massen

p; = 72 in den Punkten x; = cos((k — 1 —i)m/(k — 1)). Also ist nach Satz 3.27 der Versuchsplan
mit denselben Massepunkten und den Gewichte p; = pf — ag; eg-optimal in Y[aa, oo] (fiir o klein

genug), wobei
g =01—1]SFRF " S1,)p; + e/ | SF'RF'S1, i=0,... k-1

Mit Lemma 4.5 ergibt sich wegen T, o(z;) = cos(2(k — 1 —i)7) = 1:

11t 3 ” ye  2k=2 1 i
G = (5 — Z/_1 Tog—o(x)a(z) da:) k —Zl + 20k i 0 jgo l/j/sz(xi)/_l Tj(x)a(z) dx
» 2k—3 1
= g 2 ) | Tt da
Mit der Definition von T, hat man
jlk—1—19)m
Tj(z;) = cos (T .

Man beachte dabei, dass die Matrizen S aus Satz 3.27 und Lemma 4.5 {ibereinstimmen, da die

Elfving-Darstellung von ey

€ .
= Fdiag(...,—-1,1,—1,1)p"
oer) ( )
lautet.
b) Mit a) folgt
) 2k—3 1
Q- min{p} /gi} = min{ 2/ | 14+ > uj/QTj(wi)/ Tj(x)a(z) dx
j=0 o

Wegen Lemma 4.6 haben wir

() V1 — 22}>_1 (k — o0).

agk)—>2< max]{l—i-

™
2€[-1,1 2

O

Vi

Alternativer Beweis fiir Satz 4.4 a): Seien p; := “3, P* := diag(po,...,px—1) und " :=

Ei':ol P Ocos(m(k—1—i)/(k—1))- Wie in Satz 4.4 seien p;,q; gegeben und q := (qo, - qro—1)",Q =
diag(qo,.-.,qx—1). Wie in Lemma 4.5 seien F, S, R, z; definiert und F,R € R* 1%k die ersten
k — 1 Zeilen von F bzw. R.
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Wir definieren die folgenden aus Tschebyschev-Polynomen gebildete Funktionen und Matrizen:

AW (z) =

W (z) =
h

(
(

(@) = (V@) 0P @) "),
HY) — (
(

H =

Damit konnen wir

1
diag(1/2,1,1,...,1,1/2)H " /1h(m)&(w) dz

1
T

schreiben. Unter Beriicksichtigung von (—1)¥=1=9T5(2;) = T _1(z;) folgt
gung J i+ g

1

HYSq = Q(kl_ I)H(Z)diag(l/Q, 1,1,...,1,1/2)HT /_1 h(z)a(z) do
0 0 - 0 1/2 0 - 0
an [0 0 401 ! /1 h(@)a(z) da
: ; -1
0 1/4 0 0 1/4
(4D % / 11 WO (2)a(2) Ty 1 (5) da. (4.5)
Wir multiplizieren (4.5) von links mit der Basiswechselmatrix von Ty, ..., Tj_s auf 0, ..., =2 und

benutzen Lemma 4.5 a). Damit erhalten wir

qu = RFTilslk.

Wir schreiben q = Q1; und benutzen Elfving p(ee’“k) = FSp* (ex-Optimalitit von &* in =), also
1, = P lp* = P**lSF_lﬁ. Fiir beliebige « gilt dann

a(RFT 'SP 1SF~! — FSQP* 'SFV)ey = 0)_,
und weiter
Q(R(FP*FI) ™' — FQF T (FP*F") Yer = 0p_1. (4.6)
Es gilt
M(&) = FP*FT, M(&) = M(¢") +a(R— FQF ).

Wegen (4.6) existiert also ein v € IR mit

((R—FQF ") + (M(£))M(E) e = vey
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und somit
M) ey = yM (&) ey

Die Aussage folgt nun aus Korollar 3.19. =

Fiir die untere Schrankenfunktion a(z) = 2/(wv1 — 2?) vereinfacht sich Satz 4.4 erheblich. Wir
erhalten wegen den Formeln (A.1) und (A.2) im Anhang:

(z)a(z) do = = (z =
1 w )y 1 —a? 0, sonst.

Damit ergibt sich folgendes Korollar:

Korollar 4.7 Sei & = [-1,1] und f(z) = (1,x,...,28"1) T k > 2, sowie a(z) = a2/(7V1 — z2).
Weiter seien v; = 1/2,1 € {0,k — 1}, v; = 1, sonst, p; = (1 — )32y und o € [0, 1] beliebig. Dann

ist der Versuchsplan
k—1

¢E=a- A + Zpi(scos(w(kflfi)/(kfl))
=0

ei-optimal in Y[a,o0].
Unser Hauptinteresse gilt Schranken a, b, die auf dem Versuchsbereich konstant sind, also die Be-

trachtung von Y[a, ] bzw. Y[a, oo] mit a € [0,1], 8 € [1, 00). Diese Fille werden wir in den néichsten

Abschnitten betrachten.

4.2 ep-optimale Versuchspline in Y[a, oo] mit a = a konstant

Wir spezialisieren Satz 4.4 fiir a = 1, also a = «.

Satz 4.8 Sei & = [~1,1] und f(z) = (L,z,...,2" )Tk > 2 und seien v; = 1/2,i € {0,k — 1},

vi =1, sonst, und p; = %5 —ag;, i =0,...,k —1, mit

k—2 ..
v Z ZJZ’IT 1 1
e 2(k—1)j0 k—1 2j+1 25-1

sowie ag wie in (4.3). Dann gilt:




4.2  e,-OPTIMALE VERSUCHSPLANE IN Y[a,00] MIT @ = & KONSTANT 91

a) Fir o €0, ] ist der Versuchsplan

k—1
E=a\+ Zpiacos(n(lcflfi)/(kfl))
=0

ex-optimal in Y[a, oo].

()

b) Fir ag = oy gilt die Grenzwertaussage

lim o) = 2
k— 00 0 247

~ 0.777969.

Beweis: a) Nach Formel (A.5) fir n > 2:

= —=2 __  falls n gerade,

/1 0, falls n ungerade,
1
n+tl ~ n—1 = (n=1)(n+1)’

wobei dies auch fiir n = 0,1 gilt. Daher folgt aus Satz 4.4 fiir £ > 2

2k—3

v; 1 1
) J;O Tj(z:) (m - jTl) 14 gerade}

oy ki?cos 2jim\ (1 1
N 2(k—1)j:0 k—1 2j+1 25—-1)°

b) Da t — sin(t) stetig differenzierbar ist und da (4.7) gilt, ist die Voraussetzung 4.3 fiir ¢ = 1

erfiillt und mit Satz 4.4 b) ergibt sich die hier gemachte Aussage. =
In Tabelle 4.1 sind die Massen p; fir k = 2,3,...,11 berechnet.

In Satz 4.8 konnten wir fir ,,sehr viele“ «, ndmlich fiir o € [0, ap] mit g = a((]k) — 0.777969 ... den
ei-optimalen Versuchsplan in Y[, 0o] fiir die Polynomregression bestimmen. Im nachfolgenden Satz
4.9 betrachten wir den Fall, dass a nahe bei 1 ist. Auch in diesem Fall kénnen wir den optimalen
Versuchsplan explizit angeben. Genauer gesagt geben wir den optimalen Versuchsplan fiir «v in einem
Intervall [, 1] mit o; < 1 an. Im Gegensatz zu dem weitreichenden Satz 4.8 haben wir das Ergebnis,
dass a; mit wachsendem Polynomgrad k — 1 gegen 1 konvergiert (siehe Satz 4.9 b). Allerdings deckt
[av1, 1] fiir kleine praxisrelevante k& noch einen recht grofien Bereich ab, wie wir spiter sehen werden.
Im Fall £ = 3 und k& = 4 (quadratische und kubische Regression) gilt sogar oy = «;, womit das
Problem der Bestimmung des ej-optimalen Versuchsplans in Y[a, oo] vollstindig geldst ist. Fiir

k =5 ist ag < a, siehe Beispiel 4.13.
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k Po D1 D2
11
11 12
3| 175w 3~ 3¢
11 12
4| 5~ 1@ 359
11 14 1 34
5 | g~ n1® 1~ ¢ 1~ 105%
1 1 1 _ 7045 1 _ 70+4V5
6 | 75— @ 5 35 ¢ 5 315 &
1 1 1 1556 176
713~ 3¢ 6 10395 6 385
1 1 1 2c(1/7)  146¢(2/7) 38c(3/7) 1 380(1/7) 2c(2/7) | 146¢(3/7)
8 | m— %> 7- (7+ R T S Sl € S 7ol -t s g L
1 1 1 5720-844+2 1 5956
9| %6~ 8§~ 40dp ¢ 8~ 1045 %
10| L1y L_ (566 2(1/9) 86c(2/9) 14c(4/9))  L_ (566 4 1c(1/9) 4 2¢(2/9) 86c(4/9))
18 34 9 — \ 5005 T 693 2295 1755 9 — \ 5005 T 1785 693 2295
11111, 1 6845064—637364v5 1 1608880—92756v/5
20 ~ 38 10 72747675 10 14549535
k p3 P4 D5
1 2234
7 6 10395 %
1 (1, 146¢(1/T)  38¢(2/7) | 2¢(3/7)
817 (7+ 3003 si65 T 315 )¢
1 _ 572048442 1 1450
9 8 15045 ¢ 8 ~ 9009
10 1_ 117, 1_ (566 , 86c(1/9)  14c(2/9) _ 2c(4/9)
9 ~ 85085 9 — \ 5005 T 2295 1755 693
11 1 6845064+637364\/5 1 1608880+92756\/5a 1 9360994
10 72747675 10 14549535 10~ 72747675

Tabelle 4.1: MASSEN p; DES €;-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS IN Y[a, 0o] AUS SATZ 4.8. ES GILT JEWEILS

Pk—1—i = p; UND ¢(x) := cos(xm)
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Satz 4.9 Sei & = [~1,1] und f(z) = (L,z,..., 2" )T k> 2.

a) Es existiert ein a; = agk) € [0,1), so dass fir alle a € [a1,1] gilt: Ein Versuchsplan £ ist
genau dann eg-optimal in Y[a, 0o], wenn
~ 1
E=al+(1— a)§(5_1 +d1).
(k)

b) Fiir eine Folge oy, die a) erfillt, gilt die Grenzwertaussage

lim agk) =1.
k—o0

Um die Grenzwertaussage in Satz 4.9 b) zu beweisen, benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.10 Sei f(z) = (1,z,...,2" )", k> 1 und
1 -1
(2,6 = f(x)T ( [ s 5(dt>) .

1 -1
de(r,6) = [(@)7 (/ s 5(dt>) 7).

Dann gilt:
a)
~ k (2k
(%) = 2—k( k) Per ()

b) .

-1

§=0
c)

d) Fir o e (0,1] gilt:
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Beweis: a) Zur Berechnung von ¢ (z, A) wird ein Basiswechsel auf die Orthogonalbasis des L2(\)
bestehend aus den Legendre-Polynomen F,..., P,_; durchgefithrt. Sei die Funktion g gegeben
durch g(z) = (Py(z), Pi(x),...,Pe_i(2))" und A € R¥** 50, dass

g(z) = A- f(z), f(z)=A"" g(z), we[-1,1].

Dabei ist A eine linke untere Dreiecksmatrix und der Eintrag in der rechten unteren Ecke ist

2,6%1 (2kk:12), siehe Formel (B.5) im Anhang. Dann gilt:

(e, ) = f@)TAT (% / 11 AF@)F()TAT dt)lAek
= 9@ (3 oo dt)_l v i (1)
BD T (diag (1, L m)) o gt (Zk’“_—f>

2k —1 (2k —2 k (2k
= 2167_1<k_1>‘Pk1(x):2_k<k>'Pk1(55)'

b) Wir gehen wie im a)-Teil vor und fiithren einen Basiswechsel zur Basis aus Legendre-Polynomen

durch:
3 _ ZL‘T T l ! T AT -
hewd) = f@'A (5 [ ArswaT @) arw
1 -1
= )" (5[ a0 @) gt

-1

BN )T (diag (1, é o m»_lg(y)

= S @j+1)- P@)Py).

Sl
—

<.
Il
<)

c) Mit b) und den Formeln (B.3) und (B.15) hat man

Py 1(z) — Py(w)

b

k—1
di(z,1,0) = Y (2 + D)Pi(x)P(1) =k -

j=0 1—x
k=1 k-l
di(e,~1,3) = 32+ DP(2)(-1)7 = Y (2) + 1)P(~a)
Jj=0 j=0
= dk(—:L‘, 1,5\) = kPk_l(_$) — Pk(_w) _ (_1)k71k ] Pk—1($) + P].C(IL‘)7

14z 14z

womit also insbesondere die erste Gleichung gezeigt ist. Weiter folgt

de(z, 1,A) + (=D Yy (z,-1,)) = & (Pkl(f)__wpk(x) + Pkl(f)_i_zpk(x)>
_ ZkPkl(ff)_—;ZUPk(x) 19 5 pr ()
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und
) ) B Pe_1(x) — Py(z)  Pp_y(2) + Pe(z)
k—1 k—1 k bl
_(— 1 = -
2P—1(z) — Pi(7) mas)
= 2k 1= 2 2P, ().
d) Sei fi() = (La®,....oF3F )T, falls k ungerade und fo(z) = (z2°,...,oF=3 oF)T,

falls k gerade also f1(z) € RIFHD/21 Weiter seien die folgende Matrix und Vektoren definiert
durch Mi(}) := [y fif dA und 10 = (1,1,...,1)7 € RLED2 & — (0,0,...,0,1)7
]RL(’“H)/%. Dann gilt
< 1 T < 1 1
Ck :L‘,Oz>\+(1—a)§((571+(51) = f(]?) M(a)\+(1—a)§(5,1+51)) e

=A@ (b () + (1 - 110 7) el s

Wir berechnen die Inverse mit der Sherman-Morrison-Formel, siehe z.B. Lancaster und Tismenetsky

(1985), Seite 64, Aufgabe 5, und erhalten die Gleichheit von (4.8) und

1 e My(M)! M1(>\) RO
fi(z) <aM1(>\) 1+1aa1(1)TM (A)~11(1) ) :

@G e = 1) MO e = (0.9 2 5 () Aato)
10T e = A0 0 e = 5 () A 2 5 (),
A TMA) D = 2 @ME) () + (1))

= Sl LR) + (D) (e, 1,3) 2 Pia),
10TM 0710 = f)Ta R0 = py) 2 EEED

Wir erhalten unter Verwendung von a)

Ch (m a)\+(1—04) (0 1+51)>
(i ()

= () (B0 - R -
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Beweis von Satz 4.9: a) Es gilt £ = &, = o) + (1 — @)1 (0_; +6;) & X fiir @ — 1. Folglich gilt
crl(,€a) = cp(z, ) = const - Py_i(x),a — 1, gleichmifig, denn nach Satz 2.4 ist die Abbildung
Et — C[€],€ = cx(z,€) stetig, wenn ZT mit der von der starken Konvergenz erzeugten Metrik und

C[€] mit der Supremumsmetrik versehen ist.

Py, 1 hat genau k — 2 lokale Extrema auf (—1,1), an denen Funktionswerte angenommen werden,
die betragsméfig kleiner als 1 sind, siehe (B.3) im Anhang. Die absoluten Extrema von Pj_; sind
in z = =£1, dort ist der Betrag der Funktionswerte gleich 1. Sei ¢ > 0 so klein, dass sich die
Funktionswerte an aufeinanderfolgenden lokalen Extremalstellen von ¢ (z,\) = const - Py, (x)
mindestens um 2¢ unterscheiden. Fiir o nahe bei 1 liegt das Polynom k — 1-ten Grades ¢ (z,&,) im

e-Schlauch um ¢y (, \):

Ve €&:  cp(z,N) —e < cp(z, &) < ez, A) + e

Folglich besitzt die Funktion IR — IR,z — cj(z,&,) genau k — 2 lokalen Extrema in (—1,1). Da fiir
die Funktionswerte an den k — 2 lokalen Extrema gilt: |cx(z, &, )| < 1 —€e und |cx(£1,&4)| > 1 —¢, hat
lck(z,&q)| die einzigen globalen Extremalstellen im Intervall [—1,1] an den Randpunkten z = £1.

b) Sei a € [0, 1) beliebig, fest und zur Abkiirzung ay := #(Zkk) Dann folgt wegen Lemma 4.10 d)

und Formel (B.4) im Anhang:

B (- k(k+1)/2 o (1
el ba)far = Poor(D) = g = Ok T /2 at Aokt 2 (ﬁ) (k= co)

mit &, wie im Beweis von a). Andererseits gilt

> L 2 d
i fen(ogo)lfan 2[5 [ enlongo)/an? do

und (unter Ausnutzung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie der Formeln (B.1) und (B.16))

1 1 —a
/(ck(a:,fa)/a,y.c)2 de > /Pk_1($)2 dw— (12—(1a k+1/2/ Py_1(z)Pl(z) dz

-1 -1

2 2(1—a /
2 —1  a+(1—a)k( /2\// Pe—r(z 2d$/_P()2dw

2 2(1—a)
T O2%—-1 a+(1—-a)kk+ )/2\/2k—1k(k+1)

2 1

v

also gilt fir & grofl genug:

H[laf(l] e (2, €0)| Jax > const | VE.
re|—1,
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k|2 3 4 5 6 7 8 %
o’ |1 075 08333 07721 0.7980 0.7755 0.7882 0.7780
o 10 075 08333 0.8877 09205 0.9412 09549 1

(k)

Tabelle 4.2: NUMERISCHE WERTE FUR a(()k) AUS SATZ 4.8 UND FUR DIE KLEINSTMOGLICHEN q; = AUS

SATZ 4.9 FUR DIE e;-OPTIMALITAT IN Y[a, 00] M MoODELL f(z) = (1,x,..., 28 1T

Daraus folgt
ek (L, €a)l < max e (2, &)
x€[—1,1]

fiir k£ groff genug. Also kann &, fiir k grofl genug nach Korollar 3.19 nicht eg-optimal in Y[, oo im
Modell f(z) = (1,,...,z¥1)T sein. 0

Wir geben in Tabelle 4.2 die numerischen Werte fiir a(()k), k=2,3,...,8 aus Satz 4.8 und fiir die

kleinstmdglichen agk), k=2,3,...,8 aus Satz 4.9 an.

Fiir k¥ = 2 (Geradenregression) kénnen wir leicht zeigen, dass £ = aX + (1 — @)5(6_1 + 01) der
ey-optimale Versuchsplan in Y[e, 0o] ist, a € [0, 1]. In den nachfolgenden Beispielen betrachten wir

k=3,4,5.

Beispiel 4.11 (Quadratische Regression) Wir betrachten nun speziell Polynomregression mit

k =3, also quadratische Regression. Nach Lemma 4.10 d) gilt

c3(z) == c3 (x,ajx +(1—- a)%((il + 51)> = % <P2($) - ﬁpé(@)
. % ((3332 —1) - ﬁ(lw - 3)> .

Der Versuchsplan al+ (1 —a)3(6_1401) ist genau dann eg-optimal in Y|c, 0o], wenn Vy € [—1,1] :
les(1)] > |es(y)|- Da cs ein Polynom zweiten Grades mit Vy € [—1,1] : c3(y) = c3(—y) ist, ist dies

dquivalent zu
1-a

es(l) = —3(0) = 12 o=

- = a>

o~ w

Zusammen mit Satz 4.8 und Tabelle 4.1 hat man: Der Versuchsplan a5\+p05_1+(1—04—2p0)50 +pod1

ist ez-optimal in Y[a, 00| fir die quadratische Regression mit

Q
IN
Ak.lw »leoo

a,

O

Pbo

=

Sh
Q
V
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Beispiel 4.12 (Kubische Regression) Wir betrachten nun speziell Polynomregression mit k =

4, also kubische Regression. Nach Lemma 4.10 d) gilt

~ 1 35
ca(z) ==y (x,aA + (1 - a)§(5_1 + 51)> = 5 (P3(z) — wPi(x))
35 3 3
= ((52” — 3z) — w(3bz® — 15z))
mit w = ﬁ € [0,1/10]. Die lokalen Extrema der Funktion cy sind die Nullstellen der Ablei-
tung von (5z% — 3z) — w(3523 — 15%), also 2? = F=22. Der Versuchsplan aX+ (1 — @) (61 + 01)

ist genau dann eg-optimal in Y]o, 00|, wenn Yy € [—1,1] : |ca(1)| > |ea(y)|- Also folgt, dass der

Versuchsplan genau dann optimal ist, wenn

1 /1—5w 1 — 5w 1 — 5w
- 5 —-3-35 15w )| < |1 =10
2V5—35w<5—35w Y5 35w | ‘”) <| w|
1 [1—-5w
- 1 —b5w—3+15w)| <1—10
2\ 5 3ot oW T3 W) < “
1—5w
1—hw)<1-—1
5 ap L oW S 110w
— (1-5w)® < (1—10w)(5— 35w)
— 0<(1-15w) (4 — 60w + 225w?)
>0
— lma <L
at+r(l-—a)l0 ~ —1

= aZalzzg.

Wieder mit Satz 4.8 und Tabelle 4.1 hat man: Der Versuchsplan ax+po(d_1 +6;)+ 1—a2—2p0 (6_1/2+

01/2) ist es-optimal in Y[a, 00] fiir die kubische Regression mit

«
10°

Q
IN

Pbo

=
=

—«

Q
V
o e

7

M‘

Beispiel 4.13 (Polynomregression 4.Grades) Wir betrachten schliefilich speziell Polynomre-
gression vom 4.Grade, also k = 5. Nach Lemma 4.10 d) gilt

315

~ 1
cs(z) == cs <:Jc,oz)\ +(1- 04)5(5_1 + 51)) = 3 (Pi(z) — wPi(x))
315 4 2 4 2
= — ((352" — 302% 4+ 3) — w(3152" — 210z° + 15))
64c
mit w = —+=%— € [0,1/15]. Die lokalen Extrema der Funktion cs sind an den Nullstellen der

a+(1-a)lb
Ableitung von (35z* — 3022 + 3) — w(31521 — 21022 + 15), also 2% = 2 - =12 Der Versuchsplan
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ar+(1— @) (6_1 + 1) ist genau dann ey-optimal in Y[a, 00], wenn Vy € [—1,1] : [e5(1)| > |e5(y)]-

Also folgt, dass der Versuchsplan genau dann optimal ist, wenn

9 (1—"Tw)? 3 1-Tw
35 — 315w) - — - 2= — (30 — 210w) - = - 3—15w)| <81 —15
‘( “) 39 T 9wz W) 7 gt w)| <8 o
—45(1 — Tw)? + 21(1 — 5w) (1 — w)
<8(1-1
= ‘ 0= 9w) < §( bw)

= |12(—2 + 28w — 105w?)| < 56(1 — 9w)(1 — 15w)

~

<0
< 6 — 84w + 315w? < 14 — 336w + 1890w?
4 8
2
- — — >
<— w 25w+ 575 >0
we(0,1/15] 2 4 8
W< ——/—=— —
=25 V625 1575
:?(:)0
1-— 15w0
> = — 0. .
<— a> o 1 Tdwg 0.8877

Aus Satz 4.8 und Tabelle 4.1 erhdlt man den optimalen Versuchsplan fir a < ay = % ~ 0.7721.

Es gilt also ap < .

4.3 D-optimale Versuchspline in T|[a, o] mit a = o konstant

Wir betrachten den Fall, dass « nahe bei 1 ist. Mit Hilfe der Berechnung und Untersuchung der

Funktion # — d(z, \) lassen sich Aussagen fiir das optimale ¢ € Y[, 00] fiir diese o gewinnen.

Lemma 4.14 Sei f(z) = (1,z,...,2" DT, k> 1 und

1

-1
@wm:#wf< fmﬂwfwo 7).

1
Dann gilt:
kel -
il ) = Y20+ 1) (P (a))? :2/1P,;_1(t)P,;(t) dt + k2. (4.9)

Beweis: Die erste Gleichheit in (4.9) folgt wegen d(z, ) = di(z,z, \) sofort aus Lemma 4.10 b).
Die noch verbleibende Behauptung

N
—

@i+ D@ =2 [ FL O d

<.
Il
)
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wird mittels vollstindiger Induktion gezeigt:

Induktionsanfang (k = 1):

1-1
S 20+ 1)(Pi(#))? = (Po(2))? = 1 = 2/ 0 dt + 12.
=0

Induktionsschritt (k — k + 1):

k

g(% +1)(Pi(z))? = 2 /I1 Pl [(t)PL(t) dt + (2k + 1)(Py(x))? + k?
7 2 / Pl (0PL(t) dt + (2k +1) (Pu(@)? — (Pe(~1))?) + 2k + 1 + &2
- 2/_1 PL(H)PL(t) dt + (2 + 1) (2/_1 PL(t)PL(1) dt) +(k+1)2
= z/i(P,;_l(t) + (2k + 1) Py(t)) PL(t) dt + (k + 1)
(B.6)

= 2/:,: Pl (6)PL(t) dt + (k +1)%
-1

-1 20.8-0.6 0.4 0.2 70 02 04,06 08 1 -1 —0.8-0.6-04-02 70 02 04,06 08 1
Abbildung 4.1: (A) ds(x,\) SOWIE (B) dg(z, )
Im folgenden Lemma wird die Funktion di(z, \) niher untersucht.
Lemma 4.15 Die Funktion x — di(z, 5\), k > 2, hat die folgenden Eigenschaften:
a) Die lokalen Minima werden in den Nullstellen von Py, (d.h. in den lokalen Eztremwertstellen

auf (—1,1) von Py,) angenommen. Die lokalen Maxima werden in den Nullstellen von Pj_,

und in —1 und 1 (d.h. in den lokalen Extremwertstellen von Py 1) angenommen.
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b) Die lokalen Minima von x +— dk(x,j\) fiir von 0 nach 1 wachsendes x bilden eine streng
wachsende Folge. Die lokalen Maxima von x — dj(x, 5\) fiir von 0 nach 1 wachsendes x bilden

eine streng wachsende Folge.

¢) Das absolute Minimum wird fir k gerade im Punkt x = 0 und fir k ungerade in den beiden
betragsmdfig kleinsten Nullstellen von Pj, angenommen. Das absolute Mazimum wird in den

Punkten x = —1 und x = 1 angenommen.

Beweis: a) Nach Lemma 4.14 ist die Ableitung von dj(z, ) nach z gegeben durch

d N
“=di(2, ) = 2P[(z) - Pl (o).

Die Ableitung verschwindet genau dann, wenn P/(z) = 0 oder P|_,(z) = 0 ist. Also kommen als

lokale Extrema von d; nur die Nullstellen von P,g und P,g_l sowie die Randpunkte —1 und 1 in

Frage.

Sei ¢ = 1. Nach (B.4) ist P/(1) > 0,P/_,(1) > 0, also P/(1) - P;_,(1) > 0, d.h. dj, hat in z =1 ein

lokales Maximuin.

Sei # = —1. Nach (B.4) ist P;(—1) - P[_,(—=1) < 0, d.h. dj hat in z = 1 ebenfalls ein lokales

Maximum.

Sei z € (—1,1) eine Nullstelle von P/. Wére P;’(x) = 0, so miissten wegen (B.10) auch alle weiteren

Ableitungen in z verschwinden und P} wire konstant. Dies ist aber nicht so, denn Py ist vom Grad

k> 2. Also gilt P{/(z) # 0.

Falls P ein lokales Maximum in z hat, dann hat einerseits P}, einen Vorzeichenwechsel (VZW) von
+ nach — in z und andererseits ist P, ; streng monoton fallend in z (folgt aus Identitéit (B.11)).

Damit ist P{_,(z) < 0 und P}, - P,_, hat einen VZW von — nach + in .

Falls P, ein lokales Minimum in z hat, dann hat einerseits Pj einen VZW von — nach + in «
und andererseits ist P;_; streng monoton wachsend in z (folgt aus Identitit (B.11)). Damit ist

P, (z) >0 und P, - P/ | hat einen VZW von — nach + in z.
In jedem Fall hat dj, ein lokales Minimum in x.

Sei & € (—1,1) eine Nullstelle von Pj_,. Analog wie oben folgt wieder P/ (z) # 0.

Falls P, 1 ein lokales Maximum in z hat, dann hat einerseits Pli—l einen VZW von + nach — in
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x und andererseits ist Py streng monoton wachsend in z (folgt aus Identitdt (B.12)). Damit ist

P/(z) >0 und P} - P{ | hat einen VZW von + nach — in z.

Falls P, ein lokales Minimum in « hat, dann hat einerseits P,_, einen VZW von — nach + in
und andererseits ist P}, streng monoton fallend in z (folgt aus Identitét (B.12)). Damit ist P} (z) <0

und P/ - P;_, hat einen VZW von + nach — in .
In jedem Fall hat dj ein lokales Maximum in z.

b) Seien die Hilfsfunktionen h_ 4, hy j definiert durch

hosle) = el }) - o (P - ),
howle) = dk(x,S\)—l—ﬁ(P,g_l(x))z(l—ﬁ).

Die Funktionen dj, h_ j und hy j sind fir k£ € {5,6} in Abbildung 4.2 zu sehen.

-1 208-06-04-02 0 02 0f4xof6 08 1 -1 —0.8-06-04-02 0 02 0f4xof6 08 1

Abbildung 4.2: (A) ds(z,\) (SCHWARZ) UND h_ 5(x), hi 5(z) (GRAU) SOWIE (B) dg(z,\) (SCHWARZ) UND

ho (), by (@) (GRAU)

Offensichtlich gilt fir alle z € [—1, 1]

hp(z) < di(@, ) < hy (). (4.10)

Da (P} (z))*(1 — z?) genau dann verschwindet, wenn z € {—1,1} oder x eine Nullstelle von P ist,
gilt nach a) ,=* in der linken Ungleichung von (4.10) genau dann, wenn z € {—1, 1} oder = lokales

Minimum von dj, ist.
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Nun wird die Ableitung von h_ ;. berechnet:

1 d

Wop(@) = 2P() - Pioy(e) = g oo (Ph(@)*(1 = 2?)
LD 2Pi(e) Pl (o) - %_HP,;(:E)P,Q’(:E)(I — 2%) + kPy(z) P(z)
- i —P{(x) ((k F P () - S P @)(1—a) + @pk(wo
(B:5) kiﬂp,g(x) . ((k + 1) (2Pl(z) — kPy(z)) — %P,;'(x)a ) @ pk(x))
= i -P|() ((k + 1)2Pl(z) @Pk(x) - % () (1 — x2)>
0 Ple) ke Pl (e)
= 2 (W)

Die Funktion h_j ist also monoton fallend auf [—1,0] und monoton wachsend auf [0,1], d.h. die
Behauptung iiber die Folge der lokalen Minima folgt.
Da (P]_,(%))?(1 — 2?) genau dann verschwindet, wenn z € {—1,1} oder z eine Nullstelle von P},

ist, gilt nach a) ,=* in der rechten Ungleichung von (4.10) genau dann, wenn z € {—1,1} oder z

lokales Maximum von dj, ist.

Analog wie oben berechnen wir die Ableitung von h j:

1 d

Vale) = 2BLE) - Bl (0) g (P )(1 %)

D 2Pl )  PLy) + e Pl Py ()= %) — b1 (@) P ()

= i@ (- VA - L@ ) - )
2R )

(= VP @)+ kP (o) = 5P (@) -0t = R0

= i@ (- veri @ + ) - @ )
2P ) kePl ()

= L)

Die Funktion A, j ist also monoton fallend auf [—1,0] und monoton wachsend auf [0,1], d.h. die

Behauptung iiber die Folge der lokalen Maxima folgt.

c) Die Aussage c¢) folgt aus Aussage b).
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Satz 4.16 Sei & = [~1,1] und f(z) = (1,x,...,2" )T k> 2.
a) Es existiert ein oy = agk) € [0,1), so dass fir alle o € [y, 1] gilt: € ist genau dann D-optimal
in Y]a, o], wenn

£=ad+ 51— 0)(01 +5).

(k)

b) Fiir eine Folge o', die a) erfillt, gilt die Grenzwertaussage

lim agk) =1.
k—o0

Wie im Falle der e;-Optimalitit bendtigen wir auch hier, um die Grenzwertaussage in Satz 4.16 b)

zu beweisen, ein Lemma, in dem dj, fir den in a) angegebenen Versuchsplan berechnet wird.

Lemma 4.17 Sei f(z) = (1, z,...,z* )T, k> 1. Fir o € (0,1] gilt:

d (w ah+ (1— a)%(d_l + 51))

g U aB@P (0o @)
T e\ T Y I ak(k+ D)2 at(I—ak(k—1)/2)"

Beweis: Die generelle Beweisidee entspricht dem Beweis von Lemma 4.10 d). Fiir die D-Optimalitit
wird der Beweis aber etwas aufwindiger. Sei f(z) := (..., 2" 3, zF1)T € RIFHD/2] und fo(z) ==
(...,zk=4 22T ¢ IR¥/2] Weiter seien die folgenden Matrizen und Vektoren definiert durch
M;() := S fif! d\, i =1,2, und 10 := (1,1,...,1)7 e RIFD/2 1) .= (1,1,...,1)7 €
RY¥/? Dann gilt (ebenso wie in Lemma 4.10 d) unter Verwendung der Sherman-Morrison-Formel,

Lancaster und Tismenetsky (1985), Seite 64, Aufgabe 5):
. 1
dy, <:Jc, al+ (1 — a)§(5_1 + (51)>
- 1 -1
= f(x)TM (O&)\ +(1-— 04)5(5_1 + 51)) f(x)
2 5 Tyl
= 3 5@ (a3 +(1-a)19107) " fi(a)
i=1
17.aMi(5\)_11(i)1(i

2 1)—1
— . T l (Y1 _ _a? MZ(A) .
= Zzzlfz(x) (aMz(A) 1+ %l(i)TMi(X)_ll(i) ) fi(z)

)T

= @) TMA) ()

1

«

2 —1
_ - . 1— . - . . .
2N filw) T () (1 + al(Z)TMi(A)ll(’)> 19D A ()L ().
=1
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Definiert man
vii=u1(...,0,1,0,1)" € RLEFD2L vy = /oy(...,1,0,1,0)" € R/

mit

v; = (1 + L= al(i)TMi(S\)_ll(i)> ,

so hat man die Gleichheit zu

i, 3) 2 F @) M) v+ v )M (@)
2
= e ) - (@) M)
=1

Wir haben mit Lemma 4.10 c)

fl2)' M)ty =

fl@) M) ve = 2 (de(w, 1,A) = (=1)F Nyl —1,A) = Vo2 Pl (w).

Im Beweis von Lemma 4.10 d) wurde gezeigt, dass

10T a1 = EEHD
2
Analog kann man nachrechnen:
T o 1 ~ _ ~ k(k—1
1070010 = L (61,13 (-0 (1, -1 0) = Py = D
Zusammenfassend ist die Behauptung gezeigt. 0

Beweis von Satz 4.16: a) Wie bei Satz 4.9 a) folgt aus der starken Konvergenz &, = aX + (1 —
@) (61 +61) SN fiir o — 1 die gleichmiBige Konvergenz von dj(z,&,) gegen dy(x,A), denn nach

Satz 2.4 ist die Abbildung £ — C[£], € — di(z,§) stetig.

Analog wie im Beweis von Satz 4.9 a) konnen wir wegen Lemma 4.15 einen e-Schlauch um dy,(z, A)
legen, in dem dj(x, &, ) liegt, falls a nahe genug bei 1 ist. So konnen wir nachweisen, dass fiir v nahe
bei 1 die einzigen globalen Maxima bei x = £1 liegen.

b) Aus Lemma 4.17 folgt:
- (1—a)k?(k+1)2/4 (1—a)k?(k—1)2/4
di(1,6a) = (’“2 - <a Tkt 12 T et —a)k(h = 1)/2))

1 ak(k+1)/2 ak(k—1)/2
a <a+ (1—a)k(k+1)/2 " a+ (1 —a)k(k — 1)/2>

—

1 « « 2
T 1-a (2_a+(1—a)k(k+1)/2_a+(1—a)k(k—1)/2> S
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Also folgt fiir k > 2 mit Satz 2.23 (Kiefer und Wolfowitz)

2
1 < — = ) <
dk( 750&) “1_a <k Ig[ljl'fl] dk((II,f ) = l‘g[ljl'fl] dk(maga)a

wobei £* der D-/G-optimale Versuchsplan in E fiir Polynomregression k — 1-ten Grades ist. Nach
Korollar 3.22 ist also &, nicht D-optimal in Y[e, o] fiir Polynomregression vom k — 1-ten Grad,

falls k > 2. 0

Fiir £ = 2 (Geradenregression) konnen wir wie schon im Falle der es-Optimalitiit leicht zeigen, dass
£ =ar+(1 — @)% (6_1+61) der D-optimale Versuchsplan in Y[a, oc] ist, o € [0, 1]. Im nachfolgenden

Beispiel betrachten wir k& = 3.

Beispiel 4.18 (Quadratische Regression) Wir betrachten nun speziell Polynomregression mit

k =3, also quadratische Regression. Sei & der D-optimale Versuchsplan in Y[, oo].

dy(z,€) = f(2) " M(€)™"f(x)

ist Polynom vom 4. Grade und wegen di(xz,&) > 0 folgt limy 1o di(z,&) = +00. & kann als ein
um 0 symmetrischer Versuchsplan betrachtet werden (siehe Bemerkung 3.11), daher ist di(z,&)
achsensymmetrisch um 0. & hat daher héchstens zwei lokale Minima und hdchstens ein lokales
Mazimum, das (sofern es existiert) nur fir x = 0 angenommen werden kann. Folglich hat & die

Gestalt

- _ 1—
E=aN+pod_1+ (1 —a —2py)dy + pods mztpoe[o, za]‘

Den noch verbleibenden Parameter py bestimmen wir iber das Mazimieren der Determinante. Mit

1 «
mo = / z? €£(dz) = 3 + 2po,
—1

1 «
— /x‘*g(dx):gmpo
—1

gilt
ot o?

2
det(M —m2) — _Qp3 2
t(M(€)) = ma(myg — m3) 8pp +4(1 — a)py + T (8 — 5a)po + = o7

Die Ableitung nach pg ist

2
—24p2 +8(1 — a)py — Ba(8 —ba)

und diese Ableitung verschwindet, falls

E{1—044_\/2{’)—10& 1 -« \/25—10a}
Do — .

6 30 "6 30
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Wie man leicht nachrechnen kann, ist die zweite Ableitung im ersten der obigen Werte fiir jedes
a € [0, 1] negativ, fir den zweiten der obigen Werte fiir jedes « positiv. Weiter ist der erste Wert

positiv, der zweite Wert nichtpositiv. Damit ist

1—a+\/25—10a 1—04}

po:mm{ 6 30 0 2

die Mazimalstelle von pg — det(M(&)) auf [0, (1 — )/2]. Es gilt
1—a+\/25—10a < 1-«a

6 30 & 2
= 25 -10a < 10(1 — q)

— 0<100a® —190a + 75

agog) 19 [36L 3 19 VA
20 400 4 20

~ 0.5595.

Damit folgt: Der einzige Versuchsplan, der D-optimal in Y[a, 00| fir die quadratische Regression

ist, ist aX + pod_1 + (1 — o — 2pg)dg + pody mit

1—6a + \/253—01004 a< 1950\/61

’ b

bo =

l1—a 19-v61
5 o> =5

Das ags) aus Satz 4.16 ist % ~ 0.5595.

Beispiel 4.19 (Kubische Regression) Wir betrachten nun speziell Polynomregression mit k =
4, also kubische Regression. Mit analogen Argumenten wie bei der quadratischen Regression zeigt

man, dass der D-optimale Versuchsplan in Y[a, 00] die Gestalt

—

2

~ 1 . 1-—
E=aX+po(d_1 + 1) + ( —p0> (0—tg + 0y) mitpy € [0, Ta] , to €0,1)

hat. Die beiden Parameter py und tg kann man grundsdtzlich wieder tiber das Mazximieren der De-
terminante bestimmen. Allerdings ist die explizite Liosung fir allgemeines o kaum durchfihrbar.
Kein Problem ist dagegen, fir konkrete Werte von « die Ableitungen von (pg,to) — det(M(£))
nach pg und ty zu bestimmen, die beiden Terme Null zu setzen und das Gleichungssystem nume-
risch z.B. mit MAPLE zu losen. Durch die anschlieffende Berechnung und grafische Darstellung
von d(z,&) = d(z,&(po,to)) kann man optisch iberprifen, ob es sich bei dem berechneten Punkt
wirklich um die (globale) Mazimumstelle des Optimierungsproblems handelt. Wenn wir im Inneren
von [0, I_TO‘] x [0,1) keine Mazimumsstelle finden, miissen noch die Rinder betrachtet werden. Der

Rand, der in diesem Falle eine Rolle spielt, ist po = 0, d.h. die Betrachtung von

.1 -
E=a\+ Ta((sfl +(51).
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a |t 5% —po po

0 0.447  0.25 0.25
0.1 | 0.4509 0.2108 0.2392
0.2 | 0.4553 0.1716 0.2284
0.3 | 0.4604 0.1327 0.2173
0.4 | 0.4664 0.0939 0.2061
0.5 | 04732 0.0555 0.1945
0.6 | 0.4808 0.0175 0.1825
0.7 | - 0 0.15
0.8 | - 0 0.1
0.9 ] - 0 0.05

Tabelle 4.3: MASSEPUNKTE UND MASSEN DES D-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS & IN Y[a, 0co] FUR KUBISCHE

REGRESSION MIT & = oA +po(d_1 +61) + (1_7‘)‘ — po) (0_ty + Ot,)

Auf diese Weise wurden fir o = 0,0.1,0.2,...,0.9 die D-optimalen Versuchsplane in Y]a, o0] nu-

(4)

merisch berechnet und in Tabelle 4.5 angegeben. Der Wert o,

ab dem py = 0 ist, ist numerisch

0.6464. In Abbildung 4.3 ist d(z,&) fir « = 0.5,0.9 zu sehen. Abbildung 4.4 stellt die Massepunkte

und Gewichte des D-optimalen Versuchsplans in Y[a, 00| in Abhdngigkeit von « dar.

(k)

Numerische Werte fiir das kleinstmogliche oy = oy fiir £ = 2, 3,4, 5 sind in Tabelle 4.4 angegeben.

2 3

4

5

o0

k)
ay

0 0.5595 0.6464 0.7272

1

Tabelle 4.4: NUMERISCHE WERTE FUR DIE KLEINSTMOGLICHEN ag

OPTIMALITAT IN Y[a, 00] IM MODELL f(z) = (1,z,...

k—l)‘l’

k)

AUS SATZ 4.16 FUR DIE D-
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Abbildung 4.3: KUBISCHE REGRESSION: FUNKTION d(z,£*) (ROT) UND max;e[—11]d(t,£*) (SCHWARZ)

DES D-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &* IN Y[a, 00] FUR o = 0.5 (LINKS), @ = 0.9 (RECHTS)
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Abbildung 4.4: KuBisCcHE REGRESSION: IN DER LINKEN ABBILDUNG MASSEPUNKTE —1,1 (MAGENTA)
UND —to,to (GRUN) UND IN DER RECHTEN ABBILDUNG GEWICHTE po (MAGENTA), 152 — py (GRUN) DES

D-0OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &* IN Y[a, 00] ALS FUNKTION VON «

4.4 Optimale Versuchspline in Y[a,b] mit a = o, b = konstant

Wir betrachten auch hier konstante Grenzfunktionen a und b : [—1,1] — [0,00), also a = a €

[0,1],b =5 € [1,00).

Fiir beliebige (o, 8) € [0,1] x [1, 00) kann man die Gestalt von ej- und D-optimalen Versuchspldnen
angeben. Der nachfolgende Satz stellt eine Verallgemeinerung einer Aussage von Wynn (1982) dar,

der eine entsprechende Aussage fiir den Fall & = 0 und die D-Optimalitit gemacht hat.

Satz 4.20 Sei & = [—1,1] und f(z) = (L,z,..., 2" )Tk > 2 und seien 0 < a < 1 < B < o0
beliebig. Dann existieren Konstanten 0 = ¢y < ¢1 < ...c¢p < 1, so dass sowohl der ep-optimale als

auch der D-optimale Versuchsplan in Y]a, ] die Gestalt

E=PA—(B—a)la-A (4.11)
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hat mait
[(m—1)/2]

A= U ((em—2i-1,Ccm—2i) U (—Cm—2i; —Cm—2i1))
i=0

fir einm e {1,2,...,k —1}.

Bemerkung 4.21 Nimmt man fir gerades k den Punkt 0 zur Menge A aus Satz 4.20 hinzu (was
den Versuchsplan & nicht dndert), so ist A die Vereinigung aus genau m disjunkten offenen In-
tervallen. Beim Versuchsplan & in (4.11) wechseln sich also m + 1 Intervalle ab, auf denen & die

mazximale Masse B hat, und m Intervalle, auf denen £ die minimale Masse o hat.

Beweis von Satz 4.20: Zunichst argumentieren wir fiir die D-Optimalitit. Da x — d(z,£) ein
Polynom vom Grade 2(k — 1) ist, das fiir z — +oo gegen +oo strebt, folgt dass dieses Polynom
hochstens k — 1 lokale Minima auf £ hat. Mit Korollar 3.22 folgt, dass ein D-optimaler Versuchs-
plan auf hochstens k — 1 Intervallen mit A und auf den dazwischen liegenden Intervallen mit BA

iibereinstimmt. Aus Symmetriegriinden (siehe Bemerkung 3.11) hat er die Gestalt (4.11).

Fiir die e;-Optimalitit beachte man, dass
L2(8)
(pr[fh...,fk,l]Lfk) (y)

ein Polynom vom Grad k£ — 2 ist. Daher kénnen wir fiir das Quadrat dieses Polynoms die gleiche

Argumentation wie oben fiihren, nur dass wir statt Korollar 3.22 das Korollar 3.20 benutzen.

Bei der Frage, wieviele Intervalle mit maximaler und minimaler Masse sich abwechseln, betrachten
wir ,Randfille“. Die Randfille Y[a,1] = T[1,8] = {\} konnen Aufschluss dariiber geben, wie
die optimalen Versuchsplidne in der Ndhe dieser Randfille aussehen. Hierbei spielt Satz 2.4 wieder
eine entscheidende Rolle: Haben wir beispielsweise eine Folge £, — 1 und eine beliebige Folge
&n € Yo, fBp] mit &, 23, so gilt auch d(z,&,) — d(z,A) und c(z, &) — c(z, ) gleichmiBig.
Korollar 3.22 bzw. Korollar 3.20 gibt dann Aufschluss iiber den optimalen Versuchsplan fiir 5 in

der Nihe von 1.

Die Menge T[a, 1 + €], € klein, wird in Satz 4.22 betrachtet, T[1 — €, ], € klein, in Satz 4.23.
Satz 4.22 Sei £ = [-1,1] und f(z) = (1,x,...,28 )" k > 2, und o € [0,1] beliebig. Dann gilt:

a) Es ezistiert ein 51 > 1, so dass fiir alle p € [1,51] der eg-optimale Versuchsplan in Y[a, ff]
die Darstellung (4.11) mit m =k — 1 hat.
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b) Es existiert ein 31 > 1, so dass fiir alle p € [1, 1] der D-optimale Versuchsplan in Y|c, (]
die Darstellung (4.11) mit
1, falls k gerade,
2, falls k ungerade

hat. Insbesondere gilt fir k ungerade: Fir alle B € [1, 1] hat der D-optimale Versuchsplan in
Y[a, ] die Darstellung

55‘ - (/6 - a)l(f'y,'y) A

mit v = g_;é

Beweis: a) Nach Lemma 4.10 a) gilt ¢;(z, \) = const - Py_i(z). Das Polynom ¢ (z, A) vom Grad
k — 1 hat genau k — 1 voneinander verschiedene Nullstellen (Lemma B.2 f)). Damit hat auch jedes
ck(x, &) mit £ € Z aus einer Umgebung von A genau k — 1 voneinander verschiedene Nullstellen.
Nach Korollar 3.20 hat der eg-optimale Versuchsplan in Y[a, 5] daher auf genau k£ — 1 Intervallen
minimale Masse.

b) Nach Lemma 4.15 ¢) hat di(z,A) genau eine globale Minimumstelle bei z = 0, falls k gerade
ist und genau zwei verschiedene (symmetrisch um 0 liegende) globale Minimumstellen bei den be-
tragsméBig kleinsten Nullstellen von Pj. Fiir jeden um 0 symmetrischen Versuchsplan £ aus einer
Umgebung von A hat di(x, &) jeweils dieselbe Zahl von globalen Minima. Da der optimale Versuchs-

plan symmetrisch um 0 sein muss, folgt die Behauptung. n

Satz 4.23 Sei & = [—1,1] und f(z) = (1,z,...,2* )T k> 2, und B € [0, 1] beliebig. Dann gilt: Es
existiert ein a; < 1, so dass fir alle a € [ay,1] sowohl der ey- als auch der D-optimale Versuchsplan

in Yo, B] die Darstellung

BA=(B= )1y - A

mit y = g%i hat.

Beweis: Nach der Ungleichung in (B.3) bzw. nach Lemma 4.15 ¢) hat ¢, (z, \)2 baw. dj,(z, ) genau
zwei globale Maxima an den Stelle z = 1. Daher gilt dies auch fiir ¢ (z, ¢)? und dy(z, &) mit ¢ aus

einer Umgebung von A. Mit Korollar 3.22 bzw. Korollar 3.20 folgt die Behauptung. =

Fiir Geradenregression (k = 2) und quadratische Regression (k = 3) geben wir in den folgenden

Sétzen die eg- und D-optimalen Versuchspline in Y[«, 5] an.
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Satz 4.24 Sei £ = [~1,1] und f(z) = (L,z)", (k=2),0< a <1< < co. Sowohl der ex- als
auch der D-optimale Versuchsplan in Y[c, 3] ist gegeben durch

E=BA—(B—a)X-1 ., (4.12)

mit y = ’8_;1

]

Beweis: Dass der optimale Versuchsplan die Gestalt (4.12) hat, folgt direkt aus Satz 4.20 (dort

muss m = 1 sein). Dabei muss v = /’g_;é gewdhlt werden, damit ¢ ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist

Satz 4.25 Sei £ = [~1,1] und f(z) = (1,z,2%)", (k=3),0<a<1<f < oc0.

a) Der eg-optimale Versuchsplan in Y|«, 5] ist gegeben durch

- ~ 1
B — (,6 - a)l(—c—'y,—c+7)u(c—'y,c+'y) -, fallsa < B — (ﬂ - 1) 1+ %,
&= c(3/4,)
BA— (B — @)1(Z2y24) A, sonst
mit y = 2(%:104) und
i -0+
3 128(8 —a)?
b) Der D-optimale Versuchsplan in Y|«, 8] ist gegeben durch
. ~ 1+ /61 —36/5
BA— (B - O‘)l(*cf“/,fc+7)u(cf"/,c+7) ‘A, falls o < B—(B — 1)\/1 + 108 — 6 / )
¢ = - . .
€((19—+/61)/20,1)
BA— (B — @)1 (24,2 * A, sonst
mit y = 2(”3/3:;) und
1 1
_ 4 4 12 3. 1 3 2 2 2 1 2 4 2
c ﬁ—a(lSOﬁ(ﬁ—l)(E)ﬂ 08°a — 158° + 608°a” + 808 a + 154 0B«

—456 +20 — 4 (— 908%a+22585 + 2858°a® —5108°a—4508° — 2408%a> +1156* a2

+10508%a + 4508* + 6083a* + 14083 a® — 525832 — 75083 — 37583 — 355%a*

1724\ 1/2
+3758% a2 + 2008%a + 2855% — 1008a? — 1356 + 25) )) .
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Beweis: a) Der optimale Versuchsplan muss symmetrisch um 0 sein. Nach Bemerkung 2.37 gilt

(5O, ) @) = (—me,0, 1)1 () = 4 = ms

mit my = |, c z? ¢(dx). Aus Korollar 3.20 folgt, dass der optimale Versuchsplan die Gestalt

§=¢c= 65‘ - (/B - a)]-(fcf'y,fc+7)u(cf'y,c+'y) “A, c€ [7? 1- 7]7

haben muss. Damit &, ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist, muss v = (% ) gelten. Es bleibt also noch

¢ zu bestimmen. Fiir my gilt

my = /g(IIZ &(dx) =

p_b-a
3

~ e+ )P = =),

. . c L?
Nach Korollar 3.20 ist &., ¢ € [y, 1—7], optimal, wenn — (pr[f (f”z}) ) lp=c—vy = (prmngﬁ) lo=ctny
ist, bzw. &, fiir ¢ = «y ist optimal, wenn <pr[f (ff;}) ) la—0 < <pr[f1(2H:1:2) |z—2 ist. Es gilt

B <pr[Lf21(2} )|»’E =y = <Pr[f1(2} )|a::c+’y

= —(c—7)?+ma=(ct+7)?—ma
= mo=c+~?
= p_b-a (6c2y +2v9%) = % + 42
3 3 T+29%) =+
— {j 'B;GZW C = (1 +2(8 — a)y)
————
-8
1 2(8—a) 3 7 _ 2
= 3 s T
1 (8- )2(5+2)_
3T T 128(B—a) =c
ﬁ+2)
= \/—— 23(6 — a)? =c. (4.13)

Wir zeigen zunéchst, dass stets ¢ <1 — v gilt:

1 (B-1)*B+2) p-—1  (B—1)

=177 = 3T S Aa A o)
86(8 — )2 —128(8 — o) (B — 1) + (4B + 2)(f — 1)?
= U= 126(8 — )2

— 0<6B%—4aB®+8a°8 —12a8 + 2 =: g ().

Das Polynom g, (8) vom Grade 2 wird minimal, falls ¢g/,(8) = 0, also 1283 — 8af + 8a? — 12a =

0 <= [ = «. Daher

0<(1-—a)(@a+2)=4a®-6a>+2 = 0<ga(f) = c<1l-1.
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Falls ¢ > 7, so ist &, optimal. Falls ¢ < =, so folgt mit analogen Umformungen wie bei (4.13):

\/% B (612_,31)62(—/60—522) < Y= _(_m27oa l)f(O) < (_m270v l)f(27)

und &, ist optimal.

Nun untersuchen wir, wann der Fall ¢ < 7y eintritt:

\/;_(ﬂ—n?(mz)<7 . l_(B-14p+2)
3

3 126(8 — a)? 126(8 — a)?
_ 2
= -ap < CEEED (o2 (14 )
e a>B-(B-1 1—{—%::_9(5).

Die Funktion ¢(f) ist streng monoton fallend auf [1,00), denn ¢'(8) = 1 — /1 +1/(28) + (8 —
1)/(86%/1 +1/(2B)) < 0 wegen

VIT1/@B) — (1+1/(48)) ~1/(48) + 1/(88) — 1/(85%) <.

v "~

<0 <0

Weiter gilt

2 _(B_1)2 1
lim ¢g(f) = lim F-(F-17{1+ ) :§.

poroo oo+ (B-1)V/1+1/28) 4

Also g(B) € (3/4,1) fur g € (1,00).

b) Da z + f(x) " M~'f(z) ein um 0 symmetrisches Polynom von viertem Grade ist das fiir z — o0

gegen +0oo strebt, folgt mit Korollar 3.22, dass der D-optimale Versuchsplan die Gestalt

=8 = /65‘ - (/6 - a)l(—c—'y,—c—&-fy)u(c—'y,c—l—'y) A, CE [77 1- ’Y]u

haben muss mit v = 2(%%100 Wir miissen also auch hier nur noch ¢ bestimmen.
Seien
f B« p B«
my = [ o eldn) = § = PR ) - (=) = § - PR+ )
[_171}
-« -«
mi = [ wteldn) = £ - PN (e ) - - )%) = £ - B a0ety 4 207 4 20),
[—1,1] 5 5 5 5
Es gilt
1 0 moy Moy 0 —m%
1
M=| 0 my 0 |, M= 0 my—mi O
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Nach Korollar 3.22 ist &, ¢ € [y,1 — ], optimal, wenn
fle=n)"M™ fle=n) = fle+7) M~ flc+7) (4.14)
ist, bzw. &, ist optimal, wenn
FOTMLF(0) < F(29) M (2y) (4.15)
ist.
Wir beginnen mit der Untersuchung des zweiten Falles in dem gilt mo = g — 3((%__2)32 und my =

(4.15) <= 0 <my —3m3 + 4myy?

p_(B-1 B 2B-1° B-1° pBE-1> (B-1°

— o< L — -+ —

5 -t 3 3(-a)P 3(B-a)
Mit p := (8 — «@)? und Multiplikation mit p? ist dies dquivalent zu

3(B-a) 3(B—a)

0§ﬁ<§_§)+pww—iﬁ+mﬁ—mz_w—m5_w—nﬂ+w—m5

3 3 S 3

5(8-1A26-1) , 3(B-1° 58— 1)°
(58 —3) BB —=3) (56 —3)

5(6 — 1)%(26 — 1) 5(6 — 1)°(26 — 1)
= ve Mgty v R e

= 0=p"-p

mit
(8—1)*
56 — 3)?
(6-1)*
56 — 3)2

- e (175)

Man sieht schnell, dass fiir alle g > 1:

(@8 =17 = 55~ 166 ~3) 56— V(55 - 3))

g

25 1582 —24 9
2552_255+Z_ b 56+

™

I
I
TN TN

— 2562 + 408 — 15)

—~

—12<5(25—1) 61 9>

)
56 — 3 2 Va1 B

p:w_ayzuﬁ4ﬁ<aw—m> 61 9>:5w—n%m—mx_ﬁi

2 4 B 2(58 — 3)

Damit hat man
_ (B—1)% (5(28—1) 61 9
(4.15) <= P—(B_a)2§(56_3)< 5 + Z—B>
g1 5(2&—1)+ 61 9
V5B =3 2 4 B
— aZﬂ—w—n¢H9+”6““W5:hw»

108 — 6

— a>p-
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Die Funktion k() ist streng monoton fallend auf [1, 00), denn A'(3) < 0 weil A'(S) \/1 4 HV01756/8 W

gegeben ist durch

\/1 L+ /613676 _ (1 1+¢W>

108 — 6 108—6

b=t (ﬁ;(loﬁ) 1+\/136/)

—6)2 —
2(10ﬁ>0 6) /61 —36/3 ~
_ 1+1+\/61—36/ﬁ_ - 11+ ./61—36/8
= 108 — 6 2 108—6
<0
11+ /61-36/8 18(8 — 1)
2 1068-6 (10ﬁ —6)52,/61 —36/5
L /61 =36/8 — (61 — 18(—-1)
RN GEET V61 —36/8 — (61 >2356/ﬂ) =5 < 0.
- <18
Weiter gilt
lim h(p)

B—00
L B (B 120+ (L4 BT 367B)/(108 - 6))
P2 5 (8- 1)y/1+ (1 + /61— 36/6)/(108 - 6)
26 —1— B2(1 + /61— 36/B) /(108 — 6) + (26 — 1)(1 + /61 — 36/8)/(108 — 6)

= lim

Ao B+ (8~ Dy/L+ (1+ /61— 36/B)/(106 — 6)
Ctm 28 —1—B(1+ /61 —36/8)/10 + (=3/58 + 28 — 1)(1 + /61 — 36/53)/(108 — 6)
frros ﬁ+(6—1)\/1+1+\/m /(108 — 6)
_ 2-(1+V61)/10 19— V6L
2 20

Also h(B) € ((19 — v/61)/20,1) fiir B € (1, 00).
Nun betrachten wir den Fall, dass (4.14) eintritt:

(4.14) <= 0= (my— 3m3) - dey + ma(8c*y + 8¢v?)

= 0=rmy —3mi+2ma(c* + 7).

Setzt man in diese Gleichung die Werte von mo = ma(c) und m4 = my(c) ein, dividiert durch ¢ und

fiihrt Variablensubstitution d := ¢? € [y?, (1—7)?] durch, so erhiilt man eine quadratische Gleichung
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in d. MAPLE liefert das Ergebnis:

— 1 4 3 3 2 92 2 2 9
d = 1808(8 — 1)(8 — )2 <455 1208°a — 156° 4 608“a” + 806%a 4 153° — 405«

—458 420 — 4( —908%a + 22585 4 2858°a2 — 5108°a — 4508° — 2408%a® + 1158%a?

+10508%a + 4508* + 6083a* + 140830 — 5258%a? — 75082 — 3758° — 358%a*

1/2
+3756%a% + 20082« + 2856% — 100802 — 1358 + 25) )

O

In den Abbildungen 4.5 bzw. 4.6 sehen wir e3- bzw. D-optimale Versuchspline fiir quadratische
Regression gemifl Satz 4.25. In der Abbildung 4.7 ist die Grenze skizziert zwischen den optimalen

Versuchsplidnen in Y[a, 5], die 2 bzw. 3 Bereiche mit maximaler Masse besitzen.

Bemerkung 4.26 Wynn (1982) gab bereits numerische Ergebnisse fiir den D-optimalen Versuchs-
plan in Y[0, 5] (o = 0) fir die quadratische Regression an und zwar fir 1/ = 0.1,0.2,...,0.9,1.
In dem Fall oo = 0 lasst sich Satz 4.25 b) spezialisieren zu:

Der D-optimale Versuchsplan in Y[0, 8] ist gegeben durch

= 51[—1,—c—*y}U[—c—&-fy,c—*y}U[c-l-’Yyl} - A

mit y = ’BQ—TBI und

1/2 1/2
+4508% — 37583 + 2853% — 1350 + 25> >>

In den Abbildungen 4.8 bzw. 4.10 sehen wir e4- bzw. D-optimale Versuchspline fiir kubische Re-
gression, in den Abbildungen 4.9 und 4.11 ist skizziert, wie viele Intervalle mit der maximalen
Masse der in T|[«, 5] optimale Versuchsplan in Abhingigkeit von («a, ) hat. Man beachte dabei
den Unterschied zwischen der e4- und der D-Optimalitdt. In den Abbildungen 4.12 und 4.13 sind
die entsprechenden Skizzen der Intervallzahl mit maximaler Masse fiir die Polynomregression vom

Grade 4. Alle diese optimalen Versuchspline wurden dabei numerisch bestimmt.
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5 5 5

4 44 4

3 349 3

d d d

2 21— — 2

1 14 1

o -08 -06-04-02 0 02 04 06 08 o -0.8 -06-04-02 0 02 04 06 08 o -08 -06-04-02 0O 02 04 06 08

x x x

5 5 5

a 44 a

3 34 3

d d d

21 21— — 2

14 \ / 14 14
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X X X

5 5 5
4 4 4
3 3 3
d d d

2 2+ 2
11 [ 14 ’ 14

0708 060402 0 02 04 06 08 0708 060402 0 02 04 06 08 07708 060402 0 02 04 06 08
X X X

Abbildung 4.5: QUADRATISCHE REGRESSION: A-DICHTE (BLAU) DES €3-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &*
IN Y[a, 5] FUR a@ = 0 (ERSTE ZEILE), a = 0.5 (ZWEITE ZEILE), « = 0.9 (DRITTE ZEILE) UND 3 = 1.25

(ERSTE SPALTE), 8 = 2 (ZWEITE SPALTE), 3 = 5 (DRITTE SPALTE); FUNKTION f3(x) = 2 (ROT, ZUR BES-

L2(&)

SEREN DARSTELLUNG MIT 5 MULTIPLIZIERT), DI} o

L2 *
pr[fl(fcz])fg + const, DIE DEN OPTIMALEN VERSUCHSPLAN BESTIMMEN (FETT SCHWARZ)

f3 (DUNN SCHWARZ) UND DIE BEIDEN FUNKTIONEN
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Abbildung 4.6: QUADRATISCHE REGRESSION: A-DICHTE (BLAU) DES

0806 0402 0 02 04 06 08
X

o

0806 0402 0 02 04 06 08
X

0806 0402 0 02 04 06 08
X

D-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &*

IN Y[a, 5] FUR @ = 0 (ERSTE ZEILE), a = 0.5 (ZWEITE ZEILE), « = 0.9 (DRITTE ZEILE) UND 3 = 1.25

(ERSTE SPALTE), 3 = 2 (ZWEITE SPALTE), # = 5 (DRITTE SPALTE); VARIANZFUNKTION d(z,&*) (ROT)

UND DIE KONSTANTE, DIE DEN OPTIMALEN VERSUCHSPLAN BESTIMMT (SCHWARZ)

0.6
alpha

0.4

4 betae

10

Abbildung 4.7: QUADRATISCHE REGRESSION: GRENZE ZWISCHEN e3-OPTIMALEN VERSUCHSPLANEN IN

Y[o, f] MIT 2 (OBERHALB DER KURVE) UND MIT 3 (UNTERHALB DER KURVE) BEREICHEN, AUF DENEN

DIE VOLLE MASSE LIEGT (SCHWARZE KURVE) UND ENTSPRECHEND FUR D-OPTIMALE VERSUCHSPLANE

(BLAUE KURVE)
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Abbildung 4.8: KUBISCHE REGRESSION: A-DICHTE (BLAU) DES e4-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &* IN
Yo, ] FUR oo = 0 (ERSTE ZEILE), o = 0.5 (ZWEITE ZEILE), o = 0.9 (DRITTE ZEILE) UND 8 = 1.25 (ERSTE
SPALTE), B = 2 (ZWEITE SPALTE), 8 = 5 (DRITTE SPALTE); f3(x) = 2® (ROT, ZUR BESSEREN DARSTEL-

2 (%
LUNG MIT 5/2 MULTIPLIZIERT UND UM 5/2 NACH OBEN VERSCHOBEN), pr[Lfl(.EfZ)fS]f4 (DUNN SCHWARZ) UND

L2(&)

DIE FUNKTIONEN Prg G,

fg}f4 =+ const, DIE DEN OPTIMALEN VERSUCHSPLAN BESTIMMEN (FETT SCHWARZ)

0.6
alpha

0.4

beta

Abbildung 4.9: KuBISCHE REGRESSION: ANZAHL DER BEREICHE DES €4-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS IN
Y[a, 5], AUF DENEN DIE VOLLE MASSE LIEGT IN ABHANGIGKEIT VON « UND  (ROT: 2 BEREICHE, GELB:

4 BEREICHE)
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27 2+ 21
] ’ 1—‘ ’7 ]
o —-0.8 -0.6 0.4 —0.2 g 0.2 0.4 o 0.8 o —0.8 0.6 —0.4 —0.2 g 0.2 04 06 08 o —0.8 0.6 —0.4 —0.2 g 0.2 04 06 08

5 5
4 \ a- \ / 4
37 3 3]
2] 21 2]
o —-0.8 0.6 —0.4 —0.2 g 0.2 04 06 08 o -0.8 0.6 0.4 —0.2 2 0.2 04 06 038 o -0.8 0.6 0.4 —0.2 2 0.2 04 06 038

1 I |

1——\_H—H_IT 1,—l ’7 1]

0" G806 0402 0 02 04 06 08 0708 060402 0 02 04 06 08 07708 060402 0 02 04 06 08
X X X

Abbildung 4.10: KUBISCHE REGRESSION: A-DICHTE (BLAU) DES D-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &* IN
Ylo, ] FUR @ =0 (ERSTE ZEILE), a = 0.5 (ZWEITE ZEILE), a = 0.9 (DRITTE ZEILE) UND 5 = 1.25 (ERSTE
SPALTE), 8 = 2 (ZWEITE SPALTE), = 5 (DRITTE SPALTE); VARIANZFUNKTION d(z,{*) (ROT) UND DIE

KONSTANTE, DIE DEN OPTIMALEN VERSUCHSPLAN BESTIMMT (SCHWARZ)

beta

Abbildung 4.11: KuBISCHE REGRESSION: ANZAHL DER BEREICHE DES D-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS
IN Y[e, ], AUF DENEN DIE VOLLE MASSE LIEGT IN ABHANGIGKEIT VON « UND /8 (ROT: 2 BEREICHE,

GELB: 4 BEREICHE)
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Abbildung 4.12: POLYNOM-REGRESSION VIERTEN GRADES: ANZAHL DER BEREICHE DES e5-OPTIMALEN
VERSUCHSPLANS IN Y[a, ], AUF DENEN DIE VOLLE MASSE LIEGT IN ABHANGIGKEIT VON a UND 3 (ROT:

2 BEREICHE, GELB: 4 BEREICHE, BLAU: 5 BEREICHE)

Abbildung 4.13: POLYNOM-REGRESSION VIERTEN (GRADES: ANZAHL DER BEREICHE DES D-OPTIMALEN
VERSUCHSPLANS IN Y[a, 3], AUF DENEN DIE VOLLE MASSE LIEGT IN ABHANGIGKEIT VON a UND 3 (ROT:

2 BEREICHE, GRUN: 3 BEREICHE, GELB: 4 BEREICHE, BLAU: 5 BEREICHE)



Kapitel 5

Optimale Versuchspline in T|a,b] fiir

die Change-Point-Regression

5.1 ei-optimale Versuchspline in Y[a, o]

In diesem Abschnitt kommen wir wieder auf die Change-Point-Regression aus Abschnitt 2.6.2

zuriick. Wir werden eg-optimale Versuchspline in Y[a, co] mit a = a € [0, 1] bestimmen.

Satz 5.1 Sei & = [—1,1] und f(z) = (1,z,((z — 7)), k = 1,7 € (—1,1) oder k > 1,7 € [-1,1)

und sei
T, fiir k=1,
T { (1= )R (2) D i s > 1.
Sei weiter
(1—-0)/4
p° = 1/2 ;
(1+0)/4
1
17 Tani-o
(T=0)+ 1 =7)/3+((e—7)—w(1—0)/2)(1 =)+ /((k+ 1)(k +2))
Q-7 —-@Q-=7)/(s+1))
(T(1=0) = (1=7)/3+(2—0+7)+r(B~0)/2)(1—7)"/((k+1)(k+2))
P = (po.p1,p2)| =p" —aq
ap = min{p!/q | i=0,1,2 mitq > 0}.

123
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Fiir o € [0, ag] ist der Versuchsplan
£ = al+pod_1 + p10, + p2dy

es-optimal in Yo, 00].

Beweis: Im Satz 2.42 wurde der ez-optimale Versuchsplan in = fiir die Change-Point-Regression
fl@) = (L, ((@—-n)""T
mit k = 1,7 € (—1,1) oder k > 1,7 € [0,1) angegeben. Er hat die Gewichte p§ = (1 — p)/4,p} =
1/2,p5 = (1 + p)/4 in den Massepunkten zo = —1,z; = 0,22 = 1 mit
T, fir k =1,
74 (1 — 1)/ =D (2k) =V =1 fiar 5 > 1.
Die dazugehdrende Design-Matrix F' ist also gegeben durch
1 1 1
F=1] -1 0 1
0 o—7 1—7
und die Matrix S aus der Elfving-Darstellung ist S = diag(1, —1, 1). Durch elementares Ausrechnen

ergibt sich die Inverse der Matrix F' zu

T(l—0) —(1—-0) l-vp

1
ol - _ _ _
I+10—0 1—171 1—17 2
—(e—=71) —(e—7) 1+o
und weiter
—T0+31T —0—1
1
FflTSl = — — —
T arn-0 21 =7)

4
Die Matrix R (die ersten k — 1 Zeilen von R = fg ff'a dX, siehe Satz 3.30) erhilt man mittels

folgender Integrale:

/((:p C ) dp = /0“ o dp = —2 (1 — ),

k+1
1 ! 1
/x((x—T)ﬂﬁ dr = [H+1x(x—7)“+1] —/ =) do
1 = 1
= (1—7)“"'1—/ L
K/—‘rl 0 H+1
1 1
= 1_ K’+1_—1_ K}—I—Q
per Gkl TSI A
1

= o neag ) ),
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Also ist
(1—7)rtl
R= ( 10 2(r+1) )
1—7)e (k147 ’
0 1/3 Uit
und
AT o1 1 —70+37—0—1+2(1 —7)/(k+1)
3= T AT :
A+m)@ =0\ —2(1—7) 4201 = 1) s+ 1+ 7)/((5 + 1) (5 + 2))

Sei F' die Matrix der ersten k — 1 Zeilen von F' (siehe Satz 3.30). Dann ist

1 1 1 l—o0 140 -2
~ ~ 4T 1

(15, 8F) = 1 -1 1|, (15,8F")7! =3 2 2 0

-1 —p 1 l+o 1—p 2

Nach Satz 3.30 ist

a = (L,8FN) (1,1 sFIRT)T

1
)
l1—p 140 —2 (1+7)(1—0)
2 -2 0 |- —70+37—0—1+2(1 —7)"*/(k+1)
l1+o 1—p 2 —%(1—7’)4—2(1—T)“H(Fe—i-l+T)/((/<a+1)(/<a+2))
1
T 0+n-o

(r—0)+ (1 =7)/3+((e—7)—r(1—0)/2)(1 =) /(5 +1)(r +2))
(=71 =1 =7)%/(s+1))
(rl=0) = (1=7)/3+(2—0+7)+xB—0)/2)(L =) /((k +1)(r+2)

Mit Satz 3.27 und 3.30 folgt die Behauptung. 0

Wir betrachten nun speziell den Fall k = 1.

Satz 5.2 Sei & = [~1,1] und f(z) = (1,z,(z — 7)")", 7 € (=1,1). Der Versuchsplan

£ =aX+pod_1 + p1d, + pady
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mit

Po

yai

P2

ist eg-optimal in Y[c, 00].

1-—7 3—7
7 T 12 %

2—2a+2|7|—|T]a

1=|7|
3=

aElel—m,T<Q

a<3

T+|7] ’ 7]
1—a, a>1—m7<0,
0, a >3 H,T>0,
l—a 17|
2 @ <3371
5—ba—|7| 1—|7| 7l

TERE aE[?) |T‘,l =1,
0, a>1-— m
lir _ 347 1=|7|

1 12 % <33
2—2a+42|7|—|7| 1—|7| . m
e a€ (33 |T‘,l , T >0,
1—a, a>1—m7>0,

0,

a> 37 }T},T<0

Beweis: Aus Satz 5.1 erhilt man wegen ¢ = 7 den Vektor q zu:

Nach Satz 2.42 ist p* = ((1—7)/4,1/2,(1+7)/4)T

1/4 —7/12

1/2

1/4+7/12

7)/B+ 1)} =31 —|7)/(3 = [7]) und po, p1, py fiir o < ap.

Nun wollen wir den optimalen Versuchsplan fiir « > ag bestimmen. Dazu betrachten wir 7 € (—1, 0]

(fiir 7 € (0, 1) analog). Fiir & = ay ist p2 = 0. Daher kann man vermuten, dass dann der Versuchsplan

fiir ein p = p(«)

Da f3 jeweils linear auf [—1, 7] und [7, 1] ist, folgt aus Korollar 3.20, dass ¢, genau dann optimal fiir

03 in T]o, 00] ist, wenn

\(prffifizlfs))

Nach Bemerkung 3.21 gilt pr

=a\+pi_1 +(1—a—p)d,

€ (0,1 — «) optimal fiir 65 in Y[a, o0] ist.

| = (ol S ts) (0] = | (orf,, S s) (]

J_f3 (— MI?Mﬁl,l) mit

My = /g FiT e, My = /g Ffsdey, Fi= (i f) = (L),

. Also hat man g = min{3(1—7)/(3—7),3(1+
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Es gilt mit w:=a/3+p+ (1 —a—p)72 — (p(1 +7) — 7(1 — @))? (man beachte w > 0):

1 0 1 -1 1 7
0 1/3 -1 1 T T2

M-l - 1 [ a3+p+(1—a-—p)? p(l+71)—7(1-0)
no = -
p(l+7)—7(l-a) 1

P a( (1—r)2/4 )
(1—-7)%22+7)/12

(M5 = o letzte Spalte von R fiir s = 1,0 = 7),

— MMy
a(l —1)2
12w
(a+3p+3(1—a—-p)? + 2+ 7)(p(L +7) —7(1 —a)),3p(1 +7) = 37(1l —a) + 2+ 1)
a(l —7)2

= —T(p(t’) +37 —27%) =21 —7)7(1 —a) + a,3p(1 +7) = 37(1 —a) + 2+ 7)

Damit ist
120/(a(l —1)%) - prf szf3—12w/( a(l —7)%) - (=MLHM7' 1) - f (=)

= (—p(5+37 =21 +2(1 —7)7(1 — ) — a,

—3p(1+7)+37(1 —a) =2 —7,12w/(a(l —7)%)) - f(2).

Damit

(o) 0] = (o ) )

= |MEMEL D)L -1,0)T] = [(~MEME L )7 0)T

= (—MLhMH1)(©2,~1+7,00" =0
2—20—27+ 10

= p= —_— > 0.

Dabeiist p <1—a <= «a <1+ 7/5. Fiir dieses p erhilt man durch elementare Rechnung:

L2(p) - 1 (972 + 67 — 3) + (=27° — 1072 + 27 4 10)
(b)Y = o=y T
L2(&) _ 1 14+7 B .
(prriess) ) = 12w/(a(1=7)?) (7—7)2a(l —7) (301 = 37)(5 + 127 = )

207t — 873 — 11272 + 47 + 43) + 24(5 + 7) (1 — 72)).
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Es gilt (prﬁifz]lfg) (—=1) > 0, denn

((97% + 67 — 3) + (=27 — 1072 + 27 +10)) /(1 + 7)
= 3a(37 — 1)+ (27 + 10)(1 — 7)
3a(=5/2) +8 >0, fiir7e[-1/2,0],
{ 3a(—4) +12>0, fir e (—1,-1/2).

Fir a > 3%)1—: gilt (pr[Lflfff;})Lfg) (1) < <pr[Lflfch])Lf3) (—1), denn

a(7—7)*(1 - ) 2(¢,
180/ (a(l — 1)) ((orgr e ) (1) = (o ) )
= ?(97° + 3372 + 157 — 9) + a(—27* — 4373 — 7372 4+ 71 + 39)

+(67% + 3673 + 2477 — 367 — 30) =: g(a).

Wegen 973 + 3372 4+ 157 — 9 = 3(1 + 7)(87 — 3(1 — 72)) < 0 gilt g(a) — —oo fiir & — +o00. Daher

ist g(«) eine nach unten gedffnete Parabel. Es gilt

I+7Y\ _ 9 9
g(33+7_)—0 und ¢g(1)=8(1—-7)_ 7 (27°—7—-T7) >0,
<0 <0

also g(a) > 0 fiir a € [3%,1:, 1]

- o : . Lir (L L2(E) L2(¢) T
In &hnlicher Weise zeigen wir, dass fiir & > 337~ auch pr f2]Lf3 (1) < pri, MLfg (—1) gilt,

denn

a(7—71)*(1 —7) 2(¢,
Y (o1 ))(( prtr 0 fs) (<) + (ool S ss) (D)
= (97" — 847% — 5472 + 367 — 3) + (277 4 107* + 15473 4+ 707? — 807 — 8)

+(—127% — 7273 — 487% + 727 + 60) =: §(v).

Wegen 974 — 8473 — 5472 + 367 — 3 = 3(1 + 7)(1 — 37)(—72% + 107 — 1) < 0 gilt §(a) — —oo fiir

a — +oo. Daher ist §(«) eine nach unten gedffnete Parabel. Es gilt

~ (31+7) _ 37— 7)?(A+ 72 (1 —7) (212 + 7 +3) -

I\"3+7 (34 17)2

und

§(1) = (L4 7)(=27" +97° — 117% 217 + 49) > 0,

>_22 >49

also g(a) > 0 fiir a € [3%,1:, 1]
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Also haben wir

2 2
<pr@1§;’})Lf3> (1)‘ < ‘(prﬁclffcg})Lfg) (—1)‘ und somit ist £, ez-optimal in Y|, oo,
falls o € [332Z,1 + 7/5].

Fiir @ > 1+ 7/5 betrachten wir den Versuchsplan

E=ar+ (1 —a)d

und zeigen durch

(o S ts) (=1 = max {| (bS] 15) ()]

dass dieser Versuchsplan optimal fiir 65 in Y[«, oo] ist.

1 0 1 -1
MH = « +(1—O€)
0 1/3 -1 1
1 1-2a 1-a
Myt = ! ’
0‘(§_0‘) l1—«a 1

P a( (1—7)2/4 )
(1-71)2(2+7)/12

Mﬁle _ (1-17)2 5—4da+T1T—Ta
44-30) | 5-3a+47

(prf ) s) ]} (5.1)

Daher ist
120/(a(1=7)%) -prf} ) fo(w) = (1=7)2(=5+da—7+70), (1= ) (=5 +3a—7),4(4—30)) - f (=)
und fiir ¢ := 4(4 — 3a) > 0 gilt

( f1szf3>( 1) = c(1—7)2(1+7.)a
<p l}zlf2J-f3> (7') = 0(1—7)2(1+7)(_5_T+4a)

<Pr[L;7f2]Lf3) (1) = c¢c(1=7)1+7)(6+27 —ba —Ta)

Die Ungleichung (5.1) ist daher genau dann erfiillt, wenn
a>b+71—4a, a—Ta > —6—27 4+ ba+ Ta,

{:){a

= a>1+

{ a>-b—7+4a, a—Ta>6+27 —da—Tq,

| /\

I a>1+1,

| \/

3
T 6427
l+5, a< 55
-
5



130 KAPITEL 5 OPTIMALE VERSUCHSPLANE IN Y[a,b] FUR DIE CHANGE-POINT-REGRESSION

Zusammenfassend haben wir die Behauptung gezeigt.

Die verschiedenen Bereiche (abhingig von « und 7), in denen sich die Massepunkte des optimalen
Versuchsplans unterscheiden, sind in Abbildung 5.1 skizziert. Dabei ist links oben £ = aS\—i—(l—a)é,l
optimal, links im mittleren Bereich £ = @A + pod_1 + p16,, im unteren Bereich & = aX + pgd_1 +

P10, + p2dy, rechts im mittleren Bereich £ = aX + p10- + pody, rechts oben £ = al + (1 —a)d;.

alpha

o 0 1
tau

Abbildung 5.1: VERSCHIEDENE BEREICHE DES OPTIMALEN VERSUCHSPLANS FUR 63 IN Y[, co] IM Mo-

pELL f(z) = (1,2, (x —7)7) T

In den Abbildungen 5.2 und 5.3 sind die Gewichte pg,p1,p2 (auf 2o = —1,21 = 7,29 = 1) fiir die
Fille 7 = —0.8, —0.4,0 in Abhingigkeit von « aufgetragen.

o A\ -

0.2 0.4 alpha 0.6 0.8 1 o 0.2

Abbildung 5.2: GEWICHTE py (OBERE GRAUE KURVE), p; (SCHWARZE KURVE), p» (UNTERE GRAUE

KURVE) FUR 7 = —0.8 (LINKE ABBILDUNG) UND 7 = —0.4 (RECHTE ABBILDUNG)
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02 0.4 06 08 1
alpha

Abbildung 5.3: GEWICHTE po, p2 (GRAU) UND p; (SCHWARZ) FUR 7 =0

5.2 Das volle Change-Point-Modell

In diesem Abschnitt betrachten wir auf dem Versuchsbereich & = [—1,1] fir £ € IN gerade das

sogenannte , volle Change-Point-Modell*

F@) = (1am@). @ =)o (@ = D @) o — D) (@ - DY) (62

bei dem sich alle Parameter der Polynomregression vom k/2 — 1-ten Grad beim Change-Point
7 € (—1,1) dndern konnen. Hierbei bezeichnet (y)~ = min{y,0}, (y)* = max{y,0}. Wegen der
Unstetigkeit der Regressionsfunktion existiert im Allgemeinen kein optimaler Versuchsplan in =
oder in Ya,00]. Dagegen existieren c¢- und D-optimale Versuchsplidne in Y[a,b] fiir b < oo, denn
Yla, b] ist dann kompakt, sieche Lemma 3.12, und ¢ + (¢" M (¢)~'c)~! und ¢ +— det M (£) sind stetig

auf 27. Wir setzen daher b < oo in diesem Abschnitt voraus. Ansonsten gelten unsere generellen

Voraussetzungen an ¢ und b aus Definition 3.9, d.h. insbesondere fg a d\ <1< fg b d.

Wir werden ausnutzen konnen, dass im Modell (5.2) entweder die k/2 ersten Komponenten oder
die k/2 letzten Komponenten verschwinden. Zur Interpretation der einzelnen Parameter kann aber

das folgende umparametrisierte Modell unter Umsténden niitzlicher sein:
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wobei sgn(y) = 1, falls y > 0, sgn(y) = —1, sonst. Es gilt

1 0 0 1 0 0

0 1 0 01 0

0 0 1 00 1
g(z) = Af(x) mit A =

-1 0 0 1 0 0

0 -1 0 01 0

0 0 -1 0 0 1

Wie leicht zu sehen ist, ist ein Versuchsplan genau dann D-optimal in einer Menge T fiir das Modell
f mit (5.2), wenn er D-optimal in T fiir das Modell g mit (5.3) ist (man vergleiche dazu auch
Abschnitt 2.4.3). Ebenso ist leicht zu sehen, dass ein Versuchsplan genau dann c-optimal in einer
Menge T fiir das Modell f mit (5.2) ist, wenn er ¢-optimal in T fiir das Modell g mit (5.3) ist,

wobei ¢ = A'c.

Die c¢- und D-optimalen Versuchspline setzen sich aus optimalen Versuchsplinen auf den Teilinter-

vallen [—1,7) und [, 1] zusammen:

Satz 5.3 Sei das volle Change-Point-Modell (5.2) mit k > 4, k gerade, 7 € (—1,1) gegeben und sei

b < co. Seien ¢1,c2 € ]Rk/2\{0k/2} und

T 1 T 1
Wy, ::max{/ ad)\,l—/ bd)\}E[O,l], Wo ::min{/ bd)\,l—/ ad)\}E[O,l].
—1 T —1 T

Weiter setzen wir voraus, dass w, < 1 und w, > 0 sind.

a) Seic' = (c/, 02/2) und & ein c-optimaler Versuchsplan in Y]a,b]NS(c) fir das volle Change-
Point-Modell. Dann gilt £([—1,7)) = w, und wLoﬂ[*l,T) ist ein ci-optimaler Versuchsplan in
T [il[,l,T), wiol[,l,T)] fir die Polynomregression vom Grad k/2 — 1 auf [—1,1].

Wo

b) Seic! = (OZ/z,c;) und & ein c-optimaler Versuchsplan in Y]a,b]NS(c) fir das volle Change-

Point-Modell. Dann gilt £([—1,7)) = w, und ﬁﬂ[ﬂl} ist ein co-optimaler Versuchsplan in

T [ L, 1—bwu 1[771}} fir die Polynomregression vom Grad k/2 — 1 auf [—1,1].

1—wy

c¢) Seic' = (c],c;) und & ein c-optimaler Versuchsplan in Y]a,b] NS(c) fiir das volle Change-

Point-Modell.
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Dann gilt w := £([—1,7)) € [wy,w,]N(0,1) und %f“_lﬁ) ist ein c1-optimaler Versuchsplan in
T [%1[_177), %1[_1,7)], ﬁﬂ[ﬂl] ist ein cy-optimaler Versuchsplan in T [ﬁl[ﬂl}, ﬁl[ﬂl}

fiir die Polynomregression vom Grad k/2 — 1 auf [—1,1].

d) Sei & ein D-optimaler Versuchsplan in Y[a,b] fir das volle Change-Point-Modell.
Dann gilt w = &([—1,7)) € [wy,w,] N (0,1) und lf| _1,7) ist der D-optimale Versuchsplan in

w

T [11[_177), %1[ 1 T)], - w§| 7,1 ist der D-optimale Versuchsplan in T [ sl 1 bwl[ﬂl}
fiir die Polynomregression vom Grad k/2 — 1 auf [—1,1].

Beweis: Sei £ € E, w =&([—1,7)). Der Versuchsplan ¢ € E lésst sich schreiben in der Form
E=wé + (1 —w)ée, eSupp(&y) C[—1,7), eSupp(&e) C 1], (5.4)
mit &1,&s € E (Zerlegung in zwei Versuchspline auf [—1,7) und auf [7,1]). Es gilt

£ e€Ya,b] < we [wy,w,] und | w =0 oder al <wé<bl
[~1,7) N [~1,7)

und <w =1 oder alj ;) < (1 —w) df; [, 1])

= we [wy,w,] und (w—Ooder & er[ TS T “)D
und <w —loderé& e [ﬁlm — ”D
Seien
f@) = Aoin@), (@ =77 (@ =) s e =[-1,1],
folx) = Apy@),@—7)" . (-1 ze=[-1,1],

und M;(€) = [, fif," d¢ € IR¥/**k/2 ¢ endliches Ma8.
a) Sei & gemif (5.4) dargestellt. Wir haben
(" M(&) )" = (cf Mi(wéi) er) !

mit w“{lf/\l < b1y ;). Damit (c{ My(w&)~c)™! so groB wie moglich wird, muss w so gro wie

moglich sein, also w = w,. Ist & c-optimal im vollen Change-Point-Modell, so folgt wegen

(c"M(&)~e)™ = wo(e] Mi(&1)"er) ™,
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dass € cj-optimal fiir die Polynomregression zum Grad k/2 — 1 von ¢&;.
b) Analog zu a).
c) Sei & gemiB (5.4) dargestellt. Wegen ¢ € [M(¢)] folgt w € (0,1). Es gilt

("M@ )" = (" M(wé + (1 -w)é)e)™!

-1
= <$CIM1(51)_01 + 1 ! C;—Mz(fg)_02> .

—w

Aus der Optimalitit von ¢ folgt, dass 7 — ¢' M(n)~c, 1 € Y[a,b] minimal fiir n = ¢ ist. Daher
folgt, dass n; — c;—Mi(ni)_ci minimal fiir n; = & ist (i = 1,2).
d) Sei ¢ gemif (5.4) dargestellt. Die Determinante von M (&) zerfillt in zwei Teildeterminanten:

det(M(£)) = w’? det(My(£1)) - (1 — w)"? det(Ms ().

Aus der Optimalitit von ¢ folgt, dass  — det M (n), n € Y|a,b], maximal fiir n = ¢ ist. Daher folgt
w € (0,1) und n; — det M;(n;) ist maximal fiir p; = &; (1 = 1,2). 0

Im nachfolgenden Korollar betrachten wir speziell konstante Schranken a = «, b = 8. Weiter trans-
formieren wir die beiden Teilbereiche [—1,7), [, 1] jeweils auf ganz [—1, 1]. Bei der c-Optimalitit

interessieren wir uns hier speziell fiir ¢ = ey /2, ¢ = €x, ¢ = e, — €y)a.

Sei e,(f/;) =(0,...,0,1)" € IR*/? der letzte Einheitsvektor in IR¥/2.

Korollar 5.4 Sei das volle Change-Point-Modell (5.2) mit k > 4, k gerade, 7 € (—1,1) gegeben

und sei a = a,b = < 0o. Die affinen Transformationen Vi, Vs seien
Vi: L7l = [-1,1], o o+ 55,
Vo: [11] = [-1L1], 2+ 22—

Seien c1,¢2 € ]Rk/z\{Ok/z} und

wy = max{a(l;T),l— 5(12_7)} €0,1), w,:= min{wg— @} € (0,1].

a) Sei & ein ey -optimaler Versuchsplan in Y[a,b] N S(ey/2) fir das volle Change-Point-Modell.

Dann gilt £([—1, 7)) = w, und das Bildmaj$ von w%ﬂ[—l,r) unter der Abbildung V7 ist ein elk/2)_

k/2
(l;ujo)o‘, %} fir die Polynomregression vom Grad k/2—1 auf

optimaler Versuchsplan in Y [

[~1,1].

b) Sei & ein eg-optimaler Versuchsplan in Y[a,b] N S(ex) fir das volle Change-Point-Modell.

Dann gilt £([—1,7)) = wy und das Bildmaf von ﬁfhﬂﬂ unter der Abbildung Vs ist ein
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I(C];éz)—optimaler Versuchsplan in T[

k/2 —1 auf [-1,1].

(1-7)a  (1-7)
2(1—wy)? 2(1—w

e f)] fur die Polynomregression vom Grad

c) Seic = ey — ey und £ ein c-optimaler Versuchsplan in Y[a,bl N S(c) fir das volle Change-
Point-Modell.
Dann gilt w := &([—1,7)) € [wy,we]N(0,1) und das Bildmaf von %f“_m) unter der Abbildung

V1 st ein e,glc//z2)—optimaler Versuchsplan in YT [%, %}, das Bildmafl von ﬁﬂ[ﬂl]
unter der Abbildung Vo ist ein e](c%z)—optimaler Versuchsplan in T [&1_;)00;, &;Iig fir die

Polynomregression vom Grad k/2 — 1 auf [—1,1].

d) Sei & ein D-optimaler Versuchsplan in Y[a,b] fir das volle Change-Point-Modell.

Dann gilt w := &([—1,7)) € [wy,we]N(0,1) und das Bildmaf von %fh,m) unter der Abbildung

V1 ist der D-optimale Versuchsplan in T [M, w} , das Bildmaf von ﬁﬂ[nl] unter der

-
2w 2w

Abbildung Vs ist der D-optimale Versuchsplan in T [&1__73”0;, &1—_71)0’%] fiir die Polynomregression
vom Grad k)2 — 1 auf [-1,1].

Beweis: Seien &1,&; € E mit eSupp(é;) C [—1,7), eSupp(§2) C [7,1] und ¢ das Bildma$ von &;

unter der Abbildung V;. Die Behauptungen folgen aus Satz 5.3 wegen

weln: 2< 8wl o e Hac B < Dy
d - s L=
Vz € [r,1] : lf‘w < d—;(x) < % & Veel-11] 2((1 _2) = %w) = 2((1 —2)6
und Bemerkung 4.1. =

Betrachtet man statt dem vollen Change-Point-Modell f mit (5.2) das umparametrisierte Modell g
mit (5.3), so macht Korollar 5.4 ¢) eine Aussage iiber die e,-Optimalitit in Y[«, 5] im Modell g mit
(5.3).

Beispiel 5.5 Sei

f((II) = (1[71,7')(51;)7 ((II - 7—)77 1[7’,1](51")7 ((II - T)+)Tv T €& = [_lv 1]? (5'5)

also das volle Change-Point-Modell (5.2) mit k = 4. Der ey- und der D-optimale Versuchsplan in

Yla, f] fir die Geradenregression ist nach Satz 4.24 gegeben durch
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mit v = % Sei ¢ = e4 — ey. Die c- und D-optimalen Versuchspline in Y[a, 5] fir das Modell

(5.5) haben nach Korollar 5.4 die Gestalt

€= BA = (B = @) L((r—1)/2-31,(r—1)243) (7 1)/ 2=, (1) /2 32) * A

mit 11,72 s0, dass 11 + 72 = G-

[0}

Aus Symmetrie-Grinden kénnen wir den c- und D-optimalen Versuchsplan in Y], 8] fir 7 =0

explizit angeben. Es ist fir beide Optimalitdtskriterien:

E=BA—(B—)L((r1)/2 7 (r1)/247)0((r+1)/2p(r+1)/247) * A

mit y = 2(’%11 7

Es bleibt, noch im Fualle T # 0 den Parameter 1 zu bestimmen. Dazu bendétigen wir

1
mio = / 1[—1,7) df = M - (/6 - a)717

my = /_11(:5 —r)dE = _;(1 17)2 LB a)(21 o
S /iax_ﬂfdgzﬂuzTP_«ﬁ—mg+vﬁw_xﬂ?fwi
m2o = /_11 Ly dg = @ — (B —a)yp,
Moy = /11(I oyt ae = B0 - T)? _ (B- a)(21 ),
— /i«x_ﬂﬂz%_Bﬂgﬂ3_w—ax;ﬂﬁw_ﬁﬁiﬁﬁ
Damit kann man
(cTM(€)*1c)_1 = (e Miwer) tes + e M ((1 - w)gz)*lez)_1

-1
_ ( mio + UPN) >
- 2 2
miomi2 — My oM — My,

und
mip mi1 0 0
my; myz 0 0 mio M1 Mmoo  MM21
det M (&) = det = det - det
0 0 mop MM21 mi1 M2 mo1 129
0 0 mo1 ma

ausrechnen und das 71, das den jeweiligen Ausdruck mazimiert, zumindest numerisch bestimmen.
Dabei ist wegen w := &([—1,7)) = mqg die Einschrinkung w € [wy,w,] dquivalent zu

L T R s ™
NE=12B=a) B-a'208—a) B-a




5.2 DaAs VOLLE CHANGE-POINT-MODELL 137

« 15} T c-Optimalitit D-Optimalitéit
g 1 C2 ] C4 71 4l C2 c3 C4
0 1.25-0.8 || 0.0003 | -0.900 -0.900 -0.100 0.300 0 - - -0.1 0.3
0 1.251|-0.4] 0.0148 | -0.715 -0.685 0.115  0.485 0 - - 0.1 0.5
0 2 |-0.8 || 0.0008 | -0.901 -0.899 -0.399  0.599 0 - - -0.4 0.6
0 2 1-04 1 0.0484 | -0.748 -0.652 -0.152 0.752 | 0.0841 | -0.784 -0.616 -0.116 0.716
0 ) -0.8 || 0.0036 | -0.904 -0.896 -0.696 0.896 | 0.0241 | -0.924 -0.876 -0.676 0.876
0 ) -0.4 || 0.1648 | -0.865 -0.535 -0.335 0.935 | 0.2054 | -0.905 -0.495 -0.295 0.895
0.5 1.25|-0.8 || 0.0005 | -0.900 -0.900 -0.233  0.433 0 - - -0.233  0.433
0.5 1.25|-04 || 0.0255 | -0.726 -0.674 -0.008 0.608 0 - - -0.033  0.633
0.5 2 -0.8 || 0.0013 | -0.901 -0.899 -0.565 0.765 0 - - -0.567  0.767
0.5 2 -0.4 || 0.0810 | -0.781 -0.619 -0.286 0.886 | 0.1327 | -0.833 -0.567 -0.234 0.834
0.5 ) -0.8 || 0.0078 | -0.908 -0.892 -0.781 0.981 | 0.0382 | -0.938 -0.862 -0.751 0.951
0.5 ) -0.4 || 0.2095 | -0.909 -0.491 -0.379 0.979 | 0.2365 | -0.936 -0.464 -0.352  0.952
0.9 1.25]-0.8 | 0.0011 | -0.901 -0.899 -0.613 0.813 0 - - -0.614  0.814
0.9 1.25|-04 || 0.0655 | -0.766 -0.634 -0.349 0.949 | 0.1244 | -0.824 -0.576 -0.290  0.890
0.9 2 1-0.8 1 0.0091 | -0.909 -0.891 -0.8 1 0.0091 | -0.909 -0.891  -0.8 1
0.9 2 -0.4 || 0.2091 | -0.909 -0.491  -0.4 1 0.2166 | -0.917 -0.483 -0.392  0.992
0.9 5 | -0.8 || 0.0756 | -0.976 -0.824 -0.8 1 0.0756 | -0.976 -0.824  -0.8 1
0.9 5 |-04 1 0.2756 | -0.976 -0.424  -0.4 1 0.2756 | -0.976 -0.424  -0.4 1

Tabelle 5.1: WERTE 71 UND ¢; = (71—=1)/2 —y1,ca = (1—=1)/2+7,c3 = (7+1)/2 —=y2,¢ca = (T+1) /2472

DES ¢- UND D-OPTIMALEN VERSUCHSPLANS IN Y[a, 5] FUR DIE VOLLE CHANGE-POINT-REGRESSION

Fiir die Werte a € {0,0.5,0.9},5 € {1.25,2,5} und 7 € {—0.8,—0.4} ist v1 sowohl fir die c-
Optimalitdt mit ¢ = eq4 — ey als auch fir die D-Optimalitdt in Tabelle 5.1 berechnet. Ebenso sind
die Grenzen ¢ = (1 —1)/2 —y1,c0 = (T = 1)/2 +y1,63 = (71 4+ 1)/2 —y2,¢c4 = (T + 1) /2 + 72 der

Bereiche mit mazimaler Masse B angegeben.

Wie bereits am Anfang dieses Kapitels beschrieben, konnen wir auch das umparametrisierte Modell
9(37) = (173j - T, _1[—1,7')(3:) + 1[7’,1](17)7 |$ - T|)T7 el = [_17 1]7 (56)

betrachten. Die angegebenen D-optimalen Versuchsplidne sind auch D-optimal fiir dieses Modell.

Die angegebenen c-optimalen Versuchspline sind e4-optimal fiir dieses umparametrisierte Modell.
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Wie bei der e;-Optimalitit fiir die Polynomregression in Kapitel 4 kénnen wir auch die e4-optimalen
Versuchspline fiir das Modell (5.6) grafisch veranschaulichen, indem wir die Funktion g4(z) = |z —T7]
in L2(¢) auf [g1, g2, g3] projizieren. In Abbildung 5.4 sind fiir («, 8) € {(0,1.25), (0.5,2), (0.9, 5)} und
7 = —0.4 die es-optimalen Versuchspline in Y[a, (] fiir das Modell g mit (5.6) (d.h. die c-optimalen
Versuchspliane in T[e, 8] fiir das Modell f mit (5.5)) grafisch veranschaulicht. Die Abbildung 5.5
zeigt entsprechend die D-optimalen Versuchspline in T, 3].

d d d
R 2,> o= R
T 1] -

0 " 08-06-04-02 0 02 04 06 08 0 708 06-04-02 0 02 04 06 08 0 708 06-04-02 0 02 04 06 08
X X X

Abbildung 5.4: VOLLE CHANGE-POINT-REGRESSION MIT k = 4: A-DICHTE (BLAU) DES (e4 — ey)-
OPTIMALEN VERSUCHSPLANS &* IN Y[a,f] FUR 7 = —0.4 UND a = 0,5 = 1.25 (LINKS), a = 0.5, = 2

(MITTE), a@ = 0.9, =5 (RECHTS); FUNKTION g4(z) = fa(z) — f2(z) = |z — 7| (ROT; ZUR BESSEREN DAR-

L2(e*
TELLUNG MIT 5/2 MULTIPLIZIERT UND UM 1 NACH OBEN VERSCHOBEN), pr[g1(§2)g3
L2(€")

[9179279319

194 (DUNN SCHWARZ) UND
DIE BEIDEN FUNKTIONEN pr 4 & const, DIE DEN OPTIMALEN VERSUCHSPLAN BESTIMMEN (FETT

SCHWAR?Z)

3 3 3
d d d

2 2 2
14 [~ 1 14

07708 060402 0 02 04 06 08 0758 060402 0 02 04 06 08 07708 060402 0 02 04 06 08
X X X

Abbildung 5.5: VOLLE CHANGE-POINT-REGRESSION MIT &k = 4: A-DICHTE (BLAU) DES D-OPTIMALEN
VERSUCHSPLANS &* IN Y[, ] FUR 7 = —0.4 UND a = 0,4 = 1.25 (LINKS), a = 0.5, = 2 (MITTE),
a=0.9,8 =5 (RECHTS); VARIANZFUNKTION d(z,£*) (ROT; ZUR BESSEREN DARTELLUNG MIT 1/2 MULTI-

PLIZIERT) UND DIE KONSTANTE, DIE DEN OPTIMALEN VERSUCHSPLAN BESTIMMEN (FETT SCHWARZ)



Kapitel 6

Ein Anwendungsbeispiel

In einem Versuch soll die Auswirkung von Blumendiinger auf das Keimen und das Wachstum von
Gartenkresse (Lepidium sativum) untersucht werden. Hierzu soll der mittlere Kresse-Ertrag fiinfein-
halb Tage nach Aussaat in Abhingigkeit von der Diingerkonzentration im Giefiwasser bestimmt

werden. Von Interesse ist dabei der Bereich von 0 bis 1.2% Diingeranteil im Gieflwasser.

Wir séen in insgesammt n € IN Pflanz-Schalen jeweils zehn Kressesamen aus. Die Schale Nummer
i (1 <4 <n) giefen wir mit der Diingerkonzentration z; € [0,1.2] (in % Diinger) und messen nach

fiinfeinhalb Tagen den Gesamtertrag Y; an Kresse (in mg).

Aufgrund von Vorversuchen geht man davon aus, dass eine quadratische Regressionsfunktion den
Zusammenhang zwischen Diingerkonzentration und mittlerem Kresse-Ertrag hinreichend genau be-

schreibt. Wir nehmen daher das lineare Modell
Y; =6, +zifo+ 2203 +¢;, i=1,...,n, (6.1)

an, wobei ¢; unabhiingig identisch verteilt mit Ee; = 0,V (g;) = 02 und die Parameter 61,65, 03, 0

unbekannt seien.

Das Hauptziel der Untersuchung ist eine moglichst gute Schitzung des Parametervektors 8 =
(61,02,05)". @ soll mit dem Kleinste-Quadrate-Schiitzer 0 geschiitzt werden. Die Versuchspunkte
x; sollen so gewédhlt werden, dass die Determinante der Kovarianzmatrix des Kleinste-Quadrate-

Schiitzers 0 moglichst klein ist, d.h. es soll ein D-optimaler Versuchsplan verwendet werden.

Die Vorversuche haben unter etwas anderen Bedingungen stattgefunden, z.B. viereinhalb statt

fiinfeinhalb Tage Wachstumszeit, unkontrollierbare Unterschiede bei Temperatur und Lichteinstrah-

139
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Abbildung 6.1: GESATE GARTENKRESSE

lung, fiinfzehn statt zehn Samen pro Schale, Gielwasserzufithrung anders. Daher will man mit we-
nigstens einem Drittel der Versuche kontrollieren, ob das Lineare Modell (6.1) den Zusammenhang

zwischen Diinger und Ertrag auch unter diesen Bedingungen hinreichend genau beschreibt.

Wir suchen also den D-optimalen Versuchsplan fiir quadratische Regression in der Menge Y[a, 0]
mit @ = 1/3. Nach Beispiel 4.18 und linearer Transformation von [—1, 1] auf [0, 1.2] ist dieser gegeben
durch

1 - 104195 20 — /195
S — G+ 5,
3 90 45

0.333 - A 4 0.266 - dg + 0.134 - §p.6 + 0.266 - 61 5.

10 + /195
+ ——— 012

6 90

%

Die zu ¢ gehorende Verteilungsfunktion ist
(0, z <0,

WivI% L 5y g e [0,0.6),
%4_15_833’ T € [06,]—2)a

L1 > 1.2
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Fiir den Versuch haben wir n = 81 Pflanz-Schalen zur Verfiigung. Wir miissen also nun einen
Versuchsplan £g1 € Eg; bestimmen, der £ moglichst nahe kommt. Dazu verwenden wir das Verfahren
(2.7) aus Kapitel 2. Wir bestimmen zunéchst die Umkehrfunktion Qg zur Verteilungsfunktion Fj.
Diese ist gegeben durch

)
10+/195
0, Tz < 90
_104V195 | 18 ., o [104VI95 254v195
25 5 % 90 )°
— 254195 65195
Qo(z) = § 0.6, T e [ 90 >~ 90 ) ’
_ 50-y/195 , 18 | 65—1/195 80—/195
% T 5 % TE [ 90 > 90 g
1.2, g > 80=V19
\

Die Versuchspunkte x; von £g1 = 81—1 Z§i1 g, sind dann

1 —1 ,
wi:QO(Sl—l)’ ZZI,...,SI.

Es ergibt sich:

0, i=1,...,22,
9:—89—-8v195 ;o

Zw, 2—23,...,35,

zi =< 0.6, i=36,...,46,
91—409+8v195 N

GiA00L8VIOS 47,59,

| 1.2, i =60,...,81.

Die Ergebnisse des Gartenkresse-Versuchs sind in Tabelle 6.1 aufgelistet. In Abbildung 6.2 sind die

Ergebnisse geplottet und die geschitzte Regressionsfunktion ist eingezeichnet. Sie ist

y = 201.61 —55.46 - z — 13.2 - 2, x = Diinger in %, y = Ertrag in myg.

Wir haben unsere Versuchspunkte so gewéhlt, dass die Modellvoraussetzung der quadratischen

Regression iiberpriift werden kann. Als Test fiir die Hypothese
Hy : Es liegt ein quadratisches Regressionsmodell vor
wéhlen wir den F-Test, den wir verwenden konnen, da wir jeweils etliche Beobachtungen an den

Stellen z = 0,2 = 0.6,z = 1.2 haben. Wie bereits in Abschnitt 3.1.1 angegeben ist die Teststatistik

n—d ||PTU0LHUY||2

LTy =
2T d—k [prp Y2
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Abbildung 6.2: ERGEBNISSE DES GARTENKRESSE-VERSUCHS UND GESCHATZTE REGRESSIONSFUNKTION

wobei Uy der Unterraum von IR" ist, der von den Vektoren (f;(z;))i=1,.n,7 = 1,...,k erzeugt
wird, U der Unterraum von IR", der von den Vektoren (1,,}())i=1,...n,7 € & erzeugt wird und

d = dim(U). Setzen wir unsere Daten ein, erhalten wir

81 —29 17689.26

. ~ (0.9218.
29 —3 38380.11 0-9218

LTy =

Wir nehmen an, dass die Fehler ndherungsweise normalverteilt sind. Unter Normalverteilungsan-
nahme und unter Hy hat die Statistik L75 eine F-Verteilung mit Freiheitsgraden d — k = 26 und
n —d = 52. Dieser F-Test hat damit einen p-Wert von 0.579. Die Hypothese der quadratischen

Regression kann also zu keinem verniinftigen Niveau abgelehnt werden.
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i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Diinger z; | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Ertrag ¥; | 215.5 233.0 203.0 159.5 181.0 229.0 180.5 194.5 229.5 217.0

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Diinger z; | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Ertrag ¥; | 1945 191.5 183.0 206.5 216.5 167.5 152.5 247.0 205.5 157.5

i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Diinger z; | 0.000 0.000 0.031 0.076 0.121 0.166 0.211 0.256 0.301 0.346
Ertrag Y; | 204.5 186.5 196.5 245.5 205.5 223.5 179.0 184.5 179.5 195.5

i 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Diinger z; | 0.391 0.436 0.481 0.526 0.571 0.600 0.600 0.600 0.600 0.600
Ertrag V; | 192.5 231.0 155.5 171.5 170.5 146.5 146.0 147.0 149.5 210.5

i 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Diinger z; | 0.600 0.600 0.600 0.600 0.600 0.600 0.629 0.674 0.719 0.764
Ertrag ¥; | 179.0 188.0 148.5 137.5 182.5 120.0 162.5 176.5 161.0 161.5

i 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
Diinger z; | 0.809 0.854 0.899 0.944 0.989 1.034 1.079 1.124 1.169 1.200
Ertrag Y; | 106.0 126.0 123.0 108.5 96.0 165.0 159.0 108.0 164.5 163.5

i 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
Diinger z; | 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200
Ertrag v; | 114.5 102.0 148.5 126.0 119.0 100.5 150.5 78.0 134.0 121.0

i 71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
Diinger x; | 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200 1.200
Ertrag ¥; | 176.5 90.5 108.0 59.5 97.0 1385 945 106.5 110.0 125.5

i 81
Diinger x; | 1.200
Ertrag Y; | 78.5

Tabelle 6.1: ERGEBNISSE DES GARTENKRESSE-VERSUCHS (DUNGERANTEIL IM GIESSWASSER IN %, ER-

TRAG IN mg)
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Abbildung 6.3: KEIMENDE GARTENKRESSE

Abbildung 6.4: GARTENKRESSE VOR DER ERNTE



Anhang A

Tschebyschev-Polynome

Im Folgenden werden die Definition und spéter bendtigte Aussagen zu Tschebyschev-Polynomen
zusammengestellt. Umfassende Darstellungen von Tschebyschev-Polynomen und ihre Eigenschaften

finden sich z.B. in Rivlin (1990).

Definition A.1 (Tschebyschev-Polynom) Das Tschebyschev-Poynom vom Grad n € IN ist defi-
niert durch

T, (x) := cos(narccos(z)), =€ [—1,1].

Die Tschebyschev-Polynome bis zum Grad 5 sind in Tabelle A.1 angegeben, siehe auch die Tabelle
in Pukelsheim (1993), Seite 226. In Abbildung A.1 sind sie skizziert.

To(z) = 1,
Ti(z) = =,
Ty(z) = 22?—1,
T3(z) = 423 — 3z,
Ty(z) = 8a'—8z%+1,
Ts(z) = 16a° — 2023 + 5z
Tabelle A.1: TSCHEBYSCHEV-POLYNOME T},,n =0,1,...,5

Lemma A.2 (Eigenschaften von Tschebyschev-Polynomen) Tschebyschev-Polynome haben folgen-
de Eigenschaften:
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NN/

|
— 0.8 —oi—OA Z0.2

—0 —

[EW

—1
Abbildung A.1: TSCHEBYSCHEV-POLYNOME Tj,,n = 0,1,

...,5 (GRAU FUR n GERADE, SCHWARZ FUR n
UNGERADE)

a) Tschebyschev-Polynome sind orthogonal in L*(1/v/1 — z2 - \):

[ @) 1) 2

———==0 firn,me IN,n# m. Al
1 ice 0 7 (A1)
b) Es gilt
1 dx m, n=0,
To(z) ——— A2
/1 (@) V1—z? T, n>0. (42)
c) Symmetrie:
TZn(w) = Tzn(—(II), TZn—l(x) = _TZn—l(_(I;)a n € IN.
d) Koeffizienten:
[n/2] no (n—j
j n—2j—1,n-2j
T, (x) Z(—l)ﬂn_j( ; >2 J=lgn=2j, (A.3)
7=0
e) Die Nullstellen von T, (x) sind
2n—1-—29
COS (U)) j=0,...,n—1.
2n
Die Extremalstellen sind
Zj 1= COS <M> , 7=0,...,n
n
und T, (z;) = (—1)"7.
f) Fir m,n € IN gilt
1
T (2)Th(z) = E(Tm+n($) + T\m—n\(x))u z € [-1,1]

(A.4)
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g) Fiirn > 2 gilt

d d
1Ty (z)  Touoai(w)
T, == — . A5
/c n(e) dv 2[71—1—1 n—1 |, (A.5)
h) Fir die Lagrange-Polynom Lz(n) (@) = [1;. %,0 <i < n,n € IN mit den Stiitzstellen x;
aus e) gilt:
2 n
L (@) = ~vi Y vy (i) (@) (A.6)
j=0

mit v; = 1/2, falls j € {0,n}, v; =1, sonst.

i) Diskrete Orthogonalitit. Seien x; wie in e) und sei v; = 1/2, falls j € {0,n}, v; =1, sonst.

Dann gilt fir i,m € IN U {0} :

)
n, falls i +m,|i —m| € {0,2n,4n, ...},

i n/2, falls entweder i +m € {0,2n,4n,...}
Z I/jTi(ZL‘j)Tm(J?j) = ] (A7)
=0 oder |i —m| € {0,2n,4n, ...},

\ 0, sonst.

Beweis: a) Siehe Rivlin (1990), Seite 35.

b)
)
d

e

)
)
f)
g)
h)

i)

Siehe Rivlin (1990), Seite 35.

Siehe Rivlin (1990), Seite 5.

Siehe Rivlin (1990), Seite 37 (siehe auch Pukelsheim (1993), Seite 226f).

Siehe Rivlin (1990), Seite 6f.

Aufgabe 1.1.3 in Rivlin (1990).

Aufgabe 1.1.4 in Rivlin (1990).

Aufgabe 1.5.19 in Rivlin (1990).

Aufgabe 1.5.28 in Rivlin (1990). Fir 0 < i,m < n—1 ist der Beweis in Schwarz (1988), Seite 176,

zu finden. O



Anhang B

Legendre-Polynome

Im Folgenden werden die Definition und spéter bené6tigte Aussagen zu Legendre-Polynomen zusam-
mengestellt. Umfassende Darstellungen von Legendre-Polynomen und ihre Eigenschaften finden sich
ebenso wie die Beweise der nachfolgenden Aussagen z.B. in Freud (1969), Szegt (1959) und Koepf
(1998).

Definition B.1 (Legendre-Polynom) Das Legendre-Poynom vom Grad n € IN ist definiert durch
(Rodriguessche Formel)

(1) "
2nn! dzm

Py(z) = (1—2*)"], =zel-1,1]

Die Legendre-Polynome bis zum Grad 5 sind in Tabelle B.1 angegeben, siehe auch die Tabelle in
Pukelsheim (1993), Seite 214. In Abbildung B.1 sind sie skizziert.

Py(z) = 1,
Pi(z) = u,
Py(x) = %(3(1)2 —1),
Py(x) = %(5:1:3 — 3x),
Py(z) = (352 —302% +3),
Ps(z) = 1(632° —70z° + 152)
Tabelle B.1: LEGENDRE-POLYNOME P,,n =0,1,...,5

Lemma B.2 (Eigenschaften von Legendre-Polynomen) Legendre-Polynome haben folgende Eigen-
schaften:
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/ ]
1 |=g/s —d.6\—d.4 0.2 7] 0.z w 1
—0.5 §
—1 -
Abbildung B.1: LEGENDRE-POLYNOME P,,n =0,1,...,5 (GRAU FUR n GERADE, SCHWARZ FUR n UNGE-

RADE)

a) Legendre-Polynome sind orthogonal in L*(\):

1
/ P (z) - Py(z) de =0 firn,m € IN,n # m.
-1

b) Fiir das Integral iber Py, - P, mit m = n gilt

1
Py (z)? dz = IN .
/1 (x)* dx 1 n € IN U{0}

c) Symmetrie:

d) Bestimmte Funktionswerte:

Py(—1) = (~1)", Pu(0)=0, P,(1)=1, |Py(a)]<1, z€(~1,1), neN.

Ableitungen an den Rdndern:

Pi(~-1)==(-1D)"'n(n+1), P.(1)= %n(n +1), nelN.

e) Koeffizienten:

P(x) = 2in anm(_l)j <n> <2n - 2j>$n_2j'

=0

f) Die Nullstellen von P, (x) auf (0,1] liegen im Intervall

21 21— 1 P19 [nJ
COSs COSs T = — | .
m+1")’ om+ 1 ’ U I

(B.1)

(B.2)

(B.4)

(B.5)
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g) Identititen fiir Legendre-Polynome und ihre Ableitungen. Es gilt fir alle © € [—1,1]:

Phii(@) = Py (z) — 2+ 1)Pa(z) = 0, (B.6)
% (1 =2*)P(z)) + n(n+1)P,(z) = 0, (B.7)
P (z) — P_,(x) —nP,(z) = 0, (B.8)
Pl (z) —zP)_i(z) —nP, 1(z) = 0, (B.9)
(1 — z*)P!"(x) — 22P! (z) + n(n + 1)P,(z) = 0, (B.10)
(1 -z P"(x) 4+ (n — 1)aP.(z) — (n+ 1)P._,(z) = 0, (B.11)
(1= s))P! (@) — (n+ DaPy (2) + (= )PL() = 0, (B.12)
n(Py_1(x) — Py (x)) — (1 —2*)Pl(z) = 0, (B.13)
n(zP, 1(z) — Py(z)) — (1 —2*) P, _,(z) = 0. (B.14)
h) Summen von Legendre-Polynomen:
> (2j +1) - Pi(z) = (n+1) P”(x)l_j’;“(w) (B.15)
j=0
i) Fiir das Integral diber (P.)? gilt
/1 Pl (z)? dz =n(n+1), neINU{0}. (B.16)
—1

Beweis: a) Siehe Freud (1969), Seite 39.

b) Siehe Freud (1969), Seite 39.

Siehe Szego (1959), Seite 59.

Siehe Szego (1959), Seite 58f, Formel (4.21.7) auf Seite 63 und Seite 162.

C

)
)

e
f
g) In Szegd (1959) findet sich der Beweis von (B.7) auf Seite 61, von (B.6), (B.8) und (B.9) auf
Seite 85, von (B.10) auf Seite 60f. Die Aussage (B.11) ergibt sich durch Kombination von (B.8)
und (B.10), die Aussage (B.12) durch Kombination von (B.9) und (B.10), die Aussagen (B.13) und
(B.14) durch Kombination von (B.8) und (B.9).

h) Siehe Szego (1959), Seite 83, Formel (4.7.18).

) Siehe Koepf (1998), Seite 1 sowie nachfolgende Diskussion.
) Siehe Szego (1959), Seite 121.

i) Beweis durch vollstindige Induktion.

Der Induktionsanfang fiir n = 0 und n = 1 ist klar.
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Induktionsschritt (n — 2 — n): Formel (B.6) impliziert

1 1 1 1
/1 P! (x)? doz = /1 P! (z)? dz +2(2n — 1) /1 P! ,(z)Py_1(z) dz + (2n —1)* /1 Py_1(x)? da.
Da P! ,(z) ein Polynom vom Grade n — 3 ist und sich als Linearkombination von Py, Py, ..., P, 3
darstellen ldsst, folgt aus a), dass f_ll P, (z)Py_1(z) dz = 0 ist. Mit der Induktionsvoraussetzung
und Formel (B.1) erhalten wir

/1 Pl(z)? de=(n—-2)(n—-1)+22n—1)=n(n+1).
-1
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Symbolverzeichnis

o 5,10

Fou(B) oo 16
[ 8 O 59
S 63 Gl6e) e 38
(1 T 8 L 9
LA(B) oo 16 Koo 7
1 P 73 Ko )
(e 67 Konv(C) ... 22
Qe e et e e e 72 L2(E) e 39
G 72 L™ 84, 147
Do 67 A 27
B(GyE) oo 58 N 34
Ble oo 29 A 67
B 109 LTpeooooi 58
(T, ) v 20 M(E) .o 21
(T E) oo 93 M(E) . 21
ClE e 20 M(E) e 7,15
AT E) e 13, 20 (U)o 131
el €) o 99 M 9
G T D 93 Mo 25
e e e 7 £ )
ATAG(D1, -+ s Prm) e e eeeeeeee e 29 NND(M) oo 18
dfdz. ... ... ... .. 101 O() o 15
dnfdN oo 66 P 46, 148
E 5,9 PD(m) . coooviiiiiiiiii, 11
R 39 ()T 47
egm) __________________________________ 134 Pl ettt e e e 58
Effg (€) oo 54 pric© 40
EIlipse(M).....ooieeii i, 33 B 14
€ i e 6 P 11
e e e e e e ) QO 17

R 73
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R 34
Ry 17
R 15
Rand(R) ..ovvviiiiiii 36
PV) e 35
TIM 25
e e 7
S(K) oo 17
SK) e 15
Sn(E) o 8
O 5
R R 16
SUPP(E) e v e 27
T (V) e 36
Do 84, 145
Do e e e e e e 87
O . 5
Qi e 6
O . 6
0 PP 21
YA b] oo 67
Y[, 00] e 67
S SR 23
W& 59
X 6
I e e e e e e e e e )
PP 17
e e e 7
B e 20
B e 15
Y 6
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