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Einleitung

In der induktiven Statistik falst man Daten, ... , z, als Realisierungen von Zufallsvariablen
X4,..., X, auf. Um Schlu3folgerungen ziehen zu kénnen, die tGber die blol3e Beschreibung der
Daten hinausgehen, sind Annahmen uber ein zugrundeliegendes stochastisches Modell nétig,
das die Verteilung voiX 4, . . . , X, beschreibt. Einerseits ist eine sehr genaue Spezifikation die-
ses Modells winschenswert, damit moglichst prazise Aussagen getroffen werden kénnen; ein
Beispiel hierfur ist der klassische Ansatz unabhangiger und identisch standard—normalverteilter
ZufallsvariablenX,, ... , X,,. Andererseits brechen auf einem derartigen Ansatz beruhende sta-
tistische Methoden unter Umstanden zusammen, falls das Modell die Daten doch nicht genau
genug beschreibt. Unter diesem Gesichtspunkt waren moglichst schwache Annahmen zu be-
vorzugen. Schwachere Voraussetzungen hingegen werden in der Regel nur schwachere Schlul3-
folgerungen zulassen.

Ein Kompromif3 in diesem Dilemma ist die Wahl eines Mod#limens z.B. einer parametri-

schen Verteilungsfamilie, und das Uberpriifen mit statistischen Methoden, ob dieser Rahmen
mit den vorliegenden Daten vertraglich ist. Kann dies bejaht werden, so kdnnen z.B. Parameter
dieses Modellrahmens anhand der Daten angepal3t und auf das Rahmenmodell aufbauende sta-
tistische Verfahren angewandt werden.

Im folgenden treffen wir die grundlegende Annahme, dal die Daten. . , X,, unabhangige
Realisierungen einer zugrundeliegenden Verteilung sind. Diese Voraussetzung ist in der Praxis
bei kontrollierten Experimenten oft zumindest naherungsweise erfillt. Die Uberprifung, ob ein
bestimmter Modellrahmen mit vorliegenden Beobachtungen vertraglich ist, geschieht mittels
sogenannter statistischer Anpassungstests. BezeifRpgt ¢ ©} eine Verteilungsfamilie, die

durch einen endlichdimensionalen Vekibparametrisiert ist, und schreibt mahfiir die den

Daten zugrundeliegende unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung, so testet ein Anpassungs-
test die Hypothese

Hy: P € {Py|9 € ©} gegen die allgemeine AlternativeH, : P ¢ {Py|J € ©} .

Ein solches Verfahren beruht auf einBrststatistik einer Funktion der Daten, und lehnt die
Hypothese ab, wenn der Wert dieser Statistik auf den vorliegenden Beobachtungen in einem
noch zu definierendekritischen Bereictoder AblehnbereicHiegt. Hierfur bendtigt man ein
Vergleichskriterium, das prift, ob die vorliegenden Daten @gd € ©} stammen konnen

oder nicht, also eine Art Abstand zwischen einer Verteilung und der Fafitlj@) € ©}. Zu

grol3e Werte dieses Abstandes wird man dem kritischen Bereich zuordnen.

In denin der Praxis interessanten Fallen handelt es sich tUblicherweise urnsémemengesetz-
te Hypothesed.h. die Familig{ Py|9 € ©} enthaltim Gegensatz zur einfachen Hypothese mehr
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als ein Element. Dies macht das Problem mathematisch komplizierter als bei einer einfachen
Hypothese, denn es mul3 zusatzlich der Modellparametiurch einen konsistenten Schat-
zerd, aus den Daten geschatzt werden. Resultat dieser Schatzung sollte der ,den Daten am
nachsten liegende” Vertreté}; aus der parametrischen Famifi€; | € ©} sein. Ein Anpas-
sungstest fuH, gegenH; basiert typischerweise auf einem eine Verteilung charakterisierenden
Merkmal und vergleicht dessen Wert auf den Daten mit seinem Wert auf dem Veftsetder
Verteilungsfamilie. Ist die Abweichung zu grof3, hat man Anlafl3, an der Beschreibung der Daten
durch das Model{ Py |9 € ©} zu zweifeln.

Ein wichtiger Modellrahmen in der Statistik ist die Lokations—Skalenfamilienagtivariaten
Normalverteilungenalso die FamilieV; := {N;(u, X)|p € R4, € R4 positiv definit,
mit dem Lokations— und Skalenparametgr>’) als zu schatzendem Parameter.

Klassische Anpassungstests flr univariate Daten verwenden die Tatsache, daf3 die Vétjeilung
durch ihre Verteilungsfunktiod’'(-, 1) eindeutig bestimmt ist. Bezeichnék) einen konsisten-

ten Schatzer fir den Modellparameteand F7, (t) := n ' 37| 1{X; < t},¢ € R, die empi-
rische Verteilungsfunktion der DateYy, . . . , X, so basiert eine wichtige Gruppe dieser Tests
auf einem geeigneten Abstandsmalf? zwischgf) und F'(-, 9,,). Der Kolmorogov—Smirnov—-
TestK,, verwendet als Abstand die Supremumsnorm Rufder Cramér—von Mises—Test,,

denLZ?-Abstand beziiglich dem Maf¥(-, ¥,,). Damit sind die diesen Tests zugrundeliegenden
Statistiken gegeben durch

K, = asw|F(t) - F(t,3,)| . Cp o= n/ (Fu(t) - F(.5,)) dP(1.3,)
teR —o
Modernere Verfahren beruhen auf anderen Merkmalen, die eine Verteilung charakterisieren
und die insbesondere einer multivariaten Verallgemeinerung leichter zuganglich sind. So ba-
siert z.B. deBHEP-Testuf multivariate Normalverteilung, ein Nachfolger dgsps—Pulley—

Tests auf einem gewichtetei?>—Abstand zwischen der charakteristischen Funkfign) =
exp{—||t||* /2} der multivariaten Standard—Normalverteilung und der empirischen charakteri-
stischen Funktion?,,(t) = n~' Y27, exp{it"Y;} der mit dem StichprobenmitteY,, und der

empirischen Kovarianzmatri,, standardisierten DateY, = S;”Q(Xj — X,). Dieses Ver-
fahren bericksichtigt die Problematik der zusammengesetzten Hypothese im Spezialfall der
Lokations—Skalenfamilie der multivariaten Normalverteilungen in anderer Form als bisher be-
schrieben: Anstatt einen Schatzgrfur die unbekannten Modellparameter einzusetzen, erfolgt
eineStandardisierungler Daten, was zur Folge hat, daf3 untgrohne Beschrankung der All-
gemeinheit eine Standard—Normalverteilung angenommen werden kann. Die dem BHEP-Test
zugrundliegende Statistik ist somit definiert durch

Thp = n/
Rd

wobei g die Dichte der Normalverteilungy/;(0, 5%1,;) bezeichnet, mit einem Glattungspara-
meter/, auf dessen Rolle zu einem spéteren Zeitpunkt eingegangen wird.

5 12
It )12

U, (t) —e 2| ps(t)dt,

Es gibt verschiedene Kriterien, denen ein ,guter “ Anpassungstest gentigen sollte. Eine Min-
destanforderung ist diglobale Konsistenal.h. die Konsistenz gegeniber einer moglichst gro-
Ben Klasse von alternativen Verteilungen; Tests mit dieser Eigenschaft nenr®maibus
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Tests Unter der Konsistenz eines Tests gegeniber einer Alternative versteht man, dal3 er sie
erkennen kann: Liegt die Alternative den Daten zugrunde, soll die Wahrscheinlichkeit, dal3 der
Test die Hypothese ablehnt, mit wachsendem Stichprobenumfgaegen 1 konvergieren.

Ist das parametrische Mod€lP,|¢d € ©} eine Lokations—Skalen—Familie, so ist die Invari-

anz gegenuber affinen Transformationen der Daten eine weitere wiinschenswerte Eigenschaft
einer Teststatistik. Denn die Tatsache, wie gut sich vorliegende Daten durch ein solches Modell
beschreiben lassen, sollte nicht von deren Lage bzw. Skalierung abh&ngen. Eine mdoglichst ho-
he Gute auch bei kleineren und mittleren Stichprobenumfangewie eine nichtdegenerierte

Gute gegeniiber benachbarten Alternativen, die mit der Geschwindigkéft gegen die Hy-
pothese konvergieren sind weitere Eigenschaften, die einen guten Anpassungstest gegenuber
konkurrierenden Verfahren auszeichnen. Desweiteren sollte die Teststatistik fir vorliegende
Daten numerisch stabil und schnell zu berechnen sein.

Da die Alternativen zu dem Mode{lP,|9 € ©} in der Regel nichtparametrisch sind, d.h. nicht
endlichdimensional parametrisiert werden kénnen, existiert kein Test, der die gréf3te Gite ge-
genuber jeder Alternative besitzt (in eingeschrankteren Situationen ist dies anders). Dennoch
mochte man in einer konkreten Situation mehrere zur Auswahl stehende Testverfahren verglei-
chen kénnen, und als Kriterium kommt in erster Linie deren Gite gegeniber allgemeinen oder
spezielleren Alternativen in Frage. In der vorliegenden Arbeit richtet sich die Aufmerksam-
keit deshalb auf das Guteverhalten von Anpassungstestediem, endlicherStichproben-
umfangn. Hierzu sind theoretische Aussagen bisher nur sehr eingeschrankt vorhanden. In
der Praxis beschrankt man sich daher meist darauf, die Giite eines Anpassungstests flr ver-
schiedene endliche Werte vandurch moglichst sorgfaltige und umfangreiche Monte—Carlo—
Simulationsstudien zu untersuchen. ,Umfangreich* bedeutet in diesem Zusammenhang, daf3
maoglichst viele Alternativen und Stichprobenumfange bertcksichtigt werden.

Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit schlagt ein theoretisch begriindetes Verfahren zur Annéhe-
rung der Gute des wichtigen BHEP-Tests auf multivariate Normalverteilung vor. Dabei wurde
der BHEP-Test unter mehreren zur Verfigung stehenden Anpassungstests ausgewahlt, weil er
die oben angesprochenen Anforderungen an ein gutes multivariates Testverfahren in beson-
derem Mal3e erfullt. Fir die Gutenaherung ist eine Konvergenzaussage der zugehdorigen Sta-
tistik unter festen zugrundeliegenden Alternativen vonnéten, die in Abschnitt 1.1 hergeleitet
wird. Der Beweis dieser Konvergenzaussage beruht auf Grenzwertsatzen fur Zufallselemente
mit Werten in einem Hilbertraum, die in Anhang B zusammengestellt sind. In Abschnitt 1.2
werden Schatzer fir einen von der unbekannten zugrundeliegenden Verteilung abhangigen Pa-
rameter hergeleitet. Abschnitt 1.3 konkretisiert das vorgeschlagene Verfahren zur Gitenaherung
und erlautert weitere statistische Anwendungen der theoretischen Resultate. In Abschnitt 1.4
werden die vorgeschlagenen Verfahren an sechs alternativen Beispielverteilungen geprift.

Die gesamten Untersuchungen in Kapitel 1 wurden unter der Pramisse durchgefuhrt, dald der
Wert des Glattungsparametegtdest bleibt. Lalt marms jedoch mit dem Stichprobenumfang

n variieren, gelangt man zu einer zweiten Darstellung der BHEP-Statistik: Bei variierendem
Glattungsparameter ist diese Grofie identisch mitBewrman—Foster—Statistiklie in Bow-

man und Foster (1993) zur Realisierung eines Anpassungstests auf multivariate Normalver-
teilung vorgeschlagen wurde. Interessanterweise entstammt diese Bowman—Foster—Statistik
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einem vollig anderen Kontext, ndmlich dem der Kerndichteschatzung. Dies filhrte zu dem
zweiten Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit, namlich der Frage nach der Grenzverteilung der
Bowman-Foster—Statistik unter der Hypothégeund unter festen bzw. lokalen Alternativen,

die in Kapitel 2 untersucht wird. Dort wird zunachst die Verbindung zwischen der BHEP-
Statistik und der Bowman-Foster—Statistik prazisiert. Da letztere in engem Zusammenhang
mit der Bickel-Rosenblatt—Statistéteht, die Gegenstand zahlreicher Verétffentlichungen ist,
folgt ein Uberblick tiber bereits vorhandene Resultate in Abschnitt 2.1. Nach einer exakten
Formulierung der von dort an zugrundegelegten Situation in Abschnitt 2.2 gelangt man zu den
eigentlichen Resultaten in den Abschnitten 2.3, 2.4 und 2.5, d.h. der Asymptotik der Bowman—
Foster—Statistik in den drei oben beschriebenen Fallen. Sowohl in Kapitel 1 als auch in Kapitel 2
wurden Rechnungen und Lemmata von vorwiegend technischer Natur in eigene Abschnitte an
das Ende des jeweiligen Kapitels ausgelagert.

An die eigentliche Arbeit schliel3t sich ein mehrteiliger Anhang an, in dem Hilfsmittel aus der
Analysis, Mal3theorie und Stochastik zusammengefal3t und Beweise der Resultate angegeben
werden, fur die keine geeigneten Zitate in der Literatur ausfindig gemacht werden konnten.
Anhang A greift kurz den Zusammenhang zwischen den verwendeten Vektor— und Matrixnor-
men auf. Anhang B fal3t grundlegende Definitionen und Satze der Wahrscheinlichkeitstheorie
in Hilbertraumen zusammen, die zwar auf einfache Weise aus der allgemeinen Theorie in Ba-
nachraumen folgen, fur die sich aber leider keine zusammenhangende Darstellung in einem
Lehrbuch fand. Anhang C stellt die bendtigten Hilfsmittel des allgemeinen Differentialkalkuils
bereit, und Anhang D diejenigen aus der TheorieldeBtatistiken. Der Schwerpunkt liegt da-

bei aufU—Statistiken mit variablem Kern, die weitaus weniger bekannt und untersucht sind als
die klassische®/—Statistiken mit festem Kern. Anhang E schlie3lich gibt die in der vorliegen-
den Arbeit bendtigten Tatsachen Uber benachbarte Alternativen aus Witting und Miller-Funk
(1995) wieder. Ein Symbolverzeichnis befindet sich auf Seite 189.

An dieser Stelle soll noch auf einige grundlegende Vereinbarungen und Notationen hingewiesen
werden.i.i.d. steht fir ,unabh&ngig und identisch verteilt.B.d.A. fur ,ohne Beschrankung

der Allgemeinheit®, 1" fur die Indikatorfunktion einer Menge und ,const” fir eine generische
Konstante, die stets endliche, aber u.U. unterschiedliche Werte annimmt. Alle betrachteten
Zufallsvariablen sind auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitst@um, P) definiert.

Der R? sei stets mit der Boreb—AlgebraB? versehen;\? bezeichne dag—dimensionale
Lebesgue—Mal3. Wenn wir ohne nahere Angaben von einer ,Dichte” sprechen, meinen wir
damit eine Lebesgue—Dicht&X gibt die Verteilung einer Zufallsvariablel an; wie tUblich

schreiben wir-=>s , -2+ und L5 figr Verteilungs—, stochastische und fast sichere Konver-
genz.Op(1) bezeichnet einen straffen Terai(1) einen Term, der stochastisch gegen O strebt.
Ots(1) und or5(1) werden im fast sicheren Sin)(1) undo(1) in einem deterministischen
Kontext verwendet. Deterministische oder zufallige Vektoren sind, wenn nicht ausdriicklich
anders definiert, Elemente d&¢, der mit der Euklidnorni|-|| versehen wirdl, bezeichne die
d—dimensionale Einheitsmatrix; der Raum dex d—MatrizenR?*? sei mit der Schur—-Norm

||| ¢ bzw. mit der Spektralnorr-|| versehen. Zusammenhénge zwischen diesen Normen sind
in Anhang A auf Seite 149 zu finden. Transponierte eines Vektors oder einer Matrix werden
durch(-)” gekennzeichnet. Integrale iiber Vektoren oder Matrizen sind komponentenweise zu
lesen; Integrale ohne spezifizierten Integrationsbereich laufen stets iber den gégamten



1. Der BHEP—-Test

Es seiX ein d—dimensionaler Zufallsvektorl(c N) mit Verteilung PX. BezeichnetV, die
Klasse der nichtdegenerierteidimensionalen Normalverteilungen, so besteht ein gangiges
Problem der Statistik darin, anhand vennabh&ngigen und identisch verteilten Realisierungen
Xi,...,X, von X die Hypothese

Hy: P* e Ny,
daR.X eined-dimensionale Normalverteilung besitzt, gegen die allgemeine Alternative
H,: PX ¢ Ny

zu testen. Winschenswerte Eigenschaften solcher Anpassungstests sind die Konsistenz ge-
genuber einer moglichst grol3en Klasse von alternativen Verteilungen (,Omnibus Tests"), eine
maoglichst hohe Gute auch bei kleineren und mittleren Stichprobenumfarsgemie eine nicht-
degenerierte Giite gegeniiber benachbarten Alternativen, die mit der GeschwindidKeife-

gen die Hypothese konvergieren. Ferner sollte die Teststatistik auch in hdheren Dimensionen
d schnell und numerisch stabil zu berechnen sein. Da die Kl&Sster nichtdegeneriertef
dimensionalen Normalverteilungen abgeschlossen ist gegentber regularen affinen Transforma-
tionen und da im allgemeinen die Lage und Skalierung konkret vorliegender Daten unbekannt
sind, sollte die betrachtete Teststatistikebenfalls affin invariant sein, d.h. fir nichtsingulare
MatrizenA € R%? und Vektorerh € R¢ sollte gelten:

To(AX, +b,... ,AX, +b) = T,(X1,...,X,).

Ein Verfahren, das den obigen Anforderungen erstaunlich gut gerecht wird, ist der sogenannte
BHEP-Testder wie folgt konstruiert ist: Die charakteristische Funktion

U(t) ;== E [eitTX] (teRY, i:=+/-1)

von X nimmt unter der standardisierten Hypothese (d.h. bei Vorliegeniven (0, 1)) den
Wert ¥ (t) = exp{— ||t]|* /2} an. Da die Verteilung voiX durchW charakterisiert wird und da
die Lage und Skalierung vaK nicht naher spezifiziert sind, liegt es nahe, die Funkiramter
H, mit der empirischen charakteristischen Funktion

n

1 STy
U, (t) := ﬁZe’tTYJ , t € RY,
j=1
der standardisierten Daten
Y; = S, V4X; - X,) j=1,...,n,
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zu vergleichen. Dabei bezeichndp, := + >_j- X; das empirische Mittel und

1 . 5 \T
Sn = n Z(X] — Xo) (X — Xa)
7=1
die empirische Kovarianzmatrix vos, ... , X, sowieS, '/? die symmetrische positiv definite

Wurzel vonS,,!. Als AbstandsmaR fiir den Vergleich der beiden charakteristischen Funktionen
bietet sich die kanonische Norm irf (R?, B¢, ©4(t)dt) an, wobei

2

1 _
ps(t) = @rnpyar €

]
262

(d.h. die Dichte vorV,(0, 3%1;)) eine Gewichtsfunktion ist, die durch den Paramegter 0
zusétzliche Flexibilitat erhalt. Damit gelangt man zu der Statistik

Tnﬁ = n/
R4

die allerdings nur im Falle einer nichtsingularen empirischen Kovarianzmé&yjriwohldefi-
niert ist. Dies ist nach Eaton und Perlman (1973) fast sicher gegeben, soferd allg)€
dimensionalen Hyperebenen d&$ unter der Verteilung vorX' das MaR 0 besitzen und der
Stichprobenumfang echt gré3er als die Dimensiahist. Csord (1989) schlug deshalb vor,
im Falle der Singularitat vof,, den Wert der Teststatistik durch den gréf3stmoglichen, also durch
4n, zu ersetzen, was schlief3lich zur Definition der BHEP—Statistik flihrt:

2

¥B (t) dt, (11)

lt )1

U, (t)—e 2

Dy = 4n - 1{S, singulay + T, 5 - 1{S, nicht singulas .

Der aufD,, 3 basierende BHEP—Test besitzt einen oberen Ablehnbereich; insbesondere bedeutet
im Falle der Singularitat vors,, der WertD,, 3 = 4n die Ablehnung vor¥,. Da dieser Fall

unter den Voraussetzungen von Eaton und Perlman (1973) nur mit Wahrscheinlichkeit O eintritt,
beschranken wir uns bei den nachfolgenden Untersuchungen auf die Sthfigtiknit der
stillschweigenden Vereinbarung, daf3 diese Voraussetzungen stets erfillt sind.

Berechnet man das Integral in (1.1) fir jedes zugrundelieger@€), erhalt man die alternative
Darstellung

9 2
n no 2|

1 B2 2 2 _ n
Tn [ —THYj—Yk” - 2(1+82) -_ 1.2
P> (e o PR (o T

7=1
woran man erkennt, dal? die standardisierten Daten nur durch
— T o —
;17 = (X;— Xa) S, (X, — X,)
bzw. durch

1V, = Yil? = (X;— X0)"S, (X — Xy)



in die Berechnung voff;, 5 eingehen. Dies zeigt zum einen, da? man zur Berechnung nur die
InverseS,, !, nicht aber deren Quadratwurzel benétigt, und zum anderen die affine Invarianz der
BHEP-Statistik. Diese wiederum erlaubt es, die Daten 0.B.d.A. als standardisiert anzunehmen,
im Hy—Fall also die Vereinbarung ~ N,(0, ;) zu treffen.

Der BHEP-Test wurde in Epps und Pulley (1983) fur den Spezialfal 1 und 3 = 1 vor-
geschlagen. Baringhaus und Henze (1988) verallgemeinerten diesen Ansatz auf die Dimension
d > 1, Csor@ (1989) wies die universelle Konsistenz des resultierenden Tests nach und schlug
die Bezeichnung ,BHEP-Test" im Hinblick auf die vier Autoren vor, die den Test entwickelt
hatten. Henze und Zirkler (1990) fuhrten schlie3lich mit dem Gewichtsparametesétzliche
Flexibilitat ein.

Die Einfuihrung der flexiblen Gewichtsfunktigry durch Henze und Zirkler (1990) hat den Vor-

teil, daR fur kleine Werte vofi die Masse vorp; in der Nahe des Ursprungs dgé konzentriert

ist und dal3 damit Abweichungen zwisch&p und ¥ in der Nahe des Ursprungs verstarkt be-
wertet werden. Nach den Satzen von Abel und Tauber (vgl. z.B. Feller (1966), Chapter VIII.5)
ist zu erwarten, daf3 Abweichungen in den Tails der beiden Verteilungen gut erkannt werden,
d.h. dal3 der BHEP-Test mit kleinefreine hohe Gute gegenuber Alternativen mit starken Tails
aufweist.

Die asymptotische?,—Verteilung der Statistik, 5 wurde in Baringhaus und Henze (1988)

bzw. in Henze und Zirkler (1990) anhand der Darstellung (1.2) Tipp als V—Statistik mit
geschatzten Parametern und unter Anwendung der Ergebnisse von De Wet und Randles (1987)
hergeleitet. Henze und Wagner (1997) fuhrten den Konvergenznachweéig-Hrall anhand

der weiteren Darstellung

T = [ Z0 st di
R4

mit
Zn(t) = \/_Z(Cos (t"Y;) + sin(t"Y;) — Mz) ,

indem sieZ,(-) als Zufallselement in dem Fréchet-RadifR?) der stetigen Funktionen auf
R¢, versehen mit der Metrik

o0

= Yot IS ) = e 00

— 1+ pi(z,y) 18l <k

betrachteten und Corollar 7.17 aus Araujo und Giné (1980) anwandten.

Henze und Wagner (1997) bestimmten auf3erdem die Grenzverteilufig yamter einer Folge

von benachbarten Alternativen, die mit Geschwindigkeit’? gegen die Klasse der Normal-
verteilungen konvergiert, und zeigten, dal? der BHEP—Test in diesem Fall eine nichtdegenerierte
Limesscharfe aufweist.

Baringhaus und Henze (1988) zeigten im Rahmen des Konsistenznachweises fur den BHEP-
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Test, dal3 unter jeder festen (0.B.d.A. standardisierten) Alternative mit existierender Varianz
gilt:

5 |2
_lhe?

1 s

—Ths — Lg :=
no P B /]Rd

(vgl. auch Csorg (1989)). Da der Grenzweit; genau im Falle einer zugrundeliegenden
Standard—Normalverteilung gleich 0 ist, folgt insbesondere die Konsistenz des Tests gegen Al-
ternativen mit existierender Varianz.

pp(t) dt

Aufgrund der bisher dargelegten zahlreichen wiinschenswerten Eigenschaften der Klasse der
BHEP-Tests, die dieses Verfahren aus der umfangreichen Menge von Anpassungstests auf Nor-
malverteilung hervorheben, erscheint es gerechtfertigt, die Stafisgknoch genauer zu un-
tersuchen, mit dem Ziel, weitere Aussagen Uber den zugehdrigen Test zu erhalten. Gegenstand
von Kapitel 1.1 ist deshalb der Nachweis von

Snp = ﬁ(%Tnﬁ—Lﬁ> 2, N(0,73) (1.3)

unter einer festen Alternative mit existierenden vierten Momenten, wobei die Grenzvagianz
in Theorem 5 explizit angegeben wird.

Um dieses theoretische Ergebnis in der Praxis verwenden zu kdnnen, muf3 die von der un-
bekannten zugrundeliegenden Verteilung abhangende GrenzvagiMand der Daten ge-
schétzt werden. Die Herleitung eines solchen Schétzers ist Gegenstand von Kapitel 1.2. Einige
technische Lemmata und Beweise sind ausgelagert in Abschnitt 1.5.

Aus der Konvergenzaussage (1.3) lassen sich mehrere statistische Anwendungen herleiten. Zum
einen kann man einen asymptotischen Konfidenzbereich fir den von der unbekannten zugrun-
deliegenden Verteilung abhangenden Weytangeben; die geschieht in Abschnitt 1.3.1. Die
wichtigere Folgerung ist jedoch die Angabe einer Naherung fiir die Gute des BHEP-Tests, die
in Abschnitt 1.3.2 ausgearbeitet wird. Ferner wird in Abschnitt 1.3.3 ein ,inverser Test auf Nor-
malverteilung” im Sinne des Testens auf Biodquivalenz vorgeschlagen. Die Brauchbarkeit der
Verfahren, insbesondere der Gltenaherung, in der Praxis wird an sechs Beispielverteilungen in
Kapitel 1.4 untersucht.

1.1. Konvergenzaussagen

Im folgenden seienX,, ..., X,, unabhangige und identisch verteilte Realisierungen einer
dimensionalen Verteilung, von der wir annehmen, dal? sie jédd J—dimensionale Hyperebe-
ne desR¢ mit Masse 0 belegt und daR die vierten Momente existieren, d.HE¢aR ||* < oo
gilt. Aufgrund der affinen Invarianz der BHEP—Statistik s konnen wirX; 0.B.d.A. als stan-
dardisiert voraussetzen, d.h. es gélf§¢; = 0 undCov(X;) = EX; X;T = I,. Ferner gelte fur
den Stichprobenumfang stetsn > d, damit wir die empirische Kovarianzmatri, als fast
sicher nichtsingular voraussetzen konnen.

Setzen wir
®.(t) := E [cos(tTXl)] , Oy(t) ;== E [Sin(tTXﬁ]
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fur den Real- bzw. Imaginarteil der charakteristischen Funktion¥paond

Dy ,(1) - Z cos( tTY , Dy (1) - Z sin( tTY (1.4)
fur die entsprechenden auf den standardisierten Daten beruhenden empirischen Grol3en, so ist
die Sinus/Cosinus—Transformierte

(t) = D1(t)+ Po(t) = E [cos(t"Xy) +sin(t" X;)]

das reelle Analogon der charakteristischen Funk#ion ®; + i®, von X; und dieempirische
Sinus/Cosinus—Transformierte

D, (t) = P1,(t) + Pynu(t) = %Z {cos(t"Y;) +sin(t"Y;) }

J=1

dasjenige der auf den standardisierten Daten beruhenden empirischen charakteristischen
Funktion¥,, = @, ,, + i®,,,.

Beachtet man, da3 aus Symmetriegrinflersin(t"Y},) (cos(tTYj) - exp{—@}) wp(t)dt =

0 bzw. [, E [sin(t7X,)] (E [cos(t7X)] — exp{—@}) p5(t) dt = 0 gilt, so erhalt man mit
Hilfe der GrolRend,, bzw. ® durch direkte Rechnung eine weitere, rein reelle Darstellung der
BHEP-Statistik

%Tn,ﬂ = /]Rd ps(t)dt = /]Rd (én(t)—e‘@fw(t)dt

bzw. des fast sicheren Grenzwertes wonhT,, ; unter der zugrundeliegenden festen Alternative:

Lg = /}Rd 290ﬂ(t)dt = /}Rd <(I>(t)_€_|t2l2>290,8(t)dt-

Dies liefert die folgende Zerlegung der uns interessierenden Gtpge= \/n (17,5 — Ls):

Suy = Rd{<¢n(t)—elt2l2>2— (@(t)—elt‘zlz)Q} os(t) dt

= i [ @0 - 00) @0+ 20) - 26" (@00 - 00 } al0)
=as <<1>n<t>—<1>(t>>{<1>n(t>—<1><t>+2(@(t)—e'%'2)} ps(t) di

_ 2/]Rd Z,(1) [(I)(t) —6—7'2] P dt + —/ ) dt (1.5)

l1)) 2
U, (t)—e 2

li)

U(t)—e 2

~—

mit

Z1) = V@)= 0(0] = 2= {cos(t™Y)) +sin(t"V)) ~ 00} . (L6)
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Um die Konvergenz vois,, s gegen eine zentrierte Normalverteilung zu zeigen, betrachten wir
Z,(+) als Zufallselement in dem Hilbert—-Raubi(R¢, B, p5(t)dt) und weisen seine Konver-
genz in diesem Raum gegen ein zentriertes Gaul3sches Zufallselémeneiner bestimmten
Kovarianzstruktur nach. Dabei ist dBt(R¢, B¢, p4(t)dt) mit dem kanonischen Skalarprodukt
(-, -yz2 und der kanonischen Norf||, , versehen, d.h. fig, h € L*(R%, B9, p5(t)dt) gelten

e = [ s e b = [ P ar.

Das erste Integral in (1.5) ist das Skalarprodukt #iR?, B¢, p5(t)dt) von Z,,(-) und der eben-

falls in diesem Raum liegenden Funktiof) := &() — exp{—@}, das zweite Integral ist
gerade das Quadrat def—Norm vonZ,(-). Da sowohl das Skalarprodukt als auch die Norm
stetige Funktionen voi?(R?, B¢, ¢4(t)dt) nachRR sind, wird sich nach dem Abbildungssatz
die Konvergenz vor¥,,(-) auf die beiden Terme in (1.5) Ubertragen, was das gewunschte Re-
sultat fur S, 5 liefert. Man beachte, daR der zweite Term in (1.5) aufgrund des Faktor$
stochastisch gegen 0 konvergiert.

Ein GauRsches Zufallselemefit in L?(R¢, B¢, ps(t)dt) ist dadurch definiert, daR fur je-
desh aus diesem Raum das Skalarprod(iKt h) ;- eine reelle Gau3sche Zufallsvariable ist
(vgl. Definition B.12 in Anhang B). Wie im Reellen ist ein Gaul3sches Zufallselement in
L*(R?, B4, 4(t)dt) charakterisiert durch seinen Erwartungswe#f € L? und seinen Ko-
varianzoperatof; : L? — L?, die durch die Gleichungen

(h,EZ)» =E(h, Z)1> (Szh,h)r: =E [(h,Z —EZ)3.] ,

h € L*(R? B, ¢s(t)dt), eindeutig bestimmt sind (vgl. Definition B.4 und Theorem B.13).
Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt B.4 auf Seite 157 kbnner¥vails einen mel3baren Gaul3-
prozeR mit Pfaden i?(R¢, B?, ps(t)dt) betrachten, der im zentrierten Fall charakterisiert ist
durch

(Sehhye =B [0, 203) = [ [ BIZ&ZOIMO ¢a(s) ds oatt) .
d.h. durch den Kovarianzkern
k(s,t) := E[Z(s)Z(t)] .

Um im vorliegenden Fall die Kovarianzstruktur des Grenzwe#és von Z,,(-) mit vertret-
barem Platzaufwand niederschreiben zu kénnen, sind die folgenden Notationen hilfreich. Zu-
nachst setzen wir

®(t) = Di(t) — Po(t) = E [cos(t'X1) —sin(tTX7)] .
Die Ableitungen
P\ (t) == —E[sin(t"X1)X1] ,  ®y(t) = E[cos(t" X1)X]

von®, und®, nacht sind nach dem Satz tber die Differentiation unter dem Integral wohldefi-
niert. Entsprechendes gilt fur die Ableitungen vdmund ® nacht:
(1) = (1) +Dy(t) = E[(cos(tTXy) —sin(t7Xy)) Xi] ,

! !

O'(t) = @)(t) —Dy(t) = —FE [(cos(t™ X)) +sin(t7X,)) X .



1.1. KONVERGENZAUSSAGEN 11

Ebenso sind die zweiten Ableitungen vbn und ®, nacht gegeben durch

" "

P, (t) := —E[cos(t' X1)X: X77] ®,(t) == —E [sin(t" X1)X:X,"] .

Diese sind wiederum nach dem Satz uber die Differentiation unter dem Integral wohldefiniert,
da die Momente zweiter Ordnung vofy nach Voraussetzung existieren. Damit gilt auch

(1) = D]
1

(t) + @5(t) = —E[(cos(t'X;) +sin(t7X;)) X:.X,"] ,
'(t) = (1) — D,

(t) = E[(sin(t"X;) — cos(t"X1)) X1 X,7] .

Ferner benotigen wir die speziellen multivariaten Momente dritter Ordnung

! !

M, (t) =B [(tTXIXF@’I (t)) Xl] . Mj,(t) =E [(thlxl%;(t)) Xl] (1.7)

sowie vierter Ordnung:

" "

M, (t) :=E [(thlxchb’l (t)) X1X1T] L M;,(t):=FE [(tTX1X1T<1>;(t)> X1X1T] . (1.8)

Hierbei beachte man, daB, (1), ®,(t), ®'(t), ' (), Mj,(t) sowie M;,(t) d-dimensionale
Spaltenvektoren sind, und (), ,(t), ®"(t), ®"(t), My, () sowie M ,(t) d x d—Matrizen,

Auch bei spater noch zu definierenden Gré3en werden wir das Prilkaddpnensionale Spal-
tenvektoren mit dem Zusataindd x d—Matrizen mit dem Zusat? zu versehen, beibehalten,

in der Hoffnung, dal’ die Vielzahl an Bezeichnungen dadurch ein wenig tbersichtlicher wird.
Die auf diese Art definierten Vektoren und Matrizen haben allerdings nichts mehr gemeinsam
mit den ersten und zweiten Ableitungen, aus denen die Notation urspringlich hervorging.

Theorem 1 Es seiX;, X, ... eine Folge von unabhéngigen und identisch verteiltedimen-
sionalen standardisierten Zufallsvektoren mit nichtdegenerierter Verteilung und endlichen vier-
ten Momenten.

Dann existiert ein zentrierter GauBprozén L?(R¢, B, ps(t)dt) mit durch

k(s,t) = ®(t—s) + By(t+s5) — D()D(s) + B(t) 17D (s) + B(s) sTD () + B(s)D(t) 5Tt
F {1 O (1) + 57" O ()} + 1 {27 (1) + 2(0)572 (5)}

%é(s)sT (M3 (1) + M3, (1)) + %5@)# (M54(5) + M ()

!

1 " " 1 ! !

757 (ML) + M{y(0) @'(s) = 757 () 70 (1)

(s,t € R definierter Kovarianzstruktur, so daB fur das in (1.6) erklarte Zufallselemgnt
gilt:

Zn 25 7 in L2(RY, B oa(t)dt) .
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BEWEIS. Der Zentrale Grenzwertsatz fir Summen von unabhangigen und identisch verteilten
Zufallselementen in Hilbertraumen ist sehr einfach (vgl. Theorem B.16 in Anhang B sowie den
Beweis von Lemma 2 weiter unten). Das Problem Bgiliegt jedoch darin, dal? aufgrund

der Schatzer in den standardisierten Dater{; = 1,...,n) noch keine Summe von unab-
hangigen Zufallselementen vorliegt. Folglich miissen die Schatzer ,herausgerechnet” werden,
was in erster Naherung durch eine Taylor-Entwicklung ersten Grades der Sinus/Cosinus—Terme
geschieht, in denen di€; auftreten. Dies fUhrt zu dem ersten HilfsprozeR

Z0(t) = % D {eon(t”.X,)-+sin(" X;) ~ () + [cos(t” X,) —sin(i"X,)] 72, (1.9

wobei
A.

J

= Y- X, = (S,'*-1,)X; - S,"*X, (1.10)

die Differenz zwischen den standardisierten und den urspriinglichen Daten bezeichnet. Extra-
hiert man aus dem Restteutyy die relevanten Anteile, gelangt man schlief3lich zu dem zweiten
Hilfsprozel3

ZH(t) = %g{cos(tTXj)quin(tTXj)—@(t)—tTXjEJ(t)—%tT(XijT—Id)q)' (t)}, (1.112)
der eine gewichtete Summe von unabhangigen und identisch verteilten Zufallselementen in
LA(R?, B4, g (t)dt) ist, auf die der Zentrale Grenzwertsatz angewandt werden kann.
Das weitere Vorgehen |af3t sich in drei Schritte unterteilen: Zeigt man
() 2@ -2 Z inL2(RY, B, pa(t)dt),
(ii) ‘ Z, -7,
(i) ‘
beim Grenzibergang — oo, so folgt die Behauptung von Theorem 1 direkt aus Theorem 4.1

in Billingsley (1968). Der Nachweis der Behauptungen (i), (ii) und (iii) ist Gegenstand der drei
folgenden Lemmata.

P
— 0 und
L2

Zy — 7

P
— 0
L2

Lemma 2 Fur das in (1.11) definierte ZufallselemeZi} gilt die Konvergenzz L. Zin
L2(RY, B, s (t)dt).
BEWEIS: Es gilt Z;;(t) = n /2 Y7 Z*(t) mit
~ 1 ,
Z:*(t) = cos(t"X;) +sin(t" X;) — ®(t) — t" X;0(t) — 5#’ (X;X;" = L) @ (t), (1.12)

j=1,...,n. Aufgrund der stetigen Pfad@;‘*(w, ) sindZ7*, ..., Z* melbare stochastische
Prozesse (vgl. Wentzell (1981), S. 22) und damit unabh&ngige und identisch verteilte Zufalls-
elemente inL?(R<, B, ps(t)dt). WegenE [Z;*(t)] = 0 fur allet € R ist das Zufallselement

Z* zentriertinL?(RY, B4, og(t)dt). Ferner gilt

BIZCIE: = [ BIZ007] ealt)de < o
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aufgrund der Voraussetzuig| X, ||* < co. Nach Definition B.14, Bemerkung B.15 und Theo-
rem B.16 konvergiert

1 < D .
Z7r = —= Y 7t — Z  inL*(RY B4, ps(t)dt)

n

gegen einen zentrierten Gaul3prozéf3der dieselbe Kovarianzstruktur wig;*(-) besitzt.
Um den Beweis von Lemma 2 zu vollenden, reicht es also, den Kovarianzkert) =
E [Z:*(s)Z*(t)] zu identifizieren. WegeR X, = 0 undEX, X" = I, gilt
E[Z7"(s) 277 (t)]
- E [{ (cos(sTX1) +sin(s7X1)) — D(s) — 57X, B(s) — L7 (X, X," — 1) @’(s)}
{(cos(tTXl) +sin(7X7)) — ®(t) — 17X, B(t) — 4T (XX, — 1) &' (¢) }]
= E [(cos(s"X1) +sin(s" X1)) (cos(t"X7) + sin(tT X7))]
—®(1)E [cos(sTX,) + sin(sTX})] — B()ITE [(cos(sTX,) + sin(sT X;)) X ]
—%tT {E [(cos(s" X1) +sin(s" X)) X1 X, "] — E [cos(s" X1) +sin(s" X1)] I;} @' (%)
—®(s)E [cos(t" X7) + sin(t" X1)] + ®(s)D(¢)
—®(s)s"E [(cos(t" X1) +sin(t' X1)) X1] + ()@ (HE [s" X ¢ X, ]
+%5(3)E [STXl (XX, 7~ 1,) & (t)] v %5(% [tTXlsT (X, X, = 1) @’(s)]
—%ST {E [(cos(#" X1) +sin(t"X1)) X: X, "] — E [cos(t" X;) + sin(t" X1)] I} @ (s)

FE [T (X - 1) @) (0T - 1) (1)

= E [cos ((t — s)TX1>] +E [sin ((t + S)TX1>] — B(s)B(t) + D(1)ETD (s)

+%tT {(b”(s) + @(s)[d} & (1) + B(s)sTD () + B(s)D(t)sTt

+%5(3)E XXX ()] + %ST {@" () + o)1} @'(5)

+53(E [tTXl sTX1X1T<1>’(s)]
+% {E [STX1X1T¢’(5) X,X,7 (t)] ~ T (5)17 (t)}
= B (t—5) + Dot +5) — B(s)B(t) + B()tTD () + B(s)sTD (t) + B(s)B(t)s"¢
+% {70 ()9 (1) + 570" ()@ (s) } + % {@(5)7 (1) + D (t)sT® ()}
5 (5)s™ (M, (0)+ My (1)) + 58O (M () + Myo(s))

s (ML) + M) ' (5) — 5 579 () 79 (1)
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Lemma 3 Fir die in (1.6) und (1.9) definierten Zufallselement®, und Z, gilt:
‘Zn—Zn )

12
BEWEIS: Mit A; aus (1.10) giltY; = X; + A;. Die Additionstheoreme fur die Sinus— bzw.
die Cosinus—Funktion und eine elementare Abschatzung liefern die Identitaten (vgl. Henze und
Wagner (1997), S. 8)

cos (t'Y;) = cos (t"X;) — t"A;sin (" X;) +en;(t) (1.13)
sin (t7Y;) = ( X;) +t"Ajcos (t7X;) + m, (1) (1.14)
mit e, (8)] < [[£1° 1211 und o, ()] < [11" 11451

Nach dem Zentralen GrenzwertsatZifi gilt ./nX,, = Op(1); nach dem starken Gesetz groRRer
Zahlen qiltS,, — I, fast sicher und damit a\ucﬁl,jl/2 — 1, fast sicher. Dies impliziert die
Identitaten (vgl. Henze und Wagner (1997), S. 9)

\/ﬁ (Sn - [d) = % zn: (XijT - Id) - \/ﬁXnXg; (115)
- L (XX 1)+ 0, (7).
Vi (St —1,) = fz (X, X" = 1) + Op (n™'7?) |

Vi (S, — 1) = ———=> (XX = 1) +op(1) .

Mit
127 = X;7 (S, % - Td) X;—2XTS, (S, — 1) X; + XPS X,

folgt daraus

v
< fo( J = 1) Z”X”
2 [ Kal[ 1525 IV (5272 = La)| s ZHX I+ —= HfX Il
= Op(l).

Setzt man die vorangehenden Uberlegungen zusammen, so ergibt sich fig &lle

T > lens® + a0l < 2l ZIIA I

Zult) - Zult)| =
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Da [, It ¢s(t) dt < oo gilt, folgt

2

- 2
|2~z , = /}R (Zut) = Zu(t)) " 0s() di
2
1 ¢ 2 / 4 P
< 4 —= A; t|" es(t)dt — 0
(\/ﬁ;” ]II) ]Rdll I @s(?)
und damit die Behauptung. O

Lemma4 Fiur die in (1.9) und (1.11) definierten Zufallselement, und Zr qilt:
5 P
‘ n — 0.

L2
BEWEIS: Setzt mamy; = (S, "/* — I,)X; — S,"/* X, ein, so ergibt sich fir die punktweise
Differenz vonZ,, und Z;

Zn(t)—=Z5(t) = % i {[cos(tTXj)—sin(tTXj)] TA; + 17X, ®(t) + %tT (X; X" 1) @ (t)}

= 7 (S,'? - 1I,) %]2"; [cos(t"X;) — sin(t" X;)] X;
—t7'S> I/QXnLnZ [cos(t"X;) — sin(t" X;)]
1 < o1 T ,
\/_ZX]—F—IS%]ZI (X; X" — 1) @' (¢)
= A1) + "V (8,12 = 1) 9'(t) + Bu(t) — D(t)t"'S, VX,

- ] 1 :
+O() VX, + 1T = (XX - 1) (1)
2\/ﬁ] -

= Au(t) + By(t) + Cu(t) + Dy(t)

n

mit
n

At = AT (S, L) % 3~ {eos(r X)X, = sineTX,) X, — @)},

Ta-1/25 | - T s (T &
B,(t) = —t'S; /Xn%;{cos(t X;) —sin(t" X;) —<I>(t)},

Co(t) = d)T (Id—S‘I/Q) \/ﬁ)_(n,

D,(t) = T [\/ﬁ (S, 1/~ Z (x;x,7" —

=1

d(t) = t'D,® (t).
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Dabei ergibt sich die MatrixD,, durch Einsetzen von (1.15) ifn(S, /? — I,) = —/n(S, —
1)S: Y (Sn? + 1) zu

N _ 1 —
Dn = \/E(Snl/Q—Id)—f—m;(XijT—[d)

1

1 ¢ 1 - - -
= %Z(XijT—Td){QId—SnI (S, 12 +1,) 1}+\/ﬁXnX§Sn1 (S, 12 +1,)
j=1

Da nach der Dreiecksungleichung

7 /M
n n
L

< [[Anllge + 1Ballge + 1Call 2 + [1Dnll 2

gilt, reicht es, die stochastische Konvergenz Yion,||7., || Byll72, [|Cxll7- und||D,||7. gegen
0 zu zeigen, um den Beweis von Lemma 4 zu vollenden.

NACHWEIS VON || A, |2, -+ 0: Es gilt

!

[An(®)] < Nl |S0 2 = L H% Z [COS(fTXj)Xj —sin(t' X;)X; - @ (t)]

also

Al = [ AP sttt

va(si =1l [ |

2

IN

At X))\ 117 ws(t) dt (1.16)

mit den unabhangigen, identisch verteilten und zentrierten Zufallsvektoren
At, X;) = cos(tTX;)X; — sin(tT X;)X; — ®'(t) (j=1,...,n).

Der erste Faktor in (1.16) ist straff; folglich reicht es, die stochastische Konvergenz des
Integrals in (1.16) gegen O zu zeigen. Dieses berechnet sich jedoch zu

1 &
— Alt, X;
/| S )|

also einer/—Statistik zweiten Grades, die nach Theorem D.2 aus Anhang D fast sicher
gegen

Cop(t)dt = Z AtX A(t, X5) [1E]1* wp(t) dt

1,j=1

B | [ X070 [ () ]

_ E[fl(t,Xl)]TE At 0] 11 syt = 0

R4

konvergiert.
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NACHWEIS VON || B,||%, =+ 0: Esiist
2
1Bl = [ Ba(o? eatt) a
R4

- () [ (%;éu,m) s D)t 57 (Vi)
(1.17)

mit den unabh&ngigen, identisch verteilten und zentrierten Zufallsvariablen

B(t,X;) = cos(t"X;) —sin(tTX;) = ®(t) (j=1,...,n).

Aufgrund der Straffheit voR/n X, undS, '/? reicht es, die stochastische Konvergenz des
Integrals in (1.17) gegen 0 zu zeigen. Dieses ist gleich

1 ¢ - -
530 [ B X)X palt)ar

ij=1

also einer/—Statistik zweiten Grades, die nach Theorem D.2 aus Anhang D fast sicher
gegen

B [ / B X) B, Xg)gz)g(t)dt}
_ / TR [B(,X0)] BBt )| wsltdt = 0
konvergiert.

NACHWEIS VON ||C,||%, — 0: Es gilt

Ca®] < [@C)] - 1E (122 = 5772 [V X

K

also
ICull: = [ Culty” patt) e
R4

_ ~ 2
e =552 IVl [ [860] 1 este) at 5 o,

IN

denn aufgrund der Beschrénktheit vbrist das obige Integral endlich. Ferner {gh.X,,
straff, unds, '/ strebt fast sicher gegdh.

NACHWEIS VON || D, ||, -+ 0: Ebenso gilt

Y

Da(t)] < el || D

po
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also

D = [ Daerestar < D,

2 9 P
(1) 1 sy @t > 0,

R4
denn aufgrund der Beschranktheit viod' (¢) || ist das obige Integral endlich. Ferner gilt
HD"H L+ 0 aufgrund der Straffheit von~ 1/22 L (X;X5" = 1) bzw. vony/nX,,
und aufgrund der fast sicheren Konvergenz vongegen 0 bzw. vois - gegen/,,. u

Theorem 5 Es seiX;, X, ... eine Folge von unabhéngigen und identisch verteiltedimen-
sionalen standardisierten Zufallsvektoren mit nichtdegenerierter Verteilung und endlichen vier-
ten Momenten.

Dann konvergiert die in Gleichung (1.3) auf Seite 8 definierte Zufallsvarigiplenach Vertei-
lung gegen ein Grenzelemeti, das gegeben ist durch

)

Sy = 2/}RdZ(t) {@(t)—e_T} os(t) dt

mit dem GauRprozeRB aus Theorem 1. Es gilts ~ N (0, 75) mit

1 2
o= R K (5 K (06h o+ K = UKk + ) — (5 + £
! ! ! ! T ! ! ! !
+ ngl — K|+ (K3 - K (20kh - K + K+ K5,
1 " ]_ " "
+ (K3 + Kjy) (Kgl + Kjy + 4(K8 + K ))} : (1.18)

Dabei bezeichnen

K, = /}R /}R (- 5) [@(s)—e‘ z } {@(t)—e‘T} ps(s) ds os(t) dt
K, = /]Rd/wcb2 (t+ 5) [ 5 —e '2'2} {@(t)—e_ltle} os(s) ds s(t) dt

2
[I£1]

K= [ |- o
K2, = /qu)g(t)Qcpg(t)dt,
K3, = /}R R0 [@1(15)—6—7} oslt) dt

K = [ 0000 pa)

Skalare,
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K= [ mon0 e a, &%= [ o ao-c Y] na,

K= [ 000 0@, K= [ 0,0 [0 -] waoar

Vektoren und

K= [ w0 [oo - i, K5 = [ domeea
K5 = [ o0 - | e, K5 o= [ 08000
Matrizen. Furd € R%“ notieren wir
Ko (4) = /}R A () [@1(15)—6—@} os(t) dt
K(A) = /R AR (1)0(1) (1)

sowie (Kj, + K3,) (A) := K3, (A) + KJ,(A).

BEWEIS: Nach (1.5) ist

Sns = 2/]Rd Z0(t) [@(t) —e_ltTP] £ dt + —/ at

und nach Theorem 1 konvergieff, (-) schwach inZ.?(R?, B¢, ¢ 5(t)dt) gegen einen zentrierten
Gaul3prozel¥ mit dem in Theorem 1 angegebenen KovarianzKeriVie schon auf Seite 10
erwahnt, sind die in der Darstellung vl 5 auftretenden Integrale als Skalarprodukt vyt - )

mit der Funktionh(-) := ®(-) — e~ 2~ S e L*(RY, B4, g(t)dt) bzw. als Norm vor,,(-) stetige
Funktionale, und nach dem Abblldungssatz folgt

lit)

Sus 2 Ss = Q/RdZ(t) {@(t)—eZ} o(t) dt |

Dabei ist das auf der rechten Seite auftretende Integral punktweise @efiniert. Die reelle
ZufallsvariableSs ist als Skalarprodukt zwischen dem Gaul3proZafhd der Funktiork nach
Definition normalverteilt (vgl. Definition B.12 in Anhang B). D& zentriert ist, ist auctf
zentriert. Folglich verbleibt es, die Variamg zu berechnen:

2 = E[(Q/]RdZ(t) {@(t)—e‘ltTl?} os(1) dt>2]
_ 4/]Rd /]de:(s,t) {@(s)—e—”éﬁ} {q)(t)—e_ltle} s(s) ws(t) ds dt
_ 4{1(;1”(52_ (/@(t) {@(t)—eltTF} goﬁ(t)dt>2
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4
(sl s}

Beachtet man nun, da aus Symmetriegriinden Skalar¢ ®i¢t)®,(¢)¢s(t)dt und Vektoren
lle)?

wie [P (t) [(I)l(t) - e—T] ¢s(t)dt verschwinden, so erhalt man:

! ! T i ! ! I 2
o= Kbk K (3 K32 - K) (K5 - a) + 5 -

2
_ el

+ / 7 (K;’{ +K;;’) o (4) {(I)l(t) — e } os(t) dt
+ / t7 (K;’l’ +K;;) D, (1) Do (t) @s(t) dt

’ ! T ! !
o+ (KG + K) (K3 + Ki) + (K5 — Ki) (Kf+ K)

2
llsll

]_ " 1 !
+ Z/ST (Kgl + K§2> D, (s) [@1(5) —e >

| oate) as
]_ T ]/ ]/ ’ ]_ 3 3 2
+Z S (Kﬁl + K&) D, (5)Pa(s) pp(st)ds — 1 (K61 + KBZ)

1
_ {Kél b Kby + (K4 K3) (K + K — (K3 + K3) — ¢ (K% + K)”

’ ’ 2 ’ ! T ! ’ ’ ’
+ HKEI — K| + <Kgl - K22> (Q(Kél - K§2) + K5 + ng)
i " ]_ " n
+ (K5, + K, <K51 + Ky + (K, +K§2))} - 0

Bemerkung 6 Die Methode, die empirische Grof&g, (-) als Zufallselement in dem Hilbert—
RaumZ?(R?, B4, p5(t)dt) zu betrachten, ihre Konvergenz in diesem Raum gegen einen zen-
trierten GauBprozeR nachzuweisen und zum Nachweis der Konvergenz der zugehdrfgen
Norm den Abbildungssatz zu verwenden, laf3t sich auch in dem von Henze und Wagner (1997)
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untersuchter{,—Kontext anwenden. Damit ist eine dritte Moglichkeit gegeben, die Konver-
genz der BHEP-Statistik unter der Nullhypothese zu zeigen und die Grenzverteilung zu bestim-
men. Die ersten beiden Methoden hierfir waren die Anwendung des Theorems von De Wet
und Randles (1987) durch Baringhaus und Henze (1988) im KonteXf-d8tatistiken mit ge-
schéatzten Parametern und das Betrachten&gn) als Zufallselement in dem Fréchet—-Raum
C(R?) der stetigen Funktionen awi¢ durch Henze und Wagner (1997). Um den Konver-
genznachweis auf lokale Alternativen auszuweiten, kann man entweder so vorgehen wie in
Henze und Wagner (1997) und die z.B. in Witting und Muller-Funk (1995), Kapitel 6.3, darge-
stellte und in Anhang E der vorliegenden Arbeit kurz zusammengefalite Theorie benachbarter
Alternativen verwenden, oder man hat die Moglichkeit, direkt die Konvergenz des dann auf
Dreiecksschemata von unabhangigen Zufallsvariablen beruhenden Zufallselefignies

LX(R?, B4, g(t)dt) zu zeigen, unter Verwendung von Theorem B.17 aus Anhang B.

1.2. Schatzen der Varianz Tg

Um aus der Konvergenzaussage von Theorem 5 verwendbare statistische Folgerungen herzulei-
ten, muf3 die bei unbekannter zugrundeliegender Verteilung ebenfalls unbekannte Grenzvarianz
Tg geschatzt werden. Diese in Gleichung (1.18) auf Seite 18 definierte Grol3e ist die Summe von
Integralen tber die Bestandtetbg und®, der Sinus/Cosinus—Transformierten der zugrundelie-
genden Verteilung. Folglich liegt es nahe, die Unbekandtennd ®, sowie ihre Ableitungen

nacht € R? durch konsistente Schatzer zu ersetzen und als Schéatzgrdiiren zu Gleichung

(1.18) auf Seite 18 analogen empirischen Ausdruck zu bilden.

Als Schatzer furd,, ®, und ihre Ableitungen bieten sich arithmetische Mittelwerte Gber die
entsprechenden empirischen Gréf3en an. Da die zugrundeliegende Verteilung stets als standar-
disiert vorausgesetzt wurde, missen auch die standardisiertenDatastelle der urspringli-

chen DatenX; in die Schatzer eingesetzt werden. Diese sind gegeben durch

1 — 1 e .
Dy ,(t) = - ;COS(tTyj)a Dy p(t) = - ;Sln(tTYj)a
) 1 — ) 1 —
(1) = == sin(t"Y;)Y, (1) = — > cos(Y;)Y,
n s n s
" 1 — p 1 —
B}, (1) = — 3 cos(tT;) VY, B, (1) = —= 3 sin(T Y)Y,
’ n ’ n
j=1 j=1
bzw. durch

" " "

Ou(t) = @rat) + Ponlt), () =y ,(1) + @y (), (1) = Dy, (1) + Py (1)
(vgl. auch Gleichung (1.4) auf Seite 9 und die Definitionen auf Seite 11). Ferner sind

, 1
M3,1,n(t) = 2 Z Sin(tTYj) (YkTYj) (tTYk) Vi,

j,k=1
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n

, 1
M3,2,n(t) == COS(tTY}) (YkTYJ) (tTYk) Vi,
"=
p 1 < .
M) = S sin(Ty;) (17%) (14TY) BT
k=1
Yonlt) = % cos(t7Y;) (t7Y3) (ViTY;) ViVl
k=1

naheliegende Schatzer fir die in den Gleichungen (1.7) und (1.8) auf Seite 11 definierten
dritten Momentel;, (¢), M;,(t) und vierten MomenteVl, ,(t), M,,(¢). lhre Herleitung
erfolgt leicht durch Ersetzen der dort befindlichen Erwartungswerte durch empirische Analoga.

Zundchst mufl man sich davon Uberzeugen, dal3 die empirischen Grof3en
D1 (1), Pap(t), ..., M), () fur jeden festen Parameter € R fast sicher gegen

"

®y(t), Po(t),... , M, ,(t) konvergieren, obwohl sie aufgrund der in den standardisierten

DatenY; enthaltenen Schatze¥,, und S»'/? fir die unbekannten Parameter keine Summen
von unabhangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen sind. Den ersten Schritt in diese
Richtung stellt Lemma 7 dar, in dem gezeigt wird, daf? die Differenzen zwischen den anhand
der standardisierten Dateyj definierten und den anhand der urspringlichen Dafenn
analoger Weise gebildeten Schatzern vernachlassigbar sind. Letztere sind erklart durch

1 n
—— tTX ®S (t) ' X;),
nZCOS( i) o Zsm
e AT 3 ey
/I " 1 -
<> T Zcos tTX X, X T (I)sz(t) = T ZSin(tTXf)XijT
7=1

und®y (t) := 7, (t) + 5, (t) sowie

: 1 O
ML) = —— > sin(t'X) (X" X5) (17 X) X
G k=1
: 1 O
M?:;’n(t) = W Z COS(tTXj) (XkTX]) (tTXk) Xk y
Fk=1
"e 1 - . T T T T
Mifa(t) = —— > sin(t7XG) (17 X5) (XTXG) XX,
G k=1
Uxes 1 : T T T T
M4,2,n(t) = 2 Z cos(t” Xj) (t Xk) (Xk Xj) XX

J,k=1
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Damit liefert Lemma 7 den folgenden Zusammenhang zwischen den auf den standardisierten

Daten basierenden Schatzebn,,(t), @2, (t),. .. , M,,,(t) und den auf den urspringlichen
Daten beruhenden Schatze¥fi, (), 5, (t), ..., M5, (¢).

Lemma 7 Fur jedes feste ¢ R¢ gilt mit jeweilsi = 1,2

1. () P1n(t) = 7, () + Rin(t)

) it |R; ()] < o.(1) - maxieqo, 23 {1},
(i) Do, (1) = <I>§fn () + Rapn(t)

’ mit || R, (0)]| < ors(1) - maxieqo 2 {11},

3. () ®y,(1) =
(i) @5, (t) =

4. () My, (t) = M5, (0) + Ry, () |y
b 32’ o mit || R, (8)]| < oes(1) - maxieqo 2 {IIt]'}
(if) MS,Q,n(t) = M;5 () + Ry, n(t)

’ mit HR;’,n(t)Hs < ors(1) 'maXle{o,l,z,s}{“tHl}a

S. (I) Mélll,l,n(t) = M:l,,<1>,n(t) + RZ,I,n(t)
(“) Mélll,Q,n (t) = M:ll,g,n (t) + RZ,Q,n (t)

Dabei bezeichneR, ,,(t) und R, (t) ZufallsvariablenR, ,,(t), R, ,(t), Ry, ,,(t) und Ry , , ()
d—dimensionale Zufallsvektoren sowiB; ,(t), R, (t), Rj,,(t) und Ry, (t) d x d—
Zufallsmatrizen, die den oben angegebenen Abschatzungen genligen. Dieofgrmeuf

der rechten Seite dieser Abschatzungen bezeichnen jeweils eine Zufallsvariable, die fast sicher
gegen 0 konvergiert und nicht mehr von dem Paranteabhangt.

mit HRZM(t) Hs <ors(1) 'maXle{0,1,2,3}{||t||l}-

BEWEIS. Der Beweis ist sehr technisch und wurde deshalb in Abschnitt 1.5 ausgelagert, wo er
ab Seite 60 zu finden ist. Im wesentlichen miussen die in den standardisierteryDatéftre-
tenden SchatzeX,, und Spt? .herausgerechnet” werden, was durch eine Taylor—Entwicklung
ersten Grades der Sinus/Cosinus—Terme geschieht, in dengpwtickommen. Hierzu werden

die Entwicklungen (1.13) und (1.14) von Seite 14 verwendet. O

Bemerkung 8 Die fast sichere Konvergenz der Schatdey, (t), ®,,(t), ... , My ,,(t) gegen

Dq(t), Da(t), ..., Mé',g(t) fur jeden festen Parametee R? folgt anhand der Darstellungen aus
Lemma 7 unmittelbar nach dem starken Gesetz grof3er Zahlen, denn die auf den urspriinglichen
Daten basierenden GroReéxq,, (t), ®5,(t), ..., M,5,(¢) sind gewichtete Summen von unab-
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hangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, —vektoren oder —matrizen. So zerfallt z.B.
die Doppelsummae/,{, (t) in die beiden Bestandteile

d n n
" 1 ) 1
M, T, = — Z (5 Zsm(tTXj)Xj,l> (ﬁ ZXk,l (t" Xx) XkaT> ;
=1 j=1 k=1
wobei X,; bzw. X, (I = 1,... ,d) die d Komponenten der Vektorel; bzw. X, bezeichnen.
Man beachte, daf in allen zehn vorliegenden Fallen die eingangs getroffene Annahme der Exi-

stenz von Momenten vierter Ordnung fir die fast sichere Konvergenz nach dem starken Gesetz
grol3er Zahlen ausreicht.

Mit Hilfe der Schatzerd, ,, ®,,,...,M,,, konnen wir nun die empirischen Analoga der
in Theorem 5 auf Seite 18 erklarten Bestandteile vérdefinieren. Durch anschliel3endes
Zusammenfligen dieser Bestandteile gelangt man zu einem Schatﬂzlésﬁ]bst.

Definition 9 Es bezeichnen

Khe = [ [ oul=9 |2 -] [o0 -] s st

Kl = / / o (1 + 5) {@n(s)—e—'i“ } {@n(t)—e—%} 03(s) ds (1) dt,
R4 J R4
_la?
Ko = [ 00alt) (210000 = | at0) it
R
K = [ @t gs(0) .
Rd
2
Ko = [ 0.0 [0 - "] w0
R4
K = [ 18, 000(0) oalt) dt
R
Skalare,
’ ’ ’ 1 7&
K= [ 000 00d, K= [ 0,0 000 -] ao,
' / Lt
K3, = / (Do) st K, = / 10, (1) {q)ln(t)—e_tT} os(t) di
R R
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Matrizen. FirA € R%<? notieren wir
, _ 2
Kl) = [ as, 0 o0 - ") o,
Kbald) i= [ A2, (0820(0) oa(0) de
R

sowie (K}, + K3,,) (A) := K3,,,(A) + Kj,,(A). Damit wird der Schéatzer, fir 75 analog
zu (1.18) erklart:

1 2
T,gn =4- {Kg’ln_FKg’Qn—i_(Kzln_FKEQn) (Kgln—i_Kan_(K;ln—i_K;Qn))_Z (K§1n+K§2n)

! ! 2 ’ ’ T ’ ’ ’ ’

1 " 1 " "

Zunéchst ist die Konsistenz des Schatzgszu zeigen, was durch Nachweis der fast sicheren
Konvergenz der Bestandteil€;,,,, Kj,,, . . . K3,, geschieht.

1n>

Satz10 1) Esgelten
1.0) Kh, — Kjy fs. (i) K}, » K}, fs.
2.() K3,— K3 fs. (i) K3, — K3 fs.
3.() K3, — K3 fs. (i) K}, — K3 fs
4.G) Kh, — Kj fs. (i) K, — K, fs.
5.(1) Kj, —» K3, fs. (i) K, =K}, fs.
6.0) K§,— K5 fs. (i) Kf, —Kj fs.
7.() Ki,— K5 fs. (i) K, — Kl fs.
8.() K§,—~ K5 fs. (i) Kj, —» K} fs.

Dabei gilt die Konvergenz der Vektoren in 4.,5. und 6. bzw. die Konvergenz der Matrizen
in 7. und 8. komponentenweise oder (aquivalent dazu) in einer beliebigen Norm.

[1) AuRerdem gilt

U U 1 " "
(S ) (KTt K 505+ K5 )

1" 1" 1 " "
— (K + Kj,) (Kgl + K, +Z(K§1 +K§2)> fs.
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) Aus l)und Il) folgt 75, — 73 f.s.

BEWEIS. Auch dieser Beweis ist sehr technisch und wurde deshalb in Abschnitt 1.5 ausgela-
gert, wo er ab Seite 63 zu finden ist. Das Beweisprinzip besteht darin, dal3 die in Lemma 7
hergeleiteten Zerlegungen der Bestandteile der empirischen Sinus/Cosinus—Transformierten in
die Darstellungen der Termi€;, ., Ks,,, etc. eingesetzt werden und daf die fast sichere Kon-
vergenz der Restterme gegen 0 gezeigt wird. Auf die aus Summen von unabhangigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen, —vektoren oder —matrizen bestehenden Hauptteile kbnnen
das Starke Gesetz groR3er Zahlen bzw. Theorem D.2 auf Seite 181 angewandt werden]

Die in Definition 9 angegebene Integraldarstellung des Schétg;grfﬂr rg ist fUr statistische
Anwendungen in der Praxis nicht geeignet, da dort eine moglichst einfache und schnelle Be-
rechnung der Schatzwerte anhand vorliegender Daten bendétigt wird. Eine numerische Berech-
nung der in den Bestandteiléxi;,,,, K3,,, ... , K}, auftretenden Integrale ist in dem vorlie-
genden Kontext zwar prinzipiell mdglich, aber nicht praktikabel. Deshalb leiten wir in dem
folgenden Satz elementare Darstellungen dieser Bestandteile als Funktionen der standardisier-
ten Daten her, die eine Berechnung \ﬂtjg mit tolerierbarem numerischen Aufwand auch in
héheren Dimensionen zulassen.

Satz 11 Gemal der Definition in Lemma 18 auf Seite 57 seien

1 s IV
= e T
L, vy = L {e—ﬂ—fnyj—nﬁ _ e—ﬂ—fnwnﬁ]
2 ’
B 82 || vi—;I2 B2 || v+ |2
(Y}, Vi) = - [(Yk _ Yj)e_TH R=YiIT (Vs +y})e—7ll kYl
2 2 2

BTk

Man beachte, daB,, I, bzw. I3 Skalare undlj bzw. I} d—dimensionale Vektoren sind. Im
Gegensatz zih, und I3 ist I} nicht symmetrisch in seinen beiden Argumenten. Damit gelten

2 2
1) (1 1 ¢
Kh, = EZ (EZIQ(Y},Yk)_II(Y})> +(EZ[3(YJWY1€)> ;
j=1 k=1 k=1
. 2 -1 1 ¢
i = 525 22 B3 Y0 15 2 B0G Y = L)) o
j=1 k=1 k=1

1 — 1 —
K3, = EZTQ(E,Y/C)—EZH(Y]'),
j=1

j,k=1
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2 1 .
Kion = — > (Y,
k=1
1 — 1 —
Kg, = 3 ZWTIQ(Yk,Yj)JFEZETIé(E‘),
G =1 j=1
1 n
Kgyy = s > V(YY) ,
Gk=1
) 1 —
Kjn = ——5 > LG,
jik=1
, 1 — 1 —
Ko = 5 > L3 Ye)Y; = =3 L(Y)Y;
7,k=1 j=1
, 1 —
K, = EZTQ(Y Yi)
jk*l
AR D SLUSERR o
Jik=1
, 1 — 1 —
Kf = — > () (WTL0G) Ye— — > (%) (LG Y)) Y
Gk=1 ij,k=1
) 1 «
K = 5 > (W) (W1, Y0) Vi,
ij,k=1
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J% 1 ] 1
Kk, = ——Zlg LYYy
7,k=1
" 1 — 1 &
Ko = — > (%) (W) iy - — Z (V"Y5) (T, V7)) Vv
k=1 k=
" 1 &
K = — > (%7Y) (7105, ) i
ij,k=1
1 — 1 —
Koin(A) = =) L)) AV = — 3 L(V,Y) AY;, A€ R™,
j=1 G k=1
1 n
Ku(4) = = 3 LY, Y0 AY; AR
k=1
BEWEIS: Einsetzen der Definitionen und Anwenden von Lemma 18. OJ
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1.3. Anwendungen der Konvergenzaussagen

In den folgenden Abschnitten sollen einige statistische Anwendungen diskutiert werden, die
sich aus der in Theorem 5 auf Seite 18 hergeleiteten Konvergenzaussage ergeben.

1.3.1. Asymptotischer Konfidenzbereich ftr Lg

Zunéachst kann man anhand der bisherigen Betrachtungen einen Vertrauensbereich fir den fast
sicheren Grenzwert
- [
R4

vonn~!'T, 5 angeben, auf dessen Bedeutung in Abschnitt 1.3.4 naher eingegangen wird.

2
wp(t) di

_le®

U(t)—e 2

Nach Theorem 5 gilt fiir jede Alternative zur Normalverteilung, BigX ||* < oo erfilll,

Sng \/ﬁ<1 > D

—Tnﬁ — Lﬂ — N(O, 1) (n — OO) ,
78 78

n

und nach Kapitel 1.2 bleibt diese Aussage richtig, fazﬁsjurch den konsistenten Schatzg;;
aus Gleichung (1.19) und entsprechepd= \/T;? durch7s, = , /rgn ersetzt wird:

Snp @<%Tn75—Lﬂ> 25 N(0,1)  (n—00).

Tﬁn T,Bn

Bezeichnetb ! (a), a € (0,1) , dasa—Quantil der Standard—Normalverteilung, so folgt

1
TBn n 2

1 a\ T, 1 a\ T
— lm P (=T, —qu( ——)ﬂ <L, <-T, @—1( ——>ﬂ .
00 (n & 2)yn — % T s+ 2/ \/n

Somit ist ein asymptotischét — o)—Konfidenzbereich fuf ; gegeben durch

n—0o0

l—a = limP(

1 a\ T 1 QN T
Ionioe = |=-T, 45— (1——)ﬂ I, <1>—1< ——)ﬂ . (1.20
ﬂ: 71 |:n 76 2 \/ﬁ n 7ﬂ + 2 \/ﬁ ( )

Igni—q hatdie Lange @' (1 — %) T"’Tg Um diese zu halbieren, muf3 also der Stichprobenum-
fang in etwa vervierfacht werden.

1.3.2. Giutenaherung fir den BHEP-Test

Zu o € (0,1) bezeichneys ., den kritischen Wert des auf der BHEP—Statistik basierenden
asymptotischen Anpassungstests auf multivariate Normalverteilung zum Nivedun. das
(1 — a)—Quantil der Grenzverteilung der BHEP-Statidfik; unter der Hypothes#, : P* €
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N; beim Grenziibergang — oo. Der asymptotische Tes¢hnt H, nach Konstruktion ge-
nau dann ab, wenn der Wert der Teststatistik auf den Daten. , x,, diesen kritischen Wert
Uberschreitet:

Ablehnen vonH, <= Tn,g(xh e Tp) > 4g,1-a -

Da die Quantilgjz 1_, zum einen analytisch schwer falRbar sind und da man zum anderen die
Diskrepanz zwischen der Verteilung der BHEP—Statigijk bei endlichem Stichprobenum-
fang n und ihrer Grenzverteilung nach dem Ubergang— oo kompensieren mdchte, ver-
wendet man zur konkreten Durchfiihrung des Tests anstelle der Grenzqyantileoft die

durch Monte—Carlo—Simulation der Verteilung véh s bei endlichem Stichprobenumfamg
empirisch ermittelten Quantilgs ,, 1., was auf den zugehérigéiest bei endlichem Stichpro-
benumfanduhrt:

AblehnenvonH, <= T,s(x1,...,%n) > @ni-a -

Obwohl die Quantilezs;_, undgg, 1, nicht explizit ausgerechnet werden kénnen, werden
sie nicht nur fur die Durchfihrung des BHEP—-Tests benotigt, sondern auch fur die im fol-
genden vorgestellte Gutendherung. Deshalb begrinden wir zunachst, warum man sie den-
noch als bekannt und ihre tabellierten Werte als gesichert annehmen kann. Zum einen sind
die Wertegs,, 1 bei endlichem Stichprobenumfamgin mehreren umfangreichen Monte—
Carlo—Simulationsstudien evaluiert worden, deren Ergebnisse tUbereinstimmen, so z.B. in Ba-
ringhaus und Henze (1988), Henze und Zirkler (1990) und Henze und Wagner (1997). Henze
(1990) fuhrte im Falld = 1, 8 = 1 unda € {0.01,0.025,0.05,0.1} nicht nur eine auf-
wendige Simulationsstudie durch, in der jedes Quantjl ;—, anhand vor200 000 Monte—
Carlo—Wiederholungen ermittelt wurde. In dieser Arbeit wurden vielmehr auch die ersten vier
Momente der Grenzverteilung der BHEP—Statistik utfgterechnet und diese durch Anpas-

sen der ersten vier Momente durch jeweils einen Vertreter der Johnson—\Verteilungsfamilie bzw.
der Pearson—Verteilungsfamilie angenéhert. Diese Verteilungsfamilien sind eindeutig durch die
ersten vier Momente bestimmt und z.B. in Johnson und Kotz (1970) in Kapitel 12 beschrie-
ben. Henze (1990) zeigte, dal’ fur grokedie anhand der Monte—Carlo—Simulation erhalte-
nen Quantileys,, 1, und die anhand der beiden Anpassungen erhaltenen Nahergngen,
(Johnson) bzwys p1 -, (Pearson) fir die Quantilg; ; , der Grenzverteilung vof, s perfekt
Ubereinstimmen und dal3 Uberdies die Monte—Carlo—Quantile mit wachsendem Stichproben-
umfangn erstaunlich schnell gegen diesen Grenzwert strebehr (15 reicht aus). Die hier
relevanten Werteo( = 0.1) aus dieser Studie sind in Tabelle 1.1 wiedergegeben.

n | 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 100 200ohns. Pears.
qg,n,0,9|0.249 0.244 0.263 0.266 0.271 0.275 0.279 0.284 0.287 0.288 0.290 0.291 0.290 0.289 0.292

Tabelle 1.1.: 90%—Quantile der BHEP-Statistik nach Henze (1990)

Eine wichtige Problemstellung in der Statistik besteht nun darin, Aussagen Uber die Gu-
te von Testverfahren zu gewinnen, in unserem Fall also Uber die Wahrscheinlichkeit
Pr (T, > qsn1-a), dald der BHEP—Test bei Vorliegen einer Alternative H, diesen Sach-
verhalt erkennt und die Hypothese ablehnt.
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Nach Theorem 5 auf Seite 18 gilt filr jede Alternative zur Normalverteilungi di, ||* < oo
erfallt,

Sh T,g—nlL

Onfp o _ Inf "N i>/\/’(0,1) (n — 00) .

T8 \/ﬁ T8

Bezeichnet® die Verteilungsfunktion der Standard—Normalverteilung, so liefert diese Grenz-
wertaussage die folgende Naherung fur die Glte des BHEP—Tests unter der zugrundeliegenden
festen Alternativel :

PF (T’nﬂﬁ > qﬂ7n71_a) = ]' - PF (Tnyﬁ S q67n71_a)
Tng—nLg q§n1_a—nL5
— 1 _ P ) < piAd)
! ( vnts T VnTs
48m,i—a — N Lg
~ 1—-9 . 1.21
( VnTs > (121

Dabei hangen sowoldl; als auchrg von der Alternative ab und sind a priori unbekannt.

Berechnet man die Naherung (1.21) bei elekannterfiesten Alternative mit endlichen vierten
Momenten und damit bekannten Konstantenund s, so erhalt man nicht nur eine Kontrolle

der bisher nur durch Simulationsstudien ermittelbaren Monte—Carlo—Gutewerte, sondern kann
fur derartige alternative Verteilungen die Gute des BHEP-Tests ganz ohne Simulationsstudie
anndhern. Dadurch entféllt insbesondere die Abhangigkeit von der Qualitéat der Zufallszahlen-
generatoren. Zwar missen die in der Definition vgrauftretenden Integrale berechnet wer-
den; hierflr existieren aber geprufte und numerisch stabile Integrationsroutinen, die sich bei
den untersuchten und in Abschnitt 1.4 vorgestellten Beispielverteilungen als sehr zuverlassig
und schnell erwiesen haben.

Desweiteren ist die Naherung aus (1.21) erstaunlich gut, wend fiund 75 die Schéatzer

n T, s und rgn eingesetzt werden; vgl. hierzu die Ergebnisse in Abschnitt 1.4. Man hat also
ohne Kenntnis der zugrundeliegenden Alternative eine Vorstellung davon, wie sich der BHEP—
Test ihr gegeniber verhalt.

1.3.3. ,Inverser Test* auf Normalverteilung

Auf dem RaumLZ(le B, ps(t) dt) komplexwertiger Funktionenf : Rd — C mit
[17(®t) t)dt < oo, versehen mit dem Skalarprodult, ¢) := [ f(¢) 5(t) dt, ist ein
Abstand ZW|schen einer beliebigen Verteilufigind der Standard— Normalvertelluy\@(o 1)
gegeben durch deb?—Abstand ihrer charakteristischen Funktionen
9 1/2
(1) dt)

dﬂ(F,Nd(O,[d)):O — Lﬂ(F):O — F:./\/d((),[d),

2
Il

ds(FNG(0,1,)) = Lg(F)V? = L* = (/ U(t)—e 2

mit U(¢) = E [ ”TXI] Dabei gilt
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d.h. Lz charakterisiert die Standard—Normalverteilung. Klassische Anpassungstests testen die
einfache Hypothes#,, : F' = N,(0, I;) gegenH, : F # N, (0, I,), oder durchlz; ausgedriickt

H,: Lg = 0gegenH; : Lz # 0. Eine Moglichkeit zur Konstruktion eines solchen Tests beruht
auf der BHEP-Statistik

Tn”@ = TL/
R4

falls ¥, (¢) die empirische charakteristische Funktion der Daten bezeichnef [} sogar

die empirische charakteristische Funktion dé&ndardisierterDaten (was bei unseren Be-
trachtungen stets der Fall war), so testet die BHEP—Statistik die zusammengesetzte Hypothese
H, : F € N, gegen die allgemeine Alternativé, : F' ¢ N;, wobeiN, die Klasse der nichtde-
generierteni-dimensionalen Normalverteilungen bezeichnet. Auch dieser Test beruht auf dem
Abstandsmalf s und pruftH, : Lg = 0 gegenH; : Lg # 0.

2
ws(t) dt

2
[£]]

U, (t)—e 2

Das Problem bei den klassischen Testverfahren besteht darin, daf3 nach Konstruktion nur der
Fehler 1. Art kontrolliert werden kann, d.h. bei Gultigkeit der Hypothese (Morliegen einer Nor-
malverteilung) wird diese nur mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit von hochsidatschli-
cherweise verworfen. Erhebt der Test hingegen keinen Einwand dégeso ist das zu prifen-

de Modell dadurch keineswegs gesichert.

In der Praxis ist man jedoch genau an dieser Fragestellung interessiert:. Man mdchte ein Mo-
dell validieren, d.h. in einem ,inversen” Testproblddy : Ls # 0 gegenH; : Lg = 0 bei

einem kontrollierten Fehler 1. Art die Alternative sichern. Dies ist in der angegebenen Form
nicht moglich, aber man kann die Alternative durch eine geeignete Umgebung ersetzen, inner-
halb derer man Unterschiede als nicht relevant erachtet. Dieser Ansatz der nichtparametrischen
Modell-Validierung fuhrt auf das sogenannte ,Precise Testing Problem*

Hp:Lg> A gegen Ka:Lg <A

mit einer hinreichend kleinen Konstantén> 0. Fir Lz < A ist man der Meinung, dal3 die
Daten hinreichend genau durch das Normalverteilungsmodell beschrieben werden, und ein zu-
gehdoriger Test dient dazu, diese Alternative bei einem kleinen Fehler 1. Art zu sichern. Um
den kritischen Wert dieses Tests zu ermitteln, benétigt man Kenntnisse tber das Verhalten der
zugrundeliegenden Teststatistik unter festen Alternativen. Das entscheidende Problem liegt in
der Wahl vonA.

Derartige Fragestellungen werden seit langerem z.B. in der Biometrie untersucht, wo sie unter
dem Stichwort ,Aquivalenznachweis* bzw. ,Bioequivalence Testing” (Testen auf Bioaquiva-
lenz) zu finden sind. Die Problemstellung ist dabei nicht auf Anpassungstests beschrankt, son-
dern Iaf3t sich auf eine Vielzahl statistischer Fragestellungen tbertragen, wie z.B. den Vergleich
von Mittelwerten oder den Zusammenhang zwischen verschiedenen Kenngrof3en in einem Re-
gressionsmodell. Im konkreten Fall miissen geeignete Abstandsmale flr die zu untersuchenden
GroéfRen und eine adaquate Umgebung der zu validierenden Alternative gefunden werden, d.h.
es ist mit den Anwendern abzuklaren, welche Werte dieser Abstandsmal3e noch mit dem Modell
vereinbar bzw. tolerierbar sind. Da man neben dem Schatzen von Stérparametern Grenzwert-
sétze unter festen Alternativen bendtigt, ist die mathematische Behandlung dieses Ansatzes in
der Regel schwieriger als die der klassischen Testprobleme. Auf dem Gebiet des Testens auf



32 KAPITEL 1. DER BHEP-TEST

Bioaquivalenz sind bereits zahlreiche Arbeiten erschienen, die derartige Fragestellungen in ver-
schiedenen Kontexten untersuchen, z.B. Brown, Hwang und Munk (1997), Dette und Munk
(1998) in einem Regressionskontext, Munk und Czado (1998) und Czado und Munk (1998) mit
einem Anpassungstest, der auf dem Mallows—Abstand beruht, um nur einige zu nennen.

Im folgenden setzen wir voraus, dal’ die vierten Momente der zugrundeliegenden Verkéilung
existieren. Aus der nach Theorem 5 auf Seite 18 und Satz 10 auf Seite 25 gultigen Grenzwert-
aussage

Vn (%Tn,ﬂ - Lg(F)) =5 N(0,1)  (n— o0) (1.22)

TBn

mit dem konsistenten Schatzejn far Tg kann ein Test furH, gegenK hergeleitet wer-

den. Da die affin invariante Teststatisfik s auf den standardisierten Daten beruht, wird damit
nicht nur die einfache, sondern die zugehdrige zusammengesetzte Hypothese behandelt, d.h.
es wird gepruft, ob die vo' erzeugte Lokations—Skalen—Familie(X~!/2 (- — y)) mit der
Lokations—Skalen—Familie de—dimensionalen Normalverteilungen vereinbar ist. Da der re-
sultierende Test die Hypothese bei zu kleinen WertenwdiT,, 5 ablehnt, lautet die Bedingung

fur ein Verfahren zum Niveaua mit kritischem Werly

P GTM Sq) _ PF(ﬁ(%Tn,ﬁ—LM) . ﬁ(q—LM))) L rem.

TBn TBn

Anhand der Grenzwertaussage (1.22) ergibt sich fur den entsprechenden approximativen Test
die Bedingung

\/ﬁ(q_Lﬁ(F)) RS (I)*l(a),

TBn

also fur den kritischen Wert

q = TB\/—% ® (o) + Lg(F) .

Wegeninfrc i, Lg(F) = A definiert man den gesuchten Test durch

1 noa
Ha ablehnen < =T,; < T g Ha)+ A
n

vn
Es gilt dann fur jede$” € Hx

limsup Pr (, Hx ablehnenf < aq,

n—o0

mit Gleichheit im FallL;(F) = A. Dieser Test ist allerdings nur in der Klasse der Verteilun-
gen mit existierenden vierten Momenten sinnvoll, da andernfalls die Grenzwertaussage (1.22)
nicht gesichert ist. Ein weiteres Problem besteht darin, einen sinnvollen WextZurbestim-

men. Dazu muf3 das Abstandsniafigenauer beleuchtet werden, was Gegenstand des nachsten
Abschnittes ist.
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1.3.4. Betrachtung des Grenzwertes Lg

Nachdem einige statistische Verfahren vorgeschlagen worden sind, die auf dem Abgtand
zwischen einer Alternativé’ und der Normalverteilung beruhen, soll im folgenden die Grol3e

Lg naher untersucht werden. Diese ist, wie schon in Abschnitt 1.3.3 erwahnt, das Quadrat des
L?—Abstandes zwischen der charakteristischen Funktign = E [exp{it" X;}| der zugrun-
deliegenden Verteilung', von der wir wie immer die Existenz der vierten Momente vorausset-
zen, und der charakteristischen Funktbg (¢) = exp{—@} der Standard—Normalverteilung
N(0,1,;). Da alle betrachteten statistischen Verfahren auf den standardisierteniDéteru-

hen, setzen wiF’ 0.B.d.A. als standardisiert voraus, d.h. X, = 0 undEX, X7 = I,.

Da die charakteristische Funktion eine Verteilung eindeutig bestimmt und da nach dem Ste-
tigkeitssatz von Lévy—Cramér die schwache Konvergenz draimensionalen Verteilungen
aquivalent ist zur punktweisen Konvergenz der zugehdrigen charakteristischen Funktionen (ge-
gen eine charakteristische Funktion), erscheint die Verwendund.yainnvoll zum Zwecke

der Charakterisierung einer Umgebung der Normalverteilung.

Obere Schranken fir Lg

Um die Rolle vonL; genauer zu beleuchten, stellen wir dieselben Uberlegungen an, an-
hand derer Henze und Zirkler (1990) den Zusammenhang zwischen der BHEP-Statistik und
der Bowman—Foster—Statistik herleiteten (vgl. hierzu die Ausfiihrungen zu Beginn von Kapi-
tel 2 auf Seite 72): Die Fourier—Transformie@i¢) := [ exp{it"z}g(z)dz einer Funktion

g € L*(R%, B, dx) liegt ebenfalls inL?(R?, B, dz), und dieFormel von Plancheredus der
Fourier—Analysis besagt, daR zwischen den beitlerNormen der folgende Zusammenhang
besteht:

[iaor e = eo [l a

(vgl. z.B. Rudin (1987)). Wir nehmen ab jetzt zusatzlich an, dal die (standardisierte) Verteilung
F die Dichtef € L*(R¢, B, dx) besitzt. Zunachst stellt man fest, da mit der Dichtét) =

(27r52)_d/2 exp{—M} von A (0, 321,) die Darstellung

252
2 1
L= [ it = |
B R () (27r62)d/2 Rd

gilt. Berlcksichtigt man ferner, daf mit := 55, die Funktion¥(¢) exp{—%} die Fourier—
Transformierte der Faltung x A, (0, 0%1,;) istund da mit? := 1 + # = 1+ o2 die Funkti-
on exp {—% [1 + #] ||t||2} die Fourier—Transformierte der Normalverteiluhg (0, 721,;) =

Ny (0, I;) * Ny (0, 0%1,) ist, so liefert die Formel von Plancherel

2
I

[t _1

2
W(t)e o — 3] g

(2m) %2
Bd

(2m) %2
Bd

Lg

[ Iree0 = sl a = i [ 10— el ar.
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Nach Aufgabe 4, S. 174 aus Rudin (1987) gilt wegere L%(R¢,B,dx) und ¢, ¢, €
LY(R%, B, dx) N L*(RY, B, dz) die Abschatzung

)42 2 )42 ,
Lo< B ([ ewla) [ uo-aofa = 0= [ 50— a0k

Lg laBt sich also durch den quadratischen Abstand der zugrundeliegenden (standardisierten)
Dichte f von der Dichte derl-dimensionalen Standard—NormalverteilungZit(R?, B, dx)
abschatzen. AuBerdem liefj; als Funktion vons unterhalb der HyperbeP2®, was durch die

in Abbildung 1.2 auf Seite 50 festgehaltenen empirischen Ergebnisse gestétigt wird.

Da die Dichtef auch inL!(R¢, 9B, dx) liegt, kann man in Aufgabe 4, S. 174 aus Rudin (1987)
die Rollen vonf — ¢, undp, vertauschen und gelangt zu der Abschatzung

s PR ([ o —awa) [ more = ([ 1so-aom)

denn es ist
1 34
() dt = = .
/]Rdgo ) (47022~ (2m) P2

Der quadratischel!-Abstand der zugrundeliegenden Dichfevon der Dichte derd—
dimensionalen Standard—Normalverteilung ist also eineonabhangige obere Schranke fur
Lg. Wir haben damit den folgenden Satz gezeigt:

Satz 12 Besitzt die zugrundeliegende standardisierte Verteiltngndliche Momente vierter
Ordnung und eine Dichtg € L?(R%, B, dz), so gelten fur.; die Abschatzungen

LT [ o -aora, s ([ 50 -po)

Taylor-Entwicklung von  Lg fur g — 0

Weiteren Aufschluf3 tber das Verhalten vbp beim Grenzubergang — 0 gibt eine Taylor—
Entwicklung dieser Gro3e. Bei den gesamten nachfolgenden Ausfliihrungen setzen wir stets
EX, = 0undEX, X, = I, voraus. Zusétzlich benétigen wir die Existenz von Momenten
sechster Ordnung, d.RB.|| X, |° < c.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Beobachtung von Henze (1997), dal3 die BHEP-
Statistik

D 2
noo 2]

l — 52 2 2 _ n
T,; = — -FWi=velr -2 E 20487 4 —— ———— (1.23
! " J;1 ‘ (1 + 52)(1/2 j=1 ’ " (1 + 252)‘1/2 ( )

(vgl. (1.2) auf Seite 6) fur festes punktweise inw € 2 beim Grenzibergang — 0 die
Darstellung

1 1 1~
ins = ﬁﬁ{gbl,d"‘zbl,d}"‘O(ﬁS)
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besitzt, welche man durch direkte Entwicklung der Briiche und Exponentialtermesraeh
weist. Dabei ist; 4 die auf den standardisierten Dat&hberuhendeempirische multivaria-

te Schiefe von Mardia (1970%ler die Kenngro3¢, , der zugrundeliegenden Verteilung ent-
spricht. El,d ist ein von Henze (1997) betrachtetes, ebenfalls auf den standardisierten Daten
Y; beruhendes empirisches Analogon der von Mori, Rohatgi und Székely (1993) eingeflihrten
Schiefeﬁ],d. Diese vier Grof3en sind definiert durch

Bia:=E [(X1TX2)3] : bra:=—; Z TYk ;
7,k=1
. - 1 —
Ba=[BOXIEXNT . b= 5 D YVl Vil
G k=1

Durch Einsetzen der Definition vo#i, Anwenden des Satzes von Fubini und von Lemma 18
auf Seite 57 leitet man die (1.23) entsprechende Darstellund ydrer:

2
2
L = [ v -] e
R4
_ P 2 s Il
= E |:6 2 [1X1 2| :| — WE |:e (+ﬂ :| —+ W . (1.24)

Wie in Henze (1997) Giberzeugt man sich leicht von den Entwicklungen

2 dld+2) _, d(d+2)(d+4)

ENRLE = 2-df*+ 1 ——p' - 54 B°+0(8%),
1 B d(d+2) d(d+2)(d+4)
A+2p)ir — 1—dp® + 5 st - 6 3%+ 0(8%)

der in (1.24) auftretenden Briuiche, von den Entwicklungen
—B—2||X —X? 2 2 4 4 6 6 8
e~ zlt—Rdlt = 1—?||X1—X2|| +§||X1—X2|| —4—8||X1_X2|| +0(8°),
el P e s (e L
2 2 8
85 (= 1P = 2 X = = X)) + 0(8)
2 4 48

der Exponentialterme und von den BeziehungejX,||> = d, E || X; — X,||* = 2d sowie

E|X, — X' = 2B[X.|* +2d(d +2),
EIX; — Xo|® = 8814~ 12814+ 6(d+4E||X,[|* +2E || X, |°

zwischen den Momenten der zugrundeliegenden Verteilung. Man beachte, dal3 an dieser Stelle
die eingangs getroffenen Annahmen uber die Standardisierung und Existenz von Momenten
von X; eingehen. Setzt man diese Darstellungen in (1.24) ein, so ergibt sich analog zu Henze
(1997) die folgende Aussage.
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Satz 13 Besitzt die zugrundeliegende standardisierte Verteiltirepdliche Momente sechster
Ordnung, so gilt furL ;s die Entwicklung

Ly = f° {% Bra+ i Bl,d} +0(5%) (1.25)

= A5 {é E [<X1TX2)3] +i [ [I1X4]* X1

I

}+0<58> (30).

Der fuhrende Term vorlg beim Grenziibergang — 0 ist also eine gewichtete Summe der
Schiefemale von Mardia und Méri et al., die umkéx(0, 1) beide verschwinden.

Bemerkung 14 Im Eindimensionalen sind, ; und B1,d gleich, und die Entwicklung (1.25)
vereinfacht sich zu
5

30 (1
Ly - E(Exf)%uﬂ{g(mf_g)

>  EXPEX?

S o).

wobei man den Koeffizienten vgif leicht durch direkte Rechnung analog zu den obigen erhélt.
Der fihrende Term it vergleicht also die Schiefe der zugrundeliegenden Verteilung mit der
Schiefe 0 der Standard—Normalverteilung.

Ist die zugrundeliegende eindimensionale Verteilung sogar symmetrisch um den Ursprung (d.h.
es gilt X, ~ —X,), so ergibt sich
35
Ly = 155 (EXi- 3)° 85 + 0(8"7),
d.h. der fuhrende Term ia vergleicht die Wolbung der zugrundeliegenden Verteilung mit der
Wodlbung 3 der Standard—Normalverteilung.

1.3.5. Ubertragbarkeit auf andere Modelle

Analog zum BHEP-Test fur die Modellfamilie dérdimensionalen Normalverteilungen exi-
stieren eine Reihe von Anpassungstests fur andere Modelle, die ebenfalld-a#lfstanden

von charakterisierenden Merkmalen einer Verteilung beruhen. Es stellt sich die Frage, ob die
im Kontext der BHEP-Statistik bewiesenen Konvergenzsatze unter festen Alternativen und die
daraus hergeleiteten statistischen Anwendungen auf andere Falle tUbertragbar sind. Dies kann
bejaht werden, was am Beispiel der (eindimensionalen) Exponentialverteilung kurz skizziert
werden soll.

Tests auf Exponentialverteilung

Wir gehen im folgenden von eindimensionalen, positiven, unabhangigen und identisch
verteilten ZufallsvariablenX,,... , X,, aus, deren Laplace-Transformierte nditt) :=

E [exp{—tX;}] bezeichnet werde. Ferner bezeiclthe= {Exp()\)|A > 0} die Skalenfami-

lie der Exponentialverteilungen. Zum Testen der Hypothese

Hy,: P cé& gegen H,:PX ¢ ¢
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schlug Henze (1993) die aus deht—Abstand der empirischen Laplace—Transformierten
() = n'Y]0 exp{—tY;} der skaliertenDatenY; := X;/X, und der Laplace—
Transformierterl /(1 + t) derExp(1)—Verteilung gebildete Statistik

_ o0 1 \?
The = n/ <\Ifn(t) > e “dt a>0,
0

14t

vor. Ahnlich wie dem Parametegrim Falle der BHEP-Statistik komnat > 0 die Rolle eines
Gewichtsparameters zu, der dieser Klasse von Statistiken zusatzliche Flexibilitat verleiht. Auch
hier liegt die Vorstellung zugrunde, daf3 bei Gultigkeit der Hypothese die empirische Laplace—
Transformierte ,nahe" an der Laplace—Transformierterfider(1)—Verteilung liegt und daf3 die

in denY; eingebauten Schatzer nichts an diesem Sachverhalt andern. Dementsprechend besitzt
der aufT,, , basierende Test einen oberen Ablehnbereich. Da diese Statistik auf den skalierten
DatenY; beruht, ist sie skaleninvariant, und wir konnen sowohl unter der Hypothese als auch
unter festen Alternativen 0.B.d.A X, = 1 annehmen.

Verbinden wir die Uberlegungen zum Verhalten der BHEP—Statistik unter festen Alternativen
mit dem von Henze (1993) gefiihrten Nachweis #grKonvergenz vor‘fn,a, lant sich leicht

das Verhalten dieser Statistik unter festen Alternativen herleiten: Hierzu nehmen wir im folgen-
den an, dal¥X4, ... , X,, unabhéngige und identisch verteilte Realisierungen einer Vertelung
auf R, seien, fur die zusatzlich gelt&X, = 1, 0% := Var(X;) < co undE [ng] < oo fur

eine € (0,1). Im Rahmen des Konsistenznachweises fiir derifayfberunenden Test zeigte
Henze (1993) in Theorem 3.1 die stochastische Konvergenz

1~ - >0 1\’
—The 2 L. ::/ (\If(t)——) e dt
n 0 1+t

unterF'. Analog zu Gleichung (1.3) auf Seite 8 im BHEP—Fall liegt es nahe, einen Konvergenz-
nachweis der Form

1~ .
Sn,a = \/ﬁ <_Tn,a - La> i> N(Oﬂ%f)
n
anzustreben. Dies geschieht am besten anhand der Zerlegung
Gpw = 2 / T Zue ) {\If(t) _ L} ettt 4+ / T 22 tye
0 1+t NN
. 1 1 [t
= 2 n(uw) |U(—logu) — ——— u“ldu+—/ Z2(u)u” tdu
IR — = [ 22w

mit

Zn(e™h) = % z_: (e —W(t)) = \/iﬁz_: (u¥ — U (—logu)) = Zn(u) .

Dabei ist der Ubergang zwischen € (0,00) und v € [0,1] durch die Transformation
t = —logu geregelt. Z, ist ein Zufallselement mit Werten in dem Rauwif0, 1| der steti-
gen Funktionerj0,1] — R, dessen schwache Konvergenz in diesem Raum sich analog zu
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Henze (1993) durch Anwenden von Corollar 7.17 aus Araujo und Giné (1980) und ,Heraus-
rechnen® des in den Daten enthaltenen Schétzers anhand von Taylorentwicklungen zeigen laft.
Der Grenzwert ist ein zentrierter GauRprozém C[0, 1] mit fast sicher stetigen Pfaden, der
durch die Kovarianzfunktion

b(e e == W(s+1) — U(s)W(t) + U ()W (1) [o2st+s+t] + 1T (£)T(s) + sV (s)T(2)

charakterisiert ist. Nach dem Abbildungssatz folgt direkt die Verteilungskonvergenz

Sua D2 o=z [ 2 |90 - et ~ A7)
0

1+t

mi

it
— 4{/000 /OOO\IJ(S—l—t) {\p(s) — lis] {\If(t) — lit] e~ dsdt
- (/Ooo\p(s) {xp(s)—lis} e—a8d3)2 +o? (/001\1/(3) [\If(s)—l i S} e—a8d5>2
42 ( /0 "o (s) [\If(s)— 1 i S} e—a8d3> ( /0 Oo(q/ () +w(r)) {\If(t)—%ﬂ} e‘“tdt)} |

Dabei ist¥' () := —E [X,e~**1] die Ableitung der Laplace—Transformiertémacht.

Wie im BHEP-Fall kann man die Grenzvariafjzin ihre Bestandteile zerlegen und Schatzer

fur diese definieren. Das geschieht wiederum durch Ersetzen der Laplace—Transforinigrten
sowie ihrer Ableitungl’ (¢) durch die auf den standardisierten Daiérberuhende empirische
Laplace—Transformiert&,, (¢) sowie deren Ableitung nach Ahnlich wie in Lemma 7 auf

Seite 23 und Satz 10 auf Seite 25 weist man die Konsistenz dieser Schétzer nach und gelangt
durch Zusammensetzen der Einzelteile zu einem konsistenten Schgtfiar 2.

Nun stehen alle theoretischen Hilfsmittel bereit, um die statistischen Anwendungen aus den
Abschnitten 1.3.1, 1.3.2 und 1.3.3 auf den Test auf Exponentialverteilung zu tbertragen. Wie
in Abschnitt 1.3.1 erhalt man ein asymptotisclies- «/)—Konfidenzintervall

- 1 - a\ T 1- a\ T,
Lomtca = | -Tpa— @ (1——)ﬂ Ll (1——)ﬂ
ol [n ’ 2) Jn > wme T 2/ \/n
der Breite2 &—! (1 — %) TQTZ fur L,. Bezeichnet,, 1—, das durch Monte—Carlo—Simulation
der Verteilung vorifn,a unter der Hypothese bei endlichem Stichprobenumfaggwonnene

(1 — a)—Quantil der Statistik}, ,, so ergibt sich analog zu (1.21) auf Seite 30 die Naherung

- ~ Qanl—a_nf/a
P (Tna> a,n 7(1) ~ 1-0 — ~
F ) q: al < \/ﬁTa )

fur die Gute des zugehorigen Tests unter einer festen Alternativsuch in dem Kontext der
Exponentialverteilung muf3 Uber die Zuverlassigkeit dieser Quantile diskutiert werden (vgl. die
Ausfuhrungen in Abschnitt 1.3.2). Analog zu Abschnitt 1.3.3 a3t sich ein ,inverser* Test auf
Exponentialverteilung angeben.
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Tests auf Poisson—Verteilung

Ein dritter Kontext, in dem die bisher erlauterten Betrachtungen und Folgerungen interessant
sein kénnten, ist der diskreter Modelle, z.B. der Poisson—Verteilung. Eine Verteilungauf

ist charakterisiert durch ihre erzeugende Funkién) := E[u™] = Y77 P(X = k)u”,

lu| < 1. Es seierP := {Po(9)|¥ > 0} die Verteilungsfamilie der Poisson—\Verteilungen und
g(u;0) =377, Po(X = k)uF = exp(J(u — 1)) die erzeugende Funktion vdto(d). Rueda,
Pérez-Abreu und O’Reilly (1991) schlugen einen Anpassungstest fur die Hypothese

Hy:PXcPp gegen H,:PX¢7P

vor, der auf demL?-Abstand zwischen der auf unabhéngigen und identisch verteilten
RealisierungenYy, ... , X, von X basierenden empirischen erzeugenden Funlgtidn) :=
n~' >0, u’i und der mit dem Maximum-Likelihood-Schétagy := n~' Y77, X fur den
Parameter) einer Poisson—\Verteilung versehenen erzeugenden Fur‘g}(tionﬁn) unter dem
Poisson—Modell beruht:

%n = n/ol (gn(u) — g(u; lgn))2 du .

Baringhaus, Gurtler und Henze (2000) fuhrten mit dem Gewichtsparameéted zusatzliche
Flexibilitat ein, was in der Statistik

Tpa = n/01 (gn(U) — g(u; 9n))2ua du

resultierte. Hierbei ist zu beachten, dﬁ@,a im Gegensatz zu den Statistiken fur die stetigen
Verteilungsmodelle untef, nicht mehr verteilungsfrei ist. Insbesondere bendtigt man bei der
praktischen Durchflihrung des Tests ein parametrisches Bootstrap—\Verfahren zur Bestimmung
des kritischen Wertes. Dies bedeutet eine zusatzliche Schwierigkeit bei der theoretischen Un-

tersuchung des Tests, denn nun treten beim Nachwei#/gldkonvergenz der Statistif’n,a

Dreiecksschemata von Zufallsvariablen auf. [Big-Konvergenz vorifn,a wurde in Glrtler
und Henze (1999) bewiesen, wo auch im Rahmen des Konsistenznachweises des zugehdrigen
Tests gezeigt wurde, daf’ unter einer festen Alternative mit endlichem Erwarturigieyitt:

ia = /0 (E [u™] — g(u; EX))Qu“ du .

Ahnlich wie im Fall der bisher betrachteten stetigen Modelle kann man wieder die Differenz

vn(n='T, ., — L,) betrachten, eine Aussage beziglich der Verteilungskonvergenz nachweisen
und daraus statistische Schlu3folgerungen ziehen. Dies kbénnte Gegenstand weiterer Forschung
sein, soll aber hier nicht naher ausgefiuhrt werden.

1z f.s.
_Tn,a
n

Bemerkung 15 Angesichts der parallel verlaufenden Untersuchungen in den drei vorgestell-
ten Fallen Normal—, Exponential- und Poisson—Verteilung erscheint es wiinschenswert, einen
gemeinsamen Rahmen und eine einheitliche Behandlung zu finden. Darauf wurde in dieser
Arbeit jedoch verzichtet, da dadurch wahrscheinlich kein struktureller Gewinn zu erwarten ist
und da sich aufgrund der unterschiedlichen Definitionsbereiche der betrachteten Gréf3en und
der abweichenden Methoden erhebliche notationstechnische Schwierigkeiten ergeben hatten.
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1.4. Simulationen an Beispielverteilungen

In diesem Abschnitt sollen die in Kapitel 1.3 hergeleiteten statistischen Aussagen uber den
BHEP-Test auf Normalverteilung an sechs alternativen Beispielverteilungen veranschaulicht
werden. Fur diese werden der asymptotische Konfidenzbereichsfiind verschiedene Va-
rianten der Gutenaherung fir den BHEP—-Test berechnet und in Tabellen bzw. als Graphiken
dargestellt. Auf den in Abschnitt 1.3.3 auf Seite 30 vorgeschlagenen inversen Test wird nur
kurz eingegangen. Aus Grinden der Anschaulichkeit beschranken wir uns auf dén=all

Dies hat aul3erdem den Vorteil, daf3 sich die Darstellung der Grenzvagiamd damit auch der
zugehdrigen Schatzer vereinfacht, wie in den nachfolgenden Bemerkungen 16 und 17 erlautert
wird.

Bemerkung 16 Im Fall d = 1 gelten mit den Bezeichnungen von Seite 18
K§, =EX} K}, Kj =EX{ K}, Kj(A)=A K}, (1.26)
K§, =EX} K},  Kj,=EX{ K},  Kj(A)=A- K},
Damit erhalt man eine vereinfachte Darstellung der Grenzvarignin der die Termng'l,
K§y, K51, K§,, K3, und K3, nicht mehr auftreten:
EX{—1
4
+ (K3, + K30 (K3 + K2y + Ky + KIy) + EX7 (K3, + K3,) (K5, — K3)
+2(KG) — Ki) (Kl - Kiy) |

= (i s B e -

mit

Ky = [[@i(t—s)|0(s)— e 5] o) — | 0s(s) ds ps(t) dt
Kl = [[®(t+5)|00s) — eS| [0t) — '] ps(s) ds ps(t)
K3 = [ou) o
Kfy = [ (2
K3 = [t®(

(

K3, = [tDy()a(t)ps(t) dt

K = [@0®0)p5(t) dt,
Ky, = [®(t) [01(6) = e 7| ps(t) dt,
Ki = [10i(0)®2)ps() dt
Ky = [t@5(t) [@1(t) = e | op(t) dt

Kii = [o{(t) [@:i() — e 7] wa(t) dt
Kl = [ ®5(0)@a(t)ps(t) dt
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Setzt man entweder die in Definition 9 auf Seite 24 erklarten empirischen Analhgaks,,,
K210 Koy K3y Kiony Kfins Koy Kjio Kiyo KJ, und K7, in die obige Darstellung
von 72 ein, oder fihrt man in der Darstellung vef, aus Definition 9 fiir die Termé§, ,
Koo K81 K§oo K3y, und K3, dieselben Vereinfachungen durch wie in (1.26) fir deren
Grenzwerte, so gelangt man zu dem folgenden Schatzeg far

~

my — 1 ’ ’
7-6271 = 4 {Kéln + KéZn - (K[%ln + KEQn)Q + T (Kgln + KSQn)Q + (Kgln - KEZn)Q
- (B K o) (K G+ K+ K G+ K 50) + s (BG4 K ) (G = K )

Dabei sind
~ 1 - 3 ~ 1 - 4
J= J=

die Ublichen auf den standardisierten Daten beruhenden Schatzer fir das dritte bzw. vierte Mo-
ment der zugrundeliegenden Verteilung, die fast sicher gggéhbzw. EX konvergieren, wie
man analog zu Lemma 7 auf Seite 23 leicht einsieht.

Bemerkung 17 Ist die zugrundeliegende Verteilung von, sogar symmetrisch um den Ur-
sprung (d.h. es gili\; ~ —X;), so folgenEX? = 0 und®, = &, = &, = 0. Damit ver-
s_cr;lwinden die GroBeR },, K3,, K3, K3y, K5, K§, und K7, und die Varianz? vereinfacht
sich zu

EX} —1 "
o= a{mh - ST G KL KT a2
Analog reduziert sich der Schatzer fijr zu
my — 1

T,gn = 4 {Kéln - (K%In)2 + (Kgln)2 + Kgm(K;m + K;lln)} :

Ferner gilt fir symmetrische Verteilungen

1¢112

K, = 4E[</Ooocos(tX1) [@1(15)—6—7} gpg(t)dt>2] | (1.28)

BEWwEIS: Die ldentitatcos(x — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y), der Satz von Fubini und
Symmetrielberlegungen zeigen

Ky = [ Bleos((t = $)X0)] [®1(s) = e 5| [@1(t) — e F| s(5) pa(t) ds
— E {( J2%, cos(11) [ (1) - 6*72] o (1))

_ B {(2 i cos(tx) [@1(t) — e '] wﬁ(t)dt>2}
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und damit die Darstellung (1.28). O

Im folgenden werden die sechs eindimensionalen Beispielverteilungen vorgestellt, an denen die
statistischen Aussagen aus Abschnitt 1.3 veranschaulicht werden sollen. Da bei der Herleitung
der Parametek s undrﬁ2 die zugrundeliegende Verteilung als standardisiert vorausgesetzt wur-
de, werden auch die Beispielverteilungen in ihrer standardisierten Form verwendet, d.h. mit
Erwartungswert X, = 0 und VarianzZVar(X;) = 1. Im einzelnen betrachten wir

1. die Gleichverteilungf/(—+/3, v/3) mit der Dichtefx, (v) = 5z - 15,5 (2),
2. die Laplace-Verteilunfjaplace(0, J5) mit der Dichtefy, (z) = J5 e~ V21,

3. die Exponentialverteilungxp(1) — 1 (d.h.X; = Z — 1 mit Z ~ Exp(1)) mit der Dichte
fx (@) ="t Loy,

4. die Normal Mixturel A/(¥2, 1) + L (—% 1), im folgenden alsvlix1 bezeichnet, mit

der Dichtefx, (z) = (”{) >

/\
w
H
i

5. die Normal Mixturel (X8, 1) + LA7(—2 1), im folgenden alvix2 bezeichnet, mit
. 5 ,a(m,_S)z ,g(ﬁﬁ)?
der Dichtefy, (z) = vl G und

0.51  U(~V3,V3) 0.8| Laplace(0, 75)

0.5

4- Mix1 0.6 Mix2 . Mix3
/ﬂ\ //\\ /\ : /ﬁ\ !

Abbildung 1.1.: Dichten der betrachteten Verteilungen
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Mischungen aus Normalverteilungen (Normal Mixtures) X; ~ pAN (i, 0?) + (1 — p)N (v, 72)
mitp € (0,1), u,v € Rund¢? 72 > 0 lassen sichin der Form X, = UY + (1 — U)Z mit
unabhéngigen Zufallsvariablen U, Y, Z darstellen. Dabei gelten P(U = 1) =p=1—- P(U =
0),Y ~N(u,0?)und Z ~ N (v, 7%). Bezeichnen

1t27.2

Ty (t) =™ 2% und  Ty(t) =2

die charakteristischen Funktionen von Y und 7, so ist die charakteristische Funktion von X
gegeben durch

q})(l(t)
= pUy(t) + (1 —p)¥s(?)
= pe 27 cos(tp)+(1—p)e 27 cos(tv) + i |pe~3"7" sin(tp)+(1—p)e 2" sin(tv) | ,

und folglich sind die Anteile der Sinus/Cosinus-Transformierten von X gleich

1422

0% cos(tp) + (1 — pe
P sin(tp) + (1 — p)e

O.(t) = pe
Dy(t) = pe

cos(tv) ,

2
20777 sin(tv) .

M

N[= Nl

Bezeichnen fy- bzw. f, Dichtenvon Y bzw. 7, so hat X die Dichte
fxi(x) = pfy(z)+ (1 —-p)fz(z).
Die ersten beiden Momente von X; sind gegeben durch
EX) = pp+v(l—p), EX? = p(o? +p®) + (1= p)(7* + 7).
Im Fall v = —p gilt speziell
EX; =0 < p= % ,
und falls diese Aquivalenz zusétzlich erfllt ist, gilt
Var(X)) =EX? =1 <= o? + 72 =2(1— 7).
In den folgenden Abschnitten werden zunéchst die zur Berechnung von rg bendtigten Grof%en

fUr die sechs Beispielverteilungen angegeben, bevor die Konfidenzbereiche, die verschiedenen
Gitenaherungen und ausgewahlte Ergebnisse des inversen Tests vorgestellt werden.

1.4.1. Die Gleichverteilung
ImFall X; ~ U(—v/3,V/3) gelten EX? = 0 sowie EX{ = £, und esliegt die Dichte

1
fx,(x) = i 1_\3v3 (@)
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zugrunde. Da die Verteilung symmetrisch zum Ursprung ist, gelten &, = @, = @, = 0, und
7'62 nimmt die vereinfachte Gestalt (1.27) von Seite 41 an. Die nichttrivialen Komponenten der
Sinus/Cosinus-Transformierten von X; sind gegeben durch

sin(v/3t)
(I)l(t) - W )
@,1 () = V3t cos(\/_\fi/tgt; 51n(\/§t) ,
o (1) - —3t2sin(v/3t) — 2v/3t cos(v/3t) + 2sin(\/3t)

/313

der Grenzwert L durch

1. — / (Slnt) 62_22 gt / smt (16+;22)tz i+ 1
o V 67r6 B Tt /1+ 32

und die nichttrivialen Komponenten von Tg durch

Ky = %_fi [}ocos(tx) [Sin\%gt) — e’%] ©s(t) dt}2 dz

Kiy = 2] [ — oo o) .

Ko =2 f ¢ el [0 — o 5 | pt0) dt,

Kgflf _ 2f [ —3t2 sin(v/31) 2f\?>/tgigs(\/§t)+2sin(\/§t)] |:sin\(/\§/t§t) B e_;] st di .

Damitist 75 =4 {K} — (K3,)? + & (K},)? + K3, (K3, + KJ)) }.

1.4.2. Die Laplace—Verteilung
Im Fall X; ~ Laplace(0, ) gelten EX? = 0 sowie EX} = 6, und esliegt die Dichte

L) = —F=¢€ —\/5 X

fxi (@) \/5 xp{—v2|z|}

zugrunde. Da die Verteilung symmetrisch zum Ursprung ist, gelten &, = @, = @, = 0, und
7'62 nimmt die vereinfachte Gestalt (1.27) von Seite 41 an. Die nichttrivialen Komponenten der
Sinus/Cosinus-Transformierten von X; sind gegeben durch

2 : —4t " 3t? — 2
= P (t)= ——— P (t) =4— =
2+t27 1() (2+t2)27 1() (2+t2)37

O, (t) =

der Grenzwert Lz durch



1.4. SIMULATIONEN AN BEISPIELVERTEILUNGEN

45

und die nichttrivialen Komponenten von Tg durch

Kho= 5

K3 = 2

+2

Kf = 8

Damitist 75 =4 {K}j, — (K3,)> + 3(K§,)> + K5, (K3, + K§)) } -

1.4.3. Die Exponentialverteilung

ImFall X, ~ Exp(1) — 1 gelten EX? = 2, EX* = 9, und X, hat die Dichte
Ix,(x) =exp{—2 —1}- L{z > —1}.

00 . 2
<f cos(tx) |:2—Zt2 - ef%] ©s(t) dt> eV 4y |
0
_&
242152 [2ft2 —¢ 2] pp(t) dt

J
OOO
2 2
Kp = —80f(2ﬁ7)2[2+%—6 2]906(t)dt,
J
0

Diese Verteilung ist nicht symmetrisch zum Ursprung; deshalb miissen alle Komponenten der

Sinug/Cosinus-Transformierten von X, berechnet werden:

cost+ tsint
o (t) = 2T TIHRT
<I>'(t) _ tPcost —2t*sint —tcost
! (1 +#2)2 ’
<I>”(t) _ —t®sint — 3t*cost + 4> sint + 4¢* cost — 3tsint — cost
! N (14 t2)3
sowie
tcost —sint
By(t) = O AME
2(t) 1+
(1) — —t*sint — 2t cost + tsint
2 (14 12) ’
q)u(t) _ —tPcost+ 3t*sint + 4% cost — 4¢*sint — 3t cost + sint
A (1+1¢2)3 '
Damit ist Lz gegeben durch
r t —sint + t(cost + sint) 2
cost —sint + t(cost + sin
= [ el ) vt ar,

—00

Die Komponenten von 75 sind wie auf Seite 40 definiert, und 73 ergibt sich zu
= A{Kh+ Kl — (K3 + K3)% + 2(K], + Kiy)? + (K5 — K)?
+ (K3 + K3 (K3, + K3y + Kiy + KIy) +2(K3, + Kiy) (K5, — K3y)

F2KG, — Ki) (K — Kfa) }
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1.4.4. Die erste Normal Mixture
ImFal X; ~ AN (L, 1) + IN (=L, 1) gelten EX? = 0, EX* = 1, und esliegt die Dichte

1 o v/3\2 B 3\ 2 1
le (l‘) == <6 2(53 23) +e Q(m-i— 23) > = 6(72:1:273) (62\/§z + 672\/51)
V2T o

zugrunde. Da die Verteilung symmetrisch zum Ursprung ist, gelten &, = @, = &, = 0, und

75 nimmt die vereinfachte Gestalt (1.27) von Seite 41 an. Die nichttrivialen Komponenten der
Sinus/Cosinus-Transformierten von X; sind gegeben durch

2
®,(t) = cos (?t) e,

=
=
Il
9
B
|
g3
N
% 8
o
(@]
wn
—~
~
8
N
| —|
o
@]
)]
N
oS
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N———
('b‘
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|
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| I
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kY
~—
S~
N
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N——
N
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~~
7
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+
3
&
~~
8
+
o5
N—"
V)
N——
=¥
R

KEy =2 [ [fcos () 4 s (1) —cos (1) [cos (1) e = u(a.
Damitist 75 =4 {K} — (K3))* + 55 (K3, + K3, (K3, + Kj;) } -

1.4.5. Die zweite Normal Mixture

ImFall X, ~ IN(Z, 1) 4 IN (=& 1) gelten EX? = 0, EX* = 115 und esliegt die Dichte

o) = o (3 )
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zugrunde. Da die Verteilung symmetrisch zum Ursprung ist, gelten &, = @, = @, = 0, und
7'62 nimmt die vereinfachte Gestalt (1.27) von Seite 41 an. Die nichttrivialen Komponenten der
Sinus/Cosinus-Transformierten von X; sind gegeben durch

2
®,(t) = cos (gt) e s
! 2 .
P (t) = —e T [é oS (?t) + % sin <§t>] :

" 2
(t) = e 1 [5 cos (‘[t> + 28ty (gt) — cos (?t)] ,

—00 0

2
o o.¢] 2 2
Kj = \/Lg_ﬂ / <f cos(tx) |:COS (%t) e 18 —e’%] goﬁ(t)dt) e 2’ (63*/&—1—6_3‘/&) dz,
9 ¢ Ve, £ P YR
K3, =2 [ cos (Tt) e s |:COS <Tt> e"s —e 2] pp(t)dt,
0

3

_ 65> 3 __a8”
= 1+e 28%+9 | — e 108219
21/28249 \/1082+9 ’

00 9 2 2
K3 = —20fte_i_s [E oS ﬁt) + Y sin ?t)] [cos <§t> e"Ts — e_t?] op(t)dt,

o0

5= [ () i () o () o () st
0

Dabel wurde zum Beweis der zweiten Darstellung von K 51 Gleichung (1.30) auf Seite 57 ver-
wendet. Folglichist 72 = 4 {Kél — K37+ (K32 + K3, (K2, + KE'{)} .

1.4.6. Die dritte Normal Mixture

:Dm Etall Xi ~ gN(=F.5) + 3N (55, 3) gelten EX? = — -2 EX* = {, und X, hat die
ichte

—

o= (B ).

[\
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Diese Verteilung ist nicht symmetrisch zum Ursprung; deshalb missen alle Komponenten der
Sinug/Cosinus-Transformierten von X; berechnet werden:

O (t) = %e_% [cos (%) + 2 cos <%)] :

) - 205 o () e ()]
)+ 400 () s (5)

Damit ist Lz gegeben durch

= Jht () () ()

— 00

Die Komponenten von 75 sind wie auf Seite 40 definiert, und 73 ergibt sich zu
1 ! ’
3 = 4 {Kgl + Kjy — (K3 + K3,)° + g(Kg1 + Kj,)? + (K5, — Kjy)?

1 Ui 2 ! ’
+ (Kjy + Kjy) (K5, + Kjy + Kjy + Kjy) — ﬁ(KEI + Kj) (K — Kjy)

F2AKG, — Ki) (K — Ko }

1.4.7. Empirische Resultate in den sechs Beispielen

Im folgenden soll anhand der sechs ausgewdahlten Beispiel-Alternativen untersucht werden,
inwieweit die statistischen Folgerungen aus den Kapiteln 1.3.1, 1.3.2 und 1.3.3 in der Praxis
brauchbar sind. Alle zugehorigen Implementierungen wurden in Fortran 90 durchgefihrt,
und es wurden so weit wie mdglich Routinen der NAG— oder |M SL—Programmbibliothek
verwendet. Dabei kamen vor allem numerische Integrationsroutinen zur Auswertung der in
den Bestandteilen von Tg vorhandenen Integrale und Routinen zur Erzeugung von Pseudo—
Zufalszahlen fur die Monte—Carlo—Simulationen zum Einsatz.

Der Verlauf von L und der Néherung n='T,, 5 bzw. von 7; und der Naherung 73, in Abhan-
gigkeit von 3 ist im Fall der sechs Beispielverteilungen in den Abbildungen 1.2 und 1.3 fir
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n € {20,50,100} dargestellt. Dabei basiert jeder der Werte von n"T;, g bzw. 73, auf 100 000
Monte—Carlo-Wiederholungen. Dies bedeutet, dal3 100 000 unabhangige Stichproben vom
Umfang n unter der zugrundeliegenden Alternative gebildet wurden, dal’ dann anhand jeder
Stichprobe der Wert von n='T;, 3 bzw. 73, berechnet wurde, und daf? schliefllich das arithme-
tische Mittel dieser 100 000 Werte notiert wurde. An den Schaubildern sieht man, dai3 fur alle
sechs zugrundeliegenden Alternativen die theoretischen Kurven ab einem Stichprobenumfang
von n = 100 recht gut angendhert werden. Tendenziell sind die Naherungen von Tg besser as
die von Lg. Fur kleine Parameterwerte 5 < 1.5, d.h. den uns hauptséchlich interessierenden
Bereich (s.u.), sind die Naherungen bereits fur kleine Stichprobenumféange (n = 20) sehr gut.

Alle nachfolgenden empirischen Untersuchungen der statistischen Folgerungen aus
den Kapiteln 131, 132 und 133 wurden fur die Gewichtsparameter 5 €
{0.5,0.8,1.0,1.2,1.4,1.8,2.0,2.2,2.6,3.0,3.6,4.4}  und  die  Stichprobenumféange
n € {10,20,30,40, 50,60, 70, 80,90, 100, 200, 300, 400, 500, 1000} durchgefuhrt.  Aus
Platzgrinden werden in der vorliegenden Arbeit in den Tabellen 1.2 bis 1.7 nur die numeri-
schen Ergebnisse fur den Gewichtsparameter 5 = 1.0 angegeben, in den Abbildungen 1.4
bis 1.9 die Gutekurven in den Féllen 5 € {0.8,1.0,3.6}. Fur andere Werte von (3 ergab sich
ein sehr dhnliches Bild; auf eventuell abweichende Ergebnisse bel anderen Parametern wird
an geeigneter Stelle hingewiesen. Die besondere Betonung von 3 = 1.0 geschah einerseits
unter dem Gesichtspunkt, dal3 in dem Bereich (0.8, 1.2) die empirische Gite des BHEP-Tests
in Monte-Carlo-Simulationen bel nahezu allen untersuchten Alternativen am hdchsten war
(vgl. z.B. Henze und Zirkler (1990)). Andererseits ist der BHEP-Test fur 5 = 1.0 identisch
mit dem &lteren, spezielleren Epps—Pulley—Test, dessen H,—Quantile ¢, nicht nur in
Monte—-Carlo-Simulationen, sondern auch theoretisch untersucht worden sind und damit as
gesichert angenommen werden konnen (vgl. Henze (1990) und die Ausfiihrungen auf Seite 29
dieser Arbeit).

Die von den zugrundeliegenden Verteilungen abhangigen Parameter Lz und Tg sind in den Ab-
schnitten 1.4.1 bis 1.4.6 fUr die sechs Beispiel—Alternativen angegeben worden; die konkreten
numerischen Werte befinden sich unter den Tabellen 1.2 bis 1.7. In den Féllen, in denen die
diesen Zahlenwerten zugrundeliegenden Integraldarstellungen aus den Abschnitten 1.4.1 bis
1.4.6 nicht explizit ausgerechnet werden konnten, wurden die numerischen Integrationsroutinen
der IMSL—Programmbibliothek verwendet. n~'T, 5 bzw. rﬁ bezeichnen die anhand einer
Stichprobe vom Umfang » berechneten Schatzer flr Lz bzw. 7'5, die (wie bereits oben erklart)
jeweils auf 100 000 Monte—Carlo—Wiederholungen beruhen. Die zweite bzw. vierte Spalte in
den Tabellen 1.2 bis 1.7 zeigen deutlich die Konvergenz der Schétzwerte n='T,, 53 bzw. 73,
gegen die theoretischen Grofen Lg bzw. 73 .

Nach Gleichung (1.20) aus Abschnitt 1.3.1 ist ein asymptotischer (1 — «)—Konfidenzbereich
fur Lz gegeben durch

1 T, 1 T
Tomi o = |-T,s—®" (1——)ﬂ T, cp—1(1——) AN
Pl [n b 2/ /n ' n a 2/ /n
Wir wéhlen o = 0.1 und geben in der dritten Spalte der Tabellen 1.2 bis 1.7 den jeweliligen
anhand von n 1Tn 5 und 75 berechneten 90%—Vertrauensbereich I3, 0.9 fir Lz an. Dabei
wurden (bel kleinen Sti chprobenumfangen n) auftretende negative Werte der unteren Grenze
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Abbildung 1.2.: Verlauf von L; und der N&herung n T, 5 fur n € {20, 50,100} in Abhangig-
keit von g (schwarz: Lg, rot: n = 20, grin: n = 50, blau: n = 100)
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Abbildung 1.3.: Verlauf von 75 und der Naherung 73, fir n € {20, 50,100} in Abhéngigkeit
von f3 (schwarz: 73, rot: n = 20, grin: n = 50, blau: n = 100)
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durch die natirliche untere Schranke O fur Lg ersetzt. Die Ergebnisse in den Tabellen 1.2 bis
1.7 zeigen alerdings, dafld der Vertrauensbereich I5,, . erst bei grofien Stichprobenumféngen
(n > 100) brauchbar wird.

Desweiteren sollen die in Abschnitt 1.3.2 vorgeschlagenen Gutendherungen fir den BHEP-
Test zum Niveau o = 0.1 untersucht werden. In den unten aufgefiihrten Tabellen 1.2 bis
1.7 wird zunéchst das durch die Ubliche Monte-Carlo—-Simulation ermittelte empirische 90%—
Quantil ¢z, 09 Von T, s unter H, zum Stichprobenumfang » angegeben. Jeder dieser Eintrége
beruht auf 100 000 Monte—Carlo-Wiederholungen und stimmt sehr gut mit den in Tabelle 1.1
auf Seite 29 angegebenen Werten aus Henze (1990) Uberein. Bei der Auflistung der ermittelten
Gutewerte wird zuerst in der Spalte MC—Guteder durch die Ubliche Monte-Carlo—Simulation
ermittelte empirische Gitewert zum Stichprobenumfang n angegeben. Jeder dieser Eintrage
basiert auf 10 000 Wiederholungen.

Die mit dem in dieser Arbeit vorgestellten neuen Ansatz ermittelten Gltendherungen bei fester
Alternative F' € H, sollenin drei Varianten untersucht werden: Bei bekannten 75 und L ist
die nach Gleichung (1.21) auf Seite 30 ermittelte Approximation gegeben durch

d8,n09 — N L,B .
\/ﬁTﬁ ’

die entsprechenden Eintrage in den Tabellen 1.2 bis 1.7 tragen die Uberschrift Glitel Ersetzt
man den Wert 73 durch die empirische Grofe 75 ,,, so erhalt man die Gitengherung

48n,09 — N L,B
VI T ’

die in den Spalten Gute2festgehalten ist. Ersetzt man Uberdies auch Lz durch den Schatzwert
n~'T, 5, gelangt man zu

Pr(Thp > qsnoo) ~ 1—@ (

Pr(Thp > qsnoo) ~ 1—@ (

q bt b B T )
Pr(Tos > Gsn09) ~ 1—® (“ﬁi—ﬁ)

und den Eintrdgen der Spalten Glte3

Die Abbildungen 1.4 bis 1.9 zeigen den Verlauf der Glitendherungen MC-Glte, Gitel, Gite2
und Gute3 in Abhangigkeit von n fur die Werte 5 € {0.8,1.0, 3.6} des Gewichtsparameters.
Sowohl anhand der Tabellen 1.2 bis 1.7 als auch anhand der Kurven 1.4 bis 1.9 sieht man, daf3
die dritte N&herung Gute3 am besten mit der Monte—Carlo—Gte Ubereinstimmt. Ferner zeigen
die Kurven, dal3 der Wert 5 = 1.0 in allen sechs Beispielen mit die besten Naherungen liefert.
Schonfir 5 = 0.8 entfernen sich die vier Nadherungen insbesondere bei kleinen Stichprobenum-
fangen voneinander; fur grolere Wertevon 5 (8 > 3.6) werden die Ergebnissein den Fallen der
Gleichverteilung, der ersten und dritten Normal Mixture deutlich schlechter, im Fall der zwei-
ten Normal Mixture jedoch etwas besser. Allgemein sieht man, dal? sich die Kurven von Guitel
und Guite2 kaum unterscheiden, daf? also das Ersetzen von 75 durch die empirische GroRe 73,
fast keinen Unterschied bewirkt. Ferner verlaufen beide Kurven unterhalb der Monte-Carlo—
Gite, d.h. die Approximationen Gitel und Gute2 liefern in allen untersuchten Beispielen eine
konservative Gltenaherung (d.h. eine untere Schranke). Im Fall der Laplace-Verteilung, die
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unter den betrachteten Beispiel—Alternativen der Normalverteilung am néchsten kommt, unter-
scheidet sich der Verlauf der Monte—Carlo—Glite am deutlichsten von den drei in dieser Arbeit
ermittelten Gitenaherungen. Dieser Effekt wird erst bei grof3en Werten des Glattungsparame-
ters (8 = 3.6) abgemildert. Bei den Verteilungen, die sich stérker von der Normalverteilung
abheben, stimmen die unterschiedlichen Naherungen besser tberein.

Schliefdich sind in Tabelle 1.8 die Ergebnisse des in Abschnitt 1.3.3 beschriebenen inversen
Tests auf Normalverteilung zum Niveau o« = 0.1 und fir die Wahl A = 0.006 angegeben. Die
Ergebnisse zeigen einerseits die Abhangigkeit des Testergebnisses vom Gewichtsparameter 3,
und andererseits wird deutlich, dal3 man ohne eine genauere Interpretation des Abstandes Lg
und damit des tolerierbaren Wertes A nicht weiterkommt.

n n_lTn,l_o I1.0,n,0.9 T%.O,n q1.0,7,0.9 MC-Gite | Gitel Gite2 Giite3
10 0.016059 [0.000000,0.037592] | 0.00171386 0.2783 0.13 0.002 0051 0.184
20 0.011004 [0.000000,0.023279] | 0.00111386 0.2863 0.26 0.064 0146 0.329
30 0.009449 [0.000351,0.018547] | 0.00091787 0.2860 0.44 0234 0290 0494
40 0.008684 [0.001240,0.016128] | 0.00081919 0.2884 0.60 0419 0435 0.628
50 0.008237 [0.001822,0.014651] | 0.00076049 0.2892 0.74 0583 0569 0.735
60 0.007949 [0.002243,0.013655] | 0.00072208 0.2892 0.83 0.710 0683 0.816
70 0.007722 [0.002541,0.012903] | 0.00069449 0.2912 0.89 0.798 0.768 0.871
80 0.007567 [0.002790,0.012344] | 0.00067473 0.2898 0.94 0.865 0836 0.913
90 0.007458 [0.003002,0.011914] | 0.00066055 0.2919 0.96 0.907 0.883 0.940
100 0.007343 [0.003163,0.011523] | 0.00064583 0.2887 0.98 0939 0921 0.960
200 0.006902 [0.004077,0.009727] | 0.00058991 0.2914 1.00 0.999 0998 0.999
300 0.006730 [0.004463,0.008996] | 0.00056966 0.2927 1.00 1.000 1.000 1.000
400 0.006680 [0.004733,0.008627] | 0.00056047 0.2893 1.00 1.000 1.000 1.000
500 0.006632 [0.004898,0.008366] | 0.00055563 0.2905 1.00 1.000 1.000 1.000
1000 0.006548 [0.005334,0.007762] | 0.00054470 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000

Tabelle 1.2.: X| ~ U(—+/3,v/3), L1, = 0.00646666, 72, = 0.00053391

n n_lTn,l_o I1.0,n,0.9 T%.O,n q1.0,7,0.9 MC-Gite | Gitel Gite2 Giite3
10 0.019797 [0.000000, 0.048229] | 0.00298791 0.2783 0.24 0.082 0110 0321
20 0.013819 [0.000000,0.037512] | 0.00414984 0.2863 0.36 0.237 0296  0.486
30 0.011507 [0.000000, 0.030822] | 0.00413676 0.2860 0.47 0369 0401 0.567
40 0.010311 [0.000000,0.026666] | 0.00395445 0.2884 0.54 0468 0476 0.622
50 0.009616 [0.000000, 0.023945] | 0.00379438 0.2892 0.63 0548 0537 0.670
60 0.009115 [0.000000,0.021938] | 0.00364666 0.2892 0.68 0.613 0590 0.709
70 0.008793 [0.000000, 0.020480] | 0.00353410 0.2912 0.74 0.664 0634 0.743
80 0.008500 [0.000000,0.019244] | 0.00341296 0.2898 0.80 0.710 0676 0.772
20 0.008300 [0.000000,0.018292] | 0.00332093 0.2919 0.83 0.746 0710 0.797
100 0.008150 [0.000000,0.017532] | 0.00325295 0.2887 0.87 0.780 0.743 0.822
200 0.007370 [0.001171,0.013568] | 0.00284008 0.2914 0.99 0935 0914 0.942
300 0.007117 [0.002193,0.012042] | 0.00268941 0.2927 1.00 0.979 0970 0.980
400 0.006964 [0.002778,0.011150] | 0.00259030 0.2893 1.00 0993 0990 0.993
500 0.006930 [0.003210,0.010649] | 0.00255637 0.2905 1.00 0.997 099  0.998
1000 0.006751 [0.004184,0.009318] | 0.00243480 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000

Tabelle 1.3.: X; ~ Laplace(0, —=), L1, = 0.00660203, 72, = 0.00231562

1
1)
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n nflTn,l_o Il.O,n,O.Q le.O,n 41.0,n,0.9 MC-Gilte Gutel Glte2 Glte3
10 0.035915 [0.000015,0.071815] | 0.00476354 0.2783 0.54 0544 0560 0.644
20 0.034465 [0.001577,0.067352] | 0.00799552 0.2863 0.85 0.789 0.799 0.843
30 0.033638 [0.005031,0.062245] | 0.00907425 0.2860 0.97 0.897 0893 0.917
40 0.032956 [0.007715,0.058196] | 0.00941903 0.2884 0.99 0.947 0940 0.953
50 0.032687 [0.009931,0.055443] | 0.00956983 0.2892 1.00 0972 0966 0.974
60 0.032531 [0.011664,0.053398] | 0.00965652 0.2892 1.00 0985 0981 0.986
70 0.032334 [0.013004,0.051664] | 0.00966725 0.2912 1.00 0992 0989 0.992
80 0.032141 [0.014084,0.050199] | 0.00964155 0.2898 1.00 0.996 0994 0.995
90 0.032055 [0.015053,0.049057] | 0.00961591 0.2919 1.00 0.998 099  0.997
100 0.031943 [0.015844,0.048042] | 0.00957931 0.2887 1.00 0999 0998 0.999
200 0.031574 [0.020314,0.042835] | 0.00937295 0.2914 1.00 1.000 1.000 1.000
300 0.031409 [0.022294,0.040525] | 0.00921435 0.2927 1.00 1.000 1.000 1.000
400 0.031344 [0.023496,0.039192] | 0.00910578 0.2893 1.00 1.000 1.000 1.000
500 0.031323 [0.024299,0.038346] | 0.00911649 0.2905 1.00 1.000 1.000 1.000
1000 0.031214 [0.026308,0.036121] | 0.00889768 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000

Tabelle 1.4.: X; ~ Exp(1) — 1, L1 = 0.03110125, 72, = 0.00873219

n nflTn,l_o Il.O,n,O.Q le.O,n 41.0,n,0.9 MC-Giite Gitel Gite2 Gute3
10 0.018581 [0.000000,0.041716] | 0.00197817 0.2783 0.18 0.003 0.071 0.255
20 0.012866 [0.000000,0.026179] | 0.00131015 0.2863 0.37 0.093 0.188 0.429
30 0.010980 [0.001126,0.020834] | 0.00107664 0.2860 0.57 0294 0345 059
40 0.010020 [0.002005,0.018035] | 0.00094985 0.2884 0.71 0493 0494 0.718
50 0.009442 [0.002551,0.016334] | 0.00087769 0.2892 0.82 0.654 0.627 0.809
60 0.009058 [0.002946,0.015170] | 0.00082836 0.2892 0.90 0.771 0.734 0.873
70 0.008793 [0.003248,0.014338] | 0.00079541 0.2912 0.95 0.849 0812 0.915
80 0.008584 [0.003482,0.013687] | 0.00076975 0.2898 0.97 0.903 0.872 0945
90 0.008411 [0.003671,0.013150] | 0.00074731 0.2919 0.98 0.937 0912 0.964
100 0.008286 [0.003840,0.012733] | 0.00073069 0.2887 0.99 0961 0942 0977
200 0.007712 [0.004728,0.010696] | 0.00065829 0.2914 1.00 1.000 0999 1.000
300 0.007508 [0.005117,0.009899] | 0.00063390 0.2927 1.00 1.000 1.000 1.000
400 0.007455 [0.005401,0.009509] | 0.00062368 0.2893 1.00 1.000 1.000 1.000
500 0.007364 [0.005540,0.009188] | 0.00061467 0.2905 1.00 1.000 1.000 1.000
1000 0.007254 [0.005979,0.008528] | 0.00060057 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000

Tabelle 15 X; ~ IN(2 1) - IN(—3 1) T,y = 0.00714241, 72, = 0.00058621

2

N

n n_lTn,l_o I1.0,n,0.9 7_12.0,71 q1.0,n,0.0 | MC-Glite | Gltel Gite2 Giite3
10 0.032367 [0.004180,0.060553] | 0.00293651 0.2783 0.59 0.154 0325 0.604
20 0.026333 [0.010161,0.042504] | 0.00193329 0.2863 0.96 0.855 0.720 0.889
30 0.024256 [0.012532,0.035981] | 0.00152423 0.2860 1.00 0991 0930 0.981
40 0.023216 [0.013835,0.032597] | 0.00130110 0.2884 1.00 1000 0.988 0.997
50 0.022584 [0.014627,0.030541] | 0.00116994 0.2892 1.00 1.000 0.998 1.000
60 0.022156 [0.015189,0.029122] | 0.00107630 0.2892 1.00 1000 1.000 1.000
70 0.021863 [0.015617,0.028109] | 0.00100928 0.2912 1.00 1.000 1.000 1.000
80 0.021631 [0.015944,0.027318] | 0.00095627 0.2898 1.00 1000 1.000 1.000
90 0.021462 [0.016213,0.026711] | 0.00091640 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000
100 0.021315 [0.016418,0.026211] | 0.00088617 0.2887 1.00 1.000 1.000 1.000
200 0.020687 [0.017531,0.023842] | 0.00073612 0.2914 1.00 1.000 1.000 1.000
300 0.020449 [0.017963,0.022935] | 0.00068536 0.2927 1.00 1.000 1.000 1.000
400 0.020363 [0.018247,0.022478] | 0.00066160 0.2893 1.00 1.000 1.000 1.000
500 0.020292 [0.018421,0.022163] | 0.00064676 0.2905 1.00 1.000 1.000 1.000
1000 0.020187 [0.018897,0.021477] | 0.00061515 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000

Tabelle 1.6.: X, ~ IN(M8 1y 4 IN(—¥8 1) I, 5 = 0.02004698, 72, = 0.00058511

O
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n n_lTn,l_o I1.0,n,0.9 7_12.0,71 q1.0,7,0.9 MC-Giite | Gitel Gite2 Gute3
10 0.017577 [0.000000,0.041960] | 0.00219731 0.2783 0.17 0.030 0.080 0.245
20 0.012257 [0.000000,0.027838] | 0.00179462 0.2863 0.33 0174 0219 0414
30 0.010500 [0.000000, 0.022507] | 0.00159867 0.2860 0.48 0.344 0363 0553
40 0.009606 [0.000000,0.019666] | 0.00149643 0.2884 0.60 0483 0485 0.652
50 0.009095 [0.000257,0.017933] | 0.00144345 0.2892 0.70 0596 0588 0.731
60 0.008754 [0.000794,0.016713] | 0.00140506 0.2892 0.79 0.684 0672 0.792
70 0.008475 [0.001182,0.015768] | 0.00137612 0.2912 0.85 0.750 0.738  0.835
80 0.008294 [0.001520,0.015068] | 0.00135683 0.2898 0.90 0.805 0793 0.872
90 0.008149 [0.001800,0.014499] | 0.00134116 0.2919 0.93 0.845 0.833 0.898
100 0.008031 [0.002038,0.014024] | 0.00132756 0.2887 0.95 0.879 0869 0.921
200 0.007497 [0.003348,0.011647] | 0.00127294 0.2914 1.00 0.987 0986  0.992
300 0.007349 [0.003979,0.010719] | 0.00125937 0.2927 1.00 0.999 0998 0.999
400 0.007249 [0.004344,0.010153] | 0.00124735 0.2893 1.00 1.000 1.000 1.000
500 0.007179 [0.004589,0.009770] | 0.00123990 0.2905 1.00 1.000 1.000 1.000
1000 0.007091 [0.005266,0.008916] | 0.00123130 0.2919 1.00 1.000 1.000 1.000
Tabelle1.7.: X, ~ gN (=%, 3) + N(75, 3), Lio = 0.00697973, 77, = 0.00122091
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Abbildung 1.4.: Giitensherung im Fall X, ~ U(—+/3,/3) in Abhangigkeit von n

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
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Abbildung 1.5.: Gtitengherung im Fall X', ~ Laplace(0, —5) in Abhéngigkeit von n
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Abbildung 1.6.: Gltengherung im Fall X; ~ Exp(1) — 1 in Abhéngigkeit von n
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U(—/3,v/3) Laplace(0, 1/1/2) Exp(1) — 1

n 05 08 10 12 || n 05 08 10 12|| n | 05 08 10 12
10 | 96 83 15 03 || 10 | 794 136 33 08 || 10 | 536 21 04 01
20 | 998 206 32 10|| 20 | 844 233 82 30 || 20 |464 11 02 00
30 [1000 317 40 12 || 30 | 875 265 107 46 || 30 [433 05 01 00
40 | 1000 422 43 12 || 40 | 901 285 116 53 || 40 |417 02 00 00
50 | 1000 51.6 44 12 || 50 | 922 299 119 53 || 50 [407 01 00 00
60 | 1000 599 45 09 || 60 | 939 310 119 55 || 60 [406 00 00 00
70 | 1000 668 45 08 || 70 | 953 322 117 53 || 70 [405 00 00 00
80 | 1000 730 46 07 || 8 | 93 333 116 50 || 8 [406 00 00 00
9 [1000 779 45 06 || 90 | 971 342 115 48 || 9 |409 00 00 00
100 | 1000 820 46 06 || 100 | 97.7 352 114 44 || 100 | 413 00 00 00
200 | 1000 982 43 01 || 200 | 998 441 98 26 || 200 | 470 00 00 00
300 | 1000 99.8 40 0.1 || 300 | 1000 516 86 13 || 300 | 543 00 00 00
400 | 1000 1000 35 00 || 400 | 1000 572 85 10 || 400 | 598 00 00 0.0
500 | 1000 1000 32 00 || 500 | 1000 623 75 08 || 500 | 648 00 00 00
1000 | 1000 1000 24 00 || 1000 | 1000 822 60 0.1 || 1000|842 00 00 00

Mix1 Mix2 Mix3
n 05 08 10 12 n 05 08 10 1.2 n 05 08 10 12
10 93.5 61 10 02 10 837 02 00 00 10 90.1 92 19 04
20 996 149 19 05 20 979 01 0.0 00 20 977 199 44 16
30 | 1000 245 21 05 30 99.7 01 0.0 00 30 995 266 55 20
40 | 1000 336 22 05 40 | 1000 0.0 0.0 00 40 999 305 6.0 22
50 | 100.0 424 22 04 50 | 1000 00 0.0 0.0 50 | 1000 344 6.0 19
60 | 1000 504 21 03 60 | 1000 0.0 00 0.0 60 | 1000 371 6.1 18
70 | 1000 578 21 0.2 70 | 1000 00 00 0.0 70 | 1000 397 6.0 15
80 | 1000 640 21 0.2 80 | 1000 00 0.0 0.0 80 | 1000 419 6.0 14
90 | 1000 698 20 0.1 90 | 1000 00 0.0 0.0 90 | 1000 438 58 12
100 | 1000 748 20 0.1 100 | 1000 00 00 0.0 100 | 1000 46.0 57 1.2
200 | 1000 9.5 14 00 200 | 100.0 0.0 00 0.0 200 | 100.0 63.1 45 04
300 | 1000 996 09 0.0 300 | 100.0 0.0 00 0.0 300 | 1000 753 34 0.2
400 | 100.0 1000 08 0.0 400 | 100.0 0.0 00 0.0 400 | 100.0 828 33 00
500 | 100.0 100.0 0.7 0.0 500 | 100.0 0.0 00 0.0 500 | 100.0 888 28 0.
1000 | 100.0 1000 01 0.0 1000 | 1000 00 0.0 0. 1000 | 100.0 985 1.1 0.0

Tabelle 1.8.: Ablehnhaufigkeit (in %) desinversen Tests auf Normalverteilung zum Niveau o =
0.1 und mit der Wahl A = 0.006 fur die sechs Beispielverteilungen und Werte
f € {0.5,0.8,1.0, 1.2} des Gewichtsparameters



1.5. TECHNISCHE LEMMATA UND BEWEISE 57

1.5. Technische Lemmata und Beweise

Lemma 18 Fir beliebige Vektoren a, b € R? und fur 3 > 0 gilt:

g — s
Li(a) = [pacos(a”t)e ps(t)dt = (1+612)d/2 ¢~ ol
15(a,5) = Jpga cos(at) cos(b71) g (1) dt = § [~ 510" 4 o= lertl]
Ty(a,b) i= [asin(a”t) sin(b"t) ps(t) dt = 4 |e” b’ _ o ||a+b\|2],
Ii(a,b) := [gat cos(a” )Sm(th)@B( )dt = %2 [(b—a) e~ lb—all® 4 (b+a) o~ 5 llb+al®
2 __ B
L(a) = [uatsin(at)e e ooty dt = a—L2_ ¢ ol

(1+62) 8+

Man beachte, dal3 I, I, bzw. I3 Skalare sind und 7} bzw. I Vektoren.

BEWEIS: Seienim folgenden a,b € R und 8 > 0. Die Darstellungen von I(a, b), I5(a, b),
I}(a,b) und I} (a) werden zunéchst fiir die Dimension d = 1 nachgewiesen und dann per Induk-
tion auf d > 1 verallgemeinert, wobei im Induktionsschritt einige der Integrale aus Symmetrie-
grunden wegfalen. Wir verwenden des 6fteren die Additionstheoreme der trigonometrischen
Funktionen

cos(z+y) = cos(x)cos(y)— sin(x)sin(y) , (1.29)
sin(x +y) = sin(z)cos(y) + cos(z) sin(x)

und schreiben a, 5, t fur dieerstend — 1 Komponenten der Vektoren a, b, t sovvigad, by, ty fUr
die letzte Komponente, in Vektorschreibweise also a = (;L) b= ( b> b= (tt ) . Mit
d d

ba
1 e

ppalt) = ———pme 277

i) = Gy
gilt 95(t) = ps,a(t) = ps.a-1 (1) - s, (ta)-
NACHWEIS DER DARSTELLUNG VON [, (a):

2
Es gilt [;.cos Tt)( ml L (Realteil der charakteristischen Funktion).

Substituieren der Parameter liefert die Darstellung von I (a).

NACHWEIS DER DARSTELLUNG VON I5(a, b) UND I3(a, b):

Nach Formel Nr. 3.898 aus Gradshteyn und Ryzhik (1980) gilt im Eindimensionalenfir 5 > 0:

0 : 1 a 2 a 2
/ cos(at) cos(bt)e P dt = 1 % (e “E gy e i > , (1.30)
0
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> : 1 (a=b)? (a+b)?
/ sin(at) sin(bt)e P dt = - T (e m— ew) ,
0 4V B

und der Wert von I,(a, b) bzw. I3(a, b) ergibt sich durch Einsetzen der Konstanten und Ausnut-
zen von Symmetrien. Der Nachweis fur Dimensionen d > 1 erfolgt durch Induktion parallel
tber die Darstellungen von I(a, b) und I3(a,b). Sind dieseim (d — 1)-Dimensionalen gliltig,
so folgt fur I, (a, b) mit Hilfe der Additionstheoreme (1.29):

/]Rd cos(a’t) cos(b™'t) g (t)dt
- /]R ] [COS(aJT?) cos(agtq) cos(b7t) cos(batq) + sin(@”t) sin(aqty) sin(b" 1) sin(bgty)
— cos(a"t) cos(aqtq) sin(b"t) sin(bgty) — sin(a’t) sin(aqtq) cos(b” 1) Cos(bdtd)] (b dt
= </1Rd—1 cos(a’t) COS(ETB¢5,d_1(BdZ> </}R cos(agqtq) COS(bdtd)¢5,1(td)dtd>
+ (/]Rdlsin(a’T?) sin(b" 1) p.q 1(?)617) </ sin(agtq) sin(bdtd)gpﬁyl(td)dtd>
: [e—ﬂ—fna—ﬂf +e—é||a+@||2] : [ e ()]
- [e—ﬂ—fna—znz - e—%—?nmn?] ! [ L asb)? _ o <>}

2 2
e e v
2

Die Rechnung fir I3(a, b) verlauft analog.

NACHWEIS DER DARSTELLUNG VON I}(a, b):

Der Wert von I} (a, b) im Eindimensionalen ergibt sich durch partielle Integration und Einsetzen
der Darstellungenvon I, (a, b) und I3(a, b). Die d—dimensionale Verallgemeinerung erfolgt wie-
derum durch Induktion tber d. Setzt man die (d — 1)—dimensionale Gultigkeit der Darstellung
von I(a, b) voraus, ergibt sich der Induktionsschritt durch Anwenden der Additionstheoreme
(2.29) und Einsetzen der Induktionsvoraussetzung. Die aufgefiihrten Vektoren enthalten in der
ersten Zeile die ersten d — 1 Koordinaten und in der zweiten Zeile die d—te:

/}R tcos(a") sin(i71) (1)
( Jgas teos(@'t) sin(b71) o1 (1)dt - J cos(aatq) cos(bata)ps,i(ta)dta >

Jgaes cos(a’t) sin(b71) o1 (1)dt - [ tacos(aata) cos(batq) s (ta)dts

. ( Jgas teos(@’t) cos(b" ) pp.a-1 ()dt - [ cos(aatq) sin(bata) s, (ta)dta )

Jgas cos(@’t) cos(b" ) pp.q-1 ()dt - [ tacos(aqta) sin(batq) s (ta)dtq
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Jgas tsin(@’?) sin(b" 1) pp.q-1 ()dt - [ sin(aqtq) cos(bata) s, (ta)dta

Jris sin(a’'t) sin(th)apg,d,l (t)dt - [ tasin(aqtq) cos(batq) s (ta)dtq

f]R‘“l ZSIH(ELT%V) COS(ETB ©YB,d—1 (rtv)drtv f]R sin(adtd) sin(bdtd)wg,l (td)dtd

f]Rd*1 SIH(ELTB COS(ETB ©YB,d—1 (?)drtv f]R td sin(adtd) sin(bdtd)wg,l (td)dtd

%2 {(E— 5) 67%2”’5721{”2 + (E+Ei> 6522||’5+5||2] : [B_ﬂ_j(bd_ad)z + 6‘%(%4—%)2]

> [eﬂ;HgaH? +e 5 |[palf ] [(bd —ag)e” & (ba=aa)” + (bg + aq) e‘g((’d“d)z]

%2 {(’d_~> 5 ||” 2i” + <b—|—a> -5 ||b+“|| ] 5 [e‘ﬁ‘_zz(bd_“d)z — e‘g((’”ad)z]

2 2 2
_82 |b+a|| %2 [ aq — by) e — B (by—aq)? ¥ (by + ag) e _8 (bd+ad)2]

Al |
%{ (b_a> 8 lo—al> . g(b ) —2ub+a||2}

{2(bd—ad) -l 49 (b + ag) eﬁumnz}

2 2 5 2 2
— % {(b—a) e Tb=al” 4 (h4q) @_%lbﬂl”} :

NACHWEIS DER DARSTELLUNG VON [{(a):

Der Wert von 7% (a) im Eindimensionalen ergibt sich durch partielle Integration und Einsetzen
von [, (a). Die d—dimensionale Verallgemeinerung erfolgt wiederum durch Induktion Gber d.
Die aufgefuihrten Vektoren enthalten in der ersten Zeile die ersten d — 1 Koordinaten und in
der zweiten Zeile die d—te. Setzt man die (d — 1)—dimensionae Gultigkeit der Darstellung
von It (a, b) voraus, ergibt sich wiederum durch Anwenden der Additionstheoreme (1.29) und
Einsetzen der Induktionsvoraussetzung:

/]Rdt sin(a”t)e -1y ©s(t) dt

PP i = = 2
Jrpamr Esin(@8)e™ 241 (D)L - [, cos(agta)e™ s (ta)dty

. ~ _la? ~ o~ 7
Jra—rsin(@"t)e™ 2 g g1 (t)dt - [ tacos(aqtq)e 2 5.1 (tg)dty

= ~ e ~ = : 1
Jraor teos(@t)e™ 2 ppa1(t)dt - [5 sin(agts)e* g1 (ta)dta

_ e

_l’_
~ ~ o~ 2
Jra-icos(@t)e” 2 g g (t)dt - [ ta sin(agtq)e™ % g1 (tg)dty
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B2 2 __ 82
a 75371 e 2(1+8%) llall™ 0 512)1/2 e 2(1+6%) “d
_ (1+p%) 7= +
- __ B 2 . __ B 2
& ﬂ?iﬁfﬁﬁ'e 1 1 'ad———ﬁiT+1e (a7
+42 (1+82)2
2 2 .
_ P o air ol
2 441 ) ]
(14 p52)2

Lemma 19 Fir die in Gleichung (1.10) auf Seite 12 definierte Differenz A; zwischen den
standardisierten Daten Y; und den urspriinglichen Daten X ; gilt:

1 n
UM =0 fs (=0,1,2,3),
j=1

1
=D AP I =0 fs (k=0,1,2),

] 1

E:IIA PIXGIT =0 fs (k=0,1),

ZHA I*—=0 fs

BEwEls: Nach Definitionist A; = (S, "/* — I)X; — S, '/*X,,, und es gilt
181 < 18212 = Tl 161 + 1|85 2] [ 5| -

Damit folgen die Behauptungen aus der fast sicheren Konvergenz von X,, gegen O und von S
bzw. S, */* gegen I,, sowie aus der fast sicheren Konvergenzvon £ ™7 ||| (1 = 1,2, 3, 4):
1) istklar, 2) folgt aus

1« 1« PN
I < 1877 = Tallg o SIS D2 1
j=1 j=1 j=1

_ 1 &
215, 2| 1K 118012 = Tall g = DG =0 fs.,

=1

und die Beweise von 3) und 4) verlaufen analog. Man beachte, dal? nur Potenzen von ||.X; ||
der Ordnung < 4 auftreten, so dal? die vorausgesetzte Existenz der Momente vierter Ordnung
ausreicht. 0

Beweis von Lemma 7:

Es werden nur die Aussagen (i) bewiesen, da der Beweis von (ii) jeweils analog verlauft. Mit
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der in Gleichung (1.10) auf Seite 12 definierten Differenz A; = Y; — X, zwischen den stan-
dardisierten Daten und den urspriinglichen Daten gilt wie in den Gleichungen (1.13) und (1.14)
auf Seite 14

cos (tTYj) = oS (tTX]-) — tTAj sin (tTXj) +en,(t)
sin (¢7Y;) = sin (" X;) 4+ t"Ajcos (17 X)) + nay(t)

mit e, ()] < ||1t1711245]° und |n,..;(£)] < [[£])* |4,]]. Imfolgenden sei t € R fest, und o 4(1)
bezeichne einen Restterm, der nicht mehr von ¢ abhangt und fast sicher gegen O strebt.

1() Esist®,,(t) = ;>0 cos(t"Y)) = @7, (t) + Ry, (t) mit

Ry, (t) = ——Z tTA sm t X an]

j=1

und | Ry, ()] < or.s(1) - maxeqo 125 {[|t]|'} nach Lemma19:
T : T T
> (t"A))sin (7X;)| < ﬁz;‘t Al < ||t||ﬁz;||Aj|| —0 fs,
J= J=

7=1
1 n
" > eni(t)
7j=1

2(i) Esist®, ,(t) =—1>" sin(t"Y;)Y; = ©5,(t) + Ry, (t) mit

S

IN

2 1 p
2] EZIIAJ-II -0 fs.
7=1

n

Rln = ——Zsm t Y A —%Z(tTA)cost X;) Znnﬂ

7j=1

und || Ry, (1) || < ors(1) - maxieqo1.03 {[[t]|'} nach Lemma 19:

1 — 1 —
= sin (YA < = Al =0 fs,
nZ (") Al < n;n il

1 — 1
S (A cos(t" X)X < el DA X =0 s,
J=1 j=1
1 — 1<
=D O] < P IA I 0 fs
j=1

i=1

3.0) Esist®] () = —L Y7 cos(tTY})V;Vi" = B5(0) + L, (1) mit
" 1 1 1
R, (t) = - Z cos(t"Y;) X; AT — - Z cos(t"Y;) A X" — - Z cos(tY;) A AT
: : —

+= ZtTA sin (17 X;) X, X7 — ng (1) X;X;"

] 1
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()] ¢ < 0rs(1) - maxjeqo,1 2.3 {[It]l'} nach Lemma 19:

] — 1 — 1 —
S cost)NAT| < ST INGATg = S TINIHIA N =0 fs,
Ly TYAAT<1nAAT—1nA2 f
=D cos(tV)AAT < =S AT = S AP0 s,
j=1 g j=1 j=1
1 n
- T o < - A1 S.
nz (7 A) sin(t7X;) X; X; < ||t||nZ||A]||||X]|| —0 fs,
1 n
EZ%(t)XijT < IItIIQEZHAjIIQIIXjIIQ%O f.s.
j=1 S j=1

Hierbei beachte man, dal? nach Definition der Schur-Norm fir z,y € R gilt: ||zy"||, =
[lz[[ [ly|| (vgl. Anhang A).

4(0) EsistM;,,(t) = —5 Y0, sin(i7Y;) (Ve'Y;) (£7Ye) Ve = M3, (1) + By, (1) mit

n

Ryyalt) = —— > sin(t7Y5) {(XTX5) [(#7X5) Ar + (E7A) Xi + (87 A) A]

FITA) + (A7X0) + (A7)

[(17Xk) Xk + ((7X5) A + (t7AR) X+ (7 AR) A }

1 n
- > (E7A;) cos(t"X;) (XTX) (£ X5) X
jk 1

——Znn] ) (X7 X;) (T X)) X

7,k=1

und nach Lemma 19 gilt

/

o] < ||t||{ ZHX ||—Z B3I 1A] + 3 X 1Al + 1AlF)

S L (AP AL I EETPATT
=1 =1
21 ¢ l ¢ 3
+ [I¢]] EZHA]'“ ||Xj||52||Xk||
j=1 k=1
3 1 - 2 1 - 3
+ [I¢]] EZHA]'“ ||Xj||EZ||Xk“
k=1

< ops(1) - t
< onl1) - _max ('}

* + IIAk||3]}
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5.() Esist M, ,(t) = —7 Y7, sin(t7Y)) (TY) (Vi"Y;) VaYe" = M, S, (1) + Ry, (1)
mit

{(X7X5) [(17X0) XeAx™ + (87 X5) Ap X" + (17 Ag) X X,"
+ (" A) ApX T 4 (7 X0) ApALT + (1TAR) X AT+ (T AR) AALT]
+ 106G A0) + (857 X) + (857 Ar)] -
[(#7X5) X X ™ + (87 X5) AXy” + (87 Ar) Xe X" + (£ Ar) Ap X"
+ (17 X5) XeAy" + (17 X5) ApALT + (7 Ar) XeAR" + (tTAR) AALT ]}
—% zn: (t"Aj) cos(t" X;) (X7 Xp) (¢" Xi) X X"
j=1

1 n
——5 2 g (0) (X7 X) (17 X0) XX,

j:kil

und nach Lemma 19 gilt

1 — 1 —
< |t {; > I - > IR Al + 6 11Xk I AN + 41Xk AN + 1A%]1]
ji=1 k=1

1 1 o
+ Z 14;]] - Z Xl A+ 41X AR+ 6 11X (| AR + 41X | Akl
j=1 1

k=

4
+ A7}
21 1< s
+|t]] EZIIAJ-II IIX]'H;ZIIX,CII
ji=1 k=1
51 2 1 < s
+|t]] EZIIAJ-II IIXjIIEZIIXkII
j=1 k=1
[
< ors(1)- max {J|t]I'}. O

1€{0,1,2,3}

Beweis von Satz 10:

1) Imfolgendenwirdjeweilsnur ein Teil der Aussagen 1. bis8. bewiesen, dader Nachweisdes
anderen analog verlauft. Desweiteren bezeichne or (1) einen Restterm, der fast sicher gegen
0 strebt und nicht mehr vom Parameter ¢ abhangt. Alle Integrale haben den gesamten R¢ als
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Integrationsbereich.
1.(i),(ii) Nach Definition und nach Lemma 7 gilt

le)

K = [[o=9 o0 - ¥ o0 - ¥ aoraspatoan = k35, + 7,

mit

K, = // (e=9) |05 - | [o3) - ¥ patoptsanton

-3 Z //Cos ((t = 5)" X;) [cos(s"X;) + sin(s” X;)] [cos(t” Xp) + sin(t” X},)]

i,7,k=1
pp(s)dsps(t)dt
2

Z //cos ((t— )" X;) [cos(s"X;) +sin(s" X;)] e -la- ws(s)dspg(t)dt

i,5=1

T Z//cos (= )T Xy e 3 e o (5) s (1) dt

= [ Buati=9 [0 - } 2u(0) =% pato) s ) a

w2 / (t—s) [ } [Ran(t) + Ran(t)] 5(s) ds a(t) dt
b [ [ 85006 =) (Ria9) + Ba9)] Run(t) + Raa0] 5(5) ds s(t) de

und

Der Restterm R,, gentigt der Abschétzung

Ra| < ora // max_{||t — 5[} os()dsis (£)dt + oro(1 /m (1 s (1)t

€{0,1,2,3} €{0,1,2,3}
vora(V)- [[ _max (IS} _max (Ie'}ea(s)dsestids 0 fs

Folglich gilt K3,,, = Kmn + R, = K}, + o055(1), und die Behauptung folgt aus dem starken
Gesetz grof3er Zahlen in Verbindung mit Theorem D.2, denn danach konvergiert K é?n f.s. gegen

B [ / / cos((t — 5)7X1) [cos(s™Xs) + sin(s™X,)] [cos(£7Xa) + sin(t" X5)] wg(s)dswg(t)dt}

2
HI

9 [ / / cos((t — )7 X)) [cos(s Xy) + sin(s7Xy)] e E (s)dsgpﬂ(t)dt}
LB U/cos ((t— 5)7 X)) 5 (s)dsips (t)dt
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_ //¢1t—s )0 (1) 05 (5)dss(t dt—2//<1>1t—s
// (t - s)e 5 e oy (s)dsips (1)t

p(s)dsips(t)dt

Man beachte, dal3 in diesem Fall die Voraussetzung von Theorem D.2 trivialerweise erflllt ist,
da die Zufallsvektoren X ; nur in den beschrénkten Sinus/Cosinus-Termen auftreten.

2.(1),(i1)  Nach Definition und nach Lemma7 gilt

_||t||2
K = [ @00 [@m(t)—e ]W()dt — K2 4R,

mit
_he?
K = [ 8.0 |00 | ww
I 1 < 2
= = /cos(tTXj)cos(tTXk)wg(t)dt— EZ/COS(tTXj)e_%Qp/B(t)dt
7,k=1 j=1
und

l1£))

Ry = [ Fual) [2a0 - | a0+ [ 8,0R00) eat)

Der Restterm gentigt der Abschédtzung

< . .
Ral < o)) [ _max (I} estidt 0 fs

Folglich gilt K3,,, = Kg?n + R, = Kj7, + o055(1), und die Behauptung folgt aus dem starken
Gesetz grofRer Zahlen in Verbindung mit Theorem D.2. Man beachte, dal3 im Falle von K37,
die Existenz von Momenten vierter Ordnung von X; problemlos ausreicht, um die Vorausset-
zung von Theorem D.2 zu erfullen. Dies gilt auch fur die nachfolgenden Beweisteile 3.(i),(ii),

4.(1),(i1), 5.(1),(ii) und 7.(i),(ii).
3.(1),(i1)  Nach Definition und nach Lemma7 gilt

Kb = [06.0 00— ] wa = K548,

mit

len

K, = / B0 05,0 - ¥ | ea(oar
= —— Z /sm (t"X;) (17 X;) cos(t" Xi)pa(t)dt

7,k=1
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n

Z/sin(tTXj) (t"X;) e*@g;g(t)dt

=1

_|_

und
Ra = [OR 0 |00 - | gat0ar+ [ O OR 00

Der Restterm gentigt der Abschétzung
< .
[Ral < ore(1) -2 / cmax {1} s (1) di + o1 ZHX || / cmax {1} () dr

— 0 fs

Folglichgilt K3, = K7, + R, = K}7, + or(1), und die Behauptung folgt aus dem starken
Gesetz grofder Zahlen in Verbindung mit Theorem D.2.

4.(i),(@ii) Nach Definition und nach Lemma7 gilt

len

Ki = [ 0) 2000 - [ i = K35+ R,

mit
’ r 7@
Kt = [0 [orn - " vt
1 ¢ T T RS T 't—”z
= = Y X; [ cos(t"X;) cos(t Xk)g05(t)dt—EZX cos(t"X;)e™ 2 pg(t)dt
Jik=1 j=1
und

2
2]

Ry = [ o) [0al0 - | oo+ [ 05,0 R0 000

Der Restterm genigt nach Lemma A.4 aus Anhang A der Abschétzung

/2

17 < (/HRM t)dt - /\@ (- wﬂ()dt)
o ([ mo] i [ maerema)
< 2 (ot [ ey, 1 0st0)

1/2
X ((;Zp{“) 'Of.s.(l)/le{r(r)l?);?’}{Ht“ Fos(t) t) — 0 fs



1.5. TECHNISCHE LEMMATA UND BEWEISE 67

Folglich gilt K}, = K45 + R, = K35 + or5(1), und die Behauptung folgt aus dem starken
Gesetz grofder Zahlen in Verbindung mit Theorem D.2.

5.(1),(i1) Nach Definition und nach Lemma7 gilt

1¢12

K3, = / 1By (1) [<I>Ln(t)—e_7] pst)dt = K32+ R,

mit
)

K5 = / 195,(0) 85,0 - | ato)i

= — Z /tsm (tTX;) cos(t" Xi)p(t dt——Z/tsm " X;)e cp (t)dt

7,k=1

und

2
11|

R, = / tRyn(t) {Q)m(t)—e_tT] 0s(t)dt + / 103, () Ry (£) 05 (t)dlt .

Der Restterm gentigt nach Lemma A .4 der Abschétzung

1£]] 2

) 1/2
e
IR < (/um I paohe - [ 100 = wﬁ(t)dt>
, 1/2
2
n ( [ 195,00 1P st - [ Rl,na)?w(t)dt)

2 (onalt) [z (1Pt )1/2
([ WP st onatr) [ max gl Poattian )1/2 S0 fs

Folglich gilt K7, = Kg;; + R, = K% + or5(1), und die Behauptung folgt aus dem starken
Gesetz grofder Zahlen in Verbindung mit Theorem D.2.

IN

6.(1),(i1) Nach Definition und nach Lemma7 gilt

mit
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n | 5

1
+ﬁ Z Xk (XkTX]) <XkT/tSin(tTXj)6”tzl(pg(t)dt>
Jk=1

und

2
11|

Ry = [ B0 [@Ln(t) - —] eo(t)de+ [ M5, R a(0)s(0)dt

Der Restterm gentigt nach Lemma A .4 der Abschétzung
9 1/2
or (t)dt)

1B < ( [
+ ([ |ssato] catoe- [ muntrenoar) "

2 (oraf1) [ | ma {||t||l}2m(t>dt)l/2

¢)12

2g05(t)dt-/‘@1,n(t) _

IN

1€{0,1,2,3}
5 1/2
1 - 1 - 3 2 2
— X;||— X t t)dt - ors(1 t t)dt
+({n2 i 3 k||}/|| Foalt)at - oca(v)_max (4]}t
— 0 fs

Folglich gilt K 21n = Kg'lﬁ +R, =K g’;g + 0¢5(1), und die Behauptung folgt aus Theorem D.2.
Man beachte, dal’ die Existenz der Momente vierter Ordnung ausreicht, um die Voraussetzung
von Theorem D.2 zu erfullen.

7.(1),(i1)  Nach Definition und nach Lemma 7 gilt

KE, = [0 o0 - [oan = 152+ R,

mit
KLe = /@'{z(t) [(I)ﬁn(t) — elt‘f] pp(t)dt
= D0 [ et s X0
jk=1
_|_% zn:XijT/cos(tTXj)eltTl?S%(t)dt
j=1
und

lt )

R, = / R {(I)l,n(t) —62] o5 (1)t + / &9 () Run(t)ps (1)t
Der Restterm geniigt nach Lemma A .4 der Abschétzung
9 1/2
W(t)dt>

IRls < ( JaLe

2
Il

Sonttat [ o, - e
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</‘ "0 (1 H 0p(t)dt - /Rm(t)%,pﬁ(zf)cizf)1/2

< 2 (ont) [ _max, 11Yeon o) )1/2

1€{0,1,2,3}

1/2
+(<22|Xj2) 1) [ _max {e]Yes(0)d ) ~0 fs

Folglichgilt K7}, = K7 + R, = K% + o(1), und die Behauptung folgt aus dem starken
Gesetz grofder Zahlen in Verbindung mit Theorem D.2.

8.(i),(ii)) Nach Definition und nach Lemma7 gilt

K%, = / My, () {qnn()—e”%”} ()t = K5O +R, (131
mit
" " _M
Kjio = / VLS00 [@in(w—e | pattya
= —— Z X Xe" (X7 X5) <XkT/tsin(tTXj)Cos(tTXi)goﬁ(t)dt)
i,5,k=1
1 « 2
b D00 (07X (207 [ esine ) (o)
jk=1
und

lt )

By = [ @0 - s+ [ 35, 0R 0000

Der Restterm geniigt nach Lemma A .4 der Abschétzung
9 1/2
IRl < ( [ Fosnto] estorar- [ \ebl,n(t)—e'%'” wﬁ(t)dt>
9 1/2
([ s estvar [ Riaw2eatiar)
1/2
< 2 (ont) [ _max (1 Yest0ar)

2 1/2
1 1 A )
+ ({H;IX] n;HXkH } /||t|| @g(t)dt - op5(1) y £i§3}{lltl|} vs(t) a

— 0 fs (1.32)
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Folglichgilt K5, = K5+ R}, = K§ < +o0r.5(1), und die Behauptung fol gt aus Theorem D.2.
Man beachte, dal3 hierfur die Existenz der Momente vierter Ordnung ausreicht, denn esist z.B.

1

n3

zn: X Xi" (X7 X) (XkT / tsin(tTXj)cos(tTXi)g05(t)dt>

ij,k=1
d 1 n 1 n
= — Z (ﬁ ZXkaTXk,le,m> <ﬁ Z Xj,l/tm sin(tTXj) COS(tTXZ)g[)ﬁ(t)dt> s
I,m=1 k=1 ij=1
wobel X, bzw. ¢; (I =1, ..., d) die d Komponenten des Vektors X ; bzw. ¢ bezeichnen.

1) Wir zeigen exemplarisch, daB3 K}, (K§;,) — K3, (K§)) f.s. gilt. Die anderen Beweis-
teile verlaufen analog. Nach Definition 9, Lemma 7 und Gleichung (1.31) ist

2
Il

K (K5,) = [OREE,0 000 - | eattar
= [ERgEn 0 [0%,0 - e e+ B
wobei der Restterm
Ro = [ (KSR 4 Bl + BRL 0} (200 - | oato
+ [ TR0 Roa(te
nach Lemma 7 und Gleichung (1.32) der Abschétzung
Rl < 2 [ {]xse
+ [ sz

1 — 1 — A ;
< 2/t t— X = Xt 1 t
<z ||{consn§j:1:|| 5 I onaf) o ()

R+ 1 [0+ 1 R} osteri

@, (0)]| 1Bl s 21t

+0f.s.(1)% Z X1+ 0rs(1) - 0p5(1) _max {||t||l}} pp(t)dt

1€{0,1,2,3}
1 — 1 — 1 —
t t X = Xt = Xl - op4(1 o4 (1) dt
+/|| | cons n;ll yllnI;II k|| n;ll ill - ors( )16{5{?2}2{3}{“ " Keos(t)

— 0 fs

gentgt. Der Ausdruck const bezeichne hierbel eine generische, endliche Konstante, die in
verschiedenen Kontexten unterschiedliche Werte annimmt. Damit gilt

" R
K,gm <K§1n> = 3 Z (XjTXk) (XkT/tSin(tTXj)COS(tTXZ')SOﬁ(t)dt>'

gkl m=1
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(X" Xk) <XkT / tsin(t” X)) cos(t” X,,) 5(t)dt>

n

1
7 Z (X;7X5) <XkT/tsm (" X;) cos(t" X;)ps(t )dt) :
1,7k, l=
XlTXk <XkT tSlIl tTXl) & (t)dt)
1 .7 T ik
- Xk, Xk tSlH t X (t)dt .
" ],Iclm 1

(X" Xk) (XkT/tsm (" X)) cos(t" X,n) (t)dt)

n

L1 > (XX (XkT/tsin(tTXj)e|t‘2|2g05(t)dt> -

3.k l=1

t)2

(X" Xk) <XkT / tsin(tTXl)ngg(t)dt> + or5(1)

und die Behauptung folgt aus Theorem D.2. Man beachte, dal3 auch hierfir die Existenz der
Momente vierter Ordnung ausreicht, denn esist z.B.

% zn: (X;"X5) (XkT / tsin(tTXj)cos(tTXi)g)g(t)dt>

1,7,k,l,m=1

(X7 X,) <XkT / tsin(tTXl)cos(tTXm)cpg(t)dt>

d n
1
= g <_ E Xk,th,Tsz T3Xk 1“4)( § : ]Tl/tr3 Sin(tTXj) COS(tTXl)(pﬁ(t)dt>
n

1,j=1

1 n
(ﬁ Z Xl,m/tr4 sin(tTXl)Cos(tTXm)cpg(t)dt>

I,m=1

wobel X, bzw. ¢, (I =1, ..., d) die d Komponenten des Vektors X ; bzw. ¢ bezeichnen. O



2. Die Bowman—Foster Statistik

Im Kontext der Konstruktion von Anpassungstests auf multivariate Normalverteilung wurde in
Kapitel 1 dieauf der empirischen charakteristischen Funktion W, (t) = - > exp{it"V}},t €
R, der mit dem empirischen Mittel X, := . >~" | X; und der empirischen Kovarianzmatrix

Sn= 320 (X; = X0)(X; — X,)" standardisierten Daten

Y; = S, V4X; - X,) j=1,...,n,
basierende BHEP-Statistik
2]
Ty, = n/ U(t) — | pu(t) at 2.1)
]Rd

betrachtet. Man beachte an dieser Stelle noch einmal, dal3 die empirische Kovarianzmatrix S,
nach Eaton und Perlman (1973) fast sicher nichtsingulér ist, falls alle (d — 1)—-dimensionalen
Hyperebenen des R¢ unter der Verteilung von X das MaR 0 besitzen und der Stichprobenum-
fang n echt grofer als die Dimension d ist. Wie in Kapitel 1 nehmen wir stets an, dal3 dies
erfulltist (vgl. die Ausfihrungen auf Seite 6).

Um die Rolle des Gewichtsparameters 5 in der BHEP-Statistik genauer zu beleuchten, stellten
Henze und Zirkler (1990) auf Seite 3599 die nachfolgenden Uberlegungen an. Diese Betrach-
tungen sind in gleicher Weise fir den fast sicheren Grenzwert Lz von ~T;, 5 durchfuihrbar, was
in Abschnitt 1.3.4 auf Seite 33 bei der genaueren Untersuchung von L s angesprochen wurde.

Die Fourier—Transformierte §(¢) := [ exp{it’x}g(x) dx einer Funktion g € L*(R?, B, dx)
liegt ebenfallsin L?(R%, B¢, dz), und die Formel von Plancheredus der Fourier—Analysis be-
sagt, dal’ zwischen den beiden L2-Normen der folgende Zusammenhang besteht:

| 0P = ent [ laoP

(vgl. zB. Rudin (1987)). Setzt man die Dichte o4(t) = (2732) “° exp{—%} von
Ny (0, 8%1;) in (2.1) ein, erhé@lt man die Darstellung

2 2
1 D xf2ea e
Ty = 0t [ e -
(2m32) /2 Jpa
Nun stellt men fest, da mit » := 1/(v/26) und @, := 1> 7 &y, die Funktion
() exp{ =111 die Fourier—Transformierte der Faltung Q,, * \V;; (0, h21,) ist, wobei 6;., das
' i3} die Fourier-Trand der Faltung Q.. * Nu (0, 71 bei 5 d

72
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Dirac-Mal3 bezeichnet, und da3 mit 221 = 1 + h? die Funktion exp {—% [Zg;;rl] ||t||2} die

Fourier—Transformierte der Normalverteilung A, (0, (1 + h?)1,) ist. Damit liefert die Formel
von Plancherel

97r)4/2
Thpg = ”( W)d /
B Rd

Die BHEP-Statistik besitzt also eine Darstellung a's quadrierter Abstand in L2(R?, B¢, dx)
zwischen dem auf dem d—dimensionalen Gaul3kern
1 llz|?

K(z) = We* 2 (2.2

2

dz .

3 R el || 1 ST
e 2(1 2
nht (27r)d/2 2r(1 + h2)*?

und den standardisierten Daten Y; = S,, '/*(X; — X,,) beruhenden nichtparametrischen multi-
variaten Kerndichteschatzer
R Yf||

f"St = hdz ( ) - nhdz d/2 v

mit Bandbreiteh und einem deterministischen Term. Schreibt man

~ 1 < - X;
fa(z) = WE,K<I J) = nhdz d/2
j=1

fir den entsprechenden auf den urspriinglichen unabhangigen d—dimensionalen Zufallsvekto-
ren Xy,..., X, anstellevon Yy, ... Y, basierenden Kerndichteschétzer, so stellt sich dieser
deterministische Term gerade als der Erwartungswert von f,, () unter der Hypothese einer d—
dimensionalen Standard-Normalverteilung heraus:

2
Xf||

1 llz X21||2
el 2h e
hd (2m)4? (2m(1 + h2))*?

Wahlt man nun die Bandbreite i nicht fest, sondern in Abhéngigkeit des Stichprobenumfangs
n in eéinem gewissen Sinne optimal(vgl. die Ausfiihrungen auf Seite 76), d.h. gemafr

1 _lel®
e 2047 (2.3)

En0,10) |:fn( )] = Eny0.1) [

h h 1 A 2.4
= hln) = (m) (E) ’ @4
und damit den Gewichtsparameter 5 gemalf3der Vorschrift
1 1 (2d+1\7
_ _ - (== T+ 2.5
o= o = = o () @9

so gelangt man zur Bowman—Foster—Statistiklie von Bowman und Foster (1993) aus dem
Kontext der Kerndichteschétzung heraus zur Realisierung eines Anpassungstests auf multiva-
riate Normal verteilung vorgeschlagen wurde:

~

~ 2
Ty = nh' 2072 / (Foss@) = Bror |[(@)]) " da. (2.6)
R4
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Hinter diesem Ansatz steckt dieselbe Idee wie hinter dem BHEP-Test: Trifft die Hypothese
nicht zu, wird der integrierte Abstand zwischen dem Kerndichteschdtzer und dessen Erwar-
tungswert unter H, zu grof3, und der zugehérige Test lehnt die Hypothese ab.

Damit sind wir bel der bereits in Henze (1997) vermerkten Uberraschenden Beobachtung an-
gelangt, dal? zwei a priori vollig unterschiedliche Konzepte zu beinahe identischen Verfahren
fuhren: Die BHEP-Statistik basiert auf dem gewichteten L2(R%, B¢, o4(t)dt)-Abstand der
empirischen charakteristischen Funktion und ihrem Erwartungswert unter H, mit festem Ge-
wichtsparametep. Die Bowman—Foster—Statistik hingegen beruht auf dem L2(R¢, B¢, dx)—
Abstand zwischen dem Kerndichteschétzer fn,st und seinem Erwartungswert unter der Hypo-
these, mit variabler Bandbreite:, und damit tiber die Koppelung 3 = 1/(v/2h) auch variablem
Gewichtsparametes.

Die Asymptotik der BHEP-Statistik bel festem Gewichtsparameter (3 ist mittlerweile geklért:
Die Grenzverteilung unter H, wurde von Baringhaus und Henze (1988), Henze und Zirkler
(1990) bzw. Henze und Wagner (1997) erhalten. Henze und Wagner (1997) behandelten das
Verhalten unter einer Folge von benachbarten Alternativen, die mit Geschwindigkeit n /2 ge-
gen die Klasse der Normalverteilungen konvergiert. Die Grenzverteilung unter festen Alterna-
tiven wurde in Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit bestimmt.

Es stellt sich nun die Frage nach dem Verhalten bei variablem Gewichtsparameter 3, aso nach
der Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik unter der Hypothese einer d—dimensionalen Nor-
malverteilung sowie unter festen und unter |okalen Alternativen. Diesist Gegenstand von Kapi-
tel 2 der vorliegenden Arbeit. Die Problemstellung ist keineswegs neu und teilweise gel0st, da
die Bowman—Foster—Statistik eng verwandt ist mit dem aus der Theorie der Kerndichteschét-
zung stammenden Bickel-Rosenblatt—Test, der in zahlreichen Vertffentlichungen untersucht
wurde. Deshalb beginnen wir in Abschnitt 2.1 mit einem Uberblick iber den Stand der For-
schung, in dem die relevante Literatur und die bisher erzielten Resultate vorgestellt werden.
Dabel wird Bilanz Uber die bisher geldsten und die noch offenen Fragen gezogen und das wei-
tere Vorgehen skizziert.

Eskann allerdings nicht Aufgabe der vorliegenden Arbeit sein, die umfangreiche Literatur zum
Gebiet der Kerndichteschétzung umfassend zu behandeln. Zu diesem &ul3erst aktiven For-
schungsgebiet wurden allein in den letzten 15 Jahren Myriaden von Artikeln verdffentlicht.
Wir beschrénken uns deshalb darauf, das im vorliegenden Kontext unmittelbar Notwendige zu
schildern. Umfassendere Darstellungen dieses Gebietes findet man z.B. in den Blichern von
Prakasa Rao (1983), Devroye und Gyorfi (1985), Devroye (1987) und Silverman (1986), de-
nen auch Teile der allgemeinen Bemerkungen zum Thema Kerndichteschétzung entnommen
sind. Der Fall der multivariaten Kerndichteschétzung ist z.B. in Prakasa Rao (1983), Kapitel 3
ausfuhrlich beschrieben.

2.1. Historischer Kontext

Das Gebiet der nichtparametrischen Dichteschétzung befaldt sich mit dem Problem, anhand von
unabhangigen und identisch verteilten d—dimensionalen Zufallsvektoren X4, ..., X,,, denen
man eine zugrundeliegende Lebesgue-Dichte f unterstellt, diese unbekannte Grofe zu schét-
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zen. In diesem Zusammenhang haben sich besonders die Kerndichteschétzer bewéhrt, die auf
einer Kernfunktion K : RY — R basieren. Ein klassischer Vertreter dieser Speziesist der von
Rosenblatt (1956) und Parzen (1962) vorgeschlagene Rosenblatt—Parzen—Schatzeit Band-
breite h, der definiert ist durch

fule) = #ZK (‘” _th') (27)

und auf den wir uns in dieser Arbeit beschrénken wollen. Andere Mdglichkeiten wie z.B.
Histogramm-Dichteschétzer werden hier nicht betrachtet. Die Bowman—Foster—Statistik beruht
also auf einem speziellen Rosenblatt—Parzen—Schétzer, ndmlich auf der Variante, die den Ex-
ponentialkern aus (2.2) verwendet. |m gesamten weiteren Verlauf gehen wir von der folgenden
Voraussetzung 1 aus, die die im Kontext der Kerndichteschdtzung gangigen Voraussetzungen
wiedergibt (vgl. Hall (1984), S. 7).

Voraussetzung 1Fur die Bandbreite h gelte h — 0 und nh?¢ — oo fir n — oo. Der be-
schrankte, nichtnegative Kern K : R¢ — R gentige den Bedingungen

K(z)dx =1, / z;K(x)dx =0, / vix; K (x) dv = 2k 1p—p

R4 R4 R4

furaleid,j € {1,...,d}, wobe die Konstante k£ nicht von i abhéngt. Die zugrundeliegende
Dichte f sei zweimal stetig differenzierbar; f und ihre partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
seien beschrankt und gleichmafig stetig auf R<.

Ein solcher Kern K ist insbesondere eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Nach Konstruktion erbt
fn dle Stetigkeits— und Differenzierbarkeitseigenschaften von K und ist selbst wieder eine
Dichte. Offensichtlich genligt der fur uns interessante Gauf3kern aus (2.2) der Voraussetzung 1.
Fir die nachfolgenden Betrachtungen wird nicht immer jede der dort geforderten Eigenschaf-
ten ben6tigt, wohl aber fir die uns interessierenden Resultate. In der umfangreichen Literatur
Uber Kerndichteschdtzung wurden zahlreiche Aussagen unter teilweise sehr unterschiedlichen
Voraussetzungen bewiesen. Dader Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit nicht auf der Untersu-
chung von Kernschétzern als solchen liegt, beschranken wir uns auf den angedeuteten Rahmen,
der zwar nicht der allgemeinsteist, aber unter den Zielvorgaben sinnvoll erscheint.

2.1.1. Eigenschaften von Kerndichteschatzern

Die Konsistenz des Schétzers fn wurde zunéchst im Fall d = 1 von Silverman (1978), Silver-
man (1980), Bertrand-Retali (1974) oder Bertrand-Retali (1978) untersucht. Eine ausfthrliche
Betrachtung des multivariaten Falles findet man in Prakasa Rao (1983), Kapitel 3, dessen Theo-
reme 3.1.5, 3.1.6 und 3.1.7 Bedingungen fir die punktweise und gleichmafige Konsistenz von
f. angeben: Gilt zusitzlich zu Voraussetzung 1 die Konvergenz limjj, oo ||#]|* K () = 0 und
fur allea > 0 dieBeziehung "> | exp{—anh?} < oo, sofolgt fur allez € R*

Fulz) = flz) fs.
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Ferner gilt unter der Voraussetzung 1
sup |Ef,(z) — f(:v)‘ — 0.

Sind aufer der Voraussetzung 1 die Bedingungen nh?/logn — oo, sup, ||z K(z) < oo,
sup, |K(z +y) — K(x)] < const|ly|l, y € R und [g, ||lz]|” f(z)dz < oo fir einy > 0
erfdllt, so folgt

sup ﬁb(:v) - f(:v)‘ -0 fs

Ein weit verbreitetes Mal3 fur die globale Diskrepanz zwischen dem Kerndichteschétzer 7, und
der zugrundeliegenden Dichte f ist der mittlere integrierte quadratische Fehl@mean integra-
ted square error, MISE der definiert ist durch

~ 2
MISE = / E [( Fulz) — f(x)) } dr = BIAS + VAR (2.8)
]Rd
und der aus zwel Anteilen besteht. Der erste ist der deterministische Bias
~ 2
BIAS := / <Efn(x) —f(a:)) dx |
]Rd

ein systematischer Fehler, denn esist

B[] = g [ x (5 swar = [ K- # 5w,

und der zweite st die integrierte Varianz von f,, (z):

VAR = /}RdE{(fn(x)—Efn(x))Q} da.

Ein Zidl ist es, die Bandbreite 2 so zu wahlen, dal3 der mittlere quadratische Fehler moglichst
klein wird. In diesem Zusammenhang spricht man auch von optimaler Glattungder Daten. Ei-
ne Taylor—Entwicklung fir h — 0 der beiden Bestandteile von MISE (vgl. Silverman (1986),
S. 38 ff) zeigt, dald zur Eliminierung des Bias die Bandbreite / sehr klein gewahlt werden solIte,
was aber die Varianz vergrof3ert. Zur Reduktion der Varianz hingegen wére eine grof¥ere Band-
breite h wiinschenswert, was wiederum den Bias erhoht. Tariert man diese beiden Effekte so
aus, dal3 der fuhrende Term von MISE in der Taylor—Entwicklung minimal wird, so ergibt sich
die zunéchst vom Kern K, der Dichte f und dem Stichprobenumfang n abhéngige asymptotisch
optimale Bandbreite

v = (it ) G




2.1. HISTORISCHER KONTEXT 77

(vgl. Silverman (1986), S. 40 und S. 85-87, bzw. Parzen (1962)). Bel zugrundeliegender Nor-

malverteilung, d.h. mit der Dichte f(z) := (2) %2 exp{— 2}, und dem GauRkern aus Glei-
chung (2.2) besitzt diese Bandbreite gerade die bereitsin Gleichung (2.4) angegebene Gestalt

) 4o\ /1) ek
- (a1)" (3)

(vgl. Silverman (1986), S. 85-87). Wenn in den folgenden Kapiteln von optimaler Wahl der
Bandbreiteh die Rede ist, meinen wir allgemein (d.h. ohne Berticksichtigung eines speziellen
Kerns oder einer bestimmten Dichte) die Festlegung

h = kg -n T d.h. nh™ = kg, (2.9)

mit einer von der Dimension d abhangigen Konstanten « 4, dieim Normalverteilungsfall und fir
den GaulRkern die Gestalt
1
4 T+
fd = (2d n 1)

2.1.2. Der Bickel-Rosenblatt—Test

Das Hauptaugenmerk unserer Betrachtungen liegt auf der Konstruktion von Anpassungstests
auf der Grundlage von Kerndichteschéatzern. Es seien hierzu f eine feste Lebesgue-Dichte auf
R¢ und

annimmt.

F = {f(-,v)|ve0B}

eine parametrisierte Familie d—dimensionaler Dichten. Anhand von unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvektoren X, . . . X,,, von denen man annimmt, dal3ihre zugrundeliegende
Verteilung eine Dichte ¢ besitzt, soll entweder die einfache Hypothese

Hy:g9=71 gegen Hy:g#f
oder die zusammengesetzte Hypothese
Hy:g€F gegen H :g¢F

getestet werden. Ahnlich wie mit der empirischen Verteilungsfunktion, der empirischen charak-
teristischen Funktion oder anderen empirischen Groléen, die dem charakterisierenden Merkmal
einer Verteilung entsprechen, kann man auch anhand von Kerndichteschétzern Anpassungstests
konstruieren. Der klassische Bickel-Rosenblatt—Testir die einfache Hypothese beruht auf
dem Rosenblatt—Parzen—Schétzer aus Gleichung (2.7), und die zugehorige Bickel-Rosenblatt—
Statistikbesitzt die Gestalt

Tuns = /}R (fn(x)—f(x))de, (2.10)
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mit der Mal3gabe, dal? zu grof3e Abweichungen zwischen Schétzer und Hy—Dichte f zur Ableh-
nung der Hypothese fuhren.

Der Erwartungswert von T, 5, ; ist gerade der mittlere quadratische Fehler MISE aus Glei-
chung (2.8), der aus dem systematischen Fehler und der integrierten Varianz von f,(x) be-
steht. Um ersteren zu eliminieren, wird die Statistik haufig nicht mit f(x) zentriert, sondern mit

of [fn(x)] ,was auf die Modifikation

Top = /]Rd <ﬁl(x) —Ef [ﬁb(x)])Q dx

fuhrt, deren Erwartungswert nur noch aus der integrierten Varianz von fn(x) besteht. Die Zer-
legung

Tn,h,f = Tn,h

w2 [ (B8 [fo)]) (&[] ~r@) do+ [ (B[Fu)] =) d

zeigt, dal? der Unterschied zwischen den Grenzverteilungen von 75, , und 75, 5, ; nicht wesent-
lich ist: Er besteht neben dem deterministischen Bias nur aus dem gemischten Glied, dessen
Asymptotik als Summe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen leicht mit
dem Zentralen Grenzwertsatz zu behandelnist. DaT;, , den systematischen Fehler nicht enthalt
und da die uns interessierende Bowman—Foster—Statistik von demselben Typ ist, werden wir
uns auf diese Statistik konzentrieren.

Beim Testen der zusammengesetzten Hypothese stold man zusétzlich auf das Problem, den un-
bekannten Parameter ) schétzen zu mussen. Ist die parametrisierte Familie F d—dimensionaler
Dichten eine L okations—-Skalen—Familie, so existieren hierfir zwel grundsétzlich verschiedene
L 6sungsansétze: Man kann anstelle der urspringlichen Daten X4, ... , X,, die standardisierten
DatenYy,...,Y, indie Statistik einsetzen, oder man kann in der Zentrierung der Statistik mit

9) [fn(ac)] an der Stelle von ¢ einen Schétzer 9,, verwenden.

Der erste Ansatz taucht bisher nur in Bowman (1992) bzw. Bowman und Foster (1993) auf,
alerdings ohne jede theoretische Untersuchung. Er fuhrt im Falle eines Tests auf multivariate
Normalverteilung auf diein Gleichung (2.6) hergel eitete Bowman—Foster—Stati stik

Tone = nh' 2l /}R d (fmst( ) — Excouy [fn( )])2 (2.12)
— ppd 9drd/2 = YQJHD _ 1 —2'19””22 2
= nh®2%r /}Rd (nhdz d/2 (77(1+h2))d/26 (+h>> dz
[ L1 nhd
- _1;16 " m]‘zle o )+W,

wobei sich die die letzte Zeile durch Integration nach = fir festes w € Q ergibt (vgl. Glei-
chung (1.2) auf Seite 6). Da die Daten in die Berechnung der Bowman—Foster—Statistik nur
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Uber ||Y;||> bzw. ||Y; — Y ||* eingehen, besitzt diese die wichtige Eigenschaft der affinen Invari-
anz (vgl. auch Seite 7 im BHEP—Kontext).

Der zweite Ansatz fand vielféltige Beachtung in der Literatur: Liegt den Daten die Dichte
f(z, ) mit festem Parameter ¥ zugrunde, so ist

Ton(9) = /R (@)~ B [ﬁ(az)])gd:v

die zugehorige Bias—korrigierte Bickel-Rosenbl att—Statistik. Zum Testen der zusammengesetz-
ten Hypothese verwendet man an ihrer Stelle die Modifikation

~ ~ ~ 2
Ton(D,) = /R (7@ =Bz [2@)]) da (212)
mit dem Schétzer ﬁn fur den unbekannten Hy—Parameter J. Im Falle des Tests auf multivariate
Normalverteilung mit dem konsistenten Schétzer 9, = (X, S,,) fur 9 = (u, ¥) ergibt sich die
Darstellung

dx

N———
N

a(2) = By 5 [Fal@)]

2

et 2 %) )

Il
T
IsH
S N T
S
> =
%
) 3
[y
|
=
|
o

o T )i den(S, + 12 1)|
1 I oI g ][ Sen ) 20X || (2y/7)
T A by _ﬁ; 2V [det (St 22 ) [ [det(Suth? I[P
wobei
Exiu [Fo(a)] = ENM[ L ""] e e
. | b (2m) " (2m)4/2 |det(S + h21,)|"?

analog zu Gleichung (2.3) auf Seite 73 direkt nachzurechnen ist. Anhand der ausintegrierten
Darstellung der Bickel-Rosenblatt—Statistik stellt man fest, dal3 diese zwar trandationsinva-
riant, im Gegensatz zur Bowman—Foster—Statistik aber nicht affin invariant, also mit einem
entscheidenden Nachteil behaftet ist. Zur Asymptotik der Bickel-Rosenblatt—Statistik liegen
alerdings umfangrei che theoretische Untersuchungen vor.

Die beiden vorgestellten Ansétze sind im Falle einer einfachen Hypothese ohne geschétzte Pa-
rameter aquivalent (man gleiche den Faktor nh¢ 2¢7%/2 an), im Falle einer zusammengesetz-
ten Hypothese jedoch nicht, wie man an der ausintegrierten Darstellung der beiden Statistiken
sieht. Im folgenden sprechen wir daher immer von der Bowman—Foster—Statistitvenn das er-
ste Konzept mit den standardisierten Daten Y7, ... , Y, gemeint ist, und von der Bickel-Rosen-
blatt—Statistikwenn es sich um den zweiten Anwtz mit den ursprunglichen Daten X4,... , X,
und dem Schétzer 7, handelt.

Schliefllich fuhren wir fur eine Funktion g € L?(R?, B¢, dx) die Bezeichnungen

wg) = [ K2)da /}R gty ar, (2.13)

R4
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o*(g) = / (K % K)*(z) do / g*(t) dt (2.14)
R4 R4

ein. Ublicherweise ist ¢ eine Wahrscheinlichkeitsdichte, so daR das zweite Integral in (2.13)
gleich 1ist. Betrachtet man jedoch allgemeiner anstelle des Lebesgue-MalResein MaR v auf R?,
z.B. dv(x) = w(x)dz mit einer Gewichtsfunktion w, dannist diesnicht mehr der Fall, sodal3 die
Definition von p(g) in ihrer allgemeineren Form angegeben wurde. Ist f die wahre den Daten
zugrundeliegende Dichte, so gibt 4( f) den fuhrenden Term des Erwartungswertesvon 7, ,, und
o?(f) den fuhrenden Term der Varianz von T, , bei einer Taylor—Entwicklung fur » — 0 an,
wie z.B. aus den Rechnungen in Abschnitt 2.3 ersichtlich wird. Bei dem fuhrenden Term des
Erwartungswertes von T, 5, ; Sind entsprechende Bias—Korrekturen zu berticksichtigen.

2.1.3. Vorhandene Resultate zum Bickel-Rosenblatt—Test

Die Asymptotik der Statistik 7, 5, unter der einfachen Hypothese H;, : ¢ = f bzw. unter einer
entsprechenden zusammengesetzten Hypothese ist Gegenstand zahlreicher Vertffentlichungen
und wurde mit mehreren, zum Tell sehr unterschiedlichen Methoden untersucht. Grundsétzlich
handelt es sich dabei um Resultate der Form

nh* Tn,h - U(f) D
2 12 o (F) — ./\/(0, 1), (2.15)

die zunachst im Eindimensionalen, spéter in beliebiger Dimension ¢ und unter diversen Vor-
aussetzungen an den Kern K und die zugrundeliegende Dichte f bewiesen wurden. In einigen
Fallen wurde beim Testen der einfachen Hypothese anstelle der Statistik nh? T;, ;, mit der Zen-
trierung u(f) die Statistik nh?T;, , ; mit einer entsprechenden Zentrierung betrachtet. Man
beachte, dafld im Gegensatz zur BHEP-Statistik mit festem Gewichtsparameter bei der Bickel—
Rosenblatt—Statistik mit variabler Bandbreite die Skalierung nh¢ und anschlief}ende Zentrie-
rung nétig sind, um zu einer nichttrivialen Grenzverteilung zu gelangen.

In dem grundlegenden Artikel von Bickel und Rosenblatt (1973) wurde zum ersten Mal die
Konstruktion von Komlés—Major-Tusnady (KM{pl. Komlos, Major und Tusnéady (1975)),
d.h. eine fast sichere Approximation des empirischen Prozesses durch eine Brownsche Briicke
verwendet, um die Konvergenzaussage aus (2.15) zu beweisen. In den folgenden Jahren wurde
diese Methodik u.a. von Rosenblatt (1976), Hall (1982), Csorgd und Horvath (1987), Csorgd
und Horvéth (1988) und Horvéth (1990) verfeinert und erweitert, um die anfangs sehr restrik-
tiven Voraussetzungen abzuschwéchen. Csorgd, Gombay und Horvéth (1991) wandten diese
Technik auf den Fall zensierter Daten an. Problematisch an dem KM T-Ansatz ist zum einen,
dal?3 wesentliche Einschrankungen an die Rate, mit der die Bandbreite i gegen O strebt, bent-
tigt werden; der Fall optimaler Glattung im Sinne von Seite 76 ist darin nicht enthalten. Zum
anderen sind gewisse Einschrénkungen an den Kern K wesentlich, z.B. ein beschrankter Tré&
ger. Folglich kann der uns interessierende Exponentialkern aus Gleichung (2.2) auf Seite 73
mit der KM T-Methode nicht behandelt werden. Mehrdimensionale Verallgemeinerungen der
KMT—Konstruktion sind ebenfalls schwierig, und geschétzte Parameter im Fall einer zusam-
mengesetzten Hypothese wurden mit dieser Methodik bisher gar nicht betrachtet.

Auf der Suche nach einer mehrdimensionalen Version der Konvergenz (2.15) verwendete Ro-
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senblatt (1975) angesichtsder Probleme mit dem KM T-Ansatz eine grundlegend andere M etho-
de, die der Poissonization Dabei wird der Stichprobenumfang » durch eine Poisson—verteilte
Zufalsvariable mit Mittelwert n modelliert und der empirische Prozef3 durch einen Poisson—
Prozef3 angenahert. Schliefdlich findet der Zentrale Grenzwertsatz von Lyapounov Anwendung.
Weitere Arbeiten mit diesem Ansatz folgten, so z.B. Horvéath (1991) und Beirlant und Mason
(1995), die die Resultate von Rosenblatt (1975) unter verschiedenen Zielsetzungen verallge-
meinerten. Diese Methode funktioniert im Mehrdimensionalen, benttigt aber wie die KMT—
Konstruktion Kerne mit beschranktem Tréger. Der Fall von geschétzten Parametern wurde in
diesem Zusammenhang bisher nicht behandelt. Neumann (1998) betrachtete den Fall abhéngi-
ger Daten mit einem Poissoni zation—Ansatz.

Einen grundlegenden Fortschritt brachte der Artikel Hall (1984), der ein vdllig neues Beweis-
prinzip einfihrte: Die Statistik 7, 5, & sich auch als zentrierte, degenerierte U-Statistik mit
variablem, vom Stichprobenumfang n abhéngigen Kern schreiben. Hall (1984) leitete fir derar-
tige U-Statistiken einen Zentralen Grenzwertsatz her, indem er ihre Martingal struktur erkannte
und Brown’s Zentralen Grenzwertsatz fir Martingadawandte. Dieser Ansatz brachte vallig
neue Perspektiven mit sich: Er funktioniert mehrdimensional genauso gut wie im Eindimensio-
nalen, man bendtigt nur minimale Voraussetzungen an die Bandbreite £, den Kern K und die
zugrundeliegende Dichte f, und Schétzer fir Parameter konnen relativ problemlos behandelt
werden. In den Folgegiahren wurden mehrere Arbeiten veroffentlicht, die dieses neue Konzept
zur Behandlung der noch ungel dsten Fragen einsetzten: Fan (1994) und Fan (1995) betrachteten
zu der Statistik 77, 5, in beliebiger Dimension d Kerne allgemeiner Ordnung m (nicht nur zweiter
Ordnung wie Hall (1984)) und bestimmten eine (2.15) entsprechende Asymptotik unter einer
zusammengesetzten Hypothese und unter lokalen Pitman— bzw. Sharp Peaked Alternativen fir
beliebige Raten der Bandbreite 1. Die Konsistenz des Bickel-Rosenblatt—Tests und eine theo-
retische Behandlung der nétigen Bootstrap—Prozedur zur konkreten Durchfihrung des Tests
wurden ebenfalls betrachtet. Nicht berticksichtigt wurden feste Alternativen und der Einsatz
standardisierter Daten (al so die Bowman—Foster—Statistik). Kim, Hong, Jeong und Yang (1997)
behandelten eine zu (2.15) analoge Asymptotik unter verschiedenen Raten der Bandbreite 4 und
fur allgemeine Gewichtsfunktionen w (z)dx anstelle des L ebesgue-Mal3es dzx, alerdings nur im
Eindimensionalen und unter der einfachen Hypothese. Feste Alternativen wurden ebenfalls be-
handelt, allerdings nur fur d = 1 und fir die Statistik 7, ,, ohne Schétzer. Liero, Lauter und
Konakov (1998) schliefdlich betrachteten die Asymptotik vom Typ (2.15) im Eindimensionalen,
fur Kerne mit beschrénktem Tréger, fur allgemeine Gewichtsfunktionen w(x)dx, unter einer
zusammengesetzten Hypothese und unter okalen Pitman— bzw. Sharp Peaked Alternativen. Sie
untersuchten insbesondere die asymptotische Glite des Bickel-Rosenbl att Tests gegen beide Ty-
pen von Alternativen. Ghosh und Huang (1991) beschéftigten sich Gberdies mit der Wahl des
Kerns K, so dal3 die asymptotische Giite des Tests maximal wird.

Fan und Li (1999), Fan und Ullah (1999), Takahata und Yoshihara (1987) und Neumann und
Paparoditis (1998) verallgemeinerten die Methodik von Hall (1984) auf die Situation schwach
abhéngiger bzw. stationérer stochastischer Prozesse. Dabel wurden der mehrdimensionale Fall
und die zusammengesetzte Hypothese behandelt.

Bowman (1992) und Bowman und Foster (1993) schliefdlich untersuchten in Simulationsstudi-
en die auf den standardisierten Daten bas erende Bowman—Foster—Statistik aus Gleichung (2.6)
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bzw. (2.11) zum Testen auf multivariate Normalverteilung. Dabei wurden als einziger Kern K
der Gaulkern aus Gleichung (2.2) auf Seite 73 verwendet und fr A die asymptotisch optimale
Bandbreite aus Gleichung (2.4). Theoretische Betrachtungen fehlen, wie bereits erwéahnt, in
beiden Publikationen.

2.1.4. Offene Probleme

Angesichts des zu Beginn von Kapitel 2 auf Seite 72 geschilderten Zusammenhangs zwi-
schen der BHEP- und der Bowman—Foster—Statistik fir einen Anpassungtest auf multivariate
Normalverteilung ergab sich die Frage nach der Asymptotik der letzteren bel variablem Ge-
wichtsparameter 3 bzw. von n abhangiger Bandbreite 4 unter der Hypothese sowie unter festen
und lokalen Alternativen. Diese Fragen bleiben auch angesichts der zahlreichen aufgefihrten
Publikationen unbeantwortet, da diese stets den Bickel-Rosenblatt—Test betrachten und da sich
dieser im Fall der zusammengesetzten Hypothese von der Bowman—Foster—Statistik unterschei-
det. Die dort erzielten Resultate lassen hdchstens vermuten, wie die Ergebnisse im Bowman—
Foster—Fall aussehen konnten.

Nach den Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.2 erscheint es lohnenswert, die Bowman—Foster—
Statistik theoretisch zu untersuchen, denn aufgrund ihrer affinen Invarianz und damit Vertei-
lungsfreiheit unter der Hypothese einer d—dimensionalen Standard-Normalverteilung besitzt
sie einen erheblichen Vorteil gegentiber der Bickel-Rosenblatt—Statistik. Insbesondere kommt
man bei Monte—Carlo—Simulationen ohne zeitaufwendiges Bootstrap—Verfahren aus. Untersu-
chungen wie in Fan (1995), wo der auf der Bickel-Rosenblatt—Statistik basierende parametri-
sche Bootstrap—Test kritisch beleuchtet wird, werden im Bowman—Foster—Fall also gar nicht
bendtigt.

Gegenstand der nachfolgenden Abschnitteist die Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik un-
ter Hy und unter festen bzw. lokalen Alternativen. Dabel formulieren wir einige Resultate fur
allgemeinere L okations—Skalen—Familien als die der d—dimensionalen Normal verteilungen und
fur allgemeinere Kerne al's den Exponentialkern aus Gleichung (2.2). Ahnlich wie im Fall der
BHEP-Statistik aus Kapitel 1 zerféllt auch die Behandlung der Bowman—Foster—Statistik in
zwei Teile: das, Herausrechnen der in den standardisierten Daten enthaltenen Schétzer und
die Asymptotik der tbriggebliebenen, dann auf unabhangigen und identisch verteilten Zufals-
vektoren basierenden Statistik fur eine einfache Hypothese. An dieser Stelle kann auf die be-
reits vorhandenen Resultate zurlickgegriffen werden, was an geeigneter Stelle gekennzeichnet
wird. Wir beginnen im nachfolgenden Abschnitt mit einer Festlegung des Rahmens, der allen
weiteren Uberlegungen zugrundeliegt.

2.2. Situation und Notationen

Die von einer d—dimensionalen Lebesgue-Dichte f mit existierenden zweiten Momenten er-
zeugte L okations—-Skalen—Familieist definiert durch

F =1 f(z,9) = éf(zflﬂ(:c—u)) I=(p,¥), p € R X positiv definit 3. (2.16)
|det 2|2
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Fir eine unbekannte d—dimensionale Verteilung mit Dichte ¢ mochte man anhand von unabhan-
gigen und identisch verteilten Realisierungen X4, ... , X,, testen, ob ¢ der Familie F angehort,
also die zusammengesetzte Hypothese

Hy:ge F gegen H :g¢F (2.17)

prufen. Dies soll anhand der reskalierten Bowman—Foster—Stati stik

Topst == nh? /]Rd <ﬁbst(x) — ey (z, f))2 dx (2.18)

geschehen, wobei

ju@=5%§:K(I;&> bz, ﬁam=5%§:K(x;”) (2.19)
j=1 =1

wie friher den auf den urspriinglichen Daten X4, ... , X,, bzw. auf den standardisierten Daten
Y; = Sn'%(X; — X,.),j = 1,... ,n, basierenden Rosenblatt—Parzen-Schétzer mit Kern K
bezeichnet und

en (o, f) = Ef[fn(x)] - %Ef [K (x_thﬂ = | K@i~ hdu (220

den Erwartungswert des ersteren unter der Dichte f. Bei der Betrachtung des auf 7, , ; basie-
renden asymptotischen Tests flr die zusammengesetzte Hypothese aus (2.17) beschranken wir
uns auf die Félle, in denen die Bowman—Foster—Statistik 75, 5, «; affin invariant ist, also z.B. den
Fall d = 1, oder auf die Familie F der d—dimensionalen Normalverteilungen und den Gauf3kern
K aus (2.2). Damit kann die zugrundeliegende Dichte 0.B.d.A. als standardisiert angenom-
men werden, d.h. fir einen d—dimensionalen Zufallsvektor X mit Dichte f gilt EX = 0 und
EX X" = I,. Insbesondere wird dadurch die Verteillungsfreiheit von T,, ;, o, unter H, sicher-
gestellt, und bei der konkreten Durchfihrung des Tests kann auf ein aufwendiges Bootstrap—
Verfahren verzichtet werden. Die im folgenden hergeleiteten Grenzwertsétze werden jedoch
allgemeiner fur standardisierte Dichten f und Kerne K, die gewissen Regularitétsbedingungen
genigen, formuliert.

Im welteren Verlauf ist aul3erdem die (mit der Bias—korrigierten Bickel-Rosenblatt—Statistik
Uberei nstimmende) Bowman—Foster—Statistik ohne geschétzte Parameter

~ 2
T =t [ (Fule) = en@. ) do (2.21)
R4
von Bedeutung, die die einfache Hypothese

Hy:g=f gegen Hy:g#f

testet. Schliefdlich erinnern wir noch einmal an die Bezeichnungen

u(f) = [ Kz)dz  und  o%(f) = /}R (KRR [ Pon @22)

R4
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aus Gleichung (2.13) bzw. (2.14) auf Seite 79, die speziell bei zugrundeliegender d—
dimensionaler Standard-Normalverteilung und fur den Gaul3kern aus (2.2) die Werte

1 2
p(f) = 34 73 und o*(f) = PEPR (2.23)
annehmen. Integrale ohne explizit angegebenen Integrationsbereich laufen im folgenden stets
Uber den gesamten R¢; Integrale Uber Vektoren bzw. Matrizen sind komponentenweise zu le-
sen.

An diesem Punkt stellt sich die Frage nach dem adaquaten Rahmen fiir das weitere Vorgehen,
d.h. nach den Voraussetzungen an den Kern K, an die Dichte f und an die Bandbreite /, sowie
nach den Beweismethoden, die sinnvollerweise einzusetzen sind. Angesichts der Gestalt von

T, bzw. Tn nst S L*—Abstand zwischen dem Kerndichteschétzer f,, bzw. fn s und dessen
Erwartungswert unter der Dichte f und angesichts der Behandlung der Asymptotik der BHEP—
Statistik ebenfalls in einem L?—Kontext (vgl. Kapitel 1) ist es naheliegend, auch die Statistik
T, derartigen Uberlegungen zu unterziehen. Man wiirde also die schwache Konvergenz von
c(n)(fu(-) = en (-, ) bzw. von ¢(n)(fne(-) —en (-, f)) mit einer passenden Rate ¢(n) im Rah-
men der in Anhang B erlauterten Theorie in dem Hilbertraum L?(RR?, 8¢, dx) nachweisen und
dann mit dem Abbildungssatz auf die Verteilungskonvergenz von Tn,h bzw. fn,h,st schlief3en.
Dies funktioniert im Kontext der Kerndichteschdtzung jedoch aus strukturellen Griinden nicht,
wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 20 Ruymgaart (1998) betrachtete den Fall eindimensionaler unabhéngiger und
identisch verteilter Zufalsvariablen X,,..., X, mit einer gemeinsamen Dichte f ¢
L?*(R,*B, dr), deren charakteristische Funktion gewissen Regularitatsbedingungen genligt.
Desweiteren betrachtete er den auf dem speziellen Kern K (z) := sin(z)/(7z) basierenden
Rosenbl att—Parzen—Schétzer mit Bandbreite 4 = h(n), mit dem Hinweis, dal? sich die nach-
folgenden Uberlegungen auf beliebige nichtnegative Kerne K mit [ K (z)dxz = 1 Ubertragen
lassen.

Die zentrierte Grofe 7,,(+) := \/ﬁ(fn(-) —ep, (-, f)) ist ein L?(R, B, dz)-wertiges Zufallsele-
ment mit einem Kovarianzoperator S,,. Ruymgaart (1998) zeigte, dal3 fur jede Bandbreite der
Gestalt h = h(n) =n~" (0 < r < 1) und fir jedes g € L*(R, B, dz) dilt:

<Znag>L2 i> N(Oa <ga Sg>L2) , N —>00,

wobel S : L*(R,,dr) — L*(R,*B,dzr) ein symmetrischer positiver, aber nicht nuklearer
Operator ist, den Ruymgaart explizit angibt. Die endlichdimensionalen Verteillungen von 7,
konvergieren also gegen Normalverteilungen, und der einzige Kandidat fur einen schwachen
Grenzwert von Z,, in L?(RR, B, dz) ware ein Gauf3prozef3 mit Kovarianzoperator S. Dies kann
aber nicht sein, daKovarianzoperatoren von Gaul3schen Zufall selementen in einem Hilbertraum
nuklear sind (vgl. Anhang B.2.4 und B.4).

Die intuitive, elegante Behandlung der Asymptotik von Tn,h in L? ist also leider nicht mog-
lich, und es missen andere Verfahren in Betracht gezogen werden. Bei der Schilderung der
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vorhandenen Resultate zum Bickel-Rosenblatt—Test in Abschnitt 2.1.3 wurden unter anderem
Techniken erwahnt, die auf der KM T—Konstruktion bzw. der Poissonization aufbauen. Beiden
sind jedoch erhebliche Einschankungen an den Kern (beschrénkter Tréager), an die Konvergenz-
rate der Bandbreite 4 und an die zugrundeliegende Dichte f gemeinsam. Ferner ist nicht klar,
ob und wenn ja mit welchen Einschréankungen sich geschétzte Parameter behandeln lassen.

Deshalb arbeiten wir im folgenden mit der ,,simplen* Methodik von Hall (1984), die auf Mar-
tingalmethoden bzw. auf der in Anhang D.2 zusammengefaldten Theorie der U-Statistiken mit
variablem Kern beruht und die mit minimalen Voraussetzungen an die zugrundeliegende Dichte
f sowie an den Kern K auskommt. Sie wird in Abschnitt 2.3 bei der Beweisskizze von Theo-
rem 29 und in Anhang D.2 bei der Beweisskizze von Theorem D.5 erléautert. Der Vollsténdigkeit
halber wiederholen wir noch einmal die grundlegende Voraussetzung 1 aus Abschnitt 2.1 (vgl.
Hall (1984)), von der wir im gesamten weiteren Verlauf ausgehen.

Voraussetzung 1 Fur die Bandbreite h gelte h — 0 und nh? — oo fiir n — oo. Der beschrank-
te, nichtnegative Kern K : R? — R sai von zweiter Ordnungl.h. er gentige den Bedingungen

/K(:z:) de =1, /a:K(x) dr =0, /a:xTK(x) de =2kl

mit einer Konstanten k. Die zugrundeliegende Dichte f sei zweimal stetig differenzierbar; f
und ihre partiellen Ableitungen zweiter Ordnung seien beschrénkt und gleichméfig stetig auf
RY.

Bemerkung 21 Aus der Voraussetzung 1 folgt die Beschranktheit des Gradienten V f: Denn
fir eine eindimensionale zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R gilt nach dem
Satz von Taylor mit einem Zwischenpunkt £ € (z, z + 1)

1

g(@) = glz+1)—yglx) =54

Die Beschrénktheit von ¢ und ¢” impliziert also die Beschranktheit der ersten Ableitung ¢'.
Wendet man diese Uberlegung auf die d partiellen Ableitungen von f an, folgt die Behauptung.

Bemerkung 22 Unter der Voraussetzung 1 besitzt die Dichte f : R? — R diefolgende Taylor—
Entwicklung ersten Grades mit Restglied in Integraldarstellung (vgl. Satz C.16 auf Seite 165):

fao—hy) = @) —h-Vi@y+h " ( / (1—t)V2f(:v—thy)dt)y- (2.24)

Dabei sind z, y Vektoren des R? und h ein Skalar; V f bezeichnet den Gradienten von £, den
wir als Zeilenvektor auffassen, und V2 f die Hesse-Matrix von f. Fir das Restglied in (2.24)
gilt die Abschédtzung

h? -y (/0 (1 —t)V2f(z — thy) dt> y‘ < |ylI* o (r%) , (2.25)

wobei der Term O (h?) gleichmaf3gin z € R? zu verstehen ist.
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Bemerkung 23 Die Glattheit der zugrundeliegenden Dichte f hat durchaus einen Einfluf3 auf
die Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik 77, , bzw. der Bickel-Rosenblatt-Statistik 75, 5, ¢
aus Gleichung (2.10) auf Seite 77: van Es (1997) betrachtete Dichten auf R mit einer endli-
chen Anzahl von Spriingen bzw. Knicken, die durch den Rosenbl att—Parzen—Schétzer mit Band-
breite 4 und nichtnegativem symmetrischem beschrénktem Kern K mit Tréger in [—1, 1] und
[ K(z)dx = 1 geschétzt wurden. Zunéchst ergaben sich in den drei Fallen Spriinge, Knicke
oder Glattheit unterschiedliche optimale Bandbreiten im Sinne der Minimierung der mittleren
integrierten quadratischen Abweichung MISE (vgl. die Diskussion auf S. 76). Fir Dichten mit
zusétzlich beschranktem Trager |eitete van Es (1997) teilweise unterschiedliche Grenzverteilun-
gen der geeignet standardisierten Grofen 7, , bzw. T;, ;. ; in den drei Fallen Sprunge, Knicke
oder Glattheit her.

Voraussetzung 1 reicht aus, wenn die Asymptotik von Tn,h unter einer einfachen Hypothese
mit zugrundeliegender Dichte f behandelt werden soll. Sobald jedoch die standardisierten
Daten Y; auftreten, d.h. sobald die Schétzer X, und S, ,, herausgerechnet werden miissen, sind
zusétzliche Eigenschaften vonnéten. Wir haben uns daftir entschieden, Taylor—Entwicklungen
des Kerns K nach den Schétzern um den Punkt (0, I;) zu verwenden, also von einer gewissen
Glattheit auszugehen. Da uns vor allem der Gaul3kern aus Gleichung (2.2) interessiert, storen
wir uns nicht an Voraussetzungen wie der der dreifachen stetigen Differenzierbarkeit von
K. Ferner werden die Taylor—Entwicklungen nach X,, und S, stets um den Punkt (0, 7,)
durchgefihrt, d.h. unter der Annahme, dal3 die zugrundeliegende Dichte standardisiert ist. Im
Hinblick auf die Anwendbarkeit der Ergebnisse auf andere L okations-Skalen—Familien F as
die der Normalverteilungen und im Hinblick auf eine Untersuchung der Asymptotik von T}, j,
unter festen Alternativen, die dann insbesondere die Konsistenz des auf der Bowman—Foster—
Statistik basierenden Tests sicherstellt, soll die Dichte f im Ubrigen jedoch so allgemein wie
maoglich gehalten werden.

Die fur die Taylor-Entwicklungen des Kerns K bendtigten Eigenschaften werden zusam-
men mit der Existenz von Momenten vierter Ordnung der zugrundeliegenden Verteillung in
Voraussetzung 2 festgehalten. Dabel bezeichnen wir mit VK den Gradienten der reellwer-
tigen Funktion K, den wir as ein Element von £(R% R), d.h. as Zeilenvektor auffassen.
V2K ist die Hesse-Matrix von K und liegt in £(R?% R% R). Schlieflich schreiben wir
V3K (z) € £(R4 R4 R%R) fur das Differential dritter Ordnung von K. Eine Definition
dieser R&ume, eine Einfuhrung in den allgemeinen Differentialkalkil und eine ausfihrliche
Herleitung der in der nachfolgenden Bemerkung 27 angegebenen Taylor—Entwicklungen befin-
den sich in Anhang C.

Voraussetzung 2 Die Bandbreite h sei nun gemafGleichung (2.9) auf Seite 77 gewdhlt, d.h. es
gilt nh4t* = const. Zusdtzlich zu Voraussetzung 1 sei der Kern K dreimal stetig differenzierbar
mit

[l K@iz <so, [ el IVE @) dr <0, [ )|V ()| dr <
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(m=0,1,2,3,4),
/ V2K (2)|> d < o0, / V35 ()|* der < o0
und ||z|]| K(x) — 0 sowie |[VK(z)|| — 0 fur ||z]] — oo. Fir die zugrundeliegen-

de Dichte f gelte zusétzlich zu Voraussetzung 1. Die Momente vierter Ordnung existieren;
Sl IV f (@) de < oo (I = 0,1,2).

Bemerkung 24 Der uns interessierende Gauf3kern aus Gleichung (2.2) gentigt den Vorausset-
zungen 1 und 2.

Bemerkung 25 Die Voraussetzungen ||z|| K (z) — 0 und ||VK (z)|| — 0 fir ||z|]] — oo im-
plizieren zusammen mit Stetigkeitsargumenten die Beschranktheit von V K, die Eigenschaft
K(xz) — 0 (||z|| = oo) und

/VK(:U)d:U =0, /VQK(x)dx =0. (2.26)

Dabei beweist man die beiden Gleichungen in (2.26) @hnlich wie das folgende Lemma.
Lemma 26 Unter der Voraussetzung 2 an den Kern K gilt: [V K (z)de = -1, .

BEWEIS: Furr € {1,...,d} gilt mit der Notation 7 := (z1,... , 2y 1,%41,... ,74) € R}
0 9, _
x,a—er(a:) de = / { xra—er(x) da:,«} dx

- /{[x,K(x)]iooo—/K(x)dx,}df - —/K(x)dx - -1,

denn nach Voraussetzung 2 ist lim,,, o 2, K (x) = lim,, , o 2, K(z) = 0.

Furr,s € {1,...,d},r # s, gilt

/xsa%f((x)dx - /:c{/ airK(x)da:r}di‘ = [ 2 (K@= }di = o0,

denn nach Voraussetzung 2 ist lim,,, o, K (z) = lim,, ,  K(z) =0. O

Im weiteren Verlauf wird die folgende Taylor—Entwicklung des Kerns K nach den Parametern
bendtigt, diein allgemeinerer Form in Anhang C.3 hergeleitet wird.

Bemerkung 27 (Taylor—Entwicklung des Kerns nach den Parametern)Der Kern K geni-
ge den Voraussetzungen 1 und 2. Wir betrachten die Differenz

-Y — X, R
K<x h l) _K<x h 2) = Kz, Xi,0n) — Ki(z, X;, 0) (2.27)
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des Kerns K mit standardisierten Daten Y; = S, "/*(X; — X,,) und urspriinglichen Daten X;
(i =1,...,n) asFunktion der Parameter J,, := (X, S,) und J, := (0, I;) unter Verwendung
der Ergebnisse aus Anhang C.3. Dort werden mit den Bezeichnungen

SR = {4 R™| Asymmetrischund positiv definit} ,
Y= (u,%) € RY x SR und

1
st(z, X;,0) = 7 (:v — Z_l/Q(XZ- — ,u))

Entwicklungen der Funktion

o [ RYxSR = R
b W = Ky(z, X;,0) = K(st(z, X;, 1, 2))

in+ um den Punkt ¢, hergeleitet, die sich wegen Gleichung (2.27) auf das vorliegende Problem
anwenden lassen. Fir ¢ = 4,, ist nach Gleichung (C.3) auf Seite 175 die Taylor—Entwicklung
ersten Grades gegeben durch

h
und die zweiten Grades nach Gleichung (C.5) auf Seite 176 durch

K(x;ly;) —K<$ _hX> (2.29)

~ 1 —~ ~
= dKy(z, X;,19) o (9, — ) + 5d?Kh(a;, X;,9) o (U, — 99,V — ) + Ro(x, X;)

K <x 7 Yi) - K (x _hXZ) = dKy(z,X;,00) 0 (0, — ¥o) + Ri(z, X;)  (2.28)

mit den Restgliedern
1
Ri(w, X)) = / (1= t)d2 Ky (x, Xi, 0o + (D —00)) © (Do — o, Doy — Do)t , (2.30)
0
1
1 ~ ~ ~ ~
Ry(z,X;) = / 5(1—t)2d3Kh(x,Xi,z90+t(ﬂn—ﬁo))o(ﬂn—ﬂo,ﬁn—ﬂo,ﬁn—ﬁo)dt. (2.31)
0

Die Ableitungen in (2.28) und (2.29) sind nach den Gleichungen (C.7) und (C.8) auf Seite 176
gegeben durch

Ay (2, Xy, 0p) © (9, — ) (2.32)

h
1 r—X; _ 1 r—X;
= Y VK Y Xt o Y VE d AN ¢
h V ( h )7, nr+2h V ( h )T(Sn d)rs is
und

Ky (z, X;,90) 0 (0n — o, Un — Ug) (2.33)
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. 1 T 2 T — XZ S 1 T 2 T — XZ -
= v (SR e e (T 5 -
1 - X;
+4—h2 iT(Sn - Id)VQK <a: > (Sn — 1) X;
xr — Xz > 3 xr — Xz 2
_EVK< N > (Sp — 1)) X — EVK( A > (Sn — 1)°X;

1 & r— X; 1 r— X;
o . 2 i o o 2 i
- ﬁ Z Xm"v K < h ),«5 an + ﬁ Z anv K ( h )qr (Sn - Id)rins

r,s=1

d
1 2 xr — Xz
+4—h/2 Z le(Sn — Id)lqv K ( h >qr (Sn — Id)rsX'is

l,q,r s=1

L Z VK ( ) (S~ T)rs s

3 r—X;
—E Z VK ( A >q (Sn - [d)qr(Sn - [d)rins )

wobe X;,, X,,, VK (%)r (S, — I)s Und V2K (I*TXI')TS die Komponenten der Spalten—
bzw. Zeilenvektoren und Matrizen bezeichnen.

Lemma 28 Fir die Restglieder R (z, X;) und Ry(z, X;) aus (2.30) bzw. (2.31) der Taylor—
Entwicklungen aus Gleichung (2.28) bzw. (2.29) gelten mit den Abkurzungen 9,, = (jin, Xn),

571, = 190 —+ t({g\n - 790) ; ﬂn = tXn ; in = Id —+ t(Sn - [d)
die Abschétzungen

| Ra (i, X')|

< ( )(i:HXH)/l t{HV2 (st(, X3, J) H+HVKS*5:UXZ,19 H}

IRa(%Xi)I

1 1 ’
[
< wor(33) (Z X )
=0

/01(1—t)2 {HV?’K(st(x,XZ-,5,1))H+HV2K(st(:v,X H+HVK (st(z H}

BEWEIS: Zungchst werden fur die in den Gleichungen (2.30) und (2.31) auftretenden Ab-
leitungen in dem Zwischenpunkt ,, zu den Ungleichungen (C.10) und (C.11) auf Seite 178
analoge Abschétzungen hergeleitet. Dabei ist zu berticksichtigen, dal3 die dortige obere Schran-

ke C fiir die Ableitungen Hr(in) , (dr(in) . ‘ PT(E,)||, und Hd:”T(fn)  der Funktion
Y : J — SR nach (C.9) auf Seite 178 nur dann Gultigkeit besitzt, falls S, in der kompakten
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Umgebung Jcyvonl, liegt. Diesgilt fur fast alew € Q2 ab hinreichend grof3em n, genauer
gesagt fur n > ng(w). Die Ableitungen der Funktion Y sind also w—fast sicher beschrankt durch
Konstanten, die weder von x noch von ¢ abhdngen, und wir kdnnen die Potenzen von C samt
konstanter Vorfaktoren in den Ungleichungen (C.10) und (C.11) durch ein O (1) ersetzen:

dQKh(aniag) (7/9\ —790,5 —190)

< Ofs K (st(z, X;, U ))‘
9600 . (5l [t )|
+Ofs<>ns—rdn (1%l + 1600 92 st X ) |
AT PR RN
S s

und

d3Kh(I,XZ',1§) (1/9\ —190,’;’\ —190,1/9\ —190)‘

< Sl (st(, X, 7)) |
+Ofs 16 S0l 150100 | 7K s, X 7,0
0l . (5 50 R,
+@4wsm\wuﬂwm33mw%%%ﬂ
#2110 1l [ K . )
+Ofs Il 15— 7l 1%+ 100 |92 st X )|
+Ofs< L1, = 1l (1% + 10)° |92 s, X, 50|
Ofs L1150 1150 = LulP (st(, X, )|
+Ofs<>us TP (%] 1) [ 9 s, X, 7|

Berticksichtigt man nun die Ungleichungen h=! < h=2 < h~% und die Straffheit von /nX,,
sowie \/n(S, — I;) aufgrund der Annahme, dal? die zugrundeliegende Verteilung standardisiert
ist, und schatzt man HX |+ ||X 1), (|| + 11?2 durch Op (1) S5 [|XG])" und (]| X, +
1X5]])? durch Op(1) 35, || X;]|" @b, so ergeben sich die Abschétzungen

& K, X, ) © (F = do, D = o)
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i 0r (2) (S (st o« Jowte )

bzw.

dgKh(xa X’ia 5n) o ({9\71,_7907 7/9\n_1907 7/9\n_190)

1 1 2
l
< 3 0r <n3/2> (ZIIXAI)
=0

: {HV?’K(st(x,Xi,ﬁn))H + HVQK(st(x,Xi,ﬁn))H + HVK(st(:c,Xi,ﬁn))H} .

Einsetzen in (2.30) bzw. (2.31) liefert die Behauptung. O

2.3. Hy—Konvergenz der Bowman—Foster—Statistik

Ziel dieses Abschnittsist es, die Konvergenz der Bowman—Foster—Statistik

Tohst = nh¢ /]Rd (ﬁmt(x) — ey (, f))2 dx

mit geschétzten Parametern herzuleiten. Zu diesem Zweck stellt man zunachst fest, dal3 sich
Tn,h,st gernaB

Tn,h,st - Tn,h + Tn,l + j\:’71,2 (234)

zerlegen 1413 in die Bowman—Foster—Statistik

~ 2

T = o [ (fle) = en@.1)) do

R4
ohne geschétzte Parameter und in zwei Restterme Tn,l und Tn,g, die definiert sind durch

~ d —~ —~ 2

Tn1 = nh / (fnyst(x) — fn (:v)) dz | (2.35)
Tho = 2nh / (Fasl@) = Fu@)) (Ful@) —en (. ) do (2.36)
Die Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik Tn,h ohne geschétzte Parameter wurde in Hall

(1984) unter der Voraussetzung 1 mit grundlegend neuen Methoden gezeigt und ist in Theo-
rem 29 festgehalten.

Theorem 29 (Hall (1984)) Wenn f die den Daten zugrundeliegende Dichte ist, gilt unter der
Voraussetzung 1

Tn,h_ﬂ(f) D
2 o(]) — N(0,1).
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Korollar 30 Unter der Hypothese einer d—dimensionalen Standard-Normalverteilung gilt nach
(2.23) unter der Voraussetzung 1 an den Kern K und die Bandbreite h

247 d/2T, , —1  p

21/2—d/1 J,d]? N(0,1).

BEWEIS VON THEOREM 29: Die Struktur des Beweises von P. Hall 1a1} sich wie folgt skiz-
zieren. Zunachst zerlegt man 7, ,, = L,, + U,, in einen linearen Term

o= gy [{x (555 e (50)])

und einen quadratischen Term

o= a2 Jue () e (e () ol (5 e

deren Asymptotik getrennt behandelt wird.

1) BEHANDLUNG VON L,,:

Esist
EL, = p(f) — h¢ // K(u)K(u+v)du dv/f(x)f(a: +hv)dr,  Var(L,) = O (%)
und folglich

L, = u(f)—hd//K(u)K(u+v) dudv/f(x)f(x+hv)dx+0p (#) :

2) BEHANDLUNG VON U,;:

U, = # ZK]. H,(X;, X;) ist eine U-Statistik mit dem symmetrischen, zentrierten und dege-
nerierten Kern

- (555 () o (55) o (55 o

der von der Bandbreite h = h(n) abhangt und daher mit dem Stichprobenumfang n variiert.
Hall (1984) leitete zur Behandlung von U,, einen Zentralen Grenzwertsatz fir U—Statistiken mit
variablem Kern her, indem er bislang in diesem Kontext noch nicht verwendete Martingalme-
thoden einsetzte. Das resultierende Theorem ist als Theorem D.4 auf Seite 182 in Anhang D.2
wiedergegeben. Mit

Gn(l', y) = E [Hn(Xla x)Hn(Xla y)]
lak sich

E[H (X1, X5)] = h*o*(f)+ 0 (h')
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zeigen sowie
E [Hi(X1, X)) = O (™) | E[Gh(X1, Xp)] = O (hT)

was es erlaubt, die Voraussetzung von Theorem D.4 nachzuprifen:

E[GH (X1, Xo)] + 3B [H) (X1, Xo)]_ O(h) + O ()
(E[H2(X1, X2)])* [o2(f) + O(rd))*

Damit folgt die Asymptotik von U,, aus Theorem D.4:

U,
NPT 2y N(0,1).

3) ASYMPTOTIK VON T}, ;:

Mit einer asymptotisch standard—normalverteilten Zufalsvariablen 7, gilt

Tnh = Ln+Un

)

= u(f)—h?[ [K(u)K(utv)dudv [f(x)f(z+hv)ds + Op % V20420 (f) Z,,
nl/

also

Tn,h - M(f) . 0 1 D
o) Zy, +0(1)+ Op < > — N(0,1).

O

Die Behauptung ist nun, daf? die Schétzer im H,—Fall bel einer zugrundeliegenden standardi-
sierten Dichte und unter der zusatzlichen Voraussetzung 2 keinen Einflul? auf die Grenzver-
teilung haben, d.h. dald die Asymptotik der Bowman—-Foster—Statistik 77, 5, mit geschatzten
Parametern dieselbe ist wie die Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik Tn,h ohne geschétzte
Parameter.

Theorem 31 Wenn die standardisierte Dichte f den Daten zugrundeliegt, gilt unter den Vor-
aussetzungen 1 und 2

Tn,h,st - ,U/(f) D
N} = N(0,1). (2.37)

Korollar 32 Unter der Hypothese einer d—dimensionalen Normalverteilung gilt unter den Vor-
aussetzungen 1 und 2 an den Kern K und die Bandbreite i

20T, s — 1 Tonst =1
ol—d/t iz 9ijp—d/i iz N(0,1).
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9
BEWEIS VON THEOREM 31: Mit der Zerlegung
Tn,h,st - M(f) — Tn,h - M(f) + Tn,l + Tn,?

V2Ri2o(f) V2R o(f)  V2hiZo(f)  V2RY2o(f)
gemalGleichung (2.34) ist angesichts von Theorem 29 zu zeigen, dal3 die Restterme Tm und
T, 2 hinreichend schnell stochastisch gegen O streben:

j\:’n,l P fn,? P
) — 0, ¥ — 0.

1) BETRACHTUNG VON ’Tvnyl/hd/Q:
Setzt manin die Definition von Tn,l die Taylor—Entwicklung ersten Grades aus Gleichung (2.28)

ein, so gelangt man zu der Zerlegung

7, " ST
hd/’l — nhd/2/<fn,st(a:) —fn(x)> dx
1 - rz—Y; r—X; z—Y; z—X;
= hpY?. /K ) —K MK [ —2)-K 1)1 d
nh?d ; h h h h v
- j\:'71,,3 + 25;71,4 + fn,f)
mit
- pa/2 2 —~ “
Tn’g = m Z;/th(ZL‘,X“ﬂo) e} (1971, — 790) : th(ZU,X ,190) [¢) (1971 — 790) dx y
- pd/2 2 —~
Tt o= g 3 [ dFia X 00) o (B 90) - Ra X e
" hd/2 n
Tn,5 = nh2d l;/Rl(l‘aXz)Rl(l‘an) dl‘?

wobel R, (z, X;) das Restglied aus Gleichung (2.30) ist. Folglichist zu zeigen, daf3 die Terme
T3, T,,4 und T,, 5 stochastisch gegen O streben. Da nach der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

die Abschétzung

Tn,él
[ s o= 0| S
< —— Y dKy(z, X;, %) o (O — )| |—== > Ri(z,X;)|dx
V/nhi & 0 O /mhd pi B
" i paie >
dx-/ —ZRl(x,Xj)] dx
] \/ﬁhd J=1

IN

d/4 N
{/ [#Zdl@(w,){i,ﬁo)o(ﬁn i)
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~ o~ N1/2
= {Tn,S ’ Tn,5}

fUr den gemischten Term Tvn,4 gilt, reduziert sich das Problem auf den Nachweis der Gultigkeit
vonT, s =op(l)und T, 5 = op(1).

(i) BETRACHTUNG VON T, 3

Setzt man in die Definition von Tn,:), die Ableitung aus Gleichung (2.32) ein, so ergibt sich

~ pa/2 2 —~
Trs = Z/thx X1, 00) o (9 — 9) - dEn(w, X, 06) 0 (D — o) da

n2d
i,j=1

hd/Q

_ zd: (Vi) (V7 e) e Z/v[(( i>rVK («T —hXj>sdx

r,s=1 i,j=1

. zd:l(\/ﬁ)_(nq) (VA(Su—Ta)y) Q’iﬁﬁi / < hXi>VK<x_hXj>dx

i,j=1 q r

hd/2 - xTr — Xz xr — Xj
n2h2d+2 Z / < h >ZVK ( h ) dx
aufgrund der Straffheit von \/nX,, und \/n(S,, — I,;) sowie nach Lemma53 auf Seite 125.

(i) BETRACHTUNG VON T, 5:

Nach Lemma 28 auf Seite 89 gilt mit den Abkirzungen

571, = 19[) + t({g\n - 790) ) 5n = 790 + S(;’\n - 190)

die Abschétzung

- hd/z 2
Tos| < o Z/uz1 z, Xi)| - | Ry (z, X;)| da (2.38)
3,j=1
2
< Op(1) W'nghd Z (ZHX I (Z||Xj||q>
i,j=1 = =0

VK (st(e, X5, 7)) |} dt]

[ 1 a-o{lv s x.) +

[/01(1 — 5) {“VQK(st(x,Xj,En)) ‘ + HVK(st(x, Xj,f?n))H} ds] dx
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— op(1) W.n%d Z (ZIIX ||> (qﬁ;IlXqu) {

1,j=1

/0/0(1—t)(1—8)/HVQK(st(x,XZ-,gn))H Hv?x(st(x,xj,{?n))‘ dedsdt
+2/01/01(1—t)(1—s)/Hsz(st(x,Xi,ﬁn))H HVK(st(x,Xjﬁn))‘ dudsdt
+/01/01(1—t)(1—8)/HVK(st(x,Xi,gn))H HVK(st(:c,Xjﬁn))‘ dudsdt }

Dadie Bandbreite 4 optimal, d.h. gemaRGleichung (2.9) auf Seite 77 gewahlt wurde, ist nh %4
konstant und braucht im folgenden nicht mehr berticksichtigt zu werden, ebenso wie der straffe
Term Op (1) am Anfang der flinften Zeile von (2.38). Ferner verlauft die Behandlung der drei
Summanden in den Zeilen 6,7 und 8 von (2.38) analog, so dal3 wir uns auf einen Vertreter
beschranken kénnen. Mit

ﬂn = tXn y in = [d —+ t(Sn — Id) y

ﬁn = SXn ; in = [d + S(Sn - [d)

ist also z.B. die stochastische Konvergenz gegen 0 von
2
i . (Z be ||) (Z ||Xj||q>
= q=0

i,j=1
VK(x_inl/Q(Xi—ﬁn)N

[ oo (=) o (=i

zu zeigen. Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der Substitutiony = (z — S, /*(X; —
fin))/h, dy = h~%dx ergibt sich nach Voraussetzung 2 und dem starken Gesetz groRer Zahlen
fur diesen Term die obere Schranke
9 1/2
/ d:v] dt

dxdsdt

2

hd/2

VK(x_igl/Q(Xi—ﬁn))
h

T Z (ZHX [ ) [a-o

1 , 1/2 2
hd/Q{ Z (ZHX ||>/0 (1—t){ IVE (y)]| dy] dt}

n

1/2 ?
hm{% /“VK(y)HQdy] %Z[l‘f'“XiH_'_HXi“Z]}

p(1) . -
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2) BETRACHTUNG VON ’Tvnyg/hd/Q:

Setzt man in die Definition von Tn,Q die Taylor—Entwicklung zweiten Grades aus Gleichung
(2.29) ein, so gelangt man zu der Zerlegung

% = thdﬂ/(ﬁ,st(x)—ﬁ(x)) (Fu@) = en o, ) do
- Q#é/ [K <x;Yi>_K <a: hx)] [fn( )_6h(x,f)] .

= 2 j\:'71,,6 + Tn,? +2 fn,S

mit
The = # Z;/th(x,Xi,ﬁo) o (5n — o) [ﬁl(x) — ey (, f)] dr ,

1 & ~ ~ -
Ty = WZ/d2Kh($,Xi,190)0(19n—190,19n—190) [fn(ﬂT) —en (xaf)] dr
i=1

- #Z / Ro(, X)) [Fula) — en (2. )] da

und esist zu zeigen, dal3 die Terme Tvn,ﬁ, Tn,? und Tn,g stochastisch gegen O streben.

(i) BETRACHTUNG VON Tn,ﬁz

Setzt man in die Definition von Tn,()- die Ableitung aus Gleichung (2.32) ein, so ergibt sich

Too = idﬂ Z/th 2, Xi,9) o (D, —190)[ <x hX) EK (x_th)] dx

Y W) 3/2';13/;3/2, S o () Je (5 ) e (e

r=1 i,7=1

+ Z d)rs)
h'/? “ v [vK r—X; I r—X; - r—X; 4
n3/2](3d+3)/2 Z is h ) h N h z

2,j=1
= op(1)

aufgrund der Straffheit von \/nX,, und \/n(S, — I,;) sowie nach Lemma 54 auf Seite 131.
Dabei wird der Erwartungswert EK ((x — X;)/h) bezlglich der zugrundeliegenden Dichte f
gebildet.
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(i) BETRACHTUNG VON Tn;:

Setzt man in die Definition von TM die Ableitung aus Gleichung (2.33) ein, so ergibt sich

Tn,?

z—X; Tz — X4
— Bd/QZ/dQKhxXZ,ﬁO) (9 —"0, Oy 190){ < - ’)—EK( - )]d:v

i,j=1

d

= 2 (VaXu) (VaXa)

r,s=1
h1/2 )
n2h3d+5/2 Z/V K(

i,j=1

+ Z (\/ﬁan) (\/ﬁ(Sn - [d)rs)

q,rys=1

h'/? - - X; r—X; r—X;
s 30 % [ (55 [R (55 e (55 e

i,j=1

£ L (VS — Tae) (VA(Sa — Ta)e)

l,q,r,s=1

h1/2 - 2 i I—X]' IL'—X1
s YN [V (TR (T ) e (M)

i,j=1

=), e (5 e (5

d

— Z (\/ﬁan) (\/ﬁ(sn - Id)rs)

r,s=1
h1/2
n2h(3d+3) n2h(3d+3)/2 Z /VK <
d)qr) (\/ﬁ(sn - Id)rs)
h'/? - - X; r—X; r—X;
n2h(d+3)/2 ZX”/ < h ) [K< h >_EK< h )]dm
q

2,j=1
= op(1)

»Mco

R

aufgrund der Straffheit von /n.X,, und /n(S, — I,) sowie nach Lemma 54 auf Seite 131. Fur
die Terme mit der Gewichtung 1/(n2h(34+5)/2) beachte man hierbei, dald aufgrund der Wahl von
h gemaf3(2.9) auf Seite 77 gilt:

1 1 1 1
2R . papedae2 gz ° <n3/2h(3d+3)/2) :
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(iii) BETRACHTUNG VON Tn,g:

Nach der Cauchy—Schwarz—Ungleichung gilt die Abschétzung

< /#gm(x,xg
) 1/2
{nZ / [#ZRQ(I’X")] dz-uh [ [Fu(@) e (x,f>]2dx}

i 1/2
1 ~
_ {mz / Rg(x,XoRZ(x,Xj)dx-Tn,h} ,

ij=1

TnS

’

ﬁb(x) — ey (, f)‘ dx

und aufgrund der Straffheit von Tn,h nach Theorem 29 auf Seite 91 reicht es, den Term

1 n
7] Z/|R2(x7Xi)||R2($an)|d$ < (2.39)

ij=1

1 h n 3 3
Or (1) apars g 2 (ZHXZ-IV) (lelelq)
=0 q=0

J[fa-rr{fee

{/0(11—3)2{HV?’K(st(x,Xj,5n))H—l—HVQK(st(x,Xj,gn))“+HVK(st(x,Xj,5n))H}dS}dx

‘V?’K(st(:v, Xi,0,)) H n HV2K(st(a:, X, ﬁn))H n HVK(st(x, X3, 0n) H }dt]

bzw. dessen obere Schranke zu betrachten. Dabel wurden wie bei der Behandlung von Tn,g,
Lemma 28 auf Seite 89 angewandt und

571 — ’(90 + t(’[/gn — ’[90) N 5n = 190 + 8(1/9\77, - 190)

gesetzt. Da die Bandbreite 4 optimal, d.h. gemal3Gleichung (2.9) auf Seite 77 gewahlt wurde,
konvergiert der Faktor 1/ (n*A%*") gegen 0 und wird im folgenden nicht mehr beriicksichtigt,
ebenso wie der straffe Term Op (1) am Anfang der zweiten Zeile von (2.39). Das Integral in
(2.39) besteht nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen aus sechs verschiedenen Summan-
den, deren Behandlung analog verléuft, so dal3 wir uns auf einen Vertreter beschranken. Mit

ﬂn = tXn y in = [d + t(Sn - Id) y

ﬁn = sX,, Y =15+ s(S, — 1)

gilt z.B. mit der Cauchy-Schwarz—Ungleichung und der Substitution y = (z — %, /*(X; —
fin))/h, dy = h~4dz sowie nach Voraussetzung 2 in Verbindung mit dem starken Gesetz grofRer
Zahlen

S (Z ||Xi||l> (qz?;nxjn‘l)

ij=1 \1=0
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g P 5 ) 5, (i)
//(1—1&)2(1—3)2/ VK VK n=J n ) \dedsdt
0Jo h h
1= (Xi=ii) \ ||
< WZ ZIIX I —t)* | [ |[VK
=1

h
) o]

n

{ i=1
1 1/2 4 ) 3 ?
= h{g /||VK )|)® dy] = [+ I+ 1G] + 1) ]}

=1

q11/2

dx dt

= h

~—

= OP(]_

O

Bemerkung 33 (Asymptotischer Niveaue Test zur Bowman—Foster—Statistik) Anhand
von Theorem 31 1a41% sich unter den Voraussetzungen 1 und 2 an die Dichte f, den Kern K und
die Bandbreite h ein auf der Bowman—Foster—Statistik basierender asymptotischer Niveau—o—
Test fUr die zusammengesetzte Hypothese

Hy:g€e F gegen H :g¢F
mit der von f erzeugten Lokations-Skalen—Familie

1

F = {f(%ﬁ):W

f (271/2(x —w) | 9= (1, 32), u € R, T positiv definit }

konstruieren. Dabei beschrénken wir uns auf die Félle, in denen Tn,h,st affin invariant ist, al-
so z.B. die Familie F der d—dimensionalen Normalverteilungen und den Gauf¥kern aus Glei-
chung (2.2), oder aber die Dimension d = 1. Aufgrund der Problemstellung besitzt der Test
einen oberen Ablehnbereich. Bezeichnet ®~'(1 — ), a € (0,1), das (1 — a)—Quantil der
Standard—-Normalverteilung, so wird nach (2.37) die Hypothese genau dann abgel ehnt, wenn

Tn h,st — ﬂ(f) -1
VW () e
gilt, also wenn der Wert der Teststatistik auf gegebenen Daten den kritischen Wert
Ghia = p(f)+ V2P o(f) @7 (1 - a) (2.40)

des Tests Uberschreitet. Fir den auf der Bowman—Foster—Statistik basierenden asymptotischen
Test auf d—dimensionale Normalverteilung ergibt sich nach Gleichung (2.23) auf Seite 84

qh,lfa — 27(17_‘_7(1/2 |:1 + hd/2 21/27(1/4 @71(1 - O{):I )

Wie im BHEP-Fall kann man das asymptotische Quantil ¢, ;_, der Bowman—Foster—Statistik
aus (2.40) durch ein bei festem Stichprobenumfang » anhand von Monte—-Carlo-Simulationen
ermitteltes empirisches Quantil ¢y, , 1—, ersetzen.
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2.4. H;—Konvergenz der Bowman—Foster—Statistik

Bisher wurde in Kapitel 2.3 die Konvergenz der Bowman—Foster—Statistik unter einer standar-
disierten Dichte, die den Voraussetzungen 1 und 2 gentigt, gezeigt. Damit konnte die Wohlde-
finiertheit des in Bemerkung 33 konstruierten, auf 7, , «, basierenden Tests fur die zusammen-
gesetzte Hypothese nachgewiesen werden, wobei wir uns auf die Falle, in denen Tn,h,st affin
invariant ist, beschrankt haben. Nun soll analog zum BHEP-Fall das Verhalten der Bowman—
Foster—Statistik unter einer festen Alternative untersucht werden, mit dem Ziel einer Gitenaghe-
rung fur den Test aus Bemerkung 33, die mit der aus dem BHEP-Fall verglichen werden kann.

Der Deutlichkeit halber bezeichnen wir im folgenden die der L okations-Skalen—Familie F zu-
grundeliegende standardisierte Hy—Dichte mit f, und die einer festen Alternative zugrundelie-
gende Dichte mit f;. Im weiteren Verlauf gehen wir stets davon aus, dal3 f,, die Bandbreite h
und der Kern K die Voraussetzungen 1 und 2 erfullen. Damit die Ergebnisse des H—Falles auf
f1 angewandt werden kdnnen, moge auch die alternative Dichte diesen Voraussetzungen geni-
gen. Desweiteren wahlen wir f; standardisiert, d.h. fir einen d—dimensionalen Zufallsvektor X
mit zugrundeliegender Dichte f, gelte EX = 0 und EXXT = T,,.

Seien im folgenden X1, ... , X,, unabhéngige und identisch vertellte d—dimensionale Zufalls-
vektoren mit zugrundeliegender Dichte f;. Um zur Bestimmung der Asymptotik der Bowman—
Foster—Statistik die bereits vorhandenen Ergebnisse anwenden zu kénnen, ist es zweckmalfig,
die Zerlegung

ot [ (Faselo) = en 0. o)) o
= [ (Fate) = ente 1) o+ [ en (o ) = o o)) d
+2/ (ﬁz,st(x) — ey (z, fl)) (en (z, f1) —en (v, fo)) dx

zu betrachten, die aus einer mit der zugrundeliegenden Dichte f; zentrierten Statistik vom
Bowman—Foster—Typ, einem konstanten Term und einem gemischten Glied besteht. Zundchst
stellt man fest, dai3 fur die mit f; zentrierte Statistik vom Bowman—Foster—Typ nach Theo-
rem 31 auf Seite 93 mit einer asymptotisch standard—normalverteilten Zufallsvariablen 7, gilt:

~ 2 +V2hi2 o Zn

\/ﬁ/ <fn,st(x) — €p ($, fl)) dr = \/ﬁ (Iu(fl) d (fl) )
nh

1(f1) 4 \/§U(f1) Zn, _ 1 fr)
ihd nhi Jihd
denn nach Voraussetzung strebt nh? gegen Unendlich. Da die Bandbreite » gemaRGleichung
(2.9) auf Seite 77 gewahlt wurde, ist der Term u(f1)/(v/nh?) nur fur d < 3 vernachl&ssigbar;
fur d = 4 ist er konstant, und fur d > 5 liefert er einen Beitrag zur Asymptotik. Insgesamt kann
man nach Subtraktion der deterministischen Terme und Reskalieren mit /n auf eine nichttri-

viale Grenzverteilung hoffen, d.h. wir interessieren unsim folgenden fir die Zufallsvariable

R ﬂ(T"’h’“—“(fl)— / (eh(:c,f1>—eh(x,fo>>2dx> (2.42)

nhd nhd

+ OP(l) X
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_ 2%/(@,5@5)—% (. 1)) (en (@, 1) — en (. f0) d + 0p(1)

Zur Bestimmung der Varianz der Grenzverteilung von §n,h,st bendtigen wir den Zeilenvektor Z;
und den Skalar Z, die durch

L= [ VA@ (@) - fe) &, L= [£) (@) - file) & (@42

definiert sind, sowie die Grofien

Lw = [ V), (@) ~ ) ds (249
L) = [ VA@A (i) - Zlarszgrs

mitr,s € {1,... ,d}und A = (a,,),, , ,€ R Ferner seien

wo= [ R0 (@) - fle) do+ ST+ 5T = S L4 T, @4

- / £ (@) (1 (@)= fola))? da + / (2T Toa 2+ T, (227)) Fule) (fule) — fola)) da
+7,4 7T + EIQZE (GTx)] + iE 7 (4 X)) + BLE[(XTX) X
+7LE [T (X, X,") Xi] + %IQE (X" X)) T (X7 (2.45)
wobei die Erwartungswerte beziglich der alternativen Dichte f; gebildet werden, und
(i, fo) = m—1i- (2.46)
Damit af} sich zeigen, dal3 §n,h,st unter f; asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert O

und Varianz 452 (f1, fo) ist.

Theorem 34 Unter den Voraussetzungen 1 und 2 an die Bandbreite 5, die standardisierte Hy—
Dichte f,, den Kern K und die standardisierte dternative Dichte f, # f; gilt

gn st ~n st
. vn <Tn’}’:;i —“n(}{;) —/(eh (2, fi)—en (x,fo))de> 2y N0, 1).

25(fi, fo)  25(f1, fo)

BEwEIS: Anhand der Taylor—Entwicklung ersten Grades

e = (5

nach Gleichung (2.28) auf Seite 88 gelangt man zu der Darstellung

) + dKy(z, Xi,90) 0 (U, — 190)} +— Z Ri(z, X;)

Sunes = 200 [ (Fuala) = en (@ £)) (en (@, 1) = en (2, ) i+ on(1)



2.4. H,—~KONVERGENZ DER BOWMAN—FOSTER—STATISTIK 103

() e () e s

+§n,1 + gn,g + Op(l)

mit

S, = 2 Enj—l A, (x, X;,90) o (9, — ¥ d

nl = \/ﬁ — hd/ h(I, i 0)0( n 0) (€h ($,f1) — € (xafo)) T,

S, = —2 En —1 R X; d 247
n,2 \/ﬁ - hd/ 1(£U, z) (6h (xafl) — €p (ZU, fO)) €. ( ' )

Nach Lemma 35 auf Seite 105 gilt S, , = op(1), d.h. dieser Term ist vernachlassigbar. Setzt

man in §n,1 die Ableitung aus Gleichung (2.32) auf Seite 88 ein, so erhdt man unter Beriick-
sichtigung von Lemma 56 auf Seite 138 und Gleichung (1.15) auf Seite 14

d

S = L2 g [ (S5) 00 e o ) e (V)

S #xis/w{ <x—hX) (en (. 1) —en (2. fo) d (Vi(Su—1),.

r,s=1 =1

d

= Z 2 (Thr + op(1)) % Zzn;Xir

r=1

d
+ 3 (Lo Lp—gy + Tsps +0p(1))

r,s=1

% Xn: (XX" - 1)+ op(1)]

1 &
= %Z 2LXi+ ) (T Lpmgy + Do) (XX = L) | +0p(1)
=1

r,s=1

[ 1
— %Z IIXZ-+%IQ (XiTXi—d)+§Zg (XiXZ-T_Id)} +op(1) .
i=1 -

Dabel wurde in der letzten Zeile die | dentitét

d d
Y (XX L), ey = > (XaXe— (L)n) = Xi'X;—d
r,s=1 r=1

verwendet. Insgesamt ergibt sich fur §n,h,st

bor = SEL (55 o (55 s e

+I X, + %Ig (XX, — d) + %Ig (X" — Id)} + op(1)
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= % Z [Ym — EYm] + OP(l) )

d.h. das asymptotische Verhalten von §n,h,st wird bestimmt durch eine zentrierte Summe von
unabhangigen Zufallsvariablen

1 _X, 1 1
Yoii= i K<x n >(€h (z, fi)—en (z, fO))dx+I1Xi+§I2XiTXi+§I3 (Xin'T) (2.48)

(i =1,...,n). Zur Bestimmung der Grenzverteilung von S,, , s bietet sich folglich der Zen-
trale Grenzwertsatz von Lindeberg—Feller an, d.h. mit

0 = Var (ZYM> = nVar (Y1) = n[c°(fi,fo) +O (h*)] — oo (n— o)

nach Lemma57 auf Seite 142 ist die Lindeberg—Bedingung

1 n
> E[(Yn — EYn)® Y|V —EYpg| > 203}] = 0 (n—o00) Ve>0
=1

%2
(O

zu Uberprufen. Sei also im folgenden e > 0 fest. Zunéchst stellen wir fest, dal? punktwei se auf
Q mit der Substitutiony = (z— X1)/h, dy = h~%dx, der Definition von Z3; und nach Lemma’55
auf Seite 136 die Abschétzung

1
Yar| < /K(y) len (X1 +hy, fi) —en (Xi +hy, fo)ldy + ([T I + 5 122 X4 ?

1
+3 ||X1||2/||Vf1($)|| [zl [ fi(z) — fo(x)| d
< const - (14 ||X1| + ||X1||2)

mit einer von n unabhangigen oberen Schranke gilt. Unter Berlicksichtigung von ¢*? — oo
folgt daraus

(Y1 —BY,1)” Y|V, —EVy| > e0l} — 0 (n— o0)
punktweise auf €2. Da auf3erdem aufgrund der Existenz der Momente vierter Ordnung eine

integrierbare Mg orante durch die von n unabhangige obere Schranke

4
Vi = BV [ 1Yo — EYyy| > 20} < [V —EY;y[® < comst Y [|Xq ]
=0

gegeben i, gilt die Lindeberg—Bedingung nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz:

L D B [(Ya — EYn)” Y|Vei — EYyi| > 07 }]
=1

*2
o, ©
1

_ B ) - )
 32(f1, fo) + O (h?) E [(Yo1 — EYar)” Y — EYu| >e0i}] — 0.
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Damit folgt die Behauptung aus dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg—Feller:

i V=BVl V(1 fo)+O () 3L Vei—EYa] o,
Vvno(fi, fo) o(f1, fo) On

N(0,1).

Lemma 35 Esgilt 5,5 = op(1).

BEwEIS: Nach der Definition (2.47) von S, , gilt zunéchst

Sn,2

< ﬁ;/mx,m lea (2, f1) — en (&, fo) da -

Wahlen wir wie friher die Abkirzungen
Oy 1= o + t(Un — o) , T = 1X, Sy = Iy + (S, — 1)

fur diein dem Restglied R, (z, X;) auftretenden Parameter, so ergibt sich mit der Abschétzung
von R, (z, X;) aus Lemma 28 auf Seite 89 und der Abschétzung von ey, (z, f1) aus Lemma 55
auf Seite 136

< O s D (Z x| )

=1

Sn?

’

/(1—t)/{HVQK(st(x,Xi,5n))H+HVK(st(a:,XZ-,gn))“}da:dt.
0
Da die Behandlung von HVZK(st(ac,Xi,ﬁn))H und “VK(St($,Xi,5n))“ identisch verlauft,

beschrénken wir uns auf einen Vertreter. Fur diesen gilt mit der Substitution y = (z —
S /2(X; = Jin)) /b dy = h~%dz nach Voraussetzung 2 und dem Starken Gesetz grofer Zahlen

die Abschétzung
V2K (x - inm(XF%))
h

o s 32 (S0 [0 f
= 01 \/_h2—2<2||Xi||l>/0(1—t)/HV2K(y)dedt = op(1).

i=1
=0

dzdt

Korollar 36 Die Bowman-Foster—Statistik sei affin-invariant (z.B. gelted = 1, oder F sei die
Familie der d—dimensionalen Normalverteilungen und K der Gaul3kern aus Gleichung (2.2)).
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Unter den Voraussetzungen 1 und 2 an die Bandbreite h, die Hy—Dichte und den Kern K ist
der auf der Bowman—Foster—Statistik basierende Test fur die zusammengesetzte Hypothese aus
Bemerkung 33 auf Seite 100 konsistent gegen jede aternative Verteilung, deren Dichte f; den
Voraussetzungen 1 und 2 gentgt.

BEwEIs: Nach Theorem 34 gilt unter der alternativen Dichte f;, die wir aufgrund der affinen
Invarianz von T, 5 « 0.B.d.A. standardisiert wahlen kénnen, mit einer asymptotisch standard-
normalverteilten Zufallsvariablen 7,

Tn,h,st _ 2&(f17f0)
nhd

Z,+ Tf,{? + [ ento )~ en o f0)do

Pfl
(fi(z d:v > 0,

denn nach Voraussetzung strebt nh? — oo, und nach Lemma 55 auf Seite 136 gilt die Bezie-
hung [ (en (z, f1) = en (2, f0))* dx = [ (fi(x) = fo(x))*dz + O (n?).

Da nun nach Bemerkung 33 der auf der Bowman—Foster—Statistik basierende Test definiert ist
durch

Hy ablehnen <= T,,q > u(fo) + V2hY? o(fo)® (1 - a)

mit dem (1 — a)—Quantil der Standard-Normalverteilung ®~'(1 — ), folgt fur die Wahrschein-
lichkeit, dal3 der Test eine feste Alternative f, erkennt

Py, <Tn,h,st > p(fo) + V22 o(fo)@ (1 - O‘)>
= Pfl (Tn,h,St Iu(fO) + \/Eo-(f()) (1)71(1 — a)> — 1 )

nhd > nhd nhd/?

denn yi(fo)/(nh) + v20(fo)® ' (1 — @)/ (nh"/?) strebt gegen O. o

Bemerkung 37 Wiein der Situation des BHEP-Testsin Abschnitt 1.3.2 beschrieben, 1413 sich
auch im Fall der (affin invariant vorausgesetzten) Bowman—Foster—Statistik unter den Voraus-
setzungen 1 und 2 anhand von Theorem 34 eine Néherung fir die Gite des zugehorigen Tests
angeben. Diese hat im Fall der Bowman—Foster—Statistik jedoch eine geringe praktische Rele-
vanz, dahier die Konvergenzvon S, 1, <t/ (20 (f1, fo)) 9egen die Standard—Normalverteilung nur
sehr langsam vonstatten geht, wie sich in Simulationen gezeigt hat. Dennoch ist es interessant,
die Gutendherung der Bowman—Foster—Statistik mit der des BHEP-Tests aus Gleichung (1.21)
auf Seite 30 zu vergleichen.

Bezeichnen g1, das Hy,—Quantil der Bowman—Foster—Statistik und f; die feste alternative
Dichte, so ist nach Theorem 34

Pf1 (Tn,h,st > qh,l—a)
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Tn st
n}fll;l o Iu;fi:l) _/(eh (xafl) — €p ($, fo))2 d$]

< et e~ ) [ ) = e o)) o)

_ NG
- (25(f1,fo)

Q

1— & qh,l—a_:u(fl)_nhdf(eh (l‘afl) — €p (xvfo))de
20 (f1, fo)v/nh

die gesuchte Gutenaherung, wobel & die Verteilungsfunktion der Standard—Normalverteilung
bezeichnet.

Bemerkung 38 Die Aussage von Theorem 34 behdlt ihre Glltigkeit, wenn die Varianz
%(f1, fo) durch einen konsistenten Schétzer 2 ( f1, fo) ersetzt wird:

§n,h,st . \/ﬁ Tn,h,st M(fl) 2 D
%ulbinfo) . Zoulfirfo) ( =~ [ e =) dm) — MO,

Ein konsistenter Schétzer 2 (f1, fo) fur die Grenzvarianz 5*(f1, fo) 1aR sich konstruieren, in-
dem die in den Gleichungen (2.44) und (2.45) auf Seite 102 aufgefiihrten Bestandteile von
(1, fo) durch auf standardisierten Daten beruhende empirische Analoga ersetzt werden. Der
Konsistenznachweiserfolgt &hnlich wiein Abschnitt 1.2 im Fall der BHEP-Tests durch Heraus-
rechnen geschétzter Parameter, den Nachwels der Vernachl&ssigbarkeit von Resttermen und das
Anwenden des starken Gesetzes grof3er Zahlen sowie von Konvergenzsatzen flr U—Statistiken.
Daim Fall der Bowman—Foster—Statistik aufgrund der sehr langsamen Konvergenz von S, 5, s
jedoch keine praxisrelevanten statistischen Folgerungen — wie z.B. Konfidenzintervalle, ei-
ne Gutendherung oder ein inverser Test — aus Theorem 34 zu erwarten sind, fUr die ein sol-
cher Schétzer bendtigt wirde, verzichten wir darauf, die Einzelheiten der Konstruktion von
., (f1, fo) anzugeben.

Bemerkung 39 Durch Nachvollziehen der Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts und von
Teilen des Beweises von Theorem 34 |al¥ sich unter den Voraussetzungen 1 und 2 leicht die
Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik 7;, , ohne geschétzte Parameter unter einer festen

alternativen Dichte f, angeben: Wieim Fall von T, ,, s, schreibt man
Tn,h o N

nhd / (f"(x)

= / (ﬁb(:v) — €p

2 [ (Fal@) = en (@, 1)) (en (e, £1) = en (2, fo)) da

— ey (, fo)>2 dx
(x,f1)>2d:v + / (en (22 F1) — en (&, fo))? da
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und stellt anhand von Theorem 29 auf Seite 91 fest, dal3 mit einer asymptotisch standard—
normalverteilten Zufallsvariablen Z,, gilt:

u(f1)+\/§a(f1)Zn _ )
V/nhd Vnhd V/nht

Analog zu Gleichung (2.41) auf Seite 101 und dem Beweis von Theorem 34 gilt fUr die Grofle

—+ Op(l) .

\/ﬁ/ (]?n(a:) — ey (x,f1)>2d:v

gn,h = Vn <h - slh) - / (en (7, f1) —en (x,fo))Q da:)

nhd nhd

= 2y [ (Fu@) — en o.10) en (o ) = en (o o)) di + op(1)
_ %;%/{zg(x _hX) —Efl[K<x_hX1>] }(eh (2, f1)—en (2, fo))da+op(1)

L5 N(0,452(f1, fo))

mit
a2(f1, fo) =15 — (1) (2.49)
und
= /fl(l") (fi(x) = fo(w)) dx | Vs = /fl(x) (fl(x)—fo(a:))de.

Die Details ergeben sich aus dem Nachvollziehen des Beweises von Theorem 34 und Lemma 57
auf Seite 142, wobei die von den Schétzern stammenden Anteilein .S, 5, o, Wegzulassen sind.

Bemerkung 40 Das Ergebnis von Bemerkung 39 ist konform mit den Resultaten von Kim
et al. (1997), die im Kontext einer einfachen Hypothese und im Fall ¢ = 1 fir die Bickel—
Rosenbl att—Stati stik

Tonyt = /(ﬁ(f}:)—fo(az)de

aus Gleichung (2.10) auf Seite 77 mit 52( f1, fo) aus (2.49) die Asymptotik

Vn(T, —ET,) »
gy VO

unter einer festen Alternative f; herleiteten. Man beachte in diesem Zusammenhang, dal3 sich
die unterschiedlichen Zentrierungen bei Kim et al. (1997) und im Fall der Bowman—Foster—
Statistik unter Berticksichtigung von Resttermen leicht ineinander umrechnen lassen.
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2.5. Lokale Alternativen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war ein Vergleich der Bowman—Foster—Statistik mit va-
riabler Bandbreite / und der BHEP-Statistik mit festem Glattungsparameter 5 aus Kapitel 1
im Kontext des Testens auf multivariate Normalverteilung. Mittlerwelle ist das Verhalten bei-
der Statistiken unter H, und unter festen Alternativen geklart, und es verbleibt die Frage nach
der Asymptotik unter lokalen Pitman—Alternativen. Im Fall der BHEP-Statistik wurde diese
Frage von Henze und Wagner (1997) durch den Nachweis einer nichttrivialen Grenzvertel-
lung unter lokalen Alternativen, die mit der Geschwindigkeit n~'/? gegen die Hypothese einer
d—dimensionalen Normalverteilung konvergieren, beantwortet. Folglich ist zu klaren, ob die
Bowman—Foster—Statistik ebenfalls in der Lage ist, lokale Alternativen zu erkennen, die mit
der Geschwindigkeit » /2 gegen die Hypothese (2.17) einer bestimmten Lokations-Skalen—
Familie streben. Dabei beschranken wir uns bei der Untersuchung der zusammenesetzten Hy-
pothese auf die Félle, in denen die Bowman—Foster—Statistik affin invariant ist, also z.B. auf
die Dimension d = 1 oder auf die Familie der d—dimensionalen Normalverteilungen und den
Gaufkern aus Gleichung (2.2). Fir alle weiteren Betrachtungen legen wir die folgende Situati-
on lokaler Pitman—Alternativen zugrunde.

Sei X,,...,X,, en Dreiecksschema unabhangiger und zeilenweise identisch verteilter d—
dimensionaler Zufallsvektoren mit einer gemeinsamen Dichte f,,, die definiert ist durch

f2) = folz)+ Naw(z)  mit N, -0 und /m(x)d:zrzo. (2.50)

Dabel ist f, die zugrundeliegende Hy—Dichte, und N,,tv bezeichnet einen Storanteil, der mit
Geschwindigkeit N,, gegen f, konvergiert, mit einer mef3baren und integrierbaren Funktion
o : R4 — R. Um sicherzustellen, daB f,, = fo(1 + N,/ fy) nichtnegativ ist, fordern wir die
Beschrénktheit des Quotienten

()
fo(z)

(imFal fo(z) = mo(z) = 0 ist per definitionem w(z)/fo(z) := 0) und setzen im folgenden
stets n als hinreichend grof3 voraus.

< const fur alez € R? (2.51)

Wie im Hy— bzw. H,—Fall werden wir bel der Herleitung von Konvergenzaussagen fur die
Bowman—Foster—Statistik fordern, dai f,, den in den Voraussetzungen 1 und 2 festgehaltenen
Regul aritatsbedingungen gentigt. Damit ist gemeint, dal? f, und to dies tun, mit der Ausnahme,
dal3 o keine Dichte ist. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit formulieren wir die resultierenden
Erweiterungen der Voraussetzungen 1 und 2 auf die Situation lokaler Alternativen als eigen-
sténdigen Punkt.

Voraussetzung 1. Fur die Bandbreite 1 gelte b, — 0 und nh? — oo flr n — co. Der Kern
K genlige der Voraussetzung 1, ebenso wie die Hy—Dichte f,. Die Dichte f,, sei gegeben durch
fn(x) = fo(z) + Nyw(z) mit N, — 0 und einer mef3baren, integrierbaren, und zweimal stetig
differenzierbaren Funktion v : R? — R, fir die gelte

()
fo(z)

/m(:v)d:v =0 und VzeRY: < const .
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to und ihre partiellen Ableitungen zweiter Ordnung seien beschrankt und gleichmafdg stetig
auf R?. Der Stichprobenumfang » sei so groR gewahlt, daR f,, nichtnegativ ist.

Voraussetzung 2: Fir die Bandbreite i gelte nh?** = const. Der Kern K genlige der
Voraussetzung 2, ebenso wie die Hy—Dichte f,. Zusétzlich zu Voraussetzung 1 gelte fur tv:
[ )™ v (2)] de < 00 (m =1,2,3,4); [ [|z]|' | Vwo(2)||dz < o0 (1 = 0,1,2).

Wiein Lemma 55 auf Seite 136 definieren wir fUr beschrénkte Kerne K die Erweiterung von
en (z,) aus (2.20) auf Seite 83 auf mefdbare integrierbare Funktionen g : R¢ — R:

nleg) = [ K)ol hy)dy.

Analog zumi.i.d. —Fall selen
_ 1 — 1 - = \T

das Stichprobenmittel und die empirische Kovarianzmatrix sowie Yy; := Sp'/*(Xni — X»)
die standardisierten Daten. Die Kerndichteschitzer f,, und fmt seien wie in Gleichung (2.19)
auf Seite 83 definiert. Wie bei der Untersuchung der Hy—Konvergenz in Kapitel 2.3 ist es
zweckmalfig, die Bowman—Foster—Statistik

Topst = nhd/ (ﬁst(x) — ey (z, fo))Zd:v

mit geschétzten Parametern gern?;lBT/n,h,St = Tn,h + Tn,l + Tn,g zu zerlegen in die Bowman—
Foster—Statistik

T,p = nhd/(fn(x)_eh (x,fo)>2da:

ohne geschétzte Parameter und in zwei Restterme Tn,l und Tn,?, die wie friher definiert sind
durch

T = nhd/<ﬁ75t(x)—ﬁ(x))2dx,
Tho = 2nhd/ <ﬁl,st(a:) — ﬁb(x)) (ﬁb(x) — ey (z, f0)> dx .

2.5.1. Asymptotik ohne geschatzte Parameter

Wie im Hy—Fall bestimmen wir zundchst die Asymptotik der Bowman—Foster—Statistik Tn,h
ohne geschétzte Parameter. Hierzu zerlegen wir diese gemaf3

Tn,h - En,h + En,l + En,2
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in eine entsprechende mit f,, zentrierte Statistik

~ 2
Rn,h = nhd/ (fn(x) — € (xafn)> dx )
in einen deterministischen Restterm R, ; und eine Zufallsvariable Rz, ,, die definiert sind durch

Ry, = nhd/(eh (x, fn) — en (z, fo))2 dz |

Roo = 20k / (fn(x)—eh (z, fn)> (en (2, fn) — en (2, fo)) do

und deren asymptotisches Verhalten zunéachst getrennt studiert wird.

Bemerkung 41 Fur die gemal Gleichung (2.22) auf Seite 83 definierten Grofen x( f,,) und
a?(f,) gelten
p(fa) = p(fo)  und  o*(fa) = 0*(fo) (n—o00).

Denn (-) ist nach Gleichung (2.22) konstant, also ist trivialerweise u(f,,) = p(fo). Der Vari-
anzterm o?( f,,) strebt gegen o( ) aufgrund der Definition in Gleichung (2.22) und der Tatsa-
che

/fg(x)dx _ /fg(x)dx+2Nn/f0(x)m(x)dx+Ng/m2(x)dx R /fg(x)dx.

Satz 42 Unter der Voraussetzung 1* gilt

én,h - M(fo) D
V21 o fo) —  N(0,1).

BEWEIS: Der Beweisist eine wortliche Wiedergabe von Teilen des Artikels Hall (1984) und
wurde bereits im Hy—Fall in Kapitel 2.3 as Beweis des dortigen Theorems 29 skizziert. Au-
Berdem ist die Aussage von Satz 42 bereits als Theorem 1 in Liero et al. (1998) angegeben,
alerdingsim Fall d = 1, unter welt restriktiveren Voraussetzungen und ohne Beweis. Wir skiz-
zieren daher ein weiteres Mal die Struktur des Beweises von P. Hall und weisen an geeigneter
Stelle darauf hin, warum man bei den einzelnen Schritten unter lokalen Alternativen zu densel -
ben Resultaten wie im Hy—Fall gelangt.

Wie frither zerlegt man R,, , = L,, + U, in einen linearen Term

Lo = #g/{[((gg—h){ﬂ_E[K(I_thﬂ}de

und einen quadratischen Term

i 3 () el (e (e (5

1<j
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deren Asymptotik getrennt behandelt wird.
1) BEHANDLUNG VON L,,:

Mit denselben Rechnungen wie im Hy—Fall (Substitutionen, Beschrénktheit und Dichteeigen-
schaft von f,,, Beschranktheit von K) ergibt sich analog zu Hall (1984)

EL, = u(fo) — h? // K(u)K (u+v) du dv/fn(x)fn(x + hv)dz , Var(L,) = O <l>

n

und folglich

L, = u(fo) —hd//K(u)K(u+v) dudv/fn(x)fn(x+hv)dx+0p (#) :

2) BEHANDLUNG VON U,;:

Uy = =23 > icj Hn(Xni, X) ist eine U-Statistik mit dem von n abhangenden, symmetrischen,
zentrierten und degenerierten Kern

Hy(Xpiy X)) = /{K(x_hx”> —EK(x_f”1>}{K<x_T)%> —EK(J:_;(m)}dx.

Die Behandlung von U,, erfolgt mit dem in Hall (1984) hergeleiteten und in Anhang D.2 as
Theorem D.4 auf Seite 182 aufgefuihrten Grenzwertsatz fur U—-Statistiken mit variablem Kern.
Genauer gesagt bendtigen wir die Version dieses Satzes fur Dreiecksschemata unabhangiger
Zufalsvariablen, die in Theorem D.5 festgehalten und im Anschlul® daran bewiesen ist. Mit

Gn(z,y) = E[Hy(Xn1, 2)Hn(Xn1,y)]
laRk sich
E[H (X, Xn2)] = B%°(f,) + O (h')
zeigen sowie
E [H! (X1, Xn0)] = O (K% | E [G2( X, Xn2)] = O (™) .

Die zugehtrigen umfangreichen Rechnungen verlaufen exakt wie im H,—Fall, wobel haupt-
séchlich Substitutionen und die Taylor—Entwicklung von f,, nach Bemerkung 22 auf Seite 85
verwendet werden. Damit kénnen wir angesichtsvon o?( f,,) — o2(fy) nach Bemerkung 41 die
Voraussetzung von Theorem D.5 nachprifen:

E [G%(ana Xn?)] + %E [Hfi(th Xn?)] . O(hd) +0 (#) 0
(E[H2(Xn1, X52)])" [02(fa) + O(h4)]? '
Damit folgt die Asymptotik von U,, nach Theorem D.5:
U 2y N(0,1)  bzw. u 2y N(0,1).

V2 hil2 o (fy) V2 h2 o (fo)
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3) ASYMPTOTIK VON R,

Wegen }Nin,h = L, + U, gilt mit einer asymptotisch standard—normalverteilten Zufallsvariablen
Zy,

Ry = mﬁy—m/ykﬁng+vmmw/}A@h@w4wmx+0P(ﬁﬁ)

+\/§ hd/2a(f0)Zn )
aso
én,h_ﬂ(fO) B < 1 > D
—\/5 W70 (fo) = Z,+o0(l)+Op T — N(0,1). O

Satz 43 Unter der Voraussetzung 1* gilt

R, = nh?N? [ / mQ(x)da;Jro(h?)] .

BEwWEIS: Nach Definition ist

en (2 ) — en (22 fo) = / K () Ul — hy) — folo — hy)]dy

= N, [Klywlo =)y = Noer(wm0) (@252)
aso
Roi = nbf / (en (0, ) — en (2, fo)) P de = nhiN? / en (@, 1) d
und nach Lemma 55 auf Seite 136 gilt [ ey, (2, w)* dz = [ w(z)2dz + O (h?). O

Satz 44 Mit der Bezeichnung

o’ = /m(x)QfO(:v)d:v— </m(x)f0(:v)dx)2 (2.53)

gilt unter der Voraussetzung 1*

R,
2 2y N(0,1).

2 ORA\/ nh2dN3
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BEWEIS: Mit e, (2, f,) — en (z, fo) = Nnpep (2, tv) nach Gleichung (2.52) besitzt R,,, die
Darstellung

Roz = 20 [ (Fie) = (o ) en (o fo) = en (o fo) d
- 2Nnhd§; %/ {K (x —th-> — EK (x _hX’“)] en (2, 10) dz

= 2Ny [f/m _ E)N/m]

=1

als zentrierte Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen

~ 1 xr — Xm
Y, = i K( 7 >eh (x,10)dx (2.54)

(:=1,...,n), far dienach Lemma58 auf Seite 147 gilt:
Ohn = Var (Z )7,”) = nVarY, = n [or>+0(1)] = oo (n—o00).
i=1

Wie im Beweis von Theorem 34 auf Seite 102 wenden wir den Zentralen Grenzwertsatz von
Lindeberg—Feller an und Uberprifen die Lindeberg—Bedingung

n

- >on| (T - o) 1

aR,n i=1

i\}ni - E?m

>saRyn}] — 0 (n— o0) Ve>0.

Sei aso im folgenden ¢ > 0 fest. Zunéchst stellen wir fest, dal3 punktweise auf 2 mit der
Substitutiony = (x — X,1)/h, dy = h~%dz nach Lemma 55 auf Seite 136 die Abschatzung

i\}n 1

< /K(y) len (Xo1 + hy,to)|dy < const

mit einer von n und von w unabhangigen oberen Schranke gilt. Unter Berlicksichtigung von
me — oo folgt, dal3 die Indikatorfunktion 1 )anl — E)N/nl > eaR,n} fUr hinreichend grof3es
n identisch O ist, und damit die Gultigkeit der Lindeberg—Bedingung:

=3 [(Fu- bR 1 > o)

Thn
1 E|lY, EY, ’ 1
o2+ o0(1) [( ne "1> {

Also gilt die Behauptung nach dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg—Feller:

\/ﬁ OR B OR OR,n o

?m' - E?m

i7;11 - Ei}nl

> SO'Ryn}:| — 0.
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Ausden Sétzen 42, 43 und 44 1413 sich nun unter der Voraussetzung 1* angesichts der Zerlegung

nh_ (fO) _ nh_ (fO) + ﬁn,l + Rn,?
V20o(fo) 2 V20(fo) W2 V20(fo) k2 V2 0(fo) W2

das Verhalten von Tn,h unter lokalen Alternativen f,, gemaf3(2.50) bestimmen. Nach Satz 42 ist

der erste Term in (2.55) fir jede Lokalisierungsrate NV,, asymptotisch standard—normalverteilt.

Fur den zweiten Term gilt nach Satz 43 beim Grenzibergang n — oo mit einer Konstanten
€ (0,00)

(2.55)

R [ w*()dz + O (h?) S N
S — 7 = hd/2N2 ? — c {/%‘585;” , nh¥?N? — ¢,
\/Eo-(f()) h \/Eo-(f()) 0 , nhd/QNg =0 ,

und fdr den dritten Term nach Satz 44 mit einer asymptotisch standard—normalverteilten Zu-
fallsvariablen Z,, und einer Konstanten ¢ € (0, co)

B % (0so + 0_00) , nh?N? — oo,
w2 WhIN? 2 75 AC(0, 1) WhINZ s ¢
272 2 VO "G
VEo(fu) I ) 0 . /nhINZ -5 0,

wobei §, das Dirac-Mal3 im Punkt = bezeichnet. Im folgenden wéhlen wir A gemaf Glei-
chung (2.9) auf Seite 77, dlso h = Ky - n~ i mit einer Konstanten k4, und betrachten Lokali-
sierungsraten der Form N,, = n~" mit r € (0, 3]. Setzen wir ferner

42

= 4 21‘ a .
Vo = ﬂa(fo)/m()d > 0, (2.56)

so nimmt die Asymptotik von ﬁn,l und ﬁng die Gestalt

O<r —
d/2 )
Bn1 _ plosars N2 /(fm (z)dz+0 (h?)) _1_ a4 e
— = @y N> — Yd 5 T= 37 qara)
V20 (fo) b2 V2o (fo) 0 %_4(dd4)<r<%
) + =
bzw.
En,?
V20 (fo) hi?
. 5 (000 + 0_o0) ) 0<T<%_2(d‘i4)’
_ TLZ 2(d+4)N Kd/Q\/_ ( ) — :"€§/2\/5 (f) (0 1) y = % B Q(d‘iél) ’
1 d 1
0 2 T aarn <TS3

an. Angesichtsvon (2.55) ergibt sich daraus das folgende Resultat fur die Asymptotik von Tn,h
in dem fir uns interessanten Bereich in der Nahe der Lokalisierungsrate n="'/2.
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Theorem 45 Unter der Voraussetzung 1* gilt mit v, aus Gleichung (2.56)

1 d 1 d
Ton—ulfo) o Ooo ) 5_%(d+4)§r<§_4(d+4)’
W A R i A (257
0
N(O,].) y 5—4(d+4)<7"§5.

Die Bowman—Foster—Statistik Tn,h ohne geschétzte Parameter besitzt also eine nichttrivia-

le Grenzverteilung bel der Lokalisierungsrate n*(%*ﬁ) und ist nicht in der Lage lokale
Pitman-Alternativen zu erkennen, die mit der Geschwindigkeit n™", 5 — 7t < r < 3, gegen
die Hypothese konvergieren. Insbesondere werden die , klassischen® benachbarten Alternativen
im Sinne von Witting und Miller-Funk (1995) (vgl. Anhang E und Bemerkung 50 auf Seite 123)

mit Lokalisierungsrate n /2 nicht erkannt.

Bemerkung 46 Das Resultat von Theorem 45 fur die Bowman—Foster—Statistik Tn,h ohne ge-
schétzte Parameter ist konform mit den Ergebnissen in Fan (1994), Theorem 4.2 (ii) fur den
Bickel-Rosenblatt—Test. Im Eindimensionalen findet man eine dhnliche Diskussion in Liero
et al. (1998). Allerdings wird dort bel der Untersuchung der zusammengesetzten Hypothese
das Problem der zu schétzenden Parameter anders gel6st: Eswerden keine standardisierten Da-
tenY,; anstelle der .X,,; eingesetzt, sondern die Bickel-Rosenblatt-Statistik mit E, 5 /[ Fal2)]

anstellevon E (. » [fn( )] zentriert (vgl. die Diskussion auf Seite 78).

2.5.2. Behandlung der geschéatzten Parameter

Um das Verhalten der Bowman—Foster—Statistik Tn,h,st mit geschéatzten Parametern unter loka
len Alternativen exakt zu bestimmen, missen die entsprechenden Rechnungen des H—Falles,
d.h. der Beweis von Theorem 31 ab Seite 94 neu aufgerollt werden. Im folgenden gehen wir
deshalb davon aus, dal die Bandbreite h, der Kern K, die Dichte f, und to nicht nur der
Voraussetzung 1%, sondern auch der Voraussetzung 2* gentigen. Desweiteren sei ab jetzt die
Bowman-Foster—Statistik 7, 5, & affin invariant (z.B. gelte d = 1, oder F sei die Familie der
d—dimensionalen Normalverteilungen und K der Gauf3kern aus (2.2)) im Hinblick auf die Un-
tersuchung des Tests fur die zusammengesetzte Hypothese aus (2.17). Damit kdnnen wir die
Hy—Dichte f, 0.B.d.A. standardisiert wahlen, d.h. fir einen d—dimensionalen Zufallsvektor X
mit Dichte f gilt EX = 0 und EX X7 = I,. Angesichts der Zerlegung

Tn st n - T’n Tn
Jhst M(fo) _ h (fo) n )1 n ,2 (2.58)

V20(fo) hil? V20 (fo) Wi N20(fo) b2 V2 a(fo) hi?

mit den Termen Tn,l und Tn,g aus den Gleichungen (2.35) bzw. (2.36) auf Seite 91 ist die Asym-
ptotik von T, ; /h%/? und T,, ,/ h%/? unter der Folge f,, von aternativen Dichten zu bestimmen.

Die exakte Asymptotik dieser beiden Grofen erwelst sich al's sehr aufwendig, da hierfr der ge-
samte Hy—Fall zu betrachten ist, d.h. Kapitel 2.3 sowie die ersten beiden technischen Lemmata
in Abschnitt 2.6 (Lemma53 und 54), und auf3erdem zwei Zusatzterme, die von den lokalen Al-
ternativen herrihren. Deshalb beschranken wir uns auf Lokalisierungsraten N,, = n~", wobei r
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einem ,kleinen“ Bereich linksvon 1/2 entstammt, d.h. 1/2 — ¢ < r < 1/2 (¢ > 0 hinreichend
klein), und die zugehdrige Argumentation verlauft auf einer heuristischen Ebene. Da nach
Theorem 45 die Bowman—Foster-Statistik 7, ;, ohne geschétzte Parameter [okale Alternativen
mit einer derartigen Lokalisierungsrate /V,, nicht mehr von der Hypothese H,, unterscheiden
kann, ist zu vermuten, dal? dies auch mit geschétzten Parametern so bleibt.

Den Abschluld dieses Abschnittes bildet ein rigoroser Bewels, dal3 die Bowman—Foster—Statistik
T, 1. Mit geschétzten Parametern lokale Alternativen, die mit der Rate n~'/2 gegen die Hypo-
these konvergieren, nicht erkennt. Dieser beruht auf einem anderen Beweisprinzip, namlich der
in Witting und Mller-Funk (1995), Kapitel 6.3, geschilderten Theorie benachbarter Alternati-
ven (vgl. Anhang E).

Heuristik

Zunéchst beschaftigen wir uns mit der Evaluierung eines Bereiches 1/2 — ¢ < r < 1/2, s0
dai3 fur lokale Alternativen mit Lokalisierungsrate N,, = n~" die Konvergenz T/n,l/hd/2 L5 0

bzw. Tn,Q /hd/? L0 gilt. Wieim H,—Fall ist hierzu die stochastische Konvergenz gegen O der
Grofen

— hd/Z n

Tos = oo Z/d[(h 2, Xoiy 00) © (O — Do) - K (2, Xojs 0) © (D, — 0o) dt
3,j=1

~ hdrz 2 —~

Tn74 = nth Z /th(l‘,Xm',ﬁo) @] (19n — 19[)) . Rl(l‘,an) dl‘
=

. hd/2

Ty = —m Z /R1 z, Xpi) Ry (z, Xyj) d

1,j=1

The = # z;/th(x, Xyi, ) 0 (@ — ) [ﬁl(x) — ey (z, fn)] dr ,
Thy = LG:/dQK(xX.a)o(a—ﬁ 5—0)[f(x)—e(xf)]dx
n,7 - hd/2 - h\+y Ang, V0O n 0, Yn 0 n h s Jn )
1 — ~
Tn,S = W ;/RQ(anm) |:fn(x) — €p (ZE, fO)] dx
Tn,9 = # z;/th(xa Xni; 190) o (7/9\71 - 790) [Gh (ZE, fn) — €h (l‘, fO)] dx

R -~ -~
Tn,lO = WZ/dQKh(anniaﬁo)o(ﬁn_ﬁoa7971_190) [6/1 (xafn) — €p (xafO)]dx
i=1

nachzuweisen. Man beachte, dal3 unter den lokalen Alternativen f, die zwei zusétzlichen
Terme Tng und Tn 10 bendtigt werden, da Tnﬁ und Tn7 eigentllch mit [fn( ) — en (z, fo)]
anstelle von [fn( ) — en (x, f,)] zentriert waren, was durch Tn o und Tn 10 ausgeglichen wird.
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Mit dem Spaltenvektor ]\71 und der Matrix ]\72 die definiert sind durch

M, = /:Um(:v) dz M, = /x:va(:v) dx

berechnen sich aufgrund der Standardisierung von f, die ersten beiden Momente von X,,; unter
der Dichte f,, zu

EX, = /a:fn(x) dr = N,M,, E[XuX,] = /m:Tfn(a:) dv = I;+ N,Ms,
und fur die Kovarianzmatrix gilt
Cov (Xn) = E[XuXT] - EX,EXT = I+ N,M, — N2M, M.
Da nach Voraussetzung die Momente vierter Ordnung existieren, gilt fir [ = 1, 2, 3, 4 wegen
Bl = [ ol ooy do+ N, [l wiwyde 225 [ ol foe) da

nach der Markov—-Ungleichung die Beziehung
LS vl = 0p)
. ni — P .
=1
Ferner gelten fur das Stichprobenmittel und die empirische Kovarianzmatrix
%= 13N = IS (- ) £ NI D o
n ni:l ni ni:l ni niVil niVll )
1< L 1 o — -
Sp = =) XuXL-X, X = =) (XMX,’;{;—Id—Nn%) T+ N My — X, X7
n i=1 n i=1

P
— 1.

Beachtet man, dal3wir nur Lokalisierungsratenmit NV,, = n=" mit 1/2—s < r < 1/2 betrachten,
so folgt nach dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz von Lindberg—Feller

1 5 1 1 « — —
X, = L (Xm-—NnM> M, = Op(1),
N, JnN, \/ﬁ; 1)+ My p(1)
1 1 1 <« ~\ o~ 1 _\/1 _\"
(S, —T) = L (Xm-XT.—I —NnM) My — N, (—X,)(—x,
N, { ) VN, \/ﬁ; ni 2) T AR AV
— 0p(1).

Hier werden die Schwierigkeiten deutlich, die bel einer Verallgemeinerung des H,—Falles auf
lokale Alternativen f,, mit Lokalisierungsrate N,, zu Tage treten: Man kann nicht mehr von
der Straffheit von /nX,, bzw. /n (S, — I;) ausgehen, sondern nur noch von der Straffheit
der Terme N ' X,, bzw. N1 (S, — 1), wasfur N, = n™" mitr < 1/2 eine Abschwachung
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darstellt. Dies beeinfluf3t nicht nur die eigentliche Behandlung der Terme Tn,g bisfn,w, sondern
man muf bereits die Abschatzungen der Restglieder R1(x, X,,;) und Ra(z, Xp;) ausLemma28

auf Seite 89 revidieren: Setzt man wie friher 9, := ¥y + (¢, — o), SO wird man anstelle der
dortigen Abschétzungen nur noch Resultate der Form

| Ry (2, Xni)|

—op (N2) (Zuxmu )/Ol(l—t){Hv%(st(x,Xm,5n))‘(+HVK(st(x,Xni,5,9)“}dt

|Ro(7, Xyi)|
< —op N3) (ZHMH)

/0 (1= {|| VK (58, Xy U)) |+ || V2 st o, X, 0) |+ W st X, ) | et

erwarten konnen. Damit lassen sich die Terme 7, 5, 7,, 5 und T}, ; analog zum H,—Fall zerlegen
bzw. abschétzen gemar
T,s = N2nh'?.

(£ 5 b o () ().

,8 i,j=1

d
1
-3 O e o [ 9 (55) e
)

8
|
=
g
~—
<
QU
S

q,r,s=1 2,j=1

h
d
1 (Sn_[d lq (Sn_jd) x— an 'I_an
* Z 4 N, N, n2h2d+2 ZX”“IX”JS VK h VK A dx

und o v | r
| < P 0 nghd;(gnxmn) (qﬁ;nxnjnq)
/ {/01(1 ~ 0 [V K st X, 0 | + | VK (st X 7)) dt]
{/01(1 — 5) {HV2K(st(:c,an,5n))H + “VK(st(x,an,En))“} ds} dx
sowie

VnN, B2 .
d
an
{z o 3 [ (25

1,j=1
Z 1 (Sn — Id)rs
+ §T

r,s=1




120 KAPITEL 2. DIE BOWMAN—FOSTER STATISTIK

1 - fL'-Xm I—an .’L'—an
s e o (52) (5 or( )}

,j=1

T, 14 sich wie im HO—FaII mit der Cauchy—Schwarz—UngIelchung durch das Produkt der
Wurzeln von Tn s und Tn K abschétzen, die Zerlegung von Tn 7 verlauft analog zu der von Tn 6
und die Abschétzung von Tn,g analog zu der von Tn,s, so dal’ wir unsere Betrachtungen exem-

plarisch auf die drei explizit aufgeftihrten Falle beschranken. Ein Kommentar zu Tn,Q und fmw
erfolgt weiter unten.

Verallgemeinert man die Lemmata 53 auf Seite 125 und 54 auf Seite 131 auf den Fall lokaler
Alternativen f,, und hat damit die Straffheit der Summen in geschweiften Klammern in den
obigen Zerlegungen von Tn 3 und Tn ¢ gesichert, und berticksichtigt man auf3erdem, dal3 die

Rechnung fur Tn,5 von Seite 96 ihre Guiltigkeit behdlt, so sind die Bedingungen

hi2p N

e VaN,h'? = 0 (2.59)

N2nh¥? — 0,
hinreichend fur die asymptotische Vernachlassigbarkeit von Tn,g,, T/n,5 und T/n,()-. Dabei beachte
man, dald nur die zweite Bedingung in (2.59) auf einer Abschétzung, namlich der von 7, 5, be-

ruht, daf? die erste und dritte Bedingung jedoch exakt sind. Denn weder in den Berechnungen
von Tn 3 und Tn ¢ hoch in den Lemmata 53 und 54 wurde ,, etwas verschenkt".

An der dritten Bedingung in (2.59) sieht man sofort, dal3 fur die ,interessanten” Lokalisie-
rungsraten NV, = n~" der Bowman—Foster-Statistik 77, , ohne geschétzte Parameter aus Ab-
schnitt 2.5.1, also fur

d

r=g- 21 D) d.h. VnN,h*? = const und
d

r=g- ) d.h. VN, h** — const

mit const € (0, 00), der Term 7, ¢ in Dimensionen d > 3 nicht mehr kontrollierbar ist. Man
kann also nur in einem viel kleineren Bereich 1/2 — ¢ < r < 1/2 auf seine asymptotische Ver-
nachlassigbarkeit hoffen. Eine Moglichkeit flir einen Bereich, bei dem alle oben beschriebenen
Rechnungen funktionieren, ist die Wahl

1 1

<

1
- d.h. N, h'/® .
2 3d+4) "2 v =0

Unter dieser Voraussetzung stellt sich bei exakter Rechnung auch der Term

N, « -~
Tn,9 = WZ/th({I},Xm,ﬁo)O(ﬁn—ﬁo) €n (le‘,m)d.f
i=1

d
= nNihd”{Z N, nhd+1 Z/VK(

>r6h (x,10)dx



2.5. LOKALE ALTERNATIVEN 121

(Sn - [d)rs 1 & €r — Xm
Z W T ZXm-s VK . en, (z, ) dz
= n i=1 r

a's asymptotisch vernachldssigbar heraus, denn nN2h%/? strebt gegen 0, und die Summen in
geschweiften Klammern sind straff. Gleiches gilt fur

N, <« ~ ~
Thio = i Z/dQKh(x, Xni, ¥0) o (U — g, U —1) € (z,00) d .
i=1

Da, wie bereits diskutiert, die Rechnungen an dieser Stelle nicht im Detail durchgeftihrt werden
sollen, formulieren wir das Resultat der vorangegangenen Betrachtungen als Vermutung.

Vermutung 47 Unter den Voraussetzungen 1* und 2* und einer Lokalisierungsrate der Gestalt
N, = n~" mit

< r <

DN |

gilt fir die Bowman—Foster—Statistik Tn,h,st mit geschétzten Parametern unter der standardisier-
ten H,—Dichte f,

Tn,h,st_,u(fo) D
Va0 MO

Bemerkung 48 In der nachfolgenden Tabelle sind die ,,interessanten” Werte der Exponenten r
von N,, = n ", d.h. die Werte aus Abschnitt 2.5.1, bel denen nichttriviale Grenzverteilungen
auftreten, sowie die Grenze aus Vermutung 47 fur einige Dimensionen d aufgefiihrt.

d 1 _d 1 _d R
2 2(d+4) 2 4(d+4) 2 8(d+4)

1 |2 = 04 5 = 0.45 o= 0475

5 20 40
2 |3 = 03 & = 0416 | 2 = 047916

~ 7 ~

3|2 0.28571 | 5 =~ 0.39286 | 2 ~ 0.48214
4 |1 = 025 2 = 0375 | 2% = 0484375
512 = 02 2 = 0361 |5 = 04861
10 | 1 ~ 0.14286 | 5z ~ 0.32143 | 35 ~ 0.49107
20 |5 = 0.83 o~ = 02916 |2 ~ 0.49479
50 |3 = 0.037 |2 ~ 0.26852|22 =~ 0.49769
100 | &5 = 0.01923 | 2L ~ 0.25962 | 52 ~ 0.49880
0o | 0 T = 025 :
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Exakte Behandlung der n~'/2-Rate

Wie bereits zu Beginn dieses Abschnittes angedeutet, folgt als letzter Punkt ein exakter Bewels,
daf3 die Bowman-Foster—Statistik 7, , ;; mit geschatzten Parametern lokale Alternativen, die
mit der Rate n~ /2 gegen die Hypothese konvergieren, nicht erkennt. Hierzu ist angesichts der
Zerlegung (2.58) auf Seite 116 die stochastische Konvergenz gegen O der Restterme 7, ; / h%/?
und Tn,g /h%? unter der Folge f,, von lokalen Alternativen zu zeigen. Dies erfolgt durch An-
wenden der in Witting und MUller-Funk (1995), Kapitel 6.3, geschilderten Theorie benachbar-
ter Alternativen (vgl. Anhang E). An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dal3 die Definition
»benachbarter Alternativen* nach Witting und Muller-Funk (1995) (vgl. Definition E.1 in An-
hang E) restriktiver ist als die in dem aktuellen Kapitel 2.5 der vorliegenden Arbeit zugrunde-
gelegte Definition ,lokaler Alternativen nach Gleichung (2.50). Dieser Zusammenhang wird
in Bemerkung 50 nédher erlautert.

Satz 49 Unter benachbarten Alternativen f,, mit standardisierter Hy—Dichte f, und der Loka-
lisierungsrate N,, = n~/2 gelten unter den Voraussetzungen 1* und 2* fiir die Restterme 7,

und Tn,g die Grenzwertaussagen

Tn,2 P

fnl P P

iz 0 und X0E

BEWEIS: Bezeichnet \? das Lebesgue-MaR auf R?, so definieren wir fur j = 1,...,n die
Wahrscheinlichkeitsmal3e u,,; und v,,; auf dem Raum (R?, 98%) durch

dunj .
dX\d -

d?}n j

= fo und -

= fn

sowie die Produktmate u,, und v, auf dem Produktraum & (R%, %) durch
7=1

Uy 1= (}% (. und Uy = 6% Unj -
7j=1 7j=1
Das Wahrscheinlichkeismal? ,, ist gerade die Verteilung einer Folge von unabhangigen und
identisch verteilten Zufallsvektoren X ¢, ... , X, unter der Hypothese Hy, und v,, die Verteilung
einer identisch verteilten Zeile X .1, . . . , X,,,, eines Dreiecksschemas unabhéngiger Zufallsvek-
toren unter der lokalen Alternative f,,.

Aufgrund der Forderung (2.51) auf Seite 109 ist der Dichtequotient

n

_ dun . . 1 w(z))
L"'_dun’ dh.  Lu(z1,...,2,) = ]Hl<1+ff0( )>

(1, ... € RY), wohldefiniert und endlich. Ferner gelten aufgrund der Voraussetzung (2.50)
und der B&echrankthelt vont/fo firj =1,.

(X (x)
. { Xn]] ] fo o) fo =0, (2.60)
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2 w0 (X ]
k° = E,, [fo(Xn] /fo sfo(z)dr < oo. (2.61)

Mit der Taylor—Entwicklunglog(1+¢) = t — 5t*+ 5 (1+§ =13, |t| < 1, & zwischen 0 und ¢, ergibt

sich fur den Logarithmus des Dichtequoti enten
log Ly(Xp1, - - - ,Xnn)
1 m(Xn)
= log <1 — d >
Z f 0(Xnj)
& 1 < 1 (Xy,)?

L . i m(an)2
B \/ﬁ ]2:; fO(XnJ) 2n ; fO(an)2 * 3n3/2 Z (1 + gn]) f (an)?,

mit &,,;(w) zwischen 0 und ﬁ mé’; )+ Aufgrund der Beschrénktheit von ro / fo ist der Rest-
term von der Grolenordnung o, (1), und angesichts von (2.60) und (2.61) folgt in Verbindung

mit dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg—L évy und dem Gesetz grof3er Zahlen

X
log Ln(Xat, -+ Xom) = —= )
8 Ln(Xom ) \/ﬁ; Fo(Xny) Zfo Xm

1
2 /\/'(—5/%2,/2;2) unter w, .

Daraus ergibt sich nach dem ersten Lemma von Le Cam (zitiert in Satz E.5 auf Seite 187 in
Anhang E) die wechsel seitige Benachbartheit von u,, und v,,.

Nach dem Beweis von Theorem 31 auf Seite 93 im Hy—Fall gelten fUr die Restterme Tn,l und
T, » die stochastischen Konvergenzaussagen

Tn,l Un Tn,Z Un
hd/2—>0 und hd/2—>0,

und aufgrund der wechsel seitigen Benachbartheit der Wahrscheinlichkeitsmal3e «,, und v,, er-
halten wir nach Satz E.2 aus Anhang E die Behauptung:

Tn,l Un Tn,2 Un
hd/2—>0 und hd/2—>0.

Bemerkung 50 Es bezeichne \¢ das Lebesgue-MaR? auf R?, f,(z) = fo(z) + N,ro(z) die

Dichte der lokalen Alternative und
Uy = ]Q:Z)l Upj , Up = ]Q:Z)l Upjj mit d):ij = fo, d;‘i = fa
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die zu den Dichten f, und f,, gehdrigen Produktmale. Unter der Voraussetzung 1* ist v,, genau
dann benachbart zu u,, im Sinne von Witting und Muller-Funk (1995) (vgl. Definition E.1),
wenn fir die Lokalisierungsrate gilt: IV, = O (n='/2).

Fir Raten N, = n" mit 1/2 — e < r < 1/2 ist die Theorie benachbarter Alternativen aus
Witting und Mller-Funk (1995) also nicht anwendbar, d.h. es ergibt keinen Sinn, eine Verall-
gemeinerung des Beweises von Satz 49 auf diese Situation anzustreben.

BEWwEIS: Fur den Hellinger—Abstand der Wahrscheinlichkeitsmalie un] und Unj giIt nach Glei-
chung (E.1) auf Seite 185 und der Entwicklung /1 +¢ =1 + £t — +* + 5/2t3 t] < 1,
& zwischen 0 und ¢,

Hugoig) = 1= [ VE@R@d = 1 [ 14820 fiw) do

- 1—/f0(x) Nn/m )dz + NZ/fEZ;Q 2)dx
()

folz)dx

16 (11€)

1 1
——N3/
16" ) (1482 fo(x)?
o ankthei ist der Restterm von der

GroRenordnung o( N?2), und mit %2 aus Gleichung (2.61) ergibt sich anhand der Voraussetzun-
gen

1
H?(uyj, vnj) = gfﬁ?Ni +o(N?) |

also

Z H?(upj,vn) = %nNg +o(nN?) .

Im Fall N,, = n~'/2 haben wir bereits im Beweis von Satz 49 gesehen, dai u,, und v,, wech-
selseitig benachbart sind. Im Fall N, = o (n~'/2) gilt 37| H?(un;, va;) = o(1), und die
wechsel seitige Benachbartheit von «,, und v,, folgt nach Satz E.3 ausAnhang E. Fir N, =n""
mitr < 1/2ist 77 | H?(un;, vn;) Nicht beschrénkt, und nach dem Satz von Oosterhoff-van
Zwet (Satz E.4 in Anhang E) kann v,, nicht zu «,, benachbart sein. O

Angesichts der Zerlegung (2.58) auf Seite 116 erhalten wir aus Satz 49 das folgende Resultat
fur die Bowman-Foster-Statistik 7, 5 s, mit geschétzten Parametern.

Theorem 51 Unter benachbarten Alternativen f,, mit standardisierter Hy,—Dichte f, und der
Lokalisierungsrate N,, = n~"/? gilt unter den Voraussetzungen 1* und 2* die Konvergenzaus-

sage

Tn,h,st - ,u(fO) D
Vao(nr o MO
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Die Bowman—Foster—Statistik mit geschéatzten Parametern weist also unter lokalen Alternati-
ven f, mit Lokalisierungsrate N,, = n~'/? exakt dasselbe asymptotische Verhalten auf wie
unter der Hypothese H,, d.h. sieist nicht in der Lage, derartige Alternativen von H, zu unter-
scheiden. Nach Bemerkung E.10 auf Seite 188 besitzt der auf der Bowman—Foster—Statistik
basierende asymptotische Test aus Bemerkung 33 auf Seite 100 die Pitman—Effizienz O gegen-
tber jedem asymptotischen Test, der unter der Folge (f,,) gegen eine im Vergleich zu seiner
Hy—Asymptotik verschobene Normalverteilung konvergiert. Dies trifft im Fall des Testens auf
multivariate Normalverteilung nach Henze und Wagner (1997) insbesondere auf den BHEP—
Test aus Kapitel 1 zu. Damit sind wir bei dem Uberraschenden Resultat angelangt, dal3 der
BHEP-Test bei variablem Glattungsparameter unter benachbarten Alternativen eine grundsétz-
lich andere Asymptotik aufweist als bei festem Glattungsparameter.

Bemerkung 52 Das Resultat von Theorem 51 ist vorwiegend von theoretischem Interesse.
In einem konkreten Vergleich (z.B. einer Simulationsstudie) schneidet der auf der Bowman—
Foster—Statistik basierende Test auf multivariate Normalverteilung bei festem Stichprobenum-
fang n ebenso gut ab wie der BHEP-Test aus Kapitel 1. Denn der einzige Unterschied zwischen
den beiden besteht darin, dal3 der Gewichtsparameter 5 der BHEP-Statistik fest gewahlt ist,
wéhrend er bel der Bowman—Foster—Statistik mit dem Stichprobenumfang »n gegen oo strebt.
Da dies jedoch auf3erst langsam geschieht (5 = const - nTH gemal Gleichung (2.9) auf Sei-
te77), ist bei Ublichen Stichprobengréfien kein Unterschied zum BHEP-Test zu erkennen. Zum
Beispiel ist fur n < 10000 der Glétungsparameter 5 := na+i Kleiner als 6.5 und liegt damit
in einem Bereich, wo der BHEP-Test noch ein sehr stabiles Verhalten aufweist. Zum Ver-
gleich sai an die Ergebnisse aus Abschnitt 1.4.7 erinnert, wo darauf hingewiesen wurde, dal3
der BHEP-Test besonders gut fur 5 € [0.8, 3.5] funktioniert.

2.6. Technische Lemmata

Lemma 53 Unter den Voraussetzungen 1 und 2 an die Bandbreite £, den Kern K und die den
Daten X1, ..., X, zugrundeliegende Dichte f gilt fir jedes feste [, ¢, r,s € {1,...,d} und

n,¢ € {0,1}

n2h2d+2ZX"X / ( - ) VK< - J) dr = Op(1).

i,j=1

BEwEIS: Esseienl,q,r,s € {1,...,d} undn,{ € {0,1} fest. Die zu untersuchende Grole
lar sich gemaf’

1 ~ v - X;
¢ L J
s O XX / VK( > VK ( h >de

i,7=1
'
) VK(x . Z)gdx

1
_ ¢
- n2h2d+2 X"X / VK(
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n2h2d+22X’7X /VK( - >VK< - J) dx

i#]

zerlegen in einen linearen und einen quadratischen Term. Fur den linearen Term gilt mittels der
Substitution y = (z — X;)/h, dy = h~%dx, nach dem starken Gesetz groRer Zahlen und nach

Voraussetzung 2
- X;
) VK (x - )sd:v

s N [ 9K (45
— # (;i&”&i) (/VK(y),VK (y)sdy> = op(1).

=1

Folglich ist nur der quadratische Term

L ¢ l‘—XZ' l‘—Xj
Up = n2h2d+2ZX"X/ ( - )rVK<T>sdx

i)
1 1
17

also eine U-Statistik mit dem symmetrischen, vom Stichprobenumfang » abhéngenden Kern

H(X0 X)) = s {X"X /VK< ) VK< ) J) da

X"XC/VK< j)rVK (x_hXi>sdx}

weiter zu untersuchen. Dies geschieht durch Reduzieren der quadratischen U—Statistik U, auf
eine Summe von unabhangigen und identisch verteilten ZufallsgroRen mit Hilfe der Hgek—
Projektion, genauer gesagt durch Anwenden von Lemma D.3 auf Seite 181. Hierzu stellen wir
fest, dal? mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung, der Substitutiony = (z—X)/h, dy = h~%dx
und nach Voraussetzung 2 (nh®* = const, E || X,||* < cound [ ||VK (2)|]* dz < o0) gilt:

E [H (X1, X,)]

1 - X - X
= HX{PQ%/VK( 1) VK (x - 2) dz

+X§QXC

{xgxgq (/VK( -
X, \?2

+XI XS, (/VK (x - 2) dr

8
|
S<
\/
<
=
7 N
8
|
=
N———
W
=8
8
——
I

< 1
= p3d+1

E

8
|
=
—
[}
S
8
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— #E {(Xleéq—ngleq)Q} ( / VK (y): dy) ( / VK (y), dy)

= o(n).

Diesimpliziert nach LemmaD.3 mit den Bezeichnungen
Gn :E[Hn(Xl,XQ)] y rn(Xl) :E[Hn(Xl,X2)|X1]

die folgende asymptotische Aquivalenz zwischen der H§ek—Projektion

n

On = bt 2D (ra(X0) — 60)

i=1
und der auf dem Kern H,, basierenden U-Statistik:
#ZH(X.X.) — U +o0 L
n(n _ 1) - n 19 7 - n P \/ﬁ .

Daraus ergibt sich fur U,, zunéchst

oo In—1 1 O 1n—1 1 1
n S T @ty T @ OP NG
1n—1 1 n—1 1 1< 1

i=1

Im weiteren Verlauf des Beweiseswerden wir zeigen, dalR 9, und E [r,, (X )?] das asymptotische
Verhalten

0, = O (h"9/%) | E [r.(X1)?] = O () (2.62)

besitzen, was angesichts von

E

1 1
WﬁZ(%(Xﬂ—@n)] =0,

i=1

=1

Var (h(dio,)/g % Z (rn(X3) — 9n)> = Wlf—% {E [r(X1)?] —E [rn(Xl)]Z}

1 de1 1
S hi+37, o) = 0 (%) = o(1)
das gewiinschte Resultat liefert:
1n—-1 1 d13)/2 n—1 1

Esverbleibt also, die beiden Aussagen in (2.62) zu zeigen.
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(i) BEWEIS VON 6,, = O (h4+9/2):
Mit den Substitutionen v = (z — 2)/h, du = h=%dz und v = (z — y)/h, dv = h~dy ist

2 r— X r— X
. ¢ 1 2
b = Tanop E {XleQq / VK< - ) VK< ; ) dx]

— s [ v (57) vk (S5) s@swasdsay
= 2pl/ ///x hu)] (x—hv)s VK (u), VK (v), f (x—hu) f (z—hv) dedudv.

Setzt man nun fur f(xz — hu) die Taylor—Entwicklung

flx —hu) = flx)—hVf(z)u+h*u” (/ (1 —t)V2f(x — thu) dt> u

0

aus Bemerkung 22 auf Seite 85 ein, so gilt nach Gleichung (2.25) fur das Integral Uber das
Restglied die Abschatzung

0020 (12) [ [ [ Vo=t ho)] 195 ), 95 @)l £ (o) dodudo
= 02 [[ull (95 @, 195 @] [ 10+ b0 = )71 |5§] £ (@) dydude
= Oy

Folglich besitzt 9, die Gestalt
6, = 2hE-NP / / / (2 hu)! (2 —ho)$, VE (u), VI (v), (2)f (— ho) drdud
—2 plat1)/2 ///(x—hu)y(x—hv)g VK (u), VK (v), Vf(2)uf (x—hv) dedudv

+ O(h (d+3) /2) ‘

Setzt man in die beiden Integrale eine analoge Taylor—Entwicklung von f (z — hv) ein, so gel-
ten fUr die Restglieder die Abschatizungen

RA-1/20) (h?) //WK (). | Jol? |VE (v)s|/|(x—hu)7| ‘(x—hv)g‘ f(z)dzdudv
= O (n@r2)
und
0720 (12) [ [lull 1V (o), ol 1V (0,] Vo)) o= o) 196 )| e
O (R*9)2)

Damit folgt insgesamt fur 6,

0, = 2hpldD72 ///(x—hu)?(x—hv)g VK (u), VK (v), f(x)*dzdudv
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pld+D/2 ///(x—hu)?(x—hv)g VK (u), VK (v), f(z)V f(z)vdzdudyv
pldD/2 ///(x—hu)?(x—hv)g VK (u), VK (v), Vf(x)uf(z)drdudv
+2 pld+3)/2 ///(x—hu)?(x—hv)g VK (u), VK (v), V f(2)uV f(x)vdrdudv

+O(hd+3 /2) )

Um zu der behaupteten GroRenordnung O (h(4+3)/2) zu gelangen, muf noch gezeigt werden,
dal3 die ersten drei Integrale in der Darstellung von 6,, von der Ordnung O (h?) bzw. O(h) sind.
Dies geschieht durch eine Fallunterscheidung nach den Werten von n und ¢, wobei nur der
umfangreichste Fall » = ( = 1 aufgefuhrt wird. Die anderen Féllen = ( = 0 bzw. n = 1,
¢ = 0bzw.n =0, ( = 1 verlaufen mit derselben Argumentation etwas einfacher.

Ausmultiplizieren von (z — hu),(z — hv), und Beriicksichtigen von [ VK (u), du = 0 nach
Bemerkung 25 auf Seite 87 liefert

0, = 2hD/2 {/VK (u), du/VK (v), dv/xla:qf(x)Qda:

s / VE (v), dv / / wag VK (u), f(x)dzdu
s / VE (u), du / / 2, VK (v), f(x)2dad
e / / / w0 VK (), VK (v). f(x)dedudv}
—2 pld+1)/2 { / VK (u), du / / 117, VK (v), f(2)V f(x)vdzdv
+h / / / gt — w30y + g VK (u), VE (0), @)V f (x)odadudy

/ //WNK w), Vf(z)uf(z)drdu

+h / / / [—2gu — 210, + huwy) VK (u), VK (v), Vf(2)u f(x)dxdudv}

4O (e
— O(h(d+3)/2) )

(ii) BEWEIS VON E [r,, (X7)%] = O (h41):
Wegen
ro(x) = E[Hy(z,X5)]

1 y—x Yy—z
— n,¢
= GEEDE // {xl quK< N ),«VK< N >s
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+212SVE <y - Z) VK <y - x) } F(2)dydz

1 y—Xy Yy—=z ¢ Yy—=z y—X1

= oo / / / / {X%VK(Tl )TVK< - )S-FZZ]XIqVK - TVK )
w—X; w—1Uu ¢ w—1u w—X;

[XflugVK<T)VK< - >s+u7X1qVK< - )VK< - ”

f(2)f(u)dydzdwdu .

Durch Ausmultiplizieren der beiden Klammern stellt man fest, dal3 zur Bestimmung der Gro-
Renordnung von E [r,, (X)?] nur Terme der Form

y—X w—X w—1u
g o [ nn (7)o (750) 7o () o (),
f(2)f(u)dydzdwdu

mitn, (,a,6 € {0,1} und e, k,l,m,p,q,r,s € {1,...,d} auftreten. Mittels der Substitutionen
v=(y—x)/h,dv =h"%y, t = (w—2z)/h, d = h~%dw, £ = (x — 2)/h, d§¢ = h™4dz,
o= (x —u)/h,do= h%du gilt fir den Erwartungswert eines solchen Terms

e /////x“xl’“zl“ <$>pw{< h > VK< hx>,«w{ <w;u)

F(2)f () f (2)dadydzdwdu
= /////xlcxlkzl W VK (v), VK <v+ T>q VK (t), VK <t+ x;“)
F(2) f(u) f () dzdvdzdtdu
=t [[[[ [ it = )@ - 1ol VK (), VE (0+€), TE (0, VK (4 o),
F(x = he) f(x — ho) f (x)dadvdgdtdo

_ O(hd_l) ,

denn wegen |f(z — h€) f(z — ho)| < const und der Existenz der Momente vierter Ordnung
von f al} sich das letzte Integral abschétzen durch

v ot
{f

(v+¢),

(O IVE (t + o),

ol a8, (x — he)M(x — hg)il‘ f(:v)d:v} dvdédtdp < oo.



2.6. TECHNISCHE LEMMATA 131

Lemma 54 Unter den Voraussetzungen 1 und 2 an die Bandbreite /, den Kern K und die den
Daten X1, ..., X, zugrundeliegende Dichte f gilt fur jedes feste [, ¢, r,s € {1,...,d} und

n,¢ €40,1}

n3/2 ] (3d+3)/2 ZXZ?Z"/VK< 3 > [K< 5 > EK( . )] dx = Op(1),

3,j=1

1 ¢ r—X; r—X; r—X,
—n3/2h3d+3/QZX"X /v2K< - > {K( - > EK( h )}dxzopu).

i,j=1

BEwEIS: Esseienl,q,r,s € {1,... ,d} undn,( € {0, 1} fest. Wir fihren den Beweis fir die
zweite Behauptung aus; der Bewels fir die erste Aussage des Lemmas ergibt sich unmittel bar
durch Ersetzen von V2K (), durch VK (-), und mit der speziellen Wahl ¢ = 0.

Die zu untersuchende Grofe |afd sich gemar

1 - r—X; r—X; z—X
URYS 25 i 1
—HWMZXX [ (557) ¢ (557) -ee (57|

3,j=1

1 r—X; r—X; r—X
_ ¢ 2 i 1
_ n3/2h(3d+3/2 an /v ( ) {x( . >—EK< . ﬂdx

1 z—X; r—X; z—X
¢ 2 i 1
+n3/2h 3d+3)/2 ZX"X /V K( h )rs [K< h > EK( h >] da

i#]

zerlegen in einen linearen und einen quadratischen Term. Der lineare Term |41 sich mittels der
Substitution y = (z — X;)/h, dy = h~%dx, nach dem starken Gesetz groRer Zahlen und nach

Voraussetzung 2 abschétzen durch

1 & r—X; r—X; r—X
¢ 2 i i 1
s O X [X VK< . ) ( . >—EK< . ) du
i=1
1 r— X

/ V2K (y),.| dy

2 1
= 2 K(z) - X
sup K(7) - —=as n;| |

= Op(l) .

Folglich ist nur der quadratische Term

~ 1
._ ¢ 2
U, = n3/2h3d+3/22 X"X /VK(
i7£]
1

i#]
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also eine U-Statistik mit dem symmetrischen, vom Stichprobenumfang » abhangenden Kern

I:’n(Xia Xj)

1 X, X, -X
= W{X"X§/V2K (x - > {K (x - > EK (m : 1)}@«
X, X, —X
+X;’ZX]§Q/V2K (x ; J) {K (x - > ~EK (x ; 1)]6133}

weiter zu untersuchen. Dies geschieht durch Reduzieren der quadratischen U—Statistik U, auf
eine Summe von unabhangigen und identisch verteilten Zufallsgrofen mit Hilfe der Hek—
Projektion, genauer gesagt durch Anwenden von Lemma D.3 auf Seite 181. Hierzu stellen wir
fest, dal3 mit der Substitution y = (z — X,)/h, dy = h~%dz und nach Voraussetzung 2 die
Abschéatzungen

‘X”XC /VZK (‘T—h)ﬁ) {K (x X2> EK (x thﬂ dx

X

< VK(x 1) dr

z€eR4 rs
= hd‘X"Xc QSupK /‘VZ ‘dy < const - h?

und
B, %) < ——F - h x1 x5 )V
n(X1,X2)"| < 73drs const - LRSS
const ¢
= S B [ (x| + )]

= o(n)

gelten. Diesimpliziert nach Lemma D.3 mit den Bezeichnungen

0, ::E[ﬁn(Xl,XQ)] -0, 7 (X1) ::E[ﬁn(Xl,Xg) Xl]
die folgende asymptotische Aquivalenz zwischen der H§ ek—Projektion
= — r(X;) — = — ) (X
U, 0n+nz;<rn( ) =) n;rn( )
und der auf dem Kern ﬁn basierenden U—-Statistik:
= 1
— H, (X5, X;) = — ] .
Z;éj
Daraus ergibt sich fir U, zunachst
~ In—-12 1n-1 1 n—1 1 ¢~
= = 4 — ) = — X 1
=ty tm e () = v 2 X +orl)
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= 0, und im weiteren Verlauf des Beweises werden wir

Offensichtlich gilt E [, (X;)] =
=0(1 )gllt Diesliefert angesichts von

zeigen, dal3 Var (7,,(X1))

Zrn ; ] =0, Var <% Z'Fn(XZ)> = Var (7,(X1)) = O(1)

und damit n=1/23°" 7, (X;) = Op(1) nach der Tchebychev—Ungleichung das gewiinschte
Resultat:

b, = ”;1op(1)+op(1) — 0p1).

Esverbleibt also, den Term 7, (X, ) ndher zu untersuchen.

(i) BETRACHTUNG VON 7, (X;): UMFORMULIERUNG DES PROBLEMS:

Wegen

Fo(z) = E[ﬁn(x,x2)]
a2 o) ()
- gt e (), [ (52) o ()

und folglich

m(X1) = 7 (X1) — B (X))

ist nur der Term 77 (X;) néher zu betrachten. Aus den nachfolgend gezeigten Tatsachen

E[r:(X1)] = O(1) und E[F%(X,)?] = O(1) folgt dann die gewlinschte GréRenordnung
~ 2

Var (7, (X1)) = B [/ (X1)?] = (B [7(X1)])” = O(1).

mit

(i) BEWEIS VON E [77(X;)] = O(1):

Mit den Substitutionen v = (y — z)/h, du = h=%y und w = (x — 2)/h, dw = h~%dz ergibt
sich zunachst

B0 = g [ 449K (57) K (57) )ty
- o ///zl AVK ( x;Z>”K(u)f(z)f(x)dzdudx
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_ -9 ///z" 2K (w4 w), K (u) f(2)f (2 + hw)dzduduw .

Setzt man nun fir f(z + hw) die Taylor—Entwicklung aus Bemerkung 22 auf Seite 85 ein, so
gilt nach Gleichung (2.25) fir das Integral Uber das Restglied die Abschétzung

R3320 (h?) // ‘V2K (u+ w)rs‘ |K (u)] ||w||2/ ‘zl"zg‘ f(2)dzdudw = O (h(d+1)/2) .

Damit ergibt sich unter Berticksichtigung von [ V2K (u + w),, dw = 0 nach Bemerkung 25
auf Seite 87 fur E [ (X)] die Darstellung

Bl (X

_ -y /K U K (u+w), dw]/zyzgf(z)mzdu

+h(d1)/2/ VK (u+w),, K (u) [/ 225 f(2)Vf(z )dz] w dudw + O (h (d+1) /2)
— O(h(d—l)/Z) ’

dso E[r}(X,)] = O(1).

(iii) BEWEIS VON E [ (X)?] = O(1):

Mit den Substitutionenv = (y—z)/h, dv = h=%dz,t = (y—x)/h, dt = h=%dx, £ = (w—u)/h,
d¢ = h=%u, 0 = (w — y)/h, do = h~%w gilt

B [7(

Sl v () (o5 ) (5)

f(2)f (x)dzdydzdudw

= o= ][ == nognsx o), v2K<wh“ Kk (1Y)

f(y—hv) f(u (y—ht)dvdydtdudw

- h/////y ho) (y— o) (y+h(o—E) (y+h(o—E))S

V2K (v),, VK (€),,K (t) K (t+0) f(y—hv) f(y+h(e—¢&)) f (y—ht)dvdydtdgdo.

Setzt man nun fur f(y — hv) die Taylor—Entwicklung aus Bemerkung 22 auf Seite 85 ein, so
gilt nach Gleichung (2.25) und nach den Voraussetzungen 1 und 2 fir das Integral Uber das
Restglied die Abschatzung

w20 (02) [[[[ 1ol |95 @), 72K €] K (01K (40

[ / [(y=h0)] || (y=ho)§| [(y+h(e=)]| | (y+h(0—E))| f(y—ht)dy| dvdtdéde
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_ o) /// [0l |[V2K (u),,| | V2K (€] K (1) K (t+0)

[ﬁ(z—l—h(t—v 1| (z+h(E=)S||(z+h(t+0—E))]||(z+h(t+0—&))S [f(2)de|dvdtdEdo

= O (r*") .

Daraus folgt fir E [ (X)?] die Entwicklung

X1)?
/////y h) ] (y—h)§(y+h(o—8))] (y+h(0—E))§

V2K (v),, VK (€),,K (t) K (t+0) f(y) f(y+h(e—&)) [ (y—ht)dvdydtdsdo

_pi-2 / //// y— o) (y— o) (y+h(o—E) (y+h(0—E))

V2K (€),,K (t) K (t+0) Vf(y)vf (y+h(o—&)) f (y—ht)dvdydtdEdo

E [N*(

+0(1) .

Um zu der Behauptung E [77(X;)?] = O(1) zu gelangen, muf? noch gezeigt werden, daf? das
erste Integral auf der rechten Seite von der GréRenordnung O(h?) und das zweite Integral von
der Grolenordnung O(h) ist. Dies geschieht durch eine Fallunterscheidung nach den Werten
von n und ¢, wobel nur der umfangreichste Fall » = ¢ = 1 aufgefihrt wird. Die anderen Félle
n=¢=0bzw.n =1, = 0bzw. n = 0, { = 1 verlaufen mit derselben Argumentation etwas
einfacher. Setzt man

(y = hv)i(y — hv)g(y + h(e = €))ily + h(e = €))q
= vy + h {—=ylyvg — oo + yiye(0 — g + i (0 — )i}
+h? {yyg(0 — € —v)ilo — € = v)g — yovi(o — E)r — yivg(0 — €)q}
+h* {og [yi(o = €)g + yg(o — D) = [ygui + yivg] (0 = E)ilo — )4}
+htow,(o — )ilo — &),

in die beiden Integrale ein, so erhélt man wegen [ V2K (v),, dv = 0 nach Bemerkung 25 auf
Seite 87

E [ (X1)7]
= w5 [ VK ) [[[[ 9K €. O K (40 1) o) 1)
dydtdedo
=[[[] / [Rvata + ] VK (0), VK (€), K (6) K (1+0) £()f(v-+h(o—€)
Fly—ht)dvdydtde do
+hd_2/V2K dv//// yiya(o — €)q + g (0 — )] V2K (§),,K () K (t+0)
Fy)f(y+h(e—=&))f(y—ht)dydtdEdo
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—h" 2/////9 IVPK (v),, VK (£),,K (t) K (t+0) Vf(y)vf(y+h(o—&)) f(y—ht)
dvdydtdédo
+0 (h*1)

= ///// YiYqVq +ylqu] V2K (v),, V2K (€),,K (t) K (t+0) f(v)f(y+h(o—E))
f(y—ht)dvdydtdédo

/ / / / /y 22 EC (), VPK (€),, K () K (t40) V F (y)uf (y-+h(o—€)) fy—hi)
dvdydtdédo
+0 (h*1) .

Eine Taylor—Entwicklung des Terms f (y + h(o — €)) liefert schlieflichmit [ V2K (€),,d§ =0
E [77,(X1)7]
= —hd2/ V2K (§),, d¢ //// [Y2yqve + yiyoul] VK (v),, K (t) K (t+0) f(y)*f(y—ht)

dvdydtdo
12 [9K (€, ¢ [ [ [ [#9P K ©), K (OF (4 00V £0)0 £ ()7 (0t dvdydede
+0 (h* 1)

o),

dso E [ (X1)2] = O(1). O

Lemma 55 Die Definition von e, (z, ) aus (2.20) auf Seite 83 1413 sich fiir beschrénkte Kerne

K gemal}
1 T —z
en(r,9) = Wi K( - > /K g(x — hy)dy

erweitern auf mef¥bare integrierbare Funktionen ¢ : R? — R. Derartige Funktionen g, ¢; und
g2 mogen aulerdem der Voraussetzung 1 gentigen mit der Ausnahme, dal3 sie keine Dichte sein
mussen. Dann gelten unter der Voraussetzung 1 an den Kern K die folgenden Aussagen fur alle
z,y € RY, wobei das Restglied O(h?) in 1.) und 2.) gleichm&lgin = zu verstehen ist.

1) en(z,9) = g(z) + O(h?),
2) en(z+hy,g) = g(z) + hVg(x)y + O (h?) X7, Iyl

3)3C: VzeRY: e, (z,9) <C,

4) [ey, (:U,g)2 dx = [ g(x)*dz + O (h?),
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5) [ (en (z,91) = en (2,92))" dz = [ (g1 (x) = ga(2))” dx + O (h?).

BEWEIS: 1.) Mit der Taylor—Entwicklung aus Bemerkung 22 auf Seite 85 und nach Vorausset-
zung 1 gilt

nleg) = [ Kala~hu)dy
= g(ﬂf)/K(y)dy—th(ﬂf)/yK(y)derO(hz)/IIyIIQK(y)dy
= g(x)+0 (1),

wobei der Term O (h?) nach Gleichung (2.25) gleichmafigin z € R gilt.

2.) Mit der Substitution v = (x — 2)/h, du = h=%dz und der Taylor—Entwicklung aus Bemer-
kung 22 auf Seite 85 gilt

€h (l‘ + hyag)

— % K<x;Z+y>g(z)dz = /K(u+y)g(x—hu)du

- g(x)/K(u+y)du—th(x)/uK(u+y)du+O(h2)/||u||2K(u—|—y)du.
Wegen
/K(u+y)du - /K(x)d:v _ (2.63)
/uK(u+y)du _ /xK(:v)dx—y/K(x)d:v — oy (2.64)
nach Voraussetzung 1 und
Sl @ ydn = [l =yl & @) do
< [ el & @do+21ll [ ol K @) o+ P [ K (@) da

folgt

en(x+hy,g) = g(x)+hVg(x)y+0 (1)) |yl .

3.) Klar nach 1.)
4.) Mit den Taylor—Entwicklungen aus Bemerkung 22 auf Seite 85 ergibt sich

[
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/ / / Ky (z — hy)g(z — h2)dzdydz
/K dy/ K(z g(x—hz)dzdx — / K(2)Vg(x {/ K(y )dy} (xr—hz)dzdx

+0 (1) [ / W2 K @)K (2)g(e — he)dzdyds

//K )g(z — hz)dzdz + O (h?)
_ /K( )dz/ (2)2dz — h/g(x)Vg(x) {/zK(z)dz] dx+0(h2)//||z||2K(z)g(x)dzdx
— /g(x)de—FO(hQ) .

5.) Wegen

€n (%91) — €p (%92) = /K(y) (91 - 92) (SU - hy)dy = €n (%91 - 92)

ergibt sich die Behauptung aus 4.). O

Lemma 56 MitZ; und Z, aus Gleichung (2.42) auf Seite 102 sowieZ; , ; aus Gleichung (2.43)
gelten fur ;s € {1,...,d} unter den Voraussetzungen 1 und 2 an K, f, und die den Daten
X4,..., X, zugrundeliegende Dichte f;

le 1 T
ﬁzhdﬂ/W((
=1

I~ 1 r—X;
E Z WXzs VK ( n ) (6h (ZE, fl) —€p (l', fO)) dr = IZ l{r:s} +IS,r,s + OP(l) .
i=1 r

Xi) (en (z, f1) —en (z, fo))dz = Iy, +op(1),

BEWEIS: FUr beide Behauptungen reicht es zu zeigen, dal3 der Erwartungswert der linken Seite
jewells gegen die Konstante auf der rechten Seite der obigen Gleichungen strebt und dal3 die
Varianz der linken Seite mit wachsendem Stichprobenumfang » verschwindet. Da die Rech-
nungen in den beiden Féllen Uber weite Strecken parallel verlaufen, betrachten wir allgemeiner
den generischen Term

§n,3,i = hd+1 /VK (x_ > (eh (ZL', fl) —€n (xafO)) dx

mitr,s € {1,...,d} sowien € {0,1} und unterscheiden nur bei Bedarf die Félle 1 (n = 0)
und 2 (n = 1).

(i) BERECHNUNG DER ERWARTUNGSWERTE:
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Mit der Substitutiony = (z — 2)/h, dy = h~4dz it

- 1 _
ESnss = g //Z"VK <x :

= // x —hy)IVK(y), (e (x, f1) —en (x, fo)) fi(z — hy)dzdy

) e (2, 1) — en (s fo)) i (2)dadz

= [ mTE@), (@) - f@) il ~ hy)dsdy+ O (h)

denn nach Lemma 55 und den Voraussetzungen 1 und 2 gilt fir den Restterm die Abschéatzung
1
7002) [1VK@) [ @ = k)2l fia ~ h)dady = ().

Setzt man nun fir f;(x — hy) die Taylor—Entwicklung aus Bemerkung 22 auf Seite 85 ein, so
erhalt man

BSus = 7 [[@= bV Q). (f(s) = foa) fi(z)dady
~ [ @~ myIVE @), (@) - @) ¥ file)ydsdy + O (B)
denn fir den Restterm gilt nach Gleichung (2.25) die Abschétzung
o) [ 1P IVK W] [ 1= )2l (o) — fo(w)] dndy = O(h).

FaLL 1: n = 0:
Nach Bemerkung 25 und Lemma 26 auf Seite 87 ist

B = / VE () dy / (1(2) — fol@)) fu(x)da

/ (f1(2) — fol@)) Y fu(2)d / YVE(y),dy + O (h)

FaLL 2: n=1:

Mit derselben Argumentation ergibt sich
BSuss = 5 [ YKy [ 50 (i@) = @) fi(ads
- [0E@udy [ (110) - i) fie)da
—/:Us (fi(x) — fo(x)) Vfl(x)dx/yVK(y)rdy + O (h)
= ly=g / (fi(z) = fo(x)) fi(x)dx + /Vfl(:v)rxs (fi(z) — fo(x)) dz + O (h)
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= IQ 1{,«23} + IS,r,s + O (h) :

(i) BERECHNUNG DER ZWEITEN MOMENTE:

Mit den Substitutionenu = (z — 2)/h, du = h %dzundv = (y — z)/h, dv = h~4dy it

B[S20] = o /// 2”VK< Z) VK <ygz>r(eh(aﬁ,f1)—eh(x,fo))

(en (¥, f1) — en (y, fo)) fi(z)dxdydz

— hd1+2 ///(x — hu)'VK (u), VK (u - %) (en (x, f1) —en (, fo))

(en (y, f1) — en (y, fo)) fi(z — hu)dzdydu

- /// z— hu)"VK (u), VK (u4v), (ey, (z, fr) — en (z, fo))
(en (x + hv fl) en, (x + hv, fo)) fi(z — hu)dxdvdu

- ///x—hu PIVE (u), VK (u-+0), (@) — fola))
(en (x + hv, fl) en (x + hv, fo)) fi(z — hu)dzdvdu + O(1)

denn nach Lemma 55 und den Voraussetzungen 1 und 2 gilt fir den Restterm die Abschétzung

0(1)///\ (s b | [V () [V (o), Nlen (2o, f2)—en (2o, fo)l fu (o —huldedvdu

< O(l)/ VK (u+v), | |VK (u),] / |(z = hu)?"| fi(z — hu)dzdudv = O(1) .

Setzt man nun fir f,(x — hu) die Taylor—Entwicklung aus Bemerkung 22 auf Seite 85 ein, so
erhalt man

n3Z = ///x—hu )IVK (u), VK (u+v), (fi(z) — fo(z))
(en (x + hv, f1) —en (x + hv, fi)) fi(x)dzdvdu

——///x—hu PV (1), VK (u-+0), (A(2) — fofa)
(en (z + hv, f1) — e (x + ho, fo)) V fi(x)udrdvdu + O(1) ,

denn fUr den Restterm gilt nach Gleichung (2.25) die Abschétzung

001) [[[ 1= (K (), [VK (u+0),| 1(z) = fala)
len (x+hv, f1) —en (z+ho, fo)| |ul) dedvdu
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IN

0(1) //|VK uto), | ul? [V (u |/\ e ha)| £ (2) — fol)| dedud
= 1

Setzt man nunfir e, (z+hv, fi1) —e, (x+hv, fo) die Darstellung aus Lemma55 ein, ergibt sich
wegen

/VK u+v /VK =

[ @, a = [avE @), dx—u/VK (@), do = [ VK (o), do
hach Lemma 26 die Darstellung
B [5had
T2 / / [ / . (“”)rdv] (z=hu)J"VE (u), (fi(2)~fo())" fi(x)dedu
+% / / (2 —hu);"VK (u), (fi(x) = fo(2))(Vfi (x)—Vfo(x)){ / vVK (u+v), dv} f1(z)dwdu
_% / / [ / VE (utv), dv} (z—hu)2"V K (u), (fi(2)~fo(2))’ V fi(2)udzdu
N / / / (& —hu)3"VE (u) VK (utv), (fi(2) = fo(x)) (Vfi(2) = Vo () vVfi (2)udzdvdu

= — / / (o= hu)"V K (u), (fi(0)— folw)) (Vi (@), — ¥ fo(),) fi (2)dedu+ O(1),

denn nach Lemma 55 gelten fir die Restterme die Abschéatzungen

—0 (r?) ///\ z—hu)?"| |VK (u),||VK (u+v),||fi(z (Z||v||> r)dzdvdu

und

///‘ z—hu)?"| |VK (u),||[VK (u+v),||fi(z (Z ||v||> IVfi(2)||||w||dedvdu

FAaLL 1: n = 0:
Wegen [ VK (u), du = 0 nach Bemerkung 25 auf Seite 87 gilt

B[S2,] = -5 [ VE@,du [ (1)~ fla)) (V@) - Vhula),) Fila)da + O)
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= 0(1).
FaLL 2: n=1:

Wegen [ VK (u),. du = 0, (x — hu)? = 22 — 2hz,us + h*u? und der Integrierbarkeit aller
Terme gilt

B |S%a]

5 [ VE @, du [ 2 (5:0) - (o) (VFi(a), = T holo),) i+ O(1)
o(1).

Insbesondere gilt in beiden Fallen

Var ($,5.) = B[] - (E [§n3])2 _ 0(1)=0(1? = 0(1).

(ill) ZUSAMMENFUGEN DER ERGEBNISSE:

Nach dem bisher Gezeigten gilt
Var <§n73,1> 0(1)

1 = ~ ~ 1 =~ ~
E |- Sni:E[Sn], Var [=5°5,4, | = - =0,
[n ; 3 i a (n ; 3 ) n n

und aus E§n,3,,~ = T;,+0 (h) bzw. E§n,3,,~ =T, 14—51+13,,+0 (h) folgt die Behauptung. [

Lemma 57 Mit den in den Gleichungen (2.44), (2.45) und (2.46) auf Seite 102 definierten
Grolen gelten fur die Zufallsvariablen Y,,; aus Gleichung (2.48) auf Seite 104 unter den Vor-
aussetzungen 1und 2 an K, f, und die den Daten X, ... , X, zugrundeliegende Dichte f;

l) EYnl =M + O (h2);
2) EVZ =7+ 0 (h?),
3) Var (Ynl) = 52(f1, f()) + 0 (h2)

BEWEIS: Zundchst sei an die Definition

1 rz—X 1 1
Ynl = ﬁ K( h 1) (6h(xafl)_eh(xafO))dx—i_Ile+§IQX1TX1+§IS (XIXIT)

erinnert.

1.) Mit der Substitution v = (x — 2)/h, du = h~%dz gilt

1 — d 1
EY, = ﬁ//K (x A Z) (en (z, f1) —en (2, fo)) fr(z)dxdz + 512 + 513 (Ia)
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= //K (u) (en (z, f1) —en (z, fo)) fi(z — hu)dxdu + gIQ + %1-3 (1)

= //K (u) (fi(z) = fo(x)) fi(x — hu)dzdu + %ll'g + %Ig (1) + O (B%) ,

denn nach Lemma 55 gilt fir den Restterm des Integrals die Abschétzung

o (1) / / K (u) fi(e — hu)dedu = O (W) .

Die Taylor—Entwicklung von f; (x — hu) aus Bemerkung 22 auf Seite 85 liefert mit Vorausset-
zung 1

B = [ K@du [ (1) - fole) fi)ds
—h/(fl(x) - fo(x))Vfl(x)dx/uK () du+‘5112+%zg () + O (1)

d 1
= /fl(x) (fl(x) _fo(l'))dl‘+§l-2—|—§_’[3 ([d)+0(h2)
= 7+ O (h2) ,
denn nach Gleichung (2.25) gilt fir den Restterm die Abschétzung

O(h2)/||u||2K(u) du/|f1(x) ~fo@)de = O (1) .

2.) Aufgrundvon E [Y2] = §n,4 + 2§n,5 + §n,6 mit

~ 1 T — X1 2
Sn,4 = WE K h (6h (xafl) — €p (ZU, fO))d'x

~ 1 1 oo 1 .

Sn,5 = EE IlX1+§IQX1 X1+§1-3 (X1X1 )

' </ o (x_th) (en (, f1) —en («T,fo))dxﬂ

1 1 2
Sne = E <I1X1 + §I2X1TX1 + 51-3 (XleT)>

folgt die Behauptung durch Behandlung der drel Terme §n,4, §n,5 und §n,6.

(i) BEHANDLUNG VON §n,4:

Mit den Substitutionen u = (z — 2)/h, du = h™%dzund v = (y — x)/h, dv = h~%dy gilt

S = o [ 5 (557) K (457 ot e o o)
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(en (v, f1) = en (y, fo)) f1(2)dzdzdy
= %///K(U)K <u+$> (en (z, f1) —en (z, fo))
(en (y, f1) —en (y, fo)) fi(x — hu)dudzdy
Z, fl) — €n (l‘, fo))
z+ hv, f1) —en (x + ho, fo)) fr(x — hu)dudzdv

(
(

~ [[[ K@K @ (i) - o)
(en (x + hv, f1) — ey (x + ho, fo)) fi(z — hu)dudzdy

Il
=
—

>

=
>
z

+

=

+0 (h?) ,
denn nach Lemma 55 gilt fir den Restterm die Abschéatzung
O (r) / / K (u) K (u+v) / filz — hu)dzdudo = O (h?) .

Eine weitere Anwendung von Lemma 55 liefert unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2.63)
und (2.64) auf Seite 137

=[x U K (u+v dv] (Fu(@) — fol@))? fuler — hu)dudz

+h//K (Fo(5)— fo(@)) (V1 (2) =V fo()) UUK (u+v)dv} £ (@ —hu)dudz
+0 (h?)

/ / K () (f1(2) — fo(e))? fi(x — hu)duds

—h//K (1) — fol(@)) (V1 (2) =V fol@)) wfy (¢ —hu)dudz + O (W) |

denn auch hier gilt fir den Restterm die Abschétzung

O (h?) //K(u) (u + ) <Z||v||>/|f1 )| fi(z — hu)dzdudv = O (h?) .

SchlieRlich liefert eine Taylor—Entwicklung von f, (z — hu) gemaRBemerkung 22 auf Seite 85
— [ K@ [ (@) - o) Ao
- [ (@) ) VA | [ urwa] do
i [ (516) = 5o (Vo) = V(o)) | [ o6 ()] o)
e / / K () (f1(2) — fol@)) (VAi(2) — ¥ fol2)) u¥ fo(@)ududz + O (1)
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= [ £6) (5o) ~ foa))* o0 (47)
denn fir die jeweiligen Restterme gelten die Abschatzungen
0 () [[ K @l (1) = fo))* duds = 0 (1) .
0 (1) [[ K )l () = fo@)| IV (o) = Vo) dude = O (4?)

(i) BEHANDLUNG VON S, 5:

Mit der Substitution u = (z — 2)/h, du = h~%dz gilt

Sus = %// <Ilz+%Ingz+%Ig (zzT)) K <x;Z> (en (z, fr) —en (2, fo)) fi(2)dxdz

- / / (L (z — hu)—l—%l}(m ) (z — hu)+%Ig ((x — hu)(a - hu)T>> K(u)
(en (x, f1)—en (x, fo)) fi(z — hu)dzdu

-/ (L (¢ = h) 4 5T — )" (o — hun) 37 (& — )z — hu)T>> K (u)
(f1(2) = fol@)) fi(x — hu)dadu + O (),

denn fur den Restterm gilt die Abschétzung
0 (1?) / K ()

1 1
[ (1ol + 3 2l o=l + 5

= o).

Z; ((:U— hu)(z— hu)T> D fi(x—hu)dzdu

Beriicksichtigt man nun die | dentitét
1 T 1 T
Zi(x — hu) + 512(27 — hu)" (x — hu) + 51'3 ((x — hu)(z — hu) )
1 1 1
= Tix+ ilngx + 513 (a:xT) —h {Ilu + Toulz + 51'3 (uxT + qu)}
1
+h2§ {IQU/TU + 15 (uuT)} ,
so ergibt sich weiter
Q 1 T 1 T
Sns = K(u) | iz + 51-21‘ T+ 513 (zz") | (fi(z) = fo(z)) fi(z — hu)dzdu

h / / (Ilu + Tols + %13 (ua” + qu)> K@) (i (2)— fo(x)) f(z—hu)dzdu
10 (n?)
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und mit einer Taylor—Entwicklung von f;(z — hu) gemalBemerkung 22 auf Seite 85

S5
_ /K du/<m+;zﬂ vt 3T (oo ) fi(2)da
—h/ (zlir ;zﬂ -~ ;zg (22" ))( £i(@) = Fol@) V() [/uK(u)du} dz
—h// (Zlu+12u x+;zg (™ + o) ) K (u (2)) () dadu

//<11u+12u A ))K( ) (f1(2) — fol@)) Vi (2)udzdu + O (1)
_ /(zlﬁézﬂ x+%zg (22" )) (Fi(x) — fol@)) fi(2)dz
i, [uk (i [ (@)~ fo(o) fi(@)da
h, U uK(u)du]T/x(fl(x)—fO(x)) f1(2)de

53 T [ wKw)du [ o, ()=o) (o)

r,s=1

=53 T [ wK )i [ 2, (i)~ foe) i) +0 (1)

r,s=1

-/ (zlﬁézﬂ%%zg (xxT)> (1(@) — fole)) fil@)dz + O (2)
denn aufgrund der Abschatzungen
0 () [ Nal® #60) (Bl el 5 1l o+ 5 15 (57) | ) 1)~ oo
0 () [ [lulP ) (20 5 el el 5 1B (s 4] ) 16460~

sind die jeweiligen Restterme von der GroRenordnung O (h?).

(iii) BEHANDLUNG VON S, ¢:

Esist

Spe = E

1 1 ?
<11X1 + §I2X1TX1 +5s (X1X1T)> ]

1 2 1 2
- E [(11X1)2 + ZIQZ (X, "X,)" + ik (LX) + 4 XXX,
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1
+L XL (XX, ") + 522)(1T’)(113 (XIXIT)]
= 0,7+ iI%E [(x7x)"] + %E T (0 XT)| + BLE[(X X)) X

1
+7.E [T (Xi X0 7) X1 + S TF [(X1"X0) T (X X0 7))

3.) Aufgrund von &%(f1, fo) = 72 — 7% klar nach 1.) und 2.) O

Lemma 58 Fir die in Gleichung (2.54) auf Seite 114 definierten Zufallsvariablen Y,,; gelten
mit o2 aus (2.53) bei zugrundeliegenden Dichten f,, unter der Voraussetzung 1*

1) BV, = [1o(z) fo(x)dz + o (1),
2) BV = [ w(e)fo(a)dz +o(1),

3) Var (17“1) = ox? +o(1).

BEWEIS: 1.) Mit der Substitution u = (z — 2)/h, du = h~4dz gilt

Y, - // (x_ )eh (2, 0) fo(2)dadz
_ / / K () en (2, 10) fo(x — hu)dadu

= //K ) fu(x — hu)dzdu + O (B?)

denn nach Lemma 55 auf Seite 136 gilt fir den Restterm des Integrals die Abschétzung

o (1) / / K (u) fulz — hu)dedu = O (h?) .

Die Taylor—Entwicklung von f,, (z — hu) nach Bemerkung 22 auf Seite 85 liefert mit Voraus-
setzung 1*

BV, — /K du/ o) fo(x)dz — h /m(x)an(x)d:v/uK(u)du+O(h2)
_ / (2) folw dx+N/ V2dz + O (h?)
_ /m(x)fo(x)dx+0(1),

denn nach Gleichung (2.25) gilt fir den Restterm die Abschétzung

O(h2)/||u||2K(u) du/|m(x)|d:v — o).
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2.) Mit den Substitutionenu = (z — 2)/h, du = h~%dzundv = (y — z)/h, dv = h~4dy gilt

B[] = th/// <I_Z> ( . )eh(x,m)eh(y,m)fn(z)dzdxdy
_ m///K u K<u+ hx)eh (2, 10) 5 (4, 10) fo(x — hu)dudady

= ///K K (u+v)ep (z,m) e, (x + hv, w) fo(x — hu)dudzdv
_ ///K K (u+v)wo(z)en (2 + ho, ) fule — hu)dudzdo + O (2) |

denn nach Lemma 55 gilt fir den Restterm die Abschétzung

O (r?) //K(U)K(u+v)/fn(x—hu)dxdudv = 0(r) .

Eine weitere Anwendung von Lemma 55 liefert unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2.63)
und (2.64) auf Seite 137

E [37,31] - //K [/K w+ v dv] V2 fo (2 — hu)dudz
+h//K [/ VK (u + v) dv] folz = hu)dudz + O (h?)
_ //K 22 fo(z — hu)dudz + O (h) |

denn auch hier gilt fir den Restterm die Abschétzung

0 (1) //K(U)K(u+v) (vanl) /|m(x)|fn(x—hu)dxdudv = o).

Schliefdlich liefert eine Taylor—Entwicklung von f,, (z — hu) gemaRBemerkung 22 auf Seite 85

B[] = /K du/ e )d:v—h/m(x)2an(x) U uK(u)du] dz + 0 (h)
— /m(:v) ful@)dz + O (h)
- / (2)2fo(x d:v+N/ Vde + O (h)
_ /m(x) folw)de + o(1) .

3) Aufgrund von o2 = [ fo(z)w(x)%dz — ([ fo(z)w(x)dz)” Klar nach 1.) und 2.) O



A. Vektor— und Matrixnormen

In diesem Anhang werden einige Tatsachen Uber Normen zusammengefaldt und Schreibwei-
sen erlautert, die insbesondere im Kapitel 1.2 bendtigt werden. Die folgende Definition und
Bemerkung kann man z.B. in Stoer (1999), S.209 ff., nachlesen.

Definition und Bemerkung A.1 Der reelle Vektorraum R¢ sei mit der Euklidnorm ||-|| verse-
hen. Als Matrix-Norm auf dem Raum der d x d—Matrizen R%*¢ bietet sich sie Schur—-Norm

Il an, dh fur A = (ay;), ., ., gilt

J 1/2
1Alls = (Z%%‘) .

i,7=1
Die Schur—Norm ist mit der Euklidnorm vertraglich d.h. fir jeden Vektor z € R¢ und jede
d x d-Matrix A gilt || Az|| < ||A|l5 [|=]].

Die Schur—Norm ist auRerdem submultiplikativ d.h. fir beliebige d x d—Matrizen A, B gilt
IAB]|g < [ Alls 1B]ls-

Bemerkung A.2 Fir beliebige Vektoren =,y € R? gilt ||zy”||, = [|=]| [ly]l.

BEWEIS: Einsetzen der Definitionen. O

Definition A.3 Esseien i, ein Mal? auf einem Mef3raum (X', A) und h : X — R einereellwer-
tige Funktion. g : X — RY, g := (g4, - . . ,gd)T bezei chne eine vektorwertige Funktion mit den
Komponenteng; : X = R (j =1,...,dyund A: X — R™%, A = (aij), ;_, , €ineMatrix
mit den Komponenten a;; : X — R. Wir schreiben

fglh dp
[
[ gah dp
fir das komponentenweise definierte Integral, sofern die Integrale [ g;hdu (j = 1,... ,d) dle
existieren. In gleicher Weiseist

/Ahdu = (/ aijhdu>
ij=1 e sd

149
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Zu verstehen.

Lemma A.4 Es seien y ein MaBauf (X', A) und h : X — R eine reellwertige Funktion mit
[ h?dp < oo.

L Istg : X — R? eine vektorwertige Funktion mit g := (g1,...,94)" und [ ¢?du < oo
fir jedesj = 1,... ,d, so gilt fur das komponentenweise definierte Integral | gh dyu das
folgende Analogon zur Cauchy—Schwarz—Ungleichung:

1/2
H/ghduH < (/ngn? du/mu) .

2.1t A X — R” I mit A := (a;),,_, _,€neMatrixmitinz € X variierenden Kompo-
nenten und [ a3; dp < oo fir jedesi, j € {1,...,d}, so gilt fir das komponentenweise
definierte Integral [ Ah dy das folgende Analogon zur Cauchy—Schwarz—Ungleichung:

1/2
H/Ahdu < (/HAHZdu/h?du) |
S

BEWEIS:

1. Anwenden der klassischen Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert

d 2 d
H/ghdu = Z(/gjhdu> SZ/g}‘?du/lffw:/||g||2 du/thu-
j=1 j=1

2. Anwenden der klassischen Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert

=

2

d

2 2 d
S ( /aijhd,u> < e [w2an = [ 1Al au [ w2
S

ij=1 ij=1

Definition und Bemerkung A.5 Die zu der Euklidnorm ||-|| des R¢ passende Matrixnorm auf
dem Raum der d x d-Matrizen ist fir A € R**“ durch [|A|| := sup, <, || Az|| definiert und
gleich der Spektralnormd.h.

Al = (Amax(AT4))

wobei Ap. (AT A) den grofken Eigenwert der Matrix AT A bezeichnet. Die Spektralnorm ist
submultiplikativ und unter allen mit der Euklidnorm des R ¢ vertraglichen Matrixnormen die
kleinste.
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Fir symmetrisché x d—Matrizen A gilt
Al = [Amax(4)]
und fir symmetrische positiv definikéatrizen A sogar
JAll = Amax(4)

denn in diesem Fall sind alle Eigenwerte positiv. Die symmetrische positiv definite Wurzel
A2 einer symmetrischen positiv definiten Matrix A (vgl. Abschnitt C.2) besitzt als Eigenwerte
gerade die Wurzeln der Eigenwerte von A, woraus sich fur ihre Spektralnorm

A2 = A

ergibt. Ferner besitzt die d—dimensionale Einheitsmatrix I, die Spektralnorm ||7,|| = 1.

Bemerkung A.6 Im Endlichdimensionalen sind alle Normen &quivalent. Insbesondere existie-
ren positive Konstanten C'y, Cs, so dal3 fur jede beliebige d x d—Matrix A gilt:

CuflAl < flAlls < G flAll-



B. Schwache Konvergenz und
Gaul3prozesse in Hilbertraumen

In diesem Anhang sollen grundlegende Tatsachen der Wahrscheinlichkeitstheoriein Hilbertrau-
men (Zufallselemente, schwache Konvergenz, Gaul3verteilungen und Zentrale Grenzwertsatze)
zusammengestellt werden, soweit sie fur die vorliegende Arbeit relevant sind. Dies geschieht
nicht immer in der gréf@moglichen Allgemeinheit. Die Grundlagen der im folgenden zitier-
ten Tatsachen gehen auf die Dissertation von Mourier (1954) und den bahnbrechenden Artikel
von Prokhorov (1956) zurtick. Als unmittelbare Quellen seien Heuser (1975), Achieser und
Glasmann (1975), Prokhorov (1956), Vakhania (1981), Parthasarathy (1967) und Ledoux und
Talagrand (1991) genannt. Die Struktur der nachfolgenden Ausfihrungen lehnt sich an Chen
und White (1992) an.

Bis zum Ende des Kapitels sai die folgende Situation zugrunde gelegt: H bezeichne einen
reellen separablen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, -), der kanonischen Norm ||z|| :=
V/(z, z) und einer fest gewdhiten Orthonormalbasis (ONB) {e;},>;. Bezeichnet H' := {f :
H — R|f linear, stetig } den Dualraum von H, so gilt nach dem Darstellungssatz von Fréchet—
Rieszz H = {f(-) = (-, h)|h € H}. Ferner sei H mit der Borel—-o—Algebra B versehen.

B.1. Operatoren auf Hilbertraumen

Ein linearer Operator S : H — H heift symmetrischwenn fur ale g, h € H gilt: (Sg,h) =
(g, Sh). Nach dem Satz von Hellinger—Toeplitz ist jeder symmetrische Operator eines Hilbert-
raumes stetig (vgl. Heuser (1975), Satz 68.6).

Ein symmetrischer Operator S : H — H heif}t positiv, wenn fur alle h € H gilt: (Sh, h) > 0.

Einlinearer Operator S : H — H heil3t kompakider vollstetig wenn fir jede beschrankte Fol-
ge (hy)n>1 inH dasBild (Sh,),>1 eine konvergente Teilfolge besitzt. Ein kompakter Operator
ist stetig.

Die zu einem linearen stetigen Operator S : H — H adjungierte Abbildung™* : H — H ist
definiert durch die Beziehung (Sg, h) = (g, S*h) fir dle g, h € H. S* ist ebenfalls eine stetige
lineare Abbildung.

Eine Zahl \ heil% Eigenwerteines linearen Operators S : H — H, wenneinh € H, h # 0
existiert, so dal3 Sh = Ah gilt.

Ist S : H — H ein kompakter Operator, so ist S*S ein positiver kompakter Operator, und
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seine von Null verschiedenen Eigenwerte sind positiv. Es bezeichne p? > p2 > u2 > ... die
vollsténdige Folge dieser Eigenwerte (i, > 0 fur ale k), vgl. Achieser und Glasmann (1975),
S.178.

Definition B.1 (Achieser und Glasmann (1975), S.178lEin kompakter Operator S heil3t nu-

Klear, wenn gilt: ) "y, < oo,
k=1

Satz B.2 (Achieser und Glasmann (1975), S.178-18Ejr einen nuklearen Operator S
H — H konvergiert die Summe > (S f, fx) absolut fir jede ONB { f;},>1 von H, und
der Rethenwert hangt nicht von der gewéhlten ONB ab. Damit ist die Spurdes Operators defi-
niert als

tr (S) i= Y (S fi) -

k=1

o0

Konvergiert umgekehrt fiir einen stetigen Operator S : H — H die Reihe Y 77, (S fx, fx)
absolut fur eine ONB { f; }x>1 von H, soist S nuklear.

Definition B.3 (Vakhania (1981), S. 55/56, bzw. Prokhorov (1956)kin symmetrischer, po-
sitiver, nuklearer Operator S : H — H heifl3t S—Operator und fir die Menge aler S—
Operatoren eines Hilbertraumes schreibt man

S :={S:H — H | S symmetrisch, positiv, nuklear} .

B.2. Malfe und Zufallselemente auf Hilbertraumen

B.2.1. Erwartungswert und Kovarianzoperator

Ahnlichwieim R¢ definiert man zu einem H-wertigen Zufallselement X den Erwartungswert
und den Kovarianzoperator. Den Erwartungswert bezeichnen wir wieder mit EX. Bel der
Definition des Kovarianzoperators von X beschrénken wir uns auf den Fall E || X||* < oo, was
flr unsere Zwecke ausreicht.

Definition und Satz B.4 (Vakhania (1981), S. 55; Parthasarathy (1967), S. 154-155, S. 168)
Sel X ein H-wertiges Zufallselement.

(i) GIItE || X|| < oo, soist der ErwartungswerE X von X definiert als das Element « € H,
das charakterisiert ist durch

VheH: (ha) = E(h X). (B.1)

X heild zentriert falsa = 0 gilt.
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(i) Gilt E||X||*> < oo, so0ist der KovarianzoperatorSy von X der symmetrische positive
Operator S : H — H, der charakterisiert ist durch

VheH: (Sh,h) = E[(h, X —a)?]. (B.2)

Bemerkung B.5 Fiir ein H-wertiges Zufallsdlement X mit E | X||* < o gilt:
(i) Der Kovarianzoperator Sy von X ist ein S—Operator.
(i) EIX]" = 332, X, )],
(i) Ist X zusétzlich zentriert, so folgt

tr(Sx) = > (Sxerer) = Y E[(er, X)’] = E[X| .

k=1 k=1

o0

B.2.2. Straffheit und Verteilungskonvergenz

Eine Folge (11,),>1 von Wahrscheinlichkeitsmallen auf einem Hilbertraum (H, 28) heif}t straff,
wenn zu jedem e > 0 ein Kompaktum K C H existiert mit 11, (K) > 1 — e furalen > 1. Eine
Folge (X,),>1 von H-wertigen Zufallselementen heifdt straff, wenn die Folge (P*"),,>, ihrer
Verteilungen straff ist in (H, B). Fir Wahrscheinlichkeitsmal3e auf einem Hilbertraum gilt das
folgende Kriterium fur Straffheit:

Lemma B.6 (Vakhania (1981), Theorem 3.1.2Fine Folge (1,),>1 von Wahrscheinlichkeits-
malen auf H ist straff, wenn gilt:

(i) suppsy o4ty Julw, en)® palde) < C < o0,

(i) 1m0 SUP,s 1 Y g Ji (s €)% pin(dx) = 0.

In der Formulierung fur Zufallselemente lautet die Aussage von Lemma B.6 wie folgt (zur
Formulierung von (i) vgl. Bemerkung B.5):

Lemma B.7 Die Folge (X,,),>1 von H-wertigen Zufallselementen ist straff, wenn gilt:
(i) sup,s, E [[|X,]°] < C < o,

(i1) limy, 00 SUP, 1 D e B (X, ex)?] = 0.

Die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmal3en auf (H, 98) bzw. die Verteilungskon-
vergenz von H—wertigen Zufallselementen ist wie in metrischen Raumen tblich erklart:
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Definition B.8 (Ledoux und Talagrand (1991), S. 39-41J)i) Fur Wahrscheinlichkeitsmalie
(Hn)n>1 und pauf (H, B) gilt:

D .
Un — <= u, konvergiert schwach gegen

D= /f ) i (d) ’H—°°>/f u(dz) fir ale stetigen, beschrankten f:H — R.

(ii) Fur H-wertige Zufallselemente (X, ),,>; und X gilt:

X, 2 X = X, konvergiert nach Verteilung gegen
L= Ef(X,) =2 Ef(X) firalestetigen, beschrankten f : H — R.

Der Zusammenhang zwischen Straffheit und Verteilungskonvergenz auf einem Hilbertraum ist
durch das folgende L emma gegeben.

Lemma B.9 (Ledoux und Talagrand (1991), S. 41Fir H-wertige Zufallselemente (X, ),,>1
und X gilt die folgende Charakterisierung der Verteilungskonvergenz:

X, 2 X = (i) YVheH: (X, h) = (X,h) inR,

B.2.3. Das charakteristische Funktional

Definition B.10 (Ledoux und Talagrand (1991), S. 39)i) Das charakteristische Funktional
x : H — C eines Wahrscheinlichkeitsmalies 1. auf (H, 98) ist definiert durch

x(h) :=x(h;p) := / e @h) (dr) h € H.
H

(i1) Das charakteristische Funktional : H — C eines H-wertigen Zufallselementes X ist
definiert durch

x(h):=x(h; X):=E [ei<X’h>] = / e @k pX(dg) h € H.
H

Lemma B.11 (Prokhorov (1956), Lemma 1.6)Seien (1,),>1 €ine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmalien auf einem Hilbertraum (H, B) und x,, (k) := x(h; u,,) die Folge der zugehtrigen
charakteristischen Funktionale. Unter den Voraussetzungen

(i) (pn)n>1 ist straff,
(i) xn(h) = x(h) punktweisein H bei n — oo fur eine Funktion x : H — C

gilt: u,, konvergiert schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmald i auf (H, 98), und esist x(h) =
X (s ).
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B.2.4. Gaul3sche Zufallselemente auf Hilbertraumen

Definition und Bemerkung B.12 (Ledoux und Talagrand (1991), S. 54-56fin H-werti-
ges Zufallselement X heildt Gaul3sches Zufallselementlify wenn (X, h) fur jedesh € H eine
reelle Gaulische Zufalsvariable ist.

Der Erwartungswert EX und der Kovarianzoperator Sy eines Gaul3schen Zufallselementes X
in H existieren. Wie im Reellen schreibt man AV (EX, Sx) fur die zugehérige Verteilung.

Theorem B.13 (Vakhania (1981), S. 55-56(i) Das charakteristische Funktional einer Gaul3-
vertellung auf H besitzt die Gestalt

X(h) — 6i<h7a>72<5h’h> , h G H (83)

mit einem ¢ € H und einem S—Operator S. Umgekehrt definiert (B.3) fur jedesa € H und je-
den S—Operator S das charakteristische Funktional einer eindeutig bestimmten GaulRverteilung
auf H.

(i1) @ und S sind Erwartungswert und Kovarianzoperator der zugehorigen Gaul3verteilung.

(iii) DieMenge S der S—Operatoren auf H stimmt mit der Menge der Kovarianzoperatoren von
Gaul3verteilungen auf H Uberein.

B.3. Zentrale Grenzwertsatze auf Hilbertraumen

Definition B.14 (Ledoux und Talagrand (1991), S. 272-273%eien X ein H-wertiges Zu-
fallselement und (X;);>1 eine Folge unabhéngiger Kopien von X. Dann definiert man:

X genigt dem Zentralen Grenzwertsatz (ZGW3J in

1 & _ :
NG ; X, konvergiert schwach in H.

R

Bemerkung B.15 (Ledoux und Talagrand (1991), S. 273-274Menn ein H-wertiges Zu-
fallselement X dem Zentralen Grenzwertsatz gentigt, so folgt:

(i) EX =0undE || X|]” < .

(i) T ZXi 2, G, wobei G ein zentriertes GauRsches Zufallselement in H ist mit der-
n <=

=1
selben Kovarianzstruktur wie X .

Umgekehrt geniigt ein H-wertiges Zufallselement X mit EX = 0 und E[|X]|> < oo dem
Zentralen Grenzwertsatz. Separable Hilbertrdume werden sogar durch diese Eigenschaft cha-
rakterisiert, wie das folgende Theorem zeigt. Der dort auftretende separable Banachraum B sel
mit der ebenfalls als ||-|| notierten Norm sowie mit der Borel-o—Algebra B versehen. Vertei-
lungskonvergenz in B sei wie ublich, d.h. analog zu Definition B.8 erklart, und das Erfiillen des
Zentralen Grenzwertsatzes analog zu Definition B.14.



B.4. GAUSSPROZESSE UND GAUSSSCHE ZUFALLSELEMENTE IN L2 157

Theorem B.16 (Ledoux und Talagrand (1991), Corollary 10.9)Ein separabler Banachraum
B ist genau dann isomorph zu einem Hilbertraum, wenn fir jedes B—wertige, B—mefbare
Zufalselement X gilt:

EX - 0 . .
{ E[|IX[]* < o0 } <= X genlgt dem ZGWSin B.

LemmaB.7, LemmaB.11 und Theorem B.13 implizieren den folgenden Zentralen Grenzwert-
satz fur Dreiecksschemata in Hilbertrdumen. Der Beweisist in Chen und White (1992) ausge-
fuhrt; er besteht im wesentlichen aus dem Nachweis der Existenz des Grenzoperators S € S.

Theorem B.17 (Chen und White (1992), Corollary 3.1)Sei {X,,,}1<j<r, (n € Nundr, —
n>1

oo flr n — o0) ein Dreiecksschema von zentrierten, H—wertigen Zufallselementen mit
E || X,;||> < oo fur dlen,j € N. Unter den Voraussetzungen

(i) (X0m) X by = N(0,0%(h)) inR fur ale 0 # h € H, wobei o%(h) € (0,00) von &
abhangt,

(i) sup,.». E {szzl Xng

2
]§C<oo,

(i) Lm0 5D, 3252, B (272 Xy )] = 0

folgen die Existenz eines S € S mit (Sh, h) = o2(h) fur ale0 # h € H und die Verteillungs-
konvergenz

3 X = N(0,S)  inH.
j=1

B.4. Gaul3prozesse und Gaul3sche Zufallselemente in
L*(R%, B7, dp)

AbschlieRend betrachten wir speziell den reellen separablen Hilbertraum L2?(R%, 89, 1) mit
dem Skalarprodukt (g, h);> = [. g(t)h(t)du(t), g,h € L?, wobei der R* mit der Borel—
o—Algebra B¢ versehen sei und i ein o—endliches MaRR auf (R?, B¢) bezeichne. In dieser
Situation soll geklart werden, wie ein GauRproze? auf R¢ mit Pfaden in L2(IR¢, B¢, 1) und
GaulRsche Zufallselemente mit Werten in dem Hilbertraum L2(R¢, B¢, 1) im Sinne der Defi-
nitionen aus Abschnitt B.2.4 miteinander zusammenhangen. Die folgenden Uberlegungen sind
z.B. inlbragimov und Rozanov (1978), S. 1-13, Gihman und Skorohod (1974) oder Cramér und
L eadbetter (1967) zu finden. Alleim folgenden auftretenden Zufallvariablen und —elemente sai-
en auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) definiert.

Ein GauRprozel¥ auf dem R¢ ist eine Familie (Z(t)),cr« von Zufalsvariablen Z(-,t) : Q —
R, deren endlichdimensionale Verteilungen (Z(t,), ... , Z(t;)) furdlek € N, ¢, ... ,t, € R?
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multivariat normalverteilt sind. 7 ist charakterisiert durch seine Erwartungswertfunktion m(t),
t € R%, und seine Kovarianzfunktion B(s, t), s,t € R%, mit

m(t) :==E[Z()] , B(s,t) :== E[(Z(s) —m(s)) (Z(t) —m())] .
Gelten
lim [m(s) —m(t)] =0 und lim [B(s,s) — 2B(s,t) + B(t, t)] = 0,

s—t s—t
S0 ist Z stetig im quadratischen Mittel, d.h. es gilt lim,_,, E [(Z(s) — Z(¢))*] = 0 fir jedes
t € R”. Nach Theorem 1 aus Gihman und Skorohod (1974), S. 171, existiert ein A ® B7—
meRbarer stochastischer Prozel? 7 : 2 x R? — R, der aquivalent zu 7 ist, d.h. esgilt P({w €
Q:Z(tw) = Z(t,w)}) = 1 fir jedest € R?. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen
wir im folgenden 7 selbst al's mef3bar an.

Unter den Bedingungen

m?(t)du(t) < oo und / B(t, t)du(t) < oo

R4 R4

folgt [ E[Z(t)?] du(t) < oo, und nach dem Satz von Fubini liegen fast alle Pfade Z(w, -) in
L?*(R4,B%, 11). Fur digjenigen w aus einer Nullmenge, fur die das nicht gilt, konnen wir die
Pfade 7 (w, -) umdefinieren und gehen im folgenden 0.B.d.A. von einem mef3baren Prozef3 mit
Pfadenin L?(R%, B¢, ;1) aus.

Dieser Prozeld kann auch als Gaul3sches Zufallselement in dem separablen Hilbertraum
L*(R4, B¢, ;1) im Sinne von Abschnitt B.2.4 aufgefaldt werden. Dabei ist die Melbarkeit klar,
und

(Z. By = /}R Z(0)h(1)dp(r) (B.4)

ist fir jedes h € L%(R%,B%, 1) eine reelle normalverteilte Zufalsvariable. Die nétige Argu-
mentation ist z.B. in Ibragimov und Rozanov (1978) auf Seite 12 ausgefuhrt. Zunéchst zeigt
man fur stetige Funktionen h, dal3 das Integral in (B.4) as Grenzwert im quadratischen Mittel
definiert werden kann und damit in dem L?-AbschluRl des Gaulprozesses 7 liegt, also selbst
wieder normalverteilt ist. Allgemeine Funktionen 4 € L?(R%, B¢, ;1) mussen zusétzlich in ge-
eigneter Weise durch stetige Funktionen angendhert werden.

Im Lichte dieser Erkenntnisse ergibt sich durch Anwendung des Satzes von Fubini der folgende
einfache Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert und der Erwartungswertfunktion von
7 Esdiltfur jedesh € L%(R¢, B4, 1)

E[(Z,h):] = E[ /| dz<t>h<t>cm<t>} — [ BEZOIMO@0) = e,

d.h. der Erwartungswert der Hilbertraum—wertigen Zufallselementes Z nach (B.1) ist y—fast
sicher gleich der Erwartungswertfunktion m. Fur zentriertes Z ergibt sich ferner der Zusam-
menhang

Blzng] = B|[ zZonedae [

R

Z(t)h(t)dmw]
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_ /R d /R Bl h(s)h(0)du(s)dp(r)

Der Kovarianzoperator nach (B.2) ist aso durch die Kovarianzfunktion B eindeutig bestimmt.



C. Hilfsmittel aus dem
Differentialkalkul

C.1. Der allgemeine Differentialkalkul

Gegenstand dieses Abschnittsist eine Zusammenfassung der hier benétigten Aussagen des al-
gemeinen Differentialkalkils in Banachraumen, wie man ihn z.B. in Cartan (1977), S. 28-108,
oder Avez (1983), S. 11-46, findet.

Im folgenden seien (E. ||| g), (Ex, [|-llg,)s - -+ » (B, (|-l g, ) (B 1M12)s (B3 (-l ) s (B2 -1, )
und (G, [|-]|;) Banachrdume. U bezeichne eine offene Teilmenge von E. Der Produktraum
E = E; x ... x E,, sei mit der Supremumsnorm ||(z1,... ,2m)|lz = sup,_y ||z
versehen. Der Raum

E;

L(E;F):={f:E— F| flinear, stetig }

ist mit der tlolichen Norm || f{] ¢ ) = 51D, “ﬂ@jfﬂF = SUp |y, <1 |1f ()| €in Banachraum,
da F' ein Banachraum ist. Entsprechend ist

L(Ey,...,Ep; F):={f:E x...x E,, » F| f m-fach linear und stetig}

mit der Norm

[f(z1, -z
||f||£(E1,...,Em;F) = Ssup : — = sup 1f(@1,e s zm)llp
;70 ||x1||E1 T ||xm||Em lz1llg, <1ysllzmllg,, <1

versehen, und fur ale (zq, ... ,x,) € Ey X ... x E,, gilt die Abschétzung

1 am)lle < e, mm - lo1lle, - lomllg, - (C.1)
Ferner gilt fur jedes € {1,...,m} die Normisomorphie

&(Er,... ,EniF) = &(By,... ,Bi; Bip,... ,Eni F)).

Definition und Bemerkung C.1 Esseien U eineoffene Tellmengevon Eunda € U. f : U —
F heil} differenzierbar im Punkt, falls eine lineare stetige Abbildung L : F — F existiert
mit:

7@ = (@) = L = a)l

z—a Iz = all

= 0.

160
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In diesem Fall schreibt man fur die Abbildung L auch df(a) und nennt sie das Differential
(Fréchet—Ableitungvon f im Punkt a. Die Funktion f heif}t differenzierbar aut/, wenn siein
jedem Punkt a € U differenzierbar ist. f heif’t stetig differenzierbar auf’ (f € C''(U)), wenn
injedem Punkt a € U die Funktion f differenzierbar und die Funktion

(U = SE;F)
df{ a — df(a)

stetig ist. Durch df (a) o v := df(a)(v) ist das Bild von v € E unter der Abbildung df (a) €
L£(F; F) oder die Richtungsableitung vofiim Punkta € E in Richtungu erkléart.

Bemerkung C.2 (Linearitat der Ableitung) Seien U eine offene Teilmenge von E, f,g :
U — F differenzierbar im Punkt ¢ € U und A\, € R. Dannist \f + pg differenzierbar
ina,und esgilt

d(Af + pg)(a) = Mdf(a)+ pdg(a) .

Definition und Bemerkung C.3 Eine Funktion f : U — F auf einer offenen Teilmenge U
von E heil% zweifach differenzierbar in einem Punkte U, wenn f in einer Umgebung von
a und df im Punkt a differenzierbar ist. f heil3 zweifach differenzierbar auf, wenn f in
jedem Punkt a € U zweifach differenzierbar ist. Im Falle der zweifachen Differenzierbarkeit
der Funktion f auf U schreibt man

d’f = d(df) : U— &(E; &(E;F)) = £(E,E;F)

und bemerkt, da3 fir a € U die Funktion d*f(a) € £(F; £(F; F)) = £(F, E; F) linear und
stetigist. Analog zur ersten Ableitung von f bezeichnet man mit

d?f(a) o (hy, hy) = d*f(a)(hy) o hy

den Funktionswert von d f (a) € £(E, E; F) im Punkt (h, hy) € E x E. Die Funktion f heif}t
zweimal stetig differenzierbar atf (f € C?(U)), wenn f und df dort differenzierbar und d? f
dort stetig ist.

Die Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion f l1afd sich wie in dem Schritt von der
ersten zur zweiten Ableitung per Induktion auf n-fache Differenzierbarkeit verallgemeinern.
Falls f im Punkt a € U n-fach differenzierbar ist, setzt man

d" = d(d" ! e L"(E;F) =LF,LFE,... E;)F)) =2 £(F,...  E;F
f(a) (d""f)(a) (E; F) = £(E; £( : ) ( )
und d"f(a) o (hq, ... ,h,) fur den Funktionswert im Punkt (h4,... ,h,) € E x ... x E. Die
Klasse C™(U) umfald die differenzierbaren Funktionen f, deren Ableitungen bis zur Ordnung
n — 1 ebenfals differenzierbar auf U sind und fur die auf3erdem d” f dort stetig ist. Ferner ist
C®U) == Npen C"(U).
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Satz C.4 (Satz von Schwarz)Wenn f : U C E — F n—mal differenzierbar im Punkt
a € Uigt, soist d"f(a) € £"(E; F) eine n-lineare symmetrische Abbildung, d.h. fir ale
hi, ..., h, € E und fir jede Permutation 7 der Zahlen {1,... ,n} gilt

dnf(a) ¢) (hl; Ce ,hn) = d”f(a) o (h/T(l)) Ce 7h7'(n)) .
Wieim Reellen lassen sich auch partielle Ableitungen einer Funktion f erklaren.

Definition und Bemerkung C.5 (Cartan (1977), S. 38, 67Esseien U eine offene Teilmenge
vonE = Eyx...xE,und f : U — F einestetige Abbildung. Fir jedesa = (a1, ... ,a,) € U
betrachten wir die durch

)\i:{Ei - b , 1=1,...,m,

T; (al,... s A1, Ty Ay 1y v v - ,am)

definierte i—te Injektion. Die Verkettung f o \; ist definiert auf der offenen Menge (\;)~'(U) C
E;, die a; € E; enthalt.

Ist f differenzierbar im Punkt a, soist jedes f o A; differenzierbar im Punkt a;. Die Ableitung
d; f(a) dieser Funktion heifdt i—te partielle Ableitung vorf im Punkta und liegt in £(E;; F).
Ferner gilt

df(a) o (hi, ... hy) = Zdif(a)oh

furh; € E; 1 =1,...,m). st f zweimal differenzierbar in a, so gilt fur h;, k; € E;
(d*f(a)o (k... km))o (h1,. . hm) = Z o(ht,. ., hm)
— Z oh;,

wobei d7;f(a) den Wert von d;(d;f) im Punkt a bezeichnet. Dieser ist ein Element aus
L(E; £(Ej; F)), und es gilt d7; f(a) = d3;f(a) fUr dlei und j. Im Fall der dreifachen Dif-
ferenzierbarkeit von f ina gilt analog fur h;, k;, & € E;

m

(d*fa)o (&yers&m)) o (Bryeoshm)) o (huy o b)) = Y ((df(a) 0 &) o ks) oy

ijl=1

mit d3

uf(a) = &y vey f (a) fur alle Permutationen 7 der drei Indizes.

Im folgenden werden einige Rechenregeln zusammengefalit.

Satz C.6 (Konstanten; Cartan (1977), Prop. 2.4.1Fine konstante Funktion f : U — F auf
einer offenen Teilmenge U von E ist differenzierbar auf U mit df (a) = 0 fir jedesa € U.



C.1. DER ALLGEMEINE DIFFERENTIALKALKUL 163

Satz C.7 (Lineare Abbildungen; Cartan (1977), Prop. 2.4.2Eine lineare stetige Funktion
f : U — F auf einer offenen Tellmenge U von E ist in C>°(U) mit df (a) = f fir jedes
acUundd"f(a)=0flrn>2unda € U.

Satz C.8 (Bilineare Abbildungen; Cartan (1977), Prop. 2.4.3)Eine bilineare stetige Funkti-
onb: Ey; X Ey — Fliegtin C*(E; x E,) mit

db(al, ag) e} (hl, hg) = b(hl, GQ) + b(al, hg) s
de(a/la a?) o ((h17 h?)a (kla k?)) = b(hla k?) + b(kla h?) )

al,hl,kl € Fy, ag,hg,]{fg € Fs, und d"b = 0 firn > 2.

Satz C.9 (Multilineare Abbildungen; Cartan (1977), S. 34)Eine multilineare stetige Funk-
tionf:E; x...x E, = FliegtinC>®(FE; x ... x E,) mit

df(ala"' 7an)o(h17"' 7hn) = f(h17a27-" 7an)+f(a1>h27a37"' 7an)
—1—...—|—f(a1,... ,an,l,hn).

Satz C.10 (Kettenregel; Cartan (1977), Th. 2.2.1, Fraenkel (1978), S. 16%¢en f : U —
Fundg:V — G stetige Funktionen auf einer offenen Teilmenge U von E bzw. einer offenen
Teilmenge V' von F. Ferner seien f differenzierbar in a € U (n—mal differenzierbar in «;
€ C™(U)) und g differenzierbar in f(a) € V (n—mal differenzierbar in f(a); € C™(V)).

Dannist die Verkettung go f : f~1(V)NU — @ differenzierbar in a (n—mal differenzierbar in
a; € C"(f~H(V)NU)), und esgilt, sofern die folgenden Ableitungen definiert sind:

d(g o f)(a) o hy = dg(f(a)) o df(a)o hy,

d*(go f)(a) o (hi, hs)
= dg(f(a))od’f(a)o (h, hy) + d’g(f(a)) o (df (a) o hy,df (a) o hs) |

d"(go f)(a)o (hy,... , hy)

n

-> Y i X

I=1 ri+...4+r;=n " rePer{l,...,n}
ri>1Vj=1,.,l

d'g(f(a)) o (d™ f(a) o (heqry, - s hrey), - > A" f (@) © (ha(uopii1y, -+ s Prim)))-

Satz C.11 (Formel von Leibniz; Avez (1983), S. 15 und 37s seien U eine offene Teilmen-
gevon E,a € U, f : U — F, differenzierbar ina (€ C'(U), € C*(U))und g : U — F,
differenzierbar ina (¢ C'(U), € C*(U)). b: F|, x F, — G sei bilinear und stetig. Dann ist

.{U — G
P"lz = b(f(2),9(2))
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differenzierbar ina (¢ C'(U), € C™(U)) mit

dp(a) o hy
= b(df(a) o hi,g(a)) + b(f(a),dg(a) o hi)
d*p(a) o (hy, hy)
= b(f(a),d’g(a) o (h1, h2)) + b(df (a) o h1,dg(a) o he) + b(df (a) o ha, dg(a) o hy)
+b(d*f(a) o (I, ha), g(a))
d"p(a)o (hyy ..., hy)

= > ) b(d'f(a) o (hiy,- .. hy,),d"g(a) o (hy, ... by, )

wobel sich die zweite Summe in der letzten Zeile Uber die (’;) moglichen Einteilungen der
Indizes {1,... ,n} inzwei Tellmengeni; < ... <i,undj, < ... < j,_, erstreckt.

Satz C.12 (Inverse eines Isomorphismus, Cartan (1977), Th. 2.4.4 und S. T)r zwel Ba-
nachrdume £ und F' ist

Isom(E,F) = {u:FE — F |ulinear, stetig, bijektiv}
eine offene Teilmenge von £(F; F'), und die Abbildung

| Isom(E,F) — Isom(F,E)C £(F;E)
v u — u™!

liegt in C*°(Isom(E, F')). Die Ableitung dy(u) liegt in £(£(E; F), £(F; E)) und ist gegeben
durch

do(u)oh = —utohou ! | he L(E;F).

Die hoheren Ableitungen von ¢ sind mit h; € £(E; F') gegeben durch

d*p(u) o (hy,hy) = u tohiou tohyou '4+utohyoutohoul,
d"p(u) o (hy,...  hy) = (=1)" Z uoh,qyouto..ouT ohyouTt .
T€Per{l,...,n}

Wieim Reellen stellt sich die Frage nach den Glattheitseigenschaften der Inversen einer Abbil-
dung bzw. nach lokaler Umkehrbarkeit.

Definition C.13 Eine Funktion f : U — V von einer offenen Menge U C F in eine offene
Menge V C F heift C'-Diffeomorphismuswenn f : U — V bijektiv und von der Klasse
C' ist (s Abbildung von U in F betrachtet) und wenn zusatzlich die Umkehrabbildung £~ :
V — U vonder Klasse C' ist (als Abbildung von V' in E betrachtet).
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Satz C.14 (Cartan (1977), Th. 5.4.4Fs seien U eine offene Teilmenge eines Banachraums
E, V eine offene Teilmenge eines Banachraums F und f : U — V ein C''-Diffeomorphismus.
Wenn f in C™ liegt, so liegt auch f~! in C™. f heil dann C"-Diffeomorphismus

Satz C.15 (Umkehrabbildung; Cartan (1977), Th. 4.2.1, Cor. 5.4.5, Avez (1983), S. 27, 30)
Es seien F, F Banachraume und U eine offene Tellmengevon E. Fenersei f : U — F
eine stetig differenzierbare Funktion (f € C™) mit df(a) € Isom(E, F), a € U. Dann
existieren offene Umgebungen 7 von a (I € U) und J von f(a), sodald f : I — J én
C'-Diffeomorphismus (C"-Diffeomorphismus) ist. Desweiteren ist df (z) € Isom(E, F') fir
alex € I,und esgilt

df}(f(z)) = [df ()]
fir jedesz € I. Anders ausgedriickt: Fur jedesy € J gilt

1

df~'(y) = [df(f7 )] = godfof '(y)
mit der Abbildung ¢ aus Satz C.12.

Satz C.16 (Taylor mit Integralrest; Avez (1983), S. 42)Es seien F und F' Banachraume, U
eine offene Teilmengevon E und f : U — E eine Funktion der Klasse C"*'(U). Wenn das
Segment [a, a + h] in U liegt, so gilt die Entwicklung

fla+h)—fla) = df(a)oh+%de(a)o(h,h)—l—...—l—%dnf(a)o(h,... ,h) +R, ,

n mal
wobei das Restglied R,, die folgende Integraldarstellung besitzt:
1
R, = / i,(l —t)"d"* f(a+th)o(h,... h)dt. (C.2)
o - S——
n+ 1 ma

(zur Definition des Integrals vgl. Avez (1983)).

C.2. Differentiation spezieller Funktionen

Der in Abschnitt C.1 vorgestellte Differentialkal kil soll nun auf den flr uns interessanten Spe-
ziafal angewandt werden.

Hierzu seien M(d x d,R) der reelle Vektorraum der reellen d x d—Matrizen, versehen mit
der Spektralnorm (vgl. Definition A.5in Anhang A), und Symnuder Untervektorraum der reel-
len symmetrischen d x d—Matrizen. Da bei symmetrischen Matrizen z.B. das untere Dreieck
redundant ist, ist Symmisomorph zum R44+1)/2 Ferner bezeichne

SR = {A € Symm A positiv definit}
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die Menge der symmetrischen positiv definiten Matrizen. SE, ist eine offene Teilmenge von
Symm

Nach Brieskorn (1985), S. 470-476 und S. 486488, kann man zu einer symmetrischen positiv
definiten Matrix B eine eindeutige Quadratwurzel B'/? definieren, die wiederum symmetrisch
und positiv definit ist. Die Abbildungen

[ SR — SR SR — SR
YA = a2 0 LA s g

sind auf der offenen Tellmenge SE, des Vektorraums Symmdefiniert, bijektiv und Umkehrab-
bildungen zueinander (vgl. Brieskorn (1985), S. 486-488). Insbesondere liegt 1, in SR, und
man kann die Ableitungen von sq, sqr und Verkettungen dieser Funktionen in einer Umgebung
von I,; betrachten. Um diese zu berechnen, wenden wir den Differentialkalkil aus Abschnitt
C.1lauf SR C Symman.

C.2.1. Die Funktion sq

Die Abbildung sq 1&aR sich schreibenin der Formsq(A) = A% = b(id(A),id(A)) alsVerkettung
der bilinearen Funktion

. Rdxd % ]Rdxd - ]Rdxd
(A, B) — A-B

mit der Identitét id auf SB. Fir diese gilt nach Satz C.7 d(id)(A) = id und d?(id)(A) = 0
fur jede d x d—Matrix A. Nach Satz C.11 ist sq € C*°(SR), und der Wert der Ableitung
d(sq)(A) € £(SymmSymn) berechnet sich zu

d(sq)(A) o C = b(id(C),id(A)) + b(id(A),id(C)) = C-A+A-C , C € Symm

Insbesondere ergibt sich

d(sq)(I;) o C =2C, [d(sq)(I)]"eC=2C, , CeSymm

Die zweite Ableitung d*(sq)(A) € £(SymmSymmSymm berechnet sich ebenfalls nach
Satz C.11 zu

d*(sq)(A) o (C, D) = b(id(A),d*(id)(A) o (C, D)) + b(d(id)(A) o C,d(id)(A) o D)
+b(d(id)(A) o D, d(id)(A) o C) + b(d*(id)(A) o (C, D), id(A))
= C-D+D-C,

C, D € Symm Insbesondere ergibt sich

d*(sq)(Is) o (C,D) = C-D+D-C , C,D¢€ Symm
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C.2.2. Die Funktion sqr

Die Funktion sq ist auf der offenen Teilmenge SE, des Banachraums Symmbeliebig oft stetig
differenzierbar, und es gilt d(sq)(1y) = 2id € Isom(SymmSymn). Nach Satz C.15 existieren
offene Umgebungen 3, J C SR von I, so dal3

J = 3
> { A s A2
ein C"-Diffeomorphismus ist fur beliebig grof3es n. Fur die Ableitung der Umkehrfunktion
sqr = (sq) ™' : 3 — Jineinem Punkt A € J dilt d(sqr)(4) € £(SymmSymm) mit

dsqr)(A) = [d(sq) (A"*)]"
und insbesondere

d(sqr)(I;) o C' = [d(sq) (I)] ' oC = =C , CeSymm

DN =

Mit
| Isom(SymmSymm — Isom(SymmSymm)
7 u — u™t

ergibt sich die weitere Darstellung
d(sqr)(A) = @od(sq)osqr(4),
die es mit Hilfe von Satz C.10 (Kettenregel) erlaubt, die zweite Ableitung zu berechnen:
d*(sqr)(A) = dp(d(sq)(sar(A)))ed?(sq)(sar(A))od(sar) (A)
= dip(d(sq)(A'/?))od*(sq) (A"?)od(sqr)(A) € £(SymmL(SymmSymn)).

Mit einem Argument B € Symmergibt sich nach Satz C.12
d*(sar)(A) o B = dip(d(sq)(A'?)) o [d*(sq)(A"*) o d(sqr)(A) o B]

= — [d(sa)(4"/)] " o [d*(sa)(A"/2) o d(sar)(4) o B o [d(sa)(4"/*)] "

= —d(sqr)(A) o [d*(sq)(A'?) o d(sqr)(A) o B] o d(sqr)(A)
und schliefdlich mit B, C' € Symm
d*(sqr)(4) o (B, C)

—d(sar)(A) o d*(sq)(A"/?) o (d(sar)(A) o B, d(sar)(4) o C)
= —d(sqr)(4) o [(d(sar)(A) o B) - (d(sar)(A) o C) + (d(sqr)(4) o C) - (d(sqr)(A) o B)].

Ander Stelle A = I, besitzt die zweite Ableitung folglich den Wert

11 1,1 1
d*(sqr)(Iy) o (B,C) = —d(sqr)(Iy) o 5B5C+5C5B| = —g[B-chc-B].
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C.2.3. Die Funktion Y
Die Abbildung

(SR — SR
Yl A o oA

ist nach Satz C.12 beliebig oft stetig differenzierbar, ebenso wie die Funktion sqr : § — J
aus Abschnitt C.2.2 auf einer Umgebung § € SR von I,;. Damit ist nach Satz C.10 auch die
Verkettung T := ¢ o sqr, d.h.
r. /3 = 3 5 SR
Tl A — A2 A2

beliebig oft stetig differenzierbar. Fir ihre Ableitung dY(A) € £(SymmSymn) gilt nach den
Sdtzen C.10 und C.12

dY(A)oB = dp(AY*) od(sqr)(A)oB = —AY2.(d(sqr)(A)oB)- A~Y/?
und speziell

dT(I)oB = —dsq)(I)oB = —%B.

Die zweite Ableitung d?Y(A4) € £(SymmSymmSymm berechnet sich ebenfalls nach den
Sédtzen C.10 und C.12 zu
Y (A) 0 (B,C) = dp(sar(A)) o ((sar)(4) o (B, C))
+d2p(sar(A)) o (d(sar)(A) o B, d(sar)(4) o O)
( )(4) 0 (B,C)) - A2
(A) o B) - A2 (d(sar)(A) 0 C) - A71/?
(A) 0 C) - A7V2 (d(sar)(A) o B) - A71/?

AL/2 .

und speziell
d*Y(I;) o (B,C)
= —d(sar)(y) o (B,C)
+ (d(sqr)(1a) o B) - (d(sqr)(1a) o C) + (d(sar)(a) o C) - (d(sqr)(la) o B)
= é[B-C+C-B]+%B%C+%C%B
= J[B-C+CoB].

C.2.4. Verkettungen der bisher betrachteten Funktionen
Fur feste Vektoren v, w € R? sind die Abbildungen

]Rdxd N ]Rd _ Rdxd N ]Rd
g:{ A = Av+w ’ g:{ A = Av
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affin bzw. linear und damit beliebig oft stetig differenzierbar. Damit ist fir jedes A € R%*? die
Ableitung von ¢ durch dg(A) = g gegeben, d.h. esgilt dg(A) o C = Cv fur C € R,

Die Verkettung 72 := g o T, die durch

po 3 = R?
N = 224w

auf der offenen Umgebung J C SR von I; erklért ist, ist damit ebenfalls beliebig oft stetig
differenzierbar und besitzt die Ableitung

dh(X) = dg(Y(X))odY () € £(SymmR?) .
Angewandt auf ein Argument C' € Symmergibt sich
dh(Z)oC = dg(X Y odY(S)oC = (dY(Z)oC)w

und speziell

1
di(I)oC = 5 Cv.

C.3. Taylor—-Entwicklung der Funktion K,

Gegenstand der folgenden Uberlegungen ist es, eine Taylorentwicklung des Kerndichteschét-
zers der standardisierten Daten aus Abschnitt 2.2 (vgl. Bemerkung 27 auf Seite 87) in den
Parametern herzuleiten, mit dem Ziel, die mit der Standardisierung der Daten einhergehenden
Storparameter herauszurechnen. Dabel werden partielle Ableitungen verwendet, die anhand
desin den Abschnitten C.1 und C.2 zusammengestellten Differentialkalkils berechnet werden.
HierfUr bendtigen wir zunéchst einige Notationen.

Wir betrachten fir festes z, X; € R¢ und h > 0 die Standardisierung
1
St(xa X’ia K E) = E (ZL‘ o E71/2()(73 - /JJ))

alsFunktionin € R und ¥ € SR, d.h. in der Form

./ R'xSR — R4
Tl D) e @S PG —)

Die partiellen Ableitungen nach 1 und X im Sinne von Definition C.5 aus Abschnitt C.1 be-
zeichnen wir im folgenden mit d,, bzw. ds.

Anhand der Darstellung

12*1/2;1 + % (z — =72X;)

st(z, X, 1, X)) = :
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sieht man, dal3 st eine affine Funktion in 4 ist. Damit ist nach Satz C.7 die Ableitung
dyst(z, Xi, 1, ) € £(R% R) an einer Stelle ¢ € R? gegeben durch

1
_2—1/2
h é- Y

und fUr die zweite Ableitung gilt d . st(z, X;, 1, ) o (§1,&) = 0 fur dle (&, &) € RY x R%

duSt(IL', Xia M, E) © g =

Um st as Funktion von ¥ in einer Umgebung von 7, zu untersuchen, ist die Darstellung

1

1
St(xa X’ia K E) = 271/2 (% (/JJ - X’L)) + %l‘

adaguat, die zeigt, dal3 st vom Typ i = g o T aus Abschnitt C.2.4 ist. Damit ist die Ableitung
dsst(z, X;, 1, ¥) € £(SymmR<) an einer Stelle C' € Symnygegeben durch

1
dsst(z, X, pu,X)oC = (dY(X)oC) 5 (v —X;) .

Essei nun K : R — R eine dreima stetig differenzierbare Funktion. Wir interessieren uns
fur die Verkettung K o st als Funktionin (1, X)) bel festem z, X; € R¢ und h € R, d.h. fur die
Abbildung

i [ R'xSR — R
Pl Y e Kiy(z, Xy, X)) = K(st(z, X5, 1, %))

Im den folgenden Abschnitten werden die partiellen Ableitungen erster, zweiter und dritter
Ordnung von K, nach p bzw. ¥ berechnet, mit dem Ziel, zu der oben erwdhnten Taylor—
Entwicklung zu gelangen. Dabel gehen wir stets davon aus, dal3 die Matrix X in einer hin-
reichend kleinen Umgebung der Einheitsmatrix 1, liegt.

Ableitungen erster Ordnung

Die erste Ableitung von K, nach p in einem Punkt (u, X) liegt in £(R¢; R), und ihr Wert in
einem Vektor ¢ € R¢ berechnet sich nach der Kettenregel zu

d#Kh(ania,ua E) of = VK(st(:v,Xi,u, E)) © d#St(anialuﬂ E) o¢
1
= EVK(St(ania,uﬂ E))271/2§,

wobei wir VK (-) alsein Element von £(IR¢; R), d.h. als Zeilenvektor auffassen. Speziell ergibt
sich

1 - X,
d#Kh(ania[)a[d)og = %VK (x h )f

Die erste Ableitung von K, nach X in einem Punkt (x, 3) liegt in £(SymmR), und ihr Wert in
einem Argument C' € Symmberechnet sich nach der Kettenregel zu

dsKp(z, X, 1, ) o C = VK(st(x, X;, u, 2)) odsst(z, X;, 11, 3) o C
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— %VK(st(x,Xi, 1, %)) o (dY(X) o C) (1 — X;) .

Speziell ergibt sich

1 _ X,
ds Kn(2, X,,0,I) 0 C = —VK (x )cx,-.

2h h

Ableitungen zweiter Ordnung

Die Ableitung von K, zweimal nach 1 in einem Punkt (p,X) liegt in £(R¢, R¢; R), und ihr
Wert in einer Richtung (£, &) € R¢ x R¢ berechnet sich nach der Kettenregel (zweite Ablei-
tung in Satz C.10) zu

dZ“Kh(l‘a Xia My E) © (517 52)
= VK(st(z, X, 1, %)) 0 dy,st(x, Xi, 11, %) 0 (&1, &)
+V2K(St(l‘a Xia Hs E)) ° (duSt(xa Xia H, E) © 517 d“St(IIJ, Xia M, E) © 62)

= V?K(st(z, X;, 1, X)) o <%21/2§1’ %21/2§2>
1 - —
= ] Iy /2 V2K(St($,XZ‘,,U,, 2)) - % 1/252 _

Dabei bezeichnet V2K die Hesse-Matrix der reellwertigen Funktion K. Speziell ergibt sich

G %06 = Sare (S5 o

Die gemischte Ableitung dz,, K} (x, X;, 1, ©) berechnen wir anhand der ersten Ableitung von
Ky nach

1
d#Kh(aniauaz) = EVK(St(l‘,XZ—,/jJ,Z))Zilﬁ GQ(]Rd;]R),

die wir nun as Funktion in ¥ € SR betrachten. Um ihre Ableitung nach ¥ zu berechnen,
schreiben wir d,, Ky, (z, X;, 11, ¥) = b(VK (st(x, X;, 11, £)), T (X)) mit der bilinearen Funktion

o, [ S(RER) x Symm - &R R)
' (2T, A) — 2T A

Die Ableitung von d,, K}, (z, X;, 1, ©) nach ¥ liegt in £(Symm£(R% R)) und berechnet sich
nach den Sétzen C.10 und C.11 fur ein Argument C' € Symneu

3, Kp (2, Xi, 1, 8) 0 C = b (V2K (st(z, X;, 1, X)) o dsst(z, X;, 11, 5) o C, T(T))
+b (VK (st(x, X, 1, 2)),dY(X) o C)
T

= % V2K (st(x, Xi, 1, %)) o (dY(X) 0 O) % (b= X3)| T(E)
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+%VK(st(x,Xi, 13)) (dY(S) 0 C) .

Folglich gilt fur C' € Symmund ¢ € R¢

(= X)T [T (S) 0 O] VK s, X1, 2)5%

+%VK(st(x, Xi, 1, X)) [dY(X) 0 CTE

(a2, Kn (2, Xy 1, 5) 0 C) 0 & =

und speziell

1 - X; — X
(¢, K, X,,0,1) 0 C) o€ = Q—thTCVQK< 2 >5_ﬁw{< h )Cg'

Die zweifache Ableitung von K, nach Y berechnet sich anhand der Darstellung
ds Kp(z, Xi, 1, X) = b(VK (st(z, Xy, p, X)), dY (X)) € £(SymmR) mit der bilinearen Funk-
tion

. { £(R% R) >E £(SL3;mmSymn)| £TS( mn(n])l?1 )
x’ x 7 (=X

ebenfalls nach den Sétzen C.10 und C.11 fur ein Argument C' € Symneu

d%EKh(l‘a Xia H, E) oC
= b(V*K(st(z, Xi, 1, X)) o dsst(z, Xi, p, X) 0 C,dY (%))
+b (VK (st(x, X;, 1, X)), d°Y () 0 C)

= [P E (st Xon D) 0 (dT(5) 0 C) 1 (1~ X)| [T(S) 0 ()] 7 (u - X)

(b —Xi)

SRS

+V K (st(z, Xi, 1, 2)) [T () o (C, )]
Damit ergibt sich fur C, D € Symm

A% Ky (2, X5, 1, %) o (C, D)
= %(u — X)T[dY (D) o C) V2K (st(z, Xi, 11, ) [dY () 0 D] (1 — X;)

LYK (st(r, X, D) [X(S) 0 (€, D)] (1~ X)
und speziell

435 K (7, X;,0,14) o (C, D)
1 X;
= —X,"CV*K (| ——') DX, - K
g v (557 o= o (-

Xi) (CD+ DC) X

h
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Ableitungen dritter Ordnung

Die dreifache Ableitung von K, nach p berechnet sich anhand der Darstellung
a2, Ky (r, Xi, 1, ¥) = L(V?K (st(x, X;, p, X)) mit der linearen Funktion

;. ] SRERER) — £(RYRYEGR)
' A — R L Y2ART2

unter Beachtung von dL(A) = L leicht nach der Kettenregel. An dieser Stelle sei dar-
auf hingewiesen, dald V3K () das Differential dritter Ordnung von K bezeichnet und daf3
42 Kn(z, X, 1, 2) und VK () beide in £(R%; £(R?, R% R)) liegen. Fir & € R? gilt mit
der Kettenregel

1
a3 Kp(v, X, 1, 8)0& = dL (VQK(st(x,Xi,u,E)))oV?’K(st(x,Xi,u,E))OEE_I/ZS

o
1

— 52*1/2 (V2K (st(x, Xi, p, X)) o £ 12¢] £71/2

und damit fir &, &, & € R¢

1

6! BT [VPK (st(w, X, 1, 2)) 0 5726 ] 5712

diuuKh(l‘a Xia 1, E) © (617 627 63) =

Die Ableitung @3, K (z, X, i1, ) liegt in £(Symm£(R% R R)) und &R sich z.B. durch
Betrachten von dme n(z, X;, 1, 2) as Funktion von X berechnen. Dies geschieht anhand der
Darstellung a7, K (z, X, i1, X) = L(Y(X), V2K (st(x, X;, p, X)), T(X)) mit der trilinearen
Funktion
I. { Symmx £(R% R%R) x Symm —  £(R% R4 R)
‘ (C,D,E) — LCDE

Damit folgt nach Satz C.9 fur eine symmetrische Matrix B

3, Kn(z, Xi, 1,3) o B
= L(dY(X)o B, V*K (st(z, X;, 1, 2)), T())
+L (T(E), V3K (st(x, Xi, 1, 2)) o [dY(X) o B] % (n—X3), T(E))

+L (Y(2), V’K (st(z, X, 1, ©)), dY(X) 0 B)

= % [dY(2)o B] VK (st(z, Xi, 1, 2)) T () + %T(E)VQK(st(x,Xi, 1, %)) [dY(2)oB]

%T(E) (VK (st(z, Xiy 1, 5)) 0 [dY(E) 0 B] (11 — X1)} Y(2)
und fir &, & € RY
(d%uuKh(xa Xia y E) % B) o ({17 62)

= %&T [dY(Z) o B] V2K (st(z, X;, i, E))E—l/Zf2
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+%§1T2_1/2V2K(st(x, X, 1, X)) [dY () o B] &,

+%51T21/2 {V3K (st(z, Xi, 1, 2)) 0 [dY(Z) 0 B] (n — X;) } £ %, .

Die Ableitung d2 5, K (z, X;, 1, ¥) liegtin £(R¢; £(SymmSymmR)) und |&@ sich z.B. durch
Betrachten von d%s K, (z, X;, 1, 3) a's Funktion von . berechnen. Dies geschieht anhand der
Darstellung

d%EKh(l‘aXinua E)
= LI(IU’ - Xia V2K(St(ania 22 2))7 W= Xz) + L2(VK(St(xa Xia My E))a w—= Xz)
mit der trilinearen Funktion

I, { £(R4,R) x &RELRER) x RY — £(SymmSymmR)
. (27, A, y) = e [dY(E) o ()] A[dT(E) o ()]y

und der bilinearen Funktion

I, { £(R%4R) x RY —  £(SymmSymmR)
2 (=", y) = gl [*T(Z) o ()Y

Damit folgt nach Satz C.9 fiir einen Vektor £ € R? unter Beachtung von d(id — X;)(u) = id
far ale u

diEEKh(xa Xia H, E) © g
= L (& V?K(st(z, Xi, 11, %)), 1 — Xi) + Ly (1 — X3, V2K (st(z, X;, 1, %)), €)

1
‘L (u - X VK (st X D)) o 572 Xi)
1
+Ly (VQK(st(x, Xi, 1, X)) o 52—1/25, - Xi> + Ly (VK (st(x, X;, 11, %)), €)

sowiefir B,C' € Symm

(s K (2, X, 11, 8) 0 €) o (B, C)
= %(u — X)T[dY(Z) o Bl {V3K (st(x, X;, 1, £)) 0 S7V26} [dY(2) 0 O (1 — X;)
+%£T [dY(X) o B] V2K (st(z, X;, 1, %)) [dY(2) 0 O] (1 — X;)
+%(u — X;)" [dY(S) o B V*K (st(z, X;, 11, 5)) [dY(E) 0 C] €

+%§T2_I/QV2K(S’L($,X¢, 1, %)) [T (2) o (B,C)] (1 — X;)

+%VK(st(«T,Xz‘,Ma ) [T (E) o (B, C)] ¢
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Die Ableitung di.« K, (7, X;, p, ) liegt in £(Symm£(SymmSymmR)) und |af sich durch
Ableiten von dy, K}, (z, X;, i1, ©) nach X berechnen. Dies geschieht anhand der Darstellung

dos K (2, Xi 1, 8) = Li(dY(2) o (-), VK (st(z, X, 1, X)), dY(E) o ()
+Ly(VE (st(w, Xi, 1, 2)), d*Y(S) 0 ()

mit der trilinearen Funktion

I { (SymmSymmx £(R?, R?; R) x £(SymmSymn — £(SymmSymmR)
. (P, A, P) = = (n=Xi) PL()APy () (u—X;)

und der bilinearen Funktion

I £(R%GR) x £(SymmSymmSymm —  £(SymmSymnmRR)
a (@7, Py) = TP (= X))

Damit folgt nach Satz C.9fur B, C', D € Symm

d%xEKh(xa Xia /1’7 2) © (Bﬂ Ca D)
= L, (®Y(2) o (B,C), V2K (st(z, X;, 11, X)), dT () 0 D)

+I, <dT(Z) o B, V3K (st(z, Xi, 11, %)) o [dY(Z) o C] % (n—X;),dY(Z) o D)
+Ly (dY(2) 0 B, V2K (st(z, X;, 1, ), d*Y() o (C, D))
<v2K (st(x, Xi, 11, 2)) 0 [dY(S) o B] % (= X)), LT(E) o (C, D))
+Ly (VK (st(z, X;, 1, X)), d*Y(X) o (B, C, D))
= %(u —X) AT ()0 BV K (st(w, Xy, 1, X)) o[d Y (2) o C) (1 =X;) Y (S) 0 D] (n—X;)
+%(u = X)" [#*Y(D) o (B,C)] V2K (st(z, Xi, 1, ) [dY(E) 0 D] (1 — X3)
+%(u X)T[dY(E) o B V2K (st(z, X, 1, X)) [d*Y(E) 0 (C, D)] (1 — X;)

+%VK(st(x, Xi, 1, 2)) {d*Y(Z) o (B,C, D)} (1 — Xi) .

Taylor—Entwicklung der Funktion K,

Nun stehen alle Hilfsmittel bereit, um bei festem z, X; € R¢ eine Taylor—Entwicklung ersten
bzw. zweiten Grades der Funktion

K, RYx SR — R
Y _( My ) = Kh(aniaﬁ) = Kh(x’XiJM’E) :K(St(aniaﬂaz))

inyY = (1, ) umden Punkt 9, := (0, I;) anzugeben. Mit E; x Fy := R? x SRund F := R
ist die Taylor—Entwicklung ersten Grades nach Satz C.16 gegeben durch

Kh(l‘,Xi,ﬁ) — Kh(l',Xi,ﬁo) = th(l‘,Xi,ﬁo) o} (19 — 19[)) + R1 (C3)
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mit dem Restglied
1
R = / (1= 1) 2K (. Xo g + 10 — 99)) 0 (9 — Do, — o) dt (CA)
0

und die zweiten Grades durch
Kh(aniaﬁ) - Kh(aniaﬁO) (CS)
1
= dKp(x, X;,00) o (9 — ) + §d2Kh(«T, X, %) o (¥ =g, 0 —Yg) + Ry

mit dem Restglied
1
1
Ry, = / 5(1 - t)2 dgKh(l‘, XZ', 190 + t(ﬁ - 190)) © (19 - 1907 (U 1907 (U ﬁO)dt' (C6)
0

Dabei sind die Ableitungen in (C.3) und (C.5) nach Bemerkung C.5 und den bisherigen Aus-
fuhrungen in diesem Abschnitt gegeben durch

th(!L',Xi,’l%) o (19—190) = duKh(l‘,Xi,l%) ou + dgKh(!L',Xi,l%) o (E—Id) (C?)

_ lyx <x _XZ') P v (m _Xi> (S —I,)X;

h h 2h h

und durch

A’ Ky (z, Xi,90) o (9 — o, — o) (C.8)
- di#Kh(x’X“ 190) © (:uﬁ /JJ) +2 d%uKh(ania 190) © (E - [da /JJ)
+d3s Ky (2, X, 00) © (8 = 14,5 — 1)

1 T2 ZL‘—XZ
= WVK<T>“

+iXZ-T(E — ;) V’K (x — Xi) [ — %VK (x — Xi) (= Iy)p

h? h h

4p2" "

+LX-T(2 — I,)V’K < -

) (8~ I)X; — %VK <x — Xi) (S — 1,)%X; .

Abschatzungen der Restglieder

Desweiteren werden Abschétzungen der Restglieder R, bzw. R, aus den Entwicklungen (C.3)
bzw. (C.5) bendtigt. Hierzu stellt man zunachst fest, dald die in (C.4) bzw. (C.6) auftretenden
Ableitungen bei festem z, X; € R? und ¢ € (0,1) unter Verwendung der AbkUrzungen ¢ =

(1, 2) mit
5227904—75(79—190), ﬁ::t,u, iz[d—i—t(E—Id)
gegeben sind durch

d2Kh(x, Xi, ) o (¥ — ¥y, Y — )
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= dmeh(x, Xi, 5) o (u,p) + 2d22MKh(x, X, 13) o (X — 1y, 1)
+d2 Ky (z, X;,0) 0 (8 — 1,5 — Id)
hZ,uTZ V22K (st(z, X;,0)) - S Y2y
2= X" [40(E) o (S~ 1)] VK (st X, 9)E 2
+%(ﬁ ~x,)7" [dr(i) o (T — fd)] V2K (st(x, X;, 0)) [dr(i) o (S —I)| (7 - Xy)

+%VK(st(x, Xi,9)) [dr(i) o (% — Id)] "
—|—%VK(st(x, X;,9)) [CFT(E) o (S~ 1% — Id)] (i — X,)
und durch

P Ky (z, X;,0) 0 (9 — 09,9 — U, 9 — )
= diuuKh(x’ Xi? 5) (Ma My M) + 3d2uuKh(xa Xia 5) © (2 - [da 1, :U’)
+3 duEEKh(l‘aXiaﬁ)o(/'LvE_Idaz_ld) +d%EEKh(ania,&)o(E_IdaE_Idaz_ld)

1 e . -
= 'S [V?’K(st(x,Xi,ﬁ)) o 2—1/2,4 $-12),

+uT S {V3K(st(x X, ) o [dr(i) o (S — Id)] (i XZ-)} 512y

+%(ﬁ—Xi)T [dr(i)o(z—fd)]{v3f((st(x, X, 5))oi_l/Qu}[dT(i)o(E—Id)] (i—X;)
+%(ﬁ—xi)T [dT(i)o(z—Jd)]{v3K(3t(x, X;,9))o [dr(i)o(z - Id)] (ﬁ—Xi)}

[dr(i)o(z — Id)] (n—Xi)

+ 5 ST VK (st(x, X, D)) :dT(i) o (T — fd)] "

+ 51 ST VK (st (r, X, ) :dQT(i) o (8 — 145 — Id)] (i — X;)
+%(ﬁ —x)" [dr(i) o (T — Id)] V2K (st(z, X;, 7)) [dr(i) o (T — Id)] u
+%(ﬁ—Xi)T [dT(i) o (Z—Id): V2K (st(x, X, J)) [dmi) o (S—1I, z_fd)] (fi—X;)

+%VK(st(x,Xi, ) [dQT(i) o (S — Iy % — Id)] u

+%VK(st(x,Xi, ) {d3T(§) o (S — IS — IS — Id)} (i — Xi) .
Wir versehen den R¢ mit der Euklidnorm ||-|| und den Vektorraum Symmder symmetrischen
d x d-Matrizen mit der dazu passenden Spektralnorm ||-|| (vgl. Anhang A). Nach Definition
gilt zundchst

=Xl < el + 1l < flull+ 11X
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Berlicksichtigt man dY (X) € £(SymmSymm und schreibt abkirzend

HdT(i)Hs = HdT(i)Hs(SymrrSymm

flr die zugehdrige Operatornorm (analog HdQT(i)H
schétzungen (vgl. (C.1) auf Seite 160)

. sowie Hd:”T(i)HE), so gelten die Ab-

lxE o=t < [ar®|,1s -1l
‘ EY(E)o (S -I,5 - I)|| < d?T(i)H 1S — 1| |
£
Hd?’r(i) oS-Iy —Ix— 1) < d3T(2~])H£ [PEA

Nach Abschnitt C.2.3 ist die Funktion T : J — SR, beliebig oft stetig differenzierbar in der
offenen Umgebung J der Einheitsmatrix I,;. Damit existieren eine kompakte Umgebung J C J
und eine Konstante C mit

rEl<c, JdrEl<c, [ErE)|<c, [@rE)|<c
fir jedes Y € J. Falls also unsere Matrix ¥ in J liegt, folgen wegen ¢ € (0, 1) und
IS-1] = wis-11 < I=-n

die nicht mehr von ¢ abhéngenden Abschétzungen

@) <c. [rol,<c. @] <c. [ero)<c. 9
Damit erhalten wir fir die zweite Ableitung von K,
LKy (z, X;,9) 0 (9 — 0,9 — o) (C.10)

CQ
< o lall

2C? ~
+ 5 Il 15 = Lall (Ll + 100 || V2K (st X3, 9)) |

V2K (st(x, X, 5))”

C? ) )
+og 12 = Lall” (el + 11261

VK (st(r, X;, )|
22l = 1l |V K st 3,90 |
P = Ll (ol + 1600 || VK (st 2, )|

Berticksichtigt man ferner, dal das Differential dritter Ordnung V3K(z) in
£(R% £(RY, R4 R)) liegt, und schreibt man || V3K (x)|| fur die zugehorige Operator-
norm, so gilt fur jeden Vektor y € R¢ die Ungleichung | V3K (z) o y|| < [|[V3K ()]] ||y||, und
esfolgt eine entsprechende Abschétzung fir die dritte Ableitung von K:

dgKh(l‘,Xi,ﬁ)O(19—’190,19—190,’19—’190) (Cll)
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IN

Kot 5, B + 25 I Il Ol 1) | 92K s, 3, )|

303
S Il 1= = Tall® (Ll + 131D

VK (st(w, X3, )|
+C— 12 = Lall* (lell + 1) | V2K (st o, X, )|
602 Ol 1S~ 1 |V K st X, )|
O w1 = L Clal+ 1,10 |92 K (st X )|
302 o I = Ll Ll + 160D | V2K (st 2, X, ) |

— -1
2l - 1

(st(:v,Xi,ﬁ))H
P — Ll (lll + 150 ||V st X )|
Einsetzen dieser oberen Schranken in
|R)| < /01(1 —t) |d*Kp(z, X;, 00 + t(9 = U5)) o (9 — o, 9 — )] dt ,
Ro| < /01%(1—15)2 (K, Xou B + 109 — 90)) 0 (9 — o, — 0,0 — o) dt

liefert die gesuchte Abschédtzung fir die Restglieder.



D. U-Statistiken

In der vorliegenden Arbeit werden einige Hilfsmittel aus der Theorie der U—Statistiken beno-
tigt, die in diesem Anhang zusammengefal’t sind. Einzelheiten Uber U-Statistiken sind z.B. in
Serfling (1980) zu finden. Dieses Buch beschrénkt sich jedoch wie die meisten dteren Werke
auf die Diskussion von U—Statistiken mit festem, d.h. nicht vom Stichprobenumfang » abhan-
gendem Kern, wahrend fur unsvor allem U—Statistiken mit variablem, vom Stichprobenumfang
n abhangendem Kern von Interesse sind. Eines der wenigen Biicher, die auf letztere eingehen,
ist Borovskikh (1996).

D.1. Fast sichere Konvergenz von U- bzw.
V —Statistiken
Esseien (X, §) ein Melraum und X, ... , X,, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsele-

mente mit Werten in X. Ferner seien H : X™ — R¢ ein melRbarer symmetrischer Kern vom
Grad m,

0 = B[H(X,...,Xn)]

der zu schéatzende Parameter,
U= (Tl) S H(Xi., X))

m/ 1<i;<..<im<n

diezum Kern H gehdrende U-Statistik vom Graah und

1 n n
V, = n—mZZH(X LX)

i1=1 im=1
die zum Kern H gehorende VV—Statistik vom Graah.

Auf die Annahme, dal3 der Kern H in seinen m Argumenten symmetrisch ist, kann verzichtet
werden: Besitzt H diese Eigenschaft nicht, so ersetze man ihn in der Definition von U,, bzw. V,,
durch - > H(X;,, ..., X;,) (Summation tiber allemn! Permutationen der Indizes (1, ... ,m)),
ohne dal3 der Wert der U— bzw. V—Statistik sich andert.

Theorem D.1 (Borovskikh (1996), Theorem 3.1.1)
Unter der Voraussetzung E || H (X1, ... , Xp)|| < oo gilt U, — 6 (n — o0) fast sicher.

180
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Theorem D.2 (Borovskikh (1996), Theorem 3.3.2)
Unter der Voraussetzung max{E || H (X;,, ..., X;,)|| : 1 <i1,... iy <m} < oc0giltV,, — 6
(n — o0) fast sicher.

D.2. U-Statistiken mit variablem Kern

Seien X1, X, ..., X, unabhéngige, identisch verteilte d—dimensionale Zufall svektoren und sei
H, : R* x R — R ein Kern, der vom Stichprobenumfang » abhangt und der 0.B.d.A. als
symmetrisch angenommen werden kann, d.h. H,(z,y) = H,(y,z). (Ist diesnicht der Fall, so
ersetze man in der nachfolgenden Definition H,,(x,y) durch 1(H,(z,y) + Ha(y,z)).) Dann
hei 3t
1 1
U, = —< H,(X;,,X;,)) = — H,(X;, X;
2/ i<y i#]
U-Statistik vom Grad 2 mit variablem Kerivie in der klassischen Theorie der U—Statistiken
ist U,, ein erwartungstreuer Schatzer fir
Gn = E [Hn(Xla XQ)] )
H,, heil} zentriert fals,, = 0 fur adlen € N gilt. Mit der Notation
ro(x) = E[H (X1, X0)| Xy =2] = E[H,(z, X5)]
ist die Hajek—Projektion/,, gegeben durch

. 2 &
= — E X;) —0,].
Un Hn + n [Tn( l) 9”]

i=1

Der Kern H,, heil?t degeneriertfalsfir allen € N die Beziehung r,,(X;) = 0 fast sicher gilt.

Lemma D.3 (Powell et al. (1989), Lemma 3.1nter der Voraussetzung E [H,, (X, X»)?] =
o(n) folgt \/n (Un - Un> = op(1), oder anders ausgedriickt: U, = U, + op (n~/?).

N 2
Bewels: Durch direkte Rechnung zeigt man, dal3 n - E [(Un — Un> } = o(1) gilt. Diesist

gleichbedeutend mit /7 (Un - Un) 5 0inL3(, A, P) und impliziert /n (Un - Un) 250
(vgl. Powell et al. (1989)). O

Ein wichtiges Hilfsmittel beim Nachweis der Konvergenz der Bowman—Foster—Statistik ist das
folgende Theorem zur Konvergenz von U—Statistiken mit variablem Kern, das in der grundle-
genden Arbeit Hall (1984) bewiesen wurde. Hierzu sei

Gnl(z,y) := E[H( Xy, 2)H,(X1,9)] z,y € R
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Theorem D.4 (Hall (1984), Theorem 1)FUr symmetrische, zentrierte, degenerierte und qua-
dratisch integrierbare Kerne H,, (n € N) folgt unter der Voraussetzung

E G (X1, Xo)] + B [H, (X1, X5)]
(E[H2(X1, X5)])*
die Verteilungskonvergenz
Zl§i<j§n Hn(Xian) i>
VAE[H (X, X5)

— 0 (n — o0),

N(0,1).

Zur Behandlung der Bowman—Foster—Statistik unter einer Folge von benachbarten Alternativen
bendtigen wir die Verallgemeinerung von Theorem D.4 auf Dreiecksschemata von Zufallsvek-
toren, d.h. auf die folgende Situation:

Fir n € N saen X,1, X,o,...,X,, unabhangige, identisch vertellte d—dimensionale Zu-
fallsvektoren, die zusétzlich alle unabhéngig seien. Definieren wir analog zum Fall von
i.i.d. Zufallsvektoren

Gn(xay) = E[HTL(XTL17:E)HTL(XTLI7y):| Y x7y G ]R’dJ
so gilt
Theorem D.5 Fir symmetrische, zentrierte, degenerierte und quadratisch integrierbare Kerne

H, (n € N) folgt unter der Voraussetzung
E (G} (X1, Xpo)| + B [H, (X1, Xo)]
(B [H2(Xn1, Xp2)])?
die Verteilungskonvergenz
Zl§i<j§n Hn(Xniaan) ﬂ)
V/5n2B [HE (X1, X))

— 0 (n — 00),

N(0,1).

BEWEIS: Wir tUberzeugen uns kurz davon, dal? der Beweisaus Hall (1984) seine Gultigkeit auch
unter Dreiecksschemata von Zufallsvektoren behdlt. Eine diesbezligliche Bemerkung findet
sich bereitsin Liero et al. (1998), allerdings ohne ndhere Ausfuhrungen.

Setzt man

und
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soist der zu untersuchende Term ZKKK” H,(Xni, X,;) gerade gleich S,,,,. Setzt man ferner
Sm’ = O'(an, v 7Xni)7

S0 ist {S,;, §nib1<i<n €N zentriertes, quadratisch integrierbares Martingale Array, und wir kon-
n>1
nen analog zum Originalbeweis von PHall Corollar 3.1 aus Hall und Heyde (1980) anwenden.

Theorem D.6 (Hall und Heyde (1980), Corollary 3.1){§m,§m~}19§kn sei ein zentriertes,
n>1

quadratisch integrierbares Martingale Array mit k, — oo (n —>_oo). Ferner sei X,,; :=
Sni — Snyi—1 (1 <4 < k) mit Sy := 0, und n bezeichne eine fast sicher endliche Zufalls-
variable. Unter den Bedingungen

() Ve>0: Yk B [)?g 1{| X, >5}] =0

P 2

(i) V2, =Y E [X2 Fuie 1] L}

(i) V1 <i<hon>1:8n C Snors

gilt S, = ¥ X,; = Z, wobei die Zufallsvariable Z durch die charakteristische Funktion
E [¢"] =E [ i tz] gegeben ist.

Fallsn? konstant ist, kann in Theorem D.6 auf Bedingung (iii) verzichtet werden (vgl. Hall und
Heyde (1980), S. 59).

Setzen wir
s2:=E[SZ] . ZE 2| i

und wenden Theorem D.6 mit k,, := n, n? := 1 auf iSm- an, so folgt bei Nachpriifen der
Bedingungen

(i) Ve > 0: % S EYVE Y|Vl >esnt] — 0(n— o0)
(i) FVZ2 - 1

die Konvergenzaussage ;- S, 25 N(0,1).

Wiein Hall (1984) berechnet man

st = ME [H2 (X1, Xpo)]

und

Y E[Y] < const-n®-E[Hy(Xpu, Xp)] |

=2
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woraus (i) folgt:

N

1 " 1 n
7 PR > e s] < 3 B

1 %E [Hé(anaXm)]
< - - const - 5
€ (E [H7(Xn1, Xn2)])

n

nach Voraussetzung. Ebenfallswie in Hall (1984) berechnet man

B|(v2-s2)] o BIGA(K o, X)) + LB (X, X))
s - (B [H2(Xo, X))

-0 (n— o)

V2 ? _— V2
nach Voraussetzung, was E [(—g — 1) ] — 0 impliziert und damit —- 5. O
Sn

Sn



E. Einige Aussagen der
asymptotischen Statistik

E.1. Benachbarte Alternativen

Im folgenden werden einige Aussagen zur Benachbartheit von Verteilungsfolgen zitiert. Sie
sind allein Kapitel 6.3 in Witting und Mller-Funk (1995) zu finden.

Sei (2, A) ein Mefliraum. Der Totalvariationsabstandweier endlicher Mal3e 1, und v auf © ist
definiert durch

[l = vl := sup [u(A) —v(A)] .
AcA

Der Hellinger—Abstanaweier Wahrscheinlichkeitsmalie P, Q auf €, die von einem Mal3 v auf
(2 dominiert werden (P < v, ) < v), ist gegeben durch

e - ( [ (ff@))
H*(P,Q) = 1—[2\/‘;:5\/2:?du. (E.1)

Der Hellinger—Abstand hangt nicht von dem dominierenden Mal3 v ab.

1/2
Y

und es gilt:

Im folgenden seien (X(n), §m)) = (x7_, X;,®7_, §;) das n—fache Produkt von Mefraumen
(:fj, 5]) und 901! (%(n), 3(7;)) der Raum aller Wahrscheinlichkeitsmal3e auf (%(n), g(n)). (]Rl, ‘BZ)
sei der [-dimensional e reelle Raum, versehen mit der Borel-o—Algebra.

Definition E.1 (Witting und Muller-Funk (1995), Definition 6.106) Fir n € N seien
Up, Up € Dﬁl(%(n), Sn)) beliebige Wahrscheinlichkeitsmalie. Dann definiert man:

a) (vy) heildt zu (u,) benachbartkurz: (v,) < (u,), genau dann, wenn gilt:
V(B,) € (§m): un(Bn) =0 = w,(B,)—0;
(vn) und (u,) heiBen wechselseitig benachbatturz: (v,) < (u,), genau dann, wenn
gilt:

(vn) < (uy) und (tn) < (v);

185
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b) (v,) und (u,) heilRen nicht trennendwenn ein 0 < ¢ < 1 existiert mit
V(B,) € (Bm)): un(Bp) =0 = limsupuv,(B,) < ¢

n—oo
) (v,) und (u,) heil}en vollstandig trennendkurz: (v,,) A (u,), genau dann, wenn gilt:
3(Bn) € ) : un(Bp) =0 und  v,(B,) — 1.

Satz E.2 (Witting und Mdaller-Funk (1995), Hilfssatz 6.110) Fior n € N seien u,,v, €
M (X(n), §(n)) beliebige Wahrscheinlichkeitsmalle, und (T, D) sei ein polnischer Raum.

a SInd 7T, : (Xu),8m) — (R, B"), n € N, beliebige Statistiken, so gilt
(vn) < (uy,) <= T, —0 = T, —0
Up, Un

b) SiNd 7, : (Xn), 8m)) — (T,9D),n € N, beliebige Statistiken, so gilt
(va) @ (un) = (") 4 (uy").
c) Furjede Teilfolge (n') C N gilt

(vn) < (ug) = (vp) < (up)-

Satz E.3 (Witting und Mdller-Funk (1995), Hilfssatz 6.119)Fir n € N und jedes ; =
L,...,n selen uyj,v,; € MY (X, Fn;) SOWI€ u, = ®Y_; up; Und v, 1= ®}_; vy;. Dann
gilt:

&) > H*(unj,vnj) =0(1) = (vn) < (un);

J=1

> (g vn) = O(1),

7=1

b) (vn), (u,) nichttrennend = n
lelunj—vndIQ = O(1);
J:

Q) ()< () = (éunj(an) 50 = évnj(an) —>0>.

Satz E.4 (Witting und Mdller-Funk (1995), Satz 6.120 (Oosterhoff-van Zwet))Fir n € N

und jedes j = 1,...,n seien u,j, v,y € M (X, §nj) SOWi€ Uy = @ up; Und v, =
=1 Unj-

Dann ist (v,) < (u,) genau dann erfillt, wenn mit dem Dichtequotienten L,,; = dv,;/du,,;,

j=1,...,n,qglt

-

—_

H?(ung, vnj) = O(1),

J

Sl

' Un](Ln] > Cn) = 0(1) \ (Cn) CR: ¢, — o0

J

Il
—



E.2. ASYMPTOTISCHE RELATIVE EFFIZIENZ 187

Satz E.5 (Witting und Muller-Funk (1995), Korollar 6.124 (1. Le Cam Lemma)) Fir n €
N seien u,, v, € M (X (), F(ny) und Ly, := dv,,/du,. Dannist

€, (10g L) 5= N(—r2/2,?)
hinreichend fir die wechsel seitige Benachbartheit (v,,) < (u,,) und die Glltigkeit von

L, (log L) = N(K*/2, K7%).

E.2. Asymptotische relative Effizienz

Im folgenden bezeichnen @ die Vertellungsfunktion der Standard—-Normalverteilung und u,
deren a—Quantil.

Definition E.6 (Witting und Muller-Funk (1995), Definition 6.92 und 6.93) Gegeben seien
firn € N Zufallsgrofen X,y mit Werten in Raumen (X,,), §(»)), deren Verteilungen eindeutig
durch einen Parameter 9 € O festgelegt sind, sowie ein Testproblem mit Hypothesen H bzw.

K. Dann versteht man unter asymptotischen Hypotheseder Hypothesen des asymptotischen
Testproblem#engen H und K von Verteilungsfolgen aus H bzw. K, also Mengen

C {(un) DUy = Sﬁn(X(n)), 9, €H Vne N},
C {(vn) : vo=Ly,( X)), 9 € K Vne N}

Ay I

H bzw. K heiRen einfach wenn sie einelementig sind, andernfalls zusammengesetzUnter
einem asymptotischen Test zum Niveadiir H versteht man einen asymptotischen Test (¢,,)
mit

limsupE, ¢, < a  V(u,) €H.

n—oo

Definition E.7 (Witting und Muller-Funk (1995), Definition 6.102) (u,) und (v,) Seien
zwel einfache asymptotische Hypothesen sowie (¢1,,) und (¢, ) Zwei asymptotische Tests zum
Niveau o fur (u,,) gegen (v,,) derart, da3 gilt

EvngOm —1-— (I)(Ua — 61) = 61 S (0, OO), 1=1,2. (E2)

Dann ist die asymptotische relative Effiziender Pitman—Effizienz vofy,,) bezuglich(¢,,,)
unter der Folg€g(v,,) definiert durch

ARE(p2n : Qinlvn) = 05/07. (E.3)

Gilt(E.2)furale(v,) € K, soheif}t (E.3) asymptotische relative Effizieoder Pitman—Effizienz
von (¢sq,) bzgl. (p1,) unterK.

Bemerkung E.8 (Witting und Miller-Funk (1995), S. 285) Gilt in (E.2) §; = 0 fur (hoch-
stens) ein: = 1, 2, soist die Definition der Pitman—Effizienz auch noch sinnvoll, wenn man in
Ublicher Weise ARE (2, : ¢1n|vn) = 00 bzw. ARE(¢a, : ¢1n|v,) = 0 setzt.



188 ANHANG E. EINIGE AUSSAGEN DER ASYMPTOTISCHEN STATISTIK

Bemerkung E.9 (Witting und Muller-Funk (1995), S. 329) Sind7,,, n € N reellwertige Sta-
tistiken, fir die mit v, c € R und o2 > 0 gilt

L, (1) = N, 0%),  L,,(Tn) > N +c,0%),
so ergeben sich fir die Tests ¢, := 1{T,, > v + ou,} das Limesniveau
Eu,on =1 —®(uy) =«
und die Limesschérfe

Evngan—>1—<1>(ua+£>.
o

Bemerkung E.10 Sind 7, und 7}, (n € N) reellwertige Statistiken mit v, 7, ¢ € R und 02, 5% >
0 sowie
un (Th) N(v, ‘72) )

= (v.07)
un(Tn) £—>(ﬁ(’7752)a

(7 +¢,6%),

so hat der Test ¢, := 1{T}, > v + ou,} gegeniber dem Test ¢, := 1{T}, > i/ + Gu,} nach
Definition E.7 und Bemerkung E.9 die Pitman—Effizienz

~—

£ £ N
£ £ N

A

o
) &

™

ARE(pp, : @plvn) = 0.



Symbolverzeichnis

Allgemeines

i.i.d., o0.B.dA.

1, const

(2, A, P), (R, B2 )\9)
PX

N

oL P

U, Laplace, Exp

Po

Py, Hy, H,

D P f.s.
— >, —

Op(1), op(1), Ors(1), ors(1),
O(1), o(1

R, ||

R Mg La

()"

BHEP—-Test
F
f )
X;, Y, X, S,
By ¢, Tn,gr Dns
Lg, Snp
Sg, Tg
7_2
Bn
Doy 2
T, 25, 2

_l\'}
\1
[\

q =
2
2
2
2
2

el

> TR
§o>m$

= S
SeghT
N

3

g

N

=)

o & &

& & &

o &
3

[y

=3

[\

S. 4

S. 4

S 4

S 4

S5

S. 28,30
S. 42
S.39

S. 72,115
S1

S 4
S 4

S 4
S 4
S 4

S. 29 ff.
S.33
S.56
S.6
S.8

S. 18
S.25
S. 9ff.
S. 12 ff.
S. 10
S. 33
S. 37-38

S.39
S.5

S. 36-38
S. 8ff.

P, P, D, 0", D], D,

"

3,0, P

(I)Zza q)ll,na q)Z,n . . .

(I)n’ (I)l,n’ (I)Qyn’ (I)nl’ (bl,n,’ (I)Q,n”
(I);’ (I)?,n’ (I)g,n’ q)l?n’ (I)2<,>n’ (I)1,<7>L’
294

M3, M

My, My, My, My,

My My g My M
M3 s My s MyS 0 My 5,
Ké’l, Ké?, Ké}, Ké?, Ké}, Ké?,
KQ},’ Kﬁ%’ Kg,l,’ Kgg, Kgl’ Kgg,
Km, K62’ Km, K62’ Kﬁl, Kﬁ2
Kby Kons Kjin Koy Ky,
KEQn’ K,;J’yln ! K,;J’y?n’ Kglln’ Kg;n’
K Koy Kfinr Koy Kfins
Ky Kfr K,

Kl Fhs K310 K35, K
K Kb, K, K30, K,
Ko, Ko Ki Ko K51
K7, Ko, K35,

L, I, I3, I}, It

Igna-a

Tonia

48,1-a» 48,n,1-a» 48,J,1-a» 48,P,1-«

Gan,l1—a

Bi,ar b1,dy B1,ar b1,
A, Hp, Ka, dg(-, )
A

Enr T

A, A, B, B,C,, D, D,

)
" U U s "
R2,n’ RS,I,@V’ R3,2,n’ R4,1,n’ R4,2,n
a’l a’ adl b’ b’ bd’ tl t’ td

PB,dr PB,d—11 PB,1

S. 10 ff.
S. 10
S.9
S.21
S. 22

S 41
S.11
S.21
S. 22
S. 18 ff.

S. 24

S. 64-71

S. 26,57
S. 28
S.38
S. 29
S. 38
S.35
S. 3031
S 12
S 14
S. 1518
S. 23

S.57
S. 57

189



190

SYMBOLVERZEICHNIS

Bowman—Foster—Statistik
h

Kd

K

k

f’ f

fo, f1

Jn, 10, Ny,

fn,st’ fn

u(f), o*(f)

en (x,/Jf)

0,79,19,

{9\na 190’ 5ru /jna in
Zn,h,st

Tn,h,st

Ton,fr T

j\:'n ,h

Ti1s To
T30 T T
TnG,T7T
TnQaTnl
Rnh,R Ry
Snnst_
Sn,1y Ony2
Sns.i
St S s

dh,1—a) Ghnl—a
Ih I21 I?n I?),T,s

71,’72

o ( 1, fo)

07’;2

aa( f1, fo)

o R

a?zn

Snhy O (fl;fo) Y1 V2
Yni

?ni

LTliUTL!HTliGTL
LTliUTL!HTliGTL

Un, Hyy Up O, 7
Un, Hy, Up, O, T 72

S. 73

S. 77

S. 73,75
S. 75,85
S. 77,82
S 101
S. 109
S. 73,83
S. 79,83
S.83

S. 7778
S. 8789
S. 73
S.83

S. 77 ff.
S.83
S.91

S 94

S. 97

S 117
S 111
S 101
S. 103
S. 138
S. 143
S. 100
S. 102
S. 102
S. 102
S. 104
S. 107
S 113
S 114
S. 108
S. 104
S 114
S. 92 ff.

S. 111 ff.
S. 126 ff.

S. 131 ff.

S 115

M, My S. 118
K2 S. 123
7, ¢ S.125:131

Anhang Hilbertrdume

H 1, (-, || S. 152
S* S. 152
S S. 153
Sx S. 154
tr (+) S. 153
X S. 155
L2(RY, 8¢, 1), (-, )2 S. 157
m, B S. 158

Anhang Differentialkalkdl
LS(E; F), &(Ey, ... ,En; F) S. 160

df, c" S. 161
Isom S. 164

S. 164
M(d x d,R), SymmSR S. 165
3,3 S. 167
1d, sq, sqr S. 166,167
T, R S. 168,169
st, Ky, S. 169,170
Vv, V2, V3 S. 170 ff.
Ry, Ry S. 176 ff.
9,7, % S. 176

Anhang U-Statistiken

H,0,U,,V, S. 180
H,, Uy, 00,70, Uy, Gr S. 181
S, § S. 182,183

Anhang Asymptotische Statistik

a4, >, A S. 185 ff.
(X5, 85), (%(n), S(n)) S. 185
M (X(n), F(n)) S. 185
Ly;, Ly, S. 186,187
H,H,K, K S. 187
ARE S. 187



Literaturverzeichnis

Achieser, N. und Glasmann, I. (1975). Theorie der linearen Operatoren im Hilbert—Rauéth
ed.). Berlin: Akademie-Verlag.

Araujo, A. und Ging, E. (1980). The central limit theorem for real and Banach valued random
variables.New York: Wiley.

Avez, A. (1983). Calcul différentiel.Paris: Masson.

Baringhaus, L., Gurtler, N. und Henze, N. (2000). Weighted integral test statistics and com-
ponents of smooth tests of fit. Austral. New Zeal. J. Statis#2(2), 179-192.

Baringhaus, L. und Henze, N. (1988). A consistent test for multivariate normality based on the
empirical characteristic function. Metrika, 35, 339-348.

Beirlant, J. und Mason, D. (1995). On the asymptotic normality of L p—norms of empirical
functionals. Mathematical Methods of Statistiei1), 1-19.

Bertrand-Retali, M. (1974). Convergence uniforme stochastique d’ un estimateur d’ une densité
de probabilité dans R°. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser, 278 1449-1452.

Bertrand-Retali, M. (1978). Convergence uniforme d' un estimateur de ladensité par laméthode
du noyau. Rev. Roumaine Math. Pures Apj@3, 361-385.

Bickel, P. und Rosenblatt, M. (1973). On some global measures of the deviations of density
function estimates. Ann. Stat.1(6), 1071-1095.

Billingsley, P. (1968). Convergence of probability measurééew York: Wiley.
Borovskikh, Y. (1996). U—Statistics in Banach Spacddtrecht: VSP.

Bowman, A. (1992). Density based tests for goodness—of—fit. J. Statist. Comput. SimuK0,
1-13.

Bowman, A. und Foster, P. (1993). Adaptive smoothing and density—based tests of multivariate
normality. J. Amer. Statist. AssqQ@8(422), 529-537.

Brieskorn, E. (1985). Lineare Algebra und Analytische Geometrie Braunschweig, Wiesba-
den: Vieweg.

Brown, L., Hwang, J. und Munk, A. (1997). An unbiased test for the bioequival ence problem.
Ann. Stat.25(6), 2345-2367.

191



192 LITERATURVERZEICHNIS

Cartan, H. (1977). Cours de calcul différentielParis. Hermann.

Chen, X. und White, H. (1992). Central limit and functional central limit theorems for Hilbert
space—valued dependent proceg&spartment of Economics Discussion Paper 92-35).
San Diego: University of California.

Cramér, H. und Leadbetter, M. (1967). Stationary and related stochastic procesd¥ew York:
Wiley.

Csorgd, M., Gombay, E. und Horvath, L. (1991). Central limit theorems for L p distances of
kernel estimators of densities under random censorship. Ann. Stat.19(4), 1813-1831.

Csorgd, M. und Horvéth, L. (1987). Asymptoticsfor L p—norms of kernel estimators of densi-
ties. Computational Statistics & Data Analys&(3), 241-250.

Csorgd, M. und Horvéth, L. (1988). Central limit theoremsfor L p—norms of density estimators.
Probability Theory and Related Field80(2), 269-291.

Csorgd, S. (1989). Consistency of some tests for multivariate normality. Metrika, 36, 107-116.

Czado, C. und Munk, A. (1998). Assessing the similarity of distributions — finite sample
performance of the empirical Mallows distance. J. Statist. Comput. Simyb0, 319-346.

Dette, H. und Munk, A. (1998). Validation of linear regresson models. Ann. Stat. 26(2),
778-800.

Devroye, L. (1987). A course in density estimatioB.oston/Basel/Stuttgart: Birkhéuser.

Devroye, L. und Gyorfi, L. (1985). Nonparametric density estimation: Thg—view. New
York: Wiley.

DeWet, T. und Randles, R. (1987). On the effect of substituting parameter estimatorsin limiting
Y2, U and V statistics. Ann. Stat.15, 398-412.

Eaton, M. und Perlman, M. (1973). The non-singularity of generalized sample covariance
matrices. Ann. Stat.1(4), 710-717.

Epps, T. und Pulley, L. (1983). A test for normality based on the empirical characteristic
function. Biometrikg 70(3), 723-726.

Es, B. van. (1997). A note on the integrated squared error of a kernel density estimator in
non—smooth cases. Statist. & Prob. Lett.35, 241-250.

Fan, Y. (1994). Testing the goodness of fit of a parametric density function by kernel method.
Econometric Theoryl((2), 316-356.

Fan, Y. (1995). Bootstrapping a consistent nonparametric goodness—of—fit test. Econometric
Reviews14(3), 367-382.



LITERATURVERZEICHNIS 193

Fan, Y. und Li, Q. (1999). Central limit theorem for degenerate U—statistics of absolutely regu-
lar processes with applications to model specification testing. Nonparametric Statisti¢s
10, 245-271.

Fan, Y. und Ullah, A. (1999). On goodness—of—fit tests for weakly dependent processes using
kernel method. Nonparametric Statisticd.1, 337-360.

Feller, W. (1966). An introduction to probability theory and its applicatiogol. 11). New
York: Wiley.

Fraenkel, L. (1978). Formulae for high derivatives of composite functions. Math. Proc. Camb.
Phil. Soc, 83, 159-165.

Ghosh, B. und Huang, W.-M. (1991). The power and optimal kernel of the Bickel-Rosenblatt
test for goodness of fit. Ann. Stat.19(2), 999-1009.

Gihman, I. und Skorohod, A. (1974). The theory of stochastic processe$§pringer.

Gradshteyn, I. und Ryzhik, I. (1980). Table of integrals, series, and productdlew York:
Academic Press.

Gdrtler, N. und Henze, N. (1999). Recent and classical goodness—of-fit tests for the Poisson
distribution(Preprint 99/03). Germany: University of Karlsruhe. (Submitted to: J. Statist.
Plann. Inf.)

Hall, P. (1982). Limit theorems for stochastic measures of the accuracy of density estimators.
Stochastic Processes and their Applicatiaty 11-25.

Hall, P. (1984). Central limit theorem for integrated square error of multivariate nonparametric
density estimators. J. Multiv. Anal, 14, 1-16.

Hall, P. und Heyde, C. (1980). Martingale limit theory and its applicationdNew York: Aca
demic Press.

Henze, N. (1990). An approximation to the limit distribution of the Epps-Pulley test statistics
for normality. Metrika, 37, 7-18.

Henze, N. (1993). A new flexible class of omnibustests for exponentiality. Commun. Statist. —
Th. Meth, 22, 115-133.

Henze, N. (1997). Extreme smoothing and testing for multivariate normality. Statist. & Prob.
Lett.,, 35, 203-213.

Henze, N. und Wagner, T. (1997). A new approach to the BHEP tests for multivariate normality.
J. Multiv. Anal, 62(1), 1-23.

Henze, N. und Zirkler, B. (1990). A classof invariant consistent testsfor multivariate normality.
Commun. Statist. — Th. Metl1.9(10), 3595-3617.

Heuser, H. (1975). Funktionalanalysiglst ed.). Stuttgart: Teubner.



194 LITERATURVERZEICHNIS

Horvéth, L. (1990). Asymptoticsfor L p—nhorms of Fourier series density estimators. Construc-
tive Approximation6(4), 375-397.

Horvéth, L. (1991). On L p—norms of multivariate density estimators. Ann. Stat.19(4), 1933—
1949.

Ibragimov, |. und Rozanov, Y. (1978). Gaussian random processdsew York: Springer.

Johnson, N. und Kotz, S. (1970). Continuous univariate distributior(3ol. 1, 1nd ed.). Boston:
Houghton Mifflin Comp.

Kim, C., Hong, C., Jeong, M. und Yang, M. (1997). Goodness—of—fit test for density estimation.
Commun. Statist. — Th. Metl26(11), 2725-2741.

Komlos, J., Mgor, P. und Tusnady, G. (1975). An approximation of partial sums of independent
rv's, and the sample df 1. Z. W.theorie Verw. Gejg32, 111-131.

Ledoux, M. und Talagrand, M. (1991). Probability in Banach spaces. Isoperimetry and proces-
ses.Berlin: Springer.

Liero, H., Lauter, H. und Konakov, V. (1998). Nonparametric versus parametric goodness of
fit. Statistics31, 115-149.

Mardia, K. (1970). Measures of multivariate skewness and kurtosis with applications. Biome-
trika, 57(3), 519-530.

Mari, T., Rohatgi, V. und Székely, G. (1993). On multivariate skewness and kurtosis. Theoret.
Probab. Appl, 38, 547-551.

Mourier, E. (1954). Eléments aléatoires dans un espace de Banddhpublished doctoral
dissertation, Paris.

Munk, A. und Czado, C. (1998). Nonparametric validation of similar distributions and as-
sessment of goodness of fit. J. Roy. Statist. Soc.,BO(1), 223-241.

Neumann, M. (1998). Strong approximation of density estimators from weakly dependent
observations by density estimators from independent observations. Ann. Stat. 26(5),
2014-2048.

Neumann, M. und Paparoditis, E. (1998). A nonparametric test for the stationary dengitgch.
Rep. 58/98). Berlin: SFB 373, Humboldt Univ.

Parthasarathy, K. (1967). Probability measures on metric spacdsew York-London: Acade-
mic Press.

Parzen, E. (1962). On estimation of a probability density function and mode. Ann. Math. Staf.
33, 1065-1076.

Powell, J., Stock, J. und Stoker, T. (1989). Semiparametric estimation of index coefficients.
Econometrica57(6), 1403-1430.



LITERATURVERZEICHNIS 195

Prakasa Rao, B. (1983). Nonparametric functional estimatiorOrlando, Florida: Academic
Press.

Prokhorov, Y. (1956). Convergence of random processes and limit theorems in probability
theorey. Theory Probab. Appl1(2), 157-214.

Rosenblatt, M. (1956). Remarks on some nonparametric estimates of a density function. Ann.
Math. Stat, 27, 832-837.

Rosenblatt, M. (1975). A quadratic measure of deviation of two—dimensional density estimates
and atest of independence. Ann. Stat.3(1), 1-14.

Rosenblatt, M. (1976). On the maximal deviation of k—dimensional density estimates. Ann.
Prob., 4(6), 1009-1015.

Rudin, W. (1987). Real and complex analys{3rd ed.). New York: Mc Graw Hill.

Rueda, R., Pérez-Abreu, V. und O’ Reilly, F. (1991). Goodness of fit for the Poisson distribution
based on the probability generating function. Commun. Statist. — Th. Met20(10), 3093—
3110.

Ruymgaart, F. (1998). A note on weak convergence of density estimators in Hilbert spaces.
Statistics 30, 331-343.

Serfling, R. (1980). Approximation theorems of mathematical statistidsw York: Wiley.

Silverman, B. (1978). Weak and strong uniform consistency of the kernel estimate of a density
and its derivatives. Ann. Stat.6(1), 177-184. (Addendum: Ann. Stat. 8(5), 1175-1176,
1980)

Silverman, B. (1980). Addendum to weak and strong uniform consistency of the kernel estimate
of adensity and its derivatives. Ann. Stat.8(5), 1175-1176.

Silverman, B. (1986). Density estimation for statistics and data analydisndon, New York:
Chapman and Hall.

Stoer, J. (1999). Numerische Mathematik (8th ed.). Berlin, Heidelberg: Springer.

Takahata, H. und Yoshihara, K. (1987). Central limit theorems for integrated square error of
nonparametric density estimators based on absolutely regular random sequences. Yoko-
hama Mathematical JournaB5, 95-111.

Vakhania, N. (1981). Probability distributions on linear spaceslew York: North—Holland.
Wentzell, A. (1981). A course in the theory of stochastic proces$ds.Graw Hill.
Witting, H. und Mller-Funk, U. (1995). Mathematische Statistik IBtuttgart: Teubner.






Personliche Daten:

Name:
Geboren am:
Eltern:

Schulbildung:

1977 —-1981
1981 - 1990
08.05.1990

Studium:

Okt. 1990 — Sept. 1992

Sept. 1992 — Aug. 1993

Sept. 1993 — Aug. 1994

Sept. 1994 — Jan. 1997

Lebenslauf

Nora Gurtler
05.11.1970 in Mannheim
Manfred und Felizitas Gurtler

Grundschule in Mannheim
Geschwi ster—Scholl-Gymnasium in Mannheim
Abiturprifung

Grundstudium in Mathematik und Informatik an der Univer-
sitat Karlsruhe

Magistére de Mathématiques Pures an der ENS Lyon, Li-
cence de Mathématiques Pures an der Université Claude Ber-
nard/Lyon |

Magistére de Mathématiques Puresat ENS Lyon, Maitrisede
M athématiques Pures at Université Claude Bernard/Lyon |

Hauptstudium in Mathematik an der Universitét Karlsruhe

Tatigkeiten wahrend des Studiums:

Okt. 1994 — Sept. 1996
Okt. 1994 — Apr. 1995

Okt. 1995 — Sept. 1996

Berufstatigkeit:

seit Feb. 1997

Wissenschaftliche Hilfskraft am Mathematischen Institut |1
der Universitéat Karlsruhe

Wissenschaftliche Hilfskraft am Institut fir Mathematische
Stochastik der Universitdt Karlsruhe

Wissenschaftliche Hilfskraft am Mathematischen Institut |
der Universitat Karlsruhe

Wissenschaftliche Angestellte am I nstitut fur M athematische
Stochastik der Universitét Karlsruhe



