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Wandornament in der ,Halle der zwei Schwestern® aus der Alhambra in Granada.
Das Ornament bedeckt eine Fliche von etwa zwei Quadratmetern und entstand
vermutlich in der zweiten Halfte des 14. Jahrhunderts zur Zeit der letzten mau-
rischen Dynastie, dem Nasridenreich.

Das Muster entstammt der Dissertation ,,Gruppentheoretische und Struktur-
analytische Untersuchungen der Maurischen Ornamente aus der Alhambra in
Granada® von Edith Miller bei Andreas Speiser in Ziirich, 194/4. Die hier dar-
gestellte Abbildung wurde von einem kleinen Programm des Autors erzeugt. Das
Ornament entsteht durch Symmetrisierung eines Fundamentalbereichs unter der
Diedergruppe der Ordnung 8 bei gleichzeitiger Inversion der topologischen Rela-
tion zwischen den Bdndern.
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1

Weshalb Symmetrieanalyse?

B EI VIELEN WICHTIGEN Operationen der digitalen Signalverarbeitung, wie

etwa der diskreten Fourier-Transformation, finden seit langem schnelle Al-
gorithmen Verwendung. Wie aber sind deren Entdecker zu diesen Algorithmen
gelangt? Hétte man diese auch automatisch finden kénnen?

Die vorliegende Arbeit ist einem systematischen Zugang zu diesen Fragen
gewidmet: Wie kann die Struktur einer linearen Transformation aus einer de-
finierenden Beschreibung automatisch bestimmt werden? Das Ziel hierbei ist,
fiir eine bestimmte Klasse von Signaltransformationen schnelle Algorithmen au-
tomatisch zu konstruieren und eine wesentliche Struktureinsicht zu gewinnen.
Die Kenntnis einer solchen Struktur kann nicht nur zur Algorithmengenerierung
verwendet werden, sondern auch zur Vereinfachung nichtlinearer Gleichungen.
Ein friithes Beispiel fiir diese Art symmetriebasierter Vereinfachung stammt von
C. E. Shannon: In seiner Diplomarbeit definiert Shannon (1938) den Begriff der
symmetrischen booleschen Funktion und zeigt, daf sich die in diesem Sinne sym-
metrischen Funktionen geschickt durch elementare Bausteine (Relais) realisieren
lassen, [84]. In heutiger Ausdrucksweise gesagt, hat Shannon den Invariantenring
Fy[X1, ..., X,]>" betrachtet.

Der Ansatz zur Konstruktion schneller Algorithmen, der in dieser Arbeit
verfolgt wird, ist die ,symmetriebasierte Algorithmengenerierung” (Beth): Zu
einer gegebenen linearen Transformation, spezifiziert durch eine Matrix, wird
zunichst eine Symmetriegruppe bestimmt. Dann wird zu der Gruppe eine ange-
pakte Spektraltransformation synthetisiert. Im letzten Schritt wird die gegebene
Transformation durch die konstruierte Spektraltransformation ausgedriickt. Der
Informationsfluft der symmetriebasierten Algorithmengenerierung ist in der Ab-
bildung 1.1 dargestellt. Die einzelnen Schritte sind

Suche Gegeben ist die lineare Transformation M. Zu dieser wird eine end-
liche Symmetriegruppe GG durch kombinatorische Suche bestimmt. Die Symme-
triegruppe erfaft einen Teil der in M vorhandenen Redundanz. Die Bestimmung
von Symmetriegruppen aus einer Matrix M ist das zentrale Thema dieser Arbeit.
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. Al . ..
Symmetriegruppe G ¥ SO Zerlegungsmatrizen fiir G

Suche I /// l Spezialisierung

Transformation M  &=sse>  Schneller Algorithmus fiir M

Abbildung 1.1: Symmetriebasierte Algorithmengenerierung

Algogen Die Symmetriegruppe G wird aufgefaft als Paar von Darstellun-
gen ihrer selbst. (Zum Begriff der Darstellung einer Gruppe siehe Anhang A.)
Die beiden Darstellungen werden schrittweise in irreduzible Komponenten zer-
legt, wobei jeder einzelne Zerlegungsschritt mit einer diinn besetzten Matrix aus-
gefithrt wird. Dieser Prozefs des schrittweisen Ausreduzierens mit Hilfe diinn
besetzter Matrizen soll Algogen heifsen. (Diese Bezeichnung wurde von Mink-
witz (1993) eingefiihrt.) Fiir folgende Klassen von Darstellungen sind effiziente
Algogen-Verfahren bekannt: Reguldre Darstellungen, beliebige Permutationdar-
stellungen und monomiale Darstellungen. Das Ergebnis des ,,Algogen“-Schritts
sind zwei Produkte diinn besetzter Matrizen. Diese beiden Matrizen zerlegen G
in irreduzible Komponenten und machen damit die zuvor versteckte Symmetrie
explizit.

Spezialisierung Die Matrix M wird durch die Symmetriegruppe G nicht
vollstindig bestimmt, und im ,, Algogen“-Schritt wurde nur G zerlegt. Es ist daher
notwendig, eine Spezialisierung auf die gegebene Matrix M vorzunehmen. Aus
algebraischen Griinden ist die dabei auftretende Matrix B blockdiagonal (eine
Folge des Lemmas von Schur), und die Blocke sind um so kleiner, je geringer
die Grade der irreduziblen Komponenten von G sind und je verschiedener die
Komponenten sind. Die Matrix B enthélt den nicht durch die Symmetriegruppe
G beschriebenen Anteil der Information in M. Insgesamt wird die Matrix M
faktorisiert in

M:A(Ll)---A(L’")-B-(Agg))‘l---(Ag))‘l,

wobei A; und Ap die im ,, Algogen“-Schritt konstruierten Zerlegungsmatrizen
sind. Eine solche Matrix-Zerlegung von M ist der schnelle Algorithmus fiir M.
Eine Veranschaulichung des schnellen Algorithmus ist der Signalflufigraph. Ein
Beispiel fiir einen Signalflufgraphen ist in Abbildung 1.2 auf Seite 15 dargestellt.

Das zuvor vorgestellte Verfahren zur symmetriebasierten Algorithmengenerie-
rung wird in Abschnitt 1.6 ausfiihrlich beschrieben. Doch zunéchst zur Entste-
hungsgeschichte der ,,symmetriebasierten Algorithmengenerierung®. Die Verwen-
dung von Symmetrie zur Losung von Gleichungen hat eine lange Tradition in der
Physik. Der unmittelbare Vorldufer der Algorithmengenerierung mit Hilfe von
Symmetrie ist die schnelle Fourier-Transformation (FFT).



1.1. DIE ENTWICKLUNG DER VERALLGEMFEINERTEN FFT

1.1 Die Entwicklung der verallgemeinerten FFT
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Im Rahmen seiner Habilitationsschrift [10] erkannte Th. Beth (1984), dak sich
fast alle klassischen Algorithmen der FFT als Zerlegungsoperationen der Grup-
penalgebra C[Z,] auffassen lassen. Durch diese fundamentale Einsicht konnte
er die schnellen Algorithmen von Cooley-Tukey, Rader, Winograd und Good-
Thomas durch universelle algebraische Konstruktionen neu begriinden. Damit
war eine Korrespondenz etabliert zwischen der reguldaren Darstellung einer zykli-
schen Gruppe und den klassischen FFT-Algorithmen: Der Signalflukgraph einer
schnellen Transformation entspricht, cum grano salis, der Untergruppenstruktur
einer endlichen Gruppe.

Die neue Sichtweise der klassischen numerischen FFT-Methoden reicht zudem
weit iiber deren algebraische Begriindung hinaus. Insbesondere ist es mdglich
geworden, umgekehrt vorzugehen: Aus der Struktur der Gruppenalgebra C[Z,]
kann ein schneller Algorithmus zur FFT synthetisiert werden. Wie Beth (1984)
gezeigt hat, kann die FET auf einer auflosbaren Gruppe G in O(|G|log|G]) vielen
Korperoperationen ausgewertet werden, [10]. Die Darstellungstheorie endlicher
Gruppen erweist sich damit als die natiirliche Beschreibungsform fiir Algorithmen
der schnellen Fourier-Transformation.

Die bereits von Karpovsky und Trachtenberg (1977) in [49] definierte Fourier-
Transformation auf einer endlichen Gruppe konnte nun systematisch untersucht
werden. Sei p eine Darstellung der endlichen Gruppe G und f : G — C eine
komplexwertige Funktion auf G. Dann ist das Bild der Fourier-Transformierten
f an der Stelle p gegeben durch

flo) =3 p(9)f(g)-

gelG

Die Fourier-Transformation ordnet also einer Funktion f und einer Darstellung
p die (deg(p) x deg(p))-Matrix f(p) zu. Ist das Bild von f auf einem Repriisen-
tantensystem py, ..., p, der irreduziblen Darstellungen von G bekannt, so kann
f daraus rekonstruiert werden als

0) = g o des() tr (o™ () i g €G.

=1

In dem Spezialfall der zyklischen Gruppe G = Z, ergibt sich die klassische
Fourier-Transformation, denn die irreduziblen Darstellungen von Z, sind genau
die harmonischen Funktionen auf n Punkten.

Aufbauend auf dem neuen Begriff der Fourier-Transformation entstanden in
der Zeit zwischen 1984 und 1993 eine grofe Anzahl von Ergebnissen beziiglich
des Berechnungsaufwandes der FFT auf einer endlichen Gruppe. Inbesondere
beschéftigte sich Clausen (1988) in seiner Habilitationsschrift an der Universitét
Karlsruhe mit der Komplexitiat der FFT, [17]. Als zentrale Erkenntnis definierte
Clausen in seiner Arbeit den wichtigen Begriff der Symmetrieadaption. Unab-
héngig von Clausen und Beth publizierten Diaconis und Rockmore (1990) in den
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USA é&hnliche Ergebnisse, [26]. Diaconis und Rockmore wandten ihre Ergebnisse
zur FFT konsequent auf Probleme der Stochastik und Statistik an. So zeigten
sie unter anderem, dafl ein Markov-Prozef auf einem Cayley-Graphen einer end-
lichen Gruppe durch Verwendung der FFT analysiert werden kann. Durch die
Arbeiten von Diaconis und Rockmore sowie der von Clausen und Beth wurde die
algebraische Begriffsbildung der Fourier-Transformation und die Existenz schnel-
ler Algorithmen zu ihrer Berechnung einer breiten Offentlichkeit bekannt.

Besonders intensiv wurde der Spezialfall der FFT auf symmetrischen Gruppen
untersucht. Die von Clausen (1989), von Diaconis und Rockmore (1990), sowie
von Linton, Michler und Olsson (1991) publizierten Verfahren ermoglichen die
schnelle Zerlegung eines Elements aus C[S,,| beziiglich irreduzibler Komponenten,
[11, 18, 26, 58, 48, 27|. Die Eingabe dieser FFT ist ein Vektor mit n! vielen kom-
plexen Zahlen. Kiirzlich hat Beals (1997) nachgewiesen, daf die FFT auf einer
symmetrischen Gruppe auch im Maschinenmodell der Quanten-Turingmaschine
schnell berechnet werden kann. Die Anzahl der benétigten Quantenoperatio-
nen fiir die FFT auf der Gruppe G ist dabei beschrinkt durch ein Polynom in
log |G|, [6]. Diese Arbeit erweitert das Ergebnis von Coppersmith (1994), der
die Zerlegung der FFT von Beth (1984) im Aufwandsmak eines Quantenregi-
sters neu interpretiert hat. Dadurch wurde nachgewiesen, dafs die FFT auf einer
zyklischen Gruppe der Linge n in O(log(n)?) Operationen auf einer Quanten-
Registermaschine ausgefiihrt werden kann, [23|, [10]. Die FFT auf einem Quan-
tenrechner ist ein wesentlicher Bestandteil des Faktorisierungsalgorithmus von
Shor (1994), [85].

Der andere besonders gut untersuchte Spezialfall ist die FFT auf einer M-
Gruppe. Eine Gruppe G heifit M-Gruppe, wenn jede Darstellung von G dhnlich
ist zu einer monomialen Darstellung. Jede iiberauflésbare Gruppe ist eine M-
Gruppe und jede M-Gruppe ist auflosbar (Huppert, Bd. I, Kap. V, §18, Satz 18.5a,
Satz 18.6b). Da sich monomiale Darstellungen im Rechner besonders kompakt
abspeichern lassen, bestand die Hoffnung, alle irreduziblen Darstellungen einer
M-Gruppe effizient zu konstruieren. Dies gelang schliefflich Baum (1988) fiir den
Spezialfall der {iberauflésbaren Gruppen durch Anwendung der Clifford-Theorie,
[5]. Ein dhnliches Verfahren schlugen Linton, Michler und Olsson (1993) vor, um
monomiale Darstellungen fiir die FFT zu nutzen, [59].

Zum Thema der FFT auf einer endlichen Gruppe und ihrer Anwendungen
sind inzwischen einige zusammenfassende Arbeiten erschienen, allen voran das
Buch von Clausen und Baum (1993), [19]. Eine andere Sicht der Dinge stellten
Maslen und Rockmore (1995) in einem Ubersichtsartikel dar, [61, 81].

1.2 ,,Beyond FFT“ — eine andere Sichtweise

Eine vollig neue Qualitiat der Konstruktivitdt und Allgemeinheit bei der Algorith-
mengenerierung mit Hilfe von Symmetrie ist mit der Dissertation von Minkwitz
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(1993) an der Universitat Karlsruhe erreicht worden, [64]. Statt ,die* FFT einer
Gruppe zu betrachten, verwendete Minkwitz die gruppentheoretischen Metho-
den, um eine vorgegebene Matrix zu zerlegen. Er schaffte damit den Schritt von
einem methodenorientierten Ansatz zu einem problemorientierten. Die eingangs
erlauterte Methode der ,,symmetriebasierten Algorithmengenerierung” geht von
einer Matrix aus und zerlegt genau diese Matrix. Die fritheren Arbeiten von
Beth, Clausen, Diaconis, Rockmore und anderen beginnen bei einer Gruppe und
definieren erst aus der Gruppe eine Matrix, die dann geeignet zerlegt wird. Durch
die Arbeit von Minkwitz wird eine weitaus grofere Klasse von Matrizen einer ef-
fizienten Behandlung mit algebraischen Methoden zugénglich. Insbesondere ge-
lang es Minkwitz und Beth (1993), einen schnellen Algorithmus fiir die diskrete
Cosinus-Transformation, Typ IV, anzugeben.

In algebraischer Sprechweise ausgedriickt, hat Minkwitz den Ubergang von
der Zerlegung der Gruppenalgebra zur Zerlegung einer Darstellung vollzogen. Vor
Minkwitz wurde einer Gruppe G die Fourier-Transformation f — f zugeordnet.
Dieses Prinzip wurde im vorigen Abschnitt erldutert. Minkwitz dagegen ordnet
einer Matrix M € GL,(C) ein Paar von Darstellungen II; und IIy der gleichen
Gruppe G zu, so dak

[ (g) - M =M -Tlg(g) firalle g € G.

Eine Matrix mit dieser Eigenschaft wird (II;, [Iz)-symmetrisch genannt. Ist G
auflosbar, 11 eine Permutationsdarstellung und Ilg eine direkte Summe irredu-
zibler Darstellungen, so kann zu jeder (II, IT1g)-symmetrischen Matrix ein schnel-
ler Algorithmus konstruiert werden (Minkwitz). Die Konstruktion des schnellen
Algorithmus basiert bei Minkwitz auf der Clifford-Theorie.

Durch die Verallgemeinerung auf Darstellungen der Gruppenalgebra wird die
nutzbare Struktur einer Transformation viel starker: Im Extremfall G = S,, hat
das Signal nur n Komponenten, aber es gibt n! Gruppenelemente. Die verallge-
meinerte FFT einer endlichen Gruppe entspricht dagegen dem Spezialfall der re-
guldren Darstellung von G. In diesem Fall besteht das Signal immer aus |G| = n!
vielen Komponenten.

Das symmetriebasierte Verfahren zur Algorithmenkonstruktion ist immer
dann erfolgreich, wenn die auftretenden irreduziblen Komponenten hinreichend
kleinen Grades sind und wenn sie hinreichend verschieden sind. Kombinatorisch
gesehen ist das nie der Fall: Die (n x n)-Matrizen bilden einen Vektorraum der
Dimension n?. Ein schneller Algorithmus ist ein Produkt mit O(logn) vielen Fak-
toren, von denen jeder O(n)-diinn besetzt ist. Ein schneller Algorithmus besitzt
daher nur O(nlogn) viele Freiheitsgrade. Folglich gilt: Fast alle Matrizen konnen
keine nutzbare Symmetrie besitzen. Es hat sich jedoch gezeigt, dak viele wichtige
Klassen von Transformationen eine starke, nutzbare Struktur besitzen — diese
muf allerdings explizit bekannt sein, obwohl sie im Prinzip in der Spezifikation
inhdrent enthalten ist. Dies ist der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit:
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Fiir die symmetriebasierte Algorithmengenerierung ist die explizite Kennt-
nis der Gruppen und der Darstellungen notwendig. Zu einer gegebenen linearen
Transformation soll daher mit automatischen Methoden eine Symmetriegruppe
konstruiert werden, die geeignet ist, die Transformation strukturell zu zerlegen.

1.3 Symmetrie-Operation, -Gruppe und -Typ

Der Begriff der Symmetrie steht im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit. Bisher
wurde er nur im informellen Sinne gebraucht, um die nutzbare Strukturinformati-
on einer linearen Transformation zu bezeichnen. Das Konzept der Symmetrie soll
nun formalisiert werden. Dazu ist es gute Tradition, die folgenden drei Begriffe
sorgfiltig getrennt im Gedéchtnis zu verwahren:

e Symmetrieoperation Eine Symmetrieoperation s iiberfithrt das Objekt
X in sich selbst. Ist X zum Beispiel ein Quadrat in der Ebene, so ist die
Drehung um 90° eine Symmetrieoperation, ebenso wie die Spiegelung an
der y-Achse. Ein anderes Beispiel: X sei die Cosinus-Funktion und s die
Abbildung, die durch s(f) = x — <f(x + 7) definiert ist. In diesem Fall
ist s eine Symmetrieoperation von X, denn cos(x + 7) = <cos(z).

e Symmetriegruppe Die Symmetriegruppe eines Objektes X ist die Menge
aller moglichen Symmetrieoperationen von einem bestimmten Symmetrie-
typ. Die Multiplikation der Gruppe ist die Nacheinanderausfithrung der
Operationen. Die Symmetriegruppe wird manchmal auch kurz die Sym-
metrie genannt. Ist X ein Quadrat in der Ebene, so enthélt die Symme-
triegruppe acht Symmetrieoperationen (die Identitét, drei echte Drehungen
und vier Spiegelungen). Das andere Beispiel: Zu X = cos und s wie oben
ist die Symmetriegruppe unendlich grof, weil s*(f) =z — (1) f (v + 27)
fiir jedes z € Z eine andere Symmetrieoperation ist.

e Symmetrietyp Ein Symmetrietyp ist eine vorgegebene Klasse von Opera-
tionen dhnlicher Beschaffenheit. Beispielsweise sind alle Symmetrieopera-
tionen des Quadrats Isometrien der Ebene. Man konnte daher sagen, die
Symmetrie des Quadrats sei vom Typ ,,Isometrie”. Das andere Beispiel: Die
Operation s ist innen eine Translation um 7 und aufen eine Skalierung mit
&1. Man konnte s daher einem Translations-Skalierungs-Typ zuordnen.

Nach dieser allgemeinen Begriffsbestimmung geht es im kommenden Abschnitt
um die fiir diese Arbeit relevanten Formen von Symmetrie. Da in erster Linie
schnelle Algorithmen fiir lineare Transformationen gefunden werden sollen, wer-
den lineare Symmetrien von Matrizen betrachtet.
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1.4 Symmetrie linearer Transformationen

In diesem Abschnitt wird ein allgemeiner Rahmen fiir die in dieser Arbeit betrach-
teten Typen von Symmetrie entwickelt. Gegeben ist eine Matrix M € K"*™. Die
Grundmenge K ist ein effektiver Korper, also ein Korper, in dem die Arithmetik
und der Vergleich x = 0 berechenbar sind. Fiir manche speziellen Typen von
Symmetrien ist eine geringere algebraische Struktur ausreichend. Die folgenden
allgemeinen Uberlegungen bleiben dabei jedoch weiterhin giiltig. Um die Sym-
metriegruppe von M zu definieren, muf ein Symmetrietyp vorgegeben werden.
Dies stellt eine vorherige Einschrinkung der moglichen Operationen auf der Ma-
trix M dar. In der Folge kann die Symmetriegruppe von M in dem vorgegebenen
Symmetrietyp definiert werden.

Definition Gegeben sei eine Matriz M € K"™™ sowie eine Untergruppe T <
GL,(K) x GL,,(K). Die Symmetrie von M vom Typ T ist die Menge

Symp(M) ={(L,R)eT |L-M=M-R}.

Die Matrizen L beschreiben Zeilenoperationen auf der Matrix M, die Matrizen
R operieren auf den Spalten. Ein Paar (L, R) € Sym;(M) beschreibt daher Zei-
lenoperationen L, die durch Spaltenoperationen R~! wieder riickgingig gemacht
werden konnen, denn LM R = M.

Aus der allgemein gehaltenen Definition von Sym. (M) werden durch Spezia-
lisierung des Symmetrietyps 7" alle besonderen Typen von Symmetrie abgeleitet.
Zum Beispiel ist Symg s (M) die Perm-Perm-Symmetrie von M, denn es wer-
den nur noch Permutationsmatrizen zugelassen. Die Konvention fiir L und R
ist so gewihlt worden, dak sie zur Definition des Intertwining-Raumes (Definiti-
on 1.6) pakt und sich leicht merken 14ft. Fundamental fiir alles Weitere ist die
folgende Aussage.

Lemma Es seien M und T wie in Definition 1.1. Dann ist Sym,. (M) eine Un-
tergruppe von 1" mit der folgendermafen definierten Multiplikation

(LlaRl) ) (L27 RQ) = (L1L27 RIRQ)-

Beweis Die Menge Symy (/) ist abgeschlossen unter der Multiplikation, wie die
folgende Rechnung zeigt

LlM = MR1 und L2M == MR2 = L1L2M = LIMRQ = MRlRQ.

Analog kann die Abgeschlossenheit unter Inversion gezeigt werden und die Tat-
sache, dafs die Menge nicht leer ist. "

Es liegt nahe, zuerst die abstrakte Struktur der Symmetriegruppen zu kléren.
Konkret: Wie setzt sich die Symmetriegruppe aus dem linken und dem rechten
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Teil zusammen? Fiir die Kldrung dieser Frage wird der Begriff des subdirekten
Produkts mit vereinigter Faktorgruppe benotigt (Huppert (1983), [43]|, Bd. I,
Kap. I, §9).

Definition Seien N;, < G, und Np < Gr Gruppen mit den isomorphen Faktor-
gruppen ¢ : G,/N, < Gr/Ng. Dann ist

G ANGr = { (91,9r) € G, x Gr ‘ ©(9LNL) = grNr }

eine Untergruppe von G X Gg. Sie wird als subdirektes Produkt von G und
G r mit vereinigter Faktorgruppe G, /N, = Gr/Ng bezeichnet. Im Falle endlicher
Gruppen ist die Ordnung des subdirekten Produkts gegeben durch

G| - |GR|

Gy \Gp| = —————,
CLAGRl =G TN

Mit dieser Begriffsbildung kann die abstrakte Struktur einer Symmetriegruppe
vollstandig geklart werden.

Satz Es seien M und T wie in Definition 1.1 und G = Symy(M). Die Abbildung
[, = (L,R) — L bezeichne die Projektion von G auf die linke Komponente.
Analog sei Il = (L, R) — R. Dann gilt

G = HL(G)/KHR(G) mit HL(G)/HL(ker HR) = HR(G)/HR(kerHL)

Beweis Die Projektionen II; und Ilg sind Gruppenhomomorphismen. Daher
sind ihre Kerne Normalteiler von G. Daraus folgt, daf auch ihre Projektionen
auf die jeweils andere Komponente Normalteiler sind. Das sind die Gruppen

HL(ker HR) = {L | (L, ].) € G} und
HR(kerHL) = {R | (I,R) € G}

Es bleibt zu zeigen, daf die Faktorgruppen isomorph sind. Zur Abkiirzung sei
Np =T (kerIIg) und Ng = Tlg(ker IT;). Wird nun ein Gruppenisomorphismus
¢ definiert durch

QO(LNL) = RNR fiir (L, R) S G,

dann gilt

1. ¢ ist wohldefiniert: Man betrachte (L1, Ry), (L2, Ry) € G. Dann ist auch
(L7'Ly, RT'Ry) € G, das heift o(L7'LaNy) = R RyNg. Ist nun zusiitz-
lich LN, = LyNy, so folgt L7'Ly, € Np, das heift (L7'Ls,1) € G und
daher ¢(L;'LyNy) = 1Ng. Dann gilt Ry Np = RyNg. Es kommt also auf
die Wahl des Vertreters nicht an.



10 1. WESHALB SYMMETRIEANALYSE?

2. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus: Man betrachte (L, Ry), (Lo, Rs) € G.
Dann ist auch (L Ly, R1Ry) € G und es gilt

QO(L1NL : LZNL) = SO(LILZNL) = RiRyNg = SO(LINL) : SO(LQNL)-

3.  ist surjektiv und injektiv: Die Surjektivitét folgt sofort aus der Definition
von . Fiir die Injektivitit betrachte man ein (L, R) € G mit LN}, € ker ¢.
Daraus folgt

RNr=1Np & ReNp< (LR) €@
= (,R)'-(L,R)=(L,1) G
= LeNp,& LN, =1Ny.

Der Kern von ¢ ist also trivial und damit ist ¢ injektiv. "

1.5 Beispiel Bei der folgenden (4 x 4)-Matrix sind drei mogliche Zeilen- und Spal-
tenpermutationen eingezeichnet (gestrichelt = simultan).

10
M:<11
10
10

Die dargestellten Permutationen sind Erzeuger der Perm-Perm-Symmetrie G' =
Syms, s, (M). Die Gruppe besitzt 8 Elemente. Notiert als Paare von Permuta-
tionen lauten die Erzeuger

G = < ((1 3),id), (id, (1 4)), ((24), (2 3)) > ~ 7, x Zy X Zo.

Die Projektionen von GG und von den Normalteilern sind

HL(G) = ((13),(24)) = 7, x 75,
Mr(G) = ((14),(23)) =2, x 2y,
I (ker IIz) = ((13)) und
Hr(kerIly) = ((14)).

Die Faktorgruppen sind

((13),(24))/((13)) = Z, = ((14),(23))/((1 4)).

Die Elemente von (L, R) von G vertauschen simultan die Zeilen und die Spalten
der Matrix M. Durch die Projektionen II; und Ilz wird eine Vertauschung ge-
trennt in ihre Wirkung auf die Zeilen und in ihre Wirkung auf die Spalten. Die
Normalteiler in den Projektionen sind genau diejenigen einseitigen Vertauschun-
gen, die ohne Beachtung der anderen Seite eine Symmetrieoperation bewirken.
Satz 1.4 besagt nun, dals die zugehorigen Faktorgruppen isomorph sind. "
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1.5 Transformationen gegebener Symmetrie

Mit Definition 1.1 wird einer Matrix M eine Symmetriegruppe G zugeordnet. Es
liegt daher nahe, umgekehrt zu fragen: Welche Matrizen besitzen die gegebene
Symmetrie G?7

Definition Sei G eine endliche Gruppe, K ein Kiorper und p : G — GL,(K)
sowie ¢ : G — GL,(K) zwei Darstellungen von G. Der Intertwining-Raum!
zwischen p und ¢ ist

Int(p, ) = {M e Kmm ‘ p(g)- M = M - ¢(g), fir alle g € G}.

Der Intertwining-Raum ist ein K-Vektorraum; die Intertwining-Zahl ist seine
Dimension. In der fir diese Arbeit relevanten Situation sei G < GL,,(K)x GL,, (K)
eine Symmetriegruppe im Sinne von Definition 1.1. Dann ist der Intertwining-
Raum von G

Int(G) = {M € K™ | L- M = M- R, ¥(L, R) € G} = Int(Il;, Ip),

wobei I bzw. Ilg die Projektion von G auf die linke bzw. rechte Komponente
bezeichnet.

Der Begriff des Intertwining-Raums ist ein gut untersuchtes Konzept in der Dar-
stellungstheorie endlicher Gruppen. Der Intertwining-Raum wird zum Beispiel in
den Biichern von Curtis und Reiner definiert ([24], §43.11 und [25], §10C). Curtis
und Reiner betrachten jedoch statt des Vektorraums von Matrizen Int(p, ¢) den
KG-Modul Homyg (L1, Ly). Der Intertwining-Raum wird auch in dem Buch von
Clausen und Baum verwendet ([19], Ch. 2.2 und 7.2). In der von Clausen und
Baum gewihlten Konvention sind p und ¢ gegeniiber Definition 1.6 vertauscht,
was fiir die Theorie keinen Unterschied macht.

Mit der Definition von Int(G) wird eine zu Int(p, ¢) dquivalente Sichtweise
eingefiihrt: Statt zwei Darstellungen p und ¢ einer abstrakten Gruppe G zu be-
trachten, kann auch eine Gruppe G aus Paaren von Matrizen betrachtet werden.
Die Projektionen II; und Il sind dann Darstellungen von G.

Beispiel Seien G und M wie in Beispiel 1.5. Dann ist Int(G) ein C-Vektorraum
der Dimension 5 mit Basis

1001 0110 000O0 0000 0000O0
. 0000 0000 1001 0100 0010
Int(G)_<1001’0110’0000’0000’0000>
0000 0000 1001 0010 0100

Der Koeffizientenvektor von M beziiglich dieser Basis ist [1,0, 1,1, 0]. "

'Eine freie deutsche Ubersetzung wire ,der Raum der verflechtenden Matrizen®.
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Eine elementare und universelle Methode zur Berechnung des Intertwining-
Raums Int(p, @) ist die folgende: Sei ¢y, ... , g, ein Erzeugendensystem der Grup-
pe G. Dann ist Int(p, ) genau der Losungsraum des homogenen linearen Glei-
chungssystems

0 = plg) - M <M -p(q1)

0 = plg:) - M<M-p(gr)

in den Variablen My, ..., M,,,. Da die Dimension des Intertwining-Raums zwi-
schen 0 und nm liegt, gibt es im allgemeinen kein Gleichungssystem mit weniger
Variablen. Fiir den Spezialfall von induzierten Darstellungen, wie etwa transiti-
ven Permutationsdarstellungen, kann die Dimension von Int(p, ¢) effizienter mit
Hilfe des Intertwining-Number-Theorems (Curtis/Reiner, [25], §10C, Th. 10.24)
konstruiert werden. Im Fall von Permutationsdarstellungen kann zudem eine Ba-
sis von Int(p, ¢) durch Symmetrisierung einer Basis von Q"™ konstruiert werden.

1.6 Algorithmengenerierung

Am Anfang der Einfiihrung wurde das Prinzip der symmetriebasierten Algorith-
mengenerierung informell beschrieben. In diesem Abschnitt wird die Algorith-
mengenerierung nun formaler erldutert, basierend auf den Begriffen der voran-
gegangenen beiden Abschnitte. Abschliefsend werden zwei Beispiele ausfiihrlich
erldutert: ein Faltungssystem und eine Spektraltransformation. Doch zuné&chst
zu dem in Abbildung 1.1 auf Seite 2 dargestellten Prinzip der symmetriebasierten
Algorithmengenerierung.

Suche Gegeben ist eine Matrix M € K" ™. Sie ist nicht notwendigerwei-
se quadratisch oder invertierbar. Die Multiplikation z +— xM soll mit einem
schnellen Algorithmus realisiert werden. Dies geschieht mit Hilfe der Symme-
trie. Dazu wird ein Symmetrietyp 7' gewéhlt, und es wird die Symmetriegruppe
G = Sym(M) vom Typ T, im Sinne von Definition 1.1, bestimmt. Die Symme-
triebestimmung ist das Thema dieser Arbeit.

Algogen Nach Satz 1.4 sind die beiden Projektionen II; und IIp Darstellun-
gen der Gruppe G vom Grad n und vom Grad m und M € Int(II;, IIg) nach
Definition 1.6. Es ist giinstig, fiir eine solche Situation eine intuitive Notation zu
haben: Seien o und 3 zwei Darstellungen von GG, so definieren wir

a B & Telnt(of),
also a(g) - T =T - ((g) fiir alle g € G. Es gilt dann
agﬂundﬁgv = ozégv.
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Falls T" invertierbar ist, gilt zudem

—1
agﬂ & B<T:>—>Oz.

Nun zuriick zu Algogen. Die Darstellung II; wird mit der Algogen-Prozedur aus-
reduziert, wie dies in der Dissertation von T. Minkwitz (1993), [64], beschrieben
wird. Die reduzierende Matrix A; wird als Produkt diinn besetzter Matrizen
A(Ll), . ,Ag) konstruiert. Die ausreduzierte Darstellung ist p;. Analog wird die
Darstellung IIr durch das Produkt diinn besetzter Matrizen Ap = Ag) x -Agg) in
die Darstellung pr ausreduziert. Dies benétigt einen zweiten Aufruf der Algogen-
Prozedur. Durch die Zerlegung von II; und IIp in ausreduzierte Darstellungen
pr, und pg ist der ,, Algogen“-Schritt gemacht.

Spezialisierung Die Algogen-Prozedur hat die Freiheit, fiir p;, jede beliebige
ausreduzierte Darstellung von Il zu wéahlen, gleiches gilt fiir pg. Um nun die
spezielle Matrix M zu realisieren, wird eine Matrix B so gewahlt, dafs das folgende
Diagramm kommutiert:

A(l) A(T)

I, <=y --- oL
M| /11 | B
Mp ... PR
AQ) Al

Eine iibersichtliche Darstellung fiir eine solche Zerlegung ist der Signalflultgraph.
Ein Beispiel ist in Abbildung 1.2 auf Seite 15 gezeigt.

Der Aufwand des ,schnellen Algorithmus wird zum Teil durch die Kosten fiir
x +— =B bestimmt. Die Matrix B erfalkt den Anteil der zu realisierenden Matrix
M, der nicht durch die Symmetrie GG, bzw. II; und Ilg, beschrieben wird. Wie
das kommutierende Diagramm oben zeigt, ist B ein Element von Int(pr, pr)-
Der Aufwand fiir B héngt also sehr eng mit der Struktur des K-Vektorraums
Int(pr, pr) zusammen; er soll daher genauer beschrieben werden.

Angenommen die Charakteristik des Grundkorpers K teilt die Gruppenord-
nung |G| nicht (Maschke-Bedingung), wie dies zum Beispiel fiir Q < K < C und
beliebiges G der Fall ist. Dann ist die Gruppenalgebra K[G| halb-einfach und
der Intertwining-Raum zweier Darstellungen von GG besitzt eine besonders schone
Struktur. Um diese zu beschreiben, werde ein Reprisentantensystem pq,..., pp
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der irreduziblen Darstellungen von G gewidhlt. O.B.d.A. seien nun die Darstel-
lungen p;, und pr von der Form

pr = (1, ®@p1) @ @ (1y, ® pp) und
PR = (Iny, ®@p1) ® @ (1, ® pn),

mit ng, my > 0 fiir alle £ € {1..h}. Mit diesen Bezeichnungen folgt aus dem
Lemma von Schur

Int(pL, PR) — (Kn1><m1 R ]-deg(pl)) D---P (Knhxmh R ldeg(ph))'

Die Dimension dieses K-Vektorraums ist offensichtlich >, nymy, was gerade das
Skalarprodukt der Charaktere von II; und Ilp ist. Fiir die Algorithmengene-
rierung ist es also giinstig, unterschiedliche irreduzible Komponenten in II; und
ITg zu haben. Dies ist nicht unbedingt bei der groften mdoglichen Symmetrie-
gruppe der Fall. Ist M invertierbar, dann sind II; und Il dhnlich und es gilt
my = ny fiir alle k. Ist M invertierbar und ist II; sogar eine regulére Darstellung,
dann ist ny = deg(px) und daher dim Int(py, pr) = |G| aufgrund der Schur’schen
Relationen. Nun zu den Beispielen.

Beispiel (Faltung auf der Dg) Es soll ein schneller Algorithmus fiir die Mul-
tiplikation mit folgender Matrix konstruiert werden:

[a d b f ¢ e
b f a d e c
e c f b doa
M = f b e c¢c a d
d a ¢c e b f
_cedabe

Dabei sind a,b,c,d,e, f nicht notwendigerweise verschiedene komplexwertige
Konstanten. Auf die Werte der Konstanten kommt es fiir diesen Typ der Al-
gorithmengenerierung nicht an. Die Matrix M ist im wesentlichen eine Faltung
mit dem Vektor [a, b, c,d, e, f] in der Gruppenalgebra der Diedergruppe Dg. Die
Matrix M ist daher eine Gruppenzirkulante, allerdings nur beziiglich zweier be-
stimmter Darstellungen der abstrakten Gruppe Dg.

Suche Die Matrix M besitzt genau sechs verschiedene Eintrdge und in jeder
Zeile und jeder Spalte tritt jeder genau einmal auf. Dies deutet auf eine Perm-
Perm-Symmetrie hin. Diese Form von Symmetrie wird in Kapitel 3 behandelt.
Die Symmetriegruppe der Matrix M ist abstrakt gegeben durch

G = PermPerm(M) = Symg_ s (M) = Ds
und als Gruppe von Paaren von Permutationsmatrizen

G = (((12)(34)(56),(13)(24)(56)), ((13)(26)(45), (16)(25)(34))).
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-1
L B : AR
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s5 s6

s3 s4
s5 s6

Abbildung 1.2: Signalflufsgraph fiir x — xM zur Dg.

Dieselbe Perm-Perm-Symmetriegruppe besitzt jede Matrix des Vektorraums

Die spezielle Matrix M besitzt den Koeffizientenvektor [a, d, b, f, ¢, e] beziiglich
der angegebenen Basis von Int(G). Da die Konstanten a bis f nicht angegeben
wurden, kann die Matrix M auch als generisches Element von Int(G) aufgefafst
werden.

Algogen Die beiden Permutationsdarstellungen I1;, = (L, R) — L und Il =
(L, R) — R der Gruppe G werden nun mit der Algogen-Prozedur ausreduziert.
Da die Darstellungen dhnlich sind, kénnen sie zur selben Darstellung p reduziert
werden. Die reduzierenden Matrizen A;, und Apg sind

Ap = (256)34)- (1, @ DFT3') - (152)(46) - (1, ® DFT; ') - (136245),
Ar = (264)(35)- (1o @ DFT31) - (152)(46) - (1, @ DFT, ') - (136245).

Die einzelnen Faktoren der Produkte wurden mit einem MAGMA-Programm von
T. Minkwitz (1997) konstruiert und mit den Methoden aus Kapitel 2 dieser Arbeit
in die angegebene kompakte Form {iberfiihrt. Die Funktionsweise der Algogen-
Prozedur fiir Permutationsdarstellungen ist in [64] beschrieben. Sie soll an dieser
Stelle nicht im Detail erklért werden. Die Bilder der beiden oben angegebenen
Erzeuger der Gruppe G unter der ausreduzierten Darstellung p sind
CZ
p(G) = <11 ©® <:>11 ©® (12 ® 0

0 0 1

c ), 1169@1169(12@{1 0])>.
Dabei ist ¢ = (<1 +i+/3)/2 eine primitive dritte Einheitswurzel. Man erkennt
die (1 + 1+ 2 x 2)-Blockstruktur der irreduziblen Komponenten. Dies pafst zur

Dimension des oben angebenen Intertwining-Raums, er hat die Dimension 6.

Spezialisierung Als dritten und letzten Schritt der Algorithmengenerierung
wird die zerlegte Symmetrie spezialisiert auf die Matrix M. Dies geschieht durch



1.9

16 1. WESHALB SYMMETRIEANALYSE?

die Matrix B = A;'- M - Ag, konkret

81 s = a+b+f+c+d+e

So S = a+b+f—-c—d-e
o s3 0 s4 O . s§3 = (l+fc+bc2
B = 0 s3 0 s4 mit s4 = d+el+c?
s5 0 sg O s5 = d+c+el?
0 s5 0 s s¢ = a+bl+ fC2.

Die Form von B zeigt deutlich die (14 1+ 2 x 2)-Struktur der irreduziblen Kom-
ponenten von p, denn es ist Int(p, p) = Cd Cd (C**? ® 1,). Mit der Berechnung
von B ist das kommutative Diagramm komplett. Es lautet hier

I1;, @1;%» p
ul oy | B

IIx é@?&f@p.
R

Der schnelle Algorithmus M = A - B - Ap' ist dargestellt in Abbildung 1.2. m

Beispiel (Spektraltransformation der Di;) Es soll ein schneller Algorith-
mus fiir die Multiplikation mit folgender Matrix konstruiert werden:

11 ¢ 1 ¢
s ¢ 1 o« sl
1¢ ¢ ¢ <
el 1 ¢ el e |
1 ¢ 1 ¢ 1
|1 el ¢ ¢ s (]

Il
— o e e

wobei ¢ = (&1+4i1/3)/2 eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Die Matrix M ist
eine Spektraltransformation zu einer bestimmten Darstellung der Diedergruppe
Di, auf sechs Punkten. Diese wurde als Beispiel konstruiert, um die Methoden
der Algorithmengenerierung zu erlautern.

Suche Die Matrix M besitzt die Eigenschaft, manche Permutationen simultan
in Blocke gleicher Blockstruktur zu zerlegen. Die Perm-Block-Symmetrie be-
trachtet systematisch alle derartigen Blockzerlegungen mit der Matrix M. Die
Perm-Block-Symmetrie wird Kapitel 5 behandelt. Mit den dort beschriebenen
Methoden kann der Verband der méglichen Blockstrukturen p und der zugehori-
gen maximalen Permutationsgruppen Gj/(G) erstellt werden. Die Elemente des
Verbands sind in der folgenden Tabelle zusammengetragen, der Ubersichtlichkeit
halber jeweils nur als Isomorphietyp. (Die Bezeichnungen fiir Gruppen sind in
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o

AN

Abbildung 1.3: Signalflukgraph fiir x +— xM zur Dq,.

Anhang A auf Seite 114 erlautert.)

P Gu(p) | | Gu(p)| | dimInt(Gus(p))
(1]23456)| Sq 120 2
(11213456) | S31Z, | 72 3
(1125634) | Zo xSy | 48 3
(112136]45) | Zy x S5 | 36 4
(11256[3]4) | Zo x Ay | 24 4
(112[34]56) | Dy 12 4
(1)2]3]4]5]6) Zs 6 6

Zur Algorithmengenerierung soll hier die Gruppe G = Dy, verwendet werden.
Die Gruppe G ist eine Untergruppe von Sg x GLg(C) gegeben durch

1 1
-1 -1

0 0
G =(((123456), 6 ). ((19)(23)(56), &6 ))-
_CZ 0 0 _CZ
0 —¢ —¢ 0
Die Gruppe G ist eine Perm-Block-Symmetrie von M. Dieselbe Symmetriegruppe
besitzt jede Matrix des Vektorraums

100000 0 10000 001 ¢ 00 0000 1 ¢?

100000 0-10000 00¢ 1 00 0000 —¢2 —1

_ 100000 0 10000 00¢2¢%00 0000 ¢ ¢
Int(G)—( 100000|’(0—-10000(|’|001 ¢ 00|’|0000 —1 7§2>
100000 0 10000 00¢ 1 00 0000 ¢ 1

100000 0-10000 00¢2¢200 0000 —¢ —C

Der Koeffizientenvektor der speziellen Matrix M beziiglich der angegebenen Basis
von Int(G) ist [1,1,1,1]. Die Erzeuger von G zeigen die (1 + 1+ 2 + 2)-Struktur
der irreduziblen Komponenten. (Dies ist nicht identisch zu (1+ 14 2 x 2), denn
die beiden 2-dim. Darstellungen sind infdquivalent.)
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Algogen Die beiden Projektionen I, = (L,R) — L und Il = (L,R) — R
sind dhnliche Darstellungen der Gruppe G. Dabei ist [I; eine Permutations-
darstellung und Ilg ist eine direkte Summe Irreduzibler. Mit der Algogen-
Prozedur wird nun die Permutationsdarstellung ausreduziert zur Darstellung py,.
Die reduzierende Matrix A; wird als Produkt diinn besetzter Matrizen konstru-
iert. Die folgenden Zerlegungsmatrizen wurde mit einem MATHEMATICA /GAP-
Programm von T. Minkwitz (1993) numerisch konstruiert und mit den Methoden
aus Kapitel 2 dieser Arbeit in die kompakte Schreibweise gebracht.

A = (123654)-(13®DFT2)-(134625)-(12®(12®DFT2))-
iv3 [—1/2 1

-(14)(26)-(@712@(12@) ; 1}))-(14)(26)-
- (12® (1, ® DFTy)) - (3564).

Die Darstellung Ilg ist bei diesem Symmetrietyp bereits ausreduziert. Daher
kann einfach Az = 14 gewahlt werden.

Spezialisierung Die reduzierte Darstellung p;, ist nicht identisch mit Iz, denn
die Algogen-Prozedur hatte die Freiheit, eine beliebige reduzierte Darstellung zu
konstruieren. Durch Wahl der Matrix

B=A;" M = (465) - diag(1, <1, (%, (%, ¢, <X).

wird dies korrigiert. Das folgende Diagramm zeigt die auftretenden Darstellungen
und ihre Relationen.

I1;, @éé» PL
ul oy B
[ +s= Il

Der schnelle Algorithmus ist M = Ay - B. Ein Signalflukdiagramm zu dieser
Zerlegung zeigt Abbildung 1.3. n

1.7 Ubersicht der Kapitel dieser Arbeit

Um den Zugang zu den einzelnen Aspekten dieser Arbeit zu erleichtern, folgt eine
Kurzbeschreibung der einzelnen Kapitel. Die Arbeit setzt sich aus zwei Teilen
zusammen: Methoden zur Symmetriesuche und Anwendungsbeispiele.

Kapitel 1 (dieses Kapitel) stellt eine Einfithrung in die vorliegende Arbeit dar.
Die Aufgabenstellung wird abgegrenzt und es wird die Methode der symmetrie-
basierten Algorithmengenerierung erlautert und eingeordnet in den historischen
Zusammenhang. Danach wird ein allgemeiner Begriffsrahmen fiir die Symmetrie
linearer Transformationen geschaffen. Mit den so definierten formalen Strukturen
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wird die symmetriebasierte Algorithmengenerierung algebraisch beschrieben und
an zwei Beispielen ausfiihrlich demonstriert.

Kapitel 2 behandelt das Problem, wie eine diinn besetzte Matrix als Term in
den Operationen Matrixmultiplikation, direkte Summe und Kroneckerprodukt
geschrieben werden kann. Diese Strukturerkennung von diinn besetzten Ma-
trizen ist ein Hilfsverfahren, um schnelle Algorithmen linearer Transformatio-
nen als kompakte Terme zu reprisentieren. Die Problemkomplexitit der Struk-
turerkennung ist mindestens so hoch wie die des bekannten Problems GRAPH-
[soMmORPHISMUS. Trotz dieser Tatsache kann das Problem fiir die praktisch
relevanten Grofen immer sehr schnell geldst werden.

In Kapitel 2 wird der Begriff der Blockstruktur einer rechteckigen Matrix defi-
niert. Die Blockstruktur (bs) ist nicht zu verwechseln mit der Spaltenblockstruk-
tur (cbs) aus Kapitel 6 oder mit der konjugierten Blockstruktur (kbs) aus Kapi-
tel 5. Die Blockstruktur ist ein quantitatives Mak fiir die feinste Darstellung einer
rechteckigen Matrix A als direkte Summe von kleineren rechteckigen Matrizen.
Dabei diirfen die Zeilen und Spalten zudem unabhingig voneinander permutiert
werden. Die Spaltenblockstruktur mifst nur die Zerlegung der Spaltenindexmenge.
Dem gegeniiber ist die konjugierte Blockstruktur nur definiert fiir quadratische
und invertierbare Matrizen A. Die konjugierte Blockstruktur ist ein Mafs fiir die
Zerlegung von A in eine direkte Summe quadratischer Teilmatrizen. Dabei diirfen
Zeilen und Spalten nur simultan permutiert werden. Durch diese Einschrankung
wird die Blockstruktur vertraglich mit der Matrixmultiplikation.

~ ~ v

l;é kgs

Kapitel 3 behandelt die Perm-Perm-Symmetrie. Wie Leon (1991) gezeigt
hat, kann die Perm-Perm-Symmetrie effizient durch partitionsbasierte Backtrack-
Suche bestimmt werden. Die Bestimmung der Perm-Perm-Symmetrie ist minde-
stens so schwierig, wie die Losung von GRAPH-ISOMORPHISMUS. Es existieren
jedoch stark einschrinkende, notwendige Bedingungen, die die exponentielle Su-
che in der Praxis 16sbar machen. In Kapitel 3 werden die Methoden kurz erldu-
tert, und es werden einige Gebiete der Informatik und Mathematik aufgezeigt, in
denen die Perm-Perm-Symmetrie eine wichtige Rolle spielt.

Kapitel 4 behandelt die Perm-Mat-Symmetrie. Bei diesem Symmetrietyp besitzt
die Matrix mehr Zeilen als Spalten. Es wird eine Permutationsdarstellung auf den
Zeilen in eine beliebige Darstellung auf den Spalten verwandelt. Die Bestimmung
der Perm-Mat-Symmetrie ist ein Hilfsalgorithmus fiir die Berechnung der Perm-
Irred-Symmetrie.

Kapitel 5 behandelt die Perm-Irred-Symmetrie und als niitzliche Verallgemei-
nerung die Perm-Block-Symmetrie. Bei diesem Symmetrietyp wird eine Per-
mutationsdarstellung durch Konjugation mit der gegebenen Transformation in
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Blocke zerlegt. Die Schwierigkeit besteht darin, eine Ubersicht der moglichen
Zerlegungen zu erhalten. Das theoretische Haupthilfsmittel ist die konjugierte
Blockstruktur (kbs) einer Matrix. Die Perm-Block-Symmetrie wird formal de-
finiert als die Menge der maximalem Permutationsgruppen zu allen mdéglichen
Blockzerlegungen. Die Perm-Block-Symmetrie besitzt eine Verbandstruktur und
kann mit dem Verband der Permutationsgruppen und dem Verband der Partitio-
nen in Verbindung gebracht werden.

Zur Bestimmung der Perm-Block-Symmetrie wird zunéchst ein naheliegender
Algorithmus exponentieller Laufzeit angegeben. Unter Verwendung der Perm-
Mat-Symmetrie wird ein zweiter Suchalgorithmus angegeben, der in der Pra-
xis niitzlicher ist, obwohl er ebenfalls exponentielle Laufzeit besitzt: Wird eine
Schranke fiir die Grofe der auftretenden Blocke angenommen, so ist die Laufzeit
des zweiten Algorithmus polynomial in der Grofe der Matrix. Die Problemkom-
plexitiat der Perm-Block-Symmetriesuche ist unbekannt.

Kapitel 6 behandelt das Ausdiinnen einer rechteckigen Matrix. Dabei wird eine
gegebene Matrix durch invertierbare Zeilenoperationen so transformiert, daf ma-
ximal viele Nulleintrége entstehen. Dieses Verfahren hat im Zusammenhang mit
der symmetriebasierten Algorithmengenerierung die Aufgabe, ein Anwendungs-
problem fiir die Symmetriesuche vorzubereiten.

Es wird zunéchst gezeigt, dak das Ausdiinnungsproblem Matroid-Struktur
besitzt und daher durch einen Greedy-Algorithmus gelost werden kann. Der
Austausch-Schritt des Greedy-Algorithmus ist aufwendig, kann jedoch durch ein
Suchverfahren bewerkstelligt werden. Das vorgeschlagene Suchverfahrens be-
sitzt im allgemeinen exponentielle Laufzeit. Besitzt die auszudiinnende Matrix
nach Basiswechsel eine Blockstruktur, so kann das Problem mit einem Teile-und-
Herrsche Ansatz zerkleinert werden. Die Verwendung der Blockstruktur geht
im wesentlichen auf T. Minkwitz (1994) zuriick. Schlieflich wird gezeigt, daf die
Problemkomplexitit des Ausdiinnens mit der des bekannten Problems MINIMAL-
GEWICHT EINES LINEAREN BLOCKCODES iibereinstimmt.

Kapitel 7 ist den klassischen Methoden der schnellen Fourier-Transformation auf
der reguldren Darstellung einer zyklischen Gruppe gewidmet. Im Lichte der au-
tomatischen Symmetriebestimmung kénnen die Zerlegungsmethoden von Good-
Thomas, Cooley-Tukey und Rader in neuer Form présentiert werden. Es wer-
den alle auftretenden Permutationen und Twiddle-Faktoren explizit angegeben.
Schlieflich wird eine vom Autor in der Programmiersprache C erstellte konkrete
Implementierung der FFT vorgestellt.

Kapitel 8 zeigt, wie die fiir diese Arbeit entwickelten Methoden zur Symmetrie-
bestimmung in der statistischen Physik genutzt werden kénnen. Dazu werden
klassische Spin-Gitter-Systeme mit dem Transfermatrix-Formalismus untersucht.
Die Kenntnis der Symmetrie der Transfermatrix hilft bei der numerischen Un-
tersuchung des Systems. Mit den in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren wird
die Symmetrie kleiner 2d-Ising-Modelle und kleiner 2d-Potts-Modelle bestimmt.
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Diese gefundene Symmetrie wird mit der physikalisch bekannten Symmetrie ver-
glichen. Es ergibt sich, dak die betrachteten Modelle keine weiteren Symmetrien
besitzen aufer den bekannten Invarianzen unter Raumsymmetrie, Farbsymmetrie
und der Ferro/Antiferro-Symmetrie.

Anhang A enthélt die durchgéingig verwendeten Notationen fiir Korper, Ver-
biande, abstrakte Gruppen, Permutationsgruppen, Matrizen und Darstellungen
von Gruppen. Das Literaturverzeichnis, Stichwortverzeichnis und eine Kurzzu-
sammenfassung in deutscher und englischer Sprache schliefsen die Arbeit ab.






Teil 1

Werkzeuge zur
Strukturbestimmung






2

Struktur dunn besetzter Matrizen

I N DIESEM Kapitel geht es darum, eine diinn besetzte Matrix als Term in gut
bekannten Matrizenoperationen, wie der Matrixmultiplikation, der direkten
Summe (@), oder dem Kroneckerprodukt (®), zu schreiben. (Zur Definition der
Operationen siehe Anhang A auf Seite 116.) Die betrachtete Matrix konnte bei-
spielsweise als Faktor in der Zerlegung einer Transformation auftreten. In dieser
Situation ist es wichtig, den Faktor strukturell zu verstehen. FEin einfiihrendes
Beispiel moge klarstellen, dafs es um eine Art von Strukturkompression geht.

2.1 Beispiel Gegeben sei die diinn besetzte (13 x 16)-Matrix (- = 0)

5 - -+ ... .4

9 . . . . . . . . . . .10 11

Man bestimme eine kompakte Term-Darstellung von A in -, @ und ®.
Eine Losung ist

A:S-<11@<13®li 2])@(%@[8 170 181]>>-T,

mit den beiden Permutationen

S = (1,13,6,8,4,7)(2,11,3,9,12) und
T = (1,7,5,3,13,4,14,9,11,12,6,2,8, 15, 10).
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Dabei bezeichnet 1,, eine (n x n)-Einheitsmatrix, und eine Permutation S steht
fiir ihre Permutationsmatrix [0;s ; | 7, j], wie es in Anhang A auf Seite 116 erklart
ist. "

Fiir dieses Kapitel bezeichne K immer die Grundmenge der Matrixeintrage. Als
einzige Operation auf K wird der Vergleich (z = y) bendtigt; er sei entscheidbar.
Das Kroneckerprodukt mit einer Einheitsmatrix und die direkte Summe sind
strukturelle Konstruktionen auf Matrizen. Beide erfordern keinerlei Arithmetik
in K. Die zentrale Aufgabe in diesem Kapitel ist das folgende

Problem Gegeben ist eine Matriz A € K"*™. Finde Permutationen S € S,, und
T €S, sodafl

A=S- (1, @AM @& 1, ®AY)). T

mit geeigneten Matrizen A®) € K™*™ ynd natirlichen Zahlen 7, > 1 fiir k €
{1..s} und s > 1. Die Zerlequng sei feinst moglich; das heifit r, = max.

Bevor das Problem nidher betrachtet wird, einige Bemerkungen zu verwandten
Arbeiten: Ein systematischer Zugang zu Problem 2.2 ist dem Autor nicht be-
kannt. Wie in diesem Kapitel gezeigt wird, fiihrt das Problem aber direkt auf das
bekannte Problem GRAPH-ISOMORPHISMUS. Die Komplexitéit dieses Problems
wird in dem Buch [35] von Garey und Johnson (1979) behandelt. Algorithmisch
wird das Problem GRAPH-ISOMORPHISMUS unter anderem von J. Leon (1991)
behandelt, [55].

Der Rest des Kapitels ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 2.1 wird der
Begriff der Blockstruktur formal definiert, und es werden die relevanten Eigen-
schaften formuliert und bewiesen. Ein quantitatives Maf fiir die Blockstruktur
bildet die Basis der Matrixzerlegung in diesem Kapitel. In Abschnitt 2.2 steht
die Algorithmik wieder im Vordergrund; es wird ein Verfahren vorgestellt, das die
Matrix auf Blockdiagonalform transformiert. Der Aufwand des Verfahrens wird
untersucht. Damit ist der ziigig berechenbare Teil beendet. Anschlieffend wird in
Abschnitt 2.3 untersucht, wie permutierte Kopien als identisch entlarvt werden
konnen. Dies fiihrt zum Graphen-Isomorphismus-Problem, denn die Blocke kon-
nen Adjazenzmatrizen von Graphen sein. Das Problem GRAPH-ISOMORPHISMUS
ist ein Standardproblem der Computeralgebra; es werden zwei Implementierun-
gen zu dessen Losung zitiert. Darauf aufbauend wird ein Algorithmus zur Losung
des gesamten Problems 2.2 angegeben. Der Abschnitt 2.4 beendet das Kapitel
mit einer Zusammenfassung.

2.1 Blockstruktur

Die erste wesentliche Schritt zur Losung von Problem 2.2 besteht darin, die in der
Matrix enthaltenen Blocke zu erkennen und zu trennen. Dazu ist ein quantitives
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Mafs fiir die vorliegende Blockstruktur notwendig. In diesem Abschnitt geht es
daher um die formale Definition der Blockstruktur und ihre Eigenschaften.

Definition Die Blockstruktur (engl. block structure) der Matriz A € K™*™ ist
die Partition

bs(A) = ({L.n} x {L.m})/ ~*,

wobei ~T der transitive Abschluf der symmetrischen Relation ~ ist, welche fol-
gendermaflen definiert ist

(ilajl) ~ (ig,jg) = (’Ll = 19 oder jl = ]2) und Ail,jl §£ 0 und Ai2,j2 7£ 0.

Man beachte, daf die Relation ~* nicht notwendigerweise reflexiv ist; daher ist sie
im allgemeinen keine Aquivalenzrelation. Die Faktorstruktur bs(A) ist trotzdem
wohldefiniert; sie enthélt die nicht leeren Blocke der Matrix. Diese iiberdecken
allerdings im allgemeinen nicht {1..n} x {1..m}, wie das triviale Beispiel bs(0) = ()
zeigt. Fiir die Matrix A aus Beispiel 2.1 ist die Blockstruktur gegeben durch

bs(A) = {{1,8} x {1,12},{2,6} x {4,8,16},{3,10} x {3,9,11},
(4,12} x {2,14,15}, {5, 7} x {7,13}, {9,11} x {5,6}, {13} x {10}}.
Zum Vergleich von bs, cbs (aus Kapitel 6) und kbs (aus Kapitel 5) sei auf Sei-
te 19 der Einleitung verwiesen. Die ersten beiden Lemmata kliren, wie sich die

Blockstruktur unter Permutationen der Zeilen oder der Spalten transformiert und
wie sie sich aus direkten Summen zusammensetzt.

Lemma Sei A € K"*™ sowie S € S,, sowie T' € S,,,. Dann gilt
bs(SAT) = {{(i¥ ", j7) |iel,jeJ}|IxJebs(4)}.

Beweis Aus der Definition von bs(A) folgt, dak jeder Block in bs(A) von der
Form [ x J mit ) # I C {l.n} und @ # J C {1l..m} ist. In der gewihlten
Konvention fiir Permutationsmatrizen gilt zudem

(SAT)Z,] - AiS,ijl .

Sei ~ die Relation fiir A geméfs Definition 2.3 und ~' sei die entsprechende
Relation fiir SAT. Dann gilt

(ilajl) ~' (i2,j2) = (51147—')“,]1 % O, (SAT)l27]2 7§ 0, (21 — ,L'Z \/]1 — ]2)
. . -1 -1
& Agg 20 Ag 0. =5 Vil =)

.S ,T—l).

. .71
g (Zfa.]{ )N(227]2

Die Permutationen S und 7" bezeichnen daher lediglich die Punkte um. "
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Lemma Sei A € K" und B € K"**. Dann gilt
bs(A® B) = bs(A) U{{(n+i,m+j) i€ l,jeJ}|IxJebs(B)}.

Beweis Alle (# 0)-Eintrige von A @ B, falls es welche gibt, liegen in den beiden
Blocken {1..n} x {1..m} und {n+1..n+r} x {m+1..m+s}. Diese Blocke werden
beim Ubergang zum transitiven Abschluf ~* nicht wieder vereinigt. Daher liefert
bs(A) die Struktur auf dem ersten der beiden grofen Blécke und (n,m) + bs(B)
liefert die Struktur auf dem anderen. n

Aus den beiden vorigen Aussagen ergibt sich sofort eine Methode, um eine diinn
besetzte Matrix zu sortieren und auf Blockdiagonalform zu transformieren. Dies
ist bereits die Hélfte von Problem 2.2.

Algorithmus (Bl6cke sortieren) Gegeben ist eine Matrix A € K"*™. Es wer-
den Permutation S € S,, und T" € S,,, konstruiert, so daf

A:S-(A(l)@---@A(T))-T

eine feinste Blockzerlegung von A ist. Die A®) sind kleinere, rechteckige Matri-
zen. Algorithmus: Bestimme bs(A). Das ist die Struktur der feinsten Zerlegung.

Ordne die Blocke in bs(A) fest an. Ordne die Punkte in den Blocke in bs(A) fest
an; etwa
b

bS(A) = {{i11,i12, . } X {j117j127 . --}7{i21,i22, . } X {j21,j227 e
abgebildet

Wihle S—! so, daf die Folge der Zeilenindizes 4;,712,... auf 1,2, ...

wird. Analog wihle T" so, daf die Folge der Spaltenindizes ji1, ji2,... auf 1,2, ...
abgebildet wird. Wenn nicht alle Zeilen- oder nicht alle Spaltenindizes in bs(A)
vorkommen, dann werden die fehlenden Zahlen an die Folge angefiigt. "

Wird Algorithmus 2.6 auf die Matrix aus Beispiel 2.1 angewendet, so ergibt sich
die folgende Darstellung von A. Die Reihenfolge der Blocke und der Punkte in
bs(A) ist dabei so gewéhlt, wie es nach Definition 2.3 angegeben wurde.

(5 4
3 2

Lo ot .
A N NG

EENJCING B
N NG



2.7

2.8

2.2. FINDEN DER BLOCKSTRUKTUR 29

mit den beiden Permutationen

S = (2,8,12,11,9,5,3)(4,6,10,7) und
T = (2,9,7,12)(3,6,15,11,8,4)(5, 14, 10, 16).

2.2 Finden der Blockstruktur

In Algorithmus 2.6 wird die Blockstruktur bs(A) explizit verwendet. In diesem
Abschnitt wird ein Algorithmus zu ihrer Berechnung angegeben.

Algorithmus Zu A € K™™ wird bs(A) berechnet. Der Algorithmus pflegt eine
Blockstruktur bs, die mit jedem Eintrag A;; aktualisiert wird.

bs := (;
fori € {l..n}, j € {l.m} do
if Azy 7£ 0 then
I == {i};
Jii={j}
bsy = 0;
for I x J € bs do
if 1€l or j € J then

I, =1L UI,
J1 = J1 UuJ
else
bsy :=bs; U{I x J}
fi
od;
bs :=bs; U{l} x J;}
fi

od.

(Das kartesische Produkt x ist hier als symbolische Konstruktion zu verstehen;
es wird nicht ausgewertet.) Am Ende ist bs = bs(A). n

Satz Algorithmus 2.7 ist korrekt. Er bendtigt die minimale Anzahl von Zugriffen
auf Komponenten von A; das sind n-m. Die Anzahl der elementaren Operationen
mit ganzen Zahlen ist O((1 + nmin(n,m)?) - nm), wobei 0 < n < 1 der Anteil
von (# 0)-Fintrige in A ist.

Beweis Die Korrektheit des Algorithmus hingt an der folgenden Schleifeninva-
riante der AuReren Schleife: bs = bs(A®7)) mit der Matrix A7) die definiert ist

durch
A4G) _ { Ay fallsk <ioder k=1iund < j,
Kkl —

0 sonst.
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Block 2

Abbildung 2.1: A;; # 0 verbindet Block 1 und Block 2

Die Matrix A®7) entsteht also aus A, indem alle Komponenten, die von der for-
Schleife nach (7, ) aufgezihlt werden, durch 0 ersetzt werden. Insbesondere ist
Am) — A woraus die Korrektheit des Algorithmus folgt.

Die Giiltigkeit der Schleifeninvariante wird durch Induktion iiber (i, j) gezeigt:
Am Anfang ist bs = bs(0) = (), was korrekt ist. Sei nun (7', j') das unmittelbar
vor (i,7) aufgezihlte Paar und bs' = bs(A®~")) nach Induktionsvoraussetzung.
Ist A;; = 0, dann setzt das Programm bs := bs', was korrekt ist, da A7) = AG7),

Im anderen Fall ist A;; # 0. Dann berechnet die innere Schleife ein neues bs
aus bs'. Dazu wird bs’ partitioniert in bs' = bs} U (bs" \ bs}) mit

bsi ={IxJebs'|i¢gIundj¢&J}
Damit ist

bs=bsiU{({i}u U I)x(Giv U J)}

IxJebs'\bs| IxJebs'\bs'

Es bleibt bs = bs(A®7)) zu zeigen: Die I-Komponenten der Blicke sind paar-
weise disjunkt, die J-Komponenten ebenso. Daher verbindet (7, j) im transitiven
Abschluf genau die Blocke I x .J € bs', bei denen i € I oder j € J ist. Siehe dazu
Abbildung 2.1. Das sind genau die Blocke in bs’\ bs). Der neu entstandene Block
I} x J; enthélt aber auch (i, j); dies muf noch explizit hinzugefiigt werden. Alle
anderen Blocke von A7) werden einfach iibernommen, denn sie werden durch
A;; nicht verbunden. Damit ist gezeigt, daf die Schleifeninvariante tatséchlich
schleifen-invariant ist.

Daf der Algorithmus die minimale Anzahl von Zugriffen auf Komponen-
ten von A benotigt, ist trivial. Die Schleifeninvariante zeigt zudem |bs| <
min(n, m), denn mehr Blocke besitzt keine (n x m)-Matrix. Daher wird die
innere Schleife hochstens min(n, m) mal durchlaufen. Die Operation J; U.J beno-
tigt O(max(|.J1[, |J|)) elementare Operationen (Merging sortierter Listen). Damit
ergibt sich die genannte Laufzeitabschitzung. "
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2.3 Erkennen ahnlicher Blocke

In den letzten Abschnitten wurde gezeigt, wie die Blocke der Matrix A getrennt
werden kénnen. Das am Anfang des Kapitel formulierte Problem 2.2 ist aber noch
umfangreicher: Blocke, die einander unter Zeilen- und Spaltenvertauschungen
dhnlich sind, sollen ¢dentisch gemacht werden, damit sie mit der Formel

Ad---0A 21, 0A
~———

r viele

zum Kroneckerprodukt zusammengefalt werden konnen. Es bleibt also im we-
sentlichen das folgende

Problem Gegeben seien zwei Matrizen A, B € K"*™. Bestimme Permutationen
SeS,, TeS,, mit SAT = B, oder zeige, daf§ es kein solches Paar (S,T) gibt.

Die schlechte Nachricht zuerst:

Satz Das zu Problem 2.9 gehirende Entscheidungsproblem (,Gibt es (S,T) %)
ist nicht einfacher als das Problem GRAPH-ISOMORPHISMUS.

Das Problem GRAPH-ISOMORPHISMUS lauft in dem Buch [35] von M. R. Garey
und D. S. Johnson unter der Bezeichung [OPEN1]| in Rubrik A13. Es lautet:
Gegeben zwei Graphen Gy = (Vi, E;) und Gy = (V3, E). Sind G und G,
isomorph? (Gibt es eine Bijektion f : V3 — V, mit {u,v} € Ey & {f(u), f(v)} €
FE,?) Das Problem ist schwierig; es wird vermutet, daf es in NP\ (PUNP-vollst.)
liegt. Nun zum Beweis von Satz 2.10.

Beweis Sei G = (V, F) ein Graph mit V' = {vy,... ,v,}, E ={e1,... ,e,} und
e; € V x V fiir alle j. Die Inzidenzmatrix I(G) von G ist die 0/1-Matrix der
Groke n x m, die definiert ist durch

I(G)l] =l& vy e €;.

Nach dieser Vorbemerkung jetzt zur Reduktion von GRAPH-ISOMORPHISMUS
auf Problem 2.9. Seien G; = (V4, E) und Gy = (V3, Ey) zwei Graphen mit
n = [Vi| = |Va| und m = |Ei| = |E3|. Dann sind G; und G, genau dann
isomorph, wenn es Permutationen S € S,,, T' € S,,, gibt mit

S-I(Gy) - T = I(Gs).

Mit einem polynomialen Algorithmus fiir Problem 2.9 kann also auch das Problem
GRAPH-ISOMORPHISMUS in polynomialer Zeit gelost werden. n

Das Problem 2.9 der dhnlichen Matrizen ist ein bekanntes Problem der Compu-
teralgebra. Es tritt zum Beispiel beim Vergleich von Charaktertafeln endlicher
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Gruppen auf. Werden von zwei isomorphen endlichen Gruppen die Charakterta-
fel berechnet, so sind diese nur bis auf Zeilen- und Spaltenvertauschungen gleich.
Umgekehrt ist die Ahnlichkeit von zwei Charaktertafeln ein starkes Indiz fiir die
Isomorphie der zugehorigen Gruppen (jedoch im allgemeinen kein Beweis).

Eine algorithmische Losung von Problem 2.9 wird von J. Leon (1991) in [55],
10. (g), angegeben. (Der Artikel ist in einer dufserst reichhaltigen Notation ver-
falt, was den Zugang etwas erschwert.) Das Verfahren basiert auf der partitions-
basierten Backtracksuche in Permutationsgruppen. Dabei wird im Prinzip die
Gruppe aller Kandidaten (S, T) entlang des Baums aller Nebenklassen beziiglich
einer Stabilisatorkette durchlaufen. Die Suche orientiert sich zusétzlich entlang
eines Turms von immer feineren Partitionen der Punktmenge {1..n + m}. Diese
Technik wurde urspriinglich von B. McKay genau fiir das Graph-Isomorphismus-
Problem entwickelt. Von J. Leon steht eine hoch optimierte Implementierung der
Methoden in der Programmiersprache C zur Verfiigung.

Eine einfache Implementierung zur Losung von Problem 2.9 ist in das GAP-
System als Funktion TransformingPermutations eingebaut. Diese Funktion ba-
siert auf einer einfachen Backtracksuche ohne Verwendung von Partitionen. Diese
Methode ist fiir die meisten Matrizen ausreichend. Nun zur Lésung des Problems
vom Anfang dieses Kapitels:

Algorithmus Zu A € K™ wird Problem 2.2 gelost. Dazu fiihre folgende
Schritt aus:

1. Bestimme die Blockstruktur von A.
2. Sortiere A und extrahiere die Blocke A bis A®) mit Algorithmus 2.6.

3. Vergleiche die Blocke paarweise und permutiere ihre Zeilen und Spalten so,
dafs dhnliche Blocke identisch werden (Problem 2.9). Dies kann mit der
GAP-Funktion TransformingPermutations oder mit dem Programm von
J. Leon geschehen.

4. Ordne die korrigierten Blécke so an, daf identische Kopien benachbart sind,
und fasse diese zu Kronckerprodukten der Form 1, ® A®) zusammen. =

2.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Problem betrachtet, wie die Zeilen und Spalten
einer diinn besetzten Matrix so permutiert werden konnen, daf die vorhandene
Blockstruktur explizit hervortritt und daher kompakt repriasentiert werden kann
(Problem 2.2).

Dieses Problem wurde in vier Schritten gelost (Algorithmus 2.11): Zuerst
wird die Blockstruktur (Definition 2.3) quantitiv bestimmt (Algorithmus 2.7).
Danach werden die Zeilen und Spalten so permutiert, daf die Blocke getrennt
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werden (Algorithmus 2.6). Im dritten Schritt werden die verschiedenen Blécke
miteinander unter Zeilen- und Spaltenpermutationen verglichen (Problem 2.9)
und gegebenenfalls so korrigiert, daf aus Ahnlichem Gleiches wird. Schlieklich
wird im vierten Schritt die Reihenfolge der Blocke so gewidhlt, dak gleiche Blécke
A®) zu Kroneckerprodukten der Form 1, ® A®) zusammengefaft werden kénnen.

Das auftretende Teilproblem 2.9 ist nicht einfacher als das bekannte Problem
GRAPH-ISOMORPHISMUS. Zu diesem ist bis heute kein polynomialer Algorithmus
bekannt. Trotzdem ist die Losung des Problem in der Praxis keine Schwierigkeit,
da die Matrizen meist hinreichend klein sind und leistungsfihige Suchverfahren
zur Verfiigung stehen. Insbesondere existiert eine effiziente Implementierung von
J. Leon (1991), die die von ihm entwickelte partitionsbasierte Backtracksuche in
Permutationsgruppen verwendet.

Alle hier vorgestellten Algorithmen sind vom Autor zusammen mit Markus
Piischel in GAP implementiert worden. Das Programm hat einen Umfang von
etwa 0.5 kloc (engl. kilo lines of code). Fiir die Losung von Teilproblem 2.9 wird
die GAP-Bibliotheksfunktion TransformingPermutations verwendet.
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Perm-Perm-Symmetrie

Das ist die schwere Zeit der Not,
Das ist die Not der schweren Zeit,
Das ist die schwere Not der Zeit,
Das ist die Zeit der schweren Not.

Adelbert von Chamisso, 1813.!

D IESES KAPITEL beschéftigt sich mit dem wichtigen Symmetrietyp der Perm-
Perm-Symmetrie. Es geht dabei um das folgende

Problem (Perm-Perm-Symmetrie) Gegeben sei die Matriz M € K"*™. Be-
stimme die Gruppe

PermPerm(M) = Symg s (M) ={(L,R) €S, xSy | L-M =M - R}.

Mit anderen Worten: Es sollen alle Vertauschungen L der Zeilen gefunden wer-
den, die sich durch eine Vertauschung R der Spalten riickgdngig machen lassen.
Eine Bemerkung zur Grundmenge K. Da nur Permutationen der Matrixeintrage
betrachtet werden, ist die algebraische und topologische Struktur von K irrele-
vant. Die einzige benétigte Operation auf K ist der Vergleich (x = y). Der
Vergleich sei daher entscheidbar.

Das Problem 3.1 ist in der Literatur bekannt. Es ist verwandt mit Problem 2.9
aus Kapitel 2. In dem Artikel [55] gibt J. Leon (1991) in Abschnitt 9.(g) eine
Losung von Problem 3.1 an. Das dort vorgeschlagene Verfahren ist eine speziel-
le Anwendung der von Leon entwickelten partitionsbasierten Backtracksuche in
Permutationsgruppen.

Ebenfalls von J. Leon existiert eine hoch effiziente Implementierung dieses
Verfahrens in der Programmiersprache C. Aufserdem existiert vom Autor und
M. Piischel eine Implementierung in der Programmiersprache GAP. Letzteres
Programm ist wesentlich langsamer, jedoch zuverlédssiger und bendétigt keine ex-
terne GAP /C-Schnittstelle. Es ist als experimentelles Programm angelegt, um

Yaus A. Thalmayr, ,,Das Wasserzeichen der Poesie®, [87], LII. Permutation
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verschiedene Losungsmethoden zu untersuchen. Vom Standpunkt des Praktikers
aus gesehen ist das Problem mit dem Programm von J. Leon gelost. Dieses
Programm ist miihelos in der Lage, die Perm-Perm-Symmetrie von (100 x 100)-
Matrizen zu berechnen. Obwohl das Problem PERM-PERM-SYMMETRIE in der
Praxis also gut losbar ist, hat das Problem eine hohe Komplexitét:

Satz Das Problem PERM-PERM-SYMMETRIE st nicht einfacher als das Problem
GRAPH-ISOMORPHISMUS.

Beweis Fiir die Definition von GRAPH-ISOMORPHISMUS und den Begriff der
Inzidenzmatrix I(G) eines Graphen G sei auf das vorige Kapitel verwiesen (Sei-
te 31). Gegeben seien zwei Graphen G = (Vi, Fy) und Gy = (V5, E»). Dann
betrachte man die Matrix

M:[I(Gl) 0 l

0 I(Gy)

und bestimme PermPerm(M). Zwischen G; und G, gibt es genau dann einen
Graph-Isomorphismus, wenn PermPerm(M) ein Element enthélt, das I(G;) und
I(Gy) vertauscht. (Genauer gesagt, die zugehorigen Indexmengen als Mengen auf
einander abbildet.) Dies kann in polynomialer Zeit in der Grofe von M getestet
werden. Ein polynomialer Algorithmus fiir PERM-PERM-SYMMETRIE impliziert
also einen polynomialen Algorithmus fiir GRAPH-ISOMORPHISMUS. n

3.1 Skizzen der Losungsmethoden

In diesem Abschnitt werden die bekannten Losungsmethoden fiir Problem 3.1
kurz erklidrt, wobei keine Vollstédndigkeit angestrebt wird.

Umbenennen der Eintrdge Da die Elemente von PermPerm(M) nur durch
Vertauschen der Eintrdge auf M operieren, kommt es auf die Identitit der Ein-
trage von M nicht an. Deshalb werden in einem ersten Schritt alle auftretenden
Werte {M;;]i,j} ersetzt durch Zahlen {1..s}. Daraus ergibt sich, daf die Groke
der Eingabe fiir Problem 3.1 genau nm log,(s) bit betriagt. (Bei der Perm-Block-
Symmetrie ist die Eingabe a priori unbeschrénkt.)

Gleiche Zeilen und Spalten Gleiche Zeilen von M kénnen unabhéngig von
den Spaltenpermutationen beliebig miteinander vertauscht werden. Analoges gilt
fiir gleiche Spalten. Nach Satz 1.4 auf Seite 9 bilden diese Operationen Normal-
teiler der Symmetriegruppe, die ein subdirektes Produkt mit vereinigter Faktor-
gruppe ist. Die Gruppe PermPerm (M) kann daher zusammengesetzt werden aus
den Vertauschungen gleicher Zeilen, den Vertauschungen gleicher Spalten und
den echt simultanen Vertauschungen. Konkret geschieht dies so: Zuerst wird die
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Indexmenge der Zeilen von M beziiglich Gleichheit der Zeilen partitioniert. Die
Young-Gruppe der Partition enthélt alle Vertauschungen gleicher Zeilen. (Der
Begriff der Young-Gruppe wird in Anhang A auf Seite 116 definiert.) Danach
wird eine Menge von Reprisentanten der Zeilenblocke ausgewéhlt, und die Ma-
trix wird verkleinert. Analoges geschieht mit den Spalten. Die Young-Gruppen
der Partitionen fiir Zeilen und Spalten bilden die Normalteiler des subdirekten
Produkts. Im zweiten Schritt wird die Perm-Perm-Symmetrie der verkleinerten
Matrix bestimmt. Ein Beispiel moge die Konstruktion verdeutlichen.

Beispiel (nach Beispiel 1.5) Die folgende Matrix M wird durch Zusammen-
fassen gleicher Zeilen und Spalten verkleinert.

<

Il
— =
O O = O
_ o O O
— = =

Die Partition der Zeilen ist {{1,3}, {2}, {4}}, die der Spalten {{1,4}, {2}, {3}}.
Die zugehorigen Young-Gruppen sind ((13)) und ((14)). Durch Wahl von Re-
prasentanten {1,2,4} und {1, 2,3} gelangt man zur Matrix

100
MO =111 0
1 01

Offensichtlich ist PermPerm (M) = (((23),(23))). Durch Riickumbenennung
der Punkte und Hinzufiigen der Young-Gruppen ergibt sich die Symmetriegruppe
wie sie in Beispiel 1.5 angegeben wurde. "

Verwendung von Zeilen- und Spaltenbilanzen Ein Element (L,R) €
PermPerm(M) geniigt der Gleichung LM R™" = M, wobei L die Zeilen von M
permutiert und R~! die Spalten. Wird nun Zeile i durch L auf Zeile j abgebildet,
so ist dies nur moglich, wenn in den Zeilen 7 und j die gleichen Werte jeweils gleich
oft vorkommen. Die selbe Einschrinkung gilt analog fiir die Operation von R™!
auf den Spalten. Diese Beobachtung fiihrt auf die wichtigste Problemreduktion
der Perm-Perm-Symmetrie:

Zwei Vektoren x und y sollen bilanzgleich heifen, wenn sie die gleichen Werte
gleich oft enthalten (das heift sort(x) = sort(y)). Die Bilanz ist die Mehrfachmen-
ge der Komponenten. Sie ist die allgemeinste Invariante eines Vektors beziiglich
beliebiger Vertauschung der Komponenten. Formal kann dies ausgedriickt wer-
den durch eine universelle Abbildungseigenschaft: Jede Invariante eines Vektors
beziiglich Vertauschung der Komponenten ist lediglich eine Funktion der Mehr-
fachmenge aus den Komponenten.
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Die Menge der Zeilen von M wird beziiglich Bilanzgleichheit partitioniert.
Die in den Bloécken auftretenden Werte von M diirfen ohne Riicksicht auf andere
Blécke umbenannt werden. Dann wird die Menge der Spalten beziiglich Bilanz-
gleichheit partitioniert, und die Blocke werden ebenfalls disjunkt umbenannt.
Durch diese Umbenennung der Spalten konnen die Zeilenbilanzen wieder veran-
dert werden. Daher wird wieder die Menge der Zeilen beziiglich Bilanzgleichheit
partitioniert, und so weiter. Der Prozefs stagniert nach hochstens 1 + min(n, m)
[terationen, denn in jedem Schritt wird ein Zeilen- oder Spaltenblock aufgespal-
ten. Am Ende ist M eine Matrix von bilanzhomogenen Matrizen, die paarweise
disjunkte Wertemengen besitzen. Ein Beispiel moge die Methode veranschauli-
chen.

Beispiel Die Matrix M wird fortlaufend mit Hilfe der Zeilen- und Spaltenbilan-
zen partitioniert, und die Werte werden disjunkt umbenannt. Da eine Sym-

metrie nur Zeilen und Spalten mit gleicher Bilanz aufeinander abbildet, gilt
PermPerm (M *+1)) = PermPerm (M ®*)).

2 1 1 2
1 1 2 2
M = | | 5 5 1| UL23h {41} < {{1,2,3},{4}}
2 2 1 2|
f2 1 1147
1 _ 1 1 24
= MY =15 5|5 | < HL2L B8N {4 x {12}, {3}, {41}
| 6 6 5|7 |
M2 1 3 5 7
1 1 4 5
o M® = || o ({1 {20430, (4
| 10 10| 11|12
M1 2 3 4 7]
(3) _ 516 71 8
— M o 9 [10]11] 12
| 13[14|15] 16 |
Da M® vollstindig zerlegt ist, gilt PermPerm (M) = {(id, id)}. -

Die Zerlegung einer Matrix in bilanzhomogene Untermatrizen ist das diskrete
Analogon zum Konzept der ,taktischen Zerlegung“ (engl. tactical decomposition)
in der Design-Theorie. Dabei wird eine reell-wertige Matrix in Untermatrizen
mit konstanten Zeilen- und Spaltensummen zerlegt (Beth, Jungnickel und Lenz
(1985), [13|, Kap. III, §4, Def. 4.13).

Backtracksuche Die bisher besprochenen Methoden verkleinern das Problem
substantiell, I6sen es aber im allgemeinen nicht. Dies kann mit einem Backtrack-
Suchverfahren bewiltigt werden. Die Backtracksuche ist ein Standardverfahren
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fiir Permutationsgruppen, sie ist in dem Buch von Butler, [16], ausfiihrlich be-
schrieben. Eine wesentliche Verfeinerung ist von Leon (1991), [55], vorgeschlagen
worden und verwendet einen Turm von Partitionen. Das Verfahren sucht zu-
ndchst nur Vertauschungen grofter Blécke. Danach werden die Blocke zerkleinert
und es werden die Vertauschungen der kleineren Blocke durchsucht usw. Durch
die Verwendung geeigneter Partitionen wird der Suchbaum oft sehr stark verklei-
nert. Diese Methode liegt Leons Programm zur Bestimmung von PermPerm (M)
zugrunde. Die Idee der Backtrack-Suche ist wie folgt:

Angenommen (L, R) € PermPerm(A/). Dann bildet L die erste Zeile auf
Zeile 1% ab. Folglich permutiert R~* die Zeile M, so, daR sie die Zeile Mz ,
ergibt. Fiir jedes 1% € {l1..n} wird das Suchproblem also reduziert auf eine
Untergruppe. Durch Rekursion ergibt sich ein Suchbaum von Méglichkeiten. Die
Kunst besteht wie immer darin, Suchiste moglichst friih abzuschneiden. Bei der
hier betrachteten Anwendung ist dies in der Tat sehr effizient moglich.

Beispiel (Automorphismen der Fano-Ebene) Es sei M € {1,113 die
Walsh-Hadamard-Transformation auf acht Punkten. Die untere-rechte (7 x 7)-
Matrix von M ist die Inzidenzmatrix der Fano-Ebene. Dann ist PermPerm (M) 2
PSL3(IFy). Die folgende Abbildung zeigt die Matrix M (+ = 1, & = <1) und

zwei Erzeuger der Gruppe PermPerm(M).

((56)(78), (26)(48))

e |

A e e e
B L T LT
e
e L L o
| ]
++++- - - - =
L
4 - - -+ +
L i

| o
‘ ((273)(485), (257)(376))

Aufier der ersten Zeile und der ersten Spalte ist die Matrix bilanzhomogen und
damit nur mit Backtracksuche zu 16sen. "

3.2 Wo die Perm-Perm-Symmetrie auftritt
In diesem Abschnitt sind einige Gebiete aufgefiihrt, in denen die Perm-Perm-

Symmetrie eine wesentliche Rolle spielt. Die Querverbindungen sollen hier jedoch
nicht tiefer verfolgt werden.
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Autormorphismen von Designs Das Beispiel 3.5 behandelt (im wesentli-
chen) die Inzidenzmatrix der projektiven Ebene iiber Fy (die ,Fano-Ebene"t).
Dies ist ein spezieller Fall einer Inzidenzstruktur (V, B,I) mit der Punktmen-
ge V', einer dazu disjunkten Menge von Blocken B und einer Inzidenzrelation
I CV x B. Im Beispiel 3.5 sind die Punkte die eindimensionalen Unterrdume
von IS, die Blocke sind die zweidimensionalen Unterrdume und die Inzidenzrela-
tion ist {(v,b) | vNb # 0} (nach Beth, Jungnickel und Lenz (1985) [13], Ch. I, §2,
Prop. 2.3). Die Perm-Perm-Symmetrie einer Inzidenzmatrix ist genau die Auto-
morphismengruppe der zugehorigen Inzidenzstruktur. Ein wichtiger Spezialfall
sind Graphen und deren Automorphismen.

Automorphismen von Charaktertafeln Sei G eine endliche Gruppe mit
Konjugationsklassen g%, ..., ¢% und irreduziblen Charakteren xi,..., Y, iiber
dem Grundkorper C. Die Charaktertafel von G ist dann die (h x h)-Matrix
M = [xi(g;)|7, j]. Nach einem Lemma von Brauer operiert die Automorphismen-
gruppe von G auf der Charaktertafel durch Permutation (Huppert, [43], Bd. I,
Kap. V, §13, Satz 13.5), wobei die inneren Autormorphismen trivial operieren.
Umgekehrt permutiert eine Symmetrieoperation (L, R) € PermPerm (M) die Cha-
raktere mit L und die Konjugationsklassen mit R, so daR sich wieder M ergibt.
Es liegt nahe zu fragen, wie sich die Perm-Perm-Symmetrie der Charaktertafel
zur Automorphismengruppe von G verhilt. Einige Antworten sind bekannt:

Es gibt Charaktertafeln mit Permutationen, die durch keine Automorphismen
der Gruppe erzeugt sind. Beispiel: M;; besitzt keine dufteren Automorphismen,
aber ((xs xa), (8A 8B)) ist eine Symmetrie der Charaktertafel. (Die Bezeichnun-
gen beziehen sich auf den ATLAS, [21], Seite 18.)

Nach einem Ergebnis von Burnside (1913), [15], gibt es Gruppen mit Au-
tomorphismen, die keine inneren sind, aber trotzdem alle Konjugationsklas-
sen stabilisieren? Daher enthilt die Perm-Perm-Symmetrie der Charaktertafel
nicht notwendigerweise die gesamte duftere Automorphismengruppe, sondern
nur einen Normalteiler davon. Ein Beispiel fiir diese Situation ist die Gruppe
SolvableGroup (32, 44) aus dem GAP-Katalog der Gruppen bis zur Ordnung
100 (die Notation von Erzeugendensystemen ist in Anhang A auf Seite 114 er-
lautert):

G =127y (Zy x Dg) = (a;b;t,s | b* = bs*, t* = ts !, 5" = s 1),
Diese Gruppe besitzt einen duferen Automorphismus «, der alle Konjugations-

klassen stabilisiert; er ist definiert durch [a; b; ¢, 5|* = [a; bs?; t, s].

Gruppenzirkulanten Sei G = {gi,...,g,} eine regulire Permutationsgruppe
auf {1..n}. Die Permutationen werden mit ihren Permutationsmatrizen identi-
fiziert. (Die Konvention der verwendeten Darstellung ist in Anhang A erklért.)

2Diesen Hinweis verdanke ich Joachim Neubiiser.
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Dann nennen wir eine Matrix
n

circg(ay, ... ,an) = Zai - g;, mit a; € C fiir alle 7 € {1..n},
i=1

eine GG-Zirkulante. Die Matrix M aus Beispiel 1.8 auf Seite 14 ist eine Dg-
Zirkulante. Da G regulér ist, {iberdecken die Permutationsmatrizen aus G' dis-
junkt alle (n x n)-Komponenten mit Eins-Eintragen. Auferdem ist die Multipli-
kation von GG-Zirkulanten die Faltung {iber der Gruppe G, also die Multiplikation
in der Gruppenalgebra C[G]. Sind die Koeffizienten a; paarweise verschieden, so
ist die Perm-Perm-Symmetrie von circg(a;|i) konjugiert zu G. Sind die Koef-
fizienten nicht paarweise verschieden, so enthélt die Perm-Perm-Symmetrie die
Gruppe G. Daher kann durch Bestimmung der Perm-Perm-Symmetrie die Grup-
pe rekonstruiert werden, von der die Matrix eine Zirkulante ist. Diese Struktur
kann fiir verschiedene Anwendungen nutzbringend verwendet werden, wie in dem
Buch von Clausen und Baum, [19], Kapitel 10, niher ausgefiihrt wird.

3.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Problem der Perm-Perm-Symmetrie einer Matrix
betrachtet (Problem 3.1). Die Komplexitét des Problems ist nicht geringer als
GRAPH-ISOMORPHISMUS (Satz 3.2). In der Praxis ist das jedoch kein Hindernis,
da starke Problemreduktionen und leistungsfahige Suchverfahren bekannt sind
(Abschnitt 3.1). Schlieklich wurden einige Anwendungsgebiete angegeben, in
denen die Perm-Perm-Symmetrie auftritt (Abschnitt 3.2).

Die Methoden wurden vom Autor zusammen mit Markus Piischel in der Pro-
grammiersprache GAP implementiert. Das Programm umfaft etwa 1.3 kloc. Fiir
grofere Matrizen steht eine hoch optimierte Implementierung von J. Leon (1991)
in der Programmiersprache C zu Verfiigung.
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4

Perm-Mat-Symmetrie

M IT BLICK auf die Anwendung bei der Perm-Irred-Symmetrie wird in diesem

Kapitel der Perm-Mat-Symmetrietyp definiert und betrachtet. Die Bezeich-
nung ,,Perm-Mat* soll dabei andeuten, dafs links Permutationen stehen und rechts
beliebige invertierbare Matrizen. Als Spezialisierung der Definition 1.1 geht es in
diesem Kapitel um die folgende Form von Symmetrie:

Definition Die Perm-Mat-Symmetrie von M € K" ist gegeben durch
PermMat(M) = {(L, R) € S, x GLy,(K) | L- M = M - R}.

Betrachtet werden also alle Permutationen L der Zeilen von M, so dafs die Spalten
durch lineare invertierbare Operationen R wieder auf die Gestalt von M gebracht
werden konnen.

In dieser Allgemeinheit ist PermMat (/) schwer im Rechner darzustellen. Das
Problem ist, daf die Menge GL,,(K) sehr unhandlich werden kann. Falls M
invertierbar ist, ist zudem jede Permutation L in der Symmetriegruppe, denn
L-M=M-(M*LM). Un das Problem algorithmisch zugéinglich zu machen,
mufs also die Menge der betrachteten Matrizen M eingeschrinkt werden.

Dazu seien I, und IIg die Projektionen (L, R) — L und (L, R) — R. Nach
Satz 1.4 (auf Seite 9) ist PermMat(M) ein subdirektes Produkt mit vereinigter
Faktorgruppe. Der rechte Normalteiler des subdirekten Produkts ist

kerIl, = {(id, R) | M = MR}.

Wird dieser Normalteiler trivial, dann entartet das subdirekte Produkt. In der
entarteten Situation ist II; ein Isomorphismus, denn sein Kern verschwindet.
Das heifst, die Paare (L, R) in der Symmetriegruppe werden eindeutig bestimmt
durch die Permutation L, das heift die (m x m)-Matrix R kann aus L und M
berechnet werden. Es bleibt zu erwéhnen, dafl der Normalteiler ker I genau
dann verschwindet, wenn M den Rang m hat. Damit lautet das in diesem Kapitel
zu 16sende algorithmische Problem:
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Problem (Perm-Mat-Symmetrie) Gegeben eine Matriz M € K™™ vom
Rang m < n. Bestimme die Permutationsgruppe I1;(PermMat(M)) sowie den
Homomorphismus L — R mit LM = MR.

Beispiel Sei M = [1,<1,1, 1] € QY%!. Dann ist
HL(PermMat(M)) = <(17 3)7 (27 4)7 (17 2) (37 4)>
Der zugehorige Homomorphismus L +— R ist definiert durch

(1,3) 1, (2,4) — 1 und (1,2)(3,4) — <.

4.1 Permutationen gleicher Zeilen

Das Problem PERM-MAT-SYMMETRIE wird in zwei Schritten gelost. Als erstes
wird

My (ker g) = {L | LM = M}

bestimmt. Als Kern eines Homomorphismus ist dies ein Normalteiler von
1, (PermMat(M)). Als zweites wird die Faktorgruppe beziiglich des Normal-
teilers bestimmt. Doch zunédchst zum ersten Problem. Die Menge ITj, (ker I1g)
enthélt offensichtlich genau die Permutationen, die gleiche Zeilen von M mitein-
ander vertauschen. Dies ist die Young-Gruppe der Partition {1..n}/ ~ mit der
Aquivalenzrelation

1~y & Mi1,* = Mi2,* fir 11,19 € {ln}
(Die Young-Gruppe wird in Anhang A auf Seite 116 erklért.)

Algorithmus (Gleiche Zeilen) Gegeben M € K™ mit m < n. Der Al-
gorithmus konstruiert IIj(kerIlg) fiir PermMat(A/): Konstruiere die Partition
p = {1.n}/ ~, mit der wie oben definierten Aquivalenzrelation ~. Dann kon-
struiere die Young-Gruppe S(p).

4.2 Suche nach der Faktorgruppe

Nun zum zweiten Teilproblem bei der Berechnung von PermMat(M). Die Zeilen
von M sind in den einzelnen Blocken by, ... , b, der Partition p identisch. Man
withle nun eine Menge von Punkten P = {py,...,p,} mit p; € b; und bilde
die (r x m)-Untermatrix Mp, aus den zugehorigen Zeilen von M. Fiir Mp,
ist nach Konstruktion auch ker I, ist trivial; das heifst, sowohl I1;, als auch Il
sind Isomorphismen. Durch die Verkleinerung der Matrix M auf Mp, kann also
geschickt zur gewiinschten Faktorgruppe von PermMat(M) iibergegangen werden.
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Der Algorithmus zur Bestimmung der Faktorgruppe basiert auf der folgen-
den Beobachtung: Die Permutation L ist eindeutig bestimmt durch ihr Bild auf
einer Basis der Linge m und jede linear unabhdngige Menge von Zeilen aus
M bildet eine solche. Da der Rang von M gleich m ist gibt es ein m-Tupel

I =1iy,...,iy) von ganzen Zahlen so daf die (m x m)-Matrix M, invertierbar
ist. Mit I = [i1,... L] sei das Bildtupel von I unter der Permutation L be-

zeichnet. Der folgende Algorithmus rekonstruiert die Permutation L eindeutig
aus ihrem Basisbild I,

Algorithmus (Perm aus Basisbild) Gegeben ist eine Matrix M € K™
m < n, vom Rang m. Die Matrix enthalte keine gleichen Zeilen. Weiterhin
ist ein m-Tupel I gegeben, so dall M;, invertierbar ist. Der Algorithmus be-
stimmt zu jedem m-Tupel J die Permutation L € S,, mit I” = J, oder zeigt, daf
es eine solche nicht gibt. Berechne dazu

M=M-M} My,

und suche eine Permutation L, die die Zeilen von M auf die Zeilen von M abbildet,
also LM = M. Solch ein L existiert genau dann, wenn die Mehrfachmenge der
Zeilen von M gleich der von M ist.

Beweis Seien M und [ wie in Algorithmus 4.5. Betrachte L € S, und R €
GL,,(K) mit LM = MR. Dann folgt fiir die Untermatrizen

(LM)I,* :MIL,*:MI,*R: (MR)],* = R:M;;-MIL,*.

Die Matrix R wird also durch J = I* eindeutig bestimmt, denn I ist fest. Um-
gekehrt bestimmt jedes m-Tupel J eine Matrix R = Mf,} + M .. Die zugehdrige
Permutation L, falls es eine solche gibt, erfiillt die Gleichung

L-M=M-M;!M,,.

Da M nach Voraussetzung keine gleichen Zeilen enthélt, ist L durch diese Glei-
chung eindeutig bestimmt, falls es existiert. "

In einer tatsichlichen Implementierung von Algorithmus 4.5 kann die Matrix
M- M, ! vorberechnet werden, denn sie hingt nicht von der eigentlichen Eingabe
J ab. AuRerdem sollte der Test, ob es ein L mit LM = M gibt, inkrementell
erfolgen: Die Komponenten ]\Z/i,j werden eine nach der anderen ausgerechnet, und
es wird sofort getestet, ob sie iiberhaupt in der Menge {A/;; | 4,7} liegen. Ist
eine Zeile M;, komplett, so wird getestet, ob sie in der Menge {M;, | i} liegt.
Dieses Vorgehen bewirkt einen schnellen Abbruch, falls kein L existiert. Nun zur
kombinatorischen Suche.
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4.6 Algorithmus (Suche) Gegeben M € K™™ vom Rang m < n ohne gleiche
Zeilen. Der Algorithmus findet die Permutationsgruppe

I, (PermMat(M)) = {L | 3R € GL,,(K) : LM = MR}

sowie den Isomorphismus L +— R mit LM = MR. Der Algorithmus pflegt
eine Gruppe G, die mit jeder gefundenen Permutation L vergrofert wird und
schlieflich die gesamte Gruppe ITj,(PermMat(M)) enthélt. Es werden nur solche
Basisbilder .J weiter betrachtet, die nicht schon mit der bekannten Gruppe G aus
I erreichbar sind. Der Algorithmus:

Wihle I wie in Algorithmus 4.5;
G = {id};
for J € {1..n}"™ ohne Wiederholungen do
if J & Orbit von I unter G then
L := ( Algorithmus 4.5 auf M, I, J );
if L existiert then
G:=(GU{L})
fi
fi
od.

Am Ende ist G = I1,(PermMat(})) mit Isomorphismus L — M; Mz . (Imple-
mentierungshinweis: Der Orbit-Test kann mit der Aufzdhlung der J verschrankt
werden. Dies entfernt ganze Teilbdume bei der Aufzéhlung.) "

4.7 Algorithmus (Perm-Mat-Symmetrie) Gegeben eine Matrix M € K™ vom
Rang m < n. Der Algorithmus bestimmt IT; (PermMat(A/)) sowie den Homomor-
phismus L +— R und l6st damit Problem 4.2:

1. Reduziere das Problem 4.2 mit Hilfe von Algorithmus 4.4 auf den Fall, dafs
M keine gleichen Zeilen mehr enthélt. Dabei entsteht eine Young-Gruppe
S(p) sowie eine Liste P C {1..n}, so daf Mp, keine gleichen Zeilen enthélt.

2. Bestimme mit Algorithmus 4.6 die Gruppe II;,(PermMat(Mp.)) sowie den
[somorphismus ¢ = L +— R dieser Gruppe in die GL,,(K).

3. Vereinige die beiden Teile. Die gesuchte Gruppe besteht aus dem Nor-
malteiler S(p) und der zugehorigen Faktorgruppe I, (PermMat(Mp,)), mit
geeignet umbenannten Punkten. Der gesuchte Homomorphismus entsteht
aus @ durch triviale Fortsetzung auf der Young-Gruppe und geeignete Um-
benennung der Punkte. "

Der Aufwand von Algorithmus 4.7 ist im schlechtesten Fall sehr hoch; es miissen
dann in Algorithmus 4.6 alle (Z)m' vielen J durchlaufen werden. Der im Mittel
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zu erwartende Aufwand ist viel geringer, da die Eigenschaft der Permutation
L ein passendes R zu besitzen sehr restriktiv ist. Leider ist der zu erwartende
Aufwand nur schwer formal abzuschétzen, da er stark von der Losung abhingt
und viele Ausgaben in Frage kommen. Immerhin gilt

Satz Fliir festes m bendtigt Algorithmus 4.7 nicht mehr als O(n™*) Operationen
im Grundkdrper.

Beweis Es werden (Z)m' viele mogliche Basisbilder .J betrachtet. Fiir jedes J
wird Algorithmus 4.5 ausgefiihrt. Das erfordert im wesentlichen eine Matrixmul-
tiplikation einer (n x m)-Matrix mit einer (m x m)-Matrix, also O(m?n). Da (Z)
ein Polynom m-ten Grades in n ist, ergibt sich der behauptete Aufwand. "

4.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Symmetrietyp der Perm-Mat-Symmetrie untersucht
(Definition 4.1). Um diesen Symmetrietyp algorithmisch zugénglich zu machen,
wird eine milde Einschriankung betrachtet. Diese besteht in der Forderung nach
maximalem Spaltenrang (Problem 4.2).

Es wurde ein Algorithmus zur Bestimmung der Perm-Mat-Symmetrie in zwei
Schritten angegeben (Algorithmus 4.7): Zuerst werden die Permutationen glei-
cher Zeilen bestimmt (Algorithmus 4.4). Dann wird die verbliebene Faktorgruppe
mit einer kombinatorischen Suche bestimmt (Algorithmus 4.6). Die kombinato-
rische Suche basiert auf der Beobachtung, daf die Permutation bereits durch ihr
Bild auf einer kurzen Basis eindeutig bestimmt ist (Algorithmus 4.5).

Der Aufwand zur Bestimmung von PermMat(M) fiir eine Matrix M € K"*™
vom Rang m < n ist im schlechtesten Fall exponentiell. Der zu erwartende
Aufwand ist viel geringer als der Aufwand im schlechtesten Fall; er 1aft sich aber
nur schwer abschitzen. Alle vorgeschlagenen Algorithmen wurden vom Autor in
der Programmiersprache GAP implementiert. Das Programm hat einen Umfang
von etwa 1.0 kloc.
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Perm-Irred-Symmetrie

Door meten tot weten
(dt. Durch Messen zum Wissen)
Heike Kamerlingh-Onnes, 1853-1926.

D IESES KAPITEL behandelt den Perm-Irred-Symmetrietyp. Sei dazu M eine

gegebene invertierbare Matrix und G eine Gruppe von Permutationsmatrizen
L. Es werden alle Produkte der Form M ~'L M betrachtet. Einige dieser Produkte
zerfallen in Blocke, schematisch M 'LM = E Es wird nun versucht, die

Gruppe G so zu wihlen, dakk M alle L € G simultan in mdéglichst kleine Blocke
zerlegt — im Extremfall sind alle Produkte M 'LAM Diagonalmatrizen. Die
Perm-Block-Symmetrie von M erfafit systematisch alle solchen Zerlegungen. Die
Perm-Irred-Symmetrie isoliert jene Gruppen, welche durch keine andere Matrix
weiter zerlegt werden konnen. Diese informelle Erklarung wird spéiter formalisiert
werden, nachdem die bendétigten quantitativen Begriffe definiert wurden.

Beispiel (Translationsinvarianz der DFT) Sei M = DFT, die diskrete
Fourier-Transformation, wie in Abschnitt 7.1 definiert. Bekanntlich bewirkt bei
der DF'T eine zyklische Verschiebung des Eingangsignals eine Phasenverschiebung
des Ausgangssignals. Formal kann dies geschrieben werden als L- M = M - R mit

L = (1...n) und

R = diag(l,w,w? ... 0"

Y

wobei w die zur Definition von M verwendete primitive n-te Einheitswurzel ist.
(Zur Notation von Permutation[smatriz|en konsultiere man Anhang A.) In der
Sprechweise der Perm-Irred-Symmetrie bedeutet diese Eigenschaft: Die Permu-
tationsgruppe G = (L) = Z,, ist eine Perm-Irred-Symmetrie der Matrix M mit
Blécken der Grofe eins. "

Die Perm-Irred-Symmetrie entspricht dem ,,Symmetrie Typ I“ aus der Disser-
tation [64] von T. Minkwitz (1993). In seiner Arbeit zeigt Minkwitz unter an-
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derem, wie zu einer linearen Abbildung mit Perm-Irred-Symmetrie ein schneller
Algorithmus konstruiert werden kann. Zudem hat Minkwitz die Algorithmenkon-
struktion fiir eine Perm-Perm-Symmetrie auf den Perm-Irred-Fall zuriickgefiihrt.
Dem Perm-Irred-Fall kommt daher eine zentrale Rolle fiir die symmetriebasierte
Algorithmensynthese zu.

Der Rest dieses Kapitels ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 5.1 wird der re-
levante Begriff von Blockstruktur definiert, und es werden dessen fundamentalen
Eigenschaften formuliert und bewiesen. In Abschnitt 5.2 wird untersucht, welche
Blockstrukturen eine feste Matrix erzeugen kann. Danach folgt in Abschnitt 5.3
die Definition der Perm-Block-Symmetrie und der Perm-Irred-Symmetrie. Ab-
schnitt 5.4 behandelt die algorithmische Seite der Perm-Block-Symmetrie und
stellt zwei alternative Ansétze zu deren Bestimmung vor. Die Zusammenfassung
in Abschnitt 5.5 beendet das Kapitel.

5.1 Konjugierte Blockdiagonalstruktur

Zentral fiir die Perm-Irred-Symmetrie ist der Begriff der Blockstruktur. Der in
diesem Kapitel wesentliche Begriff von Blockstruktur zeichnet sich dadurch aus,
dak er vertrédglich ist mit der Matrixmultiplikation. Das heifst, bei der Multipli-
kation von Matrizen mit kompatibler Blockstruktur entsteht wieder eine Matrix
mit dieser Blockstruktur (oder einer feineren).

Eine quadratische Matrix A € K™*" heifte blockdiagonal, wenn sie von der
Form AW @ --- @ A" mit quadratischen Teilmatrizen A®) und r > 1 ist. Die
Matrix A heifle konjugiert blockdiagonal, wenn es eine Permutation S € S,, gibt,
so daR STt AS blockdiagonal ist. Mit dem Begriff der konjugierten Blockdiagona-
litdt wird die Theorie der Perm-Irred-Symmetrie unabhéngig von einer Umbenen-
nung der Punkte {1..n} in der S,,. Die folgende Definition fiihrt ein quantitatives
Maf fiir konjugierte Blockdiagonalitét ein.

Definition Die konjugierte Blockdiagonalstruktur der Matriz A € K™"*" ist
die Partition

kbs(A) = {1.n}/ ~*,

wobei ~* der reflexiv-symmetrisch-transitive Abschluf$ der Relation ~ ist. Die
Relation ~ ist definiert durch i ~ j < A;; # 0.

Zur Erinnerung sei an dieser Stelle erwéhnt, daf die Menge Part({1..n}) aller Par-
titionen der Menge {1..n} einen endlichen Verband bildet, vergleiche Anhang A.
Zum Vergleich von kbs, cbs (aus Kapitel 6) und bs (aus Kapitel 2) sei auf Seite 19
der Einleitung verwiesen.
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Beispiel Eine Matrix A mit kbs(A) C {{1,3},{2,5}, {4}} hat die folgende Ge-
stalt (- bezeichnet 0, * verdeckt einen beliebigen Eintrag):

Fiir Permutationsmatrizen A sind die Blocke in kbs(A) genau die Zyklen der zu
A gehorenden Permutation. "

Das néchste Lemma zeigt, dafs die kbs wirklich den informellen Begriff der kon-
jugierten Blockdiagonalitdt mift. Dazu wird untersucht, wie sich die kbs unter
direkter Summe und Konjugation mit einer Permutationsmatrix transformiert.

Lemma Fiir alle A € K™" B € K™ und S € S,, gilt
1. kbs(A@® B) =kbs(A)U{{n+i|iecb}|bekbs(B)}.
2. kbs(S71AS) = {{i® | i€ b} |bekbs(A)}.

Beweis

1. Aus der Lage der Nullen in A @ B erkennt man sofort, dal kbs(A) C
{{1.m},{m + 1..m + n}}. Die feinere Struktur auf {1..m} wird durch kbs(A)
bestimmt, die auf {m + 1..m + n} durch kbs(B).

2. Esist (ST'AS);; = Ajs-1 ;s-1. Daher wirkt S in der Definition von kbs
einfach durch Umbenennung der Punkte {1..n}. u

Hat eine Matrix eine nicht-triviale konjugierte Blockstruktur, so enthéilt sie an be-
stimmten Stellen Nulleintrige. Zudem kdnnen an manchen Stellen weitere Nullen
auftreten. Die Matrix besitzt also ein bestimmtes Muster aus Null- oder Nicht-
Null-Eintragen, wie es in Beispiel 5.3 gezeigt ist. Die konjugierte Blockstruktur
hat nun die Eigenschaft, dieses Muster bei Matrixmultiplikation im wesentlichen
zu erhalten. Dies ist die Aussage des folgenden wichtigen Lemmas.

Lemma Es gilt
1. kbs(A™1) = kbs(A) fiir alle A € GL,(K).
2. kbs(AB) C kbs(A) U kbs(B) fiir alle A, B € K"*".

Beweis

1. Esgilt (Be&C) ' = B '@ C'. Die Blockdiagonalstruktur wird also beim
Invertieren nicht gréber. Da die Inversion involutiv ist, wird die Blockstruktur
dann auch nicht feiner. Aus Lemma 5.4.1 folgt damit die Behauptung fiir den
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Spezialfall von blockdiagonalen Matrizen. Mit Lemma 5.4.2 folgt der allgemeine
Fall durch Umbenennen der Punkte.

2. Nach einer geeigneten Umbenennung der Punkte kénnen die beiden Matri-
zen A und B als blockdiagonal mit Struktur kbs(A) U kbs(B) aufgefakt werden
(obwohl beide feiner zerlegt sind). Als Produkt kompatibler Blockdiagonalmatri-
zen ist AB auch blockdiagonal und seine Struktur ist kompatibel zu kbs(A) und
kbs(B). Daher ist kbs(AB) durch kbs A LI kbs B beschrankt. n

5.2 Erzeugbare Blockstrukturen

Im letzten Abschnitt wurde die konjugierte Blockstruktur definiert. In diesem
Abschnitt geht es um ihre Rolle bei der Perm-Irred-Symmetrie. Gesucht sind
Mengen von Permutationen L, die durch M simultan und kompatibel in Blocke
zerlegt werden, also

M~'. L. M = konjugiert blockdiagonal.

Es liegt daher nahe, die Abbildung L + kbs(M~!'LM) zu studieren. Die folgende
Definition geht noch einen Schritt weiter.

Definition Sei M € GL,(K) eine feste Matriz. Die folgende Abbildung ordnet
jeder Untergruppe G < S,, ithre Blockstruktur unter M zu.

Subgrp(S,) — Part({1..n})
kbsM:{ G = | kbs(M'LM).

LeG

Umgekehrt ordnet die folgende Abbildung jeder Partition p von {1..n} die grifite
Gruppe mit dieser Blockstruktur zu.

o { Part({l.n}) — Subgrp(Sy)
M p ~ {LeS,|kbs(M~'LM) C p}.

Das néchste Lemma zeigt, dak G/ (p) wohldefiniert ist und wirklich eine ,Gruppe*
ist.

Lemma G (p) ist eine Gruppe fiir alle M € GL,(K) und p € Part({1..n}).

Beweis Die Menge Gj(p) ist nicht leer, da sie die Identitdt enthilt. Aus
Lemma 5.5.1. folgt die Abgeschlossenheit von Gj(p) unter Inversion, und
aus Lemma 5.5.2. folgt die Abgeschlossenheit unter Produktbildung (verwende
p,g Cr= (pUq) Cr). Mit dem Untergruppenkriterium folgt die Behauptung.m



5.8

5.9

5.2. ERZEUGBARE BLOCKSTRUKTUREN 53

Mit der Definition 5.6 werden die Abbildungen kbs,; und Gj; ins Rampenlicht ge-
stellt. Die Abbildungen verbinden die beiden endlichen Verbénde (Subgrp(S,,), <)
und (Part({1..n}),C). Es konnte daher vermutet werden, daf die Bildmengen der
Abbildungen isomorphe Unterverbinde von Subgrp(S,) und Part({1..n}) sind.
Diese Vermutung hat sich als falsch herausgestellt! Der folgende Satz fakt zu-
sammen, was gilt, und das Beispiel 5.9 setzt weitergehenden Vermutungen ein
Ende.

Satz Sei M € GL,(K). Dann sind kbsy, und Gy ordnungserhaltende Abbil-
dungen, die jeweils eine der beiden Verbandsoperationen erhalten und die andere
abschitzen. Formal: Fir alle Partitionen p und q von {1..n} und alle Untergrup-
pen G und H von S, gilt

GSH:kaM(G)EkaM(H)a quiGM(p)SGM(Q),
kbsy (G N H) C kbsy (G) Mkbsy (H),  Gp(pMq) = Gu(p) NGulq),
kbsy ((GU H)) = kbsy (G) Ukbsy (H),  Gu(pUq) > (Gu(p) UGua(q)).

Dariiber hinaus sind kbsys und Gy in folgendem Sinne zu einander invers: Fir
alle Partitionen p und Gruppen G gilt

kbsar(Gar(p)) Cp,  kbsa(Gar( kbsy(G) ) = kbsy (G),
Gu(kbsy(G)) > G, Gu(kbsy( Gur(p) ) = Gu(p).

Beweis Alle genannten Aussagen konnen direkt nachgerechnet werden. Erfor-
derlich ist lediglich Lemma 5.5 sowie wenige elementare Eigenschaften der Ver-
bandsoperationen. n

Beispiel Sei M = DFTg die diskrete (6 x 6)-Fourier-Transformationsmatrix in
C. Sieist in Abschnitt 7.1 definiert. Die folgende Tabelle enthilt die auftretenden
Blockstrukturen p = kbs(M~'LM) fiir alle L € S¢. Zur Notation von Gruppen
und deren Erzeugendensystemen sei auf Anhang A, Seite 114, verwiesen.
p Gu(p) | |Gu(p)| | Erzeuger von Gar(p)

(112345 6) Se 120 | (12),(123456)

(1123 56|4) | S31Z, 72 (12)(34)(56),(135)(264);(46)

(1124 6|35) | Zy x Sy 48 (14)(25)(36); (13)(46),(1245)(36)
(112 5|3 6]4) | Z3 x S3 36 (135)(246);(12)(34)(56),(135)(264)
( ) (14
( ) (15
( (12

1124 6|3|5) | Zy x A4 24 )(25)(36); (123)(456),(126)(345)
112 6|3 5|4 D2 12 )(24),(123456)
1/2|3|4]5/6) Zg 6 3456)

Man beachte insbesondere, daft die grébste auftretende Blockstruktur nicht
{{1..6}} ist, sondern {{1},{2..6}}. Die Tabelle ist durch die Verfeinerungsrelati-
on und die Untergruppenrelation partiell geordnet. Das Hasse-Diagramm dieser
partiellen Ordnung:
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(112345 6)
(1]2 3m6l3 5)
(112 5|3 6/4) (112 6|3 5|4) (12 4 6/3|5)
(1]2(34]5/6)

Dariiber hinaus ist auch die partiell geordnete Menge der Partitionen kein Un-
terverband von Part({1..6}). Dazu berechne man den Schnitt

(11235 6/4) N (1|2 4 6/3(5) = (1|2 6/3]4/5).

Diese Partition ist jedoch nicht realisiert, denn jede Permutation mit dieser
Blockstruktur unter M ist bereits in Zg. Daher ist der Schnitt der Partitionen
nur eine obere Schranke fiir die tatséchliche Verfeinerung (1]2]3]4/5|6).

Die partiell geordnete Menge der Gruppen ist auch kein Unterverband von
Subgrp(Sg). Dazu betrachte man die Vereingung

<(23 X 53) U D12> = 83 X 83.

Diese Gruppe tritt jedoch nicht auf, denn die Permutation (4 6) besitzt ebenfalls
die gleiche Blockstruktur unter M. Daher ist die Vereinigungsgruppe nur eine
untere Schranke der tatsichlichen Vereinigung S Zs. n

5.3 Perm-Block-/Perm-Irred-Symmetrie

Mit den Abbildungen kbsy; und Gj; wird das Potential der Matrix M zum Zer-
legen in Blocke untersucht. Es liegt daher nahe, die Gesamtheit der md&glichen
Zerlegungen auch als Symmetrietyp aufzufassen. Dies geschieht in der folgenden
Definition.

Definition Die Perm-Block-Symmetrie von M € GL,(K) ist die Bildmenge
von Gy, also

PermBlock (M) = {GM(p) ‘ peE Part({l..n})}.

Zu jeder Gruppe G € PermBlock(M) ist kbsy,(G) die konjugierte Blockstruktur.
Auferdem treten alle mit kbsy, erreichbaren Blockstrukturen auch als kbsy, (G)
mit G € PermBlock(M) auf. Die Menge PermBlock(A/) erfafit daher die wesentli-
che Information aus kbs,; und G,;. Der folgende Satz fafst die Verbandsstruktur
der Perm-Block-Symmetrie zusammen.
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Satz Sei M € GL,(K). Dann gilt
1. PermBlock(M) ist beziiglich der Untergruppenrelation < ein Verband.

2. kbsy (PermBlock(M)), die Menge der zugehorigen Blockstrukturen, ist be-
ziiglich der Verfeinerungsrelation T ein zu (PermBlock(M), <) isomorpher
Verband. Die Abbildung kbsy, st ein Verbandsisomorphismus mit der In-
versen Gr.

3. (PermBlock (M), <) ist im allgemeinen kein Unterverband des Verbands al-
ler Untergruppen der symmetrischen Gruppe S,,.

Beweis

1./2. Nach Definition ist ein Verband eine partiell geordnete Menge, in der zu
je zwei Elementen eine kleinste obere und eine grofite untere Schranke existiert.
Die Mengen

G = PermBlock(M) und P = kbs(PermBlock(}M))
sind durch < bzw. C partiell geordnet. Nach Satz 5.8 sind die Einschrinkungen
kbsy;: G —P und Gy :P—G

zueinander inverse, ordnungserhaltende Bijektionen. Offensichtlich ist S, € G
maximal und {{1},...,{n}} € P minimal. Da die Mengen G und P endlich
sind, gibt es offensichtlich zu je zwei Elementen eine kleinste obere und eine
grofste untere Schranke.

3. Das Beispiel 5.9 der DFTy zeigt direkt ein Gegenbeispiel. "

Die Perm-Block-Symmetrie erfalt jede mogliche Zerlegung einer Untergruppe
der S, in Blocke. Von besonderem Interesse sind jedoch die Zerlegungen, bei
denen die Blocke kleinstmoglich sind. Diese Teilmenge soll einen eigenen Namen
erhalten.

Definition Die Perm-Irred-Symmetrie von M € GL,(K) ist folgende Menge
von Gruppen

Permlrred(M) = {G € PermBlock (M) ‘ Blicke von M—'GM irreduzibel}.

In Beispiel 5.9 etwa sind alle Gruppen in PermBlock (/) sogar in Permlrred ().
Im Sinne der Darstellungstheorie endlicher Gruppen sind die Elemente G' €
Permlrred(M) genau diejenigen Darstellungen, die durch Konjugation mit M voll
ausreduziert werden.
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5.4 Bestimmung der Symmetrie

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Strukturtheorie der Perm-Block-
und Perm-Irred-Symmetrie entwickelt. Das zugehorige algorithmische Problem
ist

Problem Gegeben M € GL,(K). Bestimme PermBlock(M).

Eine einfache aber zuverlissige Losung ist

Algorithmus (Robust) Der Algorithmus durchliuft alle Permutationen L €
S,, und sammelt alle auftretenden Blockstrukturen kbs(M ~'LM) in einer Menge
von Gruppen 7" auf. Am Ende ist 7' = PermBlock(G).

T :=0;
for L €85, do
p:=kbs(M~'-L-M);
for G €T do
if kbsy/(G) 3 p then
erweitere G um L;
fi;
od;
if p & {kbsy(G) | G € T} then
fiige die neue Gruppe (L,G | G € T, kbsy(G) C p) zu T hinzu;
fi;
od. m

Der Rest dieses Abschnitts erklért einen alternativen Losungsansatz. Die alter-
native Methode basiert auf der Perm-Mat-Symmetrie, die in Kapitel 4 behandelt
wurde: Der vorige Algorithmus verwendet ausschlieflich L ~— kbs(M~'LM) um
etwas iiber die Matrix M in Erfahrung zu bringen. Das folgende Lemma ermdog-
licht nun auch die Auswertung von G (p).

Lemma Sei M € GL,(K) und p eine Partition der Menge {1..n}. Dann gilt

Gu(p) = [) Iz (PermMat(M,)).

bep

Beweis Nach Definition von PermMat ist (L, R) € PermMat (M, ;) genau dann,
wenn L-M,, = M, ;- R. Dies ist gleichbedeutend damit, daf der von den Spalten
aufgespannte Vektorraum (ML, ; | j € b) invariant ist unter L. Daher ist

I, (PermMat(M, ) = Gar({b, {1..n} \ b}) fiir alle b C {1..n}.

Die Behauptung folgt mit Gy (pM¢q) = Gar(p) N Gar(g) aus Lemma 5.8. "
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Da M invertierbar ist, ist der Spaltenrang von M, fiir jeden Block b C {1..n}
maximal, also |b|. Daher kann die Permutationsgruppe II;,(PermMat (M, ;)) mit
dem Algorithmus 4.7 von Seite 46 konstruiert werden. Der Schnitt von Permuta-
tionsgruppen ist ein Standardverfahren und kann in dem Buch von Butler (1991),
[16], nachgelesen werden. Damit kann p — Gj/(p) berechnet werden. Diese Mog-
lichkeit wird verwendet, um die Perm-Block-Symmetrie zu bestimmen.

Algorithmus (via Blockstabilisatoren) Gegeben M € GL,(K). Der Algo-
rithmus berechnet PermBlock(A/), indem alle moglichen Blécke abgespalten wer-
den. Am Ende ist 7" = PermBlock(G).

T:={S,.};
for k € {1..[n/2]} do
for b € ({1'];"}) do
T =T U {PermMat(M,,)};
od;
od. L]

Auch dieser Algorithmus zur Berechnung von PermMat (M) hat eine exponentiel-
le Laufzeit, denn es werden 2" ! viele Teilmengen b betrachtet. Trotzdem ist der
Algorithmus wesentlich niitzlicher als Algorithmus 5.14, denn die fiir die Algo-
rithmengenerierung niitzlichsten Gruppen werden sehr friith gefunden. Dies zeigt
der folgende Satz.

Satz Wird die duflere Schleife von Algorithmus 5.16 bei einer festen Schran-
ke ko abgebrochen, so werden in polynomialer Zeit genau die FElemente von
PermBlock (M) gefunden, die einen Block b der Grife |b| < ko enthalten. Es
werden dazu O(n*°*1) viele Operationen im Grundkérper bendtigt.

Beweis Da der Algorithmus die Elemente von PermBlock(A/) beziiglich ihres
kleinsten Blocks aufzihlt, werden genau die behaupteten Elemente gefunden.
Nun zum Aufwand.

Fir festes ky ist (:0) ein Polynom kg-ten Grades in n. Nach Satz 4.8 beno-

tigt die Berechnung von PermMat (MM, ;) hichstens O(nl*I*1) viele Operationen im
Grundkorper und dies wird groRziigig durch O(n**1) abgeschiitzt. Als Funktion
von n ergibt sich fiir festes ky damit der behauptete polynomiale Aufwand. "

Bei einer konkreten Implementierung des Suchverfahrens lassen sich viele redun-
dante Berechnungen sparen. Dabei wird die Struktur des Untergruppenverbands
und die Struktur des Verbands der Partitionen verwendet. Die beiden wichtigsten
Ideen sind



58 5. PERM-IRRED-SYMMETRIE

e Es kann gefordert werden, daf die Menge 7" immer unter Schnittmengenbil-
dung abgeschlossen ist, denn Gy (pM¢q) = Gy (p) N Gur(g). Beim Hinzufii-
gen einer neuen Gruppe werden dann rekursiv alle Schnittgruppen ebenfalls
hinzugefiigt, wobei jeweils die kbs neu berechnet werden muf, denn es gilt
nur kbsy, (G N H) C kbsy (G) Mkbsy (H).

e 7Zu jeder Gruppe G kann eine untere Abschitzung L fiir die Menge
{p | Gu(p) = G} gespeichert und gepflegt werden. Diese Menge ist ei-
ne Vereinigung von Intervallen der Form {p | kbsy,/(G) C p C ¢} und kann
daher durch die Menge der maximalen Elemente ¢ im Rechner dargestellt
werden. Ein abzuspaltender Block b mufs in Algorithmus 5.16 nur dann
betrachtet werden, wenn er in keinem L fiir ein G € T liegt. Andernfalls
fiihrt b zu keiner neuen Blockstruktur.

Asymptotisch dndern diese beiden Optimierungen nichts an der Laufzeit, denn es
miissen im schlechtesten Fall exponentiell viele k-Teilmengen von {1..n} betrach-
tet werden. Es werden jedoch viele langsame Berechnungen, wie PermMat, durch
schnellere Berechnungen, wie dem Schnitt zweier Permutationsgruppen oder dem
Schnitt zweier Partitionen, ersetzt.

5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Perm-Block- und die Perm-Irred-Symmetrie betrach-
tet. Bei diesen Symmetrieformen zerlegt die gegebene Matrix M eine Gruppe von
Permutationen simultan in Blocke (Beispiel 5.1).

In Abschnitt 5.1 wird zunéchst die konjugierte Blockstruktur, kbs, als quanti-
tatives Mafs fiir Blockstruktur eingefiihrt (Definition 5.2). Die kbs hat die wich-
tige FEigenschaft, mit der Matrixmultiplikation und der Matrixinversion vertriag-
lich zu sein (Lemma 5.5). Die kbs erfakt zudem eine Umbenennung der Punkte
(Lemma 5.4). Daher ist die Perm-Block-Symmetrie robust gegen , Ausgangs-
permutationen von M. Das bedeutet, PermBlock(}S) mit einer Permutation
S geht aus PermBlock(M) durch Umbenennen der Punkte hervor. (,Eingangs-
permutationen M — SM werden dadurch erfafst, daft mit PermBlock(A/) alle
Permutationen der S,, betrachtet werden.)

In Abschnitt 5.2 wird untersucht, welche Blockstrukturen von einer festen in-
vertierbaren Matrix M erzeugt werden konnen. Die dualen Abbildungen kbs,,
und Gj; ordnen einer Permutationsgruppe eine Blockstruktur und einer Partition
eine Permutationsgruppe zu (Definition 5.6, Lemma 5.7). In Satz 5.8 sind die we-
sentlichen Eigenschaften von kbsy; und G,; zusammengetragen und Beispiel 5.9
zeigt, daf die angegebenen Abschitzungen scharf sind.

In Abschnitt 5.3 wird schliefslich die Perm-Block-Symmetrie (Definition 5.10)
formal definiert. Die Perm-Block-Symmetrie ist eine partiell geordnete Menge
von Permutationsgruppen. Wie die Gruppentabelle aus Beispiel 5.9 illustriert, ist
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die Perm-Block-Symmetrie eine recht kompakte Datenstruktur. Sie umfafst alle
Informationen, um die beiden Abbildungen kbs,, und G,; direkt auszuwerten.
Das heifst, die Perm-Block-Symmetrie erfafst alle Moglichkeiten der Zerlegung
einer Permutationgruppe durch Konjugation mit der Matrix M. Es hingt von
der Anwendung ab, welche der Gruppen zur Algorithmengenerierung verwendet
werden sollte. Besonders interessante Kandidaten sind die Elemente der Perm-
Irred-Symmetrie, denn sie sind feinst moglich zerlegt (Definition 5.12).

Die wesentliche algorithmische Aufgabe dieses Kapitels ist die Bestimmung
der Perm-Block-Symmetrie (Problem 5.13). Sie wird in Abschnitt 5.4 behan-
delt. Es wird zunéchst ein direkter und robuster Algorithmus angegeben (Al-
gorithmus 5.14). Da die ganze S, durchsucht wird, ist der Algorithmus nur
etwa bis Grad n = 8 ertriglich schnell. Einen vollig anderen Losungsansatz
verwendet der Algorithmus 5.16: Er durchsucht nicht S, und berechnet dann
L + kbs(M~'LM), sondern er durchsucht die Potenzmenge 2{'" und berechnet
dabei b — Gy ({b, {1..n} \ b}). Letzteres geschieht mit der Perm-Mat-Symmetrie
(Lemma 5.15). Der Hauptvorteil des zweiten Algorithmus ist, daf die Zerlegun-
gen in kleine Blocke sehr schnell gefunden werden, ndmlich polynomial in n und
der Blockgrofsenschranke. Alle vorgestellten Verfahren wurden vom Autor in der
Programmiersprache GAP implementiert. Das Programm besteht aus rund 1.8
kloc.
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Ausdunnen rechteckiger Matrizen

G EGEBEN SEI eine rechtecklge Matrix . Konstruiere eine invertierbare
Matrix T so, dafs . max1mal viele Nulleintrége besitzt. Die
Matrix A soll also durch lineare Zellenoperatlonen yausgediinnt® werden. Der
Konstruktionsprozefs fiir 1" soll daher Ausdiinnen von A heifen. Von diesem
handelt das Kapitel. Ein kleines Beispiel moge klarstellen, daf Ausdiinnung
nicht das gleiche ist wie Gaufselimination:

Loy j1ro0o1 111y | 10
&2 1 012222 |1

bereits in Treppenform

O =

1 11
0 00

Im Kontext der Symmetriesuche von Matrizen ist Ausdiinnen als ein wichtiger
Hilfsalgorithmus zu verstehen. Nach meinem Kenntnisstand wurde das Problem
des Ausdiinnens in dieser Form noch nicht behandelt, Aspekte davon sind in
der Literatur jedoch bekannt. Insbesondere greift die Theorie der Matroide. Es
war genau die lineare Abhéngigkeit, die H. Whitney (1935) in der grundlegenden
Arbeit [91] als Beispiel fiir Matroide betrachtet hat. Lineare Abhéngigkeit ist
zentral beim Ausdiinnen.

In dem speziellen Fall des Grundkorpers Fy wird das Problem in der Codie-
rungstheorie behandelt. Es firmiert dort unter dem Namen ,,Bestimmung das
Minimalgewichts*: Die Matrix A ist die Generatormatrix eines linearen Codes.
Gesucht ist das Minimalgewicht des von A erzeugten Codes, dem von den Zei-
len aufgespannten Vektorraum. In dieser Sprechweise ist das Ausdiinnen von A
der Ubergang zu einer Generatormatrix TA des gleichen Code, aber von mini-
malem Gewicht. Das Minimalgewicht des Codes kann aus T'A trivial abgelesen
werden. Zudem ist das summierte Gewicht der Zeilen von T A eine Invariante des
Codes unter Basiswechsel. Die in diesem Kapitel vorgestellten allgemeinen Al-
gorithmen 16sen zwar auch den Codierungstheorie-Fall, sind dort aber nicht sehr
erfolgreich. Die in der Codierungstheorie erfolgreichen Verfahren, etwa auf Basis
von ,Informationsmengen® wie bei A. Kerber und K.-H. Zimmermann (1996) be-
schrieben, nutzen die spezielle Situation in der Codierungstheorie geschickt aus.
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Der Begriff der , Informationsmenge* wurde von Prange (1962) zur Dekodierung
von Blockcodes eingefiihrt, [75]. In dieser Arbeit geht es jedoch um reichhalti-
gere Grundkorper, wie etwa Q. Daher kénnen die kombinatorischen Verfahren
der Codierungstheorie nicht verwendet werden (zumal hier mehr als das Mini-
malgewicht berechnet werden soll). Die Verbindung zur Codierungstheorie ist
fiir die vorliegende Arbeit jedoch dennoch von Interesse. Sie hilft, die Komplexi-
tit des Problems zu kldren. Dies wird in Abschnitt 6.5 behandelt. Zudem liegt
Algorithmus 6.2 eine dhnliche Idee zugrunde, wie den Informationsmengen.

Der dritte aus der Literatur bekannte Aspekt betrifft die in Abschnitt 6.3 be-
schriebene Methode der Blockstruktur. Dieser von T. Minkwitz (1994) erdachte
Ansatz konnte vom Autor auf den Begriff der ,,Pseudoinversen einer Matrix zu-
riickgefiihrt werden. Da zur Pseudoinversen eine wohlverstandene und etablier-
te Theorie existiert, konnte die Blockstruktur-Methode systematisch untersucht
werden. Insbesondere wurde geklart, wo sie anwendbar ist und wo ihre Grenzen
liegen. Die in Abschnitt 6.3 verwendete Theorie der Pseudoinversen entstammt
im wesentlichen dem schonen Buch von A. Ben-Israel und T. N. E. Greville (1974),
[7]. Die notwendige Verallgemeinerung auf beliebige Grundkorper bedeutet nur
eine geringe Schwierigkeit. Sie wird in Abschnitt 6.4 dargestellt. Zudem konnte
die algebraische Struktur der Menge aller Blockzerlegungen einer festen Matrix
geklart werden; sie bilden einen Verband. Dies wird in Abschnitt 6.3 bewiesen.

Auf einen vierten Aspekt des Ausdiinnens einer rechteckigen Matrix hat
Th. Beth vor kurzem hingewiesen: Ein wesentlicher Algorithmus der Kryptana-
lyse ist der Algorithmus von Berlekamp-Massey. Er ermoglicht es, zu einer peri-
odischen Bitfolge a ein lineares riickgekoppeltes Schieberegister minimaler Lénge
mit Ausgabe a zu konstruieren. Der Algorithmus 16st auf geschickte Weise ein
homogenes lineares Gleichungssystem der Form

| a |

o a | _
| _ | =0

| a |

In der Matrix A € F3*™ stehen also n verschobene Kopien des Zeilenvektors
a untereinander (zyklisch verschoben oder mit Null aufgefiillt, je nach Modell).
Die Anzahl n der Zeilen ist die Lange des minimalen linearen Schieberegisters,
welches a reproduziert. Die Linge n ist bei einem guten Pseudozufallsgenerator
logarithmisch klein gegen die Lange der Periode von a. Ist jedoch ein einziges Bit
von a nicht korrekt gemessen worden, so wird das Gleichungssystem erst l6sbar,
wenn n ungefihr die Periode von a erreicht. Dies ist in der Praxis ein grofies
Problem, denn die Folge a ist meist nur zum Teil bekannt. Wird nun statt eines
Lésungsvektors des Gleichungssystems nur ein ausdinnender Vektor gesucht, so
wird das Problem robust gegen kleine Storungen. Fiir die Kryptanalyse ist die
Methode des Ausdiinnens wegen der hohen Komplexitit zwar unpraktikabel, sie
16st aber das richtige Problem: Durch Ausdiinnen der Matrix A wird ein lineares
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Schieberegister vorgegebener Linge n bestimmt, welches die Folge a unter allen
Schieberegistern der Linge n bestmoglich approximiert.

Der restliche Teil dieses Kapitels ist folgendermafien aufgebaut: In Abschnitt 6.1
wird das Problem formalisiert und dazu werden einige praktische Notationen ein-
gefiithrt. Der Abschnitt 6.1 stellt danach drei einfache aber wichtige Eigenschaften
des Problems vor. Es folgt in Abschnitt 6.2 das erste nicht-triviale Ergebnis: Es
wird ein Algorithmus zum Ausdiinnen angegeben. Die Korrektheit, Terminierung
und der Aufwand dieses Algorithmus werden untersucht.

Die Abschnitte 6.3 bis 6.4 enthalten die Blockzerlegungsmethode, das zweite
wesentliche Ergebnis. Nach der Einfiihrung in Abschnitt 6.3 wird die Struktur
der Blockzerlegungen aufgekldart. Danach werden in Abschnitt 6.4 Methoden
diskutiert, wie die feinste Blockzerlegung algorithmisch gefunden werden kann.
Abschnitt 6.4 schlieflich zeigt auf, wie sich die Blockzerlegungsmethode einfiigt
in andere Ausdiinnungsalgorithmen.

In Abschnitt 6.5 wird die Komplexitit des Ausdiinnens behandelt. Es stellt
sich heraus, daf das Problem genauso schwer ist wie ein Standardproblem aus
der Codierungstheorie. Von diesem wird vermutet, daf es NP-vollstindig ist.

In Abschnitt 6.6 wird ein nicht-triviales Beispiel vorgestellt: Es sollen bessere
Erzeuger eines vorgebenen Erweiterungskorpers der rationalen Zahlen konstruiert
werden. Ausdiinnung liefert dabei eine Alternative zur klassischen Minimierung
der Diskriminante. Abschnitt 6.7 schliefst das Kapitel mit eine Zusammenfassung
der wesentlichen Ergebnisse zum Ausdiinnungsproblem.

6.1 Formalisierung und einfache Folgerungen

In diesem Kapitel wird reger Gebrauch gemacht von den in Anhang A definierten
Notationen. Insbesondere wird die kompakte Notation A, ; fiir Untermatrizen
einer Matrix A verwendet. Diese wird auf Seite 116 definiert. Dariiber hinaus ist
es in diesem Kapitel praktisch, lineare Abbildungen durch Rechtsmultiplikation
(das heift z — zA) mit Matrizen zu definieren. Daraus folgt der Kern der Matrix
A als ker(A) = {z € K" | zA = 0} und das Bild als K" - A.

Aufser den in Anhang A definierten Bezeichnungen werden in diesem Kapi-
tel noch weitere Notationen benétigt. Sei x ein (1 x m)-Vektor, so bezeichnet
supp(z) = {k | zx # 0} den Tréger (engl. support) von x. Das Hamming-
Gewicht |z | = |supp(z)| von z ist die Grofe des Triagers, also die Anzahl der
# 0-Eintrdge von z. Fiir einen Vektor ¢ € RZ;, von Gewichtskoeflizienten sei
aukerdem das c-Gewicht |z | = Yjequpp(z) Ck Vereinbart. Das c-Gewicht einer
Matrix ist die Summe der c-Gewichte ihrer Zeilen. Mit diesen Bezeichnungen
kann das in diesem Kapitel zu behandelnde Problem formal présentiert werden.

Problem (Ausdiinnen einer Matrix) Gegeben sei die Matriz A € K"*™ dber
dem effektiven Korper K und ein Vektor ¢ € NZy von Gewichtskoeffizienten.
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Berechne eine invertierbare Matriz T € GL,(K), so daff das c-Gewicht von T A
manimal ist.

Zur Erinnerung: Ein Korper heiftt effektiv, wenn die arithmetischen Operationen
und der Vergleich (z = 0) berechenbar sind. Der Vektor ¢ erlaubt es, die einzelnen
Spalten von T'A unterschiedlich zu gewichten. Diese leichte Verallgemeinerung
des Ausdiinnungsproblems ist notwendig, um die Spaltenmenge vereinfachen zu
konnen. Im Zweifelsfall denke man sich diese Komplikation einfach weg und stelle
sich immer nur das Hamming-Gewicht vor.

Als Prototyp des Problems stelle man sich den Grundkérper K = QQ vor. An-
dere Grundkorper sind aber auch von Interesse. Insbesondere die ,,Korper” der
reellen und komplexen Gleitkommazahlen sind niitzlich; sie liefern schnelle Ap-
proximationen zu unhandlichen algebraischen Strukturen, wie etwa Erweiterungs-
korpern von Q. Dies gilt umso mehr, als eine Matrix 7" schnell exakt berechnet
werden kann, sobald die Positionen der Nulleintrige in TA bekannt sind. (Dies
wird weiter unten gezeigt.) Es kann also durchaus giinstig sein, numerisch auszu-
diinnen und anschliefend T exakt algebraisch zu rekonstruieren. Doch zunéchst
werden drei einfache Eigenschaften des Problems besprochen.

Ausdiinnen ist ein Raffke-Problem Die erste wesentliche Eigenschaft von
Problem 6.1 ist, daf es durch einen Raffke-Algorithmus (engl. greedy algorithm)
gelost werden kann. Diese Erkenntnis ist entscheidend fiir die spater vorgestellte
Suchmethode aus Abschnitt 6.2. In gewissem Sinne erlaubt es die Raffke-Struktur
namlich, nach den Zeilen von 7" unabhéngig voneinander zu suchen.

Grundlegend fiir den Beweis der Raffke-Eigenschaft ist der Begriff des Matro-
ids. Dieser geht auf die Arbeit [91] von H. Whitney (1935) zuriick. Eine moderne
Einfiihrung in die Theorie der endlichen Matroide, sowie ihrer ndheren Verwand-
ten findet sich in dem Buch [51] von B. Korte, L. Lovasz und R. Schrader (1991).
In der hier gegebenen Situation sind aufgrund des unendlichen Grundkérpers ei-
nige einfache Ergidnzungen zur Theorie notwendig. Die Begriffe und Beweise aus
[51], Sects. II.1 und II.2, lassen sich aber sinngeméfs anwenden. Zur Erinnerung
(nach [51], hier fiir abzéhlbare Trigermenge):

Definition Das Paar (E, M) mit 0 € M C 2F heifit Matroid, wenn die folgen-
den beiden Eigenschaften erfillt sind:

e VXeM: YCX=YecM.
e VX, YeMmit| X|=|Y[+1:FxeX\Y :YU{z}e M.

Nun zur Matroid-Eigenschaft des Ausdiinnens.
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Satz Es seien A und ¢ wie in Problem 6.1 sowie

M = {X CK"™"|X ist linear unabhingig}

Kan % R>0
w
x| zA,.
Dann ist (K'*™ M) ein Matroid und w induziert eine Bewertung des Matroids
durch die Fortsetzung

w(X) = > w(x) firaleX e M.

zeX

Beweis M ist das bekannte Standardmatroid aus den Basen aller Unterrdume
eines festen, endlich dimensionalen Vektorraums (hier K'*"). Der Definition
des c-Gewichts kann angesehen werden, daf die Bildmenge w(K'*") endlich ist.
Daher besitzt jede Teilmenge X C K'*" ein w-minimales Element. "

Nachdem (M, w) als bewertetes Matroid erkannt ist, folgt aus der Theorie der
Matroide sofort, dafs der folgende Raffke-Algorithmus ein maximales Element
T € M von minimalem Gewicht | TA |. berechnet, d.h. ausdiinnt. (Um aus der
Teilmenge T C K'" eine ausdiinnende Matrix zu erhalten, schreibe man die
Elemente untereinander.)

Algorithmus (Abstrakt)
T := 0
while |T'| < n do
X ={x e K" \T|TU{z} e M};
wihle z € X mit w(z) = min{w(2’) | 2’ € X};
T:=TU{z}
od. L]

Man beachte, dak die Menge X niemals tatsidchlich konstruiert wird; es wird
immer nur ein Element minimalen Gewichts aus X gewahlt. Die Operation ist
zwar schwierig, kann aber mit kombinatorischer Suche gelost werden. Dies wird
in Abschnitt 6.2 gezeigt.

T kann rekonstruiert werden Gesetzt den Fall es sind nur die Positionen
der Nulleintriage einer Losung bekannt. Das heifst, es sind A, ¢ und Indexmengen
Ji, ..., Jn gegeben, so daf es ein T' € GL,,(K) gibt mit (T'A); ; = 0 fiir alle j € J;
fiir alle 4.

In dieser Situation kann mit linearer Algebra leicht eine passende Matrix T
konstruiert werden. Es gilt fiir alle ¢

(TA)iyJi =0 & 7—;',* € ker(A*yJi).
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(Die Indizierung bezeichnet Teilmatrizen; zur Notation siehe Seite 116.) Die
Zeilenvektoren T;, konnen also einfach der Reihe nach linear unabhéngig aus
den Kernen ker(A, ;) gewdhlt werden. Die Matrix 7" ist dann invertierbar und
erzeugt die richtigen Nulleintrige in T A.

Die Tatsache, dafs T aus dem Trager der Losung T A rekonstruiert werden
kann, zeigt die kombinatorische Natur des Ausdiinnungsproblems. Zudem er-
moglicht sie es, ausreichend genaue Ndherungslosungen nachtréaglich algebraisch
exakt zu rekonstruieren.

Linear abhingigen Spaltenpaare Angenommen in der Matrix A gibt es zwei
linear abhéngige Spalten A, ;, und A, ;,. Dann ist A, ;, = 0 genau dann, wenn
A, j, = 0. Zum Ausdiinnen ist also eine der beiden Spalten redundant. Das
(nxm)-Problem kann auf ein (n x (m<«1))-Problem reduziert werden, indem eine
der beiden Spalten weggelassen wird und die Gewichtskoeffizienten ¢ entsprechend
zusammengefafst werden.

Wird dieses Verfahren iteriert, so gelangt man schliefslich zu einer Matrix A
in der keine zwei Spalten linear abhéngig sind. Jede der neuen Spalten steht fiir
eine ganze Schar von Spalten der urspriinglichen Matrix und im Vektor ¢ der Ge-
wichtskoeffizienten ist protokolliert, wie grofs die Scharen waren. Tatséchlich ist
diese Protokollfunktion der Grund, warum die Gewichtskoeffizienten iiberhaupt
in die Theorie eingefiihrt wurden.

6.2 Ein Suchalgorithmus zur Losung

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus zum Ausdiinnen vorgestellt. Er findet
eine Matrix 7" mit maximal vielen Nullen in T'A.

Der Algorithmus betrachtet im wesentlichen alle Moglichkeiten, n <1 Null-
spalten aus m vielen gegebenen Spalten auszuwéhlen. Essentiell dafiir ist die
in Abschnitt 6.1 eingefiihrte Korrespondenz zwischen Spaltenindexmengen, auf
denen A verschwindet und Vektorrdumen, die bestimmte Spalten in A annullie-
ren: Sei x € K" ein Vektor, so ist {1..m} \ supp(xA) die Menge der Indizes, an
denen zA verschwindet. Umgekehrt sei J C {1..m} eine Indexmenge, dann ist
ker(A, ;) der Vektorraum aller z, fiir die xA auf J verschwindet.

Nun zum Algorithmus selbst. Sei A € K™ und ¢ € N;. Nach Ab-
schnitt 6.1 darf ohne Einschréinkung gefordert werden, daf A keine linear ab-
hidngigen Spaltenpaare enthélt. Fiir m < n ist das Problem lediglich lineare
Algebra; Gauk-Elimination liefert die diinnste Matrix. Sei also aufserdem m > n
und rank(A) = n. Der Algorithmus zur Konstruktion von 7' lautet

Algorithmus (Ausdiinnen) Der Algorithmus pflegt eine Agenda S, die (n<1)-
Teilmengen der Menge {1..m} enthilt; die Agenda wird abgebaut. Auferdem
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wird eine Menge X von Zeilenvektoren gehalten. Die Elemente sind Kandidaten
fiir die Zeilen des Resultats. Die Menge X wird aufgebaut.

X =0
S = ({;“_";});
while |S| > 0 do
wahle J € S
while dimker(A, ) > 1 and |J| < m do
wahle j € {1..m} \ J;
J:=JU{j}
od;
berechne eine Basis B von ker(A, ;);
X:=XUB,
wahle x € B;
S:=9\ ({l-m};silfp(mfl)) (%)
od;

Nun ist eine Menge X von Zeilenvektoren bestimmt. Fasse diese Menge als
Liste auf und sortiere sie beziiglich des c-Gewichts, d.h. beziiglich ihres Wertes
unter (z + |zAl.). Die Elemente kleinen Gewichts sind vorne. Dann wihle
aus der Liste eine Basis aus. Dazu gehe von vorne nach hinten durch und nimm
den aktuellen Vektor hinzu, falls er linear unabhéngig ist. Die so erhaltenen
Basisvektoren bilden die Zeilen der ausdiinnenden Matrix 7T'. "

Satz Der Algorithmus 6.5 lost das Problem 6.1 in O((nrfl)n?’) Operationen des
Grundkdrpers.

Beweis (Durch Analyse von Algorithmus 6.5) Zentral fiir die Korrektheit und die
Terminierung des Algorithmus ist Schritt (x); dort wird die Agenda verkleinert.
Dazu muf etwas weiter ausgeholt werden. Seien I und J Spaltenindexmengen
und / C J. Dann gilt fiir die annulierenden Vektorrdaume

{0} = ker(A) < ker(A, ;) < ker(A, ),

denn je grofer die auferlegte Einschrinkung durch die Spaltenmenge ist, um so
kleiner wird der Raum. Da ker(A, ;) mindestens eindimensional ist, solange |.J|
kleiner als n ist, kann jedes gewihlte J solange vergrofert werden, bis der Kern
ker(A, j) erakt eindimensional ist. Die Basis B aus dem Algorithmus enthilt
also immer genau ein Element, dieses wird als x gewéahlt.

Weiterhin enthélt die Menge {1..m}\supp(zA) mindestens das vorher gew&hl-
te J. Daher wird in Schritt (x) mindestens J aus S entfernt. Es werden dariiber
hinaus aber auch noch alle weiteren (n <1)-Teilmengen von {1..m} entfernt, die
zu der gleichen Basis B fiithren wiirden. Jedenfalls terminiert der Algorithmus
nach hochstens (nrfl) Durchlaufen der d&ufteren Schleife.
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Jeder der Durchldufe ist mit der Bestimmung von dimker(A, ;) verbunden.
Diese Aufgabe der linearen Algebra kann in O(n3) Kérperoperationen erledigt
werden. Damit ist auch die behauptete Aufwandsangabe bewiesen. "

Um das soeben dargestellte Aufwandsergebnis richtig wiirdigen zu kénnen, mache
man sich folgendes klar: Der Binomialkoeffizient (Z) ist polynomial, falls nur eine
Variable variiert wird. Als Funktion von zwei Variablen ist der Aufwand jedoch
exponentiell, denn (2:) geht gegen 22" /\/7n fiir groke n.

6.3 Die Blockzerlegungsmethode

Dieser und die nachfolgenden Abschnitte handeln von einer speziellen Methode
zu Beschleunigung des Ausdiinnens. Die Methode basiert auf Blockzerlegungen.
Sie wurde urspriinglich von T. Minkwitz (1994) verwendet, um giinstigere Ba-
sen in abelschen Erweiterungskorpern von Q zu finden. Unabhéngig davon ent-
stand aus meiner Arbeit an der Stewart-Plattform (1993) die Formulierung des
Ausdiinnungsproblems als abstrakte Aufgabe. Die hier entwickelte Theorie der
Blockzerlegungen entstand daraufhin aus der Zusammenarbeit mit T. Minkwitz.

Zur Blockstruktur. Gegeben sei eine dicht besetzte rechteckige Matrix
. Man konstruiere eine invertierbare Matrix und eine Permutati-
onsmatrix P, so daf das Produkt ‘ A | P = e (SChematisch)
die feinste mdogliche Blockzerlegung ist.

Mit der Blockzerlegung kann A wesentlich einfacher ausgediinnt werden, denn
die einzelnen Blocke diirfen unabhingig voneinander ausgediinnt werden. Man
beachte jedoch, dafs die feinst mogliche Blockzerlegung auch nur aus ganz A
bestehen kann. In diesem Fall ist die Blockzerlegungsmethode nicht anwendbar.
Es dridngen sich folgende Fragen auf:

1. Was ist Blockstruktur? Gibt es eine feinste Blockzerlegung? Ist diese ein-
deutig bestimmt?

2. Kann die feinste Blockzerlegung konstruktiv berechnet werden? Wie auf-
wendig ist dies? (Abschnitt 6.4)

3. Wird das Ausdiinnungsproblem durch Blockzerlegung wirklich verkleinert?
Um wieviel? (Abschnitt 6.4)

Zunichst zur ersten Frage. Eine Matrix A heifse block-diagonal, falls sie von der
Form AW @ --- @ A® ist mit b > 1. Sie heike permutiert block-diagonal, falls
es Permutationsmatrizen P und @) gibt, so daft PAQ block-diagonal ist. Als
weitere Abschwichung schliefslich heifse A potentiell block-diagonal, falls es eine
invertierbare Matrix 1" gibt, fiir die T'A permutiert block-diagonal ist.

Zum Ausdiinnen ist es ausreichend, mit den Partitionen der Spaltenindex-
menge zu arbeiten. Grundlegend fiir den Umgang mit Blockstruktur ist dazu die
folgende
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Definition Die Spaltenblockstruktur (engl. column block structure) der Matriz
A € K™™ st die Partition

chbs(A) ={1,... ,m}/ ~*.

Dabei ist ~* der reflexiv-transitive Abschluf3 der symmetrischen Relation ~, die
definiert ist durch jy ~ jo & Ji: Aj; #0 und A; 4, # 0.

Fiir einen permutiert block-diagonale Matrix A enthélt cbs(A) genau die Spal-
tenindizes der Spalten aus den Blocken. Die cbs(A) ist also eine Menge von
paarweise disjunkten Teilmengen von {1..m}. Zum Vergleich von cbs, bs (aus
Kapitel 2) und kbs (aus Kapitel 5) sei auf Seite 19 der Einleitung verwiesen.
Zum Begriff des Verbands und zum Verband der Partitionen einer festen Menge
vergleiche Anhang A auf Seite 114. Der nun folgende Hilfssatz zeigt, dak sich die
Blockstruktur einer Matrix immer vergrobern 1aft.

Lemma Sei A € K™™ eine Matrix ohne Nullspalten und p J cbs(A). Dann
gibt es eine invertierbare Matrix 7" mit cbs(T'A) = p.

Beweis Da der Verband aller Partitionen von {1..m} endlich ist, geniigt es, die
Behauptung fiir die minimalen Vergroberungen von cbs(A) zu zeigen. Sei also
p 3 cbs(A) minimal. Die minimalen Vergréberungen von cbs(A) bedeuten, daf
genau zwei Blocke verbunden werden. O.B.d.A. (Umbezeichnen der Indizes) sei
daher A = AW P AP p ATt wobei A, A®) die beiden zu verbindenden Blocke
sind und A" der Rest. Alle Nullzeilen von A seien in AT®Y . In dieser Situation
betrachte man die Matrix

110
T=]101 0
0 01
Offensichtlich ist 7" invertierbar. Das Produkt mit A hat die Form
AL 4©) 0
TA=| 0 A® 0
0 0 A(rest)

Da AM und A® weder Nullzeilen noch Nullspalten enthalten, gibt es eine Zeile i
und Spalten ji, j» mit (T'A); j, # 0 und (T'A), j, # 0. Aus der reflexiv-transitiven
Fortsetzung folgt dann cbs(A) = p. n

Mit dieser Vorbereitung kann das Hauptergebnis in diesem Abschnitt formuliert
und bewiesen werden.

Satz (Struktur der cbs) Fir jede Matriz A € K™*™ ist die Menge
L(A) ={cbs(TA) | T € GL,(K)}

ein Unterverband des Verbands aller Partitionen von {1..m}.
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Beweis Angenommen A enthélt Nullspalten. Dann bildet jede Nullspalte einen
eigenen Block in cbs(T'A) fiir jede invertierbare Matrix 7. Das Problem kann
dann reduziert werden auf die restlichen Spalten und die sind nicht Null. Sei
also ab jetzt A eine Matrix ohne Nullspalten. Angenommen A enthalt Nullzei-
len. Dann diirfen diese einfach weggelassen werden, denn cbs(-) ist unter ihnen
invariant. Sei A also ab jetzt auch ohne Nullzeilen.

Offensichtlich ist £(A) # 0. Nach dem Unterverbandskriterium ist zu zei-
gen, dals L£(A) abgeschlossen ist unter M und U, den Verbandsoperationen fiir
Partitionen. Dazu seien cbs(71A) und cbs(75A) Elemente aus £(A).

Zunéachst zu ,L1“. Die Partition cbs(7}A) Ll cbs(T,A) ist eine Vergroberung
von cbs(T71A). Nach Lemma 6.8 gibt es daher ein invertierbares T mit

cbs(TT1A) = cbs(T1 A) U cbs(TzA).

Also ist £(A) abgeschlossen unter LI.

Nun zu ,[“. Mit {e;}; sei die Standardbasis von K'*" bezeichnet. Fiir jedes
T € GL,(K) werde nun die Abbildung fr : 1..n — cbs(T'A) betrachtet, die jedem
i einen Block fr(7) zuordnet, in dem {j | (T'A); ; # 0} als Teilmenge enthalten ist.
Der Block fr(7) ist genau der Spaltenblock, auf dem Zeile i von T'A (das ist ¢;T'A)
nicht verschwindet. Aus der Definition von cbs(-) folgt, dak f; wohldefiniert ist,
sofern A keine Nullzeilen enthdlt — und nur dieser Fall wird hier betrachtet.

Den Abbildungen fr entsprechen Darstellungen des ganzen Vektorraum K!*"
als direkte Summen. Diese Darstellungen werden gemeinsam verfeinert: Man
betrachte J; € cbs(T1A) und J, € cbs(T2A) sowie die zugehorigen Unterrdume
von K<

Vith) =(eTh | fr, (1) = 1) und  Va(lo) = (eTs | fr, (i) = Ja).
Dann gilt fiir alle z; € Vi(.J;) und x5 € V5(.J3) nach Definition von fr
Vir & Ji: (1A4);, =0 und Vijs & Jo: (124);, =0.
Folglich gilt fiir alle x € Vi(J1) N Va(.Jz) im Schnitt der beiden Rdume
VI & TN Ty (zA); = 0.

Um zu einer geeigneten Matrix 7" zu gelangen, konstruiere man daher zu allen
Ji € cbs(T1A) und allen J, € cbs(TyA) den Raum Vi(J;) N Va(J2) und wihle
aus all diesen Riumen eine Basis von K'*® aus. (Aus der linearen Algebra ist
bekannt, daf dies immer moglich ist.) Die Basisvektoren bilden die Zeilen von
T. Mit diesem T gilt

cbs(T'A) C (cbs(T1 A) Mcebs(TyA))

und mit Lemma 6.8 kann cbs(7'A) wieder soweit vergrobert werden, dak sogar
Gleichheit gilt. Daher ist £(A) auch unter M abgeschlossen. n
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Die Aussage von Satz 6.9 klért die Frage, ob es eine eindeutige feinste Blockzerle-
gung gibt: Ja, es gibt sie. Als Unterverband eines endlichen Verbandes hat £(A)
ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element. Diese Tatsache erlaubt die folgende
Definition:

Definition Die minimale Spaltenblockstruktur (engl. minimal column block
structure) der Matriz A € K™*™ ist die Partition

mcbs(A) = min{cbs(TA) | T € GL,(K)}.

Mit dieser Begriffsbildung und Lemma 6.8 sind die Blockzerlegungen einer festen
Matrix A vollstdndig bekannt: Ist mcbs(A) bekannt, dann kann mit linearer
Algebra leicht ein invertierbares T' konstruiert werden mit cbs(7T'A) = mcbs(A).
Ist dieses T bekannt, so kénnen mit Lemma 6.8 daraus alle anderen von A aus
erreichbaren Blockstrukturen durch Vergréberung konstruiert werden.

6.4 Finden der feinsten Blockzerlegung

Dieser Abschnitt behandelt die Frage, wie die feinste Blockzerlegung einer festen
Matrix A algorithmisch gefunden werden kann. Es zeigt sich, daf diese Auf-
gabe mit dem Konzept der Pseudoinversen losbar ist. Die Pseudoinverse (auch
Moore-Penrose-Inverse genannt) einer rechteckigen Matrix ist eine Art verallge-
meinerte Inverse der Matrix. Sie erlaubt es, iiber- oder unterbestimmte lineare
Gleichungssysteme systematisch zu l6sen — dhnlich der gew6hnlichen Inversen,
die eindeutige Gleichungssysteme 16st. Die Pseudoinverse hingt zudem mit der
Singulérwertzerlegung zusammen; ist die Singulérwertzerlegung bekannt, so kann
die Pseudoinverse direkt angegeben werden.

Der nachfolgend dargestellte kleine Ausschnitt aus der Theorie der Pseudoin-
versen stammt im wesentlichen aus dem Klassiker von A. Ben-Israel und T. N. E.
Greville (1974), [7], sowie aus dem Buch [79] von C. R. Rao und S. K. Mitra
(1971). Da die Theorie der Pseudoinversen dort jedoch nur iiber dem Grund-
korper C entwickelt wird, war es notwendig, die Resultate geringfiigig zu ver-
allgemeinern. Die Erweiterung der Theorie hat sich im Nachhinein als gliicklich
erwiesen; durch sie wurde klar, woran die Blockzerlegung hingt.

In diesem Abschnitt sei der Grundkorper K mit einem festen Automorphismus
(*) : K = K der Ordnung zwei ausgestattet. (Als Prototyp stelle man sich K = C
und (-) als komplexe Konjugation vor.) Die Involution (-) des Grundkdrpers
induziert eine Konjugation der Matrizen iiber K; namentlich ist die konjugierte
Matrix

A" = [A; ]4,j]  fiir A e Knm,

Die Notation A* bezeichnet in diesem Abschnitt also eine beliebige aber feste
Konjugation auf den Matrizen K™*™.
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Die folgende Definition aus dem Buch von Ben-Israel und Greville definiert
16 Begriffe einer verallgemeinerten Inversen; fiir jede Teilmenge I einen.

Definition Die Matrix X € K™*" heifit I-Inverse der Matrix A € K"™
beziiglich der Konjugation (-)*, falls X alle Gleichungen in der Menge I C
{(1),...,(4)} erfullt. Die moglichen Gleichungen sind

AXA=A (1)
XAX =X (2)
(AX)* = AX (3)
(XA)* = XA. (4)

Die Menge aller I-Inversen von A werde mit A{I} bezeichnet. Die {1,2,3,4}-
Inverse von A ist eindeutig bestimmt, falls sie existiert (Lemma 6.12, Nr. 6). Sie
soll die Pseudoinverse heifSen und mit AT bezeichnet werden.

Die vorige Definition ist etwas ungewohnlich, deshalb hier eine kurze Erklarung:
Es gibt vier Eigenschaften, die eine Matrix X erfiillen kann. Fiir jede Auswahl I
aus den vier Gleichungen wird ein Begriff von verallgemeinerten Inversen definiert.
Zum Beispiel sind A{1} = {X | AXA = X} und A{1,3} = {X | AXA =
X, (AX)* = AX}. Obwohl manche der 16 Begriffe trivial sind, hat sich die
Definition als sehr praktisch herausgestellt. Namentlich kann das folgende Lemma
sehr kompakt formuliert werden. Es klart die Existenz und Eindeutigkeit der
relevanten verallgemeinerten Inversen.

6.12 Lemma Man betrachte die Matrix A € K**™,

1. A{T} ={A7"} fiir alle {1} C T C {1..4}, falls n = m = rank(A).

2. A{1} = {AW + Z < AW AZAAW | Z € K™}, wobei A1) eine spezielle
{1}-Inverse von A ist. Jedes A besitzt eine {1}-Inverse.

3. A{1,2} ={YAZ |Y,Z € A{1}}. Jedes A besitzt eine {1, 2}-Inverse.

4. A{1,3} = {A0D 4+ (1,, @ ABNA)Z | Z € K™}, falls es iiberhaupt
eine {1,3}-Inverse A% von A gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
rank(A*A) = rank(A). Gibt es eine {1, 3}-Inverse, dann ist (A*A)(MA* €
A{1, 3} fiir jede {1}-Inverse (A*A)() von A*A.

5. A{1,4} = {A0Y + Z(1,, © AAOD) | Z € K™}, falls es iiberhaupt ei-
ne {1,4}-Inverse A"% von A gibt. Dies ist der Fall genau dann, wenn
rank(AA*) = rank(A). Gibt es eine {1,4}-Inverse, dann ist A*(AA*)(1) €
A{1,4} fiir jede {1}-Inverse (AA*)(") von AA*,

6. A{1,2,3,4} = {ZAY | Y € A{1,3}, 7 € A{1,4}}. Die {1,2,3,4}-Inverse
ist eindeutig, falls sie iiberhaupt existiert. Sie existiert genau dann, wenn
rank(A*A) = rank(AA*) = rank(A).
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7. Im Spezialfall Q < K < C und (-) als komplexe Konjugation gilt
rank(A*A) = rank(AA*) = rank(A) fiir jede Matrix A.

Beweis Alle Teilbeweise finden sich in [7] fiir Grundkorper C. Die Beweise sind
jedoch wortlich giiltig {iber anderen Grundkoérpern mit einer Konjugation auf
den Matrizen. Im einzelnen: 1. trivial, 2. (§2.1-Co.1, §1.2-Th.1), 3. (§1.5-Le.3),
4. (§2.2, §1.3-Le.1(a), §1.6-Th.3), 5. analog 4., 6. (§1.1-Ex.1, §1.6-Th.4), 7. (§1.6-
Le4). n

Zur Konstruktion der verallgemeinerten Inversen geben Ben-Israel, Greville und
Rao, Mitra verschiedene numerische und algebraische Methoden an (|7], §7.1-
7.3 oder [79], §11.4). Insbesondere eignet sich die Singuldrwertzerlegung, um
die Pseudoinverse A™ numerisch zu berechnen. Die Singuldrwertzerlegung ist
ein numerisches Verfahren, das zum Beispiel in den NUMERICAL RECIPES, |76]
Ch. 2.6, von W. H. Press et al. (1992) beschrieben wird.

Aus Lemma 6.12 folgt eine einfache Methode zur Konstruktion der Pseudoin-
versen, falls sie existiert. Dazu wird der hier relevante Spezialfall betrachtet.
Sei A € K™ mit m > n und rank(AA*) = rank(A) = n. Aus Lemma 6.12.1
folgt, dak (AA*)~! die Pseudoinverse von AA* ist. Nach Lemma 6.12.5 ist dann
X = A*(AA*)7! eine {1,4}-Inverse von A. Wird X in (2) und (3) eingesetzt, so
zeigt sich, dak X auch eine {2,3}-Inverse ist. Nach Lemma 6.12.6 ist X daher
die eindeutig bestimmte Pseudoinverse

AT = A*(AA")™ falls det(AA*) £ 0.

Algorithmisch 14t sich A™ also durch Inversion einer (nxn)-Matrix und Multipli-
kation mit einer (m xn)-Matrix berechnen. Der Aufwand dafiir ist in O (n3+n2m).
Man beachte dabei jedoch, daf die Bedingung det(AA*) # 0 eine Einschriankung
bedeutet. Falls AA* jedoch nicht invertierbar ist, dann existiert A™ nach Lem-
ma 6.12.6 nicht.

Nun zum Hauptergebnis in diesem Abschnitt.

Satz (Bestimmung der mcbs) Sei A € K™ mit m > n und die Determi-
nante det(AA*) # 0. Dann existiert die Pseudoinverse AT und es gilt

mcbs(A) = cbs(ATA).

Beweis Es wird gezeigt, daf jede Blockzerlegung von T'A in cbs(A™ A) auftaucht
— insbesondere also auch die feinste. Der Beweis basiert auf den folgenden beiden
Eigenschaften der Pseudoinversen. Sei A wie im Satz, dann gilt

1. (TAS)* = STYATT ! fiir jedes T € GL,(K) und S € S,,. Bew.: Durch
Nachrechnen wird gezeigt, dafs die rechte Seite eine {1, 2, 4}-Inverse ist. We-
gen der Rangbedingung an AA* ist AT = A*(AA*)~!, wie oben ausgefiihrt
wurde. Damit wird Bedingung (3) trivial.
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2. At =AW+t ... AW falls A von der Form AM @ -~ @ AW mit r > 1
ist. Bew.: Es kann direkt nachgerechnet werden, dafs die rechte Seite eine
{1, 2,3, 4}-Inverse von A ist. Die Gleichheit folgt aus der Eindeutigkeit von
A" (Lemma 6.12.6.).

Aus der ersten Eigenschaft folgt sofort
cbs((TA)T(TA)) = cbs(ATA) fiir alle T € GL,(K).

Das heifst, cbs(A™ A) hangt nicht 7" ab. Daher kann einfach angenommen werden,
daf A schon durch ein geeignetes T" in die minimale Blockstruktur zerlegt ist. Die
erste Eigenschaft zeigt aufserdem

chs((AS)T(AS)) = cbs(ST'ATAS) = chs(ATAS) fiir alle S € Sy,

S bezeichnet also die Spalten in cbs(ATA) auf die gleiche Weise um wie in A.
Daher kann zusétzlich angenommen werden, daf A bereits blockdiagonal ist, etwa
A=A g ... A" Aus der zweiten Eigenschaft folgt dann

cbs(ATA) = chs(ADTAD g ... @ AT AM),
und dies liefert genau die Behauptung. "

Satz 6.13 und die Algorithmen zur Konstruktion der Pseudoinversen zeigen, daf

es einen Algorithmus zur Bestimmung der minimalen Spaltenblockstruktur gibt,

falls die Rangbedingung det(AA*) # 0 erfiillt ist. Fiir A € K" werden O(n® +
n?m) arithmetische Operationen in K bendtigt.

Es sei noch angemerkt, daf die Pseudoinverse nicht unbedingt notwendig
ist zur Bestimmung der minimalen Spaltenblockstruktur — Gaufelimination ist
ausreichend. Dies wird in dem folgenden Lemma gezeigt. Die Eigenschaften der
Pseudoinverse liefern jedoch den tieferen Grund fiir die Struktur der minimalen
Blockstruktur. Dariiber hinaus ist die Pseudoinverse unter praktischen Gesichts-
punkten numerisch giinstiger als Gaufelimination, da die Pseudoinverse keine

Rechenfehler ansammelt.
Lemma Sei A € K"*™ mit m > n und det(AA*) # 0. Dann gilt
mcbs(A) = cbs(Echelon(A)),

wobei Echelon(A) die Zeilennormalform (Echelonform, Hermite-Normalform) von
A beziiglich einer festen Wahl von Pivot-Spalten bezeichnet.

Beweis Es ist

cbs(Echelon(A4)) = cbs(Echelon(A™A))
= chs(ATA)
= mcbs(A).
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Die erste Gleichung basiert darauf, daft die Zeilennormalform beziiglich einer
festen Wahl der Pivot-Spalten eine Invariante der aufgespannten Vektorrdume ist.
Die zweite Gleichung gilt, weil A* A bereits in der feinst moglichen Blockstruktur
vorliegt. Die dritte Gleichung kommt aus Satz 6.13. "

Ausdiinnen mit Blockzerlegungen Die letzten beiden Abschnitte haben ge-
zeigt, dall mcbs(A) die relevante Information iiber alle moglichen Blockzerlegun-
gen der Matrix A enthélt und daf diese Information schnell algorithmisch be-
schafft werden kann. An dieser Stelle ist es angebracht, klar zu zeigen, dafs die
Blockstruktur das Ausdiinnen drastisch vereinfacht.

Dazu werden zwei Ausdiinnungsprobleme (A™M, M) und (A®), ¢®) mit Ma-
trizen A® und Vektoren von Gewichtskoeffizienten ¢*) betrachtet. Mit der Such-
methode aus Algorithmus 6.5 ist es moglich, fiir jedes Probleme eine ausdiinnende
Matrix ™) zu finden, also | T® A®) | ) = min. Nun werden die beiden Probleme
zusammengesetzt zu einem grokeren. Es geht dabei um die Matrix A = AW @A)
mit dem Vektor von Gewichtskoeffizienten ¢ = [¢(V), ¢(?)]. Offensichtlich ist dann

(T @& T?) - A], = min,

denn die beiden diagonalen Teile der Matrix sind minimal. Das bedeutet, daf
sich auch die Losung blockdiagonal zusammensetzen laft! Ist umgekehrt (A, c)
ein Problem mit Blockstruktur, so diirfen die Blocke unabhéngig voneinander
ausgediinnt werden und aus diesen Teillosungen kann sofort eine Losung des
Gesamtproblems konstruiert werden. Die Blockzerlegungsmethode ergianzt also
die Suchmethode. Dies kann substantiell schneller gehen als die Suchmethode
alleine:

Satz Falls det(AA*) # 0, dann kann Problem 6.1 in
On®*+n’m+ Y (nfﬁl)ni)
k=1

arithmetischen Operationen geldst werden. Dabei ist (n,m) die Grofie der Matrix
A (Anzahl Zeilen, Anzahl Spalten) und (ny,my), ..., (n., m,) sind die Gréfien der
Blocke in der minimalen Blockzerleqgung von A.

Beispiel Die folgende Matrix A kann bereits mit der Blockzerlegungsmethode
allein ausgediinnt werden:

) 3 9 o3 0 <78 234
L1 [« 39 9
&Sl 3 20 3

<18 9 45
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Damit wird A* A blockdiagonal mit
mebs(A4) = cbs(ATA) = {{1}, {2}, {3,4}}.

Durch Auswahl der 1., 2. und 3. Zeile von A" wird ein T gefunden, das A
blockdiagonalisiert zu

1 13 00 O
TA= e 0 13 0 O
0 0 4 <6
Dies ist offensichtlich ausgediinnt. "

6.5 Komplexitat des Ausdiinnungsproblems

Dieser Abschnitt handelt von der Problemkomplexitit des Ausdiinnens. Es gibt
starke Hinweise dafiir, dafs das Problem NP-vollstindig ist. Dies konnte jedoch
nicht bewiesen werden. Immerhin wird die Ausdiinnung aber im folgenden zu-
riickgefiihrt auf ein bekanntes offenes Problem. Es handelt sich dabei um das
von E. R. Berlekamp, R. J. McEliece und H. C. A. van Tilborg 1978 formulierte
Problem des Minimalgewichts eines linearen Blockcodes. Meines Wissens ist von
diesem Problem bis heute nicht entschieden worden, ob es NP-vollstandig ist.

Zunidchst werden prizise Definitionen der auftretenden Probleme gegeben.
Schwierigkeiten mit der Arithmetik im Grundkorper sollen hier nicht von Interesse
sein. Daher wird nur der Grundkorper K = @) oder ein endlicher Koérper K = F,
betrachtet.

|7?7] BERECHNE AUSGEDUNNTE MATRIX Gegeben A € Q"*™, m > n und ein
Vektor ¢ € Q7. Berechne T € GL,,(Q) mit | TA |, = min.

[V < w] VEKTOR MINIMALEN GEWICHTS Gegeben {ai,...,a,} € Q", m > n und
ein w mit m > w > 0. Gibt es x € (ay,... ,a,) \ {0} mit |z | < w?

|V = w| VEKTOR VORGEGEBENEN GEWICHTS Gegeben {a;,... ,a,} CQ™, m >n
und ein w mit m > w > 0. Gibt es x € (a1,...,a,) mit |z | = w?

[P < w] PUNKT MINIMALEN GEWICHTS Gegeben {ay,...,a,} C Q™, m > n und
ein w mit m > w > 0. Gibt es x € ap + (ay, ... ,a,) \ {ao} mit |z | < w?

|[U = w| GEWICHT EINES UNTERRAUMS Gegeben eine Matrix A € Q"™ und eine
ganze Zahl w > 0. Gibt es z € Q" mit |z | =w und z - A =07

[X < w] LGS-LOSUNG VON MINIMALEM GEWICHT Gegeben eine endliche Menge
X von Paaren (z,b), wobei z € Q", b € Q, m > 0 und eine ganze Zahl
m > K >0. Gibt es y € Q", so dab |y| < K und fiir alle (x,0) € X gilt
T
y -x =107



6.5. KOMPLEXITAT DES AUSDUNNUNGSPROBLEMS 7

Das folgende Lemma sammelt die relevanten Aussagen.

6.17 Lemma Es gilt
1. Rationale lineare Algebra ist P-time.
2. [X < w] ist NP-vollsténdig,.

3. |[U = w] ist NP-vollsténdig.

W

. [P < w] ist NP-vollstindig und mindestens so schwer wie [V < w].

ot

. [V = w] ist NP-vollstindig und mindestens so schwer wie [V < w].

D

. |T?] ist mindestens so schwer wie [V < w].

Beweis

1. Es soll gezeigt werden, dal die Bitkomplexitit vom Gleichungslosen iiber
Q polynomial ist. Dazu sei A = b ein Gleichungssystem mit A € GL,(Q) und
b e @, n>0. Auferdem sei 2 > max|A;;|,|b;| eine Schranke fiir die auf-
tretenden Zahlen. Nach der cramerschen Regel kann die Losung ausgedriickt
werden als = [y;/d, ... ,y,/d], wobei y; und d jeweils (n X n)-Determinanten
in den Komponenten von A und b sind. In der expliziten Determinantenformel
werden n! Produkte mit jeweils n Faktoren aufsummiert. Damit ergibt sich die
Schranke |yl, [b| < n!25". Mit der Stirling-Approximation der Fakultit zeigt
sich schlieRlich, daR die Bitlinge des Resultats in O(Bn?logn) liegt. Es kann
auch polynomial berechnet werden, ndmlich mit Hilfe des chinesischen Restesat-
zes durch Rekonstruktion aus hinreichend vielen modularen Gleichungssystemen.
(Gaufelimination ist nicht bit-polynomial beschriankt, da die Zwischenergebnisse
zu stark wachsen.)

2. Bekannt. Das [X < w] ist das Problem [MP5] aus dem Buch [35] von
M. R. Garey und D. S. Johnson (1979).

3. Der Beweis fiir Grundkorper F, von Berlekamp, McEliece und van Tilborg
(1978) aus [8] ist iiber Q wortwortlich giiltig.

4. Reduziere [X < w] auf [P < w]: Sei (X, K) eine Instanz von [X < w|.
Dann kann die Losungsaffinitit des Gleichungssystems in polynomialer Zeit in
der Form ay + (ai,...,a,) dargestellt werden (Teil 1. dieses Lemmas). Das
Restproblem ist genau [P < w]; eine Losung davon liefert auch eine Lisung von
[X < w]. Daher ist [P < w| mindestens so schwierig wie [X < w]. Auferdem ist
[P < w] in NP, weil eine mogliche Losung in polynomialer Zeit gepriift werden
kann.

Reduziere [V < z] auf [P < z]|: Man wihle ay = 0.

5. Reduziere |U = w| auf [V = w]: Sei (A, w) eine Instanz von |[U = w|. Dann
kann wieder in polynomialer Zeit eine Basis {ay,...,a,} fiir den durch zA =0
definierten Unterraum berechnet werden. Es bleibt das Problem [V = w].
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Reduziere [V < w| auf [V = w|: Sei (a4, ... ,a,,w) eine Instanz von [V < w).
Dann kann durch sukzessives Testen von w’ = 1,2,... ,w mit einem Algorithmus
fiir [V = w'| entschieden werden, ob es [V < w]| eine Losung hat.

6. Sei ({ai,...,a,},w) eine Instanz von [V < w]. Aus den Zeilenvektoren
a; bilde man die Matrix A € Q"™. Als Gewichtsvektor wird ¢ = [1,...,1]
verwendet. Mit Hilfe eines Algorithmus fiir [T'7] berechne man ein ausdiinnendes
T € GL,(Q). Da das Ausdiinnungsproblem die Raffke-Eigenschaft (engl. greedy)
besitzt, enthélt T'A eine Zeile mit minimalem Gewicht. Mit dieser Zeile kann das
Entscheidungsproblem [V < w] beantwortet werden. n

Zur Erkldrung. |V < w] ist das Entscheidungsproblem, das der Ausdiinnung zu-
grunde liegt. Es ist, abgesehen vom Grundkdrper QQ statt Fy, genau das Problem
,Bestimme das Minimalgewicht eines linearen Blockcodes“. Dieses Problem wur-
de von Berlekamp, McEliece und van Tilborg 1978 in [8] formuliert. Es ist bis
heute nicht bewiesen worden, daft diese Problem NP-vollstindig ist.

Das Problem [V < w] ist etwas leichter als die zwei verwandten Probleme
[V = w] und [P < w|. Beide Probleme sind bereits NP-vollstindig, wie in
Lemma 6.17.4. und Lemma 6.17.5. gezeigt wird. Die weiteren Aussagen von
Lemma 6.17 dienen als Ausgangsbasis fiir diese Aussagen.

6.6 Anwendung: Teilkorper von Q(¢,)

Ein schones Beispiel fiir den Nutzen der Ausdiinnung stammt von T. Minkwitz
(1994). Um die irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe zu konstruie-
ren, hat Minkwitz einfachere Erzeuger fiir abelsche Erweiterungen von QQ gesucht.
Dazu hat er zunichst Blockzerlegungen verwendet. Mit der Zeit wurde klar, daf
der Kern des Problems das Ausdiinnen der Generatormatrix ist. Dies soll im
folgenden niher ausgefiihrt werden.

Bei Berechnungen mit Charakteren von endlichen Gruppen tritt oft das Pro-
blem auf, einen Erweiterungskorper von Q zu konstruieren, der eine Menge von
vorgegebenen Elementen enthilt. Es ist klar, daf es sich dabei um einen Teil-
korper eines Kreisteilungskorpers handelt. Obwohl es einfach ist, irgendeine Dar-
stellung fiir diesen Korper zu konstruieren, ist es sehr schwer, eine gute zu finden.
Ausdiinnung liefert dazu einen neuen Ansatz.

Man betrachte den festen Kreisteilungskorper Q(w), wobei w eine primitive
156. Einheitswurzel ist. Dieser Korper ist vom Grad m = [Q(w) : Q] = ¢(156) =
48 iiber den rationalen Zahlen. Von Interesse ist nun der Kérper Q(«) mit dem
Erzeuger

a0 = el ey® + Wit + W10 + w39 + W38 25930 e ,B3 + 2,029 +
202" + W S w?? + wt? + W e e o' eu' +
W+ W+ wt o220 e,
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Er erzeugt die Normalbasis B = {a? | ¢ € Gal(Q(a)/Q)} der Dimension n =
[Q(a) : Q] = 8. Die Galois-Gruppe der Erweiterung ist Gal(Q(«)/Q) = Zy x Z.
Das Minimalpolynom von « iiber Q ist

f= X®*4+2X7T+22X% 4+ 2X° +93X"* +
124X3 + 1108X? + 3352X + 5788.

Auch die Standardbasis eignet sich zum Ausdiinnen; dabei wachsen jedoch im
allgemeinen die auftretenden rationalen Zahlen wesentlich stiarker als bei der Nor-
malbasis.

Es soll nun ein Erzeuger § fiir Q(a) gefunden werden, der ein “schoneres®
Minimalpolynom iiber @ besitzt. Dazu wird die (8 x 48)-Koeffizientenmatrix
A der Normalbasis B ausgediinnt. (Jedes Element of wird als Polynom in w
aufgefaft und der Koeffizientenvektor in eine Zeile von A geschrieben.) Nach
14 Sekunden Rechenzeit eines MATHEMATICA-Programms zum Ausdiinnen auf
einem Rechner vom Typ SUN SpPARC IPX wurde eine invertierbare Matrix 7'
und eine Permutationsmatrix S bestimmt, so dafs

TAS | e RRRRRRR L

Hier steht x fiir einen Wert ungleich Null. Jede Zeile von T'AS reprisentiert ein
Element von Q(«), namentlich

b =1

By = w*

By = W +uwP ew?+u'l ew? sw'®+w!

By = W+ ew® + M ew? s ewt ewl 4 W

Bs = e eu! ewd e +w! ew +wP + W7

Be = e +uw? sut sw®? s sul! +w ew’

Br = w4+ 203" @2 4 27T 20 S ©20° + 203

By = 2w 4+ 2w + w3 =23 + 2% + 20?7 + 20! S +
20w 2w,

Die Minimalpolynome dieser Elemente, skaliert und normiert auf ganzzahlige
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Koeffizienten, lauten

fi = X&l

fo = X?©X+1

fi = X'eX?+4X2+3X 49

fi = X’+X &3

fs = X®+13X° +156X"* 4+ 169X? + 169
fo = X®+13X5+156X* +169X? + 169
fr = X'e26X%4+117

fs = X®+26X°%4559X"* + 3042X2 + 13689.

Jedes dieser Polynome vom Grad [Q(«) : Q] = 8 kann als Minimalpolynom
der Erweiterung gewahlt werden. Das Ergebnis der Ausdiinnung lautet also:
Q(a) = Q(fB5) mit dem Minimalpolynom f5 = X®+13X5+156X*+169X%+169,
was offensichtlich viel schoner ist das das urspriingliche f fiir a.

Das Ergebnis kann verglichen werden mit dem in das KANT-System" ein-
gebauten Verfahren. Die Funktion BetterPolynomial des Computeralgebrasy-
stems MAGMA?, das einen relevanten Teil von KANT enthilt, liefert nach 36
Sekunden das Minimalpolynom

1

g = XPedXT4+23X°%=94X° +
331X* ©614X3 + 998 X2 <1148 X + 508.

Das Polynom ¢ hat eine kleinere Diskriminante als f und sogar als f5. Aller-
dings ist es dicht besetzt und die auftretenden Zahlen sind wesentlich grofer als
bei f5. Das zur Minimierung verwendete Kriterium der Diskriminante ist daher
nicht notwendigerweise das Maf der Wahl. Geringes Hamming-Gewicht ist es
vermutlich ebenfalls nicht, kann aber als Alternative niitzlich sein.

6.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Problem des ,,Ausdiinnens einer rechteckigen Ma-
trix* behandelt. Die Aufgabe wurde zunéchst formalisiert (Problem 6.1). Es soll
eine rechteckige Matrix durch invertierbare Zeilenoperationen so umgeformt wer-
den, dak sie moglichst diinn besetzt ist, im Sinne eines leicht verallgemeinerten
Hamming-Gewichts (c-Gewicht).

Es wurde gezeigt, dak Ausdiinnen ein Raffke-Algorithmus (engl. greedy al-
gorithm) ist (Satz 6.3). Darauf aufbauend wurde ein Suchverfahren angegeben

'KANT wurde an der Universitit Diisseldorf entwickelt, [31].
2MAacMA wird von der Arbeitsgruppe um J. Cannon in Sydney entwickelt und kommerziell
vertrieben.
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(Algorithmus 6.5), mit dem eine Matrix A € K™ m > n, in O((nrfl) n3) arith-
metischen Operationen ausgediinnt werden kann (Satz 6.6). Dieser Aufwand ist
im allgemeinen exponentiell, denn (2:) — 220 /\/mn fiir grofe n.

Das Ausdiinnen kann substantiell beschleunigt werden, wenn die Matrix eine
Blockstruktur erzeugen kann. Dazu wurde der Begriff der Spaltenblockstruktur
einer rechteckigen Matrix formal definiert (Definition 6.7), und es wurde gezeigt,
daf die moglichen Spaltenblockstrukturen einer festen Matrix einen endlichen
Verband bilden (Satz 6.9). Daher kann jeder Matrix A eine eindeutig bestimmte
minimale Spaltenblockstruktur zugeordnet werden (Definition 6.10). Die mini-
male Spaltenblockstruktur kann mit Hilfe der Pseudoinversen (Definition 6.11) in
O(n®+n?m) arithmetischen Operationen gefunden werden, falls die Pseudoinver-
se iiberhaupt existiert (Satz 6.13). Es wurde gezeigt, daf dies fiir det(AA*) # 0
immer der Fall ist (Lemma 6.12.5. und 6.). Durch die Blockstruktur wurde der
Aufwand zum Ausdiinnen im allgemeinen erheblich reduziert (Satz 6.15). Die
Methode der Blockstruktur wurde urspriinglich von T. Minkwitz (1994) vorge-
schlagen.

Es konnte gezeigt werden, daf das zum Ausdiinnen gehorende Entscheidungs-
problem genauso schwer ist wie das bekannte Problem [Minimalgewicht eines li-
nearen Blockcodes| aus der Theorie fehlerkorrigierender Codes (Lemma 6.17.6.).
Von diesem Problem wird vermutet, daf es NP-vollstandig ist (Berlekamp, McE-
liece, van Tilborg, 1978). Das Problem ist sehr nahe verwandt mit zwei et-
was schwierigeren Problemen, welche beide bereits NP-vollstandig sind (Lem-
ma 6.17.4. und 5.).

Alle dargestellten Algorithmen wurden vom Autor zusammen mit Torsten
Minkwitz implementiert. Die Programme bestehen aus etwa 3.5 kloc MATHE-
MATICA und 1.0 kloc MAGMA.
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7
Klassische Methoden der FFT

V Z«TF33 A;K;M;W;0;P;Q;R;S;V; N

[1] We 2 1 o.00(,8(2,P)p(Ppl-0),-0-V[-0-2x2P])+P,0p0+11,0p52,N,0pR+
(H+1)p2,0pZ+AL; Ve, (b2 M) R ((KeMe-1+20P0 . 5xN)p2) pr e~ 11pA]

[2] +(0<K«K-1)/2,0pWW[; ,8(2,P)prP]+0,0p2Z¢Sp(~/[0] WxZ),+/[0] WxeZ+S
p((0+K) , ((-K)$0,Mp1) /2 M+1)8Rp (,+/[K+0] Z),,-/[K+0] Z+RpZ
v

G. K. McAuliffe, 2°-FFT in APL, aus [67]

I N DIESEM Kapitel sind die klassischen Methoden der schnellen diskreten

Fourier-Transformation zusammengetragen. Die Algorithmik der diskreten
Fourier-Transformation lebt von der Symmetrie; mit ihr konnen alle schnellen
Verfahren, aufser der Methode von Bluestein, gefunden werden. Die klassischen
Algorithmen fiir die effiziente Auswertung der diskreten Fourier-Transformation
zeigen die grofse Vielfalt an nutzbarer Struktur.

Da jede nicht-triviale endliche Gruppe eine zyklische Untergruppe enthélt,
ist die klassische diskrete Fourier-Transformation zudem ein Grundalgorithmus
fiir viele fortgeschrittene Verfahren in der konstruktiven Darstellungstheorie. Ein
Beispiel neueren Datums ist die konstruktive Berechnung von Charaktertafeln
von p-Gruppen durch A. Thiimmel [88]. Sie macht wesentlichen Gebrauch von
der diskreten schnellen Fourier-Transformation.

Im Rahmen dieser Arbeit bildet die diskrete Fouriertransformation ein um-
fassendes Beispiel fiir symmetriebasierte Algorithmengenerierung. Dieses Kapitel
ist zudem eine elementare und explizite Einfiihrung in die klassischen Algorith-
men und zeigt deren Schonheit. Es werden sdmtliche Permutationen, Twiddle-
Faktoren und Symmetrien explizit in geschlossener Form durch Terme von Ma-
trizen angegeben werden. Die hier gegebene Darstellung ergidnzt in diesem Sinne
die ausfiihrlicheren Darstellungen von Beth (1984), [10], sowie von Clausen und
Baum (1993), [19]. In diesem Kapitel wird die schnelle Fourier-Transformation
ausschlieklich unter dem klassischen algorithmischen Aspekt behandelt.

Der Rest dieses Kapitels ist wie folgt aufgebaut: Abschnitt 7.1 gibt die Definition
der zentralen Begriffe dieses Kapitels an: die DF'T und die FFT. In Abschnitt 7.2
wird die Symmetrie der DFT angegeben und bewiesen. Es gibt eine Symmetrie
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vom Typ Perm-Perm und eine vom Typ Perm-Irred.

In Abschnitt 7.3, werden die einzelnen FF'T-Methoden vorgestellt. Da jede der
Methoden lediglich einen einzelnen Zerlegungsschritt eines Teile-und-Herrsche-
Algorithmus realisiert, ist es notwendig, die Methoden zusammenzusetzen. Dieses
Thema ist in der Praxis ein nicht unerhebliches Problem; es wird in Abschnitt 7.4
theoretisch beprochen. In Abschnitt 7.5 wird dann von einer tatséchlichen Imple-
mentierung der schnellen Fourier-Transformation in der Programmiersprache C
berichtet. Abschnitt 7.6 beendet das Kapitel iiber die klassischen Methoden der
schnellen Fourier-Transformation. Fiir die verwendeten Notationen sei an dieser
Stelle auf den Anhang A ab Seite 113 verwiesen. Abweichend von Anhang A
wird in diesem Kapitel S(i) statt i° fiir das Bild eines Punktes i unter einer
Permutation S geschrieben. In diesem Kapitel bietet es sich zudem an, Matrizen
grundsdtzlich mit {0, ... ,n <1} statt mit {1,... ,n} zu indizieren.

7.1 DFT und FFT

Unter der diskreten Fourier-Transformation der Grofe n > 1 wird in diesem
Kapitel die folgende Matrix verstanden:

1 1 1 1 e 1
1 w w? w3 S L

DFT, = |1 o o' o ™)
. . . . . . i,j€[0..n)
1 wﬁq w27‘172 w37‘“3 . w(n;l)Z

Die Notation [0..n) bezeichnet die Folge oder Menge {0,1,...,n <1}, wie in
Anhang A auf Seite 113 bezeichnet. Mit w wird eine primitive n-te Einheitswurzel
des zugrundeliegenden Korpers bezeichnet. Im Fall der DF'T iiber den komplexen
Zahlen C stelle man sich einfach w = exp(27i/n) vor. Der Kreisteilungskorper
Q(¢,) = QX]/(®,(X)), mit dem n-ten Kreisteilungspolynom @,,(X), enthilt
nach Konstruktion die primitive n-te Einheitswurzel (,. In endlichen Kérpern
Fpe schlieflich gibt es genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn n ein
Teiler von p® <1 ist. (Die multiplikative Gruppe (F,e \ {0},-) ist zyklisch von
der Ordnung p° <1; sie sei von « erzeugt. Dann ist aP* =D/ eine primitive n-te
Einheitswurzel.) Bei jedem Grundkorper ist {w* | k € {1..n}, ggT(k,n) = 1} die
Menge aller primitiven n-ten Einheitswurzeln, wenn w eine ist.

Ein Algorithmus zur Auswertung der Abbildung x — DFT,, x wird als schnel-
le Fourier-Transformation (engl. fast fourier transform, FFT) bezeichnet, auch
wenn der Algorithmus nicht schnell ist. In diesem Kapitel wird von Methoden
berichtet, mit denen ,;schnelle FFTs* konstruiert werden koénnen.!

!Diese paradoxe Begriffsbildung folgt dem ,red herring principle* (engl. red herring = Ab-
lenkungsmandéver): Ein roter Hering braucht in der Mathematik weder rot zu sein, noch mufs
es sich iiberhaupt um einen Hering handeln.
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Eine fundamentale und interessante Eigenschaft der DF'T ist, dafs sie nahezu ihre
eigene Inverse ist. In der hier gewédhlten Konvention gilt

1 1
DFT,! = —-S-DFT, = —DFT,-S,
n n

wobei die Permutation S von [0..n) definiert ist durch

0 fiir K =0 und
S(k) = {n<:>k fir 0 < k < n.

Hieraus folgt insbesondere S? = id und DFT? = nS, sowie DFT: = n?1,. Die
DFT ist also eine Matrix der Ordnung vier, bis auf einen skalaren Faktor, und
die inverse DFT ist im wesentlichen die DF'T selbst.

Eine weitere besondere Eigenschaft der DFT ist der enge Zusammenhang
mit der zyklischen Faltung. Als diskretes Analogon der Faltungseigenschaft
der kontinuierlichen Fourier-Transformation kann im diskreten Fall die zykli-
sche Faltung auf drei DF'Ts zuriickgefiihrt werden. Es gilt fiir den Faltungskern
v =[vo,..., 01"

circ (v) = DFT, -diag (DFT, -v)-DFT,* .

Man beachte, daf die mittlere der drei DFTs die Koeffizienten der Diagonalmatrix
bestimmt; bei der Auswertung der zyklischen Faltung x +— circ(v) - x miissen
daher nur die beiden dufseren DF'Ts berechnet werden. Eine zyklische Faltung
der Lange n ist also im wesentlichen dquivalent zu zwei DFT,,.

7.2 Symmetrien der DFT

Die DFT,, zerlegt eine reguldre Darstellung der zyklischen Gruppe Z,, in ihre
irreduziblen Komponenten. Diese Eigenschaft ist eine Perm-Irred-Symmetrie.
Der folgende Satz prizisiert dies.

Satz Sein > 0 und w die zur Definition von DF'T,, verwendete primitive n-te
Einheitswurzel im Kdérper K. Man betrachte die zyklische Untergruppe G von
S, x GL,(K), die definiert ist als

1

G = (((0, 1,...,neal), diag(l,w,w? ... ,w”’l))) Z,.

Dann gilt
L-DFT, =DFT,-R fir alle (L,R) € G.

Beweis Es reicht, die Gleichung fiir den Erzeuger von G nachzupriifen. Nach
Formel (A.1) auf Seite 115 ist

L-DFT, = [w!D7 | j] = W9 |4 j] = w9+ | i, j] = DFT, -R.

Damit ist die Behauptung gezeigt. "
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Die zweite wesentliche Symmetrie der DF'T,, ist ihre Perm-Perm-Symmetrie. Sie
entspricht genau der Automorphismengruppe der Z,,.

Satz Sein >0 und Z)} = {k € {1.n} | ggT(n, k) = 1}. Fiir zwei Permutationen
L und R von [0..n) gilt

L-DFT, =DFT,-R & Esgibtke Z* mit L=R ' = (i— (k-i) mod n).
Mt anderen Worten,
PermPerm(DFT,) = {(L,L™") | L = (i = ki), k € Z*}.

Beweis Zunéchst wird die Perm-Perm-Symmetrie der DFT durch ein System
von Kongruenzen charakterisiert. Dazu seien L und R Permutationen von [0..n).
Nach Formel (A.1) ist die Komponentendarstellung gegeben durch

L-DFT,-R' = [o")F0)

i,j € [0..n)].
Komponentenvergleich mit DFT,, zeigt
L-DFT, =DFT,-R & Vi,j€[0.n): L(i) R(j) = i j mod n.

Seien nun L und R Permutationen mit L -DFT, = DFT, -R und zur Abkiirzung
sei k = L(1). Dann folgt aus den Kongruenzen kR(1) = 1, also ist £ modulo
n invertierbar. Das heikt, k¥ € Z. Durch k sind die Permutationen L und R
eindeutig bestimmt, denn L(i) = ki und kR(j) = j fiir alle ¢ und alle j. n

7.3 Klassische Zerlegungsmethoden

In diesem Abschnitt werden die klassischen Zerlegungsmethoden der DFT vorge-
stellt. Bei jeder der Methoden wird eine DFT von N Einzelsignalen auf mehrere
DFTs von anderer Grofe zuriickgefithrt. Werden diese Zerlegungsschritte sinnvoll
zusammengesetzt, so ergibt sich strukturell ein Teile-und-Herrsche-Algorithmus
(engl. divide and conquer). Jede einzelne Zerlegungsmethode wird hier kurz als
,FFT-Methode“ bezeichnet. Man mache sich jedoch klar, dafs jede der FFT-
Methoden nur einen einzigen Schritt einer vollsténdigen Zerlegung der DFT voll-
zieht.

Die Methode von Good und Thomas Die erste hier zu behandelnde
FFT-Methode ist die effizienteste bekannte Zerlegungsmethode einer diskreten
Fourier-Transformation. Die Methode wird unter anderem von R. C. Agarwal
und J. W. Cooley (1977) in [2] beschrieben. In der urspriinglichen Arbeit [37]
beschreibt 1. J. Good (1971), wann und wie eine DFT der Lénge N auf eine
multidimensionale DFT zuriickgefiihrt werden kann.
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Bei einer zweidimensionalen DFT werden zuerst alle Zeilen unabhéngig von-
einander mit einer 1d-FFT transformiert. Danach werden alle neuen Spalten
transformiert. In algebraischer Sprechweise handelt es sich bei einer multidimen-
sionalen DFT um das Tensorprodukt der DFTs in den einzelnen Dimensionen.
Sind nun die einzelnen Dimensionen paarweise teilerfremd, so sind die Tensorfak-
toren trennbar, wie es in dem nachstehenden Lemma ausgedriickt wird. Dieser
Fall wird in der Literatur auch oft Mixed-radix-FFT genannt. Das Lemma for-
muliert den allgemeinen Fall mit beliebig vielen Faktoren.

Lemma Sei N = ¢ ---¢q, fiir » > 1 und die Zahlen ¢y, ... , . > 1 seien paarweise
teilerfremd. Dann gibt es Permutationen L und R mit

DFTy = L-(DFT, ®---®DFT,)-R.

Die Permutationen L und R sind eindeutig bestimmt bis auf die Perm-Perm-
Symmetrie der DFT y. Ein spezielles Paar L, R ist definiert durch

r

L(k) = Y (kmodg,) [ g5 und

a=1 B>a
R(k) = (Z ko I qg) mod N fiir k£ € [0..N).
a=1 B#a

Dabei bezeichnet k, € [0..q,) die a-Stelle in der Zahldarstellung von k beziiglich
der gemischten Basis ¢y, ... ,q., also

k= Z kg H qgg bzw. k= (k div H qg) mod q,.
a=1 B>« B>a

Beweis Der Beweis macht wesentlichen Gebrauch vom Chinesischen Restesatz
(CR), hier x =y y & Va : x =,, y. Seien L und R Permutationen von [0..N),
und die Indizes ¢ und j seien beziiglich der gemischen Basis ¢y, ... , ¢, dargestellt
durch iy, j, € [0..q,) fiir @ € [1..r]. Dann gilt fiir die Komponentendarstellungen

L' DFTy-R™ = [ 00 |4 j€0.N)| und

DFT, ®---® DFT, = [nggu,je[o..zv)],

wobei w, = wlls2a% die in DFT,, verwendete primitive g,-te Einheitswurzel ist.
Der Komponentenvergleich der beiden Matrizen liefert

Vi,j: L7'(i) - R(j) =n (Z io ][] %) (Zja' II Qﬂ') :

@  fFa o B'#o!
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Das letzte Produkt kann ausmultipliziert werden, wobei alle gemischten Terme
mit o/ # « entfallen, da sie N als Faktor enthalten. Wir erhalten die folgende
Charakterisierung
DFTy =L-(DFT,, ®---®DFT, ) R
& Vi j:LYi) - R() =~ Y iade [] a5
o Ba

Da L und R nur bis auf die Perm-Perm-Symmetrie der DF'T eindeutig bestimmt
sind, nehmen wir an, es gibe eine Paar L, R mit L(N <1) = N <1. Die
Kongruenzen bestimmen L und R dann eindeutig in der im Lemma angegebenen
Weise.

Es bleibt zu zeigen, dals die so erhaltenen Bedingungen auch tatséchlich Per-
mutationen definieren, fiir die die charakteristischen Kongruenzen gelten. Seien
L und R also definiert wie im Lemma. Dann sind L und R wegen dem CR wohl-
definierte Permutationen. Fiir Indizes i, j sei k = L™'(4), also L(k) = ¢ und nach
Definition von L ist daher i, = (k mod ¢,). Werden L und R eingesetzt in die
charakteristische Bedingung, so findet man

k- (Z]a H Qﬂ) =N Z(k mod ¢a)ja H 4s;

e [B#a BFa
was mit dem CR leicht eingesehen werden kann. "

Die Methode von Cooley und Tukey Die Good-Thomas-FFT ist nicht
anwendbar, wenn /N eine Primzahlpotenz ist und daher nicht teilerfremd zerfillt.
Die Methode nach Cooley und Tukey hat dieses Problem nicht. Mit ihr kann
jede DFTy auf mehrere DFTs von Teilern von N zuriickgefiihrt werden. Der
Preis dafiir besteht in weiteren Multiplikationen mit den sogenannten Twiddle-
Faktoren.

Obwohl die Zweierpotenz-FFT schon seit langem bekannt war, war es die
Arbeit [22] von J. W. Cooley und J. W. Tukey (1965), die eine Art Goldrausch
nach schnellen Algorithmen fiir die DFT ausgelost hat. In der nur fiinf Seiten
langen Veroffentlichung stellen die Autoren die allgemeine Zerlegungsmethode dar
und geben den Algorithmus fiir die Zweierpotenz-FFT an. Das folgende Lemma,
formuliert das allgemeine Zerlegungsprinzip der Cooley-Tukey-FFT.

Lemma Sei N = n-m mit n,mm > 1 und w bezeichne eine primitive N-te
Einheitswurzel. Dann gilt
DFTy = L-(1,®DFT,,) - diag (wt’“ | k € [0..N)) - (DFT, ®1,,),

wobei die Exponenten t; der Twiddle-Faktoren und die Permutation L der Menge
[0..N) definiert sind durch

tr = (kdivm)(k mod m) und
L(k) = (kmodn)m+ (kdivn) firk € [0..N).
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Beweis In diesem Beweis werden die kompakten Notationen = T m = (z div m)
und x | m = (z mod m) verwendet. Damit kann die (4, j)-Komponente von L~
mal der rechten Seite berechnet werden zu

((1, ® DFT,,) - diag (' | k € [0..N)) - (DFT, ®1,,))

lh]

N-1
_ Z Sitmktm (wn)(iim)(kim) . ktm)(kim) | (wm)(kTm)(J'Tm) - Ok mjim
k=0
n—1 m—1 ) f A A f )
e S S Gitmtm O i o) k) mm) 7 m)
ktm=0 klm=0
- wn(iim)(ij)-l—(iTm)(ij)-i—m(iTm)(ij) — w(n(iim)-l-iTm)'(jim-l-m(ij))

b

und mit Formel (A.1) ergibt sich daraus

L- (1, ® DFTy,) - diag (w' | k € [0..N)) - (DFT, ®1,,)

=[O 6] DETy, .
1,7 (2%

Damit ist die Behauptung bewiesen. "

¢-Potenz-FFT  Obwohl die Cooley-Tukey-FFT fiir jede Zerlegung N =n-m
anwendbar ist, ist der Speziallfall N = ¢° fiir beliebige ¢,e > 1 von besonderem
Interesse. Bei dieser ¢-Potenz-Methode, die eine mehrfache Anwendung der Zer-
legung nach Cooley und Tukey ist, fithrt die spezielle Struktur zu einer starken
Vereinfachung der Berechnung;:

Die Perm-Perm-Symmetrie der DFT kann verwendet werden, um alle Per-
mutationen an die rechte Seite der Zerlegung zu bewegen. Dies wurde bereits
von Cooley und Tukey (1965) in [22] fiir den Spezialfall ¢ = 2 verwendet. Der
Spezialfall ¢ = 2 ist die in der Praxis am héufigsten implementierte Methode
der FFT. Die ¢°-FFT wird in der Literatur auch oft als Radix-¢-FF'T bezeichnet,
wobei ¢ in der Regel als Zweierpotenz gewdhlt wird. Das folgende Lemma gibt
die allgemeine Form der ¢-Potenz-FF'T explizit an.

Lemma Sei N = ¢° fiir beliebige ¢,e > 1 und w bezeichne eine primitive N-te
Einheitswurzel. Dann gilt

DFTy = (1, ® DFT,®1,1)-diag (w'“% |k € [0..N))
(1, ® DFT, ®1,-2) - diag (w2 | k € [0..N))

(14-> ® DFT, ®1,) - diag («'** | k € [0..N))
(1,-1 ® DFT,®1,) - R,
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wobei die Exponenten ¢(«, k) der Twiddle-Faktoren und die Permutation R von
[0..N) bestimmt sind durch
t(a, k) = ((k mod ¢**1) div qa) - (k mod ¢%) cgeD= und
e—1
R(k) = > ((k div ¢”) mod q) @@ VP fiir k € [0..N), a € [L..e).
5=0

(Die Permutation R invertiert die Wertigkeit der einzelnen Stellen von k, darge-
stellt im Zahlensystem zur Basis ¢.)

Beweis (Induktion iiber e.) Seien L und t; wie bei der transponierten Cooley-
Tukey-FFT mit N = ¢, n = ¢, m = ¢°~!. Zur eindeutigen Kennzeichnung sei
jedoch L. statt L geschrieben. Es ist

e

DFTy = (DFT,®1,-)-diag (w' |k €[0.N)) - (1,® DFTyemr) - L, .

Offensichtlich ist ¢, = t(e <1, k) fiir alle £ € [0..N). Daher ist die Behauptung
fiir e = 2 (Induktionsanfang) erfiillt und fiir e > 2 dquivalent zu

(1 @ DFTye) - L' = (1,® DFT, ®1,2) - diag (w~>M | k € [0.N))

(142 ® DFT, ®1,) - diag (w'** | k € [0..N))
(1,1 ® DFT,;®14) - R.
Die iibriggebliebenen Twiddle-Matrizen zerfallen ebenfalls in Kroneckerprodukte
der Form 1,® X, wie nun gezeigt wird. Dazu wird der Twiddle-Exponent #(a, k)
vollstandiger als t(e, «r, k) bezeichnet.

Wie mit der Definition von ¢ leicht eingesehen werden kann, gilt im Fall 1 <
a < e <2 die Rekursionsformel

tle,a k) = q-tleel,a,kmodq¢®™) fiir k € [0..¢°).
Damit zerfallen die Diagonalmatrizen in Kroneckerprodukte von der Form
diag (" [k €[0.0%)) = 1,®diag ()" |k €[0.47)).

Als weitere Vorbereitung des Induktionsschrittes wird nun gezeigt, daf auch die
Permutation ein Kroneckerprodukt der Form 1, ® X ist. R wird dazu vollstan-
diger als R, bezeichnet. Zur Erinnerung, es ist

e—1
Lk) = > kgqVmede und
B=0

e—1 e-1
Re(k) = Y ksq V77 fiir k=" ksq® mit ks € [0..q).
B=0 B=0
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Die Permutationen L, und R, operieren also auf den Tupeln [k, ...

Zahldarstellung von k zur Basis ¢, wie die Permutationen

b, = (eeles2,...,2,1,0) und
re = (0,eel)(l,ee2)---(le/2] <1, [e/2])

auf der Menge [0..e). Es gilt die Rekursionsformel

re le = Te_1 fire>1.

Die Permutation R, - L, stabilisiert daher k. ; und operiert auf [k, . ..

R._1. In Matrixschreibweise

R.,-L, = 1q®Refl fiir e > 1.

93

yke 1] der

y kefl] wie

Nachdem die Twiddle-Matrizen und die Permutation als Kroneckerprodukte er-
kannt wurden, kann mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung die Behauptung ge-

zeigt werden. Dazu kann direkt berechnet werden:

(1, ® DFT, ®1,-2) - diag (0" 2 | k € [0..¢°))

(14—> ® DFT, ®1,) - diag (0" | k € [0..¢°))
(1 ® DFT,®14)-R- L,

— (]-q R DFTq®1q6,2) . (]-q ® diag ((wq)t(e—l,e—Z,k) | ke [ane

™))

(142 ® DFT, ®1,) - (1, ® diag (@) | k € [0..4°7)))

(1,1 ® DFT,;®14) - (1, ® Re_1)

- 1,®

{ (11 ® DFT, ®1q(e,1),1) - diag ((wq)t(e—l,(e—l)—l,k) ke [0“(1871))

-(1q(e—1)—2 ® DFT, ®1q) - diag ((wq)t(e—l,l,k) ke [0“(16_1))

(14¢-0-1 ® DFT, ®14) - Re_l}
— 1,®DFT, 1,

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde mit der

primitiven ¢°~!-ten Einheitswurzel w?.
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An der Cooley-Tukey-FFT erkennt man deutlich die allgemeine Leistungsstei-
gerung der Hardware: In [22] berichten Cooley und Tukey (1965) von 7.8s Re-
chenzeit, die ein Rechner des Typs IBM 7094 fiir die DFTg9o benétigte. Die
NUMERICAL RECIPES-Implementierung in [76], Kapitel 12.1, programmiert in
BORLAND C++ auf einem PENTIUM-Prozessor mit der Taktfrequenz 150 MHz,
benotigt fiir die gleiche Aufgabe 33.5 ms; das ist Faktor 230 schneller.

Die Methode von Rader  Weder die Good-Thomas-Methode noch die
Cooley-Tukey-Methode sind im Fall DFT, fiir eine Primzahl p anwendbar. Fiir
diesen Fall hat C. M. Rader in [78] gezeigt, dals DFT, auf eine zyklische Faltung
der Lange p <1 zuriickgefithrt werden kann. Obwohl die sehr kurze und klare
Veroffentlichung von Rader (1968) lange Jahre als Kuriositit gehandelt wurde,
ist sie das entscheidende Bindeglied zu den anderen Zerlegungsmethoden: Wurde
mit Cooley-Tukey auf Primzahllinge p reduziert, so wird mit Rader auf p <1
reduziert, die Zahl p <1 zerfillt und es sind wieder die anderen Methoden an-
wendbar.

Bemerkenswert ist aufterdem, dafl die Methode von Rader nicht wie die an-
deren FFT-Methoden (aufer der Bluestein-FFT) auf der Perm-Irred-Symmetrie
der DFT basiert. Vielmehr basiert die Rader-FFT auf der ebenfalls vorhandenen
Perm-Perm-Symmetrie, wie bereits Beth in [10] erkannte. Die explizite Trennung
der beiden Symmetriebegriffe geschah jedoch erst durch Minkwitz in [64].

Lemma Sei p > 1 prim, w bezeichne eine primitive p-te Einheitswurzel und ¢
sei der [0..p)-Repréisentant eines Erzeugers der multiplikativen Gruppe (Z/pZ)*.
Dann gibt es Permutationen L und R der Menge [0..p 1), so da die DFT, als
(1+ (pe1)) x (1 + (p<1))-Matrix aufgefalst werden kann in der Form

1 ‘ Jixp-1)

DFT, =
Jp—1)x1 ‘ L - circ (qu | ke [0.p <:>1)) ‘R

Die Permutationen L und R sind eindeutig bestimmt, bis auf die Perm-Perm-
Symmetrie der zirkulanten Matrix. Ein spezielles Paar L, R ist definiert durch

L 'k) = (¢" Y *modp)<1 und
R(k) = (¢" modp) <1 fiir k € [0..p <1).

Beweis Da ggT(p,q) = 1 ist nach dem kleinen Satz von Fermat ¢”* (pé) 1. Wir
betrachten die Komponentendarstellung des rechten unteren Teils der Matrizen.

Lt [0 g j e [0.pe1)] - R

= [T OPEO] = [T = [T = cire(w” | ).

1,J i,J J

Damit ergibt sich die behauptete Darstellung von DEF'T,,. "
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Zur praktischen Berechnung von DFT, ist es also erforderlich, einen Erzeuger
q der multiplikativen Gruppe (Z/pZ)* zu kennen. Das heifst, eine ganze Zahl
0 < ¢ < p mit der Eigenschaft

{1,¢,¢*modp,...,¢" *modp} = {1,...,p&1}.

Ein Standardalgorithmus zur Bestimmung von ¢ wird von Lipson (1981) in [60],
Kap. IX.1.3., beschrieben. Das Verfahren basiert auf der hohen mittleren Dichte
von 3/7? der primitiven Elemente: Probiere der Reihe nach ¢ € [2..p) und teste,
ob ¢ primitiv ist in Z/pZ mit Hilfe der folgenden Aussage:

¢ primitiv. < ¢P Y #£1  (mod p) fiir alle Primfaktoren ¢ von p <1.

Die Methode von Bluestein Eine weitere Methode, um die DFT,, zu be-
rechnen, ist urspriinglich von Bluestein (1970) in [14] verwendet worden, um zu
zeigen, dak die DFT, fiir jedes n in O(nlogn) liegt. Dabei wird die DFT,, ,,zu-
riickgefiithrt” auf zwei grofere DFTs der Linge N > 2n, bzw. auf eine zyklische
Faltung der Lange N. Da N beliebig ist, kann insbesondere eine Zweierpotenz
gewahlt werden, und diese ist schnell realisierbar mit dem Verfahren von Coo-
ley und Tukey. Genaugenommen entstehen allerdings nicht zwei DFTy, sondern
eine zyklische Faltung der Lange N. Die Bluestein-Methode gibt der symmetrie-
basierten Strukturzerlegung ein Problem auf: Sie ist bisher nicht durch darstel-
lungstheoretische Methoden erklart worden, denn sie stellt eine Verbindung her
zwischen Gruppen unterschiedlicher Ordnung und Struktur.

Lemma Sei N > 2n und w eine primitive (2n)-te Einheitswurzel. Dann ist

DFT, = diag(w* |k €[0.n))
1n><N - circ (Uk | ke [ON)) . 1N><n
diag (wkz | k€ [On)) :

wobei der Faltungskern [vg, ... ,vy_1] definiert ist durch
wk? fiir 0 < k <n,
v = 0 fir n <k < N &n und
w k=m0 £ N eop < k < N.

Beweis Vergleich der Komponenten liefert

diag(w™ | k) - DFT, - diag(w ™" | k) = [wi2 : (wQ)ij : wﬂ
]
= [wf(jfi)2:| N und
i.j
Ly - cire (vg | £ € [0.N) - Iyun = [V(j—ipmoan | 4,4 € [0..1)] .
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Wegen N > 2n gilt fiir die i,j € [0..n)

o | jeie]0.n) fiir j > 4 und
(j i) mod N = { j&i+ N e [Ne(nel).N) firj <.
Werden die Fille einzeln behandelt, dann ergibt sich

j > i: Dann ist v(j_jjmoan = Vj_; = w= =D nach Definition von .
j < 1: Dann folgt fiir den anderen Fall der Definition von vy

Damit ist die behauptete Formel gezeigt. "

7.4 Zusammenspiel der Zerlegungsschritte

Offensichlich ist jede der bisher vorgestellten FFT-Methoden strukturell ein Teile-
und-Herrsche Algorithmus. Daher ist die Auswahl der giinstigsten Methode ein
wesentlicher Punkt bei der Konstruktion eines schnellen Algorithmus. Zunéchst
ein Uberblick iiber die Methoden, wobei zwei bisher noch nicht erwiihnte Metho-
den hinzukommen: Die kleinsten FFTs, bis etwa N < 16, konnen als straight-
line-Programme effizient kodiert werden. Eine Anzahl von kleinen FFTs kann
dem Buch [67] von Nussbaumer (1982), Kapitel 5.5 (dort fiir N - DFT,'), ent-
nommen werden. Zudem kann die zyklische Faltung der Rader-FFT statt mit
einer DF'T auch durch Interpolation berechnet werden. Diese von Winograd in
[94] beschriebene Methode kann fiir kleine NV von Vorteil sein, da sie eine kleine
Zahl von Multiplikationen bei nur wenig mehr Additionen benotigt. Die Methode
von Winograd soll hier nicht weiter erldutert werden. Zunéchst die Methoden im
Uberblick:

DFTy
N <16 N prim N=q - q N=n-m N <M/2

(kleine FFT)  (Rader) 88T (ga,qs) =1 (Cooley-Tukey) (Bluestein)

/\ (Good-Thomas)

via via N =¢°
Interpolation DFTy_4 (¢-Potenz FFT)
(Winograd)

Die erste vorgestellte Methode zur Auswertung der DFTy fiir alle N > 0 ist
besonders einfach zu implementieren und verwendet trotzdem in jedem Fall einen
schnellen Algorithmus.
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Algorithmus (Einfach zu implementierende FFT) Ist N = 2¢, dann ver-
wende eine Zweierpotenz-FFT. Anderenfalls wihle M = 2¢ > 2N und verwende
die Bluestein-Methode, um DFTy auf DFT), zuriickzufiihren.

Im Gegensatz zu diesem einfachen Algorithmus ist in vielen Bibliotheken fiir
numerische Programme nur die 2°-FFT verfiighar, allerhéchstens eine Cooley-
Tukey-FFT, die N bis auf Primzahlen zerkleinert. Bei einer derartigen ,mixed
radix FFT“ ist die Methode von Rader oft nicht implementiert. Dies erkennt
man in der Praxis daran, dafs die ,;schnelle“ Fourier-Transformation fiir N =
65537 (prim) etwa um den Faktor 30000 langsamer ist als fiir N <1 = 65536
(Zweierpotenz). Wird die Rader-FFT verwendet, so ist nur eine Verlangsamung
um den Faktor 2 zu erwarten; mit Algorithmus 7.8 ist der Faktor etwa 8.

Die néchste Kompositionstrategie ist leistungsfahiger und verwendet alle Me-
thoden aufer der von Bluestein. Sie hat den Vorteil, dat die DFTy immer auf
Transformationen kleinerer Lange reduziert wird.

Algorithmus (Greedy-FFT) Ist N klein und ist dafiir eine direkt kodierte
FFT verfiigbar, so verwende diese. Ist N prim, dann verwende die Rader-FFT.
Ist N = 2¢, dann verwende die Zweierpotenz-FFT. Ist N = ¢° und ist DFT direkt
kodiert, dann verwende die ¢-Potenz-FFT. Ist N = ¢; - - - ¢, mit teilerfremden q,,
so verwende die Good-Thomas-FFT. Andernfalls ist N = p® mit einer Primzahl
p, die nicht direkt kodiert ist. In diesem Fall verwende die g-Potenz-FFT.

Die soeben vorgestellte Kompositionsstrategie ist nicht optimal. Namentlich kann
mit der Methode von Bluestein fiir manche N mit besonders ,,primer* Zerlegungs-
struktur ein grofer Gewinn verbunden sein. Fiir N = 719 beispielsweise ergibt
Algorithmus 7.9 die folgende Zerlegungsstruktur:

rader[ (x N = 719 (prime) *)
goodThomas[ (x N = 718 = 2 % 359 *)
small[2],
rader[ (* N = 359 (prime) x*)
goodThomas[ (¥ N = 358 = 2 * 179 x)
small[2],
rader[ (x N = 179 (prime) *)
goodThomas[ (x N = 178 = 2 * 89 x)
small[2],
rader[ (* N = 89 (prime) *)
goodThomas[ (* N = 88 = 8 * 11 *)
small[8],
rader[ (x N = 11 (prime) *)
goodThomas[ (x N = 10 = 2 * 5 %)
small[2],
small[5]
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Diese FFT benotigt 304 ms auf einer 486-CPU bei 66 MHz Taktfrequenz. Nur
61.5 ms beno6tigt dagegen die folgende Methode

N <= 1440/2 *)
1440 = 5 % 9 x 32 %)

bluestein[ 719, (*
goodThomas[ (¥ N
small[5],
small[9],
qPower[ (* N = 32 = 275 %)
small[2],
5
]
]
]

(Die Terme wurden mit dem FFT-Programm des Autors automatisch erzeugt;
es ist im néchsten Abschnitt beschrieben.) Die soeben vorgestellte Strategie zur
Wahl der jeweiligen Methode basiert auf der impliziten Annahme, daf sich fiir
jede Zahl N aufgrund ihrer zahlentheoretischen Struktur a priori entscheiden 1aft,
welche Methode die schnellste sein wird. Diese Annahme ist in der Praxis nicht
zulissig!

Tatséachlich hangt die Wahl der Methode extrem stark von der jeweiligen Im-
plementierung und der zugrunde liegenden Architektur ab. Die Komplexitétsbe-
trachtungen etwa in [19], oder das Auszihlen der arithmetischen Operationen in
[67], sind daher fiir die Praxis nur sehr eingeschrinkt von Nutzen. Theoretische
Kostenmafe verleiten in diesem Fall sogar zu falschen Annahmen.

Dazu ein Beispiel: Eine sehr gute Zweierpotenz-FFT ist in den NUMERICAL
RECIPES (1992) |76], Kapitel 12.1, veroffentlicht. Das dort angegebene unschein-
bare C-Programm von 50 Zeilen Quelltext nutzt auf sehr geschickte Weise die
Speicherhierachie der heute gingigen Rechner-Architekturen aus. Das Programm
ist der Zahlenwolf im Schafspelz. (Die Implementierung basiert auf einem Pro-
gramm von N. M. Brenner.) Namentlich wird die Zweierpotenz-FFT damit so
schnell, daft Bluestein und 2°-FFT fiir viele Fille deutlich schneller ist, als eine
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moderat gut implementierte Zerlegung in Primfaktoren. Und das, obwohl die
Zerlegungsmethode aus theoretischer Sicht unbedingt vorzuziehen ist!

Die Wahl der optimalen Methode fiir die DF'T,, hingt also so stark von der
Implementierung und der Architektur der Hardware ab, dafs sie nur anhand von
Laufzeitinformationen gefillt werden kann. Ein naheliegender Ansatz dazu ba-
siert auf dynamischer Programmierung:

Algorithmus (FFT mit dyn. Progr., ohne Bluestein) Bis zu einer vorge-
gebenen Schranke werden fiir alle N = 1,2, ... (in dieser Reihenfolge) jeweils die
anwendbaren Methoden der Zerlegung (aufer Bluestein) miteinander verglichen.
Die jeweils schnellste wird fiir NV in einer Tabelle gespeichert. Da die DFT 5 auf
kleinere DFTs zuriickgefiihrt wird, sind diese schon optimal gewahlt, wenn N
betrachtet wird.

Die Methode von Bluestein mufste ausgespart werden, weil sie die Struktur der
dynamischen Programmierung sprengt: Bluestein fiihrt die DFTy auf eine gré-
fere DFT zuriick. Wie an dem obigen Beispiel N = 719 deutlich wurde, kann
die Bluestein-Methode jedoch nicht einfach vernachléssigt werden, dazu ist sie zu
wichtig. Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet die iterative Optimierung der
von Algorithmus 7.10 gemessenen Tabelle. Die Grundannahme dabei ist, daf die
Bluestein-Methode nur selten nutzbringend eingesetzt werden kann. Damit ge-
langt man im wesentlichen zu der folgenden dynamischen Kompositionsstrategie:

Algorithmus (FFT mit dyn. Progr., mit Bluestein) Bestimme mit Algo-
rithmus 7.10 zu jedem N bis zu einer festen Schranke die jeweils schnellste FFT-
Methode, ohne Beriicksichtigung von Bluestein. Dann betrachte alle N, zu denen
es ein M > 2N gibt, so dak DFT,; mindestens Faktor 2 schneller ist als DFT .
Vergleiche die Bluestein-Methode via M mit der bisher besten Methode fiir V.
Wird eine weitere Iteration gewiinscht, dann fiihre wieder Algorithmus 7.10 aus,
USW.

Der Hauptnachteil der dynamischen Optimierung, wie in den Algorithmen 7.10
und 7.11 beschrieben, ist der hohe Bedarf an Laufzeitdaten. Soll etwa die FFT
fiir N € [1..1024] optimiert werden, so miissen mindestens 10* Messungen vor-
genommen werden. Dauert jede Messung 10 Sekunden, so kommen insgesamt
schon 28 Stunden Rechenzeit zusammen. Die im néachsten Abschnitt besproche-
ne FFT des Autors verwendet daher nur eine um Bluestein erweiterte Variante
von Algorithmus 7.9.

Alle Erwégungen zur Wahl der FFT-Methode in diesem Abschnitt beziehen
sich nur auf Software-Implementierungen mit einem einzigen Universalprozessor
als aktive Resource. Werden parallele Architekturen betrachtet oder die ultima-
tive Form der Parallelitit, Entwurf von Hardware, so muf alles erneut iiberdacht
werden. Dieser Aspekt der FFT-Methoden soll hier nicht betrachtet werden.
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7.5 Eine konkrete Implementierung

Zur experimentellen Uberpriifung der theoretischen Ergebnisse wurde vom Autor
ein Programm zur Fourier-Transformation in der Programmiersprache C reali-
siert. Die Hauptleistungsmerkmale sind

e Generische Arithmetik fiir beliebigen Grundkorper bei hohem Durchsatz
fiir numerische Berechnungen in Charakteristik 0 (komplexe Zahlen).

e Effiziente Algorithmen fiir beliebige Signallinge. Es wird in jedem Fall ein
N log(N)-Algorithmus verwendet, auch fiir groke Primzahlen.

e Hohe Modularitdt. Das Programm ermdoglicht es, die einzelnen FFT-
Zerlegungsmethoden beliebig zu kombinieren. Die Zerlegungsmethode kann
als Term in MATHEMATICA-Syntax ein- und ausgegeben werden. (Zwei Bei-
spiele hierzu im vorigen Abschnitt.)

e Messung von Laufzeitdaten. Zur Bewertung alternativer Zerlegungen kon-
nen Laufzeitdaten ermittelt werden. Insbesondere gibt es ein Programm,
welches das FFT-Modul auf eine gegebene Architektur hin konfiguriert (sie-
he unten).

e Portabilitdt. Das Programm wurde unter mehreren C-Compilern und Be-
triebssystemen simultan entwickelt: GNU-C++ auf LINUX und auf So-
LARIS sowie MS VISUAL C++ und BORLAND C-+-+ auf WINDOWS NT,
WINDOWS 95 und MS-DOS.

e Das FFT-Modul ist reentrant, kann also nebenldufig durch mehrere Akti-
vitdtsbahnen des Anwendungsprozesses verwendet werden.

Das Programm ist so effizient und flexibel, dafs es von H. Aagedal und M. Schmid
in das DIGIOPT-System integriert wurde. Das DIGIOPT-System ist ein Pro-
gramm mit graphischer Benutzeroberfliche zur Simulation und zum Entwurf dif-
fraktiver optischer Elemente. Es wurde am Institut fiir Algorithmen und Kogni-
tive Systeme der Universitit Karlsruhe entwickelt und wird in der Dissertation
von H. Aagedal beschrieben (in Vorbereitung).

Fiir die Simulation und den Entwurf diffraktiver optischer Elemente ist eine
schnelle und flexible Fourier-Transformation von zentraler Bedeutung. In einem
interaktiven System wie DIGIOPT gilt dies um so mehr. Mit dem FFT-Moduls
des Autors ist es zudem moglich geworden, in DIGIOPT diffraktive Elemente von
beliebiger Kantenldnge effizient zu transformieren. Die graphische Benutzerober-
flaiche von DIGIOPT verwendet Multi-Threading und erreicht dadurch eine hohe
Nebenldufigkeit. Daher war Reentranz ein weiteres wesentliches Designziel fiir
die Implementierung der Fourier-Transformation.

Wie bereits im vorigen Abschnitt ausgefiihrt, kann die Entscheidung fiir oder
gegen eine spezielle Zerlegungsmethode nur anhand von gemessenen Laufzeitdaten
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Abbildung 7.1: ¢t(N)/ms mit Greedy-Strategie a) linear, b) logarithmisch.

erfolgen. Im folgenden werden daher einige Erkenntnisse aus gemessenen Lauf-
zeitinformationen présentiert. Die Daten wurden auf einem Arbeitsplatzrechner
mit einer CPU vom Typ 486 bei der Taktfrequenz von 66 MHz mit 16 MB RAM
unter dem Betriebssystem LINUX erhoben. Jede Einzelmessung erstreckte sich
iiber mindestens 17 Sekunden. Bei einer geschétzten Genauigkeit der Zeitmes-
sung von 100 ms ergibt sich eine eine relative Genauigkeit der Datenpunkte von
0.6%.

Die Abbildung 7.1a) gibt eine Vorstellung von der absoluten Laufzeit ¢(N)
einer FF'T der Liange N, zerlegt nach der Greedy-Strategie 7.9. Bemerkenswert
ist die grofe Fluktuation benachbarter Werte. Die grofe Variation ist zahlen-
theoretisch motiviert, denn N + 1 zerfillt vollig anders in Primfaktoren als N.
In der logarithmischen Auftragung von Abbildung 7.1b) wird das zu erwartende
O(N log N)-Gesetz sichtbar. Dieses Verhalten legt die folgende phinomenologi-
sche Theorie der Laufzeit nahe:

t(N) =c-Nlogy(N)-k(N) fiir eine Konstante ¢ > 0.

Die Konstante enthélt die absolute Geschwindigkeit, der Term N log, (V) erfaft
den glatten Anteil des Wachstums und x(N) die schnell oszillierende Abweichung
vom Mittelwert. Als Konstante wurde ¢ = 6.0135 us gemessen. Die Funktion
ist in Abbildung 7.2a) dargestellt. Sie zeigt, dak die Laufzeit der FFT um bis zu
zwei Grofsenordnung vom Mittelwert abweichen kann.

Durch geschickte Verwendung der Methode von Bluestein kann der Variations-
bereich von k stark reduziert werden: Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde,
wird zum Beispiel die Laufzeit fiir N = 719 mit der Bluestein-Methode um den
Faktor 5 verringert. Ein Profiling-Programm sucht systematisch Ausreifser dieser
Art und realisiert die FFT fiir diese Lingen mit der Bluestein-Methode. Das
Ergebnis der Optimierung ist in Abbildung 7.2b) dargestellt. Die Messung der
Laufzeitdaten benotigte zwei Tage CPU-Zeit.
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Abbildung 7.2: Abweichungsfaktor x(N) a) ohne, b) mit Bluestein-FFT.

7.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die klassischen Methoden der schnellen Fourier-
Transformation (FFT) besprochen. Die Methoden basieren auf zwei wesentlichen
Typen von Symmetrie: Einer Perm-Irred-Symmetrie vom Isomorphietyp Zx und
einer Perm-Perm-Symmetrie vom Isomorphietyp Aut(Zy). Dabei bezeichnet N
die Anzahl der transformierten Einzelsignale (Abschnitt 7.2).

Die einzelnen Methoden fiihren eine DF'T der Ordnung N auf mehrere DFTs
anderer Ordnungen zuriick. Obwohl nicht fiir jedes N jede Zerlegungsmethode
anwendbar ist, erginzen sich die Methoden passend. Damit ergibt sich struktu-
rell ein Teile-und-Herrsche-Algorithmus. Die Strategie zur Auswahl des jeweils
giinstigsten Zerlegungsschritts ist in der Praxis ein grofes Problem. Die Ent-
scheidung kann nur anhand gemessener Laufzeitdaten verlaflich gefillt werden.

Um dies in der Praxis konkret nachzupriifen, wurde eine hoch optimierte
Fourier-Transformation in der Programmiersprache C realisiert. Das Programm
hat einen Umfang von 4.8 kloc. Es ist effizient, flexibel, reentrant sowie portabel
und wurde erfolgreich in den Kern des DIGIOPT-Systems von H. Aagedal et
al. (1993-97) zum Entwurf diffraktiver Optik integriert.
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Integrabilitat von
Spin-Gitter-Modellen

Ising L =8 Pottsq=3,L=5 Pottsq=4,L =4

IESES KAPITEL beschéftigt sich mit einer konkreten Verbindung zwischen

der Symmetriesuche im Sinne dieser Arbeit und einem Teilgebiet der stati-
stischen Physik. Es geht hierbei um sogenannte Spin-Gitter-Modelle und deren
yexperimentelle“ Untersuchung mit Hilfe von Computersimulationen. Namentlich
kann die Symmetriesuche einige Strukturinformationen automatisch beschaffen
und dadurch die numerische Simulation effizienter gestalten.

Um prézise darstellen zu konnen, an welcher Stelle die Symmetriesuche et-
was beitréigt, ist es notwendig, ein gutes Stiick weit in das Gedankengebiude der
statistischen Physik einzudringen. Dies wird in dem néchsten Abschnitt passie-
ren. Die dort verwendeten Begriffe der Hamiltonfunktion, der freien Energie, der
Zustandssumme und der Transfermatrix sind Standardkonstrukte der statisti-
schen Physik. Sie finden sich in jedem Einfiihrungstext iiber statistische Physik,
wie etwa dem Buch [80] von L. E. Reichl. Ebenso ist das hier beispielhaft er-
lauterte 2d-Ising-Modell ein wohluntersuchtes Standardmodell. Reichel gibt die
Losung fiir ein und zwei Dimensionen an, [80], 9.F.4.(a) und (b). Das erwihn-
te statistische Kriterium zur Integrabilitit eines Spin-Gitter-Modells ist neueren
Datums. Es fufst in der Theorie der Zufallsmatrizen und wurde von H. Meyer und
J.-C. Anglés d’Auriac durch Computersimulationen ,experimentell” untersucht.
Ein Standardwerk beziiglich Zufallsmatrizen ist das Buch [62] von M. L. Mehta
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Abbildung 8.1: (4 x 10)-Ising-Modell, antiferromagnetischer Zustand

(1967). Es ist hauptséchlich die Dissertation [63] von H. Meyer (1996) am Centre
de Recherche sur les Trés Basses Températures (CRTBT) am CNRS Grenoble,
die der Darstellung hier zugrunde liegt. Insbesondere wurde auch die hier pré-
sentierte Sichtweise der Symmetriesuche im Kontext der statistischen Physik im
Dialog mit Hendrik Meyer entwickelt.

Das Kapitel beginnt mit der Einfiihrung der relevanten Grundbegriffe aus der
statistischen Physik in Abschnitt 8.1. Danach folgt in Abschnitt 8.2 eine kurze
Einfiihrung in die wichtige physikalische Fragestellung der Integrabilitit eines
Systems. In Abschnitt 8.3 wird beispielhaft das (L x M)-Ising-Modell fiir L = 4
ohne duferes Feld betrachtet. Insbesondere wird erklart, wie die Transfermatrix
definiert ist und es wird die Symmetrie bestimmt. Danach wird in Abschnitt 8.4
die Symmetrie des Beispiels L. = 4 bestimmt und anschaulich gedeutet. Dazu
werden die in dieser Arbeit vorgestellten Symmetriesuchverfahren eingesetzt. In
Abschnitt 8.5 werden die Ergebnisse der Symmetriesuche bei weiteren Modellen
angegeben. In Abschnitt 8.6 findet sich eine Zusammenfassung des Kapitels.

8.1 Grundbegriffe

Ein Spin-Gitter-Modell beschreibt ein physikalisches System durch einen unge-
richteten Graphen, an dessen Knoten sich identische Kopien eines Elementarsy-
stems befinden, Abbildung 8.1. Ein Teilsystem wird gewohnlich als Spin bezeich-
net, denn bei den einfachsten Spin-Gitter-Modellen stellt man sich die einzelnen
Teilsysteme als kleine Magnete vor. Ein Teilsystem ist in der Regel sehr einfach
strukturiert; es hat meist nur wenige Zustidnde. Die einzelnen Kopien wechselwir-
ken ausschlieflich mit ihren nichsten Nachbarn, geméf der Verbindungstopologie
des Graphen, und eventuell noch mit einem homogenen duferen Feld H,,,,. Der
Graph ist ein Gitter und die Wechselwirkung von néchsten Nachbarn ist homogen,
das heiftt, sie hiingt nicht vom absoluten Ort ab. Das ganze Spin-Gitter-System
befindet sich in Kontakt mit einem Warmebad konstanter Temperatur 7" > 0, so
dafs sich ein thermodynamisches Gleichgewicht ausbildet.
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Die Dynamik des Systems wird beschrieben durch seine Hamiltonfunktion
H({o:}, Hmag), wobei {0;} einen Zustand der Spins bezeichnet. Das Symbol {o;}
steht fiir das Tupel der einzelnen Spinzustinde o; wobei i alle Gitterplatze durch-
lauft. Bei dem besonders einfachen Ising-Modell hat jeder Spin nur zwei mégliche
Zustande, sie seien mit 7 = +1 und | = <1 bezeichnet.

Die thermodynamischen Eigenschaften, wie die mittlere Ordnung, die Warme-
kapazitit, die Phaseniibergénge, etc., werden vollstindig durch die helmholtzsche
freie Energie F (T, Hyag) beschrieben. Diese kann ausgedriickt werden durch die
Zustandssumme (engl. partition function) Z (7', Hmag) geméfs der Relation

F(T, Hunag) = <kpT10g Z(T, Hppag).

Da die Teilsysteme Boltzmann-verteilt sind, ist die Zustandssumme des Systems

Z(T, Hmag) = Z exp (M) .
{03} kBT

(Die Summation durchliuft alle moglichen Zusténde des gesamten Spin-Gitter-
Systems. kp bezeichnet die Boltzmann-Konstante.) Die beiden letzten Glei-
chungen verkniipfen die Dynamik des Systems, beschrieben durch die Hamilton-
funktion H, mit dem thermodynamischen Verhalten, beschrieben durch F. Die
dabei verwendete Zustandssumme 7 ist die wesentliche kombinatorische und sta-
tistische Konstruktion. Beim Ising-Modell mit zwei Spin-Zustinden und L x M
Gitterpliitzen ist die Zustandssumme eine Summe von 2™ vielen Exponential-
funktionen in T', J und Hy,y,.

Die Zustandssumme kann vereinfacht dargestellt werden durch die Transfer-
matriz. Sie erlaubt es, die Regularitit des zugrundeliegenden Gitters zu nutzen.
Auf einen zweidimensionalen Torus mit (L x M) Gitterpléitzen ist die Zustands-
summe gerade die Spur

7 = tr(TM)
mit der Transfermatrix 7. Die Transfermatrix erfafst die Erweiterung des Gitters
um eine weitere Spalte. Beim Ising-Modell ist sie eine (2% x 2¥)-Matrix. Mit der
Darstellung der Zustandssumme durch die Transfermatrix wird die Abhéngigkeit

der Zustandssumme von M sehr einfach: Wird 7" durch U diagonalisiert, also
U~'TU = diag(\; | i), dann ist

7 =tr(TM) = tr (U diag(AM | i) ) Z)\M

Die Eigenwerte der Transfermatrix zu festem L liefern daher direkt die Zustands-
summe des Spin-Gitters der Grofe (L x M) fiir jedes M > 1. Insbesondere ist
im thermodynamischen Grenzwert M — oo die freie Energie je Gitterplatz

f — F/(LM) = <:>]{;BT10g()\max)7

wobei A\nL.x den betragsgrofsten Eigenwert der Transfermatrix bezeichnet. Die
Transfermatrix ist das wesentliche Studienobjekt bei der Symmetriesuche im Sin-
ne dieser Arbeit.
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8.2 Integrabilitat

Eine wesentliche physikalische Fragestellung ist die Integrabilitit eines Systems.
Informell bedeutet Integrabilitit, daft das System im Prinzip exakt gelost werden
kann. Fiir die hier betrachteten Spin-Gitter-Modelle gibt es einige dquivalente
formale Kriterien der Integrabilitit: Die Existenz einer Losung der Yang-Baxter-
Gleichungen, die Giiltigkeit der Dreieck-Stern-Beziehungen, die Existenz einer
einparametrigen Familie von kommutierenden Transfermatrizen und die Giiltig-
keit des Bethe-Ansatzes.

Im allgemeinen ist die Integrabilitit mit den analytischen Kriterien sehr
schwierig zu entscheiden und setzt eine gute Kenntnis des Systems voraus. Struk-
turell ist die Integrabilitit eines Systems gleichbedeutend mit der Existenz einer
ausreichend grofsen Symmetrie — etwa in Form der Dreieck-Stern-Beziehungen.
Diese Art von Symmetrie ist allerdings nicht notwendigerweise von der in die-
ser Arbeit behandelten Form und kann deshalb auch nicht mit den in anderen
Kapiteln dargestellten Verfahren gefunden werden.

Es gibt jedoch ein statistisches Kriterium zur Integrabilitit, bei dem die Sym-
metriesuchverfahren niitzlich sind. Das Kriterium entstand aus der Theorie der
Zufallsmatrizen (engl. random matrix theory, RMT) und besagt: Die Eigenwer-
te bei Transfermatrizen integrabler Systeme sind statistisch anders verteilt als
bei Transfermatrizen nicht-integrabler Systeme. Um also einen Aufschluf iiber
die Integrabilitit eines Systems zu erhalten, wird das Eigenwertspektrum nume-
risch bestimmt und statistisch gegen verschiedene Ensembles von Zufallsmatrizen
getestet.

Die Theorie der Zufallsmatrizen beschéftigt sich mit der statistischen Vertei-
lung der Eigenwerte von Matrizen aus Zufallsvariablen. Dabei wird die Verteilung
der Komponenten der Matrix und eine Eigenschaft der ganzen Matrix vorgege-
ben (etwa Orthogonalitdt). Unter diesen Einschrénkungen ergeben sich fiir die
Eigenwerte ganz spezielle Klassen von Verteilungsfunktionen. Obwohl die Trans-
fermatrix eines bestimmten Spin-Gitter-Modells keine Zufallsmatrix ist (sondern
eine ganz bestimmte Matrix), kann die Menge der Eigenwerte als Stichprobe
gegen die verschiedenen moglichen Verteilungen getestet werden.

Eine wichtige Rolle bei dieser Berechnung spielt die Symmetrie der Transfer-
matrix, diesmal in dem technischen Sinne der Symmetriesuche: Jeder bekann-
te Teil der Symmetrie kann verwendet werden, um die Transfermatrix auf eine
Blockdiagonalform zu transformieren. Dann erst miissen die einzelnen Bl&cke
aufwendig numerisch diagonalisiert werden. Schlieflich kann mit den in dieser
Arbeit vorgestellten Verfahren bewiesen werden, dafs eine vorgegeben Transfer-
matrix keine weiteren Symmetrieoperationen eines bestimmten Typs besitzt. Dies
soll im folgenden an einem illustrativen und iiberschaubaren Beispiel vorgefiihrt
werden. Es handelt sich dabei um das gut untersuchte zweidimensionale Ising-
Modell.
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8.3 Das (L x M)-Ising-Modell ohne Feld

Die Hamiltonfunktion des Ising-Modells lautet

H=<«J Z 0;0; <:>Hmag ZO’i.

(1.3 g

Dabei ist kg die Boltzmann-Konstante, J > 0 ist die Kopplungskonstante der
Spin-Spin-Wechselwirkung und (7, j) bedeutet, dak i und j nichste Nachbarn
sind. (Die Kopplungskonstante gup an das dufere Feld wurde wegnormiert.) Ab
jetzt wird der Spezialfall ohne dufseres Feld, Hy,,, = 0, betrachtet.

Beim (L x M)-Ising-Modell ist der Nachbarschaftsgraph ein zweidimensionaler
Torus mit L Zeilen und M Spalten. Eine Spalte hat 2¥ Zustinde, sie seien
mit o € {1..2%} bezeichnet. Mit o; € {&1,1} wird der Zustand des Spins an
Position 7 € {1..L} bezeichnet. Die symmetrisierte Transfermatrix 7 ist eine
Funktion der dimensionslosen Grofe w = exp(J/(kgT)). Namentlich ist die
(ar, o')-Komponente von T die Potenz

Ta,a, ] wta,a’7
mit der Matrix ¢ der ganzzahligen Exponenten

ta,a’ = Z(aiai+1/2 + OéiOé;- + a;&;+1/2).

)

Fiir den Spezialfall L = 4 lautet die Exponentenmatrix der Transfermatrix

8 4 4 2 4 0 2 0 4 2 0 0 2 0 0 0
4 4 0 2 0 0 -2 0 0 2 —4 0 -2 0 —4 0
4 0 4 2 0 —4 2 0 0 -2 0 0 -2 —4 0 0
2 2 2 4 -2 =2 0 2 =2 0 -2 2 -4 -2 =2 2
4 0 0 -2 4 0 2 0 0 -2 -4 —4 2 0 0 0
0 0 -4 -2 0 0 -2 0 -4 -2 -8 —4 -2 0 —4 0
2 =2 2 0 2 =2 4 2 =2 -4 -2 =2 0 -2 2 2
t = 0 0 0 2 0 0 2 4 -4 -2 -4 0 -2 0 0 4
4 0 0 -2 0 -4 -2 -4 4 2 0 0 2 0 0 0 ’
2 2 =2 0o -2 -2 —4 =2 2 4 -2 2 0 2 -2 2
0 —4 0 -2 -4 -8 -2 -4 0 -2 0 0 -2 —4 0 0
0 0 0 2 -4 -4 =2 0 0 2 0 4 -2 0 0 4
2 =2 -2 -4 2 =2 0 -2 2 0 -2 =2 4 2 2 2
0 0 -4 =2 0 0 -2 0 0 2 —4 0 2 4 0 4
0 —4 0 -2 0 —4 2 0 0 -2 0 0 2 0 4 4
L 0 0 0 2 0 0 2 4 0 2 0 4 2 4 4 8 |

sie erfaft die Thermodynamik aller (4 x M)-Ising-Modelle fiir M >
Beispiel entstammt dem Exemple illustratif 7.2.3. aus [63].

—_

Dieses

8.4 Symmetrie des (4 x M)-Ising-Modells

In diesem Abschnitt werden die Symmetriesuchverfahren der vorliegenden Arbeit
angewendet auf die (16 x 16)-Exponentenmatrix ¢ aus dem letzten Abschnitt.
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Es wird der Mon-Mon-Symmetrietyp betrachtet. Bei dieser Verallgemeine-
rung der Perm-Perm-Symmetrie konnen die Matrizen links und rechts monomial
sein. Das heifst, in jeder Zeile und jeder Spalte ist genau ein Eintrag ungleich
Null. Da die Komponenten von ¢ reell sind, kommen als Eintrige der monomia-
len Matrizen nur die reellen Einheitswurzeln 1 und <1 in Frage. Damit kann das
(16 x 16)-Mon-Mon-Problem elegant auf ein (32 x 32)-Perm-Perm-Problem re-
duziert werden. Das Perm-Perm-Problem wird mit der partitionsbasierten Back-
tracksuche aus Kapitel 3 schnell gelost. Riickiibersetzt in monomiale Matrizen
ergibt sich die folgende Symmetriegruppe von Paaren (X,Y") mit der Eigenschaft
X-t-Y=t

G = <(7TT7 W%l)a (’/TRa 7‘—121)7 (71'(}, ’/Tal)a (<:}’7TAL7 ’/TAR)a (<:>17 <:>1)>
Die in den Erzeugern von G auftretenden Permutationen sind explizit

mr = (2,9,5,3)(4,10,13,7)(6,11)(8, 12,14, 15),

e = (2,9)(3,5)(4,13)(6,11)(8,15)(12, 14),

e = (1,16)(2,15)(3,14)(4, 13)(5,12)(6,11)(7, 10)(8,9),
i = (1,11)(2,12)(3,9)(4,10)(5, 15)(6,16)(7, 13)(8, 14),
mTar = (1,6)(2,5)(3,8)(4,7)(9,14)(10,13)(11, 16)(12, 15).

Als Symmetrieoperationen haben sie eine physikalische Bedeutung:

T ist eine zyklische Verschiebung (engl. translation) der Spalte | oy ---ayg)
in Richtung kleinerer Orte. Zum Beispiel wird 4 = |[11]]) durch 77 in
|t441) = 10 verschoben.

R ist die Spiegelung (engl. reflection) der Spalte cv. Zum Beispiel wird 8 =
[t11)) durch mp zu |[J1M1) = 15 gespiegelt. Die Gruppe (mp,7g) ist die
rdumliche Symmetrie des Gitters; es ist genau die Automorphismengruppe
der Spalte | a). Es handelt sich dabei um eine Diedergruppe mit acht
Elementen.

C' ist die Farbsymmetrie. Sie vertauscht die beiden mdoglichen Spin-Werte 1
und |. Zum Beispiel wird 8 = [t11]) durch 7o auf |[[]1) = 9 abgebildet.

A ist eine Ferro/Antiferro-Symmetrie. Sie vertauscht eine ferromagnetische
Phase (alle Spins in die gleiche Richtung) mit einer antiferromagnetischen
Phase (alternierende Spins). Namentlich negiert 74z den 1. und 3. Spin der
Spalte c. Zum Beispiel wird 1 = [[]]}) von AL auf |1} 1]) = 6 abgebildet.
Diese Symmetrie existiert nur bei geradem L. Das Paar (<map, mag) ist echt
monomial. Da ¢ die Exponenten der Transfermatrix sind, wird bei dieser
Symmetrieoperation w = exp(J/(kgT)) durch w~! ersetzt. Dies pakt zur
physikalischen Vorstellung: Wird die Kopplungskonstante .J negiert, so wird
aus einer ferromagnetischen Ordnung eine antiferromagnetische Ordnung
und umgekehrt.
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<1 ist eine triviale Symmetrie. Sie liegt im Zentrum der GL;6(C) und héngt
nicht von ¢ ab. Sie tritt in jeder monomialen Symmetrie auf.

Die gesamte gefundene Symmetrie G' des (4 x M)-Ising-Modells war auch ohne
automatische Symmetriesuche bekannt. Sie wurde von H. Meyer in seiner Dis-
seration zur Diagonalisierung der Transfermatrix verwendet. Als neues Ergebnis
ergibt sich hier jedoch, dafs es auch keine weitere Symmetrie vom Mon-Mon-Typ
gibt:

Satz Sei (X,Y) € GLi5(C) x GL15(C) ein Paar monomialen Matrizen mit der
Eigenschaft

X-t-Y=t
Dann ist (X,Y) € G. (t ist wie im letzten Abschnitt, G wie in diesem.)

Da das (4 x M)-Ising-Modell ohne #duferes Feld mit Bethe-Ansatz integrabel
ist, existiert weitere Symmetrie. Sie ist nach dem vorigen Satz keine Mon-Mon-
Symmetrie der Exponenten der symmetrisierten Transfermatrix. Fiir die Physik
stellt die eben getroffene Aussage nur einen recht eingeschrinkten Spezialfall
dar. Sie zeigt aber die Art der Aussagen, die durch die Symmetriesuche moglich
werden. Die Symmetriesuchverfahren konnen daher niitzlich sein, um sich einer
Klasse von Spin-Gitter-Modellen experimentell zu ndhern.

8.5 [Ergebnisse weiterer Modelle

Nach der Einfiihrung in die Symmetriebestimmung am Beispiel des (4 x M)-
Ising-Modells folgt nun eine Darstellung einiger massiverer Rechnungen. In die-
sem Abschnitt wird von den Ergebnissen der Symmetriebestimmung fiir einige
Spin-Gitter-Modelle und einige Grofen berichtet. Die verwendete Notation fiir
Gruppen und deren Darstellungen wird in Anhang A erklart.

(L x M)-Ising-Modell ohne dufieres Feld Von der Mon-Mon-Symmetrie G,
des Ising-Modells ist eine Untergruppe By bekannt. Sie wird erzeugt durch die im
letzten Abschnitt besprochenen speziellen Symmetrieoperationen. Diese sollten
hier mit 7', R, C'; A und <1 bezeichnet werden. Es ist

<1, C5R, T fiir L ungerade,
B —
L7 (&1;C; R, T, A) fiir L gerade.

Die Ordnung der Erzeuger ist durch <12 = C? = R? = Tt = A% = id gegeben.
Auferdem erfiillen die Erzeuger die Relationen (2¥ = y~'zy):

<1 kommutiert mit C, R, T, A,

A operiert wie C4 = C, R4 = CR, T4 = CT,
C  kommutiert mit R,7T und

R operiert wie TF =T~
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Mit diesen Relationen ist der Isomorphietyp von By, fiir alle L bekannt. In der fol-
genden Tabelle sind die mit den Methoden dieser Arbeit gefundenen Symmetrie-
gruppen G, sowie die direkt konstruierbaren Untergruppen By, fiir die kleinsten
L zusammengestellt.

|BL|; Nr. |GL|7 Nr. GL
4 2 8 3 | Dg

16 11 384 5602 | Zy1Sy =Sy x Z;

24 14 24 14 | Zy x Zy x Dg

64 202 | 64 202 | Zy x (Zy X (Z3 x Dg))
40 13 40 13 | Zy x Zy x Dqg

96 209 | 96 209 | Zy X (Zy X (Z2 x Dy3))
56 12 56 12 | Zy x Zy x D1a

128 1728 | 128 1728 | Zy X (Z3 X (Z3 % Dyg))
72 17 72 17 | Zy x Zy x Dyg

160 217 | 160 217 | Zy X (Zy X (Z2 X Dyy))

5 © 00 1O Utk W

Diese Daten legen die folgende Vermutung nahe: Die Mon-Mon-Symmetrie des
Ising-Modells ist ab L > 3 genau die bekannte Symmetrie. Mit dem Wissen
iiber die Relationen der Erzeuger von Bj, ergibt sich als Mon-Mon-Symmetrie
des Ising-Modells

Gy =~ Dy fir L=1
o _) G ~ 7,15, =Sy x Z! fiir L = 2
L7 (el;C; R, T) >~ 7y X Zy X Dyp fiir L > 3 ungerade
(&1, A;C R, T) = Zy x (Zy x (Zy x Dop)) fiir L > 4 gerade.

(L x M)-Potts-Standardmodell mit ¢ Farben Beim Potts-Standardmodell
mit ¢ > 2 Farben handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Ising-Modells.
Der Zustand jedes Teilsystems (jedes Spins) ist aus der Menge {1..q}, den so-
genannten Farben. Die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spins o; und o;
ist die Kroneckerfunktion 5gi,(,j. Fiir ¢ = 2 erhilt man im wesentlichen wie-
der das Ising-Modell, bei dem die Farben allerdings durch <1 und 1 codiert
waren. Da beim Potts-Modell alle Exponenten der Transfermatrixkomponenten
nicht-negativ sind, kann die Ferro/Antiferro-Symmetrie so nicht definiert wer-
den. Andererseits sind die Farben alle gleichberechtigt, so daf als Farbsymmetrie
die volle S, auftritt. Die Farbsymmetrie wird hier daher durch C(q) bezeich-
net. Die bekannte Untergruppe B, der Symmetriegruppe G, 1, ist daher beim
Potts-Modell

Bq,L = <<:>17 C(Q)a Ra T>

Die folgende Tabelle stellt das Ergebnis der Symmetriesuche fiir kleine Werte
von ¢ und L dar. Die Zahlen wurden so gewihlt, daf die Anzahl (2¢%)? der
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Matrixkomponenten 107 nicht iiberschreitet.
q:2 q:3 q:4 q:5 q:6 L]:7
ZQXZQ ZQ><S3 ZQ><S4 ZQ><S5 ZQXSG ZQ><S7
Zy X Zy X Zo Z> x S3 X Zs Zy X Syq X Zo Z> xSy X Zs | Zy X Sg X Zy | Zy X S7 X Za
ZQXZQXD(} ZQ><S3><D6 ZQ><S4><D6 ZQ><S5><D6 ZQXSGXD(; ZQ><S7><D6
Zy X Zy x Dg Z> x S3 X Dg Zy XS4 X Dg Z> x Sy X Dg | Z3 x Sg X Dg

ZQ X ZQ X D10
ZQ X ZQ X D12

Zz ><S3 X D10
22 ><53 X D12

ZQ ><S4 X D10

ZQ X ZQ X D14
ZQ X ZQ X D16
ZQ X ZQ X Dlg
ZQ X ZQ X D20

5 © 00U W N

Werden die gefundenen Gruppen G, verglichen mit den bekannten Gruppen
B, 1, so gelangt man zu folgender Vermutung: Die Mon-Mon-Symmetrie des
Potts-Modells ist genau die bekannte Symmetrie. Diese Symmetrie ist gegeben
durch

(<1;C(q)) = 7y xS, fir L=1
G, =% (&1;C(q); R) = ZyxSyxZy firL=2
<<:>1, C(Q), R, T> = 22 X Sq X D2L fiir L > 3.

8.6 Zusammenfassung

Eine wichtige Frage der statistischen Physik ist die Integrabilitit von Spin-Gitter-
Modellen. Diese hingt mit der Existenz einer ausreichend grofen Symmetrie des
Systems zusammen. Suchverfahren zur automatischen Bestimmung der Mon-
Mon-Symmetrie der Transfermatrix liefern einen Beitrag zur Untersuchung eines
Spin-Gitter-Modells. Die Kenntnis der Mon-Mon-Symmetrie erleichtert die Be-
stimmung der Eigenwerte der Transfermatrix erheblich. (Wie dies im einzelnen
geschieht, ist hier nicht ausgefithrt worden.)

Das (L x M)-Ising-Modell ohne duferes Feld und das (L x M)-Potts-Modell
mit ¢ Farben ohne duferes Feld wurden betrachtet fiir kleine Werte von L und
q. Es zeigt sich, daf die in der Literatur bekannten Symmetrieoperationen die
gesamte Mon-Mon-Symmetrie erzeugen, aufer beim Ising-Modell fiir L = 1 und
L = 2. Die Gruppenstruktur und die konkrete Darstellung der Symmetrie werden
fiir den allgemeinen Fall als plausible Vermutung formuliert.
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Anhang A

Notationen und Symbole

Ql'yaH, ghuy’cha’, Qu’vatlh *x? 140, *0$%, #x*0!
Map|Function[x,Part[x,1]|,Out[-1]] #[[1]11&/@%

Klingonische Fliiche mit Ubersetzung und ein Ausdruck
in MATHEMATICA mit seiner Operatornotation'

I IESEM ANHANG sind die grundlegenden Notationen und Konventionen zusam-

mengetragen. Sie werden in der gesamten Arbeit bendtigt und sind daher an
einer Stelle gesammelt worden. Dieser Anhang hat den Charakter eines Nach-
schlagewerks fiir Notationen. Alle hier erkliarten Notationen sind im Stichwort-
verzeichnis aufgefiihrt.

Allgemeines Es werden die folgenden kompakten Notationen verwendet:

{n.m} = {n,n+1,...,m}

n.m) = {n,n+1,...,me1} als Menge oder Folge
rzdivm = |[z/m]| ganzzahliger Quotient
zmodm = z<m-(xdivm) Divisionsrest in [0..m)

2M = {t|tC M} die Potenzmenge von M

N
(k) = {KCN||K|=k} k-Teilmengen von N.

Die Notationen fiir diskrete Strukturen folgen im wesentlichen dem Buch von
Graham, Knuth und Patashnik, [38]. Fiir die Konzepte der aufzihlenden Kom-
binatorik ist das Buch von Kerber (1991), [50|, niitzlich. Das Buch von Cohen
(1991), [20], ist eine Fundgrube fiir zahlentheoretische Algorithmen. Fiir spezielle
Funktionen der Mathematik oder Physik wird das Referenzwerk von Abramowitz
und Stegun (1970), [1], verwendet.

L Aus ,, The Klingon Dictionary, English/Klingon, Klingon/English“, [69], Kapitel 5.5; MA-
THEMATICA ist ein Warenzeichen von Wolfram Research Inc.
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Korper Das Symbol F,e bezeichnet den endlichen Korper mit p® Elementen fiir
eine Primzahl p und e > 1. Ein umfassendes Werk iiber endliche Korper ist das
Buch [57] von Lidl und Niederreiter (1983). Fiir die Zwecke dieser Arbeit reicht
eine Einfiihrung aus, wie zum Beispiel in [52]|, Kapitel VIII, §1-3, von S. Lang.

Mit Q((,) wird der Kreisteilungskorper der Ordnung n > 3 bezeichnet; dies ist
der Zerfiallungskorper von X" <1 iiber den rationalen Zahlen. Dabei bezeichnet
(,, eine primitive n-te Einheitswurzel. Wird Q((,) aufgefafit als Teilkorper der
komplexen Zahlen C, so ist die Einheitswurzel von der Form (,, = exp(2wik/n),
fir ein £ € [0..n) mit ged(k,n) = 1. Eine Einfiihrung in Kreisteilungskérper
findet sich in [52|, Kapitel VIII, §4-5, von S. Lang.

Ist L/ K eine algebraische Korpererweiterung von K, so bezeichnet [L : K| die
Dimension von L, aufgefakt als K-Vektorraum. Ist L/K galoisch, so bezeichnet
Gal(L/K) die Menge aller Korperautomorphismen v von L, die K punktweise
stabilisieren. Das Bild eines Elements o € L unter v wird als a” geschrieben.

Alle in dieser Arbeit benotigten Ergebnisse zur Theorie der Kérpererweiterungen
finden sich in [52], Kapitel VII.

Verbinde Ein Verband ist eine partiell geordnete Menge, in der je zwei Ele-
mente eine grofte untere und eine kleinste obere Schranke besitzen (nach Jacob-
son [45], Defs. 8.1 und 8.2). Im allgemeinen wird die Ordnungsrelation mit C,
die grofte untere Schranke (engl. meet) mit M und die kleinste obere Schranke
(engl. join) mit LI bezeichnet.

Von besonderem Interesse fiir diese Arbeit ist der Verband Part(M) aller
Partitionen der endlichen Menge M (nach Jacobson [45], Ch. 8.6, Ex. 8). Die
Partitionen von M sind durch die Verfeinerungsrelation C partiell geordnet. Bei-
spiel: (1]235]4) < (14]|235). Die grokte untere Schranke von p und ¢ wird pMgq
und die kleinste obere mit p LI ¢ bezeichnet.

Der andere fiir diese Arbeit wesentliche Verband ist der Untergruppenverband
Subgrp(G) einer endlichen Gruppe G. Er ist durch die Untergruppenrelation <
partiell geordnet. Die grofte untere Schranke von H und K ist HNK, die kleinste
obere Schranke (H U K).

Abstrakte Gruppen Mit Dy, wird eine Diedergruppe mit 2n Elementen be-
zeichnet, mit Z,, eine zyklische Gruppe und mit E die triviale. Das Symbol H x N
bezeichnet das semidirekte Produkt mit dem Normalteiler N im Sinne von Hup-
pert ([43], Bd. I, Kap. I, §14). Dies ist die zerfallende Gruppenerweiterung; sie
wird in der Literatur meist als N : H notiert (etwa im Atlas of Finite Groups,
[21]). Das Symbol G @S, bezeichnet das Kranzprodukt der Ordnung |G|"n! im
Sinne von Huppert ([43], Bd. I, Kap. I, §15) oder A. Kerber ([50], sect. 1.2). Es
ist von der Form S,, x G™. Das subdirekte Produkt mit vereinigter Faktorgruppe
im Sinne von Huppert ([43], Bd. I, Kap. I, §9) wird mit G A\ H bezeichnet. Es
wird in Definition 1.3 auf Seite 9 eingefiihrt und dort auch erlautert.
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Fiir Gruppen bis zur Ordnung 1000, aufter den Ordnungen 512 und 768, steht
der neue Katalog der kleinen endlichen Gruppen [9] von H. U. Besche und B. Eick
(1996) zur Verfiigung. Dieser Katalog kann in das GAP-System, [82], geladen
werden; er ist frei verfiighar. Eine Gruppe des Katalogs wird durch ihre Ord-
nung N und eine laufende Nummer K bezeichnet. Eine Ag- oder Permutations-
Darstellung zu dem entsprechenden Isomorphietyp kann im GAP-System mit
der Funktion SmallGroup(N, K) konstruiert werden. Die Funktion IdGroup(G)
bestimmt zu einer Ag- oder Permutations-Darstellung G' das Paar [N, K].

Soll nicht nur der Isomorphietyp einer Gruppe angegeben werden, sondern
auch ihre Darstellung, dann erfolgt dies durch eine Gleichsetzung der Form
(g1, go, - - . ) = Isomorphietyp, wobei die Erzeuger durch Semikolons so gruppiert
werden, wie es der Isomorphietyp angibt. Zum Beispiel: (z;r,t) = Zy x Dg be-
deutet, x ist der Erzeuger des direkten Faktors Z, und r, ¢ sind Standarderzeuger
der Diedergruppe. Als Standarderzeuger der Diedergruppe werden (r,t) = Dy,
mit den Relationen r? = " = rtrt = id gewilhlt.

Ein Standardwerk iiber endliche Gruppen sind die Biicher von Huppert, [43].
Fiir diese Arbeit ist hauptsichlich Band I von Bedeutung. Als Einfiihrung ist
besonders das schéne Buch von M. Hall (1976) geeignet, [39]. Fiir die Compu-
teralgebra von Gruppen ist die Sammlung von Atkinson (1984), [4], ein Klassiker.
Seit 1984 sind jedoch etliche neue Methoden hinzugekommen. Fiir eine neuere
und allgemeinere Ubersicht der Computeralgebra sei auf den Bericht der GI,
DMV und GAMM (1993) verwiesen, [31].

Permutationsgruppen Eine symmetrische Gruppe auf n Punkten, n > 1,
wird mit S,, bezeichnet, eine alternierende mit A,,. Die Identitdtspermutation
wird mit id bezeichnet. Das Bild des Punktes i unter der Permutation S wird in
dieser Arbeit als i° notiert. Diese Konvention ist der Standard in der Gruppen-
theorie und wird auch im GAP-System, [82], verwendet. Zu dieser Konvention
passen die Festlegungen

ST = T7'.8.T die Konjugation von S mit T
[S,7] = S™'-T7'.S-T der Kommutator von S und T
I1,,(S) [6:5.; | 4,7] € {0,1}"*"  die Permutationsmatrix zu S,

wobei S,T € S,, sind. Mit ¢;; wird das Kronecker-Delta bezeichnet; es ist 1 fiir
i = j und ansonsten 0. In dieser Arbeit wird eine Permutationsmatriz I1,(S)
immer mit der Permutation S identifiziert. Die wichtigste Formel in diesem
Zusammenhang ist die Operation von Permutation(smatriz)en von links und von
rechts auf einer beliebigen Matrix. Sei M € K"*™ sowie L € S,, und R € S,,.
Dann gilt

L-M-R:[M.L7j3_1 | 4,71 (A.1)

2
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Die Young-Gruppe einer Partition p = {by,...,b.} von {1..n} ist die Permuta-
tionsgruppe S(p) = S(by) x --- x S(b,). Die Young-Gruppe enthilt genau die
Permutationen aus S,,, die die Partition p stabilisieren. Fiir eine Young-Gruppe
kann direkt ein starkes Erzeugendensystem mit Basis angegeben werden, denn
{(1,n),(2,n),...,(ne1,n)} ist ein starkes Erzeugendensystem der S,, mit Basis
{l.n <1}

Ein neues Werk zur Theorie der Permutationsgruppen (auch der unendlichen)
ist das Buch von Dixon und Mortimer (1996), [28]. Das Buch enthélt im An-
hang die Liste der primitiven Permutationsgruppen auf bis zu 1000 Punkten.
Ein Standardwerk {iber die grundlegenden algorithmischen Verfahren fiir Permu-
tationsgruppen ist das Buch von Butler (1991), [16]. In diesem Buch wird unter
anderem das von Sims eingefiihrte Konzept der Stabilisatorkette einer Permutati-
onsoperation erklirt. Klassische Texte iiber Permutationsgruppen sind das kom-
pakte Buch von Wielandt (1964), [92], und das Buch von Passmann (1968), [71].
Fiir transitive Permutationsgruppen sei auf die kiirzlich fertiggestellte Disserta-
tion von A. Hulpke (1996) in Aachen verwiesen, [42]. Hulpke hat die transitiven
Permutationsgruppen auf bis zu 31 Punkten konstruiert.

Matrizen Matrizen werden in dieser Arbeit mit {1..n} oder mit [0..n) indi-
ziert, je nach Anwendung. Die grundlegende Notation um Matrizen anzugeben,
ist die Komprehension. Sie faft Komponenten m(i, j) zu einer Matrix M zusam-
men: M = [m(i,j) | i € R,j € C']. Die Indexmengen R und C' werden meist
weggelassen.

Die (i, j)-Komponente von M wird als M; ; geschrieben. Die i-te Zeile von M
wird mit dem ,,Wildcard“-Symbol * als M, , bezeichnet. Analog ist M, ; die j-te
Spalte. Es wird aufserdem eine kompakte Notation fiir Untermatrizen verwendet:
Ist I C R eine Teilmenge der Zeilenindizes, so bezeichnet M, die Untermatrix
aus den Zeilen {M; , | i € I}. Die Reihenfolge der Zeilen bleibt erhalten. Analog
ist M, ; fiir J C C eine Untermatrix aus Spalten von M. Dariiber hinaus werden
folgende Notationen verwendet:

1, = 1,4, die (n x n)-Einheitsmatrix
loxm = [dij]|i€[0.n),7€[0.m)]
Joxm = [1]|i€]0.n),j €[0..m)] die ,all-one“-Matrix
diag (zy | k € [0.n)) = [w;-0;; ], €[0.n)] eine Diagonalmatrix

circ (x| k € [0.n)) = [:U(j,i)modn i,j € [On)] eine zirkulante Matrix

tr(4) = Y A;; die Spur von A

AT = [A,;|i,j] die Transponierte von A
[ A0

A®B = 0 B

] direkte Summe von A und B
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A X B = [Aidivm,jdivm . Bimodm,jmodm Z,] € [Onm) :|

GL,(K) = {M e K" | M invertierbar}.

Im Kroneckerprodukt A ® B bestimmt A die grobe Struktur und B die feine.
Zum Beispiel

1 2 e S T
12®{3 4]®13: 3412 :

Darstellungen von Gruppen Eine Matrix-Darstellung p einer endlichen
Gruppe G ist ein Gruppen-Homomorphismus von G in die Gruppe GL, (K) der
invertierbaren (n x n)-Matrizen {iber dem Korper K. Die Zahl n heifst der Grad
von p und wird mit deg(p) bezeichnet. Die Verkettung g — tr(p(g)) von p mit der
Spurabbildung tr heifst Charakter von p. Im folgenden sind die fiir diese Arbeit
wesentlichen Konstruktionen von Darstellungen zusammengetragen.

pt =g Al p(g)- Aist die mit A € GL,(K) konjugierte Darstellung.

pc D e =g+ palg) ® pa(g) ist die direkte Summe der Darstellungen pg
und ¢ derselben Gruppe G.

pe ® v = g — palg) ® pa(g) ist das innere Tensorprodukt der Dar-
stellungen pg und ¢ derselben Gruppe G. Das innere Tensorprodukt ist
wieder eine Darstellung der Gruppe G. Das innere Tensorprodukt sollte
nicht verwechselt werden mit dem wichtigeren dufseren Tensorprodukt:

pc# o = (9,h) — pc(g) ® pr(h) ist das dufere Tensorprodukt der Dar-
stellungen pg von G und ¢y von H. Das duflere Tensorprodukt ist eine
Darstellung von G x H.

Ac-pa =9+ Aq(9) - pa(g) ist das lineare Vielfache der Darstellung pg mit
der Darstellung A\ vom Grad Eins. (Ag wird in der Literatur manchmal
als ,lineare Darstellung* bezeichnet. Um Mifverstindnisse zu reduzieren,
wird diese Bezeichnung hier vermieden.)

p?’ =g p(g)? ist die mit v Galois-konjugierte Darstellung p. Die Kon-
jugation v ist ein Automorphismus des zugrunde liegenden Korpers K. Er
wird auf jede Komponente der Matrix p(g) angewandt.

p* = g+ p(g®) ist die verkettete Darstellung von p mit a. Dabei ist « ein
Isomorphismus von G nach G* und p eine Darstellung von G°.
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e pc | H="h— pg(h) ist die Restriktion der Darstellung ps von G auf die
Untergruppe H < G.

e pg Tr G bezeichnet die von pgy beziiglich T induzierte Darstellung auf
G. Dabei ist H eine Untergruppe von G und T = [ty,... ,tjq/m|] ist eine
Transversale der Nebenklassenmenge G/H. Die Darstellung py 11 G ist
eine Darstellung von G vom Grad |G/H| - deg(py). Sie ist definiert durch
|G/ H|-Matrizen von deg(pg)-Matrizen in der Form

pn T G = QH[pH(ti'g'tfl) i,je{l..|G/H|}] mit

: | pu(x) zeH
pr(w) = { 0 sonst.

Die Darstellung p heifst Permutationsdarstellung, wenn p(g) fiir alle g € G eine
Permutationsmatrix ist. Die Darstellung p heilt monomiale Darstellung, wenn
p(g) fiir alle g € G eine monomiale Matrix ist. Die Darstellung p heifst induziert
monomial, wenn p die Induktion einer linearen Darstellung einer Untergruppe
ist.

In dieser Arbeit geht es ausschlieflich um gewdhnliche Darstellungstheorie.
Das heifst, |G| wird von der Charakteristik des Grundkorpers nicht geteilt (die
Bedingung von Maschke). In diesem Fall ist jede Darstellung konjugiert zu einer
direkten Summe von irreduziblen Darstellungen (Satz von Maschke).

Ein Standardwerk iiber Darstellungstheorie endlicher Gruppen ist das Buch
von Curtis und Reiner (1962/1981), [24], [25]. Fiir die Zwecke dieser Arbeit sind
jedoch einfithrende Texte ausreichend, wie der von James und Liebeck (1993),
[47]. Eine kompakte Einfithrung mit dem Blick auf das Wesentliche ist der An-
fang des Buchs von Serre (1977), [83]. Eine sehr schéne Einfiihrung in die Dar-
stellungstheorie ist zudem das Skriptum [56] von H. W. Leopoldt (1979).
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Zusammenfassung

In dieser Dissertationsschrift werden algorithmische Verfahren zur Bestimmung
der Symmetrien einer gegebenen Matrix untersucht. Die betrachtete Form von
Symmetrie wird beschrieben durch zwei Matrix-Darstellungen einer gemeinsa-
men endlichen Gruppe, in deren Intertwining-Raum die gegebene Matrix liegt. Es
wurde von Minkwitz (1993) gezeigt, daf diese Form von Symmetrie die Konstruk-
tion schneller Algorithmen fiir Signaltransformationen zu nicht-reguléren, nicht-
abelschen Gruppen ermoglicht. Ein weiteres Anwendungsgebiet dieser Form von
Symmetrie ist die Losung bestimmter polynomialer Gleichungssysteme. Durch
Egner (1993) wurde gezeigt, daf sich die direkten Kinematikgleichungen der 6/6-
Stewart-Plattform durch eine lineare Transformation wesentlich vereinfachen las-
sen. Der tiefere Grund fiir diese Vereinfachung liegt in dem Vorhandensein einer
grofen Symmetrie von der hier betrachteten Form. Mit den in dieser Arbeit
vorgestellten Verfahren kann die Symmetrie automatisch gefunden werden. Ins-
besondere gelang es, fiir den Perm-Block-Symmetrietyp ein in der Matrixgrofe
polynomiales Verfahren zu Symmetriebestimmung anzugeben, unter der Annah-
me einer oberen Schranke fiir die Grofsen der auftretenden Blocke.

Abstract

In this Ph.D. thesis algorithmic methods to discover the symmetry of a given
matrix are studied. The type of symmetry considered consists of two matrix
representations of a common finite group such that the matrix is an element of
the intertwining space of the representations. As Minkwitz (1993) has shown
this type of symmetry can be used to construct signal transforms corresponding
to non-regular non-abelian groups. Another field of application of the type of
symmetry studied is the solution of certain polynomial systems of equations. It
has been shown by Egner (1993) that the equations of the direct kinematics of
the 6/6-Stewart platform can be simplified substantially by linear transformation.
The deeper reason for this to be possible is the existence of a substantial symmetry
of the form considered in this work. With the methods presented it is possible to
obtain the symmetry automatically. In particular, an algorithm for the symmetry
type Perm-Block is proposed which is polynomial time in the size of the matrix,
for a fixed upper bound on the sizes of the resulting blocks.
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