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Zusammenfassung

Zellulare Struktur laminarer Staupunktflammen

Laminare Vormischflammen von Staupunktbrennern in Labormafistab sind
haufig instabil und weisen zellulare Muster auf.

FEin grundlegendes Verstdndnis dieses Instabilitdtsmechanismus ist wichtig
zur Beurteilung turbulenter Flammen, da Wechselwirkungen von Stromungs-
und Flammeninstabilitaten auftreten koénnen.

Eine nichtlineare Theorie fiir Zellularflammen liefert eine Evolutionsgleichung
fiir die Flammenposition ® bei schwach tiberkritischen Bedingungen. Es han-
delt sich hierbei um eine verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung:

%—?+4V4® FV2<1>+ (V<I>) + v .V + 4% =p.
Die rechte Seite p berticksichtigt allgemeine Storungen des Stromungs-, Tem-
peratur- und Konzentrationsfelds. Sind diese ortsabhingig, ergeben sich nur
nichtebene Losungen dieser Gleichung.

Eine parabolisch gekriimmte Flamme wird durch numerische Simulation sy-
stematisch untersucht. Sind die Rénder einer solchen Flamme in Richtung
des Brenners gekriimmt, werden, bedingt durch eine reduzierte Austritts-
geschwindigkeit oder eine erhohte Austrittsenthalpie am Brennerrand, re-
gelmiBige lokalisierte Zellmuster im Zentrum des Brenners gefunden. An-
dernfalls ergeben sich gestreckte Zellmuster mit zeitperiodischer Zellteilung.




ii

Abstract

Cellular structure of laminar stagnation point flaines

Laminar premixed flames in stagnation point burners of laboratory scale are
frequently unstable exhibiting cellular patterns.

A Dbasic understanding of the underlying instability mechanism is important
to judge turbulent flames, since there may be interactions of flow and flame
instabilities.

A nonlinear theory for cellular flames yields an evolution equation for the
flame front position ® at weakly supercritical conditions. In particular this
is a generalized Kuramoto-Sivashinsky equation:

—88—%)-+4V4@+V2@+%(V®)2+V'V@+ﬂ@ = p.

The right hand side p takes into account general perturbations of the flow,
temperature and concentration field. If these are spatially dependent, we
only find nonplanar solutions of this equation.

A parabolically curved flame is investigated systematically by numerical si-
mulations. If the edge of such a flame points towards the burner due to a
reduced outlet velocity or an increased outlet enthalpy at the burner rim, we
find ordered localized cellular patterns in the center of the burner. Otherwise
we find stretched cellular patterns exhibiting time periodic subdivisions of
cells.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Verbrennung ist ein Prozef}, bei dem Ausgangsstoffe, die Edukte, in Verbren-
nungsprodukte durch eine chemische Reaktion umgewandelt werden. Ge-
nutzt wird typischerweise die freigesetzte Reaktionswarme. Haufig ist die
Umwandlung der Edukte in bestimmte nicht schadliche Produkte das Haupt-
ziel, wie beispielsweise bei der Abfallentsorgung durch Verbrennung. Der
Prozef setzt sich aus einer Vielzahl von Teilphdnomenen wie diffusivem und
konvektivem Warme- und Stofftransport, komplexen chemischen Reaktionen,
Stromungs-Turbulenz und Mehrphasigkeit zusammen.

In der vorliegenden Arbeit soll die Verbrennung mit analytischen Methoden
beschrieben werden. Dies erfordert stark vereinfachte Modelle der komplexen
Vorgénge. Beriicksichtigt werden in vollem Umfang Warme- und Stofftrans-
port. Der Ablauf der chemischen Reaktionen wird aber zu einem globalen
Einschrittschema vereinfacht. Alle Komponenten sollen in der gasférmigen
Phase vorliegen. Es sollen nur Deflagrationen, also Flammengeschwindigkei-
ten weit unterhalb der Schallgeschwindigkeit, zugelassen werden. Detona-

und Impulstransports wird mit zwei vereinfachten Modellansétzen behandelt.
Im thermisch-diffusiven Modell ist das Strémungsproblem vom Warme- und
Stofftransport voll entkoppelt. Im Boussinesq-Modell besteht dagegen eine
schwache Kopplung i{iber den Auftriebsterm. Es soll jedoch darauf hinge-
wiesen werden, dafl diese Modelle von Matkowsky & Sivashinsky (1979) als
asymptotische Grenzfille aus den allgemeinen Bilanzgleichungen abgeleitet
werden.

Exemplarisch werden die Modelle auf Vormischflammen angewandst, fiir die
Brennstoff und Oxidant optimal vorgemischt im Brenngas vorliegen. Die
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Flamme sei eingebettet in eine laminare Staupunktstrémung.

Diese Strémungsform eignet sich besonders gut zur Untersuchung des Ein-
flusses von Geschwindigkeitsgradienten auf den Verbrennungsvorgang. Ge-
schwindigkeitsgradienten sind dabei ortsunabhéngig.

Der Einflul von Gradienten des Geschwindigkeitsfelds ist im Zusammenhang
mit der Modellierung turbulenter Verbrennung von besonderer Bedeutung.
Turbulente Verbrennung ist charakterisiert durch ein turbulentes Geschwin-
digkeitsfeld. Dieses fiihrt zu einer stark zeitabhingigen Deformation der
reaktiven Zonen. Im Falle kleiner bis mittlerer Turbulenzgrade fiihrt diese
Deformation nicht zur Zerstiickelung der reaktiven Zone. Vielmehr ist das
chemische Verhalten ahnlich dem einer laminaren Flamme, eingebettet in ein
sich statistisch anderndes Strémungsfeld. Diese Ahnlichkeit ist Grundlage
fiir ein wichtiges Verbrennungsmodell fiir turbulente Flammen, das ”laminar
flamelet”-Modell, siehe Peters (1986). Mogliche laminare Flammstrukturen
werden in einer sogenannten ”flamelet”-Bibliothek abgelegt und kénnen im
Verlauf einer Rechnung abgerufen werden. Der zeitlich gemittelte chemische
Umsatz wird durch Mittelung dieser ”flamelets” unter Beriicksichtigung einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt. Ein ”flamelet” ist charakterisiert

durch die chemische Zusammensetzung, die Temperatur und das Strémungs-
feld. Die Eigenschaften des Stromungsfelds werden mit einem einzigen Pa-
rameter charakterisiert, der Flammenstreckung. Die Flammenstreckung ist
ein Maf fiir die Gréfle von Geschwindigkeitsgradienten des Stromungsfelds
und wird mit dem Turbulenzgrad der Stromung abgeschatzt. Im Modell un-
beriicksichtigt bleibt der Einflul moglicher Instabilitdten der Flamme. Diese
konnten zu lokalen Lioschvorgéngen fiihren und so zu erhéhtem Schadstoffaus-
stofl. Instabilitdten konnen aber auch zu einer erhthten Gersduschentwicklung
fiithren. Es soll auch darauf hingewiesen werden, dafl Flammen in laminaren
Stromungen instabil sein kdnnen und so zu Geschwindigkeitsschwankungen
fithren.

Die Existenz einer Vielfalt von Instabilititen ist bekannt und wird in der
Literaturiibersicht diskutiert. Ziel dieser Arbeit ist die mathematische Be-
schreibung einiger interessanter Instabilitdtsmoden in Staupunktbrennern.
Dies sind einerseits gestreckte Zellmuster und andererseits lokalisierte Zellmu-
ster. Bei den gestreckten Zellmustern werden die Zellstrukturen der Flamme
mit der Strémung zum Brennerrand transportiert. Gleichzeitig erfolgt ei-
ne fortlaufende Generierung neuer Zellen, so dafl die Gesamtzahl der Zellen
weitgehend konstant ist. Die lokalisierten Muster weisen dagegen nur in Zen-
trumsnihe einzelne Zellen auf und zeigen im Aufleren Bereich keine Muster.
In dieser Arbeit wird speziell der Einflufl realer Austrittsbedingungen am
Brenner behandelt. Es zeigt sich, dafl reale Austrittsbedingungen im Ge-
gensatz zu idealisierten Austrittsbedingungen das Auftreten der gefundenen
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Abbildung 1.1: Schematischer Querschnitt durch eine Flamme

lokalisierten Zellmuster erméglichen.

1.2 Ausbreitungsmechanismus einer lamina-
ren Flamme

Von Flammen wird typischerweise gesprochen, wenn ein Brennstoff /Oxidant-
Gemisch, das bel niedrigen Temperaturen stabil vorliegt, oberhalb einer be-
stimmten Ziindtemperatur rasch mittels einer exothermen Reaktion in ein
neues Produkt, das Rauchgas, umgewandelt wird.

Zur Erlauterung des Ausbreitungsmechanismuses soll ein kleines Gedanken-
experiment dienen. Wir stellen uns ein mit einem Brenngas/Oxidant-Ge-
misch gefiilltes adiabates Rohr vor. Die Reaktionsrate im Gemisch ist ty-
pischerweise gegeben durch ein Arrhenius-Gesetz und ist proportional zu
exp (—E‘ / (RT)) Hierin ist & die Aktivierungsenergie, R die allgemeine Gas-
konstante und T' die Temperatur. Die Aktivierungsenergie E ist typischer-
weise grof}. Bei Umgebungsbedingungen, d.h. bei niedrigen Temperaturen




erfolgt kein wesentlicher Stoffumsatz. Mit wachsender Temperatur steigt der
Umsatz exponentiell an. Im Gedankenexperiment wird die Wandtemperatur
am Rohrende kontinuierlich erhoht. Zunéchst wird sich am heiflen Rohren-
de innerhalb des Gemischs eine Temperaturgrenzschicht ausbilden. Da die
Gemischtemperatur iiberall klein ist, findet zunschst keine merkliche che-
mische Reaktion statt. Erst wenn eine Ziindtemperatur an der Rohrwand
iiberschritten wird, setzt eine sich selbst fortpflanzende Verbrennungsreak-
tion ein. Dabei wird das in der Reaktionszone enthaltene Brenngasgemisch
vollstindig in Verbrennungsprodukte umgesetzt. In Abbildung 1.1 ist dies
schematisch dargestellt. Unmittelbar nach der Ziindung liegt im Rohr ein
kleiner Abschnitt von heiflen ausgebrannten Rauchgasen vor, wihrend der
Grofiteil des Rohres weiterhin mit kaltem Brenngasgemisch gefiillt ist. Beide
Bereiche sind durch eine Temperatur- bzw. eine Konzentrationsgrenzschicht
getrennt. In den Grenzschichten steigt einerseits die Temperatur von einem
niederen Niveau auf ein hohes Niveau. Andererseits fillt die Brenngasge-
mischkonzentration vom Ausgangswert auf Null ab. Entsprechend steigt die
Rauchgaskonzentration von Null auf einen Endwert an. Die Schicht, in der
sich Temperatur und Konzentration von ungestdrten Ausgangs- bis zu Ziind-
bedingungen &ndern, wird als Vorheizzone bezeichnet und ist typischerwei-
se 0.5mm dick. Es schliefit sich hieran die Reaktionszone mit einer Dicke
von typischerweise 0.05mm. Hinter der Reaktionszone folgt die Ausbrand-
oder Rauchgaszone. Hier liegen die Rauchgase bei annahrend konstanter
Temperatur vor. Der Stoffumsatz ist in der Ausbrandzone weitgehend ab-
geschlossen, allerdings konnen fiir die Schadstoffbildung relevante langsame
Reaktionen stattfinden.

Die Warme aus den Rauchgasen kann nicht durch die isolierten Rohrwénde
abflieflen. Sie heizt vielmehr weiteres Gemisch auf. Durch diffusiven Stoff-
transport wird frisches Brenngas zu den heiflen Rauchgasen transportiert.
Dieses Gemisch entziindet sich jeweils beim Uberschreiten der Ziindtem-
peratur. Hierdurch steht neue Warme aus der chemischen Reaktion zur
Verfiigung, um den Prozef} aufrechtzuerhalten.

Nach einer gewissen Einlauflange konnen sich stationsre Bedingungen ein-
stellen. Die Flamme frifit sich mit konstanter Geschwindigkeit in das frische
Brenngasgemisch hinein und hinterlafit ausgebranntes Rauchgas. Die Rela-
tivgeschwindigkeit der Reaktionszone beziiglich des Gemisches wird als Flam-
mengeschwindigkeit bezeichnet. Da diese Geschwindigkeit bei mehrdimen-
sionalen Vorgangen iiber die Reaktionszone hinweg variieren kann, definieren
wir die Flammengeschwindigkeit am Ort der maximalen Reaktionsrate.

Im Experiment ist die Reaktionszone in Form einer bldulich leuchtenden
Schicht sichtbar. Das Leuchten ist auf Fluoreszenz von Radikalen, die als
Zwischenprodukte der Reaktion entstehen, zuriickzufithren. Haufig wird
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Abbildung 1.2: Schematische Darstellung einer Staupunktflamme

auch gelb oder weifl leuchtendes Rauchgas beobachtet. Dieses Leuchten
ist sichtbare Warmestrahlung von Rufipartikeln bei unvollsténdiger Verbren-
nung.

1.3 Staupunktstromung und laminare Flam-
mengeschwindigkeit

In Abbildung 1.2 ist das Strémungsfeld einer senkrecht angestrémten, unend-
lich ausgedehnten Platte dargestellt. Die Strémung sei reibungsfrei und dre-
hungsfrei. Das Stromungsfeld ist durch einen Punkt ausgezeichnet, an dem
alle Geschwindigkeitskomponenten verschwinden. Dieser Punkt liegt auf der
Wand und wird als Staupunkt bezeichnet. Er fallt in der Abbildung mit dem
Koordinatenursprung zusammen. Die yg- und die zg-Koordinaten liegen in
der Wandebene, wihrend die zg-Koordinate normal auf der Wand steht.
Der Index ”S5” wird benutzt, da der Koordinatenursprung im Staupunkt
liegt. Die xg-Geschwindigkeit des Stromungsfelds fallt stetig in Richtung
der Wand ab. Die Betrage der yg- und z5-Geschwindigkeit nehmen, ausge-
hend von der Achse (ys, zs) = 0, kontinuierlich zu. In der Abbildung ist das
Stromungsfeld durch Stromlinienpfeile angedeutet. Mit einer wachsenden
Anstromgeschwindigkeit der Platte steigen die Geschwindigkeitsgradienten
im Strémungsfeld an. Die Grofle des Geschwindigkeitsgradienten normal zur




Wand wird als Starke der Staupunktstrémung bezeichnet.

Etwa parallel zur Wand kann sich eine Flamme ausbilden. Zwischen der
Flamme und der Wand liegt das Rauchgasgebiet. Vor der Flamme, das heifit
unten in der Abbildung, ist die Vorheizzone.

In der Fachliteratur wird neben dem Begrift Stirke der Staupunktstromung
auch der Begriff Flammendehnung bzw. Flammenstreckung benutzt. Die
Flammenstreckung 188t sich leicht veranschaulichen. Dazu stellt man sich ei-
ne farblich markiertes Flachenelement einer Flamme vor und betrachtet des-
sen zeitliche Verformung durch das Stromungsfeld. Die Flammenstreckung
ist die relative Flachendnderung pro Zeit. In der Staupunktstromung nimmt
die wandparallele Geschwindigkeit vom Zentrum des Brenners zum Rand
hin kontinuierlich zu. Die markierten Punkte des Flachenelements, die ndher
beim Zentrum des Brenner liegen, werden somit langsamer nach Auflen trans-
portiert als diejenigen Punkte, die weiter vom Zentrum entfernt liegen. Der
Abstand dieser Punkte nimmt somit im Laufe der Zeit zu, die markierte
Flache wird gedehnt, wir sprechen von positiver Flammenstreckung. Die de-
taillierte Definition der Flammenstreckung findet sich in Kapitel 2.1 und in
Anhang A. Mit zunehmender Stirke der Staupunktstrémung wachst auch
die Flammenstreckung an.

Es soll jetzt der Einflull der Starke der Staupunktstrémung auf die Flam-
mengeschwindigkeit mit physikalischen Argumenten beschrieben werden.
Bei der Argumentation wird stets auf den Fall einer angestrémten Platte
Bezug genommen. Die Stromung kann jedoch ebensogut in umgekehrter
Richtung vorgegeben werden. Es ergeben sich dann #hnliche Schliisse.

Das Verhalten einer stationdren, ebenen Flamme in einer Staupunktstromung
188t sich mit anschaulichen Argumenten erkliren. Es sollen hier zwei Mecha-
nismen unterschieden werden, die auf die Flammengeschwindigkeit einwirken.

e Der erste Mechanismus folgt aus Geschwindigkeitsgradienten normal
zur Flamme.

e Der zweite Mechanismus adndert die Flammengeschwindigkeit durch ei-
ne Variation der Verbrennungstemperatur.

Um beide Mechanismen zu verstehen, betrachtet man die wesentlichen Pro-
zesse in der Vorheiz-, Reaktions- und Ausbrandzone einer stationdren Flam-
me. Wie schon bei der Erlauterung des Ausbreitungsmechanismuses ist es
zweckmifliig den Vorgang von der Ausbrandzone ausgehend zu betrachten
(siehe Abb. 1.1).
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e In der Ausbrandzone herrschen nohezu konstante Bedingungen, da die
Reaktion weitgehend abgeschlossen ist.

e Aufgrund der Arrhenius-Chemie fillt der Reaktionsterm mit fallender
Temperatur exponentiell ab. Eine relevante chemische Reaktion ergibt
sich nur fiir Temperaturen in unmittelbarer Nahe der héchsten auf-
tretenden Temperatur. Es folgt hieraus, daB die Temperatur in der
Reaktionszone annsahrend konstant ist. Somit ist auch der Tempera-
turgradient klein und der konvektive Warmetransport gering. Entspre-
chendes gilt fiir den konvektiven Stofftransport. In der Reaktionszone
besteht Gleichgewicht von Wiarmeproduktion und Wiarmeleitung sowie
Gleichgewicht von Brennstoffverbrauch und Stoffdiffusion. Diffusiver
Transport geht mit einer Anderung des Temperatur- und Konzentrati-
onsgradienten einher. Da stromab der Reaktionszone die Ausbrandzo-
ne mit nahezu konstanten Bedingungen (verschwindenden Gradienten)
vorliegt, wird der stromauf liegenden Vorheizzone ein Temperatur- und
Konzentrationsgradient aufgeprigt. Fine erhohte Reaktionsrate (z.B.
durch eine erhdhte Temperatur) ergibt starkere Temperatur- und Kon-
zentrationsgradienten in der Vorheizzone.

e In der Vorheizzone ist die Reaktionsrate exponentiell klein, da die
Temperatur unterhalb der Ziindtemperatur liegt. FEs liegt somit ein
Gleichgewicht zwischen konvektivem und diffusivem Transport vor. Da
die diffusiv abzufithrende Wérme bzw. zuzufiihrende Brennstoffmenge
von der Reaktionszone gesteuert wird, muf} sich ein entsprechender kon-
vektiver Transport einstellen. Dieser konvektive Transport ist propor-
tional zu einer charakteristischen Geschwindigkeit in der Vorheizzone,
d.h. zur mittleren Normalgeschwindigkeit in der Vorheizzone.

Zusammengefaft gilt: FEine erhéhte Temperatur oder ein erhéhtes Brenn-
stoffangebot fiihrt zu einer erhdhten mittleren Geschwindigkeil in der Vor-
heizzone.

1.3.1 Der Einflufl des Geschwindigkeitsgradienten nor-
mal zur Flamme

Der erste Mechanismus, der in der Staupunktstromung die Flammengeschwin-
digkeit beeinfluft, folgt unmittelbar aus dem Unterschied zwischen der mitt-
leren Geschwindigkeit in der Vorheizzone und der Flammengeschwindigkeit,
also der Geschwindigkeit in der Reaktionszone. In der Staupunktstromung
nimmt die Geschwindigkeitskomponente normal zur Wand stetig ab, um auf




der Wand zu verschwinden. Da die Vorheizzone stromauf der Reaktionszone
liegt, ist hier die Stromungsgeschwindigkeit stets hoher als in der Reakti-
onszone. Dieser Effekt tritt mit wachsender Starke der Staupunktstrémung
zunehmend in Erscheinung. Da die mittlere Geschwindigkeit in der Vorheiz-
zone bei gegebener Reaktionsrate als fest vorgegeben aufgefafit werden kann,
folgt eine Absenkung der Flammengeschwindigkeit mit steigender Stirke der
Staupunktstromung. Fiir eine grofle Starke der Strémung erfolgt letztend-
lich eine Absenkung bis auf 0, d.h. die Reaktionszone liegt unmittelbar vor
der Wand. Eine weitere Steigerung filhrt zum Ausléschen der Flamme, da
eine negative Flammengeschwindigkeit in der vorgegebenen Geometrie nicht
méglich ist. An der Ldschgrenze verschwindet die Flammengeschwindigkeit.
Experimente (vergl. z.B. Ishizuka & Law (1982)) und eine asymptotische
Theorie von Buckmaster & Ludford (1983) zeigen, daff die Flamme fiir hin-
reichend starke Geschwindigkeitsgradienten der Stromung stets erlischt.

In dieser Arbeit wird die Flammengeschwindigkeit als die Normalgeschwin-
digkeit des Fluids im Reaktionsmaximum definiert, obwohl die mittlere Stro-
mungsgeschwindigkeit in der Vorheizzone mafigebend ist fiir die Bilanzen.
Die Definition an einem fest vorgegebenen Ort wird einer Definition durch
einen willkiirlich festzulegenden Mittelwert vorgezogen.

1.3.2 Einflufl der Lewis-Zahl

Um den zweiten Mechanismus zu verstehen, betrachte man den Temperatur-
und Konzentrationsverlauf in der Vorheizzone. Die Temperatur steigt von der
Brenngastemperatur bis zur Rauchgastemperatur an und die Brenngaskon-
zentration fallt vom Anfangswert bis auf Null ab. Die Dicke der Temperatur-
bzw. der Konzentrationsgrenzschicht ist proportional zu der Warmeleitfahig-
keit bzw. zur Stoffdiffusivitat. Die relative Dicke der Temperaturgrenzschicht
zur Konzentrationsgrenzschicht ist somit gegeben durch die Lewis-Zahl Le.

Diese ist definiert als das Verhéltnis von Temperaturleitfahigkeit! & [mTZ] zZu

Stoffdiffusivitat D [-";—2]
(1.1) Le =

Abbildung 1.3 zeigt neben dem Temperatur- und Konzentrationsprofil das
Profil der Enthalpie. Die Enthalpie ist die Summe der Bildungsenthalpi-
en aller Komponenten des Gemischs. Die chemisch gespeicherte Enthal-
pie und ggf. Phaseniiberginge werden somit genauso beriicksichtigt wie
der Wiarmeinhalt des Gemischs. Es ist zu beachten, dafl fiir Le > 1 die

1Tn Ubereinstimmung mit der in der Literatur iiblichen Notation wird x spéter als die
dimensionslose Stiarke der Staupunktstrémung eingefiihrt.
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Abbildung 1.3: Einflul der Lewis-Zahl auf das Enthalpieprofil
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Temperaturgrenzschicht dicker als die Konzentrationsgrenzschicht ist, da die
Temperaturleitfahigkeit grofler als die Stoffdiffusivitat ist. Das Enthalpie-
profil weist ein Maximum vor der Flamme auf (siche Abb. 1.3), da der
Wirmeinhalt des Gemisches zunimmt bevor die chemisch gespeicherte Ent-
halpie abnimmt, die proportional zur Brenngaskonzentration ist. s wird
von Enthalpieiiberschufl gesprochen. Fiir Lewis-Zahlen Le < 1 ist dagegen
die Temperaturgrenzschicht diinner als die Konzentrationsgrenzschicht und
so hat das Enthalpieprofil ein Minimum; es wird von Enthalpiedefizit gespro-
chen.

In einer Staupunktstromung hat das Strémungsfeld Geschwindigkeitskompo-
nenten tangential zu der ebenen Reaktionsfront. Der Betrag dieser Kompo-
nenten wachst ausgehend von der Symmetrieachse (ys,2s) = 0 linear an.
Wird ein Volumenelement betrachtet, in dem das Enthalpieextremum liegt
und an der Flamme endet (siche Abb. 1.4), zeigt sich, dafl im Falle von
Enthalpieiiberschuff der Enthalpieabflul (IV) in ys- (2s) Richtung grofer ist
als der Enthalpiezuflufl (II). Enthalpieerhaltung erzwingt, dafi der Enthal-
piestrom (III), der das Volumenelement verlafit und zur Flamme gelangt,
kleiner ist als der Enthalpiestrom (I), der in das Volumenelement eintritt. In
der Reaktionsfront wird das Brenngasgemisch chemisch umgesetzt, so dafl
eine kleinere Enthalpie auch mit einer geringeren Verbrennungstemperatur
einhergeht. Aus der geringeren Verbrennungstemperatur folgt eine kleinere
Reaktionsrate und eine verringerte Warmefreisetzung. Enthalpieiberschufl
(Le > 1) fithrt somit zu einer Reduzierung der Flammengeschwindigkeit.
Infolge der abgesenkten Warmefreisetzung ergeben sich kleinere Tempera-
turgradienten und dies fithrt zu einer dickeren Vorheizzone. Dies hat zur
Folge, dafl auch die Schicht, in der Enthalpieiiberschufl vorliegt, dicker ist.
Somit kann ein nochmals groflerer Betrag der Enthalpie das oben beschrie-
bene Volumenelement tangential verlassen. Der Prozef} ist selbstverstarkend
und kann fiir grofle Geschwindigkeitsgradienten zum Ausléschen der Flamme
fithren. Unmittelbar vor dem Ausloschen kann die Flammengeschwindigkeit
von 0 verschieden sein. Tatséchlich zeigt Buckmaster & Ludford (1983),
dal fiir hinreichend grofie Streckungsraten keine Flamme existiert und ein
Ldschvorgang mit nicht-verschwindender Flammengeschwindigkeit erfolgt.

Im Falle von Enthalpiedefizit ergeben sich dagegen ein Anwachsen der Ver-
brennungstemperatur, ein Anwachsen der Flammengeschwindigkeit und so-
mit diinnere Vorheizzonen. Der Prozef ist selbsthemmend.

Die hier erlduterten Mechanismen sind Lewis-Zahl-Effekte, die nur auftreten
fiir Le # 1.
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Abbildung 1.5: Flammengeschwindigkeit ebener Flammen in der Staupunkt-
stromung

1.3.3 Gemeinsame Wirkung von Geschwindigkeitsgra-
dienten und Lewis-Zahl

Die in den Kapiteln 1.3.1 und 1.3.2 beschriebenen Mechanismen wirken zu-
sammen auf die Flammengeschwindigkeit ein.

e Fiir Le > 1 senken beide Mechanismen die Flammengeschwindigkeit.

e Fiir Le < 1 steigert der Lewis-Zahl-Effekt die Flammengeschwindigkeit,
wahrend der Geschwindigkeitsgradienten-Effekt sie weiterhin absenkt.

— Fiir hinreichend kleine Lewis-Zahlen Le, und schwache Staupunkt-
stromungen, dominiert der Lewis-Zahl-Effekt und fiihrt zu erhéh-
ter Flammengeschwindigkeit.

— Fiir starke Staupunktstromung dominiert stets der auf Geschwin-
digkeitsgradienten beruhende Effekt.
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In Abbildung 1.5 ist die Flammengeschwindigkeit iiber der Stirke der Stau-
punktstréomung dargestellt, wie sie sich aus der asymptotischen Theorie von
Buckmaster & Ludford (1982) ergibt. Im Diagramm sind Kurven fiir ver-
schiedene Lewis-Zahlen aufgetragen. Dabei ist die Flammengeschwindigkeit
mit der Flammengeschwindigkeit einer ebenen Flamme in einem ruhenden
Medium normiert. Die Stirke der Staupunktstrémung ist gemafl Gleichung
(2.16) definiert. Das asymptotische Ergebnis zeigt deutlich das oben be-
schriebene Verhalten.

1.4 Stabilitit:
Zellulare und pulsierende Flammen

Bei den bisherigen Betrachtungen wird von einer ebenen, wandparallelen,
stationaren Flamme ausgegangen. Solche ebenen Flammen kénnen mit ein-
dimensionalen Modellen gefunden werden. Eine Grundvoraussetzung fiir die
eindimensionale Betrachtung ist die Unabhéngigkeit der wandnormalen (zg)
Komponente der Fluidgeschwindigkeit von der yg und zg-Koordinate. Diese
Voraussetzung wird vom Stromungsfeld der Staupunktstromung (siehe Bezie-
hung (2.15)) erfiillt. Es ist jedoch keinesfalls garantiert, dal ebene stationire
Losungen auch in der Realitat vorgefunden werden. Neben der ebenen stati-
ondren Lisung kidnnen zeitabhingige und/oder nichtebene Lsungen existie-
ren und vom System angenommen werden.

Eine Stabilitidtsanalyse der ebenen Staupunktflamme wirft folgende Fragen
auf:

e Unter welchen Bedingungen kann der Grundzustand in Realitat beob-
achtet werden, d.h. in welchem Parameterbereich ist der Grundzustand
stabil?

e Bei welchen Werten der Systemparameter tritt eine Ubergang von der
Grundlésung zu einer strukturell anderen Ldsung auf, d.h. unter wel-

chen Bedingungen tritt eine Lésungsverzweigung auf?

e Wie sehen die neuen Zusténde aus, die den Grundzustand abldsen,
wenn die dufleren Systemparameter iiber ihre kritischen Werte anwach-
sen?

Eine ausfiihrliche Literaturstudie zur Stabilitatstheorie kontinuumsmechani-
scher Probleme findet sich beispielsweise in Joseph (1976).
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Um die Stabilitét einer Grundloésung zu priifen, wird {iblicherweise das Zeit-
verhalten der Losung nach einer beliebigen Anfangsstérung betrachtet. Um
dem Begriff ” Stabilitat” einen eindeutigen Sinn zu geben wird ein Ma$ fiir die
Grofle der Stérung in Form einer gemittelten Energie der Storung eingefiihrt.

(12) £(t) = 5 (jul’)

Hierin steht u fiir die Auslenkung der Losung aus dem Grundzustand und
die Klammer (.) steht fiir einen volumetrischen Mittelwert.
Der Grundzustand heifit dann stabil gegen eine Storung der Anfangsbedin-
gung, wenn o

. E@
(1.3) tll)rgo £(0) — 0.
Diese Definition wird auch als asymptotische Stabilitdt bezeichnet. Gibt es
eine positive Schranke &, so daf fiir alle Anfangsbedingungen £(0) < £, der
Grundzustand stabil ist, dann heifit der Grundzustand relativ stabil bzw.
bedingt stabil. Sofern £ — o0, dann heifit die Grundlosung absolut stabil
bzw. wunbedingt stabil. Entsprechend konnen zwei Arten der Instabilitit
unterschieden werden. Dies ist zunéchst ein Zustand, der weder relativ noch
absolut stabil ist, und andererseits ein Zustand, der zwar relativ stabil aber
nicht absolut stabil ist.
Hiufig ist das Problem fiir beliebige Anfangsstérungen nicht lésbar. Um
dennoch zu Stabilitatsaussagen zu gelangen, ist es iiblich nur infinitesimal
kleine Stérungen zuzulassen, so daf} sich ein lineares Problem fiir die zeitli-
che Entwicklung der Stérungen ergibt. Diese Vorgehensweise wird als lineare
Stabilitdtsanalyse bezeichnet. Klingt jede beliebige aber infinitesimal klei-
ne Storung fiir ¢ — oo auf Null ab, so heifit die Grundlésung asymptotisch
stabil gegeniiber kleinen Storungen. Diese Definition von Stabilitat priift
auf relative Stabilitdt und ist nicht hinreichend zur Bewertung der absolu-
ten Stabilitit des Grundzustands. Wird in der linearen Stabilitatsanalyse
Instabilitat gefunden, so ist dies eine hinreichendes Kriterium.
Da die Frage nach der Stabilitit einer Flamme ein kontinuummechanisches
Problem ist, soll hier eine typische Vorgehensweise zur Untersuchung der
Stabilitit skizziert werden. Zunachst wird dem Grundzustand, der auf Sta-
bilitat gepriift werden soll, eine infinitesimal kleine additiven Stérung iiberla-
gert. Fir die Storung kann ebenso wie fiir das urspriingliche Problem ein Satz
von Bilanzgleichungen angegeben werden. Im Gegensatz zum urspriinglichen
Problem sind die Gleichungen fiir die Stérung jedoch linear, da die Kleinheit
der Storung eine Linearisierung von nichtlinearen Termen erlaubt. Es wird
jetzt die allgemeine Losung des Stérproblems gesucht. Dies kann haufig mit-
tels eines Separationsansatzes geschehen. Beim Separationsansatz wird die
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Abbildung 1.6: Ubersicht zum Stabilitétsverhalten

Losung als Produkt mehrerer Funktionen angesetzt. Im allgemeinen kdnnen
hierbei abzihlbar unendlich viele Lésungen gefunden werden, die sowohl die
Gleichungen als auch die Randbedingungen des Problems erfiillen. Es han-
delt sich dabei um ein Eigenwertproblem mit der zeitlichen Anfachungsrate
der Storldsung als Eigenwert. Jede der Losungen ist charakterisiert durch ei-
ne zeitabhéngige Amplitude und ein raumliches Muster. Uber den Zeitverlauf
der Amplitude wird die Stabilititsaussage gewonnen. Klingt die Amplitude
aller moglichen Storungen fiir £ — oo auf Null ab, so kehrt die Lésung zum
Grundzustand zuriick. Der Grundzustand ist stabil beziiglich dieser klei-
nen Storung. Wachst die Amplitude von mindestens einer Eigenfunktion,
spricht man von Instabilitat des Grundzustands. Bleibt die Amplitude einer
oder mehrerer Eigenfunktionen konstant, wahrend alle anderen Stérungen
abklingen, so spricht man von Neutralstabilitdt. Es ist des weiteren iiblich
zu unterscheiden, ob das Zeitverhalten monoton oder zeitperiodisch ist. In
sammengefafit. Im Falle der zeitperiodischen Oszillation spricht man von
einer pulsierenden Instabilitit, alle anderen Félle bezeichnet man als zellula-
re Instabilitiat. Der Begriff ”zellular” beschreibt die typische raumliche Zell-
struktur einer durch eine aperiodische Instabilitdt aus dem Grundzustand
hervorgehenden Losung.

Typischerweise interessiert das Verhalten eines Systems, wenn ein oder meh-
rere Systemparameter variiert werden. Diese Parameter werden auch als
Verzweigungsparameter bezeichnet. Das Ergebnis einer Stabilitdtsuntersu-
chung wird {ibersichtlich in einer Stabilitdtskarte dargestellt. Dazu werden
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charakteristische Parameter, fiir die neutrale Stabilitit besteht, {iber die Ver-
zweigungsparameter aufgetragen. Die Parameterbereiche, fiir die Stabilitit
bzw. Instabilitdt besteht, werden durch sogenannte Neutralkurven vonein-
ander abgegrenzt. Dabei wird das Stabilitatsverhalten im allgemeinen nach
den Eigenfunktionen aufgeschliisselt. Als Beispiel fiir diese Vorgehenswei-
se wird die Stabilitatskarte in Abb. 1.7 diskutiert. Hier ist die Lewis-Zahl
Verzweigungsparameter, die Wellenzahl charakterisiert die Eigenfunktionen.
Aus der Stabilitatskarte kann abgelesen werden, welche Eigenfunktion bei
der Variation eines Verzweigungsparameters zuerst angefacht wird.

Abbildung 1.7 zeigt schematisch die Stabilitatskarte einer ebenen, unendlich
ausgedehnten, laminaren Vormischflamme in einem ruhenden Medium. Bei
solchen Flammen wird sowohl eine zellulare als auch eine pulsierende Insta-
bilitdt beobachtet. Die im Diagramm eingetragenen Kurven sind Kurven
neutraler Stabilitdt. Auf der Abszisse ist die Wellenzahl k, die proportio-
nal zur reziproken Wellenldnge der Storung ist, dargestellt, wiahrend auf der
Ordinate als Verzweigungsparameter die Lewis-Zahl aufgetragen ist.

Wird die Lewis-Zahl ausgehend von einem stabilen Zustand (Le = 1) abge-
senkt, so werden zunéchst Stérungen jeder beliebigen Wellenzahl gedampft.
Erreicht die Lewis-Zahl einen kritischen Wert Le,.;, so wird eine ebene
Storung mit der Wellenzahl k,.; = 0 neutral stabil. Die Wellenzahl fiir
die erstmals neutrale Stabilitdt erzielt wird, wird als kritische Wellenzahl
bezeichnet. Beim Unterschreiten von Le,e; wird ein Kontinuum langwelliger
Storungen instabil. Die maximal angefachte Stérung ist dabei im allgemeinen
nicht eben. Flammen mit Le < Le,,; zeigen eine charakteristische Zellstruk-
tur. Der Bereich instabiler ebener Flammen ist im Diagramm unterlegt. Der
zugehorige Instabilitdtsmechanismus wird unten heuristisch erklart.

Entsprechend findet man bei Steigerung der Lewis-Zahl auf Le,,, eine zwei-
te Stabilitdtsgrenze. Fiir die kritische Wellenzahl gilt kpu, > 0. Aus der
Grundlésung verzweigt hier eine zeitperiodisch pulsierende Lésung. Die neue
Losung kann den Charakter einer Wanderwelle haben oder aber wie eine ste-
hende Welle vor und zuriick pulsieren.

In dieser Arbeit soll im wesentlichen geklart werden, wie sich die Stabi-
litdtsverhédltnisse dndern, wenn zusétzlich das Feld der Staupunktstrémung
beriicksichtigt wird. Insbesondere soll die Art der aus einer ebenen Grundlé-
sung verzweigenden Losungen gezeigt werden.
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Abbildung 1.7: Schematisches Stabilitdtsdiagramm fiir ebene Vormischflammen
in einem ruhenden Medium
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Abbildung 1.8: Instabilititsmechanismus zellularer Flammen

1.4.1 Heuristische Erklirung der Instabilititsmecha-
nismen

1.4.1.1 Zellularinstabilitiat

Der Mechanismus der Zellularinstabilitdt wird erstmals von Zeldovich (1944,
1985) vorgeschlagen und kann leicht veranschaulicht werden. Zuniachst sei
bemerkt, daf in der Ausbrandzone nahezu konstante Bedingungen vorliegen.
Die wesentlichen Vorginge miissen somit vor der Flamme in der Vorheiz-
zone gesucht werden. Die Vorheizzone versorgt die Flamme mit Brennstoff
und fithrt die Reaktionswarme ab. Wird nun die Flamme in Richtung der
Vorheizzone ausgelenkt, werden beide Prozesse aus geometrischen Griinden
verbessert (sieche Abbildung 1.8). Die Warme kann jetzt nicht nur stromauf
diffundieren, sondern auch zur Seite. Wie sehr jeder der Prozesse verstarkt
wird, hiangt vom Verhéltnis aus der jeweiligen Grenzschichtdicke und dem
Kriimmungsradius der Flamme ab. Ist Le # 1 findet die Verstdrkung der
Prozesse nicht im gleichen Mafle statt. Es profitiert der Prozefl mit der
hoheren Diffusivitat. Ist die Wirmeleitfahigkeit kleiner als die Stoffdiffu-
sivitdt (Le < 1), so kann im Verhéltnis mehr Brennstoff an die Flamme
herandiffundieren als zusétzlich Wérme wegdiffundiert. Durch das zusatzli-
che Brennstoffangebot entsteht nun zusétzliche Warme, die Reaktionstem-
peratur steigt an, und die Flammengeschwindigkeit nimmt zu. Eine hohe-
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Abbildung 1.9: Temperaturprofile und Geschwindigkeitsverlauf einer pulsieren-
den Flamme

re Flammengeschwindigkeit bedeutet, dafl sich die Flamme schneller in das
Brenngasgemisch hineinfrifit, so dafi die Grofle der Auslenkung anwichst.
Umgekehrtes gilt, wenn die Flamime in Richtung der Rauchgase ausgelenkt
wird. Hier wird die Temperatur weiter abnehmen, und die Flamme wird lang-
samer, so dafl die Auslenkung ebenfalls anwichst. Es folgt, dal langwellige
Stérungen fiir ausreichend kleine Le < 1 angefacht werden. Bei kurzwelligen
Stoérungen findet der Ausgleich schon innerhalb der Grenzschichten statt, so
daf} keine Instabilitat erwartet werden kann.

Es soll angemerkt werden, dafi Le < 1 gilt, wenn die geschwindigkeitsbhestim-
mende Komponente leichter als das Gemisch ist. Ein typischer Fall sind fette
Propan/Luft-Flammen. Hier hemmt der Sauerstoff Oy die Reaktion, da er
im Unterschuf} vorliegt. Das Molekulargewicht des Sauerstoffs ist kleiner als
das Molekulargewicht des Gemisches. Somit ist die Warmeleitfahigkeit, be-
wirkt durch Stéfle beliebiger Molekiile, geringer als die Stoffdiffusivitat, die
auf Stéflen der leichten O,-Molekiile mit allen Molekiilen des Gemisches be-
ruht. Ein weiteres typisches Beispiel sind magere Wasserstoff/Luft-Flammen,
bei denen die hohe Stofldiffusivitdt des Wasserstoffs zu kleinen Lewis-Zahlen
fithrt.
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1.4.1.2 Pulsierende Instabilitit

Lewis und von Elbe (1934) haben schon 1934 den Enthalpieverlauf in Flam-
men untersucht. Sie finden fiir Le > 0 einen Enthalpieiiberschuf (vergl. Abb.
1.3) in der Vorheizzone und folgern, dafl dieser Fall instabil sein kann.
Abbildung 1.9 zeigt fiir eine pulsierende Flamme den zeitlichen Verlauf der
Flammengeschwindigkeit, sowie Temperaturprofile fiir zwei Zeiten. In den
Temperaturprofilen ist die Reaktionszone grau unterlegt. Die Pfeile symbo-
lisieren die Richtung und Gréfie der flielenden Warmestrome.

Der Prozef} 158t sich iiber die Enthalpie veranschaulichen.

Fiir grofle Lewis-Zahlen ist die Konzentrationsgrenzschicht diinn gegeniiber
der Temperaturgrenzschicht. Im Grenzfall ergibt sich ein Stufenprofil mit
konstanter Konzentration vor und hinter der Flamme. Als Beispiel fiir die-
sen Grenzfall sei hier die gasfreie Thermitreaktion FeyOjz + 2 Al — 2 Fe +
Al, O3 aufgefiihrt. Es liegt ein starkes Enthalpiemaximum in der Vorheizzone
vor, die Vorheizzone hat einen erhthten ”Energie”-Inhalt. Wird die Flamme
in Richtung der Vorheizzone ausgelenkt steht somit eine erhéhte Enthal-
pie zur Verfiigung und die Flammengeschwindigkeit steigt entsprechend der
Arrheniuskinetik exponentiell an. Wihrend der Beschleunigungsphase der
Flamme wird die Vorheizzone jedoch diinner, so dafi die in der Vorheizzone
" gespeicherte” Enthalpie abnimmt. Durch Warmeleitung von der heiflen Re-
aktionszone in das relativ kéltere Ausbrandgebiet wird dieser Enthalpieanteil
in die Ausbrandzone transportiert. Schliefilich ist das ”Energie”-Reservoir
Vorheizzone aufgebraucht und die Temperatur der Reaktionszone fillt ab.
Jetzt beginnt das ”Energie”-Reservoir Ausbrandzone seinen Enthalpieinhalt
durch Warmeleitung in Richtung Vorheizzone auszuspeichern. Dieser Prozefl
wiederholt sich periodisch.

1.5 Literaturiibersicht

1.5.1 Theorie

In der vorliegenden Arbeit werden Flammen mittels asymptotischer Metho-
den und Stéransitze untersucht. Die asymptotische Behandlung beruht auf
der sinnvollen Annahme, dafl die Aktivierungsenergie der globalen Reakti-
on grof} ist (Williams (1971)). Die Reaktion ist stark temperaturabhingig
und findet mit grofler Reaktionsrate in Bereichen hoher Temperatur statt
bis vollstandiger Brennstoffumsatz eine weitere Reaktion ausschlieBt. Der
asymptotische Ansatz liefert die ebene laminare Flammengeschwindigkeit.
Es wird auch vom Eigenwert der Flammengeschwindigkeit gesprochen. Das
erste Ergebnis dieser Art ist von Bush & Fendell (1970) und beriicksichtigt
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laminare adiabate Vormischflammen in einem ruhenden Medium und eine
Arrhenius-Reaktion erster Ordnung. Diese Ansétze wurden erweitert fiir Re-
aktionen hoherer Ordnung und nicht-stéchiometrische Phénomene (Sen &
Ludford (1979, 1981), Bush (1980), Margolis (1980), Mitani (1980)) und
Mehrschrittreaktionen (Berman & Riazantesev (1973, 1975), Kapila & Lud-
ford (1977), Margolis & Matkowsky (1982), Margolis (1982)). Entsprechende
Ergebnisse liegen auch fiir Verbrennung in der Feststoffphase vor (Berman &
Riazantesev (1972) und Margolis (1983)).

Sivashinsky (1973, 1975, 1977) findet das erste asymptotische Modell fiir
nichtebene Flammen. Sein Modell ist die fithrende Ordnung einer asympto-
tischen Entwicklung in Potenzen der reziproken Aktivierungsenergie. Das
Modell zeigt eine formale Inkonsistenz, da in den sich ergebenden Gleichun-
gen die Aktivierungsenergie weiterhin auftritt. Matkowsky & Sivashinsky
(1979) leiten erstmals ein Modell fiir Gasflammen ab, das nicht diese formale
Schwierigkeit nicht aufweist. Thr Modell ist giiltig fiir schwache thermische
Expansion des Gasgemisches. Die Kopplung der Strémungsgleichungen an
die Stoff- und Wéarmebilanzgleichungen erfolgt lediglich iiber den Auftrieb-
sterm. Das Modell ist dem Boussinesq-Ansatz in der Strémungsmechanik
ahnlich.

Es wird allgemein angenommen, da8 der Ubergang von einem ebenen la-
minaren Zustand in einen turbulenten nicht abrupt geschieht. Vielmehr ist
ein schrittweiser Ubergang gegeben. So wird eine ebene stationir brennende
Flamme schrittweise instabil gegen zunehmend komplexe Muster, wenn ein
Systemparameter variiert wird.

Fiir laminare Flammen gibt es drei grundsatzlich verschiedene Mechanismen,
die zur Instabilitat einer adiabaten Flamme fithren konnen. Der erste Me-
chanismus beruht auf einer hydrodynamischen Instabilitdt und wird erstmals
von Landau (1944) und unabhingig von Darrieus (1945) beschrieben. Die
Reaktions- (0,05mm) und Vorheizzone (0, 5mm) einer Flamme ist aufleror-
dentlich diinn im Vergleich zu typischen Abmessungen (0,05m — 5m) von
Brennriumen selbst im Labormafistab. Auf dem fiir den Brennraum charak-
teristischen LingenmafBstab wirkt die Flamme als eine Diskontinuitat bzw.
als eine freie Oberflache. Durch die thermische Expansion ist die Dichte des
Rauchgases (Sivashinsky (1977b)) geringer als die des Brenngases. Es kann
eine lineare Stabilitdtsanalyse basierend auf den Eulerschen Stromungsglei-
chungen mit der Annahme einer konstanten Flammengeschwindigkeit durch-
gefiihrt werden (siehe z.B. Buckmaster & Ludford (1983)). Es zeigt sich, dafi
Stérungen jeder Wellenlange zur Instabilitat fithren, sofern der Gravitations-
einflufl unberiicksichtigt bleibt. Dieses unbefriedigende Ergebnis kann durch
Einbeziehung des Gravitationseinflusses abgeschwacht werden. Dieser ist in
der Lage, langwellige Storungen zu stabilisieren. Die Flamme ist jedoch in-




22

stabil gegeniiber kurzwelligen Storungen im Sinne der Theorie von Landau.
Es sollte beachtet werden, dafl die Beschreibung einer Flamme als Diskon-
tinuitédt auf einer kleinen Léngenskala ggf. unzulidssig ist, so dal andere
stabilisierende Mechanismen wirksam werden kénnen.

Die beiden anderen Mechanismen sind bereits in Abschnitt 1.4 diskutiert.
Sie beruhen auf diffusiven Wiarme- und Stofftransport. Die bestimmende
Kennzahl ist die Lewis-Zahl. Ist die Lewis-Zahl der Mischung ausreichend
niedrig, was einem Unterschufl der leichteren Komponente des Brenngasgemi-
sches entspricht, ergibt sich eine Zellularinstabilitit der Flamme (Sivashinsky
(1977b, 1979, 1981), Matkowsky et. al. (1980)). Sind die Verhiltnisse umge-
kehrt, es liegt Unterschufl der schwereren Komponente des Gasgemisches vor,
ergibt sich eine pulsierende Instabilitat der Flamme (Matkowsky & Olagunju
(1981, 1982), Margolis & Matkowsky (1982, 1983)). Damit die pulsierende
Instabilitat beobachtet werden kann, mufl die Lewis-Zahl allerdings so grof3
sein, dafl nur ungewthnliche Gasmischungen in Frage kommen. Durch nicht-
adiabate Effekte, wie Warmeverluste an einen Brenner, kénnen die kritischen
Lewis-Zahlen so weit abgesenkt werden, daf§ die pulsierende Instabilitit be-
obachtbar wird (Joulin & Clavin (1979), Margolis (1980, 1981), Matkowsky
& Olagunju (1981), Sivashinsky & Matkowsky (1981)). Ebene pulsierende
Wasserstoff/Bromid-Flammen werden von Golovichev et al. (1978) nume-
risch nachgewiesen .

Sivashinsky (1977b, 1979, 1980) untersucht adiabate Flammen in einem ru-
henden Medium. Durch einen langwelligen Stéransatz bestimmt er eine ska-
lare Evolutionsgleichung fiir die Flammenposition. Diese Gleichung wird
als Kuramoto-Sivashinsky Gleichung? bezeichnet und mit KS-Gleichung ab-
gekiirzt. Numerische Berechnungen auf der Basis KS-Gleichung (Michelson &
Sivashinsky (1977), Sivashinsky (1980), Aimar (1983), Pumir (1982), Pumir
et. al. (1983), Pomeau et. al. (1984) zeigen die Koexistenz von kohsrenten
rdumlichen Zellularstrukturen und zeitlichem Chaos. Hyman & Nicolaenko
(1986) untersuchen die KS-Gleichung sehr sorgfiltig und variieren die Gréfle
des Rechengebietes als Verzweigungsparameter. Sie verwenden ein Spektral-
verfahren (siehe Canuto et. al. (1988)) mit hochster numerischer Genau-
igkeit. Mit wachsender Grofle des Rechengebiets ergeben sich zunehmend
komplexe Losungen. Es werden viele dynamische Losungen, wie periodische
und intermittierende Lésungen bis hin zu rdumlich und zeitlich chaotischen
Lésungen, gezeigt.

Die KS-Gleichung wird von Sivashinsky & Law (1982) fiir eindimensiona-

’Die KS-Gleichung wird 1975 von Kuramoto (siehe Kuramoto &Tsuzuki (1975)) im
Zusammenhang mit einem System von Reaktions/Diffusions-Gleichungen zur Beschrei-
bung der Belouzov-Zabotinskii-Reaktion gefunden. Sivashinsky findet die KS-Gleichung
unabhéngig fiir die laminare Flamme.
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le Staupunktstréomungen erweitert. Eine lineare Stabilitdtsanalyse ergibt,
dafl harmonische Stérungen jeder Wellenlange stabil sind. Allerdings wer-
den Stdrungen gefunden, die voriibergehend angefacht werden. Exempla-
risch wird mit einer einzigen nichtlinearen numerischen Rechnung gezeigt,
dafl dennoch Zellmuster existieren. Fiir diese Rechnung werden periodische
Randbedingungen in der Brennermitte und am Brennerrand gewshlt. Dies
ist physikalisch nicht sinnvoll, da die Stromungsgeschwindigkeit an diesen
Réndern nicht periodisch ist. Detaillierte Untersuchungen dieser Muster
fehlen jedoch. Andere numerische Untersuchungen zur Struktur zellularer
Flammen in der Staupunktstromung liegen in der Literatur bislang nicht
vor.

Margolis & Sivashinsky (1984) erweitern die KS-Gleichung um einen Gra-
vitationsterm fiir die nach unten brennende Flamme in vertikalen Kanélen.
Hier ist der Gravitationseinflufl stabilisierend. Sie finden Stabilititsgren-
zen der ebenen Flamme in Abhingigkeit der Parameter Gravitatation und
Kanaldurchmesser. Bei einer geeigneten Wahl dieser Parameter wird die
ebene Losung gleichzeitig gegen zwei unterschiedliche Muster instabil. Es er-
gibt sich eine bimodale Zellstruktur, bei der die beiden Muster miteinander
wechselwirken.

Matalon & Matkowsky (1983) finden ein asymptotisches Modell, das Flam-
men als eine Diskontinuitat des Stromungsfelds beschreibt. Die wesentliche
Annahme ist eine kleine Dicke der Vorheizzone gemessen an einer charakteri-
stische Lange des Stromungsfeldes. Zusatzlich wird die Dicke der Reaktions-
zone als asymptotisch klein im Vergleich zu der Vorheizzone angenommen.
Das Modell enthalt somit drei Langenskalen und beschreibt die Stabilitat
sehr schwach gekriimmter oder gestreckter Flammen.

Matalon (1987) untersucht die lineare Stabilitit einer Flamme in einer drei-
dimensionalen Geometrie bei zweidimensionaler Staupunktstromung. Hier
verschwindet eine Komponente des Geschwindigkeitsfelds und es kénnen har-
monische Storungen in dieser Richtung angesetzt werden, wihrend keine
Stérung in der anderen Richtung erfolgt. Es ergibt sich ein stabilisierender
Einflufl durch die Staupunktstromung. Gefunden werden Rollenmuster, die
entlang der streckenden Wirkung des Stromungsfeldes ausgerichtet sind. Kim
& Matalon (1989, 1990) erweitern ihre linearen Stabilitatsergebnisse fiir star-
ke Expansion des Gasgemisches. In einem 3-Langenskalen-Modell wird die
Vorheizzone wiederum als diinn gegeniiber der Langenskala des Strémungs-
feldes angenommen. Es zeigt sich, dafl die hydrodynamische Instabilitdt
durch hinreichend starke Staupunktstromung unterdriickt wird. Die Ergeb-
nisse gelten weiterhin nur fiir zweidimensionale Staupunktstrémung und ein-
dimensionale Stérungen, die entlang der ungestreckten Richtung ausgerichtet
sind. Es werden Entziindbarkeitsgrenzen der Flamme gefunden.
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Jackson & Matalon (1992) finden fiir ein 3-Léngenskalen-Modell Stabilitéts-
ergebnisse fiir selbstdhnliche zweidimensionale Stérungen. Allgemeine zwei-
dimensionale Stérungen oder starke Staupunktstrémungen werden weiterhin
nicht zugelassen.

In der Literatur liegen zwar mehrere Untersuchungen zur Stabilitidt von Stau-
punktflammen vor, eine theoretische Beschreibung méglicher zellularer Mu-
ster in der Staupunktflamme durch numerische Simulation oder analytische
Beschreibung findet sich bislang nicht in der Literatur.

1.5.2 Experimente

Markstein (1951, 1953, 1964) berichtet bereits im Jahr 1951 von Experi-
menten die zellulare Flammen zeigen. Abbildung 1.10 zeigt eine typische
zellulare Flamme. Hier ist die Flamme durch Warmeverluste an den Bren-
ner stabilisiert. Der Beobachter sieht schrig von der Rauchgasseite auf den
Brenner.

e Es ergeben sich mehrere ungefihr gleich grofie Zellen.

e Die Zellzentren sind in Richtung des Brenners und die Zellrander sind
in Richtung der Rauchgase ausgelenkt.

e Die Temperatur ist an den Zellrindern niedriger als in den Zellzentren.

e Bei stark ausgepragten Zellularflammen, d.h. tiefen Zellen, kann ggf.
eine Rulentwicklung an den Zellrindern beobachtet werden.

In Kapitel 7.4 findet sich ein ausfiihrlicher Vergleich von experimentellen
Befunden mit den Ergebnissen dieser Arbeit. Hier werden lediglich einige
wesentlichen Ergebnisse zusammengefafit. Law et al. (1981), Ishizuka et al.
(1982) und Ishizuka & Law (1982) untersuchen systematisch Propan/Luft-
Vormischflammen in axialsymmetrischer Staupunktstrémung. Das wesentli-
che Ziel dieser Arbeiten ist die Bestimmung des Ziindbereichs der Mischun-
gen. Variiert wird neben dem Mischungsverhaltnis des Brenngasgemisches
die Austrittsgeschwindigkeit aus dem Brenner und der Abstand des Brenners
von der Stauebene.

Folgende Ergebnisse konnen festgehalten werden:

e Fiir starke Staupunktstromung werden unabhéngig von der Mischung
nur ebene Flammen beobachtet.

e Bei fetten Mischungen (Le < 1) werden fiir schwache Flammendehnung
verschiedene Instabilitdten beobachtet.
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Abbildung 1.10: Zellulare Flamme von Lee & Sohrab (1994)

— Fiir sehr schwache Staupunktstrémung ergeben sich zweidimen-
sionale instationdre Zellmuster.

— Fiir mittlere Stérke der Stromung ergibt sich eine Verzerrung der
Zellen durch das Strémungsfeld bis hin zu strahlenférmigen Stern-
mustern.

— Fiir nochmals stiarkere Gradienten ergibt sich ein rillenformiges

Muster das diametral durch das Brennerzentrum verlduft. Ent-
lang der Rille treten keine Variationen der Auslenkung auf. Das
Muster ist im allgemeinen transient. Es bewegt sich mit zuneh-
mender Geschwindigkeit auf den Brennerrand zu. Die Bewegungs-
richtung ist hierbei normal zur Erstreckung der Rille. Wenn das
Muster den Brennerrand erreicht hat bleibt eine im wesentlichen
ebene Flamme zuriick. Auf dieser bildet sich eine neue Rille mit
einer willkiirlichen Winkelorientierung.
In einer Gegenstrombrenneranordnung mit zwei aufeinanderge-
richteten Brenneren und zwei Flammen zwischen denen sich eine
freier Staupunkt befindet, ergibt sich ebenfalls dieses rillenférmige
Muster. Allerdings tritt es nur auf der oberen der beiden Flam-
men auf. Durch Wechselwirkungen zwischen den Flammen sind
die beiden Flammen gekriimmt. Das Muster kann in dieser Bren-
neranordnung auch stationér sein.
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Abbildung 1.11: Abgehobene Sternflamme von Lee & Sohrab (1994)

Erst kiirzlich haben Lee & Sohrab (1994, 1994b) Sternflammen in einem axi-
alsymmetrischen Staupunktbrenner untersucht. Sie unterscheiden zwischen
zwei Moden. Im brennerstabilisierten Modus sitzt die Flamme im Zentrum
auf dem Brenner auf und wird durch Warmeverluste an den Brenner sta-
bilisiert. Die Flamme ist ringférmig um den zentralen Verankerungspunkt
angeordnet und zeigt ein ausgeprigtes radial ausgerichtetes Streifenmuster.
Mit wachsender Stromungsgeschwindigkeit nimmt die Anzahl der Streifen des
Musters ab. Gleichzeitig nimmt auch der Durchmesser des die Flamme ver-
ankernden Kerns ab. Schliefilich verschwindet der Kern und die Flamme zeigt
chaotisches Verhalten ohne erkennbare raumliche Struktur. Wird ausgehend
von diesem Modus das Gemisch mit Brennstoff angereichert, so ergibt sich
eine vom Brenner abgehobene Flamme. Diese ist nahezu eben, zeigt aber
ein schwach ausgeprigtes sternformiges Streifenmuster. (siehe Abb. 1.11)
Die Zahl der intensiven Streifen ist hierbei in der Gréenordnung von 5. Das
Muster ist anndhernd stationar.

Da nur in wenigen Experimenten die zellulare Struktur von Staupunktflam-
men untersucht wird, soll hier auf ein Experiment von Gorman et al. (1994)
hingewiesen werden. Dieser untersucht zellulare Flammen, die durch Warme-
verluste an einen porésen Brenner stabilisiert werden. In dieser Arbeit findet
sich eine systematische Klassifizierung von zellularen Mustern.
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1.6 Gliederung der Arbeit

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden zunichst die Grundgleichungen for-
muliert. In diesem Zusammenhang werden die notwendigen Voraussetzun-
gen diskutiert. Die Gleichungen werden in dimensionsloser Darstellung ein-
gefiihrt, so daB sich verschiedene dimensionslose Kennzahlen ergeben.

Im dritten Kapitel wird eine ebene Basislosung hergeleitet.

Im vierten Kapitel wird eine lineare Stabilitatsuntersuchung der ebenen Ba-
sislosung durchgefiihrt. Die Stabilitat der Basislésung wird anhand einer
Stabilitatskarte ausfiihrlich diskutiert. Das lineare Stabilitdtsanalyse erlaubt
die Auswahl eines interessanten Parameterbereichs fiir eine nichtlineare Ana-
lyse.

Im fiinften Kapitel wird eine nichtlineare Analyse fiir einen schwach insta-
bilen Grundzustand entwickelt. Ergebnis dieser Analyse ist eine Beziehung
vom Typ der Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung. Diese Gleichung beschreibt
die Auslenkung einer Flamme als Funktion der transversalen Koordinaten.
Der Verlauf von Temperatur und Konzentration normal zur Flamme wird
analytisch beschrieben. Bei der Herleitung der KS-Gleichung werden sehr
allgemeine Randbedingungen des Stromungsfelds am Brenner zugelassen.
Dadurch gelingt es, das Stabilitdtsverhalten von ebenen und gekriimmten
Flammen zu beschreiben.

Im sechsten Kapitel wird eine nichtlineare Stabilitdtsanalyse fiir Wanderwel-
len vorgestellt. Diese gilt sowohl fiir die Grundgleichungen und gleicherma-
Ben fiir die KS-Gleichung. Es ergibt sich mit einer einfachen Analyse ein fiir
beliebige Muster geltendes Stabilitétsergebnis.

Im siebten Kapitel werden numerische Ergebnisse vorgestellt. Hier wer-
den die Ergebnisse aus Simulationsrechnungen gezeigt, die mit Hilfe der
Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung erzielt werden. KEs werden verschiedene
Phanomene, die aus den oben aufgefithrten Experimenten bekannt sind, erst-
mals numerisch erklart und weitere interessante Strukturen vorhergesagt.
Im achten Kapitel werden die Ergebnisse zusammengefafit.







Kapitel 2

Grundgleichungen und
Kennzahlen

2.1 Das thermisch-diffusive Modell

Verbrennung ist ein chemischer Prozef} in einem strémenden, warmeleitenden
Stoffgemisch. Da dies ein sehr komplexer Vorgang ist, werden hier mehrere
Annahmen getroffen, um die Modellierung und Auswertung zu erleichtern.
Alle Stoffe sollen in der Gasphase vorliegen. Es soll eine Vormischflamme
betrachtet werden, deren Reaktionskinetik durch eine globale irreversible
Einschritt-Arrhenius-Beziehung beschrieben wird. Der Brennstoff (B) rea-
giert dabei mit dem Oxidationsmittel (O) und bildet das Verbrennungspro-
dukt (P).

(21) ’UBB + 1/00 — 'UPP.

Hierin sind vg, Vo und vp stochiometrische Koeffizienten. Um zu einer noch
starker vereinfachten Beschreibung zu gelangen, wird vg = 1 gesetzt und
angenommen, daB das Oxidationsmittel in groBem Uberschuff vorliegt, so
dafl der Brennstoff die Reaktion alleine begrenzt. Die globale Reaktion ist
dann eine Reaktion von erster Ordnung (Carrier & Fendell (1978)), deren
Kinetik durch eine Arrhenius-Beziehung beschrieben wird.

o E
(2.2) exp ( RT)

Die Beziehung ist hier in dimensionsbehafteten Gréfien angegeben. W ist die
Reaktionsrate, A ist der Geschwindigkeitskoeffizient der Reaktion, C ist die
Konzentration bzw. die Massendichte des Brennstoffs, T ist die Temperatur,
E ist die Aktivierungsenergie der Reaktion und R ist die Gaskonstante. Die
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Temperatur T' wird hier in [K] gemessen. Die hochgradig nichtlineare Form
von (2.2) macht die Beschreibung selbst einfachster Verbrennungsprobleme
schwierig.

Die Massenerhaltung fiir den Brennstoff ist gegeben durch

_.8C e .
Ny’ Konvektion  piffusion Verbrauch
instationir

Hierin ist ¢ die Zeit, ¥ das Geschwindigkeitsfeld und p die Dichte. D ist
die Diffusivitit des Brennstoffs im Gemisch. Die instationire Anderung und
der konvektive Transport des Brennstoffs stehen im Gleichgewicht mit dem
diffusiven Transport und dem Verbrauch des Brennstoffs durch die chemische
Reaktion.

Die Energiegleichung hat die Form

(2.4) cop (-‘gz +v. v:F) = VEVT + QW,

sofern Explosionen ausgeschlossen werden und Stromungen kleiner Mach-
Zah! vorausgesetzt werden. Hier steht ¢, K und Q) fiir die Warmekapazitat
des Gasgemisches bei konstantem Druck, die Warmeleitfahigkeit und die
Warmeténung der chemischen Reaktion. Die Wiarmekapazitit wird als kon-
stant angenommen.

Um das Verbrennungsproblem geschlossen zu beschreiben, werden des weite-
ren die Kontinuitatsgleichung, die Impulsgleichungen und die Zustandsglei-
chung fiir Gase, sowie geeignete Rand- und Anfangsbedingungen benétigt.
Zunichst soll das thermisch-diffusive Modell (siehe Matkowsky & Sivashinsky
(1979)) betrachtet werden. Dieses Modell 188t sich am einfachsten durch
Vernachlassigung der thermischen Expansion des Gasgemisches ableiten. Es
wird somit angenommen, dafl die Dichte des Gemisches konstant ist. Die
Strémungsgleichungen entkoppeln von den Wirme- und Stofftransport-Glei-
chungen. Das Stromungsfeld wird als eine von auflen vorgegebene Grofie
aufgefafit.

In Kapitel 1.2 wird der Ausbreitungsmechanismus der vorgemischten Flamme
erklart. Entscheidend fiir die Fortpflanzung der Flamme sind die Vorgange
in der Konzentrations- bzw. Temperaturgrenzschicht vor der Reaktionszo-
ne. Zur dimensionslosen Darstellung der Gleichungen eignen sich somit die
folgenden Bezugsgrofien fiir Geschwindigkeiten, Temperaturen, Konzentra-
tionen, Langen und die Zeit;:

e Flammengeschwindigkeit Up. Diese ist zunachst unbekannt und muf
als "Eigenwert” des Problems bestimmt werden. Da die Flammenge-
schwindigkeit von der speziellen Stromungskonfiguration abhéngt, wird



A. Class, Zellulare Struktur laminarer Staupunktflammen 31

als Bezugswert die Flammengeschwindigkeit einer ebenen stationdren
Flamme in einem ruhenden Medium herangezogen.

e Adiabate Verbrennungstempemtur T p.

e Fintrittskonzentration des Brennstoffs C‘B.

o Thermische Grenzschichidicke ly, = W,,fu -
14

e Aufenthaltszeit in der Grenzschicht o, = %ﬁ;

Alle Stoffgrofien werden als konstant angenommen.

Dimensionslose Groflen ergeben sich aus dimensionsbehaftete Gréfien nach
einer Division durch den entsprechenden Bezugswert. So ist die dimensions-
lose Temperatur definiert als B
(2.5) r-L

Tp

Dimensionsbehaftete Grofien sind dabel im Gegensatz zu dimensionslosen
Groflen durch ein Tildesymbol gekennzeichnet.

In dimensionsloser Darstellung ist die Energiegleichung

or
(2.6) —5t~+v-VT=V2T+(1—a)W
Die Massenerhaltungsgleichung fiir den Brennstoff schreibt sich als
oC 1
2. — : = V20 —
(2.7) 5 TV vC LeVC’ W,
wobei der Reaktionsterm
(2.8) W = A(l — o)’ N?Cexp (N (1 — —%))

ist. Die Grofle A wird als Eigenwert der eindimensionalen Flammfrontaus-
breitung bezeichnet und wird so gewshlt, dal die Flammengeschwindigkeit
einer ebenen stationdren Flamme sich zu 1 ergibt.

Die dimensionslosen Erhaltungsgleichungen enthalten die folgenden dimen-
sionslosen Kennzahlen

o Lewis-Zahl: _
K

2.9 Le = —.
(2.9) "

=t

Die Lewis-Zahl ist das Verhéltnis aus der Temperaturleitfahigkeit

hé 7o
zu der Massendiffusivitat D. Fiir viele Gasmischungen ist Le =~ 1
charakteristisch.
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e Temperaturverhiltnis:
T
(2.10) o=
Tp
Das Temperaturverhéltnis o ist definiert als das Verhéltnis der Ein-
trittstemperatur des Brenngasgemisches T zu der adiabaten Verbren-
nungstemperatur I'p. Fir eine strenge Herleitung des thermisch-diffusi-

ven Modells muf (1 — o) < 1 angenommen werden.

o dimensionslose Aktivierungsenergie:

(2.11) N =

g%‘ =

P

Fiir Verbrennungsreaktionen ist charakteristisch, daf§ der Reaktionsum-
satz stark temperaturabhangig ist. Die dimensionslose Aktivierungs-
energie IV der Reaktion ist groB. Typische Werte fiir N liegen bei ca.

ey Ze = (1-0)N.

Anstelle der dimensionslosen Aktivierungsenergie N, wird in der Lite-
ratur haufig eine zusammengesetzte Kennzahl benutzt. Fiir Verbren-
nungsreaktionen ist die Zeldovich-Zahl wie die dimensionslose Aktivie-
rungsenergie grofl. Typische Werte fiir Ze liegen etwa bei 10.

Eine grofle Aktivierungsenergie bedeutet, dafl die Reaktion bei hohen Tem-
peraturen mit sehr hoher Reaktionsrate ablauft und somit die chemische
Reaktion nach einer sehr kurzen Zeitspanne abgeschlossen ist. Die Reakti-
onszone hat somit eine sehr kleine Ausdehnung, die mit —Zl—e skaliert. Fir sehr
grofle Aktivierungsenergie, d.h. Zeldovich-Zahl, schrumpft die Dicke der Re-
aktionszone gegen Null. Die Reaktionszone ist somit eine Flache, die unver-
branntes Brenngas von voll ausgebranntem Rauchgas trennt. Wir bezeichnen
diese Flache als die Reaktionsfront oder einfach als die Flamme. Vor der Re-
aktionsfront ist die Reaktionsrate vernachlassigbar klein, da die Temperatur
zu niedrig ist. Hinter der Flamme findet keine Reaktion statt, da der ge-
samte Brennstoff in der Reaktionsfront umgesetzt wird. Fiir Ze — oo kann
der reaktionsbedingte Quell/Senkenterm W mittels der Dirac’schen Delta-
Funktion konzentriert in der Reaktionsfront dargestellt werden (siehe z.B.
Matkowsky & Sivashinsky (1979) oder Margolis & Matkowsky (1983)). Hier-
zu muf} eine detaillierte Analyse der Vorgéinge innerhalb der Reaktionszone
erfolgen, d.h. es mul der Temperatur- und Konzentrationsverlauf bestimmt
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werden und an das Temperatur- und Konzentrationsfeld der Vorheiz- und
Ausbrandzone angekoppelt werden. Der vollstindige Rechenweg befindet
sich in der oben angegebenen Literatur.

1
(2.13) W = exp <§N (T - 1)) 1+ (V. F)%6 (w5 — F),
Es sind zg,ys und zg kartesische Koordinaten und V; = <%, gas)ist der

Vektorgradient in der (yg,zs)-Ebene. Die Position der Reaktionszone ist
gegeben durch zg = F (yg, 25,t) (siehe Abbildung 1.2). Der Vorfaktor der
Dirac’schen Delta-Funktion ist proportional zum Brennstoffumsatz in der
Flamme. Die Brennstoffzufuhr an die Flamme ist wiederum proportional
der Normalkomponente der Stromungsgeschwindigkeit des Fluids beziiglich
der Reaktionszone. Diese Geschwindigkeit wird als die Flammengeschwindig-
keit bezeichnet. Die starke Temperaturabhingigkeit der Flammengeschwin-
digkeit spiegelt sich in dem exponentiellen Temperaturgesetz von W wie-

der. Der Geometriefaktor 4/1 4 (VF )2 beriicksichtigt die Vergréflerung der
Flammenflache, sofern die Normalenrichtung der Reaktionsfront nicht mit
der zg-Richtung iibereinstimmt.

Aus der Analyse der Vorgéinge innerhalb der Reaktionszone (siche Margolis
& Matkowsky (1983)), folgt der Eigenwert der eindimensionalen Flammaus-

breitung A und die Flammengeschwindigkeit:

(2.14) 02 =22 exp (—N).

In der Formulierung der Grundgleichungen wird bis hierher keine Festlegung
des Geschwindigkeitsfeldes getroffen. Hier soll jetzt das Geschwindigkeitsfeld
einer inkompressiblen Staupunktstromung

(2.15) v=v,=k(—zg, (1-0)ys, bzs)

betrachtet werden. Als feste Wand ist hier die Ebene xg = 0 gewahlt. Der
Wert von F' ist der Abstand zwischen Flamme und Wand. Das Geschwin-
digkeitsfeld v ist quell- und drehungsfrei.

Es ergeben sich mit der Wahl der speziellen Strémung zwei neue dimensions-
lose Kennzahlen.

e Stirke der Staupunktstrémung:

;&:Brenner Ing
(2.16) )= oremer g
hBrenner
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Flamme

~
uanner

Brenner

Abbildung 2.1: Skizze der Abmessungen des Staupunktbrenners

Hierin ist %prenner die Austrittsgeschwindigkeit des Gemisches am Bren-
ner und A prenner der Abstand der Stauplatte vom Brenner (vergl. Abb.
2.1). Die Stiarke der Staupunktstrémung & ist also das Verhéltnis von
Geschwindigkeitsgradienten der Stromung zur Aufenthaltszeit des Ge-
misches in der Vorheizzone.

Seitenldngenverhdltnis:

(2.17)

<
I
SYS

Die Grolen l; und I, sind die Langen der beiden Hauptachsen eines
elliptisch geformten Brenners. Es konnen mehrere Spezialfille unter-
schieden werden.

— b = 0 steht fiir ein 2-dimensionales Stromungsfeld in der (zg, ys)-
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Ebene. Der Brenner ist unendlich ausgedehnt in zg-Richtung,.
Eine weitere Moglichkeit ist ein endlicher Brenner, der durch zwei
Platten an den Positionen 2z; und 2z, abgeschlossen ist. Diese
fithren ebenfalls zu einer verschwindenden zg-Geschwindigkeit, des
Stromungsfelds.

— b =1 steht fiir ein 2-dimensionales Stromungsfeld in der (zs, 25)-
Ebene. Der Brenner ist in y-Richtung unendlich ausgedehnt.

- b= % entspricht einer rotationssymmetrischen Geometrie mit der
Zg-Achse als Symmetrieachse.

— Fir 0 < b < 1 und & > 0 sind beide wandparallelen Geschwindig-
keitskomponenten von der z-Achse weggerichtet.

— Fiir b < 0 und b > 1 weist eine dieser Komponenten in Richtung
der zg-Achse. Es findet ein Zustrom von Brenngas aus der zg-
oder yg-Richtung statt.

Mit der Festlegung des Stréomungsfelds durch Gl. (2.15) konnen geeignete
Rand- und Anfangsbedingungen fiir Gl. (2.6) und Gl. (2.7) mit Bez. (2.13)
formuliert werden. Ist der Abstand zwischen Flamme und Brenner grof3
gemessen an der Referenzldnge L, s0 gilt:

T=0c fir zg — —o0,
aT .

(218) %;' =0 fir Tg = 0,
C=1 fir g — —oo0,

C=0 fir F<zs<0

sowie geeignete Randbedingungen an den seitlichen Begrenzungen.

Es sei darauf hingewiesen, daf die Wand (zs = 0) adiabat und undurchlassig
ist. Die adiabate Randbedingung an der Wand ist nicht zwingend erforder-
lich und wird spéter in der nichtlinearen Analyse nicht gefordert. Bei der
Modellierung realer Brenner sind die Randbedingungen fiir T und C' nicht
fiir zg — —oo zu stellen sondern fiir xg = Fg, wobei Fg = ﬁﬂﬂfm fiir die
Position des Brenners steht. Bei realen Brennern ist die Eintrittstgemperatur
und die Eintrittskonzentration gegebenenfalls ortsabhéangig.

Unser Ziel ist es, Losungen zu finden, die aus einer stationéren, ebenen
Grundlésung des Gleichungssatzes verzweigen. Deshalb soll sich der An-
fangszustand nur schwach von der Grundlésung unterscheiden.

Das Geschwindigkeitsfeld der Staupunktstromung bewirkt eine Streckung der
Flamme. Die Flammenstreckung K wird definiert als die instationére relative
Anderung eines Flichenelements der Flamme Ay im Lagrangeschen Sinne.
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Die Flammenstreckung setzt sich aus einem Kriimmungsanteil und einem den
tangentialen Geschwindigkeitsgradienten proportionalen Anteil zusammen.
Es gilt:

1 [d4
o9 KL ()

Die Herleitung der Flammenstreckung K aus der Geschwindigkeit v und der
Flammenposition F' findet sich im Anhang A.

Es soll hier der Spezialfall einer ebenen Flamme (F' = const) und das in
Beziehung (2.15) definierte Stromungsfeld betrachtet werden. Hier ist die
Flammenstreckung ortsunabhingig. Es ist:

(2.20) K=V, (v,v,) =k

Der Betrag der Flammendehnung ist identisch mit der Starke der Staupunkt-
stromung. Das Staupunktstrémungsfeld bietet somit ideale Voraussetzungen,
um den Einfluf der Flammenstreckung auf laminare Flammen zu untersu-
chen.

2.2 Vereinfachung der Grundgleichungen des
thermisch-diffusiven Modells

Die Grundgleichungen (2.6) und (2.7) kénnen in eine fiir die analytische
Behandlung des Problems geeignetere Form iiberfiihrt werden.
Zunichst wird die Temperatur gemaf

T-O'_ T—TF
l-0  Tp-Tr

(2.21) )

i

neu skaliert,
Es wird die Totalenthalpie
(2.22) H=0+C

eingefiihrt.

Die Totalenthalpie ist eine Erhaltungsgrofe fiir ein offenes System (p = const)
und berlicksichtigt die chemisch gespeicherte Enthalpie und gegebenenfalls
die Latentwarme aus Phaseniibergingen.

Im Quellterm der Energiegleichung (2.6) kann © durch H ersetzt werden, da
dieser Term nur auf der Reaktionsfront wirksam ist, und hier die Konzentrati-
on verschwindet. Dies gilt streng, da im asymptotischen Modell der gesamte
Brennstoff nach Erreichen der Ziindbedingung unendlich schnell umgesetzt
wird.
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Ausgedriickt in den Gréflen © und H ergibt sich folgender Gleichungssatz:

(2.23) %@+v-v9 = Ve+W,
OH Ll (i 1\ e
(2.24) SV VH = =V (1 Le)v e.

Der Quellterm in der Temperaturgleichung ist

(2.25) W = exp (%N (1— o) (H - 1)) 1+ (VLF)’6 (a5 — F).

Da angenommen wird, daf} die Lewis-Zahl Le ungefsahr 1 ist, wird diese durch
eine reduzierte Lewis-Zahl A

(2.26) A= Ze(Le —1)

ersetzt, die jetzt von der Gréflenordnung O(1) ist.
Unter der Annahme grofier Ze-Zahlen wird fiir die Temperatur und die Ent-
halpie eine asymptotische Reiheentwicklung in Potenzen i getatigt:

1 1
(2.27) @N90+%@1+"', HNH0+ZH1+~~.

Wird dieser Ansatz in die Enthalpiegleichung (2.24) eingefithrt, und die
Randbedingungen (2.18) sowie Anfangsbedingungen H(t =0) =1+ O (El'é)
ausgewertet, ergibt sich unmittelbar Hy = 1. Die Enthalpie ist in der fiihren-
den Ordnung konstant.

Im folgenden sollen nun die Gleichungen fiir © und fiir H, behandelt werden.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird der Index von ©q gestrichen und
H; wie folgt umbenannt!:

(2.28) S = H,.

So ergibt sich der relativ ibersichtliche Gleichungssatz:

(2.29) % +v.VO = V2O +exp <%S> 14+ (VL F) (x5 — F),
S

(2.30) (?91: +v-VS = ViS4V’

mit den Randbedingungen

©=0 fiir zg — —oo0,

oS 3} _
S=0 fir zg — —oo,

=1 fir F<zg<0

1Dje Enthalpie wird in Ubereinstimmung mit der in der Literatur iiblichen Schreibweise
als S eingefiihrt.
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sowie geeigneten Anfangs- und seitlichen Randbedingungen.

Die Dirac’sche Delta-Funktion in der Temperaturgleichung (2.29) bewirkt
einen Sprung im Temperatur- und Enthalpiegradient an der Reaktionsfront
z = F. Der Betrag dieses Sprungs wird durch Integration der Grundglei-
chungen tiber die Flamme hinweg zu

1907, oo (1s)
(2.32) 1+ (V. F) [8335]+GXP<2S> = 0,

2| 95| _ 1) =
(2.33) 1+ (VLF) [3&‘3} Aexp (2S> = 0.

bestimmt. Der Klammerausdruck [f] steht fiir den Sprung der Grofe f iiber
die Reaktionsfront hinweg, d.h. [f (F)] = f(F'*) — f (F7).

2.3 Schwache Staupunktstrémung (k < 1)

In der Einfiihrung wird darauf hingewiesen, dafl bei hinreichend starker Stau-

punktstrémung nur ebene Flammen beobachtet werden. Das heifit, Instabi-
litdten der Flamme werden unterdriicken. Dieser Fall ist somit von geringem
Interesse.

Die Stirke der Staupunktstromung k wird deshalb als klein angenommen.
Es wird von einer schwachen Staupunktstromung gesprochen. Die Annahme
schwacher Staupunktstromung und damit auch schwacher Flammendehnung
bedeutet nicht, dafl die auftretenden Stromungsgeschwindigkeiten klein sind
(vergleiche dazu Beziehung (2.15)). Vielmehr sind die typischen Abmessun-
gen des Brenners sehr grof3, gemessen an der thermischen Grenzschichtdicke.
Die Normalgeschwindigkeit der Strémung ist am Ort der Flamme, bedingt
durch die Skalierung des Problems, stets von der Gréfienordnung O(1).

Das Auftreten eines Parameters k < 1 macht eine Behandlung des Problems
mittels asymptotischer Methoden méglich.

Die abhidngigen Variablen ©, S und F' sowie der Parameter A werden unter

dieser Voraussetzung in Potenzen von x geméif3

A~ P TS (O R
e ~ 00 4 xe® 4 ...
(2.34) S~ SO 4 ks® 4 ...

F o~ lpen L opo L gp0 4
K

entwickelt. Hier ist zu beachten, daf} bei der Entwicklung der Flammenposi-
tion F' ein Term der Ordnung O (% angesetzt werden muf}, da das vorgege-
bene Stromungsfeld an der Flamme von der gleichen Grolenordnung wie die
Flammengeschwindigkeit sein mufi.
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Da. es nicht méglich ist, die Dirac’sche Delta-Funktion in Gleichung (2.29)
nach k zu entwickeln, ist eine Betrachtung des Problems in einem mit der

Flamme mitbewegten Koordinatensystem zweckmafig.
Wir fithren die Koordinaten

(2.35) (z,y,2) = (zs — F(ys, 25,1),Ys, 2s) und =t

ein. Der Index 1 wird im Folgenden nicht gesetzt, um die Schreibweise iiber-

sichtlich zu halten.
In angepafiten Koordinaten schreibt sich der Vektorgradient bzw. der Nabla-

Operator als

(2.36) v_(a 9 OFd 0 6F8>

82’8y Oyodx’ 8z 8z 0r
Da im Nabla-Operator die Flammenposition F' auftaucht, die wie oben dar-
gestellt, in eine asymptotische Reihe entwickelt wird, ist auch V gemafl

(2.37) V o~ 296D 4 v kv
K
zu entwickeln.
Hierin ist
v(_l) _ <O)-~8F(_1),_..8F(_1)_§) |
Oy 0z Ox
(2.38) v ﬁ _6\.__@_(0_)2 ﬁ_(‘?i(o)_i
' - \dz'd9y By Oz’ Oz 8z Oz)’

v - (o _31:‘(1)_3_ __6F(1)£ .
" Oy O0r' 0z Oz

Schliefllich wird auch das vorgegebene Geschwindigkeitsfeld als
(2.39) v~ vO ev®
umgeschrieben, wobeil
v = (—F("l),n (1-— b)y,nbz) ,
(2.40) v = (—z-F®,0,0),
VO = (=F,0,0).

Es wird hier nur die z-Komponente des Geschwindigkeitsfelds entwickelt.
Die beiden Tangentialkomponenten werden dagegen voll in der fithrenden
Ordnung angerechnet. Die Querausdehnung ist bei typischen Brennern sehr
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viel grofer als die thermische Grenzschichtdicke. Somit nehmen y und z
grofle Werte an und die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten wer-
den in der fiihrenden Ordnung relevant. Wird die Entwicklung auch in die
Querrichtungen eingefiihrt, so ist eine Fallunterscheidung in Abhéngigkeit

der Querausdehnung des Gebietes notwendig.
In der Ordnung O é%) steht:
20(0) 2 5250©)

)2 07 _ (-1) _
(241) (ViFCY) —55-=0 und  (VLFOY) — =0,
Diese Gleichung ergibt V| F' = 0 und somit F(-V (y,z,t) = FCV (t) . Die
zweite mogliche Losung ‘922;0) = a';ig)) = 0 beschreibt nichtreaktive kalte
Losungen und ist fiir das gegebene Problem nicht relevant.
In der Ordnung O (-};) ergibt sich fiir z # 0:

dFCD 500 OF(-1 55©
2.42 =0 d =0
(242) dt oz o ot om
Der Faktor 4£ ;;1) ergibt sich aus der zeitabhingigen Koordinatentransforma-
tion (2.35). Da die Losung 33;0) = ag;o) = 0 nicht interessiert, resultiert
(2.43) FED (y, 2,t) = F},(—l) = konstant,.

Der Index b steht fiir die Basis- bzw. Grundldsung.
Aus der Ordnung O (1) stammen die folgende Bestimmungsgleichung fiir e
und S©:

500 HF® §OO

- 0 g _—
4 2o 2T 0 y00
v y0g©) +W©
0 0 0
(2.45) 95 3F()88()+v(0)'v(0)s(0) _

o At Oz
v(0 () g0 +2O0y©0) g0 g©)

Der Quellterm ist hierin:
(2.46) WO = exp (%s@) 1+ (VLFO)?s (x).

Schliefllich erhalten wir den gewiinschten Beitrag der Flammenstreckung auf
Temperatur und Enthalpie in Form der O (1) Gleichungen:
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00 gFM 5e®  HFO )
ot o8t O Ot Ox
(2.47) vD.vOQO® | yO yWe® | y© yOe® =
oy () yOg© 4 vO) vOa® 4

1 SO v, FO v, FO
= ¢l0) (0))2 L 1

s gFM 55O HF O 55
o ot Oz O Om
(2.48) v vO5O 4 vO g5 4 O gOst -
AVAORVIORNORTR vIO R vIO RN C)
2\ (QV(I).V(O)G(O) + V(O).v(ﬂ)@(l)) + Dy O y©@e©),

Die zugehorigen Randbedingungen sind:

00 =0, 6MW=0 fir z— —oo,

SO =0, SO=0 fir z— —oo,
(2.49) e =1 eW=0 fir 2<0,

98" _ R

5w =% Toa =0 fir x— +oo.

Es sind weiterhin seitliche Rand- und Anfangsbedingungen zu stellen.

Es sollte beachtet werden, dafl bei der Herleitung des Modells davon ausge-
gangen wird, dafl die charakteristischen Langenskalen normal und tangential
zur Flamme gleich grof} sind. Das Modell kann leicht fiir langwellige Stérun-
gen der Reaktionsfront abgewandelt werden, indem die y- und z-Koordinate
gestreckt wird. Hierdurch ergibt sich eine Vereinfachung der Differentialope-
ratoren, da einige Terme in diesem Fall erst in einer noch héheren Ordnung
relevant werden.

2.4 Boussinesq-Erweiterung des
thermisch- diffusiven Modells

Das bislang diskutierte thermisch-diffusive Modell vernachlassigt den Einflufl
der thermischen Expansion des Brenngasgemisches vollstindig. Der Einflufl
dieser thermischen Expansion kann mittels eines Boussinesq-Modells beriick-
sichtigt werden. Die Dichte wird zwar weiterhin als konstant angenommen,
jedoch wird ein temperaturabhingiger Auftriebsterm angesetzt.
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Das Stromungsproblem wird mit der Kontinuitats- und den Navier-Stokes-

Gleichungen modelliert:
(2.50) Vwv=0,

(2.51) %‘ZJ- +v.Vv=-Vp+PrV.Vv+Fre,(l-0).

Hierin ist p der Druck und e, ein Einheitsvektor, der die Richtung des Gra-
vitationsfelds angibt. Es ergeben sich zwei dimensionslose Kennzahlen Pr
und Fr. Die Froude-Zahl Fr ist dabei das Verhéltnis aus Schwerkraft zu
Tragheitskraften. Die Prandtl-Zahl Pr ist der Quotient aus der kinemati-
schen Viskositét des Gasgemischs und der Temperaturleitzahl. Sie ist das
Verhéltnis der Diffusivititen von Impuls und Warme. Zu beachten ist, daf
das Staupunktstromungsfeld (2.15) eine exakte Ldsung der Strémungsglei-
chungen ist, wenn die Froude-Zahl Fr = 0 gesetzt wird. Es ergibt sich eine
Druckverteilung gemif

(2.52) P=py=po— K - (:1:2 +(1-0)%y2 + bzzz) .

Somit ist der Druck maximal im Staupunkt.
Fir kleine Fr wird das Geschwindigkeitsfeld als die Grundlésung

oo la 2lel <Al

(2.53) v, = k(—z,(1 —b)y,bz)

mit einer {iberlagerten Stérung v, angesetzt. Entsprechendes gilt fiir den
Druck. Es ergibt sich der Ansatz:

(2.54) Vo= Vg4V,
(2.55) P = Putpy

Die Storgeschwindigkeit v, ist wiederum quellfrei und gehorcht einer Trans-
portgleichung:
(2.56) V.v, =0,

(2.57) %g + Ve Vv +v.Vv, = —=Vp, + PrV.Vv, + Fre, (1 - 0).

Das Stromungsfeld soll in der Anstrémung und an der Wand ungestért sein.
An der Wand gelte die Haftbedingung.

v, =0 fir z— —oo,

(2.58) vo=0 fir x=0.

Zuséatzlich miissen an den seitlichen Gebietsgrenzen geeignete Randbedin-
gungen spezifiziert werden. Wird beispielsweise ein in y- und z-Richtung
unendlich ausgedehntes Gebiet betrachtet, so muf v, endlich bleiben.

Das Stromungsproblem wird ausfiihrlich in Kapitel 5 behandelt.



Kapitel 3

Ebene Grundlosung fiir
schwache Staupunktstromung

Fiir die nachfolgende lineare Stabilitats- und spéter die nichtlineare Analyse
wird in diesem Kapitel ein Grundzustand definiert. Dieser ist eine ebene
stationdre Lésung der Energie- und Konzentrationsgleichungen (2.44), (2.45),
(2.47) und (2.48). Die ebene Grundlésung wird durch den tiefgestellten Index
b gekennzeichnet.

Zur Bestimmung des Grundzustands miissen lediglich gewShnliche Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gelost werden.

Es ergibt sich nach einer kurzen Rechnung, die im Anhang B ausgefiihrt ist,
das Temperatur- und Enthalpiefeld zu

— 1 (O 2
(3.1) 0, = (1 K3 ()\ a:—l—:v))expa:-{— , <0,
L x>0,
( (

O (1 ()
32)  S= A1 2 %ms)] I ,

—kAO 4 x> 0.
Die Position der Flamme mit

1 2042

3.3 F,=—=

gegeben,

Aus der Flammenposition F; kann die Flammengeschwindigkeit bestimmt
werden. Diese ist definiert als die Fluidgeschwindigkeit normal zur Flamme
am Ort der Reaktionsfront © = F,. Die Normalenrichtung ist hier die z-
Richtung, so dafl die Flammengeschwindigkeit die z-Komponente v, = —kz
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des Strémungsfelds (2.15) ist und

20 4 9
t +

(34) Ur = —K;Fb =1—K 9

lautet.

Die Flammengeschwindigkeit strebt gegen den Wert 1, wenn k — 0. Dies ist
die Flammengeschwindigkeit einer ebenen Flamme in einem ruhenden Me-
dium. Fir Flammen mit abnehmenden reduzierten Lewis-Zahlen steigt die
Flammengeschwindigkeit an. Dieses Ergebnis pafit zu der in der Einfithrung
heuristisch beschriebenen Wirkung einer Staupunktstromung auf die Flam-
mengeschwindigkeit.



Kapitel 4
Lineare Stabilitat

In diesem Kapitel wird untersucht, ob die im vorherigen Kapitel gefundene
Grundlosung stabil gegen kleine Storungen ist. Da die Grundlésung in Form
einer asymptotischen Entwicklung vorliegt, mufl auch die lineare Stabilitats-
analyse in Form asymptotischer Reihen durchgefithrt werden. Dies macht
es erforderlich, daf§ in Abhangigkeit von der Gréflenordnung der einzelnen
Parameter der angesetzten Stérung andersartig vorgegangen wird. Speziell
wird unterschieden zwischen langsam variierenden langwelligen Stérungen
und Stérungen, die in Raum oder Zeit auf einer Liangen- oder Zeitskala der
Ordnung O (1) variieren.

Zunichst wird der Grundldsung eine infinitesimal kleine Stérung iiberlagert,
Die Gleichungen werden um den Grundzustand linearisiert. Im nichsten
Schritt muBl eine Losung der Stérgleichungen erfolgen. Dies geschieht durch
Entwicklung der gesuchten Storgrofien in ein vollstindiges System orthogo-
naler Funktionen. Diese Funktionen sind so auszuwiéhlen, daf sie die seit-
lichen Randbedingungen erfiillen. Hier soll speziell der Fall eines in y- und
z-Richtung unendlich ausgedehnten Gebietes betrachtet werden. Als geeig-
nete Randbedingung im Unendlichen wird die Beschranktheit der Stérungen
gefordert. Harmonische Funktionen bilden somit ein geeignetes Funktionen-
system zur Entwicklung der Storgrofen.

Eine wesentliche Vereinfachung des Rechenweges ergibt sich, wenn der wich-
tigste Einflufl der Staupunktstrémung, die Streckung der Flammenoberflache,
von Anfang an beriicksichtigt wird. Die Wellenlinge einer aufgepragten
Stérung wird durch das Stromungsfeld gedehnt. Dies gilt stets, wenn nicht
Randbedingungen oder nichtlineare Effekte diesen Vorgang behindern. Ist
die Stromung nach innen gerichtet, erfolgt entsprechend eine Stauchung der
Wellenlange. Diesem Mechanismus kann ein mitbewegtes Koordinatensy-
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stem
r —
(4 1) y — yexp (_ (1 _b) Kt):
' z — Zexp(—bkrt),
t — t

Rechnung tragen. Im neuen Koordinatensystem entfsllt der konvektive Trans-
port in §- und Z-Richtung. Anstelle des konvektiven Terms ergeben sich
zeitabhangige Koeffizienten in der Definition des Nabla-Operators:

0 0 0
_ 2 —Q-bkt [ &6  OF Y —brt [ & _ OF *
w09 = (et () o (%))

0 0
. —(1-b)x —bK
43) VvV, = (6( ”(%‘%?9})’@”(%*%%5;))-

Die Losung wird jetzt als die GL‘undlééung mit einer iiberlagerten zeitabhéngi-
gen harmonischen Stérung angesetzt.

F ~F, + A(t) exp (ikj+1l2),
© ~0, + A(t)- exp(iky+ilz)  P(z),
S ~8, 4+ A(t)-exp (ikj + il2) - Q(x).

(4.4)

Hier wird die komplexe Schreibweise verwandt. k& und [ sind Wellenzahlen in
7- und z-Richtung. Es sollte beachtet werden, dafl einer festen Wellenzahl
eine Storung mit wachsender oder schrumpfender Wellenldnge im (z,y, 2)-
Koordinatensystem entspricht. Die Funktionen exp (iky + il2), P(z), Q(z)
werden als Normmoden bezeichnet und A (t) als die Amplitude. Mit der
zeitabhéngigen Amplitude A (t) 148t sich die momentane Anfachungsrate

1 0A(t)
(4.5) w= A0 n
definieren.
Ein positiver Realteil von w bedeutet eine Anfachung der Stérung, also In-
stabilitat. Stabilitat gegeniiber kleinen Stérungen ist gekennzeichnet durch
Re (w) < 0. Ist der Imaginirteil von w von Null verschieden, ist die Stérung
zeitperiodisch.
Das Problem schwacher Staupunktstromungen wird mittels einer asympto-
tischen Reihe in x behandelt. Dementsprechend werden auch w, P und @
nach dem Storparameter x gemafl

w ~ w® 4+ k® 4.
Q ~ QO + kQM 4+ ...



A. Class, Zellulare Struktur laminarer Staupunktflammen 47

entwickelt.

Die Grélenordnung der Wellenzahlen mufl ebenso festgelegt werden. Es kann
gezeigt werden, dafl es nicht notwendig ist, alle Kombinationen der Grofien-
ordnungen von k, [ und w getrennt zu untersuchen, da sie in den Gleichungen
in einer festen Kombination

(4.7) B = (k') +w

auftreten. Hierin wird die effektive Wellenzahl k* eingefiihrt, die durch

(4'8) k= \/];26—2(1—13)'01‘» + [2e—2bkt

definiert ist. k* ist der Momentanwert des geometrischen Mittels der Wel-
lenzahlen.
Es werden hier zwei Falle betrachtet.

e Dies ist zum Einen der Fall §* = O(1) . Hier variiert die Stérung
auf einer O (1) Raum- und Zeitskala, d.h. die Wellenlénge der Stérung
ist von der Gréflenordnung der thermischen Grenzschichtdicke, die ty-
pisch 0.5mm dick ist. Eine O (1) Zeitskala beschreibt Vorginge, deren
Ablaufgeschwindigkeit von der Gréflenordnung der Aufenthaltszeit des
Fluids in der thermischen Grenzschicht, also typisch einige Tausendstel
Sekunden, ist.

e Andererseits wird der Fall §* = O (k) behandelt. Fiir diesen Fall ist
k,l,w < 1. Es handelt sich um langsam variierende langwellige Storun-
gen. Dabei steht langwellig typisch fiir einige Millimeter und langsam
variierend umfafit Vorginge, die in Zehntel Sekunden oder langsamer
ablaufen.

Neben diesen Fallen sind weitere Falle denkbar, wie beispielsweise kurzwel-
lige Storungen * = O (%) , die jedoch keine neue Physik ergeben, da die
Grundlésung gegen so kurzwellige Storungen stets stabil ist.

4.1 Stabilitiat gegen Storungen mit Variation
auf der O (1) Raum- und Zeitskala

Zunichst wird der Fall 8* = O (1) untersucht. Es soll darauf hingewiesen
werden, daf} dieser Fall auch langwellige, zeitperiodische Storungen mit w =
O (1) abdeckt. Der Ansatz (4.4) wird in die Gleichungen (2.47) und (2.48)

eingesetzt.
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Vor der Flamme (z < 0) gilt in der fithrenden Ordnung:

dz2p©®  4p . ©)
dz?  dz prPeO — P
4.9 d2Q(0) dQ(O) .
(4.9) - d%(o)_ QO —
20 (__ = + (f* — w) P(°)> — p(O)

Die rechten Seiten p§°) und pgo) sind im Anhang C gegeben.
Hinter der Flamme (x > 0) ergeben sich dieselben Gleichungen mit einer

homogenen rechten Seite:

d2Q©  dQO
dz2  dz

(4.10) P® =0 und gQ® =o.

Uber die Flamme hinweg gelten die Sprungbedingungen:

|rp(0)] =0, [Q(O)] =0,
(4.11)
dP© \ dQ(O)]
1) 22| = 10)0)
[dm}+2Q 0, [dmj A @Y =0.

Die Randbedingungen fiir die Storgrofien sind

PO =y, QRO =0 fiir  — —o0,
dO©)
Q7 _,
dx

(4.12)

fiir £ — +oo0.

PO =0,

Eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichungen wird schnell durch
einen Ansatz vom Typ der rechten Seite gefunden. Zu beachten ist, daf§ fiir
die Enthalpiegleichung die rechte Seite Losungen der homogenen Gleichung
enthilt und Resonanz vorliegt.

Die Losungen sind:

plo) _ | expz—exp (% (1+a)m‘), z <0,
1o, z 20,

(4.13) 1—a+ 204 L"—‘;afﬂw) exp (% (1+a) :c) —
Q(O) = A(0) (1 + g;) exp T, z < 0,

(1 —a)exp ((%(1—&))3}), x> 0.
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Hierin wird die Kurzschreibweise a = /1 + 45* eingefiihrt.

Aus der Lésbarkeitsbedingung, gegeben durch die Sprungbedingung des Ent-
halpiegradienten iiber die Flamme hinweg, wird eine Dispersionsbeziehung
hergeleitet:

a’(1—a)
l—a+2w

(4.14) Aoy = A0 = —2

Diese ist eine implizite Bestimmungsgleichung fiir die Anfachungsrate w in
Abhiéngigkeit der Wellenzahlen einer Stérung und der reduzierten Lewis-
Zahl. Eine zusammenfassende Diskussion dieser Dispersionsbeziehung erfolgt
am Ende des Kapitels.

Diese Dispersionsheziehung ist identisch mit der entsprechenden Beziehung
fiir die Stabilitat einer Flamme in einem ruhenden Medium. Um den Einfluf
des Stromungsfelds auf die Stabilitdt zu erfassen, soll ein Korrekturterm fiir
die Dispersionsbeziehung der Ordnung O (k) bestimmt werden.

In dieser Ordnung wird i.a. w(! in Abhéngigkeit der Kontrollparameter be-
stimmt. Der Kontrollparameter A(!) darf beliebige Werte annehmen und
kann somit auch zu 0 gesetzt werden. Es wird somit die Korrektur w(® der
Anfachungsrate bei einem festen Parameterwert A = A® gesucht. Gleich-
wertig kann auch anders vorgegangen werden. Es wird die Korrektur A()
des Kontrollparameters bestimmt, fiir die die Korrektur der Anfachungsrate
verschwindet. Die zweite Methode fiihrt zu leichter auswertbaren Ergebnis-
sen.

In der Ordnung O (k) ergeben sich formal die gleichen Differentialgleichun-
gen wie in der fithrenden Ordnung. Die rechten Seiten beriicksichtigen jetzt
aber den Einfluf} der fiihrenden Ordnung, so daf sich komplizierte Ausdriicke
ergeben, die im Anhang B gegeben sind.

Fir z < 0 gilt:
2P  qp)
— — B 1 M
o d2QM 4 , ;
(416) —H--——-pQ O=p0+

azp®
A© (— 13 + (8 —w)PO)).

Im Ausbrandgebiet fiir z > 0 ergibt sich:

(4.17) PO = o,

200  J0M
A A e O 0)

(4.18) = =
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Uber die Flamme hinweg gelten die Sprungbedingungen:
o] =["] = o

] +'_£15Q(1) - Ti)\(O)Q(O) = 0,

(4.19)

dP®
[ dx

dQ\ (0) (1(1) _ 1(0))(0) 14(1)(0)
[_d?n— =20 (30 - OQ®) - OO = o,

Die Randbedingungen fiir die Storgréfien lauten wiederum:

P —o M=y fii —
(4.20) H_g o oo
PO =0, L-=9 fir = — +oo.

Die Losung dieser Gleichungen erfolgt analog zur filhrenden Ordnung. Nach
einer langeren Rechnung kénnen die Grofien P und Q) bestimmt werden
und sind im Anhang C aufgefiihrt. Die Auswertung der Sprungbedingungen
tiber die Reaktionsfront hinweg liefert die gesuchte Korrektur der Dispersi-
onsbeziehung in der Form

N —4 + 5a + 3a® — 3a® + 3a* + 6a°® — 2a8
(4.21) | AGhy =D = o +
w—4+5a+ la? + 3a® — a*
2a8 '

Die Diskussion der Ergebnisse erfolgt gemeinsam fiir alle betrachteten Fille
am Ende des Kapitels.

4.2 Langwellige langsam variierende Storun-
gen

Es soll jetzt der Fall langsam variierender langwelliger Stérungen (8* =
O (k)) auf lineare Stabilitiat untersucht werden. Dieser Fall ist in der voran-
gehenden Analyse nicht enthalten, da die zu losenden Differentialgleichungen
entarten. Zunéichst wird eine neue Skalierung fiir die Wellenzahlen und die
Zeit definiert:

(4.22) K =rkY2%, I'=k"Y2 und t =kt
Der Grundlésung wird wiederum eine harmonische Storung gemaf

F ~F, +A(l') exp(ik'g+il'z),
(4.23) © ~0, +A(l)- exp(ik'g+il'Z)- P(x),
S =8, +A(t) exp(ik'g+il'z)  Q(x)
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iiberlagert. Analog zur Anfachungsrate w wird die skalierte Anfachungsrate

/ . . . 0 . . 13 1] 3
w = _A_(%)a_(,gt’t_z definiert. Dieser Ansatz wird in die linearisierten Gleichun-

gen eingefiihrt. Es zeigt sich, dafl in der fithrenden Ordnung nur homogene
Gleichungen entstehen. Zusammen mit der Losbarkeitsbedingung ergibt sich
lediglich die triviale Losung. Es wird deshalb gleich mit der Ordnung O (k)
begonnen.

Fir z < 0, d.h. vor der Flamme gilt:

a2py  gpQ@)

(4.24) T g < —a exp T,
dZQ(l) dQ(l) 42 p)
_ — o _ ! !
(4.25) T 1 A - (1+w' +adz)expz).

Im Rauchgasgebiet © > 0 verschwindet die Temperaturstérung
(4.26) PO =0
und die Enthalpiegleichung

d2QM  dQ®

4.2
(4.27) dr? dzr

0

ist homogen.
Die Sprungbedingungen an der Flamme z = 0 sind durch

rP“j =0, QW] =0,

(4.28) dPM dQW
- +1QW =, — +1XO0QW =,

und die Randbedingungen sind durch
PO =0 QMW=0 fir z— —oo,

4.29 doW
(4.29) 22:1: =0 fir z— +oo.
gegeben. Hier wird die Abkiirzung
(430) ad =1 + k;/26—2(1—b)nt + l/2e—2bnt +U)/
eingefiihrt.
Die Losung dieses Gleichungssatzes ist:
P —ad'zexpz, x <0
10 x>0’

(4.31)
QW = {—2a’ + 2O (1 4wz + a’mz}exp z, z <0
| 24, 20"
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Aus der Sprungbedingung fiir den Gradienten von Q) ergibt sich wiederum
eine Dispersionsbeziehung:

al

32 ©__9g %
(43) A za/_l_wl

Diese kann auch in Abhangigkeit der Gréflen k, | und w oder der Abkiirzung
B* und w umgeschrieben werden:

K+ B*
F—w

(4.33) Aow) = A = —2

4.3 Kombinierte Dispersionsbezichung

filr 5* = O(1) und §* = O(k)

Aus den oben gefundenen Dispersionsbeziehungen kann eine kombinierte Di-
spersionsbeziehung hergeleitet werden. Diese gilt dann fiir die beiden Fille
B* = O(1) und B* = O(k).

Dazu werden die Dispersionsgleichungen fiir die beiden Fille addiert und der
gemeinsame Anteil wird subtrahiert, da dieser sonst doppelt auftritt. Den
gemeinsamen Anteil bestimmt man, durch einen Grenziibergang #* — oo
in der Beziehung (4.33) sowie 8* — 0 ,dh. ¢ — 1 und w — 0, in den
Beziehungen (4.14) und (4.21).

(434) Bli_l}lovo(N) = —2,

. 0 1
(4.35) lim (AQhy + 5 Aoly) = —2-

p*—0

Der gemeinsame Anteil ist —2 und die gemeinsame Dispersionsbeziehung
ergibt sich zu:

(4.36) A= o + oty + K- Aopy — 2

4.4 Diskussion der Stabilitdtsergebnisse

Die Abbildung 4.1 zeigt Kurven neutraler Stabilitdt. Aufgetragen ist A tiber
der effektiven Wellenzahl k* (siehe Gl. (4.8)). Im Diagramm ist als zusétzli-
cher Parameter die Starke der Staupunktstromung k angegeben.

Zunichst soll nur der Fall einer positiven Stirke der Staupunktstrémung
diskutiert werden. Im Bereich unterhalb der Kurven (k > 0) fiir negative
A tritt eine zellularen Instabilitit (siehe Kapitel 1.4) auf. Auf der Kurve
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Abbildung 4.1: Kurven neutraler Stabilitit

1.0 k*
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neutraler Stabilitidt verschwindet der Imaginérteil der Anfachungsrate w. In-
stabilitdt ist gekennzeichnet durch einen einfachen reellen Eigenwert, der in
die rechte Halfte der komplexen Zahlenebene wandert, wenn die reduzierte
Lewis-Zahl A unterhalb einen kritischen Wert A,n < —2 abgesenkt wird.
Es zeigt sich, dafl kurz- und langwellige Storungen der Grundlésung abklin-
gen, dafl jedoch Stérungen innerhalb des durch die Neutralkurven begrenzten
Wellenlangenbereiches angefacht werden.

Es ist zu beachten, dafl die Kurven im Diagramm {iber einen zeitabhiangigen
Parameter k* = v/k2e~2(1-b)rt | [2¢-2kt gufgetragen sind. Die Zeitabhéngig-
keit ist Folge der Koordinatentransformation (4.1) und berticksichtigt, daf3
eine Storung der Flamme mit dem Strémungsfeld mittransportiert wird. Die
effektive Wellenzahl strebt fiir t — oo gegen 0, wenn die y- und 2-Strémungs-
geschwindigkeiten von der z-Achse weggerichtet sind. Dagegen steigt die
effektive Wellenzahl unbeschrinkt an, wenn eine Strémungskomponente in
Richtung der z-Achse zeigt. Eine Stérung mit grofiler anfinglicher effektiver
Wellenzahl, d.h. eine kurzwellige Storung, wird anfanglich gedampft. Nach
einer endlichen Zeit ist k* auf einen kritischen Wert abgesunken und die
Grenze der Neutralstabilitdt wird iiberschritten, die Stérung wird angefacht.
Die Anfachung ist jedoch zeitlich begrenzt, da die effektive Wellenzahl weiter
absinkt und die Grenze der Neutralstabilitdt nochmals {iberschritten wird.
Die Storung klingt jetzt exponentiell ab. Im Sinne einer linearen Stabilitats-
analyse bedeutet dies: Die Grundlésung ist stabil gegen kleine Stérungen
beliebiger Wellenlange.

Die gleichen Argumente gelten, wenn eine Stromungskomponente in Rich-
tung der z-Achse weist. Die Grenzen neutraler Stabilitit werden lediglich
in umgekehrter Reihenfolge iiberschritten. Auch hier folgt Stabilitit gegen
beliebige kleine Stérungen.

Diese Argumente konnen relativiert werden. Man beachte, dafl sich k* auf
einer langsamen Zeitskala t, = O (k') andert. Die Stérung wird somit fiir
eine lange Zeit angefacht bevor sie schliefllich abklingt. Liegen im System
kleine statistische Storungen durch duflere Einfliisse vor, so wird fiir ausrei-
chend kleine K eine deutliche Stérung des Grundzustandes zu beobachten
sein. Bislang nicht beriicksichtigte nichtlineare Effekte kénnen dann relevant
werden.

Eine weitere Einschrankung der Argumente fiir Stabilitit gegen beliebige
Stoérungen gilt fiir endliche Gebiete. Fiir diese ist keine Koordinatentransfor-
mation gemaf Gleichung (4.1) méglich und die oben angefiihrten Argumente
gelten nur mit Einschrankung.

Eine Stabilitdtsanalyse fiir endliche Gebiete kann aber im Prinzip durch-
gefithrt werden. Anstelle der Entwicklung in harmonische Funktionen ist
dann eine Entwicklung in Hermitesche Polynome und/oder in Parabolische
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Zylinderfunktionen in Abhangigkeit der Flammenstreckung x und des Geo-
metrieparameters b notwendig. Da wir an Staupunktstrémungen in groflen
Gebieten interessiert sind, und eine solche Stabilitdtsanalyse mit erheblichem
Aufwand verbunden ist, wird hier darauf verzichtet.

Es wird darauf hingewiesen, dafl die Kurve neutraler Stabilitat im Bereich
effektiver Wellenzahlen der Gréfienordnung O (1) (k*,8* = O (1)) nur eine
schwache Abhéangigkeit von der aufgeprigten Flammenstreckung aufweist.
Die fithrende Ordnung der zugehdrigen Dispersionsbeziehung ist mit Glei-
chung (4.14) gegeben und ist unabhingig von der Flammenstreckung . Die
Stabilitatsgrenze fiir langsam variierende langwellige Storungen zeigt dagegen
eine ausgepragte Abhangigkeit (siehe Gl. (4.33)), da die Dispersionsbezie-
hung nicht aus der filhrenden Ordnung folgt. Die Flammenstreckung wirkt
hier stabilisierend auf langwellige Storungen sofern x > 0.

Im Stabilitatsdiagramm Abb. 4.1 ergibt sich fiir positive A eine weitere Kur-
ve neutraler Stabilitdt. Im Bereich oberhalb dieser Kurven tritt eine pul-
sierenden Instabilitdt auf. Am Einsatz der Instabilitat ist der Imaginarteil
der Anfachungsrate w von Null verschieden. Instabilitat ist gekennzeichnet
durch ein Paar konjungiert komplexer Eigenwerte, die in die rechte Half-
te der komplexen Zahlenebene wandern, wenn die reduzierte Lewis-Zahl A
iiber einen kritischen Wert A, hinaus erh6ht wird. Da die effektive Wellen-
zahl zeitabhéngig ist, ergeben sich harmonische Oszillationen auf einer O (1)
Zeitskala. Die Frequenz éndert sich jedoch auf einer langsamen Zeitskala.
Fiir grofie A > Apuiseben (siche Abb. 4.1) ist die ebene Flamme instabil. Ei-
ne kurzwellige Storung wird, wie im Falle der Zellular-Instabilitat, zunachst
gedampft und iiberschreitet nach einer endlichen Zeit die Kurve neutraler
Stabilitdt, um in das Gebiet angefachter Stérungen einzutreten. Im Gegen-
satz zum vorhergehenden Fall wird dieses Gebiet nicht mehr verlassen. Es
liegt Instabilitat gegen beliebige Storungen vor. Es kann jedoch keine Aus-
sage liber die zu erwartende Wellenzahl der Storung gemacht werden, da alle
angesetzten Storungen nach unendlicher Zeit zu einer ebenen Storung ge-
streckt werden. Da die Storung gleichzeitig exponentiell anwéchst, mufl an-
genommen werden, dafl nichtlineare Effekte nicht mehr vernachlassigt werden
kénnen bevor die Storung eben wird.

Ist Apuis < A < Apuiseben, 50 Werden, wie im Falle der Zellular-Instabilitat, so-
wohl langwellige als auch kurzwellige Stérungen gedampft, wahrend Stérun-
gen mittlerer Wellenlinge angefacht werden. Alle Argumente der Zellular-
Instabilitdt gelten entsprechend. Es liegt Stabilitdt gegen beliebige kleine
Storungen vor.

Die Grenze Apyiseben trennt somit ein Gebiet, in dem Stabilitat gegen belie-
bige kleine Stérungen vorliegt, von einem Gebiet, in dem Instabilitat gegen
beliebige Storungen vorliegt.
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Zuletzt soll der Fall negativer k diskutiert werden. Fir negative k wird
eine ebene Storung (k* = 0) fiir alle Lewis-Zahlen angefacht (siehe unter-
legter Bereich in Abbildung 4.1 fiir kK = —.1). Im Falle negativer s stromt
das frische Brenngasgemisch von den Seiten heran, und stromt normal zur
Platte ab. Eine Auslenkung der Flamme in Richtung der Rauchgase bewegt
die Flamme in ein Gebiet kleinerer Strémungsgeschwindigkeit, ohne dafi sich
die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Flamme in entsprechender Weise ver-
ringert. Die Flamme ist somit schneller als die Strémung und entfernt sich
ungebremst von der Platte. Soll eine Flamme mit x < 0 realisiert werden,
miissen zusatzliche stabilisierende Mafinahmen getroffen werden.



Kapitel 5

Schwach nichtlineare Analyse
fiir schwache
Staupunktstromung

5.1 Lingen- und Zeitskalen

Ist die reduzierte Lewis-Zahl A kleiner als A, = —2, so ist eine zellulare In-
stabilitdt vorstellbar, da fiir hinreichend kleine x Storungen existieren, die
zeitweise angefacht werden. In diesem Kapitel wird eine nichtlineare Analyse
durchgefiihrt und eine Evolutionsgleichung fiir die Auslenkung der Flammen-
front abgeleitet.
Fiir eine nichtlineare Analyse sind geeignete Lingen- und Zeitskalen festzu-
legen. Die geeignete Wahl kann aus der linearen Theorie abgeleitet werden.
Abbildung 5.1 zeigt einen Ausschnitt der Stabilitadtskarte fiir die ebene Flam-
me in der Staupunktstromung. Aufgetragen ist eine Neutralkurve {iber der
effektiven Wellenzahl k* und der reduzierten Lewis-Zahl A. Die Neutralkur-
ve zeigt ein Maximum, das durch A gekennzeichnet ist. Um eine schwach
nichtlineare Analyse durchfiihren zu konnen, muf} ein schwach iiberkritischer
Zustand ausgewahit werden. In der Abbildung ist dieser durch eine waag-
rechte punktierte Linie angedeutet.
Als kleiner Parameter soll die Abweichung der reduzierten Lewis-Zahl (ver-
gleiche Abbildung 5.1) vom kritischen Wert dienen. Da der kritische Wert
Azen Von der Stiarke der Staupunktstromung k abhéngt, wird hier der be-
tragsmaBig kleinste mogliche kritische Wert A, = —2 ausgewahlt:

A— A

(5.1) e=—

Der Betrag des positiven Parameters € bestimmt, wie weit der gewéhlte Zu-
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Abbildung 5.1: Skalierung fiir die nichtlineare Theorie

stand im Bereich angefachter Stérungen liegt. Bei der Bestimmung einer
geeigneten Skalierung fiir Langen und die Zeit, ergibt sich eine Schwierig-
keit. Die Neutralkurve ist hier durch eine kombinierte Dispersionsbeziehung
(4.36) gegeben. Zur Bestimmung geeigneter Lingen und Zeitskalen, miissen
deshalb die Dispersionsbeziehungen der betrachteten Falle 8* = O(1) und
B* = O(k) getrennt betrachtet werden.

In der Umgebung von A = —2 ist die Kurve neutraler Stabilitdt (w = 0)
(siehe Beziehungen (4.14) und (4.21)) fiir Wellenlingen der Gréfenordnung
O (1) durch

A=A
(5.2) :

gegeben. Das Zeichen ”~” steht hier fiir ”"asymptotisch gleich”. Hierin ist
k* = Vk2e 2(1-0)kt | 20-25kt die effektive Wellenzahl. Es folgt die Grofen-
ordnung der kritischen Wellenzahlen

63 Ko = O (v2).

Langwellige Storungen der Grundlosung mit k* < k; 0@y werden angefacht.
Werden die Dispersionsbeziehungen (4.14) und (4.21) fiir kleine Werte der
Wellenzahl £* und der Anfachungsrate w entwickelt, so ergibt sich

~ (4 + &)k

»

A=A i + K,k*z
A k** '

(5.4)
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Auf der linken Seite steht die Definition von €, so dafl auch die rechte Seite
von der Gréflenordnung O () sein muff. Fiir die Groflenordnung der Anfa-
chungsrate folgt in der Nahe der neutralen Stabilitat

(55) w=0 (t,;xlemhug,é(l)) =0 (62) )

Es ist zu beachten, dafl mit der Gréflenordnung von w auch eine langsame
Zeitskala der Anfachung tapngchung,0(1) festgelegt ist.

Analog kann die Auswertung fiir langwellige Stérungen k** = © (k) erfolgen.
Setzt man in der Dispersionsbeziehung (4.33) die Anfachungsrate zu 0, ergibt
sich

A= A K

(5.6) N kT

und damit ist die GroBenordnung der kritischen effektiven Wellenzahl
. 3

(5.7) K om = O ( E

Hierin steht k7, fir eine kritische effektive Wellenzahl, deren Betrag von
der Gréﬁenordhu\n/g O (k) ist. Es ist zu beachten, daf} jetzt Stérungen ange-
facht werden fiir k* > k7 ;).

Entwickelt man jetzt die Beziehung (4.33) fiir kleine w und setzt fiir die
effektive Wellenzahl die gerade gefundene Bezichung ein, so ergibt sich die

GroBenordnung der Anfachungsrate zu

(58) w=0 (t;}lfachung,(’)(n)) =0 (K‘) '

Auch in diesem Fall wird eine langsame Zeitskala der Anfachung tapgachung,0(1)
gefunden.

Bislang ist die Groflenordnung von k nicht festgelegt. Es werden im folgenden
moglichen Groflenordnungen diskutiert und anschlieflend der interessanteste
Fall fiir die nichtlineare Analyse ausgewé&hlt.

e FallI: /k > e¢:
Fir diesen Fall folgt aus (5.3) und (5.7) unmittelbar, da88 k} 5, >
k: o). Dies heifit aber, dafi es keine Uberlappung der Bereiche ange-
fachter Storungen gibt. Dieser Bereich liefert stets eine stabile Grundls-
sung und ist nicht von Interesse.

e Fall II: \/k = O(e):
Die GroBenordnungsbeziehungen (5.3) und (5.7) sind jetzt identisch.
Wie die lineare Stabilitatsanalyse gezeigt hat, wird die Wellenlange von
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Storungen in einer Staupunktstrémung durch das Strémungsfeld ge-
dehnt. Die damit verkniipfte charakteristische Zeit ist gegeben durch
{Dehnung = % (sieche Gleichung (4.1)). Die charakteristische Zeitskala
tAnfachung = Anfachung,0(1) = LAntachung,0(x) = 75 auf der Stérungen ange-
regt werden, folgt aus den Beziehungen (5.8) und (5.5).

Ist {Dehnung = tAntachung Werden die Stérungen auf der gleichen Zeitskala
gestreckt auf der sie angefacht werden. Es kdnnen interessante Wech-
selwirkungen der beiden Phénomene erwartet werden.

Dieser Fall wird im verbleibenden Teil dieser Arbeit ausfithrlich analy-
siert.

e Fall IIT: \/k € ¢ : 4
Die nachfolgende nichtlineare Analyse fiir kK = O (£?) kann leicht fiir
Fall III modifiziert werden. Hierzu mufl der Einflul der Staupunkt-
stromung aus den Gleichungen gestrichen werden, da die Wellenlénge
einer Stérung nur um einen vernachlissigbar kleinen Betrag gedehnt
wird, wahrend die Stérung angefacht. Dieser Fall ist somit ebenfalls
nicht von Interesse.

Schliefllich soll auch noch die Froude-Zahl in ihrer Gréflienordnung festgelegt
werden. Da die Impulsgleichungen nicht in der linearen Stabilitatsanalyse
beriicksichtigt worden sind, mufl dies mit heuristischen Argumenten erfol-
gen. Es soll die Gréflenordnung von Fr so gewihlt werden, dafl der Gravi-
tationseffekt sowie thermo-diffusive Effekte gleichermafien Beriicksichtigung
finden.

Geeignet sind die nachfolgenden Skalierungsmafstibe:

(5.9) k¥~ e, w,~e’ Kk~e® und Fr~e?

wobei € = Ait’\ﬁ ist.

Diese Mafistabe sind geeignet, langsam variierende langwellige Storungen zu
beschreiben. Allerdings sind die Begriffe ”langwellig” und ”langsam variie-
rend” relativ zu der thermischen Grenzschichtdicke l,;, und zu der Aufent-
haltszeit des Fluids in der Grenzschicht zu sehen. Wird € = .1 angenommen,
so kann eine Stérung mit einer Wellenlange von £ . le ~ 1.bmm bereits
als langwellig aufgefafit werden. Entsprechend heifit hier langsam variierend,
daf eine charakteristische Zeitskala im Bereich von Zehntel Sekunden liegen
kann.

Es wird jetzt mit skalierten Variablen und Parametern gearbeitet, die wie
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folgt skaliert werden:

a = & °K,
vy = & %,
T = g%, n = /ey, ¢ = ez,
(510\ Fo= b (£)+ ¢("LC>’9,5),
’ © = 6 (IB,E)-}- 9(33,7],(,’(9,5),
S = S(z,e)+  s(z,n,(,d,¢€),
Vv = V) (CB,U,C)“*‘ W(f'?,??,Cﬂ9>5),
P = Db (33,77,()"' H(wan>€>19)€)‘

Normal zur Flamme, d.h. in z-Richtung, wird zunichst keine neue Skalierung
eingefiihrt. Die ebene Grundlosung ist gegeben mit Fy,, ©,, Sy, v, und p;.
Stérungen des Temperatur-, Enthalpie-, Stromungs- und des Druckfelds sind
0, s, w und II. Dabei ist w ein Vektorfeld. Die Auslenkung der Reaktions-
front ist 1. Da das Problem mittels asymptotischer Ansitze analysiert wird,
miissen auch die Storungen in Form von asymptotischen Reihen gefunden
werden.

p o~ e pe2®  p.
0 ~ 0D 4e20® ...
(511) S ~ 53(1) +523(2) 4 ,
W o~ Ew(l) +82W(2) + ey
O ~ 00 £22m® 4.,

Bei der Entwicklung der Storgréfien wird kein Term der Groflenordnung O(1)
angesetzt, da die Storungen voraussetzungsgemaf klein sind.

5.2 Reale Brenner

Bei allen bisherigen Betrachtungen (z.B. lineare Stabilitit) wird davon ausge-
gangen, daf} weit stromauf der Flamme ideale ungestorte Bedingungen vorlie-
gen. Bei realen Verbrennungsvorgingen muf} jedoch davon ausgegangen wer-
den, daf} Stérungen des Geschwindigkeits- und Temperaturfelds die Flamme
beeinflussen. So wird eine lokale Temperaturerh6hung der Brenngastempe-
ratur zu einer lokal erhthten Verbrennungstemperatur fithren. Es nimmt die
Reaktionsrate zu, wodurch die lokale Flammengeschwindigkeit ansteigt. Es
stellt sich damit auch ohne das Auftreten einer Instabilitit eine nichtebene
Flamme ein. Entsprechendes gilt fiir lokale Storungen des Geschwindigkeit-
felds.

Um den EinfluBl solcher Stérungen qualitativ beschreiben zu kénnen, sollen
kleine Storungen des Temperatur- und Geschwindigkeitsfelds am Brenner
angenommen werden. Die Groflenordnung dieser Storungen wird so klein
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angenommen, daf eine einfache mathematische Beschreibung erfolgen kann.
Aus erst spiter ersichtlichen Griinden wird hier speziell eine Storung der
GréBenordnung O (£®) angesetzt.

S=S,,+53s§§')+--: fir zg = Fg,
v=vb+£3wg’)+-~ fir zg= Fpg.

Hierin steht der Index ” B” fiir ” Brenner” und ”b” fiir die Grund- bzw. die
Basislésung. Es ist Fig der Abstand des Brenners von der Stauplatte. Es wird
somit eine allgemeine Storung des Geschwindigkeits- und des Enthalpiefelds
zugelassen. Da sich das Enthalpiefeld aus dem Temperatur- und dem Kon-
zentrationsfeld zusammensetzt, sind somit auch allgemeine Konzentrations-
bzw. Temperaturstérungen erlaubt.

In der Abbildung 5.2 ist die untersuchte Brennerkonfiguration schematisch
dargestellt. Der Brenner besteht aus einer pordsen ebenen Platte und einer
parallel angeordneten Stauplatte. Der Gravitationsvektor stehe senkrecht zur
Platte. Die pordse Platte wird vom vorgemischten Brenngas durchstréomt.
An der porésen Platte sei die Temperatur- und die Geschwindigkeitsvertei-
lung vorgegeben. Die Querausdehnung, d.h. der Durchmesser des Brenners,
soll von der Grofienordnung eines moglichen Zellularmusters der Flamme
sein. Die Grofle eines solchen Musters ist durch die lineare Stabilitdtsana-
lyse bestimmt und ist von der Groflenordnung (9( ! E). Diese Léngenskala
ist typisch einige Millimeter grofl und beschreibt Brenner im Labormafistab.
Die Annahme groflerer Lingenskalen stellt hier kein prinzipielles Problem
dar und wird nicht weiter untersucht.

Es konnen jetzt mehrere Zonen unterschieden werden, in denen unterschied-
liche physikalische Prozesse ablaufen.

Unmittelbar hinter dem Brenner befindet sich Zone I, die auch als Umver-
teilungszone bezeichnet werden soll. In dieser Zone liegt ein Gleichgewicht
zwischen axialem konvektivem Impulstransport und Druckkraften vor. Der
Begriff ”axial” steht hier fiir die Hauptstromungsrichtung normal zum Bren-
ner. In der Umverteilungszone werden Storungen der Quergeschwindigkeit in
Storungen der axialen Geschwindigkeit umiewandelt. Die axiale Ausdehnung

(5.12)

6) also von der Groflenordnung
der Querausdehnung des Brenners. Diese Zone hat keine Bedeutung fiir das
Temperatur- und Enthalpiefeld. Diese sind konstant in Zone I

An Zone I schliefit die Ausgleichszone bzw. Zone II an, deren axiale Er-
streckung mit O (%) grol gegeniiber der Querausdehnung ist. Hier ist das
dominante Gleichgewicht zwischen konvektivem axialem Transport und dif-
fusivem Quertarnsport in Form von Reibung bzw. Wérmeleitung gegeben
Storungen der axialen Geschwindigkeit und des Temperaturfelds werden hier
durch Reibung bzw. durch Warmeleitung ausgeglichen.

der Zone I ist von der Groflenordnung O (=
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Wand, Stauebene

Ungestdrte
Staupunktstrémung (Vi) O(s?)

Ausgleichszone (VI) O(g™)
Umverteilungszone (V) O(e5)
Vorheizzone (IV) O(1)

Umverteilungszone (lll) O(e5)

Ausgleichszone (Il) O(e)

Umverteilungszone (I) O(e5)

Brenner

Abbildung 5.2: Einteilung des Brennraums in Zonen




64

Hinter dieser Ausgleichszone sind die Reststdrungen exponentiell klein und
somit zu vernachléssigen. Die Flamme wird durch Stérungen am Brenner
nur dann beeinflufit, wenn der Abstand zwischen Brenner und Flamme von
der Grélenordnung der Dicke der Ausgleichszone ist.

Vor der Flamme ist Zone III, in der die durch die Flamme verursachten
Stérungen der Quergeschwindigkeit abklingen. Die axiale Ausdehnung dieser
Zone1 ist wieder von der Groflenordnung der Querausdehnung des Brenners
(@) .

Wi<evs;c)hon in der Einleitung diskutiert, ist unmittelbar vor der Reaktionszone
die Vorheizzone, in der das heranstrémende Gasgemisch bis zur Ziindgrenze
aufgeheizt wird (O (1)). Die Vorheizzone soll als Zone IV bezeichnet wer-
den. Es folgt dann die eigentliche Flamme, d.h. die aulerordentlich diinne
Reaktionszone (O (i)) Da diese hier durch Sprungbedingungen und nicht
durch Differentialgleichungen beschrieben wird, entfillt eine gesonderte Be-
zeichnung mit einer romischen Ziffer und die Behandlung der Reaktionszone
erfolgt gemeinsam mit Zone IV.

Hinter der Flamme ist Zone V, deren axiale Ausdehnung wiederum O (—\%;)
ist. Hier werden die Stérungen der Quergeschwindigkeit analog zu Zone I
und III ausgeglichen.

In der daran anschlielenden Zone VI ((9 (% klingen die Stérungen der
Temperatur und der axialen Geschwindigkeit wie in Zone II ab.

In Zone VII klingt die axiale Geschwindigkeit der Grundstrémung ab. Die
axiale Ausdehnung ist durch das Staupunktstromungsfeld zu O ;12—) vorgege-
ben. In Zone VII liegen nur exponentiell kleine Stérungen der Grundlésung
vor, so daf} eine ausfithrliche Behandlung dieser Zone entfallt.

Unmittelbar vor der Stauplatte ist eine Reibungs- und Temperaturgrenz-
schicht. Diese soll hier jedoch nicht untersucht werden, da sie im Rahmen
der asymptotischen Modellierung wie auch Zone VII keine Auswirkungen auf
die Flamme hat.

Bevor die mathematische Behandlung jeder einzelnen der oben aufgefiihrten
Zonen erfolgt, soll der Losungsweg kurz erldutert werden.

Zunichst wird die in Kapitel 3 gewonnene Grundlésung auf die neue Ska-
lierung umgeschrieben. Danach werden die Storgleichungen sukzessive fiir
jede Ordnung in £ gelost. Innerhalb jeder Ordnung werden zunéchst die
Temperatur- und Enthalpiegleichungen geltst, wobei zuerst Zone II, dann
Zone IV und Zone VI betrachtet werden.

Dann wird der Einflufl von Geschwindigkeitsstorungen untersucht. Hierzu
werden alle Zonen, ausgehend vom Brenner, hintereinander betrachtet. Es
stellt sich heraus, daf sich nichttriviale Stérungen des Geschwindigkeitsfelds
erst in der Ordnung O (¢%) ergeben. In den niedrigeren Ordnungen erge-
ben sich ausschliefilich homogene lineare Differentialgleichungen mit homo-
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genen Randbedingungen, da die Kopplung an die thermisch-diffusiven Pro-
zesse erst in O (e®) erfolgt und die Randbedingungen am Brenner bis zur
Ordnung O (¢3) homogen sind. Es ist somit nur die triviale Losung méglich.
Deshalb kann auf eine Behandlung der Impulsbilanz in Form der Boussinesg-
Gleichungen bis zur Ordnung O (%) verzichtet werden.

5.3 Grundlésung

Zunichst mufl die Grundlésung (3.1), (3.2) und (3.3) umgeschrieben wer-
den. Bislang ist sie gegeben in Form einer asymptotischen Reihe in k. Die
Grundlésung wird hier jedoch als eine asymptotische Reihe in € bendtigt.
Es erweist sich als ausreichend, die gewishlte Skalierung (5.10) in die alte
Grundlésung einzusetzen:

_ _ 1
(5.13)  F~e?FCP 4 R 4 =—e— e,
o o, 1) —
Ty ~ Ub + Cub For e =

[~

(5.14) { (1+62a(:v—%)-I—esam)expm—l—---, z <0,

1, x> 0.

Sy ~ SO pesV g =
(2z + €2z +ea(2+ 2% — 2%) +
(5.15) +e8a (2 + 2z + 322 — 2))expz + -+, z <0,

20 (2 + &%)+, z > 0.

Das Geschwindigkeitsfeld der Grundldsung ist fiir das thermisch/diffusive
Modell ohne und mit der Boussinesq Erweiterung:

(5.16) vy =vup~ (1 —claw—oac® +.-. ¥ (1 -b) n,es/zbg") .

Dies bedeutet das die Grundlésung des durch die Gravitation bedingten Ge-
schwindigkeitsfelds

verschwindet. Vom Druckfeld wird nur der gravitationsbedingte Zusatzbei-
trag bendtigt:

ey - (14+z—expz)+:++, <0,
(518) pg,b ~ { 0, T Z 0.
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5.4 Verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung

Die skalierten Variablen und Parameter (5.10) werden in die Grundgleichun-
gen fiir schwache Staupunktstromungen (2.44)-(2.48) mit der Boussinesq-
Erweiterung (2.56)-(2.57) eingesetzt. Gesucht werden Losungen fiir die Sto-
rungen der Temperatur 6, der Enthalpie s, des Geschwindigkeitsfelds w und
des Drucks II. Es wird zunéchst der Beitrag der Grundldsungen subtrahiert
dann werden die Terme nach ihrer Groflenordnung geordnet. Es ergibt sich
fiir jede Potenz von ¢ ein Gleichungssatz fiir die Storgrofien ¢, s¢, w* und IT%,
In jeder Ordnung gibt es neben den Randbedingungen, die zur Bestimmung
der Losung notwendig sind, auch die aus der Dirac’schen Delta-Funktion
resultierenden Sprungbedingungen an der Reaktionszone. Diese Sprungbe-
dingungen stellen eine Losbarkeitsbeziehung dar, aus der die zuléssigen Aus-
lenkungen der Reaktionsfront 1 der Flamme ermittelt werden.

g

5.4.1 Storungen erster Ordnung

Fiir die Storungen erster Ordnung ergeben sich ausschliefllich homogene Glei-
chungen fir alle Storgroflen. Die alleine zuldssige Losung dieses Gleichungs-
satzes ist die triviale Losung 60 = () = w) = 1V = 0,

Es muf} somit das Problem in der Ordnung O (¢2) geldst werden.

5.4.2 Stérungen zweiter Ordnung

Die Gleichungen fiir die Druck- und Geschwindigkeitsstérung von zweiter
Ordnung haben weiterhin eine homogene rechte Seite und es folgt

(5.19) w® =11 =g

Dies gilt auch fiir die Enthalpiestorung in der Ausgleichszone IT und es folgt
s =0,

Die Variablen werden zur Kennzeichnung der betrachteten Zone jeweils mit
einem tiefgestellten Index, der fiir die einzelnen Zonen steht, gekennzeichnet.
Da sich in Zone IV sehr umfangreiche Gleichungen ergeben, wird in Zone IV
von dieser Nomenklatur abgewichen und kein Index benutzt.

In Zone IV ergeben sich die folgenden Gleichungen fiir die Storgrofien zweiter
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Ordnung:
820  H5p(2) .
T <0: 2 T = (vid;( >) exp T,
8?52 5@ 520(2) ,
oz  Or 2 oz 2 (v?ﬂ/}\l)) TeXp T,
5252 Hs@
: @ = - =
z>0: 0 0, 57 e 0,
(620)  z=0:  [®] =0, [s®] =0,
20 | 85
1.(2) — @) _
l 52 + 58 0, 5 +s 0,
T — —o0o: 0@ =0, @ =0
s
T — +00: O = 0.

Man beachte, daff die Flamme bei 2 = 0 liegt. Die Lésung des O (2)-
Problems in Zone IV lautet:

0@ (Vi@b(l)) T exp &, <0
1o, x>0,
(5.21) 2 .1(1) 2
@) _ 2(VigpW) (14 2*)expz, <0
2(Viyp®), > 0.

Aus Beziehung (5.21) 148t sich die Gréf8e der Enthalpiestérung an der Flam-
me s® = 2 Viw(l)) bestimmen. Es soll daran erinnert werden, dafl die
Enthalpie an der Reaktionsfront identisch ist mit der Temperatur, da die
Konzentration verschwindet. V%4(!) ist die Kriimmung der Flamme. So-
mit liegt eine hohe Temperatur in Bereichen positiver Kriimmung und eine
niedere Temperatur in Bereichen negativer Kriimmung vor. Dies gilt in Uber-
einstimmung mit der heuristischen Erklarung der Zellularinstabilitat, die in
Kapitel 1.4 erlautert wird. Wird eine Flamme mit einem Zellmuster von der
Rauchgasseite her betrachtet, so erscheinen die Erhebungen dunkel, da hier
die Kriimmung negativ ist.

Alle Rand- und Sprungbedingungen an der Flamme sind automatisch erfiillt,
d.h. es ergibt sich keine Losbarkeitsbedingung in dieser Ordnung.
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Die Enthalpiestorung hinter der Flamme ist konstant in der Zone IV. Die
Storung klingt erst auf einer sehr viel gréfleren Langenskala O (%) in Zone
VI ab. Zunichst wird eine neue axiale Raumkoordinate

(5.22) X =¢x

eingefiithrt und in die Gleichung (2.45) eingesetzt. Die Losung fiir s wird in
Form einer asymptotischen Reihe

(5.23) s~ esy) +e288) +38) 4
bestimmt. Auf der X-Skala ergibt sich die Gleichung fiir 3%,2} fir X > 0 in

der Ordnung O (¢®) zu
2
ds%) _ V2 o)
aX 1SvI
zusammen mit geeigneten seitlichen Randbedingungen und der Ubergangs-
bedingung zwischen den Zonen IV und VI

(5.24)

(5.25) s —2(Vig?h) fir X — 0",
In dieser Gleichung stehen axialer konvektiver Transport und diffusiver Quer-
transport im Gleichgewicht. Die Losung 89} zeigt somit klar ein Abklingen

der Stérungen fir X — 4o00. Da 39} fiir den weiteren Losungsweg nicht
gebraucht wird, kann von einer expliziten Lésung abgesehen werden.

5.4.3 Storungen dritter Ordnung der Temperatur und
Enthalpie

In Zone II klingen Storungen des Enthalpiefelds, die durch einen realen Bren-
ner stets verursacht werden, ab. Die Behandlung dieser Zone erfolgt analog
zu Zone VI.

Die Beschreibung erfolgt wiederum mit einer groflen Langenskala
(526) .XB =€(ZDS-'FB).

Dies ist ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Ursprung auf dem Bren-
ner liegt. Die Flamme befindet sich im Abstand Xp = £ (F, — F5) vom
Brenner entfernt. Das neue Koordinatensystem wird in Gleichung (2.45)
eingefiihrt. Die Losung fiir s wird wieder als eine asymptotische Reihe der
Form

(5.27) s~est) + a2 + 3™ 4.
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gesucht Analog zu Zone VI ergibt sich auf der Xp-Skala die Gleichung fiir
s fiir X5 > 0 in der Ordnung O (e*) zu

3)

asgl _ v2 (3)

3X 1811

zusammen mit geeigneten seitlichen Randbedlngungen und der Randbedin-
gung am Brenner

(5.29) 17 (0) = s5.

Die lineare Gleichung (5.28) kann leicht mittels einer Fouriertransformation
gelost werden. Der Losungsweg sei hier dargestellt fiir ein unendlich ausge-

dehntes Gebiet in (7, ¢)-Richtung.
Die Fouriertransformierte einer Funktion f (£,7,() ist definiert als:

(5.28)

400 400

(5.30) fi=5= [ [ exp(=ikn —it0) £ (6,n, Q) dnac.

—00 — 00

Der tiefgestellte Index ”k” kennzeichnet die Variablen im Spektralbereich
und steht symbolisch fiir eine Wellenzahl k. Im Fourierbereich gehen die
Ableitungen nach den (7, ¢)-Koordinaten in Produkte mit den Wellenzahlen
k und ! tiber.

Im Spektralbereich lautet (5.28):

33.(13})k 3)
(5.31) ox = ~Kers Sinn
wobel
(5.32) . Ic2 i = = k? + 2.

Die Losung der Gleichung (5.31) in der Ausgleichszone ist
(5.33) s§3;>k = sg)k + exp ( k2 XB) .

Aus dieser Lésung wird schlieflich die Ubergangsbedingung zur Vorheizzone
bestimmt. Es gilt

(5.34) O = o0k (Xr) = o8}, - exp (—kZ, - Xr) .

Hierin ist Xp = ¢ (F, — Fg) der Abstand der Flamme vom Brenner. Dieser
Abstand 148t sich durch die Ausstrémgeschwindigkeit am Brenner frei einstel-

len. Die Flammenstreckung kann unabhéngig hiervon durch eine Variation
des Abstands zwischen dem Brenner und der Stauebene geindert werden.
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Es besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen der Enthalpieverteilung
am Brenner und derjenigen am Eintritt in die Vorheizzone.

Soll die Enthalpiestorung sg’,) am Eintritt in die Vorheizzone bestimmt wer-
den, muf} somit zunéchst die Enthalpiestérung am Brenner in den Spektral-
bereich transformiert werden. AnschlieBend wird die Fouriertransformierte
SS;)’,C der gesuchten Enthalpiestérung aus Gleichung (5.34) bestimmt und die-
se zuriick in den physikalischen Bereich transformiert. Umgekehrt kann aber
auch die notwendige Enthalpiestorung am Brenner bestimmt werden, die eine
gewlinschte Enthalpieverteilung am Eintritt in die Vorheizzone liefert.

Es wird jetzt die Vorheizzone und die Reaktionszone, d.h. Zone IV, betrach-
tet. In der Ordnung O (&%) ergeben sich die nachfolgenden Energie- und
Enthalpiegleichungen:

520 5B @)

z<0: 5 " o + w®e® = pi*,
250 95O 520®
652 0w ‘om T 2w (1+3)e” = pf),
8?5 95
z>0: 6 = 0, o2 - 6—.'12 = p;(;s),
[00®) ] 2
(6.35) L _p- [9<3>] =0, |5 |+ 154 = 1 (Viw(l)) ,
[8s®] |, . 2
[s@] =0, ;$ +5@ 4 5@ = (V3p0)’,
z——oc0: 08 =0 s =50
9s®
T — 400 5 =
@

Die rechten Seiten p; ) der Gleichungen sowie die Losungen der Gleichungen
sind im Anhang D.1 angegeben.

Diese Losungen existieren jedoch nur dann, wenn eine Losbarkeitsbedingung
erfiillt wird:

otV
or

(5.36) AV 4 V20 4 % (me)2 +

vV 4+ ap® — w = —58),
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Dies ist eine skalare Evolutionsgleichung fiir die Auslenkung der Flamme
aus der Grundlsung. Diese Gleichung stellt jedoch noch, keine geschlosse-
ne Beschreibung des Problems dar, da die Normalkomponente (z-Richtung)
der Storgeschwindigkeit W( ) noch unbekannt ist. Zur SchlieBung des Pro-
blems muf} w( ) mit Hilfe der Auslenkung %) und den Randbedingungen
am Brenner ausgedriickt werden. Die Inhomogenitit s&) (siche (5.34)) ist
die von einem realen Brenner aufgeprigte Storung des Enthalpiefelds.

In der Gleichung (5.36) wird der zweidimensionale Nabla-Operator V; =
( B> BC) der zweidimensionale Laplace-Operator V2 = V.V, und der zwei-
dimensionale Biharmonische-Operator V| = V2 . V% benutzt. Des weiteren
wird eine Kurzschreibweise fiir das Geschwindigkeitsfeld in der (7, ()-Ebene
eingefiihrt:

(5.37) vy = (a(l—0b)n,abl).

Um das Temperatur- und Enthalpieproblem abzuschlieflen, mufl nur noch
Zone VI betrachtet werden. Die Behandlung erfolgt analog der Behandlung
von Stérungen zweiter Ordnung Hier mufl Jedorh eine inhomogene Version
von Gleichung (5.24) fiir s$) in der Ordnung O(e?) gelost werden:

GSVI v2 (3) _.639; _ aXas(Z) + 8289}
80X LI = "5, X = ox2’

Die Bestimmung der Losung dieser Gleichung ist nicht fiir die Losbarkeitsbe-
dingung (5.36) erforderlich. Gleichung (5.38) wird nur zur Vervollstindigung
der Darstellung angegeben. Die Inhomogenitat setzt sich aus Ableitungen
der Stérungen zweiter Ordnung zusammen und klingt somit wie die Stérung
zweiter Ordnung fiir X — oo ab. Damit ist gewihrleistet, dal auch die
Storung dritter Ordnung auf der X-Skala abklingt.

Das Temperatur- und Enthalpieproblem ist hier abgeschlossen und es mufl
das Stromungsproblem betrachtet werden.

(5.38)

5.4.4 Storungen dritter Ordnung des Stromungsfelds

In diesem Abschnitt soll das Storgeschwindigkeitsfeld w(® bestimmt werden.
Dieses setzt sich aus den Komponenten (w() W§3), §,)) zusammen. Das
ei%;entliche Ziel ist die Bestimmung der axialen Geschwindigkeitskomponente
w® am Ort der Flamme fiir die Losbarkeitsbeziehung (5.36).

Die Herleitung dieser Geschwindigkeitskomponente erfordert einen sehr lan-
gen Formalismus, da die Impulsgleichungen in jeder der Zonen I bis VI gelost
und aneinander angepafit werden miissen. Deshalb werden hier nur die we-
sentlichen Ergebnisse angegeben. Der ausfiihrliche Rechenweg ist im Anhang

D.2 dargestellt.
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Der gesuchte Zusammenhang zwischen axialen Geschwindigkeitsstorung w( )
am Ort der Flamme und der Auslenkung der Flamme ¥() sowie der Ge-
schwindigkeitsstérung am Brenner wg ist

(5.39) wi® = — 2 4w,

(s ) aus Geschwindigkeitsstérungen am Brenner resultiert. Der Zu-

sammenhang zwischen w( ) -, und den Storgeschwindigkeitskomponenten wg ,)3,

Wé 1)9 und w(s)

wobel Wy,

im Spektralberelch ist durch

. o (8
w® kagl);,k + ZlWI(E,)B,Ic .
1,B,k (oD

exp( Pr(k:2+l2)-Xp), k241240,

3

Wik K4+ 12 =0,
gegeben. Hierin steht der Index ”B” fiir Brenner und der Index ”k” fiir Terme
im Spektralbereich. k und ! sind die Wellenzahlen in den Raumrichtungen 7
und {. Xy ist der Abstand zwischen Brenner und Flamme.
Wird schlieBlich die Geschwindigkeitsstérung an der Flamme (siche Glei-
chung (5.39)) in die Evolutionsgleichung fiir die Auslenkung der Flamme

(5.36) eingesetzt, ergibt sich eine geschlossene skalare Beziehung zur Bestim-
mung der Auslenkung der Flamme:

(5.40) Wi, =

LAY
W vy
v Vip® 4+ @ = wi — 5O,
wobel
(5.42) A= (a n g_) '

Hierin ist « die skalierte Stirke der Staupunktstromung und < die ska-
lierte Froude-Zahl. Gleichung (5.41) ist eine verallgemeinerte Version der
Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung

(5.43) 3‘”

+4viy® 4 viy® 4 - (vmm)

die Flammen in einer ruhenden Gasmischung ohne Gravitationseinflul be-
schreibt. Es ergeben sich zusétzlich ein konvektiver und ein der Auslenkung
proportionaler Term sowie eine inhomogene rechte Seite. Die Inhomogenitat
kann dabei einen beliebigen glatten Verlauf annehmen und 148t sich, wie
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gezeigt wurde, in eindeutiger Weise aus den Randbedingungen am Brenner
bestimmen.

Diese Gleichung ist eine starke Vereinfachung des urspriinglichen Problems.
Es muB lediglich eine skalare Gleichung in Abhéngigkeit der Raumkoordina-
ten (7, ) und der Zeit geldst werden. Das urspriingliche Problem erfordert
die Lésung von vier Skalaren (Flammposition, Temperatur, Enthalpie und
Druck) und einem Vektorfeld (Geschwindigkeit) im dreidimensionalen Raum
und der Zeit, wobei sechs unterschiedliche Zonen mit unterschiedlichen cha-
rakteristischen Langenskalen auftreten. In der verallgemeinerten Kuramoto-
Sivashinsky-Gleichung entfillt die Abhéngigkeit von der z-Richtung und da-
mit die Zoneneinteilung. Auflerdem wird das freie Randwertproblem einer
freien Oberflache in ein einfaches Randanfangswertproblem iiberfiihrt.

5.5 Parabolisch gekriimmte Flammen

Bei realen Brennern 138t sich im allgemeinen keine konstante axiale Ge-
schwindigkeitsverteilung einstellen. Durch viskose Reibung in der Zufiihrung
zum Brenner ergibt sich typischerweise ein Geschwindigkeitsabfall in Rich-
tung des Brennerrands. Entsprechende Argumente gelten fiir die Tempera-
turverteilung. Um den Einflu} solcher Stérungen auf die Flamme exempla-
risch untersuchen zu konnen, wird eine parabolisch gekriimmte Flamme als

Grundlésung angenommen (vergleiche Abbildung 5.3).
(5.44) =g (A -b)n* +b¢%) +r.

Fir positive q ist die Flamme am Brennerrand in Richtung des Brenners
gekriimmt. Die Vorfaktoren (1 — b) bzw. b werden analog zum Geschwindig-
keitsfeld eingefiihrt und erlauben die gemeinsame Behandlung eindimensio-
naler (b = 0), runder (b = ) und elliptischer Geometrie.

Da schon in Kapitel 3 eine Grundlésung F, eingefithrt wird, soll der Un-
terschied der Grundlésungen Fj und \I’bl hervorgehoben werden. Fj ist die
Flammenposition einer ebenen Flamme im thermisch /diffusiven Modell. Die-
se wird unter der Voraussetzung eines idealen Brenners ohne Stérungen des
Enthalpie- und Geschwindigkeitsfelds ermittelt. Im Gegensatz hierzu ist \115,1’
eine stationare Grundlosung der verallgemeinerten Kuramoto-Sivashinsky
Gleichung (5.41). Diese wird eingefiihrt, da Gleichung (5.41) eine inhomoge-
ne rechte Seite besitzt, so daf ¥() = 0 keine stationére Losung darstellt.
Wird diese Grundlésung w,(,l)in Gleichung (5.41) eingesetzt, kann leicht die
zugehorige Inhomogenitat

(5.45)  wid — s =~ g(2(a—q)(1-b)+p) (1 - by
g (2(a— )b+ B + 1B
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ebene Grundlisung
fir ungestérte
Eintrittsbedingung

gekriimmte Grundiésung
fir gestorte
Eintrittsbedingungen
Flamme

Geschwindigkeitsprofil
am Brenneraustritt

Abbildung 5.3: Gekriimmte Flamme in einem Staupunktbrenner

bestimmt werden. Diese stellt eine parabolische Verteilung dar. Fiir schwach
gekrimmte Flammen ¢ < o + g min (ﬁ, %) geht eine Erhdhung der Kriim-
mung der Flamme in Richtung des Brenners mit einer Erniedrigung der In-
homogenitéat wfgo — 52 am Brennerrand einher. Eine weitere Erniedrigung
der Inhomogenitét am Brennerrand fithrt zu keiner parabolisch gekriimmten

Losung.

e Fiir den Grenzfall s&) = 0 bedeutet dies, daf8 eine erhShte Kriimmung
der Flamme einer abgesenkten Geschwindigkeit am Brennerrand ent-
spricht. Ein solcher Verlauf kann fiir reale Brenner erwartet werden,
da am Brennerrand Reibungseinfliisse innerhalb des Brenners stets zu
einer leichten Absenkung der Austrittsgeschwindigkeit fiihren.

e Fiir den Grenzfall wfgo = 0 fiihrt eine erhthte Kriimmung der Flamme
zu einer erhthten Enthalpie (d.h. erhéhte Temperatur oder Konzen-
tration) am Brennerrand. Auch hier ist die Tendenz richtig. Zellulare
Flammen werden typischerweise in fetten Gemischen schwerer Brenn-
stoffe beobachtet. Hier ist die begrenzende Komponente der Sauer-
stoff. Am Brennerrand kann typischerweise zusitzlicher Sauerstoff aus
der Umgebung in das Brenngasgemisch hineindiffundieren, so daf} die
Enthalpie am Brennerrand erhdéht ist.
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Fiir die weitere Behandlung wird Gleichung (5.41) in eine homogene Form
iiberfithrt. Zu diesem Zweck wird die gekriimmte Grundlésung von 1)
subtrahiert. Es wird dann eine Evolutionsgleichung fiir die Auslenkung der
Flamme aus der gekriimmten Grundlésung

(5.46) & =4O —y!

hergeleitet. Wird Beziehung (5.46) in Gleichung (5.41) eingesetzt, so gehen
alle linearen Terme identisch ineinander {iber. Lediglich aus dem nichtlinea-
ren Term folgt ein zusdtzlicher Beitrag

Gan) (VD) = (V.84 V. p0)’
= (V.2)" +2V, 0.V, 8 + (V. 5)’,

so dafl schlieflich eine Evolutionsgleichung fiir @ folgt:

ad
(548) |5—+ AV4R + V3O + 1 (V1®) + Vi VIO + 5P =0,

wobei das effektive Geschwindigkeitsfeld definiert ist zu
(549) Vierf =v, + Vld)él)

Da sich Vﬂ/’z(,l) in weiten Grenzen durch die Wahl der Randbedingungen am
Brenner einstellen 1a8t, ergibt sich fiir nahezu beliebige v off eine physika-
lisch sinnvolle Evolutionsgleichung.

Speziell soll hier das effektive Geschwindigkeitsfeld einer parabolisch ge-
kriimmten Flamme betrachtet werden:

(5.50) Viers = ey ((1—0)n,b¢)
wobei die effektive Flammenstreckung durch
(5.51) Qesr = —2¢ + a.

gegeben ist. Von besonderem Interesse sind hierbei die Falle mit negativen
tess < 0, da diese hier erstmals betrachtet werden.

5.6 Lineare Stabilitit

Fir die verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung (5.48) kann eine
lineare Stabilitadtsanalyse erfolgen. Zunachst wird sie linearisiert fiir kleine
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Amplituden ®. Dazu muf lediglich der quadratische Term gestrichen werden.
Da normale Moden fiir diese Gleichung vierter Ordnung schwer zu bestimmen
sind, nutzen wir die Transformation auf bewegte Koordinaten in der Form

nexp (— (1= b) aess7),
Cexp (—bags ),

— T,

(5.52)

=< Sy

Hiermit entfallt der konvektive Term und an seiner Stelle treten zeitabhingige
Koeffizienten auf. Geeignete normale Moden sind wiederum harmonische
Funktionen, so daf} die Losung als eine zeitabhéngige Amplitude multipliziert
mit harmonischen Moden dargestellt wird.

(5.53) ® = A(r) exp (ikij +lC) .

Hierin sind k¥ und ! Wellenzahlen.

Wird der Ansatz in die linearisierte verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung (5.48) eingesetzt, so ergibt sich eine gewdhnliche Differentialglei-
chung fiir die Amplitude der Stérung (vergleiche hierzu Abbildung 5.4):

1dA 2 4
54 ST e o
(5.54) e l 41 I5}
mit der effektiven Wellenzahl
(5.55) = \/k2 exp (—2 (1 — b) aess7) + 12 exp (—boessT).

Fir g < T]E gibt es Moden, die zeitweise angefacht werden. Die Bedingung
fiir Anfachung ist gegeben zu:

(5.56) -;- <1 _Ji- 16ﬁ) <1” < % <1 + /1= lﬁﬂ) .

In Abbildung 5.4 ist die Anfachungsrate %%é iiber der effektiven Wellenzahl
dargestellt. Es werden drei Kurven fiir verschiedene Parameter § gezeigt. Fiir
B < 0 wird eine ebene Storung mit [* = 0 angefacht. Dieser Fall ist instabil.
Fir 8 > 0 werden Storungen im unterlegten Bereich unterhalb der Kurven
angefacht. Da die Wellenzahl zeitabhangig ist, ergibt sich wie zuvor bei der
linearen Stabilitdtsanalyse der Gleichungen des thermisch-diffusiven Modells,
daf} eine Stérung anfinglich gedampft wird. Fiir mittlere Zeiten wird sie
angefacht und fiir lange Zeiten wird sie schliefllich gedampft. Es ist somit
Stabilitdt gegen beliebige kleine Stérungen gegeben. Es gelten jedoch alle bei
der linearen Stabilitdtsanalyse des thermisch-diffusiven Modells angefiihrten
Argumente ohne Anderung. Da eine Stérung fiir langere Zeit angefacht wird,
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Abbildung 5.4: Stabilitat der KS-Gleichung
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kann davon ausgegangen werden, dafi fiir ausreichend kleine |aeys¢| und § <
1—16 Instabilitat, d.h. ein "Muster”, beobachtet werden kann.

Neu ist hier, dafl der Einflul der Gravitation und einer nichtebenen Grundls-
sung beriicksichtigt ist. Mit zunehmenden Froude-Zahlen 7 (beachte 8 =
a + 7) wird die Flamme jetzt zunehmend instabil. Positive 7 stehen fiir
entgegen der xz-Richtung gerichtete Gravitation.

Wird eine Brennerkonfiguration mit zwei vertikal aufeinander gerichteten
Brennern analysiert, folgt, dafl die obere Flamme stets zuerst instabil wird.

5.7 TInstabilitit durch nichtlineare Wechsel-
wirkung von Moden

Hier soll ein einfacher nichtlinearer Instabilitdtsmechanismus fiir positive cess
diskutiert werden. Angenommen wird eine Stérung in Form von Kosinus-
Moden in die beiden Raumrichtungen.

(5.57) & = A(7) cos(k(1)7) cos(I(7)C).

Aufgrund der streckenden Wirkung des Strémungsfelds wird die Wellenlinge
der Kosinus-Moden zunehmen. Der quadratische Term in Gleichung (5.48)
fiihrt gemaf

o~

7)? [k(’r 2cos(I(T)C) (1 — cos(2lc(7‘2ﬁ))
L(7)2 cos(k(t )(1 — cos(2l(T)¢) )]

zu Wechselwirkungen zwischen den Moden wobei insbesondere kurzwellige
Moden mit den Wellenzahlen 2k und 2! entstehen. Ist die durch Wechsel-
wirkung angeregte Mode von geeigneter Wellenlinge, so wird sie voriiberge-
hend angefacht. Ist diese Zeit mit aesf < 1 ausreichend lang, so erzeugt
diese Mode eine neue Mode, die ihrem Anfangszustand entspricht, bis ihre
anfangliche Wellenlange auf die doppelte Wellenliange gestreckt wird,. Dieser
Vorgang kann sich zeitperiodisch wiederholen und ist als ein fortwahrendes
Strecken der Wellenldnge mit zeitperiodischer Zellteilung zu beobachten. Die
Periodendauer entspricht der Zeit, die zur Dehnung des Musters auf die dop-
pelte Wellenlange benétigt wird, und kann aus der Koordinatentransforma-
tion (5.52) abgeleitet werden. Fiir ein eindimensionales Muster mit [ = 0 ist

diese Zeit beispielsweise Tyopper = “_(1,1;32 e
€,

(5.58)  (V.®)?

L\:Ir—'



Kapitel 6

Invarianzeigenschaften der
Grundgleichungen:
Stabilitat gegen Wanderwellen

6.1 Thermisch-diffusives Modell

Die folgenden Betrachtungen gelten fiir ungestorte Bedingungen am Brenner.
Wird das thermisch-diffusive Modell in einem ruhenden Gasgemisch ange-
setzt, so zeigt sich eine Invarianz der Gleichungen gegen Verschiebung in
Ys- oder zs-Richtung. Ist L(zg,ys, 2g,t) eine Losung der Gleichungen des
thermisch-diffusiven Modells mit Boussinesq Erweiterung, wobei

© (zs,Ys, 2s,1)
S (mS)yS;zSat)
F (ys, zs,t)

Vg (2s,Ys, 25, )

(61) L(.’Es,ys,z,g,t) =

so ist auch L(zg, ys— 4o, 25 — 20, t) eine Losung. Es liegt des weiteren Spiegel-
symmetrie beziiglich der Achsen ys = 0 und zg = 0 vor, d.h. L(zs, —ys, 25, 1)
und L(zg, ys, —2s,t) sind ebenfalls eine Losung der Gleichungen.

In Staupunktstromungen ist das Stromungsfeld v, = & (—zs, (1 — b) ys, bzs)
nicht invariant gegen eine Querverschiebung, d.h. v, (zs,¥s — Yo, 25 — 20) #
Vi (Ts,Ys, 25). Eine Invarianz der Gleichungen gegen Querverschiebung ist
lediglich fiir die Spezialfalle b = 0 oder b = 1 in eine Raumrichtung gegeben.
Die Spiegelsymmetrie bleibt in allen Fallen erhalten.

Es soll untersucht werden, ob dennoch eine Invarianz gegen Querverschiebung
vorliegt, sofern ein bewegtes Koordinatensystem zugelassen wird.

79
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Zunichst werden bewegte Koordinaten eingefiihrt:

yr = ys— (),
(62) Z = Zg — 2 (t) .
Die Funktionen yo (t) und 2 (t) sind die zeitabhéngigen Verschiebungen des
(zs,yr, 2r)-Koordinatensystems gegeniiber dem (s, ys, 25 )-Koordinatensys-
tem. Wird diese Transformation in die Gleichungen eingefiihrt, so gehen
die Diffusions- und Quellterme sowie der axiale Konvektionsterm (vng—s)
identisch ineinander iiber. Anderungen ergeben sich lediglich in den anderen
Konvektionstermen sowie im instationdren Term.

9—-{—&(1 —b)yg““?‘“+f€b25_?— -

ot Oys Ozg
(6:3) S (<00 - ) Ly
(fcb (zr + 2 (t)) — o ) Fys
Wird nun
(6.4) k(1 —Db)yo(t) — fi_%/(_(;_i(ﬂ =0 und kbz(t) — dzgt(t) =0

gesetzt, so gehen die Gleichungen identisch ineinander iiber. Aus diesen
Beziehungen folgt ‘

(6.5) Yo (t) xexp (K (1 —b)t) und 2o (t) x exp (kbt).

Ist eine Losung L(zs, ys, 2s,t) des Gleichungssatzes bekannt, so ergibt sich
durch eine Querverschiebung um beliebige Betrage yp und 2y eine neue Losung
L(zs,ys — yoexp (k (1 — b)t),2zs — 20exp (kbt),t). Die neue Ldsung be-
wegt sich mit exponentiell anwachsender oder abfallender Geschwindigkeit
gegeniiber der urspriinglichen Losung.

Dieser Effekt kann auch als Instabilitat der Losung interpretiert werden.
Wird eine Losung durch eine kleine Verschiebung in die gy oder 2p-Richtung
gestort, so ist sie instabil gegen diese Stérung, sofern sich die Losung vom
urspriinglichen Zustand weiter entfernt. Nimmt die Verschiebung zeitlich ab,
so ist die Losung stabil gegen Querverschiebung. Da sich diese Form der
Instabilitat durch ein Wandern des Musters auszeichnet, wird diese hier als
Wanderwelleninstabilitat bezeichnet.

e Losungen des thermisch-diffusiven Modells mit oder ohne Boussinesqg-
Erweiterung sind somit instabil gegen Wanderwellen in yg-Richtung,
wenn & (1 — b) > 0 und in zg-Richtung, wenn kb > 0. In diesen Fillen
ist die Stromung vom Zentrum zum Rand hin gerichtet.
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e Es liegt Stabilitit gegen Wanderwellen in yg-Richtung vor, wenn
k(1 —b) < 0 und in 2-Richtung, wenn kb < 0. In diesen Féllen weist
die entsprechende Strémungskomponente zum Zentrum d.h. in Rich-
tung der zg-Achse.

Im unendlich ausgedehnten Gebiet liegt stets Instabilitdt in wenigstens
einer Richtung vor, sofern die Flammenstreckung positiv ist. Ist die
Flammenstreckung k klein, findet das Anwachsen der Geschwindigkeit
auf einer langsamen Zeitskala O (%) statt. Eine Losung kann somit
lange Zeit stabil erscheinen.

Es soll darauf hingewiesen werden, daf fiir ein Gebiet mit endlicher Queraus-
dehnung im allgemeinen Randbedingungen zu stellen sind, die kein Wandern
eines Musters ohne Forméanderung zulassen. Dies gilt beispielsweise fiir einen
adiabaten Rand, aber auch fiir eine vorgegebene Temperatur am Rand. Unse-
re numerischen Rechnungen zeigen jedoch, daf} solche Randbedingungen nur
im Falle kleiner Gebiete die Wanderwelleninstabilitdt unterdriicken kdnnen.
Voraussetzung fiir Instabilitat ist eine auf den Rand gerichtete Strémung.
Da der diffusive Transport stromauf nur iiber kurze Distanzen wirks, ergibt
sich eine Wandgrenzschicht, in der sich die Losung an die Randbedingun-
gen anpaBt. Weitab von den Wénden ist deren Einfluf gering. Die Lésung
verhalt sich wie im unendlich ausgedehnten Gebiet und kann somit insta-
bil werden. Erst wenn die Lsung im Verlauf ihrer Wanderbewegung in den
Einflulbereich der Wand gerat, wird die Randbedingung wirksam und unter-
driickt die weitere Wanderbewegung. Die Invarianz der Gleichungen gegen
Querverschiebung gilt weiterhin im Inneren des Stromungsgebiets.

Die Invarianz der Gleichungen gegen Querverschiebung ist nicht gegeben,
wenn Bedingungen auf den Ebenen yg = 0 und 2g = 0 gestellt werden. Die
Stromungsgeschwindigkeit ist dann vom Zentrum oder einem Rand wegge-
richtet. Konvektiver Transport beeinfluflt jetzt das gesamte Gebiet. Unsere
numerischen Rechnungen zeigen, dal durch Symmetriebedingungen Stabi-
litdt gegen die Wanderbewegung erzielt werden kann. Symmetriebedingun-
gen sind identisch mit den Bedingungen an einer adiabaten undurchléssigen
Wand und sind deshalb nicht als willkiirliche Vorgabe aufzufassen.

Wird anstelle des Boussinesq-Modells ein kompressibles Modell angesetzt, er-
gibt sich keine Invarianz der Gleichungen gegen Querverschiebung. Dies ist
jedoch nicht hinreichend, um eine Wanderwelleninstabilitdt auszuschliefen.
Es ist lediglich methodisch sehr viel schwieriger zu zeigen, ob eine &hnliche
Instabilitdt weiterhin besteht. In Kapitel 1.5 werden Experimente von Is-
hizuka et. al. (1982) beschrieben. Sie finden in einer axialsymmetrischen
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Staupunktstromung ein Muster in Form einer diametral verlaufenden Rille.
Dieses Muster ist instabil gegen Wanderwellen, so dafl es mit zunehmen-
der Geschwindigkeit in Richtung des Brennerrands lauft. Zuriick bleibt eine
ebene Flamme. Es bildet sich dann eine neue Rille mit willkiirlicher Win-
kelorientierung. Dieser experimentelle Befund bestitigt die Existenz einer
Wanderwelleninstabilitit fiir reale Bedingungen.

Eine wichtige Konsequenz der Wanderwelleninstabilitit ist, daf§ auf groflen
Rechengebieten ohne eine Symmetriebedingung keine stationare nichtebene
Losung gefunden werden kann, wenn beide Quergeschwindigkeitskomponen-
ten nach auflen gerichtet sind. Die Losung beginnt stets mit exponentiell
anwachsender Geschwindigkeit zu wandern. In der Numerik wird Achsen-
symmetrie bezliglich der y- und z-Achse zur Stabilisierung benutzt. Diese
Mafinahme ist nur erforderlich, wenn die Strémung in Richtung der seitlichen
Rénder gerichtet ist.

6.2 Verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung

Alle fiir das thermisch-diffusive Modell beschriebenen Phéinomene gelten
uneingeschrankt fiir die verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky Gleichung
zur Beschreibung von Stérungen einer ebenen Flamme in der Staupunkt-
stromung, da diese aus den Grundgleichungen hergeleitet wird und somit die
gleichen Invarianzeigenschaften aufweist.

Es zeigt sich, daf} die oben beschriebenen Stabilititsargumente auch auf den
allgemeineren Fall einer parabolisch gekriitmmten Flamme angewandt werden
kénnen. Es mufl lediglich mit den effektiven Quergeschwindigkeiten v, ¢y
anstelle der Quergeschwindigkeiten v, argumentiert werden.

e Stabilitat ist hier gegeben fiir a.r¢(1—b) < 0 und gleichzeitig a.;b < 0.
Da im allgemeinen 0 < b < 1, ist Stabilitadt gegeben fiir cepr < 0.
Es sei daran erinnert, dafl dieser Situation zwei unterschiedliche Kon-
figurationen entsprechen.

— Erstens kann es sich um eine parabolisch gekriimmte Flamme han-
deln, deren Réander in Richtung des Brenners ausgelenkt sind. Dies
158t sich durch eine schwache Reduzierung der Brenngasgeschwin-
digkeit am Brennerrand bzw. durch eine Erhéhung der Tempe-
ratur oder der Brenngaskonzentration am Brennerrand verwirkli-
chen.
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— Die zweite Konfiguration entspricht einer ebenen Flamme, die
in der Staupunktstromung am Ende eines umstromten stump-
fen Korpers eingebettet ist. Diese Situation ist nur stabil, wenn
der Gravitationseinflul stabilisierend wirkt, d.h. fiir eine vertika-
le Anordnung bei der die leichten Rauchgase oberhalb der relativ
schwereren Brenngase liegen,

e Instabilitat ist gegeben fiir ceps(1 — b) > 0 und gleichzeitig aessb > 0.
Da typisch 0 < b <1 gilt, liegt Instabilitat fiir aerp > 0 vor.







Kapitel 7
Numerische Untersuchungen

7.1 Numerisches Verfahren

7.1.1 Spektralverfahren

Zur numerischen Simulation von Lésungen der verallgemeinerten Kuramoto-
Sivashinsky-Gleichung wird ein Spektralverfahren benutzt. Hier soll zunéchst
die Grundidee von Spektralverfahren und anschlieBend das speziell benutzte
Verfahren erlautert werden.

Die wichtigsten Bausteine fiir ein Spektralverfahren sind ein Satz von Ent-
wicklungs- oder Approximationsfunktionen und ein Satz von Wichtungsfunk-
tionen. Die Approximationsfunktionen werden als Basisfunktionen fiir eine
endliche Reihenentwicklung der Losung benutzt. Die Wichtungsfunktionen
sollen eine optimale Ubereinstimmung der Losung mit der endlichen Reihen-
entwicklung gewihrleisten. Hierzu wird der Fehler in der Differentialglei-
chung, der sich durch die Verwendung der Reihe anstelle der exakten Losung
ergibt, mittels einer geeigneten Norm minimiert.

Die Approximationsfunktionen sind glatte, also beliebig oft differenzierbare
globale Funktionen. Typischerweise sind die Approximationsfunktionen die
Eigenfunktionen eines Sturm-Liouville-Problems. Die Wahl globaler Funktio-
nen unterscheidet Spektralverfahren von Finite-Element-, Finite-Differenzen-
und Finite-Volumen-Verfahren. Bei all diesen Verfahren wird die Losung mit-
tels lokaler Funktionen approximiert.

Die Art der Wichtungsfunktionen unterscheidet drei Gruppen von Spektral-
verfahren. Sind die Wichtungsfunktionen identisch mit den Approximati-
onsfunktionen und jede Wichtungsfunktion erfiillt individuell die Randbe-
dingungen des Problems, wird vom Galerkin-Verfahren gesprochen. Es wird
hier gefordert, dafl der Fehler in der Differentialgleichung orthogonal zu den
Approximationsfunktionen ist, d.h. das Produkt aus dem Fehler mit je-
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der einzelnen Wichtungsfunktion integriert iiber das Rechengebiet muf} ver-
schwinden.

Das Tau-Verfahren unterscheidet sich vom Galerkin-Verfahren insofern, als
die Wichtungsfunktionen jetzt nicht die Randbedingungen erfiillen. Es sind
zusitzliche Bedingungen zu stellen, um die Randbedingungen dem Verfahren
anfzuprigen.

Die dritte Gruppe sind die Kollokationsverfahren. Hier sind die Wichtungs-
funktionen Dirac’sche-Deltafunktionen. Die Differentialgleichung wird also
nur an speziellen Punkten, den Kollokationspunkten formuliert. Diese Me-
thode ist besonders giinstig fiir nichtlineare Probleme. Die Reihenentwick-
lung wird lediglich benutzt, um raumliche Ableitungen der Losung mit hoher
Genauigkeit zu bestimmen. Nichtlinearitdten werden hieraus an den diskre-
ten Kollokationspunkten berechnet.

7.1.2 Fourier-Kollokationsverfahren

In der vorliegenden Arbeit wird ein Fourier-Kollokationsverfahren benutzt.
Die Approximationsfunktionen sind harmonische Funktionen, die hier fiir den
eindimensionalen Fall in komplexer Schreibweise dargestellt werden.

(7.1)  @p(7) = exp (ik7f) fir k=0,£1,£2,--+ und —w <7< 7.

Es ist zu beachten, dafl jede der Approximationsfunktionen periodisch im
Intervall [—m, 7] ist. Hat das interessierende Gebiet eine andere Grofle, wird
es mit einer linearen Abbildung auf —7 < 77 < 7 gestreckt bzw. gestaucht.
Die gesuchte Losung @ (n) bzw. nach der Abbildung @ (7) wird in die Ap-

proximationsfunktionen entwickelt:

M/2-1
(7.2) ()= Y, Prex()

k=—M/2

Die ®;, sind hierin die komplexen Entwicklungskoeffizienten der Reihenent-
wicklung. Der Ubergang von der Losung @ im physikalischen Bereich an den

Kollokationspunkten
2k

(7'3) Mk = 7

zu den Entwicklungskoeffizienten @, erfolgt {iber eine Fourier-Transformation

1 M-1
(74) (I)k = 1_\4— ) (773) exp (—Zkﬁj) mit —
J

0

ol

<k< M1

Il
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Entsprechend kann aus den Entwicklungskoeffizienten die physikalische Lo-
sung bestimmt werden.

1 M/2-1 N
k=—M/2

Diese beiden Operationen bendtigen M? Operationen, wenn die hier angege-
bene Definition zur Berechnung benutzt wird. Die Umformungen kénnen je-
doch iiber eine schnelle Fourier Transformation (FFT) mit nur 5log, M —6M
Operationen durchgefiihrt werden.

Im Zusammenhang mit Differentialgleichungen interessiert insbesondere die
Berechnung von Ableitungen. Dies gestaltet sich fiir das Fourierverfahren
sehr einfach, da i‘% — 3, tk®, (7). Die Berechnung einer Ableitung erfolgt
durch Multiplikation jedes Modes mit einer Wellenzahl.

Es soll jetzt die numerische Methode anhand der verallgemeinerten Kuramoto-
Sivashinsky-Gleichung diskutiert werden. Die Gleichung hat einen Aufbau
der Form:

0P ot® 52 o®\ .. "

(7.6) i 643_774 +02W +co®+NL (—5;7;) fir —w <<

Hierin steht NL(®) fiir alle nichtlinearen Terme und Terme mit nichtkon-
stanten Koeffizienten. Diese Gleichung wird zunéchst in den Spektralbereich
transformiert, der durch den tiefgestellten Index ”k” gekennzeichnet wird.

Es ergibt sich:

(7.7) % = (cak® — cok? + co) By + NL (i), fir — 4 <k <M 1.

Es mufl jetzt eine Diskretisierung in der Zeit erfolgen. Gewi#hlt wird eine
Mischung aus dem Crank-Nicholson und dem Adams-Bashforth Verfahren.
Das Crank-Nicholson Verfahren ist ein implizites Verfahren zweiter Ordnung
und wird fiir die linearen Terme benutzt. Das Adams-Bashforth Verfahren
ist ein explizites Verfahren zweiter Ordnung und wird fiir nichtlineare Terme
benutzt.

Fiir die Darstellung wird folgende Notation vereinbart. Die neu zu berech-
nende Losung wird durch den hochgestellten Index t+At, die aktuelle Losung
durch den Index t und die Losung des vorausgehenden Zeitschritts wird durch
t — At gekennzeichnet. Mit der gewahlten Diskretisierung erhélt man:

t+AL t
q)k - (I)k

(78) =%

1
_ C% (250 4 af) + .‘;i NL (i), — NI (i3
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Hierin ist C = c4k* — cyk? 4 . Die Gleichung wird nach der gesuchten
Anderung von ®;, aufgeldst.

wat s OBL+ENL(ik®y); — INL (ik®;)s >
(7.9) LA _ pt = B :

At 2

Die Verwendung eines impliziten Diskretisierungsverfahrens ist hier ohne nu-
merischen Mehraufwand moglich. Die Nichtlinearitdten werden im physika-
lischen Bereich berechnet, wobei hier der giinstige Fall vorliegt, bei dem die
Nichtlinearitét lediglich von %3 bzw. im Spektralbereich von ik®; abhingt.
Die Transformation dieser Grofle erfolgt mit einer einzigen FFT. Im physi-
kalischen Bereich wird jetzt die Nichtlinearitat durch eine Multiplikation fiir
jeden Kollokationspunkt berechnet. Das Ergebnis wird durch eine FFT in
den Spektralbereich transformiert. Die Zahl der notwendigen Operationen
pro Zeitschritt ist mit derjenigen fiir ein Finite- Differenzen-Verfahren ver-
gleichbar. Wesentlicher Vorteil der spektralen Methode ist die réumliche Ge-
nauigkeit. Da das Verfahren auf einer Reihenentwicklung beruht, konvergiert
es bei einer Erhohung der Zahl der Kollokationspunkte schneller als jedes
Finite-Differenzen-Verfahren beliebiger Ordnung gegen die exakte Losung.
Typischerweise werden so viele Moden benutzt bis die Amplitude der hoch-
frequenten Moden (grofle |k|) sehr viel kleiner ist als die der Moden mit der
groften Amplitude. Typischerweise kann hier ein Faktor 10% bis 109 erzielt
werden, wenn eindimensionale Rechnungen mit hoher Auflésung gemacht
werden. Dies 148t den Schluf zu, dafl der raumliche Fehler in der Groenord-
nung von 107¢ ist. Der Einfluf} der Zeitdiskretisierung auf die Losung wird
fiir alle in dieser Arbeit angegebenen Losungen durch Variation der Zeit-
schrittweite untersucht. Fir zeitabhingige Losungen werden typischerweise
100 oder mehr Zeitschritte pro Periodendauer bzw. pro charakteristischer
Zeit benutzt. Es zeigt sich kein merklicher Einflul der Zeitdiskretisierung
auf die Losung.

7.1.3 TFilter

Bei den zweidimensionalen Rechnungen wird typischerweise eine geringe-
re rdumliche Aufldsung als bei den eindimensionalen Rechnungen in jeder
Raumrichtung benutzt, so dafl die hochsten Moden nicht ganz vernachlassigt
werden konnen. Wird nun bei der Berechnung des nichtlinearen Terms ein
Produkt aus hochfrequenten Moden gebildet, so entstehen dabei nochmals
hoherfrequente Moden, die nicht aufgeldst werden konnen. Diese Signalan-
teile werden als niederfrequente Moden fehlinterpretiert. Diese sogenannten
” Alias-Fehler” lassen sich fiir quadratische Nichtlinearitdten durch die Be-
nutzung eines Filters unterdriicken. Dazu werden bei der Transformation des
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Signals aus dem Spektralbereich in den physikalischen Bereich %M Kollaka-
tionspunkte anstelle der erforderlichen M Punkte benutzt. Wird nun ein
Produkt im physikalischen Bereich berechnet, entstehen Signale mit bis zu
2M Moden. Die oberen %M Moden kénnen wiederum nicht aufgelost wer-
den und werden als die Moden M + 1 bis %M fehlinterpretiert. Wird nach
der Riicktransformation dieser Anteil der Moden wieder zu Null gesetzt, d.h.
gefiltert, ist das gewonnene Signal frei von ” Alias-Fehlern”. Diese Methode
wird zur Berechnung des quadratischen Terms und des konvektiven Terms in
Gleichung (5.48) benutzt.

7.1.4 Randbedingungen

Die Benutzung eines Fourier-Verfahrens setzt periodische Ldsungen voraus.
Hierdurch wird implizit eine periodische Randbedingung gestellt, die fiir die
verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung nicht geeignet ist. Um
dennoch das Fourierverfahren benutzen zu konnen, wird wie folgt vorgegan-
gen. Es werden zwei Varianten benutzt:

e Fall I: Ausstréombedingungen:

Ist die Stromung in Richtung der Rénder gerichtet, sind geeignete
Randbedingungen ein verschwindender Gradient von ® am Rand und
eine verschwindende dritte Ableitung. Diese beiden Bedingungen wer-
den automatisch von Cosinus-Moden erfiillt. Die Lésung ist jedoch
nicht zwingend periodisch wie diese Moden. Abhilfe schafft eine Spie-
gelung der Losung an einem der Rander. Der Verlauf wird jetzt auf
dem doppelt so grofien Gebiet betrachtet. Jede Mode erfiillt weiter-
hin die Randbedingungen und Periodizitit ist auf dem vergréBerten
Rechengebiet gegeben. Ein Nachteil ist das doppelt so grofle Gitter.

e Fall II: Einstrombedingungen:
Ist die Stromung vom Rand nach innen gerichtet, mufl der Wert von
® am Rand spezifiziert werden. Dieser Wert wird zu Null festgesetzt.
Andere Werte sind prinzipiell méglich und kénnen durch die Wahl ei-
ner passenden Grundlésung (siehe hierzu: Kapitel 5.5)) beriicksichtigt
werden. Als zweite Randbedingung wird eine verschwindende zweite
Ableitung angesetzt. Diese Randbedingungen werden automatisch von
Sinus-Moden erfiillt. Allerdings sind Sinus-Moden punktsymmetrisch
beziiglich der Mitte des Rechengebiets. Dies ist eine unphysikalische
Einschrankung. Wird die Losung jedoch an einem der Rénder unge-
rade gespiegelt und wieder ein doppelt so grofles Gebiet betrachtet, so
erfiillt jede Mode individuell die Randbedingungen und es sind nicht
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punktsymmetrische Losungen beziiglich der Mitte des phymkahschen
Rechengebiets moglich.

Die Erweiterung des Verfahrens auf zwei Raumdimensionen erfolgt analog.

7.2 Lokalisierte Flammen mit a,.rr <0

Ist cesy < 0, so sind die Komponenten des effektiven Geschwindigkeitsfelds
Viersr = ess ((1—b)n,bC) zum Zentrum (7,¢) = 0 hin gerichtet.

Im Kapitel 6 wurde Stabilitdt gegen Wanderwellen fiir den Fall aepy < 0
gefunden.

Unsere numerischen Ergebnisse zeigen, dafl die grundlegende Eigenschaft von
Losungen mit einem zum Zentrum hin gerichteten Geschwindigkeitsfeld eine
lokalisierte Zellularinstabilitdt ist. Die Instabilitat wird als lokalisiert be-
zeichnet, da die Losungen, die die Grundlosung ablésen, in einem Bereich
um das Zentrum herum ein Muster zeigen aber auflerhalb dieses Bereichs
glatt sind.

Es soll jetzt gezeigt werden, dafl stationire Losungen der verallgemeinerten
Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung (5.48) lokalisiert sind. Um dies zu iiber-
priifen, wird die Gleichung weit auflerhalb des Zentrums betrachtet. Da, hier
das Geschwindigkeitsfeld groe Werte annimmt, ergibt sich hier ein entspre-
chend grofler konvektiver Transport, dem kein anderer Term gegeniiber steht.
Eine ausgeglichene Balance ergibt sich nur, wenn die Losung auf einer grofien
Léngenskala variiert.

Es werden grofiskalige Koordinaten geméaf

Y = 6.9,

(7.10) Z = 6.¢

eingefithrt, wobei 6 <« 1 und Y,Z = O(1) . Die verallgemeinerte KS-
Gleichung vereinfacht sich zu einer linearen Gleichung;:

0P
(7.11) 8_+VLefvaq)+ﬂq)—0
Hierin ist
(7.12) Viers = tesr ((1-0)Y,02)
und V, = 5%—,%) ist der zweidimensionale Nabla-Operator. Fiir diese

einfache Gleichung konnen stationire Losungen gefunden werden

(7.13) =C.Y%. 2%
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mit

(7.14) be, + (1 —b)c, = P

Qess’
Eindimensionale Losungen mit ¢, = 0 sind gegeben durch:

=B
(7.15) D =C Z%s.

Da 3 > 0 und ba.; < 0 ist, wird der Exponent positiv!. Dies bedeutet
fir C' # 0, ein unbeschranktes Wachsen der Auslenkung ®. Dies ist nicht
zuldssig, so dafl C' = 0 die allein mogliche Lésung darstellt. Entsprechend
kann fiir zweidimensionale Fille argumentiert werden.

Die Flamme ist somit im Auflenfeld eben und kann lediglich in Zentrumsnahe
firn = O(1), ( =0O(1) bzw. Y = Z — 0, Stérungen aufweisen, d.h. ein
lokalisiertes Muster annehmen. Diese Argumente gelten streng nur fiir sta-
tionare Losungen. Die numerischen Simulationen zeigen jedoch, dafl auch
instationdre Losungen mit zum Zentrum gerichteter effektiver Stréomung lo-
kalisiert sind.

7.2.1 FEindimensionale Muster

Wir untersuchen zunéchst speziell die eindimensionale Form der Gleichung
(5.48) mit b = 1. Anstelle die beiden Parameter ;s und [ im zweidimensio-
nalen Parameterraum zu variieren, wihlen wir speziell @ = —a,pr > 0 und
8 = @&. Diese spezielle Wahl ist analog dem eindimensionalen Fall einer ebe-
nen Flamme ohne Gravitationseinflul mit b =1, =0, 8 = a und @ = ayyy.
Lediglich das Vorzeichen der Quergeschwindigkeit hat sich umgekehrt.

Es wird die Gleichung:

e  o'%® 8 1[08\" _ 0% _
(7.16) —8-7'_'-{- 3_C4+—3—C—2_+_2-<3_§> —a(-éz-f-a@——o
gelost.

Die numerische Losung von Gl. (7.16) erfolgt mit dem oben beschriebenen
Fourier-Kollokations-Spektralverfahren.

Es soll daran erinnert werden, daf} die lineare Stabilitatsanalyse fiir positive
a < 16 Stabilitdt gegen beliebige kleine Stérungen liefert. Es liegt jedoch eine
zeitlich begrenzte Anfachung von kleinen Stérungen mittlerer Wellenlinge

16
Vor.

INur Loésungen mit 8 > O weisen eine stabile ebene Grundlosung auf. Dies ist eine
Grundvoraussetzung fiir die Giiltigkeit der Theorie, da andernfalls Instabilitit gegen ebene
Stérungen vorliegt.
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Abbildung 7.1: Losung auf dem S1-Losungsast, & = 0.04

-16. 1

Abbildung 7.2: Losung auf dem S2-Losungsast, & = 0.03
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Abbildung 7.3: Losung auf dem S3-Lésungsast, @ = 0.0223
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Abbildung 7.4: Losung auf dem S4-Losungsast, & = 0.019
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Abbildung 7.5: & — 7—Verlauf fiir eine Losung auf dem P1-Lésungsast,

a = 0.0244
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Abbildung 7.6: £ — 7—Verlauf fiir eine Lésung auf dem P1-Losungsast,
a = 0.0244 -
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Abbildung 7.7: ® — r—Verlauf fiir eine Ldsung auf dem P3-Losungsast,
: a = 0.0171
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Abbildung 7.8: E — 7—Verlauf fiir eine Losung auf dem P3-Lésungsast,
a = 0.0244
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a = 0.01425
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Abbildung 7.9: ® — 7—Verlauf fiir eine Losung auf dem P4-Lésungsast,
6.0

Abbildung 7.10: E — 7—Verlauf flir eine Losung auf dem P4-Loésungsast,



A. Class, Zellulare Struktur laminarer Staupunktflammen 97

Abbildung 7.11: ® — 7—Verlauf fiir eine Lésung auf dem P1-Losungsast,
a = 0.0162
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Abbildung 7.12: F — 7—Verlauf fiir eine Loésung auf dem I234-Lésungsast,
a = 0.0162

Werden hinreichend stark gestorte Anfangsbedingungen gewshlt, so kehrt
die Losung nicht zum Grundzustand zuriick. Vielmehr weist die Lésungen
jetzt regelmaBige lokalisierte Muster auf. Die Struktur dieser Muster wird
zunehmend komplex in Raum und Zeit, wenn der Verzweigungsparameter &
ausgehend von einem kritischen Wert &, < 1—16 reduziert wird.

Gleichung (7.16) wird fiir verschiedene Werte & geldst. Durch eine sorgfslti-
ge Wahl der Anfangsbedingungen werden mehrere lokalisierte nichtebene
Ldsungsdste gefunden. Diese Losungen weisen je nach Parameterwahl sta-
tionédres, zeitperiodisches, quasi-periodisches oder chaotisches Zeitverhalten
auf.

Zunichst soll das grundsatzliche Verhalten der in den Abbildungen 7.1 bis
7.9 dargestellten Losungen beschrieben und eine geeignete Klassifikation der
Ldsungsiste gegeben werden.

e ® ist im wesentlichen negativ im nichtebenen Bereich der Losung. Die
nichtebene Flamme ist in Richtung der unverbrannten Gase ausgelenkt.

e Das nichtebene Verhalten der Flamme ist um den Punkt ¢ = 0 zen-
triert.

e Die Auslenkung der Flamme und deren Ableitung strebt gegen Null fiir
grofie |(] .

e Der lokalisierte Bereich nichtebenen Verhaltens ist gekennzeichnet durch
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eine schnelle Abnahme von @, wobei der Losungsgraph eine ausgeprigte
Delle formt (siehe Abbildung 7.1).

e Die verschiedenen Ldsungséste sind durch spikeartige Zellstrukturen
gekennzeichnet, die sich im Bereich der Delle ausbilden. Diese Zellen
entstehen in systematischer Weise, wobei ihre Anzahl zunimmt, wenn
& abgesenkt wird. Es soll besonders hervorgehoben werden, dafl diese
nichtlinearen Losungen fiir @ knapp unterhalb % existieren, obwohl die
lineare Stabilitatsanalyse Stabilitdt des Grundzustands fiir beliebige
kleine Storungen ergibt und fiir @ = 1—16- lediglich eine Mode fiir eine
infinitesimal kurze Zeit neutral stabil ist.

e Fiir einige Losungsaste ist die Struktur achsensymmetrisch beziiglich
¢ = 0, wogegen andere Losungsiste (z.B. Abb. 7.9) unsymmetrisch
sind.

e Zeitabhangige Losungen sind gekennzeichnet durch zeitliche Oszillatio-
nen der Grofie und Position einiger oder aller Zellen. Die komplexeren
zeitabhéngigen Losungen zeigen iiberdies Entstehung und Vernichtung
von Zellen.

Ganz allgemein gesprochen nimmt die Komplexitat der Losungen sowohl
raumlich als auch zeitlich zu, wenn die Flammenstreckung, das heifit & re-
duziert wird. Gleichzeitig nimmt der Grad der Lokalisierung ab. Dieses
Verhalten kann erwartet werden, da sich im Grenzfall @ = 0 die urspriingli-
che Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung (5.43) ergibt. Es ist bekannt, daf diese
Gleichung hochgradig komplexe nichtlokalisierte Losungen aufweist.

Die verschiedenen Losungsédste unterscheiden sich durch die Breite der Delle.
Diese Breite korreliert mit der Zahl der in diesem Bereich unterscheidbaren
Maxima und Minima, die die Zellstruktur der Flamme formt (siehe Abbildun-
gen 7.1 bis 7.4). Wird & reduziert, ergeben sich Uberginge zu Losungsasten
mit hoheren Zellanzahlen. Jeder Ubergang ist dabei mit einem sprunghaften
Anstieg in der Dellenbreite verbunden. Beispielsweise verdoppelt sich die
Breite des Musters, wenn sich ein Ubergang von einer zweizelligen Losung
zu einer vierzelligen Losung ereignet. Die Breite jeder einzelnen Zelle ist
verhaltnismaBig unsensibles gegen Anderungen von & und deren Wellenlinge
betragt ca. 27 /kmax. Hierin ist kmax die Wellenzahl, fiir die sich nach der
linearen Stabilitdtsanalyse eine momentan maximale Anfachungsrate ergibt.
Zur Charakterisierung der Losungsverzweigungen wird jeder der Losungséste
mit einer Buchstaben-Zahlenkombination gekennzeichnet, wobei die Zahl fiir
die Anzahl der Zellen auf der Delle steht und der Buchstabe fiir die dynami-
schen Eigenschaften der Losung. In dieser Terminologie sind die Ldsungen
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auf dem S1-Losungsast stationsr und zeigen ein Hauptminimum auf der Del-
le. Das Muster besitzt eine einzelne Zelle. Losungen auf dem P1-Lésungsast
sind einzellige zeitperiodische Lésungen. Entlang der nichtstationéren Losun-
gen konnen sich einzelne Zellen zeitweise in zwei Zellen aufteilen (sieche Abb.
7.5 und 7.7). Da das diese Zellen trennende Maximum nur schwach aus-
gepragt, ist, kann leicht entschieden werden, wieviele Zellen den Ldsungsast
charakterisieren.

Bei der numerischen Analyse wurden vier Losungséste mit stationdren Losun-
gen gefunden, wobei die Anzahl der Zellen von 1 bis 4 variiert. Beispiele der
Losungen auf dem S1-, S2-, S3- und S4-Losungsast sind in den Abbildun-
gen 7.1 bis 7.4 wiedergegeben. Bei dem Ubergang von einem zum anderen
Lésungsast treten bistabile Zustdnde mit Hysterese-Charakter auf. Es kann
jedoch generell gesagt werden, dafl eine Erhohung der Zellenzahl innerhalb
der Delle einhergeht mit einer Reduzierung des Verzweigungsparameters &.
Dabei ist eine Zunahme der Dellentiefe und eine Abnahme im Lokalisierungs-
grad zu verzeichnen.

Die Losungséste S1, S3 und S4 verlieren Thre Stabilitat gegeniiber nicht-
stationdren Losungen, die durch periodische Oszillationen einiger oder aller
Zellen charakterisiert sind. Das Zeitverhalten dieser Losungen wird durch
ein Funktional E verdeutlicht.

. Flo(¢,9,a8)\°
(7.17) E(ﬂ,a):é{(—ac——) d¢.

Dieses Funktional ist &hnlich einer mittleren kinetischen Energie gebildet und
mifit den Grad der Unebenheit oder Strukturierung eines Musters. Fiir jede
zeitabhangige Losung wird der raumliche Verlauf nach mehreren dquidistan-
ten Zeitintervallen und das Funktional E {iber der Zeit fiir einen ausreichend
langen Zeitraum aufgetragen, so daf§ die Dynamik der Losung veranschau-
licht wird. In den Abbildungen 7.5 und 7.6 wird der rdumliche Verlauf ®(¢)
gegen die Zeit und die Energie E gegen die Zeit fiir eine Lésung auf dem
P1-Losungsast gezeigt. In den Abbildungen 7.7 und 7.8 sowie 7.9 und 7.10
sind entsprechende Schaubilder fiir den P3- und P4-Losungsast wiedergege-
ben. Die Abbildungen zeigen deutlich, daf§ die Dynamik im Wesentlichen in
einem Pulsieren einiger Zellen besteht, wobei die Zellposition in der Delle na-
hezu unverdndert bleibt. Bei P1- und P3-Losungen zerfallt eine der mittleren
Zellen in zwei Zellen, die sich anschlieflend wieder vereinigen. Diese beiden
Zellen sind jedoch nur schwach voneinander getrennt und haben gemeinsam
eine nur unwesentlich groflere Breite wie die anderen Zellen.

Fir @ <~ .017 wird auch nichtperiodisches Verhalten gefunden. Speziell
verzweigt der S2-Losungsast nicht zu einer periodischen Losung. Vielmehr
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findet ein Ubergang zu einer nichtperiodischen Losung, charakterisiert durch
ein intermittierendes Auftreten von Mustern mit 2,3 und 4 Zellen, statt. Die
Ursache fiir dieses merkwiirdige Phanomen kénnte der Sachverhalt sein, dafl
die S2-Ldsung am Rande ihres Existenzbereichs sowohl mit dem S3- als auch
mit dem S4-Losungsast bistabil ist. Ein Beispiel fiir dieses Losungsverhalten
ist in den Abbildungen 7.11 und 7.12 dargestellt. Es werden noch andere
Losungen mit hochgradig komplexer Dynamik gefunden, die hier aber nicht
dargestellt und diskutiert werden.
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Abbildung 7.13: Verzweigungsdiagramm lokalisierter Losungen

In Abbildung: 7.13 sind die verschiedenen Lésungséiste in einem Verzwei-
gungsdiagramm veranschaulicht. Aufgetragen ist die zeitlich gemittelte Ener-
gie I iiber dem Verzweigungsparameter &.
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7.2.2 Zweidimensionale Muster

Neben den eindimensionalen Rechnungen werden auch zweidimensionale
Rechnungen mit dem Ziel durchgefiihrt, méglichst viele regelméflige Zellmu-
ster zu identifizieren. Hierzu wird die verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung (5.48) gelost, wobei b = 1 gesetzt wird. Es wird im Gegen-
satz zum eindimensionalen Fall nicht die Strategie der Verfolgung einzelner
Losungséste angewandt, sondern jede Rechnung wird ausgehend von geeig-
neten Anfangsbedingungen gestartet. Als besonders giinstige Anfangsvertei-
lungen erweisen sich superponierte zweidimensionale Gaufifunktionen in der
Form:

(7.18) ® =50 Gyexp (=rs (0= )"+ (- 6)%)).

Dabei entspricht jede dieser Gauflfunktionen qualitativ einer Zelle der ge-
suchten lokalisierten Lésungen. Die Zelltiefe G; jeder Gaufifunktion wird
ungefahr der erwarteten Tiefe des Zellmusters gesetzt. Entsprechendes gilt
fiir den Radius r; . Die Positionen (7;, ;) erlauben eine beliebige Anordnung
der Zellen.

Speziell wurden Startdaten mit einer bis sieben kreisformig angeordneten
Zellen sowie einige Startdaten mit mehreren Ringen mit unterschiedlicher
Zellenzahl erzeugt, wie z.B. ein duflerer Ring mit 10 Zellen und ein innerer
Ring mit 4 Zellen. Fiir jeden Satz der Startdaten wurden etwa 100 Parame-
terkombinationen gerechnet.

Durch dieses Verfahren konnte eine Vielzahl stabiler Losungen identifiziert
werden. Wie im eindimensionalen Fall ergibt sich eine zunehmende Kom-
plexitét der Losungen mit abnehmender Starke des Stromungsfelds, charak-
terisiert durch s, und abnehmenden Parametern §. In den Abbildungen
7.14 sind einige der gefundenen Losungen wiedergegeben. Die Bilder zei-
gen jeweils eine dreidimensionale Ansicht der zellularen Flammenfront. Der
Betrachter schaut dabei von den Rauchgasseite in Richtung des Brenners.
Die Farbe der Oberflache entspricht der Temperatur der Flamme. Hierbei
verlauft die Farbskala mit zunehmender Temperatur von Blau iiber Violett,
Rot und Orange nach Gelb.

Die Bilder zeigen mehrere stationare Muster mit unterschiedlicher Zellenzahl.
Numerisch simuliert wurden eine einzelne mittige Zelle (Abb. 7.14 a) und
mehrzellige Muster mit einer gleichméafiigen Verteilung der Zellenzentren auf
einem konstanten Radius (Abb. 7.14 b-e). Ein zweizelliges Muster konn-
te jedoch nicht gefunden werden. Bei mehreren hundert Rechnungen mit
verschiedenen Parameterkombinationen aess und § und zweizelligen Start-
daten ergibt sich stets ein Ubergang zu einem einzelligen Muster oder ein
Ubergang zu einem vier- oder mehrzelligen Muster. Bei identischen Para-
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Abbildung 7.14: Zweidimensionale lokalisierte Muster
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meterwerten werden in Abhéngigkeit der Startdaten verschiedene stationire
bistabile Muster gefunden.

Neben diesen stationdren Mustern werden auch zeitperiodische Muster ge-
funden. In Abbildung 7.14 d ist beispielsweise eine zeitperiodisches fiinfzel-
liges Muster dargestellt. Bei diesem Muster nimmt die Amplitude und die
Temperatur der Zellen periodisch zu und wieder ab. Dabei sind die Zellen
ortsfest.

Fiir schwéchere Strémung mit kleineren Werten || und 3 werden weniger
stark lokalisierte Muster gefunden. In Abbildung 7.14 f ist ein Muster mit
einer ringférmigen Anordnung von 7 Zellen um eine zentrale Zelle dargestellt.
Jede der Zellen bleibt an einem festen Ort, die Amplitude und Grofle der
Zellen ist jedoch zeitperiodisch. Abbildung 7.14 g zeigt eine Anordnung
von zwei Zellringen mit drei bzw. neun Zellen. Auch dieses Muster ist
zeitperiodisch. Dabei sind alle Zellenzentren ortsfest. Im sufleren Ring findet
jedoch ein Schwingung der Gréfile und der Temperatur der vom Zentrum am
weitesten entfernten Zellen statt.

Fiir nochmals kleinere Werte || ergeben sich raumlich und zeitlich hoch-
komplexe Muster mit chaotischer Dynamik. In Abbildung 7.14 h ist ein
chaotisches Muster bestehend aus einem &ufleren Ring bestehend aus et-
wa 10 Zellen und etwa vier im inneren Bereich liegenden Zellen dargestellt.
Die Zellen zeigen starke Oszillationen in ihrer Amplitude und Lage. Dabei
konnen Zellen miteinander koalleszieren oder es entstehen neue Zellen. Dieser
Vorgang verlauft haufig iiber folgende Zwischenschritte. Zunichst wandert
eine Zelle aus dem sufleren Ring in Richtung des Zentrums. Die Stréomung
transportiert diese dann weiter in Richtung Zentrum. Die Zellen des dufleren
Rings verteilen sich daraufhin neu, um die entstandene Liicke zu schlieflen.
Im weiteren Verlauf wird eine Zelle im Zentrum vernichtet, da die Zellen
hier zu stark aneinandergedréngt sind, wahrend im &ufleren Ring eine neue
Zelle entsteht. Es zeigt sich, dal auch bei den hochkomplexen Mustern ein
geordnetes Verhalten des dufleren Rings beobachtet wird, wiahrend die Zellen
im inneren ein vollig ungeordnete Dynamik zeigen. Dies ist analog zu den
eindimensionalen Ergebnissen bei denen die zentralen Zellen hiufig starke
Schwingungen zeigen, wihrend die dufleren Zellen nahezu ortsfest bleiben
und lediglich schwach mit dem inneren Geschehen korrelieren.
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7.3 Gestreckte Flammen mit o,r; > 0

7.3.1 Eindimensionale stationidre Muster

Fiir eine nach auflen gerichtete Strémungen wird die verallgemeinerte Kura-
moto-Sivashinsky-Gleichung (5.48) mit b =1 und a,r; = § = « untersucht:

2 2
(7.19) 0 | fe oo 1(2?) +a§8¢

87'+43C4+3C2+2 8C+0@—O

Aus Gl (7.14) folgt fiir stationsre Losungen auf grofien Gebieten ein sufie-
res Abklingverhalten ® ~ (™!, Stationire Losungen von Gleichung (7.19)
sind somit lokalisiert und zeigen grofle Amplituden in einer Umgebung des
Ursprungs. Bedingt durch die Wanderwelleninstabilitiat, die in Kapitel 6 be-
schrieben ist, konnen stationdre Losungen nur gefunden werden, wenn diese
stabilisiert werden; beispielsweise durch eine Symmetriebedingung. Eine sy-
stematische Untersuchung des Parameterbereichs liefert hier lediglich einen
einzigen stationdren S1-Ldsungsast. Dieser Losungsast zeigt im Randbe-
reich einen Abfall gema & ~ (~'. Die Flamme ist hierbei in Richtung der
Brenngase ausgelenkt. Im Zentrum befindet sich eine einzelne Zelle grofier
Amplitude, die in Richtung der Rauchgase gerichtet ist. Ein Beispiel dieser
S1-Losung ist in Abbildung 7.15 wiedergegeben. Eine entsprechende Losung
wird experimentell von Ishizuka & Law (1982) gefunden (siehe Abbildung
7.19) und wird auf Gravitationseffekte zuriickgefiihrt. Unsere Analyse zeigt
jedoch, dafl diese Losung auch ohne Gravitation existiert. Durch die destabi-
lisierende Wirkung der Gravitation kann die Amplitude der Losung beliebig
erhoht werden. Eine Verminderung von « bewirkt ebenfalls eine Vergrofe-
rung der lokalen Absenkung der Flammenfront.

7.3.2 Eindimensionale zeitabhingige Muster

Fiir o < ags =~ .015 wird das stationdare S1 Muster instabil gegeniiber
zeitabhéngigen Mustern. In Abbildung 7.16 ist dieses Muster fiir ein & un-
terhalb c..;; in Abhéngigkeit der Zeit dargestellt. Bei der Rechnung wird eine
Symmetriebedingung gestellt, so dafl sich ein beziiglich {( = 0 achsensymme-
trisches Muster ergibt. Zur Darstellung des Musters werden der Auslenkung
der Flamme proportional Grauwerte zugeordnet. Das Muster hat folgende
Eigenschaften:

e Zur Zeit 79 = 100 ist die Lésung periodisch in ¢ wobei die Amplitude
aller Zellen etwa gleich grof ist.
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Abbildung 7.15: Lokalisiertes Muster fiir o = 0.019



A. Class, Zellulare Struktur laminarer Staupunktflammen

107

300

100

-100 0
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Abbildung 7.17: Stochastisches Muster mit o,sf = .01
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e Durch die streckende Wirkung des Stromungsfelds werden die einzelnen
Zellen gedehnt, so dafl die Wellenlinge des Musters stetig zunimmt.

e Zur Zeit 77 ~ 140 entsteht in allen Télern des Musters eine neue Zel-
le, d.h. es erscheint ein weiterer Wellenkamm, dessen Amplitude im
weiteren Verlauf anwichst.

e Bis zum Zeitpunkt 75 ~ 170 wichst die Amplitude der neu entstande-
nen Zellen bis zur Amplitude der urspriinglichen Zellen heran wahrend
die Amplitude der urspriinglichen Zelle etwas absinkt.

e Das Muster zum Zeitpunkt 75 entspricht wieder dem Muster am An-
fangszeitpunkt 7y.

Der dynamische Vorgang ist zeitperiodisch. Der Beobachter sieht eine Wan-
derbewegung der Zellen mit der Strémung. Dabei steigt die Geschwindigkeit
jeder Einzelzelle in Richtung des seitlichen Rands linear an. Mit dieser Wan-
derbewegung geht eine Expansion der Wellentéler einher. In regelmifigen
Zeitintervallen entsteht in jedem Wellental ein neuer Wellenkamm, der mit
der Stromung weiterwandert. Diese Form der Instabilitat wird hier als ge-
strecktes Zellmuster mit periodischer Zellteilung bezeichnet. Der dynamische
Vorgang entspricht den in den Kapiteln 4 und 5 diskutierten Instabilitits-
mechanismen.

In Abbildung 7.17 ist ein Muster fiir o < gy dargestellt. Das Muster
zeigt weiterhin den Transport der einzelnen Zellen mit der Stréomung und
die Entstehung neuer Zellen. Da die Stirke der Stromung jetzt geringer ist,
findet die Wanderbewegung der Zellen wesentlich langsamer statt. Der Wan-
derbewegung der Zellen sind jetzt Sekundéarinstabilitaten iiberlagert, die zu
unregelmafligen Bewegungen der Einzelzellen fiihren. Diese unregelmafligen
Bewegungen fiihren hiufig zu einer Koaleszenz benachbarter Zellen. Durch
diese Zellverschmelzung entstehen in der Umgebung vergrofilerte Wellentéler,
so daf} hier neue Zelle entstehen kénnen. Die Zahl der Zellen im gesamten
Gebiet bleibt stets etwa gleich grol und die mittlere Wellenldinge des Mu-
sters entspricht etwa der maximal angefachten Wellenldnge, die sich aus der
linearen Stabilitdtsanalyse des ebenen Grundzustands ergibt.
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7.4 Gegeniiberstellung von Experiment und
Simulation

7.4.1 Lokalisierte Flammen

Fiir die experimentelle Untersuchung von Staupunktflammen wird vom Ex-
perimentator stets eine ebene Flamme angestrebt. Hierzu wird der Brenner
moglichst ideal ausgefiihrt, so daf} die Kritmmung der Flamme sehr schwach
ist. Das effektive Stromungsfeld weist stets in Richtung des Brennerrands,
weshalb in der Literatur keine experimentellen Ergebnisse zu lokalisierten
Flammen vorliegen.

Dennoch finden sich in der Literatur Experimente, die zum Vergleich heran-
gezogen werden konnen.

Gorman et al. (1994) untersuchen sehr detailliert Vormischflammen in ei-
ner Unterdruckbrennkammer. In ihrer Brenneranordnung wird die Flamme
durch Warmeverluste an den Brenner stabilisiert. Es liegt keine Staupunkt-
strémung vor. Dennoch finden sie viele Zellmuster (vergleiche Abb. 7.18),
die starke Ahnlichkeiten zu den in dieser Arbeit gezeigten lokalisierten Zell-
mustern aufweisen.

Gefunden werden regelmaflige ringférmige Anordnungen von Zellen. Die
Grofle jeder einzelnen Zelle ist hierbei ungefiahr gleich. Lediglich der sduflere
Ring der Zellen ist vom Brennerrand beeinflult. Die Zahl der inneren Zellen
wichst von Abb. 7.18 d-i von Eins bis Sechs. Dabei rotiert das zweizellige
Muster und existiert nur fiir eine begrenzte Zeit. In Bild j wird ein Muster
mit einer zentralen Zelle und sieben ringférmig darum angeordneten Zellen
gezeigt und in Bild k ein Ring mit drei Zellen umgeben von neun Zellen.
Diese Muster entsprechen den in Kapitel 7.2.2 und den in Abbildung 7.14
a-g gezeigten Bildern.

Die Struktur und Aufeinanderfolge der Muster fiir eine brennerstabilisier-
te Zellularflamme entspricht somit derjenigen von lokalisierten Zellularflam-
men in gekriimmten Staupunktflammen. In der brennerstabilisierten Flam-
me entfallt lediglich der stabilisierende Einflufl des Strémungsfelds. Dieser ist
am Brennerrand starker wirksam als im Brennerzentrum, so daf die Muster
in hinreichend stark gekriimmten Staupunktflammen lokalisiert sind, aber in
brennerstabilisierten Flammen nicht. Dies hat auch zur Folge, dafl bei den
Staupunktflammen keine regelmafligen Muster mit mehr als drei Zellringen
(siehe Abb. 7.14 g) gefunden werden.

Die Aufeinanderfolge der Muster wird bei brennerstabilisierten Flammen
durch die relative Grofle der Zellgrofle zum Brennerdurchmesser, also der
Gemischzusammensetzung, gesteuert. Bei Staupunktflammen kann dies auch
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Abbildung 7.18: Geordnete Zellmuster nach Gorman et. al. (1994)
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obere Flamme mit
S1-Muster

untere ebene Flamme

Abbildung 7.19: Eindimensionales Muster von Ishizuka & Law (1982)
durch eine Variation der Starke der Staupunktstromung geschehen.

7.4.2 Gestreckte Flammen

Im Kapitel 1.5 werden Experimente von Ishizuka & Law (1982) beschrieben.
Hauptziel ihrer Arbeiten ist die Bestimmung des Ziindbereichs der Mischung-
en. Instabilitdten werden lediglich qualitativ beschrieben. Fiir jeden Instabi-
litatstyp wird ein Foto gezeigt, das die Struktur des Musters belegt. Da diese
Fotos von der Seite her aufgenommen werden, ist die Struktur zweidimen-
sionaler Muster nicht sehr deutlich. Zum direkten Vergleich kann lediglich
ein stationéres eindimensionales Muster herangezogen werden (vergl. Abb.
7.19). Dieses Muster ergibt sich bei fetten Propan/Luft-Flammen und 15st
eine ebene Flamme ab, wenn die Stirke der Staupunktstréomung reduziert
wird.

Die Abbildung zeigt zwei Flammen zwischen zwei aufeinander gerichteten
vertikal ibereinander angeordneten Brennern. Der Massendurchsatz ist in
beiden Brennern gleich grof, so daf} sich zwischen den beiden Brennern bzw.
zwischen den Flammen ein freier Staupunkt ergibt. Nach unserer Theo-
rie gilt fiir jede der Flammen eine verallgemeinerte Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung. Diese unterscheiden sich lediglich durch den Gravitationsterm,
der fiir die obere Flamme destabilisierend wirkt. Fiir die untere Flamme
ist der Gravitationseinflufl stabilisierend, da die leichteren Rauchgase ober-
halb des dichteren Brenngasgemisches liegen. Dementsprechend zeigt nur die
obere Flamme ein Muster. Die untere Flamme ist lediglich durch eine Wech-
selwirkung der Flammen, die in unserer Theorie nicht beriicksichtigt wird,
schwach gekriimmt. Die obere Flamme weist ein rillenformiges Muster auf.
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Dieses Muster ist achsensymmetrisch beziiglich der Brennermitte. Entlang
der Rille, d.h. normal zur Bildebene, ergeben sich keine Variationen der Aus-
lenkung. Im Zentrum ist die Flamme in Richtung der Stauebene zwischen
den beiden Flammen ausgelenkt. Zum Brennerrand hin wird die Flamme
zunehmend eben. Dieses Muster stellt eine lokalisierte Struktur dar, da die
Stérung mit zunehmendem Abstand zu der Symmetrieachse abnimmt und
die Flamme in den Auflenbereichen annihrend eben ist.

Eine Gegeniiberstellung von Abbildung 7.19 mit Abbildung 7.15 zeigt eine
deutliche Ubereinstimmung der in Experiment und Theorie gefundenen Mus-
ter. Es sollte beachtet werden, dafl eine positive Auslenkung von ® einer
Auslenkung in Richtung des Staupunkts entspricht und somit im Experiment
als eine Auslenkung der oberen Flamme nach unten zu beobachten ist.

Es ergeben sich folgende qualitative Ubereinstimmungen von Theorie und
den Experimenten von Ishizuka & Law (1982):

@ Form des stationaren Musters.,

e Mit sinkender Starke der Staupunktstromung nimmt die Auslenkung
des Musters zu. Im Experiment wichst die Auslenkung so stark, daf
sich die obere Flamme und die untere Flamme schliellich vereinigen.

e Mit wachsender Stirke der Staupunktstrémung ergibt sich ein Uber-
gang zu ebenen Flammen.

e Im Experiment ergibt sich durch eine Anderung der Gemischzusam-
mensetzung in Richtung Stéchiometrie ein Ubergang zu zeitabhangigen
zellularen Flammen, die jedoch nicht detailliert beschrieben werden. In
der Theorie entspricht dies einer Anderung der Lewis-Zahl bei gleich-
zeitiger Reduzierung der Starke der Staupunktstromung. In der Theo-
rie werden fiir schwache Staupunktstromungen ebenfalls zeitabhingige

zellulare Flammen gefunden (vergl. Abb. 7.16 und 7.17).

7.4.3 Anforderungen an zukiinftige Experimente

Fiir die in der Literaturiibersicht angegebenen Experimente gilt generell, dafl
das Stabilitdtsverhalten ebener Flammen nicht das primare Untersuchungs-
ziel der Arbeiten ist und somit quantitativ unzureichend ausgewertet wird.

Fir einen quantitativen Vergleich von Experimenten mit der Theorie ist zu
beachten, dafl die in dieser Arbeit benutzte Theorie das Verhalten zellularer
Staupunktflammen qualitativ beschreibt, da im Modell stark vereinfachende
Annahmen getroffen werden. Besonders soll in diesem Zusammenhang auf
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die Annahmen einer konstanten Dichte und einer einzelnen den Reaktions-
verlauf bestimmenden Komponente hingewiesen werden. Wird dennoch ein
quantitativer Vergleich angestrebt, so miissen diese Annahmen in der Aus-
wertung der experimentellen Daten berticksichtigt werden.

e Die Zeldovich-Zahl kann nicht aus einer Elementarreaktion abgeleitet
werden. Sie muf indirekt iiber die Temperaturabhingigkeit der Flam-
mengeschwindigkeit aus Beziehung (2.14) ermittelt werden.

e Entsprechend kann die Lewis-Zahl indirekt aus der Abhangigkeit der
Flammengeschwindigkeit von der Flammenstreckung, gemafl Abbildung
1.5 oder aus Beziehung (3.4), abgeleitet werden.

e Schliefllich kann die Flammenstreckung nicht direkt aus dem Abstand
des Brenners von der Stauplatte sowie der Brenngasaustrittsgeschwin-
digkeit bestimmt werden. Sie folgt aus Geschwindigkeitsgradienten am
Ort der Flamme gemif Beziehung (A.24).

Die erforderlichen Daten kdnnen gegebenfalls durch eindimensionale Flam-
mensimulationen unter Berticksichtigung komplexer Chemie ermittelt wer-
den.

Am Institut fiir Angewandte Thermo- und Fluiddynamik des Forschungszen-
trums Karlsruhe, Technik und Umwelt, wird derzeit ein Brenner entworfen,
der so instrumentiert werden soll, daf} ein quantitativer Vergleich von Theo-
rie und Experiment moglich wird. Dieser Brenner wird dhnlich dem in Wey-
rauch (1986) beschriebenen Flachbrenner ausgefiihrt. Dieser wird mit einer
zusétzlichen Stauplatte in Form einer Quarzglasscheibe ausgertistet, um eine
Staupunktstréomung zu realisieren.



Kapitel 8

Zusammenfassung und
Schlufifolgerungen

Laminare Vormischflammen in einer Staupunktstromung zeigen haufig zellu-
lare Muster. Mit den in dieser Arbeit entwickelten Ansitzen konnen einige
markante Erscheinungen an Staupunktflammen berechnet werden. Zur Be-
schreibung der Flammenstruktur wird eine asymptotische Approximations-
theorie fiir hohe Aktivierungsenergien herangezogen.

Die Formulierung der Grundgleichungen beruht auf einem thermisch-diffusi-
ven Modell mit einer Boussinesq-Erweiterung, so dafl eine schwache Kopp-
lung zwischen den Impuls- und den Wéarme- und Stoffbilanzgleichungen be-
steht. Es wird ein asymptotisches Modell fiir eine schwache Staupunkt-
stromung unter der Voraussetzung hergeleitet, dafl eine charakteristische
Langenskala des Stromungsfelds grof} ist im Vergleich zu einer typischen ther-
mischen Langenskala von einigen Zehntel Millimetern.

Im Rahmen des asymptotischen Modells wird die Stabilitdt ebener Flammen
fiir schwache Staupunktstromung auf lineare Stabilitat gepriift. Die Analyse
ergibt, daf} kleine Stérungen fiir Le < Legy < 1 zeitweise angefacht werden.
Diese klingen jedoch letztendlich in der Zeit asymptotisch ab und somit ergibt
sich stabiles Verhalten der Flammfront fiir alle Le < 1. Fiir Le > 1 wird
ferner die Kurve der Grenzstabilitat fiir pulsierende Flammen hergeleitet.

Eine Untersuchung der Invarianzeigenschaften der Grundgleichungen im Zeit-
bereich ergibt eine Invarianz der Gleichungen gegen eine Querbewegung von
Losungen nach einem exponentiellen Zeitgesetz. Diese Eigenschaft kann
als Instabilitdt der Flammfront gegeniiber Wanderwellen interpretiert wer-
den. Diese Wanderwelleninstabilitat beliebiger der Grundlsung iiberlagerter
Muster besteht, wenn die Staupunktstréomung von der Brennerachse aus ge-
sehen nach auflen gerichtet ist. Diese Instabilitat wird auch in Experimenten
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beobachtet.

Fiir Le < Le,y wird eine schwach nichtlineare Theorie fiir Stérungen grofier
Wellenlinge hergeleitet. Sie liefert eine verallgemeinerte Kuramoto-Sivashin-
sky-Gleichung. Diese Gleichung stellt eine nichtlineare Evolutionsgleichung
fiir die Auslenkung der Flamme aus dem Grundzustand dar.

Die verallgemeinerte KS-Gleichung weist einen neuen
Term auf, der beliebige, aber kleine Stérungen des Enthalpie- und Geschwin-
digkeitsfelds am Brenner beriicksichtigt. Mit Hilfe des Zusatzterms konnen
nichtebene Grundzustinde der Flamme modelliert werden. Das zu einem
vorgegebenen Grundzustand der Flamme passende Storfeld ist so eindeutig
bestimmt. Da bei technischen Brennern i.a. eine Kriimmung der Flamme
in Richtung des Brenners am Brennerrand vorliegt, wird eine parabolisch
gekriimmte Flamme ausfiihrlich untersucht. Es ergeben sich je nach der
Kriimmung der Flammfront grundverschiedene Strukturen der Flamme.

Zur detaillierten Auswertung der KS-Gleichung im stark nichtlinearen Be-
reich werden ausgiebige numerische Simulationsrechnungen durchgefiihrt.
Hierfiir wird ein Fourier-Kollokationsspektralverfahren entwickelt und ein-
gesetzt. Es sind die bislang ersten systematischen Untersuchungen fiir die
Staupunktflamme.

Zwei neue Ergebnisse sollen hier ausdriicklich hervorgehoben werden:

e Flir eine schwache gekriimmte Flammen ergeben sich gestreckte Zell-
muster mit ” periodischer” Zellteilung. Bei diesen Flammen nimmt die
Grofle der einzelnen Zellen durch die streckende Wirkung des Stromungs-
felds kontinuierlich zu, bis diese durch nichtlineare Wechselwirkungen
der Zellen untereinander in mehrere Zellen zerfallen. Dies ist ein rein
nichtlinearer Effekte. Die Stirke der Staupunktstrémung hat einen
stabilisierenden Einfluf} auf gestreckte Zellmuster.

e Fiir eine hinreichend starke Kriimmung der Flamme ergeben sich re-
gelmaBige lokalisierte Zellmuster. Die Kriimmung der Flamme hat fiir
lokalisierte Flammenmuster einen stabilisierenden Einflufl. Es werden
erstmals auch Losungen berechnet, die stationéres, periodisches und
chaotisches Zeitverhalten aufweisen.

Sowohl fiir gestreckte als auch fiir lokalisierte Muster gilt, daf}, mit einer Re-
duzierung des stabilisierenden Einflusses der Stérke der Staupunktstrémung
bzw. der Kriimmung der Flamme, sich in zunehmendem Mafle komplexere
raumliche und zeitliche Strukturen ergeben.

Diese Arbeit hat eine Reihe offener Fragestellungen zur zellularen Struktur
von Staupunktflammen beantwortet. Es ergeben sich weitere interessante
Ansatzpunkte fiir zukiinftige Arbeiten:
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Es ware sicher wiinschenswert, lokalisierte Flammenmuster experimentell
nachzuweisen .

Weiterhin sollte durch numerische Simulationen gezeigt werden, ob sich durch
eine volle Beriicksichtigung der thermischen Expansion des strémenden und
reagierenden Gases ein qualitativ neues Verhalten von Staupunktflammen
ergibt. Hierbei interessiert u.a., ob die Wanderwelleninstabilitdt unterdriickt
werden kann.

Es sollte untersucht werden, ob die hier gewonnen Ergebnisse zur Struk-
tur laminarer Flammen im ’laminar flamelet’-Modell beriicksichtigt werden
kénnen, um eine bessere Modellierung turbulenter Flammen zu erzielen.







Anhang A
Flammenstreckung

Dieser Anhang gibt die Herleitung der Flammenstreckung wieder, wie sie von
Matalon (1983) dargestellt wird.

Es wird ein infinitesimal dicke Flamme angenommen. Die Flamme ist dann
eine Flache.

Es soll jetzt ein Punkt betrachtet werden, der auf der Flamme liegt und
auch fiir spitere Zeiten auf der Flamme verbleibt. Der Punkt werde durch
das Strémungsfeld entlang der Oberflache bewegt. Aus solchen Punkten kann
ein differentiell kleines Flachenelement A gebildet werden. Dieses Flachen-
element wird kontinuierlich von der Strémung deformiert, wodurch sich auch
die Flache des Elements &ndert. Ein Maf fiir diese Deformation wird von
Williams (1975) vorgeschlagen

(A1) K = (%‘;—‘f) .

Es ist zu beachten, dafl alle Gréflen in dimensionsloser Schreibweise ange-
geben sind. Léngen sind mit der thermischen Grenzschichtdicke und die
Zeit mit der Aufenthaltszeit in der thermischen Grenzschicht dimensionslos
gemacht.

Die Grofle K wird als Flammenstreckung bzw. als Flammendehnung be-
zeichnet.

Die Flammenstreckung ist eine skalare Gréfle und variiert in Raum und Zeit.
Positive K bedeuten eine Dehnung der Flamme wahrend negative K fiir eine
Kompression der Flamme stehen.

Das Konzept der Flammenstreckung geht bereits auf Karlovitz et. al. (1953)
zuriick. Die Flammenstreckung wird von ihnen als wichtige Grofie beim
Quenchen (Ausloschen) von Flammen identifiziert. Die Flammendehnung

119




120

wird von ihnen durch die Karlovitz-Zahl

1 d’Ut
A.2 Ka=——
( ) ¢ vy dy

charakterisiert. Hierin ist v; die Geschwindigkeitskomponente tangential zur
Flamme. Die Karlovitz-Zahl ist jedoch nur fiir stationére zweidimensiona-
le Vorginge definiert. Buckmaster & Ludford (1982) findet eine fiir allge-
meine Flammen giiltige Definition der Flammendehnung, die auf Gleichung
(A.1) beruht. Schliellich wird eine koordinatenunabhéngige Formulierung
der Flammenstreckung von Matalon (1983) gefunden.

Die Flamme ist eine Fléche, deren Position in kartesischen Koordinaten X =
(z,y,2) gegeben ist

(A.3) F(X,t) =z — F(y,z,t)=0.

Die Geschwindigkeit der Flamme ist

(A 4) w = é—x—
v 12
Auf der Flamme gilt
dF 3]7 dX
(A.5) —_— = — Vf 0.

dt 6t

Die Normale n der Flamme ist

vr  (LE%E)
VAT iy (ViR

Die Normalgeschwindigkeit der Flamme ist

(A.6) n=

or oF
(A.7) W, = W.n = Jb., — ot

IVFl 1+ (ViR

Die Vektorfunktion (siehe hierzu Abbildung A.1)

(A.8) x(y,2,t) = (F(y,2,1),9,2)

ist eine parametrische Darstellung der Flammenflache.
Es sei 0 ein Punkt dieser Fliache zur Zeit t, gegeben durch x(yo, 20,t). Aus
diesem Punkt und drei benachbarten Punkten x(yo+06y, 20, 1), X(¥0, 20+ 62, t)
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X(Yo:Zoot)

Abbildung A.1: Flammendehnung

und x(yo+98y, 20+02z,t) kann ein infinitesimal kleines Parallelogramm gebildet
werden, dessen Seiten die Vektoren

ox oF

(AQ) (AX)1 = 8—y5y = (—a—y—,l,O)éy,
ox oFr

(A].O) (AX)Z = a—zéz = (5,0, 1)(52

sind. Hier sind die partiellen Ableitungen am Punkt 0 zu berechnen. Der
Flacheninhalt des Parallelogramms ist

(A1l)  AR) = (A% x (Bx)s]l = /1 + (V. F)26ys.

Die Flamme bewegt sich im Fluid mit der Geschwindigkeit w = (wy, wq, w3)
und deformiert gleichzeitig. Nach einem Zeitinterval 6t ist die Oberfliche
gegeben durch

(A.12)  x(y,z,t+ 6t) = (F(y,z,t) + wibt,y + wybt, 2z + w3bt) .

Das deformierte Flichenelement kann durch ein neues infinitesimal kleines
Parallelogramm approximiert werden. Die zugehorigen Seitenvektoren sind

(A.13) (Ax) = (OF 0wy, g Dung Ous

—6t)6
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¢ _ (9F  OW . OWy
(A.14) (Ax)y = | ~ + zét
Der zugehorige Flacheninhalt ist
(A.15) Alt +6t) = [|(Ax)f x (Ax)F] -

Ein Punkt bleibt auf der Flamme sofern die folgende kinematische Beziehung
(siehe (A.5)) erfiillt ist:

OF oF OF

Wird Gleichung (A.16) benutzt, um w; zu substituieren, ergibt sich der neue
(‘%""WJ_V_L) 1+(VLF)2
J1+(VLF)

Flacheninhalt zu
(A.17) Y1+ (VLF)2ybz + O ((68)) ... .
Es ist w, = (wq, w3) das Geschwindigkeitsfeld in den (y, 2)-Richtungen.

Die Flammenstreckung an einem Punkt zur Zeit ¢ wird durch eine Grenz-
wertbildung 67 — 0 bestimmt

(A.18) K = -1 lim (A(t +91) A(t)) .

Es folgt,

Viw, +

Alt +6t) = {1+6t

_ ﬁ@iu-\h. (\/1+(VJ‘F)2WJ_)
\/1+(VJ_F)2

Schliefllich mufl der Zusammenhang zwischen der Relativgeschwindigkeit der
Flamme beziiglich des Fluids w und der Fluidgeschwindigkeit v bestimmt
werden. Es ist zu beachten, dafl das Flachenelement sich auf der Flamme
mit der Tangentialgeschwindigkeit des Fluids bewegt

(A.19) K

.

(A.20) w—(wnn=v—(von|_..

Werden jetzt die Beziehungen (A.6) und (A.7) sowie eine Aufspaltung des
Geschwindigkeitsfelds in

(A.21) vV =1u,.e; +V,.(e,e,)
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benutzt (d.h. v; = (v,,v,)), folgt fiir die Flammendehnung

K = 1 \V/ ((1+(V_LF)z)vl_l'(Uw—V_L.VJ_F)VJ_F)_
T+ (VP2 J1+(ViF)?
or ( v, F O\

J1+ (VLF)2VL J14 (VLF)2) '

Dieser Ausdruck wird von Matalon (1983) in eine koordinateninvariante Form
{iberfiihrt

oF
(A.23) K=- [V X (v Xm)|p_g- n+iv.n] .
F=0

(A.22)

IVF]
Der erste Term beriicksichtigt den Effekt eines ungleichférmigen Geschwin-
digkeitsfelds, wahrend der zweite Term die Wirkung der Bewegung einer
gekriimmten Flamme erfafit.
Es ist zu beachten, dafl die Flammendehnung einer ebenen Flamme

(A.24) K = [VLVL} T_0

L8 =

ist.







Anhang B

Ebene Grundlosung

Die Grundldésung hat zwei wesentliche Eigenschaften:

e Sie ist eben, d.h. —z-*O

e Sie ist stationér, d.h. 2 -,

Hieraus folgt, dafl der Absuand der Flamme F' von der Stauebene konstan
ist.

Die Gleichungen (2.44) und (2.45) der Ordnung O (1) vereinfachen sich vor
der Flamme fiir z < 0 zu:

ot

0 0
d2e{” + R doy”

(B]‘) d 2 b d.’E = O)
28" ydS” I

B. @ _— .
(B.2) e + F dz + A T
Hinter der Flamme fiir > 0 gilt:
(B.3) o = 1,

d2 (0) (0)
(B.4) S 2 B nd%_ _

Cdz? dx

Aus der Dirac’schen Delta-Funktion an der Flamme resultieren die nachfol-
genden Sprungbedingungen:

(B.5) 6" = [s"] =0,
e 1
(B.6) d; = —exp (55’50))‘,
]
as®] oo
o8] - i)
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Die zugehérigen Randbedingungen lauten:

@,(,0) = S,SO) =0 fir z— —o0,
®3) 15O
dx

=0 fiir © — 4o00.

Die Energiegleichung (B.1) ist unabhéngig von der Enthalpiegleichung (B.2).
Die zugehorige Losung ist

(B.9) 0 = exp (—F},('l):n) fir z<0.

Die Auswertung der Sprungbedingung (B.6) liefert die Enthalpie SISO) (z =
0) = 2ln (—Fb(_l)> an der Flamme. Dieser Wert wird als Randbedingung
der Gleichungen (B.2) und (B.4) an der Flamme, d.h. fiir 2 = 0 benutzt.
Hiermit bestimmt sich die Enthalpieverteilung zu

2In (=F) + AOE ) exp (-F V), 2 <0,
(B.10) S§°)={ §1n<(_ Ji”)), s Va) exp (=K V) T

Die Sprungbedingung (B.7) stellt eine Lésbarkeitsbedingung dar, aus der sich

die Flammenposition Fb(_l) zu

(B.11) F&Y =1

ergibt.

Die Gleichungen der fithrenden Ordnung sind hiermit gelést und es wird
mit der Ordnung O(k) fortgefahren. Unter der Voraussetzung eines ebenen
stationdren Zustands vereinfachen sich die Gleichungen (2.47) und (2.48) vor
der Flamme zu:

a2V def

(B.12) o3 rralie —(z+ Fexpz,
260) 4o 2eM

(B.13) G R S C L S
dz? dz da?

— (/\(0) + (z + Fb(o))(l + a:)) exp .
Hinter der Flamme fiir > 0 gilt:

(B.14) eV = o,

42 (1)
(B.15) S _ 45 _
dxz? dzx
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An der Flamme bei z = 0 gelten die nachfolgenden Sprungbedingungen:

(B.16) o] = [s{] =o,
deM] 1 ()

(B.17) [ =] = %
a5 L @em .

(B.18) {dm = 050 0.

Das Problem muf fiir die Randbedingungen

z(;]) = Sél) =0 fir z— —oo,
(B.19) ds

prake 0 fiir x — +4-o0.

gelost werden.

Der Losungsweg ist analog dem fiir die fithrende Ordnung ausgefiihrten Weg
und birgt keine Schwierigkeiten in sich. Die sich ergebende Temperatursto-
rung @bl), die Enthalpiestérung Sgl) und die Storung der Flammenposition

Fb(o) ist im Hauptteil durch die Beziehungen (3.1), (3.2) und (3.3) gegeben.







Anhang C

Lineare Stabilititsanalyse

Rechte Seiten in der O (1):

(C.1) A0 = —(k* +w)expa,
(C.2) P = 2@ <w + (B + w)m) exp .

Rechte Seiten in der O (k):

INO 14 m) +
(=1 4+ 16" +0)AO + (6 +w) (1+12@) 4+
% (k*2 -+ w) ;1:2} exp T,

dP®
% (

dO0) d2p)
(C4) pf = _7%:_ (32O +142) -2 {"d—mz_ + k:*QP(O)} +

</\(°) — % ()\(0))2w + )\(l)w) exp +

{30 (1= 6 2m) = (54 30) (1) +
A0 (k*2 + w)} Lexpx —

1@ (3k:*2 +dw + AO (K 4+ w)) rlexpx —
AO(k** 4+ w)a® expz,

dO©)
©8) A = ~T (10 41 1a).
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Die Lésungen sind in der Ordnung O (k) fiir < 0:
(C.6) PO = { 1IN0 ( /\(0)—|—1)a:+ ST }exp:c+

a (o)a 2
RO G +* (a+a?) +_-t-_$}exp<_-t-_a;)
1
~3

1

2
1) Q" = A0 W) exp & +
)\(O) + 2/\(0)) riexpx +

(2)\(0) + )\(0) — )\(1)> rexpx +
% (0)1: expx -+

1,

i

-0 (14 2w) +
(/\(0)) (1+2w) +a® (2+6X) +
a® ((—2 — 3\ _4 (,\“)))2 +
a1 _ (\<o>)2w 4 ,\(%) n
( 2 —4\® — /\(0) + 2,\(”) +
o® (2+ A(O))}mexp (—+—:c) +
1a78 {4)\(0) (14 2w)+a (2)\(0) — (,\<°>)2 (1+ 2w)) -
o (2 +8)0 12 (X) 4 \Ow 42 (A’ w> -
a® (6)\(0) + (A@) ) } z?exp (42z) +
o™ {XO (1 + 2w) +
a (200 + 2)00) + a2AO} 2* exp (L2x)

1
8

und fiir z > 0:
c8) PO =
(C.9) QW = {-1-a2-12O4 1a~2,\(0)_}exp (1;2%) n
=2 {2 ta (/\(0) - 2) 20’ (1 n Aw)) _

@ (24 2) }zexp (520 +
{

10 11—2a—+—a}:1: exp( a:)

wl»—\f—N-\O



Anhang D

Verallgemeinerte
Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung

D.1 Temperatur- und Enthalpiefeld

Die rechten Seiten sind:

o = 200 — {20 1 (7,y0)" v, Vg0
anp(D) — Viwm} exp i,
PO = 2 s® 4 oy e
2 (vw“))2 + v Vgt 4 aw“’} exp T—
2%‘:»2 + (Vﬂ/’(l))z + v Vi 4 anpM—
V2 — Viz/)(z)} Texpr,

(D.1)

P = —Vis®,

Die Losungen in der Ordnung O (¢®) sind fiir z < 0:
1
(D.2) 00 = —w§3)a: XpL — o (V‘i@b(l)) zlexpx +
G
(-—2 v (Vﬁ/)(l)y — vV iph—
or

ayp 4 W) 4 Vzﬁ/)@)) T exp T,
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(D.3) s® = &4 (5(3) (0) — sg’,)) expzT —
w§3)w2 exp T — (Vi’l/)(l)) z3expx +

HuD

RAVATTI S 2V"ii/)(1) + 2V2L¢(2)) wlexpx —

or
200p() 4 GViz/)(l)) Texpx

(1)
<2 W 4y (v lw“))z +2v, . VD4

und fiir z > 0:
(D.4) 03 = 0
03) O = s00) +2(Vig)e

D.2 Geschwindigkeitsfeld

In diesem Anhang wird das Stérgeschwindigkeitsfeld w(® bestimmt. Dieses
: (3) .3 (3

setzt sich aus den Komponenten (Wi, w3 ', W3 ') zusammen.

Zunachst wird Zone I betrachtet, in der Stérungen der Quergeschwindigkeit
in Storungen der axialen Geschwindigkeit umgewandelt werden. Dies ist ein
reibungsfreier Prozel. Die geeignete Lingenskala zur Beschreibung dieses
Umverteilungsprozesses ist O 1E , d.h. diese Zone hat eine axiale Langen-
ausdehnung von der Groflenordnung der Abmessungen des Brenners. Eine

neue axiale Raumkoordinate wird mit

(D.6) ¢s = Ve (zs — Fp)

eingefiihrt und in die Gleichungen (2.57) und (2.56) eingesetzt. Das {p-
Koordinatensystem ist ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Ursprung
am Brenneraustritt liegt. Die Losung fiir w und II wird als eine asymptoti-
schen Reihe der Form

w ~ewl) te2wl?® 4elw® 4.

D.7
(D7) 0 ~ellf? +e20P 420 +...

angesetzt. Wie schon oben erliutert, ergibt sich fiir die erste und zweite Ord-
nung nur die triviale Losung. Auf der {5-Skala ergeben sich die Gleichungen
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fiir wﬁa) und fiir £ > 0 in der Ordnung O (57/ 2) ZU:

owiy _ onf

n =0,

55@ Op

owy) oY
) + — — 0,

(D.8) 855) o)
65@) (%(3) 3) o

ow ow®  ow

L W OWsr

zusammen mit geeigneten seitlichen Randbedingungen und

wﬁ? =wyp fir ég=0,
(Dg) Wg?} = Wa,B fiir 63 = 0,

Wg?} = W3 B fiir EB = 0.

Wobei w; g, Wy p und wz p beliebige Funktionen der Koordinaten n und
¢ sein kénnen. Die Losung des linearen Gleichungssystems (D.8) erfolgt
wiederum mittels einer Fouriertransformation. Im Spektralbereich ergibt
sich:

ow g?},k Bﬂf}l

= 0,
0 B Ofp
ow
(D.10) _5%_1& _kgffng?l)c 0,
5
1,1k 3
OB +W(l’)1’k N

Hierin sind die Fouriertransformierten der beiden Quergeschwindigkeitskom-
ponenten zusammengefaft:

(D.11) wf’,k = zlcwgl),c + z'lwgfl)’,c
und
(D.12) k2, =k 41

Diese Gleichungen konnen leicht im Spektralbereich gelost werden. Fiir
k}ef f 74 0 gllt

3
3 3 Wi Bk
Witk = Wik Ty (1 — exp (—kess€B)) ,
(D.13) Wf,)f,k = wﬂ?’)?é;c exp (—kesrép),
w
O = ——22% exp (—kess€p) .

kegy




134

Fir k.sr = 0 sind die Losungen unabhéngig von £p:

w® (3)

CAIN R
(014 ige = Vipamo =0
Waik = WaBr—0= 0,

3
n9_, =1,

Die Mittelwerte der Quergeschwindigkeiten wg’}},o und w;(,?},o werden zu Null

gesetzt, da diese im allgemeinen durch eine Querverschiebung des Koordina-
tenursprungs mittelwertfrei gemacht werden kénnen. Die Druckstorung Hgs)
kann erst nach der Analyse aller Zonen bestimmt werden, da die Druckrand-
bedingung stromab der Flamme gestellt wird. Aus den Randbedingungen am
Brenner W&?B,k und w f’) )B’k lassen sich die Ubergangsbedingungen (¢5 — 00)
fiir die Ausgleichszone II bestimmen:

3

. , 3)% (3) W B,
Kesy 7 U Wg,lB,k =Wipr _kb‘i_k
3)x
W<(§S)B’k )
o 0
<D15) Iék* ’ 3
kegs =0: wéé%,k = wi,)B,lc:Oa
Ve =
Wie =D
3
), =1,

In Zone II steht axialer konvektiver Transport mit diffusivem Quertrans-
port im Gleichgewicht. Dies ist im Gegensatz zum vorherigen Umvertei-
lungsvorgang ein reibungsbehafteter Prozefl. Die Beschreibung dieses Aus-
gleichsprozesses erfolgt wie das Abklingen der Temperaturstérung auf der
groflen Léangenskala O % und wird wieder mit der axialen Raumkoordina-
te Xp = (x5 — Fp) erfaft. Die Losung fiir w und II wird in Form einer
asymptotischen Reihe ausgedriickt:

w Newﬁ) +52wg) +53w§3}) e

D.16
( ) I ~cald +e2m?® 430 +..

Die Gleichungen fiir die Stérgréfien dritter Ordnung ergeben sich in der Ord-
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nung O (4):
aw®  ar®
et tPrViwih =0,
oty
P =0
D.17
¢ i e
3
o) owt _
an a¢

zusammen mit geeigneten seitlichen Randbedingungen und den Ubergangs-
bedingungen:

wf’}l = wf'g fir Xp =0,
(D.18) Ve =0 fir X5 =0,

n¥) =m®  fir Xz =0.

Die Losung dieser Gleichungen erfolgt mittels einer Fouriertransformation im

Spektralraum:
3 3)x
Wg,I)I,Ic = W§,1)3,k * eXp (— VPr - kegy XB) )
3 3
(D.19) wg,I)I = W:(’.,}I = 0,

3
1§} = .

Hieraus kann jetzt die Ubergangsbedingung fiir Zone III bestimmt werden.
Bei der Berechnung der Ubergangsbedingungen muB beachtet werden, daf
in Zone III im Gegensatz zu Zone II ein mit der Flamme mitbewegtes Koor-
dinatensystem benutzt wird. Da das Druckfeld der Grundlésung (5.18) mit
der axialen Koordinate variiert, ergibt sich ein der Auslenkung der Flamme
proportionaler Druckanteil

Wg:,sgo,lc = Wg?)B*,k + exp (-\/ Pr. keff . XF) N

. 3)
(3) Wl,B,k
WiBk Tk p )
e

(D20) exp (“\/Pr'keff'XF)a keff 740’
w® ks =0
I)Byk:O ) eff ’
wil, = Wi, =0,
3 — e 1
n®  =0® - 40,

Bevor mit der Behandlung der Zone III fortgefahren wird, soll die Beschrei-
bung der Vorheiz- und Reaktionszone (Zone IV) vorgezogen werden. Dies ist
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sinnvoll, da sich zeigt, daf} innerhalb der vierten Zone ein in axialer Richtung

konstantes Geschwindigkeits- und Druckfeld vorliegt, so dafl die Zonen III

und V gemeinsam behandelt werden konnen.

In der Vorheizzone wird das mit der Flamme mitbewegte Koordinatensy-

stem (z,7,() benutzt. Die Lésungen fiir w und II werden in Form einer

asymptotischen Reihe bestimmt:

w ~ewl 2wl 4w 4.

(D-21) - M p® L sp®
~ellyy  +ellyy 4’y 4+

Die Gleichungen fiir die Storung zweiter Ordnung ergeben sich bei asympto-
tischer Entwicklung in der Ordnung O (¢*) und lauten:

owlly, onf) otwl)y
3] or Ox? ’
o, L W
(D.22) 9 z2
o L
35) Ox?
8W1,IV - 0
Ox '

Da exponentiell anwachsende Stérungen nicht zuléssig sind, folgt aus diesen
Gleichungen lediglich die Unabhingigkeit der Losung von z:

3 3
(DZS) wéﬁ%v - W%égv (77) Q,’ﬁ) ’ Wg)}v = ‘(’g)g?}v (77: C>19) )
Wi, v = W3 v (7’>§719)> HIV :HIV (ﬂ,C,’lg)

Es erfolgt jetzt die gemeinsame Behandlung der Zonen III und V. In bei-
den Zonen ist Reibung vernachldssigbar. Es findet im wesentlichen eine
Umverteilung der Stérungen der Quergeschwindigkeiten in axiale Geschwin-
digkeitsstorungen statt. Die geeignete Langenskala zur Beschreibung dieses
Prozesses ist in alle drei Raumrichtungen von der Grofienordnung (9( 15)'
Das geeignete Koordinatensystem ist ein mit der Flamme mitbewegtes%o—
ordinatensystem.

(D.24) £ = /ex.

Auf der neuen Langenskala wird die Losung wieder in Form von asymptoti-
schen Reihen gesucht:

1 2 (3)
W~ 5W§I)1/V +52W§1)1/v +53WIII/V +ee

(D.25) 1 2 3
NgH(II)I/V +52H§1)1/v +53H§1)1/v L
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In der Ordnung O (67/ 2) ergibt sich der folgende Gleichungssatz:

3 3
oWty Oy

oWy 111y + 3H§11/v WO yta, £<0 _ 0

o on on | @ £>0 ’
(D26 pu® oI M

v TV o vy+a, £€<0 — 0
o€ o¢ g | o £>0 ’
3 3 3

aWg,l)u/v n 8“’5,}11/‘/ n BWI(K}II/V — 0
O¢ on o¢ '

Die Rand- bzw. Ubergangsbedingungen sind

W%ﬁﬂ” = W%;;o fElI‘ £ — —o00,
Wy rrr = W =0 fir ¢ — —o0,
) =1 | fir £ — —oo0,
(D.27) wil = wiy, = wf‘},,]g_%o fiir &€ — 40,
wgs‘)’ - ng = W:(z?}ulg_,_o fir £ — 40,
W:()f%/ = Wi(i?}v = WI(S?}III fiir f — —{—O,

£——0

Hgs‘)/ = Hg:,}}v = Hg?n fuir £ — +0.

.f-+~0

®) ©)

Es ist wyi,, bzw. die zugehdrige Fouriertransformierte wy ., ; in Gleichung

(D.20) definiert. Aus den Gleichungen (D.26) wird fiir alle £ 5 0:

3 3
dw§,I)II/V,k +dHJ(U)I/V,Ic — 0
d§ dg ’
dW(a)
LIL/Vk _ g2 ()
(D.28) —___d§ ef fAAIITVK
k2, M) =1 E<0 Ly
effYE 0 €0 ’
dwl,III/V,k 3
d—€+W(L,)111/v,k = 0

Hierin wird wiederum eine Kurzschreibweise fiir die Quergeschwindigkeiten
benutzt

3 (3 o (3
(D.29) WS.,)III/V,k = 'Lkwg,z)u/v,k + lei(i,}II/V,k'
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und kZ;; = k*+1*. Die Losung des Gleichungssystems (D.28) 148t sich leicht
bestimmen.

3 1 3
Wg,I)II,k = ‘7»/)1(; ):21 exp (kess€) + wg,go,ka

1
W(f)III,k = ¢I(c )%keff exp (kess€),

1
n, =90 (—y+ Fexp (kess)),

(D'30) 3 1 ) 3
wiy, =9y (-‘1 + 5 exp (—kefff)) + w6
3 1
w )v,- = Py ks s exp (—kegst),

3 1
08 =y (~Zexp (—hers6)).
Aus Gleichung (D.30) ergibt sich der gesuchte Zusammenhang zwischen der
Normalkomponente der Geschwindigkeit, der Auslenkung der Flamme und
den Geschwindigkeitsrandbedingungen am Brenner im Fourier-Spektralbe-
reich:

3 3 v o,a 3
(D.31) W§,}v,/c = Wg,}u,k (—0)= ) 1E ) + wg,go,k

bzw. nach einer Riicktransformation in den physikalischen Bereich

(D.32) Wity = —390 + wil.

Es muB jetzt nur noch gezeigt werden, dafl die durch die Flamme verursachten
Storungen des Geschwindigkeitsfelds in Zone VI abklingen. Die Behandlung
dieser Zone ist analog der Behandlung von Zone II. Fiir Zone II wurde be-
reits gezeigt, dafl sich auf der Langenskala O (%) exponentiell abklingende

Storungen ergeben. Zone VI ist auf der O % Langenskala im Gegensatz zu
Zone II unendlich ausgedehnt, so daf} alle durch den Brenner und die Flamme
verursachten Stérungen auf Null abklingen. Von einer expliziten Lésung der
Gleichungen kann abgesehen werden.
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Formelzeichen

E.1 Grofibuchstaben

oy ey ey o} ey ——y P ———y ——y ——
[ L S A S Y NP A

Amplitude in linearer Stabilitdtsanalyse
Eigenwert der Flammenfrontausbreitung
Geschwindigkeitskoeffizient der Reaktion
dimensionsloses Fldachenelement der Flamme
Amplitude in linearer Stabilitatsanalyse
Konzentration

linearer Operator im Spektralbereich
Stoftdiffusivitat

Aktivierungsenergie einer chemischen Reaktion
Abstand der Flamme von der Stauebene
Abstand des Brenners von der Stauebene
implizite Formulierung der Flammenfront
Froude-Zahl

Grashof-Zahl

Enthalpie

Flammenstreckung

Karlovitz-Zahl

Lewis-Zahl ;

Zahl der Fourier-Moden des numerischen
Verfahrens

dimensionslose Aktivierungsenergie
normale Mode in linearer Stabilitdtsanalyse
Prandtl-Zahl

normale Mode in linearer Stabilitdtsanalyse

allgemeine Gaskonstante
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Re (1] Reynolds-Zahl

S [1] Enthalpie erster Ordnung in asymptotischer
Reihe in Potenzen 715

T (1] Temperatur

T [K] Temperatur

e (K] adiabate Verbrennungstemperatur

X 1] axiale Koordinate O(2)

X 1] kartesische Koordinaten

Y 1] Querkoordinate O(2)

A (1] Querkoordinate O(é)

Ze (1] Zeldovich-Zahl

E.2 Kleinbuchstaben

a 1] Kurzschreibweise fiir v/1 + 4k* + 4w

b 1] Geometrie-Faktor des Stromungsfelds

co,C2,¢q4 |1 Konstanten der KS-Gleichung im
numerischen Verfahren

Cp [T@J—} Warmekapazitét

€, 1] Richtungsvektor der Gravitation

] [1] Energie einer Storung

f 1] allgemeine Funktion

i 1] V=1

k [1] Wellenzahl

l [1] Wellenzahl

bn [m] thermische Grenzschichtdicke

n [1] Normalenvektor auf Flamme

o 1] von kleinerer Groflenordnung als

P 1] Druck

q 1] Formfaktor einer gekriimmten Flamme

T [1] Formfaktor einer gekritmmten Flamme

s (1] Enthalpiestorung

t (1] Zeit

ten, [m) Aufenthaltszeit in thermischer Grenzschichtdicke

u (1] Auslenkung der Losung aus dem Grundzustand

Ug [1] Flammengeschwindigkeit

Up [—’3] laminare Flammengeschwindigkeit

\4 1] Geschwindigkeitsfeld
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Geschwindigkeitsfeld
Storgeschwindigkeitsfeld

axiale Storgeschwindigkeit
Storgeschwindigkeit in 7-Richtung
Storgeschwindigkeit in (-Richtung

axiale Koordinate O(1)

parametrische Darstellung der Flammenfront
Querkoordinate O(1)

Querkoordinate O(1)

ey
«[3
[

—

—

1
2

we e gggg o
w
jrerirwrdunl ks ke

E.3 Griechische Buchstaben

o 1] skalierte Starke der Staupunktstromung

g [1] Konstante in Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung
7y (1] skalierte Froude-Zahl

) 1] Dirac-Delta-Funktion

8Y,... 1] differenzielle Lange

€ [1] kleiner Parameter %ﬂ

] [1] Querkoordinate O(%)

¢ 11} Querkoordinate O(ﬁ)

© (1] Temperatur

6 1] Temperaturstérung

K [1] Starke der Staupunktstromung

K {—T] Temperaturleitfahigkeit

A (1] reduzierte Lewis-Zahl

£ 1] axiale Koordinate (9(%)

II 1] Druckstorung

w 1] Anfachungsrate in linearer Stabilitat

p [1] rechte Seite verschiedener Gleichungen

p |45 Dichte

o 1] Verhiltnis aus Brenngas- zu Rauchgastemperatur
T 1] skalierte Zeit '

P (1] Auslenkung der Flamme von der Grundlésung
[ (1] Auslenkung der Flamme aus ebener Grundlésung
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E.4 Koordinatensysteme

2)

B
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mSayS)zS)

)(B)n’C)

Indizes

bewegt mit Ursprung auf Flamme

kartesisch mit Ursprung an Stauebene

bewegt mit Ursprung auf Flamme und gedehnt durch Strémung
bewegt mit Ursprung auf Flamme

kartesisch mit Ursprung auf ungestorter Flamme
kartesisch mit Ursprung auf Brenner

bewegt mit Ursprung auf Flamme

kartesisch mit Ursprung auf Brenner

kartesisch in Flammfront

normierte (7, ()-Koordinaten im

numerischen Verfahren

bewegt mit Stromung in Flammfront

Grundlosung

Brenner

Brennstoff

kritisch in Stabilitdtsanalyse
effektiv

Flamme

Gravitationseinflufl

invariant
Fourier-Transformation

linker Rand

normal zur Flamme

Oxidant

Produkt

pulsierend

Rauchgas

rechter Rand

aktueller Zeitschritt (Numerik)
nachster Zeitschritt (Numerik)
vorheriger Zeitschritt (Numerik)
Staupunktstromung

von Ok)

zellular
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Ordnung in asymptotischer Reihe in i
Ordnung in asymptotischer Reihe in € oder &
Umverteilungszone hinter Brenner
Ausgleichszone zwischen Brenner und Flamme
Umverteilungszone vor Flamme

Vorheizzone und Reaktionszone
Umverteilungszone hinter Flamme
Ausgleichszone hinter Flamme

langwellige Storung

effektiv (zeitabhéngig)

tangential zur Flamme bzw. zum Brenner
normiert in Numerik

bewegt mit Stromung

effektive Anstromung

E.6 Operatoren

\Y%
vZ
v4

Nabla-Operator (Vektorgradient)
Laplace Operator
Biharmonischer Operator
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