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Einleitung

Das Computer Aided Geometric Design — kurz CAGD — beschéftigt sich mit der Appro-
ximation und der Darstellung von Kurven und Fldchen.

Dieser Zweig der Geometrie enstand, als Paul Faget de Casteljau 1959 und Paul Bézier
1962 unabhéngig voneinander die Theorie derjenigen Freiformkurven entwickelten, die wir
heute als Bézier-Kurven kennen. Mit der rasanten Entwicklung der Informatik und der
Computertechnik nahm die Entwicklung der Freiform-Kurven und -Flidchen eine schnelle,
vielbeachtete Entwicklung. Eine Ubersicht iiber grundlegende Methoden des CAGD findet
man in [BOE1].

Bei der Suche nach Kurven- und Fliachendarstellungen spielen zwei wesentliche Gesichts-
punkte eine Rolle. Zum einen moéchte man die Kontrolle iiber das modellierte Objekt
haben, zum anderen mochte man eine schnelle Auswertung ermoglichen, um die Kurve
oder Fliche am Computer schnell darstellen und bearbeiten zu kénnen.

Ersteren Punkt realisiert man durch verschiedenste Ansitze fiir Objektdarstellungen, wo-
bei Parameter fiir die notigen Freiheitsgrade sorgen. Zum Zwecke der effizienten Auswer-
tung wurden fiir Kurven rekursive Dreiecksschemata entwickelt, zu denen zum Beispiel

die Algorithmen von de Casteljau, de Boor oder der Algorithmus von Goldmann zihlen
(sieche [FAR]).

Zu den grundlegendsten Eigenschaften, die man bei Kurven und Flichen designen und
kontrollieren mochte, zéhlen unter Anderem Interpolation, Beriihrung, Unterteilung und
Graderh6hung.

Diese Eigenschaften hat man bei Bézierkurven fest im Griff, auch wenn héhere Anfor-
derungen an die Modellierungsmoglichkeiten zu einem hohen Kurvengrad und somit zu
einem hohen zeitlichen Auswertungsaufwand fiihren.

Die Definition und Entwicklung der B-Spline-Theorie beseitigte diese Schwiche in gewis-
ser Hinsicht und stellte zudem eine Obermenge der Objekte aus der Bézier-Theorie zur
Verfiigung. Die NURBS-Theorie, die mit rationalen Kurven- und Flidchendarstellungen
arbeitet, kann ihrerseits als Verallgemeinerung der B-Spline-Theorie angesehen werden
(siehe die ausfiihrliche Darstellung in [PIE]). In [BAR2] wird eine weitere Verallgemeine-
rung der Bézierkurven vorgestellt, die anstelle von B-Spline-Funktionen Poélya-Polynome
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als Bindefunktionen benutzen.
Viele der bekannten Algorithmen sind corner cutting-Algorithmen.

Ausgehend von einem (zur Kurve gehorenden) Polygon aus Kontrollpunkten Py, ..., Py
wird in jedem Verarbeitungsschritt eine Ecke Py des Polygons F, ... Py ,abgeschnitten®
und durch je einen Punkt auf den Polygonseiten Py_;P; beziehungsweise PyPy.; (k =
1,...,N —1) ersetzt.

Diese Techniken werden beispielsweise bei der Auswertung von Bézierkurven (Algorithmus
von de Casteljau) und B-Spline-Kurven (Algorithmus von de Boor) angewendet.

Fiir die Unterteilung einer Bézier-Kurve liefert der Algorithmus von de Casteljau gleich-
zeitig die Kontrollpunkte der beiden Kurven, in die der betrachtete Punkt die gegebene
Kurve unterteilt (siche zum Beispiel [CAS] oder [AUM1]). Ebenso lassen sich die neuen
Kontrollpunkte bei durchgefiihrter Graderh6hung der Kurve gewinnen. Auch in anderer
Hinsicht lassen sich aus dem Algorithmus zahlreiche (geometrische) Eigenschaften ableiten
(siche zum Beispiel [MIC1] und [CAR]).

In der vorliegenden Arbeit werden wir corner cutting-Kurven so definieren, dass jeder
Punkt einer corner cutting-Kurve ¢ durch N Schritte eines zu definierenden corner cutting-
Algorithmus angewandt auf ein gegebenes (N + 1)-Eck ausgewertet werden kann (siehe
dazu auch die grundlegende Arbeit [AUM2]).

Entsprechend werden wir zum Begriff der corner cutting-Fliche gefiihrt, die jeden Punkt
einer Fliche ® durch N + M Schritte evaluiert, wenn der entsprechende Algorithmus auf
das zur Flidche gehorende (M +1) x (N +1)-Netz aus Kontrollpunkten Anwendung findet.

Im Unterschied zu diesem Ansatz beschéftigen sich zahlreiche andere Arbeiten mit der
Frage, welche Kurven und Flédchen entstehen, wenn verschiedene corner cutting-Prozesse
unendlich oft angewendet werden. Insbesondere die Frage nach der C"-Stetigkeit spielt
dabei eine groBe Rolle, so zum Beispiel in den Arbeiten [BOO2|, [BOO3], [RIO] und
[GRE].

Als Blending bezeichnet man die Ubergangskurven und -flichen, die konstruiert wer-
den, um bei konstruierten Kurven und Flichen unerwiinschte Ubergiinge oder Bereiche,
in denen Spitzen, Kanten oder #hnliche Effekte auftreten, zu glitten oder zu ersetzen.
Einfiihrende Ubersichten zu verschiedenen Blendingmethoden im Computer Aided Geo-
metric Design finden sich zum Beispiel in [HOS] sowie [VAR].

Auch in diesem Bereich des computerunterstiitzten Designs hat das corner cutting An-
wendung gefunden, wobei vor Allem der Algorithmus von Chaikin zu nennen ist (siehe
[CHA1]), der als Ergebnis einen rekursiven Blend (Blendingkurve oder -fliche) liefert.
Ausgegangen wird dabei von Objekten (Kurven oder Flichen), die polyedrisch definiert
sind. Gehen wir in der Behandlung des Kurvenblendings von einem Polygon P} ..., PY
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aus, so wird jede Polygonseite PFP} | des k-ten Schritts im Verhéltnis 1: 2 : 1 unterteilt.
Auf jeder Polygonseite entstehen also zwei neue Punkte geméf der Verarbeitungsvorschrift
3 3

1 . 1
be + Zbéc-l-l’ Bé:i—:»ll mit bg;:_ll = be + Zb?_i_l.

B} := B;, By mit by =
Es ldsst sich zeigen, dass die Fortfithrung dieses Algorithmus auf eine C''-stetige Grenzkur-
ve fiihrt, die man als B-Spline-Kurve vom Grad 2 mit den Kontrollpunkten D; = B; (i =
0,...,N) und einem uniformen Knotenvektor bestimmt (siehe [RIE2]).

Unter den gleichen Voraussetzungen ergibt die Rekursion

1 1 1 3 1
BY := By, B& mit bk = §b§ + §b§+1, Bit mit b5 = gbf + beﬂ + §b§+2
eine B-Spline-Kurve vom Grad 3 mit den Kontrollpunkten D; = B; (i = 0,...,N) und
einem uniformen Knotenvektor als Grenzkurve (siehe [DYN1] und [DYN2]). Nach [HOS]
ldsst sich zeigen, dass jede B-Spline-Kurve durch derartige rekursive Unterteilungsalgo-
rithmen erzeugt werden kann.

Ein Ziel dieser Arbeit wird sein, beliebige B-Spline-Kurven so zu segmentieren, dass
ein allgemeiner Algorithmus die Segmente als corner cutting-Kurven vom gleichen Typ
bestimmt. Der auftretende corner cutting-Algorithmus wird dabei im Gegensatz zum
Chaikin-Algorithmus endlich sein, die Segmente werden sich zu gleichférmig beriihren-
den corner cutting-Kurven ergeben.

In [CAT] findet sich ein Algorithmus, der durch corner cutting an polyedrischen Netzen
B-Spline-Flichen vom Grad (2, 2) beziehungsweise vom Grad (3, 3) produziert.
Anwendungen und Verallgemeinerungen dieser Ansétze finden sich beispielsweise in [DOO],
[CAT] und [BRU].

Auch fiir B-Spline-Flachen werden in dieser Arbeit ausfiihrliche Untersuchungen in Hin-
blick auf den Zusammenhang mit corner cutting-Flachen durchgefiihrt.

Wie bereits erwéhnt spielt auch die Unterteilung von Kurven und Flichen im CAGD eine
grofle Rolle (siehe [BOEL]).

Angefangen bei der Unterteilung von Bézierkurven (sieche [BOE2| und [STA]) iiber die
Knoteneinfiigung bei B-Spline-Kurven (siehe [BOE3]) und die Betrachtung der Grenzkur-
ve (siche [PRA1] und [COH]) bis hin zu grundlegenden Techniken bei NURBS-Kurven
und -Fléchen (sieche [FAR]) werden corner cutting-Algorithmen eingesetzt.

Auch fiir weitere Kurvenklassen und Freiformflichen sind zahlreiche Arbeiten zur Unter-
teilung erschienen (siehe [CAV], [PRA1], [JEN], [MIC2] und [RHA3]).

Viele der auftretenden Algorithmen behandeln die Frage, wie und ob ein unendlicher cor-
ner cutting-Algorithmus eine C"-stetige Grenzkurve oder Fliche ergibt (siehe [PRA2],
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[PRA3|, [PRA4], [PRA5], [PAL] und [MIC1]). Wir wollen unser Augenmerk jedoch auf
corner cutting-Algorithmen im Sinne unserer Definition richten und uns die Frage vorge-
ben, wann lineare corner cutting-Objekte (also corner cutting-Kurven und -Flichen, deren
definierende Schnittfunktionen allesamt linear sind) eine Unterteilung in einem Punkt der
Kurve oder entlang einer Parameterlinie der Fliche erlauben. Wichtige Ergebnisse finden

sich in [AUM3], wir werden dariiberhinaus die Unterteilung von linearen corner cutting-
Flidchen behandeln.

Die vorliegende Arbeit ist in acht Kapitel unterteilt.

In der vorliegenden Einleitung geben wir einen kurzen Uberblick zu Begriffen und Me-
thoden des corner cutting und einen Ausblick auf die Ziele, die in den folgenden Kapiteln
verfolgt werden.

Kapitel 1 dient zur Einfiihrung von verwendeten Bezeichnungen. Ferner geben wir einen
Uberblick {iber Definitionen grundlegender geometrischer Begriffe, die fiir spatere Kapitel
unverzichtbar sind.

Im zweiten Kapitel definieren wir corner cutting-Kurven und leiten erste Eigenschaften
der so definierten Kurven in Parameterform ab. Ferner leiten wir Bedingungen fiir Eigen-
schaften wie Interpolation und Beriihrung her.

Das dritte Kapitel behandelt eines der zentralen Themen der Arbeit, namlich die Bezie-
hung zwischen der zuvor behandelten Klasse von corner cutting-Kurven und den grund-
legendsten Freiformkurven, ndmlich Bézier- und B-Spline-Kurven.

Im vierten Kapitel definieren wir corner cutting-Flichen und leiten wie bei corner cutting-
Kurven erste, fiir das weitere Vorgehen bedeutsame Eigenschaften her, bevor wir im fiinf-
ten Kapitel analog zum Vorgehen bei Kurven verschiedene Beriihreigenschaften ableiten.

Das sechste Kapitel behandelt die bestehende Zusammenhénge von corner cutting-Flachen
mit Bézier- und B-Spline-Flichen. Es wird insbesondere untersucht, ob und wie sich sol-
che Fldchen als corner cutting-Fléchen in unserem Sinne der Definition darstellen lassen
und wie man umgekehrt erkennt, wann eine gegebene corner cutting-Flédche eine der be-
handelten Freiformflichen darstellt.

Kapitel 7 untersucht die Md6glichkeiten, die sich bei den wichtigen Eigenschaften der Un-
terteilungsmoglichkeiten bei den Kurven und Flidchen bietet. Fiir spezielle corner cutting-
Kurven und -Flachen werden dabei weitergehende Untersuchungen angestellt, bevor im
letzten Kapitel die Ergebnisse iiber corner cutting-Kurven und -Flichen zusammengefasst
sowie offene Fragestellungen und ungeléste Probleme kurz erértert werden.

Im vorliegenden Text werden Formeln kapitelweise nummeriert. Sétze, Lemmata und Ko-
rollare werden gemeinsam und unterabschnittweise, Definitionen, Bemerkungen und Bei-
spiele hingegen separat und unterabschnittweise nummeriert.



Kapitel 1

Bezeichnungen

In diesem und in allen weiteren Kapiteln der vorliegenden Arbeit werden Punkte eines
euklidischen Raums E? mit groBen Buchstaben bezeichnet: P,Q, R, .. ..

Die zugehorigen Ortsvektoren, bezogen auf (soweit nicht anders gesagt) ein kartesisches
Koordinatensystem (also ein orthonormiertes Rechtssystem), werden mit kleinen, fettge-
druckten Buchstaben p, g, r, ... bezeichnet. Fiir die Koordinatendarstellung von Punkten
verwenden wir die Schreibweise P = P(p,|py|p.)-

Wir benutzen die im Folgenden angegebene Schreibweise fiir Matrizen und ihre Unter-

matrizen. Seien A € R™*" eine (m,n)-Matrix, ag,...,q € N mit 1 < a; < ... <
ap < mund Bq,....,0 € Nmit 1 < f; < ... < 5, < n. Dann bezeichnen wir mit
Al ..., B, ..., 5] die (k,1)-Untermatrix von A, deren Element der i-ten Zeile und

j-ten Spalte durch das Element der a;-ten Zeile und j3;-ten Spalte von A gegeben ist.
Mit A = ((a;,,q))p:l1 ..... m € R™" und Aloy, ..., o|f1, ..., 0] = ((bij))i=1.... b € R gilt
q= n j=1

seees yeeey

also

bij = Qg Bj -
Die i-te Zeile der Matrix A ldsst sich mithin durch A[i|1, ..., n] und die j-te Spalte durch
A[L,...,m|j] beschreiben.

Beispiel 1.0.1 Wir betrachten die (4, 6)-Matrix

11 Q12 Q13 Q14 A15 Q16
Q21 Q22 A23 A24 Q25 (26

31 a3z G33 A34 Az5 (36

Q41 Q42 Q43 Q44 Q45 (46



10

Dann gilt zum Beispiel

11 Q14 Q16

A[17374|17476] = a31 a34 A3p

Q41 Q44 Q4

Die i-te Zeile (i € {1,...,4}) beziehungsweise j-te Spalte (j € {1,...,6}) der Matrix A
erhélt man als
A[Z|]_, N ,6] == (ail s aiG)

beziehungsweise

Um die Indizierung von Matrizen mdglichst {ibersichtlich zu gestalten, bezeichnen wir die
zu einer mit 7,7, k,1 € N vierfach indizierten Matrix Z/ transponierte Matrix mit”"Z}".

Die Ableitung einer Funktion nach einem Parameter u werden wir im Folgenden durch
einen Punkt iiber der Funktion abkiirzen, die Ableitung nach einem Parameter v durch
einen Schrigstrich iiber der Funktion, also zum Beispiel

a%f(u)::f(u) und - —-g(v) = g(v).

Zur Schreibweise einer (quadratischen) Diagonalmatrix

a1 0 0
0o -

A=
0 0 U

definieren wir abkiirzend
A =:diag (a1, .., Q).
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Definition 1.0.1 Eine Matrix A = ((a;;)) € R™*" nennen wir stochastisch, wenn ihre
Eintrage a;; (i = 1,...,m; j = 1,...,n) nichtnegativ sind und ihre Spalteneintrége sich
jeweils zu Eins summieren. Insbesondere gilt also

1 1
1 1
AT =
1 1

Definition 1.0.2 a) Sei E ein euklidischer Raum. Eine Menge M; C E heifit konvex,
wenn fiir alle Punkte P,Q € M die Strecke PQ zu M, gehort.

b) Sei My C E. Dann heifit der Durchschnitt aller konvexen Mengen in E, welche M,
enthalten, die Konvexe Hiille H(M,) von M.

Satz 1.0.1 Fiir die Konvexe Hiille der Punkte Py,..., Py € E gilt

N N
HPy....Py) = {X €Elz =3 ApyA20) A=1}.
=1 i=1

Beweis: Siehe [AUM1], Seite 39.

Definition 1.0.3 Sind Py, P», P; € E kollineare Punkte mit P, # P;, so heifit die reelle

Zahl A, fiir die
PP, = AP P,
gilt, das Teilverhéltnis TV (P;, P, P3) der Punkte P;, P,, P; (in dieser Reihenfolge).

Definition 1.0.4 Es seien I C R ein nichtleeres Intervall, d € {2,3}, r > 1 und
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eine C"-Abbildung. Dann heifit die durch
c:={X(u) |uel}

definierte Punktmenge eine C"-Kurve mit der Parameterdarstellung (. Das Intervall
I nennen wir auch das Parameterintervall von c¢. Um eine kiirzere Schreibweise zu
ermoglichen, schreiben wir fiir die Kurve auch ¢ : (u), u € I.

Definition 1.0.5 Ist ¢ : x(u), u € I eine geméf Definition 1.0.4 gegebene Kurve im
E?, d € {2,3}, so nennen wir fiir uy € I den Vektor

&' (uo) 42 (uo)
x(ug) = : = : = Z_z(“(’)
& (u) %(UO)

einen Tangentenvektor von ¢ im Punkt X (ug). Fiir #(ug) # o nennen wir den Punkt
X (up) regulér, andernfalls singulér. Sind alle Punkt beziiglich der Funktion ¢ regulir,
so nennen wir die Kurve ¢ regulér. In einem reguldren Punkt definieren wir die durch

t:y(A) =x(ug) + Me(ug), A € R

bestimmte Gerade als Tangente von ¢ im Punkt X (uy).

Definition 1.0.6 Seien G C R? ein Gebiet, 7 > 1 und

G — E?
u = X(u,v) = X (2" (u,v)|2?(u, v)|23(u,v))
eine C"-Abbildung. Dann heifit die durch
¢ = {X(u,v)|(u,v) € G}

definierte Punktmenge eine C"-Fléche mit der Parameterdarstellung ¢. Das Gebiet
GG nennen wir auch das Parametergebiet von ®. Wie bei Kurven schreibt man auch bei
den so definierten Flichen kurz ® : x(u,v), (u,v) € G.
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Definition 1.0.7 Ein Flichenpunkt X (ug,vg) einer gemafi Definition 1.0.6 gegebenen
Flache ® heifit regulédr, wenn die Vektoren

ox oz

&1 (ug, vo) == %(uo,vo) und @2 (ug, vo) = %(uo,vo)

linear unabhéngig sind. Andernfalls nennen wir den Flachenpunkt singulédr. Analog zur
Kurventheorie nennen wir eine Fliche ® regulir, falls sie nur aus reguldren Punkten
besteht. In einem regulidren Flichenpunkt X (ug,v) nennen wir die Ebene

T : y(\, v) = x(ug, vo) + A1 (ug, vo) + vea(ug, v), A\, v € R

die Tangentialebene von ® im Punkt X (ug, vg). Fiir die Tangentialebene in einem Punkt
Y der Fliche ® schreiben wir auch T5(Y'). Die Flichenkurven, fiir die v = const bezie-
hungsweise v = const gilt, heilen Parameterlinien. Im ersten Fall spricht man auch von
einer v-Linie, im zweiten Fall entsprechend von einer u-Linie.

Um die Eindeutigkeit von Tangenten und Tangentialebenen zu gewéhrleisten, setzen wir
stets einfache, das heifit regulire und doppelpunktsfreie Kurven und Flichen voraus.

Definition 1.0.8 Seien f; beziehungsweise g; (¢ = 0,...,M; j = 0,..., N) Funktionen
aus einem (M +1)-dimensionalen beziehungsweise (N +1)-dimensionalen Vektorraum von
reellwertigen Funktionen, ferner sei G ein rechteckiges Parametergebiet und B;; Punkte
eines euklidischen Vektorraums E*. Dann heifit die Fliche

¢ x(u,v) = ZZfi(u)gj(v)bij, (u,v) € G

i=0 j=0

die Tensorproduktflache zu den Funktionen f; und g; und den Punkten B;;.

Tensorproduktflichen lassen sich auch in Matrixschreibweise darstellen, was in der vor-
liegenden Arbeit eine wesentliche Rolle spielen wird.

Lemma 1.0.2 Eine Fliche ® gem&fl Definition 1.0.8 l&sst sich in Matrixschreibweise
darstellen als

boo - bon 9o(v)
®: x(u,v) = (folu) ... fulu)) : : : , (u,v) € G.

bro - bun QN(U)
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Kapitel 2

Corner cutting-Kurven

Wir stellen in diesem Kapitel den Begriff der corner cutting-Kurve bereit, der spéiter auf
corner cutting-Flichen verallgemeinert werden soll (siehe Kapitel 4).

Definitionen und S#tze stammen im Wesentlichen aus [AUM2].

Zahlreiche Beweise, auf die in diesem und im folgenden Kapitel zum Grofiteil verzich-
tet wird, finden sich jedoch in den Kapiteln 4 und 5 wieder, wenn man die (einfachen)
Modifikationen selber vornimmt.

2.1 Definition

Wir geben zunéchst die grundlegende

Definition 2.1.1 Seien By,..., By Punkte im euklidischen Raum E? und seien a§~ :

[a,b] - R(1<i<j<N)C"-Funktionen (r > 1) mit

Vu € [a,b] : of(u) €[0,1] (1<i<j<N) (2.1)
und
Vu € [a,b] : diia;(u) =d(u)>0 (1<i<j<N). (2.2)

Weiter seien die (N + 2 — i, N + 1 — i)-Matrizen A% = A% (u) fiir i = 1,..., N definiert
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By By

c 83
BO B4

Abbildung 2.1: cc-Kurve vom Grad 4 und zugehoriges Kontrollpolygon.

durch
l—at 0 0
o
A (u) = 0 .. .0 |- (2.3)
1—ay
0 0 oy
Dann heifit die C"-Kurve
N
c:a(u) = (by ... by)AN(u)---AN(u) = > bpfi(u), u € [a,b) (2.4)
k=0

die Eckschnitt-Kurve, corner cutting-Kurve oder cc-Kurve vom Grad N mit
Schnittfunktionen' o, Kontrollpunkten B; und Bindefunktionen® f,. Sind alle
Schnittfunktionen Polynome vom Grad 1, so heif}t ¢ linear.
Die Schnittfunktion o heifit auch Hauptschnittfunktion.

Wir gehen in diesem Kapitel stets von corner cutting-Kurven gemé&f Definition 2.1.1 aus.

Beispiel 2.1.1 Die in Abbildung 2.1 dargestellte cc-Kurve ¢ : @(u), u € [0,1] im R?
vom Grad N = 4 besitzt die Schnittfunktionen

1
af(u) = ag(u) == —u’ +u+ -,

lengl. cutting functions
2engl. blending functions
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od(u) = aj(u) = aj(u) = a3(u) = af(u) = u’,
02(u) = a(u) = ad(u) = %u N i

und die Kontrollpunkte By = By(0(0), B, = By(3|2), By = By(5/2), Bs = Bs(7|1) und

Bemerkung 2.1.1 Wir kénnen die Definition (2.4) einer corner cutting-Kurve als Algo-
rithmus auffassen, in dem eine zuléssige Eingabe Fin aus Kontrollpunkten und Schnitt-
funktionen gemé&f Definition 2.1.1 besteht.

Die Ausgabe Aus der Kurve (beziehungsweise ihrer Bindefunktionen) wird in N Verar-
beitungsschritten erreicht, wenn wir die rechtsseitige Matrixmultiplikation

((bo ... by) AN (u) - Ay (w)) - A (u)

als den i-ten Schritt des Algorithmus auffassen.

Bemerkung 2.1.2 Sei fiir feste ¢, j mit 1 <7 < j < N die lineare Funktion 52 mit

) )

a(a) = of(a), a}(b) = aj(b)
gegeben. Wegen (2.1) und (2.2) ist somit
a@;([a, b)) = o} ([a, b))

und der zulédssige Parameterwechsel

o) 0] = [a, b]
h;
v u= (a;'.)*l a(v)
iiberfiihrt die Schnittfunktion Oz§ in die lineare Schnittfunktion &;. Dies zeigt, dass ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit zumindest eine Schnittfunktion als linear angenommen
werden kann.

Da das Produkt der stochastischen Matrizen A% (u) (i = 1,..., N) wiederum stochastisch
ist (siehe zum Beispiel [LUE]), gelten mit

fo(u)
Al (u) - - Al (u) = : , u € la,b]

[ (u)
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fiir alle u € [a,b] die Beziehungen
> fulu) =1, (2.5)

fr(u) > 0. (2.6)

Aus diesen Beziehungen findet man grundlegende wichtige Eigenschaften der so definierten
Kurven.

Satz 2.1.1 Sei ¢ eine corner cutting-Kurve gemif} (2.4).

a) Die Kurve ¢ liegt in der Konvexen Hiille ihrer Kontrollpunkte.

b) Das Bild von ¢ unter einer affinen Abbildung ist die Kurve zu denselben Schnitt-
funktionen und den affinen Bildern ihrer Kontrollpunkte.

Beweis. a) Folgt sofort aus Satz 1.0.1, da sich die Konvexe Hiille der Kontrollpunkte von
¢ mit (2.5) und (2.6) schreiben lisst als

N N
H(By,...,By) ={X € B’ | =) Abp, \e >0, > A\ =1},
k=0 k=0

b) Ist durch A € R*** und ¢ € R? eine affine Abbildung
R’ — R’
X = X* mite*=Ax +t

gegeben, so gilt

x*(u) = Az(u)+t=A (Z blBﬁv(u)> +t-1

(25) Z (Ab;(u)) fi(u) + Z tfi(u)

)

= (Ab,»(u) + t)fi(u) = Z b; fi(u). -

1=0
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By By

By By

Abbildung 2.2: Verletzung der Bedingung (2.1).

Verzichtet man auf die Bedingung (2.1) fiir eine geméf (2.4) gegebene Kurve, so sind die
Aussagen a) und b) des Satzes im Allgemeinen falsch. Dies sieht man am

Beispiel 2.1.2 Die in Abbildung 2.2 dargestellte cc-Kurve ¢ : @x(u), v € [0,1] im R?
vom Grad N = 4 besitzt die Schnittfunktionen

1,y _ 4 1, 1
aj(u) = ay(u) == —5u +U+Z’
a3(u) = ad(u) = a}(u) = a3(u) = o3(u) = 20
o3(w) = ad(w) = 03(u) = Su-+

und die Kontrollpunkte aus Beispiel 2.1.1.

Im Allgemeinen sind cc-Kurven nicht variationsmindernd® (siehe [AUM2], Bemerkung 11,
Seite 457f).

2.2 Interpolierende corner cutting-Kurven

Definition 2.2.1 Eine cc-Kurve ¢ gemif} (2.4) heifit interpolierend, wenn fiir beliebige
Punkte By,...,By € E?
X(a) = Bo, X(b) = BN

gilt.

3engl. variation diminishing
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By By

By

By By

Abbildung 2.3: Interpolierende cc-Kurve

Satz 2.2.1 Sei ¢ eine durch (2.4) gegebene cc-Kurve.
Fiir beliebige Wahl der Kontrollpunkte gilt dann X (a) = B, genau fiir

aj(a) =a3(a) =...=al(a) =0

und X (b) = By genau fiir

Beispiel 2.2.1 Die cc-Kurve ¢ mit den Kontrollpunkten aus Beispiel 2.1.1 und den
Schnittfunktionen

al(u) = a(u) = ad(w) = Su
od(u) = ad(u) = a3(u) = Ju -+,
k() = 2(u) = () = al(u) = u

(siehe Abbildung 2.3) ist eine interpolierende cc-Kurve.

Definition 2.2.2 Eine interpolierende cc-Kurve ¢ heiit grenztangential?, wenn ¢ im
Punkt By = X (a) die Tangente ByB; und im Punkt By = X (b) die Tangente By 1By
besitzt.

“engl. boundary tangent
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By By

By By

Abbildung 2.4: Grenztangentiale cc-Kurve

Satz 2.2.2 Sei ¢ eine interpolierende cc-Kurve. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

1. cist grenztangential.

2. Es gelten die Gleichungen

az(a) = ai(a) =...=a (a) = 0,
o 4(B) = a3 4 (B) = .. = a¥H(0) = 1.

3. Im vorletzten Schritt des durch (2.4) gegebenen Algorithmus — siehe Bemerkung
2.1.1 — erhélt man fiir v = a die Punkte By, By und fiir v = b die Punkte By_1, By.

Beispiel 2.2.2 Die cc-Kurve ¢ mit den Kontrollpunkten aus Beispiel 2.1.1 und den
Schnittfunktionen

o () = ag(u) = aj(u) = aj(u) = Su,

o (u) = al(u) = o3(u) = a3(u) = ad(u) = ad(u) = al(u) = u

(sieche Abbildung 2.4) ist eine interpolierende, grenztangentiale cc-Kurve.

2.3 Vollstindig beriihrende corner cutting-Kurven

Definition 2.3.1 Sei eine cc-Kurve ¢ gemif (2.4) gegeben. Dann heift die Kurve
cp: c(u) = Ay(u)--- AN (u), u € [a,b]

des (N 4+ 1)-dimensionalen Raums EY " die Basiskurve® zur cc-Kurve c.

Sengl. basis curve
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Bemerkung 2.3.1 Ist im euklidischen Raum E" ™' ein beliebiges Koordinatensystem

mit dem Ursprung O gegeben und ist Q) der Einheitspunkt auf der k-ten Koordinaten-
achse, so gibt es zu beliebigen N+1 Punkten By, ..., By € E? genau eine affine Abbildung
[': BN — E? mit I'(O) = O und I'(QY) = By, (k=0,...,N). Fiir diese Abbildung
gilt T'(ep) = c.

Zur weiteren Charakterisierung bestimmter cc-Kurven betrachten wir die Spalten der
(N+1, N+1—i)-Matrix AL (u) - - - A% (u) (also die Spalten A% (u) -+ A% (u)[1,..., N+1, 7]
fiir j = 1,..., N +1— i) und interpretieren diese als Kurven c, : q}(u), u € [a,b], (j =
iy...,N) im BV _ _ _

An(u) - Ay (u) = (gi(u) ... gy(u)).
Es gilt ¢ = c,n. Zu Ortsvektoren q}(u) gehorige Punkte bezeichnen wir vereinbarungs-
gemiB mit Q' (u) (siehe Kapitel 1).
Aufgrund der Eigenschaft (2.1) und g’ (ug) = (1 — o (uo))q’_} (uo) + o (uo) g} (uo) gilt
fiir alle ug € [a, b]

Q% (uo) € Q77 (uo)Q (ug), 1<i<j<N.

Wir geben die folgende

Definition 2.3.2 Eine cc-Kurve ¢ vom Grad N heifit vollstéindig beriihrend®, wenn
zu jeder Kurve c;i : q)(u), u € [a,b], 1 <i < j < N die Tangente in einem Punkt ¢ (uo)
J

dieser Kurve (ug € [a, ] beliebig) mit der Geraden Q%] (uo)Q’ ' (up) identisch ist.

Beispiel 2.3.1 Wir betrachten die cc-Kurve vom Grad 3, die durch die Kontrollpunkte
By, ..., Bs und die Schnittfunktionen o/ (u) = u, u € [0,1], 1 <i < j < 3 gegeben ist.
Damit ist

Aj(u) = = (q1(u) g3(u) gi(u)),

bengl. totally tangent
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ngng

Abbildung 2.5: Zur vollstindig beriihrenden cc-Kurve aus Beispiel 2.3.1. Kurven ¢, und
Punkte Q5(1) (0<i<j<3).

Ag(u)A3(u) = = (g3(u) g5(u)),

Ag(u) A5 (u) A3 (u) = = (g5(u)).
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Wir betrachten

(1 - )
2u(l — u)
Cg2 t q§ (u) =
02
0
und stellen fest, dass
—2(1 — u) —(1—w)
‘2 2(1 — 2u) ) ) 1—2u
QQ(U) = und (q2(u) —q (u)) =
2u U
0 0
parallel zueinander sind. Analog findet man
a(w) | (as(u) — g3(u))
und
a;(u) || (g5(w) — g5(u)).
Fiir i+ = 1 ist die Bedingung wegen der Parameterunabhiingigkeit der Punkte QY (k =
0,...,N) trivialerweise erfiillt und damit ist die so gegebene Kurve eine vollstindig

beriihrende corner cutting-Kurve (siehe Abbildung 2.5). Wir sehen, dass die hier un-
tersuchte Kurve eine Bézier-Kurve ist und werden spéter zeigen, dass alle Bézier-Kurven
vollstéindig beriihrende cc-Kurven sind (siehe Abschnitt 3.1).

Satz 2.3.1 Eine gemif} (2.4) gegebene cc-Kurve ¢ ist genau dann vollsténdig beriihrend,
wenn zu jedem u € [a,b] und jedem i € {2,..., N} eine Diagonalmatrix

A'(u) := diag (Ai(u), ..., Ny(u)), Ai(u) €eR, i <j< N
existiert, sodass
(AN () -+ AR () Ay () = (A () - Ay () Ay (WA’ (w)

gilt.
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Satz 2.3.2 Fiir eine lineare cc-Kurve ¢ gilt fiir jedes i € {2,..., N}

(Vo€ [a,b]: Al (w) Al (u) = AN () A (A (0)) = X=.. =Ny =1.

Satz 2.3.3 Sei eine lineare cc-Kurve ¢ gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent.

a) c ist vollstéindig beriihrend.
b) Firi=2,...,N und u € [a,b] gilt

AN () Aly (u) = AR (u) Al (u). (2.7)
¢) Fiiri=2,...,N und u € [a, b] gilt

(An(u) - Ay (w)) =i (Ay (u) -+ - AF (u)) Al (2:8)

Fiir nichtlineare cc-Kurven sind die Aussagen nicht dquivalent. Wir betrachten als Beispiel
die cc-Kurve vom Grad 3 mit [a,b] = [¢,1 —¢] (0 < £ < 3) und den Schnittfunktionen
af(u) = —u? +2u, a(u) = u, ag(u) = of(u) = a3(u) = u?, of(u) = ;2. Diese ist wegen
Satz 2.3.1 mit \2(u) = 2, A\2(u) =1, A3(u) = 4 — u eine vollstéindig beriihrende cc-Kurve.
Die Aussage b) aus Satz 2.3.3 ist jedoch nicht erfiillt, so ist zum Beispiel fiir i = 2

1+ 4u — 2u? 0
. 1—2u  —u?(1—u?)
AY(u) A2 () = ,
u? u?(1 — 2u?)
0 ut
—2(1 — u)u? 0
_ 2(1 —u)? —2u®>  —2u(l—u)
Az(u) A5(u) =

20 2u(1 — u) — 2u?

0 2u?
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und somit ‘ _
Ag(u) A3 (u) # Ag(u)A3(u).

Die Aquivalenz der Aussagen (2.7) und (2.8) aus Satz 2.3.3 gilt auch fiir nichtlineare
cc-Kurven (siehe [AUM2]). Aus (2.7) folgt dann

(A (u) - AV () Ay (u) + (Ay(w) - A () Ay (u)
= (Al () -+ Ay (w))
(2.8) . i— i
5 (A ) - A () ().
Wir bezeichnen mit Ey_(_1) die (N — (i — 1), N — (i — 1))-Einheitsmatrix und folgern
(AN () - AN () A (u) = (i —1) (Ax(w) - A () Ay ()
= (Ay(u) - Ayt (w) Ay () ((i = 1) Bn—on)
=: (Ay(u)-- A’]QI(u)) Al (u) A
Nach Satz 2.3.1 ist eine cc-Kurve mit der Eigenschaft (2.7) eine vollstindig beriihrende
cc-Kurve, bei der die Diagonalmatrizen A* wegen A' = (i —1)Ey__1) (i = 2,..., N) eine

besonders einfache Struktur haben und nicht vom Parameter v abhédngen. Diese Kurven
erhalten einen eigenen Namen und stehen im Mittelpunkt des ndchsten Abschnitts.

2.4 Gleichférmig beriihrende corner cutting-Kurven

Definition 2.4.1 Eine gemif (2.4) gegebene cc-Kurve ¢ mit der Eigenschaft
AR () Al (u) = AR (u) Al (u)

fiir i = 2,..., N und jedes u € [a, b] heifit gleichférmig beriihrend’.

Bemerkung 2.4.1 1. Fiir die Ableitung einer gleichférmig beriihrenden cc-Kurve gilt
&(u) = N(by ... by)Ax(u) - AN 1) AN (u)

= N(bo ... by)Ay(u)AY(u) - AN (u).

"engl. uniformly tangent
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2. Fiir die hoheren Ableitungen einer linearen, gleichférmig beriihrenden cc-Kurve gel-
ten die Formeln

2" (u) = m(bo oo ) Al (u) - AN (@) AR () - AR (u)

N! . .
B m(bo o by) Ay (u) - AR (W) AR () - AR (u), (2.9)

da fiir alle s = 1,..., N und alle u € [a,b] die zweite Ableitung %Aﬁv(u) in jeder
Komponente verschwindet (also die Nullmatrix liefert).

Satz 2.4.1 Sei ¢ eine cc-Kurve und i € {1,..., N — 1}. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

a) c ist gleichférmig beriihrend.

b) Es gelten fiir 1 <i < j < N —1 die 2(N — i) Gleichungen

0l (WA (1) = 6 (w)att (w), (2.10)
(1- a;(u))a;fl(u) = & (u)(1 — a;fl(u)) (2.11)

Anhand der Beziehungen (2.10) und (2.11) der Schnittfunktionen einer gleichférmig be-
rithrenden cc-Kurve werden wir nun untersuchen, welche Schnittfunktionen vorgegeben
sein miissen, um die Existenz und Eindeutigkeit einer gleichférmig beriihrenden cc-Kurve
mit diesen Schnittfunktionen sicherzustellen.

Durch Umformungen und Integration nach u lisst sich eine allgemeine Formel fiir Schnitt-
funktionen af(u) (1 <7 < j < N) angeben, in der lediglich eine Abhingigkeit von oy (u)
und Integrationskonstanten besteht. Wir formulieren dazu den folgenden

Satz 2.4.2 Seien ai(u),u € [a,b] eine Schnittfunktion, ¢, d* (i = 1,... N — 1) positive
Konstanten und ¢V = d" := 1. Durch die Vorschrift

CN+zf]

T (1= d)ovi

aé(u)zv}(dja%(u)+l—dj) mit fy]i-:

1<i<j<N)
werden Schnittfunktionen definiert, welche den Bedingungen (2.10) und (2.11) geniigen
und somit Schnittfunktionen einer gleichformig berithrenden cc-Kurve sind (siehe [AUM2]
und vergleiche mit Abschnitt 5.2).
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Nun ist man in der Lage einen Eindeutigkeitssatz fiir gleichféormig beriihrende cc-Kurven
aufzustellen. Dies geschieht im

Satz 2.4.3 Seien fiir u € [a, b] die Schnittfunktionen

ay(u), oy (u), ..., oy~ (u), ay(u), ayZi(u), ayZ5(u), . .., aj(u)
mit der Eigenschaft

oy (u) = cai(u), a;:(u) =1-d(1-ay(@) (>0,d>0ij=1,...,N—1)

gegeben. Dann gibt es zu je N + 1 gegebenen Kontrollpunkten genau eine gleichférmig
beriihrende cc-Kurve mit diesen Schnittfunktionen.

Eine daraus abgeleitete Aussage beinhaltet das folgende

Korollar 2.4.4 Zu je N +1 Kontrollpunkten und einer Schnittfunktion o (u), u € [a, b]
gibt es eine 2(N — 1)-parametrige Schar von gleichférmig beriihrenden cc-Kurven mit den
Parametern ¢!, d!, c¢?, d?,...,c¢V 7!, dV~! aus Satz 2.4.3.

Wir schlieflen dieses Kapitel mit drei Sétzen, die Beziehungen zwischen verschiedenen
Klassen von cc-Kurven herstellen. Satz 2.4.2 zeigt, dass die Bindefunktionen in (2.4) einer
gleichférmig beriihrenden cc-Kurve Polynome vom Grad N in der Hauptschnittfunktion
aX(u) sind. Nach Bemerkung 2.1.2 erhalten wir aber dieselbe corner cutting-Kurve, wenn
wir die Hauptschnittfunktion o (u) durch die lineare Schnittfunktion

w0 = o) + (0 - FOZD gy

ersetzen. Damit folgt, dass nach dem Parameterwechsel

Y
gn - .
v o= ou= (o) (@¥(v))

alle Schnittfunktionen o (v) (1 <7 < j < N) linear sind. Somit gilt der
Satz 2.4.5 Jede gleichférmig beriihrende cc-Kurve ist eine lineare cc-Kurve.

Aus Definition 2.4.1, Satz 2.3.3 und Satz 2.4.5 folgt damit



KAPITEL 2. CORNER CUTTING-KURVEN 29

Satz 2.4.6 Eine cc-Kurve ¢ gemifl (2.4) ist genau dann gleichférmig beriihrend, wenn sie
linear und vollstindig beriihrend ist.

Ferner ist eine gleichformig beriihrende cc-Kurve nach Satz 2.4.3 und Satz 2.4.5 (zu N +1
gegebenen Kontrollpunkten) eindeutig bestimmt, wenn die Bilder a}(a) und o} (b) der
Hauptschnittfunktion oy (u) in den Randpunkten des Parameterintervalls und je ein Bild
der Schnittfunktionen

oy (u), oy (u), ..., oy~ (u); a2 (), oy 5 (u), . on (u)

festgelegt sind. Mit Satz 2.2.1 folgt somit der

Satz 2.4.7 Zu N Kontrollpunkten By,...,By € E?® und jeder Hauptschnittfunktion
a(u) (mit af(a) = 0 und ai(b) = 1) gibt es genau eine interpolierende, gleichformig

beriihrende cc-Kurve.

Im Satz 3.1.3 werden wir sehen, dass fiir das Parameterintervall [a, b] = [0, 1] die einzige
cc-Kurve mit den Eigenschaften aus Satz 2.4.7 eine Bézier-Kurve ist.
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Kapitel 3

Bézier-, B-Spline- und corner
cutting-Kurven

Wir untersuchen im vorliegenden Kapitel die Zusammenhénge zwischen cc-Kurven und
zwei Arten von klassischen Freiformkurven — Bézier- und B-Spline-Kurven.

3.1 Bézier-Kurven als corner cutting-Kurven

Seien N € N, By, ..., By € E* und B¥(u) (i =0,..., N) die Bernsteinpolynome

7

BN (u) = <N> (1—w)N""' (i=1,...,N).

Dann ist die Bézier-Kurve d vom Grad N zu den Kontrollpunkten By, ..., By gegeben

durch
N

d: z(u) = ZB{V(u)bi, u € [0,1] (3.1)

(siche zum Beispiel [AUM1] oder [PIE]).

Lemma 3.1.1 Sind fiir 1 < ¢ < j < N die Schnittfunktionen gegeben durch a}(u) =
a(u), so erhélt man durch den Algorithmus (2.4) die Bindefunktionen

() = (Z) (1= (@) (o))", (k=0,...,N).

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach N.
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Fir N =1 gilt

Wir schliefen von N — 1 auf N, es gelte also

Es gilt A%, (u) = Aly(u) unter der Voraussetzung o(u) = a(u) und damit ist mit der
Induktionsvoraussetzung

Ay (u) - Ay (u) = AN (u)Ay_y(u) - AYZ (u)

l—a(u) 0 0
afw) e M1 = aw)¥ a(u)
= 0 0

c L-al) | (V) (- o) e




KAPITEL 3. BEZIER-, B-SPLINE- UND CORNER CUTTING-KURVEN 33

(5 (1= )™ (1 - a(w)
(N[;l) (1 — a(u))N_la(u) + (N;I) (1 — a(u))N_Za(u) (1 — a(u))

= M- a(u))N_ka(u)k — (k+ 1)-te Zeile,

N-1

N

(v)a(w)™
womit die Behauptung bewiesen ist. a
Wihlen wir die Schnittfunktionen speziell als of(u) = a(u) := u, so erhalten wir nach

Lemma 3.1.1 als Bindefunktionen fi(u) die Bernsteinpolynome B} (u), k=0,..., N:
N
) = (3 )0 - 0¥ = B ),

Da fiir diese Wahl der Schnittfunktionen die Bedingungen (2.10) und (2.11) erfiillt sind,
ergibt sich sofort der

Satz 3.1.2 Jede Bézier-Kurve (3.1) ist eine gleichférmig beriihrende cc-Kurve.
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Wir erinnern uns an Satz 3.4.7 und folgern den

Satz 3.1.3 Fiir eine cc-Kurve gemifl (2.4) ist die einzige interpolierende, gleichférmig
beriihrende cc-Kurve eine Bézier-Kurve.

Beweis: Durch eine lineare Parametertransformation lasst sich das Parameterintervall
als [a,b] = [0, 1] festlegen. Mittels Satz 3.1.2 und Satz 3.4.7 folgt damit unmittelbar die
Behauptung. O

3.2 B-Spline-Kurven als corner cutting-Kurven

Wir betrachten eine weitere wichtige Klasse der Freiformkurven. Die B-Spline-Kurven
wurde (noch nicht als Verallgemeinerung der Bézier-Kurven) bereits friih eingefiihrt (siehe
[BOOL1]). Erst etwas spéter erkannte man die vollstdndigen Beziehungen zwischen Bézier-
und B-Spline-Kurven (und -Fléchen) (siehe [RIE1] und [GOR]).

Die Bindefunktionen werden wie folgt definiert. Fiir N, K € N, N > K und die Knoten
UOS SUKS ---SUNS---SUN+K+1

definieren wir die normalisierten B-Splines (vom Grad K mit dem Knotenvektor u =
(UO Ca U,N+K+1)T) durch

1 fiir u € [ug, uigq]

0 sonst

und firr=1,...,. N+ Kund ¢=0,...,N + K — r durch

U — U U; -
N(y)= — "+ N'1 el " ONT L),
() Uipr — Ui (u)+ Uipr4+1 — Uit1 o (W)

Seien nun By, ..., By€ E?® Kontrollpunkte und N/ (u) (i = 0,..., N) (normalisierte) B-
Splines. Dann ist die B-Spline-Kurve e vom Grad K mit dem Knotenvektor w zu den
Kontrollpunkten By, ..., By gegeben durch

e: x(u) = ZNiK(u)bi, U € [ug, Uni1]- (3.2)

Wir fordern im Folgenden stets, dass der Knotenvektor w hichstens p < K-fache Knoten
besitzt. Damit besitzt e keine Unstetigkeitsstelle und die Betrachtung des abgeschlossenen
Intervalls u € [ug, un 1] ist sinnvoll.
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3.2.1 B-Spline-Kurven vom Grad N

Wir zeigen, dass eine B-Spline-Kurve geméf (3.2) mit K = N mit der cc-Kurve vom
Grad K iibereinstimmt, die die Kontrollpunkte By, ..., B, die Matrizen aus (2.3) mit
den Schnittfunktionen
, U — uy
aifu)=—2 "M 1<i<j<K 3.3
) = j (3.3
und das Parameterintervall [a, b] = [uf, ux 1] besitzt.

Zunichst sind die Funktionen o(u), u € [ug, ug 1] Schnittfunktionen gemif (2.1) und
(2.2), da wegen up < uy < ... <ug <ugp < ... <Usg < uggq fir 1 <i < j < K mit
der Vereinbarung ,,8 = 0“ (beim Auftreten mehrfacher Knoten)
: : 1
aj(u) €[0,1] und  &i(u) = —————— >0 fiir u € [ug,ug1]
UK+j—i+1 — Uj
gilt.

Um zu zeigen, dass die B-Spline-Kurve (3.2) eine Darstellung (2.4) als cc-Kurve besitzt,
weisen wir auf dem Intervall [ug, ug 1| die Identitét

fo(w) NE (u)
= Aplw) AR = | (3.4)

fr(u) Ni (u)

(vergleiche (3.2) und (2.4)) nach. Fiir u = ugy; folgt die Gleichheit aus Stetigkeits-
griinden.

Firre{l,...,K} und i€ {0,...,2K — r} folgt aus

U — Uy - Uigr4+1 — U _
N7 () = UM =1 () M T e
( ) Ujgr — Uy ( ) Ujtr4+1 — Uit1 i ( )
zunéchst mit (3.3)
N (u) = o 7 u)NFHu) + (1= a7 (u)) NiS () (3.5)

(die hier auftretenden Funktionen aj(u) mit ¢ > j spielen nur temporér eine Rolle und
beeinflussen unser weiteres Vorgehen nicht, siehe das spiter folgende Lemma 3.2.1). Fiir
r =0 gilt fiir alle u € [ug, ug 1]

=K
N (u) = (3.6)
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Definiert man zu gegebenem Knotenvektor w fiir die gemif (3.3) gegebenen Schnittfunk-
tionen die (2K —r + 1,2K — r + 2)-Matrizen

K—r+1 K—r+1

o 1—o 0 xE 0

0 aK—7'+1 . t . .

1 .. .. .

K—rt1 : :
T () == . . , (3.7)
: . . K-r+1

SRR Sl 05y 0
K—r+1 K—r+1
0 o 0 WK —r L =g’

(r=1,...,K), so lautet (3.5) in Matrixschreibweise
Ng (w) Ny~ (u)
— TK—H—I(U)
Nk —p(u) Ng;(l—rﬂ(u)

Setzen wir i = K —r + 1, so schreibt sich fiir i € {1,..., K} die (K 44, K +i+ 1)-Matrix
T'(u) als

ahb 1—al 0 xE 0
0 o
T'(u) == (3.8)
1 - O‘é(-i—i—l 0
0 0 Agri 1=y

Fiir r = K erhélt man damit fiir v € [ug, ug 1]

Ny (u) Ny (u)

= T'(u) : =...

Ni (u) Nic 1 (u)
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NG (u)

T u) - TEu) - | 1 | ¢+ (K+1)-te Zeile

= (T'(w)---TX@))[1,...,K + 1|K +1]

(zur Schreibweise von Untermatrizen und insbesondere zu Zeilen und Spalten einer Matrix
siche Kapitel 1). Damit erhilt die nachzuweisende Identitdt (3.4) die Gestalt

Ape(u) -+ AR(u) = (T () - - TH(w)[1,..., K + 1|]K +1]. (3.9)

Wir beweisen allgemein folgendes

Lemma 3.2.1 Sei die (K + k, 2K + 1)-Matrix T, fiir k = K,...,1 definiert durch
Ti(u) == TF(u) - - - T (u)
(siehe (3.8)). Dann gilt mit (2.3) fir k = K,...,1
Telk, ..., K +1|K +1] = A% (u)--- AK(u),

TI|IK+1] =0, l€e{l,....k—1,K+2,..., K+ k}.

leer fiir k = 1
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Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.

Fiir £ = K gilt nach Definition

1 —af(u)
Ti|K, K +1|K +1] = T*[K, K +1|K + 1] = = AR (u),

N
Tg[l|K+1] =0,1e{l,..., K -1, K +2,...2K}.

Induktionsschluss von k auf k — 1 (k € {K,...,2}).
Die Induktionsbehauptung gelte fiir ein k£ € {K,...,2}. Zu zeigen ist
Toalk—1,..., K +1|K +1] = A1 (u) .- AR (u),

T [l|K+1] =0,1e{l,....k—2,K+2,... K+ k—1}.

leer fﬁ; k=2

Es ist nach Induktionsvoraussetzung
Tpll,..., K +k—1]K +1]

= (T"'T)[L,...,K+k—1K+1]=T""T;[1,....,K + k|K + 1]

0
b=t 1-af=t 0 0
0 0
oy l-afTp e 5 Ty k| K +1]
R : T [K 41K +1]
0 0
O ver e e 0 bl , 1oabih
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Damit ist

0

(1 — o) TilK| K + 1

0

Thoilk—1,.. . K + 1K + 1]

k-1
1—a;

k—1
Q1

= 0

= Aﬁ(il(u) : Tk[ka

und

T a[l|[K+1]=0,1le{l,....,(k—1)-1,K+2,..., K+ (k—1)}

0

S

a1 Tk K+ 1]+ (1= o D Tilk + 1K + 1]

oE L THKK +1) 4 (1 — o )T K + 1)K + 1]

bV K 4+ 1K + 1]

E—1
Oy

E—1
Qe

— (k—1) — te Zeile

+— (K 4+ 1) — te Zeile

Tylk, .. K + 1K + 1]

LK 1K +1) " AR () - AR (w)

J/

leer fiir 7{— 1=1
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Damit ist der Beweis vollsténdig. O

Aus dem Lemma folgt fiir £ = 1 die Identitit (3.9).

Wegen
; i . — U 1 (3.3) ., ;
ol " -Ozl~+1 u (3:3) U — Ujt . =) 4t u) - Oéz'+1 o
JH( ) 7“( ) UK+j—i+2 — Ujr1 UK+4j—it1 — Ujq1 ]H( ) ‘7+1( )
und
; ¥ (33) UK+4j—it1 — U 1 (3.3) .. :
(1= aj(w) - a5ty (w) = == : = aj(u) (1 - affy(w)

UK+j—i+1 — Uj UK4j—i+1 — Uj1
(14 Ny <i<j<K—1)sind die Bedingungen (2.10) und (2.11) an eine gleichférmig
beriihrende cc-Kurve erfiillt. Es gilt insgesamt der

Satz 3.2.2 Jede B-Spline-Kurve (3.2) vom Grad N ist eine gleichfé6rmig beriihrende cc-
Kurve.

Wir illustrieren den vorhergehenden Satz am

Beispiel 3.2.1 Wir betrachten eine B-Spline-Kurve vom Grad K = N = 2 mit den
Kontrollpunkten By, By, B, € E? und einem Knotenvektor u = (uy ... us)”. Fiir die
zugehorigen B-Splines — eingeschrinkt auf das Parameterintervall [uy, ug] — erhalten wir

mit (3.3)

M) = (1 o) (1 - ).
M = e mw T w wow
= ay(u) (1 = 05(u)) + (1 — ay(u))os(u),
NZ(u) = o _(1;2_) (7;23)2_ o = ag(u)aa(u).
Nun ist
aZ(u) 1—a?(u) 0 0 0
Tt 0 aj(u)  1—a3(u) 0 0
0 0 aZ(u) 11— a3(u) 0
0 0 0 az(u) 1 —a(u)
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und damit
Ty[2,3[3] = A3, Ty[1,4]3] = !
0
Weiter ist
(1= ai(w) (1~ a3(w) Ne(u)
T[1,2,3]3] = T'T*[1,2,3]3] = | al(u)(1 —aZ(w)) + (1 — ab(u))ed(u) | = | NZ(u)
oy ()3 (u) N2 ()

Bemerkung 3.2.1 Es ist bekannt, dass jede Bézier-Kurve vom Grad N eine B-Spline-
Kurve vom Grad N ist, deren Knoten durch

’LLIZ...:’LLN:O, ’LLN+1:...:’LL2N:]_

gegeben sind. In diesem Sinn erhélt der Satz 3.2.2 als Spezialfall die Aussage des Satzes
3.1.2.

3.2.2 Beliebige B-Spline-Kurven

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass allgemeine B-Spline-Kurven (mit einem Grad K <
N) Vereinigung von gleichférmig beriihrenden cc-Kurven sind.

Wir setzen also eine B-Spline-Kurve gemé$ (3.2) mit & < N voraus und benutzen folgende
Bezeichnungen:

P = |{uK7"'7uN+1}| - 27

J
N ==Y _n; (j=0,....,P) mitn; €{0,....K}.
=0
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Die ny (k=0,..., P) sind dabei fiir £ = 0 durch die Beziehung

UK = UK 41 = - .. = UK4Ny 7 UK+ No+1(= UK 4ng+1)
beziehungsweise fiir £k =1,..., P durch
UK4+Np_141 = +++ = UK+ Ny_1+n4 7é UK+Nj,_14+ng +1
—— ——
=Ny =N

festgelegt. Also ist der Knoten ug ein (ng + 1)-facher Knoten, wihrend (fiir P > 0) die
Knoten ugin, ,+1 (1 =1,..., P) jeweils n;-fache Knoten sind. In dieser Notation lautet
der Knotenvektor

(oo UK = oo = UKN,,
UK+No+l = -+ = UK4Ny;
UK+Ni+1 = -+ = UK+Ny;
UK+Np_1+1 = ... = UK+4+Np,
UK+Np+1 — ...:U,N+1,...)T

Im Folgenden konstruieren wir P + 1 gleichférmig beriihrende cc-Kurvensegmente, deren
Vereinigung die durch (3.2) gegebene B-Spline-Kurve liefert.

Schritt O

Wir konstruieren zunéchst eine cc-Kurve

o+ ®(u), uE [UKiN, UK+Not1]

vom Grad K mit den Kontrollpunkten By, ..., Bixin, (vgl. Abbildung 3.1) und betrach-
ten dazu die Funktionen

. (UK 4Ny UK+ Ng+1] — R
o . (3.10)
J
u —

UK +No+j—i+1 — Uj
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aé-(u) € [0,1] fiir alle v € [uginy, UK+ Ng+1]

und .
a(u) = > (0 fiiralleu e [uK-i-Nm UK+N0+1],
UK+No+j—i+1 — Uj

weshalb die Funktionen o/ in (3.10) Schnittfunktionen sind.

Boy- s Bro-1s Bug, - -3 Bicangs Bicinosts- - s By

UQy -+« y UNgs W14 Ngs - - -5 U2K+No> U2K+No+15 -+ -y UN+K+1

Abbildung 3.1: Kontrollpunkte und Knoten der Kurve ¢y (unterstrichen)

Somit kann mit ihnen eine cc-Kurve

1+ Ny
l—altho o ... 0
T
14+ No
bNo a1+N0
1 _ OZK+N0
. . . K+Nop
wozw=| || o . 0
. . K+Np
Yr 1N,
b : - . 1 — gl
K+ No . K+ Ng
14+ Ny
0 o0 altM
_ 1+No K+No
= (bny -+ brcrng) Ak g (W) - Ak yng (W), v € [Ukcing, Uk No+1]

definiert werden (man beachte die zum besseren Verstdndnis gewihlte, von (2.4) abwei-
chende Indizierung, die wir in diesem Abschnitt bei den auftretenden corner cutting-
Kurven in dhnlicher Art des Oftern verwenden werden).

Wegen

. s U — Ujiq 1 < ]
o w) - Oél~+1 w) = Jj+ . — & w) - Oél~+1 u
(W) a5 () U Notj—it2 = Ujrl UK Notjitl — Uil (W) ajn ()
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und
. . o — 1 . .
1—ab(u)) - C.YZ-—H w) = UK +No+j—i+1 U . — &t () (1 _az_-i-l U
( it )) i) UK+No+j—it+l = Uj  UK+No+j—i+1 = Uj+1 ( )( il ))
(14N <i < j < K+Ny—1) sind die Bedingungen (2.10) und (2.11) an eine gleichférmig
beriihrende cc-Kurve erfiillt.

Wegen der Aquivalenz der Aussagen (3.4) und (3.9) folgt aus dem Lemma 3.2.1, dass
fiir eine gemif (2.4) gegebene cc-Kurve mit den durch (3.3) gegebenen Schnittfunktionen
einer B-Spline-Kurve vom Grad K = N auf dem Parameterintervall [uy, 1]

No* (u)
Ak (u) -+ A (u) =
Ni (u)
gilt.
Wegen
U — Ui+ N — Uit No+r+1 — U _
Ni\ o (u) = . i 0 7::*]%70(“) + — = r_ . NZ+J%70+1(U)
UitNo+r — Uit No Uit No+r+1 = Uit No+1

= o )N () + (1= o0 () Vi (u)-

ergibt sich hieraus mit Hilfe der Indextransformation
7 i+No
Qj 7 QN
T T
Ni = Niin,

(re{l,...,K}, i€{0,...,2K —r}) auf dem Intervall [ug Ny, Ut N+1]

Ny, (u)
14+ N, K+N, .
AK+J\0TO(U) i 'AK+N2(U’) =
NII((JrNo (’LL)
Da sich e schreiben lisst als
[UK+N0;UK+1+NO}
K+ Ny

. _ K .
‘ [urc+ngsur+1+Ng] (u) = Z N;* (u)b;

1=Np
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ist damit

‘[UK+N0 JUK +1+Ng] = G
nachgewiesen.
Schritt 1

Nun konstruieren wir eine corner cutting-Kurve

cr o x(u), u € [uk N, Uk N 11]

vom Grad K mit den Kontrollpunkten By, ..., By, und betrachten dazu die Funktio-
nen
. [uK+N17uK+N1+1] — R
aj T (3.11)
j
U —

UK +N+j—i+1 — Uj
(1+ N, <i<j<K-+Ny). Esgilt

ai(u) € [0,1] fiir alle [ug Ny, N, +1]

und )
CY(U) = > 0 fir alle [UK-i-Nla ’LLK+N1+1],
UK +Ni+j—i+1 — Uj

weshalb die Funktionen o/ in (3.11) Schnittfunktionen sind.

Damit stellen wir ¢; als corner cutting-Kurve geméf (2.4) mit Hilfe der Schnittfunktionen
aus (3.11) (bis auf die vereinbarungsgeméif abgeénderte Indizierung) wie folgt dar:

1+ Ny
L—alth 0 .. 0
T
1+ Ny
by, X4 N,
1 —apti
. . . K+N;
crew=| ¢ || 0
. . K+Np
(6
K+N:
b : .. .. 1— 14+Ny +h
K+N : OR+N
1+ Ny
0 e 0 ak N
_ 14Ny K+N;
- (le bK+N1)AK+N1(u)"'AK+N1(U’)7 u € [UK+N17UK+N1+1]'

Die Kurve ¢; kénnen wir uns aus ¢y entstanden denken, wenn wir die Kontrollpunkte B,
(Il = ng,..., K +ng) durch B;;,, und die Knoten u,, (m =1+ ng,...,2K + ng) durch
Um+n, ersetzen (sieche Abbildung 3.2).
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Bo,+ s Byo-1, Brgs- - By ooy Brings -+ s Bicinys Brcinisis s By

UQy -+ -5 UNgs UL+ Ngy -+ -y UWI4Nyy o oo s W2K4+Ngy - -+ ) U2K 4Ny s W2K 4Ny +15 -+ s UNF K41

Abbildung 3.2: Kontrollpunkte und Knoten der Kurve ¢y (iiberstrichen) und der Kurve
¢; (unterstrichen)

Wegen
. . — U 1 . .
o w) - dl~+1 u) = U= Ujt1 . — &b w) - CYH_I u
(W) a5 () UR 4Ny jit2 = Ujpl UK LN j—it] — Ul () a5 ()
und
; . UK+4+Ny+j—i+1 — U 1 s .
(1= aj(u) - éiii(u) = S : = d&;(u) (1 — of}i ()

UK+Ni+j—i+1 = Uj  UK4Ni4j—i+1 — Ujtl
(14+ N, <i<j< K+ N;—1) geniigt die Kurve den Bedingungen (2.10) und (2.11) an
die Schnittfunktionen einer gleichfé6rmig beriihrenden cc-Kurve.

Wegen
NLNI(U) _ U — Ui+ N, N[J:]%H (u) + Wit Ni4r+1 — U NZ:J%H(“)
Wit Nyr — Uit Ny Wit Ni+r+1 — Ui+ Ny +1
= oyl T )N () + (1= o T () Vi, 4 (w),

re{l,...,K}, i€{0,...,2K —r}
ergibt sich in Analogie zum Vorgehen beim Schritt 0 mittels der Indextransformation
o ol
N{ — Njn,

aus (3.4), dass fiir alle u € [ugin,, Ukt+1+N,]

AR, (u) - AN () =
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gilt.

Da sich e
[uK+N1 ,UK+1+N1}

haben wir somit

schreiben lisst als

[uK+N; UEK+14+N,]

‘ (UK N UK +14+N, ]

Schritt p (p € {1,...,P})

Allgemein konstruieren wir eine corner cutting-Kurve

vom Grad K mit den Kontrollpunkten By, ..

tionen

Cp

(UK Ny Wit Ny1] —

U

(1+N,<i<j<K+N,). Es gilt

und

i

1

UK+Np+j—it+1 — Uj

K+Np

z(u)= > NF(u)b;

1=N1

=Ci.

x(u), u € [UK+NP7UK+NP+1]

R

u— u;
— J

UK+ Np+j—i+1 — Uy

o’ (u) € [0,1] fiir alle [uxn,, UKt N, +1]

> 0 fiir alle [ugyn,, Uk4N,4+1)-

., B4 n, und betrachten dazu die Funk-

(3.12)

Mit der getroffenen Indizierungsvereinbarung ist die Kurve ¢, mit den Schnittfunktionen
aus (3.12) eine corner cutting-Kurve geméf (2.4) mit der Hauptschnittfunktion

und einer Darstellung

U — UK+N,

K+N,
O‘KiNi(u) =

14N,
1-— 4N,

14N,
14N,

UK+Np+1 — UK 4N,

0 0

. 1+Np
L Loy,

14N,
0 YK LN,

K+N,

— Okgyn,

K+Np

OK4N,
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1+ N, K+N,
- (pr bK+Np) AK++1\7P(U)"'AK1N§(U)7 U € (UK 1N, UK+N,+1])-

Die Kurve ¢, kénnen wir uns aus c¢,_; entstanden denken, wenn wir die Kontrollpunkte B5;
(I =Np_1,..., K+N,_,) durch B, und die Knoten u,, (m =1+N,_y,...,2K+N,_,)
durch tp,n, ersetzen (siehe Abbildung 3.3).

Bos .., Bu, 11, Bry 13 Brys oy Biciny 1+ Bicinys Biciwpits -+, By

Uy« ooy UNp_ 1y UWI4Np_1y -+ s WI4Npy - - s U2KHNp_ 13-+ - s U2K+Npy U2K+Np+15 - - - s UNFK+1

Abbildung 3.3: Kontrollpunkte und Knoten der Kurve ¢,_; (iiberstrichen) und der Kurve
¢p (unterstrichen)

Wegen
. . — s 1 . .
o () - & (u) = U Ui . =& (u) - ot (u
o) 531 0) = e = ()0 )
und
; . UK+ Ny+j—it1 — U 1 . ;
(1 a(w) - 431} (u) = LKL2era = () (1 - 0l )

UK+Np+j—i+1 — Uj - UK +Np+j—i+1 — Uj+1
(1+N, <i<j< K+N,—1)sind die Bedingungen (2.10) und (2.11) an eine gleichférmig
beriihrende cc-Kurve erfiillt.
Wegen

Niiy, = e N () N )
(re{l,...,K}, ie{0,...,2K —r}) gilt

K+Np—r+1 — K+Np—r+1 —
Nz‘r+Np (u) = Aiin," (U)NZH%@, (u) + (1 A (U))N{H%fpﬂ(u)-

Wit Np+r+1 — Wit Np+1

Damit ist auf dem Intervall [ugn,, Uk t14n,]
Ny (u)
14N, K+N,
AK+]$p(u) o 'AK+NZ (u) =

NII((Jer(U)
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Da sich e‘ schreiben liasst als
[UK 4+ Np UK +14N]
K+N,
e s x(u) = E N (u)b;
[UK 4+ Np UK +14N,]
i=N,
ist damit
[UK+NP7UK+1+NP}
nachgewiesen.

Insgesamt haben wir also
p
€ = U C;
i=0

und so die B-Spline-Kurve durch P + 1 gleichférmig beriihrende cc-Kurven segmentiert.

Sei nyay die maximale Vielfachheit eines Knotens. Dann ist bekannt, dass die zugehorige
B-Spline-Kurve vom Grad K eine C*~"max_Kurve ist (siche zum Beispiel [AUM1], Seite
373).

Betrachten wir die segmentierte Kurve mit den beiden Kurvensegmenten ¢, und ¢, fiir
ein g € {0, ..., P—1}, so ergibt sich eine B-Spline-Kurve vom Grad K mit den K+ng;+1
Kontrollpunkten

BNqa---;BNq+17---aBK+Nq7---7BK+Nq+1

und dem Knotenvektor « mit den Knoten

UNgs UL+ Ny -+ s WL4Ngp1y - - oy UK+ N5 - -+ s W2K+ N1 W2K+ Ny g1 +15

wobei Uun, und UK 4Ny y1+1 mit Un, < U14N, beziehungsweise UK +Ngyq < UK 4Ny yq+1
beliebig gewihlt seien. Dabei ist ug iy, 41 = ... = Uk yn,,, ein ngyi-facher Knoten und
nach Konstruktion der einzige (mehrfache) Knoten, der im Innern des Parameterintervalls
(UK 4N, UK 4N, +1] liegt.

Es ist ein bekanntes Ergebnis der B-Spline-Kurventheorie, dass die entstehende Kurve
eine CK~"+1_Kurve ist. Fiir dieses Ergebnis geben wir nun einen weiteren Beweis, den
wir mittels des corner cutting-Kalkiils fithren werden.

Satz 3.2.3 In einer hinreichend kleinen Umgebung der Nahtstelle

CQ(uK+Nq+1) = Cg+1 (uK+Nq+l)

ist die durch ¢, und ¢, segmentierte Kurve fiir ¢ =0,..., P — 1 eine CK"+1_Kurve.



20 3.2. B-SPLINE-KURVEN ALS CORNER CUTTING-KURVEN

Beweis. Wir betrachten fiir ein ¢ € {0,..., P — 1} die beiden Kurvensegmente

1+N, K+N,
Cq: CL’(U) = (qu e bK—l—Nq) AKJF_H{I;q(U) v 'AKiNZ(U), u € [UK—l—Nq;uK—l—Nq-i—l]

und

1+ N, K+ N,
Cgt1 t y(u) = (qu+1 s bK+Nq+1) AK+]$T:i1( ) U AK+NZI$ (U),

u € [UK+Nq+17 UK+Nq+1+1]'

Die Schnittfunktionen der Ay y (i = 14+N,,..., K+ N,) sind nach (3.12) gegeben durch

ok (u) = e 14N, <k<I<K+N, (3.13)
UK +Ng+l—k+1 — Ui

die der A%, (i =1+ Ngy1,..., K + Nyy1) durch

"u) = 4 , 14+ Ny <m<n< K+ Ny (3.14)
UK+Ngy1+n—m+1 — Un

a

Aus (3.13) ergibt sich insbesondere fiir 1 + N, < k < [ < K + N, im rechtsseitigen
Randpunkt des Parameterintervalls [ux i n,, Ukt n,+1]

UK+Ng+1 — W

(3.15)

k —
Q (UK+Nq+1) = )
UK+ Ng+l—k+1 — W

aus (3.14) fiir 1 + N;oy <m < n < K + N, im linksseitigen Randpunkt des Parameter-
intervalls [UK-l—Nqula UK+Nq+1+1]

U/K+Nq+1 — Up

(3.16)

—~m .
Qp (UK+Nq+1) = .
UK+Nq+1+n—m+1 — Up

Fiir m = p 4+ ngy gilt somit fiir 1 + Nyp1 < p+ngp1 < n < K + N, beziechungsweise
gleichbedeutend fiir 1 + N, <p <n—ngp1 < K+ Ny —ngp1

UK+4+N,1 — Un

Sp+ngi1 _ q+1

a1 (UK+NQ+1) = . (317)
UK+ Ny+n—p+1 — Un

Damit gilt fiir alle p,n mit 1 + N, <p <n —ngyy < K+ N, — ng41 aber auch

(U N 1) = G5 (U N ) (3.18)
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1—at 0 0
o )
l_az:-#—nq O
0 L a0 0
gt
a§+”q+1
_attngn
T iAng
0 0
. lia%Jqu
‘. X :l_ai+nq+1
. K+Ng
o 0
0 0 0 7(/;1:]:11
TR 4 Ng
. /\Z+nq
1 — @y, »
/\i+nq 1
0 0 Kt ]\?; "
Abbildung 3.4: Die Beziehung der Matrizen A%+Nq und A\;;T]‘{,:il firie {1+ N, ..., K+

Ny —ngp1} und w = Ugqn,4+1 (siehe (3.18)).

Weiter gilt fiir i = K + Ny, —nge1 +1,..., K + N, (man beachte, dass stets i > 1+ N,

gilt)
; UK+N,+1 — UK 4N,
3 _ q q J—
04K+Nq(UK+Nq+1) = =1
U2K+2Ng—i+1 — UK+N,
und fiir j = K+ N, +1,..., K + Nyyy
- UK+Ngp1 — UK+N,
~] _ q+1 q+1 _
aK+Nq+1(uK+Nq+1) - o =0,
UK +2Ngy1—j+1 — UK+Ng+1
da ugiN,41 = ... = UK{N,4, 7 UK+N,4+1 €0 ngyi-facher Knoten ist.
Fiir den C°-Ubergang zeigen wir
w(uK+Nq+1) = y(UK+Nq+1)-
Es ist
o 14N, K+N,
m(uK+Nq+1) = (qu Ce qu+1 Ca bK+Nq)AK+Nq s AK+Nq
_ 1 1 1 24N, K+N,
= (qu+1 RRES RS IR 'zK—l—Nq)AK-l—Nq - 'AK+Nq

(3.19)

(3.20)
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- K—ng41 K—ng41 K+Ng—ng4+1+1 K+Ny
= (zK+qunq+1 “++ZK+N, )AK+Nq o 'AK+Nq

) i e (3.21)

und

_ A1+Nq+1 AK+Nq+1
y(uK+Nq+l) - (qu+1 s bK+Nq s bK+Nq+1)AK+Nq+1 e AK+Nq+1

(3.18),(3.21) , 1 A2 Nert TK+Ngw

1 1
- (qu+1+1 st ZK+Nq ot ZK+Nq+1) K+Nq+1 K+Nq+1

(3.18)

(318) (ZK—nq+1 ZK_anrl ) AK+Nq+1 L AK+Nq+1
- K+Ng " “K+Ngt1 K+Ng41 K+Ng41

(320) K—nq+1

O ) (3.22)

Sei nun 1 < s < ngyy. Zu zeigen bleibt

d d*
dusiv(uK+Nq+1) = dusy(uK+Nq+1)-

Es ist nach (2.9) und aufgrund der Tatsache, dass

d
—a (u) = %dﬁm‘”l (u) (3.23)

U=UK | Ny 1 USUK N,y
fir 1+ N, <p<n—ng <K+ N, —ng gilt (siehe (3.13) und (3.14)):

d’x
du® (UK+Nq+1)

N! .1 .
o . +Ng  jstNg gsH1+Ng 4 K4Ng
= m(qu"'qu-H"'bK+Nq)AK+Nq AK+NQAK+Nq AK+Nq

N' 1 1 1
m(u]vq+1 .. .qu+1+1 . 'uK+Nq)

12N, is+Ng gs+1+Ng K+N,
'AK+Nq o 'AK+NQAK+Nq o 'AK+Nq
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N! s s s +1+N, K+N,
= m(umﬂ o UN s 'uKJqu)A;(Jqu e 'AK+NZ
o N' K*qu+1 Kfnq+1 AK+quTLq+1+1 AK+Nq
= m(“f@rmwﬁl corUg LN, ) K+N, o AR4N,
(819) N kg
= mu[(ﬂv‘; (3.24)
und
d’y
du’ (uK+Nq+l)
N!
= m(quJrl . . bK+Nq .. bK+Nq+1)
.;1\1+Nq+1 N S+ Ng41 Do+14Nps1 _A\K+Nq+1
K+Nq+1 K+Nq+1 K+Nq+1 K+Nq+1
(3.23),3.24) V! " " 1
i m(u%““...uK+Nq...uK+Nq+l)
CFNare SN SN RK N
K+Nq+1 K+Nq+1 K+Nq+1 K+Nq+1
(3.23)
(3.23) N! “s+1+N, ~K+N,
N m(uﬁvﬁws e ‘ui(Jqu o .uﬁ(JquH)A;(_i_qul“ o 'AK-i-NZE
(318) N’ Kfnq+1 Kfnq+1 A\K-l-Nq—l—l A\K+Nq+1
- M(UK‘H\T‘J e uK+Nq+l) K+Nq+1 T K+Nq+l
(3200 V! K—n
—_ muK‘H\?:l' (3.25)
(3.24) und (3.25) beweisen damit den C*¥"s+1-Ubergang der Kurven ¢, und cq;. O

Beispiel 3.2.2 Gegeben seien der Knotenvektor w = (0123 345 5 6)7, die Kontroll-
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Abbildung 3.6: ...

Bs B3
c
By
By
By Bs
Abbildung 3.5: B-Spline-Kurve . ..
By B;
C1
By
Co B4
C2
By Bs

als Vereinigung von drei gleichférmig beriihrenden cc-Kurven.
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punkte By, ..., Bs € E? und damit die B-Spline-Kurve
5
c: x(u) = ZbiNZ?(u), u € [ug, ug| = [2, 5]
i=0

vom Grad 2 (siehe Abbildung 3.5). Dann ldsst sich ¢ mittels der B-Spline-Funktionen
abschnittsweise wie folgt schreiben.

(

13 —u)?by+ ((3—u)(u—2)+ I(u—1)(3—u))b,
+(u—2)%by, u € [2,3],
(4—u)bo+ (36— u)(u—3)+ (u—3)(4—u))bs
c: z(u) = +1(u—3)%by, u € [3,4], (3.26)
15— u)?bs + ((5— u)(u—4) + L (u—3)(5 — u))by

+(u — 4)2bs, u € [4,5],

b5, u = 5.

\

Da wir eine B-Spline-Kurve vom Grad 2 betrachten, deren Knotenvektor neben einfachen
auch doppelte Knoten enthiilt, handelt es sich um eine C°-Kurve.

Nun stellen wir ¢ als Vereinigung von gleichférmig beriihrenden cc-Kurven dar, indem wir
das zuvor angegebene Verfahren verwenden.

Wir starten mit
co: y(u), u € [ug,us,
mit ng = 0, den Kontrollpunkten By, By, B, den Knoten uq, ..., us und den Schnittfunk-
tionen
. U — U, .
o (u) = J , 1+ng=1<i<j<K+n =K
UK +no+j—it+l = Uj

(siehe (3.10)). Wir erhalten

U — Ug

Oég(’LL) = Uz — Uy :U—Q,
as(u) = 54__132 =u— 2,
allu) = 27U = 2y — 1),

Uz — U
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Damit ist ¢y gegeben durch

l—og(u) 0
1 —aj(u)
co: x(u) = (by by by) a%(u) I a%(u)
a3 (u)
0 ay(u)
— <§u2 — 3u + 5) by + <—§u2 + Tu — ?) by (3.27)

+(u? — du+ 4)by, u € [2,3].

(3.28)

Es ist 3 = Uk 1ngt1 = UKk 4ny+2 €in doppelter Knoten und damit ny = 2. Damit finden wir
die Kurve

C1: CU(U), u e [UK+N17UK+N1+1[: [U4,U5[: [374[7

bestimmt durch die Kontrollpunkte By.,, = Bs, Bi1,, = Bs, Boy,, = By, die Knoten

Ulin, = Usye..,Usrn, = Ug und die Schnittfunktion
u—u
K+N; _ 4 _ 4 _
aK+Nl(u)—a4(u)— =u— 3.
Us — Ug

Es resultiert

U — Uy

R i (U]
U — Us

ojfu) = L = (-3

Damit ist
1 — a3(u) 0
c1: x(u) = (by bz by) oé’(U) - O‘i(“)

0 as(u)

3 39
= (u®— 8u+ 16)b, + <_§u2 + 11y — ?> bs (3.29)
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1
—|—§(u2 — 6u+9)by, u € [3,4].

(3.30)

Im néchsten (und wegen P = 2 letzten) Schritt konstruieren wir unter Beachtung von

Nog = 1
20 @(u), uE [URiN, Uk+N+1[= [us, us[= [4, 5],

bestimmt durch BO—l—Nz = Bg, B1+N2 = B4, BQ+N2 = B5, die Knoten U4+ Ny = U4, - -

w7 und der Schnittfunktion

U — Uy

aﬁi%ﬁ(u) =al(u) = — =u— 4.
Es resultiert
= = — 4
obfu) = 2 = (u—4)
= =—(u—3
() = =~ S(u=3)

Damit ist

1 —a3(u)
c2: x(u) = (bs by bs) aj(u) 1 —ag(u)
az(u)
0 g (u)
= (§u2 —du + ?) bs + (—§u2 + 13u — ?> by

+(u? — 8u + 16)bs, u € [4,5].

Ein Vergleich von (3.26) mit (3.28), (3.30) und (3.32) zeigt

c=coJcrUc

<y Ugp Ny =

(3.31)

(3.32)

({siehe Abbildung 3.6). Der Ubergang zwischen ¢, und ¢; ist nach Satz 3.2.3 ein C°-
Ubergang, der Ubergang zwischen ¢; und ¢, ist nach Satz 3.2.3 ein C''-Ubergang.
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3.3 Corner cutting-Kurven als B-Spline-Kurven

Satz 3.3.1 Eine cc-Kurve ¢ geméf (2.4) ist genau dann eine B-Spline-Kurve vom Grad
N, wenn ¢ vom Grad N und gleichfésrmig beriihrend ist, sowie fiir die Parameter ¢* (i =
1,...,N)und & (j =1,...,N) aus Satz 2.4.3

O<cl§02§...§CN_2§0N_1§1::0N,
O<d' <d?<...<d"?2<d"'<1=4"

gilt.

Beweis: ,=“ Nach Satz 3.2.2 ist eine B-Spline-Kurve ¢ vom Grad N eine gleichférmig
beriihrende corner cutting-Kurve vom Grad N. Zu zeigen bleibt die Monotonieeigenschaft
der Parameterfolge.

Fiir die Hauptschnittfunktion der gleichformig beriihrenden corner cutting-Kurve (respek-
tive B-Spline-Kurve) gilt
N U —un
ay(u) = ——,
() —

allgemein sind die Schnittfunktionen von ¢ nach (3.3) gegeben durch
U — Uy

adtly) = —— 1< <3< N).
J( ) UN+4j—i+1 — Uy ( )

UN41—UN
UZIN —j4+1—UN

Somit gilt (vergleiche mit Satz 2.4.3) mit ¢! =

aly(u) = ——N = NN o Ny = ¢ a(u) (1<i<N)
U2N—j+1 — UN UIN—j+1 — UN
und wegen
uL < ... < uUsn
gilt

Weiter ist mit ¢/ = “¥+L—UN

UN 41— Uj
al(u) = —— = IOV (o) =1—d - (1—a(w) (1<j<N)
UN41 — Uj UN+1 — Uj

und somit auch
O<d' <d?<...<d"'<1.
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»,<=“ Aus Satz 2.4.5 wissen wir, dass jede gleichférmig beriihrende cc-Kurve eine lineare
cc-Kurve ist.
Sei ¢ gem#B (2.4) gegeben, XY sei die lineare Hauptschnittfunktion von c.

Aus (2.10), (2.11) und der Voraussetzung, dass c eine gleichférmig beriihrende cc-Kurve
ist, folgt
aly(u) = cal(u) mit ¢ >0 (i=1,...,N —1)

und

oj(u) =1 —d (1 = aff(u)) mit & >0 (j=1,...,N -1),

allgemein haben wir nach Satz 2.4.2 damit
cN+i—j

of(u) = vj(d@ay(u) +1—d) mit ~} = T (0= )

: (1<i<j<N).

Schreiben wir die lineare Hauptschnittfunktion in der Form

ay(u) = UNt1 — N

mit eindeutig bestimmten uy,uyy; € R und uy < a < b < upyyq, so ergibt sich

. u—u . UN+1 — UN .
aﬁv(u):—letuzN_Hl:uNJrM (i=1,...,N—1)
UIN—i+1 — UN c
und
ag(u):%mitui:u]\rﬂqLuNﬂdiiuN (i=1,...,N—1).
N+1 — U
Sei nun
O<c'<?<... <2<t N =1 (3.33)
und
O<d' <d?*<...<d"?<dV P <d¥ =1. (3.34)

Dann gilt firi=1,...,N —1

; i UN+1 — UN UN+1 — UN
¢ < A = <

UsN_jy1 — UN ~ UsN—; — UN

uN <UN+1
= Uan—i < UaN_jt1-

Also ist (3.33) gleichbedeutend mit

Unt1 S Uny2 < ... < ugn_p < Ugn—1 < Ugp.
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Analog erhilt man wegen

di < dz‘+1 o UN41 — UN < UN41 — UN

UN41 — Ui UNH1 = Uipl

uN<uN+1
-

Ui < Ujqq
aus (3.34)
up <up <...<uny_o <uy_1 < up.
Damit folgt insgesamt
u <up < ... <uy <uyyr < ugy—1 < Usy.

Nach Abschnitt 3.2.1 gilt mit den obigen Schnittfunktionen

fo(u) Ng* (u)

fr(w) N§ (u)

Damit ist die gleichférmig beriihrende cc-Kurve ¢ vom Grad N eine B-Spline-Kurve zu
denselben Kontrollpunkten und den Knoten wuy := uy, usg, ..., Usy 1, UsNy =: UsN 1. O



Kapitel 4

Corner cutting-Flichen

Um eine Bézier-Kurve ¢ : @(u) oder eine Bézier-Fliche ® : x(u,v) in einem Punkt der
Kurve beziehungsweise Fldche auszuwerten, kann man sich des de Casteljau-Algorithmus
bedienen.

Fiir Bézier-Kurven sind nach Vorgabe eines Parameters ug nicht nur der gesuchte Punkt
X (up), sondern auch alle wihrend des Algorithmus auftretenden Zwischenpunkte eindeu-
tig festgelegt.

Dieses Verhalten unterscheidet sich von dem der Flichenauswertung. Den gesuchten Fli-
chenpunkt X (ug,v9) kann man némlich bestimmen, indem man zunichst eine Parame-
terlinie (v-Linie) &(u = ug,v) oder eine Parameterlinie (u-Linie) @(u,v = vg) betrach-
tet und durch mehrfache Anwendung des Algorithmus von de Casteljau die zugehorigen
Bézierpunkte der Parameterlinie bestimmt. Fine weitere Anwendung des de Casteljau-
Algorithmus liefert dann den gesuchten Fléchenpunkt (siehe zum Beispiel [AUM1], Seite
355ff und Seite 480ff).

Alternativ 148t sich die Auswertung mittels des de Casteljau-Algorithmus abwechselnd in
u- und v-Richtung durchfiihren (siehe zum Beispiel [HOS], Seite 252).

Insgesamt gibt es bei einer Bézier-Fliche vom Grad (M, N) genau (AA{[T]]\\[!)! verschiedene
Vorgehensmoglichkeiten den gewiinschten Punkt zu bestimmen. Zur Minimierung des Re-
chenaufwandes arbeitet man im Falle M > N zunichst in u-Richtung, im Falle N > M
zunéchst in v-Richtung (siehe [HOS], Seite 252).

Das abwechselnde Arbeiten in u- und v-Richtung nennt man nach [KAH] das bilineare
Interpolationsschema. Durch die bilineare Interpolation erhalten wir einen anschaulichen
Zugang zu einer moglichen Realisierung von corner cutting-Flichen, den es im Folgenden
zu prézisieren gilt.
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4.1 Definition

Abgeleitet von den corner cutting-Kurven (siehe Definition 2.1.1) geben wir fiir die Fléchen-
theorie zundchst die

Definition 4.1.1 Seien By, (m = 0,...,M;n = 0,...,N) Punkte im euklidischen
Raum E?. Weiter seien fiir > 1 und 1 < k <[ < M die C"-Funktionen

[a,b] - R
al .
w o (u)
und fiir 1 <7 < j < N die C"-Funktionen

[e,d] - R

v o Bi)

gegeben, die folgende Bedingungen erfiillen:

Vu € [a,b] : of(u) €[0,1], (4.1)
Yu € [a,b] : af(u) >0, (4.2)
Yo € [e,d] = Bi(v) € [0,1], (4.3)
Yo € [e.d] : fi(v) >0 (4.4)

(zur Schreibweise siehe Kapitel 1).

Weiter seien die (M +2—k, M +1 —k)-Matrizen A%, = A% (u) fiir k = 1,..., M definiert
durch

I—af(w) 0 0
ofw) . e
Ay (u) = 0 0 (4.5)
1— ok, (u)
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sowie die (N 42 — i, N + 1 — i)-Matrizen By, = By (v) fiir i = 1,..., N definiert durch

1 - fi(v)
Bi(v)

By(v) := 0

Dann heifit die C"-Flache

0 0
0 : (4.6)
1—By(v)
0 N (v)
boo bon
By(v) - By (v),
bMO e bMN

(u,v) € [a,b] X [c,d]

(4.7)

(zur Schreibweise sieche Kapitel 1) die Eckschnitt-Fliche, corner cutting-Fléiche oder
cc-Fliche vom Grad (M, N) mit Schnittfunktionen of und 3} und den Kontroll-
punkten B,,,. Sind alle Schnittfunktionen Polynome vom Grad 1, so heifit ® linear.

M

Die Schnittfunktionen o (u) und S¥ (v) heilen Hauptschnittfunktionen.

Lemma 4.1.1 a) Sei fiir u € [a, b die (M +1 — k, M +2 — k)-Matrix C%, = C¥,(u) (k =

1,..., M) gegeben durch

Nkk

Mk

N 0
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mit
-1

() = (—1)* ] ﬁk(u) ] oh(w) (1<m<i< M)

Dann gllt CJIT/IA?\/[ = EM-}—I—k:-

b) Sind die Elemente von (m, M + 1 — k — [)-Matrizen M (u), M (u) stetige Funktionen,
so gilt:

Ist u € [a,b] und  M(u)AX(u)--- A, (u)

so folgt M (u) = M(u).
Beweis: a) Offensichtlich gilt

0 firm<n
Chm|1,...,N+2—Fk]- A [1,... . N+2—k|n]=
1 fitrm=n

Es bleibt der Fall m > n. Hier finden wir

Chim|1,...,N+2—Fk]-A%[1,... . N+2—k|n)]

_ k k
= NMeth—tntk—1° (1= Q1) + Metk—t,n4k * Qg

mikol o ko2 1

_ k k k k

== H 11— oF H ) ((1 - an+k—1)71 —oF C k-1 T an—l—k—l)
I=n+k U j=n+k n+k—1

=0

b) Fiir u € [a, b] folgt die Behauptung unmittelbar aus a), fiir u = b folgt sie aus Stetig-
keitsgriinden. a

Wir untersuchen nun, welche Eigenschaften corner cutting-Fléchen besitzen und wie durch
weitere Forderungen an die Schnittfunktionen zusitzliche Eigenschaften (Interpolation,
Beriihrung etc.) erreicht werden konnen.

Zuniichst stellen wir fest, daf$ die Matrizen A% (u) fiir K = 1,..., M und u € [a, b] sowie
BY(u) fir i =1,...,N und v € [¢,d] stochastisch sind; das heifit, die Matrizen besitzen
ausschlieflich nichtnegative Eintrige und die Spalteneintrige summieren sich jeweils zu
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Eins (siehe Definition 1.0.1).
Da das Produkt stochastischer Matrizen ebenfalls stochastisch ist (siche zum Beispiel
[LUE], Seite 140), ist mit

Anp () - Ay () = (folu) ... far(w)) (4.8)

und
Bl (v)--- BN (v) = (go(v) ... gn(v))" (4.9)

offensichtlich, dass die Beziehungen

Y fnw) =1, fu(u) >0 (u€lab], m=0,...,M), (4.10)
Zgn(v)zl, gn(v) >0 (ve€]|ed, n=0,...,N) (4.11)

gelten. Wegen

by -+ bon QO(U)
®: x(u,v) = (folw)... fu(u))
baro by QN(U)

Z%:O mefm(u) gO(U)

> o by frn (1) gn(v)

= 2> Fn()gn(0)binn (4.12)

gilt der

Satz 4.1.2 Eine gemif (4.7) gegebene cc-Fliche @ liegt in der Konvexen Hiille ihrer
Kontrollpunkte.
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Ebenfalls folgt sofort die Aussage iiber affine Invarianz (Vgl. den Beweis zu Satz 2.1.1 b))
im

Satz 4.1.3 Das Bild einer cc-Fliche unter einer affinen Abbildung ist die cc-Fléche ist
die cc-Fliche gleichen Grades zu den affinen Bildern ihrer Kontrollpunkte.

Bemerkung 4.1.1 Analog zu Bemerkung 2.1.1 kénnen wir (4.7) als Algorithmus auffas-
sen, der aus einer zuldssigen Eingabemenge Ein von (M + 1) - (N + 1) Kontrollpunkten
und MU\;‘IH) + N(A;H) Schnittfunktionen geméfl (4.1) bis (4.4) besteht.

Die Ausgabe Aus besteht analog zur corner cutting-Kurventheorie aus der resultierenden
corner cutting-Fléache.

Die Anzahl der Verarbeitungsschritte betragt M + N, wobei ein Verarbeitungsschritt aus
einer links- oder rechtsseitigen Matrixmultiplikation sich aus

boo -+ bon
Ay .| By By | By
byo - bun
beziehungsweise
boo bon
A [ ARy .| By By
bro -+ bun

fir ein 4 € {1,..., N} beziehungsweise j € {1,..., M} ergibt (Matrixprodukt existiert
natiirlich nur fiir i > 1 beziehungsweise j > 1).

Fiir die Ausgabe ist die Reihenfolge der Verarbeitungsschritte offensichtlich irrelevant.

Wir betrachten den Fall, dass wir zundchst M linksseitige Matrixmultiplikationen durch-
fithren. Aus (4.7) mit (4.8) ergibt sich
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Z% 0 mefm(u)
- s Bl(v)--- BY(v).

Zi\n/fzo mefm (u)

Damit entsteht nach M linksseitigen Schritten des Algorithmus fiir festes uy € [a, b] formal
eine corner cutting-Kurve vom Grad N mit den Kontrollpunkten

meOfm UO meme UU

Analog ergibt sich eine corner cutting-Kurve vom Grad M mit Kontrollpunkten

Z bOngn UO Z angn UO

vy € [c, d] fest; man beachte dabei

z;v:o bOngn ('UU)

Zg:() angn (UO)

(Z bondn () .. Zangn(U0)> AL (u) - AM(u).

Bemerkung 4.1.2 Es gilt

folu) = T (1 = ab(u)), (4.13)
fu(w) = T ok (w), (4.14)
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gn(v) = [] sk (v)

g=1

sowie

-

fi(u) \(1 — Oz;(u)) e (1 — ag_l(u))JOzg(u)

~—
leer fiir p=1

1

p

(1= ati) - (1 - ali(w),

~
leer fiir p=m

1=Bw)--(1-57(v) B)

leer fur q=1

O—Bﬁk)w~0—5mwl

leer fl'jr g=N

g=1"

Beispiel 4.1.1 Wir betrachten als Beispiel die corner cutting-Fliche

©:ow(uv) = Au) - Ag(u) | | Bi(v) - Bi(v), (u,v) €[0,1] x

vom Grad (M, N) = (3,4) mit den Schnittfunktionen

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

[0, 1]

(4.19)
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und den Kontrollpunkten

0
by = | 6 b1 =
0
0
b10: 4 —
0
0
by = | 2 by = , ba =
0
0 2 4 6 8
bso=10|,b51=10),bso=[0],bszs=10]), bsa=1|0
0 0 0 0 0

(sieche Abbildung 4.1 und zur Verdeutlichung die Abbildung 4.2, insbesondere beachte
man, dass die Fliche aufgrund der Wahl der Schnittfunktionen nicht eckinterpolierend
(sieche Abschnitt 4.2) ist).

)
7b11_
)

Abbildung 4.1: cc-Fliche mit Kontrollpunktnetz.
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Abbildung 4.2: cc-Fliche mit nach oben verschobenem Kontrollpunktnetz.

In den Abbildungen 4.3 bis 4.6 sind jeweils die Kontrollpunktnetze der Schritte des Algo-
rithmus dargestellt, die zur Berechnung des Punktes X = X(3,3) fiihren. Das jeweilige
Kontrollpunktnetz ist fett gedruckt, das des vorangegangenen Schrittes nicht fett.

Begonnen wurde hier mit einem rechtsseitigen Verarbeitungsschritt; anschliefend wur-
den Schritte ausgefiihrt, die aus je einer links- und rechtsseitigen Matrixmultiplikation

bestehen.
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Abbildung 4.4: Kontrollpunktnetz im 2. Schritt: A3 - ( ((b;))Bj) - Bi.
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Abbildung 4.5: Kontrollpunktnetz im 3. Schritt: A3 - (43 ((bij))BiB3) - Bi.

Abbildung 4.6: Kontrollpunktnetz im 4. Schritt: " - (A2743((b;))BiBiB}) - B} und der

Punkt X = X(3,2).
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4.2 Eckinterpolierende corner cutting-Flichen

Es ist bekannt, dass die Kontrollpunkte By, By, Bonx und By, y einer Bézier-Fliche vom
Grad (M, N) Punkte der Fliche sind (siehe Kapitel 5 oder [AUM1], Seite 479).

Fiir eine B-Spline-Fliche vom Grad (L, K) mit den Kontrollpunkten D,,, (m =0,..., M,
n=0,...,N) sind die Eckpunkte des Kontrollnetzes Flichenpunkte, wenn beispielsweise
fiir die Knoten der Knotenvektoren u = (uy ... upirs1)” und v = (vy ... Onprs1)”
die Beziehungen

Uy =...=ur, Upmy+1=..-=UM+L,

V) =...=Vgy, UNy1=...=UNtK

gelten (siehe Kapitel 5 oder [AUM1], Seite 377f und Seite 502). Fiir corner cutting-Kurven
wird die Frage, wann die Anfangs- und Endpunkte mit den zugehorigen Kontrollpunkten
zusammenfallen, im Satz 2.2.1 beantwortet. Im Folgenden leiten wir die entsprechenden
Ergebnisse fiir corner cutting-Fliachen her.

Fiir diese Untersuchung gehen wir von einer allgemeinen, durch (4.7) gegebenen corner
cutting-Fliche aus. Dann gilt (siehe Abbildung 4.7)

(VBOU;---;BMU;---aBON;---;BMN: BUOZX((L,C))

&4':122 fola)go(c) =1

4.10),(4.11
QA £ () =1 A gole) = 1

C2UD (1 _al) - (1—adi(@) =1, (1=BH0) - (1= BN () =1

< aj(a)=...=ali(a) =0, Bi(c)=...=BN(c) =0, (4.20)

(VBOU;---;BMU;---aBON;---;BMN: BMOZX(b,C))
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— ayb) =...=ayb) =1, Bi(c)=...=Bn(c) =0, (4.21)

(VBOU;---;BM[];---aBONa---;BMN: BUN:X(G,,d))

2 fi(a)gn(d) =1

4.10),(4.11
QA f @) =1 A gn(d) =1

WL (1 _al(a) - (1 - ali(@) = 1, BY(d)---BN(d) = 1

> afla)=...=alj(a) =0, fy(d) =...=BN(d) =1, (4.22)

(VBOU;---;BM[];---aBONa---;BMN: BMN:X(b,d))

= fub) =1 A gn(d) =1

aj(b) =...=ay(b) =1, By(d) = ... = BY(d) = 1. (4.23)

Definition 4.2.1 Eine corner cutting-Fliche ® : x(u,v), (u,v) € [a,b] X [c,d] heifit
eckpunktinterpolierend oder kurz eckinterpolierend, wenn fiir beliebige Wahl der
Kontrollpunkte B, (m=0,...,M;n=0,...,N) gilt:

BUO = X(a, C), BUN = X(a, d), BMO = X(b, C), BMN = X(b, d)
Wie man an den Schnittfunktionen erkennt, ob eine corner cutting-Fliche eckinterpolie-

rend ist, ldsst sich also mittels obiger Beziehungen (4.20) bis (4.23) iiberpriifen (siehe
Abbildung 4.7).

Beispiel 4.2.1 Sei & : x(u,v), (u,v) € [0,1] x [0, 1] eine lineare corner cutting-Fléche
vom Grad (M, N) mit

af(u) =yu+6r, 1<k<I<M,
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[e% 61
a, |aj 65 By
a}\/lfl a%/lfl |a%j |5N R BJZVA 511\#1
ay, o - oay el BN BN - B BA

|*: Bedingung an Schnittfunktion fiir X (a,c) = By,
#: Bedingung an Schnittfunktion fiir X (b, ¢) = Byyo,
*|: Bedingung an Schnittfunktion fiir X (a,d) = By,
*: Bedingung an Schnittfunktion fiir X (b,d) = Byn.

Abbildung 4.7: Bedingungen an Schnittfunktionen eckinterpolierender corner cutting-
Flédchen

Biw)=piv+v;, 1<i<j<N.

Dann ist @ eckinterpolierend, wenn

S T Iy LT
vi=...=uN=0, un+vy=...=puyx+vy=1

Insbesondere ergeben sich in diesem Beispiel die Hauptschnittfunktionen zu a3%(u) = u

und BY (v) = v.

Die Frage, wie die Tangentialebene einer eckinterpolierenden cc-Fliche ® geméf (4.7) in ei-
nem Eckpunkt B,,,, m € {0, M}, n € {0, N} mit den Kontrollpunkten zusammenhéngt,
klart exemplarisch fiir den Punkt By, der folgende

Satz 4.2.1 Es sei ® eine eckinterpolierende corner cutting-Fliche geméafl (4.7). Dann sind
folgende Aussagen édquivalent.

a) Es gilt

o3(a) = a3(a) = ... = alt H(a) = 0, B(c) = B(0) = ... = BY '(c) = .
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b) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

c¢) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

oz
%(a, ¢) || (bro — boo)
und 9
£r
%(a: ¢) || (bor — boo)-

d) Fiir beliebige Kontrollpunkte enthilt die Tangentialebene Tg(Bgy) von ® im Punkt
BOO die Punkte B01 und BIO-

e) Fiir beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene T5(By) von ® im Punkt
Byy durch die Vektoren byy — byg und by, — byg aufgespannt.

Beweis: ,a) = b)“
Nach (4.20) bis (4.23) und der Voraussetzung gilt

1 0 % -+ %
0 1 : :
Ak @)=10 0 : L, k=1,..., M1
0 0 = *
und
1 0 = *
0 1
By(e)=10 0 ,i=1,...,N—1
0 0 = *
Damit folgt
boo bon
W@k | B = (30 ).
10 bn
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,b) = a)“
Es ist
boo --- bon
Ay Ha)--Ayla) | | Bx(e)--- By~ ()
byo - bun

boo  (1—B2()) (1= BY71())bor + S, Aonbon

b10 (1 - 521 (C)) e (1 - 1]\\;71(0))’711 + 25:2 )‘lnbm

bMO (]. - BQI(C)) v (]. - N_I(C))le + 22;2 )‘Mnan
( boo co1bor + 227:2 Xonbon )

ciobio + Z%:Q Amobmo  c11bi + Z%i\;l AmnOmn

m-n#l

(siehe (4.20) bis (4.23)) mit Ay, An € R und

cor = (1= B(c) -+ (1= By (o)

cio = (1—aj(a)) -+ (1 —ay; '(a)

i = (1—oy(a)) - (1—ay ™ (a)) (1= By(c)) -+~ (1= By~ (c))
Nach Voraussetzung gilt somit

as(a) =...=ali (a) = By(c) =...= By ""(c) = 0.

»a) = ¢)“
Wir berechnen die partiellen Ableitungen von ® im Punkt X (a,c). Es ist
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boo bon
M .
= M)A (@) A (@) Ay (a) - A (a) -
k=1
bao - bun
‘By(c) -+~ By(e).
Nun ist nach Voraussetzung fiir [ =1,...,M —1
—dl(a al(a 0 0

e @) di(o
0 1 0 0 .

0 —dy, (a) = *

ol (a) = | * « | Hl(a) = i

: 0 0
* e * :

0 0 * *

Daraus folgt
bio — boo \
ox - k * 1 N
) BY(c) -~ BY(c)
k=1 e
% = (1,0,...,0)"
#N

(vergleiche (4.12)). Damit schreiben sich die partiellen Ableitungen von @(u,v) an der
Stelle (u,v) = (a,c) als

g—?ﬁ(% ) =D > ful@)gu()bmn

m=0 n=0
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1 N

= go(c) <f1(a)b10 + fo(a)bm)) + Z Z fm(a)gn(c)bmn + Z me(a)gn(c)bmn.

m=0 n=1 m=2 n=0
(4.24)

Da & eine eckinterpolierende corner cutting-Fléche ist, gilt nach (4.20) und (4.15)

N
c) = 1 —Bic)) =1,
90(c) H( 31_(0))
also wegen (4.11) g1(c) = ... = gn(c) = 0. (4.24) vereinfacht sich daher zu

ox

M
%(a, ¢) = fi(a)byo + fola)bgo + mZQ Fn(@)bmo.

Nach Voraussetzung gilt

fila) = —fo(a).
Aus (4.20) und (4.13) folgt weiter

M
—fola) = ) dk(a).
k=1
Andererseits berechnet sich f;(a) wegen (4.17) zu

fia) = (Z (1= ag(w) (1= a3(w)) -+ (1= ey (w) e (w)

k=1

" —aﬁi(u))(l—aﬁ%@))---<1—a%<u>>)

=3 (1—ad(@) - (1 - ol (@) i) (1 - att@) - (1 - ali(a)
= 1 nach Vor.,vleer fir k=M




80 4.2. ECKINTERPOLIERENDE CORNER CUTTING-FLACHEN

Daraus folgt aber wegen (1 — ! '(a)) €[0,1] (i =2,...,k) und éf(a) >0

M

fila) =D df(a) < aj(a)=...=a} '(a) =0,

womit das Behauptete bewiesen ist. Analog zeigt man
Ba(c)=...= By "(c) =0.
»¢) = d)*“ Klar.

,d) = ¢)* Es ist

M
x(a,c) = fl(a)b10 + fo(a)boo + Z fM(a)me;
m=2

N
&(a,c) = §i(c)bor + do(c)boo + ZéN($)b0n-
n=2

Damit ist eine Parameterdarstellung der Tangentialebene T4 (Bygy) gegeben durch

M N
To(Boo) : y(A, 1) = by + A Z Far(a)bpo + MZﬁN(ﬁ)bOn, ApeR
n=0

m=0

(nichtentarteter Fall sei vorausgesetzt). Da nach Voraussetzung Bjg € T (Boo) gilt, gibt
es A\, € R mit

)\fl(a) = 1,
1+ Afo(a) = 0,
p =0,
Ma(a) = Afs(a) = ... = Aful(a) = 0,
was man durch Koeffizientenvergleich erhilt. Daraus folgt
A= - : # 0, fo(a) = _fl(a)a fé(a) = f3(a) == fM(a) =0
fi(a)

und somit 5
LT
%(a: ¢) || (b1o — boo)-
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Analog zeigt man

ox
5y (@) [I (Bor = boo).
,d) < e)“ Klar.
Somit gilt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil wird analog bewiesen. a

Bemerkung 4.2.1 Analog ergeben sich die Aussagen fiir die anderen Eckpunkte einer
eckinterpolierenden corner cutting-Fliche ® gemif (4.7), die wir im Folgenden ohne Be-
weis auflisten:

Byo: Es sind folgende Aussagen fdquivalent.
a) Es gilt
apa(b) = ot () = ... = a1 (0) =1, By(e) = B3(c) =...= By '(e) =0.

b) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

bOO e bON

bMO bMN

c¢) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

ox

%(b; C) || (bM—l,O - bMo)
und 3

S(0.0) [ (B = bago).

d) Fiir beliebige Kontrollpunkte enthilt die Tangentialebene Tg(Bjs) von ® im Punkt
BMO die Punkte BM—I,O und BMI-

e) Fiir beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene Tg(Byrg) von ® im Punkt
By durch die Vektoren (by—10 — baro) und (bary — baso) aufgespannt.

Boy: Es sind folgende Aussagen dquivalent.
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ay(a) = a3(a) = ... = ay~'(a) =0, By_y(d) = Bx_,(d) =...= By (d) = 1.

b) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

bOO e bON

- : : - bon_1 b
WY@ i@ | s BB = (e ).

bMO bMN

c¢) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt
ox

55 (@D || (b1 — box)
und 5
&Zr
5y (@) || (boy—1 = bow).

d) Fiir beliebige Kontrollpunkte enthélt die Tangentialebene T4 (Byy) von ® im Punkt
By die Punkte By y_; und B y.

e) Fiir beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene Tg(Byy) von ® im Punkt
BON durch die Vektoren (blN - bON) und (bO,N—l - bON) aufgespannt.

Byn: Es sind folgende Aussagen dquivalent.
a) Es gilt
apr1(0) = iy 1 (b) = ... = ay1(0) = 1, By 1 (d) = B 1(d) = ... = By (d) = 1.
b) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

bOO e bON

R I O R e R Gl

bar,n—1 b
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c¢) Fiir beliebige Kontrollpunkte gilt

0

a—z(b; d) || (by—1,n — bun)
und 5

So0.d) || (basy1 = barw).

d) Fiir beliebige Kontrollpunkte enthilt die Tangentialebene Tg(Bysy) von ® im Punkt
BMN die Punkte BM—I,N und BM,N—I-

e) Fiir beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene T4 (Bjy/y) von @ im Punkt
BMN durch die Vektoren (bM—l,N - bMN) und (bM,N—l - bMN) aufgespannt.

Definition 4.2.2 Eine eckinterpolierende corner cutting-Fliche ®, die eine der Bedin-
gungen des Satzes 4.2.1 erfiillt, heiffit grenztangential beziiglich By,.

Eine eckinterpolierende corner cutting-Fliche ®, die grenztangential beziiglich aller vier
Eckpunkte Byy, B, Boy und Bjsy ist, heiffit grenztangential (beziiglich der Eck-
Kontrollpunkte).

Beispiel 4.2.2 Die corner cutting-Fliche ® aus Beispiel 4.2.1 ist zusétzlich grenztangen-
tial, wenn die Gleichungen

N-1

7%471—’_5%/171:-'-:7 —%4‘5 7%:17 u}v71+l/}v71=---=u%j+l/zv_1=1-

erfiillt sind.

Bemerkung 4.2.2 Damit eine corner cutting-Kurve ¢ vom Grad N grenztangential sein
kann, miissen insgesamt 2(2N — 1) Bedingungen erfiillt sein (vergleiche Abschnitt 2.2).
Damit eine corner cutting-Fliche ® vom Grad (M, N) grenztangential ist, sind an die
Schnittfunktionen von ® insgesamt 4(M + N — 1) Bedingungen zu stellen.
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Bemerkung 4.2.3 Analog zu interpolierenden, grenztangentialen corner cutting-Kurven
sieht man, dass nur fiir eine eckinterpolierende, grenztangentiale corner cutting-Fliche
vom Grad (M,N) mit max(M, N) > 5 Schnittfunktionen auftreten, an die aufler den
Bedingungen (4.1) bis (4.4) keine weiteren Bedingungen zu stellen sind.

Beispiel 4.2.3 Fiir eine eckinterpolierende, grenztangentiale corner cutting-Fliche &
vom Grad (M,N) = (5,5) sind die Schnittfunktionen aj(u) und B3(v) mit den Ein-
schrinkungen (4.1) bis (4.4) frei wihlbar.

Eine solche corner cutting-Fldche wollen wir nun betrachten. Dabei wollen wir speziell
zeigen, wie sich unter Beibehaltung der eckinterpolierenden und grenztangentialen Eigen-
schaften der Einfluss derjenigen Schnittfunktionen eine Rolle spielt, an die a priori keine
zusitzlichen Forderungen gestellt werden miissen, in diesem Fall also der Einfluss der
Schnittfunktionen o} sowie 3.

Wir betrachten das folgende Kontrollpunktnetz (vergleiche Abbildung 4.8):

0 0 0 0 0 0
b()() — 0 3 b01 — 1 y b02 — 2 3 b03 — 3 y b04 — 4 3 b05 — 5 y
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
b10 — 0 3 b11 — 1 y b12 — 2 3 b13 — 3 y b14 — 4 3 b15 — 5 y
0 1 1 1 1 0
2 2 2 2 2 2
b20 - 0 ) b21 - 1 ) b22 — 2 ) b23 - 3 ) b24 — 4 ) b25 - 5 )
0 1 -3 -3 1 0
3 3 3 3 3 3
b30 — 0 ) b31 - 1 ) b32 — 2 ) b33 — 3 ) b34 — 4 ) b35 — 5 )
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4 4 4 4 4 4
bi=10),bu=[1],bp=1|2], biz= ybau=1[4],bsa=15
0 1 1 1 1 0
5 5 5 5 5 5
b50 - 0 ) b51 — 1 ) b52 - 2 ) b53 — 3 ) b54 — 4 ) b55 — Y
0 0 0 0 0 0

Abbildung 4.8: Kontrollpunktnetz der in Beispiel 4.2.3 behandelten Fléchen

Nun betrachten wir die Flachen

®:ox(u,v) = A (u) Ay (u) | L | Bs(v) - B3(v), (u,v) €[0,1] x [0,1]
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mit den Schnittfunktionen

. w firl <k<I0<5, (k1) #(1,3)
O{l :%
kl%OuﬁL%fiilr(ls:,l):(l,?))
und
4
. v fir1<i<j<5, (i,j) # (1,3)
B =
T:ov + % fir (4,7) = (1, 3)

(siehe Abbildung 4.9) sowie

Abbildung 4.9: Corner cutting-Flache ® aus Beispiel 4.2.3

A

¢ @(u,0) = A(u)- A (u) | L Bs(v) - B3(v), (u,v) €[0,1] x [0, 1],
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deren Schnittfunktionen durch

u  fir 1 <k<I1<5, (k) #(1,3)

—u fiir (k,1) = (1,3)

100

und

v fir 1 <i<j <5, (,7) # (1,3)

T:OU fiir (4,7) = (1,3)

bestimmt seien (sieche Abbildung 4.10).

Abbildung 4.10: Corner cutting-Fliche d aus Beispiel 4.2.3
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Fiir ® beziehungsweise i ergeben sich damit die Bindefunktionen zu

(1 —u)?®

Su(l — u)?
fo(u)

3,,2 13,3 18,4 3,5
43u? — 13807 + 12801 — 42

2.2 2373  ol8 4 3.5
+55u 650u 225u +450u

f5(u)
S5ut(l — u)

U5

(1 =)
5v(1 — v)*
4207 — 1320% + 1280 — 45507
+5202 — 6300% — 280t + 4205

5vi(1 — )

U5

beziehungsweise

(1—u)?
Su(l —u)t
10u? — 24%u3 + 1823—5u4 — 4%u5
—4%u3 + —4%u5

Sut(1 — u)

u5
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(1-wv)°
5v(1 —v)?
Qo(v) 2 3,3 3
B ]_OU — 24%1) + 18%1)
3 3
. —4%'03 + _4%
95(v)
5vt(1 —v)
VP

(sieche Abbildungen 4.11 und 4.12).

4_4;_07)5

U5

04 0% 08 i
u

Abbildung 4.11: Bindefunktionen fo(= ¢3) (links) und f3(= g3) (rechts) auf dem Intervall

[0, 1]

Wie sich die Wahl dieser Schnittfunktionen auf die Flache auswirkt, erkennt man an
Abbildung 4.13, in der die Flichen & und ® samt Kontrollnetz dargestellt sind. Zur

Verdeutlichung ist die x;x,-Ebene projizierend.
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Abbildung 4.12: Bindefunktionen fy(= g,) (links) und f3(= gs) (rechts) auf dem Intervall
[0, 1]

Abbildung 4.13: Fliichen ® (rot), ® (schwarz) samt Kontrollnetz aus Beispiel 4.2.3



Kapitel 5

Beriihrende corner cutting-Flichen

5.1 Vollstindig beriihrende corner cutting-Fliachen

Ahnliche Uberlegungen, die zur Definition der Basiskurve (siche Definition 2.3.1) gefiihrt
haben, werden wir fiir corner cutting-Flachen anstellen und so zum Begriff der Basisfliche
gelangen.

Definition 5.1.1 Sei ® eine corner cutting-Fliche gemifl (4.7) vom Grad (M, N).
Mit den reellen (M + 1, N + 1)-Matrizen

emn = ((gij)) =0, 0<m<M;0<n<N
J=0,
mit

1 fiir (i,7) = (m,n) (m=0,...,M;n=0,...,N)
gij—
0 sonst,

definieren wir die Flache
€po - €N

dp: AM(u)--- AL, () : : By (v)---BY(v), (u,v) € [a,b] x [¢,d].

€pmo "t €MN

®; heiflt Basisfliche der corner cutting-Fliche ®.
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Bemerkung 5.1.1 Identifizieren wir (M + 1,N + 1)-Matrizen mit Vektoren im
]E(M+1)'(N+1), so konnen wir @ als eine Fliche im euklidischen Raum EM D 0VF1) inger-
pretieren. Im Folgenden setzen wir diese Identifizierung voraus, wo sie aus sprachlichen
oder logischen Griinden von Noten ist.

Ist in diesem euklidischen Raum EMFD-(VFD i beliebiges Koordinatensystem mit dem

Ursprung O gegeben und sind Q?j (t=0,...,M;j =0,...,N) die Einheitspunkte auf
den (M + 1) - (N 4 1) Koordinatenachsen, so gibt es zu diesen Punkten in allgemeiner
Lage und den (M + 1) - (N + 1) Kontrollpunkten B;; (1 =0,...,M;j =0,...,N) genau
eine affine Abbildung T' : EM*+V- W+ 4 E3 mit I'(0) = O und I( %) = By (i =
0,...,M;j=0,...,N). Fiir diese Abbildung gilt dann I'(®p) = &.

In weiterer Analogie zu cc-Kurven betrachten wir die Eintriage der (M +1—k, N +1 —1)-
Matrix

€ - €N
T Al ) | ) By B )
leer fiir k=0 \€mo " €mn/ leer fiir i = 0
q%(% U) T qﬁ’}v(U, U)
= : : (5.1)
q]lei(u7 U) T q]Xj[N (U7 U)

und interpretieren die Eintrige als Flachen

@f; :qui(u,v), (u,v) € [a,b] x [c,d] 0<k<I<M; 0<i<j<N)

im Raum EM+D-(N+1),
Dabei gilt
kyi—1 kyi—1 k—1,i—1 k—1,i—1
qk,ﬁfl(u, v) e dy () qkq,ﬁq(“v v) e qkflj\f (u,v)
: : = Ap(u) : : :
keyi—1 keyi—1 k—1,i—1 k—1,i—1
qM,i—l(uv v) - gy (u,0) dpri (w,v) -+ @yn (u,0)

womit sich das Element der (I — k + 1)-ten Zeile und (j — i+ 2)-ten Spalte schreiben l&sst
als

a; (wv) = (1—af(w)g 5 (u,0) +of (w)g); ™ (u, v)

k—1,i—1

= (1-of(u) of(u) <q21ff;1(“’v)>, (5.2)

lj (u7 U)
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analog ergibt sich die Beziehung

k—1,2 k—1, k—1,0—1 k—1,i—1
q;_ lz(u v) e gy lN(u v) dy_1,- Wu,v) - g LN (u,v) .
. : = : : B;V('U)a
k— 17, k— lz k—1,0—1 k—1,i—1
Gy (w,v) - gy (u,v) il (w,v) - qyy (u,v)

womit sich das Element der (I — k 4+ 2)-ten Zeile und (j — i+ 1)-ten Spalte schreiben ldsst
als

ay; (uv) = (1= Bi(0) a2 (u,v) + Bi(v)ay o (u,v)

1— Bj(v)
= (a5 (wv) g " (u,v)) - . (5.3)
Bi(v)
SchlieBlich gilt
gii(u,0) - gfiy(u,v) G () gy ()
E = | : Biy(v).
airi(u,v) - iy (u,v) qlzc\iil’fl_l(uw) qlfw\l,l (u, v)

Das Element in der (I — k + 1)-ten Zeile und (j — i + 1)-ten Spalte ergibt sich damit zu
k—1,—1

g (u,v) = (1= af(u)) (1= B(v)) =)o (u0) + (1= of () B () g (u, )

k—1,0—1

+af (u) (1= Biw))a) ;27 (u,0) + of (W) Bi(v)g); ™ (u,v)

k—1,i—1 k—1,:—1 .
@11 (w,v) g (u,v) 1 — pi(v)
- (1 B af(U) af(U)) k— 1] 1 k— 1] 1 . ]
q, J— Z (’LL, U) ql] " (’LL, U) 6; (U)

Damit ist fiir festes (ug,vo) € [a,b] X [c, d]
iji(uo,vo) € H({Qé’c 11; 11(U0,Uo) Ql 1] (Uo,Uo)aQig_liifl(Uo,Uo) Qk s I(UU,UU)}),
wobei H(M) die Konvexe Hiille einer Menge M bezeichnet (siehe Definition 1.0.2).

Wir untersuchen nun genauer, wie die Lage des Punktes iji von der Lage der Punkte

Qf:ll,’;:ll, Qk Lt Qf:fy;i " Qk "' und den Schnittfunktionen of und B3} abhéngt.
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g2
Py

0n

POO

Abbildung 5.1: Zur Konstruktion des Punktes Qf (uo, vo).

Dazu betrachten wir zunéchst ein nichtentartetes Viereck PyoFy1 PioP;1 im Raum. Ferner
seien vier Punkte Ql € PO0P10, QQ € P00P017 Qg € P01P11 und Q4 € P10P11 gegeben mit
den Teilverhéltnissen (zum Teilverhiltnis siche Definition 1.0.3)

TV(Poo, Pro, Q1) = TV (Por, Pr1,Q3) =: A

und
TV(Poo, Po1, Q2) = TV(Pig, P11, Q4) =:

(siehe Abbildung 5.1). Dabei sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Py, der Ursprung
des gegebenen Koordinatensystems.

Dann gilt
APy = 44, A(Pn - p01) =43 — Po1

und
1Py = G, (P11 — P1o) = 44 — Pio-

Wir betrachten die beiden Geraden

g1 33(7/1) = q; +V1(Q3 - (h)a v € R,
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920 Y(2) = @y +12(qy — q,), 2 € R.

Geraden, die auf diese Weise konstruiert sind, haben stets genau einen Schnittpunkt S,
dessen Ortsvektor s sich zu

s=x(pu) =y(\) = (1 = AN)ppy; + (1 — p)Apyo + Aupy;

berechnet.

Insbesondere ergibt sich mit (5.4), dass Q " der Schnittpunkt der Geraden

gt eal) = (n((L=B)al " + Bl )

+(1 = (- Aai T + Bl )

(uo0,v0)

= (1= Bj(v ))Qf 11; 1 (ug, vp) + 5;(%)‘1?:11,;71(“0,@0) + pw,(ug, vo), p € R

g e = (M- ah)al Ty +afgl )

k—1,i k—1,i
(1= N)((1 - ab)gf T + okl )

(u0,v0)
—. k k—1,—-1 k k—1,4—1
= (1 — o/ (uo)) g1 i—; (uo, vo) + af (uo)gq; ;1 (uo, vo) + Awy(uo, vo), A € R

ist, denn es gilt
cu(a) (uo)) = eu(Bi(vo)) = a (u, vo)

(siehe Abbildung 5.2).

Besonders einfach wére die Beschreibung der Tangentialebene in einem Punkt fo(ug, Vo)
der Fliche @/, wenn die partiellen Ableitungen nach den Parametern u bezichungsweise
v in Qf (uo, vo) parallel zu g, bezichungsweise g, wiren. Corner cutting-Flichen, die diese
Eigenschaft in jedem Punkt besitzen, werden wir im Folgenden genauer studieren. Wir
starten mit der

Definition 5.1.2 Eine cc-Fliche ® vom Grad (M, N) heifit vollstéindig beriihrend,

wenn zu jeder Fliache
<I>fjZ : qul(u,v), (u,v) € [a,b] X [c,d]
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Qf:llj:ll (10, v0)

Biwo) : 1= B(wo) Qi1 (o, )
ok (o) i
. 1 — af (up)

Qi;}’f—l(uo,vo) Bi(vo) : 1= f(vo)
Abbildung 5.2: Zur Konstruktion des Punktes Qf (uo, vo).

firk=2,...,M;1=2,...,N;l=k,...,M; j =14,...,N in jedem Punkt iji(uo,vo)
der Fliche ((ug,vo) € [a,b] X [c, d] beliebig) gilt:

a1 (uo, vo) || wuluo,vo) = (1= Bi(ve))ay, 21 (uo, vo) + B}(vo)gy; ™ (uo, vo)
- ((1 — B3(v0)) @y 7 (w0, vo) + Bi(vo)ar " (uo, Uo))

(5.5)
und
k—14-1

QZ?(UO, vo) || wo (o, v0) == (1 — af(uo))q;c:ll,}?_l(uoa vp) + af(uo)qu (o, vo)

(1= ok (uo)) @l (0, v0) + af (uo) a2 (o, v0) )

(5.6)
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Bemerkung 5.1.2 Im allgemeinen Fall ldsst sich die Tangentialebene im betrachteten
Punkt durch Tq);c_i s z(\v) = qui(uo, Vo) +Aw,, (ug, vo) +rw, (ug, vo), A, v € R beschreiben.

ki 2 ki
Bemerkung 5.1.3 Die Parallelititsfaktoren j:”géi"" und i”g&)“ in (5.5) und (5.6) be-

zeichnen wir im Folgenden mit v/ beziehungsweise 17, sodass sich (5.5) und (5.6) schrei-
ben lassen als

k11 k11
y y ql—l,j—l(uvv) a1, (u,v) 1 — Bi(v)
- K1
@ () = vyj(uv)- (=1 1) k—1,i—1 k—1,i—1 ( ﬁi(ij)) > 57)
ql,jf,l (uvv) qu , (uvv) !
k—1,i— k—1,i—
ki ki k k qlfll’;*ll(u’v) qlfll,jZ 1(u,v) -1
7 A 1
i) = i) (1 af) af) | LG
k—1,0—1 k—1,0—1
ql,j—l (U,U) qu (u7v)
(5.8)

In Satz 5.1.7 werden wir eine Charakterisierung von vollstindig beriihrenden Flichen
beweisen, die der Aussage des Satzes 2.3.1 iiber vollstéindig beriihrende Kurven entspricht.
Wir stellen zunéchst einige Voriiberlegungen an.

Lemma 5.1.1 a) Seien 1 <k < M —1,0 < i < N und seien b; (I = k,...,M; j =
iy...,N) linear unabhingige Matrizen aus EM-k+Ux(N=4+1) Dann sind die Matrizen

ciprj = (1 — app1) by + uyibryy
(l=ky....M—1; j=1i,...,N) fiir
(Oék+1Oék+2 e 3 Vs 7§ 0) V ((1 — Oék+1)(1 — Oék+2) s (1 — OéM) 7§ 0)

linear unabhéngig.

b) Seien 1 <i < N—-1,0<
unabhingige Matrizen aus E(

dij1 = (1 = Bjt1) by + Bjsabuj
(l=k,....,M; j=i,...,N —1) fiir
(Bix1Bivz -+ By #0) V ((1 = Big1)(1 = Biya) - -- (1 — By) #0)

linear unabhéngig.

k< und seien by; (I = k,...,M; j =i,...,N) linear
M=k+1)x(N=i+1) Dann sind die Matrizen
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Beweis: a) Sei

g

Yi+1,iCi+1,5 (’Yl+1,j € R)

Il

S
<

Il

™M=

)

g
L

™M=

’Yl+1,j((1 - al+1)blj + al+1bl+1,j)

Il

S
<

Il

)

g
L

M-

M N
(1= )by + > D jouby

I=k j=i I=k+1 j=i
N M-1 N N

= > (U= aps)b + > > (wou+ vir,5(1 = awin) )b + ) Yuganbay.
J=t I=k+1 j=i j=i

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der b; gilt somit fiir j =¢,..., N

V1,51 — i) =0
Vi+1,5Ok+1 +YVkt2,(1 — y2) =0

Vit2,j0k+2 T35l — apg3) =0

YM-1,00M 1 (1 —an) =0
YmjOm =0

Gilt nun (1 — agq1)(1 — agyo) - (1 — an) # 0, so folgt fiir alle j =4,..., N
Vit1,; = 0= YVog2,;, =0=> ... = 7u; =0

und somit die Behauptung. Teil b) beweist man analog.

Gilt andererseits (1 — ag41)(1 — agie) -+ (1 —anpr) = 0, so ist nach Voraussetzung
Q1o - - -apr 7 0 und man schliefft fiir alle j =4,..., N

7szo:>7M71,j:0:>---:>7k+1,j:07

womit das Behauptete bewiesen wére. O
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Lemma 5.1.2 Fiir alle k € {0,..., M}, allei € {0,..., N} und die mit Vektoren identi-
fizierten Matrizen gff aus (5.4) sind fiir alle (uo,vo) € [a,b] X [¢, d] die Mengen

{q Ug, Vo |l€{k M},]G{Z,,N}}

linear unabhéngig.

Beweis: Die Menge

{e; =q)[1€{0,...,M}, j€{0,...,N}}
ist nach Konstruktion linear unabhéngig.
Nun gilt wegen
aff (w0, v0) = (1~ af (o)) i’y + o (wo) g}
und der Eigenschaft o] (u) € [0,1], &/ (u) > 0 fiir alle ug € [a, b], dass die Voraussetzungen
des Lemmas 5.1.1 a) erfiillt sind und somit die Menge

{al%(uo,w0) |1 € {1,..., M}, j € {0,...,M}}
linear unabhéngig ist. Induktiv schlieffit man wegen

(52)
qff(ua, v) = (1-— af(uo))qgf 11]0 +q (ug)qu 1.0

fiir alle k = 2,..., M und wegen af(u) € [0,1], &F(u) > 0 fiir alle uy € [a,d], dass die
Mengen

{quo(uo,vo) |le{k,...,.M}, je{0,...,M}}
linear unabhéngig sind.
Weiter folgt mit

5.3

gl (o, v0) 2 (1= B} ()t + 3} (vo)a
und den Eigenschaften (4.3) und (4.4), dass eine Anwendung des Lemmas 5.1.1 b) die
lineare Unabhéingigkeit der Mengen

{a}(uo,v0) |1 € {ky..., M}, j€{1,...,M}}
liefert. Abschlielend beweist die Induktion nach 7 wegen
i 5.3 i b ; e
afi(wo,v0) 2 (1 - Bi(w0)) @l + Bi)al ™

fiir alle j = 4,..., N und wegen S}(u) € [0,1], B;(v) > 0 fiir alle vy € [c,d] die lineare
Unabhéngigkeit der Mengen

{@}(uo,vo) [l € {k,.... M}, je{i,...,M}}
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und damit die Behauptung. O

Zu einem spiteren Zeitpunkt werden wir die Aussage des zuvor aufgestellten Korollars
ausnutzen. Zum besseren Verstindnis der dortigen Beweisfiihrung formulieren wir zuséitz-
lich das

Korollar 5.1.3 a) Ist eine (I, M — k + 1)-Matrix M gegeben, so gilt
gri(w,v) o iy (u,v)
M : : =0 = M=0.
@ipi(w,0) o aipy(u,v)
b) Ist eine (N — i+ 1,[)-Matrix N gegeben, so gilt
aii(w,v) o iy (u,v)
: : N=0 = N=0.

q]X}[z(ua U) e qI]c\gN(ua 'U)

ki k k—1,0—1 k—1,0—1 k—1,i—1

Lemma 5.1.4 a) Seien v/, af sowie &F reelle Zahlen und g 11 91, 9,1

. lj ! .
qf{l’“l Matrizen aus EMF*NV-9 gemig (5.4). Dann gilt:

Aus den Gleichungen

qk 1i—1 _k—1,—1 qk 1i—1 -k—1,—1
-1,5-1 Y1-1,5 -1,-1 Y1-1,5
ki -k 7] sJ o k k 7] sJ
(Vz] —a7) (=1 1) =(1-0q «]) (5.9)
k—1,i—1 k—1,0—1 ck—14—1 -k—1;:2—1
q;-1 q; ql,y ql]
und
qk 14—1 qk—l,i—l qk 1,i—1 qk—l,i—l
-1 I—1,5+1 -1 I—1,j+1
ki -k 7] 5] k k a] sJ
(e —af)- (=1 1) =(1-o «f) (5.10)
Lj+1 l ) ( l l
k—1,i—1 k—1,i—1 ck—14—1 -k—1;2—1
q;; 41 ql] ql,y-lrl
folgt
ki __ ki
Vij = Vij+1-

b) Seien ul],ﬁl ¢ {0, 1} sowie Bl > 0 reelle Zahlen und qf 11; ll,qf 11,; l,qf,] Li— l,qf] Li-1

Matrizen aus EM¥*(V-0 gemif (5.4). Dann gilt:
Aus den Gleichungen

k—1,4-1 _k—1,:—1 ck—10—-1 -k—13—1

. ;. q, 1,j—1 ql,ly- —1 ql 1,j—1 qlfl,' 1-— i
(i — B5) - " ’ < ) )Z " ] < 5@BJ> (5.11)
J

k—1,0—1 k—1,i—1 s k—1,—1 k—1,i—1
ql,] ql] ql,] qu
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und
k— lz 1 k—1,i—1 . k— lz 1 .k—1,i—1
y . 9, 4q; -1 Qi — B
(i1, — B) - L )= ; (5.12)
k—1i—1 _k—1,4—1 ck—1,i—1 -k—1,4—1 j
Qpi1-1 digr,j Qi1 Qi
folgt

ki ki
M1,y = Mg

Beweis: a) Wir betrachten das Element der jeweils zweiten Spalte der Gleichung (5.9)
sowie das das Element der jeweils ersten Spalte der Gleichung (5.10). Somit gilt

. k—1,i—1 k—1,i—1 k—1,0—1 . k—1,0—1
(VZIZZ - )(ql] — 4, ) = (1—-«q )Ql 1 T af q,; ;
k—1,i—1 k—1,i—1 k—1,0—1 . k—1,—1
(Vlk;H )(ql] —q_,; )=1-o ap 1 T af q,;
Es folgt
k—1,—1 k—14—1y
(Vlk]-l—l - Vl] )(ql] - ql,LjZ )=0

und wegen Lemma 5.1.2 folgt die Behauptung.

Der Teil b) der Behauptung kann analog bewiesen werden. a

Satz 5.1.5 Sei ® eine vollsténdig beriihrende Fliche geméf (4.7) und Definition 5.1.2.
a) Fiir festes k € {2,...,M}, allel € {k,...,M} und fir 2 < i < j < N — 1 sowie
beliebiges (u,v) € [a,b] X [¢, d] gilt fiir die Parallelitidtsfaktoren aus (5.7)

k1 k1
Vij = V541

b) Fiir festes i € {2,...,N}, alle j € {i,...,N} und fir 2 < k£ <[ < M — 1 sowie
beliebiges (u,v) € [a,b] X [¢, d] gilt fiir die Parallelitidtsfaktoren aus (5.8)

ki __ ki
VN UASWE

Beweis: a) Den Beweis fithren wir durch vollsténdige Induktion nach k£ und betrachten
ein beliebiges, aber festes Parameterpaar (u,v) € [a,b] X [¢,d] der zugrunde liegenden,
vollstindig beriihrenden Fliche ®. Im Beweis seien ¢ € {2,..., N} beliebig und [ €
{k, ..., M} beliebig, aber fest gewihlt.
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Wir betrachten zunéchst das Matrixprodukt

€po - €N _
A (@) Ay(u) | | By(v)---By(v)
€mo EMN
1—a2(u) ai(u) 0 0
0 1—a3(u) aj(u) .. : aii(u,v) - giy(u,0)
0 Q}\ZZ(U,U) e q}\f[N(U,U)
0 0 1—a3(u) a3(u)
q%;(ua U) e q%?\f(ua U)
q?\j[z(ua U) e Q?\EIN (U, 'U)

und zeigen fiir beliebiges j € {4,..., N — 1}
I/lei(u, v) = l/l%;Jrl(u, v).
Nach der Definition vollstdndig beriihrender Flichen gilt

1,i—1 1,i—1

) A 9 1,1 9 1, — B
QZZJZ = 7/12; (=1 1) B (1 ﬁzﬁj> .
1,i—1 1,i—1 J

9,1 4

Andererseits gilt nach (5.2)

1,i—1 1,i—1

. . . ql_y_ q_7. - l
iy = (=it ap | T (1)

1,i-1 1,i-1
9,1 4

. 1,i—1 L 1i—1

q, 1.1 49,1 _ Qi
+(1—a12 a?) 1-15-1 91,5 (1 Z_@))

-14-1  -1,i—1
q-1 4
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woraus die Identitit

1,0—1 12—1

q, q, _ Bt
(1/12;—6'!12)'(—1 1) P (1 iﬁj>

1,i—1 1,i—1 J
Q-1 9
1,01 1,0—1

ql , ql , el
=(1—-af o) D <1 zﬂ])

Li—1 - 1i—1
ql,; 1 ngl
folgt. Wegen

qu 2 qu 2 i1
Ll (1 _ gl ol p—1,g-1 9p—1,4 — B,
Ay = P P i— 1

0,i—2 0,i—2 q
qpq 1 qpq
und
0,i—2 0,i—2

i . . 9141 9p-14 1 —B’ !
ik = (o a k

0,2—2 0,i—2 q
qp,q 1 9y

fir (p,q) € {{ — 1,1} x {j — 1,5} (siehe (5.4)) ergibt sich
(1_%)(1_ j— 1)‘1?21? o+ (1— )51 %Q?ZL‘? 1
+oi (1= B71)ay s + ol B

i1y, 0,2 i1 0,i—2
—(1- 0451—1)(1 - ;—})QZ—Z2,j—2 —(1- 0451—1) ;—}qz—zzjq

0,i—2 i—1_0,i—2
—ay (1= f j— 1)‘1171,]‘ s = O B 1j—1

(57)

(v — &) -
(1- az)(l - BZ 1)‘1? Z1]2 (1= az)ﬁZ IQ? Zl,]2
+ai (1= 87 ay 1 +oiB;

i—1y 0,i—2 i 0,i—2
_(1 o allq)(l - BJZ 1)‘11712,]‘71 - (1 o allfl)ﬁ; lql 12,]

1 =1y 0,i—2 1 pi—10,i—2
—a;_ (1 - i )ql—l,jfl_al—lﬁj q,’,;
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0

(1—af) (&, (1= B)a”

. i— 0,0—2
+ay (1 — j— qu 1,j—2
0,
+a12 ( (1 — P 1)‘11 ll
. — 0,0—2
+al1(1 M- %)qu 2

4—2 -1 i—1 _0,i—2
2,j—2 — X 1B 19129 5
1—1 OZ 2
+ Bl 1)
2 i—1 0,0—2
g2 5 195

i— 0,0—2
+ & B }qz] )

+ay (1 — 3;_1)‘1? Zl?

+af (=6 (1= B Yy,

+af(1— B gt

(1— 012) (_dzlq(l - 3;71)(1[ 2,j—1

0,0—2

0,i—2 1 piel
azqﬁj q, 5

1 _0,—2
LT 15Z q’ 1,;)

2 ie1 02
1,j— 1_%5 q,

+ IBZ lq?Jz 2)

(

(5.13)

1—&)
j

Nach Lemma 5.1.2 sind die Matrizen beziehungsweise die damit identifizierten Vektoren

q?); 2 p=1-2,...

glelch der Gleichung
0 = q?f;,]?q(l -

(- 8) (-

0,i—2 i— i
+q, Z2] 1 ( ;—{(1 - BJZ)

‘H]? l2 ]232 151 ( (Vz] —a7)(1 -

=)
-8+

0,0—2
+q;7 - 2(1_

0,0—2 i—
+ql 1,7— 1( Jj—

+q) BB (W - 6] (1
+q) 5 (1 -
+qi T (BT (1= B+ (1

+q) BB (v — 6oy —

—op — o) — (1

(v — &) (1 —op_y) + (1=

(1=87985) (= — a1 -

(Vz] - dl )(1— azl

(1= 87185 ((vij —ai)(1 -

—(1—

D= B) () — oy — o)

Bi785) (v — é)ey —

alal)

01171) + (1 - a?)dllq)

- 041171) -

2 -1
Qg a

allq) + (1 - a?)dllfl)

(1-

)

,7) linear unabhéngig, sodass ein Koeffizientenver-

a?)dzlq)

0)éy y + 07dy)

Qp — 041171)
aj)éy_y + ajd;)

— a})éy_y + dy)
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ergibt, dass die Vorfaktoren der Matrizen allesamt verschwinden miissen. Daraus folgt

(insbesondere auch fiir B;B;’lﬁgj =0 oder (1— BJZ) (1

-8 84) =)

OF 1ol = A-oPdl,
W= 31— of —al) = (1= ety —atal, ¢ (514
(i — af)eg = ajdy. )
Damit gilt
O
of —ap)-(-1 | T I
i a
HEY - a)) {1 -ah - BT+ (- a8
+oy (L= Bi2h)ar s + ol Bia)y )
—(1- 01171)(1 - ;j)qgh—igjq - (1 _allfl) Jlj ?’—2?—1
_041171(1_ ; %)‘J?ZUQ 2 O‘ll 1BZ }q?zm 1
= (Vlzf_o"z) {_(1_041171)(1 Jl %)‘1?22,]2 o — (1 al 1)5; %‘J?lzj 1
+(1_a11_0411—1)(1_ i 1)‘1?11]2 ot (1 — ll 0451—1) ;jq?’—ii?q
+or (1= B0)a) - + o Bia)
2 (- el (- AT — (L - ad)al B ial s
+((1_azz)dzl 1 azaz)(l_ )Q?ii;jq
+((1_az2)dll 1 a?all) j— %q?zlj 1
+ajal (1 - B20)a); s + oid) BTy
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ql a—1

vgl. (5.13) I-1,5—-1
= | (-af )

- 10—1

ql] 1

analog finden wir

ql,z'fl
—1,5
[1,1],
- 1,0—1
lj
1,—1 1,0—1

Q-1 9

(v —a7)- (=1 1) [1,2]
1,:—1 1,0—1
ql] 1 ql]
qlz 1 qlz 1
=|[(=at ap| T L2,
- 10—1 1,0—1
ql] 1 ql]
sodass insgesamt,
1,0—1 1,:—1 - 10—1

(vif —af)- (=1 1)
1,0—1

Q-1 A

1,:—1
ql] 1 ql]

~(1-at af)
- 1,0—1
ql] 1

fiir alle 1 <7 <7 < N gilt. Nach Lemma 5.1.4 gilt somit

vij (u,v) =

firalle¢=2,...,N,j=1,...,N — 1.

Vl2,§'+1(u7 v)

[, d]

(u,v) € [a,b] X

Wir schlieflen von & — 1 auf £ und betrachten dazu das Matrixprodukt

€00 €oN '
A (u) AN () - Ay (u) [ By(v) -+ By(v)
€Eno EMN
1—ak(u)  of(u) 0 0
k— lz(u U)
0 L —ap,(u) af,(u) D1,
0 i (u,v)
0 0 1—ak(u) ok (u)
qyi(u,v) @iy (u,v)

q]X}[z(ua U) qI]c\z'N (’LL, 'U)

a” ql 1)

k—1,

qi_1 N(U v)

k—1,i

dun

(u, v)
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Zu zeigen ist

vl =ult,, 2<i<j<N-1

unter der Voraussetzung

l/lli 1s—l/lk;rll’s, 2<s<t<N-1.

Nach der Definition von vollstdndiger Beriihrung gilt

k—1,i—1 k—1,i—1

Q_1j-1 -1 1 -3
QZ]_VZJ ( 1 1) < iJ )

k—1,i-1 _k—1i—1 Bj
Qj-1

ferner gilt durch Ableiten der Beziehung (5.4)

k—1,0—1 k—1,i—1

: q_1j-1 91 1— Bt
ki _ (ko k = Y B;
q,;, = (—&7 &) B

k—14i—1 _k—1l4—1 i
Qij-1

ck—14—1 -k—1;:2—1

411 91 1—pe

Hi-af oy [ M I ) (120,
. k—14—1 -k—1,4—1 i
ql,J qu

Somit erhalten wir

klzl klzl

q, q, — 3
o ey | T (2

k—1,i—1 k—1,i—1

-1 Dy
k—1,i—1 -k—1li—1
q q — Bt
=(1—aF o) it S <1 ZBJ> (5.15)
k—1,i—1 - k—1li—1 j
Q-1 9y

Nun gilt

k—2,i—2 k—2/i-2

1
gi-lit = = (1 _of! ak—l) Tp—1,0-1 Tp-1,0 (1 —ﬁz )
pq P i—
k—24—-2 _[k—2,i-2 q
dpq-1 q,q
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und
k—2,i-2 k242
. dp_14-1 9p-1, 1— 5l 1
k1,01 k—1,i—1 p—1lg p—1lg
qpq - = Vg G Y ) < i— >
k—2,0—2 k—2,i—2 q
pq—1 Pq
fiir (p,q) € {l = 1,1} x {j — 1,j}.
Daraus und aus (5.15) folgt somit
k—2,i—2 k—2,i—2 \ T
(1—a )(1_ i l)ql 1; 2+(1_04 )/8; } q, 1,; 1
+al (1_ z 1)qk 2,0— 2+al 5}, %qicJZz 2
i—1\ _k—2i-2 k—2,i—2
—(1 —a )(1 - ;7})ql72,j172 —(1 al 1)3; } q, 2,; 1
i— k—2,0—2 i— k—2,1—2
_O‘f—ll(l_ j— })qz 1,j—2 O‘z 1 i %qz 1,j—1 '
. 1- 3
(Vllz - O‘f) : ( Zﬁ])
. j
(1—af =8 e+ (= o )3 e
_i_a;c—l(l_ﬁjz:—l)q;cJ?z 24‘% 151 qu 2,4—2
i— k—2,1—2 i—1 k—2,—2
(1_0411)(1_5 I)Qz 2,j— ! 0451)5 lqz 2,j
— k—2,i—2 —1pi—1 k—2,i1—2
_al 1(1_5 l)qz 1j-1 — k—115j lqz 1,
k—1,i—1 k—2,i—2 k—2,i-2\ T
(1 _af)yl—l,jl—l ( (1 - y 1)‘11 2; 2 BZ }ql 2,; 1
k—2,i—2 k—2,i—2
+(1-BoDa ) +B§ )
k 17, 1 7 k—2,i—2
+al l,j— ( (1_ ]1) /Bjill,jl
+(1_ ) k: 21 2"—3; } f:]?z 2)
1 _ Z
_ ( Ji ) (5.16)
. j
k—1,i—1 i—1\ k—2,i—2 i1 _k
(1_5%16)’/171,]‘Z <_(1_5Jl‘ l)qz 2,; 1 BJZ' lqz 22,; ?
i1y k—2,i—2 i1 k—2,i—2
+(1 = 5; Ny 11 T 5 lql—l,j )
k—1,i—1 i1y k—2,i—2 i1, k—2,i—2
‘HVQCVZ] - (_(1_5;‘ l)qz 1; 1 ; ' 171,;
_|_(1 o B;}l)qécJZz 2 B; lqg 2,0— 2)
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k—1,i—1 k—1,i—1 k—1,—1

Nach Induktionsvoraussetzung gilt v;", 7 =y, ;=) =11, und

l/l]; Lirt I/lk, i 1t =y womit sich folgende Gleichheit ergibt:
k—2,i—2 k—1,i—1

0 = g5 -8 >a—m(o@—%m—a D+ - o))

+q§c:22,}?:12 ((1 - B;) i +(1 - Bz 1)32) ( (Vl] - df)(l al 4 ) + lk 1“ 1(1 - af))
+ai3) 88 (0 — a1 - af2) + v (- )
a2 = BN - B) (v = af)(1 - of ' = ol

— (= af) T o)
a0 (BTN = ) + B3 = 57 (0 — a1 = of T = i)

— M (= af) o )

+a} 77878 (0l = ab) (1 = of ™ = afT) = 1T (1 - af) + 0 o)
+al7 = B - ) (W — abal! — e
+al 7 (B0 = B + (1= 8708 (0 — ol — aff )
a5 (ol — ab)al — o).

Ein Koeffizientenvergleich liefert wegen Lemma 5.1.2 (auch fiir 6} Bﬁ’lﬁgj = 0 oder

(1=5) (=5 =52) =0)

k—1i—1
(Vzkf — Q) )(1 - a;c 11) =V (- af),

(Vﬁz_az)(l—af Lol = o5 — o) —f 1k, ¢ (5.17)
(l/lk;Z—Oé;c) ;cfl _ aégylk 10— 1
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Es folgt

k—1,i—1

q,_1,i—
(v —af) - (-1 o

—
~—

k—1,i—1
41

vgl. (5.16)

ket -k i—1
Vij — &

7—1

( )

q

)-{a—af -

k2,2
1,j—2

)

+o (1 - 6]

+—al

k—2,i—2

i—1
;52

—(1 _'O% 1)(1 — i1 - (1

k—
I—

k—1 i—1 2,i—2
—a; 7 (1= ;,1)q 1,52 az 1BZ

J—

ki -k

(

+(1 - = a1 - i 1)

)B;

-1 _k—2,i—2

k—1
i—1d1-1,5-1

+(1— o — a7

i—1 k—2,4—2
6] 191,51

i—1

1(1_ j—1

-+0q +—af’

k—1,i—1 i—1
Vi

7—1

)

k—1,—1
_Vl i k

(1—a)(1 -

k—1,0—1 )

k
iy’

l

/(1
')

k—1 1
+ v A

+( (1—-a

k—1,—1
_Vl i k

i—1 k—2,:1—-2
ﬁ% 191,51

k—2,i—

k
q, 2,—

k—1,—1
o

(1- )beLjfl ( (1-5; j— 1)

k—2,i—2

Lt 2
Q2+

19-1,5-1

i—1

+(1_ j— 1) BZ

kklzl
+og v

(-0 -8 hat?

q; 1,

) {1 —af=ha -5z

k—2,1—2
q_2;2

k—1,i—1

[1]1]
k-14-1
ly

k 7
l12]22+(1_a )

i—1 k—2,32—2
B4 1j—1

6]7,116222

lql]

i—1 k—2,—2
B4 2,j—1

}

-

O% 1)

1 _k—2,i—2
191,51

k—2,i—2
a4, 2 2

Oﬁ 1)5Z

19251

k—2,i—2
q 12

k—2,1—2
ql]

}

k—1,i—1
Vi

)

6]7,116222

(1 _'0%) 19121

k—2,i—2
1-1,j—2

o zl)q

1 k—2/i—2
191,51

k—2,i—2

ok
a2

i—1

(1_ j—1

)

2

2

-1 _k—2,i—2
] lql 2,j—1

)

/lekZlZ
]1!1,]1

1 k—2,i—-2



KAPITEL 5. BERUHRENDE CORNER CUTTING-FLACHEN 111

z k—2,1—2 7 k—2,i—2
+(1_ 1) ly 2 +Bj { l] 1 )

qk Li—1 -k—14—1
vgl. (5.16) k k I-1,7—1 Hi-1,5
= (l_az az) [1|1]

ck—1i-1 -k—14—1
ql,y 1 1j

Analog zeigt man

k—1,i-1 _k—1,i—1
q 151 91

(v — &) - (=1 1) [1]2]
k=1,i—1 _k—1li—1
q;; 1 1j
ghLiol ghoLic
—1,5—-1 -1
=|(0-af o) [1]2],
k—1,i—1 -k—1i—1
q,; 1j
sodass also fiir alle j =1,..., N
k=1i—1 _k—1,i—1 R IS K|

q, 1,4 q," q,"
v —af)- (-1 | Y =a—af afy| Y

k—1i-1 _k—1,i—1 el -1l
Q-1 9 QU1 9
folgt. Somit gilt nach Lemma 5.1.4 fiir alle (u,v) € [a,b] X [c,d]
kt ki ket ki
Vi =Vit1 == VN ="V

was den induktiven Beweis abschlief3t.
Teil b) beweist man in derselben Weise. O

Wir beweisen eine weitere Eigenschaft der Faktoren aus (5.7) und (5.8).

Satz 5.1.6 Sei ® eine vollsténdig beriihrende Fliche geméf (4.7) und Definition 5.1.2.
a) Fir festes k € {2,...,M}, allel € {k,...,M} und fir 2 < i < j < N — 1 sowie
beliebiges (u,v) € [a,b] X [¢, d] gilt fiir die Parallelititsfaktoren aus (5.7)

vk (u, v) = v (u, v).
b) Fiir festes i € {2,...,N}, alle j € {i,...,N} und fir 2 < k£ <[ < M — 1 sowie
beliebiges (u,v) € [a,b] X [¢, d] gilt fiir die Parallelititsfaktoren aus (5.8)

15" (u,v) = uf“ "(u, v).
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Beweis: a) Nach (5.7) und Satz 5.1.5 gilt

qf—?j—l(ua v) Qf:ll’ji(ua v) 1 — Biti(v)
- i1 kil ’ ’ — B
qulJr (u,v) =1 a (w,v) - (=1 1) k—1,i k—1,i < BH{(U) ) ’
ql,jf’l (uvv) qu ’ (U,U) I
was sich mit (5.3) schreiben lésst als
it ki1 k—1,i+1 k—1,i+1
Qlj " (U, U) =Y i (U, U) (QZ]' " (U, U) - QZ—I,j+ (U, U)) (518)
Andererseits gilt mit
- ki ; k—1,i k—1,i
qi;—l(uv U) = l/lm(u? U) (ql,jflz(uv U) - qlfl,jzfl(ua U))
sowie
- i i k—1i k—1,i
a; (u, v) = v (u, 0) (@ (u,0) — @2y (0, v)
die Gleichung
ki (5.3) i - ki i - ki
q;? +1(U, U) = (]- - Bjﬂ(v))qﬁ-fl(u, U) + 5j+1 (U)qéﬁ;(ua U)
k—1,i k—1,i T
. ql,j—l(u7 v) — qz—1,j—1(ua v) 1— B (v)
= UFi(u,v) < N )
k=1, B (v)

k—1,i
q;; "(u,v) — a1 (u, v)

(5.3) ki —1, 1
= Vl]c (u,v) (qu ' +1(U7U) - qzc_11,j+1(uav))-

Ein Vergleich mit (5.18) liefert die erste Hilfte der Behauptung, den b)-Teil beweist man
entsprechend. O

Satz 5.1.7 Eine cc-Fliche ® vom Grad (M, N) ist genau dann vollstéindig beriihrend,
wenn fir k=2,...,M;i=2,...,N und zu jedem (u,v) € [a,b] X [¢, d] Diagonalmatrizen

Ak = diag (AF, ..., \Ey) = diag (AE(u), . .., A (u)

und . . . . .
My = diag (45, . .., piy) = diag (p5(v), . .., iy (v))
existieren, sodass die M + N — 2 Gleichungen

(Apy - ARGV AR = (Apy - AR AR A,
(By---By'YBy = (By---By")Bylly
(k=2,...,M; i=2,...,N) gelten.
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Beweis: ,<*“ Seien k € {2,..., M}, i€ {2,...,N} und (u,v) € [a,b] x

bezeichne die (s, s)-Einheitsmatrix. Dann gilt

[c, d] beliebig, Fi

i Qi
Ahri dun
_ €00 €N _
= (AkCAR g + AR (AR ) | .| BL-- B
€Eno EMN
Vi €00 €N .
2r (Enr—kgr + My A (AT A : 5 By By
€Eno EMN
—a,’g o'/,g 0 0
E—1,i—1 k—1,i—1
0 —af,, - y—1,i—1 41N .
= (Ba—kr1 + AYy) 5 : By
i 0| gl dii!
0 0 —o'/fv, o'z%
ar(1 4+ AF) af(1 4 AF)
i k—1,i—1 k—1,i—1 1 k—1,0—1 k—1,0—1
'((1_Bf)(‘sz [ 1) '((1_53\7)(qu 1 9k N— 1)
il k=141 k—1,—1 k—1,i—1 k—1,i—1
+5i(qy; - —q;_ 1: )) +05 @iy’ i —q;_ 13v ))
ak (1+ Mk ak (1 + M%)
Ny k—1,i—1 k—1,—1 i k—1,i—1 k—1,i—1
'((1_@)(‘11\/{111 —dqy_ 1Zz 1) '((1_5N)(‘1MNZ 1 —dp- llN 1
k—1,i—1 k—1,i—1 k—1,i—1 k—1,i—1
"‘Bl(qu Ay )) +BN(qMN —dqp lN))

)
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Analog finden wir das Ergebnis

s ki
q;;
s k1

qn;

Bi(L + pl)

s ki
din

dyvn

(1= af)(qeri ' — dp i)
k—1i-1 _  k—l,i-1
+ay(qy; " k,ifll )
Bi(L + )
((1 - CYIJC\/[)(qI]c\/[ 1111 b quc\/[ 1111 11
ok (ahy T = dhr

)

)

1))

B (1 + py)

k—1,
((1 - 04]12)(‘11@ }Nl -

k—1,i—1

+af(qiy

By (1 + piiy)

k—1,i
((1 - CYIJC\/[)(‘IM 11 N1

k—1,i—1

+ak; (dhy

Damit folgt, dass ® eine vollstindig beriihrende cc-Fliche ist.

»=* Sei nun ® vollstéindig beriihrend. Also gilt fiir festes k € {2,...

und fiir geeignete v¥ (s € {k,..., M}, t € {i,...,
i iy
k—1,i—1 k—1,i—1
l/kz((]'_ﬁ)(qkz 1Z — 4 1: 1)
+Blgy " = ai i)
iy k=11 k—1,i—1
VMz((l_B)(qu 11 — gy 111 1)
k—1,i—1 k—1,0—1
+0i(dy " — Ay 1, ))

k—1,0—1 )
d—1,N-1

k—14—1
qk,le ))

k—1,i—1
quNl)

k—1,i—1
qM,NZfl ))

MYy, ie{2,...,
N})
VkN((l _BN)(QZ]\}lII q';ﬁ HV11)

i k=11 k—1,i—1
+84 (gry "~ —q, |y )
E—1,i—1 k—1,i—1
VMN(( 5N)(qMNl 1 — Ay llN 1
1 k—1,0—1 k—1,0—1
+Bn(@uN —dy- IN))

N}

)
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€ - €N
= (o) ) Bn
€Mo EMN
' €po - €N _
S (gt s n) (2 s
€nvo tt €N
. i/ k—13—1 k—1,0—1 k—1,0—1 k—1,0—1
ai((l—ﬁ)(q,” 1 T g1 Do ((1_5N)(qk1v 1 Ak N— 1)
ir k=11 E—1,i—1 E—1,i—1 E—1,i—1
+5i(ay; i —q;_ 1: )) +05 (qpy " —q;_ 13v ))
E—1,i—1 E—1,i—1 . ; E—1,i—1 E—1,i—1
((1 —3)(q Anri—1 — qM—l,i—l) S aljﬂw((l - B]ZV)(qM,N—I —dy-1N-1
ir k=141 E—1,i—1 E—1,i—1 E—1,i—1
+Bi (@ - qM—lz,i )) +5N(qMNZ - qM—f,N))
€po - €N
Pty | ) By
€Eno 't EMN
Wegen Satz 5.1.5 a) gilt dabei fiir alle [ =k, ..., M
Vi =V = =y =
sowie
l/lkizl/{”Jrl ...:l/lkN = l/lk.

Mit der Einfiihrung & :=vf —aF (I=k,...,M; k€ {2,...,M}) folgt

€p " €N

€Epmo "t €MN

)
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g k—1,i—1 k—1,0—1 k—1,i—1 k—1,0—1
55((1_@')(‘1“ [ Do 55((1_51\/)(qu 1 — g1 N- 1)
ir k—=1i—1 k—1,4—1 k—1,—1 k—1,—1
+5i(ay; " —q;_ 12 )) +05 (@oy i —q;_ 13v ))
Ny k—1,i—1 k—1,—1 i k—1,—1 k—1,—1
5]’?4((1_@')(‘1M111 —dqy_ 1Zz ) gllf/f((l_ﬁN)(qMNZ 1 —9p- IZN 1)
ir k=1i—1 k—1,4—1 k—1,—1 k—1,—1
+Bi (s " —dy 111 )) +BN(qMNZ — gy IZN))
€00 €N
= Ay AN (A - Ay | By---By
€Eno 't €N
mit

Ak = diag (\f,.. ., \E)

= diag <§k gl):’)

o aM

Lk k k k
— dia < Vg — O VM_aM>
g e — .

ay Ay

Somit erhalten wir die folgende Beziehung:

€00 €N
A (Al ) | By By
€No EMN
€00 €N
= Afy Ay (At ) : | By By
€pmo " €EuN

Mit Korollar 5.1.3 a) folgt somit fiir alle k € {2,..., M}
B (A1l = A A )

Analog zeigt man die Existenz von Diagonalmatrizen IT; (i = 2,..., N) mit der Eigen-

schaft
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(By -+ By 'Y By = (By -~ By ") ByIly

durch partielles Ableiten nach dem Parameter v und mit Hilfe der Sétze 5.1.5 b) und 5.1.6
b). 0

Im Folgenden iibertragen wir Aussagen und Definitionen iiber (vollstéindig beriihrende)
cc-Kurven auf (vollstdndig beriihrende) cc-Fléchen.

Satz 5.1.8 Fiir eine lineare cc-Fliche @ gilt fiir alle k € {2,..., M} und i € {2,..., N}

UETAET = AR AT — A== = 1,
By 'By = By'Byly = pi=...=pjy =1

Beweis: Es gilt firp=1,... M —k+1
(A% ANT)pl] = —(1 — afpo)afs)
= Merpo1 @ (L= 0y 0) = (A AN AT plp], (5.19)
(A AN Dl +2) = af i,

= A'I§+p_1d'£+p_1a'£1},71 = (A}, %J]\Z Ay plp + 2. (5.20)

Fiir die Schnittfunktionen einer linearen cc-Flache gilt

af(u) =yfu+6 (v #0, k=1,...,M; 1=k, ...,M).

Einsetzen dieser Beziehungen in (5.19) und Auflssen nach A}, ergibt

k—1
Ak B (1— f)/l,;erflu - 5llz+p—1)7k+p—2

k+p—1 =™ g k—1 k=1 \°
f)/k+p71(1 T Vk4p—2¥ — 5k+p—2)

Analog erhélt man mit (5.20)

k k k—1
A\E . (’Yk+p—1u + 5k+p—1)7k+p—1

k+p—1 — _k k—1 k—1 ’
7k+p—1(7k+p—1u + 6k+p—1)
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Dies ergibt,

k Vk4p—1 Vk4p—1
)\k}—l—p—l = T 1

+ 25— ut+

k+p—2 Vetp—1

woraus

k k—1
6k+p—1 o 5k+p—1

k k1
Tk+p—1 Vktp-1

folgt. Denn fiir u € [a, b] und reelle Zahlen A, pu, v, p,v,d (p, p,0 # 0) mit

gilt

und damit

Es folgt

und damit

Somit ergibt sich \f,,_, =1firp=1,...,M —k+1.
Die Betrachtungen fiir die 4} (j =4,..., N) verlaufen analog. 0

Satz 5.1.9 Sei ® eine lineare cc-Fliche vom Grad (M, N) geméf (4.7). Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent.



KAPITEL 5. BERUHRENDE CORNER CUTTING-FLACHEN 119

a) Die cc-Fliache @ ist vollstindig beriihrend.
b) Firk=2,...,M;i=2,...,N und (u,v) € [a,b] X [¢,d] gelten die (M + N — 2)
Gleichungen
Wh = Y UE, BB = BB

¢c) Firk=2,...,M;i=2,...,N und (u,v) € [a,b] X [c,d] gelten die (M + N — 2)
Gleichungen

(Tl Ty = k- AL ),

(By---By) = i-(By---By')By.

Beweis: Wir beweisen lediglich die Aussagen iiber die A, die entsprechenden Beweise
iiber die B} verlaufen analog.

»b) = ¢)“ Vollstéindige Induktion nach k.

Induktionsanfang fiir £ = 2. Es gilt nach Satz 5.1.8 fiir eine lineare, vollstédndig beriihrende
corner cutting-Fliche

folgt.
Induktionsschluss von k£ — 1 auf k. Es gilt

was zu beweisen war.



5.1. VOLLSTANDIG BERUHRENDE CORNER CUTTING-FLACHEN

120

»C) = b)«

Es gilt fiir k=2,..., M

eg g iy 2 (g )
= TECAL )+ (R
) Ty ke
TR TAICTE RS
+(k = 1) AR A (A )
(AT = B (g T
kY (ke {2,...,M}) nach Lemma 4.1.1

= T4k Tk
Damit folgt die Behauptung A% A %!

b).
»a) = ¢)* Vollstandige Induktion nach k.
Induktionsanfang fiir £ = 2. Es gilt mit Satz 5.1.7 und Satz 5.1.8
(gAY = T+ T = 2t
was die Induktion verankert.
Induktionsschluss von k£ — 1 auf k. Es gilt
U P TIC TR T
T T (T 2 T T T (T

Lemma:>4.1.1 b) A]X/[ 7;4]]\9/[ 7;4]]\9/[_1
..., M). Damit folgt
()

Mit Satz 5.1.7 folgt A\F = (k — 1)
' L)+ Ay

(Tl 11y = A
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R (W Tl A T (Al

s
<

= g )
»C) = a) Es gelten fiir k = 2,..., M die Beziehungen

(AL A 1A = (AL A% 1) A AL,
mit den Diagonalmatrizen A%, := diag(A\F,... )\  mit \f =k —1fix i =k,..., M (k=
2,...,M).
Analog zeigt man die Existenz der Diagonalmatrizen I}, mit

Damit ist ® nach Satz 5.1.7 vollstdndig beriihrend. O

Bemerkung 5.1.4 Der zuvor gefiihrte Beweis ist gleichzeitig ein Beweis iiber die ent-
sprechende Aussage iiber vollstindig beriihrende cc-Kurven (siehe Satz 2.3.3).

Bemerkung 5.1.5 Fiir eine beliebige (insbesondere nicht notwendigerweise lineare) cc-
Fliche @, die die Bedingung b) aus Satz 5.1.9 erfiillt, gilt

' €po ' €N
i(u,v) = M- M () AN ) Ak (u) | - BY(@) - BY(v)
€Eno 't €N
‘ €y - €N
= M- AN (w) Ay (w) Ay 2 () - Ay (u) | | By(v) -+ By(v)
€pno ' EuMN
' €po - €N
= M- A3 (u) - A7 (w) Ay (u) | | By(v)--- By (v) (5.21)
€nmo t €N

und
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€yp ' €N

E(u,v) = N - Ay (u) - Ay (u) By (v) By (v)

€Epo °° €uN

€Epmo "t €EpMN

€yp ' €N

= N ) T ()

= N Ay () Ay ) | : ) By (1) By (0) By (v)
) - BY(v).  (5.22)

€mo ' €euN
Ist ® eine lineare vollsténdig beriihrende cc-Fléche (gelten also insbesondere die Sitze

5.1.8 und 5.1.9), so lassen sich (5.21) und (5.22) wie folgt auf partielle Ableitungen der
Ordnung p (p > 1) verallgemeinern. In diesem Fall gilt

€p " €N
Oz M! i co A M=pt1, T LI : :

M . . €00 €N
= i —p) AN (u) - AR () AR (w) - Ay (u) |
€Eno EMN
By(v) - By(v)
(5.23)
und
€p " €N
0 N! ) i
S0 = (N—q)’%%(u)%}/[(u) : :

€Epmo "t €MN
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BYy(v) - Bl () B (v) -+~ BY (v)

NI €00 €on
= m%%(u)--ﬂ&(w : :
€mo *'° €unN
‘By(v) - By “(v) By " (v) BY (v); (5.24)
allgemein gilt
orag MINU . . S0t

Suroet = =N =gt - )+ A ) T () s )
€Eno 't EuN

By (v) -+~ B (v) B (v) -+~ B (v). (5.25)
Den Beweis fiihrt man durch vollstindige Induktion; man beachte dabei

%Ak, 0% By
50 (u) = O und 52

W)=0 (k=1,...,M;i=1,...,N).

Die Linearitét einer cc-Fliche wurde im Beweis des Satzes 5.1.9 in den Beweisrichtungen
»b) <= ¢)* nicht beno6tigt. Wir geben denjenigen cc-Flichen, die die Eigenschaft b) aus
Satz 5.1.9 besitzen, einen eigenen Namen.

5.2 Gleichférmig beriihrende corner cutting-Flachen

Definition 5.2.1 Sei ® eine cc-Fliche vom Grad (M, N) gemifi (4.7). Dann heifit ®
gleichférmig beriihrend, wenn die M + N — 2 Gleichungen

Tk ) Tk () = Tk ()T () (€ fab b= 2., M),
Bi7'(v)B (v) = B (w)By(v) (veled;i=2,...,N) (5.26)

gelten.
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Eine erste Charakterisierung der Schnittfunktionen einer gleichférmig beriihrenden cc-

Flache erhalten wir durch den

Satz 5.2.1 Sei ® eine cc-Flidche vom Grad (M, N) und (u,v) € [a,b] X [¢,d]. Dann sind

folgende Aussagen dquivalent.

a) ® ist eine gleichférmig beriihrende corner cutting-Fliche.

b) Es gelten fiir k € {1,..., M}, i€ {1,...,N} die 2(M + N — k — i) Gleichungen

ko ktl _ ko ktl _
afnGfy = dfnory (=k,..., M 1),
k\sk+l sk k+1 _
(1 —ap)d)y = /(1 —offy) (=k,...,M—1),
i i+l Al i+1 .
i+1Pj+1 = Pjt+1Pj+1 (j=id...,N=1),
i\ Aitl _ i i+1 C
(L- BBt = A - (=i,...,N—1).
Beweis: Es ist
Tik+1Tyk _ Ty k+1Tik
Ay An = Ay Ay
skl skl k k
—Qpl g 0 0 1—ay oy 0
skl - k
0 —app 0 1-oagy,
<~
k+1
ay -, 0
0 0 —ahtt ahrt 0 0
k+1 ke+1 ok ok
Il—opy o 0 0 ay oy
k+1 -, -k ..
0 L —agiy 0 —dapy
k+1
a4 0
0 0 1—akt ohit 0

(5.27)
(5.28)
(5.29)

(5.30)

0 0
&k, 0
0 —dk, ok,
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~(1-a})

0

o ksktl
Qg

—

ck+1
Qi1

k+1y -
7(17akil)a’,§

k kY2 k41
(I—ag—og)dg Ty

ko ak+l
_(l_ak+4)ak+2

K41y -k
(lfak+1)a,c
k+1 sk
%1% 41

k+1y -k

’(L*ak+2)ak+1

—(1— af)dﬁf
k41

+ (1 - aﬁrl)alﬂ

kA k+1

Q1 QG

(1— af)dﬁf

ko sk+1l

Q1%

k
k+1

k+1

« ak+l

k ko yak+l
(l_ak+2_ak+i)ak+2

ko skl
Qp 4oy

—(1—ak,_ &yt (1—ak —a

0
k+1 -k
Cpt 1% +1 0
k+1\ -k
(I—ay5)0% 4 k41 <k
k .
0 7(17(1]\;1)(1’;\/[71
_ k+1\ - k
= —(1- Qe )&y
_ k+1\ - k k+1 -k
= (L—af)a) — o dfyy
k+1 -k
= 0 O

(1 o Oék+1)0'é;c

I+1
k+1 - Kk
= Oy Oy

(

Analog beweist man die Aquivalenz ((5.29) und (5.30)) < (5.26).

l—aﬂﬂ)d%71
—aktlak
M %M
(Il=k,.
(I=k,.
1=k,
LM 1),
LM —1)

M—-1

Jars ' ke
0
0
oF ek
M M
LM —1),
LM 1),
LM —1)
|

Wir beschéftigen uns nun mit den Schnittfunktionen einer gleichférmig beriihrenden cc-
Fliche. Man vergleiche die Vorgehensweise und die Ergebnisse mit den Resultaten fiir
gleichformig beriihrende cc-Kurven (siehe Abschnitt 2.4).

Aus (5.27) bis (5.30) folgt

-k - k+1

Q Q

1 Y

k= g (sksi<
I+1 Ay

M- 1),

(5.31)
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: -
L DL (1<i<j<N-1), (5.32)
Jj+1 5]'-1-1

1— kY 1 — k—+1y

(1 O‘k) - (1 O‘;fl) (1<k<l<M-1), (5.33)

- Qg

1— By 1 — pBitty

( 52) — ( gﬂ) (1<i<j<N-1). (5.34)

L= 5]’ 1 - j+1

Wegen (5.31) gilt fir 1 <k <l <M

(In ozf)' = (In ozf“)',

daraus folgt Inaf = Ina;™ + ¢ (¢ = const.) oder

af(u) = cfaftt(u), ¢f >0 (1<k<I<M). (5.35)
An (5.33) sehen wir fiir 1 < k<1< M —1, dass
(ln(l — ozk))' = (ln(l — ozfjll))'

gilt. Damit ist In(1 — of) = In(1 — o}}') + d (d = const.) oder

of(w)=df oy (w) +1—dj, df >0 (1<k<I<M-1). (5.36)
Diese Beziehungen gelten wegen (5.27) und (5.28) auch dann, wenn in (5.31) beziehungs-
weise (5.33) verschwindende Nenner auftreten.

Analog findet man aus (5.32) beziehungsweise (5.34)

Bj(v):eéﬂfl(v), e§->0 (1<i<j<N) (5.37)

beziehungsweise
Bi(v) = fiBE W) +1—fi, fi>0 (1<i<j<N-1). (5.38)
Ebenso gilt eine entsprechende Aussage iiber die Giiltigkeit dieser Gleichungen beziiglich

verschwindender Nenner.

Seien nun Hauptschnittfunktionen o} (u) und B% (v) gegeben. Wir definieren fiir k,1 =
1,....M—1undi,j=1,..., N —1 die Grofien
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k M-1 _. k
Chre - Cy =i C,

di--diizl = d,

> (5.39)
ey men b o= el
fj e ]]\\Tf:ll :: f],

und setzen fiir eine spéter folgende einheitliche Darstellung zusétzlich

Damit erhilt man speziell aus (5.35) bis (5.38)

)

ok (u) = Fall(u) (F>0,k=1,...,.M—1),

aj(u) =1-d(1-ajf(u) (@ >0, 1=1...,M-1), \ (5.40)

Bi(v) = BY () (>0, i=1,..,N—1),

Bllv) =1—=fi(1=pN() (f>0,j=1,...,N—1).

/

Durch welche Vorgaben von Schnittfunktionen alle weiteren Schnittfunktionen einer gleich-
formig beriihrenden cc-Fliache eindeutig festgelegt sind, klart der

Satz 5.2.2 Seien die beiden Hauptschnittfunktionen a}f(u) und S¥(v) sowie Schnitt-
funktionen

oy (u), g (), - oy (), o~y (u), g 5 (u), -, en (u),
B (), By () - By~ (0), By 71 (v), By 2 (v), - Bi (v)

geméB (5.40) gegeben. Dann ist durch (M +1)- (N +1) Kontrollpunkte und obige Schnitt-
funktionen eine gleichférmig beriihrende cc-Fliache eindeutig bestimmt.

Beweis: Unter Beriicksichtigung der vorgegebenen Schnittfunktionen findet man aus
(5.27) beziehungsweise (5.35) fiir [ = M
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ok () = ¢ty Mo (u) D ko ().

und aus (5.28) beziehungsweise (5.36) folgt fiir k =1

of(u) = 1— db - d2H (1 — aM(w) P 1 — b (1 - ali(u)).

Fiir [ # k und [ # M folgt einerseits

af () "2 cfaft () = -+ = cf -l (w)
GV b (oM () + 1 — dY) (5.41)
—
und andererseits
of(u) @2 dbaktl 41— db = OV 1 gh . @M (g Mkl
(5.40) | Elll'c . .d%fllcfl—i (1= M=l (). (5.42)
—A

Aus (5.41) und (5.42) erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

dl CM+k7l

— — —. Ak
A= (1 — db)cM+h und - p=— (1= dyekl

und somit

CM—l—k—l

of (u) = f (day(u) +1—d), 7

LT @t (1 = d) M 1<k<l<M. (543)

Wir zeigen, dass diese Funktionen Schnittfunktionen sind; das heif}t, dass sie die Bedin-
gungen (2.1) und (2.2) erfiillen, dass also die Gleichungen

af(u) >0  Yu € [a,b], (5.44)
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af(a) >0, (5.45)

af(b) <1 (5.46)

gelten.

Nach Voraussetzung wissen wir

al(a) = dayi(a) +1—d >0, (5.47)
aAIEL(B) = MRl M(b) < 1. (5.48)

Wir zeigen zunéchst
d' 4+ (1 — d)eM™ 1 > 0, das heiBt (d' — 1)(cM* ! —1) < 1. (5.49)

Wegen cM+*-t > 0 und d' > 0 gilt die Gleichung insbesondere fiir (¢ %1 < 1) v (d' < 1).
Sei also ¢cMTF=t > 1 A d' > 1. Aus (5.47) und (5.48) folgt dann

1 air(a)
0<d—1< —1=—X
SToafi@ T i-ali@
1 1 —alf(b)
M+k—l 1 M
0<ec 1§aM(b) 1= ST0)
M M

also folgt

(dl . 1)(CM+k—l . 1) S a%(a) (]' - Oé%(b))

(1= afi(a))adi(b)

Die Beziehung (5.49) liefert (5.44), denn (5.43) — nach dem Parameter u abgeleitet — ergibt

< 1.

> () nach Vor.
MAk—1 4l
) MR

dy' (u)

atr(u) > 0.

- d' 1 (1 — )M
~ ~ ~ >0 nach Vor.
> 0 nach (5.49)

Weiter erhalten wir
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> 0 nach Vor.
M+k—I
k (5.43),(5.47) c !
a; (a = -a5(a) >0

l( ) dl_|_(1_dl)CM+kfl l( )—

> 0 nach (5.49)
und
ol (b) (5:43),(5.48) 1 (L QMAEL By (1 — d) MRl
l dl+(1 _dl)cMJrkfl ~— M ,

>0 < 1 nach (5.48)

1
<
= dl + (1 — db)cM+h-

(d 4 (1 = dYMTEY =1,

Damit sind die Funktionen (5.43) Schnittfunktionen.

Somit erhalten wir aus den vorgegebenen Schnittfunktionen und mittels Satz 5.2.1 ein-

deutig die restlichen Schnittfunktionen der so entstehenden gleichférmig beriihrenden cc-
Fliche.
Die Betrachtungen fiir die Funktionen 6}, die wir durch
: o L eN+i=j
Bi(v) = 5;.(]”5%(@) +1—f7), 6 = (= ) 1<i<j<N (5.50)

angeben konnen, verlaufen analog. O

Korollar 5.2.3 Zu gegebenen Hauptschnittfunktionen gibt es eine 2( M+ N —2)-parametrige
Schar von gleichférmig beriihrenden cc-Flichen (mit Parametern ¢!, d, ¢, d?, ... M1 M1
und el, fle? f2 ..., VoL VL),

Bemerkung 5.2.1 Zu gegebenen Hauptschnittfunktionen a}f(u) und % (v) sind an die
Parameter c*,d' (k,l = 1,...,M — 1) und €', f/ (i,5 = 1,...,N — 1) Bedingungen zu
stellen, sodass die Funktionen o und 3} Schnittfunktionen gemés (4.1) bis (4.4) sind und
man so eine gleichférmig beriihrende corner cutting-Flédche erhilt.

Hinreichend dafiir, dass die Funktionen

12 M-1 M—-1 _M-2 1
Oppy Qg s Qyp ) O 1, Oy gy ey O,

1 2 N-1 N-1 N-2 1
/8N7/8N7"'7 N )/BN_I, N—27"'7/Bl



KAPITEL 5. BERUHRENDE CORNER CUTTING-FLACHEN 131

Schnittfunktionen sind, sind die Bedingungen

<) <1 (k=1,...,M), (5.51)
0<)d <1 (I=1,...,M), (5.52)
0<)e'<1 (i=1,...,N), (5.53)
0<)ff<1 (j=1,...,N), (5.54)

wie man (5.40) entnimmt.

Diese Bedingungen sind jedoch nicht notwendig, denn beispielsweise erhilt man fiir [a, b] =
[0, 1] und

Gilt jedoch o (a) = 0, so folgt aus (5.47), dass (5.52) notwendige und hinreichende

Bedingung dafiir ist, dass a7 1, o352 ..., al Schnittfunktionen sind.

Ist odf(b) = 1, so folgt aus (5.48), dass (5.51) notwendige und hinreichende Bedingung

dafiir ist, dass a};, a2,,..., a);~" Schnittfunktionen sind.

Ist B¥(c) = 0, so gilt, dass (5.54) notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass

N, BNZ5, ..., Bl Schnittfunktionen sind. Fiir BY(d) = 1 schlieflich folgt, dass (5.53)
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass 8%, 8%, - - -, 6%’1 Schnittfunktio-
nen sind.

Wir schlieflen dieses Kapitel mit Aussagen iiber cc-Flichen, die den Aussagen der Sitze
2.4.5 bis 2.4.7 iiber cc-Kurven entsprechen.

Man kann durch einen Parameterwechsel erreichen, dass eine der Schnittfunktionen of (u)

einer gemifl (2.4) gegebenen cc-Kurve linear wird ohne die Gestalt der Kurve zu dndern
(sieche Bemerkung 2.1.2).
Analog kann man bei einer geméf (4.7) gegebenen cc-Fliche von je einer linearen Schnitt-

funktion of (u) (1 < k < 1 < M) beziehungsweise §}(v) (1 < i < j < N) ausgehen, so
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zum Beispiel ohne Einschrinkung von linearen Hauptschnittfunktionen o} (u) und B (v).

Dies erreicht man wie folgt. Sind die linearen Funktionen @}s mit

ay(a) =ay(a) und @y (b) = ay(b)
sowie Bx mit
B (e) = AN (¢) und By(d) = BN (d)
gegeben, so iiberfiihrt der Parameterwechsel
[a,b] X [c,d] — [a,b] X [c,d]
@) = (o) = (@) al@), (8Y) By (@)

die Hauptschnittfunktionen in lineare Funktionen (man vergleiche mit Bemerkung 2.1.2).

Man entnimmt den Gleichungen (5.43) und (5.50) mittels Satz 5.2.2, dass dann die
Schnittfunktionen einer gleichférmig beriihrenden cc-Fliche allesamt linear sind. Also gilt
der

Satz 5.2.4 Jede gleichformig beriihrende cc-Fléche ist eine lineare cc-Fléche.
Wie bei cc-Kurven ist die Umkehrung im Allgemeinen falsch. Dies zeigt das

Beispiel 5.2.1 Gegeben sei die cc-Fliche vom Grad (2,2)

boo -+ bo2
®:ow(u,v) = A3 (w) Ay (u) | L] Ba(v)B3(v), (u,0) € [0, 1]
by - b

mit By, € R® (m,n =0,...,2) und den Schnittfunktionen

Dann gilt
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N[00 | =
S NI

By(v)Bi(v) = | 1—3v | # = By (v) B3 (v).

<
<

Somit ist ® nach Satz 5.1.9 nicht vollstédndig beriihrend und damit auch nicht gleichférmig
beriihrend (siehe Definition 5.2.1).

Es gilt jedoch mit Satz 5.1.9 und Satz 5.2.4 (Vergleiche mit Satz 2.4.6) der

Satz 5.2.5 Eine cc-Fliche ® ist genau dann gleichférmig beriihrend, wenn sie linear und
vollsténdig beriihrend ist.

Beweis: Ist ® gleichférmig beriihrend, so ist ® linear nach Satz 5.2.4. Damit ist ® aber
nach Satz 5.1.9 auch vollstindig beriihrend.

Die Umkehrung ergibt sich mit Definition 5.2.1 sofort aus Satz 5.1.9. a

Satz 5.2.6 Zu Hauptschnittfunktionen mit
ayy(a) =0, ajr(b) =1, By(c) =0, By (d) =1

gibt es genau eine eckinterpolierende, gleichférmig beriihrende cc-Fliache @ : x(u,v), (u,v)
la,b] x [c,d].

Beweis: Nach (4.14) bis (4.17) gibt es zu gegebenen Hauptschnittfunktionen mit a7 (a) =
0, ajy(b) =1, BN (c) =0, BN (d) =1 eindeutig bestimmte Schnittfunktionen oy, = o} =
ayy (1=1,...,M —1) und g = B} = By (j =1,...,N — 1), die der Charakterisierung
(5.40) von Schnittfunktionen einer eckinterpolierenden, gleichférmig beriihrenden corner

cutting-Fliche geniigen. Die Behauptung folgt nun aus Satz 5.2.2. a

Spéter (in Satz 6.1.3) werden wir sehen, dass eine Bézier-Fliche die einzige eckinterpolie-
rende, gleichformig beriihrende cc-Fléche ist.
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Kapitel 6

Bézier-, B-Spline- und corner
cutting-Flichen

Wir untersuchen im vorliegenden Kapitel die Zusammenhinge zwischen corner cutting-
Fliachen und Bézier- beziehungsweise B-Spline-Fléchen.

6.1 Bézier-Flichen als corner cutting-Flichen

Seien M, N € Nund B,,, € E* (m=0,...,M;n=0,...,N). Dann ist die Bézier-Fliche
¥ vom Grad (M, N) zu den Kontrollpunkten B,,, gegeben durch

U @(u,) =Y > BM(u)BY (0)bu, (u,0)€[0,1]? (6.1)

m=0 n=0
(siehe zum Beispiel [AUM1], [PIE]).
k

Nach Lemma 3.1.1 gilt fiir eine cc-Fliche mit den Schnittfunktionen of(u) = a(u) =
u(l<k<I<M)und Bj(v)=pB(v)=v(1<i<j<N)

M
m

ol = ()@= 0¥ mam =B (m=0.....a1),

an(v) = (ij)(l—v)N”v”:Bflv(v) (h=0,..,N)

wir erhalten also die Bernsteinpolynome. Da zusétzlich die Schnittfunktionen die Eigen-
schaften (5.27) bis (5.30) erfiillen, gilt nach Satz 5.2.1 der
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Satz 6.1.1 Jede Bézier-Fliche (6.1) ist eine gleichformig beriihrende cc-Fliche.
Als Sperzialfall von Satz 5.2.6 erhalten wir analog zu Satz 3.1.3 den

Satz 6.1.2 Fiir das Parametergebiet [a, b] X [c, d] = [0, 1]? einer cc-Fliiche gemif (4.7) ist
die einzige eckinterpolierende, gleichférmig beriihrende cc-Fléiche eine Bézier-Fliche.

Satz 6.1.3 Fiir beliebiges Parametergebiet [a, b] x [¢,d] C R? einer cc-Fliche gemiB (4.7)
ist die einzige eckinterpolierende, gleichférmig beriihrende cc-Fléche eine Bézier-Fliche.

Beweis: Nach Satz 5.2.6 gibt es zu jedem Parametergebiet [a, b] X [¢, d] genau eine eckinter-
polierende, gleichférmig beriihrende corner cutting-Flidche. Durch eine lineare Parameter-
transformation konnen wir das Parametergebiet auf [a,b] X [¢, d] = [0, 1]* transformieren.
Aus Satz 6.1.2 folgt somit unmittelbar die Behauptung. O

6.2 B-Spline-Flichen als corner cutting-Flichen

Seien M,N,K,L € N mit M > L und N > K gegeben, u = (ug ... upyr41)’ und
v =(vy ... Unyr41)" seien zwei Knotenvektoren und B,,, € E* (m = 0,...,M;n =
0,...,N) seien (M + 1) - (N + 1) Kontrollpunkte. Dann ist die B-Spline-Fliche T vom
Grad (L, K) mit den Knotenvektoren u, v zu den Kontrollpunkten B,,, gegeben durch

T oz(u,v) =Y Y NEWNE )b, (u,v) € [ug, urr] X [v, vn-1] (6.2)

m=0 n=0

(siehe zum Beispiel [AUM1], [PIE]).

6.2.1 B-Spline-Flichen vom Grad (M, N)

In Abschnitt 3.2.1 haben wir gesehen, dass eine B-Spline-Kurve (3.2) mit N = K eine
gleichférmig beriihrende cc-Kurve ist.

Wir zeigen nun, dass eine B-Spline-Fléche (6.2) mit M = L und N = K eine gleichférmig
beriihrende cc-Fliche ist.

Wir setzen diese corner cutting-Fliche durch die Kontrollpunkte B,,,, (m =0,...,M;n =
0,...,N), die Schnittfunktionen
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uU—u
of (u) = L 1<k<I<M
UMA1—k+1 — W

und

U—Uj

Bi(v) = ,1<i<j<N

UN+j—i+1 — Uj

sowie das Parametergebiet [a, b] x [c, d] = [unr, upr1] X [Un, vn+1] an (vergleiche mit (3.3)).
Nach Lemma 3.2.1 erhélt man so auch fiir die Bindefunktionen f,, (m = 0,..., M) die
Beziehung (3.4), also

Ay () Ay ) = (folu) ... far(w)
= (VW) ... NB(w).
Entsprechend beweist man fiir die Bindefunktionen ¢, (n =0,..., N)

BL(v) -+ BY(@) = (g0(v) ... gn(v))"
= (N'(v) ... NY ()"

Da aus Abschnitt 3.2.1 bekannt ist, dass af und entsprechend 5} Schnittfunktionen im
Sinne von (4.1) bis (4.4) sind, welche die Bedingungen (5.27) bis (5.30) erfiillen, folgt mit
Satz 5.2.1 der

Satz 6.2.1 Jede B-Spline-Fléche (6.2) vom Grad (M, N) ist eine gleichformig beriihrende
cc-Fliche vom Grad (M, N).

Die Frage nach der Umkehrbarkeit dieser Aussage klaren wir im spéter folgenden Satz
6.3.1.

Bemerkung 6.2.1 Gilt
ulz...:uM:(), UM+1:...—U2M:]_,
Ulz...:’UN:O, ’UN+1:...:’U2N:1,

so ist die B-Spline-Fliche vom Grad (M, N) die Bézier-Fléche vom Grad (M, N) zu den-
selben Kontrollpunkten. Der Satz 6.2.1 enthélt also den Satz 6.1.1 als Spezialfall.
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6.2.2 Beliebige B-Spline-Flichen

Wir werden nun zeigen, dass sich eine allgemeine B-Spline-Fliche als Vereinigung von
gleichférmig beriihrenden corner cutting-Flichen darstellen l&sst.

Wir gehen dabei von einer B-Spline-Fliche gem#$ (6.2) mit M > L und N > K aus (fiir
den Fall (M, N) = (L, K) siehe Abschnitt 6.2.1) und verwenden folgende Bezeichnungen:

P = |{UL7"'7UM+1}| —-22> 07

Q = |{'UK7"'7'UN+1}| -2 ZO:

Dabei seien die m, (p =0,..., P) definiert durch die Beziehungen

Uy, =Ur41 = -.. = UL4myg §£ UL +mo+1 fir p = 0,
UL+ Mpy_14+1 = UL+Mp 142 = -+« = UL+ M, _1+m, o UL A4 Mpy+1 firp=1,...,P;
N——
=Mp

entsprechend definieren sich die n, (¢ =0, ..., Q) iiber die Beziehungen

Uk = UK+41 = ... = UK4ng 7 UKtnot1 fUr ¢ =0,
UK+Ng_1+1 = VK+Ng142 = - -+ = UK+ Ny_1+4nq # UK +Ng+1 firg=1,...,Q.
——
:Nq

Damit sind die uy, [vg] (mg + 1)-fache [(ng + 1)-fache] Knoten, wihrend die w4, ,+1
(VK tn;_,+1] mg-fache [n;-fache] Knoten sind.

Die Knotenvektoren lauten mit diesen Bezeichnungen
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(...,UL:... = UL+My
UL+Mo+1 = - -+ = UL+M;,
UL+ My_1+1 = -+ = ULt M,
T
uL—I—Mp—i—l =... = UM+1,...)
beziehungsweise
(...,’UK:... = UK+Np>
UK+No+1 = -+ = UK+Ny,
UK+Ng—1+1 = -+ = UK+Ng;
T
'UK+Nq+1 =... = UN+1,...) .

Im Folgenden geben wir eine Konstruktionsvorschrift an, mit der sich (P +1) - (Q + 1)
gleichférmig beriihrenden corner cutting-Flichen erzeugen lassen, die die gegebene B-
Spline-Fliche segmentieren.

Schritt (0,0)

Wir konstruieren eine Flache

Poo : @(u,v), (U, v) € [Ursny, Ursmor1] X [VicsNo, VN +1]

vom Grad (L, K) mit den Kontrollpunkten By, (m = My, ..., L+ My;n = Ny,..., K +
Ny) und betrachten die Schnittfunktionen

N [Wrt Moy U e +1] — R
ay (6.3)
u—uy

u S
UL+My+I—k+1—U
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(14+ My <k <1< L+ M,) sowie

[VK+Ngs VK+Ng+1] — R

’U—’Uj

U T E—Ss
VK4 No+j—i+1—Vj

(1+Ny<i<j<K+Np).

Wie in Abschnitt 3.2.2 zeigt man, dass die Funktionen aus (6.3) und (6.4) die Bedingungen
(4.1) bis (4.4) erfiillen und somit Schnittfunktionen sind.

Wir definieren damit die corner cutting-Fléche

bMo No e bMo,K+N0

. _ Ty L+My Ty 1+My . . 14+ Ny K+ Ny
Doo 1 ®(u,v) = A e A 1 : Biciny + Biing

bL—I—Mg,Ng e bL+M0,K+N0
(U, v) € [UpMo> ULt Mo+1) X [VK+No» Vi N+ 1)+

Die so gegebene Fliche ist gleichférmig beriihrend, denn es gelten die Beziehungen

& ka1 . U — Ui+ 1
« U)o u) = ’
H—l( ) I+1 ( ) UL+ Mo+l—k+2 — W1 UL+ Mo+l—k+1 — Ul+1
= dfﬂ(“)aﬁf (u),
. UL+Mo+l—k+1 — U 1
(1= af(uw) i (u) = : '

UL+ Mo+l—k+1 — Ul ULy Mo+l—k+1 — Ul+1
= & (u) (1 = oy (u))
firl14+ My <k<I<L+ My—1und

i Skl U — Ujt1 . 1
j+1(U) j+1(U)
VK +Not+j—i+2 — Vj+1 VK4 Notj—i+1 — Vjt1
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= B ()81 (v),

. UK +No+j—i+1 — U 1
1—Bi(v) Bl (v) = - '
( i ) 1(v) UK+No+j—i+l = Uj  UK+No+j—it+1l = Vj+1

= Gj(w) (1 = Bii(v))

Mittels (3.4) und der Indextransformation

k k+Mpop
Oél — al-l-Mo

NI: — NI:JrMo
(re{l,...,L},1 €{0,...,2L — r}) erhalten wir auf dem Intervall [urrro, Ur+prg+1]

AL A = (Vi) - Ny (),

Analog leiten wir mittels (3.4) und der Transformation
B = Biim,
NZ’S (_> NZS+N0

(se{l,...,K},j€{0,...,2K — s}) auf dem Intervall [vx Ny, Vi tn,+1] die Beziehung

B 0) -+ B w) = (N (0) - Nifan, ()"
ab.
Wegen
L+Mo K+Np
T|[UL+M0aUL+M0+1]X[”K+N0’”K+N0+l] x(u,v) = Z Z Nrﬁ(u)Nf(U)bmn
m=Mpo n=No
gilt damit

o0="T | (UL + Mg UL+ My+1] X [VE 4 NG VI + Ny +1]
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(beschreibt einen Punkt fiir My # 0 # Ny beziehungsweise eine Kurve, falls entweder

My # 0 oder Ny #0).

Wir beschreiben den allgemeinen
Schritt (p,a), (p,q) € {0,..., P} x {0,....,Q}

Im allgemeinen Schritt wird eine Fléche

Dy 0 z(u,v), (u,v) € [UL+Mp,UL+Mp+1] X [UK+NanK+Nq+1]

konstruiert. Diese Fliche vom Grad (L, K') habe die Kontrollpunkte B,,,, (m = M,, ...

My;n =N, ..., K+ N,;) und wir definieren

. [UL+Mp, UL+Mp+1] — R
O{l .
U—ug

(%
UL+Mp+I—k+1—Ul

(1+ M, <k<I1<L+ M, sowie

(VK4 N> Vit Ng11] = R

Uv—0;

U —_
VK+Ng+j—i+1—Yj

1+ N, <i<j<K+N,).

, L+

(6.5)

(6.6)

Man verifiziert leicht (analog zum Schritt (0,0)), dass die Funktionen of, 5; 1+ M, <
k<I<L+My;1+N,<i<j<K+N,) Schnittfunktionen gemafl (4.1) bis (4.4) sind.

Damit definieren wir die corner cutting-Fliche

by, N, -0 bu,kin,
) Ty LM, Ty 14+ M,
pg @ @(U,0) = AL+MP (u)--- AL+MP (u)
brin, N, o bryn, k4N,

1+N, K+N,
By (v) - By

K+N, (v), (u,v) € [Upsnm,, Urrmp+1] X [VE4N,» VE+N,+1]-

Die Fliche ®,, entsteht aus ®,, 1 (p=0,...,P;¢=1,...,Q), indem die Kontrollpunkte
By durch By, pyn, (m = M, ..., L+ Myn = Ng_q,..., K + Ny_) und die Knoten v,

durch vpyp, (0 =14 Ng_1,...,2K 4+ N,y_;) ersetzt werden.
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Aufgrund der Giiltigkeit der Beziehungen

k s k+1

U — U1

az+1(“)al+1 (u) =

UL+ Mp+l—k+2 — W41 UL+ Mp+l—k+1 — Wi41

UL+ Mp+i—k+1 — U1

()

UK+Ng+j—i+2 — Vj+1  UK+4Ng+j—i+1 — Vj41

= Gf(u)af ()

(1= a)affl () = S
= () (1 — oy

)i (o) = e T
— Ba@B0)

(1= B)fiti () = b

= Biw) (1 - BT (v))

UK +Ng+j—it+1 = Vj  VK+Ng+j—i+1 = Uj+1

firl+ M, <k<I<L+M,—1und 1+ N, <i<j <K+ N, —1 handelt es sich bei

®,, nach (5.27) und (5.28) um eine gleichférmig beriihrende corner cutting-Fléche.

Aus (3.4) gewinnen wir hier mit den Indextransformationen

of
N
(re{l,...,L},1€{0,...,2L—r})
und den Transformationen
B
NS

k+M,

N,
J+Nq

S
— NHNQ
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(s e {1,...,K},j €{0,...,2K — s}) auf den Intervallen [ur s, ur+p,+1] beziehungs-
weise (Vx4 n,, Vk+N,+1] die Beziehungen

Ty L+M, Ty 1+M, (7L L
AL+Mp st AL+Mp —_— (NMP(U) ... NL+Mp(u))
beziehungsweise
14N, K+N; K K T
BK+Nq"'BK+Nq—(NNq(U) ... NK+Nq(,U)) .
Aus
L+M, K+N,
. _ L K
T|[uL+Mp7UL+Mp+1}><[UK+Nq,UK+Nq+1] : iB(U,’U) - E , E , Nm(u)Nn ('U)bmn
m=Mp n=Ny
folgt somit
q)Pq = T|[uL+Mp,uL+Mp+1]><[UK+Nq WK+ Ng+1]°

Insgesamt erhalten wir also die Segmentierung

Sel mpax die maximale Vielfachheit eines u-Knotens und ng., die maximale Vielfachheit
eines v-Knotens. Damit ist dann ist die segmentierte Fliche T eine C™n(LmmaxK —nmax)_
Fliche.

Abschlieflend untersuchen wir mittels des Kalkiils der corner cutting-Flichen, welcher Art
der Ubergang zwischen zwei Patches ®, , und ®,,,, mit

pr=m) ANla=@—-1) P1€{0,....,P},q €{0,...,Q —1})

oder

(p1 :pg—l) VAN ((h:C]Q) (p1E{O,...,P—l},q1E{O,...,Q})

mit genau einer gemeinsamen Randkurve ist.
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Wir betrachten ohne Beschrankung der Allgemeinheit zwei Fldchensegmente ®,,,, und
®,,q, mit p1,q1,p2,q2 > 0 und einer u-Linie als gemeinsamer Randkurve und setzen

Pi=p1=po (pe{l,...,P}),

g:=q=q—1 (€{0,...,Q —1}).

Satz 6.2.2 Die aus zwei Segmenten ®,, und ®,,.1 (p € {0,...,P};¢ € {0,...,Q —1})
(mit genau einer gemeinsamen Randkurve) entstehende Fliche ist mit r := min{L —
My, K — ngq1} eine C"-Fliche.

Beweis: Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit L —m, > K —n,4;. Somit betrachten
wir die Flachen

b, N, < by, kN,

brinm, N, - brin, xin,
K+N, (v), (u,v) € [UL+MP;UL+MP+1] X [UK+Nq,UK+Nq+1]-

und

bMqu+1 T bMp:K+Nq+1
. Ty L+M, Ty 1+M, . .
Dpgt1: yY(u,v) = AL+Mp (u)--- AL+Mp (u)
bL+MpaNq+l e bL+Mp:K+Nq+1

SI1+N, SK+N,
'BK+J\3:J:1( ) v 'BK+N§LI( )a

(u,v) € [Uriam,, Urynp1] X [VE 4 N1y VK4 Nypr+1]-
mit der gemeinsamen Randkurve

c: m(U,UK+Nq+1) = y(UaUKJquH)a u € [UL+ManL+Mp+1]-

Die Schnittfunktionen der Matrizen B%(—I—Nq (i =14+ N,,..., K+ N,) sind gegeben durch
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’U—’Uj

By(v) =

(1+N,<i<j<K+N,), (6.7)
UVK+Ng+j—i+1 — Uy

die der Matrizen §§(+Nq+1 (k=14 Ngt1,..., K+ Nypy) durch

v —U

Bt (v) =

(14 Nyy1 <k <I< K+ Nyjp). (6.8)
UK+Ngp1+l—k+1 — Ul

Aus (6.7) ergibt sich insbesondere fiir 1 + N, < i < j < K + N, im rechtsseitigen
Randpunkt des Parameterintervalls [vin,, Vi4n,+1]

VK4+Ng+1 — Y5

Bi(vkn,+1) = (6.9)

UK+Ng+j—i+1 — Uj

und aus (6.8) fir 1 + Nyy1 <k <1< K+ Ny im linksseitigen Randpunkt des Parame-
terintervalls [UK+Nq+1; UK+Nq+1—|—1] (man beachte UK—l—Nq—i—l = UK+Nq+1)

UK+Ngy1 — Ul

glk('UKJquJrl) = (6.10)

UK+Ngqp1+l—k+1 — Ul

Fiir k& = p+ nyy1 haben wir somit fiir 1 + Ny < p+ngqq <1 < K + N, beziehungsweise
1+ Ny <p<l—ngy1 <K+ Ny—ng

UK+Nq+1 — U

B (Wi 1) = . (6.11)
UK+Ng+l-p+1 — Ul
Fiir £ = ¢ + ngy1 und [ = j gewinnen wir die Beziehung
Bi(vicinge1) = B (Wicing,) (K + Ny —ngqn <i < j < K+ Np). (6.12)
Schliellich gilt fiir s = K + Ny —ngp1 +1,..., K + N,
v —v
Bican, Wienysn) = — 21T (6.13)

V2K +2Ng—s+1 — UK+ N,

und firt = K+ Ny +1,..., K + Ngyy

~ UK+N,+1 — VK+N,+1
t _ +Ng+ +Ng+ _
/BK+Nq+1 (UK+Nq+1) - _ - 07 (614)
V2K +2Ng41—t+1 — UK+ Ng+1

da UK—l—Nq-l—l =...= UK+Nq+1 7£ UK+Nq+1+1 ein nq+1—facher Knoten ist.
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Aus (6.7) und (6.8) gewinnt man ferner die Beziehung

d . d Sitngs
A0) = LB (6.15)

U=VK+4Ng+1 UV=UK+Ng11
fir K+ Ny —ng1 <i1<j< K+ N,
Fiir den C°-Ubergang hat man

m(UaUK+Nq+1) = y(U7UK+Nq+1) Vu € [UL+MP7UL+MP+1]

zu zeigen, was aber nach den bisherigen Betrachtungen und aus dem Beweis zu Satz 3.2.3
folgt.

Es ist weiter nach (5.24) fiir festes & € [urqa,, Ur+nr,+1]

dv K! bus, N, o b, rw,
w(ﬁv)— © T L+M, Ty 14+M, : .
do® ) (K _ ’(U)' L+M, L+M,
bL+Mp,Nq T bL+Mp,K+Nq
514Ny Lw+Ng pw+1+Ng K+N,
'BK+Nq o 'BK+NqBK+Nq 'BK+Nq:
dv K bar, Ny S ) VAN S8 A
y(N ) = : Ty L+Mp Ty 14+M, . .
dow ) (K _ UJ)' L+M, L+M,
bL+Mp,Nq+1 e bL+Mp,K+Nq+1
L 1+N, L w+N,
B et ...B N 1 N ... BE+Non
K+Ng+1 K+Ng+17K+Ng+1 K+4Ngt1°

Wir zeigen, dass die Kurve ¢ mit den Segmenten

et T(v) =2(U,v), vE [VkiN, VKN, +1]

und

C2 - y(,U) = y(ﬁ7,U)7 CAS [UK+Nq+l7UK+Nq+1+1]

eine C"-Kurve ist, dass also fiir w =1,..., K — ng44

d¥zE d"y
dow (UK+Nq+1) = dv—w(UK+Nq+1)
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gilt.
Es ist mit der abkiirzenden Schreibweise A := (Klfiﬂ)! TALL:%(@) e %ii%ﬁ(ﬂ) nach (5.24)
bMqu T bMqu+l T bMp:K'i‘Nq
AT
— (v — A .
Jov (Vi4N,+1)
bL+Mp:Nq e bL"‘MpaNqul e bL‘i‘Mp:K'i‘Nq

.BlJqu . Bw+Nq Bw+1+Nq . BK+Nq

K+Ng " K+N,PK+nN, K+N,
ul .« e ul .« e ul
Mp,Nq+1 Mp,Ng+1+1 Mp,K+Ng
= A.
ul .« e ul .« e ul
L+M,,Ng+1 L+Mp,Ngp1+1 L+M,,K+N,

.BZJqu . Bw+Nq Bw+1+Nq . BK+Nq

K+N; """ PK+Ng P K+N, K+N,g
w w w
Upr, Ny+w Un, Ny1+w U, K+N,
— A
w w w
WUj, 4 M,,Ny+w WUT 4 My, Ny 14w U4 M,,K+N,

w+14Ng K+N,
'BK+Nq o 'BK+Nq
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K—ngt1 K—ngt1 K—ng1
Ups, K+Ny,—ng i Upr, K+N,—1 | YUn, K+N,
— A.
K—ngt1 K—ngt1 K—ngt1
U My, K+Ny—ngi1 Ur M, K+N,—1 | YL+M, K+N,
K+qunq+1+1 K-l—Nq
By |y - B!
K—ng+1
My, K+N,
(6.13) P 7
13 4. :
K—ng+41
Uy, M, K+N,
Weiter ist nach (5.24)
bMqu+1 bMpaK+Nq bMp:K+Nq+1
d*y A
do® (VEtNg+1) = ‘
bria, Ny 7 OLam, kN, |7 Oyn, KN
_éHNq“ _._§“’+Nq“ B Ngrr | BE+ N
K+Ng41 K+Ngt1 = K+Ng11 K+Ngi1
ul ul ul
Mp,Ng+1+1 Mp,K+Ngy Mp,K+Ng+1
(6.15)
) 4.
ul - ul - ul
L+Mp,Nyy1+1 L+Mp,,K+N, L+Mp,K+Nyy1
-§2+Nq+l . §w+Nq+1 ~ w414 Ngs1 . §K+Nq+l
K+Ng+1 K+Ngy1=7 K+Ngt1 K+Ngy1
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w w w
U, N, 1 +w Upr, K+N, Upr, K+Nyi1
(6.15)
= A
w w w
WUT 4 My, Ny 14w Uj 4 M,,K+N, U4 My, K+Nyt1
. ~w+1+Nq+1 L §K+Nq+1
K+Nq+1 K+Nq+1
ot uX et uX e
My, K+N, My, K+Ng+1 My, K+Ngi1
(6.12)
=2 4.
w Kt u Kt R A
LMy, K+Ny | WL+ M, K+Ny+1 L+My,K+Ngi1
SK+Ng+1 SK+Ng41
BK-l—Nqul BK+Nq+1
K—ng+1
My, K+N,
(6.14) P 7
1Y 4. :

u Kt
L+My,K+N,

Somit ist ¢ eine C"-Kurve. Damit ist (siehe [AUM1], Seite 463, 12.5.4 Korollar) die be-
trachtete Fldche mit den Segmenten ®,, und ®,,, eine C"-Fliche.

Segmente mit einer v-Linie als gemeinsamer Randkurve behandelt man analog, was den
Beweis vervollstéandigt. O

Wir behandeln zur Veranschaulichung ein einfach gehaltenes (vergleiche Beispiel 3.2.2)
Beispiel 6.2.1 Gegeben sei die B-Spline-Fléiche

T = Z ZN&(U)Nz(v)bmn, (u,v) € [ug, ug] X [V, vs]

m=0 n=0

vom Grad (L, K) = (2,2) mit M = 3 und N = 4 durch die Knotenvektoren
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u=(0012345Tundv=(00123456)"

und den (M + 1) - (N + 1) Kontrollpunkten B,,,, (m =0,...,M;n =0,...,N) mit den
zugehorigen Ortsvektoren

0 2 4 6 8
boo=|6]|,b00=16],bea=|6],biz=1|6],buu=1]6],
0 0 0 0 0
0 2 4 6 8
bo=[4|,bu=4],b=[4],bs=|4],bu=1|5],
0 2 4 2 0
0 2 4 6 8
byy=[2]|,ba=|2],bpn=2],bs=|2],bu=1|2],
0 2 4 2 0
0 2 4 6 8
bso=10|,b51=10]),bs2=[0],bszs=10],b3a=1]0]1],
0 0 0 0 0

also
M N
T oz(w,v) = Y ) NEWNE@)bun,  (u,v) € [ug, uars1] X [0k, vy+1]

= > > NANZ )by, (u,v) € [1,3] x [1,4] (6.16)

(siehe Abbildung 6.1).

Es ist mit den am Beginn des Abschnittes vereinbarten Bezeichnungen

le,QZQ, m():nO:O, m1:n1:7L2:1,

M():NO:O, M1:N1:]_ llIldN2:2.
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Z 774
007 7557
77555 Q
4 RIS
7777777 LRSI
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Abbildung 6.1: B-Spline-Fliche T

Im Folgenden konstruieren wir die Flachen @y, @y, Poo, P1g, P11, P12 mit

T = U ®,..

m=0,1
n=0,1,2
(siche Abbildung 6.2).
Doy = x(u,v), (u,v) €[1,2] x[1,2],
Kontrollpunkte: B, (m,n=0,...,2),
Schnittfunktionen:
afy) @ T g <p<i<)
U2+1—k+1 — Uy
i\ (6.6) v — v o
() = ———— (1<i<j<2)

V2+4j—i+1 — Uj

Es folgt
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Abbildung 6.2: Segmentierung der B-Spline-Fliache T durch 6 corner cutting-Flichen

b boi  boo
q)g() :B(u, 'U) AZQ(U) 7;421 (U) b10 b11 b12 B% (U)BQZ(U)

by b2 by

- boo bor by

= (Ng(u) Nf(u) N3(u))" | bio b by | (N3(v) Ni(v) N3(v)),
by ba by
(u,0) € [1,2] x [1,7]
und damit

Tn21xn,21 = Poo-

So fahrt man fiir ®¢;, Pga, P19, P11 fort und beendet das Verfahren mit
Py CL’(U,U), (U,U) S [2>3] X [374]7
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Kontrollpunkte: B, (m=1,...,3; n=2,...,4),
Schnittfunktionen:

Ay @ T ook <<3)
U3+1—k+1 — Uy
; (6.6) v — v )
(v — 3 < VA < < 4
O CELEF L)
Es folgt analog
b biz by
(1)123 CB(U,'U) = IAg(U)IA??(U) b22 b23 b24 BZ(U)BE('U)
bz, b33 b3y
biz biz bu
= (Nf(u) N3(u) N3 (u)" | bao bos oy | (N3 (v) Nj(v) Ni(v)),
bs> b3z by

(u,v) € [2,3] x [3,4]
und somit

Yi2,31x[3,4] = P12-

6.3 Corner cutting-Flichen als B-Spline-Flichen

Satz 6.3.1 Eine cc-Fliche ® gemif (4.7) ist genau dann eine B-Spline-Fliche vom Grad
(M, N), wenn ® vom Grad (M, N) und gleichférmig beriihrend ist, sowie fiir die Parameter
F d (k,l=1,...,M)und €', f (i,5 =1,...,N) aus (5.40)

D<et<<...<M2< M) = M,

O<d <d*<..<d"2<d"'<1=d",
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gilt.

Beweis: ,= “: Nach Satz 6.2.1 ist ® eine gleichférmig beriihrende corner cutting-Fléche
vom Grad (M, N). Die Monotonie der Parameterfolgen folgt analog zum Beweis von Satz
3.3.1.

,<="“: Nach Satz 5.2.4 ist jede gleichférmig beriihrende corner cutting-Fléiche eine lineare
corner cutting-Fléache.

Analog zum Beweis des Satzes 3.3.1 zeigt man

At () -+ A (u) = (No" (u) - Ny ()

und

Bl(v)-- BN(w) = (N (v) ... N¥(v))". O
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Kapitel 7

Unterteilung von corner
cutting-Kurven und corner
cutting-Fliachen

Wir untersuchen nun die Unterteilbarkeit von linearen corner cutting-Kurven und linearen
corner cutting-Flachen. Es wird sich herausstellen, dass der Eigenschaft der gleichférmigen
Bertihrung dabei eine besondere Rolle zukommen wird. Im ersten Abschnitt betrachten
wir einige niitzliche Eigenschaften der Bernsteinpolynome, bevor wir die Unterteilung von
corner cutting-Objekten herleiten.

Die grundlegenden Aussagen und Beweise iiber die Behandlung der Unterteilung bei cor-
ner cutting-Kurven stammen dabei aus [AUM3].

7.1 Lemma

Wir betrachten abermals die Bernsteinpolynome (siehe Abschnitte 3.1 und 6.1)

BN (u) = (7)(1—U)N—iui (i=0,... N)

und geben einige fiir das weitere Vorgehen niitzliche Beziehungen der Bernsteinpolynome
an.
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Lemma 7.1.1 Fiir die Bernsteinpolynome gilt das Folgende:

B(())(UO) ...... B[J)V(uo)
BY (ugu) | BY (u)
a) =
BY (ug) N B (u)
0 0 BY(uo)
BY (u) 0 0
BY (uo(1 — u) + ) BY (u)
b) =
0
BY (ug(1 — u) + u) BY (u)
BN(UO) ...... BO (UO)
) S @ = NV - ) (V= ) 30 () B
Beweis: a) Es gilt
> BB ) = 3 (1) 1= w3 ) a =
1 & N i Nei i
:ﬁ;(]—z)!(]\f—])!(l_uo) (1 —u)™ uju
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= B (uu)
O
b) Es gilt
ZBJJ_V—H-J (UO)BZ\iJ (u) — Z < Z + ]) (1 u )N—H—y—qu < ) (1 u)N—z-}-yuz—]
=0 =0 J t=17
: N! » .
= - (1 — o) (1 — u)N oyt
;(N—Z)!j!(l—j)! ‘ ol )
N Lo (0 i
= <z >(1 —up)N Z <j>uf)(1 — )Ny
7=0
N Ay -
= < _ ) (1= uo)(1— u))N <Z> (uo(1 — u))’u'™7
L - J
7=0
N . .
= (1)@= w1 = )1 =)+
= BN (uo(1 —u) + u)
a
¢) Wir beweisen durch vollstéindige Induktion nach k. Allgemein gilt
d oy N-1 N-1
—B (u) = N(B;_,'(u) — B} *(u)). (7.1)

du
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Damit ist also

dk+1 N k N\ d Nk
——B: = N(N-1)---(N - —B;",
duk+1 (u) ( ) kel Az:; <)\> du v (@)
7.1 i k
NNV -k )Y (-1 (A)
A=0
(N = k) (BI5E (u) = B (w)
k
= N(N-1) (Z 1)kt *( )ij\[;“(u)
A=0
k+1 I
_|_Z( 1)k+17)\ ()\ - 1>BN k 1(11,))
A=1
Wegen
k n k _(k+1
A A—1) A
folgt induktiv die Behauptung. a

7.2 Unterteilung linearer corner cutting-Kurven

In diesem Abschnitt gehen wir von linearen corner cutting-Kurven

fo(u)
¢ a(u) = (by ... by)AL (W) AN(u) = (b ... bx) | (7.2)

fr(u)

aus, deren Parameterintervall wir ohne Einschrinkung durch [0,1] festlegen (siehe Ab-
schnitt 2.1). Ziel des vorliegenden Abschnitts ist es, eine gegebene lineare corner cutting-
Kurve in einem Punkt X(ug), uy €]0,1[ in zwei corner cutting-Kurven zu unterteilen,
die vom gleichen Typ wie die Ausgangskurve sind; das soll bedeuten, dass die gesuchten
Kurven die gleichen Bindefunktionen besitzen. Wir treffen dazu die folgenden Grundiiber-
legungen und -annahmen. Da die Bernsteinpolynome B]]-V,j = 0,...,N eine Basis des
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linearen Raums aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich N bilden, existiert eine
eindeutig bestimmte Matrix R € RVTXWVFD g

fn(w) By (u)

wobei R unabhéngig von u ist. Wir nehmen im Folgenden an, dass R reguldr ist. Nun
unterteilen wir ¢ im Punkt X (ug) in zwei Kurven

foluou)
c1: y(u) = x(upu) = (by ... by) : , u€[0,1] (7.4)

[ (uou)
und
fo(uo(1 — u) + u)
cr: z(u) = ®(up(l —u)+u)=(by ... by) : :
Ia(uo(l —u) + u)

uelo1]. (7.5)

Wir suchen Parameterdarstellungen von ¢; und c; als corner cutting-Kurven vom Typ c,
das heif3t, wir suchen Kontrollpunkte Qo, ..., QN mit

fo(u)

et y(u) = z(uu) =(qy - qy) : , u € [0,1]

fr(u)
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und Kontrollpunkte Sy, ..., Sy mit
fol(u)
co: z(u) =x(up(l —u)+u)=(sy ... sn) : , u € [0,1].
fn(u)

Dazu betrachten wir zunéchst die Kurve ¢; und gehen von der Darstellung (7.4) aus. Es
gilt

fo(uou)

c1: ylu) = x(uou) = (by ... by)

f (uou)

Bl (upu)

(b ... by) R

By (u)

=% (b ... by)R

By (u)

t. . fO(U)
©) by ... by) R ' ' R

[ (u)
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fo(u)
— (b ... by) Ta(u)
—(q, - Q)
N (u)
fo(u)
= (‘JO . ‘JN)
f(u)

fo(uo(1 — u) + u)

co: z(u) = @(up(l—u)+u)=(by by)
In(uo(1 —u) + u)
BN (uo) 0 0
. By’ (u)
ML by L by) R
0
By (u)
B%(Uo) ...... Bg (UJO)
BY (ug) 0 0
: SRS : folw)
© ow...or| | R
. . 0
S (w)
BN (UO) ...... B([))(UO)
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fo(u)
= Sbo ... by) TQ(UO)I
:;(soﬂi Sn)
[ (u)
fo(u)
= (30 SN)
fn(u)

Wir fassen zusammen.

Satz 7.2.1 Gegeben sei eine lineare corner cutting-Kurve

fo(u)
c:x(u) = (by ... by)Ay(u)-- AN (u) = (by ... by) : , uwel0,1]
f(u)
ferner sei
fo(u) Bév(u)
—R
[ (u) By (u)

mit R € RMD*OD ynd det R # 0. Dann liisst sich die ce-Kurve ¢ mit uo €]0, 1] in
zwei Kurven unterteilen, die ebenfalls ein Darstellung als lineare cc-Kurven

C y(u)v CAS [071]7
ez z(u), uel0,1]

mit gleichen Bindefunktionen wie die Ausgangskurve ¢ haben. Die zugehorigen Kontroll-
punkte ergeben sich zu

(qO qN) = (bo bN)TI(U())
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BS(UU) ...... BéV(UU)
0
= (by ... by) R R
= AT(uo)

= (bo Ce bN)RAl(U())R_l
beziehungsweise

(30 SN) = (bo bN)TQ(Uo)

Bév(uo) 0 0
= (b by) R R!
0
B%(Uo) ...... Bg (UO)
= A‘;(uo)

= (by ... by) RAs(ug)R™.

Die Matrizen T (ug) und T3 (uy), die die neuen Kontrollpunkte der Kurven ¢; und ¢, liefern,
héngen sowohl vom Parameterwert ug als auch von den Blendingfunktionen f, bis fy
ab. Durch die durchgefiihrte Auflosung dieser Abhangigkeiten ergeben sich jedoch einige
Vorteile. Die Wahl der Schnittfunktionen und damit unmittelbar der Blendingfunktionen
gehen jetzt nur noch in die Matrix R ein, nicht aber in die Matrizen A;(ug) (i = 1,2).
Umgekehrt beeinflusst die Wahl des Parameterwertes ug €]0, 1[ das Aussehen der Matrizen
A;(ug), nicht aber die Gestalt der Matrizen R. Ein Vorteil, der sich direkt aus diesen
Tatsachen ablesen lésst, ist der Folgende.

Eine weitere Unterteilung der gleichen Ausgangskurve erfordert weniger Rechenaufwand,
da in diesem Fall nur die Matrizen A;(ug) (¢ = 1,2) neu berechnet werden miissen. Streng
genommen muss davon nur eine der leicht zu berechnenden Matrizen evaluiert werden, da
sich die jeweils andere durch Umordnung der Eintrige ergibt. Der gréflere Rechenaufwand
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ergibt sich damit in der Regel durch die Bestimmung der Matrix R, die fiir die Berechnung
der T;(up) bendtigt wird.

Eine weitere Vereinfachung der Situation tritt im Spezialfall der Bézierkurven ein, da die
Transformationsmatrix R trivialerweise aus der (N +1) x (N +1)-Einheitsmatrix besteht.

Im Falle einer Graderhthung muss bei den Matrizen A;(ug) aufgrund Threr Bauart nur
genau eine neue Spalte beziehungsweise Zeile neu berechnet werden, wihrend die beste-
henden Eintrdge unverdndert bleiben.

Beispiel 7.2.1 Wir betrachten die corner cutting-Kurve

c: x(u) = (by by by b3) AL (u)A3(u)A3(u),u € [0,1]

mit
1—u 0 0
3 3
3 1 0 Z_ZU/ 0 1
u S — U —u
Al(u) = o A2u)= | 3441 1_1, |, A =
3 y A3 u+ < 1 u |43
1 13 1
0 §U+Z Z_fu 0 . u
U
0 0 1 1 2
5U + g

und den Kontrollpunkten
BO = B0(0|0), B1 = Bl(0|3),BQ = BQ(5|3), B3 = B3(7|1)

Die zur Kurve ¢ gehorigen Bindefunktionen ergeben sich damit zu

fo(w) 3 Yu+du? - 38
hlw) | 2o Ty — B2 4 LB
fa(u) =+ tu+ 2u? — Tud
f3(w) su® + u?

Nun wollen wir die Kurve an der Stelle ug = % unterteilen. Dazu beschaffen wir uns die im
zuvor hergeleiteten Abschnitt nétigen Kontrollpunkte, so dass wir zu zwei linearen corner
cutting-Kurven ¢; und ¢, kommen, die die Kurve ¢ segmentieren. Die Matrizen R und
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R~ ! lauten

—
[«
Iy
oo
[N}
g
0|

N[

4

10 0 0
_7 3 _15 9

22 2 22 22
_ 3 _9 333 _4u
176 16 176 176
11 _ 37 515
528 16 176 176

Abschliefilend ergeben sich die Matrizen A;(up) und As(ug) zu

139 20
5 25 125

0212 54
5 25 125

00 3 15

25 125

8
0 15

2= 000

o 5 00

125 25

36 12
125 25

|
e
[e]

8 4
125 25

|
(S]]
—_

womit sich wiederum die Transformationsmatrizen in diesem Beispiel zu

beziehungsweise

TQ(UO) =

berechnen.

37511
44000

299
2750

1707
44000

1
22000

27
125

10513
22000

6289
22000

223
11000

2133
4000

o7
250

321
4000

3

" 2000

43
80

167
400

200

7479
44000

1461
2750

12923

111
22000

89 17
880 880

617 1141
880 4400

87 1587
440 2200

8800

44000 1760

243

111
275

843

79
880
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Die Kontrollpunkte @y, ..., Q3 der Kurve ¢; werden also gegeben durch

(g ---q3) = (by ...bs)RA (ug)R™"

8521 1563 122169 9_41
_ 44000 4000 44000 1760
- )
4577 451 593 6121
8800 1500 35800 45500
die Kontrollpunkte Sy, ..., S3 der Kurve ¢y errechnen sich zu

(80 ...83) = (by ...b3)RAy(ug) R+

12567 161 783 1323

_ 22000 2700 4550 64100
1943 149 3 167

25500 3500 4310 25900

In den Abbildungen 7.1 bis 7.3 sieht man die Kurven ¢, ¢; und ¢, sowie die Kontrollpoly-
gone der zugehorigen Kurven.

By

By

Abbildung 7.1: Kurve ¢ samt Kontrollpolygon
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B,

B QQ Q3

Abbildung 7.2: Kurve ¢; sowie Kontrollpolygon der Kurven ¢; und c.

By

Abbildung 7.3: Kurve ¢y sowie Kontrollpolygon der Kurven ¢, und ec.

7.3 Unterteilung linearer corner cutting-Flichen

Im vorliegenden Kapitel werden sowohl die Bernsteinpolynome als auch Schnittmatrizen
mit B bezeichnet.
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Der jeweilige Zusammenhang und die Indizierung sollte aber jeweils deutlich machen, um
welchen Typ es sich handelt, auch wenn fiir BY eine Doppeldeutigkeit auftritt.

Wir gehen aus von einer linearen corner cutting-Fliche (vergleiche mit Abschnitt 7.2)

boo -+ bon
®:ow(u,v) = Ay (u) - Ayu) | | By(v) - By (v), (u,0) €[0,1]
bro -+ bun
gemif (4.7), die wir fiir festes ug €]0, 1] entlang einer v-Parameterlinie der Fliche &
unterteilen wollen. Dazu suchen wir zwei Flichen ®; und ®, vom gleichen Typ wie die

Ausgangsfliche @, also

D y(u,v) = x(ugu,v)

doo " 4on
= Ay () Ay u) [ : | By(v)--- By (v),
dyo " duN
(u,v) € [0,1] x [0,1] (7.6)
beziehungsweise
Dy z(u,v) = x(up(l —u) + u,v)
too -+ ton
= Ay () Ay lu) | : | By(v) - By(v),
tao - tun
(u,v) €[0,1] x [0, 1]. (7.7)

Die Situation ist in Abbildung 7.4 exemplarisch dargestellt.
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X(up,1) o

X(0,1)

X(Uo, 0)
X(0,0)
Abbildung 7.4: Unterteilung entlang einer v-Linie

In Analogie zur Unterteilung von corner cutting-Kuren betrachten wir dabei die eindeutig
bestimmten Matrizen R und S mit

fo(u) By (u)
Ay(u)--- Ay =1 + | =R| + [, (7.8)
far(u) Bji (u)
und
90(v) By (v)
By(v)---Byw)=| + |=8] + |, (7.9)
gn(v) By (v)

wobei R unabhéingig von u und S unabhéngig von v ist. Wir nehmen im Folgenden an,
dass die Matrizen R und S regulir sind. Die Unterteilung an der Parameterlinie u = uy
liefert uns zunéchst die beiden Fléchen

by -+ bon go(v)
Py - y(u,v) = z(uou,v) = (foluow) ... far(uou)) : : : )

bro - - bun QN(U)
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(u,v) €[0,1] x [0,1]

(7.10)
und
Oy : z(u,v) = ®(up(l —u) + u,v)
T
fo(uo(1 —u) + u) boo bon 9o(v)

(u,v) €[0,1] x [0, 1]. (7.11)
Ausgehend von (7.10) leiten wir im Folgenden die Kontrollpunkte Q;; (i =1,...,M;j =
1,...,N) her, um zu einer Darstellung (7.6) zu gelangen.

boo -+ bon go(v)
O y(u,v) = x(uou,v) = (fo(uou) fM(uou))
brro -+ bun gN(U)
T
Bé\/[(uou) boo -+ bon
= : R [ i | By(v)--By(v)
BM (ugu) baso bun
_ T
B[())(UO) ...... Bé\/[(uo)
By (u) 90(v)
Ty 0 T
= R ((by;))
Bt (u) gn(v)
0 - 0 BY(u)
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T By(uw) 0 --- 0
fo(U) 90(“)
- (R R"((by))
0
fM(U) QN(U)
Bé‘/[(u()) ...... B]]\\/[/[(UO)

Wir definieren

B(())(UO) ...... Bé\/[(uo)
0o . :
Ti(ug) :== R - -R™" =: RA(ug)R™*
0 - 0 BY(u)

und
((g;)) := T (uo) - ((by7))

und gelangen so zur gewiinschten Darstellung (7.6). Analog erhilt man mit

B} (ug) 0 --- 0
Ty(ug) :== R - ' - R =: RAy(ug)R™*
. . 0
B%(uo) ...... Bg(uo)

und
((t:5)) = Ty (uo) - ((byy))
die Darstellung (7.7). Entsprechend verlduft die Unterteilung entlang einer u-Linie.
Die Vorteile, die in der Regel die Nachteile der zunéchst komplexeren Berechnung/Darstellung

der Flichensegmente rechtfertigen, lassen sich von der Kurventheorie des vorigen Ab-
schnitts iibertragen.

Ein weiteres Unterteilen gestaltet sich nun einfach. Insbesondere ist es leicht moglich,
eine lineare corner cutting-Fléiche in einem Punkt X (ug,vg), (uo,vo) €]0,1[? (also einem
Nicht-Randpunkt) von ® entlang der Parameterlinien X (ug,v) und X (u,vy) derart zu
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X(up,1) o

X(0,1)

X(1,1)

X (uo,0) X(1,0)
X(0,0)
Abbildung 7.5: Unterteilung entlang einer u-Linie und einer v-Linie

unterteilen, dass insgesamt vier lineare corner cutting-Flachen mit denselben Bindefunk-
tionen zu neuen Kontrollpunkten entstehen. Die Situation ist schematisch der Abbildung
7.5 zu entnehmen.

Die vier Fliachen haben dann die Parameterdarstellungen
Dy ey (u,v) = x(ugu, vov)
= A () - A4y () (R) " A (u0) R((B3)) ST (00) S Bi(v) - B (v),
(u,v) € [0,1]
Dy wio(u,v) = x(upu, vo(l — v) + )
= A (w) - A3 () (R 1) A (uo) R((B3;))STs(v0) S ' By (v) - - BY (v),
(u,v) € [0,1]?
Doy oy (u,v) = x(up(l — u) + u, vov)

= A3 (u) - A () (R") " Ao (o) R((bi5)) ST (v0) S~ Biy (v) - - By (v),
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(u,v) € [0, 1]?
Doy : Top(u,v) = @(ug(l —u) + u,v9(l — v) +v)
= A3 () Ay (w) (R)" Ax(uo) R((bij)) STa(v0)S "By (v) - - BY (v),

(u,v) € [0,1]?

Will man eines der auftretenden Parameterintervalle so aufteilen, dass fiir ein n € IN das
Intervall in 2" — 1 Punkten geteilt wird, deren Abstdnde benachbarter Punkte dquidi-
stant sind, so ist die Berechnung der der Transformationsmatrizen T}, Ty beziehungsweise
S1, 99 nur einmal von Noten. Die jeweiligen Kontrollpunkte zu denselben Bindefunktionen
ergeben sich durch rekursives Anwenden der Gleichungen (7.10) beziehungsweise (7.11).

Beispiel 7.3.1 Wir betrachten eine corner cutting-Fliche vom Grad (M, N) = (2, 3)

(7.12)

mit den Schnittfunktionen
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und den Kontrollpunkten

0 0 0 0
boo=|0),bo1=12]),bee=|3],bzs=1]5],

0 0 0 0

2 2 2 2
bo=10),bu=2]),b=|(3],b3=1|5],

1 1 1 1

5 5 5 5
byy=10],ba=1{2],bu=|[3], bs=15

0 0 0 0

(siche Abbildung 7.6).

Abbildung 7.6: Die Fliche ® aus (7.12) samt Kontrollnetz

Wir untersuchen nun die Unterteilung dieser Fliche an der v-Linie u = uy = %, an

der u-Linie v = vy = % sowie der Unterteilung der Fliche in vier Segmente mit dem
Trennungspunkt X (£, 3).
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Die im laufenden Abschnitt auftretenden Transformationsmatrizen berechnen sich in die-
sem speziellen Beispiel zu

3000
110
3 37 7 1
16 48 24 8
R:=|o020[,9:= )
1121
1 16 48 3 2
010
1 3
00432
1 1 1
111 100
A(2) = 1L Ay(d):=] 11
1(5) 022 72(5) 2207
1 1 1
004 Ll
3 9 27 27
]‘525125 125000
2 12 54 54 9
03 % 15 2 25 0 0
ry:= und I's :=
4 36 36 12 3
0025 125 125 2550
8 8 4 2
000125 125255]‘

Die Unterteilung an den Parameterlinien liefert uns fiir die Parameterlinie v = vy = % die

Flichen (siehe Abbildungen 7.7 und 7.8)

doo " o3
:ylwo) = WA |+ ¢ | Bl Bl
d20 " da3
boo -+ bos
= N3 A () (R As(uo)R | | Bs(v) - B3(v), (u,v) € 10,17
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beziehungsweise
too -+ tos
@y 0 z(u,v) = A3 (w) Ay () | | Bs(v) - B3(v)
to -+ tas
boo -+ bo3
_inT
= 1w (w)(R)) As(uo)R B;(v) -~ B5(v),
by -+ by

(u,v) €[0,1] x [0, 1].

— e N
EeC eSS
E=SS O\

R
NN

Abbildung 7.7: Fliche ®; mit Kontrollnetz der Fliche ®
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W

SR
RSt
f%ﬂ?@

Abbildung 7.8: Fliche ®; mit Kontrollnetz der Fliche ®

Die Kontrollpunkte berechnen sich in diesem Fall zu
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11 11 11 11
15 15 15 15
79 77 15
0 150 4160 733
71 71
0 160 160 0
1 1 1 1
53 53 53 53
= 4 1
0 2z 4- 7 ’
3 3
0 s s 0
53 53 53 53
80 80 80 80
0 17 51 17
80 160 32
7 7
0 160 160 0
aus
doo """ o3 boo - -+ bos

4y ' 43 by -+ bos

erhédlt man die entsprechenden Kontrollpunkte der Fléche ®s.

Bei der Unterteilung in vier Segmente erhalten wir die Flichen

Dy 1 @y (u,v), (u,v) € [0, u] x [0, vo),
Dy 1 x12(u,v), (u,v) € [ug, 1] x [0, vg),
Doy 1 @2 (u,v), (u,v) € [0, up] X [vo,1],

4)22 : w22(uav)7 (U,’U) € [U’Oa 1] X ['UO; 1]7
die wir als corner cutting-Flachen ,,desselben Typs“ mittels

Q1 0 @y (u,v) = x(ugu, vov)

i

= T2 (u) A (u) (R™)" Ay (uo) BT ((b3)) ST (v0) S~ By (v) - - - By (v),
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(u,v) € [0,1] x [0, 1],
By xio(u,v) = @(ugu, vo(l — v) + v)
= A3 (w) A3 (w) (R")" Av(uo) R ((bi5)) STa(v0)S ' By (v) -+ B (v),
(u,v) € [0,1] x [0, 1],

Doy 1 oy (u,v) = x(up(l —u) + u, vev)

ns

= 3 (w) A3 (w) (R™") " Aa(u) BT ((b33)) ST1 (v0)S ™ By (v) - - By (v),
(u,v) € [0,1] x [0, 1],
Doy 0 xoo(u,v) = ®(up(l —u) + u,v9(1 —v) +v)

= A3(u) A3 (w) (R )" Aaluo) BT (b)) STa(v0)S ' Bi(v) -+ By (v),

(u,v) € [0,1] x [0,1]

darstellen konnen.

Die Flidchen mitsamt ihrer Kontrollpunktnetze und dem Kontrollpunktnetz der Ausgangs-
fliche ® sind in den Abbildungen 7.9 bis 7.12 dargestellt.

Bemerkung 7.3.1 Man sieht an diesem Beispiel, dass die Kontrollpunkte der segmen-
tierenden Flidchen nicht notwendigerweise in der Konvexen Hiille der Kontrollpunkte der
Ausgangsfliche liegen (siehe zum Beispiel den Kontrollpunkt (3 der Fliche ®; des vor-
angegangenen Beispiels).

7.4 Unterteilung von gleichférmig beriihrenden cor-
ner cutting-Kurven

Nachdem wir in Abschnitt 7.2 bei der Unterteilung einer linearen cc-Kurve die Re-
gularitidt der Transformationsmatrix R noch voraussetzen mussten, kdnnen wir sie bei
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Abbildung 7.9: Fliche ®;; mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Fliche &

Abbildung 7.10: Fliche @15 mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Flache ®
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Abbildung 7.11: Fliche ®5; mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Fliche ®

Abbildung 7.12: Fliache ®5, mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Flache ®
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gleichférmig beriihrenden corner cutting-Kurven beweisen und gleichzeitig eine Konstruk-
tionsvorschrift der Matrix angeben. Da gleichférmig beriihrende corner cutting-Kurven
ebenfalls linear sind (siehe Satz 2.4.5), gehen wir wieder von einer linearen corner cutting-
Kurve

fo(u)
c:x(u) = (by ... by)AN(u)--- AV (u) = (by ... by) : , u€[0,1]

f(u)

aus. Um die Regularitéit und die Konstruktionsvorschrift von R beweisen beziehungsweise
formulieren zu kénnen, sind einige Voriiberlegungen notwendig. Wir bezeichnen mit r; :=
R[1l,...,N+1|j+1] (j =0,...,N) die Spalten der Matrix R und bezeichnen weiter mit

AO’I"]' = ’l"j, AZ’I"]' = AZ_I?“j+1 — AZ_IT‘J’
die Vorwirtsdifferenzen von r;. Fiir ¢ = 0, ..., N definieren wir die Grofien

Cilu) = Ab(u) - Ay () - A5 () - AN (u)
leer f:; i=0 leer fﬁ‘;i:N

Damit gilt

| diCy(u) i
C; = el ALTAL = AiLgd
() NN -1 (N1 dw (veeen Ay Ay = Ay Ay)

N g
- dB]zV(u)

T

Lemma

N 7 .

1.1 ¢) i 7 i

e r Y (-1) A<A>B§VA (u). (7.13)
Jj=0  j=0

Satz 7.4.1 Fiir:=0,..., N gilt
Ci(0) = A} (0) -+~ Ay (0) A (0) - - - AN(0) = Al

Damit folgt fiir die Spalten der Matrix R
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Beweis: Es ist N
Co(0) =Y _r;BN(0) = ro.
§=0

Fiir ¢ > 1 gilt weiter

o S (})B50

7=0 A=0

- érj(—l)i—j <Z> By ~(0)

J

- er(_l)i_j <Z> = A'ry,
j=0 J
denn mittels Induktion zeigt man
Ai’l"() = Aiil’l"l — Aiil’f‘o

= A Zpy - AT - A2 4 A2

O

Eine weitere Aussage iiber die Konstruktion der Spalten der Matrix R erhalten wir, wenn
wir den Parameterwert v = 1 in die Funktionen C; (i = 0,..., N) einsetzen. Dies bein-
haltet die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 7.4.2 Fiir:=0,...,N gilt
Ci(1) = A (1) -+ Ay (D AF' (1) - AN (1) = Ay,

Damit gilt fiir die Spalten der Matrix R

N—t

ri = (—1)VTCOyoi(1) = ) (=1) <Nj_ Z) ri; (i=N,...,0).

—1

<
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Beweis: Fiir 1 = 0 erhalten wir die Beziehung

7=0 A=0
l A

— § -1 N—j N—i 1
= 7']( ) <Z+]—N> Nfz( )

Damit folgt

o= e - (e

j=1
Vertauschen wir in dieser Gleichung N — ¢ und i, so erhalten wir den zweiten Teil der
Behauptung. a

Satz 7.4.3 Die Blendingfunktionen fy,..., fx einer gleichférmig beriihrenden corner cut-
ting-Kurve sind linear unabhéngig.
Beweis: Zunichst gilt wegen (7.3) und Satz 7.4.1

fo, ..., fn lin. unabhiingig <& Rg R=N+1 & det (Co(0) C1(0) ... Cn(0)) #0,

Der Rang der Matrix Agv ist fiir j = 1,..., N gegeben durch N + 1 — j, daher sind die
Abbildungen

RNy RN+2-j

x — Az
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und

RN-i+2 RN+

injektiv. Damit gilt fiir: =1,..., N:

N
AN A% - AT AL (0)- - AN € [ Al - AL A5 (0) - AN(0) ]
\ §

=0 Jeer fiir i—o leer fiir i=n
=[A} - AV AT (0) - AN(0),
Al - AFTAR(0) -+ - AN(0),
A}V .. .A%]

& AN, AN

N
Ay Ay (Aw)---A%(m —ZMA’}V---A’?VA?V“(O)---A%(0)>
k=i
=0
N . .
& i A D AN(0) - AN(0) =) Ay - AR AR 0) - AN(0).
k=1

Die Elemente des Vektors auf der linken Seite addieren sich als Produkt stochastischer
Matrizen zu Eins, die Elemente der Vektoren in der Summe auf der rechten Seite addieren
sich zu Null, denn A’N besitzt fiir+ = 1, ..., N verschwindene Spalteneintragssummen und
somit auch Matrixprodukte

Al (u) - H mit H € RMD%" und r € N,

Dies ist ein Widerspruch. O

Bemerkung 7.4.1 Die Spalten R[1,...,N + 1|1] und R[1,..., N + 1|N + 1] lassen sich
wie gesehen besonders einfach evaluieren. Es ist

ro = Ay(0)AX(0) - AN (0)
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und
ry = Ay(1) AR (1) - AR(D).

Ob R stochastisch ist, ist nicht gekldrt. R~! ist es nach [AUMS3| nicht. Dass die Eintriige
der Spalten von R sich zu Eins summieren, lisst sich jedoch beweisen.

Satz 7.4.4 Die Eintrige der Spalten der Matrix R summieren sich zu Eins, also gilt fiir

j=1,...,N+1
N+1

> Rlilj)=1.

Beweis: Nach obigen Uberlegungen hat das Matrixprodukt
Ci(0) = Aj(0) - - Ay (0) - AF'(0) - -- AN(0)

die Spalteneintragssumme Null fiir 7 # 0 und die Spalteneintragssumme Eins fiir ¢ = 0.

Ferner ist
i—1 ; i—1 ;
S (l) = coe e ()
=0 J =0 J
— (_1)i+1 . (_1)i+1 —1.
Wegen
i—1 )
)
’I"i:CiO— -1y | r;
URDWES ()
]_
folgt die Behauptung fiir die Spalten r; durch Induktion nach k. a

Bemerkung 7.4.2 Es gilt
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N+1

+fn(u) > Ti(u)[i| N + 1]

=1

N+1 N+1

— Z Z T1 (uo)[i| N + 1] fe—1(u),

k=1 i=1

woraus wegen der eindeutigen Basisdarstellung in den Funktionen f; ebenfalls folgt, dass
die Eintréige der Spalten der Matrizen T;(ug) (i = 1,2) sich zu Eins summieren. Wie bei

der Inversen R~! der Transformationsmatrix R lisst sich aber zeigen, dass die Matrizen
T;(up) nicht stochastisch sind (siehe [AUM3], Seite 100f).

7.5 Unterteilung von gleichférmig beriihrenden cor-
ner cutting-Flichen

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich auf die Theorie der corner cutting-

Flichen anwenden und erweitern diese. Die Ergebnisse werden wir in diesem Abschnitt

zusammenfassen. Fiir die Beweise der Sitze verweisen wir auf die entsprechenden Sétze
iiber corner cutting-Kurven, die mit den entsprechenden Bezeichnungen iibertragbar sind.

Wir gehen von einer gleichférmig beriihrenden und damit linearen (siehe Satz 5.2.4) corner
cutting-Fliche

(7.14)

aus.

Fiir die Transformationsmatrizen R und S aus (7.8) und (7.9) bezeichnen wir mit
ri=R[,... ,M+1l+1] (I=0,...,M)
die Spalten von R und mit

s;=S[,....N+1)j+1 (j=0,...,N)
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die Spalten von S.
Ferner seien fiir [ =0,...,M und j =0,..., N die Groflen

Ci(w) := Ajy(u) -+ Al (w) AR (u) - - A (w)

und

D;(v) = Bx(v) - BY(v) By (v) - B (v)
definiert.
Damit erhalten wir (vgl. mit Satz 7.4.1) den

Satz 7.5.1 Die Spalten der Transformationsmatrizen R und S lassen sich durch

l

-1 .
T :C’l(O)— (—l)lk<;>’f‘k (l:o,,M)
k=0
beziehungsweise
j—1 .
i 7 .
s; = D;(0) — ;(—1)1 <Z>3 (i=0,...,N)
berechnen.

Eine weitere Konstruktionsvorschrift (vgl. mit Satz 7.4.2) gewinnen wir aus dem

Satz 7.5.2 Die Spalten der Transformationsmatrizen R und S erhalten wir fiir [ =
0,...,Mund 7 =0,..., N aus den Beziehungen

M-l

ri= 0¥ ) - Y0t (M e

k=1

beziehungsweise

s; = (=) Dy_;(1) - Nijj(—l)i <N N j) 8jti-

- 7
=1

Das zu Satz 7.4.3 analoge Resultat fiir gleichférmig beriihrende corner cutting-Flichen ist
gegeben im

Satz 7.5.3 Sowohl die Blendingfunktionen fy,..., fyr als auch die Blendingfuntkionen
9o, - - -, gn einer gleichformig beriihrenden corner cutting-Fliche sind linear unabhéngig.
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Bemerkung 7.5.1 Die Eintrédge der Spalten der Transformationsmatrizen R und S sum-
mieren sich jeweils zu Eins (vgl. Satz 7.4.4). Um zu zeigen, dass R und S stochastische
Matrizen sind, miisste man die Nichtnegativitéit aller Eintrige nachweisen, um diese Ver-
mutung zu bestitigen.

Fiir die Inversen R~! und S~! ist gezeigt, dass im Allgemeinen keine stochastischen Ma-
trizen vorliegen (vgl. Bemerkung 7.4.1).
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde versucht, die Theorie der corner cutting-Kurven und
corner cutting-Flichen ein- beziehungsweise fortzufiihren. Fiir die praktische Anwen-
dung wurden Bedingungen hergeleitet, die es ermoglichen Interpolationseigenschaften
oder Beriihrungscharakteristiken zu erreichen.

Die vollkommene Kontrolle der Objekte wird dabei durch die Wahl des Kontrollpunkt-
polygons beziehungsweise des Kontrollpunktnetzes sowie der Wahl der Schnittfunktionen
erreicht. Obwohl an die Schnittfunktionen relativ starke Forderungen gestellt werden, ge-
winnen wir durch diese Reglementierung eine einfach zu handhabende Steuerungsmaoglich-
keit der entstehenden Kurven und Fléchen.

Durch die Verwendung von bidiagonalen unteren Dreiecksmatrizen als Schnittmatrizen
gelingt es (wenn {iberhaupt) nicht ohne Weiteres, bereits bestehende corner cutting-
Algorithmen im Sinne unserer Definition darzustellen (man denke zum Beispiel an den
Chaikin-Algrithmus oder die Algorithmen von de Rham, siehe [CHA2], [RHA1] und
[RHAZ2)).

Die Theorie der corner cutting-Kurven, die in [AUM1] eingefiihrt wurde, wurde wieder-
holt, teilweise erweitert und anhand von Beispielen illustriert. Die Kurventheorie wurde
auf die Theorie der corner cutting-Flichen erweitert. Wir konnten nachweisen, dass die
entstehenden Tensorproduktflichen nahezu sdmtliche Eigenschaften, die wir bei der Be-

handlung der Kurven kennengelernt haben, auch in der Theorie der Flidchen Anwendung
finden.

Ein Schwerpunkt der Arbeit lag auf der Untersuchung der Zusammenhénge von Bézier-
und B-Spline-Kurven und -Fliachen mit der entwickelten Klasse von corner cutting-Kurven
und -Flédchen.

Wir haben gezeigt, dass die Menge der corner cutting-Kurven die Bézier-Kurven und die
B-Spline-Kurven von Grad N = K als Obermenge enthilt. Ebenso verhélt es sich in der
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Flachentheorie.

Fiir B-Spline-Kurven mit N > K wurde gezeigt, dass sich jede Kurve als Vereinigung
von gleichférmig beriihrende corner cutting-Kurven darstellen ldsst. Parallel zum Beweis
wurde ein Algorithmus angegeben, der die gesuchten Segmente liefert.

B-Spline-Flichen von Grad (M, N) mit M > L, N > K lassen sich ebenfalls in derselben
Art und Weise segmentieren; auch dafiir ist ein Algorithmus entwickelt worden, der die
entsprechenden Patches liefert.

Ich vermute, dass auch die Erweiterung der Klasse von Bézier- und B-Spline-Objekten
auf NURBS-Kurven und -Fléchen sich in die Theorie des corner cutting einbinden lisst,
wobei auf diesen Aspekt in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen werden konnte.

Das Unterteilen von linearen corner cutting-Kurven und -Fliachen behandelten wir unter
der Grundannahme der Regularitit von einer der auftretenden Transformationsmatri-
zen (siehe auch [AUM3]). Nur fiir die Wahl von Schnittmatrizen, die eine gleichférmig
beriihrende corner cutting-Kurve oder-Fliche ergeben, ist die Regularitit bewiesen, in
anderen Fillen bleibt es bei der (bisher nicht widerlegten) Hypothese, die wir als wahr
voraussetzten. Auch fiir diese wichtige Methode des CAGD konnten wir die bekannten
Methoden auf corner cutting-Fldchen anwenden.

Wir haben gezeigt, dass die Theorie des corner cutting Mengen von Kurven und Fléchen
bereitstellt, die grundlegende Eigenschaften von Freiformkurven und -flichen besitzen be-
ziehungsweise zur Verfiigung stellen. Ferner wurde nachgewiesen, dass sich Bézier-Fléchen
als einzige eckinterpolierende, gleichférmig beriihrende corner cutting-Fléchen ergeben.

Wie sich NURBS-Kurven und -Flichen mittels der Eigenschaften der corner cutting-
Theorie charakterisieren lassen, kénnte weitere interessante Einsichten in das Verstédndnis
unserer Definition des corner cutting liefern.
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