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Einleitung

Das Computer Aided Geometric Design { kurz CAGD { besch�aftigt sich mit der Appro-

ximation und der Darstellung von Kurven und Fl�achen.

Dieser Zweig der Geometrie enstand, als Paul Faget de Casteljau 1959 und Paul B�ezier

1962 unabh�angig voneinander die Theorie derjenigen Freiformkurven entwickelten, die wir

heute als B�ezier-Kurven kennen. Mit der rasanten Entwicklung der Informatik und der

Computertechnik nahm die Entwicklung der Freiform-Kurven und -Fl�achen eine schnelle,

vielbeachtete Entwicklung. Eine �Ubersicht �uber grundlegende Methoden des CAGD �ndet

man in [BOE1].

Bei der Suche nach Kurven- und Fl�achendarstellungen spielen zwei wesentliche Gesichts-

punkte eine Rolle. Zum einen m�ochte man die Kontrolle �uber das modellierte Objekt

haben, zum anderen m�ochte man eine schnelle Auswertung erm�oglichen, um die Kurve

oder Fl�ache am Computer schnell darstellen und bearbeiten zu k�onnen.

Ersteren Punkt realisiert man durch verschiedenste Ans�atze f�ur Objektdarstellungen, wo-

bei Parameter f�ur die n�otigen Freiheitsgrade sorgen. Zum Zwecke der eÆzienten Auswer-

tung wurden f�ur Kurven rekursive Dreiecksschemata entwickelt, zu denen zum Beispiel

die Algorithmen von de Casteljau, de Boor oder der Algorithmus von Goldmann z�ahlen

(siehe [FAR]).

Zu den grundlegendsten Eigenschaften, die man bei Kurven und Fl�achen designen und

kontrollieren m�ochte, z�ahlen unter Anderem Interpolation, Ber�uhrung, Unterteilung und

Graderh�ohung.

Diese Eigenschaften hat man bei B�ezierkurven fest im Gri�, auch wenn h�ohere Anfor-

derungen an die Modellierungsm�oglichkeiten zu einem hohen Kurvengrad und somit zu

einem hohen zeitlichen Auswertungsaufwand f�uhren.

Die De�nition und Entwicklung der B-Spline-Theorie beseitigte diese Schw�ache in gewis-

ser Hinsicht und stellte zudem eine Obermenge der Objekte aus der B�ezier-Theorie zur

Verf�ugung. Die NURBS-Theorie, die mit rationalen Kurven- und Fl�achendarstellungen

arbeitet, kann ihrerseits als Verallgemeinerung der B-Spline-Theorie angesehen werden

(siehe die ausf�uhrliche Darstellung in [PIE]). In [BAR2] wird eine weitere Verallgemeine-

rung der B�ezierkurven vorgestellt, die anstelle von B-Spline-Funktionen P�olya-Polynome
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als Bindefunktionen benutzen.

Viele der bekannten Algorithmen sind corner cutting-Algorithmen.

Ausgehend von einem (zur Kurve geh�orenden) Polygon aus Kontrollpunkten P0; : : : ; PN
wird in jedem Verarbeitungsschritt eine Ecke Pk des Polygons P0 : : : PN "

abgeschnitten\

und durch je einen Punkt auf den Polygonseiten Pk�1Pk beziehungsweise PkPk+1 (k =

1; : : : ; N � 1) ersetzt.

Diese Techniken werden beispielsweise bei der Auswertung von B�ezierkurven (Algorithmus

von de Casteljau) und B-Spline-Kurven (Algorithmus von de Boor) angewendet.

F�ur die Unterteilung einer B�ezier-Kurve liefert der Algorithmus von de Casteljau gleich-

zeitig die Kontrollpunkte der beiden Kurven, in die der betrachtete Punkt die gegebene

Kurve unterteilt (siehe zum Beispiel [CAS] oder [AUM1]). Ebenso lassen sich die neuen

Kontrollpunkte bei durchgef�uhrter Graderh�ohung der Kurve gewinnen. Auch in anderer

Hinsicht lassen sich aus dem Algorithmus zahlreiche (geometrische) Eigenschaften ableiten

(siehe zum Beispiel [MIC1] und [CAR]).

In der vorliegenden Arbeit werden wir corner cutting-Kurven so de�nieren, dass jeder

Punkt einer corner cutting-Kurve c durchN Schritte eines zu de�nierenden corner cutting-

Algorithmus angewandt auf ein gegebenes (N + 1)-Eck ausgewertet werden kann (siehe

dazu auch die grundlegende Arbeit [AUM2]).

Entsprechend werden wir zum Begri� der corner cutting-Fl�ache gef�uhrt, die jeden Punkt

einer Fl�ache � durch N +M Schritte evaluiert, wenn der entsprechende Algorithmus auf

das zur Fl�ache geh�orende (M+1)�(N+1)-Netz aus Kontrollpunkten Anwendung �ndet.

Im Unterschied zu diesem Ansatz besch�aftigen sich zahlreiche andere Arbeiten mit der

Frage, welche Kurven und Fl�achen entstehen, wenn verschiedene corner cutting-Prozesse

unendlich oft angewendet werden. Insbesondere die Frage nach der Cr-Stetigkeit spielt

dabei eine gro�e Rolle, so zum Beispiel in den Arbeiten [BOO2], [BOO3], [RIO] und

[GRE].

Als Blending bezeichnet man die �Ubergangskurven und -
�achen, die konstruiert wer-

den, um bei konstruierten Kurven und Fl�achen unerw�unschte �Uberg�ange oder Bereiche,

in denen Spitzen, Kanten oder �ahnliche E�ekte auftreten, zu gl�atten oder zu ersetzen.

Einf�uhrende �Ubersichten zu verschiedenen Blendingmethoden im Computer Aided Geo-

metric Design �nden sich zum Beispiel in [HOS] sowie [VAR].

Auch in diesem Bereich des computerunterst�utzten Designs hat das corner cutting An-

wendung gefunden, wobei vor Allem der Algorithmus von Chaikin zu nennen ist (siehe

[CHA1]), der als Ergebnis einen rekursiven Blend (Blendingkurve oder -
�ache) liefert.

Ausgegangen wird dabei von Objekten (Kurven oder Fl�achen), die polyedrisch de�niert

sind. Gehen wir in der Behandlung des Kurvenblendings von einem Polygon P 0
0 : : : ; P

0
N
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aus, so wird jede Polygonseite P k
i P

k
i+1 des k-ten Schritts im Verh�altnis 1 : 2 : 1 unterteilt.

Auf jeder Polygonseite entstehen also zwei neue Punkte gem�a� der Verarbeitungsvorschrift

B0
i := Bi; B

k+1
2i mit bk+1

2i :=
3

4
bki +

1

4
bki+1; B

k+1
2i+1 mit b

k+1
2i+1 :=

1

4
bki +

3

4
bki+1:

Es l�asst sich zeigen, dass die Fortf�uhrung dieses Algorithmus auf eine C1-stetige Grenzkur-

ve f�uhrt, die man als B-Spline-Kurve vom Grad 2 mit den Kontrollpunkten Di = Bi (i =

0; : : : ; N) und einem uniformen Knotenvektor bestimmt (siehe [RIE2]).

Unter den gleichen Voraussetzungen ergibt die Rekursion

B0
i := Bi; B

k+1
2i mit bk+1

2i :=
1

2
bki +

1

2
bki+1; B

k+1
2i+1 mit b

k+1
2i+1 :=

1

8
bki +

3

4
bki+1 +

1

8
bki+2

eine B-Spline-Kurve vom Grad 3 mit den Kontrollpunkten Di = Bi (i = 0; : : : ; N) und

einem uniformen Knotenvektor als Grenzkurve (siehe [DYN1] und [DYN2]). Nach [HOS]

l�asst sich zeigen, dass jede B-Spline-Kurve durch derartige rekursive Unterteilungsalgo-

rithmen erzeugt werden kann.

Ein Ziel dieser Arbeit wird sein, beliebige B-Spline-Kurven so zu segmentieren, dass

ein allgemeiner Algorithmus die Segmente als corner cutting-Kurven vom gleichen Typ

bestimmt. Der auftretende corner cutting-Algorithmus wird dabei im Gegensatz zum

Chaikin-Algorithmus endlich sein, die Segmente werden sich zu gleichf�ormig ber�uhren-

den corner cutting-Kurven ergeben.

In [CAT] �ndet sich ein Algorithmus, der durch corner cutting an polyedrischen Netzen

B-Spline-Fl�achen vom Grad (2; 2) beziehungsweise vom Grad (3; 3) produziert.

Anwendungen und Verallgemeinerungen dieser Ans�atze �nden sich beispielsweise in [DOO],

[CAT] und [BRU].

Auch f�ur B-Spline-Fl�achen werden in dieser Arbeit ausf�uhrliche Untersuchungen in Hin-

blick auf den Zusammenhang mit corner cutting-Fl�achen durchgef�uhrt.

Wie bereits erw�ahnt spielt auch die Unterteilung von Kurven und Fl�achen im CAGD eine

gro�e Rolle (siehe [BOE1]).

Angefangen bei der Unterteilung von B�ezierkurven (siehe [BOE2] und [STA]) �uber die

Knoteneinf�ugung bei B-Spline-Kurven (siehe [BOE3]) und die Betrachtung der Grenzkur-

ve (siehe [PRA1] und [COH]) bis hin zu grundlegenden Techniken bei NURBS-Kurven

und -Fl�achen (siehe [FAR]) werden corner cutting-Algorithmen eingesetzt.

Auch f�ur weitere Kurvenklassen und Freiform
�achen sind zahlreiche Arbeiten zur Unter-

teilung erschienen (siehe [CAV], [PRA1], [JEN], [MIC2] und [RHA3]).

Viele der auftretenden Algorithmen behandeln die Frage, wie und ob ein unendlicher cor-

ner cutting-Algorithmus eine Cr-stetige Grenzkurve oder Fl�ache ergibt (siehe [PRA2],
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[PRA3], [PRA4], [PRA5], [PAL] und [MIC1]). Wir wollen unser Augenmerk jedoch auf

corner cutting-Algorithmen im Sinne unserer De�nition richten und uns die Frage vorge-

ben, wann lineare corner cutting-Objekte (also corner cutting-Kurven und -Fl�achen, deren

de�nierende Schnittfunktionen allesamt linear sind) eine Unterteilung in einem Punkt der

Kurve oder entlang einer Parameterlinie der Fl�ache erlauben. Wichtige Ergebnisse �nden

sich in [AUM3], wir werden dar�uberhinaus die Unterteilung von linearen corner cutting-

Fl�achen behandeln.

Die vorliegende Arbeit ist in acht Kapitel unterteilt.

In der vorliegenden Einleitung geben wir einen kurzen �Uberblick zu Begri�en und Me-

thoden des corner cutting und einen Ausblick auf die Ziele, die in den folgenden Kapiteln

verfolgt werden.

Kapitel 1 dient zur Einf�uhrung von verwendeten Bezeichnungen. Ferner geben wir einen
�Uberblick �uber De�nitionen grundlegender geometrischer Begri�e, die f�ur sp�atere Kapitel

unverzichtbar sind.

Im zweiten Kapitel de�nieren wir corner cutting-Kurven und leiten erste Eigenschaften

der so de�nierten Kurven in Parameterform ab. Ferner leiten wir Bedingungen f�ur Eigen-

schaften wie Interpolation und Ber�uhrung her.

Das dritte Kapitel behandelt eines der zentralen Themen der Arbeit, n�amlich die Bezie-

hung zwischen der zuvor behandelten Klasse von corner cutting-Kurven und den grund-

legendsten Freiformkurven, n�amlich B�ezier- und B-Spline-Kurven.

Im vierten Kapitel de�nieren wir corner cutting-Fl�achen und leiten wie bei corner cutting-

Kurven erste, f�ur das weitere Vorgehen bedeutsame Eigenschaften her, bevor wir im f�unf-

ten Kapitel analog zum Vorgehen bei Kurven verschiedene Ber�uhreigenschaften ableiten.

Das sechste Kapitel behandelt die bestehende Zusammenh�ange von corner cutting-Fl�achen

mit B�ezier- und B-Spline-Fl�achen. Es wird insbesondere untersucht, ob und wie sich sol-

che Fl�achen als corner cutting-Fl�achen in unserem Sinne der De�nition darstellen lassen

und wie man umgekehrt erkennt, wann eine gegebene corner cutting-Fl�ache eine der be-

handelten Freiform
�achen darstellt.

Kapitel 7 untersucht die M�oglichkeiten, die sich bei den wichtigen Eigenschaften der Un-

terteilungsm�oglichkeiten bei den Kurven und Fl�achen bietet. F�ur spezielle corner cutting-

Kurven und -Fl�achen werden dabei weitergehende Untersuchungen angestellt, bevor im

letzten Kapitel die Ergebnisse �uber corner cutting-Kurven und -Fl�achen zusammengefasst

sowie o�ene Fragestellungen und ungel�oste Probleme kurz er�ortert werden.

Im vorliegenden Text werden Formeln kapitelweise nummeriert. S�atze, Lemmata und Ko-

rollare werden gemeinsam und unterabschnittweise, De�nitionen, Bemerkungen und Bei-

spiele hingegen separat und unterabschnittweise nummeriert.



Kapitel 1

Bezeichnungen

In diesem und in allen weiteren Kapiteln der vorliegenden Arbeit werden Punkte eines

euklidischen Raums IEd mit gro�en Buchstaben bezeichnet: P;Q;R; : : :.

Die zugeh�origen Ortsvektoren, bezogen auf (soweit nicht anders gesagt) ein kartesisches

Koordinatensystem (also ein orthonormiertes Rechtssystem), werden mit kleinen, fettge-

druckten Buchstaben p; q; r; : : : bezeichnet. F�ur die Koordinatendarstellung von Punkten

verwenden wir die Schreibweise P = P (pxjpyjpz).

Wir benutzen die im Folgenden angegebene Schreibweise f�ur Matrizen und ihre Unter-

matrizen. Seien A 2 IRm�n eine (m;n)-Matrix, �1; : : : ; �k 2 IN mit 1 � �1 < : : : <

�k � m und �1; : : : ; �l 2 IN mit 1 � �1 < : : : < �l � n. Dann bezeichnen wir mit

A[�1; : : : ; �kj�1; : : : ; �l] die (k; l)-Untermatrix von A, deren Element der i-ten Zeile und

j-ten Spalte durch das Element der �i-ten Zeile und �j-ten Spalte von A gegeben ist.

Mit A = ((apq)) p=1;:::;m
q=1;:::;n

2 IRm�n und A[�1; : : : ; �kj�1; : : : ; �l] = ((bij)) i=1;:::;k
j=1;:::;l

2 IRk�l gilt

also

bij = a�i �j :

Die i-te Zeile der Matrix A l�asst sich mithin durch A[ij1; : : : ; n] und die j-te Spalte durch

A[1; : : : ; mjj] beschreiben.

Beispiel 1.0.1 Wir betrachten die (4; 6)-Matrix

A =

0BBBBBBBBB@

a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

1CCCCCCCCCA
:
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Dann gilt zum Beispiel

A[1; 3; 4j1; 4; 6] =

0BBBBB@
a11 a14 a16

a31 a34 a36

a41 a44 a46

1CCCCCA :

Die i-te Zeile (i 2 f1; : : : ; 4g) beziehungsweise j-te Spalte (j 2 f1; : : : ; 6g) der Matrix A

erh�alt man als

A[ij1; : : : ; 6] = (ai1 � � � ai6)

beziehungsweise

A[1; : : : ; 4jj] =

0BBBBB@
a1j

...

a4j

1CCCCCA :

Um die Indizierung von Matrizen m�oglichst �ubersichtlich zu gestalten, bezeichnen wir die

zu einer mit i; j; k; l 2 IN vierfach indizierten Matrix Zki
lj transponierte Matrix mit ZT ki

lj .

Die Ableitung einer Funktion nach einem Parameter u werden wir im Folgenden durch

einen Punkt �uber der Funktion abk�urzen, die Ableitung nach einem Parameter v durch

einen Schr�agstrich �uber der Funktion, also zum Beispiel

d

du
f(u) =: _f(u) und

d

dv
g(v) =: �g(v):

Zur Schreibweise einer (quadratischen) Diagonalmatrix

A =

0BBBB@
a11 0 � � � 0

0
. . .. . .

. . . . . .

...

...
. . .. . .

. . . . . .
0

0 � � � 0 ann

1CCCCA
de�nieren wir abk�urzend

A =: diag (a11; : : : ; ann):
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De�nition 1.0.1 Eine Matrix A = ((aij)) 2 IRm�n nennen wir stochastisch, wenn ihre

Eintr�age aij (i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n) nichtnegativ sind und ihre Spalteneintr�age sich

jeweils zu Eins summieren. Insbesondere gilt also

AT
�

0BBBBBBBBB@

1

1

...

1

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

1

1

...

1

1CCCCCCCCCA
:

De�nition 1.0.2 a) Sei IE ein euklidischer Raum. Eine Menge M1 � IE hei�t konvex,

wenn f�ur alle Punkte P;Q 2M die Strecke PQ zu M1 geh�ort.

b) Sei M2 � IE. Dann hei�t der Durchschnitt aller konvexen Mengen in IE, welche M2

enthalten, die Konvexe H�ulle H(M2) von M2.

Satz 1.0.1 F�ur die Konvexe H�ulle der Punkte P1; : : : ; PN 2 IE gilt

H(P1; : : : ; PN) = fX 2 IE jx =

NX
i=1

�ipi; �i � 0;

NX
i=1

�i = 1g:

Beweis: Siehe [AUM1], Seite 39.

De�nition 1.0.3 Sind P1; P2; P3 2 IE kollineare Punkte mit P2 6= P1, so hei�t die reelle

Zahl �, f�ur die
��!
P1P3 = �

��!
P1P2

gilt, das Teilverh�altnis TV (P1; P2; P3) der Punkte P1; P2; P3 (in dieser Reihenfolge).

De�nition 1.0.4 Es seien I � IR ein nichtleeres Intervall, d 2 f2; 3g, r � 1 und

' :

8><>:
I ! IEd

u 7! X(u) = X
�
x1(u)j : : : jxd(u)

�
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eine Cr-Abbildung. Dann hei�t die durch

c := fX(u) j u 2 Ig

de�nierte Punktmenge eine Cr-Kurve mit der Parameterdarstellung '. Das Intervall

I nennen wir auch das Parameterintervall von c. Um eine k�urzere Schreibweise zu

erm�oglichen, schreiben wir f�ur die Kurve auch c : x(u); u 2 I.

De�nition 1.0.5 Ist c : x(u); u 2 I eine gem�a� De�nition 1.0.4 gegebene Kurve im

IEd; d 2 f2; 3g, so nennen wir f�ur u0 2 I den Vektor

_x(u0) :=

0BBBBB@
_x1(u0)

...

_xd(u0)

1CCCCCA :=

0BBBBB@
dx1

du
(u0)

...

dxd

du
(u0)

1CCCCCA =
dx

du
(u0)

einen Tangentenvektor von c im Punkt X(u0). F�ur _x(u0) 6= o nennen wir den Punkt

X(u0) regul�ar, andernfalls singul�ar. Sind alle Punkt bez�uglich der Funktion ' regul�ar,

so nennen wir die Kurve c regul�ar. In einem regul�aren Punkt de�nieren wir die durch

t : y(�) = x(u0) + � _x(u0); � 2 IR

bestimmte Gerade als Tangente von c im Punkt X(u0).

De�nition 1.0.6 Seien G � IR2 ein Gebiet, r � 1 und

' :

8><>:
G ! IE3

u 7! X(u; v) = X
�
x1(u; v)jx2(u; v)jx3(u; v)

�
eine Cr-Abbildung. Dann hei�t die durch

� := fX(u; v)j(u; v) 2 Gg

de�nierte Punktmenge eine Cr-Fl�ache mit der Parameterdarstellung '. Das Gebiet

G nennen wir auch das Parametergebiet von �. Wie bei Kurven schreibt man auch bei

den so de�nierten Fl�achen kurz � : x(u; v); (u; v) 2 G.
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De�nition 1.0.7 Ein Fl�achenpunkt X(u0; v0) einer gem�a� De�nition 1.0.6 gegebenen

Fl�ache � hei�t regul�ar, wenn die Vektoren

x1(u0; v0) :=
@x

@u
(u0; v0) und x2(u0; v0) :=

@x

@v
(u0; v0)

linear unabh�angig sind. Andernfalls nennen wir den Fl�achenpunkt singul�ar. Analog zur

Kurventheorie nennen wir eine Fl�ache � regul�ar, falls sie nur aus regul�aren Punkten

besteht. In einem regul�aren Fl�achenpunkt X(u0; v0) nennen wir die Ebene

T� : y(�; �) = x(u0; v0) + �x1(u0; v0) + �x2(u0; v0); �; � 2 IR

die Tangentialebene von � im Punkt X(u0; v0). F�ur die Tangentialebene in einem Punkt

Y der Fl�ache � schreiben wir auch T�(Y ). Die Fl�achenkurven, f�ur die u � const bezie-

hungsweise v � const gilt, hei�en Parameterlinien. Im ersten Fall spricht man auch von

einer v-Linie, im zweiten Fall entsprechend von einer u-Linie.

Um die Eindeutigkeit von Tangenten und Tangentialebenen zu gew�ahrleisten, setzen wir

stets einfache, das hei�t regul�are und doppelpunktsfreie Kurven und Fl�achen voraus.

De�nition 1.0.8 Seien fi beziehungsweise gj (i = 0; : : : ;M ; j = 0; : : : ; N) Funktionen

aus einem (M+1)-dimensionalen beziehungsweise (N+1)-dimensionalen Vektorraum von

reellwertigen Funktionen, ferner sei G ein rechteckiges Parametergebiet und Bij Punkte

eines euklidischen Vektorraums IE3. Dann hei�t die Fl�ache

� : x(u; v) =

MX
i=0

NX
j=0

fi(u)gj(v)bij; (u; v) 2 G

die Tensorprodukt
�ache zu den Funktionen fi und gj und den Punkten Bij.

Tensorprodukt
�achen lassen sich auch in Matrixschreibweise darstellen, was in der vor-

liegenden Arbeit eine wesentliche Rolle spielen wird.

Lemma 1.0.2 Eine Fl�ache � gem�a� De�nition 1.0.8 l�asst sich in Matrixschreibweise

darstellen als

� : x(u; v) =
�
f0(u) : : : fM(u)

�
0BBBBB@

b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCA

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA ; (u; v) 2 G:
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Kapitel 2

Corner cutting-Kurven

Wir stellen in diesem Kapitel den Begri� der corner cutting-Kurve bereit, der sp�ater auf

corner cutting-Fl�achen verallgemeinert werden soll (siehe Kapitel 4).

De�nitionen und S�atze stammen im Wesentlichen aus [AUM2].

Zahlreiche Beweise, auf die in diesem und im folgenden Kapitel zum Gro�teil verzich-

tet wird, �nden sich jedoch in den Kapiteln 4 und 5 wieder, wenn man die (einfachen)

Modi�kationen selber vornimmt.

2.1 De�nition

Wir geben zun�achst die grundlegende

De�nition 2.1.1 Seien B0; : : : ; BN Punkte im euklidischen Raum IE3 und seien �ij :

[a; b] ! IR (1 � i � j � N) Cr-Funktionen (r � 1) mit

8u 2 [a; b] : �ij(u) 2 [0; 1] (1 � i � j � N) (2.1)

und

8u 2 [a; b] :
d

du
�ij(u) = _�ij(u) > 0 (1 � i � j � N): (2.2)

Weiter seien die (N + 2� i; N + 1� i)-Matrizen Ai
N = Ai

N(u) f�ur i = 1; : : : ; N de�niert
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c

cc cc

cc

cB0

B1 B2

B3

B4

c

Abbildung 2.1: cc-Kurve vom Grad 4 und zugeh�origes Kontrollpolygon.

durch

Ai
N(u) :=

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �ii 0 � � � 0

�ii
. . .. . .

. . .. . .

...

0
. . .. . .

. . .. . .
0

...
. . .. . .

. . .. . .
1� �iN

0 � � � 0 �iN

1CCCCCCCCCCCCCA
: (2.3)

Dann hei�t die Cr-Kurve

c : x(u) =
�
b0 : : : bN

�
A1
N (u) � � �A

N
N(u) =:

NX
k=0

bkfk(u); u 2 [a; b] (2.4)

die Eckschnitt-Kurve, corner cutting-Kurve oder cc-Kurve vom Grad N mit

Schnittfunktionen1 �ij, Kontrollpunkten Bk und Bindefunktionen2 fk. Sind alle

Schnittfunktionen Polynome vom Grad 1, so hei�t c linear.

Die Schnittfunktion �NN hei�t auch Hauptschnittfunktion.

Wir gehen in diesem Kapitel stets von corner cutting-Kurven gem�a� De�nition 2.1.1 aus.

Beispiel 2.1.1 Die in Abbildung 2.1 dargestellte cc-Kurve c : x(u); u 2 [0; 1] im IR2

vom Grad N = 4 besitzt die Schnittfunktionen

�1
1(u) = �4

4(u) := �
1

2
u2 + u+

1

4
;

1
engl. cutting functions

2
engl. blending functions
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�1
2(u) = �1

3(u) = �1
4(u) = �2

2(u) = �2
3(u) := u2;

�2
4(u) = �3

4(u) = �3
3(u) :=

1

2
u+

1

4

und die Kontrollpunkte B0 = B0(0j0), B1 = B1(3j2), B2 = B2(5j2), B3 = B3(7j1) und

B4 = B4(7j0).

Bemerkung 2.1.1 Wir k�onnen die De�nition (2.4) einer corner cutting-Kurve als Algo-

rithmus au�assen, in dem eine zul�assige Eingabe Ein aus Kontrollpunkten und Schnitt-

funktionen gem�a� De�nition 2.1.1 besteht.

Die Ausgabe Aus der Kurve (beziehungsweise ihrer Bindefunktionen) wird in N Verar-

beitungsschritten erreicht, wenn wir die rechtsseitige Matrixmultiplikation�
(b0 : : : bN )A

1
N(u) � � �A

i�1
N (u)

�
�Ai

N (u)

als den i-ten Schritt des Algorithmus au�assen.

Bemerkung 2.1.2 Sei f�ur feste i; j mit 1 � i � j � N die lineare Funktion �ij mit

�ij(a) = �ij(a); �
i
j(b) = �ij(b)

gegeben. Wegen (2.1) und (2.2) ist somit

�ij([a; b]) = �ij([a; b])

und der zul�assige Parameterwechsel

hij :

8><>:
[a; b] ! [a; b]

v 7! u =
�
�ij
�
�1
�ij(v)

�uberf�uhrt die Schnittfunktion �ij in die lineare Schnittfunktion �ij. Dies zeigt, dass ohne

Beschr�ankung der Allgemeinheit zumindest eine Schnittfunktion als linear angenommen

werden kann.

Da das Produkt der stochastischen Matrizen Ai
N (u) (i = 1; : : : ; N) wiederum stochastisch

ist (siehe zum Beispiel [LUE]), gelten mit

A1
N (u) � � �A

N
N(u) =

0@ f0(u)
...

fN (u)

1A ; u 2 [a; b]
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f�ur alle u 2 [a; b] die Beziehungen

NX
k=0

fk(u) = 1; (2.5)

fk(u) � 0: (2.6)

Aus diesen Beziehungen �ndet man grundlegende wichtige Eigenschaften der so de�nierten

Kurven.

Satz 2.1.1 Sei c eine corner cutting-Kurve gem�a� (2.4).

a) Die Kurve c liegt in der Konvexen H�ulle ihrer Kontrollpunkte.

b) Das Bild von c unter einer aÆnen Abbildung ist die Kurve zu denselben Schnitt-

funktionen und den aÆnen Bildern ihrer Kontrollpunkte.

Beweis. a) Folgt sofort aus Satz 1.0.1, da sich die Konvexe H�ulle der Kontrollpunkte von

c mit (2.5) und (2.6) schreiben l�asst als

H(B0; : : : ; BN) = fX 2 IE3
j x =

NX
k=0

�kbk; �k � 0;

NX
k=0

�k = 1g:

b) Ist durch A 2 IR3�3 und t 2 IR3 eine aÆne Abbildung

� :

8><>:
IR3
! IR3

X 7! X? mit x? = Ax+ t

gegeben, so gilt

x?(u) = Ax(u) + t = A

 
NX
i=0

biB
i
N(u)

!
+ t � 1

(2:5)
=

NX
i=0

(Abi(u)) fi(u) +

NX
i=0

tfi(u)

=

NX
i=0

�
Abi(u) + t

�
fi(u) =

NX
i=0

b?i fi(u): 2
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c

cc cc

cc

cB0

B1 B2

B3

B4

c

Abbildung 2.2: Verletzung der Bedingung (2.1).

Verzichtet man auf die Bedingung (2.1) f�ur eine gem�a� (2.4) gegebene Kurve, so sind die

Aussagen a) und b) des Satzes im Allgemeinen falsch. Dies sieht man am

Beispiel 2.1.2 Die in Abbildung 2.2 dargestellte cc-Kurve c : x(u); u 2 [0; 1] im IR2

vom Grad N = 4 besitzt die Schnittfunktionen

�1
1(u) = �4

4(u) := �
1

2
u2 + u+

1

4
;

�1
2(u) = �1

3(u) = �1
4(u) = �2

2(u) = �2
3(u) := 2u2;

�2
4(u) = �3

3(u) = �3
4(u) :=

1

2
u+

1

4

und die Kontrollpunkte aus Beispiel 2.1.1.

Im Allgemeinen sind cc-Kurven nicht variationsmindernd3 (siehe [AUM2], Bemerkung 11,

Seite 457f).

2.2 Interpolierende corner cutting-Kurven

De�nition 2.2.1 Eine cc-Kurve c gem�a� (2.4) hei�t interpolierend, wenn f�ur beliebige

Punkte B0; : : : ; BN 2 IE3

X(a) = B0; X(b) = BN

gilt.

3
engl. variation diminishing
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c

cc cc

cc

cB0

B1 B2

B3

B4

c

Abbildung 2.3: Interpolierende cc-Kurve

Satz 2.2.1 Sei c eine durch (2.4) gegebene cc-Kurve.

F�ur beliebige Wahl der Kontrollpunkte gilt dann X(a) = B0 genau f�ur

�1
1(a) = �2

2(a) = : : : = �NN (a) = 0

und X(b) = BN genau f�ur

�1
N(b) = �2

N (b) = : : : = �NN (b) = 1:

Beispiel 2.2.1 Die cc-Kurve c mit den Kontrollpunkten aus Beispiel 2.1.1 und den

Schnittfunktionen

�1
1(u) = �2

2(u) = �3
3(u) :=

1

2
u;

�1
2(u) = �1

3(u) = �2
3(u) :=

1

2
u+

1

5
;

�1
4(u) = �2

4(u) = �3
4(u) = �4

4(u) := u

(siehe Abbildung 2.3) ist eine interpolierende cc-Kurve.

De�nition 2.2.2 Eine interpolierende cc-Kurve c hei�t grenztangential4, wenn c im

Punkt B0 = X(a) die Tangente B0B1 und im Punkt BN = X(b) die Tangente BN�1BN

besitzt.

4
engl. boundary tangent
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c

cc cc

cc

cB0

B1 B2

B3

B4

c

Abbildung 2.4: Grenztangentiale cc-Kurve

Satz 2.2.2 Sei c eine interpolierende cc-Kurve. Dann sind folgende Aussagen �aquivalent.

1. c ist grenztangential.

2. Es gelten die Gleichungen

�1
2(a) = �2

3(a) = : : : = �N�1
N (a) = 0;

�1
N�1(b) = �2

N�1(b) = : : : = �N�1
N�1(b) = 1:

3. Im vorletzten Schritt des durch (2.4) gegebenen Algorithmus { siehe Bemerkung

2.1.1 { erh�alt man f�ur u = a die Punkte B0; B1 und f�ur u = b die Punkte BN�1; BN .

Beispiel 2.2.2 Die cc-Kurve c mit den Kontrollpunkten aus Beispiel 2.1.1 und den

Schnittfunktionen

�1
1(u) = �1

2(u) = �2
2(u) = �3

3(u) :=
1

2
u;

�1
3(u) = �1

4(u) = �2
3(u) = �2

4(u) = �3
3(u) = �3

4(u) = �4
4(u) := u

(siehe Abbildung 2.4) ist eine interpolierende, grenztangentiale cc-Kurve.

2.3 Vollst�andig ber�uhrende corner cutting-Kurven

De�nition 2.3.1 Sei eine cc-Kurve c gem�a� (2.4) gegeben. Dann hei�t die Kurve

cB : c(u) = A1
N(u) � � �A

N
N(u); u 2 [a; b]

des (N + 1)-dimensionalen Raums IEN+1 die Basiskurve5 zur cc-Kurve c.

5
engl. basis curve
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Bemerkung 2.3.1 Ist im euklidischen Raum IEN+1 ein beliebiges Koordinatensystem

mit dem Ursprung O gegeben und ist Q0
k der Einheitspunkt auf der k-ten Koordinaten-

achse, so gibt es zu beliebigenN+1 Punkten B0; : : : ; BN 2 IE3 genau eine aÆne Abbildung

� : IEN+1
! IE3 mit �(O) = O und �(Q0

k) = Bk; (k = 0; : : : ; N). F�ur diese Abbildung

gilt �(cB) = c.

Zur weiteren Charakterisierung bestimmter cc-Kurven betrachten wir die Spalten der

(N+1; N+1�i)-Matrix A1
N (u) � � �A

i
N (u) (also die Spalten A

1
N(u) � � �A

i
N(u)[1; : : : ; N+1; j]

f�ur j = 1; : : : ; N + 1� i) und interpretieren diese als Kurven cqi
j

: qij(u); u 2 [a; b]; (j =

i; : : : ; N) im IEN+1:

A1
N(u) � � �A

i
N (u) =

�
qii(u) : : : qiN(u)

�
:

Es gilt cB = cqN
N

. Zu Ortsvektoren qij(u) geh�orige Punkte bezeichnen wir vereinbarungs-

gem�a� mit Qi
j(u) (siehe Kapitel 1).

Aufgrund der Eigenschaft (2.1) und qij(u0) =
�
1� �ij(u0)

�
qi�1
j�1(u0) + �ij(u0)q

i�1
j (u0) gilt

f�ur alle u0 2 [a; b]

Qi
j(u0) 2 Q

i�1
j�1(u0)Q

i�1
j (u0); 1 < i � j � N:

Wir geben die folgende

De�nition 2.3.2 Eine cc-Kurve c vom Grad N hei�t vollst�andig ber�uhrend6, wenn

zu jeder Kurve cqi
j

: qij(u); u 2 [a; b]; 1 � i � j � N die Tangente in einem Punkt Qi
j(u0)

dieser Kurve (u0 2 [a; b] beliebig) mit der Geraden Qi�1
j�1(u0)Q

i�1
j (u0) identisch ist.

Beispiel 2.3.1 Wir betrachten die cc-Kurve vom Grad 3, die durch die Kontrollpunkte

B0; : : : ; B3 und die Schnittfunktionen �ij(u) = u; u 2 [0; 1]; 1 � i � j � 3 gegeben ist.

Damit ist

A1
3(u) =

0BBBBBBBBB@

1� u 0 0

u 1� u 0

0 u 1� u

0 0 u

1CCCCCCCCCA
=
�
q1
1(u) q

1
2(u) q

1
3(u)

�
;

6
engl. totally tangent
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Abbildung 2.5: Zur vollst�andig ber�uhrenden cc-Kurve aus Beispiel 2.3.1. Kurven cqi
j

und

Punkte Qi
j(

1
4
) (0 � i � j � 3).

A1
3(u)A

2
3(u) =

0BBBBBBBBB@

(1� u)2 0

2u(1� u) (1� u)2

u2 2u(1� u)

0 u2

1CCCCCCCCCA
=
�
q22(u) q2

3(u)
�
;

A1
3(u)A

2
3(u)A

3
3(u) =

0BBBBBBBBB@

(1� u)3

3u(1� u)2

3u2(1� u)

u3

1CCCCCCCCCA
=
�
q33(u)

�
:
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Wir betrachten

cq2
2

: q22(u) =

0BBBBBBBBB@

(1� u)2

2u(1� u)

u2

0

1CCCCCCCCCA
und stellen fest, dass

_q2
2(u) =

0BBBBBBBBB@

�2(1� u)

2(1� 2u)

2u

0

1CCCCCCCCCA
und

�
q1
2(u)� q11(u)

�
=

0BBBBBBBBB@

�(1� u)

1� 2u

u

0

1CCCCCCCCCA
parallel zueinander sind. Analog �ndet man

_q2
3(u) k

�
q13(u)� q12(u)

�
und

_q33(u) k

�
q2
3(u)� q2

2(u)
�
:

F�ur i = 1 ist die Bedingung wegen der Parameterunabh�angigkeit der Punkte Q0
k (k =

0; : : : ; N) trivialerweise erf�ullt und damit ist die so gegebene Kurve eine vollst�andig

ber�uhrende corner cutting-Kurve (siehe Abbildung 2.5). Wir sehen, dass die hier un-

tersuchte Kurve eine B�ezier-Kurve ist und werden sp�ater zeigen, dass alle B�ezier-Kurven

vollst�andig ber�uhrende cc-Kurven sind (siehe Abschnitt 3.1).

Satz 2.3.1 Eine gem�a� (2.4) gegebene cc-Kurve c ist genau dann vollst�andig ber�uhrend,

wenn zu jedem u 2 [a; b] und jedem i 2 f2; : : : ; Ng eine Diagonalmatrix

�i(u) := diag
�
�ii(u); : : : ; �

i
N(u)

�
; �ij(u) 2 R; i � j � N

existiert, sodass�
A1
N(u) � � � A

i�1
N (u)

�_
Ai
N(u) =

�
A1
N (u) � � � A

i�1
N (u)

�
_Ai
N (u)�

i(u)

gilt.
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Satz 2.3.2 F�ur eine lineare cc-Kurve c gilt f�ur jedes i 2 f2; : : : ; Ng�
8u 2 [a; b] : _Ai�1

N (u)Ai
N(u) = Ai�1

N (u) _Ai
N(u)�

i(u)
�
) �ii = : : : = �iN = 1:

Satz 2.3.3 Sei eine lineare cc-Kurve c gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen �aqui-

valent.

a) c ist vollst�andig ber�uhrend.

b) F�ur i = 2; : : : ; N und u 2 [a; b] gilt

Ai�1
N (u) _Ai

N(u) =
_Ai�1
N (u)Ai

N(u): (2.7)

c) F�ur i = 2; : : : ; N und u 2 [a; b] gilt�
A1
N(u) � � �A

i
N(u)

�
_= i

�
A1
N (u) � � �A

i�1
N (u)

�
_Ai
N : (2.8)

F�ur nichtlineare cc-Kurven sind die Aussagen nicht �aquivalent. Wir betrachten als Beispiel

die cc-Kurve vom Grad 3 mit [a; b] = ["; 1 � "]
�
0 < " < 1

2

�
und den Schnittfunktionen

�1
1(u) = �u

2+2u; �2
2(u) = u; �1

2(u) = �1
3(u) = �2

3(u) = u2; �3
3(u) =

3u
4�u

. Diese ist wegen

Satz 2.3.1 mit �22(u) = 2; �23(u) = 1; �33(u) = 4�u eine vollst�andig ber�uhrende cc-Kurve.

Die Aussage b) aus Satz 2.3.3 ist jedoch nicht erf�ullt, so ist zum Beispiel f�ur i = 2

A1
3(u)

_A2
3(u) =

0BBBBBBBBB@

1 + 4u� 2u2 0

1� 2u �u2(1� u2)

u2 u2(1� 2u2)

0 u4

1CCCCCCCCCA
;

_A1
3(u)A

2
3(u) =

0BBBBBBBBB@

�2(1� u)u2 0

2(1� u)2 � 2u2 �2u(1� u)

2u2 2u(1� u)� 2u2

0 2u2

1CCCCCCCCCA
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und somit

A1
3(u)

_A2
3(u) 6=

_A1
3(u)A

2
3(u):

Die �Aquivalenz der Aussagen (2.7) und (2.8) aus Satz 2.3.3 gilt auch f�ur nichtlineare

cc-Kurven (siehe [AUM2]). Aus (2.7) folgt dann�
A1
N(u) � � �A

i�1
N (u)

�
_

Ai
N(u) +

�
A1
N(u) � � �A

i�1
N (u)

�
_Ai
N(u)

=
�
A1
N (u) � � �A

i
N (u)

�
_

(2:8)
= i

�
A1
N (u) � � �A

i�1
N (u)

�
_Ai
N(u):

Wir bezeichnen mit EN�(i�1) die
�
N � (i� 1); N � (i� 1)

�
-Einheitsmatrix und folgern�

A1
N (u) � � �A

i�1
N (u)

�
_

Ai
N(u) = (i� 1)

�
A1
N(u) � � �A

i�1
N (u)

�
_Ai
N (u)

=
�
A1
N(u) � � �A

i�1
N (u)

�
_Ai
N(u)

�
(i� 1)EN�(i�1)

�
=:
�
A1
N(u) � � �A

i�1
N (u)

�
_Ai
N(u)�

i:

Nach Satz 2.3.1 ist eine cc-Kurve mit der Eigenschaft (2.7) eine vollst�andig ber�uhrende

cc-Kurve, bei der die Diagonalmatrizen �i wegen �i = (i� 1)EN�(i�1) (i = 2; : : : ; N) eine

besonders einfache Struktur haben und nicht vom Parameter u abh�angen. Diese Kurven

erhalten einen eigenen Namen und stehen im Mittelpunkt des n�achsten Abschnitts.

2.4 Gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Kurven

De�nition 2.4.1 Eine gem�a� (2.4) gegebene cc-Kurve c mit der Eigenschaft

Ai�1
N (u) _Ai

N(u) =
_Ai�1
N (u)Ai

N(u)

f�ur i = 2; : : : ; N und jedes u 2 [a; b] hei�t gleichf�ormig ber�uhrend7.

Bemerkung 2.4.1 1. F�ur die Ableitung einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurve gilt

_x(u) = N(b0 : : : bN )A
1
N(u) � � �A

N�1
N (u) _AN

N(u)

= N(b0 : : : bN ) _A
1
N(u)A

2
N(u) � � �A

N
N (u):

7
engl. uniformly tangent
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2. F�ur die h�oheren Ableitungen einer linearen, gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurve gel-

ten die Formeln

x(r)(u) =
N !

(N � r)!
(b0 : : : bN)A

1
N(u) � � �A

N�r
N (u) _AN�r+1

N (u) � � � _AN
N(u)

=
N !

(N � r)!
(b0 : : : bN) _A

1
N(u) � � �

_Ar
N(u)A

r+1
N (u) � � �AN

N(u); (2.9)

da f�ur alle i = 1; : : : ; N und alle u 2 [a; b] die zweite Ableitung d

du
_Ai
N (u) in jeder

Komponente verschwindet (also die Nullmatrix liefert).

Satz 2.4.1 Sei c eine cc-Kurve und i 2 f1; : : : ; N � 1g. Dann sind folgende Aussagen

�aquivalent.

a) c ist gleichf�ormig ber�uhrend.

b) Es gelten f�ur 1 � i � j � N � 1 die 2(N � i) Gleichungen

�ij+1(u) _�
i+1
j+1(u) = _�ij+1(u)�

i+1
j+1(u); (2.10)�

1� �ij(u)
�
_�i+1
j+1(u) = _�ij(u)

�
1� �i+1

j+1(u)
�
: (2.11)

Anhand der Beziehungen (2.10) und (2.11) der Schnittfunktionen einer gleichf�ormig be-

r�uhrenden cc-Kurve werden wir nun untersuchen, welche Schnittfunktionen vorgegeben

sein m�ussen, um die Existenz und Eindeutigkeit einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurve

mit diesen Schnittfunktionen sicherzustellen.

Durch Umformungen und Integration nach u l�asst sich eine allgemeine Formel f�ur Schnitt-

funktionen �ij(u) (1 � i � j � N) angeben, in der lediglich eine Abh�angigkeit von �NN (u)

und Integrationskonstanten besteht. Wir formulieren dazu den folgenden

Satz 2.4.2 Seien �NN (u); u 2 [a; b] eine Schnittfunktion, ci; di (i = 1; : : : N � 1) positive

Konstanten und cN = dN := 1. Durch die Vorschrift

�ij(u) = 
ij(d
j�NN (u) + 1� dj) mit 
ij =

cN+i�j

dj + (1� dj)cN+i�j
(1 � i � j � N)

werden Schnittfunktionen de�niert, welche den Bedingungen (2.10) und (2.11) gen�ugen

und somit Schnittfunktionen einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurve sind (siehe [AUM2]

und vergleiche mit Abschnitt 5.2).
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Nun ist man in der Lage einen Eindeutigkeitssatz f�ur gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurven

aufzustellen. Dies geschieht im

Satz 2.4.3 Seien f�ur u 2 [a; b] die Schnittfunktionen

�1
N (u); �

2
N(u); : : : ; �

N�1
N (u); �NN(u); �

N�1
N�1(u); �

N�2
N�2(u); : : : ; �

1
1(u)

mit der Eigenschaft

�iN(u) = ci�NN (u); �
j
j(u) = 1� dj

�
1� �NN (u)

�
(ci > 0; dj > 0; i; j = 1; : : : ; N � 1)

gegeben. Dann gibt es zu je N + 1 gegebenen Kontrollpunkten genau eine gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Kurve mit diesen Schnittfunktionen.

Eine daraus abgeleitete Aussage beinhaltet das folgende

Korollar 2.4.4 Zu je N+1 Kontrollpunkten und einer Schnittfunktion �NN (u); u 2 [a; b]

gibt es eine 2(N �1)-parametrige Schar von gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurven mit den

Parametern c1; d1; c2; d2; : : : ; cN�1; dN�1 aus Satz 2.4.3.

Wir schlie�en dieses Kapitel mit drei S�atzen, die Beziehungen zwischen verschiedenen

Klassen von cc-Kurven herstellen. Satz 2.4.2 zeigt, dass die Bindefunktionen in (2.4) einer

gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurve Polynome vom Grad N in der Hauptschnittfunktion

�NN (u) sind. Nach Bemerkung 2.1.2 erhalten wir aber dieselbe corner cutting-Kurve, wenn

wir die Hauptschnittfunktion �NN (u) durch die lineare Schnittfunktion

�NN (v) = �NN (a) + (v � a) �
�NN (b)� �NN (a)

b� a
; v 2 [a; b]

ersetzen. Damit folgt, dass nach dem Parameterwechsel

gNN :

8><>:
[a; b] ! [a; b]

v 7! u =
�
�NN
�
�1 �

�NN(v)
�

alle Schnittfunktionen �ij(v) (1 � i � j � N) linear sind. Somit gilt der

Satz 2.4.5 Jede gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve ist eine lineare cc-Kurve.

Aus De�nition 2.4.1, Satz 2.3.3 und Satz 2.4.5 folgt damit
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Satz 2.4.6 Eine cc-Kurve c gem�a� (2.4) ist genau dann gleichf�ormig ber�uhrend, wenn sie

linear und vollst�andig ber�uhrend ist.

Ferner ist eine gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve nach Satz 2.4.3 und Satz 2.4.5 (zu N +1

gegebenen Kontrollpunkten) eindeutig bestimmt, wenn die Bilder �NN (a) und �NN (b) der

Hauptschnittfunktion �NN (u) in den Randpunkten des Parameterintervalls und je ein Bild

der Schnittfunktionen

�1
N (u); �

2
N(u); : : : ; �

N�1
N (u);�N�1

N�1(u); �
N�2
N�2(u); : : : ; �

1
1(u)

festgelegt sind. Mit Satz 2.2.1 folgt somit der

Satz 2.4.7 Zu N Kontrollpunkten B0; : : : ; BN 2 IE3 und jeder Hauptschnittfunktion

�NN (u) (mit �
N
N (a) = 0 und �NN (b) = 1) gibt es genau eine interpolierende, gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Kurve.

Im Satz 3.1.3 werden wir sehen, dass f�ur das Parameterintervall [a; b] = [0; 1] die einzige

cc-Kurve mit den Eigenschaften aus Satz 2.4.7 eine B�ezier-Kurve ist.
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Kapitel 3

B�ezier-, B-Spline- und corner

cutting-Kurven

Wir untersuchen im vorliegenden Kapitel die Zusammenh�ange zwischen cc-Kurven und

zwei Arten von klassischen Freiformkurven | B�ezier- und B-Spline-Kurven.

3.1 B�ezier-Kurven als corner cutting-Kurven

Seien N 2 IN, B0; : : : ; BN 2 IE3 und BN
i (u) (i = 0; : : : ; N) die Bernsteinpolynome

BN
i (u) =

�
N

i

�
(1� u)N�iui (i = 1; : : : ; N):

Dann ist die B�ezier-Kurve d vom Grad N zu den Kontrollpunkten B0; : : : ; BN gegeben

durch

d : x(u) =

NX
i=0

BN
i (u)bi; u 2 [0; 1] (3.1)

(siehe zum Beispiel [AUM1] oder [PIE]).

Lemma 3.1.1 Sind f�ur 1 � i � j � N die Schnittfunktionen gegeben durch �ij(u) =

�(u), so erh�alt man durch den Algorithmus (2.4) die Bindefunktionen

fk(u) =

�
N

k

��
1� �(u)

�N�k�
�(u)

�k
; (k = 0; : : : ; N):

Beweis. Wir f�uhren den Beweis durch vollst�andige Induktion nach N .



32 3.1. B�EZIER-KURVEN ALS CORNER CUTTING-KURVEN

F�ur N = 1 gilt

A1
N(u) =

0B@ 1� �(u)

�(u)

1CA =

0B@ �10��1� �(u)
�1
�(u)0�

1

1

��
1� �(u)

�0
�(u)1

1CA :

Wir schlie�en von N � 1 auf N , es gelte also

A1
N�1(u) � � �A

N�1
N�1(u) =

0BBBBB@
�
N�1

0

��
1� �(u)

�N�1
�(u)0

...�
N�1

N�1

��
1� �(u)

�0
�(u)N�1

1CCCCCA :

Es gilt Ai�1
N�1(u) = Ai

N (u) unter der Voraussetzung �ij(u) = �(u) und damit ist mit der

Induktionsvoraussetzung

A1
N(u) � � �A

N
N(u) = A1

N(u)A
1
N�1(u) � � �A

N�1
N�1(u)

=

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �(u) 0 � � � 0

�(u)
. . .. . .

. . .. . .

...

0
. . .. . .

. . .. . .
0

...
. . .. . .

. . .. . .
1� �(u)

0 � � � 0 �(u)

1CCCCCCCCCCCCCA

0BBBBB@
�
N�1

0

��
1� �(u)

�N�1
�(u)0

...�
N�1

N�1

��
1� �(u)

�0
�(u)N�1

1CCCCCA
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=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�
N�1

0

��
1� �(u)

�N�1�
1� �(u)

�
�
N�1

0

��
1� �(u)

�N�1
�(u) +

�
N�1

1

��
1� �(u)

�N�2
�(u)

�
1� �(u)

�
...��

N�1

k�1

��
1� �(u)

�N�k
�(u)k�1�(u)

+
�
N�1

k

��
1� �(u)

�N�k�1
�(u)k

�
1� �(u)

��
...�

N�1

N�2

��
1� �(u)

�
�(u)N�2 +

�
N�1

N�1

�
�(u)N�1

�
1� �(u)

�
�
N�1

N�1

�
�(u)N�1�(u)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�
N

0

��
1� �(u)

�N
�
N

1

��
1� �(u)

�N�1
�(u)1

...�
N

k

��
1� �(u)

�N�k
�(u)k

...�
N

N�1

��
1� �(u)

�1
�N�1

�
N

N

�
�(u)N

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

 � (k + 1)-te Zeile;

womit die Behauptung bewiesen ist. 2

W�ahlen wir die Schnittfunktionen speziell als �ij(u) = �(u) := u, so erhalten wir nach

Lemma 3.1.1 als Bindefunktionen fk(u) die Bernsteinpolynome B
N
k (u); k = 0; : : : ; N :

fk(u) =

�
N

k

�
(1� u)N�kuk = BN

k (u):

Da f�ur diese Wahl der Schnittfunktionen die Bedingungen (2.10) und (2.11) erf�ullt sind,

ergibt sich sofort der

Satz 3.1.2 Jede B�ezier-Kurve (3.1) ist eine gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve.
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Wir erinnern uns an Satz 3.4.7 und folgern den

Satz 3.1.3 F�ur eine cc-Kurve gem�a� (2.4) ist die einzige interpolierende, gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Kurve eine B�ezier-Kurve.

Beweis: Durch eine lineare Parametertransformation l�asst sich das Parameterintervall

als [a; b] = [0; 1] festlegen. Mittels Satz 3.1.2 und Satz 3.4.7 folgt damit unmittelbar die

Behauptung. 2

3.2 B-Spline-Kurven als corner cutting-Kurven

Wir betrachten eine weitere wichtige Klasse der Freiformkurven. Die B-Spline-Kurven

wurde (noch nicht als Verallgemeinerung der B�ezier-Kurven) bereits fr�uh eingef�uhrt (siehe

[BOO1]). Erst etwas sp�ater erkannte man die vollst�andigen Beziehungen zwischen B�ezier-

und B-Spline-Kurven (und -Fl�achen) (siehe [RIE1] und [GOR]).

Die Bindefunktionen werden wie folgt de�niert. F�ur N;K 2 IN, N � K und die Knoten

u0 � : : : � uK � : : : � uN � : : : � uN+K+1

de�nieren wir die normalisierten B-Splines (vom Grad K mit dem Knotenvektor u =

(u0 : : : uN+K+1)
T ) durch

N0
i (u) =

8><>:
1 f�ur u 2 [ui; ui+1[

0 sonst

(i = 0; : : : ; N +K)

und f�ur r = 1; : : : ; N +K und i = 0; : : : ; N +K � r durch

N r
i (u) =

u� ui

ui+r � ui
N r�1
i (u) +

ui+r+1 � u

ui+r+1 � ui+1

N r�1
i+1 (u):

Seien nun B0; : : : ; BN2 IE3 Kontrollpunkte und NK
i (u) (i = 0; : : : ; N) (normalisierte) B-

Splines. Dann ist die B-Spline-Kurve e vom Grad K mit dem Knotenvektor u zu den

Kontrollpunkten B0; : : : ; BN gegeben durch

e : x(u) =

NX
i=0

NK
i (u)bi; u 2 [uK; uN+1]: (3.2)

Wir fordern im Folgenden stets, dass der Knotenvektor u h�ochstens p � K-fache Knoten

besitzt. Damit besitzt e keine Unstetigkeitsstelle und die Betrachtung des abgeschlossenen

Intervalls u 2 [uK; uN+1] ist sinnvoll.
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3.2.1 B-Spline-Kurven vom Grad N

Wir zeigen, dass eine B-Spline-Kurve gem�a� (3.2) mit K = N mit der cc-Kurve vom

Grad K �ubereinstimmt, die die Kontrollpunkte B0; : : : ; BK, die Matrizen aus (2.3) mit

den Schnittfunktionen

�ij(u) =
u� uj

uK+j�i+1 � uj
; 1 � i � j � K (3.3)

und das Parameterintervall [a; b] = [uK; uK+1] besitzt.

Zun�achst sind die Funktionen �ij(u); u 2 [uK; uK+1] Schnittfunktionen gem�a� (2.1) und

(2.2), da wegen u0 � u1 � : : : � uK < uK+1 � : : : � u2K � u2K+1 f�ur 1 � i � j � K mit

der Vereinbarung
"
0
0
= 0\ (beim Auftreten mehrfacher Knoten)

�ij(u) 2 [0; 1] und _�ij(u) =
1

uK+j�i+1 � uj
> 0 f�ur u 2 [uK; uK+1]

gilt.

Um zu zeigen, dass die B-Spline-Kurve (3.2) eine Darstellung (2.4) als cc-Kurve besitzt,

weisen wir auf dem Intervall [uK; uK+1[ die Identit�at0BBBBB@
f0(u)

...

fK(u)

1CCCCCA = A1
K(u) � � �A

K
K(u) �

0BBBBB@
NK

0 (u)

...

NK
K (u)

1CCCCCA (3.4)

�
vergleiche (3.2) und (2.4)

�
nach. F�ur u = uK+1 folgt die Gleichheit aus Stetigkeits-

gr�unden.

F�ur r 2 f1; : : : ; Kg und i 2 f0; : : : ; 2K � rg folgt aus

N r
i (u) =

u� ui

ui+r � ui
N r�1
i (u) +

ui+r+1 � u

ui+r+1 � ui+1

N r�1
i+1 (u)

zun�achst mit (3.3)

N r
i (u) = �K�r+1

i (u)N r�1
i (u) +

�
1� �K�r+1

i+1 (u)
�
N r�1
i+1 (u) (3.5)

(die hier auftretenden Funktionen �ij(u) mit i > j spielen nur tempor�ar eine Rolle und

beein
ussen unser weiteres Vorgehen nicht, siehe das sp�ater folgende Lemma 3.2.1). F�ur

r = 0 gilt f�ur alle u 2 [uK; uK+1[

N0
i (u) =

8><>:
1; i = K

0; i 6= K:

(3.6)
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De�niert man zu gegebenem Knotenvektor u f�ur die gem�a� (3.3) gegebenen Schnittfunk-

tionen die (2K � r + 1; 2K � r + 2)-Matrizen

TK�r+1(u) :=

0BBBBBBBBB@

�K�r+1
0 1� �K�r+1

1 0 � � � 0

0 �K�r+1
1

. . . . . .

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �K�r+1

2K�r 0

0 � � � 0 �K�r+1
2K�r 1� �K�r+1

2K�r+1

1CCCCCCCCCA
; (3.7)

(r = 1; : : : ; K), so lautet (3.5) in Matrixschreibweise

0BBBBB@
N r

0 (u)

...

N r
2K�r(u)

1CCCCCA = TK�r+1(u)

0BBBBB@
N r�1

0 (u)

...

N r�1
2K�r+1(u)

1CCCCCA :

Setzen wir i = K � r+1, so schreibt sich f�ur i 2 f1; : : : ; Kg die (K + i; K + i+1)-Matrix

T i(u) als

T i(u) :=

0BBBBBBBBB@

�i0 1� �i1 0 � � � 0

0 �i1
. . . . . .

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �iK+i�1 0

0 � � � 0 �iK+i�1 1� �iK+i

1CCCCCCCCCA
: (3.8)

F�ur r = K erh�alt man damit f�ur u 2 [uK; uK+1[

0BBBBB@
NK

0 (u)

...

NK
K (u)

1CCCCCA = T 1(u)

0BBBBB@
NK�1

0 (u)

...

NK�1
K+1 (u)

1CCCCCA = : : :
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= T 1(u) � � �TK(u)

0BBBBB@
N0

0 (u)

...

N0
2K(u)

1CCCCCA

(3:6)
= T 1(u) � � �TK(u) �

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0

...

0

1

0

...

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

 � (K+1)-te Zeile

=
�
T 1(u) � � �TK(u)

�
[1; : : : ; K + 1jK + 1]

(zur Schreibweise von Untermatrizen und insbesondere zu Zeilen und Spalten einer Matrix

siehe Kapitel 1). Damit erh�alt die nachzuweisende Identit�at (3.4) die Gestalt

A1
K(u) � � �A

K
K(u) =

�
T 1(u) � � �TK(u)

�
[1; : : : ; K + 1jK + 1]: (3.9)

Wir beweisen allgemein folgendes

Lemma 3.2.1 Sei die (K + k; 2K + 1)-Matrix Tk f�ur k = K; : : : ; 1 de�niert durch

Tk(u) := T k(u) � � �TK(u)�
siehe (3.8)

�
. Dann gilt mit (2.3) f�ur k = K; : : : ; 1

Tk[k; : : : ; K + 1jK + 1] = Ak
K(u) � � �A

K
K(u);

Tk[ljK + 1] = 0; l 2 f1; : : : ; k � 1; K + 2; : : : ; K + k| {z }
leer f�ur k = 1

g:
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Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.

F�ur k = K gilt nach De�nition

TK[K;K + 1jK + 1] = TK[K;K + 1jK + 1] =

0B@ 1� �KK(u)

�KK(u)

1CA = AK
K(u);

TK [ljK + 1] = 0; l 2 f1; : : : ; K � 1; K + 2; : : : 2Kg:

Induktionsschluss von k auf k � 1 (k 2 fK; : : : ; 2g).

Die Induktionsbehauptung gelte f�ur ein k 2 fK; : : : ; 2g. Zu zeigen ist

Tk�1[k � 1; : : : ; K + 1jK + 1] = Ak�1
K (u) � � �AK

K(u);

Tk�1[ljK + 1] = 0; l 2 f1; : : : ; k � 2; K + 2; : : : ; K + k � 1| {z }
leer f�ur k = 2

g:

Es ist nach Induktionsvoraussetzung

Tk�1[1; : : : ; K + k � 1jK + 1]

=
�
T k�1Tk

�
[1; : : : ; K + k � 1jK + 1] = T k�1

� Tk[1; : : : ; K + kjK + 1]

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�k�1
0

1��k�1
1

0 � � � � � � � � � � � � 0

0
. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

...

...
. . . . . .

�
k�1

k�2
1��k�1

k�1

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

...

...
. . . . . .

�
k�1

K
1��k�1

K+1

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0

0 � � � � � � � � � � � � 0 �
k�1

K+k�2
1��k�1

K+k�1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0

...

0

Tk[kjK+1]

...

Tk[K+1jK+1]

0

...

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0

...

0

(1� �k�1
k�1)Tk[kjK + 1]

�k�1
k�1 � Tk[kjK + 1] + (1� �k�1

k )Tk[k + 1jK + 1]

...

�k�1
K�1 � Tk[KjK + 1] + (1� �k�1

K )Tk[K + 1jK + 1]

�k�1
K � Tk[K + 1jK + 1]

0

...

0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

 (k � 1)� te Zeile

 (K + 1)� te Zeile

Damit ist

Tk�1[k � 1; : : : ; K + 1jK + 1]

=

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �k�1
k�1 0 � � � 0

�k�1
k�1

. . . . . .

. . . . . .

...

0
. . . . . .

. . . . . .
0

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �k�1

K

0 � � � 0 �k�1
K

1CCCCCCCCCCCCCA
� Tk[k; : : : ; K + 1jK + 1]

= Ak�1
K (u) � Tk[k; : : : ; K + 1jK + 1]

I:V:
= Ak�1

K (u) � � �AK
K(u)

und

Tk�1[ljK + 1] = 0; l 2 f1; : : : ; (k � 1)� 1; K + 2; : : : ; K + (k � 1)| {z }
leer f�ur k � 1 = 1

g
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Damit ist der Beweis vollst�andig. 2

Aus dem Lemma folgt f�ur k = 1 die Identit�at (3.9).

Wegen

�ij+1(u) � _�
i+1
j+1(u)

(3:3)
=

u� uj+1

uK+j�i+2 � uj+1

�

1

uK+j�i+1 � uj+1

(3:3)
= _�ij+1(u) � �

i+1
j+1(u)

und�
1� �ij(u)

�
� _�i+1

j+1(u)
(3:3)
=

uK+j�i+1 � u

uK+j�i+1 � uj
�

1

uK+j�i+1 � uj+1

(3:3)
= _�ij(u)

�
1� �i+1

j+1(u)
�

(1 + N0 � i � j � K � 1) sind die Bedingungen (2.10) und (2.11) an eine gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Kurve erf�ullt. Es gilt insgesamt der

Satz 3.2.2 Jede B-Spline-Kurve (3.2) vom Grad N ist eine gleichf�ormig ber�uhrende cc-

Kurve.

Wir illustrieren den vorhergehenden Satz am

Beispiel 3.2.1 Wir betrachten eine B-Spline-Kurve vom Grad K = N = 2 mit den

Kontrollpunkten B0,B1,B2 2 E3 und einem Knotenvektor u = (u0 : : : u5)
T . F�ur die

zugeh�origen B-Splines { eingeschr�ankt auf das Parameterintervall [u2; u3] { erhalten wir

mit (3.3)

N2
0 (u) =

(u3 � u)2

(u3 � u1)(u3 � u2)
=
�
1� �1

1(u)
��
1� �2

2(u)
�
;

N2
1 (u) =

u� u1

u3 � u1
�

u3 � u

u3 � u2
+

u4 � u

u4 � u2
�

u� u2

u3 � u2

= �1
1(u)

�
1� �2

2(u)
�
+
�
1� �1

2(u)
�
�2
2(u);

N2
2 (u) =

(u� u2)
2

(u4 � u2)(u3 � u2)
= �1

2(u)�
2
2(u):

Nun ist

T2 = T 2 =

0BBBBBBBBB@

�2
0(u) 1� �2

1(u) 0 0 0

0 �2
1(u) 1� �2

2(u) 0 0

0 0 �2
2(u) 1� �2

3(u) 0

0 0 0 �2
3(u) 1� �2

4(u)

1CCCCCCCCCA
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und damit

T2[2; 3j3] = A2
2; T2[1; 4j3] =

0B@ 0

0

1CA :

Weiter ist

T1[1; 2; 3j3] = T 1T 2[1; 2; 3j3] =

0BBBBB@
�
1� �1

1(u)
��
1� �2

2(u)
�

�1
1(u)

�
1� �2

2(u)
�
+
�
1� �1

2(u)
�
�2
2(u)

�1
2(u)�

2
2(u)

1CCCCCA =

0BBBBB@
N2

0 (u)

N2
1 (u)

N2
2 (u)

1CCCCCA

= A1
2A

2
2 =

0BBBBB@
f0(u)

f1(u)

f2(u)

1CCCCCA :

Bemerkung 3.2.1 Es ist bekannt, dass jede B�ezier-Kurve vom Grad N eine B-Spline-

Kurve vom Grad N ist, deren Knoten durch

u1 = : : : = uN = 0; uN+1 = : : : = u2N = 1

gegeben sind. In diesem Sinn erh�alt der Satz 3.2.2 als Spezialfall die Aussage des Satzes

3.1.2.

3.2.2 Beliebige B-Spline-Kurven

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass allgemeine B-Spline-Kurven (mit einem Grad K <

N) Vereinigung von gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurven sind.

Wir setzen also eine B-Spline-Kurve gem�a� (3.2) mitK < N voraus und benutzen folgende

Bezeichnungen:

P := jfuK; : : : ; uN+1gj � 2;

Nj :=

jX
i=0

ni (j = 0; : : : ; P ) mit ni 2 f0; : : : ; Kg:
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Die nk (k = 0; : : : ; P ) sind dabei f�ur k = 0 durch die Beziehung

uK = uK+1 = : : : = uK+N0
6= uK+N0+1(= uK+n0+1)

beziehungsweise f�ur k = 1; : : : ; P durch

uK+Nk�1+1 = : : : = uK+Nk�1+nk| {z }
=Nk

6= uK+Nk�1+nk| {z }
=Nk

+1

festgelegt. Also ist der Knoten uK ein (n0 + 1)-facher Knoten, w�ahrend (f�ur P > 0) die

Knoten uK+Ni�1+1 (i = 1; : : : ; P ) jeweils ni-fache Knoten sind. In dieser Notation lautet

der Knotenvektor

(: : : ; uK = : : : = uK+N0
;

uK+N0+1 = : : : = uK+N1
;

uK+N1+1 = : : : = uK+N2
;

� � �

uK+NP�1+1 = : : : = uK+NP
;

uK+NP+1 = : : : = uN+1; : : :)
T

Im Folgenden konstruieren wir P + 1 gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurvensegmente, deren

Vereinigung die durch (3.2) gegebene B-Spline-Kurve liefert.

Schritt 0

Wir konstruieren zun�achst eine cc-Kurve

c0 : x(u); u 2 [uK+N0
; uK+N0+1]

vom Grad K mit den Kontrollpunkten BN0
; : : : ; BK+N0

(vgl. Abbildung 3.1) und betrach-

ten dazu die Funktionen

�ij :

8>><>>:
[uK+N0

; uK+N0+1] ! IR

u 7!

u� uj

uK+N0+j�i+1 � uj

(3.10)



KAPITEL 3. B�EZIER-, B-SPLINE- UND CORNER CUTTING-KURVEN 43

(1 +N0 � i � j � K +N0). Es gilt

�ij(u) 2 [0; 1] f�ur alle u 2 [uK+N0
; uK+N0+1]

und

_�ij(u) =
1

uK+N0+j�i+1 � uj
> 0 f�ur alle u 2 [uK+N0

; uK+N0+1];

weshalb die Funktionen �ij in (3.10) Schnittfunktionen sind.

B0; : : : ; BN0�1; BN0
; : : : ; BK+N0

; BK+N0+1; : : : ; BN

u0; : : : ; uN0
; u1+N0

; : : : ; u2K+N0
; u2K+N0+1; : : : ; uN+K+1

Abbildung 3.1: Kontrollpunkte und Knoten der Kurve c0 (unterstrichen)

Somit kann mit ihnen eine cc-Kurve

c0 : x(u) =

0BBBBB@
bN0

...

bK+N0

1CCCCCA

T

�

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �1+N0

1+N0
0 � � � 0

�1+N0

1+N0

. . . . . .

. . . . . .

...

0
. . . . . .

. . . . . .
0

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �1+N0

K+N0

0 � � � 0 �1+N0

K+N0

1CCCCCCCCCCCCCA
� � �

0B@1� �K+N0

K+N0

�K+N0

K+N0

1CA

= (bN0
: : : bK+N0

)A1+N0

K+N0
(u) � � �AK+N0

K+N0
(u); u 2 [uK+N0

; uK+N0+1]

de�niert werden (man beachte die zum besseren Verst�andnis gew�ahlte, von (2.4) abwei-

chende Indizierung, die wir in diesem Abschnitt bei den auftretenden corner cutting-

Kurven in �ahnlicher Art des �Oftern verwenden werden).

Wegen

�ij+1(u) � _�
i+1
j+1(u) =

u� uj+1

uK+N0+j�i+2 � uj+1

�

1

uK+N0+j�i+1 � uj+1

= _�ij+1(u) � �
i+1
j+1(u)
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und�
1� �ij(u)

�
� _�i+1

j+1(u) =
uK+N0+j�i+1 � u

uK+N0+j�i+1 � uj
�

1

uK+N0+j�i+1 � uj+1

= _�ij(u)
�
1� �i+1

j+1(u)
�

(1+N0 � i � j � K+N0�1) sind die Bedingungen (2.10) und (2.11) an eine gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Kurve erf�ullt.

Wegen der �Aquivalenz der Aussagen (3.4) und (3.9) folgt aus dem Lemma 3.2.1, dass

f�ur eine gem�a� (2.4) gegebene cc-Kurve mit den durch (3.3) gegebenen Schnittfunktionen

einer B-Spline-Kurve vom Grad K = N auf dem Parameterintervall [uK; uK+1]

A1
K(u) � � �A

K
K(u) =

0BBBBB@
NK

0 (u)

...

NK
K (u)

1CCCCCA
gilt.

Wegen

N r
i+N0

(u) =
u� ui+N0

ui+N0+r � ui+N0

N r�1
i+N0

(u) +
ui+N0+r+1 � u

ui+N0+r+1 � ui+N0+1

N r�1
i+N0+1(u)

= �K+N0�r+1
i+N0

(u)N r�1
i+N0

(u) +
�
1� �K+N0�r+1

i+N0+1 (u)
�
N r�1
i+N0+1(u):

ergibt sich hieraus mit Hilfe der Indextransformation

�ij ,! �i+N0

j+N0

N r
i ,! N r

i+N0

(r 2 f1; : : : ; Kg; i 2 f0; : : : ; 2K � rg) auf dem Intervall [uK+N0
; uK+N0+1]

A1+N0

K+N0
(u) � � �AK+N0

K+N0
(u) =

0BBBBB@
NK
N0
(u)

...

NK
K+N0

(u)

1CCCCCA :

Da sich e
��
[uK+N0

;uK+1+N0
]
schreiben l�asst als

e
��
[uK+N0

;uK+1+N0
]
: x(u) =

K+N0X
i=N0

NK
i (u)bi
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ist damit

e
��
[uK+N0

;uK+1+N0
]
= c0

nachgewiesen.

Schritt 1

Nun konstruieren wir eine corner cutting-Kurve

c1 : x(u); u 2 [uK+N1
; uK+N1+1]

vom Grad K mit den Kontrollpunkten BN1
; : : : ; BK+N1

und betrachten dazu die Funktio-

nen

�ij :

8>><>>:
[uK+N1

; uK+N1+1] ! IR

u 7!

u� uj

uK+N1+j�i+1 � uj

(3.11)

(1 +N1 � i � j � K +N1). Es gilt

�ij(u) 2 [0; 1] f�ur alle [uK+N1
; uK+N1+1]

und

_�ij(u) =
1

uK+N1+j�i+1 � uj
> 0 f�ur alle [uK+N1

; uK+N1+1];

weshalb die Funktionen �ij in (3.11) Schnittfunktionen sind.

Damit stellen wir c1 als corner cutting-Kurve gem�a� (2.4) mit Hilfe der Schnittfunktionen

aus (3.11) (bis auf die vereinbarungsgem�a� abge�anderte Indizierung) wie folgt dar:

c1 : x(u) =

0BBBBB@
bN1

...

bK+N1

1CCCCCA

T

�

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �1+N1

1+N1
0 � � � 0

�1+N1

1+N1

. . . . . .

. . . . . .

...

0
. . . . . .

. . . . . .
0

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �1+N1

K+N1

0 � � � 0 �1+N1

K+N1

1CCCCCCCCCCCCCA
� � �

0B@1� �K+N1

K+N1

�K+N1

K+N1

1CA

= (bN1
: : : bK+N1

)A1+N1

K+N1
(u) � � �AK+N1

K+N1
(u); u 2 [uK+N1

; uK+N1+1]:

Die Kurve c1 k�onnen wir uns aus c0 entstanden denken, wenn wir die Kontrollpunkte Bl

(l = n0; : : : ; K + n0) durch Bl+n1 und die Knoten um (m = 1 + n0; : : : ; 2K + n0) durch

um+n1 ersetzen (siehe Abbildung 3.2).
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B0; : : : ; BN0�1; BN0
; : : : ; BN1

; : : : ; BK+N0
; : : : ; BK+N1

; BK+N1+1; : : : ; BN

u0; : : : ; uN0
; u1+N0

; : : : ; u1+N1
; : : : ; u2K+N0

; : : : ; u2K+N1
; u2K+N1+1; : : : ; uN+K+1

Abbildung 3.2: Kontrollpunkte und Knoten der Kurve c0 (�uberstrichen) und der Kurve

c1 (unterstrichen)

Wegen

�ij+1(u) � _�
i+1
j+1(u) =

u� uj+1

uK+N1+j�i+2 � uj+1

�

1

uK+N1+j�i+1 � uj+1

= _�ij+1(u) � �
i+1
j+1(u)

und�
1� �ij(u)

�
� _�i+1

j+1(u) =
uK+N1+j�i+1 � u

uK+N1+j�i+1 � uj
�

1

uK+N1+j�i+1 � uj+1

= _�ij(u)
�
1� �i+1

j+1(u)
�

(1 +N1 � i � j � K +N1 � 1) gen�ugt die Kurve den Bedingungen (2.10) und (2.11) an

die Schnittfunktionen einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurve.

Wegen

N r
i+N1

(u) =
u� ui+N1

ui+N1+r � ui+N1

N r�1
i+N1

(u) +
ui+N1+r+1 � u

ui+N1+r+1 � ui+N1+1

N r�1
i+N1+1(u)

= �K+N1�r+1
i+N1

(u)N r�1
i+N1

(u) +
�
1� �K+N1�r+1

i+N1+1 (u)
�
N r�1
i+N1+1(u);

r 2 f1; : : : ; Kg; i 2 f0; : : : ; 2K � rg

ergibt sich in Analogie zum Vorgehen beim Schritt 0 mittels der Indextransformation

�ij ,! �i+N1

j+N1

N r
i ,! N r

i+N1

aus (3.4), dass f�ur alle u 2 [uK+N1
; uK+1+N1

]

A1+N1

K+N1
(u) � � �AK+N1

K+N1
(u) =

0BBBBB@
NK
N1
(u)

...

NK
K+N1

(u)

1CCCCCA
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gilt.

Da sich e
��
[uK+N1

;uK+1+N1
]
schreiben l�asst als

e
��
[uK+N1

;uK+1+N1
]
: x(u) =

K+N1X
i=N1

NK
i (u)bi

haben wir somit

e
��
[uK+N1

;uK+1+N1
]
= c1:

Schritt p (p 2 f1; : : : ; Pg)

Allgemein konstruieren wir eine corner cutting-Kurve

cp : x(u); u 2 [uK+Np
; uK+Np+1]

vom Grad K mit den Kontrollpunkten BNp
; : : : ; BK+Np

und betrachten dazu die Funk-

tionen

�ij :

8>><>>:
[uK+Np

; uK+Np+1] ! IR

u 7!

u� uj

uK+Np+j�i+1 � uj

(3.12)

(1 +Np � i � j � K +Np). Es gilt

�ij(u) 2 [0; 1] f�ur alle [uK+Np
; uK+Np+1]

und

_�ij(u) =
1

uK+Np+j�i+1 � uj
> 0 f�ur alle [uK+Np

; uK+Np+1]:

Mit der getro�enen Indizierungsvereinbarung ist die Kurve cp mit den Schnittfunktionen

aus (3.12) eine corner cutting-Kurve gem�a� (2.4) mit der Hauptschnittfunktion

�
K+Np

K+Np
(u) =

u� uK+Np

uK+Np+1 � uK+Np

und einer Darstellung

cp : x(u) =

0BBBBB@
bNp

...

bK+Np

1CCCCCA

T

�

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �
1+Np

1+Np
0 � � � 0

�
1+Np

1+Np

. . . . . .

. . . . . .

...

0
. . . . . .

. . . . . .
0

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �

1+Np

K+Np

0 � � � 0 �
1+Np

K+Np

1CCCCCCCCCCCCCA
� � �

0B@1� �
K+Np

K+Np

�
K+Np

K+Np

1CA
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=
�
bNp

: : : bK+Np

�
A

1+Np

K+Np
(u) � � �A

K+Np

K+Np
(u); u 2 [uK+Np

; uK+Np+1]:

Die Kurve cp k�onnen wir uns aus cp�1 entstanden denken, wenn wir die Kontrollpunkte Bl

(l = Np�1; : : : ; K+Np�1) durch Bl+np und die Knoten um (m = 1+Np�1; : : : ; 2K+Np�1)

durch um+np ersetzen (siehe Abbildung 3.3).

B0; : : : ; BNp�1�1; BNp�1
; : : : ; BNp

; : : : ; BK+Np�1
; : : : ; BK+Np

; BK+Np+1; : : : ; BN

u0; : : : ; uNp�1
; u1+Np�1

; : : : ; u1+Np
; : : : ; u2K+Np�1

; : : : ; u2K+Np
; u2K+Np+1; : : : ; uN+K+1

Abbildung 3.3: Kontrollpunkte und Knoten der Kurve cp�1 (�uberstrichen) und der Kurve

cp (unterstrichen)

Wegen

�ij+1(u) � _�
i+1
j+1(u) =

u� uj+1

uK+Np+j�i+2 � uj+1

�

1

uK+Np+j�i+1 � uj+1

= _�ij+1(u) � �
i+1
j+1(u)

und�
1� �ij(u)

�
� _�i+1

j+1(u) =
uK+Np+j�i+1 � u

uK+Np+j�i+1 � uj
�

1

uK+Np+j�i+1 � uj+1

= _�ij(u)
�
1� �i+1

j+1(u)
�

(1+Np � i � j � K+Np�1) sind die Bedingungen (2.10) und (2.11) an eine gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Kurve erf�ullt.

Wegen

N r
i+Np

=
u� ui+Np

ui+Np+r � ui+Np

N r�1
i+Np

(u) +
ui+Np+r+1 � u

ui+Np+r+1 � ui+Np+1

N r�1
i+Np+1(u)

(r 2 f1; : : : ; Kg; i 2 f0; : : : ; 2K � rg) gilt

N r
i+Np

(u) = �
K+Np�r+1

i+Np
(u)N r�1

i+Np
(u) +

�
1� �

K+Np�r+1

i+Np+1 (u)
�
N r�1
i+Np+1(u):

Damit ist auf dem Intervall [uK+Np
; uK+1+Np

]

A
1+Np

K+Np
(u) � � �A

K+Np

K+Np
(u) =

0BBBBB@
NK
Np
(u)

...

NK
K+Np

(u)

1CCCCCA :
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Da sich e
��
[uK+Np

;uK+1+Np
]
schreiben l�asst als

e
��
[uK+Np

;uK+1+Np
]
: x(u) =

K+NpX
i=Np

NK
i (u)bi

ist damit

e
��
[uK+Np

;uK+1+Np
]
= cp

nachgewiesen.

Insgesamt haben wir also

e =

P[
i=0

ci

und so die B-Spline-Kurve durch P + 1 gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurven segmentiert.

Sei nmax die maximale Vielfachheit eines Knotens. Dann ist bekannt, dass die zugeh�orige

B-Spline-Kurve vom Grad K eine CK�nmax-Kurve ist (siehe zum Beispiel [AUM1], Seite

373).

Betrachten wir die segmentierte Kurve mit den beiden Kurvensegmenten cq und cq+1 f�ur

ein q 2 f0; : : : ; P�1g, so ergibt sich eine B-Spline-Kurve vom GradK mit denK+nq+1+1

Kontrollpunkten

BNq
; : : : ; BNq+1

; : : : ; BK+Nq
; : : : ; BK+Nq+1

und dem Knotenvektor u mit den Knoten

uNq
; u1+Nq

; : : : ; u1+Nq+1
; : : : ; u2K+Nq

; : : : ; u2K+Nq+1
; u2K+Nq+1+1;

wobei uNq
und u2K+Nq+1+1 mit uNq

< u1+Nq
beziehungsweise u2K+Nq+1

< u2K+Nq+1+1

beliebig gew�ahlt seien. Dabei ist uK+Nq+1 = : : : = uK+Nq+1
ein nq+1-facher Knoten und

nach Konstruktion der einzige (mehrfache) Knoten, der im Innern des Parameterintervalls

[uK+Nq
; uK+Nq+1+1] liegt.

Es ist ein bekanntes Ergebnis der B-Spline-Kurventheorie, dass die entstehende Kurve

eine CK�nq+1-Kurve ist. F�ur dieses Ergebnis geben wir nun einen weiteren Beweis, den

wir mittels des corner cutting-Kalk�uls f�uhren werden.

Satz 3.2.3 In einer hinreichend kleinen Umgebung der Nahtstelle

cq(uK+Nq+1) = cq+1(uK+Nq+1
)

ist die durch cq und cq+1 segmentierte Kurve f�ur q = 0; : : : ; P � 1 eine CK�nq+1-Kurve.
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Beweis. Wir betrachten f�ur ein q 2 f0; : : : ; P � 1g die beiden Kurvensegmente

cq : x(u) =
�
bNq

: : : bK+Nq

�
A

1+Nq

K+Nq
(u) � � �A

K+Nq

K+Nq
(u); u 2 [uK+Nq

; uK+Nq+1]

und

cq+1 : y(u) =
�
bNq+1

: : : bK+Nq+1

� bA1+Nq+1

K+Nq+1
(u) � � � bAK+Nq+1

K+Nq+1
(u);

u 2 [uK+Nq+1
; uK+Nq+1+1]:

Die Schnittfunktionen der Ai
K+Nq

(i = 1+Nq; : : : ; K+Nq) sind nach (3.12) gegeben durch

�kl (u) =
u� ul

uK+Nq+l�k+1 � ul
; 1 +Nq � k � l � K +Nq; (3.13)

die der bAi
K+Nq+1

(i = 1 +Nq+1; : : : ; K +Nq+1) durch

b�mn (u) = u� un

uK+Nq+1+n�m+1 � un
; 1 +Nq+1 � m � n � K +Nq+1: (3.14)

Aus (3.13) ergibt sich insbesondere f�ur 1 + Nq � k � l � K + Nq im rechtsseitigen

Randpunkt des Parameterintervalls [uK+Nq
; uK+Nq+1]

�kl (uK+Nq+1) =
uK+Nq+1 � ul

uK+Nq+l�k+1 � ul
; (3.15)

aus (3.14) f�ur 1 +Nq+1 � m � n � K + Nq im linksseitigen Randpunkt des Parameter-

intervalls [uK+Nq+1
; uK+Nq+1+1]

b�mn (uK+Nq+1
) =

uK+Nq+1
� un

uK+Nq+1+n�m+1 � un
: (3.16)

F�ur m = p + nq+1 gilt somit f�ur 1 + Nq+1 � p + nq+1 � n � K + Nq beziehungsweise

gleichbedeutend f�ur 1 +Nq � p � n� nq+1 � K +Nq � nq+1

b�p+nq+1n (uK+Nq+1
) =

uK+Nq+1
� un

uK+Nq+n�p+1 � un
: (3.17)

Damit gilt f�ur alle p; n mit 1 +Nq � p � n� nq+1 � K +Nq � nq+1 aber auch

�pn(uK+Nq+1) = b�p+nq+1n (uK+Nq+1
): (3.18)
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Abbildung 3.4: Die Beziehung der Matrizen Ai

K+Nq
und bA i+nq+1

K+Nq+1
f�ur i 2 f1+Nq; : : : ; K+

Nq � nq+1g und u = uK+Nq+1

�
siehe (3.18)

�
.

Weiter gilt f�ur i = K + Nq � nq+1 + 1; : : : ; K + Nq (man beachte, dass stets i � 1 + Nq

gilt)

�iK+Nq
(uK+Nq+1) =

uK+Nq+1 � uK+Nq

u2K+2Nq�i+1 � uK+Nq

= 1 (3.19)

und f�ur j = K +Nq + 1; : : : ; K +Nq+1

b�jK+Nq+1
(uK+Nq+1

) =
uK+Nq+1

� uK+Nq+1

u2K+2Nq+1�j+1 � uK+Nq+1

= 0; (3.20)

da uK+Nq+1 = : : : = uK+Nq+1
6= uK+Nq+1+1 ein nq+1-facher Knoten ist.

F�ur den C0-�Ubergang zeigen wir

x(uK+Nq+1) = y(uK+Nq+1
):

Es ist

x(uK+Nq+1) = (bNq
: : : bNq+1

: : : bK+Nq
)A

1+Nq

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq

= (z1
Nq+1 : : :z

1
Nq+1+1 : : :z

1
K+Nq

)A
2+Nq

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq
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= : : :

= (z
K�nq+1
K+Nq�nq+1

: : :z
K�nq+1
K+Nq

)A
K+Nq�nq+1+1

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq

(3:19)
= z

K�nq+1
K+Nq

(3.21)

und

y(uK+Nq+1
) = (bNq+1

: : : bK+Nq
: : : bK+Nq+1

) bA1+Nq+1

K+Nq+1
� � � bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:18);(3:21)
= (z1

Nq+1+1 : : :z
1
K+Nq

: : :z1
K+Nq+1

) bA2+Nq+1

K+Nq+1

bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:18)
= : : :

(3:18)
= (z

K�nq+1
K+Nq

: : : z
K�nq+1
K+Nq+1

) bAK+Nq+1

K+Nq+1
� � � bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:20)
= z

K�nq+1
K+Nq

: (3.22)

Sei nun 1 � s � nq+1. Zu zeigen bleibt

ds

dus
x(uK+Nq+1) =

ds

dus
y(uK+Nq+1

):

Es ist nach (2.9) und aufgrund der Tatsache, dass

d

du
�pn(u)

����
u=uK+Nq+1

=
d

du
�̂p+nq+1n (u)

����
u=uK+Nq+1

(3.23)

f�ur 1 +Nq � p � n� nq+1 � K +Nq � nq+1 gilt (siehe (3.13) und (3.14)):

dsx

dus
(uK+Nq+1)

=
N !

(N � s)!
(bNq

: : : bNq+1
: : : bK+Nq

) _A
1+Nq

K+Nq
� � � _A

s+Nq

K+Nq
A
s+1+Nq

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq

=
N !

(N � s)!
(u1

Nq+1 : : :u
1
Nq+1+1 : : :u

1
K+Nq

)

� _A
2+Nq

K+Nq
� � � _A

s+Nq

K+Nq
A
s+1+Nq

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq
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= : : :

=
N !

(N � s)!
(us

Nq+s
: : :us

Nq+1+s
: : :us

K+Nq
)A

s+1+Nq

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq

=
N !

(N � s)!
(u

K�nq+1
K+Nq�nq+1

: : :u
K�nq+1
K+Nq

)A
K+Nq�nq+1+1

K+Nq
� � �A

K+Nq

K+Nq

(3:19)
=

N !

(N � s)!
u
K�nq+1
K+Nq

(3.24)

und

dsy

dus
(uK+Nq+1

)

=
N !

(N � s)!
(bNq+1

: : : bK+Nq
: : : bK+Nq+1

)

�
_bA1+Nq+1

K+Nq+1
� � �

_bAs+Nq+1

K+Nq+1

bAs+1+Nq+1

K+Nq+1
� � � bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:23);(3:24)
=

N !

(N � s)!
(u1

Nq+1+1 : : :u
1
K+Nq

: : :u1
K+Nq+1

)

�
_bA2+Nq+1

K+Nq+1
� � �

_bAs+Nq+1

K+Nq+1

bAs+1+Nq+1

K+Nq+1
� � � bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:23)
= : : :

(3:23)
=

N !

(N � s)!
(us

Nq+1+s
: : :us

K+Nq
: : :us

K+Nq+1
) bAs+1+Nq+1

K+Nq+1
� � � bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:18)
=

N !

(N � s)!
(u

K�nq+1
K+Nq

: : : u
K�nq+1
K+Nq+1

) bAK+Nq+1

K+Nq+1
� � � bAK+Nq+1

K+Nq+1

(3:20)
=

N !

(N � s)!
u
K�nq+1
K+Nq

: (3.25)

(3.24) und (3.25) beweisen damit den CK�nq+1-�Ubergang der Kurven cq und cq+1. 2

Beispiel 3.2.2 Gegeben seien der Knotenvektor u = (0 1 2 3 3 4 5 5 6)T , die Kontroll-
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c

cc

cc cc

cc

cB0

B1

B2 B3

B4

B5

c

Abbildung 3.5: B-Spline-Kurve . . .
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Abbildung 3.6: . . . als Vereinigung von drei gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurven.
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punkte B0; : : : ; B5 2 IE3 und damit die B-Spline-Kurve

c : x(u) =

5X
i=0

biN
2
i (u); u 2 [u2; u6] = [2; 5]

vom Grad 2 (siehe Abbildung 3.5). Dann l�asst sich c mittels der B-Spline-Funktionen

abschnittsweise wie folgt schreiben.

c : x(u) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1
2
(3� u)2b0 +

�
(3� u)(u� 2) + 1

2
(u� 1)(3� u)

�
b1

+(u� 2)2b2; u 2 [2; 3[;

(4� u)2b2 +
�
1
2
(5� u)(u� 3) + (u� 3)(4� u)

�
b3

+1
2
(u� 3)2b4; u 2 [3; 4[;

1
2
(5� u)2b3 +

�
(5� u)(u� 4) + 1

2
(u� 3)(5� u)

�
b4

+(u� 4)2b5; u 2 [4; 5[;

b5; u = 5:

(3.26)

Da wir eine B-Spline-Kurve vom Grad 2 betrachten, deren Knotenvektor neben einfachen

auch doppelte Knoten enth�alt, handelt es sich um eine C0-Kurve.

Nun stellen wir c als Vereinigung von gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Kurven dar, indem wir

das zuvor angegebene Verfahren verwenden.

Wir starten mit

c0 : y(u); u 2 [u2; u3[;

mit n0 = 0, den Kontrollpunkten B0; B1; B2, den Knoten u1; : : : ; u4 und den Schnittfunk-

tionen

�ij(u) =
u� uj

uK+n0+j�i+1 � uj
; 1 + n0 = 1 � i � j � K + n0 = K�

siehe (3.10)
�
. Wir erhalten

�2
2(u) =

u� u2

u3 � u2
= u� 2;

�1
2(u) =

u� u2

u4 � u2
= u� 2;

�1
1(u) =

u� u1

u3 � u1
=

1

2
(u� 1):
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Damit ist c0 gegeben durch

c0 : x(u) = (b0 b1 b2)

0BBBBB@
1� �1

1(u) 0

�1
1(u) 1� �1

2(u)

0 �1
2(u)

1CCCCCA �
0B@ 1� �2

2(u)

�2
2(u)

1CA

=

�
1

2
u2 � 3u+

9

2

�
b0 +

�
�

3

2
u2 + 7u�

15

2

�
b1 (3.27)

+(u2 � 4u+ 4)b2; u 2 [2; 3[:

(3.28)

Es ist 3 = uK+n0+1 = uK+n0+2 ein doppelter Knoten und damit n1 = 2. Damit �nden wir

die Kurve

c1 : x(u); u 2 [uK+N1
; uK+N1+1[= [u4; u5[= [3; 4[;

bestimmt durch die Kontrollpunkte B0+n1 = B2; B1+n1 = B3; B2+n1 = B4, die Knoten

u1+n1 = u3;: : : ; u4+n1 = u6 und die Schnittfunktion

�K+N1

K+N1
(u) = �4

4(u) =
u� u4

u5 � u4
= u� 3:

Es resultiert

�3
4(u) =

u� u4

u6 � u4
=

1

2
(u� 3);

�3
3(u) =

u� u3

u5 � u3
= (u� 3):

Damit ist

c1 : x(u) = (b2 b3 b4)

0BBBBB@
1� �3

3(u) 0

�3
3(u) 1� �3

4(u)

0 �3
4(u)

1CCCCCA �
0B@ 1� �4

4(u)

�4
4(u)

1CA

= (u2 � 8u+ 16)b2 +

�
�

3

2
u2 + 11u�

39

2

�
b3 (3.29)
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+
1

2
(u2 � 6u+ 9)b4; u 2 [3; 4[:

(3.30)

Im n�achsten (und wegen P = 2 letzten) Schritt konstruieren wir unter Beachtung von

n2 = 1

c2 : x(u); u 2 [uK+N2
; uK+N2+1[= [u5; u6[= [4; 5[;

bestimmt durchB0+N2
= B3; B1+N2

= B4; B2+N2
= B5, die Knoten u1+N2

= u4; : : : ; u4+N2
=

u7 und der Schnittfunktion

�K+N2

K+N2
(u) = �5

5(u) =
u� u5

u6 � u5
= u� 4:

Es resultiert

�4
5(u) =

u� u5

u7 � u5
= (u� 4);

�4
4(u) =

u� u4

u6 � u4
=

1

2
(u� 3):

Damit ist

c2 : x(u) = (b3 b4 b5)

0BBBBB@
1� �4

4(u) 0

�4
4(u) 1� �4

5(u)

0 �4
5(u)

1CCCCCA �
0B@ 1� �5

5(u)

�5
5(u)

1CA

=

�
1

2
u2 � 5u+

25

2

�
b3 +

�
�

3

2
u2 + 13u�

55

2

�
b4 (3.31)

+(u2 � 8u+ 16)b5; u 2 [4; 5]:

(3.32)

Ein Vergleich von (3.26) mit (3.28), (3.30) und (3.32) zeigt

c = c0 [ c1 [ c2

(siehe Abbildung 3.6). Der �Ubergang zwischen c0 und c1 ist nach Satz 3.2.3 ein C0-
�Ubergang, der �Ubergang zwischen c1 und c2 ist nach Satz 3.2.3 ein C1-�Ubergang.
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3.3 Corner cutting-Kurven als B-Spline-Kurven

Satz 3.3.1 Eine cc-Kurve c gem�a� (2.4) ist genau dann eine B-Spline-Kurve vom Grad

N , wenn c vom Grad N und gleichf�ormig ber�uhrend ist, sowie f�ur die Parameter ci (i =

1; : : : ; N) und dj (j = 1; : : : ; N) aus Satz 2.4.3

0 < c1 � c2 � : : : � cN�2
� cN�1

� 1 =: cN ;

0 < d1 � d2 � : : : � dN�2
� dN�1

� 1 =: dN

gilt.

Beweis:
"
)\ Nach Satz 3.2.2 ist eine B-Spline-Kurve c vom Grad N eine gleichf�ormig

ber�uhrende corner cutting-Kurve vom Grad N . Zu zeigen bleibt die Monotonieeigenschaft

der Parameterfolge.

F�ur die Hauptschnittfunktion der gleichf�ormig ber�uhrenden corner cutting-Kurve (respek-

tive B-Spline-Kurve) gilt

�NN (u) =
u� uN

uN+1 � uN
;

allgemein sind die Schnittfunktionen von c nach (3.3) gegeben durch

�ij(u) =
u� uj

uN+j�i+1 � uj
(1 � i � j � N):

Somit gilt (vergleiche mit Satz 2.4.3) mit ci =
uN+1�uN

u2N�i+1�uN

�iN(u) =
u� uN

u2N�i+1 � uN
=

uN+1 � uN

u2N�i+1 � uN
� �NN (u) = ci � �NN (u) (1 � i � N)

und wegen

u1 � : : : � u2N

gilt

0 < c1 � c2 � : : : � cN�1
� 1:

Weiter ist mit dj =
uN+1�uN
uN+1�uj

�
j
j(u) =

u� uj

uN+1 � uj
= 1�

uN+1 � uN

uN+1 � uj
�

�
1� �NN (u)

�
= 1� dj �

�
1� �NN (u)

�
(1 � j � N)

und somit auch

0 < d1 � d2 � : : : � dN�1
� 1:
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"
(\ Aus Satz 2.4.5 wissen wir, dass jede gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve eine lineare

cc-Kurve ist.

Sei c gem�a� (2.4) gegeben, �NN sei die lineare Hauptschnittfunktion von c.

Aus (2.10), (2.11) und der Voraussetzung, dass c eine gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve

ist, folgt

�iN(u) = ci�NN (u) mit c
i > 0 (i = 1; : : : ; N � 1)

und

�
j
j(u) := 1� dj

�
1� �NN (u)

�
mit dj > 0 (j = 1; : : : ; N � 1);

allgemein haben wir nach Satz 2.4.2 damit

�ij(u) = 
ij(d
j�NN (u) + 1� dj) mit 
ij =

cN+i�j

dj + (1� dj)cN+i�j
(1 � i � j � N):

Schreiben wir die lineare Hauptschnittfunktion in der Form

�NN (u) =
u� uN

uN+1 � uN

mit eindeutig bestimmten uN ; uN+1 2 IR und uN � a < b � uN+1, so ergibt sich

�iN(u) =
u� uN

u2N�i+1 � uN
mit u2N�i+1 = uN +

uN+1 � uN

ci
(i = 1; : : : ; N � 1)

und

�ii(u) =
u� ui

uN+1 � ui
mit ui = uN+1 +

uN+1 � uN

di
(i = 1; : : : ; N � 1):

Sei nun

0 < c1 � c2 � : : : � cN�2
� cN�1

� cN = 1 (3.33)

und

0 < d1 � d2 � : : : � dN�2
� dN�1

� dN = 1: (3.34)

Dann gilt f�ur i = 1; : : : ; N � 1

ci � ci+1
,

uN+1 � uN

u2N�i+1 � uN
�

uN+1 � uN

u2N�i � uN

uN�uN+1

, u2N�i � u2N�i+1:

Also ist (3.33) gleichbedeutend mit

uN+1 � uN+2 � : : : � u2N�2 � u2N�1 � u2N :
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Analog erh�alt man wegen

di � di+1
,

uN+1 � uN

uN+1 � ui
�

uN+1 � uN

uN+1 � ui+1

uN�uN+1

, ui � ui+1

aus (3.34)

u1 � u2 � : : : � uN�2 � uN�1 � uN :

Damit folgt insgesamt

u1 � u2 � : : : � uN � uN+1 � u2N�1 � u2N :

Nach Abschnitt 3.2.1 gilt mit den obigen Schnittfunktionen0BBBBB@
f0(u)

...

fK(u)

1CCCCCA = A1
K(u) � � �A

K
K(u) �

0BBBBB@
NK

0 (u)

...

NK
K (u)

1CCCCCA :

Damit ist die gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve c vom Grad N eine B-Spline-Kurve zu

denselben Kontrollpunkten und den Knoten u0 := u1; u2; : : : ; u2N�1; u2N =: u2N+1. 2



Kapitel 4

Corner cutting-Fl�achen

Um eine B�ezier-Kurve c : x(u) oder eine B�ezier-Fl�ache � : x(u; v) in einem Punkt der

Kurve beziehungsweise Fl�ache auszuwerten, kann man sich des de Casteljau-Algorithmus

bedienen.

F�ur B�ezier-Kurven sind nach Vorgabe eines Parameters u0 nicht nur der gesuchte Punkt

X(u0), sondern auch alle w�ahrend des Algorithmus auftretenden Zwischenpunkte eindeu-

tig festgelegt.

Dieses Verhalten unterscheidet sich von dem der Fl�achenauswertung. Den gesuchten Fl�a-

chenpunkt X(u0; v0) kann man n�amlich bestimmen, indem man zun�achst eine Parame-

terlinie (v-Linie) x(u = u0; v) oder eine Parameterlinie (u-Linie) x(u; v = v0) betrach-

tet und durch mehrfache Anwendung des Algorithmus von de Casteljau die zugeh�origen

B�ezierpunkte der Parameterlinie bestimmt. Eine weitere Anwendung des de Casteljau-

Algorithmus liefert dann den gesuchten Fl�achenpunkt (siehe zum Beispiel [AUM1], Seite

355� und Seite 480�).

Alternativ l�a�t sich die Auswertung mittels des de Casteljau-Algorithmus abwechselnd in

u- und v-Richtung durchf�uhren (siehe zum Beispiel [HOS], Seite 252).

Insgesamt gibt es bei einer B�ezier-Fl�ache vom Grad (M;N) genau
(M+N)!

M !N !
verschiedene

Vorgehensm�oglichkeiten den gew�unschten Punkt zu bestimmen. Zur Minimierung des Re-

chenaufwandes arbeitet man im Falle M > N zun�achst in u-Richtung, im Falle N � M

zun�achst in v-Richtung (siehe [HOS], Seite 252).

Das abwechselnde Arbeiten in u- und v-Richtung nennt man nach [KAH] das bilineare

Interpolationsschema. Durch die bilineare Interpolation erhalten wir einen anschaulichen

Zugang zu einer m�oglichen Realisierung von corner cutting-Fl�achen, den es im Folgenden

zu pr�azisieren gilt.
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4.1 De�nition

Abgeleitet von den corner cutting-Kurven (siehe De�nition 2.1.1) geben wir f�ur die Fl�achen-

theorie zun�achst die

De�nition 4.1.1 Seien Bmn (m = 0; : : : ;M ; n = 0; : : : ; N) Punkte im euklidischen

Raum IE3. Weiter seien f�ur r � 1 und 1 � k � l �M die Cr-Funktionen

�kl :

8><>:
[a; b] ! IR

u 7! �kl (u)

und f�ur 1 � i � j � N die Cr-Funktionen

�ij :

8><>:
[c; d] ! IR

v 7! �ij(v)

gegeben, die folgende Bedingungen erf�ullen:

8u 2 [a; b] : �kl (u) 2 [0; 1]; (4.1)

8u 2 [a; b] : _�kl (u) > 0; (4.2)

8v 2 [c; d] : �ij(v) 2 [0; 1]; (4.3)

8v 2 [c; d] : ��ij(v) > 0 (4.4)

(zur Schreibweise siehe Kapitel 1).

Weiter seien die (M +2�k;M +1�k)-Matrizen Ak
M = Ak

M(u) f�ur k = 1; : : : ;M de�niert

durch

Ak
M(u) :=

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �kk(u) 0 � � � 0

�kk(u)
. . . . . .

. . . . . .

...

0
. . . . . .

. . . . . .
0

...
. . . . . .

. . . . . .
1� �kM(u)

0 � � � 0 �kM(u)

1CCCCCCCCCCCCCA
(4.5)
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sowie die (N + 2� i; N + 1� i)-Matrizen Bi
N = Bi

N(v) f�ur i = 1; : : : ; N de�niert durch

Bi
N (v) :=

0BBBBBBBBBBBBB@

1� �ii(v) 0 � � � 0

�ii(v)
. . . . . .

. . .. . .

...

0
. . . . . .

. . .. . .
0

...
. . . . . .

. . .. . .
1� �iN (v)

0 � � � 0 �iN(v)

1CCCCCCCCCCCCCA
: (4.6)

Dann hei�t die Cr-Fl�ache

� : x(u; v) = AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(v) � � �B

N
N (v);

(u; v) 2 [a; b]� [c; d]

(4.7)

(zur Schreibweise siehe Kapitel 1) die Eckschnitt-Fl�ache, corner cutting-Fl�ache oder

cc-Fl�ache vom Grad (M;N) mit Schnittfunktionen �kl und �ij und den Kontroll-

punkten Bmn. Sind alle Schnittfunktionen Polynome vom Grad 1, so hei�t � linear.

Die Schnittfunktionen �MM(u) und �NN (v) hei�en Hauptschnittfunktionen.

Lemma 4.1.1 a) Sei f�ur u 2 [a; b[ die (M +1� k;M +2� k)-Matrix Ck
M = Ck

M(u) (k =

1; : : : ;M) gegeben durch

Ck
M :=

0BBBBB@
�kk 0 � � � 0

...
. . .. . .

. . . . . .

...

�Mk � � � �MM 0

1CCCCCA
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mit

�lm(u) := (�1)l+m
lY

n=m

1

1� �kn(u)

l�1Y
n=m

�km(u) (1 � m � l �M):

Dann gilt Ck
MA

k
M = EM+1�k.

b) Sind die Elemente von (m;M + 1 � k � l)-Matrizen M(u);M(u) stetige Funktionen,

so gilt:

Ist u 2 [a; b] und M(u) AT k+l
M (u) � � � AT k

M(u)

=M(u) AT k+l
M (u) � � � AT k

M(u);

so folgt M(u) =M(u):

Beweis: a) O�ensichtlich gilt

Ck
M [m j 1; : : : ; N + 2� k] � Ak

M [1; : : : ; N + 2� k jn] =

8><>:
0 f�ur m < n

1 f�ur m = n

:

Es bleibt der Fall m > n. Hier �nden wir

Ck
M [m j 1; : : : ; N + 2� k] � Ak

M [1; : : : ; N + 2� k jn]

= �k+k�1;n+k�1 � (1� �kn+k�1) + �k+k�1;n+k � �
k
n+k�1

= �

m+k�1Y
l=n+k

1

1� �kl

m+k�2Y
l=n+k

�kl
�
(1� �kn+k�1)

1

1� �kn+k�1

� �kn+k�1 � �kn+k�1

�
= 0

b) F�ur u 2 [a; b[ folgt die Behauptung unmittelbar aus a), f�ur u = b folgt sie aus Stetig-

keitsgr�unden. 2

Wir untersuchen nun, welche Eigenschaften corner cutting-Fl�achen besitzen und wie durch

weitere Forderungen an die Schnittfunktionen zus�atzliche Eigenschaften (Interpolation,

Ber�uhrung etc.) erreicht werden k�onnen.

Zun�achst stellen wir fest, da� die Matrizen Ak
M(u) f�ur k = 1; : : : ;M und u 2 [a; b] sowie

Bi
N(u) f�ur i = 1; : : : ; N und v 2 [c; d] stochastisch sind; das hei�t, die Matrizen besitzen

ausschlie�lich nichtnegative Eintr�age und die Spalteneintr�age summieren sich jeweils zu
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Eins (siehe De�nition 1.0.1).

Da das Produkt stochastischer Matrizen ebenfalls stochastisch ist (siehe zum Beispiel

[LUE], Seite 140), ist mit

AT M
M (u) � � � AT 1

M(u) =:
�
f0(u) : : : fM (u)

�
(4.8)

und

B1
N(v) � � �B

N
N (v) =:

�
g0(v) : : : gN(v)

�T
(4.9)

o�ensichtlich, dass die Beziehungen

MX
m=0

fm(u) = 1; fm(u) � 0 (u 2 [a; b]; m = 0; : : : ;M); (4.10)

NX
n=0

gn(v) = 1; gn(v) � 0 (v 2 [c; d]; n = 0; : : : ; N) (4.11)

gelten. Wegen

� : x(u; v) =
�
f0(u) : : : fM(u)

�
0BBBBB@

b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCA

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA

=

0BBBBB@
PM

m=0 bm0fm(u)

...PM

m=0 bmNfm(u)

1CCCCCA

T 0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA

=

MX
m=0

NX
n=0

fm(u)gn(v)bmn (4.12)

gilt der

Satz 4.1.2 Eine gem�a� (4.7) gegebene cc-Fl�ache � liegt in der Konvexen H�ulle ihrer

Kontrollpunkte.
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Ebenfalls folgt sofort die Aussage �uber aÆne Invarianz
�
vgl. den Beweis zu Satz 2.1.1 b)

�
im

Satz 4.1.3 Das Bild einer cc-Fl�ache unter einer aÆnen Abbildung ist die cc-Fl�ache ist

die cc-Fl�ache gleichen Grades zu den aÆnen Bildern ihrer Kontrollpunkte.

Bemerkung 4.1.1 Analog zu Bemerkung 2.1.1 k�onnen wir (4.7) als Algorithmus au�as-

sen, der aus einer zul�assigen Eingabemenge Ein von (M + 1) � (N + 1) Kontrollpunkten

und
M(M+1)

2
+

N(N+1)

2
Schnittfunktionen gem�a� (4.1) bis (4.4) besteht.

Die Ausgabe Aus besteht analog zur corner cutting-Kurventheorie aus der resultierenden

corner cutting-Fl�ache.

Die Anzahl der Verarbeitungsschritte betr�agt M +N , wobei ein Verarbeitungsschritt aus

einer links- oder rechtsseitigen Matrixmultiplikation sich aus0BBBBB@ A
T j

M � � � A
T 1

M

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N � � �B

i�1
N

1CCCCCABi
N

beziehungsweise

A
T j

M

0BBBBB@ A
T j�1

M � � � AT 1
M

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N � � �B

i
N

1CCCCCA
f�ur ein i 2 f1; : : : ; Ng beziehungsweise j 2 f1; : : : ;Mg ergibt (Matrixprodukt existiert

nat�urlich nur f�ur i > 1 beziehungsweise j > 1).

F�ur die Ausgabe ist die Reihenfolge der Verarbeitungsschritte o�ensichtlich irrelevant.

Wir betrachten den Fall, dass wir zun�achst M linksseitige Matrixmultiplikationen durch-

f�uhren. Aus (4.7) mit (4.8) ergibt sich

� : x(u; v) = AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N (v) � � �B

N
N (v)
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=

0BBBBB@
PM

m=0 bm0fm(u)

...PM

m=0 bmNfm(u)

1CCCCCA

T

B1
N(v) � � �B

N
N (v):

Damit entsteht nachM linksseitigen Schritten des Algorithmus f�ur festes u0 2 [a; b] formal

eine corner cutting-Kurve vom Grad N mit den Kontrollpunkten

MX
m=0

bm0fm(u0); : : : ;

MX
m=0

bmNfm(u0):

Analog ergibt sich eine corner cutting-Kurve vom Grad M mit Kontrollpunkten

NX
n=0

b0ngn(v0); : : : ;

NX
n=0

bMngn(v0);

v0 2 [c; d] fest; man beachte dabei

AT M
M (u) � � � AT 1

M (u)

0BBBBB@
PN

n=0 b0ngn(v0)

...PN

n=0 bMngn(v0)

1CCCCCA =

 
NX
n=0

b0ngn(v0) : : :

NX
n=0

bMngn(v0)

!
A1
M(u) � � �AM

M(u):

Bemerkung 4.1.2 Es gilt

f0(u) =

MY
p=1

�
1� �pp(u)

�
; (4.13)

fM(u) =

MY
p=1

�
p

M(u); (4.14)
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g0(v) =

NY
q=1

�
1� �qq (v)

�
; (4.15)

gN(v) =

NY
q=1

�
q

N (v); (4.16)

sowie

f1(u) =

MX
p=1

�
1� �1

2(u)
�
� � �

�
1� �p�1

p (u)
�| {z }

leer f�ur p=1

�pp(u)

�

�
1� �

p+1
p+1(u)

�
� � �

�
1� �MM(u)

�| {z }
leer f�ur p=M

; (4.17)

g1(v) =

NX
q=1

�
1� �1

2(v)
�
� � �

�
1� �q�1

q (v)
�| {z }

leer f�ur q=1

�qq(v)

�

�
1� �

q+1
q+1(v)

�
� � �

�
1� �NN (v)

�| {z }
leer f�ur q=N

: (4.18)

Beispiel 4.1.1 Wir betrachten als Beispiel die corner cutting-Fl�ache

� : x(u; v) = AT 3
3 (u) � � � A

T 1
3 (u)

0BBBBB@
b00 � � � b04

...
...

b30 � � � b34

1CCCCCAB1
4(v) � � �B

4
4(v); (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]

(4.19)

vom Grad (M;N) = (3; 4) mit den Schnittfunktionen

�1
1(u) = �2

2(u) = �3
3(u) =

1
2
u; �1

2(u) = �2
3(u) =

1
3
u; �1

3(u) =
1
4
u;

�1
1(v) = �1

2(v) = �1
4(v) = �2

2(v) = �3
3(v) = �4

4(v) =
1
2
v;

�1
3(v) = �3

4(v) =
1
3
v; �2

3(v) =
3
4
v; �2

4(v) =
1
4
v
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und den Kontrollpunkten

b00 =

0@ 0

6

0

1A ; b01 =

0@ 2

6

0

1A ; b02 =

0@ 4

6

0

1A ; b03 =

0@ 6

6

0

1A ; b04 =

0@ 8

6

0

1A ;

b10 =

0@ 0

4

0

1A ; b11 =

0@ 2

4

2

1A ; b12 =

0@ 4

4

4

1A ; b13 =

0@ 6

4

2

1A ; b14 =

0@ 8

5

0

1A ;

b20 =

0@ 0

2

0

1A ; b21 =

0@ 2

2

2

1A ; b22 =

0@ 4

2

4

1A ; b23 =

0@ 6

2

2

1A ; b24 =

0@ 8

2

0

1A ;

b30 =

0@ 0

0

0

1A ; b31 =

0@ 2

0

0

1A ; b32 =

0@ 4

0

0

1A ; b33 =

0@ 6

0

0

1A ; b34 =

0@ 8

0

0

1A
(siehe Abbildung 4.1 und zur Verdeutlichung die Abbildung 4.2, insbesondere beachte

man, dass die Fl�ache aufgrund der Wahl der Schnittfunktionen nicht eckinterpolierend

(siehe Abschnitt 4.2) ist).
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Abbildung 4.1: cc-Fl�ache mit Kontrollpunktnetz.
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c
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c

c
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c

c
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c

c
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Abbildung 4.2: cc-Fl�ache mit nach oben verschobenem Kontrollpunktnetz.

In den Abbildungen 4.3 bis 4.6 sind jeweils die Kontrollpunktnetze der Schritte des Algo-

rithmus dargestellt, die zur Berechnung des Punktes X = X(1
2
; 3
4
) f�uhren. Das jeweilige

Kontrollpunktnetz ist fett gedruckt, das des vorangegangenen Schrittes nicht fett.

Begonnen wurde hier mit einem rechtsseitigen Verarbeitungsschritt; anschlie�end wur-

den Schritte ausgef�uhrt, die aus je einer links- und rechtsseitigen Matrixmultiplikation

bestehen.



KAPITEL 4. CORNER CUTTING-FL�ACHEN 71
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Abbildung 4.3: Kontrollpunktnetz im 1. Schritt: ((bij)) �B
4
4 .

c
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c

c
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c

c
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c
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s

s
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s
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c
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c

c
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Abbildung 4.4: Kontrollpunktnetz im 2. Schritt: AT 3
3 � ( ((bij))B

4
4) �B

3
4 .
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c
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c

c

cc

c

c

cc

c

c

cc

c

c

cc

c

c

cc

c

c
c

c

c

s

s

s

s

Abbildung 4.5: Kontrollpunktnetz im 3. Schritt: AT 2
3 �
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4.2 Eckinterpolierende corner cutting-Fl�achen

Es ist bekannt, dass die Kontrollpunkte B00; BM0; B0N und BMN einer B�ezier-Fl�ache vom

Grad (M;N) Punkte der Fl�ache sind (siehe Kapitel 5 oder [AUM1], Seite 479).

F�ur eine B-Spline-Fl�ache vom Grad (L;K) mit den Kontrollpunkten Dmn (m = 0; : : : ;M ;

n = 0; : : : ; N) sind die Eckpunkte des Kontrollnetzes Fl�achenpunkte, wenn beispielsweise

f�ur die Knoten der Knotenvektoren u = (u0 : : : uM+L+1)
T und v = (v0 : : : vN+K+1)

T

die Beziehungen

u1 = : : : = uL; uM+1 = : : : = uM+L;

v1 = : : : = vK ; vN+1 = : : : = vN+K

gelten (siehe Kapitel 5 oder [AUM1], Seite 377f und Seite 502). F�ur corner cutting-Kurven

wird die Frage, wann die Anfangs- und Endpunkte mit den zugeh�origen Kontrollpunkten

zusammenfallen, im Satz 2.2.1 beantwortet. Im Folgenden leiten wir die entsprechenden

Ergebnisse f�ur corner cutting-Fl�achen her.

F�ur diese Untersuchung gehen wir von einer allgemeinen, durch (4.7) gegebenen corner

cutting-Fl�ache aus. Dann gilt (siehe Abbildung 4.7)�
8B00; : : : ; BM0; : : : ; B0N ; : : : ; BMN : B00 = X(a; c)

�
(4:12)
() f0(a)g0(c) = 1

(4:10);(4:11)
() f0(a) = 1 ^ g0(c) = 1

(4:13);(4:15)
()

�
1� �1

1(a)
�
� � �

�
1� �MM (a)

�
= 1;

�
1� �1

1(c)
�
� � �

�
1� �NN (c)

�
= 1

() �1
1(a) = : : : = �MM(a) = 0; �1

1(c) = : : : = �NN (c) = 0; (4.20)

�
8B00; : : : ; BM0; : : : ; B0N ; : : : ; BMN : BM0 = X(b; c)

�
(4:12)
() fM (b)g0(c) = 1

(4:10);(4:11)
() fM(b) = 1 ^ g0(c) = 1

(4:14);(4:15)
() �1

M(b) � � ��MM(b) = 1;
�
1� �1

1(c)
�
� � �

�
1� �NN (c)

�
= 1
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() �1
M(b) = : : : = �MM (b) = 1; �1

1(c) = : : : = �NN (c) = 0; (4.21)

�
8B00; : : : ; BM0; : : : ; B0N ; : : : ; BMN : B0N = X(a; d)

�
(4:12)
() f0(a)gN (d) = 1

(4:10);(4:11)
() f0(a) = 1 ^ gN(d) = 1

(4:13);(4:16)
()

�
1� �1

1(a)
�
� � �

�
1� �MM (a)

�
= 1; �1

N(d) � � ��
N
N (d) = 1

() �1
1(a) = : : : = �MM (a) = 0; �1

N(d) = : : : = �NN (d) = 1; (4.22)

�
8B00; : : : ; BM0; : : : ; B0N ; : : : ; BMN : BMN = X(b; d)

�
(4:12)
() fM(b)gN(d) = 1

(4:10);(4:11)
() fM(b) = 1 ^ gN(d) = 1

(4:14);(4:16)
() �1

M(b) = : : : = �MM(b) = 1; �1
N(d) = : : : = �NN (d) = 1: (4.23)

De�nition 4.2.1 Eine corner cutting-Fl�ache � : x(u; v); (u; v) 2 [a; b] � [c; d] hei�t

eckpunktinterpolierend oder kurz eckinterpolierend, wenn f�ur beliebige Wahl der

Kontrollpunkte Bmn (m = 0; : : : ;M ;n = 0; : : : ; N) gilt:

B00 = X(a; c); B0N = X(a; d); BM0 = X(b; c); BMN = X(b; d):

Wie man an den Schnittfunktionen erkennt, ob eine corner cutting-Fl�ache eckinterpolie-

rend ist, l�asst sich also mittels obiger Beziehungen (4.20) bis (4.23) �uberpr�ufen (siehe

Abbildung 4.7).

Beispiel 4.2.1 Sei � : x(u; v); (u; v) 2 [0; 1] � [0; 1] eine lineare corner cutting-Fl�ache

vom Grad (M;N) mit

�kl (u) = 
kl u+ Ækl ; 1 � k � l � M;
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j�1
1j j�1

1

�1
2 j�2

2j j�2
2 �1

2

...
...

. . . . .
. ...

...

�1
M�1 �2

M�1 � � � j�
M�1
M�1j j�N�1

N�1 � � � �
2
N�1 �1

N�1

�1
M �2

M � � � �M�1
M j�MM j j�NN j �

N�1
N j � � � �2

N j �1
N j

j� : Bedingung an Schnittfunktion f�ur X(a; c) = B00;

�: Bedingung an Schnittfunktion f�ur X(b; c) = BM0;

�j: Bedingung an Schnittfunktion f�ur X(a; d) = B0N ;

�: Bedingung an Schnittfunktion f�ur X(b; d) = BMN :

Abbildung 4.7: Bedingungen an Schnittfunktionen eckinterpolierender corner cutting-

Fl�achen

�ij(v) = �ij v + �ij; 1 � i � j � N:

Dann ist � eckinterpolierend, wenn

Æ11 = : : : = ÆMM = 0; 
1M + Æ1M = : : : = 
MM + ÆMM = 1;

�11 = : : : = �NN = 0; �1
N + �1N = : : : = �NN + �NN = 1:

Insbesondere ergeben sich in diesem Beispiel die Hauptschnittfunktionen zu �MM(u) = u

und �NN (v) = v.

Die Frage, wie die Tangentialebene einer eckinterpolierenden cc-Fl�ache � gem�a� (4.7) in ei-

nem Eckpunkt Bmn; m 2 f0;Mg; n 2 f0; Ng mit den Kontrollpunkten zusammenh�angt,

kl�art exemplarisch f�ur den Punkt B00 der folgende

Satz 4.2.1 Es sei � eine eckinterpolierende corner cutting-Fl�ache gem�a� (4.7). Dann sind

folgende Aussagen �aquivalent.

a) Es gilt

�1
2(a) = �2

3(a) = : : : = �M�1
M (a) = 0; �1

2(c) = �2
3(c) = : : : = �N�1

N (c) = 0:
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b) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

AT M�1
M (a) � � � AT 1

M(a)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(c) � � �B

N�1
N (c) =

�
b00 b01
b10 b11

�
:

c) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

@x

@u
(a; c) k (b10 � b00)

und
@x

@v
(a; c) k (b01 � b00):

d) F�ur beliebige Kontrollpunkte enth�alt die Tangentialebene T�(B00) von � im Punkt

B00 die Punkte B01 und B10.

e) F�ur beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene T�(B00) von � im Punkt

B00 durch die Vektoren b10 � b00 und b01 � b00 aufgespannt.

Beweis:
"
a)) b)\

Nach (4.20) bis (4.23) und der Voraussetzung gilt

Ak
M(a) =

0BBBB@
1 0 � � � � �

0 1
...

...

0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 � � � � �

1CCCCA ; k = 1; : : : ;M � 1

und

Bi
N (c) =

0BBBB@
1 0 � � � � �

0 1
...

...

0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 � � � � �

1CCCCA ; i = 1; : : : ; N � 1:

Damit folgt

AT M�1
M (a) � � � AT 1

M(a)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(c) � � �B

N�1
N (c) =

�
b00 b01
b10 b11

�
:
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"
b)) a)\

Es ist

AT M�1
M (a) � � � AT 1

M(a)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N (c) � � �B

N�1
N (c)

= AT M�1
M (a) � � � AT 1

M(a)

0BBBBBBBB@

b00
�
1� �1

2(c)
�
� � �

�
1� �N�1

N (c)
�
b01 +

PN

n=2 �0nb0n

b10
�
1� �1

2(c)
�
� � �

�
1� �N�1

N (c)
�
b11 +

PN

n=2 �1nb1n

...
...

bM0

�
1� �1

2(c)
�
� � �

�
1� �N�1

N (c)
�
bM1 +

PN

n=2 �MnbMn

1CCCCCCCCA

=

0@ b00 c01b01 +
PN

n=2
e�0nb0n

c10b10 +
PM

m=2
e�m0bm0 c11b11 +

PM;N
m;n=1

m�n6=1

e�mnbmn

1A
�
siehe (4.20) bis (4.23)

�
mit �mn; e�mn 2 IR und

c01 =
�
1� �1

2(c)
�
� � �

�
1� �N�1

N (c)
�

c10 =
�
1� �1

2(a)
�
� � �

�
1� �M�1

M (a)
�

c11 =
�
1� �1

2(a)
�
� � �

�
1� �M�1

M (a)
��
1� �1

2(c)
�
� � �

�
1� �N�1

N (c)
�

= c01 � c10:

Nach Voraussetzung gilt somit

�1
2(a) = : : : = �M�1

M (a) = �1
2(c) = : : : = �N�1

N (c) = 0:

"
a)) c)\

Wir berechnen die partiellen Ableitungen von � im Punkt X(a; c). Es ist

@x

@u
(a; c)
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=

MX
k=1

AT M
M (a) � � � AT k+1

M (a) _AT k
M(a) AT k�1

M (a) � � � AT 1
M(a) �

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCA
�B1

N(c) � � �B
N
N (c):

Nun ist nach Voraussetzung f�ur l = 1; : : : ;M � 1

AT l
M(a) =

0BBBB@
1 0 0 : : : 0

0 1 0 : : : 0

� : : : : : : : : : �
...

...

� : : : : : : : : : �

1CCCCA _AT l
M(a) =

0BBBBBBB@

� _�ll(a) _�ll(a) 0 � � � 0

0 � _�ll+1(a) � � � � �

0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 � � � � �

1CCCCCCCA
:

Daraus folgt

@x

@u
(a; c) =

MX
k=1

_�kk(a)

0BB@
b10 � b00
�

...

�

1CCA
T

�B1
N (c) � � �B

N
N (c)| {z }

= (1; 0; : : : ; 0| {z }
#N

)T

=

MX
k=1

_�kk(a) � (b10 � b00) k (b10 � b00):

Analog zeigt man
@x

@v
(a; c) k (b01 � b00):

"
c)) a)\ Wir schreiben x(a; c) als

x(a; c) =

MX
m=0

NX
n=0

fm(a)gn(c)bmn

�
vergleiche (4.12)

�
. Damit schreiben sich die partiellen Ableitungen von x(u; v) an der

Stelle (u; v) = (a; c) als

@x

@u
(a; c) =

MX
m=0

NX
n=0

_fm(a)gn(c)bmn
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= g0(c)
�
_f1(a)b10 + _f0(a)b00

�
+

1X
m=0

NX
n=1

_fm(a)gn(c)bmn +

MX
m=2

NX
n=0

_fm(a)gn(c)bmn:

(4.24)

Da � eine eckinterpolierende corner cutting-Fl�ache ist, gilt nach (4.20) und (4.15)

g0(c) =

NY
i=1

�
1� �ii(c)| {z }

=0

�
= 1;

also wegen (4.11) g1(c) = : : : = gN(c) = 0. (4.24) vereinfacht sich daher zu

@x

@u
(a; c) = _f1(a)b10 + _f0(a)b00 +

MX
m=2

_fm(a)bm0:

Nach Voraussetzung gilt

_f1(a) = � _f0(a):

Aus (4.20) und (4.13) folgt weiter

� _f0(a) =

MX
k=1

_�kk(a):

Andererseits berechnet sich _f1(a) wegen (4.17) zu

_f1(a) =

 
MX
k=1

�

�
1� �1

2(u)
��
1� �2

3(u)
�
� � �

�
1� �k�1

k (u)
�
�kk(u)

�

�
1� �k+1

k+1(u)
��
1� �k+2

k+2(u)
�
� � �

�
1� �MM (u)

�!_

������
u=a

=

MX
k=1

�
1� �1

2(a)
�
� � �

�
1� �k�1

k (a)
�| {z }

leer f�ur k = 1

_�kk(a)
�
1� �k+1

k+1(a)
�
� � �

�
1� �MM(a)

�| {z }
= 1 nach Vor., leer f�ur k =M

=

MX
k=1

�
1� �1

2(a)
�
� � �

�
1� �k�1

k (a)
�| {z }

leer f�ur k = 1

_�kk(a):
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Daraus folgt aber wegen
�
1� �i�1

i (a)
�
2 [0; 1] (i = 2; : : : ; k) und _�kk(a) > 0

_f1(a) =

MX
k=1

_�kk(a) () �1
2(a) = : : : = �M�1

M (a) = 0;

womit das Behauptete bewiesen ist. Analog zeigt man

�1
2(c) = : : : = �N�1

N (c) = 0:

"
c)) d)\ Klar.

"
d)) c)\ Es ist

_x(a; c) = _f1(a)b10 + _f0(a)b00 +

MX
m=2

_fM(a)bm0;

�x(a; c) = �g1(c)b01 + �g0(c)b00 +

NX
n=2

�gN(x)b0n:

Damit ist eine Parameterdarstellung der Tangentialebene T�(B00) gegeben durch

T�(B00) : y(�; �) = b00 + �

MX
m=0

_fM(a)bm0 + �

NX
n=0

�gN(x)b0n; �; � 2 IR

(nichtentarteter Fall sei vorausgesetzt). Da nach Voraussetzung B10 2 T�(B00) gilt, gibt

es �; � 2 IR mit

� _f1(a) = 1;

1 + � _f0(a) = 0;

� = 0;

� _f2(a) = � _f3(a) = : : : = � _fM(a) = 0;

was man durch KoeÆzientenvergleich erh�alt. Daraus folgt

� =
1

_f1(a)
6= 0; _f0(a) = � _f1(a); _f2(a) = _f3(a) = : : : = _fM(a) = 0

und somit
@x

@u
(a; c) k (b10 � b00):
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Analog zeigt man
@x

@v
(a; c) k (b01 � b00):

"
d), e)\ Klar.

Somit gilt der erste Teil der Behauptung. Der zweite Teil wird analog bewiesen. 2

Bemerkung 4.2.1 Analog ergeben sich die Aussagen f�ur die anderen Eckpunkte einer

eckinterpolierenden corner cutting-Fl�ache � gem�a� (4.7), die wir im Folgenden ohne Be-

weis au
isten:

BM0: Es sind folgende Aussagen �aquivalent.

a) Es gilt

�1
M�1(b) = �2

M�1(b) = : : : = �M�1
M�1(b) = 1; �1

2(c) = �2
3(c) = : : : = �N�1

N (c) = 0:

b) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

AT M�1
M (b) � � � AT 1

M(b)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N (c) � � �B

N�1
N (c) =

�
bM�1;0 bM�1;1

bM0 bM1

�
:

c) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

@x

@u
(b; c) k (bM�1;0 � bM0)

und
@x

@v
(b; c) k (bM1 � bM0):

d) F�ur beliebige Kontrollpunkte enth�alt die Tangentialebene T�(BM0) von � im Punkt

BM0 die Punkte BM�1;0 und BM1.

e) F�ur beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene T�(BM0) von � im Punkt

BM0 durch die Vektoren (bM�1;0 � bM0) und (bM1 � bM0) aufgespannt.

B0N : Es sind folgende Aussagen �aquivalent.
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a) Es gilt

�1
2(a) = �2

3(a) = : : : = �M�1
M (a) = 0; �1

N�1(d) = �2
N�1(d) = : : : = �N�1

N�1(d) = 1:

b) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

AT M�1
M (a) � � � AT 1

M(a)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(d) � � �B

N�1
N (d) =

�
b0;N�1 b0N
b1;N�1 b1N

�
:

c) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

@x

@u
(a; d) k (b1N � b0N)

und
@x

@v
(a; d) k (b0;N�1 � b0N ):

d) F�ur beliebige Kontrollpunkte enth�alt die Tangentialebene T�(B0N ) von � im Punkt

B0N die Punkte B0;N�1 und B1N .

e) F�ur beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene T�(B0N) von � im Punkt

B0N durch die Vektoren (b1N � b0N ) und (b0;N�1 � b0N ) aufgespannt.

BMN : Es sind folgende Aussagen �aquivalent.

a) Es gilt

�1
M�1(b) = �2

M�1(b) = : : : = �M�1
M�1(b) = 1; �1

N�1(d) = �2
N�1(d) = : : : = �N�1

N�1(d) = 1:

b) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

AT M�1
M (b) � � � AT 1

M(b)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(d) � � �B

N�1
N (d) =

�
bM�1;N�1 bM�1;N

bM;N�1 bMN

�
:
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c) F�ur beliebige Kontrollpunkte gilt

@x

@u
(b; d) k (bM�1;N � bMN)

und
@x

@v
(b; d) k (bM;N�1 � bMN):

d) F�ur beliebige Kontrollpunkte enth�alt die Tangentialebene T�(BMN) von � im Punkt

BMN die Punkte BM�1;N und BM;N�1.

e) F�ur beliebige Kontrollpunkte wird die Tangentialebene T�(BMN ) von � im Punkt

BMN durch die Vektoren (bM�1;N � bMN) und (bM;N�1 � bMN) aufgespannt.

De�nition 4.2.2 Eine eckinterpolierende corner cutting-Fl�ache �, die eine der Bedin-

gungen des Satzes 4.2.1 erf�ullt, hei�t grenztangential bez�uglich B00.

Eine eckinterpolierende corner cutting-Fl�ache �, die grenztangential bez�uglich aller vier

Eckpunkte B00, BM0; B0N und BMN ist, hei�t grenztangential (bez�uglich der Eck-

Kontrollpunkte).

Beispiel 4.2.2 Die corner cutting-Fl�ache � aus Beispiel 4.2.1 ist zus�atzlich grenztangen-

tial, wenn die Gleichungen

Æ12 = : : : = ÆM�1
M = 0; �12 = : : : = �N�1

N = 0;


1M�1 + Æ1M�1 = : : : = 
M�1
M�1 + ÆM�1

M�1 = 1; �1
N�1 + �1N�1 = : : : = �N�1

N�1 + �N�1
N�1 = 1:

erf�ullt sind.

Bemerkung 4.2.2 Damit eine corner cutting-Kurve c vom Grad N grenztangential sein

kann, m�ussen insgesamt 2(2N � 1) Bedingungen erf�ullt sein (vergleiche Abschnitt 2.2).

Damit eine corner cutting-Fl�ache � vom Grad (M;N) grenztangential ist, sind an die

Schnittfunktionen von � insgesamt 4(M +N � 1) Bedingungen zu stellen.
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Bemerkung 4.2.3 Analog zu interpolierenden, grenztangentialen corner cutting-Kurven

sieht man, dass nur f�ur eine eckinterpolierende, grenztangentiale corner cutting-Fl�ache

vom Grad (M,N) mit max(M;N) � 5 Schnittfunktionen auftreten, an die au�er den

Bedingungen (4.1) bis (4.4) keine weiteren Bedingungen zu stellen sind.

Beispiel 4.2.3 F�ur eine eckinterpolierende, grenztangentiale corner cutting-Fl�ache �

vom Grad (M;N) = (5; 5) sind die Schnittfunktionen �1
3(u) und �1

3(v) mit den Ein-

schr�ankungen (4.1) bis (4.4) frei w�ahlbar.

Eine solche corner cutting-Fl�ache wollen wir nun betrachten. Dabei wollen wir speziell

zeigen, wie sich unter Beibehaltung der eckinterpolierenden und grenztangentialen Eigen-

schaften der Ein
uss derjenigen Schnittfunktionen eine Rolle spielt, an die a priori keine

zus�atzlichen Forderungen gestellt werden m�ussen, in diesem Fall also der Ein
uss der

Schnittfunktionen �1
3 sowie �

1
3 .

Wir betrachten das folgende Kontrollpunktnetz (vergleiche Abbildung 4.8):

b00 =

0@ 0

0

0

1A ; b01 =

0@ 0

1

0

1A ; b02 =

0@ 0

2

0

1A ; b03 =

0@ 0

3

0

1A ; b04 =

0@ 0

4

0

1A ; b05 =

0@ 0

5

0

1A ;

b10 =

0@ 1

0

0

1A ; b11 =

0@ 1

1

1

1A ; b12 =

0@ 1

2

1

1A ; b13 =

0@ 1

3

1

1A ; b14 =

0@ 1

4

1

1A ; b15 =

0@ 1

5

0

1A ;

b20 =

0@ 2

0

0

1A ; b21 =

0@ 2

1

1

1A ; b22 =

0@ 2

2

�3

1A ; b23 =

0@ 2

3

�3

1A ; b24 =

0@ 2

4

1

1A ; b25 =

0@ 2

5

0

1A ;

b30 =

0@ 3

0

0

1A ; b31 =

0@ 3

1

1

1A ; b32 =

0@ 3

2

3

1A ; b33 =

0@ 3

3

3

1A ; b34 =

0@ 3

4

1

1A ; b35 =

0@ 3

5

0

1A ;
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b40 =

0@ 4

0

0

1A ; b41 =

0@ 4

1

1

1A ; b42 =

0@ 4

2

1

1A ; b43 =

0@ 4

3

1

1A ; b44 =

0@ 4

4

1

1A ; b54 =

0@ 4

5

0

1A ;

b50 =

0@ 5

0

0

1A ; b51 =

0@ 5

1

0

1A ; b52 =

0@ 5

2

0

1A ; b53 =

0@ 5

3

0

1A ; b54 =

0@ 5

4

0

1A ; b55 =

0@ 5

5

0

1A :

–3

–2

–1

1

2

3

Abbildung 4.8: Kontrollpunktnetz der in Beispiel 4.2.3 behandelten Fl�achen

Nun betrachten wir die Fl�achen

� : x(u; v) = AT 5
5 (u) � � � A

T 1
5 (u)

0BBBBB@
b00 � � � b05

...
...

b50 � � � b55

1CCCCCAB1
5(v) � � �B

5
5(v); (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]
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mit den Schnittfunktionen

�kl =

8><>:
u f�ur 1 � k � l � 5; (k; l) 6= (1; 3)

1
100

u+ 9
10

f�ur (k; l) = (1; 3)

und

�ij =

8><>:
v f�ur 1 � i � j � 5; (i; j) 6= (1; 3)

1
100

v + 9
10

f�ur (i; j) = (1; 3)

(siehe Abbildung 4.9) sowie

Abbildung 4.9: Corner cutting-Fl�ache � aus Beispiel 4.2.3

�̂ : x̂(u; v) = ÂT 5
5 (u) � � � Â

T 1
5 (u)

0BBBBB@
b00 � � � b05

...
...

b50 � � � b55

1CCCCCA B̂1
5(v) � � � B̂

5
5(v); (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1];
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deren Schnittfunktionen durch

�̂kl =

8><>:
u f�ur 1 � k � l � 5; (k; l) 6= (1; 3)

1
100

u f�ur (k; l) = (1; 3)

und

�̂ij =

8><>:
v f�ur 1 � i � j � 5; (i; j) 6= (1; 3)

1
100

v f�ur (i; j) = (1; 3)

bestimmt seien (siehe Abbildung 4.10).

Abbildung 4.10: Corner cutting-Fl�ache �̂ aus Beispiel 4.2.3
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F�ur � beziehungsweise �̂ ergeben sich damit die Bindefunktionen zu

0BBBBB@
f0(u)

...

f5(u)

1CCCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� u)5

5u(1� u)4

43
5
u2 � 1313

50
u3 + 1218

25
u4 � 4 3

50
u5

+52
5
u2 � 637

50
u3 � 218

25
u4 + 4 3

50
u5

5u4(1� u)

u5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

0BBBBB@
g0(v)

...

g5(v)

1CCCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� v)5

5v(1� v)4

43
5
v2 � 1313

50
v3 + 1218

25
v4 � 4 3

50
v5

+52
5
v2 � 637

50
v3 � 218

25
v4 + 4 3

50
v5

5v4(1� v)

v5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
beziehungsweise

0BBBBB@
f̂0(u)

...

f̂5(u)

1CCCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� u)5

5u(1� u)4

10u2 � 24 3
50
u3 + 18 3

25
u4 � 4 3

50
u5

�4 3
50
u3 +�4 3

50
u5

5u4(1� u)

u5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA

;
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0BBBBB@
ĝ0(v)

...

ĝ5(v)

1CCCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� v)5

5v(1� v)4

10v2 � 24 3
50
v3 + 18 3

25
v4 � 4 3

50
v5

�4 3
50
v3 +�4 3

50
v5

5v4(1� v)

v5

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
(siehe Abbildungen 4.11 und 4.12).

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

v

0.2 0.4 0.6 0.8 1
u

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

v

0.2 0.4 0.6 0.8 1
u

Abbildung 4.11: Bindefunktionen f2(= g2) (links) und f3(= g3) (rechts) auf dem Intervall

[0; 1]

Wie sich die Wahl dieser Schnittfunktionen auf die Fl�ache auswirkt, erkennt man an

Abbildung 4.13, in der die Fl�achen � und �̂ samt Kontrollnetz dargestellt sind. Zur

Verdeutlichung ist die x1x2-Ebene projizierend.
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

v

0.2 0.4 0.6 0.8 1
u

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

v

0.2 0.4 0.6 0.8 1
u

Abbildung 4.12: Bindefunktionen f̂2(= ĝ2) (links) und f̂3(= ĝ3) (rechts) auf dem Intervall

[0; 1]

Abbildung 4.13: Fl�achen � (rot), �̂ (schwarz) samt Kontrollnetz aus Beispiel 4.2.3



Kapitel 5

Ber�uhrende corner cutting-Fl�achen

5.1 Vollst�andig ber�uhrende corner cutting-Fl�achen

�Ahnliche �Uberlegungen, die zur De�nition der Basiskurve (siehe De�nition 2.3.1) gef�uhrt

haben, werden wir f�ur corner cutting-Fl�achen anstellen und so zum Begri� der Basis
�ache

gelangen.

De�nition 5.1.1 Sei � eine corner cutting-Fl�ache gem�a� (4.7) vom Grad (M;N).

Mit den reellen (M + 1; N + 1)-Matrizen

emn = (("ij)) i=0;:::;M;

j=0;:::;N

; 0 � m �M ; 0 � n � N

mit

"ij =

8><>:
1 f�ur (i; j) = (m;n) (m = 0; : : : ;M ;n = 0; : : : ; N)

0 sonst

de�nieren wir die Fl�ache

�B : AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

N
N (v); (u; v) 2 [a; b]� [c; d]:

�B hei�t Basis
�ache der corner cutting-Fl�ache �.
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Bemerkung 5.1.1 Identi�zieren wir (M + 1; N + 1)-Matrizen mit Vektoren im

IE(M+1)�(N+1), so k�onnen wir �B als eine Fl�ache im euklidischen Raum IE(M+1)�(N+1) inter-

pretieren. Im Folgenden setzen wir diese Identi�zierung voraus, wo sie aus sprachlichen

oder logischen Gr�unden von N�oten ist.

Ist in diesem euklidischen Raum IE(M+1)�(N+1) ein beliebiges Koordinatensystem mit dem

Ursprung O gegeben und sind Q0
ij (i = 0; : : : ;M ; j = 0; : : : ; N) die Einheitspunkte auf

den (M + 1) � (N + 1) Koordinatenachsen, so gibt es zu diesen Punkten in allgemeiner

Lage und den (M + 1) � (N + 1) Kontrollpunkten Bij (i = 0; : : : ;M ; j = 0; : : : ; N) genau

eine aÆne Abbildung � : IE(M+1)�(N+1)
! IE3 mit �(O) = O und �(Q0

ij) = Bij (i =

0; : : : ;M ; j = 0; : : : ; N). F�ur diese Abbildung gilt dann �(�B) = �.

In weiterer Analogie zu cc-Kurven betrachten wir die Eintr�age der (M +1�k;N +1� i)-

Matrix

AT k
M(u) � � � AT 1

M(u)| {z }
leer f�ur k = 0

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

i
N (v)| {z }

leer f�ur i = 0

=:

0@ qkiki(u; v) � � � qkikN(u; v)
...

...

qkiMi(u; v) � � � qkiMN(u; v)

1A (5.1)

und interpretieren die Eintr�age als Fl�achen

�ki
lj : qkilj (u; v); (u; v) 2 [a; b]� [c; d] (0 � k � l �M ; 0 � i � j � N)

im Raum IE(M+1)�(N+1).

Dabei gilt0@ q
k;i�1
k;i�1(u; v) � � � q

k;i�1
kN (u; v)

...
...

q
k;i�1
M;i�1(u; v) � � � q

k;i�1
MN (u; v)

1A = AT k
M(u)

0@q
k�1;i�1
k�1;i�1(u; v) � � � q

k�1;i�1
k�1;N (u; v)

...
...

q
k�1;i�1
M;i�1 (u; v) � � � q

k�1;i�1
MN (u; v)

1A ;

womit sich das Element der (l� k+1)-ten Zeile und (j� i+2)-ten Spalte schreiben l�asst

als

q
k;i�1
lj (u; v) =

�
1� �kl (u)

�
q
k�1;i�1
l�1;j (u; v) + �kl (u)q

k�1;i�1
lj (u; v)

=
�
1� �kl (u) �kl (u)

�� qk�1;i�1
l�1;j (u; v)

q
k�1;i�1
lj (u; v)

�
; (5.2)
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analog ergibt sich die Beziehung0@ q
k�1;i
k�1;i(u; v) � � � q

k�1;i
k�1;N(u; v)

...
...

q
k�1;i
Mi (u; v) � � � q

k�1;i
MN (u; v)

1A =

0@ q
k�1;i�1
k�1;i�1(u; v) � � � q

k�1;i�1
k�1;N (u; v)

...
...

q
k�1;i�1
M;i�1 (u; v) � � � q

k�1;i�1
MN (u; v)

1ABi
N(v);

womit sich das Element der (l� k+2)-ten Zeile und (j� i+1)-ten Spalte schreiben l�asst

als

q
k�1;i
lj (u; v) =

�
1� �ij(v)

�
q
k�1;i�1
l;j�1 (u; v) + �ij(v)q

k�1;i�1
lj (u; v)

=
�
q
k�1;i�1
l;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
lj (u; v)

�0B@ 1� �ij(v)

�ij(v)

1CA : (5.3)

Schlie�lich gilt0@ qkiki(u; v) � � � qkikN(u; v)
...

...

qkiMi(u; v) � � � qkiMN(u; v)

1A = AT k
M (u)

0@q
k�1;i�1
k�1;i�1(u; v) � � � q

k�1;i�1
k�1;N (u; v)

...
...

q
k�1;i�1
M;i�1 (u; v) � � � q

k�1;i�1
MN (u; v)

1ABi
N (v):

Das Element in der (l � k + 1)-ten Zeile und (j � i+ 1)-ten Spalte ergibt sich damit zu

qkilj (u; v) =
�
1� �kl (u)

��
1� �ij(v)

�
q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u; v) +

�
1� �kl (u)

�
�ij(v)q

k�1;i�1
l�1;j (u; v)

+�kl (u)
�
1� �ij(v)

�
q
k�1;i�1
l;j�1 (u; v) + �kl (u)�

i
j(v)q

k�1;i�1
lj (u; v)

=
�
1� �kl (u) �kl (u)

�0@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
l�1;j (u; v)

q
k�1;i�1
l;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
lj (u; v)

1A
0B@ 1� �ij(v)

�ij(v)

1CA :

(5.4)

Damit ist f�ur festes (u0; v0) 2 [a; b]� [c; d]

Qki
lj (u0; v0) 2 H

�
fQ

k�1;i�1
l�1;j�1(u0; v0); Q

k�1;i�1
l�1;j (u0; v0); Q

k�1;i�1
l;j�1 (u0; v0); Q

k�1;i�1
lj (u0; v0)g

�
;

wobei H(M) die Konvexe H�ulle einer Menge M bezeichnet (siehe De�nition 1.0.2).

Wir untersuchen nun genauer, wie die Lage des Punktes Qki
lj von der Lage der Punkte

Q
k�1;i�1
l�1;j�1 , Q

k�1;i�1
l;j�1 , Q

k�1;i�1
l�1;j , Q

k�1;i�1
lj und den Schnittfunktionen �kl und �ij abh�angt.
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c

c

P00

P10

c cc

c

P01

P11

c

c

s

s

s

s s
S g1

g2

1� �

:

�

1� �

:

�

� : 1� �

� : 1� �

Q2

Q4

Q1 Q3

Abbildung 5.1: Zur Konstruktion des Punktes Qki
lj (u0; v0).

Dazu betrachten wir zun�achst ein nichtentartetes Viereck P00P01P10P11 im Raum. Ferner

seien vier Punkte Q1 2 P00P10; Q2 2 P00P01; Q3 2 P01P11 und Q4 2 P10P11 gegeben mit

den Teilverh�altnissen (zum Teilverh�altnis siehe De�nition 1.0.3)

TV(P00; P10; Q1) = TV(P01; P11; Q3) =: �

und

TV(P00; P01; Q2) = TV(P10; P11; Q4) =: �

(siehe Abbildung 5.1). Dabei sei ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit P00 der Ursprung

des gegebenen Koordinatensystems.

Dann gilt

�p10 = q1; �(p11 � p01) = q3 � p01

und

�p01 = q2; �(p11 � p10) = q4 � p10:

Wir betrachten die beiden Geraden

g1 : x(�1) = q1 + �1(q3 � q1); �1 2 IR;
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g2 : y(�2) = q2 + �2(q4 � q2); �2 2 IR:

Geraden, die auf diese Weise konstruiert sind, haben stets genau einen Schnittpunkt S,

dessen Ortsvektor s sich zu

s = x(�) = y(�) = (1� �)�p01 + (1� �)�p10 + ��p11

berechnet.

Insbesondere ergibt sich mit (5.4), dass Qki
lj der Schnittpunkt der Geraden

gu : cu(�) =
�
�
�
(1� �ij)q

k�1;i�1
l;j�1 + �ijq

k�1;i�1
lj

�
+(1� �)

�
(1� �ij)q

k�1;i�1
l�1;j�1 + �ijq

k�1;i�1
l�1;j

�����
(u0;v0)

=:
�
1� �ij(v0)

�
q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u0; v0) + �ij(v0)q

k�1;i�1
l�1;j (u0; v0) + �wu(u0; v0); � 2 IR

und

gv : cv(�) =
�
�
�
(1� �kl )q

k�1;i�1
l�1;j + �kl q

k�1;i�1
lj

�
+(1� �)

�
(1� �kl )q

k�1;i�1
l�1;j�1 + �kl q

k�1;i�1
l;j�1

�����
(u0;v0)

=:
�
1� �kl (u0)

�
q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u0; v0) + �kl (u0)q

k�1;i�1
l;j�1 (u0; v0) + �wv(u0; v0); � 2 IR

ist, denn es gilt

cu
�
�kl (u0)

�
= cv

�
�ij(v0)

�
= qkilj (u0; v0)

(siehe Abbildung 5.2).

Besonders einfach w�are die Beschreibung der Tangentialebene in einem Punkt Qki
lj (u0; v0)

der Fl�ache �ki
lj , wenn die partiellen Ableitungen nach den Parametern u beziehungsweise

v in Qki
lj (u0; v0) parallel zu gu beziehungsweise gv w�aren. Corner cutting-Fl�achen, die diese

Eigenschaft in jedem Punkt besitzen, werden wir im Folgenden genauer studieren. Wir

starten mit der

De�nition 5.1.2 Eine cc-Fl�ache � vom Grad (M;N) hei�t vollst�andig ber�uhrend,

wenn zu jeder Fl�ache

�ki
lj : qkilj (u; v); (u; v) 2 [a; b]� [c; d]
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c

c

Q
k�1;i�1
l;j�1 (u0; v0)

Q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u0; v0)

c cc

c

Q
k�1;i�1
lj (u0; v0)

Q
k�1;i�1
l�1;j (u0; v0)

c

c

s

s

s

s s

Qki
lj (u0; v0) wv

wu

�kl (u0)

:

1� �kl (u0)

�kl (u0)

:

1� �kl (u0)

�ij(v0) : 1� �ij(v0)

�ij(v0) : 1� �ij(v0)

Abbildung 5.2: Zur Konstruktion des Punktes Qki
lj (u0; v0).

f�ur k = 2; : : : ;M ; i = 2; : : : ; N ; l = k; : : : ;M ; j = i; : : : ; N in jedem Punkt Qki
lj (u0; v0)

der Fl�ache
�
(u0; v0) 2 [a; b]� [c; d] beliebig

�
gilt:

_qkilj (u0; v0) k wu(u0; v0) :=
�
1� �ij(v0)

�
q
k�1;i�1
l;j�1 (u0; v0) + �ij(v0)q

k�1;i�1
lj (u0; v0)

�

��
1� �ij(v0)

�
q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u0; v0) + �ij(v0)q

k�1;i�1
l�1;j (u0; v0)

�
(5.5)

und

�qkilj (u0; v0) k wv(u0; v0) :=
�
1� �kl (u0)

�
q
k�1;i�1
l�1;j (u0; v0) + �kl (u0)q

k�1;i�1
lj (u0; v0)

�

��
1� �kl (u0)

�
q
k�1;i�1
l�1;j�1(u0; v0) + �kl (u0)q

k�1;i�1
l;j�1 (u0; v0)

�
:

(5.6)



KAPITEL 5. BER�UHRENDE CORNER CUTTING-FL�ACHEN 97

Bemerkung 5.1.2 Im allgemeinen Fall l�asst sich die Tangentialebene im betrachteten

Punkt durch T�ki
lj

: z(�; �) = qkilj (u0; v0)+�wu(u0; v0)+�wv(u0; v0); �; � 2 IR beschreiben.

Bemerkung 5.1.3 Die Parallelit�atsfaktoren �
jj _qki

lj
jj

jjwujj
und �

jj �qki
lj
jj

jjwv jj
in (5.5) und (5.6) be-

zeichnen wir im Folgenden mit �kilj beziehungsweise �kilj , sodass sich (5.5) und (5.6) schrei-

ben lassen als

_qkilj (u; v) = �kilj (u; v) � (�1 1)

0@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
l�1;j (u; v)

q
k�1;i�1
l;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
lj (u; v)

1A� 1� �ij(v)

�ij(v)

�
(5.7)

�qkilj (u; v) = �kilj (u; v) �
�
1� �kl (u) �kl (u)

�0@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
l�1;j (u; v)

q
k�1;i�1
l;j�1 (u; v) q

k�1;i�1
lj (u; v)

1A��1
1

�
:

(5.8)

In Satz 5.1.7 werden wir eine Charakterisierung von vollst�andig ber�uhrenden Fl�achen

beweisen, die der Aussage des Satzes 2.3.1 �uber vollst�andig ber�uhrende Kurven entspricht.

Wir stellen zun�achst einige Vor�uberlegungen an.

Lemma 5.1.1 a) Seien 1 � k � M � 1, 0 � i � N und seien blj (l = k; : : : ;M ; j =

i; : : : ; N) linear unabh�angige Matrizen aus IE(M�k+1)�(N�i+1). Dann sind die Matrizen

cl+1;j := (1� �l+1)blj + �l+1bl+1;j

(l = k; : : : ;M � 1; j = i; : : : ; N) f�ur�
�k+1�k+2 � � ��M 6= 0

�
_

�
(1� �k+1)(1� �k+2) � � � (1� �M) 6= 0

�
linear unabh�angig.

b) Seien 1 � i � N � 1, 0 � k � M und seien blj (l = k; : : : ;M ; j = i; : : : ; N) linear

unabh�angige Matrizen aus IE(M�k+1)�(N�i+1). Dann sind die Matrizen

dl;j+1 := (1� �j+1)blj + �j+1bl;j+1

(l = k; : : : ;M ; j = i; : : : ; N � 1) f�ur�
�i+1�i+2 � � ��N 6= 0

�
_

�
(1� �i+1)(1� �i+2) � � � (1� �N) 6= 0

�
linear unabh�angig.
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Beweis: a) Sei

o =

M�1X
l=k

NX
j=i


l+1;jcl+1;j (
l+1;j 2 IR)

=

M�1X
l=k

NX
j=i


l+1;j

�
(1� �l+1)blj + �l+1bl+1;j

�

=

M�1X
l=k

NX
j=i


l+1;j(1� �l+1)blj +

MX
l=k+1

NX
j=i


lj�lblj

=

NX
j=i


k+1;j(1� �k+1)bkj +

M�1X
l=k+1

NX
j=i

�

lj�l + 
l+1;j(1� �l+1)

�
blj +

NX
j=i


Mj�MbMj:

Wegen der linearen Unabh�angigkeit der blj gilt somit f�ur j = i; : : : ; N


k+1;j(1� �k+1) = 0


k+1;j�k+1 +
k+2;j(1� �k+2) = 0


k+2;j�k+2 +
k+3;j(1� �k+3) = 0

...


M�1;j�M�1 +
M;j(1� �M) = 0


Mj�M = 0

Gilt nun (1� �k+1)(1� �k+2) � � � (1� �M) 6= 0, so folgt f�ur alle j = i; : : : ; N


k+1;j = 0) 
k+2;j = 0) : : :) 
Mj = 0

und somit die Behauptung. Teil b) beweist man analog.

Gilt andererseits (1� �k+1)(1� �k+2) � � � (1� �M) = 0, so ist nach Voraussetzung

�k+1�k+2 � � ��M 6= 0 und man schlie�t f�ur alle j = i; : : : ; N


Mj = 0) 
M�1;j = 0) : : :) 
k+1;j = 0;

womit das Behauptete bewiesen w�are. 2
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Lemma 5.1.2 F�ur alle k 2 f0; : : : ;Mg, alle i 2 f0; : : : ; Ng und die mit Vektoren identi-

�zierten Matrizen qkilj aus (5.4) sind f�ur alle (u0; v0) 2 [a; b]� [c; d] die Mengen�
qkilj (u0; v0) j l 2 fk; : : : ;Mg; j 2 fi; : : : ; Ng

	
linear unabh�angig.

Beweis: Die Menge �
elj = q00lj j l 2 f0; : : : ;Mg; j 2 f0; : : : ; Ng

	
ist nach Konstruktion linear unabh�angig.

Nun gilt wegen

q10
lj (u0; v0)

(5:2)
=
�
1� �1

l (u0)
�
q00l�1;j + �1

l (u0)q
00
lj

und der Eigenschaft �1
l (u) 2 [0; 1]; _�1

l (u) > 0 f�ur alle u0 2 [a; b], dass die Voraussetzungen

des Lemmas 5.1.1 a) erf�ullt sind und somit die Menge�
q10lj (u0; v0) j l 2 f1; : : : ;Mg; j 2 f0; : : : ;Mg

	
linear unabh�angig ist. Induktiv schlie�t man wegen

qk0lj (u0; v0)
(5:2)
=
�
1� �kl (u0)

�
q
k�1;0
l�1;j + �kl (u0)q

k�1;0
lj

f�ur alle k = 2; : : : ;M und wegen �kl (u) 2 [0; 1]; _�kl (u) > 0 f�ur alle u0 2 [a; b], dass die

Mengen �
qk0lj (u0; v0) j l 2 fk; : : : ;Mg; j 2 f0; : : : ;Mg

	
linear unabh�angig sind.

Weiter folgt mit

qk1lj (u0; v0)
(5:3)
=
�
1� �1

j (v0)
�
qk0l;j�1 + �1

j (v0)q
k0
lj

und den Eigenschaften (4.3) und (4.4), dass eine Anwendung des Lemmas 5.1.1 b) die

lineare Unabh�angigkeit der Mengen�
qk1lj (u0; v0) j l 2 fk; : : : ;Mg; j 2 f1; : : : ;Mg

	
liefert. Abschlie�end beweist die Induktion nach i wegen

qkilj (u0; v0)
(5:3)
=
�
1� �ij(v0)

�
q
k;i�1
l;j�1 + �ij(v0)q

k;i�1
lj

f�ur alle j = i; : : : ; N und wegen �ij(u) 2 [0; 1]; ��ij(v) > 0 f�ur alle v0 2 [c; d] die lineare

Unabh�angigkeit der Mengen�
qkilj (u0; v0) j l 2 fk; : : : ;Mg; j 2 fi; : : : ;Mg
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und damit die Behauptung. 2

Zu einem sp�ateren Zeitpunkt werden wir die Aussage des zuvor aufgestellten Korollars

ausnutzen. Zum besseren Verst�andnis der dortigen Beweisf�uhrung formulieren wir zus�atz-

lich das

Korollar 5.1.3 a) Ist eine (l;M � k + 1)-Matrix M gegeben, so gilt

M

0@ qkiki(u; v) � � � qkikN(u; v)
...

...

qkiMi(u; v) � � � qkiMN(u; v)

1A = O ) M = O:

b) Ist eine (N � i + 1; l)-Matrix N gegeben, so gilt0@ qkiki(u; v) � � � qkikN(u; v)
...

...

qkiMi(u; v) � � � qkiMN (u; v)

1AN = O ) N = O:

Lemma 5.1.4 a) Seien �kilj ; �
k
l sowie _�kl reelle Zahlen und q

k�1;i�1
l�1;j�1 , q

k�1;i�1
l�1;j , q

k�1;i�1
l;j�1 ,

q
k�1;i�1
lj Matrizen aus IE(M�k)�(N�i) gem�a� (5.4). Dann gilt:

Aus den Gleichungen

(�kilj � _�kl ) � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA = (1� �kl �kl )

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j�1 _q

k�1;i�1
l�1;j

_q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

1CA (5.9)

und

(�kil;j+1� _�kl ) � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j q

k�1;i�1
l�1;j+1

q
k�1;i�1
lj q

k�1;i�1
l;j+1

1CA = (1��kl �kl )

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j _q

k�1;i�1
l�1;j+1

_q
k�1;i�1
lj _q

k�1;i�1
l;j+1

1CA (5.10)

folgt

�kilj = �kil;j+1:

b) Seien �kilj ; �
i
j =2 f0; 1g sowie

��ij > 0 reelle Zahlen und q
k�1;i�1
l�1;j�1 ; q

k�1;i�1
l�1;j ; q

k�1;i�1
l;j�1 ; q

k�1;i�1
lj

Matrizen aus IE(M�k)�(N�i) gem�a� (5.4). Dann gilt:

Aus den Gleichungen

(�kilj �
��ij) �

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA��1
1

�
=

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j�1 _q

k�1;i�1
l�1;j

_q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�
(5.11)
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und

(�kil+1;j �
��ij) �

0B@ q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

q
k�1;i�1
l+1;j�1 q

k�1;i�1
l+1;j

1CA��1
1

�
=

0B@ _q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

_q
k�1;i�1
l+1;j�1 _q

k�1;i�1
l+1;j

1CA� 1� �ij
�ij

�
(5.12)

folgt

�kil+1;j = �kilj :

Beweis: a) Wir betrachten das Element der jeweils zweiten Spalte der Gleichung (5.9)

sowie das das Element der jeweils ersten Spalte der Gleichung (5.10). Somit gilt

(�kilj � _�kl )(q
k�1;i�1
lj � q

k�1;i�1
l�1;j ) = (1� �kl ) _q

k�1;i�1
l�1;j + �kl _q

k�1;i�1
lj ;

(�kil;j+1 � _�kl )(q
k�1;i�1
lj � q

k�1;i�1
l�1;j ) = (1� �kl ) _q

k�1;i�1
l�1;j + �kl _q

k�1;i�1
lj :

Es folgt

(�kil;j+1 � �kilj )(q
k�1;i�1
lj � q

k�1;i�1
l�1;j ) = O

und wegen Lemma 5.1.2 folgt die Behauptung.

Der Teil b) der Behauptung kann analog bewiesen werden. 2

Satz 5.1.5 Sei � eine vollst�andig ber�uhrende Fl�ache gem�a� (4.7) und De�nition 5.1.2.

a) F�ur festes k 2 f2; : : : ;Mg, alle l 2 fk; : : : ;Mg und f�ur 2 � i � j � N � 1 sowie

beliebiges (u; v) 2 [a; b]� [c; d] gilt f�ur die Parallelit�atsfaktoren aus (5.7)

�kilj = �kil;j+1:

b) F�ur festes i 2 f2; : : : ; Ng, alle j 2 fi; : : : ; Ng und f�ur 2 � k � l � M � 1 sowie

beliebiges (u; v) 2 [a; b]� [c; d] gilt f�ur die Parallelit�atsfaktoren aus (5.8)

�kilj = �kil+1;j:

Beweis: a) Den Beweis f�uhren wir durch vollst�andige Induktion nach k und betrachten

ein beliebiges, aber festes Parameterpaar (u; v) 2 [a; b] � [c; d] der zugrunde liegenden,

vollst�andig ber�uhrenden Fl�ache �. Im Beweis seien i 2 f2; : : : ; Ng beliebig und l 2

fk; : : : ;Mg beliebig, aber fest gew�ahlt.
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Wir betrachten zun�achst das Matrixprodukt

AT 2
M (u) AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

i
N (v)

=

0BBBBBBBBB@

1� �2
2(u) �2

2(u) 0 � � � 0

0 1� �2
3(u) �

2
3(u)

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0

0 � � � 0 1� �2
M(u) �2

M(u)

1CCCCCCCCCA
0@ q1i1i(u; v) � � � q1i

1N (u; v)
...

...

q1iMi(u; v) � � � q1iMN(u; v)

1A

=

0@ q2i
2i(u; v) � � � q2i

2N(u; v)
...

...

q2iMi(u; v) � � � q2i
MN(u; v)

1A
und zeigen f�ur beliebiges j 2 fi; : : : ; N � 1g

�2ilj (u; v) = �2il;j+1(u; v):

Nach der De�nition vollst�andig ber�uhrender Fl�achen gilt

_q2ilj = �2ilj � (�1 1)

0B@ q
1;i�1
l�1;j�1 q

1;i�1
l�1;j

q
1;i�1
l;j�1 q

1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�
:

Andererseits gilt nach (5.2)

_q2i
lj = (� _�2

l _�2
l )

0B@ q
1;i�1
l�1;j�1 q

1;i�1
l�1;j

q
1;i�1
l;j�1 q

1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�

+(1� �2
l �2

l )

0B@ _q
1;i�1
l�1;j�1 _q

1;i�1
l�1;j

_q
1;i�1
l;j�1 _q

1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�
;
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woraus die Identit�at

(�2ilj � _�2
l ) � (�1 1)

0B@ q
1;i�1
l�1;j�1 q

1;i�1
l�1;j

q
1;i�1
l;j�1 q

1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�

= (1� �2
l �2

l )

0B@ _q
1;i�1
l�1;j�1 _q

1;i�1
l�1;j

_q
1;i�1
l;j�1 _q

1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�

folgt. Wegen

q1;i�1
pq = (1� �1

p �1
p)

0B@ q
0;i�2
p�1;q�1 q

0;i�2
p�1;q

q
0;i�2
p;q�1 q0;i�2

pq

1CA� 1� �i�1
q

�i�1
q

�

und

_q1;i�1
pq = (� _�1

p _�1
p)

0B@ q
0;i�2
p�1;q�1 q

0;i�2
p�1;q

q
0;i�2
p;q�1 q0;i�2

pq

1CA� 1� �i�1
q

�i�1
q

�

f�ur (p; q) 2 fl � 1; lg � fj � 1; jg (siehe (5.4)) ergibt sich

(�2ilj � _�2
l ) �

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� �1
l )(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�1;j�2 + (1� �1

l )�
i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

+�1
l (1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l;j�2 + �1

l �
i�1
j�1q

0;i�2
l;j�1

�(1� �1
l�1)(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�2;j�2 � (1� �1

l�1)�
i�1
j�1q

0;i�2
l�2;j�1

��1
l�1(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�1;j�2 � �1

l�1�
i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

(1� �1
l )(1� �i�1

j )q
0;i�2
l�1;j�1 + (1� �1

l )�
i�1
j q

0;i�2
l�1;j

+�1
l (1� �i�1

j )q
0;i�2
l;j�1 + �1

l �
i�1
j q

0;i�2
lj

�(1� �1
l�1)(1� �i�1

j )q
0;i�2
l�2;j�1 � (1� �1

l�1)�
i�1
j q

0;i�2
l�2;j

��1
l�1(1� �i�1

j )q
0;i�2
l�1;j�1 � �1

l�1�
i�1
j q

0;i�2
l�1;j

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

T

�
1� �ij
�ij

�
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=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� �2
l )
�
� _�1

l�1(1� �i�1
j�1)q

0;i�2
l�2;j�2 � _�1

l�1�
i�1
j�1q

0;i�2
l�2;j�1

+ _�1
l�1(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�1;j�2 + _�1

l�1�
i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

�
+�2

l

�
� _�1

l (1� �i�1
j�1)q

0;i�2
l�1;j�2 � _�1

l �
i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

+ _�1
l (1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l;j�2 + _�1

l �
i�1
j�1q

0;i�2
l;j�1

�
(1� �2

l )
�
� _�1

l�1(1� �i�1
j )q

0;i�2
l�2;j�1 � _�1

l�1�
i�1
j q

0;i�2
l�2;j

+ _�1
l�1(1� �i�1

j )q
0;i�2
l�1;j�1 + _�1

l�1�
i�1
j q

0;i�2
l�1;j

�
+�2

l

�
� _�1

l (1� �i�1
j )q

0;i�2
l�1;j�1 � _�1

l �
i�1
j q

0;i�2
l�1;j

+ _�1
l (1� �i�1

j )q
0;i�2
l;j�1 + _�1

l �
i�1
j q

0;i�2
lj

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

T

�
1� �ij
�ij

�
: (5.13)

Nach Lemma 5.1.2 sind die Matrizen beziehungsweise die damit identi�zierten Vektoren

q0;i�2
pq , (p = l � 2; : : : ; l; q = j � 2; : : : ; j) linear unabh�angig, sodass ein KoeÆzientenver-

gleich der Gleichung

O = q
0;i�2
l�2;j�2(1� �i�1

j�1)(1� �ij)
�
�(�2ilj � _�2

l )(1� �1
l�1) + (1� �2

l ) _�
1
l�1

�
+q

0;i�2
l�2;j�1

�
�i�1
j�1(1� �ij) + (1� �i�1

j )�ij
� �
�(�2ilj � _�2

l )(1� �1
l�1) + (1� �2

l ) _�
1
l�1

�
+q

0;i�2
l�2;j�

i�1
j �ij

�
�(�2ilj � _�2

l )(1� �1
l�1) + (1� �2

l ) _�
1
l�1

�
+q

0;i�2
l�1;j�2(1� �i�1

j�1)(1� �ij)
�
(�2ilj � _�2

l )(1� �1
l � �1

l�1)� (1� �2
l ) _�

1
l�1 + �2

l _�
1
l

�
+q

0;i�2
l�1;j�1

�
�i�1
j�1(1� �ij) + (1� �i�1

j )�ij
� �
(�2ilj � _�2

l )(1� �1
l � �1

l�1)

�(1� �2
l ) _�

1
l�1 + �2

l _�
1
l

�
+q

0;i�2
l�1;j�

i�1
j �ij

�
(�2ilj � _�2

l )(1� �1
l � �1

l�1)� (1� �2
l ) _�

1
l�1 + �2

l _�
1
l

�
+q

0;i�2
l;j�2(1� �i�1

j�1)(1� �ij)
�
(�2ilj � _�2

l )�
1
l � �2

l _�
1
l

�
+q

0;i�2
l;j�1

�
�i�1
j�1(1� �ij) + (1� �i�1

j )�ij
� �
(�2ilj � _�2

l )�
1
l � �2

l _�
1
l

�
+q

0;i�2
lj �i�1

j �ij
�
(�2ilj � _�2

l )�
1
l � �2

l _�
1
l

�
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ergibt, dass die Vorfaktoren der Matrizen allesamt verschwinden m�ussen. Daraus folgt

(insbesondere auch f�ur �ij�
i�1
j �i�1

j�1 = 0 oder
�
1� �ij

��
1� �i�1

j

��
1� �i�1

j�1

�
= 0)

(�2ilj � _�2
l )(1� �1

l�1) = (1� �2
l ) _�

1
l�1;

(�2ilj � _�2
l )(1� �1

l � �1
l�1) = (1� �2

l ) _�
1
l�1 � �2

l _�
1
l ;

(�2ilj � _�2
l )�

1
l = �2

l _�
1
l :

9>>>>>=>>>>>;
(5.14)

Damit gilt 0B@(�2ilj � _�2
l ) � (�1 1)

0B@ q
1;i�1
l�1;j�1 q

1;i�1
l�1;j

q
1;i�1
l;j�1 q

1;i�1
lj

1CA
1CA [1; 1]

vgl. (5:13)
= (�2ilj � _�2

l ) �
�
(1� �1

l )(1� �i�1
j�1)q

0;i�2
l�1;j�2 + (1� �1

l )�
i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

+�1
l (1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l;j�2 + �1

l �
i�1
j�1q

0;i�2
l;j�1

�(1� �1
l�1)(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�2;j�2 � (1� �1

l�1)�
i�1
j�1q

0;i�2
l�2;j�1

��1
l�1(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�1;j�2 � �1

l�1�
i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

	
= (�2ilj � _�2

l ) �
�
�(1� �1

l�1)(1� �i�1
j�1)q

0;i�2
l�2;j�2 � (1� �1

l�1)�
i�1
j�1q

0;i�2
l�2;j�1

+(1� �1
l � �1

l�1)(1� �i�1
j�1)q

0;i�2
l�1;j�2 + (1� �1

l � �1
l�1)�

i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

+�1
l (1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l;j�2 + �1

l �
i�1
j�1q

0;i�2
l;j�1

	
(5:14)
= �(1� �2

l ) _�
1
l�1(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�2;j�2 � (1� �2

l ) _�
1
l�1�

i�1
j�1q

0;i�2
l�2;j�1

+
�
(1� �2

l ) _�
1
l�1 � �2

l _�
1
l

�
(1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l�1;j�2

+
�
(1� �2

l ) _�
1
l�1 � �2

l _�
1
l

�
�i�1
j�1q

0;i�2
l�1;j�1

+�2
l _�

1
l (1� �i�1

j�1)q
0;i�2
l;j�2 + �2

l _�
1
l �

i�1
j�1q

0;i�2
l;j�1
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vgl. (5:13)
=

0B@(1� �2
l �2

l )

0B@ _q
1;i�1
l�1;j�1 _q

1;i�1
l�1;j

_q
1;i�1
l;j�1 _q

1;i�1
lj

1CA
1CA [1; 1];

analog �nden wir 0B@(�2ilj � _�2
l ) � (�1 1)

0B@ q
1;i�1
l�1;j�1 q

1;i�1
l�1;j

q
1;i�1
l;j�1 q

1;i�1
lj

1CA
1CA [1; 2]

=

0B@(1� �2
l �2

l )

0B@ _q
1;i�1
l�1;j�1 _q

1;i�1
l�1;j

_q
1;i�1
l;j�1 _q

1;i�1
lj

1CA
1CA [1; 2];

sodass insgesamt

(�2ilj � _�2
l ) � (�1 1)

0B@ q
1;i�1
l�1;j�1 q

1;i�1
l�1;j

q
1;i�1
l;j�1 q

1;i�1
lj

1CA = (1� �2
l �2

l )

0B@ _q
1;i�1
l�1;j�1 _q

1;i�1
l�1;j

_q
1;i�1
l;j�1 _q

1;i�1
lj

1CA
f�ur alle 1 � i � j � N gilt. Nach Lemma 5.1.4 gilt somit

�2ilj (u; v) = �2il;j+1(u; v) (u; v) 2 [a; b]� [c; d]

f�ur alle i = 2; : : : ; N , j = i; : : : ; N � 1.

Wir schlie�en von k � 1 auf k und betrachten dazu das Matrixprodukt

AT k
M(u) AT k�1

M (u) � � � AT 1
M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N (v) � � �B

i
N(v)

=

0BBBBBBBBB@

1� �kk(u) �kk(u) 0 � � � 0

0 1� �kk+1(u) �
k
k+1(u)

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
0

0 � � � 0 1� �kM(u) �kM(u)

1CCCCCCCCCA
0@ q

k�1;i
k�1;i(u; v) � � � q

k�1;i
k�1;N(u; v)

...
...

q
k�1;i
Mi (u; v) � � � q

k�1;i
MN (u; v)

1A

=

0@ qkiki(u; v) � � � qkikN(u; v)
...

...

qkiMi(u; v) � � � qkiMN (u; v)

1A :
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Zu zeigen ist

�kilj = �kil;j+1; 2 � i � j � N � 1

unter der Voraussetzung

�
k�1;s
lt = �

k�1;s
l;t+1 ; 2 � s � t � N � 1:

Nach der De�nition von vollst�andiger Ber�uhrung gilt

_qkilj = �kilj � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�
;

ferner gilt durch Ableiten der Beziehung (5.4)

_qkilj = (� _�kl _�kl )

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�

+(1� �kl �kl )

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j�1 _q

k�1;i�1
l�1;j

_q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�
:

Somit erhalten wir

(�kilj � _�kl ) � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�

= (1� �kl �kl )

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j�1 _q

k�1;i�1
l�1;j

_q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

1CA� 1� �ij
�ij

�
: (5.15)

Nun gilt

qk�1;i�1
pq = (1� �k�1

p �k�1
p )

0B@ q
k�2;i�2
p�1;q�1 q

k�2;i�2
p�1;q

q
k�2;i�2
p;q�1 qk�2;i�2

pq

1CA� 1� �i�1
q

�i�1
q

�
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und

_qk�1;i�1
pq = �k�1;i�1

pq (�1 1)

0B@ q
k�2;i�2
p�1;q�1 q

k�2;i�2
p�1;q

q
k�2;i�2
p;q�1 qk�2;i�2

pq

1CA� 1� �i�1
q

�i�1
q

�

f�ur (p; q) 2 fl � 1; lg � fj � 1; jg.

Daraus und aus (5.15) folgt somit

(�kilj � _�kl ) �

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� �k�1
l )(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�1;j�2 + (1� �k�1

l )�i�1
j�1q

k�2;i�2
l�1;j�1

+�k�1
l (1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l;j�2 + �k�1

l �i�1
j�1q

k�2;i�2
l;j�1

�(1� �k�1
l�1 )(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�2;j�2 � (1� �k�1

l�1 )�
i�1
j�1q

k�2;i�2
l�2;j�1

��k�1
l�1 (1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�1;j�2 � �k�1

l�1 �
i�1
j�1q

k�2;i�2
l�1;j�1

(1� �k�1
l )(1� �i�1

j )q
k�2;i�2
l�1;j�1 + (1� �k�1

l )�i�1
j q

k�2;i�2
l�1;j

+�k�1
l (1� �i�1

j )q
k�2;i�2
l;j�1 + �k�1

l �i�1
j q

k�2;i�2
lj

�(1� �k�1
l�1 )(1� �i�1

j )q
k�2;i�2
l�2;j�1 � (1� �k�1

l�1 )�
i�1
j q

k�2;i�2
l�2;j

��k�1
l�1 (1� �i�1

j )q
k�2;i�2
l�1;j�1 � �k�1

l�1 �
i�1
j q

k�2;i�2
l�1;j

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

T

�
1� �ij
�ij

�

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

(1� �kl )�
k�1;i�1
l�1;j�1

�
�(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�2;j�2 � �i�1

j�1q
k�2;i�2
l�2;j�1

+(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l�1;j�2 + �i�1

j�1q
k�2;i�2
l�1;j�1

�
+�kl �

k�1;i�1
l;j�1

�
�(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�1;j�2 � �i�1

j�1q
k�2;i�2
l�1;j�1

+(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l;j�2 + �i�1

j�1q
k�2;i�2
l;j�1

�

(1� �kl )�
k�1;i�1
l�1;j

�
�(1� �i�1

j )q
k�2;i�2
l�2;j�1 � �i�1

j q
k�2;i�2
l�2;j

+(1� �i�1
j )q

k�2;i�2
l�1;j�1 + �i�1

j q
k�2;i�2
l�1;j

�
+�kl �

k�1;i�1
lj

�
�(1� �i�1

j )q
k�2;i�2
l�1;j�1 � �i�1

j q
k�2;i�2
l�1;j

+(1� �i�1
j )q

k�2;i�2
l;j�1 + �i�1

j q
k�2;i�2
lj

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

T

�
1� �ij
�ij

�
: (5.16)
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Nach Induktionsvoraussetzung gilt �
k�1;i�1
l�1;j = �

k�1;i�1
l�1;j�1 =: �

k�1;i�1
l�1 und

�
k�1;i�1
lj = �

k�1;i�1
l;j�1 =: �

k�1;i�1
l , womit sich folgende Gleichheit ergibt:

0 = q
k�2;i�2
l�2;j�2 (1� �i�1

j�1)(1� �ij)
�
�(�kilj � _�kl )(1� �k�1

l�1 ) + �
k�1;i�1
l�1 (1� �kl )

�
+q

k�2;i�2
l�2;j�1

�
(1� �ij)�

i�1
j�1 + (1� �i�1

j )�ij
� �
�(�kilj � _�kl )(1� �k�1

l�1 ) + �
k�1;i�1
l�1 (1� �kl )

�
+q

k�2;i�2
l�2;j �i�1

j �ij

�
�(�kilj � _�kl )(1� �k�1

l�1 ) + �
k�1;i�1
l�1 (1� �kl )

�
+q

k�2;i�2
l�1;j�2 (1� �i�1

j�1)(1� �ij)
�
(�kilj � _�kl )(1� �k�1

l � �k�1
l�1 )

� �
k�1;i�1
l�1 (1� �kl ) + �

k�1;i�1
l �kl

�
+q

k�2;i�2
l�1;j�1

�
�i�1
j�1(1� �ij) + �ij(1� �i�1

j )
� �
(�kilj � _�kl )(1� �k�1

l � �k�1
l�1 )

��
k�1;i�1
l�1 (1� �kl ) + �

k�1;i�1
l �kl

�
+q

k�2;i�2
l�1;j �i�1

j �ij

�
(�kilj � _�kl )(1� �k�1

l � �k�1
l�1 )� �

k�1;i�1
l�1 (1� �kl ) + �

k�1;i�1
l �kl

�
+q

k�2;i�2
l;j�2 (1� �i�1

j�1)(1� �ij)
�
(�kilj � _�kl )�

k�1
l � �kl �

k�1;i�1
l

�
+q

k�2;i�2
l;j�1

�
�i�1
j�1(1� �ij) + (1� �i�1

j )�ij
� �

(�kilj � _�kl )�
k�1
l � �kl �

k�1;i�1
l

�
+q

k�2;i�2
lj �i�1

j �ij

�
(�kilj � _�kl )�

k�1
l � �kl �

k�1;i�1
l

�
:

Ein KoeÆzientenvergleich liefert wegen Lemma 5.1.2 (auch f�ur �ij�
i�1
j �i�1

j�1 = 0 oder�
1� �ij

��
1� �i�1

j

��
1� �i�1

j�1

�
= 0)

(�kilj � _�kl )(1� �k�1
l�1 ) = �

k�1;i�1
l�1 (1� �kl );

(�kilj � _�kl )(1� �k�1
l � �k�1

l�1 ) = �
k�1;i�1
l�1 (1� �kl )� �

k�1;i�1
l �kl ;

(�kilj � _�kl )�
k�1
l = �kl �

k�1;i�1
l :

9>>>>>=>>>>>;
(5.17)
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Es folgt 0B@(�kilj � _�kl ) � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA
1CA [1j1]

vgl. (5:16)
= (�kilj � _�kl ) �

n
(1� �k�1

l )(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l�1;j�2 + (1� �k�1

l )�i�1
j�1q

k�2;i�2
l�1;j�1

+�k�1
l (1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l;j�2 + �k�1

l �i�1
j�1q

k�2;i�2
l;j�1

�(1� �k�1
l�1 )(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�2;j�2 � (1� �k�1

l�1 )�
i�1
j�1q

k�2;i�2
l�2;j�1

��k�1
l�1 (1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�1;j�2 � �k�1

l�1 �
i�1
j�1q

k�2;i�2
l�1;j�1

o
= (�kilj � _�kl ) �

n
�(1� �k�1

l�1 )(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l�2;j�2 � (1� �k�1

l�1 )�
i�1
j�1q

k�2;i�2
l�2;j�1

+(1� �k�1
l � �k�1

l�1 )(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l�1;j�2

+(1� �k�1
l � �k�1

l�1 )�
i�1
j�1q

k�2;i�2
l�1;j�1

+�k�1
l �i�1

j�1q
k�2;i�2
l;j�1 + �k�1

l (1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l;j�2

o
(5:17)
= ��

k�1;i�1
l�1 (1� �kl )(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�2;j�2 � �

k�1;i�1
l�1 (1� �kl )�

i�1
j�1q

k�2;i�2
l�2;j�1

+
�
�
k�1;i�1
l�1 (1� �kl )� �

k�1;i�1
l �kl

�
(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�1;j�2

+
�
�
k�1;i�1
l�1 (1� �kl )� �

k�1;i�1
l �kl

�
�i�1
j�1q

k�2;i�2
l�1;j�1

+�
k�1;i�1
l �kl �

i�1
j�1q

k�2;i�2
l;j�1 + �

k�1;i�1
l �kl (1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l;j�2

= (1� �kl )�
k�1;i�1
l�1;j�1

�
�(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�2;j�2 � �i�1

j�1q
k�2;i�2
l�2;j�1

+(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l�1;j�2 + �i�1

j�1q
k�2;i�2
l�1;j�1

�
+�kl �

k�1;i�1
l;j�1

�
�(1� �i�1

j�1)q
k�2;i�2
l�1;j�2 � �i�1

j�1q
k�2;i�2
l�1;j�1
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+(1� �i�1
j�1)q

k�2;i�2
l;j�2 + �i�1

j�1q
k�2;i�2
l;j�1

�

vgl. (5:16)
=

0B@(1� �kl �kl )

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j�1 _q

k�1;i�1
l�1;j

_q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

1CA
1CA [1j1]

Analog zeigt man 0B@(�kilj � _�kl ) � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA
1CA [1j2]

=

0B@(1� �kl �kl )

0B@ _q
k�1;i�1
l�1;j�1 _q

k�1;i�1
l�1;j

_q
k�1;i�1
l;j�1 _q

k�1;i�1
lj

1CA
1CA [1j2];

sodass also f�ur alle j = i; : : : ; N

(�kilj � _�kl ) � (�1 1)

0B@ q
k�1;i�1
l�1;j�1 q

k�1;i�1
l�1;j

q
k�1;i�1
l;j�1 q

k�1;i�1
lj

1CA = (1� �kl �kl )

0B@ _q
1;i�1
l�1;j�1 _q

1;i�1
l�1;j

_q
1;i�1
l;j�1 _q

1;i�1
lj

1CA
folgt. Somit gilt nach Lemma 5.1.4 f�ur alle (u; v) 2 [a; b]� [c; d]

�kili = �kil;i+1 = : : : = �kilN =: �kil ;

was den induktiven Beweis abschlie�t.

Teil b) beweist man in derselben Weise. 2

Wir beweisen eine weitere Eigenschaft der Faktoren aus (5.7) und (5.8).

Satz 5.1.6 Sei � eine vollst�andig ber�uhrende Fl�ache gem�a� (4.7) und De�nition 5.1.2.

a) F�ur festes k 2 f2; : : : ;Mg, alle l 2 fk; : : : ;Mg und f�ur 2 � i � j � N � 1 sowie

beliebiges (u; v) 2 [a; b]� [c; d] gilt f�ur die Parallelit�atsfaktoren aus (5.7)

�kil (u; v) = �
k;i+1
l (u; v):

b) F�ur festes i 2 f2; : : : ; Ng, alle j 2 fi; : : : ; Ng und f�ur 2 � k � l � M � 1 sowie

beliebiges (u; v) 2 [a; b]� [c; d] gilt f�ur die Parallelit�atsfaktoren aus (5.8)

�kij (u; v) = �
k+1;i
j (u; v):
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Beweis: a) Nach (5.7) und Satz 5.1.5 gilt

_q
k;i+1
lj (u; v) = �

k;i+1
l (u; v) � (�1 1)

0@q
k�1;i
l�1;j�1(u; v) q

k�1;i
l�1;j (u; v)

q
k�1;i
l;j�1(u; v) q

k�1;i
lj (u; v)

1A� 1� �i+1
j (v)

�i+1
j (v)

�
;

was sich mit (5.3) schreiben l�asst als

_q
k;i+1
lj (u; v) = �

k;i+1
l (u; v)

�
q
k�1;i+1
lj (u; v)� q

k�1;i+1
l�1;j (u; v)

�
(5.18)

Andererseits gilt mit

_qkil;j�1(u; v) = �kil (u; v)
�
q
k�1;i
l;j�1 (u; v)� q

k�1;i
l�1;j�1(u; v)

�
sowie

_qkilj (u; v) = �kil (u; v)
�
q
k�1;i
lj (u; v)� q

k�1;i
l�1;j (u; v)

�
die Gleichung

_q
k;i+1
lj (u; v)

(5:3)
=

�
1� �i+1

j (v)
�
_qkil;j�1(u; v) + �i+1

j (v) _qkilj (u; v)

= �kil (u; v)

0@q
k�1;i
l;j�1(u; v)� q

k�1;i
l�1;j�1(u; v)

q
k�1;i
lj (u; v)� q

k�1;i
l�1;j (u; v)

1AT �
1� �i+1

j (v)

�i+1
j (v)

�

(5:3)
= �kil (u; v)

�
q
k�1;i+1
lj (u; v)� q

k�1;i+1
l�1;j (u; v)

�
:

Ein Vergleich mit (5.18) liefert die erste H�alfte der Behauptung, den b)-Teil beweist man

entsprechend. 2

Satz 5.1.7 Eine cc-Fl�ache � vom Grad (M;N) ist genau dann vollst�andig ber�uhrend,

wenn f�ur k = 2; : : : ;M ; i = 2; : : : ; N und zu jedem (u; v) 2 [a; b]� [c; d] Diagonalmatrizen

�k
M := diag (�kk; : : : ; �

k
M) = diag

�
�kk(u); : : : ; �

k
M(u)

�
und

�i
N := diag (�ii; : : : ; �

i
N) = diag

�
�ii(v); : : : ; �

i
N(v)

�
existieren, sodass die M +N � 2 Gleichungen

(A1
M � � �A

k�1
M )_Ak

M = (A1
M � � �A

k�1
M ) _Ak

M�k
M ;

(B1
N � � �B

i�1
N )�Bi

N = (B1
N � � �B

i�1
N ) �Bi

N�
i
N

(k = 2; : : : ;M ; i = 2; : : : ; N) gelten.
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Beweis:
"
(\ Seien k 2 f2; : : : ;Mg; i 2 f2; : : : ; Ng und (u; v) 2 [a; b]� [c; d] beliebig, Es

bezeichne die (s; s)-Einheitsmatrix. Dann gilt

0@ _qkiki � � � _qkikN
...

...

_qkiMi � � � _qkiMN

1A

=
�

_AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M ) + AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M)_
�0@ e00 � � � e0N

...
...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N

Vor.
= (EM�k+1 + �k

M) _AT k
M ( AT k�1

M � � � AT 1
M)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N

= (EM�k+1 + �k
M)

0BBBBBBBBB@

� _�kk _�kk 0 � � � 0

0 � _�kk+1

. . . . . .

. . .. . .

...

...
. . .. . .

. . . . . .
_�kM�1 0

0 � � � 0 � _�kM _�kM

1CCCCCCCCCA
0@ q

k�1;i�1
k�1;i�1 � � � q

k�1;i�1
k�1;N

...
...

q
k�1;i�1
M;i�1 � � � q

k�1;i�1
MN

1ABi
N

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

_�kk(1 + �kk) _�kk(1 + �kk)

�

�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
k;i�1 � q

k�1;i�1
k�1;i�1) � � � �

�
(1� �iN)(q

k�1;i�1
k;N�1 � q

k�1;i�1
k�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
ki � q

k�1;i�1
k�1;i )

�
+�iN(q

k�1;i�1
kN � q

k�1;i�1
k�1;N )

�
...

...

_�kM(1 + �kM) _�kM(1 + �kM)

�

�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
M;i�1 � q

k�1;i�1
M�1;i�1) � � � �

�
(1� �iN)(q

k�1;i�1
M;N�1 � q

k�1;i�1
M�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
Mi � q

k�1;i�1
M�1;i )

�
+�iN(q

k�1;i�1
MN � q

k�1;i�1
M�1;N )

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:
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Analog �nden wir das Ergebnis

0@ �qkiki � � � �qkikN
...

...

�qkiMi � � � �qkiMN

1A

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

��ii(1 + �ii) � � � ��iN (1 + �iN)

�

�
(1� �kk)(q

k�1;i�1
k�1;i � q

k�1;i�1
k�1;i�1) �

�
(1� �kk)(q

k�1;i�1
k�1;N � q

k�1;i�1
k�1;N�1)

+�kk(q
k�1;i�1
ki � q

k�1;i�1
k;i�1 )

�
+�kk(q

k�1;i�1
kN � q

k�1;i�1
k;N�1 )

�
...

...

��ii(1 + �ii) � � �
��iN (1 + �iN)

�

�
(1� �kM )(q

k�1;i�1
M�1;i � q

k�1;i�1
M�1;i�1) �

�
(1� �kM)(q

k�1;i�1
M�1;N � q

k�1;i�1
M�1;N�1)

+�kM(q
k�1;i�1
Mi � q

k�1;i�1
M;i�1 )

�
+�kM(q

k�1;i�1
MN � q

k�1;i�1
M;N�1 )

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Damit folgt, dass � eine vollst�andig ber�uhrende cc-Fl�ache ist.

"
)\ Sei nun � vollst�andig ber�uhrend. Also gilt f�ur festes k 2 f2; : : : ;Mg; i 2 f2; : : : ; Ng

und f�ur geeignete �kist (s 2 fk; : : : ;Mg; t 2 fi; : : : ; Ng)

0@ _qkiki � � � _qkikN
...

...

_qkiMi � � � _qkiMN

1A

=

0BBBBBBBBBBBB@

�kiki
�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
k;i�1 � q

k�1;i�1
k�1;i�1) � � � �kikN

�
(1� �iN )(q

k�1;i�1
k;N�1 � q

k�1;i�1
k�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
ki � q

k�1;i�1
k�1;i )

�
+�iN(q

k�1;i�1
kN � q

k�1;i�1
k�1;N )

�
...

...

�kiMi

�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
M;i�1 � q

k�1;i�1
M�1;i�1) � � � �kiMN

�
(1� �iN )(q

k�1;i�1
M;N�1 � q

k�1;i�1
M�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
Mi � q

k�1;i�1
M�1;i )

�
+�iN(q

k�1;i�1
MN � q

k�1;i�1
M�1;N )

�

1CCCCCCCCCCCCA
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= ( AT k
M � � � A

T 1
M)_

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N

=
�

_AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M) + AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M)_
�0@ e00 � � � e0N

...
...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N

=

0BBBBBBBBBBBB@

_�kk
�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
k;i�1 � q

k�1;i�1
k�1;i�1) � � � _�kk

�
(1� �iN)(q

k�1;i�1
k;N�1 � q

k�1;i�1
k�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
ki � q

k�1;i�1
k�1;i )

�
+�iN(q

k�1;i�1
kN � q

k�1;i�1
k�1;N )

�
...

...

_�kM
�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
M;i�1 � q

k�1;i�1
M�1;i�1) � � � _�kM

�
(1� �iN )(q

k�1;i�1
M;N�1 � q

k�1;i�1
M�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
Mi � q

k�1;i�1
M�1;i )

�
+�iN(q

k�1;i�1
MN � q

k�1;i�1
M�1;N )

�

1CCCCCCCCCCCCA

+ AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M )_

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N :

Wegen Satz 5.1.5 a) gilt dabei f�ur alle l = k; : : : ;M

�kili = �kil;i+1 = : : : = �kilN =: �kil

sowie

�kil = �
k;i+1
l = : : : = �kNl =: �kl :

Mit der Einf�uhrung �kl := �kl � _�kl (l = k; : : : ;M ; k 2 f2; : : : ;Mg) folgt

AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)_

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N
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=

0BBBBBBBBBBBB@

�kk
�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
k;i�1 � q

k�1;i�1
k�1;i�1) � � � �kk

�
(1� �iN)(q

k�1;i�1
k;N�1 � q

k�1;i�1
k�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
ki � q

k�1;i�1
k�1;i )

�
+�iN (q

k�1;i�1
kN � q

k�1;i�1
k�1;N )

�
...

...

�kM
�
(1� �ii)(q

k�1;i�1
M;i�1 � q

k�1;i�1
M�1;i�1) � � � �kM

�
(1� �iN)(q

k�1;i�1
M;N�1 � q

k�1;i�1
M�1;N�1)

+�ii(q
k�1;i�1
Mi � q

k�1;i�1
M�1;i )

�
+�iN (q

k�1;i�1
MN � q

k�1;i�1
M�1;N )

�

1CCCCCCCCCCCCA

=: �k
M

_AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
N)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N

mit

�k
M = diag (�kk; : : : ; �

k
M)

:= diag

�
�kk
_�kk
; : : : ;

�kM
_�kM

�

= diag

�
�kk � _�kk

_�kk
; : : : ;

�kM � _�kM
_�kM

�
:

Somit erhalten wir die folgende Beziehung:

AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)_

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N

= �k
M

_AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N � � �B

i
N :

Mit Korollar 5.1.3 a) folgt somit f�ur alle k 2 f2; : : : ;Mg

AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)_= �k

M
_AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M):

Analog zeigt man die Existenz von Diagonalmatrizen �i
N (i = 2; : : : ; N) mit der Eigen-

schaft
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(B1
N � � �B

i�1
N )�Bi

N = (B1
N � � �B

i�1
N ) �Bi

N�
i
N

durch partielles Ableiten nach dem Parameter v und mit Hilfe der S�atze 5.1.5 b) und 5.1.6

b). 2

Im Folgenden �ubertragen wir Aussagen und De�nitionen �uber (vollst�andig ber�uhrende)

cc-Kurven auf (vollst�andig ber�uhrende) cc-Fl�achen.

Satz 5.1.8 F�ur eine lineare cc-Fl�ache � gilt f�ur alle k 2 f2; : : : ;Mg und i 2 f2; : : : ; Ng

AT k
M

_AT k�1
M = �k

M
_AT k
M AT k�1

M =) �kk = : : : = �kM = 1;

�Bi�1
N Bi

N = Bi�1
N

�Bi
N�

i
N =) �ii = : : : = �iN = 1:

Beweis: Es gilt f�ur p = 1; : : : ;M � k + 1

( AT k
M

_AT k�1
M )[pjp] = �(1� �kk+p�1) _�

k�1
k+p�2

= ��kk+p�1 _�
k
k+p�1(1� �k�1

k+p�2) = (�k
M

_AT k
M AT k�1

M )[pjp]; (5.19)

( AT k
M

_AT k�1
M )[pjp+ 2] = �kk+p�1 _�

k�1
k+p�1

= �kk+p�1 _�
k
k+p�1�

k�1
k+p�1 = (�k

M
_AT k
M AT k�1

M )[pjp+ 2]: (5.20)

F�ur die Schnittfunktionen einer linearen cc-Fl�ache gilt

�kl (u) = 
kl u+ Ækl (
kl 6= 0; k = 1; : : : ;M ; l = k; : : : ;M):

Einsetzen dieser Beziehungen in (5.19) und Au
�osen nach �kk+p�1 ergibt

�kk+p�1 =
(1� 
kk+p�1u� Ækk+p�1)


k�1
k+p�2


kk+p�1(1� 
k�1
k+p�2u� Æk�1

k+p�2)
:

Analog erh�alt man mit (5.20)

�kk+p�1 =
(
kk+p�1u+ Ækk+p�1)


k�1
k+p�1


kk+p�1(

k�1
k+p�1u+ Æk�1

k+p�1)
:
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Dies ergibt

�kk+p�1 =
u+

Æk
k+p�1

�1


k
k+p�1

u+
Æk�1
k+p�2

�1



k�1

k+p�2

=
u+

Æk
k+p�1


k
k+p�1

u+
Æk�1
k+p�1



k�1

k+p�1

;

woraus

Ækk+p�1


kk+p�1

=
Æk�1
k+p�1


k�1
k+p�1

folgt. Denn f�ur u 2 [a; b] und reelle Zahlen �; �; �; �; 
; Æ (�; �; Æ 6= 0) mit

u+ ��1
�

u+ ��1
�

=
u+ �

�

u+ 


Æ

gilt

u2 +

�



Æ
+
�� 1

�

�
u+

�



Æ
�

�� 1

�

�
= u2 +

�
�

�
+
� � 1

�

�
u+

�
�

�
�

� � 1

�

�
und damit




Æ
+
�� 1

�
=

�

�
+
� � 1

�
^




Æ
�

�� 1

�
=

�

�
�

� � 1

�
:

Es folgt




Æ
=

1

�
+
� � 1

�
^

�� 1

�
=
� � 1

�
;

und damit
�

�
=




Æ
:

Somit ergibt sich �kk+p�1 = 1 f�ur p = 1; : : : ;M � k + 1.

Die Betrachtungen f�ur die �ij (j = i; : : : ; N) verlaufen analog. 2

Satz 5.1.9 Sei � eine lineare cc-Fl�ache vom Grad (M;N) gem�a� (4.7). Dann sind die

folgenden Bedingungen �aquivalent.
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a) Die cc-Fl�ache � ist vollst�andig ber�uhrend.

b) F�ur k = 2; : : : ;M ; i = 2; : : : ; N und (u; v) 2 [a; b] � [c; d] gelten die (M + N � 2)

Gleichungen

AT k
M

_AT k�1
M = _AT k

M AT k�1
M ; �Bi�1

N Bi
N = Bi�1

N
�Bi
N :

c) F�ur k = 2; : : : ;M ; i = 2; : : : ; N und (u; v) 2 [a; b] � [c; d] gelten die (M + N � 2)

Gleichungen

( AT k
M � � � A

T 1
M)_ = k � _AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M);

(B1
N � � �B

i
N )� = i � (B1

N � � �B
i�1
N ) �Bi

N :

Beweis: Wir beweisen lediglich die Aussagen �uber die A�

�
, die entsprechenden Beweise

�uber die B�

�
verlaufen analog.

"
b)) c)\ Vollst�andige Induktion nach k.

Induktionsanfang f�ur k = 2. Es gilt nach Satz 5.1.8 f�ur eine lineare, vollst�andig ber�uhrende

corner cutting-Fl�ache

_AT 2
M AT 1

M = AT 2
M

_AT 1
M ;

woraus der Induktionsanfang

( AT 2
M AT 1

M)_= _AT 2
M AT 1

M + AT 2
M

_AT 1
M = 2 _AT 2

M AT 1
M

folgt.

Induktionsschluss von k � 1 auf k. Es gilt

( AT k
M � � � A

T 1
M)_ = _AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M) + AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)_

IVor.
= _AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M) + (k � 1) AT k
M

_AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M )

b)
= k _AT k

M ( AT k�1
M � � � AT 1

M);

was zu beweisen war.
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"
c)) b)\

Es gilt f�ur k = 2; : : : ;M

k _AT k
M AT k�1

M ( AT k�2
M � � � AT 1

M)
c)
= ( AT k

M � � � A
T 1

M)_

= _AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M ) + AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M)_

c)
= _AT k

M AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M)

+(k � 1) AT k
M

_AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M)

) _AT k
M AT k�1

M ( AT k�2
M � � � AT 1

M) = AT k
M

_AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M ):

Damit folgt die Behauptung _AT k
M AT k�1

M = AT k
M

_AT k�1
M (k 2 f2; : : : ;Mg) nach Lemma 4.1.1

b).

"
a)) c)\ Vollst�andige Induktion nach k.

Induktionsanfang f�ur k = 2. Es gilt mit Satz 5.1.7 und Satz 5.1.8

( AT 2
M

_AT 1
M)_ = _AT 2

M AT 1
M + AT 2

M
_AT 1
M = 2 _AT 2

M AT 1
M ;

was die Induktion verankert.

Induktionsschluss von k � 1 auf k. Es gilt

�k
M

_AT k
M AT k�1

M ( AT k�2
M � � � AT 1

M)
a)
= AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M )_

= AT k
M

_AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M) + AT k

M AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M)_

IVor.
= AT k

M
_AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M)

+(k � 2) AT k
M

_AT k�1
M ( AT k�2

M � � � AT 1
M)

Lemma 4:1:1 b)

) �k
M

_AT k
M AT k�1

M = (k � 1) AT k
M

_AT k�1
M :

Mit Satz 5.1.7 folgt �kl = (k � 1) (l = k; : : : ;M). Damit folgt

( AT k
M � � � A

T 1
M)_ = _AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M) + AT k
M ( AT k�1

M � � � AT 1
M)_
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a)
= _AT k

M( AT k�1
M � � � AT 1

M) + �k
M

_AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)

= k � _AT k
M( AT k�1

M � � � AT 1
M)

"
c)) a)\ Es gelten f�ur k = 2; : : : ;M die Beziehungen

(A1
M � � �A

k�1
M )_Ak

M = (A1
M � � �A

k�1
M ) _Ak

M�k
M

mit den Diagonalmatrizen �k
M := diag(�kk; : : : ; �

k
M) mit �kl = k � 1 f�ur l = k; : : : ;M (k =

2; : : : ;M).

Analog zeigt man die Existenz der Diagonalmatrizen �i
N mit

Damit ist � nach Satz 5.1.7 vollst�andig ber�uhrend. 2

Bemerkung 5.1.4 Der zuvor gef�uhrte Beweis ist gleichzeitig ein Beweis �uber die ent-

sprechende Aussage �uber vollst�andig ber�uhrende cc-Kurven (siehe Satz 2.3.3).

Bemerkung 5.1.5 F�ur eine beliebige (insbesondere nicht notwendigerweise lineare) cc-

Fl�ache �, die die Bedingung b) aus Satz 5.1.9 erf�ullt, gilt

_x(u; v) = M � _AT M
M (u) AT M�1

M (u) � � � AT 1
M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

N
N (v)

= M � AT M
M (u) _AT M�1

M (u) AT M�2
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

N
N (v)

= : : :

= M � AT M
M (u) � � � AT 2

M(u) _AT 1
M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N (v) � � �B

N
N (v) (5.21)

und
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�x(u; v) = N � AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

N�1
N (v) �BN

N (v)

= N � AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1AB1
N(v) � � �B

N�2
N (v) �BN�1

N (v)BN
N (v)

= : : :

= N � AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1A �B1
N(v)B

2
N(v) � � �B

N
N (v): (5.22)

Ist � eine lineare vollst�andig ber�uhrende cc-Fl�ache (gelten also insbesondere die S�atze

5.1.8 und 5.1.9), so lassen sich (5.21) und (5.22) wie folgt auf partielle Ableitungen der

Ordnung p (p � 1) verallgemeinern. In diesem Fall gilt

@px

@up
=

M !

(M � p)!
_AT M
M (u) � � � _A

T M�p+1
M (u) A

T M�p

M (u) � � � AT 1
M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1A
�B1

N(v) � � �B
N
N (v)

=
M !

(M � p)!
AT M
M (u) � � � A

T p+1
M (u) _A

T p

M (u) � � � _AT 1
M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1A
�B1

N(v) � � �B
N
N (v)

(5.23)

und

@qx

@vq
=

N !

(N � q)!
AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1A
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� �B1
N(v) � � �

�B
q

N(v)B
q+1
N (v) � � �BN

N (v)

=
N !

(N � q)!
AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1A
�B1

N(v) � � �B
N�q

N (v) �B
N�q+1
N (v) �BN

N (v); (5.24)

allgemein gilt

@p+qx

@up@vq
=

M ! N !

(M � p)!(N � q)!
AT M
M (u) � � � A

T p+1
M (u) _A

T p

M(u) � � � _AT 1
M(u)

0@ e00 � � � e0N
...

...

eM0 � � � eMN

1A
� �B1

N(v) � � �
�B
q

N(v)B
q+1
N (v) � � �BN

N (v): (5.25)

Den Beweis f�uhrt man durch vollst�andige Induktion; man beachte dabei

@2Ak
M

@u2
(u) = O und

@2Bi
N

@v2
(v) = O (k = 1; : : : ;M ; i = 1; : : : ; N):

Die Linearit�at einer cc-Fl�ache wurde im Beweis des Satzes 5.1.9 in den Beweisrichtungen

"
b) () c)\ nicht ben�otigt. Wir geben denjenigen cc-Fl�achen, die die Eigenschaft b) aus

Satz 5.1.9 besitzen, einen eigenen Namen.

5.2 Gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�achen

De�nition 5.2.1 Sei � eine cc-Fl�ache vom Grad (M;N) gem�a� (4.7). Dann hei�t �

gleichf�ormig ber�uhrend, wenn die M +N � 2 Gleichungen

AT k
M(u) _AT k�1

M (u) = _AT k
M (u) AT k�1

M (u) (u 2 [a; b]; k = 2; : : : ;M);

�Bi�1
N (v)Bi

N(v) = Bi�1
N (v) �Bi

N(v) (v 2 [c; d]; i = 2; : : : ; N) (5.26)

gelten.
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Eine erste Charakterisierung der Schnittfunktionen einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-

Fl�ache erhalten wir durch den

Satz 5.2.1 Sei � eine cc-Fl�ache vom Grad (M;N) und (u; v) 2 [a; b] � [c; d]. Dann sind

folgende Aussagen �aquivalent.

a) � ist eine gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�ache.

b) Es gelten f�ur k 2 f1; : : : ;Mg; i 2 f1; : : : ; Ng die 2(M +N � k � i) Gleichungen

�kl+1 _�
k+1
l+1 = _�kl+1�

k+1
l+1 (l = k; : : : ;M � 1); (5.27)

(1� �kl ) _�
k+1
l+1 = _�kl (1� �k+1

l+1 ) (l = k; : : : ;M � 1); (5.28)

�ij+1
��i+1
j+1 = ��ij+1�

i+1
j+1 (j = i; : : : ; N � 1); (5.29)

(1� �ij)
��i+1
j+1 = ��ij(1� �i+1

j+1) (j = i; : : : ; N � 1): (5.30)

Beweis: Es ist

_AT k+1
M AT k

M = AT k+1
M

_AT k
M

()

0BBBBBBBBB@

� _�k+1
k+1 _�k+1

k+1 0 � � � 0

0 � _�k+1
k+2

. . . . . .

. . .. . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .
_�k+1
M�1 0

0 � � � 0 � _�k+1
M _�k+1

M

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

1� �kk �kk 0 � � � 0

0 1� �kk+1

. . . . . .

. . .. . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .
�kM�1 0

0 � � � 0 1� �kM �kM

1CCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBB@

1� �k+1
k+1 �k+1

k+1 0 � � � 0

0 1� �k+1
k+2

. . . . . .

. . . . . .

...

...
. . .

. . . �k+1
M�1 0

0 � � � 0 1� �k+1
M �k+1

M

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

� _�kk _�kk 0 � � � 0

0 � _�kk+1

. . . . . .

. . . . . .

...

...
. . . . . .

. . . . . .
_�kM�1 0

0 � � � 0 � _�kM _�kM

1CCCCCCCCCA
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()

0BBBBBBBBB@

�(1��k
k
) _�k+1

k+1
(1��k

k+1
��k

k
) _�k+1

k+1
�k
k+1

_�k+1
k+1

0 � � � 0

0 �(1��k
k+1

) _�k+1
k+2

(1��k
k+2

��k
k+1

) _�k+1
k+2

�k
k+2

_�k+1
k+2

...
...

...
...

...
...

... 0

0 � � � 0 �(1��k
M�1

) _�k+1
M

(1��k
M
��k

M�1
) _�k+1

M
�k
M

_�k+1
M

1CCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBBB@

�(1��k+1
k+1

) _�k
k

(1��k+1
k+1

) _�k
k

��
k+1

k+1
_�k
k+1

�k+1
k+1

_�k
k+1

0 � � � 0

0 �(1��k+1
k+2

) _�k
k+1

(1��k+1
k+2

) _�k
k+1

��
k+1

k+2
_�k
k+2

�
k+1

k+2
_�k
k+2

...
...

...
...

...
...

... 0

0 � � � 0 �(1��k+1
M

) _�k
M�1

(1��k+1
M

) _�k
M�1

��
k+1

M
_�k
M

�
k+1

M
_�k
M

1CCCCCCCCCCA

()

8>>>>><>>>>>:
�(1� �kl ) _�

k+1
l+1 = �(1� �k+1

l+1 ) _�
k
l (l = k; : : : ;M � 1);

��kl _�
k+1
l+1 + (1� �kl+1) _�

k+1
l+1 = (1� �k+1

l+1 ) _�
k
l � �k+1

l+1 _�
k
l+1 (l = k; : : : ;M � 1);

�kl+1 _�
k+1
l+1 = �k+1

l+1 _�
k
l+1 (l = k; : : : ;M � 1)

()

8><>:
(1� �kl ) _�

k+1
l+1 = (1� �k+1

l+1 ) _�
k
l (l = k; : : : ;M � 1);

�kl+1 _�
k+1
l+1 = �k+1

l+1 _�
k
l+1 (l = k; : : : ;M � 1):

Analog beweist man die �Aquivalenz
�
(5.29) und (5.30)

�
, (5.26). 2

Wir besch�aftigen uns nun mit den Schnittfunktionen einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-

Fl�ache. Man vergleiche die Vorgehensweise und die Ergebnisse mit den Resultaten f�ur

gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurven (siehe Abschnitt 2.4).

Aus (5.27) bis (5.30) folgt

_�kl+1

�kl+1

=
_�k+1
l+1

�k+1
l+1

(1 � k � l �M � 1); (5.31)



126 5.2. GLEICHF�ORMIG BER�UHRENDE CORNER CUTTING-FL�ACHEN

��ij+1

�ij+1

=
��i+1
j+1

�i+1
j+1

(1 � i � j � N � 1); (5.32)

(1� �kl )_

1� �kl
=

(1� �k+1
l+1 )_

1� �k+1
l+1

(1 � k � l �M � 1); (5.33)

(1� �ij)�

1� �ij
=

(1� �i+1
j+1)�

1� �i+1
j+1

(1 � i � j � N � 1): (5.34)

Wegen (5.31) gilt f�ur 1 � k < l �M

(ln�kl )_= (ln�k+1
l )_;

daraus folgt ln�kl = ln�k+1
l + c (c = const.) oder

�kl (u) = ckl �
k+1
l (u); ckl > 0 (1 � k < l � M): (5.35)

An (5.33) sehen wir f�ur 1 � k � l � M � 1, dass

�
ln(1� �kl )

�
_=
�
ln(1� �k+1

l+1 )
�
_

gilt. Damit ist ln(1� �kl ) = ln(1� �k+1
l+1 ) + d (d = const.) oder

�kl (u) = dkl �
k+1
l+1 (u) + 1� dkl ; d

k
l > 0 (1 � k � l �M � 1): (5.36)

Diese Beziehungen gelten wegen (5.27) und (5.28) auch dann, wenn in (5.31) beziehungs-

weise (5.33) verschwindende Nenner auftreten.

Analog �ndet man aus (5.32) beziehungsweise (5.34)

�ij(v) = eij �
i+1
j (v); eij > 0 (1 � i < j � N) (5.37)

beziehungsweise

�ij(v) = f ij �
i+1
j+1(v) + 1� f ij ; f

i
j > 0 (1 � i � j � N � 1): (5.38)

Ebenso gilt eine entsprechende Aussage �uber die G�ultigkeit dieser Gleichungen bez�uglich

verschwindender Nenner.

Seien nun Hauptschnittfunktionen �MM (u) und �NN (v) gegeben. Wir de�nieren f�ur k; l =

1; : : : ; M � 1 und i; j = 1; : : : ; N � 1 die Gr�o�en
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ckM � � � c
M�1
M =: ck;

dll � � �d
M�1
M�1 =: dl;

eiN � � � e
N�1
N =: ei;

f
j
j � � � f

N�1
N�1 =: f j;

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(5.39)

und setzen f�ur eine sp�ater folgende einheitliche Darstellung zus�atzlich

cM := dM := eN := fN := 1:

Damit erh�alt man speziell aus (5.35) bis (5.38)

�kM (u) = ck�MM (u) (ck > 0; k = 1; : : : ;M � 1);

�ll(u) = 1� dl
�
1� �MM(u)

�
(dl > 0; l = 1; : : : ;M � 1);

�iN (v) = ei�NN (v) (ei > 0; i = 1; : : : ; N � 1);

�
j
j (v) = 1� f j

�
1� �NN (v)

�
(f j > 0; j = 1; : : : ; N � 1):

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(5.40)

Durch welche Vorgaben von Schnittfunktionen alle weiteren Schnittfunktionen einer gleich-

f�ormig ber�uhrenden cc-Fl�ache eindeutig festgelegt sind, kl�art der

Satz 5.2.2 Seien die beiden Hauptschnittfunktionen �MM (u) und �NN (v) sowie Schnitt-

funktionen

�1
M(u); �2

M(u); : : : ; �M�1
M (u); �M�1

M�1(u); �
M�2
M�2(u); : : : ; �

1
1(u);

�1
N (v); �

2
N(v) : : : ; �

N�1
N (v); �N�1

N�1(v); �
N�2
N�2(v); : : : ; �

1
1(v)

gem�a� (5.40) gegeben. Dann ist durch (M+1) �(N+1) Kontrollpunkte und obige Schnitt-

funktionen eine gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache eindeutig bestimmt.

Beweis: Unter Ber�ucksichtigung der vorgegebenen Schnittfunktionen �ndet man aus

(5.27) beziehungsweise (5.35) f�ur l =M
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�kM(u) = ckM � � � c
M�1
M �MM (u)

Def.
= ck�MM (u):

und aus (5.28) beziehungsweise (5.36) folgt f�ur k = l

�kk(u) = 1� dkk � � �d
M�1
M�1

�
1� �MM(u)

� Def.
= 1� dk

�
1� �MM(u)

�
:

F�ur l 6= k und l 6=M folgt einerseits

�kl (u)
(5:35)
= ckl �

k+1
l (u) = � � � = ckl � � � c

l�1
l �ll(u)

(5:40)
= ckl � � � c

l�1
l| {z }

=:�

(dl�MM (u) + 1� dl) (5.41)

und andererseits

�kl (u)
(5:36)
= dkl �

k+1
l+1 + 1� dkl = : : :

(5:36)
= 1� dkl � � �d

M+k�l�1
�
1� �M+k�l

M (u)
�

(5:40)
= 1� dkl � � �d

M+k�l�1
M�1| {z }

=:�

�
1� cM+k�l�MM (u)

�
: (5.42)

Aus (5.41) und (5.42) erhalten wir durch KoeÆzientenvergleich

� =
dl

dl + (1� dl)cM+k�l
und � =

cM+k�l

dl + (1� dl)cM+k�l
=: 
kl

und somit

�kl (u) = 
kl (d
l�MM (u) + 1� dl); 
kl =

cM+k�l

dl + (1� dl)cM+k�l
; 1 � k < l �M: (5.43)

Wir zeigen, dass diese Funktionen Schnittfunktionen sind; das hei�t, dass sie die Bedin-

gungen (2.1) und (2.2) erf�ullen, dass also die Gleichungen

_�kl (u) > 0 8u 2 [a; b]; (5.44)
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�kl (a) � 0; (5.45)

�kl (b) � 1 (5.46)

gelten.

Nach Voraussetzung wissen wir

�ll(a) = dl�MM (a) + 1� dl � 0; (5.47)

�M+k�l
M (b) = cM+k�l�MM (b) � 1: (5.48)

Wir zeigen zun�achst

dl + (1� dl)cM+k�l > 0; das hei�t (dl � 1)(cM+k�l
� 1) < 1: (5.49)

Wegen cM+k�l > 0 und dl > 0 gilt die Gleichung insbesondere f�ur (cM+k�l
� 1) _ (dl � 1).

Sei also cM+k�l > 1 ^ dl > 1. Aus (5.47) und (5.48) folgt dann

0 < dl � 1 �
1

1� �MM (a)
� 1 =

�MM(a)

1� �MM (a)
;

0 < cM+k�l
� 1 �

1

�MM(b)
� 1 =

1� �MM (b)

�MM(b)
;

also folgt

(dl � 1)(cM+k�l
� 1) �

�MM (a)
�
1� �MM (b)

��
1� �MM(a)

�
�MM (b)

< 1:

Die Beziehung (5.49) liefert (5.44), denn (5.43) { nach dem Parameter u abgeleitet { ergibt

_�kl (u) =

> 0 nach Vor.z }| {
cM+k�ldl

dl + (1� dl)cM+k�l| {z }
> 0 nach (5:49)

_�MM(u)| {z }
>0 nach Vor.

> 0:

Weiter erhalten wir
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�kl (a)
(5:43);(5:47)

=

> 0 nach Vor.z }| {
cM+k�l

dl + (1� dl)cM+k�l| {z }
> 0 nach (5.49)

� �ll(a)| {z }
� 0

� 0

und

�kl (b)
(5:43);(5:48)

=
1

dl + (1� dl)cM+k�l
� ( dl|{z}
> 0

�M+k�l
M (b)| {z }

� 1 nach (5.48)

+(1� dl)cM+k�l)

�

1

dl + (1� dl)cM+k�l
� (dl + (1� dl)cM+k�l) = 1:

Damit sind die Funktionen (5.43) Schnittfunktionen.

Somit erhalten wir aus den vorgegebenen Schnittfunktionen und mittels Satz 5.2.1 ein-

deutig die restlichen Schnittfunktionen der so entstehenden gleichf�ormig ber�uhrenden cc-

Fl�ache.

Die Betrachtungen f�ur die Funktionen �ij, die wir durch

�ij(v) := Æij(f
j�NN (v) + 1� f j); Æij :=

eN+i�j

f j + (1� f j)fN+i�j
; 1 � i < j � N (5.50)

angeben k�onnen, verlaufen analog. 2

Korollar 5.2.3 Zu gegebenen Hauptschnittfunktionen gibt es eine 2(M+N�2)-parametrige

Schar von gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Fl�achen (mit Parametern c1; d1; c2; d2; : : : ; cM�1; dM�1

und e1; f 1; e2; f 2; : : : ; eN�1; fN�1).

Bemerkung 5.2.1 Zu gegebenen Hauptschnittfunktionen �MM(u) und �NN (v) sind an die

Parameter ck; dl (k; l = 1; : : : ;M � 1) und ei; f j (i; j = 1; : : : ; N � 1) Bedingungen zu

stellen, sodass die Funktionen �kl und �
i
j Schnittfunktionen gem�a� (4.1) bis (4.4) sind und

man so eine gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�ache erh�alt.

Hinreichend daf�ur, dass die Funktionen

�1
M ; �

2
M ; : : : ; �

M�1
M ; �M�1

M�1; �
M�2
M�2; : : : ; �

1
1;

�1
N ; �

2
N ; : : : ; �

N�1
N ; �N�1

N�1 ; �
N�2
N�2 ; : : : ; �

1
1
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Schnittfunktionen sind, sind die Bedingungen

(0 <) ck � 1 (k = 1; : : : ;M); (5.51)

(0 <) dl � 1 (l = 1; : : : ;M); (5.52)

(0 <) ei � 1 (i = 1; : : : ; N); (5.53)

(0 <) f j � 1 (j = 1; : : : ; N); (5.54)

wie man (5.40) entnimmt.

Diese Bedingungen sind jedoch nicht notwendig, denn beispielsweise erh�alt man f�ur [a; b] =

[0; 1] und

�MM (u) =
1

2
+
1

2
u

mit dl = 2 (l = 1; : : : ;M � 1) nach (5.47) Schnittfunktionen

�ll(u) = u:

Gilt jedoch �MM (a) = 0, so folgt aus (5.47), dass (5.52) notwendige und hinreichende

Bedingung daf�ur ist, dass �M�1
M�1; �

M�2
M�2; : : : ; �

1
1 Schnittfunktionen sind.

Ist �MM(b) = 1, so folgt aus (5.48), dass (5.51) notwendige und hinreichende Bedingung

daf�ur ist, dass �1
M ; �

2
M ; : : : ; �

M�1
M Schnittfunktionen sind.

Ist �NN (c) = 0, so gilt, dass (5.54) notwendige und hinreichende Bedingung daf�ur ist, dass

�N�1
N�1 ; �

N�2
N�2 ; : : : ; �

1
1 Schnittfunktionen sind. F�ur �NN (d) = 1 schlie�lich folgt, dass (5.53)

notwendige und hinreichende Bedingung daf�ur ist, dass �1
N ; �

2
N ; : : : ; �

N�1
N Schnittfunktio-

nen sind.

Wir schlie�en dieses Kapitel mit Aussagen �uber cc-Fl�achen, die den Aussagen der S�atze

2.4.5 bis 2.4.7 �uber cc-Kurven entsprechen.

Man kann durch einen Parameterwechsel erreichen, dass eine der Schnittfunktionen �kl (u)

einer gem�a� (2.4) gegebenen cc-Kurve linear wird ohne die Gestalt der Kurve zu �andern

(siehe Bemerkung 2.1.2).

Analog kann man bei einer gem�a� (4.7) gegebenen cc-Fl�ache von je einer linearen Schnitt-

funktion �kl (u) (1 � k � l � M) beziehungsweise �ij(v) (1 � i � j � N) ausgehen, so
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zum Beispiel ohne Einschr�ankung von linearen Hauptschnittfunktionen �MM (u) und �NN (v).

Dies erreicht man wie folgt. Sind die linearen Funktionen �MM mit

�MM(a) = �MM (a) und �MM(b) = �MM (b)

sowie �
N

N mit

�
N

N(c) = �NN (c) und �
N

N(d) = �NN (d)

gegeben, so �uberf�uhrt der Parameterwechsel

h :

8><>:
[a; b]� [c; d] ! [a; b]� [c; d]

(u; v) 7! (u; v) =
�
(�MM)�1�MM(u); (�NN )

�1�
N

N(v)
�

die Hauptschnittfunktionen in lineare Funktionen (man vergleiche mit Bemerkung 2.1.2).

Man entnimmt den Gleichungen (5.43) und (5.50) mittels Satz 5.2.2, dass dann die

Schnittfunktionen einer gleichf�ormig ber�uhrenden cc-Fl�ache allesamt linear sind. Also gilt

der

Satz 5.2.4 Jede gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache ist eine lineare cc-Fl�ache.

Wie bei cc-Kurven ist die Umkehrung im Allgemeinen falsch. Dies zeigt das

Beispiel 5.2.1 Gegeben sei die cc-Fl�ache vom Grad (2; 2)

� : x(u; v) = AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

0@ b00 � � � b02
...

...

b20 � � � b22

1AB1
2(v)B

2
2(v); (u; v) 2 [0; 1]2

mit Bmn 2 IR3 (m;n = 0; : : : ; 2) und den Schnittfunktionen

�kl (u) = u; 1 � k � l � 2;

�1
1(v) =

1

2
v; �1

2(v) = �2
2(v) = v:

Dann gilt
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B1
2(v)

�B2
2(v) =

0@ 1
2
v � 1

1� 3
2
v

v

1A 6=
0@ 1

2
v � 1

2
1
2
�

3
2
v

v

1A = �B1
2(v)B

2
2(v):

Somit ist � nach Satz 5.1.9 nicht vollst�andig ber�uhrend und damit auch nicht gleichf�ormig

ber�uhrend (siehe De�nition 5.2.1).

Es gilt jedoch mit Satz 5.1.9 und Satz 5.2.4
�
vergleiche mit Satz 2.4.6

�
der

Satz 5.2.5 Eine cc-Fl�ache � ist genau dann gleichf�ormig ber�uhrend, wenn sie linear und

vollst�andig ber�uhrend ist.

Beweis: Ist � gleichf�ormig ber�uhrend, so ist � linear nach Satz 5.2.4. Damit ist � aber

nach Satz 5.1.9 auch vollst�andig ber�uhrend.

Die Umkehrung ergibt sich mit De�nition 5.2.1 sofort aus Satz 5.1.9. 2

Satz 5.2.6 Zu Hauptschnittfunktionen mit

�MM(a) = 0; �MM(b) = 1; �NN (c) = 0; �NN (d) = 1

gibt es genau eine eckinterpolierende, gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache � : x(u; v); (u; v) 2

[a; b]� [c; d].

Beweis: Nach (4.14) bis (4.17) gibt es zu gegebenen Hauptschnittfunktionen mit �MM (a) =

0; �MM (b) = 1; �NN (c) = 0; �NN (d) = 1 eindeutig bestimmte Schnittfunktionen �iM = �ii =

�MM (i = 1; : : : ;M � 1) und �
j

N = �
j
j = �NN (j = 1; : : : ; N � 1), die der Charakterisierung

(5.40) von Schnittfunktionen einer eckinterpolierenden, gleichf�ormig ber�uhrenden corner

cutting-Fl�ache gen�ugen. Die Behauptung folgt nun aus Satz 5.2.2. 2

Sp�ater (in Satz 6.1.3) werden wir sehen, dass eine B�ezier-Fl�ache die einzige eckinterpolie-

rende, gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache ist.
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Kapitel 6

B�ezier-, B-Spline- und corner

cutting-Fl�achen

Wir untersuchen im vorliegenden Kapitel die Zusammenh�ange zwischen corner cutting-

Fl�achen und B�ezier- beziehungsweise B-Spline-Fl�achen.

6.1 B�ezier-Fl�achen als corner cutting-Fl�achen

SeienM;N 2 IN und Bmn 2 IE3 (m = 0; : : : ;M ;n = 0; : : : ; N). Dann ist die B�ezier-Fl�ache

	 vom Grad (M;N) zu den Kontrollpunkten Bmn gegeben durch

	 : x(u; v) =

MX
m=0

NX
n=0

BM
m (u)BN

n (v)bmn; (u; v) 2 [0; 1]2 (6.1)

(siehe zum Beispiel [AUM1], [PIE]).

Nach Lemma 3.1.1 gilt f�ur eine cc-Fl�ache mit den Schnittfunktionen �kl (u) = �(u) =

u (1 � k � l �M) und �ij(v) = �(v) = v (1 � i � j � N)

fm(u) =

�
M

m

�
(1� u)M�mum = BM

m (u) (m = 0; : : : ;M);

gn(v) =

�
N

n

�
(1� v)N�nvn = BN

n (v) (n = 0; : : : ; N);

wir erhalten also die Bernsteinpolynome. Da zus�atzlich die Schnittfunktionen die Eigen-

schaften (5.27) bis (5.30) erf�ullen, gilt nach Satz 5.2.1 der
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Satz 6.1.1 Jede B�ezier-Fl�ache (6.1) ist eine gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache.

Als Spezialfall von Satz 5.2.6 erhalten wir analog zu Satz 3.1.3 den

Satz 6.1.2 F�ur das Parametergebiet [a; b]� [c; d] = [0; 1]2 einer cc-Fl�ache gem�a� (4.7) ist

die einzige eckinterpolierende, gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache eine B�ezier-Fl�ache.

Satz 6.1.3 F�ur beliebiges Parametergebiet [a; b]� [c; d] � IR2 einer cc-Fl�ache gem�a� (4.7)

ist die einzige eckinterpolierende, gleichf�ormig ber�uhrende cc-Fl�ache eine B�ezier-Fl�ache.

Beweis:Nach Satz 5.2.6 gibt es zu jedem Parametergebiet [a; b]�[c; d] genau eine eckinter-

polierende, gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�ache. Durch eine lineare Parameter-

transformation k�onnen wir das Parametergebiet auf [a; b]� [c; d] = [0; 1]2 transformieren.

Aus Satz 6.1.2 folgt somit unmittelbar die Behauptung. 2

6.2 B-Spline-Fl�achen als corner cutting-Fl�achen

Seien M;N;K; L 2 IN mit M � L und N � K gegeben, u = (u0 : : : uM+L+1)
T und

v = (v0 : : : vN+K+1)
T seien zwei Knotenvektoren und Bmn 2 IE3 (m = 0; : : : ;M ;n =

0; : : : ; N) seien (M + 1) � (N + 1) Kontrollpunkte. Dann ist die B-Spline-Fl�ache � vom

Grad (L;K) mit den Knotenvektoren u; v zu den Kontrollpunkten Bmn gegeben durch

� : z(u; v) =

MX
m=0

NX
n=0

NL
m(u)N

K
n (v)bmn; (u; v) 2 [uL; uM+1]� [vK ; vN+1] (6.2)

(siehe zum Beispiel [AUM1], [PIE]).

6.2.1 B-Spline-Fl�achen vom Grad (M;N)

In Abschnitt 3.2.1 haben wir gesehen, dass eine B-Spline-Kurve (3.2) mit N = K eine

gleichf�ormig ber�uhrende cc-Kurve ist.

Wir zeigen nun, dass eine B-Spline-Fl�ache (6.2) mitM = L und N = K eine gleichf�ormig

ber�uhrende cc-Fl�ache ist.

Wir setzen diese corner cutting-Fl�ache durch die Kontrollpunkte Bmn (m = 0; : : : ;M ;n =

0; : : : ; N), die Schnittfunktionen
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�kl (u) =
u� ul

uM+l�k+1 � ul
; 1 � k � l �M

und

�ij(v) =
v � vj

vN+j�i+1 � vj
; 1 � i � j � N

sowie das Parametergebiet [a; b]�[c; d] = [uM ; uM+1]�[vN ; vN+1] an
�
vergleiche mit (3.3)

�
.

Nach Lemma 3.2.1 erh�alt man so auch f�ur die Bindefunktionen fm (m = 0; : : : ;M) die

Beziehung (3.4), also

AT M
M (u) � � � AT 1

M(u) =
�
f0(u) : : : fM(u)

�
=
�
NM

0 (u) : : : NM
M (u)

�
:

Entsprechend beweist man f�ur die Bindefunktionen gn (n = 0; : : : ; N)

B1
N (v) � � �B

N
N (v) =

�
g0(v) : : : gN(v)

�T
=
�
NN

0 (v) : : : NN
N (v)

�T
:

Da aus Abschnitt 3.2.1 bekannt ist, dass �kl und entsprechend �ij Schnittfunktionen im

Sinne von (4.1) bis (4.4) sind, welche die Bedingungen (5.27) bis (5.30) erf�ullen, folgt mit

Satz 5.2.1 der

Satz 6.2.1 Jede B-Spline-Fl�ache (6.2) vom Grad (M;N) ist eine gleichf�ormig ber�uhrende

cc-Fl�ache vom Grad (M;N).

Die Frage nach der Umkehrbarkeit dieser Aussage kl�aren wir im sp�ater folgenden Satz

6.3.1.

Bemerkung 6.2.1 Gilt

u1 = : : : = uM = 0; uM+1 = : : : = u2M = 1;

v1 = : : : = vN = 0; vN+1 = : : : = v2N = 1;

so ist die B-Spline-Fl�ache vom Grad (M;N) die B�ezier-Fl�ache vom Grad (M;N) zu den-

selben Kontrollpunkten. Der Satz 6.2.1 enth�alt also den Satz 6.1.1 als Spezialfall.
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6.2.2 Beliebige B-Spline-Fl�achen

Wir werden nun zeigen, dass sich eine allgemeine B-Spline-Fl�ache als Vereinigung von

gleichf�ormig ber�uhrenden corner cutting-Fl�achen darstellen l�asst.

Wir gehen dabei von einer B-Spline-Fl�ache gem�a� (6.2) mit M > L und N > K aus
�
f�ur

den Fall (M;N) = (L;K) siehe Abschnitt 6.2.1
�
und verwenden folgende Bezeichnungen:

P := jfuL; : : : ; uM+1gj � 2 � 0;

Q := jfvK; : : : ; vN+1gj � 2 � 0;

Mk :=

kX
p=0

mp (k = 0; : : : ; P );

Nq :=

qX
i=0

ni (q = 0; : : : ; Q):

Dabei seien die mp (p = 0; : : : ; P ) de�niert durch die Beziehungen

uL = uL+1 = : : : = uL+m0
6= uL+m0+1 f�ur p = 0;

uL+Mp�1+1 = uL+Mp�1+2 = : : : = uL+Mp�1+mp| {z }
=Mp

6= uL+Mp+1 f�ur p = 1; : : : ; P ;

entsprechend de�nieren sich die nq (q = 0; : : : ; Q) �uber die Beziehungen

vK = vK+1 = : : : = vK+n0 6= vK+n0+1 f�ur q = 0;

vK+Nq�1+1 = vK+Nq�1+2 = : : : = vK+Nq�1+nq| {z }
=Nq

6= vK+Nq+1 f�ur q = 1; : : : ; Q:

Damit sind die uL [vK ] (m0 + 1)-fache [(n0 + 1)-fache] Knoten, w�ahrend die uL+mk�1+1

[vK+ni�1+1] mk-fache [ni-fache] Knoten sind.

Die Knotenvektoren lauten mit diesen Bezeichnungen
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(: : : ; uL = : : : = uL+M0
;

uL+M0+1 = : : : = uL+M1
;

...

uL+Mp�1+1 = : : : = uL+Mp
;

uL+Mp+1 = : : : = uM+1; : : :)
T

beziehungsweise

(: : : ; vK = : : : = vK+N0
;

vK+N0+1 = : : : = vK+N1
;

...

vK+Nq�1+1 = : : : = vK+Nq
;

vK+Nq+1 = : : : = vN+1; : : :)
T :

Im Folgenden geben wir eine Konstruktionsvorschrift an, mit der sich (P + 1) � (Q + 1)

gleichf�ormig ber�uhrenden corner cutting-Fl�achen erzeugen lassen, die die gegebene B-

Spline-Fl�ache segmentieren.

Schritt (0,0)

Wir konstruieren eine Fl�ache

�00 : x(u; v); (u; v) 2 [uL+M0
; uL+M0+1]� [vK+N0

; vK+N0+1]

vom Grad (L;K) mit den Kontrollpunkten Bmn (m = M0; : : : ; L +M0;n = N0; : : : ; K +

N0) und betrachten die Schnittfunktionen

�kl :

8><>:
[uL+M0

; uL+M0+1] ! IR

u 7!
u�ul

uL+M0+l�k+1
�ul

(6.3)
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(1 +M0 � k � l � L +M0) sowie

�ij :

8><>:
[vK+N0

; vK+N0+1] ! IR

v 7!
v�vj

vK+N0+j�i+1
�vj

(6.4)

(1 +N0 � i � j � K +N0).

Wie in Abschnitt 3.2.2 zeigt man, dass die Funktionen aus (6.3) und (6.4) die Bedingungen

(4.1) bis (4.4) erf�ullen und somit Schnittfunktionen sind.

Wir de�nieren damit die corner cutting-Fl�ache

�00 : x(u; v) = AT L+M0

L+M0
� � � AT 1+M0

L+M0

0BBBBB@
bM0 N0

� � � bM0;K+N0

...
...

bL+M0;N0
� � � bL+M0;K+N0

1CCCCCAB1+N0

K+N0
� � �BK+N0

K+N0
;

(u; v) 2 [uL+M0
; uL+M0+1]� [vK+N0

; vK+N0+1]:

Die so gegebene Fl�ache ist gleichf�ormig ber�uhrend, denn es gelten die Beziehungen

�kl+1(u) _�
k+1
l+1 (u) =

u� ul+1

uL+M0+l�k+2 � ul+1

�

1

uL+M0+l�k+1 � ul+1

= _�kl+1(u)�
k+1
l+1 (u);

�
1� �kl (u)

�
_�k+1
l+1 (u) =

uL+M0+l�k+1 � u

uL+M0+l�k+1 � ul
�

1

uL+M0+l�k+1 � ul+1

= _�kl (u)
�
1� �k+1

l+1 (u)
�

f�ur 1 +M0 � k � l � L+M0 � 1 und

�ij+1(v)
��i+1
j+1(v) =

v � vj+1

vK+N0+j�i+2 � vj+1

�

1

vK+N0+j�i+1 � vj+1
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= ��ij+1(v)�
i+1
j+1(v);

�
1� �ij(v)

�
��i+1
j+1(v) =

vK+N0+j�i+1 � v

vK+N0+j�i+1 � vj
�

1

vK+N0+j�i+1 � vj+1

= ��ij(u)
�
1� �i+1

j+1(v)
�

f�ur 1 +N0 � i � j � K +N0 � 1.

Mittels (3.4) und der Indextransformation

�kl ,! �k+M0

l+M0

N r
k ,! N r

k+M0

(r 2 f1; : : : ; Lg; l 2 f0; : : : ; 2L� rg) erhalten wir auf dem Intervall [uL+M0
; uL+M0+1]

AT L+M0

L+M0
� � � AT 1+M0

L+M0
=
�
NL
M0
(u) : : : NL

L+M0
(u)
�
:

Analog leiten wir mittels (3.4) und der Transformation

�ij ,! �i+N0

j+N0

N s
i ,! N s

i+N0

(s 2 f1; : : : ; Kg; j 2 f0; : : : ; 2K � sg) auf dem Intervall [vK+N0
; vK+N0+1] die Beziehung

B1+N0

K+N0
(v) � � �BK+N0

K+N0
(v) =

�
NK
N0
(v) : : : NK

K+N0
(v)
�T

ab.

Wegen

�j[uL+M0
;uL+M0+1

]�[vK+N0
;vK+N0+1

] : x(u; v) =

L+M0X
m=M0

K+N0X
n=N0

NL
m(u)N

K
n (v)bmn

gilt damit

�00 = �j[uL+M0
;uL+M0+1

]�[vK+N0
;vK+N0+1

]
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(beschreibt einen Punkt f�ur M0 6= 0 6= N0 beziehungsweise eine Kurve, falls entweder

M0 6= 0 oder N0 6= 0).

Wir beschreiben den allgemeinen

Schritt (p,q), (p; q) 2 f0; : : : ; Pg � f0; : : : ; Qg

Im allgemeinen Schritt wird eine Fl�ache

�pq : x(u; v); (u; v) 2 [uL+Mp
; uL+Mp+1]� [vK+Nq

; vK+Nq+1]

konstruiert. Diese Fl�ache vom Grad (L;K) habe die KontrollpunkteBmn (m =Mp; : : : ; L+

Mp;n = Nq; : : : ; K +Nq) und wir de�nieren

�kl :

8><>:
[uL+Mp

; uL+Mp+1] ! IR

u 7!
u�ul

uL+Mp+l�k+1
�ul

(6.5)

(1 +Mp � k � l � L +Mp) sowie

�ij :

8><>:
[vK+Nq

; vK+Nq+1] ! IR

v 7!
v�vj

vK+Nq+j�i+1
�vj

(6.6)

(1 +Nq � i � j � K +Nq).

Man veri�ziert leicht
�
analog zum Schritt (0,0)

�
, dass die Funktionen �kl ; �

i
j (1 +Mp �

k � l � L+Mp; 1 +Nq � i � j � K +Nq) Schnittfunktionen gem�a� (4.1) bis (4.4) sind.

Damit de�nieren wir die corner cutting-Fl�ache

�pq : x(u; v) = A
T L+Mp

L+Mp
(u) � � � A

T 1+Mp

L+Mp
(u)

0BBBBB@
bMp Nq

� � � bMp;K+Nq

...
...

bL+Mp;Nq
� � � bL+Mp;K+Nq

1CCCCCA
�B

1+Nq

K+Nq
(v) � � �B

K+Nq

K+Nq
(v); (u; v) 2 [uL+Mp

; uL+Mp+1]� [vK+Nq
; vK+Nq+1]:

Die Fl�ache �pq entsteht aus �p;q�1 (p = 0; : : : ; P ; q = 1; : : : ; Q), indem die Kontrollpunkte

Bmn durch Bm;n+nq (m = Mp; : : : ; L +Mp;n = Nq�1; : : : ; K + Nq�1) und die Knoten vn
durch vn+nq (n = 1 +Nq�1; : : : ; 2K +Nq�1) ersetzt werden.
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Aufgrund der G�ultigkeit der Beziehungen

�kl+1(u) _�
k+1
l+1 (u) =

u� ul+1

uL+Mp+l�k+2 � ul+1

�

1

uL+Mp+l�k+1 � ul+1

= _�kl (u)�
k+1
l+1 (u)

�
1� �kl (u)

�
_�k+1
l+1 (u) =

uL+Mp+l�k+1 � u

uL+Mp+l�k+1 � ul
�

1

uL+Mp+l�k+1 � ul+1

= _�kl (u)
�
1� �k+1

l+1 (u)
�

�ij+1(v)
��i+1
j+1(v) =

vK+Nq+j�i+1 � v

vK+Nq+j�i+2 � vj+1

�

1

vK+Nq+j�i+1 � vj+1

= ��ij+1(v)�
i+1
j+1(v)

�
1� �ij(v)

�
��i+1
j+1(v) =

vK+Nq+j�i+1 � v

vK+Nq+j�i+1 � vj
�

1

vK+Nq+j�i+1 � vj+1

= ��ij(u)
�
1� �i+1

j+1(v)
�

f�ur 1 +Mp � k � l � L +Mp � 1 und 1 +Nq � i � j � K +Nq � 1 handelt es sich bei

�pq nach (5.27) und (5.28) um eine gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�ache.

Aus (3.4) gewinnen wir hier mit den Indextransformationen

�kl ,! �
k+Mp

l+Mp

N r
k ,! N r

k+Mp

(r 2 f1; : : : ; Lg; l 2 f0; : : : ; 2L� rg)

und den Transformationen

�ij ,! �
i+Nq

j+Nq

N s
i ,! N s

i+Nq
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(s 2 f1; : : : ; Kg; j 2 f0; : : : ; 2K � sg) auf den Intervallen [uL+Mp
; uL+Mp+1] beziehungs-

weise [vK+Nq
; vK+Nq+1] die Beziehungen

A
T L+Mp

L+Mp
� � � A

T 1+Mp

L+Mp
=
�
NL
Mp
(u) : : : NL

L+Mp
(u)
�

beziehungsweise

B
1+Nq

K+Nq
� � �B

K+Nq

K+Nq
=
�
NK
Nq
(v) : : : NK

K+Nq
(v)
�T
:

Aus

�j[uL+Mp
;uL+Mp+1

]�[vK+Nq
;vK+Nq+1

] : x(u; v) =

L+MpX
m=Mp

K+NqX
n=Nq

NL
m(u)N

K
n (v)bmn

folgt somit

�pq = �j[uL+Mp
;uL+Mp+1

]�[vK+Nq
;vK+Nq+1

]:

Insgesamt erhalten wir also die Segmentierung

� =
[

p=0;:::;P ;q=0;:::;q

�pq:

Sei mmax die maximale Vielfachheit eines u-Knotens und nmax die maximale Vielfachheit

eines v-Knotens. Damit ist dann ist die segmentierte Fl�ache � eine Cmin(L�mmax;K�nmax)-

Fl�ache.

Abschlie�end untersuchen wir mittels des Kalk�uls der corner cutting-Fl�achen, welcher Art

der �Ubergang zwischen zwei Patches �p1q1 und �p2q2 mit

(p1 = p2) ^ (q1 = q2 � 1) (p1 2 f0; : : : ; Pg; q1 2 f0; : : : ; Q� 1g)

oder

(p1 = p2 � 1) ^ (q1 = q2) (p1 2 f0; : : : ; P � 1g; q1 2 f0; : : : ; Qg)

mit genau einer gemeinsamen Randkurve ist.
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Wir betrachten ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit zwei Fl�achensegmente �p1q1 und

�p2q2 mit p1; q1; p2; q2 > 0 und einer u-Linie als gemeinsamer Randkurve und setzen

p := p1 = p2 (p 2 f1; : : : ; Pg);

q := q1 = q2 � 1 (q 2 f0; : : : ; Q� 1g):

Satz 6.2.2 Die aus zwei Segmenten �pq und �p;q+1 (p 2 f0; : : : ; Pg; q 2 f0; : : : ; Q� 1g)

(mit genau einer gemeinsamen Randkurve) entstehende Fl�ache ist mit r := minfL �

mp; K � nq+1g eine C
r-Fl�ache.

Beweis: Sei ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit L�mp > K�nq+1. Somit betrachten

wir die Fl�achen

�pq : x(u; v) = A
T L+Mp

L+Mp
(u) � � � A

T 1+Mp

L+Mp
(u)

0@ bMpNq
� � � bMp;K+Nq

...
...

bL+Mp;Nq
� � � bL+Mp;K+Nq

1A
�B

1+Nq

K+Nq
(v) � � �B

K+Nq

K+Nq
(v); (u; v) 2 [uL+Mp

; uL+Mp+1]� [vK+Nq
; vK+Nq+1]:

und

�p;q+1 : y(u; v) = A
T L+Mp

L+Mp
(u) � � � A

T 1+Mp

L+Mp
(u)

0@ bMpNq+1
� � � bMp;K+Nq+1

...
...

bL+Mp;Nq+1
� � � bL+Mp;K+Nq+1

1A
� eB1+Nq+1

K+Nq+1
(v) � � � eBK+Nq+1

K+Nq+1
(v);

(u; v) 2 [uL+Mp
; uL+Mp+1]� [vK+Nq+1

; vK+Nq+1+1]:

mit der gemeinsamen Randkurve

c : x(u; vK+Nq+1) = y(u; vK+Nq+1
); u 2 [uL+Mp

; uL+Mp+1]:

Die Schnittfunktionen der Matrizen Bi
K+Nq

(i = 1+Nq; : : : ; K +Nq) sind gegeben durch
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�ij(v) =
v � vj

vK+Nq+j�i+1 � vj
(1 +Nq � i � j � K +Nq); (6.7)

die der Matrizen eBk
K+Nq+1

(k = 1 +Nq+1; : : : ; K +Nq+1) durch

e�kl (v) = v � vl

vK+Nq+1+l�k+1 � vl
(1 +Nq+1 � k � l � K +Nq+1): (6.8)

Aus (6.7) ergibt sich insbesondere f�ur 1 + Nq � i � j � K + Nq im rechtsseitigen

Randpunkt des Parameterintervalls [vK+Nq
; vK+Nq+1]

�ij(vK+Nq+1) =
vK+Nq+1 � vj

vK+Nq+j�i+1 � vj
(6.9)

und aus (6.8) f�ur 1 +Nq+1 � k � l � K +Nq+1 im linksseitigen Randpunkt des Parame-

terintervalls [vK+Nq+1
; vK+Nq+1+1] (man beachte vK+Nq+1 = vK+Nq+1

)

e�kl (vK+Nq+1) =
vK+Nq+1

� vl

vK+Nq+1+l�k+1 � vl
: (6.10)

F�ur k = p+nq+1 haben wir somit f�ur 1+Nq+1 � p+nq+1 � l � K +Nq beziehungsweise

1 +Nq � p � l � nq+1 � K +Nq � nq+1

e�p+nq+1l (vK+Nq+1) =
vK+Nq+1

� vl

vK+Nq+l�p+1 � vl
: (6.11)

F�ur k = i + nq+1 und l = j gewinnen wir die Beziehung

�ij(vK+Nq+1) = e�i+nq+1j (vK+Nq+1
) (K +Nq � nq+1 � i � j � K +Nq): (6.12)

Schlie�lich gilt f�ur s = K +Nq � nq+1 + 1; : : : ; K +Nq

�sK+Nq
(vK+Nq+1) =

vK+Nq+1 � vK+Nq

v2K+2Nq�s+1 � vK+Nq

= 1 (6.13)

und f�ur t = K +Nq + 1; : : : ; K +Nq+1

e�tK+Nq+1
(vK+Nq+1

) =
vK+Nq+1 � vK+Nq+1

v2K+2Nq+1�t+1 � vK+Nq+1

= 0; (6.14)

da vK+Nq+1 = : : : = vK+Nq+1
6= vK+Nq+1+1 ein nq+1-facher Knoten ist.
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Aus (6.7) und (6.8) gewinnt man ferner die Beziehung

d

dv
�ij(v)

����
v=vK+Nq+1

=
d

dv
e�i+nq+1j (v)

����
v=vK+Nq+1

(6.15)

f�ur K +Nq � nq+1 � i � j � K +Nq.

F�ur den C0-�Ubergang hat man

x(u; vK+Nq+1) = y(u; vK+Nq+1
) 8u 2 [uL+Mp

; uL+Mp+1]

zu zeigen, was aber nach den bisherigen Betrachtungen und aus dem Beweis zu Satz 3.2.3

folgt.

Es ist weiter nach (5.24) f�ur festes eu 2 [uL+Mp
; uL+Mp+1]

dwx

dvw
(eu; v) =

K!

(K � w)!
A
T L+Mp

L+Mp
� � � A

T 1+Mp

L+Mp

0@ bMpNq
� � � bMp;K+Nq

...
...

bL+Mp;Nq
� � � bL+Mp;K+Nq

1A
� �B

1+Nq

K+Nq
� � � �B

w+Nq

K+Nq
B

w+1+Nq

K+Nq
� � �B

K+Nq

K+Nq
;

dwy

dvw
(eu; v) =

K!

(K � w)!
A
T L+Mp

L+Mp
� � � A

T 1+Mp

L+Mp

0@ bMpNq+1
� � � bMp;K+Nq+1

...
...

bL+Mp;Nq+1
� � � bL+Mp;K+Nq+1

1A

�
�eB1+Nq+1

K+Nq+1
� � �

�eBw+Nq+1

K+Nq+1

eBw+1+Nq+1

K+Nq+1
� � �
eBK+Nq+1

K+Nq+1
:

Wir zeigen, dass die Kurve c mit den Segmenten

c1 : x(v) = x(eu; v); v 2 [vK+Nq
; vK+Nq+1]

und

c2 : y(v) = y(eu; v); v 2 [vK+Nq+1
; vK+Nq+1+1]

eine Cr-Kurve ist, dass also f�ur w = 1; : : : ; K � nq+1

dwx

dvw
(vK+Nq+1) =

dwy

dvw
(vK+Nq+1

)
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gilt.

Es ist mit der abk�urzenden Schreibweise A := K!
(K�w)!

A
T L+Mp

L+Mp
(eu) � � � AT 1+Mp

L+Mp
(eu) nach (5.24)

dwx

dvw
(vK+Nq+1) = A �

0BBBBB@
bMpNq

� � � bMpNq+1
� � � bMp;K+Nq

...
...

...

bL+Mp;Nq
� � � bL+Mp;Nq+1

� � � bL+Mp;K+Nq

1CCCCCA
� �B

1+Nq

K+Nq
� � � �B

w+Nq

K+Nq
B

w+1+Nq

K+Nq
� � �B

K+Nq

K+Nq

= A �

0BBBBB@
u1
Mp;Nq+1 � � � u1

Mp;Nq+1+1 � � � u1
Mp;K+Nq

...
...

...

u1
L+Mp;Nq+1 � � � u

1
L+Mp;Nq+1+1 � � � u

1
L+Mp;K+Nq

1CCCCCA
� �B

2+Nq

K+Nq
� � � �B

w+Nq

K+Nq
B

w+1+Nq

K+Nq
� � �B

K+Nq

K+Nq

= : : :

= A �

0BBBBB@
uw
Mp;Nq+w

� � � uw
Mp;Nq+1+w

� � � uw
Mp;K+Nq

...
...

...

uw
L+Mp;Nq+w

� � � uw
L+Mp;Nq+1+w

� � � uw
L+Mp;K+Nq

1CCCCCA
�B

w+1+Nq

K+Nq
� � �B

K+Nq

K+Nq
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= A �

0BBBBB@
u
K�nq+1
Mp;K+Nq�nq+1

� � � u
K�nq+1
Mp;K+Nq�1 u

K�nq+1
Mp;K+Nq

...
...

u
K�nq+1
L+Mp;K+Nq�nq+1

� � � u
K�nq+1
L+Mp;K+Nq�1 u

K�nq+1
L+Mp;K+Nq

1CCCCCA
�B

K+Nq�nq+1+1

K+Nq
� � �B

K+Nq

K+Nq

(6:13)
= A �

0B@ u
K�nq+1
Mp;K+Nq

...

u
K�nq+1
L+Mp;K+Nq

1CA :

Weiter ist nach (5.24)

dwy

dvw
(vK+Nq+1) = A �

0BBBBB@
bMpNq+1

� � � bMp;K+Nq
� � � bMp;K+Nq+1

...
...

...

bL+Mp;Nq+1
� � � bL+Mp;K+Nq

� � � bL+Mp;K+Nq+1

1CCCCCA

�
�eB1+Nq+1

K+Nq+1
� � �

�eBw+Nq+1

K+Nq+1

eBw+1+Nq+1

K+Nq+1
� � � eBK+Nq+1

K+Nq+1

(6:15)
= A �

0BBBBB@
u1
Mp;Nq+1+1 � � � u1

Mp;K+Nq
� � � u1

Mp;K+Nq+1

...
...

...

u1
L+Mp;Nq+1+1 � � � u

1
L+Mp;K+Nq

� � � u1
L+Mp;K+Nq+1

1CCCCCA

�
�eB2+Nq+1

K+Nq+1
� � �

�eBw+Nq+1

K+Nq+1

eBw+1+Nq+1

K+Nq+1
� � � eBK+Nq+1

K+Nq+1

(6:15)
= : : :
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(6:15)
= A �

0BBBBB@
uw
Mp;Nq+1+w

� � � uw
Mp;K+Nq

� � � uw
Mq;K+Nq+1

...
...

...

uw
L+Mp;Nq+1+w

� � � uw
L+Mp;K+Nq

� � � uw
L+Mq;K+Nq+1

1CCCCCA
� eBw+1+Nq+1

K+Nq+1
� � � eBK+Nq+1

K+Nq+1

(6:12)
= A �

0BBBBB@
u
K�nq+1
Mp;K+Nq

u
K�nq+1
Mp;K+Nq+1 � � � u

K�nq+1
Mq ;K+Nq+1

...
...

u
K�nq+1
L+Mp;K+Nq

u
K�nq+1
L+Mp;K+Nq+1 � � � u

K�nq+1
L+Mp;K+Nq+1

1CCCCCA
� eBK+Nq+1

K+Nq+1
� � � eBK+Nq+1

K+Nq+1

(6:14)
= A �

0B@ u
K�nq+1
Mp;K+Nq

...

u
K�nq+1
L+Mp;K+Nq

1CA :

Somit ist c eine Cr-Kurve. Damit ist (siehe [AUM1], Seite 463, 12.5.4 Korollar) die be-

trachtete Fl�ache mit den Segmenten �pq1 und �pq2 eine C
r-Fl�ache.

Segmente mit einer v-Linie als gemeinsamer Randkurve behandelt man analog, was den

Beweis vervollst�andigt. 2

Wir behandeln zur Veranschaulichung ein einfach gehaltenes (vergleiche Beispiel 3.2.2)

Beispiel 6.2.1 Gegeben sei die B-Spline-Fl�ache

� =

3X
m=0

4X
n=0

N2
m(u)N

2
n(v)bmn; (u; v) 2 [u2; u4]� [v2; v5]

vom Grad (L;K) = (2; 2) mit M = 3 und N = 4 durch die Knotenvektoren
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u = (0 0 1 2 3 4 5)T und v = (0 0 1 2 3 4 5 6)T

und den (M + 1) � (N + 1) Kontrollpunkten Bmn (m = 0; : : : ;M ;n = 0; : : : ; N) mit den

zugeh�origen Ortsvektoren

b00 =

0@ 0

6

0

1A ; b01 =

0@ 2

6

0

1A ; b02 =

0@ 4

6

0

1A ; b03 =

0@ 6

6

0

1A ; b04 =

0@ 8

6

0

1A ;

b10 =

0@ 0

4

0

1A ; b11 =

0@ 2

4

2

1A ; b12 =

0@ 4

4

4

1A ; b13 =

0@ 6

4

2

1A ; b14 =

0@ 8

5

0

1A ;

b20 =

0@ 0

2

0

1A ; b21 =

0@ 2

2

2

1A ; b22 =

0@ 4

2

4

1A ; b23 =

0@ 6

2

2

1A ; b24 =

0@ 8

2

0

1A ;

b30 =

0@ 0

0

0

1A ; b31 =

0@ 2

0

0

1A ; b32 =

0@ 4

0

0

1A ; b33 =

0@ 6

0

0

1A ; b34 =

0@ 8

0

0

1A ;

also

� : z(u; v) =

MX
m=0

NX
n=0

NL
m(u)N

K
n (v)bmn; (u; v) 2 [uL; uM+1]� [vK ; vN+1]

=

3X
m=0

4X
n=0

N2
m(u)N

2
n(v)bmn; (u; v) 2 [1; 3]� [1; 4]: (6.16)

(siehe Abbildung 6.1).

Es ist mit den am Beginn des Abschnittes vereinbarten Bezeichnungen

P = 1; Q = 2; m0 = n0 = 0; m1 = n1 = n2 = 1;

M0 = N0 = 0; M1 = N1 = 1 und N2 = 2:
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Abbildung 6.1: B-Spline-Fl�ache �

Im Folgenden konstruieren wir die Fl�achen �00;�01;�02;�10;�11;�12 mit

� =
[

m=0;1

n=0;1;2

�mn

(siehe Abbildung 6.2).

�00 : x(u; v); (u; v) 2 [1; 2]� [1; 2],

Kontrollpunkte: Bmn (m;n = 0; : : : ; 2),

Schnittfunktionen:

�kl (u)
(6:5)
=

u� ul

u2+l�k+1 � ul
(1 � k � l � 2)

�ij(v)
(6:6)
=

v � vj

v2+j�i+1 � vj
(1 � i � j � 2)

Es folgt
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Abbildung 6.2: Segmentierung der B-Spline-Fl�ache � durch 6 corner cutting-Fl�achen

�00 : x(u; v) = AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

0@ b00 b01 b02
b10 b11 b12
b20 b21 b22

1AB1
2(v)B

2
2(v)

=
�
N2

0 (u) N
2
1 (u) N

2
2 (u)

�T 0@ b00 b01 b02
b10 b11 b12
b20 b21 b22

1A�N2
0 (v) N

2
1 (v) N

2
2 (v)

�
;

(u; v) 2 [1; 2]� [1; 2]

und damit

�j[1;2]�[1;2] = �00:

So f�ahrt man f�ur �01;�02;�10;�11 fort und beendet das Verfahren mit

�12 : x(u; v); (u; v) 2 [2; 3]� [3; 4],
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Kontrollpunkte: Bmn (m = 1; : : : ; 3; n = 2; : : : ; 4),

Schnittfunktionen:

�kl (u)
(6:5)
=

u� ul

u3+l�k+1 � ul
(2 � k � l � 3)

�ij(v)
(6:6)
=

v � vj

v4+j�i+1 � vj
(3 � i � j � 4)

Es folgt analog

�12 : x(u; v) = AT 3
3 (u) A

T 2
3 (u)

0@ b12 b13 b14
b22 b23 b24
b32 b33 b34

1AB3
4(v)B

4
4(v)

= (N2
1 (u) N

2
2 (u) N

2
3 (u))

T

0@ b12 b13 b14
b22 b23 b24
b32 b33 b34

1A�N2
2 (v) N

2
3 (v) N

2
4 (v)

�
;

(u; v) 2 [2; 3]� [3; 4]

und somit

�j[2;3]�[3;4] = �12:

6.3 Corner cutting-Fl�achen als B-Spline-Fl�achen

Satz 6.3.1 Eine cc-Fl�ache � gem�a� (4.7) ist genau dann eine B-Spline-Fl�ache vom Grad

(M;N), wenn � vom Grad (M;N) und gleichf�ormig ber�uhrend ist, sowie f�ur die Parameter

ck; dl (k; l = 1; : : : ;M) und ei; f j (i; j = 1; : : : ; N) aus (5.40)

0 < c1 � c2 � : : : � cM�2
� cM�1

� 1 =: cM ;

0 < d1 � d2 � : : : � dM�2
� dM�1

� 1 =: dM ;
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0 < e1 � e2 � : : : � eN�2
� eN�1

� 1 =: eN ;

0 < f 1
� f 2

� : : : � fN�2
� fN�1

� 1 =: fN

gilt.

Beweis:
"
) \: Nach Satz 6.2.1 ist � eine gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�ache

vom Grad (M;N). Die Monotonie der Parameterfolgen folgt analog zum Beweis von Satz

3.3.1.

"
(\: Nach Satz 5.2.4 ist jede gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�ache eine lineare

corner cutting-Fl�ache.

Analog zum Beweis des Satzes 3.3.1 zeigt man

AT M
M (u) � � � AT 1

M(u) =
�
NM

0 (u) : : : NM
M (u)

�
und

B1
N(v) � � �B

N
N (v) =

�
NN

0 (v) : : : NN
N (v)

�T
: 2
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Kapitel 7

Unterteilung von corner

cutting-Kurven und corner

cutting-Fl�achen

Wir untersuchen nun die Unterteilbarkeit von linearen corner cutting-Kurven und linearen

corner cutting-Fl�achen. Es wird sich herausstellen, dass der Eigenschaft der gleichf�ormigen

Ber�uhrung dabei eine besondere Rolle zukommen wird. Im ersten Abschnitt betrachten

wir einige n�utzliche Eigenschaften der Bernsteinpolynome, bevor wir die Unterteilung von

corner cutting-Objekten herleiten.

Die grundlegenden Aussagen und Beweise �uber die Behandlung der Unterteilung bei cor-

ner cutting-Kurven stammen dabei aus [AUM3].

7.1 Lemma

Wir betrachten abermals die Bernsteinpolynome (siehe Abschnitte 3.1 und 6.1)

BN
i (u) =

�
N

i

�
(1� u)N�iui (i = 0; : : : ; N)

und geben einige f�ur das weitere Vorgehen n�utzliche Beziehungen der Bernsteinpolynome

an.
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Lemma 7.1.1 F�ur die Bernsteinpolynome gilt das Folgende:

a)

0BBBBB@
BN

0 (u0u)

...

BN
N (u0u)

1CCCCCA =

0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) � � � � � � B

N
0 (u0)

0
. . .

...

...
. . .

. . .
...

0 � � � 0 BN
N (u0)

1CCCCCCCCCA

0BBBBB@
BN

0 (u)

...

BN
N (u)

1CCCCCA

b)

0BBBBB@
BN

0 (u0(1� u) + u)

...

BN
N (u0(1� u) + u)

1CCCCCA =

0BBBBBBBBB@

BN
0 (u0) 0 � � � 0

...
. . .

. . .
...

...
. . . 0

BN
N (u0) � � � � � � B

0
0(u0)

1CCCCCCCCCA

0BBBBB@
BN

0 (u)

...

BN
N (u)

1CCCCCA

c)
dkBN

j

duk
(u) = N(N � 1) � � � (N � k + 1)

kX
�=0

(�1)k��
�
k

�

�
BN�k
j�� (u)

Beweis: a) Es gilt

NX
j=i

B
j
i (u0)B

N
j (u) =

NX
j=i

�
j

i

�
(1� u0)

j�iui0

�
N

j

�
(1� u)N�juj

=
1

i!

NX
j=i

N !

(j � i)!(N � j)!
(1� u0)

j�i(1� u)N�jui0u
j

=
N !

(N � i)! � i!

NX
j=i

(N � i)!

(j � i)!(N � j)!
(1� u0)

j�i(1� u)N�jui0u
j

=

�
N

i

� NX
j=i

0B@ N � i

N � j

1CA (1� u0)
j�i(1� u)N�juj�i(uu0)

i
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=

�
N

i

�
(uu0)

i

N�iX
j=0

0B@ N � i

N � j � i

1CA (u� uu0)
j(1� u)N�j�i

=

�
N

i

�
(uu0)

i
�
(u� uu0) + (1� u)

�N�i

=

�
N

i

�
(uu0)

i(1� uu0)
N�i

= BN
i (uu0)

2

b) Es gilt

iX
j=0

B
N�i+j
j (u0)B

N
i�j(u) =

iX
j=0

�
N � i+ j

j

�
(1� u0)

N�i+j�ju
j
0

�
N

i� j

�
(1� u)N�i+jui�j

=

iX
j=0

N !

(N � i)!j!(i� j)!
(1� u0)

N�iu
j
0(1� u)N�i+jui�j

=

�
N

i

�
(1� u0)

N�i

iX
j=0

�
i

j

�
u
j
0(1� u)N�i+jui�j

=

�
N

i

��
(1� u0)(1� u)

�N�i
iX

j=0

�
i

j

��
u0(1� u)

�j
ui�j

=

�
N

i

��
(1� u0)(1� u))N�i(u0(1� u) + u)i

= BN
i (u0(1� u) + u)

2

c) Wir beweisen durch vollst�andige Induktion nach k. Allgemein gilt

d

du
BN
j (u) = N

�
BN�1
j�1 (u)� BN�1

j (u)
�
: (7.1)
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Damit ist also

dk+1

duk+1
BN
j (u) = N(N � 1) � � � (N � k + 1)

kX
�=0

(�1)k��
�
k

�

�
d

du
BN�k
j�� (u)

(7:1)
= N(N � 1) � � � (N � k + 1)

kX
�=0

(�1)k��
�
k

�

�

�

�
(N � k)

�
BN�k�1
j���1 (u)�BN�k�1

j�� (u)
��

= N(N � 1) � � � (N � k)

 
kX

�=0

(�1)k+1��

�
k

�

�
BN�k�1
j�� (u)

+

k+1X
�=1

(�1)k+1��

�
k

�� 1

�
BN�k�1
j�� (u)

!

Wegen �
k

�

�
+

�
k

�� 1

�
=

�
k + 1

�

�
folgt induktiv die Behauptung. 2

7.2 Unterteilung linearer corner cutting-Kurven

In diesem Abschnitt gehen wir von linearen corner cutting-Kurven

c : x(u) = (b0 : : : bN)A
1
N (u) � � �A

N
N(u) = (b0 : : : bN )

0BBBBB@
f0(u)

...

fN(u)

1CCCCCA (7.2)

aus, deren Parameterintervall wir ohne Einschr�ankung durch [0; 1] festlegen (siehe Ab-

schnitt 2.1). Ziel des vorliegenden Abschnitts ist es, eine gegebene lineare corner cutting-

Kurve in einem Punkt X(u0); u0 2]0; 1[ in zwei corner cutting-Kurven zu unterteilen,

die vom gleichen Typ wie die Ausgangskurve sind; das soll bedeuten, dass die gesuchten

Kurven die gleichen Bindefunktionen besitzen. Wir tre�en dazu die folgenden Grund�uber-

legungen und -annahmen. Da die Bernsteinpolynome BN
j ; j = 0; : : : ; N eine Basis des
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linearen Raums aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich N bilden, existiert eine

eindeutig bestimmte Matrix R 2 IR(N+1)�(N+1) mit

A1
N(u) � � �A

N
N(u) =

0BBBBB@
f0(u)

...

fN(u)

1CCCCCA = R

0BBBBB@
BN

0 (u)

...

BN
N (u)

1CCCCCA ; (7.3)

wobei R unabh�angig von u ist. Wir nehmen im Folgenden an, dass R regul�ar ist. Nun

unterteilen wir c im Punkt X(u0) in zwei Kurven

c1 : y(u) = x(u0u) = (b0 : : : bN)

0BBBBB@
f0(u0u)

...

fN(u0u)

1CCCCCA ; u 2 [0; 1] (7.4)

und

c2 : z(u) = x(u0(1� u) + u) = (b0 : : : bN)

0BBBBB@
f0(u0(1� u) + u)

...

fN(u0(1� u) + u)

1CCCCCA ;

u 2 [0; 1]: (7.5)

Wir suchen Parameterdarstellungen von c1 und c2 als corner cutting-Kurven vom Typ c,

das hei�t, wir suchen Kontrollpunkte Q0; : : : ; QN mit

c1 : y(u) = x(u0u) = (q0 : : : qN )

0BBBBB@
f0(u)

...

fN(u)

1CCCCCA ; u 2 [0; 1]
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und Kontrollpunkte S0; : : : ; SN mit

c2 : z(u) = x(u0(1� u) + u) = (s0 : : : sN)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN(u)

1CCCCCA ; u 2 [0; 1]:

Dazu betrachten wir zun�achst die Kurve c1 und gehen von der Darstellung (7.4) aus. Es

gilt

c1 : y(u) = x(u0u) = (b0 : : : bN )

0BBBBB@
f0(u0u)

...

fN(u0u)

1CCCCCA

(7:3)
= (b0 : : : bN)R

0BBBBB@
Bn

0 (u0u)

...

BN
N (u0u)

1CCCCCA

Lemma
7:1:1 a)
= (b0 : : : bN)R

0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) � � � � � � B

N
0 (u0)

0
. . .

...

...
. . .

. . .
...

0 � � � 0 BN
N (u0)

1CCCCCCCCCA

0BBBBB@
BN

0 (u)

...

BN
N (u)

1CCCCCA

(7:3)
= (b0 : : : bN) R

0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) � � � � � � B

N
0 (u0)

0
. . .

...

...
. . .

. . .
...

0 � � � 0 BN
N (u0)

1CCCCCCCCCA
R�1

| {z }
=:T1(u0)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA
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= (b0 : : : bN)T1(u0)| {z }
=:(q

0
::: q

N
)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA

=: (q0 : : : qN )

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA

Analog �nden wir ausgehend von der Darstellung (7.5)

c2 : z(u) = x(u0(1� u) + u) = (b0 : : : bN )

0BBBBB@
f0(u0(1� u) + u)

...

fN(u0(1� u) + u)

1CCCCCA

Lemma
7:1:1 b)
= (b0 : : : bN)R

0BBBBBBBBB@

BN
0 (u0) 0 � � � 0

...
. . .

. . .
...

...
. . . 0

BN
N (u0) � � � � � � B

0
0(u0)

1CCCCCCCCCA

0BBBBB@
BN

0 (u)

...

BN
N (u)

1CCCCCA

(7:3)
= (b0 : : : bN) R

0BBBBBBBBB@

BN
0 (u0) 0 � � � 0

...
. . .

. . .
...

...
. . . 0

BN
N (u0) � � � � � � B

0
0(u0)

1CCCCCCCCCA
R�1

| {z }
=:T2(u0)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA
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= (b0 : : : bN)T2(u0)| {z }
=:(s0 ::: sN )

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA

=: (s0 : : : sN)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN(u)

1CCCCCA :

Wir fassen zusammen.

Satz 7.2.1 Gegeben sei eine lineare corner cutting-Kurve

c : x(u) = (b0 : : : bN )A
1
N(u) � � �A

N
N(u) = (b0 : : : bN)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA ; u 2 [0; 1]

ferner sei 0BBBBB@
f0(u)

...

fN(u)

1CCCCCA = R

0BBBBB@
BN

0 (u)

...

BN
N (u)

1CCCCCA
mit R 2 IR(N+1)�(N+1) und detR 6= 0. Dann l�asst sich die cc-Kurve c mit u0 2]0; 1[ in

zwei Kurven unterteilen, die ebenfalls ein Darstellung als lineare cc-Kurven

c1 : y(u); u 2 [0; 1];

c2 : z(u); u 2 [0; 1]

mit gleichen Bindefunktionen wie die Ausgangskurve c haben. Die zugeh�origen Kontroll-

punkte ergeben sich zu

(q0 : : : qN) = (b0 : : : bN)T1(u0)
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= (b0 : : : bN)R

0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) � � � � � � B

N
0 (u0)

0
. . .

...

...
. . .

. . .
...

0 � � � 0 BN
N (u0)

1CCCCCCCCCA
| {z }

=:�1(u0)

R�1

= (b0 : : : bN)R�1(u0)R
�1

beziehungsweise

(s0 : : : sN ) = (b0 : : : bN)T2(u0)

= (b0 : : : bN)R

0BBBBBBBBB@

BN
0 (u0) 0 � � � 0

...
. . .

. . .
...

...
. . . 0

BN
N (u0) � � � � � � B

0
0(u0)

1CCCCCCCCCA
| {z }

=:�2(u0)

R�1

= (b0 : : : bN)R�2(u0)R
�1:

Die Matrizen T1(u0) und T2(u0), die die neuen Kontrollpunkte der Kurven c1 und c2 liefern,

h�angen sowohl vom Parameterwert u0 als auch von den Blendingfunktionen f0 bis fN
ab. Durch die durchgef�uhrte Au
�osung dieser Abh�angigkeiten ergeben sich jedoch einige

Vorteile. Die Wahl der Schnittfunktionen und damit unmittelbar der Blendingfunktionen

gehen jetzt nur noch in die Matrix R ein, nicht aber in die Matrizen �i(u0) (i = 1; 2).

Umgekehrt beein
usst die Wahl des Parameterwertes u0 2]0; 1[ das Aussehen der Matrizen

�i(u0), nicht aber die Gestalt der Matrizen R. Ein Vorteil, der sich direkt aus diesen

Tatsachen ablesen l�asst, ist der Folgende.

Eine weitere Unterteilung der gleichen Ausgangskurve erfordert weniger Rechenaufwand,

da in diesem Fall nur die Matrizen �i(u0) (i = 1; 2) neu berechnet werden m�ussen. Streng

genommen muss davon nur eine der leicht zu berechnenden Matrizen evaluiert werden, da

sich die jeweils andere durch Umordnung der Eintr�age ergibt. Der gr�o�ere Rechenaufwand
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ergibt sich damit in der Regel durch die Bestimmung der Matrix R, die f�ur die Berechnung

der Ti(u0) ben�otigt wird.

Eine weitere Vereinfachung der Situation tritt im Spezialfall der B�ezierkurven ein, da die

Transformationsmatrix R trivialerweise aus der (N+1)�(N +1)-Einheitsmatrix besteht.

Im Falle einer Graderh�ohung muss bei den Matrizen �i(u0) aufgrund Ihrer Bauart nur

genau eine neue Spalte beziehungsweise Zeile neu berechnet werden, w�ahrend die beste-

henden Eintr�age unver�andert bleiben.

Beispiel 7.2.1 Wir betrachten die corner cutting-Kurve

c : x(u) = (b0 b1 b2 b3)A
1
3(u)A

2
3(u)A

3
3(u); u 2 [0; 1]

mit

A1
3(u) =

0BBBBBBBBB@

1� u 0 0

u 3
4
�

1
2
u 0

0 1
2
u+ 1

4
3
4
�

1
2
u

0 0 1
2
u+ 1

4

1CCCCCCCCCA
; A2

3(u) =

0BBBBB@
3
4
�

3
4
u 0

3
4
u+ 1

4
1� 1

2
u

0 1
2
u

1CCCCCA ; A3
3(u) =

0B@ 1� u

u

1CA

und den Kontrollpunkten

B0 = B0(0j0); B1 = B1(0j3); B2 = B2(5j3); B3 = B3(7j1):

Die zur Kurve c geh�origen Bindefunktionen ergeben sich damit zu0BBBBBBBBB@

f0(u)

f1(u)

f2(u)

f3(u)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

3
4
�

9
4
u+ 9

4
u2 � 3

4
u3

3
16
+ 7

4
u� 51

16
u2 + 11

8
u3

1
16
+ 1

2
u+ 13

16
u2 � 7

8
u3

1
8
u2 + 1

4
u3

1CCCCCCCCCA
:

Nun wollen wir die Kurve an der Stelle u0 =
2
5
unterteilen. Dazu bescha�en wir uns die im

zuvor hergeleiteten Abschnitt n�otigen Kontrollpunkte, so dass wir zu zwei linearen corner

cutting-Kurven c1 und c2 kommen, die die Kurve c segmentieren. Die Matrizen R und
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R�1 lauten

R =

0BBBBBBBBB@

3
4

0 0 0

3
16

37
48

7
24

1
8

1
16

11
48

2
3

1
2

0 0 1
24

3
8

1CCCCCCCCCA
; R�1 =

0BBBBBBBBB@

4
3

0 0 0

�
7
22

3
2
�

15
22

9
22

�
3

176
�

9
16

333
176

�
411
176

1
528

1
16
�

37
176

515
176

1CCCCCCCCCA
:

Abschlie�end ergeben sich die Matrizen �1(u0) und �2(u0) zu

�1(
2
5
) =

0BBBBBBBBB@

1 3
5

9
25

27
125

0 2
5

12
25

54
125

0 0 4
25

36
125

0 0 0 8
125

1CCCCCCCCCA
; �2(

2
5
) =

0BBBBBBBBB@

27
125

0 0 0

54
125

9
25

0 0

36
125

12
25

3
5
0

8
125

4
25

2
5
1

1CCCCCCCCCA
;

womit sich wiederum die Transformationsmatrizen in diesem Beispiel zu

T1(u0) =

0BBBBBBBBB@

37511
44000

2133
4000

7479
44000

243
8800

299
2750

97
250

1461
2750

111
275

1707
44000

321
4000

12923
44000

843
1760

�
1

22000
�

3
2000

111
22000

79
880

1CCCCCCCCCA
beziehungsweise

T2(u0) =

0BBBBBBBBB@

27
125

0 0 0

10513
22000

43
80

89
880

17
880

6289
22000

167
400

617
880

1141
4400

223
11000

9
200

87
440

1587
2200

1CCCCCCCCCA
berechnen.
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Die Kontrollpunkte Q0; : : : ; Q3 der Kurve c1 werden also gegeben durch

(q0 : : :q3) = (b0 : : : b3)R�1(u0)R
�1

=

0B@
0B@ 8521

44000

4577
8800

1CA
0B@ 1563

4000

1451
800

1CA
0B@ 122169

44000

3 593
8800

1CA
0B@ 2 41

1760

46121
8800

1CA
1CA ;

die Kontrollpunkte S0; : : : ; S3 der Kurve c2 errechnen sich zu

(s0 : : : s3) = (b0 : : : b3)R�2(u0)R
�1

=

0B@
0B@ 112567

22000

21943
2200

1CA
0B@ 2161

400

3149
200

1CA
0B@ 4783

880

4 3
440

1CA
0B@ 61323

4400

2 167
2200

1CA
1CA :

In den Abbildungen 7.1 bis 7.3 sieht man die Kurven c, c1 und c2 sowie die Kontrollpoly-

gone der zugeh�origen Kurven.

c

cc

cc

c

B0

B1

B2

B3

c

Abbildung 7.1: Kurve c samt Kontrollpolygon
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c

cc

cc

c

c

c

Q0

c

c

Q1

c

c

Q2

Q3

B0

B1

B2

B3
c1

Abbildung 7.2: Kurve c1 sowie Kontrollpolygon der Kurven c1 und c.

c

cc

cc

c

S0

c

c

S1

c

c
S2
c

c

S3

B0

B1

B2

B3

c2

Abbildung 7.3: Kurve c2 sowie Kontrollpolygon der Kurven c2 und c.

7.3 Unterteilung linearer corner cutting-Fl�achen

Im vorliegenden Kapitel werden sowohl die Bernsteinpolynome als auch Schnittmatrizen

mit B bezeichnet.
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Der jeweilige Zusammenhang und die Indizierung sollte aber jeweils deutlich machen, um

welchen Typ es sich handelt, auch wenn f�ur BN
N eine Doppeldeutigkeit auftritt.

Wir gehen aus von einer linearen corner cutting-Fl�ache (vergleiche mit Abschnitt 7.2)

� : x(u; v) = AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(v) � � �B

N
N (v); (u; v) 2 [0; 1]2

gem�a� (4.7), die wir f�ur festes u0 2]0; 1[ entlang einer v-Parameterlinie der Fl�ache �

unterteilen wollen. Dazu suchen wir zwei Fl�achen �1 und �2 vom gleichen Typ wie die

Ausgangs
�ache �, also

�1 : y(u; v) = x(u0u; v)

= AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0BBBBB@
q00 � � � q0N

...
...

qM0 � � � qMN

1CCCCCAB1
N (v) � � �B

N
N (v);

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1] (7.6)

beziehungsweise

�2 : z(u; v) = x(u0(1� u) + u; v)

= AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0BBBBB@
t00 � � � t0N

...
...

tM0 � � � tMN

1CCCCCAB1
N (v) � � �B

N
N (v);

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]: (7.7)

Die Situation ist in Abbildung 7.4 exemplarisch dargestellt.
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X(u0; 0)

s

X(u0; 1)s

X(0; 1)
s

X(0; 0)
s

X(1; 1)
s

X(1; 0)s

�1 �2

�

X(u0; v)

Abbildung 7.4: Unterteilung entlang einer v-Linie

In Analogie zur Unterteilung von corner cutting-Kuren betrachten wir dabei die eindeutig

bestimmten Matrizen R und S mit

A1
M(u) � � �AM

M(u) =

0BBBBB@
f0(u)

...

fM(u)

1CCCCCA = R

0BBBBB@
BM

0 (u)

...

BM
M (u)

1CCCCCA ; (7.8)

und

B1
N(v) � � �B

N
N (v) =

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA = S

0BBBBB@
BN

0 (v)

...

BN
N (v)

1CCCCCA ; (7.9)

wobei R unabh�angig von u und S unabh�angig von v ist. Wir nehmen im Folgenden an,

dass die Matrizen R und S regul�ar sind. Die Unterteilung an der Parameterlinie u = u0
liefert uns zun�achst die beiden Fl�achen

�1 : y(u; v) = x(u0u; v) =
�
f0(u0u) : : : fM(u0u)

�
0BBBBB@

b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCA

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA ;
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(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]

(7.10)

und

�2 : z(u; v) = x(u0(1� u) + u; v)

=

0BBBBB@
f0(u0(1� u) + u)

...

fM(u0(1� u) + u)

1CCCCCA

T 0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCA

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA ;

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]: (7.11)

Ausgehend von (7.10) leiten wir im Folgenden die Kontrollpunkte Qij (i = 1; : : : ;M ; j =

1; : : : ; N) her, um zu einer Darstellung (7.6) zu gelangen.

�1 : y(u; v) = x(u0u; v) =
�
f0(u0u) : : : fM(u0u)

�
0BBBBB@

b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCA

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA

=

0BBBBB@
BM

0 (u0u)

...

BM
M (u0u)

1CCCCCA

T

RT

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N(v) � � �B

N
N (v)

Lemma
7:1:1 a)
=

26666666664

0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) � � � � � � B

M
0 (u0)

0
. . .

...

...
. . .

. . .
...

0 � � � 0 BM
M (u0)

1CCCCCCCCCA

0BBBBB@
BM

0 (u)

...

BM
M (u)

1CCCCCA

37777777775

T

RT ((bij))

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA



KAPITEL 7. UNTERTEILUNG VON CORNER CUTTING-KURVEN UND

CORNER CUTTING-FL�ACHEN 173

=

0BBBBB@
f0(u)

...

fM(u)

1CCCCCA

T

�
R�1

�T
0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) 0 � � � 0

...
. . .

. . .
...

...
. . . 0

BM
0 (u0) � � � � � � B

M
M (u0)

1CCCCCCCCCA
RT ((bij))

0BBBBB@
g0(v)

...

gN(v)

1CCCCCA

Wir de�nieren

T1(u0) := R �

0BBBBBBBBB@

B0
0(u0) � � � � � � B

M
0 (u0)

0
. . .

...

...
. . .

. . .
...

0 � � � 0 BM
M (u0)

1CCCCCCCCCA
�R�1 =: R�1(u0)R

�1

und

((qij)) := T T
1 (u0) � ((bij))

und gelangen so zur gew�unschten Darstellung (7.6). Analog erh�alt man mit

T2(u0) := R �

0BBBBBBBBB@

BM
0 (u0) 0 � � � 0

...
. . .

. . .
...

...
. . . 0

BM
M (u0) � � � � � � B

0
0(u0)

1CCCCCCCCCA
�R�1 =: R�2(u0)R

�1

und

((tij)) := T T
2 (u0) � ((bij))

die Darstellung (7.7). Entsprechend verl�auft die Unterteilung entlang einer u-Linie.

Die Vorteile, die in der Regel die Nachteile der zun�achst komplexeren Berechnung/Darstellung

der Fl�achensegmente rechtfertigen, lassen sich von der Kurventheorie des vorigen Ab-

schnitts �ubertragen.

Ein weiteres Unterteilen gestaltet sich nun einfach. Insbesondere ist es leicht m�oglich,

eine lineare corner cutting-Fl�ache in einem Punkt X(u0; v0); (u0; v0) 2]0; 1[
2 (also einem

Nicht-Randpunkt) von � entlang der Parameterlinien X(u0; v) und X(u; v0) derart zu
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X(u0; 0)

s

X(u0; 1)s

X(u0; v0)

s

X(0; 1)
s

X(0; 0)
s

X(1; 1)
s

X(1; 0)s

�11

�12

�21

�22

�

X(u; v0)

X(u0; v)

X(0; v0) s X(1; v0)s

Abbildung 7.5: Unterteilung entlang einer u-Linie und einer v-Linie

unterteilen, dass insgesamt vier lineare corner cutting-Fl�achen mit denselben Bindefunk-

tionen zu neuen Kontrollpunkten entstehen. Die Situation ist schematisch der Abbildung

7.5 zu entnehmen.

Die vier Fl�achen haben dann die Parameterdarstellungen

�11 : x11(u; v) = x(u0u; v0v)

= AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)
�
R�1

�T
�1(u0)R((bij))S�1(v0)S

�1B1
N (v) � � �B

N
N (v);

(u; v) 2 [0; 1]2

�12 : x12(u; v) = x(u0u; v0(1� v) + v)

= AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)
�
R�1

�T
�1(u0)R((bij))S�2(v0)S

�1B1
N (v) � � �B

N
N (v);

(u; v) 2 [0; 1]2

�21 : x21(u; v) = x(u0(1� u) + u; v0v)

= AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)
�
R�1

�T
�2(u0)R((bij))S�1(v0)S

�1B1
N (v) � � �B

N
N (v);
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(u; v) 2 [0; 1]2

�22 : x22(u; v) = x(u0(1� u) + u; v0(1� v) + v)

= AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)
�
R�1

�T
�2(u0)R((bij))S�2(v0)S

�1B1
N(v) � � �B

N
N (v);

(u; v) 2 [0; 1]2

Will man eines der auftretenden Parameterintervalle so aufteilen, dass f�ur ein n 2 IN das

Intervall in 2n � 1 Punkten geteilt wird, deren Abst�ande benachbarter Punkte �aquidi-

stant sind, so ist die Berechnung der der Transformationsmatrizen T1; T2 beziehungsweise

S1; S2 nur einmal von N�oten. Die jeweiligen Kontrollpunkte zu denselben Bindefunktionen

ergeben sich durch rekursives Anwenden der Gleichungen (7.10) beziehungsweise (7.11).

Beispiel 7.3.1 Wir betrachten eine corner cutting-Fl�ache vom Grad (M;N) = (2; 3)

� : x(u; v) = AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

0BBBBB@
b00 � � � b03

...
...

b20 � � � b23

1CCCCCAB1
3(v) � � �B

3
3(v); (u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]

(7.12)

mit den Schnittfunktionen

�1
1(u) =

1
2
u; �1

2(u) =
3
4
u+ 1

4
; �2

2(u) = u

�1
1(v) = �3

3(v) = v; �1
2(v) = �1

3(v) =
1
2
v + 1

4
; �2

2(v) =
3
4
v + 1

4
; �2

3(v) =
1
2
v
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und den Kontrollpunkten

b00 =

0@ 0

0

0

1A ; b01 =

0@ 0

2

0

1A ; b02 =

0@ 0

3

0

1A ; b03 =

0@ 0

5

0

1A ;

b10 =

0@ 2

0

1

1A ; b11 =

0@ 2

2

1

1A ; b12 =

0@ 2

3

1

1A ; b13 =

0@ 2

5

1

1A ;

b20 =

0@ 5

0

0

1A ; b21 =

0@ 5

2

0

1A ; b22 =

0@ 5

3

0

1A ; b23 =

0@ 5

5

0

1A
(siehe Abbildung 7.6).

Abbildung 7.6: Die Fl�ache � aus (7.12) samt Kontrollnetz

Wir untersuchen nun die Unterteilung dieser Fl�ache an der v-Linie u = u0 = 2
5
, an

der u-Linie v = v0 = 1
2
sowie der Unterteilung der Fl�ache in vier Segmente mit dem

Trennungspunkt X(2
5
; 1
2
).
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Die im laufenden Abschnitt auftretenden Transformationsmatrizen berechnen sich in die-

sem speziellen Beispiel zu

R :=

0BBBBB@
1 1

4
0

0 5
8
0

0 1
8
0

1CCCCCA ; S :=

0BBBBBBBBB@

3
4

0 0 0

3
16

37
48

7
24

1
8

1
16

11
48

2
3

1
2

0 0 1
24

3
8

1CCCCCCCCCA
;

�1(
2
5
) :=

0BBBBB@
1 1

2
1
4

0 1
2

1
2

0 0 1
4

1CCCCCA ;�2(
2
5
) :=

0BBBBB@
1
4
0 0

1
2

1
2
0

1
4

1
2
1

1CCCCCA ;

�1 :=

0BBBBBBBBB@

1 3
5

9
25

27
125

0 2
5

12
25

54
125

0 0 4
25

36
125

0 0 0 8
125

1CCCCCCCCCA
und �2 :=

0BBBBBBBBB@

27
125

0 0 0

54
125

9
25

0 0

36
125

12
25

3
5
0

8
125

4
25

2
5
1

1CCCCCCCCCA
:

Die Unterteilung an den Parameterlinien liefert uns f�ur die Parameterlinie v = v0 =
2
5
die

Fl�achen (siehe Abbildungen 7.7 und 7.8)

�1 : y(u; v) = AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

0BBBBB@
q00 � � � q03

...
...

q20 � � � q23

1CCCCCAB1
3(v) � � �B

3
3(v)

= AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

�
R�1

�T
�1(u0)R

0BBBBB@
b00 � � � b03

...
...

b20 � � � b23

1CCCCCAB1
3(v) � � �B

3
3(v); (u; v) 2 [0; 1]2
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beziehungsweise

�2 : z(u; v) = AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

0BBBBB@
t00 � � � t03

...
...

t20 � � � t23

1CCCCCAB1
3(v) � � �B

3
3(v)

= AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

�
R�1)

�T
�2(u0)R

0BBBBB@
b00 � � � b03

...
...

b20 � � � b23

1CCCCCAB1
3(v) � � �B

3
3(v);

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]:

Abbildung 7.7: Fl�ache �1 mit Kontrollnetz der Fl�ache �
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Abbildung 7.8: Fl�ache �2 mit Kontrollnetz der Fl�ache �

Die Kontrollpunkte berechnen sich in diesem Fall zu0BBBBB@
q00 � � � q03

...
...

q20 � � � q23

1CCCCCA =
�
R�1

�T
�2(u0)R

0BBBBB@
b00 � � � b03

...
...

b20 � � � b23

1CCCCCA
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=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0BBBBB@
111
80

0

0

1CCCCCA

0BBBBB@
111
80

179
80

71
160

1CCCCCA

0BBBBB@
111
80

4 77
160

71
160

1CCCCCA

0BBBBB@
111
80

715
32

0

1CCCCCA
0BBBBB@
51
5

0

0

1CCCCCA

0BBBBB@
51
5

24
5

3
5

1CCCCCA

0BBBBB@
51
5

41
5

3
5

1CCCCCA

0BBBBB@
51
5

7

0

1CCCCCA
0BBBBB@

53
80

0

0

1CCCCCA

0BBBBB@
53
80

17
80

�
7

160

1CCCCCA

0BBBBB@
53
80

51
160

�
7

160

1CCCCCA

0BBBBB@
53
80

17
32

0

1CCCCCA

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

aus 0BBBBB@
q00 � � � q03

...
...

q20 � � � q23

1CCCCCA =
�
R�1

�T
�2(u0)R

0BBBBB@
b00 � � � b03

...
...

b20 � � � b23

1CCCCCA ;

erh�alt man die entsprechenden Kontrollpunkte der Fl�ache �2.

Bei der Unterteilung in vier Segmente erhalten wir die Fl�achen

�11 : x11(u; v); (u; v) 2 [0; u0]� [0; v0];

�12 : x12(u; v); (u; v) 2 [u0; 1]� [0; v0];

�21 : x21(u; v); (u; v) 2 [0; u0]� [v0; 1];

�22 : x22(u; v); (u; v) 2 [u0; 1]� [v0; 1];

die wir als corner cutting-Fl�achen
"
desselben Typs\ mittels

�11 : x11(u; v) = x(u0u; v0v)

= AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

�
R�1

�T
�1(u0)R

T ((bij))S�1(v0)S
�1B1

N(v) � � �B
3
N (v);
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(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1];

�12 : x12(u; v) = x(u0u; v0(1� v) + v)

= AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

�
R�1

�T
�1(u0)R

T ((bij))S�2(v0)S
�1B1

N (v) � � �B
3
N(v);

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1];

�21 : x21(u; v) = x(u0(1� u) + u; v0v)

= AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

�
R�1

�T
�2(u0)R

T ((bij))S�1(v0)S
�1B1

N (v) � � �B
3
N(v);

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1];

�22 : x22(u; v) = x(u0(1� u) + u; v0(1� v) + v)

= AT 2
2 (u) A

T 1
2 (u)

�
R�1

�T
�2(u0)R

T ((bij))S�2(v0)S
�1B1

N (v) � � �B
3
N(v);

(u; v) 2 [0; 1]� [0; 1]

darstellen k�onnen.

Die Fl�achen mitsamt ihrer Kontrollpunktnetze und dem Kontrollpunktnetz der Ausgangs-


�ache � sind in den Abbildungen 7.9 bis 7.12 dargestellt.

Bemerkung 7.3.1 Man sieht an diesem Beispiel, dass die Kontrollpunkte der segmen-

tierenden Fl�achen nicht notwendigerweise in der Konvexen H�ulle der Kontrollpunkte der

Ausgangs
�ache liegen (siehe zum Beispiel den Kontrollpunkt Q13 der Fl�ache �1 des vor-

angegangenen Beispiels).

7.4 Unterteilung von gleichf�ormig ber�uhrenden cor-

ner cutting-Kurven

Nachdem wir in Abschnitt 7.2 bei der Unterteilung einer linearen cc-Kurve die Re-

gularit�at der Transformationsmatrix R noch voraussetzen mussten, k�onnen wir sie bei
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Abbildung 7.9: Fl�ache �11 mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Fl�ache �

Abbildung 7.10: Fl�ache �12 mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Fl�ache �
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Abbildung 7.11: Fl�ache �21 mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Fl�ache �

Abbildung 7.12: Fl�ache �22 mit Kontrollnetz und Kontrollnetz der Fl�ache �
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gleichf�ormig ber�uhrenden corner cutting-Kurven beweisen und gleichzeitig eine Konstruk-

tionsvorschrift der Matrix angeben. Da gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Kurven

ebenfalls linear sind (siehe Satz 2.4.5), gehen wir wieder von einer linearen corner cutting-

Kurve

c : x(u) = (b0 : : : bN )A
1
N(u) � � �A

N
N(u) = (b0 : : : bN)

0BBBBB@
f0(u)

...

fN (u)

1CCCCCA ; u 2 [0; 1]

aus. Um die Regularit�at und die Konstruktionsvorschrift von R beweisen beziehungsweise

formulieren zu k�onnen, sind einige Vor�uberlegungen notwendig. Wir bezeichnen mit rj :=

R[1; : : : ; N + 1jj + 1] (j = 0; : : : ; N) die Spalten der Matrix R und bezeichnen weiter mit

�0rj = rj; �irj = �i�1rj+1 ��i�1rj

die Vorw�artsdi�erenzen von rj. F�ur i = 0; : : : ; N de�nieren wir die Gr�o�en

Ci(u) = _A1
N(u) � � �

_Ai
N (u)| {z }

leer f�ur i=0

�Ai+1
N (u) � � �AN

N (u)| {z }
leer f�ur i=N

:

Damit gilt

Ci(u) =
1

N(N � 1) � � � (N � i+ 1)
�

diC0(u)

dui
(wegen Ai�1

N
_Ai
N = _Ai�1

N Ai
N )

=
1

N(N � 1) � � � (N � i+ 1)
�

NX
j=0

diBN
j (u)

dui
rj

Lemma
7:1:1 c)
=

NX
j=0

rj

iX
j=0

(�1)i��
�
i

�

�
BN�i
j�� (u): (7.13)

Satz 7.4.1 F�ur i = 0; : : : ; N gilt

Ci(0) = _A1
N(0) � � �

_Ai
N (0)A

i+1
N (0) � � �AN

N(0) = �ir0:

Damit folgt f�ur die Spalten der Matrix R

ri = Ci(0)�

i�1X
j=0

(�1)i�j
�
i

j

�
rj (i = 0; : : : ; N)
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Beweis: Es ist

C0(0) =

NX
j=0

rjB
N
j (0) = r0:

F�ur i � 1 gilt weiter

Ci(0)
(7:13)
=

NX
j=0

rj

iX
�=0

�
i

�

�
BN�i
j�� (0)

=

NX
j=0

rj(�1)
i�j

�
i

j

�
BN�i

0 (0)

=

iX
j=0

rj(�1)
i�j

�
i

j

�
= �ir0;

denn mittels Induktion zeigt man

�ir0 = �i�1r1 ��i�1r0

= �i�2r2 ��i�2r1 ��i�2r1 +�i�2r0

= : : :

=

iX
j=0

(�1)i�j
�
i

j

�
rj

2

Eine weitere Aussage �uber die Konstruktion der Spalten der Matrix R erhalten wir, wenn

wir den Parameterwert u = 1 in die Funktionen Ci (i = 0; : : : ; N) einsetzen. Dies bein-

haltet die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 7.4.2 F�ur i = 0; : : : ; N gilt

Ci(1) = _A1
N(1) � � �

_Ai
N (1)A

i+1
N (1) � � �AN

N(1) = �irN�i:

Damit gilt f�ur die Spalten der Matrix R

ri = (�1)N�iCN�i(1)�

N�iX
j=1

(�1)j
�
N � i

j

�
ri+j (i = N; : : : ; 0):
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Beweis: F�ur i = 0 erhalten wir die Beziehung

C0(1) =

NX
j=0

rjB
N
j (1) = rN :

F�ur i = 1; : : : ; N gilt weiter

Ci(1)
(7:13)
=

NX
j=0

rj

iX
�=0

�
i

�

�
BN�i
j�� (1)

=

NX
j=0

rj(�1)
N�j

�
i

i + j �N

�
BN�i
N�i(1)

=

NX
j=N�i

rj(�1)
N�j

�
i

i+ j �N

�

=

iX
j=0

rj+(N�i)(�1)
i�j

�
i

j

�
= �irN�i:

Damit folgt

rN�i = (�1)iCi(1)�

iX
j=1

(�1)j
�
i

j

�
rN�i+j:

Vertauschen wir in dieser Gleichung N � i und i, so erhalten wir den zweiten Teil der

Behauptung. 2

Satz 7.4.3 Die Blendingfunktionen f0; : : : ; fN einer gleichf�ormig ber�uhrenden corner cut-

ting-Kurve sind linear unabh�angig.

Beweis: Zun�achst gilt wegen (7.3) und Satz 7.4.1

f0; : : : ; fN lin. unabh�angig , Rg R = N + 1 , det
�
C0(0)C1(0) : : : CN(0)

�
6= 0;

Der Rang der Matrix _A
j

N ist f�ur j = 1; : : : ; N gegeben durch N + 1 � j, daher sind die

Abbildungen 8><>:
IRN+1�j

! RN+2�j

x 7! _A
j

Nx
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und 8><>:
IRN�j+2

! RN+1

x 7! _A1
N
_A2
N � � �

_A
j�1
N x

injektiv. Damit gilt f�ur i = 1; : : : ; N :

_A1
N
_A2
N � � �

_Ai�1
N Ai

N(0) � � �A
N
N(0) 2 [

N[
k=0

_A1
N � � �

_Ak
N| {z }

leer f�ur i=0

Ak+1
N (0) � � �AN

N(0)| {z }
leer f�ur i=N

]

= [ _A1
N � � �

_Ai
NA

i+1
N (0) � � �AN

N (0);

_A1
N � � �

_Ai+1
N Ai+2

N (0) � � �AN
N(0);

: : : ;

_A1
N � � �

_AN
N ]

, 9�i; : : : ; �N :

_A1
N � � �

_Ai�1
N

 
Ai
N (0) � � �A

N
N(0)�

NX
k=i

�k _Ai
N � � �

_Ak
NA

k+1
N (0) � � �AN

N(0)

!

= o

, 9�i; : : : ; �N : Ai
N (0) � � �A

N
N(0) =

NX
k=i

�k _Ai
N � � �

_Ak
NA

k+1
N (0) � � �AN

N (0):

Die Elemente des Vektors auf der linken Seite addieren sich als Produkt stochastischer

Matrizen zu Eins, die Elemente der Vektoren in der Summe auf der rechten Seite addieren

sich zu Null, denn _Ai
N besitzt f�ur i = 1; : : : ; N verschwindene Spalteneintragssummen und

somit auch Matrixprodukte

Ai
N (u) �H mit H 2 IR(N+i�1)�r und r 2 IN:

Dies ist ein Widerspruch. 2

Bemerkung 7.4.1 Die Spalten R[1; : : : ; N + 1j1] und R[1; : : : ; N + 1jN + 1] lassen sich

wie gesehen besonders einfach evaluieren. Es ist

r0 = A1
N(0)A

2
N(0) � � �A

N
N (0)
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und

rN = A1
N(1)A

2
N(1) � � �A

N
N (1):

Ob R stochastisch ist, ist nicht gekl�art. R�1 ist es nach [AUM3] nicht. Dass die Eintr�age

der Spalten von R sich zu Eins summieren, l�asst sich jedoch beweisen.

Satz 7.4.4 Die Eintr�age der Spalten der Matrix R summieren sich zu Eins, also gilt f�ur

j = 1; : : : ; N + 1
N+1X
i=1

R[ijj] = 1:

Beweis: Nach obigen �Uberlegungen hat das Matrixprodukt

Ci(0) = _A1
N (0) � � �

_Ai
N(0) � A

i+1
N (0) � � �AN

N (0)

die Spalteneintragssumme Null f�ur i 6= 0 und die Spalteneintragssumme Eins f�ur i = 0.

Ferner ist

�

i�1X
j=0

(�1)i�j
�
i

j

�
= (�1)i+1

i�1X
j=0

(�1)j
�
i

j

�

= (�1)i+1
� (�1)i+1 = 1:

Wegen

ri = Ci(0)�

i�1X
j=0

(�1)i�j
�
i

j

�
rj

folgt die Behauptung f�ur die Spalten rk durch Induktion nach k. 2

Bemerkung 7.4.2 Es gilt

1 =

NX
i=0

fi(u0u)

= f0(u)

N+1X
i=1

T1(u0)[ij1]

+ : : :
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+fN(u)

N+1X
i=1

T1(u0)[ijN + 1]

=

N+1X
k=1

N+1X
i=1

T1(u0)[ijN + 1]fk�1(u);

woraus wegen der eindeutigen Basisdarstellung in den Funktionen fk ebenfalls folgt, dass

die Eintr�age der Spalten der Matrizen Ti(u0) (i = 1; 2) sich zu Eins summieren. Wie bei

der Inversen R�1 der Transformationsmatrix R l�asst sich aber zeigen, dass die Matrizen

Ti(u0) nicht stochastisch sind (siehe [AUM3], Seite 100f).

7.5 Unterteilung von gleichf�ormig ber�uhrenden cor-

ner cutting-Fl�achen

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich auf die Theorie der corner cutting-

Fl�achen anwenden und erweitern diese. Die Ergebnisse werden wir in diesem Abschnitt

zusammenfassen. F�ur die Beweise der S�atze verweisen wir auf die entsprechenden S�atze

�uber corner cutting-Kurven, die mit den entsprechenden Bezeichnungen �ubertragbar sind.

Wir gehen von einer gleichf�ormig ber�uhrenden und damit linearen (siehe Satz 5.2.4) corner

cutting-Fl�ache

� : x(u; v) = AT M
M (u) � � � AT 1

M(u)

0BBBBB@
b00 � � � b0N

...
...

bM0 � � � bMN

1CCCCCAB1
N (v) � � �B

N
N (v); (u; v) 2 [0; 1]2

(7.14)

aus.

F�ur die Transformationsmatrizen R und S aus (7.8) und (7.9) bezeichnen wir mit

rl := R[1; : : : ;M + 1jl + 1] (l = 0; : : : ;M)

die Spalten von R und mit

sj := S[1; : : : ; N + 1jj + 1] (j = 0; : : : ; N)
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die Spalten von S.

Ferner seien f�ur l = 0; : : : ;M und j = 0; : : : ; N die Gr�o�en

Cl(u) := _A1
M(u) � � � _Al

M(u)Al+1
M (u) � � �AM

M(u)

und

Dj(v) := �B1
N(v) � � �

�B
j

N(v)B
j+1
N (v) � � �BN

N (v)

de�niert.

Damit erhalten wir (vgl. mit Satz 7.4.1) den

Satz 7.5.1 Die Spalten der Transformationsmatrizen R und S lassen sich durch

rl = Cl(0)�

l�1X
k=0

(�1)l�k
�
i

k

�
rk (l = 0; : : : ;M)

beziehungsweise

sj = Dj(0)�

j�1X
i=0

(�1)j�i
�
j

i

�
si (i = 0; : : : ; N)

berechnen.

Eine weitere Konstruktionsvorschrift (vgl. mit Satz 7.4.2) gewinnen wir aus dem

Satz 7.5.2 Die Spalten der Transformationsmatrizen R und S erhalten wir f�ur l =

0; : : : ;M und j = 0; : : : ; N aus den Beziehungen

rl = (�1)M�lCM�l(1)�

M�lX
k=1

(�1)k
�
M � l

k

�
rl+k

beziehungsweise

sj = (�1)N�jDN�j(1)�

N�jX
i=1

(�1)i
�
N � j

i

�
sj+i:

Das zu Satz 7.4.3 analoge Resultat f�ur gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�achen ist

gegeben im

Satz 7.5.3 Sowohl die Blendingfunktionen f0; : : : ; fM als auch die Blendingfuntkionen

g0; : : : ; gN einer gleichf�ormig ber�uhrenden corner cutting-Fl�ache sind linear unabh�angig.
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Bemerkung 7.5.1 Die Eintr�age der Spalten der TransformationsmatrizenR und S sum-

mieren sich jeweils zu Eins (vgl. Satz 7.4.4). Um zu zeigen, dass R und S stochastische

Matrizen sind, m�usste man die Nichtnegativit�at aller Eintr�age nachweisen, um diese Ver-

mutung zu best�atigen.

F�ur die Inversen R�1 und S�1 ist gezeigt, dass im Allgemeinen keine stochastischen Ma-

trizen vorliegen (vgl. Bemerkung 7.4.1).
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde versucht, die Theorie der corner cutting-Kurven und

corner cutting-Fl�achen ein- beziehungsweise fortzuf�uhren. F�ur die praktische Anwen-

dung wurden Bedingungen hergeleitet, die es erm�oglichen Interpolationseigenschaften

oder Ber�uhrungscharakteristiken zu erreichen.

Die vollkommene Kontrolle der Objekte wird dabei durch die Wahl des Kontrollpunkt-

polygons beziehungsweise des Kontrollpunktnetzes sowie der Wahl der Schnittfunktionen

erreicht. Obwohl an die Schnittfunktionen relativ starke Forderungen gestellt werden, ge-

winnen wir durch diese Reglementierung eine einfach zu handhabende Steuerungsm�oglich-

keit der entstehenden Kurven und Fl�achen.

Durch die Verwendung von bidiagonalen unteren Dreiecksmatrizen als Schnittmatrizen

gelingt es (wenn �uberhaupt) nicht ohne Weiteres, bereits bestehende corner cutting-

Algorithmen im Sinne unserer De�nition darzustellen (man denke zum Beispiel an den

Chaikin-Algrithmus oder die Algorithmen von de Rham, siehe [CHA2], [RHA1] und

[RHA2]).

Die Theorie der corner cutting-Kurven, die in [AUM1] eingef�uhrt wurde, wurde wieder-

holt, teilweise erweitert und anhand von Beispielen illustriert. Die Kurventheorie wurde

auf die Theorie der corner cutting-Fl�achen erweitert. Wir konnten nachweisen, dass die

entstehenden Tensorprodukt
�achen nahezu s�amtliche Eigenschaften, die wir bei der Be-

handlung der Kurven kennengelernt haben, auch in der Theorie der Fl�achen Anwendung

�nden.

Ein Schwerpunkt der Arbeit lag auf der Untersuchung der Zusammenh�ange von B�ezier-

und B-Spline-Kurven und -Fl�achen mit der entwickelten Klasse von corner cutting-Kurven

und -Fl�achen.

Wir haben gezeigt, dass die Menge der corner cutting-Kurven die B�ezier-Kurven und die

B-Spline-Kurven von Grad N = K als Obermenge enth�alt. Ebenso verh�alt es sich in der
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Fl�achentheorie.

F�ur B-Spline-Kurven mit N > K wurde gezeigt, dass sich jede Kurve als Vereinigung

von gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Kurven darstellen l�asst. Parallel zum Beweis

wurde ein Algorithmus angegeben, der die gesuchten Segmente liefert.

B-Spline-Fl�achen von Grad (M;N) mitM � L; N � K lassen sich ebenfalls in derselben

Art und Weise segmentieren; auch daf�ur ist ein Algorithmus entwickelt worden, der die

entsprechenden Patches liefert.

Ich vermute, dass auch die Erweiterung der Klasse von B�ezier- und B-Spline-Objekten

auf NURBS-Kurven und -Fl�achen sich in die Theorie des corner cutting einbinden l�asst,

wobei auf diesen Aspekt in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen werden konnte.

Das Unterteilen von linearen corner cutting-Kurven und -Fl�achen behandelten wir unter

der Grundannahme der Regularit�at von einer der auftretenden Transformationsmatri-

zen (siehe auch [AUM3]). Nur f�ur die Wahl von Schnittmatrizen, die eine gleichf�ormig

ber�uhrende corner cutting-Kurve oder-Fl�ache ergeben, ist die Regularit�at bewiesen, in

anderen F�allen bleibt es bei der (bisher nicht widerlegten) Hypothese, die wir als wahr

voraussetzten. Auch f�ur diese wichtige Methode des CAGD konnten wir die bekannten

Methoden auf corner cutting-Fl�achen anwenden.

Wir haben gezeigt, dass die Theorie des corner cutting Mengen von Kurven und Fl�achen

bereitstellt, die grundlegende Eigenschaften von Freiformkurven und -
�achen besitzen be-

ziehungsweise zur Verf�ugung stellen. Ferner wurde nachgewiesen, dass sich B�ezier-Fl�achen

als einzige eckinterpolierende, gleichf�ormig ber�uhrende corner cutting-Fl�achen ergeben.

Wie sich NURBS-Kurven und -Fl�achen mittels der Eigenschaften der corner cutting-

Theorie charakterisieren lassen, k�onnte weitere interessante Einsichten in das Verst�andnis

unserer De�nition des corner cutting liefern.
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